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Rappels sur les

3

Récurrence

Corrigés des exercices

-Vl_zet V2=5. .

Vys2=3v,,1—-1=303v,-1)=9y, -4

=, -t ., __n-3 .
T on+s T " 2 _6n+13

y, = —%

Mo ea

Note : Dans les exercices 3 a 5, on applique 'une des trois
méthodes décrites page 15.
2
n
<1
(n + 1)

= J3n+4-.J3n+1>0: (u,) est

: (u,) est
decr01ssante
b) Uy 1 — U
crois-sante.

o) u, =f(n) avec f(x)=

>0.

)=

x+4 ’ _,_4)2

fest croissante, donc (u,,) est croissante.
(4 _1Corrigé dans le manuel.

he1— U, =—3<0 : (u,) est décroissante.

b) (u,) change de signe a chaque indice, donc pas de
monotonie.

¢) Tous les termes de la suite sont positifs,

u
et n+1

=2>1:(u,) est croissante.
n

MMy, -u,--3<0: (u,)est décroissante.
x+1

by, =) avee £ =355+ ()=

X+ 2)2
fest croissante, donc (u,,) est croissante.

Al )y, >0 et

Up 1

=2>1 : (u,) est croissante.

n

b) u, change de signe a chaque indice, donc pas de
monotonie.

suites

u
BEM ) ¢ >0 et 22

n

LEPESES I (u,,) est croissante.

byu,,, —u, = 1 5 ——15 <0: (u,) est décrois-

sante. (n+1) n

M)y >0 et n+ (”+1) (”+1)
" u,, T (n+1) n2 n?

si g(x)=x2-x-1; g(x)=2x-1,doncn?>n+1des
quen =1 et (u,) est croissante.

1"

b) u n+1

il Uy = , donc pas de monotonie.

Corrigé dans le manuel.

11 RVNES 1 1 d’ou:

A P

S
nel” =\ 2 Tane2) \n+d 2n
R R S
“2n+1 2n+2 n+1

1
T 2n+ DH)(2n+2)

(v,) est croissante. i

>0;

a) uy=8; u; =8 et u, =8 pour tout n, donc
(u,,) est constante.

b)uy=2, u1=% d’ou ul—u0=§ ;

u

“1)s

3
n+1"un_z(un_un

(u, , 1 — u,) est une suite géométrique de premier
.3

terme % et de raison q- Donc u, ,—u,>0 et(u,)

est croissante.

Oui, car pour tout n :
(un+1 +vn+1)"(un+ vn) = (un+1'—”n)

+(vn+1_vn)’>’0'

Chap. 1  Rappels sur les suites. Récurrence @ 7



* (u,,) est décroissante, (v,,) est croissante.

-1 )
*u, +v,=—; (4, +v,) est décroissante pour
n=2.

*u,v,=-—; (u,v,) est croissante.

e Pour tout n, v, , | —v,=3(u, ,,-u,) =3ret

=Wy T Uy -y, = 2r.

Wit

Puisque le triangle est un rectangle, la mesure
la plus grande est 90 en degrés. Si on note r la raison
de la suite arithmétique, les autres mesures sont
90-ret90-2r.

Comme (90-r) +(90-2r) =90, il vient 3r = 90, soit
r=30 et les mesures sont 30, 60 et 90 .

| 17 o
* Par récurrence, v, >0.

1+v 1
-nmlzL——:—-&l =u,+1:(u,)estune

v v v

n+l n n

suite arithmétique de raison 1 .

u
Comme —*!-
u

n

i
. - 2 C 172Y"
trique de raison 3 On peut aussi écrire u,, = 3 3)

* Comme us=(5-2)r+u,,ontrouve r=-18.
® Puis 1y, =us+ (20-5)(-18) =-283.

* De uyy = uzq*, on déduit ¢* = g__Slel____Tg%)ﬁ[_} ;
puis :
-2
13
25 (30\2
.Hq)_“lﬂq 2 197(13) L

(21 ] Corrigé dans le manuel.

=, =0y +25r=-3-50=-53;
Uyps = g+ 125r=—3-250 = - 253 ;
(- 53-253) x 101

S= 5 =-15453.
EER® 1, =-2x3""",
2.5=-28x3%2,

3.De v, = u,, . on déduit que (v,,) est une suite géo-
métrique de raison 9 et de premier terme v, = u, =-6.

_§ _Qn
Et $=3(1-9").

8

s:=:3[11-2

_2]=1x23(‘255)=2040.

-1
8

. (1) est une suite géomé- |

En regroupant :
1 3 9
e [2+2+ §]+(1+2+...+10)
G+g)x5 (1+10)x10 _ 25 135
+10) x _ 13
S= 3 + 5 -?4-55-———--2 :

A ® On reconnait une suite géométrique de pre-
mier terme 0,02 et de raison -5.

| Le dernier terme u, = 312,5 = uy(— 5)" permet de

trouver (-5)"=15625 ou n=6.

?
Alofs S =(},02(1 —(9)

m] 26042

EXA® 1.a=-2+.J/3 et b=2-.3.
2.V, 1=l —(2+ ﬁ)um]
=(du,, 1 -u,)-(2+ J3 ),
=(2-3)u,, -u,
=(2-3)up, -2+ J3)u,)
=(2-J3)v,.

(v,,) est géométrique de raison 2 - J3 etde premier
terme vop=-24J3 .

3. De méme, (w,) est géométrique de raison 2 + /3
et de premier terme w;=2./3 .

4v,=-2J3@2-J3)y et w,=2J/3(2+J3).
De ‘V"zu"”_ i on déduit v, —w,=(b-au,,
w,=u, , -bu,

et, en définitive :
u, = bL (vp—w,)

- ———[ 2./32-3)"-2J32+/3)")

2.J3

=(2- J'_)"'+(2+ J_j)n‘
IEEER® Si on note ¢ la raison, alors a = 2 etc=bget
les hypothéses donnent : q

fi=yf
g*-425¢+1=0

b3 =343
:_; +b+bg=3675 "

Soit g =4 ou ¢ =0,25. Les triplets solutions sont :
(1,757 28) et. (2875 1.75).

EEENS Ona b=aq et c=agq’.

La seconde hypothése permet d’écrire, en notant r

la raison de la suite arithmétique, 2b = 3a + r et

c=3a+2r.

D’ou larelation ¢=3a+2(2b-3a)=4b-3a, soit :
ag’=4aq-3a ou ¢>-4g+3=0,

c'est-a-dire g=1 ou ¢=3.



Vérifions :

*si g=1, (a,a,a) et (3a,2a,a) vérifient les hypo-
théses ;

*sig=3,(a,3a,9a) et (3a,2a,a) vérifient les hypo-
theses.

[ 301 Corrigé dans le manuel.

[ 31 : La suite définie pour toutnpar:v, =9 A, +1
p n n

est géométrique et v, = 10"

10"*!' - 10

9 d’ou,

VitV t+...+v,=95, +n=

S _1[10””_—10_,1}
_ ; .

32 HE R RS

7 7
—5un—7r1—‘—1(n+1)—1—6

7 7
=5(un—zn—ﬁ) =5v,;
(v,) est une suite géométrique de raison 5 et de premier
7 73
terme vy =5-0- =16

sy ouis w2 Bsmys Tns 2
4.vn—16(5) , puis un—16(5n)+4n+16.
5.8, =ug+u+...+u,

13 rye 7
= 16(1+5+...+5 )+4(1+...+n)+16 (1+...41)

_7_3(1-5””) Z((n+1)n

;
"6l 1-5 JtalT 2 )*1_6(””)
—7—35n+l+:/r12+2—1n—4—5
~ 64 8" T16" "6 -

EElLa)1:5; 14; 30.
b)S,,;=S,+ (n+1)2.

nn+1)2n+1) N

2.Onnote P, la proposition « S, =

6
* P, est vraie car 1+ 16)(2 D 1=95;.
* On suppose que P, est vraie. Alors :
Sn+1=Sn+(n+l)2
_n(n+ 1)6(2n +1) +(n+1)
(n+1)(2n* +Tn +6)
= 7 .
On vérifie que (n+2)(2n+3)=2n2+7n+6, et:
(n+D(n+2)Y2n+3)
Sn+1= 6 »

donc P, , , est vraie.
Donc la proposition est vraie pour tout n = 1.

EEZR® On note P, la proposition :
«1+2x21+.c+nxal=(n+1)!-1».

e P estvraiecar 1=1et (1+1)!-1=1.

* On suppose que P, est vraie. Alors :

1+2x2M+...+nxnt+(n+1)x(n+1)!
=(n+D!'-1+@n+1)n+1)!
=(n+D!{l+(n+D]-1=(n+1)! (n+2)-1
=(n+2)!-1.

Donc P, _  est également vraie.

 La proposition P, est vraie pour tout entier n non
nul.

IEEM® On note P, la proposition «S, =T, ».

1x2x3
3 =
¢ On suppose que P, est vraie et on calcule S, , ;.

S,+1=1x2+2x3+..+n(nr+1)+(n+1)(n+2)

- %n(n+1)(n+2)+(n+l)(n+2)
(e 1)(n+2)
=TT 3

Donc P, , | est vraie.

s P estvraiecar §;=1x2=2 et Ty = 2.

(n+3)=T,.;.

* Et la proposition P, est vraie pour tout entier 7 non
nul.

BEEM® Pour tout entier n supérieur ou égal 4 2, on

note P, la proposition: «S,=(n-1)2"-n2""1+1»

* P, est vraie puisque S, =1 et (2-1)22-2x22-1+1=1.

* On suppose que P, est vraie. Alors :

S, 1=1+2x2+... +(n-1)2""2+n27"1
=(n-12"-n2" 14+ 1+n2"l=(n-1)2"+1.

Or on veut prouver que :

S,,1=n2"*1_(n+1)27+1
=2nXx2"—n2"-2"+1=(n-1)2"+1.

Donc P, , ; est vraie.

¢ Et la propriété est vraie pour tout n =2,

EEXA® On note P, la proposition :
«1x2x3+2%x3x4+...+n(n+1)(n+2)
_ nn+ 1)(n+2)(n+3) N
) .
1x2x3x4
—— =

e P estvraiecar 1 x2x3=6 et 6.

* On suppose que P, est vraie. Alors :

1x2x3+ ... +n(n+D)n+2)+ @+ 1)(n+2)(n+3)
_nn+1)(n+2)(n+3)
B 4
_(n+1Mn+2)(n+3)
- 4

et P, . estvraie.

+(n+Dn+2)(n+3)

(n+4),

* P, est donc vraie pour tout entier » non nul.

Chap. 1 ® Rappels sur les suites. Récurrence ® 9



BEER® Soit P, la proposition : «n! =215,
eP,estvraiecar 1!=1 et 27-1=1,

* On suppose que P, est vraie. Alors, pour toutn =1:
(n+1)!=n'(n+1)=2""Y(n+1)=2"-1x2=2n,
Donc P, , | est vraie.

* P, est donc vraie pour tout n =1,

Remarque : Il y a (n - 1) facteurs, dans le membre de gauche,
supérieurs a 2 donc en multipliant...

EEER® La propriété est vraie pour n =2 car
52=42+32

Supposons que pour un entier naturel n = 2,

Sn=4"+3",

5"+1=5x4"+ 5x3" = 4x4"+3x3": la propriété

est vraie pour tout n = 2.

IEXSM® a) La propriété est vraie pour n = 1 car
(1+a)=1+a.

Supposons que pour un entier naturel n = 1,

(1+a)'"=1+ na.

(l+ay'*'=z(1+na)(1+a)=1+(n+Da+na’=1

+ (n + 1)a : la propriété est vraie pour tout n = 1.

b) Si g > 1, alors il existe @ > 0 tel que ¢ = 1 + a, donc

q" =1+ na.

% - n
Comme lim na=+oc, lim ¢ =+eo.

n— + e n—+ o

IEEE® 1. On note P, la proposition : « 3n% = (n + 1) ».

® P,estvraiecar 3x22=12 et (2+1)2=9.

* On suppose que P, est vraie, alors :

In+1)2=3n2+6n+3=(n+12+6n+3=n2+8n+4
=nl+dn+4=(n+2)>.

P, ., est vraie.

* Pour tout n = 2, P, est vraie.

2. a) Notons P, la proposition : « 3" = 2" + 5n2 »,

*Pour n=1, 3=2+35 est fausse.

*Pour n=2, 9=4+ 20 est fausse.

® Pour n=3, 27 = 8 + 45 est fausse.

®* Pour n=4, 81 = 16 + 80 est fausse.

*Pour n=5, 243 = 32 + 125 est vraie.

n =35 est donc la plus petite valeur non nulle pour
laquelle P, est vraie.

b) Supposons que pour n = 5, P, est vraie et cherchons
a savoir si P, , | est vraie.

3n+1=3x37=3(2"+5n2)=2x2"+5x3n2,
etdaprésle 1., 3n2= (n+1)2.
Dot 3"+1=2"+145(n+1)2 et P, est vraie.
e P, est donc vraie pour tout n=5.

EEEN® 1.+39=1et(0+2)2=4 donc P, est fausse.
*31=3 et (1+2)2=9 donc P, est fausse.

*32=9 et (2+2)2=16 donc P, est fausse.
*33=27 et (5+2)>=25 donc P; est vraie.

10

2.*n =3 onsuppose que P, est vraie. Alors :
3+ 1=3nx3=3(n+2)2=3n2+12n+12.
Il reste donc a prouver que :
3n2+12n+12=(+3)2 ou 2n2+6n+3=0,
ce qui est vérifié pour n =3 . Donc P, , | est vraie.

ePourtout n=3, 3n=(n+2)2.

Pour apprendre 3 chercher

© Les outils :

-« Raisonnement par récurrence.

e Savoir conjecturer une propriété apres le calcul des premiers
- termes.

o Savoir prouver la conjecture.
Luy=7u;=52;u,=502; u3=50002; uy=50002 ;
us = 500002 .

2. Lorsque n prend les valeurs 1,2, 3, ...,

2, ..., zéros entre le 5 et le 2.

3. a) En fait, on peut écrire pour n=1,2,3,4,5:

u,=5x10"+2.

b) On suppose que cette proposition est vraie au rang n.

Alors u,,,=10u,-18=10(5x 10" +2)-18
=5x107+142.

P, . | est vraie et la proposition est vraie pour tout n.

ilya 0,1,

l.°r£0=2;u1=l;uz=—l‘,u3=—5:n4=~13:
l£5=~29.

*uy-3=-2 up-3=-4, u3-3=-8; uy;-3=-16;
us-3=-32,

I semble donc que u, =3-2".
2.u,,1-3=Qu,-3)-3=2u,-6=2(u,-3).

La suite (u, — 3) est géométrique de raison 2 et de
premier terme —1.

Donc u,-3=-1x2n = 3-2"=u, pour tout entier
naturel n.

Bl =3;u =1; Uy =3;u3=1; uy=3;
us=1.

[1semble donc que lorsque n est pair, 1, =3 etlorsque
n est impair, u,=1.

2. Posons P, la proposition : «u,, =3 et u,,,=1»
Py, P;, P, sont vraies. On suppose que P, est vraie.

“2n+2=_“2n+1+4=3

Alors { et P, | est vraie.

Uy, +3=_l‘2u+2+4=1

La proposition P, est vraie pour tout entier naturel n.

[ 46 ] Corrigé dans le manuel.



BB 1.u=1:u,=1;u,=2;u3=4;u,=T.
2.Remarque :us=uy+1+2+3 +4.
Conjecture : pour tout entier n,

n(n—1)=r:2-n +2

u,=1+ 5 3
La propriété est vraie pour n =0, car :
0= 2 e
Supposons que pour un entier naturel n = 1,
2
U = i___’_l_t_g alors :
A 5 :
. n—n+2 .
nel= 7
2 2

n +n+2=(n+1) -(n+1)+2

- 2 2
et la propriété est vraie pour tout entier n.

2 1 1 1 1
lol.uozl:u] =3RS 5 U3= 15 U= 570
“5 = @ .

Conjecture : pour tout naturel n, u, = 2-—n~+—ll-j—1 .

2. La propriété est vraie pour n = 0, car :

1
H”: ETI‘ = ]..
Supposons que pour un entier naturel n = 1,
1
Uy = —— , alors :
2" -1
1

" ) 2n+1 =3 _ 1 _ 1 .

n+1~ - - :

1 +2 1_|,-2(2.v|+l_1) 2.|':+2_1

2n +1 1
la propriété est vraie pour tout entier n.

IEER® « P, est vraie car 49+ 5=6.

* On suppose que P, est vraie, c’est-a-dire que

4"+ 5=13p, p entier.

4n+145=4(4")+5=4(3p-5)+5
=12p-15=3@4p-35),

ce qui prouve que 4" *! +35 est un multiple de 3.

P, . estdonc vraie.

n+
e Pour tout entier naturel n, 4" + 5 est un multiple
de 3.

IERE® 1.Si on suppose que P, est vraie pour un

entier n,alors 10"+ +1=10(10")+1=1009p-1) + 1
=9%p-9=9(10p-1),

donc 10"*1+1 estun multiple de9et P, , est vraie.

2. Pourtant 107"+ 1 s’écrit 10 ...01 .

o s
(n—1) zéros

Et comme la somme des chiffres est 2, le nombre n’est
pas divisible par 9. Donc P, n’est jamais vraie.

Sl ® Soit P, la proposition : « 237 —1 est un multi-
plede 7».

* P, est vraie puisque 22*0-1=0.

. ®* On suppose que P, est vraie pour un certain n. Alors :

230+ 1) _1=231x23-1=8(Tp+1)-1
—Sep+7=7(8p+1).
23n+1) _1 est un multiplede 7 et P, | est vraie.

¢ La propriété P, est donc vraie pour tout entier natu-
reln.

(pe Z)

IR Pourn=0:3-1=0.

Supposons que pour un entier naturel 2, 32 — 1 est un
multiple de 8.

32n+1) _1=32x32"-1=32(3"-1) +8: la propriété
est vraie pour tout entier 7.

[531® Corrigé dans le manuel.

EEEAS « P, est vraie car 3! +22 estégala’.
P, est supposée vraie, pour un entiern = 0.
I s’agit de prouver que P, , | est vraie, c’est-a-dire
que :

32n+1) 4 1 4 2n+1)+2_32n+3 L Jn+3
est un multiple de 7. Soit encore :
32n+3 L on+3_(32n+1,2n+2) est multiple de 7,
327+1(32_-1)+27+2(2-1)  est multiple de 7,
32n+1(8) +27+2(1) est multiple de 7,
7(32n+1) 4 32n+1 4 on+2 est multiple de 7,

ce qui est vrai par hypothése de récurrence.
Donc P, ., est vraie et la proposition P, est vraie
pour tout n .

gt o .
o NV

=MLV neNu,,  —u,=2n+3>0;lasuite (u,)
est strictement croissante.

2.Pourn=0,u;=1>0.

Supposons que pour un entier naturel n, u,, > n’.
Uy, 1 >n2+2n+3=(n+1)>+2>(n+1)>: pour tout
entier naturel n, u,, > n’.

BEEl ., € 10 1[; la propriété est vraie au rang 0.

Supposons que pour un entier naurel n: 0 <u, < 1.

u, , 1 = flu,) avec fdéfinie sur R par flx) = x(2 - x).

fest dérivable sur R, f'(x) =2(1 —x) >0sur |0; 1].

fest donc strictement croissante |0 ; 1[.

Puisque 0 < u,, < 1, alors f(0) < f(u,) < f(1) soit :
G<u, 4 <1

Conclusion, pour tout entier n,0 < u, < 1.

Chap. 1 » Rappels sur les suites. Récurrence @ 11



El®1u,=1+2n

2.v,=1=1+07 la propriété est vraie au rang 0.
Supposons la vraie au rang n.
Vyo1=Vptl,=14+n2+1+2n=1+(n+1)>2:lapro-
priété est donc vraie pour tout .

EER® 1. Soit P, la proposition: «0=u, <2»,
* P, est vraie car up=1.
* On suppose que P, , soit 0 <u, <2, alors:

2 < Ju,+2 < .J4.
Onabien O=u,,, <2, P, estvraie.
* Pour tout entier naturel n, P, est vraie.
5
2+u,-u,

2oy, ~U,= (24U, -, = ————
[2+u,+u,

- (2-u,)(1+u,)

[2+u, +u,

Ce quotient est positif car 0 < u,, < 2 et (u,,) est stric-
tement croissante.

IEER® On note P, la proposition: «0<=u,<1».
L. P, est vraie puisque uy=1.
* On suppose que P, est vraie pour un entier n=0.

u,+1
Alors::’,+l=u”+330.
Dautre part u,,, -1 = =2 =i
i u, +3

La propri€té P, _ | est vraie.
* La propriété est donc vraie pour tout entier naturel n.
2.ouy=1, u= % donc u; <uy.

* On suppose que u,, , | <u,.

Comme la fonction x+— f(x)= :%;

( 1)2,>0), flu, . 1) <f(1,). soit
X+

u,,,<u,,etlasuite (u,) est strictement décrois-
sante.

est strictement

croissante (f(x) =

IEEBS On note P, la proposition : «il existe p, , g,
entiers tels que (2+ +/3)"=p, +q, /3 ».
* P, est vraie,en prenant p; =2 et g;=1:
2+ 3)N=2+.3.

* On suppose que P, est vraie. Alors :
2+3)"+1=2+ J3)2+ 3)"

=2+ 3)(py+4,/3)

= (an + 3(},,) + (zqn +pn)J3 .
Les nombres 2p, + 3¢, et 2q, + p, sontdes entiers,
donc P, ., estvraie.

* P, est donc vraie pour tout entier n = 1.

12

0
[ 61 N a) u;=2(1 + cosB) = f4 cos2 0 =2c083;
u, =2 cos i
b) Récurrence immédiate.
2. Vrai pour n = ().
Supposons que pour un entier naturel n,

u, =2 cos (%)
2
6
un”:J2+2005(%)=J4c032E?n=20052n+1 A

la propriété est vraie pour tout entier n.

| 62 I Luy=5, uy=7, us=9.

Il semble que u,=2n-1 pour n=1.

2. Cette proposition est vraie pour 1,2,3.

* Si elle est vraie pour u, et u,, ,, n=1, alors:
Uy, 2=22n+1)-2n-1)=2n+3.

* La proposition est vraie pour u, ,, et donc vraie

pour tout n .

B.*P,estvraiepour n=0et n=1.

e On suppose que P, est vraie jusqu'au rang n + 1.

Alors :

2u+]+3ﬂ+1 L L 2u+2+3u+2
tarm S(—5—)- 5= )=—5—
et P, , estvraie.

63 3%[(2+ BP+R-B)N)=1=u,
:',[(2+ B +@2-B)=2=u,

y =4uy —ug="7= %[(24, BrR+2-3)
La propriété est vraie aux premiers rangs.
Supposons la vraie au rang n.

Posonsa=2+ .3 eth=2-./3.

arl-l+balr—l
u,, =2a"+b)-4+—F2

=a’"‘(2a—%)+b"_](2b—l).

1
2= 3 & 5

| 64 _HAY g =2 > -1 donc vrai pour n = 0.
Supposons que pour un entier naturel n, u, > - 1,
alorsu, +1>0et fu,+1>0>-1.

Conclusion, pour tout entier n, u,, >— 1.

b) u,, , | = flu,) avec f définie sur R par flx) = Jx +1,
fonction strictement croissante sur |- 1 ; + o[,
uy=2> J:_i =u,. |
Supposons que pour un entier naturel n, u, > u,, , |,
alors f(u,) > f(u,, , 1) soit u, ., > u, , , : pour tout



entier n, u, > u
décroissante.

2= 1+2"G

Supposons que pour un entier naturel n,

a4+ 1 o la suite (u,) est strictement

donc vrai pour n = 0.

u,,?:l"-"'r alorsu, | = 1"'“’}r5+1
2 2
. 3+.45 1+.5
soitu, , = 5 = 5 -
Conclusion, pour tout n, u, = : +2"/§ ;
u, +4
w,~2 2 u,+4 2
65 H =1 - Ex Mt %
-ol.v”+I Y 3)(”"_2 3Vn-
T

2 n+l
2.v =[——) )
n 3
4V”+1_4( 2)}!+l+3ﬂ+]

v,—1 - (_Z}n-l-l n+1 "’

A 1.P(x+ 1)- Plx )_{“” ("‘;”

Pourtoutn,v, #1etu, =

-2

2. P(0) = 0, donc vrai pour n = 2,

Supposons que pour un entier naturel n, P(n) € N,

alors, comme P(n + 1) = P(n) + n2, P(n-1) e N.
Conclusion, pour tout entier naturel n, P(n) € N,

3.0°= P(l}_'% :13 édoncvrmaurang()

Supposons la propriété vraie au rang n.

RB+22+ .. +n2+(n+1)2=Ph+1)+(n+1)?
=P(n+2).
"UHIL(ZH-'-]}+(n+l)2=(n+1)2
[n( "+1)+n+1]
6
2
:(n+1)x2" +(‘:’n+6

_(n+1)(n+2)(2n+3) .

6
la propriété est vraie pour tout entier n.

67 LIS

que pour tout entier n, u,, =

.3 :
;3 = 7, ON peut conjectuer

n+1’
La propriété est vraie au rang 0. Supposons la vraie au
rang n.

Uy = 1 o IE 1 : la propriété est vraie pour
_n n+2°
n+1
2006

tout entier n et Uspog = 2 007

IGERS 1/ est un entier supérieur ou égal a 24.
24 =2 x5 +2x7:la propriété est vraie au rang 24.
Supposons la vraie au rang n :
2d=n=>5a+7b.
Sib=225=n+1=5a+7b+15-14et
n+1=5(a+3)+7(b-2).
Sib=1,2d=n=>5a+7alorsa=4.
n+l=5+8=5a-4)+7x4.
Sib=0,2d <n=>5aalorsa =5.
n+1=5a-4)+7x3.
La propriété est vraie pour tout n = 24.

‘El.a)ul:l :uzzg :u_;:% Ty =

b) La propriété est vraie au rang 1 (et 2

.I.',

Hq—— .;2.

4.
16 °
).

Supposons la vraie au rang n :
n

{, = —

2:: )

Uy sy ==X 2" = ES : la propriété est vraie pour
tout n.
2.v= L 1V = “ 1Vy= 2 . on peut conjecturer que
k KOOk
.}
k

La propriété est, bien sir, vraie au rang 1.
Supposons la vraie au rang n :

" n
n_k,;'

v M'Hx n_ntl :la propriété est vraie pour

n+l™ pn kﬂ_kﬂ+1' prop aiep

tout n

Chap. 1 ® Rappels sur les suites. Récurrence ® 13



chapitre

2 Fonctions : limites et continuité

Activités (page 20)

[ACTIVITE 1]

Dans le cas @, f est continue sur - 3 ; 3] puis-
qu’elle est d'un seul morceau.

Dans le cas @, fest discontinue en 1, donc n’est
pas continue sur [-3;3].

Dans le cas @. f est discontinue en 1 (f(1) =0),
donc fn’est pas continue sur [-3;3].

IACTIVITE 2|

1 +Sixe[0:1]. E(x)=0;
*Sixe[l1;2[, E(x)=1.
2.a) E(1)=1.

I]l.a) ﬂx)_(Hz):l et lim =0

X =400

) - >0« x>0, donc Crest au-dessus de A pour
x> l]' (on étudie le comportement de fen + ).

¢) lim -I- =0 donc A’ = A et CJ,- est en dessous

x—4—-oa X

de A’ pour x < ().

2.a) Pourtoutx >-3, flx)=2x-1+ %
b) A:y=2x-1.
3
— >0 x>-3,doncsur -3 ; + oo, A est au-
xX+3

dessus de Cf.

L) =#21= Jim 2=0.

X3+em X

b) A I'infini (+ e et — o), la courbe C;et la parabole
P d*équation y = x? sont de plus en plus « proches »
I'une de l'autre.

a) lim

X = 400

14

b) E n’a pas pour limite E(1) en 1,
car lim_ E(x)=02E(1).

r=1
0sixel[0:1]
1 si xe[1:2]
J.E(x)=9 2 si xe [2:3]
3sixe[3:4]
4 si xe[4;5]
a) La fonction E est discontinueen 1,2,3 et 4,
b) E n’est pas continue sur |3 ; 5[, car 4 est un point
de discontinuité.

L f([0;2])=[0:4];
f(-2:4)=[0:16];
f(R) =
2. E()={0;1).

f([-2:2) =[0:4];
f(l=02:2]) =R*=[0; + o[ ;

) Z >0 ¢ x>0, donc Cyest au-dessus de % pour

3 - U et en dessous pour x < 0.

TDE

Kl 1. a) L aire du secteur circulaire OAM est
avec r=1.

h x r
2

Mm x OA smh
2 2

c) Dans I’'homothétie de centre O et de rapport

b) Aire(OAM) =

cosr’ , [AT] est I'image de [Mm] donc AT = SI:::

et Taire du triangle OAT est 22 XAT_ 2 Z:::;i

d) -2—’ =< % %x Si—n':; soit, pour tout h de]{ ;[
sinh<h =< z:;:i; :



e) >0 donc la premiére inégalité équivaut a

% < 1. cosh et h sont strictement positifs, donc
la seconde inégalité équivaut 2 cosh < % et
donc, pour tout i de ]0 3 g[, cosh < % =1.

2. Cela résulte de : pour tout h, cos (— k) = cos h et

sin(-h) _-sinh _ sinh

-h —h h

3. Le théoréeme d’encadrement et le fait que

lim cosx = 1 permettent de conclure que
=0

sinh _

lim — =1.
hlgll] h
sinZE sin’ i
7 cosh-1_ 2 __ 2 _
H1a) . 2 — 7
2
_h "
sin~
b) cosﬁ B h2 x sin7 , donc,
2
puisque lim % =1, lorsque A est voisin de 0,
h—=0
cosh — 1

est voisin de — s.inE ;
h 2

¢) Il résulte de la remarque précédente que :

T el SR (—sin 5):0.

hoo h h=0 2
fim CGS:_]=—sin0=0
r=0

2.x— lim cosh - cos0 sin0=0

h—=0 h-0

1.a) La fonction f (polynome) est dérivable sur R
et f/(x)=3x%2+2. Pourtoutxde[0;1], f(x)>0
donc la fonction f est strictement croissante sur
[0;1] (etsur R...).

De plus f(0) =-1<0 et f(1)=2>0, doncil

existe un unique réel oce ]0;1[ tel que f(ar)=0. -

2.9) f("”?"): £(0,5) = 0,125, donc u; =0 et

Ir’l - 01.5.

uy+vy
f[ 5 ]:f(0,25)=—0.48, donc u, =025 et

Vo = 0,5.
uz + VZ

b) f( 5 ): £(0,375) == 0,19, donc:
1y =0375 et v3=0..

ﬂ3 + V3 :
f( . ]: £(04375) = - 0,041, donc:

u4 = 0.,4375 et V4 = 0,5 .

Uy + vy
f[ ; ): £(0.46875) ~— 0,040, donc

us=0,4375 et v5=046875.
¢) Parrécurrence : vy—u,=1, donc P(0) est vraie.

n
Supposons P(n) vraie : v, —u, = [-21-] ;
. u,+v,
¢ Soit u,+1=u, etv,+1= 5> auquel cas:
1 1yl
vn+l_un+l=§(vn_un)=(§) ’
. u,+v,
S0it i, 4= —5— et Vn41=Vy, auquel cas:

n+1
1 1
vn+l_un+1:§(VrJ_un)=(§) '

* De plus, pour tout n, u, <o =<v, donc:

n-0< (L) o o-s (L)
i 2 il

Pour obtenir un encadrement de longueur infé-

rieure 4 103, il faut et il suffit de choisir n tel que
n

(%) <10-3, soit 27> 1000, donc n =10 car

29=512 et 210=1 024.

= 0453125 ; v,y = 0,454 101 5625 .

(A 10-7 pres par défaut, o= 0,4533976.)

d) Pourtoutn, 0<svy,-a < G) et

1y w PINE
sy 5 o Ty (5] =t

Le théoréme d’encadrement (vu en 1™) permet de
conclure que les suites («,) et (v,) sont conver-
gentes et ont la méme limite o.. Ceci démontre le
théoréme 7 (dans le cas particulier).

3.a) o =0,867 a 10-3 prés par défaut.

b) o =-2,0945 a 10~ pres par défaut.

Chap. 2 » Fonctions : limites et continuité¢ ® 15



Corrigés des exercices

pooe s

BN im fix) =400,
1. 2. 3. Limite d’une fonction £ .
f(x)>10° & 5x-1>103(x-1)2
imite | en-- = = & 1000x? -2 005x + 1001 <0
8 | -= | 4w L e 0821
' b) J - -0 400 400
| s : B _
B e [ = | et on peut prendre o = 0,07 .
(271 Corrigé dans le manuel. 'r Ill_r)nsﬂ A
395<flx) <405 < 295xr <1485 et 3.05x > 15.1
BEM ) lim fiv) =5: lim fix) =5; & 496721... <x<5033...
) SRl _ W= et on peut prendre 1=]4.97;503].
Iim fix) =+e: lim fix) =-o.
x=-1 x—=-1" l- i
b) lim fix) =0: lim fx) =0: Iimx e E'D]Comgedansh manuel.
X =3 — oo X = 4 oo X =
¢ lim f)y=—co: lim fix) =+oo. Wil iim fv=-2; lim f)=-2;
X - X+
o lim flry==e; lim fix)=+eo.
-- li X)==co: N X)=+oo: | x=-1 x—=-1"
. x -'.'I-lmﬂ“ x :»nlwﬂ” v Ladroite d: y=-2 est asymptote horizontale et la
lim flx) =—e0: lim fix) =+eco. droite d,: x=-1 est asymptote verticale.
r—=-2 x—=-2" .
. ) . L e flx)+2= _E_ - Lacourbe est au-dessus de d | si et
b) lim fix)=2: lim fix)=2; lim fix)=—-oo. x+1
= Ay #=+0 seulementsi x>-1,
¢) lim fix) =+o; lim flx) =+oo:
X =% =100 X =40
i) ) e o l;m fix) =—oo. @Com’gé dans le manuel.
ot S EEMa) lim fix) =—co; lim fix) =+ oo
BN im Av)=-2: lim flx)=-2: oot oo
X = -0 Xt b) lim fix) =—e; lim fix) =0.
lim flx)=—co; lim flx)=+oco: Fbhiow ,_.g
x=1" r—=1"
m flx)=+co; lim flx)=—eco | EEMa) lim fix) =—co; lim fix) =+ oco:
ro2 x=2 x—=0 x= 0
b) lim flx)=-eo; lim flx)=+eo; pas de limite en + oo .
X——oo X = 4+ oo . -
lim fix)=+oo: lim flx)=—oo: b) lm fix) =n+1; Lim fix) =+ee.
=1 r=1" r=3
Im flx)=+co: lim flx)=+ oo,
X3 r=2 (35 ] Corrigé dans le manuel.
€) lim Ax)=—e; lim Ax)=+c: lim flx)=—co
¥ X4 x~+1 EEMa) lim fiy =+. b) lim fix) =1,
X 4o X = 4 oo
EE in flx)=0: lim f(x)=+eo:
T X0 Kkl a) Iim fix) =0. b) lim fix) =0.
lim f(x)=-ec : lim flx)=-co : kit AT
x=0 x—2
lim flx)=+c: lim f(x)=0.
T2t Tt
[Z 1 Corrigé dans le manuel. (i8] Corrigé dans le manuel.
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IKER Pour tout réel x>—1,x+1>0et —1<cosx<1,

dissie -1 <c:c:s,lr 1
x+1 x+1 x+1°
lim _—1=[let lim 1 =0.
ro+we X+1 ra+eX+1
donc lim 2% _p.
rs+oX+1
im —— =0, donc lim fix) =3
x4+ X+ 1 X =3+
2
im & =+e, donc lim fix) =+co.
.l'—?—ﬁ'q X ——om

Pourtoutréelx,—1 =-cosx=1
1

doncl<2-cosx<3etz < ———
3 2 cos X

= ] et pour

‘r>—1.'r%l =flx)=sx+1

Do lim flx)=
X =t
Pour tout réel x, sinx <1, donc :
~Ssinx=-5 et x2-Ssinx =x2-5.

lim (x2-5)=
X =} =00

lim (x2-5)=+00, alors:

X o+

Puisque

lim (x2-5sinx) =+oo.

X =3 + oo

lim (x?-5sinx) =
X=4—m0

XD o (x>0):—x<xsinx=ux

soitl-x=<flx)<sx+xet lim flx)=+-co.
X = o

En-w(yr<0):x=s=xsinx<-x
soit 2 +x<flx)sx’-xet lim flx)=+-ce.

X— + o0

[ 25 FRTes L+x— SO +x+x)

(1 +x+ )
= 1
1+x+Jx
2.a) Pourtoutx =0, J1+x > .Jx,
donc  0<2Jx < . T+x+./x < 2A/1 +X,
1

et <f(x)N —

2./T+x 2J¥
b) Iim —= lim =0, donc (théoréme

.l.'-~b+m2J_;- Xx—=+= 7 {1+ x

d'encadrement) lim flx) = 0. Le résultat pouvait se

X =+ o2

déduire directement de la question 1.

1. Pour tout xde 1+, -1 <sinx<1
donc, x -1 étant strictement positif,

2 1
21"‘ -:f{)-a:_".t_"'r

2. lim 2x-1 = lim 2x+1 =2, donc (théoréme
xo+m X—=1 x40 x-1
d’encadrement) lim fix) =
X400

(271 Corrigé dans le manuel.

| 28 PYJRRIT _':+l=[} donc lim fix)=0.
x—o-e x4 1 X ——oo
b) Sur J=1:1], 1=x%>0; lim(1—x2)=o.
lim (1—1) 0, donc Ime(r] lim f(r)
x—=-1 r——1
a) lim flix)=+o0; b) lim flx)=-
x—1 X+
Elfla) lim fix)=+o; b) lim flx)=
¥ - r— +oo
Eila) lim fix) =+
X—>+ea
T
siny
b) flx)= — xm
i
X
im F=0et fim 2% =1
X = +oa X =0
donc lim flx)=m.
X =3+ oo

Zoom sur le théoreme 7

1. a) fest un polynéme donc dérivable sur I et

F(x) =322 +2.

b) Pour tout x de I, f(x) > 0 : f est donc strictement
croissante sur 1.

festdérivable donc continue et strictement croissante
sur I : nous sommes dans les conditions d'utilisation
du théoreme 7.

Comme de plus f{0) x f{3) <0, nous pouvons affirmer
que I'équation f{x) = 0 admet une unique solution
dans I.

2. a) g n'est pas continue en I donc le théoréme 1 ne
s'applique pas.

b) Sur [0;:1[,gx)=0&x= %etsur[l 52l

gx)=0x= g ce qui est impossible ; donc I'équa-

tion g(x) = 0 admet bien une unique solution dans J.

[38] Corrigé dans le manuel.
El) f(x)-x= ‘_‘IEE

Chap. 2  Fonctions : limites et continuité ® 17



. sinx 2 sinx
Or lim — = |lim —=
X = 4 oo X —3 =00

asymptote oblique a la courbe représentative de f
en —eo eten +eoo.

= 0: A est bien

Pour x >0, ﬂ:—ﬁ est du signe de sinx, donc positif

sur tout intervalle de la forme [2kn ; (2k + 1)x] et
négatif sur tout intervalle de la forme [(2k — 1)r; 2kn] :
la courbe coupe une infinité de fois son asymptote
(méme chose en — ).

b) f(x) - (3x+?)_—— Or, lim -—=0et
VT Y

lim 3 =0, donc lim [f(x)-(3x+7)]=0 et
X =+ oo

X -o=p— ﬁj—

lim [f(x) - 3x + 7)] =0 : A est bien asymptote
X—3—co

oblique a la courbe représentative de f en — o et
en + oo,

D’autre part, pour tout réel x non nul, — —5— <0:la
||
courbe est toujours en dessous de son asymptote A.

E) () - (z_m)__ Or lim %:u,
X—-o X =
et lim —— =0, donc lim [f(x)-(2x+1)]=0
x—2+X—4 X——oo

et lim [f(x)-(2x+1)]=0 : A est bien asymptote
X+

a la courbe représentative de fen —c eten +oo.
D’autre part, ;—1—- >0 x>4, la courbe est au-
dessus de A pour x >4 et en dessous pour x<4.

3 . 3
b - —2 —— .O 1 — t
) flx) - (x-2) (x+1)2 r.l’—linjw'(.r-i-l)z Oe
3

e g = el (e-)

et lim [f(x)-(x-2)]=0 : Aestbien asymptote a
X -+

=0, donc

la courbe représentative de fen —o eten +oo.

3 <0
(x+1)2
la courbe est toujours en dessous de son asymptote A.

Apprendre a chercher (page 47)

Un changement de variable
Les outils :

D’autre part, pour tout réel x# -1, -

sinx

o Limite de === en zéro.

o Dérivée de Ia fonction sinus.

Les objectifs

« Savoir lever une indétermination.

« Savoir reconnaitre le taux d'accroissement d'une fonction
dérivable usuelle.

Corrigé dans le manuel.

f, fonction polyndéme, est continue sur R. Sur
]- oo ; 0], fest strictement croissante,

f(]-;0]) = ]-eo; 1] quicontient —1: f(x) =-1
admet une unique solution dans |- ;0].

De laméme maniére, sur 1=]0:2] etsur J=]2;+ o),
feststrictement monotone et -1 appartient a f(I) et
f(J) donc f(x) =-1 admet une unique solution dans
[ et dans J : au total, I'équation admet donc trois solu-
tions distinctes dans R et trois seulement.

1-f(~1)=—g;f(— %)=% :f(m:-% ;f(l):%

2. On applique le théoréme des valeurs intermédiaires
. 1, :
sur [— 1 '_i]' [-—2 .{]] et [0:1].

1. lim fix)=

X—-o

lim —x3=+00.
X—p—oo

lim —I3=—W.
X =+ o0

lim fix)=

X+

2.a) Pourtoutxe R,
f()==-3x2+3==3(x-1)(x+1).
f(x)=0 & xe[-1;1].

b)| x |-= -1 1 + o0
f'(x] - 0 e 0 -

f \—1/ EH-.'&H

3. f est continue et strictement monotone sur chacun
desintervalles ]-2;-1[,]-1;1[et]1;2[ dont les ima-
ges sont respectivement |-1;3[,]-1:3[ et |-3;-1]
qui contiennent tous 0.

Donc I'équation f(x) =0 admet une racine unique
dans chacun des intervalles :

]-2;-1[, ]-1;1[ et ]1:2].

1. lim sin3x =0, d’ou la forme indéterminée « Q »,

x—0 0
2 §i X =3%, alogs 5“13“‘ -3 "’i;'(x et lim X =0
tli_T”%E =1, donclim f(x) =3.
3. Autre solution :

Si g(x) =sin3x, alors Iim"f(x) =g’'(0)=3.



Courbes asymptotes
Les outils :
o Limite a I'infini d'une fonction rationnelle.
o Tracé de courbes.
Les objectifs :
o Savoir trouver une fonction usuelle dont la courbe représen-
tative est « proche » de celle de la fonction étudiée.
« Savoir montrer qu'une courbe asymptote n’est pas néces-

sairement une droite.
. . x3
L lim fix)= llm — =+0oo.
X+ X +00 X
2, [f(x) - xz]———-— or lim —— =0

x_>+°ox+2

3. Pour x fixé dans ]-2; + o[, %2 représente la

distance (dans un repére orthonormé) entre les deux
points d’abscisse x de la courbe € et la parabole &

représentative de la fonction x — x2.
Drapres 2., cette distance tend vers 0, les deux courbes
sont « de plus en plus proches » lorsque x tend vers + oo,

EEla) lim f(x)=+et hm g(x) + oo,

X400
1

b) fl¥) ~x =
A/‘x2+ 1+x
1 1
Pourx#0, g(x)—x = =
Jl+1+x /1+1+1
x

et lim [f{x)-x]=0.

X +eo

DN =

et lim [g(x)-x]=

X— +oo

(44 ] Corrigé dans le manuel.

a) lim flx) = hm f(x) 1.

X—+oo

x2-4 sannuleen -2 et 2.

De plus, x> — 4x — 12 s’annule en -2 donc, pour
tout x # -2,
f(x) = x> -4x-12 _(x+2)(x - 6) x—-6
o4 (x+2)(x- 2) x-2
et lim f(x) 2.
x—-2

Puisque lim (x2-4x-12)=-16
x—2

lim f(x) =+ et
x—2"

lim fix)=-

x—2"

Si flx) se comporte comme x pour les « grandes
valeurs » de x, (la droite d’équation y = x est asymp-
tote a la courbe représentative de f), il n’en est pas de
méme pour g(x).

lim [g(x) - (x + %)] =0: g(x) se comporte comme

X+

X+ % pour les « grandes valeurs » de x (la droite d’équa-

tiony =x + % est asymptote a la courbe représenta-

tive de g).

Polyndme de degré impair
Les outils :
o Limite a I'infini d’une fonction polyndme.
o Théoréme sur les fonctions continues strictement monotones.

Les objectifs :
« Savoir montrer que tout polynéme de degré impair a au
moins une racine.

1. Le théoréeme des valeurs intermédiaires.

2.a) g, >0 : lim P(x)=+cet lim P(x)—
X~ +o0 x——
°q,<0: lim P(x)=-c et lim P(x)=+c.
X — 4o X ——oo
b) f(R) =

3. Pour tout polyndme P de degré impair, I’équation
P(x) =0 a une solution (au moins).

Remarque :
- 3x2 + 3 = 0 a trois solutions et x3-3x2+ 4 = 0 a deux
solutions.

b) lim fix)= lim 2x =+ et lim flx)=—oo.
X —> + oo X > 4 o0 X —> =00

1 étant racine du numérateur et du dénominateur, on

est en présence de la forme indéterminée « g »enl:

(x-1D2x%2+x+1)

f) = x-1)(x+2)

et donc pour tout x#1,

. 4
Et 1 == .
lim f(x) = 3
x+2<0 © x<-2, donc:
lim flx) =—co et
x—>=2"
KM a) En + « et en —oo, f(x) est la somme de
deux termes de limites nulles :
lim fix)= lim fix)=0.

X+ X——e

lim fix)=

x—o-2"
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On évite les formes indéterminées liées a la somme
x+1
x2-9
x? -9 < 0 signifie que x € ]-3;3[, et donc puisque

lim (x+1)=-2, alors:
r—=-3 .. %

lim fix)y=—occ et lim flx)=+eo.
x—=-3 x—=-3"
De méme, puisque lim1 (x+1)=4, alors:
X =3

en écrivant f(x) =

lim fix)=—cc et lim flx)=+co.
x5 x—=3

b) lim flx)=+e et. lim flx)=—oo.

X—+ oo X—-—oco
1 étant racine du numérateur et du dénominateur, on

. e : 0
est en présence de la forme indéterminée « 0 »enl:

pour tout x#1,

() = (x-D(E3+x2+x+1) =x3+,rz+x+1
' (e=1)(x% 4+ x+1) 2ex+1
etdonc lim fix) = 4 .
x=1 3

a) Pour toutréelx, -1 <sinx <1,
donc 2x — 1 <f(x) <2x+1 et le théoréeme 3 (de
comparaison a I'infini) permet de conclure :

o lim (2x-1)=+ec, donc lim flx)=+eo;

X too X =+ o0
e lim (2x+1)=-e, donc lim flx)=—eco.
e X—¥—ro

b) Pour tout réel x.

—1=cosx=1, donc 1 =(2+cosx)=3.
Pour x>0, x3 =< f(x) = 3x? et le théoréme 3 (de
comparaison a l'infini) permet de conclure :

lim x3=+0c0, donc lim flx) =+,
A = 4 oo X —» 400

Pour x < 0, 3x3 =< f(x) < x? et le théoreéme 3 (de

comparaison a l'infini) permet de conclure :
lim x3=-c, donc lim fix)=—co.

X—=—-o X ——eo

a) La fonction x — sin x n'a pas de limite en + .
Pour tout x, f{x) = 3x -2 et le théoréme 3 (de compa-

raison a I'infini) permet de conlure: lim flx) =+,

]
b) Sur son domaine de définition |1 ;+ o[,
1
flx) = -
x-1
Donc lim flx)=0 et lim flx) =+eo.
X = +o0 r—1

IEER® Pour tout réel x, 1 < 3 + 2 sin x < 5donc
2 2

le 1 _ cqaf < X <2
5 3+42sinx 5 3+2sinx
2
: S
Puisque lim = =+ o, alors
X =+ oo 5

2
: X
lim ———— =+-0o.
X — +o0 3+ 28INX

20

-1 - X+ sinx
5 3+ 2sinx’

De méme, pour tout réel x, e

; ; x-1
Puisque lim =—4— =+ oo, alors
X =)+ oo 5
; X+ sinx
| ————— =+oo,

o +ee 3+ 2sinx

[ 50 K41 341, 8
L fx) 3+x+1+x—2
2. lim fixy=3 et lim flx)=3.
X =+ oo X——o2

En-1, (x + 1) tend vers 0 et le signe de (x + 1) est
constant a gauche et a droite de - 1, donc :

lim fix)=-c et lim flx)=+o,

x==1" x—=-=1"
En 2, (x = 2) tend vers 0 et le signe de (x — 2) est
constant a gauche et a droite de 2, donc :
lim flx)=—e et lim flx)=+co.
x22 =2

51 L'l liml (x -1)2=0 et (x - 1) est toujours
X —

positif, donc lim fix) =+ oo.
xr=1

: > 100 & 1002-(2x 109+ Dx+10°<0.
(x-1)?

Les racines du trindme ont pour valeurs approchées
0,999 0004 et 1,001 0005.
Donc on peut choisir [=]0,9991 ;1,000 9[.

W ® a) Nous sommes en présence de la forme
indéterminée « oo —oo » ,

Pour x>0, f(x)= 2% = < ;
NxX2+2x + x i1+:-1+1
X

lim fix)=1.

X+
b) Nous sommes en présence de la forme indétermi-
née « oo —oco» ,

donc

Pour x<0,
f(x) = 2x = = e '
4x% +x-2x —x f4+l_2x ,‘4+£+2
X X
donc lim ﬂx}="%-
X -

[531® Corrigé dans le manuel.

¥ ® a) En + o, nous sommes en présence de la forme

1
. e B
. ; oo e
indéterminée « — »; f(x)z—IH et lim flx)=-1
= Lot X—3 4o
X

En 1, nous sommes en présence de la forme indéter-

minée « g »,

-Jx(Jx-1) _ -Jx

(x)= =5
4 (Wx+1)(fx-1) Jx+1

3 1
tl =—z.
ol iy



b) En + e, nous somme en présence de la forme indé-

1+l

L et lim flx)=1.
1 1
T2
X
En -1, nous sommes en présence de la forme indéter-

Jx+1
Jx-1

. ’ o
terminée « — ». Pour x >0, fix) =
o0

minée « 8 » flx) = et lim fix)=0.
1

X ==

= 2) Nous sommes en présence de la forme

indéterminée « g »; flx)=5x mglfx .
Puisque lim 5x=0 et lim 22X =1, le théoréme 4

x>0 X
(limite d’'une fonction composée) nous permet de
conclure :

x—0

lim fix)=5x1=5.

x—=0
b) En 0, nous sommes en présence de la forme indé-

., 0 inx .
terminée « = »; f(x) = /x X SInx , lim fix) =0x1=0.
0 X x—=0
Pour toutréel x, —1 <sinx <1,

1

donc -1 <flx) < —.

Jx NE:

: 1 s Ao ,
Or lim — =0, donc,d’apres le théoréme d’enca-
X+ [y

drement (théoréme 1),

lim fix)=0.

X — 400

A ® Nous sommes en présence de la forme indé-

2sin%%
.. 0 2 X
terminee « (—) » ;f(x) = = tanz
2sin 5 cos >
et lim f{x)=0.
x—0

° ‘ o
Qe Nous sommes en présence de la forme indé-
sinx x2

X .

x 1 —cosx

terminée « 8 ». Pour x0, f(x) =

Puisque lim 2% =1 et lim cosxz—l __1 ,alors :
x>0 X x—0 X 2
lim f(x)=1x2=2.
x—0

° . L
IS Nous sommes en présence de la forme indé-

., (
terminée « 5> Pour x#2,

(4-3x+2)(J2x+5+3)
2+ /3x-2)2x+5-9)

flx)=

_ 32-x)(J2x+5+3) :_§ >(A/Zx+5+3

202-0)Q2+Bx-2) 2 2+./3x-2
etdonc lim f(x) :—9 .
x—2 4

, donc,

EERS a) lim fi)=1 et lim fx) = -

X — + oo

Q] =

d’apres le théoreme sur la limite d’une fonction com-

posée (théoréeme 4), lim f(f(x)):—l.
X —> + o0 3

x-3

x+5 -2x-18 x+9
D ) = 3 =%+ = sl

—+5

xX+5
On retrouve bien lim f(f(x)):—%.

X +eo <

[ 60 HERTW fx) =3 . Enremarquant que

X =+

fx)=3+ %,pourtoutxde [=]3:+0[,f(x)>3.

Ilenrésulte que lim f(x) =+ et, d’apres le théoreme
x—3

sur la limite d’une fonction composée (théoréme 4),

Hm Afx)) =+ oo

Asymptotes
M () = 20-5- .

[62]® Corrigé dans le manuel.

KR ® a) fest définie sur |-<0;0[ U0+ ool .

lim 2= lim 2=0:ladroite d'équationy=1+*
Xx—o+xX x5 -wX 2

est asymptote oblique a6 en + o0 eten —co.
lim (—g): +e et lim (—gj:—oo :
xs0 N ¥ xo0" N X
d’équation x =0 est asymptote verticale a 6.
2x

=0et lim
x~>+<>ox2+3

la droite

= (), la droite

b) lim
x—>-c x> 43
d’équation y = 1 est donc asymptote horizontale a 6

en —oo et + oo,

KA ® fest définie sur R - {-1:;1}.

lim fix)= lim fix)=1:ladroite d’équation y=1
X — + oo X — —o0
est asymptote horizontale a € en + o eten —oo,

lim (x2+6x+1)=-4 et x’~-1<0e=xe |-1;1].
x—>-1
Il en résulte lim flx) =—co et

x—=-1

lim flx) =+co:
x—-1"
la droite d’équation x =—1 est asymptote verticale a ‘€.
lim (x2 + 6x + 1) = 8, donc lim f(x) =—oo et
x—1
lim flx)=+0ec:
x—=1"
asymptote verticale a ‘€.

x—1

la droite d’équation x = 1 est

KA ® fest définie sur R— {1} .
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1

Pour x:l,f(x):x—Z—m .
lim i lim e =0 : ladroite d’équation
x4+ X — x.—.p_u.r—l

y =x-2 estasymptote obliquea‘€en + e eten —oo.
lim (x2 -3x + 1) = -1, donc lim fix) =+ et
x—=1 x—=1
lim fix)=--eo: ladroite d’équation x = 1 est asymp-
x=1"
tote verticale a €.

IEEA® fest définie sur R.
Pour tout x, f(x)=x+ — 2; =2 38
X+ 2
-2x+1 -2x+1

lim = lim =0:ladroite d'équa-
. 2 2
X402 X4 X—a-0 X472

tion y = x est asymptote oblique & € en + oo et en — oo,
YA® « Pour x>-1 (x#0), f(_t'}zx+]+-% :

sPourx<-1, f(x)=-x+1 +%_ .

Puisque lim & 0, ladroite d’équation y =x + 1 est

X340 X

asymptote oblique a2 ‘€ en + e et puisque lim S 0,

x—=-dX

ladroite d’équation y=—x—1 estasymptote oblique
aen —co,

EER®1.a) lim fir)=+c.

X +oo
Le calcul de la limite en + e de f(x)-(x + 1) nous
conduit & la forme indéterminée « co —co ».

x2+2x+4—(x+1)2

f)-(x+1)=
JX2+2x+44 (x+1)
_ 3
h/x2+2x+4+(x+l),
donc lim [f(x)-(x+1)]=0.
X =400

b) La droite A d’équation y = x + 1 est asymptote
oblique a€ en +eo.
¢) Pour tout x :

J2+2x+4 > Jx242x+1=|x+1=x+1,
% est au-dessus de A.

2.a) lm fix)=+0co.
X —p =—co
-x ’1+§_+i2
b) Pour x<0, ﬁ‘x} ¥ e 1+g+i2.
X X x
Donc lim M=—1

x3-o0m X

fX)-(-x)=dx2+2x+4 +x=

22

Donc

lim_ [f(0) - (-2)] =~

¢) La droite A’ d'équation y = - x — 1 est asymptote
oblique a6 en —oo,

R L () - ——— et
x—axt+1

des abscisses est asymptote horizontale a ‘€ en —oo.

2 f(x)-2x= NP4l —x= ——— ;
S+ lex

0 : la droite A d’équation y = 2x

lim fix)=0:1"axe

X——o0

donc lim fix)=

X =402

est asymptote oblique a6 en +eo.

3. . est toujours strictement positif : €

Nxt+1+x

est au-dessus de son asymptote oblique A.

IECES 1. Pour |x|3%,|4x2—l|=4x2—1. donc:

f(x)=x+ J4x?-1.

|
Pour x>—§, f(x)=x+2x #1—4—4{2.

lim - =0,
x>+ 4x

’ 1 ’ 1
Pourx<-— X)=x-2x 1l-—=x[1-2 |1 - —
)= 4x? [ 4xJ

1
Puisque lim —
4 .r—lb o 4x?

Puisque

=0, lim fix)=+eceo.

X—3—c

2. a) Six>%.

f(x)_3x=“i4xz~*1—2x:_—l.
m+2x

donc

lim [f(x)-3x] =

X— +oa

b) Six<—%.f(x)+x=44x2~ 1+2x= ;,

Jax?-1-2x

donc lim [f(x)+x]=0.

X ——es
lim [f(x)-3x]
X =+
tion y=3x est asymptote a la courbe € en +eo.
lim [f(x)+x] =
X——re2
y =—x est asymptote a la courbe € en — oo,
b) Il résulte du 2. a) que :

» Jlx)=3x =

3.a) =0, donc la droite A, d’équa-

0, donc la droite A, d’équation

-1

Jax? -1 +2x

donc € est en dessous de A, ;

f@x) +x=

31x> <0,

-1 >0,
4x* —1-2x
donc € est au-dessus de A, .

®gj xc—%,



WAl 1.a) f(x)-(x+1)= —— 1
Jx2+9
_ -9 .
Jx2+9(x +"1/x2+9) :
lim [f(x)-(x+1)]=0.

-9

X2+ 9(x + %+ N

courbe € est située sous I’asymptote oblique A.

2 () -(x-1) = —X— +1

x2+9

b) Pour tout x, < 0, donc la

—3 _ 9 M
Jx+ 9(x - Jx% + 9)
lim [f(x)-(x -
X = —o0

tion y=x-1 estasymptote oblique a € en —oo.

1)] =0, donc la droite A" d’équa-

72 2y 1
f)- (-2 = —.

Puisque  lim 1 =0et lim 1 =0,la courbe
x—)+oox+1 X — — oox+].

% représentative de f et la parabole % d’équation

représentative de x — — 2x2 sont asymptotes en + oo
eten —oo.

Puisque x_l_ est du signe de x + 1, ‘6 est en des-

+1

sous de P sur ]-oo;—1[ et au-dessus sur |—1;+oof.

[ 73 H fest définie sur ]0; + e[ . Pour tout x>0,

flx) = A/J_c+i donc f(x) - N/)—c:L .
x Vx
Puisque lim 1. 0, la courbe € représentative
X+ [y
de f et la courbe I' représentative de x —>/x sont
asymptotes en + oo . 1
Puisque pour tout réel x>0, — est strictement
positif, € est au-dessus de T". X

ZB® f(-1)=-1,f(0)=1, fest continue sur ]-1; 0[.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il
existe ce |- 1;0[ telque f(c)=0.

On peut prouver 'unicité de c car sur R,
f(x)=3x2+1>0
donc fest strictement croissante.

3
2x2 (x + —)
AR 1 ()= 25435 2
(x+1)?  (x+1)?

Y (EED IS

sante sur [—% ;—1[, 10 appartient a [2‘;] ,+oo[

[, fest strictement crois-

donc’équation f(x)=10 aune solution unique dans

I’intervalle [— g P— 1[.

BEA® r(x)=2x-2;

f)=[-4:0].
yZA® « f est une fonction rationnelle définie sur R

car f(x)= )

. Donc elle est continue sur R.

+1
*f(x)= ___2_x_ , d’ou le tableau :
(x2+ 1)
— o 0 +oo‘
- 0 +
1 —~_ P 1

fR)=[0;1[.

IR ® Pour chercher la limite lorsque x tend vers 0,
on utilise ’expresssion conjuguée.

— 2 f—
) = 1-(x"+1) X

x(1+/x*+1) 1+~/x2+1
f est continue en 0 équivaut a dire que f(0) =
D’autre part, f est continue car composée de fonc—
tions continues (polyndme, racine carrée, somme et
quotient). Donc feest continue sur R équivauta m=0.

’1

et lim fix) =0

x—0
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On peut conjecturer que I'équation sin x = '% admet
une seule solution dans 1.

2. a) Somme de deux fonctions dérivables sur I, fest
dérivable sur I.

Pour tout xde I, f(x) = cos x - % .
cos G) = % donc f” s'annule pour x =
b) 0

f'{x) +

Wi

fix) 0 o 2 T

— e

3.a) Sur }U : g] , fest croissante et strictement posi-

tive et donc ne s’annule jamais (car f(x) > 0).

Sur ] g :‘lt] , f est continue strictement décroissante
et f[g] x fir) < 0:I'équation f{x) = 0 admet une uni-
que solution a.

L’équation (équivalente) sin x = J%admc:t donc une

unique solution a dans I'intervalle I.
b) 18954 <m<1,8955.

Eﬁl' L Pour x > 1, fix) > x* > x donc il suffit de
prendre A = 105.
2. fix) =x2 (22 —x-1).

La fonction g : x> 2x? — x — | est strictement croissante

sur [i ‘4 m[. Comme g(2) =5, pour x > 2, fix) > 5x2,

Il suffit donc de prendre A tel que SA% = 10° soit

A = 20 000. Le réel 142 convient.

EEEN® Pour x>0, fix) = x+2 - [x+2
Jx+2)(x-3) Nx+3

et lim flx)=0.
x—=-2

.ﬁ.r)=x[ +—1——J§] et lim flx)=—oo.

X X = + o0

(83 LEW TIPS ( 1-

et lim f(x)=

x|
X =3 400 2!

24

IEZE® La fonction polynome f définie sur R par :
fix)=xn+1-2xn 4 1 est continue et dérivable sur R.
Pour tout x, f(x) =x"~![(n + 1)x - 2n].

Sur l'intervalle rm ;2]. f est continue et stricte-

ment croissante. D’autre part, fest strictement décrois-

] et f{il) =0, donc j(:T’

‘1]-:'[].

Comme f(2) = 1,le théoréme 7 nous assure de |'exis-
tence d'une unique solution de I'équation flx) = 0 sur

I'intervalle [ 2n 2}
n+l1’

sante sur [1;2—"
n+1

IEERS La fonction g définie sur I = [Q; 1] par

g(x) = flx) — x est continue sur L.
g0)=f0)=0:g(1)=A1)-1=<0.

Le théoréme 6 nous permet d’affirmer qu'’il existe au
moins un réel a de 1 tel que g(a) = 0, c’est-a-dire tel

que fla) = a.
| 86 H

Comme OT = c; et ON = r cos 0, on en déduit :

0s0
r P ~
= Gosg e IM=g
1 2
Aire A'TB' _ (TM)z _|_cosé :
Aire ATB \TN L cosB
0s0

_(1~c059)4( 1 )2
“\1_cos2g / \1+cos8/ "’
Dire que A tend vers B, équivaut a dire que 6 tend

versOet lim (;]2 1
8—0\1+ cos8 4

Aire (A'TB'")

La limite de Aire (ATB)

lorsque A tend vers B est

donc 3



IEXA® 1. f est paire (son domaine de. définition R
est bien symétrique par rapport a 0 et pour tout x,
f(=x) =f(x)) : la courbe € admet I’axe (O;j /) comme
axe de symétrie.

2. lim f(x)— hm f(x) =400,

(W1+x2=x)(J1+x? +x) 1

3. flx)-x= ;
J1+x2+x N1+x2+x
lim S S 0, donc la droite d d’équation |
X = +o0

1+x’& x
y = x est asymptote oblique a ‘6 en + oo.

Pour tout réel x, >0 : € est au-dessus
1+x%+x x

de son asymptote oblique d.

AMEx;) e & y=n14+x2 ou y=—1+x2

e yi=l+x?,
5.0M=Xu+Yv
(2 20\ (2 27
—(7 —TY)1+(-§-X+7Y)],
et, compte tenu de 'unicité de la décomposition ;

Y et y»—TX‘l'

y2-x2= §(X+Y)2— i(X—Y)Z:XY: 1.
# est donc une hyperbole équilatere.

N ” i/

S

N /
AN -
[SIEB X

B N

EER® 1.3) o Si x€ -0~ 1[, f(x) =—x—1+ =
x —_

esixe |-1;1ull;+ef, f(x)=x+1+ 2x
X

b) e lim f(x) =+0co et

X=—oo

*En-1:six<-1,alorsx2—1>0et

lim flx) =

lim f(x) =—oo
x—=-1
etsi 1>x>-1, alors x2-1<0et lim flx) =+o.
x—-1"
*Enl:si-1<x<1,alorsx*-1<0et lim fix) =-
x— 1
lim fix) =+eo.

etsi x> 1, alors x2-1>0 et
: x—>1"

. ; +1
2.a) Si xe ]-oo;-1], f(x)='1“}(x2_1)2 :
etsixe ]-1;1JU]1 '+°°[

Fay=1 241 x(x *3)
(-1 P21y

b) Si xe |- ; -1, f(x)<0,

etsixe |-1;1[ U]l ;+ e, f(x) est du signe de
(x2-3), donc f’(x) est négatif sur ]-1;1[U]1; /3]
et strictement positif sur | /3 ;+ eo[ .

+ .
+ oo + oo
N\ 33 /
2.9

3.a) ¢ lim ——— =0:ladroite d’équationy=x+1

x—o+eox’—1
est asymptote oblique & ‘6 en + oo
Sur J1;+eo[, ——— est positif : € est au-dessus de

son asymptote.

. X

e lim
x—-ex? ]

asymptote oblique a € en —co.

Sur J-eo;—1]

=0:ladroite d’équationy =—x-1 est

C T3] est négatif : € est en dessous
(x*-1)

de son asymptote.

b) f’(0)=0 et f(0)=1; la tangente en A(0;1)a%
a pour équation y =1 : elle est horizontale.
3

%)
X X

Sur|]-1;1[,f(x)-1=x+ —— =
- 1L A i e
confraire de x. Donc si O0<x <1, € est en desgous

deTetsi —1<x<0, alors € est au-dessus de T.

est du signe

Remarque : A est un point d’inflexion de Iq courbe €.

c) yA RN/

\\ 7
N

P

A
>
y

T
x
Y
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4. Sur |-1:1[, fest continue (fonction rationnelle)
et strictement décroissante car f'(x) <0.

De plus, lim fix)=—e et lim fix)=

x—=1 x=1'

L'image par fde |- 1; 1] est |- o0 + o[, soit R :
d’apres le théoréme 7, I'équation f(x) =0 a une uni-
que solution a.dans |-1; 1[.

f(0,7) % f(0,8) <0, donc 0,7<at<08.

IEER® Partie A
LSia>0, lim flx)=+eet lim flx)=—ooetsi
X=) 400 X—b=—00
a<0, lim flx)=-ooet hm f[x) + oo,
X— 400

2. f étant continue, les |ll'|11lBS trouvées en 1. permet-
tent d'affirmer que quel que soit @ non nul, {R) = R.
3. 0 aaumoins un antécédent par f: toute équation du
troisieme degré admet au moins une solution dans R.

Partie B
1. Pour tout réel x, fest dérivable et f(x) = 6x> - 1.
X - o0 —_ E ﬁ + oo
- 6 6
f'(x) k. 0 - 0 +

+ oo

f m_///' ﬁggﬂ"\ /

2. Résoudre I'équation 2x3 = x + 1 revient a résoudre
I’équation équivalente flx) = 0.

f(—‘f‘)—ﬁ-l<0dnncf(%)<0,

C'est nouveau au bac EE(ELEEX)
IERH 1. Réponse ¢) : fix) = (x - 1)? (x - 3).
2. Réponse ¢) car pour tout x # 3,

2x - l 2x+1
X- == -3

3. Réponsesa) car flx) =x-1+ % et
1+.Jx

c¢)carflx)=x-1+ el

1. Faux.

Un contre-exemple : f: x — i est définie et continue
sur[l;+eofet lim flx)=0.

X+
2. Faux. Un contre-exemple : f: x+—> —xet g: x— 2x.

) __1
xl-lr"}wg(-’l‘) 2’

26

Pour tout x de [ oo | £[ fix) < 0 : I'équation

fix) = 0 n’a pas de solution sur cet intervalle.

J6

L’'image par f de [ 6

;+oo[ contient (). Sur cet

. 6 -
intervalle [? :

croissante : le théoréme 7 nous permet d’affirmer que
I’équation f{x) = 0 admet une unique solution réelle.
3. 1 est solution « évidente » de I'équation 23 = x + 1.

Partie C

1. fl0) =1 et f{1) = - 3. De plus f est continue sur R
donc (théoréme 6) I'équation f{x) = 0 admet au moins
une solution dans I.

2. fest dérivable sur R et pour tout réel x,
fi(x)=32+12x + 1.

f’ s’annule pour x, = 6 - /33 et x, =6+ J/33.

X —_— 00 O X‘ 1 12 + oo
f'(x) + 0 - 0 +

- \\\__‘ /’

Sur [0 ; x,[ fest strictement croissante et f{0) = 1 donc
fne s’annule pas et de plus f{x,) > 0.

Sur [x; ; 1] fest continue, strictement décroissante et
fix)) x f(1) <0:I'équation f{x) = 0 admet une unique
solution o dans I'intervalle I (théoréme 7).

3. /(%)=édoncae ]% : l|:.

4. 0.=0,528 a 10~ 3 prés par défaut.

+ m[. f est continue et strictement

3. Vrai.

1. Vrai.
2. Faux.
Un contre-exemple :

f:xr—»i six<Oet

fix—>x-3+ six = 0.

2
x+1

3. Vrai.

1. Le cours.
[sinx + 3| 4

2.a) Sur]l;+eof, [ix)-3|= T
4 4

b) ——+3<f[.r)£— +3et lim fix)=

1 l X+




chapitre

3 Dérivation

ee Travaux diriges (page65)

]
3 :::
° BN n Il s’agit d’étudier le signe de :
h f(_x)-y: 1_x_(_x+1)=(1_—x)(:x_3)_
B f(x + h) = flxg) + hf (xg) = flxg) + 3 X +1 3+1
L+xg D’ou le tableau de signes :
doncy, .=y, + 2cary,,+1=f(xn+h). x 1 0 1
1+xn T
1-x + + 0. =
Sxd + 0 - =
i) 2 | ) -y + 0 - 0 +
2x3-3x2-1 R . | |
Lf(x)= —3 .2 donc f’(x) ale méme signe *Si xe ]-1;0]U[l;+eo[, €estau-dessusdeA;
(" +1) *Si xe [0;1], € estendessousdeA.
que 2x3-3x%2-1. . _
2.2) g"(x) = 6x2 - 6x = 6x(x —1). 5. Equation de la tangente d au point d’abscisse 1 :
D’ot le tableau de variations : y=- 1 X+ L.
2 2’
% -1 0 1 + o0 s
o' = 0 _ 0 iy £~y = 1-x +l(x_l)z(l—x)(Z—x‘—l)
-1 pare 3+1 2 2(x3+1)
glx) P T~ B 2
_(1-x0)A-x)_(1-x)?’A+x+x%) .
b) On a besoin de la limite en + < de g(x);elle - 2(x3+1) . 2(x3+1) ’
vaut + eo. donc f(x)—y =0 et € estau-dessus de d .

eSur ]-1;1], g(x)estinférieura —1, donc g(x)
ne s’annule pas.

* Sur [1; + o[, g(x) prend des valeurs sur [-2 ; + oo,
elle est strictement monotone. Donc, puisque
0 est dans [-2 ; + o[, il existe un réel unique o. de
[1;+0o] telque g(x)=0. g(1,6)<0 et g(1,7)>0
donc o e [1,6;1,7].

¢)Sixe]-1;af, alors g(x)<0;

si xe Jou;+oo[, alors g(x)>0.

3¢ lim fix) =0;

X—+oo

Iim 1-x=2

x—--1

= lim fix) =+oo. TD

lim 1+x3=0" x_+_1+f
x—-1"
o l.a)mzy—M=tanx.

x |—-1 o + o0 XM
f/(x) _ 0 + b) T(l ; tan X).
466 0 _ .y _ Sin(-x) . —sinx _
() T o) e 2. tan (-x) = ) ook tan x.

sin(x + ) _ —sinx _
cos(x +m) —cosx

4. Une équation de la tangente A en A d’abscisse 0 :
y-f(0)=f'(0)(x) soit y=—x+1.

etan (x + m) =

Chap. 3 ® Dérivation ® 2]



3.a) sin et cos sont dérivables sur 9% et cos ne
, sin .

s’annule pas, donc tan = cos Aussi De plus, pour
tout x de &

COS.XCOSX + Sinxsinx 1
lan’(x) = 3 = —_—
cos X cos x
b) lim sinx =1 et lim cosx =(*

n n

r—=3 X — 5

n

< X< 3

¥
x
\'ﬁ;
y n ; ; W
¢) Sin [U : ;[. tan’ = - donc tan’ > 0 ainsi tan
= cos”

est strictement croissante sur [0 - g[ .

4. * D’aprés le 3. a) tan’ (x) =

1

5— pour tout x
) . Ccos X

de%,etl +tan~x =

cos’x
* D’apres le 2. tan (- x) = - tan x pour tout x de 9
donc tan est impaire, et tan (x + ) = tan x pour
tout x de & donc tan est n-périodique.
* D’aprésle 3.b) lim tanx =+

xXr—=

X<

A s

donc par m-périodique et imparité, les droites

- ; n
d’équations x = 5 + k. k € msont asymptotes ver-

ticales a la courbe. ‘

28

1. a) Les solutions de x(2 — x) = 0 sont dans ‘
I'intervalle [0;2].

b) La fonction x — x(2 - x) est dérivable sur R, ‘
x(2-x) eststrictement positif sur J0;2[, donc
x+— Jx(2-x) estdérivable sur]0:2]. ‘
X > x est aussi dérivable sur ]0;2[, donc fest
dérivable sur ]0 ;2] comme produit de deux fonc-
tions dérivables sur ]0;2[. Etalors:

o
P = O +xx—22x _3x-22 |
20x(2-x) Jx(2-x)

lim J/x(2-x) =0
x—=0

=Jx(2-Xx) ;
b) fx) _ fx) - A0)
X x-0

2.a)f%

a pour limite 0 en 0 donc fest

dérivable en 0. La tangente a la courbe est hori- |
zontale. i

t.jt(2—r)
x=-2

xAJx
-J2-x

; lim [0 =--co. Latangente est donc verticale.
x—2 X-2

b) ﬂTx} =ﬂ.r%§§ a pour limite — = en 2, donc f

n'est pas dérivable en 2.

3.1!) ﬂr)

== (carx e ]0;2[)

4.a) 3 1
X 0 - § 2 l
flgo + o - Il
3./3
| 7 4 ‘
[
b)EnO : y=0:en2:x=2.
yih
41_ €
ol B 3 .
1 5 2
[ 2] L f(x) = L{)(m et g est dérivable en 0 avec

£(0) =10 car g’(x) = 10(1 + x)*.
Ainsi lim flx) =g'(0) = 10
xr—l

2.a) lim cosx=0 et lim (.\'—g]ﬂ).
It

T
‘f—)i .U—‘)i
14
COSX — €085 _ -
b) f(x) = .done lim _r(.r)=c05’(—].
t‘—;E 2
X=3 res
Or cos"=-sinet - %mi =-1.donc lim f(.t)—— A
S
im f() =tan’(%)=1+ tan2® =
3.a) lim f(x)=tan [“ 1 +tan 3 2.
T
3
b) lim fix)=cos’ (1) =-sinm=0.
X—=T0
|70 C]
r+2_2
B1 lim &-fO_ ;, x+]
x—=0 X =0 X
= lim _H—]:-l
—_—— 0" X+1



2
x+2 > z‘tf(x)=5x—3 X +4'
_ T 5
2 lim M‘L Jim % 15x% + 4
0 =0 La fonction ¢ présente un minimum au point d’abs-
- xli_)n(l)— Tx+1 0 cisse % . Le rameur parcourt 6 - % =4,5km a pied.
y=3x+2.

70 |d i s

, h(t)_r _h()
L ano(x) = 2)96 tanB(x) = @ 2.a) D'apres Thales, =~ _5 doncr=—~.
_ tano(y) - tanf(x) Ainsi V(7) = nr2 X h(t) = nh3 n N

tan@(x) = T+ tan oD an Bl ° (n= (0= (0 111
2. x |0 J295 % 145 + o0 b) En dérivant [1] par rapport a ¢, on obtient :

D EE 0 4V'(1)

= | V() = = 5 X 3H(1) X h%(f) donc '(f) = .

8y \ 0 nh’ (1)

M= e(A/295><145 o) H(ty) = 4V2(’0)=‘L>;410=%)
h™(ty)
. 3./295 x 145 (o

M = 0,35 radian (tanM = "50x50  ~ 0,36). donc A’(ty) = 50,9 m/min.

Corrigés des exercices

Maitriser le cours (page 72)

o
L
) &

®

) = )1_c 3 f(x)=- 12 . Une équation de la tan-
x
gente au point d’abscisse 1 est y = —x + 2.

2
a)f(l"'h]z—f(l): (1+h;1 +3-2 (U5 1 Corrigé dans le manuel.
: , 1 S
i ranra-y(iteonasny | EEAD) = Jrs ) = 5.7 - Une équation de Ia
N [2
h(Nh™+2h +4+2) tangente au point d’abscisse 1 est y=%x+%.
h+2
R 42h+4+2 MM - A0)=0;/(-1)=1;/2)=—
b lim A2 1 SFO=0:F(1=2:f Q) =-1.
h=0 0 4 2n+4+2 2
’ _ 2 . z
M) -(2) (x-2) + fl2)doncy =x + 1 car f'(2) = WM 5 f/(x) = 3x° - 3x - 5 réel,
letfi2)=3. 2
f2) b) f,(x)___3—x 66x+1,xréel.

BN 1 0)=2:£(0)=-1.
2. Coefficient directeur de la sécante (AM) ou BEM 2) 1/(x) = 40x + 6, x réel.

M(x ; f(x)). b) f/(8) = 2x% + 36%x + 1, 0 réel.

3. Puisque fest dérivable en x = 0 et f'(0) = -1 alors 5

lim [0=2_ 4 a)f’(x):_x;zxtl s sur R.
P 2 2

x—=0 X x"+1)
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b) x2 + x + 1 20 pour tout x de R alors fest dérivable

surRetf’(x):-z_zx—"lz.
(x"+x+1)
BN o) f(x) = ssur J0; + eof.
xﬁ
3x+1
b) f'(x) = 1sur J0; + oo,
f(x) W ] [
Corrigé dans le manuel.
a)f’{ )=xrl.os .:-;sin X
b) f'(x) = smx .
cos” x
1
14 Y
BEN ) /() sin x—1°

1+2cos x+sin x

b) f'(x) =

(2 + cos .11:}2

a) (0)=0 'f’(ﬂ) =-3. Une équation est y =—3x.

b)fil)=1;f(1)= 3 . Une équation est y = %x—%

BEl ) 0)=1:f(x)=- f(0) =
2r+1)

Une équationest y =—2x + 1.

2
X L f0)=0:7(0)=1.
(x +1)

Une équation est y = x.

b) f'(x) =

a) f(0) =1;f’(0) =0. Une équation est y = 1.
b) f(g)= “j—gf : (4) 2 T /2. Une équation est

2 8
(£-5 P
e sy == °
(38 ] Corrigé dans le manuel.

IEEM a) On applique I'approximation affine locale
de fen 1 pour f(x) = x

Alors f(1 + x) = f'(1)x + f(1). Pour tout x de R,
f(x)=3x2donc f{l +x)=3x+1.

b) On procéde comme au a) avec f{x) = /x.

¢) On procéde comme au a) avec f{x) = -

d) On applique I'approximation affine locale de f
en 0 pour f{x) = sin x.

Alors fix) = f(0)x + f{0). Pour tout xde R, f’(x) =cos x
donc flx) = x.

30

el a) f'(x) = 8x3 - 27

3
X -0 5 + oo
f'ix) - 0 +
+ oo + oo
f(x) T~ _187 /
8
b) f'(x) = 3 (2x=1) pour x > 0.
2.Jx
X 0 % + oo
f'{x) - 0 +
0 o=
”
m \ _ Jé /
©) f'(x)=3x2-8x+ 1.
R — oo 4-./13 4+ .13 i
8 8
f'{x) + 0 - 0 +
f(X} _w/ ¥4 \\ Y /+w
997 -199./13 997 +199./13
N=""sg Y2= 31
d) f'(x)=1-sinx.
x -] + oo
f'(x) +

W, — 7

e)f(x)= . pour #-1
(x+1
X 0 -1 + oo
f'{x) + +
+ oo 2
fx) 2/' _m/’

f)f(x)= —(x 2.Jx) pour x> 0.
zJ_
0 4 + oo
f’(x) - o+
+ o0 0
fx) T s
BEE Courbe ©.



a) f7(x) = 6x(x + 4).
r |- -4 0 + o0
: + 0 - 0 +

ﬂ")_w/ 65 T~y Tt

b) D’apres le tableau de variations : 65 est un maxi-
mum local, 1 est un minimum local.

¢) Elle n’est pas bornée car limf =+ o0 (ou limf =—oo),
+ oo — 0o

On doit avoir f’(-1) = 0 et (1) = 0.

D’ou le systeme {3‘1 ~b=1 qita=1etb=2.
a-b=-1
Vérification ensuite : f’(x) change de signe en — 1.
EXE1.0na lim fix) =+ et lim fx) =—co.
X =+ X ——oo
2.1 (x)=3x2-3=3(x-1)(x+1).

X |- -1 1 + oo
+ 0 - 0 +

R T

3. Une premiére solution sur |- ce ;- 1[, puis sur |- 1; 1]
etenfinsur |1;+oof.
da=~-19, =03, y=15.

[(25] Corrigé dans le manuel.

A 1. Pour tout 1 € N, n = 1, pour tout x de R,
f(x)=nx"=1,
1% cas : n est pair donc n — 1 est impair.

f’m - 0 +

L g

f{x) — oo / + oo

2.1% cas : n est pair (on utilise le tableau de varia-
tions, la continuité de f).

* Sia <0 pas de solution.

* Sia =0 une solution x = 0.

¢ Si a > 0 deux solutions, I'une dans ]- « ; O[, l'autre
dans ]0; + oo[. Ces solutions sont opposées.

2¢ cas : n est impair.

Quel que soit a de R, une unique solution.

a) f'(x) = 3(2x +2) (2 + 2x - 3)2.

son_ afXx+ 1Y 1
b)f(x)-3(x+2) .
©) f'(u) =2x2 (2u+3)=4Qu + 3).
d) f'(1) =93 -1)=%

a) f’(x) =—2sin 2x.
b) f’(x) =3 cos (3x - g) .

t

¢ f()= % cos(i).

EEl ) £ (x) = —
L) £(x) N

b) f'(x) = —=—
2 x2 +1

O f()= 222
2(x+2)

d) x'([) = —3.2;2 .
2Ji+1(2-1)

(301 Corrigé dans le humuel.
a)f’(x) _ (2x + 1)(-—~ 6x — 5) ]
Gx+ 1)

b) f*(x) = 3(3x — 1)(1 - 2x)%(~ 10x + 4).

a) f'(f)=2cost(-sint).

b) f’(x) = 3 sin® x cos x.
(33] Corrigé dans le manuel.

, _ = sinx .
D) 2./cosx

b) v'(¢) = %st (2 tan ¢+ 3 tan3 ¢).

1. Il semble que la tangente soit commune.
2.a) ¢ f= Ju otu(x)=x2—x+1.

u est dérivable (car polyndme) sur R et strictement
positive donc f= ./u est dérivable sur R et

F(x) = ﬁ:l__,
20t —x+1

* g est un polyndme donc dérivable sur R et
gx)=- §+ 1.
b) f(1)=1;g(1)=1.
My =1t oay=1
F=1:g)=1.

¢) D’apres le b) les tangentes au point d’abscisse 1
sont confondues.

3.
E&RL = Juovuix) = ;‘Tx

u est une fonction rationnelle et définie sur [0 ; 1]
donc dérivable sur [0 ; 1].
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De plus, u est strictement positive sur ]0 ; 1[ donc
f= AJu est dérivable sur ]0; 1[.

2. a) Il ne donne que des conditions suffisantes.

Il ne dit pas que /u n’est pas dérivable en a tel que

u(a)=0.
b) t(x) = J ' —X carx>0,

donc t(x) = ’ #
X (1 x) -
o !{Tn h.lm =9
x>0

donc limo t(x) = 0 ce qui prouve que f est dérivable
X =

x>0

enOet f(0)=0.

Eds)fx)=x*-2x*+x-1;xe R
Fx)=32—dx+1;f"(x)=6x—4;f)(x)=6.

Apprendre a chercher (page 75)

Lieu géométrique
I Les outils :
o Géométrie analytique.
« Etude de fonctions.

% Les objectifs :
"o Savoir utiliser une fonction pour contruire un lieu géométrique.

— 22—
1.a) Ona MJ=3MN.
B e A e s
soit OJ—0M=— (ON - OM),
et OJ—%0M+ ON.
b) Le triangle OMN est rectangle en O :
2

m2+n2=9, soit n=J9-m

¢) Les coordonnées de J sont x = %m
2 2

ety= 3 9-m~.

2.0na m =3x; reportons dans I'expression de y :
y= % N9-9x%=2

3.a) On a montré que J appartient a la courbe 6

d’équation y = 24/1 ~2

Or0=m=3, alors xe [0:1].

b) J décrit la partie de 6 correspondanta 0 <x=<1.

32

1-x2.

b) f(x) = X/ ;xe]0,+m[;f'(x)=%ﬁ;
My = D ) (x) = — ——
f(x) 4./}‘}( (x) P

c)f(x)=;1—1— .xe R\(-1).

F®) =- —— 1 f7(0) =20 + 1)°3;
(x+1)

FO(x) =—6(x+ 1)
Corrigé dans le manuel.

EERLf(x)=1+ = L)

Jx +1 :Jx +1
d’ou .J.rz +1f(x) = fix).

2. On « dérive I'égalité » précédente, ce qui est possible
car toutes les fonctions sont dérivables. On obtient

Fx)+ X +1f7(x)=f'(x)
x +1

Cest-a-dire (22 + 1) F7(x) + xf"(x) = N2> + 1 f(x) =0
ou encore (x2 + 1) f”(x) + xf’(x) - flx) = 0.

(40 ] Corrigé dans le manuel.

©) f(x) = 241 - x* ; f est définie sur [-1; 1], dériva-
blesur ]-1;1[; f'(x)=

1-x
x |-1 0 1
fwlf + I |
ﬂx) 0 / | \.\\ 0

Fonctions et ensembles de points
*  Les outils :
o Utilisation de I'équivalence.
o Etude de fonctions.
o Dérivabilité en un point.
o Symétrie d'une courbe.
. Les objectifs :
o Savoir construire un ensemble de points donné par un
équation cartésienne.

DR R g
TR

=

a) x2-2x +4y? =3 équivaut a y>= }T(-x3+2x +3)
b)—x2+21+3=(x+ D@3 -x);

—x2+2x+3=0 sietseulementsi xe [-1;3].
On est ramené a étudier :

y=5 .\/—x +2x+3 ou yar— —x*+2x+3.



:x»—>% —x242x+3 .

Lafonctionx — ./x est dérivable sur ]0; + o[ , donc
fi estdérivable sur ]-1;3[.

b)f’l(x)zl -2x+2 -x+1

22A/—x2+2x+3 2-x2+2x+3
¢) » Etude de la dérivabilité de f; en x=-1.
1 est dérivable au point — 1 si et seulement si la limite

. LH=1+h)-f(D)
lim existe

2.a) Onnote f,;

h-0" h
t(h)zfl(‘“h)‘fl(‘l):m .
h 2,\/]_1
Ona lim J4-h =2 et lim 2.Jh =0*, donc
h—0" h—0"

lim #(h) =+ oo et f; n’est pasdérivableen x=-1.
ho0"

e Deméme,en x=3 avec h<O0 :
B+ -3 Ja+h
h 2R
lim J4+h =2 et lim J~h =0-, donc
h—0" h—0

lim t(h) =— et f; n’est pas dérivable en x =3.
h—-0"
d) D’ou le tableau de variations de f; :

t(h) =

Ona

x [-1 o 3
]+ o -]
; 1
f“*) 0 _— T~ 0

3.Pour xe [-1;3], f,(x) =-fi(x). Donc €, est
I'image de €, par la symétrie d’axe (Ox).
La courbe I est la réunion des courbes 6, et 6,.

1. a) Oui car il y a une tangente non verticale.
b) Non car il y a deux demi-tangentes non confondues.
¢) Comme le b).

d) Non car fn’est pas continue en 2.

2.1l suffit de lire, si possible et si existence, les coeffi-
cients directeurs des tangentes ou demi-tangentes.
a)f'(2)=-15.

b) fn’est pas dérivable & gauche car la demi-tangente
est verticale. f7;(2) =0.5.

0)f(2)=-4
Fa2)= g

Linégalité de Huygers

Les outils :

o Trigonométrie.

« Etude de fonctions trigonométriques et polynomiales (chan-
gement de variable).

Les objectifs :

o Savoir utiliser la trigonométrie et des changements de
variable pour démontrer des inégalités non classiques.

1. Résoudre, pour x € [0 ; g[, 2 sin x + tan x = 3x

N T
revient a résoudre, pourx € |0 ; 5>

2sinx+tanx—-3x=0.
Posons f(x) =2 sinx + tanx — 3x et étudions les varia-
tions de f.

3 2
2cos x-3cos x+1

f'(x) =2cosx + -3=

2 2
COS x Cos X

Le signe de f(x) est celui de 2 cos®x —3 cos® x + 1.
2.Posons cosx=X avec 0<X =1.

Etudions le signe de P(X)=2X?>-3X2+1sur]0;1]:
P'(X)=6X2-6X=6X(X-1)>0 pour Xe ]0;1[.
Donc P est strictement croissant sur |0 ; 1] et P(0) =1,
donc pour tout X e ]0;1], P(X)>0.

D’oti le tableau de variations de f:

T

Slxe[Ogi

[, alors f(x) =0,

doncsi x e [O;g[, 2sinx+tanx=3x.

d) Pas de dérivée a gauche ni a droite car f n’est pas
continue en 2. a).

a)t(x):ﬁ%_}_f(;@qﬁ,et lim x5 =0

donc fest dérivable en zéro et f'(0) = 0.
b) t(x) = |x| et lim |x| =0 donc fest dérivable en zéro
etf’(0)=0. *~

_ 1 1
LSix;tO,w=xcos“ -or | xcosZ| < x|,
x-0 X X
d’ol ﬁmw =0.
x—0 x-=0

fest dérivable en O et f’(0) =0.

2.Pourx e R*: f’(x) =2x cos }—C -—sin}c .
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2
KRl ()= 21

(x-1)?

2.a) Posons u(x) = J/x . uestdérivable sur ]0; + oo
et g=fou. Donc g'=(f"eu)xu’, soit:
x-2Jx-1_ 1
(Jx-1)"  2Jx
pour x€ |O;1[U]1;+0o[.
b) Posons u(x)=x2, alors h=feou.

4 2
DDnCh'(x)='Lx—21

(x*-1)
¢) Posons u(x) = Jx, alors k =ue°f.
x> .Jx estdérivable sur ]0; + e[, donc k est dérivable
sur J1;+ oo, et k'=(u"of)xf" :

2

1 " —2x—21
(x-1)

g'x)=

x2x pour xe R—{-1;1}.

k'(x) =

X2+ 1

x-1

d) Posons u(x)=sinx, alors m=fou.

m’(x) = f'(u(x)) x u'(x) =

2

. 2 )
sin“x—-2sinx -1
X COSX .

(sinx - 1)2

N ) f/(x) = - 6sin2x cos?2x ; sur R.
b) f'(x) = 6sin3x cos3x = 3sin6bx ; sur R.

BN ) £/(x) = —S%2X . pour v2 kD, ke Z
sin”2x 2

—-6sin2x

b) f'(x) = —— : pour x#T + kX ke Z.
cos ' 2x

4 2

ol 7'(x) = p sin” ! x cos? x — g sin? x cos?~ lx
donc f'(x) = sin? ! x cos?~! x[p cos x — g sin x].

il ® 1. f est paire et dérivable sur I, donc pour x
de I, — x est élément de I et f(— x) = f(x). En dérivant,
on obtient — f'(— x) = - f'(x), soit f'(— x) =- f'(x). Donc
f’ est impaire.

2. De la méme fagon, de f(-x)=-f(x), on obtient
- f'(=x) ==f'(x),soit f’(- x) = f’(x). Donc f” est paire.

3
| 52 LTS S kit donc :
241
3t (9-a)x*-2bx+a

f(x)
(x2+ 1)

On est ramené a résoudre f'(0)=4 et f(0)=3.
Ontrouve hb=3 et a=4.

SRR ® f(x) =ax3+3x2+ 3xdonc f'(x) =3ax2 + 6x + 3.

34

fadmet un extremum local pour x =1 si et seulement
si f'(1) =0 et f’ change de signe en 1.

f(1)=0¢ 3a+9=0 < a=-3.

Pour a = -3, f’(x) change de signe en 1, d’ol le résultat.

IER® On obtient le tableau de variations :

X -0 0 + oa
flg| o
D’oil une courbe possible :
e
0
X

IEER® Ftudions les variations de f: x> x5 - x3 + x-5.
fi(x)=5x4-3x2+1.

Posons X = x2; 5X2-3X +1>0 pour tout X (A<0).
D’oll les variations :

X — oo +un|

fx) + |

f|_, —— 7

Le tableau de variations montre I’existence d’une
solution unique o.. On trouve — 1,67 <o <-1,66.

S W® x(2x+1)2=5 © 4x3+4x2+x-5=0.
f)=4x3+4x2+x-5; f'(x)=12x2+8x + 1;
or A<0 donc f'>0. fest dérivable, strictement
croissante sur R.

f(0)< 0 et f(1) >0, doncil existe une solution unique
o€ |0; 1] tel que f(a) =0. On trouve 0,77 < ot < 0,78.

AL ()= — L
(x-1% 2./%
2. a) f est décroissante, liml flx)=+e et f(2)<0,
X —

0.

donc fs’annule une fois entre 1 et 2.
b) On trouve o=1.7.

EEER® 1. f(x) = cos x—x sin x =cos x +.x cos (‘H'%EJ'



f”(x) =—sin x + cos (x+g)—x sin (x+g).

=2 cos(x+1-t)+x cos (x +m).

2
fO(x) =-2sin (x+g)+cos (x + M) —x sin (x + 7).

=3 cos (x + m) + x cos (x+3?n)

On utilise cos” x = cos (x o+ T—Z-CJ .
2. Posons ’hypothese de récurrence :

"(x)=ncos|x + (n— )—\+xcos x+n£ .
f®x) N3, 5

Alors f+1(x) = n cos (x+(n 1)7t n)

2
+ cos (x+n7—t + X COS (x+n7—c+z-t)
2 2 2)
soit f1+1(x) = (n+1) cos (x+n1—2t;

+ X cos (x+(n+1)g}

NS 1. /()= 2+ D (‘”b)""l" b

Ce qui conduit a resoudre le systeme :
a+b=2eta-b=0,
dota=1letb=1:

)= 54—
200 == (x-11)2_ (le)2 ;
Ah (x—21)3 Y +21)3 '
Parrécurence : 90 = ZEC RO,

KE® 1. a) AM est positif et la fonction x > x2 est
strictement croissante sur [0 ; + e[ donc, par compo-
sition, « AM est minimale » équivaut a « AM? est
minimale ».

b) d(x) = (x~ 1)% + G - (_1))2 car M(x : 5

:(x—1)2+GC+1)2

2,1,
X ox

=x2-2x+2+

2.d'(x)=2x—2—%—%,pourtoutx>0,

X X

2(x4-x3—x—1)

3
X

etflx)=x*-x3-x-1.

doncd’(x) =

3.a) f(x) =dx® - 3x2 -1
et f”(x) = 12x% — 6x = 6x(2x — 1) pour tout x > 0.
Il en résulte le tableau suivant :

b) f est continue donc d’apres ce tableau, I’équation
f(x) = 0 admet une unique solution o dans I et

1,72 <a < 1,73.

¢) fix) <0 lorsque x€ ]0;0].

flx)=0 lorsque x=q.

fix)>0 lorsque x e Jo;+ oof.

4. Puisque x > 0, d’ est du signe de f d’ou le tableau
suivant :

Ainsi AM est minimale lorsque x = 0.

1 +1
5. ¢ (AM) a pour coefficient directeur m = ?;—1 .
e La tangente en M a I’hyperbole a pour coefficient
directeur m’ = - lz .
o
1 +1 1 +1

Donc mm’ = % x =L)al © oo+l

Ta-1 2)" 3 2 4 3

o o —o o —o

Mais o est tel que fix) =0iea* -0 —o-1=0

doncod-od=o+1
.. o+1
etainsimm’ =— ——=-1.
oa+1

Comme le repeére est orthonormal, (AM) et la tan-
gente sont perpendiculaires.

KEWe A1 =-300 s § =3(F ) £-)

D’ot le tableau de variations :
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L'étude des signes de f(x) -y pour les deux tangentes

montre que f, et t, sont au-dessus de la courbe.
3.

B.1. D2 = x2 + h? (triangle rectangle).
2.xh?=x(D?-x?);

_3 2 (9_ 2)_
1;:rr,D—2 et xh =x{z-% =Fx) s

3. L’étude A.donne x= "—@ et h= 343

2 4
IGERS 1. L aire du triangle MNI est égale 2 :

%MNXHI=HM><H1= J-x2(1-x).
2.3)f(-1)=f(1)=0.

h).ﬂx)—ﬁ—l)zqﬂl =] =%)

x+1 x+1
_(-0J1-x
JT+x
xli?li(l —0)fT-x=2.2¢t .slj,“11m =0+, donc:

im =D,

x—=-1 x+1

fn’est pas dérivable au point — 1. Mais ‘6 ra une tan-
gente d’équation x=-1.

- _J1-x7(1-x)
=4 x-1 j

=0 et festdérivableen1.

-2x f 3 _(x-1)(2x+1)
¢) fi(x)= (1-x)-Jl-x"= :
’ J1-x2
3

5 1
') ” + 0 - 0

3.3 \\‘ﬂ

x |-1 -

fx) 0 S S
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3. L’aire est maximale pour x = — % elle est égale
Y
T

& J1-22(1~-x)=1.
x e [-1;1], donc, comparons les carrés :
1-x)(1-x)=1 & x*-x*-x=0,

soit x(x2-x-1)=0 & %257




1. Transformons I'écriture de A(x)=a(x—-1)%+ P
2a(x - 1)%(x +2) +2b

Ax) =

2(x+2)
_ 2ax’ - 6ax +4a +2b %
- 2(x+2)
AX)=f(x) © 2a=1 et 6a=3 et da+2b=-6.
_1 4. _1. . 4
Donc a=5 etZ— 4,f(x)—2(x 1) G172
1 —:—-—z + i = oo
Z.a)oxl_l_)n_lmx_‘_2 0* donc Jcgnlmf(x) + o0 ;
. -4 .
1 —=0"d lim =+ o0,
lim 33 =0 done lim
e lim 1(x—1)2=9;
x—-2 2
. 4 .
lim — ——= =+ donc lim flx)=+o;
x—=-2" X+2 x—-2"
. 4 .
lim - ——==-c donc lim flx)=—ce;
x—=-2" x+2 x—=-2"
, 4 x*(x +3)
b) fl(x)=(x-1)+ = ;
fe=t-1) (x+2)?  (x+2)?
X |—oo -3 -2 0 + oo
f'(x) - 0 + + 0 +

f(X) +oo\12/+oo —oo/ + oo

— 4 4
3. PM(O;— —) i PM=
x+2 lx +2|
I" est une courbe asymptote a 6.
4. Voir la figure au début de 'exercice.

(64 LW 24— 4x -2 ,
(x-2)°
f'(x) est donc du signe du trindme 2x2 — 4x — 2.

et lim PM=0.

X — oo

J6

Or ce trindbme a deux racines x; =1 - -“/—6- etx;=1+ 5

2
d’oui le tableau suivant :

X —o0 —1 X‘l 1 2 X2 + oo

f + 0 - - 0 +

f ) oo
f(a) +°°/9/(X1)}2\+°° * \f(xz)/+

2
lim fx)= lim = lim x=-o.
X -0 x—>-00 X x—>-00
lim f(x)= lim x=+c0.
X+ X—+o
. . 1
lim =lim ——==-o0
x—>2f(x) x—>2X-2
x<2 x<2
et lim f(x)= lim L + oo car lim x(x+1)=6.
x—-2 x—=2X— x—=2
x>2 x>2 6
2.a) Pourtout x,x 22, flx) - (x +3) = —

x-2
donc lim fix)-(x+3)= lim fAx)-(x+3)=0.

Ainsi d : y = x + 3 est asymptote a €, au voisinage
de + oo et au voisinage de — co.
b)

[9))
N

/
AN B
ANV 1\
\

2
=

N ® N\

id

3.a) x2 + (1 —m)x + 2x = 0 équivaut a f(x) = m.
Alors d’apres le tableau de variations et puisque
floey) < fixy) :
® lorsque m < f(x,), cette équation a 2 solutions ;
* lorsque m = f(x,), cette équation a 1 solution ;
e lorsque flx;) < m < f(x,), cette équation n’a pas de
solution ;
* Jorsque m = f(x,), cette équation a 1 solution ;
* lorsque m > f{(x,), cette équation a 2 solutions.
b) cos (2u) +2(1 -m)cosu+4m+1=0 [1]
avec u € [0;2n[ équivaut a
flcos u) =m avecu € [0;2n|.

Or cela équivaut

afiX)=mavecX=cosu,uec [0;2n].
Comme — 1 < cos u < 1 pour tout « de [0 ; 27 il con-
vient de résoudre f{X) = m avec - 1 < X < 1 pour
commencer.
Pour cela, faisons intervenir (- 1 ; f{— 1)) et (1 ; (1))
dans le tableau de variations de f, on obtient alors :
e lorsque m < - 2 ou m > f(x;), I'’équation AX) = m
avec X € [-1; 1] n’a pas de solutions ;
* lorsque m = f(x;) I’équation a une solution X = x, ;
* lorsque m = — 2 I’équation a une solution X = 1;
¢ lorsque m € [0 ; f{x;)[ I’équation a deux solutions :
aeth;
® lorsque m € |-2; 0[ 'équation a une seule solution : c.
Il en résulte que :
* lorsque m = f(x;), [1] a pour solution les réels u tels
que cos u = f(x;) ce qui donne deux solutions ;
¢ lorsque m = - 2, [1] a pour solution les réels u tels
quecosu=1lieu=0;
* lorsque m € [0; flx,)[, [1] a pour solution les réels u
tels que cos u = a ou cos u = b ce qui fournit quatre
solutions ;
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e lorsque m € }-2; 0, [1] a pour solution les réels u
tels que cos u = ¢ ce qui fournit deux solutions.
Conclusion :

e lorsque m € ]-<o ;- 2[ U [1] n’a pas de solutions ;

» lorsque m =-2, [1] a 1 seule solution ;

e lorsque m € ]-2;0[ U {f(x;)}, [1] a deux solutions ;
* lorsque m € [0 ; flx,)[, [1] a quatre solutions.

EEE® 1. lim (x2- 26)= lim x2= oo}

X == oo X——oo
e lim (x2-2x)= lim x2=+oo.
x40 X3+
Alors lim f,(x)=+c et lu'n f,,(x) +o0.

X—3+eo
2. (%) =n(x?-2x)"-1(2x - 2)
=2nx"V(x=-2)""1(x-1).
* Si n est pair, n— 1 est impair :

X |- 0 1 2 + o
Talx) - 0 + 0 - 0 +
1,00 o 10 /1\0/
* Si n est impair, n - 1 est pair : f",(x) est du signe
dex-1.
0 R =
- 0 o+

X il

e S~ -1

Jef(1+h)=[1+2h+h2-2(1+hR)]"
= (R2-1)"=f,(1-h).

Donc f,, est paire.

o f (x)=x"(x—2)"; les valeurs de x solutions sont les

racines des équations x(x-2)=0 ou x(x-2)=1.

A(2;0), A’(1-5;1), O(0;0), A”(1+ 5;1).

4.

A i
| i ]
\ il
\l 1l
P
A A TN :
1\ / \¢2 :
2 W P N
‘\ / J' = =
o] ™% Pl ; 5
] | “\ l{
| “1 .:"8
_q : !:‘\ ,"
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EHWS1.a) lim fi(x)=+eo

X—+oo

iiml{]I filx) = + oo, la droite d’équation x = 0 est
x—

x>0
asymptote verticale a 6,.

IJ) llm f;‘(x) -x= lim 2_14.?:_0

x—=+0 X x
donc d : y = x est asymptote oblique a ‘¢, au voisinage
de + oo,

2
2. a) Pour tout x de I, /3 (x) = 2h, 3

1-=5-==
x X
_xt-al-3’

4
X

_ (P30 N

4
X

dolile tableau suivant :

b) D’apreés le a) x; = 1—§ NEY W
3.a) P;_(Jﬁ £ %‘Sﬁij donc ses coordonnées vérifient

I’équation y = 1—;5x.
Donc I'ensemble des points P, est inclus dans la
droite d’équation y = 15 x.

8
b) Réciproquement, si M(x : %61') avecx >0
2
alorsM:P;_oﬁ%:%.

En effet x étant fixé cela revient a choisir A > 0 tel que
2

JS3IA =xied= '%

Condusion : L’ensemble des points P, lorsque A décrit

I est la demi-droite d’équation y = %ﬁx ;x> 0.

31.0 lim ﬂx}=+m'
X =+
e En - oo, transformons I’écriture :

[(x+1) = Jx% +4x][(x + 1) + x? + 4x]
(x+1)—Jx2+4x
1

_2+_

fx) =

_ -2x+1 -
(x+1)—Jx2+4x 1_,, ” ’1_,__

dod lLim fix)=-1.

Xx—3—ocs

2. Etudions 1_1}11: [fx)-(2x+3)].




—4
flx)-(2x+3)= Jx? +4x —x-2= ,
X2+ 4x + (x+2)

lim [f(x)-(2x+3)]=0".

X— + o0 r
La droite d’équation y =2x + 3 est asymptote a 6.
3. » Etude de la dérivabilité de fen 0 :

t(x):ﬂxl\)c:](‘)(O):x+A/))ccz+4x:1+ /1_'_3 :

Iimot(x) =+ o, donc fn’est pas dérivable en 0.
X =

» Etude de la dérivabilité fen —4: f(-4)=-3 et:
[(x):f(x)—f(—4)=x+4+A/x(x+4)=1_ N=x
x+4 x+4 x_4

lim f(x) =-co, donc fn’est pas dérivable en —4 .
x—=-4
4f) =1+ 22,

x%+4x

esix=0, x+2>0, donc f'(x)>0;

esix<-4, x+2<0, donc _F+2 <0.

x?+4x
x+2 Y
A/x2+4x] ,

Prdx+4 x+2 Y\ 4
—— :1—( J

— | == <0.
x“+4x X2+ 4x

X%+ 4x
Donc,si x <-4, f(x)<0.

d’ou

Comparons 1% a [

soit1a

X |—oo -4 0 + o0

) - ‘ 77
Z,

fd " T g
" e

| 68 W a) F est dérivable sur R, donc G est déri-
vable sur R :

G'(x)=F'(x) -F'(-x) =0 (F est paire).

b) G(0) =2F(0)=0 et G'(x)=0, xe R.

G est une fonction constante et G(x) =G(0)=0.
Dot F(x) + F(-x)=0, donc F(-x)=-F(x). Fest
une fonction impaire.

2.a) x— )—16 est dérivable sur I, et F est dérivable, donc :

1 1 1 1 1
H'(x)=F'(x +(——)F’(—)= - =x——2=0.
) () x2 x) 1+x2 x? 1+i

x2

b) H(x) = cte = F(1) + FG) _2F(1).
) o
) i l:)nlmF(J—{) = uhglOF(u) =F(0)=0.
lim F(x)= Ilim H(x)=2F(1).

d) La courbe € admet la droite y = 2F(1) pour
asymptote.
3.a) T"(x) = F’(tan x) x tan” x - 1

1 1

= X — 1 = 0 .
1+tan’x cos’x

T est constante.
b) T(g) =T(0)=0, donc F(1)=7 .
4. x | 0 + oo

v T '

2
1 € _—
O ' o
X

a

KEER® 1. Pour tout réel X,
* fix +2n) =sin(3x + 6m) — 3 sin(x + 21) = f(x) donc
fest 2n-périodique ; il suffit d’étudier f sur un inter-
valle de longueur 2x : [- &t ; ] par exemple.
® f(—x) =sin (- 3x) - 3 sin (- x) = f(x) donc fest paire ;
il suffit d’étudier fsur [0 ; «t].
® fim—x) =sin (3t —3x) — 3 sin (n - x)

=sin (- 3x) -3 sin (1 - x)

= fix)
ainsi la courbe de f est symétrique par rapport au

. T

point I (i ;—4) .

11 suffit donc d’étudier fsur [0 ; 229] ensuite avec une

symétrie de centre I on obtient la courbe sur [0 ; 7t].

Avec une symétrie de centre 0 (origine du repere) on
obtient la courbe sur [- 7 ; 7] et enfin avec des transla-

tions de vecteurs an? ,k € Z on obtient la courbe sur R.
2. fest dérivable sur R car sin I’est et x — 3x aussi, et
f(x)=3cos3x—-3cosx

= 3(cos 2x cos x —sin 2x sin x — coS x)

= 3(cos x(cos 2x — 1) — sin 2x sin x)

= 3(cos x(~ 2 sin? x) — sin 2x sin x)

= 3(—sin x(2 cos x sin x + sin 2x))

= 3(-sin x (2 sin 2x))

= — 6 sin x sin 2x.
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3. Sur I:O : g] ,

e sin x >0 lorsque x € ]0 ; g] etsin0=0.
* sin 2x > 0 lorsque x € ]O ; g[elsin(}:sinn:O.
Il en résulte le tableau suivant :
X o x
f'ix)| O - 0
|0 TT— . 4

4 1T T T/

IECR® Partie A

1. a) b) Pour tout x de I, u’(x) = tan® x et ainsi u’ = 0

sur L.

La fonction est donc croissante sur I et comme

u(x) =0, pour tout xde I, tanx —x =0ie tanx = x.

2.a) La fonction tan est strictement croissante et

continue sur I, et 'image de I est [0 ; //3].

Ainsi la fonction tan? est strictement croissante et

continue sur I et 'image de I est [0 3].

Puisque /2 —1 € [0; 3], il existe un unique o dans I

tel que tan? o= 42 - 1.

b) De ce qui précede,

e lorsque x € [0; o], tan? x < tan® .
donctan2x+1-.2 <0;

T
* lorsque x € [a : §:| ,tan? x = tan’ o

donctan?x+1- .2 =0.
¢) Pour tout x de I, v/(x) = tan? x + 1 - J2, d’apres
le b) on en déduit le tableau suivant :

x |0 a ’:_';'
v'ix) - 0 +

0 /2

vix) \ o) /1 - -3—
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1l en résulte que, pour tout x de I, tan x - x /2 < 0.

Partie B 5

1. Pour tout x de I, (x —tanx — x — '%)’ = tan? x - x2.

Or tan? x - x2 = (tan x + x) (tan x - x)
et pour tout x de I,
etanx +x = 0, puisque tanx = 0etx =0

e tan x — x = 0 d’aprés le 1. b) Partie A. 5

. . . X
On en déduit les variationsde h: x—tanx —x - = :

3
x |0 3
h’(x) -
D Al
| I

3
Ainsi pour tout x de I, tan x —x — ‘% =0
3

X
etdonctanx = x + 3 3

2. Posons, pour tout x de I, y(x) =tan x —x — 2x
et y'(x) = tan? x — 2x2 3
= (tan x - J2) (tanx + J2x).
En raisonnant comme dans le 1. avec le signe de v
sur I, on obtient pour tout x de I,
2x3
tan x —x — 3 =0

3
2x
etdonctanx < x + 5

3. Pour tout x € [r g ; 0] ,—X€E [0 : 1__—:] donc d’apres

lel.etle2.

(=x)° 2(=x)’

-x+ —=— <tan(-x) sS-x+ ——
3 3

3

. X
alnSl—(x+§-]£—tanx£__ X+ —=

[ 2x3\
3
3 3

etdoncx+2% itanx5x+‘%.

Wal® 1.2)1(x) = g_i_(x;: 0(0) = xsin}r :

or =0.

1
xsin -
x

1
X sin -
X

< |x|, alors lim
x =0

g est dérivable en 0 et admet pour nombre dérivé 0.
b) Tangente au point O: y=0.

1 1 .
2.a)g(E)=k—2R—2$mk:lt=0.

b) o.>0. On veut L-ca, soit 2 <k.
km on

Il existe une solution k; € N. Alors, toutréel k; +n

est également solution,n e N.
3. La courbe % coupe la tangente en O en une infinité
de points.



EZAS 1. a) Pour tout x de [0;m]:
g’(x) =cosx—xsinx —cos x
=—xsinx.
Sur [0; ], sin x > 0 six # 0 etsin 0 =0 d’ou le tableau
suivant : "

X 0 T
g'x) -
o | 0 TT——

b) D’aprés ce tableau, g(x) < 0 pour tout x de [0 ; «t].

2. Pour tout x de |0 ; mt], f'(x) = 3 x—;: =
X

donc

f(x)<Osur J0; ] d’apresle 1.

Ainsi f est strictement décroissante sur ]0 ; «t] et f
continue sur [0 ; ] donc fest strictement décroissante
sur [0; xt]. ,

3.a)9'(x)=cos-1+ )52—
Q"(x)=-sinx +x

0" (x)=-cos x + 1.

I s’ensuit le tableau :

X 0 + oo

o +
9" | o B
o o —F "
® (o —

Alinsi, pour tout x de [0 ; + o<,

3
o x
e(x)=0iesinx—x+ = =0
= 6
P
donc x —sin x < %"

De plus, pour tout x de [0 ; + o],
¢”(x) = 0donc x —sinx = 0.

Ainsi, pour tout réel x, x =0 3

) X
O0sx-sinx < -

sinx 1
b) lim fx)-f0) _ bm —
xrs0 x-0 x>0 X
. sinx—x
= li
x—0 x2
Or d’apres le 3. a), pour tout x > 0,
0= smxz—x = —Fx
. X
donc lim X=X g par encadrement et ainsi f est
x—0 X
dérivable en O et f'(0) = 0.
4. YA ;
1
~¢
L O —

I Notons f: x— x3 pour tout x de Ret g : x — 1
pour tout x # 0. o

f(x)=3x%etg’(x)=- lz .
X
Ainsi les courbes ont des tangentes paralleles au

point d’abscisse a équivaut 2 3a2 = 12 . Cette équation
a
n’a pas de solution donc il n’y a pas de telles tangentes.

IEZE Notons D = R\[-1; + 1},
Pour tout x de D,
6x°(x" = 1) — (2x° +3) x 2x
2
("~ 1)
2t —6x — 6x
e
(x"-1)
Ainsi f’(x) est du signe de 2x* — 6x% - 6x.
Notons g : x — 2x* — 6x% — 6x pour tout x de R,
alors g’(x) =8x> - 12x -6
et g”(x) = 24x2 - 12,
Il en résulte le tableau suivant :

[ =

donc f'(x) =

9" + 0 - 0 +
g’(x) _m/ y1 \ ¥, / + oo

g |t ———— gy 7

y =g’(—i)<0 y :g’(—l—)<0
' 2 el
D’apres ces variations, g’ est continue sur R donc il

existe un unique o. € R tel que g’(x) =0.
* g(o) =204 - 602 - 60,

= o203 - 60. - 6).
Or g’(o) = 0 donc 80 — 1200 -6 =0
doncod=120+6_3, .3
8 274
Ainsi g(a) = o300 + 3 — 60— 6)
=o(-3a-3)
=-3o(a+1).

Comme 1<a<2(carg’(l)<0etg’(2)>0)

alors g(a) < 0.

* On en déduit d’apres les variations et la continuité
de g, qu'’il existe x; et x,, x; < X, tels que g(x;) =0 et
g(x,) = 0 et il s’ensuit le tableau :

x — o0 X1 X2 + oo
glx) | + 0 - 0o+

f(x’ _oc/ fixa) \ fix,) /+°°
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IEER® On pose, pour tout x de [0 : g] .

flx) = ;—i.r —sin x et g(x) =sin x - x.
En étudiant les variations de fet g, on démontre que

flx) < Oetg(x) = 0 pour tout x de [0 : 1-2'-'] d’oll I'enca-
drement.

LEA® Notons f: R— R
X = cos (sin x) —sin (cos x).
f est 2rn-périodique et paire, de plus,

* pour tout x de [g;n],ﬂﬂ sinx =< | donc

cos (sinx)>0et- 1= cosx = (Odonc-sin (cos x) = 0.
Ainsi flx) > 0 donc cos (sin x) > sin (cos x).
T

* pour tout x de ]0 i3

[, d’aprés I'exercice 75,

2x .

—<sinx<ux

n .
donc cos (sin x) > cos x (cos est strictement décrois-

;X
sante en ]U : 2[]

et sin (cos x) < cos x (car cos x € ]0 : g[)
Ainsi cos (sin x) > sin (cos x).

Par parité et 2n-périodicité de f sur R, on en déduit
que cos (sin x) > sin (cos x) pout tout x de R.

IEZA® Posons a (a > 2) 'abscisse de A, une équation
2

1
dE(AP)eSl_V— ﬂ.\"ﬁ’ 1 ‘f*m.

Ainsi l'ordonnée de Best 1 + 5'2'2‘ .
Il s’ensuit que I'aire de OAB est

A(a}:%ax(1+a—35)

A@)=5+—.

Etudions sur ]2 ; + o[ les variations de A :a— A(a).

) I 2=(ﬂ—(2+ﬁ))(a—2(2-ﬁ))
2 (a-2) 2(a-2)
d’ou le tableau :
x 0 2+ .J!é +o-n_
A'(‘} = _b-_ +

D’aprés ce tableau, I'aire de OAB est minimale lorsque
a=2+.2ie A2+ 2 :0)etB0:1+ 2).

A Posons fix) =sin 3x et g(x) = tan x alors
sin 3x =f(.r)-f{0)x x-0

tan x x-0 g(x)-g(0)’
fet g sont dérivablesen O et f/(0)=3etg’(0)=1

sin 3x —3%l=3.
X

donc lim

x—=0
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IEZHS 1. Pour tout x de R, f(x) = X = donc
1 +x”
1+ f () =(1+)—== =x1+x°

1 +x”
donc (1 +x2) f(x)=xfix) [1]
2. On raisonne par récurrence sur n avec x fixé réel
arbitrairement choisi.
* ['égalité est vraie pour n = 0 ; il suffit pour cela de
dériver  [1]
* On suppose I'égalité vraie pour n quelconque puis
on la dérive, I'hérédité est alors démontrée :
(1 4+ +2) (x) + (20 + Dxf+ D (x) + (n? = 1)f"(x) =0
donc
261+ (x) + (1 + X2+ (x) + 2n + 1)f"+ D (x) +
(2n + 1)xf"+2 (x) + (2 = 1)f"+ D (x) =0
clest-a-dire (1 + x2)f+3) (x) + (2n + 3)xf01 +2) (x)
+(n2+2n)fn+ D (x) =0,
Orm?+2n=(n+1)*-1
donc (1 +x2)f1+3) (x) + (2n + 3)xf" +2) (x)
+{((n+1)2-1)f0r+1) (x) =0,

RS - o(x) = Ji(x-D(x-5)]
si xe |-oo:;1]U[5;+0[, g(x) = Jx*—6x+5;

si xe ]1:5[, glx)= —x*+6x-5 .
*¢(3+h)=g(3-h), donc ladroite d’équation x =3
est axe de symétrie.

exe |l;5],
yi=—x2+6x-5 & (1-3)2+y2=4
y>0 y>0

La courbe est le demi-cercle de centre Q(3;0), de
rayon 2 correspondanta y>0.

oxe |-oo; 1JU[5;+0o[, g(x) = /x> -6x+5 ;
g ==

A =6ewS
X |- 1 5 ) +¢q
g’k =

e 0___%_ 0:; =

eLesdroites d : y=x -3 et d’ : y"=-x+3 sont
asymptotes a €.

yh T




EES A1 lim 2SOy [ X o,
x—0 _0 x—>0N1-x
donc f(0)=0.
2
, 3-2x)
2.f(x) = xx ( .
f(x) = 0 a
(1-x)?
f'(x) estdusignede 3-2x.
D _1 o D).
‘”(5)‘2 Etf(zj—z
I" a pour équation y=2x—% .
4- ya I_/
/
/ d
Nl
vl
<
\\\ \\‘\
AR
\ Vi ~ .
\ NS
\
\
\

SM(x;y)el & x(x2+y%)-y2=0

& 2x-1)+x3=0 o y?= =~

3
1-

*Si xe [0;1], alors y= ,lx— ouy=- ,

6.a)Me€nd: 5 x3 M[——'—~
Y =1 147 1+t,
Melnd: 2 4
y=tx

1 t
M'(—;—) et N(1;0).
1+ 1+ (139

b) MN| 1 £

et ;t— i
T4t 1+¢
1 t j

1+1‘2 1412

—>
MN = OM
¢) Construire d pu1s Met N

On obtient M’ par OM’ MN
B. On peut choisir une solution analytique. On peut
aussi utiliser les propriétés du produit scalaire.

— > 3 = —
1.a) NM - NO=(NI + IM) - NO
— = = —
=:NI-NO +IM-NO
— — ——>
= NI-NO (IM-NO=0)
— = =39
=NI-(NI+I1I0)=NI";
— = =3 3 = ) )
OM-ON=ON-(OI+IM)=0ON-0OI=0I".
- o = — — — —
b) NI'=NM-NO=M'O-NO=0M"- ON

soit MN (

_—> — . .
(OM’ et ON : vecteurs colinéaires de méme sens) ;
%
soit NI* = OM’ x ON.

De méme, (_)—i2 =OM x ON.
¢) En utilisant le théoreme de Thales et OM = M'N,
on obtient le résultat.

OM’
OM

x OM x ON = NI3.

d) On peut écrire OP = NI x ——
oM’
OM

2. Il s’agit de résoudre x = a3:f2 et donc de connaitre
3/2, ce que permet la cissoide.

, etalors:

OP x OI% = NI x

EEENR1. Laltitude des trois points est nulle donc

>
c’est une figure dans le plan (O ;i ;j )qui montre

ABC.

2.AB? = (xg—xp ) + (yg—ya)* + (zg—2a)* = 12,
De méme AC2 =12 et BC2 = 12.

Ainsi AB = AC = BC = /12 =2./3 donc ABC est
équilatéral.

De plus OA = OB = OC =2 donc O est son centre (de
gravité en particulier).

3.a) €’ est le plan L a (AB) passant par O et C (car
O et C sont équidistants de A et B).

Si on note K(0;0; 1), €” est le plan (OCK).

b) De méme c’est le plan (OAK).

¢) L’ensemble des points équidistants de A, B, C est
I'intersection des deux plans precedents c’est-a-dire

(OK) = (Ok)
4. Pour que ABCD soit un tétraedre régulier, il faut

que D soit équidistant de A, B, C donc D e (Ok).
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Ainsi, nécessairement ses coordonnées sont du type
(0,0, d).

De plus, on doit avoir AD = AB ie 4% + d2 = 12.

Ce qui fournit d = /8 . Nécessairement, si D existe :
D(0,0, ./8).

Réciproquement, le point D(0, 0, J8) est toujours

AB = AC = BC = DA = DB = DC donc ABCD est
régulier.

Conclusion : il existe un unique point D répondant
au probleme, c’est le point D(0;0; /8).
5.a) D'aprés Al-Kashi dans AMB,

AB? = AM? + MB? - 2AM - MB cos AMB.
Or AM = BM (car M € (OCD) = plan médiateur de
[AB]) et AB2 = 12 donc 12 - 2AM? (1 - cos AMB).
D’apres Al-Kashi dans AMC,

AM? = AC? + MC2 - 2AC. AM cos ACM

or ACM = T§[ car ACD équilatéral et M € [CD]

AC= /12

o —

MC = /12 A.car CM = ACD donc CM = |A|CD = ACD
carie [0:1].

Ainsi AM2 = 12 + 12A2 -2 x /12 x /12 A X cos g

ie AM2=12+ 1222 - 124 = 12(A2 - A + 1).

Onen tire que 12=2x12 (A2= 1 + 1) (1 - cos AMB).

1. a) Faux ; contre-exemple flx) = 2x + 3 sur
[0:3]ena=3.

b) Faux ; contre-exemple flx) =x*ena=0.

¢) Vrai (voir le cours).

d) Faux; flx) =x* + x— 10 sur R.

3. D’aprés I'énoncé : f(1)=a;f(-1)=c;
f()=a+betf(-1)=c+d.

a) Vrai. Si fest paire alors f'(1)=—f'(- 1) donca=—c.
b) Faux, contre-exemple f(x) = x3 + x - 10.

¢) Faux, contre-exemple f(x) = x.

d) Vrai. Si ac <0 alors f(1) x f'(- 1) < 0 et f est con-
tinue (car f” existe) sur R donc d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe x € (-1 ; + 1] tel

que f'(x) =0.

EEZA 1. Vrai, par définition.

2. Faux, g’(x) = (1 + tan? x)f(tan x).

3. Vrai, il suffit d’étudier ¢ : x — tan x —x.

4. Vrai, f" - g" = 0 sur I donc f- g est constante sur 1.
L’hypothese intervalle est essentielle.

2. » Pas de difficulté enOeten 1,

Flx)= 2x-3x"

2-Jx2(l—.t) .

1 _22-2h+1
WHE-KAT) 2GE K41}
b) fest rationnelle déf sur R donc dér sur R et
o f(\)= __:J‘iz
4N =-A+1)

Yy

li M= 1l sk |
.l—lan:aeﬂ ) A-l-;":mzlz

D’oul cos(AMB)=1-

2
, . 20
A =

¢) et d) A I'aide du tableau, cos (AMB) est minimal

lorsque A = % ie M milieu de [CD].

- 3y ial

1 + oo |

=
pd

A |-« 0
(2 -

1 1

Comme AMB e [0 . g] ol cos est décroissante alors

—

AMB est maximal quand son cosinus est minimal ie

o Nl=

lorsque A = %

een(:

f(x)‘f(0)=“x2(l-'r)=.~/1 —x carx>0et J.t_z=-'f
x-0 b'e

donc lim ftx) - f(0) =1
x—=0 x-0

et fest dérivable en O et f(0) = 1.

eenl:
f) —f(1) _dx’(—x)_ A’ -x)_ [ &
x-1 x-1 1-x 1-x

donc lim flx) =—ee
x—1
x<l

donc fn’est pas dérivable en 1.

* Variations

2 2\__ 2
x (0 3 ! 3] 3J§
fm 1 + o - |

2
ﬂxjo/s_u@\“-\o




4 | La fonction exponentielle

38 ACEIVILES (page 20

o
#® (ACTIVITE 1] ACTIVITE 2|
1. a) Pour tout point M la tangente coupe I’axe des
abscisses donc f'(x,) # 0. Lf (to = ) =f(1p) + - f (1) = f(t) (1 = )
b) y - flxg) = £ (xp) (x = xp). 1
¢) (T) coupe I’axe des abscisses pour y =0 etf(ty)) =yp=1douy=1 e
f(x())
U Py 2a) {1+ 5) =100 + 5 £6) or FG) = 1)
. —>
2.8) TH=1 équivaut a abscisse de TH est 1 done f(’k 4 ’_1;) = f(t) [1 & %J
f (x o ‘
done 220 j =1 d'ou flxg) = (o) &’ 1
f (%o On choisit y; , 1 =y, (1 + —).
b) Il en resulte que f convient si et seulement si . Ik
f=f b) Par récurrence il est évident que y, = (1 + ﬁ) .

se Travaux dirigés (pag9n
3
b: D’apres le tableau de variations :

X - o0 0 + oo
1. Pour tout réel x, f(xy+x) = f(xg) X f(x) =0. f'(x) - 0 +
Donc pour tout réel X, f(X)=0. £ |0 -
2.8) f(x+0)=f(0) x f(x), donc f(x)[1-£(0)] =0 T o
pour tout réel x. Il en résulte que f(0)=1. Pour tout réel x : f{x) = 0 donc (1 +x) < &* (1)
Pourtoutréelx<1,1-x<e ¥, 1-x>0ete*>0
0 f(5+3)=[A2)] =0, *

1
donc pour tout réel X, f(X)>0. donc e* < 1—x @). |

3.a) gest dérivable sur R et pour tout réel y,
g =fx+y)=f)f ).
b) Il en résulte que f’(x) =f(0)f(x) = af(x) avec

_ | — 1 n
2.a) x=- avecO<x<§ d’apres (1) (1 +’—1)s g

1 n
donc (1 + ﬁ) <e (3).

a=F(0).
¢) f(x)=ke* et f(0)=1 donc k=1. __1_ 1
Tx P S
4. e?+y) = e x e® donc f(x +y) = f(x) X f(y) . b) x<ldonce"" < ’ 1 soit
n+1
. .
+1
TDE e"+1s(l+l\donces(1+1)n ,
n) n
B1af(x)=e-1. d’ou le résultat.
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2 n-1
X

2 . =g~ —
.l.a}g(.t) e [l+x+2!+'"+(n—l)! 1
2 n
X X
n
=e'f(-x—)<0
n!
x o 1]
gwy| -
oW | ' T——— |

Doncg(1) < 1.
On démontre de méme que h est croissante sur
[0:1] et que h(1) > 1.

2. Il résulte alors de I'étude précédente que

e“(1+l+ I +...+lr)<let
n:

12!
c“[l+l+...+l+l]>ldonc
1! n!' n!
1 1 | 1 1 1
”TE*“'*H!‘“'*ﬁ*i*"'*n_z*,ﬁ(‘”

BLa+n+. . . +ll<nle<(m +nl+...+1)+ 1.
En posanta, =n! +n! + ... + | il en résulte que
a,<nle<a,+l.

2.a) Si ¢ < n alors g divise n! donc est un

n'p

; n'p . .4

entier. Or —— est strictement compris entre deux
q

entiers consécutifs donc g < n est impossible.
b) 1l résulte que quel que soit n > 1, ¢ > n. Ce qui
est impossible donc e est irrationnel.

K 1. llreste A e_?‘ L

2
1L Quantité de médicament dans le sang

= ——

A=2 \% : !
=== & & & :_(heures)
0 8 16 24 32 40 48 56 64t

3. A partir de la troisi¢éme injection.

1. b >0donc 1 + be” ¥ > 0 pour tout réel «.
2. lim filry=aet lim fir)=0.
f— -0

=+
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kbe '
3.10)=
(1+be )
-~ e
()

f#) 0 sl T

Poura=3,b=2etk=1.
3

On a la fonction f: t—

1+2c_'r'

0 1

1.a) X'(r) = - kx(t) + 1 000k équation du type
y' =ay + b donc les solutions sont :
f:e— ke %+ 1 000.
b) 40 = A + 1 000 donc k = —960°. Il en résulte que
f(r) = —960e= ¥ + 1 000. .
f(1) = 160 donc 160 = — 960e~* + 1 000 soit e % = 5
5
ﬂ5)=—960(e—*)5+100[1=—(§J % 960 + 1 000.
Soit f(5) = 508°.

2. Mise en mouvement d’un canot :

r F
mv'==rv+Fouv =- — v+ — donc
m m

]
- =1
i=xe ™ +§.

r

3=

v(l)=Fdoncl=le_ F L F]

+—soitl=e"'(1——
r r

L F ey F
donc v(r) = e"'(l = ]e "y =

La vitesse limite du canot est E .

-

by-y=5.
p o .
1 p(x) = =1
n e.r e.‘l’ e.\' cx
donc h(x)-h'(x)= —-—+===
X X LA #

donc /& est solution de (E).



2. g solution de (E) si et seulementsig - g’ = =

ex X
soitg; —g1+h-h"= -
x X
Orh-h"== doncg, -g’ =0.
X
3. g(x) =2e".

X

e
¥| = X —
4. g(x) =Ae* + =

B1i(x)=ax®+bx+c
h'(x) =2ax + b

Corrigés des exercices

Maitriser le cours RGEEERIN

1. La fonction exponentielle

a) e’
d) eZ—x

b) e3
e) e

c)l+e

f) e
BN 1. [2(x)] - [R(0)]? = [g(x) + h(x)] [g(x) - h(x)]

soite’xe Y=gl =1.

2 -2
et +e T2

5 -1=g(2x).

3 (€2 e~ 2) = h(2x)

2.2[g(x)PP-1=

2g(x)h(x) =

Corrigé dans le manuel.
(41 Corrigé dans le manuel.

Bl ) 2c *(c +2) = 150it2 +de ¥ =1.
4e™* = -1 pas de solution.
b) x =2.

KM= c" équivaut pour x#0ax?+x-2=0
soitx=1oux=-2,

Swt
¢ +k2n0ux_g + k2.

b) Sin x = sin g dotix="F
a) L’équation équivaut 3 x2 + x—6 =0
soitx=-3oux="2.

b) L'équation équivaut a x> — x + 2 = 0 donc pas de
solution.

M. " <c2doux?<-2vrai pour tout réel x.
b) L’équation équivaut a x> —x -6 <0

ou(x-2) (x> +2x+3)<0doncxe |-o;2]

car x> + 2x + 3 > 0 pour tout réel x.

h(x)+h'(x)=ax® + (b +2a)x +c+b

=x2+x
doua=1,b=-1etc=1soith(x)=x>-x+1
donc les solutions sont données pour tout réel x
par f(x) =Ae X+ x2—x + 1.
2. h'(x)=-asinx+ b cosx
h(x) + h'(x) = (b—a) sin x + (a + b) cos x = 5 cos x

5

d’oﬁa+b=5,b—a:0,b=§ =a

et h(x) = g (cos x + sin x)

et f(x) = e + g (cos x + sin x).

BEM 2) L'inéquation équivaut a e2* < 1.
Soit 2x <0etx e |- 0].
b) (e*-1) (e*-1) >0 donc x € R-{0}.

Corrigé dans le manuel.

2. Etude de la fonction exponentielle
Corrigé dans le manuel.
P =e(3-%).
X
iy = —
(2e" +1)
f'(x) =e"[2 cos x].

e'(1-x)
—.

F(x) =

(e* - x)
I £ () = 2x - 2xe¥ = 2x(1 - %).
L () = 3 (7 e ) = g().

g0 =1 (" + &) = flv)
2. h'(x) = g’ () f(x) —g(x)f"(x) _ L)1 g(x)]
.2 fz
Or [f(x)]> - [g(x)]> = 1 (voir comge exercice 2)
eth'(x) = ouh’(x)=—=.
“(x) f2
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BEN L f(0)=2etf(-2)=0donc2=b
et0=(-2a+b)eldonc2a=b=2;a=1eth=2.
Ainsi pour tout réel x, f(x) = (x + 2)e™ .

2. f'(x) =(-x-1)e *et A apour coordonnées (- 1;¢).

19

| <,

a) f; : x> e* - 2. La courbe €, est déduite de € par la
translation de vecteur - 2j.

b) f5: x—1-e*. €, se déduit de ‘€ par la symétrie par
rapport a I'axe des abscisses suivie de la translation de
vecteur J (c'est-a-dire la symétrie par rapport a la
droite d’équation y = % ).

¢) €5 =€, six <0et €zest la symétrie de €, par rap-
port a I'axe des abscisses x > (.

Corrigé dans le manuel.

lim f(x) =0.

X— -0

lim f(x) =0.

X—+00
lim f(x)=+ lim f(x) =-1.
I +em 2 X ——oo
lim f(x) =+ oo lim f(x) =1.
X— 4+ X ——oo
[25] Corrigé dans le manuel.

2x
f(x)=2><"2;‘

lim f(x) = +ee,

donc lim f(x)=2
x—=0

X+ o=

lim flx) =1 lim f(x) =1
X =00 X +oe

lim f(x) =0 lim f(x) =+ .

x—=0 =0

48

EENL f(x)-(x-1)=eZet lim e Z=0doncla

X = 4 oo

droite d’équation y = x -~ 1 est asymptote a ‘€.

2. e 2 > () pour tout réel x donc ¢ est au-dessus de la
droite d.

f(x)—.r- l=4¢ *et lim 4d4e *=0doncla

X =3 400

droite d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe ‘€.

flx)-x-2=xe* lim xe*=0
X— —oa

donc la droite d’équation y = x + 2 est asymptote a la
courbe €.

i
résultat.
2.3) fl(x)=

lim f(x) =2et

X =+ o=

lim f(x) =-3doule
X— -

2e" (e +1)-(2e* -3)e”

(c’+1)2

5e"
(ex + 1)2

donc f'(x) =

b) x Sep——
"' B . S '
fx)

A

(32] Corrigé dans le manuel.

[ 33 Y

lim f(x) =+e lim f(x) =+eo.
X = + oo X =4=—rca

' e =0

[ b) f(x)+x=e"et lim

L

donc la droite d est asymptote oblique a ‘€ en = oo,
2 f(x)=e-1.

| X |=oo - 0 +c-§-
) . . _
! ("~  — "7




E1L lim f(x) =+ lim f(x) =—co.
X — + o0 X —» — oo
2.3) flx)-(x-1) = " et lim =0
e+l xo+eeti]
d’oti le résultat.
— 4¢" . —4e"
b) f(x) - (x +3) = — et lim — =0
e -1 *72-~e -1
d’oti le résultat.
3 fW)=1- —
X
(e"+1)
(e -1)’
’ e -
f(x)=ﬁ-
(e +1)
X — oo O + oo
f(x) + 0 +
™ e

EEl1L lim f(x) =+ lim f(x) =+oo.
2. f(x)=e 1.
X |- o 0 B + oo
f'(x) - 0

T ey

3.a) fbijection de |- oo ;0] sur [-1; + oo donc il existe
o unique de -0 ; 0] tel que f(o) = 0.
De méme pour  dans [0 ; + oof.

f(-1;9)=e12-0,1=014

f(-18)=e 18-02=-0,03

donc-19<oa<-128.

Méme chose pour 1,1 < B < 1,2.

b) Il résulte que f(x) <0 pour x € o ; B[

EEl1. lim f(x) =0et lim f(x) =—-co
X ——eo X — +oo

fx)=(@2-x)e

d’oli le tableau avec f(2) = €2

NS>

2

2. Sim >0etm < e? on a deux solutions et m > e zéro

solution.

4. Des fonctions x — e®

1
Fw=e-1+1].
EEE f/(x) = 2¢ - 1[x].
R £/ (x) = esin* [cos? x — sin x].
Corrigé dans le manuel.

| 41 §R a) x + eﬁ et x — x sont dérivables sur
]0; + oo].

b) Pour tout x >0, f'(x) = (g + l)eﬁ.

2.f(0):OetJ—C£—)£)—;—f@—):e“/}.
5

lim e
x—0

=1 donc fest dérivable en x = 0.

2
Pl f(- x) = e * = f(x) donc f est paire et €
admet I’axe des ordonnées pour axe de symétrie.
2

b) f'(x) =-2xe” "

X 0 + o0

fix)| O -

)| 1 TT——
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o 1

f/(x) = 2ex - 2e* = 2e*(e* - 1).
lim f(x) =0et lim f(x) =+oo.
X

X=b=—o0 —» + oo

X — o0 - 0 ) + oo
f'x) - 0 +

f |+ \ = T e

=4

L f,(x) - f5(x) = e~ *[1 — sin x].

5inx=lsur|0:n:]=b.r=g

ST |

donc un seul point commun A(g e ]
2. fl(x)=-e* f5(x) =e ¥ (~sinx + cos x)

(- rig)e-<

tangente commune en A.

A

donc les deux courbes ont une

b) f(x) = Ae =,

BN ) f(x) = Ae

5

3
B ;) f(x)=he 2. b) fx)=hel .

EEA 1. f(x) = Ae™.
2. l0) =1 & A =1donc f(x) = e

(48] Corrigé dans le manuel.

BN (1) = - 5 /()
donc f(-2)=-1.

Bl
fe)=3

1
f(x)=ke 2 et-1=2e
1
donchA=-eletf(x)=—e 7,

flx)=he 2

dotr=eletu:x—e -2

a0

a) f(x) =Ae=—=. b) flx)=he 3 +2.

B -

gt !.'I'
O flx)=Ae 3 +%. &) =re? +1.
A () = Ao v

L f(0)=1douk=1etf(x)=e .
2. f'(0) =3 donc f(0) =— 1 et A =— 1 donc f(x) =—e~*.

Corrigé dans le manuel.
A f/(x) = - 6e~3* donc f'(x) = - 3f(x).
f'(x) =—6e-2* d’otr f'(x) =-2f(x) - 8.

s b AR Fs - __

E&Hia) f(x)-x+2=¢* lim e*=0doncla
e

droite d est asymptote a ‘G en + oo
b) f(x)-(x-2) =e*> 0 donc € est au-dessus de d.

2. lim f(1)= lim f(X) =+ oo
flx)=1-¢*

f’(x) = 0sietseulementsie*<lou-x=<0
doncx =0 f(0)=-1.

3. fest une bijection de |- oo ; 0] sur [- 1 ; + oo

donc 0 a un antécédent unique o dans |- ; 0],
deplusf(-2)=e?-4>0etf(-1)=e-3<0
donc-2<a<-1.

De méme fest une bijection de [0 ; + oof sur [ 1 ; + oo
donc 0 a un antécédent unique B dans [0 ; + <.
f()=-1+e1<0 f@)=e2>0

doncl<P<2
K -5\
[ AT ]

') >0siA < %etl'(1)<osi1> -5‘5

donc I(A) est maximale pour A, = %
q

et I(Ag) = %e-% (%T

(58] Corrigé dans le manuel.

>~ =

I'M)=e %[§ - i] =e

}‘.6

By -5y

_k,
Les solutions dans R sont f(A) =Ae " + ‘% :
k
Or f(0) =0 donc A =- % etv(f) = %"[1 -e "1']_

Kl 1.a) f(x)-(2x-2)=(1-x)e~.
lim (1-x)e *=0doncladroite A est asymptote a ‘€.

X—+eo

b) f(x)-(2x-2)=(1-x)e* six<l1
f(x) > 2x — 2 donc € est au-dessus de A.



2.8) f(X)=2+ex—1-1]=xe*+2 (1 —e¥).

b)Six=0 e *<1doncf(x)=0.
¢) f(0)=0.
x [0 0 + oo
fix)

@, e

Apprendre a chercher (page 105)

Tangentes a une courbe issues d’un point
Les outils :
o Etude d’une fonction.
« Equations de droites.

Les objectifs
e Savoir traduire un probléme par un probléme équivalent.
o Savoir utiliser un tableau de variations.

lim e*=0

La) f(x)-(x-1)=—¢*
X —> —o0
donc la droite d’équation y = x — 1 est asymptote & €
en — oo,
b) f'(x)=1-¢"
X |- 0 + oo
'(x) + 0

g | " T2 o~ __

Du tableau il résulte que f(x) < -2.
2.a) My(x,; f(xp)) et f'(x) =1 - €™ d’olt 'équation
de T, :
>0 X X
y-xg+l+e?=(1-e")(x-xp

doy=(1-e")x -1+ e"(x,—1).
b)Oe T, & (x-1)e™ =1(1).

3.a) lim @(x)=+e lim ¢@(x)=-1.
X—>—o0

X+ oo
b) ¢'(x) = xe*.
X |=o 0 o + oo
9'kx) - 0 +

(P(X) -1 \ P /9/ + oo

Pour progresser (page 106)

Etudes de fonctions

EEl. lim f(x):% :

X—> + o0

lim fx) == ;

X—>—o0

lim fix)=0;

+
x—1

lim flx) =+e.
x—1

3. La tangente a ‘6 en A d’abscisse a est parallele a A
si et seulement si f'(a) = 2.

Soitae™?+2-2e =2

soite % a-2)=0donca=2

et A a pour coordonnées (2 ;2 —e~2).

4. a) Pour tout x < 0, ¢(x) <0. De plus ¢ est une bijec-
tion de 0 ; + eof sur [~ 2 ; + o[ donc 0 a un antécédent
unique o.

b) (1) =-1
02)=e2-1>0
doncae ]1;2]
o=128.

Famille de fonctions et lieu géométrique
% Les outils :
~« Etude d'une famille de fonctions.
o Définir analytiquement un lieu géométrique.

Les objectifs
o Savoir déterminer un lieu géométrique.

L (x + my)e * - (x + my)e™* = (m; —m,)e™~,

Donc si m; # m,.
(my —m2)e™* # 0 donc les courbes -6 m, €t €,,, n'ont
pas de point commun. i

2.a) f/,(x)=e*(-x-m+1).

b) Pour tout réel m, 1,, a pour coordonnées
(1-m;em-1),

a)yx=1-m,

y=em-ldoliy=e"*

b) Ainsi I, appartient a la courbe I d’équation y =e™*.

4. x =1 -m donclorsque m décrit R, x décrit R. On en
déduit alors que I, décrit toute la courbe (I').

X |—o 1 + oo
f'ix) + , +
1 + oo -
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ﬂxl—ﬁl}_

x-1

e |im
r=1"

t

AL lim fly=+: lim flx)=-
X = =02 X =%+ o0
lim fix)=-=o: lim fix)=
x=-=1 x—=-1"
2. f(x)=-e*- 2 <0;
(1+ r)z
X — S + oo
f’{x}_ - - |
L - tr\: -1
€ 1
2) [
N
-1 i,
O : \\____X;
-1 ! .
K= f0)=-1 g0)=1.

La courbe associée a g est celle qui présente un maxi-
mum au point de cordonnées (0 ; 1).

2.a) ' (x)=f(x)-g'(x)=1-e*+xe*
=1-(1-x)e*=1-g(x).
b) [ x [-= 0 = 4=
W+ 0 = |
f -
| =2t

3.a) f(t) g(x) si et seulement si A(x) =0,

Or h(x) = 0 s’annule pour une seule valeur o de
I'intervalle J0: 4+ eo[. Orh(l)=1-e<0eth(2)=2>0
doncae J1:2[.

52

b) 1.5<a<1,6.

EA®1 lim fyx)=let lim f(x)=0doiles
courbes. *7+% G

X
2. fo(=x) + folx) = L ex =1 donc A((} : %) est centre
l+e

de symétrie de 6;,. On démontre de méme que A est
centre de symétrie pour ‘Gl.
- X

3 fl-x)= ——>=

- = fi(x)
l+e 1+e"

donc I'axe des ordonnées est axe de symétrie.

4.a) fy(x) + fi(x) = 1.
b) 6, est donc I'image de €, par la réflexion d’axe la

.

droite d’équation y =

B —

IGZA® 1. La tangente en A a pour équation y = x + 1
et (I') est au-dessus de cette tangente donc pour tout
réelu, e =u+1(1).

2.a) En posant u =—-x d’apreés (1)
e*=-—x+1soite*+x-1=0.
e *>0donc
1=e*(1-x)
soit 1 +(x—-1)e*=0 (2).

1+ ex(x -1
3. f(x) = ————. En tenant compte de (2),
X

f’(x) = 0 et la fonction f est strictement croissante sur
]D e o no[.

R 1.a) f(v) - (x-1)=x- St _cs1=-2_;
e+ 1 et +1
-1 -2e*
x)-(x+1)==5 -1= !
L e*+1 e’ +1
b) lim fix)=+ec; lim fix)=-oo.
X— 400 X =3 —oo
¢) lim [f(x)-(x-1)]=0et llm [f(.r) (x+1)]=
X =+

Donc les droites A, et A, sont asymplotes a 6 respec-
tivementen —oo €t +oo.

| d) Au voisinage de +eo, ‘€ est au-dessus de A, et au
| voisinage de —eo, % est en dessous de A, .



-1 1-e"
2.a) f(-x =—x-2 =—
fie) et +1 1+e"
=—f(X),
donc fest impaire.
X 2x "
b f)=1-—2 -1
(e*+1)" (e*+1)
X o +oo
/‘:l/ -+ oo

Latangente en x =0 a pour coefficient directeur ! .

2
3.
yﬂ Ad
("i P
//{ "%—
1 P i
/ O o x=
7
/|
/ Ao
4. » fest strictement croiésante
et f(J0; +eo[) =]0; +of.
slo<a<17.
EER® 1. f(x) - (1+ . 1) e ¥ et lim fi)=1
X4

L
Za)t()_ﬂ_ex;
X

)1C=X et 1(X) = (X + X2+ X)L
(]

lim X =+ donc
x50
b) Donc f est dérivable en 0 et le nombre dérivé en ce
point est 0.

Jim 10=0.

X =+

—1[1 11 1 2] 1-x -1
= c ~.

3a) f)=e f|Lel L 2 b
x2 X3 x4 X2 x3 x4
b) [ x 0 1 + oo
s 0 _
3
e \ 1
©) 7
3
el . ¢
1 A
o x>

ECB® 1.a) lim flx) =+
x—-1

lim fix) =+co.
X — 4o

X 2 x X
2. _e(d+x)-2e (1+x)=e(x—1)-
F&) (x+1)* (x+1)°
3- 1 + oo
0 +

INT)
+
8

4 VA
o/
/
\ /
\ 4
1 e
%“
- O - x>

Bil®1.2) g'(x)=e" 1.

Pour tout réel x, g(x) = 0 donc e* —x = 1.

b) e* - x # 0 donc fest définie sur R.

2.a) lim fix) =0 lim fix) =-
b) /() = L=,
(e" —x)
1 + oo
+ 0 -

g
e
¢) T a pour équation y = x
) —x = 28X) { Or g(x) =0,

e* _ donce¥—x > 0.

Pourx<0,% est au-dessus de T et pour x >0, 6 est en
dessous de T.
d) Tracé de T et €.
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EZE® A. 1 ¢ lim fix)=+eo, carsi }.=X.
x—=0"
eX lim fiX
x)=— et lim =400,
fl=5 et lim fX)

e lim fix)=+0o.

X =p + oo
! 1
e'-1 x
2.1a) T -l=xef-x-1=f(x)-x-1.
X
; 1
; .. (@F=1
b) lim [f(x)-x-1]=0, car lim =1
X =4+ o X—3 400 1
X

Donc la droite d’équation y = x + 1 est asymptote a ‘6
en +oo.
1 11

3. Pour toutréel x>0, f'(x) = et _}cei » e;(‘r; IJ:
x 0 1 T
'ix) = 0 +
f + 00 e " / 400
B.L lim fix)=-c; lim fix)=0.
T x—=0
1 1
3.a) (x)—g([l):e_r: lim e*=0.
o x—=0

b) Donc g est dérivable en zéro et le nombre dérivé
en ce point est zéro.

) X |- 0
g'x) +
g

IEZAS 1. a) M, a pour coordonnées (x, ; €% — x;)

et f'(xo) = € - 1. Donc T,, a pour équation
y=(e" —1)x + e (1-xp).

b) Ae T, 0= e’ -1+ e"(1-xp)

soit €™ (2-xp) =1 (1)

94

2.2) ¢'(x) = e¥(1 - x).

x - 00 -—:l--_ - + oo
@'(x) - 0 - o
'Pm 0 / € \\t. ]

b) ¢(x) = 1 pour deux valeurs c et  de x
avec-12<o<-1let18<P<19.

3. On peut donc mener a ‘€ deux tangentes passant
par A.

IEZH 2 1. a) M a pour coordonnées (m ; e”) et N a
pour coordonnées (m ; e~ ™) donc I a pour coordon-

m + e-‘ m

nées (m i c_z_)

X =-X
b) y= ¢ +2e

et +e *
¢) Iestun point de la courbe 6 d’équation y = 3
Or lorsqu’on décrit R, x = m décrit R donc (T') = (6).
X =-X
2.2) f/(x) = %— ;
X |=o0 0 + o0
rix) - 0 +
M + oo \ 0 / + ﬂJ

b) Les tangentes T; en M 26, et T, en N 2 6, ont res-
pectivement pour équations :

y=eMx+em(l-m)ety=—e "x+e " (1+m).
Leur point d'intersection P a pour coordonnées

m s
i 2

= m -m: m -m |
e +e e +¢e

—
Il en résulte que IP a pour coordonnées

[_ em_em! a (em_e—m)z]

4™ "™y

3
Ce vecteur est colinéaire au vecteur ¥ de coordon-
m

-m
nées (1 ; e—_ZLJ.

Or f'(m) = % (e —e~") donc (IP) est la tangente en 1
a ().

| 75 HE W) M,, a pour coordonnées (m ;e™) et P, a
pour coordonnées (m ; m). La tangente en M,, 4 € a
pour équation y = e™(x — m) + " donc N,, a pour
coordonnées (0 ; e”(1 —m)).
Donc G,,, a pour coordonnées

(% ; i[m +e"+e"(1 -m)])

soit (E : 1[m +e"(2 —m)]). (1)

24



b) De (1) on tire m = 2x

doncy = = [x + eX(1 - x)].

0=

2.8) /()= 5 [1+ (1 - 24)]
f(x) = - 2xe?,

N S )
r)| + 0 -

¢) f'(x) =0 a une unique solution o dans 0 ; + oo[

”

(1) = 1‘26 <0doncoe ]0:1[.

A la calculatrice on trouve o = 0,65.

o x e @ e
) | + 0 -

Lo 1 _ fl@) _ 1

WL T Tl

| ] j
B 1.a) [ (x) = —2"

+ e *>0pourtoutx de

[0+ o[ (x+n)’
b) £,(0)=-2 lim f,(x)=1.
X —> + oo
o kel U
A +

-1

W,

2.a) f(n)=-¢e""<0.

b) Sin=1,e"*+1=¢2> 3 donc vraie.
Sie"*1>2n+1,e"*2>e(n+1)>2n+3.
Donc la proportion est vraie pour tout n = 1.

2n 1 1 1

T Thel T on+l
2n+1 e 2n+1 e

ofn+l)=1-

Ore”*1>2n+1donc etf,(n+1)<0.

1 1
2n+1 g+l
3. f(n) x f,(n + 1) < 0 d’ol1 I'existence d’une solution
unique un telle que n <u, <n + 1.

EZA? 1. 2) f(1)(x) = e¥(x2 + 3x + 2).

b) Pour n = 1, f1)(x) est de la forme e*(x? + a,x + b,)
aveca; =3etbh; =2.

Si f)(x) = e¥(x> + a,x + b,,)

alors f"+ D(x) = e¥(x? + (a, + 2)x + a, + b,)

dou fr+(x) =e¥(x?> +a, 1 x+b, 1)

a,+b,(2)

aveca, . =a,+2(1)eth, =

aveca, ;€ Nainsique b, _ ;.

2. a) (a,) est une suite arithmétique de premier terme
a; =3 et de raison 2.

Donca,=3+2(n-1)=2n+1.

bn_M:an—l
b) b/l—b//_zzan-z

%_blzal

n-1
doub, =2+ Eai.
1 ~.
O n—l )
ral+...+an_1:T[3+2n—1]:n -1

donc b, =n?+ 1.

3. a) Sid divise a,, et b,, d divise a(2n + 1) + B(n? + 1).
En prenant oo =n et f = -2, d divise (n — 2). Il divise
ainsi: (2n +1)-2(n-2) =5.

d =5sietseulement si 2n + 1 =[5]

soit 2n =4 [S] soitu =2 [5].

b) Pour les autres valeurs de n, a, et b, sont premiers
entre eux.

BEES 1.2) £, (x) =2x(x + 1) =f, +f)
Si f1t(x) = nfy(x) + fi(x)
alors f, (" * D(x) = nf{(x) + f1(x)
= nfy(x) + folx) + f1(x)
= (1 + Dfp(x) + f(x)
d’Ol\lfl(” * 1) = (n + l)ﬁ] +f1.
Donc la proposition est vraie pour tout n = 1.
b) La démonstration est analogue a la précédente.

2. f=2£-3%

donc fi*) =2[n(n - 1)fy + 2nfy + fo] = 3[nfy + f]
soit f") = n(2n - 5)f, + (4n = 3)f, + 2.
D’oﬂf(n)()‘) = e*[2x% + (4n - 3)x + 4(2n - 5)].

Equations différentielles
3

BEE® 1. f(x)=ke 2, keR.
2.a) f:x > ax? + bx + ¢; si fest solution de (E),
alors, pour tout réel x,
4ax +2b +3ax? +3bx +3c=x2+1

& 3ax?+x(4a+3b)+2b+3c=x2+1;

1 4 17

a—g, b——§ ; C—2—7.
b) g est solution de (E’) ainsi que f, donc :

2g" +3g=x2+1=2f +3f,
dou2(g' - f) +3(g—f) = 0= 2(g—f) +3(g-) = 0.
Ainsi (g—f) estsolution de (E).
Réciproquement, si (g—f) estsolution de (E):

2¢ +3g=2f +3f=x2+1,
donc g est solution de (E’).
¢) Les solutions (E’) sont les fonctions :

3
x—ke 2x+%x2~gx+;—;, ke R.
3. On cherche pour (E”) une solution de la forme
acos x + b sin x . Donc, pour tout réel x :
—2asinx +2bcos x + 3acos x + 3bsin x =cos x,

d’olt 2b+3a=1 et 3b-2a=0.
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Il résulte que b= % eta= % et les solutions de (E”)
3
; 2. 3 2 ..
sont les fonctions x — ke “ + 13 COSX + 73 sinx,

keR.

ERB® 1. g'(x) =-ae~*, dob (-a+3a)e *=2e*
eta=1; g(x)=e"*,

Pour les questions 2. et 3., le raisonnement est le
méme que pour ’exercice 79. Les solutions de (E)
sont données par x> ke- ¥ +e %, ke R.

EEEIM® Comme pour I'exercice 80, on trouve :
g(x) =-4 cos2x + sin2x,
et les solutions sont les fonctions :

x> ke 2 —4cos2x+sin2x, ke R.

EEl® 1.a) y=z+x,y'=2"+1, dou:
y+y'=z+2'+x+1,donc z+2z'=0.

b) z=ke * et y=ke *+x, ke R.

2.f,(0)=0a, dod k=a et f(x)=ce *+x.

a) fl(x)=—0e™*+1;

*fy: x—x;

ea<l:
X |-oo 0 +oo
folx) .
f u.___________..-— 4 oo |
[ 3 — oo _..-—-—-"""'_-_J
e>0:
X |=o0 Ino + oo
f 0 +

+ oo + oo
fu TS fabE T

b) Le point d’abscisse — 1 a pour ordonnée oe—1 et
f'(-1)=-oe + 1, donc la tangente au point d’abs-
cisse — 1 a pour équation :

y-oe+1l=(1-oe)(x+1) ou y=(1-oce)x,
donc elle passe par l'origine.
¢) Au point (xy; 06" +xg), flu(xg)=—oe 0 +1.
La tangente en ce point a pour équation :

y-oe 0 -xy=(1-ae ) (x-xp),

ouencore y=(1-oe” )x+oe (1 +x) [1].
L’intersection de cette tangente et de 6, d’équation

y=x,estdonnée paroe” * (1 +xy—-x)=0etx=1+x,
Donc, pour x, donné, les tangentes en x a ‘6, passent
par le point de coordonnées (1 +.x;1 +xg) .

IEER® 1. a) S'il existe x, tel que f(x;) = 0 alors
f(xg) F(xg) =0.

Ce qui est impossible donc pour tout x de R, flx) #0.

b) g'(x) =-f'(=x) f(x) + f(-x) f'(x) = 0.

¢) g(x) =k avec g(0) = [(0)]? = 16, donc g(x) = 16 pour

tout réel x.

d) D’apres la question précédente :

=) = 75 donf) = 12
et fest solution de (E) avec f(0) =-4.
1, L
2. p(x) = e, @(0) = A =-4 donc ¢(x) = ~4e'® .
Cette fonction est la seule fonction vérifiant les condi-
tions (€).

B 1.5 (x) = =9 ;or, 18, = =1, donc:
g'(x) Lﬂx)]z Lﬂx)}z fix)
2g-g’=1[1].

2. On détermine g suivant le principe des exercices 79
et 80:

2

—_— ke R.
2kel* 4 1

g(x) = ke + 3, doi f(x) =

T
_r

ESl1a) [()=Ke © +§.

R
- =1
b) I(O)={:rdcmcl(=—E etl(:):—-l-s-e k +E.
E R R R
2. Iim I(H)=3.
[— + oo R-

t

) —

EM1.a) (1) =Ke

I

Bl —

b) g(0)=K=1doug(t)=e

L;

¢) g(r) = 3 équivaut a e' >3soitr=>5 années.



’ ’

2a)h'= "% etu= 1 doncu’ = —.
u h hz
u satisfait aux conditions (E,) si et seulement si :
-h'(t) _ 1 1

h(0) =1 et

Wy 4h(0 12120
soit h(0) = 0, () = — ‘1_1 h(t) + 11—2 .

1

-t
b) h(t) =Ke ° +%.
2 2 ~3f
W0)=1douK =2 eth()=2¢ * +

3

EN
LIl =

donc u(t) =

t

2e +1
¢) lim u(f)=3.

[— +o

fal—

1. a) f est paire, donc I’axe des ordonnées est
axe de symétrie de sa courbe représentative.

X X
b)f‘(x):% etl—e ‘”J >0 pour x>0.
X 0 180
f 2 / 280,67

2. AB a pour hauteur approximativement 80,67 m.
e +1-xe'
—_—-

(e*+1)
En posant g(x) =e*+ 1 - xe*

FER® A.1.a) f(x)=10

£y =10—E8L,

(e +1)
b) g'(x) = — xe*.
X |- 0 o + oo
g'lx) + 0 -

Il existe a unique de ]0 ; + o[ tel que g(at) =0
avec 1,2 <o < 1,3.

c) x |0 o + o0

'(x) + 0 -
gla)=0donce*(1-oa)=-1

100 _ 100(1 - )
1_L_ - o
l-o
= 10(c - 1).

donc fio) =

RNUREN

— 1 e e e

EER®nc 9 oer=x-220.
Notons ¢ la fonction définie sur R par @(x) =e*-x-2.
o'(x)=e"—1let

X |=o o 0 B + 00
9'kx) - 0 +
o) "7 e, 4y e “"i

Il existe deux réels o et B et deux seulement tels que
@(x)=0avec-19<a<-18etl,1<Pf<12
Donc @ = R-{o ; B} et f(x) < 0 pour tout x de Jot ; B[.

IERE® f/(x) = e¥(2 - x).
Existe-t-il x tel que e*(2-x) =2.
Notons ¢ la fonction définie sur R par:

e(x)=e*2-x) @ (x)=e"(1-x).
X |=o 0 1 B + oo
P ¥ 0 -

oW o 2 ° —a . _.

11 existe donc deux valeurs de x pour lesquelles @(x) =2
soitoe=0et B e ]1,6;1,7[. Ainsi il existe deux tangen-
tes a la courbe € de coefficient directeur 2.

EIl® 1(x) = (2x + 3)e?~.

X |=o° - g + W|-
f'(x) - 0 +
0 1 . + o0
fix) T - e "
Or - 1 > - 1 donc I’équation f(x) = - 1 n’a pas
e 16 16

de solution.
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IEER® La suite (1,) est arithmétique de premier
terme u, = 1 et de raison 1 donc
u,=1+ndoncv,=e e "avecvy=e"l.
-1 -n-1
e (1-e¢ ")
Vot ... +V, = .

n -1
l1-e

lim (e l)rr+l =0donclim (vy+ ... +v,) = i.i:l_l

n—s+ oo

EEE® 1. v/ (x) = u/(x) e,

Or pour tout x € J-ce;al, u’(x) <0

donc v, est décroissante sur cet intervalle.
2. v'5(x) = (1'(x) + u(x))e*.

Pour x > b, 1/(x) > 0 et u(x) > 0.

Donc v, est croissante sur b ; + eo[.

-X

.
EXR® fx) = —— six=0et f(x) = —— six<0.
e +1 e +1
Xz
- €
Il en résulte que pour tout x = 0, f'(x) = z 5 et
(e +1)

- X
-2-€

pour tout x < 0, f(x) = 5 donc f°(0) a droite
(e"+1)

A.1.a) dapouréquationy=x+1
doncm=p=letfilx)=x+1+¢(x)
avec lim ¢@(x)=0et lim @(x)=0.

X = +o0 X —=—00
b) Le point A(0; 1) est centre de symétrie donc
fx)+f-x)=2. (1)
¢) De (1) il vient :
x+l+@x)+1-x+@(-x)=2
donc @(x) + @(-x) =0et ‘la fonction ¢ est impaire.
2. ¢(-x)=(—ax+b)e ¥ .
Pour tout réel xon a : .
(ax +b +ax+b)e”* =0donch=0.
De plus f'(x) =1 x@'(x) or f(0)=(1-e¢).
Donc ¢’(0) =-e. -
De plus ¢(x) = a(1 - 2x?)e~ ¥ soita=-e.
B.La) f(x)=1-(1-22)e!" ¥
fO)y=1-eetf(0)=1
donc la tangente en x = 0 a pour équation
y=(1-2)x+1.
b) ix)-(1-2)x—1=1+x-xe!"¥ —x+ex-1

fx)-(1-2p-1=exfl-e " ]

1 —e % >0 pour tout réel x donc si x < 0. € est en
dessous de T et si x > 0. € est au-dessous de T.

2.a) f"(x) =2x(3-2%)e!-* .

Sur R, f”(x) est donc du signe de 2x(3 - 2x2).

98

vaut }1 et - % a gauche donc f n'est pas dérivable

enx=0.

EER® On doit avoir f(1)=e=a + b.
D’autre part :
six<1,f(x)=(x+1)e*
etsix> 1, f'(x)=a.

Il faut donc que f'(1)=2e=a
soita=2eeth=-¢

doncsix =<1, f(x) =e(2x + 1).
Dans ce cas fest dérivable sur R.

IEAM® La tangente en M a pour équation

y=ae™ (x-x) +e™.

Donc T a pour coordonnée (.r[,—}] ;{)) et M a pour
coordonnées (x; ; 0) donc TH a pour coordonnées
G ¢ 0). Ainsi TH = — ne dépend pas de la position
de M sur €.

1
lal

Le tableau de variation sur [0; 1] est :

x |0 « ol

ix) + 2[

., ———

b) Sur [0 1], f'(0) f'(1) <0, il existe donc o unique tel
que f'(cr) =0 (car f’ est strictement croissante sur [0 1].
£(0.51) = -0,005, f/(0,52) > 0 d’oi1 0,51 < ot < 0,52

0 1-(1-202)e! % =0,

2
Doncf(a)=1+a-ae!' "% =1+a-
2’

1-20
D’oll ce minimum relatif a pour coordonnées

2 3
( _1—2(1'—2(1‘J
0..-——-—-—?-— .
1-20

IEEAS Partie A.1.  lim f,(x)=0;

X——oo

| - 20’

soit f(a) =1 -

lim f,(x)=+e; fimx)=(x+m+1)e*;

X = +oo

X |—oo ____?_(f‘zl +1) +u-o]
fmiX) -0 o+ |
0 o0

fll'l \\\ _e-ﬂ'ﬂ*“ / +J




2.a) S, a pour coordonnées (-m—1;—e (m+y,

b) S, appartient a la courbe d’équation y =—e*. De
plus m décrit R, donc x décrit R. Il en résulte que le
lieu € de S,, est la courbe d’équation y =—e*.

3.

yl\ (60: |

4. M(a ; b) appartient a ‘€, équivauta be “=a+m,
donc m=be “-a. Par M, il passe une courbe ¢, et
une seule.

Partie B. 1. M, a pour coordonnées (x, ; (x, +m)e ")
etf’, (xp) =(xg+ m+1) e’". Donc T, a pour équa-
tion:y=(x,+m+1) e’ (x —Xp) + (xy +m) e',
ouencore y = e [(xg+ 1)x —x,2 + m(x—x,+ 1)] .

2. D’apres I'équation précédente, T, passe par A de
coordonnées (x,—1;-¢€"?).

Partie C. 1. M, (x; (x + a)e*) , Mg(x; (x + B)er),

M, (x; (x +y)e’).
3
Donc MgM,, a pour coordonnées (0;(ox—P)e¥) et

— —————
Sl SVEY,
a-y

2.2) Neest le barycentre de (Mg, 1) et (My, -k);

—_—
M, (0;(a—y)e*). Donc MgM,, =

-k
_B-ky
1-

k-
2 _
2

donc N a pour coordonnées (x ; (x + B- ky) )

Ainsi N décrit une courbe €, avec

b) Pour k=1, =0, y=-2; ilvient == =1.

Donc E_ est €;.

EENS A.1.2) M(x,; yo) appartient a€,, équivaut a :

2x
yot+4dxii=me"?,

doncm = e~ 20 (vo+4xy?) . Ainsipar M(x,; y,) donné
passe une courbe €, et une seule.

b) y = me?® — 44?2 | donc m —> me24 —
fonction croissante de m.

2.a) ', (x) =2me** —8x =2e>(m —4xe~ ).

b) Il résulte de I'écriture précédente que f7,, (x) a le
méme signe que m —4xe >,

4a% est une

3.a) ¢ Y(x)=-8xe ¥ +de ¥ =4e (1 -2x);
. lin:e yx)=0; lim yx)=-o;
X —> + o0 X —> — oo
X - 00 40 % + oo “
v'(x) + 0 - ‘,
—
vA

Y

N} —

7
b) f7,,(x) ale méme signe que m —y(x), donc:

®si m> = : pour tout réel x, f’,,(x) >0;

2
e’
2
e

N

L

¢ f7,,(x) s’annule pour deux valeurs o

esi m==: f’, (x)>0 pour tout réel x € R—{

, (1
et fm(ij:().
® si ()<m<g
e
etBet f7,(x)>0 pour x<o ou x>f;
esim=0:f,(x)>0 pour x<0, et f, (0)=0;

esi m<0: f’,(x) s’annule pour une valeur . <0 et
' (x)>0 pour x<a.

4. om<0
- a1l
) .
f (o T |
om= 0
e -
Frft) —
0 T .
fm - 0O / \ -
s0<m< =
X — oo B ) +7OOT
m(x) + 0 _ 0 N %
fm — o0 / fm((l) \‘ fm(B) - » + oo
2
°m= -
[
1_ ————— S
X - 00 - 2 A - -+ oo
flln(x) + 0 +
R + oo
|
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2
em> -
e

X -—m_ +m|

' ) + )

A . / T

B.1la) f,(X)=0 donc 4Xe X =m

et Y=me?X-4X2.

b) Il en résulte que S,, appartient a la courbe d’équa-
tion: Y =4Xe X e2X-4X2 ou Y =4X-4X2
(équation d’une parabole P).

2. Pour tout réel X, m = % , donc [-1- : 1) n’est pas

. 2
un point S, .
3.a) K, (0;m) et f,,(0)=2m , donclatangente T,
en K,, a pour équation y —m = 2mx ou encore
y=m(2x+1).
Donc pour tout réel m, T, passe par le point A(—% : 0),
b) ® Voir figure ci-contre.

1. a) Vrai, en effet fi(x) - f5(x) = xe~*(1 —x) et
pour tout réel xe [0;1] 1-x=0.

Donc f;(x) - fy(x) = 0.

b) Faux. En effet f,(x) = f5(x) si et seulement si x =0
oux = 1. Doncil n'y a pas de troisieme point commun.
2.a) Vrai car f'|(x) = (1 -x)e Y et f'1(x) + fi(x) =€~
b) Vrai.

x| — s "_1_ + 66
f400 + 0 -
— 1
f o— " =z

B =

Pour tout réel x, fi(x) = é donc fi(x) =

¢) Vrai car0 < }1 < é d’oll deux solutions distinctes.

3.a) Vrai. Latangente en M a €; a pour équation
y=(1-m)e "(x—m)+me "

Elle coupe I'axe des ordonnées en N de coordonnées

(0 ; m?e~™). Or P a pour coordonnées (m ; m%e~ ")

donc N et P ont la méme ordonnée.

b) Vrai. En effet : La tangente en un point quelcon-
que passe par H(0 ; k) si et seulement si m%e™™ = h
donc si I'’équation f,(m) = h a des solutions.

Le tableau de variation de f; est :

X — oa 0 2 + oo
f2x) - 0 - 0 -

+ o 4
flx) e P ol T SR

60

e A(1;0) appartient 4 G, équivaut a 4 =me?, donc
m=4e-2 et f,_,(x)=4e26-D_4x2,

: .
K .c(’j/" K} by €4
Ir’

Doncsih e ]0 ; iz[ .il existe trois réels pour lesquels
e

f>(x) = h d’ou trois tangentes a €.

1. Vrai. En effet en posant ¢(x) =e*—ax—b
¢(x)et-a>0.

X = oo o + oo
o't t
. -
o0 |_., 00—~

11 existe donc o unique tel que (o) 0 donce* =ax + b
a une solution unique.

2. Vrai. En effet f/(x) = [u(x) + u’(x)]e*. Or u(x) = Oet
u'(x) = 0,donc f'(x) = 0 et fest strictement croissante.

l1-x 1-x 1-x
3. Faux. En effet, "&i =% et lim e

JE x=0" JE
Ainsi fn’est pas dérivable en x = 0.
4. Faux. En effet lim f{x)=0.
x=0"
5. Faux. En effet I'équation y’" + y = 0 a pour solution
@(x) = ke~ *si @(0) =2 alors k =2 et @(x) = 2e™*.

=+ oo,

2. f(x) = ce® + 20,

F(0) =70 et f(5) = 60 donc 70 = ¢ + 20
60 = ce> + 20.

Il résulte que c = 50 et e = g ;

3. f(30) = 50e3% + 20 = 50(e37)® + 20

6
soit f{30) = 50[‘5‘] +20=33°11.



chapitre

O | La fonction logarithme népérien

e Travaux diriges (page125)
(X

g on

BiLfx)=Inx+1-x f’(x):l -1

X
| x 0 1 1 |

I A _f__g___ -
|f{x] . / \\.. — oo |

[1 résulte du tableau que f(x) <0

donclnx =x-1. (1)
2.a) On pose x = 1 + ravect>—1 alors (1) devient :
In(l +1) =1

b) On pose x = ILH avec t > —1 alors (1) devient

SIn(l+1)< —— —1don -

1 +1 T+t
1.Si.r=%,§| artir de (3)
1 p+l) 1
—_ aln( =)= 4)

)

+ 2) 1 par addition
1
1

=< In
n+2 n+i n+1
1
—— < In[ P+ )E 1
n+hn 2n - 2n-1
n+l_n+2 n+n)
u, < In| — x b <u. + —
" n n+|l 2n -1 "2
Gmlu,lﬁln2-u”+ﬂ
| N
b)ln2- — =wu,<In2 dou lim u,=In2.
2n H =+ o0

L. Enposantg(x)=x—-Inx ¢'(x)=1- }—{ pour tout
x>0, )

oW+ 0 - |
oW g

Pour tout x > 0, ¢(x) = 1 donc x - In x # 0.

=In(l+1). (2) |

2.a) lim_ g(x)=0.
xr—=0

b) g(x)_g(0)= 1 - lim 1
X x—Inx y0'x-Inx
donc g est dérivable en zéro et g'(0) = 0.

c) "En:mg(x)=l car g(x)=1—|_n£et
X
lim 8% _ ¢
n—+e X
1 -Inx
J.a)gx)=
) g'(x) G Inx)?
X 0 e _'7.."_,‘}
g'x) o + 0 -
| 7 &
o e T

b) D’apres le tableau de variation les coordonnées

de A sont (E:LJ.
e—1

H 1. 4, est la somme des termes de la suite géomé-

. . . Ina
trique de premier terme 1 et de raison =

2. a) Pour tout x > 1,

0< X - ¢
x-=Inx e-1
Inx 1
Qu encore = donc0 = — = -
Inx 1 X e
1-— 1-=
X e
Ina 1
etcommea>1,0=< - = .

1 (Ina)ﬂ+l
T4 n+l
2. or lim (M) = ()

b)u, =

) iy 1 Ina n—+e\ d
a

donc lim u, = g(a).

n— +e0

L f(1)=f(1) + f(1) donc f(1) = 0.
2.a,b) Pour tout y >0

gW) =xf"(xy) =f'(v).
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¢) Pourtoutx>0ety=1
g()=xf(x)=f(1)=k.
d.a)f(x) = gd‘oﬁ xf'(x) = k, donc x > k In x est

solution de (3).
b) f(x) = h(x) + k In x.
fest solution de (3) si et seulement si

.tl:h’(x_) + g] =k
soit h'(x) = 0.

¢) h(x) = C donc
fix)=kInx+C.

4.fixy)=kIn(xy) +C=kInx+kIny+C
=klnx+C+kIny+C.
11 en résulte que C = 0 d’o la conclusion.

Bl <]

II l-l()gl =0
logl0=1;
logl00=2:
logl 000=3;
logl0000=4.

1

1m=0.43. donc 0<k<1.

3. Pour tous réels x>0 et y>0,

log(xy) = kIn(xy) = klnx + kiny ,
donc log(xy) = logx + logy .
Il en va de méme pour les autres résultats.

4.

H 1.2) Lorsque la concentration décuple, le pH
diminue de 1.

b) log(H;0*) =-63 et [H;0*]=50x10-7.
2.M = log(50,01 x 106) = 7.7 .

3. L'intensité d'une conversation normale est
50 décibels.

62

Bl s

La)p(x)=x+e™ @(x)=1-e™

X | —o 0 + o0
e - 0 v

+ oo _—* 4 00
“m i =

Il résulte du tableau que pour tout réel x, x + e™* = 1,
b) Il est évident que x + e7* > () donc fdéfinie sur R.
2.a) fix) = In[e™ (1 + xe¥)] = —x + In(1 + xe*) ()
pour tout réel x.

b) Pour tout x >0

ﬂx}=lnx(l+?)=lnx+ln(l+?). 2)
¢) D'aprés (1) lim flx) = + o et d’aprés (2)
lim flx) =+ co.

3.a) D'aprés (1) lim In(1 + xe*) = 0 donc la
X—b-o

droite A d'équation y = - x est asymptote a €.
b) D’aprés (2) lim [fix) - In x] = 0 donc la
X = 4 o0

courbe (I') d’équation y = In x est asymptote a €.

4 o(x)=1+xe* xe]-2;0]

a) ¢'(x)=e(x+1).
R —
o' -0 4

1

Il résulte du tableau que pour tout x <0,

o(x)e J0; 1[.

b) f(x) + x = In(1 + e*) or @(x) € J0 ; 1] donc
In(1 + xe*) < 0 et € est en dessous de A.




Corrigés des exercices

VNG A Rele B s  (page 129)

1. Les fonctions In et exp

2
- -10, 80 o 8
5 5 462 ]

B Pour tout x > 1 In(x — 1) + In x = In(x? - x) donc

ln(.rz—.\‘
e = x2

=X"—X.

Corrigé dans le manuel.

) -0 byx<1; ¢)x>3.
d)xz0etx>-1. e)x>0etx=1.

| 5 PVpes JFoe: =4[ U0+ oof.
byxe R {1;2].

oxe R {-1;1}.

dyxe]2;3.

MM >0:b)x20:¢0)x>-1;d)x<-1loux>1.

2. Résolution d’équations et d’inéquations

Corrigé dans le manuel.

BEM ) o2 =3 ¢quivautax+2=1In3

doix=1ln3-2.

b)x#-1et —— =In2dotix = B2 |
x+1 1-In2

c)e*>0donce*=4 x=In4.

dyef+1=e?dout  x=In(e?-1).

M) cc J0;ef.
b) x € [e%; + .
xe [e!; e

+1

d)xe }6'2

EMa) vc]-<;1+In2[

e
.+ oo car

1
h)x<1 371 etxz0.

¢Jxe[-In2;In2].
d)xe |-oo;In4].

BEEM 2) « appartient 2 ]2 ; + o[ et x2— 4 =3x—4 d’on

- 3},
b)x<-2etx’+3x-4=0dou ¥ = |-4}.

[ 12 Y] ¢ = {4}.

b) L’équation n’a pas de solution.

Corrigé dans le manuel.

3. Logarithme d’un produit

Corrigé dans le manuel.

I c=-In2+2In5

b=4In2-2In5

c=In2+3In5.

B in2+ ./3)2-3)=In1=0.

Bl a) c=inSety=In6doncy >x.

b)x=In9%ety=In8doncx>y.

BER.-1n7+4In3-3In2-2In3-In7+3In2-

3In3dotta=-1n3.

b= In5+>Im3+Lm3+m5—2m3-Lis_

) 2 2 2 2

%ln3d’oﬁb=ln5.

a)Pourx>O,lnx+ln(l+1)Aln(x(l+}(D
:n(x+1)

b)In(J/T+x-J/0)(J/T+x+Jx)=Inl=

ma)xe]l;+oo[.

b) xe |1 ;+ .

&l n2<In100dou0<n<6.
b)-nIn3<-2In10doun = 5.

¢)In(02)=nln % d’oun=2.

3 .
d)nln(1+m) >1n2 dolt n = 24,

I a) x> O et x? = 2x(x +4) d’olt x(x + 8) = 0.
Donc I’équation n’a pas de solution.

b) x > 0 et x> = 2x% + 8x d’ol x(x + 8) = 0 donc I'équa-
tion n’a pas de solution.

Corrigé dans le manuel.

XM ) x> 6etx?-5x—14=0dou ¥ = (7).
b)x>2et(Bx-1)(x-1)=(x-2)?

soit x >2et2x2-3=0.

Donc I’équation n’a pas de solution.

B <x<5etx2-
el3x(x—l)S0d’0i15f:]%:l]

bx+8=<0doud ={2:4}.

1
b)x>§
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ERHa) >1et32-x-2=6x+4
x>let3x2-Tx-6=0

d'ol F =]3; + oof.

b)x:’% et.r3—31+2>ﬂsoitx>% et
(x=12(x+2)>0

d‘oﬁﬂ‘:]% :l]u]] 3+ oo

(27 Corrigé dans le manuel.
n]x>0;y>—let

y=x-1

b)x>0:y>0;y=x2 T T

£
o

x>0,y>0ety=

- =

Corrigé dans le manuel.

f+m\1

Donc pour tout réel x > 0, f(x) = 1 donc f(x) > 0.

1 1 «x
ElLf(x)=- s s
X X
2. X 0 _ 1 +q
f{x) - 0 + —l.
+o=i.

EEIM 1. Sur la figure on peut lire que : f(1) = 1;
f(2)=2In2etf'(2)=0.

Orf’(x):a+5 donca+b=1;2a+c=0;

2a+b+cIin2=2In2.
Orb=1-adota+cln2=2In2-1.

2. 11 résulte de la question précédente que : ¢ = 2 ;
a=-letb=2.

Douf(x)=-x+2+2lnx.

1 -Inx
—.

x°

1. Pour tout x > 0 f’(x) = a +

64

2. a) La tangente au point d’abscisse 1 a pour coef-
ficient directeur 3donc f'(1)=3oua+1=3eta=2.
b) A(1 ; 0) est un point de € donc f(1) = 1 soit
O=a+bdoub=-2.

1

3. Il résulte que f(2) =2x-2 + 2 In x.

| 33 R (T]apouréquationy=%x—lﬂnm.

2.a) Six =0alors y =Inm -1 d’ou le résultat,

b) H a pour coordonnées (0 ; In m) donc KH a pour
coordonnées (0; 1) et KH = /.,

3. Do la construction de la tangente en M.

Ll
a) x — In(- x) avec x < 0 a pour courbe repré-

sentative la courbe symétrique de € par rapport a
I'axe des ordonnées.

J".&,’?F

b)x — 1 + In x a pour courbe représemalwe celle
déduite de € par la translation de vecteur j.

E=Si im u, =0.
"_”1“ 2.3 n
s, [bxd e ]

=1n[$)=-m(n+1).



(36 ] Corrigé dans le manuel.

"

b) lim f(x)=+co.

a) lLim flx)=+o.

X —>+oo

b) lim f(x)=+ oo,

X = +o0

ln(l + —)
E: ) limof(x) =0. b) f(x) =x + ——X2.

1
Donc lim f(x) =+ oo. X
X—+oo
EEly) lim f(x)=+c  lim f(x)=In2.
X = +oo X ——oc0
b) lim f(x)=-In2 lim f(x)=-1n3.
Xt X ——o0
Ela) lim f(x)=+o lim f(x)=0.
x—>1" X—=te
b) lim fix)=0 lim flx) =—co.
x—=0" X >+
¢ lim flx)=0 lim f(x) =—co.
X —o x—>-1
KEilla) lim f(x)=- lim f(x)=0.
x—=0" X > +o0
b) lim f(x) =+ lim  f(x)= + eo.
x-17 X4
¢) lim flx) =+ o0 lim  f(x) =+ co.
x—=0" X =t

[42 ] Corrigé dans le manuel.
in1+1)
E=lfx)-x+1=1- —%°,

1
x
ln(1+-)
Or lim ——* =1donc lim [f(x)-x+1]=0.
X+ l X =+
X

D’oul le résultat.

| 44 EOE &c_);ﬂ) = (x-xInx) donc
lim t(x)=0.

x—=0"

Il en résulte que la fonction fest dérivable en x = 0.

f(x) est définie pour f—}l > 0 soit x < -1 ou
x>0. Les droites d’équations x = -1 et x = 0 sont
asymptotes a 6. En effet lim f(x) =

x—=-1"
lim flx)=—ococar f(x) =x—In(x +1) + In x.

R
x—0

+ oo et

De plus lim ln(l + 1) = 0 donc la droite d’équa-
X too X
ou

X —co

tion y = x est asymptote oblique a 6.

1.In(3 +e*) =Ine¥(1+3e™)

=Ine* +In(1 + 3e™)
d’ou filx) = x + In(1 + 3e™). (1)
2. lim flx)=In3etdapres(l) lim [f(x)-x]=0
X —>—00 X — + oo

donc y =In 3 et y = x sont asymptotes a la courbe €.

1. Sur ]0 ; + oo u est dérivable et strictement
positif. Donc f(x) = x* In u(x) est dérivable sur cet
intervalle.

2.2a) Enx =0 u(x) =0 donc pas de réponse.

b) t(x)=xln(;%)=xlnx—xln(x+1)

lim #(x) = 0 donc fest dérivable en x = 0.
x—0

(48] Corrigé dans le manuel.

a)f’(x)zf—}nln —ch - x(xl—l)'
)= 2y L
b)f(x)“‘ xz +)C(X+1)'

EHll) r(x) = L

xlnx’
xlnx—(x+1)In(x+1)
x(x + 1)(1nx)2

b) f'(x) =

a)fi(x)=e™* [~lnx + ﬂ .
b) f'(x) = (1 + In x) e*Inx,

) f(x) =

PN

l+e

2er_ex
b) f(x) = 57—~
e —e +1

EENa) lim (x) =—c; lim f(x) =+
x—0 X

— + 00
) =14 1
f(x)—1+x. |
/
+ oo
+ J
/ 4+ oo /

[
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b) iimﬂ(x) =+c0; lim flx)=+co.
xX=

X =34 o0
J x-1
rw=5
X
x o 1 4w
) - 0 + -~ —
fx) + o0 \ q / +o0| : E -
= N
¢) lim (x)=+e; lim flx)=0.
x =0 ik
F(x) = In.r2—2-
_3
x40 e? + o0

Apprendre a chercher (page 133)

Série harmonique et exponentielle
©  Les outils :
¢ o La fonction exponentielle.
. Les objectifs :
e Savoir étudier la convergence d'une suite.
e Savoir conjecturer un résultat.
1. Non.
iadeead 1 1
2.e'"=¢e "=exelx...xe" [1].
3.a)f(x)=e¥—-x-1; f(x)=e*-1;

X — oo u -+ oo
f'ix) - 0 +
f \\“\‘ 1 /

d) limﬂ (x)=+0o0; lim flx)=+ oo

P
2
‘(x) = =In x.
f(x) xnx
X 0 1 + oo
f'(x) 0o =+

MM\.O/’/;%

Corrigé dans le manuel.
L g'(x)=e1 +x].

X |—oco -1 + o
g'x) = 0 +
1

o4
gi) \1-g>o/

oo

Donc pour tout réel x, y(x) > 0.
o1 1
2 "(x)=e 4+ = = = .
a) fl(x)=e'+ - = - g(x)

b) Comme g(x) > 0 pour tout réel x, f'(x) > 0 pour

x>0et f'(x) <0 pourx<0.
lim fix)=+ec lim flx)=+0c lim flx)=+oo.
X ——eo X =400 x—=1

¢) Pour tout m réel, f{x) = 0 pour deux valeurs de x,
oetPaveca<OetP>0.

Il résulte que pour tout réelx, e* =x+1.
1

b) Donc pour tout k=1, ek = L‘k—l '
¢) Donc " ?a%xgx---xnzl,

donc " =n+1[2].
4. Il résulte de la question précédente que u,, = In(n +1)

et lim

n=»4ce

U, =+o2,

Tangentes communes a deux courbes
2= Les outils :

o Etude d'une fonction.

e Equations de droites.



o Savoir traduire un probléme par un probléme équivalent.

% Les objectifs :
| . o Savoir utiliser un tableau de variations.

;! T
}' : | | |

2.a) * Tangente T, en (b;Inb): y-Inb = %(x—b) >

d’ol %x—y—1+lnb=0 1].

* Tangente T, en (a;e?): y—-e?=e%x—-a), d’ol
efx-y+e?(1-9=0 [2].
b) T, =T, équivautab=e“ete’(1-a)=-1+1Inb;

or, Inb=-a, doll e 9= a—1
ol a+1
.
Ja)fx)=e =i
Pour tout réel x, x#-1, f'(x) =-e™* - 2 5<0.
(x+1)
X |=eo a, -1 a, +oo

') = -
400 T A Foo T 4

D’oti I'existence de deux valeurs a, et a, telles
que f(a;) =0et f(a;) =0avec-16<a; <-15et
15<a,<16. Et 02<b; <03 et 45<b,<49.

Calculer avec les logarithmes
@T Les outils :
g"f- « Résolution d'une équation du second degré.

. e Utilisation d'équations équivalentes.

-"f Les objectifs :

3_‘ « Savoir « passer » d'une équation a une équation équiva-
~ lente.

"« Savoir vérifier la cohérence d'un résultat.

1.a) %(lna +Inb) = %lnab =In.Jab.

b) Il résulte que :

ln[%(n+b}]: InJab, d'ot a+b=3.Jab.

Or, a>0, b>0, donccette équation est équivalente
a:
(@+b)2=9ab ou a’?+b2-Tab=0 [2].

2.Enposant k=2 avec k>0, k2-Tk+1=0.

b
Donc k>0et(k=# ou k=#), donc:
g='}'+3./5 ou E:?-B..B
b 2 b v
Les outils :

o Résolution d’un systéme.

o Résolution d’une équation du second degré.

Les objectifs :

« Savoir résoudre un systéme par « implication ».

o Savoir conduire une réciproque.
Lxy=4équivautalnx+Iny=21In2.

z.a)X+Y=21n2ezx2+Y2=§(1n2)2d’ou

Y=2In2-XetX2+X2-4XIn2+4(In2)*= g (In2)2.

Soit: Y=2In2-Xet4X2-8XIn2+3(In2)?=0.(1)
b) La résolution de (1) donne X, =In /2 et

X, =In(2./2).

¢) La question précédente avec Y =2 In 2 — X conduit
au résultat.

3. A partir du systéme initial, on vérifie que les deux
couples trouvés conviennent.

oA Probiéme d'existence
Les outils :
« Etude et représentation d'une fonction.
Les objectifs :
o Savoir traduire un probléme par un probléme équivalent.
« Savoir utiliser une courbe et un tableau de variations.

1-Inx

1. a) Pourtout x>0, g'(x) = — d’oll le tableau
x

de variations :

x |0 1 e +oo|
g’k + 0 -
1
b) Courbe représentative :
vE T 1T 1T 1T T 1T 1 T T 717 1
1
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¢) m est un réel de I'intervalle [0: é I I1 existe donc

un réel unique @ de |1:e[ et un réel unique b de |

|e:+ | pourlesquels g(a)=g(b)=m.

Equations et inéquations R §
KGNl 1.a)ve R-{2:-2)
W2-dl=1doa ¥ ={L5:-./5:./3:-.3)
b)re |-4:2[U)2:+ .
e 21 (x + 4) = 8.

Sixe |-4:2[(2-x)(x+4)=8.

-x2-2x=0etx=00ux=-2.
Donc ¥, ={0;-2).
Six>2, (x-2)(x+4)=8doux*+2x-16=0
doncx=- /17 -1 ou /17 -1 et ¥, = (/17 - 1).
Donc¥ ={-2:0; J17-1).

crxe R (—'
1.

Sixe l_ﬁ 01

soitrr,={—1—ﬁ_-1
—

:l:O)etI2r+3ll.r-ll=.t3.

(S IR

3 +x-3=0

+J:T7}.

6

i 3
Sive I-w:—'ilu].?nml

P+x-3=0etY,= {—I—Jﬁ:—l+m} donc

2 2
5;={ﬁ1-m.-1+m_-1-~/3_?_-1+.f3";‘,
2 * 2 2 Y 2
| 62 B} {.r3+_v’-=10 [(.r+y)2=16
xy=3 xy=3.

donc(x+y=4etxy=3)ou(x+y=-4detxy=3).
Il en résulte que S = {(1:3):(3:1)}.
b)x+y=1et3e*-ete*-2e?=0
oux+y=1et3(e")-2ee'-c?=0.

| s @
Il en résulte que e* = e2 ou e* = - je?-dou x=2et

y=-1 $={2:-1))}
EEELIny=XetX2-2X-3=0
soit X=-louX=3
doncx=eloux=e? ¥=[e;el).
29 =]0:euled:+o.

EXla)c =X X2-5X+4=0
b)e*=XetX2-5X+6=0.
X=3ouX=2donc¥={-In3;-In2}.

F={0:In4).

D’ol H’lﬂ= me ou i

a b Inb b’

ERAa) nivl=Xet X2-2X-350
X<-louXz>3.

. 1
Soit Ixl < Zou lxl > e’

Ff’=|—w:—e3[uj—é ;él Uled: +o.
b) e* = X avec 3X2-7X +2 <0
1

3<X<2doncxe J-In3:In2J.

K& inx=3etlny=1dou ¥ =|(e;e).

KEA>0.y>0Inx=X,Iny=Y.
XY=-12etX+Y=1

d’ol
(X=4etY=-3)ou(X=-3etY =4)donc
F=((e*;:e3);(e3;eY).

me"zx.e}':Y.ex—Y=e.2X+Y=4+c
douX=2Y=e.
Donc ¥ ={(In2:1)).

KEERLa)P(-1)=-2+5-1-2=0.
b) P(x) = (x + 1) (2¢2 + 3x - 2).

B =

|

¢) P(x) = Osietseulementsixe |-oo;-2] U [— 13

2. Pour x € |0:2[ I'équation équivaut a :
x¥3(2x + 5) = 2 - x soit P(x) < 0.

1
D’ ".‘f‘:]O:-I.
ou 5

Etude de fonctions

AT BRI FTT

N1 Sive |-1:1[,-xe J-1:1]et
o f1-x
fl-x)= In(i——].

+ X
soit f(-x) = —f(x) donc fest un fraction impaire.

2. f'(x) = (1 _""tz) >0,
Bl -1 0 1
e e
h;; ,__;0_*"':* + 00 |
e e =2 - |




Wl 1./ x— f(x)-g(x) avecx e L.

h(x)= P e W
1 i) (x4 1)?
x 0 + oo
)| 0 +
.,

Il résulte du tableau que pour tout x de I, A(x) = 0
donc f{x) = g(x).

2.f(0)=1et g'(0) =1 donc la droite d’équation y = x
est tangente commune a ‘Erif et ‘68 enx=0.

T
]
i
-+
]
T
]
]

L In(mx) = In(myx) < x(m; —m,) =0.
Orxe [0;+ oo et my #m, donc x(m, —m,) #0 et les

courbes ¢, et €,, n’ont pas de point commun.

2.Pourtoutx>0 f, (x)=Inm+Inx.

fn(x) =fi(x) +Inm

donc €, est I'image de ‘€, par la translation de vecteur

i T 2> 2
(Inm)j jsi(0;i;j)estlerepere.

3.M a pour coordonnées [% ; 0) et N a pour coor-

données (% z 1). La droite (MN) a pour équation

1
y= m (mx—- 1)

Ainsi toutes les droites (MN) passent par le point Q

de coordonnées (0 . —_—1-)
e-1
1 ;
73 "(x) = gy :
| 73 Lf(x)=1+ T > 0 sur I donc fest stric

tement croissante sur 1.
2.a) lim f(x)-(x-4)=0doncladroitey =x-4

X = + o

est asymptote a €.

b) f(x)-(x-4)=In xL < 0 donc € est en dessous

+1
de la droite d.
X 0 + oo |
fix)| 0 + |

f

ZA 1. f(x) = & D(x=2)

EZM 1. f(x) e
x | 1 2 4
f'(x) 0 # |

+ oo + oo |
/ Tl Bs2ne —

2.a) lim f(x)-(x+1)=0.

b) f(x) - (x + 1)=21n(x'+1}

Pour tout x >1 f(x) > (x + 1) donc € est au-dessus

de d.

- 3+2In2

U N NS IS 'S S— .« S — {

[ 75 toulx>(];f(x):x—ln2—ln(l +2L)

L.a) lim f(x)=—ec; lim f(x)=+eco.
x—=0' X 4o
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b) lim f(x)-(x-In2)= lim

=3+ oo

Donc la droite d est asymptote 4 6.

-ln(1+—l—J=0.

2x

O f(x) - (x - In 2) =-1n(1 +%J < 0 donc % est en
dessous de d.
ox 1
2f(x)=1+ Cx+ D) 7 > 0.
X |0 + oo
f'ix) +

B-- ——

d
! /;
| LV
In2
U ]
AN

2x +2x-1
EEMLf()=1+5— =252,

x -1 x -1
x2+2x—-1>0pourtoutx> 2 - 1.
Donc sur I = |1 ; + o[ f*(x) > 0 et f est croissante stric-

tement sur I. On a le tableau suivant :

x |1 « +.o0
:lm'l.' +
il + oo
] || = ""'—-__—D_-H' I.L
2. a) D’apres le tableau, il existe o unique dans I tel

que fla) = 0.
b)ll<ao<12.

IEZA f(x) = In(1 + €*) - In 2 ou encore (1)
fix) =Ine* +In(1 + e*) - In 2 soit
fix)=x-In2 +In(1 + e7¥).
lim [f{x) - x + In 2] = 0 donc la droite d’équation

X—+00
y =x—In 2 est asymptote oblique 2 € en + = ; de plus
d’apres (1) :
lim f{x)=-In2 donc la droite d’équation y = —In 2
X -—sa

est asymptote horizontale.

BEN 1. ) f{x) = Ine*(e* + 1) =—x + In(e* + 1).
b) lim [f(x)+ x]=0doncy=—x est asymptote & 6

X—=-oo
€n—oo,
X
2f(=-1+<—_ = =L <o
1+e” 1l+e

10

X |- + o0
i) -
m e \\h - 00

La droite (BC) a pour vecteur directeur (‘12) et

f(0) =~ 5 doi le parallélisme.

b

N\

EER® 1.a)1<x<3donc-3<-x<—1let

1<4-x<3.

b) L [R4-x) + fx)] = [ln(é‘—") + ln(“;l)] =0,
2 x-1 3-x

¢) Il résulte de la question précédente que A(2;0) es!
centre de symétrie pour 6.

2
2=
X 1 2 3
| . ___ —o0o— " *=
R - 4/ —
A
0 1 2 | |3
- / ——1—
_/ |
P xlnx-4
ER® fix) = 2Inx
e lim f(x) - f(0) _ xlnx-4 _
0 X -0 2xInx

Donc ‘€ admet une tangente verticale en x = 0.

e |lim
X +eo

oblique a 6.
f)=2+

X

[f(x)—%] =0 donc y = % est asymptote

2

x(Inx)
o Sur]0;1[et]l;+ o[ x(In x)2 >0 d’oil le résultat.

3¢



X 0 1 o + oo
fog ||+ +
fy| 0 _— g sl e

Sur]0; 1[ Ax) >0 etsur |1 ; + =, il existe o. unique tel
que flo) = 0.

f(3) xfld) <Odonc3 <a<4.
KEil®1.a) lim [fix) - x] = 0 donc y = x est
X =3 + 00
asymptote oblique a €.

h}h’(x)=1+.% >0 sur L.

EECL. f(x) - 222

X
X 0 1 +o0 |
f’m + 0 - '
£ |__ el 4
T A TR
1 _NES M, : ]
| Mi‘/ i 16 |
| | | L]
H !f"‘"? | HEEEEE
v | | | | i
HEIEEI

X 0 o + oo
h'x) +
hm . __________._--—-0""'".__._’ + oo

h strictement croissante sur ]0 ; + o[ d’ou I'existence
d’un ¢t unique. A(0,5) =-0,19 et £(0,6) = 0,09.

1(0,5) x h(0,6) < 0 d’o 0,5 < o < 0,6.

¢) flx)-x= h—(’—:) .Doncsixe |0;af h(x) <0et 6 est

X
au-dessousdedetsix>a  h(x)>0et€ est au-dessus
de d. 3
2.8) f(x)=1- 'lz i 1 —231nx _X-x+ g—Zlnx'
X x X

b)gx)=x-x+1+2Inx

g'[.r)—ixz—l-g _3x3+x-2_ (x- 1)(3x2+3x+2}
= == i -

X X
X 0 1 + oo
g'x) - 0 +
glx) e \\ 1 / e
[l résulte que pour tout x de I, g(x) = 1.
c)
x 0 + oo
f'(x) +

fw|_ . __—— 0O

2. M, a pour coordonnées G ; G).

Une tangente en x;; a pour équation

Inx, 1+2Inx,

YEE— .
*o

Donc la tangente passe par O si et seulement si
1

X

In xy=— % soit xp = e et M, a pour coordonnées
A 1

(e d : % e’ ).

Le point M5 a pour coordonnées (1 ;1)

" 2Inx-1
)= =5

donc M, a pour coordonnées

1 1

¢ 2 2 ;
a) Les nombres el ; e © :1: e° forment une suite
1

géométrique de raison e’

ERECL () - 220X

3
X

B I
() +
I 0
2.8)f(1)=0 f(1)=1.

Donc T a pour équation y = x - 1.
" T 11T
ZEENEEEER

| 6

e
0 i
1

‘

|

:-_ I“-
BN
]
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3. M a pour coordonnées (u ; ln_;:) .

u
Flw) = 1- 23Inu

u

. Donc T, a pour équation :

1-2lnu 3lnu-1

y= X+ -
u u

T, a pour coefficient 1 si et seulement si:

1-2Ilnu
3

=1soituwd-1+2Inu=0.

u
4. En posant @(u) = t* - 1 + 2 In u définie sur ]0 ; + oo
@' (1) =3u? + E > 0.

u 0 1 + oo
¢(v) +

D’apres le tableau o = 1 est la seule solution de
@(u) = 0 donc A est le seul point de ‘€ en lequel la tan-
gente est parallele a la droite d’équation y = x.

EXl® AlLg(x)= %M .

2
(1+x2)
x |0 1 o 4 oo
g’k + -
1-In2 —__
19<a<?2.

2.g(x)>0pour 0 <x <o etg(x)<0pourx>a.
B.1 a) lim [0SO _;
xr—=0 X

b) fest dérivable en O et la tangente T en x =0 a pour
équation y = x.

2.2) flx) = }r ln[xz(l +
b) lim f(x)=0.

1y 2lnx 1 1Y
;5}]=—' +;ll’l(1+—}4

X —+oo 2
2x 5~ In(1 +x2)
r 1+x 1
3.0)f(x) = : = 58
X X
b) x 0 o + o

fl 1+ 0 -

f |, /v flo) ~

2
g(o)) =0donc In(1 + a?) = 22'1 donc flo) = 22 &
o +1 o +1
BERLZEnEE [ ]
B i / T | | ! | |

¢ | |

12

IEERS 1. ) x(In x)? = 4(J/x )2 (In(Jx ))?
=[2Jx In Jx 2
limﬂ Jx1n J/x =0d’ou le résultat.

b) LO0=S®) (o x? + et lim (InxP + 1=+ o0

donc fn’est pas dérivable en x = 0.

2. Pour tout x de ]0; 1] f*(x) = [In x + 1]
X 0 e B 1

f'(x) + 0 -

fix) 0 / !

3.a) f’(1) = 1 donc la tangente en A a pour équation
y = (x-1) + 1 = x. Cette tangente passe donc par O.
b) f(x) —x = x(In x)? > 0 sur ]0; 1] donc € est au-dessus
de la tangente en A.

LT T 1

_j . __:_.--____.-_- A {

| .
e e o o e

E3y, - 15@);; doncw,=In15-nIn2. Il en

résulte que w,,,,—w, =-1n2. Donc (w,) est une suite
arithmétique de premier terme In 15 et de raison
(-In2).

2.2)S, = ’%1 [21n15-n1n2].

b) lim S,=-co.

=+ oo Sn
3.a)InP,=wy+w;+...+w,doncP, =¢
b) lm P,=0.

n—+e

Ed®1.,,.,=Iny,,-2=In eJu_n — 2 soit

lnun—1=%vﬂ.

Donc (v,) est une suite géométrique de premier

Vel = i

terme v, = In e3 -2 =1 et de raison L

2
1\" 1y
Z.VH-(E) etlnun_2+(§) .

3.a) lim v,=0et lim Inu,=2
n—+eeo n—s+oo

b) Donc la suite un converge vers e2.



b)n <n+ 1donc a, < a,,,,. La suite (o) est donc
strictement croissante.

3.a) f(1) = 1f°(1) =2 donc A a pour équation y = 2x—1.

b) ix)~(2x-1)=Inx-x+1=¢(x)
1 1-x

Pl gsim=—S,
b 4 0 1 + oo
o'W +_ 0 -
oW |, —

[l résulte que ¢(x) = 0 donc fix) = 2x -1 et € est au-
dessous de A pour tout x de J0 ; + oo[.

da)x+Inx=<2x-1donca, +Ina,<2a,-1

. N
soi
b) Il résulte de la question précédente que :
lim o, =+eo.

n—+ oo
IEEHS 1. On pose pour tout x = 0
Lp(x)=ln(1+x)—xetq1(x}=ln(1+x)-—x+‘x2—z.

42
p(x )h(.r+1) Wf(x):mdonc.
x |0 + 00 X |0 +00
oK) - ) +
1’”0\\\-‘_“_%’!)0/"“

Donc pour tout x = 0 @(x) < 0 et y(x) = 0.
2

Il en résulte que x - ‘%- <Inx+1)=<ux (1)
2.Pourn=1 12= %

La proportion est donc vraie pour n = 1

2 Z:n(n+l)(2n+1)
supposons que 1+ ... +n 3 :

)2n+1)
6

(412t +Tn+6) (n+1)(2n+3)(n+2)
soit = .
6 6
Donc la proposition est vraie pour tout n = 1.
_ 1 2 n
3.lnu,,—ln(1+n—2) +In(1+,§) ;. +ln(1+;].
En tenant compte de (1) il vient :

. . l(l)
o2 2\

12+22+...+nz+|(m+1)2=H(“4'1 +(n+1)?

Par addition :

1+...+n 12+...+n
2 - 4 n 2
n 2n n

nn+1) n(n+1)2n+1)
o’ 12n*

soit an+l) o

<lnu, <

lim l(lnu}»l et

=3 +oo

Donc de (2) on déduit que

lim u,=.e.
n=+ee

| 94 ]imof(.x]=+m lim f{x) =+ oo,
f®)=-5 +Inx+1
X
» _3 1
f(mr)-x3 3
P 4 '0 1 -+ oo
() -
frm = r-.-_.__._o’__,_—-—-"' + oo
ot ~—~._, , _—*"

IEER® Pour x> a, I'équation équivaut a x —a = xb ou
x(1-b)=asib#1,x=—2.

1-b
Comparons—a—eta.—i——a= L 5
1-b 1-b 1-b
a "
si0<b<1, b>0doncm>aet5" {1——}

si b > 1, I'équation n’a pas de solution.

m'un=uaq"doncvn=lnuo+n_lnqe't _
Vps1 =V, + In g. Donc (v,) est une suite arithmétique
de premier terme v, = In u et de raison In gq.

IEXA® (1) est une suite arithmétique de premier
terme u, = 0 et de raison - 2 donc u, = — 2n. Il en
résulte que v, =e ety K =e2lnly



Donc (v,) est une suite géométriqlue de premier

ng 1

l
terme v, = 1 et de raison e 2" 2 = ¢ =g S
IEER® Pour tout x de ]0; + oo f'(x) = 1- Lnx d’oui le
tableau et la courbe X
X 0 e + oo
) ; 0 =
1
ﬂx} s / e ‘\-\‘ 0
HEEER |
| Hi
‘ |
| |_ .i_._
| i
o | %
| © | .
O.I = Y i EI___i_._ ¢ ]
A | |

1 <2 < e donc il existe un couple (n ; p) avecn =2 et
p=4tel que n? = p".
EER® fD(x)=2xInx+x=x(2Inx+1).

2
f'(x)=2Inx+3etf”(x)= %doncfﬁ)(x) - Z{H:() 0!

et la proposition est vraie pour n = 3.

2 OO e T
n-2
X

Supposons que f")(x) =

2-1)" "N (n=3)(~1)(n-2)

n-1
X

alors f"*+1)(x) =

n
soit f(*+1)(x) = W donc la proposition est
x

vraie pour tout n = 3.

100 AN pour coordonnées (a ; In a) et B(b ; In b)

donc I a pour coordonnées [‘%b : %) etJ a pour
coordonnées (a ; 4 : ln(a ; b)]

a+b a-b
[T.Jz_ab_ (T)z >0car0O<a<bh.

a+b a+by_1
Donc( > ]Z>abet1n(T)>§ In(ab).

Il en résulte que J est au-dessus de I donc que I est
« en dessous » de 6.

(101 LT m;ﬂo) = B (xlnx—%x) =0

x—=0 x—=0

donc la tangente en O est I'axe des abscisses.

£/(x) = 2x(In x - 1).

X 0 e + oo
fl 0 - 0 + |
0 + oo
3
De plus f{x) = O si et seulement siln x = % soitx=e’.
Donc € présente un minimum en A(e ; — %ez) et
3

recoupe I'axe des abscisses en B(e2 :0).

(102 hg

Pour avoir une idée de la solution on a tracé sur la
figure ci-dessus la courbe € d’équation y = e et la
droite A d’équation y = mux. Il semble donc que si
m > () il existe une unique solution. Notons ¢ la fonc-
tion définie sur R par @(x) =e™ —mx, @"(x) =—e* —m.
1.Sim > 0 ¢’(x) < 0 pour tout réel x.

X —-eo o + oo
P’k =
oW | T T

0"""‘-——-..__.____-. et |I

Il existe donc o unique tel que @(a) = 0 et I'équation
(E,,) a une unique solution.

2.81m <0 ¢'(x)>0sietseulement si—e™ > m ou
e™¥ <—msoit x > - In(—m).

D’ou le tableau de variation

X D -In(—m) + oo

@) = 0 *
Pl "7 T miin(=m)-1] I ol Cb':r|

In-m)=1em=-ec.

D’ou

esim=-e,@(x) =0 x =-1donc I'équation (E,,)
a une unique solutionx=-1;

* si-e<m <0, m[ln(-m) -1] > 0 donc @(x) > 0 et
I’équation (E,,) n’a pas de solution ;

* sim <—e, m[In(-=m)-1] <0donc @(x) =0 pour deux
réels o et 0, et I'équation (E,,) a deux solutions.
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OFR® f/(x) = 622 + 2x + ;lr = ‘i:‘) avec pour tout

x>0, g(x) =653 + 202 + 1. g’(x) = 18x% + 4x.

X 0 ..-+°°
g9'x) +
gu’ 1 ’———-’/4' =

Il en résulte que pour tout réel x > 0, g(x) > 1 donc

£/(x) >0,

X 0 [0 4 - + oo
') &
fix) . _________—-—t]’—";’—' + oo

Il existe donc o > 0 unique tel que f{a) = 0 avec
54-1072 < 0. < 55-10°%

EI*Z3® (P)) équivaut a (e%)? — 2be? - 1 = 0 soit en
posant e? = X et en résolvant X2 -2bX -1=0

(e~b+J1+b>)(e?=b-1+b>)=0.

Orb-Al+ b2 < () donc la seule solution est

el=b+\1+b" soita=In(b+ 1+b>)d o I'équi-

valence des deux propositions.

iEA® On pose pour tout x de [0 ; af
g(x) = In(a - x) In(a + x) - (In a)?

glx) = []ﬂﬂ + ln(l —E)][iﬂﬂ + ln(l +{-§ﬂ —(In a)?

9

soit g(x) =In a In(l - 'E:J + m(l -5) ln(l +'5).

a a

(=)

2

Dl’ﬁ(ﬁ -:ldonc(]{% <150it0<1-§ =]let

&

a

2 2
{]I<:1—'1'f—2 <1donc:In[l—x—zJ<0,ln[1—f){0et
a a a

ln(l + gj:-{]d'oilg{x) =0etin(@a—x)In(a+x) < (Ina).

iIA® 1.a) Pour x > 0, M a pour coordonnées
(x:7In x) donc OM? = ¥2 + (In x)%.

b) Pour tout réel x > 0 f’(x) = 2x + % In x soit
)= % (¥2+Inx)= %g(x) avec pour tout réel x > 0,

g(x) =x2 +1Inx.

Z.a)g’(.r)zlr+%.
X ‘0 o + oo
g ) +
g'|_. __ —o0— *

b) g est une bijection de |0 ; + o[ sur R donc il existe o
unique de |0 : + = tel que g(o) = 0 avec 0,65 < & < 0,66.

16

. a) X 0 o e
f'(x) - p =

+ oo | + oo
W T~ wm — |
Org(x)=0donclno=-0o ¢t flor) = o*(1 + ¢?).

b) La distance OM est donc minimale pour x = ¢
¢) La tangente en M, de coortonnées (o ; In o) a pour

équation y = 1:]_1 (x—a)+Inc.
Le vecteur u directeur de la tangente o pour coordon-

nées (u ; &l—) et OMy(at; In ).

=, e Ino.
::-Orvi{,:cnuhmt:CE L =0,
o o

Donc la tangente en M, a ‘€ est perpendiculaire a la
droite (OM,).

; X
107 .l.a)f(x)=1n(x+2)+m
F(x) = x+42.
(x+2)
b) x | -2 o T e
() b
. . —0— **

£(~0.6) =—0,09 F(-05)=0,072.
Donc f'(-0.6) x f(-05)<0et-06 < <-0,5.

2. x |-2 o + oo

f'(x) = 0 + |
fw e \‘ f([!] / Lo
o _o+2- o
o+2 o+2
3.a) T, apour équation y = f"(xy) (x —xp) + fixg).
Donc T, passe par O si et seulement si

Rxg) = xof"(xp)-

b) flxy) = xof"(x;) si et seulement si 1 + x, In(x, + 2) =
2

floy=1+aln(ae+2)=1-

X
,\c,]ln(,vcn+2)+x—U soit xf, -xy—2=0donca=-1

+2
eth=2.
4. R ——

S 142in4l- B




EEEI® A 1. f(1-x) == (1-x)In(1 —x) - x In x = flx)

donc la droite d’équation y = lt::si. axe de symétrie

2
pour €.
2.a)f'(x)=In(1 =x)-Inx= ln(l—;f) sixe }0 : %[
1-x

T > 1 Elf.(.\') sl

b) e g [_im_(l —.r)ln(l_x)].

x=0 %  xo0 X
In(1-x) fix)
Or lim = =-1donc IimT =+ oo,
x—= . xr—=0
La tangente a ‘€ en x = () est verticale.
J.a) 1
0 L)
X | 5 1
|+ o -
) | o 7 In2 T~ 0
b) T R G L ol
N2 ——r=—

.{6 |

e e e e T

B.1.h=1-adonc
aln:-t-i»hln;; =—alna-(1-a)In(l-a)=Afa).
Or fla) = In 2 donc

gt w bt wms
a b

2.Poura=b= % on a I'égalité.

EEE1® 1. f/(x) = 1 - e¥ et g'(x) = — xe*.

X = o 0 + o
f'(x) B + 0 -

)|, " T~ _.
X | —o 0 +oo|
g  + 0o -
Bl o T " ey

2. La courbe 6 est celle pour lequel le maximum est
le point de coordonnées (0;—1).
Lh(x)=x-e*—(l-x)e*=x+e*(x-2)
hHx)=1+e'(x-1)=1-g(x)

donc pour tout réel x, A'(x) = 0.

b) x [-e 0 oo
h'x) + 0 +
bW |, p— 9T *=

D’ou T'existence de o unique tel que h(a) = 0 et
Le<a<l/

B. 2. a) Pour tout x de I'intervalle ]0 ; 1] g(x) = 1 soit
1

et —— |
1-x

1
b) k=2 0<£ <1soit e’ =
1

etln ek = In(L) soit 1 = ln[—ku).
k-1
©) Sn_srr‘—l

=1+1+...+l—1nn—(l+—+...
2 n

1 n
= -In(z2) <0

n—-

soit S, - S

n n-

Donc la suite (S,,) est décroissante.

3. a) La suite (S,)) est décroissante donc u,, = 0.

b) Pour toutxde |0.1[x—e*=-1dolix+ 1 =<e".
1

OSik=1 0<; 51e11+% < ¥ soit
Y. 1
|n(1+EJM :.
d) u =(1+...+~1-—)—In20—(l+...+l]+lnnd’ou
" 20 n
n 1 1
zt""lnz—{:I _(ﬁ+"'+ﬁ)'
n+1 22 1 .
Pour n =21 in[—il——)—lni = ﬁ,donc la proposi-

tion est vraie pour n = 21.

Supposons In(" * 1)-&5 2 +..+ .

In[n+2)_ln(n+2)+]n n+l]
21 ) \n+1 21 J

Or ln[" 2 2} = 1 donc
n+1 n+l1
l“(n“gfrz] = §l-f + ..+ p-lr + ”% donc la proposition

est vraie pour tout n > 20.

e)u, <l —ln(n"' 1]

21 21 .
3 21 n+1
soitu, = Inﬁ —In = (0,049

car an_l =(0,0487 ... et ln(" +1 )> 0.
20 n
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(110 H Parhe préliminaire
Alg(x)=1200x,

I

x |0 1 e + oo
# T
g’ + 0 =

|

1

b 1+ =
ym 5 /T_/’ + ‘\ 1

2. Il existe o unique de 10; 1] tel que g(a) =

B. LK (x o 20 ey
X 0 - Bﬂ + oo
ha) | ¢

h,,(x) . _____._______._._-—-—6"""—"—-" 4+ oo

a) h,(x) = 0 a une solution unique B,
h,(1)=1-neth,(3)=9+n(n3-1).
Sin=1,h,(1)=0eth,(3)=8 +In3doncf, =1.
Sin>1,h,(1)<0eth,(3)>0donc1<p, <3.
Etude d’une famille de fonctions :

- h
A.2.8)f,(x) =1 -rn(l '2“"‘] = "(2”.

X

X

b ) X 0 ﬂn + oo
) = 0

+
f(x) oo \\\_‘ f.(8,) / L

L. a) Faux caru, = ——.
3~

b) Vraie carv,=In2-(n-1) In 3 donc
Vi1 — Vv, =—In 3. D’ou le résultat.
¢) Vraie car :

%(vl +v,) [ 2In2-(n- 1)1113]

=§[ln4+ln3—nln3]

soit % (In12-nn3].

2, a) Faux car g n’est pas définien x =1 car_f{l) =0.
_f'(x) ( ) _f0) _

b) Faux : = donc g’(0) =

¢) Vraie car g(x) = 1 équivaut a f{x) = e donc deux

solutionsx=0etx=oavecl <a<2.

d) Vraie car

e) lim g(x)= lim Inf{x)=1et

xr—=0 xr—=0

lim g(x)= lim In flx)=—-ce
x—=1 x—=1

KEEA 1. Vraie carsio(x) =Inx—ax—b
18

2.a) lim [fix) - (x — n)] = 0 donc la droite A,
X—=+o0
d’équation y = x — n est asymptote oblique.

b) f(x)-(x-n)=

‘6, est au-dessus de A, et si n > 1€, est en dessous de
A

e

3.

nT doncsi0<x<1,lInx<0et

B.. l.f (x) X - ng(x)

f(e) = o car g(o) = 0 donc les courbes 6, passent
toutes par le point A(a ; o).

2.f,(x) = £,(x) = x = (n + 1) g(x) - x + ng(x) soit
fm-l(x) _ﬁi(‘t) » _g(x)'

Donc pour 0 < x < o, g(x) < 0 donc f,,;(x) > f,(x) et
€,,.1 est au-dessus de €, et si x > o, g(x) >0 et €,
est en dessous de 6.

f'(x) ::rl- -a>0.

X 0 (4 + eo
) t
W, I _____________._._-—-G/J -+ 50

Il existe donc o unique de ]0 ; + oo tel que @(ct) =0
donc I’équation In x = ax + b a une solution unique.

2. Vraiecarx >0,y >0 In(x + y) =Inx + In y équi-
x

x-1

vautax+y=xyouy(x—1)=xpourx>1,y=
d’ot I'infinité de couples.

3. Faux
sin>1Ilnx>0doncfix)=xetsi0<x<1,Inx<0et

flx)=

// f est donc non dérivable en x = 1
(dérivée a gauche (— 1) et dérivée a
droite 1).

—

r p— HI'—'

Lo
\.\.
—_



2
4. Faux car ’équation équivaut 2 (‘%b) =ab | b f(x)= e_x[" Inx-1+ ch ] = e7g(x).
ou (a +b)* = 9ab , 1 1
donc & —Tab + b2 = 0. )gx)=-= - o donc pour tout x > 1, g(x) <0.
x
En posant g =Xl résulte X, = 1= 23 S5 et
X, = ! +§’ 3 donc 1= ; o5 convient également.
d)
1. Voir le cours.
2.a) lim e*lnx=0et lim e*=0
X —+o0 X =+ . : :
donc lim f(x)=0 donc I'équation f{x) = e! a pour unique solution
x>+ ' x=1
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“epive | Les fonctions puissances
6 Croissances comparées

M £, est dérivable sur 0 ; + oo |
et f'u.( ‘.) euln X = g1,
Le signe de fu est donc celui de o.
H 1. x*=exlnx lim x*=0.
x—=0
Sur 0 ; + o[ f,(x) = e*!"* donc f,, est continue sur >
10 ; + <[. De plus f,(0) = 0 et 11m fu( x) = 0 donc m:
x=(
fo est continue sur [0 ; + oof. 1. fest définie sur 1=1]0;+ o[ par f(x)=e*Inx,
2. lim e*M¥=4 oo 2.* lim fix)=
X=—+o X — + oo
x |0 + o0 e lim xInx=0, donc lim fix)=1.
= — x=10 x—=0
fabd @ ] 3.a) Pour tout xde I, f'(x) = (1 +In x)eX!nx
— + oo - - i
‘ folx) 0 _ e o ] b) x |0 % + oo
£ = 0 P
3. f__a{x)-fuiﬂl =x2-1zgla-1lnx " T 1 v +oo0
X f \\—‘H“'“"-. e e /
Si0<a<l, lim el® DI o doncf, n'est pas 1 '
x— -
dérivable en x = 0. *e ©=069.
Sia>1, lim e®-DInx=( donc f, est dérivable 4.8) Pour toutx >0,
en zéro. ~ 0 etlnx _q e.r]n.r .
t(x) = = x Inx.
. X xlnx
% €, 6 . eX-1
TSREA 14 b) Posons X=xInx, lim X=0et lim =5 =1,
. xr—=0 X—=0
donc lim #(x) =—o.
) x=0
€in ¢) Donc la courbe représentative de g admet pour
N ' tangente en (0 : 1) I'axe des ordonnées.
B = N g(l)=f(1)=1 et g’'(1)=f(1) =1 doncla tangente
B 4 o I ' en A(1;1)apouréquation y—1=1(x-1)ouy=ux.
[6) 4 | [T Y% [%] |

B lim f(x)=+c lim f(x)=0.
x—=0 X = +oo

_ 1 A
x |0 + o0 R
o) - ; 1 o
fu‘x} = \\—\; 0 i

80



10 EX

H 1. Immédiat.
27 _ _xin3 In2
2.a) 0(5) =e""5, etsi flx)=e"">,

) 2
['(x)=In3 e*'™5 <.

F X > 4
Donc les fonctions x — (%) et x— (g-) sont

strictement décroissantes sur [0 + oo .

X X
. Hn1(%) =0 el fim (éj =,

X34 5 X—3+ o= 5
b) _x_iD_ N 1 +oo‘
fix) | -
g |2 i

Donc I'équation a une solution et une seule stric-
tement positive quiest x=1.

yi
2,

es Corriges des exercices

1&2!%3&mm5ﬂhﬁmff
a>0etaz1 e

(1 Corrigé dans le manuel.

Snx W
| 2 Py ﬂ'f ¥ < e-l3 o J3Inx<-In3

—ulu.ln.? =

Dcx<e V3 ouencore D<x <3 3,

b)yx=2 " carefn¥=¢g-In2

D(1-3x)In5=-3InSsoitx=

b)-xIn3>In4soitxe }w:ﬁ

H1 5=e5nx gt (2.5) =e* In(25) done x3 = (2,5)*

équivauta 5 Inx = x1In 2,5. Puisque x > 0, cela équi-
y Inx _In2, 5

E3 5

Z.a)f:xr—»-l—f-lr—{ sur J0;+oof.

vaut a

b) * lim fix) =—
x—=0

lim fix)=0.
X =400
Tl 1_1
flo)=——:
X
x |0 e + oo
') + g =
! 1
f P _
In2.5

T = 0,18, donc I'équation a deux solutions stric-

tement positives et deux seulement, « et B, telles
que l<a<eet f>e.
¢) 125<a<1.26 et 1464 <bh < 14,65.

4

La.l-

BEM:) cn3=Indsoitxe []"—4;+m[.

In3
In4
3l

¢) -xInS<2xInSsoitxe J0;+ed.

X X
sl équivaut a L dar P

¥4 <3 32°+ 1)

Soit2**l<loux+1<0etxe |-=;-1[.

e)x>0et lxln.r:»ﬁ In x ou

2

. In3
3 etin2 _ aln3 Poy v = 02
¢)e e d’ou x 3
&) G =11 T =% e e
SO = 7 —In3-
eynn3=ux+1nn4amx='“g.
IHE

x:-()etlnxx(%x—ﬁ) > ().

x>0et Jx ln.r(%ﬁ:-l)>l'}.
Donc ¥ =]0;1[ U J4; + .
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B -xin /3 <1n250it—%x$1

dotx=-2,F=[-2;+09.

M 2) En posant 2* = X I’équation devient
X2+2X-3=0

X,=-letX,=3dod = {'“3}

In2
b) On montre de méme que 0 <2* <3
In3
I = }_ an}

a) Méme principe qu’au 4. a) donc

F=31: In31
"In2
In3 m|:

b) & =]-ce: 1|u[n2

IEM ») En posant 3* = X alors 3X2-7X +2=0

= -1
X[ =2et X2— 3
Donc & = { In2 . |
In3°
b) 3*< : r::ﬁu3-‘3Zdonchf’:}—w'ul]u{m : +o=-[
3 ' In3° ’

7 3 posant 3* = X et 3¥ =
ttme: XY =9etX+Y=4./3
dou(xl-B,ﬁetY, J3)ou(X,= 3 etY,=3.3).

{343}

B Pour tout a>Oettout b >0
anb —gelnblna gt plna _ alnalnbd

D’ou I'égalité.

Y on obtient le sys-

BEM /(x) = xe*!"2 définie sur R
F(@)=(1-xIn2)e-xh2

x |-o 1 4o

In2 |

) + 0 = |
1

fm —oa / eln2 \ Di

/ . S T
In2 1 g

f(‘-') = (e In 2)2 _4e
lim flx)=0 lim flx)=+oo.

X ——oo X— 4o

fi(x)=21In2[e*n2_2]exIn2,
82

(xIn 2)'

X —W___ 1 + oo
f'ix) - 0 +
0 oo

BREM f(x) = (1-x)er!n2

f(x)=(In2-xIn2-1)etn2,
In2 - 1
e In2 +d
fflg + 0 =
1
i, 7 &z T _.

5 7

EENA-2°x2° -

73
4. B=23%2%=2%

3
3

5 1
B A -2x2  x23x2 *=1.
10

B=2"_-23_jp

[(15] Corrigé dans le manuel.
2 1

1
BN (33-302) [33+63+23] est égal &

B S )

Cette expression est de la forme (a - b) (a® + ab + b?),
elle est donc égale a @® - b3 = 1. D’ou le résultat.

30x27 x243=3/32x3*x3°=3/3'°=273/3
I 1 1 1 1

A-x xx =x

|
fadl

:
B=x"xx “=x



4 19 1 1
EERA=1x 31'4:.: 3;B=.vc3><.1r i2=.7c4.
35 13 11 7
BEA-r2C=xb :B=x2x’=x ©,
7 :

PIl® a) x>0 et x> =d4doux=4",
1
h)x>0etx[x3—4J<0d'oﬁS’=]0;64[.

2 1
a}x>Detx3[l —x3] <0,%=10;1].

4 _3
b)x>0et-3 Inx<l2,¥= |0;2 e
a}x>—1etg(x+1)cﬂsoi13’=]—1;0].

17 7
b) P<2'donxe 0;(2}2 ;

(24 ] Corrigé dans le manuel.

'l.oll-h-

3
a)f’(x):l—ix_a. b) f'(x) =— 3x

[¥]
'...h'llr—l

1
El) f(x)=1- %x_ 3. B)F)=2x 3,

Ll

f(x)--.t{l-i»x)

2 3

IEEER Pour tout x de I, f/(x) = g i e,
2

fi(x)= e x[g - x} d’oil le résultat.

1
(20 Jre. %(1-;:}2 doncsixe |- 1].

f(x) <0.
Pourtoutxdel, f'(x)=1- 2x-

LT s )

f(x) > 0sietseulement si x ~ < %

[FST 8]

Apprendre a chercher (page 157)

KEMe b+c= .Jbcaa+b+c=3/abc
Les outils :
« Ftude d'une fonction.
o Résolution d'inéquations.
Les objectifs :
« Savoir traduire un probléme par un probléme équivalent.
o Savoir exploiter les variations d'une fonction.

soit—% Inx<-In2donclnx> % In2

etxe |22+ .

Eilla) Iim fix)=0. b) lLim f(x)=0.

X+

¢) lim f(x)=0.

X=3+en

EENa) lim f(x)=+e. b) Lim f(x)=+-ce.

X400 X = +oo

EENa) lim f(x)=+e. b) lim f(x)=0.

X3 +eo

Corrigé dans le manuel.

EEla) Iim f(x)=+e b) lim f(x)=+-ce.

X+ o0

lim = + oo,
x—)+m(]nx}
ez;+3 362.1: e.r 2x+3
<¥4 = —>=; lim =+ oo,
7 7 T 'xs4e 1
2 2 2
X X

lim ﬁ = + oo donc pour x suffisamment

x—+ea INX

grand %/x dépasse In x.

EEN ) lim f(x)=0. b) lim f(x)=

©) 11m f(x) 0.

EXNa) g: x> e ,g(0)=1doncf(x)=&;—3(_ﬂl

et lim f(x)=g(0)=0.
b) 8{*') e g(0) =1, f(x) = EX) =80
et hmﬂ f(x)=g(0)=3. X

[41] Corrigé dans le manuel.

L (b+c)2=4bc=(b-c)? donc (b+c)2=4bc.

A3
2. (a+b+c)=33/abc équivauta (@#b+c) o7 [1].

abc
3
3.a) festdéfiniesur |0;+ o[ par f(x)= E%%:—Cl :

(x+b+c¢)*(2x-b- c)

bex?

Pour tout réel x > 0, f'(x) =
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Or.r:>n.h>{Jctc>().doncf’(.r):ﬂ:o.r:h%c.

| T " = B 1
05 - b+c -
el e
fix) - 0 + |
- i = l

f ' "\.‘__‘___ b+C -~

- f( 2 ] il

f(b+c']_gz(b+r:)2
2 ) 4 bec

Or (b +¢)? =4bcdonc

(b+:-)2} g (b+c
e = letf(355) =2

D’ou le résultat,

Comparaison de u" et v
Les outils :
« Exploiter la croissance de la fonction exponentielle.
« Etudier une fonction.
Les objectifs :
 Savoir traduire un probléme équivalent.
« Savoir exploiter les variations d'une fonction.

l.1<u<v donc O<Inu<lInv: donc evlnu < gulnv
équivaut a vinu <wulnv [1].

Equations. Inéquations. Systémes

1
EXMa) 5 =XetX2-3X+2=0,douX=1etX=2.
| 1
Donc x3 =1o0ux’ =2,soitx=1oux=25;%=(1;29).
1
b) x¥>=XetX?-3X+2=0.dou0<X<1louX=2:
F=10:1]U[25;+0].
Bl 3/x =X X>0et X2-X-2=0,dou X=-1
ou X=2; ¥={23].
b) X?-X-2<0, dod 0<X=<2; ¥=]0;23].

EER® =X, X>0:3X2+X-4<0.
d'o[lw'; <X<1soit0<X<1;¥=]0:1].

| =

EXYA® c>0ct y>0:xIny=ylnx et y2=x;
dott y’Iny=2ylny ou ylny(y-2)=0;
donc y=2 et x=4oux=1ety=1.

3
EER® vi=X>0et y3=Y>0; X-3Y=0
et X?-Y2=648, doit Y=9 et X=27;
d'ou x=8l et y=27.

] P

RA

2.a) ethb) Inu>0 et Inv>0, donc[l] équivaut a

v u
—_—
Inv  Inu
3. a) Onintroduit la fonction fdéfinie sur |1 : + oo[ par
Inx
| f(x) = .
5 1 -Inx
b) f(x)= == ;
¥ .
[ x |1 - e + oo
fxw + 0 -
| f o - 1 ——
myo ~— & ~ 0]

fest strictement croissante sur ]1:e], donc:

Inu

; Inv
o5l l<cu<v=<e, alors —
u

< — donc u¥<vt;
v

Inv y
> — donc ¥ >wvt,
v

4 u= J;r etv=uJn+1.u"= (ﬂ./'ir_:}"m+I ct
| vi=(n+D)"":

esin=1,u"=1et vi=,2":
*sin=2, u¥<v;
esin>2, uW>vt,

Inu

ssie<u<v, alors —
u

1 1

' EEER® i =X>0et yi=Y>0: X-Y2=0

‘ etX3-32Y=0,dod Y=2etX=4:x=4%¢t y=24.

‘ Ella) lim fix)=+: b) lim flx)=+e.
X—+oa X400
‘ EHl: iin fix)=0; b) lim fix)=—oc0,
X — 4o X =) 4 oo
| a) lim fix)=+ce; b) lim fix)=+eo.
X =3+ X =+
1 e eX -1
a)Onpose ;:X d’ou f(X)= X ¢
‘ or lim X =0 donc >%im AX)=1.
X =3 + o0 =0
a1 - eX=1
b) On pose ;InZ:X,dou f(X)= In2 , donc
. lim fix)=In2.
X = 400
‘ B2 iim fin=0; b) lim fix)=0.
X — 4= X =+



Etudes de fonctions
La)f(x)=1- 73, i ,
3 <0si—x 3 <—1

b) f'(x)<Opourxe J0: 1[carl-x

el

X >1d0nc—%Inx>(}soilln.rf_0et0«:.r{1.
2.a) lim [ -AO)__
x—=0 X

b) Donc fn’est pas dérivable en x = (.

J.a) lim flx) =+ oo
‘I."-I+M_- -
b) x | 0 1 + o0
fx) - 0+
fix) | d x‘“‘\‘. -2 / T
N — s
i |
o} |
Lol '

1. lim f{x) =+

x—= 0

lim flx)=+eo.
X —+oo
1

_x3~3

3x

lad

b) Le signe de f'(x) est donc celuide x3-3 .
3 [x]o 27 4w

fix) - 0 +

4.a) 3(1 -In3) <0 fest strictement décroissante sur
J0:27[ et I'image de cet intervalle est I'intervalle
]3(1-1In3): + eo|, donc 0 a un antécédent unique o tel
que0< o <27. De méme, il existe B unique de |27 ; + .
b)6<a<7 et B3<Pf<94.

¢) * Pour 0<x<o ou x>fB, f(x) >0 donc ¢, est
au-dessus de 6, .

* Pour . < x < 3, f(x) < 0 donc €, est en dessous de €.

B im fix)=-< et

x—0
ordonnées est asymptote verticale a € et I'axe des
abscisses est asymptote en + oo,

lim fix) =0: l'axe des
X +eo

2 2 .
2 F(x) = f oot 3.;: Inx _ | —34[r1x ,

3. Aupoint A d’abscisse 1, f(1)=0 et f(1)=1, donc
la tangente a ‘6 en A a pour équation y=x.

Y T T T A T T
I ; A _cg._.

EElL im fix)=0;  lim fix)=+:
X = =00 X —3 + oo
lim fix)=+e; lim flx)=—eo.
x—=07 x—=0

L’axe des ordonnées est asymptote verticale et |'axe
des abscisses est asymptote en —co .

3 .x 2. x X
i x’e'=3xe' e'(x-=-3
2 fr=5e2re g3,
X X

X |—eo 0o 3 + oo
f'(x) - - 0 + !
0 I+ _ 3 +oo
f VR R ;_? ET |

3. f(1)=e et f(1)=-2e. Donclatangenteen x = 1
apour équation y-e=-2e(x-1) ou y=-2ex+3e.

SEM® 1. et 2. « Pour tout réel x, f(x)=xe *n2,
lim fix)=0: lim fix)=-eo.

X+ X——0s

f'(x) =e-xIn2 —.\‘_ln 2e-xIn2 _ a-xlIn 2“ =xIn2);

. i ”
® in2 -
f'ix) + 0 = '
T e E
fFl_. — &m2 0
_ xin2
L —
8x) ==
lim gx)=0: lim g(x) =+o0;
X ——oa X =3+ o2
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lim gx)=+o; lim g(x)=—co.

x=0" x=0
xIn2
g'(x) = e (x12n2—1] ;
X
i
X |=oc 0 ina + oo
g'tx) e " - 0 +
; 0 + oo ]
g \_h \ eln2/ *

-2
3.a) A apour coordonnées( 2 .2¢e J

In2" In2

et f’(i%) =—e2, donc T a pour équation
4
s ardan B o
ye=etgt oot
4
2.t 2. :
b) f(x) + e 2x n3® h(x);
donc  h(x)=xe*In2 4 e-2y_ de?
In2 °’

h'(x)=e*12(1_xIn2) +e2;
h"(x)=e"*"2In2(xIn2-2).

Es -3
. in2 e
h"(x) - 0 +
h* ‘\\‘ 0 /'
Pour x < F% +h(x) <0 donc F est au-dessous de T et

pour x > % . h(x) >0 donc F est au-dessus de T.

! yJ:: [ | (!k"'l —
| | il o
= r‘
EEREET
| | E". ] f
] | 3 i
SaeariEaman:
. — ' i B I'
HREE/IAEDERER
KSR 1.0) /(x) = 220X .
a) f'(x) = x./}
b) limoﬂx)=-w; lim fix)=0;
x |0 e? + 0o
£00) + 0 "
2
f =0 / E \\ 0

2.f(1)=0et f'(1)=1,d’ott T a pour équation y=x-1.
dglx)=x-1-f(x).

a) g'(x)=1-f"(x)= >

leE [Inx +2(x/x - 1)].

b) g’(1) =0, et le signe de g’(x) est celui de :
Inx +2(x/x - 1).
*Sur J0;1[, Inx<0 et x./x -1 <0, donc g’(x) <0;

esur J1;+eof, Inx>0 et x./x —1>0,doncg’(x)>0.
¢) g(1)=0;

X | = 1 + oo
) N

I résulte du tableau précédent que pout tout réel x de
J0;+eo[, g(x)=0.

d) Ainsi pour tout x de ]0; + o[ ,%6 est au-dessous de T.

RN EREREEN
L L | ) T T N
e 1 fi= 2014 L)
f'l{-f)—-( i3x)
x |0 + oo

E;;O + o0
. . \ %

[ 7 q.zi. ‘31 I" T _I‘—;—"'r—“-—l;
A
AT T T T T
'k". ! | | ] | I :
N [ HER

HEEEEE =Ty ] m

LENNEEEERERENG




2. = Pour tout réel x non nul
¢xIn2-2 _

J

2n=3, f(x)=< [x +1] pour x>0. 5
hi(x)=In2- ==
T X X
’ - X - . - .
o fu(x)= 3[%} s e |lim A(x)=—c; lim h(x)=+c; lim h(x)=+oo;
X X —3-o00 X— 400 r—0
2 -~ c 0 2 2 4 4w
f'y(x)=0 pour x = (—2) =X, : ‘ In2 .
— - i == h'(x) + - 0 +
l 0 Xﬂ + o= ‘E_'___;_oo + oo I: + oo
— = ""“ll‘ i 2 = -~
= - = - | o 2 2ln(| 2) 0
+ oo “-\_‘\ + oo
| ~ hb) — 2- 2|n[|22) 2-2In2 + 2In(In2) =~ 0,12.
* filx) = 1(.\r+ %): lx + —1—2- : 3. h est une bijection de |-e<o:0[ sur R, donc il existe
4 )4 4 un réel ¢ unique dans ]-eo;0[ tel que h(c)=0.
= 0, donc | ite d’ 3
,I_I.n:,,.,(f‘{ v) r} onc la droite d’équation Or h(-1)=-1In2 et h(_g)=_%1n2_2lnz =005,
¥ pEeslasymplofe obligue e k<o 8% donc ¢ appartient a I'intervalle ]— 1;- i—:[
De méme, h est une bijection de I'intervalle }ﬂ ; m[
sur l'intervalle ] In(lzz) + m[* donc il existe un
réel a unique de} = 2[ tel que h(a) =0.
Orh(2)=0donc a=2.
_ B On démontre de méme que b =4
1 4. Ainsipourxde |-e=:c[ U ]2:4[.h(x) <0doncC,
39)( 22)5 <1 22 ] as 4-; <0: estfau-dessousde‘(%g.
= = 5. Alacalculatrice, h(-0,76) =0,022 et h(-0,77) =—=0,11
epour n=4, x,=1 dones
epour n>4, x, <1
-0,77<c<0,79.
b) *x Ll ont le méme signe, car :
n 9 *n ¥ . 6. O | [6_ I Y T
L | g e
! .l_—x_.l. x“"l+...+ 1
*n 2,,_ n- [\ n zu-l A i 3 |
et ¥ e ol I
21‘1-] E
Jon_1_ 2 1 _2"'_n+2 i
n MmN 2 N 2!1(” 2) : :,'
o) F(x) = 2”'—x+2 F(x)=(In2)2*+1-1>0. I
x |0 T ‘ B ]
9’” + ) ! :!'
+ o0 i |
. —
Donc pourtout n>4,2"+*'—-n+2>0, d'ol x >%. 1]
[len résulte que n>4, %-:.t"(l. | 7
1 1| T\ | E
7R 1. Pourtout réel x, f(x) =e*"2et g(x) =e2nk! € = e '
i =2Inlxl | o=t z l T T %
9 1 2 [ 4

et g(0)=0. Donc f(x) = g(x) équivauta xIn2 = 2Inlx|

ouencore h(x)=0.
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&S 1. - lim f,(x) =0 f, est continue en 0.
x—

f,,(x) = £,(0)
. Iimuf = +e0 OU —oo selon la parité de n,

X — -
donc f,, n'est pas dérivable en 0 (tangente verticale
en O).

2. fi(x) =xInx; fi(x)=Inx+1;

X 0 % + oo
‘3x) - 0 +
¢ 0 1 + oo
In=2.
a) f’,(x) = (Inx)" + n(Inx)" -
= (Inx)"~}(n + Inx) .
b) * n pair:
X 0 e 1 + oo
falx) + 0 - 0 -
ne=" oo
fn 0 / ‘-\_\‘. 0 / +
* n impair :
x |0 e’ 1 + oo
f1x) = 0 + 0+
0 oo
fn \ G ’—/—/_—u- +

4.a) Les courbes ‘€, passent par les points de coor-
données (0;0); (1:0); (e:e).

b) (f,,.1—f)x) =x(Inx)"(Inx-1);

® si n pair, €, , | est au-dessus de €, pour x >e;

* si n impair, €, , ; est au-dessusde 6, pour 0 <x <1
ou pour x >é€.

5- 87

=1
"0

“x _1
IEISLT(J,):ﬁL;f@):E;:%e X ;on pose
X X
] X 1(X)=X%X, lim X=+wet lim w(X)=0.
X x=0 X = +o0

Donc f est dérivable en zéro et le nombre dérivé est
z€ro.

2. Pour tout x>0, f/(x) = * ;f‘e'}r :

f’(x)>0=bx>%;

Jim =0,
x |0 % 4o
f@w| o <+ 0 -
i, % T~ 0

1 1

3.8) f(xg) = 5 ¢ o et f(xy) =  (1-2xp)e .
X0 X0

Donc une équation de T est :

1 1

y= S (-2xe ox+ e N3 -1).
xn x{)
b) T passe par l'origine pour x, = % :
4.
Yk -
— % . b,
'éz_' ----------

L T
b}

WS 1. f,(x) = X" Jx(1-x), [,(0)=F,(1)=0.

2. fy(x) = Jx-x%, doncsur [0;1], y2=x-x2 ou
x2 +y2-x=0. On obtient pour ‘¢, un demi-cercle de
centre G ;0] et de rayon % avecy=0etl0sxs<1.
3.a) Pourtoutxde ]0;1],

1

1 1 1
fL.(x)= (n+%)x" 2(1—x)2—%x"+2(1—x} 2

1 1

= xﬂ_i{l —x)-i[n+%—x(n+ 1)] .

—f(0) n-1 1
b)na1;M=x 2(1-x)% et limﬂfn(x]:{].

Donc pour n =1, f, est dérivable en zéro.

fu) - £,(1)
De méme lim] =+ f, n'est pas déri-
X —

vable en 1.



falx)

o =
. /-' fo(c) \\ 3

1

n +% 3
4a) f, 1 (x)-f,(x)=x “(1-x)(x-1).
b) Pour xdans [0:1], f,.,(x) =< f,(x), donc€
est au-dessous de €.

c)

& 1. a) Pour tout x> 0, f'(x) = E_c“ hx_g

ou encore f*(x) = g [ealnx _ x],

b) f'(x) >0 si et seulement sia In x > In x.
Ora>1donc f'(x) >0 pour x> 1.

0 1 + oo
f(x) 0 +
) e 2 T

2. [l résulte que pour tout x > 0, f(x) = 0 donc
x4-1=a(x-1).

Prendre toutes les initiatives ey

..,.___‘-' Raly r="

n+1

M et P ont respectivement pour coordonnées

(x:;2%) et (x: x). Donc M_)P a pour coordonnées
(0;x-2%).
Notons @ la fonction définie sur R par
lp(_‘.}:zr_x:exlnz_

¢’ (x)=In2e*in2_1,

; 1 ; —In(In2)
In2 - = .

Px)>0e=efne= in3 solt o = 2
Dot le tableau de variation :

f _m -In(In2) _ _

B 2 - %

[ flx) - 0 0

| + 0 4

': f T fl)) —
fla) = 1+ In(In2) =091 > 0.

In2

Il en résulte que f(x) > 0 pour tout réel x donc
que MP = ¢(x) et cette distance est minimale pour

x=20U02) o ves x =053,
In2
68 JUREEELE
t
x U + oo
760 .

=+ oo
|

fix) . /—" ‘\\‘ 0

Pour tout x >0, lnTx

<l
e’
-

Donc pour tout entier n # 0,

Inn _ In3 " n
—--—el! g

n 3

EERf(x) = e (322 - 19).

X 0 3 ' _ __+_=-=;
fix)| O - 0 - :
27 ‘

o 1 — F T~ 1]
- =]

f(x) s’annule donc pour deux valeurs de x, o et p telles
que

ae J0;3[etp>3.
Plus précisément :

I8<a<19et
45<B<46.

o x3 > e si et seulement si f(x) >0 donc si et seulement
sixe o Bl.

Ainsi la courbe représentative de la fonction x — x3

est au-dessus de celle représentant la fonction x — e*
si et seulement six € Jo: Bf.

Pour x > 0,
xi =gty ap b — ghinx

x4 < xb équivaut aalnx < b In x
soit (a—b) Inx <0.

Ora-b<0doncx<x? < xe |1+
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A.L f(x)=(1-x)e" 4. a) On est ramené a comparer g(x) et 1.
R - —a T Si n est impair et n = 3, f,(x) = 1 a 2 solutions.
fi(x) > B 2 = Sin est pair et n = 4, f, (x) = 1 a 3 solutions.
% 1 Sin=2,f,(x)=1al solution.
BN . B ~.

—— & A. ¢(x)=1-Inx+ In[ln x].

sy 1 _1-Inx
—— 1. Pour tout réel x > 1, ¢’(x) = .r+.::ln.r_ e

| | | || 2 e 1 e + oo
-1 ! J _ 9'(x) + 0 =
1 T I |J -
1 2 3 |
. ok | _.. /:__ T~ 0

D’apres le tableau pour tout x = e, ¢(x) < 0.

|
e e S ————

= T T I | T T L . ‘__h__'; = BI 1- a) —_;__ ___-} = i =
| N ) [ I R | SN S A O
------- I3 S S TR I - 1! 1 -—:—--—iu----nu-L: - IS
L1 | _ L 1 | | 1 1 | =t
z-f"(.t)=.t'4_1[n—.‘r]c"x, / f Iﬂi
* n impair : I N G 3 ik
- o n e e
falx) = @ 4 U - b)e"=.reﬁx=elnxouln.r=g.
n
falx) _—0 5 e 5 Ory= ‘g est I'équation de la tangente (T) donc I'uni-
. o que solution est x = e,
R 2. f(x)=xlna-alnx.
E X — oo n + oo | l -
) - 0+ 0 - | | ®M@=me-3=T
4+ co o nr" n
f, - a_ -
nX) T, di”T o i 0‘ S 0 1 = a +
f'lx) - 0 +
3. fa 1 (@) =f(x) =x"e"(x—1) sur [0; + [, €, , | est 00~ " — + o0
au-dessus de €, pour x > 1. fix) na_, apa) A=

fraa@)=f(x)=x"(x+1)(x=1)e *sur [-e;0]sin
est pair 6, , , est au-dessus de €, six<—1,sinest | ) f(_‘_’__\ =a-alna+aln(lna) =a¢(a).

impair 6,, , , est au-dessus de €, si— 1 <x <0. Ina,

4. Voir figure de A. 1. ¢) ap(a) <0 donc sur |0 ; + [ f(x) s’annule deux fois
et sur ]0 ; + oo[ I'équation (E,) a deux solutions

B.1. ¢e*>0doncx"=e* S a"e*=1soitf (x)=1. 3.fix—>xIn3-3Inx

2.a) D’apres le tableau il est évident que pour con-

naitre le nombre de solutions de I’équation f, (x) = 1 x |0 1 « 3 3 + o0
n T T T
on est ramené a comparer 1 et ”—H : ') . 0 +
+ oo —_ I I : _ + oo
b) n" =e* 0% donc f,(n) = erina-n ) n3—0_, 3919 0

3.3) g(x)=Inxexinx-x

. 3. 3 B
Il existe ot e ]1 , m[ tel que fla) = 0.

b) x |0 1 e + 00
g’ _ Fra W Doncsix e Jo; 3[, flx) <0 et la courbe représentative
1 ' P de x — 3" est en dessous de la courbe représentative
3 ex—x’.




1. f(x) = xe~*In3 donc a) faux, b) vrai, ¢) faux,
d) vrai.

2.f(x)=e*n3_xn3;

e*ln3=g-xin3 (] _xIn3)=3"*(1-x1In3)donc

a) vrai, b) faux, ¢) vrai.

3. 1 ‘
X |- 0 = +oo|
£/(x) + 0 <
E =
e ~eo — eln3 \ 0

1 1
=2 e i
eln3 2,)86...<3&teln3>3donc

a) faux, b) vrai, ¢) vrai.

Courbe € :

¢) Vraicar la tangente T a pour équation y = x
etf(x)-x=x[e-*n3_1].
ethi_1=-0=x=0.

z -
Signe de x -
Signe [e-*'n3 - 1] .
Signe [f{x) - x] =

D’oll le résultat.
4d.g(x)=Inf(x)=Inx—-xIn3.

=

+ |

o|lo|lo| o

a) Vraicar pourx >0, f{x) € ]0 : L[ donc f(x) <0.

eln3
b) Vrai.

¢) g(x) =—1équivaut a f(x) =e ! = é donc ¢) faux.

IEZA 1. Vraie car f/(x) =—In 5 f(x) avec f(x) = e~ In5,

2. Vraie car pourx>1, J/x >1etln ./x >0donc fest
1 1

2xln[r_xlnx'

dérivable et f'(x) =

X
3. Vraie car [L) > 3 équivaut 2 g

g
2In3

—-xIn2>2In3dotlx<-=—.

In2
4. Vraie.
1

;]ﬂz
e -1

> eln 3 goit

fx)=

x
ex—l
X

Onpose_% In2=Xetf(x)= In 2

lim f(x)= lim AX)=In2.
X+ x—=0

5. Faux car x? < x? équivaut aaInx < b In x ou
(b-a)lnx>0.
In x > 0 uniquement si x > 1 donc pas vrai pour x > 0.

1. Voir le cours.
4

2.3) f(x)= xh E(l - %lnx)d‘oilf'(x) =0eox=¢et

1
F)>0ex<ed fled)=lnedx (¢) 7=

(R RYS

b) f(1) =0donc 1 est solution. Elle est unique car fest

une bijection de |0 ; &3] sur ]- oo} g] :

3 3 1 3
¢) Six= e"*f[e“]:ge 4 etf’[e"J:%e‘] donc
1 |
B S 8.3 8 B q
y=qE k=36 THZe =39 % donc la tangente

passe par l'origine du repére.
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H . yA yeox-1
,{‘l-
w3
1
0 un | X |
/ 0

La suite (u,,) est constante : pour tout n, u, = 1.

b) La suite prend (alternativement) les deux
valeurs O et - 1. Elle ne converge pas.

¥y y=x2-1
7 1
uz
] _
4 W
q‘"’ =1jUq

¢) uy =1 puis la suite prend alternativement les

deux valeurs 0 et - 1.

Elle ne converge pas.

Ll s |
&) -1U2 Uy
d «
’ /! Al
3
T o=y -
e e e e i
=
| ¢ i1 B
O uq up U X

92

| La suite est alternée et semble converger vers ¢,
abscisse du point A (€= ./2 1),

e) yA

Ual. .

ugl..

-

| i

‘ La suite semble croissante (non majorée) et de

Uy Uz ug

X

, limite + oo,
ERCIT
3+
‘i'
2
=8
{15 M PO AU N P2
L1 {
tgi... _ i !
. — i i3
OQug 4 u2 Uy Up X
La suite semble décroissante et semble converger
vers (.

BB 2]

1. La suite (u,) semble alternée et de limite

|
‘ 2. yk

| o

3
3



3. a) a est solution de .t-—'% + 2, soit az%.
u u
"ri+l=_§"+2—§=— I %

37
__l(“ _§)__l
-3 2)T 3

: gz . 1
La suite (7, ) est géométrique de raison — = .

3
b) Comme ‘—l <l, lim ,=0cet
3 Nn—3+e=
lim u —0L—§
n—+ea 1t _2-
F1.Sia=1.u u, ,—u,=b: (u,)estune suite arith-

métique de raison b ;
2.a) a=1: Aetdontdes coefficients directeurs
différents, elles sont donc sécantes.

o est solutionde x=ax+ b, donc a= =
b

1= au,+b-— —

3 -ab _ b \_
—ﬁ'fi'”‘i'm—ﬂ H"—'m —af".
La suite (1,,) est géométrique de raison a.

b) ¢

n+

3.0:—1. Hl=“”{]+b:
Uy == +b=uy=ty=ug;
Hy=Us=Uy .

On peut conjecturer que pour tout n,
Uy = Uy CL Uy g = Uy

Démontrons-le par récurrence.
¢ La propriété est vraie aurang 0.
* Supposons-la vraie au rang n.

Uana1)y=—Ugp 1+ D=t +b=uy;

ey +1 =" W (n+ 1}+b =-up+b=u,.
Donc la suite est bien alternée et prend alternati-
vement les valeurs wu;, et u, .

0 E}

H 1. Résulte de 0 < Ja < u,
2. nﬁ—EuH.ﬁf +£I>U<=>HU—2,\/£_I s i

Ly

Il résulte du 1. que 5 < Ja < i, et donc que
0

a 1 a
)+ — < 2u, etdonc que 5 uy + — | < .
iy 2 el

1 a
i[”“-'- —)— N i
. u, _u,+a-2u,a
V] T 1 = .
a 2
i(fl"'l‘rj'l' ﬁ ”n+a+2"ﬂ"’[;'
n
2
1, +a-2u, J_ 5
= ‘) = n"
,ta+2u, J’c_i

Récurrence « immédiate » ;

Larelation est vraie pour n = 1. Supposons-la vraie
aurangn.. it .
Vas1=V1 =v,” .Larelation est vraie pour
toutn = 1.

w,=Inv,=2""llnv,

Comme u; > ./a, il résulte que 0 < v, < 1; alors

lim w,=-cet lim v,=0.
n = 4 oo n = + oo

Vi d

lim w,=.a.

Comme u,, = - J&
_1 n—+oe

4. Application : u; = g =6,14286;

1 831 3 352 399

Uy = W = 6,0‘83 06 Uy = m = 6,082 76.

1.a) a < b équivaut (dans R**) a Ja<./b qui
entraine a < Jab et .Jab <b donc A € [a: b].

De (J/b - Jx_r) > () découle J_-:— Enfin,
a_ b a+b
2 5 entraine 3 +b.

b) Dans R**, (a < b) & (a* < ab)
& (a* + ab < 2ab)

- (”{ 2ab ]
a+b)

Dansle a),ona:2.Jab <a+ b donc

2ab < .Jab (a + b) puis Rak <A.
a+b
2 P t '. b 2ﬂrlbﬂ arr + bﬂ
.a) Pourtoutn,a, b, .= a +b”x 5
=a,b

non

Montrons, par récurrence, que pour tout n,
a, < m’ < brr'
D’aprés la question précédente, la propriété est
vraie au rang 1. Supposons la vraie au rang n. Le
méme raisonnement qu’a la question précédente,
en remplagant a et b respectivement par a,, et b,
nous permet de conclure que a,, | < Jab <b, , ,.
La propriété est donc vraie pour tout n. En fait, on
peut méme conclure que pour tout n,

Ay <y, < “m {hrn 1 “f“hn'
b) Il résulte de la remarque précédente que la
suite (a,) est croissante et que la suite (b,) est
décroissante.

3. a) Comme rIM{an+i'hn+l u+1<bn+l_ﬂn'
a,+b a,-b
. n n n n
Puisb, ,,-a,= gty =g et donc
a,—b
n H
bn-v-l_aﬂ+lg“ 2
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b) Il résulte du a) que 0 = b, —a, < %(bo—aﬂ} :la

propriété est donc vraie au rang 0.

Supposons la vraie au rang n. Le caractére positif
de b, ,-a,,,résulte de 2. a).

De la question 3. a), on déduit

1
brr+2_an+2 = i (brr+ 1 _an+1)
et donc compte tenu de I'hypothese de récurrence,

n+2
b,,2-a,, ,=< (%) (by - ap). La propriété est

donc vraie pour tout .

n+1
Comme lim (-) = (0, le théoréme 4 nous

n— + oo 2

permet de conclure que la suite (b
verge vers 0.

Les deux suites (a,,) et (b,) sont donc adjacentes et
convergent donc vers la méme limite.

¢) Comme pour tout n, a, < Jab < b,, on a
immédiatement :

0< .Jab -a,<b,-a,et0<b,- Jab =b,-a,
Comme ./ab (b, -a,) =0, le théoréme 4 nous per-

met de conclure que la limite commune des suites
(a,) et (b,) est le réel .Jab .

r|+]_an+])mn'

4.3) a=2etb=3;0,= Zeth =3 ;
120 49 _
ay= ) =244898 et by = 35 =245
11760 4801
a3= . =24M948969 eth; = T =2 4494598

1. Tous les rectangles ont pour largeur % :

* Le premier rectangle inférieur (de sommet A) a

n ‘
] et donc pour aire :

1
pour longueur j( 1+ E) =
1 n 1

=% — .
n n+l n+l

Corrigés des exercices

@
&
®
[ ]
Ml \aitriser le cours (page 103)

———

1. et 2. Limite d’'une suite
(3] Corrigé dans le manuel.

- n"' «x:.Eﬁ"F’?L

P e e B sl

94

Le k-ieme rectangle inférieur a pour longueur :

k n . 1
f(l +;-]) T et pour aire "
Le dernier (de sommet B) a pour longueur f(2) = %

; 1
et donc pour aire —.

2n
O 1 1
Enrésumé.s,,-ni_l o T 2 e

* Pour S, : la premiére longueur est f(1) donc I'aire
1

est —.
n
La derniére est 1(2-1]=L. donc l'aire du
n) 2n-1
; 1
dernier rectangle est o1
1 1 1
Onabien: S, _H+n 1 +m.
2.5, 1= 5y = L |
A+17R " 41 2n+2 n+1
1 1
- i

donc la suite (s,,) est croissante.

I S N T
T s et v e L

la suite (S,)) est décroissante.

S

1 1 1 ;
empat e donc "Enlm{snusﬂ)-ﬂ

et, compte-tenu des résultats de la question précé-
dente, les suites (S,,) et (s,,) sont adjacentes et con-
vergentes (vers ).

4.2) S,-s, =102 = Is, - sA| < 10-2, donc

21_,0 <102 p=50=s » valeur approchée de

3.8,-s5,=

4102 pres.
le <10-* & p=5000 = s, valeur approchée
de 4 2 104 prés.

b) 55, =0,688 et s543,=0,6926 donc:

0,6926 =< o1 = 0,6936 .

BE . 109 (J/n)3>(102)% < J/n > 102

e n> 104,

donc n,=10%.



a) (i, ) est geometrique de raison = > 1,
BEM ) (u,) est géométrique de raison 3 > 1

donc lim u,=+0o.

2

10 10
b) (u,,) est géométrique de raison — 10 1 -1< 01 <1,
donc lim u, =0 (théoréme 1).
n—r+e
1- 2l'i]+ 1 1
M. - —2(1— )et lim u,=2
" 1 et 1 =+ oo
=3

Pour tout n, u,, = %
3

%<10""c:>3”:>20000.
3f

37 =19 683 donc a partir de I'indice n = 10, u,, < 10~ 4.

BEH Pour tout n, u, =27,

2% < 108 < 2%, donc a partir de I'indice n = 50,

oy > 1015,

| 7_[INEE TN S
h‘—L'M—L

*T I TGS

2Pourn=l,n'=n,

U= =—
4724

donc 0 <u, <l et lim u, =0 (théoréme 5).

n H =+ 00

EBrourn=1.-1<cos2n=<1

1
donc-— =u

oo "

1
= — etcomme lim — =0, le

ﬂ'—}+w’vl{_

théoreme 5 nous permet de conclure que  lim  u, =0.

BEM Pour tout n,

~l=cosn=1.,donc n=n

lim n=+e, donc lim u,

N =4+ o2 n—r+e=

n— + oo

+1l-cosn=n+2.
=+ oo (théoréme 5).

e 1T |2 3

u, | -09 |0,64|-0343/0,1296|-0,03125 0,004

4 T 5 |8

n | 7 8

8 9 | 10 11
v, |-0,00021| 0,00025 |-10-9 0 10-1

Zn;:'i{]c:%—l:"Zcbu

or lim 2"=+e,donc lim
"—+eo H—+ea

(L1 ] Corrigé dans le manuel.

= 2!.!

u, =+ oo (théoréme 5).

a) u, = f(n) avec f(x)=x- -1_:_—1 :

or, lim fix)=+e donc lim wu,=+.

X =++4oo n—+o
b) u, = f(n) avec f(x):'f—2+ 22x A
4 x“+1
or, lim % =+ et lim 2x =0, donc:
rs 4w 4 x—=+em x 41
lim fix)=+c et lim wu,=+c.
) n—+oo
2
BEM ) i, = f(n) avec f:xHM :
Zaxil
or lim fix)=5, donc lim u,=5.
X—r4oco =+ oo
2
b) u, = f(n) avec f:x+— e ?
2(x +1)?
: 3 : 3
or lim ﬂx):—i , donc lim u”:-‘-z—.
X — + ca n—3+c
| 14 P u, =f(n) avec f:x— 10,,1_3 :
x“+1
or lim fix)=0, donc lim w,=0.
X =2+ 00 H = 4+ oo
b) u, = f(n) avec f:x— 2°-1.
n T 3x+T7 7
or lm flx)=+ec, donc lim u,=+ee.
X =+ 0 n=—»+m

(15 ] Corrigé dans le manuel.

| 16 Y u,=f(v,) avec v, = ;:: : et fix~—sinx.

x + 1
T+l 12“39.3(”

v,=g(n) avec g:x—

donc lim v":g; lim fix)=1,donc lim u,=1.

n— +eo Tt -3 400
.I'—),—}
b) _f(v v - 2nm T
u, = f(v,) avec gty © f:x—cosx.

v, =g(n) avec g:x— SEX cor lim g(x)= 2x
" T3+l ke %
: 2w, . 2n 1
donc lim v,==; lim fix)=cos= =-3, donc:
n—+ oo 3 2n 3 2

v ==

3
lim wu s
H—+oo L 2 ’

Bl lim ¢ -"=0. b) lim |n(1+:-i]=u.

n— +eo n—+e

n -n

Bl tim &L -lpim & =1
nr+=2e"43 2 no+meT"43

L ]

EEN:) lim e”=0. b) lim In2+e ") =In2.

n— +ea n—+ea
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lim 1 =0et lim 1 = (), donc le numérateur a
I'Iv—i+=-=J,_I n—+=N

pour limite 1 en + e et le dénominateur + oo et

lim u,=0.
n— +oo
.'IJE(I-I»L) 1+L
by n#0, u,= Jn =.Jn x "/E:

2
n(l+%] l+r_1

lim L=[) et lim

2 )
==0,donc lim u
n—1+mJ;1 n—+ohl

H—=+o0

=+,

a) Nous sommes en présence de la forme indé-
terminée « oo x 0 ».

LAl

1

n _ n

f2+l+,f2 I2+%+J§
n I

~
=n-X

Comme lim e 0. le dénominateur a pour limite
n—+eall
22 et lim u,=+oo.

n
n—+o

B [«,’2:;2 -5- ﬁn}(nﬁnz -5+ ﬁrl)
n-
«i2nz— 5+ .2n

_ -5
Lt 5enfa
.\/Zn—z——*j =f(v,) avec v, =2n%-5 et fix—> Jx .
Donc lim mz+m.

n—3+e=

b) u

Comme, de plus, lim 12 = + o, le dénominateur
n— +oe

a pour limite +e0 et lim u,=0.
n—+e0
a)un: L X(Jn+2-n+1)
Jn+2)(n+1)
" n ” 1
J”2+3”+2 Jn+2+JH+l
1 1
= X :
J?+§+E Jn+2+n+1
n 2
lim u,=0.
n— + e
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-1 .
b) u, = et lim u,=0.
n+503n+9n%+1) "
1 1
H2(1+—2) 1+—2
_ n
'u,,=———L=n>< . (n#0),
n l+-l 1*‘1
n n
donc lim wu,=+e.
H =400
1
1+;ﬁ
°y, = . donc lim v,=1.
PERR
n
. nz+l__ _1-n
"on+1 n+l
%-1
pour n#0, w,=—— et lim w,=-1.
1+l n—+ o
n
n*+1
5 -1
er,= 2% _1_2 donc lim ¢,
1—"_] n- n—+ oo
n+1
. 3n’-4 . 3n?
lim = lim —=+0o0,
n—s+e H+1 H—+o N
2
v"=3’: 4,donc lim v,=3.
n-+n n—+eo
AN
o 3n_3r12—4—3n3—3_ -7
R B n+1 n+1’
donc lim w,=0.
n—+oe

1. Récurrence immédiate.

1 1:1+nr<,,_-|_:1
u '

H”

2. a) Voel1~Va=

u

n+1 “rr n

La suite (v,

,) est arithmétique de raison 1 .

i 3
“1+3n°

1
b) V=3t Uy =7
z+n

[¥5]

3. u,=f(n) avec f: x— Tk

lim fix)=0 donc lim w,=0.

n
X+ n—+ oo

Bl L) v, =30, -2+3=30,+1=

] bt

(v,) est géométrique de raison % .

1P 2 2
b) Vn:f'x[g) =F. u,,=3"—_1—3.

=0.



_ o 1 3.
2.8) S, = 6x — _9(1—3“1),
3
, 1
S, =S,-3(n+1)= 9(1-3”+])—3n 3,
b) lim §,=9et lim § =-co.
n—+o n—+oo

a) On ne s’intéresse au comportement des suites
(1) et (v,) que pour les « grandes » valeurs de n
(vers + =0). L'inégalité peut ne pas étre vérifiée pour
un nombre fini d'indice.

b) lu, -l <v, & {’-vnlﬁz u,<€+v,

¢) Posons, pour toutentiern, £ -v, =w, et +v,=1,.
Par hypothése, pour tout n supérieur a un certain

entierm,w, <v, <t,. De plus,comme lim v,=0,
. . n=>r+0o0
lim w,= lim r,=¢.
H—+ oo n— 400
Le théoréme 4 permet de conclure :  lim  u,, = £.
n— + oo

3. Suites monotones e
28 D} ERREEEZEEENE

b) [1hy ] ]

.u.l

(u,) semble ni croissante, ni décroissante. ((u,,)
décroit et (u,,, , ) croit...) (u,) semble converger

vers (). ((u,,) est une suite géométrique de raison — % )

c)

(u,,) semble croissante et de limite + = . ((«,) est une
suite arithmétique de raison 2 .)

® 15 = 4,6 ; donc 0 n'est pas un majorant.

1 <
* D’autre part, —2 >0, donc u, <5, etlesréelsSet
n

6 sont des majorants de (u,,).

e 15—?3 =5-10-7=49999999 ;
or, 4,999 999 9 > 4,999 99 , donc 4,999 99 n’est pas un
majorant de (u,,).

(301 Corrigé dans le manuel.

1. a) Quel que soit le réel A, il existe un terme
de la suite supérieur a A : u, > A.

b) Quel que soit le réel A, ]A ; + [ contient tous les
termes de la suite a partir de I'indice n.

2. La suite étant non minorée, quel que soit le réel B,
il existe un terme de la suite inférieur a B. La suite
étant de plus décroissante, I'intervalle |- = ; B[ con-
tient tous les termes de la suite a partir de I'indice n :
la suite a pour limite — e,

( 32 BR Pourtoutn>0,u,,+]—u,,=ln[1 +n—:‘4:>0.
3 4 n+1
2,a) uﬂ—ln(inxgx...x—n—») =In(n + 1).
lim u, =+ co.

X—+o0
[33] Corrigé dans le manuel.
a)un=0 et,sin#0, u,= 1 :

l+l7

72

1+l2>1=|- 1+l >1 & 0<uy,<1.
n n’

La suite (u,,) est bornée (par O et 1).

b) Pourtoutn, u, =0 et u,= |[1- _,2 <1: (u,)
n“+1
est bornée (par O et 1).
¢) Pourtoutn, u, <0.
-2 2
Pourtoutn, .,2n+3 > .3 < >—— :(u,)
JSn+3 3

2
est bomée( ar — — et (}).
P

EEEM 5) Pour tout n, 2"=1. donc la suite est
minorée ; mais, et ¢’est une propriété sur R, pour tout
M >0, il existe n tel que 27> M : la suite n’est pas
majorée.

b) n./3 =2 >n pour n =3 ,donc (2,,) n’est pas majo-
rée, et u, = -2 donc (u,) est minorée.
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¢) Pourtoutn, u, = -1 etpour n = 1,u, = n? donc

(u,,) est minorée mais non majorée.

a) ﬁ et n? sont positifs, donc u, = n?=0;

la suite (u,,) est minorée mais non majorée
b) u, =-1,donc (u,) est minorée par—1 ;
donc (u,,) est non majorée.

c) * Si n est pair, u, =n?, donc la suite n'est pas
majorée.

* Sinestimpair, u, =—n?, quitend vers —oco

=n-1

lorsque
n tend vers +eo, donc la suite n’est pas minorée.

1. Pour tout n,
1

~ 31!:-1-1_?I : 1 3
”"‘T‘EL *W)‘i-
3
2. Pourtoutn, u,, , 1 —u,= —— >0.
3n+l

3. Théoréme 7 : toute suite croissante et majorée est

B ), il eneristilte

convergente. Comme
Pl 3n +1

ll _3
m H”-—-i.
X—=+o0

La fonction f: x — x% — 5x + 6 est croissante sur
[4: + oo et donc, pour tout n = 4,n* - 5n+ 6 = f(4) =2.
=4 u,s= 1 ;

2

I en résulte, pour tout n

4. Suites adjacentes 240 G g (e RRS
[39]c orrigé dans le manuel.

n+1 n

m'u"=l—£ donc u, , ,—u o >0 :

la suite (u,,) est croissante.

oy -V, = ﬁ —"i: <0 :lasuite (v, ) est décrois-

sante.

. —La e 1 =0 : les suit
v, —l, = —2 - e i _1’11;1 . (v, —u,) =0 :les suites

(u,) et (v,) sont ad]acentes.

a) La fonction fdéfinie sur R* par f{x) = 2:: : 13

est strictement décroissante (f’(x} = %) :la
(x+1)

suite (u,,) est décroissante.
La fonction g définie sur R* par g(x) =

=3 est stric-
x+1

tement croissante (g’{:c) = :la suite (v,)) est

(x+1f)

croissante.

98

Pour tout n,

6 :
u,-v,=——cetdonc lim (u,-v,)=0,
n n n +1 i n n

les deux suites sont bien adjacentes.
b) La suite (v,,) n’étant pas monotone, les deux suites
ne peuvent étre adjacentes.

(42 [V S SENE

n+l"Tn T a2 043 2n+2
RS Y
n+1 n+2 2n
R T S
“2n+1 2n+2 n+1
1 1 .
_2n+1_2n+2>0'
la suite (u,,) est croissante.
1
.vn+1_vn:”n+l+”+1'_In_;i
_ | + L -3n-2 <0
“2n+1 2n+2 n n(2n+1)(2n+2) ’

la suite (v,,) est décroissante.

1 . 1 ;
ey, —u,=- et lim ==0, donclessuites («,) et

n—+e. N

(v,) sont adjacentes.

EEleu, -u,-= 5=====35- <0 : lasuite (u,)
est décroissante.
" - 1 i 11
n+l1="n " 9p 41 2n+2 n+1
1 1
= — 0,
2n+1 2n+2 ”

la suite (v,,) est croissante.
ey —u =L—l=—L cor lim i:(}:lesm:leux

n— +o0a &N
suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes.

1 :
EXW. ., . |, - u,= —— >0: la suite (u,) est
croissante. (n+1)
1 1 -1
L e N R/ —— =<0
n+l n n+ 1 nt w1l n n[n+])2

la suite (v,,) est décroissante.
ey, —u,=-,donc lim (v,-u,)=0: lessuites

H— +ee

(u,) et (v, ) sont adjacentes.

1. La propriété est vraie au rang 0.
Supposons la vraie au rang n :
u,<l=sv, S3u,+1<s4=<3v,+1
S Uy =1 Evﬂ+]:
la propriété est vraie pour tout n.
1-u,

2. Pourtout n, i, , 1 —u, = 7

= 0 : la suite (i,,)

est croissante.



-V
V= ™ < 0: la suite (v,) est

Pour tout n, v, , | —

décroissante.

Pour tout n, v, .y - #, ., ; = 3 (v, — u,). Par une

4
: - 3y
récurrence « immédiate », v, — u, = [‘1) (vg — ug) et

'; n
donc 0 < (v, - u,) < 2[;-1) .

Apprendre a chercher (page 180)

A Etudes d'une suite o, , | = f(u,)

~ Les outils :
o Théoreme de Pythagore.
« Etude d'une fonction irrationnelle.
Les objectifs :
« Savoir résoudre une équation irrationnelle.
o Savoir utiliser I'égalité f(€) = € pour une fonction continue £.

1.a) Par hypothese, le procédé peut se poursuivre
indéfiniement, donc €, >1. De plus, €, ., est ins-
critdans €, , donc €, , <€, .

b) Une suite décroissante et minorée est convergente
(théoréme 7).

¢) On applique le théoréme de Pythagore.

Dans le triangle A, , B, B,, , | rectangle en B,, :

2 =(6,-1)2+1 soit €, , ;= J1+(€,-1)%.
2.a) f(x)=J1+(x-1)%.

b) fétant continue, € vérifie I'égalité f(€)=¢.
(C’est donc une solution de I'équation

x=.J1+(x-1)2, lasuite étant minorée par 1, £ = 1.

¢) DansR*, x= J1+(x-1)2 & x2=1+(x-1)?

@ 0=2-2x & x=1,donc lim ¢,=1.
n =+ oo

Etudes d'une suite u, , | = f(u,)

Les outils :
« Démonstration par récurrence.
« Suites adjacentes.
Les objectifs :
« Savoir montrer que deux suites sont adjacentes.
1. a) uI:% V=2 U= 172 ; v2=§ )
Uy = @ W= ﬂ .
R 7 S
b) 3
] ? | % 3
'-;[] UI-; U;;'FQ b;1 Iflu

| [ | Il

Comme lim (g) = 0, le théoréme 4 nous permet
n—+\4

lim (v,
n—+ew

(v,) sont adjacentes. Elles convergent vers la méme
limite £. De 0 < 1-u, =< u,—v,, on déduit que la limite
€estl.

de conclure : —u,) =0 et les suites (u,) et

2. a) Par hypotheése, u; et v, sont strictement positifs :
la proposition P, est vraie. Supposons P, vraie et étu-
dions le signe de u,, , ;etdev, .
uv,>0et u,+v,>0,doncu,, >0etv,, ;>0.
Pour toutn, u,, >0 et v,>0.
2u,v, u,+v

b) u,  1Vy.1= ”;;::n X = 2 © = UpVy -
Et ceci quel que soit n, donc, de proche en proche,

Up+1Vn+1 S UpVp = UVp = ab .

2u,v, —u,(u,+v,) _ W=,

.oy -, =
L n u,+v, u,+v,
” i _an+vn—2vﬂ_un—v"
n+1 n- 2 - 2
4.9) u,+v, 2u,v,
a) v - U = -
n+1 n+1
2 u,+v,
2
_ Mg
2(u, +v,)
Donc, pour tout n,
vn_un'}"ﬂet ”n+1_”u;0' Vn+l_vn50;

la suite (u,,) est croissante, (v,,) est décroissante.
5.a) (u,) étant croissante, u, , = u, et:

u,+v, 2,

1
—N"—T—T-—«i(v —u )

Vasl = Uns1SVas
b) Au rang 0 < 2 =

) Aurang 0, vy—uy < 50 (vo—up) =vy—utg.
P, est vraie. Supposons P,, vraie :

1
n) = F (“1! - V{]}.

Alors v, 1 —U, 1< % (u,,—v,), d’aprés a) ;

1 1
Vas1=Up 1 S i X i;] (v(}_uil.)*

(un -V

donc

1
et Vnel— Uy S 2,,_,_1(1”!)_”0)-

P, . est vraie, donc, pour tout n,

1
Vp— Uy = n (ug—vp) -
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¢) On a montré en 4. a) que v, —u,, était positif pour

. 1
tout entier n,donc O <v,-u, < ? (vy—tig) -

Or lim b =(, donc

n—s+4007
reme 4) et les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes. Elles
convergent donc vers la méme limite (.

lim (v,

N =3 + o2

- u,) = 0 (théo-

Convergence

(48 | Corrigé dans le manuel.

IEEN 1. Soit P, la propriété —}» = ; i

2"
1 1 1 _ 1
P, : T =1, STl
P, est vraie. Supposons P, vraie.
1 1 I .4 1
n+1)! n"n+l -1 n+1"
or, n+1=2, donc:
1 _1 1 l 1

0 — == ¢ = X==

1
n+l 2 (n+1)!  n-1727on"

1 1
1. donc —I-IE;_—l

e )
La propriétée — =

est vraie pour tout n.
n!  opn-l

n

2u”51+—+L+ 11— 2
0 2| 2”— l_l

2

soit “;:51*’2(1'%)“"53‘

La suite (u,) est majorée par 3.

3u > 0, la suite (u,,) est croissante.

1
n+1 Uy = (n+1)
Etant majorée, elle converge.

[ 50 AT

croissante.
2.) ;=1 EZ—%

A >0 : lasuite (u,,) est

(n+ l)“

: P, est vraie. Supposons P, vraie.

Alors u, {2—1 &, +1£2
n n

i P S L o g BHE
A+lT pal n+1)2 n+l " (1)

or n+27<l car (n+2)n<(n+1)>.
(n+1)y n

1 1
Donc u +——=u,+-<2et
n+1 n+1 n

U, | = 2_n+] P, . , est vraie.

100

d) Le produit u,v, converge donc vers €2,
Or, pour tout n, u,v, =ab donc

2=ab.

De plus, les suites (u,,) et (v,) sont a termes stricte-
ment positifs (question 2. b ), donc

¢ =.Jab .

I ;
b) Pour tout n non nul, u, < 2- - : lasuite () est
n

majorée par 2. Etant croissante,
(théoreme 7).

elle converge

3l ® « Montrons par récurrence que :
n
O=su,-€=< (%) (e —€) .
Par hypothése, pourtoutn, 0 = u, - { = % (1e,,— ).

doncpour n=0, 0=su,-€ < %(u"—{’).

La propriété P, est vraie. Supposons-la vraie au rang n.

2 2 n+1
Alors O0=su, -€= j(u”—f)ﬁs [-1-) (11— ).

La propriété P, , | est vraie, donc, pout tout entier n,

O<u, ur,--:[ ) (1-6).

/]
Or lim [3] =0 (suite géométrique de raison = et

1= + oo 3 3
-1 <§ <1),donc i En:m(un— €)=0et . E,Tm”"zf'

e, e €103 €+107 & |u, - €| <1073,

Par hypothése, 0<1-f et {>0,donc0=1-€<1.

N
Tl suffit done de prendre N tel que @ <1073,

A la calculatrice, N =

52 o 2 :a{2p+1}+b(2p—1)
L up (Zp-1D(2p+1)

donc 2(a+ b)p + (a—b) =1 quel que soit p .

Donc a+b=10 S a=
e-b=1

1 11 1)1 1
20 ['i'i}’(i_é]*(e‘m}’

+Q_L___J_)
dn-2 4dn+2/

et h=-

b =
b=

] _—
n=T2 " an+2



[ 53 HIR a) Récurrence : i, < 4
Supposons u, <4, alors 3u, +4 <16etu,
La suite (u,,) est majorée par 4.

<4

3u”+4—ui
3u +4 —uy, = —— du

—u, =
n+1 n n n m
signe de —u,” + 3u, + 4.

Or-u,?+3u, +4=(1+u,)(4-u,)>0sur]-1;4[.
Comme pour toutn u, € [{) 4, u, ,,—u,>0:lasuite
(u,,) est strictement croissante.

¢) Croissante et majorée, la suite (u,) converge
(théoreme 7) vers un réel £.

La fonction f= x— ./3x + 4 est continue sur [0 ; 4].
Donc € = f(€) soit — €2 + 3 +4 =0 qui admet une
seule solution positive 4.

2.a) Pour tout x de [0; 4], f(x) € [0;4].

2
d-f(x) < %(4—.::)4:&f(x)32+'§ TR [2 +'§]
oh=zroxrs 4 donc pour tout entier naturel 7,

(4 u,).

b) u

ona:4-

n+l‘“‘

b) Par récurrence., 4 — u

donc, pour tout entier natureln,0 <@ -u,, || < —.
2

Comme lim
n=r+o7)

¢) D’aprés ce qui précéde, pour tout entier naturel n,
2

=0, lim u,=4 (théoréme5).

n+1 n=+o0

<n¥(4-u)< — -
0<=ni(4-u,) 2”_2.P050nsw” 2”_2.

lnw,=2lnn-nln2+2In2= n(zl“-;]-"-:nz)umz.
Comme lim '“—"=0.
n—+= N
lim Inw,=-ccet lim v,=0.
Il =—b 4 oo H =% 4+ oo
[ 54 Y B R
n n+l n+2

_ n'(a+b +c)+n(3a+2b+c)+2a
- n(n+1)(n+2)

pourtoutn =1,

1
a+ b+c=0 a=s
Donc {3q4+2b+c=0 soit {h=-1
2a =1 _,I,
=5
1 1 1
S"—i—i +6
LS S
4 3 8
A 11
6 4 10

1 1 1
2n-2 n 2n+2
N S
2n n+1 2n+4
1 1 1 1
DG S5 Z 2n+2 n+1 2n+4
) 1
s 2=

1 . .
ER1u, ,-—u,-= —1 >0:lasuite (u,) est crois-

sante. i

2.:1)&;2"—1'!"—L1 ”_1|_2+---+% Enxzi=%.
3. Uy =y =% = % P, est vraie.

Supposons P, vraie : Uy = f Alors :

Upot = Uy = Uy + U, = U — Uy + Uy avec N =2",

Drapreés la question 2. et I'hypothése de récurrence :

Uy 2 l+ﬂ:JPHI
2" 2 2 2
. n
P, . estvraie. Donc, pourtout n=1, u_, 5

4. La suite (u,,) est croissante non majorée. donc:
lim u,=+00,

M=+ oo
=1+1Inu —2:—1~v

®
ERS 1.+, =Infe,fu,] -2 5 Inu, 5T
Donc la suite (v,,) est une suite géométrique de pre-

mier terme v, = 1 et de raison %

2.v,,=Ln ;lnu,,=2+%.
2 2
lim v,=0.

n =3+ co

3.a)

b) lim (Inu,)=2,donc lim u,=e’

n
=400 n— + o0

| 57 HINSIEYID lim fix)=+eo: lim f(x)=+ee.
X = X —> 4 oo
fx) = B
(Inx)”
[x o e —
f'(x) = 0 = )
|~ .

2. Pourx > e, f(x) > e.

B.1. u, ., = f(u,) et I'image par f de I'intervalle
Je:+eof est Je; + eof.

uy=a>eestvrai;siu, >e, alors f(uy) >e u
Donc pour tout n = 0, u,, > e.

n+l =€
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" u, un(l —-Inu,)
u =—l, = —
na1T Inu, n= Inu,,

Inu,>letl-In u" <0, donc la suite est décroissante.

;oru, >e,donc

3. Lasuite (u,,) est décroissante et minorée, donc con-
vergente vers { > (. De la continuité de f, on déduit
que f(€)=€ou (1l -In €)=0,donc € =e.

m
n—+e N n—+e N

; 2

résulte lim u,=%.
5

n—+oo
b) 2+cosn=1,doncu,=net lim u,=+oco (théo-
réme 5). b b

2 2
2n”  _2n"+2
n“+1
suite (v,,) est bornée parOet 2.

K&l 1. Pour tout n, 0 < =2; la

nt+1

Z.Pourtoutn,ﬂxléunréZx‘l—,
2" 2N
soit0=u, < 2::1—1'
Or lim =0,donc (théoréme5) lim u,=0.
n—+e2f- n—+ee
(61 ] Corrigé dans le manuel.
EA°® Pour n=1,
1 1
> v >0,
n+1 n*+2 n’+n
doncO<u, = 2" =L.
n“+1 ,H__l,
n
Puisque lim =0, (théoréme5) lim u,=0.
n—:+mn+l n—+o
n

<M® 1. Pour n=1,

(Jn+1-Jn)(Jn+1+.Jn)

L=t Jn+1+./n
S S
Cn+l+dn’

102

or2n+1>Jdn+1+/n>2/n>0,

1 |
donc < n+l-n<—.
2./n+1 2.J/n
2. lim lim —=0,
n—>+w2.m+ n—>+m2J;:
donc (théoréme 5) lim wu,=0.
n =+

3. 00 xwy=uy ruy+ .t u, =

Jn+1 =1,
wn=—'—1 ,1+l—-1— et lim w,=1
J;l n ,\/;_1 n— + o0

A ® 1. Pour tout n, u,,+1=u,2,+1;=:l>0.

2. u,, -u,=u>—u,+1. Orle trindme x2—x +1
est toujours strictement positif (A <0, a >0) ; donc,
pour tout n, u, . —u,>0 : lasuite (u,) est stricte-
ment croissante.

3ug=0, uy=1, up=2, u3=35, uy=26.

Or 26 >2%=16 donc la propriété est vraie au rang 4.
Supposons-la vraie aurang n >4, u, =2". Alors:

Uy =UE+1=(2M24+1=22+1;
or, 22"+1=2”"1(2’J_1+ - )et,pourn;?-fl,
2H+l
ity L sy
2n+l

donc u,,,>2"*1: pourtout n=4, u,=2".

4. lim 2"=+ oo, donc(théoréme35) lim
n— +eo n— +ee

U, =+ o0,

: 1. a) Pour tout réel x > 0,

fy=m—_+_L -1 g

(x+1)° &+ yxi1)?

f est strictement croissante et lim f(x) = 0 : pour
X =+

1
X x’
n+l n+2 2n
2.3) u, < In = lM+1+...+ln2M 1
1 1 + ...+ 1 =u +—-i
n TS B e Gl i Tl
+1 n+2 2n 1
etH ( ”+1X...Xm)ﬁ-§.un+ﬂ.

b) Il en résulte, pour tout entier non nul ~,
1 : 1
u =ln2=uy, +—soit:ln2-— =su, <In2etle
n “n T 2n n o m
théoréeme d’encadrement nous permet de conclure :

lim u,=In2.

n—s+ee



=S 1.2) La propriété est vraie pour n = k.
Supposons qu’elle soit vraie au rang n > k

UES n n
Jk—:’l’:—): A 4;1- cark<n+1.
(n+1)! n! n+1

X K (x W 4 K
wi=a@) <) &

¢) Comme 0 < £ 1, lim (Ej = 0 et, (théoréeme

k H— + oo
n
d’encadrement) lim l—l =0.
n— +es .
ln o n_n
2.2) nn, ==X X X5 X7 produit dont tous

les facteurs sont supérieurs ou égaux a 1.
m-1 n

n

n n n
h}—:nx—l = n,donc lim — =+

n! n: n—+e N

Suitesdutypeu,, =au,+b

1v,,+,_§; 143
_2 o2 _2
—3H"+2—3(N"+3)—3Vn

L : 2
) est géométrique de raison = et de pre-

la suite (v,, 3

mier terme vy=uy+3=1.

2 1 2 n
&% V= (,—J G M= [:—J -3.

3 lim (%) s 0 car <12 % <1 (théoréme 1), donc
=+ 00\« -

lim wu,=-3.

N—=+ o

4.2)S, = [%] -3+(§)'-3+..-+@"-3

2 n+l
1-(3)

-3

=- 3% 1)+3(1 -@"”).

i+
By li [-Z-J ~0 et

H=—+oa 3

=-3(n+1)+

lim -3(n+1)=-0e

n—r+o

donc lim §,=-oo.
n— + oa
1 3 7
| 68 B u,,:l:u]:U;nz=—§ Uz==7 Ug=—g .
u,-1 1
2.8 v, = 5 ~a=§(u"—l—2a}. donc « (v,,)

est géométrique »équivauta o.=1+2a, soit aa=-1.

b) v”+1—2v" avec v,=u,+1.

n n

Donc vy=1 et v, = (%) s u,=—1 +(%] :
13+l IR%
c) “n+]_“n=_l+[§J +1_(‘2‘)

()<

la suite (1,,) est décroissante. De plus, lim

. (1Y
=] =0,
;'I—)-I—N(Z)

donc la suite (u, ) converge vers 1 .

Remarque : On aurait pu montrer que (u,,) était minorée par
= 1... De plus, le calcul des cingq premiers termes permet de

conjecturer que u —-2n_1 ==1 1
; We =T =7

La démonstration par récurrence ne pose pas de probléme.
1 ;
d)u,el-1-100%;-1+104 & — <104
2!1

21> 104 ;
or 213=8192, donc u, e |-1-10"%*;-1+10"* a
partirde n=14.

EERLy,, =2u,-3 o
1 o
=2(-5-3)
=2v, =2(u, — o),

O\I —
MIQ

donc « (v,)) géométrique » équivaut a o =

soit u—l
=3

2. (v,,) est une suite géométrique de raison 2 > 1, donc
la suite ne converge pas.

1 5 5 .
3V0 u(]—""j:j dOI‘lC v"=§><2'
s o +5><2 N, E><1“2“I
"3 3 3 1-2

5(21-14-[ )

1

4 u,=v +i,donc
1 n+1 S n+l

S. =5 +(n+1)>(3_ 3 +§[2 -1).

o= au,+b i
e 5*1-Wn+d . o -“‘& bkl

iy ’:-_i =i fog
Feyts i!r'I'F!j_" I

1. Soit P,

s, > 1w,
P, est vraie. Supposons P, vraie.

6

u, +1

Alors u >4-3=1 donc, pour tout n,

4=

n+

: -
u,>1, ce quiassure l'existence de u,, . .
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du, -2
Uyt
du, -2
u,+1 -

2u,-4 2

2V, = i o
n

la suite (v,) est géométrique.

Sa raison est Z et—1< 2 <1, donc

3 3 : ]_I:'E - v =0
3. Comme pour tout n, v, # 1,
v, —2
v, -1)=u,-2 & u,= v
donc lm wu,=2.
n—+ oo
(73] Corrigé dans le manuel,
EZE® 1.2) etb)
= Tk
J | Y ,
o
~ _x-8
'S ] T . 1 | — __Y=;;-_.g_
........ d
b
-3 o] X
La suite (u,,) semble converger vers 1.
2. Pn‘. «u, < 1».
uy=-3 <1 donc Pjest vraie. Supposons P, vraie .
- - l % U, - 8 L 1 7
LA 972 18-4u,’
u, - i

7 {lﬁu <1
18-4u, 2~ n+lvw

Donc, pour tout entier n, u, <1.

u,-8-2u’+9u, 2u>-10u,+8
u,= — .

HEL0 2u, -9 9-2u,

L’étude de la fonction f: x — 2x% - 10x + 8 sur ]-oo; 1[
montre que f(x) >0. De plus, 9-2u, >0 d’apres 2.
Donc, pour tout n, u, ,—-u; >0 et la suite (u,)

est croissante. Etant majorée par 1, elle converge
(théoréme 7).

u, <1 < 18-4u, >4 <

3. u

u,-8 u,-1 v,
v, 4= == —9_2u =5 T ;or, u, <1,
1 1 e
donc 53 <7 etvaest positif. Il en résulte que pour

n

tout n.0<v,, < 1-.1 . Une récurrence immeédiate

7 n
104

1 ] :
nous donne 0 <v, < —vyy=—.0r lim A =0,
" 7" 7N n=+eh
donc (théoréme 5) hm v, =0.
n—r+ee
5. Pour tout nn, u, =1-v,, donc:
lim u,=1- lim v, =1.
1N = 4+ oo = 4 oo

6. u,>09 < v, <0,01.

: 4
I suffit donc de choisir N tel que N < 100

74=2401 donc N=3.

, soit

N> 400; 73 =343,

&M ® 1. Soit P, la propriété : «u, >0 ».

®u =% >0 : P, est vraie.

* Supposons P, vraie. Alors u, , | = é (u + %) >0,

donc P, , | est vraie et pour toutn = 1,
2. Pourn =1,

=l = 50+ )= 2 =

n

. >0

i,

1 -22u, +2
(==

Sy — >0.

Uy, > ﬁ :

1, u”:'ﬁ ;

3. e l(z.t‘,r—.ﬁ)+L—i:1(m +£J-£-i
2 N2

n

Donc, pour toutn =1,

Comme u; > /2, pour tout n =

D’apres la question précédente, pour toutn =1,

11 :
u_n_ﬁ < (0 donc un+1—~/§ <2(un_"/§') "

ﬁ(—»,

Soit p,, la propriété « u,, -

1 :
*u;<1=—, doncp, est vraie.

* Supposons p,, vraie.
D’apres le résultat précédent :

1 1 1
u +1—J§ <§(un— n—l=2_n’
donc p,, , | est vraie et, pour toutn =1,
- Py
2”
4. 1l résulte de 2. et 3. que pour toutn =1,
Upir— ﬁ<_



Puisque lim 1 0,

=+ o0l

lim (u, - J2)=0 et

fl— + o

lim u,=.2.

n— +e=

Suites adjacentes
(741 Corrigé dans le manuel.
| 75 L WY

croissante.

1
] — Uy = TESY >0, donc (u,) est

L% 1 1. 2 1
"Tn+1)! n! (M+1]|1 n!
= 2=p=1_ =]
T (n+1)! (n+1)!
(v,) est décroissante.

*Vps1—Vu=Upi1—

=0,

. 1
lim (v,-u,)= lIm —=0;

1
sy —i.=— et
H—>+00 n—)+mﬂ'

f N n l

donc les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes.
2.:1:98—5 'v:4—567
25 771680

5 =27182; =27184.
Donc € =2.718 a 10~ 3 prés par défaut.

3. Supposons { = ‘f—! avec p et g entiers non nuls.

Alors u,<{<v,, donc qlu,<p(g-1)!<qlv,.

|
Or ¢! vq:q!(uq-haJ.

donc qluy<p(g-1)!<qlu, +1.

Les trois nombres ci-dessus sont des entiers naturels :
cette double inégalité est impossible, car il n’y a pas
d’entier entre deux entiers consécutifs. C'est une
contradiction : € n’est pas rationnel.

- 7. 15 | 29, 59
76 l-iﬁ:i,Vi:T.Hz:E,Vz:E.
¢V ¥V 1
2.2) e ”+j - "2 "22 tn+1~ rr)
_ 1Ry
“% 3
etdoncw, , = i w,,. Lasuite (w, ) est géométrique de
—_—
raison 7.
n n-1
b) Pourlouln.w,,:(l] w{,z(l) et lim w,=0.
- 4 n—s+e=
V=, W
3. Pour tout n, u,, , | —u, = — 5 == 7" > (), donc la

suite (u,,) est croissante.
Ups) = Vy Uy =V
v Y= =

n+1= ¥n 2 9

suite (

W
=~?" = (), donc la

v,,) est décroissante. Comme

]

les deux suites (u,,) et (v,) sont adjacentes.

lim (v,-u,)=0,

1u,+v,
[ 4.3) 1= j(&_*z__""l;utl"'lr ]

_Lfuptv, uu vV, Y

—3( g iy +1.”)-tn.
La suite (r,) est constante et égale a 13—1 ;

11
b) € = 3
IZA*® 1. Pour tout x de [0; 2], f'(x) = 1 = > 0.
(x+1)

fest donc croissante sur [0:2]: f(1) = f(x) = f(2) soit

5 '“’-f(x)
2.

= et f(x) appartient bien a [1 ; 2].

Fir| F2~] F3 [ 4] FS« | Fiar [FP+s:
Tools|2eom|Trace|ReGrarh|Mathibraw|Pen):<

MAIN # KAD AUTOD FUNC

a) (u,) semble croissante et convergente et (v,) semble
décroissante et convergente. Elles semblent adjacentes.
b) uy e [1;2]. Supposons que u,, € [1;2]alors, d’apres
la question 1., u,, , = f(u,,) € [1:2] : pour tout entier
natureln, 1 s u, < 2.

3
h'-} = i
festcroissante sur [1 ; 2] donc f(u,) < flu, . ) soit
u

donc u; < u,. Supposons que u, < u, , .

=
= Uy 42

n+1
Pour tout entier naturel n, u, <
croissante.

On démontre de méme que :
— pour tout entier natureln, 1 sv, =2

- pour tout entier natureln, v, .| <v,.

¢) Pour tout entier naturel n,

2v,+1 2u,+1 v, —Uu

- n n
v,+1  u, +1

la suite (u,,) est

iy, ;1

v

n+l " U1 =

(v, + (e, +1)
Le dénominateur (v, + 1) (u, + 1) étant toujours stric-
tement positif (et méme supérieur ad), v, .| -u,
et v, — u, sont de méme signe. Par une récurrence
immédiate, ils sont du signe de v, — 1. Donc pour tout
entier naturel n,

1
v,—u,=0etv, -u,, < i (v,—u,).

d) Il en résulte (récurrence immédiate) que pour tout

n n
entier naturel n, v, —u,, < (%) (vo—tg) = (%) .

1 n
—u, < (a) et

: 1y - ;
lim (-J = 0 : le théoréme d’encadrement nous
n—+ \4

permet de conclure que

e) Pour tout entier naturel n, 0 =<

lim (v,
n— + o=

-u,)=0.
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Les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes : elles conver-
gent vers un méme réel o.

f étant continue, ¢ est solution de I'équation f(x) = x
qui équivaut a x> - x - 1 = 0 qui admet une unique

1+ .5
—

solution dans [1 ; 2], le nombre d’or

EZHS 1. Notons P, la proposition : « 4, >0etv, >0».
*u,=a>0 et vyg=b>0 donc P, est vraie.
* Supposons P, vraie.

u, +v
Alors u, .= Ju,v, >0etv, = T

P, , | est vraie et pour tout n, u, et v, sont bien stric-
tement positifs.

>0, donc

2
{"n-l"'vn—!)

- “n)(vn + un) = 4 Uy _1Vp-o

2. (v,

_ (“'n -1~
4

donc (v, —u,)(v, +u,) =0,
soit, dapres L, v, —u, =0 et v, =u,.

3.9) \’,,+|—tf,,+l=“"+v";2 /unvn
(= )
e
B e O O P T (O R
. Jvn+ Ju,
_1 i «/:
kAl Jv_n+f

b) Notons P, la proposition :

2
V.rnl} -

1
-u,) = 3 (v,—u,).

«V,—U, S 2—];'(!)—0)».

Vo—Ug=b-a= 2% (b—a), donc P est vraie.
On suppose P, vraie. Alors :

vV

nel Uy = % (Vp—uy,) < %X (b—a):P, , vraie.

1
2_'*

Donc, pour tout n, v, (b a).

4.0 lim (v, -

n—+ee

) = ,,E.”im[?(b -o)|

=0 (théoréme 1).
* Tous les termes considérés sont strictement positifs ;

Up i1 _ AVn
u /
n Hn

donc u, ., = u, etlasuite (u,) est croissante.

donc étudions

<1,car v,=u,

u,+v, v__h!ﬂ—l-r'

n= 7 n 2

*V, . -V =0,caru, =v,;

donc la suite (v,) est décroissante et les suites (u,,) et
(v,) sont adjacentes.

1
S.v,-u,< F(S—Z),

11 suffit d’avoir 1 < —1—,’ soit 2" >3 000 .
2" 10

Or,211=2048 et 212=4 096 , donc vy, —u;, < 1073,
En fait, le calcul de u5 et v; suffit pour affirmer que
€ =3328 4103 prés par défaut.

[ 79 N a) P, :«u, <v,»

uy=-1<2=y,.P,est vraie.

Supposons P, vraie, soit u, <v, . Alors:
Su,+5v,—2u,-8v, 3(u,-v,)

Upi—V =

= <0,
i 10 10
donc P, , | est vraie et, pour tout n, u, <v,.

n
2

b) eu,, —u,= = >0, donc (u,,) est croissante.

v, —v = D% o0 done (v,) st croissant
n+l n- 5 ., donc W est croissante.

e Daprés a), u, , | - v,, = ]3—0 (u,, - v,) donc, par

e 3y
récurrence immédiate, u, - v, (10 (uy—vp) -

n
Puisque lim (i] =0 (théoréme I),

n =4 o0 10
alors lim (u,-v,)=0: lessuites («,) et (v,) sont
n—+ e
adjacentes.
u, +v u, +4v
z’sn+l: "2 H+a - 5 ”=k(uﬂ'+avn)*
1 a 1 4a
d’oll u (2 5)+v (2+?]—kun+kavn.
En identifiant, ch—1+":—I tak—-l+4a soit
25 2° 54
1 a*> 1 4a 5 _
i §—2+~5-‘“ (3523 —30'—5—0
_35 _ __ _3
ma_z et k=1oua= letk-w.
5
3. Donc s, = u, + E"’n=”n+§"l]:4v
3\ _3n+]
et .r,,xuﬂr-vnz(mJ (ug—vy) = o
7 3n+]
4. —v, =4+ et lim u,= lim =
2" 10 n—=+w > n—>+o-=v" 7

Eli.lo L uy=

2. u,,=f(u,) avec frx—

Jé 24495 uy=2,906; uy~2,984.

6+x .



Pour tout x, f'(x) = > () donc fest strictement

6+ x
croissante (ou f est la composée de deux fonctions
croissantes).
Suy<iu;<3.
* Supposons u, <u,, , | <3, alors fétant strictement
croissante f(u, ) < f(u,,, ) <f(3),s0itu, . <u, , <3,
donc pour tout n, u,<u, <3 ; lasuite (u,) est
croissante et majorée par 3 : elle converge. Soit € sa
limite.
3. fétant continue sur [0 ; + o[, € est solution positive
de I’équation f(x)=x, soit Jx+6 =x.
Dans R*, (E) & x+ 6 =x%, quiadeux solutions -2
et 3, donc £=3.

| 81 M1 Uy <uy=2. Supposons u,<u,, <2 et

soit la fonction fix— J2+x .
Pourtoutx>-2, f'(x) = . >0, donc fest stric-
2+x

tement croissante sur [ 2 ; + oo .

Donc f(un) <f(”n + l) £.}‘.(2) 1 soit Uy <Upp S 2’
et ceci est donc vrai pour tout n. La suite (u,) est
donc croissante et majorée par 2 : elle converge vers {
(théoréme 7).

2. fétant continue sur [- 2 ; + o[ , € est solution posi-
tive de I'équation f(x)=x.

Soit Jx+2 =x ¢ (dans R*) x +2=x? qui admet

deux solutions -1 et 2, donc lim u,=2.

n—+oo

EEN® 1.9) 4,=1>0.

Supposons u,, >0, alors u, , =1+ ul >0 donc,
n

pour tout n, u,, >0.

b) u; =2 donc% su =2.

2 1 ¥ 2
=1: =y <2, = omt el
n=1; supposons 5 Sty 2. Alors 3% =3
etl+%Sztn+1£l+g,soit%=§unﬂg<2

Donc, pour tout n = 1, % su,s2.
=1 1 _y—x. 2 2.
2. f(x) f(_y)_x e ,pourx?zetyaz.

5 <3 et -f)I < glx-yl.

3. a) f étant continue et les termes (u,) €étant tous

xy = g , donc

supérieurs a % { est solution de I'équation f(x)=x,

I+J§
2

. 1
soitx=1+ = ou encore x2—x—1=0,donc € =

(c’est le nombre d’or).

[ESTRVS]

b) En utilisant 2., comme { =

4 ; 4
f(w,) = fO1 < Glu, — €, s0it |, — €] < Glu, 1.

4

n-1
c) Soit P": «|u"+1—f|5(§) |u1-—f|»;

0
luy = €] = (g) |ty = €] donc Py est vraie.

: 4yn-1
Supposons P, vraie : |u, - {| < [5] luy — €], alors :
B 4\"
l, 1 =€l = ﬁlu”_ (= (ﬁ) [y = €],
donc P, , | est vraie et ainsi, pour tout n, P, est vraie.

lim |u,-€]=0, etainsi :
n—+e

_1#.5
==

d) lim (é)nzﬂ donc

n—>+e\9

lim u,

n—+ oo

EEE® A.1.a) f/(x)=1x-S

=X

et f(x) = % e X,

4
b) X |=oo 1 + 06
v o ]
f + 0 -
e 1_ =}
f ) //"' 1+ 4~—e S % 1

¢) Sur |- 1], f* est continue, strictement croissante
etOe :| —oo; 1+ &lé] :I’équation f*(x) = 0 a une solu-
tion unique o dans R. o = - 1,20.

2. a) fest décroissante sur |- e ; ¢ff et croissante sur
Jous + oL

b) lim [f(x)-x]= lim [+i(.t+1)e_q:0:la
X —+eoo X+ o=

droite A d’équation y = x est asymptote a C.
Six<-1,Cestau-dessusde Aetsix>-1,Cesten
dessous de A.

g — 17—

B. 1. Lasuite (u,) semble décroissante et convergente
vers — 1.

2. a) Démontrons par récurrence que pour toutn =1,
-1l<u,<0.

Uy =- %{ : la propriété est vraie au rang 1.

Supposons la vraie au rang n.
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fétant croissante sur [ 1 ; + e, f(-1) <u,, , | < f(0),

soit-1<u, <=

1 5.3 :
3¢t la propri¢té est vraie pour tout a.

b)u,, ,-u,= : la suite (u,,) est

I
- %{u,l +1)e " <0
décroissante. Etant minorée par — 1, elle est conver-
gente.
Ja)O<u,, +1=u,

_ ‘11(”” +1e * a1

1
) 4e' -

I
Comme u,, <0, - B letu,,  +1==(u,+1).
e

:(u"+l)[l

o O]

b) u”: = %

au rang (). Supposons la vraie au rang n.

soit 0 < u, + 1 = 1 : la propriété est vraie

D'apréesa).O<u, , ,+1= ;: (u, + 1) et donc d’apres

n+1
I'hypothése de récurrence. 0 = u,, , | + 1 = (gj .

Comme lim

n— + o

de conclure que

n+
(7) =0, le théoréeme 4 nous permet |

lim =-1.

M= + oo

1f( = 2]
(2x-1)"

IEZES 1. Pour tout x = = (). fest

croissante sur }é T4 m[ et f(1) = 1 donc pour tout

x=1f(x)=

2.a) uy> 1. Suppo;ons u, > 1, alors p ;1 =f(u,) > 1,
donc pour tout entier n, u, > 1, v, existe et est stricte-
ment positif, donc w, existe.

w,, 1—1 u, - 1,2
1
b) w,,,;=1In L=In( - J =2w,,.
Uy u,
1 ;
¢) wy=In = et pour tout entier naturel n,

2

w= (1)

Il en résulte que v, = [—)h :
1 1

”ﬂ — =

1-v, l_(l)z"'
7.

) 1 2." ~
H—P+m(i) =ll;

Comme lim lim u,=1.

n—+

| 85 HIN (u,) semble décroissante et convergente
versf e |-2;-15[.

2.a) u, —u,=f(u,)-u,.

flug) —uy=- 1 donc u = uy,.

Supposons i, , ; = u,,. fétant croissante, f(“nn) flu,)
soit i, , » =< u, , ;. La propriété est vraie pour tout n :
la suite (u,)) est décroissante.

N8

b) Pour tout réel x, f(x) = -2, donc pour tout n, 1, = - 2.
uy = 0 et la suite est décroissante. donc pour toul n,
u, = 0. Décroissante et minorée, la suite est conver-
gente.
3.a) ¢'(x) = e* - 1 : @ est décroissante sur |- e ; 0],
croissante sur |0 ; + oof.
¢ atteint son minimum en 0 : ¢(0) = -1

lim @(x)= lim @(x)=+ .

X =+ X—+

Sur |- = ; 0[, ¢ est strictement décroissante et conti-
nue ;0 € |- 1;+ oo : I'équation @(x) = 0 admet une
unique solution. Méme raisonnement sur 0 ; + oo|.
Les équations ¢(x) = 0 et f(x) = x étant équivalentes,
cette dernicre admet deux solutions et deux seule-
ment dans R,

b)-185=(=-184.

| 86 S u, = fu,) avec f:x— >
2+x*
f est continue sur R donc si («,) converge, sa limite ,

est solution de I'équation f(x)=x,

L =x o x(1-2-x2)=0 & x(1+x2)=0.

soit :

=
2+x°

La seule limite possible est donc 0.

2 1
2.2 +u,>2, donc 3 <5 et I, 41| < —=—
2%
|uay
3. Montrons par récurrence que |u,| < —
n
g
I ES = d’apres 2.
|14
* Supposons |u,| = PT
o 1wl ugl
n
Alors |u, , || = 5 <35 X% ETIRPTEY donc pour
||
tout n, |u,| = — .
2!!
Puisque lim 2 0, Iim u,=0.
n— +oa 2N n—» + oo

4.u, , et u, sont de méme signe par définition.
donc (récurrence immédiate), du signe de 1 .

2
u, —u,(1+uy;)
2
2+ u;,
est dusigne de —u

Si ug>0,

u ,doncu

—H"=

n+ 1" Uy n+ 1"y

2+ U,
L, - Cest-a-dire du signe de — .
la suite est décroissante.
Si uy <0, lasuite est croissante.
Si up =0, lasuite est constante (égale a ().

IEZS A. La fonction f définie sur [0 ; + eo| par
2

flx)=x- E s In(1 + x) est dérivable et pour tout x = 0.
p) po

2

F

- X
f’(x):1+.l:




f est décroissante et f(0) = 0 donc pour tout x = 0,
2

f(x) < 0, soit g i < In(1 + x).

La fonction g deﬂme sur [0; + o[ par g(x) =In(1 +x)-x

est dérivable et pour tout x =

[0+ e
g est décroissante et g(0) = 0 donc pour tout x = 0,
glx)=0,s0itIn(l +x) = x.

0. g'(x) = rx sur

B.1. u = % >0 : la propriété est vraie au rang 1.

Supposons la vraie au rang n : 1, > 0. Alors comme
1 _ iz
pour tout n le facteur (1 + —— eststrictement positif,
2 J
u, .1 >0:la propriété est vraie pour tout entier n non nul.

3
. =lnz
2. Inwy n3

Supposons la vraie au rang n.

- la propriété est vraie au rang 1.

Alorslnu, ,  =Inu, +ln(

2n+1j

I'hypothése de récurrence la propriété est encore
vraie au rang 1 + 1 donc pour tout entier n non nul.

3. En appliquant (1) aux réels % e Lt 71” :

J;—%[-l—”) < ln(1+l"] 11
" 2\ 2

Et en ajoutant membre @ membre, on obtient :

S,,-%T,,Elnunésn.
1 ]-$ 1
4.2) S, =35 =1-—.
4 S | n
2
2
| l_ﬁ 1 1
[,= =X =—(l—~—)
"4 ]_l 3 4"
4
b) lim S,=let lim T,=x.
=+ oo "n—+ o= 3

5.a) On a montré dans le 1. que tous les termes de la
suite étaient strictement positifs.

u
n+l _ 1 . .
——=1+—— >1:lasuite (1,

i, 2
est donc strictement croissante (voir point méthode
exercice I p. I1).
b) La suite (S,,) est elle aussi croissante et donc majo-
rée par sa limite 1. Il en résulte que pour tout n non
nul, In i, =< 1 soit encore u,, < e.

Pour tout # non nul,

Croissante et majorée, la suite (u,,) converge.
¢) En utilisant les résultats des questions 3. et 4. et
celui admis dans cette question :

lim [s --1-T,1]=-: lim lnu,< lm S,
Aarer\ ¥ 2 n—+om 2 e
5
. 5 , 6 _,
smlencore.a-ﬂlnfﬂletc ={=e.
k) 43
FER 1. 4, =32=2%: u, = - _)
EER 1 4 =32=15 1 =3243= 0(32+100
R
43 43 43 100" 43 1
R ———=—(1_ )
100" T oon 1007 1990 o
100
(43 43) 43
e [
3"_1>nlw(100+ +100n 39° donc :
) 1 43
pil—lpn:mun m(sz.'-g_g)
3211
+A=550

i
|
EER® 1. 1, >0 donc <k o u,, <ku,.

n

* Soit P, : « 0 <, < k" ». 0 < 14y = k" done Py vraie.
e Supposons P, vraie : 0 <u, = k"u.
Alors O <u,, < ku, < k"*!

= K"ug .

uy .donc P, | estvraie
et pour toutn, 0 < u,,

O<k<ldonc lim k"=0(théorémel)
n = +e=
et lim u, =0 (théoréme5).
N — 4 oo
2.8) u;=10; u,=50; u3= S[T}U = 166,66 ;
uy= 120 = 41666 ug= 230 =83333.

On pourrait conjecturer la croissance de (u,) et

lim u,=+ee.

n—+=
u n+l |
1 10 n! 10
Or, — - X — = :donc. pour n = 10,
u, T (n+ 1) 10" n+l°
Uyt 10 . : .
—— =< — =k, donc,d’aprés 1., lim u, =0.
“" ]l n—s + s
Uy sy a .
b) — = : quel que soit a> 1, il existe n
u, n+1"’
tel que a<ny+ 1 (n,est la partie enticre de a) et
u a s
donc, pour n>ny, —— L < <1 etdapres 1.,
u, ny+ 1
lim <=0
n— +oolt! '

Remarque : Si a = [0; 1]; la suite converge aussi vers 0 et
c'est encore vraisi a<0.
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3.a) u > ku etsi u, = k"u,, alors:
Uy yq Sk, = kP4 1y,,

donc, pour tout n, u, = k"u,.

Puisque k>1, lim

1= 4 oo

lim u, =+ oo (théoréme 5).
H = + oo

b) Si u,= 1.1 alors u,,,=u2=(1,1)>= 1,1 (pro-

"=+ oo (théorémel) et:

priétés de x> x? sur [1;+o[): donc, pour tout n,
u,=1,1.

u
i+l \ N :

— =u,=11>1etdaprés3d.a), lim u,=+eo.

Hﬂ' n—+o

Ell® 1. 4, >0 etsi u, >0, alors u,,, >0, donc,
pour tout n, u, >0.

Uy, 1 | .
2. Pour tout n, = <1 :lasuite (u,) est
u
" uf, +1

décroissante.
3. Décroissante et minorée, elle converge (théoréme 7).

2., B 5

duy=1; uy==5 ;= s U=z 5 Uy =

2 3 2 5
On peut conjecturer que u,, = —m pour tout 1.
JO+ 1

Uy = = 1. la propriété est vraie au rang 0 .

0+1

SJn+ 1 1

Supposons que u,, = =

n+1 !_”+1'
i+ 1
Alorsu, , | = n+l 1 x"m 1 1

1 +I_Jrr+1 Jn+2_4'n+2’

n+1

donc, pour tout n, u,, =

.Jn+1‘
i, =0.

5. lim u,

H—+oo

| 91 HR uy=-1<3. Supposons u, <3. Alors:

ﬁ3n+3[n‘+2]: bn+6 _
ek 2(n+1) 2(n+1)
donc la suite est bien majorée par 3.

u

_zg | n B 3(n+2)

2.u,,, ””_[2—(n+1) l:’uﬂ+2~———(n+”
. on+2 .
=+ O ) 20

la suite (u,,) est croissante.
Croissante et majorée, elle converge (théoréme 7).

. B 3 n _3(n+2)
3.L,r+|_(r1+1)[3 2(n+”u" 2(n+1)]

1 1
= in(:ﬁ—u"):iv".

La suite (v,,) est géométrique de raison % et de premier
terme v, =4.
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2 f n
or, lim v,=0donc lim u,=3.
n =% + oo H — + oo
les initiatives

52 b e -

EEEH Etant adjacentes (v,) et (w,) convergent vers
une limite commune €.
u, = v, —1:somme de deux suites convergentes, (u,,)

convergeet lim u,={-1.

n=r+ece
De méme, lim u,=3-¢.

n— + oo
-1=3-{soit{=2et lim u,=1.

n—+e
0

e-—e

1 ”
EEN, - donc lim u,=¢"=

a) Montrons par récurrence que pour tout n,
1l su,=<3.

uy = 1. La propriété est vrai au rang 0.

Supposons la vraie au rang n.

l<u,<3e4<3+u,<6=2<u,, < .6.

Comme [2 ; /6] <[1:3]. pour tout entier naturel n,
| <su,<3.

b) u, , | = f(u,) avec f définie sur [~ 3 ; + oo par :

flx)=J3+x.

Montrons par récurrence que pour tout n,

=
U, <= Uy 41

ty=1etu =2:la propri€té est vraie au rang 0.
Supposons la vraie aurang n : u, < u,, .

La fonction f étant strictement croissante sur [1 ; 3]

)= — L
U(x)_zﬁfsu

soitu,, , | < u,, , ,. Pour tout entier naturel n, 1, <u

>0), il en résulte que f(u,) < f(u,,, )

n+1
La suite (u,) est donc croissante et majorée : elle con-

verge vers {. La fonction f étant continue sur R*, € est
solution de I'équation f(x) = x.

Sur R*, /3 +x =x & 3 + x = x? équation qui admet

une seule solution positive : € = I"'z—m :

in(14+ 3 )-In
EEn u,=n In(l + é): ——FF  donc

gox

. 1 .
lim Inu,=-et lim u,=e.
n—+es n— 4+

IEEE® Soit 0. 1a mesure en radian de ACB, alors :

Oqa<g soit D<cosa<l1.



AB=BCsma; AH,=ABcosa=BCcosasino;
H,H, = AH,cos o.= BC cos’ ot sin o ;
H,_ H,=H, _->H, _,coso=BCcos"asinco.

+1
l-cos" "o
Donc u,=BCsin ot X ——— ,
1 —coso
et, puisque O<cosae<1, lim cos"*la=0 et:
H—3 + oo
. BC sino
im uw,=—.
n—=+ oo 1-cosa

IEXd 2) Montrons par récurrence que pour tout n,
1 < u, < 4 (conjecture a la calculatrice).

uy = 1. La propriété est vraie au rang 0.

Supposons la vraie au rang n.
2su,s4=2+n2<s2+hhu,<s2+In4

Comme [2+In2:2+2In2]c[1;4], pour tout entier
natureln, 1 = u, < 4.

b) u, ., =f(u,) avec fdéfinie sur ]O ; + e[ par :

f(x)=2+Inx.
Problemes (page 189)
EERS 1. = ij(l+2+_,,+”)= ljxn(n+ 1)
n- n< 2
1
n*+n & n (
= = . (pourn=0);
2n? 2 P )
. 1
et donc, . ]_l’nlmv"_ 5 -

2.a) * Pourtoutx =0, f’(x)=1-cosxdonc f'(x) =0
et fest croissante.

Or f(0) =0 donc pour toutx =0, f(x) =0.

¢ ¢'(x) = f(x) = 0 donc g est croissante.

Puisque g(0) =0, pourtoutx =0, g(x)=0.

* /i’(x) = g(x) = 0 donc A est croissante.

Puisque /1(0) =0, pour toutx =0, h(x) =0.

b) 34234+ 3+ .. +nd=<nxnd=n. Pourtout x =0,
3

e A X i ;
d’apres a), x — 3 = sin x = x, donc pour tout entier k,
3
k Kk .k
l<k=n, —w-— <sin - < —. Ensommant
2 6 2 2
n° 6n n n
pour kde 1 an, v, - ﬁ sz <u,
6n” 2
9 4 1
or, 2.&. =n" donc v, - -6—”—2 TN,
y 1 ; 1 ; 1
¢) lim —=0donc lim [v,-—|= lm v, =3
2 2 n—a
n—+ep H—+ e 6bn n—3+eo
T ; . 1
et (théoréme d’encadrement (5)), lim wu, =
n— 4o 2

. ..
IEERS 1. Si (u,) est constante, alors pour tout 7 :

u, = —%u + ,;25 _}, 1, etdonc u, =0.

Montrons par récurrence que pour tout n, u,, < u,, , .
uy=1etu, =2:la propriété est vraie au rang 0.
Supposons la vraie au rang n : u,, < u,, , ;. La fonction

fétant strictement croissante sur [1 ;4] (f'(x) = i >0),

il en résulte que f(u,) < f(u, . ) soit u
Pour tout entier naturel n, u, < u

-
n+l S Uy

n+l

La suite (u,,) est donc croissante et majorée : elle con-

verge vers £, la fonction f étant continue sur ]0 ; + e[,

( est solution de I'équation f(x) = x.

2+Inx=xenx-x+2=0.

Etudions sur [1 ; 4] la fonction g définie par :
gx)=lnx-x+2.

gx) = If“' < 0 sur [1 : 4] donc g est strictement

décroissante. g(1) =l et g(4)=21In2-2 < 0. Il existe
donc un unique réel o tel que g(o) = 0.

lim u,=0=3146 19 2 10~ pres par défaut.

n— 4+

Une suite de S est constante : la suite nulle.
2. Si (u,,) est arithmétique, de raison r, alors :
+r)+ — :
35 35
u,, est, pour tout n, une fonction (constante) de r donc
(u,,) est constante donc nulle.

3
u,+2r=—(u,

3. Si (u,,) est géométrique, de raison g, de méme (u,))
est, pour tout n, une fonction (constante) de g, donc
(u,,) est constante donc nulle.

= KOO EORCN
-o[5(3)" %0

La suite appartient bien a S.
a+p=3 {

uy=3

4. 4 12 4 ©
3 |7%75P="35

a+p=3
100 -7p=-4

Dot oo=1 et f=2et lim

n—+e=

u, =0.
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Partie A
L ¢'(x) = '%1 > 0 sur |0 ; + o] : ¢ est strictement

croissante sur J0 : + eo[.”
lim} @(x) =—eet lim @(x) =+ . La fonction ¢

xr = X =+

étant continue, @(]0 ; + =<[) = R.

L’équation ¢(x) = 0 admet donc une unique solution f3.
@(0.27) x ¢(0,28) < 0: 0,27 = p = 0,28.

2. )= 20

=
(x+1)
x |0 B 1 4y 4w
), - 0 +
0 o0
f‘x} “"“-__,_‘\‘ OH—‘-'""JF”H + |
Bl = ™ =B b |

Partie B
1. fest continue et strictement croissante sur [1 ; + oo
et de plus, f([1 :+ eo[) = [0 + o[ donc, pour tout natu-

rel n, I'équation f(x) = n admet une unique solution.
n

2.a) f(e")=nx

- = n = f(0,,). fétant croissante
e +1

sur [1; + oo, e" =< a,.
b) f(o,) =n & o, In(a,) =n(o, + 1)

n o
e In(e,)=n+ - =In [—"]:i.

n C” CL"
U‘n n n
Pour tout n non nul, 0 = In s = = donc
e o, e
= a!l‘ - uﬂ
lim In|—|=0et lim —=1.
n—s+e n n—+= a

EEEN1. aetd.
2.aeth.
3.a,cetd.

AL F:2.V:3. V4 F
EeEl1.F.2.F:3.V

K 1.F:2.V:3.F
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3.a) (1+g,)In(1+g,)=—.
S

b) Soit g la fonction définie sur [0 ; + o[ par :

g=1+HIn(1+1)-t
g est dérivable. Pour toutr=0,g’(1)=In (1 +1) = 0.

| gest donc croissante et comme g(0) =0, il en résulte :

pourtoutt=0,0=<(1+In(1+¢) -t
La fonction & définie sur [0 ; + o[ par :

4

h(t)=(1+0)In (1 +1)—1- %
est dérivable. Pour tout r = 0, A’(t) = In (1 + 1) — ¢.

h'(t) = ﬁ —1 = 0donc A’ est décroissante.
Comme A’(0) = 0, pour tout r = 0, k(1) = 0.

h est donc décroissante et comme A(0) = 0, il en

2
t
résulte : pourtoutt =0, (1 + ) In(l +1)—r = 5
2
0=<(l+g)In(l+¢g,)-¢,= f donc
e
n 5 G
0=— -¢g, < f De la premiére inégalité, il résulte
e
2 2
n . & n-
g, S — soit =~ € ——.
e" 2 2&2"
n2
d) Pourtoutn=1,0=n-¢gee" = = €l done
2e
n’
| O=se"+n-o,< —- et lim (e"+n-o,)=0.
2e-" n=+oo

1. Cours. Cu
2.a) Pourtoutn,u, | —u,=e "

La suite (u,,) est donc croissante.

b) Si lim u,=¢€comme lim e *=e"(théoréme?2)
n—+ o X ¢

alors ¢ est solution de I'équation € = € + e~ ¢,

¢) Cette derniere égalité est impossible car, quel que

soit £, e~ ¢ est non nul. La suite (u,) n’est donc pas

convergente. ’



chapitre

8 Intégration et primitives

Activités (page 192)
ACTIVITE 1] i

H Exemples
LI)=1x1+2x3+4x4=23.

[
y

1

—p

-3 -2 o 1 4 X

2.Fig. 1:1(g)=2x(-1)+2x3+2x2=8.
Fig.2:1(g)=2x1+2x2+3%x(-2)=0.

(ACTIVITE 2]

1.Casn = 5.
a) ”.‘.’5) =

200+ 5f(5)+ $:A(5)+ 324(3)+34(3) |

oo RG] - |

De méme, I(hs) = Ss.

b) Les fonctions en escalier g5 et 15 sont positives,
donc I(gs) exprime I'aire en w.a. du domaine vio-
let, I(h5) celui de la réunion des domaines violet et
vert et enfin I(hs) — I(gs) celui du domaine vert.

2, Cas général

1 2 1 1V 1 o)y l(n-1%
a)s, ==-x0"+=X|= |+ =x|=|+...+=
n n \n n \n n\ n
x”:L:|12+23+___+(n41)3], '
n

. 1
Deméme:S, = = [12+22+ ...+ n?

n

b)s, = l[(n— 1)::(2n—1)]:{n— 1)(2n-1)

ets, = "!E["(” +1)(2n + I)J _(n+ 1}(%:: + 1).
E 6 7
n 6n

Pour tout entiern (n = 2) :

4, 3
Snel _ 2n +n
§

T 3 2 "
n 2n +n -3n"-n+1

Or le trindme X ~— — 3X% - X + 1 est négatif sur

J13
6

(5 # = I 0 = ]
I'intervalle réel : 40| ainsi

¢
“n+
i S, 3 |
Sy

N
0<2n*+n-3n2—n+1<2n*+nd done

et la suite a termes positifs (s,,) est croissante.

4 3 2
Spai _ 2n +7n" +6n

S

De méme :

Tl 3 2 ’
n 2n +7n +9n" +5n+1

Or2nt + T3+ 2 +5n + 1
=2n*+ T3 +6n®) + (3n2+5n+1)

et3nf+5n+1>0
donc2n* + T3 +6n* <2n* + T3+ +5n + 1 :

ainsi g—*' < 1 et la suite a termes positifs (S, est

n
décroissante.

¢)S, -5, = ﬁ do lim (S,-s,)=0.

H—%+ o0

_(n+DH@2n+1) 1

S 5 =
" 6n° 3 2n gyt

dob lim S,=1.

n=s4ee

Ors,=S,-(S,-s,) donc

. : . . I
lim §,= lim §,- lim (§,-5,)= 3
n=»+om =+ =% + oo -

Note : un calcul direct & partir de I'expression de s, permet
aussi d'obtenir ce résultat.
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Travaux dirigés (page 207

TD n

L’objectif de ce TD est le calcul des aires de

domaines plans définis a partir de courbes repré-
sentatives de fonctions définies sur un intervalle
de R. Le lien entre intégrale et aire est ici I'élément
essentiel.

1) 1. f est paire donc "ﬁ_fadmel (Oy) comme axe de
symétrie.
2.f(x)=0 & (x*-1)(x*-2)=0 dou
¥=f—2:=131 LB
3. En raison de la symétrie, il suffit de calculer

I'aire  du pour

e 0L 2]

« demi-domaine » obtenu

Ainsi s =2( [} findi - [ findi) (enu.a.).
Or 1ua=2cm? donc o =4[ fndi~ [ findi]

(encm?); d’'ou o = 48+lﬁﬁ. cm? .

Hila)e lim fix)=—co;

X ——c=

lim fix)= lim (x+xe *)=+o0.
X+ X— 4o
efix)=e *(1-x)+1; f'(x)=e *(x-2).
X - 2 + oo
f”(x) - 0 +

r \\ 1-e2(>0) /

Ainsi pour tout réel x, f’(x) >0 et fest strictement
croissante sur R.
X |=co 0

£ ===
R

—D

b)f(x)-x =xe * dou Ilim (f(x)-x)=0.

X—=+oo

Ainsi A est asymptote a €, au voisinage de + .
Le signe de f(x) —x est celui de x donc €, est au-

dessous de A sur |-eo=;0[, au-dessus de A sur
10+ o[ et Acoupe 6;en O(0;0).

114

c) Ty

i v [ X

2. a) Lorsque A est un réel positif,
A\) = 4 x :;( fx) - x)dx =4[y xe "dx (en cm?).
Par intégration par parties,
- =
A(N) = [~ dxe ¥ + 4‘[“3 ‘dx,

soit A(A) =4(-re P -e*+1).
b) lim #(A)=4cm?

— + oo

REl 2
L’objectif de ce TD est le calcul des volumes de
solides :

— a partir de la section par un plan perpendiculaire
a un axe,

— par I'utilisation d’'une homothétie de I'espace,

— par la révolution d’'un domaine plan autour d'un
axe.

Bl 1. La section est un disque centré sur I'axe (Oz)
dont le rayon r est tel que r? + z2 = R2. Dol
S(z) = m(R? - z2). Le volume de la boule est alors

V= ZRE (R2-z%)dz .

3R 3
:| —4=R (en u.v.).

2. Ainsi °1"=21t[Rzz -% =3

M 1. Par I'homothétie de centre O et de rapport
O 2
OH h’

k= ABC a pour image A'B'C’; les aires

2
sont alors dans le rapport k2, d’'olt S(z) =S x }% .

37h
i[?_] donc V= 1 Sh.
) 3

2
e A s & s
2. Ainsi V' = nthde—hz 3],

1. La section est un disque centré sur I'axe (Ox) et
de rayon r= f(x).

2. S(x) = nf2(x) soit S(x)=mx.

3.7 = [}S(x)dx =[] xdx donc V' = 8r (enu.v.).



L’objectif de ce TD est la mise en évidence de :

* L115a divergence de la suite définie par

S, -1+l+1+

23
* La convergence de la suite définie par

¥, =S, —In n vers un réel .

Deux outils essentiels mis en ceuvre a cette occasion :
- la comparaison d’une suite et d’une intégrale ;
-I’exploitation de deux suites adjacentes pour éta-
blir la convergence.

;11- (série harmonique).

L. Conjonctures : (S,) semble strictement crois-
sante de limite + oo. i
2.a) Pour tout n de N*, S, ., - §, = T Ainsi

Spi1 =S, >0donc (S,) est strictement croissante.

b) Par comparaison d’aires, S, = "+ . flx) dx soit

S,=In(n +1). Or lim In(n + 1) = + e donc

n—=>+ee

m §, =+

3. a) Pour tout entier,n = 2,
Wy — Uy = (S.rr = Sn-—l) ~(In(n+1) -

= -in(M2) =2 i1+ ).
n n n n

b) D’aprés I'inégalité indiquée, In(l +%) < %

In n)

S 1 :
do wln(l + E) > 0 soit u,,,, - u, = 0.
Donc (u,,) est croissante. [1]
4. a) Pour tout n de N*, v

n+l n=

g
L

D’apres I'inégalité indiquée,

1\ _ 1
In(l n+1)“‘ n+l1
I | ' 1 s
doum +In[ll—m)mﬂsouvm.—vﬂﬂﬂ.

Donc (v,,) est décroissante. [2]

b)v, - —donc lim (v,-u,)=0.[3]

H—+ o
D’apres [1], [2] et [3], (u,) et (v,) sont adjacentes
donc convergent vers un méme réel y.
Encadrement : 0,57 <y < 0,58.

n .l'

Rl 4
L’objectif de ce TD est la recherche de primitives

lorsque la technique habituelle par lecture inverse
du tableau de dérivation ne s’applique pas.

Deux méthodes sont abordées :

— I'utilisation de I'intégration par parties ;

— le calcul approché des valeurs prises par une pri-
mitive par la méthode des rectangles.

Les éleves découvrent alors I'existence de fonc-
tions définies par une intégrale et dont les valeurs
sont obtenues par tabulation.

1. Par intégration par parties :

F(x) = [«-e cosr]

J e2'sintdr,
d’ou F(x)= 1 ddvgoen—1 4 1G(.\:) .
Z 2 2 ;
l =t 2t
G(x)= [ e smf]o 2‘l'ue costdr,

d'od G(x) = %ez‘sinx— SF().

2. On en déduit : F(x) = 2| Zcosx + Lsinx| - Z

5 5
= 2x _1 g 1 ] 1
et G(x)=e [ 5COSX + ZSinx |+ .
. ) 3y |2 1. 2
3. Les fonctions : x — e“*| =cosx + =sinx |- =
5 5 5
1 2. :| 1
2| _ 2 < 2
et x—e [ 5c-::-s.ﬂr+55|nx +5

sont des primitives de fet g sur R, du type indiqué.
Application : Il s’agit de rechercher une primitive
du type x+— e~ =[Acos(3x) + Bsin(3x)] .

F(x)=e-2 [— 12—3cos{3x) + 17'3sm(3t):l

et G(x)ze‘?-‘[—gnccvs(h) 2sm(.";x}]

13

1.a) La parité de f est immédiate donc 6 est
symétrique par rapport a ’axe (Oy).
2
f(f)y=-te 2 donc fest strictement décroissante
sur [0;+eo[; deplus, f(0)=1 et lim fir)=0*.
[ — + oo

b) Pour tout réel x =0, F(x) exprime I'aire en

u.a. du domaine % : » F(-x) exprime

{u
0<y<fly

I'opposé de I'aire en u.a. du domaine
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-x<1r<0 . :
ap’ - :or D et 9 ont méme aire,

D<y<fin

donc F(-x) =-F(x) et F est impaire.
¢) Pour tout réel x de [0+ <[,

" el
F'(x)=f(x)= e 2. Ainsi F’>0 et F est stricte-
ment croissante sur [0+ eof .
Lalimite de Fen + o= correspond a I'aire « sous la
courbe » €, sur [0:+ o[,

J2n

donc lim F(x)= =5
X—b+oa

2.a) Pour tout entier n =1,

“1
Up—=Vp = :’:[ﬂﬂ) -fla)] = :—:[I —-€ 2:] i
b) Pour tout n, u, — v, >0. On cherche alors un

-

a
entier n tel que :—;[1 —e 2} <10-2

soit n > 1{)311[1 = e_?].
On peut prendre pour n(a) I'entier :

n(a) = E[lﬂza[l - E_ﬂ-;]:l +1.

¢) Tableau des
calculatrice :

encadrements obtenus a la

| a 1 n(a) | Fl@e..
0,25 1 [0,24 ; 0,25]
[2ri70Es &} 6 [0,475 ; 0,485]
[ 1 40 | [0,85;0,86]
1,5 102 [1,08 ; 1,09]
2 173 [1,19; 1,20]
it 28 297 [1,245 ; 1,255]

Corrigés des exercices

1. et 2. Notions d’intégrale. Extensions
Bl :)1(H=10;: b)I(N=-16+./6; L(f)=-3.

_1. si-l<x<1

2

_l si l<x<?2 et [U):é_
ElQ -1 2 2

1 51 2<x<3
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BBl s

L’objectif de ce TD est de relier les notions de
cinématique au calcul intégral :

—expression intégrale de la distance parcourue par
un mobile sur un axe ;

— vitesse moyenne et valeur moyenne de la fonc-
tion vitesse.

K 1. Pour tout rde [0;+0o[, y(f)=v(t). Doncv
est une primitive de y sur [0;+oof .

2.A(1: ) = y(1p) - y(1)) = Jjjy’{r)dr= J‘,jv(r)dr-

Application numérique :
Par intégration par parties :

[
A(0:10) =L]]“(i‘+ 1)elodr,

i 10 )
=[10(r+l)em} -10[ " eT0dr
0
d’'olt A(0:10) =10e +90, soit A(0:10)=117m.

AL VM“: J’(fz)*y{fﬂ:ﬁ(fll ‘2)‘

2. La valeur moyenne de la fonction v sur [, ;1)
est:

=1 L=

; A n)
- !.der_ L1, =Vy-
Application numérique :
_ 1o _A0;10) _
VM_muvmdr"M]{J =e+9,

soit Vyy=117m-s™ 1,

B J2 si0<x<. 3
eﬂ”‘{_ﬁ, si 3 cxe2 2

17 5
1‘,’1(;):T 910):2.

Dessin @)

LM(x;y)e 6, x*+y*=4 et y=0,

‘6 est le demi-cercle de centre O et de rayon 1 situé
dans le demi-plan d’équation y = 0.

2.1(f)=2xr.

et I(f)=3-.6.



Dessin @

LM(x;y)e € < (x- 12+ (y-1)2=2et
y-1=0.

€est le demi-cercle de centre A(1;1) et de rayon
J% situé dans le demi-plan d’équation y=1.

21()=n+2.2.

[5] Corrigé dans le manuel.

3. Encadrement. Valeur moyenne

Loyt

IEH ») Pour tout x de [1;2]:
r=sxloaxefsxlefr=1<].
t
147

b) Pour tout rde [0; 1] : % =
1+1¢

¢) Pour tout xde [0: 1] :
sinx = ( 5.s .
= xsiny=xsinx = [=1]J.

2
xr=sx

A ») Pour tout ¢ de [% : IJ :
int>1n(3 ) = L Inedr = —tnzj] d

=4 .[1 Intdt = - E

b) Pour tout x de [1; 2] :

v il e

l +x

1+r

2Fdr
1

s
'1+x3dx 2

=5

¢) Pour tout ¢ de [Tﬁt : n] :

-lssin@+1)<1 = -3 sj;51n(: +1)dr <3,

(inégalit¢ de la moyenne).
(8] Corrigé dans le manuel.

BEM | cs résultats s’obtiennent en utilisant I'inéga-
lit¢ de la moyenne.

a) Pour tout rde [0 1] :
bl g Lol g
2 147 =1=3 H"I-”1+r3d’11‘
b) Pour tout x de [0;2] :

s 2
grtse?t =

1 = 2e-4£fl,dx <2.
Oe.x“
¢) Pour tout x de [2;4] : In3 < In(x? -

2In3 < j‘; In(x%-1)dx <2In3 +2In5.

1)<Inl5 =

BEeM 1. Pour tout rde [0: 1], 1+ ! < 1 + " d’our
fo L+ ety des i (1+¢) desoit ], <1,

n+1

Donc (I,,) est décroissante.

2. D’autre part I, = 0. (I,,) est décroissante, minorée
par 0 donc (I,,) est convergente.

;.l = %ﬂl J1-x?dx. Or, Q@f- est le demi-cercle

de centre O et de rayon 1 situé dans le demi-plan

d’équation y =0, donc jil 1-x%dx :g et p:L—t

EEA ») _ﬁf(x}d.r =3u=6;

b) j;ﬁx}dx =-2n=-2In2;

b) Pour tout xde [1;¢] :
0<slhx=<1= ﬂﬂﬁlnxdx se-l=>0=spu=1.
¢) Pourtoutxde [1: /2]: e< e < 2 =

e(2 —l)ﬁj]‘rze'”:d.r =eX(J2-1) > esp=<el

Commentaire : Si f est une fonction continue sur [a ; b], (a < b),
bornée par les réels m et M, d'aprés l'inégalité de la moyenne,

mib-a) < J’;f:xadx < M(p-a),

dou m= l‘.ﬁ.’.:f(x;u:hr =M, doncm=s=U= M,

(Ceci justifie le nom d'« inégalité de la moyenne ».)

1 1
BEM 1. Pourtout xde [nin+ 1) soi=<y<5-

—
—

D’apres I'inégalité de la moyenne : ;7 <1, =< ,.

2. D’apres le théoréme d’encadrement, (I,,) converge
vers 0.

WMLy, -, = [0 ) de- [ de= J":*'f(:)dr,
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Or f= 0sur [0; + o[ donc u,,,; — u,, = 0. Ainsi (u,) est
croissante.

e
{ |

2.Pour tout n = 1, u

u, > j'l' flry de. [1]

Or f est croissante sur [0 ; + o[ donc pour tout ¢ = 1,

1) = f(1) soit f¢) = %

= I(l}f(t) dr + [{ft) dr d’ou

Par intégration sur [1 ;

nl, 1) di = [ldt soit

n-1 T n-1
I’l'j(r) dr = = [2]. D’apreés [1] et [2], u,, > —5 -
Or lim il =+eodonc lim u,=+co. Ainsi(u,)
n—s+ce 2 n—+o0
est divergente.

Remarque : Le graphique illustre la minoration de u, qui
exprime I'aire sous la courbe sur [0 ; n] par I'aire du rectangle
coloreé.

M) F'(x) =1 + tan2x - 1 = tan2x = f(x) .
b) F’(x) = cosx — xsinx = f(x) .

a) F'(x) = 2(1 . %)(I E)

2(x —l)

I

=f(x).

=f(x).

xr—1+x _ 2x-1
[x(x-1D]? x*(x-1)

b) F'(x) =
EEN ) P (x) —lnx 1+xX 1 = Inx=f(x).
b) F (x)— = ><— =f(x).

(19 | Corrigé dans le manuel.

a) Oui, car G(x)-F(x) =4.

118

Ea)F(x)=2.2x+1.

b) Oui, car G(x)-F(x)=1.
a) Oui, car G(x) -F(x) = %3 .

b) Oui, car G(x)-F(x) = % :

IEZH Non, car G - F n’est pas constante sur I :
T T . ™ _of Ty
6(3)-F(3)=-1: o(-5)-H3) -1

5 3
a)F(x):%-x4+x—-2x2+3x.

3
gt g |
b)F(Jc)—E-—?+§. c)F(x)—x+}.
1 3
a)F(x):—P. b) F(x)= =.
1 4
C)F(X)=?—;—I

b) B(x) = 2/x* - 1.

¢) F(x)=-2.-x 2_5x+6 -x.

a)F()_%-i-x.ji b) F(x)=2/X-1.
¢oF(x)=-4J1-x-x.

27 PR }1(“2)4. b) Fla)= 1—18(;:_1)6.

O F()= 522", d) F(x) = 5(3x-1)°.
a)F(x):%{l-hxz)s. b)F(.r):—(xjdr]z.
c}F(x)=-m!_—l).

=N ) F(x) = - ;__-lxj
b)F(x)=—W—_12;_—3—). c)F(x)=~ﬁ.

<Io8 a) F(x) = %sin(&x} - %cns(Zx) .
b) F(x) = 3sinx + cos(2x) + x .

) Flx) = %cos[g - 2x) !

a) F(x) = %sinzx.

b) F(x) = %sin:’x = %sinzx + 8sinx.

¢) F(x) =2tanx—x.



EAa) F(x)=In(x-4). b)F(x)=In(4-x).
¢) F(x)=In(x-x?).

EEMa)F(x)=-¢ **!. b)Fx)= 2o3e-2

3
.
oF(x)=-e 2. d) F(x) = —e®osr
H)F(l)—%-—l -2x +r—%; I=R
2 x° 3 e
b)F(x)= -2+ +5 1=]0;+ o]
1 1 ] 1 [

F = — = 1=]|-= 3 oo
SRz 2x+1) 2° 3%
a)F(.r):—%cos(Z.r—gj—é: I=R.
B F() = Ll =R

KO i i
X X
¢) F(x) = 4sin5 + 6cos5 - 542 ; I=R.

[36] Corrigé dans le manuel.

=3
a)F{x}z,%e}“'—%— . I=R.

b) F(x) = - % e™* +

=1 tn

ey
OB = In[.t—1]+In(r+])—ln3=1n( ];
[=]1:+e.

6. Calculs d'intégrales
EEla)1--4. b)I=-

c)l_2-3-1n2 d)I=1-2In2

EER) -4, b)I=4. c)l:%. dl=1.

ma}t——g. bI=2. ¢ol= "4‘16

Eil:)1-2.5-2.b)I=

1
: c)l—i. d)I=0
[42] Corrigé dans le manuel.

[ 43 PIRES ln2—%ln5. b)]=§(e3—1).

.;

- 1 ”
1= T d)I=§(l—e‘).

| 44 JIS _[ll]xdx+_[';‘%dx=%+ In3;

1
_qnl 2 _ 3
J_Jz;dx-kﬂxd.r——an—g.

45 = _ e _e-1
[ 45 PYY JT(lnI+r Inf)de jj:d: =

b)J= j} In(1 +2)dt=0

n biY
K= r'cosZrdHJ'? cos2rdt =E cos2rdt
3 6
Ten
=—I: cos2rdr=0
6
1 1 1 1
| 46 §N = == i
L= 6 x—3 6 x+3
=) ____1“
("‘E'b‘ 6/

(e 1 s 1
2, =6(ﬁ'mdx—r—+§d.\-).

1 1 7
=32+ ZIn7=¢ ln(4]

(47 (NP 4x—17+%
(@a=4, b=-17, c=52).

0 ) 1
2.1= j‘z(ax_ 17)dx +S2Emdx

=26+ 52In3 -52In5.

(48] Corrigé dans le manuel.

X
49 PSP

1+e" l1+¢

21_jdx j

dx—l+1n2—ln(1+e}
01 +e*

Zoom sur le théoréme 9
1. Cette condition assure I'existence de chaque terme
dans la formule.

2.a)1= || fr) diest bien définie puisque la fonction

fest continue sur [0; 1].

R
2
hypotheses ne sont pas venﬁees pour uetu’ sur[0:1]
(par exemple u et &’ ne sont pas définies en 0). D’on
I'impossibilité d"appliquer le théoréme 9.

b) Par contre pour tout « > 0, les conditions sont véri-
fiées sur I'intervalle fermé d’extrémités o et 1.
Par intégration par parties,

En posant u(¢t) =In ¢, u'(1) = 1 V() =6v() = = les

2 1 2
_[L o @ g, 1
(@)= [5Ine] -5 [, di=-Fna-5+

hl pl\J
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Note : lim

o) = - 1. On définit alors la valeur de | par
a—0" 4

I= lim Ko)=-
a—0"

2
an=*=4+1.

B

=

2
(Poser u(x)=Inx, u'(x) =-% , V(x)=x, v(x)= 52— )
b)I=e2+1.

(Poser u(f) =Int, w'(t) = % V=1, W =)

a)l=-2.

(Poser u(x)=x-1, t'(x) =1, v(x) = cosx, v(x)=sinx.)
b)J=2e-1.

(Poser u(x)=x+2, ¥'(x)=1, vi(x) =¢*, v(x) =¢€*.)

a)l= %E . (Poser u(x) = 3x,1/(x) =3,v(x) =sin(3x),

v(ix)=- % cos(3x).)

b)J=3-5¢"1.
(Poser u(x)=2x+1, u'(x)=2,v'(x) =e ™, v(x) =—e™*.)

Apprendre a chercher (page 218)

Rechercher une primitive
Les outils :
« Intégration par parties.
o Dérivations successives.
« Relations fonctionnelles.
Les objectifs :
o Calculer une primitive.
- o Prévoir une double intégration par parties.
.« Etablir des relations entre dérivées successives.
1. a) f est continue sur R d’oil le résultat d’apres le
théoréme 7.
b) Poser u(t) =sin(2r), u'(t) =2cos(21), v(r)=e’,
v'(1) = e’, d’oll le résultat par intégration par parties.
2. a) Par une seconde intégration par parties :

j';e’cos(zndr =ecos(2x)—1+ zj‘;e’sin(zndr

= e*cos(2x) -1+ 2F(x).
b) F(x) = e*sin(2x) - 2[e*cos(2x) -1 + 2F(x)],
d'ol :
P

F(x) = —%e"cos(Zx) + éexsin(z.r) + 3

3. a) f'(x) = e*[2cos(2x) + sin(2x)] ;
f"(x) = e*[4cos(2x) — 3sin(2x)] .
1 2

1 L 2 "’ i —_
b) f(x) == /") + £ (). (a=-3. b=3).
¢) Une primitive sur R de f est définie par :

120

[54] Corrigé dans le manuel.

F(.\') = J’:ttcomdr =xsinx + cosx + |,

(Poser wu(t) =1, u'(r)=1, v'(r) = cost, v(f) = sint.)

3

3
56 =[P =X (g X
| 56 B9 jl: Intdr="3Inx -3 +

o -

(Poser u(r) =Int, u'(t) = 1

; 5 £
7o V=15 v(r)=§-)

F(x)zﬁl%{df:—m—l+l.

(Poser u(r) =Int, u'(f) = % vVi(t) = 12 v(f) = - },}
I
;| X X
| 58 JEES L‘]zae 2dr=-4xe 2—8e 2+8.

I

,v(t)y=— 2e 2 .)

Pl =

(Poser u(r) =21, u'(n) =2, v'(t) = e

s — Ly 4 2 _.,,1-[_; I }
r— Sf{-‘fJ"'Sf(I)—L 5L0$(2.1)+55m(2.r) ;
Note : On retrouve (a une constante prés) I'expression du 2. b).

=N Primitives de x — Q(x)e—*
Les outils :
o Identification de deux écritures polynomiales.
o Dérivation.
o Forme intégrale d'une primitive.
- e Intégration par parties.
. Les objectifs :
& « Prouver ['existence d'une primitive d’un type donné.
o Calculer sur des polynomes.
e Prévoir une triple intégration par parties.

1. Pour tout réel x :

F'(x)=f(x) @e*P'(x)-Px)=e*(x3+x2+x+1)
SPX)-Px)=x3+x2+x+1.

2, Immédiat : d(P) =3.

Note : |l est aisé de prouver qu'en fait, d(P)=3.

3. Pour tout réel x,

—ax3+Ba-b)x2+(2b-c)x+c—-d=x3+x2+x+1:

par identification des coefficients: a=-1, b =-4,

c=-9,d=-10 et P(x)=-x3-4x2-9x-10.

4. On vérifie aisément que x— P(x)e~* a pour déri-

vée x+— f(x). AinsiF: x— (- x?—4x2-9x-10)e*

est une primitive sur R de f.

6. Par trois intégrations par parties successives :



F(.r}:ﬂj(r3+r3+r+1)e"df
=[-e'(P+trt+ 1]Jﬁ+_[';e"(3rz+2r+ 1)d¢
=—e YW+l +x+ 1)+ 1+Gx) [1];

G(x) = L:e_’{3f2 +2t+ 1)dt
=[-e '3 +2t+ Dy + j;e—-l(ﬁf +2)dr
=-e*(3x2+2x+ 1) + 1 + H(x) [2];

Hix) = -[:;e_r(ﬁ” 2)dt = [-e7'(61+2)]p+6[ e~dt

=—e Y (bxr+2)+2+6(-e*+1) [3]
D'oll F(x)=e *(-x?-4x2-9x-10) +10.
F est la primitive de f, sur R, qui s’annule en 0 d’ou
x>e ¥(-x3 = 4x2-9x-10) est une primitive du
type cherché.

Une suite d'intégrales
Les outils :
o Intégration par parties.
« Calcul algébrique.
o Encadrements d'intégrales.
Les objectifs :
o Savoir calculer le terme général d'une suite d'intégrales.
« Savoir établir puis exploiter une relation de récurrence.
« Savoir prouver la convergence d’une suite.

L=53 1 =1.

4

2.a) Pour tout entiern (n = 2) :
n

[, = Jﬁsinrsin”‘ rdr
n r
= [~ costsin” ~ 1:13 +(n- I)JQﬂ cos2rsin” " 2rdt
L
=(nh- 1].[{21 (1 —sin)sin” _zrdr,

soit I, =(n-1)(1,_»,-1,).
b) Doit 1, = ’3!—-‘]11,,_2.

3. Pour tout entier k=1

k-1 , _ 2k-3 o
e = = lak-23 lk-2= 5p5lak-ai oo
3 1
]ﬁglz Izzilu

Calculs de primitives

8) F(¢) = I‘af_.rz +2x-1)°.

| b) Par intégration de ces inégalités sur |0 :

4. a) Pour tout entier n, sin”x >0 sur lO: 7—2': ] donc [, >0.

b) Par multiplication membre a membre et
simplification :
Lokl 2k0 . woxdud
BT e D=2 47270
2k=1..2k-=3 3. l.m

X Koo X=X =X =
2k 2k -2 4 2
Note : On peut exprimer |, a I'aide de la notation factorielle :

_ {2k  m
T p2kgny2 27

2k

¢) De méme :

Ly, =2k 2k=2, 4
= 2k+1 2k-1 9
2k 2R B,
2k+1 2k-1 33

Note : On peut exprimer |, , ; a I'aide de la notation factorielle :

i 22k (k1)
2= s 1

x 2
3
4_2

xI,

soit 12k+.'[ =

Prolongement :
1. a) Pour tout x de [{J; g i 0 <sinx = 1, d’oli le ran-

gement des puissances successives :
0<sin¥*+lx <sin?x=<sin”"lx=<1.
T
2],

0{[2!1+1$‘[2n“{‘[2u—1 =1.

D’oil lEn = 1et IEn e I2.'i—l 5

12n+l 12u+l B [3:i+l
I2n -1 _2n+1
or, = d’apres 2. b),
IZN+ 1 2n
I
donc 1= —2" <2ntl

lZn +1 2n
D’apres le théoréme d’encadrement,

; 2
lim 2 =1
"_’+°"[2n+|

2.D’apres 4. :

L, _[1X3x-~x{2n-1}
- 2x4%..-x2n

.
5-

2
} x(2n+1)x

un =

I
Dol u,,:[ 2 ]xg et lim

Lyt n=+ oo

1
(2x2=2x +1)°

) F(x)=- Ax?-2x+2. d)F(x)=- é(- 2o+ 1)8.

b) F(x) = - x

] —
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(63 BIOE %1n{3.\-+ 1). b) F(x) = %In(r"~ 1.

¢) F(x) = %ln(l -x). d) F(x) = In(-sinx) .

a}F(t)_i- i h)F(x):-%e--‘-”?.
| 2 2x+ 1
¢) F(x) = 5¢ ¥ d)F(x)=ex+! .
Gl® a) F(x) = vsinx. b) F(x) = —ﬂ
¢) F(x) = "% ; d) F(x) = x./x+ 1.
EER® 2) F(x) - %m?.\-. b) F(x) = In(Inx) .
¢) F(x) =In(e* +e7%).
[671® Corrigé dans le manuel.
68 LN ()= cos*x + 3sinZxcos’x
cos®x
_ cos’x + 3(1 - cos’x) __3 2
cos*x cos*y cos’x

2.Doul v(x) = ‘:u (x) + } . Les primitives de v

2
COs™ X

sur [0 : ﬂ sont définies par x — % [te(x) + 2tanx] + k,
ke R

Or V(0)=0, donc k=0 et V(x)= i[ BB 2tam].
COS .r

EERi()=1 + x_il; F(x)=x + In(x - 1).
3 3
| 70 FiE9 2*2“1 : F(x) = 2x+3In(-2x-1).

MG ()= 2x+1- FE‘E F() =22 +x-2In(x~2).

EEMa)F(x)=In(x-3)+In(x+3)=In(x2-9).
b) F(x) =In(3-x) + In(x + 3) = In(9 - x2).
¢)F(x)=In(3-x) +In(-3-x)=In(x2-9).

.\'=1+2+ I 3
f) =14 it ——
1

Flx)=x+In(-x- 2)-?.

xX)=2x+1- 7 :Fx:x2+x+L.
1) —5 @ —

(751
122

Corrigé dans le manuel.

3 1
76 'f{:_) 3 (r—ll)"+“llx(x+]]"
-.f(r)*- ! +l>< ] J

2 (x-1)® 2 (@x+1)
F{I)=_‘%X{x-ll)2_éx(.r+11)2'

1

= .f('r):(x:1)3+(.x+l)“
F(I}=_%x(.t+11)2—%x[.r-:1)3'

&N f(x) = cosx(1 —sin?x) = cosx — cosxsin?yx ;

F(x) = sinx — %sin-‘

X .
IEI®H £(x) = sinx(1 + sin’x) = sinx(2 - cos?x)
= 2sinx — sinxcos2x

F(x) =-2cosx + ! cosls.

3

f(x) = sinx[sin®xcos2x]
= sinx(1 — cos?x)cos?x
= sinx[cos?x — cos*x] ;
i

F(x)=- %cos?’.r + -écos; X

Pl ® f(x) = cosx[sin‘xcosix]
= cosxsin“.r(l —sin?x)? = cosx[sin*x — 2sin® + sin®x]| ;

g o 1.9
s1n x—=sin’x + =sin’x.

Fx)= 7 9

Pour les exercices 83 a 85, la linéarisation a I'aide
des nombres complexes a été abordée au
chapitre 12, TD 3, page 332, mais elle peut aussi
étre traitée a partir des formules :

1 - cos(2x) e 1+ cos(2x)

e
sin“x = 3 4 = > 1].
RN f(x) = sinx = %— %cos(Zx) + écosm.r) :

F(x) = gx—ism(Zx)+ 1 —sin(4x).

Exemple de linéarisation a [l'aide des
formules [1].

1+ cv:)s(Zx):I2

flx)= cos*x = [c:i:)sz:r]2 = |: >

= }1[1 +2c0s(2x) + cos?(2x)]



l[ ) 1+cos{4x}] 2 5 1 .J3
==1+2cos(2x)+ ———~ CEl® - - .
4 2 1 3° e 24 4 8§ °
=§ %c05{2x)+éc05{4x) : ER®ea=1,b=-1c=-1, I=21n2—ln3—é:
s 1 -a=1.b=—2,C:3,J:31n2—§.
F(x)—g.r+4sm(2r}+ sin(4x). El®1-n2: J=n2.
ix  —ix2r.ix —ix74 < _;_—g 1 ﬂ' I ol
85 .f(x}:sinzst“.r:[e 5:“' M" ‘;c ] T T T —"T g L
4
=_a(ezit_2+e—2ix'}(e4f.1'+4e2ir+6+4c—?.ix+e-4r'.r) I= 31“5—2lﬂ2 :
| — ; ' ; s .r2+3x+1_l 3 .5 1 - 9 5
2—6—4[66”+6_ﬁ“ +2(e4r.r+E—M)_(821r+e—41)_4] W_EI-FE_ZXEI-F:; .d’oun ]=§—§]n3.
1 1 1 1
-,.2'305(61) 6005(4x}+32003(21‘)+ﬁl ma)fimpaire: [=0. b)fimpaire: 1=0.
F(x) = - I sm{ﬁr} Sln(4x)+ésm{2.r}+]16 a)fimpaire: I=0. b)fimpaire: [=0.
1 I In2
(101 B =[—1n I+72] =—=.
(86 ]* Corrigé dans le manuel. L2 ) o 2
IEX® 1./ (x) = ¢*(2cosx —sinx) ; 2L+ = ]II: dx _J'nld:czé. d’olr :
£7(x) =e2( ?coax—étsin.r)
1 -1In2
2f0)=- /(0 + £1'). (a=-3:b=3) L=(i+B)-T=——.
3.F(x) =~ “f "(x) + '.;‘f (x), [(A02]® Corrigé dans le manuel.
d’olr F(x)—§ 2¥(2cosx + sinx). 103 .f(l‘) (1-x)e*: f(x)=-xe¥;
f7(x)=(=x-1)e*; d’'out f(x)+f"(x)=2f"(x).
CER® Fx) = (ax3 + bx® + ex + d)e?™ ; f(x)=2f"(x) - f"(x) donc une primitive de fsur R est
F'(x) = *[2ax® + (2b + 3a)x? + (2c + 2b)x + 2d + ¢]. | définie par F(x) =2f(x) - f'(x) = (2-x)e*. Dou:
Pour tout réel x, I=F(1)-F(0)=e-2.
") = flx = g 8 aad o 9
Fl)=flx) & a= it b= 33 a= 8" BI*ZR® f(x) = xsinx; f’(x) = sinx + xcosx :
Flx) = [1 B gxz . gx ~ g] o2 f7(x) =2cosx - xsinx ; d’ol f(x) + f“(x) = 2cosx.
2 4 4 8 f(x) =2cosx - f”(x) donc une primitive de fsur R est
définie par F(x)=2sinx - f’(x) = sinx — xcosx.
Dol :
Calculs d'intégrales [=F(3)-FO)=1.
13 5. 5 o .
EEII-I,J-“B. ERl-5:1-=0. -
s i 3 Calculs a I'aide des aires
I=T J=3In3-3In2.
R 1(H=-3x3+2x4=-1.
.4 \
EE -- -3 1=3@2- J2). (.4
(4] | _ |
EEli-=-2;1=1. 5T T *
T 6 1
Ce7-¢’ %
EI - 3 J=e‘-e T 1
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15_31
2 2¢
&

-

o 4 X

b)I()=6+2+

€A Dessin 1: 1(f)= 1+ In2+1=3 4 In2.

I
Dessin 2: 1(;):2_;

I()=-2+14+Ind4=-342In2.

Dessin 3 :
essin 3 3 3

[{07]c orrigé dans le manuel.

L.T est le quart de cercle de centre O et de
rayon r situé dans le prcrnier quadrant.

_r J—dx-‘—

8 rF—x?dx=

EEEL L f(x) = —— ¢ /o) = 1 -

2. On utilise une interprétation par les aires.
* 9, est I'image de & par T P donc:

I, = aire(@,) = aire(®) = J":Jl—rdx =1,

* 9, est I'image de 9’ par T_F donc:
I, = —aire(%,) = - aire(2").

Or, aire(2")=(e—1)—aire(2)=e-2 donc I, =2-e.

124

Remarque : Un calcul direct & partir des expressions de f,{x)
et f;(x) permet d'obtenir le résultat.

EE[E® 1. 14

0060
[ IFS

o ——
o]

0~ -

912 1
8 B |
1.8 sk 1 ; k
S IR -Zf(-)
B \8 8:::0 8
8 7
. 1 64 _1
soi1t - o
SE, G 8 Z 64+k2
8 1 7 1
donc 8 sd<38§
,E.mk E}64+k2
b) Amplitude : %mo 1)) = -

3.0753=1=0816.

BEEM® 1./ est décroissante et positive sur [0;3].
. Par la méthode des rectangles :

3 (B LN s 2R
A= 210 - f3)1=3(1 Jﬁ))' don A< L.
2. 11 suffit que on < 10-2 donc n =210. On peut

prendre ny=210.

3. A la calculatrice, a I'aide du programme du TD 4,
page 212: 18135=1=18234.

Remarque : La condition est seulement suffisante; la précision
peut étre obtenue avant le rang 210.

112 .l.f(_r)={'t si {]S.-Ex&l

1silecx<g?2
2. La fonction aire est définie par :
2
¥ stlgasd
F(x) =

(]

2

3.Pour tout xde [0:1[w]1:2], F est dérivable et
F’(x) = f(x) . Pour tout A tel que O0<h <1,

si l<xy<g?2

1 1
T(h)=F(l+h)—F(1)=1+h_§_§=[
h h ’
donc lim T(h)=1.
h—=0'

Pour tout htel que -1 <h <0,



(1+h)?* 1
_Fl+m-FQ)_—_ 2 2 _. h
T(h) = W = 7 =1+3,
donc lim T(h)=1.

h=0

Ainsi F est dérivable en 1 avec F'(1)=1=f(1). Fest
donc une primitive de fsur [0;2].

31.f(.r}={“1

—x+1si0Dgxg1

si-1<€x<0

2. » En évaluant les aires des trapezes indiqués, on
définit F(x).

_x+2)(=x) _ o

Si-1=x<0, F(x)= 5 3

+X.

2
Si Oé.rél,F(.r}=%:%+x_

* Pour toutxde [-1:0[uw ]0:1], Festdérivable et
F'(x) = f(x).
* Pour tout 4 >0 dans ]0; 1],

—h?
— +h
T(h) = F(h)-F(O) _ 2 =1 h
h h 2’
donc lim T(h)=1.
h=0"
* Pour tout h <0 dans [-1;0],
2
F(h) - F(0) % g
= 2 = ] b
W= CEL
donc lim T(h)=1.
h—=0

F est donc dérivable en 0 avec F'(0) =1 =f(0) . Ainsi
F est la primitive de fsur [-1:1] telle que F(0)=0.

Intégration par parties ==

(114 JTRoES j‘: In(r%)dt = 2jl Intdr=2(xInx —x +1);

(voir I'exercice résolu 9, page 205).

Note : Une intégration par parties sans transformation de In(t2)
est aussi possible.

115 JaRoe J';:(2:+1)sin.rdr
= [-(21+ 1)cost]f}+21f}cosrdr
=—-(2x+1)cosx+1+2sinx.
ERA® F(y) = j; In(r + 2006)dr

= [(1+2006)In (¢ +2006) ] - [ dr
= (x +2006)In (x + 2006) — 2006102006 — x .

Note : Ne pas oublier que le choix d'une primitive (& une
constante prés) peut faciliter les calculs.

EEiEd® F(x) = ‘El (1+1)%e*ds

= E(r + l)lez']: —J'fl(r + 1e?'dr

= % (x + 1) -G(x).

Or G(x)= [%(r+ 1)t=,2':|il ~ %fl e2'dr

lez"+%e‘3,

2 -2
(X X, 1) e
donc F(x)=e (2+2+4)

___1_ 2% .
= 2(x+ 1)e

T
[(A18]® Corrigé dans le manuel.

EEER® F(x) = J":(Int)zdf =[t(Inn)?]; - 2[*Inedt

=x(Inx)2-2G(x) .
Or G(x)= f: Intdt=xInx-x+1 (voir [lexercice
résolu 9, page 205), donc
F(x) = x(Inx)? = 2xInx + 2x - 2.
(120 L5 1 a) F(x) = [n:t;)s(lru)flr - j: sin(Inr)dr

= xcos(Inx) -1 + G(x) .
b) G(x) = [tsin(In?)]| - I: cos(Int)ds
= xsin(Inx) - F(x).

2.F(x) = %[.rcos(lnx) +xsin(lnx) - 1] ;

Glx)= % [~ xcos(Inx) + xsin(Inx) + 1] .

EEE® 1.e1=(-¢' “’cos:]é-j(']e' ~'sinrdr
=—cosl+e-1J.

ool d
*J=[-e wi'511'lx‘ln+Jl(l‘el"'(:t;)sn::ll=—51n1+I.

v Al IE %(sinl—cosl+e) et J= %(—sinl—cosl +e).

EEA®1./(x) = 1.
Jxt=1

I= [In(.r+~i.xz—l)]i@=ln(2+ﬁ).

1+ .42
_ 1 3 1 x
z.1+J__fﬁ( L 1 ax= [ E—dx
x -1 x =1
= [,n}xz - l]ia.-_, - J‘i’@ ¥%~1d%
=243-42-1.
y 1 2 1, (2+43
D’ol J=-|2J§-J§-1|:J§-—--1n( ]
2 2 27\1+.2
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Note : Dans l'intégration par parties, écrire :

x % “
J@—!
123 LR K:[e‘cos(lr}];+2J:e‘sin(2.t)d.r
=e"-1+2K.
Or K = Ic‘sin{Zx)}ﬁ-ZI::C"'cns(lr)dx = - 2K,

donc:

K=ef—1-4K. d'ot K= &1

5
= XAy —all_ 1.
2.]+J_I::Ld.r-:. ]
a— 2t . -
I-]= f:c cos(2x)dx =K
Ty L =3 (er_
Doin: 1= 5 (€*~1+K) =z (e"-1),
J=%(c“-l—l()z%(e"—l).
1 + cos(2x) 1
31_1:: e = dx ——rc'd.r+ K
1 1 e®~1 3
=§( 1}‘!‘2)( 5 "—(L —I)
De méme :
_ m x1-cos(2x) = | 1, 2
.l-j:r.. ——z—dx—iﬂie‘d.r—il(—g(e“—l].
EZ8® 1.2) /'(x) = —
X242
b) 1= [In(x + Jx2+2)]g=In(1 + /3) - In(/2).
x2 42

2.a)J+21=f

"./2_2
b) K = [ /2% + 2 dx=[xs/x? ol L

3-J.

C)J=§—I=%—3—In(l+ﬁ)+lﬂ(ﬁ) x

In(./2).

dx=f; ¥ +2dy =K.

dx

«)'.r +2

K=J+2l=§+|n(1+4’3}_

EEE® 1. 1Pourtout x> 1,

1 1 1 1 1
R e L
a) Pour tout x > 1,

G(x)=- 1

1
Inx+ 3 In(x+1) + 3 In(x-1)

—In.t+%}n(.r3—l).

1

—
.

x -1

2. Pour tout x > 1, F(x) = -

126

3= Iz X In x dx.

(x* -1 }
On pose u(x) =Inx et v'(x) = - , alors

(2 ~1)
u'(x)=- et v(x)=- = : d’ou par intégration pai
x -

parties :

Inx 73 1
]l = [— ] + dx

.rz -1z E x( l.'"' -1)

126 [IESRES TEI implique 0 < x" < (Er et

D=2x= g implique 0 =sin(2x) <1, donc
. T n
0 = x"sin(2x) = (3) ;
s . n i+l
Par intégration sur [{) ; ﬂ. 0=I,= (Z) ;
D’apres le théoreme d’encadrement, lim I, =0.

= +o0

BEH 1. x — tanx est la primitive sur [O:ﬂ de
x> 1 tan?y d’ou Décriture
intégrale.

2. a) Pour tout 7 de [U : g]

qui s'annule en 0,

O<tant<1 = 1<1+tankr<2.
b) Pour tout x de [0 : :;j]’ d’apres I'inégalité de la
moyenne sur [0:x]:

> 4 %
x =< j”( | + tan®r)dr < 2x, soit x < tanx < 2x.

® Corrigé dans le manuel.

EEER® 1o /(x)=1-¢"7*;

B0 1]
u'lx)|o | + o .{

u 0 /

u(x)=0, donc e *=1-x.




eV(x)=-1+x+e *=u(x);

x |0

vix) |0 +

v, /

v(x) =0, donc e <] ox+=.
Ainsipourtoutxde [0; 1], 1-x

2.x€[0;1] = x2€ [0;1]

X
o l-<e=s1-x24+2

2

x2 2

1—x2<e 1x

2
%e‘xsl—x+x§ [1].

1+x 1+x 1+x
e ¥
Doul-x< =
1+x

3. a) Vérification immédiate.

b) Pour tout x de [0; 1], d’apres [2] et 3. a) :

1

Par intégration sur [0 ; 1] : 5

05< 1<056; 1=053 (a3x10-2pres).

EE®® 1.a) ' (x) = " €

* 3T 2

sl—x+;(x3—x2+x 1+1—

+=In2, d’ou

X

g’

9 oy

Ty: y:%x+ln2.

b) P(l : % ; ln2) . aire(OIPA) = In2 + &

=In{J/2(1 +¢e)]u.a.

In2 + ln(l +e)

aire (OIBA) =

2. aire (OIPA) < jog(x)dx < aire(OIBA), soit :

1nz+}1 < ['gwdx < [T+ e)].

3.J= [xIn(1+ e~ [} In(1 + e*)dx

=In(1+ e)—j{l)g(x)dx

Dol I'encadrement :

In(l+e)-In[J/2(1+e)] =J<In(1+¢e)- 1112—4,

soit 11n(1+e) =J=< 1n(1 +e

2 2

EET® 1. ) 11=1n(1 * e);10+11 =[ldr=1;

2
l+e
Ip= 1-1( . )

b, + 1, = [ ™ dx= -

e”-1

nx nx nx
e 50, doll —— < = <%
l+e 14+ef 2
e -1 e’ -1
Par intégration sur [0 ; 1], <] <

n hn
3. ¢ lim _e__;1_ lim Lx[e__lzl = oo,

n—)+oo(1+ em n._>+ml+e n n
donc :
lim I, =+00.
n—o+oo
1-e" L, 1-e N PN
. s = = , d’aprés le théoréme
(l+e)yn gn 2n

d’encadrement, lim = =0.
-+l

EEES 1. 9) I = ﬁ (2 — x)e* dx d’ou par intégration

par parties I, = e? - 3.

2. Pour tout réel x de [0 ; 2] et tout n de N*,
0s2-x)'=2"doul = (2-x)"e* < 2%~
Par intégration sur [0 ; 2],

1 2"
0< ’T!Jf)(z—x)"exclxs mjéexdx

soit0 =<1, =< 2—' -1 [1].

1
*® — _ v\l ax
3. Pour tout nde N ’I”+1—(n+1)!-'20(2 X" e dx
d’ou par intégration par parties
_ 1 oo+l x (n+1)
I”+1_[(n+1)!(2 x) e} (n+1)vfz(2 Hetdx
2n+1

T o (n+ 1)V
4. On raisonne par récurrence.

soitl, ;=1

Pourn=1,1+ 12' +1; =3 +e?-3=¢?doncla formule

est vraie au rang 1.
Supposons la formule vraie pour un entier n, n = 1,

2 n
s 2 2 2 Y
c’est-a-dire, 1 + Otopttog I, = e, alors
n+1
I .=1 — soit en utilisant I’hypothése de
n+1 n (n + 1)| YpP
récurrence

2n) 2n+1

2
2 2
_ 2 _ £,< g
IL.,=c¢ (1+1!+2!+'“+n! TSN d’ol
2

n+1

1+2 > ...+—+2— + L
1! 2! n! (n+1)
formule est vraie au rang n + 1.

Ainsi la formule est vraie pour tout n de N*,

= e? donc la
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l!‘t.ﬂ'-l»l: 2n+] xﬂ_!_ 2
u (m+1)! 7 9n n+1’

1
n+1 =2 e@n+l=4%4e n=3.Puisque u, est positif,

on en déduit que pour n = 3, u,, | < 5 U

b) Dans ces conditions pour toutn >3 :
1
= —
Uy < 5 U3

1
Us < =y

o

Par multiplication de ces inégalités entre réels > 0
TR P
puis simplication, u, < [5) us.

n-3
AinsiO<u, < [%] us.

Note : Cet encadrement peut aussi étre obtenu par réurrence.

6.a) Par le théoréme d’encadrement, lim u, = 0.
n=—+o0
Mais [1] sécrit0 <1, <u, (e2-1)d’ot lim 1,=0.
n— 4o
2 22 2:1
b)Orl1+=+=+...+= =e’~L,avec lim [, =0
1' ' ﬂ! n— + o=
. J . @ "
donc lim [1 35 4 +—) =e?
n— 4o 1' ! H!

BEEd 1. o = 4! foydv =2 om?

2.9 = 4j?ﬂx)dx = g cm?.

b
Lsd= 4j;ﬁx)dx=2ﬁ cm? .

2.d=- 4ﬁ2f(x)dx =24 +4e 1 -4e cm?
(fnégative sur [-2:0]).

EEE 1. 5i= -4 In(1 + nyd:
3

= _4[[(1 +1)In(1 +t)][_]l—_|'“ler
L ld

=_4(_

(f négative sur [—

1
In3 —%)=2-2ln2cm2

)

b = B2

128

2.4 = 4J‘1"]2ﬂ.r)dx R C T 0 ["2e™dx)
_al_1 1 ol= 2
_4[—i(ln2+ l)_i +e]-4(e— 1)-2In2 cm?

- _ Ao ] :

136 FSE@NEs J[]x dx=7 ua.;

. s e 5
aire(%9,) = J'(I] Jxdx - aire () = 13 wa

aire(%5) = 1 - aire(%,) - aire (D) = % Wi

121 2)
(4x 4n dx.

[ 2]“'_1 1
-1[3‘“,, "a[’“i)

PourtoutndeWN, u, , -u, = }1 donc (u,,) est arith-

EERA® ., [+

n

métique de raison % ;

EEEI Dans |-2:+ o, In(x+2)-1=0
& x=e-2.
=3
A=- fl ﬂx)dx+j:_2f(.r)dx
=F(e)-2F(e -2) + F(- 1) avec F primitive sur
[-1;e] de lafonction :
x—=fx)=In(2+x)-1.
Une primitive de la fonction x ~ In(2 + x) est définie
par :

G(x) = J-; In(¢+2)de=[(t+2)In(r + 2)]i‘;__r;dl'

=(x+2)In(x+2)-2In2 —x.

Ainsi on peut prendre F(x)= (x+2)In(x +2)-2x,
d’otl on déduit que o = (e + 2)In(e +2) -6 u.a.

130 g

o =- ﬁlﬂx)dx + j‘]‘ fix)dx = F(4) - 2F(1) + F(-1)
avec F primitive de fsur [-1;4].

Une primitive de la fonction x+— (x2 — I)e™* est

définie par F(x) = [ (F=Dedr.

Par double intégration par parties :

F(x)=[-(-1)e™]"+ 2jf] te~'ds
=—(x2-1)e™* +2G(x) ;

G(x) = [-re™ Ty + [0 jefdi=—xe™ e,

dolt F(x)=-(x+1)%~.
Ainsi o = (8e~! -25¢ %) u.a.

[1401® Corrigé dans le manuel.



141 i €, est symétrique par =~ Vi
rapport a (Oy), donc m est tel 9
que l'aire de &’ est la moitié de = |

celle de .

jﬂ"’ {m—xz)dr:% f;(a - x¥dx, |

i 2 . T
soit érn.f.;:r-j,dou.

1

m3=16 et m=163.

EA® 1. lim [f(x)- (x - 2)] = lim e!* =0,

X3+ X—+eo2
d’'ou le résultat. Pour tout réel x, f(x)-(x-2)>0
donc 6 rest au-dessus de d.

2.8, = j; [£(x) = (x=2)]dx = j;e]‘xdx =(e—e"M) ua.

3. Equation de la tangente Ty : y =—e!"*(x—A) + el
d’oli C(1+ A:0).

S,= % el"*ua., d'olt S, +2S, = e (indépendant de A).

=T

c

EEL® 1. Sur intervalle [0 5 + o[, f(x) = —— et
, x+1
g(x)=¢e~

¥y

a ————————————

Eﬁl
In@+1) p------f---5 A ———
1 +
0 1 Infa + 1) a %

Ainsi f(0) = g’(0) =1 et i0) = g(0) =0.

D'ou A: y = x est tangente commune en O.

La courbe C;, est en dessous de sa tangente T: y =x -1
au point d’abscisse 1 donc pour tout >0, Int < ¢-1.

En posant t = x + 1 avec x € [0 ; + ==[, on obtient

In(x+1)=<x donf: Crest en dessous de A.

Autre méthode : Etudier le signe de @(x) =In(1 + x) —x

sur [0 ; + o[ & partir des variations de @.

2, La symétrie d’axe A est définie par :
M(x;y)—»M'(x';y)avecx’=yety =x.

Pour toutx =0:

M(x:y)e CGioy=h(l+x)ee=1+xox=¢'-1

ey=e-laM((¥;y)e Cg.
Ainsi Cyet C, sont symétriques par rapport a A.
3. a) Tracés des représentations graphiques.

b) I(a) exprime I'aire en u.a. du domaine % et en
raison de la symétrie, aire (@) = aire (2").
In(a+1)

aire @) = [ (@ (e~ 1))
=J1n(ﬂ+”adx—j]n{a+”{e-‘-1)dx
0 0
dod I(a) =aln (a+1) - :“"*”(er-l)dr.

1
OrJ’ln(a+ }(ex—l)d_r= [e_t_x][l]n(a+l)=a_ln (a+1)
0

doncl(@)=(a+1)In(a+1)-a.
¢) Par intégration par parties,

I(a) = [(x+1) In(x + 1)]g_J";dx=(a+ 1)In(a+1)-a.

Note : Poser u(x) = In(x + 1), V(x) = 1 alors u’(x) = - et choisir
x+1
vix)=x+ 1.

iEZA® 1. Conditions :
_ ’ " 1 _ 1
f1)=0, f(1)=0, [[Andr=3.

a+b+c=0 a+b+c=0

D’ou le systeéme A+ 2=l da+2b=0
E:9 o=t | SpubuidBo=
5 3 3

& e 5 5 5
Ainsi ﬂ—g, b——z, C—§.

145 by L€: y=1 +x—xex2Hl
X=x

On pose { ;
Y=y-1
?? 2
dans le repere (I5 i , j ), €;: Y =X - Xe X+,

€y représente la fonction X— X - Xe-X*+1 définie

sur R ; celle-ci est impaire donc I est centre de symé-

trie de 6;.

2. lim [f(x)-(x+1)]= lim
X—=+

X +o
1

_ xe—.\'2+l

o

. u? 5
= lim -e— =0 (en posantu = x°).

=3+ o e
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Doncd: y=x+1 estasymptote a‘6gen + oo,

X -0 u + oo
-fx+1
. . . . -

‘6 au-dessus de d | ¢, en-dessous de d
| point commun |

3.2) sl(h) =4[} xe P+ dx = 2(- e+ 1 €) em?.

position:

by lim si(d)=2e em?.

— + 0

) lsd(A) — sdl = 2e~2%+1

1
D'ott 2e**+1 < 10-2 doncA = /1 - In3gg.

On pourra prendre A; = /1 + In(200) =2,51.
[1461® Corrigé dans le manuel.

REXAS 1. f(x) = ke~ avec k défini par f{0) = e d’ol
k=e. Ainsi flx) =el -~

2.Pourze [1;e]:el*=rex=1-Int
Note:0=x=<1.

3. a) La section du solide par un plan perpendiculaire
a (Oy) en M(0 ; r) avec r € [1 ; e] est un disque de
rayon x = 1 —In 1 (voir 2.) et d’aire S(¢) = n(1 - In 1)%.

Ainsi V =JT S(r)dt = nﬁ (1-1In¢)?de

b) fl (1-In 02 dr=[r(1 = In 12" + 2[1 In(1 - 1) dr

=—1+2ﬁ(1—1m)dt [1].

[poser : w(t) = (1 -In 1% V(1) = 1, (1) =— % (1-1ng),
v(1) =1].
f:(l ~Inrdr=[r(1-In r)]f +ﬁ dr=e-2]2].

Ainsi d’apres [1] et [2], j “(I-Ini2di=2e-5

1
d'ou V =n(2e -5) uv.
EEER® 1. En raison de la symétrie par rapport au
plan passant par O et perpendiculaire a (Oy), il suffit
de raisonner avec un plan de coupe défini pour
O<ys=<r.

La section est une couronne circulaire centrée sur
(Oy) d’aire : w[(d +r')?>—(d-r")?] =4ndr’.
Or 1’ esttel que r'2=r2—y2

donc S(y) =4nd Jrr—y?.

2.V =2L')S(y)dy=8:rrdj';a/r2—y2dy=8ndx“—!2,

4
donc V =2r2dr?.
(Voir l'exercice 108 pour le calcul de Uintégrale.)
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plan de coupe
Ad=d
JK=JL=r

x |0 1 2
f'(x) = 0 +
-2 0
f \_\- & /

~—"

z.ari=—j§ﬂx)dx.

Par intégration par parties o =e?-3 =439 cm?.
3. a) Les réels a, b, c sont tels que pour tout réel x,
G'(x) = f(x) , soit :

eZ[2ax?2 + (2b + 2a)x + b + 2c] = e X (x - 2),

1 5 13

E s b=- i s €= -I .
b) La section du solide par un plan perpendiculaire a
I'axe (Ox) est un disque d’aire S(x) = nf2(x).

d’ou, par identification, a =

_ _ _ 11:(134 -13)
V= [ swdx=xf Fx)dx = BE =360’

150 hdb T T nﬁﬂmdx:nﬁ(aﬁ +bx +c)dx
- n[g({.’r‘ -a’) + %’(B2 -o) + C(B—a}]
= ﬁ@[ziﬂ(ﬁ2 +af +0o2)+3b(B + o) +6¢]

= %[Za(ﬁl2 + 0P +0?) +3b(B+ o) +6¢].
D’autre part :
B, + B, + 4By = n[ac® + ba + c] + n[aP® + bp +¢]

o252 (252

= n[2a(c + of + B%) + 3b(a + B) + 6c]



Ainsi V =

{ 2
2. Il s’agit d’une application avec f(x) =12 1+% ;
42
(P{x} 144 + ) R,_lz/ +—_6J_
R,=12 ,1+—-6J3 R, =12 /1 =228, 12’ =6.5.

D’aprés la formule « des trois niveaux » :

V' =8[rR}+nR3 +4nR3] = 109447,
soit V' =34 382 m’.

E(Bl +B2+4B3) x

LW:RxIc?-xT:RJ'TF(:) dt donc
0

L=

sur [0; TJ.

.%. J’r i%(r) dt donc 1.2 est la valeur moyenne de i2
0

;
| I
212= 2 f sin? (@) dr.

1 = cos(2mit)
2

dong J—; sin? (o) dr:% JT g J'r cos (2x) dr

o [Lsin(th)]Z = g

Or sin’ (o) =

2 4o

IEH IHI‘
—doncl,. = —.

Ainsi 12 = 5 =5
[ 152 LI ;mx - x* dx
o 3
SHIEIR R
i ]
Or ;;—%- doncxg = —
nr

D’otl la position de G sur la droite d’équation y = x.

IEE1® A. 1. 2(0) = 0, g(1) = 1 donc g vérifie [1].

gx)=e*x+1);g(x) > 0sur [0; 1] donc g vérifie

2],

X
2. Pour tout x de [0; 1], g(x) —x :x-eg -X= g(e‘-e).

X .
Orpour)=x = l.onaE =0ete* <esoite*-e<0

donc g(x) - x = 0. Ainsi g vérifie [3].

3. Représentation graphique

8 4

(o] 1 X

B. 1. La fonction différence x — x — f{x) est continue
1

et positive sur [0 ; 1] donc I =J— (x—flx)) dx.
0

21~ [ (r-g@) dx= [ xde- [ ) ax

Par intégration par parties
1 1

j gx)dx= [xex‘l]{ll—J' e~ ldr=e!
0 0

) _1 = |
doﬁlg_ﬁ—e :

3. a) Pour tout entier n, n = 2, les fonctions f,, sont
telles que :

* f(0)=0,£,(1)=1[1].
n_1(1+x)—.".:" x”h][n+{n—l)x1

(1+x)° (1+x)°
donc f,(x) = 0 et f,, est croissante sur [0 ; 1] [2].

o f(x)=2x"=

2x" 3 2x" —(x +x)
*Jul¥) - A Tax o 1+x
Or pour tout x de [0 ; 1],

x2+x =22 d'ol 20" — (x2 + x) < 20" - 242
soit 2¢" - (2 +x) <22 (x"-2-1) <0
donc f,(x) -x = 0 [3].

1 1 1
b)I,= Iﬂ (x—f,(x)) dx = J.u xdx - J'“j;r(.r) dx
1

= i —H".
¢) Pour tout rde [0; 1],

n+ n

1+1

n+l

mtl<ytnetl+1>0don

: : !
D’ou par intégration j 5 Tont

soit i, , | < u,.
Ainsi (u,) est décroissante.
1

d)Pourloultde[O:l],Dcm <lett"=0
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dou0=< — <p,
1+t
e) Par intégration : 0 =<

. 2
soit0=u, = —.
LY N |

Dapres le théoreme d’encadrement  lim
n— +eoe

doncd’aprés3.b) lim I = 1

n—+e= k 2

= ,
- R . A B

1. a) Pour tout r de [0; 1],
n+1 n

_t t r(l+1}
Jasr@) + o) = f+1 141 141

b) Par intégration sur [0 ; 1],

[itner@ae [ foa= [ ea

dotu,, +u,=

n+1’
2. a) Pour tout n de N¥, f, = 0 donc u,, = 0.

b) Pour tout rde [0; 1], /"t <retl+1>0
n+ H
donc

— < T puis par intégration sur [0 ; 1].

=
u = Uu,.

n+1
Ainsi (u,) est décroissante.

3.a) D’apres 1. b), i, = }r+ - U or u =0

1 n+1» n+1

doncu, = r_r:-_f :
1

D’ou I'encadrement 0 = u, < T
n

b) D’apres la théoréme d’encadrement, (u,,) converge

vers (.
[A55]® Corrigé dans le manuel.

(156 b WPY|
I, = J{l]{l —-x)e 'dx

o il _ —_rl-_l—.l’ :l
=[-(1-x)e "Jo jue dx o

b) Pourtout xde [0;1], 0<1-x<1 et e*>0,

donc:

1 1
0= E(l -x)er= e

< l-[{lje_"'dx .

Par intégrationsur [0; 1], 0 =<1, o

o 1
D’ou OEIHEE(I—

d’encadrement, lm I, =0.

n= +oa

132

ey et, daprés le théoréme

'(l—x)"”e*"d.r

1
c)l,,+,={n+l}[j”

u+l —xql
(n+1}'([ = "o

-(n+ l)jill(l ﬂx}”e""dx]

1
T (n+1)!

1

[I—(H'i'])n!["]:m‘—-l_'l"—)-!—l”.

2.a) é + (=1)I; =0 = a, donc la relation est vraie au

rang 1 . On suppose la relation vraie pour un entier
n=1, alors:

B {_-1)1']' _1 : = (_1)!I+l
a’**'_a"+{rr+ l)!_e+( 1 lg (n+1)

=l+(_1)n+l|: 1
&

_1 1
(n+1)‘._l"J-E+{_”"+ List:

donc elle est vraie aurang n + 1.
D’otl le résultat pour tout n (n = 1).

b)Or Iim I,=0 donc Ilim a,=-
H— + 0 n— + oo
EA® 1.1,=1: J,=1.
T n

-nx

. 3 3
2.a)l, = [-e"* cosx] - nJﬁ e cosxdxy=1-nl :

A

l
"“’ilnxdx e ? +nlﬂ.

CI:')Fl

j — [e—nx

i sinx|y +n

I,+nJ, =1 N
b) L doul = =1 = o

2
-ns 1+n
= 2
-nl +J,=¢

=
A

_n+e
1l+n

3. lim I,= lim
1= 4 oo n—o+e 1

EEE® 1.0) 0'(1) = —— .
a) (1) Y

t |0 2
o'(t) +

@

M
=1




i~
I
S
~~
N2
@
A
|
(¢}
3
e
Q
Lot

b) Pour tout ¢ de [0 ; 2],

[N RVS]
(¢’]

par intégration sur [0 ; 2],

3 © 2 z 72 L
i-l.t) endr < L)(p(t)e"dt < z_ljo endt

2 2
. 30 = 7| -
soit : in[e” - 1] su,< Zn(e” - 1] [1].

¢) On pose h = % alors :

2 h_
lim n(e”—l}: lim 2(6 1):2.
A=+ h—0' h

Par passage a la limite dans [1], 3< € <

[N TN

2. a) Pour tout 7 de [0 ; 2],
_2t+3 _2t+2)-1_, 1
=TT =" 12 -3
e 2 1 oy 2
I—L)(p(r)dt—'[o(2~m)dr—[Zt In(r+2))
=4-In2.

r
b) La fonction t+> e” est strictement croissante sur
! 2
en < en; dou,

I

[0:2]: pour tout ¢ de [0:2], 1
puisque ¢(t)>0:
L1 2
o) < p(ne” < o()e” .
2
Par intégrationsur [0:;2], Isu,<e"I.

¢) Dapres le théoreme d’encadrement, (u,,) converge
vers . Ainsi € =4 -1In2.

EEEN® 1.a) Pour tout xde |1;e[, O<Inx<1.
Pour tout entier n =1, (Inx)">0 et 1 -Inx>0,
d’ott (1-Inx)(Inx)* >0, soit (Inx)"—(lnx)**1>0.

bl -1, ., = Jcl[(lnx)”—(lnx)””]dx >0, donc

1]
(I,,) est décroissante.

¢) Pour tout n=1 et tout x de [1;e], (Inx)"=0,
donc I, =0.

(I,) est décroissante minorée par 0, donc elle con-

verge.
<
2.)1;= [l Inede=[Inely - [ dr=1.

b) Pourtout n =1,

L, 1= [, (0" da
= Lx(Inx)" * 111 = (n + 1)ﬁ(lnx)”dx

=e-(n+D1I, [1].
0lL=e-2=0718; ;=-2e+6=0563;
[,=9¢-24~=0464.
3.a)Dapres [1], (n+ 1), =e-1,,, et I,, =0,
donc:

(n+ DI, <e.

Ainsi 0=, < ;% et, d’apres le théoreme d’enca-

drement, (I,)) converge vers O .

b) D’apres [1], nl, + (I, +1, ) =¢.

Dou nl,=e-(I,+1,,¢);or, lim (I,+1,,.,)=0
n—+oo

donc lim nl =e.
n—+ o

EE®1$ 1. Par intégration par parties, 1=1-2¢"!.

1« (k
2.2)S = - Zf(—)
"on &~ \n
D’ou I'idée de penser a la méthode des rectangles.

b) f/(x) =e*(1-x).
x |0 1]
f'(x) o f 0

P
f 0 /

f est continue, strictement croissante sur [0 ; 1].

S, représente la somme des aires des rectangles supé-
rieurs associés a la subdivision de [0; 1] en n sous-
intervalles de méme amplitude.

La suite (S,) converge donc vers

1= j(l)f(x)dx=1 ~2e !,

yA
— 6
0,1 i 3
O 1 2 @) n_q X
n n n n-

E&ERS 1. Pour tout x de [0;1] et tout n de N*,

L [1].

X+n

=

Sl o

1
En outre
x+n \\n 2

_(l_i):n2—n(x+n)+x(x+n)
n

nz(x+n)

est positif donc 121 —x—z [2].
xX+n no 5

D’ou ’encadrement

1
Z.a)anj 1

Ox+n

de=1In(n+1)—In(n)=In (’Ll)
n
b) Par intégration sur [0 ; 1] des inégalités du 1.

Chap. 8  Intégration et primitives ® 133



sc::nitl—L"-?.-Jl,l,-féldco‘c:l-L -":-.In[”"'l)ﬁl

n 2n2 n n 2n2 n n
3. Pour tout n de ¥,
1

U(n+1)—U(n)=m -In(n+1)+In(n)

n 2n
donc—l——ln("*'lj.-.:_L_l.'.L
+1 n n+]. n 2”2
1 _ln(n+IJ$2"2‘2"(ﬂ+l)+”+l
n+l1 n 2n2(n+1)
1 __ln(ﬂ*l'l)ﬁz]‘;nio.
n+1 n 2n°“(n+1)
Ainsi U(n + 1) —U(n)=< 0 et la suite U est décroissante.

4. Pour tout n de ¥,

Vin+1)- V(")_n+1 In(n+2)+In(n+1)

- L _ln (H_'I-Z)
n+1 n+1)

Or d’apres 'encadrement du 2. b) appliqué au rang
n+1:
In ("+2)~'~' b donc-—l— —In [”+2]30.
n+1 +1 n+1 +1
Ainsi V(n + 1) - V(n) = 0 et la suite V est croissante.
5. Pour tout n de N*,
U(n)-V(n)=-In(n) +In (n+1)=In ("_H)

n

n+1
Or lim —— =1 etlafonction In est continue en 1

n—+os

donc lim (U(n)-V(n))= lim m[ﬂ”):o.

n—3+ee n
Ainsi les suites U et V sont adjacentes, donc elles con-
vergent vers un méme réel noté y.

Par exemple y= lim U(n). Dot 0,57 =y=<0,58;
n— 4o
une valeur approchée de ya 10-2 pres par exces est 0,58.

KA 1. «Pour tout x de JO;+ o],

, 1
e =-Ge
¢ lim fix)=
llmﬁx}— lim L(l-t-.rlnx) ln(x+1)] =+oo,
x=0" xr=0"
X 0 + oo
f{x) -

+ oo
f o —\\_\—\h 0
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o

2.0 qunx_l_ldx [xlnx+1] J{:xildx

o
=olng T 7-In(o+1)+2In2,

. ﬁﬂr)dt=f:%dr +ﬁ lnﬁdr

o
= lna+alnm—-1n(a+ 1)+2In2

= (a+ mn[af )+2In2

. —
3.a) Pour tout xde [k:k +1], o a4
d’apres I'inégalité de la moyenne,
L - k+]’.1. x‘:-l_
k+1 ik Tk
k+11 k1
b) —dx—ln(k+1} 1nk=—lnk+1=E—ﬂk}.
) ST
Daprésln),mﬁzmﬂk)s-_ﬁ.dou
Osf)=<i-L_ st o<fil)s —1—.
k k+1° k(k+1)
4. a) Vérification immédiate.
b)S, =
1 1 1 1 1 1
(E'n+1)+(n+1_n+2J+ +(%'2n+1)
_1 1
n 2n+1’
doi lim §,=0.
n=3 4w

1
nn+1)’
R
(n+1)(n+2)"
o3
2n(2n+1)°

¢) D'aprés 3. b), 0= f(n) =
0=f(n+1)=<

0=f(2n) <

2n
d’oul la sommation: 0= 3 f(k)=<S§,.
k=n

Or, lIm §, =0 donc, d’aprés le théoréme d’enca-
n—+ee

lim 2 ﬂk)]
5. a) D’aprés 3. b), f(k) =

drement,

j’k+1

Par sommation des reIanons écrites pour k=n @
k=2n,

Zﬁ‘k) Z ZFHI"“ et, en utilisant la

2n
relation de Chasles, Y’ fik) =u,, - jz" +1 ldx . soit:

k=n



2n
Y filk)=u,-In(2n+1)+Inn,

k=n

2n
- 1
dou: 3 k) =1, ~ In2 - In( 1 +2—n].
=n
2n

by Ainsi 4, = 3. )+ 2+ 1n(1 " Zinj d'ot:

lim u,=In2.
n—+oe

EEEIS 1.F'(x) =In(1 + e %) sur [0;+oof.
F’>0 sur [0;+ o[ donc F est strictement croissante.

2.Pour tout  de [1 ;1 + a, ﬁ < % <1 (dé-

croissance de la fonction inverse sur [1; 1 + a]).
D’apres le théoréme de la moyenne,

4 sj“”ldz‘ < a soit :

1+a 1t
4 < In(1+a) <a.
l+a

3.0npose a=e % (a>0), dou:
-2t

<sh(l+e¥)<e?.
1+e™!

Par intégration sur [0 ; x] :

-2t
[[=—dt <F(x) < [ e7dr, soit
01 42 0

X X
[—lln(l - e‘z’)J <F(x) < [—1e“2’} , donc :
2 0 2y

Lo Mn( 4 e 2 1 12
21n2—21n(1+e )sF(x)s2 7€

4. Par passage a la limite en + oo : % n2<¢{=< % .
5.a)Sur [1n; n + 1], la fonction ¢+ In(1 + e %) est
décroissante, d’oit 0 < In(1+e 2 <In(1 +e ") et,
d’aprés l'inégalité de lamoyenne, 0 < u,, < In(1 +e~2").
b) D’apreés le théoreme d’encadrement, (u,,) converge
vers ().
n

6.8,= > u,=

k=0

n
Ik” In(1+e2)ds
k=0 k

- ,{ZH In(1+ e 2")dr

(d’aprés la relation de Chasles), soit S, =F(n+1).

Or lim F(n+1)=¢, donc (S,) converge vers €.
1>+ oc

n
s 1.Pourn=2,In(n!)= Y Ink. Par compa-
raison des aires : k=2

n
J”;lntdzs E’zlnk < J’;”lntdt.

(La premiére intégrale est majorée par la somme des
aires des rectangles «supérieurs» alors que la

seconde est minoree par celle des rectangles
« inférieurs ».)

Dot j’l*lnzdrsm(m)sj’l’”lnrdz [1].

Note : Cet encadrement est encore vérifié parn = 1.

In(n!) _ In(n!)

2. Pour toutentier n =2, u, = .
In(n®) nlnn

Pour tout x > 0,

J.I Intdt = [tlnt])lc— Kdtlenx—x +1.

Donc, d’apres [1] :

nlnn-n+1 <ln(n)< (n+1)In(n+1)-n,
d’ou par division par nlnn>0:

(n+1)In(n+1) 1
ninn Inn

_n—l

éuns

2].

n-1 n . n-1
r —— =—— donc lim
nlnr Inn n—+enlnn

(n+ Dlnn+ 1) :(n + 1)[lnn + ln(l + %)il

nlnn nlnn

ln(1+l)
n+l n+l1 n
= + X
n n Inn
(n+1DIn(n+1)
ninn =

=0. Deplus:

dou lim
n—+o0

Ainsi les termes extrémes de 1'inégalité [2] ont pour
limite 1 et, d’apres le théoréme d’encadrement, (u,,)
converge vers 1.

otons f(x) = - x2 + 4x = x(4 - x)

et g(x) = kx(4 —x). Ainsi g = kf.

Ces deux fonctions polyndmes ont pour racines 0 et 4.
La condition de partage implique k > 0.

f et g sont continues et positives sur [0 ; 4]

4
donc a(%) = fo flx) dx et

4 4
a(%d’) =J0 glx)dx = kL}f(x) dx = k x a(D).
Il s’agit de trouver k tel que a(2’) = % a(D)
soit k X a(D) = %a(@) donc k = % .
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¢ Déterminons une équation de la tangente T.
fx)=1+e ¥ =xe*=1+e*1-x).
fX=1el+e*(l-x)=1=x=1.

Ainsi T est tangente 4 € au point A(1 ;1 +e™ 1),

T est la droite passant par A et de coefficient direc-
teur IdouT:y=x+e L

¢ T est au-dessus de €.

Posons 9(x) =x+e ' —flx)=e ! —xe*

La fonction différence ¢ est continue et positive donc
aire(@) = f :] o(x) dr=e1- I ; xe-* dx.

Par intégration par parties

! 1
j xe*drs [—xe‘-"]:} +J e*dx=1-2e"1
0 0
Ainsi aire(2) = 3e~! - 1 donc aire(2) > 0,1.
XA ® Posons fix) = Jx(1-x),xe [0;1] et notons
Cysa courbe dans un repére orthonormal.
M(x:y)e Cy y*=-x?+xety =0

@[r-l]2+ 2—1et =0
X-3 y-4 y=0.

Cy est le demi-cercle de centre IG :OJ et de rayon
r= % situé dans le demi-plan @ : y = 0,
L’intégrale exprime I'aire du demi-disque « supérieur »

1
associé :L Jx(1—x) dx = g
]

i[EE=1® Sur J0:; 1], la fonction In est continue et néga-
tive donc sd(ot) =—F Inxd.*::J’oIE In x dx.

Par intégration par p:rties: ]

dA(a) =[x In.r]?—ﬁtl dr=alno-oa+1.

La fonction s : 0. — ot In o — ot + 1 définie sur |0 ; 1]

est dérivable sur J0; 1] et s’(ox) = In 0.
AR 1]

() = 0
s (o) '

Note: lim alna=0donc lim s&l{o)=1.

a— 0+ a— 0+

Ainsi il n’existe pas de réel o dans J0 ; 1] tel que
d(o) =2.

EEZA® 1. a) Pour tout k (k = 0), f, est dérivable

sur R :
4 2ke”
b) fi(x) = 1- —2KE__
(1+ke")
_ 14 k2e2x
(1+ ke")z
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E[EE1® Cherchons 3 encadrer u,.

Pour tout n de N* et tout r de [0 ; 1],
O0sl-t<ldou0=<(1-1)"=<1letpuisquee !'>0
onobtient0=< (1 -)le'=e .

Par intégration sur [0 ; 1],

J’(l—t)” -fcn-a:f' e d d'od
(}-:_j(l (! e rd!{_J e 'dr.

Ainsi 0 =

d’encadrement, (u,,) converge vers 0.

= JF(] - ¢ 1), D’apres le théoréme

170 B = A b
n+ 1 n+2 LTS
somme des aires des rectangles colorés (en u.a.).

Par comparaison d’aires,
5
LN SN § ﬂj-"" L

. S, exprime la

n+l n+2 2n X
1 1 1
= - :
nt n+1 ® 2n-1
. 1 1
= L ol
soit S, <In(2n)-In(n) =S, + S
doncS, <In2<S, + .
2n
D’ou I'encadrement, In 2 - ﬁ =S, <In2
Daprés le théoréme d’encadrement (S,,) converge

vers In 2.

iZ&Ne B est Iaire entre la droite (OM) : y = txet la
parabole 2 : y = x? sur I'intervalle [0 ; 1].
5 Ay 3

= i =[‘_I__x_}=£
%L(rxx)dx L] =E

Notons H et K les projetés orthogonaux de M et N sur

I'axe (Ox).

Alord o = aire (OHM) aire (OKM) —aire (MHKN)
3 3 3

ot Sr r
SOUA=5 T w
3
L
; .%_6_4_1
AIHS‘E_F_B'

8

D’autre part :

2 2 2x
() - +1= {l—kex] +1:24-29‘( e »
1+ ke (1+ke")
2(1+ke )
(1+ke )



1 el 1] _
3. a) F est une primitive de f sur R équivaut a, pour
tout réel x, F'(x) = f(x) , soit :

e *[-ax’+ (2a-b)x+b-c]=e*(x2 +2x +2),
dout a=-1, b=-4, c=-6.

Ainsi F(x) = (-x?-4x-6)e*.

b) (o) =4j:ﬂx}d.r =4[(- 02 - 40— 6)e~* + 6] cm?.

Note: |lim (o)=24cm?.
o—+ o
iPZ3$ Partie A
2
l.g'(.r):M; lim g(x)=—eceo,
(-r"_'_l).' X — + oo
X 0 B - ) 1 + oo
g'lx)|0 + 0 -
1-In2
-_Q' 0 / \‘ i

Sur I'intervalle [1 ; + o[, g est continue strictement
décroissante et change de signe donc I'équation
g(x) =0 admet une solution unique o. .

gG) =(,106 et g(2) =-0,009 sont de signes contrai-

7
res,donc - <o<2.

3
Z.a}'['z:y:—%x+%—ln5.
b xp= 5~ 21n5, d'ol v, = 1980 et v,=0,181.

gv)=14x10-% et g(vy)=-34x10"* sont de
signes contraires, donc 1,980 < ot < 1,981 .

€)g(x) =0 sur [0;0]; g(x) <0 sur Jou;+eef.
Partie B

1. Taux d’accroissement de fen 0 : lorsque x#0,

L 2
T(x) = ﬂJuc}aJ‘cj‘IO)= In(x” + 9}

x2

o h=x2, lim T(x) = li mi 48 1
n pose =Xx=, l1m = m- i =
P x—0 * hl—>l] h

Donc fest dérivableenOet f(0 =1. fest une fonc-
tion impaire, il suffit d’étudier ses variations sur R*.
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2x?

5 —In(x%*+1)
Pour tout x > 0, f/(x) = 21 . =8(-12C);
X x
f’ est du signe de g.
x |0 T
f'lx) 10 + 0 ”
f - fl0)
0 / \\\- 0
1n[x2(1+l_,]]
"
lim flx)= lim =
X— 4+ X —*+ oo
ln(l+l2)
= lim 2ll'u.'+ X =0-
Xx—=+o00 X X
2.+ On pose pour tout x de |- 1; + oo,
; X
¢x)=In(1+x)-x; (p(_r)=_m;
X -1 0 =+ oo
?'x) + 0 -
0

Ainsi pour tout xde ]|-1;+ o[,
¢(x) =0 donc In(1 +x) =< x [1].

*Ty: y=x. Laposition de ‘6;et T, est déterminée
par le signe de la fonction différence :

2 2
d;x._,f(x)_,r:w_,_

Or pour tout réel x, x>>—1, donc d’aprés [1]:
In(x*+1)-x2< 0;

le signe de d(x) est I'opposé de celui de x.

Ainsi, ‘6 est au-dessus de Ty sur |- ;0[, en-des-

sous sur |0+ o[ et T, coupe “6sen O.

Note : ‘€, « traverse » sa tangente en O ; I'origine O est un point
d’inflexion.

T
= __.__I_‘I.__ e Sy

o L] T .

R — f 1 Ir %

Partie C

1. Pour r >0, F(r) = j; fiode = aire() . fest impaire

donc € est symétrique par rapport a O. Si %’ estle
domaine symétrique de % par rapporta O :

F(-r) = j{;’ﬁr)dz =- fr findr = aire(@’) .



¢
B
L5
K

Dot F(-r)=F(r). AinsiF est paire.

2. D’apres B. 2., pour tout ¢ de [0;1], 0<f(¢) = t
d’ol par intégration, 0 < F(1) < % p

3. Pourtoutréel t=1,
0s1<sP=22<2+1=<27
= In(?) <In(Z+1) < In(27%)

m(trz) - ln(t2t+ D _ ln(?tz) 2l
4o Pourx > 1, J(x) = f“’”dt_ (Inx)?.

F(x) = j(’) finde+ [ fode = F(1) + [ fnde.
Or, pour tout ¢ de [1 ; x], d’apres [2],

g__ln‘ <f() =< l_n_z 2In?

d’ou, par intégration sur [1 ; x] ,
20(x) < ﬁ finder <

et, en ajoutant F(1) a chaque membre :

F(1)+2J(x) < F(x) <F(1) + n 2 xInx + 2J(x) ,
soit F(1) + (Inx)? < F(x) <F(1) + In 2xInx + (Inx)? [3].
lim F(x)=+eco.

t

]

In2 x Inx +2J(x) ,

On en déduit que

X +eo
¢ Pour x = 1, d’apres (3),
I_@+ (Inx)? = Beek . F(l) +1n2 x 10X Inx (lnx)2
X x X X i X
Inx
Or lim —~=0 et
X +oo
2
Inx)?
lim Lo = lim !215 =0, donc, d’apres le
X+ X — + o9 -
X2
. Fi)
théoreme d’encadrement, lim ——=0.
X =3 o0
5
\G
KA S partie A

Lef(x)=(1-x)e*.

e lim fix)=-c; lim fix)= lim exxe*=0.
X2 X =+ X400
+ oo
0
1 ya ol
1 P ‘
< l ! ‘:
~1_ e,
/ <

2. Par intégration par parties,
_f - 1-xyq1 3 g [N _
I1——fof(x)dx-[—x(e )]0+joe *dx=e-2.

Partie B
La)Sur[0;1], 0s1-x<1, don 1<el-*<e,
puis :
< xtel-T<ex".
b)J, = ——
¢) Par intégration de I'inégalité 1. a) sur [0 ; 1],
1 <I, =50
n+1 n +1

2.Pourn=1,

In+1 — J(l)xn+lel—xdx

=[-x"*1el ‘x](l) +(n+ 1)‘[(1)x"e1 “Xdx
=—1+(n+1)I,.
a)k,, =(n+le-1,,,=(n+1)le+1-(n+1)l,
=(n+1)(nle-L)+1=(n+1)k,+1.
b)k;=e-1;=2. Ainsi k; e N.
On suppose qu’il existe un entier n (n = 1) tel que

k,e N; alors k, , = (n+1)k,+1 donc k, . ;€ N.
D’ou le résultat.

¢) Pourtoutn=2, 0< —1—1
I,e N.

Par I’absurde : si nlee N, alors I, =nle-k, e N,
ce qui contredit le résultat précédent.

Donc nleg N. \
4.2a) Sin = q, alors g divise n! et donc 'lqﬂ e N.

L, =t <1 donc
n+1

//\

b) Si e était un rationnel % , alors pour n = g, on aurait
1. 0P 3 ; i
nle= ) entier, ce qui est absurde d’apres 3. ¢).

Donc e est irrationnel.
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EEA® 1.29) F est la primitive de f sur R vérifiant
F(0)=0:ainsi F' =f.

[fest paire donc 6 est symétrique par rapport a (Oy).
F n’est pas paire.

-2 -1

Contre-exemple :
F(-1) =-aire(D’) = —aire(D) = - F(1).
2.a) b) ¢) Par dérivation d’une fonction composee,

G'(x) = (1 + tan®x) x bl 2 ;8

1 + tan 2.1‘
G(x)=x+ k;or G(0) =0donc k =0 ainsi pour tout x
de . G(x) =x.

F(1) = F(tan E) - G[g) -1

layb)OH()=- ——x— 142
(x+1) 1+ 1 (x+2)
(x+1)
o 1
2
14+ —= =
(x+2)
=0.
Ainsi H est constante sur R* de valeur
H(0) = F(1) + F(0) = :-“.

Alors F[%]+ F(%):H(l):g.

EE#d 1. Faux. f est continue sur ]- = ; 0] donc elle
admet des primitives sur cet intervalle.

Note : F(x) = In(- x) + k.

2. Faux. Contre-exemple : sur R, h = fg avec flx) = 2x,
glx)=3.
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H(x) = 3x2 + k, F(x) = x* + k;, G(x) =3x + k;

d’'ou H # FG.

3. Faux. En effet, [F(2x - 1)]' =2 x i2x - 1).

4. Vrai. Les fonctions ¢ — ¢ et 1 —> f{1) vérifient les

hypothéses du théoréme d’intégration par parties et
de plus fla) = fib) =0.

Alors Jh tf’(1) dr = [fﬂr)]f: —Ib flt) dr = —r Ay de.

i¥Z=1® 1. a) f est dérivable sur [1 ; + e donc f est
continue sur [1 ; + eof.

r
b) £ = S50,

f'(t) =0lorsque t = 1, et pour tout t > 1, f’(¢) > 0 donc
fest strictement croissante sur [1 ; + oo].
2.a) A(1)=0.
b) Pourx,=1leth>0:
A(xy + h) - d(x,) représente I'aire colorée.
Cette aire peut étre encadrée par les aires des rectan-
gles « inférieur » et « supérieur » :
h x flxg) < dA(xy+ h) —sd(xy) < hx flxg+ h)
A A(xy+h)—sd(x,)
d’oit flxy) < —— - O < flxg+h). [1]
¢) Pourxyg>leth<Otelquexy+h=1:
de méme, I’encadrement s’écrit
A(xy) —(xy+h)
dod fixy + ) < — o = L <flx)
A(xg+h)—s(xy)
h = ﬂ-r[j)' [2]

d) fest continue en x, donc lim flx, + h) = flx,).
h—0

soit flxy + h) =

Par le théoréme d’encadrement, on déduit de [1] et [2]
= lim

h— 0+ h h—0- h
= flxg)-

Ainsi o est dérivable en x et A’(xy) = flxy).

Finalement 54 est dérivable sur [1 ; + e[ et &’ = fdonc
<l est une primitive de fsur [1 : + oof.




chapitre

9 Eléments de combinatoire

Activités (page 236)

ACTIVITE 1]

H 1. « Résultats
PPP, PPF, PFP, FPP, PFF, FPF, FFP, FFF .

Huit résultats.

*2x2x2=8.

2.a) Il y a deux choix pour remplir la case 1, et
pour chacun de ces choix, il y a deux choix pour
remplir la case 2.

Donc 2 x 2 = 4 fagons de remplir les deux pre-
migres cases.

Pour chacune de ces fagons, il y a deux fagons de
remplir la case 3.

b) Donc 4 x 2 facons de remplir les trois cases.

3. Exercices

Travaux diriges (page 245)

B14x4xd4=64.

22) 1x1x1=1;
b) IxIx4=4;
¢)dx1x1=4;
d)4x1x4=16.

B14x3x2=24,
2.2) I1x1x1=1;
b) 1x1x2=2;
¢)2x1x1=2;
d)3x1x2=6.

4
H1 (3)_4.

2 (1)x(5)=2: G(0)=>

1.On trouve 5 x4 x3 x2x1=120 pour
I'exemple 2 et 5x4x3 =60 pour 'exemple 3.
2.9%x1x9%x9=729.

IACTIVITE 2

1.ny=5x4x3.
2.a) n,=3x2x1.
b) Pour chaque sous-ensemble de 3 éléments de E

(au nombre de @)) on associe 1, listes différentes,

chaque liste étant obtenue une seule fois. En effet,
deux sous-ensembles distincts n’ayant pas les
mémes éléments, les listes formées a partir de ces
sous-ensembles sont distinctes.

On obtient ainsi toutes les listes sans répétitions a
trois éléments de E.

Il s’ensuit que n; = G) X 1, et (g) =10.

1. Main obtenue deux fois par ce procédé : roi de
carreau, puis rot de trefle, as de carreau, as de
trefle et 10 de pique.

En effet, cette main peut aussi €tre obtenue en
choisissant d’abord le roi de trefle, puis le roi de
carreau et as de carreau, as de trefle et 10 de pique.
Ici, il faut dénombrer en distinguant les ensembles
contenant exactement un roi, puis deux rois, trois
rois, et enfin quatre rois.

Il est plus simple de dénombrer I’ensemble
complémentaire, c’est-a-dire les mains n’ayant pas
de roi.

Dol le résultat [ 32) & (28) — 103 096 .
\5 5

2. a) 1l faut tenir compte de I’as de cceur, qui pos-
séde les deux qualités. Il y a deux possibilités :
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—soit on prend I'as de cceur et il faut prendre un as
qui ne soit pas de cceur (il y en a trois) et trois
autres cartes qui ne soient ni un as, ni un cceur (il y
en a vingt-et-une) ;

—soit on prend deux as qui ne sont pas I'as de ceeur,
un ceeur qui ne soit pas un as et deux autres cartes
qui ne soient ni un as ni un ceeur.

On obtient :

(I\X(SJX(21\+
1)\l 3/

)0

2

=8400.

b) En prodédant de fagon identique :

@) =)+ G

]x@ =1428.

Corrigés des exercices

1. Listes d’éléments d’un ensemble

L1 Corrigé dans le manuel.

a;g; b)

EN) 20

M (n+1)n;

n .
(n+1)°

c)
A:%:

Ml (0.5, c.d)
(a,b,d, c)
(b.a,c.d)
(b,a,d,c)
(c,a,b,d)
(c,a.d,b)
(d,a.b,c)
(d, a,c,b)

5xdx3x2 1
8x9x10

b) 126

a a

c) 84 .

b) (2n+1)(2n);

dj )

9!

314! °

(a.c,b,d)
(a,c.d, b)
(b, ¢, a,d)
ch, g.d. @)
(c,b,a,d)
(c,b,d, a)
(d, b, c,a)
(d,b,a,c)

nn+1)’

C= (n+2)!

S (n=1)"

(a,d, b, c)
(a,d, c, b)
(b.d.a,c)
(b,d, c,a)
(c.d,a.,b)
(c.d.b,a)
(d,c,a,b)
(d,c, b, a)

A 20 < 19 x 18 x 17 = 116 280.
Liste de 4 éléments sans répétition.

=M 1. Choix successifs sans remise : 12! =479 001 600.

2. 8x7x6=336.

Liste de 3 éléments sans répétition.
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(2')=3990+4410

c)0.

L.a) 104=10000: 9%=6561.
b) 10x9x 8 x 7 =5 040.

4x3x2x1
2

2 est due a la présence des deux 0).

2.a) llya =12 codes (la division par

b) Le temps d’attente aprés le n-ieme essai est
de 2",

On est amené a calculer :
2422+ . +2n-1=2(2n-1 1),
etarésoudre 2(2"-1-1)=24x60.

On trouve n = 10, donc on pourra faire dix essais
au maximum en vingt-quatre heures.

BEN 1L 5 =120
2.2x4x3x2x1=48.

3. 11 y a sept lettres, donc 7! anagrammes, mais la
!
présence de deux E signifie qu’il n’y a que % ana-

i
grammes difiérents, Dot % 2520,

Note : S'il y a trois lettres identiques, on divise par 3! .

1. Choix successifs avec remise : 10* ou liste de
4 éléments avec répétitions.

2. Choix successifs avec remise ou liste de 6 éléments
avec répétitions : 10,

BREM 1. 10 < 10 x 10 %26 x 26 = 676 000 .

2. 1 x10x10x26x26 = 67600.
3 10x1x1x26x26 = 6760,
4. 10x10x10x26x1 = 26000.

1. Liste de 3 éléments avec répétitions ou tira-
ges successifs avec remise : 6°.
2. Principe des cases :
a) 6 xI1x1=6
St
choix du chiffre.

b) 6 x5x4=120.

y
0 (6)x(3 x(ﬁ) ~6x3x6=108.
1 2, \5
Choix choix choix
du des  du chiffre
chiffre tirages pourle
ol appa- urage
raissent restant
ces chiffres



EEM1.3x2x1=6. 2.3x3x3=27.

| 14 BN 2.54=625.

2. Combinaisons

BENA-15: B=45: C=7: D=23:
E-+:. F=56: G=1.

107

Corrigé dans le manuel.

a)n(nT_l):%@ R-n-T2=0, n>

2
& n=9%oun=-8etn>2.
Donc n=9 est la seule valeur possible.

b) 3(11)(n—1)(n—2)(n—3):14xn(n—l)

4x3x2 2

etn=4

= n(n—l)[(—ll-_—g—)é————n_‘g—)—ﬂ:O etn=4

on=0oun=1o0un-5n-50=0etnz
en=0oun=1loun=10o0un=-5etn
Donc n=10.

(18 J1 @ ~20.

2. {a,b,c}; {a,b,d}; {a,b,e}; {a,b,[f};
{a,c,d} ; {a,c,e} ; {a,c,f}; {a,d,e};
{a,d,f}; {a,e, fY; {b,c,d}; {b,c,e};
{b,c.f}; {b.d,e}; {b,d,f}; {b,e f};
{c.d,e}; {c.d,f}; {c,e,f}; {d,e, f}.

(2‘30): 1140 .

4
=4.

201 Corrigé dans le manuel.

(21 |8 (122J = 66 droites .
2. 12x 11 =132 vecteurs .
3 [gj =220 triangles .

Bl 16x15x14x13=43680.
z.(lﬁ) ~1820,
4

Apprendre a chercher (page 249)

Dénombrer sur un quadrillage
Les outils :
o Les combinaisons.

Les objectifs :
o Savoir imaginer une méthode pour dénombrer.

1. (249) ~23751.

2. (15) X (14) ~ 9555
2 )7\
(24 B G‘Y =2187.

b) @15 — 14348 907.

2.a) 6 réponses exactes seulement ou 7 réponses
exactes.

7 2 1V _

(6)<(3)+ (1] =15
b) 12 réponses exactes seulement ou 13 exactes ou
14 exactes ou 15 exactes.

TG+ (3 - g -von
‘3. Formules
[ 25 B1 (469J = 13983816

2. (463) — 6096 454 .

n! + n!
(n=3)13" (n-2)!12!
n-2 1

L _3
6 2

éq.aln=17]

XA a) (2 + x)% =16+ 32x + 24x2 + 8x3 + x4,

b) (1 -2x)7 =1 - 14x + 84x? — 280x3 + 560x* — 672x°
+ 448x6 - 128x7.

©) (2x +y)? =326 + 80x?y = 803y = 40x2y3 + 10xy* + y°.

=3n(n-1).

éq.a

N a) (1 +20)0=117 + 44i.
b) (3-4i)° =-237 + 3 116i.
¢) (e + e0)4 = ¢i40 4 4¢130ei0 4 fi20-120
4 4ei9e-3i0 | o-i40
= ¢i40 4 740 4 4(ei20 1 ¢120) 4 6
=2 cos 408 + 8 cos 20 + 6.

LR 5 =4+ 1)
=47+ (’IJM‘] - (’11}4"‘2+...+ (
=4xK+1.

no4
n-1) *

1. Le quadrilatere obtenu a ses cOtés paralleles, et
posseéde un angle droit donc ¢’est un rectangle.

2.a) Si on prend un rectangle, il est associé a un
ensemble de deux droites verticales et de droites hori-
zontales. Donc il y a autant de rectangles que de choix
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d’'ensembles de deux droites verticales et d’ensembles
de deux droites horizontales.

b) Pour chaque choix : [g) = 15 fagons.

¢) Ily adonc 15 x 15 = 225 rectangles.

3. On choisit un point parmi trente-six possibles, puis
le sommet opposé pour lequel il n’y a que vingt-cing
choix (il faut que ce sommet ne soit pas sur la verti-
cale et I'horizontale passant par le premier sommet).
De plus, chaque rectangle ainsi obtenu est compté
quatre fois.

D’ou le résultat : 36 x 25 x % =225,

Démontrer une formule
" Les outils :

e Les combinaisons.

o La formule du bindme.

Les objectifs :

o Savoir mettre en ceuvre différents moyens pour démontrer

une formule.
Premiére solution
1.LE=AUB, (AnB=0),

n(A)=a, n(B)=b, n(E)=a+b.

Tout sous-ensemble de E a p éléments en contient k
qui appartiennent a A;donc p -k appartiennent a B.

§ i . [ s .-'. - e
= rree = Y Jl-—l-.hf. A=t '.;:ir:

=

Un diagramme éclaire la situation: il y a

100 personnes qui lisent les trois revues, ou encore :
n(XNnYnZ)=100.

On identifie les lecteurs aux revues.

1. Soit on complete le schéma, soit on traduit a I'aide
d’ensembles.

Deux revues uniquement (deux au moins mais pas
trois) :

savecXetY: 20 %, donc 200;

eavec YetZ: 10 %, donc 100;

eavec XetZ: 20 %, donc 200;

soit 500 personnes.

2. Il faut dénombrer ceux qui ne lisent qu’une seule
revue

e X : 600-(200+ 200+ 100) = 100 ;

144

Un choisit k elements de A parmia et p—Kk €léments
de B parmi b, k entier naturel de 0 a p. Ceci est pos-
siblecar k < p etdonc k <aetO<p-k<p, donc
p-k<b.
2. En dénombrant de deux fagons :

al(b).fa b a b al (b
(OJx(pJ+(le(p— 1J+"'+[ij(p— k)+"'+(p)x([}x

SN S — —
k=0 k=1 k=p

i (a + b) .
P
Deuxieme solution

1. » Le coefficient de x” pour le premier membre
provient des produits x* x x” ¥ issus de (1 + x)? et de
(1+x)pourk=1,2,...n.

Le coefficient de xX dans (1 + x)? est [“ J celui de xP*

k
b b
dans (1 + x)” est [p—k]'

Donc le coefficient de x* x xP ~ ¥ est (i)x [P b k] ;en

additionnant ces coefficients, on obtient celui de x”
L a b a b a b

soit : (O)X(p]+[1)x[p—1J+"‘+(pJX(OJ'

. [“ ; b: est le coefficient de x” du second membre.

2. D’ou I"égalité par identification des coefficients.

Y : 500—(200 + 100 + 100) = 100 ;
* Z: 500 - (200 + 100 + 100) = 100.

Donc 100 personnes lisent les trois revues, 500 deux
et 300 une seule, donc 100 personnes ne lisent aucune
des trois revues.

1. 85=39768. 2.95=59049. 3. Cest justifié.

s (1 (1)< (2) -0

roi  dame 2valets derni¢recarie
parmi les 20 restantes

2. As de pique et 2 tréfles ou as de pique et 3 tréfles
ou as de pique et 4 tréfles

()+(5)+ ©)«(2)+ ()-ose

3. Roide carreau et 1 autre carreau ou un roi non car-
reau et 2 carreaux non roi.

() (<) ()

1. a) Il y en a exactement le nombre de parties

a deux éléments parmi n éléments ie (g}



b) 1l faut et il suffit d’enlever le nombre de cHtés de
P, au nombre précédent.

G

2. On résout (’27)— n=n.

ie (”) =2n.
2

ien=>3.

E® 1. 25256 2.20=64 3. @ =70,
IEZA® 1. « Quinte flush : pour une couleur donnée,
ily en a neuf. Donc 9 x4 = 36 mains.

* Carré :ily a (j) fagons de prendre quatre cartes

d’'une valeur donnée; ce choix peut se faire de treize
facons; la cinquieme carte peut étre choisie parmi
quarante-huit.

Dol (j) x 13 x 48 facons d’obtenir un carré
(624 mains).
* Full :ily a (4J facons de choisir trois cartes d’une

3
valeur donnée et treize choix pour cette valeur;ily a
(‘21) facons de choisir deux cartes d’une valeur donnée
pour laquelle 1l y a douze choix possibles.
Dot 4x 13 x 6 x 12 =3 744 mains .
* Quinte : il y a neuf « hauteurs » de quinte. (Elles
peuvent se terminer du 6 a I’as.) Pour toute quinte
(par exemple 2, 3, 4, 5, 6), il y a 4° choix, mais il faut
oter les quatre quinte flushs. D’olt 9x (4°> - 4) =9
180 mains .
* Brelan :ily a (i] =4 facons de choisir trois cartes
d’'une méme valeur, et treize choix pour chaque
valeur. Les quatrieme et cinquiéme cartes sont prises
parmi les douze valeurs restantes, et sont de deux
valeurs différentes, donc :

12
X4 x4
(%)

< N
choix des deux valeurs  choix de la couleur
de la 4¢ carte

Dol 4 x13x 66 x4 x4 =54912 choix .

Attention : Ne pas faire :
48 X 44

choix de la couleur
de la 5¢ carte

&
choix de la 4® carte  choix de la 5® carte

car on compte deux foix chaque choix.

2. Le principe est respecté.

EERC®1.35-243.
IxIxIx1x2x5=10.
T

choix de l'item
« mauvaise réponse »

2. Une facon.

—

mauvaise
réponse

bonnes
réponses

EEER ® 1. 11 faut et il suffit d’aller 9 fois sur la droite et
4 fois vers le bas : il reste a les placer au cours du

trajet.
(13) x (9) - 715,
4 9

ondescend  pour le reste
4fois  on avance a droite

2. G) x @ = 140.

on descend une fois
pourallerde AaC

on descend 3 fois
pour allerde Ca B

TSN ®1. 3 boules rouges ou 3 boules jaunes.

BROR
2 (4 0)<(2)-

3. CestI’événement contraire de la réunion des deux
précédents :

@ _(5+24)=55.

ZEM$ On place 1 rouge et 1 blanche dans I'urne B
puis on tire simultanément 3 boules de 3 couleurs
différentes :

E G () (2)(3)-0
BEHQ 1. 3x2x3x2x3x2=33x23=216,
2, @) x23=24,
3. Cest le contraire du 2. : 216 - 24 = 192.

° : .
g Une facon de voir : n joueurs rencontrent n
autres joueurs. Le nombre de choix de n joueurs

parmi 2n est (Znn)' A partir de 13, on organise les

rencontres des n joueurs du groupe A et des n joueurs
du groupe B. Ily a n! rencontres possibles.
Cependant, des séries de n rencontres ont été comp-
tabilisées plusieurs fois. En effet, toute permutation
d’un élément x qui rencontrait y donne le méme pre-
mier tour. Ces permutations (2) pour chacune des
n rencontres sont au nombre de 2#, d’ou :

2n
( 7 )X n' (2n)!
2" 2"

Note : On peut dénombrer ainsi. Pour le premier joueur, il y a
2n - 1 choix ; pour le deuxiéme joueur (ne rencontrant pas le
premier), ilya 2n -3 choix ;... ; donc:
(2n—-1) X (2n-3) X{(2n-95) X ... X3 X 1 rencontres.
Il faut alors prouver le résultat par récurrence.

rencontres possibles.

: Soit N un nombre de n chiffres exactement

(donc le 1°* chiffre a gauche n’est pas 0) et compor-
tant exactement deux 8.

1¢f cas : Un des deux 8 peut €tre le 1°7 chiffre de N, ce
qui donne n — 1 possibilités de placer le 2¢ 8, les n -2
autres chiffres étant quelconques, distincts de 8. Il y
aainsi exactement (n — 1)9"2 nombres N de ce
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premier type. Par exemple, pour n = 6, on peut choisir
N = 32 805.

2¢ cas : Aucun des deux 8 n’est le 1°F chiffre de N, ce
qui donne G2, possibilités de placer les deux 8, le

1¢7 chiffre étant quelconque parmi 1,2, 3,4,5,6,7,9,
et les n - 3 autres chiffres quelconques distincts de 8.

(n-1n-2) g.g13 nom-

Il y a ainsi exactement 5

bres N de ce deuxieme type.
Finalement, le nombre demandé est :
(n-1)9"2+4(n-1)(n-2)9"3,
c'est-a-dire (4n + 1)(n - 1)9"3,

EEEM S Un entier constitué avec les trois chiffres a,b,
¢ s*éerit 102[] + 10 [] + [] ot chaque case contient
a, b ou ¢ sans répétition. Et lorsqu’une case a été rem-
plie, on obtient 2 entiers possibles. Il s’ensuit que la
somme de tous ces entiers est :
2x(10%a+b+c)+10(@a+b+c)+a+b+c)
=222(a + b +¢).

| 46 LW
=(8+12
=16+36=52¢e N.

A=+ 3)+2-B)
=16+32./3 +24./32+8.33 +
+16-32./3 +24./32-8.33 + .34

2+ BP+2-43)
ji +6x3+ 33 +(8-12./3 +6x3-./39)

Jj-&
=32+24x6+18=

2.2+ .3)y=
2 + (")2""x S+t (;)Z‘H’X SBPr..+ B

4 1 e
X 3P+, +(-1)./3"

Si p estimpair, (- 1)”=-1 et les termes s’annulent.
Si p est pair, la somme est ZU;'J)( M-Px J3P et

194e N.

J37 est un entier. Donc A, € N.

EXA® 1.23) f(x)=1+ (T}\‘+ (g}xz+...+ @pr
ol e
b) f'(x) = (,1,) +2(g}r+...+ p(;}w +otn( e,

d’'ou:

n(l+xy"1= [‘i’) + 2(;); + 3('3'}1-3 +..4 ntg)x”“.
2, Avec x=1, (’1')+2(2)+...+p$)+...+n(:J=n2""‘.

EEB® 1. On tire les trois boules 1, 2,3 = 1 tirage.
* On tire la boule 4 et 2 boules parmi les 3 boules 1,2, 3

3 .
(2) tirages.
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2. On tire la boule k et 2 boules parmi les k — 1 restan
tes {ki lJ tirages.

3. a) En faisant varier k de 3 4 7 dans le 2. on obtien
tous les tirages possibles :

6)+-3)-6)+G)+(3)-6)

b) On peut démontrer par récurrence que :

SNPlo|l1|2]3

AHE i

2 1

: | [l

4 6 +

5 10 ;

6 5

7 1 35 | ' (")=(iii)

[ 49 LBY (2"}

> [p) (n p:: (nfp:= @) donc (;Trésu]

tats contiennent exactement p boules blanches.
3. Lasomme : [”T +("")Z +...+(")Z

0 1 n

T - l

0 boule 1 boule
blanche blanche

n boules
blanches

est égale au nombre de facons de choisir n boule

peci s oA (s (7 = (3]

IE®B3 La formule résulte de I'inversion des choix:
— soit on choisit p parmi n, puis g parmi p, et enfin
parmiq ;

—soit r parmi n, puis ¢ — r parmi n — r, et enfin p — g
parmin—gq.

: Dans les conditions de ’énoncé :

(”]x n-k'_ _ n! (n-k)!

k —k,= =Rkt (n-p)i(p—k)!
_ n! p!
S (n-pip! " (p-k)K!

=($J(~53J



C’est nouveau au bac ER(ELERER)

| 52 FYRIRES (152) = 792 mains de 5 cartes dans E :

Faux.

b) On tire les trois autres cartes parmi les 10 restan-

10

3

¢) * Mains de 7 cartes contenant un carré :
Gj X (g) = 168 mains.

choix choix des
du carré 3 autres cartes
* Mains de 5 cartes contenant un carré :

3 8) _ .
(]j X (IJ = 24 mains.
168

et = =24 Vrai.

tes, il y a donc ( J mains : Faux.

1. 6x5x4=120 réponse c. d’apres le principe
des cases.

2. a) Nombres inférieurs a 500 :

tous ceux qui commencent par 1:5 x4 =20

avec tous ceux qui commencent par 2:5x4 =20
avec tous ceux qui commencent par 3:5x4 =20
avec tous ceux qui commencent par 4 : 5 x4 =20
donc 80 : Vrai.

b) Ce sont ceux qui finissent par 2 ;4 ou 6,il y en a
donc3x20=60: Vrai.

¢) Ce sont ceux qui finissent par 5, il y en a donc 20 :
Faux.

A 1. Cest le contraire de n’avoir aucun as, donc

(’3%2) _ (2%8) = 4960 — 3276 = 1 684 facons.

Ordx [331) #1684 : Faux.

2. La valeur exacte est difficile a établir en terminale
(voir Les Nombres de Bell) mais on peut se convaincre
que c’est faux en commencant a écrire de telles poules
(on peut, par exemple, écrire une répartition puis faire

des permutations d’équipes entre les poules) et cons-
tater qu’on en obtient plus de 30 « assez vite ».

3. a) Vrai, on « remplit » 3 cases avec les 5 chiffres.
b) Faux, 5 x 4 x 3 choix.

¢) Cela revient d’apres le principe des cases a choisir
une lettre et la position de 1 et 2 et choisir le 3¢ chiffre
donc Gj X @) X G) =45 codes, Faux.

d) Cela revient a choisir la lettre et le 1°T chiffre :

@ v @ = 15 codes, Vrai.

=M 1. a) Cf. cours page 242.

n-2 n-2),(n-2)
W (z23) 2023 (e
_ (n—2\+ (n—2J+(n—2\i+ (n—Z\

k-2) \k-1 k-1) k )

n-—

- (k—l) * ( k)

2.a) (” X 2} tirages.

b) C’est I'événement contraire du précédent donc

-2

k k J

¢) Le tirage contient exactement une boule rouge ou
exactement deux boules, il y a donc

2\(n-2 2\ (n-1);
(1) (k _ 1] + (2) (k vy tirages.

soitz(”—zh (’1—2\

k-1) \k-2/
sanr n-2),,(n-2) (n—Z}_(nJ
D’apres le 1.b) (k—2/+2(k—1)+ )=\
n-2) (n—Z\.:(nJ_(n—Z\
donc2(k_1/+ k—2)= & P

On retrouve donc bien le méme résultat qu’au 2.b).
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chapitre

10 Probabilités

L LN
LA N
coe
eee sk Ayt 2ol 4
70 K b P1=3.P2= 3%3%3%3%5
2.a) Arbre.
(10 a) Arbre. ) 2
N . :"3- EJH 1
1* tirage 2" tirage <
0,6 R, E,
R < > 3 B
0,6 !
0.4 V, 1 E
0,6 R, 1-p, _ 3 ki
2 ——
0,4 v, 3 Ei. 1
e | 2 1 I 1
b) p(B)=06-+04°=0,52,p(D)=1-p(B) =048. b) pi.1 = 3Pk ,—*(1 -Pi) = 3Pkt 3
Note : par utilisation de I'arbre, — 1 1
p(D) = 0,6 X 0,4 + 0,4 X 0.6 = 0,48. 3. a) Notons H,, la proposition : « p, = i(] - ;) »,
2.a) Arbre. * H, est vraie. )
1 tirage 2 tirage * On suppose que H, est vraie pour un entier ,
n=l.
2 R
9 2 Al 1 1 _1r1 | 1 1
3 H1< OIS Pryy= 5Pnt 3 = 3[5 _E]] *3
5
-3 v? = l I_ _,1 + 2 —l I 1
2 - 2/3 3ﬂ+| 3]_2 _3n+}
2 3 o donc H,,,, est vraie.
S Vi * Ainsi H,, est vraie pour tout n de N*,
1
3 Va b) lim p, = * . Avec le processus indiqué, la
n =3+ o0 2
b) p(B’) = =y . ‘ probabilité de tirer une boule blanche tend vers %
5 9 5 3 15
"n_ n_ 8
p(D)=1-p(B)=g5- Rl 2|
Note : par utilisation de I'arbre, p(D’) = g X g + % X g = % . L - "
1.a) Arbre. o1 M <
2 0,02 T
3 & 0,008 T
e il
3 1 = as
= E, 0,992 T
: 1 . 2.a) p(MNT)=0,1x0,98 =0,098.
S : 3< : p(T) =0,1x098 + 0,9 x 0,008 = 0,105 2.
5 o ; ; _ pMNT) _
z E b) Valeur diagnostique p(M) oM 0,932,
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3.a) pM N T) = 0,9 x 0,008
=0,007 2.

b) p(M N T) =0,1 x 0,02

=0,002.
¢) E: «erreur ge test ».
p(E)=p(MNT)+pMnNT)
=0,009 2.
4.a) Valeur diagnostique :
0,98x
M) = 558 0,008(1 %)

_ 245x
T 243x+2

b) lim pr(M)=0.
x-0
Pourxe 0; 1],

18
prM)>09 x> 563

(A partir d’'un pourcentage de malades d’environ
6,85 % de la population.)

1.a) Arbre ci-apres.

0,1 0

ess

s 0,4 :
ess.<

0,6 gas.

; ess.

0,6 gas.
b) p(C,NE)=0,5%0,4=0,2.

) PC,(E) =0,4x%x0,6+0,6x04=048;

p(C;NE)=0,48x0,4 =0,192.

d) p(E)=p(C;nE) + p(C, nE) =0,392.
2.a) Lesvaleursde Ysont:0,1,2.

b v=y, | o 1 2
(PY=y) | 0544 | 0,392 | 0,064
©) ’ 0 1 2 | loideX
X
0 0,1 0 0 0,1
1 03 0,2 0 05
2 0,144 | 0,192 | 0,064 | 04
loideY | 0544 | 0,392 | 0,064 1

d) Il n’y a pas indépendance. Par exemple,
pX=0etY=1)=0,
alors que p(X=0) xp(Y =1) #0.

sl 4

:
2 A
1 3
3 . 2
1
3 i oS
2 A
a 1
3

P(AA) = ; = p(aa): p(Aa) = 5.

L xy=0;y9=1;25=0.

2. x; = 32 =

Z M= i Z .
1
3. Pam,(AA) D=1 Piag,(AA), ) =75

1
p(Aa),,((Aa)n e 5

Donc: 1

* %, 1=P((AA), , ) =P((AA),) x1+p((Aa),)x §
1 =g n

® Vnat= erﬁ

1 1 3
®Zpe1=1=0x, + Zyn'*' iyn)zl—xn_zyn'

1 Z o 3 -
0 0 1 0
1 0,25 0,5 0,25
2 0,375 0,25 0,375
3 0,4375 0,125 0,4375
4 0,46875 0,0625 0,46875
L) 0,484 375 0,03125 0,484375
6 0,4921875 | 0,015625 | 0,4921875
7 0,49609375| 0,0078125 | 0,49609375
8 0,49804688 | 0,00390625 | 0,49804688
9 0,49902344 |0,00195313 | 0,49902342
10 0,4995117210,00097656 | 0,49951171

2. (y,) est une suite géométrique de raison g = L
1 n
(.

1n—l
3.xn—x0=‘—12yi=
i=0

B iim x =

n
n— +oo

1
2’n—>+oo

1

l—q" 1
P 3

.5. >

-(5))

lim y,=0 et nl_i)rriwzn=

NI =
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Q : ensemble des éleves de TS du lycée.

'
o=y

le

a) p, =0,56. b) p,=0,1

BN O : ensemble des listes avec répétitions de 4
éléments de {1 ; + 1} d’o1 2* = 16 issues possibles.

o!

Q

a) Gj = 6 issues favorables (tableaux avec deux + 1 et

3
g
b) Deux choix pour la case 1 puis un seul choix pour

deux-1)d'oup, =

les trois autres, d'oti 2 issues favorables, p, = é 2
1. Q = ensemble des listes de 4 éléments dis-
tincts de ’'ensemble des six boules.

_2x4x1x3 1,
p(A)_6x5x4x3_15’
(4x2)x(4x3x2)_8

6x5%x4x3 15"
Note : pour une issue de B, on choisit la case contenant la
boule blanche (4 choix), on y place une boule blanche (2 possi-
bilités) puis on compléte les trois autres cases par des boules
noires (4 X 3 X 2 possibilités).
2. Q : ensemble des listes avec répétitions de 4 élé-
ments de I'ensemble des six boules.
22x4® 4 (4x2)x4”> 32

A:—:—' B:—-—-—-—-:———-.

p(B) =

1. Q: ensemble des combinaisons de deux bou-
les parmi neuf.

4 4\, (2),(3
G G)R6)s

p(R)_(T)_E ,P(C)— (9) _E‘

2 2
2. Q : ensemble des listes avec répétitions de 2 €1é-
ments de I'ensemble des neuf boules.
£_16 oy £+2+3°
92 81° 92

P(R) =

OOIM
el R =

150

(5 1 Corrigé dans le manuel.

G O : ensemble des combinaisons de trois cartes
parmi trente-deux.

[32) 155°
3

3)_

b}p2=_

) |

Q : ensemble des listes de 3 éléments distincts
de I’ensemble des vingt chevaux.

a)p, =

T

i = 1 _ 1
P17 30%x19% 18 6840°
|

P2 3% 19x18 1368°

BEM1a) LoideX

x; a_o_“‘—" 50 0 -10a
. - —
Plxﬂx.ll ﬁ | E_ ) g _____5— |
2.a) E(X)=0&12-
Sa=2,
b) a>2 (en €).
BEM1 1oideN
Kk ol 1] 2]3a5]e6s
1 6 |15 |20 |15 | 6 | 1 |
pPN=k) | — | = | = | = | = | = | =
25 26 2& 26 26 25 26|

1E(X)=3;G(X)=£.

Q : ensemble des combinaisons de trois boules
parmi dix.

LP(A):@*G) 11

x3x2 1
(10) 120° (B)‘ (0) "4
3 3
2.a) Loide X
kK 1 | 2 | 3
1 | 79 1
p{x-k' m | ﬁ _‘_ 2
259
b) E(X) = 555 =2.16.



2. et 3. Probabilités conditionnelles

1. Immédiat en utilisant la loi des nceuds.

2 AmB)— - p(ANB)= ] ,p(AmB)—4

p(AnB)=3

- p(ANB) _ p(AnB)_2
EEd), (B)- A - 5 pp(A) = “p(B) "5

Corrigé dans le manuel.

BEM [ arbre s'impose, on le compléte au fur et a
mesure :

1
4 B
1 A 3
3 4
B
1
2 2 -8B
3 A 1
2
B

D'oi p(B) = p(A N B) + p(A N B)
1.1 2.1 5

=3%3%v3%37 17

L’arbre permet de donner toutes les réponses
(on peut aussi utiliser les formules).

4 8
LpA(B)= 5 :pp(A) = 15

2 p(A U B)~£
_—_p(Ar\B)_1—p(AuB)_2 _3
Pa(B) = p(A)  1-p(A) =20%*7 10"

KM 1. Tableau de la commande

D D total
A 48 1152 1200
‘ B 24 776 800
1 total 72 1928 2 000
72 48
2.9) p(D) = 05 =0.036: p(A D) = 5755 = 0024
48 2
.[)D(A) = '7—223
776 ,
b p(D) = 1-p(D) =0964; p(D N B) = 5 s =0,388;
776 97

P5(B) = T35 = 541

_ 275 _ 11

17 =
125 5 1255
PalH) = 356 =15 Pu(A) = 555 =17 -
2. Arbre 1
Note : pz(H) = ;gg:%
5
12 H
3 A
5 7 -
< :
3
2 3 H
5 A <
1 _
Z H
3. Arbre 2
Note : p(A) = % = g .
5
ﬁ A
H
6

>|

1
20
S _
20 H

A

(DI/\O‘\J

IREM 1 univers est 'ensemble T des éleves de termi-
nale et il y a équiprobabilité.

(=

1. p(MUE) =p(M) + p(E) -p(MNE)
1-027=042 +0,55-p(MAE)
d’ot p(M N E) = 0,24.

0,27

_p(MnE) 4
_p(MnE)_24
b) pp(M) = __p(E) =z

IEEH O : ensemble de la population. 1l y a équipro-
babilité.

Notons O: «la personne est opposée a la construction
du barrage ».

E : «la personne est écologiste ».

1. p(ONE) =p(O) x po(E) =0,65x0,7 = 0,455.

2. p(O NE) = p(0) x p5(E) = 0,35 x 0,2 = 0,07.

3. p(E) =p(O " E) + p(O N E) = 0,525.
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1. et 2. Arbre

1
4 B,
g 81 <
5 3 N,
]
3 2 B,
: N
2.1 1
3a)p(B]ﬁB2)=§ 3=m.
3.1 3
b) p(Ny N Ny) = zx5=15
¢) A : «tirage d’une boule blanche et d’'une noire ».
2 3 313
PA)=3%7+5%3=5"

Note : A est I'événemet contraire de (B, n By) U (N; N Nyp).

Q : ensemble des combinaisons de deux boules
parmi cing. Il y a équiprobabilité des tirages.

:p(B) = W)

2)-G)
_@)*a) 2 2
Lp(A)= (5) -3 (5) “5
2 2
1
B e ) P
5
(22 ] Corrigé dans le manuel.
(23 I} -
2
1
Pl B
5-Ag
1 2
2 5 0
T 3
5
(-J=Ag

1 1
2.p(0ONT))= i ;pP(0NT,) = 3
3.p(0)=p(ONT) +p(ONTY = 5

152

1. p(FAS)=0,71%0,92=06532;

p(FAM)=0,12 x0,33 = 0,039 6.

2.a) D’apres la formule des probabilités totales
p(FAM)+p(FnS)+ p(Fn AT) = p(F)

d’ou p(F N AT) = p(F) - p(Fn M) -p(F N S)

p(FNAT)=08-0,0396-0,6532=0,107 2.

_p(Fn AT) _0,1072
b) poq(F) = A o7 =06
0,33 F o

M 0,67

0,12 H

- 0,92 F < p(F)=08

S 0,08

H

0,17 "
AT<

H

Un arbre permet de répondre a la question.

Notons x = pF(T) la probabilité cherchée.

D’apres la formule des probabilités totales
p(HAT)+P(FAT)=P(T)

dou 0,6 x045+04x(1-x)=03

donc x = 0,925.
0,45 j
0,6 H
0,55 T piT) =00
1-x T
X T

p(AnB)= (la seule issue de A N B est « le roi de

cceur »).
2. p(AnB)=p(A) xp(B) donc A et B sont indépen-
dants.

[27 ] Corrigé dans le manuel.

'P(A) 96 = -P(B)' ==
1
96 24"
Ainsi p(A N B)=p(A) x p(B) donc A et B sont indé-
pendants.

L.;Jli—

p(AﬁB)-



1

PANB)= g5 _ _
On vérifie que p(A N B) = p(A) x p(B) donc A et B
sont indépendants

_56_ 7
On vérifie que p(A N B) = p(A) x p(B) donc A et B
sont indépendants.
Note : Ce résultat est général. Si A et B sont indépendants,
alors A et B le sont aussi ainsi que A et B. (Voir n° 84.)

Q:{1;2;3;4;5;6} est alors muni de la loi de
probabilité :

3 4 6
1 2 1 4 5 2
21 | 21 7 21 | 21 7
1
La) p(A)= —,p(B) = ,p(C) =3
g)
by p.(B)=PANB)_21_5
)7A®) p(A) 4 6
2

2.p\(B)# p(B) donc A et B ne sont pas indépendants.
p(AnC)==. Ainsi p(A N C) = p(A) x p(C) donc

A et Csont 1ndependants.

On remplit en utilisant p; ; = p; X p;.

Y 0 1 2 loi de X
x .
0 0,12 0.2 0,08 0.4
1 0,06 0,1 0,04 0,2
2 0,12 0,2 0,08 0.4
lideY | 03 0,5 0,2 1
1. X; 0 1
7 1
p(x o X,) é é
y; 0 1
3 1
p(Y =y;) 2 I
1 3 7
.a) —; b) —; c) =—.
22 5 )35 )3
3 . 0 il pigex
0 21 A 7
32 32 8
1 3 1 1
32 32 8
: 3 1
loideY 2 i 1

4. Ily a bien indépendance.

Q : ensemble des listes de 5 éléments distincts

de ’ensemble des cinq boules (ensemble des permu-
tations).
Ily a 5! = 120 issues possibles.

1 k 1 2
3x4x3x2x1_3 [2x3x3x2x1_ 3
Py 20 5 20 10
k 3
2x1x3x2x1_ 1
PX=K | =955 =15

Note : la technique du remplissage de case permet de
dénombrer les issues d’un événement. Par exemple : « X =2 »
signifie « obtenir la premiére boule rouge au deuxieme tirage ».

case1 case2 case3 cased4 caseb

R

2 choix d’'une

boule blanche 3 x 2 x 1 choix des trois

boules restantes
3 choix d’'une

boule rouge
p(Y = k) g%=§ %=%
k 3 5

Note : on peut utiliser la méme technique. Il suffit de remarquer
que : « Y = k » signifie « obtenir la derniére boule bleue au
ke tirage » c’est-a-dire aussi « placer B dans la case k pour la
premiére fois lorsqu’on remplit les cases dans I'ordre contraire ».
2. « X=1»n«Y =2»estimpossible donc de proba-
bilité nulle.

Ainsip(« X=1»N«Y=2»)#p(X=1)xp(Y =2)
donc X et Y ne sont pas indépendantes.

IEEN (A UB)=p(A) +p(B)-p(AnB),orAetB
sont indépendants donc p(A N B) =p(A) x p(B) =0,63.
D’oup(AUB)=09+0,7-0,63=0,97.

E3 8 8 1
34 = — — = M
p(A) = 32 R % @’
4 4 1

p(B)= 32 2732 512
C est la réunion des événements représentés par les
chemins
—-D->R—->R; > R->D—->R;->R—->R->D

4 4 3
doup(C) = 3(32 32 32) 512°

a) Il y a indépendance, donc
p1=04x03=0,12.
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b) p, =0,15x04 x0,3 =0,018.
9 | nombre de machines vendues nombre
M, ™ M, | de possibilités
| 0 0 5 3
0 1 4 6
0 2 3 6
R 1 3 3
1 2 2 3
poge 79

Conditionnement : bien choisir I'arbre
' Les outils :

o Arbres pondérés.

o Probabilités conditionnelles.

Les objectifs :

« Savoir traduire des données de statistiques en probabilités.
-« Savoir calculer |a probabilité conditionnelle d'un événement.
2. p(M " D) = p(M) x py(D) = 0,0125.

3. 005 D

025 ""<
0,95 D
D

||'

,.v.‘l:|

3

|
i

1+, <L 0

M

D

(page 274)

Pour progresser

4x (13 (4
) x5(24)=4"::35' . 52(4) 30825
(4) (4)
& ISXU (418J= 192 _d)[]"() |
52 30825 5 2?0 725
[4) [4)

Ilya (49J possibilités, une seule issue favorable :

ay L — l51
(469)_13983816'
O,

T 2330636

(5)

Dot p =0,05x0,05x 0,04 x 3 + 0,05 x 0,15 % 0,06 x6
+0,05%04%x03x6+0,15x0,15%x03x3
+0,15x04x04x3

=0,13 125.

4. p(D) = p(D " M) + p(D n M)
< 0,02 = 0,25 x 0,05 + 0,75 pg(D
soit py;(D) = 0,01.

Plusieurs lancers de dé

= Les outils :

"« Epreuves répétées et indépendance.

- Les objectifs :

" o Savoir calculer la probabilité d'un événement.

5 S 1
2.b) 6 x 6 F ok 6 A
’
¢) D’otl la probabilité : é X § 1.5 :
*6"6 6

L0,

(49) 166474 °
6

& (*W*(5)_ s

(49] T 332948°
6

IEXSH | c lancer simultané des trois dés peut étre assi-
milé a trois lancers successifs d’un tel dé.

* Chaque d€ a au moins une face rouge visible donc
A estcertain: p(A) = 1.

* B signifie que la face bleue est cachée pour chaque

1.1 _1
dé: p(B) = 4"4"4 64
¢ C signifie que pour chaque dé la face cachée est

bleueoujaune:p(C)=%x%x%=é.



Autre solution :

dé1 dé2 dé3

Qest 'ensemble des 4° triplets de faces muni de la loi
équirépartie.
2’ 1

Par exemple, C contient 23 issues d’ot p(C) = -

N

Corrigé dans le manuel.

EEH  : ensemble des listes de lettres distinctes de
{A,D,M,N, O, R, Y} muni de la loi équirépartie.
Lp == L.

Tx6x5 210
2. Les issues favorables peuvent étre obtenues en
remplissant les cases de droite a gauche.

_3x6x5_3

=% T

case 1 case 2 case 3

| | |

Y i Y

5 choix 3 choix
6 choix

3. Ondénombre 15 + 10 + 6 + 3 + 1 = 35 issues favo-

rables. p; = k- oN
P3=3107 6
EEMQ : ensemble des combinaisons de 4 gants

parmi 20 muni de la loi équirépartie.

a)llya (240): 4 845 combinaisons possibles, d’ou

2)

2) 3

A= Tsis =323

b) B : « aucune paire ». Notons n le nombre d’issues
favorables a B.

Nombre de listes de gants associés a des paires dis-
tinctes deux a deux :

p= 2[120] x 2@ x 2@ x 2@ — 80 640.

Il suffit alors de remarquer que 4!n = p d’ott n = 3 360.
3 360 224 99

Ainsi p(B et B)=

P(B) = g5 =333 400P(B) = 333

44 B

B o 3 4 5 6

p; 0,01 0,035 | 0,065625 | 0,09625 | 0,126875

‘x 7 8 9 10 | 11| 12
p; 0,1625|0,161875 | 0,13125 | 0,100625 | 0,07 | 0,04

2. E(X) =7.5; V(X) = 5,375; 6(X) = 2,318.

° Lo 111 1
1.A(1,—1,—1)d0nCpA——ZX&X&—@.
2. E, signifie que M est 'un des points de coordon-
nées(—1‘0'0),(0;0;0)ou(1;0;0).

1.1 1. 1.1 1111
PED=35%5+3%3%5+3%3%5° -
3.a) P:x+y+2z=0.
b) La section du cube par le plan &P est un hexagone.

H G
0
RN
E /N (R4
1 4 N
I ' F
\ 2
by k .
Y EER (XL LR bt Cak =
Lo O
L 1 0L
AT =
o i
; ;
bt 7 .k
1 1
Il 5 O R P L
) o C
AN P PR --
’ ‘ "
A B

¢) Les sommets de I’hexagone ont pour coordonnées :

(1;-1;0),(1;0;-1),(0;1;-1),(-1;1;0),(-1;0;1),
0;-1;1).

o111 3
p(EZ)_6XZXZX§_1_(,‘

4. B x> +y2 +72<225.
Les points du réseau qui n’appartiennent pas a % sont
les sommets du cube.

Ainsip(E):Sx%x%x%—é doncp(E3)—
‘Conditionnement. Indépendance

IEEZA Calcul direct dans P'univers des faces noires ol
chaque face est équiprobable : p = % .

Remarque : on peut aussi raisonner sur I'univers des jetons
Q = {Jnn: Ines Jesh

Notons N : « une face au moins est noire » et N, :
« deux faces noires ».

P(N; " N,)

On cherche le(Nz) = P(N )
1

Or p(N;y N Ny) =p(Inn) = 3 et

p(Np) =1xp(nn) + i X p(Jng)

|
Wl —
+
DO =
X
NI =] W= W=
Il
DN =

Wi

donc py (N) =

Chap. 10 ® Probabilités ® 15§



b) p,=0,15%0,4 x 0,3 = 0,018.

9 | nombre de machines vendues nombre
M, M, | M, |depossibilités
0 0 5 3
) 1 4 6
o 2 3 6
1 1 3 3
R 2 2 3

Apprendre a chercher (page 273)

Conditionnement : hien choisir I'arbre
Les outils :
o Arbres pondérés.
~« Probabilités conditionnelles.

Les objectifs :

« Savoir traduire des données de statistiques en probabilités.
« Savoir calculer la probabilité conditionnelle d'un événement.

2. p(M A D) = p(M) x py(D) = 0,0125.

3 005 D
025 ""<

0,95 D

D

D

llya (49) possibilités, une seule issue favorable :

6
11
9 [49j ~ 13983816
6

6 1
B 50
(49) - 2330636°
6

Dot p =0,05x0,05x 0,04 x 3 + 0,05 x 0,15 x 0,06 x 6
+0,05x04x03x6+0,15x0,15%x0,3x%3
+0,15x04x04x3

=0,13 125.

4. p(D) = p(D " M) + p(D A M)
0,02 =025x0,05 + 0,75 pgz(D),
soit p;(D) = 0,01.

Plusieurs lancers de dé
Les outils :
« Epreuves répétées et indépendance.

~ Les objectifs :
“ o Savoir calculer la probabilité d'un événement.

- 5 1
20 8 x 8 5 = 8 4
5.1 5
: .

6

e |

= R

¢) Dol la probabilité : 2 x ... x

3 X

),
(-’29] 166 474

" (4)<(1)~ () s

(49) T 332948°

6

IEX®N | e lancer simultané des trois dés peut étre assi-
milé a trois lancers successifs d’un tel dé.

* Chaque dé a au moins une face rouge visible donc
A est certain : p(A) = 1.

* B signifie que la face bleue est cachée pour chaque

. L. X.1_1
de.p(B}_4x4x4_64.
¢ C signifie que pour chaque dé la face cachée est

bleue ou jaune : p(C) = 2 X ! "



Autre solution :

dé1 dé2 dé3

Qest I'ensemble des 4° triplets de faces muni de la loi
équirépartie.

53
38

Par exemple, C contient 27 issues d’ot p(C) =

N

[41 ] Corrigé dans le manuel.

A () : ensemble des listes de lettres distinctes de
{A,D,M,N, O, R, Y} muni de la loi équirépartie.

1 1
br= %3~ 1m0
2. Les issues favorables peuvent étre obtenues en
remplissant les cases de droite a gauche.

Ix6x5 3

b= 35 6x%5 7

case 1 case?2 case 3

| ! |

Y l Y

5 choix 3 choix
6 choix

3. On dénombre 15 + 10 + 6 + 3 + 1 = 35 issues favo-

rables. p; = AN 1
37210 6
EELQ : cnsemble des combinaisons de 4 gants

parmi 20 muni de la loi équirépartie.

a)llya (24?) = 4 845 combinaisons possibles, d’ou

2)

_\2)_ 3

A= 3385~ 35

b) B : « aucune paire ». Notons n le nombre d’issues
favorables a B.

Nombre de listes de gants associés a des paires dis-
tinctes deux a deux :

p= 2(120) x 2@ x 2@ x2(]) = 80 640.

I suffit alors de remarquer que 4!n =p d’oﬁ n =3360.
3360 224

Ainsi p(B B

p(B)= 1845~ 303 doup(B)= 323

[ 44 J1

x 2 3 4 5 6

p; 0,01 0,035 | 0,065625 | 0,09625 | 0,126875

x| 7 8 9 10 |11 ] 12
p; 0,1625|0,161875 | 0,13125 | 0,100625 | 0,07 | 0,04

2. E(X) =7.5; V(X) = 5,375; 6(X) = 2,318.

45 LEH C 1.l =111:1
EEN® 1. A(0;-1;-1)doncp, 151%1 &

2. E, signifie que M est 'un des points de coordon-
nées (-1;0;0),(0;0;0)ou(1;0;0).

1. 1.1 .1.1.1
PE)=3%3%3%5%3%3
3.a) P:x+y+z=0.

b) La section du cube par le plan & est un hexagone.

il 1.1
472727

H G
| N
AN
' ! A ' A
E/n X
! [ ! F
1
o K
Y R SRR iy bt Bl -
L | O
AT <N
: 1 [: 1
H o
1
\ Qﬁ- R G -
: ', C
O Nt - =
A B

¢) Les sommets de ’hexagone ont pour coordonnées :

(1;-1;0),(1;0;-1),(0;1;-1),(=1:150),(-1;0;1),
(0;-1;1).

1 1.1 3
P(E2) =6X 73X 3%5= 1%

4. B:x2+y?+72<225.
Les points du réseau qui n’appartiennent pas a 9 sont
les sommets du cube.

o

Ainsip(E_3)=8x%rx—><

N
Bl

Calcul direct dans 'univers des faces noires ou

‘o 2
chaque face est équiprobable : p = 3
Remarque : on peut aussi raisonner sur 'univers des jetons
Q = {Jnn- Inp: Jgal
Notons Nj : « une face au moins est noire » et N, :
« deux faces noires ».
p(N; " N,)

On cherche py (N,) = PN
1

1
Orp(N; N Np) =p(Inn) = 3 et

p(Np) =1xp(IN) + 1 X p(Ing)

Lt
3737373
1
3.2
donc le(Nz) =13
2
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| 47 §R

S

dé normal

S

/,,-E’//
,}’/

0,8
<
dé pipé

_0,8,02_07_7
PE)="6+3 =3 =%
2. Appelons P I'événement «le dé est pipé».

1. p(A N B) =p(A) xpA(B) =0,03%0,6 =0,018.

_p(AnB)_0,018 _
2. pg(A) = SB) " 0.05 =0.36.
3. p(AuUB) =p(A) +p(B)-p(ANB)
=0,03 + 0,05 - 0,018 = 0,062.

| 40 §N 0,9

défectueuse 0,02

refusée
0,04
acceptée

0,03 refusée

0,96
bonne

0.97 acceptée

Il'y a erreur pour les deux événements écrits en gras :
P(E)=0,04 0,02 + 0,96 x 0,03

= 0,0008 + 0,0288 = 0.0296.
2. La probabilit€ est :

0,04 x 0,02

0,04 %002 +096x097 ~ 00086

1. B : Il fait beau.
B

B

0,7
:
p=07%07+03x04=061.

2. o~

B

0,4
B< /&4// B

B
p'=04x07+06x04=052.

B

[51] Corrigé dans le manuel,

S7ZH® V : individu vacciné, M : individu malade. On
cherche py(M).

pM N V) = p("\"f) x py(M) = p(M) x pp(V)

dou py(M) = SP(M) (1]

136

D’apres la formule des probabilités totales,

PM) = 25+ 3 py (M) soit p(M) = 75 + £ p(M).

|_s

12 M
1
1 Y < -
n M
< 12 M
a v <
M
Dot p(M) = S . On déduit alors de [1],
1
Pv(M) = 155 done py(M) = 7.

IEER® Posons x = Pi(G).

0,7 e E—
0,2 F
_ X G -
0.8 F <
1-x G

D’apres la formule des probabilités totales,
p(FNG)+ p(F N G) =p(G) soit 0,14 + 0,8x = 0,5 donc

x=045.

a) p(FNnG)=02x0.7=0,14.

b) p(F U G) = p(F) + p(G) - p(F N G)
=0.2+0,5-0,14 =0,56.

¢)p(FuUG) =1-p(FuG)=044.

Autre solution : p(F N G) = 0,8 x 0,55 = 0,44.

d) p(F) = P‘F(E)G’ S =028

p(FNG)_02x03
pG) 0,5

e) pg(F) = =0,12.

CZH® A.1. 5x5=25. 2 2 2--

n n
4.1—@) 30,9@(3) < 0.0

Soit onze jours.

B. p(E) =

pe(F) =

4x1 1
JPE(F) Ix4 4’

6-P(FﬁE) P(E) x pg(F) =
3_3
16720
Dot p(F) = p(FNE) +p(FNE) =

p(FNE)=p(E)x pg(F) = z ><
1
5
S8 ® 1. La probabilité qu’il ne tombe pas en panne

est:(1-0,1)(1—0,05)(1-0,03) =0,82935,
d’oli la probabilité cherchée est 1 —0,82935 = 0,17065.



2, Le couple AA’ tombe en panne si A et A’ tombent
en panne avec donc une probabilité égale a
(0.1)(0,1) = 0,01. Donc la probabilité cherchée est :
1-(1-0,01)(1-0,05)(1-0,03) =0,087715.

5'+5" 1
'1_3)1)1: - :_n—l—l;
10 2
_nxSxSH_l_n
A
b) A N B signifie « une boule blanche et n — 1 noires »
n 1
doncp(AmB):pZ:?.p(A)zl—plzl— — .

B signifie « aucune boule blanche ou une seule boule

n

blanche » d'ou p(B) = ~— +py =+ + L ="EL,
10 20 2 2
2.p(AnB)=p(A)xp(B)
n 1 n+1
(:’5’;:(1_2”"1 Y
&2Mm=2"-2)(n+1)
e2-l=pn+1.
Ja)uy=-1,u;=0,uy=3.
bu,,  ~u,=2""1-1.0rn=2donc2""1-1=1.
Ainsi u,, , ; — u, > 0 donc (u,) est strictement crois-
sante.

4. A et Bindépendants < u, =0 < n=3.

IEA°® 1.2) P, = 0,35+ 0,381 + 0,062 + 0,028 = 0,821.

350
P, est tel que P; x P, = 0,35 donc P, = D1
b) Arbre. 5 _ 350 o

2" 821

2.a) p(O) =p(O nRh+) + p(O N Rh-)

350 90
g1 T g
A partir du tableau : 44 % + 9 % = 44 %.
b) po(Rh4+) = p(O N Rh+) 0,35 35

p(0) 044 44

soit p(O) = 0,821 x = =0,44.

= (,795.

3.a) E : « au moins une personne parmi les # est du
groupe O ».

E:«lesn personnes ne sont pas du groupe O », d’ou
p(E) =0,56". Ainsi p = p(E) = 1 - 0,56".

b) p = 0,999 & 1-0,56" = 0,999 < 0,56" < 0,001

In 0,001 oo
= 036 .D’ouny=12.

EER® 1. p(R)=(1-p(A)x02=0,12.
2. p(R,) =p(A)) x(1-p(A,)) x0,2=0,056;
pP(R) =p(R;) + p(R,) =0.176.
R;NnR R
3-pR(R1)=p( 1 ):P( 1): 0,12
p(R) p(R) 0,176
4. L’événement contraire «Les vingt personnes refu-
sent » a pour probabilité (1 —0,176)2,
La probabilité cherchée est donc 1 —(0,824)20 = 0,979.

~(,682.

EERC 1. Arbre.
4
9 R,
1 N
5 2§<N3
N, 2
2 4 0 R
5 5 R29< ’
.
> R
9 3
3 1 N
5 5 24<N3
R, g
% R 3<F{3
2
1 N
3
3
2. 1.5 2.
Za)p(le‘\NzﬁNg)—g §X§—-Z§,
2 4 4 32
p(NlmRZmN:S) 5 ng 225

b) D’apres la formule des probabilités totales,
PNy NNy = P(Nl NN3 Ny +p(N; N3N Ry)
32 14
45 225 ~75°
¢) p(Ry " N3) =p(Ri N N3Ny +p(RinN; N R,y)

3,14 3 4 1_16
X=X =+z

545%975%5%37 75"
3. D’apres la formule des probabilités totales,

p(N; N N3) =
P(RyNN;) =

. s 2

4. p(N,) x p(N3) # p(N; N N;) donc N, et N; ne sont
pas indépendants.

16
L LS
N3 M p(Ny) 2 15°
5
= 23,313
la)p(P)—5x4+5x2—5.
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3
TAP) . 10 1
b) pp(T) = Zo- 22 soit py(m) = L= .
5
3
3 P
2 T<
5
1 —
3 P
1
3 N 2 P
5 T<
1 —
E P

2 om-(o) -1 )

b) py(E) = 1-py(E) soit pr(B) = 1- (3 ) =32
¢) p(TNE) +p(T NE) =p(T) x pr(E) + p(T) x p(E)

S3 L, 2,175 199
T 5716 57256 640
=0,311.

HEH® 1. p(R) =085, p(D) =02,

p(R D) =p(R) x pp(D) = 0,85x 0,12 = 0,102.
2.3) p(RND)=p(RUD).

Or p(RuUD) =p(R) + p(D) - p(R n D) = 0,948
donc p(R N D) = 0,052.

_pl R nD) _
b) pp(R) (D) 0,51.

3.a) p(VND)=p(V)xpy(D)=04x0,6=0.24.

b) L'événement contraire signifie qu’aucun des
cing dossiers est du type « V et D » ; il a pour proba-
bilité 0,76°. Donc la probabilité cherchée est

1-0,76% = 0,746.

IEENS 1. | parents | AA | Aa aa
AA 1/2
AL B W
Aa AR 2 i’;‘:‘fgnam
Aa 1/2 aa 1/2
I aa 1/4
Aa 1/2
aa Aa aa "2[ aa

2.a) La descendance AA a la premiére génération
provient de couples (AA, AA), (AA, Aa) ou (Aa, AA),
ou (Aa, Aa). Soit :

2 1 .12 1 )
p]=p0+2xp0q0xi+zqij=(p[]+§QO) *
Pour trouver r,, il suffit de permuter p en r, soit :
1 2
r1=(r0+§qn] .
1 )2 1 )2
b) p,-r, =(PU+§‘?{J) ‘("0"‘5‘?1)]
=(po—ro) (Po + ro + qp):
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Or, po+ 7y +qp=1,
donc py —ry = py—r, = c.

¢) On peut écrire py=a +ryet go=1-ry—py,

, 1 )2 1 o 2 (o 1Y
d’ot py =(Pu+§‘~?n) =(Pn"‘§‘§"'n] :(5""2']

(a+1)%;

=

de la méme fagon, r| = %(a ~1)% et q,= %(1 - D‘.Z].
En procédant de la méme fagon,

1 2 1 2 1
pP2= E(o:+ 1), = Z(um 1) etg;= f’.“ -az}.

Ce qui prouve que (p,), (g,) et (r,) sont des suites

constantes des que n = 1. Leur valeur ne dépend que
de p,—ry = a. Voici quelques valeurs obtenues pour

Excel.

n D q, I o
0 0,2 0,6 0,2 0
1 0,25 0,5 0,25 0
2 0,25 0,5 0,25 0
n P 9, fn o
0 0,4 0,2 0,4 0
1 0,25 0,5 0,25 0
2 0,25 0,5 0,25 0
n P, q, a
0 0,2 0,6 0,2 0
1 0,25 0,5 0,25 0
2 0,25 0,5 0,25 0
n Pn q, ry o
0 0,3 0,3 0,4 -0,1
1 0,2025 0,495 0,3025 -0,1
2 0,2025 0,495 0,3025 A
n P 9, o o
0 0,4 0,1 0,5 -0,1
1 0,2025 0,495 03025 | -01
2 0,2025 0,495 0,3025 -0,1
n P, q, r, o
0 0,2 0,5 0,3 -0,1
1 0,2025 0,495 0,3025 -0
2 0,2025 0,495 0,3025 -0,1
n Pn qn % o
0 0,5 0,2 0,3 0,2
[ 0,36 0,48 0,16 0,2
2 0,36 0,48 0,16 0,2
n Pn q, r; «
0 05 0,2 03 0.2
1 0,36 0,48 0,16 02
2 0,36 0,48 0,16 02
n P q, r, o
0 0,2 0,8 0 0.2
1 0,36 0,48 0,16 0.2
2 0,36 0,48 0,16 0,2




EEl1.a) LoideN:

k -r n
2 1
PN = k) 3 3
2r
b) E(N) = 04:»——3—+§—0c>n 2r.

2.a) La réponse au QCM est la répétition, cing fois
de la méme épreuve (réponse a une question) ; les
réponses étant supposées indépendantes.

Notons A I'événement « 4 réponses justes ».

A est représenté par 5 chemins :

el U R I R B N Y S N = P = L

2 (1\* 10
D'oit p(A =5x-x(-) _ 10
PA)=3x3xX(3) =343
b) Alorsn=2,r=1d’ou la note 7.
2 1
3 3
faux jumeaux vrais jumeaux
1 1
2
2 1 gargon 2 2 2
filles 1file gargons filles gargons
X; 7 27 1 0 2 0 |
1 1 1 1 1
probablité ' 5 | 3 | 5 | & | &
Loide X:
X; 0 1 2
1 1 1
pX=x;) 3 3 3

A1 p(1)=07;
n(C) = p(T1)+p(TlmT2) 0,7 + 0,3 % 0,65 = 0,895.

T

0,7
< 0,65 T
TR
0,35 T,
La) Loide X:
k |a-1000|a-1050 | —-1050
p(X=k) 0,7 0,195 0,105
i(X) =0,895a -1 015.

b) Condition : E(X) > 0. Bénéfice a partir d’un prix
de vente de 1 135 e.

(66 ]® Corrigé dans le manuel.

K3A® 1. 1oide X:

o | 1| 2 | 3
21 | 21 |21 | 1
55 | 55 | 220 | 220
_ 28 _ 7.
_9 . 7_63
P(GAT)=p(T) xpr(G) = 15 % 55 =550°
_1. 1.1
b) p(T N G) =p(T) x pr(G) = 10 2720
63 1 _ 181
) p(G)=p(GNT)+p(GNT)= 550 720 1100
1
p(GNT) _ 20 _55
D Pe(M) === 1o “181°
1100
EER® 1.9

49 1
50 50
482 _ 241 1
490 245,

o | - !1—7 |
b)1- (710 4;0) 50~ 3

¢) Voir 'arbre ci-dessus.

490 245°
1
2.a) p(X=19)= 750 =p(GNL)+p(GnL,)

=p(G) XPG(Ll) +p(G) x pg(Ly)
9 1
‘pG(Ll)Xso 50390

'

9 [1é_|

Droupg(Ly) = -1—(-)

2 —_—
b) p(X=9)= 5z =p(GNP)+p(GN L)
=p(G) x pg(P) + p(G) x pg (L))
1 X pe(P) + - 1 49
50 G 70 50°
d’ot p5(P) = ﬁ
)| x5 -1 | 9 19 | 29
241 | 2 | 1 | 2
P | 250 | 725 | 250 | 125
E(X)=-028e.
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IEERS 1. a) X prend les valeurs : 0; 1;2; 3; 4,

b) | & 0o | 1 2 3 | 4
pX=x) | p% |2pp, P3+20:p5 2005 | P}
2.a) t=1 t=2
0 L 0
P4
D
2 1
P3

b) pa, (B;) = ps3, puis p(A; N By) = pyps;

p(By) = papy + p3(P3 + 2pyp3) = p3(p2 + P} + 2p p3).
'C) Yi I 0 1

p(Y=y) | Py +popy+PsP? | D% +P32P1Po)

Y 2 3 4
p(Y =y, | pslo, +P% +2p:p3) | P3(@poPs) ps

70 H 3y Oy 2 1 1.
GRS 1. p(H) 3xgxgX5=5g ;
1.
2,1 _1
p(D) = 2x9 §X5=725;
19
p(N)=1-(p(H) +p(V) + p(D)) =
20 o 38
2.EX)=0 Tt ;57 ~0ea=16.
(V) =p D)= 2x Lo L
3.a) PA(H)—Pa(V)—Pa(D)—SX?—ZS.
3
b) pa(HU V LD) =pa(H) +ps(V) +pa(D) = 52
4. 3
o8 A
5 25 X
28
2
4 21 A
19 =
57 A
1.3 4_2 4
p(A)= p{Amﬂ;)+pr(.f_\\ruﬂ\)_5 55+ 3%37= 730
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I 3
p(.ﬁ.nA) 5 28 9

S.pa(d) =

P(A) 41 Sal
420

R S I |
1=P1I" 13737137 %6

5 Jim_p=i3
.l.a) v, 1=13u, -4
=13 (1‘:) 136“")'
=36 0% 4=~ g% * 0
= (130, -4 =2,

(v,) est donc une suite géométrique de raison - %

3 n-1
v;=13a-4,doncv, = (13a- 4)[_ﬁ) .

n-1
doncu =i+(a—i)(—1] i

b) u,=(v, +4)13, n=13

3 3 n-1
—=—| <1, lalimite de ( 10) est nulle

¢) Puisque 10

et alors la limite de (u,,) est 143

Z.a) pn+l=p(En+l mEn) +p(En+l m-E_rr)
=p(Eﬂ)>< pEn (En+ l) +P(E,,) X PE" (E.'l+|)

= 5 xl+q xi
10 0 " 10

1 4 3 4
UM T TR T

naefsola B
En=13 3)\"10) °

lim p, = % = p ,donc p ne dépend pas de a.
n— +oo

h)pn-bl:pnx



1 1. 1 1 1
73 Ml =oX=X=X... = .
La) py=5x3x g% X g T o
1 1
< 103 <
DYy S I T = To00
& (n+1)!=1000
o n=6.

L (1.2.3 n o\ 1
2.a)q”_1~(§x§x1x..,xn+1)_1—m
b) lim g¢g,=1

n— 4o
74
L p(G,) = p(Gy) x Pg, (Gy) + P((Tl ) % pCTl (Gy)
=05x0,6+0,5x0,3
=045,
p(G,) =0,55.

p(G, NG

n+1

)+p(G, NG,

n+]
{ n+1) p(G mGn+1)+p((Tann+l)

{ +1=06x,+03y,
d'ol
a1 =04x, +07yn

3.a) Pourtoutn=1,v,

0,6 n+1
G, <
Xn
0,4 IS
. 03 Gy, 1
Y <
0,7

n+1

=x,+y,=p(G,) +p(G,)=1

Donc (v,) est constante de valeur 1.

b) Wit _4xn+l 3yn+l
=24x,+12y,-12x,-21y,
= 1.2,\'” -0.9y,
=0,3(4x,, - 3y,,)-

w, . 1 = 03w,. Donc (w,) est une suite géométrique

de raison 0,3 et de premier terme w; = 0,5.
Ainsiw, =0,5x%03""1.

4.4x, -3y, =w, = 4x,-3(1-x,)=w,
&5 =5 [3 4wl
Ainsi x,, = ; + % X (%)n~ 1
) ]J)nzm X, = 27 Lorsque n devient grand, la probabi-

2
75 LT INE SV S SR (1) 2_
Lpy=3x3=5:P3=2%3) 37
2 22 4
re3x (5] x(5) =5
1
Za)p(Bn):g'

4.
27

n-2
b)p(Un)=(n—1)><%><@) _
¢)p, =pB nU,) =pB)xp(U,) (indépendance)

Yo 1V (22 _n-1_(2Y"
doupn—(n—l)x(g) X(g) —TX(g) .

3. a) Preuve par récurrence.
— La formule esr vraie pour n = 2.
— Supposons la formule vraie pour un entier n (n = 2).

AlOISSn+1=Sn+pn+1
noy 2n+1
J+5x(3)

2\ + 1 n n
-(5) [5G+ 1)
2yt ln+1
'1_(5) ( 2 +1)'
Ainsi la formule est vraie au rang n + 1 donc pour tout
n(n=2).

2 n
b) lim (5) -0
n— + oo

2\ n(lng+m—nj
et lim n(-j = lim e\ 3 "/=p
n—>+ 00 3 n—> + o0
donc lm §,=1.
n—>+ oo

Prendre toutes les initiatives

Deux arbres possibles.
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ZA® A : < appel de deux médecins »
Le nombre d’issues favorables a A :

n= G)x(24—-2)=

Note: [g) choix des deux médecins ; pour chacun d'eux, 24 listes

possibles dont 2 donnent un seul médecin.
_42_14 = _ 13

p(A) = 32 donc p(A) = 55

A est le plus favorable.

A ® A signifie que soit deux zones sont atteintes,
soit une seule.

5
A, : «une zone atteinte » ; p(A,) =3 x (%) = 'E'ill" ;
A, : « deux zones atteintes ».
Il existe (g] x (25 - 2) = 90 chemins associés d’od

30

p(A2}=9U><(%)5=ﬁ.

ESE® 1.2) p(D) = a1re{D)

400'
[-Jn(f) —12)
aire(S;) \8 -
PP =m0 "m0
2.3) p(R) = aIL%&]R) 40040[?1n: ]_iég‘
Loide X :
X -4 | 1 2 | 3 |
81in b T Fis T T
PX=%)|1-700| 20 | 40 | @0 | 4 | %0
X 6 10
n T T TC-__I
PX=x)| 26 | 20 | 20 | 200
347n
E(X) = S -4 (E(X) = 145).

b) Notons X; la variable aléatoire donnant le gain
pour le premier jeu et X, celle pour le second.

Le tableau indique les événements qui réalisent
X, +X,<0.

D’ot en raison de I'indépendance de X et X,,

8ln |4 8ln
X =G S iy PSSl
p(X, + X, <0) = (1 400) +6><40(1 400]
P(xl + XZ‘CO) '*30,304.
Ainsi p(X, + X, = 0) = 0,696.
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P(A) =p(A) +p(Ay) = 31

EENS A. Notons G « aucun billet gagnant ».

gL )

(G) = *rme
B

_ (100-K)(99-k)...(91 -

100 x99 x ... x 91
_IOU—kx‘JQ-k 91 -k

100 99 X1
k k k
= (1-55(1-35)-(1-57) 10

B. Notons G’ «aucun billet gagnant ».

100 - k 10 k 10
P@)=(Tw7) =(1-1m) -
Par comparaison des facteurs de [1] et [2],
p(G”) > p(G) et donc p(G’) < p(G).
La stratégie A. est la meilleure pour obtenir au moins
un billet gagnant.

L= (F%] 3]
|
[a—
i

¢) A : « au moins un des n points dans D »,
s =4 n
A : «aucun des n points dans D » ; p(A) = (1 - lJ 4

Do Ay=1-[1-E)
oup,=p(A)= —( —4@) .
T H
pﬂ?(}.glcr(l—m] s0lenz ———,
ln(l—i]
D’oll n = 293.

EEAM® 1. 11 y a une analyse si les 7 individus sont
indemnes : p(X,=1) =p",
sinonilyar+1analyses: p(X,=r+1)=1-p".
Dod E(X,)=r+1-rp".

-E(X,) ro 1

2. Tl faut évaluer ———=2 =" _ 1,
r r



Ja) «p"'—l >Oetx>0»c>«1n—x> ]n(_l_) ».,
X X p

°Sip20,7,alorsp>ee.

B x |o e V +:o<! .
‘ Inx / 15 \ *Sip<0,69,alorsp<e © etil n’y a pas de solution.
CoX - 1
e 7 01 4,0 l—%)f > Infy~g , on vérifie que pour x € [1,126;33.2],
L'inéquation n’a des solutions que si In —) <! ,soit: | l'inéquation est vérifiée et la plus grande valeur entiere
P/ e solution est 33.

€ €
S e ouencorep = e

! 1 * Avecp=0,99,onal=[1,02;6434]etr,,, =643.

Note : Par tabulation pour les valeurs entiéres de x de la fonction

=

Dans ce cas, I'ensemble des solutions est un intervalle X pX= 1 12=sx< Fnax- On obtient alors la valeur de r rendant
X

I borné (cf. graphique).
: ( f grap Vq ) la taille optimale.p =0,9,r=4; p =0,99, r = 11.

Y
0,51
NN x
y=ix B

C’est nouveau au bac EE(ERERLEY

B 1) 2o N2 o N2 N py=(04)° | 3.Vrai. SiBc AalorsBNA=B.
(AnB)_p®) _,

3 2 1 Ainsi pp(A) = 2 = =1.
5 g4, 8 _ Pl =By p(B)
2.b) B B B p3=0,1 -~
, ) ) 4. Faux. Contre-exemple : lancer d’un dé équilibré
3 £ < 2 1 N
KX > B 4 >N 4 N ; p(A):g,p(B):g,p(B):l—p(A)etB;tA.
2 3 2
S Segty 5 .
2 2 3 -
B
T p; =0,336. A 3 | 2
d.¢) py=p, +py=043. 1. 6
5.b) ¢) Loide X :
e | o 1 2 3 5. Vrai.
= 0,3 A
1 pX=k) | 0,064 1 0,366 0,47 0,1 ’
- o 0,2 B<A
E(X) = 1,606 donc E(X) # =, 0.7 A
A
o(X) = 0,752 § donc 75 < o(X) < 76. o8 —g
o*(X) = V(X) = E(X?) - [E(X)]* —
0,6 A
L. Faux. Si A et B sont deux événements incom- | p(A " B)=0,2x0,3=0,06;
patibles tels que p(A) 0 et p(B) #0 alorsp(ANB)=0 | p(A)=02x0,3+0,8x04=038:
tandis que p(A) x p(B) # 0. p(AUB)=p(A) +p(B)-p(AnB)
2 Faux. Si A est un événement tel que 0 < p(A) <1 =0,38+0,2-0,06 =0,52.
alors p(A N A) = 0 tandis que 6. Vrai. Q : ensemble des couples (x ; y) avecx € [1 ; 6],
p(A)x p(A) = p(A)(1 - p(A)) %0. y € [1;6]. Tous les couples sont équiprobables.
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« S =10 » est I'ensemble {(4;6),(6:4),(5:5)). D'ou
la probabilité conditionnelle cherchée : % .
7. Vrai. A : « au moins un pile durant les dix lancers »

B 1\10 1
p(A)-l-(i) =1- 1024 doncp(A):-lmm.

IEZE® 1.a) Dapres la formule des probabilités
totales, p(A N B) + p(A N B) p(A)dou
p(ANB)=p(A)-p(ANB).
Or A et B sont indépendants donc
pP(A " B) =p(A)-p(A)x p(B).
b) Cette égalité s’écrit aussi =
p(A N B) = p(A) x (1 -p(B)) = p(A) x p(B)
donc A et B sont indépendants.
On a prouvé que si A et B sont indépendants, alors il
en est de méme de A et B.

En appliquant ce résultat a Bet A, on conclut que B

et A sont aussi indépendants.
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2. Q: ensemble des triplets d’éléments de {1:2:3:4
5 6}. Tous ces triplets sont équiprobables.

1
o : = 3 _125
A : «obteniraucun 6 » : p(A) = == —.
6> 216

B : « les nombres affichés sont tous différents » :

25

Or p(R) % p(B) = 1 6 > donc

B P(A) ><p(B) #p(A N B).
Ainsi A et B ne sont pas indépendants.

On en déduit par la contraposée de la proposition du 1.
que A et B ne sont pas indépendants.

Note : on peut aussi raisonner par I'absurde,



Activités (page 286)

ACTIVITE 1]

1. X prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4.
2. Arbre

4. a) Nombre de listes :
sans S: 54

avecun S : (‘D x53;
avec deux S : (‘2‘) x52;

avec trois S : (g) X5;

avec quatre S: 1.

b) Chaque issue de I'événement X = k correspond
2 une liste contenant k lettres S et 4 — k lettres S et
en raison de I’équiprobabilité, chacune de ces listes

a pour probabilité 14 Ilya (k) x 54~k telles listes.

4-k
(“JX5~—
k 64

D'oit P(X = k) = ()
(D gz
(<) X@ B

On retrouve ainsi la loi de X.

0 3 roces- (3 ()<3)- 3
()

On reconnait la formule du bin6me donc

54; P(X = k) = (2 ér 1.

k=0

IACTIVITE 2|

1/6 S
S
1/ 56 ~—§ S
5/6 S
S 1/6 S
ke o §1/6<S§§
56 g5 22— S
5/6 S
1/6 S
1/6 s$§
5/6 S<
1/6 5/6 g 1 S
5 ?5
1/6 S
5/6 S —
56 g5 —— S
5/6 S
(5625
3.2) P(X 0)_(6) =
P(X=4)= () 35
(Lo (3 _12s
b)P(X=1)=4xz (8) =34°
3.5 5
P(X =3) = 4X(6) x2=22.
1\2 (5\ 25
C)P(X—Z)—6X(6) X(g —276
d) Loi de X.
k 0 1 2 3 4
625 125 25 5 1
PX=K)| 1506 | 304 | 216 | 324 | 128

1. P(X < 6) = 0,85.
2.P(3 <X <5)=0,125+0225=0235.
3.P(X>7)=0,05+005=0,1. ’
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Travaux dirigés (page29)

o0
o0
=
oo n > 3.;’I"ableau dgs dlfferences

0 1

Bl 1. Loi de X p(X, =k)-P(Y,=k) | ~-0,001488 | =~0,002235

k 0
“ (20) (10) N (20) k 2 3
| \3)_s57 1) \2)_95 o _
pX = k) ( 0) = (3 0) =5 p(X, = k) = P(Y, = k) 0,000 005 0,000 742
3 3
(120) . (210) 45 (1 0) 6 1. Moyenne : 597,4 ; Variance : 99,24.
. (30)‘ — =503 (3_0) =503 2. 2) P(X = 10) = 0,4510 = 0,000 34.
: 3 3 b) La variable aléatoire N donnant le nombre de
2. Loide Y pains de masse inférieur a 585 g suit la loi bino-
L’expérience est la répétition de trois épreuves de miale (10 ; 0,12).
Bernoulli indépendantes et identiques. P(N <2) =0,88'2+10 x 0,887 x 0,12 + 45 x 0,883
L’épreuve de Bernoulli est caractérisée par 'événe- x 0,122 = 0,891.
ment S « tirage d’une boule blanche » de probabilité
1

Y indique le nombre de réalisations de S donc Y . 0,0025  0,0025
H2.2- +

=0,01.
suit une loi de %(3 e 1) 0,5 0,5
3 3.
k 0 1 T T ] &=o0d [ [ ] Bl
3 2 = SRR HESS (T - ‘F,, - + d =3,2.44,
. 2)°_8 Nx(N(2Y =2 | | L] - | o1
may (5) s 27 (1) (3) (3) gif I I L
o 7 =7 : _ ) dQ I
k 2 3 B[ TI 14 |
1 | | '
2 2 1 3 1 # Ld7 b
] =K 3 1 2 == - = —_—— 8
s (2)"(5) X(é)‘g (3) 27 S — Y
3. Tableau des différences 8 _| | r ! 3 9
pX=k)-P(Y=kl| ~-00155 - 0,0235 0 2 10 25,6 1000d?
- 5. ¢ Pour A : d%2 =0,0196.
8 2 3 e Pour B : d2 = 0,0036.
pX=k)-P(¥=Kk)| ~-0,0005 ~-0,007 5 * Pour C: d?=0,04.
Au risque de 10%, les résultats de A et B sont en
1. Loi de X, adéquation avec les résultats d’une piece équilibrée,
ce qui n’est pas le cas de C.
k 0 1 2 3

pX;=k) 13134 | 19900 9 900 1617 a) d? = 0,01, valeur qui dépasse 0,002704. On ne
: 44 551 44 551 44 551 44 551 : s 5
peut donc pas accepter, au seuil de risque de 10%,

2.LoideY ue la piece soit équilibrée.
1 q p q
La loi de Y, est aussi une loi binomiale %(3 . 1) . Note : Les fréquences sont les mémes qu’au [ 1P} (ainsi
1 3 que la valeur de d2), mais les valeurs de n ne sont pas les
(Les proportions de boules blanches et noires mémes.
n’ont pas changgé). b) d?=0,0036; d? > dy. La conclusion est la méme.
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Rl 4|

L P(X = 50) = 0,07959; P(X < 40) = 0,028 44;
P(X>70)=1-P(X < 70) = 1,608 x 10-5;
P(45 < X <55) =P(X < 55) - P(X < 44) = 0,728 75.
2.2) P(X < 530) - P(X < 469) ~ 0,946 32.

EECorngés des exercices

&l \aitriser le cours (page 303)

1. et 2. Expérience deBemou
Loi binomiale e

1. Soit 2 le nombre de boules blanches :

_3a_3
P=32"a
2. Loi de X : X suit une loi %(3 ; ;J
k 0 1 2 3
L 1 9 27 27
pX=k) | = 64 64 64

« Lancer six dés parfaits » peut étre assimilé a
« lancer six foix de suite le méme dé ».
X :nombre de sortie du 6.

X suit une loi %(6 : é)

o=~ 18

N : nombre de tirs dans la cible.
N suit la loi (10 ; 0,5).

_3)= [10), (LY (1)7_2
P(N_3)_(3)x(2) %(5) =72
M X : nombre de rois lors des huit tirages.

X suit une loi B (8 ; %)

w34 <35

BEM « Lancer six pieces de monnaie équilibrées »
peut étre assimilé a « lancer six fois de suite une méme
piéce ».

X :nombre de pile.

X suit une loi 93(6 : %j

b) La probabilité d’un tel résultat est de I'ordre de
P(X = 450), soit 0,00017. Ce qui est peu probable.

3. En supposant que le nombre X de NON suit la

loi binomiale telle que n = 1000 et P = 0,5, alors :
P(X <400)=13x 10710,

ce qui représente un événement pratiquement

impossible.

a) P(X <2)=P(X=0) + P(X =1) + P(X = 2)

(0 oG )

b)P(x>1)z1—P(X=0):1_(§)6

_63
647

IEE X : nombre de réponses vraies.

X suit une loi %(10 ; %)

== (9 (4 (4T -(9)(4)

roc=n=(9)(3)°

Or (130J = (170) donc les deux probabilités sont égales.

Loi de X : X suit une loi 3B(6 ; 0,4).

k 0 1 2 3
p(X =k) | 0,046 656| 0,186624| 0,311 04 | 0,276 48
k 4 5 6
piX=k) | 0,13824 | 0,036 864 | 0,004 096
EE(X):npdoncP: %
” 3 7 10 3 7 9
=< = = = — - -
P(X<3) k}_;ﬂ P(X=k) (10) ¥ 10x(10)x(10)
3V 7\ 3N 7Y
+45 x (F)) x (iﬁ) +120 % ("ﬁ)) « (E} ~ 0,649 6.

P(X = 7) =~ 0,010 6.
BEM 52(X) = np(1 - p) donc n = 25.
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2
P(X<2)= ¥ P(X=Kk)
k=0
= 0,85 + 25 % 0,2 x 0,824 + 300 x 0,22 x 0,823
= (0,098 2.

P(X>2)=1-P(X <2)=09018.

BEleM X : nombre de sorties d’un numéro impair. X
. . 1

suit une loi %(8 ; 5 )

A : «au moins trois fois un nombre pair ».

A signifie «X=2»;

P(A) = i P(X = k)

k=0

1\8 1 1\’ 1\2 /1)\6
—(z) +8X(5)X(z) ”Sx(z) X(z)
37
~ 256
219

uP(A)=75%-

Corrigé dans le manuel.

Expérience de Bernoulli d’ordre 20 associés a
la probabilité de succes p = 0,1 (achat).

X :nombre d’acheteurs. X suit une loi %(20 ; 0,1).
1.P(X=0)=09%=0,1216.

2.P(X=2)=1-P(X<1)
=1-0,920-20x0,1 x 0,919 = 0,608 3.

1. f est continue sur R sauf en 1, positive et

1
J.Rf(x) dx = J03x2 dx = [x3](1) = 1 donc fest une den-
sité de probabilité.

1
2.P(X=05) = JO (3x” dx =0.875

0,1 )
P(X<0,1)= I 3x"dx =0,001;

0,8

P(02 <X <08) = _[ 3x% dx = 0,504,

a

BZN LI - | 2ve Fde=[-o ¥
I(a) = 1.

2
=1-¢e ¢
d’ou lim

a—>+o

2. fest continue sur R, positive et d’apres 1.

JARf(x) dx=1.
168

3. Pour m positif :

1 Jm 21 21
P(Xém)zi(:) O2)ce dx:iﬁl—e =

el wm?om2

-m
— € 5
= ./In2.
1. A est défini par :

J-ill(l—-xz) dx=1.

1 4 4 S 3
—_ 2 = = - = = -
Or I_1(1 x?) dx 3 donc 3k 1, ainsi A i

2. a) La fonction densité est une fonction paire donc
sa courbe est symétrique par rapport a ’axe des
ordonnées.

PX=1)= J:f(t) dt = aire (1) et

P(X <—1f)= ftl £(1) dt = aire (2).

Les deux domaines sont symétriques par rapport a
I’axe (Oy) donc ils ont la méme aire.
AinsiP(X =1 =P(X < -1).

b) P(0 < X < 1) = j ' £(t) dt = aire (3)
et aire (3) = 1 _ aire (1) = ~ —P(X = 1),

AinsiPO=sX=<1)= i -P(X=9).

et exponentielle

longueur de [0;3] _ 3
[ 16 _§1 = =
1 PX <3) = fongueur de [0:10] ~ 10°

zP(X>6)—iO=

3. P(3<X<8)—

Corrigé dans le manuel.

a) Bruno arrive entre 12 h et 12 h 20.
P(0 < d <20) = 20 1

3



b) Bruno arrive entre 12 h 40 et 13 h.

P(40<d560):%8:%.

¢) Bruno arrive entre 12 h 20 et 12 h 25.

P(zosd<25)=6io=11_2.

EER 2) P(T > 300) = 1 - P(T =< 300)

300
=1- -[0 0,005¢e- 0,00514y
=1-(1- e 0,005 x 3()0)
=e 190223,
365
b) P(T < 365) = -[0 0,005e~ 0.005¢¢
=1_e 1825
~(,839.
730
O PB65<=T=730)= J365 0,005 x e~ 0.0051g;
— o~ 1825 _ o365
=0,135.

1. Par hypothese P(X > 60) = 0,942 soit
0120942 ol A = - 610 In(0,942) ~ 0,001.

300
2.P(240 < X < 300) = _[ g e e
— o~ 2404 _ g 3001
~ 0,046.

Apprendre a chercher (page 305)

I Piusieurs lancers de deux pigces de monnaie
Les outils :

o Loi binomiale.

« Evénements contraires (ou complémentaires).
Les objectifs :

» Savoir calculer des probabilités.

La)FF,FP,PF,PP.  b)+;1.1.1

2. a) Trois succes et sept échecs, donc (X = 3).

o= ()< 2.

3.B: 0 fois «deux pile»,

o(B) = @m  doti p(B)=1- @m |

IEA L3 roue de la fortune
Les outils :
o Variable aléatoire.
o Espérance.
o Loi binomiale.

— - c) -—-1
1°4°4°%" P=3-

BEl1.P(X=5/X=2)=P(X=>3)=0452.
2. X est alors une loi exponentielle de parametre A.
Or P(X = 3) = 0,452 donc e~ 3* = 0,452

d'ouh = % In (0,452).
. . 5
Ainsi P(X < 5) = _[ o e Mdt=1-e*=0,734.

EZEE 1. P(T = 2000/ T = 1000) = P(T = 1 000)
=1-0,095 = 0,905.

2. T est une loi exponentielle de parameétre A.

P(X < 1 000) = 0,095 soit 1 — e~ 1000A = 0,005

v _ L
d’ou A= 7000 In (0,905).
Alors la demi-vie est T = In2 soit T~ 6944 (en h).

A

Corrigé dans le manuel.

B :la durée de vie du systeme dépasse 1 000 h.
Les durées de vie de chaque composant sont des
variables aléatoires de méme type et deux a deux
indépendantes.

B signifie que chaque composant fonctionne au
moins 1 000 h donc P(B) = P(X = 1 000)°.

P(B) = (e~ 100043 avec A = 10~ 4 soit

P(B) = e 03 =0,741.

Les objectifs :
o Savoir interpréter I'espérance dans un jeu.

1. Aucun dé ne marquec: Y =-1.

e un dé marquec:Y =1.

e deux dés marquentc: Y = 2.

e trois dés marquentc: Y = 3.

2.a) On lance trois dés, le résultat est, pour chaque
dé, c ou c. On réalise une expérience de Bernouilli

avecp = é ;n =3. Donc X suit une loi B(n ; p)

b)Y=-1,donc X=0;
Y=1,doncX=1;
Y=2,doncX=2;
Y =3, donc X =3.

e ()3T

SR RHO O
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P(Y=3)=(3].

v, 1 1 2 3
‘ 125 75 15 1
=y;) —_— —_— — —_—
s 63 63 63 6>
-1254+75+30+3 -17
° E(Y) = 63 = —6—?;' ’

d) Sur un grand nombre de cycles de 216 parties,

le joueur perdra en moyenne -—137 x 216 jetons, soit
6

17 jetons.

Fonctionnement d’un systéme de communication
Les outils :

e Variables aléatoires

o Calcul algébrique : inéquation.

L'objectif :

o Etudier la fiabilité d'un systéme sous condition.

2. a) Le systéme a cinq composants fonctionne lors-
que au moins trois composants fonctionnent.

ps=P(X5 = 3) donc
Ps=P(X5=3) +P(X5=4) + P(X5=5)

ps= (g)pf‘(l -py+ (ij“(l -p)+p.

b) Le systeme a trois composants fonctionne lorsque
au moins deux composants fonctionnent.

py=PB(Xs >2) doneps = (3 )p2(1-p) +

) ps > p3

& 10p*(1 - p)* + 5p*(1 —p) + p° > 3p*(1 - p) + p?

& 10p*(1 - p)* + 5p*(1 - p)-3p*(1 - p) - p*(1 - p)
(1+p)>0

< p*(1-p)[10p(1~p) +5p> =3 -p(1 +p)] >0

e p*(1-p)(-6p2+9p-3)>0

©=3p*(1-p)(p-1)(2p-1)>0

e pH(1-pP?(2p-1)>0.

d) Doncp > % . Le systeme a cinq composants est pré-

férable a celui a trois dans le cas ot p € 10,5 ; 1].

Prolongement : Dans le cas général de systemes 2
2k + 1et2k -1 (k = 2), composants,

1. On utilise la loi binomiale avec n = 10 et
p =092 (pas de défaut).

P(X = 10) = (0,92)10 = 0,434 4.
170

Paice1=pa1= (267 -p)t @p- 1),

.. 1
A1n51p2k+1—p2k_1>0<=>p>§.

D’ou la généralisation du résultat établi lorsque k =

Combien d’enfants pour avoir une fille ?

Les outils :

o Loi binomiale.

« Evénements contraires.

o Calcul algébrique : inéquation.

L'objectif :

Optimiser sous condition probabiliste.

1. Mise en place d’une variable aléatoire qui suit un
loi B(n ;0,5).

2.a) A : «avoirn garcons lors de n naissances ».

P(A) = @" donc P(A) =1 - @)"

1\ In(0,01)
b) P(A) = 0,99 (2) <00lesn=- #
D’ou I’entier n minimum : ny = 7.
Fonctionnement d’un feu tricolore
Les outils :
o Représentation graphique.
e Loi uniforme.
L’objectif :
e Calculer des probabilités.
1 Representatlon graphique :
40 .40
8h D DS 8h0s
o 60 1120 180 P40 o
10 10
2. a) A : « Attente de moins de 10 s ».

A signifie :
«Te [0;60[ouT e ]110;180[ ou T e ]230; 300[ »
(réunion d’événements incompatibles).
O 70 70 _2
b) B(A) = 300 300 300 3
3. B : « Attente de plus de 20 s ».
P(B) =P(60 < T < 100) + P(180 < T < 220)

40 40 4
~3007300 15

2.P(X=7) +P(X=8) + P(X =9) + P(X = 10)

- (170) % (0,92)7 % (0, 08)° + @?) x (0,92)"

% (0,08) + (190) % (0,92)° x 0, 08 + (0, 92"
~0.994.



B gagne le tournoi s’il gagne cinq parties au
moins. On utilise la loi binomiale avecn =9, p = 04.
PX=5)+P(X=6)+P(X=7)+P(X=8)+P(X=9)

= (,2666.

X :nombre de Pile. X suit une loi (20 ; 0,5).
Y:gainene.
P(Y=1)=PX=9)+P(X=10) + P(X =11)

(20 20 (20) 20 4 (20) 20

= 0,5

(9)X ST o) 70+ (1) 200

=~ 0,496 6.

P(Y=-1)=1-P(Y =1)=0,503 4.

E(Y)=P(Y=1)-P(Y =-1) <0doncle jeu n’est pas
équitable.

EEER 1. Pour une journée, un client achéte (succes)

]15 d’ou la répétition de dix
épreuves identiques et indépendantes.
Donc le nombre d’acheteurs suit la loi binomiale de

avec une probabilité p =

parametresn=10et p = 5

remx=b= ()55 (55)"

¢ P(X = 0) = 0,501 6;
«P(X =1)~0,3583;
o P(X = 5) = 0,00024.

JEX)=nxp= %

4.Y :gainene.

Y = 100X, donc E(Y) = 100 x % - 2—(3-’9 e
1. X suit une loi (100 ; 0,02).
2P(X=0)=0981"0~0,1326;
P(X=1)=100x 0,02 x 0,98 = 0,270 7 ;
P(X =2) =4 950 x 0,022 x 0,98%8 = 0,273 4.

1. X : nombre de succes ;
A\
X suit une loi % (5
3/
A : «au moins deux succes ».
P(A)=1-[P(X=0) +P(X=1)]

- [(3) 533 -5
=1-1l3 3%3) |T243°
n n
2.1-(2) >0,9@(2) <01 esms LY
3 3 (2
(3)
Ainsin = 6.

_36 | Corrigé dans le manuel.

1. La méme épreuve (test du microprocesseur)
est répétée cinquante fois de fagon indépendante, et
p =0,05 donc X suit une loi B(50 ; 0,05).

2. Tableau de valeurs 0 < k < 15.

k P(X = k) P(X < k)
0 0,076944975 0,076944975 |
1 0,202486777 0,279431752 |
2 0,26110137 0,540533123 __J‘
3 0,219874838 0, 760407961
4 0,135975229 ~ 0,89638319
5 0,065840637 0,962223827
6 0,025989725 0,988213552
7 0,008598105 0,996811657
8 0,002432359 0,999244015
9 0,000597421 0,999841437
10 0,000128917 0,999970354
11 2,46732E-05 0,999995027
12 4,22041E-06 0,999999248
13 6,49294E-07 0,999999897
14 0,03153E-08 0,999999987 |
15 1,14082E-08 0,999999999
3. P(X = 3) = 0,220.
4. P(X<k)>0999 < k =8.

€M ® Appelons A I'événement «On a obtenu six
fois "face"», B I'événement «Les trois premiers tira-
ges sont FPF».

A
1.PA(B) = Bip(;“—)B).

¢ A nBest’événement «FPF puis il y a quatre "face"
dans les sept autres tirages».

P(ANB)=px(1-plpx (] ) p*x(1-p).
+P(a) = (19)pox(1-p)"

35p°(1-p)* _1
210p°(1 - p)* ©
2. Le résultat est :

P(ANB) =(1-p)p(L-p) (1]p* (1-pP.

21p°0-p)* _ 1
210p%(1-p)* 10

e D’oll P5(B) =

PA(B) =

IEER® R est 'événement « un lot est remboursable ».
p(R) =1-(0,992)12 - 12(0,992)!1 x 0,008 = 0,004.
«Un seul lot sur les trois est remboursable» a pour
probabilité : 3 x (0,004) x (0,996)% = 0,012.

IZXM® On désigne par p3 la probabilité pour un trimo-

teur et p5 pour un cinq moteurs de terminer leur vol.

p3=p>+3pi(1-p);

ps=p>+5p'(1-p)+ 10p*(1-p)*;

p3—ps=p>+3p*(1-p)-p>=5p*(1-p)-10p’(1-p)?
=p*(p-1)* 3-6p).

Doncp;<psep = %
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ZEM® 1. X suit une loi binomiale de paramétres
n=3etp.
Donc: p(X=0)=(1-p)* =g
p(X =1)=3(1-p)*p =3¢%p;
p(X =2)=3(1-p)p? =3gp* et p(X = 3) = p*.
2. * Un arbre permettrait la visualisation des valeurs
de Y conditionnées par celles de X. C'est un procédé
long. Chaque probabilité est obtenue par des formules
dutype:p(Y=0)=p(X=0etY=0)+p(X=1etY=0)
+p(X=2etY=0).
Il vaut mieux renoncer, mais on arrive au résultat.
« ]l faut faire un arbre : pour un correspondant, il y a
deux possibilités au premier appel, puis éventuelle-
ment deux autres au deuxiéme appel.

1#" appel 2° appel
P répond
q p répond
ne répond pas
q ne répond pas

Ainsi. la probabilité qu'un correspondant réponde au
second appel est pq.

Donc Y suit une loi binomiale de parametres n = 3
etpg,doulaloide Y.

¥ 0 1 | 2

(1-pq)® | 3(1-pg) pq !3(1 -pg) (pgP

3
(pg)®

plY =y;)

Remarque : 1 -pq =q + p°.

3.a) Le probléme est de connaitre la probabilité
qu’un correspondant réponde au premier ou au second

appel.

Or, la probabilité qu'un correspondant réponde au

premier ou au second appel est :
p+pa=pl+q@)=(1-q)(1+q)=1-4¢%

Ce qui permet de répondre a la question.

b) Les formules donnent :

E(X)=3p=1:E(Y)=3pq = 3 :E(Z) =3(1-4?)
On peut remarquer que E(X) + E(Y) = E(Z2).

=
=3.

OP(Z=3)>05(1-¢2)>051-¢2>3/05
=q< 41—{/{3

P(Z=3)>05&(1-p)<J1-305
ﬁp>1-—m’l—m.

D’ou la valeur cherchée : p;n: = 0.55.

172

EER® 1. Loide X;
k 0
P(X; = k)

E(X)=p

n
2.a) X = Y, prend les valeurs 0, 1,2, ..., n.
i=1
b) Chaque X, prend la valeur 1 lorsque S est réalisé ¢
la i®™¢ épreuve, 0 sinon, donc leur somme indique I
nombre de succés sur les n épreuves. (Les X; serven
de « compteur »).

n
¢) X suit une loi B(n ; p). E(X) = ), E(X,) = np.
i=1
Note : on a prouvé le résultat donne dans le cours p. 290.

ZER® 1. X suit une loi @3(30 : %)

2. Tableau de valeurs.

k P(X = k) P(X <k)
0 5,2151E-06 5,2151E-06
T 7,82264E-05 8,34415E-05
2 | 0,000567142 0,000650583
3 " 0,002646661 0,003297244
4 ~0,00893248 0,012229724
5 0,023224448 | 0,035454172
6 0,048384267 | 0,083838438
7 0,082944457 |  0,166782896
8 0,119232657 | 0,286015553
9 0,145728803 0,431744356
10 0,153015243 0,584759599
1 0,139104767 | 0,723864365
12 0,110124607 |  0,833988972
13 0,076240112 0,910229085
14 0,04628864 | 0,956517724
15 0,024687275 0,081204999
| 16 T 0,011572216 | 0,992777159
17 0,004765007 |  0,997542166
18 0,001720697 0,999262863
19 | 0,000543378 0,999806241
20 " 0,000149429 0,99995567 |
21 3,55783E-05 0,099991248 |
22 7,27738E-06 0,999998525 |
; 23 1,26563E-06 0999999791 |
24 | 1B4571E-07 |  0,99999976 |
|| 25 | 221486E-08 | 099999998
; 26 2,12967E-09 | 1|
27  1,57753E-10 | 11
i 28 8,45107E-12 1
29 2.91416E-13 | E
30 4,85694E-15 | Y
3.m=E(X)=30x%=10.
P(X = k) maximale pour &k = 10.




F¥R® | a probabilité d’obtenir une face noire est 2

3
(% pour une face blanche).
- oo (Y22
1. lIfaut BB B B N, d’ot1 1a probabilité : 3 Xﬁ_—s'
2\ 211
21- (5] =55

3. X suit la loi binomiale de parametres n =5;p = % ,
d’ol: -

PX= k)=[15<> @)kx(%fk pour k=0,1,...,5.

A —— W
X o | 1 |2 3! 4| s

. s 10 | 40 | 80 80 32

X=X) | 543 7243 | 243 243 | 243 | 243

KEER® 1. 2) Deux feux verts :

3.1.3
0,75x0,5=0375 = i%3%%
1.1 _7
~025 -1- = —1l--x==*%,
b)1-025x05=1-0,125=0,775=1- 1%5=3
2. X suit la loi binomiale de parametres :
3
=Setp=075=>.
etp=07 i

Dol P(X = k) = (15() % (0,75)% x0255-k: k=0, ... 5.

1 15
‘P(X:O)“m 'P(X—l)_1024

45 135
P(X:2):§ﬁ' e P(X = 3)—512

405 243
*PX=9)= T *P(X=3)= 150"

(9) 21
3
(3)<0)-G) 5
1 5 3)_20
2P(E) =~ L= 2 Py =1- 555 =57.
) 3
ox 0 1 2 3
5 10 5
PR=x)\ 5 | T | 21 | @

5V (LY (2_0)3:
B.1.(2)><(2]) x(57] =002

L s 20"
2, On est amené a résoudre : 1 - (2—1 > 0,95,

. In0,05
soit n > ..

.,d’ou ny=62.

lnﬁ

ZXA® 1. Remplir une grille de loto-foot est une
expérience de Bernoulli d’ordre 13 dont I'épreuve est
définie par S « bon pronostic pour un match » de pro-
babilité p = % . Ainsi N suit une loi 973(13 ; %) .
13 |
2.P(G)= Y, P(N=k)
k=10

-(B)<(3)" <)+ (B)<() <)
H(B3)x(3) =(3)+06)

KRS 1.a + b ne prend jamais la valeur — 4 donc
a+ b +4#0. Ainsi G existe.
2. Q : ensemble des trente couples de jetons. Tous les
couples sont équiprobables.

=~0,0016

a) E; signifie que a = 0. P(E,) = ;0 é
E, signifie que @ = 0 et b = 0 (du signe de 4).

2
P(Ez)zgdzﬁ-

b) E; signifie que a et b sont strictement positifs (du

signe de 4).
12 2
PE) =33

3. a) X suit une loi %(n ; %) .

E(X):4©%”’ —4en=10.

b) I : « au moins un des barycentres est strictement
intérieur a ABC ».

P(I)=1- @)" .
3

P(I) > 0,999 & (g) <0,001 & n >

.. 1 3
Ainsing = 14. n 5

In0,001

=S 1. a) A : «les douze groupes sont présents un

jour donné ». P(A) = (%
b) La répétition 30 fois_de I’épreuve de Bernoulli
définie par I'événement A « les douze groupes ne se
présentent pas tous un jour donné », de probabilité
p =~ 0,8, de fagon indépendante, définit une expérience
de Bernoulli d’ordre 30.

« X = 30 » signifie que chaque jour du mois, les douze
groupes ne sont pas tous présents au départ.

« X =0 » signifie que durant le mois, douze groupes
sont toujours présents au départ.

Ainsi X suit une loi B(30 ; p). E(X) = 30p = 2.4. Sur
une grande série de telles expériences, indépendantes,
la moyenne des jours ol les douze groupes ne se sont

12
) d'ott 0,20 < P(A) < 021.

| pas présentés durant un mois est 2,4.
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¢) « S =11 » signifie que 11 groupes sont présents ce

o o (12Y (T o1
jour la‘P(S_ll)_(l)x(SJ ><8~0,35.

S suit une loi %(12 ; %) donc

E(X) = 12 % ~ 10,5 (crédits).

7 13
2.8) pps = (g] ~ 0,18,
b) Loi de R.

k 2 I' 0

1-py3

P(R = k) P43

Note : % R suit une loi de Bernoulli.

E(R) = 2p,3 = 0,36.
¢) G : variable aléatoire donnant le gain journalier.
Notons N la variable aléatoire donnant le nombre de
groupes présents un jour donné.
N suit une loi 973(13 ; %) .
Chaque groupe présent apporte un crédit et le cofit
de I'activité de substitution est R donc G =N - R.
Ainsi E(G) = E(N) - E(R).
13

D'ou E(G)= Y kP(N=k)-2p,;

k=0

soit E(G) = Z k(mj (é)kx(:—g)mk -2pq3.

k=0 k

77\
E(G)=13x ] —2(§) ~ 11,02 (crédits).

d) L’espérance de gain a augmenté donc la décision
est rentable.

Lois continues

a) fpositive sur R, fcontinue sur R sauf en 1 et
pour tout b =1,

Jirwae [ 3 e [ 4]0 L

Dot lim be(x) dr = 1.
b—+e 1

Ainsi f définit une densité de probabilité.

b) f positive et continue sur R et pour tout b = 0,

fuy)

b b
J 1f(x) dx = _[0 xe *dx=1-e"?-be? (intégration

par parties).
b
D’ou lim J fx)dx=1.
b— +o0 0
Ainsi f définit une densité de probabilité.

A :durée d’attente en min ; T : temps écoulé en
min entre 10 h et I'arrivée du bus.
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30-10 _2

30 3
2. L’événement « T = 15 » est réalisé. Dire que I'attente
dure au moins 10 min supplémentaires signifie
«T =25 ».
On cherche la probabilité conditionnelle
P(T=25etT = 15)

P(T = 15) ’

LP(A=10)=P(T=10) =

P(T=25/T=15)=

30-25 1

30 6

OrP(T=25etT=15)=P(T=25)=

et P(T=15) = = donc P(T=25/T=15)=

[52] Corrigé dans le manuel.

IEER® 1. Aire(ABM) =12 d’ol
P(S < 0.25) = P(12 < 0,25) = P(— 05<t<05)—§

P(S >0,5) = P[r > 1)

2
:P(—lsz<——“/—§0u[g<t$1\
2 2 J

W2

-7

P(S—l)—P(12—1)—P(tz—1out—l)—()
2. Pour 1= 0, P(S<1:)__ @p(t2<r)_l
SP-Jist< ﬁ):%
1
@ﬁ_é

<:>‘l7_l
=7

ER®1.PT<70)=1-¢**70 gon:
1-e2*70-0,05 < e **70 =095
an 95

S A= (= 0,000733).
In0, 95 %3
2.P(T>30)=¢ 7 ~(,978.
In2
- = x 1000
I ® 1.2) P(X <1000) =1 - ¥ ~ 0,117,
In2
. . - ﬁ"g XX
b) On écritque 1 — e =0,2
soit x = 1792,5 années.
LE 000
2.a) P(T<1000)=1-¢ 3
In2

- =X
b) Onécritquel—e 3 =02 soit 7= 9,66 années.
| 56 MW temps de réparation en h.
P(T=2)=e 2 =¢"1%0,368.

2. T est sans mémoire :

P(T=10/T=9)=P(T=1)=¢e*=¢05=0,606.



Corrigé dans le manuel.

EER® 1. Le systeme a une durée de vie inférieure a ¢
si et seulement si les deux composants ont une durée
de vie inférieure a t :

P(T<1)=P(T, <) xP(T, <1).
LPT<s)=(1-eMx(1-eM=(1-eM2
3P(T>365)=1-P(T<365)=1-(1-e Ax3652

= 0,001 35.
dp(T'<st)=(1-e M3 dou:
p(T>365) = 1 — (1 — e~ *%365)3 < 0,002.
EER® 1. P(X > 10) = 0,286 <> ¢ 104 = 0,286

In0,286
10

SA=-—
Ainsi A= 0,125.
LP(X<05)=1-e05*=0,061.
3, Laloi de X est sans mémoire donc
PT=10/T=8)=P(X =2)=e2*=0,779.
4. A : au moins un appareil a une durée de vie supé-
rieure a 10 ans.
PA)=1-[PX<=10)]P =1-(1-0286)!5 = 0,994.

5. On cherche I'entier n tel que 1 - (1-0,286)" = 0,999.

In0,001
In0,714

D'oin = donc ny =21.
EEB® 1. 2) P(50 < D < 100) = e~ 50h _ ¢~ 100A = () 248,
b) P(D = 300) = e~ 3%0% <~ 0,026.

2. D est sans mémoire donc
P(T=375/T = 350) = P(X = 25) = e~ 2% = 0,737.

3.a) Par intégration par parties

A 1 1
_ M dy—_ Ae-AA _ L a1
I{(A)= J.U?\xe dx=-Ae 7€ +y
_A _A
soit(A)=82-82e %2 —Ae %2,
_A _A
b) im e %2 = lim Ae % =0donc
Ao+ X — +oo
lim I(A)=82.
Ao +eo

Note : Cette distance moyenne n’est autre que E(D) = 1 (espé-
rance d'une variable aléatoire de type exponentiel).

4.2) X, traduit le nombre de réalisations de S lors de
la répétition de N, épreuves de Bernoulli identiques
et indépendantes associées a S « 'autocar ne subit
aucun incident pendant d km » de probabilité
p=P(D=d)=e"M,

Donc X, suit une loi B(N ; e~ *).
b) E(X,) = Nye~ M.

| 61 HEN a) M doit étre sur les arcs [AABJ ou[AC].

b) D’ou la probabilité : P = % .

2.Si EF = R./3, L est le milieu du rayon [OD].
Pour que 0 < X < R./3, il faut et il suffit que L soit &

I'extérieur du cercle de rayon g .

, aire de la couronne 3
Donc P’ = — - ==.
aire du disque de rayon R 4

o

s
3. Notons [AB] le diametre tel que AB L SR .. Soit L’

le milieu de la corde. 0 < X < R./3 si et seulement si
L’ e [AI]Ju [B]].

|
DoncP” = =
2
B
I—\\
J
0]
/
s
S L //// R
——

Prendre toutes les initiatives

K2 Notons p = P(D) = 0,01.
A : « le paquet contient au moins deux objets défec-
tucux ».
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Ac:«le paquet contient aucun ou un objet défec-
tueux ».

P(A) = 0,991 + 10 x 0,01 x 0,99°.

Ainsi P(A) =1 -P(A) = 0,004 3.

P(A) < 0,01 donc la proposition est réaliste.

Non ! X : partie entiere du réel choisi.

P(X=10)=0etpour tout kde {1:;2:3;...;9)],
P(X = k) = longueur [k ; k + l[zl,
longueur de [1;10] 9

| 64 MNP %:Sdoncl: %

X : nombre de moteurs n’ayant pas d’incident durant
les deux premieres années.

Wi

X suit une loi B(100;p) avecp=P(T=2)=e P =¢
2

Le nombre cherché est E(X) = 100p = 100e 3 = 67.

IE=A® N : Note obtenue.
La note est égale au nombre de réponses justes sur les

dix. Ainsi N suit une loi 73( 10 - %j .
P(N=5)=1-P(N < 4)

4 )
B 10 1\k 3\10-4
-1-2(k)x@ x(a) ~00781.

k=0

IEEES N : Note obtenue.
X :nombre de réponses justes ;

X suit une lot %(10 : }J

N=X-0510-X)=15X-5.

2
6 5 9
o g

N=5&15X-5=5oX> %Q.

Puisque X ne prend que des valeurs entieres N = ¢

signifie X = 7.
10 k 10-k
D oy k310K
P(N =5) = kz_7(ij(1j X(Z) ~ 0,003 5.

Note : Il a a 22 fois moins de chances « d’avoir la moyenne
qu’avec le protocole du 65.

: X : nombre de « Face » durant les n lancers,
X suit une loi %(n ; %) .
A : obtenir un nombre impair de « Face ».

Notons I I'’ensemble des entiers impairs inférieurs ou
égaux a n.

P(A)= X PX=i)= Y (/:)X(%)!X(%)n,

iel iel

SRR

el
Or d’apres la formule du bindme

(1-1)= (gj—(’f%(’;)—(’gy +(—1)”‘1(n’j1

+ (—1)”[2}

donc en séparant les termes d’indices pairs et impairs.

- (1) 5 (o 5[1)- 5[

jel iel

jel
La somme de toutes les combinaisons vaut 2" d’otl

n _2” _~an-1 . 1) 5 _1
z(i)_7_2 .A1ns.1dapres[1],P(A)_2.

iel

Note : Un calcul direct a partir du développement de (;t - %j

par la formule du bindme est aussi possible.

(BNT)_6x14 190 _28

3
3.0 P(E,) = (%) = 0313;

2
e P(E,) = 3x (ﬂ) x (@) ~0,444:

2.P(B)=p

(0,651).

190) 190
2
e P(E,) = 3% (16710) x (%9)) ~0.210;
3
« P(E,) = (1—69%) ~0,033,



KRS 1.E(5,) = np = 10 doncp =

o001

2.8)P(S, = 0) = (1 - 1))" donc

n

_10
Ia[P(S, = 0)] = In (1 —H)) T M

" _10
n
Posons u = - % d’ott In(P(Sn=0)) =-10x ln(1u+ u) .
Or lim wu=0et lim In(1+u) _ 1 donc
i+ u—0 u
lim In(P(S,=0))=-
= +o00

La fonction exp est continue en — 10 donc
P(S,=0)=e"10.

k10
B P(S, =k) x 7= 710 k+1

_(n)xﬂxi)_x(lg) (1_@)" ‘
k)T n-10" k+1 n n

__n__ n-k 10 X(@)’cx(l_y_)
klin-k)" k+1 ( 10 n n

=
n

n! 10Ve+t Loy
T k+D)i(n-k-1)! ( ) (_7)

_( n jx(l(_)]k+l (lﬁlo)n (k+1)
“k+1)7\n n

C’est nouveau au bac EE(ECERIE)

Kil® 1.3).d) P(T<t)=P(T=>1)

@l—e*”:e‘h(:)e‘l’:% @tz_lln(ljzﬁ.

A
23)P(T<1)=018<=1-e*=0,18
e r=0,82

41 50
©h==In (50) In (ﬂ)

=In2+2In5-In4l.
3.a),d) T est sans mémoire donc

PT=3/T=2)=P(T=1)=¢"%
4.d) Par intégration par parties

! 1 1
- - Ax — fa-M_ L a=M
l(t)—J.OMe dx=-1te 5 € +k
TodE(T)= lim I(f)=
I — 4+ o0
Ainsi E(T) = iz =5,

donc P(S, = k) x n- kx 10

—5 X1 =PS.=k+ D).

¢) k est fixé ;

supposons que lim P(S,=k)=e 10x — 10" :

n—+eo k!

Alors lim nzk._ =1 et d’apres I’égalité du 2. b)

n— 4+ 1N — 10

k
10 0. 100 .
ngnzm PS,=k+1)= v el soit

10k+1
(k+1)"

d) Récurrence immédiate : la propriété est vraie au
rang 0 (voir 2. a)) et si elle est vraie au rang k, elle se
transmet au rang k + 1 (voir 2. b)).

3.PS,=3)=1-P(, <2).

10 10
-10

(1 + — 1' 2 )
=1-61e10=0,997 2.

BB 1. P(X = k) = (51?)(%))]{(15%7‘9)50_ ‘

20122 222),

D’oul un maximum pour x = 250.

lim P(S,=k+1)=e10x

n—+oo

Dot P(S,=3)=1-

3. a) N =250 (maximum de vraisemblance).

b) La proportion : %0 = soit N = 250.

% ’

EZH°® 1. Vrai. N : nombre de « Face ». N suit une loi

a(20:1).
v (<3>3
vt - ()

200 _ (20N 4 ,
or (5 )_ (15) d’ou le résultat.

200

5 | x 0,6° x 0,41 et

2. Faux. De méme P(N = 5) = (

P(N = 15) = (20] % 0,615 x 0,45 donc

P(N=5)#P(N =15).
3. Faux. X : nombre de réponses justes. X suit une loi

1
%(10 : 3).
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4
P(X=5)=1- 2 P(X=k)
k=0

4 ] k 10 -k
_ 10 1 2 3
-1- % (ij@ x(3) oL
k=0
4. Vrai. X suit une loi %(4k ; %) donc
E(X) = 4k x % - 3k.
5.Faux. A : « tirer au moins une vis défectueuse ».
P(A)=1-0,99"
P(A)>0,99 < 1-0,99">0,99
< 0,99" < 0,01
In0,01

=" 10,99

D’ou n = 459.

Note : on peut aussi tester la valeur 100.
Pourn =100, P(A) = 1 -0,991% = 0,634.

&R ® 1. Par définition, pour tout ¢ = 0,
t
P(T<1t)= jo e Mdx=1-eM

DouP(T=1)=1-P(T<t)=e M

Pourtoutt=0,h =0,

P(T=t+h)et(T=1))
P(T=1)

_P(T=t+h) _e Me+h)
T P(T=1)
=e M =P(T = h).
Ainsi T est une loi « sans vieillissement ».
2. Application :
a) P(T =400/ T = 200) = P(T = 200)
=1-P(T <200)=0,5.

P(T=t+h/T=1)=

- At
e

b) P(200 < T < 400)

= P((T = 200) N (T < 400))

= P(T = 200) x P(T < 400/ T = 200).

Or P(T <400 /T = 200) = 1 - P(T > 400 / T = 200)
=1-05=05
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et P(T =200) = 0,5 donc:
P(200 =T <400)=0,5x0,5=0,25.

¢) Par hypothese P(T < 200) = % soit 1 — e~ 200A = %
ouh o 02
dou = 00"

400
P(83 < T < 400) = I83 Ae~Ax dx = ¢~ 83h _ g~ 4001

~ 0,5 (arrondi a 10~ * prés).

IEZA® 1. Par définition, pour tout 1 = 0,
t
P(T<1?) = »[0 AeMdx=1-eM

D'ouP(T=¢)=1-P(T<t)=e M,

Pourtoutt=0,h =0,

P(T=t+h)et(T=1))
P(T =1)

_ P(T>t+h)_e—k(”h)

P(T=1) M

=e M=P(T = h).
Ainsi T est une loi « sans vieillissement ».
2. Application :
a) P(T =400/ T = 200) = P(T = 200)
=1-P(T <200) =0.5.

P(T=t+h/T=1)=

b) P(200 < T = 400)
= P((T = 200) n (T < 400))
=P(T = 200) x P(T <400/ T = 200).
OrP(T=400/T=200)=1-P(T>400/T = 200)
=1-05=05
et P(T = 200) = 0,5 donc :
P(200 = T <400) =0,5x0,5 =0,25.

¢) Par hypothese P(T < 200) = % soit 1 — e~ 200% = %

doul—zoo.

P(83 < T < 400) = j‘“” e~ M dx = e~ 83 _ g~ 400k~ 5
83

(arrondi a 10~ 4 pres).



Activités (page316)

MCTIVITE 1]

Bia)y,=ix5y,=ix(-2).
Z.b) Z4=]+i>(2,25=_3,2+ix4.

 Travaux dirigés (page3si

H1r-1)=0.
2Q(2)=22-4z+7;
# =2+ 3i,2y=2-3i;
-1,2+.3i,2- 3.
3a=-1,b=2+./3i
c=2-.3i:
b-al=J12,lc—al = J12 etlb—cl = J12.

1. Les nombres a; sont réels donc a; = a; et, en appli-
quant le théoréme 1, (Pzy) = P(é—o) .

2.5i z;, est racine, Z_o est également racine avec
Zp# z_0 et on peut factoriser par (z - z;) et (z - 2—0 ).

i3 est solution, donc —i./3 est racine et on peut
factoriser par (z — i3 )z + i3) =22 +3;
Q(z) = 22 -6z + 21.
a=iy3,
b=-iy3;
c=3+2.03i,
d=3-2.3i.
Cercle de centre I d’affixe z; = 3 et de rayon

J12 =2./3.

1. Formule de Moivre ;2 car cos k0 =1 et sin k6 = 0.

Z+u+... +uw)(1-u)=1-u"+1;
en utilisant les formules d’Euler p. 326,

12 | Les nombres complexes

BA2+4i; -6+10i; 1+i; -8+6i; —2;7-24i:
~i; =5; (aa’-bb’)+i(ab’ +a'b).

i(n+1)0
. 1-¢'
C,+iS, = —
—-€
ei(n+1)9_1

n+1
sin| — 9) no
DouC, = g cos7
sin3
sm('%lﬁ) n#
etS, = g siny
siny

1 1 3
4y — — = En
cosx—8 cos4x+2 c052x+8,

cos¥2x = % cos (6x) + % cos (2x)
. 1 = 1 1
4y ooy = — = cox £
sin’x cos°x = — 75 cos (2x) + 35 08 (6x) 16 °°8 (4x)
1

+E.
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Corrigés des exercices

1. L'ensemble des nombres complexes

-3 +3i

2. a) AOCD est un parallélogramme car OC = AD et
(OC) /I (AD).

o lzpl =25 1zgl =251zl =2.

Ainsi A, B et C sont sur le cercle de centre O et de
rayon 2.

4 zp=zp+zg=2i=zcdoncD=C.

BN a) c=2,doncz; =2+2ietz,=3+2+4i=5+4i,
b) x=-i,doncz; =2+ (-i)i=3etz,=3-i+4i=3+3i.

¢)x=1+2i donc:
71=2+(1+2)i=ietz,=3+1+2i+4i=

4 + 6i.
[3_1 Corrigé dans le manuel.

M -8-i;2,=2i;2,=14;2,=7-24i.
z1:6+4i;z2:1]—2i'z3:1.

WL /3 4 3
EZ] 2 2 »2p 7+l—,23 25+-2—§I

z1:—2i;z2=7+i;23=—g+gi.

17, _234+182i_18 14
“Zl‘ "0 2 60 13 13"

EI.RG(Z] + Zp + Z3) =3
21\_ 3
Re(?z)‘lo'

2. Im(zl -2z, + éz;) -4.,5:Im(zy2,) =7i.

Re(izy) = - 2 ;

J130; |21

%)

3.1yl = /13175l = J10; 1242,/ =

B
10°

L(1+0)8=[(1+0)?*=i)* =2

9
2. Il est sur la demi-droite [Oi )

BEEM f(z) =22 2= (x +iy)? — (x +iy)

= (x2 - y2 + 2ixy) — (x + iy)
:(xz— 2—x)Jri(ny—y).
1z—1 l_1 2 z.z=1;3i.
3.z=_1+louz=_—.3:3i.
2 i
B ~1-2i_3-4i
4.z#1,z+1=2iz-2iz= T5; 3
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il = _1et?=-i donc:
eP()=—i+(-2+3)(-1)+ (13-0)(i) + (- 6-10:)
=-3-idoncin’est pasracine de P ;
*P(3)=27+(-2+3)9+ (13-§)(3) + (-6 -10i)
=42 + 14i donc 3 n’est pas racine de P.
(1+i)2=2iet(1+iP=-2+2i
e P(1+i)=(-2+20)+(-2+3)(2) + (13-0)(1 +i)

+ (- 6-10)
=(0donc 1 + i est racine de P.
BEN 1 (-i:2-2); 2.(1+i32-40); 3.(-1;4)
Corrigé dans le manuel.
2. Conjugué d’un complexe
Kl z-3+4i b)z:_i1_1=‘12”.
7= ii‘_1+2

1. 7, + z, représente 2Re(z,) puisque 7, = ;.

Pour la méme raison, z; - z, = 2ilm(z,).

2. Par le calcul, z; + 2, = g etz; -2, = ,65,’

Corrigé dans le manuel.

BEN17Z=(x+iy)-2(x—iy) +2=(-x+2) +i3y.
2.2=0y=2;z=x+2I

B W1.72-Z=iz+7-3-2i—(-iz +z-3+2)).
=(Z-2)+i(z+2)-4i
—iy+2ix—4i
=2i(x-y-2).
2. Cela équivaut a Z=Zie Z-Z =0
doncO=x-y-2iey=x-2.

3)2=%,doncz=_12_l.

= "louz, =1L =—1-2is0itz,=-1+2

3. Forme trigonométrique

d'un nombre complexenonnul
B, - 4 ,arg 7g = 2“ arg 7o =0,argzp, =1,

T T n
arng:é,argzpz—Z,argZGz—j,argZH:4—‘.



m
- I

(¢
b2

o

[ 23 B3 =4(cos;—t +isin g),

3n .. 3m.
=2 cos—~ +isin 5~ |3

e 3] )
7 2(cos(-g) " isin(— g))
o))
e o))

(24 ] Corrigé dans le manuel.

zA: 1=1(cos 0 + i sin 0);

= % + i%—é = 1(cos(g) + isin(gD ;
=~ % + i—? = 1(cos(%—t) + isin(%f—c));

ip=-1=1(cos & +isin );

ZE=—%— l—@ = (cos(— Z?R)+ isin(— Z?RD,

B %—i# = l(cos(— g) + isin(-— g))

©
= //
%3 vit//\lé_
7
/3
%2/

Edlla):-4-3; |7 =5;cose=g .
8=-0,64 rad.
byz=1+2i:|z=5; cosO=

'ﬁ ’
8=1,11rad.

;sin @ = —

sin O =

Ll viw

2 . 1
=./5:c0s0=-";sin@=— ;
NG

NE

¢)z=-2+1;]7

6 =2,68 rad.

—~z=r(cos (Ot+1t) +isin (a0 + 7));
=r(cos (- o) +isin (- a));

z=
%_—(cos (-a) +isin (- o));
73 =r3(cos (3a) + i sin (Bar));

zP = rP(cos (pa) + i sin (pat));

lp -1 (cos (- pa) + i sin (- par)).

b4

EENa) (zl=4;argz=- g
b) Iz|:3;argz=%t + T
c)lzl=4;argz:—251[.

d) |z|=1;argz=g.

(301 Corrigé dans le manuel.

o))
by cos( %)+ sin( &)
o () ()5 () -
()55
o {5 ()
7 el )

(32 Corrigé dans le manuel.

l.arg (iz) =argi+argz (z#0)
= g+ arg z.

o . 3n . . C
Ainsiarg (iz) = > €q.aargz=m et ceci revient a dire

que M est un point de la demi-droite |OA) ou A(-1;0).
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2. arg (T}—l) =arg z—arg (1 +19) (z#0)

T
=argz-g.
Ainsi arg (—~Z—)—T—E éq.aargz = T et ceci revient a
1+i) 4 7 )

dire que M est un point de la demi-droite JOB) ou
B(0:1).

—_

3.arg (z) =-arg (z) (z#0).

Ainsi arg (z) = arg () éq. a arg (z) = 0 et ceci revient
a dire que M est un point de la demi-droite JOC) ou
C(1;0).

5. Forme exponentielle
d’un nombre complexe non nui ‘

Corrigé dans le manuel.

TC

zl 4J§>e : ;
E

zz—ﬁe 4[6 S=Jee

= (B-Dee = (f-1)e *

. 4 . 4m
1 ZT
z4:(2e J =16e ~ ;

-

| 36 Y

wila

WA

i
—3J§e K ;

-JkIPI

[2e

Ty P4
b) z={2e 3 ~16e ° ;

i T
2
¢)z=3e “e

;T
4

d)z=12¢Te *=12¢ :
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AN -,ur
2ﬁe 4 3 i 3T z%n T
7¢ “e ~'%
f)z= ~ =2 T =128e
iz €
7 -1 (—1—1)(——1‘?)
(37 P
) l+l£ 1
2 2
1 B, (1.3
—(‘i“z“)”(*z*ﬂ
3n
—l— 13m
4 —
<
by &1 Le _ fe I
L9 iz
e
b4
2. Donc |“1| = /2 et arg (—l) lch(21t) d’ou :
2, 22
cos (11%):—1—J§ et sin (ﬁtjz——ﬁ_l.
12 2.2 12 2.2
.TC
i%
B -3 Die (L i) e,
2 2 2 2
3 3
d= Z—ET.
2.b“§+z§,donczoﬁleetzBC’:1doncOACB
est un parallélogramme.
|OA|=|al=1et |OB|=|b|=1 donc OABC est un
losange.

RN - eimeit =i+ @) |7 =1ctarg (z,) =T +0;
2y =cos (m—o) +isin(n—a);lz,l =

T T
e ’(“ 2)

73=—i(cosa+isina)=e %e=¢

letarg(z,)=m-a;
N IZ3| = l et

T
arg (z3) =0~ 3.

6. Equation du second degré
a coeﬁtcaent réels :

Corrigé dans le manuel.
BREM1.A=-4 {1+.2-i;1+.2+i}.

2. A=-4sin? 8, {cos 6 + i sin 8; cos 6 — i sin 6).

RN ;| et 7, sont solutions de z2 -2z + 5 = 0.
={(1-2i;1+2i);(1+2i;1-2i)}.



Apprendre a chercher (page 336)

Recherche d’ensemble
Les outils :
o Nombres complexes conjugués.
« Module d’'un complexe.
« Equation d'un cercle.
Les objectifs :

o Savoir choisir parmi des équivalences |la mieux adaptée au
probléme.

« Savoir trouver analytiquement un lieu géométrique.

1. a) En utilisant les propriétés de la conjugaison :

> (u-uz\_u-uz_u-uzg
Zl_(l—z)_ 1-z2 T 1-z7°

U—UZ _U—-UzZ
1—z 1-z
U—UZ—UZ+UIZ =

ou encore a ;

b)Z, = Z1 équivaut a

—UZ —UZ + Uzz,

soita(u—u)(1-zz)=0o0u (u-u) (1—|z| )=0
2.2) Siu—u =0 (c’est-a-dire lorsque u est réel), alors
tout nombre complexe, différent de 1, convient.
b) Siu-u#0, alors z € €, équivaut a |z|] =1, c’est-a-
dire que M appartient au cercle de centre O et de
rayon 1, privé du point A d’affixe 1.
J.Enposant z =x +iy:
C(x+iy)+i
T ox+iy—i

_(x+iy+i) (x—iy+i)

xz+(y—1)2

x2+y —1+21x

Cry-1)
4.a) z € €, équivaut a Re(Z,) = 0 soit x?> + y> -1 =0.
b) €, est le cercle trigonométrique.

Pour progresser (page 337)

Calculs dans

BN 1. 2=222-27+4=2(x2 -y + 2ixy) - 2x +iy) + 4
= (2x2-2y?—2x +4) +i (dxy - 2y) = X +iY.

Dot X =2x2-2y2-2x +4et Y =4dxy -2y.

2.Z est réel équivaut a Y = 0, soit 2y(2x - 1) = 0.

Si on appelle € I’ensemble solution,

ze%équivautéz:% +iy(ye R)ouz=x (xe R).

El1.7=-27-2+6i=2x-2iy-2+6i
=(2x=2) + i(- 2y + 6).

2x-2=x { x=2

<
-2y+6=y y=2

2.Z=z<=>{ & z=24+2i

IZZH Suites et complexes

o Conjugués, module et argument d’un nombre complexe non
nul.

o Opérations sur modules et arguments.

Les objectifs :

o Savoir calculer une somme.

o Savoir vérifier que cette somme est un entier.

1. Puisque (u"J =u", S, est bien la somme de deux
complexes conjugués et S, =2 Re(u").

— —
2.a) |u| = /2 etargu = (OI, OM):E

= ()15
)

S, :(ﬁ)n ¥ zcos(nTn) .

nm T
3.5,=0& cos(—4—)—0 o nZ_
on=2+4k, ke 7.

g+kn,keZ

J2

4.a) On note s, = cos(%—r) ;59=1,8,= 5 , etc.

T _ nrm
S,.g=COS (nz +2n)— COS(TJ =5,

b)SO: 2, Sl = 2, SZ :0, S3 :—4, S4 :"8, 85:—8,

Se=0,S; =16. Puis, comme :

Suen= 42" cos| (n+8)7| = 2”*2(ﬁ)8((n)§j
=16S§,

et puisque S, est un entier pourn e {0,1, ...,
entier pour tout nombre entier.

7}, S, est

10|z| -T(z+2)+ 4

- (z-2)+1
2. Z imagnaire pur équivaut 3 Z + Z = 0 donc a
10zP-7(z+7)+4=0etz #1.
Celarevient  10(x% + y2) - 14x +4 =0et (x;y) #(1;0).
Or10(x2 +y?) - 14x+4=0
s’écrit (x - 0,7) + y2 = 0,09.
Ainsi Z imaginaire pur équivaut a m appartient au
cercle de centre (0,7 ; 0) et de rayon 0,3 privé du point
d’affixe 1.

EER®1-1.-i1,1,i
2. La suite est périodique de période 4.
3.a)1+4,0,i,1+i.

'Yd®1.72+7-
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b)sn—fsnz(l+l'+...+i")—(i+;'2+’_’+I‘n+fn+§)

=1—f"+].
1" i
¢) Alors S, = T3 —T(l—: ).

En remplagant successivement, on obtient: 1,1 +4,4,0.
EER® 2, = cos 20 + isin 26, z, = 28 + 96i.

@, 2—uzZ_(z-uz)(l-u
L 1-u (1-u)(1-u)

_Z-RI-uZ+2
(1-u) (1-u)

Ce nombre est égal a son conjugué, donc il est réel.
il
l-u 1-u

caruu=1.

2. Réciproque : 2% est réel équivaut a

1-u
ou(z-2)(1-uu)=0.
Comme z est non réel z — Z # 0 donc uut = 1 et la réci-
proque est vraie.

Bl (z-1-2i)(z-3+5)=22+(-4+3) z+ (13 +0);
p=-4+3i,g=13+i.

IE2R® On pose Z = 72
LA=1;Z,=-1etZ,=-2,d%0 {i; —i; J2i; -.2i}.
2.A=1600;Z, = 36 et Z, =—4,d’ol [6; - 6; 2i; — 2i].

L(1+08=[(1+)?P = (2)}=-8i

2.a) (1 + i) est solution car (1 + )6 = [(1 +i)*]? =-8i.
b) (- z)? = z2 pour tout z € C donc - (1 + i)? est aussi
solution et — (1 + )3 =-2i(1 + i) =2 - 2i.

3. (1 + i)? est solution.

EN®1.2+2.

, 14 13'(1’éq p o 2z+i7=5-4i
e b ) uation equivau ;
3 3 “ —iz+2Z=5+4i

SEl® 1.2, =1-ietz;=1+i
2.Celaéquivautda —iz +3i+3=1-1i
ou—iz+3i+3=1+i.
Or-iz+3i+3=1-iéquivautaz=4-2i
et—iz+3i+3=1+iéquivautaz=2-2i.
Il y a donc deux solutions 4 — 2i et 2 — 2i.

NS 1. A= -4 cos?6, [e;(g_a)ei(a_g) }.
{3-¢)

2.0A=|e |=1.

oB=(e® 21,

AB= |1=:f[5 -B] - ei(e_g) | = [2i cos 6] = 2|cos 6.

Ainsi OAB est équilatéral équivaut a |cos 8] = %

184

soitaBe {g+2kn:,ke Z ;—§+2k’r|:, k'e Z;%TE

+2nm,ne Z;—%:-!-ZH'TI:,H'E Z}.

A2 (2 3+i -0}
1—:'J§_—1+:'J§}

58 —_— " -
55 TN 3,{ - :

e 23-1=(z-1) (22 + z + 1). Ainsi z3 - 1 = 0 équivaut
ul—;,ﬁ: 0uz=_1;“’/§.
2.a)D’aprésle L.j>=1etj2+j+1=0donc
=1—#3

—

; : 2 o —1—id3
Jz{):)6=}3x668f2=}2= ZNF'

az=louz=

j=-1-j=

2007

b)S=1+j+2+... +j2006= 1?’_}. carj#1

3 x 669

1-
1-j

=0carj3=1.

IEER® 1. P(2) = 2% + (a + 9)23 + (2a + 4a + b)7?

+ (2a% + 4b)z + 2ab,
donca=-4 etb=35.
2.(z2-4z+5) (22 +4z-8)=0; A =—4d et A, =48,
donc: {2+i;2-i;2+243;2-2.3}

IEl® a) P(z) = (z- 1)(z + 1)(z + i)z —i).
b) {1:-1;-i;i).

¢) En posant Z = 2;_*'11 (z#1),
Ze [1;-1;is-iletze {-2; 0; _1;35;”1;35},

HEHW® 1. f(ib) = b* - 3852 + 261 + i(10b° — 90b).

b*_38h%+261=0 b=-3
2.fib)=0¢éq.a et éq.a {ou
106> -90b=0 =3

Ainsi - 3i et 3i sont des imaginaires purs solutions.
Ja=-10 B=29.

4.f(3) =0équivaut 2 z2+9=00uz?- 10z +29=0ce
qui équivautaz=-3iouz=5-2iouz=5+2i

IEEAS 1. Variations de fsur R :

X |=o0 a B + 02

f-m/M\-m/+m




a:“ng,sz(a)wg,

p= =200 - 1) =26

D’aprés I'étude des variations, 1’équation flx) = O
admet une seule solution réelle, située dans ]~ «; a.
Puisque f(—4) = 0, il s’agit de —4.

2.a)re R;

P(r):()@{

b)re R;P(ir)zO@{

L'unique solution du systeme est r =

La solution imaginaire pure est donc

c)P(z)=(z+4)(z—%i)(zz+z+1);

¥ = {—4;%&]';]_'}

IEEES 1.+ P(3) = P(0) estimmédiat.
*SiP(a) =0, alors P(0)=0=0 et P(&)=0.

2.1+ietl—1.

3.Q(z)=72-27 +2;P(2) = Q(z) x (z2 -4z - 13);
F={1+i;1-i;2+3i;2-3i}.

KA 1. « P est a coefficients réels donc :
P(@)=P(a)=0 =0.

* Z€ro n’est pas racine de P.
1

o

2.P(1 + i) = 0, donc autres racines :

1 1-i

1+i=1-i: = ; ainsi ueLzl—”
) S

"1+i 2

i i L
5”-{1+z,1—1, ;= }

3.P(2)=(z~o)(z~ &) (z-P)(z- B)avec:
a=1+ietP=
En regroupant les facteurs conjugués :

P(z) = (22 -2z + 2)(22 -z+

Modules et arguments

A <r<2etbe [0+2kn;n+2kn], ke Z.

m@ezﬁg [2n]; @6=

5P a5+ 4r=0

P45 +5r+4=0
Le systéme équivauta: 73 +5r2+ 5r+4=0,d’our=-4.

Pr-5)2r-1)=0
2r-1)(4-5/4)=0

1 . _ ' 1
P(&) =— P(a) : si P(a) = 0, alors P -

@Dr<2; ®r<letbe [2k1t;%E +2kn), ke Z,;

©1Srszete:§ [x].

KB® 1.2+ 272 +12-22=(z+2) @ +2)+(z-2)
(z-7)
=227 +27'7
=2(1z2 + 1Z12).
2. Notons M, M’, P, M”, Q les points d’affixes respec-
tives z, 7',z + 7', - 2/, z - 2" alors OMPM’ et OMQM”
sont des parallélogrammes.
L’égalité du 1. se traduit par
OP? + 0Q? = 2(OM? + OM"?) or OQ = MM’
donc cela revient &8 OP? + MM = 2(OM? + OM*?).
Ainsi dans un parallélogramme, la somme des carrés
des cotés est égale a la somme des carrés des diagonales.

P+ z*)_

~u

Qz-7)

[

L M'2)

KCER® 1.« 12,2)| = lac - bd + i(ad + be)
= (ac — bd)? + (ad + bc)2.
® |z2,2,l = Iz¢1 X Iz, = (@% + b?) (c* + d?).
Ainsi (ac - bd)? + (ad + bc)? = (a? + b?) (2 + d?).
2. Aveca=5;b=3;c=11etd=1le 1. sécrit
382 +522=34x122.

m.l.a)cosE):Zcoszg—l

. . 0 0
s1n9-25m§ cosi.

b)l+u=1+cosﬂ+isin6:2c052g +i251ng cosg

=72 CoS 9[cos 9 + sin 9}
B 2 2 2
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2. a) OMPI est un parallélogramme car zp = ) + 2.
b) Notons H le milieu de [OP] et [HI], alors zp = 2z
(car xp = 2xy et yp = 2yy). De plus le triangle OMI
est isocele en O et OM = Ol = | ct (OI, OM) = 6.

Ainsi OH = cos 2 et (OT: OH) =

5 II en résulte que

U : U DR
Iy = COs i[cos 5+ sin :—J d’ou le résultat.

| 70 LS E[,_;]:z2—22+5=0:A=—16,|1-2:':l+2;‘|.

E(E):23—2{1+J§)z+5+2.ﬁ =0;A=-4,
&
1+ .3 -i;1+ .3 +i).

2.b) ABCD trapéze isocele.

ABD rectangle en B.

¢) ABD et ACD sont rectangles en B et C.

A, B, C, D sont sur le cercle de centre le milieu de

[AD] d’affixe 1 et de rayon 2.

3.a)A=-165in?0;

{1 +2cos®-2ilsin@l;1+2cos 6+ 2iIsin 6.

b) I1 + 2 cos 6 — 2il sin 8 |- 11* = |2 cos 8 — 2i Isin 6|
=4cos’0+4sin20=4.

Doncll +2cos 8-2ilsin@|-1]=2

etde méme Il +2cos 6 + 2ilsin6 |- 11 =2.

Ce qui prouve que les points en question sont des

points de E ).

T
ZAM® 1.+ 2, =2(1+i).2, = 2J§(cos§+s sinaj.

: s R
©2,=2i,2,= 2(00354-1 smj).
3n
®za=—1+1i,2z5= ,ﬁ(cos:%+i sin?].

*z,=—1,z4=1(cos +isin ).

"@(COSSE | si S_T[)

*-2:" T+f5!l‘]4

2. a) 1’_‘;’”‘] = JZ"_'_z—Z

1 ;
®zs= _ﬁ(l +1i), 5=
n+ lI
2
5 A,
o s
b) (A,) est donc une suite géométrique de raison —-

2
2./2.

J'i n-1
¢) On en déduit que A, = Zﬁ(Tj , puis :
n-4

1 2
= i(l +i)2,01-2,) =

et de premier terme A; =

A, <102 (Jf2)
.l.lzﬂiz‘( ]{ 1+:J§)|

o]

etlz,| = OM, donc OM,, = 2@) :

Iz, = 0.

>100 & n = 18.

|—1+1J§|

) £ ;
lim (—) =0donc lim

n—+o \4 n—s 4o

186

Ainsi  lim
N =+ 00
n tend vers + oo,

n n
2.7,=- (%) + ;G) J/3 donc Re(z,) <0

etIm(z,) =- /3 Re(z,)
donc M,, appartient a la demi-droite A,

[ 73 |l WES (%:] e B z(,(%i)".
*zo=1(1 +i.ﬁ}=2(cos[gj +1i Sm(ﬁ))
* = (l+£ﬁ)(%£) =—§+%f
= l[cos(%)-Fi sin(%’f)];
*z=(1 +J,J§)[ )——l—f"ﬁ
= %(cos(%n)ﬂ' sin[%n));
czy= i) = L
= %[cos[—g]+f sin —ED;

Y YA

OM,, =0et M, se rapproche de 0 lorsque

2T = '_';'._i'_;i."""_n._
1
.‘.M] oY .
B L
M, M3”1 I
1P 1 1
3.0Mn=[z|=[—:) =—X2=
n 2 2” n-1

4.a) Comme z,,, | = [T‘Jzn.

1
arg(z, 1) = arg[-:] +arg z,,
soit (u, OM,, , |) = 5 T 4 (u,OM,).

Donc on obtient (OM,, OM,, , ;) = E
OM, M, . est rectangle en O.
Al ande du théoreme de Pythagore :

12 (1 .5
M::Mﬂ+1:Aj(2,,_|) +(?J =?_

b) L, est la somme des termes d’une suite géométrique

et le triangle

de premier terme J5 . de raison 1 1

2
1 n+1
1-(3)

—=25(1-(3)
2

L =5



—e] 1;1[,donc lim L, =2./5.

1= +o0

EZHS 1. vrai pourn = 1.
Supposons vrai pour n, n = 1, alors
Z,.1="(a,+ib,) (a+ib)

=(a,a-b,b)+i(a,b +ab,).
enposanta, ., =aa—-b,beth, ,=a,b+ab,,
= dy 1 +ib, ,y doncla propriété est héréditaire.
Par le principe de recurrence, pour tout entier n,n = 1,
la propriété est vraie.
2.Sip=a®+b*en posant z = a + ib alors p = |z[°,
Dapres le 1. p" = (1z12)" = 122 = a2 + b2 et p" s’écrit
aussi comme la somme de deux carrés d’entiers.

| 75 HIRD P(2) = 0 donc on peut mettre z — 2 en
facteur dans P(3).

va=22:h=4P(z)=(2-2) (z2+ 222 +4).
*P(z)=0équivautaz—2=0o0uz?+ 22z +4=0ce

quiéquivautaz—ZOUZZ 2 +i2 52==2-i2.

-3
2.7, = fZHJQ 2¢’ 4,22—26 14.

3. 5
\ | +
o] u A
CX
4-Z3= 2—‘2/\/§+l§

*(u,0B) = 377[ et OAB isocele en 0 donc (i, OI) = %7_1

*iz3l= N2 - 2
S.23=42 26 = ﬁ
N2 - ﬁ 3n ﬁ

3rm
donc cos = = etsin =— = .
22 -2

8 2 8

Formes trigonométrique et exponenti

1. Cercle de centre O et de rayon 3.
2. Demi-droite |OA) ou A(1;1).
1, Jéj

3. Droite (OB) ou B(§ -5

-0 -0

,,_ =

0
'la)e L e2J:1+ei9donC

-

7=2CoS ge 2

b)6e |-m; g :\ g g[ implique Cosg >0;
0 0
r= 20035 etargz = 5
;0
= 0
, '3 0
) Z_1+6L9.._ (2c052)_ ~iz 5 (_3 _
L= eie = eie =e o8> |;
0 5
|Z| =2cos5 et argZ:—z.
i@ ,,'9 ig —gi
ez e 2 2 62~e 2
2 — N -
2 el_+eig ig -
° r e +e
Le 2 9 N2 i0 8.’
141t i3 -iz 2(e " +e )
e —¢
5 73 e +e
e +e
soit 2t e _2isin® _ l.sine
1+¢ B ei9+e_ie " 2 cos®  cosB
1+7 200+ cosO
o 2t _4isin® . .
5= =1isin 9.
1-1¢
0
21 tany . tand
1—tan29 )
2
0
2i Sini 0 1+tan2(—)
2.Commet= =1 tany, 2 1
0 1t 20 cosB
2 cos> - 5
0
1+tam29 )
2

et les résultats proposés en découlent.

. T

. .
| 79 1B 7= ﬁe ,zzzﬁe 4,z:e’12.
9 o AO—12 _(JO+2) +i(J6-2).
..Z= . = b
2(1-1) 4
ot cos & et sin &
d’otli cos 3 et sin Bk 1
. P . ny_1
3. L’équation équivaut a cos (x - 1—2) =5
. n . 5S¢
Deux solutions dans [- ;[ : -2 et = -
1-o
m31.1+a+a3+a3+a4:1__ =0.

A +B=AB -1 donc A et B sont solutions de
X2+X-1=0.
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2.a4=ﬁ.A=a+E=2c032—n.

5
3. X2+ X =1 =0a pour solutions :
*l_ﬁet_l""ﬁ
2 2
Aesll’undeccsréels.A>[}car%ﬂe[():g[.d'oﬁ:
2n_-1+.5 2n_-1+./5
2msS —= elcos-s-- 7 i
ﬁn:
[ 81 HIT s (1-¢ 5)=2doaS= .
1-¢3
_l
28=

0 1:{
e

!'E
!(COS— -1i sm_ﬁ

n
5 _t} =2i sin ]U,

_ 10

- =
- sin7p

s e,

n
lanm
douC=1etS= ln

tanl_n

¥ 5
i- —i=
=l.a)u=ﬁed:ff=ﬁe 4.
JE n &rE n
= ﬁca + .ﬁe .

F E o E
8= 2" {e' iie m"‘| (d’apres Moivre)

2
Sﬂ:ﬁn-r_

¢) S, = 0 équivaut a cos ng = 0 donc a n est du type
dk+2ou ke Z.

d) Si n est pair, il existe p € N tel que n = 2p alors

cos nl-t (d’aprés formules d'Euler).

T Y. i Tt ]
cos (HZ) = cms(piJ ainsi cos (HEJ vaut—1:0oul.

, 2 2
Il s’ensuit que S, vaut - 21 00u 2"
bien un entier relatif.

et§, est

2m
2.a) e (1+i)y"= kgﬂ[zin) *
- ¥ () ot

k=0
b)yei??+14+(-i)P+1=0
o i 4 (=) =2(-1)P.

) * u?* + u? =\, cos

188

| b)Me ]OA]@{

(242) =Ay=2"daprésle Lb). | 3.Lecercle de centre Q[—% O]de rayon =

L]

: (24) 4+ o

0

o 2 4 g =
k

I
ME

@4 ] 2(= 1y d’apres le 2. b).

k=0

; 24
Ainsi ( 2(- 1y =213
E, 2p (- 1y

2
donc z ( 4
k=0

-— :l2
2p) C 1P =2

CEB® 1) +iy = (x +iy)2=2(1 + i) (x +iy)
x'=.!:2—y2 —-2x+2y

y' =2xy-2x-2y

2. M’ sur I'axe des abscisses équivaul ay=0iea
2xy-2x-2y=0doncay= o . # est donc la courbe

représentative de la foncllon h:
R\{1}-R

X+ — .
x-1

IEEN® 1. |2 x|z| =2 etarg 2’ = n—arg z.
2.a)MeDe |zl =2,(zz0)= 7] =1.

M’ décrit donc le plan complexe privé de I'intérieur
du disque de centre O et de rayon 1.

N
L

0<|z] <2 {|z|;-1
i—1

argz= f?,[ argz' =

équivaut a {

3n

. e 2o |
M’ décrit la demi-droite [Bz) avec («, OB) = Trt et

OB = 1.
IEER® Avecz=x+y, xetyréels,

z+~1-=.r(1+—-2-1—2-]+iy(]—71—5j.
Z X' +y X +y

Ainsi z + % est réel équivaut a y(l - 21 ,) =0
X +y

doncay=0oux?+y?=1.
L’ensemble est donc la réunion de I'axe des abscisses
et du cercle unité.

EEC x-St I Lovn—d__

(I+:c) +y (1+J:} +y°
2. L’axe des réels privé du point A(- l)

5 ,prwé de A.



IEZA® 1. 2) Z réel équivaut 2 Im(Z) = 0
doncaly-x+4=0.

L'ensemble est donc la droite d’équation y = %x 2.
b) Z imaginaire pur équivaut a Re(Z) = 0 donc a

2
(x-1)2 + (y + %) = 2 . L’ensemble est donc le cercle

de centre (1 ;= %j et de rayon %_é .

| 88 | 1 Deux invariants O et le milieu B de [OA].

2.a) (XHY) (x —y’ +2lxy)( x—l+ly)

-7 i-x-—iy

P (1- y)
D’ou le résultat.
b) M" sur I'axe des imaginaires purs équivaut a :
Mz A, x(x? +y2-2y) = 0.
L’ensemble cherché est la réunion de I’axe des imagi-

naires purs et du cercle de centre A(i), de rayon 1,
A exclu.

(89 LEIPAE AR
x+1+iy

—3y+z(2x +2y +x 1)

(x+1) +y
D'oti Re(Z) = %
(x+1)" +y
Im(Z) = 2%’ +2y + X - 1’
(x+1) +y

—3y—z(2x +2y + X - 1)
(x+1)

2

. ’ZIZ«EZ:/\/4X2 +4§1 —4x + 1'
XT+y +2x+1

LZ =1e3x2-3y?—bx =0 (x—1)2+y2=1.
~ensemble €, est donc le cercle de centre I, d’affixe 1,
le rayon 1.
%, Z imaginaire pur & Re(Z) =0y =0.
Jensemble €, est donc la droite d’équation y = 0,
rivée du point A(-1; 0).

7=

, 1 1 .,
ElR®1.:-rcf=7= 5575 =3 - 218,
) re r
" Z, donné non nul,
21
2 "Iz
0wz, [Z0l

20 =—argZ,[2n]

1Zo)

)
- j‘ﬁ

Gz—iarg(Z0)+kn,ke Z

o existe toujours mais il n’est pas unique.

3.a)yz=¢9 Z=¢ 20, ,

Si (1, Om) = 6, alors (1, OM) = - 26. l/( .

b)z=7Z e =¢ 20 :
<30=2kn ke 7

0%73‘
=0=2" ycz.

3
soit{l ——+ ﬁ ———ié}.

2 2 2

4. a) On note (u, u*) = o
me d¥*<0=0o[2n] < -20 =- 20 [4n].
M appartient 2 la demi droite d, “avec (u, LTl *)=-20.

b)yMe d*@—29=0c[2n]@6:—% [rt].

Donc m appartient a la droite d, passant par O telle

aue i 157) = 2

3 3o 3
91 .1.Z=re—3,soitp: 5 et0=3a
247 2+r
2. a)me‘@:}:r:l:ng = M appartient au cer-

cle €’ de centre O et de rayon % Comme o est quelcon-

que, 6 est quelconque et I’ensemble est €.
b)me [OT)=>argz:—Z—1E 2n] = arg Z = - ?%E [6m].

Doncl’ensemble est la demi-droite [OT”) avec T'(- 1 -i).

3 2
3.a) fix) = x_3 L f(x) = 5> 0; fest stricte-
2+x (2+x7)
mentcroissante sur R, ; f(0)=0et lim f(x)=1,donc:
X —> +oo
AR, =[0:1[.

b) Donc lorsque m est un point quelconque, M est un
point dont le module est inférieur strictement a 1 et le
point M est un point du disque ouvert de centre O et
de rayon 1.

IEEHS 1. vz, f(z) =¢¥ - ¢™ donc :
e f(0) =% =1
e fliy=cle =¢

2.Vye R, Vxe R, e’ #0ete™ =0 donc e’e™ # ().
AinsiVz e C, f(z) 20.
o If(2) = le¥ei™| = leV] leim]
= leYl car lef™| = 1
=¢Ycare’ > 0.
Ainsi Vz e C,If(z)l = ¢.
. Arg (f(z)) =arg (e,Ve"’“)
= arg (e¥) + arg (e™)
=0+mxcare’e J0; + .
Ainsi Vz e C, arg (f(z)) = mx.
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3a)V(z,7)e CxC,flz + )= *Yeirlr+X)

= eVe) piMraimy’
= e¥ef™ x e)eiY
=fz) xZ).

ﬂ;—' _ Z’) = eV~ VeiMlx—x) = pVp—Vailta— inx’

y un
_ f{z)
cv er f{
b) Vne Z, finz) = c"-"'ef“"-" D’aprés Moivre.

— (e_v)rf (emr)n
= (eXei™)" = f(z ).

“l=xr=

4.a) *M(z)e Léq.a {y ey 7 éq.AM(z) e [AD]
ou M(z) € [BC].
Conclusion : L = [AD] u [BC].

* Dire que M(f{(z)) ou z € L éq. a dire que
[fiz)l=e fiz)l=¢"

et 0u 1 et
-n<Arg(f(z))<n -n<Arg(flz))<mn

Conclusion : L'ensemble des points N(f(z)) ol z est
I'affixe d’un point de L est la réunion du cercle de
rayon e et de centre O et du cercle de rayon e~ ! de
centre O.

-l=x=

L
i —— €q. a M(z) appar-

tient (au sens large) du carré ABCD
Conclusion : K = intérieur du carré ABCD.
* Dire que M(f(z)) ou z € K éq. a dire que

{e_] <|fiz)l se
-n=< Arg (f(z))=n
Ce qui équivaut a dire que M(z) est dans la couronne

délimitée par les cercles de centre O et de rayon ¢!
ete.

b) * M(z) e Kéq.é{

B
IEER® 7/ + 7 = prein® 4 pie=in = 11 ) cos n d’apres
Euler, et par récurrence :

nin+1)

Z =2"r 2

n cos né.

cos O cos 20 ...
FL] L
% 7
Bl -ef-c’le 2_¢?

=e [lemg]

o

.15 .8
= o 2 —_
=-2ie “ sin 5
Ainsi :
. C] n 3n 8
— el = =
el -e¥ = ‘sm |el ]2 4[d0nc5m2>0
B O
doncll —-e I_Zsm-j.

0
* Arg (1 -e®) =arg (- 2i) + arg [erEJ + arg [sin g)

[

arg (1-¢®)=- T+

0 0 . B
§+0(arg (mn 5)‘0‘:‘“5"15 > ()

arg(l—ei9)=g—g.

® 7 = () est solution.
* Pour z#0, posons z =re® r>0,0 e R.

Alors 22 = (z°) équivauta e 8% =1doncar=+1let

0=T kez.

Aiml les solutions sont les complexes de I'ensemble
:kr: lkﬂ:

{0: keZ;-e* ke Z).

IE:l Posons z = re®, r>0,0 € R.
2 =pre’®doncréeletl =z3<8
équivaut 2130 =2km ke Zetl <rP <8

donca@= %t ke Zetl=r<2.

L’ensemble des z solutions est donc I'ensemble :
Em' 4:!:

frisrs2;ke? 1sks2:Ke 1sk'=2)

L’ensemble des points est donc :

=-1+—(p 2=

/ |
,donclzl= —
tan sing

sin” @

car @ € ]U:n:[,cp;&g.

Donc z' = -.Loxei(tp i gJ .
sing

IEEA Supposons quil existe z complexe tel que
I +z|q% etll+22<1.

Avec z =x + iy, x et y réels, on obtient :
* |1 + 22 <1 équivaut a (x2 + y2) + 2(x2 - y?) <0
ce qui implique x? < y?



et

-I1+z!<% équivautéx2+y2+2x+§ <0.

Ainsi ces deux conditions impliquent 2x2 + 2x + ?—1 <0

d’oli la contradiction.

IEER® ; est un complexe de module 1,z # 1,
donc z =e®avec 0 0. .
cOS =

. a X+ .
En résolvant e® = ~—— on obtient x =

un réel. -

qui est

sin =
2

cos = ;
Ainsi en posant x = on a bien z = ! X Téel.
sin = ot
2
100 HEPageE
3r(r-4)=0
P(ir):()'::){ 5
(rr+18)4-r=0
=4,

* P(z) = (z - 4i) Q(z), avec Q(z) = 22— 3z - 18;
¥ = (4i; - 3; 6).

2
OEI® AL 1. E, = R - (1), y/(x) = =2,
(1)
X F"" 0 1 2 + o
Yix) # 0 = - 0 +
0 + oo + oo
B f— 7N ~ o0 ~ 4
YE)) =]-0; 0] U [4; + oo[.
x2+l
“Ey=R-{0},y'(x) = £+,
x
A it B 0 + oo
vl _# +
‘ v . / + oo . / + oo
V(Ey) =R.
B.1f(z)=3

©72-3z+3=0

=5 {3+;ﬁ;3—iﬁ}:{ﬁeig;ﬁe_ig}-

2

9.2
(1 +e’9)
i0
e

2.9)Z = =e®424+e®=2c0s0+2

=2(1 + cos 0).

EIER® 7 —ci 7, =B,

(21 4 2:2)2 B (eia + eiB)Z

%% i@+ P)
2
), o)
€ € +¢€
- E:i(oc+[i)
=4 cos? (a;ﬁ) e R
fa+b fa-b _fa-b
Sefa+etb:e'( 2 )L'[ 2 )+e (%3 )}
(3 b
eia+eib:2e 2 08 (%)

arg (e + i) =

Donc quand 6 € R, Z est réel et Z € [0: 4].

2 2 .
3 a)Z=X+iYy=E Y +2ixy)
(x-1)+iy

_ x3+y2x—x2+y2 .y(x2+y2—2x)
= 2 2t 2. 2"
(X=1) %¥ (x-1)"+y
b) me (OA)-{A}=d, donc:
2

—_— Z —
2= 77 avecze R-{1).

D’apres la partie A, Z est réel avec
Ze |-o0;0] U [4; + o.
¢)me Adoncz=1+iyavecy=0.
e J 2

L= 1*}71—;2!)/ =241 y_y;l ,Mappartientdonc ala
droite d’équation x = 2. De plus, d’apres la partie A,
Y(R*) = R donc I'ensemble est la droite toute entiére.
d) M décrit (O;u) donc Y =0 ou y(x2 + y? —2x) =0 d’ol
m appartient a la droite d’équation y =0 (z € R {1})
ou rn appartient au cercle de centre A et de rayon 1.

iCZ3® A.1.F(1) = A + B F(i) = (A-B)i
2.D’apresle ., A+ B=0et(A-B)i=0
donc A =B =0.

B. 1. (f,) (f, (2)) = a(az + bZ) + b(az + bz)
= (a? + b®)z + 2abZ.

Chap. 12 @ Les nombres complexes ® 191



2,2
2. f, » involutive équivaut 2 a et b vérifient {a +b7 =1
2ab=0
3 D’apré§ le systeme pré_cédent ilyadf,, involutives :
Joriz=ifoo1iz= -2 figreozetfgiz—o -z

Pl P .
C.1.Ouicar(gog)(z):e4e4z e

=e e z=2z
2.x’:—ég(x+y)ety’=-g(x—y).
%(x+y)=x
3.a) M’ = M équivaut a Y
2
S =y)=y
y=(2-1)x
donc a 1
= X
Y 1+.2

C’est nouveau au bac BE(ELEREEE

KR 1. 2-2+ /2- (2-/2) - 2id(2 + J2)(2 - J2)
2=202-2i/2, réponse b.

T .
2.22=2.2(1-H=2.2.2¢ 4 - 4e l4,rép0nseb.
3. Posons z = rei®, r > 0.

T
Alors 22 =4e 4 équivauta P =4et20=- 2 + 2km,
3
ke ”Z.

Ainsir:2et6=—g +vkm ke Z.

Maisx, <Oety,>0donc = F%n convient, réponse a.

1. Faux, contre-exemple z = 1.
2. Fauxsir <0.

3. Faux, contre-exemple § =7 ¢ = — 1 et e =— 1.

4. Vrai, Z = 2i7 équivaut % = 2i donca Z\ —2
Z

etarg(z')—E
z) 2

5.Faux sin #0, posons z = (1 + i)" alors z = (1 - §)"

7-7z_2ilm(z) _ .
5= =i Im(z)
donc Z,, est un imaginaire pur si n #0.

doncZ, =

192

1
1+.2

y = (42 - 1) x qui est dirigée parﬂ(ﬁl_ 1).

or = /2 — 1 donc A est la droite d’équation

4. Pour tout point M du plan,
MM -u=x-x+(J2-1) () =y)

- —{—2-(x+y)—x+ (ﬁ—l)(%xmy)—y)
Donc@'oiii.
5.a) x; = %2((1 +2)x+y) iy = %H (2-1yy
b)Ie Acar (J2-1) x;= (ﬁ—l)g((l +./2)x +)
=§2(x+(ﬁ—1)y) =Jr

6. M’ est I'image de M dans la symétrie d’axe A.

’

1. » Posons Z = Zi alors z77Z = 7

et d’apreés le prérequis arg z = arg 2’ + arg Z
donc arg (zi’) =argz—argz.

* Prenons z = 1 et 7’ = z2 dans le 1. alors

arg (le) =argl-argz°=—argzicararg1=0.

En appliquant le prérequis avec z = ' on en tire
arg (le) =—-2argz.

2. a) M décrit d privé de 0 équivaut a arg (z) = g ;

ainsi cela revient a arg (z') = — 2?75 donc M’ décrit
demi-droite privée de 0 dirigée par  tel que

- - 2n

(H, t) == '3" 5

b) M’ décrit d privé de 0 équivaut arg (2’) = g ; ain

cela revient a arg (z) = - 16: donc M décrit la den

droite privée de 0 dirigée par s tel que (4, ) = - g .



chapitre

13

o8 Activités (page 346)

a la géométrie

L X
(X
OO ACTIVITE 1]
Lzy=2+i,zg=1+1
F4
2,,:@:@:5?_:;2\,
OA |ZA} A
0=(OA, OB) = (u, OB) - (u, OA)
= arg(zp) — arg(za)
K4
= arg(—B) = arg Z (modulo 2n).
A
3.1, 10 3,10 . . /10
3.Z~§+§z,r—T,cose—?,sme—w.
ACTIVITE 2]

B MM’ = «; équivaut 2 OM’ = OM + u;,
douz' =z +a.

s Travaux diriges (page3ss)
(X}

v §E

1. Par le quart de tour R(P ,t) A—B;

-3
b-p=-ila-p)doup= %[a(l +i)+b(1-1)].

2.Deméme:q:%[b(l—i)+c(1+i)];

r:%[c‘(l+i)+d(1—5)] ;8= =[a(l +i)+d(1-10)].

N =

3.p+r:%[(1+i)(a+c)+(l—i)(b+d)]:q+s.

Dot g —p = r—s; PQ = SR donc PQRS est un
parallélogramme.

i) 2 |
H 1. a) R a pour affixe r = i(a - p).

b) Par la rotation R o R—=P;
CE)

doup-q=i(r-q).

Application des nombres complexes

B2 OM’ = kOM, d’otr 7’ = kz.

Bl2.a)z=x+iy, 2’ =-y+ix. Conjecture: 7 =iz.

b) M(r;0),M'=(¥;0").r=r,0"=0+ g (modulo 27).

» Y .U
l(9+—) i= .
. BV 0
z=re® 7 =re® douz =re' *’=re?2¢
T

)
soitz’ = e 2z.

On retrouve 7" = iz.

T
27z =—iz.

’

T
¢)el=—z,72=¢
) 2

a(l + i)
2
¢) Or Py(a) et Qy(ia), donc Q est le milieu de [PyR].

On en déduit que g = (indépendant de p).

2. Par larotation R, ., :P—=R;
(5:3)
d’our-s=i(p-s).

On en déduit que s = (p — g )W1-i)  [1].

Remarque : On peut auﬁ§§i op}enir I’affixe s de S en remar-
quant que S est telque PS=QR d'ous=p +r—-gq.

3.a)Onposes=x+1iy,(xe R,ye R).

a
X:p—§

p [2].
y= —(P - z)

b) On note X le lieu du point S.

Si M e Z, alors ses coordonnées sont telles que
y =—x, donc S est contenu dans la droite A d’équa-
tion y = —x.

De la relation [1] on déduit :
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M 1. Pourz#0.z’ =

Mais M décrit-il toute la droite A ?
p décrit I'intervalle [0 ; a] et :

a a _a a a
Osp=sgo-=-=Sp-—S_-—&=>—__<x=<_-,
P 2 R 3

22 2
M ne décrit que le segment de A défini pour les

[ a.a
abscisses danb[ 2,2].

Ainsi X = [AB] avec A(—g : g) et B(g : —gj

TD E

d'ol OM' = —— OM [1].

OM
2.a) * Sik >0,OM’ et OM sont non nuls, colinéaires
de méme sens, donc (OM, OM’) = 0 et en consi-
dérant les normes dans [1], OM’ x OM = k.
* Si k <0, OM’ et OM sont non nuls, colinéaires de
sens contraires, donc (O_M OTA) =met
OM’'xOM = |k| = k.

b) Application : M{= M, ;WE =— %m
v
A& T
v M,
-1 o\ v
\w;

3. De [1] on déduit que M" est sur (OM) et :

OM’- OM = k,ﬁ”h‘xi‘-’:k [2].
e ; k _k
4. L'image de M’ a pour affixe — = i donc
I'image de M’ est M. 4 5

Commentaire : L'inversion est une transformation involu-
tive du plan privé de O : ®o® = Id.

1. M désigne un point d'affixe z, z # 0.
M:{I)(M)ﬁz:%_ o=l =10M=1.

L’ensemble des points invariants est le cercle ‘¢ de
centre O et de rayon 1.

2.a) M’ est le projeté orthogonal de T sur (OM)
donc:

OM-OT = OM-OM".
T est le projeté orthogonal de M sur (OT) donc :
OM-OT = OT?= OT2
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b) M’e (OM) et OM-OM’ = OT2 =1 ;d’aprés [2] :
M’ = ®(M).

3. Lorsque M est intérieur a6, M# O :

— la perpendiculaire a (OM) coupe en M le cercle ¢

en deux points T et T";

— (OM) coupe la perpendiculaire en T a (OT) en M,

Ainsi, (M'T) est tangente en T au cercle G ; d’aprés

H2. M= o(M) et d’apres 4., M’ = d(M).

y

H 2. a) Pour tout z 20
é_f’=1
Z’

lz-il=1¢&

e d
e

_'|

= |1 —:'z_’| =

o |-+l =] o [ +il =[]
Or, deux complexes conjugués ont méme module
d'ou:

z-il=1 & |z’ -i=]|Z.
Géométriquement, AM =1 équivaut a AM"= OM’
d’ou I' est la médiatrice de [OA].
b) Pour tout z 20 :
lz—iP=2 & (z-i)F+) =26 (é_;)(l, +E) =2
4

r,

4
e (1-i)1+i7)=27 2’7 +i7’ -i-1=0
& (2 +iNT-i)-2=0 & (2 +i) (T -D=2,
soitlz—i2=2 Iz +i2=2.
Géométriquement, AM? =2 & BM? =2,
soit AM = .2 & BM’ = /2, d’ou ¥’ est le cercle
de centre B et de rayon /2.
3. a) M désigne un point d’affixe z,z #0;
MeTe AM2=A0? Iz -al =lal?
< (z-a)(z-a)=aa e z7-az-az=0.
b)yzz-aZ-mz=0eL1x1l 4 8 _g
7 2z
o 1-az’-az’ =0.
Ainsi M(z) appartient a I' équivaut a dire que
M’(z’) appartient a I’'ensemble des points d’affixe
Z" tels que :
1-az’-az’ =0.



¢)Onpose 7’ =X +iY:

l-az’ -az’ =0
Sl-(a+iB)(X-iY)-(a-iB)(X+iY)=0
& 1-20X-28Y=0

o oX+pY = %
d) D’apres b) et ¢), T est la droite d’équation :
oX +BY - % =0.

Note : Par hypothése, o # 0, donc o et B ne sont pas simul-
tanément nuls. OA(a; B) est un vecteur normal a I'” et donc
I est perpendiculaire a (OA).

70 [}

1. a) Dans C*:
B=1erled= el o r=1
30=0+2kmn (ke Z)
21
h)'G():l.e]z—, M
3 1 A
4r <
62 = = .
3 >
2 A4Am 4

l—,: t'3—
Doncl,e ° ,e ° sont o] o M,
solutions de I’'équation
3 p
z7=1. <
M,

e Lorsque k=3p (pe Z),
2x3prn
3

6, = =2pn = 6, (modulo 2r) ;

lorsque k=3p + 1,
M(;I;H—)E 2; +2pw =0, (modulo 2m) ;
lorsque k =3p + 2,
“(3’%2)“ 43“ +2pn = 8, (modulo 2r).
Ainsi les seules solutions de I’équation z3 = 1 sont
celles indiquées ci-dessus.

¢) La rotation R de centre O et d’angle 23- a pour

0, =

6, =

ss Corrigés des exercices
[ ]

[ ]
dll Maitriser le cours R

1. et 2. Affixe d’un vecteur

BN 2. AB(3), ACG ;) BC( 1%)

3.AB2 =9, AC? = % BC2 = % ABC n’est pas un

triangle rectangle.

27

25
écriture complexe z’ = e > z.

ParR:My—M,M; —> M, M, — M, ; R conserve
les longueurs donc MyM,; = M|M, = M)M, et le
triangle MoM; M, est équilatéral.

2oq L3 1 3
d)1+j+j=1 2+12 3 12—0.

Commentaire : La notion de suite géométrique complexe

permet de retrouver ce résultat.

S =1 +j +j2 est la somme des trois premiers termes de la

suite géométrique de premier terme 1 et de raisonj{ # 1),
3

d’'ou S = 11_jj ;orj3=1doncS=0.

j est de module 1 donc jj=|j|* = 1; d’ou jj = 3

27

4n T

doncf:jz ;or, T = —2?75 (mod 2n), doncj?=e

.7
2. « ABCéquilatéral direct » @ a—-b = el3 (c-b);
AT " ;T

or,f=¢ 3 =eime3 =—¢ 3 donc:
« ABC équilatéral direct » < a—b =—j2(c - b)

oa+b(-1-72)+¢?=0,
soit « ABC équilatéral direct » < a + bj + ¢j* = 0.
JaaM=M e z=7zréel & Me (Ox).
Donc M # M’ signifie que z € C-R.
b) Sous cette hypothese, R, M et M’ sont distincts
deux a deux.
M e A & RMM'’ équilatéral direct

-2 — .
ol+zj+z) =027+ 2z) =—1<_—.>Re(z]):—%.

Posonsz=x+iy,xe R,ye R,x#1ety=#0,alors
. 1
Re(zj) = —5(x + /3y) .

Ainsi Me A= x+ /3y -1=0.

Donc A est la droite d’équation x + J3 y —-1=0,
privée du point R(1 ; 0).

L 2 P} AB( ¥ 4[) E@ ¥ 81’) .
3. AC =2AB donc A, B et C sont alignés.

BEM 2. AB(3,5 - 0,5), DC(3,5 - 0,51) donc ABCD

est un parallélogramme ; de plus, AB = AD = 5“[2

donc ABCD est un losange.
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BN 1.0z, =zl = 4 donc OA = OB = 4.

. Zpat2Ig+2
2. O centre de gravité de ABC < e L,

d'ol: 3
Ie==2g—=Ip=-4

3. AB = AC = BC = 4./3 donc ABC est équilatéral.

EliLz-o0.
Z,z(;:‘.q_“._hlc:zﬂg-;
3

3.‘mf————,—*i:2+f:z(-,.

|6 [RSEREINY
“B T 4A
AC=AB

d’ot I
(AB, AC)=3

Donc ABC est un triangle rectangle isocéle en A.

p il
ip—32A
AB(3:4),AC(4:-3), AB-AC=0.

=-fd'ou(}x_l§.ﬂf)=-%‘.

(8 ]cC orrigé dans le manuel.

E
|
=
IL.J
|3
=
K
RIA

T
—E. 0: m

2. FA(3-2i):0est tel que cos 8 = =
J13

2 2
etsin®=———_dou 6 = - (,588.
J13

* AD(-5-1):6=-2944.

Commentaire : Pour cos™ ! I'intervalle de définition (calculatrice)
R et T _m x|, ; ,

est [0; xn] ; pour sin™ ', il est de [ 5 2} . il faut veiller a ajuster

le résultat dans le bon intervalle.

| 10 P2 (E. A_C} = arg(H] = arg(t’ﬁ) = %: :

(BC,BA) = %‘:((:—A.C_B’)= g

3. ABC est un triangle rectangle en B (demi-triangle

équilatéral).

Wil 1L QA =la-0l=13-4i=5:QB=QC=QD=5.

_a+b_1 35

Z‘H)E—T—i+if.
g=g_ c-e_1 2.
b)d-e_a—e_3+3h

b) De I'égalité des arguments, on déduit :

(ED, EA) = (EA, EC).
196

(EA) est la bissectrice de DEC.

[ 12 R

2.8)1Z) = %.—_1.argzz{HF'.HE)= z.
X
b)Z=e?=idolzg—zy=i(zp-zy).
z —3+?:'
H—“' - k.
272

1. Une égalité entre vecteurs équivaut a cell
de leurs affixes.

2.Si G est barycentre de (A, o), (A, o), ..
(A,,, o) alors pour tout point M :
o MA| + a,MA, + ... + o, MA, = (0, + O + ...

+ 0, MC
3.Si M = O alors
30G =30A,-20A, + 5S0A;-30A,.

321 -225+5253-324
3 :

D'oli z; =
;s 4.
Ainsi z =8 + 3

a) Médiatrice de [AB] : €.
b) Cercle de centre B et de rayon 1 : é,.

BEEE 1. Mc Ty BM<OBelz-z5 <z
elz-2-il< 5.

2MeTcelz+2-il<2.2.

3. L’ensemble € est I'intersection des deux disques.

EH;1a)Mec A lz-al=Iz-bl
&z - (=)l =1z-2-il.
b)Me A" & lz-2-2il=lz+1-3il



¢) Cet ensemble est I'intersection des médiatrices A
et A', il est constitué du centre du cercle circonscrit a
ABC.

2aaMePelz+il=l7-2-il< AM = BM.
Pestle demi-plan de frontiere A (incluse) contenant B.
b)P’ est le demi-plan de frontiere A’ (incluse)
contenant B.

¢) P~ P’ est un secteur angulaire.

Corrigé dans le manuel.

1. A(3 - 2i) est 'origine de d,.

Me dlqzbarg(z—zA)zl'r—E oarg(z-3+20)= T

2 2
LMedyoarg(z-2-i)=m;
Medyearg(z-1-3i) = —34n

Med,oarg(z+1+2i) = %Tn

EEM ., = |Ar) ;d, = |By);dy=]Cr) ; d, = |Ds).

Y

<{

Q

o O .
<

!;-

>

Q

Bl --1+4i 2.7 =3+3i
El.:-.,. 2.7=1-7i.

12——%+z(1+3[) 2.7=1-

1. Translation de vecteur w(- 1 + 3i).

2. Rotation de centre O et d’angle —g .

3. Homothétie de centre O et de rapport 2.
4. Réflexion d’axe (Ox).

XM 1. Symétrie de centre I(1).

2. Rotation de centre Q(¢) et d’angle g .
3. Translation de vecteur w(4 — 3i).

4.Rotation de centre (-1 + i) et d’angle g

BEA1.ABQ+3i) ;2 =2+2+3i

1. Centre : Q(i) ; angle : 6 = g .

2.7-1- 4 (z~1-19).
Corrigé dans le manuel.
1.

T
2.b= el3ad0ncb=4+2iﬁ.
1
c=a- %bdoncc:3—2iﬁ.
3.a) AC =~ L OB donc les droites (OB) et (AC) sont
paralleles.

Les triangles LOB et LAC sont dans la configuration
de Thalés donc homothétiques par A.

b) Rapport : k =— 1 . Notons ¢ 'affixe de L.

Parh: O+ A donca- €_——(O €)dou€_%
AmsM’-%O—ZT“/g.

1. On vérifie que b —c = i (a - ¢). Par la rotation
R : A — B donc ABC est un triangle rectangle

)

isocele en C.

2. a) Rotation de centre O et d’angle ZQE .

b)a' =4(1+if3), b =-2(1+.3)+2i(1-./3),
¢ =2(./3 =i).

3.a)p=2i(1+ 3), q:—(1+ J3) (1+1),

r=4+./3 - oue3(q p)=4+ .3 -i(3+2./3)
=r-p.
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b) Par la rotation R :Q— R donc POR est un

(>:3)

triangle équilatéral direct.

Ell1.a) Par R
0:3)

b)a=indoncn=-ia;q=1ib.

2.a) OR=0ON+0OQdoncr=n+gq.

b) D’our=i(b-a).

‘N—= A B— Q.

Apprendre a chercher (page 363)

Etudier une configuration

o Ecriture complexe d’une rotation.

« Interprétation géométrique d’un quotient.
Les objectifs :

« Etablir une relation entre des distances.
« Démontrer 'orthogonalité de deux droites.
1. Par R(A n): B — B’ donc b’ =-ib.

2
Par R(A ' n): Cw— C'donc ¢’ =ic;

2
b+c
m=-—.
2

2.Q="= b'_»; , d’ol par interprétation géométri-

que :
B'C’
AM 2
(AM, B’C") = g-

Recherche géométrique d’ensembles

Les outils :

o Argument d’un quotient

o Interprétation géométrique d'un argument

o Angles orientés et colinéarité ou orthogonalité de vecteurs.
Les objectifs :

« Déterminer des ensembles de points

o Exploiter I'argument d'un quotient

. o Caractériser des ensembles de points a |'aide des angles
orientés.

1L.Pourz#aetz#b,

A MR z-b
(MA, MB) = arg (z—_-&) .
2. a) « 7’ réel » signifie « soit z’ = 0, soit lorsque 2" # 0,
argz’=0ouargz =m».
D’ou « 7' € R » équivaut a « M =B ou (MA,MB) =0
ou (MA, MB) = 7 ».
b) A est la droite (AB) privée de A. (Par hypothése
M= A).

¢) —— = i d’ou par interprétation géometrique

du module et d’un argument du quotient
OR=AB

(AB, OR) =

N a

3. « ' imaginaire pur »
signifie « soit 2 =0,
soit lorsque 2" #0,

N\

H——
1

, T
argz = —2'

, T
ouargz' =-3 ».

<l

« z imaginaire pur »
équivauta « M =B

ou (MA, MB) = g ou (m,m):—g ».
I est le cercle de diamétre [AB] privé de A.

BN utiliser des quarts de tour
Les outils :

o Relations dans un parallélogramme

o Ecriture complexe d'une rotation

o Caractérisation d'un triangle rectangle isocéle.

Les objectifs :

« Reconnaitre des figures clés associées a un quart de tour
o Traduire une propriété géométrique a 'aide d’une transfor-
mation.

1.a)§§=m+ﬁfdoncb:a+c.
b) Par R(C‘ n):B|—>Md0ncm—c:—i(b—c)d’01‘1

2

m=c-lia.

c) Par R(A-”) :B—Ndoncn-a=i(b-a)dou
'2

n=a+ic.

.
2
un triangle rectangle isocele direct en D.

2. n = im. Ainsi par R( ) : M — N donc DMN est

Trouver des lieux géométriques

Les outils :

o Argument d’un quotient.

o Caractérisation d’une demi-droite ouverte par arg (z— 2)=6.
Les objectifs :

o Déterminer un ensemble de points.

o Utiliser des conditions angulaires.

o Examiner des cas particuliers.



LaM=M&ez(1-i))=02=0;
M=M"&z(1-z2)=0z=00uz=1.
b) Lorsque z #0 et z # 1,

2
NN NN\ -z z-1
(MM, MM" )= arg(iz_z)— rg( 1)

M, M’, M” alignés équivaut & arg (;11) =0our|[l]

carg(i-1) = donc la condition [1] s’écrit aussi
arg(z-1)- arg(z —1)=0oumn,donc M, M’, M” alignés
équivaut a arg(z — 1) = %—F ou - th [2].

2. L’ensemble des points M définis par [2] est la droite
e, — oy T .
passant par I, dirigée par w tel que (u, w) =— 3> privée

de I. Or O et I sont, d’aprés 1. a), aussi deux solutions
particulieres donc A est la réunion de cette droite d et
de I'origine O.

3 MeT'équivautaM #M,M"#Met:

(MM, MM” )= - 5 ou+ =

25
1 T T
soit M # O, M;életarg( 1) ) ou+§,
etdoncM#O,M#1 et arg(z - 1)——0u—§4lt

Ainsi T est la droite passant par I dirigée par ¢ tel que

(u,1)= g , privée de L.

/

N

Vecteurs et affixes
ABCD parallélogramme < AB = DC
ob-a=c-d
a+c=b+d.

Note : Cette équivalence peut aussi étre établie a partir de la
propriété caractéristique des diagonales.

1. b) OA = OB donc OAB est un triangle isoctle.

¢) (i, Ol) = - (52& 6"1§)_ e

w-—-[-+l—,21 N2 2e

2

b)cos%r——d -2, s'n3n ;2 J2.

2.3) 1=

Longueur d'une ligne brisée
Les outils :
o Interprétation géométrique des complexes.
o Suite géométrique, somme des termes.
Les objectifs :
o Etablir un programme de construction.
o Calculer la longueur d'une ligne polygonale.
.« Examiner la convergence d'une suite.

1. a) Conjecture : les triangles OA, A, | ; sont rectangle
en O. 1
b) Pour tout entier naturel k, a; , | = (ii)a x»donc:

loa,

2
I 1
(OAy, OAL, )= g

OA 1=

ak :—ak
@+ 1] = 5 o

arga; , | = g + arga,;
¢) Connaissant A,, la construction de A, , | est

immédiate d’apres (1).
2.9) Ap (A p=lag p-ap =

30y 41— 5iay

1 1

i‘ak+ 1 “ak‘ = EAkAk+ 1
La.
2

1
b) (dk) est une suite géométrique de raison g = = et
2
de premier terme d, = 4./5.
¢) L, est la somme des n premiers termes de cette
suite géométrique;

n
L,= Sﬁ[l—(l) |5 tim 1,-8.5.
2 n— +oo

Prolongement : on pose s, = aire(OA A, | 1), (5;) est

SOit dk+l =

une suite géométrique de raison g’ = 7 ©t de premier
terme s, = 16.

n-1
Y sp; lim T, = %L—lu.a.

k=0 n— +oo

EEl1.a)a=1,p=3c=3+i

b) a=argc=arg(3+i),B= arg(%) = arg(%),

01‘10c+[3:7—t

2.(1+B:arg(_3_%2+l)’d’ 1

o=argd=arg(8+i),p= arg(Z—:Z) = arg(%)

d-b 2+
Y= arg(z‘":“'b—j = arg(T) .

B8+D(5+D2+1)
2

o+PB+y=arg d’ouoc+B+y:g.

Corrigé dans le manuel.
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41 Pl
by~ ‘11
gnement de A, B, C,.

2. Par R(O , n): A, A3, By — B;, C, — Cy; R con-
'3

= 3 dot (A;B}, A;C)) = 0 et Dali-

serve I’alignement, d’ou le résultat.
3.2) OC, =0C,; + OC;d’our:
2=C1+C3:C1+icl=(1+i)cl.

b) De méme : b, = (1 +i)b, eta, = (1 + i)a;.

. Co—dy €=y

by—a, bi-a d’otl'alignement de Ay, B,, .

EFER1.5=a(1 +ix), t=a(x +1i).

2
- t
2.a)9=arg(£).0r£= 2xz+i1 d etf_.u:l,
§ S 14x 1+x sl Is]
1—x2
donc 6 est tel que cos 6 = 5 et sin O = 5
1+x 1+x
b)e— lorsquex'ﬁ—l
EXR® 1.3
L b r
r &
A
] N\
4 \
//\\\ o /I \\
|
\ b
L]
\. IC ]
P
Z__
{1—2p
|Z| =1 Al=BI
dous ., }
arg(Z)=-7 (1B, TA)=- 5

Donc le triangle IAB est rectangle isocele en L
C) Ze—Z2pA = 2(ZI“ZA) d’O]:lZC =—1-6i.
d) Ip=Z2A—X<B +ZC=5—4i.

e) D est tel que DA - DB + DC =0 s0it DB = DA + DC
donc DABC est un parallélogramme.

{IA:IB . {AC:BD
De plus: d’ou .
(IA) L (IB) (AC) L (BD)

Le parallélogramme ABCD dont les diagonales sont
perpendiculaires et de méme longueur est un carré.

200

2.Me I'| & IIMA -MB + MCll = %Ilm+ﬁéll

& |IMDIl = M.
I'; est la médiatrice de [DI].
3. a) Posons V(M) MA -MB + MC.
Alors V(B) = BA + BC=BD

d’obt IV(B)Il = Iz — z! = 18 - 4il = 4./5 donc B e T,
b)Me I, & IMA - MB + MCli = 4./5
& IMDIl = 4./5.
T, est le cercle de centre D et de rayon r =4 ﬁ .
(T, passe par B).

44 :A.I.QA(): a0~1|=% donc Ay e €.
’ 3 1.
2.a)b =a0b=—§+§l.
by 252 = idvon (50, BB) = arg(b b):g.

Ainsi le triangle OB’B est rectangle en B’.

: B
/

w

~ i
0 7 I
_— S

B. 1. a) Par hypothese z #0,a#0,a# 1 donc 7’ =az
etz —z=a(z-1)sonttelsque z’#0et 7' — z 0.

arg (Z) = arg (Z Z_'

£) = (OM, MM)
= (M'O, M'M) [2n],
arg (Z) = arg (z( 2z 1)] = arg( )[21t]

Donc (MO, M'M) = arg ( 1) +2kn (ke 7).

b) arg (
¢) OMM’ triangle rectangie en M’

& (MO, MM) =+ E [2n] < arg (a;l) =+ = [21t]

& (AO, Al = [275] < OAl triangle rectangle en A.

Ainsi OMM’ mangle rectangleen M’ < A e €-{0,1}.
2. M est sur I’axe (Ox) privé de O et I donc arg z =0
our [2x].

) ~ (AG, Al).



Ainsi (OA, OM’) = arg (%) =arg z =0oun [2n]
donc M’ e (OA).

Par hypothese, A € € — {0, I} donc d’apres B. 1. ¢) le
triangle OMM’ est rectangle en M’ , ainsi M’ est le

projeté orthogonal de M sur (OA) (droite confondue
avec (OM)).

Ensemble de points

ERiLMecToz-2+3i12=2
lx-2)+i(-y+3)P=2=(x-2)2+(y-3)2=2;
T estle cercle 6(1; +/2) avec I(2 + 3i).
2MeTl'elz-2-3il= J2. On retrouve B, ﬁ).

EEliMc Ao z-2+iP=1z+3-2iP
S @-2Y+(-y+1y=(x+3)72+(y-2)?
©5%x-y+4=0.
Aest la droite d’équation Sx —y + 4 =0.
LMeAelz-2-il=1z+3-2il
Aest la médiatrice de [AB], o A(2 + i), B(-3 + 2i).

Corrigé dans le manuel.

EER® o)1 (x+3)2+ (y +4)2=25;
[=%(I;5) avec I(-3 — 4i).
b)T:4x-6y-15=0;

I': médiatrice de [AB] avec A(2 + i), B(4 - 2i).

R ® On suppose M e Tsoit zz = 1.

Note : Sous cette hypothése, nécessairement z = — %i.

,5 22-2i(z-2)+4
Al = ==
oz 4z7-2i(z-2)+1
On suppose M’ € T'd’o1 Iz + 2il? = 11 - 2izI%.

=1,doncM e I.

Vote : Par hypothése, z # - %i.

Jnendéduit (z +2i)(z - 2i) = (1 -2iz)(1 + 2iz),d’olt:
zz=1doncMeT.
lemarque:Me T oM eI

50]* Corrigé dans le manuel.

M® a) m € A ol Aest la médiatrice de [AB],
A(3 + i), B(=2i) (méthode géométrique).

yme I'ou I estle cercle d’équation

x+1)2 + (v + 3)? = 8 (méthode analytique).

)me I' ou I est le demi-cercle de diametre [AB]
nivé de A(—2i) et B(3 + i) défini par (mA, mB) = g
méthode géométrique).

EE® 1.a)Me o (x +iy)2 -4 =4 (x-iy)?
ex2-yr=4,

) Vérification immédiate : A€ ¥, Be ¥, Ce ¥.

.
. L. —[=
2. a) Larotation r a pour écriture complexe 7’ = ¢ 4z
d’ou:

&= 2 (1-i),b = 53,2~ 0+ (3,2~ JT0)),
c’=%[—3ﬁ+Jﬁ+i(3J§+m)].

.
L
b)z’=e 4zz=¢

T
2%

42’

S x+iy= %2(1+i) (x"+iy").

2., .,
e=Lwoy)
D’ou les relations : J
2.,
y:T(x +y’)

Me# oMe Hox?-y2=4

<:>%(x'—y')z——21~(x'+y')2:4©x'y':—2.

EER® 1.a) (z-7) (z+i)=22-6iz+7.
b) Dans C - {3i}: f(z) =z & z2 - 6iz + 7=0
& (@E-7)(z+i)=0
@z=Tiouz=—1.
fadmet deux points invariants B(-¢) et C(7i).
2. a) X est le cercle de centre A(3i) et de rayon 4.

MeXe AM=4slz-3i=4
Ainsi z - 3i = 4e® soit z = 3i + 4 (6 € R).

Note : La condition M # B et M # C signifie que

0 = arg (z - 3/) = (U, AM) est tel quee;eg +kn ke 2).

_3iz=7 _3i(3i+4e”) -7
z-3i de'®
=3i—4e ® = 3j + 4ei(n-9),

Ainsi Iz’ -3il=4 donc M’ € L.
©) 7 +7=3i+4ein-8) _3j 4 49

— 4(61'(75—6) +e i(-))

=4(-e®+e ) =0
doncz' =-7.

b) z’
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Construction de M” ;

<i

M

;z

1

Pour tout point M(z) de £ — {B, C}, placons M;(z)
symetrlque de M par rapport a I'axe réel ; alors l’ega—
lité 7’ = — 7 se traduit par OM’ = — OM1 ce qui prouve
que M’ est le symétrique de M, par rapport a O.

Remargue : Notons S, la réflexion d’axe réel et S la symétrie
de centre O.

Alors M >0y M, %0 M.

Ainsi M” = (§408 ) (M).

Or 408 oy) = S(0yy donc M’ est le symétrique de M
par rapport a (Oy).

3. Notons T le cercle de centre A(3i) et de rayon r
(r>0)etI” I'image de T par f.
MeT&z=3i+re® (e R).

M’ et I" signifie qu’il existe M e T tel que M’ = f(M)
donc M’ e T” équivaut a
oy i0 - ,
Z,:31(31+r.e )—7:3i_1_667!9=3l.+_]_§et(n:79)
i0 r r

re
Lorsque 0 décrit R, n — 0 décrit R donc I est le cercle

de centre A et de rayon 1—r6 .

IE-® Notons a, b, c les affixes de A, B, C.
lLa)b’=1+i=betc’=-1+i=c. Ainsi B et C sont
invariants par f.

b) Pour tout z #, (' —i) (z —i) = 1. (Immédiat)

¢) Par interprétation géométrique : AM’ X AM =1 et
(u, AM’) + (u, AM) = 0 [2x].

1f2
AD

carré unité) et (u, AD’) = - (u, E) = - g .

2. Notons I' le cercle de centre A et de rayon r et I
son image.
MeT,oz=i+re®(Be R).
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D’ est tel que : AD’ = (demi-diagonale du

L i8
1(t+re_ )+2=i+le“'9.
i r
re
Lorsque 6 décrit R alors — 6 décrit R donc I' est le cercle

M’ e I équivaut a 7’ =

de centre A et de rayon 1 .
r -y+2
i(y—1)

_.y-2

[y—l est

3.a)Siz=iy(y#1)alors ' =

imaginaire pur.

Remarque:u:t— % est une bijection de R - {1} sur R-{1}.

- 1
t |- 1 + oo |
u’ + +
- et 1
1 — —eo —

Si z décrit iR — {i} alors z” décrit lui aussi iR — {i}. Ainsi
I'image de I'axe imaginaire pur privé de A est lui-
méme.
b) Tout point de 9% — {A} a une affixe du type z =x+i
_l+ix 1

X

(x#0);alors 7’ =

Si x décrit R* alors )1—C décrit R*. Ainsi'image de % —{A]
est 9 — {A}.

<
#

| 55 MG RN régions @ et @ sont définies comme
I'intersection d’un demi-plan, dont la frontiére est la
médiatrice de [OA], et du disque de centre A et de
rayon AQO.
<|z- ‘ =

@2{ 2 <slz-1+2i { 2l =1z~ 1+2i

lz-1+2i <5 z-1+2i=.55
@ : Les régions @ et @ sont définies comme I'intersec-
tion d’un disque et de I’extérieur d’un autre.

®{z 1| <.2 ®:{rz-1r>ﬁ |
z-2+i=.5 lz-2+i<./5



E&S 1. Calcul immédiat.

2. all&; colinéaire a woe xy - xy =0 ZZ réel
&Ll =77".

b) w orthogonal & w” < xx” + yy’ =0

& 77/ imaginaire pur < 27/ =-2.7..

3. Application : z € C*.

a)Me%@Ex% =ZX% o72-72=0

&Sz=zouz=-2Z.
Donc € est la réunion de I’axe réel et de I’axe des ima-
ginaires pur privée de O.

b)Me F @zx% ——zx% ©72+72=0

& (z+iz7)(z-iz)=0&7=-izouz=iz.
Onpose z=x+iy,z=-izéquivautay =xetz =iz
équivauta y = —x
Donc 7 est la réunion des droites d’équation y = x et
y=-x privée de O.

A 1.2) ©(i:3) =0, d(1 +2i ;-2 +2i) =4,

T 2.

i=  i=
(I)(2+i;—3+2i):—8,(I)Le6;e 3J =0.
b) ®(z;z") =®(z;z") donc ®(z;7") € R.
2.2) D(z: 7)) =2(xx" + yy').
bMe Ao d(z;1+i)=2.2.

Aest la droite d’équation y = — x + J2.
a)D(z;7)=2r" cos (0-6).  b)D(z;2)=2r%
OMeT & d(z;7) =2 r=1.Testlecercle ¢(O;1).

(5

d) " et A ont un seul point commun I )

sont tangents en 1.

E81.2)0 — B le point d’affixe 2-i a pour
image C.

byz=1ouz=-1.

Autrement dit les points d’affixes 1 et—1 sont invariants.

,_Ll+iz _i(z—-1)
= =D t tati -
2.z Py Py oll, par interprétation géo
- , ,_ AM
métrique du module et d’un argument, OM’ = BM (1]

et (u, OM’) = g + (MB, MA) (modulo 27) [2].

3.Si M est sur (Ox) alors MA = MB (car (Ox) est la
médiatrice de [AB]), donc, d’aprées [1], OM = 1.
Ainsi M’ € €(0O; 1).
4.SiMestsur 6(0; 1), cercle de diametre [AB], privé
de A et B, (MB,MA) =
d’apres [2] :

(11, OM’) = 0 ou 7t (modulo 27).
Ainsi M’ € (Ox).

+ g (modulo 2n) d’ou,

EElS1.a)M=AouM =Aoz=1ouz’=1
21: Az_n
3 o3 3

@z-louz—e =jouz=ce =].

b) Lorsque M# A et M"# A, C’est-a-dire z # 1, z #j et

z #j,alors: 3

A MetM’ ahgnesc»arg( l) =0oun

-1

<:>arg[22+z+1]:00un@zz+z+1réel.

Onposez=x+iy,xe R, ye R.

A, M et M’ alignés < x2— y2 + x + 1 +i(2xy + y) réel
< y(2x+1)=0.

Dans ce cas, ’'ensemble des points M est la réunion des

droites (Ox):y=0etA:x=- % , privée des points A(1),

I(j) et J(j).

¢) A, J et J sont des solutions possibles pour M

d’apres a), donc I'ensemble T" cherché est la réunion

des droites (Ox) et A.

2. A, M, M’ alignés < AM et AM’ colinéaires

eE-DE-D=E-1)E-1)

e E-DE-DE+z2+)=EC-D-1)(Z+z+1)

e E-DE-D[2-2+2-2]=0

e @-DE-D(z-2)(z+z2+1)=0

@ZZlOUZZEOURe(Z)Z—%.
On retrouve I'.

[ 60 HIN RS2

Note :six=1alorsy’ =
implique x # 1.

—y2-2x +2yety =2xy—2x-2y.

-2 etdonc z’ n’est pas réel. Ainsi 2’ réel

b)z’réel<:>y’:0<:>y(x—1):x<:>y:ﬁ.

Donc # est la représentation graphique de la fonction /.
2.a) OA =lal = 2./2 donc A eT.

h(x,) =y donc A € #.

b) T, a pour coefficient directeur 4’(2) = — 1 donc
pour vecteur directeur w(l - 1).

Or OA(2;2) donc OA - w = 0. Ainsi T A st aussi tan-
gente au cercle I en A. % et I sont tangents en A.

3. a) Conjecture : B et C semblent étre les points
d’intersection de I" et ¥.

2
b)r:z =e 3 z doli les affixes
27
b=e¢3a=-1-./3 +i(J3 -1),
21

c=e3b=-1+.3 +i(= 3 -1).
¢)OB=0C= 2./2 donc B et CsontsurT.
h(xg) = yg et h(xc) = yc donc B et C sont sur #.
21’t
r(C) pour affixe e c=2+2i=a.
r(A)=B,r(B)=C, r(C) = A et r conserve les distances
donc AB =BC=CA. ABCest un triangle équilatéral.

| 61 HINS (x;y)#(0;-2) alors :
x2+y2—2x+3y+2

X=Re(Z)= 5 5 ,
X +(y+2)
Y = Im(z)__x+_2_y_+_i
X +(y+2)
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2. a) € est la droite d’équation —x + 2y + 4 = 0 privée
de B. F est le cercle de centre Q(l —%j et de rayon

R = 7 privé de B.

3.0 LorsqueM#AetM;éB
Zreel<:>(BM AM) Ooum

& AM et BM colinéaires
< Me (AB) - {A;B}.
Lorsque M = A, Z = 0 réel ; ainsi ¢ = (AB) — {B}.
e Lorsque M#AetM=#B,
Z imaginaire pur < (MB, MA) = + g
= MeI'-{A; B}

ou I' est le cercle de diametre [AB].
Lorsque M = A, Z = 0imaginaire pur; ainsi ¥ =T — {B}.
4. Lorsque z #—-2i, [f(z) - 1] [z + 2i]=-2-id’ou:

Ifz) -1l x 1z +2il = J5.
On note I(1); par interprétation géométrique,
IM'xBM = /5.

Ainsi, M e €(B, ./5) =M e €(L1).

Configurations - Transformations

SZH® 1. A et B sont symétriques par rapport a I'axe
réel donca =b.

h—k=xp+iyyy— (i +Va) =Xa =Xy — (VA — Y1)

=a—-m.

b) arg _arg [(a } —arg(a;m) =t g

donc (OA, KH) = g ainsi (OA) L (HK).

M 1.a) 25 = ia, zp = ic
D’autre part, zg —a = i(zp —a) donc zg = a —c —ia.
b) z, = %(a _o)1-i).

2. On vérifie aisément que zy — z; = i(zy—a); d’ou on
déduit IK = AJ et (IK) L (AJ).

KEZR®1.b=2+i2,c=.2-i2.
2.d-a=-3(c-a)dond=-2+3i/2.

1 . 1 .
éa(l+z),zJ: zc(l +i), 72 =

J.e=—icdone=- 2-i2.
4. a)Z—d_Z =~ .

b) I est le milieu de [BF] et [DE] donc BDFE est un
parallélogramme; de 4. a), on déduit que BD = BE et
(BE, BD) = —g donc le parallélogramme BDFE est
un carré.
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[65 1® Corrigé dans le manuel.

KEAW®1.a)ParR, , :B—C
x (AZ:—J
iz
doncc—a=e?(b-a). x
b)ParR( _jE»—>Fdoncf d—e (e—d).
'3

2.a) Par Tpg:B—> Gdoncg=b+e—-d.
b) Par Tge: F—>Hdonch=f+c-d.

T .
.a)h-a=c-a+f-d= e? (b-a+e-d)= el3 (g-a)
b) Par R(A . n) : G — H; ainsi AGH est un triangle

'3
équilatéral direct.

. 1.
: l.a)ZAza,Zlem,ZC:—c’zl:—lm.

Zp+2 2
BT <C .
b) B est tel que zy; = 5 donc zg = ¢ + 2im.
ip—2Z
2.a) 7= AT goit :
iB
7 = 2(ac mz) —im(c+4a)
- 2 2 2 :

¢ +4m
b) AB=AC & lzg -z, =lzc— 25
& (c—a)l +4m? = (-c-a)> @ m? =ac.
¢) Ainsi Re(Z) =0, Z est imaginaire pur, donc:
(OB,TA) = - g et (OB) L (IA).

(6819 Corrigé dans le manuel.

P
3
Za+2g+2c £1+e JC
3 - 3 ’
1
T

ZD:[e 3C.

T
° '3
EENe 1.z, =¢3c,z=

—i

2.zp=1tc,Zg=¢€

T
3

T

it
ParR(C'EJ:Dr—»Fd’oile—zC:e3(ZD—zc)donc
53
ix
ZF-C(l—e +te3)
L
Ains: zgtip+zgp te(l+e d)
insi, z;= = \
3 3
i i
ZC+ZD+ZF [2 e +[(1+€2)]
K= T3 3 '



iL
%

.7
c[1-2e3+1(1+e )
3 b

3 k-2 =

e(l+ed)+(l+e 3
: .

-3 =

& 2= %
it c[-(e?+e ) +t(l+e )]

P .
Dotie” (z;-zp) = ;

T 2n

or, - (e!j + eI‘T) =—if3=1- Zel‘ ,donc:

IHUJ

95}

T

iz
e 3(ZJ—ZI):ZK—ZI.

[z

Par R( n) :J+— K donc IJK est équilatéral direct.
3

ECHS 1. 2) A(-a), B(=ia), C(a), D(ia).
BM=BC,te [0;1],dou:
2y = 2g + H(z¢— zg) donc zy; = at — ia(1 - 1).

(A_E):MHNd’ou:
)

In—2a = U2y — 24) dOne zy = —at + ia(1 + ).
b) DC a pour affixe a(1 —7) et DN a pour affixe —ta(1 — i),
d'olt DN = - /DC et les points C, D et N sont alignés.
Iy + AN
2
b) Ainsi, z; = tzp, t € [0; 1] ce qui équivaut & Ol = 1OD,
te [0;1]. Le lieu du point I est le segment [OD)].

R

2.2)7; = = iat.

"

| 71 W Zp=2z+1doncP=T;(M).
1g=2>=e*®don {QQLI

(u, 0Q)=26
Qest a I'intersection du cercle €(O, 1) et de la demi-
droite JOr) dont un vecteur directeur w est tel que
(u, w) = 28. (OM) est bissectrice de (OA, OQ) donc
Qest'image de A par la réflexion Sgpy.
2. Lorsque 6 décrit [0; 2n[, M décrit le cercle €(O, 1)
donc P décrit le cercle image par T, soit ‘€(A, 1).
3.a)s:(1+z)+zz=zp+zod’oﬁ@:OP+®;
ainsi S est tel que OPSQ est un parallélogramme.
b) Conjecture : O, M, S alignés.

¢) Pour tout 8 € [0;2n[,

2 0 200
T+z+z° 1+e" +¢”

0
< e’

7 =

=e®4+1+e®=1+2cos0.
Ainsi Z est réel.
¢ Si S = O alors O, M, S sont évidemment alignés.
2T AT
i—= i—
S=0=1+4+z+72=0=z=¢ 3 ouz=¢e¢ 3.

°SiS¢Oalorsdans[0;2n[,8¢?et@;&ﬂcdonc

Z =1+ 2 cos 0 est un réel non nul. 3

Ainsi arg Z = (OM, OS) = 0 ou © donc O, M et S sont
alignés.

EZ&S 2. a) R

1.J_t):Br—>Md’01‘Jz:—z1zi(i—zl);
)

[M

255
b) D’oui les expressions :

l—iz _—i(z+i) _1-i .
I T T I
3.a)OM, =OM, & zj =zl <z + 1 =1z +l.
A est la médiatrice de [A'B’] (A:y =x).
b) OM, =MM, < Iz,2 =z, - 7,2

EN %iz+ 112 = |-iz|?
oz + 112 =21z
¢)Onposez=x+iy,xe R,ye R.
Me e lz + 1P =2IzP
& I(x + 1) +iyl2 =2lx + iyl
& (x+ 12+ y2=2(x% +)?)
ex2+y?-2x-1=0
& (x-1)2+y*=2.

Ainsi, T est le cercle de centre A(1) et de rayon /2.

d) OM, M, est équilatéral & | O M1 = OMa
OM, =M,M,
@MeAmF@{y:x by:lei“/g.
2 2

11 existe deux points solutions M" et M”.
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RS 1. € est le cercle de centre I(%) et de rayon

1 1 1] 1
i.Pourtouthe‘@,Il\i[‘—2 donc m—-il—z.
2R, . :Mw~Ldoncl=im
(0:3) |
R n:M—=Pdoup-1=-i(m-1)
(a:3)
doncp=—im+1+i.
3. Q milieu de [PL] a pour affixe @ = I)T”=%+%i.
- 1] _1
Ainsi m—§~§d0ane €.

Q est le milieu du demi-cercle supérieur [OAA] .

Remarque : Pour M =0 et M # A, MLP = MLO + OMA + AMP =1t
et puisque Q est le milieu de [PL], les points M, L, P, Q sont
alignés. Ainsi M et Q sont les points d’intersection de ¢ et (PL).

4.2) KN = In — kl = li — 2iml = | 2il m—%

_ 1
—Z‘m i"

OrM e € donc |m

- %’ = % d’ott KN =1 est constant.

. 1 1. . 1 1.
—z)m——+§zet2ﬁ>=(1+z)m—§—§z

b) Zon=(1
d’ouZgg =

2
IZGN-
Ainsi QNK est un triangle rectangle isocele en Q.

5.ON = ’(1-5)(m_1)‘ — 11—

2 - “
2
Donc N € T cercle de centre Q et de rayon 5

1 ,
AO
A A A
.
1o
R &
AL A,

2.a) Pour tout nde N, A, |, est le milieu de [A A ]
donc:

_ it izn _ 1+
hel= T 5 T 3
b)er, = 72 r,; (r,) est une suite géométrique de
premier terme 7, = 2 et de raison g = “f .

°*0,,,= :—: + 0, ; (8,) est une suite arithmétique de
0 et de raison r = g .

n
c)rn=2(£2) ;Onan.

2 4
206

premier terme 0, =

d) lim r,=
n— +oo
tend vers ’origine O.

e) Puisque pour tout n,
distincts.
0, Ay, A, alignés < (OA, OA) = krt (k € Z)
©0,=kn(ke Z)
< n=4k (ke Z).
3. a) Pour tout nde N, onposed, = A A, | ;.
Pourn =1,

0; lorsque n tend vers +oo, le point A,

r, # 0, les points A, et O sont

J2
d, =z, ,1-2,l=|2° 1+i lz,,—2,_ 1!—70?,,_1.
n-1 n-1
b)L,= Y AA = Y d.Or(d,)estunesuite géo-

k=0 k=0

métrique de premier terme dy= AyA, = /2 et de raison

2= 22 doncL, - ﬁl‘(%n_m (LY
7 > oone 1_(_?)_2_ﬁ[ _(7”'

0r0<?2 <1 donc lim L=242 _o0p,
P

2 n— +oo 2 -

h
EERS La)r,=(5) nn b)6,-6,+ 2T,

3
o o)
©) 29212, = 8 © e x 3706

2V
= (gro) e39, =8,

2 3
D’olt (5’0) =8 ;or@ e I:O; g[
30, = 2kx (k € Z)
donc ro=3
2in 4 4in
Ainsizg=3,z,=2¢ 3 ,z,= 3¢ 3
2.a) ’
M, B
Hin
\ : / \\‘
oy ™
- )//R’s Mo
A

b) Pour tout n de N, on pose d, = IIM, M__II.



Pour toutn = 1,
= _ 41 _ y iy
4y=1z,,1-2,0 =r, €71 —r, e

. 2n . 2n
2 1(8,1+?) 2 61(6,171+?)

= gr"e —grn‘l
2in
il A 4 ) 2

o 3 0y __ 0,-1| = £ _ ==

=|=e Ir,e r,_1€°-1= 3 1z,—2,_4l= 3dn_,.

Ainsi (d,) est une suite géométrique de premier

terme dy = MM, = J19 et de raison ¢ = 2

3
2 n
Doud, = ./19(3
n
¢L,= ) d,(sommeden +]1 termes consécutifs de
k=0
la suite géométrique (d,));

1_(g)n+l
- s fi- (3]

1-

WIiN

Or0<g<1ldonc lim L,=3./19.

n— +oo

Prendre toutes les initiatives

On choisit un repére orthonormal direct (O, i, v).
Notons : A(a), B(b), C(- b), M(m), N(n).
R, n:B—=Adotua-m=ib-m)
(3)
2
doncm = %(1 +1) (a—1ib).
R

n:A—=Cdou-b-n=i(a—n)
3
(5]
doncn:%(lﬂ') (= b - ia).
D’oun =-im. Ainsi R(o ,t) :M+— N doncle triangle
T2

OMN est rectangle isocele en O.

On choisit un repére orthonormal direct (O, u, v).
Notons A(a), B(b), C(c), D(d), M(m), N(n), P(p),
Qq)-

R(ORJ:Ar—aBd’oﬁb:ia;demémedzic.

2

m= 97t _a(l+1i) n_b+c_ia+c
S22 T o2 T o2
_c+d_c(l+i) ~_a+d_a+ic

"2 T2 1T T2
Alorsn—m:%etp—q:%doncmzfﬂs[l];

deplus, g —m = L= _ ity _ m) donc MQ = MN
P 2

et (MN, MQ) = 5 [2].
On déduit de [1] et [2] que MNPQ est un carré.

A ® Posons r= Izl et ¥ =121, alors ¥ = 2r

147
2r
1+r
s ((1-r2=0.
Alors, pour tout 7 (r € [0; +<[), 7 = 1 donc pour tout
point M, son image M’ appartient au disque %(O ; 1).

Notonsque: ¥ <1 s <1e1+r7-2r=0

Note : Le résultat peut aussi étre établi a partir des variations

2r7 sur [0 ; + oL
1+r°

de la fonction r —

f On choisit un repere orthonormal direct
(Oj;u,v).
Notons A(a), B(b), C(c), D(d), A'(a’), B'(b"), C'(¢),
D'(d’), P(p). Q(q). R(r), S(s).
Alorsa’ =ia, b’ =ib,c’ =ic,d =id.
b+a _ia+b  c+b’ c+ib
7 -2 97T T
. d+c’_ic+d g = at+d _a+id

2 2 2 2
Les vecteurs PR et QS ont pour affixes :

D’oup =

r—p= % [d-b+i(c-a)lets—qg= % [a—c+i(d-Db)].
Ainsi s — g = i(r — p) d’ol par interprétation géomé-
trique : PR = QS et (PR, QS) = g .

IEIM®On choisit un repére orthonormal direct
(O;u,v).
Notons A(a), B(b), C(c), A’(a"), B'(b"), C'(¢'), M(m),
N(n), P(p).

i i i
Alorsa’ =e3a b =e3b,c’=¢3c.

v d+b 1] i3
D’oum = 3 —2{ a+b}.

ML | PN R |
-T2 2 P= 7773 ‘

Pour démontrer que MNP est un triangle équilatéral

prouvonsque R, _.:N~P.
(m.3)
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1 5
n-m=3 3(b-a)+c-b

~

1f i3
etp-m= il:e 3(c—a)+a—b:|.

.TU
‘_
Note : il s’agit de comparer p —m et e 3 (n —m). Il est judicieux
j2n
ici d’utiliser le nombre j = e 3 et ses propriétés :

.U
j3=1,14j+j2=0et-j2=e3,

3 (n-m) = L) [P -a) +c-b]

= S litb - a) - e -b)]

= [P+ (j+ b —jal

[-j7e~b+(1+/)a]

NI NI = N =

[-/(c-a)+a-D]

1] i3
=5 (c-a)y+a-b| =p-m.

Ainsi R(M ,t) : N+ P donc le triangle MNP est équi-
'3
latéral.

EEIES Notons T I'ensemble cherché. M’ a pour affixe
7' =iz.

e SiM =B ou M’ =B alors B, M et M’ sont évidem-
ment alignés.

Cette condition signifie z = i ou z = 1. Ainsi A(1) et
B(i) sont deux points de I". [1]

eSiM#BetM =B alors:
« B, M, M’ alignés » < (BM, BM’) =0 ount
oun@arg(l(—z:-?)=00un

2=\ _, T (MB,MA) =+ "
oun«:)arg(z_i)_izﬁ(MB,MA) 5.

Dans ce cas I'ensemble des points M est le cercle de
diametre [AB] privé de A et de B. [2]
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Finalement, d’aprés [1] et [2], T est le cercle de diametr
[AB].

: Note:M=MouM=M"ouM =M’ zz-1)=
ouziz-1)E+1)=00uzz-1)=0=2ze {-1;0;1}.
Ainsi M, M’ et M” sont deux a deux distincts si ¢
seulementsize C-{-1;0;1}.

Sous cette condition :

e MM'M” triangle rectangle en M

3
o (MM, MM?) =+ X oarg | 5% =21
2 2 2
T - - T
@arg(z+1)=i§ & (u, AM) =+ 5
Ainsi M € A—{A} ol A est la droite d’équation x = -
et A le point d’affixe — 1.

« MM'M” triangle rectangle en M’

3 2
@(MIM, MIMH) =+ E = arg Z —Z S E
2 Z—Z2 2

<:>arg(—z)=i7§c «::>7'c+arg(z)=i"_c @arg(z):ig
@(a,aﬁ):ig_

Ainsi M e (Oy) - {O}.
* MM'M” rectangle en M”

22—23 T
&~ arg 3 =i§
-z

& (MM, M"M’) = +

N1a

2 124+ & (MA.MO) =+ X
& arg (mj—i 5 = (MA,MO) =+ 5
Ainsi M € €—{O, A} ol € est le cercle de diametr

[OA].
Finalement ’ensemble cherché e est la réunion de /
(Oy) et € privée des points O et A.

A y
1
€ ¥
TN
f/ \f\ X
NS

° PR
e On suppose que ABC est équilatéral avec st
sommets a coordonnées entieres.

e Si ABC est direct, par R(A -
: '3
i
affixes sont telles que c—a = e * (b —a).
Onposec—-a=38+iyetb—a=a+if,a,f,d, yentier
Ainsi, § + iy = (% +1 {é) (o + iB) équivaut a:

{28=a—{3ﬁ [1]
27=0cJ3+B [2]

n) : B+~ C; donc It



Sientiers o et B ne sont pas simultanément nuls
A = B). On suppose par exemple que o # 0;

aprés [2], /3= ZY(; B - ainsi /3 serait un rationnel

qui est faux. (Si oe = 0, on utilise [1] avec B #0.)

(page 373)

| Problémes

EX1La)l+o0+?+0+ef= L=
@=1. L=

b) Cette somme s’écrit aussi 1 + oo+ Bdonco + B =-1.
B=0+o)+?) =P+t + b+’
“Co+ot+r’+ot=0+P

doncof =-1.

&4
s,

5
=0 car

a+pP=-1

( af=-1

donc ils sont les solutions de 1’équation du second

degré (X - o)(X - B) =0, c’est-a-dire X2+ X -1=0[1].
2in 2in

doa=0+o0*= CT+C_?=2COS(2?“).

¢) Les complexes o et B sont tels que {

Note : p = 2 cos (45_")

-1+./5

2
2T W 2n .
Comme 0 < 3 < 3 cos(~5—) > ( donc o est la racine

positive et cos (2—515) = £54_—1 g

e) L’équation [1] admet pour solutions

Note : cos (ﬂ‘)=§=~“/3+1 )
5/ 2 2

2.a) La rotation R, 5.\ a pour écriture complexe
(0:%)
! =wz.

Ainsi Ay = A, Al = Ay, Ay = Ay Ay = Ay,
Ay— A, Ag— A, d’oll le résultat.

8in 2im
Do'=e’ =e ° =wdoncA, et A,sont symétriques

sar rapport a I'axe réel. (A;A,) coupe cet axe en H

Pabscise x; = Re() = cos{ 5 ot OFf = coy 2 Ji.

:)Lerayonde]"estr=QB=i2_5—.
R L T |
J —QM—QO——Z—M-—i

—

u=0ou,

5ﬁ=Q‘ﬁ—®'=__‘2f§a—%ﬂ=Bﬁ.

Juisque o =2 cos (2?117) ,on obtient I'égalité OM =20H,

lonc H est le milieu de [OM].

¢ Si ABC est indirect, on obtient la méme contradic-
tion a partir de R(A_ n). Ainsi, il n’existe pas de

73
triangle équilatéral dont les sommets sont a coordon-
nées entieres.

2im|2

Kl

2m\2
d) A0A12= ll—e =(1—cos?) +sin225lt

_ 2m\ _5-./5
—2—2cos(?) ==

La longueur du c6té du pentagone est :

L /S"T"/S%Aho-zf.

3.La construction ci-aprés résulte immédiatement
des résultats du 2. On construit € puis le cercle " et le
point M. La médiatrice de [OM] coupe 6 en A et A,.
On obtient enfin A, et A; avec le compas.

4. a) Par construction, les triangles AKO, ABO, BOI
sont équilatéraux donc

ﬁ=@+@+§&=3xg =Tr.

b) 1(1;0), J(0; 1), K(-l;O),B@; ?);(KC) cy=pal,

¢) C(o; a+1) d’oﬁﬁ(a—%; oz+1——“2£);

2 2
0rBC2=1d0nc((x~%) +(0c+1—3/2_§) =1[1].
[1] équivaut a 202 + (1 - /3)o+1- /3 =0.
J3-1+46./3-4

Comme o > 0, on obtient o = 7]
d) BA-BC = BA x BC x cos (ABC) = cos (ABC);
EK-EC:XX'+YY’=% .

e) Dans un pentagone régulier, ABC = 108°;
par la méthode de Diirer : ABC = 108,37°.
La construction de Diirer est inexacte.
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EENS 1. 3=c2n=1.
(1—j)(l+j+j2):1—j3:0,0r1—j¢0
donc1+j+j=0.

Am it "
—ff=-e 3 =—emxed =e3.

jr pmo _m
—j=e"xe 3 =e 3 =¢ 3
2.a) A" =r(B) donc

i
a=c+e3(b-c)=87 -6 -8?)

=—6+8(G2+j))=-6-8=-14.
Ainsi a’ est réel.
b) De méme :

T
b=a+e3(c—a)=8-482-8)
=-8+8(1+/2) =-8j -8 =-16j;

T
¢=b+e3(a-b)=6/-78-6/)=-872+6(1+j)
= - 82— 62 =~ 14/,

C’est nouveau au bac EEGELERIE)

E®1.72,5=-1-4i,Z,:=408-102

Ainsi AB # AC et AB - AC = XX’ + YY’ = 0 donc
AB L AC.

Une seule réponse exacte b).

2. Notons A et B les points d’affixes respectives — 2
et 4i. Par hypothése M # A.

* Soit A I’ensemble des points M(z) tels que 1z’ = 1.
Z-2p
Z—=ZTp
Ainsi A est la médiatrice de [AB].

Une seule réponse exacte b).

* Soit I' ’ensemble des points M(z) tels que z” est un
réel. Par hypothese M # A.

—Pourze C-{-2;4i}c’est-a-direMzAetM#B:

Me A= =llz-z5l=lz-z5l < AM=BM.

7' réel < arg ( ZB) =0ourn < (MA,MB)=0ouT.
A

Sous cette condition, ’ensemble des points M est la

droite (AB) privée de A et B.

— Lorsque z = 4i alors z” = 0 est réel. Ainsi le point B

appartient aussi a I'.

Finalement I" = (AB) — {A}.

Une seule réponse exacte c).

1. Vrai.

Par R(O QE) :A—B,B—C,C— A;dapres la pro-
'3

priété de conservation de la distance AB = BC = CA.

2. Faux.
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¢) (AA’) est’'axe réel donc O € (AA’). D’autre part,
8 7 s 8

b :—gbetc :—[—lcdouOB :—3OB
ol 7
et OC :_ZOC'

De ces relations de colinéarité on déduit que :
O e (BB")etOe (CC).
Ainsi (AA"), (BB’), (CC’) sont concourantes en O.

3.2) Sy =0A + OB + OC = lal + bl + lcl = 22.

b) Pour tout point M(z),

(a-z2)+(b-2)P+(c-2)j=a+bP?+cj—-z(1+j+})
L

0
=a + bj? + c¢jd’ou

l(a—2z)+(b-2)2 + (c—2)jl =18 + 6% + 831 = 22.
¢) Pour tout point M, Sy =la—zl +1b—zl +lc—zl;or
ljl =1 donc Ib -zl = I(b - z)j*l et lc — zl = (¢ — z)jl d'ol
Sy = la—zl+ (b - 2)? + I(c - 2)jl.
D’apres I'inégalité sur les modules

= l(a-2z)+ (b-2)%+ (c-z)jl soit Sy, = 22.
Ainsi Sy = §, donc Sy, est minimale lorsque M = 0.

Notons € ’ensemble des points M(z) tels que
arg (z—i)= 2

4
A € A mais arg (z — i) n’est pas défini lorsque z =1,
ainsi A ¢ €. [En fait, € est la demi-droite ouverte
d’origine A dirigée par w].
3. Faux.

OM’ =17l = OM. Ainsi pour tout
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point M= O, OM’ # OM donc T n’est pas une rotation.
4. Vrai.

La symétrie S, n’est autre que la rotation R4 p,d’ot
une écriture complexe 7' —i = e/® (z — i) soit
I=-z+2L

5. Vrai.

Par R(

T :M'—>Nd’0i1n—a——i(m—a).
)
’2

Ainsia:%(l ri)(n—im)=1+i

KR 1. Pour tous points A(a), B(b), M(z) deux a
deux distincts :

arg (-ZZ;{—Z) =arg(z—-b)—arg(z-a)
= (u, BM) — (1, AM) = (AM, 1) + (1, BM)
d’ou d’apres la relation de Chasles,

arg (221 = (AM, BM) = (MA, MB).



2.a) Notons A 'ensemble des points M(z) tels que Z | AinsiT est le cercle de diametre [AB] privé de A et B.
est un réel strictement négatif. - ‘ ‘

A#B et par hypothése M # A ; en outre M # B signifie -
Z#0. Alors: — &

z-b v o
Me Ao arg (z~a) =1 < (MA, MB) = n. Ainsi A / y l“\
est le segment ouvert A, B[.
b) Notons I’ 'ensemble des points M(z) tels que Z est ( T / B S
un imaginaire pur non nul. - e i
Sous les conditions précédentes : = \l .
Me F@arg(i—:g):ig@(m,ﬁ)=ig. : B o @
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14| 1 produit scalaire dans I'espace

Activités (page 376)

ACTIVITE 1]

B3 AB=(-2-2)2+2-2)+2+2)

= 32 =442 ;
de méme, AC=AD =BC=BD=CD = 4.2 :les
faces du tétrae¢dre sont des triangles équilatéraux.

3. a) (AB), perpendiculaire au plan P, est orthogo-
nale a toutes les droites de ce plan et, en particulier,
(AB) Ld.

b) d est orthogonale a (AB) et a (BC), deux droites
sécantes du plan (ABC), donc d est perpendiculaire
a (ABQ).

¢) d, étant perpendiculaire au plan (ABC), est
orthogonale a toutes les droites de ce plan et, en
particulier, d L (AC).

IACTIVITE 2]
1. A(3;0;0), B(3:;3;0), C(0;3;0), D(0;0;0),
E(3;0;3), F(3;3;3), G(0;3;3), H(0;0;3).
2.a) (AB) est perpendiculaire a (BC) et (BF),
deux droites du plan (BCG) : (AB) est donc per-
pendiculaire & ce plan et orthogonale a toutes les
droites de ce plan, donc (AB) L (FG).
b) AB(0; 3;0), FG(3; 0; 0).
) xx' +yy +z7' =0.

Travaux dirigés (page3s”

2 2
ll 1.2) AB-'AC=AB-AD = %;ﬁ-ﬁ:’:-%.
b) AB-CD = AB-(AD - AC) =0.
¢) Méme méthode qu’en b).
d) ICD estisocele : la médiane (1J) est aussi hauteur.
2.a) AG-CD = (AB + BG)-CD
~AB-CD + $BJ-CD=0.

De méme,m .BD =0.
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3.a) (BF) L (ABC) donc (BF) L (AC).
b) BF(0;0; 3), AC(-3; 3;0).

c)xx’ +yy + 2z =0.
4. a) (DF) et (HB) ne

H ! F
sont pas perpendicu- -
laires, car DBFH est 3
un rectangle non carré.
b) DF(3; 3; 3),
HB(3; 3;-3). D 3,2 B
)xx’+yy +z77=9+9-9=9.
3.3,
5.a)1(§,§,3).
a7(_3. 3.
b) BI(_-z-, > 3).
, ’ 9 9. 0
)xx’ +yy +zz7' = 5 2+9—().

On peut conjecturer que (BI) et (DF) sont perpen-
diculaires.

6. b) Dans le repere orthonormal (O; u, k) avec u

colinéaire 3 DB (:l = -1--ﬁf3) !
3.2

B(3Ji;0),l[¥; 3),F3.2:3)

B_I’(—?z—ﬁ; 3) ,DE(3./2;3).

DouBl-DF=-9+9=0
donc (BI) L (DF).

(AG) est orthogonale a deux droites sécantes du

plan (BCD). Donc (AG) est perpendiculaire au

plan (BCD).

b) Droites passant par un sommet et le centre de

gravité de la « face opposée ».

3.a) O est le barycentre de (A, 1), (G, 3), don¢

O e (AG).

AOQ = §K_G';AG=a£;AO=a—“/—6.
4 3 4

b) O est le barycentre de (I, 2), (J, 2).



) OA=0B = a§6 ,0l = %@ (triangle AOB par
exemple).
d) OA = OB = OC = OD.

O est le centre de la sphere circonscrite au tétraedre.
2 2

% == 3a _a __1
4.2) OA OB_?,cosa_ 8,cosoz— 3

b) o= 109,5°.
¢) Par symétrie.

H ) 1095
b)a=178%x10"10m.

B 1.DA-BC+DB-CA +DC-AB

=DA-(BD + DC) + DB-(CD + DA) +
DC-(AD + DB)

=DC- (DA +AD)+DB(CD +DC) + DA(BD +DB)

=0.

2.Doncsi (AB) L (CD) et (AC) L (BD), par exem-

ple, alors, d’apres 1. :

AD-BC =DB-CA + DC-AB = 0.

1.a) (AA’) est la hauteur issue de A, du tétragdre.
(AA’) est orthogonale a toute droite du plan
(BCD), donc a (CD).

(CD) est orthogonale a (AA") et (AB), droites
sécantes du plan (ABA) : (CD) est perpendiculaire
au plan (ABA’) et (CD) est orthogonale a (BA”).
b) (BC) est perpendiculaire au plan (ADA") (car
(BC) orthogonale a (AD) et (AA”)).

D’oit (BC) L (DA").

Donc (DA’) est hauteur du triangle BDC.

¢) Méme méthode qu’en a) et b).

d) (AA") L (DC) et (A’K) L (DC),

donc (AK) L (DC).

Or (AA") L (DC); on déduit (AB’) = (AK).

(AA’) et (BB’) sont deux hauteurs du triangle
ABK. Elles sont coplanaires... et sécantes.

e) De méme, (AA’) et (CC’) sont sécantes, ainsi
que (BB’) et (CC").

C¢ (ABK); (CC’) coupe (ABK) en un point uni-
que qui est sur (AA”) et (BB’) : c’est H.

De méme pour (DD’).

2.(BA’) L (CD) et (AA") L (CD), donc (CD) est
perpendiculaire a (AA'B).

Conséquence : (CD) est orthogonale a (AB).
Méme méthode pour les deux autres paires d’arétes.

X )
LYY 4% —1s0it encore
a b c

(bc)x + (ac)y + (ab)z —abc =0
labc|

2.h= ,d’ou
[2.2 2
abc
_}_:b202+a262+a2b2:l+l+l
h2 azbzc2 a2 b2 6‘2
1ol pons. abe
3.V—§S,h—3><c>< 3 douS= h
482_612[)26‘2_ 1 1 1 azbzc
R O R R 4
4h a b ¢
azb2 + bzc2 4 a262
4 4 4

= (aire OAB)? + (aire OBC)? + (aire OAC)2.
« Théoreme de Pythagore dans I'espace » : Dans
un triedre trirectangle, le carré de I’aire de la face
non rectangle est égale a la somme des carrés des
aires des trois faces rectangles.

B 1. Les points A, B et C vérifient I'équation

XY .
3+2+z 1.

Ces points n’étant pas, par construction, alignés, ils
déterminent un unique plan P dont une équation
estdonc2x + 3y + 6z -6 =0.

Des deux demi-espaces de frontiere P, celui qui
nous intéresse est celui qui contient le point O,
donc d’inéquation 2x + 3y + 6z — 6 < (.
x=0,y=0,z=0
2x+3y+6z-6<0

2,3¢etd.Parlecalcul, De €,,E¢ €, Fe €,,Ge ¢,.
L’ensemble €, est le tétracdre (de sommet O)
hachuré.

Dr’ou le systeme : {

Chap. 14 e Le produit scalaire dans 'espace ® 213



Kl Notons P le plan médiateur du segment [AB]. Le
milieu M est équidistant de A et B.
Soit N un point du plan P, (N ¢ (AB)). Les points
A, B et N ne sont pas alignés. La droite (AB) est
orthogonale a toutes les droites contenues dans le
plan P donc en particulier a la droite (MN).
Il en résulte que la droite (MN) est (dans le plan
(ANB)) la médiatrice du segment [AB] et donc
que N est équidistant des extrémités A et B : tout
point de P est équidistant de A et B.
Réciproquement, soit N un point de I'espace
(N ¢ (AB)) équidistant de A et B. Dans le plan
(ABN), (NM) est perpendiculaire a (AB) et passe
(bien sir...) par le milieu M de [AB], donc (NM)
est contenue dans le plan P et N appartient a P.
Tout point équidistant de A et B appartient au
plan P.
Conclusion, P est I’ensemble des points de ’espace
équidistants des extrémités A et B.

F1.M(3:0;1).

2. (AB) est orthogonale a toutes les droites

contenues dans le plan P donc, vectoriellement,

MN - AB =0. Le vecteur AB est un vecteur normal

au plan P.

3. E(Z; 2;—-4) d’ou une équation de P s’écrit :

2x+2y-4z+d=0.

P passe par le point M donc :
2x3+2x0-4x1+d=0,

soitd=-2et2x+2y-4z-2=0.

Une équation cartésienne de Pestx + y-2z-1=0.

Corrigés des exercices

Corrigé dans le manuel.

B woulrety s

a) 5(2; 5) est un vecteur normal a d. Le vecteur
ﬁ(S; —2) orthogonal & 1 est donc un vecteur normal a A.
A admet donc une équation du type 5x — 2y + ¢ = 0.
A(5;3) appartenanta A,25-6 + c=0et doncc =-19.
D’ou une équation de A : 5x —2y — 19 =0.
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4. a) CD(-7;4;4) donc une équation du plan média-
teur de [CD] estde laforme —7x +4y +4z +d =0.Ce

plan passe par le milieu MG ;0 3) de [CD] donc:

-% +12+d=0,s0itd=— -

2

et une équation est — 7x + 4y + 4z — g =0.
5.3,
272

est une équation du plan médiateur de [EF].

b) ﬁ:’(s;—7;—2),M( 1) et Sx—Ty—27—4=0

BHLP  2v+2y+5:+ 2 =0
1 y 2

PZ:x—Sy—3z+§ =0;

P;:-3x+3y-2z+5=0.

2. Qest, d’apres la partie [l , équidistant des quatre
points A, B, C et D : c’est le centre de la sphere
circonscrite au tétraedre ABCD.

—2x+2y+5z+§:0

3 _
5 =0

-3x+3y-2z+ 5=0

x-5y-3z +

Ce systeme admet comme unique triplet solution
13.5. 1
1273
9 25 25 134 J134

E+1—6 —4—-—‘E dOan’:T.

(e8] 3ol
y 4 =3 3) 16

équation de la sphere circonscrite au tétraedre
ABCD.

les coordonnées ( ) du centre Q.

4.2 =AQ? =

est une

b) n(1;-3) est normal a d et u(3; 1) est normal 2 A qui
admet une équation de la forme 3x + y + ¢ =0.
A(-1;2)e Ad’ouc=1etune équationest 3x+y+1=0.

4 P ﬁ(— 5; 1) est normal a la médiatrice de
[AB]. Celle-ci admet donc une équation de la forme:
-Sx+y+c=0.
Elle passe par le milieu IG ; §) d’ou-5x 3 + 3 +c=0
2°2 22
etc=6et-5x+y—6=0est une équation de la média-
trice du segment [AB].



b) AB (7 ;- g) est un vecteur normal a la médiatrice d
de [AB] qui admet une équation de la forme :
Tx — % y+c=0.
35 ; .
Elle passe par I 53 ) Une équation est donc :
8 269
Tx — gy + E = 0.

—CB DC+CB-CJ+BI-DC+BI-CJ
=0+2CI2-2BI?+0=0.
Les vecteurs CI et DJ sont orthogonaux et les droites
(DJ) et (CI) sont perpendiculaires.

6 1 Corrigé dans le manuel.

B AB(4;2) et AB = 447 +27=2.5
AC8;-2) et AC = /8" +(=2)" =217
BC(4:-4) et BC= 4/4° + (—4)* = 4./

cos ABC = 28 ZL et BAC = 41° (arrondi au
4J_5 85

degré), puis ABC = 108° et ACB =31°.

d(A, (BC)) = =4*3=51_3 5 ¢ BC = 4.2 donc

[[2 .2
17+1
laire est égale a 12 (unités d’ai‘re).
2. Produit scalaire dans 'espace
Corrigé dans le manuel.

EEMAB(-1;1;-4)etAB=3.2;

AC(-2;0;-1)et AC= S5

BC(-1;-1;3)etBC= J/11.

cos BAC = gO d’oﬁﬁ:ﬁo;

cos ABC = 21/1_2 d’ott ABC = 31°;

cos ACB = —L d’obl ACB = 98°.
J55

Corrigé dans le manuel.

il AB?- BC? + CD?2-DA?

=(AB + BC) - (AB-BC) + (CD + DA) - (CD - DA)
=AC- (AB + CB) + CA - (CD + AD)
=AC- (AB +CB +DC +DA)
-2AC-DB.

Dans un tétraédre régulier, AB> = BC? = CD?= DA’ID?
en résulte que AC - DB = 0. Les arétes [AC] et [DB]
sont orthogonales.

On démondre de méme que [AB] et [CD] d’une part,
[AD] et [BC] d’autre part, sont orthogonales.

°S—A-§3:axaxcosg=%a2.

* Le triangle SAC est rectangle en S (théoréme de Py-

thagore), doncSA -SC=0etSA-AC=SA -AS=-a%

EEN-.El EA-0;

«El-HC-EI-EB=EI - EF = ;22

sEI-GJ=0;

«IE IA=IE IE= }a2

¢ JH-ID=(JG+GH) -JD =JG-JD+GH-JD
~1G-JC+GH GH=- Ja+a?= 3

BN . AB - AC=20+1-18=3;
¢eAB-CD=-5-4+9=0;

45 21
DB-AC=8+4-32=-3
1

-W-CT):-EE-C_ILO.

3. Orthogonalité dans 'espace

15 e 1~3+% =-2+#0:u et v ne sont pas
orthogonaux.

Bl v--2+1+.2+1-./2 =0:uetvsont
orthogonaux.

Corrigé dans le manuel.
18 e aﬁ+§a+1.

ﬂLV@uﬁ+ga+1=O©a:: 3 .
3 3./3+2

EEN AB(-2;7;5) etu(-4;1;-3).
AB-u=8+7-15=0:AB et u sont orthogonaux et
la droite d est orthogonale a la droite (AB).

Bl AC-= % AB donc C appartient bien a (AB).
De plus, AB - CD =0 : le point C est bien le projeté
orthogonal du point D sur la droite (AB).

&N AB(2;0;-2),AC(-1;-2;-1),DE(2;-2;2).
AB et AC ne sont pas colinéaires donc les points A,
B et C ne sont pas alignés.
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AB-DE=0etAC-DE=0: levecteu@ orthogo-
nal aux deux vecteurs non colinéaires AB et AC est
normal au plan (ABC).

AB(-1:-1;1) et AC(1;5;1) ne sont pas coli-
néaires.

v-AB=0etv-AC =0 donc le vecteur v est normal
au plan (ABC).

23 e %(102—82—62)=0:lesvecteursﬂet;

sont orthogonaux.

Quels que soient les vecteurs u et v,

@ +7) - (u—v) = lall - ¥}

Donc, si (u + v) et (u — v) sont orthogonaux, alors
llel? = [IVII2 et flul] = V]I

ER1.Mc P AM-u=0.
2.a) a, b et ¢ sont les coordonnées, dans cet ordre, du
vecteur u. Le coordonnées de A vérifient I’équation
ce qui permet d’obtenir 4.

Apprendre a chercher (page 396)

: Plans perpendiculaires
. Les outils :
o Produit scalaire dans I'espace.
o Equation de plan, vecteur normal & un plan.
o Résolution d’un systéme linéaire 2 x 2.
 Les objectifs :
Savoir déterminer un vecteur normal a un plan.
o Savoir déterminer une équation de plan.
La)u(l;-1;3).
b)PLoon u=0;
n est normal 2 9 donc orthogonal 4 tout vecteur direc-
teur d’une droite contenue dans le plan 2 : AB-n=0.
2. a) En ajoutant membre & membre :
2a+5¢::0,d’01‘1c=—2-756—1,
et en retranchant membre 4 membre :

oub=S=_9
—2b+c—0,foub—2 5
b) Pour a = 5, on trouve n(5; - 1; - 2).

Une recherche d’ensemble
. Les outils :

" o Centre de gravité.

o Produit scalaire.

o Equation d’une sphére.
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b) u et v sont colinéaires : tout vecteur orthogonal 2

'un est orthogonal a I’autre.

Avec le vecteur v on obtient I’équation (équivalente):
kax + kby + kcz + kd =0

3. Cours.

Corrigé dans le manuel.

Xl a) 2x-3y—z+c=0et2./2 +6-5+c=0,donc:
c=-1-2.2,

et une équation de Pest 2x -3y —z-1-2./2 =0.

b) J3x+2y+c=0et—6+c=0,doncc =6 et une

équation de Pest /3x +2y +6=0.

EEla) 2 :2x-y+3z-7=0.

b)2:x+2y+3z-8=0.

Corrigé dans le manuel.

[10+3+12-5 20 1014
= ==

Jo2 i (c1)2+32 14

=S _3 35

«/02 +1%+ (—1)2 2

Kl d(A;P) =

b) d(A;P) =

o Savoir déterminer un lieu (double inclusion).

Savoir traduire analytiquement des relations vectorielles.
1. AN + AM =2 Al ou I est le milieu de [MN].
Donc [1] < AB + 2 Al = 0 ce qui signifie que (AB)
passe par L.

2.a) AB2+ AM - AN = AB2 + (Al + IM) - (Al +IN)
=AB2+ AR+ Al-(IM+IN) +IM - IN =0;

soit AB2 + }1 AB2—IM2=0 et [2] & IM2 = % AB2,

b) llenrésulte IM=IN= g AB et M et N appartien-

J5

nent a la sphere de centre I et de rayon 5 AB.

3. Réciproquement, si M et N sont des points diamé-
tralement opposés de S’, alors la relation [2] est vérifiée
(d’apres les équivalences de 2. a)).

Et, puisque BA = %B—f et I est le milieu de [MN], A
est le centre de gravité du triangle MNB donc [1] est
vérifiée.
4. Deuxieme solution

x+x'+a=0

a) AB+AM+AN=0{y+y' =0
z2+27'=0



AB2+AM AN =0 a? + xx' + yy +z2' = 0.
En exprimant x’, y* et z* en fonction de x, y et z, et

puisque I a pour coordonnées (—g ;05 0) :

AB+AM+ AN=0

. 2 ex—a)=v2—272=0
ABY+AM.AN=o ¢ tHx-a)-yi-z

2
a 5
@x2+ax+y2+zzza2®(x+§) +y +z2—4a2

<=>IM2=§612<=>IM=§Q.

Donc M appartient au cercle de centre I et de rayon

5

[33] Corrigé dans le manuel.

OA-OB 1
34 - ZaVYb
EZ 1. cos AOB = OAXOB -3

De méme, cos BOC = cos COA = % .

donchfB = g

2. a) Cela résulte des égalités OB =2 OB’ et OC =3 0C".
b) OA = OB’ = OC’ = AB’ = AC’ = B'C’ = /2 : les
triangles OAB’, OAC’ et OB’C’ sont équilatéraux.
IEEEl 1. AB - AC =0donc BAC = g
2.a) A'(6;8:0);:B(4;9:;0)etC(5;7;0).

= 1 o
b) cos BPA’C’ = — #0: dans I’espace, la projection
J10
orthogonale ne conserve pas nécessairement I’ortho-
gonalité.

A se projetteen G, Ben D et Cen F.

'_:iﬁ-o—AkzleAxcosa;
y=j - OA =1xOA xcosp;

—

7=k- OA:leAxcosy

O A= x2 +y2 + 72 = OA%(cos? o + cos? B + cos? ),
d’o

cos® o+ cos? B+ cos? y=1.

38 LI o_E’(“ b. C) tOA(z ’2-—5);

2°2°2 20 2
2 42 2 2 4,2 2
v _a b" ¢ _a-b-c

b) Réciproquement, M et M” sont diamétralement
x+x'+a=0

opposés,donc{y+y'=0 < AB+AM+AN=0
z2+27'=0

et [1] est vérifiée.

AM - AN =xx’'+yy + 27 = x(-x —a) - y* - 2

=—(x2 +ax) - y? - 72

a\? a* a’

- ay _ 2 2.9 _ 2.4

(x+2) yz+4 IM+4

_ 2
: 3977 AB%,

et [2] est bien vérifiée.

az+b2+c2 az2+b2+c2
e OE xOA = X
4 4
B a2+b2+c2.
=
ccosq JOE-10A _a’-b’-¢’
OExOA 2, p% 4%
3t.c:osoc=9_100_4 Eeta 147 2°.

9+100+4 113

4.a=b=c;cos0=— % indépendamment des dimen-

sions du cube et o = 109°,
2-2- 3+1| 2 _JB
Jéd+1+1 JE 3°

b) Une équationde 2 esty —z -1 =10, donc:
IO+1—1—1| 1 2

Cfsisl 2 2

Eﬂ% 1. Dans le repere orthonormal (A;ﬁ, E,@:
A(0;0;0),B(2;0;0), C(2; 1;0), D(0; 1; 0), E(0; 0; 1),
F(2;0;1),G(2;1;1), H(0; 1; 1), I(1; 0; 0).

2. ﬁ(l; 0;1)et ﬁl(— 1; 1; 1) ne sont pas colinéaires.
Soit M(x; y; z) un point du plan (IFH).

EER® a) d(A;2)= —— — —

d(A;2) =

x-1l=oa-
IM = olIF + BIH se traduit par { ¥ =P
z=0+f

Soitx+2y—-z-1=0.
2+2-1-1

3. d(G; (IFH)) = 2+2-1-1_2 _J6
J1+4+1 J@ 3
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4. Soit K le projeté orthogonal de G sur (IH) :
HI-HG=HK-HG &2=2HK & HK = 1,

puisKG?=HG?-HK2 & KG2=4-1=3=KG=./3.

Or ﬁ:&

(IJH) n’appartient pas a la droite (IH).

Al donc le projeté orthogonal de G sur

iMS 1. d(M; P) = d(M: 9)

= Lr+2_v—2z—1|=|2.r—y+23+ 1
T+d+d  Jasisa
& x+2y-2z-1|=Rx-y+2z+1]
3x+y=0
— 40U
~3y+4z+2=0
eoMxy:z)e [Tull.

2.npy(3;1; 0) et npp(13 = 3;4); npy - gy = 0,
donc [T L]T.

RS 1.1,(1: 15 -2),n(1; 15 1):mp-ng =05 P L Q.
2.d(A;p)= 2r1-4-1_2
JI+1+4 /6

2
aa;py= 2125 543

J1+1+1 .3
3. ABCD est un rectangle, donc :
d*(A;d)= AC?
= AB? + AD?
8,75
9 9
=9,
doncd(A:d)=3.

REENS a) #,: 2 +2-5=0.
b)n,-ny=2-2=0:les plans P, et @, sont perpen-

diculaires.
|-1-0-4+2] :3’_=J§
J12 (124 (<22 B N2

|—2+0+2—512J§
J e 0P 41
d) @B.d) =d*(B,?,) + d*(B,P,) = = + 5=

d'ott d(B. d) = g .

¢) d(B,?,) =

d(B, P,) =

t\.nw
N[5

EXES L+I=-J=AB, 3, Cet D coplanaires, donc 1 £J.
* MA + MB = MC + MD & 2 MI =2 MJ
&I=J;
ce qui est impossible.
IMA + MB| = |MC + MD| & |MI] = |MJ|
=Me Py,
plan médiateur du segment [1J].
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2. AB = CD donc: MA2 + MB2 = MC2 + MD?

2 2
<=>2MIZ+%=2MJ2+CE

& MI2 = MJ2 & MI = MJ
Donc P, = P,.

M$ 1. V(ABDM) - 1><AM x sA(ADB) = é

2
2.2) BK = BM + —— BD.
a +2 a + 2
_. —_— az ——— —
b) BK - AM BM - AM + 0
a +2
3 |
= ;’ AM?= — .
a +2 a +2
BK-AD=0+ ——BD-AD= -1 Ap?= _
a +2 a +2 a +2
BK-MD-—— -1 -0
a +2 a+2

¢) On démontre I'égalité DK - MB = 0 de la méme
maniére en exprimant DK en fonction de DM et DB.
d) (BK) et (DK) sont deux hauteurs du triangle BDM :
K est I'orthocentre du triangle BDM.

3.AK-MB =AD" MB + DK -MB=0+0=0.

De méme, AK-MD =AB-MD +BK -MD =0+0=0,
Orthogonale a deux droites sécantes du plan (BDM),
la droite (AK) est perpendiculaire a ce plan.

4.a) En appliquant le théoréme de Pythagore dans

les triangles ADM et ABM, BM = DM = lz +1.

a
Ou, peut-étre plus dans I'esprit de ’énoncé : K est le
barycentre du systeme {(M, @) ; (I, 2)} avec I milieu
de [BD] donc la hauteur (AK) est aussi médiatrice de
[BD].

1 1 2+a

Pi= —

Al _(_2+1J___ 3
a 2 2a

2
donc

lAJXBD:—)-(

All‘e (BDM) = 2 2 —2—2 X = 2.{]

a)lr—y+2z—2=0

| D x-3y+3z+5=0.



| 47 P9 KB(— s 12}, et soit Z(l; 1; 1) un vecteur
normal au plan . AB et u ne sont pas colin€aires
donc ladroite (AB) n’est pas perpendiculaire au plan .
* Notons n(a; b; c)un vecteur normal au plan 2.
n:AB=-a+b+c=0etn-u=a+b+c=0;dota=0
etb =—-c. Le vecteur v(O, 1;-1) est normal au plan 2
qui admet une équation de la forme y —z +d = 0.
A appartenanta 2, d=0ety—-z=0.
b) Avec les mémes notations, AB(0; -2 ; 1) et u(1;0;1)
ne sont pas colinéaires et (AB) n’est pas perpendicu-
laire au plan .
¢rn-AB=-2b+c=0etn-u=a+c=0, doision
choisit b =1, le vecteur (-2; 1;2) estnormal a 9. Puis:
-2x+y+2z+d=0etd=0,
-2x+y+2z=0estune equatlon du plan 2.
¢) Avec les mémes notations, AB(- 1; - 2; 2) et
u(2;0; 1) ne sont pas colinéaires et (AB) n’est pas
perpendiculaire au plan .
on-AB=-a-2b+2c=0etn-u=2a+c=0dou,si

on choisit a = 1, le vecteur (l ' — g; —2) estnormal a 2.

7 5 7
Pulsx——y 2z+d=0etd= 5" x—iy—22+§—0

est une équation du plan 2.

1. Le vecteur E(O; 0; 1) est orthogonal au vec-
teur 171 (1; —/3; 0) normal a %, donc (Oz) est paral-
lele 3 P,. De méme, k est orthogonal 2 Fz(ﬁ :—=1;0),

normal a P,, donc (Oz) est parallele a P,.

k étant un vecteur normal a (xOy), celui-ci est per-
pendiculaire aux plans %, et P,.

3-.J3

2.0d,: x-yf3+.3=0 2= Rf= o
R P Y=y
z=0

Donc d, passe par A(—ﬁ;O; 0) et a pour vecteur
directeur v, (+/3; 1; 0).

X=X
3-y+1=0
.dzz{xf # o ly=xB+1
z=0 0
Z:

Donc d, passe par B(0; 1; 0) et a pour vecteur direc-
teur 172(1; JE; 0).

3.5(1; g;O) et;(l; JZ-%;O);

u-v=ul x|Vl xcos (u, v),

soit 2 = 1+%><A/1+3 x cos (i, v),

d’ol cos (i, v) = “—/23 et (u, v) = 30°.

EEN® 1.a) CF=CH=FH=./2.

b)* AC=AH=.2;GC=GH=1;1C=1IH (car I est
le centre du cercle circonscrit au triangle équilatéral
CFH), donc A, G et I appartiennent bien au plan
médiateur du segment [CH].

e AC=AF= ./2;GC=GF=1;IC=1F,donc A, G
et [ appartiennent bien au plan médiateur du segment
[CF].
9 {(AG)J_(CH)
(AG) L (CF)
(AI) L(CH)
{(AI) 1 (CF)
2. F(0;0;0), E(1;0;0), G(0;1;0), B(0;0; 1), A(1;0; 1),

C(0;1;1),D(1;1;1),H(1;1;0) tl(l 2 1)

3’3’3

a) CF= /1+1=.2 =FH=CH.
b) Le plan médiateur de [CH] a pour vecteur normal
C.ﬁ(l; 0; 1) et passe par le milieu de [CH] de coor-

e 1ol 1
données (§ o3 i 5) ;
x -z =0est une équation de ce plan médiateur, vérifiée
par les coordonnées des points A, G et L.
De la méme maniére, y + 7 — 1 =0 est une équation du
plan médiateur de [CF], vérifiée par les coordonnées
de A,Getl.
¢) AG-FC=0et AG -FFI=0:Eestorthogonalz‘1
deux vecteurs non colinéaires du plan (CFH), donc
(AG) L (CFH).

D’autre part, Al = % AG, donc (AG) passe par I.

= (AG) L (CFH).

= (AI) L (CFH), donc (AG) = (Al).

El1.QA(-3;:1;-2)et QA= O+ 1+4=/14.
Z.W(x—z;y+1;z—3);

QM2 = (x-2)2 + (y + 1)2 + (z - 3)2.
3OM2=QA2o (x-2)2+(y+1)2+ (z-3)*=14.

Corrigé dans le manuel.

EEl1.oA2=2cetx2+y?+(z-1)?=2.
2.QA2=66ctx?+ (y-5)%+(z +1)2=66.
3.QAZ=9et (x+2)2+(y-2)%2+(z-1)*=9.

'1.9(2;2;2), AB= J/36+0+9=3./6.

2°2
r= 3——5/6 et une équation de la sphere est :

2 2
-2+ (y-1f 4 (-2 =Z.
2.MA-MB=0

Sx-5)x+1)+(y-5)(r-2)+(z-5)(z-2)=0
Sx2-4x-5+y2-Ty+10+22-72+10=0

2 2
@(x—2)2+(y—%) +(z—%) =%2z.
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EEE® 1 (x-1)2+ (y-172+(z-2)2=11
2.Pp:x+3y-2z-13=0;
Prix+3y-z+9=0.

B a0y - 22400 1
J+4v9 14
Donc la sphere cherchée a pour équation :
1
14°

(r—7\2+(v+2\2+(7—2\2—

BEW® 1.2-2+22-4=0s0itz=2.
2.n(1;-2;2) est normal & % et de norme 3, d’our :

m(1;-2;2) et ny(-1;2:-2).
3. (AQ,) est perpendiculaire au plan P et AL =3:
S, est tangente en A a P,
4.Q,(3;-1;4),Q,(1;3;0)etr=3,d’olr:

Sy :(x=32+(y+1)12+(z-4P2=9;
S, (x=1)2+(y-3P2+22=0.

IS 1.S0it H e projeté orthogonal du point M
sur la droite (AB). Puisque AB =8,

AB-AM=-126AB.AH=-12 AH=- = AB.
L’ensemble cherché est le plan perpendiculaire & (AB)
passant par H.

2. Soit I le milieu de [AB].

ARRREL 1K , I8

AB’

AM - BM = (Al + IM) - (BI - IM)———— + IM2,
m-mz_u@_%“ +fIM =12 IM2=4
=IM=2

<> Me S (oS estlasphere de centre I et de rayon 2).

EERS Soit G le barycentre de (A, 1) et (B,2)et1le
milieu de JAB).

a) (MA+2MB) (MA +MB) =0 3MG-2MI=0
&MG-MI=0

& M appartient au cercle de diamétre [GI].

b) (MA +2MB) - (MA -MB) =0« 3MG-BA =0
& M appartient au plan perpendiculaire a (AB) et
passant par G.

¢) MA -MB=2MA -MC & MA - (MB-2MC) =0{1].

Soit K le barycentre de (B, 1) et (C, -2).

NeMA (-MK)=0s MA - MK = 0 &> M appar-
tient & la sphere de diametre [AK].

A(4; 0; 0), B(0;2; 0) et C (0; 0; 3) ne sont pas
alignés et définissent un plan.

* Soit # (a; b; ¢) un vecteur normal a (ABC) :
n-AB=0&—4a+2b=0;

7 AC=0o-4a+3c=0.
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En choisissant a = 3, n(3; 6; 4) et une équation du plan
(ABC) est 3x + 6y + 4z — 12 = 0 (que I'on pouvait
obtenir directement en utilisant la remarque faite
dans « Comprendre » page 385). Le tétra¢dre OABC
est caractérisé par le systeme d’inéquations suivant :

{x>0,y>0,z>0
3x+6y+4z-12<0

IS ® 6x + 3y + 4z — 12 = 0 est une équation du plan
(ABC) et 2x + 3y + z — 6 = 0 est une équation du plan
(ACD), d’ou le systeme d’inéquations caractérisant
le tétragdre ABCD :

x>0

z>0

2x+3y+2z-6>0

6x+3y+4z-12<0

| 61 |
la
2
k
o j 2

Oui, car u et v sont orthogonaux et de norme 1.
On a deux possibilités w et - w

Les coordonnées (x ; y ; z) de w (et de — w) vérifient :

x+y=0 y=—x
2x-2y+7=0 o lz=-4x
L2+y2+z2=0 118x2=1
NN
Drou (6 F"—s')

ICER® /i, -1, =2-2=0:les plans P, et P, sont per-
pendiculaires.



7.
i
(A A) = A, P,) + d(A, Py) = 739

dott (A, A) = Jz;? .

EX8® AB(-4:1:1)et AC (-2:3;-1) ne sont pas

colinéaires.

AAP) = 2 1 d(A,P) = 5

—-4x-2y=-3
De (ABC)=AD=xAB+yACe {x+3y=1
x—-y=-5

Ce systeme n’admet pas de solution : les points A, B,

C et D ne sont pas coplanaires (le couple (— % ; %)
est solution du systeéme composé des deux dernieres
équations mais n’est pas solution de la premiere
équation).

I appartient aux plans %, %, et ; médiateurs respec-
tivement des segments [AB], [AC] et [AD].

Les coordonnées (x ; y ; z) de I sont solutions du

—4x+y+2z-3=0
systeme : ¢ —2X +3y—-2+3=0

—3x+y—51+g=0

K3 partie A :
1.AB- AC =0: le triangle ABC est rectangle en A.
2. AB est colinéaire au vecteur n(1 ; 1 ; 1) normal
auplan % : (AB) est perpendiculaire au plan % et
1+1+1-3=0:le plan P passe par A.
3P :x-z-1=0.
. A{x +y+z=0

x-z-1=0
Choisissons x = 1, alors M(1 ; 2 ; 0) : le vecteur
AM(-2;4;-2) est un vecteur directeur de A.

Partie B :

L.AB-AD =0et AC- AD = 0: la droite (AD) est
perpendiculaire au plan (ABC).

2.°1f(ABDC)=%><AD><AB+AC ~27.
—— DB-DC 54 2
s BD = = = —,
s BDC= B e a5 2
4.a)S=%DBxDsting=%x9x6[2x§=27.

. , 3. 9.9
Le point I a pour coordonnées (— 17§ 8) .

| 65 HESe (2;-1;-1) normal au plan %, ne sont
pas orthogonaux : la droite d coupe le plan % en un
point B(x ; y ; z) et se projette orthogonalement selon
une droite d” sur le plan .

AB est colinéaire av <> 3 k/AB = kv

x-2=-k x=2-k
Sy-2=-k &qy=2-k
z+1=k z=k-1

Be ?22-k)-2-k)-(k+1)+3=0,douk=3
etB(-1;-1;2).

Soit H le projeté orthogonal de A sur le plan 3.

AH est colinéaire an < 3k /AH = kn

x-2=2k x=2k+2
o{y-2=-k &{y=2-k
z+1=-k z=—-k-1

He P22k+2)-2-k)-(-k+1)+3=0,
d’ouk=-1etH(0;3;0).

La droite d se projette en (BH) sur le plan %.

CBABH_ T e e
cos oL = BAXBH- 3 et oo = 28,125°.

b) Soit d la distance de A au plan (BDC) :
¥(ABDC) = % xdx27 =27 dond=3.

K382 1. AB=BC=CA=a J2 : ABCest équilatéral.
2.0H-AB=OI-AB+IH-AB=0+0=0.

(OH) est orthogonale a (AB) et par hypothese a (IC)
donc au plan (ABC) et en particulier a (BC).
AH-BC=A0-BC+OH -BC=0+0=0.

3. L’introduction d’un repére judicieusement choisi
n’arrive qu’a la question 4...

V(ABDO)= 3 x0Cx 2AXOB _ L opx [LXAB
o QAXOBxOC _ &  _af3
T T ICxAB 73

a?xaﬁ

4. a) Cela résulte de la nature de H : isobarycentre des
points A, B et C.

a, a, ay. ..
b)D(_g, 2 3)dou.
~Af(da . a a .

D (?,3,3)etDA—aﬁ.

De méme, DB = DC =a./2 : ABCD est régulier.
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¢) (OH) est contenue dans les plans médiateurs de
[AB], [BC] et [CA]: Qe (OH).

Comme OQ est colinéaire 3 OH, les coordonnées de
Qsont de la forme (x; x ; x).

IEERS 1.b) OG = | (2 0A + 30B): G(2: 3: 0).

-3\

2.2) (MO +2MA +3MB) - MC=0=MG-MC=0
< M appartient a la sphere de diametre [CG].

b)MG-MC=0&x(x-2)+y(y-3)+2(z-4)=0
Sx2-2c+y?-3y+72-4z=0

3\? 2 29

_1)2 & sa E%

& (x-1) +(y 2] +(z-2) 7

3. Notons € I'intersection de S et du plan d’équation
x=10

29

{x—l}2+[}f—%)- (2 2}1 T

xr=0

M(x:y:2)e ¢ &

EERi1.b-2.a-3.¢c-4.a:b-

ECELF-2V-3V-4V-5V.
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2
QA2=QD? & (a-12) + 22 = 3(-‘,-; —x) _—

a.a. a
Doncﬂ(ﬁ 2 ﬁ)

:.'_i'
&

‘¢ est le cercle de centre .Q({J: ; : 2), de rayon ; dan:
le plan (yOz). '

4.MO’ + 2 MA? - 3 MB? = 24
& {MG + (_:':_0)- + Z{Wi + G_ﬁ{)z

& MG - (GO + ZGA ?GB) =0.
Or. le vecteur GO + 2GA - 3GB a pour coordonnées
(12;-18;0),donc:

MO? + 2MA?-3MB? =24 & MG - u =0,
avec u = 2i - 3j. L'ensemble % est donc le plan passan|
par le point G et de vecteur normal u.

&M 1. Cours.
2 [x+y+z+1 _|x-y-z-3|

BB
ouly+2z-3=0.

=2c+1=0




chapitre

15 | Droites et plans dans l'espace

o Activités (page 404)
o
L L)

ACTIVITE 1]

Exemple 1:

1. On résout le systeme formé de [2] et [3] :
x-2y=1-z [x=1+42y—-z
x+y=2+z |1+3y—-z=2+z7’

x:1+2y_z x:w
3
+

y:l+22 s 1

2z
3 y= 3

Par substitution dans [1] : 2(
olliz=—1 puisx=+ ety=—1
dou:z= 1,pu1sx—3ety— 3

2.(S) admet le triplet (3

4 1 ) .
—;~§;—1 pour unique

solution.

Travaux diriges (page41s)

i 1.a) G barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)
est aussi celui de (A, 1), (K, 3) (regle d’associa-
tivité).

Ainsi AG = %AIZ

b) Méme raisonnement pour les autres médianes :
G est situé aux trois quarts de chacune d’elles en
partant du sommet.

2.a) G barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)
est aussi celui de (1, 2), (J, 2) (régle d’associativité).
Ainsi G est le milieu de la bimédiane [1J].

b) Méme raisonnement pour les autres bimédia-
nes d’ou le résultat.

Exemple 2:

2.Doux=1y=-2,z=1.
S’il existe des solutions, alors seul le triplet (1;-2; 1)
peut en étre une.

3. Réciproquement, le triplet (1; — 2; 1) est bien
solution.
Ainsi (S) admet le triplet (1; — 2; 1) pour unique
solution.

Exemple 3:

1. Par la méthode de Gauss, (S) équivaut a :
x=-3y+2z=1 x=1
Sy-z=7 soit 4y =2
z=3 z=3

Ainsi (S) admet le triplet (1; 2; 3) pour unique
solution.

—

1.a) BP = Z BC équivaut a P est le barycentre de

N =

(B, ‘5‘) (c, éj ,donc de (B, 4), (C, 1).

De méme, Q est celui de (A, 1), (D, 3).

b) G est le barycentre de (P, 5), (Q, 4) (régle
d’associativité), donc G € (PQ).

2. De méme, R est le barycentre de (A, 1), (B, 4)
et Sceluide (C, 1), (D, 3), donc G est le barycentre
de (R, 5), (S, 4) ; ainsi G € (RS). Ainsi (PQ) et
(RS) sont sécantes en G.

3.1 est le milieu de [AC]; on note J le barycentre
de (B, 4), (D, 3); G est le barycentre de (1, 2), (J,7)
(nouvelle utilisation de la régle d’associativité).
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Ainsi J € (BD) et J € (1G); (IG) et (BD) sont
sécantes en J tel que BJ = % BD.

A .

0 E]

2. a) Lorsque m =0, Gy=0.
b) Lorsque m = 1, G, est le barycentre de (O, 1),
(A.1),(B, 1), (C,-2).
G,0+G,A+G;B- 2G,C=0,
douG,0+2G,I1-2G C—O,doncf)_{j; =221,
c) Pour tout réel m de [0 1];
G,,0 +mG, A + mG_B - 2;?:(3,,,(3 0,

d'ou G,,0 +2mG,1-2 mOmC =0,

soit OG,,, = 2mCI.

Ainsi OG,, =m OG,, m e [0: 1].

Le licu de G,,, est le segment [OG,].

Méthode 1

L Pour tout réel m de [0; 1]. d’aprés le théoréme
d’associativité, P, est le barycentre de (I, 2m),
(F,2m), (C,4-4m), donc P,, € (FIC).

2.Par une nouvelle application du théoréme
d’associativité, P,, est le barycentre de (J, 4m),
(C.4-4m)soitde (J, m), (C, 1 -m).
mP—'J+(1~m)P_C' 0.
d'oum(P,J-P,C)+P, C=0, donc CP,, -
3. Pour tout
réel m : |

de [0; 1], g ]
CP,, = mCJ F ¥y 7 E,”
donc le lieu | r’
de P, est le oA
segment ot
[C]]. Q';ﬁ':' ...................

mCJ =0,

0]

H
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Méthode 2
3 .1
L. P,, a pour coordonnées (Zm; gmim).

2. D'ol une représentation paramétrique du lieu
deP.:

Y, = gm me [0 1]

Z,=m
Ce lieu est le segment d'extrémités les points

31
C(000)etc(- 3 1]

3. On vérifie aisément que J = C' et on retrouve
que le lieu de P, est [CJ].

0 El

‘c2+ 2—1
Ill.a)r:{' y =
z=0

(immédiat).

b) M(x;y:z)e P, & VM- AV =0.

Ainsi Py, : (x—m)(m-a) + (y —n)(n-b) + z(-c) =0,
Or,m? + n? =1, donc
Py:(m-a)yx+(n-b)y-—cz—1+am+bn=0.

2.a)P:(1-a)x—by-cz-1+a=0;
Pyi—ax+(1-b)y-cz-1+b=0;
Pgi—ax—-(1+b)y-cz-1-b=0.

(1-a)x-by-cz=1-a
b) {—ax+(1-b)y-cz=1-b
—ax—(1+b)y-cz=1+b

équivaut a

D’ou les coordonnées de F.

m+a
m-a
o n+b S
3.FV etAV|n-5%
2 2
a +b -1 -
c

d’ou FV - AV =0, puisque m?2 + n? = 1: ainsi pour
tout point VdeI', Fe P,,.



E‘:' Corrigés des exercices

1. Caractérisations baryce

1 3
a)rzi. b=z
BEM)o-5p=2b)a=3p=-1.c)a=4p=-3.

Dessin 1:

A : barycentre de (B, 5), (C, - 3);
B : barycentre de (A, 2), (C, 3);
C: barycentre de (A, -2), (B, 5).
Dessin 2 :

A : barycentre de (B, 2), (C, 1);
B : barycentre de (A, 3), (C,-1);
C: barycentre de (A, 3), (B, -2).

¢)r=-1.

M) c-1 -1 byx-r,y—1.

6 3
BN c-0p=2y=-1. bja=1,p=1,y=-1
go=3p=2y=-4 doa=1,p=2,y=1
(6 1 Corrigé dans le manuel.
Ml 1. 1 décrit le segment A
[BC].

2.D’apres le théoreme
d’associativité, M est le
barycentre (A, 1), (I, 1)
donc le milieu de [AIT].

AN
NN

I'image de I dans ’homothétie & de centre A et de

AM = %ﬁ donc M est B

ra ort1
pport 5.

Le lieu du point M est I'image de [BC] par £ c’est-a-
dire le « segment des milieux » [JK].

Elo-1.5=2v=1
G est le barycentre de (A, 1), (B, 2), donc A = 2.

EM.-4b=1,c=1,d=2.

a) G : bary-
centre de (I, 3),
(D, 3) avec I cen-
tre de gravité de
ABC. Donc G est
le milieu de [ID].

b) G : barycentre de (J, - 2), (D, - 2), (B, 2) avec J
milieu de [AC]; G : barycentre de (K, -4), (B, 2) avec
K milieu de [JD]. Ainsi BG = 2BK. Donc G est le
symétrique de B par rapport a K.

G

¢) G : barycentre de (P, 3), (C, 3), (D, 6) avec P bary-
centre de (A, 1), (B, 2); G :barycentre de (Q, 6), (D, 6)
avec Q milieu de [PC]. Donc G est le milieu de [DQ)].

D

BEEM 1. AE = ¢ AD donc E est le barycentre de
(A,1-a), (D, a). De méme, F est le barycentre de
(B,1-a), (C, a).

2.a) Soit G le barycentre de (A, 1 - a), (B, 1 - a),
(C, a), (D, a). D’apres le théoreme d’associativité, G
est le barycentre de (E, 1), (F, 1).

Donc G = H, milieu de [EF].

b) Mais H est aussi barycentre de (I, 2 - 2a), (J, 2a),
donc I, J et H sont alignés.

a)

MB + MC + MD = 0;
M est l'isobarycentre
de B, C, D donc

M e (BCD).
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b) MB + MC + 2 MD = 0; M est le barycentre de
(B,1),(C, 1), (D, 2) donc M € (BCD).

D

x=-1
a)d:{y=t+21eR
=~
x=2
byd:{y=-2t+1,te R.
z=2t-1
x=4t-2
a) (AB):{y=2t+1,te R.
=1
x=4r-2
b) [AB]:{y=2t+1,te [0;1].
Z=1
x=4r-2
¢) [AB) :{y=2t+1,1€ [0;+ .
z=t
x=—4t+?2
d) [BA):{y==2r+3,t€ [0;+ .
z=-1+1

a) (E;) : demi-droite d’origine A(1; 0 ; - 2)
dirigée par u(2;3-1).

b) (E,) : segment [AB]avec A(1;0;-2) et B(3;3;-3).
¢) (E;) : segment [AB’] avec A(1;0;-2) et
B(-1;-3:-1).

Note : ce segment est Ie_symétrique de [AB] par rapport a A.
d) (Ey) : demi-droite d’origine A(1 ;0 ; - 2) dirigée
par le vecteur —u(-2;-3;1).

W1 u-2;-1;1),1(1; 1;-2).
2.Aed,(t=-1),Be d.
3. M(-4011; - 2005; 2004).
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Corrigé dans le manuel.

(x=1
a)d :Jy=t-3,te R.
z=9
x=-3t+1
b)d :{y=3t-3 ,teR.
2==-2t+9
x=t+1
¢d:qy=-t-3 ,teR.
=-3t+9

Oui:d:(A;Zt)avecit(2i1;—3) e}A(—l;O;l):
d' a pour vecteur directeur u' = — 3u et A € d.

(s:g),doncd=d’.

1. Les droites (AJ) et (CI) ont pour représenta-

tions paramétriques

pa=il xX=- 1s +1
2

(AJ): y:%t,lER;(CI): y=1 seR

=t =45

2. La résolution du sys-
téme conduita:s=1¢=2.
Ainsi (AJ) et (CI)

sont sécantes au point
K(0;1;2).

3. Dans le triangle EGH, e .

5 legr .= 1ox : 2
== == : J I
JI 5 EG soit J1 3 AC, L

Ainsi les points A, C, I, J
sont coplanaires et ACIJ ,
est un trapeze de bases A,L’ -------------- D
[AC] et [IJ], donc (AJ) et ’
(CI) sont sécantes en un
point K.

Remarque : (AJ) et (Cl) sont contenues respectivement dans
les plans (AEH) et (CGH) sécants suivant la droite (DH) donc
K appartient aussi a (DH). Considérons I'homothétie h de
centre | et de rapport - 1 telle que G — H. La droite (GC) a
pour image sa paralléle passant par H c’est-a-dire (DH) ; ainsi
l'image de Ce_s:c a I’i@rsection de (CI) et (DH), c’est donc K.
D’ol HK = - GC =-HD ; ainsi H est le milieu de [DK].

Bl - (A u) avec u(2; - 4; 3)
et A(-1;1;2).

d' a pour vecteur directeur s’ =— L uetAed (1=-3),
, 6
doncd=d'.



x=—t+1
L(K):<y== te R.
=t
X=- %s +1
(ED): |y=s .5 R.
z2=—-s5+1
_tplen %s ‘1
1 , .
2 5= n’a pas de solution.
t=-s+1
Donc (IK) et (FJ) ne sont pas sécantes. Or IK(-1;0;1)
et FJ (—%; 1; —I) ne sont pas colinéaires, donc (IK) et

(EJ) ne sont pas paralleles. Donc I, J, K, L sont non
coplanaires.

D: doncT = LFH

3. Dans le triangle BCD, IJ = 5

Ainsi H e (IIF) et K ¢ (IJF).

DI —

3. et 4. Intersections de plans e
et de droites

a) ﬁi(l ;1:0) et }72(1 ;0; 1) ne sont pas colinéaires
donc P, et P, sont sécants.

x=-t+1
d:sy=t+1 ,teR.

=t
d;SA; ﬁ) avec A_(}; 1;0) et ﬁ(— 1:1z1)
b) n,(— 1;1; 1) et ny(2; - 1; 2) ne sont pas colinéaires,
donc P, et %, sont sécants.

x=-3t+4
d:<y=-4r+7,te R.

=t
d=(A;u)avec A(4;7;0) et u(-3;-4;1).
B

_ 5

X—2[+§
d:q _1 ,te R

¥=3

=

2.a) d et d' ont méme vecteur directeur 12(2; 0;1).
b) A(-1:2;1)e dmais A ¢ d’, donc d est strictement
parallele ad'.

(25 ] Corrigé dans le manuel.

A Intersection

e de P etde (0:i): 1(2;0;0);
edePetde (O;j:) : J(0; 3; 0);

e de P etde (O; k) : K(0;0;-6).

Xl 2) AB(2;0;-4),n(1;1;1) dodt AB - n =-2.
Puisque AB-n#0,d et P sont sécants en 1.

= =3
x—zt-l t—2
i & {x=2 Donc I(2;2;-3).
z=—-4t+3
y=2
x+y+z=1 =3
- 1.1, 1Y o2 2 1
b) u(1;—2;0), (2 3 a)douu A=t
Puisque u - n %0, d et P sont sécants en I.
x=t+2 t=-2
y=-2t-1 x=0
= . Donc I(0; 3; 0).
z=0 y=3
3x+2y-2=6 z=0
BN a) n(1:-1;2), u(2;:1;-3);u-n=-5.
d et P sont sécants en I(~1; 05 1).
b)n(2;3:-1),u(1;2:8);u-n=0.

d et P sont paralleles.
OrA(l;1;-3)edetAg P, doncdnP=0.

1. a) d: droite passant par A(-1;0; 1) et diri-
gée par u(4;2; 3);

% : plan d’équation x + y — 2z = 1 de vecteur normal
n(1:1;-2).

b) u-n=0.De plus, A€ det A ¢ P, doncd est stric-
tement parallele a P.

L’ensemble des solutions du systéme est ¥ = @.

2. Par substitution des trois premieres équations daas
la quatrieme, 0t — 3 = 1, donc (S) n’a pas de solution.

a) Un seul point commun : I1(2; 1; - 1).
b) Un seul point commun : J(- 8; 13; 22).

7
xX= —gt
a) Une droite commune d: |y = % ,te R.
=1
X = —gt +1
1
b) Une droite commune d: |y = 3 ,te R.
=t

EEa)? " P,nP,=0. b)P nP,nP=0.
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* Systeme (S) : @, et Py sont strictement
paralléles: P, est sécant & P, et P5.

L’ensemble des solutions de (S) est f = O.

- f
1. 715(3:2: - 4) et ny(3: - 5: 13) ne sont pas coli-
néaires, donc 2, et 5 sont sécants suivant d.

2
.l'=—.?f+1
d: _\'=gf J€ R.
=t

d = (A:u)avec A(1:0;0) et u(-2:17:7).
2. Pour tout point M de d,

2x-y+3z= —;r+2—!—;:+31=2,
doncM e P:ainsid g P,.

3. L'ensemble des solutions de (S) est constitué des

7 7
Il est représenté par la droite d commune aux trois
plans.

; 2 17
triplets [ -Zr+1; —1; 1| avecr€ R.

l.ni(l -1 :—2}.::&(2;3: 1).:1;(3:2:—1)_

Ces vecteurs normaux pris deux a deux ne sont pas
colinéaires donc |, %, et #; sont sécants deux a deux.
2. Intersection de P, et P, '

x=1+1

d:qy=—t+1,1€ R.d= (A :u)avec A(l:1:0)et
2=t

w(l:-1:1).

3.u.ny=0.Deplus, Ae det A g Pydonc d est stric-
tement parallele a ;.
Ensemble des solutions du systéeme : f = @.

1.a)n(2:-1:0)etn’'(3:1;-1) ne sont pas coli-
néaires donc P et P’ sont sécants suivant une droite |
A.

2x-y+5=0
3x+y-2z=0 !

b)M(x:;yv:z)e f_\.a{

t
‘:=} -
2.a) Vrai ! A a pour vecteur directeur u(1;2:5) et 2
pour vecteur normal v(5;-5: 1) d’oti« . v = 0. Ainsi
All2.

b) Faux ! A’ a pour vecteur directeur u'(-3;1:2). ‘
u et v ne sont pas colinéaires donc A et A’ ne sont pas
paralleles. |

r=a ‘

I
N

douA:{y=2a+5,ae R.

X+
+

N

z=50+5 I
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o=-3p
En outre, le systeme {20+ 5=1+p
Sa+5=2+2p

n’a pas de solution donc A et A’ sont non coplanaires.

Xl 1a) 7, :y+2+3=0.? :x+y+4=0.0r
ny(0:1 ;1) etn(1:1:0)ne sont pas colin¢aires donc
P, et Pj, sont sécants suivant une droite A.

y+z+3=0 z=-y-3
byM(x:y:2)e A& {7
x+y+4=0 x=-y-4
x=—1-4
douA:{y=t Jge R
z=-1-3

c)AeA(t=—-4)etBe (r=-5).
d)Ae P, et Be P, donc (AB) = A est contenue
dans 2,

| 2.9, :x+2y+2+7=0,

(e~ 1]

Ppimx+y+(1-m)z+m+3=0. ni{l t2: et

" —

n, (m;1;1—m)sonttels que n, - n,, =3.

il =—

Ainsi pour tout m, n, - n,, #0 donc il n‘existe aucun

Pl —

plan &, orthogonal & 9"1 :

-

1 _

Pour m; # 3 P, L Py, @ ny, -0y, =0
& mmy + 1+ (1=m)(1 —m;) =0soit

. m, -2

< m, il 'Pm: = ms = m :

1. Un vecteur directeur de A est u(1:3 ;- 1).
2 a pour vecteur normal « et P passe par A d'ou P :

Cx+3y-z+4=0.
x=2-A
yv=2-3A
2.H(x;y;z)esttelque {°
: z=1+A
x+3v-z+4=0
A=1
donc{" - Ainsi H(1:~1:2) d'o AH =16,

y=-

=2

ra

| Note : AH représente la distance du point A a la droite A de

I'espace.



Apprendre a chercher (page 422)

Prouver un alignement
Les outils :
o Colinéarité de vecteurs.
o Propriétés de I'isobarycentre.
o GBométrie analytique.
Les objectifs :
o Prouver un alignement.
o Calculer un coefficient de colinéarité.

1.a) D’apres la regle du paralleleplpede

AG =AB + AD + AE. [1]
b) I'est le centre de gravité de BDE donc pour tout
point M, MB + MD + ME 3V MLI.
D’oi, lorsque M = A, AB + AD +AE=3Al[2]
¢) D'aprés [1] et [2]. AG = 3 Al d’ou Ialignement
de A, Getl
2.2) AG(1:1;1) est un vecteur directeur de la droite
(AG) d’otr

x=t
(AG):y=t,te R.
=l
1 1 1
b) 1(3 3 3) 1
¢)Ainsil e (AG)ett= 3
XM Trouver un point de concours

Les outils :

o Relations vectorielles et barycentres.

o Barycentre de deux points et alignement.
 Regle d'associativité.

Les objectifs :

« Etablir des relations barycentriques.

« Prouver le concours de trois droites.

1.a) AP = x AB donc le point P est le barycentre de
(A, 1-x), (B, x).

b) De méme, Q est le barycentre de (A, 1 —x), (D, x);
Rceluide (C, 1 -x), (D, x); S celuide (B, x), (C, 1 -x).
2. a) Soit G le barycentre de (A, 1 —x), (B, x), (C, 1 -x),
(D, x).

L’existence est assurée car la somme des coefficients
est 2, donc non nulle.

b) D’apres le théoreme d’associativité, G est le bary-
centre de (P, 1), (R, 1) mais aussi de (Q, 1), (S, 1) et
de (I, 2 -2x), (J, 2x). Ainsi (PR), (QS) et (1J) concou-
renten G.

IZSH Trouver I'intersection de trois plans
Les outils :
o Appartenance d’un point a un plan d'équation donnée.
o Intersection de plans.
o Systéme linéaire.
Les objectifs :
« Définir I'intersection de trois plans.
« Résoudre un systeme linéaire.

1. Solution 1
a) A, C, G, E appartiennenta %P, : x -y = 0.
b) A, B, G, H appartiennenta ®,:y -z =0
A, F, G, D appartiennent a P53 :x -z =0.
¢) Py NP, NPy contient A et G, d’olr:
2. Solution 2

x—y=0
a)iy-z=0= x=y=z2.

x-z=0
b) Ainsi | NP, N P, =d, ol d est la droite définie
par:

d=(A;u)avecu(1;1;1).
Trouver un lieu dans I'espace

~ Les outils :
« Relations vectorielles.
o Décomposition d'un vecteur sur une base.
o Caractérisation du milieu d'un segment.
Les objectifs :
o Etudier un lieu dans I'espace.
o Caractériser analytiquement I'intérieur d’un parallélogramme.

1 a)Lorsque M=AetM =C, I=E;
M=Bet M'=C, I=F;
M=AetM' =D, I=G;
M=Bet M'=D, I=H.

Donc E, F, G, H sont des points de &£.

b) Dans les triangles ABC et ABD, EF = % AB et

GH = % AB donc EF = GH.

Ainsi EFHG est un parallélogramme.
2. a) I est le milieu de [MM'] donc 2EI = EM + EM’.
Or EM + EM’ = EA+AM+EC+CM’
=AM + CM’
donc 2EI = EM + EM’ = AM + CM' [1].
b) M e [AB] et M’ € [CD] donc il existe des réels x et
y dans [0 ; 1] tels que AM = xAB et CM’ = yCD.
¢) Dapres [1], 2EI = xAB + yCD

d’ou EI = x(%ﬁ) + y@mCﬁ) soit EI = xEF + yEG

avec0=s=x=sletO=sy=<1.
Ainsi & est contenu dans l'intérieur du parallélo-
gramme EFHG. ;
3.2) ET = aEF + bEG (a e [0;1], b e [0: 1] s’écrit
b ,,,,,,,,,

ﬁ—iAB+2CDdouZE] aAB + bCD.
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b) Notons M le point de [AB] tel que AM = aAB et
M’ celui de [CD] tel que CM’' = bCD. Alors

______

2ET = AM + CM".

¢) On en déduit que :

2EJ=AE+EJ+JM +CE + EJ + M’

page 20

I est le barycentre de (A, 3),(B, 1),(C, 1),(D, 1).
K est le barycentre de (A, 3), (B, -2), (C,-2), (D, -2).

L. a) Par utilisation du théoréme d’associati-
vité, G est le barycentre de (I, 4). (J, 2), donc G, 1. J
sont alignés.

b) Or K est le barycentre de (A, 2), (B, 1). et L celui
de (C, 1), (D, 2), donc G est aussi le barycentre de
(K, 3), (L, 3). Ainsi G, K, L sont alignés.

Note : G est le milieu de [KL].

2. Les droites (1J) et (KL) sont sécantes, donc I, J, K,
L sont coplanaires. '

1 1 1.1 1
45 = =1 =
E=X a)M( +4 1+4 f+4] J[Z 4’ 4)'
.l‘zif
h)(AJ):-:y:%I,.rE R.
ot
Z 4f

+4°
2. J est le barycentre de (B, 2), (C, 1), (D, 1) ; d’aprés
le théoréeme d’associativité, M est le barycentre de

(A.1).(J,4). d'oi M e (AJ) avec AM = r%

c)Me (AJ) avecA = ;4

Al.
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soit JM + IM’ = 0.

Donc J est le milieu de [MM’].

Ainsi l'intérieur du parallélogramme EFGH est
contenu dans £.

Finalement, le lieu & cherché est I'intérieur du paral-
Iélogramme EFHG (frontiéres comprises).

IEIEA® 1. a) ABPC est un parallélogramme, donc :
AP =AB +AC,

d’ou P est le barycentre de (A, - 1), (B, 1), (C, 1).

b) De méme, Q est le barycentre de (A, - 1), (B, 1),

(D,1)et Rceluide (A.-1),(C, 1),(D,1).

2. Soit I le barycentre de (A,-1),(B, 1),(C, 1), (D, 1);

d’aprés le théoréme d’associativité, I est le barycentre

de (P, 1), (D, 1), mais aussi de (Q, 1), (C, 1) et de

(R, 1), (B, 1).

Ainsi les droites (DP), (CQ) et (BR) concourent en |

et I est le milieu de [DP], [CQ] et [BR].

Remarque : || s agat de trois des diagonales du parallélépipéde
défini par AB AG AD

IEXA® 1.a) AB + AD + AE = AG (régle du parallé-

lépipéde).
AG-BD = AB -BD + AD - BD + AE - BD
=—1+1+0=0.
b) AG-BE=AB-BE + AD - BE + AE - BE
==14+0+1=0.

¢) AG L BD et AG L BE donc (AG) L (BDE).

2.AG = AB + AD + AE = 3Al, donc I € (AG); de
plus, I € (BDE), donc I est le point d'intersection de
(AG) et (BDE). De plus, I est le point de [AG] tel

que Al =

= AG.
3
3.a)(BDE):x+y+z=1.

Note : Utiliser le résultat de I'exercice 66 ou du chapitre 14
p. 385.



b) ﬁ(l ; 1; 1), vecteur normal a (BDE), est un vecteur
directeur de A, d’our :

x=t
Ajy=t+1.te R

z=t+1
1
=73
xX=t 1
y=t+1 73 122
c = ])oncl( = = —).
‘ z=t+1 2 3733
Y>3
x+y+z=1
7=2
3

d) La distance de H au plan (BDE) est :

S SRR NEES S

Note : Cette distance peut étre obtenue & partir de I'équation
[Xu + Y + 2y - 1] 1

de (BDE) (voir chapitre 14), d(H; (BDE)) =

Corrigé dans le manuel.

EER . = MA + 2(MA + AB) - 3(MA + AC)

=2AB - 3AC (indépendant de M);
v = 2MI, avec I milieu de [DE].
1.M e A & u colinéaire 2 v & IM colinéaire 2 u.
Donc A est la droite passant par I et dirigée par le
vecteur 2AB - 3AC.

2MeT e vl =lul e IM = %uin.

Donc I est la sphére de centre I, et de rayon :

r= %!IZA_B - 3ACI.

IE[l® 1. G, estle barycentre de (A, 2), (B, 1),(C,-1):
1

2G,A + G;B-G,C=0,donc AG, =- E'PI?).
G_, est le barycentre de (A, 2), (B,-1), (C, 1):
1

2G,A-G B+G C=0,donc AG ;| = 5 BC.
2. a) Pour tout réel k de [ 1; 1],
(k2 + 1)GkA + k GkB - kaC = O,
—k

dou AG; = — BC.
k"+1
b) Pour tout x € [-1; 1], f(x)—— :
2 4 P
, X -
f=2=1.
(x"+1)

x -1 1

flx)| 0 - 0
1

f 2\ 1

L)

¢) Lorsque k décrit [- 1; 1], le coefficient — 5
' k™ +1

décrit Pintervalle [—%; %} image de [~ 1; 1] par f.

Ainsi 'ensemble des points G, est le segment [G;G_,]

de la droite parallele a (BC) passant par A.
3.Me €= I2MGII=12MG_ll & MG, =MG ;.
¢ est le plan medlateur de [G1 4l
4. Pour tout point M, 2 MA - MB -MC =
=2 1A ot I est le milieu de de [BC].
Me ¥ = 12 MGl = 112 IAll & GM=IA.
% est la sphere de centre G, et de rayon R = [A.
5.a) G(0;0;0) donc G; = O; G_(0; 0; 4).
€, plan médiateur de [G;G_,], a pour équation z =2;
%, sphere de centre O = G, etde rayon R = IA = J6,
a pour équation x2 + y2 + z2 =6,

z=2 z=2
Le systeme { s 9 o équivaut a { s 9
X +y +2°=6 xXT+y =2
Donc € et F sont sécants suivant le cercle I' :
x2 + y2 = 2 situé dans le plan €.
b) Rayonde T:r=./2.

~-AB-AC

| 51 W G, est le barycentre de (I, 2), (C, - 1),
(D, 1),do02 G;I-G,C + G,D =0,

donc fGT = %

CD.
b) G, est le barycentre de (I, 2), (D, 2), donc G, est le

milieu de [ID] etﬁgz % ID.
0 Gyl =T -1G, = 5 (IC+1D) - ; D=} IC;
G,G,=1G,-1G,= 5 CD-3 ID= 5 CL

Ainsi G,J = - G,G, donc G, est le milieu de [JG;].

2.a) € = R*,
b) Pour tout point P,
2m PG, =PA +PB + (m-2) PC+mPD.
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; — m-2 m =
SiP=LmIG,, = 3 + EID:
ainsiﬂ“m_2 eth="0

2 .9

Donc G, € & ou & est le plan (ICD).

¢) Pour toutm #0,m JG,, =m Ji + m 1G,,;

or J est le milieu de [CD] donc 1J = 1 (j'('j‘+ ID):

ainsim]_G:;———(lC D)+ IC+21D=CI

2 2
(vecteur constam)
1

d) Pour tout m #0,JG,, = =

CL
Lorsque m décrit € = R*, % décrit R*, donc F est la

droite passant par J et dirigée par CI, privée de J.

Note : D'aprés 1. ), ¥ n'est autre que la droite (JG,), privée
de J.

b) O(0: 0: 0) et G(

v+ z =0, donc ils appartiennent a ; N P,.

3y 3) sont telsquex + y=0et

¢) O et G sont tels que x — z = 0, donc ils appartien-
nent a 5. Ainsi P, NP, NP3 = (0G).
x+y=0
=2z
2.(S)qy+z=0 c&{
y=-z
x-z=0
L’ensemble des solutions est constitué de tous les

triplets (t;— ;) avect € R.
L'intersection de P, P,, P; est donc la droite A :

x=1
y=-t,te R
z=1

Oe AetGe A doncA=(0G).
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(53] Corrigé dans le manuel.

ol )

(ABC): x +y +z =1 (voir l'exercice 66).
n(1;1:1)est un vecteur normal a (ABC).

Or OG = % n, donc (OG) L (ABC).
2.a) (A'B'C’) a pour équation % +
3x + 3y + 2z = 6 (voir 'exercice 66).
b) AC(-1;0; 1) d’ot une représentation paramétrique
x=—k+1
y=U

-
EY

+ = =1, so0it:
3

b =

de la droite (AC) : ke R

c)n'(3;3 1 2) vecteur normal a (A'B'C’); AC:n'
Puisque AC-n"#0, (AC) et (A'B'C’ )sonlsécanlq en
un point K; K(4;0;-3).

0

-t+1,te R

[

(BC) et (A'B'C’) sont sécants en L(0; 4; - 3).

b) AB(—I 1;0), A’ B'(-2 2:0), KL(-4; 4; 0) sont
colinéaires, d'ou le parallélisme des droites (AB),
(A'B") et (KL).

¢)Ke (ABC)n(A'B'C'); L e (ABC)n (A'B'C’),
donc les plans distincts (ABC) et (A'B'C’) sont
s¢cants suivant la droite (KL).

x
3.a) De méme: (BC): 1y

2]
[}

EEM® 1. AB(-1:-2:1) et AC(0; 3;5) sont non
colin€aires donc A, B, C ne sont pas alignés.
2.a)Me (DH)@DMJ.AB et DM L AC

<DM:-AB=DM-AC=0.

b) Ainsi M(x;y;z)e (DH)m{ B rlle=p
3y+5z-7=0
13y =62 - 5x
{13z=~it)+3x'

D’oti une représentation paramétrique de (DH) :
x=2X
13y=62-5A 3¢ R
13z=-19+3A
3.a) DetE(2;4;-1)sontsur (DH). On peut choisir
n=DEd'oun(13;-5;3). .
b) (ABC) est le plan de vecteur normal n passant par
B(0;0:1)dou (ABC):13x-5y+3z-3=0.
H projeté orthogonal de D sur (ABC) est tel que

=% rA=2

1'%y=62-‘il L |x=2
ou .

13z=-19+3A y=4

13x-5y+3z-3=0 z=-1

Ainsi H(2:4:-1).

: Note : H n'est autre que le point E utilisé en 3.a).



EA® 1. AB(2:-6:;0)et AC(~1;-5;-2) sont non
colinéaires donc A, B, C ne sont pas alignés.
2.S0it A la perpendiculaire au plan (ABC) passant

parD. AlorsMe A< DM - AB=DM-AC=0.
M(riy:2)e A@{Zx—6y+12=0
-x-5y-2z+12=0

X
=%42
Y=

z:-§x+1

D’ol une représentation paramétrique de A :
x=t

1
y-§t+2 Jte R.
z:—gt+1

Le plan (ABC) admet pour vecteur normal un vecteur
directeur de A, par exemple n(3 ;1 ;—4) (ABC) est le
plan de vecteur normal n passant par C(1;—1;1) d’ot
(ABC):3x+y-4z+2=0.

D’ projeté orthogonal de D sur (ABC) est tel que

x=t
1 [:O
y=§l‘+2 x=0 o
d’ou .Ainsi D’(0;2; 1).
4 y=2
z=—xt+1
3 |
3x+y-4z+2=0

57 AEWPY r?l(l ;—2:;3)et n}(l ;1 ;1) ne sont pas
colinéaires donc P, et &, sont sécants.
x-2y+3z-5=0

b)M(x;y;2)e A=
x+y+z+1=0

x"l—s—z

x-2y=-3z+5 B 3
=642z 2
y=—6+2z2 y:_2+?z

D’oul une représentation paramétrique de A :
x=1-5¢
y=-2+2t,te R
7=3t

2. A admet pour vecteur directeur n(-5 32;3).

Ainsi R est le plan de vecteur normal n passant par
A(2;5;-2)doncR :—5x+2y+3z+6=0.

EEN® AB(1 ;-1 ;1) est un vecteur directeur de
(AB)etn,, (m;1;m)un vecteur normal a ®,,,.

a)(AB)//®, = AB-n =0 m= %
b) (AB) L ?,, < AB et n,, colinéaires « il existe
he R* tel que n,, = AAB & il existe A € R* tel que

m=»A
1=A"

Ainsi (AB) L %, dans le seul cas ot m = —1.
¢) @, contient (AB) peut se traduire par : (AB) / ?,,
etBe @,

.. . 3 1
La 1™ condition est assurée dans le seul cas oum = 3 ;

or B¢ P, donciln’y a pas de solution.
2

SIEM® Cherchons une représentation paramétrique

ded.
x-y+z-3=0 {—Y"'ZZ“XWL-?’
=
2x+2=0 z=-2x
x=t
y=-x-3
4:){ dousy=-t-3,te R.
z=-2x
z=-2t

u(1:—1;-2) est un vecteur directeur de d et n(1;1;-1)
un vecteur normal a %R.

u et n ne sont pas colinéaires donc d coupe .

Leur point d’intersection I est tel que

3

r=2

x=t 2
3

=—1t-3 xX=z

4 soit 2 .Ainsil(g ;—9 g —3).

x+y-z=0 Yy=-5
z=-3

GRS 1. a) A a pour vecteur directeur AB(2;3;2)

x=2t+8
douA:<y=3t ,teR
z=2t+8

b) 9 a pour vecteur directeur LZ(B 325-2). et AB ne
sont pas colinéaires donc % et A ne sont pas paralleles.
Leur intersection est définie par le systeme :

20+ 8=-5+3s
3t=1+2s
2t+8=-2s

donc @ et A sont non coplanaires.

. Ce systeme n’a pas de solution

2. a) Le vecteur ﬁ(Z ;—2;1) esttel que { R

Donc 7 est normal a .

En outre % passe par A(8;0;8) d’ou P :
2x-2y+2z-24=0.

b) Pour tout point M(=5+3s; 1 +2s;-2s)de 9, la
distance de M au plan & est

|2(=5+35)—2(1+2s) - 25 — 24| _ 1

A/22+22+1

(valeur indépendante de M).

d(M, 3) =
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¢) n(2:-2:1)etk(0:0; 1) sont des vecteurs normaux
aux plans & et (xOy).

[ls sont non colinéaires donc & et (xOy) sont sécants
suivant une droite d définie par :

z=0 L lz=
soit ;

{2.\:‘#2}1+Z-24=0 {y=.r+12
Dol une représentation paramétrique de d :

x=t

y=i- 12,re R.

=)
3. Le centre €2 de f est un point de la perpendiculaire
A" a %, passant par C, tel que CQ = 6.
n(2:-2:1)est un vecteur directeur de A’ d'ou A" :

x=2r+10

y==-2t+1,1e R.

z=t+6
Posons (x ; v ; z). La condition CQ = 6 équivaut a
(x=102 +(y-1)2 +(z-6)* =36 s0it 1> = 4.
D’oul deux points possibles obtenus pour 7 = - 2 et
1=2:Q(6:5;4)et Q,(14:-3:8).
P détermine deux demi-espaces €, :
x-2y+z-24<0et$é): 2x-2y+2z-24>0.
OrO e €, eton vérifie que Q, € €, alors que Q, € €,
donc le seul point qui convient est Q = Q,. Equation
de la sphere ¥ : (x - 6)% + (y - 5)% + (z - 4)* = 36.

x=-2t
GMe 2.« (BC): {y=2r+6,1¢e R
z=0
Intersection de (BC) et (OA) :
x=-2 t=-3
y=2t+6 x=6
z= = y=0
y=0 =
Donc (BC) et (OA) sont sécantes en E(6; 0; 0).
x=-2t+4
e (AB):{y=4¢ e R.
z=0
Intersection de (AB) et (OC):
x=-2t+4 =2
y=4t x=0
z=0 . y=8
x=0 z=0

Donc (AB) et (OC) sont sécantes en F(0; 8;0).
Note : (OA) = (Ox) est définie comme l'intersection de deux plans :
x=0

y=0 = :
{z=n.deméme.p0ur{00}-(0y}. {z:ﬂ'
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3.a) (SEF):’%;+§+§1 =1,s0itdx +3y+6z-24=0

(voir l'exercice 66).

b) A'(1;0; 3).

¢) ? a méme vecteur normal que (SEF), donc a une
équation du type 4x + 3y + 62 + d = 0;

orA'e Pdoud=-22;

ainsi® :4x + 3y + 6z -22=0.

4. a) Intersection de % et (SO) :

4x+3y+6z-2=0 |*=0
x=0 y=0

11
y—U Z—?

donc O'((}; 0: l—zl)

x=0
y=0
b) Intersection de (SC) et P :

Nole:(SO]:{Qz}:{

[

(SRS

x=0

y=61+6

z=-4t
4x+3y+62-22=0

-
1]

=
I

S
]

Wi oo

donc C'(U: 2; {-:]

¢) Intersection de (SB) et 2 :
1

x=21 f=§

yv=41
z=—-4r+4
4x+3y+6z-22=0

I

= ;donc B'(1; 2; 2).

=1
y=2
=2

TAr| 4. ._g CB'l1: -_2
S.OA(LO. 3j tCB[l.O. 3].

donc O’A'B'C’ est un parallélogramme.

ICEES 1..,(1:1:0) etus(1;-1:0)dobut; -ty =0
donc A L A,.



u, L ket u, L k donc A et A, sont contenues dans
deux plans perpendiculaires a I'axe (O ; k) : ces deux
plans sont strictement paralleles donc Ay N A, = ¢.

x=t xX=5 ;
2A;:qy=t , te R;A:qy=-s,5€ R.
z=1 z=-1
3.a) Le projeté orthogonal H de M sur A, est défini
par{HE A
MH - u1:0
el
Yu=1

d’ou le systeme
ig= 1

Xgy—-X+yg—-y=0

X+y
=212
2
soit xX+y.
tzsz———zy
ZH=1

MH? = (x%—x)2+()—c¥—y)2+ (1-2z)?
= 2 G-y + (-2

Na

Le projeté orthogonal K de M sur A, est défini par

Ke A,
MK - 1, =0

2 =
MI@:[%X_)C) +(y_2x

:%(x+y)2+(l+z)2.

xX—-y y—x

d'ouxg = 5 VK= T,ZK=—1.

~y)2 +(=1-2z)

b)Me (E) & MH? = MK? &
SR+ (L-2P= 5 (4 P+ (142

douMe (E) @ xy+2z=0][1].
4. a) Les plans orthogonaux a (AB) sont du type P, :
xy+2z=0

z=k.(E) NP, est défini par { f
Z =

xy==-2k

*Sik#0, { . L’intersection est donc I’hyper-

2=k
bole d’équation xy = — 2k contenue dans P,.

. xy=0 - [x=0o0uy=0
e Sik=0, soit . Ainsi 'inter-

z=0 z=0

section de (E) avec P est la réunion des axes (Oy) et
(Ox).
b) Les plans orthogonaux a (O ; i) sont du type
xy+2z=0

2, :x=k. (E) N2, est défini par {
X=
Kk

x=k

soit

. . . . . k
L’intersection est donc la droite d’équation z = — 5
contenue dans 2,.

Les plans orthogonaux a (O :j) sont du type . y=k
L’intersection de %, avec (E) est la droite d’équation

z=- %cx contenue dans le plan R,

Résolutions de systtmes

IEEH Par hypothese - {2” +3c+4p=730
3b+2c+5p=8,40

Par combinaison lin€aire 3L — 215 : 3¢ + 2p = 5,10.

a-b+c=10 a=4
4a+2b+c=7 dou{p=_5.
9a+3b+c=22 c=1

Ainsi P(x) = 4x2 - 5x + 1.

1. Pour tout réel x, x2 = o(x + 1)2 + B(x + 1) +y
=+ QRoa+Px+o+p+1y.
Par identification des coefficients

oa=1 a=1
20+B=0 SOit<B=-2
oa+B+y=0 y=1

2. P(x) = x2(x + 1)2006,

Ordapres Lx?=(x +1)2-2(x+ 1) +1

donc P(x) = (x + 1)2008 _2(x + 1)2907 4 (x '+ 1)2006,
D’oul une primitive sur R définie par :

__ 1 07
P(x)= 5505 e+ 12000 1004 (c+ 12008 4 2007 (x+1)

K=A® (ABC) est une équation du type
ox+ By +yz+3=0(avec(a;B;y)#(0:0;0)).
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Les points A, B, C appartiennent & ce plan d’ou le
oa+06=0

Bb+d=0.

Yc+0=0

0

systeme :

Amswz-—— B=- y——§ de R* (carO¢ (ABQ)).

Lorsque & = — 1, on obtient une équation du plan

(ABC)souslaforme:"—C+Z+§:1.
a b ¢

® Corrigé dans le manuel.

KR 1. 2, plan médiateur de [AB] passe par
1(3 01 —%) milieu de {AB] et admet AB(-2;2; 5)

pour vecteur normal donc P : —2x + 2y + 5z + 1—; =0
soit P, 1 dx -4y - 10z -13 =0.
4x-4y-10z=13
2.a) Le systéme {2x - 10y -6z=7
3x-3y+2x=35

admet un uni-

2
b) E ¢ P, donc EA = EB ; de méme EB = EC et
EC=ED.
Ainsi EA =EB =EC=ED donc A, B, C, D sont sur

Jal

une sphere de centre E et de rayon r = T .

que triplet solution d’oit E [2 ;0 —1)

| 69 H X, y, z désignent respectivement le nombre de
piecesde 1 €,0,50 € et020€ (xe N,ye N,ze N).

x—é -9

x+y+z=49 |*T58
0.5y +022=20 8
r+Uoy w2 = y=58—§Z

Or x, y, z ne peuvent prendre que des valeurs enticres
positives, d’oll ies conditions :
145
L=sz=s"
z multiple de 5

Il existe cing valeurs possibles du parametre z :
15, 20, 25, 30, 35.
On vérifie que les triplets associés sont bien solutions,
d’ol1 cing combinaisons possibles :
(0;34;15), (3; 26, 20), (6; 18;25), (9;10; 30), (125 2; 35).

Considérons le rePere orthonormal (031

tel que OA = ai,OB =qj,0C = ak.

a a a ’az a2 a2 aﬁ
AlorSG(3 3 3)dOUOG— —9— -§-+§:-—3—-
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Remarque : D'autres solutions par étude de configuration sont
bien sir possibles.

A

Prouvons d’abord l'orthogonalité de (OG) et (ABC).
OG- AB =1 (OA + OB + 0C) - (OB -0A)

= %—(—az+a2) =0 et de méme OG- AC =0
d’od (OG) L (ABC).

¢ Exploitons ensuite le calcul du volume du tétracdre
OABC de deux fagons.

V = Laire(OBC) x OA et V = %—aire(ABC) x OG

3
y o yrs o 1ies _aire(OBC)
d’ou I'égalité OG = aire(ABC) x OA.
2
Or aire(OBC) = =
AN 423
_ __J :u A
aire(ABC) = aJZx(aA/2 > J 5
donc OG = gg.

G est le centre de gravité de BC'D
d’ott CB + CC’ + CD = 3CG.

A D’

[wy]
Q

B €

Or d’apres laregle du parallélépipede,
CB + CC' + CD = CA’ donc CA’ =3CG.

Ainsi les points C, A’ et G sont alignés et CG = % CA’

1
dou k= 3.
3
Remarque : Une solution analytique est possible.
Le choix du repére orthonormal (C ; CB, CD, CC")

est alors judicieux.

WZA° 1. Considérons le repere orthonormal
(A ;1,j, k) tel que AB = ai, AD = aj, AE = ak.




EESS: (x-12+(y-1)12+(z-1)et

P, x+y+z=mapour vecteur normal n(1;1:1).
Amm n = OI donc P, est tangent & ¥ aux puints
d’intersection de ¥ avec (OI).

D’ou le systéme :

x=I f=1i‘/—§
3
y=i
SoIt « X =1
Z=1
5 2 2 y=t
(x=1)"+(y-1)"+(z-1) =1 —

Ces plans sont tangents a Y. respectivement en

A[ ——?:I—éz ﬁ)

3
B[l +—J§ 1+ 'JT’T; 'ﬁ)
Ae P, équivautam =3 - J3etBe P, €quivaut a

=3+ ﬁ

IEZA°® 1. (AM) coupe (BC) en A’, barycentre de

(B, B). (C,y). D'apreés le théoreme d’associativité, M

est le barycentre de (A, a), (A", B+7y).dou:
aMA + (B +7) MA’ = 0.

Ainsi MA = LIMA et, en considérant les normes :
MA B+7
MA’ a.
4 MB _y+ao MC a+B
- - . = t =
2. De méme MB’ B e MC’ Y
DoncS=ﬁ+?+T+a+u+B
o B Y

<Gl )

38)_ﬂ1‘)‘t’+ 1 sur ]0; + e[: f(l)—

x |0 P 1 — +m|
f'lx) - 0 +
'."""’:—1 _ L.+
] E e—

b) Les résultats énoncés découlent immédiatement
du tableau de variations de f.

= %)+ AB)+ A2 ini
4.2)S= j(ﬂ)+!(':’]+}(?] . La valeur minimale de S
(si elle existe) est au moins 6 et cette valeur est atteinte

uniquement lorsque = %- Y~ 1, don le résultat.
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" 3.a) D(0: 1: 0), I(1; 0; 0), 1(2; 1;

3i.,/§.

Note : } est « au-dessus » de EPE lorsquem =3 - \:-3'. « gn des-
sous » de ?Pm lorsque m = 3 + 3.

Ainsi %, est tangent a ¥ si et seulement si m =

e ——

(O:i.].k) {el que OA = ai, OB = aj, OC = ak.

Dapres la question précédente, la spheére X est ins-
crite dans le tétraédre défini par les plans de base et
le plan 25, .

Les sommets sont O, D(3+ /3 :0:0). E(0:3+ ./3 ;0)
et F(0:0:3+ ./3).

Considérons I'homothétie de centre O qui trans-
forme D en A : elle transforme Een B,Fen Cetla
sphere ¥ inscrite dans ODEF en la sphére ¥ inscrite
dans OABC.

Le rapport (positif) d’homothétie est k = % soit
a .y
k= . Ainsi le centre Q de X' est tel que
3+.3
| OQ = kOL.

b) «S minimale» équivaut a «M centre de gravité de
ABC».

ECHS 1.0) ﬁj[z;n; %).i]‘(l: 1 %).d'ou
J17 3
Dy= Ll etly=3.

b) 1i-DJ = 1J x DJ x cos 1ID:

or,1J-DJ = 2 donc cos ﬁﬁ = i i ffﬁ =43 3°,
o AT

2. DI(1;-1:0). d’ot DI-1J = 0. Ainsi (DI) L (1J).

%]: (DIJ) a une

équation de type ax + by + cz +d =0,
ou (a: b:.c)#(0:0;0).

a+d=0

a=-—d
b4d=0 dod {b=-d, de R*
2a+b+%c+d=(} c=4d
Ainsi (DLJ) : x + y -4z -1 =0.
-4z,-1
by d(H: (DIDy) = Pt Y421 2:?.
JL+1+16 Bﬁ -

4.V == alre([}l}) x d(H; (D1J)).
Or, alre(DlJ) & i DIxI)= 3"'6 ,donc? = ;

5. a) *(HDI) a une équation du type
ox + By +yz+d=0,0u (c; B;y) #(0;0:0). ,



L]

o+ d=0 oa=-d
B+d=0 gouiP=-d,de R*
B+y+d=0 ¥=0

Ainsi (HDI) :x +y-1=0.
* n(1;1; 0), vecteur normal a (HDI), dirige d.

xX=t+2

Doud:{y=t+1,te R

1
2

xX=t+2 r=-1

y=i+1 x=1
b) R = y=0 .Amsﬂ(l;O;i).

L = i _ 1

x+y-1=0 ¥73
¢) Méthode 1 : calcul direct: W(—l —1; 0) donc
w=.2.
Meéthode 2 : utilisation d’une équation de (HDI);

Iy = w =./2.
J1+1 ﬁ

Méthode 3 : utilisation du volume V',

1 . , . 3V
V=z alre(HDI) xJJ" donc JJ' = aire(HDI)

or, aire(HDI) = “/' doncJJ' = /2.

[ 79 HR a) La section est un pentagone.

ElB®1.7(1 ;1 ; - 3) est un vecteur normal a &

donc un vecteur directeur de d. De plus d passe par

S(1;-2;0).

QI?(I&Q O),L—IQ?; 0,1~ 1), E(0;¢;0), F(0;2; 1 —1).
DH = EF et DH 1 DE donc DEFH est un rectangle.
Aire(DEFH) = (1 -£)t./2.

¢) G est a I'intersection de (SB) et % donc ses coor-
données sont telles que :

x=k

y=k t t
&o G( 1= -).
e=_ke1 TOUOF 23

xX+y=t
£.J2
Alre(FGH) = T .
d) Aire de la section : () = %2 (41 -38).

2. Sur J0; 1[, 4/(¢) = ‘ng (2 - 30).

t 0 2 1
3
A' () + 0 -
2
0 4

3.2 a pour vecteur normal n(1; 1; 0); k(0; 0;1) et
AC( 1;1; 0) sont non colinéaires et tels que n-k=0
etn- AC 0, donc 2 admet k = OS et AC pour vec-
teurs directeurs.

Le centre de gravité de OAC est IG é 0) ,l appar-

tientauplan P :x +y = % , d’ou le résultat.

Remarque : Une solution géométrique peut aussi étre envisa-

gée en utilisant 'homothétie de centre O et de rapport t = g .

a) et ¢) ne conviennent pas (vecteur directeur).
b) ne convient pas (S ¢ d).
Seule la réponse d) est exacte.

Chap. 15 @ Droites et plans dans I'espace ® 239



2. L’intersection de d et P est définie par le systeme :

14

=1

y=—1+1¢ 11
d’ou )

z=-3-3¢ 25
y=—1—i
xX+y-3z+4=0
-9
“ 1

Seule la réponse d) est exacte.
3. La distance du point S au plan 3 est

|xS+yS—3zS+4|_ 3

J12 412 43(1)° AT

Seule la réponse b) est exacte.
4.4(S ; P) < 3 (rayon

dS;P) =

o H r M
de 2) donc l'intersec- I_t
tionde Y et de P est un
cercle. —3:
\"1 1 3

Ce cercle a pour centre
le projeté orthogonal
H de S sur le plan P. S

r= [B=3 10
NI T

Seule la réponse b) est exacte.
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1. Vrai. I est le barycentre de (B ; 1), (C; 1) et
d’apres le théoréme d’associativité G est le barycen-
tre de (A;2), (I;2), (D;-3)donc G, A, I, D sont co-
planaires.

2.a) Vrai.n (1;2;-1)et 5(2;-1;1) ne sont pas coli-
néaires donc %, et P, sont sécants.

9

1
Jx+2y—z—1=0 Jx—-§z+5
=
26—y +z-4=0 { 32

Y=5473
9
=—t+=
x *+3
d’otid _3z_g ,te R.
z=>5¢
Ainsi #—1;3,5) est un vecteur directeur de d. De
plus A € P, et A € P, donc d passe par A.
X—=2y+z=5 x=1
b) Vrai, <2x +y+3z=7 & <y=-1.
2y+z=0 z2=2

coFaux. Aec PetAe d

Remarque :n(2;1;-1)etu(l ;-1 1) sont tels quen - 4 = 0
donc d // P. Or A est commun donc d — P.



chapitre

16 | Travaux dirigés de géométrie

o Travaux dirig@s (page43?)
°

Question 1
I et J ont pour images P et Q par (M, 2), donc:
PQ =21J.
B et A sont les images de I et J par A(C, 2), donc :
BA =2I1.

AMCQ et AMBR sont des parallélogrammes donc
CQ=MA =BR. Ondéduitquemzmzﬁﬁ
donc que AQPB est un parallélogramme et que
[AP] et [BQ] ont méme milieu L. Méme chose
pour [BQ] et [CR].
Question 2
a) GA + GB + GC = 0 (propriété du centre de
gmvite’)
HP+HQ+HR=0 (proprzeze du centre de gravité).
b)GL+LA+GL+LB+GL+LC 0
donc3LG =LA + LB + LC ,
et, de méme, 3LH = LP+ LO+LR.
3(LG +LH) = (LA +LP)+ (LB +LQ) + (LC+LR).
Or, L est le milieu de [AP], [BQ] et [CR], donc:
LG + LH =0 et L est le milieu de [GH].

Question 3
* G(3) est le barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1) et
H(3) celui de (P, 1), (Q, 1), (R, 1) d’ou le résultat.
* De méme, L(2) est le barycentre de (A,1), (P, 1)
ou (B, 1), (Q, 1) ou(C, 1), (R, 1). Donc I'isobary-
centre de A, B, C, P, Q, R est L, qui est aussi I'iso-
barycentre de G et H, donc L est le milieu de
[GH].
a) 2GK +2GI + 2GJ =

GA +GB + GB + GC + GC + GA =0,
donc G est le centre de gravité du triangle 1JK.
b) Hest le centre de gravité du triangle PQR donc,
pour tout point M, 3MH = MP + MQ + MR.
MP = 2MI, MQ = 2MJ, MR = 2MK, donc :

3MH = 2(MI + MJ + MK) = 2 x 3MG = 6MG.

Il en résulte que les points M, G, H, L sont alignés.

Question 1: Voir la solution de ..

Question 2

a) h(I) =P, h(J) = Q, h(K) =R. Donc I'image de G,
centre de gravité du triangle IJK, est H.

Donc MH = 2MG.

b) hl(A) P; hl(B) Q;1(C)=R.Donch(G)=H
et LH = - LG, donc L est le milieu de [HG].
Question 3

M, H, G d’une part, et L, H, G d’autre part, sont
alignés. D’ou le résultat.

El 1. A0;0), B(1;0), C(0; 1),

IG; %),J(O; %)K(% OJ,G(%; %)
2.P(1-a;1-b);Q(-a;1-b);

myeu(2o .2
R(l—a,—b),H(3 - b).

3.¢Le milieu L de [AP] a pour coordonnées
(1 a l-b
)
e Le milieu de [GH] a pour coordonnées
( l-a 1-b
2 2

) Il est aussi le milieu de [BQ] et [CR].

), c’est donc L.

1
'3

- b) etMM@ —2a; g - Zb), donc:

3
MH =2MG
et les points M, G, H sont alignés.

-M—G'(%_a

B 11 suffit de reprendre le déroulement des questions

dull.

K Question IA
a) DAK = DAI =45°, d’ou le résultat.

AB = aﬁ donc Al = — aﬁ

AD=a+c doncAK:M.

2

2
2_a (a+c) _ 5 c
Donc:IK_2 +————2 =qa +ac+2.

Chap. 16  Travaux dirigés de géométrie ® 241



c+/2
2 ’
2

Aﬂ:% +(a+c)2-c2 (a+c)cos 45°
2

c c
S +a*+2ac+ct-ac-ct=a’+ac+ 5

D’ou le résultat.

b) DJ = DA =a +c, ADC = 45° donc :

Question 2
a) IK=IA + AE + EK et IK = IB + BD + DK, donc:
21K = BD + AE.

J milieu de [DC] donc 2AJ = AC + AD.

b) 4IK-AJ = (AC + AD)-(BD + AE)
= (AO + OC + AD)-(BO + OD + AE)
= AO-0D + OC-BO + OC-AE + AD-OD
=ac-ac—cla+c)+cla+c)=0.

D’ou le résultat.

1. /(A) =B et r(C) = D donc AC =BD et les droites
(AC) et (BD) sont perpendiculaires.

2. (QI) // (BD) et (QJ) // (AC), d’ot le résultat. De
plus,
Ql= %BDetQJ= %CA,doanI:QJ.

3.r(K) = Aetrl) =T donc AJ = IK et (AJ) et
(IK) sont perpendiculaires.

E A(a;0) et C(0; ¢); B(0; a); D(~c; 0); E(a; —a -0).

Il en résulte que I a pour coordonnées (g; g) ,

i(53) %555 -(559)

Doncﬁ(—(—:' —a—EJ etKJ(—g—a; %),donc:

2’ 2
IK=AJetIK-AJ =0
et les droites (IK) et (AJ) sont perpendiculaires.

B1.z,=az5=ai;zc=ci;zp=—c;zp=a—i(a+c);

. ) - fa+
zl=g(1+z);zJ=g(—1+t);zK=a—-—2C—z(azc).

_c . c _ (c .C
2.zK—ZI——§—z(a+§JetzJ—zA_— §+a +z§,
d’ou le résultat.

3.Donc lzg —zfl =lzy—z4l et

T
arg (zg —zp) = 5 tTaig (zy-24),
doncIK = AJ et (AJ) et (IK) sont perpendiculaires.

M 1. a) B a pour coordonnées {(a;0) et D(0; a); P(a; m).
Comme P décrit [BC], alors 0 = m < a.
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b) N(x; a), AP-AN = ax + am = 0 donc :
x =—-metN(-m; a).
a-m_a +m)

2 7 2

2. a) Le point I est un point de la droite d’équation :
x+y-a=0.

C’est la droite [BD].

Or0=m=getld<a-m=<a,donc0<

Ainsi le lieu de 1 est le segment {OD)].

¢) I a pour coordonnées (

a-m
2

<

S

1. P, C, B alignés donc BP = ABC et P € [BC] donc:
Ae [0;1].
2.a) AP-AN = (AB + BF)-(AD + DN)
= AB-DN + BP-AD =0.
Or AB-DN <0 et BP-AD >0, donc:

CD-DN = BP-BC = ABC2, donc DN = ACD.
b) Bi + IP = ABI + AIC donc IP = AMIC + (1 - A)IB.
De méme, a partir de DN = hﬁ), il vient :

IN = (1 + A)ID - AIC.
OrIP +IN =0, donc (1 -A)IB + (1 + A)ID =0, soit
IB+ID+AMID-1IB)=0
ou
210 = 2ABO et OI = AOD.

3. Les points I, O, D sont alignés donc I appartient
ala droite (OD). De plus, A € [0; 1] donc le lieu de I

est le segment [OD].

Bl 1. a) Par r, la droite (AP) a pour image la droite
(AN). De plus, r(B) = D donc la droite (BC) a
pour image la droite perpendiculaire & (BC)
passant par D, c’est-a-dire la droite (DC). Donc P
étant a I'intersection des droites (BC) et (AP) son
image r(P) est Iintersection des droites (DC) et
(AN) c’est-a-dire N.

b) Le triangle PAN est donc rectangle isocele en A.

2

2. a) s a pour angle Z—: et pour rapport - -

b) L’image de P par s est le point I milieu de [PN].

3. Le lieu de I est donc I'image de [BC] par s. Or
s(B) = O et s(C) =D. C’est donc le segment [OD].

10 3
H 1. A(1; 1; 1), B(1; 1; 0), D(0; 1; 1), E(1; 0; 1),
0 2.1, Lo 1
F(1 ,0,0),M(3, 3 O),N(?,, 0; 3).
2.MN(-3; -3 3] EG(-13.0;-1), FC(-15 13 0);
3733
MN-EG = 0 et MN-FC = 0 donc (MN) est bien la
perpendiculaire commune & (EG) et (FC).



B (MN) est I'image de (OJ) par 'homothétie de centre

Getderapport % donc (MN) et (OJ) sont parallgles.

De plus, dans le triangle HFB, d’apres le théoréme
des milieux, (OJ) et (HB) sont paralleles.

2.a) (EG) est perpendiculaire a (HF) (diagonales
d’un carré).

(BF) est perpendiculaire au plan (EFGH), donc a
(EG). Il en résulte que (EG) est perpendiculaire a
(HF) et (BF), donc au plan (BHF).

On montre de méme que (FC) est perpendiculaire
a (BHG).

: Corrigés des exercices

BN A -1.2)ID=AJ;CD = AD.
Les triangles CDI et DAJ sont rectangles et ont deux
cotés égaux; ils sont donc isométriques.
b) Il résulte de la question précédente que :

ADJ - DClI et DIC = DJA,
donc DIC + IDJ = DIC + DCI = 90°, d’ot le résultat.
2. A partir des triangles BCJ et IAB, la démonstration
est identique. Donc (BI) et (DJ) sont deux hauteurs
de CIJ. Donc H est I'orthocentre.
B-1.a) r(A) =B et (D) = A donc [AB] est I'image
dusegment [AD] par r. L’image de I par r est le point
I"de [AB] tel que Al =I'B. Donc I’ =J.
b) r(C) = D et r(I) = J donc CI = DJ et (CI) et (DJ)
sont perpendiculaires.
2. On démontre de méme que (BI) et (CJ) sont per-
pendiculaires et ainsi H est ’orthocentre du triangle
CL.
C-1.2) CI-DJ = (CD + DI) - (DA + AJ)

=DI-DA +CD - Al.

b)DI- DA =DIxDA et CD - AJ = -AB x Al.
Or, DI = AJ et DA = AB, donc CI . DJ = 0 et les
droites sont perpendiculaires.
2. La démonstration est identique.
D -1.a) L’affixe de I est im et celle de J, a — m.
b) CI a pour affixe im — a(1 + i) = 215
DJ a pour affixe a —m —ai = (1 - i)a—m = 2.
L’affixe de CI s’écrit aussi :

-i[—m + Q%ﬁaj =-
T

) b4
cest-a-dire |7yl = Izl et arg (—1) =— .
) 2

Donc CI = DJ et les droites sont perpendiculaires.

i[-m+(1-i)a],doncz; =—iz,,

b) Donc (BH) est perpendiculaire a (EG) et (FC).
Or (BH) est parallele a (MN), d’ot le résultat.

H 1. 3MN =3GN -3GM = GF + GH - GF-GB

= GH-GF-GC,
doncm:%(@+@—éﬁ).

2.1"\?M-Gﬁ:%(€ﬁ-é§+@-@-éﬁ-@)

- 1 (GF2-GHY) =0,

Donc (MN) est perpendlculalre a (GE)
Méme démonstration pour NM -FC = 0.

2. On démontre de méme que (BI) et (CJ) sont per-
pendiculaires, d’ou le résultat.

A-ADC=ABC=6;

AF? = AD? + DF? -2 AD x DF x cos (. + 0);

AE?= AB? + BE2-2 AB x BE x cos (o + 0).

Or, AD=BC=BE et AB=DC=DF,donc AF=AE

et le triangle FAE est isocele.

B-1.Capouraffixeb +d=c.

FestI'image Cpar r(D; ), donc zp—

et zp =e“b + d.

De méme, E est I'image de C par (B; - o) donc :
g-b=e(c-b)=eod,

soit 7 = e~ % + b = e~ 1%{d + be®],

2.D’oi zg = e— ¥z ; Izgl = Izl et AE = AF.

C-1.5(C)=Acets(B)=D,donc CG = AE car s(G) = E.

2. a) La symétrie centrale conserve les distan@ etles

angles orientés, donc DG =BE =ADet (DG,DA) =q.

D’our(G)=A,r(C)=FdoncCG=AF = AE, d’ou le

résultat.

d=e%c-d)=ep

A-1.r(F)=Bet 7(C) = E donc FC = BE et les
droites (FC) et (BE) sont perpendiculaires.
Dans les triangles FEC et FBC, Ol et OJ sont les droites

OJ—I%: et OJ // EC /| O'L

On démontre de méme dans les triangles BCE et

BFE que 10 = O = %E et OI // O] // BE. Donc

des milieux donc 10’ =

OIO’]J est un carré.
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C

B -1 a pour affine DY : E a pour affixe ¢/ donc O a

2

pour affixe (% ):' . Le point F a pour affixe — ib et O’

-b

3 et

a pour affixe (% ]h donc 10 a pour affixe <

=0 donc 10JO" est un parallélo-

O7 a pour affixe ‘€ 5

gramme. De plus OJ a pour affixe Ih2+ £ soit 20i =1Zpj

donc OJ = Ol et OJ OIl, ainsi OIOQ’J est un carré.

BN A - 1. a) P a pour coordonnées (a ; y) et
AP.DM =0doua(m-y)=0ety=m.

atm . _m
2 TR

2. a) I est un point de la droite d d’équation x -y = g :

b) I a donc pour coordonnées x, =

b) m € [0 ; a] donc x, € [g 5 a]: il en résulte que I

décrit le segment [EF] tel que E a pour coordonnées

(g :(}]ct F(a i g)

B -1.a) (D) = A donc I'image de (DM) est la droite
perpendiculaire a (DM) passant par A, c’est-a-dire la
droite (AP). De plus I'image de (AB) est (BC) donc
I'image de M intersection de (AB) et (DM) est I'inter-
section de (AP) et (BC) c’est-a-dire P. Donc le triangle
MOP est rectangle isocele.

2. s a pour angle Z—: et pour rapport g ,

L'image de A par s est le milieu E de [AB] et celle de
B est le milieu F de [BC] donc lorsque M décrit le
segment [AB]. I décrit le segment [EF].

Conformément a ce qui est demandé a I'éléve, nous four-
nissons plusieurs solutions pour les exercices 534 9.

BN ® Premiére solution
En prenant le repére, (B; BC, BA), A, C. A’ ont res-
pectivement pour coordonnées (0; 1), (1; 0), (0;=1).

BD=BA +AD=BA + = (BC BA)
1

3BA+3 BC.
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| 2AM-LK =AB -

donc D a pour coordonnées (% %]

Notons (x; 0) les coordonnées de O.
—— (D 1 2 4
Alors -::vl:-[j _x: 5] et A’ D(3 %)
Or, OD et A’D sont deux vecteurs colinéaires donc :

> 4 1 2
(g-x)x3 3X3=06 8-120-2=0,

doncx = é et O est le milieu de [BC].

Deuxiéme solution
Notons A, 'homothétie de centre A" et de rapport 2

4 i 1
eth, I'homothétie de centre D et de rapport - =, alors:

2
hy(B)=AethyA)=C
Donc (h, © hy) (B) = C et h, ¢ hy est une homothétie
de rapport — 1 qui transforme B en C et dont le centre
est aligné avec A" et D.
Donc le centre est O et O est le milieu de [BC].

Troisiéme solution

Dans le triangle A’AC, B est le barycentre de (A, 1),
(A’, 1) et D celui de (A, 1) et (C, 2). Donc, avec le
théoréme d’associativité, le barycentre de (A’, 1),
(A, 1), (C, 2) est un point de (BC) et (A'D). Cest
donc O, barycentre de (B, 2), (C, 2). C’est le milieu de
[BC].

BEM® Premiére solution

2 AM=AB + AC, donc:

AB-LK + AC-LK
-AB-AH+AC-HA
=AH:-(AB-AC)=AH -BC=0.

Donc (AM) et (LK) sont deux droites perpendiculaires.

Deuxiéme solution

Une solution analytique est possible en prenant un
repére orthonormal (A ; 7. j) avec B(b: 0) et C(0: ¢),
b>0,c>0.

Alors M a pour coordonnées (g 5

a pour équation cx + by — be = 0.

(AH), perpendiculaire 4 (BC), a pour équation
bx —cy = 0.

Le point H, intersection de ces droites, a pour coor-

b ) cb’ )
b+ b + ¢’

) et la droite (BC)

données [

2. 2°
b +c

: — b), donc u -

2 2
g ) b -
Done LK a pour coordonnées ( L 2cb ,].
b™+c”
Il est colinéaire a u(c AM =0 et

(LK) L (AM).



Troisieme solution

\

H1
On note H; et H, les symétriques de H par les
réflexions s, et s, d’axes respectifs (AB) et (AC).
si(A) = A, 5;(B) = B donc A, H;, H, sont alignés
et AH, = AH,.

De plus, (AH,) L (H;B) et (CH,) L (H,A).

Donc CH,H;B est un trapeze rectangle et (AM)
estla droite des milieux. Donc (AM) L (H;H,) et
(H{H,) // (LK), d’ot1 le résultat.

IA® Premiére solution

Choisissons le repere (C: i, f) tel que D a pour coor-

données (a; 0) et B(0; a).

Alors M a pour coordonnées (m;0),0 <m < a, et N

a pour coordonnées (0; —m).

Donc NA a pour coordonnées (a; a + m).

La droite d passant par M et perpendiculaire a (AN)

a pour vecteur normal NA, donc une équation de la

forme ax + (a+m) y + A =0.

OrMe d,doncam + L=0et A =—am.

Il en résulte que d a pour équation :
ax+(a+m)y—am=0,

ou encore ax + ay + m(y —a) = 0.

Cette droite passe donc par le point fixe A’(- a; a).

Deuxieme solution

Le plan est orienté et (CD, CB) = g

On note r la rotation de centre C et d’angle g . Alors

r(N)=Metr(A)=A"tel que B est le milicu de [AA"].
Donc I'image de (AN) est la perpendiculaire a (AN)
passant par M, c’est-a-dire (MA”). D’ou le point fixe A’".

BER® Premicre solution

Prenons un repére orthonormal (A i, ) tel que B et
D ont pour coordonnées (a; 0) et (0; a),a > 0.

La droite (BD) a pour équation x + y —a = 0.
Appelons m, avec 0 < m < a, ’abscisse de M.

Son ordonnée est a — m. Donc P et Q ont respective-
ment pour coordonnées (m; 0) et (0; a — m).

Donc MC a pour coordonnées (a —m ; m)

et PQ(=m 3 a—m).

Ainsi MC = PQ et MC - PQ = 0, donc les droites (MC)
et (PQ) sont perpendiculaires.

La médiatrice A,, de [PQ] passe par le point de coor-

donées (g ; C_l:z_m) et admet PQ pour vecteur normal.
Une équation de A, est de la forme :
-mx+(a-m)y+A=0,

2 2
et _ri+(a—m)
2 2

2

+K=O,doncl:—% + am.

2

A,, a pour équation —mx + (a—m) y — % +am =0.

2 2
a a a a
ay- = = =S A—ax+ % = =4
Ag:a 5 Oouy 300 A a!x+2 Ooux 5
Ces deux droites ont pour point commun O(g : gj et
on vérifie que O est un point fixe de A,,,.

Deuxiéme solution
* Le triangle DOM est rectangle isocele, donc :
DQ=0M=AP.

Le plan est orienté et (AB, AD) = g
n

Notons r la rotation de centre O et d’angle >

r(D)=Aetr(A)=B.

Donc [AD] a pour image par r le segment [AB].

Or DQ = AP, donc r(Q) = P et le triangle QOP est

rectangle isocele donc la médiatrice de [PQ] passe

par O.

“MC PG MC - (PA + AG) = MC - PA + MC-AG
=PB-PA +QD - AQ
=-PAXPB+AQxQD
=0,

donc (MC) et (PQ) sont deux droites perpendiculaires.

, alors :

M ® Premicre solution : avec les transformations
(spécialité)

Notons h; 'homothétie de centre E et de rapport %

et h, 'homothétie de centre I et de rapport — 1,

alors h, © h; est une homothétie de rapport — % et

(hy©hy) (A) =hyB) =D.

Le centre est donc aligné avec [ et E et avec A et D,
2

c’est donc J. Ainsi JD = - 3 JA.
Notons /1; ’homothétie de centre J et de rapport — %

et hy ’homothétie de centre F qui transforme D en C

donc de rapport % . Donchy e hyapour rapport — 1, et :

(hyeh3) (A)=hy(D) =C.
Le centre de hy © hy est aligné avec F et J etavec A et C,

Deuxiéme solution
Considérons le systeme (A, 2), (E, 1), (D, 3).
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Le barycentre de (A, 2), (E, 1) est B et celui de (B, 3),
(D, 3) est I, donc le barycentre de (A, 2), (D, 3) est ],
aligné avec I et E.

De méme, en considérant le systeme, (F, 1), (C, 2),
(A, 2), D est le barycentre de (F, 1), (C, 2) et J celui
de (D, 3) et (A, 2), donc J est le barycentre de (F, 1),
(C,2),(A,2). Ainsi (FJ) coupe (AC) au barycentre de
(C,2), (A, 2),c’est-a-dire K et F, J, K sont alignés.

IECE® 1. (FH) est perpendiculaire a (GE) et (AE)
donc au plan GEAC et en particulier 2 (AG).

On démontre de méme que (FC) est perpendiculaire
au plan BGHA donc a (GA).

Ainsi (GA) est perpendiculaire a (FH) et (FC) donc
au plan FCH.
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De plus 3 GI = GF + GH + GC

= G_E‘ + _C;_'E = GA
Ainsi G, I, A sont alignés et (GA) coupe le plan FCH
enl.
2. H a pour coordonnées (1:1;0)et C(0:1 ;1) donc
le plan FHC a pour équation x —y + z = (.
De plus G et A ont respectivement pour coordonnées
(0;1;0)et(1;0;1)donc GA a pour coordonnées
(1;-1;1).
Il en résulte que GA est un vecteur normal au plan
FHC.

1. 2.1 =ifl. 1.1
I a pour coordonnées (3 '3 .3) et 61(3 i3 .3]
donc GI = é GA, d’ol le résultat.



Problemes de synthése

(obligatoire)

BEM® A 1La) lim fi(x)=2et lim f(x)=0.
X —> + o0 X — — oo

1+x
b) f1(x) =
(1 +x2)A/1 +x2
X o -1 1 + o
f;(x) 0 +1

0

f1(x) \1_1\/5/1'

2

¢) T, est la tangente au point O et f1(0) =1 donc T a
pour équation y = x.

-1 (1-x)[W1+x"-1]
/\/1+x2 «/1+x2

Or pour tout réel x, 4/1 + x> =1.Donc 6, est au-dessus
de T pour x < 1.

2. a) /,(- x) = f,(x) donc f, est paire.

file)-x=1-x+

2 ' 2
x -1 . x -1
b) fr(x)-x-1= —xet lim [ - xJ =0.
J1+x° AW B

Donc la droite A d’équation y = x + 1 est asymptote
a6, en + oo,

x()c2 +3)
¢) fH(x) =
A1 +x2(1 +x2)
Nl :
\— 1 O 1

2
-1 -1 1-
fi) - fw) = == - == =¥ Y)
Jl +Xx /\/1 +X Jl +Xx
donc si x 103 1[, £,(x) > fy(x)
donc 6, est au-dessus de 6,.

B. 1. Siugy=0ouuy=1 lasuite est stationnaire.

2. a) Pour tout x > 1, fi(x) > 1 (voir tableau) donc si
u,>1,u,_ >1,de plus uy > 1 donc par récurrence
pour tout u de N, u,, > 1.

u, -1 i =(un—l)

./1+uf‘l ’ A/1+u,21

u,>1,1- /1+ui <0doncu, , | —u, <0 etla suite
(u,,) est décroissante.

bu,, —u,=1+ [1- 1+u,21]

¢) La suite (1,,) est décroissante et minorée par 1 donc
elle converge vers £, tel que

Il résulte que € = 1.

3. La démonstration est identique a la question précé-
dente et € = 1.

C. L aux)=v1+ X V(x)=1douu'(x)=

X

f\/1+x2
1 2

1
etv(x) =xdoncI=[x«1 +x2]0— J a 2clx.
041 +x

Il en résulte que I = ﬁ -J.

1 2 1
b)J+K=[ 167 dxzf J1+x> de=1L
0,\/1+x2 0

DotJ +K= .2 -TsoitJ = %(ﬁ -K).

X

«/1+x2_ 1

x+«/1+x2_«/1+x2
doncK = [In(x + /1 +x2)](1) =In(1+ 2)
ety = %[[z “In(1+ ).

1+

2.8() =
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1 1 X
st =4| [ -y ax]=a [ =
=4[m]é 2.2 +21In(1 + ﬁ)
=22 -4+2In(1 + J2).

EEEC A 19 fO-f1)_ xJx+1
x+1  (Tox)x+1
I S
- J1=-xJ1+x
donc llm f(L_f(___l) [
x—-1 x+1
Ainsi fn’est pas dérivable en x = 1.
by ()= —X X+l —-X +x+1
(1-x)°
x -1 §(1ﬁ3) 1
f’(x) = 0 + ‘
0 + oo
i 314552

<e/

/i

— TN

2. a) Voir figure.

b) y? = x(1_+x)d0uy x/ ix ouy—-—x/

doncI'=¢€ U ¥

B. 1. a) A a pour équation y = tx et (y) a pour équa-

tion x2 + y2 + 2x = 0.

Donc P a pour coordonnées (-1
2 2

données (tz = c t(t2 =1) tQ( —_25)
r+1 r+1 147 141

F-1 t(z - 1)]

12+1 r +1

;—1), M a pour coor-

D’ou PQ a pour coordonnées [

donc OM = PQ.
2. On construit d et (y) et a chaque droite (A) on obtient
P et Q. On construit alors M tel que OM = PQ.
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C. 1. Mapour coordonnées (cos 6;sin6) et Ha 1a pour
abscisse cos 8 et pour ordonnée y avec BH - OM =0
soit y sin 8 + cos 6(1 + cos 0) = 0 d’ou

_ =cos 0(1 + cos 9)
sin©
2.2(1-x)-x*(1+x)=0;

cosze(l + cos

A
sin” 6

; cos? (1 + cos 8)°(1 - cos 0)
(1-cos 8)(1 + cos 0)

donc H e (I).

3. Le point B de (T") n’est pas orthocentre de OMB.

2
2, (1-cos 8) —cos® (1 + cos 0) est égal

—cos? (1 +cos 8) =0

S A

BENS A. 1L.f,(1)=0et donc
x-1 A/]—x
. fa(0) : -
lim =—co donc f, n’est pas dérivable en x = 1.
x—>1x-1 "
2. a)Pournzlfn(n) net-1/1 —x - :
-Xx
[Zn x(2n+1)]
241 -x
n pair
2n
2 0 2n +1 !
f.x) - 0 + 0 = i
+ e fa(0p) ‘
A \ 7 NS ol
0 1
n impair
2n
e 0 2n+1 1
falx) + 0 + -
falo)
/ n
W) o S o]
b) f(o,) =0 &> o, = =2
nen " 2n+1

3. Voir courbes ci-dessous.




B. Lfi(x)=x/1-x

2
X - 0 5 q
ok |+ 0 -
[ 2. /3
./ ZNo
f,x) 0 9
ce — \ 0

. 2 )
Sik > —— pas de solution ;
3.3 P

sik= 2 une solution x = % :

si<k< 2 deux solutions telles que O < x; <x, <1;

3.3
sik =0deuxsolutionsx; =0etx,=1;
si k <0 une seule solution x; < 0.

2. Notons ¢ la fonction x — \xA/ 1- x’ . Son tableau de
variation est :

1 2
—o0 ' 0 = 1
% 13 3
+ o0 )
~ <
1x) 2./3 Y
9
0 0
Sa courbe :

¥
)
i.;

=
(]

wlr

Donc d’apres le tableau, il existe trois solutions xy, x,,
x5 telles que :

et:z <xy<l

—1<x]<0 O<x2<+2 3

3 3
3.—1<u1:%(x1ﬂ%)<—% ;- %

et1<u —é(x —1)<1

2 720 3
D’ou I'existence d’un 6; unique de [0 ;
u; tel que u; = cos 6;.

n] pour chaque

4. a)2 cos 6, = 3x; - 1 donc x; = —(2cose + 1) avec

Hl-x) = 27 ,donc (2 cos §; +1)> (2-2cos ;) = 1

ou encore 4 cos? 6,-3cos ;= % soit cos 30, = % .

b) cos 36 = % a pour solution 0, = gn 10, = gn et
0; = T donc [0 m].

9
Soit x; == 0,177 36 ; x, = 0,217 57 ; x5 = 0,959 79.

C. Calcul d’une intégrale

L1, ~1,=[jx"(x~1) JT=x dx.Orx-1<0donc
I, . <I,etlasuite (I,) est décroissante.

De plus x./1 —x =0donc I, = 0 et lasuite I,, est mi-

norée par z€ro.
2. a) D’apres la partie A. et les tableaux de variation

£,(x) = £,(0) donc T, = ﬁ) £, (or,) dx.

b "1 -~ donc_li 0
) fulor,) = (2n " 1) g1 done lim f(o,) =
et lim 1,=0.

n— +co

371
3. a)l = J JT—x dx= [--(1 x)}
0

u)lt\)

b) u(x) = x" et v'(x) = /1 - x soit u’(x) = nx*~!

et v(x):—g(l—x)A/l—x.
I, = [—-x (1-x)1- x} Jlx”“lﬁ/l—x dx

——nJ x".J1 -x dx.

SoitL, = 2 al, ¢~ 3nl,ou(3+2m), =211,
2’11 2
¢) Pour x = 0, I = -—371— =3 donc la proposition est
vraie pour n = 0.
2n+2
Ly 2 nl(n+1)!
Sil, = Gn+3) alors
: _2(n+1)x22”+2n!(n+1)!
17 20+ 5 (2n +3)!
it 22 s Dl(n+ 1120 +2)
nt 1T T n+3)(2n+ 4)(2n + 5)
22 s D+ 2)!
h (2n +5)! ’

Donc la proposition est vraie pour tout entier naturel 7.

IEM® A. 1.6, est au-dessus de €, elle-méme en
dessous de €,

Sin X COS X

2.5(x) - Sylx) = T

< 0 et S(x) - Sy(x)
.2
_Cos’ X sin x
- l-sinx
en dessous de €, donc S;(x) < S(x) < Sy(x).

= 0 donc 6, est en dessous de € et €
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2n
B. 1. a)IO:JMcosxdx:l;
7

27
Iy =, cosx+cosxsinxdx
2
) 1. 27?0 1
= |:Slnx+§S]n X}3_n = i
2n cos x . on
I_J3_n EEE o= [In( - sinn)lyy =In2.

2

b) S,(x) < S(x) = Sy(x).
Ilenrésulte que I; <I <1,

2
2.a)l,, -1, :an cos x sin” * 1(x) dx

2

b) La proposition est vraie pour n =0 car I, = 1.

n
+ ..+ ﬂ alors

1+1
3 n+1

SiII‘lzl_i

n n+1
1 —1—1+...+(—1) +(_1)
n+1 n+2

donc la proposition est vraie pour tout entier naturel.
A, 1A=,

1 1
—(—1)2(n+2) _
D (2n+23 2n+2)<0
donc la suite (A,,) est décroissante. On démontre de
méme que la suite (B,)) est croissante.

L
2n+2
donc lim (A,-B,)=0.

n—+ oo

b)An—Bn:IZn_IZn+1=

Les deux suites sont donc adjacentes et ont la méme
limite.

CcOS X cos x(1—sin"
4 8) 8(x) =8, (x) = I—sin x i—sin x

=sin"* L x S(x).
De plus S(x) - S,,, , 1(x) = sin2+2 x,
S(x) = 0 et S(x) - SZn(x) —gin2r+1 X,
S(x) =0 douS,, , 1(x) = S(x) = S,,(x).

+1

X)

Il en résulte que
2n
IZn +1 = 3nS(x) dr < Izn,
soit B, <In2<A4A, 2

et Iim A, = lim B,=In2.

n— + oo n—+oo
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v, —Uu

n n

2
¢ Démontrons par récurrence que v, > u,,.

1.u

—u,l:Oouu,Hl—un:

n+1

vo=b,uy=a,b>adoncv,> u,.

u, +v
Loy

Supposons v, > u,, avec u,, < 3 n-

. un+vn MH+V
Slf( 3 )>O,un+1=unetvn+l=T

Va1 U

, donc :

n+1-

U, +v u,+v
. n n n n
Slf( 5 )>O,uxn+1:—2 etv, .

=v,,donc:
Up i1 <Vpsr

Il en résulte que, pour toutn =0, v, —u, = 0. Doncla
suite (u,,) est croissante. On démontre de méme que
la suite (v,,) est décroissante.

* De plus, en tenant compte des résultats précédents,

Vv u

el = l(vn—uzn)doncvn—un:%(b—a),

n+1:2

donc lim (v, —u,)=0.Les suites sont adjacentes.
n — +oo

2. a) fcontinue donc lim  f(u,) = f(c).
n— +oo

Drapres les résultats précédents, f{u,,) < 0,donc f{c) <0.

b) On démontre de méme que lim f(v,)=f(c) avec
flc) = 0.D’ou fic) = 0. o

B. 1.g(a) = fla) -y <0:g(b) = f(b) -y > 0.

g est continue, donc d’apres la partie A, il existe ¢ de
[a; b] tel que g(c) =0, d’ou flc) = y.

2. Méme raisonnement.

HEE® AL 1. a) fj(x) =x(Inx)2, fo(x) = In x [Inx +2].
Jo(x)

b) lim —— = lim = In(In x)> = + o donc f; n'est
x>0 X x—0

pas dérivable en x = 0 et la tangente a €, au point O

est verticale.



2a) | x |0 o2 1
F5x) +

fdx) O/ 46-2 \ 0

i

oy

0
~_| I

ILLa)f(x)=(nx)?+2Inx+k=[lnx+1P2+k-1.
b) o, a pour coordonnées (1 ; k), f;(1) = k doncla tan-
gente en s, a ‘€, a pour équation y = k(x—1) + k = kx.
Clest donc la droite (OA ).

fk (x)

2. lim —— =+eodonc f} n’est pas dérivable en x = 0.
x—=0 X

La tangente a €, en O est donc verticale.
3. a) fi(x) - fy(x) = x = 0 donc €, est au-dessus de €,
b) fi(x) = (In x + 1)2.

X |0 e’ 1
filx) + 0 +
: 1
O — pe-2—

4 ) 3 () + )] = 3 [20m 02 + x]

= (InxP+ 3= f, (x).
2
b) D’ou la construction de €, . Pour x € [0; 1], M et
2
M, sont les points de € et ‘€, le milieu de [MyM, ] est
un point de €, .
2

B. 1. a) v(x) = (In x)%, v/(x) = x d’ol t//(x) = )% In x et

2 2 1

v(x) = % donc I(a) = [)ﬁz—(lnx)z] —J;x In x dx.

o
2

Onpose u(x) =Inx,v'(x) =x,u'(x) = )15 ,v(x) = % donc
1 2.1

1 2
J xInxdx= F— In sz - [x_} .Ilenrésulte que :
o 2 o 4 Ja

ocz ocz 1 ocz
I(a)=—7(lna)2+ j(ln(x)-l—Z—T

b) tim I(o)=1.
a—0 4

1 1
2. a)Sk(oc):f x(Enx)2+dx+kf x dx
o [0
2
_ k «
_I(a)+§—7k

+

Bl =
S TP

donc lim S,(o) =
a—0
b) lim So(oc)z1 ; lim S, (oa)=1 ; lim S1(Ol)=§-
a—=0 4 o—0 5 2 o—0 4
D’ot le résultat.

BAC® A1 f(x)=Ine*(1 +e ) =x +In(1 + e~ ).
2eflx)-x=In(1+e ) et lim In(l+e %) =0

X =+ oo
donc la droite y = x est asymptote oblique a €.

e Pour tout x > 0,
1+e 2>1doncflx)-x=In(1+e %) >0et%estau-

dessus de la droite d.
X -X

e —e
fl®)=7——=
e +e

B. 1. F(x) représente en unités d’aire, laire du
domaine limité par €, la droite d et les droites d’équa-
tions X =0et X =x avecx > 0.

2. Pour tout x de I, F’(x) = In(1 + e~ %) > 0 donc F'est
strictement croissante sur I.

3. a) Pour tout x de I on pose @(x) =In(1 + x) — %{

et W(x)=1In(1+x)-x.

donc f'(x) =0 = x=0.

=5
Q'(x) = =0etW(x) = —— =0doules
(1+x)° l+x
tableaux de variation :
X 0 + oo
o] O +
o T
X 0 + oo
¥Yi)| O -

Il en résulte que @(x) = 0 et ¥(x) < 0, donc

X
o sln(l+x)=ux

b) On pose X = e~ avec X > 0
- 2x
donc

—. <h(l+e?)<e”
l+e
X e_2t x
doncf 5 dtsF(x)sJ e~ 2 dt
01+e 0
X X
d’ol [— 1ln(1+e‘ 2’)} < F(x) < [— 16_ 2’}
2 0 2 0
it Lin2-1 ~2x I 1 o
301t21n2 2ln(1+e )sF(x)i2 e
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4, lim In(l+e ) =0et lim e =0
X = 400 X =5 +oo

d‘oh%]nzg.fﬂ%.

2 -2x
5. a) H(x) = ——-.

l+e &

T C——

G -

In2 |

A T

i
i

} L]

n n+

1

b) u, représente I'aire du domaine hachuré, donc
u, < aire ABCD

or aire ABCD =In (1 + e~ 27
donc0<u, <In(l+e ).

¢) Iim u,=0.

X =3 4 oo

1
6. a) S,,=J In(1+e ) de+...
0

+1
:J" In(+e )
0

yetu, =0

1
+j"+ In(1+e-2)dr
n

dr=F(n+1).

Donc la suite S,, converge vers (.

EEN® 1. a)(x) =
X

et u est solution de (E).

b) f=h + u est solution de (E) si et seulement si

X
e

h=h +u-u == .Oru-
x

¢) h(x) = ke* donc flx) = ke* +

3wl =kers S

x

fix) =0 kx®+x-1=0,A=1+ 4k, donc'si k < ~

I’équation n’a pas de solution, kx? + x—1 <0 pour tout |

xde J0; + oof.

: |
Slk——a

Si— % <k <0Téquation a de

X
)doncu(x) u(\:)—e—,
|
:—donch h =0.
X
Et _kx+1
= e*,
x X
€ [k +x-1].
-

3

I'équation a une solution unique x = 2.

ux solutions dans ]0 ; + e[

car la somme et le produit des racines sont positifs.

b) lim fi(x)=

X— + oo

k=0, lim f(x)=—oo.
x=0

252

—cosik#0et lim fi(x)=

+ o0 8l
X =+ o=

3.(1)est€ycar lim flx)=+o0:(2)est€_g scarla
X =+ e

dérivée s’annule pour deux valeurs de x ; (3) est €_ 55
car f;(x) < 0 sauf pour x =2 ot fi(x) =0

(4) est6_ car f;(x) <0 pour tout x > 0.

4 M _

|
|
|
|
i
|
I
+1

.

i
|
|
|
I
|
|
I
|
|
|
T
|
L
|
|
|
-

0 a

a) d(a) est en unités d’aire, I'aire du domaine hachuré.
b) sl(a) = F(a + 1) - F(a)
donc sl’(a) = fy(a + 1) - f(a)

a+ 1 a

i
_ e _elae—a-1]
a+l a a(a+1)
a 0 ;Tl + oo
finx) = © +

fmiX)

¢) Il en résulte de la question précédente que cette

aire est minimale pour a =

e-1"

oo,

EEE® A 1 a) lim f,(x)=+,

X—3+oa

lim f,(x)=+
x =0

2mx+1)(2mx-1)

b) f:,,(.t') = 2%

X D l + oo

~ 2m
T () = o+
+ oo + oo
fm \ 1 In 2m /
=

*Sim> L In2m>0et I’équation n’a pas de solution.

21

'Slm_% In2m=0etf

(X)) =0 a une solution uni-

quex = 1.

eSilcmer,

5 I'équation a deux solutions.



2.§,, a pour coordonnées x = L ety= x In 2m donc

2m 2

S,, appartient a la courbe I" d’équation y = - % In x.

Réciproquement m >0, donc x >0 et S, décrit toute

la courbe (T).
Joa)f,(x)+ % In x = mx? - % . C,, est au-dessus de

mn

|
(T') pour x > o ®

B. 1. a) M a pour coordonnées (a : %az - % - %Ina)

et H(a; 0). La droite (AH) a pour équation y =— é x+1

2a .az-l}
1+a2’a2+1

et (y) a pour équation x2 + y2 -1 = 0.

[len résulte que K a pour coordonnées [

b) La tangente en M a pour coefficient directeur s 2“
a

et la droite (OK) a également pour coefficient direc-

a =1
2a
n

I g
2. a)j}_ﬂx)tir= T)‘(x)dx+...+j ; flx) dx et

n n

teur . D’otl le résultat.

o g
U< [, Awyaxs 1(E)

. 1.(p
du fait que Hf( =

ﬂ

[l résulte que S, ——f - *-*-J flx)dx=S§,.

1 (1(12 1
””(affz (3-3-

n

1
ilnx] dx

3 1
X X
—[E—E—i(llnl ’.}l%

[(PﬂLL_LJ"" donc lim I(ljzl

n, 3 12”-‘ 4n  2n nes+ss XMt 3
) 1

ot S

|
|
|y —"]

b) Pour tout reel x,g8(x) =0donce’ -x =
X

1 donc a

est définie

fortiori * — x > 0 et 'expression
e —-x

pour tout réel x.

2.a) lim flix)=1 el

X3+ o

llrn flx) =0.

b Fx)= S5
(e —x)
X — o0 0 + oo
ix) + 0 -
i |

o 1

B. 1. a) u, est en unités d’aire, I'aire du domaine limité

par € et les droites d’équations x =0, x =net y =0.
n+1 .

b)u, ., ,-u, =j f(r) dr > 0 donc la suite (u,,) est

croissante. .

¢)flx)y=1+

donc u, __[ d.1+J-
e —x Uemr

—n+j dr.
ne _‘t‘

i
d) >0 doncf dx > 0 et pour tout entier 7,
e —-x 0" —x
u, = n.llenrésulte que lim wu, =+eo.
n =+ oo
n+l y

dx = 0 donc la suite (v,,)

2‘a)vﬂ+l-1"n:J- X
. n € —x
est croissante.

X

b) En étudiant la fonction ¢ : x — e* — x — % on

démontre que ¢(x) = 0 d’ou le résultat.

<2e *doncvy, = " 2xe* dx.
e’ —x 0
¢) 2x = u(x),v'(x) =e *doncu'(x)=2etv(x)=—e"

n ) . no
2xe~* dx = [- 2xe~~ :‘] + ZJ ol ]
0 0

=-2ne""+2-2e"
soitv,<2-2e "(n+1).
d) e""(n+1)>0doncv, < 2. Lasuite v, est croissante
et majorée donc convergente.

Il résulte que

3
x -1
Y

BN A 1L/(x) =2 - } < 0sur 0 ;1]

donc fest strictement décroissante sur |0 ; 1].

2. a) 1)) = J'l (%x" i %] dx

2x ]‘ 3 %
12

r4
[‘— +—=——-xlnx| =
A
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) 3
b) 1 (A==
)11210(] 4

B. 1. a) En considérant I'aire des rectangles et en
tenant compte que f est strictement décroissant, le
résultat est immédiat soit :

k+1

fi"(l-’-k) i f(f df{l E\( )

n)

2 3 n
| = 2 -1
j] fyde= " feydes [ 7 foyde+ ... +f:_] f) d
n n n n
En tenant compte de (1) par addition il vient :

)+ +1G]) ] l i
<G)+ -5

2. a) De (2) il résulte que

s )= )= 2
o ) o-oamer(3) <. 1) 12)

Y]

)l 1)=L+llnn—L donc lim lj(—)=0
nm\n 3”4 n In n—+w N \N
’ 3

et Iim S, ==.

na+e 4

2
u{n2+ 1}] =1 = 13 donc la propo-

sition est vraie pour n = 1.

2
L+ = [H(HT'H}] alors

3. a) Pourn = 1,[

Supposons que 13 +

2 2
n(n+1)
4

_(n+ 1)2{n + 2)2
4
la proposition est vraie pour tout entier natureln = 1.

1x2%x...%Xn n!

— =In —.
" n
n n

PB+..+n+(n+1)P= +(n+1)}

.donc

Wit 2e. . ain Bain
n n 4

c)S,,=lik—3—ln[’—c)—%

=1 3" H

1
- Lz e dn L

3:1 P n

n (H-!-]) lln”—!—l

gn
12"4 n n 3

!
d)—]n ”_n (u-l-l) _1__

n 12;1

! : 1
Or=-In—=In =— =Ilnu,donc lim u,=-.
n n” n =y + oo e

EEES A. 1. a) f,(x) = 1“2“ Filay = Loc10E
i
x 1 Je + o0
100 O =
f(x’ e i —=
} 0o —  2e = 0

donc I,(A) = [— llnx]k - Eill

avecn =2et

ST k-1 4
b) 1']1’11 1(1)_1
— + oo i
B. 1 a) f(x )_ 1 (In.x)" [;I—Zlnx]
X
=21
filx )— M.
o
D’oti le tableau pour n = 2.
x |1 2 Fien
— = N
falx) + 0 -
w, -l
0 / nie _> -
7 1 2 ‘_1 n\"
b) f.le == ?_E(Z_e)
frHl(x)_ Inx :
2. a)x>1, T _n+1'(1)
[ "+]] [ !L*.l] n+1
: 2
b) D’apres (1) f, , | e file Xz(n_,_]}
n+1
=%f"[e : J=yn+|



La fonction f, est strictement décroissante sur

n n+l n
el 4o doncf,le 2 |<f,e’|don

1
2Yn+1 Synetyn+1:S Eyn'

¢) Par récurrence on établit le résultat. En effet y; =

2e
donc la proposition est vraie pourn=1.Siy, < é X ln .
2
1 1 1
alreyn+l\2ynd0ncyn+] ezn+1

Ainsi la proposition est vraie pour tout entier u = 1 et
lim y,=0.

n—+oo

k+1
x 1 Int
C 1 a)IkH(x):fl(kH)!( 32 da,

u(t):(lnt)k”,v’(t):l2 doncu'(t)=li-1-(lnt)"
t
etv(t)=- =
1 k+1 1
DOHCI"”(X)—(kJrl)'[ ~(Ino) } 2
k
+F(ln2t) dt
Ly
k+1
. _ 1 (Inp)
soit I, . 1(x) = D) p +I(x). (2)
b) On déduit de (2) que :
2
1 (Inx)
%_Il(x)__i—' x
1 (lnx)3
I I)—I )C):—i X
|
! _ 1 (Inx)
L) =1, () == — *=
Par addition :
1 (lnx) ~ 1 (Inx)"
L(x)-1(x) = T
1 lnx
OrIl(x)_l———Tc-
2 n
_,_ 1 Inx 1 (nx)" 1 (Inx)
donc I, (x) =1 T Tl

2. a)

* 5‘5‘/‘“0

5 1 A = I_.em,,,‘ e

In(o) < aire ABCD or aire ABCD =y, (at—1)
doncO0 <=1 (a) sy, (a—-1).

b) lim I(e)=0car0<(a-1)y,<*txL.
n— 4o € "

3.a)(x)=1- 1W () donc W, (x) = x[1 - L (x)].
b)o=1,W, (o) = (x[l I(o)]donc lim W, (a)=o.

1 1 hm e
u,=1+=+.. +—_W(e)donc lim u,=e.
]-' n—> + oo
3
EENS A. 1. a)f;(x) = 5 =x-
1+x 1+x

et lim al 5 =0 donc la droite d d’équation y = x
X — + o0 1 + X
ou
X ——o0

est asymptote a I';.
x+1)

b) f3(x)— fy(x) = X =D+ 1)

1+x
deT'jpourxe |-1;0[U]l;+ .

donc I'; est au-dessus

2 2,2
1- x(x"+3)
2.8 filx)=——=s etfix)="—"""17
(1+x%° (1+x7)
X — o0 -1 1 + o0
f;(x) - 0 + 0 -
0 1
f1(x) \ 1 é \
"2
X |- 0 + oo
£30) £ 0+ E
f3(X) _ - 0/ e

b) Voir courbes ci-dessous.

| 1 1 L1
3.a)11:f01fx2dx—§[ln(l+x)]—2 n2.

3 In 2).

b)&ﬁ=4ﬁ) [£,(0) - f3(0)] dx = 4[T, — 1]
=2[In2-1+In2]=(4In2-2)cm?

x 1 1
L +1;= 1xdxz— doncI3:§(1—

B. 1. a) a, est, en unités d’aire, ’aire du domaine
limité par I’ et les droites d’équations x =0 ;y = 0 et
x=n.

b) p 1~ 4y :f
nooo 1+t 1+¢
—a, = 0 et la suite est croissante.

n+1 1 di or 1

2>O

donca,, ,
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1]
2. a)a; = , = dr.

Y1+t
a, est I'aire hachurée

et a; = aire OABC.
De plus aire OABC =1

donca, < 1. 0 1
1 1 |
b) 5-5=- 35— <0pourtoutr#0
1+t ¢ r(l+r)
donc g El,.
1+t

f deJ’ —dfsontj Ijz‘é[
1]+ e

1

2

01+ P+t

La suite a, est croissante et majorée donc conver-

gente.

C. 1. a) F est la primitive de f; qui s’annule en x =0

et F/(x) = fy(x) =
1+x7

2. a) H(0) = F(tan 0) = F(0) = 0.
b) H'(x) = f(tan x) x (1 + tan® x) = 1.

1

!

¢) H(x) = x + C or H(0) = 0 donc H(x) = x.

4 4) 4
g () TS B (. M
(1+x)" 2+2x+x"

F(]):F(ian E]:H(E]=T—[.

+

2(x +2)°

n
} =leas
1 n

3.a,= —dr+J:—dl l+l-}1‘~'~2

2(x+2)%(2 +2x +x°)
donc k(x) = cte avec k(0) = g car k(0) = F(0) + F(1)

donc k(x) = =

Q)5

EZEC A 1. a) tgn:mf{r)=%
¥ —2x -

b) f(x) =
(2x " +3x+1)

x=1+ ./3 donc A a pour coordonnées

1+ .J3;.3-3).
l_LJrL
2 x+4+1 2x+1°

b) si()) = f [— ~fx) | ax

= [ln(_r-l-l) = —ln(2x+ 1):1;L

2. a) fix) =

(A4+1Y

3]r13—1r|7‘+ {
4 (2415

256

dl

& 5./ (x) =0sur [0:+ [ pour

=0

4
lim () =+oocar A1

A— + oo (21‘_'_1)
COmMMCE « = »,

SE « COITIPOI'IC €N +oon

8 (n n+2
+
B-l.a)p":(z) ( 2 .]_"{”—1}+(n+2){n+1}

[2r1+2) T 2+ DH(2n+1)
2

n2+n+1
=—""7" =fln).

-
2n"+3n+1

b) Pour tout x = 1,2./3 -3 < f{x) < %

doncpourn=2,p, < 1

i-
; 13 7
- :3 = = — 9= —.
2. a)Sin=3,py;=f(3) chtp_ i3
n 1 2 1+ ,fﬁ 3 +=*=']|
] ] — |
\\i : I
p R 13"
. s L
B %
2./3-3=046

7. 13 i 3
Or 5~ 5% donc p; est la valeur minimale de p,,.

b) p, > 048 < h? — 11n + 12 >0l en résulte que n = 1
oun = 10.

C. 1. Les points qui ont pour image Q sont ceux pour
lesquels z2 + z + 1 = 0 et ceux qui ont I pour image
sont tels que z2 + 2z = 0. En résolvant ces deux équa-
tions on obtient quatre points d’affixes respectives 0 ;

-2;= % —Eg = % +i—"§ . Ces quatre points sont sur
le cercle de centre J d’affixe — 1 et de rayon 1. Ils sont
notés Q ; Aj, A, A,
_ 2 1 Rezel
2.Z réels & Z = Z soit zj+z+ o i o
2z27+3z+1 277 +3Z+1
d'ol (Z-2),(z+2-2-2zzZ) =0. Il en résulte que z est

T 1 S A
réel distinct de — > et—1oux?+y*—2x =0. Clest-a-dire

m appartient au cercle de centre I d'affixe 1 passant par
A, et A, oualaxe des réels en étant distinct de J et M.




3.m décrit [QI] si et seulement si z € [0 ; 1] donc
d’apres A, f(z) € E ;1} donc M décrit le segment [KI],
K étant le milieu de [QI].

2
W A. 1.7(x)= 21=2),
(1+x)
lim flx)= lim flx)=0.
x [-e -1 1 -!:oo
£1x) - o + 0 -

ZﬂX) \_1/ \0

Jur'y

| ! 0 a 1 a+1

1

2 qr=[In(1+x51°

a+1 X
2. a)sﬂ(a):fa T2
+ X

d(a)=1n(a® +2a+2)-1n (a® +1).

b) of’(a) = 22a+2 _Z2a

a +2a+?2 a2+1

_ 2(l-a-a)
(a2+ 1)(a2+2a+2)

1+J5
2

Aa) " v 0 -

sla) ) /

a 0

1+.5

Il en résulte que sd(a) est maximale pour a = 5

B. 1.m invariant si et seulementsiz =Z

soit z(zz—1)=0doncz=0o0u|z|=1.

On obtient donc Q et les points du cercle de centre Q2
et de rayon 1.

2, a)X+iY:M d’of]X:—zxz——
T+x"+y xXT+y +1
ety= —2
2 2
x +y +1

b) X = % & (x - 3)? + y? = 8 donc m décrit un cercle

de centre I d’affixe 3 et de rayon 2./2 .

3. a)p:—zﬁzz 2r de plus si z = re®,
A
i0
Z= 2re 5 donc o= 6 [27].
l+r

b) (i ; QM) = (1 ; Qm) = 8[2n] donc Q, m, M sont trois
points alignés.

¢) OM = 2r = f(r) donc comme r > 0, f(r) € ]0; 1]

5 =
1+r

donc M est un point du disque de centre Q et de rayon 1.

C. 1. Voir la figure du A. Le cercle de centre O et de
rayon Om = r coupe I’axe des abscisses en H. N est le
point de € d’abscisse celle de H (qui est r ou —r) donc
’ordonnée de N est f(r) ou f(- r) donc p = [f(r)|. On
construit alors M de la demi-droite [Om) tel que

OM = [f(r)].

5 <
donc f(ry) = f(ir,) = p.

De plus (u ; ;) = (u; Qmy) = 0

donc T(m,) = T(m,) =M,

b) 2r :i dourr-2r.2 +1=0etr = J2 —1et

2
147

rzzﬁ +1deplu59:§4ﬂ.

3r 3n
Donc zmlz(ﬁ—l)e 4 etzmzz(ﬁ+l)e 4,
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Enseignement
de spécialite



chapitre

1 | Divisibilité dans Z - Congruences

EE ACtiVItES (page6)
v ACTIVITE 1]

Les restes des divisions de a2 et b2 par 4 sont O ou 1,
donc, quand on ajoute, le reste de la somme sera 0,
1ou?2.

L.D(36)={1,2,3,4,6,9,12,18,36}). D(61) = {1, 61}.
3.a) Les restes possibles sont 0, 1, 2, 3, 4.
a? = 25k? + 10kr + 2.

Le reste de la division de a® par 5 sera le reste de la
division de 2 par 5.

r 0 1 2 3 4
reste de r? 0 1 4 4 1

IACTIVITE 3|

1.a) 1 + 7k (k entier compris entre 0 et 52).
b) 141.

2. Lundi: 7k + 2 ; mardi : 7k + 3, k entier naturel
entre 0 et 51.

3. a) Si P est vérifiée, alors n — p correspond a un
nombre entier de semaines, doncn — p = 7k.

Si r est le reste dans la division de p par 7, on peut

Les restes de la division de a? par 5 peuvent étre 0,
1 ou 4.

b) Sin =5k + 3 avec k entier, le reste de la division
de n par 5 est 3. Donc n ne peut pas étre un carré
puisqu’on a vu au a) que le reste pour un carré ne
peut pas étre que 0, 1 ou 4.

écrirep=T7Tq+ravec)=r<7.
Illenrésulten=7(k+q)+ravecO0=<r<7.
Réciproquement, sip = 7q + ret n = 7¢ + r, par
soustraction, n —p =7k.

Entre les jours de rangs n et p, il s’est écoulé un
nombre entier de semaines, donc n et p correspon-
dent au méme jour de la semaine.

b)p—n=292-145 =147 =21 x 7 ; donc il s’est
écoulé un nombre entier de semaines et n et p cor-
respondent au méme jour de la semaine (un jeudi).

ACTIVITE 2|

BB On calcule 42 dans chacun des cas. Le résultat en
découle.

2 Travaux diriges (page1s)
’e

o5

El 1. Les restes sont 1,2, 3 ou 4.
n=1(mod5)oun=2(modS5)ourn=3(mod5)ou

Lx—x"=ma;y-y =na;z-7 =pa,avecm,n,p n=4(mod>5).
entiers. Il en résulte : 2. n 1 2 3 4
x=x"+ma;y=y +na;z=2+padoupar mul- nt-1 0 0 0 0
tiplication : . o
: s . v s, Conclusion : Si n n’est pas divisible par 5, alors nt-1
xyz =x'y'z" + Ka avec K entier. Donc xyz et x'y'z .
est divisible par 5.

ont le méme reste dans la division par a.

2.0nécrit: x=x"(moda);y=y (moda);z=2
(mod a). Les propriétés des congruences permet-
tent de conclure que : xyz = x’y'z” (mod a) ce qui
prouve que xyz et x'y’z” ont le méme reste dans la

division par a.

B 1. iImmédiat.

2. Restes: 0,1 ou 2.
Sip=0(mod3),p+10=1(mod3)etp +20=2
(mod 3). Seul p est divisible par 3.
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Sip=1(mod3),p+10=2(mod3)etp+20=0

(mod 3). Seul p + 20 est divisible par 3.
Sip=2(mod3),p+10=0(mod3)etp+20=1
(mod 3). Seul p + 10 est divisible par 3.

2. a) Lasuite (R,)) est périodique de période 6.
b)36=729=7x104 + 1.

¢)3'=T7g+R, avec0<R, <7.D’ou:
31+6=31x30=(7g+R,)(7x104 +1)=TK + R,
avec 0 = R, < 7. Donc R,, est bien aussi le reste

de la division de 3" * © par 7 et, par conséquent,
R R

n+6 = Dy
3.2006 = 2004 + 2 donc 32006 4 12=324+12=0
(mod 7).

Bl 1. b) N =454; N = 31850; N = 2957 525,

2. b)
base 10 11 13 19 125
Vrbarse2 1011 1101 10011 1111101

L.e nombre 6 215 en base 10 s’écrit 14 107 en base 8.
Le nombre 13 615 en base 10 s’écrit 54460 en base 7
et 7A67 en base 12.

1. Immédiat.

Corrigés des exercices

Maitriser le cours EE(EERA)

/

1. Divisibilité dans Z

R o (20) =
(-20;-10;-5;-4;-2;-1;1;2:4:5;10; 20};

D(28) = (-28;-14;-7;-4;-2;-1;1;2;4;7; 14;28);

D(75) = (-75:-25;-15;-5;-3;-1;1;3;5; 15:25;75).

Bl L 1=(n-D@+1) 02+ 1).
2.n* — 1 est un diviseur et sin > 2, (n - 1) (n + 1),
(n—1) (n? + 1) sont aussi des diviseurs propres de A.

A 5xy — y? = 49 équivaut a y(5x — y) = 49.

/"y divise 49 donc y = 1 ouy=7o0uy=49.
Siy=1alorsx=10;siy=7alors 5x = 14 pas de solu-
tion ; si y = 49 alors 5x — 98 pas de solution.
Conclusion : une seule solution quiest: (x=10;y=1).
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2. Pour tout entier naturel k, 10k = 1 (mod 3),
ensuite, on raisonne comme au 1.

3. Immédiat...

4. Tout entier naturel » est de la forme
n =100c + 10d + u

ol u et d sont les chiffres des unités et des dizaines.
Or 100c =0 (mod 4) et (mod 25), donc :

n=10d + u (mod 4) et (mod 25).
5.a) Lorsque n =2p, 10" = (102)? =1 (mod 11).
En multipliant par 10, on a 10 +1 =10 = - 1
(mod 11).
b) Dans I’écriture a = a, 10" + ... + 10a; + ay, les
puissances impaires sont remplacées par —1 et les
puissances paires par 1.
¢)4+9+1+8—-(7+2+7)=06,donc le nombre
n’est pas divisible par 11.
6. a) Soit n = 100u + v.
100 =2 (mod 7) donc 100u + v =2u + v (mod 7).
b) ¢ 343=6+ 43 =49=0 (mod 7) donc 343 est divi-
sible par 7.
¢ 8751=174+51=2+74+51=127=29=1(mod 7),
donc 8 751 n’est pas divisible par 7.
©2247 =44 + 47 = 91 =0 (mod 7) donc 2247 est
divisible par 7.

7.1000 = 1 (mod 37). On découpe le nombre en
tranches de trois chiffres et on ajoute les nombres
ainsi obtenus. Si le total est divisible par 37, le
nombre ’est.

Exemple : 23014 est divisible par 37 car 23 + 14 =37.

(4 | Corrigé dans le manuel.

, =3 Si /: st solution, 7 + 8 = kn, donc 8 = n(k - 1).

Doncn divise 8 et alors n € {1;2;4; 8}. Réciproquement,
si n divise 8, alors n divise n + 8 donc S = {1; 2; 4; 8].

B Si 1 est solution alors # + 3 divise 1a différence 7
doncn+3e{-7;-1;1;7}dou:

ne {-10;-4;-2;4}.
On peut vérifier que ces quatre nombres conviennent.
S={-10;-4;-2;4}.

Sid divise a et b, alors d divise 2a + b = 6. Donc
les diviseurs possibles positifs sont ceux de 6.



M Si J divise a et b, alors il divise 4a — 3b = 11.
Donc les diviseurs possibles sontd =1 oud =11.

BN Si d divise a et b, alors il divise 2a —3b = 7. Donc
les diviseurs possibles sontd =1oud =7.

BN 118=23%x5+3:
118=(-23)x(-5)+3;

~118=23x (= 6) +20:
~118 = (- 23) x 6 + 20.

BN 152 =10x15+2:;152=(-10) x (- 15) + 2;
~152=10x(-16) +8;-152 = (-10) x 16 + 8.

n=4q+qet0sq<4,donc:
n=0oun=50oun=10oun=15.

n est solution du systéme :
n=23q+1
{n =17g+13
On trouve n = 47.

Corrigé dans le manuel.

BBl x =3 x7 + ret 0 < r < 3; x peut donc prendre
les valeurs 21, 22, 23.

Les hypothéses du texte se traduisent par :
a+b=444eta=4b +24 avec24 < b.

a+b=416
a=4b+24
4b +24 +b =444
a=4b+24

Le systeme {

équivaut a {
etdonca:
{a =360
b=84
La condition 24 < b est bien vérifiée. La solution est

donc :
a=360,b=284.

Les hypotheses se traduisent par :
a+b=416eta=4b+ 61 avec6l <b.

. a+b=416
Le systeme
a=4b + 61
o {4b+61+b=416
¢quivaut a
a=4b + 61
etdonca:
{a =345
b=71

La condition 61 < b est bien vérifiée. La solution est
donc:
a=345b="71.

a—b=996 4b + 60 — b =996
a=4b + 60 équivaut a {4-4p + 60
60 < b 60<b
etdonca:
{a=1308
b=312

La condition 60 < b est bien vérifiée. La solution est
donc:
a=1308, b=7312.

BENW=a(a-1)(a+1).

® Prouvons d’abord que » est multiple de 2.

Si a est pair, a = 2k et n = 2k(a — 1)(a + 1), donc n est

multiple de 2.

Sigimpair,a=2k +leta+1=2(k +1).

D’outn =2a(a-1) (k + 1), donc n est multiple de 2.

® Prouvons maintenant que # est multiple de 3.

Sia =3k, alors n = 3k(a—1)(a + 1) qui est bien multiple

de 3.

Sia=3k+1,a-1=3ketalorsn=3k(a+1)a,doncn

est multiple de 3.

Sia=3k+2,alorsa+1=3(k+1)etdonc:
n=3(k+1)(a-1)a,

donc n est multiple de 3.

EMa)c=1; b)x=2; c)x=4; d)x=6; e)x=6.

a) 11=2 (mod 9).
b) 24 =-3 (mod 9).

¢) 62=-1(mod9).

d) 85 =4 (mod 9).
e)-12=-3 (mod?9).

f) 32=-4(mod 9).

BN 1.52=26-1=-1 (mod 13).
54 = (52)2 = (- 1)2 (mod 13).
2. 5% = (5%)% = (1)k = 1 (mod 13).

BN 1. c - -2+ 5kaveck e N*,
2. ¥ ={102; 109; 116; 123}.

Corrigé dans le manuel.

[25 ] Corrigé dans le manuel.

B ) 15°5-35=35-35=0 (mod 12).
b) 910 510=210_ (_2)10 = (mod 7).

¢ 1215=15=1 (mod 11), donc le reste est 1.

¢ 107 = (- 1)7 (mod 11) donc le reste est 10.

7815 =115 (mod 11) donc le reste est 1.

¢ 1312=212 (mod 11). Or 2>=—1 (mod 11), donc :
212 =4 (mod 11) et le reste est 4.

e (-2)P =(-2)Bx (-2)*donc (-2)9=-24=-5

(mod 11) donc le reste est 6.



BN - 706 + 1409=6 + 9=1 (mod 7). Le reste est 1.
*219=2 (mod 7) donc 21920 = 220 (mod 7).
Or23=1(mod 7) donc 22’ =22 (mod 7). Le reste est 4.
* 36 =1 (mod 7) donc (- 36)*" = 1 (mod 7). Le reste
est 1.

¢85 4+ 6%=1% 4+ (-1)* =2 (mod 7). Le reste est 2.
¢ 12517 + 302 = (- 1)17 4 212=-1 + 1 =0 (mod 7).
Le reste est 0.

EER2=17-1=-1(mod 17);

62 =34 +2 =2 (mod 17).

1532=90x17 + 2 donc 1532 =2 (mod 17)

et 153220=220- (24)5=(-1)=-1=16 (mod 17)
donc le reste est 16.

346 =340 + 6 =6 (mod 17) donc

34612=612= (62)6=20=24%x22=-4 =13 (mod 17).
Le reste est 13.

ElN ) 5 =17 (mod 4);
b) 29 = (- 1) = 1 (mod 6).

BEEM 2) 147 = 17 (mod 13);
b) 122" = (- 1)2" = 1 (mod 13).

(32 | Corrigé dans le manuel.

EEEN 1. 1000=1 (mod 111) donc 1000n =n (mod 111).
21034+ 10 +1=10°% 100+ 10° x 10 + 1

=100+ 10+ 1=0(mod 111).
101+ 108+ 1=10+ 100+ 1 =0 (mod 111).

EEZA 5 = - 1 (mod 6) donc, dans tous les cas,
5n% + n=-n+ n (mod 6).

¢ Sin=0(mod 6), —n* + n=0 (mod 6).

*Sin=1(mod 6),-n*+n=0(mod 6).

*Sin=2(mod6),-n’+n=-6=0(mod 6).

e Sin=3(mod 6),-n>+n=-24=0(mod 6).

*Sin=4(mod 6),-n* +n=-60=0 (mod 6).

*Sin=5(mod6),-nd+n=-120=0 (mod 6).

On €tudie tous les restes possibles en dehors
de 0:

Sin=1(mod7),n%-1=0(mod 7).
Sin=2(mod7).n°-1=64-1=0(mod 7).
Sin=3(mod7),n%-1=272-1=(-1)?-1=0(mod 7).

Apprendre a chercher (page 22)

Equation diophantienne. Divisibilité
Les outils :
o Définition de la divisibilité.
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Sin=4(mod7),alorsn=-3(mod 7) et :
n®-1=272-1=0(mod 7).

Sin=5(mod7)alorsn=-2(mod7)et:
n®—1=64-1=0(mod 7).

Sin=6(mod 7),alorsn=-1 (mod 7) et :
n®-1=1-1=0(mod7).

= 5=- 1 (mod 6) donc n(n? + 5) =n(n>-1) (mod 6).
Ensuite, I'étude est semblable a celle faite a 'exer-
cice 34.

Sin=0(mod 6), n(n>—1) =0 (mod 6).
Sin=1(mod6), n(n*-1)=0(mod 6).
Sin=2(mod6),n(n*-1)=6=0(mod 6).
Sin=3(mod 6), n(n*-1)=24=0(mod 6).
Sin=4(mod 6), n(n*>-1)=60=0(mod 6).

Sin=5 (mod 6), n(n*-1)=120=0 (mod 6).

[37] Corrigé dans le manuel.

EEEN L. [resteden [0[1[2 ]3[4 ]5]6]7
restedenZ (0 |1 |4 |1 |0 |1 {4 |1
restede2n2/0 |2 |0 |2 |0 |2 |0 |2

2. reste de 2x2

0 2
reste de y?
0 0 2 :
1 1 3
4 4 6

3.Si I'équation 2x? + y? = 5 avait une solution, cela

impliquerait que I'on peut trouver x et y tels que :
2x2 + y2 =5 (mod 8).

Comme 0 < 5 < 8§, cela voudrait dire que 5 est le reste

de la division de 2x2 + yZ par 8. Or le tableau du 2.

montre que le reste n’est jamais 5.

Donc I'équation n’a pas de solution.

(a+b)3 - (a® + b3) = 3(a®b + ab?) = 0 (mod 3).

TR 73 = (79)" = 343" = 1" (mod 9).

- 1.3°=27=1(mod 13). 3% = (33)"= 1 (mod 13).

2.301+24 3341 4 1233 %9 3) 4 1
=1x(1x9+3)=0(mod 13).

927 = 1 (mod 10) donc chiffre des unités : 1.
921+1=_1=9 (mod 10) donc chiffre des unités : 9.

~ Les objectifs :
e Savoir raisonner par disjonction de cas.
« Savoir utiliser le raisonnement par I'absurde.



1.0<a<b < capour conséquences ab < bc et ac < b,
donc abc < 3bc et donc a < 3.

Donca=1oua=2. ‘

2.a)a=11mplique b + bc+ ¢ =bc,soit b + c =0, ce
qui contredit O < b < ¢. Donc a = 1 n’est pas possible.
b) a=2donc2(b + c) = bc. Or b < c implique 2(b + ¢) <4c
et donc be < de. Il en résulte b < 4.

Commea<b,2<b<4,donchb=3etc=6.

3 Reaproque La solution a =2, b =3 etc =26
’)\/Ql’lvﬁlﬁ\/’)—q 2w A at an o hian

\aUllVl\.«llL\.«uL AT TUANL — Lo AN AVULCLULLAQ VLG

0<2<3<6.

IEZA utiliser la division euclidienne

Les outils :

o Définition de la divisibilité.

o Division euclidienne.

Les objectifs :

o Apprendre a bien prendre en compte les deux parties de la

définition de la division euclidienne.
L(2a-1)?=0et(2a—1)*-4a?=-4a+1 <0 puisque
a=1.
2. Immédiat ;g =a?-2a—1.

Divisibilité
Les outils :
« Définition des congruences.
« Regles de calcul des congruences.

Les objectifs -
o Savoir utiliser les congruences pour prouver des propriétés

o Montrer la multiplicité des approches possibles.

LA Soit m le quotient; a = bm + ravec 0 < r < b.
Le minimum de m est obtenu avec a = 107 ~ 1 et
b=107-1, alors m a p — g chiffres.

Le maximum de #m est obtenu aveca = 10P — 1 et b

minimum, soit » = 107! et le nombre de chiffres de m
estalorsp—qg + 1.

Conclusion : le quotient m a p — g ou p — g + 1 chiffres.

Corrigé dans le manuel.

EER1517=75b+retO<r<b.
Onen déduit 756 < 1517 <76b doncb =20et r=17.

EEN - 726 + 12 avec 12 < b.

Premiére solution
Layry=1r=4nrn=7rn=1r=4
b) 4% = (437 donc 4’ =17 =1 (mod 9).
$r+1 = (43 x4 donc:

r+1=17 x4=4 (mod 9).
43P +2 = (43 x 42 donc :

#r+2=1Px16=7 (mod 9).
¢)Sin=3p,alorsA,=nx4-(n+1)+1=9p=0(mod 9).
Sin=3p+lalorsA,=nx7-(n+1)4+1=9=0
(mod 9).
Sin=3p+2,alorsA,=n-T7n+1)+1=9p

=-18p-18

=0 (mod 9).
Dans tous les cas, A, =0 (mod 9), ce qui veut dire que
A, est divisible par 9.

Deuxiéme solution

1. A, =4"(3n-1) + 1 d’ou la réponse.
2.Sin=3p,alors4"3n-1)=1(%p-1)=-1(mod 9).
Sin=3p+1,alors4"(3n-1)=4(9p +2)=8=-1(mod 9).
Sin=3p+2alors4"3n-1)=79 +5)=35=-1
(mod 9).

Dans tous les cas, A, =0 (mod 9) donc A, divisible
par 9.

Troisiéme solution
1. a) Immédiat.
DA, -A,=n+ D2 2n+ D4+ (n+1) 4"
=(n+1)4"(16-8+1)
=9(n + 1)4" =0 (mod 9).
Donc pour tout naturei n, A, , ;= A, (mod 9). Il en
résulte que si A, =0 (mod 9), alors A, { =0 (mod 9).
On acheve en vérifiant que Ay =0donc Ay=0(mod9).

Ilenrésultea=72b+12>72x12 +12,s0ita > 876 ce
qui contredit I’hypothese a < 300.

Elilr=-4y+ret0=<r<4

2,
A S R R : g
e t t i T i L
f& R = T ) lo---1é o 7'“8' 11-X

N1 =-4g+yetOsy<4.
2. a) Sion ajoute 4 a chaque membre de ’égalité pré-
cédente, on obtient :

n+d4=4(q+1)+yetd=s=y<4.
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Cela démontre que la division de n + 4 donne g + 1
comme quotient et le méme reste y.

En notant y, le reste associé an (pour adopter la
notation habituelle des suites), on voit que pour tout
n entier, y, , 4=y, ce qui montre que la suite y est
périodique, de période 4.

b)
' YT T 1T
. - «3 | . F
. PR .2 —t 44 P
. - . 1. L. + X
-12 8 4 @) 4 8 i

B3 +5n+1=n*+n+1(mod?2).
Danslesdeuxcasn=0etn=1,n*+n+1=1(mod2)
donc 3n? + 5n + 1 est toujours impair. n(n + 1) est pair
donc ce nombre ne peut diviser 3n* + 5n + 1 sinon ce
dernier serait pair.

EEN - bg+ravecO<r<b.
Puisa+52=(b+4)g+ravecO0=r<b+4.
Par soustraction on obtient 52 = 4q, d’ol ¢ = 13.

l.a-b=538¢eta=13b + 34 avec 34 < b, dolr :
12b =504, d’ot1 b = 42 et a = 580.

2.a+b=209 eta=5b+ 206 avec 206 < b.

On en déduit b = 315, puisa = 1781.

L.a=>5q+3.

a=15q"+ravec0 =< r<15. On en déduit :
5q+3=15¢"+r

donc r-3 = 5(q - 3¢").

5 divise r — 3 mais comme avec 0 < r < 15, les valeurs

possibles de r sont 3, 8 et 13.

2.a=15g+13=53g +2)+3etcomme ) <3 <35,

3 est le reste dans la division par 5.

EA&1.o-6g+4
a=18¢" + ravec 0 =< r < 18. On en déduit :
6g+4=18¢"+r

doncr-4=6(q - 3q’).

page

Divisibilité et congruences

% (6n) contient au moins :
1,2,3,6,n,2n,3n, 6n.

[62] Corrigé dans le manuel.
266

6 divise r — 4 mais comme avec () < r < 18, les valeurs
possibles de rsont 4, 10 et 16.
2.a=18q+13=6(3g+2)+letcomme0<1<6,le
nombre 3 est le reste dans la division par 5.

Ed® o= hg+ravecO<g=r<b.
Doua=(0b+1)g+r-gavecO=r-qg<b.

EEEER® 1.b) Le quotient reste égal a b si et seule-
ment si :
a+hvérifiebg=a+h<b(qg+1),
ce qui équivaut a:
bg-a=h<bg—-a+b,soitencore —-r=h<b-r.
2.a)r=10donc -10=h < 7.
b) r=6donc -6 = h < 33.

0 < b’<a
(59 Mg} a=(bc+r)
O=sr<b

2. Sion avait ¢ < b, on aurait be < b(b - 1) et comme
r<b,onauraithc+r<b*-b+b<a.
Ce qui implique bc + r < a, inégalité qui contredit
I’hypothése a = be + r.
L’hypothése c < b est donc a rejeter et donc b < c.
3. Pour affirmer que b est le quotient de a par c, il faut
les deux conditions suivantes :

a=ch+ret0=r<c.
La premiére condition est acquise et la deuxiéme
résulte du faitque O =r<beth =c.
4. Prenons a = 100 et b = 13. On trouve alors ¢ = 7 et
r = 9. Mais si on divise 100 par ¢ = 7, on trouve comme
quotient 14 (différent de b) et r = 2.

W ® Soit /2 le nombre entier naturel cherché.
a=625b+8634dotia+h=625(b +h) +q.

Par soustraction on obtient : h = 625h + g —8 634 d'oli:
624h =8 634 —q.

h sera maximum pour g = 0. Comme h est entier sa

8634 .
m qui
est 13. Donc le nombre maximal que I'on peut ajouter
a a et b sans changer le quotient est 13.

valeur maximale sera la partie entie¢re de

[S¥M /1 = 5k + 4 avec k entier, donc
n?—1=25k? + 40k + 16 — 1 = 5(5k2 + 8k + 3).

KN = 7k + 2 avec k entier, donc
n-1=73%3+6x49k% + 84k + 7
= 7(49k3 + 42k% + 12k + 1).



ERAA-(n+1)(n+2)...2n).
17 étape : « A; = 2 est divisible par 2! » est vérifié.
2¢ étape : Supposons que A, est divisible par 2", c’est-
a-dire :
n+1)(n+2)...2n) =k x2";
A 1=n+2)(n+3)...2n) 2n+1)(2n+2)
N 2n+1)2n+2)

n n+1
=2A,(2n+1)
=Kx2n+1,

Donc A,, , ; est divisible par 2"+ 1.
Dot le résultat.

K&l Les p nombres conséeutifs, en appelant a le
premier, peuvent s’écrire :

a,a+1,..a+p-1.
[Is constituent une suite arithmétique de raison 1 et
leur somme est :

a+a+p-1
S=px EZETRr
e
: . . . a+a+p-1

Sip est impair, alors p — 1 est pair, donc _____2_p_

est un entier et S est bien multiple de p.

Corrigé dans le manuel.

KR =-2p+1.3"+4n+1=3xP+8p+4+1=0
(mod 8).

KEER 107972 -1)=11(0-1)=-1=8 (mod 9).

VM= n(n-4)(n+3)etb=2n+1)(n-4);aeth
sont bien de la forme (n —4)q.

Sin est pair, 9n — 1 et 9n + 1 sont impairs, donc
le produit 8112 — 1 est impair.

Si n est impair, 9n — 1 et 9n + 1 sont deux nombres
pairs consécutifs, donc le produit est divisible par 4.
(Le produit est méme divisible par 8, car les deux

nombres pairs étant consécutifs, I'un est un multiple
de 4.)

PER® a) n3—n=n(n-1)n+1).
On montre que n(n + 1) est toujours divisible par 2
(on examine les deux cas, n pair et n impair).
Pour la divisibilité par 3, on étudie les trois cas, n =0,
1 ou 2 (modulo 3) et on établit qu’a chaque fois, I'un
des facteurs est congru a 0 modulo 3.
b) Pour 2, méme chose que pour a) et pour 3, déja vu
a I'exercice résolu 5, page 11.

V&R ® (x - y)(x +y) =35doncx -y et x + y sont des
diviseurs de 35. Dans Z, les diviseurs de 35 sont :

1,5,7,35,-1,-5,-7,-35.

Les solutions sont données dans Z par les huit syste-
mes suivants :

x-y=1 x—-y=5 x—-y=7
ou ou
xX+y=35 x+y=7 X+y=35

x—-y=35 x—-y=-1 X ye-5
ou ou ou
x+y=1 x+y=-35 xX+y=-7
x—y=-7 x—y=-35
ou ou .
X+y=-5 x+y=-1

¥ ={(18;17), (6 1), (6;— 1), (18; — 17),
(-18;-17), (= 6;: - 1), (- 6; 1), (- 18; 17)).

IZA® Supposons qu’il existe une solution (x; y)
telle que x + y = mxy avec x, y, m entiers naturels.

x = y(mx — 1) donc y divise x.

De méme, y = x(my — 1) donc x divise y.

Il en résulte donc x = y.

On voit que x = y = 0 est une solution. En dehors de ce
cas,onal=mx—-1,doumx=2.Doux=10oux=2.
Finalement, si (x; y) est solution, c’est I'un des cou-
ples (0; 0), (1; 1), (2; 2). Réciproquement, on vérifie
aisément que ces couples sont bien solutions.
F={0;0),(1;1),(2:2)}.

&M ® 1. Posons A, =231,
Pour n =0, A, = 0 donc divisible par 7.
Supposons que A, =23 — 1 = 7k, avec k entier.
A, =23 -1=8x2"-1=8(Tk+1)-1=7(8k +1).
Donc A, , | est bien divisible par 7.
2.29n+1_2=2A,, et 29"*2 -4 =4A ; ces deux nom-
bres sont divisibles par 7 puisque A, I'est.

3. Tout entier m est de la forme 3n ou3n+ 1 ou3n + 2.
Drapres les résultats précédents :

esim=3n,alors 2" =Tk +1;
esim=3n+1,alors2" =7k +2;
e sim=3n+ 2, alors 2" = 7k + 4.

Conclusion : les restes de la division de 2" par 7 sont
1,2 ou4.

1. On factorise les deux polyndmes :
n+5n+4=n+1)(n+4)
et
n?+3n+2=m+1)(n+2).
2.3n2+15n+19=3(n+1)(n+4) +7;doncsin + 1
divise 3n? + 151 + 19, alors 1 + 1 divise 7, donc :
n=0oun==6.
Réciproquement, n = 0 convient car 1 divise tout
nombre entier.

Pourn=6,n+1=7et3n?+ 151 + 19 = 217 qui est
divisible par 7.
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3.nt+3n+2=(n+1)(n+2);doncsi:

32+ 151+ 19
est divisible par (n + 1) (n + 2), il est divisible par
chacun des nombres n + 1 et n + 2. Etant divisible par
n+l.n=0oun=6.
e Sin=0,3n%+ 151+ 19 = 19 et ce nombre n’est pas
divisible par n + 2 qui vaut 2.
eSin=6,alors3n>+ 15n+19=217etn+2=8et 8
ne divise pas 217.
Conclusion : 3n + 15 + 19 n'est jamais divisible par
n?+3n+2.

IEZA® Sans restreindre la généralité du probleme,
on peut supposer que a, b, ¢ désignent les cotés du
triangle rangés dans l'ordre croissant. On peut donc
alors écrire que a® + b* = ¢2,
1. Il s’agit de montrer que a, b, ¢ ne peuvent pas étre
impairs tous les trois.
Supposons que a, b et ¢ soient impairs.
a et b étant impairs, a* et b2 le sont aussi et alors ¢2,
somme de deux nombres impairs, est pair.
Et ¢ ne peut étre impair, d’ou la contradiction.
2. Supposons qu’aucun des nombres ne soit divisible
par 3. On aurait donc a = 1 ou a =2 (mod 3), d'ou
a® =1 (mod 3) dans les deux cas.
De méme, on aurait b*=1 (mod 3) et ¢ =1 (mod 3)
et alors on aurait :
a* + b*=2 (mod 3),
ce qui contredit ¢ =1 (mod 3).
Donc I'un des trois nombres a, b, ¢ est divisible par 3.
3. Raisonnons par contradiction. Supposons qu’aucun
des trois nombres a. b, ¢ n'est divisible par 4.
Divisons ces trois nombres par 4 :
a=4q+r;b=4q"+r;c=49"+r"

avecr, ¥, r”dans I'’ensemble {1:2; 3}.
Examinons les restes possibles dans la division de ¢2
par 4. On peut €tablir facilement en examinant les
trois cas que les restes possibles sont uniquement 1
ou 0 comme le montre le tableau suivant :

r’ 1 2
reste (c?) 1 0 ! 1

Les restes dans la division de a® + b par 4 sont donnés
par le tableau suivant :

r
; 1 2 ‘ 3
1 2 | 1 I
2 1 0 1
3 2| 1 | 2

On voit tout de suite que sur les neuf cases, les quatre
cases contenant 2 conduisent & une contradiction
puisque le reste de ¢ ne peut pas étre égal a 2.
Il nous faut maintenant examiner les deux cas :

Reste (a® + b?) = 0 et ensuite Reste (a? + b?) = 1.
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Etude du cas Reste (@*+b*) =0
Ce cas implique nécessairement : r=2,r =2 etr”"=2
car on doit avoir Reste (a2 + b?) = Reste (¢2).
L’égalité a® + b? = ¢? donne :

(4g +2)% + (4" +2)> = (4" + 2)%,
soitd =16 (¢"2+q' -q*-q-q'2-¢q'),
soit 1 = 4k, avec k entier d'oul la contradiction.

Etude du cas Reste (a® + b%) = 1
Ce cas implique nécessairement /" =1 ou " = 3.
Pour ret 7, il faut examinerr=1et ¥ =2 oubienr=2
et =3 (les cas symétriques r = 2, ¥ = 1... donnent les
mémes résultats).
Traitonslecas:r=1,r=2et/”" =1.
L'égalité a® + b? = 2 donne :

(4g + 12 + (49" + 2)2 = (49" + 1)?,
soit 1697 + 164" + 4 = 169"+ 8¢” - 16¢°> - 8¢, d’oti on
déduit une égalité du type 4 = 8k, avec k entier d'ou
la contradiction.
Les autres cas se traitent de la méme maniére et con-
duisent a une contradiction.
4. Observons d’abord que si un entier n'est pas divi-
sible par 3, alors le reste de la division par 5 de son
carré ne peut étre que 1 ou 4.
Si aucun des trois entiers a, b, ¢ n’est 11 4
divisible par 5, les restes possibles de 7775
la division par 5 de @ + b> sont don- [ 5 3
nés par le tableau ci-contre.
Aucun résultat n’est compatible avec le reste de ¢ (qui
ne peut étre que 1 ou 4), Il en résulte que I'hypothese
«aucun des trois entiers a, b, ¢ n’est divisible par 5»
conduit a une contradiction, elle est donc a rejeter.

ZEZM® 1. Faux. Sin =4, on trouve 4 x 5 x 7 qui n’est
pas divisible par 12.
2. Faux. Sin < 11, 11 ne peut pas étre le reste.
3. Vrai.

a=b (mod m) équivaut a a = b + km (avec k
entier).

Si a, b, m sont divisibles par c, I'égalité précédente
équivauta = ’;’ +k™ _D'oila conclusion.

TN 1. o = n(»? + 1). On raisonne modulo 2. Sin=0
(mod 2) alors @ =0 (mod 2) et sin =1 (mod 2) alors
n?+1=0et donc a =0 (mod 2). Dans tous les cas, a
est pair.

2. Méme méthode. On raisonne modulo 3 en exami-
nant les troiscas:n=0,n=1,n=2.

G On raisonne modulo 6. Dans chacun des six
cas, on s’assure que a =0 (mod 6).

is¥° 8 n° + n = n(n + 1) est divisible par 2 donc
(n? + n)? = 4k avec k entier. Donc a = 5 x 4k est bien
divisible par 20.



KA 1. Récurrence.

a) Immédiat.

b) 1, = 0 est bien divisible par 6.

Supposons que u, = 6q. Alors
u,,1=06q+3[5n(n+1)+2].

Or n(n + 1) est pair donc : 5Sn(n + 1) + 2 =2k. Il en

résulte que u,, | = 6q + 6k etu,, ., est divisible par 6.

2. Par les congruences.

On raisonne modulo 6. Dans les six cas on €tablit que

it, =0 (mod 6).

XA Posons u, =237~ 1=8n-1.

a) Par récurrence :

iy = 0 est bien divisible par 7.

Supposons u,, = 7q. Alors 8" =7q + 1 et

i, 1=8"*1-1=8x(7g+1)-1=56q+7=7(8q +1).
Donc u,, , | est divisible par 7.

b) Par les congruences.

§"-1=1"-1=0 (mod 7).

R ® s trois suites 237 ;227 : 27 ont toutes les trois
des restes périodiques de méme période 3, donc la
somme est périodique. On trouve

sin =3k alors 2" + 227 + 2" =3 (mod 7) ;
sin=3k+1alors 23 + 227 1 27 =0 (mod 7) ;

sin =3k + 2 alors 23 + 227 1 27 =( (mod 7).

IEIA 1. 57 383 =3 (mod 19) donc

57383114 =314 (mod 19). Or 3%=-1 (mod 19) donc:
3= (3912 36 =3%=7 (mod 19).

Le reste est 7.

2.91234 =3 (mod 7) donc 91 2342006 = 32006,
Or3*=-1 (mod 7) et 2006 = 2004 + 2,

donc 3206 = 32 =2 (mod 7).

Le reste est 2.

521 = 25" donc 52" — 14" =37 - 3" =0 (mod 11).

IEER® 50 =1 (mod 7) donc 5090 = 1 (mod 7).
100=2 (mod 7) donc 100% =2 = (23)33 =133 (mod 7).
Donc 50 - 100" =1 -1 =0 (mod 7).

IEER® 1.5° = 125 =7 x 17 + 6 donc 5% = 6" et donc
5% - 6"=6 (mod 17).

2.77+1=49"x 7. Or49=1 (mod 16)

donc 72"+ 1 =7 (mod 16).

Il en résulte que 727 +1 + 9 =16 = 0 (mod 16). Donc
721 +1 4+ 9 est divisible par 16.

[ 90 Ll

resteden |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7

resteden2 |0 |1 |4 [1 |0 |1

Le tableau donne les restes de n? modulo 8. On voit
que ces restes ne peuvent étre que 0, 1, 4.

2. (n+3)2—1=0(mod 8) équivaut a (n + 3)*=1 (mod 8).
D’apres le tableau du 1., on voit que cela équivaut a
n+3=loun+3=3oun+3=5oun+3=7(mod8).

Celaéquivautan=0oun=2oun=4oun=6(mod8).
Finalement I’ensemble des solutions est I’ensemble
des nombres pairs de Z.

I ® 1.32=-2 (mod 11), donc :
3*=4(mod 11)et3*=12=1 (mod 11).
33k +r=(35)k 37 = 153" =3’ (mod 11).
Tout entier n peut s’écrire n =3k + ravecre {0;1;2;
3;4}.
Les résultats précédents permettent d’écrire que :
3" =3" (mod 11).

11 suffit donc de trouver tous les restes modulo 11 des
valeurs de 3" pour r € {0; 1;2;3;4}.
Le résultat est donné par le tableau suivant :

r 0 1 2 3
reste de 3" 1 3 9 5

2. 3" +7 divisible par 11 équivaut a 3" + 7=0 (mod 11).
Le tableau montre que cela équivaut a r = 4 donc
n=>5k+4.

L’ensemble des solutions est donc I’ensemble des
entiers n = 5k + 4 avec k € N.

IEE® 1 ¢quation équivaut 2 2" =1 (mod 9).
Cherchons les restes dans la division par 9 de 2" pour

| nde0al0. Avec un tableur, on trouve :

s ol1]23]4a5]6[7 89 [10

i reste de 27
\ mod 9

11214 |8 (7|51 |2 |48 |7

Les résultats précédents permettent de conjecturer
que la suite des restes est périodique de période 6.
C’est-a-dire que pour tout n, 2+ ¢ =2" (mod 9). La
démonstration résulte du fait que 26 = 64 =1 (mod 9).
On en déduit que si rest le reste de la division de n par
6, alors 2" =2" (mod 9).

Donc 2" =1 (mod 9) équivaut a n =0 (mod 6).
L’ensemble des solutions est donc I’ensemble des
multiples de 6, f = {6k, k € Z}.

CEB® 1. (n- 1) +n+(n+1)=3n.
2.n=-1P+m3+m+1¥3=3n3+6n=3nn?+2).1
suffit de prouver que n(n? + 2) est un multiple de 3,
c’est-a-dire que n(n? + 2) =0 (mod 3) ce qui s’obtient
facilement.

IEXE® Si o =0 (mod 3) ou b =0 (mod 3) le résultat
est acquis. Il en est de méme si a =b (mod 3). Il reste
a étudier les cas a =1 (mod 3) et b =2 (mod 3) ainsi
que a=2 (mod 3) ou b =1 (mod 3). Dans ces derniers
cas, on trouve aisément que a* — b% =0 (mod 3) d’olt
le résultat attendu.

IEEH® 1. 1l est commode de faire un tableau.

x| 0|1 ]2 |3 |4 |5 /|6 |7
x* o1 |8 |0 |1 |8 |0 |18
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2. On voit que x* = 0 (mod 9) équivaut & x = 9k ou
x =3+ 9k oux =6+ 9% soit x=0 (mod 3).

De méme, x* =1 (mod 9) équivaut & x = 1 + 9% ou
x=4+9 oux=7+9ksoit x =1 (mod 3).

x3 =8 (mod 9) équivaut 4 x =2 + 9% ou x = 5 + 9k ou
x =8+ 9k soit x =2 (mod 3).

3. Par hypothese, x* + y3 + 2z =0 (mod 9).
Examinons comment on peut obtenir x3 + y3 + z3=0
(mod 9).

Six*=0,y*=0et z3 =0 (mod 9) la conclusion est
acquise.

En dehors de ce premier cas, il est visible que I’'un au
moins des trois nombres x3 , y3, z3 doit étre congru a 8
sinon avec des 0 et des 1 on n’atteindra pas 9. En envi-
sageant tous les couples possibles, on constate que la
seule possibilité est que I’'un des trois nombres x3, y3,
z3 soit congru 2 0, un congru a 8 et I'autre congru a 1
(en dehors du cas ol tous les 3 sont congrus a 0).

I . 11 ]n&‘ ~acg ],l‘“ f‘ao "f(\‘ ml-\ 3
Donc dans tous les Cas 1 Uil GES oIS Domores X7, y-,

z3 est congru & 0 (mod 9) ce qui revient a dire que x
ou y ou z est congru a 0 modulo 3.

IEIAN® 1. Etudions la suite des restes des divisions de
x? + x — 2 par 7. Cette suite est périodique de période
7 puisque :

(x+7)Y?=x?etx+7=x(mod7).

x(mod7) 0] 1 2 3 4
X ix=-2mod7)! 5 0 |4 3 4 0 5

= (v

Le tableau montre que x? + x —2 =0 (mod 7) équivaut
ax=loux=5(mod?7).
Doué,={xix=1+7koux=5+7k ke Z}.

2. Méme raisonnement avec les congruences modulo 3.

x (mod 3) 0 1 2
X2 +x=-2(mod3)| 1 0 1

Le tableau montre que x2 + x —2 = 0 (mod 3) équivaut

ax=1(mod3). D’'ou€,={1+3k ke Z].

3.Six=1+21k,n=(1+21k)?>+1+21k-2
=21k(21k + 3).

Si k est pair, 21k est divisible par 42 donc 42 divise n.

Si k est impatr, 21k + 3 est pair et alors 42 divise n.

Six =-2 + 21k, on raisonne de la méme facgon.

EYA® Ftudions la suite des restes des divisions de
n?—3n + 6 par 5. Cette suite est périodique de période
5 puisque :

(n+5¥2=n%etn+5=n(mod>5).

n (mod 5) 0 1 2 3
n2-3n+6(mod5) | 1 4 4 1

Le tableau montre que n? —3n + 6 = 0 (mod 5) équi-
vaut an=4 (mod 5).
Dot ¥ = {4 + Sk aveck € 7).

210

IEEN® Divisons n par 3,n=3p + ravecre {0;1;2).
4"+ 6n-1=6474"+18p + 6r—1.
Or64=1(mod9),doncdn+6n-1=4"+6r-1.
Sir=0,4"+6r-1=0.

Sir=1,4"+6r-1=09.

Sir=2,4"+6r-1=27.

Dans les trois cas, 4" + 6n —1=4"+ 6r—1=0 (mod 9)
donc 4" + 6n — 1 est toujours divisible par 9.

EEEN® Remarquons que si 7 est solution alors n est
impair.

On raisonne modulo 8.

Pour n impair, n x 7% + 4n + 1 =0 (mod 8) équivaut a:
nx(=1)"+4n + 1 =0 (mod 8) soit encore 3n + 1 =0
(mod 8).

L’étude de tous les cas pour n impair, montre que la
solution est obtenue si et seulement si x =5 (mod 8).
Les solutions sont donc tous les nombres de la forme
x =5 + 8k avec k entier naturel.

EIeI®)® 1 ¢ probleme revient a trouver n dans N tels
que (- 1)"*1 —(n+1) (-1)"=1 (mod 4) soit encore :
(-1D)"(-2-n)=1(mod 4).

Il n’y a pas de solution parmi les entiers pairs.

Si n impair, 'équation devient : 2 + n=1 (mod 4).

# étant un naturel, les solutions sont tous les nombres
de la forme n = 3 + 4k avec k entier naturel.

ETe} By o 1o PR |
L] FLy LE rrdrilet.

LI S LOITIgE d
EEAS 1. a) Sim est impair, p=0et b =m.

Si m est pair on le divise par 2, m = 2m,.

On réitere le processus jusqu’a trouver un quotient
impair. Les quotients successifs »1;, m,, m;... consti-
tuent une suite d’entiers naturels strictement décrois-
sante donc elle est finie ce qui garantit 1’existence
d’un quotient impair m,. On a alors a = 2%m,.

b) Les nombres impairs inférieurs a 2n sont les
termes de la suite arithmétique u; = 2k + 1. Les
impairs inférieurs a 2n sont numérotésde 0 an - 1.1l
y en a donc exactement #.

2. a) Remarquons que tous les nombres b; sont com-
pris entre 1 et 2n et sont impairs. En effet si a, est
impair alors b, = a, et il est entre 1 et 2n. Si a;, est pair
alors b, est obtenu par des divisions successives par 2
donc b; est un nombre impair entre 1 et # donc entre
1 et 2n. L’ensemble des b; est donc constitué par n + 1
nombres impairs entre 1 et 2n, d’aprées la question 1. b)
il y en a au moins deux égaux.

b) Supposons que b; = b, = d. Alors a; = 2°'d et
b;=2Pd. Sii < j alors a; divise g; sinon g; divise a;.
EIEEA$ Une étude des restes modulo 7 de 47 permet
de conjecturer une périodicité de 3 et, pour les restes
de 5" modulo 7, une périodicité de 6. Démontrons-le.
4n+3=4"x 64, donc pour tout entier n, 4 *+3=4" (mod 7).



51+6=5"x50; 0r,50=7x2 232 + 1, donc pour tout
entier n, 5" * 6 =5" (mod 7).
Lasuite R, desrestes modulo 7 de 4" + 5" + 2 est donc
périodique de période 6 et est entierement connue si
on I'étudie pour nde 0a 6:

n 0 1 2 3 4 | b5 6

4" (mod 7) 1 4 |2 |1 4 12 |1

5" (mod 7) 1 514 16 |2 {3 |1
4+5"+2mod7) | 4 | 4 |1 |2 |1 |0 |4

Donc 4"+ 5" +2=0(mod 7) équivaut an=5 (mod 6).
L’ensemble des solutions est donc I’ensemble des
entiers de la forme n =5 + 6k avec k e Z.

104 HE R a) Les résultats connus sur la somme des
termes d’une suite géométrique permettent d’écrire
3"
)
Donc u,, =0 (mod 7) implique 2u, =0,
soit 3" =1 =0 (mod 7).
b) Réciproquement, si 3" — 1 = 0 (mod 7), alors 7
divise 2u,. Avec un tableau donnant les restes
modulo 7 de 2a en fonction de a, ou en déduit que
i, =0 (mod 7).
2. u,, divisible par 7 équivaut a u,, = 0 (mod 7).
Drapres le 1., cela équivaut a 3" =1 (mod 7). La suite
des restes de 3" (mod 7) est périodique de période 6.
On en déduit que I'ensemble des solutions est
I'ensemble des entiers de la forme 6k avec k = 1.

u donc 2u, = 3" - 1.

EEE8S 1. Le tableau suivant permet de conjecturer
que la suite des restes de 7" modulo 10 est périodique
de période 4.

n 0 1 2 3 4 5
reste de 7" (mod 10) | 1 7 9 3 1

On peut le démontrer facilement :
74 =2401, donc 7* = 1 (mod 10).

Il en résulte que 7" *4=7" (mod 10).

21+7+72+73=1+7+9+3=0(mod 10).

L’idée est de regrouper par paquets de quatre puis-

sances de 7 consécutives. Chaque paquet complet est

congru a 0 modulo 10.

* Sin =4k, alors A =7 =1 (mod 10).

Le chiffre des unités de A est 1.

*Sin=4k +1,alors A=7% + 7% +1=1 + 7 (mod 10).

Le chiffre des unités de A est 8.

o Sin =4k +2, alors A = 7% 4 74k +1 4 74k +2
=1+7+9=7 (mod 10).

Le chiffre des unités de A est 7.

*Sin=4k +3,alors A = 7% 4 74k +1 4 74k+2 74k +3
=0 (mod 10).

Le chiffre des unités de A est 0.

KA 1. immédiat.

2. Le résultat de la question 1. prouve que chacun des
nombres 29, 36, 45, 5 est congru a 1 modulo 7.
DoncS, [ ¢-S,=2"x1+3"x1+4"x1+5"x1-
(2" + 3"+ 4"+ 5") =0 (mod 7).
3. Soit n = 6k + r. D’aprées la question précédente,
$,=8,,6=S,,12=8,, ;8= . =5, 5 (mod 7).
(On réitere k fois la congruence S, =S, , ¢.)
4. D apres ce qui précede, S,, est divisible par 7 si et
seulement si S, =0 (mod 7).

r 0 1 2 3 4 5
reste de S, (mod 7) 4 0 5 0 5 0

On voit que S, est divisible par 7 si n est impair.
5.100=2 (mod 7); 101 =3 (mod 7); 102 =4 (mod 7);
103 =5 (mod 7); il en résulte que S, =T, (mod 7).
Donc T, est divisible par 7 pour tout entier n impair.

(107 HSH (x, y) une solution.

Par addition, on trouve que 4x =4 (mod 6).

Etudions les restes de 4x selon les restes possibles de
x modulo 6.

X (modulo 6) 0 1 2 3
4x (modulo 6) 0 4 2 0 4 2

Donc 4x =4 (mod 6) équivaut a :
[x=1 (mod 6) oux =4 (mod 6)].
La deuxieme équation donne y = x -3 (mod 6).
Donc si (x, y) est une solution alors :
[x=1 (mod 6) et y=4 (mod 6)] ou
[x=4 (mod 6) et y=1 (mod 6)].
L’ensemble des couples solutions est donc :
F={(x,y)/x=1+6kety=4+6kavec (k, k') e 7%} »
{(x,y)/x=4+6kety=1+6k"avec (k, k') e 72).

[10818 Corrigé dans le manuel.

EREIS 1. a) Si a existe et est pair alors a® I’est aussi
eta’ + 9 est impair ce qui est impossible puisque
at+9=2n

b) Si a est solution, a est pair donc a = 2p avec p
entier. Donca?+9=4p? +4p +10=2 (mod 4). Orn =
4 donc 2" = 0 (mod 4). L’équation n’a donc pas de
solution.

2.a)3=-1(mod 4) donc 3" = (- 1)" (mod 4).

Si n est pair, 3" =1 (mod 4).

Si n est impair, 3" =-1=3 (mod 4).

b) D’apres la question précédente, a®> + 1 = 1 ou
a’+1=3 (mod 4) donc @> = 0 ou 2 (mod 4). Il en
résulte que a? est pair, donc a est pair également. Il en
résulte que a2 =0 (mod 4) donc 3" = 1 (mod 4). Cette
derniere congruence équivaut a (—1)? =1 (mod 4) ce
qui impose n pair.

¢) n =2p. L’équation équivaut donc a : @ + 9 = 3% soit :
(3 —a) (37 +a)=0.Sielle a une solution, 3” + a divise 9.
Or n = 3 implique p = 2. p > 2 est impossible donc

Spécialité ® Chap. 1 e Divisibilité dans Z — Congruences ® 271



p=2eta=0ce qui implique n = 2 contredisant une
hypothése du texte. donc I'équation n’a pas de solution.
3. a) Si a est solution, @ = 2" (mod 3). Si n est impair,
a?=2%+1=2 (mod 3).

L'étude des restes modulo 3 de a®> montre que c’est
impossible (le reste de a*> modulo 3 est 0 ou 1 mais
Jamais 2). Donc n impair conduit a une impossibilité.
b) n = 2p. Si a est solution alors : (5 —a) (5 +a) =9
et 57 + a divise 9. L’hypothése n = 2 implique p = 1.
p > 1estimpossible doncp=1doun=2ecta=4.
Réciproquement n = 2 et @ = 4 conviennent.

Numeération

(NS Gaa—ax111=3et 111 =3=37.
Donc aaa =0 (mod 37).

1. En base huit : 205511 en base douze : 33721.
2. En base dix : 4722.

En base deux : 1001001110010.

J.11+10x12 + 123 = 1859.

112 8963 5283

9 39

80667 47547
15849

206037

Prendre toutes les initiatives

Soit pk et p(k + 1) deux multiples consécutifs
de p. Les entiers strictement compris entre ces deux
nombres sont :

pk+1.pk+2,...pk+p-1.
Il y en a exactement p — 1. Donc on peut loger au
maximum p — 1 entiers entre deux multiples consécu-
tifs de p.
Il en résulte que si on prend p entiers consécutifs, ils
ne pourront pas étre tous entre deux multiples consé-
cutifs. Plus précisément, si a est le premier. le dernier
est :

b=a+p-1.

Si on divise @ par p, on obtienta =pg + ravec 0 < r<p.
Si r=0, a estun multiple de p et la propriété est établie.
Sir>0.b=pg+r+p-1=p(g+1)+r-1etcomme
r-=1=0,a<p(qg+1)=<b. Comme les entiers entre a
et b sont consécutifs, le multiple de p qui est p(g + 1)
est I'un de ces nombres.

EEER® Quel que soit I'entier n, n > 0,
10" =4 (mod 6). Donc a, 10" = 44" (mod 6).
Dans le systeme décimaL un entier m s’écrit :
m=a,10"+a, 10" 1+ .. +a10+a,
D’apres ce qui précede,
m=a,X4+a, X4+..+a;x4+aq
=4a"+a,_,+...+a;)+a;(mod 6).

212

Il en résulte que m
da"+a, | +...

=0 (mod 6) équivaut a
+a;) +ay =0 (mod 6).

EEEM® Supposons0<x =y =

‘l

. . .
On en déduit = = = = 1. La relation reliant x. v,
z z -

z donne en divisant par z :

xy= 4( 42 +1)=:_4(1+1+1):12.

Remarquons que xy < 4 ne donne pas de solution en
dehorsdex=y=z=0,carxy<d4=x+y<0.

Il reste a examiner tous les cas selon les valeurs de xy
de 5 a 12 en tenant comple de la convention sur
les notations : x = y = z. On trouve les solutions

suivantes :
x=1; y=5; z=24
x=1; y=6; z=14
x=2; y=3; z=10
x=1; y=8; z=9
x=2; y=4, z=6

iiEM® On raisonne modulo 1 001,
103=-1 (mod 1 001) donc 10%" = (= 1) ; 100 = |,
l(}‘)n = (_ 1}".
107 +2x 10 +2x 103 + 1= (=1)"+ 2+ 2(-1)" + 1
=3(-1)"+3 (mod 1 001).
Si n est pair, le reste est 6.
Si n est impair, le reste est 0.

EEEAS 5° - (52)2 x5 et 25=3 (mod 11) donc :
5$5=9x5=1(mod 11).
De méme, 3°=1 (mod 11). Donc :
5."'m+2+35n—l_?E]Jix25+35{ri—1}+4_7
=3+1"1x81-7=0(mod 11).

EEER® Le probleme revient a résoudre x2 — 2 = 13
avecy = 0.

(x —y) (x + v) = 13 donc x — y divise 13. Les valeurs
possiblesde x —ysont 13:1:-1:-13.

Compte tenu de la condition y = 0, on trouve deux
solutions qui sont les points de coordonnées (x =-7;
y=6)et(x=7:y=6).

EEERS On étudie les restes possibles de la division

de x2 par 4. On trouve 0 ou 1. Pour 3y2, on trouve (

et 3, donc pour — 3y2, les restes possibles sont 0 ou

1(1=-3(mod 4)).

Si on construit la table d’addition pour trouver tous

les restes possibles de x? — 3y%, on trouve que les

restes possibles sont 0, 1 ou 2.

x? — 3y — 4z2 = x? - 3y? (mod 4), donc
x2-3y2-4z2=3

est impossible puisqu’on a vu que les seuls restes

modulo 4 de x* - 3y? sont 0. 1 ou 2.



C’est nouveau au bac R

Ed1.a) 2c) 3.a) 4.b)

BBl 1. Vraicara =5+ 121k =5+ 11 x 11k = 11K".
2. Vrai car d divise 2(3a + 5b) —3(2a + 3b) = b donc b
divise 4b.

3. Faux. Si par exemple g =3 et r = 2, r* = 4 ne peut
pas étre le reste de la division de a® par 3 car 4 > 3.

4. Vrai car par hypothése a =1 oua =2 (mod 3) et
dans les deux cas a® = 1 (mod 3).

Ilen est de méme pour b, donc a*~b*=1-1=0(mod 3).
5. Vrai.

6. Vrai. En effet, 4n + 3 ne peut pas étre le carré d’'un
nombre pair. Or (2k + 1)2 = 4k? + 4k + 1 donc le carré
d’un nombre impair est nécessairement congru a 1
modulo 4. Un carré ne peut donc pas €tre de la forme
4n + 3.

7. Fauxsin < 11.

1. Voir le cours.
2.a) Lettre B A D G E
n 2 1 4 7 5
fin) 3 5 9 3 1
Lettre C E I C A

On ne peut pas déchiffrer sans ambiguité car des lettres
différentes sont codées par le méme nombre (ex. : B
et G).

b) Lettre | A |B |[C |D FIG |H]|I
n 1123 |4 6 |7 |8 |9 |10
gn) (24851097 3]s
lettre | B |D |H |E [K |I |G |C |F [A

Cette grille permet le déchiffrement car g est une
bijection de {1, 2, ... 10} sur lui-méme.
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chapitre

2 | PGCD et PPCM

E PGCD = 54. PPCM = 2160.

H a) 240: b) 1092.

EE 2

Ba) PGCD=6: u=155; y=—1264.
b) PGCD=1: u=-739: v=3314

L0 El

1. a) Il suffit d’écrire I'égalité des composantes des
deux vecteurs AJM et kA A, .
b) M appartient au cercle si et seulement si ses
coordonnées vérifient I'équation x> + y? = N,
En ordonnant selon les puissances de k, on trouve :

2
[(ﬂ —m’) +(i—n ) ] k2 +
dy dy

5 m A n
2\lm’ T—m +n T—n
0 ty

¢) k = 1 solution car si k = 1, la relation vectorielle
qui définit M donne M = A, qui est par hypothése
un point du cercle.

’H k+m?2+n?-N=0.

Remarque : Si on remplace k par 1 dans I'équation ci-dessus,
2 2

on peut vérifier par le calcul en utilisant le fait que 5 + & =N
0 1]

(traduction de I'appartenance de A, au cercle).

d) D = [d(A:A’,)]?. immédiat en appliquant la for-

2. 2

: ; n

mule donnant la distance de deux points. 7" =N
dy

car A, appartient au cercle de centre O et de

rayon .fl‘:l '> 2
Siondéveloppe D, etsion remplace — + "j par N,
on trouve : I‘J d{l

20mm’ +nn’)
dy,

D=N+m;+n;—

274

et en mettant le tout sur le dénominateur d,, on

d,
— . Ce nombre est
rf"

positif et, comme il représente D = [d(A:A()]% on

voit que D est bien de la forme

sait, d’apres le lemme, que ce nombre est inférieur
strictement a 1.
Donc0<d, <d,

e) En remplagant D par on obtient

irll
=(my+n; - N)

dy’
Les valeurs de x; et y; se calculent & partir des
expressions de x et y en remplacant k par la valeur
précédente.

’ 22 dy o m
xy=m'+(m"”+n’ —N}
dl -d“
—(m”™+n" =N)
d,
’ !'2 ’,
m'dy+(m”+n" -N)(m-m'd;) m,
d, d
’ 2 52 dy n
yi=n'+(m” " +n"-N) il L
‘ d, d,
’2 n dl]
—(m”+n’ -Nj
d
’ fz Fz r ’,
n'dy+(m”~+n" -N)(n-n'dy) n
d, d,

f) Tant que d, > 0, le point n’a pas de coordonnées
entieres, la démarche précédente génére un nou-
veau point. Les points successifs A, sont tous sur
le cercle et les dénominateurs dn, strictement posi-
tifs, forment une suite d’entiers strictement décrois-
sante. Donc, nécessairement, on obtiendra d, = 1.
A ce moment, A, aura des coordonnées (a: b)
entiéres.

i : 2 2 I oy
H 1. Si (x,. v, o) est solution, alors X, + ¥, =Nz d'ou:

2 .2

Xg ¥
0,750

'7_2 + '-’_2 - N.

L



: . (*0. Yo
Le cercle passe par le point de coordonnées (— § —).

2o %o
2. Solution (a, b, 1).
Une condition nécessaire et suffisante pour que
Péquation x% + y? = Nz2 ait une solution est donc
que N soit la somme des carrés de deux entiers.
On peut énoncer cela en disant que le cercle de
rayon /N passe par un point de coordonnées
entieres.
On peut dire encore, en utilisant les résultats
démontrés précédemment : il faut et il suffit que le
cercle de rayon /N passe par un point de coor-
données rationnelles.

70 Y

ll 1. a) On éleve au carré et on multiplie par b2.
b) a?> divise nb? et a® est premier avec b?, donc,
d’apres le théoréeme de Gauss, a? divise 7.
Or, n divise @ donc n = a2.

2.Nous venons de démontrer que si .z est un
rationnel, alors »n est un carré parfait (et donc Jn
entier).

En prenant la contraposée on obtient : si n n’est
pas un carré parfait, alors ./n est irrationnel.

HF Méme démarche : si 2/n est un rationnel, alors
nb? = aP avec a et b premiers entre eux. Donc a” et
b? premiers entre eux. Il en résulte » divise a” et,
en appliquant Gauss, a” divise n donc n = aP. Puis
on prend la contraposée.

B Si = £ non entier avec p et g premiers entre eux,

est solution, alors P(g) = (. En multipliant par ¢”,

on obtient, apres simplifications :

pr+ap" g+ ..+ a'q"=0.
Il en résulte que g divise p”, d’ot1 g = 1 car p" et g
sont premiers entre eux.
u est donc entier ce qui contredit ’hypothese u
non entier. Donc u est soit entier, soit irrationnel.

B1.a)a2=8+2./15 dot
(a2-8)2=60 = a*-16a2+4=0.
a vérifie 'équation x* — 16x2 + 4 = 0.
b) D’aprés Bl 2 st entier ou irrationnel. Si a était
entier, a le serait aussi et 2./15 serait entier, ce
qui est faux. Donc a n’est pas entier, il est donc
irrationnel.

2.a= ./n+ Jm estsolution de I"équation :
¥ =2n+m)x*+ (m-m)*=0,
donc d’apres [K), a est entier ou irrationnel.

Si a était entier, a2 le serait aussi et alors 2./am
qui est égal & a? — n — m serait entier. Donc Jnm
serait rationnel et, d’apres B, 7/ serait donc un
carré parfait, ce qui contredit ’hypothése.

Conclusion : a n’est pas entier, donc a est irrationnel.

0B}

H 1. Immédiat.

2. On cherche les différents restes de x° + 5 modulo 9.

x (0|1]|]2|3|4|5|6|7]|8|9
x>+5 /5|6 |4|5|6|4|5|6|4]|5

On voit que x3 + 5 n’est jamais divisible par 9.
L’équation n’a pas de solution.

1. x, y, z ne peuvent pas étre tous pairs sinon le
premier membre est pair et le second impair. De
méme s’ils sont tous les trois impairs, le premier
membre est impair et le second est pair.

2. et 3. Méme démarche en raisonnant sur la parité
des deux membres.

4.72 + 1 = xyz — x* — y? est multiple de 4 donc
z* +1 =0 (mod 4) ce qui conduit a :

4p? + 4p + 1 =0 (mod 4) soit 1 =0 (mod 4) ce qui
est impossible.

L’équation donnée n’a pas de solution.

Bi1x=0y=1

2. Si (x, y) est une solution, y% > x* et comme y = 0,

y > x2.,

3. Si («, y) est une solution, x2 + 1 = (y —x2) (y + x?).
y—-x2>0doncy—x?= 1. Par conséquent x% + 1 > 2x2.
Il en résulte x2 < 1etdoncx=0ety = 1.

L’équation a donc pour seule solution dans N2,
x=0,y=1.

B} Descente infinie

Lx=0;y=0,z=0.

2. a) Si x ou y est nul le second membre est nul et
alors x2 + y? + z2 =0 implique x = y = 7 = 0.

b) On étudie tous les cas (3 nombres impairs,
2 nombres impairs, 1 nombre impair parmi les
nombres x, y, z). Le carré d’un entier est congru
a0 ou a1 modulo 4. On en déduit a chaque fois
une impossibilité. Donc nécessairement si (x, y, z)
est solution les trois nombres sont pairs.

3. Immédiat.
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4. Ils vérifient au551 la relation x2 + y2 + Zz = 4x2 y2 5. Lassuite x,, tend vers 0 donc on peut trouver n te

avec x2, y? et z2 non nuls. On peut alors leur appli- que 0 <x, <1 ce qui contredit le fait que x,, est entier

quer le méme raisonnement. Il n’existe donc pas de solution en dehors de Iz
- solutionx=0;y=0;z=0.

Corrigés des exercices

qui est premier avec 50 est 23. Donc s’il existe une
solution, c’est b =23 x 12 =276. On constate que cette

1.9(24) ={1,2,3,4,6,8, 12, 24}); valeur convient.

D(18)=1{1,2,3,6,9,18};
D(24) N D(18) = {1, 2, 3, 6} et PGCD(24, 18) = 6. Corrigé dans le manuel.

2.9(150) ={1,2,3,5, 6, 10, 15, 25, 30, 50, 75, 150};
9(240)=1{1,2,3,4,5,6,8,10, 12, 15, 16, 20, 24, 30,
40, 48, 60, 80, 120, 240};

ibt(fl’?()jg (Qfé(zfoz)dfg){l:’ §63’ 3,6,10,15, 30} BEM 1.0ui.  2.Non (facteur commun 7). 3.Oui.
3.9(60) ={1,2,3,4,5, 6,10, 12, 15, 20, 30, 60} ; (1;11), (5:7), (7:5), (11; 1).

B(84) = {1,2,3,4,6,7,12,14, 21,28, 42, 84};
D(60) ND(84) ={1,2,3,4,6,12} et PGCD(60, 84) = 12. L’ensemble des valeurs de b qui conviennent
4.9(150) = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 25, 30, 50, 75, 150}; | et -

D(77) = {1,7,11,77}; {23,25,29).

@(150) N D(77) = {1} et PGCD(150, 77) = 1.
Sid divise a et b, il divise 3b —2a = 1. Donc 1 est

a) 60; b) 156; c¢) 140. le seul diviseur commun 2 a et b et donc a et b sont
remiers entre eux.

a) PGCD = 24; P

diviseurs communs : {1, 2, 3,4, 6, 8, 12, 24}. 2b-3a=1.D’aprés le théoreme de Bezout, a et

b) PGCD = 2; diviseurs communs : {1, 2}. b sont premiers entre eux.

¢) PGCD = 49; diviseurs communs : {1, 7, 49}.
7b—5a=1.D’apres le théoreme de Bezout, a et

BN 1. (1,2, 5, 10, 25, 50}. b sont premiers entre eux.
2.{1,2,3,4,6,8, 12, 24}.

3.{1,2,4,7,14,28}. Corrigé dans le manuel.

(5] Corrigé dans le manuel. BER L ah-2=1oud?+ab-b2=-1.

a’>+ab-b?>=1peutsécrireaxa+bx(a-b)=1
B Supposons qu'il existe une solution b. Alors b | ;2 4 gb— b2 =-1implique : ax (=a) + bx (b-a)=1.
divise 4294 — 10 = 4284 ainsi que 3521 - 11 = 3510, | Dans les deux cas on met en évidence deux nombres

donc b divise leur PGCD qui est 18. u et v tels que au + bv = 1 donc a et b sont premiers
Or b > 10et b > 11, donc la seule solution est b = 18. entre eux.

On vérifie que réciproquement, 18 convient. C’est le
cas, car 4294 = 18 x 238 + 10 et 3521 =18 x 195 + 11. 1. Immédiat en développant de chaque coté.
2. L’égalité précédente s’écrit :

Supposons qu'il existe une solution b;a = 50x 12 (M2 +1)x (n2+1) + (n® +2n) (=n) = 1.

eth =b"x12. Onsait que b’ et 50 sont premiers entre | D apres le théoreme de Bezout (u=n2+1etv = n)
eux. En outre, 260 < b <300 implique 260 <12b"< 300, | elle prouve que n2 + 1 et 73 + 21 sont premiers entre eux.

d’ou 63 < b’ < 25. Les valeurs de b” qui vérifient ces

3 Avec l'algorithme d’Euclide, on trouve :
inégalités sont 22, 23 et 24. Le seul de ces trois entiers x=6ety=-13.
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Avec I'algorithme d’Euclide, on trouve :
x=1lety=-24.

3. Caractérisations et |

LM 1. Les nombres 5 et 11 sont premiers entre eux,
donc en appliquant le (2) du théoréme 4, on peut dire
que 12 est le PGCD de a et b.

2. Pour la méme raison, 3 et 8 sont premiers entre
eux, donc 15 est le PGCD de a et b.

3. De méme, 22 et 15 sont premiers entre eux, donc 26
estle PGCD de a et b.

4. Les nombres 12 et 35 sont premiers entre eux et
sont les quotients de a et b par 20. Le PGCD de aet b
est 20 d’apres le (2) du théoréme 4.

5.Le PGCD est 12 car 32 et 75 sont premiers entre
Cux.

6. Le PGCD est 24 car 100 et 63 sont premiers entre
eux.

(21 ] Corrigé dans le manuel.

N Supposons qu’il existe une solution et appelons
a le plus petit.

a=8a"etb=8b"donca’ + b’ =18 aveca’ et b’ premiers
entre eux. Les solutions pour a’ et b” sont :
*d'=1etb’=17quidonnea =8 et b =136;
sa'=5etb’=13 quidonne a =40 et b = 104;
*d'=T7etb’=11 quidonne a =56 et b =88.

Les nombres cherchés sont donc, a I'ordre pres, 8 et
136, ou bien 40 et 104, ou bien 56 et 88. On vérifie faci-
lement qu’ils conviennent. Si on écrit tous les couples
(a,b),ily en a six en tenant compte de I’ordre.

1. v’ et v’ sont premiers entre eux.

2.u'v" = 35 donc les valeurs possibles de u” et v sont :
oy'=1 etv' =35,dotiu=15 etv=>525;

ou'=5 etv'=7, dotu=75 etv=105;

su'=7 etv' =5, doilu=105etv=75;

sy =35etv' =1, dottu=525etv=15.

On vérifie facilement que ces valeurs conviennent.

I S'il existe une solution,a=17a’ et b = 17b’ avec
a et b’ premiers entre eux. L’hypothese ab = 1734
implique 172 a’b’ = 1734 d’ot a’b’ = 6.

eqd’ =leth'=6donnea=17 etb=102;
eqd'=2etb’=3donnea=34 etbh=>51;

oq =3eth’'=2donnea=51 etb=734;
sd’'=6eth’=1donnea=102etb =17.

On peut vérifier facilement que toutes ces solutions
conviennent.

= (21 + 1) - (2n) =1, donc, d’apres le théoréeme
de Bezout, 2n + 1 et 2n sont premiers entre eux.
Commea=nx2netb=nx(2n+1),il enrésulte, en

appliquant le théoréme 3 (partie (2)), que n est le
PGCD deaetb.

Lnxn+(-1) (n?=1) =1 donc d’apres le
théoreme de Bezout, n et n? — 1 sont premiers entre
eux.

2. Si on multiplie deux entiers par un méme nombre ¢
positif, on sait que leur PGCD est multiplié par c.

Le PGCD de n et n? -1 est 1. Multiplions-les par n% + 1
on trouve n° + n et n* — 1 et leur PGCD est donc n? + 1.
(On pouvait aussi utiliser la caractérisation (2) du
théoreme 3 page 36.)

a—b = p et p est un diviseur commun de a et b.
D’apres la caractérisation (3) du théoréme 3 page 36,
p estle PGCD de a et de b.

IEEM 1. On applique la caractérisation (3) du théo-
reme 3 page 36. Il existe deux entiers relatifs u et v tels
que :
g=(bc—-a)u + bv.
2. On peut regrouper différemment :
g=a(-u) + b(cu + b).

Or g divise b et bc — a donc g divise a et b. Comme on
amontré que g=au’ + bv avecu’' =—-uetv' =cu+b, il
en résulte d’apres le théoreme 3 que g = PGCD (a, b).

a) ¥ ={(0,0), (6,11), (12,22), (18,33), (24, 44)).
b) & ={(0, 0), (7, 3), (14, 6)}.

BN S = ((x,y)/x=-3+3kety=4kavecke N#},

(311 Corrigé dans le manuel,

1. a et b sont premiers entre eux, donc a et b3
sont premiers entre eux (exercice résolu 6).

2. a divise a® + a donc a divise 7b3. Mais a est premier
avec b3 donc a divise 7 (théoréme de Gauss).

Les seules valeurs possibles de a sont 1 ou 7.

* a =1 donne 7b3 =2 : impossible.

e g =7 donne 7b% = 56 d’ou1 b3 = 8 soit b = 2.
a="7eth =2 sont premiers entre eux et vérifient bien
a’+a=17b

S’il existe p divisant n et 2n + 1, alors p divise 1.

1. Supposons que n — 4 divise n + 17.

Or, il est clair que n — 4 divise n — 4, donc n — 4 divise

la différence (n + 17) — (n —4) = 21.

Réciproquement, si n —4 divise 21, il divise la somme :
(n-4)+21=n+17.

2. D’apres 1., la fraction est égale a un entier si et seu-

lement si n — 4 divise 21. Donc n — 4 est un diviseur
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de 21. Les valeurs de n qui conviennent sont donc les
valeurs de I’ensembile {5, 7, 11,-25}.

1. 1 008 divisible par 4 et par 9. Ces deux nom-
bres sont premiers entre eux donc 1 008 est divisible
par 36. Méme démonstration avec 100 008.

2. Pour n =2, 10" est divisible par 4.

Enoutre 10"+8=1+8=1+8=0(mod9)

donc 10" + 8 est divisible par 9.

Etant divisible par 9 et 4 (qui sont premiers entre eux)
il est divisible par 36.

n(n + 1) est un multiple de 2 (envisager les deux
cas, n pair, n impair), donc a est un multiple de 2.
Démontrons que a est un multiple de 3.

Si on divise n par 3, les restes possibles sont 0, 1 ou 2.
® n =3k alors a = 3k(n + 1)(n + 5), donc a est un mul-
tiple de 3.

en=3k+1.

Alorsn +5=3k +6donca=3(k+2)(n+1)n,donca
est un multiple de 3.

en=3k+2.
Alorsn+1=3(k+1)eta=3n(k+1)(n+5),donca
est multiple de 3.

Ainsi a est un multiple de 2 et de 3, donc c’est un mul-
tiple de 6 (car 2 et 3 premiers entre eux).

Il suffit de démontrer que a est divisible par 5
et par 4 car 4 et 5 sont premiers entre eux.

Or, 5 est un facteur donc a divisible par 5.

Et n? + n = n(n + 1) est divisible par 2 donc (n? + n)?
est divisible par 4.

1. Sid divise n + 13 et n -2, il divise la différence,
donc d divise 15 et n - 2.

Réciproquement, si d divise n — 2 et 15, il divise la
somme, doncn -2etn+ 13.

Les diviseurs communs a n + 13 et n — 2 sont donc les
mémes que les diviseurs communs a n -2 et 15.
Donc PGCD (n+13;n-2) = PGCD (n-2;15).

2. La fraction est irréductible si et seulement siz + 13 et
n—2n’ont pas de diviseur autre que 1. D’aprés la ques-
tion 1., cela revient a dire que PGCD (n-2;15) = 1.
L’ensemble des valeurs de n répondant a la question
est donc I’ensemble des entiers n tels que n — 2 ne soit
ni un multiple de 3, ni un multiple de 5.

S.EQUations

Seule la 2° n’a pas de solution car le PGCD de 3
et 6 est 3 et il ne divise pas 5.

Il x--1-5Skety=1+4k, ke Z.
b)x=1+7kety=2k, ke Z.
Ox=-1+3kety=1+k, ke Z.
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BEMa) - 1-5Skety=1+3k, ke Z.
b) Pas de solution.
ox=3+kety=1+2k, ke Z.

KRN (x,=2,y,=2).
3.x=2+3kety=2+4k ke Z.

Corrigé dans le manuel.

1. Pour tout entier n,
514n+3)+ (-14) (5Sn+1)=1
donc 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.
2. a) On applique 1. avecn = 6.
b)u=5etv=-14.D’ou x, =10 et y, =-28.
¢)x=10-3lkety=-28+8Tkavecke Z.
4. Les solutions sont données par : x = 10 — 31k «
y=28-8Tk avec k € Z et x entre 0 et 100.
3. On trouve 3 points ayant pour coordonnées :
(10;28) ; (41 ; 115) ; (72 ; 202).

1. Immédiat.

2. 51 x est solution 7x = 3 (mod 6) et on a vu qu
7 x 3 =3 (mod 6). Par soustraction on obtient :

7(x —3)=0(mod 6).
3. 6 est premier avec 7 donc 6 divise x — 3.
4. On a vu que si x est solution alors x = 3 + 6k ave
ke Z. 1l reste a vérifier que, pour tout ke Z,3 +6
est solution ce qui est immédiat.

6. Plus petit commun multiple

KX 1.PGCD =8, PPCM =168;
2. PGCD = 150, PPCM = 1500;
3.PGCD =42, PPCM = 18018:
4.PGCD =6, PPCM = 180;
5. PGCD = 20, PPCM = 5200:
6. PGCD =41, PPCM = 246.

Si a est le nombre entier cherché, a — 40 est |
PPCM de 140 et 252. Donca—40=1260d’ot1a =130

IEEEE - 11 est un multiple commun de 18 et 48. Ce
donc un multiple du PPCM de 18 et 48 qui est 144.
a-11 =144k,
Il faut déterminer k pour que 500 < 11 + 144k < 1 00(
On trouve k € {4, 5, 6} ce qui donne pour a :

587 ;731 ; 875.

=N 1. wv = 60 g donc le PGCD est g = 6.
2. u’ et V' sont premiers entre eux.

3. u'v'g? = 360 donc u'v' = 10.

Les valeurs possibles de (', v") sont :

ey’ =1, v=10quidonne u =6 et v = 60;
eu' =2, v=5 quidonne u=12etv =30,
*u' =10,v"=1 quidonneu =60etv=06;
su'=5, v=2 quidonneu=30etv=12.
Toutes ces valeurs conviennent.



1. d divise PPCM (a, b) et aussi a + b donc la
différence 1.

Donc PGCD (a, b) =1 et donc PPCM (a, b) = ab.
2.5’ existe une solution (a, b), la relation du texte
équivaut 2 a + b =1 + ab soit encore a—ab +b-1=0.
Cette derniere relation équivaut apres factorisation

Apprendre a chercher (page 57)

Trouver un PGCD

Les outils :

o Divisibilité.

o Définition et propriétés du PGCD.

Les objectifs :

o Savoir utiliser les propriétés du PGCD.

o Savoir utiliser x divise yet ydivise x pour établir x= y.

1.Le PGCD g de a et b divise toute combinaison
linéaire de a et b, donc g divise A et B. Or, on sait que
tout diviseur commun a deux nombres A et B divise
leur PGCD, donc g divise g’.

2. Sig’ divise a et b, il divise toute combinaison linéaire
deaetb donc A et B.

3. On élimine b entre les deux relations A = pa + gb
et B = ra + sb. Pour cela, on multiplie la premiere par s
et la deuxiéme par (- g) et on ajoute.

On obtient (ps — qr) a = sA — gB. Comme ps —qr = 1,
on obtient a = sA — gB.

En procédant de méme avec b, on trouve b =—rA + pB.
Ainsi a et b sont des combinaisons linéaires de A et B.
Donc le PGCD g’ de A et B divise a et b donc aussi
leur PGCD g.

Conclusion, g = g’

B8 Trouver deux nombres 2 partir d’une relation
entre leur PGCD et leur PPCM

Les outils :

o PGCD et PPCM.

« Nombres premiers entre eux.

« Relation entre PGCD et PPCM.

Les objectifs :

 Savoir articuler les propriétés du PGCD et du PPCM.

« Bien comprendre |a nécessité de la réciprogue.

1. a) On utilise le théoréme 3.

b) PPCM(a, b) = ga’b’ et b = b’g. On remplace dans la
relation donnée par le texte. 9 = g(1 + a’b” - b") donc
gdivise 9. Il en résulte que g€ {1;3;9}.

¢) 1** cas : g = 1. On obtient alors (&' - 1)b" =

Les nombres a” — 1 et b” sont des diviseurs de 8. En
tenant compte du fait que 4" et b” sont premiers entre
eux, on obtient les solutions suivantes :

eqd=a=3etb'=b=4;
sd=a=5etb’'=b=2;
eqd=ag=9etb’'=b=1.

a(l-b)(a-1)=0.Donca=1oub =1. Récipro-
quementsia =1letb =koubiena=ketb =1,
k naturel strictement positif quelconque la relation
a+b=1+PPCM (a, b) est satisfaite. Donc I’ensemble
des solutions est I'’ensemble des couples de la forme
(1, k) ou (k, 1), k entier non nul quelconque.

2¢ cas: g = 3. On obtient alors (a’ - 1)b" =

Les nombres a” — 1 et b’ sont des diviseurs de 2. En

tenant compte du fait que a’ et b” sont premiers entre

eux, on obtient uniquement a’ =3 et b’ = 1 qui conduit

aa=9etb=3.

3¢cas:g=9. Alors (@' - 1)b" =

Le nombre b’ ne peut pas étre nul donca’ =1 et b’ est

un naturel quelconque non nul. On en déduita =9 et

b = 9k avec k entier strictement positif.

En résumé, nous avons démontré que si un couple est

solution, alors c’est un élément de I’ensemble :
={(3,4),(5,2),(9,3)} U {(9,9) avec k € N*}.

2. Réciproque. On peut vérifier sans difficulté que

chacun des couples de € satisfait bien aux conditions

de I’énoncé.

Par exemple, avec un couple a = 9 et b = 9k, avec k

dans N* g=9etm=9ketonabieng+m=b+09.

Deux divisions euclidiennnes pour un entier

o Division euclidienne.

o Résolution de au + bv=rc.

e Relation entre PGCD et PPCM.

- Les objectifs :

e Apprendre a démontrer une équivalence.

« Pratiquer la résolution d'équations diophantiennes ax+ by=c.

1. S est obtenu en écrivant les divisions euclidiennes
du texte.
2.0On procede par substitution sur #. On montre
d’abord que S = §’, puis que S’ = S.
3. a) Solution particuliére
Dans ce cas, on peut trouver facilement g et p pour
obtenir 1. Il suffit de prendre g=-1 et p = -1. En
effet 4(— 1) — 5(— 1) = 1. Pour obtenir 3, on multiplie
tout par 3.
Ainsi, ¢ = — 3 et p = — 3 constituent une solution
particulicre.
En utilisant la méthode décrite au TD3, on trouve :
p=4k —3etqg=5k-3.
Comme p et g doivent étre positifs, on doit prendre
k> 0.
b) En remplagant dans n = 12p + 5, on trouve :
n =60k —31,aveck > 0.
L’ensemble des valeurs de n est I’ensemble des nom-
bres 60k — 31 avec k entier positif.
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Avec une suite géométrique
Les outils :
o Définition et propriétés des suites géométriques.
o Divisibilité.
Les objectifs :
« Savoir utiliser les hypothéses pour trouver des conditions
nécessaires.
« Savoir utiliser le raisonnement par I'absurde.

1. La suite est strictement croissante donca< b <c<d.
llenrésulteda<a+ b +c+d=40donca < 10.

b ; :
2.9= = et a et b entiers, donc ¢ est un rationnel.
m .
d.g= 7, Avecn et m premiers entre eux.
0=a(l+qg+qg*+¢

1 —q4 (I(!I4~r?!4)
= =
l1-gq

n}(n —m)

Or, n* —m* = (n = m)(n + m)(n* + m?). On simplifie

par le facteur (n —m) et on multiplie chaque membre

par 3. On obtient alors la relation demandée.

4. a) = S'il existe un diviseur d commun a n et n + n,

d divise la différence m.

Donc d divise n et m.

Or n et m sont premiers entre eux et par conséquent

d = 1. Donc n est premier avec n + m.

* Supposons qu'il existe d divisant n et n® + m?.

Le nombre d. divisant n, divise n’.

Mais n divise aussi n®>+ m” donc la différence m?.

Ainsi d divise n et m?.

Mais n et m étant premiers entre eux, n et m? sont

aussi premiers entre eux. Donc d = 1 est le seul divi-

seur commun de n et n> + m>.

Ces nombres sont donc premiers entre eux.

* i est premier avec n + m et aussi avec n® + m2, donc

n est premier avec le produit (exercice résolu 6).

D’apres le résultat de I'exercice résolu 6, on en déduit

que n3 est premier avec (n + m)(n* + m?).

Drapres le théoréme de Gauss, on en déduit que n’

divise a.

b) a < 10 et n? divise a, donc 1 < 10.

Sin > 2, n? vaut au moins 27, doncn =1 oun =2.

5. Cas n = 1. g est entier et on doit avoir :
0=a(l+q+qg*+q°).

* ¢ =2 ne convient pas, car alors on aurait 1 + g+ g* =15,

mais 15 ne divise pas 40.

*g=3donnea=1.

* g = 4implique 1 + g + g% + g° = 85, ce qui est incom-

patible avec 40 = a(1 + g + g* + ¢°).

6. Cas n=2. L égalité [1] devient 40 = (2 + m)(4 = m?).
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a) En remplacant m par 1 ou 2, I'égalité n’est pas
satisfaite.

Sim = 3, alors (2 + m)(4 + m*) > 40, donc il n'y a
aucune solution dans le cas n = 2.
Lasuitea=1,b=3,¢=9, d=27 convient bien car
a+b+c+d=40.

Plus difficile... mais 2 faire
i-.‘ Les outils :
« Division euclidienne.
o Nombres premiers entre eux.
o Théoreme de Bezout.
Les objectifs :
o Savoir tirer toutes les conséquences de la divisibilité et des
inégalités des divisions euclidiennes.

2. En isolant le 1 dans le second membre, les égalités
[1], [2]. [3] peuvent s’interpréter comme des égalités
de Bezout justifiant les conclusions de cette question.
3. a) bg =ac-1 <ac, et a < b implique ac < be, donc
bgq < ac < be.
On en déduit bg < be,
d’oti g <c (car b >0).
b) cr=ab -1 < ab < ac donc cr < ac.
Il en résulte, en divisant par ¢(c > 0), que r < a.
4. a) ac = bg + 1 donc ¢ divise bg + 1.
cr=ab -1 donc ¢ divise ab - 1.
b) c, divisant bg + 1 et ab — 1, divise leur somme b(a + g).
Or, ¢ est premier avec b, donc ¢ divise a + g.
Cela signifie qu’il existe k entier tel que

a+q=ke.
€)a<cetqg<cdonca+ g < 2c soit encore, puisque
a+q=kc,kec<2cdonck<2.
Comme k ne peut pas étre nul, k = 1 et donca + g =c.
5. a) ac =bc-ab + 1 [4]; immédiat en suivant les indi-
cations du texte.

De la relation [4], on déduit ab + ac = bc + 1, puis, en
utilisant [1], on remplace bc par ap + 1 ce qui donne :
a(b+c)=ap + 2.

b) La relation a(b + ¢) = ap + 2 peut s’écrire :
alb+c-p)=2,

ce qui prouve que a divise 2.

Comme on a déja vu que a > 1, il en résulte que a = 2.

¢) D’aprés 4. b), r < a c’est-a-dire r < 2.

Or, r=0n’est pas possible (car on aurait 2b = 1), donc

r=1.

d) [4] s’écrit 2c =bc-2b +1;

[3] s’écrit 2b =cr + 1, d’out 2¢ = be - cr;

puis en divisant par¢c,2=b —r.

Mais on a vu que r = 1 donc b = 3.

On en déduit, avec [3], ¢ =5.

Conclusion, le triplet (2, 3, 5) est la seule solution.



Diviseurs communs - PGCD -
Nombrespremismonimall s cocan

Al Si d divise 2k + 1 et 9k + 4, alors d divise :
92k +1)-2(9% +4)=1.

EA® 1 + 1 est premier avec n et avec 2n + 1, donc
avec le produit n(2n + 1).
Doncle PGCD den + 1 et n(2n + 1) est 1.

| 58 BR Puisque a et b sont premiers entre eux, on

peut écrire au + bv = 1 avec u et v dans Z.

Par un jeu d’écriture pour introduire a + b, on obtient :

au + bu —bu + bv =1, c’est-a-dire :

(a+bu+b(v-u)=1

ce qui prouve que a + b et b sont premiers entre eux.

On démontre de méme que a + b est premier avec a.

a + b étant premier avec a, et b est premier avec ab.

Remarque : On pourrait aussi faire la démonstration en disant

que si d divise a + b et a, alors...

2.Dapres 1., a + b est premier avec ab. On en déduit

(voir I'exercice résolu 4) que (a + b)? est premier avec

ab (ceci pour introduire a2 + b?).

Donc u(a + b)? + vab = 1 avec u et v dans Z.

Donc u(a® + b2) + 2abu + vab = 1 soit encore :
w(@®+b?) + Qu+vyab=1

qui prouve que a? + b? et ab sont premiers entre eux.

Note : Vous pouvez retenir ces resultats.

EER® 1.a=n(n-4)(n+3)etb=2n+1)(n-4);aet
b sont bien de la forme (n - 4)q.
2.a)2B-a=5.
b) d divise o et B donc d divise 5.
¢) Supposons que 5 soit un diviseur commun de o et f.
Alors S divise oo —B=n-2.
Réciproquement, supposons que 5 divise n — 2.
Alors n =2 + 5k avec k entier.
a=2n+1=5+ 10k et B =5+ 5k. Donc o et  sont
bien tous les deux des multiples de 5.
3.2n + 1) — 2n = 1, donc, d’apres le théoréme de
Bezout, 2n + 1 et n sont premiers entre eux.
4.a) Si n est de la forme 2 + 5k, PGCD (o, ) =5 et
alors :

a=Rnx5n-4)etb=0o x5n-4).
D’aprés les questions précédentes, o et Bn sont
premiers entre eux et donc PGCD(a, b) = 5(n —4).
Sin n’est pas de la forme 2 + 5k alors a = fn(n —4) et
b = a(n - 4) avec o et Bn premiers entre eux donc
PGCD(a, b) =n-4.
byn=11.a=11x14x7etb=23x7. PGCD(a, b) =7
(soitn—4).
n=12.a=12x15x8 et b =25 x 8. PGCD(a, b) =40
soit S(n —4).

Corrigé dans le manuel.

&M 1. Soit d un diviseur commun de 7 et p. Alors il
divise n—p? et p.
Réciproquement si d est un diviseur commun de n — p?
et p il divise n — p? et p? donc aussi 7.
C’est donc.un diviseur commun de n et p. Doncn et p
ont les mémes diviseurs communs que n — p? et p.
2.n=10829;p =104 ;n-p?=13 donc
OGCD(10 829, 104) = PGCD(13, 104).

Or 13 est un diviseur de 104 donc

PGCD(10 829, 104) = 13.
3. En appliquant le résultat de la question 1. on trouve :
PGCD(4k? + 4k + 6, 2k + 1) = PGCD(5, 2k + 1). Ce
PGCD est 5 si et seulement si S divise 2k + 1.
Donc PGCD(4k? + 4k + 6, 2k + 1) = 5 équivaut a
2k +1 =0 (mod 5) soit encore : 2k =4 (mod 5).
Le tableau donnant les restes de 2k modulo 5 montre
que 2k =4 (mod 5) équivaut a k =2 (mod 5).
Remarque : on peut aussi résoudre I’équation diophantienne

2k =4 (mod 5). On obtient alors k = 2 + 5m ce qui donne le résuitat
attendu.

EEA® 120 -m= 7a, donc, si n est divisible par 7,
alors m aussi.
Si m est divisible par 7, alors 7 divise 2n, donc 7 divise 1.
2. On peut établir facilement que :

2n-m="Taet 11m—15n = 14b.
Soit d un diviseur commun de m et n; d divise 14a
et 14b, donc le PGCD de 14a et 14b, soit 14 puisque a
et b sont premiers entre eux.
Le PGCD de m et n est donc un diviseur de 14.

Applications du théoréme de Gauss
Corrigé dans le manuel.

A 1. Soit x le produit donné.

x est divisible par 8, car les quatre facteurs €tant des
nombres consécutifs, I'un d’entre eux est un multiple
de 4 et I'un des trois autres est nécessairement pair.
x est divisible par 3 car quatre entiers consécutifs
contiennent nécessairement un multiple de 3.

Donc 3 et 8 étant premiers entre eux, x est divisible
par 24.

2. Soit y le produit donné. Les facteurs étant consti-
tués de cinq nombres consécutifs, 1l est clair que y est
divisible par 3 et par 5.

Or y est divisible par 8 puisque c’est un multiple de x
vu au 1. Donc y est divisible par 120.

KEZR® 11 suffit de montrer que x = (n2 - 1)(n2)(n2 + 1)
divisible par 3, 4 et 5.
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* x est divisible par 3 car c'est le produit de trois

entiers consécutifs.

* Si n est pair, n’ est divisible par 4 et si n impair, alors

(n = 1)(n + 1) est divisible par 4.

* Enfin pour 5, on peut montrer que pour tout n,
n’=0oul ou4 (mod5),

etalors n” oun? -1 oun?+1=0(mod 5).

KE=R® 1] suffit de montrer que x =(n-1)n)(n+1)
divisible par 6 et 5. .

* x est divisible par 6 car contient trois facteurs consé-
cutifs.

* Sin=0(mod 5) alors x est divisible par 5.
Sin=1,2,3,0u4 (mod5),alors n>=1 ou -1 (mod 5)
et alors n” =1 oun? + 1 =0 (mod 5).

YA ® - 11 suffit de montrer que ab(a® - b?) est divi-
sible par 2 et par 3.
Divisibilité par 2 : si I'un au moins des nombres a et b
est pair, ab(a® — b?) est pair. S'ils sont tous les deux
impairs, > et b? le sont aussi et la différence a® — b2 est
paire donc ab(a’ - b?) est divisible par 2.
Divisibilité par 3. Etudions — R
les restes de x modulo 3. =5 o
On voit que si x n'est pas
divisible par 3 alors x2 = 1 (mod 3).
SiI'un des nombres a et b est divisible par 3 le produit
ab(a® - b?) est divisible par 3.

Si aucun des nombres a et b n’est divisible par 3 alors | WG 1. Avec Ialoorithme d'Euclid ' 5
. Avec I'algorithme d"Euclide on trouve u =2;

a’>=1mod 3 et b* =1 mod 3 donc a® - b =0 (mod 3)
et a®> — b? est divisible par 3.

KEER®1.a) 1+ /6)2=7+2./7:
(1+/6)=73+28./7 :(1+ J6)6 =847 +342./7.
b) L’algorithme d’Euclide donne PGCD(847 ;342) =1
donc 847 et 342 sont premiers entre eux.

2.a)(1+ 6)'=1+1./6 donca,=1eth, =1.Les
résultats de la question 1. a) permettent de dire que
a,=7: by, =2 puis ag= 847 ; by = 342.

b)(1+J6)"+1=(1+ .6y (1+ .6)donc

i.’l”_'_]+b"+ l“/a =(a”+b"J5)(] + ‘\/6)
=a,+a,6 +b,.6 +6b,.
D’ou les relations: a,, , y =a, +6b,eth, . ,=a,+b,.
3. Calculonsa, ., +b, , :
a,.1+b,.1=2a,+b,)+5b,. Prenons la contraposée
de la proposition a démontrer. Nous devons prouver
quesiSdivisea, |+ b, alors5divisea, + b,
Si 5 divise a,, , | + b, , | par différence on voit qu'il
divise 2(a,, + b,). Or 5 est premier avec 2 donc d’aprés
le théoreme de Gauss il divise a,, + b,,.
4. Supposons que a, + b, sont premiers entre eux.
Soit d un diviseur commun de a,, , ; et b, , ;. d divise
la différence de a,, , - b, , | = 5b, mais d est premier
avec 5 (sinon ils auraient un diviseur commun autre
que 1 qui ne pourrait étre que 5 et alors 5 diviserait
a, ., +b, | ce quicontredit le résultat de la question 3.).
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Puisque d est premier avec 5 il divise b,,. Ainsi d divise
b, ., et b, donc aussi leur différence qui est a,. En
définitive d divise a,, et b,, donc d = 1. Les nombres
a, .1 +b, . n’ont pas d’autres diviseurs que 1, ils sont
premiers entre eux.

Pour montrer que a, et b, sont premiers entre eux
pour tout n non nul, on fait un raisonnement par
récurrence qui s’appuie sur le résultat précédent.

2. Immédiat.
3.={(x;y)/x=-1-4dkety=1+3kavecke Z).

L.2n + 1 est premier avec n et 2n + 1 est
premier avec 1 + 1. Donc 2n + 1 est premier avec le
produit n(n + 1).

2.2n + 1 divise le second membre donc le premier.
Or 2n + 1 est premier avec n” + n, donc, d’aprés le
théoréme de Gauss, 2n + 1 divise 21.

Donc si n est solution, alors 2n + 1 divise 21. On en
déduitquen=10oun=3oun=1.

Donc ¥ c {1, 3, 10}.

Réciproquement, les valeurs 1 et 10 ne vérifient pas
I'équation. Seule la valeur 3 convient. Donc & = {3}.

v=3.En effet,2x41-3x27=1. Léquation donnée
a pour solution particuliere x, = 2, y, = 3.

2. On multiplie par 5. D’ot1 x;; = 10, y, = 15.
3.x=10+27k,y=15+41lkavecke N.

EZE°® 1.13 et 23 sont premiers entre eux, donc,
d’aprés le théoréme de Bezout, il existe u et v tels que
13u -23v = 1. Alors k = u et n = v conviennent.

Avec I'algorithme d’Euclide on trouve k =-7 et n =-4.
2, En divisant par 12, on obtient I'équation équivalente :
-13x +23y =2.

Une solution particuliére est x, = 14, y- = 8.
Solutions : x = 14 + 23k; y =8 + 13k avec k € Z.

WER® 5= ((x.y)/x=2+8kety=1+5kavecke Z).

WZE® & = |(x;y)/x=—6+4ket y=—6+ 3k avec
ke Z).

WER® o= da', b =db’ (d et b’ premiers entre eux) ;
m=ab =d%a’b’.

2d%a’b’ +7d =111 équivaut a d(2da’b’ + 7) =3 x 27.

S’il existe une solution, elle vérifie la relation précé-
dente. On en déduit que d divise 3 x 27. Examinons
les quatre cas possiblesd=1,d=3,d =37,d = 111.

e d=1,alors2da’b’ + 7 =111,d’ou a’b’ = 52.



Cela donne, en tenant compte de I’hypotheése «a” et b’
premiers entre eux» :

ad=1,b"=52,d’oua=1eth =52 (etm=>52);
d=4,b"=13, d’ota=4eth=13 (etm=52).
*d=3alors 2da’b’ + 7=37,d’ou a’b’ = 15.

Cela donne, en tenant compte de I’hypothése «a’ et b’
premiers entre eux» :
ad=1,b"=15d’oua=3etb=45 (et m=45);
ad=3,b"=5dota=9et b =15 (et m = 45).

o d =37 alors 2da’b’ + 7 = 3 : impossible.

*d =111 alors 2da’b” + 7 = 1 : impossible.

On vérifie sans difficulté que les quatre paires trouvées

satisfont bien les hypotheses du texte.
¥ ={{1,52), (4,13}, (3, 45), {9, 15)}.

I ® 1. Entre JjetJ, il y a euu périodes de A, donc
le nombre de jours est J; —J; = 105u.
Entre J, + 6 et J;, le nombre de périodes de B est v,
doncJ; — (J + 6) = 81v.
Par soustration, 6 = 105z — 81v et en divisant par 3, on
obtient 35u - 27v = 2.
2.a) uy = — 10; vy = — 13 (obtenus avec 'algorithme
d'Euclide).
b) xq =-20; y,=—26.
Y ={(x;y)/x=-20+27k et y =—26 + 35k avec
ke Z}.
d) La premicre apparition simultanée est obtenue
pour k =1,soitu=7etv=9.
3.a)); =Jy+105u=J,+ 735.
Entre J, et J, il s’est €coul€ 735 jours.

b) Jusqu’au 7 décembre 2001, il s’est écoulé :
365 + 366 = 731 jours.
Donc J; est le 11 décembre 2001.

Comme 735 = 105 x 7, le 11 décembre est un mardi.
¢) Pour voir les deux astres simultanément, il faut un
nombre entier de périodes pour les deux astres. Donc
il faut prendre un multiple commun de 105 et 81.

Le premier rendez-vous sera obtenu avec le PPCM,
soit au bout de 2 835 jours.

EZ8°® 1. PGCD (2 688; 3 024) = 336.

2. a) On divise par 336.

b) Immédiat.

) F={(x;y)/x=1-9ety=-2+8kaveck e Z}.

3. a) Les plans ne sont pas paralleles.

b) Soit M(x; y; z) un point de d.

Alors,x +2y—z=-2et3x—-y+5z=0,donc:
Sx+2y-2z)+3x-y+5z=-10,

soit encore 8x + 9y = — 10.

¢) De la question précédente, on déduit que les points
de d vérifient le systeme 82 +9y=-10 .
2=x+2y+2
Réciproquement, si le triplet (x; y; z) vérifie le systeme
précédent, il vérifie 8x + 9y + 10+ 5(z —x -2y -2) =0,
cest-a-dire 3x—y + 5z =0etbienslir z =x + 2y + 2.

Donc M(x; y; z) € dsi et seulement si (x; y; z) vérifie
le systeme Sx+9y=-10 .

I=x4+2y+2
Six et y sont entiers, la deuxieéme équation donne une
valeur de z entiere. Or les solutions entieres de la
premiére équation ont été trouvées au 2. ¢).
E=M(x;y;2)/x=1-9%,y=-2+8k,z=-1+T7k,
ke Z).

WER® 1.a) =2 y=-3.
b) 8(x-2)+5(y+3)=0d’ou:
x=2+5kety=-3-8kavecke Z.

| 2.a) Par différence, 0 = 8a—5h— 1 d’ot1 8a + S(—b) =1,

donc (a; - b) est solution.
b) Si N est tel que :
N=8a+1
N=5b+2"
nous avons vu que (a; —b) est solution. Donc il existe
un relatif k telquea=2 + Sket -b=-3 -8k, d’ou:
N=8(2+5k)+1etN=503+8k)+2.
Il en résulte, par 'une ou I'autre des égalités, que :
N =40k + 17.
Comme 17 < 40, le reste dans la division de N par 40
est17.
3. a) Solution particuliere :
Xy =200 et y, = - 300.
Solution générale :
x =200+ 5kety=-300-8kavecke Z.
b) Soit x le nombre d’hommes et y le nombre de
femmes.
x et y sont solutions de I’équation 8x + Sy = 100 avec
x et y entiers naturels.
Drapres 3. a), x = 200 + 5k et y = — 300 — 8k.
Mais la condition x € N ety € N donne :
200 + 5k > 0 et — 300 — 8k > 0, soit — 40 < k <-37.,35.
D’ot k =-38 ou k =-39.
Les solutions sont donc :
x=10ety=4oubienx=5ety=12.

IR ® Solution particuliere : x, = 33 et y, = - 22.
Solution générale : x =33 -7k, y=-22+5k, ke Z.
y > x équivaut a — 22 + 5k > 33 — 7k ce qui donne
12k > 55 soit k > 4.

Les points cherchés sont tous les points

M(33 -7k ;-22 + 5k) avec k > 4.

| 80 M LLu=-1;v=1.0nendéduit :
2.x=-57-Tk;y=57T+6k, ke Z.
3. Le probléme revient a trouver k tel que
-57-7Tk=0
57 +6k=0

Onendéduit:~%7 \<.k<~%7d’ot1k:~9.

Un seul point de coordonnées : x =6y = 3.
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il ® L algorithme d’Euclide permet de trouver
une solution : x =12 ;y = 5.
Ainsi : 12 x 13 = 5x 31 + 1 ce qui signifie que le con-
tenu de 12 seaux remplira 5 fois la cuve et il restera
1 litre.
On proceéde donc de la fagon suivante : on démarre
avec la cuve vide et on la remplit. Dés qu’elle est
pleine on la vide et le restant du seau est mis dans la
cuve. La premiére fois on mettra 2 seaux et une partie
du 3° seau (exactement 8 litres) reste dans le seau. On
vide la cuve, on remet le reliquat du seau (les 8 litres)
et on recommence. Au bout de la 5 opération on
aura vidé 5 fois la cuve et utilisé 12 seaux et il restera
exactement 1 litre dans le seau.

| 82 LIS probléme revient a trouver g et b positifs
et les plus petits possibles tels que 11a + 315 = 755.
Solution particuliere :a=1et b =24.

On trouve a =1 + 31k et b =24 — 11k. Les conditions
imposées conduisent 4 0 < k <22 ce quidonne : (¢=1
etb=24)ou(a=32etb=13)ou(a=63etbh=2).

Corrigé dans le manuel.

KA . Premier systéme

Supposonsx <y.Le PGCD dexetyestg= 1—2%22 =6.

Soitx = 6x” et y = 6y". Onsait que x” et ¥’ sont premiers

entre eux. La relation xy = 1512 donne x’y" = 42. 1l

suffit de prendre tous les couples (x’, y)avec x < y’

tels que x"y" = 42 et x” et y’ premiers entre eux.

On obtient les solutions suivantes :
x=6ety=252;x=12ety = 126;
x=18ety=84;x=36ety =42.

® Deuxiéme systéme

Méme méthode. On trouve PGCD (x, y) = 5. Puis

x'y’ = 12. Si on convient que x < y, on obtient :

x=5ety=60;x=10ety=30;x=15et y = 20.

1.9(108) = {1;2;3;4;6;9; 12;18;27; 36; 54; 108}.
2. On examine les cas 11 < d < 15.

Le seul cas conduisant a une valeur valide de m (qui
doit étre un multiple de d) est d = 12.

On en déduit m = 144,

Notons x = 12x" et y = 12y" avec x” et y” premiers entre
eux. On en déduit xy = 12x" x 12y" = 12 x 144, d’ol
X'y =12.

En supposant x < y, on obtient :

xX'=1lety =12, cequidonne x=12et y = 144,
oubienx’=3 ety =4, ce qui donne x =36 et y = 48.

IEER Appelons m le PPCM et g le PGCD. On sait
que x =x'g et y = y'g avec x’ et y’ premiers entre eux.
L’équation donnée s’écrit m —9g = 13.
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Or,m=x"y’g, donc I’équation équivaut a g(x'y’ - 9) = 13.
Donc g divise 13.
—-Sig=13,x"y" =10 avec x” et y’ premiers entre eux.

ex’=1, y'=10. Danscecas, x=13, y=130.
ex’=2, y'=5 Danscecas, x=26, y=65.
*x'=5, y'=2. Danscecas, x=65 y=26.
ex'=10, y'=1. Danscecas, x=130, y=13.

-Sig=1,x"y =22 avec x’ et y’ premiers entre eux.
Danscecasx =x"et y=y". On trouve :

ex=1 y=22;
ex=2, y=11;
ex=11, y=2;
ex=22, y=1.

On vérifie facilement que toutes les valeurs trouvées

dans les deux cas conviennent.

I ={(13;130), (265 65), (65; 26), (130; 13), (1, 22),
(2;11), (11 2), (22; 1)}.

Supposons que (a, b) soit solution. Cherchons le
PGCD g de a et b. 1l divise a, b mais aussi PPCM(a, b)
donc il divise 2. g ne peut étre que 1 ou 2.

Si g =1, alors PPCM(a, b) = ab. Donc a et b vérifient :
a+b=2+ab.Dot(a-1)(1-b)=1donca-1divise 1
ce qui implique a = 2 et b = 0 ce qui est impossible
donc g ne peut pas étre égal a 1.

Donc s’il existe une solution (a, b) alors g =2.
a=2a',b=2b"et PPCM(a, b) =2a’b". On obtient donc:
2(a"+b')=2+2a'b".

On est ramené a @’ + " = 1 + a’b’ qui a comme solu-
tionsa’=1letb =koua" =keth’ =1.0n en déduit
alors pour (a,b):a=2etb=2koubiena=2keth=2,
k entier naturel non nul. Réciproquement, ces couples
conviennent bien.

A-t-on :d = PGCD(M, S) ?

a=da’ b=db . AlorsS=d(a +b)etM=da’d'.
PGCD(M, S) =d PGCD(& + &', a’b’).

Pour montrer que PGCD(M, S) = d, il suffit de mon-
trer que : PGCD(a’" + b’, a’b’) = 1.

a’ et b’ sont premiers entre eux donc il en est de méme

de a’ + b’ et a’b’ (voir exercice 58 2.). Il en résulte que
PGCD(a’ + b’,a’b") = 1 et donc PGCD(M, S) = d.

EEER® Méme méthode qu’au 86.

Remarque préliminaire : d est pair car 105d = 8m - 30.
Posons comme d’habitude a =da" et b = db’.

d(8a’b” — 105) = 30 donc d est un diviseur (pair) de 30.
d =30, 8a’b’ = 106, impossible.

d =10, 8a’b’ = 108, impossible.

d=6, 8a’h’=110,impossible.

d=2, 8a'b’=120,donca’d’=15.

Donc a’ et b sont des diviseurs de 15.

g’ =1, b'=15. Alorsa=2 etb=30.
ea' =3, b'=5 Alorsa=6 etb=10.
ea’ =5 b'=3 Alorsa=10etb=6.
e’ =15 b'=1. Alorsa=30eth=2.

On vérifie que ces quatre couples conviennent.



ElB® 1.g=2n-1etm=n(n-1)(2n-1).
2m(a+b)=abg = a+b=g*=p+qg=g.
Onadonca=p(p+q)etb=q(p +q).
3. Larelation [2] implique p~g =1,doncg=p - 1.
On en déduit que les entiers a et b qui vérifient [1] et
[2] sont donnés par :
a=pR2p-Detb=(p-1)(2p-1).
4.0navu que, de [1], on déduit a + b = g et la relation
[2] dit que g = a - b, donc, de [1] et [2], on déduit [3] :
(a-b)2=a+b.
Si (@ —b)? = a + b, les relations [1] et [2] ne sont pas
nécessairement satisfaites.
Contre-exemple :a =36 et b =28; on a alors g =4 donc
[2] n’est pas vérifiée et [1] non plus.
5.Notonsn=a—hb.Onaalorsa+ b =n>dou:

n+n nton
etb=

2 2
Notons que n =0 et n = 1 conduisent a des valeurs qui
ne vérifient pas les hypotheése a > b > 0. donc n = 2.
Divisonsa parb:a=bqg+ravecO=<r<b.
Pourn=2,a=3etb=1,etalorsr=0.
Pourn=3,a=6¢etb=3,doncr=0.
Le texte impose r # 0 donc n > 3.

a_ n+1_ 2 )
[—7_”—1—1+n——1 <2 puisque n > 3. Donc g < 2.

[lenrésulte g =1 (g #0 puisque a > b).
Donca-b=reta+b=r>dou:

Par Py
=3 etb= 5
Application:r=11,a=66,b=55,a+ b =121

=(a—-b)%

EIlS A. 1 a) ON et OM sont colinéaires donc
u=kaetv=kbavec k entier car u et v doivent étre
entiers et a et b sont premiers entre eux.

b) Les seuls neeuds sur [OM] sont O et M.

2. a) Soit ka I'un des multiples avec 1 < k < b. Si b
divise ka 1l divise k puisque a et b sont premier entre
eux ce qui est impossible puisque 1 = k < b.

Les restes sont tous distincts sinon b diviserait la dif-
férence ce qui est impossible pour la méme raison que
précédemment.

b) Puisque les b — 1 restes sont tous distincts et com-
prisentre 1 et b—1, ils constituent une permutation de
'ensemble {1 ;2 ... b—1}il y en a donc un seul qui est
égal a 1.

¢) Ce qui précede signifie qu’il existe un multiple uni-
que ax (avec 0 < x < b) tel que ax = by + 1.

d) by =ax — 1. Or a et x sont strictement positifs donc
ax = 1 et by = 0 donc y = 0 (erreur de texte : il faut
lire0 <y <a).
ax-1<ab-1<abdoncby<abdouy<a.

3. a) L’existence et 'unicité de B résulte directement
du 2. ¢).

Le point B est au-dessus de [OM] car B = g o+letle

point de [OM] d’abscisse o a pour ordonnée 3 = g o
b) o =a—oaetp’ =b-p. Onendéduit: af’ -bo' =-1.

_|ba—aP| _ 1
4. a) d(B, (OM)) = = :
Jad+ b7 Jd+b?

A/az + b7 est constant et ’entier |bot — af}| est non nul
puisque B n’est pas sur (OM). Son minimum est donc
obtenu lorsqu’il est égal a 1. Donc B et B’ sont les
nceuds les plus proches de (OM).

b) Cette aire est égale a

d(0, M) x d(B, (OM)) = Ja* + b* x

1
a’+b’
5. Dans un repére orthonormal on place M(7 ;12). On
cherche le nceud au-dessus de [OM] le plus proche de
ce segment. On voit que ce nceud est le point de coor-
données (4 ; 7). Donc d’apres ce qui précede u =3 =7
etv = o= 4 est une solution de I’équation 7u—12v = 1.

=1

B. 1. Le point P(a’, b’) est un nceud (le seul du rectangle
OEPR d’apres ce que I'on a vu au A. 11 est clair que
les d points B, (ka"; kb”) avec 1 < k < d (k entier) sont
des nceuds. Il n'y en a pas d’autres. En effet s’il y
avait un nceud sur [OM] entre B, et B, , ; il aurait
comme coordonnées : (ta"; tb”) avec t entier et on aurait
k <t<k+1 ce qui contredit le fait que ¢ est entier.

2. Aire OEFK =da’'b

et aire OHSR = ab’ = an =PPCM(a, b).

3. aP - ba = d équivait a @’ — b'o. = 1 avec a’” et b’
premiers entre eux.

On a vu que dans le rectangle OEPR on ne trouvait
qu’une solution (correspondant au nceud au-dessus

de [OP] le plus proche de [OP]). Si on note Ny(ct, By)

ce nceud, I'ensemble des solutions est donné par
o =0y + ka’ et B =P, + kb’. Les nceuds qui sont dans

OHMK sont tels que O < v <aet 0 <P < b, ce qui est
obtenu pour 0 < k < d ce qui donne exactement d
points.

4. Graphiquement avec la méthode vue au A., on
trouve la solution correspondant au nceud qui est
dans OEPR. Il suffit de prendre le nceud le plus pro-
che de la droite (OM) dans le rectangle OEPR.

On trouve le nceud Njy(3 ; 2) qui donne la solution u =2
etv=3.

Il y a dans le rectangle OHMK deux autres solutions
correspondant aux nceuds Ny(8 ; 5) et N,(13 ; 8).
Ces nceuds donnent les solutions (. =5 ; v = 8§) et
(u=8;v=13).

Corrigé dans le manuel.
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EEER®1.a)n=A+1doncB=A2-A +4.

Si d divise A et B, alors il divise A et aussi la diffé-
rence B — (A2 — A) qui vaut 4.

Réciproquement, si d divise A et 4, d divise A et la
somme A% - A + 4 qui vaut B.

Donc les diviseurs communs de A et B sont les mémes
que ceux de A et 4, donc PGCD(A; B) =PGCD(A;4).
b) La question revient a trouver, seclon les valeurs
de n,le PGCD de n -1 et 4.

Pour toutn,n =4k + r,avecr=0, 1,2 ou 3.

D’ou le résultat :

*sin =4k ou n = 4k + 2 (c’est-a-dire n pair), alors
PGCD(A:B)=1;

*sin =4k + 1, alors n — 1 est divisible par 4 et
PGCD(A:B) =4;

esin=4k+3,alorsn—-1=2(2k + 1) donc A est divi-
sible par 2 mais pas par 4, donc PGCD(A; B) = 2.

2. La fraction % est un entier relatif si et seulement si A

divise B, ce qui équivaut a dire que A = PGCD(A; B)
ou bien A =—- PGCD(A; B). Examinons les différents
cas a la lumiere de la question 1.b).

¢ Si n est pair, PGCD(A; B) = 1, donc on doit avoir

soit A =1, qui donne n =2 et alors % =4;s0it A=-1,
qui donne n = 0 avec g =-6.

* Sin =4k + 1, alors PGCD(A;B) =4,donc A =4 ou
A =-4;soitn =5 etalors % =4, oubienn =-3 qui
donne alors g =-4.

® Sin =4k + 3, alors PGCD(A; B) =2, donc A =2,
soit n =3, on a alors B =3oubien A=-2soitn=-1
qui donne alors % =-2.

Conclusion : L’ensemble des valeurs de n, pour lesquelles alors

% est un entier relatif, est (- 3;-1; 0; 2; 3; 5}.

o.. 41 @
IEEN® si 5 k, alors a;b, + ayb, = kb,b,.
1 92
by divise a\b, mais, comme b, est premier avec ay,
alors b, divise b,. On montre de la méme facon que b,
divise b- donc by = b,.

IEER® 1. d divise n? + 1 et n(n?-1); or, d est premier
avec n (sinon on pourrait trouver un diviseur com-
mun a n® + 1 et a n, donc a 1, donc il divise n% — 1.
Divisant n2 + 1 et n? — 1, il divise 2.

Réciproque

Si d divise 2 et n? — 1, alors il divise n + 1 et n(n?—1).
2. Si n est pair, n? — 1 est impair; donc 2 et n? - 1, donc
aussi n(n®> — 1) et n* + 1, n’ont pas de diviseurs com-
muns, donc la fraction est irréductible.

Si n est impair, le PGCD du numérateur et du déno-
miateur est le méme que celui de 2 et n? - 1.

Comme n? — 1 est divisible par 2, le PGCD est 2.
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IEEES an + bm = kbm donc b divise an. b est premier
avec a donc b divise n.

n divise bm et est premier avec m donc n divise b.
Doncn =b.

Prendre toutes les initiatives

CYA® 1.ax 103+ bx 102+ cx 10 +d = m?:
@+ Dx103+b+1)x102+(c+1)x10+d+1=n%
Par différence, n? — m? = 1111.
Soit (n — m)(n + m) = 11 x 101, donc n — m divise
11 x101.
En étudiant tous les cas, on obtient la solution 2 025.

IEER® 1 = 10004 + 100a + 10a + 10b + b

=11 x (100a + b).
Si n est un carré alors 11 x (100a + b) = k2, donc 11
divise k2. Il en résulte que 11 divise k.
Donc 11 x (100a + b) = 112k’2. On en déduit que 11
divise 100a + b et que par conséquent a + b = 11.
Donc si n est un carré parfait, alors n = 112 x (9a + 1).
On trouve finalement que la seule valeur qui convient
esta =7 etle nombre est n =7 744.

IEER® 1. o2 + 2b est un carré parfait si on peut trou-
ver x tel que 2b = 2ax + x2.

x est pair car, sinon, x? est impair ce qui est incompa-
tible avec I’égalité obtenue, donc x = 2g4.

2b = 4aq + 4q* donc 2b = 2(2aq + 2q?).
2.a’+b=a*+2aq +2q*=(a+q)*+ g%

ieIeR® Soit n=7=-1 (mod 8).
Ormodulo8,ona(?=0:12=1:22=4:32=1:42=0(:
5251;6254;725 1.

En essayant toutes les combinaisons possibles, on
constate que la somme de trois carrés ne peut jamais
étre—1ou7.

EIN® Par récurrence a partir du corollaire du
théoreme de Gauss (page 38).

i ® Soit x le nombre de convives au prix « normal »,
y le nombre d’étudiants et z le nombre d’enfants.
26x + 17y + 13z = 613 et aussi x + y + z = 28. Le pro-
bleme revient a résoudre I’équation :
26[28 —(y +2)] + 17y + 13z = 613

soit: 9y + 13z = 115.
L’algorithme d’Euclide donne pour 9u + 13v = 1
la solution u = 3 et v = — 2 donc pour I'équation
9y + 13z =115 on obtient xy =345 et y, =—230 d’oti la
solution générale :

y=345-13ketz=-230+9k, ke Z.
Les conditions y = 0 et z = 0 donnent k = 26 comme
unique solution. Doncy =7 et z =4.



E€®A® o = dr; b = ds. On sait que r et s sont premiers
entre eux. Divisons les nombres a, 24, ... ba par b.
On obtient :
ro2r (b-1)r br
S,?,...,_S ,?-
Le probleme est de savoir combien il y a de nombres
entiers dans cette liste.
b divise ka équivaut a s divise kr et comme s est pre-
mier avec r cela équivaut a dire que s divise k. Or
entre 1 et b il y a exactement d multiples de s puisque
b =ds. Il y a donc exactement d nombres parmi les
entiers a, 2a, 3a, ..., ba, qui sont divisibles par b.

E[Z3® » = 5x’ et y = 5y". On doit résoudre dans 72
I'équation x” + y" = 8 avec x” et y’ premiers entre eux.
Remarquons que x” et y” doivent étre tous les deux
impairs sinon ils ne sont pas premiers entre eux.
Prenonsx’ =2k +1ety’=7-2kaveck e Z.Sid divise
¥ ety alors d divise 8 mais comme x” et y’ ne peuvent
pas avoir de diviseurs pairs alors d = 1 et x" et y’
sont premiers entre eux. Pour tout k € Z, le couple
x=5(2k + 1) et y = 5(7 — 2k) est solution. Il y a donc
bien une infinité de solutions.

K ® Soit une solution (x, y). 3x2 = 1 + y2 donc 3
divise 1 + y2. Or pour tout entier y, y¥*=0ou 1 (mod 3)
donc 1 + y2=1 ou 2 (mod 3) ce qui contredit I'hypo-
thése 3 divise 1 + y? donc il n'y a pas de solution.

KA ® Supposons que (x, y) soit solution.

5 divise 4 500 — 5x2 donc 5 divise y2. A I'aide d’un
tableau de congruences modulo 5, on établit que
y*=0mod 5 équivaut & y =0 mod 5. Donc 5 divise y.
Donc il existe v tel que y = Sv.

C’est nouveau au bac JEEREYZY

1. x — 3 est divisible par 4 et par 6 donc par 12.
La réponse a) est fausse.

Les réponses b) et ¢) sont justes.

2. a) Juste. En effet si a et b avaient la méme parité il
en serait de méme de a® et b2 et N serait pair.

b) Juste car N = (a + b) (a - b).

¢) Fausse. p est impair et g aussi.

3.5q — p = 8. La réponse a) est juste.

b) Est juste car si n est pair, p et g sont impairs et le
PGCD depetgestl.

La réponse ¢) est juste. En effet PGCD(q ; q) = 8
implique 8 divise n + 1 soit n =8k + 7.
Réciproquement si n = 8k + 7, on vérifie que 8 divise
bien p et q.

La réponse d) est juste. En effet PGCD(p ; g) = 4
implique 4 divise n + 1, c’est-a-dire : n = 4k + 3 mais il
faut enlever les valeurs impaires de k£ qui donnent un

5x% + 25v% = 4 500 donc x2 + 5v2 = 900.

En raisonnant de la méme fagon, on déduit que 5
divise x. Donc x = 5u et par conséquent 2512 + 5v2 = 900
et donc : 5u? + v2 = 180.

Avecla méme démarche, on déduit que v = 5b. Apres
simplifications on arrive a u? + 5b% = 36.

Remarquons que 5b% ne peut excéder 36 donc 0 < b < 2.
b =0 1implique y =0 et x = 30.

b =1 implique que u? = 31 ce qui est impossible.
Enfin b = 2 implique y = 50 et x = 20.
Réciproquement, les deux couples (x = 30, y = 0) et
(x =20, y = 50) conviennent.

KIoXd® 5x + 7y = 136.
Ontrouve x=2-7kety=18 + Sk avec k € Z. Mais x
et y doivent étre positifs ce qui impose -3 < k < 0.On
a donc 4 solutions :
(x=2;y=18);(x=9;y=13);
(x=16;y=8):(x=23;y=3).

KA ® Supposons qu'il existe une solution (x,y,2).
Soit d le PGCD de x et y.

Il existe u et v premiers entre eux tels que x = du ;
y=dv.
L’équation peut s’écrire alors :

u? + uv +v2 = zd?u?.
v divise u? donc v divise 1 (car v premier avec « donc
aussi avec u?). Doncv =1 ouv =—1. En raisonnant de
la méme fagon avec u on montre que u =louu=—-1.
En étudiant les quatre cas on trouve les quatre solu-
tions suivantes :

(=1;-1:3),(1;1;3),(-1;1;1),(1;=-1:1).

PGCD égal a 8. Donc n = 8k + 3. Réciproquement, on
vérifie que sin = 8k + 3, le PGCD de p et g est bien 4.
La réponse e) est juste. En effet, si n = 8k + 1, on véri-
fie facilement que 2 divise p et g. Comme le PGCD de
p et g n’est ni 4 ni 8 (obtenus avec d’autres valeurs).
PGCD(p;q) =2. On procéde de méme avec n = 8k + 5.

1. Faux. a et b peuvent étre premiers entre eux.
En effet, si a et b sont premiers entre eux on peut
trouver x et y tels que ax + by = 1.

D’ou a(6x) + b(6y) = 6. Donc on a trouvé u = 6x et
v = 6y tels que au + bv = 6 avec a et b premiers entre
eux.

2. Vrai. Pour le justifier, on raisonne par I’absurde. Si
Snedivisenianib,a=5k+cetb=5k"+daveccde d
non nuls et inférieurs a 5. On en déduit alors que ab
n’est pas divisible par 5 d’ot la contradiction.
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3. Faux. Contre-exemple ) X = .

5 6

4. Vrai. Sia et b sont premiers entre eux a” et b2 aussi.

5. Juste.

6. Faux. 5 220 par exemple est un multiple commun
de 180 et 348.
7. Juste.

8. Faux. Par exemple : 8 premier avec 5 mais pas avec |

Sx2.

9. Faux. Par exemple : a = 30, b = 60. a est multiple
de 15 et b de 20 mais le PPCM 60 n’est pas multiple
de 300.
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1. Démonstration faite dans I’exo résolu 6 page 35.
2.a)u,=p*2p+1)%etu,, ;=(p+1)>(2p +1)?

p? et (p + 1)? sont premiers entre eux donc
d,=(2p+1)>
b)u,=Q2p+1)>(p+1)2etu,,,=(p+1)>(2p+3)
(2p + 1)? et (2p + 3)? sont premiers entre eux donc

d,=(p+1)*



chap;tre

3 | Les nombres premiers

te Travaux dirigés (page7s)

" B 1

1. a) Immédiat. b) Oui.
2. a) Siu et v sont de parités différentes, alors u? et
v2 sont de parités différentes, et alors, u? — vZ est
impair tandis que 2uv est pair.

b) Si on prend d le plus grand possible,
d =PGCD (x, y).

H1 a) Si x et 7 avaient un diviseur commun, il divi-
serait y2, ce qui contredit Phypothése «x et y
premiers entre eux». Méme chose pour y et z.

b)x2=4¢’=(z-y)(z+y)

doug? = (Z—;y)[z—'—; y)_

y et z sont impairs donc z —y et z + y divisibles par 2.
z>y (z et y premiers entre eux donc z # y), donc

; Y et Ty sont des entiers strictement positifs.

.7 — + . 0 .
¢) S % et ZTy avaient un diviseur commun, il

diviserait la somme et la différence, c’est-a-dire z
et y, ce qui contredirait le fait que z et y sont
premiers entre eux.

d) Les décompositions en facteurs premiers de

Z-y Z+y
7 3

facteurs communs, chacune des décompositions se

ne peuvent donc pas avoir de

retrouve donc dans celle de g%, donc Pexposant de

chaque facteur premier est pair. Par conséquent,

2=y
2

+
=u- etz Y

2=y\2+y) _ 2
(—2 )(————2 ) u?v? donc g = uv et

x=2q =2uv.

=vZavecO<u<v.

e) g’ =

Pour y et z, on retranche et on ajoute :
Z2-y Z2+y _
—< =ulet
2 ?
2. a) g2 divise x? et y2, donc divise leur somme z2.

V .

Sion écrit les décompositions en facteurs premiers

de g2 et de z2, les facteurs premiers de g figurent

dans la décomposition de z2 avec des exposants
inférieurs ou égaux.
Si on divise tous les exposants par 2, on obtient la dé-
composition de g d’une part, et celle de z d’autre part.
Les facteurs de g sont toujours présents dans la
décomposition de z et les exposants pour g sont
toujours inférieurs a ceux des mémes facteurs de z.
Donc g divise z.
b) x2 + y2 = z2 implique, apres simplification par g2:
x'2+y2=7z"

ox' =2p+lety =2qg+ l,donc.

22=4p2 +4p+1+4q2 +4g + 1 =4k + 2.
Dans la division par 4, un carré ne peut avoir pour
reste que 0 ou 1. On aboutit donc a une contradic-
tion si on suppose x’ et y’ tous les deux impairs.

0

HE 2.496; 8128.

La=2M2"""—1) (a est déja décomposé).
HF1a=212"+1-1 déja décomposé
2. Diviseursde a:1,2,22,..27, (2n+1-1), (2" *1-1)
x2,(27+1-1)x22, ..., (2r+1-1)x2n,
Ilyena2(n+1).

3. La liste contient deux suites géométriques.
S :2”*1—1+(2”+1—1)><(2”+1—1)
(i D L)

=5;F,=17;,F; =257.
n+1 n

H1Lr,  =2" +1=2"""+1=
2. a) Récurrence.
Vrai pour n =2.
Supposons que F, se termine par 7, cela implique
que 22" =6 (mod 10), donc :
F, ., =22""111=(22"2+1=36+1=7(mod 10).

n+1—

F,-1)*+1.
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bF,, =F,-172+1.

Notons u,, le reste de la division de F, par 100. On
peut vérifier facilement que uy =3, u; =5, u, =17,
us =57, uy=37,us=97 etug=17.

Le probleme est de montrer que la suite (u,,) est
périodique de période 4 a partir de n = 2.

Si un =17 (mod 100), alors F, , ;, =162 + 1 = 57
(mod 100), donc u,, , | = 57.
Si u,, = 57 (mod 100), alors F,, , ; = 56% + 1 = 37

(mod 100), donc u,, , | = 37.

Si u, = 37 (mod 100), alors F, , | =362 + 1 =97
(mod 100), donc u,, , | = 97.

Si u, =97 (mod 100), alors F
(mod 100), donc u,, , ; = 17.
Et ainsi de suite...

=962 +1=17

n+1

B1LF,  =0""x2k+1=02""2k+1=a®) +1et
F, =a+ 1 d’ou la formule du texte.

2. Immédiat avec I'indication, en prenant m = 2k
qui est bien pair puisque k > 0.

3.F, . -2=qxF, avec q entier, d’aprés 2.
Siddivise F, , petF, ildivise F,  , — g xF, c’est-
a-dire 2.

d = 2, ce qui est impossible car F, est impair.

4.a) p, etp, ., sont nécessairement distincts, car,
étant premiers, ils sont différents de 1. Et on a vu
au 3. que F, et F, ., n'avaient pas de diviseurs
communs.

b) La suite (n+— 22") tend vers + = car 2 tend vers
+ . Etant la composée de deux suites croissantes,
elle est croissante.

¢) Chaque nouveau nombre de Fermat apporte
des facteurs premiers qui n’ont jamais été rencon-
trés auparavant, donc la suite des nombres pre-
miers est illimitée.

7D [}

B n=11:M;, =2047 =89 x23.

H 1. d est un diviseur strict: n = dd’.
Sid' =1oud =n,alorsd=noud =1, ce qui est
impossible.
Donc d’ est un diviseur strict.
2.2 - 1=0294 = (24 -1)((29)4' -1 + ... + 1), donc
24 _ 1 est un diviseur de 2" — 1.
3.Si29~1=1,alors d = 1, ce qui est exclu.
Si24-1=2"-1, alors d = n, ce qui est exclu par
hypothese. Donc 1 <24 -1 <271,

290

ﬂl.a)s:n0q+r,()-€rsno.

25 =29+ = (2"0)7 x 27, or 2° = 1 (mod p) et
2 =1(mod p) donc 2" = 1 (mod p). Vu la
définition de ng, r = 0.

Donc n divise s.

2. Puisque 2" =1 (mod p), n;, divise n.

Or, n est premier donc = 1 ou ny = n; mais n; = 1
est impossible car 2 = 1 (mod p) est impossible.
Donc ny = n.

3. Donc n = n divise p — 1 donc p = nm + 1.
Sim est impair, alors p est pair, ce qui est impossible,
donc m est pair : m = 2k.

H 1. Immédiat.

d.a)a=px0+aavecO=<a= pdonca est le reste.
b) Soita”? -2 = pq + ravec 0 < r < p.

* v # 0 sinon p divise a (p premier).

o7 # 1; en effet, si on avait @” 2 = 1 (mod p),
on aurait @ ~! =a (mod p) et, d’aprés Fermat,
a’~1=1(mod p).

Il en résulterait @ =1 (mod p), ce qui contredit
I'hypothese2 <a<p-2.

e r#p—1;eneffet, si on avaita? =2 =p —1 (mod p),
on aurait a” ~ ! =— a (mod p). Or, d’aprés Fermat,
a’~1'=1 (mod p). Il en résulteraita=—1=p -1
(mod p) ce qui est impossible (le reste ne peut pas
étre p - 1).

4. a) Soit a un terme de la suite.

On sait que axa” ~2=1 (mod p). Maison avu ala
question précédente que a” ~2=r (mod p) (r étant
I'un des termes de la suite 1, 2, ..., (p — 2)), donc a
a, on a bien associé un terme r de la suite tel que
axr=1(modp).

b) Sion avaita’ = b’, on aurait a’(a - b) = pq.
Comme 2 < a' < p -2 et p premier, p est premier
avec a’ et divise donc a — b. Ce qui est impossible
puisque a et b sont distincts et appartiennent a la
suite 2, ..., (p — 2).

Il en résulte que lorsque a décrit la suite, a’ prend
toutes les valeurs de cette suite.

5. On vient de voir qu’a chaque élément a de la suite

2, ..., (p — 2), on peut associer a’ # a de la suite.

Cette relation est bijective. On peut donc établir

une partition de {2, 3, ..., p — 2} formée par toutes

les paires {a, a'}. Chacune de ces paires vérifie
p-3

aa'=1(modp)etilyena -

Quand on multiplie membre a membre toutes les
relations du type a x a’ =1 (mod p) correspondant



aux [%% relations précédentes, on obtient
(p-2)!=1(mod p), puis en multipliant parp — 1 :

(p-1)!=p-1=-1(modp).

0 &3

1.Le PGCD de 2 et 3 est 1, donc d’apres [1],
F(6) =F(2) F(3).
3 est premier donc, en appliquant [2],
F[6] = F(3 + 3) = 2F(3).
[l résulte de ces deux égalités que F(2) = 2.
En appliquant [1], on peut écrire :
F(2) =F(1x2)=F(1) xF(2),dou F(1) = 1.

2.2 F4)=F2+2)=F2)+F(2)=4.

¢ F(12) = F(4 x 3) =4F(3).

D’autre part,

F(12) = F(5) + F(7) = 2F(5) + 2 = 2F(3) + 6.
Donc 4F(3) = 2F(3) + 6, d’ou F(3) = 3.

3. Déja fait pour n € {1, 2, 3, 4}.
5=2+3;6=3+3:7=5+2:8=5+3;9=7+2;
10=7+3:12=7+5;14 =7 + 7 sont des sommes
de nombres premiers. En utilisant [2], on peut
conclure de proche en proche que F(n) = n pour
toutes ces valeurs.

Pour n = 11, on écrit F(14) = F(3) + F(11) et, par
différence, F(11) = 11.

Puis F(13) = F(11) + F(2) = 13,

F(15) = F(3) x F(5) = 15, F(16) = F(3) + F(13).
Pour F(17), on procede ainsi :

F(20) = F(4) x F(5) = 20 = F(3) + F(17), donc, par
différence, F(17) = 17.

4.2006 =59 x 17 x 2
59 et 7 sont premier donc F(66) = F(59) + F(7)
donc F(59) = F(66) -7 =F(11 x6) -7
=F(11)xF(6)-7=11x6-7=59.
On en déduit
F(2006) = F(59 x 34) = F(59) x F(34)
=59 x F(17) x F(2) = 59 x 17 x 2 = 2006.

H 1. Si 1 est pair, alors, en admettant la conjecture de
Goldbach, n = p + q avec p et g premiers. D’apres
[2], F(n) = F(p) + F(g). Mais p et g sont inférieurs
a n strictement, donc d’apres I'’hypothese de
récurrence,

F(ny=p+q=n.

2. n est impair.

1" cas : n est premier.

sn=8k+1(k>2).

La premiere égalité résulte de [2] car n et 3 sont
premiers.

F(n+3)=F(@8k+4)=F(4(2k +1)). Or,4 et 2k + 1

sont premiers entre eux, donc, d’apres [1],

F(n +3) =4FQ2k + 1).

Il est clair que & étant strictement positif, 2k + 1 <n,

donc on peut appliquer I’hypothése de récurrence

avec 2k + 1 et, par conséquent,
F(n+3)=4Q2k+1)=8k+4=n+3.

Des deux égalités, F(n + 3) = F(n) + 3 et

F(n + 3) =n + 3, on déduit F(n) = n.

slescasn=3n=5n=7(mod 8) se traitent de

manicre analogue.

2¢ cas : n n’est pas premier (et impair).

En admettant Goldbach, 2n = p + g avec p et g

impairs (on suppose g < p).

On voit que n est le milieu ¢ gnp 2n

de [¢; p]. F(2n) = 2F(n) car " A "

2 et n premiers entre eux.

D’autre part, F(2n) = F(q) + F(p) = g + F(p).

Nous allons démontrer que F(p) = p. Il en résul-

tera 2F(n) = g + p = 2n et donc F(n) = n.

La méthode est la méme que dans le premier cas

traité précédemment.

On étudie lessous-casp=1,p=3,p=5, p=7 (mod 8).

*p=8k+1

Alors F(p + 3) = F(4(2k + 1)) = 4F(2k + 1). 11 faut

sassurer que 2k + 1 < n pour appliquer I’hypo-

these de récurrence.

Orp<2n—3donc8k+1<2n—3et2k+l<'—l <n.

2
Donc F(2k + 1) =2k + 1.
AlorsF(p+3) =42k +1)=p+3etdonc F(p) =p.
* Les autres cas se traitent de maniere analogue.
Avec p= 8k + 3, on calcule F(p + 17): avec
p =8k + 5, on calcule F(p + 7); avec p = 8k + 7, on
calcule F(p +5).

70 [kd

B 2. a) Soit 1 et n’ deux entiers différents compris
entre 0 et 255. Démontrons que les restes ret r' de
la division de 7n et 7n’ par 256 sont différents.
Raisonnons par I’absurde.

Supposons r = r', alors 7(n — n") =0 (mod 256).
Comme 7 est premier avec 256, n —n' =0 (mod 256)
et, comme n et n’ sont entre 0 et 255, n =n’, ce qui
contredit ’hypothése «n et n’ différents».
3.a) 183 x7=5%x256+1,donc 183 x7=1 (mod 256)
et, en multipliant par 7, on obtient :

183 (7n) = n (mod 256).
b) Si on part avec un entier n, le codage donnera x
tel que 7n = x (mod 256).
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En appliquant D, on retiendra

D(x)=183x =183(7n) =n.

Comme on reste dans [0; 255], on retrouve bien la
valeur n dont on est parti.

4. Le message obtenu est « la partie arithmétique
est amusante ».

b) 13177 = 14 (mod 221) et 1977 = 15 (mod 221),
donc Alice obtient 14 15 14.
d) 1477 = 209 (mod 221) et 1577 = 19 (mod 221),
donc le message codé par Alice est : 209 19 209.
Bob le décodera en faisant :
209 =14 (mod 221) et 195 = 15 (mod 221).
Voici un programme en Pascal effectuant les
calculs précédents :

Corrigés des exercices

Maitriser le cours (page 20)

Non; non; oui; non.

Oui; non; oui; non.
Non; non; non; oui.

B 352 - 4=83x87=3x29x83. Donc 8524 n’est
pas le produit de deux nombres premiers.

1022 -1 =101 x 103 ; 101 et 103 sont premiers.

IEA Si /2 = 0, on obtient 1 qui n’est pas premier.
Sin#0,n+1 est un diviseur strict de n + 2n + 1 qui
n’est donc pas premier.

A 121 =112;12321 =1112;1 234321 =1 1112 ;
123 454 321 = 11 1112 ; 12 345 654 321 = 111 1112 ;
1234 567 654 321 = 1 111 1112 donc aucun n’est
premier.

Corrigé dans le manuel.

B 4227 = (n14)3-27 = (14~ 3) (B + 3014 + 9).
Les deux facteurs sont supérieurs a 1 donc n*? — 27
n’est pas premier.

Trois nombres qui sont 113, 131, 311. Ces trois
nombres sont bien premiers.
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Program crypto;
Uses crt;
Varn, p, q, €, a, b : longint;
function chiffre (x, y : longint) : longint ; {fonction récursive}
var m : longint;
begin
if y=0thenm :=1 else m : = (x* chiffre (x, y— 1) mod n);
chiffre :=m
end;
begin
clrscr;
writeln (‘Donnez |a clef n'); readln (n);
writeln (‘Donnez e'); readin () ;
writeln (‘Donnez le nombre & coder’); readin (a);
b : = chiffre (a, €) ;
writeln ('Le résultat est :’,b);
readin;
end.

Voici l'algorithme du programme demandé et
le programme sur TI 83.

Lire N
D« 1
Re&1
Tant Que R # 0 et D2 < N Faire
DeD+1
R « Reste de la division de N par D
Fin du Tant Que
SiR=0
alors Afficher : «N est premier»
sinon Afficher : «N est divisible par D»
Fin du Si

Input «DONNER N > 2», N
1D

1-5R

While Rz0and D*'D < N
D+1—->D

N-D*Int(N/D) — R

End

IfR=0

Then

Disp N, «PREM»

Else

Disp N, «DIV PAR=», D

En exécutant le programme, on constate que 11 311
est bien premier. En changeant ’ordre, on peut obte-
nir un nombre composé. Par exemple, avec 31111 la
machine annonce qu’il est divisible par 53.




20! + 2 est divisible par 2; 20! + 3 est divisible
par 3; 20! + 4 est divisible par 4 et 20! + 5 est divisible
par 3.

Un nombre quelconque est congru a 0 ou 1 ou
2 ou 3 modulo 4. S’il est premier, le reste dans la
division de p par 4 ne peut étre ni O ni 2. Doncp =1
oup =3 (mod 4).

(14 Corrigé dans le manuel.

1. Les restes possibles sont 1,5,7, 11.
2. On montre facilement que, dans tous les cas :
p*=1(mod 12), donc p? + 11 =0 (mod 12).

mp est premier, donc, si p divise a® — 1, alors p
divise a — 1 ou p divise a + 1.

Maisl =a-1<p-2et3<a+1<petlesintervalles
[1;p-2[ et [3; p[ ne contiennent aucun multiple de p.
On aboutit donc a une contradiction.

2. Décomposition en produit
de nombres premiers

M ) 600 =23 x3x52: b)4998=2x3x72x17:
0)41724=22x32x19x61;: d) 57132 =22 x 33 x 232,

KEN ») 400 = 24 x 52
) 13552 =24xTx 11%;

KEN 2) 72 = 23 x 32;

les diviseurssont : 1,2, 4, 8, 3,6, 12, 24, 9, 18, 36, 72.
b)220=22x5x11;

les diviseurs sont : 1, 2, 4, 5, 10, 20, 11, 22, 44, 55, 110,
220.

b) 13050 =2 x3%2x 5% % 29:;
d) 11737 = 112 x 97.

¢) 450 = 2 x 3% x 52: les diviseurs sont : 1,2, 3, 6.9, 18,
5,10, 15, 30, 45, 90, 25, 50, 75, 150, 225, 450.
d) 1352 =23 x 13?; les diviseurs sont : 1, 2, 4, 8, 13, 26,

52,104, 169, 338, 676, 1 352.

[20 ] Corri 2é dans le manuel.

1. Les exposants sont pairs.

2)24x5x13; b)59%x117x1318; ¢)25x32x29.
2, Les exposants sont tous divisibles par 3.

)22 x52x13; b)5*x11x132; ¢)2°x32x29.

EEN 1. PGCD = 22 x 52 = 100;
PPCM =23 x 32 x 52 x 13 = 23400.
2.PGCD=3x5=15;

PPCM =23 x 32 x 52 x 11 = 19800.

(23] Corrigé dans le manuel.

1. PGCD = 60: PPCM = 5400.
2.PGCD =6; PPCM = 3780.

Les carrés des nombres premiers.

A (x+ 1)(x+1)x3=12,doncx = 1.
Le nombre cherché est 150.

PYd 1 = 32 x 2" x 5", donc 3(n + 1)? =27. On trouve
=2,

(28] Corrigé dans le manuel.

EEEN 616 = 2% x 7 x 11. Le plus petit carré divisible
par 616 est m =2*x 72 x 112 = 23716.

BTl 1. 504 =23 x 32 x 7.
2. En supposant a < b, on trouve :
a=1.b=504:a=8,b=63:a=9.b=56a=7.b=72.

AN 84 = 22 x 3 x 7: douze diviseurs : 1,2.4.3.6, 12,
7,14, 28, 21, 42, 84. On trouve x = 3.

n + 1 diviseurs. La somme est *

n+ 1

p -1

l+p+p*+..+p"=
p-1

BEEN 1. a) 9(196) = [ 1.2.4.7, 14, 28, 49, 98, 196).
b) x2 - y2 =196 équivaut a (x + y)(x —y) = 196 soit :
X+y=p
{ avec pg = 196.
xX—-y=q

Seuls les couples (p,q) telsque pg =196, p>qgetp+q
pair vont donner des solutions. On résout donc :

{x +y=98 {x-&y =14
et

x-y=2 x-y=14
ce qui donne (x =50;y=48)ou (x = 14;y =0)
2.a) D(225)={1,3, 5,9, 15, 25, 45, 75, 225).
On aboutit aux systemes, en supposant x > y :
x+y=225 x+y=75 x+y=45
ou ou
x—-y=1 x-y=3 x-y=35

{.r+y=25 {.\'+_\'=15
ou

x-y=9 x-y=15

Dot les solutions : (x = 113: y = 112) ou (x = 39; y = 36)
ou(x=25;y=20)ou(x=17;y=8)ou(x=15;y=0).

Corrigé dans le manuel.

3. Nombres premiers

et divisibilité dans R
1. a) Si d divise a et b, d divise leur somme.
b) 486 = 2! x 3° et d divise 486, donc d est de la forme
d=2"3PavecO=a=1et0 =P =S5/ (théoréme4).
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2. a) Les diviseurs communs de a et b sont ceux de d.
Donc(a+1)(B+1)=6. '
Compte-tenu des inégalités vérifies par o et B, on
trouve deux solutions o. = 0 et B = 5 ou bien 0. = 1 et
B=2.

Mais o.= 0 et B =5 donne d =243, a = 243 et b = 243,
qui ne convient pas puisque le texte dit que a < b.

Il reste doncle cas =1 et f =2 qui aboutita d = 18.
b)a=da et b=4db'. Il enrésulte a’ + b’ = 27, avec
a' <b'eta’ etb' premiers entre eux.

La condition « ab multiple de 10 » implique que 5,
qui est premier, divise d2a’b’, donc 5 divise a'.

La condition 100 < a < b implique a’ > 5.

Les seules valeurs qui conviennent sont a’ = 10 et
b' =17 qui donnent a = 180 et b = 306.

1. a) d divise a et b divise b, donc a2 divise ab,
c’est-a-dire 11340.

b) 11340 = 22 x 3% x 5 x 7. L'exposant de chaque
facteur premier de d? est pair : d ne peut contenir le
facteur 5ou 7.
2.a)(a+1)(B+1)=6avecO0<=a<let0=P=<2
La seule solution est « = 1, p = 2, qui donne d = 18.

Apprendre a chercher (page 87)

IZXeH Plus grand nombre de diviseurs

Les outils :

o Décomposition en produit de nombres premiers.

o Nombre de diviseurs.

Les objectifs :

o Apprendre a éliminer des cas apres examen des contraintes.

o Comprendre qu’en arithmétique, il y a presque toujours
plusieurs cas a étudier.

1. Le nombre de diviseurs premiers distincts ne peut
pas dépasser 3, car en prenant les exposants mini-
mum 2x 3 x5 x 7 >99. Donc il y a au plus trois
facteurs.
Pour avoir les exposants les plus forts possibles, on a
avantage a prendre les facteurs premiers les plus
petits possibles, donc le nombre cherché sera de la
forme :

n =2%x 3B x 5Y ou encore n = 2% x 3B x 77,
ces exposants pouvant étre nuls.
2. a) On voit bien que y = 2 n’autorise que o = 1 et
B=0oubien o.=0et P =1, donc, dans les deux cas,
un nombre réduit de diviseurs (six diviseurs).
On peut donc se limiter aux cas y=1ety=0.
b) ¢ Etude du cas v=0.
Alors 0 = B = 4 (sinon on dépasse 99).
Pour chaque valeur de B, on choisit la valeur de oo maxi-
mum pour rester en dessous de 99. Cela donne les
résultats suivants (nbre de diviseurs = (ot + 1) (B + 1)) :
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b) a =da’ etb =db" aveca' et b’ premiers entre eux.
ab = 11340 implique a'b’ = 35.
5 est premier et divise da’, donc 5 divise a’.

En tenant compte de la condition a < b, on obtient
a' =5etbh’ =7,quidonne a =90, b =126.

Corrigé dans le manuel.

1. Sin=0 (mod 2), alors n'% — n =0 (mod 2).
Sin=1(mod?2),alorsn'*-n=1-1=0 (mod 2).
Donc a = n'® - n est pair quel que soit 7.

2. Corollaire du théoréme de Fermat avec n = 13.

a = (n’ — n)(n® + 1); on applique le corollaire du
théoreme de Fermat a n” — n. On en déduit que a est
divisible par 7.

3. a estdivisible par 2, 7et 13 doncpar 2x7x 13 =182.

BEEEN 237 = 2 (mod 37) et 337 = 3 (mod 37) donc
237+ 3% _ 5 =0 (mod 37). Mais 3%7 — 5 différence de
deux nombres impairs est pair donc 237 + 337 — 5 est
divisible par 2. Il en résulte que 237 + 337 — 5 est divi-
sible par 74.

o B n nbre de diviseurs
0 4 81 5

1 3 54 8

3 2 72 12

5 1 96 12

6 0 64 7

« Etude du cas y = 1 avec le facteur 5.
Alors 2°x 3P <20 et donc 0 = B < 2.
On étudie les trois possibilités B=2, B =1et p =0.
Dans chacun de ces cas, on choisit a maximum (avec
2% x 3B < 20). Le nombre de diviseurs est 2(cw + 1)

B+1).

o B n nbre de diviseurs
1 2 90 12
2 1 60 12
4 0 80 10

¢ Avecle facteur premier 7 (a la place de 5), on trouve
une autre solution qui est obtenue avec =2, =1 et
vy=1, c’est le nombre n = 84.

Conclusion, le maximum de diviseurs est 12 et est
obtenu avec les nombres 60, 72, 84, 90, 96.

Divisibilité de a” — b” par p? (p premier)
~ Les outils :
e Le théoreme de Fermat.

« Définition et propriétés des congruences.



Les objectifs :
o Utiliser le théoreme de Fermat avec des congruences.

1. a) On prend la contraposée du théoreme 5.

b) Si p n’est pas premier avec A, alors A =0 (mod p).
2. p étant premier, p divise bP? — b et a” — a, et donc
aussi leur différence a — b — (a” — bP). Or, on a vu que
p divise a? — bP, donc p divise a —b.

3.a) b=a (mod p) donc tous les termes de la somme
B sont congrus 2 a? ~! (mod p) et, commeilyenap:
B =paP -1 (mod p).

b) Cette derniere congruence implique que B est divi-

sible par p. Donc A est divisible par p?.

2 Se demander 2 quoi sert une hypothése
Les outils :
o Divisibilité.
o Congruences.
Les objectifs :
e Apprendre a conjecturer.
o Apprendre a démontrer une propriété sur une famille d’entiers.

1.a = 83; a est premier.

2.p, g, r étant premiers et strictement supérieurs a 3, ne

sont pas multiples de 3 (sinon 3 serait un diviseur strict).

3. Oui, ils sont tous divisibles par 3.

4. Si un entier x n’est pas multiple de 3, alors :
x=1oux=2(mod3)

Nombres premiers

B8 Soit 4, a + 2 et a + 4 trois nombres impairs
consécutifs avec a > 3.

Sia=0 (mod 3), a n’est pas premier.
Sia=1(mod3),a +2=0(mod 3) : a + 2 non premier.
Sia=2 (mod 3),a +4 =0 (mod 3) : a + 4 n’est pas
premier.

XA Si 71 est premier, il ne peut étre de la forme 6q,
6g + 2, 6g + 3, 6g + 4. Donc un nombre premier est
nécessairement de la forme 6g + 1 ou 6g + 5, soit
encore 6’ — 1.

B3l p étant premier, ses diviseurs sont 1 et p. Donc
aetb vérifienta+b=peta-b=1.

XA Si o et b ne sont pas premiers entre eux, ils
admettent un diviseur commun premier d. Mais d
divise xa + yb qui est premier donc d = xa + yb. Or
xa + yb est supérieur a a et b ce qui contredit I’hypo-
these d divise a et b. Donc a et b sont premiers entre
eux.

et, dans les deux cas, ¥*=1 (mod 3).
Doncp? + ¢g* +2=1+1+1=0(mod 3), ce qui prouve
que a est toujours un multiple de 3.

Conjecturer avec le tableur et démontrer
~ Les outils :

o Définition des nombres premiers.
e Tableur.

Les objectifs :

- o Apprendre 2 traiter une recherche d’ensemble en deux
étapes (conditions nécessaires puis vérification).
o Apprendre a examiner des cas particuliers pour conjecturer.

1. Immédiat.

2. Non.

3. Oui, dans chaque colonne, il y a un multiple de 5.
4.a) Si p est premier, p > 5, les restes possibles
modulo 5sont 1,2,3 ou4.

b) Sip =1 (mod 5), alors p + 14 =0 (mod 5).
Sip=2(mod>5), alors p + 8=0 (mod 5).

Si p=3(mod 5), alors p + 2=0 (mod 5).

Sip =4 (mod3), alors p + 6 =0 (mod 5).

Donc dans tous les cas, I'un des nombres p + 2, p + 6,
p + 8, p + 14 contient un multiple de 5. Le seul entier
naturel tel que p,p +2,p + 6, p + 8, p + 14 soient tous
premiers est donc p = 5.

Remarque : si a et b sont dans N mais x et y dans Z, xa + yb
peut étre premier sans que a et b soient premiers entre eux.

EZER® 1. 2 est impair puisqu’il est premier et supé-
rieur a 5. Donc b ne peut pas étre impair sinon a + b
serait pair.

2. a) a est premier, donca =1 oua =2 (mod 3).
Raisonnons par I’absurde. Supposons que b n’est pas
divisible par 3. Deux cas:

e soit b=1etalorsa+2b=0(mod 3);

s soit b=2 et alors a + b =0 (mod 3).

Donc dans tous les cas, on contredit ’hypothese a + b
et a + 2b premiers.

Conclusion, b est multiple de 3.

b) b est divisible par 2 et par 3 donc par 6.

3. Exemples: (5;11:;17);(5:23;41);(7:;19:31).

Corrigé dans le manuel.

BEER ® Soit a le plus petit et b = a + 8 le deuxieme.
Par hypothése a et b sont tous les deux premiers.
Remarquons que si g est premier, a = 3k + 1 ou
a=3k + 2. Le premier cas, a = 3k + 1, implique
b =3k + 9, qui n’est pas premier. Donc nécessairement
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a=3k+2etb=3k+10. Dans ces conditions, la demi-
somme est 3k + 6 qui est bien un entier, mais non
premier puisque multiple de 3.

Il ® Sip =0 (mod 3) alors p = 3 sinon 3 divise stric-
tement p qui n’est donc pas premier.
p = 3 convient car p? + 8 = 17 qui est premier et
p? + 4 =31 qui est premier aussi.
Sip=1(mod 3) alors p2 + 8 =9 (mod 3) et p? + 8 divi-
sible par 3 n’est pas premier.
Sip=2(mod 3) alors p2 + 8 =12 (mod 3) et p? + 8 divi-
sible par 3 n’est pas premier.
Donc la solution p = 3 est la seule solution.

: Soit a, et a, le premier et le dernier ;
1 p P
a, +a
1 P
S= .
P

Ora; +ay,

a,+a
2 . - .
Donc S est divisible par p et n’est donc pas premier.

somme de deux nombres impairs, est pair

p

et donc est entier.

IEEN? Raisonnons modulo 3. Posons a = 2P + p?.
Remarquons que p =2 ne convient pas car alors a = 8.
Donc s’il existe une solution, p est impair eta = 17.
Si p =0 (mod 3) alors p premier nécessite p = 3.
Alors a = 17 donc p = 3 convient.

Sip =3k + 1, k ne peut pas étre impair sinon p est pair
et différent de 2 et donc non premier.

Doncp =6m + 1. Alors : 20"+ + (6m + 1)2=2+1=0
(mod 3) donc a non premier.

Sip =3k + 2, k est impair donc p = 6m + 5. Alors :

2P + p*=32+25=0 (mod 3) et a n’est pas premier car
divisible par 3 (et plus grand que 3).

p = 3 est la seule solution.

2 S Soit gle PGCD de a et c.a=gu et b = gv avec

u et v premiers entre eux.
L’égalité ab = cd implique gub = gvd d’ol ub = vd.
Donc u divise vd et étant premier avec v, u divise d et
donc d = nu d’ou on déduit b = vn.
a? + b% + 2 + d? + g2u? + v2n? + g2 + nZu?

=u?(n? + g% + vi(n? + g%)

= (U2 + v2) (n? + g2).
Les deux facteurs dépassent 1 donc la somme
a’ + b? + ¢ + d? n’est pas un nombre premier.

| 55 H 17p+1=a*donc17p=(a-1)(a+1).

17 et p étant premiers, 17 =a—-1et p =a+ 1 ou bien
17=a+1etp=a-1.

Le premier cas donne p = 19 qui convient bien. Le
second cas donne p = 15 qui est a rejeter car p est
premier. Donc une seule solution : p = 19.

° , .
B« -1=(a-1) (@' +a"?+...+1). Doncsi
a>2alorsa—1eta*! +a"2+ ... +1sontsupérieurs

296

a 1 donc a" — 1 a un diviseur strict ce qui contredit
I'hypothese a” — 1 premier.

Donca=2.

Si p n’est pas premier, p = uv avec u et v supérieurs
strictement a 1. Alors :

a'-1=2%_-1=24-1) (24D + ...+ 1) etalors a” - 1
a un diviseur strict ce qui contredit I’hypothese a” - 1
premier. Donc n est premier.

IS 1. Pour m de 2 3 k, u,, = n! + m est divisible

par m puisque 2 < m < n.

2. D’apres le 1., il suffit de prendre :
n>10°+1letk=10%+1.

Alors les nombres u,, de u, jusqu’a u; sont tous com-

posés et consécutifs etilyena 105 + 1 -2 + 1 = 10°.

Décomposition en facteurs premiers

EER11-1350=2x33x52
2.m =22 x 3% x 52 = 8100.

EER600=23x3x52:k=2%x3=6.

K=ol 1. 360 = 23 x 32 % 5.
2. Nombre de diviseurs : 4 x 3 x 2 = 24.

G 90 diviseurs.
| 62 FRESRS

Un nombre est une puissance de 10 lorsque sa
décomposition en facteurs premiers est de la forme
2% x 5%,
2.a) k=25; b)Non; ¢)k=54; d)k=5".
HEER® Soit d un diviseur commun & a et b. 1l en
résulte que d divise 9b — 8a = 54. Les seuls facteurs
premiers de 54 sont 2 et 3. Donc la décomposition de
d ne peut pas comporter d’autres facteurs premiers

que 2 et 3.

mzp, étant un nombre premier, figure dans la
décomposition de pb? avec un exposant impair (1 +
exposant éventuel provenant de b?).

Mais, puisque a®> = pb?, p figure aussi dans la
décomposition de a® avec un exposant pair.

La décomposition étant unique, il y a contradiction,
donc il n’existe pas de couple (a, b) tel que a? = pb?
avec p premier.

KEA® 1. Qo+ )2+ 1) =3(o+ 1)(B+ 1), do, en
développant; oy = o0 + B + 2.

On en déduit (- 1)p=0o—1+3,d’ou
(a—1)B-1)=3.

2. 00— 1 divise 3, donc =2 ou o = 4 , on en déduit p.
On trouve les deux solutions n =22 x 3*oun =24x 3%



EA® (o + 3)(B + 2) = 2(c + 1)(B + 1), d’ont en
développant :
af=Pp+4.
Si (o, B) est solution, alors B divise 4, d’ol :
B=1louPp=2ouf=4.
On en déduit les trois solutions :
(e=5:B=1)(x=3;:B=2);(a=2;:p=4)
qui donnent les trois nombres :
n=9%oun="72oun=324.

GA°® 1.5 1a décomposition de n en facteurs pre-
miers contenait au moins deux facteurs premiers avec |
des exposants strictement positifs : n = a®bP.... alors le
nombre de diviseurs de n serait composé et divisible
par (o.+ 1)(B + 1), donc ne pourrait pas étre égal a 5.
Donc la décomposition de n ne peut contenir qu’'un
facteur premier.

Ainsi n = p® Il en résulte que o + 1 = 5 donc n = p*.
2.n-16 = (p - 1)(p + 1)(p? + 1). Pour n’avoir que
deux facteurs, il faut que p — 1 =1doncp=2;n=24%

KR ® Les diviseurs communs sont ceux du PGCD
gde a et b. Cherchons g.

On sait qu'il divise 162 et qu'il a six diviseurs.
Or162=2x3%g=2%30avecO<oa<let0<p<4.
En outre (o0 + 1)(B + 1) = 6. La seule solution est |
(=1:p=2). Doncg=18.

Sion pose a =ga" et b=gb', a’ et b’ premiers entre
eux vérifient @' + b’ = 9. On aboutit donc aux solu-
tionsa'=2eth'=7oubiena’ =4eth’ =35, soita=36
eth=126 oua =72 et b =90 al'ordre prés (on sup-
pose a < b).

EER® 1. Immédiat. ;
2. On applique 1. avec m = 1 ce qui donne :

nt+4=n%+2n+2)(n%-2n+2).
L'un des facteurs est égal a | si seulement sin =1 ou
n=-1etalors n* + 4 = 5 est premier.
Sing [-1: 1}, alors n* + 4 se factorise en un produit
de deux nombres entiers différents de 1 et donc n* + 4
n'est pas premier.
3,455 4. 5549 = 5543 + 4 x 4% = 5544 + 4 x (4136)4,
On applique I'égalité de Sophie Germain avec n = 554
et m =413, On trouve :
455 4 554% = (5542 + 2 x 4272 1+ 2 x 554 x 4136)

(5547 + 2 x 4372 - 2 % 554 x 4136),

On peut montrer que les deux facteurs sont positifs et
différents de 1.
Donc le nombre proposé n’est pas premier. |

EEE® 1.2903040=219% 3 x5 7.

2.a) On étudie les restes de p> modulo 8. p est impair
donc on envisage seulement pour p les restes 1, 3, 5
ou 7. Dans tous les cas p* =1 (mod 8).

b) p2 -1 =8a,q* -1 =8b.

Donc fip, q) = 8% ab(p? - ¢*) (p* + p*q* + ¢*) l
=2%ab(a-b) (p* + p°¢* + q*) |

mais I'un des trois nombres a, b, a — b est pair. Donc
fip, q) est divisible par 210.

3. a) Immédiat.

b) p2 =3¢ + 1, ¢* = 3d + 1. On remplace apres factori-
sation de p® - ¢°.

P+ P22 +pt=1+1+1=1(mod3)doncp* + p’¢* + ¢*
est divisible par 3, d’ou le résultat.

4.a) Dapreés le petit théoreme de Fermat, 7 divise
p® — 1 et aussi g° — 1 donc la différence p% - ¢®.

b) Démontrons que 5 divise f(p, ¢g). Raisonnons

| modulo 5.

Sipou gestcongrua l oua4l'un des deux est congru
a 1 modulo 5 et f{p, g) est clairement congru a 0
modulo 5.

Dans tous les autres cas, p>=-1 (mod 5) et p® - g% =0
(mod 5) donc f(p. gq) est divisible par 5.

5. Il résulte de ce qui précede que f(p, q) est divisible
par le produit 2 903 040.

MAl® 1.3) a, =39; b, = 19; ¢, =21;
ar =399: b, =199: ¢, =201:
ay=3999; by =1999: ¢, = 2001.
b) 1 + 1 chiffre; 10 =1 (mod 3) donc :

a,=1-1=0(mod3) et n=2+1=0(mod 3).
b, =A% T0 -1 =,
d) ag=bycy=(2x10°-1)(2x 10° + 1)

=1999 x 2001 = 1999 x 3 x 23 x 29.

e) Si d divise b,, et c,,, alors d divise ¢, — b,, = 2, donc
tout diviseur commun a b, et ¢, divise 2 et c,,.
Réciproquement, sid divise 2 et ¢, il divisec, -2 =5,
donc il divise b, et c,,.
Donc PGCD(b,,, c,) = PGCD(c,,. 2).
2 x 107 est pair, donc 2 X 10" + 1 = ¢,, est impair; ¢, et
2 n’ont donc pas de diviseur commun.
Conclusion : PGCD(c,,. 2) = PGCD(b,,, ¢,,) = 1 donc
pour tout n, b, et ¢, sont premiers entre eux.
2. a) b, et ¢y sont premiers entre eux, donc, d'apres le
théoreme de Bezout, il existe x et y entiers tels que
byx+cyy=1.
b) L'algorithme d’Euclide donne x = 1000 et y =—999,
Une solution particuliére est donc (x = 1000, y = - 999).
¢) Avec la méthode habituelle, on trouve :
x=1000+2001k et y=-999 — 1999k avec k € Z.

| 72 LA hypothéses se traduisent par :
(e+ DB+ I)y+ D+ 18=(a+4)(P+1)(y+1)
(e+)(P+1)y+ D) +8=(a+ 1)(B+2)(y+1)
(e+DP+Iy+ D+ 12=(a+1)(P+1)(y+2)

On déduit de la que si (o, B,y) est une solution, alors
(y+ 1) divise 18et8,doncy+ 1=1ouy+1=2.

Le cas y = 0 conduit rapidement a une impossibilité.
Donc nécessairement y= 1.
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On en déduit que (o, B) doit vérifier :
(c+DHP+DH)+9=(ax+4)(B+1)
(a+DHP+DH)+4=(a+1)(B+2)
(a+D)(P+1)=12

Il en résulte que B + 1 doit diviser 9 et 12 donc 3 et, par
conséquent, 3 = 0 ou bien § = 2.

Le cas B = 0 conduit a une impossibilité et f = 2 impli-
que o = 3.

Réciproquement, on vérifie que (=3, =2,y=1)
est bien solution.

ZEEQ 1.319 = 11 % 29.
2.Sid divise x et y, alors d divise 3x + 5y et x + 2y.
Réciproquement, si d divise 3x + Sy et x + 2y, alors d
divise :
2(3x+5y)-5(x+2y)=xet3(x +2y) - Bx + 5y) = y.
Donc x et y ont les mémes diviseurs communs que
X + 2y et 3x + 5y.
Donc si x et y sont premiers entre eux, il en est de
méme de x + 2y et 3x + Sy.
3. ab = 2m implique PGCD(a, b) =2. Donc a = 2a’ et
b =2b"aveca’ et b’ premiers entre eux.
a’ et b’ sont solutions de (3a’ + 5b")(a’ + 2b") = 319.
Onrésoutdans N* donca’ +2b" <3a’ +5b'. On envi-

sage donc les systemes {a9 +2b9=1
3a9 +5b9 =319

ora9+209=11

3a9 +5b9=29
Le premier ne donne pas de solution positive et le
deuxieme donne a’ =3 et b’ =4, d’ou on déduit :
a=6eth=38.

WZEQ 1. a) %(a) = (1,2,22,23,2%, p, 2p, 22p, 23p, 2p).
b) p = 31.
28)S=1+42+22+ . +2"+p+2p+2p+..+2"p
=(1+2+22+...+2")(1 +p)
=" 1-1)(1 +p).
b) o parfait si et seulement si (27 +1 - 1)(1 + p)=2n+1p,
doup=21+1_1,
Joa=202n+1_1),
La somme des inverses des diviseurs est :

EEAS Plus il y a de facteurs premiers distincts, plus
il y a de facteurs dans la formule donnant le nombre
de diviseurs. Chaque facteur premier introduit dans
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la formule un facteur au moins égal a 2 (dans le cas ol
ce facteur est a la puissance 1).
A contrario, moins il y a de facteurs premiers, plus on
peut prendre un exposant grand, ce qui augmente le
produit.
Explorons ces deux voies.
¢ Si on veut un maximum de facteurs, on prend les
exposants minimums, donc égaux a 1. On voit alors
que si on prend 2 x 3 x5 x 7 x 11, on dépasse 1999.
Puisqu’il faut supprimer un facteur, on a avantage a
enlever le 11 pour pouvoir augmenter au maximum
les autres exposants.
L’exposant que I'on a des chances de pouvoir aug-
menter au maximum est celui de 2.
2x3x5x7=210, donc on peut encore multiplier par
8 pour rester en dessous de 1999.
24x3%x5x7=1680quia5x2x2x2 =40 diviseurs.
* Si on veut augmenter I'exposant de 3, ce qui est le
plus économique, on est obligé de baisser celui de
2 de deux unités, ce qui donne 22 x 32 x 5 x 7 = 1260,
quia:

3x3x2x2=236diviseurs.

Divers

1. On raisonne modulo 3.
p est premier et p > 7 donc p n’est pas divisible par 3.
Sip=1(mod3) ousip=2 (mod 3) alors
p*—1=0 (mod 3).
2. p premier et p > 7 donc p est impair. p = 2k + 1 donc
p?—1=4dk(k+1).
pt=1=4dk(k +1) (4k> + 4k + 2)

= 8k(k + 1)(2k? + 2k + 1). Or k(k + 1) est pair
d’ou le résultat.
3. p est premier et p > 7 donc p n’est pas divisible par 5.
Sip=loup=4=-1(mod>5) le résultat n =0 (mod 5)
est acquis.
Il reste a étudier le cas p =2 et p=3 (mod 5), dans ces
deux cas on aboutit immédiatement au résultat. Donc
n est toujours divisible par 5.
4. a) Résultat de cours.
b) 3 et 16 divisent n donc 48 divise s. 5 divise n donc
5% 48 divise n.
5.5’ existe 15 nombres premiers supérieurs ou
égaux a 7 répondant a la question, on pourrait écrire
pour chacun de ces nombres, p} = 1 (mod 15) et par
addition on déduirait que A = 0 (mod 15) ce qui
contredit A premier.

RZB® 2.2) n + 1 =107,
b) 761 est premier et 10 n’est pas divisible par 761
donc n = 1070 — 1 est divisible par 761.

Z£28® 1. a) On développe le 2¢ membre.
b) x -1 =((x?) - 1)) = (x* = 1) [(xP) ! + ... + 1].



2.a) 2, 3,5 et 11 sont premiers donc si A est divisible
par chacun d’eux. il est divisible par leur produit 330.
b) A = n(n?-1). 10, 4 et 2 divisent 20. On applique le
résultat du 1.b).

¢) Si n est un multiple de 11, A est divisible par 11
puisque n divise A.

Sin n’est pas un multiple de 11, il est premier avec 11.
On applique le petit théoreme de Fermat avec p = 11
eta=n.On en déduit n'’ -1 est divisible par 11 donc
A aussi.

Si 5 divise n, 5 divise A.

Si 5 ne divise pas n, on peut appliquer le petit
théoréme de Fermat avec p =5 et a = n. On en déduit
que dans ce cas, 5 divise n* — 1 donc aussi A.

On montre facilement que A est divisible aussi par 2
et 3.

leur produit 330.

IEN® 399 =3x7x19et A=n"-n=n(n'®-1).
A I'aide du petit théoreme de Fermat, on montre avec
laméme méthode que dans le n° 78 que A est divisible
par 19.
Ensuite, en remarquant que n'® — 1 est divisible par
n® -1, on démontre que A est divisible par 7. Enfin on
¢tablit que A est divisible par 3.

IERE® 1. a) L algorithme d’Euclide appliqué a 109
et 226 montre que PGCD(109,206) = 1.

L'équation diophantienne (E) admet donc des solu-
tions. L’algorithme d’Euclide donne une solution
particulicre qui est (— 85 ; — 41). Les solutions de (E)
sont donc :

x=-85+226hety=-41+ 109, h e Z. Cela peut
s'éerire aussi en posant k =h—1:x=-85+226(k + 1)
ety =-41+ 109(k + 1) soit encore x = 141 + 226k et
y =68 + 109k.

b) Pour avoir 0 = x = 226, le nombre k doit vérifier
0= 141 = 226k = 226 ce qui donne une seule valeur
entiere k = 0. La valeur d est 141. Cela implique
e = 68. Ainsi on a bien : 109d = 1 + 226e.

2. On essaie les divisions par les nombres premiers 2,
3,5,7, 11, 13. Aucun ne divise 227.

Comme E(,227) = 15 on s’arréte. 227 est premier.

3.a) f{0) = 0 (reste de la division de 0! par 227).
De méme f(0) = 0 donc g(f(0)) = 0.

b) Comme 227 est premier il ne peut diviser un entier
qui lui est inférieur donc d’apres le petit théoréme de
Fermat, a?20 =1 (mod 227).

¢) Par définition, pour a € A, f(a) =a'" (mod 227) et
g(a) =a'¥ (mod 227).

Pour a # 0, g(fla)) = (a))'*! = "4 (mod 227).
Mais d’apres la question Lb) 109 x 141 = 1 + 226 x 68
donc g(fla)) = a x a x a®20%68 = q x (a>26)% (mod 227).
Or on a vu au 3.a) que a*?° = 1 (mod 228 donc finale-
ment g(f(a)) = a (mod 227).

Mais comme a est dans [0 ; 226] c’est bien le reste
attendu et donc g(fia)) = a.

Comme on a vu a part le cas @ = 0 on peut dire que
I'égalité est démontrée pour tout a de A.

flg(a)) = (g(a))'"? = q'"*141 (mod 227) donc on trouve
le méme résultat : fig(a)) =a.

ZIM® 1. N, = 11 premier ; N5 = 111 divisible par 3
N, =1 111 divisible par 11.
2. L’écriture décimale de 107 — 1 n’est constituée que
de 9 donc en divisant par 9 le quotient est écrit uni-
quement avec p chiffres 1.
107 — 1 est toujours divisible par 9 car
1-1=1In-1=0(mod9).
3.a) N, s’Cerit avec 24 chiffres 1 qui se répartissent en
q chiffres 1 de rang impair et g chiffres 1 de rang pair.
La différence entre la somme des chiffres de rang
impair et la somme des chiffres de rang pair est égale
agx1-gx1=0doncd’apres le critere de divisibilité
par 11 vu au chapitre 1, TD 4, page 19, N, est divisible
par N, = 11.
b) Si p est multiple de 3, alors on peut découper N, en
g tranches de 3 chiffres consécutifs. N, est la somme
des ¢ nombres correspondant a chacune de ces
tranches. Chacun de ces nombres est de la forme
10°7 + 1039+ 4+ 103942 = 10%9(1 + 10 + 100) = 1079 x 111.
Donc N, est divisible par 111 = N3,
¢) Méme raisonnement en découpant N, en tranches,
k tranches de g chiffres.
N,=N,+N, x109+ N, x 10% + ... + N, x 10-1q

= N,(1 +109 + 1029 + ... + 10tk-1q)

donc N, est bien divisible par N,,.
d) Pour que N, soit premier il faut que p soit un nom-
bre premier supérieur ou égal a 5.
Cette solution n’est pas suffisante car :
N n’est pas premier, 11 111 =41 x 271.
N, =239 x 4 649.
N, n’est pas premier non plus N, =21 649 x 513 239.
En revanche N4 est premier.

IEE® 1.1001 = 13x 11 x 7. Un élément de E est de
la forme 1 001a + 11056 = 11(91a + 10b).

2. a) Nombre d’éléments de E : 8 x 10 = 80.

b) a ne peut prendre que les valeurs 3, 7.9 donc

3% 10 = 30 éléments.

3. a) n divisible par 3 si et seulement si 2a + 2b divisi-
ble par 3. Mais 3 premier avec 2, donc cela équivaut a
3divisea + b.

b) 1 001 divisible par 7 donc n divisible par 7 si et seu-
lement si 1105 divisible par 7 soit b divisible par 7
puisque 7 et 110 sont premiers entre eux.

Or b divisible par 7 équivautab=0ou b =7.

4. 11 sera le plus petit facteur premier si et seulement
si, n n’est divisible ni par 2 ni par 3 ni par 5 ni par 7.
D’apres ce qui précede, il yen a3 x5 = 15. (3 fagons
de choisir a et pour chacune 4 fagons de choisir b pour
éviter la division par 7 et par 3.)
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EENS A 1w, = Liw,=letw, ,=w
2. [2] et [3] sont vraies pour 2 = 1.

On suppose [2] vraie pour 7.

w%n +1t zw%n + 1W2n+w%n

n+l+w

W%n +17
= W%n 1t 2wy,, (Won + Wy W 1 — 1
=Won+ 1(W2n+ 1t W2n) TWon s I(WZH Wy, 1) -1
=W+ 1Won+3— L.

Méme démarche pour la relation [3].

B. 1. a) (”2;1 I . 1)2 W%n

= (HZH—I + 1)(”211+ p+ 1)-1
Sy Upp 1t Uy T U,

b) Méme démarche mais en utilisant [1] et [3].

¢) Immédiatement avec la relation du b).

2.81u,,, _ €tait premier, il diviserait I'un des deux fac-

teurs du second membre de [4].

3.a) k =0 ou k =1 impossible (u strictement crois-

sante pour n > 1).

b) On remplace u,, , | par ku,, _; dans la relation [4]

(4, _1 premier donc non nul).

¢) k =2 donne une valeur négative et k > 4 implique :

K -3k+1=k(k-3)+1>k+1,

donc conduit a une valeur de u,, <1.

d) k=3 donne w,, =4etk=4u,, ,=1,tousles

deux non premiers.

4. a) k = 1 implique u,, = 0.

b) Immédiat (comme au 3. b)).

¢) k =2 donne -2 et k > 3 donne une valeur négative

ou nulle.

d) k = 3 donne 1, non premier.

C. 1. a) La relation proposée équivaut i :

(Wap 2+ Wpp)* = 5wy, W), + 1,

qui équivaut a (w,,, , , —w,,)? =

Or (wy,, , 5, — wy,)? = (W, , 1)? (définition de la suite

de Fibonacci) et la relation [3] exprime que le second

membre est égal lui aussi a (w5, , ()2

b) On développe les produits dans la relation du a).

2.2) Si un nombre est premier, il est premier avec

tout nombre qu’il ne divise pas. On opere comme au

B. 2.

b) Si u,, divisait les deux, il diviserait la différence qui

vaut 3. On aurait alors u,, = 3, ce qui n’est pas possi-

ble car il n’y a aucun terme égal a 3 dans la suite u.

3.a) k=0 donne u,, , , =2 donc u,, = 0, impossible.

k =1impose u,, , ; = 2, impossible.

b) On remplace w,, . , par 2 + ku,,, dans [5].

¢) k=2 donne u,, =-1;

k>2donne7-3k<0etk?-3k+1>0.

4.a) k =0 ou k =1 impossible (évident).

b) Immédiat.

¢) k =2 donne —4.

k = 6 implique k2 -3k + 1 >3k - 2.

d) k = 3 donne u,, = 7; k = 4 donne u,, =2; k = 5 ne

donne pas une valeur entiére de u,,,.

Conclusion : les seuls nombres premiers de la suite

sontuy =2etug=17.
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Prendre toutes les initiatives

IEZE Soit a et b tels que a" divise b".

Raisonnons par contradiction. Supposons que a ne
divise pas b. Cela veut dire qu’il existe un facteur pre-
mier p dans la décomposition de a qui est soit absent
de celle de b soit figurant dans a avec un exposant
supérieur a celui figurant dans b.

Dans le premier cas si p est absent de b il sera absent
de b et a" ne pourra pas diviser b".

Dans le second cas, si o est 'exposant de p dans a et
B celui de p dans b, o > B implique, no. > nf. Il en
résulte que I'exposant de p dans a” est supérieur 2
celui de p dans b” donc on aboutit encore a une
contradiction. Dans tous les cas, a ne divise pas b
aboutit a une contradiction donc a divise b.

RN 1221 =3x11x37.

337 -3 = 3(3% - 1) est divisible par 3 et aussi par 37
d’apres le petit théoreme de Fermat.

Regardons si 11 divise 337 — 3.

337 =(3%)7x3=(-1)"x3=-3 (mod 11) donc 37 -
n’est pas divisible par 11.

Le PGCD est 3 x37 =111.

| 86 I décomposition en facteurs premiers de 7!
ne comporte que des facteurs premiers strictement
inférieurs & n. Donc 21 + 1 qui est premier par hypo-
thése ne divise aucun de ces facteurs premiers donc il
ne divise pas n!

YA ® Soit p premier tel que p? — 1 = 8k avec k pre-
mier. Donc (p-1) (p + 1) = 8k.
k premier donc k divise p — 1 ou p + 1. Etudions les
deux cas.
1¢f cas : p — 1 = kq avec g entier.
p+1=kq+2donckq(kq+2)=8kdouqg(kg+2)=8.
Il en résulte que g divise 8.
g = 1 implique k = 6 : impossible
q =2 implique k = 1 : impossible
q =4 implique k = 0 : impossible

= 8 implique 8k + 2 =1 : impossible.
2°cas=p+1=kq.
On en déduit : g(kq —2) = 8 donc g divise 8.
g =1 implique k = 10 : impossible
q=2implique k=3 etg=>5
g =4 implique k = 1 : impossible
g = 8 implique 8k —2 =1 : impossible.

Réciproquement p = 5 convient puisque 258_ L 3

est bien premier.

EER® 2 2p-8=(p-2)(p+4)
| Sip>3alors p? + 2p — 8 a deux diviseurs stricts donc
| n’est pas premier. Donc p < 3.




pest premier donc p > 1. p =2 ne marche pas car alors
p> +2p — 8 = 0. Donc la seule solution est p = 3. Elle
convientcarp +2=5etp?+2p-8=7.

IEIE® 1. 2 divise a? donc b divise a (voir n°® 84).
Donc a = kb avec k entier. 1l en résulte ¢ = k2.
2.Supposons que pn = a® et gn = b? avec p et ¢
premiers.

Onadonc : pg n? = a®b®. D’aprés la question 1., pg est
un carré et sa décomposition est évidemment pg ce
qui est impossible si p et g sont distincts car les expo-
sants de la décomposition d’un carré doivent étre
pairs. L’hypothese de départ est donc a rejeter.

IEIB® ‘tudions les restes de la division de n2 + 2
modulo 6.

R 0 1 2 3 4 5
242 | 2 3 0 5 0 3

On voit bien que 72 + 2 ne peut étre premier que dans
le cas n = 3 (modulo 6). Le probleme est de savoir
quelle proportion de valeur de n congrues a 3 modulo
6 on trouve dans I'intervalle [6 ; 6k].

Les restes de la division de n par 6 constituent une suite
périodique. Comme on démarre avec n = 6, la suite
commence par 0 et se présente de la facon suivante :
0:1:2:3;4;5... etalafin on termine par 0 puisque
6k est multiple de 6.

n |[6]7]8]9 [10]11 [12 |... ... 6k — 1 |6k
reste \ vl 1213|450 |. .. 5 |0
den

IEEA Ligne 1 : réponses exactes : A et C.

Ligne 2 : réponses exactes : C.
Eneffetk=(n+2)(n+7).

Ligne 3 : réponses exactes : A et B.

Ligne 4 : réponse exacte : B.

Ligne 5 : réponses exactes : B et C.

Ligne 6 : réponses exactes : B et C.

LIgne 7 : réponse exacte : A. A est fausse pour p =7.
Ligne 8 : réponses exactes : B et C (nombres de
Mersenne).

Ligne 9 : réponses exactes : B et C.

XN A 1. Vrai - 2. Vrai - 3. Faux? Ex. :p = 5, a = 3,
b=4etc=12.5 divise a® + b? et b? + ¢? mais 5 ne
divise pas a* + c%.

B 1. Vrai - 2. Vrai - 3. Vrai. En effet :

1806 =43 x7x3x2.

I 806 est bien divisible par 42, 6,2 et 1 - 4. Vrai.

De 6 a 6k — 1 on a un nombre de valeurs de n qui est
un multiple de 6 réparties en un nombre entier de
cycles0;1:2:3;4;5 doncchacun renferme une seule
valeur congrue a 3 modulo 6. Donc on a exactement
k valeurs qui peuvent étre premiers (et 6k ne peut
étre premier).

| 92 H Appelons G la conjecture de Goldbach et P
["autre proposition du texte.

1. Montrons que G = P.

Soit n un nombre supérieur a 5.

1¢" cas : n est impair.

On peut écrire n = 3 + k ol k est un nombre pair
supérieur a 2 donc supérieur ou €gal a 4. D apres G,
k =p+q,p et g étant premiers. Doncrn=p + g + 3 est
bien la somme de 3 nombres premiers.

2¢ cas : n pair.

Alors, n =k + 2. Le nombre k est pair lui aussi et k = 4.
Donc d’apres G, k = p + g avec p et g premiers et
n=p+ q + 2. Ainsi n est bien somme de 3 nombres
premiers.

2.P=G.

Soit n un entier pair. n + 2 est aussi pair. D’apres P,
n+2=p+q+r,avecp, ¢, r premiers.

Remarquons que p, ¢, r ne peuvent pas étre impairs
tous les trois car la somme n + 2 est paire donc parmi
les nombres p, g, r il y a un ou bien 3 nombres pairs.
Le seul nombre premier pair est 2 donc d’apres ce qui
précede,n+2=p+qg+2oubienn+2=2+2+2.
Dans le premier cas, n = p + g avec p et g premiers et
dans le deuxieme, n =2 + 2. Dans les deux cas le nom-
bre n est bien la somme de deux nombres premiers.

= 1. Voir le cours.

2. p ne peut pas étre pairdoncp=loup=3=-1
(mod 4).

3. Immédiat.

4. Si g était I'un des nombres p;, g diviserait A et B
donc 1 ce qui est impossible.

Sitous les diviseurs premiers de B étaient congrus a 1,
B serait lui-méme congru a 1 modulo 4 ce qui n’est
pas le cas. Donc au moins ['un des facteurs premiers
de B est congru a — 1 mod 4. On a donc trouvé au
moins un nombre congru a — 1 mod 4 en dehors de
’ensemble des p; ce qui contredit le fait qu’il en existe
un nombre fini n fixé.

3. La conclusion de la question 4 montre que 'hypo-
these selon laquelle le nombre des nombres premiers
congrus a — 1 mod 4 est fini. Il y a donc une infinité de
nombres premiers de la forme 4n - 1.
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Activité (page 96)

1. A est un point invariant et A, M et M" ne sont
T

pas alignés puisque (AM, AM’) = 3

Donc fn’est pas une homothétie.

2.Parr:M+— M,, par h: M| — M’ et, si on appelle

M, le milieu de [AM], par & : M — M, et par

r:M,—M.

Donc f=her=reh,
1

AM':QAMet(m,A ) =

a

.TC
3.Pourr:z’=e3(z-1-2i)+1+2i;

pourh:z’:%(z—l—Zi)+1+2i.

Travaux dirigés (age 109)
70 Kl

Premier exemple

1.s: 1~ B donc le rapport est 1_113 =2 et 'angle

est (Al, AB) = ;_r

2.5:J— N, donc BN =21J.

Deuxiéme exemple

On note s la similitude de centre O, d’angle g et
J3

de rapport 5 Alors s(A) =1, 5(C)=Jets(E) =K.

Or, A, C, E sont trois points alignés donc I, J, K
sont également alignés.

70 E3

Premier exemple

1. AMB = 90° donc le triangle BMM’ est rectangle
isocele en M.

302

Les similitudes

, (1..3Y, 3+2./3 6-.3.
Alorsz_(z+17)z+ 7t b
4. a) Car r conserve les distances et # multiplie les

distances par % .

b) Parce que r et h conservent les angles géomé-
triques.

¢) Parce que r et & conservent les angles orientés.
d) Car ret h conservent I’orthogonalité, r conserve

les distances et & les multiplie par % .

e) Si O est le centre du cercle circonscrit :
OM =ON = 0P,
et, par f, O devient O” avec O'M’ = O’'N’ = O'P’.

2. Le rapport est /2 et I'angle — g , donc M’ décrit

le demi-cercle ¢ image de € par la similitude de .

A |
Wzl @i iin
[ A/

“EN

A 0 f B

O’ centre de “¢” est I'image de O pars.
(O €)et A" =5(A).

Deuxiéme exemple
s:0— A
B+— O.
3.a) L’angle de s est (OB, AO) = g .



b) (KO.KA) = (KB,KO) = 3.

Donc K est un point des cercles de diametres [OA]
et [OB] donc K est le projeté orthogonal de O sur
[BA].

¢) s(B) = O donc I'image de d par s est la perpen-
diculaire a d passant par O, c’est donc A.

De méme 5(O) = A donc I'image de A par s est la
perpendiculaire a A passant par A.

Or B’ est l'intersection de A et d donc son image
est A” intersection des droites images.

Il en résulte que (KB’, KA') = Ti[ donc le cercle de

diameétre [A'B’] passe par le point K.

(10 EY

1. a) Les égalités (1) entrainent que A = A’etB=PB’
donc les triangles ABC et A’B’C’ sont semblables
au sens de la classe de seconde.
b) Les c6tés sont donc proportionnels et
A'B” _A'C’
AB - Ac ¥
2.a)s: A=A
B—- B
CoC”
A'B" _ A'C”
AB - ACc O
b) Il résulte de (2) et (3) que A'C" = A"C”.
3.a) (AB, A’B’) = (AC, A’C”) (angle de la simili-
tude). (4)
b) D’apres (1)
(AB,A’B’) + (A'B’, AC) = (A'B’, AC) +(AC,A'C)
d'ot (AB, A'B’) = (AC, A’C"). (5)
¢) D'apres (4) et (5) il résulte que
(AC,A'C") + (A'C,AC) = k2n
donc (A'C’, A’C”) = k2n.
Les vecteurs A’C” et A’C” sont donc colinéaires et
de méme sens. De plus, A’'C’ = A’C” donc C"' = C”.
D’ou le résultat.

d'ol

Application
Il existe une unique similitude directe s telle que
s(A) = A’ et s(B) = B". Son écriture complexe est
delaforme z’=az+bavec2+i=-ai+b
Ji=a+bdoa=2ietb=isoitz' =2iz +i.
On remarque que s est la similitude de rapport 2,
d’angle g et de centre  d’affixe — % + %1’.
De plus I'image de C par s a pour affixe :

=2l +i)+i=-2+3i
C'est le point C”.

Il résulte donc que le triangle ABC et A'B"C’ sont
directement semblables.

0 EY

_oyapt...to,a,

al + " +u”

2. La similitude s a pour centre O donc z’ = az ou
7" = az car le point O d'affixe o est invariant par s.

3. G’ a pour affixe g' = ag et A] ... A}, ont pour
affixes respectives aa, ... aa, d’ol

’ L4
;_ o a 1t +0,a

g = I d'ou le résultat.

o +...+0,

4. La démonstration est identique.

BBl 5|
H 1. S’ a pour écriture complexe z’ = 7 et s a pour

écriture complexe " =az + b.

S s

Car: 2 -

az+b douy =s°8.

(8]

2. La réflexion et la similitude directe transformant
les droites en droites. les cercles en cercles, etc.
donc il en est de méme de leur composée.

Application
si:=(1+i)z+diets,: ' =27+ 1-1.
Les images de d et € par s,
 d a pour équation x + 2y — 2 = 0 donc A d’affixe
i et B d’affixe 2 sont deux points de d :
A’ =5(A) apour affixe @’ =5/ -l et B"=5,(B) a
pour affixe b" =2 + 6i. La droite d” est donc définie
par A’(- 1:5) et B'(2; 6). Elle a pour équation :

x-3y+16=0.
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* Le cercle € a pour centre I d’affixe (1 - 2i) et
pour rayon /2, donc I a pour image par s; le point
d’affixe : (1 +i) (1 -2/) +4i=3+3i.

I1 +il = /2 donc le cercle image a pour rayon 2.
Ainsi son équation est (x —3)2 + (y - 3)2 = 4.

Les images de d et € par s,

* A a pour image d point A, d’affixe 3 -ietB a
pour image B, d’affixe 1 + 3, donc d a pour image
la droite (A,B,) d’équation : 2x + y -5 =0.

* De méme I a pour image I, d’affixe

2i(1 +2i) + 1 —i=i-3et2il =2 donc le rayon du
cercle image est 2 J2.

Ainsi 6, a pour équation (x +3)? + (y - 1)2 =8.

I Analyse du probléme
a) On connait alors une diagonale du carré donc
on en déduit B et D.
T
Z .
¢ [l en résulte que s(B) = C, que C est un point de
la droite A image de d par s.

b) s a pour rapport .2 et pour angle

Corrigés des exercices

Maitriser le cours (page 114)

ransformations du plan

B 1.+ =x—2y+1+2ix+iy—i
=(x+iy)+2i(x+iy)+1-i

douz =(1+2)z+1-1L

2. Un point Q d’affixe o est invariant si et seulement

sio=(1+2)w+1-i

soitw:—il—l_(l—i): L-i= %(1 +)

d’oui le résultat.
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O a pour image O,(3 ; 0) par s, donc A est la per-
pendiculaire en O a (O;A).

Son équationest x—y -3 =0.

2. Ladistance de [ asestégale &:

6-5-31_ 5
B2 —2- . 2<3.
2

Donc A coupe en deux points distincts C, et C,.

3. Voir figure.

1 ., o 122
3.z~1+21.[z—(1—1)]_ 3

[z = (1 -]
donc T-! a pour écriture complexe :

I DR
2—5(1 21)z+5(1+31).

(4] Corrigé dans le manuel.

MR r 1 s iz -]+ 1)
soitz = jjz+j-jj+1-j
or jj = ji? = 1 d’ou le résultat.

I Plus généralement 7, © 7| est la rotation de

centre O et d’angle g +0.

a) r, o r; est I'identité si et seulement si :

=— g [mod 2x].

b) r; ° r; est la symétrie de centre O si et seulement si:

0= —2—37—5 [mod 2x].



1. a) T, (K) = T,(K) si et seulement si
(3 +i)z—(1 J3)z+3.

Donc K a pour affixe = [(ﬁ -1)- l( 3+ 1))

b) L = T,(K). Donc L a pour affixe = 3 (1 —i).

2T,e Ty (L) =Ty(K)=L

etT, e T; 1 (L) =T (K) = L.

“a)zr—gﬂ—2z+ikg—>—2iz—4.
1> iz-3ls iz 1640
h)zHL>Z+i -—g—>(1—i)z_:+i+1.

1 (1-i)zd>

A+Dz+1i

[ 9 1 Corrigé dans le manuel.

R ) iz — 2 = 122y + 3 - 22y — 31 = 27y~ 20l
d’ou M'N”=2MN et T est une similitude de rapport 2.
De méme on démontre :

b) T est une similitude de rapport 2./2.

¢) T est une similitude de rapport 1.

d) T est une similitude de rapport /5.

r{o:3)

lLayM M,
Ho -3
b) M, M’
2. I résulte de la question (1) que :
M M1—h** M’
NN, N
Donc M|N; =MN et M'N’" = % M;N; donc
M'N’ = 1 MN
2

et fest une similitude de rapport % .

(12 ] Corrigé dans le manuel.
1.

2.a) O—C CB _
A B Le rapport de A est — oA~ ﬁ =.2.
b)O—C

Do E donc CE= .2 OD = /2.

Le point E appartient donc au cercle €, de centre C
et de rayon /2.
¢) A—B _ _

Do g ©OfAD=.5 doncBE 4245 = /0.
Le point E appartient au cercle €, de centre B et

de rayon J10.

3. Une solution possible est d’écrire les équations de

6, et €, a savoir :

G (x-22+(y+1)2=2 (1)

G, (x-22+(y+3)>=10. (2)

On déduit de (1) et (2) que
(y+3P2-(y+1)*=8douy=0

donc (x-2)2=1letx=1oux=3.

BEN1.5a pour rapport [3il = 3.

2.3i(1-§)-2(1 +i)=1i+ 1 doncI est invariant par s.
3.a)3ix2-2-2i=4;i-2.

b) Al _a pour affixe (/ - 1) et Al a pour affixe 3 — 3
donc A'I = - 3Al et les points A, I, A’ sont alignés.

J13.

2. Le point £2 d’affixe w est invariant si et seulement si
o= (2+3i)o+5(1 +1i) soit @ =—-2 + i donc Q est unique.

1. Le rapport est |12 + 3i] =

Corrigé dans le manuel.

1.Onpose z=x +iyd’ou

x+iy=(1+2i)(x—iy)+5-6isoit:
x+iy=(x+2y+5)+i(2x—y-6)

dou2y+5=0et2x-2y=6.

Il en résulte que le point I d’affixe 5 % i est le seul

point invariant.

2. Donc s n’est pas une réflexion.

a) k =2 le point invariant a pour affixe — 2 + i,

b) k = ./5 et le point invariant a pour affixe 2 + % i

¢) k =2 et le point invariant a pour affixe 1 + i.

d) £ =1 la droite d’équation x — y — 1 = 0 est ’ensem-
ble des points invariants. La transformation est la
réflexion d’axe A.

e) k =5 et I'affixe du point invariant est (- 3i).

EEN 1. fa pour écriture complexe z" = 7 et r a pour
écriture complexe 2" =iz doncs=rof.

2.2+> iz-—i>—i2doncr°f¢for.

3.a) i(1-i)=1+idonc A est invariant par s. De plus
O est invariant, donc s est une réflexion d’axe (OA).
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IEel 1. G a pour écriture complexe 2’ = Z et s a pour
€criture complexe 7" = — z + 2i.

2.a) 2>~z +2i Vo>~ 720,

b) La transformation s n’a pas de point invariant. Ce
n’est donc pas une réflexion.

4. Les similitudes directes

&N iy =-2y+1+2ix+4i=
soit 7 =2iz + 1 + 4i.

T est la similitude directe de rapport 2, d’angle g et

2i(x+iy)+1+4i

de centre Q d’affixe — % + 2 i.

A 1dem au 21

T est une similitude directe de rapport 2 et d’angle

XN 1dem au 21.

T est une similitude directe de rapport /2 et d’angle
T

-5
XM= (1+i)a+bet—1-i=ia+b
dotta=1+3ieth=2-2i
soit 7= (1 +3i)z +2-2i.

u-)I'EI

IZA En opérant comme a I'exercice 24 on obtient :
=(1-z-1-1

B 1. a) Le rapport de s est ﬁ
b) s(B) a pour affixe 2i donc s(B) =
2.a) BM a pour affixe z - 2i =7,
et MM’ a pour affixe iz + 2 = Z,.

Il en résulte que 7, =iZ,;.

b) Donc |Z,| =1Z,| et MB = MM’

d’autre part (BM, MM’) = g

Le triangle BMM’ est donc rectangle isocele.

LA A
doncS5+i=ai+b
etl+i=-a+b.
Il en résulte que a =2(1 -i),b=3-

soit 2/ =2(1-i)z+3 -1

2. " doit étre I'image de C par s, son affixe est donc
2(1-i)(-2i)+3-i=-1-5i.

B— B’

R AR A'C' = A'B" x A’C’ x cos (AB,AC)
or A'B'=kAB; A’'C'=kAC;(A’B,A’C")=(AB, AC)
d’ou

A'B’ - A’C' = k?AB x AC cos (AB, AC) = k>AB - AC.

5. Forme réduite d’une similitude directe

IEEN a) 5 est la similitude directe de centre O, d’angle
12_c et de rapport /2.
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I , de rapport 2

b) s est la similitude directe d’angle — >

et de centre Q d’affixe % (=1 +2i).

a) s est ’'homothétie de rapport 5 et de centre |

d’affixe ;1 L

b) s est 'homothétie de rapport — 3 et de centre |
d’affixe 1 - 2i.

Corrigé dans le manuel.

a) 7' =iz + 2i donc s est la rotation d’angle g et
de centre I d’affixe (— 1 + ).

b) 7' = L (1 —3i)z donc s est la similitude de centre O,

J10 1
de rapport —— et d’angle 0 tel que cos 8 = — et
pp 3 g q 10

3

SINO =~ =

J10°
a) s est la similitude d’ angle
u/_

3 de rapport 2 et

de centre I d’affixe

b) s est la similitude de rapport /5, d’angle 6 tel que

cos 0 =— L etsin 0 = 2 . Son centre I a pour affixe

NE NE
1(7-5).
Bl -(1+0)= 2( +1£)(z~1—1)
soit 7 = (1 +u/§)z—ﬁ(1—z).

Rl - (-1+2)=(1-i)[z-(-1+2i)]
Z=(1-i)z-i-2.

ER--)=-
= -3z +4(1-1).

3[z-(1-10)]

a) Le rapport est %(lj 2

et I'angle (BI, AC) = - %c :

b) Le rapport =./3 et 'angle (IA, IC) = -

= ./3et'angle (AG, AC) =

I
5
¢) Le rapport A g

Corrigé dans le manuel.

A(i) — A'(2 + 2i) B(3i)— B/(-1-1)

2+2i=ai+b 3. 7 .
douna=z(i-1Detb==(1+1).
{—1—i—3(1i+b 2( ) 2( 2



3J§

Donc s est la similitude de rapport ——
etde centre Q d’ affi'xe — (1 + 4i).

.d angle T

oM s 2 pour écriture complexe Z=(1+iz.
Le cercle ‘€ a pour centre I d’affixe 1 + 2i donc I" = s(I)
a pour affixe (-1 + 3i).
‘€’ a pour équation :
(x+1)P2+(y-3)02=4.

Pars:

A— A’
B— B’
C—(C
D—D’

,2‘%:);3=r(0;n:).

h=h(0;—2);r:r(0

a) /1 = s est 'homothétie de centre O et de rapport 2.
b) & = r est la similitude de centre O, de rapport 2 et

. n
d'angle 3

¢) ro s est la rotation de centre O et d’angle — g .

ro h est la similitude de centre O, de rapport 3

et d’angle % .

(44 ] Corrigé dans le manuel.

L.sestla 51m|1|lude de centre Q d’affixe = (2 +1)
de rapport 3 et d’ angle =

2. A"=5(A) a pour afflxc (-2—-4i)et B'=s(B) a pour
affixe (- 14 + 5/) donc la droite (A’B’) image de (AB)
a pour équation 3x + 4y + 22 = (.

3.AB = 5 donc A'B’ = 15 d’ou ‘€’ a pour équation
(x+2)2+ (v + 4)2=225.

BT 1. 5 est la similitude de centre Q d’affixe 1 + 2i
de rapport /2 et d’angle g

(&)

2.a) La droite (AB) notée d passe par Q donc son
image par s est la droite A d’équation x = 1.

b) Le point I a pour image J et le rayon de €’ est /2,
donc son équation est :

(x-1)2+y2=2

s a pour écriture complexe

, 1 3.
=-Z+=-=I

“T 232
a) B(-2) et C(i) suit deux points de d.

B’ = s(B) a pour affixe % - g iet

C’ = 5(C) a pour affixe — % I

Donc I'image de d a pour équation 4x + 2y + 3 = 0.
b) € a pour équation :
(x+2+(y-1)2=5.

Son centre I a pour affixe (-2 + i) et son rayon est /2

I’ = s(I) a pour affixe — 2 i donc €’ a pour équation

2
;-3+(-+§J2—5
4 y 3 —a.
| 48 | d
- \\ == | | | '{‘3]

1. La similitude s a pour €criture complexe z° = 2iz
donc s(H) est K d’affixe 2i et I'image de d est la droite
A d’équation y = 2 perpendiculaire en K a (OK).
2.b) N a pour affixe — 2m + 2i.

1F2m+£.m+2
2 2

3. a) I a pour affixe

1-2m\ 4(2+m)
2 =
b '( 2 )+ 7
donc I est un point de A”.
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Apprendre a chercher |EE(ECREE)

B A o
EERL. " " donck=2Ccio=(BA.AC)=-
A — C AB

2.a) Comme s(B) = Aets(A)=C
(IB.IA) = (1A, 10) = - 7.

Nra

b) Il en résulte que I appartient aux cercles de diame-
tres respectifs [AB] et [AC]. Ces cercles ont en com-
mun H et A. Or A n’est pas invariant (s(A) = C) donc
le centre I est en H.

3. a) La droite (HM) a pour image (HN) et la droite
(AB) a pour image (AC) donc le point M intersection
de (AB) et (HM) a pour image I'intersection des droi-
tes (HN) et (AC), c’est-a-dire N.

2

IEToH 1. 5 est la similitude centre C, de rapport 5 et
T
‘angle — =,
d’angle 3

2.a) r(B) = D donc I'image de €, est ¢,.

b) La droite (CM) a pour image la droite (CN).

¢) Comme M est commun a €; et (CM) son image
appartient a €, et (CN) en étant distinct de C si M est
distinct de C donc I'image de M est N et le triangle
MCN est rectangle isocele en C.

3.Le lieu de T est le cercle (I') image de €, par

A2
s (C’ "1
O centre du carré ABCD et I'image de A est D donc
(T') est le cercle circonscrit au carré ABCD.

). Dans ce cas I'image de B est le point

ESAE Premicre méthode

a) (1-i)(z+$——“i_) :ﬁ donc ﬁz+3—;—l =J§.
. 3+1

Il en résulte que |z + 5= 1.

b) On note 1 le point d’affixe - % - % .L’ensemble des

points M est le cercle de centre I et de rayon 1 car
IM=1.

Deuxieme méthode
1.5 est la similitude de centre I d’affixe — 2i — 1, de

rapport /2 et d’angle — g

2.a) OM’ = /2 donc M’ appartient au cercle de
centre O et de rayon J2.

b) O, qui a pour image O par s a pour affixe z, telle
que :

O:(l—i)z(,+2—isoitz0:_%_é_
¢) O;—0 , B
M ppr donc OM' = L2 0M=./2

donc O;M = 1 et M décrit le cercle de centre O,(ou I)
et de rayon 1.
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| 52 SN E )
S
2.2) C—=>U.

T 2
5 a pour angle 3 et pour rapport 5
doncu—a= %(1 +1) (c—a)

. 1 . 1 .
soit u = 3 (1+1)c+ i(] —ia.

52
b)Cr—V,
s, est la similitude de centre B d’angle — g et de rapport

Q.Ilvient
2 1
v~b:§(1—i) (c-b)

. 1 . 1 .
soit v = 2(1—1)c+§(1 +1)b.

c)Oriu=%(—1+i)c+%(1+i)a.

De plus b =—a donc

1, . 1 .
V—i(l—l)c—i(]-f-l)a

| soitv=—iu

donc vl = lul soit OU = OV

(arg(i) =— gsoit (OU,0V)=- 2.

Il résulte que le triangle VOU est rectangle isocele.

2

T etle rapport 5 -

4
b) N est un point de d donc M appartient a I'image
de d par s. Notons A cette droite (voir synthése).

1. a) L’angle de s est -

2. Synthese :

‘€

¢) L'image de d par s est la droite (AJ) car s(A) =]
centre du carré IEFA.

d) M est I'intersection de € et A (M # A) d'ou la
construction de N.



Images d’ensemble .
c B'C,
B,
- D, D ) c |
w4
D A B
AB’C'D’ est I'image de ABCD par s{A : g’ ;ZJ et

AB,C,D, l'image de ABCD par .c.-[A & J’EJ.

B,
"
d
Q™
Cc,B
BF
A’B'C’ est I'image de ABC par s[o Dl g) Ry B,

est I'image de ABC par.v[] i Br = g)

| 56 g

1. s est la similitude de centre B, d’angle - 2%': et de

rapport 2.
2. A'BC’D’ est I'image de ABCD par s.

| 57 M

L. Pars(l ; % : .TEE) I'image de A’ est O donc ‘€ est le

cercle de centre O et de rayon ./2.

2. Si IMM’ est rectangle isocele direct de sommet M.

(1:%+)
M—— =

la construction.

M donc M appartient a€; et€ d’ou

Il existe un second triangle IMM’.

| 58 |

1. a) s(I) centre de ‘€] a pour affixe - 5 + 2/ et le rayon
de ‘€] est 4.

b) L'image de O est O" d'affixe - 3 et le rayon de 6,
est 2 d’ou la construction.
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2. L’image de d est la droite d’ passant par les points
communs a €] et ‘€;. La droite d’ est perpendiculaire
ala droite d.

‘Déterminer une similitude

EEEM® 1. Pour tout réel A, les points A, B, C sont
distincts deux a deux d’ou I'existence d’une unique
similitude.
2.a)3-i=a(-1+2))+b
T+X=a(3-i)+b.

Il en résulte que
_13-3)2 4 .
a= 75 + 2—5 (4 + ?\.)l
b) s est une translation si et seulement sia = 1
13-3A=25

Donc s est une translation pour A = -4,
5 est une rotation si et seulement si lal = 1

(13-3%)7 + 16(4 + 1) _
257
Ou encore A2 + 20— 8 = 0.
On obtient A = — 4 (translation) et A = 2.
9 1l _ 124
Pour A =2, lal=1aveca = 73 +251.
Dans ce cas s est une rotation.

¢) s est une similitude directe d’angle g st et seule-

k:~4etdanscecas%(4+1):0.

soit 1.

ment si A = 13—3, dans ce cas a = 3 i

IEeR® 1. 5 a pour écriture complexe 7" = 2iz
+z77 (2i+1
()

donc I a pour affixe z;= 5 5

2. La transformation z — = (% + i) z est une simili-

tude de centre O, de rapport lzfé et d’angle 0 tel que

cos 0 = i etsur = % donc 6 = 1,11 radians.

J3

K&5N® 1.0 f est une translation si et seulement si

u =1 dans ce cas f est I'identité

. |ou

u? =1 soit .
u=-1 dans ce cas f est une translation

de vecteur w d’affixe —2
b) fest une rotation si et seulement si i = e/® avec
n

Sm

) doncu]z—“é—é(1+i)

e2i0 = o2 soit O = Z—: cos
etu, =— A/7”2(1 +1).

¢) fest une homothétie de rapport — 2 si et seulement
siut=—2doncu; =i2 etuy=—i./2.
2.Siu=1-iut==2ietz =-2iz—i
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donc s est une similitude de rapport 2, d’angle — g et

de centre Q d’affixe — % — % L

°
62 b
1G
o
WA
4
5 -
S(O : g : ﬁj
LaM—— 4+ M
donc 7' =(1+1i)z.
s s ., 1 . 2+
b) L affixe z; est donnée par 3 [z+(1+1)z]= = &

2. Il résulte de la question précédente que G est 'image

NE

de M par la similitude de centre O, de rapport 3 et

d’angle 6 tel que cos 6 = Z etsin B = L , donc
J5 5
6 = (0,46 radian.
| 63 H

. Mzgz +a)
- M(Z?, 1 - e 'IJ‘

W

w8
@)

1. M, est I'image de M par la rotation de centre O et
d’angle get M, est tel que OM, = OA + OM.

T Ty
2.2vV—>z+av—iz +ai.
Un point Q d’affixe w est invariant par T, o T, si et
seulement si :
W=+ ai
ail+i) _ a .a_1 )
5 = 2+12~2( 1+i)a
donc Q est I'image de A par la similitude de centre O,
d’angle %n et.de rapport %2
dzyw=iz+z+a=(1+i)z+a.

SOIt @ =

a) s est la similitude directe de rapport /2 , d’angle g

et de centre I d’affixe ai.



b) I est donc I'image de A par la rotation de centre O

. T
et d’angle 5
Démontrer avec une similitude
o 3 1

SRE

Notons s la similitude telle que

A— A’

B— B’
alors

2+i=-ai+b
3i=a+b.

Ilen résulte que a =2iet b =idonc 2" = 2iz +i.
L’image de C par s a pour affixe 2i(1 + i) + i =—2 + 3i.
Donc s(C) = C’ et les deux triangles sont directement
semblables.

| 65 |

B—C

C—A

1. Si 2’ = az + b est 'écriture complexe de s alors
ﬁ+f:m'+b.
J2 =al( 2 +i)+b.

Ilen résultequca=—i§ eth= % +i

b W AR

d'ot z ——-2-—:.h+«§-—+t.

2 Aapounmage[car—%:x ﬁ+£+;_£

Bi—'}C%A
Cils Avdsy

fit 1
sos est une homothétie de centre et de rapport - 3

donc Q est aligné avec B et A d'une part et C et |
d’autre part.

KEA® 1. a) Le triangle ABC est isocgle en B et Q
est donc un point de I'axe des abscisses. Soit x son
abscisse QB2 = QA? donc (14 - x)2 = (- 4 — x)* + 36.
[l résulte que x =4 et Q a pour affixe 4.

b) Voir figure ci-dessous.

2. s a pour écriture complexe 2" -4 = = (1 +i)(z-4)

soit 2" = i(l + i)z + 2 -2i donc A, a pour affixe

L+i)(-4-6i) +2-2i=3-Ti,

de méme on trouve que B, a pour affixe 9+ 5iet C; a
pour affixe -3 1.

3.1a pour affixe 5 - 3i. Donc A,I a pour affixe 2 + 4i
et A,B, a pour affixe 6 + 12i.

I en résulte que A,B, =3 A|I. D’out I'alignement des
points A, I;, B,. La démonstration est identique pour
les points B}, J, C; d’'une part et les points C;, A}, K
d’autre part.

IEA® 1. N — N et M — B avec I'angle de la simili-

tude est (NM, NB). Dans le triangle AMM’, le point B

est 'orthocentre donc (NM, NB) = — g .

Or les triangles ANB et

NB_ AB _ AB

NM M’'M 2 MH
1_ NB 6 _3

or MH* = HA . HC donc MH =4 et — NB-8-3"

2. a) L'image de d est la droite perpendiculaire en B

ad, c’est-a-dire AC (car s(M) = B).

L’image de NM’ est (AM).

b) Il résulte de la question précédente que l'image

de M’ est I'intersection des droites (AC) et AM, c’est

donc A.

3M+— B et M~ A, Comme H est le milieu de

[MM’] son image est le milieu K de [AB].

La droite (NH) a donc pour image (NK) et (NK) est

perpendiculaire a (NH). Il en résulte que (NH) est

tangente en N au cercle de diametre [AB] qui a pour

centre K.

NB
NM’
M’'NM sont semblables donc

Le rapport de s est
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5
| 68 HE a) fa pour rapport £::l ourangle - X).
p pp 3 P £ 7

22 2
b)yr-m= 2[T—f—z—](n—m)
soilr—m:!(l—f)n-l(l—i}m

doncr= i“ —in+ = 3

2. a)u——-.--l—(:;-n)+ I—(m—p) (1)

(l + 1)m.

r—r+l;'(p m)+—{q—u) (2)
Il résulte de (1) et (2) que u —s = i(t-r).
b) u — s est 'affixe de SU et 1 — r celle de RT donc

U—-§_T o ;
comme Iu—.vl:ir—rlclarg-r——z-j—.bU:'IRcl
r2

(RT.SU) = = d'ou le résultat.

A

Lisiix GEOHBRIGHRES

=R ® Premiére méthode
1. s est la similitude de rapport 2, d’angle (w g) et de

centre I d’affixe (— ? + :') ;
2.a)s(M) = M’ avec 2’ = (1 - i./3)z - /3 - i donc
IOM’I = 4.

b) L’ensemble des points M’ est le cercle ‘€ de centre O
et de rayon 4. Donc I'ensemble E des points M est le
cercle de centre O’ tel que s(O’) = O et de rayon 2.

Deuxieme méthode

La)ll -iJ3|

soit 2Iz —il =4 donc |z —il = 2.
L’ensemble des points M est donc le cercle de centre O’
d’affixe i et de rayon 2.

ELCR® 1.a) (B)=Det(C)=E

E

‘E
Donc I'image du segment [BC] et le segment [DE].
De plus I'image de (AP) est (AS) donc I'image de P
est I'intersection de (DE) et (AS) soit S.

Le triangle PAS est donc rectangle isocele.
b) Le point S décrit donc le segment [DE].
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| 2.a) s a pour rapport 3/—'—2 et pour angle 1_'—:

2

b) L’ensemble des points est donc I'image du segment
[BC] par s, c’est-a-dire [OD].

| e

1. {0)=0"et (20,Q0") = g donc le centre Q appar-
tient a la tangente commune en A a € et ‘€" et il est tel
que le triangle QOO’ est rectangle isocele direcl en £,

L'image de M est M, tel que (OM, OM,) = = avec
M, € € donc M, = M".

. 2.1 est I'image de M par la similitude s de centre Q,

J2

d’angle g et de rapport 5

' 3. Le lieu de I est donc le cercle I' centré en A = 5(0)

5
et de rayon £ R.

2
4 0O—=A —— ——
N donc (OM, Al) = -
| 72 g
EF d) F

M’ est I'image de M parsl[A : %

par az(A —g ;)
Donc les lieux géométriques de M” et N’ sont les
droites A, et A, images respectives de d par s et s,.

De plus si on construit E et F de d tels que AEH et
HAF sont deux demi-triangles équilatéraux, il vient :

H =5,(E)ets,(F)=H
Donc A, et A, passent par H.



1. M’ est I'image de M par la rotation Q de centre O
et d'angle g . Donc €’ est le cercle de rayon 2 centré

en Q' = r(Q) d’affixe 2i.
L'équation de ¢’ est x2 + y> —4y = (.

* [ est I'image de M par la similitude s de centre O,

g —"’g—g . Donc I" est le cercle centré

en B milieu de [OA] d'affixe (1 + i) et de rayon ./2.
Son équation est x% + y2 - 2x — 2y = 0.

2. B est le milieu de [OA] donc O et A sont des points
de I' car (I') passe par O (s(O) = O).

d’angle — et de rapport

1. Le point A(1:0) a pour image par s le point A’(-1:1)
donc A est la perpendiculaire en A" a (BA’). Son
¢quation est donc y = 1.

2, a) La similitude s a pour écriture complexe

soit 7" =

Donc M’ image de M par s a pour affixe

f(1+;‘m)+1f—|=—(1m+1)+f.

1
2 2 2

m+li.
2

, 1
Il en résulte que I a pour affixe — Fm+

b) I a donc pour coordonnées x = — = mety= . + lm

+ 2. 2
donc y = - 2x + ,1) . Ainsi I est un point de la droite €
d’équation y =-2x + ,l? .

=

D’autre part m décrit R donc x décrit R et I décrit
toute la droite .

Similitudes et suites
| 75 |d

A
Ag
1 | SUBE |}

0 A, ! 2B

l.a)s(A)=1ets(O)=B.
J2

Doncﬁ-z— =ai +bet ﬁ =bdonca=

el:':§f1'+ J2.

2,
2

2

— , pour angle =
2 2

le point £ d’affixe : %ﬁ + % L.

b) s a pour rapport et pour centre

¢) Le centre de gravité du triangle ABC a pour affixe
%[H 2+ 2 +i]= ,%(ﬁ 1)

C’est donc le point €2.
2. a) Voir figure ci-dessus.
De plus s(A,) = A}, s(A,) = A, milieu de [BC], etc.

2 /6
b) u, = 5 U etuyg=Ayl= 2
Il résulte que u,, = %(%)
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ﬁ1—£n+1 .
WG by
2

n+1l
0<£2<1donc lim (QJ =0

2 no+ee\ 2

et lim Sn=%6(ﬁ+2)=ﬁ(1+ﬁ).

n— + oo

A ® 1. 5 est la similitude de rapport
et de centre Q d’affixe (1 - i).
2.2) QM = % QM et plus généralement
1
OM, = 3 QM, ;.
De plus QM,, a pour affixe

1+4./3 +3i-1+i=4(J/3 +i)donc QM, = 8

,d’ angle 3

n
et OM,, = 8@ s0it M, = .

= 0,05

b) QM,, < 0,05 si et seulement si ——
soit n = 8. 2"
3. 2) MgM{ = QM? + QM2 = 64 + 16 = 80

donc MM, = 4./5.
b) (d,,) est la suite géométrique de premier terme 4 ./5

et de raison 1 .

2
n+l
4[5[1"@ } 1y +!
9= ————=8A[1-(3) ]
2
lim ¢,=8.5.
n—+4oo
4.a2) (n+1)QG, =QM; + ... + OM,,
donc (n + 1)QG, < QM + ... + QM

BEORS
QG, = 16 [8 \2/ J
" n+l

:
2

S ROMEE
n+1 2 n+1

b) lim QG, =0doncG, estenQ.

soit QG,, =

n—>+oo
® ‘
WZAS AT
B A4 /”
A S A1
' <
Q
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A.l.a)zn—zn_1=% 4(zn 2= 2,-1) (1)
5w
P2 E 202 1
OrTe _7[_—2—— 7:l——i(1+t)—udoul<s
résultat.
b)Sin=2,z2—21=—%+%i—i=—%+%i

Zp—31=— i
donc z, -2y = u(zg - 2;) = -
si =% 1= (_u)n_li
alors d’apres (1)

Ty 12 = (- 1)1 (= 10) = (= Y

Donc la proposition est vraie pour tout n = 2.
¢) z; =i donc la proposition est vraie pour n = 1
i1 - (-u)"]

slz, =
L 1+u

calculons z,, , | = (- u)" + z,,.
_ (=)= ()" YY)

Il vient z,, , T+ 1

- " -
———5,; — donc la proposition est vraie

pour n + 1. Elle est donc vraie pour tout n = 1.
2

z—i[l_u} i(l1-u)= 1(3 1)801‘[2 —1+§l
27 T+ul 272 277373
2.a)etb) Ay—> Ajet A — A,

In+1 =

doncz—bet—£+

3
3 21—-al+b

1.1 N
doncm——§+§zsmta_ —(1 +i)=—u.

It en résulte que s a pour écriture complexe
=—uz+i

2

¢) Soit donc la similitude de rapport 5 d’angle g et

de centre Q d’affixe (-1 +i).

a1
[

u+(-u)

d)—uzn+t=z[1— o :l

soit i(l = &7

)n +1
bl S R d’ot le résultat.
1 +u ) Zn +1

3. a) 5, est la similitude de centre Q, d’angle 4(%) =7

4
et de rapport (%2) = }1 , c’est donc ’homothétie de

centre 2 et de rapport — i .

b) Il en résulte que Q, A et A, , , sont alignés.
¢) Les points A, appartiennent donc aux quatre droites
(QA), (QA,), (QA,) et (QA,).

B.1QA, - ([2) QA = (iz) x A2

donc lim QA, =0et2 «lalimite » A, esten Q.
n—+oo



2. La suite (A, A, , ;) est une suite géométrique de

2

premier terme AyA, = 1 et de raison 5

(g

A2

2

n+1

Donc Ln =

lim Ln=-—
N =+ oo Pias

soit lim Ln=2+.2.

fl—+ oo

[l en résulte que

>

Prendre toutes les initiatives

LR ;5 est la similitude de rapport % ,d’angle Z—: et
de centre Q d’affixe 4i.
Posons u,, = QM, . La suite (u,,) est une suite géométri-

que de premier terme 1, = QM = /5 et de raison % .

Donc QM,, = ﬁ[%) :

L2 1

ﬁ(—) < 1o quivautan = 16 donc Ny = 16,

2

s a pour €criture complexe

5

z’=73(ﬁ+f}z+l K

)

Donc s(O) est le point T daffixe %—i%. Cest le

point du cercle trigonométrique € de coordonnées

: n
polaires | et — = .

3
De plus le rapport de similitude est g donc le rayon
: ! '\1/3 wr . .
de € est TH = g Le cercle ‘€” est ainsi tangent en H

a'axe des abscisses.

IEIM® Notons s la similitude de I'écriture complexe

=1+ Bdz- 31 +2).
T
3
affixe (2 - i). Un point M d’affixe z a pour image M’
d’affixe z" tel qte arg z"=0 [r] donc M’ décrit I'axe des
abscisses privé de O. Il en résulte que M décrit
I'image de la droite d’équation y = 0 privé de s~ 1(O)

pars~ .

On obtient ainsi la droite d'équation S+ v-2 J3 =0
privée du point de coordonnées.
(Jﬁ +6 2.3 3)

4 4 '

EEEM® OMM’ est un demi-triangle
équilatéral.
En posant OM =d, OM’ = 2d

Son rapport est 2, son angle = et son centre Q a pour

et MM’ =d./3 , donc 1M=d§

et IO = JT? d.
i railtp iia JOL 7
Il en résulte que oM- 3
et en posant (OM ; Ol) =0, cos 8 = 2 sisiit= /3
J7 J7
donc 8 = 40°9. Ainsi I est I'image de M par la simili-
tude de centre O, de rapport g et d'angle 6.

| 82 | o

La droite A image de d par s est obtenue en construisant
K image de H par d. Le fait que d soit perpendiculaire
a (OH), A est perpendiculaire en K a (OK).

A coupe d en B. On construit A tel que s(A) =Betle
triangle AOB répond a la question posée.

83 H B’

NQ
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Notons z” = Az I"écriture complexe de la similitude s,
Ainsi si A et B ont pour affixes respectives a et b,
alors A’ et B’ ont pour affixes Aa et Ab.

* Lasimilitude s, de centre A est telle que s, (B) = B’

a=ma+n =
donc doncm =2 — b tn:ab(x 1).
Ab=mb +n a-b a-b
Ainsi s, a pour écriture complexe
s ?\.b ab(k—l)
a—b° a-b

ab(AL-1)
a-b
* De maniere analogue avec sg telle que A ~> A’,
on démontre de méme que Q = sz(0) a pour affixe
ab(h-1)
b-a

Donc P =5, (O) a pour affixe

- Il en résulte que O est le milieu de {PQ].

IEZES On note 7 Iaffixe de M donc N et A’ ont
respectivement pour affixe iz et 2i par la rotation de

centre O et d’angle ;—t

De plus OC = OA + OM donc Ca pour affixe
zc=2+2et0Q=0C + ON.

Donc Q a pour affixe zo =2 + z(1 +§).

Ainsi MQ a pour affixe 2 + iz = Z,

et MA” a pour affixe 2/ -z = i(2 + iz) = Z,,.

zZ
Donc Z, = iZ, et par suite |Z,| = |le etarg —2 =

T
Z, 2
donc MQ = MA’ et (MQ, MA”) =
D’ou le résultat.

EX® A.1. MO =2 MO & MO?2 -4 MO? = 0.
Soit (MO’ + 2 MO) - (MO’ - 2 MO) = 0.

2.a) MO’ +2MO=3MA et MO -2MO = - MB
d’ol M'O =2 MO < MA - MB = 0.

b) Donc I est le cercle de diametre [AB] tel que
OA— ~ 00’ et OB =- 00’
Q milieu de [AB] est tel que OQ =— -~ OO,
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(o)

On note a, b, c les affixes respectives de A, B, C

B — F par r(A,— 7%)doncf—a:—i(b—a) soit

=—ib+a(l+i).
De méme D est I'image de A par r(C, — g)
doncd—c=-i(la-c)etd=—ia+c(l+i).
E a pour affixe ic + a(1 - i) car C— E par r| A,
donc AE a pour affixc i
i(c-b)etHa pour affixe a + i(c - b).

llen résulte que BD a pour affixe Z=(c-b)+i(c-a)
et HC a pour affixe Z,=(c-a)-i(c-b).

Z,
IZletarg ===~ = donc

L
Z,~ 2
BD = HC et (BD,HC) = - g d’otl le résultat.

Donc Z, = —iZ, soit |Z,| =

EEM Notons s la similitude d’écriture complexe
Z’=Az+utelleque A— A’et B— B’

Donca’ =da+peth’ =Ab + .
. _a' -b _ab’'-a'b
Il en résulte que A = - etu—Tb—~
,_a'=b’'_ ab’—a’b
doncz—a_bz+ Py

Dire que les triangles sont directement semblables
équivaut a dire que s(c) = ¢’ donc
cla-b)y=(a"-bYc+ab' —a'b
Soit :
ac’ +b'c+a’'b=d'c+ab’ +bc.
D’ou le résultat.

4

B. 1. Si s transforme () en (€") le rapport est r7 soit

3
15
I est un point de (T).

=2. Tl en résulte de O —>> O’ que % =2 donc

2. a) Dans ce cas (I0, I0') = g donc I est un point

du demi-cercle (rouge) (y) de diametre [OO’] et du
cercle (I).

b) Lest le point d’intersection de y et (T').

EERS 1.0) vy = 1 et v, = rc®.
b) Donc M, a pour affixe |, + re®®,
2.b) lv,|=rlv, letarg =8 doncv, =1ey, .

Va1
¢) vy =1 doncv, est une suite géométrique de premier
terme v, et de raison re® donc v, = r"e™® (1).
3.a) v, est 'affixe de M,M,, , ; donc v, =z, , | - Z,



P vp+vi+...+Vv, =219+ 21+ ..+ 2,2
avec zp=0doncvy+...+v,_ =2,

if
1-re .. .
z1=1et - = 1 donc la proposition est vraie
1-re
pour n = 1.
n _inB
: l-re
Siz, = ——— alors
l=re
1 rnemi}
z = e 1110
Ins1 =%yt V= i +rle
1-re

n+1 _in+1)8
l-r"" "&

0
1 -re

EEEN a) s(1) = [ et s(A) = B donc a) est vraie.

b) (1 +2i) (1 -2i) +2 =7 donc s(C) = C’" d’affixe 7
donc b) est vraie.

¢) 5(0) = 0", 5(C) = C’ et s(A) = B donc ¢) est vraie.
d)A—B

C»C

donc la droite (AC) ou (AB) a pour image (BC’) la
proposition d) est vraie.

IEI*Hl 1. Si on admet que la rotation ou (et) I'homo-
thétie peuvent étre I'identité du plan alors la proposi-
tion est vraie.

2. Faux carsi k <0, h(£, k) = s(- Q, - k, «).

3405 /3) (0 g] =h(0; 3)°r(0:m)e r(" T‘ac)
=.§‘({] vl 47“]

2 . .
or 4% =-— % [2 ] donc la proposition est vraie.

donc la proposition est vraie pour tout n de [ (elle est
en effet vraie pour n = 0).

4.2) M, — M,

etM; —M,

Z=az+bavecl=betl+re®=a+b

soita =re® et z’ = re®z + 1.

e rneme i _ru+lei(n+lye
doncs(M,) =M, . ;.
¢) Sir= Js clﬁsg.:’zé(lﬂjznhl
donc Q a pour affixe (1 + ). 5
d) lim [MM,+...+M,_ M,]= =2+.2.
n—%+ = ﬁ_]

4.(@'1.0“1):%

et Ol = |cos g OM
orbe |-m:nf
D ]_ U E[
2 272
‘ 9 . .
donc |cos 5| =cos 3 et la proposition est vraie.
1

i

2.8) 20—z —1—ir—si(—-1+i)+2=i

b) flA)apouraffixe 1 -i+1=1, flA)=A

z-i+1.

' flB) a pour affixe i(i) —i + 1 =—idonc f{iB) = B.

fest donc la réflexion d’axe (AB).

¢) Il en résulte que s = fo 1 composée de la réflexion
d’axe (AB) et de la translation de vecteur w d’affixe
(1 +1).
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chapitre

5 Composées des 51m111tudes

Travaux dirigés (age13s)

iie) 1 |

H 1. a) H, et H, sont les milieux respectifs de (MM, ]
et [M;M,] donc:
MM, =2 H,M, et M;M, 1M =2M Hz
b)MM2~MM1 +M M2—2(H M, + M;H,)
=2 H,H,.

2.H,H, = A|A, donc 6, © o, est la translation de
vecteur 2 A A,.

1.a)o,°0,(0)=0
b) OM, = OM, = OM évident.
¢) (OM; OM,) =2(0A, ; OM;)
et (OM, ; OM,) = 2(OM, ; OA,).
2.(OM ; GM;) = 2(04A{ : OAZ'). Donc o, © 5, est
une rotation d’angle 2(OA ; OA,).

Rl 2|

1] B = 7 A
. 3 h
x 9 X
<X
C
1 _ T
1.r= rz(B - i) °r '(A i i} donc r est une

rotation d’angle — 2%‘ .

rer,” (A) =ry(A) = Ctel que ABC est équilatéral.
ryery iC)=ry(B)=B.

Donc le centre O de r est l'intersection des
médiatrices de [BC] et [AC]. C’est le centre du
triangle équilatéral ABC.

.

2. M ——M, M,——> M ——>M,
s donc ;

M —> M, |

donc la médiatrice de [M;M,] passe par O.
318

r ¥ F
ﬂl.M ! 'Ml 2 MZ—.’M:;

ry° 1, °ry est une rotation d’angle.

(AB;AC)+ (CA;CB) +(BC;BA)==m.

Ainsi ry ° ry ° ry est une symétrie centrale s.

2.1y or{(A) =r,(A), on obtient un point de (BC).
De méme I'image de r,(A) par r; est un point A’
de (BA) donc I centre de s est le milieu de [AA’].

Pour que la boucle se referme il suffit donc de
placer M en L.

r r
1. l B 2 b
rz(C ;- g) 0 r(A ; g) =t donc u = ab.
r R,
2.d ! D ¢ donc dc = ab et abed

est un parallélogramme.

70 El

K 1. M,N, = kK, MN, M,)N, = k,M;N,
donc Mf)N2 = k1k,MN.
(MN; M|Np) =6, et (M{N; : M;N,) =6,
donc (MN M,N,) =8, + 6, et 0, + 6, 0 [2n].
2.a) Si kiky =1, s, o5, est une rotation.

b) Si6, + 6, =0 [n], s, o5, est une homothétie.

T f2.m
ﬂslzs(A;ﬁ;ZJetszzs(B, 5 4)

1. 5, o 5, est une similitude de rapport 1 et d’angle

T ., .
E c’est donc une rotation.

2.5,°5,(C’) =5,(R) = C" donc s, ° 5, est la rotation

de centre C" et d’angle g .

3.7(R)=A;5/(Q)=Cetr(Q)=s,(C) =P. Ainsi
le segment [RQ] a pour image [AP] par r donc
RQ = AP et les droites (RQ) et (AP) sont perpen-
diculaires.



"
e
e
e
"

A 1. Les triangles CHA, AHB
et CAB sont rectangles et de
e plus CAH = ABC = ABH.
H Ils sont donc semblables.
2- ﬂ} 5 :
€E——=A
A B H H
A B
5, est la similitude directe de centre H et d’angle —g ;
C 53 15, est telle que
H A {Eﬁ Cﬁ):u((TACB)
A B doncs, est une similitude indirecte.
b) s, a pour rapport ap —tan & = J3 ets, apour
AC 3
rapport £E
PP CA - .
¢) s; est donc la similitude de centre H, d’angle 5

et de rapport /3.
3.a) Le rapport de s, est 2, donc ce n’est pas une
réflexion. C est invariant et le fait qu’elle ne soit pas
une réflexion il n'y a pas d’autres points invariants.

Corrigés des exercices

1. Isométries du plan

i Corrigé dans le manuel.

Mg /=incor(As]). D g
g © fest une rotation d'angle g y
g flA)=g(A)=C 0
etgef= r(D : g)

A B
EN- /- s(_}or[A : ;—t) . £° fest une rotation d’angle

-5 avecgeflA) = g(A) = C.g=f=r(B:-3 ).

M ;o f= 50,054 g ° festla translation de vecteur
2BC.

gof=5pp°Sac: geofestlasymétrie de centre O.

BGEE 1. ¢ - fest une rotation d’angle g etgef(D)=D
doncgef= r(D ; g) .

b C
H -
A

c)

I | ¢
crw,3)
H
A
CHz%CAm

|

= 5 CB.

Donc H, et A, sont les milieux respectifs de [CA] et
[CB] et (H,A,) est parallele a (AB) donc h(C) = C,
h(A,)=Beth(H)=Adoug=f

d) o, ° o, est la rotation de centre C et d’angle
2(CB ; d) soit = — g donco,°0,=r.

e)f=s5,°0 donc fo0) =5,°(01°0)) =5,° 1, =5,
d'ous,=ge6;=heroc =h°0,°6,°6;,=h°0,.

2.T=heogef:T(B) =B donc T est la rotation de

¥ n
centre B et d’angle - = .

2

T n i .
a)r(B : ?) cr(A ; 3) =g o [ ge fest une rotation
2
d’angle :;
5 &°F ki B e

. 2 .
donc go f= r[Q : th] Q est le centre du triangle

équilatéral A BA.
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b)g°f=r(B ;—g) or(A;gJ.
gef

g ° fest une translation - A C

donc g o f = txe.

Corrigé dans le manuel.

ﬁl.hngfstAor(A ; g)

La composée d’un déplacement
et d’un antidéplacement est un
antidéplacement.
2.a)h(A)=g(A)=A B c
et h(B) = g(C)=B.

b) Donc A est la réflexion d’axe (AB).

1-g1 og2 :SOA OSOB'
g ° & est donc la rotation de
centre O et d’angle 2(OB ; OA).

Soit—%t ou 2?7[ doncgyeg, =1
2.81°f=81°81°8 =8 2

l.a)z" = iz, |i} = 1 donc f est un antidépla-
cement.

b) r a pour écriture complexe z” = iz.

¢) 0; a pour écriture complexe z’ = Z.

01 _r -
2.a) 2> Z — > 1Zdoncf=roQy

b) 6, ° 6, = r (évident) donc f =G, ° G, ° G, = 0.
rzr(I ; g)

LAK) = (ro0) (K) = (1) = K

gy =@er)(N=1K)=J
donc fest la rotation de centre

Ketdangle g et g est la rota-

n

§ .

2. a) g o f~ ! est une translation.

b) gof~1(A)=g(I) = Cet go f~1 est la translation de
vecteur AC.

tion de centre J et d’angle

a)etb) f=05°0,°0;:0r 5, ° 0, est la rotation

de centre O et d’angle 2?75 , d’ou le résultat.

¢) L’angle des droites d et s est g doncozeo=r.

f=03°($2°0']=G3°r=03°0'3°04=64.

a) g © fest la translation de vecteur AC.
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b) g © f est ’'homothétie de centre A et de rapport 1.
Donc I'identité.
¢) g o fest la symétrie de centre A.

d) M,
g o fest la translation
A B de vecteur 2 AB.
S N
M M
Dy N
D cl .
0/”’,’ - J
o A B B,

g fest une homothétie de rapport % .

A f A L,_ B donchB:%ﬂ
: T TR
BQ =3BA.

ABCD a pour image BB,C,D;.
L38 | Corrigé dans le manuel.

D C

\
v

\

Bi Al Q.

C1 D1
g ° fest une symétrie par rapport 4 un point Q.
AL A& u

(A’ milieu de [AB]) donc Q est le milieu de [AA’].
L’image de ABCD est le carré A'B,C,D;.

BER b =h(Q:2)
2°h = k ’2)-
D - D
hy h,
B o 3 3o
etQD:QQDdoanC+3CD=iQC+§CD
3 1

5 CD=+ 5 QC donc CQ = -3 CD d’oi1 la construction

de Q.

> D' avec CD’ =3 CD



a)

A A B
g ° fest une translation de vecteur u avec

>
0o
o+
-

gefest'homothétie de centre Q et de rapport — % avec

avl oA E 4
ﬂ’:% —A—B'etQA’-—-—g QA
dou QA + I AB=-3 GA dou AQ = L AB.
4 2 10
¢) g ° fest ’homothétie de centre Q; et de rapport 2
avec A A £, B

d'od QB =2 QA soit AB = QA.

4 iy
T T LS

d) g - fest une homothétie de centre Q, et de rapport
~-2.
A, A B A
— 5'2 T T L '
avec A ‘_f—"‘ A1 4 Ay
QLA +AA =-2Q,A .

Corrigé dans le manuel.

a) fa pour écriture complexe z’ =z + 1 + 2i.
g a pour écriture complexe z’=—2z +9 - 3i

S NP Y SEPN

Donc g e fest 'homothétie de rapport -2 et de centre
Q, d’affixe % (1-4).

b) f et g ont respectivement pour écriture complexe :

z’=—3z+4(1+2i)etz’:—%z+ Z51(2+i)
donc g ° fa pour écriture complexe 7’ = 7 + g (1-i).
Cest la translation donc le vecteur z a pour affixe
4 _4,
3 37

1.a) 7" = (1 + i)z, s est la similitude directe de
centre O, de rapport /2 et d’angle g

b) A" a pour affixe (1 + i) et B’ a pour affixe (— 1 + i).
2.a)-1+i=a+b

l+i=ai+b

soita=-(1+i)eth=2i

soit 2’ =—(1+1i)z +2i

A} R)
72— (1+i)7 —2— —2iz+2i

5, ° 5, est la similitude de rapport 2, d’angle - ~ et de

2
centre Q d’affixe g + %i .

1.s1=s(A ; g ;2) s2=s(D ; g ; g)

donc s, ¢ 5 est une similitude de rapport ./3 et d’angle
n

i‘ .

Il en est de méme pour s, © 5.

2.a)55°5(B) =5,(D) =D ;5 °5,(A) = 51(B) = D.

Il en résulte que I est le centre de s, © s, et F celui de
Sl ° S2.

r(A, ’—‘) h(0,3)
1.a)etb)M — M,

N ‘Nl

> M’
» N’

Il résulte que
MN = MN, et M'N" =3 M N,

(MN; M,N)) = g et (M;N, : M'N") = 0.

Donc M'N’ = 3MN et (MN ; M'N) = g .

2. fest une similitude de rapport 3 et d’angle
3.a) [A)=h-M(A)=h(A)=A".

A’ a pour affixe 15.

b)z' =az+baveca=3i

donc 7’ = 3iz + b.

15=15i+b b=15(1~1i).

4.1 a pour affixe 6 + 3i.

T
5-

L. f est la composée d’un déplacement et d’un
antidéplacement, c’est donc un antidéplacement.

2.1 a pour écriture complexe z’ = z + 1 et s a pour
écriture complexe z’ = 7 donc

s _ t
z z >

Z + 1,d’ou le résultat. .

T
i 3
doncs, ¢ s, est une simi-

a) 5, est une similitude de rapport 2 et d’angle
T
2
litude de rapport 2 et d’angle w, c’est donc une
homothétie de rapport (- 2).

5, est une rotation d’angle

b) s, a pour rapport /2 et pour angle :—: .

2

T
s, a pour rapport 5 et pour angle — 7

Donc s, ° 5, est une translation.
¢) 5, ° 5, est une homothétie de rapport 2./2 .
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Apprendre a chercher (page 143)

Avec des homothéties et des translations

Les outils :

o Image d'une droite par une translation.

« Image d'une droite par une homothétie.

Les objectifs -

. Savoir démontrer des alignements de points.

1. a) L'image de M est ahgnee avec A et M et, de plus,
se trouve sur la parallele a (BM) passant par C,
h(M) = K. De méme, h(Q) =R
b) L'image de la droite (MQ) est la droite (KR).
2. a) A l'aide des parallélogrammes MBPK et BMRQ,
on peut affirmer que MB = RQ et MB = KP.
Donc(R)=Qet(K) =P
b) L’image de la droite (KR) par t est la droite paral-
Iele (QP). En définitive, I'image de (MQ) par ¢ h est
la droite parallele (QP).
¢) Les points M, Q et P sont donc alignés.

Démontrer avec les similitudes directes
Les outils :
o Similitude définie par deux points et leurs images.
« Composition de similitudes.
Les objectifs :
« Savoir démontrer que des segments sont isométriques en
composant des similitudes directes.
e Savoir démontrer que les droites sont perpendiculaires en
composant des similitudes directes.

8, =(CQ, ﬁ'){;‘
1. a) Pars;, C— C, Q> A donc CcA
ky====.2
cQ
8, =(BA, BR}:E
Pars,, B— B, A— R donc BR ./
“BA~ 2
Pour progresser (page 143)
[30]c orrigé dans le manuel.
B e |
’ Co. By Be
D C
A
O :02
AN 'B
Dypdess E:}?‘___'Tq_‘ih._...{'A?
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|

b) 5, ° 5, est une similitude directe de rapport

1 n_ T
,J_'ix 2_letdangle—+3—2.
c'est donc une rotation d’angle ;—f

2. a) D est tel que BDC est un triangle rectangle isocéle
direct, rectangle en B.

b) D’apres la configuration, s, (D) = P.

3. En définitive, par la rotation s, ¢ 5,, Q a pour image
R et B a pour image P.

Donc BQ = RP et (RP) et (BQ) sont perpendiculaires

Ensemble de similitudes
¢ Les outils :
o Définition analytique d'une similitude.
o Composition des expressions analytiques.
- Les objectifs :
~ Chercher des similitudes qui commutent.
1. o est la similitude de centre Q d’affixe 2 + 2i, de rap-

port 1, et d’angle g (o est donc une rotation).

2.6(fi(2) =filh(z)) =@ aliz+4) + b=i(az + b) + 4
<aiz+4a+b=iaz +ib + 4.
Les écritures sont égales pour tout z si et seulement si
da +b=ib+4,soith(l1-i)=4-4aoub=2(1+i)(1-a).
Les similitudes qui commutent avec s sont donc celles
dont I'écriture complexe est " = az + 2(1 + i)(1 - a).

Prolongement

L Sia# 1, c’est-a-dire si s n’est pas I'identité, il y a un
point invariant, le point £ d’affixe 2 + 2i.

2. Les similitudes directes s, et s, ont le méme centre €,
doncs; e 5, =5, o5, sont des éléments de ¥.

De la méme maniére, s~ ! est une similitude de centre Q
donc appartient a f.

L. Parr, ABCD devient A;B,C,D, puis part, A B,C,D,
devient A,B,C,D,.

2. fcomposée d’une rotation et d’une translation est
une rotation de centre Q et d’angle ]

2
O '—'r~+ O, donc Q est I'intersection du demi-
cercle de diametre [OO,] et de la médiatrice de [00,].

Corrigé dans le manuel.

1. T est une translation.

T(D) = r] °r2°r3(D) :r] °r2(B) =r|(B).

E = r\(B) est le point d’affixe (-2 - .
Donc T est la translation de vecteur DE = AC.



2. r; o T est une rotation de centre £ et d’angle Z.0r

r,oT(A) = r5(C) = C. 2
Donc 2 est le point de
B la médiatrice de [AC]
T tel que (QA ; QC)==.
C.- " 2
2 A Ilen résulte que Q=D.
e T D
EIN®1.q) &
_ XM 1
=T IE. e _i.._._ 5 ER _.;._?_.____:
ofal T [T [ T[]
EEENEBREEN
M| | e | ] [m

b) Si un point d’affixe z = x + iy est invariant alo
Xx+iy=x-iy+4.

I1 résulte que Ox — 4 = 0, ce qui est impossible.

I1n’y a donc pas de point invariant et lal = 1 donc fest

un antidéplacement.

f

27— 7+4 —— z+8
donc f° fest la translation de vecteur 8u.

-1

b) z *L* Z+4 — 7+4-4=7

donc g est la réflexion ayant pour axe I’axe des abscisses.
3. Il résulte des questions précédentes que fest la com-
posée commutative de la réflexion d’axe d d’équation

y =0 et de la translation de vecteur 4u (vecteur direc-
teur de d).

IEER® 1. a) f, estlarotation de centre O et d’angle g "

f> est la translation dont le vecteur a pour affixe 2 + 2i.

NN S

iz+2(1+1).
fest doncla rotation d’angle % et de centre Q d’affixe 2i.
2

| 36 bd

f(B) =ryor, (B) = ry(C) = B.
I milieu de [AA’] et B milieu de [AB’] (voir figure).

2. fest une rotation d’angle — Tjt . Son centre est I'inter-

section des médiatrices de [BB’] et [AA’]. Clest le
point J.

| 37 I

MF

l.a)r= rz(B ; %)arl(A - g)
r(I) = ry o ri(I) = rp(J) avec ] milieu de [BC] et r,(J) =1
car ADBC est un losange formé de deux triangles
équilatéraux.
Donc I est invariant par r.
b) Il en résulte que r est la symétrie de centre I car
® 2N
3+t3 =W
2.a) * L'image de 6 par r est le cercle de diametre
[AB] carri(A)=Aetr(D)=B.
» L’image de € par r est le cercle ‘¢’ symétrique de €
par rapport a L.
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b) r(M) = M’ donc I, M, M’ sont alignés.
De plus (AM ; AN) = g et (NI;NA) = 2%‘

donc (IN ; IM) = (IN ; NA) + (NA ; NM) = 0 [2n]
donc I, M, N sont alignés. D’oi1 le résultat.

— D

1.a) f(A)=rger {(A) =rg(A) =C.

b) ¢ est une translation 7(A) = C. Donc le vecteur de la
translation ¢ est AC.

¢) M, = #(M;) donc MM, = AC et le quadrilatere
M;M,CA est un parallélogramme.

2.a) M, = ,(M) et r,(A) = Cdonc le lieu de M, est le
cercle de diametre [BC].

b} ®, et &, sont les milieux respectifs de [BA] et [BC]
avec AC =2 0)]0)2

) Myl = w,w;, donc le lieu de I est le cercle image du
cercle de diametre [BC] par la translation de vecteur
o,m. Cest le cercle (I').

EERS 1 a) La composée de trois homothéties de
rapport — 1 est une homothétie de rapport - 1 donc
une symétrie centrale.

b) La composée de quatre homothéties de rapport — 1
est une homothétie de rapport 1 donc une translation.

2. a) fest une symétrie centrale.

f0) =sgospescosgosa(l) =sg osp o scosp()
=g °sp °5c(K) =sg 2 sp(L) =sg(M) =1

donc fest la symétrie de centre 1.
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b) ABCDE étant donné on construit A, = f(A) et |
est le milieu de [AA,]. On en déduit J, K, L et M.

3.AB=DC= . TK d’oit le résultat.

[\

mzl.a)ﬁﬁjzm:getﬂ=%ﬂ

donc BA'C= g et le triangle BCA” est isocele.

b) ACD = ’z‘ donc (DC) est médiatrice de [AA’] dans
le triangle isocele ADA'.
2. a)f=s1 OSZ =SBD°SDC: r(D G 2?“)

2n
g—S3°S4—SAC°SDB—r(A 3)

b)h(A) =fog(A) = f(A)= A"
h est la translation de vecteur 2 AC= AA’.

L 41 |

h
B—-—~E; E
1.a) 1,(C) = F car les droites (BC) et (EF) sont
paralleles.

hp(F) = B car (EF) est parallele a (CB).

b) C e g Bp g
Si ky est le rapport de ki et k, celui de Ap alors
EF = k,BC et BC = k,FE
donc kiky =1
Il en résulte que Ay, © hy, est la symétrie de centre J.
2. Construction de E’ et E” (voir la figure).

C

CE” = k,EE’ et B E
E E’
donc E'E = klﬁ

donc CE” = - kk,EB d'ott CE” = EB et EBE"C est

un parallélogramme.

S 1. Les droites (AG) et (BG) sont les mé-
diatrices respectives des segments [PM] et [MQ] car
AMP et MOB sont deux triangles équilatéraux.

2.2) f=hy(G ;2) ohl[c : %)

f est donc une translation f{C) = A,(C) = C avec
CC’ = GC donc fest la translation de vecteur GC.



b) M’ = AM) donc MM’ = GC et MM'CG est un
parallélogramme.

¢) MPCQ est un parallélogramme. Dans la symétrie s
de centre N, s(G) = M’, s(P) = Q), s(M) = C donc le
triangle PMQ a pour image PCQ et M" = 5(G) est le
centre du cercle circonscrit au triangle PCQ.

3. M’ = fiM) donc M’ est 'image de M par la transla-

tion de vecteur GC et ainsi I'ensemble des points M’ |

est I'image du segment [AB] par cette translation.

G- -k F 2 n

a) L'image de la droite (CG) est la droite (EF) car
(CG)// (EF) et hi(G)=E

De méme h,(F) = H donc I'image de (EF) par A, est
(HB). Il en résulte que (HB) est I'image de (CG) par
’13 2 h].

b) (CF) ———— (GH) (ED)
donc (CF) a pour image (ED) par h, ° h,.

¢) hy © h, et hy © hy sont les composées d’homothéties
de méme centre donc h, o hy = hl ° hz.

(CF) (ED) et (CG) (HB)
C est I'intersection de (CF) et (CG) donc son image
par iy © hy (ou hy © h,) est 'intersection de (ED) et

(HB) c’est-a-dire A. Il en résulte de C, A, I sont trois
points alignés.

G est le centre de gravité du triangle ABC.
Onnote hy =h(G;-2)eth, = h(M : 1)

2
/ /
[
J - B Q
K C - R
[l résulte que h, ° i, est la symétrie de centre L2 tel que
hy hs
G - G -G
| }
Sa

G’ est le milieu de [MG] et Q celui de [GG'].
hz"h'(l) = l:"1 h:oh! (J) = Q et hzohl {K) = R donc les
segments [IP], [JQ] et [KR] ont le point Q en commun.

| 45 B3 =$‘(A i 25 2?“).32;9([3 ; g)
Il résulte que s, © 5, est la similitude de rapport 1 et
d’angle n. C’est donc une symétrie de centre €.

55 °51(A) =55(A) = A" donc Q est le milieu de [AA’].

[461® Corrigé dans le manuel.

Exa

0

Lry= r(A Jetrc—r((: - g]

a) flA)=rcera(A)=rc(A) =1

fiB)=rcer (B)=r(C)=C.

b) f est donc une rotation d'angle - g dont le centre

est le point O intersection des médiatrices de [BC] et
[AT].

Le triangle BOC estisocele en O et (CO) est parallele
a (AB) donc BOC = g

Il résulte que BACO est un losange.

2. a) s est une similitude d’angle ;—t et de rapport

b) L'image du segment [OA] est le segment [OB]
donc I'image de H milieu de [OA] est H" milieu de
[OB].
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¢) (HC) L (OA) donc (H'C’) L (OB. C’est donc I'inter-
section des médiatrices de [BC] et [BO]. C'est donc le
centre du cercle circonscrit au triangle BOC.

L 48 |

_A)

l.a) A 1 O B
s a une €criture complexe de la forme 2" =az + b avec

2

=ai+b 3
donca= =1

e 2

Il en résulte que 7’ = ? iz 42,

b) Si w est I'affixe de Q alors
-NRin=2.2,
o2- 2i)=2.2

s0it © = %JQ + %i .
¢) L'image du rectangle OBCA est le rectangle BCJI.

% iz + 2 - %z +i+ W2
donc s, est 'homothétie de centre Q et de rapport — % ;
2) s%(0)=C;s¥(B)=J ;s (A) =K.

Les droites (OC), (BJ) et (AK) concourent donc en
centre de I’homothétie s2.

2.a) z

ZEB® a) a = 1 + cos 20 + i sin 26.

donc |a| = Jl +2c0s20 + cos’ 26 + sin” 20
= J2(1 + cos26).
lal = N4cos® 8 = 2jcos 6.

b) fest une isométrie si et seulement si |a] = 1,

. 1 ot s E _2m
smtcose—ioucosﬂ— 251118-30119_ 3 -

( +:—}z+4+4;

fon :z’—[l—:u—)i+4+4:
3

2. for © f a pour écriture complexe

3 3

7= (—%-fg)z +2(3 =1) (L3 -i).(1)
326

ml::"’

On obtient une rotation d’angle — 23—R dont le centre
est le point invariant.

[ 50 HIN a) Si Q a pour affixe w alors
©=(-3+4)o +4 - 10i.

En résolvant cette équation on trouve une unique

solution: =2 +1.

b) |- 3 + 4i] = 5. Le rapport de s est donc 5.

2. a) h~ ! est 'homothétie de centre Q et de rapport %

| 4 .
donc z —SZ+5{2+I)

K1
doncz— -z + =

LR -

(2+:)
(- 3+4:)[ F4o (2 )]+4-10§

soit 2" = 5 (-3+4i)z + 5(2—:‘).
b) s © h~1(2) = Q car Q est invariant par i~ ! et s.
seh 1(A)= A car é(—3+4£) (3i) + 2(2—;‘) =_3i

Ainsi s © h~ ! est un antidéplacement ayant deux
points invariants Q et A. C’est la réflexion o d’axe
(QA).Tlenrésulte ques=heoc=coh.

BENS 1.a) Le point I a pour affixe (- i).
b) Le rapport est |2i] = 2.
2.a) h~ ! est I'homothétie de centre I et de rapport

+ % donc A~ ! a pour écriture complexe

TR S
Z—+22 2!.
i S N AT 2 A
b) z— 52 25_“'2!(§z+§l)+2—{

soitz' =iz +1-1i.

3.Si z = x + iy est 'affixe d’un point invariant alors
X +1iy = i(x — iy) + 1 - i soit la droite d d’équation
x—y-1=0. Ainsi o est la réflexion d’axe d.

/11

Ainsi fest la composée (commutative) de la réflexion
d’axe d et de 'homothétie h de centre 1 et de rapport 2.

IEERS 1. o d’affixe x + iy est invariant si et seule-
ment six + iy = i(x — iy) + 3 + i. On obtient le systéeme

x—-y=3
{x—y=—1
2.a) A’ a pour affixe 3 + 2i, H a pour affixe 2 + i et H’
apour affixe 2 -i] +3+i=4+3i.

b) Le vecteur HH’ a pour affixe 2 + 2i donc ¢ a pour
écriture complexe z' =z + 2 + 2i.

donc pas de solution.



! . of

da)z—>2-2-2i ——i(Z-2+2))+3+i
soitz’ =iz +1-14

b) Si z = x + iy est I'affixe d’'un point invariant, alors
x+iy=ix+y+1-isoitx—-y-1=0.

Donc o est la réflexion d’axe d d’équation x—y -1 =0.

4.f=0 . Donc f est la composée de la réflexion 6
d’axe d et de la translation dont le vecteur u a pour
coordonnées (2 ; 2) colinéaire au vecteur v(1 ; 1
directeur de 4.

[ 53 H

( \ ?’K
A .

o c\.;y-/a

1. OBC = ODA comme angles inscrits.
Les triangles rectangles OAD et OCB sont donc sem-
blables et non isométriques.

OA _OD

OC OB =5
O " O
2.a) A C
D B
OC _1
Le rapport est donc — OA- 3"

b) (OA ; OD) =-(0OC; OB) d’ou s est une similitude
indirecte de rapport % donc distincte d’une réflexion.

¢) O est invariant et comme s n’est pas une réflexion
il n’y a pas d’autres points invariants.

d) s a une écriture complexe de la forme z’ = az (car O
est invariant).

s(A) = Cdonc 1 =~ 2ai d'oba=+ 3 etz =+ %12
3.a) h~ ! a pour écriture complexe z’ = 2z.

g1
b) z 22 = —+%fx22=+fisilepoint

d’affixe x + iy est invariant alors
x+iy=+ilx=iy)=+ix+ydoux-y=0.
La droite d d’équation y = x est donc I’ensemble des
points invariants.
¢) Il résulte des questions précédentes que :
s=06°h.

Donc s est la composée de I’homothétie de centre O

et de rapport % et de la réflexion d’axe d d’équation
y=x.

OAD

| 54t

h

OA'D' OCB

e B i e

2.(KI—;A_'B)=E et (AB ; Al) = g donc I et J sont

diamétralement opposés a B sur € et €".
n.1 ) n 1 )

(A A S("""E'E. !

donc J est I'image de I par I'homothétie de centre A,

et de rapport — }1 (Ou encore c’est la similitude de

centre A, de rapport % et d’angle =.)

| 55 H l.ﬁs[C;—E;é) os(A:E:J’iJ.

Donc fest la similitude de rapport 1 et d’angle 0, c’est
donc une translation.

2. a) ﬂS) =5¢c° SA(S) = SC(D) =R

fiP) =scosA(P) =5c(B) = Q.

Il résulte que SR = PQ chacun d’eux €tant le vecteur
de la translation f.

Donc SRQP est un parallélogramme.

| 56 H A c
Q
K
o | -
1.0 —— B e rapport est donc 1B Q
§ AO

A——= ]

et I'angle (OA ; BI) = E

2.0 ~ B 4onc(OB:B

BB") =2 doncB’e [BC),
B—= 4 P 2

Q OB =1donc B’ =C.

de plus BB’ = 5
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0] B

B C
le milieu de [BC] soit s(T) = K.

donc le milieu de [OB] a pour image

3. a) fa pour rapport % et pour angle n. C’est donc une

homothétie de rapport - -21- ayant le méme centre que s.
b) [O) =5°5(0)=5(B)=C

fTA) =s5s°5(A) =5(I) = K.

Le centre Q de f (donc de s) est aligné avec O et C

d’une part et A et K d’autre part, donc Q est I'inter-
section des droites (AK) et (OC).

4. a) 5 a une €criture complexe de la forme 2’ =az + b.
s(O)=Bdonc /2 =b

s(A)=ld0nc§ =ai+b
J2 2

soita=—ietz' ===iz+ /2.
5 iety'= iz J2

Ainsi I'affixe o de Q est définie par :

Q- V2hw=2.2
(42 —i}m:2etm=§(ﬁ+i}.
S 1.a)s:2' = (1 +i)z +2i.

O’ a pour affixe 2i ; I’ a pour affixe 1 + 3i ;
J” a pour affixe - 1 + 3i ; A” a pour affixe 4i.

Q,

-1 0 |

b) O'T’'A’J’ est un carré.
2. a) s est la similitude de rapport /2 et d’angle g et

de centre Q, d’affixe — 2 donc f est une similitude

directe de rapport /2 et d’angle %Tn
0——0—"—r
I —— 1 LA
A———A—L 7y
] -y L .0

d’ou le résultat.
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b)z =az+bavec QO ¥
I A'
doncl+3i=b
di=a+bdoua=i-1
doncz'=(-1+i)z+1+3i
F1+il= 42 etarg(-1+i) = 3%:

Le centre de la similitude f a pour affixe % (= 1+7).

EEEHS 1. a) 5 est la similitude de centre O, de rap-

‘V M,
o

n+1

1 ; T
port 3 et d’angle (— 3)'
b) Le triangle OM,M,, . | est un

demi-triangle équilatéral.
2. a) 5, est 'homothétie de rapport

- é et de centre O.

M, , 3 =5%(M,) donc O, M,, M, , 5 sont alignés.

M,

a) MM, =4./3.
1
MM, = 2 M, M,
d" = NIU’MI + MIMZ Foiii M"_ IMH
d,, est donc la somme des termes d’une suite géomé-

trique de premier terme 4 J3 et de raison % A

Donc lim
n=+ oo

IEER® 1= h(0:-k)or(0:m) =H o r(0; ).

h, h, .
| 60 b A — A - A

h, © by est une homothétie de rapport k, k, et de centre |

A, A, A
avec A,A’ = kyAyA | et 1A' = k k1A,
donc IA, + k,AyA | = kik,IA,
soit IAy(1 - k,) + TA | (k; — kik,) = 0.




Ainsi I est le barycentre de (A, : k, — k&)
et(Ay:1—k,) car kjk, -1 #0.

G ® 1. 5, et s, ont une écriture complexe de la forme
: 1 2 :
7' =ke®z + A et 2’ = ke®z + ),

Ors;(A) =s,(A)dou A=A, ets; =s.

2.a) tgje 5 etsy sont deux similitudes d’angle z et

2

2
sy(A) =J donc d’apres la question 1., fgj ° 55 = Sy-

de rapport De plus 1gj e sA(A) = ti(A) =T et

b) i ° sA(U) = 1i(K) = I = sy(U) donc le triangle
UIV est rectangle isocele en 1.

donc M, est I'image de M, par une symétrie de centre I.

o s

De plus,

A A

Il résulte que I est le milieu de [AA,].

[ 63 HEN VISR Vi

get,;eh(A;4)-t_, Donc g est une homothétie de
centre 2 et de rapport 4.

On note A’ le point tel que AA’ = u.

AI’

donc g = h(A’;4) et (MM’) passe par A’.

1" partie

J!
J B
T
yal
9 |
A |

)

1. Voir figure.

2.a) o(A) = B, o(I) = B, 6(J) = J, tel que OJJ, est
rectangle isocéle en J donc J, € (JB).

b)J, I, A sont alignés donc leurs images par o, a
savoir, B, B, J, (ou J) sont alignées et B’ est un point
de (JB).

3.1 A
A
A——t A

a) Par hypothese I, J, A sont alignés donc A, J', A’ le
sont également et A’ est un point de (AJ’).

b) L’image de (OA) par s est la droite symétrique de
(OI) par rapport a (OA).

¢) Il résulte que A étant I'intersection de (OA) et
(AJ), A’ est I'intersection de (OA’) et (J'A).

2¢ partie

1. a) La droite (1J) a pour équation y = - x + 1, donc

A a pour ordonnée 1 —m et I'affixe a = m + (1 — m)i.

b) s a pour centre O et transforme I en A donc son

écriture complexe est de la forme 7" = oz avec
m+(l-m)i=a

d'ott " = [m + (1 - m)i]z.

¢) A’ a pour affixe [(m + (1 = m)i] [m + (1 - m)i] = a?,

B’ est I'image de B d’affixe 1 + i donc B a pour affixe

[m+(1=-m)i][1+i]=2m-1)+i.

2.a) [m+ (1=m)i? =m? - (1 -=m)?+2m(1 —m)i donc

A’ a pour coordonnées (2m - 1 ; 2m(1 — m)).

b) Les points A’ et B’ ont méme abscisse (2m - 1)

donc B’ est le projeté orthogenal de A" sur (BJ).

A’B’ a pour coordonnées (O ; 1 - 2m + 2m?).

En calculant OA” et A’B” on démontre que

OA’'=A’A.
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¢) Les coordonnées de A’ sont :
x=2m-1lety=2m(1 -m)

d’otim = x_42-_1_ ety= %(1 —x2).

Donc A’ est un point de la courbe € d’équation

y=%(l—x2)-

Deplusm>0etm=1doncx>-1letx#1.

Il en résulte que P est l’arc de la parabole ‘€ obtenu
pour x > — 1 mais privé de L.

A’
7
1. a) Evident.

b) A a pour équation y = %x - .<§1 .
¢) ¢ a une écriture complexe de la forme 7’ = az + b

avecA > A’etB—> B’

-2+4i=a(l1+2))+b
Si=a(3+i)+b

Il résulte que a = % B+4i)etb=2i-1.

2. a) C a pour affixe 7 - 5i et D a pour affixe 3 - 7i.
b)Z -(1+C)=-2[z-(1 +i)]soitz"=-27 +3(1 +i).
h(A’) a pour affixe —2(-~2 +4i) + 3+ 3i=7-5i
h(B’) a pour affixe —-2(5)) +3+3i=3-7i

donc h(A") = Cet h(B") =D.

1
c)z—g—+—§(3+4i)z+5-i—»

1r 2 = 7.3 .
ui[—§(3+41)z+8—t]+§(1+z)

soit 7’ = %(3 +4i)z-1+2i.

Il en résulte que f= ¢ donc g = h ° 6 composée de
I’homothétie de centre Q et de rapport — 2 et de la
réflexion d’axe A.
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E& a) Faux,

b) o a pour écriture complexe 7’ = 7.

t a pour €criture complexe 2" =z + 1+
donc f =t o. Vraie.

)i pref=t oi°lGA°S=4A°O
80it G, ° 1 ° O = G

donc vraie.

d) Vraie.

2. a) k(I) est le milieu de [AJ] donc vraie.
b) h(O ;— 1) a pour écriture complexe z7° = — 1 z

2 2
1 154 1

donc 2 —52———>—52+1+idoncvraie.
¢) Faux.
d) k est une homothétie de rapport (— %)
h t

O - 0 - A
donc@%——1 (*}(_’)*—1 ﬁ—l AO

) ) 2 )
% GA=-AQet AG= % AQ. Ainsi G est le centre

de gravité du triangle A1J donc vraie.

e) k est ’homothétie de centre G et de rapport — % donc

k:s(G;n;1

2) donc vraie.

. 1. Vraie.

2. Faux, car une symétrie centrale est une homothétie
de rapport — 1 donc une similitude directe.

3. 5, ° 51 est une similitude de rapport 1 donc un dépla-

cement ou un antidéplacement. Il en résulte que ABC
et A'B’C’ sont isométriques. Donc la propostion est
vraie.

4. A d’affixe 2 —i a pour image le point d’affixe
%(3—41') Q+i)=2-i

donc A a pour image A, ainsi que O. Il en résulte
que la transformation est la réflexion d’axe (OA)

( %(3 —4i)| =1).

| 68 |
B— A
A—C
Le rapport est %(1 +./5)
= et ’angle — L
1+5 2




L. s = 5 est une homothétie de rapport — %(1 +./5) de | Deplus B— A donc (QB;QA)=- ;—t et £ appartient

méme centre Q que s. De plus au demi-cercle de diametre [AB] tracé sur la figure ci-
dessus.
B A i i Il résulte que Q est le projeté orthogonal de A sur
| (BO).

donc Q aligné avec B et C est un point de la droite
(BC).
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chapitre

6 | Sections planes de surfaces

Travaux dirigés (page 152
sy 1 |

LN'(0:0; zy).

Soit d la distance de N2 (Oz).d =NN'= [x{ + yi.
NeSoxl+yi=9d=3.

2. a) Cette intersection est I'ensemble des points
du plan d’équation z = 0 (c’est-a-dire (xOy)) situés
a la distance 3 de I'axe (Oz) donc de O : c'est le
cercle de centre O et de rayon 3.

b) L'axe (Oz) coupe le plan P en Q(0 ; 0 ; 5).
L’ensemble des points du plan P situés a la dis-
tance 3 de I'axe (Oz), donc de Q est le cercle de
centre {2 et de rayon 3.

¢) Le cercle de centre Q,(0:0;-4) et de rayon 3.

X = 0 x=0 .
Aa)d o 4 = donc I'in-
X +y =9 y=3ouy=-3
tersection de S et du plan d’équation x = O est la
. ; s x=3
réunion des deux droites définies par et
x=0 =
y=-3

b) L’intersection de S et du plan d’équation y = 0

: PU— x=3
est la réunion des deux droites définies par {

y=0
x=-3
{y =0 °
4. a) Analytiquement, la distance est % =%
{.r =2 {r =2 donc list
& onc l'inter-
.r2+_v2=9 y=ASouy=-./5

section de S et du plan d’équation x = 2 est la réunion
=2 ou {.r:Z .
y=:5 " ly=-5

b) Le cylindre S et le plan d’équation x = @ ont des

points communs pour @ € [- 3 ; 3]. L’intersection
est réduite a une seule droite pour |a] = 3.

La): 2 > 4 »e((x:y;2)=(0:0:0):
.r+y=Ez

des deux droites définies par {

le plan (xOy) coupe le cone au point O.
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z=5 ..
b): - 2 4 » 4:9{ S donc I'intersec-
=352 X +y =4

tion de S et du plan P d’équation z = 5 est le cercle du
plan P, de centre (0 : 0 : 5) et de rayon 2.

z2=-3
€)¢ 2 2 36 donc lintersection de S et du

X +y =5z

plan Q d’équation z = -3 est le cercle du plan P, de

centre €,(0:0;-3) et de rayon g .

v=0 x=A0 x=0
2Za)y 2, 2 4 26 2__,ou L
4y =522 V—g.;—U y+zz=0
y=0 y=0
b) ou
x—§z=0 r+%::ﬂ
x=1 X =
3a)1 2 2 4 214 > 2 _1
X +y —2_54. E&. =)

b) u et v sont orthogonaux a i vecteur normal au
plan P, et sont non colinéaires.
¢) O\M = Yu + Zv = yj + zk soit

b, 5 B S5 @
Y[E’H'ﬁk)+Z(_§j+3k)_yj+‘k'
Onendéduity = Y=Z etz =2 (Y +Z)

4

puisY=y+%zetZ=—_v+

3- Z.

= | v g- 2 = _4_ 2 _ 2 ? ¢
d) YZ = [_1 + 5¢](—y + Sz] =755 x=— y- et d’apres
le a), YZ = 1. La courbe ‘€ est donc une hyperbole
dont les asymptotes sont les axes (O, ; u) et (O, ; v).
e) Si A = 0, I'intersection est la réunion de deux
droites passant par O (des génératrices).
Si A # 0, I'intersection est une hyperbole.
f) Situation identique.



D0 E}

a) f(0;5)=25. b)f(-2:-3)=13. ©)f(3;:4)=25.

Kl 1. a) « 7 est toujours positif comme somme de deux
carrés.
* Les coordonnées de O vérifient I'équation :

02+ 02=0.
b)e fix:y) =x2+y>=fl—x;y):lasurface S est
symétrique par rapport au plan d’équation (yOz).
* flx;y)=x2+y?=flx;-y):lasurface S est symé-
trique par rapport au plan d’équation (xOz).
2.a)* A(1:1;2);B(-1:1;2):C(J/2:;0:2);
D(0;- .2 ;2).
b) z=2.

c) {Z - 2a , & {Zf . , I'intersection de P
Z=Xx"+y" X +y =2

et de S et I'ensemble des points de P situés a la
distance /2 du point Q(0;0;2).

d) L'intersection de S et de Q est le cercle du plan Q,
centré en ,(0:0;4) et de rayon 2.

e) Si A < 0, l'intersection est vide (car x> + y* = 0).
Si A = 0, l'intersection est un cercle (éventuelle-
ment réduit & un point pour A = 0) centré sur [Oz)
et de rayon /A .

J.a)e {x= 02 , & {.r - 02. L'intersection de
Z=x+y Z=y

S et du plan (yOz) est donc la parabole d’équation

z =y?dans le plan (yOz) rapporté au repére ortho-

normal (O ; j. k).

. {x B 02 , © {.r N 03 . L’intersection de S et
Z=X +y z=x
du plan (xOz) est donc la parabole d’équation z = x2
dans le plan rapporté au repere orthonormal
(0, ;). k) avec 0,(2:0;0).
* De méme, I'intersection de S et du plan d’équa-
tion y = 2 est la parabole d’équation z = x> + 4 dans
ce plan rapporté au repére orthonormal (O, ; j, k)
avec 0,5(0:2:0).
¢ L’intersection de S et du plan d’équation x = A
est donc la parabole d'équation z = y* + A? dans ce
plan rapporté au repére orthonormal (O, : j: k)
avec O;(A:0:0).
4, a) Pour tout point M de S, le plan P perpendicu-
laire a [Oz) passant par M coupe S suivant un
cercle ‘€ de ce plan centré sur [Oz). Ce plan P coupe
la parabole définie au 3. a) en N appartenant aussi
a ‘€ (et aussi en un second point, en général...). M
est I'image de N dans une rotation d’axe (Oz).

{z =xy {x= A
C) o=

b) Résulte du fait que

2 2 2 2 2 9
(xa +Ya)+(xg+yp) (xA +.tB)~ (yA +yB)—
# +| =
2 2 2
(pour A # B).
La surface S ne peut contenir de segment [AB] car
le milieu du segment n’appartient pas a S.

lLa)xy=0=z

b) xy = (- x)(— y) : la surface S est symétrique par
rapport a I'axe (O; k).
2.xy=0&x=00uy=0.Lintersection de S et du
plan (xOy) est la réunion des deux axes (O: i) et
(O:)). | 1

J.a) A(1:-1:-1). B(2 =3 s —1), C( i:—2:- 1)
et D(10;-0,1;-1).

b) Ils appartiennent a S et au plan d’équation z =- 1.

1
= y XD =—1 V:——
c){Z ki @{r_v &4 X (carx=0).

z=-1

L'intersection de S et du plan P est I'hyperbole
¢quilatere, dans le plan P, d’équation y = - %

d) L’intersection de S et du plan d’équation z = A

est I'hyperbole d’équation y = j-:

y
4.a
){.r:{]

avec le plan d’équation x = 0 est contenue dans la
droite intersection des plan d’équations x=0et z = 0.
Réciproquement, tout point de la droite intersection
des plans d’équation x = 0 et z = 0 appartient a S
carOxy =0.

L'intersection de S avec le plan d’équation x = 0
est donc I'axe (O ).

b) De méme, I'intersection de S avec le plan d'équa-
tion y =0 est I'axe (O; k).

= x = z = (), donc l'intersection de S

x=2X Z=Ay

I'intersection de S avec le plan d’équation x = A est
la droite de ce plan d'équation (dans ce plan) z = Ay.
De méme, I'intersection de S avec le plan d’équa-
tion y = A est la droite de ce plan d’équation (dans
ce plan) z = Ax.

z=xy p—
5. ’ ﬁ{ !
{I-y=ﬂ x-y=0

I'imtersection de S et du plan d’équation x -y =0
est la parabole d’équation (dans ce plan) z = x2.
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L a) R = bar{(M, pn), (N, 1 -p)}
= bar{(A, pA), (B, (T - &), (C(1 - p)(1 - A)),

(D, A(1-p)}
= bar {(A, pA), (D, A(1 - )), (B, u(1 - 1), (C(l W

-M)
= bar{(P, 1), (Q,1-A)}.
b) 1l résulte du a) que, quels que soient A et p (non
nuls), R appartient a (MN) et a (PQ) : ces deux
droites sont concourantes.
2. a) Immédiat.
b) OM = A OA + (1 - 1) OB : les coordonnées de
Msontdonc (A - (1-A); A+ (1 -A); A—(1-4)),
soit
(2A-1;1;20-1),

qui vérifient bien xy = z. Donc M appartient bien
as.
La vérification se fait de la méme fagon pour N, P
et Q.
¢) Cela résulte de la définition barycentrique d’une
droite : par exemple, la droite (AB) est I'ensemble

[ 1 Corrigé dans le manuel.
Y +2z22=3.

a) Le cercle de centre Q(0; 0; 2) et de rayon 5
dans le plan d’équation z = 2.
b) Deux droites (paralleles) définies par :

x=-4 x=-4
et .
bt b
¢) Le plan ? d’équation y = 6 n’ont pas de point com-
mun car pour tout M de (Oz). d(M, P) =6 > 5.

N2+ 22 =20.

BN 1. a) Théoreme de Thals dans le triangle OAK :

MH _ AK )_ 4

OH-OA < MH? = OI-I2

b) MHZ = x2+y2,0Hz—zzet0*-=OH =5.

2, a) H est le projeté orthogonal de M sur I’axe [Oz).

Il en résulte MH? = x2 + y2, OH2 = 2.
334

des barycentres de (A, A) et de (B, 1 - A), avec A

réel.

d) D’aprés 2. b), les coordonnées de M sont :
(2A-1;1;20-1).

On trouve de la méme maniére N(2A—1;-1;1-24).

R est le barycentre de (M, p) et de (N, 1 — ), donc

OR = uOM + (1 - w)ON et les coordonnées de R

sont (2h-1;2p-1; (A -1)(2u-1)).

Elles vérifient xy = z, donc R appartient bien a S.

e) (AB) est I'ensemble des points M (2A-1;1;2A-1)

qui appartiennent au plan P, d’équation y = 1.

f) Les coordonnées de E vérifient Jl; .:y =x=2z
donc E appartient au plan P, d’équation x — z = 0.
P, et P, sont sécants car les vecteurs #,(0; 1; 0) et
ny(1; 0; - 1), normaux respectivement a P, et 4 P,,
ne sont pas colinéaires.

Leur intersection est donc une droite.

Elle contient les points A et B : c’est la droite (AB).
g) Cela résulte de e) et de f).

De méme, 'intersection de S et du plan P, est la
droite (AD).

4 MH 2

2—--— —_— = -

MH_ZSOI-I2 OH-3"
b)Siz=0

Cette hypothése entraine que x et y ne peuvent étre
simultanément nuls : M n’appartient pas a I’axe [Oz).
Dans le plan (OAM), la paralléle 28 (HM) passant par
A coupe (OM) en L.

MH _ AL

Théoréme de Thalés dans le triangle OAL : — OH_OA’

donc AL =2. L appartient au cercle de centre A et de
rayon AK (dans le plan d’équation z = 5), L est donc
I'image de K dans une rotation d’axe [Oz] : M appar-
tient donc bien au céne S.
Siz=0,alorsx?+y?=0soitx=y=z=0:MestenO,
sommet du cone.

[ & 1 Corrigé dans le manuel.



L’ensemble des points communs au cylindre et au
cOne est la réunion des deux cercles de rayon 3, centrés

sur (Oz) et situés dans les plans d’équation z = g et
3
z=-73.

2

BEM® Equation du cone S d’axe (Oz) de sommet O
et contenant A : x2 + y2 = 472,

2
12+32=10;e4x@ =9,doncBé S.

A et B n’appartiennent pas a un méme cOne de som-
met O et d’axe (Oz).

BEM® 2) Le cercle de centre Q(0 ;0 ; - 2) et de
rayon 2 dans le plan d’équation z = - 2.

b) Une hyperbole.

¢) Une hyperbole.

i[®M® L c cone S de sommet O a pour équation :
x2 + y2 =972,
a) x2 + y? = 144. Le domaine est un disque de rayon 12
donc o = 144m.
b) 254 = 288r donc r? = x? + y? = 288 = 922,
soitz=4.2 ouz=-4./2.

BEEM S 1. Le cercle de centre Q(0; 4; 0) et de rayon 3
dans le plan d’équation y = 4.

2. (Oy) est I'axe du cone.

¥ +72=0=x=7=0=y=0:le sommet ducdne est O.
3. %yz ~Z=ley=z %:Jl + z” donc deux hyper-
boles d’asymptotes :

x=1 x=—1
4 et 4 -
}’—EZ y _EZ

1. a) La section de S et du plan P d’équation
z = A est le cercle d’équation x2 + y? = A du plan P de
centre ©(0; 0; &) et de rayon J/A.

b) o = mA.
c)“lf=f3nldl=%lt.
2
%A TAy 8lm 9./2
2. ﬁnldl:—%:—‘r,smt}un:%.

BEN1 2+ )2 +22=1.
3 5 3 3
z=x"+y Z=X+y

2.{ a»{

x2+y2+zz=] zz+zfl=(]

Les deux surfaces se coupent suivant le cercle € sur le

J5=1
2

plan d’équation z = , centré sur (O; k) et de

45=1
P

3.a)r?=x?+ y? =, donc o = mA.

o [P35 5 055)

Q) r2=x2+y2=1-22 d'od of = (1 -A?).

R 2 N
V= [ 5 w12 ar=r(n-1)
2

3
S )

rayonr =

Sm
E(.'i—dlf_))

¥t g(s_zﬁ +3_3J5)

= (0,999 98.

gl s - B o - >
o it - = Sy on g e

BER® 1. f(x;y) = (x-1)2+ (y + 3)2 - 10.
2.Y(x ; y), flx ; y) > - 10 et ce minimum est atteint
pour (1 ;-3).

lim flx;y) =+ o : la fonction f nadmet pas de

X +o0

maximum,.
3.k=-10.

(x—1)2+(y +3)? =10 + k : la section est le cercle centré
en Q(1 ; - 3 ; k), de rayon ./10+ k dans le plan
d’équation z = k.

Remarque : Pour z = - 10, le cercle est réduit 4 un point : Q.

4. {z=x2+y2—2x+6y i {z:.t2—2x

y=0
La section de la surface S par le plan % d’équation
y =0 est la parabole d’équation z = x? — 2x dans le
plan ? rapporté au repere (O ; i, k).

y=0

Divers &

-

(35 1 Corrigé dans le manuel.

1. a) Dans (O j, k), la courbe 6 a pour équation
z = y? -4 : c’est une parabole.
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b) ‘€ a pour sommet le point de coordonnées (0; 0;-4).
Elle coupe I'axe (O: ) aux points de coordonnées
(0:2;0) et (0;-2:0).

2. Dans le plan d’équation x = A, de repere (Oy; j, k)
avec O,(1: 0: 0), z = y? — 4 est I'équation d’une para-
bole, image de € dans la translation de vecteur Ai.

3 ){Z=v2—4 {z=3 {Z=3
. a8 % L= =4
F=3 y2=? y:+ﬁouy=ﬁ

La section de S par le plan d'équation z = 3 est la
réunion de deux droites (paralleles) intersections des
plans d'équation y = — /7 et y = /7 avec le plan
d’équation z = 3.

h {Z=—4 {Z:—&'I.
) =]
z=y2-4 y=0

La section de S par le plan d’équation z = -4 est la
droite intersection des plans d’équationy =0 et z =—4.
¢) L'équation A = y2 — 4 (équivalente a y2 = A + 4)
admet des solutions (en y) pour A = -4,

Pour A > -4, le plan d’équation z = A coupe S.

Remarque : Pour A = - 4, le plan est tangent 4 S.

= 0 = 0
4. a) {)’ 2 = {y
=y - 4 z=-4
Le plan P d’équation y = 0 coupe S suivant la droite

intersection de P avec le plan d’équation z = - 4.
C’est le plan tangent vu au 3. ¢).

=5 =5
b) {y . {y
=y - 4 = 21
Le plan Q d’équation y = 5 coupe S suivant la droite

intersection de Q avec le plan d’équation z = 21.

1. z = a. La section de S par le plan d’équation
z=aestladroite d’équation y = ax (privée du point O).

£y

2.y = b. La section de S par le plan d’équation y = b
est I'hyperbole d’équation xz = b si b est non nul et la
réunion des axes (O:i) et (O; k) (sauf le point O) si
b est nul.
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3..1' =C.
Pour ¢ non nul, la section de S par le plan d’équation

x = cest ladroite d’équation z = f (privée du point O).

BENS 1.u-v=1-1=0:DetD’ sont orthogonales.
OA -u=0doncd (0O, D) =IOAIl = 1.
De méme d(O,D’') = IIOBII = 1 et O est bien équidis-
tantde Det D'.

Ry
2.0M=0A +w,dou{y=t ,te R

z=1
Soit N un point de D.
MN2 = (1—x)2 + (1-y)? + (1 - 2)2 = f(¥).
f(t)=2(t—x)+2(t—y) =2(2t — x - y), donc fest mini-

X+ -
male pour t= —2—2 et la valeur minimum de MNZ est :

f(x;y)={x~2y}2 +(1=2)2

Dans R*, MN est minimum lorsque MN? est mini-
mum, donc la distance de M a la droite D est :

2

xX=t

3. De méme, { y =— 1 est une représentation paramé-
z=-1

trique de D’. Soit K un point de D".

MK2 = (t-x)2+ (=t -y)2 + (-1 -2)2 = g(1).

g1 =2(t—x)-2(-t-y)=2(2t-x + y) donc g est mini-

male pour = x%y et la valeur minimum de MK?2 est :

x=yy_(x+ y)2
-y 5
g( 3 ) 5+ (1 +z)°
La distance de M a la droite D’ est le réel :

2
J(—szy) +(1 +z)2.

4.Me S & MN = MK & MN? = MK?

2 2
ﬁ%i-{l—z}zm% +(1+2)?

xy+2z=0.
5.a) AB = — 2k, donc les plans orthogonaux a (AB)
ont pour équation z = A, avec A réel.

z=A z=A
&

xy+2z=0 xy=-2A
Si A # 0, la section de S par le plan d’équation z = A
est 'hyperbole d’équation xy = — 2A dans le repére
(Q:1,)), avec Q(0; 0; X).
SiA=0,lasectionde S parle plan d’équation z = 0 est
la réunion des deux axes (O;i) et (O:j).



b) Les plans orthogonaux a I’axe (O; i ) ont donc pour
vecteur normal i et donc une équation de la forme
X =a, avec a réel.

x=a x=a
o
xy+2z=0 ay+2z=0
La section de S par un plan orthogonal a I'axe (O; )

est donc une droite. Il en est de méme pour la section
de S par un plan orthogonal a I'axe (O;j ).

IEM® Bac Inde, 2004.
1.0A . AB =0.
2. a) Equation générale d’un céne d’axe [Oz) et de
sommet O : x% + y2 = 2272,
Comme A(0 ; 5 ; 5) appartient au cone, A> = 1 et le
cdne admet pour équation x? + y% = 72,
b) Une équation de la sphere de centre B passant
par A :
¥2+y2+(z-102=BA2=50.
{x2+y2=zz ﬁ{zZS |
Liyrelz-10P=50 l+y*=25
L’intersection du cone I et de la sphére S et donc le

cercle de centre le point de coordonnées (0 ;0 5), de
rayon 5 dans le plan d’équation z = 5.

C) z

3. Lasection d’un cOne par un plan parallele a son axe
et ne le contenant pas est une hyperbole. C’est donc
la figure 3.

4. Par I’absurde. Supposons x et y sont tous les deux
impairs. Il existe deux entiers i et v tels que x = 2u + 1
ety=2v+ 1, soitx?=4u? +4u+1etx?=1[4]. De
méme, y? =1 [4], d’ot 22 =2 [4].

x et y étant (supposés) impairs, x* et y* le sont aussi. Il
en résulte que zZ et z sont pairs et donc que z =0 [2]
et z2 =0 [4]. Ce qui contredit le résultat précédent
z2 =2 [4]. x et y ne peuvent donc étre simultanément
impairs.

EEel® 1.2) V(x:y: 2), (- ¥2)y = ¥%y. Le plan (yOz)
d’équation x = 0 est plan de symétrie de T.

b) V(x:y:z).(-=x%) (-y) =(-z). Le point O est centre
de symétrie de T.

y=0 y=0 __ -
2.a) 2 = . L’intersection de T et du
xXy= 0 z=0
plan (xOz) est I'axe (Ox).
b) De méme, I'intersection de T et du plan (yOz) est
I'axe (Oy).
= — = 0
3. a) {zj 0 @{x 0 c-u{“'r ;
_["y = z=0 z=0

L’intersection de T et du plan (xOy) est la réunion
des axes (Ox) et (Oy).

b) L’intersection de T et du plan z = k a pour équa-
tion, dans le repére (K ; i, j) x?y = k. k étant non nul,
X ne peut étre nul et une équation équivalente est :

k
y==-
4. K
, J '
______ N
; LT
-1 -\E o] \E 1
a)S(k):l—jl K av=(1-45).
x°
b)“’if:J-l {I—2ﬁ+k}d.r:%.
1]
[ _r2+y2+22=25
2" a) ¥ B .8 2.2
X +y =2z < =3

2 74 2 2 2 2
X +y +2°=25 X" +y +2°=25

=1..58 e .o 5.3
L L) __ N9
3 3
5.3 5.3
P, B t@zzz:——S
EIEI I
"B "3
(6] 2
5.3 5.3
=3 z=-=3=

b) €, et ‘¢, sont contenus dans le cylindre d'équation

3,35
X+ ypr==.
773

| IEZH® 1. a) Les vecteurs u(1: /3 —2)et 5(2:{1:—1)

normaux, respectivement a P et Q n’étant pas coli-

néaires, les deux plans P et Q ne sont pas paralleles.

7=2% - {z =2%
y=.3x

d'olt le syteme d’équations paramétriques de la
droite A :

b)M(x:yv:z)e A
ki {x+ 3y-2z=0

x=t
y=1t/3 avecre R,
z=2t
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¢) Un cone de sommet O et d’axe [Ox) admet une
équation de la forme y? + z2 = A2 x2,

Le point A(1 ; /3 ;2) appartient au cdne : donc A2 =7,
et y2 + z2 = 7x2 est une équation du cone.

2.Figure 1:z=2.

Figure 2 : x =3.

3. a) La liste des carrés modulo 7 :

x 0 1 2 3 4 5

2 | 0 1 4 2 2 4 1

L’équation x? = 3 [7] n’a donc pas de solution.

b) (7 divise a2 + b2) & (a + b2 =0[7))

or cette dernigre proposition n’est vraie que si a® et b
sont congrus a 0 [7], c’est-a-dire si a et b sont congrus
a0[7].

4.2) A e I'= b2+ ¢ =7a? donc 7 divise b2 + 2 et
d’aprés la question précédente, 7 divise b et c. Il existe
deux entiers b, et ¢, tels que b =7b, et ¢ = 7¢c; d’ol
49(b? + ¢}) = 7a® donc a®> =0 [7] et a = 0 [7], d’aprés
le a).
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b) Deux remarques préliminaires :

* Le seul point du cone d’abscisse () est son sommet O.
* Pour des raisons de symétrie (par rapport a O, aux
plans de coordonnées) on peut se limiter & chercher
des points dont les coordonnées sont des entiers
naturels.

Supposons donc qu’il existe des points du cOne ayant
des coordonnées entiéres avec x non nul. Soit x; la
plus petite des abscisses de ces points. Il existe un
point M(x; ; z,) de I (autre que le sommet) dont les
coordonnées sont entiéres. Alors, d’apres la question
précédente, il existe des entiers x|, y; et z, tels que
x=Tx,y=Ty,etz="7z,.

De yﬁ + zﬁ = '?xg , on déduit y:l! + zf = Tx%. Le point
M, (x, ; ¥, :2;) appartient donc & I" et ses coordonnées
sont entieres, avec 0 <x; < x, ce qui est impossible car
xg est, par hypothése, la plus petite abscisse non nulle.
Le seul point a coordonnées entiéres du cone est donc
son sommet.



Problémes de synthése

(spécialite)

1 LR S,-S,, = nin+ 1)—2m(m +1)

_(n—m)(n+m+1)

= 5 )

* Sin et m sont de méme parité, alors n — m = 2q et
doncS,-S,, =q(n+m+1).

Or a divise n — m et a impair, donc a divise g et donc
adivise S, -8, .

* Sin et m sont de parités différentes, alors n + m + 1
est pair etdonc S, - S, = (n—-m) q' d’ot le résultat.

g
*Soitrlereste;m=11g+retS, = 11q_-;r_+_r ;
Or 12 + r est toujours pair, donc 11¢’ aussi, donc :
p
_Ir'+r

S ="~ (mod 11)

avec r dans [0; 10]. En examinant les onze cas, on
trouve que les restes possibles sont 0; 1; 3: 4; 6; 10.
2.

Sm = ﬂ)\’] X S
Donc,x-flx)<S,, ,,-S,, =m+1;

or,S, <2vetdoncm?<m?+m=<2x,m< .2v,
d’oll le résultat.

.nn+1)
3.a)Si —5

alors n + 1 = 2q, d’oli ng = t%. Or, n et g sont premiers

entre eux, donc n et g sont des carrés parfaits.

Méme démonstration si n est pair.

Cette question prouve deux choses :

lorsque n est pair, n = 2q, alors n + 1 est un carré

parfait et g aussi, donc n = 2v2.

b) S; = 36.

Si S, est un carré parfait et n pair, alors, d’aprés 3. a),
n=2v2etn+1=u?

Sin' =4n®+4n, alors :

m+ 1

=u?, alors n(n + 1) = 2u2. Si n impair,

B e {4n2 + 4;1){4:12 +4n+1)
/I 2

=(2n% + 2n)(2n + 1)2

=2n(n+ 1)2n + 12 =42 x> x 2n + 1)2,
¢) n est pair et S, est un carré parfait, alors n = 212,
n+l=u?donc2v?+1=ulet2v?=(u—-1) (u+1).
Or, u est impair (car 2v° + 1 = u?), donc u - 1 est pair.
u-1=2ketu+1=2(k+1)doncn=2v2=4k(k+1).
v? est pair, donc v aussi, donc v = 2g et :

BEMS 1. a) Soit 1 + kb et 1 + &'b les deux nombres.

On peut supposer k < k'. Si a divise la différence

(k" = k)b, alors a divise k" — k (car a est premier avec

b). Ce qui est impossible car k' — k < a.

b)l+kb=qa+retl+k'b=q'a+r'.

Sion avait r = r', la différence (g’ - g)a serait divisible

par a, ce qui est impossible.

c¢)et d) Il y a donc a restes distincts dont 'un est

nul. Donc il existe x, entier naturel inférieur a a, tel

que 1 + bx = ay.

€) Méme démarche avec lasuite 1,1 +a, ...

2.a) D’aprés Bezout, x et y sont premiers entre eux:

de méme pour x’ et y’.

g

b .

Méme démarche en partant de bx' - ay’ = 1 pour

a _x'

f_} < y—, i

b) ay —bx =bx' —ay' d'oua(y +y') = b(x + x'), donc,

puisque a est premier avec b, a divise x + x’. Mais

x+x'<2adonca=x+x'.

De méme, b=y +y'.

On remplace dans I'égalité ay — bx = 1, ce qui donne :
(x+x)y-(y+y)x=1

d’ou le résultat.

¢) Raisonnons par contradiction et supposons par

exemple ¢ <x’, c’est-a-dire ¢ < x' - 1.

e X
ay > bx donc en divisant par by : =i
V

: x_e_x' i
Fixons d et prenons =Ee% e Quel que soit le nom-
¢

bre ¢ vérifiant les inégalités précédentes, cy’ < dx’ et
dx < cy.
Donc pour ¢ prenant les valeursc = 1,2, ..., x' - 1, tous
les nombres cy’ étant majorés par dy’, le plus grand
Iest aussi, donc (x' = 1) y" <dy’, donc :
).-"(_1"1— 1) cide D (x"= 1)y .
X X

[ [ [
y'(x' =1 xX'=-1)y
donc (——} <d<® =) :
X X
d’ou xy'x' —xy' <x'?y-x'y,

- . 5 3 ' ’ . N .
qui ¢quivaut a xy'x’ <x'<y + xy' —x'y, c'est-a-dire :

1

) ¥
xy'x' <x'éy+1,doixy —x'y< =,
: T x

& g ¥ s e i
c’est-a-dire 1 < =, d’oli la contradiction.
X

Des démonstrations semblables permettent de mon-
trer les autres inégalités.
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BEM® A.1.2) Equationde d:y=rx +r.

yY=rx+r
On résout le systeme {
x*y =1
L’équation donnant les abscisses des points d'inter-
section est x% + (rx + r)? = 1, c’est-a-dire :
1+ x2+2Px+r-1=0.

-1 est évidemment solution, I'autre est obtenue en
. . c . .
disant que le produit est = On obtient les expressions

données par le texte. Doncsi r e @, x et y aussi.

b) Si M est un point du cercle (sauf A) de coordon-

nées (s: r). alors le coefficient directeur de (AM) est

r= _:: ] . Donc si s et  sont dans Q. alors r aussi.

2. a) Immédiat.

b) Si m et n ont pour PGCD d, alors m = dm’ et
=dn’ avecm’' et n’ premiers entre eux et alors :

2 2
m'"-n' p—_— 2m'n’
X 2 ,Ze ¥= ' 2
m'—n m'“+n
2
X ; x
B.X’+y’ =22 _2+y_2 =1, donc le probléme équi-
<

vaut a trouver les points rationnels sur le cercle unité,
ce qui a €été vu au A.

BES A. 1. = dm,, n = dn, et m?> = An, donc
dm3 = hn,.
Or, n, est premier avec m,, donc avec m3.
Ainsi n divisant dm3.il divise d et d = 8n,. Il en résulte
que n = 8n7 et n est divisible par un carré parfait.

@ B, B, B

2.a) n=pn*; sm-q, q, - .alorsu:q]‘q2 ey
(1,‘, ” . (I‘, +1 : A ;
avec p, = 5 iy est pair et By = —5— sioy impair.

Il en résulte que les autres valeurs de m sont des
multiples du nombre m ainsi formé.
b) n=108=22x 33 la plus petite valeur de m est 2 x 32
=18, et les autres valeurs de m sont 22 x 32: 2 x 33,

2

B.l.p=n~’1 donc :

dm Sn,m-
p= 8::1———5 %— L
ny

=0(ny + my)(n; —m,).

2.ep=1lsin+m =1 etnl —m, = 1, ce qui est impos-

sible.

*p=2sin;+m=2etn —m =1, cequiestimpos-

sible.

3. p premier a pour diviseurs 1 ou p, donc :
np+mp=p.n-m=138=1

Donc n| = 1 ; : etm, = P—El Donc I'équation [4] a
2
une solution unique qui est n = (*‘%IT etm= .DT—I
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AP - AP’ = AP - AQ car P’ se projette orthogonale-
ment en Q sur A. De plus,
AP- AP =(AO + OP)- (AO - OP)
= AO?-OP=AQ?- P,
C.OB-0OA=00%-r;0r,r >r,doncO'B-O'A >0
2

7
r’,ouencore 7 =r' —
=

etO'BxO'A=r2-

Enposantp=7,r' =netr=m:on retrouve la situation

2 =
précédente, donc r' = [?—*2'—1} =l6etr= % =12.
A ((”
° g P
eALf(-x)= — = r:—f{x)doncf
e +1 1+¢
est une fonction impaire.
2e”
fl(x)= ——.
(1+¢%)?
X |- + 00
f'(x) +

]

e |k

e -1

2e" .
e +1

b) A(A) = | g[1 - f(x)] dx = [ g2 -
e' +1

=[2x-21In(e* + 1)l =21In2 + 2[A—In(1 + 21)].

2.a)

= f(x).

e +1

2¢e*

dx



A A
c)h—ln(1+2"):ln( 5 J et lim ln( = l]:o
l+e Ao+ 11 4e

donc 11m A(h)=21In2.

A= +on

B. Etude d’une suite
1. T, a pour équation y = %.r. On pose pour x = 0

;7 s T s Ml
¢(x) = 5%~ flx) donc 9'(x) = 5 - f'(¥) = ———=
2(1+e7)

= (0 donc ¢ est strictement croissante et de plus
¢(0) = 0 donc pour tout x > 0, ¢(x) > 0 et T, est au-

dessus de ‘{?,f.
2.a) Pourtoutx = 0,0 = flx) = %x

: 1
soit0=u,,, < 3 U

b) Par récurrence on établitque 0 < i, < [%]" 1 soit

1
0= iy, = (i)".

lim G)" =0 donc

n— 4oe

lim wu,=0.

n— +ee

C. Etude d’une fonction logarithme

Lg(-x)=In 1-X = _In _‘ = — g(x) donc g est
l+x 1-x
une fonction impaire.
ey 1 1 2
g'(x) l+x+l—x_1_x2
EECR— —
g't) = + ~ -0

g(x) D\_m _m/'“a i WY 0

Voir courbe sur la figure de Al.

1

2.B(b) = — Jog(r)ds

—lm[(x+l)ln(.r+1) (x—1) In(x - 1)]3

i‘.‘J"

B(b) = ﬁ[b In(b+ 1)+ In(b + 1) - b In(b - 1) +

In(b-1)-31n3].
b ln(b+1) % 1
b-2 b-1 b-2

B(b) = 3]113
donc lim B(b)=0.

2 i RS
In(b* - 1) —
b — +oo

D. Fonctions réciproques

1. g, est une bijection de |- 1 : 1] sur R. Il existe donc
g7 définie sur R.
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¥
ln(l_tf) :yd’oﬁlﬂ =e-”et:c=ev_1
b= — e +1
*-1
donc g :x— etgi=f
e +1
2. g(x) = g(x,) équivaut a |1 —x| - [L+Xg
L 1+x l+x 1+x 1+x,
soit = ou - _ )

2 1
Il en résulte que x = xyoux = L avecxy# 0.
)

3.a) (fog) (—x) = flg(-x)) = fl-g(x)) = - flg(x))

=—(f°g) (x) donc la fonction f° g est impaire.
b)Sixe |-1:1[ foglx)= (g °g) (x) =x.

Six>1ouxc_1fag(x)=i

) SO

I LOm— =1

-2x = e e2.r

= = - fi(x)

1+e

S A Lef(-x)=2
e 41
donc O est centre de symétrie.

* lim fi(x)=-1et lim f(x)=1donc lesdroites
X ——co X — 4o

d’équations respectives y = 1 et y = — 1 sont asympto-
tes a €,.

421

*filx) = 5
(e +1)
sante sur R.

2. La tangente T en M a ‘€, a pour équation

- > ( donc f est strictement crois-

462-"{1 2xy 1
(e "+1) e '+1
1x, 1
Donc P a pour coordonnées [x(,+ ’+ 1} et
2e 0
2x,
Q[xﬁ—e 2+l _]]
2e ol
S e”‘r“ + 1
I1en résulte que X, = etX;= d’ol
2e%"
2x
1 1 20 %1)
X X o . s
1 2 e '+1



B. 1. La translation de vecteur In \m i transforme M
de coordonnées (x ; y) en M’ de coordonnées (X ;Y)
tellesque X=x+InymetY =y.

2x 1
e -
Ory=—- donc
e +1
1 2x
t:2}(E—ZI|‘| m 1 ae -1 ezx m
Y 2X_2indm . 1 2X . .2X =In(X).
e e +1 —e" 41 € +m
m

Il en résulte que I'image de €, est ¢

e™ (1 -m)
(e + nr:)(nez"r +1)
si0<m <1, f,(x)> fi(x) et €, est au-dessus de 6,.
Sim > 1€, est au-dessous de €,.

L = f).

e +m e +m

b) #A(A) = I}:;'[fi(x) = fn(¥)]dx car m > 1 et 6, est au-
dessus de €¢,,,.

2x
2e%* 2e
5’-‘1(')=J_1{ Fx +1 -eh+m}dt

2x A
:[lnT‘:l =1n[en+lJ—ln 821-”)
S e +m e +m
et lim sl(A)=Inm.

A — +eo

avec m > (0 donc

Z-fm(.l') _'f] {'1) =

BEA® A.1.a)f définic pour (.\: #0 et -

donc sur |-ee; - 1[ U J0; + oL

X
+1}0]‘

b) Pour tout x > 0, f(x) = '% (I+xInx-xIn(x+1)),
d’olr : lim f=+ee,
o*

i ; R B »
<) I.il:lf—ﬂ (llm ln(r_”) lim InX 0).

X — oo X=l

2. Pour tout x > 0, f'(x) = 2;{0'

X (x+1)

x |0
() - |
it e |

3. Intégration par parties :

k X X k k dx
j]m(x+ l)dx_[xln(,r+ I)]l N J‘,!c+1

=klnk-(k+1)In(k+1)+2In2,

. . [k - k

dou],f(.r)d_r—(k+ l)ln(m) +2In2.

B. 1. Sur [m;m + 1], i <l< 1 ,d’oll le résultat.
m+1l x m
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ZJ::Hd—x—l (n'-'-ljz-ln( m )———f(m)

X m m+1 m

d’ou (a l'aide de B. 1.) I'encadrement demandé.
SR S
x(x+1) x x+1°

C. LPourx=0etx#-1,

(11 I I
Z'S”_(n n+1j+(n+l_n+2)+m+

(L_L_l_‘
2n 2n+1)

=l
“n 2n+1

-

n2n+1)"°
3. En additionnant membre 2 membre les encadre-
ments de B. 2. obtenus en prenantm=n,n+1,...,2n:

2n

0= ¥ fik)=S,

k=n
=0.

lim S, =0.

n = 4o

Ondéduit lim u

e

4.a) Pour tout k = 1, f(k) =

n

+ +lnk In(k+1).

En additionnant membre a membre les égalités obte-
nuespourk=n,n+1,..,2n:

1 = 1
zf(k)— Z +ln2n+1—v ln(2+;)

k=n k:n
1 R
=vﬂ—ln2(1 +—~—)=vn—ln2~ln (“E}'

2n
b)u,=v,-In2-1In [1 +2in)

v,=i,+In2+In (1+ﬁ}.

(u,) converge vers zéro, donc (v,) converge vers In 2.

BEMS 1. Définition du nombre dérivé de Inen 1 (ou
de la fonction x> In (1 + x) en zéro).

2.a) Pc:)Sf:t)’(:l
X
1
1\ _rln[|+;)
b)(]+;] =e pour tout x > 0.

On déduit lim (141 =e.

X =3 oo X

A. 1. a) On supposera n #0 (fy(x) = 1 - x).

* Pour tout x réel, f},(x) = [n— (n + 1)x]x" - 1.

Sur R*, f, est du signe de —x[x - %]

Sur R, f}, est du signe de x,, _ , donc dépend de la
parité de n.

n
n

”"'lj (n+1)

e Les limites en +oco et en — sont celles de —x + 1.

Pourtoutn=1, M, f(

n+l’



n pair
X |- 0 Lt + o0
n+1
fa x) - 0 + 0 -

n impair
X — oo 0 _n—" + oo
n+1
f; (x) + 0 + 0 .
Mﬂ
f - ﬂofﬂ ‘\—\\*_m

b) Pour tout nde N*, M, < 1.
* Pour n impair, I'image de R par f, est |- e; M, ],
donc I’équation f,(x) = 1 n’a pas de solution.
* Pour 7 pair, I'équation f,(x) = 1 admet une solution
unique, située dans R~ (la restriction de f,, 8 R~ est une
bijection de R~ sur R*).
2. Pour m et n quelconques,m>n =1

@) =f(x) & (1-x) x" (xm =" 1) = 0.
Toutes les courbes €, contiennent O (0;0) et A (1;0).
f(0)=0, f',(1) = - 1; les courbes €, sont tangentes
entre elles aux points O et A.
n" 1 (' n )"

(n+1)ﬂ+1=n+lkn+l
1 1

= x X
n+1 1\
(1+3)

n
2. Voir la figure a la fin de I'exercice.
Pourtoutn =1, f, , (x) - f,(x) =x"(x-1) (1 -x)

=-(x-1)%x"

Sur [0; 1], cette différence est négative : 6, , | est en
dessous de €,,.

3. a) D’apres le préliminaire :

B.1.Pourn#0,M, =

lim M,=0|car lim L s :
n— +oa n—++u( 1)" e
1+-=
n
L _ 1
b)l,,_Jﬂx(1-x)dx_—-(”+1}(n+2).
¢) lim In=0.
H— +eo=

Prévisible car, sur [0; 1] 0 < g,(x) < x, donc, par

1
n+1’

intégration, 0 < I, <

n n
4.8)S,x)= Y g(x)= Y (¥-x+t)=1-x"+1,
i=0 i=0
* S,(1) =0 pour tout n.

Pour0=x=<1, lim x"*!=0,donc lim S,(x)=1.
H = too n— 4o

0
lim Jn=
s HRaile
k=0

n 1 n
= 3 (heena)= 31,
k=0 k=0
< 1

= Z —_— =S .

k=0(k+1)(k+2) i
On déduit lim s,=1.
n—+ee

¢) Les limites sont toutes deux égales a 1.

1 ] | :
| ] - -
: | M
[ ! | | | | :
] -
| _l_l | I
LT i | -
'y i ! |
[ - =
I |
TN
EEEEEEEN
! ; H
1 - s s
| 4 Jl_-—--.- -h"-‘ _:
- - \ I
27l ,*;--I---;:.“:.,-.,-_ N |
i Ill", .
R i -
(0] | i . XI
! L
l | l : I |

m'ii.l:’ourtoutn,fmzzfnﬂ+mn+1=fn+,+fﬂ,
mn+2=.ﬁl+l=£:+mu='mn+l+mn'
un+2=.ﬁ:+2+mn+2=f;:+l+fn+mn+l+mu

= U, .+ U,
4. a) On suppose r # 0.
(r,)e Epourtoutn=0,/1*2_p1+1_pi=
ernP-r-1)=0
erP-r-1=0.
1-5.  _1+.5
Z ta=Tg o

a+b=1
(—3
ar, +br=1

-5 . 5+5
0 tb="7p -

Supposons que pour tout k < n, u; = ar} + br¥.

Alorsu,  \=u,+u,—1'=ar] + brj +ar’~! + bry"!
=ar}~! (rn+1)+br4~1 (r+ 1)
=ary~! xrd +bry-1 x 3
=ary*! + byt

h)rl=

0 0
{u0=ar1 +bry =1
¢

Ml=ﬂr1+br2=1

5
= a=
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Donc la proposition est vraie pour n + 1.

Or elle est vraie pour n=0et n = 1. Elle est donc vraie
pour toutn = 0,

d) Pour toutn =0

u *m"+br2—"‘/— JS_I T+-“é—_x'f32+lrg
__irn+l+_1_rn+l
«/EI 52

J—S—lzm((l+-f§)n”—(1—«/5)"+l)
X

n+l n+1
g 1“1[ 3 ) - 3 i ﬁ)J

k=0

e)u,=

* Pour k pair, les termes s annulent deux a deux.
* Pour k impair,

G OV R G T ) W TG TV
<p<E["
et,enposantk=2p +1,0=<p ME(Z)'

=)

= %3 ¥ G )(W3)
p=0

JS)(Z’H'I

_ 2p+1
H" =

CW® A.1L.a)z,=a;z,=a(s + 1); z3=a(s> + s +1);
g=a(s* +s2+5+1).
b)Sis=-1,z,,,=-
termes z,=0;z, =a.
¢)Sis=1,z,,,=z,+aetz,=na.

d) Par récurrence, on démontre simplement que :

Z, + a; suite périodique a deux

R |

s-1"

2.3) Siz, , , =2z, pour tout n, alors z,, = z,; suite pério-
dique.

b)z,.,,=5(sz,,+a) +a=sz, +a(s + 1), d’ou:

Ly =Ty = (s+ 1)[(3_ 1)z, +ﬂ] =(s+ 1)(2, 41 24)-
Or, z,, . | #z, d'ol le résultat.

c)e Z,,+1¢?.',,. 2= 2 =(5+1)(z, 4
4=

[2] SéCl‘H ips2= (5 ™ l}zn+ 1~ 53,

®z, =a(s + 1); z; = a(s®> + s + 1). Montrons par
a(s -1)

s—1
Vrai pour 0, 1, 2. Si c’est vrai jusque n + 1, alors :

z,=a

-Z,):2p=0;

récurrence pour s # 1, que z,, =

, L _a+ 6" ) sa"-1) _ai"t?-1)
n+2 s—1 s-1 =~ s-1
D’oll le résultat.
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ay

O au

1. Notons z, l'affixe de A, z,, , , celle de A, , , et
Z,.ocellede A, .

An +2 =fA,,(A" " 1). donc:

—
'-L'Jrr+2_‘ziu—"'el (Zn+l_zn)

Zp42—2 0
ou encore —+= " — pe'¥,

Ins1~3p

2.a) D’aprés la partie A., re® =5+ 1,d’oti s = re®® -1,
De plus, z; =a; 2, =0.
Donc z’ = (re® -1)z +a.

b) 6 € ]0; 12-t [ donc re® -1 #0 et le centre de la simili-

tude a pour affixe 5
2-re

S a pour rapport tan 6, pour angle x

3-’)": 2

1
cosB’
a
et U a pour affixe T

b) L'angle de la similitude étant g

appartiennent a I'une ou I'autre des droites (UO) et
(UA)).

les points A,

3n:r=~2— ;tanB:é etU

J3 3

d)a=35; B— ;cosB=

2

15 5J§

a pour affixe T +— I

yh

4.a)r=2cosBdou:
=[2cosO(cosO+isin®)-1]z+a
= [cos 20 + i sin 20] z + a,

ouencore z' =e2® z + 4.

Ainsi S est une rotation d’angle 26 et dont le centre a

pour affixe Lk



b) OA; = AjA,=...= A, _A, et les points A, sont
sur le cercle de centre V passant par O.

P

B 1 avec
q

¢)Sig= rationnel, la ligne est fermée.

BEEM® 1. L'isobarycentre de A, B, C, D est aussi le
barycentre de (I;2) (J ;2) donc le milieu O de [1J].
2. a) O étant l'isobarycentre :
OA+OB+0C+0OD=0donca+b+c+d=0.
T .2
(A3 %)
DB H——m—mmm M donc :

in
m-a=Le T o-a)= L (1-0) (b-a)
d'otim = 1(1-f)b+a(1 Ak )

=3 3%3

=%(1 )b +a (1;‘)

ou encore m = % (a—ib).

¢) De maniere analogue :

n="(b-ic):p="3"(c ;d)etq_ﬁ(d_m)

aym+n+p+qg= 1T+[a+b+c+d—:(a+b+c+d)]
=0 donc OM + ON + OP + OQ = O et O est I'iso-
barycentre de M, N, P, Q.

b)ri-g= ﬂ[b—d—f(cma)]

1+i

—tx—[(a c)—i(b-d)] =i(p-m).

QN
MP

"+ 9 _;donc ON = MP et
-m

Le complexe ., apour module = et pour argu-

ment (MP ; QN), orp

(MP;ON) = g et les droites MP et NQ sont perpen-

diculaires.

4. a) Oest le barycentre de (K ;2) et (L ;2). Il est donc
le milieu de [KL]. Il en résulte que le quadrilatére
ILJK est un parallélogramme.

h)zK:%(pﬂn): Lok a+c-ilb+d)]orb+d
=-(a+c)donczy = (a+r:)( ) (]+f}—-(a+c)

4 i .
La méme z; = 5 (a +c¢) donc zy = izy.

¢) La rotation r a pour écriture complexe z’ =iz donc
r(J) =K.

d) Le parallélogramme ayant ses diagonales perpen-
diculaires et de méme longueur est un carré.

EEE® A.1. a) r’ est la composée de r[A g] ettde

— " s
vecteur AB, c’est donc une rotation d’angle 5

b) r'(A)=ter(A)=t(A)=Betr'(B)=ter(B)=1(D)
= C donc le centre de r’' est l'intersection des
médiatrices de [AB] et [BC] c’est donc le point O.

2.a)f = r' o h est une similitude de rapport \3 et
, T

d’angle 3

b) A(C) = (r' = h)(C) = r’(C) = D. Il en résulte que

(IC;1ID) = %_E donc I est un point du demi-cercle de

diametre [CD] passant par O.
¢) ID =\3IC d’oit ID? - 31C2 = 0 et I est un point de
I’ensemble (€) des points M tels que MD? - 3MC2 = 0.

3.a) CG=- % CD d’ou la construction.

b) (MG + GD)?-3(MG + GC)2=0
- 2MG? + GD?-3GC? + 2MG(CD - 3GC) = 0.
Or GD = 3GC donc 2MG? = -3GC? + GD?

_2_3_3 2_3 :
=gy donc MG- = 3 et € est le cercle de cen
tre G et de rayon ?
r,&
D c :
G
I
(0]
A B

¢) I est I'intersection de € et du demi-cercle de diame-
tre [CD] passant par O.
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B. 1. On a pour écriture complexe z' = iz ; t a pour
€criture complexe z' = z + 1 et h a pour écriture com-
plexe z' =3z + (1 -y3) (i + 1).

e Bz+(1-B3)1+i) ——+ i\3z+(1-\3)

(=1 +i) —— i\Bz+\3+i(1-\3).

Ainsi f a pour écriture complexe

z' =i\3z +\3 +i(1-3).

3. Il en résulte de la question précédente que fest la

similitude d’angle g , de rapport \3 et dont le centre I

3 3
apourafﬁxe.4+1( —-I].

IER® A. Etude de la suite des carrés K,

1.a)OA, + A|A, +...+ A, A, = OA, donc I'abs-
cissede B,est1+2+22+.. . +2m-1=2n_1,

Ainsi B, a pour coordonnées (2" -1 ; 2"-1). De méme
C, a pour coordonnées (2"! — 1 ; 2"-1), Le point O,
est le milieu de [A,C,] donc les coordonnées sont
(3x 2m2 -1 ;272

b) Le point C, a pour coordonnées x = 21 — 1 et
y=2"1 donc C, appartient a la suite d'équation
y=x+1.

¢) De méme les points B, appartiennent a la droite

d’équation y = % (x + 1) et les points O, a la droite

d’équation y = % (x+1).

d) Il est donc évident que ces trois droites sont con-
courantes au point Q (- 1;0).
2.a)u, =4"",

b)S,=u;+...+u,=1+...+4"1

_(1=47) 4" 1
- & 3

. ,[S"J 1
im | —(==.
n—+ 4" 3

B. Etude des similitudes directes transformant K,
en K,

1.a) h a pour rapport 2 et h(C)) = C,, h(0O) = A,
h(A)) = A, ;h(B;) =B,.

b) h’' = h(Q:2)°0(01 ; Q) donc k' est une homothétie
de centre Q' et de rapport - 2.

8 =2 =R h B, donclimagedeK,etK,
A, Cl " CZ et le point Q' est I'inter-
B, 01 . A;; section des droites
G - A, A, (0Byet(AG).

o
De plus O, O,
O, sont alignés.
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=0, donc Q, O, Q',

C
/;;Q p

2. a) s a pour rapport 2.

b) g = h™! o s a pour rapport % x 2 =1 c’est donc une

isométrie telle que (h°s) (K,) = i"1(K,) =K, donc K,
est invariant par g.
¢) Toute isométrie conserve le barycentre donc g(O,)

= 0O,. Donc g est ry (O, ; %) our (O, ;- g} ou G ou

I'application identique.

3.a)g=roug=rl=roug=rer=coug=ror!
= ld.

b) Il résulte de la question précédente que les autres
similitudes transformant K, en K, sont &, h', h o r et
h'or.
4da)z1=2z+1;2)=-22+3+2i;23=2iz+3;

3 .6,
b) z, = 5 + Sl:zm-=1.
¢) h,h', hereth’ersontdes similitudes de rapport 2
qui transforment O, en O, donc PO, = 2PO,. € a
1)2 10

pour équation x% + ( y-3 3

[ 14 _HIW l.a) ' =z + ib donc §, ; est la translation
de vecteur w d’affixe ib.

b) s a pour écriture complexe z = z

s _ ot
donc Z——>Z —— =z +ibdonco),=te°s.

| Blib)

1 @

o

On note A la médiatrice de [OB] et s, la réflexion
d’axe A donc 5;, = 5 ©5°s =35 donc s;, est la
réflexion d’axe A.



2.a) S ,esttellequez’ =-z +ib,b+#0,c’estdoncla

symétrie dont le centre a pour affixe < ib.

2
b) s” a pour écriture complexe z’ = Z donc
s’ _ .
z! -7 = —Z +ib,donctes’ =0_y .

3. a) Si z = x + iy est I'affixe d’un point invariant alors
x+iy=a(x-iy)+ibdou(1-a)x=0et (1 +a)y=>b.
b

Orazletz—1doncx=0ety= —

Q a donc pour affixe

i
l+a
b) (T) a pour écri- M,
ture complexe
Z'=Z+het Q Y
T(Q) = Q donc

ib —ib
T+a 1+a .

donclzﬁ 8
1+a

|

-
+
1]

d’ou le résultat.

s , ib ib
¢) h a pour écriture complexe ' — —— =a(z =

l+a l+a
soitz'=az+£b{1_a].
1+a
T c h : i -
d) z Tk 2ib a2+2mb +:b(l a)
l+a l+a 1+a

=az +ibdoncheT =0, ;. On démontre de méme que
Teh= O‘a.b.

e) S, est I'homothétie de rapport a et de centre b

=~ _ b
pomtdafﬁxez-—l_ﬂ.

B. 1. a) Poutnel, ol 4ib 22

=a+ib=u;doncla

l+a
proposition est vraie pour ¥ = 1. Supposons que
u,=a"+ ib(—] ~(a))
n l+a

alors u™! = ati, +ib

. H
—ib(a+a(-a)’) %15
l1+a
n+ 1

. 1—(-a)
n+l =€Tn+| + be

s arH-l +

soit u . Donc la proposition

est vraie pour tout n = 1.

b)c,, =Teh=heTdonc M, appartient a la droite

(QM,) on a son image par la symétrie d’axe la droite
W _ b

d’équation y = oL

2. a) Voir question l.a). Le raisonnement par récur-

rence est identique.
b) S, = h(Q' ; a), Q' ayant pour affixe %

Donc tous les points N, appartenant a la droite
[Q":N)).

% 4 & A7 {—3+2:’:—2a+b_
B B’ \3-4i=2ia+b
Ilenrésultequea=-3ietb=-3-4
douz' =-3iz-3-4i.
T

2. T est la similitude d’angle (_i) . de rapport 3 et de

. 3.
centre [ d’affixe (— 5+ 2) .
3. a) La droite (AB) a pour équation y = x + 2 et
(A’'B") a pour équation y = —x — 1. Leur intersection
1

; 3 :
a pour coordonnées (— 51 %5 donc I est cette inter-

section.
b) Les points A, appartenant aux droites (AB) et
(A'B') d’équations respectivesy =x+2ety=—x—1.
B.l.a)z' =az +bavec-3+2i=-2a+b
3-di=-2ai+b
dola=3etb=3+2idoncz' =37+3+2i
b) Si Q d’affixe x + iy est invariant alors x + iy
=3x—3u"_v.'+3+2£slt:tilx=—§ ety:1

2 2

2.a) il a pour écriture complexe z' - [—§ + i) =

2 2
1 3 i ; ,_1 _l s
E[z—(—§+§)] soit 2’ = 32 3(3 i).

o1 e o T e Lo
bz 3 2- 3 (3-1) 3[32-303+0]
+3+2i=Z7+1
c) La transformation ¢ admet la droite d’équation

.Clestle point L.

y= % comme ensemble des points invariants donc 6

est la réflexion d’axe la droite d’équation y = % . Donc
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T est la composée de cette réflexion et de ’homo-
thétie de centre 1 et de rapport 3.
3. Les points A, appartenant a la demi-droite [IA] et

a son image [IA'] par’la réflexion d’axe la droite
d’équation y = %

C.lLa)x'=-4x+T7y-1lety’ =10x-13y + 22.
A(-2;0) a pour image le point de coordonnées
(-3;2) donc I'image de A est A’. On démontre de
méme que B(0;2) a pourimage B’ donc T est bien un
élément de F.

b) M est invariant par T si et seulement si x = x’ et
y =y's0it 5x -7y + 11 = 0. On obtient donc une droite
A, de points invariants.

2.MM' a pour coordonnées (- 5x + 7y — 11 ; 10x — 14y
+22) doncsiM#M', le vecteur MM’ est colinéaire au
vecteur u de coordonnées (1 ; -2).
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3.8) Ny(3;1). NgN, est colinéaire a u(1;-2) donc y, —
1+2(x,-3)=0soit 2x, +y, -7 =0et N, appartient
a la droite d’équation 2x + y -7 =0.

b)x,, =-4x,+7y,—-1let2x, +y,-7=0d'oux,,, =

—-4x,+7(7-2x,)-11donc2x, +y,-7=0etx,,, +
18x,, = 38.

¢) Si d divise x, et y,, d divise 2x, + y, donc d
divise 7.

d) x, =u, + oodonc u,  + 18u, + 190 = 38 soit a = 2
etu, ., =-18u,. (u,) est donc une suite géométrique
de premier terme u, = 1 et de raison (- 18). Donc
u,=(-18y"etx,=(-18y"+2:y,=3-2(-18)".

e) d =7 si et seulement si (- 18)"=-2[7] ou3"=5[7]
soitn=6p +5(pe N).

Pour les autres valeurs de n, x, et y, sont premiers
entre eux.
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