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Club d’Excellence — Mathématiques

Avant - Propos

Ce document est congu pour aider les éleves a se préparer au

Baccalauréat plus particulierement aux sessions de remplacement.

Par une sélection de sujets particuliers, I'auteur a voulu atteindre un
double objectif : d'une part aider les profeSseurs qui continuent,
envers et contre tous, a étre exigeants, dans l'intérét méme des
éléves ; d'autre part, offrir aux €éleves curieux, comme a,ceux qui
sont sensibles au plaisir des Maths\- et il en existesbeaucoup - le

bonheur de s'entrainer a des sujets de session desremplacement.

Sans pour autant se substituer aux professeurs dans leurs travaux,
ce livre seqveut le catalyseur qui permettra le bon déroulement de
'enseignement, de la recherche et qui offrent a ses usagers de plus
grande chance de réussite_au bac et aux concours a l'échelle

nationale.

Vous trouverez ainsi des :
= Sujets de Bac entre 1986 et 2011 ;

= Sujets supplémentaires, qui offrent des outils précieux aux les
professeurs et dont la classe « peut suivre » ont traité, et qui,

I'année suivante, feront partie de ce que « tout le monde sait ».

— Corrigés parfois détaillés,
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L’orientation étant bien indiquée, il appartient a chaque bénéficiaire

d’en tirer le plus de profit possible.

NB : Ce document est perfectible. Toutes remarques et suggestions
pouvant contribuer a son amélioration seront accueillies avec une
grande reconnaissance. A cet égard, veuillez bien accepter

d’avance, mes plus sinceres remerciements.

L’auteur
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Conseils pratiques

L'école, a repris et vous étes a nouveau plongés dans les méandres des
lecons a apprendre et des manuels ' a lire ! Voici quelques idées qui peuvent
augmenter vos chances de réussite au BAC. Mettre a profit les heures de
cours et les heures de révision a la maison est la clé de la réussite de
I'examen du BAC 2012. Suivez donc <nos conseils » pour assimiler et

comprendre les cours plus facilement avant pendant et aprés la classe.

1. Préparation au Bac : D’ abord, mieux assimiler ses cours de BAC

Avant le cours

Organiser son matériel : Etre bien équipé aide a la concentration. Déranger

son voisin pour un stylo qui ne fonctionne plus, ou une calculette cassée c'est
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terminé ! Munissez-vous de stylos de couleurs, de surligneurs, de feuilles

cartonnées doubles et simples pour parer a toutes les éventualités.

Relire ses cours de BAC : Le soir votre mémoire fonctionne a plein régime et
lire vos cours avant de vous coucher favorise l'apprentissage. Apres le diner
prenez une heure, parcourez vos lecons et faites le point sur ce qui vous
attend le lendemain. Vous pouvez également faire des fiches de cours qui
reprennent les points clefs d'une lecon. Apres cela, reposez vous sereinement

et laissez le cerveau faire son travail.

Préparer son bac en cours

Repérer la bonne place : Oubliez vos idées recues sur‘les, places réservées
aux éleves a lunettes et mettez vous au premier rang,!.L'écoute est meilleure,
la visibilité optimale et il vous est plus facile d'intervenir auprés du professeur

si vous avez une question.

Endormir lefportable ! /Les professeurs supportent mal qu'il sonne pendant le
cours alors laissez votre vie personnelle de c6té car cela perturbe l'attention

de toute la classe.

Pendant le cours

Savoir se tenir

Trouver une posture  confortable : Choisir une bonne position est
indispensable pour la réceptivité. Détendez vos jambes et calez bien votre dos
contre la chaise. Cela vous permettra de rester éveillé méme durant la

premiére heure de cours.

Rester concentré : ne vous retournez pas toutes les cinq secondes pour voir si

votre ami s'est endormi et ne laissez pas votre esprit vagabonder, c'est le
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meilleur moyen pour perdre le fil du cours, et aprés difficile de reprendre le

rythme.

Etre actif a I'oral et a I'écrit

Adopter la prise de notes : Afin d'enregistrer au mieux ce que vous dit le
professeur jouez sur les abréviations et les schémas. Etablissez votre propre
code d'écriture, cela vous aidera a aller plus vite. Mais attention, ce n'est pas
une course et l'important est de savoir se relired Surlignez les passages
importants et mettez en valeur ceux qui vous pasent probleme. Par ce biais

VOUS saurez sur quoi vous concentrer pendant les relectures.

Prendre la parole : Fini les bavardages avec'le copain, aujeurd'hui c'est avec
le professeur qu'il faut parler. N'hésitez pas a prendre la parole en public et
mettez votre timidité de cété. C'est seulement une question d'habitude. De
plus, c'est un excellent entrainement pour les prochaines épreuves orales (?)

qui vous attendent lorsde votre examen du BAC !

Apres le cours

Pas de relachement

Privilégier les fiches synthétique BAC, je ne sais s’ il en existe encore,

surtout si vous étes. en terminale : Mettez en valeurs les idées premiéres et
trouvez tout de suite ' des moyens mnémotechniques pour retenir les dates en

Histoire géo, les théories en Maths et les concepts en SES !

Reformuler ses cours : N'apprenez pas par coeur sans comprendre ! Réussir a
expliquer une legcon avec vos propres mots prouve que vous avez assimilé
intelligemment le contenu. Débattre et parler avec ses amis des legons

constituent de trés bons moyens pour s'approprier un cours.
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Connaitre votre mémoire : Est-elle visuelle ou auditive ? Vous pourrez adopter

les révisions qui vous conviennent le plus : si vous avez une mémoire auditive,
privilégiez I'écoute optimale en classe et pensez a enregistrer les cours. A
l'inverse si vous avez une mémoire visuelle, jouez sur les couleurs et

structurez parfaitement votre cours !

Les petits plus !!!

Soyez ponctuel : n'arrivez pas en retard le jour du BAC, les premiéres minutes

sont les plus importantes.

Adoptez une bonne alimentation, saine et variée ! Réduisez les sodas et le

café au profit de boissons plus douces comme l'eau ou les jus.de fruit.

Demandez de l'aide rapidement sivous sentez, un blocage dans une matiere,
vous pouvez méme faire appel a un professeur particulier qui mettra fin a vos

lacunes sans perdre de temps:

Les bonnes résolutions étant prises, et les conseils assimilés, vous pouvez
commencer la nouvelle année confiant. Ces petits réflexes font partie des

petits riens, qui font la différence,le jour J, alors motivez-vous !

2. Baccalauréat

1. Veille du bac - Vos crayons de couleurs, ainsi que

. . . votre crayon noir.
1.1 Préparez votre convocation ainsi

que votre piece d’identité. - Votre régle et vos matériels
géométriques (compas, rapporteur,

1.2 N'oubliez pas :
double décimetre, taille).

- Vos stylos. Prenez-en au moins
cing (05).
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- Votre calculatrice avec des piles
neuves. N’utilisez pas une machine
calculatrice que vous  ne maitrisez

pas.
2. Lejourd

Apres étre entré en salle, le

surveillant vous demandera de

garder sur votre table, le strict
nécessaire, tout le reste sera déposé

le long du mur.
Le sujet est distribué :
2.1 Lisez le sujet en entier

2.2 Relevez les pointsattribués aux

différents 'exercices..  Déterminer
alors le temps a passer sur chaque

exercice.

- Un exercice de 3points doit

étre traité en 36 minutes

- Un exercice de 4 points doit

étre traité en 48 minutes

- Un exercice de 5 points doit

étre traité en 60 minutes

2.3 L’épreuve dure 4 heures,
essayez de vous laisser 15 minutes

en fin d’épreuve pour la relecture.

24 Commencez par traiter les
exercices qui vous semblent plus «

faciles ».

2.5 Soyezsrigoureux dans tout votre

travail

2.6 Respectez la numeérotation des

guestions

2.7 Separez lesyréponses par une

ligne.
2.8 Encadrez vos résultats

2.9°Si vous butez sur une question,
n'y passez pas trop de temps,
admettez le résultat et continuez

votre travail.
2.10 Prenez plusieurs intercalaires

2.11 Contrblez de temps en temps le

temps qui vous reste.

212 Si

dernier

possible, consacrez le

quart d’heure pour Ia

relecture de la copie.

3. Rédaction

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés
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3.1 Le fond :

3.1.1

théoremes avant leur utilisation si

Enoncez complétement les

nécessaire.

3.1.2 Attention,

peut vous induire en erreur.

votre calculatrice

3.2 La forme :

3.2.1

qu’une

Est-il

écriture

besoin de rappeler
lisible est

indispensable car certaines écritures

peuvent étre mal lues par |le
correcteur :
Ainsi : x et n peuvent se confondre.

Zet?2,

3.2.2¢ Attention  aux indices. et aux

exposants

3.2.3 N’abrégez jamais

3.2.4 Tout calcul doit étre suivi d’'une
conclusion sous forme d’une phrase.
Les mathématiques ne sont pas que

des calculs

3. Recherches

www.officedubac.sn
www:daaramath.com
www.bibmath.net
www.imo-official.org
www.pamo-official.org
www.maths-express.com
www.mathscyr.free.fr

www.examen.sn

4. Concours a faire

- Concours d’Entrée a I'Ecole Polytechnique de Thiés (EPT)

- Concours d’Entrée a I'Ecole Supérieure Polytechnique (ESP)

- Concours dEntrée a

Télécommunications (ESMT)

I'Ecole

Supérieure  Multinationale des

- Concours ITS (Ingénieur des Travaux Statistiques)

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés
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- Concours d’Entrée a I'Ecole Militaire de Santé (EMS)
- Concours ENSA (Ecole Nationale de la Science Agronome)

- Concours d’Entrée aux Grandes Ecoles

5. Concours Général Sénégalais

Le Concours Général sénégalais de Mathématiques est;, comme son nom
I'indique un concours. Il est donc beaucoup plus challengeant qu'une épreuve
du BAC. Il est aussi plus long et dure.6 heures. Le concours vise a,repérer les

talents Mathématiques du futur.

Le Concours Général Sénégalais couvre l'ensemble,du programme de
Terminale S1 (TS1). Il n'est en général pas tres adapté aux programmes des
autres séries scientifiquesalifaut d'abord commencer par le plus simple, c’est
a dire le BAC. L'idéal, c'est d'étre, capable de traiter les sujets de BAC au
moins une bonne partie I'été qui précede la rentrée. Il faut beaucoup lire et
faire des recherches a l'internet aussi il faut énormément s'exercer, disons il
faut juste étre ‘bon. En dernier lieu, il faut surtout traiter les sujets, disons des
10-15 dernieres, années."Faute de temps, il est préférable d'essayer de les

traiter dans les limites du temps, de vous rapprocher des professeurs.

5. Bons documents indispensables pour les Concours

1. Maths pour les Cracks

2. Maths pour les Musculation

3. Prolimaths(Nouvelle collection Kordia disponible au numéro 77 465 32 33)

4. NASAA Mathématiques (Collection Kordia)

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés
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5. Maths pour les Grands (Collection Kordia)

Histoire des maths —Augustin Louis, Baron CAUCHY

Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aolt 1789 et mort a Sceaux
(Hauts-de-Seine) le 23 mai 1857, est un mathématicien frangais, membre de
'Académie des sciences et professeur a I'Ecole polytechnique. Catholique

fervent, il est le fondateur de nombreuses oceuvres charitables, dont I'CEuvre

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés
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des Ecoles d’Orient. Royaliste légitimiste, il s’exila volontairement lors de
I'avenement de Louis-Philippe, aprés les Trois Glorieuses. Sa position

politique et religieuse lui valut nombre d’oppositions.

I fut I'un des mathématiciens les plus prolifiques, quoique devancé par
Leonhard Euler, avec pres de 800 parutions et sept ouvrages ; sa recherche
couvre I'ensemble des domaines mathématiques de I'époque. On lui doit
notamment en analyse [lintroduction des fonctions, holomorphes et des
critéres de convergence des suites et des séries entieres. Ses travaux sur les
permutations furent précurseurs de la théorie,des ‘groupes. En optique, on lui

doit des travaux sur la propagation des,ondes électromagnétiques.

Son ceuvre a fortement influencé le develeppement des mathématiques au
XIXe siécle. La négligence dent fit preuve, Cauchy envers les travaux
d'Evariste Galois et de Niels Abel, perdant leurssmanuscrits, a cependant

entaché son prestige.

Né le 21 aout 1789 a'Paris, Augustin Louis Cauchy est le fils ainé de Louis
Frangois Cauchy (1760-1848) et de Marie-Madeleine Desestre (1767- 1839)1.
Son peéere fut premier commis duskieutenant général de police de Paris Louis
Thiroux de Crosne de 1785 a 1789 ; suite a I’exécution de ce dernier en avril
1794, Louis Frangois se retiraa Arcueil pour fuir la dénonciation et la Terreur.
Sa famille subit néanmoins la loi du maximum et connut la famine. Il retourna
occuper des postes administratifs divers en juillet2 et fut nommé secrétaire
général du Sénat conservateur le 1er janvier 1800. Il obtint un appartement de
fonction au palais du Luxembourg sous I'Empire. Il fut proche du ministre de
I'Intérieur et mathématicien Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) et du

sénateur et mathématicien Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés
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Augustin Louis recgoit une premiére éducation chrétienne de son pere ; |l
apprend le latin, la littérature et la science. Il fréquente ensuite I'Ecole centrale
du Panthéon et se voit décerner en 1803 et en 1804 divers prix dans les
épreuves littéraires du Concours général3. Il fréquente le lycée Napoléon et a
notamment pour professeur Jacques Binet. A 16 ans, en 1805, il est recu
deuxiéme au concours I'Ecole polytechnique, pour lequel il est interrogé par
Jean-Baptiste Biot. Des amis de la famille, Berthollet, Lagrange, et Laplace,

I'ont soutenu durant ses études secondaires.

Sous le Premier Empire

Il est recu premier au corps prestigieux dé I'Ecole nationale' des ponts et
chaussées en 1807. Devenu aspirant ingenieur,,il est appelé a participer a la
construction du canal de I'Oureq 'puis du pont de Saint=Cloud. L’ingénierie
apparaissait alors comme le. domaine “naturel d’application des
mathématiques. Le 18 janvier 1810, il'est nommeé pour s’occuper du chantier
du port de Cherbourg, qui devait'devenir une position militaire stratégique du
Premier Empire. Cauchy, quitte ce'poste en mars. Pendant son séjour a
Cherbourg, il commence ses premiers travaux en mathématiques durant son
temps libre, vindépendamment "des institutions académiques. Aprés qu’un
premier écrit est egare par, Gaspard de Prony(1755-1839)4, il publie,
encouragé par Lagrange, ses deux premiers mémoires, portant sur les
polyédres, en février 1811 et en janvier 1812. |l donne aussi des heures
officieuses d’enseignement pour préparer des étudiants aux examens

d’entrée, et se passionne pour I'histoire naturelle.

Durant une grave maladie (dont les causes peuvent étre attribuées a un
surmenage6 ou aux séquelles de la famine qu’il connut durant son enfance), il
retourne en automne 1812 a Paris, et prend quelques mois de congés. Aprés

qu'un poste de professeur-adjoint lui est refusé, il est appelé par son ancien
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professeur Pierre-Simon Girard a participer de nouveau en mars 1813 au
chantier de I'Ourcq. A cette époque, sous linfluence de Lagrange et de
Laplace, il exprime le souhait d’abandonner ses travaux d’ingénieur pour se
consacrer aux mathématiques7. Deux demandes auprés de I'Académie des
sciences, appelée alors I'Institut, furent appuyées par Laplace et Siméon
Denis Poisson (1741-1840), en mai 1813 et en novembre 1814 aprés la mort
de Lagrange et de Lévéque, mais furent toutes deux rejetées8. Cauchy recoit
temporairement un poste a la Société philomathique en décembre 1814. En
1816, il remporte le prix des mathématiques pour des \travaux sur la

propagation des ondes.

Membre de la La Congrégation depuis ses études a Polytechnique9, Cauchy
peut bénéficier de l'importance que prend ce mouvement des le début de la
Seconde Restauration. Il devient professeur assistant & 'Ecole polytechnique
en novembre 1815, puis professeur d'analyse et de mécanique en décembre.
Suite a unesordonnance du 21 mars 1816 rétablissant les Académies, il
intégre l'académie des sciences sous nomination royale, parallélement au
renvoi d'importants mathématiciens connus pour leurs positions républicaines
et libéralesy Lazare Carnot (1753-1823) et Gaspard Monge (1746-1818)10.
Cauchy est durement accusé par ses pairs : « Il accepta sans hésiter, non par

intérét, jamais il ne fut sensible a un motif pareil, mais par conviction11. »

En 1818, il épouse Alaise de Bure12, avec laquelle il aura deux filles, Alicia
(1819) et Mathilde (1823).

Il donne chaque année a I'Ecole polytechnique un cours d'analyse jusqu'en
1830. Ses collegues, Francois Arago (1786-1853) et Alexis Thérése Petit
1791-1820) contestent l'insuffisance supposée de ses cours d'analyse, tandis
que certains éleves en critiquent la surcharge horaire13. Invité a les rédiger, il

publie divers traités durant cette période : une premiere partie des notes de
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cours sous le titre Analyse algébrique en 1821 ; puis les notes complétes sous
le titre Lecons sur le calcul différentiel en 1829, sans tenir compte des

exigences de ses collegues et du ministére.
Exil

A lissue des Trois glorieuses (juillet 1830), son cléricalisme revendiqué et sa
position antilibérale le contraignent a l'exil. En effet, royaliste dévoué a
Charles X, il refuse de préter serment au nouveaudroi Louis-Philippe comme
I'exige la loi du 30 ao(t 1830. En conséquence| il perd son,poste & I'Ecole
polytechnique en novembre. A cause de son attachemént a la dynastie des
Bourbons et par réaction au soutien des étudiants de I"'Ecole polytechnique a
la Reévolution, Cauchy s'exile volentairement, a Fribourg ‘en Suisse en
septembre 1830, sa femme et 'ses enfants, restant & Paris14. Il tente
vainement d'y fonder une Académie ou les ‘savants émigrés pourraient
enseigner15. Sur invitation dunroi de Piémont, Charles-Albert, il occupe la
chaire nouvellement créée de physique ‘sublime a l'université de Turin en
janvier 1832, Il effectue un voyage a Rome et est recu par le pape Grégoire
XVI. Aprés lI'enléevement ‘denson frere cadet Amédée Cauchy a 26 ans,

Augustin fait deuxwoyages consecutifs a Paris.

Refusant de rentrer. en France malgré les demandes réitérées de sa famille, il
accepte l'invitation du roi en exil Charles X de devenir le précepteur du duc de
Bordeaux Henri d'Artois (1820-1883). Il est choisi pour ses connaissances
scientifiques et son attachement a la religion. Il s’installe en 1833 a Prague,
bientét rejoint par sa femme en 1834. Devenu membre de I’Académie de
Prague, il séjourne en 1835 a Toeplitz, puis en 1836 a Budweitz, Kirchberg, et
Gloritz. En remerciement pour son dévouement, Charles X le crée baron en
18309.

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés

17




Club d’Excellence — Mathématiques

Retour en France

Il regagne Paris fin 1838, souhaitant rester politiquement neutre, et reprend sa
place a I'Académie. Toutefois, il ne récupére pas son poste d’enseignant a
'Ecole polytechnique. Alors qu'il avait peu publié durant son séjour en
Allemagne, il publie prés d’un article par semaine de 1839 a février 1848,
excepté en 1844. En novembre 1839, il est élu pour succéder a Gaspard de
Prony au Bureau des longitudes. Mais, parce qu'il refuse de préter serment,
sa nomination est officiellement rejetée par le gouvernement en 1843. |l rend
I’affaire publique en décembre. Laiméme anneée, il'est candidat.a la chaire de
mathématiques du Collége de France, laissée vacante apres la mort de

Lacroix (1765-1843), qu'il se voit refuser au profit du comte Libri.

L’insurrection en février 1848 conduit a la suppression temporaire du serment
politique. Aprés la fuite du comte Libri pour poursuites judiciaires pour vols et
vente illégale de livres, Cauchy postule a nouveau a la chaire de
mathématiques du College de France, mais se retire au profit de Joseph
Liouville (1809-1882), finalement elu. en janvier 1851. En 1849, Cauchy
devient, a la| suite d'Urbain,Le Verrier (1811-1877), titulaire de la chaire
d'astronomie, mathématique a la Faculté des sciences de Paris. Victor
Puiseux, un de ses amis et éléves, lui succedera a sa mort. Il prend aussi une

chaire a la Sorbonne.

Cauchy refuse de préter serment a Napoléon Il (1808-1873), en 1852. Il n'en
est cependant pas moins maintenu dans ses fonctions, grace a l'intervention
d’Hippolyte Fortoul (1811-1856)16.

En 1857, Cauchy est impliqué dans des querelles a propos de la mécanique.

Le 23 mai vers 4 h du matin heure locale, il meurt d'un rhume dans la maison
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familiale de sa femme a Sceaux. Il est enterré au cimetiére de Sceaux17. Son

dernier voeu fut que son ceuvre fasse I'objet d'une publication intégrale18.
Position

Engagement religieux

Catholique convaincu, proche des Jésuites, Augustin Cauchy s’engagea dans
la Congrégation, lors de ses études. Dées son séjour a Cherbourg, il fut critiqué
pour son habitude de prier matin et soir : « On dit qgue ma_dévotion me fera
tourner la téte19. » De retour a Paris, il utilisa a plusieursdreprises sa position
a I’Académie pour promouvoir sa pensee, défendant notamment ouvertement
le créationnisme. En 1824, il condamna les recherches»en<neurologie de
Franz Joseph Gall (1758-1828). Sa prise de position;,considérée comme non
scientifique, fut fortement condamnée dans ‘la presse écrite par Stendhal

(1783-1842) dans deux articles successifs.

Il éprouvaitne antipathie pour lesiidées libérales issues du XVllle siécle et
s’engagea pour la liberté d’enseignement en défendant les écoles jésuites dés
son retour en France en 1838. Supprimées en 1772 et rétablies sous la
Restauration;, elles furent remises en cause sous la Monarchie de Juillet.
Engagé aux cotés de Xavier,de Ravignan, prétre de Notre-Dame, Cauchy fit
appel a I'lnstitut "« €atholique, je ne peux rester indifférent aux intéréts de la
religion ; géométre, je ne peux rester indifférent aux intéréts de la Science. [...]
Vous ne considérez pas comme des ennemis de la civilisation, ceux-la méme
qui ont éclairé et civilisé tant de peuples divers20. » Pierre-Antoine Berryer
(1790-1868), Charles de Montalembert (1810-1870) et de Vatisménil le
soutinrent dans sa démarche. Il est probable que les raisons pour lesquelles il
ne put entrer au College de France en 1843 soient son engagement aux cbtés

des jésuites et la forte opposition du comte Libri21. Seuls certains
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établissements des jésuites furent finalement fermés en 1845. L’affaire prit fin

en 1848 : la Deuxiéme République assura I'indépendance de I'enseignement.
Cauchy fonda diverses ceuvres catholiques :

. Il apporta un soutien actif dés 1838 a la Société de Saint-Vincent-de-

Paul, ceuvre catholique fondée en 1833 pour apporter une aide aux démunis.

. Il fonda en 1842 I'Institut catholique, ou Centre du Luxembourg, dont il

présida la section scientifique.

. Il proposa en 1843 un opuscule sur lasprévention des crimes envoyeé a
Alexis de Tocqueville (1805-1859).

. Sur une demande signée par, I'Institut fut,fondée en 1846 I'ceuvre

d’Irlande visant a combattre la famine en Irlande.

. En 1854, il fonda I'ceuvre pour f'observation du dimanche, demandant la

fermeture des commerces le dimanche.

. En 1855, Cauchy est 'un des fondateurs de l'ceuvre des Ecoles
d’Orient, dont l'objectif est'de,consolider I'émancipation par I'éducation, dont
Lenormant et Cauchy devinrent les vice-présidents et dont le premier
président fut le contre-amiral"Mathieu, collegue de Cauchy au Bureau des

longitudes.

Engagement politique

Cauchy est un monarchiste antilibéral. Il utilisa sa position a I'Académie pour
promouvoir la pensée royaliste22, et s’exila volontairement en 1830 pour
s’opposer au nouveau régime. Il considérait la dynastie des Bourbons comme

« les soutiens de la religion et de la civilisation chrétienne, les défenseurs des
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idées et des principes auxquels il avait voué de bonne heure son ame et son

coeur23. »

Son engagement politique lui valut de fortes oppositions au sein de I'Institut,
puis de I'Académie, venant notamment de Poinsot ou d'Arago. Cependant,
Arago apporta son soutien en 1839 a Cauchy pour sa candidature au Bureau
des longitudes24. Il connut aussi des oppositions avec les ministéres, par son

refus réitéré de préter un serment de fidélité a chaque.nouveau régime.

Position scientifique

Le génie de Cauchy fut reconnu dés son plus jeune age. Dés 1801, Lagrange
eut ce commentaire : « Vous voyez ce petit homme, ehbien ! Il nous
remplacera tous tant que nous sommes de geomeétres25. » La prédominance
de Cauchy en sciences s’expliquepar la multitude de ses domaines d’études :
ses travaux « embrassent a peu pres toutes les»branches des sciences
mathématiques, depuis la theoriendes nombres et la géométrie pure jusqu’a

I’astronomie et I'optique26. »

Bien que ses'talents de mathématicien aient été applaudis, les faveurs dont |l
bénéficia durant la Seconde Restauration ne furent pas appréciées. Critiquant
ouvertement Laplace et Poisson, il connut rapidement des conflits avec ses
anciens appuis a qui il devait ses premiéres publications. Ses rapports avec
Poisson se dégradérentiavec le temps et une rivalité entre eux s’installa. Ses
votes a 'Académie étaient considérés comme orientés. Malgré I'influence de
Cauchy sur les nouvelles générations, ses derniéres années furent obscurcies
par une querelle de priorité en mécanique, ou il refusa de reconnaitre son

erreur.

En tant que membre de I’Académie, Cauchy devait lire et corriger les articles

envoyés. || commit une négligence envers les travaux de Niels Henrik Abel
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(1802-1829) et d'Evariste Galois (1811-1832). Son avis sur le mémoire d'Abel
tarda et le rapport fourni en juin 1829 fut finalement défavorable ; les
recherches de Galois lui avaient été soumises en mai et n'eurent aucune
réponse. Une telle attitude Iui a été violemment reprochée. Dans sa
biographie, Valson donne une explication : « On doit I'excuser de n’avoir pas
toujours eu le temps de s’occuper des publications d’autrui, quand il n’a pas
trouvé dans le cours de sa propre vie le loisir nécessaire pour relier et classer

ses travaux personnels27. »
Travaux

L’ensemble des travaux de Cauchy furent publiés de 1882 a 1974 chez
Gauthier-Villars, dans les CEuvres_eompletes en_27 tomes qui rassemblent
environ 800 articles couvrantel’analyse, Talgebre, la 'mécanique et les
probabilités28. Lors de la préparation de ses cours et conférences, Cauchy
reflechit sur les fondements nde ['analyse et introduisit des définitions
rigoureuses de notions seulement intuitivement utilisées avant [ui29. Une
partie _importante de ‘ses travaux. concerne lintroduction des fonctions

holomarphes et les séries convergentes30.

Analyse

Avant les travaux de Cauchy en analyse, les séries et séries de fonctions
étaient couramment utilisées dans les calculs, sans le développement d'un
formalisme précis et cela conduisait a des erreurs fréquentes, car les
mathématiciens ne se posaient pas de question sur I'éventuelle divergence
des séries utilisées, comme I'a remarqué Cauchy. Dans son Cours d’Analyse,
il définit rigoureusement la convergence des séries et étudie en particulier les
séries a termes positifs : les sommes partielles convergent si et seulement si

elles sont bornées. |l donne des résultats de comparaison de séries. Il déduit
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de la convergence des séries trigonométriques un critére de convergence qui
porte aujourd’hui son nom, la régle de Cauchy : si la limite supérieure de la
suite | an | 1 / n est strictement inférieure a 1, la série de terme général an
converge. Intéressé par les séries entiéres (appelées alors séries de
puissances), il met en évidence l'existence d'un rayon de convergence (qu'il
appelle cercle de convergence), et en donne une méthode de calcul,
conséquence de son critére de convergence. Il démontre que sous certaines
hypothéses, le produit des sommes de deux ,Sé€ries \convergentes peut
s’obtenir comme la somme d’une série, appelée par la suite produit de

Cauchy. Il en donne une version pour. les séries entieres.

Une fonction réguliere était a tort considérée comme la somme de sa série de
Maclaurin : autrement dit, on pensait a tort qu'une,fonction indéfiniment
dérivable était déterminée par la suite de ses dérivées successives en un
point. En 1822, Cauchy_releve deux problemes i d’'une part, le rayon de
convergences de cette série entiecre peut étre nul, et d’autre part, sur
I'intersection des domaines de définition, la‘fonction et la somme de sa série
de Maclaurinne sont pas nécessairement égales. Cependant des solutions
d’équations, différentielles linéairés avaient été exprimées sous forme de
séries entieres sans aucune. justification. Aprés avoir exhibé des exemples de
fonctions plates, Cauchy s’intéresse de pres au développement de Taylor, et
évalue le reste sous forme de la détermination principale. Il donne ainsi des
conditions suffisantes pour obtenir des réponses positives aux questions

souleveées.

Toujours dans son Cours d’Analyse, il énonce et démontre le théoreme des
valeurs intermédiaires31, démonstration déja finalisée par Bolzano en 1817 a
partir du critere de Cauchy pour la convergence des suites32. Chez Cauchy,

la notion premiére est celle de quantité variable. C'est a partir de cette notion
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que sont définies les notions de limite et d'infiniment petit. Ensuite Cauchy
définit la continuité a I'aide des infiniment petits : d'un accroissement infiniment
petit de x résulte un accroissement infiniment petit de y. Il précise les notions
de limite ; et formalise en termes de limites la dérivabilité. |l est arrété dans
ses travaux par une nuance qu'il ne percoit pas : la différence entre
convergence simple et convergence uniforme33. Pourtant, la convergence
simple (convergence d'une suite de fonctions en chaque point d'évaluation)
n'est pas une condition suffisante pour préserver la continuité par passage a
la limite. Il est le premier a donner une définition sérieuse de I'intégration. I
définit I'intégrale d’une fonction d*une variable réelle sur un intervalle comme
une limite d’'une suite de sommes de Riemann prises sur une suite croissante
de subdivisions de l'intervalle considéré.” Sa' définition permet d'obtenir une
théorie de l'intégration pour lés' fonctions continues. Dans son Analyse
algébrique, il définit les logarithmes,et les exponentielles comme uniques
fonctions continues vérifiant respectivement les équations fonctionnelles f(xy)
= f(x) + f(y) et f(x + y) = f(x)f(y). Bien\gu'il se soit efforcé de donner des bases
rigoureuses a l'analyse, il ne s'est pas interrogé sur I'existence du corps des

nombres réels, établie plustard,par.Georg Cantor.

Dans son cours. de Polytechnique, Lecon de calcul différentiel et intégral, il
apporte clarté et rigueur aux résolutions des équations différentielles linéaire
d'ordre un34 et s'intéressa aux équations au dérivées partielles(théoréme de

Cauchy-Lipschitz).

Analyse complexe

On doit a Cauchy l'introduction des fondements de I'analyse complexe. Sous
I'influence de Laplace, il présente dans le mémoire Sur les intégrales définies
(1814) la premiere écriture des équations de Cauchy-Riemann comme

condition d'analyticité pour une fonction d'une variable complexe. Dans cet
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article, il s’intéresse a l'intégration d’une fonction analytique d’une variable
complexe sur le contour d’un rectangle, donne la définition de résidu, et fournit
un premier calcul de résidu. Dans Sur les intégrales définies prises entre des
limites imaginaires (1825), il donne la premiéere définition d'intégrale curviligne,
démontre l'invariance par homotopie (formulée en termes d'analyse), et
énonce préecisement le théoréme des résidus pour les fonctions analytiques

comme outil pour le calcul d'intégrales.

En 1831, Cauchy propose une expression du nombre de racines complexes
d’un polyndme dans une régiom, du plan complexe. Si F et P sont des

polynémes, il démontre :

P(z)
LU F(2) g dz < z iz

ou l'intégrale est prise sur le contour du domaine U; et ou la somme porte sur

les racines de P appartenant audomaine \U.

Durant son 's€jour a Turin, il déduit de la formule de Cauchy précédemment
énoncée une expression des coefficients de la série de Taylor d'une fonction
analytique »d'une variable ‘complexe comme intégrales. Il en déduit les
inégalités dites de Cauchy et des résultats sur la convergence des fonctions
analytiques d’une variable complexe. Ses travaux seront publiés en 1838 et
poursuivis par Laurent; qui fournit comme généralisation des séries entiéres

les séries de Laurent.

Vers 1845, Cauchy s'inspire des travaux des mathématiciens allemands sur
les nombres imaginaires, et en particulier I'écriture trigonométrique. |l
repousse dans un premier temps cet aspect géométrique pour ensuite |'utiliser
dans ses propres travaux. |l définit la notion de dérivée d'une fonction d'une

variable complexe ; il établit ensuite I'équivalence entre dérivabilité et
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analyticité, fondant ainsi la définition des fonctions holomorphes. Tous ses
résultats précédents sur le sujet concernent les fonctions holomorphes ; la
formule de Cauchy devint un outil central dans I'étude des fonctions

holomorphes, et il étudie alors a nouveau les équations de Cauchy-Riemann.
Algébre

Lagrange avait démontré que la résolution d’'une équation algébrique générale
de degré n passe par lintroduction d'une équation, intermédiaire : sa
résolvante dont le degré est le nombre de fonctions a n variables obtenues par
permutation des variables dans 'expression d’une fonction polynomiale. Ce
nombre est un diviseur de n! : ce résultat est aujourd’hui vu comme une
conséquence de l'actuel théoréme.de Lagrange. En 1813, Cauchy améliore
cette estimation et démontre gue ce nombre, est supérieur au plus petit
diviseur premier de n. Son résultat fut généralise ensuite en I'actuel théoréme

de Cauchy.

Il fut le premier a réaliser une étude des permutations comme des objets
(appelés alors substitutions). |l introduit les écritures encore utilisées
aujourd’huivpour noter les permutations ; il définit le produit, I'ordre, et établit
I'existence et l'unicitérde la décomposition des permutations en produit de
cycles (substitutions circulaires) a supports disjoints. Les travaux de Cauchy et
de Lagrange sur le sujet sont considérés comme précurseurs de la théorie des
groupes. Cependant, Cauchy ne connaissait pas la théorie des groupes et

donna sans le savoir une premiére étude du groupe symétrique.

En algébre linéaire, il écrivit un traité sur le déterminant35 contenant
I'essentiel des propriétés de cette application. Il étudia la diagonalisation des

endomorphismes symétriques réels et qu'il démontra en dimension deux et
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trois36 et dans le cas ou le polyndme caractéristique ne possede aucune

racine multiple37. Enfin, il formalisa la notion de polynédme caractéristique38.
Géométrie
Le dodécaédre, un polyédre régulier convexe

En 1811, il s’intéresse dans son premier mémoire a I'égalité de polyédres
convexes dont les faces sont égales. Il propose une démonstration du
théoreme de Descartes-Euler, concernant les nombres de sommets, de faces
et d'arétes d'un polyedre convexe. Sa preuve consiste aprojeter le polyedre
en un graphe planaire suivant ce qui est aujourd’hui @ppelé une, projection
stéréographique. Cependant, Cauchy ‘commit une erreur, .en<ne faisant pas

d’hypothése claire sur les polyédres étudies.

Dans son second mémoire en 1812, il donna des,.formules pour calculer les

angles diédraux.
Mécanique et optique

En mécanique, Cauchy proposa pour décrire la matiére d’opposer a la
continuité de la matiere un systeme de points matériels dont les mouvements
sont continus. Selon Cauchy, les forces entre ces particules doivent devenir
négligeables sur'les distances estimables. Cauchy énonga des lois sur les
variations de tension, de condensation et de dilatation. Il fit une étude sur

I’élasticité des corps.

S’intéressant a la variation des molécules d’éther, Cauchy établit les
équations de propagation de la lumiére en 1829. Il établit les modes de
polarisation des ondes planes, mises en évidence par des travaux antérieurs
de Fresnel. S’intéressant aux conditions limites au niveau d’une interface,

Cauchy démontra les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumiere. Il
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retrouva les résultats de Brewster sur la variation de I’'angle de polarisation
lors d’une réflexion ou d’une réfraction. Enfin, il démontra I'existence d’ondes

évanescentes, vérifiée expérimentalement par Jasmin.

Sous l'influence de Coriolis, Cauchy étudia la dispersion de la lumiére. Ses
travaux sur les ombres rejetérent une des objections a la théorie ondulatoire

de la lumiére. Il mit en évidence le phénoméne de diffraction.

En astronomie, sa recherche sur les séries Iui permit de réviser la théorie des
perturbations mise en place par Lagrange, Laplace, et Poisson pour étudier la
stabilit¢ du systéme solaire. Cauchy s’intéressa de plus pres,aux calculs
astronomiques a partir de son élection au Bureau des Longitudes en 1839. En
1842, il proposa des méthodes .de caleuls .de primitives d’expressions
rationnelles en cosinus et sinus|; ces methodes furent motivées par le
développement de la fonction perturbative. En 1845, le mémoire de Le Verrier

sur la planéte Pallas estwerifié en quelques heures par Cauchy.
Probabilités

Les travaux de Cauchy sur le principe du minimax permirent de développer la
théorie de la 'décision statistique. En 1853, il étudia, via leurs fonctions
caractéristiques, une famillexde distributions paires répondant a un probléme
variationnel39, parmi lesquelles figurent la loi normale et la loi de Cauchy,
découverte par Poisson. Faisant usage des fonctions caractéristiques, il publia

une démonstration du théoreme central limite
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3 AN JNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session d’Octobre 1994
O0e00 Série : S1-S3 —Coeff : 8
OFFICE DU BACCALAUREAT Durée - 4 heures

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

On considere deux urnes U; et U, :

- U; contient 6 boules blanches et 4 boules noires.

- U, contient 8 boules blanches et 2 boules.noires.

D’une de ces urnes, choisie au hasard, on extrait une boule que 1’on remet dans 1’urne :
Si la boule est blanche, on recommence le tirage dans la méme urne.

Si la boule est noire, on recommence le tirage dans I’autre urne.

On applique cette régle a chaque tirage et on suppose qu’a,l’intérieur de chaque urne, les
tirages sont équiprobables. n étant un entier naturel non nul, on note p,la probabilité pour
que le n*™ tirage se fasse dafis 'urne U,.

1Calculer p;.
1.2 Dans quel cas le deuxiéme tirage se fait-il dans U, ?

1.3Calculer p,.
1.4 Démontrerque : ¥ n =2.p, = %pn_l + %

1.5 Déterminer le" nombre réel a tel que la suite (u,) définie par u, = p, —a soit
géométrique.

Calculer alors p,, en fonction de n et en déduire la limite de la suite (p,).
Dans quelle urne vont se faire la majorité des tirages ?

EXERCICE 2

On considere un triangle ABC direct.

On appelle 1, J, K les milieux respectifs des cotés [BC], [CA], [AB].

Soit N I’image de C par la rotation de centre J et d’angle de mesure g, et P I’image de A par

la rotation de centre K et d’angle de mesure g
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2.1 Montrer que KP = 1J.

2.2 On appelle r la rotation qui transforme Ken JetP en I.
Déterminer une mesure de 1’angle de cette rotation.
2.3 Démontrer que les triangles IIN et IKP sont isométriques.

En déduire I’image de I par r. Montrer de méme que le triangle PIN est isocele et rectangle 1.
2.4 On appelle ry la rotation de centre N et d’angle get I, la rotation de centre P et d’angle g
2.4.1 Déterminer I’image de B par r;0r.

2.4.2 Donner la nature et les éléments caractéristiques de la transformation r,or,.

PROBLEME

On désigne par E(x) la partie entiére de X, I’entier k relatif tel que K < x < K+ 1. et par Inx le
logarithme népérien de X.

Soit la fonction f de R, dans R définie :

f(x) = {E(X?)ln (;(i)xsi: XO> 0

PARTIE |

1.1 Démontrerque f est ung fonction croissante surR. . (on ne cherchera pas a deriver cette
fonction).

Sur quel,sous ensemble est-elle strictement croissant ?

1.2 Démontrer que : V x > 1, f(x) ='In.(x). En déduire lim,_,, f(x).

1.3 Etudier la continuité etla,dérivabilité de f.

1.4 Le plan affine euclidien est rapporté a un repére orthonormé R(0,1,7).

1.4.1 Etant donnée k entiernaturel non nul, on désigne par (Cy) la représentation graphique
de lafonction: g:x - g %) =kin(x) (x> 0)

Construire dans R(0,1,7)(C,), (C,) et (Cs).

1.4.2 En déduire la représentation graphique de f sur [0,4].

PARTIE 11

Pour tout entier k > 1, on note fkk+1 f(x)dx le nombre lim,_, 1) fkt f(x)dx.

11.2.1 Demontrer que pour tout entier naturel k non nul :
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k+1 k+1
j f(x)dx = kj In (x)dx = k(k + 1).In(k + 1) — k?In (k) — k.
k k

11.2.2 Déduire de la question précédente que pour tout entier n e N — {0,1}:

n(n—1)

rlf dx=-— ) kln(k 21 —
fl(x)x ; n (k) + n“.In (n) >

On remarquera que k(k + 1) = (k+ 1)2 — (k + 1).

11.3.1n étant un entier supérieur ou égal a 2, démontrer que pour tout entier k tel que
2<k<n,ona:klIn (k) <kln (n).

n(n¥1)
2

11.3.2En déduire que ‘S, k.In (k) < [ — 1] 1nn.
11.3.3 Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :flrl f(x)dx < fln xln (x)dx

11.3.4En déduire que n; In(n) — n:z + g — % <Y, kiln(k) .

> kink
k=2 _

=1

11.4 Démontrer que : lim

-_— 2

2
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IVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session d’Octobre 1995
m[ml Jum) Série : S1-S3 —Coeff : 8
OFFICE DU BACCALAUREAT Durée : 4 heures

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

Un étudiant passe un examen avec une chance sur deux de ["obtenir. S’il échoue, il
recommence [’année suivante et si nécessaire encore les années suivantes.

Etant un étudiant sérieux, chaque année sa probabilité d’échec se réduit de moiti€.

On note p,la probabilité¢ pour qu’il obtienne son,examen la n"*™ année. On pourra a I’aide

d’un schéma, déterminer année par année. les possibilités d’échec ‘ou de réussite de cet
étudiant pour répondre aux questions suivantes :

1.1 Calculer p4, pet ps puis p; + p, +ps-
Quelle conclusion peut-on tirer.desce dernier résultat ?
2" =1
=

1.3 Calculer. la limite de p,,. Que dire de la limite lorsque n tend vers +c de Y.p_; px?

1.2 Démontrer que : Vn € N, p, =

EXERCICE 2

Dans [I’espace euclidien (ABCDEF) est un
pentaedre dont trois faces (ABCD) (ABFE) et
(DCFE) sont des parallélogrammes de centres
respectifs I, J, K. L est le milieu de [AB].

gravité respectits O et O’.

On désigne par P le centre de gravité du triangle (CED) et par Q celui du triangle (ABF).
Démontrer que :

2.1007 = AB.

2.1.2Les segments [00'] et [PQ]ont meme milieu G.

— —

1.3GK = — % GL.

N
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2.2 Dans cette question on suppose de plus que le pentaédre est régulier (c'est-a-dire que :
AB =BC = CF = BF = g, ou a est un réel positif donné)

Et que les faces (ADE) et (ABCD) sont orthogonales.
M étant un point quelconque de 1’espace, on pose :
®(M) = MA + MB + MC + MD + ME + MF.

Démontrer que 1’ensemble des points M tels que ||§(M)|| = av21 est la sphere circonscrite
au pentaedre.

PROBLEME
PARTIE |
On considére la fonction numérique f définie par : f(x)= %ln %

On appelle (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,7) du plan. (Unité 2
cm).

1.1.1 Montrer que O est centre de symétrie de (C).
I.1.2 Etudier les variations de f et tracer (C).

1.2 Pour tout élément x de I’ensemble.de définition, comparer f (i) et f(x).

1.3 Soit (T) laleourbe paramétrée de I’ensemble des points M(t) du plan dont les coordonnées
verifient :

x(t) = —e?t
1. Ma+e2tjavect € 10, +oof
y(t) - Eln |1—e2t

1.3.1 Montrer que (T) est contenue,dans (C) et indiquer en le justifiant le sens du mouvement
de M sur (T) lorsque tvarie.

1.3.2 Calculer les composantes du vecteur vitesse v du point M(t) a I’instant t.

1.3.3 Déterminer typour que la tangente (T’) a (T) en M(t,) soit parallele a la droite
d’équation y = x. Placer M(t,) et tracer (T).

PARTIE 1l
11.1 On désigne par g la restriction de f a I’intervalle ]—1,1[.

11.1.1 Démontrer sans calculs que g est une bijection et préciser I’ensemble de définition de
la fonction réciproque g™ .

11.1.2 Déterminer g™

11.1.3 Représenter graphiquement g™ dans le méme repére que la courbe (C).

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés

34




Club d’Excellence — Mathématiques Premiére partie : Epreuves

] . , +a dt
11.2.1 Interpréter géométriqguement le réel I = — f_;mz

oua € ]0,1].

11.2.2 A I’aide de la fonction g, calculer I puis déterminer o pour que | = 1.

11.3.1 En distinguant les cas |x| > 1 et|x| < 1, déterminer la fonction h définie par :
vx € R—{-1;1} h(x) = g7 of(x)

11.3.2 Démontrer que h est prolongeable en une fonction h continue sur R.

Représenter graphiquement la fonction h. (On fera un deuxiéme dessin).

PARTIE 111

111.1.1 Verifier que :

1 1]
-1 x+1

vx € R\{—1;1}af’'(x) Z%[x

111.1.2 En déduire que :

Vx € R\{_1, 1},: f/l(x) b_ _%[(X + 1)2 — (X _ 1)2]

(1)
111.2 Etablir que la fonction f vérifie I’équation différentielle :
&= Dy "+ 2xy' =0

111.3 Plus géneralement, pour tout entier naturel non nul, on note £ 1a dérivée n'*™ede la
fonction f.

Démontrenque : ¥ x € R\{—1;1}:

(- D![x+D"-x—-1"]

f(n)(x) = (_1)n—1_ 2 (x2 —1)"
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RSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session d’Octobre 1996
O00ed0 Série : S1 -S3 —Coeff : 08
OFFICE DU BACCALAUREAT Durée : 4 heures

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.

Leur utilisation sera considérée comme une fraude. (CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08
1998)

EXERCICE 1

_ 1+kk+1D)+1

Pour tout entier naturel k, on pose iz, =
1+k(k+1)-1

et on note’: |z | = py et argz, =
oy ouoy € |—m, ).

1
14+k(k+1)’

1.1 Démontrer que pour toutk > 0,p, = 1 et tan% X
1.2 Placer dans le plan complexe les points d’affixes zg,%,, Z5-

1.3.1 Démontrer que pour tout k > 0, il existe un unique reeho, de [OE] tel que tanf, = k.
Calculer 6,et 0.

1.3.2 Sans calculer 6,et 65, constrtuire sur. le cercle trigonométrique les points images de
e'% et el% en précisant le procédé de construction utilisé.

1.3.3 Démontrer gue pour tout.entier k > 0 : % = Oy41 — Ok

1.40npose: S, =z,S, =z,.2,,S3 = Z,.2,.Z3 et pour tout entier :
W= 4,S, = 71.%9.Z3 wo . Zp-

1.4.1 Quel est le modulede S,?

Exprimer I’argument de S, €n fonction de 6,,,, et 0;.

1.4.2 Par définition une suite de nombres complexes (r,e'®n) converge vers le nombre
complexe re'® si: lim,_, r, = retlim,_, @, = .

Montrer que la suite (S,,) converge et calculer sa limite.

EXERCICE 2

Dans le plan orienté (P), on donne deux points distincts O, et O,.

On prendra O,0, = 10 cm pour le dessin. On désigne par r, la rotation de centre O; et d’angle
i . , 2T
S etparr, la rotation de centre O, et d’angle 5
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Pour tout point M de (P), on note M;I’image de M par r; et M, I’image M; par r,.
2.1 Démontrer que le milieu J du segment [MM, ] est un point invariant par r,or;.
2.2 Prouver que J est situé sur le cercle de diamétre [0,0,]. Construire J.

3 Soit M le projeté orthogonal de O, sur la droite (MM,).

3.1 Démontrer que M, My, M, sont alignés si et seulement si H est situé sur le cercle de
diametre [0,]].

3.2 Préciser les éléments caractéristiques de la similitude directe s de centre O; qui
transforme H en M.

3.3 En déduire I’ensemble (C) des points M du plan (P) pour lesquels M, M;, M, sont
alignés. Construire (C).

4.1 Exprimer M;M en fonction de O;M; puis M;M, en fonction de O,M;.

4.2 O se situe M; lorsque I’on a ’égalité : M{M, = vV3M;M ?

4.3 Déterminer I’ensemble (A) des pointsdVhdu plan tels ques:.M; M, = v/3M;M.
4.4 Construire (A).

PROBLEME

PARTIE |

Soit ¢ la fonction numérique d’une variableréelle définie par :

X

S )T

On appelle(C) sa courbe representative dans un repere orthonormeé.

six > 0 etp(0) = 0.

1.1 Démontrer que ¢ est unefonction, continue sur son ensemble de définition.
1.2.1 Etudier la dérivabilité de ¢en 0.

1.2.2 Dresser le tableau de variation de la fonctione.

1.3.1 Etudier les branches infinies de (C).

1.3.2 Preéciser la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse e.

1.3.3Tracer (C) et (T).

LADémontrer que 1’équation @(x) = e admet exactement deux solution dans I’intervalle
11, +oo[ et ’une de ces solutions est comprise entre e3 et e*.

PARTIE I

Dans cette partie, on considere la fonction f definie par :
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X d
f:]1,+00[—>Rf(x)=j ﬁ

Le but de cette partie est de représenter graphiquement cette fonction sans connaitre
I’expression explicite de f(x). On note (T) la courbe représentative f dans un repére
orthonormé.

Justifier ’existence de f(x) pour : x € |1, +oo.

11.1 Démontrer que f est croissante sur ]1, +oo.

11.2Etablir que pour tout nombre réel t appartenant a ]1, +co[,ona: In(t) <t — 1.
11.3 En déduire une minoration de f(x) lorsque : x > e.

Préciser alors la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo.

11.4De facon analogue, calculer la limite, de f(x) lorsque x tend vers 1 et par valeurs
supérieures.

Soientaet b deux réelstelsque : e < a < b.

_ b—a b dt b-a
. < _—
Etablirque: -— =< J '+ ® ~ In(a)

11.5S0it x > e.

Démontrer que pour tout réel u tel que :

X—Uu X—
< i < <
e<u<uxona:— o = fx) < '

11.6Résoudre 1I’équation : @(x) <.

Montrer que lorsque : x > e*, ona e < @(x) < x. Etablir alors que :

(X) ln(x) 1 ex)| In()
4 1 _
Vx>el f()_l () ]lln(cp(x))'
I1.7Démontrer que : limy_ e % =1;

En déduire que lim,_, @ fx) =1
11.8 En déduire que :lim,_,, f(x) et lim,_,, ).Que peut-on en déduire pour (T) ?

11.90n cherche a obtenir une valeur approchée de f(2).

On approxime : t +— m dans [2, e] par la fonction h ainsi définie :
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h(t) = at+ b,h(e) =1eth(2) = ﬁ.Calculer les réels a et b et donner deux valeurs

approchées de ces réels a 102 prés. On utilisera ces valeurs approchées pour la question 4)b).
11.10 On prend, pour la suite : f(2) = f: h(t)dt . Calculer cette valeur.

11.12Donner le tableau de variation de f. b) Construire la courbe représentative de f.
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NIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session d’Octobre 1997
O00ed0 Série : S1 -S3 —Coeff : 8
OFFICE DU BACCALAUREAT Durée : 4 heures

MATHEMATIQUE

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisees.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

L’espace E est muni d’un repére orthonormal(0, T, V, E) , P le plan de cet espace de repere
(0,4,V)

1.1 Dans ce plan, on considére “les points A, B et C |de cordonnées
respectifs(—3,0), (1,4v3)et (—2,4v/3).

1.1.1 Montrer qu’il existe une ellipse (E) passant par C'et O de,foyers A et B.

1.1.2 Chercher I’aire du domaine (D) délimité par I’ellipse (E).

2

2
(On rappelle que I’aire d’une ellipse.d’équation z—z + 1};—2 = 1 est mtab unités d’aire).

1.2 Dans I’espace E on considere le point 1(0, 0, 6). Soit h ’homothétie de centre I et de
rapport 3

On désigne par :

- (D) le domaine image du domaine (D) par h.

- (S) le solide délimité par (D), (D>).ct les segments[Mh(M)], M appartenant a (E).

Les sections de (S) par. des plans paralleles au plan P sont les images de (E) par des
homotheties de centre | et de rapport k,§ <k<1

1.2.1 Veérifier, en cherchant h(O) : que la cote du plan contenant (D’) est 2.
Chercher le rapport de I’homothétie correspondant a la section de (S) de cote z, 0 < z < 2.

1.2.2 Déduire I’aire A(z) de la section de (S) de cote z, 0 < z < 2, de I’aire de (D).
1.2.3 Calculer alors le volume du solide (S) : V = foz A(z)dz.

EXERCICE 2

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés

40




Club d’Excellence — Mathématiques Premiére partie - Epreuves

Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormal (O,u,v). On designe par T
I’application, de (P) dans lui-méme, associant au point M d’affixe z = x+iy le point d’affixe
7’ =x’Hy’ telle que :z’' = (z + 1)?

2.1Déterminer 1I’ensemble des points invariants de T.

2.2Montrer que tout point M’ d’affixe z’ admet deux antécédents M; et M, symétriques par
rapport au point A d’affixe (-1).

2.3 Etablirque x’ = (x+ 1)* —y?ety’ = 2y(x + 1).

2.4 En déduire que, la transformée de la droite d’équation x = 0 ainsi que les transformées
des droites d’équationy =a(x+ 1), a € R, sont incluses_dans des courbes dont on
déterminera une équation cartésienne.

PROBLEME

Les parties | et Il sont indépendantes.
PARTIE |

—xe* six<0
xIn(x) six>0"

On considére ’application f de R dans lui-méme définie par : f(x).= {
Le plan est rapporté a un repére orthonorme (O, 1,7) unité 6 cm.

1.1 Etudier la continuité et la.dérivabilité de fen0.

Etudier les variations de f.

1.2 Soit g la restriction de f a Pintervalle I = [—=1, e ]

1.2.1 Montrer que g est une bijection de I sur g(l).

1.2.2 Construireiles courbes représentatives de g et g™ dans f.
1 - 1 -1 1 1
1.2.3 Montrer que g est dérivableen e zéet calculer (g™1)’ (Ee z).

PARTIE I

Soit (U,) s la suite définie par : U, = 1% bt —

22 n2
11.1.1 Veérifier la double inégalité :

1 1<1<1 1V -
n n+1 n?2 n—1 n =

1.1.2 En utilisant (1), montrer que la suite (U,),»; €st majorée. En déduire qu’elle est
convergente. Soit L sa limite.

1

, . - 1
11.2 Déduire de la relation (1), un encadrement de la somme : ot 1z

1
+...+§
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En déduire que U, est une valeur approchée de L & 2.10™" prés.
11.3.1 Par une intégration par parties, calculer fon (ﬁ x? — x) cos(nx) dxavecn € N* .

11.3.2 Démontrer par récurrence que pour tout n € N*, pour tout x € 10, t|:

sin (n + 1) X 1
cos(x) + cos(2x) + -+ + cos(nx) = —Xz __
2 sin (5) 2

1.2

11.40n pose g(x) = ;’S‘:( y six €]0,m] etg(0) =

On suppose que g est continue et dérivable sur ]0, ] et g’ est continue sur [0, t].

11.4.1 Montrer que :

T
1
jg(x) 51n(n+ Ef —x? —x dx=U,
0

11.4.2 Montrer de méme que :

fg(X) (Sin (n+%)x) dxzﬁ —1+fg’(x) (cos (n+%>x> dx

11.4.3 En déduire qu’il existe un réel M que I’on déterminera tel que I’on ait :

j[g’(x) (cos (n + %) x) dx

11.4.4 En déduire, enutilisant les questions précédentes que : limU, =

n—-oo

<M-1
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE Session d’Octobre 1998
DAKAR

O00e00
OFFICE DU BACCALAUREAT

Série : S1 -S3 —Coeff : 8

Durée :4heures

MATHEMATIQUE

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/0OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

Soit P le plan complexe orienté muni d’un repére orthonormal(O, U, v) direct.
1.1Résoudre dans C I’équation : z% + 2z 435 = 0.

1.2 Soient A et A’ les points images des solutions de cette équation, A étant le point dont
I’affixe za est telle que : Im(z,) > 0.

Soit B I’'image de A par le quart de tour direct de centre O.
1.2.1 Calcule I’affixe de B zg.
1.2.2 Quel est I’ensemble (E) des'points M d’affixe z tels que

Z— 7
| Bl =12

Z_ZA

1.2.3 Quel est I'ensemble (F)'des points M d’affixe z tels que :

arg (Z _ ZB) = g[Zn]?

Z— Zp

1.2.4 Quel est I’ensemble (G) des points M d’affixe z tels que :

Z —17p

€ R}
Z — Zp +

1.2.5 Repreésenter (E), (F) et (G).
EXERCICE 2

Le plan est supposé orienté, la notation (u, V) désignera 1’une des mesures de 1’angle orienté
du couple de vecteurs (u, V).

Soit ABC un triangle no rectangle inscrit dan un cercle (C) de centre O, et soit H son
orthocentre. Soient (C,) et (C,) les cercles de centres respectifs O, et O,, symétriques du
cercle (C), respectivement par rapport aux droites (AB) et (AC).

2.1Soit A; le symétrique de H par rapport a la droite (AB).
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2.2.1 Montrer que : (A;A,A,C) = —(HA, A,C)[n]

2.2.2 Montrer que : (A;A,A,C) = (EX,PTC)[T[] . Que peut-on en déduire pour A, puis pour
H?

2.2.3 Déterminer : (C;) N(C,).

2.3 Montrer que (C,) est I’image de (C,) par une rotation R de centre A dont on déterminera
angle.

el WS

2.4 Soit M un point quelconque du cercle (C), dont les symétriques respectifs par rapport aux
droites (AC) et (AB) sont B’ et C’

Justifier les égalités suivantes :

R(C’)=B’; (HB',HA) = (0,B',0,A)[n] ;(HC',HA) == (0,C’;0,A)jr]

(OzB’, OzA) == (010, OlA) [T[]
En déduire que : (HB/, HC") = 0[n].

Que peut-on en déduire pour les points,H, B’, C’ puis pour lespoints H, A’, B’, C’ ou A’ est
le symétrique de M par rapport a la droite (BC) ?

2.5 Montrer que les points I, J, K.milieux respectifs des segments [MA'], [MB'] et [MC'] sont
alignés.

2.6 Réciproquement, soit M un point quelcenque du plan dont les projections orthogonales
K, J et I sur les droites (AB); (AC) et (BC) sont aligneés. Démontrer que M appartient au
cercle{C). (On'pourra montrer que les points K, J, I O d’une part et M, I, K, B d’autre part
sont cocycligues).

PROBLEME
PARTIE |

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) =%x2—1—
2In(1 + x).

On désignera par (C) sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repére
orthonormal(0,1,7) (unité 2 cm).

1.1 Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

1.2.1 Déterminer une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse O.

1.2.2 Calculer lim,_, (%) interpreter geometriquement ce resultat.

1.2.3Tracer la courbe (C) dans le repére (0,1,7).
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1.3.1 Montrer que I’équation %XZ —1 = 21In(1 + x) admet deux solutions et deux seulement,
dont ’'une a appartient a ]2,3][.

1.3.2b) Montrer que : @ =\/2 + 41In (1 + «).
1.4 Soit g la restriction de f a I’intervalle[1, +oo.
1.4.1 Montrer que g est une bijection de [1, +oo[ a un intervalle J que 1’on précisera.

1.4.2 Etudier la dérivabilité et le sens de variation de g™ bijection réciproque de g (On ne
emande pas de déterminer g™).
1.4.3 Tracer la courbe représentatives (T) de g™ dans le repére(@;i,}).

PARTIE I

On considére la fonction h définie sur [2, +oo[ par : h(x) = \/2 + 4n (1 +X):
11.1 Montrer que quelque soit x appartenant a [2, +o[:

11.1.1h(x) > 2.
1120 <h'(x) <.
11.2 Soit (U,)) la suite définie sur N par : Uy =2 etU,,, =h(U,) pour toutn € N.

11.2.1 Montrer par récurrence que pour toutn € NuU, > 2.

11.2.1 Montrergue pour tout entier naturel'n :

U... <&l <2|U, — a|aétant le. réel définie a la 3°™ question de la PARTIE | du
n+1 3 n q oo
PROBLEME

c) Montrer que pour tout entiernaturel n: |U, — af < 3% ;

d) En déduire que (U,) eonverge et déterminer sa limite.

3) En déduire une valeur approchée de a & 107 prés.

PARTIE 111

On considére pour tout x appartenant a [1, +oo[ la fonction G définie par :

G(x) = flxg(t)dt, g étant la fonction définie & la 4°™ question de la PARTIE 1 du
PROBLEME.

I11.1 Justifier I’existence de G(x) pour tout x appartenant a [1, +oo[.

111.2.1 Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x différent -1 : ﬁ =a+—

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés

45




Club d’Excellence — Mathématiques Premiére partie - Epreuves

111.2.2 En utilisant une intégration par parties, calculer flx In (1 + t)dt pour x appartenant a
[1, +ool.

111.2.3En déduire G(X) pour x appartenant a [1, +oo.

111.3.1 Déterminer en fonction dea L’aire du domaine délimité par la courbe (C) I’axe des
abscisses et les droites d’équations respectives X =1, X = a

111.3.2 Hachurer ce domaine dans le repére(0,1,7).
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SITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session d’Octobre 1999
O00ed0 Série : S1 -S3 —Coeff : 8
OFFICE DU BACCALAUREAT Durée :4heures

MATHEMATIQUE

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

L’espace (E) est muni d’un repére orthogonal direct (O, 1,7)/

On considere I’application v de (E) dans (E) qui a toutspoint M(x, y4Z) associe le point M’ (x’
,Y',2) tel que :

X ==x+2
y.=z+ 1
z =y+1

1.1 Soit A(1, 0, 0) est h; ’homothétic de centre A et de rapport 2. Soit f = h;ov. Démontrer
que f admet un unique point invariant B.

1.2Soit r = h,of, ou h, est ’homothétie de centre Biet de rapport %

Démontrer queé r est un demi-tour dont on précisera I*axe D.

1.3 En deduire' que v est composée du demi-tour r et d’une translation dont vecteur, a
préciser, estun vecteur directeurde D.

EXERCICE 2

Le plan est muni d’unrepére orthonormal (O, 1,7).
On note (C) I’ensemble des points M d’affixe z tels que :
(1 +1)Z -3 +3i| =2

On considere ’application s du plan qui au point M d’affixe Z associe le point M’ d’affixe Z’
tel que :

7’ =(1+1)Z-3+ 3i
2.1 Déterminer et construire 1’ensemble (T) des points M’ lorsque M décrit (C).
2.2 Montrer que s est une similitude directe dont on caractérisera. | designera le centre de s.

2.3 Démontrer que ’antécédent F de O est tel que le triangle IFO est rectangle et isocéle.
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2.4 Construire F et (C).
EXERCICE 3

3.1 Déterminer une solution f et g de 1’équation différentielle :

f(0) =0 etf'(0) =1
g(0) =1 etg'(0) =3

3.2Dans le plan muni d’un repére orthonormal (0O, 1,7).

y" —y =0, vérifiant: {

On considere la courbe (C) dont une représentation parameétrique est :

x = 2et + et

Montrer que (C) admet en tout point une.tangente dont on donnera un‘vecteur directeur.
3.3.1 Montrer que (C) est une branche de Phyperbole (H) d’équation x* — y? =9.
3.3.2 Tracer (H) en précisant, son centre, ses sommets foyers et asymptotes:

PROBLEME

On considére la fonction f définie par: f(x) = In (g (x+§)) et on note (C) sa courbe

représentative dans le plan munisd’un repere orthonormal.
PARTIE |
1.1 Etudier les variations de f.

1.2 Montrer que pour tout x > 0)f'(x) < 1. En deduire la position de (C) par rapport a la
droite (A): y.= X

1.33) Construire la courbex(C) et la droite (A) On précisera la nature et la branche infinie
en+-oo.

1.4 Etudier dans R* les variations de la fonction ¢ définie par :

2

0() = F(1+1) = — (1)

En déduire que pouttoutt > 0, f(1 +t) — f(1) < —g

PARTIE I

| w

Soit (U,) la suite définie par: { Uo=7
Unt1 = f(Uy)

11.1Montrer que (U,,) est decroissante et minorée par 1.
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11.20n poseV, = U, — 1

11.2.1 Montrer que pour tout n, V,,,; <

N |-

V2,
(On pourra écrire V.4 sous la forme f(1 + t) — 1 et utiliser A)4)

11.2.1 En déduire que pour toutn > 1

2n—1

Vi
o<y <2()

11.2.3 Montrer que (U,) converge et determiner sa limite.
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ERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session d’Octobre 2000
O00ed0 Série : S1 -S3 —Coeff : 8
OFFICE DU BACCALAUREAT Durée :4heures

MATHEMATIQUE

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

ABCDEF est un hexagone regulier de centre | tel que le triangle |ABsoit de sens direct.

Soit J le milieu du segment [AI].
1.1 On note s, la similitude directe de centre B:de rapport % et d’angle g

1.1.1 Déterminer I’image de E par s;.

1.1.2Déterminer 1’antécédent de J par sj.

1.2 On note s, la similitude directe de centre J qui transforme A en F. Déterminer son rapport
t son angle.

D

1.30n note s larsimilitude directe qui transforme Een F et D en J.
1.3.1 Comparer S et s,0s;.
1.3.2 Construire le centre Q de's, en énumérant les différentes étapes de la construction.

EXERCICE 2

L’espace est muni dun repére orthonormal (0, 1,7, K).

On donne les points A(3,0,0) ; B(0,3,0) ; C(0,0,3) et G le centre de gravité du triangle ABC.
2.1.1 Déterminer les coordannées de G.

2.1.2 Démontrer que la droite (OG) est orthogonale au plan (ABC).

2.2 Déterminer les coordonnées de I’'image de O par la réflexion Siagc).

2.3 Déterminer les coordonnées des images de O, A, B et C par le demi-tour Siog).

EXERCICE 3

Soit Bun nombre réel de I’intervalle ]— g,g[

3.1 Résoudre dans C 1’équation (E) suivante : z*cos?0 — zsin20 + 2 — cos?0 = 0 : (E).
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3.2 Soit M I'image dans le plan complexe de la solution (E) dont la partie imaginaire est
positive.

3.2.1 Démontrer que M appartient a une hyperbole (H) dont on donnera une équation.

3.2.2 Construire (H) et déterminer la partie (H) décrite par M lorsque 8décrit ]— gg[

PROBLEME
PARTIE |

Pour tout entier naturel n, on note f,, I’application de [Og] dans R définie par :

sin2(n+ 1)x T
sin2n + Dx e o7
sinx 2
f,(0) = 2n +2

fn (x) =

1.1 Montrer que f,, est continue sur[O, g]

1.20n pose U, = [ f,(x)dx

1.2.1 Montrer que la suite (U,) est bien'définie dans N.

2(_1)n+1
1.2.2 Montrer que Uy,.q — Up= =

1.3 Calculer Uy, U, et U,.
PARTIE Il

k=n (—1)k
k=0 K+1

11.1 Montrerque U, = 2 ),
11.2.1 Calculer f; dx et f x®Sdx,; k € N*.

_1)N2n+2
11.2.2 En déduire que U= 2 fol M 111;2(

1
1+x2

11.3.1 Etablir que

Un—ZfO1 dx|< 2

~ 2n+3
11.3.2 En déduire la convergence de la suite (U,).
PARTIE 111

1
1+x2

Soit ¢ I’application de R dans R définie par @ (x) =

Soit F la primitive nulle en zéro de ¢ ; soit G I’application de ]—gg[ dans R définie par
G(u) = F(tanu).

I11.1 Montrer que G est dérivable et admet une fonction dérivée G’ que 1’on précisera.
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1.2 En déduire G.

111.3 En déduire la valeur de ] = f dx. Quelle est la limite de la suite (U,) ?

0+2
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session normale 2000
O0e00 Durée : 04 heures
OFFICE DU BACCALAUREAT Séries : S1-S3
Téléfax: (221) 824 65 81 - 824 95 - 92 Coeff : 08

Epreuve du 1° groupe

MATHEMATIQUES
Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

1. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur IR de 1’équation différentielle :

yity =0 (1)

2. Etant donnée une fonction numérique de variable réelle, g deux fois.dérivable sur R™; on
définit la fonction f de R vers IR par : V x.€R

1
f@) =xg(2).
H r N 19, ! 1
Exprimer f''(x) al’aide de g (;) etde x.
... WA, . ., . w1
3.0n considere 1’équation différentielle y™ = =Y 2)

3.1. Démontrer 'que la fonction g,deux fois dérivable sur v x €R” est solution de (2) si et
seulement si la fonction f définie par :¥x€R"; f(x) = xg (1) est solution de (1).

x
3.2. En déduire, I’ensemble wdes solutions de (2) définies sur chacun des
intervalles |—oo; 0[ ‘et JO; +ool.

3.3. Soit g une solution de I’équation (2) définie sur ]0; +co[. Déduire de ce qui précéde une
primitive de la fonction : x — Xizg(x).

EXERCICE 2

Soit u la fonction définie par u(x) = fox 1ii2

1. Prouver que u est dérivable surR et calculer u’(x).

2. On pose pour tout réel x de]—g;g[ - f(x) = u(tanx)
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2.1. montrer que f est dérivable et calculerf'(x)pour x € ]— g ; g[ .

2.2. En déduire que f(x ) = x pour tout x de ]—gg[
2.3, Calculer I = [/ =
3. Soit la suite I,définie par 1, = [ = dx

1
3.1. Montrer que I, + 54, = Pyl Calculeralors I, 4, ls.

3.2. Montrer que pour tout entierp : 0 < I, < -~

En déduire la limite de I,, lorsque p tend vers +oo.

EXERCICE 3

ABCDEFGH est le cube ci-dessous représenté.

O est son centre | est le milieu J le centre “dey gravit¢ de la face DCGH.
o [

7

1.1. Montrer que (ABG) est plan médiateur des segments.

1.2. On note les réflexions dont les plans respectifs sont (ABG), (BCH) et (10J). Vérifier que
ces réflexions laissent invariant le cube ABCDEFGH.

2. on considere 1’application ftelle que :
2.1. Prouver que f est une rotation d’axe(BH).
2.2. En orientant le plan (ACF) par déterminer la restriction de f a ce plan.

En déduire I’angle de f.
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3. Soit r le demi-tour d’axe(Ol) et g I’application rof.

3.1. En écrivant r comme la composée de 2 réflexions judicieusement choisies déterminer la
nature de g.

3.2. Déterminer les éléments caractéristiques de g.

PROBLEME

Le plan affine (P) est muni d’un repére orthonormal direct ; on note(0, U, V)

L’ensemble des nombres complexes non nuls ; (P*) le plan (P) privé de 0.

Soit I’application f de C dans C définie par f(z) = %(z — %)

On note F I’application de P* dans P qui a tout point m de P* d’affixe z fait correspondre le
point M d’affixe : Z = f(2).

1.1 Déterminer I’ensemble des points invariants par F .

1.2 Soit M(Z) un point de P* non invariant par F. Montrer que M est I’image par F de deux
points de P*.

Vérifier que M est le milieu de[m,, m,].
1.3 On note A (1+i) , placer Aet B (1_—;), en déduire la construction de I’image par F .

2 Dans cette question on cherche I’image de I’axe privé de 0.Soit g la fonction numérique
définie par g(x) = %(x — l)

X
2Etudier les variations de g.
2.2. En déduire I’image par F de I’ensemble des points de I’axe réel de P*.

3Recherche de I’image du cercle de centre 0 de rayon 1.

3.1 Soit z un nombre complexe non nul distinct de i et —i d’image Z par f. Exprimerz—i en

fonction de E En déduire une relation entre(r—n-lj, mU’) et (W,MU’), ou U et U’ sont
respectivement U(i ) et U’(-1)

3.2 Soit (G) le cercle de diameétre [UU'].
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Montrer que I’image M de tout point m de (G) est un point de [UU’].Soit M un point
de [UU'], vérifier que M est I’ image de deux points de (G) .Quelle est donc I’image par f de
(©G)?

4 Recherche de I’image d’un cercle (G’) de centre o et rayon r # 1.Soit m un point de (G’)
d’affixe z.

4.1 Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z en fonction du module r et d’un
argument de z.

4.2 En déduire que m est un point d’une conique E, dont on donnera la nature.
4.3 Donner les éléments géométriques de E; et construire E,.
5Imagede D* =D —{0}ouD:y =x.

5.1 Ecrire une équation paramétrique de D*.En déduire les coordonnées X et Y du point M
image de m par F.

5.2 Montrer que M appartient a une hyperbole dont on précisera une équation cartésienne.
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session normale 2001
Durée : 04 heures
O0de00 Séries : S1-S3
OFFICE DU BACCALAUREAT Coeff : 08

Téléfax: (221) 824 65 81 — 824 95 92
Epreuve du 1° groupe

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/0OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

Dans I’espace rapportéau repére orthonormal (0,ej,e,,e;) on donne les points
1 1
¢(-3,00);0(3,0,0);E(0,1,0).

1.1, Déterminer I’ensemble (T) des points M(X, Y, z) tels que :
IME | = ||MCAMD]|

1.2. Déterminer I’intersection (A) de (T)avec le plan (0, €3, e3).
2.1. Montrer que les points de (T).sont a égale distance de E et de la droite (CD).

2.2. Montrer «que I’intersection de (T) et du plan,d’équation:z = Oest la parabole de
foyer E et de directrice (CD).

EXERCICE 2

Dans un plan orienté, on considere un carré direct (MNPQ) de centre O.
Soit un point de [NP] distinct de N.

On note J le point d’intersection de (MN) et de (PQ). La perpendiculaire (A) a (M) passant
par M coupe (NP) en K et (PQ) en L.

1. Faire une figure avec NP =5 cm ; NI = 2 cm (on placera (NP)verticalement c’est-a-dire
parallelement au grand coté de la feuille).

2. Soit R de tour direct de centre M.
2.1. Préciser I’image de la droite (NP) par R
2.2. Déterminer les images de K et | par R.

2.3. Quelle est la nature des triangle KMJ et IML.
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3. On note E le milieu du segment [IL], F celui de [JK] soit s la similitude direct de

’ n L
centre M d angle4 et de rapport =

3.1. Préciser les images de K, et de | par s.

3.2. Quel est le lieu géométrique du point E quand | décrit [NP] privé de N.
33.D

éduire de ce précede que les points O, N, E et Q sont alignés.

EXERCICE 3

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0, u, v)direct.

1. On considere les points A (_Ol)et I (g) Soit (E) I’ellipse de centred dont A est un sommet

de 0 un foyer.
1.1. Déterminer les trois autres sommets de (E)

1.2. Calculer I’excentricité de (E) et donne une é¢quation de sa'directrice associ¢e au foyer O
dans(0, u, v).

1.3. Donner une équation de (E) dans le repere(0, u, v).
1.4. Tracer (E) préciser les points d*intersections de (E) et de la droite (0, ).

2. Soit I’équation d’inconnue’\Z : Z>- 2(4 # 5c0s0)Z + (4cosb +5)? = 0, § est un paramétre
réel.

2.1. Résoudre,cette équation pourfe[0;7].

2.2.Lorsquefe[0, |, onnote Zjla.solution dont la partie imaginaire est strictement positive,
et Z,1’autre solution.

Soit M,et M,les points d’affixes respectives Z; et Z,.
Déterminer les coordonnées de M,en fonction de 6 dans un repére(0, u, v).

En déduire I’ensemble des points M;puis celui des points M, lorsque 6 varie dans[0, r].

PROBLEME

PARTIE |

On considere pour tout entier naturel n non nul la fonction g, définie sur ]0,+oo[ par

Inx

‘In (x) = ey
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1. Déterminer les limites de g,,aux bornes de I’intervalle g, (x) = l;—:

Etudier les variations de g,,.

2. Construire la courbe C, représentative de la fonction g; dans le plan rapporté a un repere
orthonormal, on précisera ses asymptotes.

3. Pour tout réel A> 1, on pose : I,(A) = ff‘gx(t)dt

3.1

lculer I, (Q)

Ca
3.2. Calculer I,,(A)en fonction de n et de A pour n > 2

Déduire de ce résultat la valeur de : A = f; g.(t)dt

3.3. Soit n un entier naturel non nul fixé.

3.4.Calculerlimy_, ., I, (A).

PARTIE Il

Inx

On considére la fonction telle que . g, (x) = =

x2
1. Montrer qué pour tout entier naturel p, p.=>2 (go(p.+ 1) < fpp+1g2(t)dt < g,(p)

2. On consideére la suite (S,) sz définie par son terme général : S, = Y%, %

2.1. Montrer que la suite (S ),>,€st croissante.

N

2. Montrer que. Sy, (p + 1) =< fpp+1 g.(t)dt < g,(p)puis S — 1;1—22 < fzk g.(Hdt < S, —
k

E

En déduire un encadrement de Sy.

2.3. En utilisant la valeur de A, montrer que la suite Sy est majorée.

1 3In2

2.4. Montrer que la suite (Si) est convergente et que sa limite vérifie :; + lnTz st=s-+——

PARTIE 11

x(t) = g1 (t)

On considere la courbe (T) définie paramétriquement par : {y(t) — g,(t), t réel € [1;10]
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1. Représenter dans un méme tableau les variations des deux fonctions X et y qui a t associent
respectivement x(t) et y(t).

2. Représentez la courbe (G) dans un repere orthonormal (0, i, ?)unité 2cm.

Préciser les points de (G) en lesquels les tangentes sont paralleles a I'un ou I’autre des axes
de coordonnées.
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session normale 2002

2 O0e00 Durée : 04 heures
OFFICE DU BACCALAUREAT Séries : S1-S3
Téléfax : (221) 824 65 81 - 824 95 - 92 Coeff : 08

Epreuve du 1° groupe

MATHEMATIQUES
Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

On pose Q(z) =z3 — (i + 2icosa)z? — (1 + cos a)?z + i(1 + cos?a) ou z désigne un
nombre complexe, i 1’unité imaginaire pure,a un nombre réel tel que 0 < a < g Les trois

racines de Q(z) sont désignées par a, b et ¢ respectivement. On veut déterminer les racines
Q(z) de deux facons différentes.

Premiére facon :
1. Sans calculer (a + b + ¢), (ab + ac + bc) et abc.

2. Sachant que la somme de deux de ces racines est égale a (2icosa), utiliser les résultats
précédents pour résoudre 1’équation Q(z)=0.

Deuxieéme facon :
3. montrer que Q(z) a une racine imaginaire pure que 1’on déterminera.
4. En déduire les autres racines de Q(z).

5. a étant la racine de Q(z) dont la partie réelle est positive, donner son module en fonction
de o et déterminer le cosinus et le sinus de son argument en fonction de a.

6. Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, u, v); soit la similitude directe de centre le
point d’affixe c, ¢ étant la racine imaginaire pure de Q(z) et qui transforme le point B d’affixe
b en A d’affixe a. Donner 1’écriture complexe de f. Déduire de cette écriture que f est une
rotation de centre o.

EXERCICE 2

On dispose de deux dés tétraédriques notés A et B. Les quatre faces de chacun d’eux sont
numeérotées de 1 a 4. Lorsqu’on jette un dé, on note le numéro de la face cachée du dé (on
suppose que le dé ne peut tomber que sur une face). Pour le dé A, les quatre numéros ont tous
la méme probabilité d’étre cachée. Pour le dé B, la probabilité de noter le numér®i est
proportionnelle a i.
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1. Calculer les probabilités Py, P,, P3, P, pour les quatre faces du dé B.
2. On lance les deux dés. On note i le numéro caché du dé A et j le numér® caché du dé B. on

suppose les lancers indépendants; on note P(i,j) la probabilité de noteripour le
dé A et j pour le dé B.

2.1. Montrer que P(1,1) = P(2,1) = P(3,1) = —

2.2. Déterminer les probabilités P(i,j) pour tous les nombres entiers i et j compris entre 1 et 4.
3.0n appelle Z la variable aléatoire définie par : Z(i,j) est le plus grand des nombres i et j.
Exemple : Z(1,2) =2, Z(2,1) = 2, Z(1,1) = 1.

3.1. Quelle sont les valeurs prises par Z2

3.2. Déterminer la loi de probabilité de Z et'son esperance mathématigue E(Z).

EXERCICE 3

Le plan (P) est rapportéa un repére orthonormé (0,1,7).
1. On considére la courbe (H) d’équation x%=2y” = 1.

Justifier que (H) est une/conique dont, on donnera un foyer, la directrice associée et
I’excentricité. Construire (H)

on¢étudie en fonction du temps t le mouvement du point M( ) du plan tel que

2{ e (0]

Montrer que la trajectoire (I') de M est une partie de (H) que 1’on
= —tan2t

premsera

2.1. Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse V et en déduire la tangente a (I") au point
d’abscisse 2.

2.3. Déterminer les coordonnees du vecteur accélérateur et vérifier que le mouvement est
acceléré.

PROBLEME

f(x)=$six¢0

1. Soit la fonction définie surR, — {1}par : {
f(0) =0

1. Montrer que f est continue surR, — {1}. Etudier la dérivabilité en 1.
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2. Etudier les variations de f.

3. Construire la courbe (C) représentant la fonction f dans le plan muni d’un repére
orthonormal. On fera figurer la demi-tangente en I’origine du repére.

11. Dans cette partie, on étudie la fonction H définie par une intégrale qu’on ne cherchera pas
a calculer. On donne H(x) = fj; f(t)dt pour tout x deR, — {1}.

1.1 Justifier I’existence de H(x) pour tout x de R, — {1}.
1.2. Etudier la signe de H(x) surR, — {1}.

2. Déterminer H’(x) pour tout réel x de R, — {1}

3. Montrer qu’il existe un réel L tel que’pour tout x de [Oﬂ on ait4f(x)['< M. En déduire la
limite de H a droite en zéro.

4. On donne K(x) = f \/_m Montrer que K est une fonction constante.

4.1. Montrer que la fonction g(x) = —teIIe que admetiun prolongement ¢ par continuité
enl.

Montrer que et en déduire la'limite'en Lde la fonction (H — K) puis de celle de H.

X\/_ 2(x—vX)

Inx

4.2. Montrer que pour tout x > 0 etx # 1ona.: SHE <——

En déduire la limite en +oo de H'puis,la limite en +co de la fonction [x > %X)]

Interpréter graphiquement cesirésultats.

4.3. Dresser le tableau de variations de H.
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Epreuve du 1° groupe

MATHEMATIQUES
Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

Dans le plan orienté, (C) est le cercle trigonométrique. A tout point mde (C) on associe le
point M symétrique du point A d’affixe 1 par rapport a la tangente en m au cercle (C). On
cherche a construire 1’ensemble (I') desdpoints M lorsque m décrit (C).

1. Montrer que 1’axe des abscisses est un axe de,symétrie de (I).

2. Pour un point m de (C), soit t un¢ mesurc de I’angle (m) Montrer que les
coordonneées x(t) et y(t) de M sont telles\que :

{ ri:'f'_] = 2cost— cos 2 '1:1_]

y(t) = 2sint — sin2¢

3. On doit donc construire la courbe paramétrée (I')
dont (1) est systeme d’équations paramétriques le réel t parcourant R.
3.1. Etudier-leswariations de x(t) et de'y(t), sur [0, 7]

3.2. Montrer que pour toutt = 0,»un vecteur directeur de la tangente en M a (I') est

3t . 3t
(cos—, sin —)
2 2

&l

3.3. Soit Mun point de (I') de paramétre t; a(t) le coefficient directeur de la droite (AM).
Déterminer la limite agde a(t) lorsque t tend vers 0. (On admettra que agest la pente de la
tangente en A a (')

3.4. Déterminer tous les points ou la tangente est parallele a un des axes du repére.
4. Tracer la courbe (I).

EXERCICE 2
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Soit ABCD un losange de centreQ. Le cercle(I')de centre O circonscrit au
triangle BCD recoupe (OC) en E.  Soit G I’isobarycentre de chacun des systémes

{(Q,4); (E, 1)}et{(],4); (A, 1)}.

1.1. Soit f I’application du plan dans lui méme associant a tout point M le point M’ défini par
MM' = MA+ MB + MC + MD + ME.

Déterminer la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques. Quelles sont les images
de E et de A par f?

2. Soit r la rotation de centre O et d’angle 6 = (O_C) @) et s = rof.

2.1. Déterminer que s est une similitude directe plane. Préciser son angle et son rapport.
2.2. Construire H = s(G) et L = s(A.

2.3. Démontrer que le centre I de la similitude s appartient aux cercles circonscrits aux
triangles OGH et OAL. Construire le point I.

EXERCICE 3

Soit A une droite de I’espace, F un point'n’appartenant pas @A, K le projeté orthogonal de F
sur A et A un point de A tel queAK.= 1.

On se proposed’étudier quelques proprietés de 1’ensemble (I') des points M de I’espace tels :
—_— 1 —_—
IMF]| = Z[|MKMA]
1.1. Montrer qu’un point de I’espace appartient a (I') si et seulement si
— 1 —_——
IMF|| = < [|[MKMA]

MF

1.2. En deduire que M appartient a (I') si et seulement si 2010

= é ; ou d(M,A) désigne la
distance du point M a la droite A.

2. Déterminer I’ensemble des points du plan (P) de repére (K,m,ﬁ) tels que
— 1, —
IMF]| = > [|MKMA]

3. Soit (P,) le plan passant par K et perpendiculaire a A.
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3.1. Montrer qu’un point M de (I') est un point de (P,) si et seulement si
MK.KA =0
MF = ~MK. |sin(MK, KA4)|

3.2. En déduire que I’intersection de (I') et (P,) est I’ensemble des points M de (P,) tels que
MK =2 MF. Déterminer alors la nature de cette intersection.

PROBLEME

1 .
1. Soit ¢ la fonction numérique définie par : {go(x) - P (_ x_z) stx # 0
®(0) =0
1.1. Montrer que ¢ est une fonction continue et dérivable sur R.
1.2. Etablir que pour tout réel x, on a : 2p(X).= x°¢ () (1)

1.3. Etudier les variations de ¢ et tracer sa courbe représentative dans lé plan muni d’un
repere orthonormal (0,7,7). (Unité graphigque 1 em). On precisera les points d’inflexion
eventuels.

Jy p(Dat
o(x)

2. Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = six# 0.etf(0)=0

Dans cette partie, on se propose d’étudienf et sa dérivée au voisinage de R

2.1. Etablir que f est impaire et dérivable sur R
2.2. Montrer que pour tout réel strictement positif x on a : fox p(t)dt < xp(x).
2.3. En déduire que f estieontinue en 0

3. Pour tout entier naturel net tout réel x on pose J,(k) = foxt”<p(t)dt pour non nul
et Jo(k) = [ p(t)dt

Jo(x)

on remarguera donc que — oY)
( q que f(x) =25

pour tout x non nul.)

3.1. En utilisant la relation (1) et en intégrant par parties, montrer que pour toutn € N :
2]n () + (N + 342 (x) = x™30(x) (2)

3.2. En déduire que pour tout entier naturel n et tout x x € R; ona:
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() < 337 0()

1
Jnr2(X) < —13 x" 3 (x)

3.3. En déduire lim, o % puis que f est derivable a droite de 0.

4.1. En utilisant la relation (2), montrer que J,(x) = 1:5]4(x) + Gx3 - ZxS) @ (x).

4.2. En déduire que lim,_,, % = g

C LY — 2
4.3. Montrer que pour tout x non nul : f'(x) =1 — ;f(x)
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session normale 2004
& rmz\ mm} dum) Durée : 04 heures
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Epreuve du 1° groupe

MATHEMATIQUES
Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisees.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

On considére le cube ABCDEFGH d’aréte 1  représenté  ci-dessous,

H
) &)
1
I
E |
1
! F
|
1
D
futi
. e C
x
)f
/{
E

1. Soit L, le centre du carré ABFE et J le milieu de [AL]. Soit la similitude directe du plan
(ABF) telle que f(A)=L et f(B)=J.

1.1. Déterminer I’angle et le rapport de f.
1.2.Construire E° = f(E). Montrer que f(F) est le milieu du segment [AB].
1.3 Soit Q le centre de la similitude f. Montrer que les points Q , A, L et E d’une part et les
points Q, A, B et J d’autre part sont cocycliques. En déduire une construction de Q
1.4. Montrer que les droites (QA) et (QQE) sont orthogonales.

2. On désigne par | le milieu du segment [FG] et toujours par L le centre du carré ABFE.
2.1.  Veérifier que CL=IHIB . En déduire laire du triangle  THB.
2.2. Calculer le volume du tétraedre BCIH et en déduire la distance du point C au plan BIH.

EXERCICE 2

On dispose de deux urnes U; et U, ; L urne U; contient 2 boules blanches et 4 boules vertes.
L’urne U, contient 4 boules blanches et 2 boules vertes.

Dans chaque urne les tirages sont équiprobables et les urnes ont la méme probabilité d’étre
choisies. On choisit au hasard I’une des urnes et 1’on extrait une boule que 1’on ne remet dans
aucune urne ; si la boule est verte, on recommence le tirage dans la méme urne ; si la boule
est blanche, on recommence le tirage dans 1’autre urne.
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1. Montrer que la probabilité de tirer deux boules blanches est% :

2. Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur +1 si on obtient deux boules de la méme
couleur et -1 pour deux couleurs distinctes.

Donner la loi de probabilité de X, son espérance mathématique E(X) et son écart-type o(X).

3. On dit que ’on a obtenu un succes si les deux boules sont de méme couleur. On répéte
I’expérience précédente 5 fois de suite.

Y est la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de «succes» parmi ces 5
épreuves. Quelle est la probabilité p d’avoir 4 succes exaete€ment ? Donner une valeur
approchée de p a 0,1 prés par exces. Calculer E(Y). et o(Y).

EXERCICE 3
_nk
Pour tout entier naturel n > 1 on pose : u, =24 2 )¢, (21:1
. 1 dx 2
1. Etablir que fu, — 2 |, — <5
2.50it] = fol @(x)dx avec @(x) = 1+1X2. On désigne par F la primitive de ¢ nulle en 0 et soit

G la fonction numérique défirlie sur ]—gg[ parG(v) = F(tanv).

2.1. Montre que G est dérivable et déterminer sa dérivée G’.Quelle est la valeur de G ?
2.2. En déduire la valeur de J puis,montrer que la suite u,est convergente et calculer sa limite.

PROBLEME

Le plan (P) est rapporté awun.repére orthonormal direct (0,4, v); le point de coordonnées (X,
y) est caractérise par,son affixe z =x + iy. Soit a un réel tel que |a] > 1.0n désigne par A,
B, I et J les points d’affixes respectives a, -a, 1 et -1. Soit F,l’application de (P) privé de A

az—1

dans (P) qui, au point M d’affixe z associe le point M’d’affixe, Z =

Le probléme est consacré a 1’étude de 1’application F, et a la détermination d’ensembles
images de configurations du plan par F..

1.1. Montrer que F, admet deux points invariants que 1’on déterminera.

1.2. Montrer que F, est est une bijection de (P) privé de A dans (P) privé de B et que la
bijection réciproque notée F;1  est telle que F;1=F_,
Dans toute la suite du probléme, on suppose quea > 1.

2. Soit M un point de (P) d’affixe z non réelle et M’ d’affixe Z, son image parF.
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2.1.Vérifierque (Z + a)(z—a) = 1 — a2

2.2.0n considere le cercle (C) passant par M et I et dont le centre est situ¢ sur I’axe des
ordonnées ; (on remarquera que ce cercle contient aussi le point J). La droite (AM) coupe ce
cercle en un point N d’affixe z’ (qui peut étre confondu avec M).

Montrer que AM. AN = Al AJ.

2.3.Vérifier que deux vecteurs U, et U, d’affixes respectives z; et z,sont colinéaires si et
seulement si U,.U, = z,Z,. En déduire que (z—a)(z’ —a) = a? — 1 puis que M’ est le
symétrique de N par rapport a ’axe des ordonnées.

3.1.En utilisant les résultats de la question 2), donner une construction géométrique de M.

3.2.Quelle est I’image par F, d’un cercl€ eontenant lesspoints I et J 2((On pourra remarquer le
centre d’un tel cercle appartient a I’axe des ordonnées).

4.1.0n cherche I'image par F, d’une droite passant par, O.

4.2.Soit g la fonction définie pour tout réel x distinct a par 'g(x) = ZXT_: Etudier les
variations de g (on rappelle que a>1)

4.3. En déduire :
L’ensemble image par F, du segment [JI]

L’ensemble image par F, de T’axe des abscisses privé de A.

4.4. On désigne ‘par C le point de (P)-d’affixe —i. Pour z distinct de O et de a, montrer

1

Z+5
quearg | —= = argz[2m]

4.5. En déduire que Fimage par F, d’une droite passant par O et distinct de 1’axe des
abscisses et un cercle passant par B et C, privé de B. Préciser le cas particulier de 1’axe des
ordonnées.

5. Soit r un réel strictement positif. On note (I';) le cercle de centre O et de rayon r.

5.1. Montrer que si M est un point de (I';), d’image M’ par F,, ona: ﬁ = g

5.2. En déduire que pour r distinct de a, si M décrit (I';), M’décrit un cercle que 1’on
précisera.

5.3. Déterminer I’image de cercle (I').
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session normale 2005

O0e0O0O Durée : 04 heures
OFFICE DU BACCALAUREAT Séries : S1-S3
Téléfax: (221) 824 65 81 - 824 95 - 92 Coeff : 08

Epreuve du 1* groupe

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisees.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude. (CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1

Soit OABC un tétraedre dont les arétes contenant le point O sont deux a deux
perpendiculaires. On dit que OABC est un tétraédre trirectangle en O.

1. Montre que les arétes opposées du tétraédre sont perpendiculaires.
2. Soit H le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).

2.1. Montrer que le plan (OCH) est perpendiculaire a la droite (AB).
2.2. Montrer que le point H est I’orthocentre du triangle ABC.

2.3. Soit K D’intersection de (CH) et (AB). Montrer que (OK) est une hauteur du triangle

OAB.En déduire que Lz = i2+i2 (On pourra exprimer de deux maniéres différentes
OK OA OB

I’aire du triangle OAB).

EXERCICE 2

Soit (U,)nenla suiterdefinie par uy = 1 etu,, — 2u,_, = 2n + 3, pour tout entier naturel n
non nul.

1. Montrer qu’il existe un réel b indépendant de n tel que : v, = u,, + 2n + b soit le terme
général d’une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

2. En déduire queu,, = 2"*3 —2n —7

3. On pose S,, = Xi-, Vx. Calculer S,,en fonction de n ; déterminerlim,,_,, ., S,, et calculer la
plus petite valeur de n pour laquelle S, soit supérieure a 2005.

4. On poseT,, = Yo uy- Calculer T,,en fonction de n et lim,,_, ., T,

EXERCICE 3
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Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, u, v) (Unité graphique 2 cm).

1. Etude d’une courbe paramétrée.On considére la courbe (C) définie paramétriquement par :

:—7+f
te R
+¢

1.1. Etudier conjointement les variations sur Rdef et g.
1.2. Préciser les points de (C) ou la tangente est paralléle a I’un des axes de coordonnées.

1.3. Préciser les points d’intersection de (C) avec chacun_des axes et donner un vecteur
directeur de la tangente en ces points.

2. Nature de la courbe

2.1. Soit s I’application du plan complexe qui,au point M d’affixe z associ¢ le point M’
d’affixe Z telle que Z = (1 +i)z.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des:
2.2. Déterminer I’affixe Z de M’ sous la forme Z = X + iY“lorsque M est un de(C).
2.3. Soit (L) I’image de (C) pars. Déterminer une équation cartésienne de(L).

2.4. Déterminer alors la nature et les éléments caracteristiques de (L). En deduire la nature et
les éléments caractéristiques de(C). Construire géometriqguement(C). On marquera les points
identifiésidans les questions 1) b)et 1) c).

PROBLEME

Dans tout ce probleme a désigne un nombre réel donné.

PARTIE A

1.Déterminer la solution générale de 1’équation différencielle (E) : y"' + 2ay’ + a’y =0
2. Déterminer la solution g de (E) vérifiant g(0) et g’(0)=e

Partie B

Dans la suite on note f;,la fonction définie sur Rpar : f,(x) = xe%**b Le plan étant muni
d’un repére orthonormé(0, 7, ), on note (C,)la courbe représentative de f,dans ce repere.

1. Démontrer que pour tout réel X, f,(—x) = —f_,(x). En déduire une transformation
permettant d’obtenir(C_,) a partir de(C,)
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2. Poura =+ 0, montrer que pout réel x deR, f,(x) = %fl(ax) . En deéduire une
transformation permettant d’obtenir (C,)a partir de(C,).

3. Etudier les variations de fyet f;.
4.1. Montrer que toutes les courbes (C,)passent par un point fixe qu’on précisera.

4.2. Soit (E) I’ensemble des points du plan dont les couples de coordonnées vérifient xy > 0.
Démontrer que pour tout point de (E) il passe une courbe (C,)et une seule.

5.Construire sur un méme dessin les courbes permettant d’obtenic(C,), (C;), (C_)et (C 1).
2

PARTIE C
1
Onpose I, = [ fa(x) dx
1. Donner une interprétation géométrique de I,.

2. Calculer I,en fonction de a.

3. Démontrer que pour tout a>0 , %e(l‘“) <I, < %e
En déduire la limite de I, quand “a wtend vers O par valeurs positives.
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR 1/3 06 G 18 bis A 01
min? fufn] Durée : 4 heures
OFFICE DU BACCALAUREAT Séries : S1-S3 — Coeff. 8
Téléfax (221) 864 67 39 - T¢l. : 824 95 92 - 824 65 81 Epreuve du 155 groupe
MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrées unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites,
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n° 5998/ORB/DIR. du 12 08 1998)

Exercice 1 : (4 points)
-X
£ . EEX

1) On considére ’équation différenticlle : y'+y = 2 + 48 & (E).
. £ o it . 2
f étant une fonction numérique dérivable sur V,onpose 1 g(x)=¢ f{x} .
a) Montrer que f cst solution de { E )} st ot sculement si
, COS X
809 = T sinx -
b) Déterminer la solution générale de { E ), cn déduire la solution de ( E ) qui s’annule en 0.
2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct, on considére la courbe (TI") d’équations
- x(t)= In(2 +sint)
paramétriques : ;te V.
qu {y(t):in(2 + cos t)
- T
a) Comparer M (t) et M (t +2 m) ainsi que M (t) et M (-t +2—) .
b) En déduire que la symétrie orthogonale d’axe la premiére bissectrice conserve (I') et
" A - E K
montrer que pour construire { '}, il suffit d’étudier x et y dans [Z s g tE ! ;
) o . ]' T 5%
¢) Dresser le tablean de variations des fonctions x et y dans R 3 |sttracer lacourbe (1)
Exercice 2: (4 points}
Une ume contient 6 boules indiscernables au toucher : 4 boules vertes et 2 boules jaunes.
1) On tire au hasard simultanément 2 boules de "urne et on note X la variable aléatoire qui 2
chaque tirage de 2 boules, associe le nombre de boules vertes tirées. Déterminer 1a loi de probabilité de X
ct calculer son espérance mathématigue.
2) On tire au hasard deux fois de suite 2 boules simultanément, les boules tirées n’étant pas
remises dans 'urne. On note A, B, C et D les événements suivants :
. A « Aucune boule verte n'est tirée au cours du premier tirage de 2 boules. »
B : « Une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du premier tirage de 2 boules. »
C : « Deux boules vertes sont tirées au cours du premier tirage de 2 boules. »
D : « Unc boule verte ¢t unc boule jaunc sent tirdes au cours du deuxice tirage de 2 boules. »
a} Calculer p( D/‘&}, p( D/E) et p( D/C).

b} En déduire la nrobabilité des événements D3 A, D3BetD3C,
Calculer p(D) [On remarqueraque D=D3{(A(B (C)1]

Exercice 3: {4 peoinis)
Dans le plan euclidien orienté, on considére un rectangle direct ABCD de centre O tel que AB=3 a et
BC=a \/5 ; U a est un réel strictement positif donné.

1} Déterminer la nature du trianglc BCO .

el
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MATBEMATIOUES 2/3 06 G 18 Bis A 01
Séries : S1-S3

Epreuve du 1¥5 groupe
3 )
2) Soit E le point du segment [BD] tel que BE = 4 BD. Donner une construction géométrique

du_centre Q de la similitude directe stelleques(B)= O et s(E)=C.

i iy e

1
3) Onsupposedanslasuitequea =1 ef onpose: W = ap ABsety = 5 AD on
. . . = =

munit ensuite le plan du repére orthonormal direct (A; u; v )

a) déterminer les affixes de Bet de O.

b) En déduire Véeriture complexe de Papplication s.

4} Déterminer Paffixe de Q cteelledupoint A'=s(A).

5} On considére Ja suife de points Mn d’affixes z définie par M o =A etpour tout

n

ne |, M e —S(Mﬁ).

a) démontrer que la suite (& ) | définiepar: & =z ! est une suite géométrique
n'ne B 3

ntl

dont on précisera le premier terme o o et la raison.

b) Exprimer en fonction de n la longueur de la ligne polygonale M o M y M e M33 et

déterminer la limite de cette longueur quand n tend vers +eo .
Probiéme :

Dans ce probléme on calcule dans la partie A la valeur d’une intégrale ot on ¢tudic dans la partic B une
suite numérique (In) et quelques unes de ses différentes propriétés.

in\ﬁ
4,2t
Pariic A : Calenlde [ = f e -1d¢.
]

: x
Soit g ¢t (G lcs fonctions définies sur [ D+ [ par: gx) = CZX -1 et G{x)= }‘ gty 41 .
¢

X

1) Pourtout x € V, onpose: H(x) = J

dt .
1+ t
0
a) Montrer que la fonction H est dérivable sur V et déterminer sa dérivée.

b} Calculer (Hotan )'(x}pourtoutx e ] 7 CZ—IL En déduire que (Hotan Y (x)=x

pourtoutx € ] 2> 2 . Calculer alors H(1) .

2) Pourtout x € [0,+oo[,onpose: F(x)=g(x)-Hog(x),
a) Vérifier que F et G sont dérivables sur [0, + [ etquepourtoutx €j 6, + oo [,
F'xy=G"(x).
b) En déduire que G (x) =F {x ). Calculer alors 1. [Onremarqueraque I1=G{(in ﬁ 31

D
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Séries : S1-S3
Epreuve du 1&£ groupe
945 *
Partie B : Soit { la fonction définic sur [0, teof par: f{x)=¢ -1 . Pourtout ne { , Ofi pOSC :

ln'\ﬁ

I
1 = J[f(x)]z dx puisI_=In~2
n 0 0

1) a) Vérifier que la fonction f est dérivable sur V+ et que pour tout x € V+ g

f1&) =2[1+fX)] ().

b) Montrer en utilisant la relation (1) que pour tout n e l *, ona:

1
In + In 9 nt2
Vérifier que la relation (2) reste encore valable pourn=0.

).

¢) En remarquant que la suite (In)rl o § ¢St positive, montrer quen __)lfr_ilL - In 0
2) Pour tout n ) se:U =1 =% 5
YPourtout ne |, onpose (n LT a
a) Enremplacant n par n -+ 2, dans la relation (2) , montrer que pourtoutn b
i S T : :
R« nto En déduire Pexpression de U dntl en fonctionde n.
b) Calcul 3 U fonction de I de 1
) Calculer Z 4n +1 ® onction de 4p+5et e 1.
n=0
¢} Calculer la limite lorsque p tend vers + oo de Ia somme
2pt 2
n
1 L -} = 1 -1
- = 4—- = 4. =
3ts TP T3 T a5 z :2n+l'
n =0
BAREME
EX 1: 04pts EX2: 04 pts EX 3 : 04 pts
1 2 1 2 1 2 3 4 5
a a b c a b a b a b
1 1 05 | 05 1 1 15 | 1.5 §4025] 1 (025105 .05 05 1
PROBLEME : 08 pts
A B
1 2 1 2

a a
1 1 1 1 0.5 1 0.5 |075{0.75| 0.5

.../Fin
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;) 2 ooennq Durée : 4 heures
\ g OFFICE DU BACCALAUREAT Séries : S1-S3 - Coeff. 8
Téléfax (221) 824 65 81 - TéL. : 824 9592 - 824 65 81 Epreuve du 1% groupe

MATHEMATIQUES
Les caleulatrices électroniques non imprimantes avec entrées unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF .Circulaire n"5980/0B/DIR. du 12 88 1998)

.

EXERCICE 1 : (03,5 points). Soient a et § deux nombres complexes quelconques. On pose
2w

j=e 3 et pour tout complexe z :
[z) =2+ + B2

1. Montrer que f(1) + f(7) + f(7*) = 3. (On notera que 1 +j + 52 =Det > =1).
2. a. En déduire que [f(1)|+ [fU) + [F(*)] > 3.
b. En utilisant a), montrer que Pun au moins des nombres réels | f(1)]; [ F(7)] et | f(5)]
est supérienr ou égal 4 1.
3. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct {0, W, 7). ABC esl un triangle
équilatéral direct de centre de gravité O et tel que Paffixe de A soit un réel » strictement positif
fixé. I et J sont deux points quelconques du plan d’affixes respectives a et b.

) a+b ab
Dans cette question on prend o = e et f=—.

2
a. Montrer que les affixes respeciives de B et C sont rj et 752
b. Montrer que BO.BI.BJ — 78|f(4)|. Calculer de la méme manitre CO.CI.CJ et
AQ AL AT

c. Montrer que le triangle ABC a au moins un sommet § vérifiant : SO 81.8F > 3.

EXERCICE 2 : (04 points). Le plan (P) étant orienté; on considére un triangle rectangle
isocele ABC tel que (EZ, §5’) ait pour mesure T On note O lintersection des bissectrices
intérieures de ABC. Soit 5, la similitude plane directe de centre A qui transforme Ben Q et 5,
la similitude planc dirccte de centre € qui transforme O en B. A tout point M du plan distinct
de A et de B; on associe le point N = 8;(M) et le point P = 857 (M)
1. a Déterminer une mesure de 'angle (AF?> : EFI).
b. On désigne par ¢ 12 similitude plane directe de centre A qui transforme B en M.
Montrer que 5’ 08; = 8; 04 ; en déduire Uimage de O par §'. Délerminer une mesure de Pangle
(MA, MN).
¢. Proposer une construction géoméirique de N, lorsque le point M est donné.
2. a Quelle est la nature de r = 8308, 7 préciser ses éléments géométriques caractéristiques.
b. Déterminer r(P) et en déduire une construction géométrique de P & partir de N.
¢. Lorsque M = O, montrer que le point N appartient 4 la demi-droite {AC) et le point

P a la demi-droite [CA) .
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Séries : §1-53
Epreuve du 1% groupe

- 3. Faire une figure comportant les points A, B, C. O, Pet N avee M = O.

2

EXERCICE 3 : (3,5 points). On conssidére dans le plan muni d’un repére orthonormal
(0,7, ), les trois points A, B et C de coordonnées respectives (1,0), (0,1) et (1,1) , puis & tout
réel t € [0, 1] on associe le point M(¥) barycentre du systéme {(B, (1—1)?), (4, 2t(1—1)), (C, 1)) }
On note (1) et y(t) les coordonnées de M(t) et (') Pensemble des points M (t) lorsque ¢ décrit
1o, 1].

1. a. Exprimer en fonction de ¢ les coordonnées x(t) et y(t) de M(f).

b. Dresser le tableau de variations des fonctions z ot ¥ ¢t tracer la courbe (I') ainsi que

ses tangentes aux points B, C et M (é ) y

2. Montrer gue les tangentes 4 (T') en B et ' se coupent en A.

3. Touver une relation entre x(¢) et y(1) indépendante de {. On calculera y en f{onction de x
et on posera y = f{z). La fonction f est-elle dérivable & gauche an point 17

PROBLEME : ( ¢ points )
PARTIE A :

Soit f une fonction définie sur [1;4co], ayant une dérivée continue et croissante. Pour tout
p € N* on pose : u, = Zp:f’(n).

1. Démontrer la relaiii;n suivante :
(0.1) Vo e N fi(n) < fn+1) — fln) < fi(n+1)

a. En appliquant le théordme des accroissements finis & [ dans un intervalle bien choisi.

b. En utilisant la valeur moyenne de f’ sur [n;n + 1]. [On rappelle que la valeur moyenne

1 b
d’une fonction continue g sur un intervalle [a;b] est : = e / g(z)dzx |.
it a

2. En utilisant la relation (0.1), de la question 1. démontrer que

(0.2) Vp e N u,—~ fi(p) < f(p) - (1) < u— f(T)

1
3. Dans cette question on prend f{z) = 5

a. Vérifier que la suite (1,) est monotone.

b. En utilisant la relation (0.2), de la question 2. montrer que la suite (u,) est bornée.
P
1
c. En déduire que la suite (v,) de terme général v, = g 3 est convergente et que sa limite
n=1
LA is
appartient & I'intervalle [5, 51

4. Dans cette question on prend f(z) = —lnz.

a. En utilisant la relation (0.2), montrer que u, < - b In p.
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Epreuve du 1% groupe

P
: 1
b. Montrer que lim — = +o00.
p—tool—in
PARTIE B :
(n+1)7
1. Calculer pour tout n € N*, | sin t|dt.

a. En eflectuant le (:3{1«';mg-emeza#t1 "de variable » = 1 — n7w ef en ramarquant gue la fonction
1+ | sin u| est périodigque de période 7.
b. En utilisant le résultat admis suivant :

Vn € N, Vt € [nm, (n+ 1)x],|sint| = (—1)"sint.

2. Pour tout réel @ > 0, on considére la fonetion h, définie sur I = [0; +oo[ par :

smat! |
ha(t) = ||, sit €]0;+oo], et ha(0) = a.
a. Montrer gue les fonctions %, sont continues sur /.

b. Montrer que :

1 (n+-1)w (n4-1)w 1 (n+1)7
Vn € N* : —-————/ |sint|ldt < / ha(t)dt < — | sin ¢|dt
(0 + 1) Jux nr N o
1 w . T
et —/ |sint|dt < / hy(t)dt
TJo 0
c. En déduire que :
Vn € N*: B = / (nﬂ)ﬂh (t)dt < L)
™ e+ D7 T S : - nr
(0.3)
% 0

T
3. On veut utiliser les résultats précédents pour calculer lim ha(t)dt.
0

a+—»+4-00

21 P
a. En utilisant la relation ( 0.3 ) comparer — E — et / hy(t)dt.
Y/ ot n 0
P
b. Déduire de la question 4)b) partie A h'gx / hy(t)dt
P10 fg

x

c. Calculer lim hi(t)dt [On pourra introduire I'entier p = E (;) ; ou F désigne la fonction

00 0

partie entidre ]

4. Montrer que

Va e R : / BB / ha (£)dt.
0 0

En déduire lim [ ha(t)dt
ar— 00 0
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Epreuve du 1* groupe

BAREME:
Ex1: Ex 2: Ex 3:
03.5 pts 04 pts 03.5 pts
1 2 3 1 2 3 1 213
alblalbleflal|lble|la|b|lc|alalb
0511105050505 (0,510,75105(0,7510,510,5(05|1]1,5]0,5]0,5
Probleme Partie A : 05 pts Probleme Partie B : 04 pts
1 2 3 4 1 2 3 4
a|b a|bleclalblalb| a|b|lc|] a]|b]ec
051051110,5(105(110,5]10,5(0,5(0,5(10,2510,5]0,5{0,25(0,5]0,5|0,5
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ARk ooeno Durée : 4 heures
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Télbtay [221) 864 67 38 - TEL - 824 95 92 - 824 65 81 Epreuve du 1% groupe

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrées unique par clavier sont autorisées.
Les ealenlatrices permettant d'afficher des formulaires on des tracés de courbe sont interdites.
Lenr utilisation sera considérée comme une frande.(CF.Circulaire u° 5990/0B/DIR. du 12 68 1998)

CORRECTION PROPUSEE PAR LES AUTEURS

EXERCICE 1 (04 points). Une variable aléatoire X prend les valeurs 1,—1 et 2 avec les proba-
bilitds respectives e, e®, €, obt 4, b, ¢ vont en progression arithmétique.
On suppose que Pespérance mathématique £{X) de X est égale 3 1.

1. Caleuler a.b.c et 1a varianee V(X de X. 1pt

2. Soient A, B, C trois points d'abscisses respectives 1,—1 et 2 d’une droite gradude {A).

a. Calculer I'abscisse du poins G baryeerize de {(4,1%(B,2);(C.4)}. ipt

b. On pase : p(M) = =(M A2 + 2MB* + 4MC?), o M ess un poirs de (A).

Montrer que ¢(G) = V(X). 1 pt

c. Déterminer 1'ensemble (') des points M de (A) tels que (M) — 3. 1pt
EXERCICE 2 (04 points). Soit f la fonction définie sur [1,48] par : f(z) = L 1.

En ut;ﬂxsa.nt la fonction f, on se propose de déterminer la limite de la sifita de txegne genéral
Sn= Z']—C'.
k=n
1. Soiy k 1m etier non nul. Etablir les relations suivantes :
8, pbik [ Tlpest.
“k+1 T T k+1
b.f =2~ 1B,
k
1 a 1

T ; e . 0,25 pt
2 a,Debermmerdeuxreeisaetbtelsquex(Hl} I+$+1 4,25 p
. 1 1 1 B

bSoti o= e o 0w T T @t D ?::nk(k gy

Calculer U, en fonction n et déterminer _,‘H;,“ijﬂ‘ 0,540,25=0,75 pt
%

¢. Déduire des résultats de la question {1j que: 0 < Ef(k} < Up.
kn

2n
Déterminer alors Bf&z = f{k}. 6,540,5=1 pt

k=n

d. Montrer que

e
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I +1 Epreuve dn 1°F groupe

f(k) = 8 —In =——. En Géduire lm Sp. 0,5+0,5=1 pt

EXERCICE 3 (04 points). Le plan est orienté. PQR est un triangle équilatéral de sens direct du
plan. T et J sont les milieux respectifs de [QR] et [RP]. @ est le symétrique de () par rapport 3 J.

1. Soit ¢ la translation transformant J cn @ ct r 1a rotation de centre P transformant @ cn R.
On pose f =tor.

a. Faire une figure.

Définir et construire les points P/ et ¢ images respectives par { des points P et Q. 1pt

b. Déterminer la nature du triangle JIR et préciser inage par f du poins R. §6,254+0,25=0,5
pi

<. Donner la nature de [ et ses ¥ments géomélrigues caractéristiques. En decduire la nature du

triangle FPF . 0,254-0,2540,5=1 pt
2. Soit s la similitude divecte telle s{J) = P et s{R} = I.
a. Déterminer 'angle et le rapport de s. Monirer que s(I} = P . .5 pt

b. Soit. £} Ie centre de s. Montrer que les points £2, I, R et P d'une part et les points 3, P, J et
€1 d'autre part sont cocycligues.

En décuire la position de 12 puls construire ¢e point. 0,254+0,2540,5—1 pt
PROBLEME (08 points).

1. Soit I'éguation différentielle :

(B :my” +2y '+ 2y —=0; ol m est un ndel.

a. Déterminer suivant les valeurs de m Vensemble des fonetions 2 fois dérivables sur R solutions

de (Ep). Ipt
b. Déterminer la solution de (F;) dont la courbe représentative passe par le point A de coordonn
ges {0:1) et admet en ce point une tangente parallgle 3 la droite d'éguation y — —z. 0,5 pt
, 3x
2. Soit f la fonction définie sur {-» % —;] par f(t) — e *cost. Etudier les variations de f et
constriire sa courbe représentative dans un rep'ere orthogonal {Unités graphiques : 2 cm sur Iaxe
des abscisses et 10 cm sur Paxe des ordonmées). 1pt
3. Soit g le prolongement & R de f.
a. Comparer g{t) et g{f 1 27}. Donner alors le sens de variation de g. 0.5 pt

b. On pose ult) = e~ et v(f) = —e~'. On note (C,) et {C,) leurs courbes représentatives.
espectives et {) celle de g dans le méme repére. Quels sont les poinss communs 3 {G) et {Cy)
d'une part, 4 {G) et (C,} d’antre part?

0,254+0,25 =0,5 pt

c. Montrer qu'en chacun de oes points communs les deux courbes ont méme tangente.

9,25+0,25 =05 pt

d. Démontrer que g admet une Hmite en +oo. {On fait remarquer que : —1 —eos? = 1). 6,25 pt

"i-kﬂ'
4. Pour tout réel k on pose - a, = | ¢(?) dt.
—%4—&:7;
a. Calculer g;.. (On pourra faire deux fois une intégration par parties.) 0,5 pt
ki3
b. ngmiréeincnpeseetsn:Z!akL
£=0

Monirer gue la suite {s,) admet unc limite.

interpréter géométriguement ce résultat. 0.5+0,25 =0,75 pt
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5. Dans cette question, le plan est muni d'un repére orthonormé. On considére la courbe pa-
ramétrée. (A) déﬁtnie par le systéme d’équagi;i{ons ;
B = ¢"cost T
{ % = prigug FIETE {_ 7 7]
a. Etudicr los variations des fonctions 2 ¢f g of dresser lo tableau des variations conjointes.
0,75 pt
b. Soit, M; le point de (A) de paramére ¢ et V', le vecteur érivé lui correspondant.
Calculer la norme du vecteur OMt et montrer que I'angle (OM i vV ) est constant.
0,5+0,5 =1 pt
c. Représenter graphiquement (A). On précisera les tangentes aux points de paramétres el

0 0,25+0,25+0,25 =0,75 pt

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés 8




Club d’Excellence — Mathématiques Premiére partie - Epreuves

. UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR 1/ 13 09 G 18bis A 01
ARkl o0en0 Durée: 4 heures
&Y) OFFICE DU BACCALAUREAT Séries : S1-83 - Coeff. 8
" BP 5005-DAKAR-Fann-Sénégal
Serveur Vocal: 628 05 59
Télétax (221) 864 67 39 - TEL. : 824 95 92 - 824 65 81 Lpreuve du 1% groupe
MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrées unique par clavier sont autorisées.
1es calculatrices permettant d’afficher des formulaires cu des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une frande.(CF.Circulaire n® 5980/0B/DIR. du 12 08 1988)

EXERCICE 1 (4 pts).

Pendant 1'année scolaire, la cantine d’un lycée propose souvent du riz.

Le premier jour de Vannée, il y’a deux 2 chances sur 5 qu’elle propose du riz.

St elle en propose un jour, il y a unc chanee sur 3 qu'clle en propose le lendemain.

Si clle n’en propose pas un jour, il y a une chance sur 3 qu’ﬁﬂelx‘l’cn propose pas le lendemain.

On appelle J, Pévénement "la cantine propose du riz le nI®€ jour” ot K, Pévénement
"la cantine n'en propose pas le n'®€ jour”.
Soit p, la probabilité de Iévénement J,.

1. Déterminer p(Jg/Jl) et p( Jo /K 1). En déduire p,. 0,254-0,54-0,6=1,25 pt
i 2
2. Montrer que p, = ity 0,75 pt

3. Soit (u,)ncn- 1a suite définic par u, = p, — 5

a) Montrer que (i, ),y €st une suite géométri;pm dont on donnera le premier terme et la

raison. 0.5 pt
b} Calculer u, puis p, en fonction de n. 0.5 +0,25= 0,75 pt
¢} Un ékve de Pétablissement, fin mathématicien, ne mange & la cantine que les jours
pairs.
Montrer qu'a chaque fois qu'il se rend A la cantine la probabilité qu'il a de manger du iz
est comprise entre ; et ]81 6,75 pt

EXERCICE 2 (4 pts). Dans un systéme de numération de base a, on considere les nombres
A=211, B=312 ¢l C = 133032.

1. Expliguer pourquoi a doit &tre strictement supérieur a 3. 8,25 pt
2. a) Sachant que C = A x B, montrer que @® — 32 — 26 —8 = 0. 8,5 pt
b} En déduire que a divise 8. 8,25 pt
) Déterminer alors a. 8,5 pt

3. L’écriture d’un nombre dans le systéme décimal est 214, écrire ce nombre dans
la base 4. 0,25 pt

4. Dans cette question on suppose que a = 4,

a) Berire A, B et C dans le systéme décimal. 8,75 pt
b) Montrer alors que C = A x B = ppem (4, B).

En déduire que Péquation : Az + By =1 a des solutions dans Z2.  ©,25+40,5=0,75 pt
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MATHEMATIQUES 2 /i3 Epreuve du 1% groupe
5. On considére dans Z? Véguation : 37z + 54y = 1.

a) Vérifier que (19, —13) est une solution de cette équation. 0,25 pt

b) Résoudre cette dquation. 0,5 pt

PROBLEME (12 points).
Le probleme est composé de trois parties 4, B et C.
Les parties B et C peuvent étre traitées indépendamment de la pixtii A
Le plan cuclidien (P) cst muni d'un repére orthonormé R = (0, ¢, j)
On appelle [, la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

fulz) = —

oti @ est un réel différent de 0 et de 1.
On note C, la courbe représentative de f, dans le repere R.

Partie A: (5,5 pts)

ar—a+1’

1. a) Montrer que I'application ¢ de (/?) dans (P) définie analytiquement par :
¥ = —y+1
¥ = -2+l
est la composée d’une symétrie orthogonale et d’'une translation que Von précisera. 0,5 pt
b) Déterminer ensemble de définition Dy, de f, el montrer que la courbe C, est globale-
ment imvariante par .
8,5 pt
2. a) Montrer que toutes les courbes C, passent par deux points fixes indépendants de a.
0,25 pt
b) Déterminer les points fixes de f,, cest i dire les réels £ tels que f,(0) =4 6,25 pt
3. a) Etudier les variations de f, ; on discutera suivant les valeurs de a. 0,5 pt
b} Construire dans le repére R les courbes C 5, Cy5
(Om prendra pour unité graphique 1 em). 0,540,25=0,75 pt
¢) Construire dans un méme repére orthonormé d’ unité graphique 2 cm les courbes Oy 5
ot 0,254-0,25=0,5 pt

4. Soit F la fonction de | — 0o, 1] dans R définic par :
1 45
F(a) = / fu(z) dz et F(0) = / z d.
0 0

a) Montrer que pour tout a < 1 et a # 0, la fonction £ = ar — a + 1 est strictement
positive dans [0, 1.

Etablir alors que la fonction ¥ est définie sur | — oo, 1f. $,254-0,25—=0,5 pt

b) En faisant le changement de variable { = az —a 1 1, vérifier que pour tout ¢ diffiérent
de 0 et strictement inférieur & 1 on a :

Fla) = ,1; - L’;Einﬂ_ —a).
Déterminer alors 1j1¥1=F (e) et alim@F (a). 0,25 x 3=0,75 pt

¢} Démontrer que p(‘mr tout a difiérent de O ot strictement inféricur 4 1 on a:
vz € [6,1], fulz) €10, 1.
8,25 pt
d) En utilisant le résultal de la question ¢), montrer que pour tout a diflérent de O et
strictement inférieur 3 1 on a -
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Vz € [0,1], [fal@) — 2| < al.

Calculer alors iir%l Fa)— F (ﬁ)% puis lim F(a).

La fonction F est-elle continue au point 07 6,25 x 3—0.75 pt
Partie B: (4 pts)
ik
On note €, le point de coordonnées (1 s E) dans le repére R et on consideére les vecteurs
v 1 - - 1 - —

e1=-\/72-(i —J)ete_{:E(i +3)

1. a) Montrer que R, = (Q,, @i, £5) est un repére orthonormé du plan. 8,25 pt
b) Soit M un point du plan de couple de coordonnées (z, y) dans le repére R. Appelons
(X, Y) son couple de coordonnées dans le repére R,. En utilisant la relation vectorielle :

L — —
OM = 04, + §1,M, montrer quc :

1
£L‘=1—E+ (X+Y)

o
V2

1 1
=—+4+—=(-X+4Y
- ﬁ( )
‘ 0,5 pt
o i b g Mot :
¢) Vérifier que la courbe (C,) a pour équation Y2 — X% = o dans le repére R,,.
v 0,5 pt

d) Déterminer la nature de C,; préciser ses sommets S, et Sa' suivant les valeurs de a.
0,25+0,5=0,75 pt

2. Soit (D) la droite d’équation y = —z + 1 dans le repere R.
Montrer que (C,) a ses sommets sur (D) si et seulement si @ < 1. 6.5 pt

3. On suppose que ¢ > 1.

a) Calculer en fonclion de a les distances 12,5, et 12,42,.

Pour caleuler §2,.5,, on peut se placer dans le repére R,.

Pour caleuler €5€2,, on peut sc placer dans le repére R. 8,25 40,25 =0.5 pi

b) En appliquant le théoréme de pythagore au triangle (2,{2,5,, calculer ,5,; 0,5 pt

¢) En déduire que les sommets de C, sont sur un cercle de cenire {2y dont on préciscra le
rayon. 4,5 pt

Partie C: (2,5 pts)

Dans cette partie, a est un élément de U'intervalle |0, 1.

Soit ug un Elément de [0; 1} et (un) la suite définic par son premicr terme ug b par la
relation de récurrence @ 1,y = fo(Un).

1. a} Montrer que la fonction f, est strictement croissante dans [0, 1.

Quel est Vimage de Vintervalle [0, 1] par f,7 8,25 +6,25—0,5 pt
b) Montrer que la suite (u,) est partout définie et que Vn € N, u, € [0, 1.

Que peut-on dire de la suite (u,) 81 up =07 Siuy =17 0,54+0,254-0,25=1 pt
2. On suppose que ug est différent de 0 et 1.

a) Vérifier que la suite (u,) est strictement monotone. 8,5 pt
b) En déduire qu'clle cst convergente ¢t caleuler sa limite. 0,25 4-0,25=0,5 pt
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MATHEMATIQUES

Le=s calculatrices électronigoes non imprimantes aver entréo anigue par clavier soot autorisdes.
Les calculatrices parmettant d'afficher des formuolaires on des tracés de courbe sont interdites.

Lour utilisation sera considérée comme une fraonds.(CF.Circulaire o 50%1/08 /DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1 (4 points).
Dions le plan onente, on conmders deux pomés distmcts A et B, Sur ln Bgure, on prendra
& o comnmie loogueur du segment [AH].

MA
1. Etudier et comstrumre 'ensemble £ des ponts W du plan tels qucﬁ=-i.

0,5 pt +0,25 pt

3, Fiudier ot construire Venseeble F des points M du plan tels que (WA, MH) = %E:r:.
0.5 pt +0,25 pt

3
3. Bait C lunage de H'pn.rla.n:tu.r.l.nn de centre A et d'angle Ea'nt.l'.i'lnnn.gu de H par

I'bomothetie de centre Hd:-:lcmppm't - O desmgne par s ln mmalstude directe tmosformant
Aen Bet Cen )
a) Determuner le capport et Pnngle de s. 0.5 pt +0.5 pt
k) On mote | le centre de ln smaldude s, Expomes [H en fooctaon de [A et donner une
mesure de I'angle (T4, TH). En déduire In position du point [ e le placer sur In figure
0,25 pt x 4
) Demontrer que [ appartient au cercle crconsent an tnangle ACTL 0.5 pt
EXERCICE 2 (4 points).
On rappedle ln proproste conmae sous ke nom de petit theoreme de Fermat 0 "5 p st un
nombre premier et @ un entier oofured premier avec p, alors of ' = 1[p”

1. a) Demontrer que 193 est un nombre premues. 0,75 pt
b) Soit o un entier naturel infériewr i 192, Montrer que o™ = 1]193], 0.5 pt
2. Un conmdere |'equation
(E): 8lr—1Ky=1 onzetysontdes enbiers relobifs.
a) Venfier que le couple (155, 67) et solution de (E). 0,5 pt
b) Resoudre I'squation [ E). 0,75 pt
3. On note A I'=nsemble des 193 entiers naturels infenenrs ou egoux o 192 ot oo comxdere
lest deux fonctaons [ et g defimes de ln momere survante -
n tout entier a de A, [ assoce e reste de o dvasion sudidsenne de o™ par 193;
i tout entier a de A, g oo le reste de ln division encldienne de o™ par 193,

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a [’Ecole Polytechnique de Thiés

j;



Club d’Excellence — Mathématiques Premiére partie - Epreuves

10 G I8 bis A 01
Séries : S1- 83
‘MATﬁEMATIQUES 2/3 Epreuv_edu 1‘e?'g!‘01!_gpe

a) Démontrer g([(a)) = o®*'[193]. En déduire que pour tout ¢ € A on a: g(f(e)} = a.
0,5 pt 40,5 pt
b} Déterminer fog. 0,5 pt

PROBLEME (12 points).

Partie A
Soit a un réel non nul, u et v deux fonctions deux fois dérivables sur R et telles que :

1) g

v = au
1. a) Montrer que u et v vérifient ’équation différentielle
(0.2) y' —ay=0

0,25 pt 4+ 0,25 pt
b) résoudre I’équation (0.2) selon les valeurs de a. 0,75 pt

2. On suppose que a = 1. Déterminer u et v sachant que u(0) =3 et v(0) =0. 0,75 pt
Partie B; .
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0, i, 3}) {(unité graphique 2 cm).
Soit (T') Vensemble des points M de P dont les coordonnées (2, y) vérifient :
) = g(e* +e7t)
(0.3) _ t >0
3
y(t) = §(et —~ &7
L’objet de cette partie est de calculer Paire du domaine plan délimité par (I') et les droites
d’équation y =0, =3 et z =5.

1. a) Démontrer que (1"} est une partie de la conique dont une équation est :

(0.4) 24" —9=0
6,5 pt
b} Préciser la nature de cette conique ainsi que ses éléments géométriques caractéristioues.
Construire (T). 0,5 pt + 0,5 pt
_f: R > R g: R = R

2. Soit 5 et x .9

z = z—vVz*—-9 z §+ﬂ
a) Etudier les variations de f. 0,75 pt
b) Montrer que la restriction de f 2 Vintervalle 7 = [3, +oo[ est. une hijection de F sur un
intervalle J A préciser. On nole ¢ cette restriction. $,25 pt
¢) Démontrer que pour tout z élément de J, on a : ' () = g(z). 0,5 pt

d) Tracer C,, courbe représentative de ¢ dans le repere (O, i, j ). Expliquer comment
obtenir C,-1, courbe représentative de ' dans ce repere, a partir de C,. Tracer Cp1.

825ptx 3
3. Soit B un Slément de 10, 3] et a = g(B).
/32 9 8. 5
a) Calculer / g(z) dz et en déduire que f () de = A In 3
B
[Indication : On pourra interpréter ces deux intégrales comme des aires.|
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0,35 pt+0,75 pt
k) En deduwre 'are du domane plan dehmte par (1] o les drostes J 'squation gy = 0, £ =13
et =5 0,75 pt
Partie C
On conmdire In saite (u, ). telle que -
. B = &
03 [ 23 suen

On == propose de calculer de tros hcons differentes la hmte de o sake (o).
1. a) Etudier les vanations de g pus montrer que

VnEN, uy > Jebn e ir, Qn) —90md)
iy = Uy
0,5 pt + 0,25 pt + 0,25 pt
k) Determner le smigne de uyp — ug pus mootrer que ln mate (uy) est monotone.
0,25 pt + 0,25 pt
c) En deduire que ln suste (] =t comergente ot determmer s hmate
0,25 pt + 0,25 pt

2. a) En apphquant le theoreme des nocromsements Bus & la fonction g dans un istervall
MPPOpE, monkrer que

. glug) — 3
Yne N, ——

-1
3

En dedure que "
Il?II'I.F_ H+: i, = a{il'n_—:l'
Montrer que ln suike (u,) st convergente ot determiner sn homte,
0,5 pt + '}IEE pt + ﬂlﬂﬁ Pt

b) Determner une valeur posable de n pour que w, — 3 < 1072, 0,25 pt

3. Pour tout n £ N on pose : v, = :": i

a) Monkrer que (lnuv,) =t une ml.iteﬂp;é:ul:uéui:[ur: dont on donpern le premaer terme o la
LIS 0,56 pt

b) Exprumer alors w, en fonction de noot eolealer o bmste de {w ). 0.5 pt + 0,25 pt

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a [’Ecole Polytechnique de Thiés 90;



Club d’Excellence — Mathématiques Premiére partie - Epreuves

s, UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR 1/ 4 11 G 18bis A 01
i 00600 Durée: 4 heures
¥ OFFICE DU BACCALAUREAT Séries : 81-83 - Coeff. 8
¥ BP 5005-DAKAR-Fann-Sénégal
Serveur Vocal: 628 05 59
Téléfax (221) 864 67 39 - Tél. : 824 95 92 - 824 65 81 Epreuve du 1¥ groupe
MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.

Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.

Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF.Cirenlaire n® 5990/0B/DIR. du 12 08 1898)

EXERCICE 1. (4 pts)

On considere la suite (u,) d’enticrs naturcls définie par :

tn =27
VneN, 1 =3u, —4

1. Calculer uy, uo, us et uy.
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de u,7
2 x 0,20 pis

2. Montrer que pour tout entier naturel n, u, 2 = u, [8).
En déduire que pour tout enticr naturel n, ug, = 3 [8] et ugnyr = 5 (8]
9,254-0,54+0,5 pts

3. Pour tout entier naturel n on pose ; v, = U, — 2.
Montrer que la suite (v,) st une suite géométrique dont on déterminera le premicr terme
et la raison.
En déduire que pour toul entier naturel n, 2u, =50 x 3" +4.
2 x 0,25 pt
4. Montrer que pour tout entier naturel n, 2u, = 54[100].
Déterminer les deux derniers chifires de I'écriture décimale de u,, suivant les valeurs de n.
0,25 + 6,75 pt
5. Montrer que deux termes consécutifs de la suite {u,) sont premiers entre eux.
0,75 pt
EXERCICE 2. (4 pts)
- -
L’espace orienté £ est rapporté & un repére orthonormé direct (O, i, j, I )
Soit f Vapplication de £ dans £ qui a tout point M de coordonnees {z,y,7) associe le
point M’ de coordomnées (2, v/, 7) tel que

r = Yy
Yy = z+1
o =i

1. a) Montrer que f est une isométrie. ( c’est & dire que f conserve la distance.)
0.5 pt
b) Montrer que I’ensemble des points invariants par f est la drmte _(’A passant par le point
A de coordonnées (0,0, —1) et de vecteur directeur - e - J + k

1 0,5 pt
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2. Soit P le plan perpendiculaire & {A) en 4.
a} Montrer que ke point I de coordonnées (- 1,0, 0) appartient & P. 6,5 pt
b) Prouver que I’ — f(I) appartient & /> 9,5 pt
3. Déterminer la nature de f el ses éléments géomélriques caraciéristiues. 8.5 pt
4. Déterminer 'ensemble des points M de £ d’images M’ tels que le milieu J de [MAY’]
appartient :
a) au plan @ d’équation cartésienne : 2z +y — z = §; 0,75 pt
b} 4 la droite (D) dont un systéme d'équations cartésiecnnes est 1 & =y = z. 8,75 pt

PROBLEME. (12 pts)

Partie A
Soit f une fonction numérique définie sur intervalle / = |1, 1] et admettant sur [ une
dérivée troisiéme [ 7 continue. Soit ¢ un point de [, a # 0.

1. a} Dire pourquoi f " est bornée { ¢’est a dire il existe deux réels m et M tels que pour tout
zsCI m<f"z)< Mouillexistcunréel K > O tel que powrtout z € I, |f "(z)}| £ K.}

1 a
En déduire 1:_1% = / (@ —z)*f "(z) dx. 0,25+40,5 pt
@ 0
b) Soit g une fonction numérique définie sur I et admettant sur I une dérivée troisiéme
g " continue.

" Quelle est la dérivée de f “g ' — f 'g"?
Fin déduire que
00 [1@ee d=[0e" -1 90@] + [ 1@ o) o
0,25+0,5 pt
2. On prend g(z) = %(a — )3
a} Aprés avoir calculé ¢ '(z), g "(z) et ¢ "'(z) pour z € I, montrer en utilisant la relation

(0.1) que :
1 T
f(a) = f(O)+ f "O)a+ 5f "(O)a + 5 /0 la—5 5 i) o
3,5 pt
b} Application
LR
En chaoisissant pour f la fonction z +— €%, caleuler m bl ; : 8,5 pt

8. Dans le plan P muni d'un repire orthonormé {0, _i}, ?} on considere la courbe G de
systéme d’éguations paramétriques :

i
ett——l sit>0 et z(0)=y(0)=1.
Wl = e

2ll) =

/]

a) Montrer que les fonctions x et y sont continues au point 0. 0,254-0,25 pt

b} Vérifier qu'elles sont dérivables en 0. Quelle est la tangente Tp & G au point B de

coordonnées (1, 1)7? 3 x 8,25 pt
Partie B
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Pour tout entier naturel non nul n on considére la fonction numérique f,, définie sur {8 + oof
1
par : fo(z) = = — (e + ;)\/5 C, est sa courbe représentative dans le plan P muni d’un
== it .
repére orthonormé (O, 1, _j) (unité graphique 2 cm).

1. a) Justifier la dérivabilité de f, sur ]0, +-oo[ et calculer f)(z) pour > 0.
La fonction f, est-elle dérivable au point 07 (On pourra utiliser 2.5 de la partie A)

3 x 8,25 pt
wlz
b} Caleuler lim  f,(z) puis liT fij;} et dresser le tableau de variations de f,.
400 400
3 x 3,25 pi

c} Construire dans le replre, la courbe O, sa demi-tangente an point d’abscisse 0 et sa

2
tangente au point d’abscisse [In(c + 1)] ;
3 x 8,25 pt

2. a} Montrer que Véquation f,(z) = 0 admet deux solutions o, et f, telles que
B<w, <1< 8,

: 2 x 0,25 pt
b
b) Soit b un réel positif ou nul. Montrer que / eV* dz = 2 +2(v/b — 1)e”?. Pour cela, on
0
pourra utiliser la formule d’intégration par parties :
b b
/ u(z)v '(z) de = [u(m)v(z)]z —/ u'(z)v(z) dz
a a
cn prenant u(z) =z . 0,5 pt
c) Pour tout entier naturel n on pose : I,, = fula) d.
0
: 1 1
Vérifier que I, = 2+ 2(e + ;),/an (, /oy, — é—an — 1) : 0,25 pt

xz
3. Pour tout z € R, on pose : p(z) = _e;.
a) Démontrer que les restrictions hy et fip de p respectivement a chacun des intervalles
Vi =]0,1] et Vo = [1, + cof sont des bijections de V, et Vs respectivement sur des intervalles &
déterminer.
8.5 pt
On pose h = hy ' o hy et on désigne par C;, la courbe de A dans le repére.
On ne cherchera pas Uexpression de h{z) en fonction z.

i
b) Vérifier que pour tout entier n > 1, e + P hy(/Cn) ; cn déduire que la suite (@, )n>1

est convergente et calculer sa limite. En déduire }ir{} £ 3 x 6,25 pt
34 o0
c) Déterminer de méme la limite de la suite (8, )n>1. 8,25 pt

4. Pour tout entier naturel non nul n, on note M, le point du plan de coordonnées

(v/0n> v/ Br)-

a) Montrer que pour tout entier naturel non nul », le point A, appartient & Cj, { cest &

dire h{/an) = v/Pn)-

4,256 pt
b) Déterminer les limites de & aux bornes de son ensemble de définition.
Montrer que la fonction h est décroissante. 2 x 0,25 pt
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¢} Démontrer que h est dérivable dans |0, 1.
8,25 pt
i remarqgiiant qgue

(0.2) p(z) = p(h(z)),

5. a) Soit M(z,y) un point de Cj,. On pose t = In (%)

En utilisant la relation (0.2), montrer que :

1
¥ — &
z

y—z =1

En déduire que M est le point de G de parameétre ¢.
3,5 + 4,25 pt
b) Réciproquement, vérifier que tout peint de § appartient & Cy.
4,5 pt
¢} Donner une équation de T, tangente & C, au point A d’abscisse 8,4 (On prendra 2
comme valeur approchée de (0, 1)).
Représenter la courbe O, ainsi que les tangentes T4 b Tg.
0,25 + 6.5 pt
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00600

Durée : 4heures
OFFICE DU BACCALAUREAT

MATHEMATIQUE

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique'par clavier. sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR: du 12 08 1998)

EXERCICE 1

Dans le plan P, on considére un cercle (C). A est un point fixe de (C). les points B et D
décrivent le cercle (C) de fagon que la longueur BD soit égale a 1 tel que (0 < [ < 2R).

Déterminer les lieux géométriques dusmilieu | de [BD];.du centre de gravité G du triangle
ABD et du point C, tel que ABCD soit'un parallélogramme.

EXERCICE 2

X
Le plan euclidien est rapporté a un repere orthonormé, (0,1,7) d’unité 1 cm. M |y représente le
point M du plan de coordonnées x et y relativement au repere (0,1, 7).

On considére la parabole (P) d*équation : y%'= 4x.

X
On rappelle que pourteut point M, |yg appartenant a la parabole (P), (y3 = 4x,), la tangente
a (P) menée de M, apour equationy,y = 2(x, + x). Soit (D) la droite d’équation x = - 1.

2.1 Construire la parabole (P) et la droite (D). Que représente la droite (D) pour la parabole
(P)?

2.2 Soit N |_; un point quelconque de (D), A € R.

) ) ) XI X”
Montrer qu’il existe deux points M} y(’) et MY y?’ de la parabole (P) pour lesquels les
0 0

tangentes a la parabole (P) menées de Mget M{ passent par le point N.
2.3Calculer y,yg . Que peut-on dire des deux tangentes a la parabole P menées de N ?

PROBLEME

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés B |



Club d’Excellence — Mathématiques Premiére partie - Epreuves

1+sinx

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x, définie par :f(x) =

1-sinx
PARTIE |

1.1 Quel est le domaine de définition de f? Sur quels ensembles, les théoremes généraux du
cours permettent-ils d’affirmer que f est continue ? Dérivable ?

1.2 Montrer que la droite d’équation:x = gest axe de symétrie pour (C¢), la représentation
graphique de f dans le repére orthonormé (0,1,}) .

T, 3m
. 2’ 2
et (Cg) la courbe représentative de g dans le repére (O,1,7); Comment construiriez-vous (C)
partir de (Cg) ?

1.3 Montrer que f est une fonction périodique, on note g la restriction de a I’intervalle [

PARTIE Il

1.1 Etudier la fonction g. On pourra montrer que g(x) = % et on étudiera la dérivabilité

a gauche en 37“ de Q).

Construire (Cg) . (Unités: |[7]| = ||jlf’'=3cm ; on “étudiera avec précision le point de
(Cg) d’abscisse ).

11.2 Montrer que g est une hijection de son domaine de definition sur un ensemble que
I’on précisera. ©On note g~'/sa bijection réciproque.

11.3 Enoncer toute les propriétés de g~ que vous pouvez donner sans aucun calcul.
11.4 Construire (Cg-1)la courbe représentative de g~ dans le repére(0,1,]).

1.5 En quels points g~* est-elle dérivable ? Calculer (g=*)’ (y) en fonction de y.
PARTIE 111

111.1.1 Soit un a un réehstrictement positif ; en faisant une intégration par parties, calculer :
o _
I = J, g7 (Ddt.

111.1.2 En déduire A = fol g~!(Ddt.. Que représente A par rapport a (C,-1)?

3T
11.1.3 En utilisant les courbes(C,-1) et (Cg-1) comparer A et [ 2 g(t)dt. En deduire B.

3T

111.2 Plus généralement, comparer [“g~1(dtet fgz(a)g(t)dt.. En déduire la valeur de

3T
2
fg—l (0() g(t) dt

3T

111.3 Contrbler directement ce résultat par le calcul de : fgz @ g(tdt.
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE Session d’Octobre 1986

DAKAR Série : S1 -S3 —Coeff : 06

00600

Durée :4heures
OFFICE DU BACCALAUREAT

MATHEMATIQUE

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des traces de courbe sont interdites.

Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08
1998)

EXERCICE 1

Soit P le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0, 1,7). A le point d’affixe -1 ; m et M
les points d’affixes respectives z et Z. On/definit dansP. — {A}yl>application f par :

vm €dansP—{A}f(lm) =M= Z+1)(z+ 1) = 2i.
1.1 f est-elle une application bijective de P'= {A} dans P — {A}?

Déterminer 1’ensemble des points invariants parf.
1.2 On pose mes(ﬁr\_n’) ='0[21] et mes (f, AM) = 0'[2m].

1.2.1 Trouver une relation entre @et.0’, ainsi'qu’entre Am et AM.

-

2.2 Déterminer ’image d’une demi-droite ouverte d’origine A.

3m T

1.2.3 Soit (C) le demi-cercle, ensemble des points m de P tels que Am =2 et 0 € [_T'Z]'

Déterminer 1’image de ce demi-cercle par f.

EXERCICE 2

Dans un espace affine E, associ¢ a 1’espace vectoriel euclidien E’ et rapporté au repére

orthonormé (O,f,f,ﬁ)on considere I’application affine f de E dans E qui au point M de
coordonnees (X,y,z) associe le point M’ de coordonnées (x’,y’,z’) tel que :
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(I B
X =— y+72+7

2
Y2 1o 1.3

2 2 2 2
SN2 111
e Rt L

2.1 Montrer que f est une isométrie de E qui admet un et un seul point invariant I. f est-elle
un deplacement ?

2.2 Soit P le plan affine de E d’équationy+z—1 = 0et S la symetrie orthogonale par
rapport & P. Donner I’expression analytique de S dans le repére(o, 1), E)

2.3 Montrer qu’il existe une et une seule rotation R de E telle que f = SOR. Dterminer 1’axe
D de la rotation R. Quelle est la position‘relative de D.get P ?

PROBLEME
PARTIE |

Soit f la fonction numeriqu d éfinie par.: ¥ x € R f(x) =x — /|x].

1.1 Etudier f et tracer sa courbe representative (C) dans,un repere orthonormé direct
(0,1,7), INll = IljIl = 4 cm). On-appellera’(€Cy) ’arc de courbe correspondant aux points
d’abscisses négatives et (C,)I’arc de courbe correspondant aux points d’abscisses positives.

1.2 Soit a un nombre réel positif, on considere les points M et P de (C,) d’abscisses
respectives (a = 1)? et (a + 1)2. Soit K le milieu du segment [MP].

1.2.1 Déterminer les coordonnées, du point K lorsque o € ]0,1[ et tracer ’ensemble des
points K.

1.2.2 Méme question lorsquere.> 1.

1.3 Soit D, la droite d’équationy = x — A ouA > 0. On appelle M; et M, les intersections
respectives de D, avec(Cy) et (C,).

I.3.1 Déterminer I’ensemble décrit par le milieu I du segment [M; M,] lorsque A varie.

1.3.2Déterminer la longueur du segment [M; M, ].

1.3.3S0it A G%) On considere le nouveau repere orthonormé direct (A, 1,J) tel que s (Y, f) =

—g. Soit m; le point de la droite (M{M,) appartenant a (Af) axe des abscisses du nouveau
repere et m, le point tel que mym, = M; M, .

Exprimer en fonction de A les coordonnées X, et Y, de m, dans le repere (A,1,]).

Déterminer la nature de I’ensemble décrit par m, lorsque A varie et le tracer.
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I.3.4Lorsque A varie de 0 a 1, le segment [M,;M,] balaie une surface (S) limitée par par un
arc (C,), un arc de (C,)et un segment de droite. Déterminer 1’aire de (S).

PARITE 1l

On considere la fonction g défine sur R par : g(x) = Log(x) — /|Log(x)].

11.1 Déterminer les ensembles de définition, de continuité et de dérivabilité de g.
11.2 Etudier la fonction g.

11.3 Tracer la courbe représentative (T) de g dans le repére orthonormé (0,1,7).
N.B : Toutes les courbes a tracer le seront de la maniere suivante :

(C) est un premier graphique,

Ensemble décrit par K (< a < 1, > 1) dans un deuxieme graphique
Ensemble décrit par m, dans un troisieme graphigue

(T) dans un quatrieme graphique.
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Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08
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EXERCICE 1

1.1 Soit f une fonction numérique de la variable réelle X définie par/:
Six <0, f(x) =(ax+ b)eg

x+1+vVx2—-2x+4
3

Déterminer les nombres réelles a et b pour que la fonction ¥ soit définie, continue et dérivable
sur R.

Six=>0,f(x) =

1.2 On considere la fonction numérique g de la variable réelle x, définie par :
\ 1 = =
Six <0, gx) =—§xez+ez

X+1+vVx2—-2x+4

Six = 0, glx) = 3

Etudier les variationside g.

Apres avoir traceé les asymptotes, dessiner la courbe représentative de g dans le plan rapporté
a un repere orthonormé (0, 1)) (On prendra 2 cm comme unité).

EXERCICE 2

On consideére un dé a jouer ordinaire a six faces numérotées de 1 a 6. On suppose que ce dé
est pipé a I’aide d’un dispositif interne possédant les propriétés suivantes :

- Lors d’un premier lancer, chaque face a la méme probabilité de sortir.

- Ensuite, si lors du lancer précédent, la face n n € {1, ..., 6} est sortie, sa probabilité de sortie
a nouveau est 0,4, la probabilité de sortie de la face opposeée, (7 —n) est 0,1 et les probabilités
de sortie de chacune des 4 autres faces sont les mémes.
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2.1 On lance une seule fois le dé ; quelles sont les probabilités de sortie de chacune de ses
faces ?

2.2 Lors d’un premier lancer, on tire 2. Quelles sont alors les probabilités de sortie de
chacune des six faces lors du second lancer ?

2.30n s’intéresse a la somme des points obtenus lors des deux lancers successifs, un premier
et un second.

Quelles valeurs cette somme peut-elle prendre ?
Calculer la probabilité de sortie de chacune de ces valeurs.

PROBLEME

Soit P un plan rapporté a un repére orthonormé (0,1,7). Lies quatre parties du PROBLEME
peuvent étre traitées indépendamment.

PARTIE |
Soit P et Q les polynémes tels que :

P(z) =23 — (5+4i)z% + (5 + 16i)z + (3 —24i)etQ(z) =z> — 8z + 24 — 6.
1.1 Montrer que I’équation P(z) = 0 admet une, et une seule, racine imaginaire purez,.

En déduire les deux autres racineside cette équation ; on les notera z, et z, (z; est celle qui a
la plus petite partie réelle).

Trouver les deux solutions 'de I’équation Q(z) = 0 ;onles notera z; et z, (|z3| < |z4]).

1.2 Soity A, B, A’, B’ les" points dont les affixes sont respectivement les complexes
Zy, Z,, Zzetz,. Determiner la similitude transformant le bipoint (A,B) en le bipoint (A’,B’).
Donner les caractéristiques de cette similitude.

1.3 Soit C et D les points dont les.affixes respectives sont z, et i. Calculer les cosinus et sinus
des angles orientés (ﬁ,ﬁ)et (ﬁﬁ) En déduire que les points A, B, C, D sont
cocycliques.

Quelle est la nature du triangle ACD ? En déduire une équation du cercle passant par les
points A, B, C, D.

PARTIE I

Dans le plan P on considére les points E, F et G de coordonnées respectives (5,3), (0,-1), et
(0,3).

Déterminer et construire ’ensemble des points M tels que : 2ZME? + 5MF? + 3MG? = 280
PARTIE Il
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Soit f I’application de P dans P qui transforme le point M de coordonnées (x,y) en M’ = f(M)
de coordonnées (x’, y’) telle que :

!

9x+2y—-6  2x+6y-—3
X' =——ety =————

5 5

111.1 Montrer que I’ensemble des points invariants par f est une droite (D) dont on donnera
une équation.

I11.2Montrer que si M = M’, alors :
111.2.1 La droite (MM”) est orthogonale a la droite (D).

111.2.2HM" = 2HM, H étant le point d’intersection des deux droites (MM’) et (D).

111.3 Préciser la nature de I’application f. Donner une expression analytique de f ; en déduire
une expression analytique de f™.

111.40n considére ’ensemble (C) des points M du plan dont les coordonnées (X, y) veérifient
la relation: x? — 2x + y2 — 2y = 3.

Préciser la nature de (C).

Trouver une équation de I’image de (C) par f.

PARTIE IV

On se propose de représenter dans le plan,P, I’ensemble (E) d’équation :
8x2+ 17y? — 12xy.— 4x =22y — 87 =0

Soit O le.point'de coordonnées (1, 1) et 1, v deux vecteurs définis par :

V5 V5 -
172?(2?4']_'); 52?(—?4- 2])

- -

IVV.1 Montrer que (O"yu, v) est unrepere orthonormé de P.
On pose : OM = xT + yJetO'M = X1 + Y.
Exprimer x ety en fonctionde XetY.

I\VV.2 Trouver une équation de (E) dans le repére (0', u, v).

Reconnaitre la nature de (E) et préciser le centre, les sommets, les foyers et 1’excentricité.
Représenter (E).
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Corrigé Session de remplacement 1994

EXERCICE 1 Soit B «la boule obtenue est

blanche ». Pour tout n = 2

1.P1=0,5

An = [(An—l N B)U(An—l N E)]
2.a. On distingue deux cas :

P(An) =D,
- le premier tirage se fait dans U+ et on =P(B/Ap1) X P(An1)
+ P(B/An-1) X P(Ap_1)

obtient une blanche.

2 1
= PA,)=P,==-P,_;+=
- le deuxiéme tirage se fait dans U> et 5 5
on obtient une noire. 4. Posons Un = qUn.1 avec q réel et
n € [2;+oo[

b. Soit Ay : « le premier tirage s’est fait
vn=>2,P,—a=q(P,_.,—a)
dans U4 »
<:>§Pn_1+§= qP,-1 +a . Par

Soit B. «la" boule “obtenue, est ) L
identification :

blanche ».

_ 2

Donc P, = P[(4; N B)U(A, N B)] o)1 :

a=-

d’ou P, = P(B/A)) X P(A,) + 3
P(B/A;) X P(4,) = Un est telle que U,, =P, —%est
p _E une suite géométrique de raison 2
2 5 L 5

et de premier terme U, = =

3. Soit An: «le neme tirage s’est fait
dans U p—(z)n_1x1+1 lim P, = =
ans "=/ T3 a3
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Donc il est probable que la majorité

des tirages se fasse dans Uo.

EXERCICE 2

Schéma a faire par I’éléve.

1. KP = KA = %2AB = |J (théoréme des

milieux).
2.r(K)y=Jetr(P)=1

= (KP.Ji) = (KP,KB)2m) = =.(2m)
3. On avait |IJ = KP;

JN = JC = %Al = KI (théoréeme des

milieux).

{(]I)parallélea'(AB) SUHKr)

(KP)parallélea (AB)

D’autre part :

{ (JN)&(AC)

(AC)parallélea (KI) = M) (KD)

Donc (Ji,JN) = (KP, KI) ()

JN =IK
{ IN =JC

(ﬁlm) = (K—P:m))(n)

Alors :

Donc IJN et IKP sont isométriques.

3! Isométrique ftelle que :

{f(K) =] =r(K)
fP)=1=r(P)

Ainsi r(I) = N.

=f=r

On a
{ Pl = IN
TT

(71, ) =

r(P) =letr(I) =N =

PIN est rectangle isocéle.
4.1r0m,(B) =1 (r,(B)) = (4) =C

r,or, est une rotation d’angle =.
C’est une symétrie centrale de

centre le milieu de [BC] = I.

PROBLEME

Flx) = {ln(x) E(x)six > 0

Osix =0

PARTIE |
1. Soit (x,y) € RZavec 0 < x < y.

1er cas

JkeN:x€[kk+1]
ety € [k;k+1[ =
f() = kin(x)etf (y) = kin(x)
Or0 <x <y= kin(x) kin(y)
= f(x) < f(y).
2éme cas
Ak, k' e Nk <k':x €lk;k+1],

f(x) = kin(x)
f) = K'n(y)

k < k' = kin(x) < k'In(y)
=fx) < f)=f TR,

2.six>1=E(Xx)>1

ye[k';k’+1[=>{
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= E(x)In (x) = In (x).

Donc Vx > 1, f(x) = In(x) ;

In(x) = 4+
Jm — lim f=1

X—+00
3.
- sur tout intervalle de type |k, k + 1]

f — kiln(x)est définie f est continue et

dérivalble sur Uyenlk, k + 1]

- Si x€]0,1[f =0etf(0) =0 donc f

est continue et dérivable en 0.
- Pour k =1, f est continue
- Pour k > 1lim f = (k-Dnk

lim £ =kink = f (k)= f est

discontinue en k mais continue en
k*.

- f (k) =1.

4.a a faire par I’eleve

PARTIE Il

1. jf(x)dx_nmjf(x)dxte kk+1]

ka1 0

jf(x)dx_ lim jk In xdx_Ilm k kinx-x}]

k10

k+1

[ £ o0dx=k(k +1)In(k +12) =k* Ink -k
2.neN-¢g1

j f (x)dx & _[(x)dx+ j PEx)dx +...+ j f (x)dx

n-1

M:

[k]lf(x dx]—Z(k 1)? Ink+Z(k “Dnk

n(n-1)

3 =
H 1R

SN2k -

k=1

= jf(x)dx:—Zklnkmzlnn—@
1 k=1

3.a
nN>2=2<k<n=0<k<n=0<Ihk<ihn

:kiklnksw

b.
E(X)<x=E(X)hx<xhx= jf(x)dxs [xin xax

2
)12Innn 1

=-> kink+n®Inn- (2

k=2

D’ou:
n 2 2

= Y kink S B L
k=2 2 4 2 4
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> kink
k=2

n2
-Inn

4 lim
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/ERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session d’Octobre 1995
00e00 Série : $1 -S3 —Coeff : 8
OFFICE DU BACCALAUREAT Durée : 4heures

Corrigé de la session de remplacement 1995

EXERCICE 1 Mais or:
) 5 ; 00"=\0F + EF +FO'
Lh=7 B=3 = 00’ = 0h-+ 4B + BO'
_ 63 00’ =/0D + DC + CO’

P,+P, + P, = — =~ 1 = L’étudiant sérieux a de fortes e T S S
64 = 300"=0+ 0+ 34B
chances de réussir soit la premiere année, soit la 2¢,

. , 500" = AB
soit la 3¢ année.
b. Soit :
1 1 1 1 21
2. B = 2 X 4 X X 2n-1 (1 y z_n) "~ 2x22x..x20 G
Py = =i - bar{(D, 1); (E,1); (F, 1)} M

2 2
Al . _ | Par  association du
Jim, S B, =
" " barycentre,

Par récurrence'sur n,’on.a : G = bar{(0, 3); (0',3)}
= G milieux de [00’]

n

=i G=
. _ bar{(L,2); (K, 4)} =
Exercice 2 : CL = —2CR

1.a. O est centre de gravité de ADE :
OA+0D+0E=0

O’ est centre de gravité de BCF :

OB+0C+0F=0

2. Soit T={MEe
E: M)l = av21)

VM € E : (M) = 6MG

[o 03| = 61373
= av21
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1
— el = 222 ) 2. pour x#0,f(})=
f(x)
|o@| = 6ll4c|| = 6||A_5+0_G*II 3a.
a2l X(t) = —e” 1
||80(A)|| = 6\/1402 + AL? = 6 y(t) — f(eZt) — t—§|n(—X) PN T
teR’ xe Joo-1[ |xe

= Aest un élément de T. T est la sphére circonscrite

Il apparait que T est
au pentagone.

inclus dans (C).

PROBLEME
3. Si
PARTIE | t 4 0,X(t)— —1.t — ~+oo, X(t) = —o0
x-1
f —| —
(x) ==In 1 ).
V(t) = 2e2t
1a. Dr = R-{-1,1} donc Vx € Dp,V —x € Dy €t b. Zt
l-e
f(-x):lln“x‘l‘z——l Yt
2 [=x+1 X+1 c. SoitD:y=x=D
f(=x) = —f(x) = fest impaire. Done.O est centre de est dirrigée par u(3); T

=v(t) = ku
b. f est continue et dérivable sur.Ds .
St = —Zan

f(x)'=

x° -1 Pourt,

1 o
Tableau de variation (& faire par |’ éléve) = —Zan, (T)parallélea

—_—_——————————_—_ —— = —— T ———— —

(D):y=x
M(%an)

|
I |
' - |
' |
: , |
— | |
| \ﬁi PARTIE B
| |
: |
I |

| a. g=fq-117- 9 est
———————————————————————— continue et strictement

décroissante sur |—1,1]
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donc g réalise une bijection de |-1,1[ vers R. g est

définie sur R.

_ ¥
g(x) = —Inl—x x=i—€
b. 1+x| < 1+e¥
x631,1[ yeR
2al=—[" soit k(t) = —

a 1— t2 1—t2
- k est continue sur ]—1,1[ donc sur |]—a,
- k est pair; k(t) > 0O pourt € |—a, a[.Donc :

| est I’aire du domaine :

—a<x<
D, = {M(x, v): {O g ;; E(f:)} a une unité d’aire pres.

b.1=[% g @®dt=gla)—g(—a)=In (1+a)

_ _1—8
=1 a = 7o
si x| <1,h(x) =x = limh =1
3.a {si x| > 1, A(x) = 2 = limh = —1 (en —)

Donc h est prolongeable par continuité en -1 et 1 par
définie par :

{E(x) = h(x) si|x|f# 1
ACl) = —h(—1)=1

Partie C

’ 1 1 1
lavx € R—{—11},f (x)zg[ﬁ_m]

,. , ry 1 1 1
b. En dérivantif’(x), ona: f '(x) = Z [—m — m]

2. 1l suffit de vérifier tout simplement.

() _ (o qyn—1 (@@= [+ —(x—1)"
3.vneN, fMx)y= (-1 ( 5 ) GZ—1)n ]

Par récurrence :
La proporiété est vraie pourn = 1.

Supposons-la vraie au rang n.

FOGE = (F™@)

i (n—1)')[(x+1)"—(x—1)"]'
[( D ( e

... aprés des calculs, on a le résultat :

Fere = -nm (%)

(x + 1)n+1 — (x _ 1)n+1
(x2 — 1)n+1 ]

Donc la propriété est toujours vraie

c. voir figure.
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DAKAR
O00e00

OFFICE DU BACCALAUREAT

UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE

Session d’Octobre 1996

Série : S1 -S3 Coeff: 8

Durée : 4heures

Corrigé de la session de remplacement 1996

EXERCICE 1

1
1+k(k+1)

1. k>0pk—1tan( )

1+k(k+1)+1|

Ona :Pk |1+k(k+1) i

a, =arg(1+k(k+1)+1i)
—arg(1+k(k+1)

—)(2m)
2%
=2 arg(l + k(k + 1)) (2m) = N
=arg(1'+ k(k + 1)
+i)(2m)
: A\ 1
Donc: tan(z) "~ 1+k(k+1)+i
2.7 =i, 2 =SBl 7y kb

3.ak 2 0,3! 6, € [0, % 2tand, = k?

On a: la fonction tangente est une
bijection de[O,g[ dans lui-méme. Ainsi :

vk 20,31 6, € [0,%] : tand, = k

tan90=0$00=0, tan91=1$91=

T

4

tanf, =2 = 6, = 63,43 °

b. a faire par I’éléve

1 —
1+k(k+1)

c. Sik > 0,tan(@,,, — 0) =
tan (%)
Or Biess — O E[055] et % e [0,7]

Xk
=5 = Ok+1 — Oy

429]

N|N|:|

-Sik=0,01—90:%—02%:

2.1 1S,| = 1,arg(S,) = Yproq ax(2m).
Mais or,
afk = 2(9k+1 - Qk)donC .

arg(S,) = 2(Ox41 — 0x) (2m)

2. lim|S,| =1,tanb,., =n+1
limtan,,, = +o = lim6,,,, =§

lim i) = 55 =7 donc

limarg(S,) = ;(Zn) Ainsi : limS,, = i.
2.a Soit s la similitude de centre 6,
telle que s(H) = M. Soit a son angle et

r son rapport.
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L, s o.M
az(OlH,OlM)z—g,r=0H
1

1 23

~ cosa 3

b. Supposons que H est un élément de
C de diamétre [0,/]. Donc (HO;, HJ) =
g(n). D’autre  part, (HM,HO;)+
(HO;, HJ) = Z+ 7= (m). Donc :

(HM, HJ) = () Ainsi, les points H, M,
J sont alignés et comme H € (M; M) et
J € (M,M) donc les points M1, M2 et'M

sont alignés.

Réciproquement, supposons M+, M2 et
M alignés. H, M, J seront alors
alignés :

(HM, HJ) = n@ar). Or, (HM,HO;) = et
(HM,HO,) + (HO;, H]) =2+~ () donc
(17,8 = (i, 1)~ (HYO,) =

T —g(n). Par \conséquent, HE €..de

diametre [0,]].

c. D’aprés b, M4, M2 et M sont alignés
si et seulement si HE(C) de diamétre
[0,]] donc M1, M2 et M sont alignés ssi
H décrit le cercle de diamétre [0,]]
d’ou I’'ensemble cherché est I'image du

cercle de diameétre [0,]] par s.

3a MM - OiM¢ car le triangle
M1O1Mest équilatéral. Soit | le milieu
de [M;M,].

n MM,
COSg - Mloz (= M1M2 - \/§M102
EXERCICE 2

1.a ror1 est une rotation d’angle
§+2?7r = 1 donc rors est une symétrie
centrale de centre le milieu de [MM,]
car rori(M) = M. Ainsi, J milieu de

[MM,] estfixe parr2or;

- Soit O”=r20r1(@1) =r2(O0+1). Le triangle
01, O2, O’ est rectangle isocéle en Oa.

Onadonc:

mes@zz?n, D\l=§ , mesa’:g . Par
ailleurs, Jymilieu de [0,0,'] donc (O2J)
est une “bissectrice intérieure de
(0,0,0,"). En considéranrt le triangle

0,0,/,ona:

mes0; = %,mesb\z = g,mesj = g Donc
J est un element du cercle C de

dimétre [0,0,]

b. MiM2= +/3M; M, /302M+ = /3M;M
& 0:Mi= M;Me OMi= O1M4

c. Soit A,= {M; € (P): M;M, = 3M, M}

Soit M1 un point de la médiatrice de
[0,0,]. Donc O2My = O1M1< O2M1 =
MiM
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&=V30:M1 = /301Mie MiM2 = V3
MsM. Donc M€ A,

Ainsi : A, est la médiatrice de [0,0,]

c'est-a-dire A= r;1(A,)

PROBLEME

1. Dy = [0,1[U]1, +oo].

- @ est continue sur ]0,1[U]1, +oo[
comme quotient de focntions continues

a dénominateur non nul.

- lim, o+ @(x) =0 = ¢ est continue

en 0 donc sur D,

2.a - limx_)0+

—‘p(x)_f(o) =0=¢ est

dérivable en 0 et ¢’ (0) = 0«
-limites :

lim, @ (x) '= +oo, lirr} @)=+
X—

xX—+00
- @ est derivable sur D, et Vx € Dy:

Inx =2
@' (x) = TSE

3.a lim,_y+ %") =0= ¢ admet une

branche parabolique de direction (x’x)

b. p'(e)=—-1,¢pe) =e= T:
y=-—x+2e

c. Courbe.

R R R RN E—————————————

4. Soit g la fonction définie par :

gx) =) —e. g est continue et

dérivable sur |1, +oo[et g'(x) = ¢'(x).

X 0 e2 +oo
1
g'(x) i +
9¢) +00\ /+OO
%—e

Variations
X 0 oo
1 e2
o' (x) | + - +
¢ (x) f +°°\ B
n
0 |

On a ? — e < 0. D’apres les variations
de g, g(x) = 0 existe. C’est dire que

@(x) = e existe.

O]

. e < a < b.Soitt € [a,b]. Dionc :i <

e

1
< —
t In

|~

s
8

b—a b dt
—_— —_
nb a in

IA
—

b_
<24
Ina

o~
o~
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b.x>eetutelque:e<u<x

X
dt dt dt

() = —+ | =
flx Int t Int Int
e e u
On a: u-e < u£ < x-u et x-u <
Inu e Int Inu nx
xﬁ < x-u
u Int Inu

= En sommant, on a:

X—u u-—e xX—u
<f@X<u-—-e+
Inu

Inx lnu

s x L X—U x—u
o< < =
D’ou : — _f(x)_u+mu

c. Pour résoudre "p(x) <x" , on

résout : <x o Inx >1oulnx <

X
(Inx)?
—1. Donc:

S =1]0,e"[U]e, +ool.

g€y = == g(e)<0, gle?) =

i_z_e:g(e4)>0 Donc x3 € [e3, e*].

Partie B';

1at Hﬁ est continuewsur |1, +oof
donc la fonction f est bien définie sur
11, +oo[

b. f'(x) = i Dans ]1,+4oo[, Inx >0
donc la fonction f est croissante sur
11, +oo[

2a Posons k(t)=Int—t + 1
k'(t) = % < 0dans ]1, +o[. Donc k(t)

est décroissante dans ]1,+oo[

Lim,_+ k(t) = 0donc k(t) < 0. Ainsi,
pour tout t de |1, +oo[ :

k(t) = Int—t + 1) < 0= Int)
<t-—1

b. surle,+o[, on a:lnt—t + 1) <0
1 1

donc —_>— d’ou
Int t—1
X dt x dt x—1
— >
e lnt fe t— 1:f(x) ln( 1)

i)l --

= xlgg Pp(x) = —oo

lim [ln (
x-1t

- Lorsque | x >etf o) <x et

p(x) > @(e?)
Org(e*) = %

Ainsi on peut choisir u = ¢(x). Dans ce

>tes, Donc e < ¢p(x) < x.

cas,ona:
x—¢(x) —p(x)
< < _—
e ORI ORE e
Inx  x-— go(x) Inx
= ~ >(( )IT X f( ) < —X
x—@(x
((p(x) + W)' Finalement :
l
PAG @
MR
Inx x 1 Inp(x)
d. limx%m% = 1. En appliquant le

théreome des GMI|I a la double

inégalité démontrée (3.c) on obtient :

lim lle(x) =1

X—>+0 X
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e.Vx>e*, on a (3.c). Si x - +w,
limx_)+ooln7x X f(x) = 1. Donc Vx > e*,
ona:
() = = (1 +£(0)
fx = Inx e(x)
. flx)
f. hmx_,+007— 0= (Cr) admet une

branche parabolique de direction (0,7)

4.aCalcul simple
b. f(2) = fez h(t)dt ~? (calculatrice

5.a

b. afaire par!l’ éleve
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE Session d’Octobre 1997

DAKAR Série : S1 -S3 —Coeff: 8

00600

Durée : 4heures
OFFICE DU BACCALAUREAT

Corrigé de la session de remplacement 1997

EXERCICE 1 - comme O€ Djen cherche k(z) tel que

. , AB h(O) = 0’(0,0,z).- Cela revient a dire
1.a. Il suffit de trouver un réela > — tel

ues
que OA + OB = CA + CB = 230
(définition bifocale). On trouve a = 5. Z—6=k(=6) =k = iz
6
2 2
b. On a: (E): ;+/;=1dans (2,ij)i ~ b Af2) =aife/de S. S étant limage de
6—z
repére rapporté aux axes de lellipse. D par h(l,k = T) alors  A(z) =
AB 6-2\2

En posantc=—=-4= b? =9 Ainsi.: (T) x A(D)

N2
. x>y o c’est-a-dire : A(D) = (g) x 15.
Dans (2,1,)) (E):5—2+3—2=1 d’ou laire 6

2
de estD = 5.3% = 15nu.a. C. V= _[A(z)dz =V :%.a
0
2. Dans [I’espace,wsoit H(0,0,6) et
EXERCICE 2
h(1,2/3).
T: PP
h(D) = D’, S = solide délimité par D, D’ M (2)-M'(2)/ 2=(L+2)°

etles segments [Mh(M)Jou M € (E). 1.a. M(z) est invariant par T ssi

a. h(0) = 0’(0,0,2) donc la cote du plan z=(z+1)° <= z°+2z+1=0
contenant D’ est 2 car O’e D'. — 1+ 3i —1—3i
S Zz=—""72=""+"
2 2

Soit s(z) une section de cote z. s(z) est

Iimage de D par h(l, k(z))
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L’ensemble des points invariants par T

o o3 3]

b.2'=72>+2z+1< 2> +2z2+1-2'=0
AN=1-Q1-2")=17

-siz’ =0, zo = -1 dans ce cas, M'(Z') a
un seul antécédent qui est A(-1) qui
est son propre symétrique.

-siz'+0,0nazetzavecz + 7, =

—% S % = —1. Donc M’(z’) a deux
antécédents M1 et M2 symétriques par

rapport a A(-1).
2.7 =X +iy=+1+1iy)?

{x’ = (x +1)% — y?
y' =2(x+ 1y
3. si x = 0lalors x' ==y?ety’ =2y

donc y* = —4x/

L'image de la droite d’équation x = 0
est incluse dans, la parabole P

d’équationy? = —4x.

- Si: y = a(x + 1)
x' = (x+1)2%(01 —a?
:>{ y' =2(x+ 1a

x et

1 2
On a alors :sia # £1 =y’ = 1_22

sia=1,

=X =0ety =2(x+1).

. x'=0 .
- =_ : m
sia=-1, {y’ = 20+ 1) (a revoir) !

PROBLEME

1. limf=limf=0=f0)= f est

0* 0

continue en 0.

|imM=_1

-0 f x-0 = f n'est pas
|imM=—oo
0* x—-0

dérivable en 0.

Cependant, C¢ admet une demi-
tangente de coefficient directeur — 1 a
gauche etwne demi-tangente a droite

au point,Mo d’abscisse 0.
Variations'de f :

fest continue sur R et dérivable sur R’
et pour tout X de R’ :
—(x+De*(x<0)

-
1+Inx(x>0)
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229 =f_[-1,1]- G est continue et
décroissabnte sur | = [—1,e!] donc g

est une bijection de | sur [—e™1,e™1]

Dérivabilité¢ de g en y, = e~z

1
On a: g7l(y) =g ' (Fez) =22 .
Mais or :

gr(_l)z_%_%;to donc " @' est

2
dérivable “auypoint y, et: (g )" () =
2e2.

. 1.a.
1 1 1 1

- - — <
n n+l1l nn+1)" n?

1 1 1 1

= >
n—1 n nn-1) n?

vn = 2,

Doncvn > 2, on a (1):L—l<iz<
1 1 n+1 n n

n n—1

b. d’apres (1), on a :

i2-<1—l

2 2

111 :

¥ 2 3 :>Un<1+(1——]<2
n

1

n "h1n

Donc U, est majorée par 2. (x).

D’autre part,

1 .
> Un\est croissante (+x)

U,,=U/+—-
(n+1)

n+1

(x)(**) = (Un) converge vers L.

2. Par un encadrement simple, on
montre que : % <l — Uy <% ; Donc Ug

est ’'approximation de L a 0,2 pres.

3. Aprés une double intégration par

: 1
parties, on trouve : |, =—
n

b. Preuve plus simple (étapes

sautées) :

Z:;cos(xx = Z:;m ¢ } ng:l ¢ ) SRZ:; ¢ ]

. n ( 1]
sin — X Sin n+§ X
cos(n+1)5—2=...:—
. X
sin— 2sin—
2
indication: sin p —sin g = 2sin p;q cos p;rq

4. g est continue et dérivable sur ]0, 7]
et g est continue sur [0,7]

(supposition)

a.0Ona:
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27

:f(ix —Xj(Zcoskxjdx:zn;U(ix _xjcoskxdx]M ﬂg (Qdx +1.

b. Preuve d. lim jg(x)sin(n+%jxdx <lim f1+M

Le calcul par une intégration par

= lim Ig(x)sin(n +%jxdx =0

+o0

parties de jg(x)sin(n +%jxdx donne :
0

D’aprés 4.a.on a:

[—1+ jg'(x) cos{n + %)xdx] .
0 lim U, /= hm g)sin (n +

n—-oo

= :—ljn(—l—xz—x)dx
z 1 z 2)y \2m
J’g'(x)co{n +5dex j (x)co{n + )x dx i’ _ w?
oﬁ 0 _?:le(Un)—?
< j|g'(x)|dx

0

g . 1 1
sinf n+= [xdx =——
Jg(x)l( +2jxx 1

n+-

Donc il suffit de prendre
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR Session d’Octobre 1998
O0e00 Série : S1-S3 —Coeff: 8
OFFICE DU BACCALAUREAT Durée -4heures

Corrigé de la session de remplacement 1998

EXERCICE 1 Spe)(A1) = H et Sag)(A1) = A donc 4,4
a pour image HA dans la symétrie
1. z2+2z+5=02 =-1—
2i; 7z, = —1+2i vectorielle associée a Spe)» Se)(C) =
C’ qui est un elément de (CA) donc
S — {Zl; ZZ} q ( )

A,Ca polftimage HC' = —4,C par la

2. A(-1, 2) et A(-1, -2) symétrie,vectorielle. Ainsi :

a r(O,EJ: r:z'=iz @R;=—@%§2ﬂ)=—@Ejn)
r(B)=Asz, =iz, © 25 =-2-1i

65 A0 6475} 65,6 ) 6C.AC 20
= ﬁa,ﬁj KB,%; @,E&Zﬂ)
médiatrice de.[AB]. =—@H, 7B + 6C,AC + €B BC (27)

C. F={M(z):arg(z_zBJ=%}:>Fest le

-1,
Z-7

A

b. E:{M(z):

:1}:> E. est la

A MLﬁ YN |
Or: {_, — ‘k_H,ABj ‘TC,Alcyr)

demi cercle de diamétre[AB]. AB L AC

d. G :{M(z): Z:ZB e Rj}:(AB)— X3 Ainsi : (4,4,A,C) = (BA,BC)(n)

-2,

, e s - (A14,A,C) = (BA,BC)(n) =
e. Représentation (a faire par I’éléve) _
A, A, B, C sont cocycliques = A4 est

EXERCICE 2 un élément de C. Mais or, H =

1. Soit S(ag) la réflexion d’axe (AB). Stae)(A1) donc H est element de C+. De
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méme, en posant A2 = Sac)(H) et e

permutant les rolesde BetCona:
(4,4,4;C) = (CA,CB)(m) = A, € C
=H = S(ac)(A2) est un élément de C>

3. Czest Iimage de Cipar S(ac)0S(as)
qui est une rotation R (A, 2(C4, ﬁ?)))

a. Soit M de C, Sac)(M) = B’ , Spsy(M)
=C’

- R(C’) = S(ac)0S(48)(C’) = S(ac)(M) = B
Donc R(C) =B’

- D’apres le théoréme de I’langle inscrit

et de I’'angle au centre :
(H—B;'m) = Z(OZB,:@)(E)

-R(01) = 02, R(C’) =B’ R(A) =B.

=(0{€50,4) = (0,B’, 0,A)(®)
- (ABLHC') = (HB' HA) +
(HA, HC)(2m)
= %(0,8",0,4) ~ 40:C", 0:4) (m)
= 0(m)

= H, B’, C’ sont alignés.

- De méme en considérant R’ =
SEc)0SaB), on montre que A’, B’, H

alignés Ainsi H, A’, B’, C’ sont alignés.

b.I milieu [MA'] et ] milieu [MB'] =1] =
B
2

De meme, ]7? = iB’C’. Or A’'B' et B'C’
sont colinéaires, donc =1j = kJK c’est

dire que 1, J, K sont alignés.

5. (IM,IC) = Z(m) = (JM,JC)(m) ; Par
conséquent: M, |, C et J sont
cocylciques et M, |, K et B sont
cocycliques. D’autre part, Wlﬁ et
MK 1 ABdonc :

(Mj,MK) = (AC,AB)(@). Calculons

(M], MK)

(Mj, MK) = (Wﬂc)_ﬁ (MC,MB)
+ (MB, MK)

(OG0 o

\(MB,MK) = (IB,IK)(m)

(MB,MC) + (IJ,IC) + (IB, IK)
= (AC, 4B)(n)

(1B,IC) = 0() = (MC, MB)
= (AC,AB)(n)

= M, A, C, B sont cocycliques d’ou
MeC

PROBLEME

PARTIE |

1.D; =]-1,+0o[ f est continue et

dérivable sur don domaine de

definition et pour tout x de Dy, f'(x) =
x%+x-2
x+1

lim f =+o0,lim f =+o0

1 +00
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P(x) S5+

f(x) \

f(1)

2.a Soit Tg la tangente en xo = 0 :
To:y(x)=-2x-1.
f(x)

lim ——= =+ = (yy')
o X

c. courbe a faire
3af(x) =0 %xz — 1 = 2ln (1t x)

- sur |-1,1[,f est decroissante ‘et
continue. Donc elle est réalise une
bijection de |-1,1[ sur ]—% —2n2, +oo[
donc 3! g€ |=1,1tel que: f(B) =0.

- sur [1,+ocof est continue et
croissante donc realise. une bijection
de [1,+oo[ vers ]—%—2ln2,+oo[=>

Jla€e[l,+o[: f(a) =0

7
f(2)=1-2In3 < 0etf(3) = 5 4In2
>0=a€]23]

Ainsi, I’équation « f{ix) = 0» admet
exactement deux solutions «o,3 avec

a €12,3[ c’est-a-dire "%xz —-1=

2In (1 + x)" admet exactement deux

solutions a,  avec a € ]2,3]

b. {f(x) =0 (:){xz\/2+4ln(1+x)
x €12,3] x €12,3[

Ainsi : a=\/2+4ln 1+

4. Soit g = f/[1,+oo[

a. g est _continue et croissante sur
[1,+co[ donc g est,une bijection de

[1,4c0[ sur [—% < 2In2, +00[

b. g-! est dérivable sur ]—% — 2In2, +oo[
car.g’ ne,s’annule sur]1, +oof et g est

strictement croissante car g I’est.
c. a faire par I’éleve.
PARTIE Il

la x=22=14+x=23=Inh1+x) >
In3

=4In (1 + x) = 4In3

= J2+In(1+x)=2+4n3 =2
= h(x) = 2

b. h est continue et dérivable sur
[2,+oo[et h'(x) =

2
(1+x)/2+In(1+x)"

-Vx € [2,4o[h'(x) =0

-Vx € [2,4o[ 1+ x = 3.Donc :

1 P
> e Par conséquent, on

2
(1+x)/2+In(1+x)

a.
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1
0<h(x)< = Vx € [2, 4o

2.a
Supposons U= 2.

Vx € [2,4o[h(x) = 2 = h(U,) = Uy
> 2

= U= 2pour tout entier naturel n.

b.
{ U, € [2,+[eta € [2,+oo]
hestdérivablesur[2, +oo[et|h' (x)| < 2

D’aprés l'inégalité des accroissements
finis entre Unet a , |h(U,) —al <

glUn - Ofl
h(a) = adonc d’aprés la partie 1.3.b:

|Ups1 — ] < %IUn — a|. ‘Montrons par

réccufence que : vn € N, |U,, = «a| 33%
1
Ona:IUO—a|S|3—2|§3—O=1

1
Supposons que |Up.— a| < o VneEN.

Donc : |Un+1—a|§§|Un—a|s§><
1 1
3n = 3n+1

Doncvn € N, |U,, — a| < 3%
d. limn%wgin = 0= lim,,,, U, =0
3. On cherche n tel que : 3% <0,01

1 n100
—<001=3">100=n>
3n [n3

Il suffit donc de prendre n > E (l’:lgo) =
5

PARTIE IlI

1.1g est continue sur [1;,+o[. Donc
G(x) existe sur[1,+oo.

X x+1-1 1
2.a —_— = =l—-——=a=
x+1 x+1 x+1

leth = —1

b. j|n(1+t)dt = (X+D)IN(l+x)—x—2In2+1
1

C. G(x)=%x3+x—2(x+1)ln(x+
1+4n2—-76

3.a.
o 4

A:[— jf(x)dx+ jf(x)dx x 4cm?
1 o

=%—4In 2-10In 3—%043 —2a+4a+l)In(l+a)
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DAKAR
O00e00

OFFICE DU BACCALAUREAT

UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE

Session d’Octobre 1999

Série : S1 -S3 Coeff: 8

Durée : 4heures

Corrigé de la session de remplacement 1999

EXERCICE 1
x'=2x—-1
1. h1={y'=2y = f: hy:
z' =2z
x'=-2x+3
y' =2z+2
z'=2y+2
M(x, y, z) invariant < fM) = M
x=-1
(::{yz—Z
z=-2

Donc B (1, -2, -2) invariant par f.

o A 1
2. ré@&.hy = f ol hz(B,Z)
- Tk
2 2
' 1
hoyy' =5y =1
Z=-z-1
2
x'=—x+2
<=)r=h20f:{ y =z, MK, vy, 2)
z'=y
x=1
est invariant par r <{y =z. Donc
zZ=7Z

I'ensemble des points invariants est
'ensemble qui a pour systéme

d’équation paramétrique :

x=0t+1
y=1t+0 Donc (D) passant par
z=1t+0

A (é) et de vecteur directeur u (g)

- nature de r. Soit M/ (;35,’) image de

M (;Zc’) parr.

—2x + 2
MM'| 27—
y—2z

SMM iUu=z—-y+y—2z=0
—=MM 8%

Soit | milieu de [MM] ; I(1,2%,22).
2 2
I € (D)car MI = kii. Ainsi: r est demi

0
tour d'axe D(4,) ot A(1, 0, 0) et (1)

3.a On a: r=hyof =hyo0(hov) =
(hy,ohy)ov. Or : h, (B,%), hi(4,2) =
h,oh, est une translation.

(hy0hy)(A) = hy(A) = A'(1,-1,-1)
donc le vectdeur de la translation est
AA'(0,—1,—1) = W. Ainsir = tyov &
v = t_gor. Par conséquent, v est la

composée de r et de la translation de
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vecteur - (0,1,1) = 1 qui est vecteur

directeur de D.
Exercice 2
1. Soit M’ = s(M) ; Me (0).

Mz) e () : [1+i)z-3+3i|l=2
|z'| =2

& Me (€)(0,2). Donc T est le cercle

de centre O et de rayon 2.

2. 1+i#+1=s est une similitude
plane directe de centre I( -3, -3) de
rapport k=|1+i|=v2 et dangle
0 =arg(1+1i) = %(er).

3. Coordonnées de P :

s(F) =0z =1 +i)zg—3+3i
& zp = =31

- Nature de,|IFO

(-3, - 3) ; F-0,-3) : O(0,0):donc IF(3,0)
et FO(03) . IELEO=0=1F FO .
|FO|| = |[IF|| =3 . "Donc IFO est

rectangle isocéle en F.

4. (C) est l'antécédent de T par s.
Puisque I" a pour centre O I'antécédent
de O qui est F sera le centre de (C).

Son rayon r est tel que : V2r = 2
r=+2

EXERCICE 3:

1. y'—y=0=y=ke*+
k,e ™*, ki, k, ER
f(x) =2e*+e7™,
f(x) =2e*—e™*

doM (2et —e Y\ _ =
2. | M(t)te (C),T(Zet . e_t) =0
{2‘9 —€/ =056 0 impossible !I!

2et +et=0
Ddne 2L &0 vME)e (€) = (C)

admet en tout'point une tangente de
dOM(t)

vecteurndirecteur

3.a M)e (C)=
X2 — yz = (2et — e )2 — (2et + e~t)?
Sux? —y? =8. Donc M(t)e (H). Ainsi

(C) est une branche de (H).

b. (H) est I'hyperbole de centre O(0,0)
A(2v2,0) et
A'(-2v2,0) et de foyers F(4, 0) et F'(-

4, 0). Ses asymptotes sont les droites :

et de sommets

A:y=xetA:y=—x
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Probléme
Partie |

lim,_ o f =+

lim, o+ f = +00

f est dérivable sur R} et Vxe
. o1 o ox2-1
R f (x) = x(x2+1)
0 +
" (x)
S N
(x) \ ) /
, _ —x3+x?-x+1 .
2. flx)—-1= T N Soit
g(x) =%’ +D(f'(0) - 1) et

g'() =x(f+DE ) - 1)

g'(x) = -3x%+2x —1. A'==2
AN<0=>VxeRJgHE)<0=g!
Ainsi :

Vx ER},g(x) < g(0) & Vx €

Rgx)<-1<0<1
Vx eRLf'(x) <1

Ainsi :

-Vx € RY, f'(x)) <1et 1€ Dy, d’'apres
I'Inégalités des Accroissements Finis,
Ona:

f)—fO)<(x—-1six=1et f(x) —
f)=kx—-1)six<1.

f(1) =1 = six>1= f(x) < xclest-
a-dire (C) est en dessous de la droite

d’équation : y = x.

Si x<1, f(x)2x= (C) est au

dessus de y = Xx.

3. limx%m%’c): 0. Donc (C) admet
ung-branche paraboliqgue de direction

(X’X).

4., 0Onpa: fA+8)—f(Q) S% donc
(Un-1)?
fU)s 1 < O

1,2
N,Vosr <3V

Ainsi vn €

b. Montrons la

propriété  par

recurrence.

20
- Pour n = 0. En effet, Z(E) =
1 2
Vi
2(3) =w
- Supposons que la propriété est vraie

. 1,2
On a . Vk+1 SEVR S

2n—1

DochnZl,onaOSVnSZ(%)

c. On a:

(0 =<0

Vl SiV()l Si(VO _1)2 S
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Donc 0V, < (3)3 <1 D’ou

2
2
. vy
lim,,_,, o 2 (;)

consequent, lim,_ ..V, = 0. Puisque

1

=0 Par

3.

_ —t%(t2+31%43)

4 o= A+t)-t= t3+3t2+4t+2
vt > 0,¢'(t) < 0donc:

vt > 0,p(t) £¢(0) = @ 1 c'est-a-dire
vt > 0,0(1 HDkp(1) > 5.

Partie Il

1. Par récurrence surn :

On a: uy, = % > 1. Supposons que:
u, =1, on a alors u,; = f(u) donc
Ugsp =1 car f(1) = 1. Dou: vne
N,u, = 1.

- Montrons que (u,) 2. Vx > 1, f(x) <
x Cest-a-dire: vn e Nu,,., = f(u,) <

uyetu, >1.Done,: (u,) !
3.1, =U0,—-1

3a Vi =fU) -1
U, =1+t

Posons

st=U,=1;t>0carU, > 1. D’aprés

ce qui précede :

Fa+0-f1 =S = Fw) -1
< (Un - 1)2
2

Ainsi: Vn € N,V q < V7
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DAKAR
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OFFICE DU BACCALAUREAT

UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE

Session d’Octobre 2000

Série : S1 -S3 Coeff: 8

Durée : 4heures

Corrigé de la session de remplacement 2000

EXERCICE 1

1. sl(B,i,zj
2 3

a. s1(E) = A car

~

‘5,8—\]/:%()_”:

b. s;'(J)=D car

BJ :EBD
2

2. Soit sz la) similitude de centre J
transformant A en, F. Soit a son,angle

et k son rapport. Danc.:

GF e

JF
k=="=43
A V3

3. Soit s Ila similitude directe

transformant E en F et D en J.

5,05, (E) =s, €,(E) =s,(H)=F
" 5,05,(D) =s, €,(D) =5,(J)=J =5(D)

Théoréeme : Il existe une et une seule
similitude plane directe transformant E
en F et D en J. Alors on en déduit

que :
S = S208S1

b. Soit Q le centre de s. Déterminons

son angle et son rapport :

.~
GE.oF = Z(@2n)
G

QF _, _ 3

QE 2

o="w_7T __7Z
2 6

Construction du centre.

- On construit le point E’ tel que E soit
milieu de [EE'].

- Q est alors le point tel que E’EQ soit

un triangle équilatéral indirect.
Schéma : a faire par I'éléve.

EXERCICE 2
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1
1.a. G(l).
1

Preuve : (OG) perpendiculaire au plan
(ABC). II suffit de prouver alors que
(OG) perpendiculaire a (AB) et (OG)

perpendiculaire a (AC). Comment ?
(N /3\_. /-3
OG(l)AB( 3 )AC( 0 )
1 0 -3
Donc :

0G.AB = 0 = AB orthogonal 480G
0G.AC = 0 = AC orthogonal 30G.

2. Soit O’ = s(aBc)(0). Comme (OG)
perpendiculaire a (ABC) et Ge(ABC),

alors
G milieu de [O0’] =0(2,2,2).

3. Soit A’ = sag)(A), B’ = sie)(B), C’ =
soc)(C). Ona :'sioc)(0)=0;

A’ = soc)(A) & G milieude [AA’):
eA(-1, 2, 2)

B’ = s(oc)(B) & G milieu de [BB’].
B2, -1, 2)

C’ = s(06)(C) & G milieu de [CC7].
<C(2, 2, -1)

EXERCICE 3

1.

Ao (cosef :>21=S|n0_|,22 :sm9+|.
cosé cosé

S= ﬂl’ZZ

2.a. M€, : Soit

« .
M :>x=sm6,y: 1 =x"-y*+1=0
y cosé coséd

M e (H):x*-y*>+1=0 (hyperbole).

b. Dans (0,1,7) (H)»a pour sommets
B(041) et B’(0,-1). L’axe focal est D : y
= .0 _et _les _asvmototes . sont.

Ay
-
-

|
' !
' i
' i
' i
! L i
T SR
| | i
' |
: !
' i
' i

S S U U USRS =

Lorsque  ©  décrit ]—gg[y >

0 donc M € (H).

PROBLEME

Partie A :

f (0= sin 2(_n +1)x e }O,z[
Sin X 2

f (0)=2n+2
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1. Dans }O,%[f est continue comme

quotient de deux fonctions continues a

dénominateurs non nuls.

sin 2(n+1) m sin 2(n+1)x 2(n+1)x

lim £ (x) = lim

N>+ N—>+0 sin X
_im S|n2(n+1)xX2(r'1+1)
e 2(n+l)x sinX

X

> 2(n+1)X sinx

fn (0)

=1x2(n+1) =2(n+1) =

Donc f, est continue en 0. D’ou f, est

continue sur }0%{

2.a. f, est continue sur} {donc U

est bien définie dans N.

b. fn est le prolongement continu de la

w en"0::0n a
sin x

fonction : x—
.

2
alors: U, = Ifn(x)dx,Vn eN. Ainsi :
0

2 1 . 2
=2|c0s(2n +.3)xdx = n(2n+3
J S(2n +.3) xdx [2n+35|( + )x}
_2(_1)n+1
2n+3
4 26
3. UO =2 ; Ul :E ,U2 :E.
PARTIE Il
1. Preuve :
k
Pour n =0, 22( D =2=U,.

=2k +1

Supposons que le résultat est vrai au

rang n et vérifions — la au rang n+1.

w

0

B +2(_1)n+1 Z( 1) 2(_1)n+l
T T N8 &ok+1 2n+3
n+l k
= (1)
=2
Z:2k+1

Donc le résultat est toujours vrai.

1
2.a. Pour jdx:l ;

0
1
J-XZKdX:—,‘v’keN.
; 2k +1

0,2
b. n.= 0, 2[de 2=U,
14 x

Pour tout n,

1 2k
_zzék)l_zz( —1)* jx dx = 2]2( x2)¥dx

k=0 0 k=0

_2 1 ( X )n+1 ]‘l‘i‘( 1)n 2n+2
1-(=%%) 5 1+(x%)
3 ( n 2n+2
a,u, -2 =
-[+x ‘ -[ 1+Xx?
1 dx | ( l)n 2n+2
Donc U, —2f <2 dx
01+x‘ 0‘ 1+x°
<2]IX2n+2dX: 2
] 2n+3
b. lim =0 = (Un) converge et :
N>+ 2N + 3
1
im U, = [-2
N>+ s 1+X
PARTIE Il

1. G est la

fonctionsdérivables donc G est dérivable et :

composée de deux
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™ T
vue]-LT

> 2[,0’(u) = F'(tanu) = 1

2.Vue ]—%,E[,G'(u) =1. Donc:
dceR/Vue }—E,Z{G(u) =u+cC

2 2
Pouru=0u=0=G(0)=c=F(0)=0

Donc G(u) = u pour tout u dans ]—gg[

3.

1

0

F() = F(tan%) - G(%) On en déduit :

limu, =~
2

nN—+w0

1 1
J= I1+x2 dx = Jy/(x)dx: F1)-F(0)=F()
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UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE
DAKAR

00600

OFFICE DU BACCALAUREAT

CORRIGE

L’ ¢ quation caract ristique est donc + = { ou +

Les solitions sont de laforme : ¥ (x) = A .cosr T B .sina .

S =

3-a. gvierffie (2) — vr = Rig” (r) = _illr; ()
-
fwerdfie (1) = "+ f =10
— % = h":in" ffi\'l 4ol =1
en posant X = l = g (X)) = \._]_r,l' (X)) =0
= -

-

) g" (=) = %_—’; (@) == -.r_¢,r (i)] "4 '.r_q_r (%}‘ =0 %rec i’

1
donc Ty {—) = A s 4+ HBeine [ Ye o R
@
.- =a 17 :
dol g(X) = — | Acos — + B sin —
X L
. 1 . i R 1
puisque —g(x) = —g" (), une primitive de = —s —g (=)
x r

sera la fonction . » —g" (i)

A 3 1 2] A ) 1
i ( 2 _lr-:* :I o = t ( X2 '_.\.._,; :] =111 =
LT By 1 A )
" XE | {'1 ; x J.:I cos S T {_\ Hjl s1n

1
¥ — g &) C5L & »
<

une primitive de .« »

e, o - -

Session normale 2000

Série : S1 -S3 Coeff: 8

Durée :

4heures
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EXERCICE 2

. 1 1 . . 1
Lafonction ¢ — : ~estderivable etsaderivee est o' (o) = 2
£

1442

2

est defini sur /2 donc u (x) = /-.;-
S0

2- a) f est d¢ rivable comme composé e de deux fonctions dé rivables dans ] _?T % [

Iy . 2 Iy )
fir = (l + tan .r) o (tan.r)

B 1+ tan e B
" 14-tanZr

b) f/(x) =1 = f(z) =z +c ona f(0)=0donc c=0
f () = i pour tout ; appartenant ]_TT %[

C.) [ — /"l df

Jo 1442

Enposant { = tan - ona:

dt = (] + tan z.r':] da

t=1= 0=

I

=0 = =1

T (1l +tanZr) dr rT T
fo= [l Y ooz & {ox = —
"= L+ tan2r ,J‘ru e 4

s '.!,u+ Bp+2 rlo 1 ; 1
3-a fop + fop 0 = j{ érf.r = j{] Py = [ r2d I]
- [n}

A0 L+ a2 2.{J+].
1
fop - dapi2 = 57
rl 14 L 1
Iy = I = — Ir
2 Jo ]+.r-3” Joo 14+ &2 i L+.r2”
!_:=L—%
1 1
I+ 1, = =—donc j, = = — |
3 1 3 1 3 !

- 1
doVie Iy, = 5—1+

| EH
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1 1 . 1 1 oy
I+ 1Iy=—-donc J,=- -, doVul;==-—-+1—--
s = 67 % 1 =% 73 1
ib)
-
Ay, = () car T > () dans [0); 1]
- ;21.1 + !2J4|2 = or JI-2.1-'| 2 : 0 dUﬂC
P
I, < dol'ui <, <
- 2p+41 * 2p+1
-0 = p— +oolim I, < p— +:>cl'u112l|5l -
or p—+ +x1hugp+ 1 =1
donc p — 4oclim [, =0
EXERCICE 3
1)a)
o C
|
|
1 I J
A — 5
-
L — L _ _ 16
. H
!/"
E F

Pour montrer que ( Afi¢7) est le plan m diateur des s¢% gments

align/s de ( Af¢7) sont ¢ quidistants des extrs mitss

de ces segments on a :

Ay = AE comime argste du cube

B = )0 comme diagonale de carré s isom ¢ triques

pour les my mes raisons _

Donc (ARG est le plan m' ediateur de 517

[£213] et [Fc7] i suffit de montrer que 3 points non
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De méme:
AP = A comme diagonales de carr ¢ s isom¢é triques
Bl = BC comme aréte du cube

(7' = (77 pour les m¢ mes raisons

Donc (ABC") estle plan m¢ diateur de [#'(7]

b} Pour - les 4 points A, [, (7, [{ sont invariants
les points [ et [ sont sym¢ triques

les points ¢ et [ sont sym ¢ triques

donc le cube est invariant pour 5,

.Pour S,les 4 points 2,7, [, [/ sont invariants

les points [) et (7 d'une part et /' et | d autre part sont sym¢ triques.

donc le cube est invariant par

.Pour 55 :ona
1) = 1" comme hypot¢ nuses de triangles rectangles isom ¢ % triques
JI) = J'car J centre de gravite de laface DOGH

1) = (" car , centre du cube

Donc (10.J) estle plan m¢ diateur de [737] qui partage le cube en deux parties isom - triques

Donc dans la r¢ flexion de plan [T o, Tj]

Aa R

' D

o H
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Le cube reste invariant .

I}—a) s, et 5, ctant des reflexions [ = 5 » S estune rotation dont I'axe est I'intersection des plans de ces % &

flexions or (AB() et (BCH) sont des plans distincts ayant en commun les points [ et /J
donc (ABC) N (BOH) = (BH) doVufapour axe (B .

b)

flA) =580 S(A)=C

flC)=5810 S (O)=F

S =A

[ACF) est perpendiculaire ; 1'axe de la rotation (B//) donc la restriction de fa (AC'F7) est
une rotation de centre le point d'intersection de (B /) etde (ACF) .

Appelons (' ce point et I'angle de la rotation .

ﬁ—‘nfn—.:l h_k(”\'l = I"W: ﬁi = (W ﬁ\ = (27

Ona (KA RC) = (R KF) = (KF: KA) = o (2x)

(FARS) + (K KF) + (RF; KA) = 8a

(FA: Ke¥) + (KT KF) + (FF: KA) = (FA: KA) = 0(2x)
donec o :?_
Fla).onadir = 53 o 5 carles plans (AR et (f000) sont perpendiculaires et se coupent suivant (o)
- r o Jf Sreo S oo S oo Sz
Nz oo S

donc 5 est une rotation .

b} Les plans des 1o flexions se coupent suivant (o) donc (o) est Vaxe de 4.
En prenant la restriction de 4 Va (€700 le centre de cette restriction est 7.

g [ = S5 0 Sg(07) Sy |5 (0] (M=

I'angle de la rotation est (/7. Wy

En orientant (70 0¥ par (27 onac

e i b
|:_.H.-..-|' } _.?
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EXERCICE 1

2 a) Comparaison des distance des points de (7"} an point /= et & la droite (/).

Soit Af(x.y. =) mpointde (7)) tona 2 + 1 — 2y =0 (1)

donc AT = -,‘,.-"..,l-2 + (1 — )2+ 22 = /y? + 22 en utilisant (1)

De mame [ Adf, (o) — M

1D
Or Nict » D (0, —=z, u) et | ("_fs” — 1

donc A (M, (D) = -..,--"'32 + 2

par suite A7 = J{ M, (O

2 b) Soit Af(w.y. z) appartenant ; Uintersection de (7" etduplan /°: = = 0

A est Vequidistant de 7 et de (/) (d'aprée s le 2.a) et appartient &

et de directrice (727,
Si AJ appartient & la parabole de fover [0 et de directrice ¢/

ona: \f appartient auplan / ; = = ()

o

* ME=dM(CD)) oV a4+ (1 — )2+ 2

e -
= '\_ =2 + .b'_:

i donc A4 appartient i la parabole de fover i

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés .




Club d’Excellence — Mathématiques

Troisieme partie — Corrigés

1. a) D¢ termination de I"ensemble ( T )

— 1 Y5 1 —
YT (—5 — T, —y — z:) Yo ATT (E — ., — Y, —2:) MW E—re.l — oy, =)

ATC A AT (0, —=z, %)
MO AMD|| = |[WE|| = /22 + v2 = Ja? + (1 — )2 + 22
| | = I77E]| — v (

— x4 12y =0
donc 7' : {_L’ [, w. =) felguey =

c’est un parabolo\" lide.
1. b) D¢ termination de (A

——

le plan (0, 7273 a pour £ gquation .= = 0

} L
donc (M) (0 = {Iz.r'_ y. =) telsguer = 0,y = 3 z € nrl’.}

c’est la droite d < finie par {

donc o? +1— 2y =10
par suite Af < (7"
donc AL < (77 (#7)

(1) est donc la parabole de foyer [ et de directrice ¢7/7

(7" M £ est donc la parabole de fover de £ et de direction CD.

EXERCICE 2
1 —

(&)

2 — a) L'image de la droite( WV /) par 7.
on sait que (AL NV (N F) donc
R{MNY_(NFP)

or RIMMN) = (MQ) et R(N = )

'Donc F7 N J?) estla droite perpendiculaire Va (AJ()) et passant par () .

RINP) = (QL)

> de Thiés
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&) D ¢ termination de I'image de &

FR{IK) = (M0 car (?}’ Nr) = %

R(K) € (L) car K © (NI?) et R{NI) = L
Donc R{K) = (MJ) m(QL) = {5}

ROKY) = J

. D¢ termination de 'image de

FR(I) € (ML) car (?}’ ML) =2
(1) € (L) car R{NFP7) = QL
Donc (1) e (ML) (QEL)y = {6}

) = L

c) M ATS et FAr). sont des triangles rectangles isocé les

MK = MJ : { MI = ML

Y (TR AT =3 (7. 777) = 3

3 —a) . I'image de &

M J estun triangle rectangle isocele en Af et [ est le milien de hypote muse [KJ]

(]

2

done |['1'”""' m}‘] = ME =MK r;in% =

MK

= |

par suite s( ) = F
_l'image de |

En partant de Uhypoths se que Af[/, estun triangle rectangle isocé le et que est le milien de Uhypot s nuse avec le mé me

raisonnement que ci-dessus on trouve

Sl =k

b} lieu g¢ om¢ trique de [

s(hy=FE

lorsque I décrit [V ] priviie de N E décrit = ([VP°])prive de s(N) =0
or 5(P) =10}

donc = ([N FP]) = [0

par suite le lieu g om¢ trique de [ est le segment [O¢)] prive de O .

c) De b) nous pouvons d¢ duire que sont align#s or N appartient # la diagonale donc O, V. I, () sont aligné s
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EXERCICE 3

on a : I est le milien de [1.4] avec s le sommet oppose .

donc x4 = 2o — w4

ya = 2yr — ya donc A" (00 )

-2 2

. I'équation de I'ellipse est de la forme avec Lz + Y
o

egquation :

X2 ooy? . .

— —1lavec ] X =4 — —

25+ g 1 { X =0 —4Y =y

les autres sommets ayant méme abscisse que |, ona

powr o =4 onay=3ouy=—3

doi 543 ) B (4-3)

a — 2

=1 a=174=5(= ()= 4donc I'ellipse a pour pour

Ainsi les trois autres sommets sont 4 [: an ) = [: 443 J Vg [ 4 -3 J

1 — b . Détermination de I’ excentricité .~ : « = i =
[ gl
. Détermination de la directrice
[ apow Vequation o — 2 dans le repére (.{), = . Tj
[ -
159 -
c’est-a-dire - — 4 — 2—: dans (0, 7))
I 25 41
d ot 12 == 4 2 ==
! 2 1
B e S S
1—oc [ Sy =5 g 1
i
1
A M";_;_a\?
‘Db\\;q//{i
i |
1
i
2 — a) Résohation de I"eguation :

2 2 (d 4 Beos?)F +Ad{deos@ + 5) =0

@ = [0, 7]
A= (Bisin @) 2
Ay = d + cos@ 4+ 3 sin @

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés
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Ao=4 4+ 5eosll — 3ismmi?
b} Coordonnée de AJ,

. Dans [:[], _.-} T:| a pour coordonnée { N =44 5coslY =3snd

. donc { sl = A=dgpng =L

3

NP G YL .
L b S ? —1lavec y <

d ou
20

L ensemble des points 1/, lorsque ¢ varie dans (), x| est la demi ellipse située dans le demi plan ¢ = ()

a pour coordonnés { X =44 5cosf¥Y = —3sind

-

|:.7i- — 4\}2 ¥ F 1
- T — 1 avec y = U

donc { cosfl = A=l ging = %dﬂﬁ 25
: 5

I'ensemble des points 1/, lorsque varie dans [0, x| est le symétrique de I'ensemble des points A/, par rapport a I'axe des

abscisses.

PROBLEME
Partie I

1 — Limites et variations de 4,

i . o lne -
r — +ochmg, (r) = o —+ +oclim— =10
-

1 0 )
o= 0 limg, | r) = —0o

ron  l—mlnr
- I‘J )= n—1

pa/

Dans |0, +oc| VW gl (2) =0 =1 —nlnr >0+ r < {c

4

L]

—
T
]

+co

g'(x) —

gi=)




Club d’Excellence — Mathématiques

Troisieme partie — Corrigés

2 — Trace de C1

Y

F 3
14
a
Bl
o
-3 4
4 4
Les asymptotes sont les droites d™Vequations - =0 et 5y = 0
3—a)
A In 1 21
I (A) = f DO g = [— (lnt) -]
J1 f 2 1
P 1. \ 2
donc [ (X)) — 5 Y
b)pour n — 2
A 1 1 1 1*
T (A = Jlr (111 .".—) dt = [ln t ]
1 [ —n+1 gl

_ In A o 1 [r\nl L
{—n 4+ 1) At (—n+1)

A 174 1
.'1:£ .{_Irfl_lf‘l|l"i|f = —[]I]?{-E]2—W
_In{A)  InA n 1 1
2 A2 A

1

c) A — +ocliml, (A) =

1 2
i1 —mn)

Partie IT

) i

1-Dans [p,p+1]ona ga(p+1) < go(l) < goip) car g, est d'e% croissante

Pt ptl pt1
donc / galp+ 1)dt < f ga [#) dt < / aga (p) di

e B

»

Puisque (p+ 1) et g (p) sont constant on a:

retl

a1
we+)< [ a@da< |
IU

v p

2 — a) Croissance de (5;) = 2

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés
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Ins In s

Cﬂl':l]lﬂﬂﬁ I". .".i’.]'.l 1 — ;".;.[_. = .'. == 2}.‘ + LZT - |E|'.-' = EZT
[ z

 In (K +1) _
(K 12 T

donc (5., est croissante
b) . On a par d\efinition S, — ki =2 g5 ()

ord’apriesle (1—) delapartie /7 ona:
3 .

2(3)< [ w()d <g:(2)
2

i1
gz(i+ 1) < f ga (8 dt < goit)

wa

go (A7) = ga (et =L gu (K — 1)
SR —1

En sommant membre ' a membre cette double in'’ egalit'’ e on obtient -

.
S — e (2) = [ gz () di < 5, — ga (K
’ 2

- . . In2 e ln A
clest-Va-dire 5, — L, = )f gz (B dt =< S — u__,
2= Sz ; K=

-Onadonc [ guir)di + In X _ 5 < L gzt de+ In 2
gz T K2 [ 22

. " Iln 2 ln M 1 1L .
C) puisque | — o (&Y dd = — — — — estfim
) puisqu . J.n'f_) g2 (£« S I oy
VS < A In2
ona' S 5%

d} (&) est croissante et major' ee donc (5, est convergente.

ln #¢ In 2
K —s 4oolimA + [;;‘ < K — +oclimSe = K — +oclimA + 121
3 >3

1112+1{F* 1112+1+l|:12
2 22— - 2 2 o2
donc In 2 iifli+31112
: 2 2 El

Partie 111

w i) = 1=t af (1) = =l

o [.l':l — I:f:f _.;Jl" |:,If,:| — ¢

145
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t . e . 10
= (1) 1 + R
A 1. In 10
=it 1 — -
0 242 ST
¥ (1) 1 + b T
e 1 In 10
v (£} 0 " % 2? T —ml0
F 3
.
. >
1

Les tangentes sont paralléles :

1

’}]
S
T

* gl axe des abscisses au point de coordonn'’ ees (_2

* Vgl'axe des ordonn' ees an point de coordonn'’ ees [:i il)
o & :

5
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 2002
1(H) - 2 — '2;.;.'2 =1

T —29‘=L‘=‘;~.r)—£y‘:=l

. . =2 oy . - x . . RV
donc (#f) aune équation de la forme : = E — 1 qui est I'equation d une hyperbole de fover £ (? |__|) . de
directrice associce d’équation .« = }; = %d excentricite « = E
Construction

'TJ'RJ|‘§ﬁ

2% ALl we

{ = e = [0, 3]

o = I’: tar (20
2

a) si f = [ll —_'] alors = <= [1: 4o]

2 a 1 @ X
on oa s o — Rt — ————— — t;amn T [(2¢)

oo S 2

— 1 tan * [(2¢) — tan 2 2eny
— 1

donc la trajectoire (I7) de Ad est la partie de (f7) correspondant a - dans [1; +oc|
- . — . = B = _ . —2 sin 24
bl la wvecteur witesse 17 a powr coordonntees - T et 57 avec Lo’ — P
s L p

1 . a
o s @ .
w' = V__,_.z (1 + tan ._2.-._.]

w' = "2 I::J_ + tan = |:‘2.l':|:|

—

— Zsin 2t -
T m,.,ﬂz (1 4+ tan (21::.]
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]

FPours — 2on a cos 2 = =
£ =E + &k
i = —E-.—-Ju':?
or = [“'I] d.anﬂs.r=E
l2 point dabscisse 2 a pour crdonnes ] = L]
=X 2
en of peoint 'll_}apuurmurd-nﬂ.ﬂées 'I-'i:-—-q..:":‘_;:-__t.-.:"‘-_.z}

la tangente av point de coordonnees |: % g} e a powr vecteur directeur v i:-_ -.:":‘_;F_ .t-.-'"‘-_.z)
<) le vecteur accélération a pour coocrdonness o 7% Wtexbtquotedblright' et o, ‘textquotedblright asec -

[h oos (28 = cos® (20 4= D cos D82 s0n (20 .2 =in (20]]
s ()

=" =

— B (20 (oos® (28] + =in 2 (28))

- P TS
f‘=;Té%%ﬁ
= VE(2tan (20)) . (2 (1 + tan? (20))]) o = 4vE tan (20) (1 + tan” (20))
¥ E;%%E . 4J§-Mn(2t}(l+um=(2t}ﬂ
_ Ssin (24)

Cna: V.5 4+ 5 tewsn [(22)) {1+I:ru:|l‘rl:_2r_:|:|2

s [ 28]

Onoa 'i_"_‘;]i' = 0 donc 1l mouvemsnt de AF ezt acceléres.
v

PROBLE

] e = s #£ 0
S0y =0

1. Sur 7%, — {1} . est contimne comme rapport de 2 fonctions continues sur /7% — {1}
continuitéen

F(0) =0

1
o o— O lim f (@) = o — 0! liml
n

donc F est continue en
Conclasion

{7 est continue sur f70Y {1}

Dérivabilité en
e o =L e
= 1o
donc § n’est pas dérivable en .
2 Wariations de § 148

S est derivable sur /¥, — {1} comme rapport de 2 fonctions dermvables sur 2% — {1}
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—1

».l'-lr I:.r':l e E—
T I__]]'].r'_:l'e

¥’ () <=0V x& .ﬁ'*l — {1}
r — +oolimf (o) =10

r— 1" hmf (r) = —oo. o — LT Thmjf (o) = 4+

Tablean de wariations

(0 = "'\-\..III.; 1 —+ oo
f‘l — —
0 +
Hl.-"].m{
£ 1
Iy~ 5z
\"1— e ]
3. courbe de f
0
: =1

II. IFd |:,r'::| — f.__ llr |:|":I di poar o= lr-='I£—| - {J'}

R

1 a)lafoncton qua { — est définie et continue sur f /7% {1} d'oVu éxistence de /7 (x) pour

ln ¢
re R, — {1}
bysi¢ = [0,1] alors ¢y = 0et Hir) > 0 car powr < [0, 1], << /&

sife|l;+oc]alors f(¢) = 0et Hixr) = 0donc vy x < o — {1} . Hix) =0
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, 1
2 M () = () g (V)

si = R — {1}
. . 1 1 1 )
3 . f etant doroissante sur [[]: —] on a'w o o= [IIII-. —] ,———— =X i =0
2 2 — 12 o
: - 1 PR 1 . . =3 1
donc v o= = |0 —| ona |§f ()] = ———— et par suite |7/ ()] = el
2 N — I 2 dEIn 2
r — -u‘__"_.!' wo— s
e = ———— or o+ — 0'lim ——— = (0 donc
l el = Il 22 1 2
lita H (2 ) = 10
x—=0"
4 _a) w () = J||r A
Une primitive de " § — = ; est la fonction gqui & ¢ — Lo (1o &7
i
Kix) =In{ln(x)) — In [:111 (w,.-“'T:I)
e 1 . P
— ln (Im (=) ) — In (—) — 1o (I () )
2
donc /& est une foncton constante.
| iz = mz |
b:l'.-'_; (a) — - =1
. a oo
2, — 5 — {1}
S . L — 1
o — 1llimg (o) = o — 1lim
=l o
1
= o — llim—.4—
a —
or o —+ Llim 1'!__ — 1
= — 1
donc = — 1limg (=) = 1
R i) = g (o) siac #F leta = 0
P il =1
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D, = R et ¢ estcontinue en 1 donc est le prolongement par continuité de 5 en 1

= rroodd = 1
[ (1) dt = JJr — JJII
= S Ind JstInt

A

= M ix) — K (&)

Lafonction ¢» est continue en 1. donc sur [1, +oc] % et in existe un réel tel que

¢ () <., W ¢ e [l +oc] donc /‘r_ & () df = l:.r' — \J’IT:I e

ol ol

e
et )]'r_ g () edt =10
- \'-'._"

or Jfr’_ Gltrdt = H (o) — K ()
Sz
donc & — 1lim (M (x) — K ()] =10
et v — 1limf (o) = 1n2
e e 15— {1}
wit = R — {1} fest décroissante

“textbullet' si &= = [0, 1]
1 P R |
In “ ln¢ " Ilnx

1 = 1 = 1
f i < f dt < f A
W A e W Jo= oo

car o =< y

donc

F — E 2z — T

donc = M (&) = L — Jo, 1]
In .« e In o
“textbullet' si + = |1 4o
1 1 2
on a =
n.T In lrax
L " P
done = — ¥~ V'E = (&) {_:—2 L= e,
In.x g In =

Conclasion

Vo= et o £

quand » — o0

x— T

= M [x]
ln o - =)
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N

I .
of x — +oolim——— = & — —l—x]un]
I

ln o

T 1
1
In.r ( «v"_r) )

=0 — +oolim (

= +o¢

donc .« — 4oclim i (r) = 400

I (]_ o R
1.0 £

T — «v"_r < H (&) - 2w — w.,.-"".T]

rlnx T - rlnx

donc o« — +oclhim f () =1

=]
—

donc la courbe de /f admet une branche parabolique de direction I'axe des abcisses

P — T

quand » 0 — ¥ 4 |~
rln.x

donc + —+ Dlim H (x) = o0

I

donc ff n’est pas dérivable en & .

. Hir)
donc i — Olim = 4o
T

donc Ji n’est pas dérivable en O

Tablean de variation de /1

H (z) = =

H (x) = 0 sia e 0,1

H' ()= 0 six e ]l 400]
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CORRECTION SESSION NORMALE 2003

EXERCICE 1

(") est le cercle trigonométrique.

A tout point m £ ('), on associe )/ symétrique du point A d'affixe | par rapport 4 la tangente en 5, au cercle (7).
1) montrons que I'axe des abcsisses est un axe de symétrie de (T')

Soit § lareflexion d’axe 'axe des abscisses

et posons S(M) = My

appelons (7" la tangente en  an cercle ((7)

soit ST = (1), S{m) = s

ona 'r esttangente a (¢’ en wes

S(Ay= A

(1) etant la mediatrice de [AAJ], alors (¥'r) estla mediatrice de [4 A7)

d'oa S, A = Alr

donc Adr est le symetrique du point A par rapport a () qui est la tangente en wer a (7).
dot Adr = (T7)

=y

Ona miecost, sivd). A(L.0) et Ad (o, w0)

(ire colindaire a AAF donc det{ vy . AATF I=0

cosft o — 1 .
— 0

sind

donc (o — L)sind — yoost = 0
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ainsi on obtient rsind — yoosd — sind (L7
§ milien de [AAF] est sur (1)
7 (.-" —+ 1 _-;.l)
2 T2
oo ".."i. & —_ s
donc 7 <= (I = 111 — .
- =5 — cosf =in
ce qu donne roeosd 4+ gsind — 2 — caos (27
O a le svsteme
woeost + peEsind —= 2 — cos
sl — gy oocos o — sin f
En résobrant le svstéme on obtient -
a = 2 coosd — cos 2
i — D2 =1ind¥ — =1 24
3
a) Wariation de . et g osur [0,
rf=2sint{2cost — 10
_gf=2t'|lr;.",—2L'||52|‘l,
_f_lrf=—-1[fll:'92|‘l,+12f.'ll:';r+2
! AL i — 1) &4 L
i — —4| cos - s — )
) \, I o
T Tr
¢ |0 — 2— L
3 3
|0+ 0 - _ 0
v'ir) |0 + + 0 —
x / \
-3
¥ / V3 / V3
2 0
b)
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b)
o wr N o Zsin2t — 2sind — | cos 2
7 T ¥] .
g’ 2eosf — 2eo0s28 =1n —'_jl"
Ewvalons det = . )

) 3 3 3 3
det{ = . F)=2csicos—F — 2cos —Feos2i + 2smiteos —1 — 2sin 24 sin — ¢
’ 2 2 2 2
i 3
det{ =& . =) =21-..h-—:2 — 2 cos(2F — 723,]

it f
dEt[:_rjl\. . _|.'§I = 2 cos —2 —_ 2(:-.::-;3 =0

donc = of & colinéaires

c) Pente de (AAL)

w— 0

o —1

. 2sind — sin 24

all) = :

2eost —cos2 —ecos2i — 1

(£ 2sinf(l — cosi) 2sint(l — cosd)
2] = = —
A — Z2eos?d + 2east 2oeostll — casid
-frI:F:I — tan ¢

limea(d) =0

—0

ceg = [

La tangente en .4 est parallele a .. c’est d allleurs I'axe (e

d)

Ce sont les points o1 la direction de & est un des axes du repére

c est a dire E S LI = 7.
2 2
t=5k= k< Z
Sur [(I,m] onadonc F=0Doua k= 1ou k=2o0u k=23
powr E — (), on ale point 4 onlatangente est (i«
powr f: = 1, on obtient le point | 3 g 1 ou la tangente est paralléle a 2y
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. : —1 33, .
pour j; = 2, on obtient le point ¢ ‘[?. ?T'] ou la tangente est paralléle a O

pour j: = 3, on obtient le point /){—3,0) oula tangente est paralléle a Oy

courbe de (T)

3+
EXERCICE 2 L
E
G<—\
o
c

1-a) G isobarycentre de A B .C.D et E donc

GA+ OB+ GO+ o+ GE=TT1 (1)
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or (2 milien de [DB] et [AC)

_— — —

ainsi 1)+ GH — 20000 et GA 4+ G0 — 2070

en remplacant dans la relation (1) on obtient

1GH+ GE =T (2

d’ot (7 est barycentre du systéme (02, 4); (£, 1)}

on a également ¢ milien de [("F] done GO+ GE = 2070

(1) donne alors GAr200 4200 =T
or .J milieu de [©]

donc (GA + 4G = T

d'ou ¢; est barycentre du systéme (7, 4); (A, 1)}

b} [ estl'application du plan sur lni méme associant a tout point A/ le point A’ défini par -

AMM = MTA + MEB + MO+ MDD+ ME

Déterminons d abord 1"ensemble des points M inwvariants par f noté foee [

Invf={ M c P/ f(M)= M}

M) =M = MA+MB +MC +MD+ ME =T

L unique point verifiant cette relation est 7

fnef= { &'}

MNature de

FIMY) = Adr = AMM = MA 4+ MB 4+ MC + MDD+ ME

R

AN+ GATy) = 5ATCr

— —_
A7 A = —Ad
AT = __1|: 'Ad

F est 'homothetie de centre 7 et de rapport ——i
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—_—

P — < — = . . .
On sait 4G + GF = T «= Gl = ——GF d'ot les points [, (7,0, [/ sont cocycliques

1
4

alors | appartient au cercle circonscrits au triangle OC 1Y

Deméme 400 + GG A= O

Onaanssi:
o= —tai
1 .
(4)= L= (TATL) =0+ 4+ 2hr =0+ (24 1)r
flAy=J
2yona g = (J_(hﬂ_ﬁj T, it
( | et (0A.01) = (06.0H) =0
et  est la rotation de centre ¢ et d’angle ¢
r=r(0.9) done (47T = (04,01) + (2 + 1)z

s=vaof

o d'ou | appartient au cercle circonscrits au triangle ().1],
a) f = ki, —=)

d’ou O et O colinéaires et de sens opposés N , , . .
| estI'insection des dewx cercles circonscrits aux triangles OGH et OAL

cela signie que /i est sur la demi droite [0
doua i = (O, 0G) M [0

construction de [,

L=s(A)=re f[A)=7r(T)

= OJ = OL et (cﬁ-fTﬂ] = i [2x]

de la méme maniére, on montre que [ = (O, OJ) 1[I

e} § estle centre de - hnique de Thiés

158
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EXERCICE 3

1) A estune droite de 'espace, /' un point n”apparienant pas a A, K le projeté orthogonal de ' sur A et A un point

de Atel que AK =1

a)

ME ANA = 3K & (MK + KA)
ME AMA=ME AME + MK AR
or WNW=7

done {7 37| = |37 n 1|

ausi |77| = 3 [ 778 A T7A| = |7 o A

d’on le résultat ||W|| = —é ”W A ﬁ||

b)

d(M,A) = d(M, (AK))

A EAL o ] - 4

dl M. (AR = -
= A]
ainsi (M, A) = |[MK A KA

I 1
doa M= —QEFI: M., A

ME 1
A(AM. AN 2

2)

Dans le plan (/7)) = (K. KA. K 1

. . A E 1 ,
Me (). Ae () et A verifie A -3 et /' ¢ A

Ad decrit I'ellipse d’ excentricite —; de fover /' et de directrice associee A,

3) (%) estle plan passant par i et perpendiculaire a A

Comme P, | Aet A= (HK.) donc A1 est normal au plan 7%,

160
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donc A & % = MA.KA=0

ME = —;Hh' = WA

sIn (Wﬁﬂ or WA=1

- 1
dou AT = E.Hh' *

sin [’.Uh‘.ﬁ” et WK.KA=0

b) I'intersection de (T") et (/%) estl'ensemble des points qui verifient :
PR Y.

et WK .KA=10

sin (AR .KA)

M = —L.Hh' x
2

comme MA.K =0 donc |sin [_‘_u;{,ﬂﬂ _q
. 1 i e 1 )
donc AF = S MK x |sin .tm.ﬁ” = Mk
cette intersection est donc I'ensemble des points de (/%) tels que A K = 204 1
nature de cette intersection :
L S i
MP = —MK e MF =—d(M, A)
2 2
cette infersection est donc I'ensemble des points de (1) tels que MK = 20 I

nahre de cette intersection :

1 1
ME = —MK et M} = —Q:r’(.‘l!. A)

et

— —
MEKA=1
donc K. K A=10

dME) 1

d(MA) 2

&= | estun sommet de ['ellipse d"excentricité —i dont un des foyer est | et la directrice A
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PROBLEME
PARTIE A

1) - estlafonction définie par :

O Y S S st A —
Flo) = =pl—g): sty 0etgl) =0

a) Sur | — o0, 0[]0, +2¢| - est continue et derivable comme composée de fonctions continues et dérivables.

Continuité de - en 0

¢ 0)=0

P , Eoo 1

lim (x) = lim ¢ avec{=——

0 t—=—ma ot

of lim & =0 done lim (s) = i (0)
=0 J-_.||""' 4 oA

d'oi  continue sur 7

Dérivabilité de - en 0

. L
el e
lim —— = lim —
=0 =l

car ' tend vers guand ¢ tend vers —oc

ainsi lim — (1
=—0 s
donc - est dérivable en 0 et /(0] = 0O
d’ou - deérivable sur @
b)
51 a o= . 2,’:[_4—} — "2__r':|\|__|:| —
Sigo=0. 22 = 0320 =0
+ J F

T S T JPame P

ainsi Do) = 0 72 (0) ()
PR F 5 i ——'-r !

pour x £ 0 o (a) = (¢ =7 )

F'rI:.-":l = (__lr]_:g:]" [u:'_TI'-' )
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T L
amst . '5,:'Ilt.r'__| =27

H.

pour r # (), r *J(x) = 2¢(x) ()

en regroupant les résultats () et (b) ona:
Yre R 2plr) ==« :5;'II:.r'::I

2) Variation de -

Qi)
3

pour r # 0, ' (r] =

I
Jlr)etx % ont le méme signe pour - #10

2.(r) garde un signe constant positif

X | = 0 +an

p'(x) - 0 +
I I
0 \ /
0

Recherche des points d”inflexion &ventusls_

Femarque 1 - est paire

Pl — v P pour oo =0
Do) = Bar T (a4 o T
r TSa) = 2" () — B 22w
Ao ) Pl
B S . ==L o P [r={ i =
@ ) = = 3 =
D )
=l .
=My = = (2 — 3 . o 7= 0
a B
== Zumlxd
Etndions limmnn —— =~ —  limm E—
o= —+0 T o—s T
=y =2 = o ) = 1
& o . =1, . _
lirt — liim liim = = — ([
= [x] T e [n] a4 E—] - A
donc S0y = 0
or
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gﬂ"ﬂ‘j _ 0

donc on a deux points d'inflexion en 4 (_V'I;;, ol —V'I;;}) et i (.l.,-'l—g_ wf v’—i})

courbe de -

-

PARTIE B

f ()t
=1 s O0et f(0)=10

fiw) = 3
wla)

1

a) Montrons que f est impaire sur /2

f étant définie sur /7, si » = f alors —r = &

)f ol dt

O . v o _Jn

51 .0 = [ Jil—x) = S —
‘1‘"';_"" JI

or - paire donc o —x) = @z
E -

d’ autre part j; (&) di en posant [Z= onadew = —df
o o

f wlE)dr = f wl—uldn O wi—u) = wlu)
0 0

— f e (et
— D

—_x =]
f wlE)dr = _Jlr ;'.-_-|:u:|.rfu ams1 .lIrI:—J':I — ——
0 ] wrla)
donc pour o+ £ 0, f{—a) = —fia)

f est alors impaire sur 7.
=) N e

sur [ 0, .o w3 o(u) est croissante
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-

donc (0 == = (F) =< o)

ce qui entraine (¢ << =

la fonction  +— (¢ continae sur [ O, o] o = 0

par passage de I'imtegrale de a - on obtient
JI|II el & e =S J||r ol ) ekt
S0 ] °

e
donc JI{] Bt = el a ) powr o = O

C) pour g == (0, J|||r el dde = 0 et o)y = 0
SO

f- £y ald
(8]

—-I-

w2 [

donc fw) = 44—
- el )

IV

d’ autre part powr = = (]
g = N
0 == J||r N dEE == ()
o
.
Jlllr e & el
i = T
S e )
donc 0 = f(x) =
o lirm () — limm o — (1
e —ae -t st

On en déedwit gue lin:l Silx)l = 0
T oy

f etant mmpaire  limn (o) = — lim (=) = 0
e : i
donc lim i) = 0
m—e o
or 0] = 0
airisi [i_]']'E]._f—|:__.--:| — ._ll"|:I::l:|
——

f est alors continue en
2%y
i r L

a) Powur o~ — (1, 2.0 (0] = 0O

(ve + 30 =) = 0
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0=t oy =0
(] w0 =0

donc pour + =0 ona 2.7  (x) + (n+3)J , ofx) = & “Ha(a)

etudions le cas o o« £ ()

) x . t
gl = f £ T )dd wlt) = o)
; s ;

1 = . .
J (x5 = —f LRI PP Y
2.Jo R

o1 pOsSe

=4 " = [+ 34 nt2

(433" He ()
0

2J . (x) =" IH-‘.-_-{.r"] — (n 4+ 3) f g e e e
; ; N

20 (x) + (43T, a(x) = x ")
. 1 .
b) Pour . = () Montrons que .J () < -7 " (x)

mni

onadaprés 2): 2J (&) =" Fo(x) — (n+ 30T, alx)

or —(n+3)J uya(x) <0 done o™ B(x) — (n+3)J pa(e) < 2" Fip(a)

- 1 g . : L] o
dod 2J (r) < —ax "P(r) aussi J (7)< —x " I'{;;.'I‘J':I
2 ' ' 2
1 '
Montrons que J () € ———& "Ho(x)
in+3)
daprés larelation 2) : (n + 3)J , ,(x) — 2" Fp(e) = —20 (x)

or —2J ,5(x) < 0 donc (n+3)J ,, 5(x) — 2" () <0

aussi (n 4+ 3)J , ofr) < " Pela)

-t

- 1 3
dod J ,(c) € ———r ")
in+3)
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d{)ﬂclim@:[]ﬂf Fioy=n0

x—+i

o LG — 0

x—+0 axr — 1

d'on f est dérivable en et [(0)) =0

3)

a)pour n = 0,0na 2.t (&) + 3.0 5(x) = = *po(x)
pour n» = 2, ona 2.J,(x) + 5J 4(x) = = “lr)
ainsi

Jalx) = . QP(Z:I ; = D(I}

i 350(3] — Ad g
3

+ 5 a2) = = Po()
150 4i(x) + 2= 3:,0(3:} — 4AJ ) = 3 5:,0{.1:}

gl = %J gl + (—;I B 13:1: 5) =)

b) Jo(r) = fla)e(x) \

donc f(I) — E Jd{IJ _1 ] 3 5

1 elx) 20 T 1

flay 15 Jalr)

x 3 4 3 plr)

2

1 3
7 1"

i)

— x () 0+ 2ip(T)

donc lim f{Ij = —101 T fI::I]I

P N 2 x 3

done lim L':j= lim @=l

r—0+ 00— I3 2

c) pour . # ()
- j;:p{fjdt
T
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(jll;-r??{f]dt); wla) — "F'(Izljj;répl:t}df
[ele)]?

ff(;r} =

or (Jﬁrgc{t:lr:h‘); = ()
et 2o(s) = o ()

donc 'EF"{IJ _ E‘SG'EI}

B

ole) x o) — 2282 " o(yan
[elx)]”

Frie) =

) o
Fir) =1 - %J’ﬁ o

ainsi f’{zj:l—%f{z];z;ﬁ 0

aifisi f’(;]=1—%f{:];z#ﬂ

or f'(0)=10
o ) L
i o) =l |1 = (o) or tig 0 =

- 1
1 J = | - —_ =
ams:ll_r{éf(;]_l 2:-;:2 ()

conchusion : lim f'(z) = f(0))

x—{

f" est continue en 0
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CORRECTION SESSION NORMALE 2004

EXERCICE 1

/
NG

[. centre de AR

. milien de [4/7]
Da) fiA) =L

F(B) =4

angle 0 — (A8, L))
(48.23) — (54.72)
(BA.72) — (FE._FL)
o0 — (FE.FL) — =

— 3
0 =

avec AR = 1;L7 =
s

JB)y= .0
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By =F

ABE rectangle isocele en 4 et directet f conserve les configurations done 1.J£' rectangle isocele en 1. et direct.
Donc 7' milien de [1.5]

détermination de f{ )

Soit K milien de [4R]

donc f(F) = K avec K milien de [4B]

¢) f(Q)=0et f(A) =1

(1::1_'1.'.'11 ) _ =37 om
T _

d’autre part (!:.'_j_- H] — %l’? )

.

donc (¥ A. QL) + = = (EA. EL) (2m)

donc 2. A, . et 7 cocvcliques

d autre part (€2} = 2 et f(5) = 5 donc (11_-_-, Oy, ) =
or (ilBA}') — E::‘2,—r']
El y
(.4;3’_ AJ) — (@2 _zz.}j 4w (2ar)
donc 2, 4. 2 et 7 cocvcliques

Construction de €2

Q= ALEY et 02 e[ ABJ) et £ A
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2 est I'intersection de (AL et (AR aotre que
d} Montrons que ((2.4) L (€280
(ﬂ.—f._fzﬁ:j — {fl.—-{_ﬁ_ﬁ) + (fli_,-_f_lf?_')
or (ﬂ.—-{_ﬁt} — E(r] car [:ﬂ_ﬁ_:_h_ﬁ) — (ﬁ"ﬁ) o)
(Ef.-_fu-":) — {ﬂfﬁ‘.&*‘) — EI:K:I
donc (fl.—-{__f_l r"-;:] =T 4 T
1 4
ainsi (51_-5[_,__5_1;-":} — gl':_r:l

2

a) dans [:1. AR, AD, _,.qb] repere orthonorme direct

A0, 0, 0] F2(1. 0, 0) (0, 1,00 FE0.0.1) 711,00

. 1 1 1
FLOL) G(LL1) HO.L1) (1.-.1) !.(—z[].—)
- 2 273

~1
A
0
0
| 3
—1
T S
HAIB=|-11 0
0 -3 -1
P 0 |, |-1o0 -1 5 |
H ATE = 7 - T+ p
-z -1 0 -1 0 =
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HATh=_t7_74+17
2 2
doncﬁ:l’_ﬁ'hﬁ

Aire(I HB) = ;—.”ﬁ” unités cm

Aire(IHB) = % _11 +14 %
Aire(THB) = %?
Aire(1HB) = ?

b)

H G
I F /
L
J FONE c

/ SE

o(BOIH) = %|ﬁ (TH A TB) | uo

o(BCIH) = é|ﬁ'ﬁ| uw
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. =
L —
z

1

v BOTH) = a | — 1| wer

[y

o[ BOIH) = = v

o= é_h:!BH:] = (7, BIH)

d = di{c, BIH) = 37‘

! A(IBH)
373(%")73 4 2 2B %
T T ETUE T V6 6 B

EXERCICE 2 g
B =V

A est!]'événement « tirer 2 blanches »

p(A)==x

[SE
(=21 i)
>
[=rR =,
+
SR
x
(=R =
bt
(=21 i)
I

|

I

2) X estlavariable aléatoire qui prend la valeur 41 si on obtient deux boules de méme couleur et —1 pour deux boules

de coulenrs distinctes.

p(X =1)=p(A) + p(B)oi B est|'événement « tirer 2 verts »

PN = 1) = g -+ 3?-::- - %

el — —1) — 11— N — 1) — §

PO = I(X) = (—17) = § 4+ 1 o= % = I:

o ) = — 132 = ;.g. 4 12 =< ;.i. — [ )R

wAN = (107 = ;;gl + 1% ;lil - [-.:5]2 = ;F: -+ ;liLil - 23—]35 - ;::;2 = 0. 992

0,902 10 — 0,906 04
3

T suit une lod binomiale de paramétres ;71 et 5
[0}
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Y suit une loi binomiale de paramétres ;—1 et 5
(l

411 49
r — Y — —
PlY = 4d) =5 = Q[]) e g[]) —

PlY = 4)=0.2

(¥ ) =05 = ﬂ _ 4
) a0 18
1.-I:V:| — 5 = ﬂ){ 1 — ﬂ) _ 2|__|I__I?
90 [T 1620
fz2o0o
I’TIYI_HILG‘EII_J- 114
EXERCICE 3
ir ! In’_ll
il
n E{_ +J_

(—1)% ' g ke
Or -~ =[ —*) di
2E+1 ( :l ‘

Al o 0 nooal o e 1 n ok
donc u,, :2./[] (~1?) .rif+izl:/[] [\_[-)I‘di‘:‘Eﬁ (% [\_,-)L) dt

n ok l_l-'_lf'_?_"-l.'.'|| 1-|-|"—I_"I" FEHIE
DT 4 ¢ — - ! — I J
%:( : ) 1+142 1+ 42

| : . R 42
anC‘ Uy = [ E (wj "'H

i 14
J_‘\"IJ.ZNIE
thy, — 2“ l-I-.” =2 ! T2 —— it
J_ |Ir,f.'.'|f
tn = 2 i} J_-l-!""";|l o1+t dr
Orn<r<1
l<astr1<2
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et o<
2 x4+ 1
Irﬂnlﬂ s 2
d’ on w gimt
142 —

L v
dﬂﬂc—‘u,,—?f - d-:.|~=:_:2f.c-*"'3dz
o 14+ 2 0

Or

L . !i_!Er.l 3 L 1
Jf g = | —— | = ——
0 2n+ 3], 2+ 3

! 1 2
dou -,,_zf 7,-I|¢:'.7
" o 14 a2 o — 24+ 3
2y
. L 1
Soit S = _":; ‘Q’:(.Ej:’.ﬁ.’.l‘.’ anec .,_"‘,-l:I] == m

Pric) = @lo), o = R

F{0) = 0
Clv) = Ftany)

a)

Mouuaqueﬁdérhrablem]_?r:;—r[

v —stane dérivable sur ]_TT ;_r[ et \'a valeurs dans ¢
or x — F(x) dérivable sur 7

donc par composition v — F'({ane) dérivable sur R
Calcul de r(w)

G v) = (tanv) = P (tanwv)

1

G =1+ tan? vjpitan v) @vec gsitanv) = FR———
an”® v

donc 77 (v) =1

donc CGlel=v+e
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avec ((0) = F(tan0) = 0

donc () + ¢ = () soft c = ()

G[tl]=v
b)
J=F[1}=F(tm2)
J=G(‘:‘)=I
1) T
Y _Exm" 2
T T nt3
. 9w 2 2
311151‘11. s ‘:_: et lim =0
4 2n4+3 n—t3 2 4+ 3

I INNVLD LIV

1)

a) Montrons que //, admet deux points invariants

InuFy = {MEP\{ A}/ F.(M) = M}

-1
F,,(.M]=U¢}z=az gz — 2P =ar— ldone 7 =1
a—z
don z=1 o z=—1

Tneb'y ={1{1),J( - 1)}
b) Montrons que [, est une bijection

Mi(Z)  M(z)

PR A S
aT—=z
donc z(atZ)=Za -1

Si 74 —a ¢ estadie M1 £8

scole Polytechnique de Thiés

176



Club d’Excellence — Mathématiques Troisiéme partie - Corrigés

onaz= Eﬁ+le&tuﬂi e
a4+ & e

Ainsi §, estune bijection de /2 {A} vers {5}
notons /' sa bijection réciproque
Montrons que ' =},

L za + 1
S -
ET 1, ) a I =

(—a)jz—1  +az+41

—i& — = a+ =

Fla(z) =
_alz) =

f';r_IIZE:I =1 (z) pour £ —a
. . r—1 - 5

amsi f - = b,

2)

a) Vérifions que (7 + a)(z—a) = 1 — &°

posons p = (& + al(z—a)

az — 1 . .
P = (— + :r) lz —e)

a — =

N - o o
(az — 14+ a® — az) | )
P = - - — |z — ]
[e2 — =)
J &
r Lr ]
(ea= — 1), N .
P= |l —a)lo =z = a
(e — =)
[y
donc » = 1—a”
l v P Ny s - Py
amsi (A +a)(z—a) =(1—a")

b)

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés

177



Club d’Excellence — Mathématiques Troisiéme partie - Corrigés

Montrons que AN AN = A1 - AJ

soit Vs symétrique par rappott au centre du cercle ((7) de N avec Or centre de ((7) .

LAY = (AN + N'M) AN
ANF. AN — ANC AN 4+ NAT. AN
Or W'AF | AN —» NALAN — D

—_—

donc AAF AN = AN AN

AAF. AW = (_-1.(_;? + {_J;_"-.'.r:] . [:.i‘l{.il.r SRS TEN

O (e Wy — — (e

AAF AW = [:.4 - Ore) L Aor — f_;;_x‘;:]

AAF. AN — A0% "2 7 T2

ANy — 5 — ravon du cercle [T
A AN — A% "2 .2

évaluons AF . A0 — 7

Soit fr le point diaméetralement oppose a § sur ()
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AFAF = AT (ATr + 7 J)
AF.AF — AT . ATr+ AT . Trd avec AT frd — 0

—_—

donc AF. A7 — AF. ATr
par analogie A7. 4.7 — A — 2

d ot AF.AF — AAF. AN

c)

f_-;|I:3| ] F}g[zg]

zp — oy iy @avec gy et gy reels

zg = oo + iy @VEC g, e 4 reels

(=) et ol ze) colindaires donc ryye — gy = 0

evahions alors =, =

2 = [y + iy ) (ir2 — iy

]

il

!
z1Za = xywe + grye + i(ray — oY) AVEC oy —aye = 0
donc z 7z = ayre + yrys

T Ta = Trn T g

La réciproque est facile a établir

En déduire que (z — a)(z” —a) =a" — 1

Onadéja AM AN = AT. AT

avec AM (z —a) ﬁ{ zf—e)

ﬁ (1—a) _Ll_}{ —1—a)

T i A \ .- T .
AM AN =(z —a)(z'—a) = (z —a)(z —a)

— % %

A AT ={1—a)—1— -f.‘:] —a’ —1
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donc (z—a)(z" —a) =a’ -1

Montrons que M7 estle symétrique de N par rapport 41" % axe des ordonnées
Ona (7 +a)(Z—a)=1-d*

donc (7 — r.':][Z{ —a)=—(Z+a)(Z-a)

pour 7 #q

Z—a=-Z-a

1I'=-z

donc My et N sont symétriques par rapport & Oy .

3)

a) Construction de A/
(AM) recoupe ((7) en N et My estle symetrique de N par rapport 17 axe des ordonnées.

b) Image par /', d’ un cercle contenant | et .J

SiAr =(oem alors Adr (0

donc f, (C1C(C) (1

Feéciproquement soit Afr =((7) s0it N = Sq,, (M7
donc Ve ()

la droite [ AN coupe (¢7) en AJ tel que (A5 = A’
ainsi ' (S F,(C) (2)

en regroupant (1) et (2) on obtent /), (7)=(7)

4)

a)

g: fiv{al — R

ar — 1

T —r

E—.r

g dérivable sur /7 {a] comme rapport des fonctions dérivables.
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TEXTsymbol= 0

a F
o a —1
g [r)=
g o (a—x)?
L )

tableau de variation de g

00

+

X | =0
g2'x)
‘}_J)'
—a

s

—oD

En déduire F,([J1])

On a g est stricement croissante sur [—1, 1]

or fJ)=Jef [ (1)=1

done [, ([J1]) = [J]]

Image par I, | de 'axe des abscisses privee de

Ona .fa”:]_ ,:)C_r’i'[:l :] —f;l,—l—x[

ar Ir;[].rr_ -I-_‘hcll =] — x.—rr|

A

d'ot l'image pav [, | de 'axe des abscisses privée de A est 'axe des abscisses privé de 3

b)
-1
c(—=
fr)
Onaz-l_‘l_" Z+£_-‘.‘I:ﬂz—]:|-|-r.‘—z

Z‘l‘ti':.z+l’i'_ r?Z—]—I—r‘i'E—.-’zz

~ | i
/:-I-; alz — z

z |:f;'2 -1 1

A ta a? — 1 IZ:J"! - 1:] i
£+ f oz
Z4a a

Z+1
done ary Zan 2 ) = amy(z)

[l

1

[

c)( D) une droite passant par O et distinct de (Ox)

soif _H[3:|E|:f.'l'] alars :rrlrﬂ:z} = | ou arg|

z) =

— avec 0 |0, 7|
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ar 1 H+£ = I
g | o = arg(z)

. e
donc (M'B, M'C) = 0(2x) ou (M'B. M'C) = —0(2m)
donec Ar décrit un cercle passant par |3 er ¢ privé de [ et

Cas ou (1) = (Oy)

Fi
5-(27)

o _ i
alors (M'B. M'C) = 5(2m) ou (M'B. MC) =
donc Mr décrit le cercle de diamétre [BC| privéde B et O

3)(T'r) est le cercle de centre O et de rayon

)

Me (Tr) = OM = r.

Ona <+ i - =
4 a oa
74t
‘,_J = H or |z =0M =r et =q
|;C'-|-fr| |Ei'|
Me o
ne — ==
MB o«
b
S, MO ko0, kAL ath =]
T¥il, 3'[,”!_}'_ ) 1 _[I

M1 déerit le cercle de diamétre [SH| avec S barycentre de (C(1), B(k)) et R barycentre de (C'( - 1), B(k))

5 r=na, MIE=MIC
M1 déerit la médiatrice de [BC| " image de (I',) est la médiatrice de [BC).

Sir#a,I'imagede (T,) estle cercle de diamétre |SK|
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CORRECTION SESSION NORMALE 2005

EXERCICE 1

1) Les droites (¢¢") L ((24) car OAC rectangle en O

de méme () L (O8]

Ona (A) et (OF) sécantes en O

donc (") perpendiculaire an plan (24037

or la droite {473} est inchise dans le plan (AR doa (") orthogonale a (473

Par un proceéde analogue on etablit que (2.4 orthogonale a (| #¢7) et (073 orthogonale a (A

donc (") perpendiculaire an plan (3.143)
or la droite (A3 estinclise dans le plan (A B) doa (¢ orthogonale a (4037
Par un procédé analogue on établit que (¢2.4) orthogonale a [ /7¢") et (/2 orthogonale a (AC).

]

a) H etant le projeté orthogonal de O sur (A& alors (87 L [ ABC)
or (AL C (ABC) done (QHY L (A1)

et (AR L (O

Adnsi (A L (QCT) et (AB) L () = (AR L (OCH)

b)Y (AB) L (MTHY) et (CH) L (QCH) = (AB) L (7 H)% (1)

D autre part (3] L (ACT) et (OH) L (ACT) (ACY L ()

or (2¥f) inchase dans (/B3 5f) dTona (ACT) L {B)(2)

En regroupant les résultats (1) et (20 on obtient -

(A LBy et (ABYy L (i) don H est I'orthocentre de [ ABC)

€} (AR L (OCHY or ((CH) = (OCK) donc (AR L (OK)
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Dot (OFED est une hautewr du triangle (OABY

Calculons "aire du triangle (OAB de deux facons

Aigre = 21 ’; o5 OR Z{ AB fofi 042 xOB2= 0K ?x AB
or AB® = OA®4+ 0B ansi 047 xO0OB"=0K "(0A% +OR7)
don (_J!; z = (_J_:f + f)f: z

EXERCICE 2

{u,,:],,.e_-; definie par wy, = 1 et w,, — 2u,,_| = 2n + 3

ywv, =u, +2n+5b

i, = 2ty +dn+ 64+ 3

Tyl = Hp—1 + 2+ 6—2

b4+ 3

iy, = 2 [1p—1 + 212 +

b+ 3

Par identification on obtient —h—2doua k=7

U = g + E|”| -+ T =

g=2¢et vy =28

Uy — U g X (jl'” dﬂ‘ﬂc Py = S = E” or S' = EE
by = o b3

My, = Ty — IZE.'.' + 7}

w, = 2" 25 7
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32
5, = E L
B0
bl
S,,:v.:.xq 1
g — 1

Sn — 8(2n+1 o 1]

lirm S, = 4o

O

S, = 2005

2z 1y = 2005
2=t = 2013

In (2 *") = In (2013)

In (2013}

4 =
=+ = o2

In (20137

= _ 4
"= - I 2

In (2013
m =T

4)

wy=2"" (2% 47)

Tn:ZEk=Zl'k—sz+1
k=0 k=0 k=0

n+1

1.=5, - (T+2r47)
T,=82"" 1) = (n+ 1)(7T +n)

T,=82""~1)~ (n"+82+7)

n+1
Tn=n2{3(2 —1—2)—(14-—84-—?)

n?

lim 1, =4+
—50

L
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PROBLEME

PARTIE A

1)

(F) gyt 4 2ayl +a 2y =10
Soit ' équation associée a (E)
rid%ar+a?=10

. V2
(r+a) " =0donc r = —a

les fonctions solutions o« — g(a) = (7 jo + C g)e ™%

—ar

gio) ={C1r+Cz)e

g = C e 7 —agix)

gj=0et gy =c &= Co=0etC=c¢
~PARTIEB

7o) = ze ot

1)

Evaluons j (—ix) = —ae “H! "

Evaluons —f _ () = — [.r-u — ()t |]

—f _(—r) = —qe ! 2]

En confrontons (1) et (2) on obtient

Jal—x) = —f _al—x)

En déduire une transformation permettant d"obtenir (¢ _,) 4 partir de (7))
Jale) = —F ula)

(€ )= 8alC7.)

(7 _,) estl'image de (7 ,) par la symétrie de centre I"origine O du repére.
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Jalr)= —l,r |[f.'.r':]fﬂC:ilE a établir

. . 1 1
posons ar =¢ et y= [, (x) on obtient r = —¢ et y=—f 1
) @ a

donc (¢ ,) estl'image de ((" |) par 'homothétie centrée en I'origine du repere et de rapport —L

[}
3)
folx) = e
[ o est strictement croissante sur 72
f | ':J':' = e~ l ,.'rf|':-f':l — ¢ —r I[] _ .r':]

tableau de variation de [

)
a) Les points fixes sont les points communs aux courbes (¢ ) lorsque , décrit i

e . ¢ _I—[|J||:IJ'||
(C ap1) t Japa o) = xe

—artl | —r
[

fon
farl@) = xe

posons [, (x) — fo(x) =10

=10 f,(01=10
=0 fi(l)=1
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le point fixe commun 34 toutes les courbes (¢ ) est'origine O du repére.

by =M (r, y) ey = 0}

—axrtl

¥ = T
¥ —artl
-_— — =t
T
u _
e 1L =
i
u
—ar = Iln —
e
re
ar = Iln —
u
I. T
a=—In—
T y

pour tout couple (., ) de [ il existe un unique réel

5) {C'_y) estimage de (7)) par la symétrie centrale de centre O

(C',) estl'image de (")) par I'homothétie de centre O et de rapport 2.

W7
¥ C4
Co
0T
O et | N RS = S R ——
5 4 3 2 1 2 3 4 5 B 1
X
0t
C1|'2 C
1

PARTIEC

!, =,|, [ alo)dr

1)

Lafonction r — f () est continue \ ef xxxx sur [0, 1]

188
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donc [ ,u, =.f (r)de » u , est]amre de la région du plan délimitée par les droites d'é% guation » =), » = 1, I'axe

des ahscisses et ((7 )

; a =|I| e —erd If’f.!’
par intégration par partie
w=g vf=¢ “H
w=10p=—¢ o=t

Lr}

- 1 .
i o= [ - & —ar-} |] + _l ] —erx II"?.I'
i 0 [l

: | . .
— — T , —artl 1 . —axt] . 1 —a+t1 l_ . —atl ‘
.= [ ¢ - L] = — —¢ + —

- =

|r = I. L Lye =
fr":'[ I

3)

Julx) =2 Fl

D<xz<1
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CORRECTION SESSION NORMALE 2006

13 On considére I' équation différentielle g 4 gr — = —ookt) (F)
2+ sinar
On pose g(x) = o7 (o). T étant une fonction numérique dérivable sur 2 .

cos( )

a) Montrons que f est solation de (/) si et seulement si g (x) = T =l
=il )

On suppose que f est sohition de (/7). montrons que 5" (+) = %
. = 10l )
gy =e"fix) +em frz) =7 (Flx) + Frixz))

PR
cos| o)

2 4+ sin(=)

—_

Dronc ..."—l:.r} —+ .llrj"l:,r-:] — ¢ _J-.fj.fl:,r'] — =

- S —
Lae | e o |

doagi(x)= ————
B (=) 2 4+ sina)

R
sl o)

— ¢ montrons gue fest solotion de [ /).
2 4+ =infa)

On suppose que g (x) =

 —
cos| s )

— 7 =gl er ) et ) = Tl 4 e
2 4+ =sin(a) o ! !

e cosl @)
L)

donc (o) + fHr) = ——M——
flx) frie) 2 + sin(r)

f est alors solution de | /7.
b)
Déterminons la solution génerale de [ /2.

cos o)

ona [ estsoltionde (/) sietseulementsig(x)= —
LY 2 4+ sinla)

g (x) = cos ) _ (2 + sin(z))r donc g =I(2 + sin(s)) + c.

G — - s
2 4+ smfax) (2 + sinf{x))

orfix)=e “g(a)
doncfix)= «*In(2 + sin(x)) + ce™ "

Déterminons la solution de (E) qui s annule en 0.

fi0) =0 donne n2 +c =0, donc c=-In2
la sohition qui s'anmule en O estfix) = (2 4+ sin(c)) —e ¥ 1n2

2+ sin .."j

fix)= ¢ " 1In ( 3

2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct, on considére la cowrbe (') d équations paramétriques
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F(1) = In(2 + sin(d))
e i
wlt) = In(2 + cos(t))

a) comparons AJ (et M (¢ + 27

(f+ 2x) = 1In(2 + sin(t + 27)) = «(f)
gt + 27) = In(2 + cos(f + 27)) = wit)

A

donc M (#) =Mt + 27)

comparons M (¢ )ef M —1 + g)

ER

afl—t+ EZ)=In(2+sin(—f + 5)) = In(2 4+ cos(t)) = y{)
yl—t+3) =In(2 + cos( —f + F)) = In(2 + sint)) = =)

M{—t + g)=.‘>'_\[ ML)
o A est la premiére bissectrice
donc M —i¢ + I ) et M) sont symeétriques par rapport a la symetrie orthogonal d”axe la premiére bissectrice.

o

b) pour tout A £ (). SaVD=A(—1 + 3 }= (I'). done la symétrie orthogonanle d”axe la premiére bissectrice

conserve (I7).

onavuque At} = M (i + 2x) donc, on peut éudier (T") sur un intervalle de longueur 27 . soif [%

s } + QIL et obtenir
toute la courbe (T7).
On a également un axe de symétrie A\ pour (I'). ce qui permet de réduire I'étude de (I') a un intervalle de longueur - .

soit [‘T ﬁ+—[
FRE

4% ou pour construire (1) | il suffit d’étudier x et v dans [i _1 + x[ = [

1A
e g
—_—

— |
c) tableau de variations des fonctions x et v dans [I J_f

o(t) = In(2 + sint)

i |
la fonction ;- est dérivable sur [I J_f [et ona:
8 cosf

Tt = ————
R 2+ sinf
wit) =In(2 + cost)

. . w D
la fonction 4 est dérivable sur [I 7 [E.-t ona:

—sinf

agy . _—smE
WAL= o ot

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a I’Ecole Polytechnique de Thiés

191



Club d’Excellence — Mathématiques

Troisieme partie - Corrigés

! = = w i*— m
1 2
x'(n 0
Vi 0
. = In3
x(1) ]nu,ui-:al.i / \ \ In;4_.~j
2 In2 2
viti |-i"‘:"13,| \ \ :"]'_".?i
e In2 0 In"=
Courbe de (T') -
On construit \/(/) pour { appartenant a }—1 + r[
puis on utilise la symétrie par rapport a A\ pour compléter la courh-
v LT SAM(TT/4))
T4
ol (m/4)
02
4 SAM(m)) M2}
08 1
04T
i M{(Tid)+r)
02T
I M)
0o — ' — F————
oo 01 02 03 04 05 06 0T 0B 09 10 11 1.
X
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EXERCICE 2

Une urne contient 6 boules indiscernables an toucher - 4 boules vertes et 2 boules jaunes.
13} On tire an hasard simultanément 2 boules de I'urne.

X estlavariable aléatoire qui a chaque tirage de 2 boules, associe le nombre de boules vertes tirées.
Déterminons la loi de probabilité de X .
onaX(0) = {0.1,2}

1
on tire au hasard simultanément 2 boules parmi 6 donc C'ard(} = (7 = 2166—21 =15
do—d)

(X = 0) estI'évenement ne pas avoir de boule verte parmi les 2 boules tirées.

Card{ X =10) = ("3 =1. P(X =0) =

|l N
vl'_

(X = 1) estI'événement obtenir une boule verte parmi les 2 boules tirées.

Card( X =1) =l =« ) =4 =x2=8, P[X =1)=

Gl o

(X =2) est I'événement. les 2 boules tirées sont vertes.

; E . 41 i L2
Clard (X =2)=( = o = G, P(X =2 = —
: 21 x 21 ’ 5
on obtient :
g 0 1 2
- 1 8 | &
A =8 15 |15 |15
Calculons I"espérance mathématique de X .
Ona F(X)=3r; = p;.
=0
FX)=0x P(X =0)+1x P(X =1)+2x P(XN =2)= T
ot

2) On tire au hasard deux fois de suite 2 boules simultanément, les boules tirées n”étant pas remises dans 'urne.
Soient A B.C et D les événements suivants :

A -« Aucune boule verte n’est tirée au cours du premier tirage de 2 boules »

B : "Une boule verte et une boule jaune sont tirées an cours du premier tirage de 2 boules« C : »Deux boules vertes sont
tirées au cours du premier tirage de 2 boules« D - »Une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du deuxiéme

tirage de 2 boules"
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a) Calculons P(D/A), P(D/B) et P(DVC).

P/ A =0

. b s o 1
PR = ——1 — =
W=AE) PaF: 2
o b s ol 2
f’l_f:'_.-’( 1 :(71:]2 = E

b} On en deduit la probabilite des événements () A, f2 0 &, 2o

On a -
W A
P Ay = w =0, donc £~ Ay =10
R A ’
. P m 13 . 8 L Bl
Py =AU P Qance i n 83 = PP ) = o o= —
! =) : | 2 15
o _ 1
doa P00 B = —
15
, -
Py = w donc P iy = PP o) = 5 > 2 — 2+
S Pl ' T 15 T3 s
o R _ 4
don (Do) = —
15
Calculons P(I).
Onap=0Dn{AuBUC)=(Dn AU (DN BYL(DMNOC)

Or DA, DB et Do sont 2 a2 disjoints

donc P(D)=P(DrA)+PDMB)+ PO

| &

PD) = +

wl -
&l

1!

[
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PROBLEME

Partie A

_ -1
1} Fifa) — }I,r =
’ Joo 1 4+ =

a) La fonction + — .
1+ ¢

Donec fix) = Lix) — Li0).

donc H est définie sur /¢ . et dérivable sur /7 .

1
H'(ay = -
o R
- S a1 ' W l
b)Y (Hotan)' (o) = (tana) = —————— =1

1+ tan? .«

Ainsi [ H o tnn:]li.r'] =+

(fHotan] (0] = 0+ ¢ of tan( =0 et /7 {0) =0 dot =10

Amsi [ Hotan)(o) = o .« = ] —% E[
tun% = 1 avec (.F.fotnu}lf_%] = i
2) a) G dérivable sur [0, + oo
F dérpvable sur [0, + oo
g dértvable sur [0, 4o
F ) = g'(a) — g'(a) = Hogla)
=B f=BS
5 = 1
Frix) = — - ——
Wedr ] Aeds ] 1+ g2(x)
dot #(a) = e — 1
or x) = glx)

On en déduit que () = 7'

b} F{ax) = G

donc (=) = =) + e

A0 = 0 et PO = g(0) — Hog(D) =0
entraine e =0

dod 7a) = £

! 5 est continue sur /¢ donc elle v admet des primitives. Soit L I'un d’entre elles.
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Cln V"{EI — f(ln \.-"EI = giln \.-"'IEI — Mog(ln \.-"'{EI

:-"ill:l['l ‘..-""'El = ‘\."..('2 a2 1=1

Gillnv2) =1 — F(1y=1— E
rin

F=1—=
4

Partie B

1)a) fi(x) = 2e?* P %_,r’r__r;.

d on _f‘llz.r:l = 2 [J_ —+ fix I]

|ll'\-.-"-'_—:' ra} =
b‘)‘ f,.|2 = )Illrl [.fl:.r:|]+ff.r

I Ty — f )] de - [f(2)] E A
o : :

In 12 -
Iy + Tyo = J||r |,lr|:r ]] = [1 —+ I .r}] e

In 2 7] -
Lot dpz= [ SH LT de

1
r a + F, =
a2 v o
Len o2
e = ., g 4+ fo — 1In ".,E —+ L ~ i
1 . [
fo + fa = 1In “\.—E —+ [—c I .r]
2 (n}
L
T+ Fo — an"ﬁ—|—1—1uv”=_—§
1 1 1
o + Mo — —or — —
" 2 o = 04 2
1
fo+da =G5
1
c) o= — — f =
iz = ——5 — 1. =
donc 0 = F,, L
e —+ 2
lirm S, = 10
e
2¥ 0, = Fppa — I

flx) = &°

©

= =14 fx) = %f’r_.--] = 1 4 f(=)
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1L 1
a) 17, — -
e+ 4 n 4+ 2

. B 1 1

e i A+ 4 (dn 4+ 1)+ 2
. ! 1

st dre + 5 dve + 3
Bt = T ta — Tam
Uanr = Tangs — o

Z e 1 = Z':;-I.-.-I.-‘, — Lan 1)
=0 ra=—0

= (I — L)+ (fo — Is) + ... + (Tapys — Fapp1)

= Npys — 1

=
E {_Jr.-llz-f:pl.-.—-’l
n—~

<) Ona "Ii“{'.l|n FL= ;i‘n{ -L'HJ:l— 5 dn Jll— 3:I
e 11, 1 1. 1 1
,‘,.Z.{;-IHI t=lg—z)+tilg — 71+ + (v 5 Io13
1 1 1 1 1 1
donc [« — 1, =(=— =) +{=— =1+ . + — )
s T LTy 07 Ip+5 1p+3
In /2 =
or [, - [ Ve _lde=T=1-1
il
: 7 11 1 1 1 (R Gy (R
doti [y, + =14zt =tk - =y 1
s 35 7 0 dp+3 dp+5 HZ”'EH-F].
of lim [,=10
n—a0
d’on
B AL B L
i — = -
prtee = n 41 4
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PROPOSITION DE CORRIGE — SESSION NORMALE 2007

EXERCICE 1

L.Ona: f(D+f(MD+fGH =14+a+B+j3+aj*+Bj+j%+ aj*+ Bj?
= f+fD+fU) =3+a@+j+j)+B(1+j+j*) =3

Done f(1) + f()) + f(j*) = 3

2a On a: f(z):Z—->7Z . Donc f(1)+f(])+f(]2) <|f(I+IfG| +
3
|f (j?) |inégalité triangulaire.
Do [f (DI + If DI+ If G =3
lf(DI<1
b. Supposons que : 3 |[f()I <1 = |[fF(D| +1f|+ |f(?)| <3 Absurde!
fGHI<1

Donc l'un au moins des trois est supérieur ou égal a 1.

3.Ona: Alr), I(a) et J(b). On construit un repére.orthonormé direct de centre O (Zg = 0).

a. ABC est équilatéral de ceptre O=> OA +.0B +0C = 0
Zytzgtzc=0(1)
Or. (04)0B) = arg (%) = 2?” =darg (eiz?n) =arg(j) = zz = jzy = z5 =71j
Donc B(j). (1) =2 =—(2, + z5) = —(r +1j) = —r(1 +j). Mais or :
L+j+/2=0=-(1+)) =j>= 2z, =1j?
D’ou: B(rj), C(rj?)
b. BO=rl|j|; Bl=|a—r1j|; Bl =|b—r1j|
BO.BI.B] = |rj| X |a —rj| X |b —rj| = |rj| X |ab — arj — brj + (rj)?|
= |rjl x |(ab) — (a + b)rj + (rj)?|

Or:ab = Br? et —(a+b)=ar

= |rjl X |pr? + ar.rj + r%j?| = r3|Bj + aj* + j°| = r*|f ()
Donc BO.BI. B] = r3|f ()|
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De la méme maniére, on calculera CO.CI.CJ = r3|f(j?)| puis A0.Al.A] = r3|f(1)]
c. évident! Puisque I'un au moins des nombres | f(1)]; 1f (D]; 1f (G?)| est supérieur ou égal & 1.

EXERCICE 2

l.a S;(M) = N :(W,Zﬁ) =a. Or§B) =0 = (E,E) = a. Avec ABC rectangle
isocele en B. Donc (ﬁ,ﬁ) = —%(27‘[) . (AO) est une bissectrice de (ﬁ, A—O)) =
2(AB,A0) = (AB,AC) = (4B,A0) = a = —= (). Par suite, (AM, AN) = — = (7).

AQ; = k1AQ
AQ;40,) =«

b. — Soit Q ayant pour image Q; par S’0S;. Ona : $;(Q) = Q’ é{(

AQ; = k,AQq { AQq = kq1k,AQ

One:51@0-0 =7 77 S = {(0.407) = v @

- Soit Q; l'image de Q par S;0S’. Par le méme procédé, on a : AQ; = kik,AQ et (w, A—QZ)) =
a+a(2). (1) et (2) = AQ; = AQ, et/(4Q,,4Q,) = 02m)= Q; = Q;. Ainsi: S0,
= §,0S’. Déduisons a présent 'image de O par S.

Ona:S(B)=MetS;(M) =N = S§,05(B)=N. Or, S0S;=5;08 = S0S,(B) = N doncon a:
S’(O) = N. Déterminons une imesure de (m, W)

Ona:$'(0) =Net S'(B) =M = (0B, NM) = a =(AB,AM). Mais or :

(0B{NM) = (0B, AM) + (AM,NM) = (AB,AM) = (M4, MN) = (AB,0B)(2)
= (MA,MN) = %” (2m)

c. (AM,AN) ==E(m). Alos N € (A)tel que (m, (A)) =-2(m) . En pls
(MA,MN) = = (2m) aloss N € (A)tel que (MA, (A")) == (2m) ; Donc N = (8) 0
(a").

2.a La composée de deux similitudes planes directes est une similitude plane directe. Donc r =
NERT . T N
S10S; est une similitude plane directe d’angle B = ay + @, avec a; = a, = _E(T[) d’oi

B =—%(2m). $,(0)=Bet$,(B) = O = 8,08,(0) = O et 1(0) = O.

Donc r est une similitude plane directe de centre O et d’angle B = — % (2m).
_ S,(P)=M
5 ! . e 1 2 =
b. Déterminons v(P) Ona : P = S; - (M) < {Sl(M) _ N = r(P)=N
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Déduisons une construction géométrique de P a partir de N.

Ona:r(P) =N = (0OP,0N) = -2 = (ON,0F) = ~(2m). doi P € (Ay) tel que
(0—1\7, (Al)) =2(@n). SP) = M = (CM,CP)=2(2m). Donc P € (A;) tel que
(CM, (8) =2 (2m) = P = (A1) N (&),

c.Ona: (AM,AN) = —=(2m) = (40,AN) et (A0,AC) = —(2m) = (AN,AC) =
0(2m) = N € [AC). Montrons que P € [CA). On a: S,(P) = M = (CP,CM) =
—%(27‘[) =>(C—P), ﬁ) = —g(Zn). Il vient alors :

(CO,CA) = g(Zn) = (CP,CA) = 0(2m). Donc P € [CA).

EXERCICE 3

lLaOna:M(t) = bar{(B, (1 —t)?),(4,2t( — t),(C,t*)} Donc.:

(1 —)2BM(t) + 2¢(d™ t)AM() Ft2cM(0) = 0
Suivant U : on tire x(t) = 2t — t2 et suivant ¥ on tire y(t) = 2% — 2t + 1
b. x(t) est continue et dérivable surdR comme fonction polynome, alors :
x'(t) = 2(k=1t) > 0cart € [0,1]. Donc x"(£),= 0.
y(t) est continue et dérivable sur R comme fonction polynome, alors :

y'(8) =42t —+1) >0 vt € [0,1].

t 0 0,5 1
x'(t) 2 + + 0
X 1
3 /
. — 1
° |
y 1 | 1
) /
2 2
y'(t) _ ‘ +
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Courbe :

2. En C on a une demi tangente verticalé: T;(x) : x’ = 4.\ En B on a uhe demi tangente de pente -

Ldonc Ty(x):y = —x + 1. = T(x)N Tyx). = A(1,0).

3 x(t) = 2t — t?
y(t) =2t -2t +1

= 2t —t? —ax= 0.
AN=1-x>0crVte[01], x€[01])Si A>0 4 =t=1—-V1—x
Si A'=0=ty; =1 Donalorst=1—V1=-x

=y =2(1-Vi—%) —2(1-vI—x)+1
Ou engore pour simplifier : y(x) = —2x + 2v1 —x + 3

Dérivabilité de.y en 1 :

y(x)-y(1) — lim 2 — 2\V1—x

= 2 donc y n’est pas dérivable en 1.
x—1 x—1" 1—x

lim,_ -

PROBLEME
l.aSoit I =[n,n+ 1] c [1,4oo[. f est continue, croissante et dérivable sur I. Donc il existe un réel c

de I tel que: f'(c) = % = f(n+1) — f(n). Par ailleurs, { est croissante sur [1, +oo[

doncsur LalosVece[nn+1],f'(n) < f'(c) < f'(n+ 1)
SffMsfh+D-fM)<f'(n+1)
2ffm<sfn+D—-fm)<f(n+1)

p—-1 p-1 p-1
=Y MY (FntD-f@)< Y [+ D)
n=1 n=1 n=1
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D= O+ =D+ @)~ fP) =, — fP)

p—1
DD =W+ D4+ f =D +f@) =~ (D)
p—1

Y (Fa+ D) = ) = F@) — (1)

Donc:up—f'(p)Sf(p)—f(l)Sup_f,(l)

Saf@=5=f)=-2=u,=-250,=
p p—1 p p—-1
1 1 1 1 2
Wt =2 5 +2) S| D5 ) i
n=1 n=1 n=1 n=1
1
o3
Donc(up)l

b. up — f'(p) < f(p) — (V) Sup—f'(l)ﬁpiz—3 < u, Spiz—(%+ 1) donc (u,) est
bornée.
c. Pour tout p, Vy = V4 = p—13 >0= (vp) T

1 1 1 1
Up——zupﬁ Up ——va=>—$+p_3+zgvps

v, est croissante et majorée done (Vp)eonverge vers L. Déterminons un encadrement de L.

1+1+1< <3 ! li 1+1+1 <L<I 51
—_—— —_— —_— .—_—ﬁ —_—— —_— —_— —_— — —
202 2 2SS T T | T T T2 | S 2T e
0 0
p—o+00

1<L<3 LE[13
= - - -, =
2 T2 2’2

4aOna:u, —f'P)<f)—fO=u, <f'®P+fP) - f(D)

= u,<———lInp
p
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n ) = —Xhe e —io n 151 (2 _
P=1f (‘I’L) = - =< > lnp = Zp:ln = ’ + l'l’lp Or, pl_l)l_l}_loo (p + lnp) = 400
Donc : lim Y7_ +0o0

Do+
Partie B :

frf;lﬂ)nlsintldt = fonl(—l)"sinuldu=f0n|sinu|du . Dans [0,m] , sinu est positif
donc |sinu| = sinu = fonlsinuldu = fon sinudu = 2 = frf;l“)nlsintldt =2

sinat smat

2a hy(t) = = limhe(6) = lim e

les fonctions h, sont continues en 0 donc sur I = [0, +00].

= lim

t-o*

" ><a|—1><a—a—h(0)=>

b.VteE|[nm,(n+ 1] :

1 1 |sint| |sint| | sint|
nm<t<(n+)n=———<-s—> < <
n+1r~ tT nr (n+ Dm ¢ nm

(n+Dm (n+)m (n+Dm

|sint] |sint]| |sint]
— dt < dt < dt =
(n + Dn t nmw

nm nm

1 f(n+1)7r| ntldt<f(n+1)nh1(t) dt< f(n+1)n|Slnt|dt (@)

(n+1)mw “nm

(n+Dm 1 r(n+)m, . T 1 ,m, .
:,sfnn hi(¢) < Efnn |sint| dt Pourin = 0, on @ fo hi(t)dt = ;fo |sint| dt

c. f Ismtldt =2 = (a): < frfzﬂ)” hi(t)dt < nz—n

(n +1)7r

. , 2
(0.3) il suffit de prendre n = 0 = - < fon h,(t)dt

3a0na: [ M hgde < =P, [V h (6 dt < z” iﬂ =32 [T h(tdt <
= S e = [ 0de < 23

, 2 1 : 2 .. 1
b, On avait s [ ha(6) de < ;Zizlz = Jim_ [ (O dt < ;Jﬂ;zz:l; > oo
Donc pl—iHloo fopn h,(t)dt = 4+

c.Onposep=E($):>E($)S%SE($)+1=>7TE(£)SxST[E(—)+7T
pm

Spr<x<prn+n1= 11m J h,(t)dt = llm Jhl(t)dt—+oo
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sinat

4. [ ho(dt =[]

dt. On fait un changement de variable at = u.

s at
sinat sinu sinu sint
[ T T T - T
0 0 0

=>fha(t) dt=] h,(t)dt

T

lim | hy(t)dt = lim J h,(t)dt = lim J h,(t)dt = +
a—+o a—+oo X—+o0

| AL
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CORRECTION SESSION NORMALE 2008

CORRECTION

Correction de I’exercice 1.

1. a. En désignant par b le terme central de la progression arithmétique et par r sa raison, on
peut éerire :a=b—-retc=b+r.
Les autre données se traduisent alors par :

Z X =k = 1

C etebtet =1 .. [ e+t tele” =
kef-112} c'est a dire Lt - Lebt 26 = Soit< 4 & 4 9ebe” =
E(X) =1
En faisant la différence membre & membre et en simplifiant par €”, on trouve ¢” = 2 soit r = In2.
La premiere équation devient alors :
! Do dest b dive b2 o lpoin’
(§+1+2)c =1 clest adire ¢’ = - = b= ln7 .
cmte a=bh—r = 2.~ — l ot ¢ = r = g ' — é
Ensuite a =b—r = 1117 2= a= ln7 ebc=b+r=h - +In2=|c= ln7 ;
Pour calculer la variance, calculons d’abord E(X?).
‘ ; 1 2 4 19
2y _ 12,0 Db 0240 oo e O P
E(X?%) = 1%+ (-1)%¢" + 2% 7+7+17 -
P s 19 12
Alors V(X) = E(X%) - (B(X) = = - 13 |V(X) = 7|
1
2audn = 7(1.;1;4 + 2z +dx¢) =1 done G = A.
W o Y[t | o, A
Soit, en se souvenant que G = A :
Ir—=, =1 1 12
0(G) = 7[2/132 " 4Ac‘2] = =(24+41) 3{p(6) = = =V(X)|
On peut écrire en utilisant la relation de Schales et en développant :
lr— — ) o e e P
o(M) = = [(MG + GAR +9(MC + GBY? + 4MC +GC)
, e e R B v -
o(M) = 7[31(; +GA2+2MG.GA +2(MC? + GB+2MG.GB) + 4(MG2+GC? +2MG.GC
‘ =t i wETh 3 ] — T sl e
o(M) = MG? + [GA +2GB? +400 ] +22MC. [M +2GB+40 }
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Le troisieme du second membre est nul parce que G est le barycentre du systeme L(A, 1), (B,2), (C, 4)J
Donc, (M) = MG? + o(G).

La relation ¢(G) = 3 est alors équivalente a : MG? = g ou MG = 37
Par conséquent
(T) = {M;,M>} ou M, et M5 sont les deux points de (A)I

dont la distance au point A est —3£ et 34
Correction de I’exercice 2.
1 1
1. a. On a, pour tout réel x compris entre k et k + 1 : + 1 < — < %
T 3
k41 k+1 1 1q
Puis en intégrant : / dr < / dx / — dx
I k +1 I k
k+1 1
Yest a dire —
c’est a dire g B A L

k41 k,—l—
b. / L [hu,] =l —EE=t 2 = L e
x X k k k

2. a. En réduisant le deuxieme membre au méme dénominateur, on obtient :
a b (a+b)r+a

z * z+1  z(x+1)
Donc a et b sont tels que Vo #£ 0 et —1, (a+b)z+a = 1. Alorsa+b = 0 et a = 1; ce qui entraine
= —1.

1 1

Par conséquent. ————— = —————
& z(z+1) =z zx+1

2n 4 2n 2n

1 1 1 1
3. a.0Onal, = _ [———]: [a»—(y. ]aveca.=—.
" Zk(k+l) Zk k+ 1 D ok — e T %
k=n k=n k=n
” N N n+1 . = =
Donc en procédant a une ittération : |U,, = a,, — aop1 = ———— | Ensuite| lim U, = 0|.
n(2n+1) 400
b. Dans les inégalités de la question 1.a., remplacons I'intégrale par sa valeur tirée de la question
.b.
1 1
— k) < =
k+1— l. =7
ce qui permet d enc adml f(k) :
0< flk) < — — —
= flk) = k: k+1
Puis sommons membre & membre ces inégalités depuis £ = n a 2n, on obtient la relation de-
mandee :
2n
O<Zf(k)<z A,+1 =15
*71. 4"

2n
Comme lim U, = 0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que lnn E f(k)=0]|
n——+0oC

‘=7!

c. La relation établie dans la question 1.b. donne par sommation :
Epreuve du 1% groupe

2 23
k41 d(l {0 2n
> Z -2 f®
k=n k k k=n
ou en falsant mtor\ renir la relation de Schales pour les intégrales :

2n

2n+1 (ll
/ - = Sp — Z./ (k)
n

k=n
Ensuite en intégrant

2n

In(k+1) —Ink =5, — Zf(l.)

o o 2n+1
Finalement Zf(k) = .9, —In———.

n
k=n
2 2n + 1
Puisque lim Zf(k) =0et lim In— = In2, on en déduit que 11111 Sp=ml2
'n»-;+ook:" n—+4-oc T I e el
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Correction de I'exercice 3.

1. a. Le point P’ est tel que

f(P)=tor(P)=tP) =P.

Donc le point P’ est entierement défini par la relation PP
|P’ est tel que JPP'Q soit un parallélogramme |

Le point @’ est tel que
f(Q)=tor(Q)=tR)=Q"

Donc le point Q' est entierement défini par la relation R—Cj' — E
IQ’ est tel que JQQ'R soit un parallélogramme |.
La droite (I.J) est une droite des milieux pour le triangle PQR, donc JIR a méme nature que

PQR :

| JIR est équilatéral direct

=JQ;

La droite (JQ) est la médiatrice du segment [P, R] parce que le triangle PQR est équlatérale.

Donc, puisque .J est le milieu de [@Q, Q1], 'image PQ1 R du triangle équilatérale direct PQR par la
symétrie orthogonale d’axe (PR) est un triangle équilatérale indirect.

r est la rotation de centre P et d’angle (P.Cé ﬁ?) = g Donc r(R) = Q.
Ensuite; f(R) =tor(R)=1t(&h) =J=|f(R)=J}|

On sait que f = t or est une rotation de méme angle que 7

s < g T
c’est a dire 3
La relation f(R) = J et JIR est équilatéral direct entraine que le centre de f est I.

T
f est la rotation de centre I et d’angle —

On en déduit, puisque f(P) = P’ que

le triangle I PP’ est équilatéral direct I

Q :
Q/"\/’_\R
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2

.Antécédent. QVJ|R|T
Image par s [ Q[P | T | P’
S G

a. L’angle de s est (.]_fi., 1-’7) = (PJ, PI) |L’angle de s est —%

Le rapport de s est % O PI =PR (:os% =i, Rg. Donc

le rapport de s est V3|

On a ([—{7 I_I)”) = (I—(j) I_f;’) = (I_é I_f’) 1 (I__}I__}’) = —% + % = —% angle de s.
IP_IP e
AT rapport de s.
Les trois conditions :
s(R) =
(]Ig IP') = angledes g moent pour dire que s(I) = P’
T3 = rapport de s

b. Puisque les similitudes planes directes conservent les angles, on peut lire dans le tableau
précédent que : angle de s = (QR,QI) = (JR, PI).
L — = — =
Or (JR, PI) = (PR, PI) parce que le point J appartient au segment [P, R).
ey = g
Donc (R, Q) = (PR, PI)

et comme les quatre points €2, R, P et I ne sont pas alignés, ils sont cocycliques.
P

De méme —% = angle de s = (QJ,QP).

D’un autre c6té, la droite (Q.J) étant la bissectice du triangle équilatérale indirect PQy R, I'angle

e

T
(@1/,Q1P) vaut -3
LPITUVE Ul L BrUups

—_— — —_—
On en déduit que (2., Q2P) = (Q1J,Q1P) puis que les points €, J, P et @1 sont cocycliques
En résumé, le point € appartient a l'intersection des deux cercles Cy et Cy; ou Cy est le cercle
contenant les points P, I et R et Cy le cercle contenant les points P, J et (.
De plus le point € est différent de P parce que 2 est fixé par s et P non.
Ces conditions définissent parfaitement le point €

Correction du probleme.

1. a. Nous sommes en présence d'une équation différentielle linéaire homogene a coefficients
constants de degré un ou deux selon que m est égal a () ou non.
L'équation caractéristique est :

(BS): mrl42r+2=0

-Sim =0, (ES,) est une équation du premier degré. Sa seule racine est rg = —1.

m

La solution générale de 'équation (E,,) est alors y = ke, k constante réelle.
-Sim #0, (ES,) est une équation du second degré dont le discriminant réduit est A" = 1 — 2m.

; ¥ A% ¥ 3R -~ ; 1
*Si Al est égal a0 clest a dire m = 7 P'équation (Ey, ) a une racine double rp = —— = -2.
m
La solution générale de I'équation (E,,) est alors y = (at + b)e“zt, a et b constantes réelles.
1
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*Si Al est >0 clest a dire m < 3 'équation (Ef,) a deux racines réelles simples

—l+\/1—2m _=1=-v/1-2m
r= -
m m
La solution générale de lequdtlon (En) est alors y = ae™! 4 be'!, a et b constantes réelles.

*Si Al est < 0 clest a dire m > 3 'équation (Ef,) a deux racines complexes simples

. i —14+i/2m -1 . —1—iv2m—1 .
conjuguees z; = =a+ifet 2= =a—iJ avec a = —— et
' m m m
2m -1
f = —-.
m

La solution générale de I'équation (E,,) est alors y = e*(acos 3t + bsin ), a et b constantes
réelles.

b. Notons h la solution de (E;) dont la courbe passe par le point A et admet en ce point une
tangente parallele a la droite d’équation y = —z.

On doit alors avoir h(0) =1 et h'(0) = —1.

Ici m =1 est > & =, donc h s'écrit : h(t) = e *(acost + bsint), a et b constantes réelles.
R (t) = [(b —a)cost — (b+ a)sin t}e"".
Les conditions satisfaites par h deviennent :

h(0)=a=1let H'(0)=b—a=—-1 cestadire a=1etb=0,puis|h(t) = cost ™

; . y 1 T 3 ‘
2. La fonction f est continue et dérivable dans I = [— %, 7] et Vi€ I, f'(t) = —(cost+sint)e™
éja calculé dans la question précédante).
/ . . ’ . \ 7r .
['équation cost +sint = 0 est équivalente a cos(t — Z) = (. Ses solutions dans R sont telles que

T 3
-—==+km k€Lsoitt=—+knr, k€L
42 g
: L 3m T
Les solutions de cette équation dans I sont alors ty = T et 1) = 7

Cette équation et la dérivée [’ ont les mémes zéro.

Pour déterminer le signe de " on peut résoudre des inéquations trigonometriques.
Mais on peut aussi dire que dans tout intervalle ott f' ne s’amulle pas, elle garde un signe constant

parce qu'elle est continue. C'est une application tres pratique du théoreme des valeurs intermédiaires.
m

l g L=
—% appartient a I'intervalle I, = [— ~ ——} et f' (—-) = (g - §)e3 est >0, donc f'est >0
dans [j.

T n
0 appartient a I'intervalle I = [ I IJ et f'(0) = -1 est < 0, donc [’ est < 0 dans Iy,

™ |
m appartient a l'intervalle I3 = lT 71 =e " est >0, donc [ est > 0 dans L,
It

Voici le tableau de variations de
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¢ T ™ 3 37
2 4 4 2
V2 o
- 0 s =———e
/ / \ / r=¥2.7
) 2
0 =

(Cy)

|

I

|
N‘l B

3. a. Pour tout k appartenant & Z et tout ¢ appartenant a R, g(t 4 2kr) = ¢ """ cost parce que
la fonetion cosinus est périodique de période 27,
Done g(t + 2kr) = e~ 27 g(1).
En dérivant cette derniére expression par rapport a t on obtient :

gt + 2kr) = e 27g/ (1),

210
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En particulier pour tout ¢ appartenant a I et tout k appartenant a Z, ¢'(T F 2ka) = ¢ 7] Tt).
Cette relation permet de déterminer parfaitement le signe de ¢’ dans R.

Plus précisément :

3 3
Si ¢ appartient a un intervalle du genre [ - % + 2k, ~—774T- + 2k37r] ou [Tﬂ + 2k, ?W +2kn|, k € Z,

alors ¢'(t) est positif
: b B m 3 i

Si t appartient a un intervalle du genre [— i + 2k, T + ‘Zkrr], k € Z, alors ¢'(t) est positif

b. Un point M de coordonnées (¢, u(t)) appartient a TN C, si et seulement si u(t) = g(t) c'est
a dire cost =1 out = 2km,k appartenat & Z, et alors u(t) = e~ 2*7,

Donc I'NC, = {1\[(2kfr.e’2""), keZ}

Un point M de coordonnées (¢, v(t)) appartient a I' N C,, si et seulement si v(t) = g(f) c'est a
dire cost = —1out = (2k + 1), k appartenat a Z, et alors v(t) = e~ Zk+17,

Donc I'NC, = {M((2k + L)m, e~ F0m) | € Z}.

c. En un point M(2kx,e %) commun a T et & C,, la pente de la tangente a ' est

¢'(2kn) = e %7/ (0) = A7 £/(0) = —e %7 et la pente de la tangente a C,, est

u'(2kn) = —e~t - —e~ 2k

t=2km

Les deux tangentes ayant méme pente et passant par le point M sont confondues.

En un point M((2k + l)ﬁ,e‘(2k+1)") commun a I' et a C,, la pente de la tangente a I' est

g ((2k + 1)7) = e 27g/ (1) = ¢~ 27 f/(7) = ¢~ k17 ot 1a pente de la tangente a C,, est

u'((2k + 1)x) = c“’ = ¢~ (2k+1)m

t=(2k+1)m

Les deux tangentes ayant méme pente et passant par le point M sont confondues.

d. 0 < Icost e_t| ZeTr O tlin'l et =0.
— OO
Le théoréme des gendarmes permet de conclure que tlim g(t) = 0.
— OO

. - T iy
4. a. Pour simplifier posons rp = 5 + kT, sp = 53 + km de sorte que
She
ap = gr(t) dt ;
i

ensuite intégrons une premiere fois par parties en posant :

u(t) =e* = U(t)=—et

v'(t) = cost <= V'(t) =sint
& S

+ sint e ! dt

b

S
Alors aj. = [sint e"‘]
- X rk
intégrons une deuxiéme fois par parties en posant :

{ u(t) =et = u(t)=—e?

v'(t) =sint <« v'(¢) = —cost

s s Sk
: = et —t| %% st
Alors ap. = [smt e ] —+ [ —cost e ] — / cost e © dt.
™ T T
3 % - % .z Sk 1 3 - S
c’est a dire ap = [(sult —cost) e ] —ak ouap =5 [(Slllt —cost) e ]
Y T

Or cosrg = cos sp = 0 et sinrg = (—1)F+1 et sinsgp = (—1)F .
1 ; 1
Donc aj;. = 5(—1)"' [e_s‘f — (—1)"’+1e_"f] = 5(—1)"’ [e_sk + e_rk]

1 2% iy
ap = 5(—1)"'(3_‘!"7r [e 2 +e2]
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mpreuve au 1 groupe

n m T
1 Sy —
b. s, —(;,Z T avee O, = 3le 2 +e2].
A.=U . . . .
La somme est la somme des n+ 1 premiers termes de la progression géomtrique de premier terme
1 et de raison e 7.

; - E—(n+l)ﬂ'

1—e "
~(n DT — 0, la suite (s,) admet une limite et cette limite est égale a

1
s= lim s, _C;,—,.
n—+0oc 1—e7

Sy représente laue géométrique du domaine plan délimité par I'axe des abscisses, la verticale

Donc s, = Cy,.1.

Puisque lim e
n—+o00

d’équation x = ——, la verticale d’équation x = — + nx et la courbe représentative de g.
s représente I'aire géométrique du domaine plan délimité par I'axe des abscisses, la verticale
¥z 3 0 4 4
d’équation & = 5 et la courbe représentative de g.

5. a. z; = —(cost +sint) et
et y; = (cost —sint) e~
, .
On a: z; = —(cost +sint) e~ = — cos(t — '_l) V2e!

s
et y; = (cost —sint) e ! = —sin(t — 'E) V2et,

xy =cos(m+t— g) V2t = cos( f+ LI

a

7 3
yi =sin(m+1 - 2) V2! =sin(t + =) V2

1 s
3 T 3w
Les zéro de 2’ sont t; = -1 et ty = T

. m
Le zéro de ¢ est t3 = T

On détermine les signes de 2’ et ' par la méthode utilisée pour déterminer le signe de f’.
Voici le tableau de variations conjointes.

1 1= p % e 3w 3T
4 q BT N

€
Yy —1p / \ —+
& '
Y + !f T
: w Vs 7
V2 T V2 S V2 —3—7 i T
I:?e S:?(’ t:—Te 4 At —2 P =—p 2
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Voici la courbe (A)( ). —
-1 1
T
La tangente (T, ) au point de parametre sy = ~3 est la droite passant par le point de coordonnées

0,—e*) et dont un vecteur directeur a pour coordonnées (z{ .y ) = (¢~*,e"*) ou (1,1).
La tangente (Tp) au point de parametre 0 est la droite passant par le point de coordonnées (1,0)
*t dont un vecteur directeur a pour coordonnées (g, y,) = (—1,1).

PR 5 p s
b. Rapellons que @ étant un réel, le plan étant muni d'un repere orthonormé (O, i, j ) et en
1ésignant par My le point de cordonnées (Acosf, Asinf), A > 0 alors 6 est une mesure de 'angle
—_ ——
( [ ,O)Wo).
On en déduit que ( i .OM,) = ¢.
—_— 5 s . 37 P ’ = 37 e
V' ; a pour coordonées x} = cos(t + T) V2e t et y, = sin(t + T) V2e t.
Donc (7, '(7:) =1t+ _3371’_.
Puis (OM,, V) = (OM,, T) + (7, V) = ‘fT’T.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2009

1. CORRECTION
Proposée par les auteurs!]
A EXERCICE 1. Pour chaque jour n, posons 2, = .J, U I,.
Cette réunion disjointe car les deux événements J, et I, sont contraires
Les données du probléme se traduisent par @ py = p(.Jy) = % et pour tout jour n de 'année

différent du premier jour :
1 P 1
p(Jn/Jus) = 5 ot p(Ku/Knt) = 5.
1

1. e p(Jngl) =3

. . _ 2
p(Jg_,-"Ii.1) =1-— p(ﬁg_,-".ﬁ1) = p(JijKl) =3
& Pour trouver la troisieme valeur, écrivons :
Jy=Jan Yy =S (JjUK;) = (JnJ)u(Jyn Ky).
Alors pl{]g‘,l — p[[;; M Jl} (] (}'1 MR }] — p(JQ M }1) —Fp{/}'] m 11’1]
p(J2) = P(iz_f-fl)i‘-?f-}l] + P(-lz_f’fi'1)3?(1{1)
Et comme p(K;) =1 — p(J;) = g :
(8]
plJa) = p(.}m"h)p(‘h} - p(Jg,ffﬁ) (1 — p(Jl))

12 23 8
p(Ja) = 35 —+ 35 = p(Ja) = —

ol we

Puisque J; et K, sont contraires, p(Ky) =1 — p(Jy) =

=

Puisque J; et K| sont contraires, p(K) =1 — p(J;) =

Par conséquent p(Jo) = ;3 (Jg,fuﬁ) {Jl)-l-}?(iﬂ,-"hl) (K1)

2. Comme dans la question précédente, écrivons :
Jn = Jn N Qg4 :'-’Tﬂﬂ('jn UK, I) =
Alors p{'jn] :p[{'j‘nﬂ*-’rﬂ—lj U {'j N Ky ]

p(Jn) = p(Ju/ Jnt ) p(Jum) + (J [ Kt )p(Kn 1)
Et comme p(Ky—1) = 1= p(Jo-1) et p(Jo/Kn-1) = 1= p(Kn/Kn-1)
p(n) = p( o/ Tot )p(Tat) + [1 = p( Ko/ Kaca) | (1= p()

p(n) = [p(Jn/Tn-1) +p(Kn/Kn-t) = 1]p(Jn-1) + 1 = p(Kn/ Kn )

1 1 1
J)=(=+—=—1)plJ,_ 1—=
p(Jn) {3+3 )p(Jn—1) + 3
_ 12
Pn = gpn—l 3

| o

(Iﬂﬂ -’Tﬂ I} [IﬂﬂKﬂ 1}
p(Jo OV i) +p( Ty M EK_q)
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3 o — I | 2 1 1(_ 1) 2 1 1
A)Cun=pr—g =Ptz g = —glunmg5) v g5 = gun
(1ty,) est donc la suite géométrique de premier terme uy — py — 5= 1o et de raison -3
1yn—1 1 1y n—1
b eu=(-3) w=um=—gp(-3)
Bp —u 1l __L(_l)““+l
e e . 1 1 1
4. La probabilité que cet éléve a de manger du riz est m, = pon = 10331 —+ Ok

1 1 1 1 1 1 1 _ 4
Mt = = hmEeT — 93T = 03T~ 1) = “pgmer
négative, la suite (m,, ) est décroissante. De plus m,, > 3 (D’ailleurs la limite de la suite (m,)
est £]

2

Cette quantité étant

B3| =
A
=]
¥
A

ol o

Par conséquent 5 < 1, < my = pa c’est a dire

EXERCICE 2.

1. Chacun des entiers qui interviennent dans l'écriture d'un nombre en base a doit etre
strictement inférieur a a. Comme 'entier 3 intervient dans I'écriture de ', on a a > 3.

2. a) © Les données du probléeme se traduisent par

(1.1) A = 2xa*+1xa +1xd°
B = 3xa’+1xa' +2xd®
C = Ixa®+3xa’+3xa®+0xa’+3xa+2xd"

La relation C' = AB signifie alors :
6a* +5a® +8a* +3a+2=a’ +3a" +3a® + 3a + 2
soit a° — 3a* — 2a* — 8a® =0
oua®—3a’-2a-8=0

b) © La relation a* — 3a® — 2a — 8 = 0 se traduit par a(a® — 3a — 2) = 8; ce qui entraine
que a divise 8, I'autre facteur étant T(a) = a® — 3a — 2.

c) & a étant un diviseur de 8 strictement supérieur a 3 vant nécessairement 4 ou 8.

Si a était égal a 8, le facteur T'(a) serait égal a 38 et non & 1.

On vérifie ensuite que pour a = 4 on a bien a(a® — 3a — 2) = 8.

3. Faisons les divisions euclidiennes successives :

214 14
14 |53 |«
2 | 13]

1

Le nombre qui s'écrit 214 dans la base 10 a pour écriture 3112 dans la base 4.
Vérification!! Onabien: 3 x 43+ 1 x 42+ 1 x 41 +2 x 40 =214

4. a) © Puisque a = 4, les relations 77 deviennent :
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= 2x42+1x4' +1=237
3x42+1x4'+2=>54
= 1x454+3x4"+3x434+3x44+2=1998
Soit A=37, B =54, C = 1998
b) © On a A = 37 est premier, B = 54 = 2. 3%,
Donc ppem (A, B) =37.2.3 = AB =C.
On en déduit aussi pged (A, B) = 1.

La propriété pged (A, B) = 1 garantit I'existence des solutions de I'équation Ax + By = 1.

A
B
C

5. a)© A.19 + B.(—-13) = 1 donc le couple (xg,y0) = (19, —13) est bien solution de
I'équation Ar + By = 1.
b) © La solution générale de 'équation est (x,y) = (xg + kB, yo — kA), k€ &

S = {(19 + 54k, —13 — 37k), k € Z}
PROBLEME.

Partie A:

1. a) © notons s l'application de (P) dans (P) définie analytiquement par :

{v >

y = —x
et t 'application de (P) dans (P) définie analytiquement par :

{ ¥ = 41

y' = y+1

s est la symétrie orthogonale d'axe la deuxieme bissectrice,

t la translation de vecteur % (1,1) et ¢y =tos

(Attention!! ¢ n'est pas égal a sot.)
b) & Soit M(z,y) un point de (C;) ( c'est a dire tel que z € Dy, et y = fy(z) ) et
M'(z'.y') son image par . 11 faut montrer que ' = f,(z).

r' = —y + 1 appartient a Dy .

. A ar—a+1 , .
En effet a(—y+ 1) —a + 1 est égal a (a — 1}—4—1 = a — 1, 1l ne pent done étre nul
az —a
puisque a # 1. De plus

fu{I}) :fu{_y‘l'l}: _y-l_l _ —y+1

a(-y+1)—a+1 —ay+1

T

- _‘a_i,_a,+1+1 (=4 1)(-a+1)
= = = _ =—z1+1l=y
—a——+1 —a+1
ar —a+ 1

2. a) © Cherchons un point A(xg, yo) tel que pour toute valeur du parametre a, A appartient
a C, cest adire z9 € Dy, et yp = fu(xp).
On doit avoir : .
. Zg
Soit Ya € R* \ {1}, (zoyo — yo)a+ yo — 20 =0
Pour cela, 1l faut et 1 suffit que
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c'est a dire { y%
T

@I = T
. UD on { o - 0
o — <0 -

Yo — To 0
To¥o — Yo 0 Ty Ooul
En résumé :
Les courbes ', passent toutes par les points O(0,0) et A4;(1,1)

b) 2 Cherchons un point ¢ (dépendant éventuellement de a) fixé par f., c’est a dire tel
que £ € Dy et f,(f) =L
£

On doit avoir : ————— = ¢ cest a dire a(f? — €) = 0. Donc £ = 0 ou 1 puisque a est

al —a+ 1
non nul.

Les points fixes de fi; sont 0 et 1

3. a) © fulx) est une fraction rationnelle, Dy, est 'ensemble des réels qui n'annulent pas
son dénominateur :

DL:R\{Q—I}

(a3

© La fonction f, est définie et continue dans Dy et lm fu(x) = hm fo(z) = —
T——00 T— 400 a

a—1

. le dénominateur de f,(x) tend vers 0 et son numérateur

Lorsque = tend vers xp =

vers le réel non nul ap.
Pour calculer him f,(x), il faut connaitre le signe de f,(x) quand = tend vers zg.
F— 0

Le signe de fi(x) est celui du trinome T(x) = x(ar — a + 1) dont les racines sont 0 et
ry. Ce trinome a le signe de a & "l'extérieur des racines” et le signe de —a a "1'intérieur des
racines”

Le réel rp a méme signe que le trinéme (a — 1)a; donc il est < 0 s1 a appartient a4 0, 1] et
= 0 sinon ; ce qui motive la discussion suivante.

S 51 aest = 1, alors g est = 0 et T(x) a le signe de a { c'est a dire est = 0 ) dans
Jzo, +oc| et le signe de —a dans |0, zg[

Par conséquent : lim fy(z) = +oc et lim fo(z) = —o¢
T—Ij I—Iy

& Sia €0, 1], alors 2y est < 0 et T'(z) a le signe de a ( c'est & dive est > 0 ) dans | — oo, 2]
et le signe de —a dans |z, 0]

Par conséquent : lim fy(z) = —co et lim fy(z) = +o0
I—I; T—I,

S Siaest <1, alors 2 est > 0 et T(z) ale signe de a ( c'est a dire est < 0 ) dans
g, +00] et le signe de —a dans |0, zg|
Par conséquent : lim_fy(z) = —co et lim fy(z) = +o0.

En résume :
. +o0 sia>1
lim f,(z) = :

rvzd —0C  sInon
. —o0 sia>1
lim f,(z) = :

11y +00  sImon

2 La fonction f, est dérivable dans Dy, et
—a+1
(ax —a+1)?

La dérvée a done le signe de 1 — a. Plus précisément :

V"I: E Dfui f;(m) =
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Dy.. fi(x) = 0.
Dy.. fi(z) < 0.

2511 —a=0 cest adire a = 1. alors ¥«
2511 —a=0 cest adire a = 1. alors ¥«
Voiel les tableaux de wvariation de f, selon a.

=
=

TV de » — ; a-==1etaz=0
axr —a -+ 1
x oo oY) a3
I’ + +
1
]
(x
Ni
J_ -
T
_ @
TVdeor - —m0 o a =1
ar —a + 1
7 —{ oo o oo
f! - -
|
~ o
1 ~——_
f -\--\--\--\--\--\--\-""\--..
—
_-_f_x_ = —
(]
Et voici les courbes demandees
5
a<leta£0
_-1 4
i 2
3 4
J o l
Ond « = R
o sl (D /————_————-
1 T.Set
k. a
F——t— ; : : : :
L} il L ¥ -
=2 -— L a B 4 2
0.
2 4
al
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1

4. a) © La fonction ¢ est strictement monotone par ce que sa dérivée est le réel non nul
a. Par conséquent, pour tout x appartenant a [0, 1], ¢(x) est compris entre (0) =1 —a et
(1) = 1, réels strictement positifs. ¢ est donc strictement positif dans [0, 1] en particulier
est non nul dans [0, 1].

Ainsi la fonction z — fu(x) qu'il faut intégrer est définie et continue dans [0, 1] ; de ce fait
I'intégrale F(a) est bien définie si a est non nul.

! 1
F(0) est défini par I'énoncé et F(0) = f T dr = 5
0

b) Le changement de variable { = axr + 1 — a donne

1Lty a1 1 e
F(a) = E.[l_a(H f_ dt) - E[f-—l—{ﬂ— l}lnf] L
1 1-a
Fa) =~ +—5In(l —a)
a a
Lorsque a tend vers 17, h = 1 — a tend vers 0" et F(a) = ! + iqh Inh tend vers 1 car
a a?
lm hlnh = 0.
h—0t
lil‘i’l_F(a,} =1
Lorsque a tend vers o0, h = 1 — a tend vers 00 et F(a) = — L LR
orsque a tend vers —oo, h = 1 — a tend vers +o00 et F(a) = h-|—1+|[h.—|—1}9 . tend vers
: h? . Inh
e I e T T
lim F(a)=10

. : Lr . :
c) = Sia < 0, alors [0,1] est inclus dans ] —oo,1—— [._ intervalle dans lequel la fonction
il
fa st continue et strictement croissante.

Done si a < 0, alors Vr € [0,1), fa(z) € [fa(0), fo(1)] = [0,1].
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1
= 510 < a <1, alors [U, 1] est inclus dans ] l1——, +00 [ mmtervalle dans lequel la fonction
a
fa est continue et strictement croissante.
Done s1 0 < a < 1, alors ¥z € [0,1], fa(x) € [fa(0), fa(1)] = [0, 1].
d) On a pour tout = € [U, 1] :

e) Maintenant on pcut ecrire :

2
—IrT + I
< lal—

¢ ar —a-+1 —
1
[ (i) —=)

1
dr| < /
Jo
et le théoreme des gendarmes donne :

iii%‘F(a} _ F(D)‘ —0

= la|fa(x) < |al

—a+1

1
0 < |F(a) — F(0)] = fule) — 2| dr < [ la| dz = |af
S0

Autrement dit

. 1
limF(a) = F(0) = 5 A
Par conséquent F' est continue en 0.
Partie B:

_}1._}3) @ Pour prouver que R, est un r.o.n, 1l suffit de veérifier que ||<=_f||3 = ?5”2 =1 et
€a.E89 :D
1 2 17 T,
lalr=5(7-7) =5(72-277 +72) =1
: - .7\ — —— =
Bl =5(7+7) =5(72+277 +77) =1

7= 3(7 - T)(7+7) =3(72- 7)o

b) € Soit M un point de coordonnées (z, y) dans le repere R et de coordonnées (X, Y)
dans le repere R,.

De la relation th} O“a - E]uﬂ-i; on tire :

IT+§?=(1—%)T+%T+X?1‘+YE§
7T = (1-9) T 45T + 55X (T-7) + 57 (7+7)
r7+y] =l —h%{}, +Y)|7 E+%(—X+Y‘JF

Par conséquent

11
r = 1-—+—(X+Y)
o= E+1.'7§{_X—+Y)

2. Par un développement limité de a — In(1 —a) au voisinage de 0 & I'ordre 2 on peut trouver la lim F(a)

a—0
en prenant l'expression F(a) = % + ! —2a In(1 — a). On trouve F(a) = 1 a~0 1

1 1
Ou dire aprés avoir légitimeé : limIj Fl(a) = f lin%fﬂ(s':) dr =] rdr =
a+ 0 a— i}
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c) € Soit M un point de coordonnées (z. y) dans le repere R et de coordonnées (X, }7)
dans le repére R,.

MeC, & y=f(z)

1 1
l——+4+ —(X+Y
1o . T A Y
= E+E(—X+}]: i i
(1 ——+ —(X+Y 1 —
a la—:ﬂ{ - ))+ a
1 { ) 1—E+VT§(_¥+Y}
; — (X +V
1 v@{ )
Ty _xhy—1_ 2
= 2(} A}g?l @
=N }’Q_XQZL}

2
a
La courbe ', a done pour équation dans le repere R, :

(1.3) VIox? = M
a2
d) © Puisque le parameétre a est différent de 1, le réel a — 1 est non nul ; nous reconnaissons
done I'éguation réduite d'une hyperbole.
Plus précisément :
= Sia—1est =0 cest adire sia =1, alors
MeC, = Y2 X2= (7*’2{“_”)2

|al
= Sia—1est <0 cest adire sia<1 (et a0), alors

Na—1)42
MeC,eoY!-X?= (—V{“])
la|
@ Sia—lest <0 cestadire sia<1 (et a##0), alors

MeC,aY?!-X?= _(@)‘3

lal

L, v 2|a—1]
En résumé en posant o = ~———— :

la|
(14)
( R
# Sia>1alors MeCoo 5 ——F5=1
a? o«
Les sommets S, et S;’ ont pour coordonnées respectives (0, a) et (0, —a) dans le repere R,
2 2
= S1a < 1, alors MEC‘E@%—Y—Qzl
¥ ¥

| Les sommets S; et S;' ont pour coordonnées respectives (e, 0) et (—a, 0) dans le repére Rq

2. © Les axes de I'hyperbole C; sont les axes de coordonnées du repére ;.
Elles ont pour équations respectives dans le repere R, : X = 0 (axe des ordonnées) et
Y =0 (axe des abscisses).

On obtient a partir des relations 77, en faisant la somme puis la différence :

2

—Y +1 = T+
2 5
—X+14+- = z—y

V2 a
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) Y = V2{z+y-—1)
(15 {1'= Vi —y—1-2)

. : ) ) 2
Donc dans le repére R 'axe des ordonnées de R, a pour équation : v —y— 1 — — =10
a
et 'axe des abscisses de R, a pour équation : z +y — 1 = 0.
L’axe des abscisses du repére R, est donc la droite (D)

Pour que les sommets solent sur la droite (D) 1l faut et il suffit que cette droite soit
” Xg Y2 ”
— =1

l'axe focal c’est a dire que 'équation réduite de C, soit de la forme —; B
a

On en déduit en utilisant 7?7 que pour que les sommets soient sur () il faut et il suffit
que a soit < 1.

3. Pour calculer 1,5, plagons-nous dans le repéere R,.
Dans ce repére, les coordonnées de €1, sont (0,0) et ceux des sommets S, et S, ' sont les

couples (0, «) et (0, —a) ; done 2,5, a pour coordonnées (a, 0) et 2,5, = o

_ V2|a—1|

a

S oS

Pour calculer €220}, plagons-nous dans le repére R.
. . 11 11
Dans ce repere, les coordonnées de {1, sont (l - E) et ceux de {25 sont le couple (E 5)

1111 (@—2)
______ it (1500, — - — —
y) et \/2 \/ %a?

E—Y
done (2202, a pour coordonnées (
a’ a

ja—2|
2a

ﬂ?ﬂa - \/_

Les points {0y et (), étant les centres des hyperboles Cy et €, sont sur les axes des ces

hyperboles en partlr:uhel ils sont tous les dewx sur 'axe (D).
Les points S, et {1, étant respectivement un sommet et le centres de I'hyperbole C, sont

sur |'axe focal de .
Comme les axes de C, sont perpendiculaires en {1, le triangle (25(), S, est rectangle en {1,.

On en déduit en apphquant le théoreme de p‘.tha*’fDI‘L que :
1 {a -2 2a-1)
(95, 2 = Dy 2 + 0,8, e
2a? a?

%&?:m&ﬂ:%

Par conséquent  ¥a > 1, S, et S, " appartiennent au cercle de centre {)y et de rayon 5

4. a) Déa fait, voie le tableau de variation de f,.
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TV de ¥ — % 0<a-=<1
ar +1—a

[

D’apres le tableau de variation, 'image de I'intervalle [0, 1] est lui-méme.

b) Raisonnons par récurrence pour montrer la propriété :

Py : "uy est défini et u, appartient a [0,1] 7

& Initialisation : "ug est défini et ug appartient a [0, 1] 7 (données de 1'énoncé). I est donc
vral.

S Héritage : Supposons la propriété vérifiée jusqu’a un rang n donnée ; en particulier que
F,, soit vraie, c’est a dire "u, est défini et u, appartient a [0, 1] 7.

Alors puisque f,([0.1]) = [0,1]. wny1 = falw,) appartient a [0.1]. La propriété P, ., est
vérifiee.

Les points fixes de f, étant 0 et 1 :

@ Si up = 0, alors pour tout entier n, un, = 0; la suite (u,) est constante.

2 Si ug = 1, alors pour tout entier n, uy, = 1; la suite (u,) est constante.

5. a) 2 51 up est différent de 0 et 1, 1l en est de méme de u, pour tout n; et alors
Vn e M, falun) €]0,1].

Pour tout entier naturel n on a :

s — iy,
Upt] — Up = fu{'ﬁ*n} — Up = a.

n

= a(u, — 1) falu
e A
Uy 1 — Uy est done strictement négatif parce que u, — 1 < 0 et fy(u,) = 0.
La suite (u,) est strictement décroissante,

b) & La suite (u,) étant bornée par 0 et 1 et monotone, converge vers un réel £ apparte-

nant a [0, 1.
A partir de la relation 0 < u,; = fy(u,) < ug < 1 on obtient par passage la limite :

0< €= ful€) < up<l
[ est donc un point fixe de f, différent de 1: ¢ =10.

La suite (uy) converge vers (
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CORRECTION SESSION NORMALE 2010
CORRECTION

EXERCICE 1.

Me& & MA=4MB
& MA =16 MB
1. Soit M un pomt du plan. = VA2 = 16 72
o MR-16MB=0
(MA-4 MB)(MA+4 MB) =
Faisons mtervenir les barycentres GGy et Gy des systemes ((A 1);(B, —4]) ef ({A,l};(B,Ll))

respectivement. Alors
Me€s Gl GB=0
E est donc le cercle de diamétre |G1Gy).

) , P . . T
2. L'ensemble F est I'arc capable défim par les pomnts A, B et l'angle § = T
Soit T I'imique demi droite d’origine # telle que pour tout pomnt P de T, on a :
(AP, AB) = 6. Désignons par H I'intersection de la médiatrice de [AB] avec la perpendicu-
laire & T passant par A et par C le cercle de centre H et de rayon HA.

Alors F est I'arc de C d'extrémités A et B tel que F et T
se trouvent dans des demi plans distincts de frontiere la droite (AB).

: , " 3 3
3. a) D étant I'image de B par 'homothétie de centre A et de rapport 7ona AD = E_ﬁ :
: PE 1
on en déduit que = ZE

C' étant I'image de B par la rotation de centre A et d’angle -7, on a AC = AB et

. 4

Dans le tableau suivant les points de la dewaeme ligne sont les images spar s des points
de la premiere ligne.

AlC|I
B|D|I
1
—AB
Le rapport de s est % _ 4 CA = % et son angle est modulo 27 :

(AC, BD) = (AC, —DB) = =+ (AC, DB) = + (AC, AB) =

=] 5

224
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Le rapport de s est % et son angle est — [Qi'r]
IB

b) On a ausst — = rapport de s c'es

: ;; =4 ou [ appartient a £

Puus (ﬁ ﬁﬁ) — angle de s c'est a dire (I_Jn} I_B}) = g ou [ appartient a F.
I est donc le seul point d'intersection de &€ et de F.

On a encore ( ? f_D> = angle de s cest a dire R: ﬁ

D’autre part (A ? ? ? E — angle de s cest adne ? rﬁ T
On en dédwt en faisant la différence (1?’ ﬁ] _Ck Jﬁ =7 c'est a dire

(I¢, TD) = (AC, AD) [r.

Donc les points I, A, C et D sont coycliques, autrement dit [ appartient au cercle circonseri

au triangle AC'D.
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EXERCICE 2.

1. a) Pour que 193 soit premier, il faut et il suffit qu'il soit non divisible par tout nombre
premier dont le carré est mmférieur a 193, Ces nombres sont 2, 3, 5, 7, 11, 13 et aucun d'eux
ne divise 193.

b) 193 étant premier, est premier avec tout entier naturel strictement plus petit, en par-
ticulier, 1l est premier avec 192.

1l suffit d’apphquer le petit théoréme de Fermat avec a = 193 et p = 192.

2. a) Le couple (xq,yp) = (155, 67) est solution de (E) parce que 83.155 — 192.67 = 1.
b) Si (z,y) est une solution de (E) on peut écrire :

83.x0 — 192.90
83x—192y = 1

|
—

Puis en faisant la différence
83.(x — xg) — 192.(y — 39) =0
c'est a dire
83.(x —xp) = 192.(y — o)

Or 83 est premier avec 192 parce que I'équation (E) a une solution (théoréme de Bezout).

La relation précédente montre que 83 divise le produmt 192.(y — ) (en = — xq parties);
comme il est premier avec 192, il divise y — yo (théoréme de Gauss).

Done 1l exaste un entier k tel que y — yp = 83k soit y = yp + 83k

La relation 83.x — 192.y = 1 devient alors 83.x = 192.(yy + 83k) + 1 = 83.(xp + 192k) c’est
a dire x = xo + 192k.

Ensuite on vérifie que n’importe quel couple du genre (xg + 192k, 3y + 83k) est bien une
solution de (E).

L’ensemble des solutions de (E) est {(155 + 192k, 67 + 83k), k € Z}

3. On utilisera la propriété suivante : Si a, b et n sont des entiers tels que
a = b[n],
alors pour tout entier naturel k on a :
a* = b¥[n]

Posons A = {0, ... 192}. Pour tout a € A, f(a) et g(a) sont les seuls éléments de A tels
que :

a® (193] (1
4[19]3 )

Puisque g(a) appartient a A, dans (2), on peut remplacer a par f(a) :
g(f(a)) = fa)'™® [193]

Dans (1) utilisons la propriété citée avec k = 155 :

Fa)'ss = (a,%) ™ 03]

On obtient alors par transitivité de =:

etg a}_

g(f(a)) = a1 [193] (3)
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a) Reprenons la relation
83.xp+192.yp =1
qui s’écrit anssi :
83.xp =14+ 1924
Cette relation permet d’avoir :
aaf].z'g _ ﬂll—l-lﬂﬂ.y.n —a (algﬂj.ﬂ?

Comme nous le savons déja a'® = 1[193]. Donc a™*1%% = g®a0 = g1 H192w0 = 4 167]103].
Finalement

a®1% = q193]  (4).
(3) et (4) entrainent par transitivité :
9(f(a)) = a[193]

g(f(a)) et a sont des éléments de A équivalents modulo 193.
Nous allons monter qu’ils sont égaux.
g(f(a)) et a sont des éléments de A entraine |g(f(a)) — a| < 192

g(f(a)) = a[193] signifie il existe un entier k tel que g(f(a)) — a = 193k.

On déduit de ces deux propriétés que 193|k| < 192 c'est a dire k=0 ou g(f(a)) = a.
Le méme raisonnement montre que pour tout a € A, on a : f(g(a)) = a.
Nous venons de démontrer que fog=go f =14

PROBLEME. Partie A

¢ ONN\

1. a) Dans [IT] en dérivant la premlere equatlc:-n et en remplcant v’ par sa valeur tirée de
la denxieme équation on obtient : u"” = v' = au. Cette derniére équation est équivalente a :
u" — au = (). La fonction u est donc solution de L2

De méme, dans [LT], en dérivant la deuxiéme équation et en remplgant u' par sa valeur
tirée de de la premiére équation on obtient : v" = au’ = av. Cette derniére équation est
équivalente a @ v” — av = (. La fonction v est done solution de [I.2] équation différentielle
linéaire homogene du second ordre & coefficient constants.

b) I'équation caractéristique de 2 est r° — a = 0.

e Si a > 0 I'équation caractéristique a pour solutions /a et —/a. La solution générale de

y" —ay = 0 est donc y = AeV®! + peV® \ et mu constantes arbitaires.
La fonction u étant solution de[0.Zest de la forme précédente.
La relation v = ' donne alors v = A\VaeV® — py/ae Vet

La solution générale de [I1] est done

u = eV 4 e VAt
v = MWaeV® —pyae Ve detpeR

e S1a < 0 I'équation caractéristique a pour solutions iy/—a et —iy/—a. La solution générale
de y" —ay = 0 est donc y = Acosy/—at + musiny/—a t,A et o constantes arbitaires.
La fonction u étant solution de (.2 est de la forme précédente.

La relation v = v’ donne alors v = —Ay/—a siny/—a t + g/ —a cosy/—a t,
La solution générale de [I.1] est done

u = Acosy/—at+ psmy/—at,

v = —AJ/—asiny—at+py—acosy/—at, AetpecR
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e 51 a = 0 'éguation caractéristique a pour solution 0 . La solution générale de 4" —ay = 0
est done y = At + g, A et g constantes arbitaires.

La fonction u étant solution de [I.Z] est de la forme précédente.

La relation v = u' donne alors v = A.

La solution générale de [I.1] est donc

uw = M+ u,
v = A, Aet pe R
2. S1a =1, 1l existe deux constantes A et p telle
u = Ae' +pet
v = Ae'—pet
La relation u(0) = 3 et ©(0) = 0 se traduit par
A+p = 3
A—p =0
. - 3
En faisant la somme et la différence, on trouve : A = p = Ch
Finalement
3
u = 5 et + E_t)
3
v = 3 et — e_‘)

3. a) Un point M de coordomnée (x.y) appartient a I' si et seulement si 3t € R :

‘

(e‘ + et

)
(=)

? —y? = 49(-92! +e 4 2) - g(ezr’—ke_gt — 2) =0
Par conséquent ' est bien contemie dans la courbe d’équation 22 — 4?2 — 9 =10

b) Pour construire I' il suffit de savoir que I' est la partie Cj de la conique dont les points
ont des coordonnées positives.

' est contenue dans Chy car pour tout réel £ > 0, z(t) et y(t) sont positives.

Réciproquement. soit M (z, y) un point de Cy c’est & dire un point tel que :

En élevant qu carré et en faisant la différence, on obtient

Bo| G0 bO| GO

3 .
£ = 0 €Ir = E(EL +e c)
P ] = 0 et cherchons t € R, tel que
Th 2 —y?—9 = 0 - E(e"—e_!)
Y7 3

La relation z? = 3? + 9 montre que r est > 3.

1

| i U SR (LR [, IR, I U I, (L AU NN o TR DU R SR LA
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A

Onprendradoncs:sl_ (r+ 2T =0) clest & dire t_ln (z + vz =9). Donc

Cycl
Finalement Cy =T

)
;
/

sian

o
!
1

IXIIIII

®
O T R T ]

It

2

o
On en déduit que la dérivée ne s'annule pas dans Dy .
Au point 3, le taux d’accroissement est pour b = 0

= $B+ hi —f(3) _ \/htu 6 _ [ %

Il a pour limite +oc quand b tend vers 07, La fonction f n'est donc pas dérivable a droite an
point 3 et on peut ajouter qu’an point de €'y dont I'abscisse est 3 1l ¥ a une demi-tangente
verticale.

Raisonnement analogue au point —3; en ce point le taux d’accroissement est pour b < 0 :

_f(=3+h)— f(=3) _ vk —5 .
T(h) = . 1——

Il a pour limite —oo quand h tend vers 07, La fonction f n'est done pas derlva.ble a gauche au
point —3 et on peut ajouter qu’au point de C'y dont 'abscisse est —3 1l ¥ a une demi-tangente
verticale.

Voir le tableau de variation de f en fin de document.

b) La fonction f est continue et strictement décroissante dans 'intervalle [. Sa restriction

@ & cet intervalle est donc une bijection de [ sur J = f(I) =] ].il_"L_l flz), f(3)] =)0, 3]

c) Soit y € J et cherchons = € [ tel que f(x) = y.
Vyed flr)=y < y=x—Vz2-090

Tr—y = 0
(z—y)?® = 2*-9

Tr—y = 0
=~ —2zy+y? = -9

—
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Partie B

1. a) Un réel z appartient a I'ensemble Dy de définition de f si et seulement si 22 —9 > 0
c'est a dire €] —00,3] U [3,+ocl.

Donc | Dy =] — 00,3] U [3, 400

Quand r +—+ 400 nous sommes en présence d une indétermination de la forme ™ + 00 — 0™,
Pour lever cette indétermination, on peut écrire :
2 _ ( 2 _ g} 0
e .
flz) =z —+v2?-0= = s donc Lm f(z) =10
r+vrt—9  z4+yz?-0 Try+oo

La fonction f est dérivable sur Dof:] — 00,3[U]3, 400 et ¥z EDDf, fllz)=1-

ViT-9

S1r < —3, la dénvée est = (.
S1 x> 3, la deérvee est < 0 car

o
On en déduit que la dérivée ne s’annule pas dans Dy .
Au point 3, le taux d’accroissement est pour i = 0 :

f3+h)—f(3) VEEir6h [ 6

Il & pour limite +oc quand h tend vers 07, La fonction f n'est donc pas dérivable a droite au
point 3 et on peut ajouter qu’au point de 'y dont I'abscisse est 3 1l ¥ a une demi-tangente
verticale.

Raisonnement analogue au point —3; en ce point le taux d’accroissement est pour i < 0 :

r(h) f(—3+h;‘1— f(=3) _ \fh~h_— h__ [, _%

Il & pour hmite —oco quand b tend vers (7. La fonection f n’est done pas dérivable a gauche au
point —3 et on peut ajouter qu'au point de C'y dont I'abscisse est —3 1l y a une demi-tangente
verticale.

Voir le tableau de variation de f en fin de document.

b) La fonction f est continue et strictement décroissante dans I'intervalle I. Sa restriction
o a cet intervalle est donec une bijection de I sur J = f([) :]IETmf[IJ , F(3)] =]0, 3] Q
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Y

xr— 1y 0
< _ ¥, 2
- = 2 "3,
9
L’application réciproque de ¢ est done définie par Wy = J, ¢ Y(y) = % + 5 gl
i
Remargue 1.

1. Une fois que 'on salt que ¢ est bijective et puisque que la réciproque est donnée par
I'énoncé, il suffit de vérifier que Vo = J, gl(x) e [ et foglx) = .

L’étude des variations de g montre bien que g(.J) = I.
T 9 T qQ - 2
"t-’;r(,—:.)"'_.fo_g(_x):g(.r]—\!gfx}3—9:§+ﬂ—\/(§+ﬂ) — 9
@ 9 @ 92 @ 9 @€ 9
W J r) = — —_— — B = = - = - =
red fegla) =3+ 57 5-57) —5+3: |3 3.l
B a 9 2 —9 (x — 3)(x + 3)
Or = £]0, 3] = 3 oy = o = o < 0; donc
@ 9 a 9

2. 51 on n’a pas montré que ¢ est bijective, 1l est nécessaire de vérihier que
WreJ glx)e I et foglx)=m=x.
et Ve e I, f(x)e Jet go f(xr) = =

a) On a pour tout 3 <]0, 3],

3 2

T 9 3

eyde = [Z 4 Dina]

/j glx) dx 1 5 nlil,:!
3 2

B 9 9 g

[S glx)dx = — tz~ EIDE

Lal
Les courbes C'p et C -1 étant symétriques par rapport a la premiére bissectrice, flz)dx

représente aussi Uaire du domaine plan Ay délimité par les droites (B'E), (C'DV) lVaxe des

ordonnées et la courbe C-1.

Soit Mg aire du recgarlgle B'FIDC" et Ag IMaire du rectangle ABFEF. Alors :
{3
[ flx)dx = [ glx)dz + Mg — Ag
Ja S 3
G20 9 ) o )
= —4:}—l—g—ﬁlng—l—,ﬁ'(a——.ﬂ—3[3—.3]
_ B 20 9.8 .5
= 1 7] 5 In oxf
- 4 4 2 3 2 25/
a 2
Finalement £ flxz)dr = ’SI — g — g In g

b) Ici @ = 5 done 3 est tel que g(3) =5 c'est a dire 5§ = f(5) = 1.
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c) L’aire demandée est A4 = / V2 — Odx en unités d’aire.[]
3

a3

A = Va2 —0dx
3 [ [x3
= — f(:z:]d:r—kf T dx
3

20 9. B 1r,
= ——+-+=-In-+—- z]

12 3
@ 9 0 5 1,

4 1 2"3779
3 9+915+1(5 9)2
_ B 9,9 8,1 9
14 27372 23
_ g, 8 9 8
8 83 2 3

Et puisque 3 =1, A= 10— 21113 unités d’aire

Partie C

122 -9
1. a) La fonction g est définie et continue sur R* et Vo € R*, ¢'(x) = Ex—z
T

9
1. En faisant le changement de variable = = 3cht, on trouve : f vz —9dr= Qf sh?tdt = §f (ch2t —

9 ¢sh2t 0 Qrx [x2 T T ] T x?
= - — — = — — = —| — R — — = — 2— - — — - — =
1) de 2( > t) {shtcht ) (3”’9 1 Argcha) 5VET =0 21:.(3 5 1)
v‘ g
IV‘I —9—51 T . Done Maire demandée est 4 = f VI — dr—lﬂ—ﬁlnﬂua

A\ (\\'

llrn glr) = +oo, llm g(:r = —oa, llm g = +o0 et llm L g(x) = —oo Voir le tableau

de varla.tlcn de g en ﬁn de document.

Posons K = [3, +oc¢[. Le tableau de variation de g montre que g(K) = K.

Démonrons par récurrence que Vn € M, wu, > 3.

La propriété est vrai au rang 0 par ce que wg =5 > 3.

Supposons que la propriété soit vrale jusqu'a un rang n, en particulier u, > 3 c’est a dire
wn € K. Alors ups1 = glun) € g(K) = K.

Par conséquent la propriété est vrale pour tout n

La fonction g étant strictement croissante dans K, son taux d’accroissement est strictement
positif dans K. Donc, puisque pour tout n € ¥, u, et u, 1 appartiennent a K, on a :
9(un) = 9(tn1) est strictement positif c’est a dire

Up — Un— Up — Un—

b) Les réels u,, 1 — u, et u, — 1, 1 ayant meéme signe, la suite (u,,; — u,) garde un signe
constant. Cela signifie que la suite (u,) est monotone.

5 9 13
2

Up41 — g -0

Le signe de 1un41 — up est alors celm de uy — ug =

La suite (u,) est strictement décroissante.

La suite (uy) étant décroissante et minorée par 3, a une limite £ supérieure a 3.

c) Puisque la fonction g est continue dans K (c’est une fonction rationnelle dont le
dénominateur ne s’anulle pas dans K) la relation Vn € N, g(u,) = 1, entraine g(f) = ¢

cest adire f = -3 ou 3. Donc  lm u, = 3.

- T 00

2. a) Soient n un entier naturel non nul et appliquons le théréme des accroissements finis a

g(un—1) — g(3)

g dans 'intervalle [3, u,, ] : il existe un réel = dans |3, u, [ tel que T = g'(zq)
Uy —

~
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o Up — 3 19 Un — 3 1
Cest a dire ————— = = — . Donc = " <=
Un-1—3 2 25 Up—1—o2 2
En faisant le ploduit membre a membre de n = | a n = p entier supérieur a 1 on obtient :
n=p
Up — 3 C . e vm L. Up—3 e | 1
c'est a dire apres simplification < (—) soit u, — 3 < —
ﬂl_[llinl—g H P P up — 3 2 g -1

Puisque lim L =0Oet VpeN", 0<u,—3 < ! le théoréme des gendarmes permet

pr 0 20 -1

de conclure que lim |u, —3| =0 cest a dire lm u, = 3.
P oo oo
: 1 .
b) La relation ¥n € N*, 0 < u, — 3 < o1 montre que pour que n soit tel que u, — 3
soit inférieur a 1073, 1l suffit que o1 < 107% cest adire (n—1)ln= < —3In10 ou
31In10

n > + 1.

— In2
=11 (B

310
1) 1
me )T

Finalement on peut prendre n=E (

3. a) Examinons d’abord le rapport v, 1.

2. On peut améliorer ce résultat en remarquant que Yn € M, u, €]3,5] et que dans ce intervalle, g'(z) =
1 ] 1 0 8
<

— — — = —. En reprenant le méme raisonnement avec cette nouvelle borne on trouve : n =7

2 2292 50 95

Uy, . 0 ]
. Un+1 — 3 2 2u, — bu,, +9 ( Up — 3}2 — o2
ntl = Uns1+3  un 9 u -|— 6u, +9 (ug +3)2 "
-+t 7—+3
2 2up
En prenant le logarithme on trouve Inwv, .y = 2lnw,.
: L : -3 2
— Lasuite (Inv,) est donc géométrique de raison 2 et de 1" terme Invg = In B2 i
Th up + 3 |
2\
b) Par conséquent ¥n € N, Invy, = 2"Inwg = In (F) .
5

]
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CORRECTION SESSION NORMALE 2011

s, UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR 1/[11 11 G 18bis A 01
i ooeoa Durée: 4 heures
‘.!- OFFICE DU BACCALAUREAT Séries : S1-83 - Coeff. 8

BP 5005-DAKAR-Fann-Sénégal

Serveur Vocal: 628 05 50

Téléfax (221) 864 67 39 - Tél : 824 95 92 - 824 65 81 Epreuve du 1*" groupe
MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF.Circulaire n° 5990/0B/DIR. du 12 08 1998)

1. CORRECTIONS
CORRECTION 1.

1. up =27, uy =77, ug = 227, uy =677
Conjecturons que les deux derniers chiffres de u, sont 27 ou 77

2. Puisque le premier terme uy est un entier, on montre facilement par récurrence que pour
tout n € N*, wu, est un entier.

On apour tout n € N*: wppo = 3 ups1 —4 =3 B up —4) —4 =9 u, — 16; donc
Upro — Uy = B u, — 16 = 8( u, — 2)

Ainsi up9 — U, est un multiple de 8; ce qui se traduit par u,9 = uy, [§]

En prenant pour n un entier pair 2p, p € N* cette relation se traduit par uap1) = uap (8]
c'est A dire en nosant pour tont n € M* : gan = : e =a. 8]

Deux termes consécutifs de la suite (a,) sont done congrus modulo 8; done tous les termes
sont congrus au premier terme ag = up = 27 qui lwi-meéme est congru a 3. Conclusion
uon = 3 [8]

En prenant pour n un entier impair 2p+1, p € N” cette relation se traduit par ugpi1)41 =
Ugp+1 [8] c'est a dire en posant pour tout p € MN* @ way. 1 = by : by = by [§]

Deux termes consécutifs de la suite (by) sont done congrus modulo 8 ; done tous les termes
sont congrus au premier terme by = wu; = T7 qui lui-meme est congru a 5. Conclusion
Uspsq = 5 [8]

3. Onapourtout n € M*: vy = upsy — 2 = 3uy — 6 = 3u, — 2) = 3v,.

La suite (v,) est donc géométrique de raison 3 et de premier terme vy = ug — 2 = 25.

Par conséquent, pour tout n € N* 1 o, = 3"wp c'est & dire w, = 2 + 25 x 3" ou
2, = 4+ 50 < 3"

4. De cette relation on déduit 2u,, — 54 = 50(3™ — 1), ce qui entraine : 2u, — 54 = [50]

De plus (3™ — 1) est pair parce que 3" est impair; donc 2u, — 54 est un multiple de
2 % 50 =100 c'est a dire 2u, — 54 = [11}0].

Cette dermére relation se traduit par : il existe un entier g tel que 2u,, = 54 + 100p soit,
i, = 27 + 50p. Le nombre 50p se terminant par 50 ou 100, le nombre wu, se termine par

27T+ 50 =77 ou 27+ 00 = 27

5. Remarquons d’abord que u,, est impair parce gque son écriture décimale se termine par
T donc tous ses diviseurs sont impairs.
Soit d un diviseur commun positif de wu, . et u,. Il existe deux entiers p et g (dépendant

de n) tels que u, 1 = pd et u, = gd. .
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Séries : 51- 53
MATHEMATIQUES 2 /11 Epreuve du 17 groupe

La relation up+1 = 3un — 4 qui définit la suite (i, ) devient d(3q — p) = 4. Ainsi d, qui est
un nombre impair, divise 4 c'est a dire d = 1 et u, 1 et u, sont bien premiers entre eux.

On peut aussi dire : 51 a et b sont deux entiers tels qu'il existe deux entiers g et r avec
a = bg+r alors a Ab=bAr et I'éeriture unpp1 = 3un — 4 montre que v Aup = up Ad=1
la derniere égalité provenant de ce que les seuls diviseurs positifs de 4 sont 1, 2 et 4 et w,, est
Impair.

CORRECTION 2.

1. a) Pour montrer que f est une isométrie, il suffit de vérifier qu'elle conserve la distance.
Soient M (xps, yar. zar) €t Nz, yy, zy ) deux points quelconques de £ et M (xpge, yage, zagr)
et N'(xnr, ynr. zyr) leurs images respectives par f c’est a dire

Tyr = Ym Iy = UN
Y = zZy + 1 et Yyt = 2y + 1
ze = Ty —1 zve = zn —1
Alors
M'N? = (zne—zm)® + (yne — yme)? + (yne — yme)?
= (yv —ym)? + (2v — 20)* + (a5 — 1)

= MN?
Un point M(x,y,z) de £ est invariant si et seulement si  f(M) = M c'est a dire
r =¥
y = z+1
z = r—1
Ce systeme est donc équivalent & z =y =2+ 1
On reconnait la un systéeme d’équations d'une droite.

Le point A appartient manifestement a cette droite puisque x4 = yq = 24 + 1

Le point B(1,1,0) appartient aussi a cette droite puisque tg = yg = zp + 1.

Le vecteur @ = AB(1,1,1) est donc un vecteur directeur de cette droite

L’ensemble des points invariants par f est bien la droite A,

On peut aussi trouver un vecteur directeur de A en partant d'une représentation pa-

ramétrique de A,
Prenons z comme parameétre. La relation = = y = z 4+ 1 est équivalente a

r = t+1
y = t+1 ; teR
z =t

Le vecteur @ (1,1, 1) est donc un vecteur directeur de cette droite

2. Etant donné que le point A appartient a P,

Al ayant pour coordonnées (—1.0, 1) on a bien : Al d = -11+00+1.1=0

Iy = Yr = 0
a) I'= f(I) a pour coordonnées { yr = z+1 = 1
Zr = Ir — 1 = -2

Etant donné que le point A appartient a P,
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Al ayant pour coordonnées (0, 1, —2) on a bien : A7 =01+11-11=0.
On peut aussi donner une équation de PP et établir que les coordonnées des points I et [
vérifient cette équation.

Puisque le vecteur W est normal & P, une équation cartésienne de P sera de la forme
z+y+ z+d=0. Dire que A appartient P signifie alors que 1 +d =0 c'est a dire d = 1.

3. _.
Or AI.AI' = ALAI' cosf Al a pour coordonnées (—1.0.1)
(1,0,—1). Done —1 = 2 V2 cosf clest a dire cosf = —

_ (selon I'orientation de A)

4. a) Notons (24 'ensemble des points M de & d'images M’ tels que le milieu J de [MM’]
appartient au plan () d’équation 2z +y — 2z = 0.

Al a pour coordonnées

ba| = E

; on peut donc prendre

¥ =y
Soit M(z,y. z) un point de £ et M'(z', 3, 2') son image par f c'estadire { v = z+1

2 r—1

Les coordonnées du milien J de [MM’] sont h

1 1 1
1:_;:5(2: + '), yr = §(y+y’} et z; = E(z—!—z']

1 1 1
x_;zﬁ(z+y}., y_,::i(y+z+l) etz_;:E[z+:c—1}

Done

Mety < Je@
e 2e+y)l+(y+z+1)—(z24x—1)=0
= o+3y+2=0

b) Notons Dy 'ensemble des points M de £ d’'images M’ tels que le milieu J de [MM’]
appartient a la droite (D) d’équations @ — y — z.
Soit M(x.y, z) un point de Q1 et M'(z", %', ') son image par f.

Les coordonnées du milieu J de [MM’'] sont =; = E(.’E +y), y5 = %{y + 2+ 1) et

z;:l(z—l—:z:—l‘}.
2
Done
MeD, & Je(D)
< s+y=y+z+l=z+z—1(x)

- r—z—1 = 0
—r+y+2 = 0
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La relation (%) constitue aussi un systéme d’équations de notre ensemble!

PROBLEME. (12 pts)

Partie A

1. a) La fonction f " étant continue dans 'intervalle fermé borné I, est bornée (et atteint
méme ses bornes)
Il existe donc un réel K = 0 tel que pour tout = € I, |f "(z)| < K.

Alors ) )
‘A (a—z)f "(z) d:t:| < signe[a}j; (i )2 m[:r:}' dx
ﬂrf.signe(a)/{; (a — )? dx

= 1M,5igne(a} [ —(a— 3}3}

= —M.signe(a)a®

i

= §M|ﬂ.|3

[

a
0

Ensuite 0 < |%£ (a—z]Ef "(x) dﬂ:l < %M|a| 230 0

T i

et (Théoreme des gendarmes) :

b) La dérivée de f "g ' — f g " est

En mtégrant cette relation de 0 a a on obtient :
[ (e —sar)@ar= [ (f"@a'@ '@ " @) dx
0 0

c'est &4 dire la relation demandée

2. On prend g(z) = é(a — x)3.

a)

. et la relation précédente devient :

@ ar=[rg 7 rrg @]+ [ 1@ @) d

En remarquant que g’ et g ¥ s’annulent au point a :
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—(f(a) = f(0)) = =(f "(0)g "(0) — f "(0)g "(0)) — %f:(a —x)*f "(x) dx

: 1 .
Il ne reste plus qu'a remplacer ¢ ‘(0) et g ”(0) par leurs valeurs respectives ——a’ et a pour avoir

2

b) Appliquons le résultat précédent a la fonction [ définie par f(r) = e™.

Toutes les dérivées de f en x sont égales a e ; donc toutes les dérivées de f en 0 sont
épales a 1.

La relation précédente devient alors :

e =1+ la+ l.l.a.2 —0—1[ (a — x)%e" dr
D) 2/,

. - et —ng—1 1 1 o
c'est a dire ﬂ—2:§+ﬁ[}
puisque la fonction = — e est bornée dans [—1,1] :

3. a) %.1_{1’6:::{35] = %g%

(a — z)%" dz et la question 1 permet de conclure,

e 1 = x(0), done la fonction = est continue au point (.
e —_—

]jna:t: (1) = lin%:r:{t.}et = 1= y(0), donc la fonction y est continue au point (.
I— T

Regardons le taux d’accroissement 7 de = au point (

L AEENL LI A UEALAA LA AL ST T | WALl CALL pLralau e

Yt £0, n(t) = zt) — 2(0)

t
o t—et+1
et —1)
et —t—1 ¢
N 2 et —1
Le premier facteur de ce dernier membre a pour himite — = quand ¢ tend vers 0 d’apres

I'application. Le deuxieme facteur a pour limite 1 quand ¢ tend vers 0.

Regardons le taux d’accroissement ™ de y au poimnt 0

"ﬁ'rt?,\éﬂ, Tg(i} _ y[t};y(ﬂ)

z(t)et — 1
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11
Puisque z(t) a pour limite 1 quand ¢ tend vers 0, m(f) a pour limite 1 x 1 — 373 quand

t tend vers (.

b) La tangente a G au point A(1. 1) est la droite passant par A et de vecteur directeur le

vecteur de coordonnées {—5, §}
Partie B

1

1. a) Pour simplifier, nous allons poser u, — e + -
La fonction f; : = =~ e* est dérivable sur R et Vo € R, f; () = ¢”; la fonction fy : v+ /T

est dérivable sur RY et Yz € RY, fo'(z) = T
T

Comme f égale f1o fo — un. fo, elle est dérivable sur RY et

Vo € R, [(@) = fi /(fal@)fo (@) — wnfi(x) = fo (@) (i "(fale)) — )

Pour étudier la dérivabilité de f, a droite en 0, regardons le taux d’accroissement

oy = L@ = O

p— =0

eﬁ—-unﬁ— 1

r

T(z) =
Posons a = /. Alors quand z tend vers 07, a aussi tend vers 07 et

e —unpa —1 e’ —a—1 1 —un
R e

Dans le dernier membre de cette relation, le premier terme a pour himite 2 d’apres la partie

A le deuxiéme terme a pour limite —oo. Donc _

Remargue 1. Pour étudier la dérivabilité de f,, en 0, on utilise souvent le théoréme suivant :

Théoréme 1. Soit f une fonetion définie et continue sur un intervalle T, dérivable sur I sauf
peut-etre en un point a de I. Alors
(1) Si f ' a une limite £ quand z tend vers a, alors f est dérivable en a et [ '(a) = ¢
(1) Si f ' a pour limite +o0c ou —oc quand = tend vers a, alors [ n'est pas dérivable en a
et de plus au point de Cy d’abscisse a 1l y a une tangente verticale.

ThiernoKorka DIALLO, éléve ingénieur a [’Ecole Polytechnique de Thiés

241



Club d’Excellence — Mathématiques Troisiéme partie - Corrigés

1

Dans le cas présent, Vo > 0, f, '(z) = 3 \/_ (e —uy) et en posant comme précédemment

a=+/T,ona:
].P_H-ﬂ 1':3&_1 11—1{13 a+— 0"

.1 .
>0 b=y = T P e

)

b) Au voisinage de +oc, on a un indétermination de la forme " + 0o — o0”. Pour lever
cette indétermination écrivons : fu(z) = vz (T - u.n). piis en posant toujours a = /z,
T

a [

¢ .o o .
falz) = ﬂ(— - u-n). Comme lm — = +o0, il vient lLim f,(z) = +oc.
a =+l 3 +00
. X e’ u . ] T
On a aussi fn() = (_qr _ _“‘) puis lim falz) oo
il i~ i T oo T

Pour z > 0ona:

L) >0 & e —uy >0 & o>,
& Jrehuy, & r>(nuy)

Voicl le tableau de vanations de f,.

x 0 iy 1 (Ina, )? Bn +oo
T T T
) = +
1 T T T 4+
m I 1
11 0
I \_’_\‘n //

Unll — Inw,)

c) Et voici la courbe C et ses tangentes verticale et horizontale.

s

2. a) Puisque u,, est strictement supérieur 4 e, lnw, est strictement supérieur 1; done
Fl(lnw,.)?) = w.(1 — Inu,,) est strictement négatif.

Comme f({0) = 1 est strictement positif, d’aprés le théortme des valeurs intermédiaires,
I'égquation f.(x) = 0 admet dans |0, (In u,,)?*[ une solution unigue o

Yo -
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De méme, 1i1;r_1 frlx) = +o0 permet d’affirmer d’aprés ce méme théoréme que 1'équation
T 0

fa(z) =0 admet dans |(In u,,)?, +o00| une solution unique &,.
1 < (lnu,)? et f,(1) = — < 0 = f,(a,) entraine o, < 1 car f, est strictement

décroissante dans [1, (Inu, )%

b)
Pour gue la formule d’intégration par parties puisse étre appliquée. v doit étre tel que

N= .
ur ' = eV, ce qui néc&ssite*u’:e out.r':?(eﬁ) ;
VT
On peut done prendre v = 2ev*. La formule donne alors
b b
VEr dy = - f L oev? 4
o T uv e T
[0 [uelo 0, 2/
= [’u.v]; — | v'dzx
(i}
= [’m" — T’1]1]
Finalement

b y 1 3s b
= 2 = 2 2
c) On a [ Vi dI:f 2 dr = [—Iz] = [—IJE} = o'
Jo . 0 3 o 3 0 9
Par conséquent f f(z) der =2+ 2eV¥(vb — 1) — %unbv”a
0

La relation f,(a,,) = 0 se traduit par ev®s — u . /a, = 0 c'est & dire ev®™ = u, /&,
Done

2
_!Tﬂ= = Q—I—QE'\;G—“(NJG'H_ 1:}_§unanuan
2
= 24 2u, /O, (O, — 1) — §un&m£ﬂ:ﬂ

| %

3. Pour tout r € RY | on pose p(x) =

]

a) La fonction ¢ est continue et dérivable dans R, et

r—1

Vr e R, ¢ '(x) = — et

Le signe de @ '(z) est done celui de = — 1. Voici le tablean de variations de .
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T a 1 +oo
' (x) - (1] +
oo —+4
. \ /

La fonetion ¢ est eontinue et strictement décroissante dans V). Sa restriction a4 V] est done
une bijection i, de Vi dans (Vi) = W = [e, +o0].

La fonetion @ est continue et strictement croissante dans V. Sa restriction a Vo est done
une bijection he de Vo dans p(V:) = W

E
b) La relation f,(c,) = 0 se traduit par ev®™ — u_ /o, =0 c'est 4 dire “ = i, O,
U a.n

puisque ¢, appartient a Vi, u, = h(a,).
On en déduit, puisque h; est une bijection : oy, = hy'(u,).
La fonction h; étant continue et la suite (u,,) convergente de limite e,

1
Sachant que la suite (e, ) est convergente, la relation I, = 2 + 2u,,./a, (, oo, — §af” — 1)

montre que

4. a) Les relations = = u,, montrent que
VOn VB,

b)
Soit r un réel .

T e Uy reW
Lorsque = tend vers 0, hy(z) = () tend vers 4oc. Lorsque z tend vers +o0o, hy '(z) tend

Lorsque = tend vers 1, hy(z) = p(z) tend vers e. Lorsque x tend vers e, hy ' (z) tend vers 1

La fonction h est décroissante car elle la composée de la fonction décroissante iy par la
fonetion croissante hy'.

¢>$EV1
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c)

La fonction hy est dérivable sur |0, 1] ear ¢’est la restriction de @ a V.

La fonction hy ' est dérivable sur Je, +oc[ car hy est dérivable sur V; ( c’est la restriction
de p a V3,) et sa dérivée ne s’annule pas dans |1, +o0f .

Done h = hy' o by est dérivable dans |0, 1[.

Pour tout x appartenant 4 V] on a

elh(x)] = halh(z)] car h(z) € V3
= ha[hy" o hy(z)]
= hy(z)
= p(x) carx € Wy
Remarquons gue Vi = R, = ¢ (x) = 3:—2 leI e — 1:,.9 ().

En dérivant par rapport a x la relation @(ft(x)) = w(x). pour = ]0, 1] on obtient :
W £]|0, 1[, ' (xR (x) = @'(x) c’est 4 dire

5. La tangente au point A a pour pente (0, 4) = 0131; 1 h(!{;,(?lail—) T = —3
Une équation de cette tangente est donec w = —3({x — 0,4) + 2

— |

Lia tangente T'm est déja déterminge dans la partie A puisque G = .

i
|
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engagé dans l‘élaboration de documents pouvant leur étre utiles. Ainsi, son objectif dans cet

ouvrage est de briser le mythe dont on entoure a tort les Mathématiques. Il garde encore dans
son agenda de nombreux recueils qu'il espére publier dans les années a venir.

Pour plus d’informations, Visitez : http://document1991.skyrock.com

La sortie de l'Afrique de sa marginalité sur la scéne scientifique mondiale passe d’abord par Uacces a la
culture scientifique qui n’a pas nécessairement pour but de former de futurs scientifiques mais d’aider
le plus grand nombre a comprendre le monde et permettre a tous de porter un regard critique sur les
enjeux des avancées des sciences (risques, utilisation).

A Décole et plus particulierement au lycée, U'enseignement scientifique est presque essentiellement une
acquisition de savoirs. Pour motiver les éleves a 'apprentissage de ces savoirs souvent complexes, peut-
étre faudrait- il commencer par former les éléves a une démarche scientifique en les mettant dans une
véritable situation de recherche ? Entrer dans une démarche de recherche, c’est apprendre la rigueur, se
poser des questions, avoir un regard critique a la fois sur les contenus et les méthodes.

Parallelement, il faudrait former les enseignants, souvent déstabilisés, quand il s’agit d’aider les éléves
en situation de recherche. Il n’est pas nécessaire de connaitre la réponse a toutes les questions des éléves,
mais il s’agit bien de les aider a trouver eux mémes les réponses.

L’enseignement scientifique attire et fait peur. La démarche scientifique permet de développer, entre
autres, lesprit critique, la créativité, une attitude citoyenne... En ce sens lapprentissage de cette
démarche n’estelle pas un moyen de contribuer a la réussite du plus grand nombre.

Le savoir est dans la nature, et pour le trouver il faut se détacher des meeurs de la société, c'est comme
le disait Rémy de Gourmont "Savoir ce que tout le monde sait, c'est ne rien savoir. Le savoir commence
la ot commence ce que le monde ignore"; bref, il faut étre anticonformiste pour étre un bon scientifique.

Thierno Korka DIALLO

Du méme auteur, découvrez (pour les éleves de S1) ou wisiter le site :

http://document1991.skyrock.com/profil/photos/10
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