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Avant-propos

Sans technique un don n’est rien
qu'une sale manie.
(Georges Brassens.

Le présent ouvrage s'adresse en particulier aux éléves de Terminale (avec options maths complémen-
taires ou maths expertes) afin qu’ils puissent acquérir les bases nécessaires pour le cycle Terminal.

Nous partons du constat qu’au cours de ces 30 derniéres années les différentes réformes éducatives ont
fait que le programme de mathématiques promulgué aux éléves a hbeaucoup souffert tant dans son contenu
que dans la fagon de I'enseigner.

Le changement de paradigme a fait qu'une grande partie des étudiants entrant. & I'heure actuelle.
dans le Supérieur manquent sérieusement de connaissances et d’outils afin de réussir leur insertion dans le
Post-Bac.

Viennent alors soit de nombreux abandons soit une désaffection importante et dangereuse a long terme
pour les études scientifiques en général et pour les mathématiques en particulier.

C'est pour ces raisons que nous avons souhaité écrire ces trois livres. proposer des infrastructures. afin
que le lecteur puisse apprendre ou vé-apprendre les mathématiques élémentaires. Nous avons ainsi souhaité
proposer un projet alternatif aux programmes de mathématiques des lycées et voila pourquoi les trois
tomes. qu’il faut aborder comme un tout. ne suivent donc pas a la lettre le programme officiel des classes
de lycées et encore moins I'esprit.

Meéme si la plupart des objets mathématiques sont entierement définis {ou redéfinis). le lecteur est
supposé familier avec les notions de base et le vocabulaire de la géométrie de collége et une certaine
aisance avec le calcul algébrique.

Nous avons pris le parti d’accélérer 'aceés a 'analyse afin d’obtenitr rapidement des résultats intéres-
sants. Par exemple. les variations des polynémes du second degré furent étudiées dans le livre de Premiére
a partir des dérivées alors qu'un traitement plus élémentaire et purement algébrique est possible {et ré-
pandu). Ce parti pris est assumé.

Pour les mémes raisons, U'intégrale de Kurzweil-Henstock a été choisie dans ce cours de Terminale pour
arriver le plus rapidement possible au théoréme fondamental de I'analyse.

Bien que ce livre se veuille avant tout destiné aux éléves de Terminale (avec options maths complémen-
taires ou maths expertes} mais aussi a tout curieux désireux d’apprendre de « belles » mathématiques, il
servira aussi & ceux qui sont intéressés par I'enseignement. C'est ainsi que ces trois livres peuvent étre lus
tels qu'ils sont présentés mais ils peuvent aussi étre abordés suivant un certain ordre en fonction du but
cherché. On peut ainsi regrouper les chapitres par thémes : algébre, géométrie. analyse et probahilité que
nous résumons dans ce tableau :

iii
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AVANT PROPOS

cours de seconde | cours de premiére | cours de terminale
Algébre : 3-5-7 5 -9 -13 2
Géométrie : 6 - 11 6 -7 -8 1-7-8
Analyse : 9 -10 1-2-3-4-1213-4-5-6-9
Probabilités : | 4 -8 - 12 10 - 11

Enfin nous avons pris le parti de ne pas développer l'histoire des mathématiques dans ces livres.
Néanmoins. 1l nous semble plus qu'important de savoir a quelle époque les concepts présentés dans cet
ouvrage ont pu voir le jour et quels mathématiciens en sont i l'origine.

Nous pensons que tout étudiant en mathématiques — tant au secondaire que dans le supérieur — doit
acquérir un peu de I'histoire de cette science.

Pour cela nous vous proposons une liste non exhaustive de livres :

Hauchecorne Bertrand. Suratteau Daniel. Des mathématiciens de A & Z - 3° édition entiérement re-
fondue. Ellipses 2008.

Thirion Maurice, Les mathématiques et le réel, Ellipses 1999.

Nous terminons par quelques remarques pratiques.

(_2} Ce panneau signale un risque de dérapage fréquemment observé chez les lecteurs un peu rapides.

Le carré blane a la fin de la derniére ligne d’une démonstration signale. .. la fin de la démonstration.
que les auteurs n'iront pas plus loin! C'est en somme une abréviation pour « la proposition en résulte »
ou « ce qu’il fallait démontrer ». Il se présente sous celte forme : (]

Enfin. une place a été laissée A la programmation et notre choix a porté sur le langage python car c'est
celui qui est le plus utilisé dans les lycées et dans le Supérieur.

Nous ne pouvons conclure cet avant-propos sans remercier Jean-Pierre Demailly pour son soutien
et son apport. La rédaction de I'intégrale de Kurzweil-Henstock est la sienne. Nous sommes redevables &
Emmanuel Vieillard-Baron car le chapitre sur les conigques et une bonne partie de I'arithmétique lui doivent
beaucoup ainsi que son site « les mathématiques.net » qui fut une bonne source d’inspiration. Aerei 4 Loie
Terrier pour ses graphiques et ses exercices. Merci aussi & Clémence Labrousse et & Philippe Colliard pour
un soutien constant et précieux.
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2 CHAPITRE 1. BARYCENTRES

1.1  Définitions et premiéres propriétés

1.1.1 Fonction vectorielle de Leibniz
On appelle point pondéré ou point massif. tout couple (A,a) ot A est un point du plan ou de

I'espace et o est un réel.

Soit un ensemble de points massifs (A, a1}, { Az, aa),...,{An, &,). On appelle fonction vectorielle
de Leibniz la fonetion qui & tout point M du plan ou de I'espace associe le vecteur VM noté aussi f(M;
telle que

n
‘_}M =C¥1M:‘11 +...+0’nMAn=Z:0£,:MA,:
i=1

~ Remarque 1.} \

Cherchons s'il existe des points M tels que VM =7.
Nous choisissons un point @ et par la régle de Chasles on a ;

Vi = a(MO+0M)+...+an(MO + OA)

—> —>
= {a +...+an)M23+mOA1 +...+anOAn

n n
= {Zm)m + Z&im
i=1 i=1

Ainsi T/*M =7 gquivaul 4 (Zai) W+ f(_DS =7.
i=1]

Nous avons alots deux cas :

n
1. Si (Zm) =0 alors
i=1

_}

si f(0) = 0 wout point M est solution.
_}

si f(0) £ 0 il n'y a pas de solution,

n
2. Si (Zm) # 0alors aOA1+ ...+ @aOAn ={an + ... + an)m ot ainsi il existe une solution

i=1
unigue qui est un point M vérifiant :

L=
Za,:()/li
— i=1
n

5 =
2



1.1

DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

~ Définition 1.}

Etant donné un systeme de points pondérés {{(Ar,an), (A2, 02),...,{An,an)}} tels que

n
(Zm) # 0. il existe, alors. un unigue point. noté G, du plan ou de I'espace tel que :

i=1
N —
Zaiﬁ/‘le = ﬁ
i=1

déterminé par :
T
oY P —
>
i=1

Ce point G se nomme barycentre de ce systome de points pondarés,

1.

1.2 Réduction de la fonction vectorielle de Leibniz

T
Nous avons vu que si E a; # 0 alors
i=I1

n
— —_ —
arMA + .+ aanMA, = (o +...+an}M3+ E DA,
=1

i=
Maintenant si on place le point O en 7 nous ohtenons :

aMA +... +anMAL = () +...+an)m

Autrement dit la somme de Leibniz peut éire réduite :

Z“:&im = iaim
i=1 i=1

,-{ Remarque 2.}

[Dansg le eas ol Lous les coefficients sont égaux, le point & s’appelle isobarycentre des n points.
Par exemple, l'isobarycentre de deux points du plan A et 13 est le milieu du segment [A#3].

[De méme, lisobarycentre de trois points du plan A, 2, C non alignés est le eentre de gravité du
triangle ABC,




4 CHAPITRE 1. BARYCENTRES

Exemple 1
Supposons que 'on nous donne deux points pondérés (A, a) et (13,8} avec a + 3 # 0.

Nous avons alors aG_)A-i-ﬁ(T!; = 8 ce qui donne grace a la relation de Chasles ch_)A+,8(G_)A+ ﬁ) = 8

autrement dii aprés avoir factorisé :
Ac= B
a+ 8

[.os vecteurs H} ot ﬁ soni donce colindaires ce qui signifie que les points A, 2 et 7 sont alignés.

Exercice 1.

Construire le barycentre G des poinls pondérés (A, 1), (13, 1), (C, —1).

Solution 1

_)
Nous avons ﬁ= AA+E_E =_I§—m=(ﬁ§‘

1+1-1

Remarque 3.

Dire que G est le baryeentre de (A,1),{13,1), (C, —=1) est équivalent & dire que AGBC est un
parallélogramme.

1.1.3 Coordonnées du barycentre

ki
—
E &i()/‘h
v + s i=1 . .
Grace 4 la formule vue précédenmment oG = - - nous pouvons obtenir les coordonnées du
> o
i=1

barycentre G ;

n n
Zaiyi Zﬁizi
i=1 LR = —i=11 .
> o
i=1
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direet (O; @, 7). Si on appelle 21, 232,...,2x

les affixes respectives des points Ar, Aa,. .., Ay, alors allixe zg du barycentre G du systéme pondéré
{{A, @), (A2, 02),. .., {An,an) } est

n

> e

i=1

Tt

S

i=1

n
E [8 £
_i=1 .

Le: Py e =

-
E C¥; E i
i=1

i=1

Ze =
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1.2  Propriétés du barycentre

1. Le barycentre ne change pas si on modifie ordre des poinis.
2. Le baryeentre ne change pas si on multiplie les poids des poinls par un méme réel & non nul.
3. S les points Ay, Az, ..., An sont alignés sur une méme droite alors ¢ est un point de celle droite,

4. Si les points Ay, ..., An sont coplanaires alors & appartient aussi a ce plan.

Théoréme 1 (Barycentre partiel)
Dans la construction du barycentre de n points pondérés. on peut remplacer un certain nombre de
ces points par leur barycentre affecté de la somme des cocfflicients des points qu’il remplace.

Démonstration 1 n
Soil le systéme (A, o), ..., {An,, o) avee Zai # ( avee ¢ barycentire de ces points. On a done :
i=1
— — —_— _— =
QIGA'[+-..+apGAp+ap+'[GAp+]+--.+anGAn= 0- (ll}

e baryeentre étant indépendant de l'ordre des points. on peut done démontrer le théoréme pour les p
premiers points.
Soit { le barycentre de (A, a),..., (Ap,ap) avec ey + ...+ # O on a alors :

al(m-i-...-i-ap(?_/l,::(a,+...+a,,)G_'i.

Si nous reportons alors cetle égalité dans 1.1, nous obienons :

P ;
Za;a + ap.l.lGAp.'.l + [ + anGAn = 6}-
i=1

Ceci signifie done que G est le barycenire des points pondérés

4
(1,3 a0, (Aprr@pi)se o (An, ). o
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~ Exercice 2.}

1. Soient ABCD un téiraedre ol P2, @, R des points tels que ABCQ, ABDP. BDCR son
des parallélogrammes.
Montrer que les droites {(CF), (DQ). (AR) sonl concourantes en G barycentre de
{(A, D, {B,-1),(C,1),(D, 1D}

2. DDémontrer la propriélé suivante ;

Théoréme 2

Dans un Létraédre, les qualre segments joignant un sommet au eentre de gravité de
la face opposée 00110()_11:'(;11L en G oisobarycentre de A, B,C, D, le point & dLant situd
aux trois-quarts de AG4 ou G4 est le centre de gravité du triangle BC .

De plus. les trois segments joignant les milicux de deux arétes opposdes onl pour
milien le point G.

Solution 2
1. Nous avons ﬁ = ? + ﬁ done —ﬁ + ﬁ + ﬁ — 0. Nous avons alors R barycentre de
(B,—1),(C,1) et (1,1) el ainsi G est le barycentre de (A, 1) et {2, 1) ce qui implique que ¢'est un
point de {AR) el grace anx poids nous concluons que G est le milieu de [AR].

De plus. comme nous avons ﬁ; = ﬁ + m alors nous avons —m + ﬁ + m = 0. Cette
égalité nous dit que P2 est le baryeentre de (83, -1),(A,1) et (1,1) el done que G est le barycentre
de (12, 1),(C, 1) ce qui. par le méme raisonnement que précédemment nous permet de conclure que
G ost le milieu de [PC].

Par un raisonnement analogue 4 ce que nous venons de faire mais celle fois-ci avee le parallélo-
gramme ABCQ nous oblenons G nilieu de [Q1)].

Finalement & est bien le point d’'interseetion des trois droites (AR), (D@Q) ot (CF).

2. Soit G l'isobarycentre des sommets A, 13, C et D (autrement dit le centre de gravité du (étraddre).
Autrement dit nous avons :

GA+GB+GC+GD=1.

Soit f et J les milicux respectifs des segments [AB3] et [C1)] (arétes opposées).
Le point G est aussi le baryeentre de (f,2) et {J,2) ce qui implique que G est le milieu de [1.]. De
méme. nous avons G milieu des segments [KN] el [LM].

Soit Ga le contre de gravilé de BCD (autrement dit isobarycenire de B2, ¢, D) alors G est aussi

le baryeentre de (A, 1), ((Ga,3) done Rﬁ = %AGA. Ainsit 7 est un point de {AG ).

IPar le méme raisonnement nous oblenons ?} = :::BG;;. Fé = %CGC‘ DG = %DG;»
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1.3  Fonction scalaire de Leibniz. Lighes de niveau

On considére un systéme de n points pondérés (Ar, ar), ..., {An, an). On appelle fonction scalaire
de Leibniz {associde a ce systéme} la fonction ¢ qui 4 chaque point M du plan associe le réel :

"
YM) = MAT+ ...+ anMA, =) M AL
i=1

i)
- ) 2 _
1.3.1 Ligne de niveau > o;MA; =k
i=1
Lo réel k étant donné, il s’agit de donner 'ensetnble des points M du plan tels que ¢{M) = k.
Cet ensemble que U'on a notera (F) s’appelle ligne de niveau & de la fonction ¢.

Proeédé pour déterminer (F).

n
Premier cas : si E a; £ 0.
i=1

On désigne, alors, par G le barycentre du systéme (A, e ), ..., {An, an) ce qui nous donne
L S
ZCE;?GA( = 0.
i=1
Ainsi pour toul point M du plan. par la relation de Chasles, on a ;
) n k3
H(M) = ZmMAE = Za,:MAi—z = Zm(M(_f +GADZ.
i=1 i=1 i=1

Puis par la formule des identités remarquables et le produil scalaire. on obiient :

n Tt n
oMy = (3 alMG® + Y 20 MGG + Y wGAL
i=1 i=1 i=1

k3 ki3 n

Or. ZQaim.G_A: = QW . Zm(ﬁ =0 car ZmG_A; =0.
i=1 i=1 i=1

En conclusion. pour tout point M du plan.

H(M) = (Zae)MGz + ZmG_A:? = (Zm)MGz + &(G).

i=1 i=1 i=1

)
Le réel E a;GA;? est imposé par les données de 'énoneé, on le notera K. Ainsi nous obtenons I'équivalence
. i=1
suivanle ;
k—K

T

E (241
i=1

M) =k CM? =
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Si nous posons —;

M =k GCM =K',

Ce qui méne a la discussion suivante :
Si K’ < 0 alors (F) est Pensemble vide.
Si K’ = 0 alors (F) se réduit au point G.
Si K’ > 0 alors (F) est le cercle de centre @ ot de rayon VK.

— Remarque 4. | -

Si on constate qu'un certain point A # & est un point de la ligne de niveau & de ¢. alors on
peut aflirmer sans autre caleul que ceite ligne de niveau est le cerele de centre & et de rayon
GA.

.\ o

~ Exercice 8.} Y

Soit ABC un triangle reclangle isocéle en A tel que
ABB=BC =a.
Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que :

IMA2 + MB? + MC? =54°,

e o

Solution 3

Soit @ le barycentre de {A,2), (13,1}, {(C,1}. Soit [ le milieu de [BC] on a done (£,2). Ainsi G est le
barycentre de (A,2), {f,2) autrement dit G est le miliew de [A]].

Commengons tout d’abord par le membre de gauche de I'égalité, nous avons :

IMAZ + ME? + MC? = 2AMC + GA)2 + (MC + GB)? + (MG + GO)?
= IMG? +2GA2 + GB® + GC? + 2MG(GA + GIE + GO).

Le fail que G soit baryeentre nous donne ﬂ + (?} + (ﬁ = 0. Ainsi 2MA? + M2+ MC? =
AMG? + 2642 + G + GC? = 5a°.

Le fait que ABC soit un triangle rectangle isocéle done par le théordme de Pythagore nous obtenons
2

2]
GA = “fi/: et donc 2GA? = “_1
L 2
Nous avons Al = [} et G milieu de [Al] done GB? = (L\{i)?+(a—\{§)2 = % Comme, de plus.

GB = GC alors GB? = GC.

2 2 2
Finalement 2GA%? + G132 + GC? = % + Sii = ST
2

Ainsi Iégalité AMG? + 2GA% + GB? + GC? = 562 nous donne, en tenant compte du résultat préeédent.
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"] - 2 30-2 . a 7&2
AMG* = 5a° — —5~ cequi permel de conclure que MG* = =
Finalement 1'ensemble des points vérifiant 2M A% + M B2 + MC? = 36° est le cercle de centre G ot
de rayon i = avTl
22 17

n
Deuxiéme cas : si Za,: =0
i=1
"
Transformation de ¢(M) = ZaiMA,?‘
i=1

Soil O un point quelconque du plan.

Zm(mﬂﬁ}?

$(M)

- Z“‘ (MO? + 2MO.OA: + OAR)

= Za,_é%z? Zaaom+2aiom

=0

Tt
_) - r “r Fa _) {3 r
Or E ;O est un réel (ixé par les donndes de 'énoneé et E aiOA; est un veeteur U {ixé,

i=1 i=l]
La ligne de niveau k de ¢ notée (F) est telle que

T
d(M) = k c’est-a-dire oMO. T + Zm()/lf =k

i=1

Si on pose k' = % on obtient alors (W.? =k
D'ou la discussion suivante ;
siT =10 ct & # 0 alors {F) esl I'ensemble vide
sid =10 ct & =0 alors {E) esl toul le plan
si W # T alors POsons OA = T e soit H la projection orthogonale de M sur (QA). Nous avons,
ainsi. Péquivalence suivante ;

¢
OM . =K «= Ol xOA =K += Ol = =
¢
Si on oriente, par exemple, l'axe comme ¥ alors O4 = QA et Off = —— ce qui permet de déterminer

oA
de facon explicite le point ff sur {OA).

Conelusion :
La ligne de niveau k de ¢ est la droite (A) passant par I est perpendiculaire & {OA).
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Remarque 5.

Siun point N est un point de Pensemble. on peul dire directement que Pensemble des points
M est la droite passant par N ot orthogonale 3 7.

1.3.2 Ligne de niveau de 'application f: M — %

Il s’agit de trouver Uensemble des points M du plan Lels que % =kavee k> 0.

Sik=1alors MA = M#B dot I'ensemble des points M est la médiatrice de [AH)].
Si k # 1 alors nous avons MA = kM B ce qui est équivalent a dire que MA% — BPMB? = 0. On
retrouve alors le premier cas du paragraphe précédent et done la ligne de niveau est un cercle.

— Remarque 6, } -

On peul faire autrement. N .
On a MA? — K2MB® = 0 o (MA — kMB)(MA + kMB) = 0. Soit I barycentre de

A, (B, —k)}. Al = I—Tﬁcm
Soit J le baryeentre de {{A,1),(#3,-k)}. A= Hikﬁ

On obtient ainsi% =k & (1 - k)m.(l + k)m = 0. autrement dit MI.MJ = 0.

done Fensemble des points M tels que % =1 est un cercle de diamétre [£.J].

1.4 Exercices

~! Exercice 4.}

Soit ABCD un quadrilatére qui n'est pas un parallélogramme. Soient [, J, K ot L les milicux
respeetifs de [AB), [BC), [C D), el [ 4]. Soit G le point d’interseetion de (fK) et (JL).

Soient M el N les milicux respectifs des diagonales [AC] et [BD)].

La droite {MN) s'appelle la droite de Newton du quadrilatére ABC .

Démontrer qu'elle passe par G.
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—(Exercice 5 {Ca balance pas mal).}

Une marchande utilise une balance légérement faussée : les deux bras de leviers ne sont pas
exactement de la méme longueur. N'étant pas malhonnéte, elle pése deux fois la marchandise :
une fois dans le plateau de gauche, une fois dans le plateauw de droite. Le poids facturé au client
esi la moyenne des deux poids oblenus.

Cetlle solution est-elle équitable ou quelqu’un est-il volé?

,—[Exercice 6 {Nouvelle-Calédonic, Mars 2005).}

Partie A
Ftant donnés deux points distinets Ag et By d'une droite, on définit les points :
Ay milicu du segment [Aof3n] et By barycentre de {(Au , 1 ) : ( Bo 2)} .

1. Placer les points Ay, 131, As et B35 pour Agflp = 12 cm.
Quelle conjecture peut-on faire sur les points An et Iy, lorsque n devient trés grand ?
—_—
2. On munit la droite {Aof3) du repore (Ao: T) avee T = 1—‘2 AoBo. Soit uy, et vy los abs-
cisses respeetives des points A, et 1, Justifier que pour tout entier naturel n sirictement

positil. on a ;

tn + Un Un + 200
Unl = —F— b Uy = ———.
2 3
Partie B
On considére les suites (u,) el {v,) définies par :
u v ° 2u
gy = ¢. Uy = 12, U4l = % el vy = % .

1. Démontrer que la suite {wy) définie par wy = v — un est une suile géoméirigue conver-
genie ot que tous ses Lermes sonl posilils,

2. Montrer que la suile {un} est croissanie puis que la suite (va) est déeroissante.

3. IDéduire des deux questions précédentes que les suites {(un) ot (vy) sont convergentes et
onl la méme limite,

4. On consideére la suite (&) définie par t,, = 2u, + 3v,.
Montrer quielle est constante.

Partie C

A partir des résultats obtenus dans les parties A et B, préciser la limite des points Ay, ot B,
lorsque 1t tend vers +oc.

11
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,—[Exercice 7 (Cercles cl’Apollonius).}

Soit ABC un triangle non isocele en € e, sur la parallele en 12 a (AC), les points ¢ ot Co tels
que BCy = BC: = BC. Démontrer que (CCL) et (CC2) sont séeantes avee (A1) en des points

notés I et J. Démontrer que Pensemble des points M du plan tels que % = % est le corcle
de diamatre [1.J]. g
,—(Exercice 8 (Sept d'un coup}.} .

Soit ABCD un téiracdre. On désigne par f. J. K. L. M et N les milicux respectifs des arétes
(AB]. [BC). [CD). [PA]. [AC] et [B1)]. On désigne par Gi. Gz. Ga et Gq les centres de gravité
respectifs des triangles BCD, CDAABD el ABC.

Démontrer que les sept droites (AGY). (BGz). (CGs). (DGh). (TK). (JL) et (M N) sont concour-
rantes.

b "

~ Exercice 9.}

Soit ABCD un tétragédre tel que ABC, ABD et ACI soient Lrois triangles isocéles rectangles en
A avee AR = AC = AD = a. On appelle A, le centre de gravité du triangle BCD.

1. Montrer gue la droite {AA,) est orthogonale au plan {BCI).
(On pourra par exemple caleuler m C_IS ol W B_(?')
2. En exprimant de deux fagons différentes le volume du tétraddre ABCD. calculer la longueur
du segment [AA,].
3. On appelle G lisobaryecentre du tétraddre ABCD et 1 le milien de [BC.
{a) Montrer que G appartient au segment [AA;] el délerminer la longueur AG.

{b) Déterminer I'ensemble des points M de Pespace Lels que
|97 + 118 + 32+ W3 = 2| i+ 22|

4. Soit I le symétrique de A par rapport & G.
{a) Idémontrer que 1Cﬁ + ﬁ + ﬁ = ﬂ
(b) Démontrer Iégalité HC? — 11? = DC - BA.
{¢) En déduire que HC = I

On rappelle que le volume d'une pyramide de houteur h et d’aire de base associée b est

i
V = -bh.
Sbh
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~{ Exercice 10.}

On considére le 1étracdre ABCI); on note [ milien du segment [AB] et J celui de [CD)].

1. {a) Soit G; le baryeentre du systéme de points pondérds
{(A, ). (B, D): (C, =1 : (D, B}

{b) Soit G2 le barycentre du systéme de points pondérés {(A, 1) : (13, 1) : (D, 2)}.
Démontrez que Ga est le milieu du segment [[D]. Placez Go.
(¢) Démontrez que [G11)J est un parallélogramme.
En déduire la position de Ga par rapport aux points Gy et J.
2. Soil m un réel. On nole G le barycentre du systéme de points pondérés
{(a, 1) : (B, 1); (C, m=2): (D, m}}.

(a) Précisez l'ensemble £ des valours de m pour lesquelles le baryeentre Gy, existe.

(b) Démontrez que G, appartient au plan (1CD).
—
(¢} Démontrez que le vecteur mJGay ost constant.

(d) En déduire 'ensemble F des points Gy lorsque m décerit 'ensemble £.

N g X —5, . . : .
Exprimez 1Gy en fonction de CD. Placez 1. J et Gy sur la figure (voir feuille annexe).

Dans les questions ¢qui suivent. on suppose que le réel m appartient & ['ensemble £,

13
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1.5 Solutions

Solution 4
Soil H Iebarycelm"cde(/l, 1),(15’, 1),(0, 1),(;’), 1).

On sail que I est le barycentre de (/l | ) , (B | ) et que K est le barycenire de (C | ) , (D , 1 )
Done I est le baryeentre de (l . 1),(K , 1) d’aprés le théoreme 1. En particulier ff appartient a la
droite (fK).

DDe méme 17 est le barycentre de (J , 1 ) s ( L,1 ) et appartient a la droite {JL).

Comme II est le point d'intersection de (7K} et (JL).ona G = .

De plus M est le barycentre de (A , 1) , (C . 1) el que N est le barycenire de (B . 1),(1) , 1).
Done G est le baryeentre de (M , 1) , ( N, 1) d'aprés le théoreme 1. En particulier les points M. N ot
G sont alignés. On a méme plus : G est le milieuw de [MN].

Solution 5 (Ca balance pas mal)
Soient L et £ les longueurs des fléaux, m la masse réelle, My el Ms les deux masses mesurdes.
Im = M,

. On exprime toul en fonclion de m : M, =
tm = LM, } '

Les deux équilibres se traduisent par {

fm L
7 el My = L‘I)ou

M+ My L ¢\ _ m, 2 o m{L—-0?
M- = (1 2¢ 21,) P7AS A 77
Done la masse réelle est Loujours inféricure 4 la moyenne des masses mesurées,
L client est done toujours vold.
Solution 6 (Nouvelle-Calédonie, Mars 2005)

Partie A
1. Il semble que pour n assez grand les points A, el I3, se rapprochent d'une méme position limite,
o Up + v
2. Ona A, = miliew[A,3,] <= uns1 = nj =,

1 Xtp+2xwvp _un+21’n
142 - 3

IYautre part Buyy = bar. {{An, 1) : (B, 2)} &= a1 =

Partie B

o Un + 20p Uy + Un 2un + v — 3un — 3uy
1. Soit wny1 = Unyt — Upp1 = - = =

3 2 - 6
i 1
E (vn - Un} = E'wn.
La suite {wy) est done une suile géométrique de raison % Orwy=wv —u =12-0 =12, donc

1 n La b * el N - .
Wy, =12 x (—) . Tous les termes de la suite sont positifs et la raison élani comprise entre —1 et 1,
celte suite converge vers 0.
U + Une —Un + Un 1

2. Caleulons upy — Uy = 3 - Uy = — = §wn > 0 d'aprés la guestion précédente. La
suite {uy,) esl done eroissante,
. tp + 2Un Un — Un 1 y N . . .
DDe méme vnyt — Un = Tvn = 3 = _Ew“ < 0, d’aprés la question précédente,

3. IYaprés les deux questions précédentes les deux suites sont adjacentes car 'une est croissante. Uautre
décroissanie et la limite de leur différence est nulle. Elles convergent toutes les deux vers la méme
limite &
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4. Onatp = 2Uupy + 3v = @y + Un + U + 2v, = 2uy, + v, = L. celie ogalité vraic pour tout
n € N montre que la suite (¢,) est constante. En particulier {n = to = 2u0 + 3vo = 3 x 12 = 36,

Partie C
1 1
On a lo systéeme { " tuw = 12X 6 = ~2un v = 2% [
20 + 30, = 36 2uy, + v, = 36

_ 9 1 _ 9 1 _ 36 36 1

Un = 4wy —1 XG_“ Unp = tnp—1 XG_“ U = ?—?Xs—n
— —

- — 3649 1 36 AU 1 36 A 1
W = +-1X6—n Vp = T+?X@ Un = ?+?X6_“
Conclusion : Iim w4, = lim v, = 3—: =72

[.a position limite des points A, et 3, quand n tend vers I'infini est done le point d'ahscisse 7,2,

. 1
Autre solution : On pose A := -1 LU= (" ot B:= 12 % 6» |.
2 3 Un 96

Ona A~ '= —L'S _32 :: d'apreés le théoreme 7 page 582 du cours de premiére,
6 _36 1
5 5 6n
Donce U=A"'B =
5 5 6n

Solution 7 (Cercles d’ Apollonius)

Soil k= % Puisque ABC n'est pas isocéle en C.on a k # 1. D’aprés le paragraphe 1.3.2, le lien des
points M est un cercle %',
De plus, d’aprés le théoreme de Thalés dans le triangle ACT, on a

AC _ AC A

BC ~ BC,  BI
Done I € 4. De méme Dans la configuration de Thalés-papillon.

_AC_AC _ A
T BC T BC,  BI
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Done J €%,
Enfin on sail que la droite {Af2) est un diameétre du cercle ¢, Il en est done de méme de la droite (1),
Done ¥ est le cerele de diamatre [1J].

Solution 8 (Sept d'un coup)
On considere ff I'isobarycentre de A. B. C et D). Le point I est le baryeentre de (A, 1) et ((1,3) done
i € (AGh). ele.

Solution 9

1.

3.

Par définition de A; centre de gravité du triangle BCI. done isobarycentre des points B, C el DD :
AB+MC+AD=10 < 3MA+AB+AC+AD =0 < AAs = % (A_l§+ AC + WS)

ZAC? 1 )
Calculons m . C_IS = % (ﬁ + R + m) . (F\} + HS) = u = 0. car AC = AD,

—
Un caleul analogue montre que AAy - B_C) =10

Conclusion : Ia droite (AA ) orthogonale aux deux droites séeantes du plan (BCI)) est orthogonale
a ce plan.

La droite {AB) est perpendiculaire & (AC) et & {(ADD). dont est perpendienlaire an plan (ACD). Le

volume du Létraédre est done égal &
a‘Z a:i
V=AB x S(ACD) =a x 5 =73
ID’aprés la question préeédente on peut dgalement utiliser la hauteur AA; et la base (BCD) ;

5] 2
V= AAL x SBCD) = AAy x LOV2XVB o a an x O3,

2 2 2
2 3 2
Onadoncax%:%:;’\m X a;/ﬁ — AAy =GT\/§'

{a) Le point G vériﬁe:a\)+(ﬁ§+@+c“_ﬁ=ﬁ — 1(3_{+m+f\_(>+ﬁ5=ﬁ) — .ﬁ=

7 (RB+RC+ D).
Or on a vu que AA; = % (ﬁi + AC + m) done AG = %A:\l qui signifie que G appartient

A la droite (AA) (et méme que G a pour abscisse % si e repére est (A, Ay).)

On en déduit en prenant les normes que AG = % x # = a;/;

{b) I est le milieu de [BC] done MT + MC = 2M1.
[Yautre part m + m + MC+ m = 1%
Done |MA + MIS + MC + MD|| = 2|MB + MC|| — AMG = AM] — MG = M1,
Conclusion : I'ensemble des points M cherchés est le plan médiateur du segment [BC).

{a) Par définition de H : Eﬁ = G_Ii = li (ﬁi + ’\_C>+ ﬁ)
Done 1E =H§+R‘:+A_15 = B_{=IC=_>A+?+’\_L?’
(b) On a HC2— 1ID? = (m’: + mS) (m’: - FS).

%ﬁ -F_IFS = 201 + AC + m mais pat définition du point 1.

HA = 2GA.

Done m + mS = 1C=_f)\ + ’\_C) + ﬁ = ﬁ {d’aprés la question précédente),
[Xautre part Iﬁ - WS = R’

Conelusion : HC? — HD? = BA - DC.
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(¢) Onavuque [BA] est hauteur pour la base (ACD). done IB?W =0.donc HC? - HD? = 0 «—
HC =HD

Solution 10 . . X .
1. {a) Pour tout point M on a : MA+MB—MC+MD=2MG,.
si M =1 on a alors TA+ TH — IC + 1D = Qﬁ. Comme [ est le milieu de [AB] on a
ﬁi + ﬁi = 0 el. de plus. —R?+ m = CT’S ce qui donne

—

G =

|—

Ch.

I3

bt

{b) (G2 est ke baryeentre de {A,1),(f2,1) et (1,2), ot done. par associalivité. G2 est le barycontre
de (1,2),(1,2) car I est le milien de [AB).
Ainsi (g est Pisobarycentre donce le milieu de [{1)].

{¢) [Yaprées l.a). ﬁ = %_IS = m car J est le milieu de [C1)]. Ainsi IG DJ est un parallélo-
gramine,
Les diagonales de fG1 I se coupent donce en leur milien. el. comme G2 ost le milien de [ 1),
G est aussi le milieu de [(h J).

2. {a) Gm existesi el seulement si 1+ 14+m—-24+m=2m # 0= m# 0. Autrement dit £ =R*,
{(b) Gy est le baryeentre des points pondérés {A,1), (13, 1),{C,m — 2) ev {D,m). et donc. par
associalivité, G ost le haryeentre de (1,2),(C,m — 2) et (I, m).

On en déduit que Gy, appartient au plan (JC1).

(e} [Xaprés la question précédente. (i, est le barycentre de {(£,2),{C,m — 2) et {1}, m). et done.
pour tous poins M,m € £.

OMI + (m — DIC +mDM = 2mMG,,
ce qui nous donne avee M = J,
OMIGm = 271 + (m = 2DIC +mIM = 271 + m(IC + TM) - 2JC.

—
Sachant que J est le milien de [A73]. on oblient done mJGm = Ji = JC = CI est un veeteur
constant indépendant de m.

— 1 7 1 .
{d) ID'aprés la question précédente, JGiy, = EC . avee m € R* ce qui donne - €R".
Ainsi les veeteurs JGp, et CF sont colinéaires. L'ensemble F est la droite paraliéle a (CF).

privée de J et passant par J.
Comme (G el (2 appartiennent aussi a cette droite el on en conclut gue F = {(G1G2) \ {J}.
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1.6 Travaux dirigés

,—(Exercice 11 {Céviennes) } \

Soit ARBC un triangle, w,v et w trois réels tels que v+ w # 0, w+u # 0. u+v # 0. et
u+v+w#0.

On considére les trois points A’ 3’ et C'. appartenant aux cétés respectifs { BC). (CA) ev {Al3)
définis par :

e A’ est le barycentre du systéme de points massifs {(13,v), (C,w)}.

e I3 est le barycentre du systéme de points massifs {(A, u}, (C, w)}.

e C' est le baryeentre du systéme de points massifs {(A, %), {5, v), }.

ainsi que G est le barycentre du systéme de points massifs {(A,u), (B,v), (C,w}}.

Démontrer que les trois droites (AA"). (BB ev (CC') sont conconrantes en G.

~{ Définition 2.} Y

Trois droites issucs des sominets d'un triangle oL concourantes s'appellent des céviennes de ce
triangle.

Solution 11 {Céviennes)
Par associativité du barycentre, G est le barycentre de {{A,u), (A, v+ w)}. done G € {AA"}). Mutatis
mulandis, G € (BB') et G € (CC).

Exercice 12 (Aires ot céviemms).}

Soit M un point intéricur au triangle ABC. Montrer que M est barycentre des points AL B. C
affectés de cocefficients proportionnels aux aires des triangles MBC, MCA, MAB.

Solution 12 (Aires et céviennes)

Soit N Uintersection des droites {AM) ot (BC). 81 M es1 le baryeentre de (A, ), (12, 8), {C, ). alors N est
le barycentre de {13, 8),{C,~). Les triangles NM B3 ot NMC ont méme hauteur issue de M : le quotieny
N _

NC g

Il en est de méme des triangles NAR et NAC. Done :

de leurs aires est done :

B _ aire NAB _ aire NMB _ aire NAB —aive NMB _ aire MAB
¥ aite NAC ~ aire NMC — aire NAC —aire NMC — aire MAC

onl 'on s'est servi une fois de plus du théoréme 38 page 82 du cours de seconde.
On conclut a Paide de l'exercice 11,
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,—(Exercice 13 (Propriéié du centre du cercle inscrit dans un Lriangle).} -

N

On donne un triangle ARC et Fon pose BC =a. CA=b AB=¢c.

1. Démontrer que le barycentre du systéme de points massifs {{A,a),{B,5),(C,¢)} est le
centre § du cerele inscrit dans le triangle.

2. On se propose de démontrer I'égalité
al A +bIB* + cIC? = abe.

Pour cela. on appliquera la fonction scalaire de Leibniz au systéme de points massifs
précédent. en plagant successivement le point M en A, 3. C.

3. Trouver des formules analogues pour les centres des cercles ex-inserits.

Solution 13 (Propriété du centre du cercle inscrit dans un triangle)

1.

2. La formule de Leibniz s écrit :

Sur la figure ci-contre. ot a
h:=Ffl=1IK = 1[Il
. . ch .
Done aire AIB = 5 aire AIC = 5 el
aireCIEB = %‘

D'aprés 'exercice précédent. [ est le bary-
cenire de {A,a),{12,0),(C,¢).

aMAZ +bMBE +eMC? = (a+ b+ OOMIZ +al A2 +0IB% + cIC?.

Posons S ;= al A% + bl B% + eI C?. Prenons M respectivement en A. /3. C et muitiplions les deux
membres des relations obtenues respectivement par a. b. ¢. Nous obtenons :

abe(b + ¢)
abe(c + a)
abe(a + )

En ajoutant membre & membre. il vient :

ala+b+c)AI? + aS
bla+b+c)BI° + bS8
cla+b+c)CI? + ¢S

2abcia +b+¢) =2(a+ b+ 0)S.

Dol § = abe,
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3. Pour le centre J du cercle ex-inserit dans langle AL on trouverail de méme :

aJA® = I3 — cJC? = abe.

,—[Exercice 14 (OthocenLre).} N

Cn donne un triangle ARC d'orthocentre H. Démontrer que If est le barycentre du systéme de
points massifs {(A,Lan A), {13, tan f'}),{C, tan 6)}

e

Solution 14 (Orthocentre)
On note A’ la projeetion orthogonale de A sur (BC),

[ [

Supposons d'abord Bet & aigus, On a ;1—':: tan B et % tan C. Dol BA".1an B = CA".1an €.
Mais A’ € [BC], on en déduit que :

Y — o —
wan B.BA + an&.CA' = 0.

¢est-a-dire : A’ est le barycentre du systeme de points massifs {(H, Lan f}), {C,tan 6)}.

Le raisonnement est analogue si un des deux angles 1 on € est obtus.

I)anb tous ch cas, on ¢n déduit que I ost le baryeentre de { A, Lan A), (12, 1tan 13}, {C, Lan ), a condition
que Lan A+tan B3 +tanC # 0. R R R

Or Lan(/l o C') tan A + tan 73 + tan C — tan A.tan 3. tan C

. l-tan A.tan 3 — tan C tan A — - lan B. Lan c N N N
Or tan(A+ B+ C} = tanwm = 0. Donce tan A+tanB? + tanC = tan A.tan B.tan € ce gui exclut

Lan E-i— tan B+ tanC = 0.

,—(Exercice 15 (Centre du cercle circonscril.).} .

Cn donne un triangle ABC e O le ecentre du cerele civeonserit & ABC. Démontrer que O est le
baryecentre du systéme de points massifs {( ,sin (QA)) s (B,sin (Zﬁ)) , (C, sin (26)) }
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Solution 15 (Centre du cercle circonscrit)

[Faprés exereice 12, O est bien le baryeentre de

21

Soit If le milieu de [BC]. La droite {OH) est
bissectrice de BOC.

D’aprés le théoreme de Pangle inscriv. les angles
A et BOT sont égaux.

[ aire du sriangle BOC égale

2 %

asign A = Rsin Acos E= g sin (23) .

en appelant 2 le rayon du cercle eirconserit.

{(4.3 50 (24)) (3.5 50 (28)) . (0.5 0 (20) )}

done patr homogdndité, il est aussi celui de

{ (A, sin (23)) , (H,sin (2!’5)) , (C,sin (26)) } .
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Pour bien aborder ce chapitre

Lavithmétique a toujours faseiné les hommes. les mathématiciens comme les profanes, Avee un peu
de euriosité et d’observation, n'imporie qui peut conjecturer des propriéués qui peuvent s‘avérer ardues
a démontrer. On pent par exemple contempler le tableau des derniers chiffres de ¢ powr 0 € ¢ € 9 ot
1< 7<3 Loslignes pour 7 =1 et § =5 sont identiques. Une explication viendra plus tard...

JN\ef[1]28[1][5]6[7[8]0]

1 112/3(4]|5|6|7|8]9
2 11 6153|6941
3 1874356329
1 16|16 |5|6]|1]6]1
5 1121345 |6|7|8]9

Par aillcurs, on peut s’émerveiller devant les nombres premiers. le mystére de leur répartition et la
beauid gratuite de tewr étude. Gratuite? Rien n'est moins siir! La découverte d'un algorithme rapide de
décomposition en facteurs premiers metirait a4 mal bien des codes seerets et Uarithmétique est devenu un
seeteur d'étude stratégique.

Lravithmétique est une éeole de rigueur. Mais une fois les mécanismes acquis. ce chapitre devient une
réeréation,

2.1 Relation de divisibilité, division euclidienne

2.1.1 Relation de divisibilité

Définition 1 (I)ivisibilité).]

Soient deux entiers relatifs {a,b) € Z2. On dit que I'entier a divise I'entier b si ot sculement si
ke Ztgb=ka

~{ Notation 1. Y

On notera a | b {se liv « @ divise b ») le fait gque I'entier a divise 'entier b.

— Remarque 1. | -

vneN n|0:
vReNO|n=n=0:
V(a,b,e,d) €Z*, (a|bct c|d) = ac| bd.
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Théoreme 1 (Propriétés de la divisibilité)
— La relation « divise » est réflexive : Va € Z, a|a.
— La relation « divise » est transitive : V(a,b,¢) € Z*, (a|betb|c) = a]c
~Ona(a|lbetb|a) <= (a = =Lb).

Démonstration 1
1. Soit a € Z. Comme a =1 X a il est clair que ala.

2.

alb dkeZ, b=ka ,
— —> ¢ =kk'a = alc
ble 3k €Z, c=kb

3. On a: (a|b et bla) = (El(k, kK'YeZ?: b=kaeta= k’b) = a = kk’a. 1l vient alors :
— sia=0 alors b=ka =0 et donc a =b.
- sia#0, kk' =1, comme k et k' sont des entiers, cette égalité n’est possible que si k=k' =1 ou
alors si k =k’ = —1. On a finalement bien a = +b. O
Réciproquement si a = £b. on a nécessairement (alb et b|a).

Théoreme 2
Soit a,b,c € Z et ky,ky € Z. Alors :

(alb et alc) = a|(ki1b+ k2c)

Démonstration 2
En effet :

JkeZ, b=ka

= k1b+ koc = ki1ka + kgk’a = (klk + kgk’)a — al(klb + kgc)
k' €Z, c=ka

(a|b et alc) = {

2.1.2 L’art d’accommoder les restes

,—(Déﬁnition 2 (Congruence).} .

Considérons un entier strictement positif n € N* et deux entiers (a,b) € Z°. On dit que I'entier
a est congru a 'entier b modulo n. et I'on note a = b mod [n] lorsque 'entier n divise I'entier
(b—a) :

a=b mod [n] < n| (b-a).
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Théoreme 3 (Compatibilité des lois avec les congruences)
Soient quatre entiers (a,b,c,d) € Z* et un entier n € N*.

On suppose que

e a=b mod [n]:

e c=d mod [n].
Alors

1. a+e=b+d mod [n]:
2. axe=bxd mod [n]:
3. Vk e N, a* = b* mod [n].

Démonstration 3
On sait qu’il existe deux entiers k et £ telsque a=b+ kn et c =d + fn.

1. Evident.
2. Onaac= (b+kn) x (d+€n) =bd + (kd+ bl + kfn)n donc a X c= b x d mod [n].

Kez
3. Par une récurrence sans difficulté. ]

Pour démontrer que a | b il peut étre intéressant de démontrer que b =0 mod [a].

Exemple 1
On veut démontrer que 641 divise 232 + 1.

On remarque que n =641 =14+640=1+5 x 2" =625+ 16 = 5* 4+ 2.

On en déduit 5 x 2° = —1 mod [n]. En élevant a la puissance 4, on a 5! x 2*®* = 1 mod [n].
Comme 5 = —2' mod [n]. on obtient —2? x 2%® =1 mod [n] soit en ajoutant 2°? aux deux membres.
0=2 41 mod [n]. ce qu’il fallait vérifier.

Cet exemple historique est dii & Euler et fournit un contre-exemple a une conjecture de Fermat :

Vn €N, 22" 41 est premier.

Exemple 2
Pour un nombre entier n (écrit en base 10) on a n = a mod [10] ot a désigne le chiffre des unités de
n. Ainsi la derniére ligne du tableau des i/ p. 24 peut se lire i°> =4 mod [10] pour tous entiers i.

Exemple 3 p »
On a 10 =1 mod [9] et donc Vk € N,10* =1 mod [9]. En particulier akl0* = Y ar mod [9].
k=0 k=0

p
Autrement dit, un nombre entier n = 3~ ax10* (écrit en base 10) est congru modulo 9 a la somme de
k=0
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ses chiffres. et donc aussi a la somme des chiffres de la soimme de ses chiffres. etc. C’est le principe de

la preuve par neuf enseignée autrefois a 1’école élémentaire. Elle peut s’énoncer de la facon suivante :

« Le produit des restes des deux facteurs modulo 9 est congru au reste du produit modulo 9 ».
L’'exemple suivant est di & Eugeéne Ionesco. La Legon (1951).

LE PROFESSEUR

...combien font, par exemple. trois milliards sept cent cinquante-cinq millions neuf cent quatre-vingt-

dix-huit mille deux cent cinquante et un. multiplié par cinq milliards cent soixante-deux millions trois

cent trois mille cing cent huit ?

L'ELEVE, trés vite.

(a fait dix-neuf quintillions trois cent quatre-vingt dix quadrillions deux trillions huit cent quarante

quatre milliards deux cent dix-neuf millions cent soixante-quatre mille cing cent huit...

On prend a = 3755998251, b = 5162303508. La somme des chiffres de a vaut 54 donc a = 0
mod [9]. De méme la somme des chiffres de b vaut 33 donc b = 6 mod [9]. Donc le produit ab est
congru a 0 modulo 9.

La somine des chiffres du produit ¢ = 19390002844219164508 annoncé par l'éleve vaut 76 donc
c=4 mod [9)].

Moralité, le résultat donné par l'éleve est faux.

Exemple 4

On peut se demander quelle est valeur exacte du produit. Faute d’un logiciel de calcul formel qui
donnerait la solution. on travaille avec une calculatrice qui donne quatorze chiffres significatifs (en
I'occurrence il s’agit d’un tableur).

Il donne 3755998251 x 5162303508 = 19389602947179200000. Il est clair que les derniers chiffres
sont faux. Pour les trouver, on travaille modulo 107, ce qui va donner les sept derniers chiffres :
Soit @’ = 5998251 et b’ = 2303508. Ona a=a’ mod [10°] et b =5 mod [107]. On a donc ab = a't’
mod [107]. Le tableur donne a’b’ = 13817019164508 = 19164508 mod [10”]. On peut donc reconstituer
ab = 19389602947179164508.

Bien entendu. on vérifie avec la preuve par neuf que ab =0 mod [9].

,—(Déﬁnition 3 (Systeme complet de restes modulo m) j \

Soit m un entier > 2. On appelle systeme complet de restes modulo m un systeme d’entiers
contenant un et un seul représentant de chaque classe.

e -

Exemples : {0,...,m — 1}. systéme de m entiers consécutifs, m entiers non congrus modulo m deux a
deux.
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Théoréme 4 o
Soit x — f(z) = ) _ a:x’ une fonction polyndme ot les a; € Z.

a—

On suppose que I'on a f(r) non congru a 0 modulo m pour r décrivant un systéme complet de
restes modulo m. On a alors pour tous x € Z, f(z) non congru a 0 modulo m.

Démonstration 4
En effet. soit £ € Z. il existe un r appartenant au systeme complet de restes modulo m, tel que z = r

mod [m]. Comme par ailleurs. Y a;z" = > air® mod [m], le résultat en découle. O
i=0 i=0

2.1.3 Division euclidienne
T

L

@o—o—0o0—0—9@—0—0—0—@9—0o—0—0—9 >
qa b (g+1)a
FIGURE 2.1 — Division euclidienne dans Z

Théoreme 5 (Division euclidienne)
Soient deux entiers (a,b) € Z x N avec b # 0. Alors il existe un | unique couple | (q,7) € Z? tel que :

1. a=bg+r
2. 0<r<b

On dit que l'entier g est le quotient et ’entier r le reste de la division euclidienne de a par b.

Démonstration 5
— | Unicité : |Soient (¢,7) € Z® et (¢',7') € Z° telsquea = gb+1, 0 < r < beta=¢b+7r.0< 7 <b.
Comme0<r<bet0< 7 <b. ona:bd|l¢g — q| |7' — r| < b ce qui n’est possible que si [¢ — g| = 0,
c’est-a-dire que si ¢ = q'. Ceci entraine r = 7’ et done (q,7) = (¢, 7).
- | Existence :
— Supposons que a € N et considérons 'ensemble .#4 = {n € N | nb < a} des multiples de b inférieurs
a a. .4 est une partie de N. De plus. .# est :
e non vide car 0 € . /.
e majorée par a. En effet. sin € .4 alors. comme b> 1, n<nb<adoncn<a
On en déduit que .# admet un plus grand élément. noté g qui vérifie :

1. gbp<acarqge 4.
2. (g+1)b>acar g+ 1 > g et g est le plus grand élément de .#. donc g+ 1 & . 4.

Posons 7 = a—bq. On a bien a = bg+r. Par aillewrs 0 < rcara> bget r <bcarb=(g+ 1)b—qb >
a—qgb=r.

— Supposons maintenant que a € Z. Si a est positif, on se rameéne au cas précédent. Sinon —a est
])Obll}lf et il existe (¢’,7') € Z° tel que :—a = q¢'b+ 71" et 0 < 7 < b. On a donc a = b(—¢') — r'. Si
r’ = 0 alors on pose ¢ = —q' et » = 0. On obtient ainsi le couple recherché. Sinon, si 7’ # 0, alors
r'e{l,....,.b—1}eta=b(—q = 1)+ (b—7"). On pose alors ¢g= —q' — 1 et 7 = b— 1’ et on obtient.
ici encore. le couple recherché. O
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2.2 PGCD, théoremes d’Euclide et de Bézout

2.2.1 PGCD, PPCM
,_(Déﬁnition 4 (PGCD, PPCM).] .

Soient deux entiers non tous deux nuls (a,b) € Z*2.

1. L’ensemble des diviseurs de N* communs a a et b admet un plus grand élément noté aAb.
C’est le plus grand commun diviseur (PGCD) des entiers a et b.

2. L'ensemble des entiers de N* multiples communs de a et b admet un plus petit élément
noté : a vV b. C'est le plus petit commun multiple (PPCM) des entiers a et b.

Sia=b=0.0onposeaAnb=aVvb=0.

2.2.2 Algorithme d’Euclide

Théoréme 6 (Théoréme d’Euclide)
Soient deux entiers (a,b) € Z*2. Effectuons la division euclidienne de 'entier a par 'entier b :

il existe un unique couple (q, 'r) eN? . a=bg+ret0<<r<d

Alors :
aANb=bAT

Démonstration 6
Comme 7 = a — bg. tout entier divisant a la fois a et b divise aussi r. L’ensemble des diviseurs communs a
a et b est égal a I'ensemble des diviseurs communs a b et 7. En particulier, ces deux ensembles ont le méme

plus grand élément, ce qui s’écrit aussi : aAb=bAT. O
(1
b b r=a—2b
d

b
FIGURE 2.2 - Euclide : si d|betd|a,alorsd|r

Le théoréme précédent justifie 'algorithme d’Euclide pour trouver le pged de deux entiers non nuls
(a,b) € N*2. On pose 7o = a, 11 = b et on définit ensuite Vk > 1. les couples (gx,7) en utilisant une
division euclidienne :

si e # 0, NGk, Ths1) € Z% tq Tk = QeTh + Thpr €8 0 < Ty <7
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‘omme la suite d’entiers () est strictement décroissante, il existe un rang n > 1 tel que r, # 0 et
Tn+1 = 0. D’apres le théoréme d’Euclide, on a Vk € [0,n — 1], a Ab = 7k A Tk41. Comme 7y divise rn—_1, On
a Tn A Tn—1 = Tn. Par conséquent. le dernier reste non-nul r, est le pged des entiers (a,b).

Exemple 5
Déterminons le pged des entiers 366 et 43 en utilisant Palgorithme d’Euclide :

43 ] xl%+-l!!

[ o Lo
[=2]
l! l!l I!l &
Il
]
l_J
X
—
4_

21] = [1]x2140

done 366 A 43 = 1.

10+

L L BL
L T

10 15 20

LB

Le pged de 17 et 24 égale 1.



2.2, PGCD. THEOREMES D' EUCLIDE ET DE BEZOUT 31

ou sous une forme récursive :

def euclideO(a,b}: def euclidel(a,b):
while b>0: if b==0:
(a,b)=(b,akb) return a
return a else:

return euclidel(b,a¥b)
print (euclide0(3352,2018))

print {enclide0(3352,2018))

Définition 5 {(Nombres premiers entre cux).}

On dit que deux nombres ¢ et b soni premiers entre eux si et seulemeni si leur plus grand
diviseur commun est 1. autrement dit si ¢l seulement si a A b= 1.

2.2.3 Théoréme de Bézout

Théoréeme 7 (Coefficients de Bézout)
Soient deux entiers non nuls {a,b) € Z*2. 1l existe {(u,v) € Z* tels que

aut+buv=anb

Un tel couple {u, v) est appelé couple de coefficients de Bézout pour a et b.

Démonstration 7

Quitte & considérer |a| el [b] & la place de a et b, on peut supposer @ et b positils. La preuve se fait par
récurrence sur b. Sib =0, alors aAb=a ¢t 1.a+0.b = a done un couple de cocflicient de Bézout esi {1,0).
On fixe b € N* et on suppose que la propriété est vraic pour tout ¢ € N el tout nomhre n de Uintervalle
d'entier {0,...,b— 1}. Par division cuclidienne. il existe {g,7) € N2 tels quea=b+rot0grgb-1.
ID'aprés le théoréme d'Euclide. on sait que a A b= b A r. On applique 'hypoihése de récurrence a b et r, il
existe (U, V) € Z% tels que Ub+ Ve =bAr. Done Ub+ V(e —bg) =arbet Va+ (U - Vgb=aAb. La
propriété est alors prouvée par récurrence. a

Remarque 2.

Il 'y a pas uniciié du couple de coeflicients de Bézout de deux entiers.

Théoréme 8 (Théoréme de Bézout)
Soient deux entiers non nuls (a,b) € Z*2, On a

anb=1< (u,v)€Z® : |=au+bv)
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Démonstration 8
Clest une conséquence directe du théordme précédent.
Supposons qu’il existe (u, v) € Z2 tel que au+bv = 1. Si d ost un diviseur commun a a ot b alors
d est un diviseur de 1. Il est alors elairque an b= 1. a

~ Remarque 3. } .

Soient deux entiers (o, d) € ZxN* premiers entre eux. L’algorithme d’Euclide étendu permeot
de trouver un couple de Bézout (u,v) € Z? tel que au+ bv = 1. On définit les suites (r5) et {gx)
des restes dans lalgorithme d’Euclide. Notons r, = a A b = 1 le dernier reste non-nul. On pose
ro = a. ) = b et par récurrence, on définii

Ve 21, recy = Qe +Trepr avee 0 < rpg €1
On définit simulianément deux suites (ux) ot (w) telles que
vk € [0,n], re = upa + b

Pour que ceite propriété soit vraie pour tout &k € {0,...,n}, on doit poser :

(w0, v0) = (1,0), (w1,00) = (0,1) et Vk € [2,n], § W+ T Wrt = Gtk

Py = V-1 — Qs

On a alors 1 = au, + buy.

ro=a | rm=>5b O B R 1
q Q@ | | g | .- Gn
1 0 U Uk Un = U
i Ve | ol U] | U=
. v

Un programme Python qui retourne le pged puis les coeflicients de Bézout de deux nombres a et b

def euclide(a,b):
{r,un,v,ri,ul,vl) =(a,1,0,b,0,1)
while ri1>0:
q=r//rl
(r,u,v,ri,ul,vi)=(r1,ul,vl,r-g+rl,u-q*ul,v-g*vi)
return (r,u,v)

print (enclide(3352,2018))

Exemple 6
Déierminons grice 4 l'algorithme d'Euclide un couple de Bézout poura =22 et b= 17,
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‘f’()=22 ?"|=17 1"2—5 1”3—2 ?”4=1

q =1 g =3 gs =2 qa =2
up = 1 w =0 tp = ta=—-3 | w4 =7
U(}=D U1=] ’Ug=—] U3=4 Ufi=—9

el 1 =7x22-9x 17|

Théoréme 9 (Théoréme de Gauss)
Soient Lrois entiers non nuls {a, b, ¢) € AR

(albcetanb=1)=alc

Démonstration 9
SiaAb=1 alors, daprés le théoreme de Bézout 8. il existe {u,v) € Z?% tel que eu + bv = 1. On a donc
aussi aue + bve = ¢. Mais comme a divise be et que a divise aue. ¢ divise auc + bve = ¢ a

Théoréme 10 (Caractérisation des diviseurs et des multiples)
Soient deux entiers {a, b} € Z°,

d|a
d|b
alm

blm

1. Soit un entier d € Z, { = d|(aAb)

2. Soit un entier m € Z. { < (avb)|m.

Démonstration 10
1. Supposons que que d divise @ ol b ot notons & = a A b. D'aprés le théoréme 7. il existe (u,v) € Z°
tels que qu + bu = &, Comme d| a et que d | b, on sait que d | 8. La réciproque est facile.

2. Supposons que a et b divisent m et notons g = a v b, 1] existe k, k' € N tels que g = ka ot p = kb,
Il existe aussi {1 € N tels que m = la et m = U'b. De plus. par application du théoreme 5, il exisie
un unique couple (g,7) € N2 tel que m = pu+ 7 et 0 < 7 < u. On peut alors éerive la = pka + r ot
'b=pk'b+reidoncalrelb|r. Sir=#0alors r est un multiple commun & ¢ et b. Par définition
de p. il vient r 2 g ce qui est impossible. Done » = 0 ei g divise m. La réeiproque esi évidente. O

(ka) A (kb) = k(a A b)

(ka) v {kb) = k(avb)

Théoréme 11
Soient deux entiers non nuls (a,b) € Z*2. Pour un entier k € N*,
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Démonstration 11

Posons 8§ = a Aboet A = ka AKkb 1l est clair que kd | A, Monirons que A | k6. ce qui prouvera la
premidre égalité, Comme &k | A il existe m € Z tel que A = km. Mais alors km | ka ¢t m | a. De
méme, km | kb et done m | b. Lientier m esi donc un diviseur de 8 ot A = km | k6.

Posons maintenant d = av b el I = ka v kb. L'entier kd est un multiple de ka ot kb done 12 | kd. Si
on montre de plus que kd | D alors la scconde égaliié sera prouvée. Comme ka | 12 et que kb | 1. il
exisie des entiers my et ma tels que £) = kam| = kbms. Lontier & est done un diviseur de D ot il
exisie un entier 1Y tel que [2 = k1Y, Par suile. on a [Y = amy = bma ot Y esi done un multiple
commun & a et b co qui améne d | £ ainsi que kd | D. O

2.2.4 Reésolutions de congruences
Soil n 2 2 un eniier naiurel. On se donne deux entiers a et b el on cherche a résoudre 'équation
[ex=b mod [n] incomue x € Z].

Posons & = a A n. Il est clair que si @ est soluiion, alors § divise b. De ce fait :

® Si 6 ne divise pas b, alors I'équation n'‘admet pas de solution,

.. o n o b PR s .
e Si & ne divise pas b, alors on pose n’ = —. @' = 3 ot b = 3 et on est amend A résoudre I'équation
dans le cas a ot n sont premiers entre eux. On se place désormais dans ce cas.

Lorsqu’on résout une équation [ez = & inconnue € K] on multiplie les deux membres par
Iinverse de a # . Sculement ici nous iravaillons avee des entiers. Il va falloir trouver ici un
entier u qui joue le réle d'inverse de a premier avee n.

N

— Remarque 4. | \

r,

On éerit une égalité de Béxzoul entre e ot n : ou + nv = 1 ce qui donne en réduisant modulo n :
au =1 mod [n]. Maintenant en muliipliant les deux membres de la congruence de départ par u. on
ohtient = bu mod [n]. Donc 'ensemble des solutions est {xr € Z | Jk € Z, z = bu + kn}.

Exemples 7
1.

[Bx=8 mod [9] inconnue z € Z].

Onacvn=06v9=23c 3 nedivise pas b:= 8 Done l'équation n"admet pas de solution.

(2522 = 126 mod [306] inconnue z € Z].

Onaavn = 252v306 = 18 ¢l 18 divise b ;= 126 = 7x 18, Donc I'équaiion est équivalentea 141 =7
mod [17] En cherchant une relation de Bézout entre 14 et 17. on trouve -6 x 11+ 5 x 17 = 1.
En multipliant les deux membres de la congruence par —6 on obtient £ = —42 mod [17] soit
z=9 mod [I7].

={x€eZ | IkeZ, z=9+17k}.
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2.2.5 Equation Az + By=C

On se donne trois entiers non nuls (A, 3, ) € Z**. et on considére 'équation diophantienne :
(F) [A:z: + By=C inconnue {x,y) € Zg]

Notons 6 = A A 2. i § ne divise pas €. alors S =i,
En effet. par contraposée. si S # @ alors il exisie (z,y) € Z2 tel que Az + By = €. Comme & | A et
§|3.8|C.

On suppose désortais que 8/C. 11 existe trois entiers non nuls (A, B, ) € Z*7 tels que A = §A".
B =688 avec A’ A3 = 1. el € = 8C’. Léguation (F) a méme ensemble de soluiions que I'éguation

('Y « Ala+By=0"

Soii {x,y) une soluiion de {EF}). Alors Az + By = C. Comme A, I3, C sont divisibles par 6. on peut
éerire Az + By = € et (x,y) ost solution de (F'). Réciproquement. si {z,y) esi solution de {(E') alors
Az + B'y = C et en muliipliani par 4, on obtient Az + By = C et (x,y) est solution de (F).

Solution particuliere de ’équation (L)

Comme A’ el B’ sont premiers entre cux. on peut déterminer un couple (u,v) de coeflicients de Bezout
tels que A'u+ B'v = 1. Alors {C'u, C'v) est une solution de (F').

Solution générale de I’équation (£")

On considére une solution particuliere {u, v} de (E'). On cherehe une autre solution de (£‘). On peut
I'éerire (u+a,v+b) ol a,b € Z. On doit alors avoir A'(u+a) + B{u+v) = ¢ soit Aa+ b= 0.
Comme A° A B’ = 1, on en déduii que grace au théordéme de Gauss que @ est un muliiple de B’ et que b
est, un multiple de A" : a = k3’ o1 b = {A’. On injecte dans A’a + 13’ = 0 et on trouve que | = —k. Donce
une solution de (E) est de la forme (u+ kB, v — kAY) ou k € Z. Réciproguement. on vérifie facilement

que tout couple de cetie forme est solution de (E'). On en déduit que |.¥ = {{u+ kB v — kA)k € Z} |

Exemple 8
Résoudre dans Z |'équation
(F) @ 21z 4+ 20y =36

On applique la méthode précédenie. Les solutions de (E) sont celles de {FE’) @ 6z + 5y =9, Un
couple de coefficients de Bezout pour 6 et 3 est {1, —1}. Donc une solution particuliére de (F) est
(9, —9) Les solutions de {F) sont les couples | {0 + 5k, -9 — 6k) |ou k € Z.
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2.2.6 Autres propriétés

Théoréme 12 (Autres propriétés du PGCD)
Soient Lrois entiers non nuls {a,b,¢) € AR

1. Soient irois entiers {8, a’,b') € N* x Z2 tels que ¢ = da’, b= 8¥". alors

(6=anb) <= (a'Ab =1)

Ab=1

9. " = aAfbe)=1:
ahe=1
ale

3. ¢b|e = ab| ¢
anb=1

4. pour tout couple (p,¢) € N*2, siaAb= 1. alors a” AB? = 1:
5. pour toul entier k € N*, a* Ab* = (a A b)Y,

Démonstration 12
1. Clest une conséquence direcie de la proposition 10,
2. Siaab=1et anc =1, alors par application du ithéoréme de Bézoui 8, il exisice des eniiers
s, Lu, v lels que sa+ th =1 el ua 4+ ve = 1. Si on multiplic membre & membre ces deux égalités,
on obtient l'égalité de Bezout : (sua + vse+ tubla + {tve)d = 1 et en conclusion a A (be) = 1.
Réciproquement. si ¢ A {be) = 1 alors il : est elair que o est promier & la fois avec b et ¢
3. Comme a | c. il existe k € Z tel que ¢ = ka. Mais comme b | ¢ = ka ¢t que a A b = 1 alors par le
théorgme de Gauss 9, il vient que b | k. En conclusion ab | .
1. Cousidérons A, I3 € N* tels que AA B =1c¢tm € N*. Sion applique la deuxieme régle avec a = A.
b= 3 eilc= I3 on obiient : AA B? = 1. En ['appliquant une nouvelle fois avec a = A, b= B ot
e = 132, il vient que A A 13* = 1. Si on I'applique encore m — 3 fois. il vient que : AA B™ = 1. En
résumé, on a prouvé que si AA B =1 alors AA B™ = 1. Considérons a,be N* icls quearnb=1et
p,q € N, On applique ce résultat a A =a, B=betm=gq. ll vient a A b = 1. On lapplique alors
une nouvelle fois mais a A=8. B=aet m=pect on trouve : a®? Ab = 1.
5. Soit k € N*. Posons § = a Ab. Grice & la premitre régle, on a @ /\% =1 ¢t grice 4 la quatriéme :
(%}"’ A (%)"’ = 1. En appliquant & nouveau la premidre régle. il vient que : a* Ad* = 6* = (e A B)*.O

Théoréme 13 (Relation entre PGCD et PPCM)
Soient deux eniiers non nuls {a, b} € Z*2,

1. Sianb=1alors avb=|abl:
2. (aAb)(avb) = |abl.

Démonstration 13
1. Supposons que a et b sont posiiifs ot premiers enirve cux. Soit d un muliiple commun a a et b. Alors
il exisie k € N tels que d = ka. Comme b | d el que a A b = 1, on en déduit. grace au théoréme de
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Gauss 9. que b | & et qu’il existe done k&’ € N tel que d = k'ab. Comme d est le plus petit commun
multiple de a et b, il vient forcément que &' = 1 et que d = ab. Si a et b ne sont pas tous deux
positifs, on applique ce résuliat a |a| et [b].

2. Noions § = aAbet a=46a". b= 6b avee &', b € Z. Montrons que l'ensemble des multiples communs
a a et b osi I'ensemble des muliiples de da’d’. 1] est clair que toul multiple de da’d’ est un multiple
commun & a ot b. Réciproguement, si m est un multiple commun & a et b alors il existe b,k € Z
tels que m = ka = k'b. On a aussi : m = kda’ = &'6b. Comme ¢’ et & sont premiers entre eux. cetic
égalité implique, par applicaiion du théoréme de Gauss 9 que 8 | k. Donce m est un muliiple de da’b’.
Il s’ensuit que le ppem de a et b est le plus petit multiple de da’d’. c'esi-a-dire que a v b = [da'd|. 1|
vient alors 8{a v b) = §[da’b’| = [ab| d'oll I'égalité. O

2.3 Nombres premiers

2.3.1 Nombres premiers

,—(Déﬁnition 6 {Nombre premier, nombre composé}.] \

Un entier n € N est dii premier si n 2 2 et si ses seuls diviseurs dans N, soni 1 ou lui-méme :
vkeN", k | n=ke{l,n}

On note P Pensemble des nombres premiers.
Si un eniier n € N n'est pas premier. on dil qu’il esi composé.

e

~ Remarque 5. | \

Un eniier positifl est premier si et seulement si le cardinal de 'ensemble de ses diviseurs est égal
a2

Théoréme 14 (Propriétés des nombres premiers)
1. Soit un entier p € N premier. et a € Z un eniier. Alors, plaou bien pAra= 1.

2. 8in et m sont deux nombres premiers distinets, ils sont premiers entre cux : n # m = nAm =
1.

3. Si n est un nombre premier et si {(ay,...,ax) € Z*.

nlay...ap=[3ie{l,....n}: nlay

Démonstration 14
1. Sin et a ne soni pas premiers entre cux alors § = nAa > 1. Mais comme § | n et que n esi premier,
é = 1 ce qui n'est pas possible ou 6 = n. En conclusion, n | a.

2. n est premier et peut diviser m done d’aprés le poini précédeni n Am = 1.
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3. D'aprés le théoréme de Gauss et une petiie récurrence. O

Théoréme 15
Tout eniicr supéricur & 2 admet un diviseur premier.

Démonstration 15

Effectuons une récurrence forte. Si p = 2 alors p posséde un diviseur premier : lui-méme. Supposons la
propriété vérifiée pour tout entier p € {2,...,n} et montrons-la pour p = n + 1. Soit « l'ensemble des
diviseurs de n+ 1. On a |« 2 2. Si |« = 2 alors n+ 1 est premier ¢t cela démontre la propriété sinon «
contient un entier ¢ € {2,...,n} qui divise n+ 1. On applique I'hypothése de réeurrence a ¢ : ¢ posséde un
diviseur premier. Ce diviseur premier divise nécessairement aussi n+ 1 et done n+ 1 posséde un diviseur
premier. La propri¢ié est done démonirée par récurrence. O

Théoréme 16
L'ensemble P des nombres premiers esi infini.

Démonstration 16

Supposons que ce ne soil pas le cas. P forme alors une partie finie de N. P posséde done un plus grand
élément n. Considérons le nombre entier N =n!+ 1. On a : N > n, D'aprés la proposition précédenic. n
posséde un diviseur premier p différent de 1. Ce dernier est néeessairement éément de l'ensemble {2,...,n}.
p divise done aussi nl. Mais alors p divise 1 ce qui est impossible. L'ensemble P des nombres premiers est
donce infini. O

2.3.2 Décomposition en facteurs premiers

Lemme 17

Soit m € N*, On considére m nombre promiers pi,...,pm € P distincis deux & deux ei des entiers
naturels non nuls a;,...,am. On forme le nombre entier pi™ ... pi™. Alors tout diviseur premier de
nest l'undespson i€ {1,...,m}.

Démonstration 17

Considérons l'ensemble « des entiers de la forme n = pl! .. pg™ avee m € N*, p1,...,pm € P distinets
deux a deux et a,...,am € N* qui admettent un diviseur premier différent de chacun des p;. La proprigicd
sora prouvdée si on montre que & est vide. Supposons que ce n'est pas le cas. Alors comime & est une partic
de N, .« admet un plus petit élément no = pi ... pi™ ot daprés la proposition 13. ny admet un diviseur
premier p qui n'est, par définition de «/, aucun des pi. L'entier p divise done le produit pr.pt =" ... pSr.
Les eniiers p el p) sont premiers entre cux car premiers. On en déduit, par application du lemme de Gauss,
que p | p Tt LpEm. Mais comme no est le plus peiit élément de o, lentier pf'~'...pa&m n'est pas
élément de & et p est I'un des p; pour i € {1,...,m} ce qui rentre en contradiction avee 'hypothése faite
sur p. Le lemime est alors prouvé par I'absurde. O
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Théoréme 18 (Décomposition en facteurs premiers)
Soit un eniier n € N\ {0, 1}. Cet eniier n s'éerit de fagon unique de la maniére suivante

x| Mrry

n=p]"...0m

oum € N*, py < ... < pm sont m nombres premiers et ou aq,...,am € N*. Ce résultat se formule
aussi sous la forme suivante : n $'éerit de maniére unique, 4 l'ordre des facteurs prés. comme

n= H p”p(”ﬂ)

peEP

ol ¥p{n) € N esi appelé la p-valuation de Pentier n.

Démonstration 18

La preuve se fait par récurrence sur n. Si n = 2 alors comme 2 € P la proposition est
vraie. Soit n € N\ {0,1}. Supposons que ioul eniier < n se décompose comme indiqué dans le
théoréme. Si n cst premier alors le Lthéoréme est vrai pour n. Sinon n admet un diviseur premiocr
p € Poetil existe 0 < m < n tel que n = pm. Mais par application de 'hypothése de réeurrence,
m s¢ décompose comme indiqué dans le ithéoréme et il en est alors de méme de n. Liexistence de la
décompaosition est alors prouvée par réeurrence.

Unicité | La preuve se fait & nouveau par récurrence. Supposons que 2 = pf' ...py" avee pour tout
te{l,....m}.ps €P,as € N" ot p1 < ... < pm. Comme 2 est le plus petit des nombres premiers,
il vient : 2 = pf' ... pp 2 29 x ... x 2% co qui n'est possible quesim =1.p, = 2. a = 1.
L'uniciié¢ de la décomposition de 2 en facieurs premiers est alors prouvée. Soit n € N. Supposons que
tout eniier < n admetl une unique décomposiiion en facteurs premiers ot sUppPOsONs que gue e ne
s0il pas le cas pour n. c'est-a-dire que n admei au moins deux décompositions en facteurs premiers :

!
x| Hony

rex!

—_ (l'"l —_ "l" 3, . . + N + . — ! N . .
n=p P =py ' ...p," - Par application du lemme précédent. il vient pr = p; pour un ceriain
i€ {l,...,m'} et p} = p; pour un certain j € {1,...,m}. Mais p, < p; = py € pi = p; ot forcément
1 = p). On peut alors éerive :

n oy —1 ¥ tory—1 "":, '

— =P cPm =Py R

il
L’hypothése de récurrence nous permet d'aflirmer que la décomposition de n/p, en facteurs pre-
miers est unique done :m =m', o) = Pl P2 = P ... Pm = Pip. ) = @), ..., Om = o), Les
deux décompositions de n en lacteurs premicrs sont done égales. L'unicité est ainsi prouvée par
récurrence. O
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—| Remarque 6. | .

Toui entier relatif n € Z non nul s'écrit de fagon unigque sous la forme :

n=4 H p""p(lnl)'

peP

Pour des entiers a,b e N*, et p e P,

vp(a x b) = vp(a) +vp(b)  a|b=>n{a) < (D)

Théoréme 19 (Expression du PGCD et du PPCM i 'aide des facteurs premiers)
Soient deux eniters non nuls (a,b) € N*2, Leur décomposition en facicurs premiers s'éerit, :

a= H p"b(a) b = H p"?’(b)
peP peP

Alors la décomposition de a A b et de a v b on facteurs premiers s'éerit

aAb= H plllill{Vp(ﬂ.),Up“))} avh= H pmaxlvp(a),vp(b)}
peEP peP

Démonstration 19

Posons & = ]._[pe“P printep(adwa®} o monirons que § = a A b. Considérons a’, b’ € N icls que ¢ = o’ et
b =48, D'aprés la proposition 12, on aura moniré que § = a A b si el sculement si a’ A Y = 1. Supposons
que ce ne soit pas le cas alors il existe un diviseur d # 1 commun a a ot b qu’on peut supposer premier.
On a donc :

dl E - H pvp(a)—mill{vp(a),vp(b)} ot d[ E - H pvp(b)—miu{up(a),vp(b)}’
d d
pEP peP

1l vient alors que d est un facteur de chacun des deux produits ci dessus et que va(e) —min{va(a), va(b)} = 1
ainsi que vq{b) — min{vg(a), va(b)} = 1 cc qui constitue une contradiction et prouve par l'absurde que
@’ Ab = 1. La formule pour le pged est ainsi démonirée. On procéde de méme pour le ppem. O

Exemple 9

Soit n € N non nul. n = Hpepp""“’"). Les diviseurs positifs d de n s'écrivent d = Hpep,plnp"p“d”.
avee ¥p € P,vp([d]) € vp{|n]). Pour chaque p € P qui divise n, on a vp([n|) + 1 choix pour »{|d]), &
savoir O, 1,. .., vp(|n|}. On obiient ainsi

IT wstinh +1)
pEP . pIn

divisewrs positifs de n. Ces diviseurs de n sont distineis deux & deux & cause du théoréme de décom-
position en facteurs premiers.
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2.4 Cryptage RSA

On se donne un entier n € N*. Un message est transformé — de fagon transparente — en un nombre
m € {0,1,...n — 1} ou plusieurs nombres my,... appartenant & {0,1,...n — 1}. Pour coder le nombre m
Aisling choisit une bijection f de {0,1,...n — 1} dans lui-méme et calcule f(m). Pour décoder le message
m’ := f(m) d’Aisling. Brendan calcule I'image de m’ par la bijection réciproque de f. Il retrouve alors m.

2.4.1 Chiffrement linéaire

Aisling choisit b € Z et a un entier premier avec n. Elle communique secrétement ces informations a
Brendan. La bijection pour un chiffrement linéaire est définie par

vm € {0,1,...n — 1}, f(m) = Tam+o,

ou 7T, résigne le reste de k dans la division euclidienne de k par n.
La bijection réciproque est définie par

vm € {0,1,...n =1}, f71(m') = Tums—b),

ou u désigne I'unique entier de {0,1,...n—1} tel que au =1 mod [n]. Il est facile de déterminer u a I'aide
de I'algorithme d’Euclide étendu (voir remarque 3).
Pour décoder le message qu’il vient d’intercepter. il suffit a Ciaran de connaitre a et b.

2.4.2 Indicatrice d’Euler
»—(Notation 2.) 1

Soit n € N*. On note Z,; = {m € N* | m < n et m premier avec n}.

e J

—~ Définition 7.) \

On appelle indicatrice d’Euler la fonction ¢. de N* dans lui-méme. définie par

¢ : N — N
n +— Card(Z;).

Exemple 10
On a ¢(10) = 4 car parmi les nombres de 1 a 10. seuls. 1. 3, 7 et 9 sont premiers avec 10.
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2.4.3 Quelques calculs

Théoreme 20

1. Soit p un nombre premier. on a ¢(p) =p — 1.
2. Soit p un nombre premier et a € N*. on a ¢(p®) = (p— 1)p*~".
3. Soit p et g deux nombres premiers distincts. on a o(pq) = (p—1)(g — 1).

Démonstration 20
1. En effet soit 0 < m < p, le seul diviseur commun a pet mest 1. doncmvVp=1etm € Z;. Comme

p¢ Z,,onadonc p(p) =p—1.

2. Soit d # 1 un diviseur de p*. Le seul diviseur premier de d est donc p. De ce fait sim € {1,2,...,p*}
n’est pas premier avec p“”, alors m est un multiple de p. Inversement si m est un multiple de
p. alors m n’est pas premier avec p®. Dans {1,2,...,p%}. il y a p®~! tels multiples. Il reste donc
@(p®) = (p — 1)p*~! nombres premiers avec p°.

3. A nouveau. on va compter les nombres m € {1,2,...,pq} qui ne sont pas premiers avec pq. Soit
d # 1 un diviseur de pq. Les seuls diviseurs premiers possibles de d sont donc p ou ¢q. Donc si
m € {1,2,...,pq} n’est pas premier avec pq. alors ¢’est un multiple de p ou de q. Il y a ¢ multiples de
P:p,2p,...,qp. Il y a pmultiplesde g : q,2q,...,pq. Attention, le nombre pqg a été compté deux fois.
Est-ce le seul ? Peut-on avoir kp = £gavec 0 < k < get 0 < £ < p. On aurait ¢ | kp et q premier avec
p done d’apreés le théoréme de Gauss9 q | k ce qui n'est pas possible. Il y a done p+g—1 nombres de
{1,2,...,pq} qui ne sont pas premiers avec pq. Il reste done p(pq) =pg— (p+q-1)=(p—-1)(g—-1)
nombres premiers avec pq. [

2.4.4 Théoreme d’Euler-Fermat

On commence par rappeler que si m et n sont premiers entre eux et si r,, désigne le reste de m dans
la division euclidienne par n. alors rm € Z,).

Ensuite on rappelle que si a et m sont premiers avec n. il en est de méme du produit am. Voir le
théoréme 12.

Théoréeme 21 (Euler (1763))
Soit n € N*| soit @ un entier premier avec n. On a

a*™ =1 mod [n].

Démonstration 21
Soit m € Z on pose T, le reste de m dans la division euclidienne par n. On définit pour tout a € Z,; ,

ba : 2N — ZX

m '_> 'ram.

L’application ¢! est bien définie car — d’aprés les deux rappels plus haut — pour tout entier m € ZX on
a bien ram € Zy, .

1. Gardez cette application a I'ceil. Elle va revenir souvent.



2.4. CRYPTAGE RSA 43

L application ¢, est injective : Soit m et m’ deux entiers de Z; tels que ¢q(m) = ¢o(m’). On a alors
am = am’ mod [n] soit n | a(m — m'). Or n est premier avec a done, d’apreés le théoréme de Gauss 9.
n | m—m' soit m =m’ mod [n] donc m = m’ puisque m et m’ appartiennent a Z; .

L’application ¢, est bijective d apres le théoreme 10 page 463.

II m= 1] atm)

mesLy mez);

De ce fait on a

puisque dans le membre de droite on a effectué le produit des facteurs de gauche dans un ordre différent.

Donc
H m = H (am) mod [n]
mesy mez,;
= ¢¥(™) H m mod [n].

meZy,
Maintenant, d'apres le théoreme 12. le nombre p := H m est premier avec n. D’aprés le théoréme 8 il

mezy
existe deux entiers u et v tels que up+ vn = 1. On en déduit que up =1 mod [n]. A partir de p = a¥(™p
mod [n] on en déduit que up = a®*™up mod [n] soit 1 = a®™ mod [n] ce qu’il fallait démontrer. [

2.4.5 Chiffrement RSA

1. Aisling choisit p et q, deux nombres premiers distincts. qu’elle garde secrets.
Exemple : p = 2647 et ¢ = 3181. Bien entendu Aisling a intérét de choisir des nombres plus grands
si elle veut garantir le secret.

o

. Aisling calcule leur produit n = pq, appelé module de chitirement, qu’elle rend public.
Exemple : n = pg = 2647 x 3181 = 8420107.

3. Afsling calcule p(n) = (p — 1)(g — 1). qu’elle garde secret.
Exemple : p(n) = (p— 1)(g — 1) = 2646 x 3130 = 8114280.

4. Afisling choisit un entier naturel e premier avec ¢(n) et strictement inférieur a p(n), appelé exposant
de chiflrement, qu’elle rend public.
Exemple : e = 2801.

5. Aisling calcule I'entier naturel d, inverse de e modulo ¢(n), et strictement inférieur a ¢(n), appelé
exposant de déchifirement: d peut se calculer efficacement par 'algorithme d’Euclide étendu
(voir la remarque 3).

Exemple : d = 7639241,

Brendan veut envoyer un message a Aisling. Ce message est transformé de facon transparente en un nombre
a. Ensuite Brendan calcule b := a® modulo n. qu’il transmet & Afsling.

Aisling recoit b et calcule ¢ := b? modulo n. Or ¢ = a®? = a' mod [n]. Autrement dit Afsling est en
mesure de reconstituer le message de Brendan.

Ciaran veut connaitre le message a. Il connait n et e qui sont publics. Il a réussi a intercepter le message
codé b = a®. Pour reconstituer a il a donc besoin de trouver d. Il le pourra s’il connait ¢(n). c’est-a-dire
s’il connait p et g (ou p + q). Autrement dit la sécurité de la communication dépend de la difficulté de
décomposer n en produit de deux facteurs premiers.

De ce fait, il est important pour Aisling d’avoir a sa disposition de grands nombres premiers.
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2.5 Reésidus quadratiques

Soit p un nombre premier impair, c’est-a-dire supérieur ou égal a 3.
. . . . . . : . X . . sAnd AC e : .
Dans ce paragraphe, on gardera les notations wa. Z, du paragraphe précédent. Le théoreme 21 devient :

Vae Z, ={1,2,...,p—1}, a?>'=1 mod [p).

ne démonstration alternative est donnée a I’exercice . age 5H&.
Une d trat It t td I’ 32 5%

2.5.1 Définition
»—(Déﬁnition 8.} N

Soit p un nombre premier impair, soit m € Z, .
On dit que m est un résidu quadratique modulo p s’il existe a € Z; tel que m = a’ mod [p).

On note (%) = 1 si m est résidu quadratique modulo p et (%) = —1 sinon.

,—(Remarque 7 } j
Le symbole (%) = 1 est appelé symbole de Legendre.

»—(Notation 3.) 1
On note par la suite C := {m € Z,, (%) = 1} et C := {m €Z,, (%) = —1}.

Lemme 22

Soit m et n deux éléments de Z, .
Si m? =n? mod [p] alors m =n mod [p] ou m = —n mod [p].

Démonstration 22
En effet on a (m+ n)(m — n) = 0 mod [p]. Si on n'a pas (m + n) = 0 mod [p] alors il existe u € Z;
tel que u(m + n) =1 mod [p]. Dans ces conditions on a u(m + n)(m —n) =0 mod [p] soit m —n =0

mod [p).
Raisonnement symétrique si on n'a pas (m —n) =0 mod [p]. (]
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Théoréeme 23

Card(C) = Card (5) . ; 1.

Démonstration 23

1. Les restes modulo p des nombres 12. 2%, .. .. P;—l sont distincets d’apres le lemme 22 et appartiennent
~ . . ~ -~ - 1 N .. -
a Z, toujours d’aprés le méme lemme. Donc Card(C) > 5 Reste a montrer qu'il n'y a pas

d’autre élément dans C.
2

o

mod [p]. Supposons que a n'appartienne

pas a {1,‘2, ey pT”l} cela signifie que - < a < p. Dans ces conditions, on a 0 < p—a < pTH

c'est-a-dire 0 < p—a < 1’%1 Comme a et p — a ont les mémes carrés modulo p. on a bien m congru
a I'un des nombres 12, 22, .. .. _p~2—1.
-1 , — -1
3. On a donc Card(C) = pT Comme Cal‘d(Z,;‘) = p — 1. il reste Card (C) = p? L]

Soit m € Z, pour lequel il existe a € Z; tel que m = a
p—1

2.5.2 Caractére quadratique d’Euler

Théoreme 24 (Wilson)
On a H m = —1 mod [p).

meZ,

Démonstration 24
Soit m1 € Z; \ {1,p — 1}. Comme @m, est bijectif. il existe un unique u; € Z, tel que uym; =1 mod [p).
De plus, d’apres le lemme 22 on a w1 # mq et aussi w1 # 1 et u; # —1.

On choisit ensuite mo € Z5 \ {1,p — 1,m,u1 }. A nouveau. il existe un unique ug € Z, tel que
uamaz =1 mod [p]. De plus, d’apres le lemme 22 on a aussi ug # mo, u2 # 1 et uy # —1 et de plus u2 # wy
et ug # my (injectivité de @y, et de Ym,).

(...)2

- 1 - .’ LS W4 )
Au bout de 2 5 choix, on a épuisé tous les éléments de Z; . Il est temps d’effectuer

H m=1x(—1)x (wrm1) X (uem2) X ... X (Up-1mp-1) =1 x(-1)x1x1x...x1=-1 mod [p]
2 2

mGZ;(

Théoréme 25 (Euler (1761))
Soit p un nombre premier impair, soit m un entier premier avec p. On a

m% = (E) mod [p].

p

2. Comme on dit lorsqu’on n’a pas envie de rédiger une récurrence.
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Démonstration 25
1. Soit m € C. Il existe a € Z tel que m = a® mod [p]. De ce fait

m'T =(®)T =a""'=1 mod [p],

d’apres le théoréeme 21.

2. Soit m € C. On va procéder comme pour la démonstration du lemme 24.
On choisit m; € Z;. Comme @, est bijectif, il existe un unique u; € Z; tel que uym; = m
mod [p]. De plus on a u; # m car sinon on aurait m = uf mod [p] ce qui est impossible avec

meC.
On choisit ensuite ma € ZX \ {m1,u1}. A nouveau, il existe un unique uz € Z tel que uoms =m
mod [p]. De plus up # ma ( m € C), u2 # u1 et uz # m; (injectivité de @y, ).

3
(...)
p_]' . ’ s s,y 2 x
Au bout de 5 choix, on a épuisé tous les éléments de Z, . On peut alors effectuer
Pt
-1 = H n=(umi) X (ugm2) X ... X (Up_1Mp_1 ) =EMXMX ... XM=mM 2 mod [p].
2 2

nez,

Théoreme 26
Soit p un nombre premier impair.
1.

(-_—1-) = (—1)19‘-2;l mod [p]

Démonstration 26

1. Simple application du théoréme 25 danslecas m=p—-1= -1 mod [p].
9. On écrit les 2 ; : congruences
p—1 = 1x(-1! mod [p)
2 = 2x(-1)° mod [p]
p—-3 = 3x(-1) mod [p|
4 = 4x (-1 mod [p]
r = p;l X (—I)PE_l mod [p]

3. Air connu.
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our = P;—l ou p— P;’—l suivant la parité de 1’"2'—1 On multiplie ces congruences entre elles en remarquant
que les nombres de gauche sont tous pairs :

2x4x...x(p—-1) = (p; 1)! X (—1)1+2+“'+('D”1)/2 mod [p].

'

En mettant 2 en facteur dans chaque facteur de gauche, on obtient

o7 (p;l)!z (pgl)!x(—l)ﬂg__l' mod [p].

st

p—1

Tous les facteurs qui interviennent dans ( )! sont strictement inférieurs a p donc premiers avec p

'

)! est premier avec p. On en déduit que 987 (p; 1)! =

(=1)ZF mod [p] ce qu’il fallait vérifier. 0

9

qui est premier. Donc leur produit. (p

Par conséquent —1 est résidu quadratique modulo p si et seulement si p = 1 mod [4] et 2 est résidu
quadratique modulo p si et seulement si p=£1 mod [§].

Théoreme 27

Soit m et m’ deux nombres premiers avec p. On a

(%)= (5)<(5)

Démonstration 27

En effet
mm’ p1 p_1 p_1 m m'
=(mm') 2 =m 2z xm' 2 — ) x| — mod [p].
(755 =t (3)=(5) maw

'omme ces deux nombres appartiennent a {—1,1} et sont congrus modulo p # 2, ils sont égaux. L]

2.5.3 Loi de réciprocité quadratique

On se donne deux nombres premiers impairs et distincts p et gq.

: -1
On considére I'ensemble A := {1,2, ey P 5 }

Soit m € A. On effectue la division euclidienne de gm par p :

gm = Tm + kmp,

avec Tm € Z, puisque r, = 0 est exclus ( m et g sont premiers & p donc il en est de méme de leur produit).
On veut se ramener a des restes dans A.
Sirm € A. il n’y a rien a faire. On pose p,, ;= r,,, et on peut écrire

gm = pm + kmp. (2.1)
Sinon on écrit pm 1= Tm — p avec —pm € A et

qm = pm + P+ kmp. (2.2)
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On écrit ces P— ! égalités pour les p—1 valeurs dem € A. Il y en a s du type (2.2) et £ := p; I_ s du
type (2.1) i}
Lemme 28 (de Gauss)
p
Démonstration 28 :
On transforme les égalités (2.1) et (2.2) en P 5 congruences modulo p :
gm = pm mod [p). (2.3)

2
mod [p] donc m Fm’' =0 mod [p] et m = £m’ mod [p] donc m = m’ (il n’y a pas d’opposés dans A).
De ce fait on obtient une injection

Maintenant les 2 restes pm ne sont jamais égaux ni opposés. En effet. pm = £p, entraine g(mym’) =0

p: A — A

m —  |pm|

c'est donc une bijection d’apres le théoréme 10 page 463 du cours de premiére.

-1 . . . . R
On a donc H lpm| = (p 5 )!. Par ailleurs pm = —|pm/| si et seulement si m produit une égalité du

me.A
type (2.2).

8 —1 RT
Donc H pm = (—1)° (p 5 )!. On peut donc conclure en multipliant les
me.A

p—1

congruences (2.3) que

q!’ﬁ—l X (p; 1)! = (-1)° (p; 1)! mod [p],

puis — comme on I'a déja vu lors de la démonstration du théoréme 25 —
_1
q&r = (-1)° mod [p].

Le théoréme 25 permet d’achever la démonstration. L]

Théoréme 29 (Loi de réciprocité quadratique)
Soit p et ¢ deux nombres premiers impairs et distincts.

2 2 —(_ (1)—1)4(q—l)
(Q) (p) =Y |

Démonstration 29
On transforme les égalités (2.1) et (2.2) en P

9

st

congruences modulo 2 cette fois :

M= pm + km mod [2] pour (2.1) et m =14+ pm + km  mod [2] pour (2.2).
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p—1

En additionnant ces congruences on obtient

p—1 p—1 p—1
2

2

imzs+2pm+ km mod [2].
m=1 m=1 m=1

Pt p_1
Or on a vu plus haut que Z m= Z |pm]|. Or |pm| = £pm = pm mod [2]. De ce fait,

p—1

2
Or km est le quotient euclidien de gm par p c’est-a-dire [?J . la partie entiere de ? Donc s = Z [?J

m=1

mod [2].

En inversant les roles de p et de ¢ on obtient :

p_1 -1
2 m 2 pm/
avec o = E [Q—J + E {—J
m=1 P m’/=1 9
Dans un repére orthonormé on trace le rectangle de sommets de coordonnées (0,0), (p/2,0). (p/2,q/2)
et (0,¢q/2). On trace la diagonale d’équation gz = py.
. . . p.—-l - . qm
Lorsqu’on prend une abscisse m avec 1 < m < p/2. soit 1 < m < -, l'entier ? est le nhombre
de points rouges a coordonnées entiéres. d’abscisse m sous la diagonale. En sommant sur m. la somme
p=1

= m
Z {Q—J est le nombre de points sous la diagonale.

mx=1 p
q-—1
2 pm/
Symétriquement, E [ . J est le nombre de points sous la diagonale.
m’ =1

Avant de pouvoir affirmer que « est le nombre de points a coordonnées entiéres a I'intérieur du rectangle,
encore faut-il s’assurer qu’il n’y a pas de points sur la diagonale (qui auraient été comptés deux fois). En
effet une solution de pm = gm’ entraine p | gm’ donc p | m’ d’aprés le théoréme de Gauss 9. ce qui n’est
pas possible avec 1 < m < p/2.

Il ne reste plus qu’a compter les points a coordonnées entieres. C'est a = p—1 x 1= 1. La loi de

2 2
réciprocité quadraticue en découle. L]
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~r

LR

v

>
1 2 3 1 5 6 T 5 9 10 11 12
p=23et g=1T7.
Exemple 11
@ w  (__1)1008x894 _ Sy : e —— ; (@)_
0202;7(2017)2%789) =(-1) = 1 d’apreés la loi de réciprocité quadratique. Donc 5017 ) =
—_— = | ——— b i * = 02 . =S
(1789) (1789) par redu;uon modulo 1789. Or 228 = 2° x 3 x 19
fon 2_ — dar  ai " i LBQ _ _qy1x894
On a clairement 2017) = 1. Par ailleurs (1789) ( 3 ) = (-1) = 1 et
19 1780\ _  loxsoa _ s , . - s (1789) _
—};gg —1-89 =: 11) 3— 1 d’aprés la loi de réciprocité quadratique. Donc 2017 =
( 7 s I
(T) X (T) = (§) X (E) par recslucuolt:; modulo 3 et 19.
On a clairement 3) = 1. On a E) (?) = (=19 = —1 d’aprés la loi de réciprocité
quadratiqlg%. ’ )
178! 1¢ 1
Done (m) = — (?) =—-1x (§) = —1.
Donec 1789 n'est pas un carré modulo 2017.
Xcas donne le résultat sans difficulté apparente.
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Xcas en ligne. Tapez une instruction dans cette console (assistant avec la bouée).

legendre_symbol(1789,2017)

-1
2.6 Exercices
2.6.1 Divisibilité
f-(Exercice 1.) N
Résoudre dans Z 'équation z — 1 | z + 3.
f—(Exercice 2.) \

Sachant que 3285 = 25 x 123 4 210 trouver. sans effectuer cette division. le reste et le quotient
de la division euclidienne de 3285 par 123.

\. o

f—(Exercice 3.) 1

Prouver que pour tout n € N. n(n+ 1) (n + 2) (n 4+ 3) est divisible par 24.

e o

f—(Exercice 4.) \

Montrer que Yn > 0,6 | 5n° + n.

2.6.2 Congruences

f—(Exercice 5.) \

Démontrer que A = 552012 4 552011 | 552010 ot un multiple de 13.

\, J

~ Exercice 6.) \

Quels sont les deux derniers chiffres (des unités et des dizaines) de 2011%°'! 2




32

CHAPITRE 2. ARITHMETIQUE
~ Exercice 7.} \
Démontrer. en réduisant modulo 7. que l'équation a®> — 7b° = —1 n’admet pas de solution

(a,b) € Z°.
\. J
p—(Exercice 8.) \
Soient n € N* et p € N*.
Démontrer que n? et n?** ont le méme chiffre des unités.
. )
~ Exercice 9.) \
Démontrer que, lorsque n est entier, 3n® + 3n + 7 n'est jamais un cube.
f—(Indication 1.) D
On pourra raisonner modulo 9.
\. v,
A J
r—(Exercice 10.} 2
Déterminer I'ensemble des congruences de carrés modulo 11.
On s'intéresse ensuite a I'équation z° + y° = 112°.
. y
—~ Exercice 11.) N

1. Ecrire une relation de Bézout entre 100 et 13.

o

. Démontrer qu’il existe un exposant po € N* tel que,

5. Vérifier que po = 20.

. Quels sont les deux derniers chiffres (des unités et des dizaines) de 201

13"

Démontrer qu’il existe deux exposants distincts m et n dans N. tels que 13™
(mod 100).

En déduire qu’il existe un exposant p € N* tel que 13? =1 (mod 100).

YVpe N (13 =1 (mod 100)) = (po | p).
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f-(Exercice 12.}

1. Démontrer qu’il n'existe aucun n € N* vérifiant 'égalité
(34 47)" =5".
2. Soit a. b et ¢ trois entiers non nuls vérifiant
2

a2+b2=c.

Démontrer qu’il n'existe aucun n € N* vérifiant 1'égalité

(a+ )" =c".
\
2.6.3 Bézout, PGCD, PPCM
f—(Exercice 13.)
Calculer le pged des couples
1. (120, 230) 2. (210,135) 3. (211,112)

f—(Exercice 14.}

Soient a,b des nombres premiers entre eux. Montrer que :
l.aNn(a+b)=bA(a+b)=1.
2. (a+b)Aab=1.

f-(Exercice 15.)

Trouver tous les couples d’entiers naturels (a,b) € N (a < b) tels que aAb = 18 et a + b = 360.

~ Exercice 16.)

Trouver tous les couples d’entiers naturels (a,b) € N? (a < b) tels que a Ab = 18 et ab = 126.
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f—(Exercice 17 ) \

Résoudre dans Z I'équation 1665z + 1035y = 45.

,—(Exercice 18 (pged binaire).}

Soit a et b deux entiers naturels.
1. Démontrer que pged (a,b) = pged (a — b, b).
2. Démontrer que si a et b sont pairs alors pged (a, b) = 2pged (%, g)
3. Démontrer que si a est pair et b est impair alors pged (a,b) = pged (%, b).

4. Décrire un algorithme de calcul du pged de a et b basé sur les propriétés précédentes.

f—(Exercice 19.} )

Soit (a,b) € (N*)°. Montrer que a et b sont premiers entre eux si et seulement si tout entier
supérieur ou égal a (a — 1)(b — 1) est de la forme au + bv pour un couple (u,v) € N2,

f—(Exercice 20.} )

Soient deux entiers non nuls (n, m) € N*?. On suppose que ¥m € Q. Montrez qu’alors ¥Ym €
N*.

f—(Exercice 21 ) ﬂ

Soient deux entiers non nuls (a,b) € Z**. On note § = a A b leur pged et g = a V b leur ppem.
Montrez que

(a+b)Ap=24

~( Exercice 22.) \

Trouver les couples d’entiers (z,y) € N*? vérifiant

llz-5y=10etzAy =10
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f—(Exercice 23.} \
Considérons deux entiers (a,b) € Z*? premiers entre eux : a Ab = 1 et un couple de Bézout
(uo,v0) € Z* tel que aup + bvo = 1. Déterminer I'ensemble de tous les couples de Bézout
(u,v) € Z? vérifiant au + bv = 1.

e o
f—(Exercice 24.) \
Soient deux entiers non nuls (a,b) € Z*? premiers entre eux. On suppose de plus que |a| et ||

ne sont pas tous les deux égaux a 1. Démontrez qu’il existe deux entiers (u,v) € Z* tels que
au+bv=1et |ul <|b|, |v| <lq
A\, y
f—(Exercice 25.} 1
Soient n et k deux entiers naturels strictement positifs.
n n
1. Démontrer que divise :
M Ak (k)
n+1-—-k n
2. Démontrer que divise :
T+ rk k
n+1)Ak-1)[{ n
3. Démontrer que ( est un entier.
b n+2-k \k—1
. v
p—(Exercice 26.} \

Soit un entier n € N*. Montrer qu’il existe (an, bn) € Z? tels que (1 + vV2)" = an + V2bn.
Montrer ensuite que les entiers an et b, sont premiers entre eux.

39



56 CHAPITRE 2. ARITHMETIQUE

r—(Exercice 27 ) N

On considere la suite de Fibonacci définie par
up =0, uy =1, et Vn € N uppo0 = upnyy + Un.

1. Montrer que Vi = 1, tny1tn_1 — us = (—=1)™
2. Montrer que deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci sont premiers entre eux.

3. Montrer que Vn € N, Vp € N*,
Upitp = UnpUp_1 + Un41Up

et en déduire que
Up ANUp = Un N Unyp

4. Montrer que V(n,m) € N2,
Un A Um = UnAm

5. Montrer que pour tout entier n > 5, si u, est un nombre premier, alors n est un nombre
premier. La réciproque est-elle vraie?

f—(Exercice 28.) ~

On appelle nombres de Fermat, les entiers de la forme
Fn=2""+1, neN

1. Montrer que pour tout entier z € N, I'entier z2° — 1 est divisible par = + 1.

2. Montrer que deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux.

2.6.4 Nombres premiers

f—(Exercice 29.} \

Soit n € N. Montrer que
2" — 1 premier == n premier .

f—(Exercice 30 ) ~

4

Montrer que le nombre n* — n? 4+ 16 avec n € Z est composé.




2.6. EXERCICES

,—(Exercice 31 (Parabole de l\flatsijevic).}

4/

0
C
e
!J".

@

+ B
f’
>
1 2 2 1

Sur la parabole d’équation ¥ = z2 on relie entre eux tous les points & coordonnées entiéres dont

I'ordonnée est strictement plus grande que 1. Démontrer que les points de 1'axe des ordonnées
d’ordonnée entieére strictement plus grande que 1 qui ne sont pas atteints par 'un des segments
sont les points dont 'ordonnée est un nombre premier.

57
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~— Exercice 32.} “

Soit p un notnbre premier.

1. Montrer que Ve e {1,...,p—1}, p| (i)

2. En déduire le petit théoréme de Fermat :

vneZ, p|n”—-n

3. Résoudre en entiers naturels n el m ' +m 232630613127370
Co ' - - "1 »P—-m!?® = 06837416084

~ Exercice 33.} 1

1. Prouver que pourtout x € Cet pe Pop > 2,
PHl=(+D)l—z+2"+.. . +2°").

2, Soit a € N et n € N tels que @™ + 1 est promier,
(a) Montrer qu'il existe k£ € N tel que n = 2F,

(b) Que penser de I'affirmation : v € N, 22" 41 est promier?

Exercice 34.

Soit p ol g deux nombres premicrs distinets,
Démontrer que pour tout entier naturel n, p2* 4+ ¢ n'est pas un multiple de p+ ¢.

~| Exercice 35.) Y

A la suite d'un hold-up. on interroge quatre 1émoins qui ont vu les malfaiteurs s'enfuir en
voiture : Antonin dit que le numéro d'itmmatriculation comporie quatre chiffres. Bébert. que les
deux promicors chiffres sont identicues. Corentin que les deux derniers chiffres sont identiques.
Dudule le matheux a romarqué que le nombre en question est un carré parfait, Quel ost ce
numéroe d’'immairiculation ?
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,—(Exercice 38 (Vrai ou IFaux ?).}

Soit la suite (u,) définic par ug = 0 et, pour tout onticr naturel n, un4y = 3u, + 1.
Liaffirmation suivante est-elle vraie?
« Pour tout nombre premier impair p. I'entior nature]l up est un nombre pramior. »

2.6.5 Décomposition en facteurs premiers.

Exercice 37.

Démontrer que V7 ¢ Q.

Exercice 38.

[Déterminer le nombie de diviseurs de 108,

—~ Exercice 39.}

Au cours d'un congrés de mathématiques. des mathématiciens {en nombre n) sont logés dans
les n chambres d'un héiel, Ils déeident {dans des circonstances qui restent a déierminer), de
s'atiribuer le numéro de leur chambre. Avant que la horde ne se meite a envahir Uhétel toutes
leurs chambres sont fermées. Le mathématicien numéro k doit changer U'état (ouvert /fermé) des
chambres qui portent un numére multiple du sien.

1. Quel est le nombre de portes qui seront ouvertes aprés lo passage des mathématiciens ?

k13
2. DDémontrer que Z [%J — [v/7] est un entier pair. |z] désigne la partic entiere de z.
k=1

59
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~ Exercice 40. }

Le but de cet exercice est de déterminer I'ensemble E des triplets (z,1,2) € N** vérifiant

I"équation de Pythagore :

22 +y° =27,

1. Montrer que pour tout eouple {a,b} € N*2, lo triplet (e — b2, 2ab, a® + b2) appartient a
Fensemble F. Donner 3 éléments distinetls de Uensemble E.
2. On considere un triplet (x,y,2) € F vérifiaml x Ay =1,
(a) Montrer qulalorszAz=1letyAnz=1.
(b} Monirer que les entiers & et ¥ ne sont pas de méme parité,

{c) Omn suppose par example que & est impair el que ¥ est pair, Montrer qu'il exisie deux
entiers non nuls (p,¢) € N*2 premiers entre eux tels que

t=p-—gq y=p+q, ¥y =1pq

Montrer que p ol ¢ sont des carrés parfails,

3. En déduire I'ensemble F.

~| Exercice 41.}

[Yaprés Antoine Chambert-Loir.
Le code de séeurité sociale est formé de 13 ehiffres décimaux suivi d'une clef de deux chiffres, Si
N est lentier de 13 chiffres ot e la clef, on a

e=97—- N (mod 97),

¢ étant compris entre 1 et 97,
1. Montrer que 97 ost un nombre premier,

2. Quelle est la clef d'un individu dont le numéro de séeurité sociale serait 1-79-61-758-646-
3787

3. Un numére de séeurité sociale ost 2-54-xx-33-231-384, ¢lé 79, mais los caractéres xx sont
illisibles. Quel est le département de naissance de la personne en question ?

4. Montrer que la elel de contrdle déteete une erveur sur un chiffre,
5. Montrer que n = 96 esi le plus petit entier > 0 tel que 10" =1 (mod 97) .

6. Montrer plus généralement que la clef de contrdle déleete Tinterversion de deux chiffres
quelcongues,
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~— Exercice 42.}

61

1. Trouver a,b,c € N* pour lesquels la double inégalité
(anbe) (bAac)=(bAac) (anc)=(cAab) (a D)

n'est pas vérifiée,
2. On dit que n € N est libre de carrés 571l n'est pas divisible par le carré d'un entier > 2.

Démontrer que si a, b, ¢ € N* sont des entiers libres de carrés, alors on a ;

(anbey (bac)=(brac) (anc)=(chab) (anb).

2.6.6 Exercices supplémentaires

~| Exercice 43.}

1. Soit a € {0,..., 15}, Pour quelles valeurs de a I'équation &* = @ (mod 16) admet-elle des

solutions k dans Z.
12

2. Résoudre on nombres entiers 'éguation Z:c}' = 2013,

i=1

Exercice 44.

Soit 7 un entier. En regardant modulo 3, démontrer que N = (n+ 1%+ (n+2)2+... 4+ (n +99)?
n'est jamais la puissance p-iéme d’un entier, avee p 2 2,

~| Exercice 45. )

Soit a,k € N* tels que a® + k | (¢ — Da(a + 1). Démontrer que & > a.

~| Exercice 48. )

Trouver un entier naturel n qui nadmet pas d’autres diviseurs premiers que 2 ot 3 tel que n
admet 3 fois plus de diviseurs dans N que n.

2
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—~ Exercice 47.} -

Soit a,d et n trois entiers naturels tels que d ot o sont premiors enire cux ol tels que d 2 2
ot n 2 2. Existe-1-il toujours un entier choisi parmi e, e + d, ¢ + 2d,-- - ,a + (n — 1)d qui soit
premier avee n?

Exercice 48.

k2]
Soit n un entier pair. Montrer que n 4 1 divise S, = 5 kL
k=1

Exercice 49.

Déterminer tous les entiers n € N* tels que 7 divise n®,

Exercice

Démontrer que si p el p° + 2 sont premiers alors p* + 2 I'est aussi,

Exercice

Démontrer que S 1= 3™ 4+ 1'% ¢at divisible par 13,43, 49, 181, 211, 379,
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~ Exercice 52.}

On veut déterminer les couples (n, m) d’enticrs naturels non nuls vérifiant la relation
TT=-3x2" =1 (E)

1. On suppose m £ 4. Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions.
2. On suppose maintenant que m 2 5.
(a) Monirer que si (n,m) vérific I'égalité (F). alors 7" =1 mod 32,

(b} En éudiant les reste de la division par 32 des puissances de 7. montrer que si le
couple (n,m) vérific U'égalité {(F). alors n est divisible par 4.

(¢} En déduire que si le couple (n,m) vérifie 'égalité (F), alors 7" =1 mod 5,
(d) Pour m = 3, existe-t-il des couples (n, m) d'enticrs naturels vérifiant 'égalité (F)7

3. Conclure, ¢'est-a-dire détorminer Pensemble des couples (n, m) d’entiers naturels non nuls
vérifiant I'égalité (F).

e

,—(Exercice 53 (Caleul de congrucnccs).}

1. Combien valent 122°% mod [7] ot 3%1' mod [22]?

2, Soit n un entier relatif. Montrer cue n®

par 30.

3. Soit n € N. Montrer que 11 divise 3™*+3 — 11742 of que 19 divise 227 + 3.

PO 5 P
— n est divisible par 6 ol que »° — n est divisible

7

77

- . r - T ?? +
4. Quel est le dernier chiffre décimal de §:=77 ?

e

~| Exercice 54. )

Résoudre dans Z2 les équations

520z + 301y = 23 968z + 161y =253 K85z 4+ 287y =23 10101z + 1001y = 101.

h

~| Exercice 55. )

1. Soient a ot b deux entiers. Quelle est la congruence modulo 4 de a® + %7 Montrer que
si p est un nombre premior différent de 2 qui s'éerit comme somine de deux carrds, alors
p— 1 st un multiple de 4.

2. Montrer quiun entier au carré est congru a 0 ou 1 modulo 4 et 4 0. 1 ou 4 modulo 8. Une
somme de trois carrés d'entiers peui-elle &re congrue a —1 tmodulo 87
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Exercice 56.

Soient a,b,n € Z tels que pged(a, b) = 1. Montrer que pged(an, b) = pged(n, b).

,—[Exercice 57 (Parlez-vous chinois ?).} N

Résoudre les systémoes d'équations ;

z=2 mod (23] 7 =5 mod [19] r=8 mod [12]
z=3 mod [13] 3r=1 mod [11] =1 mod [2]]
,—(Exercice 58 (Parlez-vous chinois ?).} \

Sous la dynastie des Tang, au VII© siéele en Chine, l'empereur voulut connaitre le nombre exact
des ses soldats, Bien qu'il en elit un nombre presque innotnbrable, il savait qu'il en avail moins
d’un dami-million. 11 fit alors ranger ses soldats en carrés de trente personnes de cotd, Il en resia
156, Il les it alors se ranger en carrés de trente et une personnes de coté, Il en resta alors 448,
Combien de soldats avait I'armée de U'empereur?

,—[Exercice 59 (Points a coordonnées entidres sur une hyperbole}.} .

Cn se propose de démontrer qu'il n'existe pas de points a coordonnées entidres sur 'hyperhole
d'équation 84x% — 137zy + 35y° = 1.

1. Factoriser 84z% — 1372y + 553>,

Indication 2.

XCas le fait trés bien.

2. Résoudre 'équation en nombres entiers {(z,y) : Te — by = 1.

3. Démontrer qu'ancune soluiion de 'éguation précédente n'est solution de I'équation en
nombires entiers (z,y) : 122 — lly =1,

4, Terminer sur le méme schéma la démonstration de ce qu'il n'existe pas de points a coor-
données entiéres sur I'hyperbole d’équation 8422 — 137zy + 55¢° = 1.
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Exercice 60.

Soient A, B € Ma(Z) telles que det A ot dei f3 sont premicrs entre eux. Montrer qu'il existe
U,V € Ma(Z) telles gque AU+ BV =1,

Exercice 61.

Soil a et b deux enticrs supéricurs a 2,
Démontrer que 1+ ab divise 1+ a*(1 + ab — b").

2.6.7 Résidus quadratiques

~ Exercice 62.}

[Démontrer que 'équation
=z +23

n’a pas de solutions en entiers z ot y.

~| Exercice 63.)

Démontrer que U'équation
3z(x+ D +T=9y"

n’a pas de solutions en entiers z ol .

—~ Exercice 64.}

=1
L. Soit P(z)=» 2™ € Z[z]. ol les as € N.
i=0
On suppoese que les g; Torment un systéme complet de resies modulo n.
=1
Démeontrer que plz) osi divisible par g{z) = Z:::‘.
i=l

2. Démontrer que 1230000401 n'est pas premier.
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~ Exercice 65.} -

Soit 4 un entier supéricur ou égal i 2,
(i—11+1 [(z’—l)!
: .

1

[Démontrer que ” = 0 si 4 n'est pas premier et 1 si ¢ ost premier,

.,

,—[Exercice 66 (Gauss (1876}).] \

S0} e . AT i i — 24T Lop=1 4 .
Soit p un nombre premier impair, w = exp(SF). On appelle ri,...,7p 1 les EZ2 résidus qua-

dratiques pour le module pet ny, ... ,ny 1 les -";—‘ non-résidus quadratiques pour le module p.

Calculer . .
Ep) = (w'"‘ +... tw “%—1) (w“' +... 4w ’-»—‘)

2.6.8 Probabilités
,—[Exercice 67 (Indicatrice d’E]u]cr).} .

Soit n > 1 un entier fixé. On choisit de maniére équiprobable un entier z dans {1,...,n}. Pour
tout enticor m < n. on note Ay, I'événcmoent « m divise 2 ». On note également /2 1'événemont
« & est premier avee n ». Enfin. on note g, ..., py los diviseurs premiers de n.,

. Exprimer 2 en fonction des A, .

. Pour toui entier naturel m qui divise n. caleuler la probabilité de Anm.

. En déduire la probabiliié de 3.
. Application : on note ¢{n) le nombre d'entiers compris cntre 1 ot n qui sont prewiers avee
n. Démontrer que

1

2

3. Montrer que les événements Ay, ..., Ap, sont mutuellemeni indépendants,
1

5

2.7 Solutions
2.7.1 Divisibilité

Solution 1
On remarque que 1 n'est pas une solution de U'équation. On suppose done que £ # 1 el on éerit :
z+3 1

z-1|z+3 = =1+ ——€Z
r—1 r—1

Mais les diviseurs de 4 sont £1, £2, £4. Done z est solution de Iéguation si el sculoment si x — 1 est égal
a un de ces 6 nombres. On trouve alors pour I'ensemble solution | {3, -1,0,2,3,5} |
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Solution 2

On sail que le reste doil 8tre plus petit que le quotient, Alors 3285 =25 x 123 + 123 + 87 = 26 x 123 + 87
et par unicité du couple quoticnt-reste on trouve que le quotient est 26 ¢t le reste 87,

Solution 3

On remarque que dans 4 nombres sueeessifs, il y a toujours un diviseur de 2. un de 3 et un de 4. Done il
est clair que le produii de cos 4 nombres est divisible par 24,

Solution 4

Par récurrence. La propriété est vraic au rang 0. Soit n € N, Supposons que 6 | 5n° + n et montrons cue
6[5(n+ 1P +n+1 Oncaleule: 5(n+ )* +n+1=>5n"+n+ 1572 + 150 + 6. Mais 6 | 5n° + n d'aprés
I'hypothése de réeurrence. Comme 3 [ 13 queet 2 [n® +n=n(n+ 1) { nou n+ 1 st pair), § | 1502 + 15n
ot la propriélé reste vraie au rang n 4+ 1. On termine en appliquant le théoréme de récurrence.

2.7.2 Congruences

Solution 5
A =5520(557 + 55 + 1) = 557"19(55 x 56 + 1),
Ors5=4x134+3donc 55 x56+1=3x4+1 (mod 13) s0it 35 x36+1=0 (mod 13).
Solution 6
On a 2011 = 11 (mod 100}, done 20112 = 117°"' (mod 100). En développant & I'aide de la formule du

bindme, on a
n
no_ n k=2
11" =1 + 10n + 100 (Z (k)m ) :

k=2

Done 11™ = 1 + 10n (med 100). En particulier 112" = 1 4+ 10 x 2011 (mod 100, soit 20112°"! = 11
{mod 100). Les deux derniers chiffres sont 1 ot 1,

Solution 7

On considére le systdme complet de restes modulo 7: {=3, =2, —1,0, 1,2, 3}, Les carrés de ces nombres sont
congrus a 9 (ou 4 2), a1, alouazéro, module 7. Aucun n'est congru & —1. done d’aprés la proposition 4 p.
27, 'équation 2° = —1 mod 7 n'admet pas de solution dans Z. On en déduit que l'équation a® —7b% = —1
n*admet pas de solution {(a,b) € Z2,

Solution 8

On calcule n?(n? — 1) mod 10 ¢t on montre que ¢'est toujours nul modulo 10 :

Sin=24,638alors n" =1 =5 mod 10 donc n?(n* — 1) =2(...).5 =0 mod 10

Sin=1379alors n" =1 =0 mod 10 donc n?(n* — 1) =0 mod 10

Sin=5alorsn! — 1 =4 mod 10 donc n?(n' — 1) =571 =0 mod 10 puisque p > 1

On peut aussi raisonner par réeurrence ;

4+ -+ P =+ 1P+ 1) = (n+1)
=(n+ 1)@ +5n"+10n* + 100 + 30+ 1) — (R + 1)]
= (n+ 1)*7'(n° — n) + 10(n* + n%) + 5(n" + n)]

Comme n* + n ost pair. si le résultat vaut pour n ot p = 1. alors il vaut pour n+ 1 ct tout p = 1.
Solution 9

On considere 3n® +3n +7 (Mod 9). Sin =0 (mod3) oun =2 (med D alors R +n=n(n+1) =0
{mod 3);:sin=1 (mod 3) alors n2 + n =2 (mod 3). Done, n?2 +n=00u 2 (mod 9) done 3n* +3n =0
ou 6 (mod 9. ainsi 3n® +3n+7=7o0u 4 (mod 9).
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Cependant, puisque tous les cubes sonk congrus a —1,0, ou 1 {(mmod 9}. on ne peut pas avoir un cube
d’entier congru a 4 or 7 (mod 9}, done 3n% + 3n + 7 n'est jamais un cube.
On peut aussi résoudre cet exercice avee un tableau de congruences :

n (mod 9) 0|1 2134 BIG| 7T 8
n® (mod 9) ol1]| alol7] 7]o[4a] 1
n®>+n (mod 9) ol2] 6[3[2] 3|62 O
3n% +3n (mod 9) 0|6 0(0]|6 0(0|8 0
2 +3n+7 (mod 9 | 7|4 7174 TI7|A 7
p (mod 9) 0|1 21314 BIG| 7T 8
p* (mod 9) 0|1 | =101 =1]0]1]-1

Voir aussi 'exercice 63 ot sa solution 63,
Solution 10
Avec un tableau de congruences, on trouve 'ensemble € = {0,1,3,4,5,0}.

Soit x,y, z non nuls. solution. Quitée a diviser 2,y ot z par lour pged, on peut los supposer premiers
entre eux dans leur ensemble. Or la seule possibilité pour obtenir un multiple de 11 en additionnant deux
nombres de € = {0,1,3,4,5,9} c'est de prendre 0 et 0. Donc £ =0 (mod 11) et y =0 (mod 11). On peut
done écrire z ot y sous la forme z = 11k ot ¢ = 11¢. On en déduit 2 = 11(k* + ¢%) done 11 | 22 ot comme
11 est prentier on a 11 | z done 11 divise le pged de z,y ot z. Contradiction.

On n'a done que la solution (0,0,0).

Solution 11

1.

En éerivant 100 =8 x 13 — 4 puis 13 =1 x 3+ 1 on peut remonter :

I1=13-Ax3=134+3x100-21x13=3x100-23 x 13,

Comme il y a 100 restes possibles, d’aprés le principe des tiroirs (proposition 11 p. 463) on peut trou-
ver deux deux exposanis distinets m ot n inféricurs ou égaux & 100 tels que 13™ = 137 (imod 100},

. On prend n < m pour fixer les idées. On a

13137 = 13" (mod 100) (1)

Comme 13 est promier avee 100, 13" cst aussi premier avee 100, On écrit une relation de Bézout
(théordme 7) : 13w + 100w = 1, ce qui entraine 13%u = 1 (mod 100). En muliipliant (1) par wu,
ot obtient 13™~"13%u = 13w (mod 100) soit 13™~" 1 (mod 100). Il suffit donc de prendre
p=m-—n.

. L’ensemble des p € N* | 137 = 1 (mod 100) est non vide. donc admet un plus petit élément po.

Ensuite soit p € N* | 137 = 1 (mod 100). on éerivant la division euclidienne par po. on a p = pog+7r
avec 0 € » < p. Done 137 = 137097 = (13707 13" = 13" (mod 100). On en déduit que r = 0. Sinon
il serait plus pelit que le plus petit strickement positif & savoir po. Dire que r = 0 cest dire que
po | p.

On va utiliser Uexponentiation rapide. {exemple 17 p. 357 dans le coms de seconde.) puissance
2 :13%2 = 169 = —31 (mod 100). puissance 4 : (=31)2 = 061 = —39 (mod 100). puissance 5 :
—30 x 13 = =507 = —7 (mod 100). puissance 10 : (=7)? = 19 (mod 100). puissance 20 : 19* =
2401 = 1 {mod 100). Donc po divise 20. Maintenant py = 20. car sinon on aurait 13* = 1 (mod 100}
ou 13" =1 (mod 100).
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6. On a 2013 = 100 x 20 + 13 donc 2013%°"™ = 13" (mod 100). En recyclant les résultats de l'expo-
nentiation rapide 13 = 13' x 13% x 13 = 19 x (=31) x 13 = —19747 = 53 (mod 100). Les deux
detnicrs chiffres sont 5 et 3.

Bien entendu on peut dans une large mesure remplacer 100 et 2013 par deux nombres premiets entre

cux.
Solution 12

1. Ona (34 10)% = (3 + 18) (mod 5). Par une récurrence sans difliculté, ¥n € N*, S((3+14)™)> =1

(mod 5).

2. On montre par récurrence que (a + )" = (2a)*~'{a + ib) {mod ¢).

2.7.3 Bézout, PGCD, PPCM

Solution 13
On applique I'algorithine d'Euclide et on trouve :
1. 120A230=10
2, 210A 135 =15
3. 211 A112=1
Solution 14
1. On suppose que a et a + b ne sont pas premicrs entre cux. Alors soit & un diviseur comimun a a et
a+bdiflérent de 1. Comme k Jact quek |a+b. k| bet done k| andb =1 ce qui n'est pas possible.
Done a Af{a + b) = 1. La scconde relation se prouve en échangeant les lettres g el b dans la pramiére.

2. Comme avant. on suppose que ab et a + b ne sonl pas premicrs enire eux. Alors soit & un diviseur
premiet commun & ab ot a + b dilférent de 1. Comme k | ab. & | @ ou k | b. On suppose que & | a.
alors comme avant. comme k |a+b, k| bet donc k| aA b =1 ce qui n'est pas possible.

Solution 15

Soient (a,b) € N? un couple solution du probleme. Alors il existe (a’,b) € N? el que ¢ = 184, b = 18
et @' AbY = 1. De plus comme a + b = 360, on sait que o’ + & = 360/18 = 20. En résumé, (a/, ) est un
couple de deux entiers premiers entre eux ol de sonumne 20. Les seuls couples & vérifier ceite propriéié sont

(1,19),(3,17),(7,13),(9,11).
On mulkiplie ces couples par 18 pour retrouver le couple {(a, b} :
(18, 342), (54, 306), (126,234}, (162, 198).

Réciproquement, chacun de ces couples vérifie les deux conditions.

Solution 16

Soient {a,b) € N? un couple solution du problame. Alors il existe (o', b’} € N° tel que a = 18a’. b =
186 et @' AY = 1. Comme ab = 126. on sait que a’d’ = 7. Les seuls couples & vérifier cetle propriéeé
sont {1,86)},(2,5),(3,4). On nultiplie par 18 pour rekrouver les couples (a,b) : (18, 108), (36,90). (54, 72).
Réciproquement, chacun de ces couples vérifie les deux conditions.

Solution 17

Comme 1663 A 1035 = 45 cekte équation ost équivalente & 37z + 23y = 1. Comme 37 et 23 sont premiers
entre cux celte équation admet des solutions par le théoreme de Bézoul. Une dentre elles est par exemple
donnée par x = 5 et y = —8. Les aukres s'en déduisent. elles sont de la forme (5 — 23k, -8 + 37k). En
effet, clles sont de la forme (3 + a, —8 + b) avee (a,b) € Z%. On injecte dans 37z + 23y = 1 ot il vient ¢ue
37a + 23b = 0. Commie 23 ot 37 sont pramiers, on en déduit que 23 | a et 37 | b. Done il existe k, %" € Z tels
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que a = 23k o1 b = 37K". On injecte dans I'égalité 37a + 23b = 0 ot on trouve que k = —k' d’oll la forme
des solutions, Réciproguemont. tout couple de ceite forme cst solution de Péquatiorn,
Solution 18 {pgcd binaire)

1. d := pged{a,b) divise a et b done il divise leur différence a — b, Clest done un diviseur commun a

a—bet abdonc il divise d := pged (a — b, b).
Inversement. d' divise @ — b et & done il divise leur somine, done il divise d.

2. Ona2|act 2| bdone 2|d:=pgedia,b) : done il oxiste § € N tel que d = 26.

Maintenant & | § ot 6| § done & | d’ := pged (%, §)-
Inversement 2d’ | 25 = a ot 2d' | 28 = b donc 24’ | 4.

3. On pose d := pged{a,b). a = da’, b = dV'. et pged(a’,b’) = 1. d est impair. donc a’ est pair.
[Yaprés le théoreme de Bézout, 22 ot b sont premiers entre eux. Donc pged (d%?, db') = d soit
pged (a,b) = pged (%,b).

4. On commence par accumuler dans le pged la puissance de 2 maximale grace a la question 2. A partir
de 14 on ne peut plus avoir deux nombres pairs.

Ensuite si I'un des nombres est pair, on le divise par 2,

Sinon on les soustrail ol on est tamené au cas précédent.

[Dés que 'un des nombres est nul. on sarréte. On multiplie Vautre nombre par la puissance de 2 el
ot obtient le pged.

guestion 2. 1. 2. 2. 1. 313131
a 714 | 337 | 84 42 21| 20| 21|21 (21|21 | O
b 346 | 273 | 273 | 273 | 273 | 252 | 126 (63 (42|21 | 21
P 1 2 2 2 2 2 2 2 2] 2] 2]42

Solution 19
<= On suppose gue
vaz(a—1){b-1), IHu,v) eN? au+bv=n.

Soit n = ab+ 1. Onan 2 (a— 1)(b— 1) done il existe deux entiers naturels u et v tels que
au+ bv = ab+ 1 donec a{u — b) + bv = ab+ 1. [D'aprés le théoréme de Bézout. a et b sont premicrs
enlre cux.

= On suppose que a ot b sont premiects entre cux.
Soit 7 2 (a—1){b—1). L'algorithme d’Euclide étendu nous assure I'existence d'un couple {uo, v0) € Z°
Lol que aus + bve = n. done Yk € Z, a{uo — kb) + bl + kb) = n.

[Mre que v + kb € N, ¢'est dire que k 2 —%‘ On choisit k= l—%J‘
On en déduit que vo +{(k—1)a <0 soit w+hka<asoit vot+khka<a—1.
On en déduit que oo+ ke) <€ bla—1)
soit n—alue—kb) <€ bla—-1)
soit —a{ue—kb) € blo-1)—n
soit aluo—kb) 2 —-bla—-1)+n
z (b-Ne-1)-bla-1)
=z —a+1
donc uw—kb 2 -1+ é > —1
donce wp—kb =2 0 puisque wo — kb € Z
done up—kb € N
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En posant u = uy — kb el v = vp + ka on a bien au + bv = n avec (u,v) € N2,
Solution 20

1. Comme ¥/m € Q, il existe deux entiers (p,q) € N*2 tels que Ym = p/qavee pAg = 1. Alors,
P = mg™. Mais puisque p el g sont premiers entre cux, on sait que p® ot ¢° sont égalemient pretiets
entre cux. Puisque p”/mg™ avec p" A ¢" = 1, d'aprés le théoréme de Gauss. il vient que p™ divise
m. Donc il existe k € N* tel que m = kp™. Mais alors on a k = qlﬂ et donc ¢" = 1. PPar conséquent.
m = p" et done Ym =p.

2. Comme ¥m € Q. il existe deux entiers {p,g) € N*Z tels que ¥m = p/g avee ¢ le plus petit possible.,
e co fait mg™ = p® done g divise p™. Soit k le plus petit entier tel que g divise p*.
Supposons l'espace d'un instant gue k > 1. on écrit la division euclidicnne de p*~! par ¢ :

pk'1=aq+r: 0<r<y.

r = 0 west pas possible car sinon ¢ divise p*~! ot on a supposé k le plus petit possible. De plus

rp = p* — agp est un multiple de ¢ : #p = ¢gb pour un certain b, Or P_ ol qui contredit le fait

que ¢ soit le plus petlit possible. Done & > 1 ne tientl pas. Donce & = 1. Donc g divise p et de ce fait
Ym =p/geN.
Solution 21
On sait qwil existe (o/,b) € Z*2 tels que @ = a’. b= 8b' ot ' AY = 1. On a de plus dp = ab donc
= 6a’t’. Par conséquent,

(a+b)Ap=(8(a"+b)) A@Ba'b)=6x ((a/ +b) AV

Mais puisque @’ ot ¥ sont premiers entre eux, on a également @’ A{a’+b8) =1 et ¥ A{a’ +b) =1 (il suffit
d'éerive une relation de Bézout. Donc puisque @’ Ab =1, a'd' A{a” + ) = 1. Finalement. (a+b) Ap=4.
Solution 22

Supposons que (x, y) soit un couple d'entier satisfaisant les hypothéses. Comme x Ay = 100 on peut éerire
2 =102" et y = 10y avee 2’ Ay = 1. Alors le couple d'enticrs (x',4') vérifie

Mz’ -5y =1

Un couple de Bézout évident est (z', ') = (1,2). On wrouve alors (voir le paragraphe 2.2.5) qu'il existe un
entior k € Z tel que
2 =1+3kety =2+11k

d’ol nécessairement
x =104+ 50k ot y = 20 + 100k

On vérifie réciproguemment gue Lout couple de cette forme convient.

Solution 23

Par soustraction on a a{u — un) = b(ve — v). Donce b divise a{u — ug). Puisque (a, b sont premiers entre cux.
d’apres le lemme de Gauss. b divise nécessairement « — ug, done 3k € Z,u — up = kb ou u = up + kb. En
remplacant u — wo par kb, on obtient alors akb = d(ve — ), d’olt v = m — ka.

Réciproquemert, les couples {uo + &b, vo — ka), k € Z soni bien solutions,

Solution 24

Quitle & changer a ct/ou b on leurs opposés, on peul toujours supposer a ¢t b positifs, Il suffit pour cela
de changer le/les signe/s de u ou v selon les cas,
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On éctit une relakion de Bézouk aug + bug = 1. Reste a avoir —b < uw < bet —a < v < a on posant

u = uo + kb ot v = vo — ka (voir cxercice précédent). On a bien au + bv = 1. Pour avoir |u| < b, il suffit deo
, o o . N .

prendre —b < v < bsoit =1—— <k <1- 5 On choisit & entier dans un intervalle ouvert de longueur 2.

b
On a deux possibilités. sauf lorsque f est entier {pour b = £1). anquel cas on poul {et on doit) choisir
U ; - R ;
k= —— ot donc u = 0 ot pat suite bv = 1 entraine bien » = £1 ot done |v| € |a| puisque dans ce cas on

n'a pas |a| = 1.

Lorsque % est pas entier, on a done deux possibilités pour (uy, v1) et {uy +b, v1 — b) qui vérifient Ju| < b,
Commeau+bv=1l.onalgau+bv=1<ab Doncab< —au €< bw < ab—au < ab+ ab.

Dotie —o < v < 2a. Deux cas se présentent @ Si —a < u < a, alors ¢’est gagné. Sinon ¢'esl qu'on s'est
irompé dans le choix de @) ol on considére cette fois v — a qui vérilic 0 € v —a < a ot c'ost encore gagné,

Tt an (1)< ((3)) (:())- () =o(i)
entennfd) () (67) () G7)

, n n
C’est bien dire que —y divise (k)

2. De méme. (n+1—k/\k)(:) = ((n+1—k)(:)) (k(“)) Or k( )=(n+1—k)(

; o)
sutonn () = (1= (3)) (010 7,)) om0 ()22

"L, . . n+1—k Lo T
Clest bien dire que Mt AR divise (k)

3. IXapres la question précédente, en remplacant k& par & — 1,
= (n+2-K)AK=1) (k " l) ost un entier.

n+2—-k
Or(n+2-kKyAak—ND=(n+NDAk-1) don le résultat.
Solution 26
Daprés la formule du bindéme :

n n " fi{n/2) E{(n=1)/2) n
T "y 2 9P
1+ V) _kz_;(k)ﬁ_; ( )2 +3 ; (2p+1)2'

Il suffit de poser
En/2} E{(n—-1)/2) 2
n
an = 2F b, = 2%,
= () e T ()

De la méme fagon. on montre existence de (e, dr) € Z2 tels que (vVZ — 1)™ = ex + v2dn. En effectuant
le produit.
1= (\/§ - 1)“(\/5 + 1)“ = QpCn + andn + \/§(an11 + dnan).

Mais puisque v/2 n'est pas le guotient de deux entiers, il vient gue bpen 4+ ¢ndr = 0 ot donc on obtient une
relation de Bézout entre les entiers an ot by ¢

Onln + anbn = 1,
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ce qui montre que les entiers a,, ot b, sont premiers entre cux.
Solution 27
1. Par récurrence. en écrivant

2 2 2
Upt+2Un — U = (Ut + Up)lin — Uny) = Upt1 (Un — Unp1) F Uy = (_1)“+I-

Voir aussi U'exercice 21 page 18 du cours de premiére.
2. L'identité précédente fournit une identité de Bézout entre up et tUp4.

3. Par récurrence sur p, en éerivant Unip+1 = Un+1+4p Ol €N teMarguant gue

Unsprl = Upp1Up—1 + Ups2Up
= Unt1Up—1 + (Unpl + Un)Up
= Unsi1{Up—1 + Up} + Unip

= Un+1Up+1) + Unlp

[De la relation précédente, tout entier qui divise uy ol up divise tp4+p oL tout entier qui divise un ot
Un+p divise lo produit @n41up, mais comme il est premier avee wp+1. il divise up. Done

Un /\Up = Un /\un+p

4. Appliquer le résultat précédent en faisant tourner lalgorithme d’Euclide.

5. Soit n un enticr supéricur a 5. tel que ux so0it premier. Si i n'était pas premier. on aurait un diviseur
propre d 2 3. Mais alors un serail divisible par ug avec 2 € ug < Un, o qui est impossible. La
réciproque ost fausse avee n = 19, el Fg = 5181 = 37 x 113,

Solution 28
Soient deux entiers n < m. Posons p= m — n ¢l écrivons

FrL L} Tt & TT 2?,
Fm—2=2""_1=0""_1=2° 2’—1=(2"~’) _1

Mais pour tout entier x, U'entier 2 — 1 est divisible par z + 1. Il existe done un entier ¢ € N tel que
Fn—2=(2"" +1)g

¢ost-a-dire
Fm - an = 2.

Il en vésulte que Fim A Fin est un diviseur de 2. Mals puisqgue les nombres de Fermat sont impairs. le seul
diviseur possible est 1,

2.7.4 Nombres premiers

Solution 29

Soil p et ¢ deux entiers natmrels. Ona 2P — 1= (2" - 19 = (2" - 1) (2”("‘” +2°6-D 4 4 9P 4 1).
Si on prend p ol g plus grands que 1. alors 2P — 1 2 3 et la somme 2°09-1 1 9P(e=2) . L 9P L | comporte
g termes tous plus grands que 1. Done 2P9 — 1 est composé, En résumé, si pg est composé, alors 2°¢ — ]
esl composé, Par contraposée, si 2™ — 1 est premier. alors n ¢st premier.
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Solution 30

On factovise : n? —n® +16 = (n? + 1% —0n? = (0% — 3n + 1)(n® + 3n + 1). Les deux wrinémes 22 — 3z + 1
et 22 + 3z + 4 ne s‘annulent pas sur R ot done pas swr Z. On vérific quiil on est de méme des trindmes
22 —3x+41+1et2°+ 3z + 4% 1. Le nombre n* — n% 4 16 ost done bien composé,

Solution 31 (Parabole de Matsijevic)

Soil M (m ,m2) ot N{n, n?) deux points de la parabole & coordonndées entiéres, avec m? > 1 et

. 1 R . .
n? > 1. La droite (MN) est dirigée par o S Elle admet pour équation (m+ n)xr —y = mn. Lorsque

z = 0, Vordonnée égale le nombre composé mn.

Solution 32
1. Soit k€ {1,...,p—1}. On sait que A} = k! (i) Maisp| AL =p(p—1)...(p — n+ 1) donc comme

p ost premier p | k! ou p | z) Si p| &t alors p divise un des entiers 1,2,...,k < p ce qui West pas
possible el prouve la propriété.

Plus rapide : On éctit k(z) = p(i B :) {puisque k£ > 1). Maintenant p | k(z) el p est pretuier

avee k (puisque k # p). Done d’aprés le théordme de Gauss, p | z

2. On coffectue un raisonnement par récurrence. Si n = 0 alors la propriété est vérifiée. Soit n € N, On
la suppose vraic an rang n: p | n® — n et on montre que p | (n + 1) — (n + 1). On utilise la formule
du bindéme

P p-1
(n+1)p—(n+1)=Z(i)n"’—(n+1)=n"—n+z(E)n“
k=1

k=l}

p
k
le petit théoreme de Fermat est prouvée par récurrence pour n 2 0. Sin < 0 ot si p = 2 alors
n® —n = n{n — 1) est claitement divisible par 2. 8i p > 2. comme p ost premier il est impair et en

notant m = —n, on a n? —n=—m" + m = —(m? — m) qui cst divisible par p.

Comme p | n? —n et que p | ( ) pour k € {l,...,p— 1} onsait quep | (n+ 1)’ —(n+1) et

3. IYaprés la premiére égalité, m et n sont plus petits que 10 puisque 232630643127370 < 1017,
En réduisant la premicre égalité modulo 17 et la deuxieme modulo 13, on obtient ;
n+m = Wmodl7? . n+m = 10ou27
R —m® = dmoed13 SOV A om® =
car n + m ol n — m ont méme parité. On en déduit quen =7 et m =5,

. Or n 4+ m = 27 est impossible.

Réciprogquement, on vérific que (7 , ?) esl solution,

Solution 33
1. On développe la seconde partie de I'égalité et on simplifie par télescopage.

2. {a) On va effectuer un raisonnement par contraposée. On suppose que n nest de la forme n = 2*
pour aucun k € N. Alors n est de la forme pg avee p > 2 premier el ¢ € N. On derit alors

a"+1=a"+1=@W+1=(a"+1)(1 —aq+(aq)2—...+(a")”'l),

et on romargue que les deux facteurs de co produit soni sitictement plus grand que 1. Done
a”™ + 1 n'est pas premier,
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(b) Avec un logiciel de calcul formel, on montre que 92° 1+ 1 = 641 x 6700417. Par ailleurs une
démonstration a déja é1é donnée dans I'exemple 1 p. 26,

Solution 34
Onap=—¢ mod (p+g). done p*" = ¢*" mod (p+ q).

Par I'absurde : supposons p™® + ¢ = 0 mod {p + ¢). on aurait p™ + ¢** = 2¢°"
(p+q) | 2¢°".

Puisque ¢*" est premier avee p+ ¢, d’aprés le lemme de Gauss, on aurait p+ ¢ | 2 ce qui est absurde.
Solution 35
Le numéro d'immatriculation s'éerit N = aabb = 11 x 100a + 116 = 11(100a + b). Done 11 | N. Comme
N ost un carvé parfait. I'exposant de 11 dans la décomposition de N en facteurs premiets est pair. [Done
112 = 121 divise N : soit N = 121k. Comme N est un carré parfait. k I'est aussi (regarder sa décomposition
ent facteurs premiers). Done N = 121M2 avee M € N. Les essais pour M variant de 1 & 9 montrent que
seul M = 8 convient, ot alors N = 7744 = 882,
Remarque @ On pourrait aller plus vite en remargquant quun nombre dont les deux derniers chiffres sont
impairs n'est jamais un carré parfait. Mais ¢’est un autre exercice...
Solution 36 (Vrai ou Faux 7)
Cetle aflirmation csé Fausse.

En cffet. ce procédé serait trop simple pour trouver de grands nonthres premiets 4 coup siir.

Comme il s'agit d'une proposition V., il suflit pour élablir sa fausselé de trouver un contrexemple.

mod (p + ¢), soit

n (|0 V2] 3| 4 3
un [ O] V| 4|13 40121

L’entier 5 est premier alors que us = 121 = 11 x 11 w'est pas premier.

2.7.5 Décomposition en facteurs premiers.

Solution 37
Par I'absurde. On suppose V7 = g don p? = 7p%. La valuation T-adique de p® est un entier pair, la

valuation 7-adicue de ¢° est aussi un enticr pair. La valuation 7-adique de 7¢% est un entier impair. [)’aprés
I'inicité de la valuation 7-adique on a donc un enticr qui est a la fois pair el impair. Contradiction.
Solution 38

On sait que 10! = 1 x 2x 3 x ... x 10 donc 10! = 2°.31.52.7 ot un diviseur de 10! est done de la forme
2°3°5°7 avec @ € {,...,}08. b € {,...,}00. c € {,...,}02 et d € {,...,}01. Réciproquement, tout
nombte de cette forme divise 10!, On compte alors 9 x 5 x 3 x 2 = diviseurs de 101

Solution 39
1. Plagons nous du point de vue d'une porte. Elle sera ouverte aprés le passage des mathématiciens si
son état {ouvert/formé) a été modifié par un nombre impair de mathémalticiens (et fermdée sinon).
Autrement dit elle sera ouverle in fine si son numéroe m admet un nombre impair de diviseurs
{positifs).
[Yaprés la remarque 9 p. 400 1] y a un total de H(vp(m) + 1) diviseurs de m. Maintenant un produit
pEP
de facteurs ost impair si et seulement si chacun des facteurs est impairs. done dans notre cas on doii
avoir tous les vp{m) + 1 impairs ¢’est-a-dire Lous les mp(m) pairs ce qui signific que m est un caré
parfait.
Une autre fagon de voir : Si d est un diviseur de m alors & est aussi un diviseur de m. On peut
ainsi regroupet les diviseurs de m deux par deux. sauf si, par extraordinaire. m et & sont égaux,
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clest-a-dire lorsque m = d? donce lorsque m est un carré parfait.
Notre probléme devient done : Combien y a-t-il de carrés patfaits entre et n? [l y en a [n].
Plagons nous du point de vue du mathématicien numéro k. Il change 'élat (ouvert/fermé) des portes

k,2k,. ... IDe combien de portes change-t-il I'état 7 Kn n combien de fois k7 Il va lEJ [y adonceu

n
n . " . .
au total Z lEJ changement d'état. Si on enléve les | /7] portes exceptionnelles, Loutes les portes
k=1

n
. . . - . . n . .
ont changé un nombre pair de fois. Clest bien dire que E lEJ — | v/n] est un entier pair.
k=1

Solution 40

1.
2.

3.

Par un calcul simple.

{a) Si z ol y étajent pairs. 2 | z A y. impossible. Si on suppose x impair. ol y impair. alots
2?2+ 4% =2 mod 1, ce qui est impossible car 22 = 0 mod 4 (regarder la décomposition de z
on facteurs premiers. et la puissance de 2).

{b) Posons p={z+x)/2 ct ¢ = {(z —x)/2. Ce sonl des entiers car z et x sont iimpairs. lls sont
positifs car z > z. Comme x A z = 1, d’aprés le théoréme de Bézout. il existe (u,v) € Z2
tels que ux + vz = 1. mais alors (v 4+ v)p + (v —u)g = 1 ce qui montre que pA g = 1. Alors
Apg = 2> — 2% = y°.

{c) Comme pag =1, ils nont pas de facteurs premiers et commun dans leur décomposition.
Comme pg = 3> est un carré. Lous les exposants dans la décomposition de p et g sont pairs. ce
qui montre que p et g sont des carrés.

Soit {z,4,2) € E.six Ay # 1. cn posant 8 = z A y. on a 82(2”? + %) = 22 ot done 8%/2°. par
conséquent. il existe 2* € N tel que 22 = 6§22 (comme 22 ost un carré. 22 /8% en est encore un comtmne
on le voit en examinant la décomposition en facteurs premiets). Alors 22+ ¢ = 2% avec 2" Ay’ = 1.
Daprés la question précédente. il existe {a,b) € N*2 tels que (z,y, 2) = 62(a? — b2, 2ab,a® + b%). On
a done montré (avec la premiére question) que

E = {8*(a® — b°,2ab,0% + %) : (a,b) € N*?, 5 € N}

Solution 41

1.
2.

Oui.

On a 100 = 3 (mod 97). d'on 10%* = 3* (mmod 97). On regroupe par tranche de deux chiffres. On
a 1TO8AT8GI6378 = TR+ 3 x B3 + 9 x Gl + 2T x TR+ 81 x G114+ 243 x 704+ 720 x 1 = 28039 =
50+43x804+9x2=317T=174+3x3=26 (mod 97). Donc ¢ =97 — 26 =T71.

. On a 2510035231584 = 8143 x 154923427 x 35+ 2MAx 5314 720x 2 = 15861 =614+3x584+9x1 =

244 = 50 (mod 97). Soit n le numéro du département. On a N = 30+ 81n (mod 97). Soit a résoudre
50 + 81n = =70 {mod 97) soit 16n = 32 (mod 97). On cherche une relation de Bézoul entre 16 et
97, co qui va vite car 97 = 6 x 16+ 1. Donc en multipliant la dertiiére congruence pat —6. on obtien,
n = 32 x (—86) (mod 97) soil n = 2. Donce clle est née dans I'Alsne (& moins gu’elle ne soil née a
Iétranger {(code 99)).

. Se tromper sur le &-iéme chiffre. c'est faire une erreur de tae10*. Comme 97 est un nombre premier.

ay. comptis entre 1 o1 9 est premier avee 97. De méme, 10 est premier avee 97. Done 10* est premier
avee 97 ainsi que +ael10%. En particulior ap10* 2 0 (mod 97) done N £ ap10* £ N (mod 97) ot
par suite N et N £ a,10* n'ont pas la méme clef. Donc attribuer & N £ ax10* la méme clef qu'a N
produira un message d’'erreut.
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5. Soil p = 97 et n = 10 esl premier avec p. 1Xaptés le petit théoréme de Fermal {(exetrcice 32 p. 38).

plnrP—-—n=mn (n”“ - 1)‘ IPuisque p est premier avee n. dlaprés le théoreme de Gauss 9 p. 23,

p| nP~!' — 1 autrement dit n7~1 = 1 {(mod p) ot dans le cas d'espéce. 10°° =1 (mod 97).
Puisque 96 = 3 x 32 = 3 x 2%, 1] reste & vérifier que 10°2 £ 1 (mod 97) et que 10™ 2 1 (mod 97).
En effel pour artiver a 96, il faul passer par 32 ou 418,

3 x2 G x2 12 x?2 241 x2 18 x2 a6

x3
x3
x3
%3
%3
%3

I x2 2 x2 4 xa 8 x3 16y 32

Par exponentiation rapide. 102 = 3 (mod 97). 107 = 9 (mod 97). 10* = —16 (mwed 97). 10'¢ =
256 = 62 = —35 (mod 97) ot 10°? = 1225 = 61 (mod 97).
PPar ailleurs. 10" = 10%2 x 10'° = —35 x 61 = —2135 = —1 (mod 97). ce qu’il fallait vérifier.

A partir de N. si on intervertit les k-i¢émes ot m-iémes chiffres. on soustrait a,10*. puis on sonstrait
am10™ et & la place on rajoute ax10™ et ay 10%. Donc la question est de savoir pour quelles valeurs
de k,m € {0,...,12} et quelles valeurs de ax,om € {0,...,9} on a

ax10* — ar10™ = am10* — @y 10™  (mod 97),

500t
97 | (@ — am) (10% — 10™).

Supposons P'espace d'un instant que ag > ¢4, autrement dit supposons que Fon ait fait une vraie

interversion. On aurait alors ax —am € {0,...,9} et donc ar, — am premier avec 97. Donc & nouvean

d'aptes le théordme de Gauss, 97 | 10¥ — 10™,

» sim >k oona97| 10 (10’“"‘ - 1)‘ Comme 10% est premier avee 97. on a 97 | 10™~% — 1 soit
10™=% =1 (mod 97). Comme m—k < 12 < 96 on a une contradiction avec la question précédente.

» méme conttadiclion si m < k.

Donc la scule interversion ¢qui ne sera pas décelée par la clef est celle de deux chiffres identiques!

Solution 42

1.

Poura=2,b=4,e=8. ona

{anbe)(bae)=2x1cet{chab) (anb)=8x2

Un enticr n € N est libre de carrés si Vp € P,0 € vp(n) € 1.

On con\sidc‘:-rc un nombre premicr p ol on peut supposer sans perte de généralilé que vp{a) € vp(b) <
vp{c). A ce moment-la on n'a plus que quatre choix ; 0,0,0 et 1,1, 1 pas trés intéressants ol 0,0, 1 ot
0,1,1.

» Pour le cas (vp(a), vp(b), vp(e)) = (0,0,1). on a vp(be) =0+ 1 =1 donc vp{aAbe) = min{0,1) =0
par ailleurs ve(bA ¢) = min(0,1) = 0. Donc vy ({a A be) (bAe))=0+0=0.

De méme. vplac) =0+ 1 =1 done vp(b A ac) = min(0, 1} = 0 par aillouts vp{a A ¢) = min{0, 1) = 0.
Donc vp((bAac) (ane)=0+0=0.

Enfitt vp(ab) = 04+ 0 = 0 done vp(b A ae) = min(0,0) = 0.
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On a done I'égalité entre les valuations p-adiques des trois notubres (a A be) (bAae),(bAae) (aAco)
ot (¢ Aab} (a A b)., ceci pour tout nombre premier p. Ce qui prouve bien que ces Lrois nombres sont
égaux.

» Pour le cas (vp{a), vp(b), vp{c}) = (0,1, 1}, on a wplbe} = 14+ 1 = 2 donc vp{a A be) = min{0,2) =0
pat atlleurs vp(bA¢) = min{1,1} = 1. Donc v ({a Abe) (bAe)) =0+1=1,

De méme, vp(ac) =0+ 1 =1 done va(bAac) =min(l,1) =1 par ailleurs vp(a Ac) = min(0,1) = 0.
Done vy, ({brae) (ane))=14+0=1.

Enfin vp{ab) =0+ 1 =1 done vp{cAab) = min(1,1) =1 par ailleurs vp{a Abd) = min(0, 1} = 0, Done
vp{lenab) (anbd))=14+0=1.

On a done I'égalité entre les valuations p-adiques des trois nombres (a A be) (bAae),(bAaae) (aAe)
el {e Aab) (a Ab). ceci pour tout nombre premier p. Ce qui prouve bien que ces trois nombres sont
dgaux.

2.7.6 Exercices supplémentaires

Solution 43
1. Onal* =1 (mod 16). De plus, d'apres la formule du bindme, (n+1)! = n*4+16(n*+6n°+16n+16) =
n? (mod 16). Done 5 = ¢! = 13! = 1 (mod 16). De méme puisque 15 = —1 (mod 16), done
F=7"=11"= 13" = 15" = 1 (mod 16). Par ailleurs (2p)" = 16p" = 0 (mod 16). Done les scules
valeurs de pour lesquelles 1'équation k' = a (mod 16) admet des solutions sont 0 ou 1.

2, Comme 2000 = 4 x 500 =41x 14 x3x25=0 (mod 16). Done 2013 = 13 {mod 16). Donc il y a au
maximum douze 1 modulo 186, done on ne peut pas obtenir 13, 11 n'y a pas de solution.
Solution 44
Ondéveloppe : N=(n+ 12+ (n4+ 22 +... +(n+992 =002 4+ 22(1 4+ ... + 9 + (17 + ... +99%) =

99z% + 0900z + 99 > 100 x 199 = 9922 + 0900z + 328350, Or 3 divise 99. 9900 ainsi que 328350, Done 3
divise N. En revanche 9 divise 99, 9900 mais pas 3283350. Done 9 ne divise pas N. ID'on le résultal.,
Solution 45
Onaa?+k|a®—acta®+k|a(a®+k) donc a® + k| a(a® + k) — (a® — a) = ak + a, cc qui entraine
a’+k < ak+a. soit (a—1)(k—a) 20, donc k 2 a. & moins que @ = 1, auquel cas & étant un entier
strictement positif, on a aussi k 2 a.
Solution 46
Le nombre n s'éerit 2% x 3, Il admet (a + 1)(b + 1) diviseurs distinets. De méme n? s'éeriv 22 x 32 [
admet {(2a+ 1)(2b+ 1) diviscurs distinets. On cherche done deux entiers a et b veériftant (2a+ 1126+ 1} =
3la+ 1}{b+ 1), soit ab={a+ b +2. En posant s = a+ b et p = ab, a ct b sont solutions entiéres
de T2 — sT + s+ 2 = 0. Le diseriminant vaut A = s — 4{s + 2) = (s — 2)> — 12. Puisqu'on cherche
des solutions entidres, A est néecessairement le carré d'un entier 1 A = d2, done (s — 2)% — d® = 12 soit
{(s2 —d)(s — 2+ d) = 2 x 6. Maintenant sp —d et s — 2 4+ d ont méme parité, et sont done tous les deux
pairs puisque leur produit est patr, Done {(sg —d =2 ¢l s — 24+ d = 6 ce qui donne s = 6 puis les solutions
de T? —6T + 8 =0 quisont 2 ¢t 6. On a done n = 2° x 32 = 576 ou n = 2% x 3% = 2016, On vérifie que
ces deux solutions conviennent bien,
Solution 47
Si n est une puissance d’un nombre premier p. alors « et d éLant premiers entre eux, an plus I'un des deux
est divisible par p.

Si a n'est pas divisible par p. alors a + 0 - p convient, Si d n'est pas divisible par p, alors il admet un
inverse v module n et done pour z = u(l — a} (mod n). a + zd convient,
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Maintenant. on suppose que I'on a un z, qui marche pour chagque facteur premier p de n. Alors il existe
un z congru & x, modulo p* pour chagque p* divisant exactement n, et ce z est solution pour 7.

Enfin ce z est défini modulo n, done on peut le prendre compris entre 0 et 1 — 1. et le nombre cherché
est o + zd.
Solution 48
En changeant 'ordre de sommation.

n
Sn=) (n+1-k"

k=1

n

= X:(—k.)"hLl {mod n+ 1)
k=1
n

Z K"t (mod n4+1)  car n+ 1 est impair
k=1
=-S5 (modn+1)

Done 25, =0 (mod n+ 1} done &, = 0 (mod n+ 1) car 2 est pramier avee n + 1.

Solution 49
Ce sont les entiers . divisibles par 7 car 7 est premier.

Solution 50
Si p = 3 'implication est vraic. Si p # 3 est premicr alors p £ 0 mod [3], donep? =1 mod [3 et p®+2=10
mod [3]. Dire que dans ces conditions p? 4+ 2 est premier. c'est dire que p? 4+ 2 = 3 ce qui est incompatible
avee p premier,

Moralité, pour p # 3 la proposition « p ot p? + 2 sont premiers » est fausse. done I'implication est vraie.
Solution 51

13 Les entiers 3 et 4 sont premiers avee 13. done d’aprés le théoreme de Fermat-Euler, 3'2 =42 =4

mod [13]. Or 105 =9 mod [12] done

31 L =31 =27 468 = 1P+ (-1 =0 mod 13].

43 On a 105 = 21 mod [12] done § = 32" + 421 =321 4 212 = (%) + 1 mod [13].
13

3 ) = (=1)B-D2xXU=-1/2 — _1 Comme

Or d'apreés la loi de réeiprocité ¢uadratique. (%) x

(%3) = (%) =1,0nabiecn $=—-1+1 mod [13].

19 Lorsque n est impair, " + 8" est divisible par a + b. Done § = (37)15 + (aIT)l‘r‘ est divisible par
37 4+ 47, Lequel 37 + 47 peut s’éerire 37+ 47 = B34+ D3 = 3" x4+ 3" x 2+ ... -3 x 4° +4%. Or
A=—3 mod [7). Done 3° = 3% x4+ 3  x42 4.,  —3x 45 +4°=343°4+ . +3°43°=7x3°=0
mod [7]. Done 7 x 7 = 49 divise S.

181 Pour la méme raison. a + b:= 3% + f‘|53divisc 8. 0r 3% +4° = 7 x 181. d’ol le résuliat.

211 On a a nouveau § = 3" 4 2210 = (—) +1 mod [211].

211
Toujours d’aprés la loi de réeiprocité quadratique. (%) X (2]?1) = (—niE-D/zxeu-n/2 -
(—=1)'% = —1, Comme (%) = (%) =1.0onabien §=—-1+1 mod [211].

379 Brutalement, 49 divise 37 + 47 et 37 + 47 = 19 x 379.
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2

4121 On a (.IIUS = 2‘21{1 = (i) mod [f|21] Or (_) — (_l)(42(>x4‘22/8 = (_1)1{15)<211 =—1.

421 421
Pour le caleul de 3" e’est un peu plus pénible. On trouve 3° = 308 = —113 mod [121]. Yol
3'2 = (—113)2 = 139 mod [121] et 3" =3 x 139 = —4 mod [121]. Done 3'™ = (—1)* = 2'° = 281
mod [121). Enfin 3" =3 x 281 = 1 meod [121].

Solution 52

1.

2,

» Sim=1alors n =1 convient et le couple {1, 1} est solution de {(F).
 Sim=2alors 14+ 3 x4 =13 n'est pas une puissance de 7. Il n'y a pas de couple (n, 2) solution
de (F).
 Sim=3alors 14+ 3 x 8=25nest pas une puissance de 7. Il 0’y a pas de couple (n,3) solution
de (F).
» Sim=4alors | +3x 16 =49 = 72 est une puissance de 7. Le couple (2,4} est solution de {E).
(a) Si{n,m) vérific I'égalité (F), alors 7% — 3 x 27~°2% = 1 donc en réduisant modulo 2° = 32. on
obtient bien 7' —0 =1 mod 32.

{b) On trouve successivement

» 7' =7 mod 32.
» 72=40=17 mod 32.
b P=17xT7T=119= -9 mod 32 el

» 7P=-0x7=-63=1 mod 32.

De ce fail. si n = 4k 4+ r. avee r € {0,1,2,3} alors 7 = 7% x 77 = (T x 7" = 7" mod 32.
Deece fait. on a 7 =1 mod 32 si el seulement si n =0 mod <4 autrement dit 2 est divisible
par 4.

(¢} Si le couple (n,m) est solution de (F) alors i est un multiple de 4 (question précédente.
Done 7 = 2® mod 5 puisque 7= 2 mod 5 ¢t en éerivant n = 4k avee k € N on a bien
M =2 =1¥*=1 mod 5.

{d) La réponse est non. Supposons l'espace d'un instant que le couple (n,m) soit solution de {(F)
avee m 2 3. En effet en réduisant modulo 5 I'égalité {E). on obtient 7% —3x2x2™~! = 1-2m"!
mod 5 puisque m = 1 et par suite 1 = 2™~ = 1 mod 5 done 277! = 0 mod 3. ¢est-a-dire
que le nombre premier 5 divise 2™, Cette dernidre proposition n'est pas vraie car 2 est le
seul nombre premier gui divise 2™,

On a bien établi qu'il nexiste pas de couple {(n,m) d'entiers naturels solution de (F) avee
m = 5.

3. De ce fait les seules solutions (n, m) de (E) vérifient m < 4. IYaprés la premicre question. il nexiste

que deux solutions : (1,1) el (2,4).

Solution 53 (Calcul de congruences)

1.

Onal2= -2 mod [7] done 127006 = (—2)2006 = 2206 1,64 [7]. IY'apres le petit théordme de Fermat
{exercice 32). on a 2° =1 mod [7] done 22 = 25)** = 1 mod [7] ot 22 = (26)** x 2% =4
mod [7].
Ona22a53=1eL(22)=(2-1)x (11 = 1) = 10. D'aprés le théoréme 21 d'Euler-IFermal. on a
5 =1 mod [22) et 5" = (5" x5=1" x5=35 mod [22].
Onan®—n=n(n-D{n+1). Donc n* —n est nul pour n appartenant au systéme complet de
restes modulo 3 done congru a zéro modulo 3 pour tout entier 7. Pour les mémes raisons n? — n ost
congru a zéro modulo 3 pour Loul entier 7.

2| n* —n
Onad 3|n*—n done2x3|n’-—n

2A3=1



o
=1

1. On va regarder séparément modulo 2 et modulo 5. Le nombre 5 est clairement impair @ 5
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Onan®—n=(n*—n)(r?+1). Donc 6 | n* —n d’aprés la question précédente. Onan? =1 mod [3)
pour n non divisible par 5 et n° —n =0 mod [5] pour n multiple de 5. Dans tous les cas n° —n =0

mod [5].
6|n°—n

Ona 5|n°—n done5x6|n®—n.
5A6=1

Onadt+? —41™*+2 =27 3" — 16 x 256" =5 x 3 =5 x 3" =0 mod [11].

Ona 22 = 4 x 64" = 4 x 10" mod [18]. Or 1 x 10™ = 1 mod [18] c'est-a-dire que 9 | 4 x 10™ — 4.
Comme 2 |41 x 10® =4 et que 2A9 =1 on en déduit que 18 | 1 x 10" — 4 ¢'est-a-dire que 2°%+2 = 4
mod [18]. D’aprés le petit théoréme de IFermat, 2% = 91 1nod (19]. done 92"'* {3 =164+3=0
mod [19]. ce qu’il fallait démontrer,

1

77T LT
mod [2]. On a § = 7" avee m := 77 . Onam=1 avee fi= 77 impair. Done m = (-1} =
—-1=3 mod [4]. Donc §=2* =1 mod [5).

2 | l.g_l
Ona 58 —=1 donc2x5|8—1. Le chiffre des unités de S est 1,
2a5=1

Solution 54

* 52024 301y = 23. On a 529 A 3201 = 23, Aprés division par le pged. Iéquation devient 23x+ 17y = 1.

L algorithme d’Euclide étendu fournit une solution (3, —4). On en déduit que 23(x-3+17(y+4) = 0.
23 divise 17{y+ 1) et 23A17 = 1 done d’apres le lemme de Gauss. 23 divise y+4. ¢'est-a-dire. il existe
ke Z, el quey =23k — 4. En reportant dans 23{z —3)+ 17(y + 1) = 0. on trouve x = —17k + 3.
Inversement. tous les couples (23k 4+ 3, — 17k — 1) sont solution pour Lout k € Z.

368x+161y = 253, On a 368A1611 = 23. Aprés division par le pged. I'égquation devient 16x+7y = 11.
Lralgorithme d’Euclide étendu fournit 16 x (=3)+ 7 x 7= 1donc 16 x (=33)+ 7 x 77 =11. On en
déduit que 16(x +33) + 7(y—77) = 0.

16 divise 7(gy—77) el 16 AT = 1 done d’apres le lemme de Gauss. 16 divise y — 77, ¢'est-a-dire. il existe
ke Z, el que y = 16k 4+ 77, Kn reportant dans 16{x — 33) + 7(y — 77) = (0. on Lrouve r = —7k — 33.
Inversement, tous les couples {(—Tk — 33, 16k +77) sont solulion pour Lout k € Z. On peul remarquer.
que k ;= —4 fournit la solution plus « simple » (=5, 13).

585z 4 287y = 23, On a 5385A287 = 1. L algorithme d’Euclide étendu fournit —26 x 585+ 53 x 287 = 1
done 585 x {—508) + 287 x 1219 = 23. On en déduit que 585{x + 598) + 287{(y — 1219) = 0.

585 divise 287(y — 1219) ot 585 A 287 = 1 done d'aprés le lemime de Gauss, 585 divise y — 1219, c'est-
a-dire. il existe k € Z. el que y = 585k + 1219, En reportant dans 585(x + 598) + 287(y — 1219) = 0.
on trouve x = —287k — 508,

Inversement. tous les couples {(—287k — 598, 585k + 1219) sont solution pour tout k € Z. On peul
remarquer, que k := —2 fournit la solution plus « simple » (=24, 49).

10101z + 1001y = 101. On a 10101 A 1001 = 91. Comme 91 ne divise pas 101. I'équation n'a pas de
solution,

Solution 55

Modulo 4 les carrés sont 0 ou 1. Les sommes de deux carrés sont done 0. 1 ou 2,

a?\p? | 0|1
0 011
1 112
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Maintenant st p = a® + 6% est un nombre impair {premicr ou non). il est congru 4 1 ou 3 modulo
4 en tant que nombre impair. Il n'est pas congru a 3 modulo 4 en tani que somme de deux carrés
tmodulo 4.

2. On regarde les congruences possibles modulo 8 :

a\?lof1]4 cAaf+b2 (01245
o |o[1]4 0 ol1[2]4]5
1 [1]2]5 1 12356
1 [4]5]0 1 15601

Le deuxieme tableau montrer qu une somme de trois carrds ne peut pas étre congrue 47 ¢’est-a-dire
—1 modulo 8.
Solution 56
Soit, d := pged{an, b). On a d | b. De ce fait pged(d, a) divise d et b done a et b done leur pged. ¢est-a-dire
1. Done d ot a sont premiers entre cux. Daprés le lemme de Gauss. puisque | an on a d | n.
En résumé. d | b et d | n done d| pged(n, b).

Soit d' := pged{n,b). On a d' | ndonec d' | an. Or &' | b done d’ divise leur pged.

En fin de compte ot a d | pged(n, b) et d' | pged{an, b) done d = &'
Solution 57 (Parlez-vous chinois 7)

=2 mod [23

=3 mod [13]
IYaprés algorithme d’Euclide étendu, —7x 134+4x23 =1done —7x13=1 mod 23] et 4x23 =1
mod [13]. On en déduit que 2 := —14 x 13+ 12 x 23 = —166 est solution du systeme. De plus. pour
tout entier k € Z. 13 x 23k — 166 est ausst solution,

L. On va chercher une solution. Les entiers 23 et 13 sont premiers entre cux.

Réciproguement., soit 2" une autre solution. On a 23 | (x —z') et 13 | (z — z'). Comme 23 ot 13 sont
premiers entre eux, on a 13 x 23 | (x — 2'). soit 2" = 13 x 23k — 166 pour un certain k € Z.

9 { Tr=5 mod [19

’ 3r=1 mod [11]

dlendu, =4 x19+7x11=1donc —4x19=1 mod [11] et 7x 11 =1 mod [19].
Les entiers 19 et 7 sont premiers entre eux. 1D'apres Palgorithme d’Euclide dtendu. 3 x 19-8x7 =1
done —8x7=1 mod [19) et 2 = -8 x 5= -2 mod [19].
Les entiers 11 et 3 sont premiers entre cux. D'aprés Ualgorithme d'Euclide étendu. 4 x 3 - 11 =1
done 4 x3=1 mod [11] et z =41 mod [11].

Les entiers 19 et 11 sont premiers entre cux. 1D’aprés Palgorithime d'Euelide

On st ramené a la situation de Uexemple précédent ; = -2 mod [19) Lientier ¢ := =2 x 11 x
=41 mod 1]
T4+ 4 x {—1) x 19 = —458 est done solution. Les autres solutions sont les entiers 11 x 19% — 158,

kel
3 { =8 mod [12]
"l =1 mod [21]
mod [3]. Il n'y a done pas de solution.

Cette fois on a 12 A 21 = 3. Une solution x vérifie z =8 =2 mod 3] et 2z =1

N =156 mod [30?]
N =118 mod [31%)
et 31 sont premiers entre cux. Il en est done de méme pour 302 ot 312, D'aprés Palgorithme d’Euclide

Loes nombres 30

Solution 58 (Parlez-vous chinocis 7)
Soit N le nombre de soldats, Il est solution positive du systéme {
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étendu, 63 x 30° — 59 x 312 = 1. On a donc 63 x 30> = 1 mod [31%) et =59 x 312 = 1 mod [30%]. Donc
z = 148 x 63 x 307 — 156 x 50 x 312 = 148 mod [31%] et 2z = 156 mod [30%]. Or 2z = 16556556 =
19 x 30% x 317 + 123456, Done N = 123456, En cffet. 123456 + 30% x 317 > 500000.
Solution 59 (Points a coordonnées entiéres sur une hyperbole)
1. Pour tous réels z ot y, 8122 — 1372y + 55y% = (Tx — SyH 12z — 11y),
2. {(z,y) € Z x Z est solution de Tz — By = 1 si el sculement si il existe k € Z tel que 2 = 3 + bk ot
y=44+7k
3. Soit = 345k et y = 44+ Tk une solution de I'éguation précédente. On a alors 122 — 1y =
36 +60k — 144 =TTk = —8 — 17k. L'équation —8 — 17k = 1 n‘adimet pas de solution dans Z. [Yol le
résultat,
1. (x,y) € Z x Z est solution de Tx — by = —1 si ¢t seulement si il existe k € Z tel que z = 24+ 5k ¢t
y=34+"Tk
Soit ¥ = 2+ 6k et y = 3+ Tk une solution de I'équation précédente. On a alors 122 — 1ly =
24 + 60k — 33 =TTk = =9 — 17k. L'équation —9 — 17k = 1 n'admet pas de solution dans Z. [You le
résultat,
Enfin le produit de deux entiers égale 1 si et seulement si les deux entiers sont égaux 4 1 ou bien
sont égaux a —1,

— Remarque 8. | -

On pouvait se passer de cetle derniére élude en remarquant que {(zg,yo) est solution du
. Tr — By = -1 , . . N
systeme st ot seulement si (—zo, —go) ost solution du systéme
122 - 1ly = -1
Tr = by = 1
120 — 1y = 1
e w

Solution 60
On sait qu'il existe u et v dans Z tels que udet A +vdet B =1,

SidetA=0alorsdetB=1ct V:=B~' € M(Z). On prend pour U la matrice nulle.

Si det B = 0 on peut échanger les voles de A et B.

Sidet A # 0 ct det B # 0 On peut choisir U ;= udet A A € Ma(Z) o1 V:=vdet B.B € My(Z).
Solution 61

1. Soit n:=1+ab. Onal+ab—5'=-b" mod [n]. Donc 1 +a'(1+ab—5b*)=1-a"" mod [n]. Or

ab= -1 mod [n]. Donc e’ =1 mod [nct 1 +a’(1+ab—-0")=1-1 mod [n]. O

2. On a pour Lous réels a ot b.

1+a' (1 +ab—5"Y = (1 +ab) x (1 —ab+a’b® —a’b’ +a*).

2.7.7 Résidus quadratiques

Solution 62
Supposons que (x, ¥} soil solution,

e =0 (mod 2) domnerait ¥ = 3 {mod 1) ce qui est impossible,
e =3 (mod 1) donnerait ¥ = 2 {mod 1) ce qui est impossible,
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e Restex =1 (mod 4).
Dans ce cas. 22 — 3z + 9 = 3 (mod 1). 1l existe done au moins un diviseur premier p = 3 (mod 1}
de 2 — 32+ 9. done de (2% — 3z + 9)(z + 3) = 2* + 27.

On a done y* = —1 (mod p). done (%4) =1, done (%) =1, ¢ce qui contredit p =3 {mod 4).

Solution 63
1. 3ly* =7 = y =3k + 1 pour un entier k.

Ainsi I'équation devient ;
z(z+ 1) =9k* + 0k + 3k —2=1 (mod 3)
Casl:z2=0 (mod 3} = z(z+ 1) =00+ 1) =0 (mmod 3). impossible,
Cas 2:z=1{mod 3} = z(z+ 1) =1{1+ 1) =2 (mod 3). impossible.
Cas3:2=2 (mod 3} = z(z+ 1) = X2+ 1) =0 (mod 3). impossible.
Ainsi 3z(z + 1) + 7 = ¥* n'a pas de solutions en entiers,

2. O0naplaf—avreZandpe P, ainsi’ =y (mod 3) = y=7=1 (mod 3). En substituant
comtue ci-dessus y = 3k+1 on obtiem 3 | 22 +2—-1 = 3|2’ +2—-1) = 3| (2x+1)2-5.12,
mais 5 est un résidu quadratique de p si et seulement si 10 | p? — 1. ce qui n'est pas le cas.

Solution 64

1. Soit ¢ une racine de g(x). ¢ vérific " = 1 et ¢ # 1. £ est done aussi racine de p(x). Done X — ¢
divise p(X). Comme les ¢ sont distinets, les X — ¢ sont premiers entre eux et lewr procuit, g(x)
divise p( X).

2, 1280000101 = @ + a2 + 1 avec a = 20. Pour n = 3. 7,2 et 1 forment un systéme complet de
restes modulo 3. Done X7 + X% + 1 est divisible par X2 + X + 1. En posant la division, on trouve
X+ X211 = (X4 X+ D)X= X"+ X2 =X +1). D'ona"+a’+1 = (a®+a+ 1} a* —a' +a’—a+1)
soil 1280000101 = 421 x 3040381,

Solution 65 (i =1

k:z' ) (z‘—-l)!+1 (k-;l}ﬁ "
Dans le cas de la figure. [@ =keol [(f — 13! +1_ [(ﬁ : l)!” = 0. Donc pour avoir un saut
d'une unité ev done [(i — lz_}! +1_ [(f_z, Dk = 1, il est nécessaire et suffisant d'avoir (¢ — 1} + 1 pile

sur ki ce ¢qui veut dirve ¢ pramier d'aprés le théoréme de Wilson (théoreme 24 page 15).
Solution 66

On pose g = ; ! el
_J 0 st p=1 (modp)
€= { 1 si p=3 (modp) (24
etpour k=0,1,...,p— 1.
q
N(k) = Z 1. (2.5)
i,i=1
ro+nr =k (mmud p}

Si k ost résidu quadratique pour le module p. alors {kry,i =1,...,¢} est un systéme complet de résidus
quadratiques pour le module p et {kns, i =1,...,¢} est un systéme complet de non résidus quadratiques
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pour le module p.

Si k est non résidu quadratique pour le module p, alors {kni, i = 1,..., ¢} est un systéme complet de résidus
quadratiques pour le module p et {kri,i=1,...,¢} est un systéme complet de non résidus quadratiques
pour le module p.

En remplagant r; par kr; ol ny par kn; dans (2.5) on obtient

N(k)=N{1), k=1,...,p—1 (2.6)

Maintenant —1 est résidu quadratique pour le module p lorsque p = 1 (imod p} o1 —1 est non résidu
quadratique pout le module p lorsque p = 3 {mod p}. Done

q
N(0) = Z 1 = ¢q. (2.7)
i,i=1
rE-n; (ned p)

O,

p—1
Z N(k) = Z 1=¢g? (2.8)

k=0 i,§=1

On en déduil
g+ 2gN(1) = ¢°.

IXon -
N1} = 5
IFinalement,
q q
E(p) = Zwr" Zw“-"
i=1 i=1
q
i,i=1
p-1 q
ID VI
k=0 i.4=1
rotn; =k (mod p)
=1
=Y W N(k)
k=0
= N(O) + N(1) (w+w’ +... + ")
= N(0) — N(1)
—g_1—¢
- (q 2 [
Soit
1-p

Ep) T st p=1 (mod p)
Y p = ’
IT si p=3 (modp)

=3
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2.7.8 Probabilités

Solution 67 (Indicatrice d’Euler)
1. On sait que 2 est premier avee nsi oL seulement si ancun des diviseurs premiers de n ne divise .
On a done :
B=A, N---0NA,.

2, Puisque qu'on ost en situation d’équiprobabilite, il suffit de caleuler le cardinal de A,,. Mais si
n = km, alors les multiples de m qui sont inféricurs ou égaux a n sont m, 2m, ..., km. On a done

k 1
P(Am} = E = E

3. Soit i) < -+ < iy, des entiers distinets choisis dans {1,...,7}. On doit prouver ¢ue
Jb”(.fl],,l1 ). P{Ap, ) = P(/l,pfl N NAy, )

Mais.
m

1
P(Ay, ). P(Ap, )} = —.
j=1 Pi;

ID'autre part. puisque p;,,...,pi,, sont premiers entre cux deux 4 deux, un entier est multiple de
P, ... P, sioet seulement s'il est multiple de chaque pi,f = 1,...,m. On en déduit gque

Aml N0 AP,-,,I = Ap,-l e Pigp ®

s0il.
1

PlAg, N---NA = —,
{(Ap,, Prm ) P

ce qui prouve le résultat voulu,

1. Les événoments Agp,, ..., Ap,. sonl également indépendants. On en déduil que

P(B) = H P(A,)) = H (1 - l) .
i Pj

=1 i=1
5. On sait aussi, par le modele de 'équiprobabilité et puisque le cardinal de 12 est égal & ¢{n}. que

P(B) = @

ce qui. grace a la question précédente, donne le résultal voulu.

2.8 Problemes

Le probleme suivant est Liré d'un article de John Cohn de 1964, 1l se propose de démontrer que les
seules valeurs prises par la suite (F,) qui sont des carrés d'entiers sont 0,1 et 144, Une des idées motrices
est que sioun entier A est un carré dans N, alors il est néeessairement un carré modulo tout entier n € N*
¢t pas sculement n premier.
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Probléme 1 (Fibonacci rides again)
On considére les deux suites d'entiers définies par :

Fa=1LFR=0 Li==11y=2 o Vnz-1, Fopn=Fop1+F., Inyoi=lna + La.

On rappelle {exercice 11 page 591 du cours de premicre) que

Vﬂ E N., VPE N, Fn+p = Fn—le + Fan+]. (2‘9)
. i 0 1 IO n
On avail alors posé A := ct pour lout n € N, Uy, ;= = A". U,
11 s
1. (a) Démontrer que
vmneN, (m|n= Fn| ) (2.10)
{b) Ddémeontrer que
Vm,ﬂ E N, 2Fn;+n = Fn;ftn + Fn l;yn (2‘11)
ol Vm,n = N, QL'm+n = SFn;Fn -+ Lnl’nn (212)

n ™"
(¢) Démontrer que Yo € N, Ly, = (%) + (1_—2‘/3) et en déduire que

¥Ym, €N, Lim = L3, — 2 (2.13)

{d) Ddémontrer que
¥Ym € N, pged (Fum, Lam) = 2 (2.11)
et YmeN, 3 fm = pged (Frn, fm) =1 (2.15)

2. On démontre ensuite les lemmes suivants ;

(a)

vpeN, Lep =2 mod [1]. (2.16)

(b)

vre N, Lyr =3 mod [1). (2.17)
(¢} Résidus quadratiques ;: DDémontrer que

¥r € N*, —1 nest pas résidu quadratique modulo fa- (2.18)

et pour r 2 2, 2 est résidu quadratique modulo Lor. (2.19)
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(d)
Vr 22, 3 f Lo (2.20)

{e)
Vre N, VEEN, Fpyprii = —Fr mod [Lor]. (2.21)

3. Damontrer les théorémes suivants

(a) A laide de {2.11) :
T1: 8i Fy est un carré dans N, alors n=0,1,2,6 ou 11 (mod 12).

(b) A Paide de (2.11), (2.10) ¢t & l'aide de (2.16) :
T2:8i n=6 {mod 12}, alors F, n'est pas un carré dans N.

{c} A Dlaide de (2.21) et {2.19) :
T3:Soit n=12p+gavec p>0ct g€ {—1,1,2}. F n'est pas un carré dans N,

(d) A laide de (2.21), (2.17). {2.20) et (2.19) :
T4 : Soit n=2p+ 12 avec p > 0.
(i) Fr n'est pas un carré dans N,
(ii) %F‘n nest pas un carré dans N,

(e} T5: Soit n =0 (mod 12). Si Fy est un carré dans N, alors n = 12.

Correction 1
1. (a) On va démontrer par récurrence sur k € Nque Pr : Fim =0 mod [Fm]. On a clairement Po.

Soit k& € N pour lequel on a Py, en spéeifiant n ;= km ot p := m dans (2.9} on obtient bien
Fiep1ym =0 mod [Fir| ¢'est-a-dire Pmyr. On conclut avee le théoréme de récurrence,

{(h) On va démeontrer par récurrence sur m € Nque He, @ YREN, 28, = Fplpy + Foli.
Ho est claire dans la mesure olt, pour tout entier n € N, InLy, + Foolo = 2F, = 2Fy,x.

L . p )
On pose pour tout n € N, V,, := (1 " ) on vérifie sans peine que V, = A™ - Vo,
el

OnaUn+V,=A". (?) + A" (?) =2A". (:) =2A“-A((1]) =2A" . U,.

On en déduit que 2F, 11 = Fr + L = FL L + Fu Ly ot ce pour tout entier n € N. Clest H,.
On va démontrer ¥m € N, Hm par une récurrence a deux pas :

Ym e N*, ({(Hm-1 &t Hm) = Hm+1). Soit m € N* pour lequel on a (Hm-1 et Hm).
SoitneN, ona

2nsnt1 = 2Fmin + 2Fm_14n
= Fmbn + ann'n)'i':nm—lbn + anam—ll

dapres Han (I‘apr(‘.:ﬂm 1
= (Fm + Fm—l)fm + Fn{fam + Lm—l)
= Fm+l)[4n + l':|1"¢"-‘1r:"t+l
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(c)

(d)

(a)

et ce pour tout entier 1 € N. Clest H,1. On conclut avee le théoréme de récurrence. On va
démontrer par réewrrencesurm € Nque Ky @ YR € N, 2lpmyn = FinFrn + Linbom.
Ko est claire dans la mesure olt, pour tout enticr n € N, FoFoo + Lnlo = 280 = 2L04n.

2
OnahbUan+Vy=A"" (g) + A" (?) =2A". (;) =2A" A (;) =2A"* .V,

On en déduit que 2Ly = 5Fn + Lo =3 Fn + Laly ot co pour tout entier n € N, Clest Ky,
On va démontrer ¥m € N, Xy par une récurrence a deux pas :

¥Ym e N*, ({(Km-1 et Kin) = K1), Soit m € N* pour lequel on a (K- ot Kym).
SoitneN, ona

2]4m+n+1 = 2]4m+n + 2Lm—l+n
= ;V)Fan + fJnIJn;l-";aFm_] Fn + IJRI"YR—L

(I’aerw Kin d‘aprb:k‘,,. 1
5{Fm + Fm—l}Fn + Fn(Lm + Lm—l}
= 5Fm+]}Ln + anam-p]

et co pour tout entier n € N. Clest Kpyr. On conclut avee le théoréme de récurrence.

5 -5 e 2
On pose & = ‘%& et &' = 1545 On vérifie que 2 =&+ 1, ¢° =& +1 et dd' = —1. On
démontre par une récurrence a deux pas, £n : Fn = ™ + &', Les propositions Lo et £ sont
claires. Et si pour un entier n € N* on a £, et £, alors

Lnit = Jonc1 4 b =0 40"+ 0" 10" =" (1 + O)+ ¢ (12 &) = ™ 4

clest-a-dire £,4. On conclut avee le théoréme de récurrence.
Maintenant pour tout m € N,

2 2
12, -2 = (¢2” + 4)’2“) 2= (qf‘“ + (b"'“) +2(88) " = 2= Lan + 2=1)>" = 2 = Liin.

En spécifiant n := 3 dans (2.11) et {2.12), on a, ¥m € N.
Fovs = 2Fn +  Im L Ainsi Fa AL divise Fip et Ly, done aussi 280+ Lm = Frmgs.
Lm+3 = r)Fm + 2Lm
Il divise aussi 5F, + 2L = Lmgs. Done il divise leur pged : Foy A Ly divise Fpn A Lngs.
. N Fm+3 = QFm + Lm e s
Inversement. 5  Jo syst, 3 it 8 derire
nversement, puisque le systéme { Lmis = 5Fm 4 26m peut séerire
-1
Fm+3 2 1 Fm P . Fm 2 1 Fm+3 -2 1
(Lm;, 5 2) \Lm) I TG 2 Lms 5 -2
fm*':;)‘ Cetie fois Fines A Limas divise Fings et Lings done aussi —2Fme3 + Lines = Fin.
s+

Il divise aussi Ln,. Donc il divise leur pged : Fipps A Lpes divise Fiy A Ly, On a done
Froga A limys = Fin A L et ce pour tout m € N,

Trois récurrences immédiates donnent :

e sim=0 mod [3 alors Fn Albm =FoALo=2A0=2,

ssim=1 mod 3 alors Fn ALm=FAli=1A1=1,

e sim=2 mod [3 alors Fn ALm=FAla=1A3=1

2
Soit me N. On a (Lm+6) = (5 2) (Lm) = (20 9) (Lm)' Done Ly = 20F, +

Om = L mod [4]. Une réeurrence évidente donmme ¥p € N, Lem = Lo =2 mod [4].



(b}

{c}

(d)

(e}

(a)

(h)

CHAPITRE 2. ARITHMETIQUE

On démontre par récurrence sur r € N* que M, : Ly =3 mod [1]. Ona Ly = Lo =3 done
on a bien My et Ly: = Ly =7 done on a bien M. Soit r 2 2 pour lequel on a M. [Daprés
{2.12) en spécifiant m:= 2"~ on a alors

Layor 1 =hgriv =13 —2=32-2=3 mod [1].

»
d’aprds M,

On conclut avee le théoréme de récurrence.

Pour r 2 2. daprés (2.12) en spécifiant m := 2772 on a alors Lar = Lg.- e — 2. 0naaen
particulier 2 = Lgr » mod [Lor] et 2 est un carré modulo Lo,

On éerit Lar comme produit de nombres premicrs distinets ou non : Lor = pip2. .. ps. [Yaprés
{2.17). aucun de ces nombres premier n'est 2 ot au moins 'un d'entre cux  disons py pour

. .-~ . . -1 N T
fixer les idées  est congru 4 2 module 4. De ee fait on a (p_) d'aprés le théoréme 26 page
1

46. Maintenant. si on avait a® + 1 = kp;pa ... ps pour un certain a € Z ot un certain k € Z. on
aurait ¢> +1=0 mod [p1]. et on vient de voir que ce n’était pas possible.

Si on avait p; := 3 comme facteur premicr on aurait 2 qui serait un earré modulo 3 ee qui n'est
pas le cas.

Diaprés (2.11) on a en spécifiant n 1= € et m 1= 2",

2Fy avin = Feligrit + L Foe i
=Fe (L3 —2) +Le Lo P
N S —
d'apres (2.13) daprds (2.11)

=-2F mod [Lo]

Or Lo =3 mod [4] donc impair done premier avee 2. Done il existe un entier « tel que 2u = 1
mod [Lar]. En multipliant les deux membres par u on obtient bien {2.21).

On a Flg = 144 et Ly = 322, IYaprés (2.11) on a
Fn+]2 = 72[111 + 161 F-n = Fn (n]od 8}.

En regardant les douze premiers termes de la suite {(Fy,) moduloe 8 :

nffe|1|2|3]4(H[6|7[80|10 11]|12]13
Fe O 1112135055127 | 1[0]1

La suite (Fy) module 8 est périodique de période 125 De plus, les carrés modulo 8 sont 0,1
et 1. Done les seuls carrds possibles pour Fy le sont néeessairement pour n = 0,1,2,6 ou 11
{mod 12).

Soit n = 12p + 6. D'aprés (2.11),
2Fy = 2F0p4e = Froplis + Folinop = 18F12p + 8L12p.
Or Fiy = 144 divise Flap daprés (2.10). et done s, =0 (mod 16). Done
Fao=9Fp+ 440, =041 x2=38 (mod 16).

Comme les eatrés modulo 16 sont 0,1,4 et 9. Fy, n'est pas un ecarré dans N.



2.8.

PROBLEAMES 91

{c)

(d)

(e)

Soit p > 0. On pose p=2""1P avec r 2 | o1 P impair. Ainsi n = 12p+ ¢=6 x 2" + ¢ avec
g=-1,10u2.

D'aprés le lemme (2.21). appliqué 212 {ois,

Fo = Foxarpsag

(-D*'F,  (mod Fy)

—Fy (mod Fyr) puisque P ost impair
—1 (mod Far)

puisque i =Fy = F_; =1,
Done F,, n'est pas un carré modulo Fer daprés (2.19). A plus forte raison F, n'est pas un
carré dans N,

Onpose p=2""2P avecr > 2 et P impair. Ainsin=21p+12=6x 2"+ 12.
A nouveau grace au lemme {2.21),

Frn=Foxorperz= (1> Fra= —141  (mod Far).

Or d’aprés le lemme (2.17). Lor =3 (mod 1) done Lo est premicr & 4.1D'aprés le lemme (2.20).
puisque r 2 2. 34 Lor, done Lor est premier a 3, Done Lar ost premier a 12, De ce fait il existe
un entier u tel que 12u = 1 mod [L2r]. Maintenant. F, ne peut pas étre un carrd k2 avee
k € N. sinon on aurait (uk)® = —144u® = —1 mod [Lar] en contradiction avee le lemme
(2.19). Clest le (i).

On a 3| n. done d’aprés (2.10), Fy | Fyy, done Fy est bien pair.

Par aillewrs, Fy, et L, ont méme parité pour n = 0 et n = 1 done pour tous n € N. Comme
3427 on en déduil que pged (Far, Lor) = 1 d'aprés (2.14). et done que Lo+ est impair.

. e 1 . . N . -
Supposons lespace d’un instant que §F" soit le carré de l'entier k., on aurait k* = —72
mod [Lzr]. Or, daprés le lemme (2.19). il existe v € Z. v = 2 mod [Lar]. Maintenant
12 est premier avee Lar. Done il existe u € Z tel que 12u = 1| mod [Lar]. Par conséquent
kv = —72u%0? = —144u? = —1 mod [l2r] en contradiction avee le lemme (2.19), Clest le

(ii).

On a Fia = 114 = 122, On va démontrer par une descente infinie que ¢’est, I'unique Fizm qui
esl un carré dans N ou le double d'un carré.

Supposons que oy, soit un carré dans N avee m > 1. D'aprés le 1théoréme T4, m osl pair.
De plus Foy = Faliz = 144 x 322 d'aprés (2.11). Comme Fzq n'est pas un carré, on a done
m 2z 4. Maintenant. d'aprés (2.11), on a Flam = Fgm Lom ot d'aprés (2.14) Fgm ot Loy n'onit
que 2 comme diviseur commun, Donce Fsm est soit un carrd, soit le double d'un carré, Puisque
m 24 ot que m ost pairon a %m > | et on construit ainsi une descente infinie, ¢'est-a-dire une
suite strictement décroissante d’entiers naturels. Inutile de le préciser. une telle suite ne peut
pas oxister,

On reprend une des idées du probleme précédent ; la suite des restes de la suite de Fibonacel modulo

un nombre premier. Les notations restent les mémes,
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,—[Déﬁnition 9 (Suite périocliquc).} .

Soit (un)nes une suite définie sur un intervalle f de N non horné. On dit que {u,)ner ost
périedique s'il existe un entier T € N* tel que

Y€ I, upir = uy.

Un tel nombre T s'appelle alors une période de (un)aei.

Il est clair que si T est une période d'une suite périodique. alors tout multiple sirictement positif de T
est aussi une période de eette méme suite.

L'ensemble des périodes d'une suite périodique est une partie de N non vide. Elle admet done un plus
petit élément.,

Définition 10. }

Soit (tn}ner une suite périodique définie sur un intervalle f. La plus petite période s'appelle la
période de (un}ner.

Probléme 2
Soit p un nombre premier. Pour tout entier 7 € N, on note R o reste de Fy, dans la division cuclidienne

par p. Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité possible, on abrége Ry = RP.
L. Soit n € N, Démontrer que pour que Fy soit pair. il faut et il suffit que 3 divise n.

2. Soit p un nombre premier. En utilisant le principe des tiroirs {théoréme 11 page 463}, Démontrer
que la suite (Ii'.ﬁf}}neﬁ admet une période T < p.

3. Vérifier que la suite (RE;S))“GN admet 20 comme période,
1. On considere la suite (ua)nen par Vo € N, u, = 2n x 37,
Vérifier que Yn € N. 2ny2 = Unq1 + un mod [5)].

fu ]

Soit. p:= 11.

(a} Vérifier que 1 ot 8 sont solutions de la congruence
2 _
z*=zx2+1 mod [p|
(b} Démontrer que si x € Z est solution de la congruence
2=x+1 mod [p],

alors x =41 mod [p] ou z =8 mod [p].

{¢) Déterminer deux entiers a et b tels que
meN, ax4"+bx8"=F, mod [p].

{d) En déduire que p — 1 = 10 est une période de la suite (Rff”)nem.
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. . -1
6. Soil g > 5 un nombre premier. On pose m = pT

{a} Démontrer que pour que (g) = 1. il faut et il suffit que p = +1 meod [3].
(h) Démontrer que pour que x € Z soit solution de la congruence
2=z +1 mod [p],
il faut et il suffit que z soil solution de la congruence
(z+m)2 =m>+1 mod [p).
(¢} En déduire que lorsque p = 1 meod [3]. 'équation
[m2 =xz+1 mod[p], inconnuezxe {0,1,...,p— 1}]

admet deux solutions distinetes (modulo p} o) ol x4,

{d) Démontrer qu’il existe deux entiars a et b tels que
vn €N, ax} + bl = F, mod [p].

(e) En déduire que p — 1 est une péricde de la suite (R?]}new

7. On prend p = 1532516992679, Ecrire un programime Python qui caleule m. m? 4 1. d. 21 et z2 ainsi

que a.
Correction 2

1. OnavneN, R, = RZ, + R mod [2). On en déduit que R =1, R =0=RP, R =
1= 12(12) ot par une récurrence a deux pas. que la suite (Rf})new admet une période égale 4 3. Le
résultat en découle,

2. Comme les Ltermes de la suite (h’.,(f])nem ne peuvent prendre que g valeurs au plus et par suite les

couples (h’.,(f] , Ii’.ffi,) ne peuvent prendre que p? valeurs an plus. On considére les p?+1 premiers
nehM
couples ( R, h’.ﬂ’ll ) de termes de la suite (HL”]}RGN, pour n € {0,1,...,p%}. Daprés le
neM

principe des tireirs, il existe deux indices & > £ de n € {0,1,”.’?32} tels que Hip} _ Rﬁ,p} ot
RE), = RE),. Onpose T:=k—¢.
Une récurrence a deux pas sans malice permet de vérifier que ¥n 2 ¢, Ii',;piq. = RBP. 1l reste & revenir

en arriere. grace a la congruence
R = R? - RP mod [p],

et & démontrer par une récurrence finie que vn 2 0, Ii',fﬂ,,, = h’.&p)‘
Done T est une période de la suite (R pen ot T =k — € < p°.

3. Un toul petit programme Python fait 'aflaire.

U = [0,1]

for k in range(20):
T=U{0]
UL[0)= Uf1]

U[1) = (U[11+T)¥%5
print (U[0],U[1])



CHAPITRE 2. ARITHAETIQUE

On trouve ainsi R(zf',) = Hf,s) ol Hét,') = li’.(l‘t‘). donc toujours par la méme pelite récurrence i deux pas.
20 ost une période de la suite (R&"])new

4 SoitneN, Ona

Untz —Unsl —Un = 2o+ ) x 3" 20+ 2) x 3" — 2 x 3"
=3"(18(n+2) - 6(n+ 1) — 2n)
=3"(3(n+2) - (n+1) —2n)
=0 mod [5]

Comme o =00l uy =6=1 mod [5] on en déduit que Y € N, uny2 = Fn mod [5)].

5. (a)
{b)

(¢)

(d)

6. (a)

(b)

(¢)

Onéerit (z—ANz—8) =22 — 1224+ 32=2" -2 -1 mod [11].

Inversement, si 22 = £4+1 mod [11]. alors (z—4){(x—8) = 0 mod [11]. done le nombre premicr
11 divise le produit {z — 1){z — 8). donc il divise 'un ou l'autre des deux facteurs. Done z = 4
mod [11] ou z =8 mod [11].

On commenes par remargquer (ue pour tous enticrs ¢ et b on a. en posant vy ;= a x4 +bx 8% :

Vpt2 —Unsl —Vn =a x 4" (-12—:1— 1)+bx8” (82—8— 1)
=ax4"x0+bx8"x0
=0 mod [11].
Il ne reste plus gqua trouver a et b pour quevo =0 mod [11] et v3 =1 mod [11]. soit a+b=0

mod [11] et da +8b =1 mod [11]. Ainsi @ = —b mod [11] et —1a = 1 mod [11]. On trouve
alors (Euclide étendu etey a=8et b= 3, d'on

VReEN, Fo=8x4" +3x4" med [11].

Daprés le petit théoréme de Fermat, on a 4*~!' =1 mod [p] ol 877! =1 med [p]. Le résuliat
on déeoule.

D'aprés la loi de réciprocité gquadratique, on a

() () == e

Or modulo 5 les seuls carrés sont 02, 12 o1 22, Done 5 ost un carré modulo p si et seulement si
p==£1 mod [5].

On éerit ke trindme 2

— z — 1 sous forme canonique. cn tenant compte de —1 = 2m mod [p].

—z-1=z+2mz -1

=(z+m)’—1-m®> mod [p]

Soit
(z+m)P’=m’+1 mod [p.

2
s m-+ 1
On va démontrer que ( ? ) =1
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En effet. 4m?> +41 = (p— )2 +4 = 1 + 4 mod [p]. Donc 4(m2 4+ 1) est un carré modulo
p:Am?+1) = u? mod [p] pour au moins un u € Z. De plus 2(m + 1) = 1 mod [p] donc
(m?+ 1) = (ulm + 1))2 mod [p] et m? + 1 est aussi un carré modulo p.
On remarque ensuite que 4m? + 1) £ 0 mod [p]. donc d := u(m + 1) #0 mod [p] et 2d £ 0
mod [p|. De ce fait ) ;= —m + d el 22 := —m — d sont deux solutions distinetes modulo p
puisque x, — 3 = 2d.

(d) I>aprés les questions précédentes. il suffit de trouver a et b tels que a+ & = 0 mod [p] et
azy + bz =1 mod [p] soit a = —b mod [p] et a(z) —x3) =2ad =1 mod [p].
Or 2d est premict avee p puisque son carré, 4d? = A(m2+1) =5 meod [p] est lui-méme premier
avee p. Done d'apres [algorithme d'Euclide étendu. il existe e € Z, 2ad =1 mod [p]. On voit
alors que le couple (a, —a) convient.

(e) Simple conséquence du petit théoréme de Fermat.

7. On constate que p = 1532516992679 = —1 med (5] et p = 7699259 = —1 mod [d].
De ce {ait. si g est un carré module p et p ne divise pas ¢, alors d’apreés le eritére quadratique d’Ealer,
Pt . LA B el _
g T =1 mod [p] et par suite d ;= g 1 vérified* = ¢ 2 =¢ 7 ¢=¢ med [p]. Donc d cst une
racine carrée de g modulo p.

def racine(a):
return pow(a,(p+1)//4,p)

def inverse{a):
return pow(a,p-2,p)

p=1532616992679

m=(p-1)//2

q=(m*m+1)%p

print(q)

d=racine(q) #racine carree de ¢ modulo p

print{d)

print ((d*d-q)¥p) #on verifie que d*d = ¢ modulo p
x1=(-n+d)¥%p

x2=(-n-d) %p

d2=(2*d)%p

print(x1)

print(x2)

print ((x1+x1-x1)%p) #on verifie que ziszi=zi+1 modulo p
a=inverse(d2)

print(a) #on calcule 1'inverse de 2xd modulo p
print((axd2)¥p)  #on verifie bien que 2+82d = I modulo p.

383129248171 9569084136338 0 190619930999 1341867052681 1 689266773071 1
Done Vn € N, Fi, = 680266773071 (1906499300007 — 1341867052681") mod [15325316992679).

Mais qu’en est-il des périodes de la suite jritdd lorsque p = £2 mod [5]7

On a vu que m® + | n'avait pas de racines carrée modulo p. Nous allons contourner cet. obstacle comme
nous l'avons fait powr les nombres complexes dans le probléme 20 page 602 du cours de premiére. mais en
remplagant cette fois —1 par m? + 1.
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Probléeme 3

Soit p= 42 mod [5] un nombre premier impair et m 1= p—1

2

. Plus généralement on conserve les notations
du probleme précédent.

Soit ¢ I'ensemble des matrices {M(a,b) = (b(m£+ 1) z) l{a,b) € Z}.
On pose D ;= M(0,1 et O := M(0,0)

1. Démontrer que ¥(a, b,a’,b') € Z', M(a,b) + M(a',b') = M(a+a’,b+b) et M(a,b) - M{d',b) =
M(aa' + bb' (m® + 1), ab’ + ba') = M(d’, b') - M{a,b).

2. Démontrer que ¥(a,b) € Z%, vk € Z, kM(a,b) = M(ka, kb)
ot M(a,b) - M(a', ') = M{aa' + bb'(m? + 1},ab’ + ba'} = M(a', b} - M(a,b).
3. Démontrer que D? = I = M(1,0).

Définition 11.)

Soit M et M’ deux matrices de 4. On dit que M ot M’ sont congrues modulo p. ce qu'on note
M=M' mod [p] s'il existe une matrice K € ¢ telle que M = M’ + pK.

4. Soit M, et M| deux matrices de % telles que M; =M mod [p]. Soit M et M5 deux matrices de
¢ telles que My=m M5 mod [p].
Démontrer que M; + Moo= M| + M5 mod [p] et que M, - Mam M| - M5 mod [p].
Démontrer que Yo € N, M mM{" mod [p].

5. Démontrer que si M € ¢ n'est pas congrue 4 O mod [p] alors il existe A € 4 tel que A-M=1,
mod [p)].

6. Daéamontrer que si ni M ni N n'est congrue & O modulo p alors M - N n'est pas eongrue a O modulo
p.

Soit @ := {M(a,b)

0§a<p — b
t 4 = .
Ogb<p}m \ {0}

7. Démontrer que YM € %, IM, € ¢, M=M, mod [p|.
8 Soit A€¥".
Pa G — @

Démontrer que M — (A M),

ost une bijection.

9. En caleulant soigneusement H M et l__[ (A - M}, démontrer que
MeE" Me&”

AP - 1mI, mod [p].

On pose Q := M{—m,1) et R := M{—m, —1).
10. Vérifier que Q°mQ + 1, mod [p] et que R>mR + I, mod [p].
11, Démontrer qu'il existe A € @, &p 1= A - (Q" —R") m F,I2 mod [p).

12. En déduire que la suite de Fibonacei admet p? — 1 comme période modulo p lorsque p est premier
ot p= 12 mod [p].
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Correction 3
Les questions 1 & 4 sont des vérifications de routine.

5.

Soit M := M({a, b} € ¢ qui n'est pas congrue 4 O mod [p]. On a done a ou & non congru a 0 modulo
p. Or M(a,—b) - M(a, —b) = (a® — b*(m? + 1))I2.

Maintenant. &8 := a® — b*(m? + 1) est premier avee p. En effet. par 'absurde. si b n'est pas congru &
0 modulo p, alors il existe k € Z tel que kb =1 mod [p] et alors k26 = (ka)® — (m® +1) mod [p)]
done 8 =0 mod [p] entrerait en contradiction avec m? 4 1 non résidu quadratique module p (voir
probléme précédent). Done b = 0 mod [p] et a®> = 0 mod [p] ce qui contredit a non congru & 0
modulo p.

On a done établi que § est premier avee p. Done il existe k € Z tel que 26 = 1 mod [p| et ainsi
A= kM(a, —b) vérifie bien A - M=I, mod [p].

Par I'absurde. On suppose M- N=m QO mod [p].

» SiM € % nest pas congrue 4 O mod [p] alors il existe A € ¢ tel que A- M=z mod [p]. Done
A - (M- -NymO mod [p] et (A-M)} -NmN mod [p]. Contradiction.

> Si N € @ n'est pas congrue &8 O mod [p] alors il existe A € € tel que A- NmI, mod [p].
Done (M-N)-AmQO mod [p] et M- {N-A)mM mod [p] puisque N- A = N-Aml, mod [p].
Contradiction la encore.

On a powr a et b entiers relatifs. M{a,b)=M(r,7’} mod [p] avee » le reste de a dans la division par
pet v’ le reste de b dans la division par p.

On a bien entendu M{r,r’') € €.

Comme les ensembles de départ et d'arrivée ont le méme nombre d'éléments, d'aprés le théoréme
trois pour le prix de deux (10 page 163}, il suflit de démontrer que ®4 est injective.

Soit M,M’ € @" telles que $a(M) = da(M’). En particulier, on a A- MmA .M’ mod [p] done
A -(M-M)=0 mod [p]. Or il existe B € @ telle que B - A=I, mod [p| d’aprés 5. Done
B-A-(M-M" =m0 mod [p] scit M—M'=QO mod [p|. Les deux matrices M et M’ sont congrues
module p. Comme elles sont toutes deux dans @, clles sont clairement égales.

Done $a ost injective. ce qu'il suffisait de démontrer,

. [D'aprés la question précédente on a H M= H (A - M)p, car on peul comumuter les matrices,

Mee” MeE”
d’aprés la question 2.

En particulier on a H MZ H (A-M) mod [p|.

Me&" ¥
Or. toujours d’aprés la question 2. H (A-M)=A"""! H M.
MeE” Mee®

Or toute matrice M € %" n'est pas congrue a O modulo p, done daprés la question 5. il existe une

matrice M(*) € ¢ telle que M) . M=, mod [p].

De ee {ait, on a H M H M = H M AP H M. et. parce que les matrices de 4
Mg Me€” Me<* MeE”

commutent entre elles, =A"" "' mod |p).
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,—[Remarque 9.} ,

Le lecteur scrupuleux remarquera que ’on se sert dans les calculs non seulement de la commu-
tativité du produit des matrices de ¢, mais aussi de l'associativité (théoreme 4 page 579 dans
le cours de premiere).

Sans ces deux propriétés, la notation H M elle-méme n’aurait pas de sens.

Mcé”

10. Routine.

11. On a Q — R = M(0,2) laquelle n’est pas congrue a O modulo p. Donc il existe A € ¢ telle que
A-(Q-R)=I> mod [p]
Maintenant. on a ®o= Fylo mod [p] et &1 = Fyl; mod [p]et VneEN, &y omP, . + P, mod [p]
(vérification de routine). Par une récurrence de routine, on a bien ¢, = F;, I mod [p].

12. Comme les suites Q™ et R™ sont périodiques modulo p et admettent p?> — 1 comme période, il en est
de méme de la suite ®,,. Donc la suite de matrices Fj,I» I'est aussi.
Donc la suite d'entiers (Fy)n est périodique modulo p et admet p? — 1 comme période.
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Introduction

Les auteurs ont souhaité ne pas introduire la notion d’intégrale d'une fonction comme étant une aire
sous une courbe. Cette vision trop réductrice & leur goiit est malheureusement la seule présentée en Termi-
nale. Ils ont done pris le parti de I'aborder a travers I'intégrale de Kurzweil-Henstock ce qui a pour mérite de
présenter la notion d’intégration d'une fonction puis I'intégrale au sens de Riemann de fagon plus naturelle.

Les auteurs remercient Jean-Pierre Demailly de leur avoir laissé la possibilité d’utiliser ses notes sur le
sujet.
Le lecteur intéressé par une présentation plus compléte et par de possibles applications de la théorie peuvent
trouver plus d’informations sur la page web suivante :
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~demailly/manuscripts/kurzweil . pdf

3.1 Sommes de Riemann
Dans toute cette section, a et b désignent deux réels tels que a < b. Soit f une fonction, définie sur

I'intervalle [a, b], a valeurs dans R. La portion du plan comprise entre le graphe de f et I’axe horizontal est
I'ensemble des couples (z, y) tels que :

0<y<f(z) si f(z) 20,  f(z) <y<O0 sif(z) <0
Pour une fonction f suffisamment réguliére, nous souhaitons évaluer 'aire A de cette portion de plan,
en comptant positivement les surfaces situées au-dessus de 'axe horizontal, et négativement celles situées

au-dessous (Fig. 1). Nous parlerons de « I'aire algébrique située sous le graphe de f ».

YA

ok 4

A=Ay + As 4+ Az + Ay = —| A1 + |As] — |."'l;;| + [/||,|

Fig. 1. Aire algébrique située sous le graphe de f.

L’idée est de découper I'intervalle [a,b] au moyen d'une subdivision en sous-intervalles [a;,a;41]. puis
de sommer les aires de rectangles basés sur les intervalles [a;,a;41]. La figure 2, ci-dessous, résume le
procédé.
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yA hj

-
- —

f(z;) T

Y

—te—t et —eteoiet—el—otoleiol oo —otei o+ — } .|U
| ag i QAj41 apn

Fig. 2. Somme de Riemann associée a f sur D.
N-1
La somme des aires des rectangles figurés ci-dessus est donnée par Z f(zj)(aj+1 — aj), et on est ainsi
conduit a poser la définition suivante. j=0

3.1.1 Définition

~{ Définition 1.} 1

1. On appelle subdivision pointée de l'intervalle [a, b] la donnée de N + 1 points

a=ay <1 <...<an-1<an=2>b
et de N points zo, z1,..., Tn-1 tels que
Vi=0,1,...,N—1, z; € [aj,aj41]-

Elle sera notée
D = {([aj,a;+1], z5) bogi<n-

Les réels hj = aj+1 — aj (amplitudes des intervalles) sont les pas de la subdivision.

2. Soit D une subdivision pointée de l'intervalle [a,b] et f une fonction de [a, ] dans R. On
appelle somme de Riemann associée a f sur D, le réel

N-1 N-—-1
Su(f) =) f@j)(ais1 —a5) = Y f(z5) hy.
i=0 j=0

La somme de Riemann S),(f) est I'aire algébrique de la réunion des rectangles de largeur h; et de
hauteur f(z;) (Fig. 2). Il s’agit bien d'une aire algébrique, puisque f(z;j)h; est compté positivement si
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f(z;) > 0 et négativement si f(z;) <O0.
Intuitivement I'aire A cherchée est la limite de Sp(f) quand les pas h; tendent vers 0. Un choix possible
consiste par exemple & prendre une subdivision en sous-intervalles égaux

b—a
N ;]

aj=atjh=atj =l 0<GSN oi hj=h=

que I'on peut combiner avec un choix quelconque des points z;.

3.1.2 Exemple

‘omme premier exemple, considérons la fonction identité f(z) = x sur I'intervalle [0, 1].
1 1

ﬁ T ﬁ LR
égaux a —. Voici trois calculs de "sommes de Riemann", selon que l'on place les points x; au début, au

Pour N > 1, posons : ap =0, a1 = aj = any = 1. Les pas de cette subdivision sont tous

milieu ou & la fin des intervalles [a;, a;1] (rappelons que la somme des N premiers entiers vaut N(N+1)/2).

N-— l y
Tj=aj;: So(f) =2 j=0 W An=mwe Ej—(] i=%5, (1.2a)
333‘:2‘“_;& o Se())= j—o %%=T‘.¢-’ 1—0123"'1_%‘ (1.2b)
Tj=aj41 : Sn(f) = E AP =-Li § ——,Ej o i+1=8 . (1.2¢)

1 1 i .
La seconde somme est égale a — 5 pour tout N, les deux autres tendent vers 3 quand N tend vers I'infini.

L’aire du triangle sous le graphe de la fonction est bien % :

f(a)

Fig. 3. Sommes de Riemann associées a I'identité sur [0, 1].

Dans la suite, nous aurons besoin pour des raisons a la fois théoriques et pratiques de considérer des
sommes de Riemann sur des subdivisions arbitraires. Il est facile de voir a partir de la définition 2 que ces
sommes vérifient les propriétés suivantes.
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3.1.3 Propriétés fondamentales.

1. Linéarité. Si f,g: [a,b] — R sont des fonctions quelconques et A, p des constantes réelles, alors

Sn(Af +pg) = ASn(f) + pSn(g).

2. Monotonie. Si f,g: [a,b] — R sont des fonctions quelconques. alors

fzg9 = So(f)=Sn(g).

En particulier. si f > 0, alors Sp(f) = 0.

3. Formule de Chasles. Soient a < b < ¢ des réels et f une fonction définie sur [a,c]. Si D; est une
subdivision pointée de [a,b] et D2 une subdivision pointée de [b, ¢]. alors Dy U D2 est une subdivision
pointée de [a, c] et

Spun. (f) = Sn, () + S, (f).

3.2 Définition de l’intégrale d’une fonction

La premiére idée qui vient a |'esprit est de considérer des subdivisions pointées
D = {([aj,aj+1],zj) }ogi<n dont les pas h; = aj+1 — a; sont tels que 0 < h; < § avec & tendant vers
0, et de regarder si les sommes de Riemann Sp(f) convergent bien vers une limite A. Cette limite sera
alors interprétée comme étant l'aire cherchée. On aboutit a la définition suivante. qui est la définition
historiquement introduite par Cauchy et Riemann.

3.2.1 Intégrale au sens de Riemann

p—(Déﬁnition 2.} \

Soit f : [a,b] — R une fonction quelconque. On dit que f est intégrable au sens de Riemann
(ou Riemann-intégrable) s’il existe un réel A qui représente l'aire algébrique située sous le graphe
de f. tel que pour toute marge d’erreur € > 0 donnée a prior:i. on peut trouver un réel 6 > 0 tel
que pour toute subdivision pointée D = {([aj,a;j+1],z;)} de [a,b] on ait

hj=aj+1—a; <6 = |[Sp(f)—Al<e.

Le nombre réel A de la définition précédente est appelé intégrale de f sur [a,b] et noté

b
A =/ f(z)dz.

. b I .
et on dit que fa f(x)dzx est la limite des sommes de Riemann Sp(f). lorsque le pas de la
subdivision tend vers 0.

La définition ci-dessus sous-entend que le nombre A est unique.
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Théoréme 1
LR . . ’ b .
Si f est Riemann-intégrable alors la valeur de A := fa f(x) dx est unique.

Démonstration 1

Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a,b] et supposons qu’il existe deux valeurs A et B qui sa-
tisfassent la définition 2. Soit € > 0 fixé et choisissons d4 et d;; associés a A et B respectivement. Soit
d = min(da,d) et on prend P une subdivision de diametre plus petit que 4. On note alors ()[t:, tit+1])n
une telle subdivision et en utilisant I'inégalité triangulaire on a :

[A=B| < |A- Zf(il?z)[tz+1—tz]|+|Zf(:1:z)[tz+1—tz]|— <zt

Sy

Etant donné que ¢ est quelconque, d'aprés le théoréme 19 page 72 du cours de seconde on en déduit que
A= B. O

Dans cette définition, on peut, par exemple, se contenter de prendre une subdivision en N sous-

N

intervalles de pas constant h = , et on obtient alors la conséquence immeédiate suivante.

3.2.2 Convergence des sommes de Riemann

Si f: [a,b] — R est une fonction intégrable au sens de Riemann. on a

b N~-1
p-a j |
/ﬂ f@yz= Jim 22E Oif(a+ b= a)) cas [z = aj
j=

b N .
/af(il?)d:z:— lim b]—VaZf(a+%(b—a)) cas [T = aj41]

N0

N -1

/ f(x)dz = 1\}11;1(1)0 ]—Va Zf(a+ %(b—a)) cas [xj = 2 +2aj+1].

j=0

Si l'aire f: f(x) dz située sous le graphe de f est connue d’'une maniére ou d’une autre, on peut alors
en déduire la valeur des limites correspondantes : il faut savoir pour cela que la fonction f est intégrable
au sens de Riemann, on démontrera plus tard (cf. théorémes 15 et 7.10) que c’est le cas si f est continue
ou continue par morceaux.

3.2.3 Exemple

Considérons la somme

ig(\/l(N—1)+\/2(N—‘2)+...+\/(N—l)l)

qui peut aussi s’écrire :

T R I e (S E




3.2. DEFINITION DE L'INTEGRALE D UNE FONCTION 105

C’est une somme de Riemann associée a la fonction z — \/ z(1 — ) sur I'intervalle [0, 1]. Sa limite. lorsque
n tend vers +00. est égale a : fo \/:z:(l —x)dz. Or. le glaphe Yy = \/a:(l — x) de cette fonction ebt un
demi-arc du cercle 2 — z 4+ y = 0. soit encore (z — ) + 3% = 1 c'est done un demi-cercle de centre 2 et
de rayon 3 1. La limite de la sommation est égale a la,ue du deml disque. qui vaut m/8. (]

Cependant, on s’apercoit assez vite que la définition de l'intégrabilité au sens de Riemann impose des
restrictions assez génantes sur la fonction f :

3.2.4 Condition nécessaire.

Théoréme 2
Toute fonction f Riemann-intégrable est bornée.

Démonstration 2
En effet. selon la définition 2. prenons 6 > 0 donnant une erreur au plus €. Pour une subdivision D de pas
constant h < 8, & savoir h = 252 avec N > , nous devons avoir la majoration |S;(f) — A| < €. done

Z f(zi)| <

0<Gi< N

6

Al +¢ = —(|A|+s)

Sunl= "3 3 1@ <

0<j< N

ceci pour tout choix des points z; € [aj,a;j+1]. Choisissons pour I'un des points z; un point = € [a,b]
quelconque, et pour les autres les points a; de la subdivision. Il vient alors

vaelatl, 1@< Y Ifa)l+ —(lAl+e),

0<i<N
ce qui montre que f doit étre bornée. O
Cette restriction que f soit bornée est tres génante, puisqu’on verra a l'exemple 7 qu’il existe des
fonctions non bornées pour lesquelles 1'aire située sous le graphe est finie et calculable sans difficulté.

D’autre part. d’un point de vue concret de calcul numérique, on peut étre amené a faire des calculs d aires
pour des fonctions bornées qui « oscillent plus » a certains endroits qu'a d’autres :

YA hj < 8(zx;)

> /\

/

—
~

J(zj)

5V

Fig. 4. Somme de Riemann a pas variable.
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Dans ce cas. on sent bien intuitivement que l'on a intérét a resserrer davantage les pas h; aux endroits
ou f oscille davantage. Plutét que de supposer que h;j < 4 ol é est un réel positif fixé, il vaudra donc mieux
demander que les pas h; satisfassent une condition h; < d(x;) ot 6(z;) est une quantité positive assez
petite dépendant de I'endroit ou l'on prend le rectangle de hauteur f(z;). On choisira alors des fonctions
§ : [a,b] — RL positives qui serviront & majorer les pas hj. Une telle fonction sera appelée une jauge sur
la, b).

3.2.5 Jauges

~(Définition 3.) \

Soit 4 : [a,b] — RZL une fonction positive quelconque.
Une subdivision pointée D = {([a;j,aj+1], ;) }ogi<n de [a,b] sera dite §-fine si

Vj=0,1,...,N—1, hj=aj_,_1—aj S(S(:L'J)

Si 4. et & sont deux jauges telles que 4. < 4. alors toute subdivision é.-fine est aussi d-fine. Le résultat
suivant, appelé lemme de Cousin. affirme que la définition précédente n’est jamais vide de contenu.

3.2.6 Lemme de Cousin

Lemme 3
Soit 6 : [a,b] — R% une jauge. Alors il existe une subdivision pointée D de I'intervalle [a,b] qui est
d-fine.

Démonstration 3

Elle est basée sur un procédé de dichotomie. Nous allons raisonner par I’absurde. en supposant que [a, b]
n‘admet pas de subdivision pointée §-fine. Posons ap = a et bp = b. Divisons l'intervalle [ao,bo] en deux.
et considérons les deux moitiés [ao, “"T"'b"] et [“"T“"’,bo] : si chacune des deux admettait une subdivision
§-fine, la réunion de ces deux subdivisions serait une subdivision é-fine de [ag,bp]). Donc I'une des deux
moitiés au moins n’admet pas de subdivision d-fine : on note celle-ci [a1, bi].

On itére ensuite le procédé, de maniére & construire des intervalles emboités [a,br], de longueur
(b—a) /2%, dont aucun n"admet de subdivision §-fine. Les suites (ay) et (be) sont adjacentes par construction,
donc elles convergent vers la méme limite. Soit xo cette limite. Puisque 6(xzo) > 0. il existe ko tel que

[ako,bko] C [1110 - 15(580),113(] + l(5(:1,'())]
2 2

Donc la subdivision pointée de [ag,,bk,] formée seulement de I'intervalle tout entier et du point zo est
d-fine. Dot la contradiction. O
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3.2.7 Intégrale au sens de Henstock-Kurzweil

~(Définition 4.) \

Soit f : [a,b] — R une fonction quelconque. On dit que f est intégrable au sens de Henstock-
Kurzweil (ou HK-intégrable) s'il existe un réel A qui représente l'aire algébrique située sous le
graphe de f. tel que pour toute marge d'erreur € > 0 donnée a priori. on peut trouver une jauge
d : [a,b] = R} en sorte que pour toute subdivision pointée D = {([aj, aj+1],z;)} de [a,b] on ait

D é-fine = |Sp(f) — Al Le.

(une telle jauge & sera dite g-adaptée a f). Le nombre réel A de la définition précédente est
appelé intégrale de f sur [a,b]. on écrit

b N -1
/ f(x)dr= lim Sp(f)= lim Z f(xj)(aj+1 — aj)
a j=0

HK, D HK, 1) 4

. b . . .
et on dit que fa f(x) dx est la limite (au sens de Henstock-Kurzweil ) des sommes de Riemann,
lorsque la subdivision D devient de plus en plus fine

Cette définition est de facon évidente plus générale que celle de Riemann. par conséquent toute fonction
intégrable au sens de Riemann est aussi intégrable au sens de Henstock-Kurzweil :

Théoreme 4
Si f est intégrable au sens de Riemann alors elle |'est au sens de Henstock-Kurzweil.

Démonstration 4
Si f est intégrable au sens de Riemann alors il existe € € R tel que pour tout € > 0 il existe un réel 4 > 0
tel que si P = {([i,t:)i=1,....,n} est une subdivision pointée de I avec. pour tout i =1,...,n, |[;| < 4. alors

|Sp(f)—£| < e. Comme f est intégrable au sens de Riemann, il suffit de choisir comme jauge d : I — R telle

6 ’ . ., ’
que. pour tout z € I. on a d(x) = 5 Ainsi f est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil avec l'intégrale

égale a £. U]

D’autre part, si une jauge 4 est e-adaptée. alors toute jauge 6. < 4 est encore g-adaptée. Nous utiliserons
cette observation a plusieurs reprises dans la section suivante. La notation dx intervient pour rappeler qu’a
la limite on considére des rectangles « infiniment » fins de largeur dr = aj+1 — aj, considérée comme
accroissement infiniment petit de la variable x (voir Fig. 6 ci-apres), et I'écriture symbolique fab f(x)dzx se
lit « somme de a & bde f(z)dzx ».
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Fig. 5. Intégrale et son élément différentiel f(z)dz.

3.2.8 Exemple

On appelle fonction en escalier sur [a,b] une fonction f telle qu’il existe des points (u;)o<i<p de [a,d]
et des constantes réelles ¢; telles que

a=w<u <...<up=>b et f(z)=e sur]uiuis1],

les valeurs f(u;) € R étant elles-mémes quelconques, éventuellement différentes des valeurs ¢;.

Y
— ki
Ci L — C
Jlui) + ®
[ ] 1
[] ]
| —
]
] ]
! ': —
r— I
] 1 ]
| \ l L]
L4 i | l l
I ] I ] I
] ] ] 1 I
] 1 ] ] ]
a Uy I Ui Uit b x
]
&

Fig. 6. Une fonction en escalier.

Nous affirmons :

Théoréeme 5
Toute fonction en escalier f est intégrable au sens de Riemann, et on a

b p=1
f [(z)dz = ZCS(UHI — ).

i=0
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3.3 Propriétés élémentaires de ’intégrale

Les propriétés énoncées dans cette section sont. dans l'ordre. la linéarité, la monotonie et la relation
de Chasles. Elles sont obtenues par passage a la limite a partir des propriétés analogues des somines de
Riemann Sp(f) (propriétés 3.1.3 (a,b.c)). et valent pour I'intégrabilité au sens de Riemann et de Henstock-
Kurzweil indifféremment.

3.3.1 Linéarité

Théoreme 6
Si f,g:[a,b] = R sont des fonctions intégrables sur [a, b] et A, n des constantes réelles, alors A f + pg
est intégrable sur [a,b] et

b b b
/(Af(a:)+ug(a:))da:=)&/ f(a:)da:+p/ g(z) dz.

Démonstration 6
En termes de limites de sommes de Riemann sur des subdivisions pointées D de [a, b]. nous pouvons écrire

b
/; (Af(:l?) + ﬂg(:r)) dr = Hlfi{l;nn Sp(Af+ pg) = Hlli<1,nD ASp(f) + uSi(g)

=A lim S lim S
A, So(7) + 1 Jim, Sn(9)

b

b b
/(Af(:r)+ug(:r))d:r=A/ f(:z:)da:+p/ g(z) dz.

Pour analyser plus en détail cet argument. reprenons le calcul en termes de jauges. une marge d’erreur

g€ > 0 étant fixée a priori. Posons
b b
A=/ f(z)dz, B=/ g(zx)dz.

Il existe par hypothése des jauges 81. d2 telles que si D est §;-fine alors |Sp(f) — A| < £ et si D est d2-fine
alors |S;(g) — B| < €. Prenons une subdivision D §-fine avec § = min(6,,d2). Comme Sp(Af + pg) =
ASp(f) + pSn(g) on en déduit

|SHAS + 1g) — AA+ pB)| < (1Al + |u)e.

Ceci montre que Af 4+ pg est intégrable et que son intégrale est bien AA 4+ uB. 0

,—(Remarque 1.] \

Si f : [a,b] — R est une fonction qui est nulle partout sauf en un nombre fini de points u; € [a, b),
alors f est Riemann-intégrable d’intégrale nulle.
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3.3.2 Monotonie

Théoréme 7
Si f,g: [a,b] — R sont des fonctions intégrables sur [a, b]

b b
fzg = /f(w)dm;/g(:r)dx.

Démonstration 7
Cela résulte de I'inégalité sur les sommes de Riemann Sp(f) = Sp(g). par passage a la limite. ]

3.3.3 Relation de Chasles

Théoréeme 8
Soient a < b < ¢ des réels et f : [a,c] — R une fonction. Si f est intégrable sur [a,b] et intégrable sur
[b, ¢]. alors f est intégrable sur [a,c| et

¢ b ¢
/ f(z)dz = / f(z)dz + /b f(z)dzx.

Ceci vaut aussi bien pour l'intégrabilité au sens de Henstock-Kurzweil que pour l'intégrabilité au sens
de Riemann.

Démonstration 8
Fixons un réel € > 0 et choisissons des jauges 6, : [a,b] — R3, 82 : [b,c] — R} e-adaptées a f sur [a,b] et
[b, ¢] respectivement. Autrement dit. si on écrit

b ¢
A= / f(x)dz, Ax = / f(x)dz, A= A1 + Ag,
a b

on aura |Sp, (f) — A1]l < € et |Sp,(f) — A2| < € pour toutes subdivisions pointées d;-fines Dy de [a, b] et
do-fines Dy de [b,c]. Si nous supposons démontrée 'intégrabilité de f sur [a, ], c’est-a-dire I'existence de
la limite limyk, 1» Sp(f) lorsque D parcourt les subdivisions pointées de [a, c|. alors on peut prendre une
jauge 4 sur [a, | telle que 6 < 6; sur [a,b] et § < d2 sur [b, c]. et une subdivision D = Dy U D2 §-fine égale
a la réunion d’une subdivision D, §;-fine de [a, b] et d’une subdivision D9 d»-fine de [b, ¢]. On obtient dans
ces conditions Sp(f) = Sp,(f) + S, (f), done |Sp(f) — A| € 2¢ et la relation désirée

b c
/f(:l: ng:mDSD(f) A=A1+A2=/af(a:)da:+/;f(m)dm

s’ensuit en prenant € arbitrairement petit. La seule difficulté qui reste est de démontrer I'existence de la
limite limugk_ 1» Sp(f) pour des subdivisions D = {([aj,a;j+1],z;)} de [a,c] ne comprenant pas nécessaire-
ment a; = b comme |'un des points intermédiaires. ce qui est a priori requis pour prouver l'intégrabilité
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de f sur [a,c]. La méthode consiste a redécouper l'intervalle [a;,a;1] de D qui contient le point b, et a
estimer de combien on modifie ainsi la somme de Riemann Sp(f). 0

3.3.4 Preuve de l’intégrabilité de f sur [a, c| sous les hypothéses de 3.3.3

On sait que f est bornée. disons |f| < M (si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et [b,c]. elle y est
nécessairement bornée d’apres la condition 2.4). Prenons pour D une subdivision pointée d-fine avec 6 <
min(d1,d2). Si I'un des intervalles [a;, aj+1] contient b en son intérieur, on remplace son point de marquage
x; par z; = b. ce qui donne aprés découpage comme ci-dessus une nouvelle subdivision D’ = Dy U D
d-fine telle que

Sir(f) = Sp,(f) + S, (f) = |Sp(f) — A| < 2e.

On a de plus
S6(f) = Sir()] = |(f(z5) = F(B)) 5] < 2M3,

par conséquent |S;)(f) — A| < 4¢ dés que § < min(é1,9d2,¢/M). Ceci entraine bien l'intégrabilité de f au
sens de Riemann sur I'intervalle [a, ¢]. ainsi que la formule de Chasles. O

Pour des réels a. b qui ne vérifient pas nécessairement a < b, on pose

b b a
(3.6) /f(:z:)da:=0 si a = b, /f(a:)dm=—/ f(z)dx sia>b.
a a b

,—(Remarque 2.} 1

On peut vérifier que la relation de Chasles reste valable dans tous les cas. quel que soit I'ordre
des réels a, b, c. a condition bien stir que f soit intégrable sur chacun des intervalles mis en jeu.

3.4 Le théoreme fondamental de ’analyse

On appelle théoreme fondamental de I'analyse, le fait que 'intégration (calcul d’aires) et la dérivation
(calcul de tangentes et de différentielles) sont des opérations inverses I'une de I'autre.

3.4.1 Théoreme

Théoréme 9
Soit f: [a,b] — R une fonction dérivable. Alors f’ est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil et

b
[ F(@)dz = f(b) - f(a).
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Démonstration 9
Commencons par une preuve heuristique {c’est-a-dire simplifiée, mais non rigoureuse).
Soit D = {[aj,aj+1],x;)} une subdivision pointée assez fine. On a par définition

b N-—1
/ f(z)dr ~ Z [ (@i} (a1 — aj).

} =()

Mais f’(x;) peut étre vue comme une approximation de la pente de f sur l'intervalle [a;,a;41] et on a
done f'(zj)(aj+1 — aj) = f(aj+1) — f(a;). d’ou

b N-—-1
[ r@de= Y (s - 1(@) = 10 - st

Il n’est pas difficile de rendre cet argument rigoureux.

L’hypotheése de I'existence de f'(z) = lim f(y; — i(m)
YT —
[a, b] et tout £ > 0 il existe un réel é(x) > 0 tel que

signifie par définition que pour tout tout = €

— flz)

y € la,b], O0<|y—z| <é(z)= ’f(y; f’(m)‘ < &, et donc

y €la,b], ye€[z—dx),z+5)=|fy)-f(@)-(y—2)f ()| <ely -zl

(puisque l'inégalité est vraie aussi de maniere évidente pour y = z). Prenons une subdivision pointée
D = {[aj,aj+1],z;)} o-fine, c'est-a-dire telle que hj = aj+1 — a;j < 8(x;). En appliquant I'égalité ci-dessus
Aar=u=zcjety=a;ouy=ajs. il vient

| £(as) — f(x5) — (a5 — z;) f'(z5)] < élaj — ;| = e(z5 — a5),
|f(aje1) = f(=z5) = (@i — z5) f'(z5)|  <elajpr — 5] = e(aje1 — z5).

En faisant la différence. I'inégalité |v — u| < |u| + |v| donne

|flajr1) = flaj) = (aj+1 — az) f'(z5)| < e(aj1 — aj).
La sommation de ces inégalités pour j =0,1,..., N — 1 implique en définitive

£(b) — f(a) = Sn(f")] < e(b— a),
par conséquent, ,
[ r@dz= tim sor) = 1t) - fta) 0

Notons qu’on retrouve ainsi le résultat important suivant qui a été démontré alternativement (et de maniére
plus classicque) dans le cours de premiére au moyen du théoreme des accroissements finis (11 page 141).
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3.4.2 Corollaire

Corollaire 10
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R, telle que f' =0 (resp. f' > 0, f' < 0). Alors f
est constante (resp. croissante, décroissante).

Démonstration 10
En effet, pour tous points a < b dans I. on voit que f(b) — f(a) est égal a 0 (resp. positif ou nul, négatif
ou nul). 0

Le théoreme fondamental peut aussi s’énoncer comme une formule de calcul d'une intégrale d'une
fonction a partir d’'une primitive de cette fonction.

3.4.3 Calcul des intégrales au moyen de primitives

Théoreme 11
Si f : [a,b] = R admet une primitive F (c’est-a-dire si F' est dérivable et F' = f), alors f est
HK-intégrable et

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) encore noté [F(a:)]z.

Pour exploiter cette formule. il convient de connaitre une liste suffisante de primitives de fonctions
usuelles. En connaitre un certain nombre par cceur devient vite indispensable pour étre en mesure de
calculer les intégrales de maniére efficace. Compte tenu de la formule 4.3, une primitive quelconque F
d’'une fonction continue f, 1a ou elle est définie. sera notée sous la forme

(4.4) F(z) = /f(:l:) dr + C,

ou C désigne une constante quelconque. Une écriture de la forme [ f(x) dx est parfois appelée intégrale
indéfinie . Voici une liste de primitives qui permet déja de calculer un bon nombre d’intégrales usuelles.
Les variables a, a. b représentent ici des nombres réels quelconques avec a # 0.

:r“dm—ma+l+0 aF —1 ! d:l:—larcl;a1£+0
T a+1 ’ z2 + a2 T a ]a

/cos(aa: + b)dzx = % sin(axz + b) + C /sin(aa: + b)dx = —(1—1 cos(ax + b) + C

/ I dr =tanz + C / I dr = —cotanz + C

cos2 sin? x
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,—(Remarque 3.} N

b b
Autant dans la notation / f(z)dz la lettre = est muette — c’est-a-dire que / f(z)dz =
a a

b
/ f(t)dt — autant dans I'intégrale indéfinie / f(x)dz est une fonction de la variable z.

3.5 Meéthodes de calcul des primitives et des intégrales

Il convient d’observer qu’il est en général impossible d’expliciter en termes de fonctions usuelles les
primitives de beaucoup de fonctions pourtant relativement simples. Ainsi on peut montrer que e* ou
In(sin :1:)1 ont des primitives qui ne peuvent pas s’exprimer en termes des fonctions trigonométriques.
puissances. exponentielles, logarithmes et leurs composées. Lorsque le calcul est possible, on s’appuie le

plus souvent sur I'une des deux formules importantes qui suivent.

3.5.1 Formule d’intégration par parties

Théoreme 12
Soient u, v : [a,b] — R deux fonctions dérivables. Le produit uv est alors dérivable et (uv)’ = v'v+uv'.
Par conséquent uv’ = (uv)’ — u'v est intégrable si et seulement si u'v l'est, et dans ce cas

b b b
[u(:z:)v(:z:)]:;:/ (uv)'(z) da:=/ u'(z)v(x) d:l:+/ u(z)v' (z) d.

On a donc la formule

b b
/ u(z)v (z)dx = [u(x)v(m)]z—/ v (z)v(z) dz,

qui peut encore se récrire de maniere plus abrégée

b b
/udv=[uv]z—/ vdu.

En termes de primitives et avec la notation des intégrales indéfinies. on peut aussi écrire

/u(m)'v'(a:) dz = u(x)v(z) — /u'(a:)v(a:) dz.

1. Ces fonctions seront étudiées au chapitre 6.
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Exemple 1
Déterminer / I cos rdx

On pose u (r) = cosx et v(x) = x ce qui donne u(zx) =sinc et v () =1

ce qui donne | xcosxdxr = zxsinz — [ sinzdr = —zxsinxz+ cosz + k.

Exemple 2
Déterminer / sin? dz

’
On pose u (z) = sinz et v(x) = sinz. Ainsi u(z) = —cosz et v'(x) = cos .
ce qui donne /‘sin2 xdr = —sinzcosz — / —cos’dr = —sinzcosz + /0032 dz.

On doit donc déterminer la primitive f cos®dz, nous allons pour cela utiliser la formule

: : - . 2 : . 2
cos® z +sin® z = 1 ce qui nous permet d’écrire / sin“ zdxr = —sinzxcosx + / (1 —sin®)dz.
« . .. 2 . .. 2 . ’, . A
Ainsi / sin“zdr = —sinzcosx 4+ x — / sin” dz ce qui est équivalent a
2 [ sin® xdz = —sin z cos z + x et finalement nous obtenons

. r—sinxcosx
/‘sm2 zdx = 5 + k.

3.5.2 Formule de changement de variable

Soit f : [a,b] — R une fonction admettant une primitive F'. On a alors

b
b
/ f(z)dz = [F(z)] = F(b) - F(a).
Il est souvent commode de changer de variable, en posant £ = ¢(t) pour une certaine fonction ¢ : [a, B] —

[a, b] dérivable telle que p(a) = a et w(B) = b (on ne suppose pas nécessairement a < b ni a < B). 1l vient
alors

b 3 ;3
/ f(z) dz = F(p(B)) — Flp(a)) = [Fop(1)]” = / (Foy)(t)dt = / f(p(t)) (t) dt

On a done la formule fondamentale

b B I
ff(w)dw=/ f(@(t))w'(t)dt=/ fopdep.
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En pratique, on effectue les substitutions

=), de=4¢'(t)dt, a=p(a), b=e(B),

en prenant soin de changer les bornes comme indiqué. En termes d’intégrales indéfinies. si F' désigne une
primitive de f. on peut écrire

P(z) = Flp(t) = [ F(p(0)¢' (1) dt.

Si les intégrales portent sur des fonctions trigonométriques. il faut faire. en général. le changement de
variable suivant :

[ = tan z
o 2

Si se sont des fonctions irrationnelles avec un radical au dénominateur :
1. Si le radical est de la forme va? — 2 alors on pose x = asint.
2. Si le radical est de la forme a2 4+ x2? alors on pose £ = atant.

: : a

3. Si le radical est de la forme /z? — a? alors on pose = = :
3. Si le radical est de la f 2 —a? al "
cos

Exemple 3
Calculer :
T2 + 4z
VI3 +6x2 -7 v

nous faisons le changement de variable t = z° + 6z° — 7 nous avons alors dt = (3z° + 12z)dz =
3(z® + 4z)dz. Ce qui nous donne :

2 2 4,
T° + 4z g 1 3(z* + 4x) da:=%/

1
dt.
Vi

VI3 +6z2 -7 3 ) Vx3+4+6x2 -7

2 1
z° + 4z 1¢t2 2 ‘
Alors dr = —— +cste= —\/x3 + 622 — 7 + cste
Vet r6z2—7 34 3V
Exemple 4
Calculer : / sin® z cos zdz.

Le changement de variable est t = sinz = dt = coszdz. On obtient :

Fl ) 4
/sin“‘ T coszdxr = /t“dt = % + Cste = % sin? z + Cste
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Exemple 5

Calculer : f cos? . sin zdz
On pose u = cos ainsi du = — sin zdzx
I r
, . u’ cos® T
ce qui donne .[coaf.4 z.sinzdr = — fu4du =% +k=— 5 +ec

3.6 Calcul d’aires

Par définition méme, I'intégrale d'une fonction f calcule I'aire algébrique située sous son graphe. Pour
un domaine plan quelconque, la frontiére est en général délimitée par les graphes de plusieurs fonctions
(deux au moins, davantage si le domaine comporte des « trous » ou des « renfoncements »).

Y A

F N et

Fig. 7. Aire d'un domaine délimité par des graphes de fonctions.

Comme on le voit par soustraction des aires situées sous les graphes de f et g respectivement (et en
remplacant si nécessaire f. g par f+ C, g + C pour avoir des fonctions positives). 'aire du domaine plan

est égale a la différence
b b
A= f g(z)dz —f f(z)dz.
a a

L’aire d’un tel domaine plan est donc donnée par I'intégrale par rapport a x de la longueur £(z) = g(z)— f(z)
des sections « verticales » du domaine :

b b
A =/ () dzx =/ (g(a:) - [(x)) dz.
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Exemple 6
Cherchons I'aire délimitée par I'ellipse Z5 + %;— = 1, de demi-axes a et b. Le domaine délimité par
Iellipse est compris entre les graphes des fonctions g(z) = by/1 — (z/a)? et f(z) = —g(z) pour

T € [—a,a], ce qui donne
a a mg
A=f 2g(:z:)d:r:=2bf 1-ZSde.
—a —a

Le changement de variable = asint avec t € [—7/2, 7 /2] donne dz = acostdt, d'on

/2 wf2 .
A = 2ab f cos?(t) dt = 2ab / LA oom et s ak 0
—-mf2 —-mf2 2

Les ellipses seront vues en détail au chapitre 8.

3.7 Intégrabilité de certaines fonctions

3.7.1 Encadrement par des fonctions en escalier et intégrabilité

Nous nous proposons de démontrer ici que quelques classes usuelles de fonctions (notamment les fone-
tions continues ou monotones par morceaux) sont intégrables.

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. L’idée est de considérer des encadrements
(7.1) p<f<Y

de f par des fonctions en escalier ¢, ¥, comme figuré sur le schéma ci-dessous.

YA

ci |

T

t - :
[ u; i

-

Fig. 8. Encadrement d'une fonction bornée f par des fonctions en escalier.

On peut supposer ici que les fonctions en escalier et ¢ sont exprimées au moyen de la méme subdivision
a=1u <u <...<up=>b, sinon il est toujours possible de redécouper les subdivisions qui les définissent
pour arriver a une subdivision commune [de plus, comme les valeurs @(u;), ¥(ui) ne jouent pas de role
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dans les intégrales, on peut choisir par exemple ©(u;) = P(u;) = f(u;)]. Dans cette situation. I'erreur due
a I'encadrement de ’aire est précisément

b b
(7.2) / Y(zx)dz — / p(x)dx = z (di — ¢ci)(®it1 — wq)

0<i<p—1

(somme des aires des rectangles dessinés en grisé sur la Fig. 8). On obtient ainsi le critére suivant.

3.7.2 Critere d’intégrabilité au sens de Riemann

Théoréme 13
Une fonction f : [a,b] — R est Riemann intégrable si et seulement si pour tout £ > 0. il existe deux
fonctions ¢ : [a,b] = R et ¥ : [a,b] — R en escalier sur [a, b] telles que :

b
¢<f<wen/(¢—¢)<e.

Démonstration 13
= Si f est Riemann intégrable, alors il existe un réel A tel que pour tout £ > 0 il existe un réel 6 > 0
tel que pour toute subdivision pointée D = {([a;j,a;j+1],z;)} de [a,b] on ait

hj=aj+1—aj <4 = S;)(f)—/llgs.

On sait qu'il existe deux bornes m et M tels que Vz € [a,b], m < f(x) < M. On se place dans le
segment [a;,aj+1]. On définit deux suites par dichotomie par My := M, mo := m et pour tout entier
n €N,

» SiVz € [a;,a;41], f(T) <

» Sidz € [aj,a;+1], f(z) > Mn ;—mn alors Mn41 := Mn et mpyy = Mn +mn-

Les suites (Mn)nen et (n)nen sont adjacentes. mais ce n'est pas ce qui nous intéresse. On a

M-m

Vzx € [ajaa'j+1]a f(iB) < M, amj,ﬂ € [a.‘iaa.‘i+1]v f(fl:j,n) > Mmn et Mn — mn = omn

On pose Vz €laj,ajr1|, ¥Yn(z) := M,. Les fonctions (1), sont en escalier et majorent f. On
pose S = ZJ. f(zjn)(aj+1 — aj) la somme de Riemann associée a la subdivision pointée D, =
{([aj,aj.;,l],a:j,n)}. Onadonc S—A<L|S—-A| e

b —
De plus [ 9 —S =3 (Mn— f(zjn)) (aj+1 — a;) <Y g (G5+1 — ) S ——(b—a).
On construit de méme deux suites (Pr)nen et (Pr)nen sur chaque segment [aj,aj+1] telles que

M-m
an

Vz € [a'jsa'j'f‘l]a f(iL’) 2 Pn ailfj,n S [aj,(lj+1], f(a:;,n) < Pn et Pn —Pn =

On pose Vx €laj,ajs1[, ¢n(x) = P,. Les fonctions (¢,)n sont en escalier et minorent f. On
ose S8’ 1= Y f(xin)(@j+1 — a;) la somme de Riemann associée & la subdivision pointée D; =
P = j jm/\4ji+1 J : C P ' n —
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{([aj,aj41),25,)}. Onadonc A—S"' < |8 - A| ¢
M-m M-m

P b /
De plus S’ — fa On = ZJ, (f(:r:j,n) - pn) (aj+1 —aj) < ZJ- o (@j4+1 — aj) < on
En fin de compte

(b— a).

[Wn—¢n) = [9a=8 + S—A + A-S + S —[ ¢n
< M_m(b—a) + £ + £ + Mgnm(b—a)
< 3g,

M-m

pourvu qu’on ait choisi n assez grand pour avoir < €. Le lecteur sceptique est renvoyé au

Qn
théoreme 18 page 59 du cours de premiere pour ce dernier point.

< La difficulté est de trouver la valeur de l'intégrale A. Pour cela on se donne n € N*. En spécifiant

€ 1= —. on sait qu’il existe ¢, : [a,b] — R et ¥, : [a,b] — R en escalier sur [a, ] telles que :
n

b
¢ngf\<\wnet/(¢_¢)<%*

Maintenant on construit par récurrence deux suites &n et z,Bn par él = ¢ et 1,51 = 1) et Vn €

N*, ¢nt1 := max(Pn+1,dn) et Yoy = min(Pnt1, ¥n).
On vérifie par récurrence. que Vn € N*, ¢, et 9, sont des fonctions en escalier. que

Vz € [2,b], $n(Z) < $n(z) < f(T) < Pn(z) < Yn(2),

que la suite ((En)nGN*

est croissante et que la suite (zpn) nene OS5t décroissante.
On en déduit que

/ —an /(¢ﬂ_¢n \%*

Donc les suites (&n) ( ) N. Sont adjacentes. Leur limite commune sera notée A pardi!
. 1 1
OnaVne N* A-— fq&ng— t[z,l;n— —.
n n

Soit € > 0. On choisit n € N* tel que l <E.
On a done Vz € [a,b], ¢n(z) < f(z) < wn(a:) On en déduit que

b b
/ bn = Sp(dn) < Su(f) < Sn(¥n) = / Un,

1 N
Done 0 € Sp(f) — A < Sp(yn) — — < g et ainsi |[Sp(f) — A| < &. et ce pour toute subdivision
n
pointée adaptée 4 ¢, et Y. done pour toute division plus fine.
C’est bien dire que f est Riemann-intégrable. L

3.7.3 Fonctions monotones

Théoréme 14
Toute fonction f : [a,b] — R monotone est intégrable au sens de Riemann sur [a, b).
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Démonstration 14

Supposons par exemple f croissante et soit @ = uy < ... < u, = b une subdivision 4-fine de [a,b], ol § > 0
est une constante. De maniére évidente, on définit un encadrement ¢ < f < ¥ de f par des fonctions en
escalier en posant

e(x) = f(uj) sur Juj,ujp[,  Y(x) = f(ujr1) sur Juj, uje

(et p(uj) = Y(u;) = f(u;) comme déja convenu). Ceci donne

b b
/w(l’)dfl?—/ p(z)dz = Z (f(ujer) — fluz))(wiv1 — uj)

OGS N —1

<8 ) (fluger) = f(ug)) = 8(S(b) — f(a)).

0SSN -1

3.7.4 Fonctions continues

Théoréme 15
Toute fonction f : [a,b] — R continue est intégrable au sens de Riemann sur [a, b).

Démonstration 15
Soit € > 0. La continuité de f en tout point = € [a, b] implique 'existence d’un réel §(z) > 0 tel que

vz' € [a,b], @' € [¢—d(x),z +5(z)] = |f() - fl@)| <e.

Soit D = ([a;,aj+1],Tj)ogj<n une subdivision pointée §-fine. En prenant £ = z; et en faisant parcourir a
z’ lintervalle [aj,aj+1] C [z; — 8(z;),x; + 8(x;)]. on déduit de la majoration |f(z’) — f(z;)| < € que les
bornes inf et sup

m;= inf f(z'), Mj= sup f(z')

I’e[a’j’a’j-i-l] :B'G[ﬂj,ﬂj_l_ll

sont comprises entre f(x;j)—e¢ et f(x;)+¢€. par conséquent M; —m; < 2¢. On obtient ainsi un encadrement
¢ < f <1 de f par des fonctions en escalier ¢, ¥ telles que

p(x) =mj, P(r)=M; siz€laj,aj], p(a;) = ¥(a;) = f(a;),

et de plus

b b
/ Y(z) dz — / p@yde=Y  (Mj—my)(aj1—a;) <2 > ajp1—a; =2(b—a).

0<jEN-1 0KFEN~1

La fonction f est donc intégrable. O
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3.7.5 Primitives des fonctions continues

Théoréme 16
Toute fonction continue f : [a,b] — R admet une primitive F, donnée par

=/If(t)dt, z € [a,b].

Les autres primitives sont les fonctions de la forme Fi(z) = F(z) + C ou C est une constante.

Démonstration 16
Nous savons que l'intégrale donnant F(z) existe par le théoreme 15. La relation de Chasles donne

T+ h _ T r+h
F(:v+h)—F(:r:)=/ fit)dt = F(“’“L"z F”:%/ f(t)dt

Pour tout &€ > 0. I’'hypothése de continuité dit que f(z) —e < f(t) < f(x) + € pour |t — z| < &(z), on a
donc

z+h _ T T+ h
f@-e=1 [ U@ -oa< FEEZEE 1 [T 1 ga= so) e

pour |h| < 6(x). ce qui signifie que

= f(z).

Si on a une autre primitive Fy, il vient (Fy — F) = f' — f' =0, donc Fy — F = C constante. O

3.7.6 Monotonie

Théoréme 17
. : : . b : :
a) Si f:[a,b] = R est une fonction continue positive ou nulle, on a fa f(x) = 0 si et seulement si

f=0.
b) Si f, g:[a,b] — R sont continues et f < g, on a
f f(z)dz < f g(z)dzx dés que f et g se sont pas égales.

Démonstration 17
a) Si f n’est pas nulle. il existe un point z¢ € [a,b] tel que f(zg) > 0. et on pose alors € = f(z¢)/2.
La continuité de f en xo implique qu'il existe un intervalle [zo,zo + 1] (ou [zo — 7, To]. si o = b)
sur lequel f(z) — f(zo)| < €. On voit donc qu’il existe un sous—mtel Valle [e, d] de [a,b] de longueur
d — ¢ =17 > 0 sur lequel f(:r:) f(zo) — € 2 €. Par suite f f(z)dz > f f(x)dz 2 (d—c)e > 0.

b) Si f<get f+#g.alors h=g— f >0 n’est pas nulle. donc fa h(z) dx > 0 d’apres (a). O
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3.7.7 Formule de la moyenne

Théoréme 18 (Formule de la moyenne)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors il existe un point ¢ € ]a, b tel que la «valeur moyenne
de f sur [a,b]» soit égale & f(c) :

1 b
o [ f(z) dz = f(c).

Démonstration 18
Soit m = ming g f. M = max,p) f. Supposons d’abord f non constante. D’aprés la proposition 17(b)
appliquée aux inégalités m < f < M, nous avons

b b
m(b—a)</f(:v)d:r:<M(b—a), soit m<bia/f(:v)da:<M.

La formule de la moyenne est donc une conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires, puisque
f(Ja,b]) est un intervalle qui contient l'intervalle Jm, M|[. Si f est égale & une constante C. le résultat est
évident, les deux membres de la formule étant égaux a C quel que le soit le choix de ¢ € ]a, b|. 0

3.7.8 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréeme 19 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient f : [a,b] > R et g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b.

[nl<([r)"([7)"

Démonstration 19
Soit t € R. La fonction (f — tg)? : [a,b] = R est continue & valeurs positives. Donc

/(f—t9)2=/f2—2t/f9+t2/g220,

et ce pour tout ¢ € R. En posant A := fgg, B = ‘2f fg et C := f f?, le discriminant du trinéme (si
A > 0) est négatif. donc 4B? — 4AC < 0. ce qui donne B? < AC et le résultat demandé en prenant les
racines carrées positives des deux membres.

Si A =0 alors B =0 et le résultat est établi. O
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,—(Remarques 4.}

e L’hypothése de continuité peut étre grandement affaiblie. Voir la remarque 5.
e L’inégalité de Cauchy-Schwarz est (avec le théoreme d’intégration par parties) le théoréme le
plus important de ce chapitre et peut-étre des trois volumes du cours!

Nous terminerons par un exemple de fonction f qui n’est plus bornée.

Exemple 7

On prend [a,b] = [0,1] et f telle que f(z) = —= si z €]0,1] et f(0) = 0.

On introduit une subdivision pointée D = {( [aJ,aJ+1],m,)}og_KN telle que a; = (5 L )2 pour0<j< N
et on pose Tj = (%)2 avec tj € [§,7 + 1]. On a alors aj41 —aj = QL*; et f(zj) = sit; >0, dod

.‘S'JrJ(f)—l Z 2j+1.

Lj
0GEN—1,1;>0

f(@) A

I | | 1
0 l T

Fig. 9. Sommes de Riemann associées a f(z) = 1//z sur [0, 1].

Le choix le plus simple est t; = j + %, qui donne @ = 2 et donc Sp(f) = 2. Si on choisit plutét
t; = j+ 1, on obtient la valeur minimale possible pour S;)(f), mais comme %LL: — 2 quand j — 400,
il est facile de voir que l'on a encore Sp(f) — 2 pour N — +oo (on peut observer par exemple que
Qf'fl— 2— m >2— JN pour VN < < j € N). Comme @j41 — aj < &2—1 — 0 quand N — +o0. ce
calcul améne a penser que I'aire du domaine non borné défini par 0 < z < 1et 0 < y < 1/4/7 est bien

finie et égale a 2. O
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Quiz

3.8.1 Enoncé

[Dive si les affirmations suivantes sont vraics ou fausses et justifier,

1,

L'aire d'un disque de rayon 1 dgale 7.

2. Toute fonction continue est intégrable (au sens de Henstock-Kurzweil}.

3. Toute fonction dérivée est intégrable {(au sens de [Henstock-Kurzweil).

. Toule fonction dérivée est intégrable au sens de Riemann.

Il existe des fonctions intdgrables (au sens de Henstock-Kurzweil) qui ne sont pas intégrables au sens
de Ricmann.

La fonction
f:[0,1 — R

1 i 2z€e@Q
' {0 si réQ

est. intégrable (au sens de Henstock-Kurzweil).

7. La fonction précédente est intégrable au sens de Riemann,

8. Au sens de [Henstock-Kurzweil. la somme de deux fonctions intégrables est intégrable.

9. Au sens de Henstock-Kurzweil. le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

10.

i1

[Dans le théoréme d'intégration par parties

b b
/ w(z)v (z)dx = [u(:r)v(a:)]i——/ w'(z)v(z)dx

les fonctions u' et v doivent étre continues.

On considére la fonction f : z — x sur Iintervalle / = [0,2]). Parmi les affirmations suivantes.
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?
|
(a) Z% est. une somme de Riemann associde a f sur .
i=l
2n .
{b) Z % est une somme de Riemann associde & f sur 1,
i=1

n .
2 24 . so s
(¢} = E —5 ost une somme de Riemann associ¢e a f sur .
7 1

i=1

Aé . N
(d) E ) esl une somme de Riemann associée 4 f sur [,

i=1

3.8.2 Corrigé

. VRaAl Encore heureux. Reprendre 'exemple 6 en spécifiant ¢ :=1 ot b:= 1.

VRal En effel, toute fonction continue est intégrable au sens de Riemann (théoréme 15}, Puis toute
fonction intégrable au sens de Riemann est intégrable (au sens de Henstock-Kurzweil), Voir en cela
la remarque qui suil la définition 1.
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3. VRabk Clest le théoréme 9.

4. Faux. Contrexemple : soit f définie sur [0, 1] par f(0) = 0 et ¥z €]0, 1], f(z) := 2%sin (El—)

3
On a vz €)0, 1], f(z) = 0+ ze(x) avee |e{z)] € x done limaope(x) = 0 d'aprés le théoréme
d’encadrement du cours de premiére (théoréme 7 page 108}, D'aprés la définition 1 page 131 du
cours de premiére. f est dérivable en zéro et (0} = 0. I>’aprés les opérations sur les dérivées, f est
dérivable sur |0, 1] et

1N .2 (1 1y 2 (1
vr €], 1), f'(z) = 2zsin (F) -’ x —cos (?) = 2xsin (?) — - cos (—) )

I‘z

La fonction g définie sur [0, 1] par g(0) = 0 ev Vx €]0, 1], g(=) := 2xsin (é) ost conlinue sur

[0, 1] puisque limz—o g{z) = 0 done bornée.

La fonction h définie sur J0 , 1] par Yz €]0, 1], h(z) := —%cos (%) n'est pas bornée. En effel.
Vn € N*, up :=h (ﬁ) = —4nm est une suite qui tend vers —oo. La fonction [ somme d'une

fonction bornée et d'une fonction qui ne 'est pas  1n'est pas bornée. Elle n'est done pas intégrable
au sens de Riemann (contraposée du Lthéoréme 2).

Vratl Cest le cas de la fonction f7 vue 3 la réponse précédente. Plus simplement ¢’est le cas de la
fonction de I'exemple 7.
. L e . 1
VRAL Mais cela demande de revenir a la définition 4 pour démontrer que fu S=0
On se donne £ > 0. On choisit alors une fonction de jauge § définie par

. £
Vezel0, ]NQ, 8xz):=1cLV¥ge N, ¥pe[0,q],(pAg=1) =>-a(§) =

Ce n'est pas forcdmént ce qui vient en premier & esprit. mais ¢a marche. Si on considére que la
valeur de f la plus fréquente ¢'est zéro {oblenue aux irrationnels}. on va resserrer la jauge autour
des rationnels puisque c'est en ces points que les oscillations se produisent.

Soit 22 = {([e;,8511),2;) Jogjen—1 une subdivision marquée §-fine de [0, 1],

= Zl x 8{xj.)

k=0

D @) @i — ag)

k=0

N-=-1
> fzs)azen —a)

F=0

ISn(f) =

<

H

oil Jo,...,Jm soni les indices des (xj)ogicn—1 qui sont rationnels. Pour les autres indices 7. on a
Sz} = 0 done la contribution i la somme est nulle.
Maintenant. on pose pour k € [0,m], z;, = % avee g € N oL pp A g = 1.

Soil := max pp et Q:= max g
kefi,m] kefo,mj
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Aa

ftp,
) o

En remplagant tous les points & coordonndes (pk . qk) par tous les points a coordonnées

ket,m]
centigres de la plague rectangulaire Rpo {(p q) lpef0,P)ge [[l,Q]} on majore la somme

puisqu’on ne rajoule que des termes posmfs m Done

Sn(f)l < Z 2p+q+1 ZZ 0n+4+1‘

(p.q)etipg p=0 g=1

d'aprés le principe de Fubini vu dans le cours de premiére (lemine 5 page 380). Or la somme des

pramiers Lermes de la suite géométrique ( o5l

E )
w+att | oo

€ 11—2—1@_ £ (] Ly, _¢
2p+1 2_a_2v+1§1_%‘2v+1("2_<2) 2

, . . P £
et la somme des pramiors termes de la suite géométrique (W) est
= peEN

_s LA 1
22211 31— —5(1—2,,+,)s~e.

p=0

r—=|

Done |8p( ) € £ et ce pour toute subdivision marquée 12 qui soit d-fine de [0, 1].

C’est. bien dire que f est intégrable sur [0, 1] et que f, f=0

IFAUX. Supposons par Uabsurde que f est intégrable au sens de Riemann sur [0, 1]. On a nécessai-
rement.  d'aprés la question précédente et le théoréme 4 f] f=0.0n spéciﬁc- e:=0,5>0
Pour tout é§ > 0, on choisit une subdivision pointée ) = {([a;,,a;,“],:cj) |j€[O,N=1]}de [0, 1]

avec a; = % done aj4y —a; = % <édot¥Vie [0,N —1], z; € Q el par conséquent f(x;). De ce
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N1
fait Sp(f) = > (aj+1 —a;) = anv —ao = 1. Donce |Sp(f) — Al > . La subdivision pointée I est
F=0
done un contrexemple,

8. Veal Clest inclus dans le théoréme 6 en spécifiant A =1 el g:= 1.
Faux. Reprenons la fonction de TFexemple 7 : Soit f définie sur [0, 1] par f{(0) = 0 el Vz €
10, 1], f(z):= % On sait que f est intégrable sur [0, 1]. On powrra vérifier au chapitre 6 page 4
que f? n'est pas intégrable. Dans ces conditions. le couple (f s f) constituera un contrexemple.

En attendant on va démontrer que f* n'est pas intégrable. En eoffet. en supposant le contraire, on
aurail  puisque f est positive ou nulle.

1 i 1 1
: : . : 1
vi3€)0, 1], f f“:] f“+—/ f‘;? fhi?—d:r
it 0 IH i *T\/E

Or en posant vz €]0 , 1], g(z) := —%. la fonction g est dérivable ot
G
vz €0, 1], ¢'(z) = -2 x 225 = f(x).
0.1 e

Done d'aprés le théoréme 11.
1 21" 5
L vz], VB

: 1
Comme llm+ ﬁ = +o¢ le nombre f? serait plus grand que tout réel. ce qui est impossible.
fi—= o

En fin de compte :
e soit 2 n'est pas intégrable et le couple (f , f) constitue un contrexemple :

s soit f2 est intégrable et le couple (f , fz) constlitue un contrexemple,

,.—| Remarque 5. } -

Le lecteur acharné pourra démontrer que le produit de deux fonctions intégrables au sens de
Riemann est intégrable au sens de Riemann. Liidée centrale est de dire que I'une des deux est
bornée,

DDe ce fait. I'inégalité de Cauchy-Schwarz (théoréme 19} est vraie pour Loules fonctions f et g
Ricmann-intégrables sculement.

10. Faux. Le théoréme 12 est formel. Les fonetions «” et 2" n'ont aucun bhessin d'8tre continues. Cle qui
importe. ¢'est que I'une des deux fonctions uv’ ou u'v soit intégrable.
Toutefois le candidal lace a sa copie d’écril. qui soubaite s'affranchir de cetle condition de continuité
majoritairement vérifiée dans les exemples  sera bien inspiré de signaler qu'il se place dans le cadre
de la Lhéorie de Henstock-Kurzweil.
A Toral. c¢est encore plus radical. le candidat doit pouvoir convaincre I'examinateur qu'il maitrise
ce chapitre.
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Notre conseil : Eviter les ennuis et signaler dans la rédaction que %’ et v sont continues. Dans ces
conditions, on est assuré que uv’ et u'v sont intégrables au sens de Riemann en tant que fonctions
continues, Elles sont done intégrables au sens de [Henstock-Kurzweil via le théoréeme 4.

11. (a) Faux On a Z ‘2n(2n + 1 — 40,

Ti— O

{(b) Veral Z = Zf(—) Clest une somme de Riemann obtenue en divisant [ en 2n

palues egalc-s et en plenam a chaque fois le point extréme a droite,

. 2 28 2nn+1)
(¢} I»\l.xOnaEZE_ETn:;(],

{(d) Vral Z e 2 0

pdltl(‘% egalc-s et en plenam a chacque fois le point extréme a droite.

) Clest une somme de Riemann obtenue en divisant [ en 2n

3.9 Exercices : Primitives

~ Exercice 1.} .

Calculer les primitives suivantes

1. fcosggdas 7. fsin 2rcos3zdr
2, /:rs/l—:ccl:c 8. /sin(—§+?)d:c
9,

3. /cos:‘a:d:c /;‘dx
1+ sing
22
4. rsinzdae 10, - dz
(z sin £+ cos z)?
2+ 1
f\/:E(a:—l)da: 1/:1:4—“(1:13

L2 1—-22 dx 1 _
6. fbm xdzr 12, _/1+:::2 m t)

(V1]
-

~— Exercice 2.} “

Calculer les primitives suivantes

zt 2?41

1 —sint
Asint
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~ Exercice 3.} -

4
1. Caleuler w
8+ 1
2 4
2. DDémontrer que %arctan (%) est une primitive de (25 I ;)‘
~{ Exercice 4.}
i 1
Caleuler [ ;= Tt dz.
1-=z 1—-=x
— Exercice 5.} ﬂ
. r—1
Caleuler [ := - dzx
(x+ DWWad+27+ 2

3.10 Solutions

Solution 1

1 cos? Z dr = 1+co:s:cd$_ l+lcosa:d:c—f+smm+(‘
' A 2 BN AP R T T
fﬂw‘-rdm = %f%x T—z-(l-2)%+(1-2)%de

2. :

.

_ %f [-3(1 —a:)%]f+(l —n)idz = % [—:::(l — )% - %(1 _i.)g] +C.

wd

. /cos:‘a:d:c = /cos:c(l —sin?z)dz. En posant £ =sinz  on a di = coszdz. ol

sin*z
3

+ C.

3
/cos:‘a:d:c=/(l—Lz)dt=t—%+(}=sina:—

4. /:csina:d:r=/cos:c—cosa:+a:sin:cda:=/cos:x:—(:::cosa:)'d:x:=si|1:c—a:cos:c+C.

5. /\/E(:r—l)d:r=/a:3/2—:c”?d:c=%:c2 a:—%:r\/i+C‘
G. /singxda:=]mdx=f—w+a
2 2 4
/sin 2ecos3zdr = [2sinzcosz(1cos®z —3cosz)dz = [2sinz(1cos’ z — 3cos® 2) dz
7. ' ’

-2 (% cos® ¢ — cos? :1:) +C.
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8. /sin (—5 + ?) dr = 2cos (—g + %) +C.
0. +d$= 1_ xl_srlmdx= 1_'¥c1~'4,~=l,4'r111a:—L
1+s'ma: IT+sine 1 -—sinz COs° T
2
= T CosT . Or (zsinz +cosz) = zcosx

(:::am:1:+':'o*>:.c)2 (zsinz + cosx)coszx
, TCOs T

En posant ©w = U
cosx’

(:rsin  + cos 2} par exemple. v =
En intégrani par parties on oblient

-1
(xsinz + cosx)
-
- +tanz +C
(cosz)(zsinz + cos )
. Arctan (2%2‘@) . Arctan (2"/;2‘/5) o
+ \/5 ﬁ )
12, En posant ¢ = 2+ L on obtient dt = {1 — &) dx et t* =22+ L +2done
1—2° i—z° gde dt
1+22 \/1+:c4 x2 1+:r2 Vi+zt Ny
On pose cotte fois u = V12— 2. Onat®> =u®+2 ot du = ﬂ Done
212 =2
a2
1-2" dz =— _du = — Q.’\rctan 2 Y+c
1+ 22 /1T + 21 u? 4+ 2 2 NG
= —ﬁf\rctan ( vt _2)
2 V2
Solution 2
1.

3 VI + 5
C= —£Arctan —E 1+
2 V2
La présence d'une puissance impaire de x au numérateur el d’une puissance paire de x au dénomi-
nateur invite a effectuer le changement de variable u ;= 2% d'ou du = 2z dz ot
1 u+1-—1
— du
{a:2+1)* (u+1)‘ {u+ 1)
1 _ 1
(u+ 1)2

l 1
{u+l)3) St Tovr S Ty A
! 1
_2(:1:2+l)+:1(a:2+1)2+c
2. On os'o:c—l—t don dt (1+L)d:x:
p‘ 1‘_ + - 3:2 .

2 1
<+ 1 1+;_¢
/:c*'—-i-ldx - [wre

1+—8
= | —=F _dz
o (—1)2+2
dt 1 1 -
]2— —= arctan (—) =
2+2 2 V2

I ——
— arclan
V2

x

+C
V2
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3. / I_f;imdt _ /
1sint

= %/(u+—)du 1y/tant/2cos” /2 = —/(u+

1 u? + 1 u+l
= &) wa™ - ‘/_/ el

= %atc&an (':7'-'-) +C.

i 2Lanif2

T T+ian? tj2 _
Blan /2 dt = /(\.ﬂ' Lant _— dt

T+ian= L /2

Solution 3
Ona

(' + )dz (' =22+ D+ (2 + 1) -1 dx
TSl / (22 + Dz — 22+ 1)

+ dxr _ dzx

:c3+1 ot —22 41 14 2¢
_ dx + dxr _ 22 +1-2%de
) 1422 :c"—:c9+l z6 + 1
= arctanx + 2’ +1dz + m
- —:c2+l (22 4+ 1z —22 + 1) 1+ 6

. i 3
=a1c*Lana:+/$ Cp /$4_$2+1 qatctan:c

=arctanx + = ?’ arcLan CB + .

Vérification en dérivant :
1 2 1 z?
7+ 7 7+ 3 3 a
I+zx 1+z i+=z {(1+22)(1 — 22 + 21)

1—22+2" 4+ 2°

1+ ¢
x4+
Tat
Maintenant.
arctanz + L arclanz”® = ! atrctan z” - + ! —arctanz”®
3 3 3x2 — 1 3
3‘ —x
— T z*
= %arcLan 3z '1 -
- [ i:c- 1) (I )
1 3z (1 - :1:2)
= = arctal) —————
3 - Az2 + 1

Solution 4 2 3
1 I-‘nposamt=‘/i‘0naa:=t_leL 1 _ 2+l
' == 2+1 1-z 2

2
On oblicnt ainsi ‘2/ LQLT dit =2t —2arctant =2 :;H- L_ 2arctan ( T+ 1) +C.

2. En posant z = sin @,

[ = cos @ cos? 8 cos? @ 1 +sing a6
“f 1-sing (1 — sin 8)2 (1 — sin tS‘)2 1 —sing
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ID'onr
2
1= [ (1)
Or
d8 see? gdﬂ 2
h = = = = 7 T
1—siné (1—tan$)?  1—tan$
Done
[=—64—1 = +C
1 —tan 3
Solution 5
On a
2 —
I = (= D) dx

(z+ 12z /z+1+1

(z* - 1)
/3:2 (z+1 +2) m
(1-
(z+1+2). m

On pose (:c+ 1+ 1) =% d'ol (1 - —‘-r) dr = 2tdt. Do

T

](1-!—52)&
_2/

= 2Arctan (:1:+ % + 1) +C

5 dt = 2Aretan (1) + ©

3.11 Exercices : Intégrales

k

133

~ Exercice 6.}

Soit f une fonction continue et décroissante sur [0, +oo [. On pose

vz )0, 4+ |, Flz) = %/‘f(t)dt.

Démontrer que F est une fonction déeroissante sur ] 0, o0 [
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N

~ Exercice 7.}
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Soit p e R ol N < n deux entiers,
En dérivant par rapport a p. démontrer que

N

1
Zcﬁpk(l _p)‘!‘t—k = C,?r-'-l] LN(I _ f.)n_N_l dt.
P

k=0

.

~ Exercice 8.} \

] N ;r 15 — z*
On se propose de démontrer que Vz € [ 0, 5 [ tan(z) 2 x 16 — 622
15—
On pose pour z € [ [ f(z) = ge—rs 63:2
T . a_ —t°+ 9% - 18
v - 1= = Te _Rrene
. Démontrer que Vt € [0 ' 3 [ [ =1-(f(t) (16 — 62)2

2. En déduire que vV € [ 0,

w2l

[. Arctan(f(z}) £ =

3. Conclure.

h

~ Exercice 9.}

da
1+an
1. Démontrer que la suite (Fn} ost convergente,

1
SoitneNet {, :=/
(¥

2. Déterminer la limite de la suite (14).

A,

~ Exercice 10.} .

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, .

1 1
Démontrer que / zf{z)f(1 —z) dx £ 11/ {f(:--:)2 + f(l — :c)g} dz.

~ Exercice 11.}

[ -J” 1{](]
o (1-2%)

Calculer o
I;J {1- :(1) dz
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~ Exercice 12.}

.,
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Calculer I'intégrale :

1
2

zdr

[+ )V —r+ T+ Qe - )Wal+x+ 1| VaT+22+1

~ Exercice 13.}

V241
Calculer I'intégrale : /
V2-1

(x2 + 1)

1 2
2+ +2
dz.

.

~ Exercice 14. }

Calculer I'intégrale :

T xsinz
5
—2d$
o 1 tcosx

.

~ Exercice 15. }

Montrer que :

sint

oll f(‘] = m

v >, F‘(:x:)=/xf(t)dzaé[]

.

~| Exercice 16. )

/2 4
cos” t

Calculer / ‘_50 di
msa ST

~ Exercice 17.}

4 =4
Caleuler / M dz.
1

v+ Jz
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—~ Exercice 18, }

33 i 1
Caleuler . - - dz
/1 ( Va2 1+ Va? )

Exercice 19.

wf2 1
Caleculer / — .
o (14cosx)?

— Exercice 20.}

Caleculer

= 3 ‘1 G 1+s?n(:c)dx'
z sinz T —sini(z)

~ Exercice 21.)}

Soit f el g deux fonetions continues de [0, 1] & valeurs dans [0, 1]. On suppose de plus que [ ost

croissante.
1 1 1
f He(a))dz < / f(z) de + f o(z) da.

Démontter que

~ Exercice 22.}

Soit n € N, On pose

af2 . T,
sin(2n + Dz sin 2nz
Iy = / —t’ { - + ) dr et Jy = / : - dz.
o sihzx o sin

En caleulant I,y — [, et Jopy — Jp. caleuler [, oL Jy,.
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~ Exercice 23.} .

Soit f une fonction de classe C%([—a,a]}) c'est-a-dire cing fois dérivable et dont la dérivée
cinquieme est continue avee a < 0 et f impaire.

En utilisant fa fonction g(t) = f(¢) — £(S'(¢) + 21(0)) - fT"; oll A est choisi pour que g(a) =0,
montrer qu'il existe un ¢ € [0, a] tel que

f(@) = (/@) + 270) - 25190

~ Exercice 24. } \

Soit f : [0,1] dans R dérivable. de dérivée continue. telle que f(1) = 0.

Montrer que
1 1
/ fg(t)dtgfl/ 120 de.
i 1]

~— Indication 1.} .

1
Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz (théoreme 19) 4 f (=) (O f () de ev utiliser
4]

une intégralion par parties.

~| Exercice 25, \

! sinxzdt
1. Caleuler I(z} = T .
o L2 —2tcosz +1

2. Démontrer que pour tous x et L réels et tout entier n.

sing = (sinz+esin(22)+... 4+ sin(ne))(2 =2 cos £+ 1)+ L [sin({(n+ 1)x) — Lsin(nz)).

mn

3. Soil Sn(z) = Z

k=1

sin{kz)
k

. Déterminer lim Sa(x).
L —h
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— Exercice 286. } .

Soit f : [1, 2] = R une fonction continue telle que _ff Sx)dx =0.
Démontrer qu'il existe ¢ € (1, 2],¢f(c) = ff flz)dz,

— Exercice 27.} -

n
. N . ] 2, km
Déterminer lim = k= sin (—)
n—ou T P’ T
=1

3.12 Solutions

Solution 6
Soitze > 2y > 0. Ona

Fx1) — F(x2)

1™ 1

x—ll f(t)dt—x—gl f(t)de

1™ 1 1
:r_ll f(t)dt—x—gl f(t)dt—w—gfrl f(t)de

= (%—%)L f(t)dz—xlgfxl-f(t)dz

> (L - l) flzn) — xlg(lfz—fl?l)f(-’cl)

I Ia
> flz1) - j—;f(xl) — flz) + %f(x,) >0,

Remarque 6.

[ hypothése de continuité n'étail pas nécessaire. On aurait pu se contenter de Uintégrabilité de
[ sur tout segment de [ 0, 400 [

Solution 7 1
Soit (p) := CY+ / N -0t Ona Dp) = =CRH1pN (1 —p)n-N-T,
o4
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Soit G(p) =3 0, Chp*(1 —p)"*. On a

G’(p)=chikp -p)" " - an(n (1 -p)"

k=0 k=0
Zc::kp‘c {1-pn* Zf (n~ k(1 - p
k=1 k=0
N-1
=Y G+t - pn ! Zc“‘(n RYP"(1 = p)" "
fi=0 h=0
N-1
— vf(n _ N)pN(l _p)ﬂ—N—l + Z ((:::-{-l(h_'_ 1) _ '-fl(n h))p (1 n -'t—l'
h=0
Orpour he {0,...,N}.ona
! n!

(h+ 1) =Cr A +1).

vh —_ —
r{n—h)=(n- h)h'(n ! Rln—h-1)!" (R+1(n—-h-1)

Done tous les termes de la deuxieme somme sont nuls et
G'(p)=-CYin=Np (1 -p)" "' =P 1 —-p)" VT = D(p).

De plus on a clairement (1) = 0 et JX1) = 0 puisqu’on a choisi N < n.

La fonction 1Y — G a une dérivée nulle sur l'intervalle £ ot sannule en 1. Clest done la fonetion nulle,
ce qu'il fallait démontrer.
Solution 8

1. Félicitations si vous avez cffectué le caleul a la main !

Xcas en ligne. Tapez une instruction dans cette console (assistant avec la bouée).

f(1);=t"(15-t"2)/(16-6"1"2)
{t)->t"(15-172)/(16-6°t"2)

simplify(derive(f(t),1)-f(1)~2-1)
—t5+9t7 - 16
36¢% —192¢% + 256

2, S0itt20.0nal6—62>0pour0<te< \/% Or g < 1,58 < 1,63 < \/g

Done Ve € [0, i [ 16— 662> 0,

[’étude des variations de N(u) = v* —%u+ 18 sur [ 0, 400 [ montre que N présente un minimum
en u = /3 et que co minimum égale 8 — 3v/3 > 0 puisque 64 > 27.

On en déduit que ¥Vt € [0 , g [ fl(yy—-1- (f(t))2 = —% < O
- T S (O
On en déduit que ¥t € [0 - [ F) <1+ (f(£)* pui g (f{t))2 < 1.

Or Lt — f (1) est la dérivée de la fonction ¢ — Arctan (f(¢)). Done l'inégalité vraie pour

1+(f{t))2
tout ¢ € [0 [
o ¢
£ 1+W))2dh/ e
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se traduit par Arctan (f(z)) — Arctan (f(0)) € x. Comme f(0) = 0 on a Arctan {(f(0)) = 0 et le
résultat demandé s’en déduit.
3. La fonction tangente est croissante sur I'intervalle [ 0, g [ De plus. Vu € R, tan{Arctan {u)) = u.

Le résultat demandé s’en déduit.
Solution 9

. - 1 1 Iy
1. Soient p,q € N vérifiant p < g. On a, Vx € [0, 1], z% < =P done T o < T o En intégrant ces
inégalités entre des bornes croissantes ( 0 et 1 ), on obtient Ip < f4. Donc la suite (In) est croissante.

DeplusVz e [0, 1]. ¥YneN,

T < 1done I, € fo dz = 1. Donc la suite (f,) est majorée.

La suite (I} est croissante et majorée. elle est donc convergente.

OnavneN.
1 a
In= e [ Ede [ atds
o 1—|—x" o 1+ xm o I+ xm

1
. " dx
Soit £ 1= 1 —.ona
g LTZ

)

1
Ogsnéfmﬂdxz 1 ;
0 n+1

D’aprés le théoréme d’encadrement, la suite {en) tend vers zéro et par conséquent. la suite {fn) tend
vers 1.

Remarque 7.

Cette solution répondait aux deux questions a la fois. Une suite 4 cette exercice sera donnée a
I'exercice 18 page 237 .

Solution 10
Onavze o, 1. 0< (@)~ f(1 -2 = f&) = 2f(@)](1 — ) + f(1 — )"

Par changement de variable { := 1 — . ] zf(x)f(1 —x)dx —/ {1—-x=)yf(x)f{1—=x)dx d'ou :
0

/ fla)f(i—x dx—/l(x—l—(l—a:))f(a:)f{l—x)dxz?/le(x)f(l—x)dx.

L] 0

1
Alnbl/ fl2)” + f(1 —2)%d ]f{:r)f{l—a:)da:—4/ zf(x)f(1 —x)dx.

0
Solution 11

1
I'm :] (1—z")"dx
0

—[(1—2™)™ 2] + /mnx_ (1—zm™" .

:mn/ (1 — ™)™ Ve
0
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1 1
fm—l—Lfm=/(1—:cn)m_ld1r——/ (1 - 2™y da
mn o ;
1
=/“‘-’"“)mdx=fm
1]

mn + 1

f1(1—250)°1 gy 5050°

IDD j;]l (1 _xs{])lt)[} da: 505]

Dou I,y = . Pourn =50 et m =

Solution 12

i
IO = e D@ —sr DV Te s T+ @z D@t ot Va1

z[z+ D)@ —z+ 1)Vl +a+1-Qz—- D)@ +z+ )WVl —z + 1]

Bx{xt + 22 + 1)
_l 2+ 1 _ 2r —1
6\ V2T+z+T1 Vrl—-z+1

Fwas= Y(VaErari- vaae)|| S

[You

1
-z

|

Solution 13
Nous proposons plusieurs solutions, plus ou moins acrobatiques ;

L. Onaz' +22+2=(x>+ 12— (2> - 1). Dou

V2F1 g 2 4 V2+1 2 _
T At p=2- el S
o (x241)2 Jaoy (@P+1)2

V341 21 oo VvZ+1 1 B 2 i
o @HD2TTT [ s e+l (22 41)2 '

7
En remarquant que ——— = & [ LI ] = 1 [i Arctan () + 4 L]
A Fematd My "2 le2r1 T2+l T @ 2 d drz?+ 1)
V241 VI
on obtient : / ﬁ dr= 1 [Arctan (z) + 2::: =3
Aoy (#+1) 2 24+ 1lm-, 8

Maintenant Arctan(v2+1) = %ﬂ- ot Arctan (V2 —1) = =

3
V241 221
On a done —/:/2_1 m dx =0.

. VI L2249
Finalement —— 5 dz =2
VI—1 (3‘3 -+ 1)
2. Une fois que la bataille est terminde. il est facile d'éure astucieux ; on effeciue le changoment de

variable w := i En remarquant que v2 — 1 el /2 + 1 sont inverses 'un de Fautre. on obtient
V241 22— 1 Vv2-1 E]’-’_] du Vp 1 — w2
T = —— =)= ——— du.
vaiei (#+1) A (H+1)° L e i (1+u?)

V241 P
[Fintégrale —  _dr est égale A son opposée. Elle est done nulle,
2 -/:/5-1 @+ 1) 14 Pl
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4 2 2 2
T+t +2 {z=—1) rr+1-2 i 2 . R
3. FSi WErE i E 522 + @A Dans le dernier terme, on
effectue x := tan(y) pour obtenir | 2cos?(y) dy ainsi de suite.
4 2 )
1. 1 - S (1 - ig) = % Sous la forme de gauche. on voil que ke Lerme de droite est
x (x5 + 1)

o

' Vgt p 2 42 G
(:z:+ —]r) . Do = _ _“dx=|z+ - =
= oy (B H 12 T+ o1 e

Solution 14

On pose t =7 — x done di = —dzx.
Ona:
[ = —/” z. sin{x) dr = — 0 {(m— t).sin(m — L)clt _ T {w = t).sin(t)
oy 1+ cos?(x) « lHcos?(m—1t) o 14cos?(t)

cat sin{m — t) = sin{t) et cos{m — ) = —cos(t):
Mézalor. on a ;

T xsin(z) f’r sin(t)
2 ———dx=7 ——dt

[] 1+ cos?(x) s 1+ cos(t)
T z.sin{z) T f’r sin{t)

s0it ————dx = —. — .

_/(; 1+ cos2{x) 2, THeos?(t)
Calculons f %dt.

o 1+ cos?(t)

Par le changement de variable u = — cos(t) done du = sin{i)dt. on obtient ;

1]

T g 1 fretan ()L =
¥ 1+C032{t) B -1 T+u? - o

Par suite, on a ;
w . >
x sin x T
f= ———dz=—.
o 1tcosix |

Solution 15

Onaver>w. Fl(zx)= sine

———— . Done la fonetion F’ s’annule aux multiples entiers de .
VZ +sinz
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Les maximums locaux sont les (2k + Dk € N, 1l s'agit de démontrer que F((2k + Dw) < 0.

m+DT - Ginede

&
F((2% + D7) = Zf Vi +sint
m—1)w

m=1 2

_ Z sinudu
- V2mT + u +sinu

_ Z sinudu + sinudu
—x V2mm 4+ u 4+ sinu o V2mm+u+sinu

m=1]

_ Zk: : sin v dv n sinudu
o Vimm —v—siny o Vimm4+u+sinue

m=1

_ Z sinu sinu du
VOmr+u+sine V2mm —u—sinu

m=1
_ V2mT — u —sinu — 2m7 + u —sinu du

(m + sin u) (\/‘m — sin u)

m=1

_ —2sinu+ V2mr —u — V2mr + u du

(m +sinu) (VZmr —u —sinu)

m=1

Le numérateur —2sinu + /2mnm —u — /2mx + u est négalif,
Le dénominateur (\/Qm‘rr + u + sin u) (\/Qm'rr —# —sin u) est positif, Reste a démontrer que ¢'est siricte-
ment négalif. ce qui n'est pas wrop difficile. F((2k + 1w} < 0.

Solution 16
1. On remarque que

LI 4 n/2 1
cos” ¢ dt 1
f — dt=f cot’ t— =/u4du=:,
xp SV _ sin“{ o 5!

avee le changement de variable u = col &,

2. On peut commencer par effectuer le changement de variable 2 = 5 —t. puis le changement de variable
ochu=tanz:

™2 cost " gintx T da .y
——dt = = dx = tan” r——— = u du =
ajq ST o Costx 0 o5 T o

L

3. Avee le changement de variable v = Lan(%). dott dt = On a t = 2arclan{z) puis cos(2a) =

2du
TER
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2c0s?a — 1 et sin(2a) = 2sin(a) cos(a) powr arranger la fraction et en notant a = tan(m/8),

LIRS Vg 244 2
f costt . _ (1 u)(1+u)du

/1 sin®¢ T f, 32us
_ Pt — 30”200 + 2t — 30 +1d
/, 32u®
1
_U ey 2 1 1
_3:2[5 R e Sus]a
1 a® 2 1 1
=— | -—= -9 Z__
?.2( )+a a+ a‘+5a5)
1
On note b=a — =, alors
b’=a;—3a+§—%
o
b =a® - = 3
@
o’ — b’ +3b
8 6 L 10 5 1
b°=a“—5a"+10a——+%——,
o a?
b5=a5—$—5(b3+3b)+10b
o — L — o5t 4
ao
Dot la valeur de I'intégrale :
I = 1( T (6% + 56" + 3b) + (5" + 3b) — ‘Zb) (.
32 5 32 5

Le calcul de b conduit & reconnaitre les expressions des lignes de 7r/4 en fonetion de la tangente a
de I'are moitié,
2 1402 _ (‘O‘-:(ﬂ‘/"l)

a 1+a2 20 sm(ﬂ'/I)

1 -32 1
done I_E(_T) —;J

-

Solution 17

En posant v = ,/1+ %

"6z +5VE /”’5 142007
e (w? = 1)

1|

=—/v’2( 3 - 1 + 3 + ! )clu
VEN2@-1" 2-1) T 201+w)" T 201+
=1 (1V6 - V2)
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Solution 18
En posant v22 = tan®u.

—/3‘[‘(31 - 1: )cl:c=f3‘/i dx
TR L (4 (0A)

¥ T
q

E]

Solution 19 a

En posant 4 = 1an(3): dz =
f”” 1 e — f‘ 1 2 du
y  (I+cosz)? 0 (_2,,)2 b+ 22

14+u=
1 1
== f (1+ %) du
=Ju
_ [E N
2 6], 3
Solution 20
Soil 4 = ————— d'oll du= M
' 1 —sinx (1 —sinx)2’

On obtient une primitive :

_f__dw _y1/6 _afl+sinz
I_f(Qu—l)’i/G_S(gu " +0=3 l—sin:x:+c’mm’]‘

[ = % 1 Gl-l—sin:cdm_ 3,,.1+zsin:x: 3_3 52+\/§_-‘2+\/§
- z sinzV 1-sing STV t=sing| T 2 -3 232
%
Solution 21 1 1
Onavte[0l], S(x)dx = Sydz 2 (1= 0f(), Comme f(OH < l.ona(1=0f1) = f{t)—t On

1) ¢
prend ceite inégalité pour t = g(y) € [0, 1]. done

1
vy € [0, 1],f f(z)dz 2 flg(y)) — g9(y).

On intégre celte inégalite pour y entre O et 1.

1 1
f f(@)de > f ((g(y)) — g(x)) dy.

d’ou le résultal.
Solution 22
On a pour Loul entier n € N,

E i R P
sin{2 Nz —sin(2 1
fner — In =f sin{2n + ):i:;i" ;m( n+ 1z d
i )

/2
= [ 2cos(2n + 2z de
1]
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En utilisant la fortnule (6.1) du théoréme 13 page 221 du cours de premiére et en simpliliant par sinz. On
en déduit que

Ing1 — In = 2 + 5 [sin(2n + Nz)r/? = 0.

On en deduit que la suite (Fn)ren est constante el que cetie constanie égale

2 dinz T
t’(] = / - dr = —.
o sin 2

De méme pour tout entier n € N.

Taer — o = —/“/ sin(2n + 2)x — sm(?n):c e
L1

sinx

w/2
= f 2cos(2n + 1xde

1

2 ) w2
[271__'_1 bll1(2ﬂ+ l)x] 0
2 T
= sin(2 -

2n+lsm( 1r1+1)2
_ =0
T 2n+ 1

Puisque Jy, = 0. on cn déduitl que

Solution 23

5)
f@ = roa+ L% f(“ T

S = o+ 20 (D)a2+ QEDCIA
— Vs _08 .
3f(a) —af'(e) =2 (®)a + f S 2_..11a(a Y 1) ar
4]
3f(a) —af'(a) = 2f' () + O () fa —(e+3t)(e - 1)* di

24
car l'intégrande est de signe constant sur [0,¢], a > 0. Ensuite (et par exemple) on détermine la valeur

5

J{a) de I'iniégrale en prenant f{a) = ¢®. Donce 3a® — 5¢° = 120J(a). J(a) = —3—0 el finalement

f(@) = 3/ (@) +20(0) — 1= e)

Solution 24
D'aprés I'incgalite de Cauchy-Schwarz. on a

1 2 1 1
( f f(a)x(—t)f’(z)cu) < f F(0%dt x f 21 de.
i} 1) 0
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, u(t) HOTXO R CIE N IO
On po.sc{ S = —t oz) = -1

continue sur [0, 1]. I’aprés le théordme d'intégration par parties,

Les fonctions u el v sont dérivables. de dérivée

1 1 1
f Jf e = [-tf(1)*)) + f f)?de= / f(ey dt,
0 0 0

le terme Loud intégré étani nul puisque f(1) = 0. On a done

1 2 1 1
(f f(a)i'ds) g/ f(L)thxf L2172 (1) de. (3.1)
L1 1) 0

1
Maintenant, si f F2(de = 0. alors l'inégalité & établir est évidente puisque le membre de droite est
0}

clairement positif. Sinon on l'ebtient en divisant les deux metmbres de (3.1) par le nombre sirictement
1
posiuff 2y de.
0

Solution 25
1. On remarque que I(2km) = 0 pour k cotier. La fonction T cst impaire el 2r-pariodicue. On peut
['étudier sur I'intervalle ] 0, @ [. On a alors sinz # 0 et

Ix) = : sinzdt
~ J, (t—cosxz)? +sin’x

_f‘ 1 dt
o Sinz (‘:5%"‘)+1

[ (t - cos:r)] !
= |arcian { —————
ST 0o

1 —cosx —COsST
arctan | ———— ] — arctan

sing sinx
T T
= arctan (Lan (5)) + arctan (Lan (3 - 33))
_ -z
=—5
A
3.14

—6.23 -3\ 0 ;LNQ: 9.43 12.57
|
| L N\ ________""x

=-3.14 1




148 CHAPITRE 3. INTEGRATION : THEORIE ELEMENTAIRE

2. Soicnl z el t deux réels. Soit n € N*,  En posant
S, = (sinz + tsin(2z) + ... + " sin(nz))(t2 — 2Acosz + 1) + L*[sin({n + 1)zx) — Lsin{nz)],
ol a

Sns1 = Sn + 7 sin((n + Da)(? — 2cosz + 1) + " sin((n + 2)x) — tsin({n + 1)x))
— *[sin{(n + 1)) — tsin{nz)]
= S, + " 2(sin{(n + D) —sin((n + Dax)) + "7 (=2sin{(n + Dz)cosz + sin((n + 2)z)
—sin(nz)) + " (sin{(n + Dz) —sin({n + Dz))
= Sn,
puisque sin{{n + 2)x) — sin{nz) = 2sin((n + )z} cosz. (Voir le théoreme 13 page 221 du cours de
premiere)

La suite S, osi done constante el

Sy = (sinz)(t? — Acosz + 1) + t[sin(2z) — tsinx]

= tg(sin z —sinz) + t{—2sinzcosx + sin(2z) + sin z = sinx.

3. IXaprés Pégalivé procédente, on a pour x # 2km,

' "[sin((n + 1)x) — tsin(nz)) a
(2 —2cosx+1

l
{z)= f (sinz + tsin(2z) +... + "' sin(nz)} de + f
1

1

= Sn{z) + Rn(x)

1 ,nr.: P
*[sin{(n + 1)) — tsin(nz))
avec n(x) :=f dt.
" o 2 —cosx+1

Or > —2tcosz+1=(t—cosx)? +sin’z > sin? z.

et % [sin((n + 1}x) — tsin{nz)])| < 7] sin((n + Dz)| + t|sin(nz)| < 2™,
1

2" 2
. £ =
Done |Ra{2)] € l sinZ z (n+ Dsin’x

. Done lim R,(z) =0 pour x # 2kx. Par conséquent
e =

lim Sp(z) = I{x).

=

Solution 26
Soit (1) = Lff f(z)dx. La fonction F est continue sur [1, 2], dérivable sur |1, 2[ el vérifie F(1) = F(2) = 0.
IYaprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]1,2[. F'(e}) = 0. Or F'(e) = ff flz)dx — ef(e) ce qui doune le
résultal. '
Solution 27 . n i L
On reconnait des sommes de Riemann, De ce fait lim — Z k% sin (?) = / z? sin(7x) dz.

k=1 1}

n—ou N3
u(z) = 2? w(z) = 22
On integre deux fois par parties : On pose o(x) = sin(nz) vz) = _% cos(nz)
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On a alors
1

2 1
+;/ zeos{nz)de

o 0

1 22
/ 22 sin{mz) dz = [—— cos(w)
0 T
1 2
=——cosm— 0+ —/ zeos(me)da
T T 13
1 2 !
= —cosT+ = / zeos(mz) de.
7 T fo

u(z) x wi{z) = 1

v'(z)

On pose maintenant 1 .
cos{mz) v{z) = ;mn(m:)

On a alors
1

1
[ reos(rx)de = [— sm(:rr:c)] - —/ sin(7x) dx
0 0

=0- - [——cos(:r:c)]

4]

= %(co&sr —cos0) = —%.

|

2| -

1
Finalement on a [ 2 sin(nz)dz =
1]

3.13 Problemes

Probléeme 1 (Bac Tunisie 1980)
1. Soit f unc primitive, sur R. de I'application ¢ qui. & Lout réel £, associe

Y=o

(a) Soit g I'application de I'intervalle ] L [ dans R définic par g{u) := f (W) Prouver que
g st dérivable sur ]—— —[ puis que g est une fonction affine.

]
i 1
b) Montrer que — = — ¢
() ) A 27— 20+ 1

2. On considére Iapplication § de N x N dans R définie par

1
Ip, @)= [ tP(1 = )4 de.

(a) En majorant convenablement ¢(1 — ¢) pour ¢ € [0, 1], trouver la limite de la suite u telle que
= 1ot {¥n € N), up := I(n, n).
{(b) Montrer que :
Yip, q) € N x N, {p+1, q+l)=%l(p+2,q)

(on pourra uliliser une intégration par pariics),
{nt)?

puis que (Y € N),  I(n, n) = @n+ 1)l
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n
3o 2F (1 -0k

3. (a) Aprés avoir remarqué que 202 —2t+1 = 1= 2¢{1 — t). simplifier ——— —

{b) On considére la suite v telle que
2" (n!)?
v = —_—
el = o

Quelle est la limite de la suite w telle que :

n
¥n € N, Wn :=ka ?
k=0
4. {(Question rajoutie)

o . am . Lo
Ecrire un programme Python cui calcule 3 avec quinze décitnales.

Correction 1 (Bac Tunisie 1980)
1. (a) La fonction g est dérivable comme composée de fonctions dérivables. Soit A(u) := W On

avu € ]—g% [, R (u) = %(l + tan? u). Comme par ailleurs, ¥t € R, f'(¢) = (t). on obtient.

vue |-53.
g'(uw) = f'{h(u)) x h'(u)
1+ Lalm) 1 2
—_— | x ={l +tanu
( 2 2( )
%(l +1an®u)
= ) (1+t;nu)2 _ 2(1+l;nu) +1
_ 1 1+ tan’u
- § 1+2Lan 121»+L8112’u —1—tanu+1
_ 1+ tan®u _
1+ 2tanu +tan? 4w — 2tanu
L.a fonction g a une dérivée constante sur 'intervalle ]—%% [ ¢'est done une fonction affine.

{(b) ID’aprés le Lthéoréme fondamental de I'analyse (théoréme 9) on a

1 1
1 _ ’
l 2;2—25+1d5_£ fde

= f(1) — f(0)
1+ tan(3) l+an(—32
()
ra T
= ()= h(=T)
=[4 K (u) du

ce qu'il fallait vérifier.
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2. {a) On a clairement pour tout réel ¢ appartenant a [0,1]. 0 € ¢(1 —¢) € ll De ce fail. pour tout
1 . 1 1 . 1l
neN, 0 [ "1 -0 "dt< f, T dbsoit 0 un < o
(h) Soit (p, 9) € N x N. En posant :

1
[ ¢ = £p+l i = LP+2
w(t) u(t) p+2 les fonetions u' et ' sont continues.
v(t) = (1= Y = —(g+IH1-)°
done

1
flp+1, q+l)=[ ' (Dv(t) di

= [Ltf’+9(1 _ t)q+1:| l + q_+1 f] tp+2(], _ t)q di
p+2 o p+2 ]/,

g+1
=0+31T_ g 2,9),
+p+2 r+2,9

le terme tout intégre est nul car les exposanis ¢ + 1 el p 4+ 2 soni strictement positifs. Soit
maintenant n € N. On a

In, n) = ——In+1,n-1)

n+1
n n—1
_ -2
n+1n+2!(n+2,n )
n n—1 1
= s o [2n0)
_ n! 1(2n,0).
(n+1){n+2)...(2n)
‘ _ (2n)! —pengre L
Or{n+(n+2)...2n) = 0 eLI(?n,O)—fugnds—gn_l_l.

(> _ _(a?

Pone | 1 m) = osi@n+ 1) — @+ 1)

3. {(a)} Oun commence par remarquer que pour toui réel ¢, £(1—1£) € ll done 2t{1-1) € l En particulier

2t{1 — ¢} £ 1 et la somme des n + 1 termes d'une suite géomdatrique de raison 2¢(1 — ¢) ot de
premier Lerme 1 est

ZR:Q“{,"U _ t)" 3 2n+ltn+l(1 _ L]ﬂ+l 1 _ 2n+1tn+1(l _ !,)“H 1
e N Al —t) -1 T (22 -2+ 1) N —24+1
PDone "
1 bk K 2n+ltn+l(l—t)n+l
2‘2‘2‘“_;2”1_0 =T o1

(b) Soit n € N, d'aprés la question précédente.

1 i l
2n+ltn+l(1 _t)n+l
kL Rk k _
l(m)—z 2&(1—t))dt——£ T Tt

k=0
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Or, Loujours grace a la majoration £(1 — ) € =

)n+l

on+l1

0<

1 gn+ltn+l(1 _ t)n+1
done lim =
' n—vm_l 27— 2+ 1

Par ailleurs.

1 2n+l£n+l(l —t
A AT — 2+

1

dt € x 1,

A+l

dt = 0 d'aprés le théoreme d'encadrement.

1 n
f f(t)—Zka"(l—z)k dt—[ f(s)dt—Z/ ek — )k de

k=i} k=0
- n
=5- Z 1k, k)
k=0
_T_ Z 2 (k1)*
-3 @k +1)!
_ ¥
= § — Wn

. 7
La suile {wnInen converge done vers 3

. N . . . ‘ﬂ'
4. 1D’apres la question précedente. en prenant wy, comme valeur approchée de 3 on commel une erreur

inféricure A 1
nférieure & o7
Dans le programme ci-contre, on acenmule los u, dans  epsilon = le-16
+ + .. 1 -5 - . _ - - . i
une variable w jusqu’a ce que o— < e = 107'%, w=1 ; p=0 ; u=1 ; puiss2=1
; P 2 while puiss2>epsilon:
[.a suite (un) est définie par » nen+l
w=letvneN'nu, = 1.
¢ "Tomty ! u=u*n/ (2*n+1)
On affiche en fin de programme le nombre de pz;rssagc-s S
dans la boucle ot une valeur approchée de 3 avec puiss2=.6xpuiss2
quinze décimales exactles. print (n,w)

Probleme 2 (Irrationalité de «)
On se propose ici de démontrer que le nombre 7 esi un nombre irrationnel. Pour cela. on fait I'hypothose

qu'il existe @ ot b, enticrs naturels non nuls. tels que 7 =

b

une contradiction.
Eitant donnés un entier naturel n et un réel x. on pose :

Po{z) =

!

ol on démontre que cette hypothése conduil a

™{a — bzx)"

Etant donné un eniier naturel n, on pose :

w
fn=[ Wix)sinzdz.
1]

1. (a) Pour un eniier naturel n non nul. exprimer la dérivée de Pn en fonction de Pn_;.
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(b) Caleuler max |P,(x)| en fonetion de a, b el n.
x&[0,7)

(¢} Démontrer que : v € N, I, > 0.

a2

{d) Apreés avoir justifié que la suite de Lerme gonéral o (E) tenc vers 0, démontrer la conver-

genee de la suite (fn)pen et délerminer sa limite.

[

(a) Démountrer que pour toul entier naturel n. §,, est un entier relatif. On pourra procéder par
intégralions par parties suecessives,

Y . a
{(h) Conclure quant & hypothése 7 = 3

Correction 2 (Irrationalité de m)
1. {a) Soit » 2 1. On a pour Lout z réel.

2" Ya — bx)" — bx"(a — bz)""!
(n—1)
Pooi{z)(a— bxr — bx) = (a — 2bx) ooy ().

Pa(z) =

(b) Sur I'intervalle [0, 7], toutes les fonctions /%, ne prennent que des valeurs positives. En particu-
lier () est du signe de a — 2bz sur I'intervalle [0, 7). ¢’est-a-dire positif sur [0, 5] et négatif
sur [55, 2] Puisque 5; = 5. on a le tableau de variations suivant

. a @
0 % 5
P (z) + 0 -

n(5)
Pa(z) / \
0 0

n 7 {a®\"
On en déduit que max |Py(z)] = Pa(s}=—={ =
(¢} Soit m € N, Sur I'intervalle [0, 7] on asinz 2 0 et Pu(z) 2 0. cdone la fonction x — A (z) sinz
s ost continue sur [0, 7)
e est positive sur [0, ] done d’apreés le théorome 17
e prend au moins une valeur strictement positive sur [0, ]

T
page 122, on a / () sinzdx > 0. Ce qu'il fallail démoutrer,
1]

2 2

. T a s oer a . . .

{(d) Ona lim o (E) en spécifiant o := m dans l'exercice 12 page 74 du cours de premiore,
n—ou Ti! 4, /

™ 2 n
Par ailleurs on a pour n € N. 0 < I, € [ sup | Pe(x)ldz soit 0 < [ € :rri (a_ .
1) IE'U,N’] n! ’lb

D'aprés le théorome d’encadrement, on a done la convergence de la suile (I:)nen el de plus

lim I, =0.
=l
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Cnprendn=0. 0Ona
"
Iy = f sinzdr = [-cosz|] =2€Z.
1]

wz) = z{a-bx)" wi{z) = n(a—2bx)z" '(a—bx)""!
Soil n € N* el soit ,{ ) ] ( ) () ( ) ( )

v'(x) = sinx v{gy = -—cosx
Les fonetions t' et v’ sont continues? sur [0, 7 ]. En intégrant par partics une premiére fois.
on a

n T

S S ST WACY R i
I,,—[ n!(a bx) coa:c]“+(n_l)!

/ 2" e — bx)" "' {a — bz — bz} cos x dx.
it

n ™

S s s x
Le terme toul intégré [—E(a — bx)" cos :c] estnulcarenz =w.onaa—br=0c¢ on
. L]

obtient : x
n = (n_l o —l 2" Ya — bxY" " (@ — 2bx) cos = dz.
On intégre une deuxieme fois par parties :
w(z) = (a—2bx)2" " a-—bz)""! w(x) = (n—1){a—2bx)’z" 2(a—bx)"?
—2bz -z {a — bx)" !
v(z) = cosz oz} = sinz

Sin=1. on obtient
h =f (a — 2br)coszde
[}

"
= (@ — 2bz) sinx];, + Qbf sinzdx
1]
=0+1ibec Z.
Sinon. on Gerit {a — 2bx)? = a® — 1bx{a — bx) ot ainsi

In = [x"""(a - bz)""'(a — 2bx)sinz]] + 2bln_

1

T -2y lﬂ 2" %(a - bx)""?(a® — bz(a — bx))sinzdz

2 X
=0+ 2l — ﬁ f 2" %{a — bz)* %sinz dz
Ty

+(anQ)'f 2 a—bx)"" ' sinzdz
& Jo

=2l — a2 oo + b0 — 1} ao)
= (An — Dbln_y — a®ln_a.

Par une récurrence immedédiate. on obtient | vneN, IneZ

[XYaprés la question précédente. la suite (In)nen est une suile d'entiers. [Yapres la question 1d
celte suite converge vers zéro. Done pour £ = % il existe un entier N tel que pour tous n =2 N
on ait || < % ce qui entraine que 'entier Iy est nul ce qui contredit Iy > 0 de la question 1¢

. s a
L'hypothése m = 5 esl absurde.

2. Celle précaution est imtile lorsque le lecteur travaille dans le cadre de Pintégrale de Henstock-Kuraweil.
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3.14 Travaux dirigés

Travaux dirigés 1 (Distance moyenne et polygone régulier)
Le plan est rapporté & un repére orthonormd,
On counsidére un polygone régulier & n cétés { n 2 3 ) sur le cercle trigonomdatrique comportant le point
Mo (1 , D)‘ On considére un point A (a , 0) de I'axe des abscisses,
1. Ecrire une fonction Python qui calcule la moyoenne fo(n,a) des distances de A aux n sommets du
polygone régulior.
2, On prend a = 3.

En utilisant la fonction quad de la bibliothéque scipy.integrate calculer une valeur approchée de

I'intégrale
2w

1

—- £ _ casi)? 4 win?
77 | \/{5 cos9)? + sin” 9 dd.

Correction 1
1. Les nosommets du polygone régulier sont les My (cos(?kir/n) , sin(2kw /n) ) powr k variant de 0 4

=1
- o 2km 2 2%k
n — 1. On en déduit que fo{n,a} = kE_“ \/(co:«, (?) - a) + sin (T)

import numpy as np

det f(n,a):
5=0
for k in range(n):
S = 8 + np.sqrt({(np.cos(k*2*np . pi/n)-a)}**+2+np.sin(k«2xnp.pi/n)*x2)
return S/n

import numpy as np
irom scipy.integrate import quad

def k(x):
return(np.sqrt ((5.-np.cos(x))}*(5.-np.cos(x) y+np.sin(x)*np.sin(x)))

p=quad(k,0,2*np.pi)

print (p[0]/(2*np.pi))
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4.1 Définition

,—(Déﬁnition 1 (Fonction convexc).} N

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalie I C R. On dit que f est convexe lorsque

Viz,y) € PYAE (0,1,  fAx+(1=Ny) < Af(@) + (1 =N f@).

Remarque 1.

Cela signifie géométriquement que le graphe de [ est situé en dessous de toutes les cordes
joignant deux points de ce graphe,

Y, Y = f(X)

Y = ) (X - J_)f(y) - f{2)

- y—.r

1
[
|
[
!
|
!
|
[
I
[
!
|
1
Y

X=>dx+{1-Ny

Ficunre 4.1 Fonctions convexes

,—{ Remarque 2.} N

On dit quune fonction f définie sur un intervalle [ est concave lorsque
Ve, ) € L9 0,1, fOz+(0-Ny) =A@+ (0=,

La fonction f est concave sio el seulement si la fonction —f est convexe. Dans la suile. on
n'étudiera que les propriétés des fonctions convexes.
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—~ Exercice 1. “

Soit f : I — R une fonction convexe sur un intervalle f C R.
Soit [ lintervalle défini par Vo € R, {x € ) —< {—x € [). Démontrer que la fonction
f I — R déhinic par vz € I, f(z) = f(—x). est une fonction convexe sur /.

h

Solution 1
Soit (z,y) € 2. soit A€ [0,1]. on a

f(rz+ (1 =Ny) = F(M-2)+ (1 = N{-p)
SAM(=2)+ (1 =N f{-y)
< Af(2) + (1 =N fy).

C'est bien dire que la fonetion [ est convexe sur .

— Remarque 3. | .

Les fonctions qui sont 4 la fois convexes et concaves sont les fonctions affines,

.

,—(Déﬁnition 2 (Fonction strictement convcxe).}

On dit qu'une fonction f: 1 — R ost strictement convexe lorsque ¥(z,y) € 12, z # y.

VAEI0 1, f(Az+ (1= Ny) < Af(@) + (1= N f(y)

4.2 Inégalités de convexité

Thécoréme 1 (Inégalité de convexité généralisée)
Soit une fonction f convexe sur un intervalle 1. Alors

n
vr oz 2,¥{xr,...,2n) € IT,V(A1,..., A0) € [0, 1] tels que Z,\i =1

i=1

Saz+ -+ dpzn) S M f{Z1) + -+ Anf(2n).

Démonstration 1

Par récurrence sur n, Pour n = 2, ¢'est la définition d'une fonection convexe. Montrons P{n) = P(n+1).
n+l
Solent 21,...,Zn, Zre1 € F et A1,... Ang1 € [0, 1] tels que z A: = 1. On peut supposer que tous les Az sont

i=1
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E?:l ’\ix

strictement positifs. sinon on se ramane 3 la propriété P(n). Posons y = Z5—— et pouri € {I1,...,n},

Zi=l ’\‘
As n -
Wi = z:n—/\ 2 Y. pi = 1. Puisque f est convexe,
i=1 M iz

fOnmiZaer + {1 = 20}y < Anit f(@apr) + (1 = A ) f{y)

et d'aprés P{n}.
JW) = flpzr+ -+ pnZn) S i flen) + -+ pn f{2n)

n
En utilisant 1 — Apyy = E Ai. ob obtient
i=1

(1= An+ ) f(y) S S (1) + - + Anfl2n),

d'ou I'inégalité souhailde. O

Le résultaé suivant cst & la base de toutes les démonstrations et est souvent utilisé dans les exercices
théoriques sur les fonctions convexes. Il ost facile a rekenir, il suffit de faire le schéma suivant ;

X y %
FIGURE 4.2 Lemme des trois pentes

Lemme 2 (Lemme des trois pentes)
Soit f: I — R une fonction convexe :

fy) - J=@) ) - fl) _ f(2) - J)

3
Viz,9,2) € I, z <y < 2, Y-z So2—z O z—y

Démonstration 2
Puisque z < y < 2, y peut s’éerire comme baryeentre de z et z ¢ il existe A € [0, 1] tel quey = Az + (1 - Az,
Aprés caleuls, on trouve
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Puisque f est convexe,
Sy) < Af(@)+ (1 - A f(2)
On en tire que
Iy — f@) < (V= X)(f(2) - 1)
y —

ot comme 1 — A =

x
. que

Iy — f{=) _ J(2) — f(=)

y—r = z—-2

IDe méme,

J() — 1{2) < A(f(2) - f(2)
d’'on

M f{z2) = f(@) < f(2) = f(¥)

ot done

—2(1(2) - J(2) < S(2) = I @)

z_

d’ou I'en tire
f{z) = fiz) < f(z} =1y

-z z—y

Théoréme 3 (Continuité des fonctions convexes)

Soit une fonction f convexe sur un intervalle ouvert /.
# La fonction f est dérivable a gauche ot & droite en tout point de f ot Vo € [, f;(:z:) < fi(z).
# La fonction f est continue sur f.

Démonstration 3
e Soil a € I. On considére un 2 > a qui appartient & 7. On sait qu'il en existe car [ est un inkervalle
ouvert, [Yaprés le lemmme des trois pentes appliqué a © < o < 2. on a en particulicr

fla) - [(=)  J(2) = J(a)

a—-x z2—a

et ce pour tout 2 € IN] —oo , a [. On en déduit que la fonction

s 100 = 1@

Ta : TE€IN —o¢, a
a—=1x

est majorée sur I0] —oo , a [ Toujours d'aprés le lemme des trois pentes appliqué cette fois a
z <z’ < a,on a en particulier
fa} = f(=) _ flo) - J(z)

o= '
a—x a—I

¥

ce qui signifie que la fonction T, est croissanie sur Uintervalle IN] —co , a [ Elle admet done en a
une limite a gauche qui n'est autre que fy(a).
De méme  par exemple en appliguant le résultat précédent a la fonction [ la fonetion

fla) - f{z)

Ta : zE€INa, 400 —
a—=1x
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admet done en g une limite a gauche qui nest autre que fi{a).
Toujours d’aprés le lemme des trois pentes appliqué cotie fois & x < a < z, on a pour tout ¢ €
IN] —co, a et pourtout z € INja, +oo |

Ta(x) < Ta{2).

En faisant tendre x vors a. par conservation des indgalités larges par passage 4 la limite, on a
fo(e) < 7a(2).

De méme, en faisant tendre x vers a, on obtient bien
fo(a) < fila).

On sait que

ey flz) _ .
{%}ET = fqla),

ce qui peutl s'éerire

f(x) = f{a) + fola)(z —a) +e(z)  avec lime(z) =0.

o )

En faisant tendre x vors a a gauche. on obtient

lim f(z) = f(a),

r<a

ot de méme a droite,

lim, f(z) = f(a).

T>a

[D'aprés le théoréme 5 page 106 du cours de promiére {(deuxiéme cas), la fonction f est continue en
a. O

Exemples 1

1. La fonction valeur absolue est convexe sur intervalle ouvert R. Elle y est continue, dérivable a
droite et & gauche en tout point,

2. La fonction f définiesur ] 0, 1] par f(z) =0si z # 1 et f(1) =1 est convexe sur I'intervalle
] 0, 1] mais n’est pas continue en 1. 1] faut dire que Uintervalle ] 0, 1] n'est pas un intervalle
ouvert.

Le théoréme suivant fournit un movyen trés pratique de montrer qu'une fonction est convexe : il suffit

de montrer que sa dérivée seconde est positive sur [,
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4.3 Fonctions convexes dérivables

Théoréme 4 (Caractérisation des fonctions convexes dérivables)
1. Si f: I — R est dérivable,

{f convexe ) < (f' croissante )
2. 8i f: I — R est deux fois darivable.
(f convexe ) < (f" = 0sur /)

ol f" désigne la dérivée seconde de f, ¢'est-a-dire la dérivée de la dérivée de f.

Démonstration 4
1. Si f est convexe ¢t dérivable, soient z < y deux points de /. Montrons que f'(z) € f'(y). Soit
z €]z, y[, d'aprés le lemme des trois pentes.

f(z) = f(=) _ fly) - fl=)

s
-z y—

) = S(2)

En passant a la limite dans l'inégalité lorsque 2 tend vers 21, on trouve que f'(z) < =z

On a édgaloment
fy) = f{=) . fly) - f(2)
y—zx - y—2

fy) = J(=x)
-

Y < f'(y). Finalement,

ot en passant a la limite dans U'inégalité lorsque z tend vers y—.

fy) = S{z)

<)

FCHES

2. Supposons réciprogquement f dérivable et f7 croissante. Soient x < y deux points de [ et X € [0,1].
Posons z = Az + {1 — Ay, D'aprés le théoréme des accroissements finis (théoreme 11 page 141 du
cours de premiére) entre x et z, il existe ¢) €]z, 2[ tel que

f(z) = flz)

z2=x

[
= f(e1)
De méme. le théoréme des accroissements finis entre 2 et y garantit 'existence de e €]z, y[ tel que

fy) — f(2)

=)

Puisque f7 est croissante. f'{e1) € f'{e2) d'out I'on tire

G - 1@ S-S

z—x y—2

En remplacant z par sa valeur, on aboutit alors a l'inégalité de convexité

x4+ (1= Ay) < Af(z) + (1= 2)f(y).
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3. Si f est deux [ois dérivable. on sait que la fonction f* est croissante si et seulement si la fonction f”
ost positive. O

Théoréme 5 (Le graphe d'une fonction convexe est situé au dessus de ses tangentes)
Soit une fonction f: 1 — R convexe el dérivable.

Vg€ l, Yz €1, f(z) = f(zo) + [ (zo)(z — z0).

Démonstration 5
1. Si zo < z. prenons z €)zo, 2| et utilisons le lemme des trois pentes :

[(z) = f(zo) _ f(2) — [{z0)

Z—ZTo = T — Zo

En passant & la limite dans Uinégalité lorsque z tend vers g, on on tire que

f(z) = f(xo)

T — o

S {z@o) €

d'on f(z) = {z — o) [ (z0) + f{z0).

2. 8i z < zo. on prend z €]z, xo| et avee le lemme des Lrois pentes.

f(xo) = [z} . fz0) = J(2)

Top— & To— 2
En passant & la limite dans Uinégalité lorsque z tend vers zo. on trouve

[zo) = 1@)

Lo —X

et 1'on retrouve que f{z) > f{zo) — (o — 2)f'(z0). O

In T

FicURE 4.3 Le graphe d’une fonetion convexe est situé au-dessus de ses tangentes
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,—(Méthode 1 (Inégalités de convexitd).

—

On obtiont des indgalités de convexite de la fagon suivanie :
1. On se donne une fonction f .
2. On vérifie qu'elle est convexe sur { en vérifiant que f 2 0.

3. On éerit Uinégalité de convexité (éventucllement généralisée).

4.4 Exemple

Théoréme 6 (Exemples d’inégalités de convexité)
. Siazletz,y>0 (z+1)* <297z + ¢y™).

2. Pour nréels z,,..., 20, (214 -+ 22 < 02 + .- +22).

Démonstration 6

1. Considérons la fonction J o040 — R

« - Elle est deux fois dérivable sur J =)0, +oo] ot
z —

Yz >0, f"(2) = a{a — DNz*"? 2 0. Clest done une fonetion convexe. En prenant A = 1/2, on en
£

) ) x+ £33 xﬂ+ 4] . . . ) L.
déduit que Yz, y > 0. ( 3 y) 3 Y donla premiére inégalité,
2. La fonction z — 2% est convexe sur R ot il suffit d’utiliser 'inégalité de convexité généralisée avee
A]="'=An=l/n:
(931 +-~+:r:ﬂ)2 R
- r
n n
d’olt la deuxiéme inégalito. O

4.5 Quiz
4.5.1 FEnoncé

Pour chaque proposition. indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse :
1. Soit f une fonction convexe sur un intervalle f ot a € R,
L'ensemble [y des solutions de I'inéguation

[f(2) <€ a: inconnue z € []

est un intervalle. (voir la définition d'un intervalle dans le cours de seconde & la définition 4 page
65).

2. Soient I un intervalle et f une fonction définie sur [,
Si Ya € R. I'ensemble i, des solutions de I'indquation
[f(2) < a: inconnue z € []
est un intervalle, alors f est convexoe,

3. La composée de deux fonctions convexes est convexe.



166

CHAPITRE 4. FONCTIONS CONVEXES

4.5.2 Solution

1.

4.6

VERal Soient x el ¢ deux réels de fq. Soit z compris enlre z el y ¢
z est un harycentre de z ot y & coefficients positifs : 3 € [0, 1], z=tx + {1 — )y ot L € I, Puisque
£ est une fonction convexe.

fR)=flz+ (0 -0y) < tf{z)+ (01 -Of(y) <ta+(1-t)a,

puisque £ 20et 1 —¢ 20,

Dotie z € fa.

C’est bien dire que £y est un intervalle d’aprés la définition 4 page 65).

Faux. Onprend f:=[0, et f : 2€f+— —2% Ona:

e SiazO0alos I, =0, 1].

e Siac[-1, 0lalos [y = [\/—_a, l].

e Sia< —1alos [, =a.

Dans tous les cas. 1, est un intervalle, Pour autant § est deux fois dérivable et Vz € [, f7(2) = =2
done f n'est pas convexe : ¢'est un contrexemple.

FAUX, On considore g : x € R—> 2% ot f : u € R+— —u. Les fonctions f ot g sont convexes sur
R. Pour autant fog : € R+— —z2 n'est pas convexe.

En revanche. si on impose de plus que f est croissante. alors g o f est convexe. Soient

¢ g : [ — R convexe sur un intervalle [,

e [ J— R convexe el croissante sur un intervalle J.

e Vrel glx)eJ

Soient z et y € 1. Soit t € [0, 1]. D'aprés la convexité de g. on a

glte + (1 - Oy) < tg{x) + (1 - Hgly).

Comme g{z) ot g{y) € J et J est un intervalle. done le barycentre a coeflicients positifs tg(a) + (1 —
Dgly) € J.
Puisque f ost croissante sur J, on a

Sgltz + (1 - thy) < f{tg(z) + (1 - H)g(y)).

Maintenant. la fonction f est convexe sur J. on a .
V(u,v) € J?, vt € 0, 1], flu+ (1 = v) < tf(uw)+ (1 =) f(v).
En spécifiant « := g(x) ot v := g{y). on a bien

Slgltz + (1= t)y) < ftg(z) + (1 - Og(y) < tf{g(x)) + (1 - O f (g(y)) .

Clest bien dire que f o g ost convexe sur [,

Exercices

Exercice 2.

Soit f I — I, continue et [ un intervalle de RL . Montrer que 2 € [ —— xf{x) ost convexe
st ot sceulement si x € — f(%) est convexe.
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Exercice 3.

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R, bornée et non constante. Montrer qu'il existe deux
réels x et y tels que f7(2)}f"(y) < 0.

~{ Exercice 4.} Y

Soit h € R*.
1. Démontrer que la fonction fr, : = € R— 22 + A2 est convexe sur R.

2. Ddémontrer que pout toutl réel ¢ € R. la fonction x € R — fiy{a — x) est strictement
convexe sur R,

,—[Exercice 5 {Loi de Sncl]-l)cscartes).}

On rappelle que. dans un milieu homogéne et isotrope. la lumidre se propage en ligne droite ot
4 une vitesse constante qui dépend du milieu.

De plus la lumiére entre deux points suit le trajet qui prend le moins de temps, (Principe de
Fermat)

Un rayon lumineux se propage d'un point A (0 , h) a un point 3 (a \ —k) on traversant la
sépartion entre les deux mileux (d'équation y = () au point M (m , 0).

On désigne par vy (resp. v2) la vitesse de propagation de la lumiére dans le premior (resp. second)
milicu et ny = — l'indice du milieu & € {1,2}. Bien entendu ¢ désigne la célérité de la vitesse

Uk
dans le vide.

iy
1: (air)

77777

2 : {eau)

7//

Démontrer la loi de Snell-Descartes sur la réfraction de la lumiore :

n1sind; = o sinis

avec les notations de la {igure.
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—~ Exercice 6. “

Soient k > 0, p: [e,b] = R une fonction continue et f une fonection deux fois dérivable sur [a, b].
vérifiant f7 4+ pf' —kf =0 ot telle que f{a) = f(b) =0.
Montrer que [ est nulle.

~{ Exercice 7. \
2n
1. Soit f une fonction convexe de classe €2, Démontrer que flx)ecoszdx 2 0.

0
2. Soit f une fonction convexe sur [0, 27). Démontrer que la fonction définie par :
Y e [0, 7). g(z) = f(x) — f(z + 7) est une fonction décroissante sur [0, 7).

m
3. Soil g une fonction continue décroissante sur [0, ). Démontrer qucf g{z)cosxde = 0.
0
27
4. Soit f une fonction continue convexe sur [0, 2x]. Démontrer que f@ycoszdr 2 0.
1]

~ Exercice 8. 1

Soit. f une fonection convexe sur R, soit A # 0. Etudier la convexité de la fonetion

T42k

1
F:zeRr— — fyde.
2h r—2h

. v

,—[Exercice 9 (InégalirLé de I’ompeiu).] \

Soient f : R — R convexe el z,y, z trois réels. Montrer que

s+ (55) + 1 (5F5) < v+ sw+ sem+ £ ().

4.7 Solutions

Solution 2
Par contraposée, Soit f une fonciion convexe dérivable sur R, non constante. Démontrons que f n'est pas
bornée.

Il existe deux réels a < b tels que f{a) # f(b).

f{b)

Supposons pour fixer les idées que f(a) < f(b). On a alors f/(b) = b%i‘(a) > 0,

D'aprés le théoréme 5. on a
veeR,  f(z) = f(b)+ f(b)(z - b},
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done lim f(x) = +oc et par conséquent f n'est pas bornée.
= 4o

Si f(a) > f(b). Onaalors f'(a) < w < 0. IDapres le théoreme 5. on a

vz € R, f(z) 2 fla) + [f{a}(z — a),

donce lim  f(z) = +20 et par conséquent f n'est pas bornde.
=t -

IDe méme. si f une fonction convexe dérivable sur R, non constante. alors f n'est pas bornée. Il suffit
d'appliquer le résultat précédent a la fonction —f.

Maintenant. soit. f une fonction deux fois dérivable sur R. bornée et non constante. [’aprés la question
précédente. elle n'est ni convexe, ni concave, done sa dérivée seconde n'est pas de signe constant, ce qu'il
fallait démontrer.

Solution 3
Pour simplifier. on pose
1 1
Veel Flx)=f - ot Gix)=zf(z} = zF 2/
Comme Vz € [, xG(%) = :c:—‘rf(%} = F(x}, les fonctions F' et & jouent des rdles symétriques. si bien

qu’il suffit de vérifier que G est convexe quand F 'est.
ty

Soit 0 <z <yel0<t <1 posons =(1—!,).:c+ty'

L (1—92 sl soit:s
(1-tz+ty e Ty’ .
Par conséquent ;

G((1 =tz +ty) = [(1 - )z + Ly]F(ﬁ)
— (1 -0z + Ly]F‘((l —s)% +s%)

1 1

< 1= 0z + {1 -y P(L) + sF(L

Convexitédef-‘[( s y]((( ) (17) ? (U)

= (1-nzF(l)+ zyﬁ(%) = (1 - )G(z) + G (y):

La comparaison des deux membres extrémes. prouve la convexité de G,
Solution 4
1. La fonction fr est dérivable sur R ot

x

vr € R, Wz) = —m—.
fh( ) 5 1 £3 he
La fouction f‘h ost dérivable sur R et

1 z2 2+ h? z? h2

Erm  (rm)y | (Erm)  (FrR) (R

[Yapres le théoreme 4.2, la fonction fj est strictement convexe sur R.

VreR, fi(z)=

2. En posani pour tout réel z, g{z) := fi{a — x). La fonction g est deux fois dérivable sur R et
vr € R, ¢"(z) = fi(a — 2} > 0. Done g est strictement convexe, ce qu’il fallait vérifier,
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Solution 5 (Loi de Snell-Descartes)

, . AM 1 . . . " .
La durde du trajet A = M est ) = ol v—fh(m) avee les notations de 'exercice 4, De méme. la durde
1

1
du trajet M — B est ta = By = l_f‘h(a —x).
Uz o]

La durée totale est [Xz) = ¢ + & = vlfh(:c) + vak(a — z) ddéfinit une fonction somme de deux

1
fonctions convexes sur R, Done 1 est convexe sur R, De plus

vzel0, a], IV(z) = ad - -z :
[ ] nve+h? py/(a—x)2+ k2
Onal)(z)=0pour ——e_ = a2 LOr ——— = sind et . = sin 2.
@ ¥ nvei+h? v /la—2)? 4+ K2 Va2 + h? l Via—x)? + k2

Comme la fonction £ est strictement convexe sur [0, g, la valour de z qui annule /) est unique et
D{x) rvéalise le minimum de £, [Yaprés le principe de Fermat, le trajet lumineux passe par M (:c ) O)
vérifiant SIE:] = 513:2 d'ott la Joi de Snell-Descartes en multipliant les deux memebres par ¢
Solution 6
Supposons f non nulle. Quitte & changer f en —f. on peut supposer que f prend des valeurs strictement
positives. La fonction f est continue sur un segment, done est majorde ¢l atteint son maximum M > 0
en un point ¢ €le, b. On en déduit que (¢} = 0 d’aprés le théoréme 9 page 139 du cours de premiére.
Comme f(¢) = M. on en déduit que f(c) = kM > 0.

Attention : la fonction f est continue sur [a,b] puisque f = kf — pf’ ost la somme de fonctions
continues, Done il existe un intervalle [¢ — o, ¢ + @] inclus dans [, b] pour lequel on a

Yree—a,c+al, ff(z)>0.

De ce fail. la restriction de f a I'intervalle [e— o, c+ o] est strictement convexe. En étudiant les variations
de f' et de 7 sur U'intervalle [¢, ¢ + ). on obtient ;

Vx €le,e+a), f(x) > M,

ce qui contredit le fait que M est le maximum de f sur [a, ).
Moralité, f est nulle sur [a, ]

Solution 7
‘ ux) = [f(z) wz) = [z Lo
1. On pose { Viz) = cosz oz) = sinz On inteégre par pariies :
27 2T 27
J(x)coszdr = [f(x)}sin a:]g" - fl(x)sinzdx = —/ f{z)sinzdz.
0 i} [
— 4 ’ — rt
On intégre une deuxieme fois par parties ; 1':'(1:) - f () wiz) = [l(x) Dol
v'(r) = sinzx vy = l-—cosz
2m 2 2T 2T
f(z)eos zdx = [—f’(:r)(l—cos:r)]uﬁ-i-/ [ (Y1 —cosz)dz = (@)1 —cosx)dz =2 0.
0 {) {)

. On en déduit

2. Soit ¢ < y. Dapres I'indgalité des pentes, on a fy+m) = fz+7) = /) :i(:r)

que fiy+7)— flx+7) 2 f(y) — f(z) soit g{x) = g(y).yC; cmlu’il fallait démontrer.



4.7. SOLUTIONS 171
3. Par changement de variable affine,

E /2
i= f g(z)cosxdx = f [g{m/2 — 2} cos(m/2 — x) + g(F/2 + z}cos(w/2 + x)] d.

Orcos(w/2+ x) = —cos(m/2 — x). done

w /2
I = / [g(m/2 —x) — g(7/2 + x)]) cos(m /2 — x} dz.

Comme g est décroissante sur [0, 7], avec z 2 0. on a 7/2 —z € 7/2 4+ z et par suite g(w/2 —z) —
g(7/2+ z) 2 0. Le cosinus est positif sur [0, 7/2]. ce qui donne le résultat.
4, A nouveau par changement de variable afline,

2 T
f(x)ecoszxdx = / [f(z) = flz+ m)] coszdz.
{) 1]
Comme z — f(x) — f(z + m) est décroissante d'aprés la question 2. Uintégrale est positive d'aprés
la question 3.
Solution 8

La fonction f est convexe sur 'intervalle ouvert R, done continue sur R. d'aprés le théoréme 3. Done Fest

kY — —
dérivable sur R, et de dérivée x —s flz+2h) — [(z Qh).

Remarquons (cela sera utilisé plus loin pour diviser des indégalités par A). que quitte & remplacer A par
—h, on peut supposer h > 0.

g+2h=1(x—20) +(1 —t)(y+2R) out=—2—T_ €]0,1]

Soit (x,y) € RZavec z < . Alors; ) , w ¥y- aﬁ: A
y—2h=1t(z—-2R}+ (1 —t'Hy + 2h) 0115=m€]0,1[

flz+2h) <tf(z—2h)+ (1 -t} f(y+ 2h)
fly—2h) <Uf(z =20+ (1 - ) f{y + 2R)

Dol en additionnant ces ceux inégalités, comme t+¢' = 1 f(z+2h)}+ f(y—2h) < f{z—2R)+ f{y+2h)
o JEH2 = T@=2h) _ [y +2h) — [y - 2h)

e

Comme f est convexe,

o7 car h > 0.
La dérivée de la fonction F est croissanie. done F est convexe.
Solution 9 (Inégalité de Pompeiu)
Pour fixer les idées. on prend z € ¢ € z.
r+y+=z a:+y+z<y+z

Iy

oSiysxTH._alorsyg—gzet 3 < 3 £z
De ce fait. il existe deux rvéels ¢ oL u tels que
y;z=t:r+?;+z+(1_t)z 1)
T _LEEYTZ e (1.2)
2 3
En additionnant ces deux égalités. on obtient
9
r+y+:2z = (t+w) (a:+y+z —z) 42y
2 3
501l
:1:-1—;{2—22: — (t+u) (:1:-}-2—22:) '
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) 3
On on déduit que £+ u = 5
On éerit les Lrois indgalités de convexité :

e R e~ ENCEYIE)
1(54) sw’(#) +(1-wf(2)

(B <sr@+ 51w,

que I'on additionne membre 4 membre pour obtenir ;
+z T+ =z T+ r+y+z 1
P2+ () 7 (B5E) < 5 (BEEEE) 4 S 0@ + ) + 1)

el on obtient bien le résultat demandé en divisant par 3
+z . . . s

—5 la méthode du jaguar casqué nous indique que —y £

le résultat précédent a la fonction convexe f @ z+—s f(—2).

e Siy = et on peout appliquer

(=2)+(-2)
2

4.8 Problemes

Avant de continuer les aventures de notre suite, on rappelle Pexistence du théoréme 3 page 161,
Probléme 1 (De la suite dans les idées 5)
Ce probleme est congu pour servir de suite aux problemes 2 page 130 (cours de seconde). 5 page 163 ot 6
page 163 {cours de premiére). Il reprend les notations et résullats de ces trois problomes,

1. Démontrer que la fonction A est croissante sur Pintervalle [0, 1]
2. Démontrer que la fonction A est convexe sur I'intervalle [0, 1],
3. Ddémontrer que la fonction A est continue sur l'intervalle [0, 1],

Avant d'attaquer les choses séricuses. on va poser pour simplifier

6=A(i) a=zx08 ot q=1+i.
o o
VT 22

O ¢ aussi ' tout réel 0, 1] = .
n pose aussi pour tout réel x € | ). g(z) T+ 2

{
4. Dans cette question. on prend ap = ¢ = o el toujours bu = 1, co = 1, do = 1. Calculer pour tout
1]
cniier naiurel n, an ¢t ¢n.
En déduire

. ba . de
lim — el lim —.
n—rou { n—oow §

5. Dans cette question. on prend ao =2 € [0, 1] et toujours by =1, ey =1, dy = 1.
Démontrer que . .
lim — = ai(z ot lim — = 8A(z).
n—oo ¢° () n—ou " BA(z)

6. Ddémontrer que pour tout réel z € [0, 1],

(1.3)

gA@) = (1 + 2)A (—"1*“’2) .

14+x
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. Caleuler A(0). Démontrer que A est dérivable en zéro et caleuler A'(0).

. Calculer A (J@)

2

. Soit x € [0,1]. On considére la suite (un)nen définie par wo = el pour tout entier naiurel n par

Unt1 = g(un).
Démontrer que la suite (ua)nen os1 convergente.

On prend z € [0, 1]. On considére la suite (un}nen définie comme ci-dessus.
n

Démontrer que A(z) = 3 lim H 1+ Uk
noeo fe=40

Probléeme 2 (De la suite dans les idées 6)
Ce probléme est congu pour servir de suite aux problémes 2 page 130 (cours de seconde), 5 page 163, 6
page 163 {cours de premiére) et 1 page 172, Il reprend les notations et résultats de ces quatre problémes,

1. Démontrer que pour tout réel x €] 0, 1|,

2.
3

qh;(:c):/\(\/a:§+1)+ z—1 /\&(\/:c§+1) (44
z+1 (x+ 1Wz2 +1 z+1
ol
q,\:‘(x)=/\(\/a:§+1)+ z—1 /\;(\/:c§+1) (4.5)
z+1 (x+ 1Wz2+ 1 z+1
En déduire que A est dérivable sur Vintervalle fermé [0, 1.
Démontrer que pour tout nombre z appartenamt a [0, 1],
M{z) 1 1oy A g(x))
= + x - . 4.6
o) ~z+1 79 Xg@)) o

Soit x appartenant 4 [ 0, 1]. on pose go{x) = x et pour tout entier n

gn+1(x) = g(gn(x}).

Autrement dit, ga(x} est ce qui avail été noté uy, 4 la question 9 du probléme 1.
On pose aussi h(z) = —g (2) puis an = h(gn{z)) = h(un).

et enfin Bn =ao X @1 X ... X Qp—y = H T

4. Démontrer que pour tout réel x € [0, 1] et pour tout entier n strictement positif,

Nz 1 wrra N(gn(@))
Ne) © m+1+z( 1+q T T R Ty

5. IDémontrer que pour tout réel z € [0, 11].

6.

7. Démontrer que pour tout réel x € [0, 1], et pour tout entier n positif. |gn ()] € =—.

w1, Nign(®) _
P X))

Calculer X (wl") en fonetion de 8 = A (rl") ot de zq.

lim {—1
= O

1
on
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Corrections

Correction 1 (De la suite dans les idées 5)

1.

4.

En posant an = an(x) ol ¢n = en{x). les fonclions T —— an(x) o  — cn(x) sont croissantes sur
Fintervalle | 0, 1] par une récurrence immédiate. 11 en résulte que les fonctions z — ub,ﬂ ol
T+ ﬂ&,,ﬂ sont croissantes sur Pintervalle [0, 1]. La fonction A est done elle aussi croissante sur
Iintervalle [ 0, 1] comme limite simple de fonctions croissantes.

Pour n € N, soit Hy la propriélé : Les fonclions £ — an(z) et 2 — en{x) sont deux fois dérivables
et convexes sur U'intervalle [0, 1). Les fonctions an{x) = 2 et co{x) = 1 sont bien deux fois dérivables
et convexes sur I'intervalle [ 0, 1 ]. On a donc Hy. Soit maintenant a et ¢ deux fonctions deux fois
dérivables. convexes et a valeurs strictement positives sur Uintervalle ] 0, 1]. Il en est clairement de
méme pour 7y = a + ¢. $oit maintenant o = vaZ + ¢2. La fonction a est dérivable ot

(_ad +ed

T Vait e

De méme,

o aa” + @+ e’ + ¢ (ad +cd')?
va? +¢? (\/a§+c§)3

: 2 2 2 i 2
a’a"’-i-a?a’ +a2(:cu+a2c: +ac2a”+c2a’ +c;c”+czc’ _aza:

(Vaa+ &)’

: 2 2 :
a*a” + aled” + a?¢” + acta” + ?a’”t + ¢! — 2ad’ e’

VEre)

(GC’ _ CG’}Q + aliar.f + GQCC” + G.C?a” + c:ic!f

(Vara)

2 2 2

— ¢ — 2ua’ed

Done a” est positive el @ est convexe sur 'intervalle [0, 1],

Désormais. la propriété Hy se démonire facilement par récurrence,
Par suite les fonctions 2 — un ()} sont toutes convexes sur Iintervalle [0, 1], Autrement dit
vReN, V(z,y) €0, 13 Ve (0, 1], un(ta+ (1 —0)y) < tun(@) + (1 = ua(y).

Les deux memebres de 'inégalité ont une limite quand n — oo, PPar conservation des inégalités larges
par passage a la limite,
Altr + (1 = Oy} < tA(x2) + (1 — OA ).

Clest dire que la fonction A est convexe sur Uintervalle [0, 1].

. La fonction X est convexe sur I'intervalle [ 0, 1] donce elle est continue sur I'intervalle ] 0, 1 [d'apres

le théoreme 3 page 161, De plus elle est dérivable en 1. Enfin, comme elle est croissante et convexe
sur I'intervalle [0, 1], elle est continue en 0,

On va démontrer par récurrence sur I'entier naturel n la propriéié

1\" 1 1y"
:Cn:cn=(1+—) ot an=—(1+—) .
ety
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- 1 i s .

Puisque co = 1 et a0 = —, la propriéié Ko est claire.
o

Soit n un entier naturel pour lequel on a Ky,.

On a

2
Ory

2 2
an + ¢,

1 2
— +1 e
(1’3 )

1 o 1 2n
= (22 +1 (1 —)
3‘3(2, ( o ) * T
4 PN 2> 9 2 1 2 2 1
Or x5 = 220 + 1 done en divisant par 2 # 0, onazj= —+ s doncrp+ 1 =1+ — + -5 =
o Ty o xn
1 2 9 1 1 2n42 1 1 n41
(1 + —) . Par suite a5, = — (1 + —) ot Gpy) = — (1 + —) , ce quiil fallait vérifier,
o x5 To 4y X

De méme,

Cn+] = @n + Cn

= (i + 1) Cn
Zy
k13
“ (L) (14 1)
o o
1 n+1
= (1+ —) ,
o

la encore. ¢'est ce qu'il fallait vérifier. On a done bien Kyt

Ko

Donce d'aprés le théoreme de récurrence. ¥n € N, K,.
VreN, Kn = Knm P "

En résumé on a {

.. a 1 . . xob 1
Maintenant. comme on sait que lim — = A (—) on en déduil que lim o =

b = Sl (PR UPYED
Io

. bn 1
done que lim T~ = —-

n—vev (1 + —) 2oA (75

Zy

DDe méme lim ;—“ = A (i) ot en déduit que lim an T = 1] .

n—oo Uy Zo n—ooo (1 + m_) /\(r_u)

1]

Dans le langage des équivalents, b, ~ a¢” ot d, ~ 8¢™.

L'idée est que les suites (an)n et (cn}n niinterférent pas avee les suites (bn)n el (dr)n. En particulier
les suites (bp)n oL (dn}n sont identiques dans cette question et dans la question précédente.

DDone on a encore by, ~ aq™ el dp ~ 8¢,

Comme an ~ A(X)bn et ¢n ~ A(z)}dn. on en déduit que an ~ A(z}ag™ et en ~ A(z)8q".

On a done ans1 ~ A(x)ag™!. Or le (n + 1)-ieme terme de la suite (an)n ost le n-idme terme de la
suite (an )y définic par ap = vVl +let o =2+ 1,

En divisant les deux premiers termes par 1 4+ x on voit  par une récurrence immédiate  que tous
les termes des suites (aa)n o4 {(en)n sont divisés par 1+ .
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v+ 1
Done en prenant af, = T et by =1, ¢, = 1, dy = 1 on retrouve Lous les Ltormes de la
suite{an )n mais décalés d'un indice. a savoir a, = 1'_':; pour toul entier naturel n. D'aprés la
. . ; vz +1 n i
question précédente, on a ap ~ A Y ag™. On en déduit que
\/.’.l.'?E +1 ” 41
Al———lag ~ Alr)o
( T+l ) 9 A@)ag
v e " . VT +1 1 . C e e e
En divisant les deux membres par ag™ on obtient A pooE 1 A{x)g, ¢'est-a-dire I'egalité

!

- a a
entre les limites de —% ot —tl .
ag® {1 + z)ag™

2
,\(\/:c +1)~ 1 A@)g.
r+1 x+1

Aprés multiplication par 1 4+ x. I'égalité (4.3) est claire.

En prenant © = 0 dans 1'égalité précédente, on trouve gA(0) =1 x A(1) = 1.
Il est tentant de dériver les deux membres de I'égalité (4.3) pour obtenir

V(@) = A \/a:§+1)+ z—1 /\,(\/:::§+1)
z+1 (x+ Va2 + 1 z+1
et de remplacer x par zéro. Cela nous donnerait gA'(0) = M) =XN{1)=1- % = % d'ou N(0) = %

Pour autant, cela ne peut étre fait que si on sait que la fonction A est dérivable en des nombres
différents de 1. ce que nous ne savons pas. 1l faut done revenir a la définition du nombre dérivé. tout
en gardant en Léte le résultat ci-dessus qui. il n'est pas justifié, n'a aucune raison non plus d'élre
faux ...

En utilisant la caractérisation de la dérivabilite de la fonetion A en 1 & l'aide d'une approximation
affine (théoréme 1 page 132 du cours de premidre). on écril

Al +h) = 1+g+ha(h),

oll }Iimﬂel(h) = (. avec en particulier
M1+ h)=1+e2(h),

ou galh) = g’ + he(h) et jlill})sg(h) =0

L 'égalité (4.3) s°éerit alors
gh(z) = M1+ h) + z(1 +e(2))

\/:c§+1_1_\/:1:§+1—1_ T

en posant h = On se souvient que A(0) = ;‘1, done

z+1 z+1 z+ 1
1 z fve2+1-1 1 1 x + ze(x)
Az) E’ﬁu%( - x+l—x+1+sl(h))+—.
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Soit en retranchant % = A{0} et en divisant par z.

Alz) — A{0) 1 {(VeZ+1-1 1 1 1 1
b S P b AL — h -4 = AT
x 2q x r+1 a:+1+€](} +q+qs($} .7
Maintenant lim %1_1 existe, Clest le nombre dévivé de la fonetion 2 — /22 + 1 en zéro.

=}
x
Clest. done aussi la valeur en 2éro do¢ ——— c’esl-ad-dire zéro.
Vz2+1
‘/ 2

Par ailleurs &,{h) = &, (.:T-'-ll - 1) tend vers zéro quand x tend vers zéro par composition des
limites. Done le second membre de (1.7) tend vers L(D x1-1+0+ 1 + 1 x0 = 1 + 1 = L
29 q9 g 2¢ g 24

Az} — A(0)

. . 1 . . . .
Le taux d'aceroissement tend vors g quand z tend vers zéro. Clest bien dire que la

fonetion A est dérivable en %éro et que X(0) = %}

On retrouve le résultat trouvé plus haut. mais cetie fois avee une méthode rigoureuse.

2. On prend cette fois = 1 dans 1'égalité {1.3). On obtient alors gA'{1) = A (%) Lorsqu'on se

souvient que A'(1} = 1 on trouve A (%) = %}

. On commence par remarquer que la suile {ug}nen st bien définie, o'est-a-dire que pour tout entier

naturel n, u, ) = g(t,) appartient a I'intervalle [ 0, 1]. On peut le voir grace aux variations de la
fonetion ¢ étudiée a la question 2 du probléme 5 page 163 dans le cours de premiére, puisque pour

tout réel x. g(x) = @)
Ensuite. si la suite {u,Jnen cst convergente, alors sa limite £ de cette suile. qui est aussi celle de la
SWIte (tny1}nen. VOrific € = g{€) puisque pour tout entier naturel n., wpy = g{un) ot que la fonetion
g est continue sur intervalle [0, 1]. Done € est une solution positive de v1+ 22 = x(1 + z) done
de 1+ 2% = 22 + 22% + 27 donc de 1 = 22* + 27 done en divisant les deux membres par x* puisque
£ # 0, le nombre % est une solution positive de u? = 2u + 1. Celte équation déja vue & la question 3
du probléme 5 page 163 du cours de premiére, n'admet quune solution positive : xo. 1’ar suite on a
nécessairement ¢ = L,

On reprend la méthode utilisée au probléme 5 page 163 du cours de promidre. On a déja caleulé la
dérivée de g a la question précédente :

1—=x
Vee[0,1], ¢x)=— <0
zel0. 1) g =~ i =

g'(z) -1 - -

Q("‘c} EH \ /
2
%=
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On voit grice au tableau de variation quesi zx € [ O ::Lu ] alors g(x) € | ::Ln , 1] et inversement, si

xE[%ﬂ,l]alorsg(m)E[% 1.

'ozg

En particulier, qu'on ait wo € | _::? ,1]Jouuw e [0, zL(, ]. on a dans les deux cas us > % et par
une récurrence facile ¥n > 2, u, > %
1—=x 1
Maintenant Vz € [0, 1], —¢'(z) = X :
[ L =@ = A1 oV/iT s
. r. 11— 2 . - I .
D™un cété = — 1 est une fonetion positive et décroissante sur I'intervalle [ 0, 1 ]. de
x4+ 1 z+1
I'autre ! est clairement une fonction positive et décroissante sur l'intervalle [0, 1]
{1+ z)V1 + 22 ' o

Leur produit. —g'(x) est donc une fonction (positive et) décroissante sur I'intervalle [0, 1]. On en
déduit le tableau de variation suivant :

3]
=
<[
[~
—_

g'(z) T

En particulier. on en déduit que Yz € | % ,1]. 4 (%) < ¢'(x) £ 0. On pose k = —¢' (%)

En reprenant la méthode du probléeme 5 page 163 du manuel de premiére. on démontre que
YR 22, Jun — 2| < KPR

I
1

On en déduit que la suite (i, )pen coOnverge vers —.
i € : =

Puisque les termes de la suite (4, )nen passent alternativement d'un cdté et de 'autre de ILD on peut
suivre le cheminement, suivant :

Pour tout entier n, tn42 = uy)) se trouve du méme coté de - que un. Les variations des deux
» + A o 1

suites obtenues en prenant les termes de deux en deux. & savoir (#2n)ncn et (U2n+1)nen. sont données

par le signe de hA{un) ot {x) = g(g(x)) — . On va poser vn = Uon €1 Wn = Uon+1

OnaVvVxe[0, 1], A'(z) = ¢'(g(z)) x g'(x) — 1. a partir de % < g(x) < 1 et la croissance de g’ on

-~

0<g(glz)y xg'(z)<ket -1 <A (x)<k—1<0.

ag (%) < ¢'(g(x)) < ¢'(1) = 0, s0it 0 < —¢'(g(x)) < k. Comme 0 < —g'{x) < 1. on en déduit

T 0 T 1
W (z) - -
V2
2

h(x) T
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On en déduil que h(x) est positif pour z € [0, zl" ] et négatif pour z € | IL“ , 1]

Par suite. siup € [0, Il" J.alors V€N, uan €0, zL(, ] et donc h(uan) = 0 soil ugpi2 — uan = 0
80it encore Uny1 2 vn. AuWtrement dit la suite {vn}nen ost croissante. Comine elle est majorée (par
1}, clle converge. Sa limite L vérifie nécessairement h{L) = (. done L = IL“ d'aprés le tableau de
variations ci-dessus,

Demémeonauy € Il" ,1]et¥n €N, uonyr € rl" , 1] et done A(uzn+1) € 050it Uzpis—uznsr < 0
S80It ENeOre Wyy S Wn. Autrement dit la suile (wnnen est déeroissante. Comme elle est minorée
(par 0}. elle converge. Sa limite L verific néeessairement (L) = 0. done L = rl” d’aprés leo tableau
de variations ci-dessus. Les deux suites (uon)nep 0 {Uzn41 lnen convergent vors la méme limite. done
la suite {Uy )nep converge vers cotle méme limite, & savoir zL(,

Siuo €] rl" y1].onau €0, rl” ] L on obtient des résultats identiques & la situation précédente
avee un déealage d'indices.

Une récurrence sans malice montre que pour Loul enticr 7,
n

1+ ug
M=) = A [ ]

k=0
cédente. Aluny) Lend vers A rlu) = A # 0 d’aprés la continuité de la fonction A vue a la question 3.

. lorsque n tend vers 'infini, u,4, tond vers zLU d'apres la question pre-

T
1+ ug . .
Daone H CONVOrge vers Mﬁﬂ Le résultat en déeoule.
q
k=0

Correction 2 (De la suite dans les idées 6)

1.

On caleule pour z €] 0, 1 [ la dérivée & gauche des deux membres de (4.3). 11 faut faire atiention a ce
que comme la fonction g est déeroissantesur ] 0, 1 lorsqu’on tend vers  par la gauche. on tend
vers g(z) par la droite! Sinon le caleul s'elfectue comme un calecul de dérivée classique. La daorivee.
a droite comme a gauche de g. c'est g'. On a, d'apres (4.3). V2 €] 0, 1 [, gAlz) = (1 + x}A (g(x)).
done

grg(x) =1 x A(g(x)) + (1 +2) x ¢'(z) x Xy (9(x))

=/\(—m)+(1+w}x z—1 x/\:t(—m)
z+1 (z+1)2V22 +1 z+1
=,\(m)+ z-1 X ;(—m)
z+1 (z+ DVaZ+1 z+1
L'autre ¢galité se caleule de la méme fagon on échangeant la droite et la gauche.
En posant p{r} = pro. +1l }_\/%? onapourtoutx €] 0, 1], p(z} 2 0.

On cerit 'égalité {4.4) sous la forme

Ag(x) + p(z)Aa (9(2)) = (—; Alg(z}).
On cerit de la méme fagon Pégalité (4.5)

Xole) + p(2) (9(2)) = ¢ A(g(a)).

Le défaut de dérivabilité en 2 est mesuré par 8(x) = Ag{x) — Ag(z). En soustrayant les deux égalités
ci-dessus, on obliont

—4(x) + p(x)d{g(z}} =0 (1.8)
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Maintenant. puisque la fonction A est croissante done Ag(x) = 0. De Iautre cdté. X}y est croissante

1 | .
done Nj(z) < 5= M{(1). Done 8(x) £ 3 Enfin. puisque A est convexe. §(z) = (.
1 —x 2 - . - L .
On a déja vu que = — 1 était une fonction positive et décroissante sur Uintervalle [ G, 1],
z+1 z+1
ot que ————= Otait positive el décroissante sur lintervalle [ 0, 1], Leur produitl. p(x) est done
gv'1l+x2 [ ]
une fonetion strictement positive et déeroissante sur Uintervalle [0, 1 [. Comme p(1) = W <5
q -

V3

On en déduit quevz e [0, 1 [, 0 < p(a:)T < 1.
On déduit de (1.8) que §(g(x)) = V28(z).
Soit z €] 0, 1 [ pour lequel 8{(z) > G, En remplagant x par u,,. on obtient, en reprenant les notalions

de la question 8.
Vn €N, 8(uns1) = V28(un).

On obtient par une récurrence immédiate.

va €N, 8(un) 2 (V2)" 8(z),

. La proposition 3x €) 0, 1 [, é(z) > 0 est

[ e

et done lim é(un) = +00. co qui contredit 6{u) <

=4 o0

done fausse. Done pour tout réel £ €] 0, 1 [ 8{(z) = 0. ce qui veut bien dire que A est dérivable sur
] 0, 1[ La dérivabilité en 1 a é1é vue a la question 11. et en 0 a la question 20,

A partir de (1.3). puisque tous les facteurs sont positifs, on prend les logarithmes des deux membres
(g) + m{A(z}) =In(l + 2} + A(g{x)).

En dérivant les deux membres par rapport & 2. le résultat demandé on résulte,
Soit x € [0, 1]. On démontre. par réeurrence sur I'entier n 2 1. la propriélé Qn :

n

Nz 1 kB Cnitg - Nlgnii(2)
o~ w1 T T T e Sy
On éerit {1.6) :
M) _ 1 1o Nglz)
o)~ z+1 T N
On éerit (4.6) en remplagant x par un = g(x) qui appartient bien & I'intervalle [0, 1], ce qui donne
Ag{z)) 1 ' N(g(g{z)))
Mo@) ~ g@+1 0 gy
Or g(g{x)) = ga(x) done en remplagant ,j\'((;;((;))) dans la premiére égalité. on trouve
Mz 1 / 1 / N (g2{(x))
o) -zl +9g'(z) prESp + ¢'(g(z)) No2(2)

B _ g'(x)
1+ ge(z) 1+g(x)
part aq = h{gi{z)) = —¢’(g(x)). done {(—=1)?B1a1 = ¢’{x)g'(g(x)}. On a bien Q.

ID'autre

Maintenant (=1)'8, = —ap = —h(go(z)) = ¢'(z) donc ZL:I(_l)k
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Soit n un eniier pour lequel €,,. On a done

Nz 1 nt1 X (gn(x))
R +Z( 1+q_($)+(—1)+ﬁnan .

Algn{z})
On éerit {4.6) en remplacant z par un = gn(x} qui appartient bien & I'intervalle [0, 1 ]. ce qui
donne Nign(z) _ 1 X(gnr(z))
gnix)) ' gn4 1T
gn(@) — ga@ 71 790 X @)
En remplagant % dans I'égalité plus haut on obtient
Nz 1
Alx)  z+1 +Z( 1+Qk T+ ge—r (@)
et , N (gne1(2)))
+ (=1 B [g—n(le 6 (gnr(@) SIS ]
Or Bpoy, = By done
Bt n4l
_ _1yn+1 e C¥n
>t o O e =2 Srvranrt

k=1

el (_1)n+15n+19"(9n+1($)} = (_1)“+lﬁn+l X (—@ns1)
= (_1)“4—216::4—2‘
On a bien Qner.

Q1
vne N, Qn = Qnn1
6. On pourrait étre tenté d’'éerire que

En résummé on a { Done d'apreés le Lthéordme de réeurrence. Vi € N*, Oy,

i Xn@) _ NG
novo Mgn(@) ~ AZ)

ce qui est vrai, mais on ne peut pas laffirmer tant qu’on ne sait pas que A’ est continue au moins en Il“
On va se contenter de démontrer que cetie suite est bornée. Puisque A est eroissantesur [0, 1].ona

é = A0) € A(x) € A1) = 1. Puisque X est convexesur [0, 1], ona %} =M 0) <N < A1) = %

En divisant  sans se tromper de sens  on obtient

I
o | =l —
Il
[N ¥

pour tout réel z € [0, 1]. En particulier

. N(ga(z))
nEN . X)) €

& | =)o —
[T



182 CHAPITRE 4. FONCTIONS CONVEXES

ce quion se proposail de démontrer,

l—=2 1

X .
r+1° (1+2)V/I+a2
[0, 1].donc pour tout réel x de [0, 1]. |¢'(2)] = h(z) € [0, 3 ] sachant que h(0) = 4.
OnadoneVkeN, 0 ar < Jet Ve N*, 0€ B € 5.

?

Agn(z)) <3y L
Algn{z)) ~ 2 20
ID’apres le Lthéoréme d'encadrement. on a bien

On se souvient que —¢’(z) =

que h = —g' est positive ot décroissante sur

Finalement. ¥n € N*, 0 € 8,

Xign(@) _

. n4l
nll_l"‘;o(_l) ﬁn+lm =

=1

On démontre pour tout entier n la propriété R, :

1
vz € [0, 1] lgn(@)l < 5

On a déja vu Ry a la question 6, PPar ailleurs, Ro est claire.

Soit n un entier pour lequel on a Ry,.

En éerivant gni1(x) = gn(g(x)) on obtient g}, ,(z) = ghig{z)) x ¢'(z).

Puisque g(x) € [0, 1 ]. on a [gh(g(2))| < 5. et on a |¢'(z)] < § d'aprés Ry,

Done |gh1{z)] < 57T et ce pour tout réel z € [0, 1], Autrement dit. on a Rp41.
Ro, Ry

Ve N, Ry = Rnt
ce qu'il fallait démontrer.

En résumé on a Done d’apres le théoréme de récurrence. ¥n € N, R,,.
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On va chercher a définir - rapidement - et a utiliser des limites de suites a4 termes complexes. des
limites de fonctions a valeurs complexes. des dérivées de fonctions a valeurs complexes.
5.1 Limites des suites & termes complexes

On rappelle une définition des suites & termes réels qui convergent vers un reéel :
La suite (up)nes a pour limite £ € R signifie que :

Ye>0,3Apel, VYnzp, |urn - € <e.
~{ Définition 1.} \

Soit £ € C et {un)nes une suite de nombres complexes. On dit que la suite (#x)ncs a pour limite

€ si
VYe>0,3pel, Vnzp, lun— ¥ <e.
La seule différence avec les suites réelles est que dans le premier cas | - | désigne la valeur absolue et
dans le second cas. | - | désigne le module.

Dire que la suite complexe {u,)nc; a pour limite £. c’est dire que la suite réelle (|un, — €|}ncs a pour
limite 0.

183
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Définition 2.

Soit {up)nes une suite de nombres complexes. On dit que la suite (#a)ner o3t convergente s'il
existe £ € C tel que (un)ner a pour limite £,

Théoréme 1
Soit £ € R et {un)nes une suite de nombres complexes,
Si la suite {un)net a pour limite £, alors la suite (Jun|lner a pour limite |€|.

Démonstration 1
En effet puisque ||un| — 4] € |un — €. pour aveir |[un| — ]| < € il suflit d’avoir |un, — €] < &.
Se rapporter au théoréme 8 page 199 du cours de premiére pour se rafraichir la mémoire. d

Théoréme 2
Soit £ € R et {1n)nes une suite de nombres complexes.
Si la suite (un)nes a pour limite £, alors la suile (Te)ner a pour limite £,

Démonstration 2
En effet |un — €] = [@n — €| puisquun complexe a le méme module gue son conjugué, O

Théoréme 3

Soit (un)aer une suile de nombres complexes, On éerit Yn € I, un = 2o + dyn avee n ot yn récls,
Pour que la suite (un)ner converge, il faut et il suflit que les deux suites réelles {Zn}nes el (Yn)net

convergent,

Démonstration 3
Soitz=z+iycCavecz€RetyceR. Ona

Izl <zl et yl < Izl

Supposons que la suite {uyglner converge vers = a+ibavecacRet b e R,

Soit € > 0. On sait qu'il existe p € I, Yn 2 p, |u, — €] < €. On en déduit, en prenant les parties réelles
que ¥n 2 p, |2n — a| € |un — €] < €. On peut conclure que la suite (xr)nes converge vers a.

De méme. en prenant les parties imaginaires que ¥n 2 p, |yn — b| € |un — €] < &. On peut conclure que
la suite (yn)nes converge vors b.

De plus, d'aprés I'inégalité triangulaire, toujours pouwr z =z + iy € Cavecx e Rel y € R,

|z] € || + [yl = [=] + |y].

Supposons que la suite {@p)ner converge vers a el que la suite (Yr)net converge vers b,
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On se donne € > 0. On sail qulil existe p € [, ¥Yn 2 p, |r, —al < 5 On sait aussi quiil existe

gel, Vnzq, |y —bl < 3.
On pose €:= a+ ib, On a alors pour n = max{p, q).

€ €
lun — €] < Ixn—a|+|yn—b|<5+§ <e
On peut conclure que la suite {un}ner converge vers &, O
On en déduit 'unicité de la limite, ce qui permet de noter £ := lim ux, ainsi que les opérations sur
n—rox

les limites :

Théoréme 4
Soit £ € C et {un) une suite qui converge vers £.
Soit £ € C et (v,) une suite qui converge vers £,
Ona
Hm (un +vn) =€+ ¢,
=
lim (un —vp) =€-1¢,
=
lim (tn X vp) =€ x &,

=

ol si de plus Vn € 1, v, # 0 ot si & # 0, alors

. Un ¢
lim — = —.
n—rou Un fid

Démonstration 4
On pose. pour toul i € [, tp = Tp+iYn oL Vn = Prn+1i8n AVEC Tn, Yn, 'n 0L 8p réels, On pose aussi £ = a+bi
ot ¢ =a’ +biavee a,b, a’ ol b réols.

IDMaprds le théordéme 3. on a lim 2, =a. lim yn =5, lim v =a'. eb lim sp, =¥,

n— o n— o n—k o n— o

Ona lim (zn+7r) = a+a’: lim {gn+s.) = b+5". Onen déduit que lim {u,+v,) = (a+a)+i(b+b') =

, n—ou n—ou o
B

Méme travail pour lim (u, —v,) =(a—a' ) +i(b-b)=¢-¢.

n— o
On aaussi NM (Zn -Tn —Yn - Sa) = a.a’ —bb': lim (Zr - S0 + Yn - o) = a.b’ + b.a’. On en déduit que
= n—o

lim (g - vn) = (a.a" — .b0") +i{ab +ba’) =20 7.
L — O

Zn-Tn+yn-Sn _ aa +bb T Sn—Yn-Tn _ ab +ba

De méme lim

. On en déduit que

n—>ov T%’+ s3 1 - a? +b? "o ré + s% T a4 b2
) {a.a" +bb') +i(ab —ba) ¢
Jm - on) = N -7 0

Remarque 1.

Bien entendu. on n'a plus de suites croissantes dans € ni de théorémes dencadrement. majora-
tion, ete. Il faut alors revenir aux suites coordonnées.
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5.2 Limites de fonctions a valeurs complexes

On rappelle aussi une définition des fonctions qui convergent vers un réel :
Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalle. a un réel adhérent a D (voir la définition 5 page 101
f: D — R

z — f(z)
Dire que la fonction f a pour limite ¢ € R signifie que :

du cours de premiere), une fonction a valeurs réelles.

Ve >0,3a>0,VzeD, (r—a|l <a) = |f(zx) - €| <.

~(Définition 3.)

Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalle. a un réel adhérent a D. I

une fonction a valeurs complexes.
Dire que la fonction f a pour limite € € C en a signifie que :

Ve >0, 3a>0,VzeD, (r—a|<a)= |f(z) - €| <e.

Théoreme 5

. : L . , , D — C
Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalle. a un réel adhérent D, /

r — f(:B) une

fonction a valeurs complexes.
On écrit Vz € D, f(z) := g(x) + ih(z) avec g(z) et h(x) réels.

Pour que la fonction f admette une limite en a, il faut et il suffit que les deux fonctions a valeurs
réelles g et h admettent une limite en a.

Dans ce cason a lim f = limg +ilimh.
a a a

Démonstration 5
Démonstration identique a la démonstration 3. 0

Théoreme 6

. . . .. , , D — C
Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalle. a un réel adhérent D, J

r — f(:B) une

fonction a valeurs complexes.

Soit £ € C et une fonction qui a pour limite £ € C en a.

Soit ¢/ € C et g: D
T
On a

une fonction qui a pour limite ¢ € C en a.

lim(f+g)=¢+7¢,

lim(f —g)=¢-1¢,
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lim(f xg)=€x ¢,

et si de plus Vz € D, g(x) # 0 et si £ # 0, alors

, ¢
lim 1 = —.
a @G ¢
Démonstration 6
Démonstrations identiques a la démonstration 4. 0
,—(Remarque 2.] .

On peut en ne modifiant que peu de signes énoncer et démontrer des théorémes semblables pour
les limites a droite ou a gauche.

. »

,—(Remarque 3.] \

A nouveau, on n’a plus de fonctions croissantes a valeurs dans C ni de théorémes d’encadrement,
majoration, etc. Il faut alors revenir aux fonctions coordonnées.

5.3 Dérivées de fonctions a valeurs complexes

f—(Déﬁnition 4.) \

i i .. i D — C ) .
Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalle. a € D, I une fonction a
r — f(z)

valeurs complexes.
On dit que la fonction f est dérivable en a s’il existe deux complexes « et 8 et une fonction ¢

définie sur D tels que

Ve D, f(z)=a+ B(zx—a)+ (z — a)e(x) et lim e(z) = 0.

Ir—a

Théoreme 7
Les nombres complexes a et 8 définis plus haut sont uniques.

De plus a = f(a) et 8 = lim f(z) — f(a)

T—a r—a
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Démonstration 7
L'égalité f(x) = a+ B(x — a) + (x — a)e(x) valide pour tout £ € D donne pour z =a :
fla)=a+ B x04+0 x eg(a), done f(a) = a. ce qui assure 'unicité de a.

On en déduit pour z € D\ {a}. f(z) — f(a) = B(z — a) + (z — a)e(z) donc f(:z:i : i(a) = B + ¢(x).
Le second membre a pour limite 8 quand = tend vers a. Cela assure aussi 1'unicité de S. 0
f-(Déﬁnition 5.} )

D‘f:D—>(C

une fonction a

Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalle, a €

valeurs complexes, dérivable en a.
On appelle nombre dérivé de f le nombre complexe

@ e tim LB 1@ _ o fath) = f(@)

T—a r—a h—0 h

e

Comme conséquence du théoréme 5. on a le théoréeme suivant :

Théoréme 8

- - ” - ae 4 ” \ : D ﬁ C
Soit D un intervalle ou une réunion d’'intervalle. a un réel adhérent a D. J une
r — f(z)

fonction a valeurs complexes.

On écrit Vz € D, f(z) := g(x) + ih(x) avec g(z) et h(z) réels et f(z) := g(x) — ih(x).

Pour que la fonction f soit dérivable en a. il faut et il suffit que les deux fonctions a valeurs réelles
g et h soient dérivables en a.

Dans ce cas on a f'(a) = ¢'(a) + ih'(a) et [ (a) = ¢'(a) — ih'(a) = ['(a).

On a les mémes théorémes sur les opérations avec des fonctions dérivables que pour les fonctions réelles.
avec des démonstrations identiques. Voir pour cela le paragraphe 4.2 page 134 du cours de premiere.

Théoréme 9
Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalle.ae D. f : D — C et
g: D — C
x — g(x)
Les fonctions f + g, f — g et f x g sont dérivables en a et

deux fonctions a valeurs complexes, dérivables en a.

(f+9)(a)=f'(a)+g'(a), (f—9)'(a)=f(a)—g'(a), (fxg)(a)=f'(a)xg(a)+ f(a)xg'(a).
f

Si de plus la fonction g ne s’annule pas sur D, alors = est dérivable en a et
g

(f)’ (@) = L@ x9(a) — f(a) x g'(a),

g g9(a)?
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5.4  Courbes planes
5.4.1 Définitions

~{ Définition 6. } N

On appelle courbe plane toute fonction a valeurs complexes

f: D — C
t —  f(t)

out D est un intervalle ou une réunion d'intervalle.
Soit ¢t € D, on appelle point de la courbe f de paramétre ¢, le point M, du plan complexe d’affixe

f(®).

Du point de vue cinématique, le point M, est la position du point sur la courbe a l'instant ¢.

Exemple 1

C

... R —
Soit t —  t(141it)?

Il est indifférent de se donner la courbe f ou ses parties réelles et imaginaires. soit

R(f(1))
S(f(1)

F:D — R? vec {:z:(t)
t — (z(0),y(1) y(t)
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Exemple 2
Soit f: R — C

t — (t(1—=1¢%),2t%) °

I'axe des ordonnées.

La fonction x est impaire, la fonction y est paire. Donc la courbe F' est symétrique par rapport a

t 0 ﬁ 400
3
z'(t) 1 + 0 —
/3
9
z(t)
) / \ o
y'(t) 0 + 4 +
+
y(t) I —
0

5.4.2 Tangentes

~(Définition 7.)

On appelle point régulier d’une courbe plane

f: D — C
t — f(t)

tout réel t € D tel que f'(t) existe et soit non nul.

Version réelle : On appelle point régulier d’une courbe plane

F : D
{

— [R?
—

(2(), (1))

tout réel t € D tel que le vecteur de coordonnées (z'(t),y’(t)) existe et soit différent du vecteur nul.
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~(Définition 8.}

On appelle tangente d’une courbe plane

F: D — R?
t —  (x(t),y(t)

en un point régulier ¢t € D la droite passant par M, (a:(t) , y(t)) de vecteur directeur de

coordonnées (m'(t) : y'(t)).

Du point de vue cinématique. le vecteur de coordonnées (z'(t),y’(t)) est le vecteur vitesse. Sa norme

s’appelle la vitesse.

Exemple 3
Soit g la fonction numérique d’une variable réelle

g: D — R
r — g(x)

ol D est un intervalle. On suppose de plus que g est dérivable en a € D.
La tangente a la courbe représentative au point d’abscisse a passe par le point de coordonnées

(a, f(a)) et a pour coefficient directeur g'(a). Autrement dit elle admet le vecteur de coordonnées

(1, ¢'(a)) comme vecteur directeur.
Maintenant, on considére la courbe plane

F: D — R?
t — (t,g(t)

La fonction F est dérivable en a et de plus F'(a) = (1, ¢'(a)) # (0,0). donc a est un point régulier.
De plus la tangente en a passe par le point de coordonnées (a, f(a)) et admet le vecteur de

coordonnées (1, ¢’(a)) comme vecteur directeur.
Les deux notions de tangentes coincident. On peut conserver le méme mot pour les deux.

5.4.3 Changement de paramétrage

Soit la courbe plane. dérivable sur D,

F: D — R?
t — (z(t), y@))

et
¢ : D — R
t —  ¢(t)

une fonction dérivable sur un intervalle D’. On suppose de plus que Vit € D', ¢(t) € D.




192 CHAPITRE 5. COURBES ET LIMITES COMPLEXES

La fonction
G=Fo¢ : D — R?

t — (z(d(2)), y(&(t)))

est dérivable sur D’.
De plus Vt € ', G'(t) = (¢'(t).2'(4(1)), ¢ (2).4'(9(2))) = ¢'(2).("(¢(1)), ¥ (#(1))) = ¢'(2).F'(2).

De ce fait si ¢ est un point régulier de F et si ¢'(t) # 0 alors ¢(t) est un point régulier de G. De plus
la tangente & F' en ¢(t) est la tangente a F' en .

,—(Remarque 4.} X

Un changement de paramétrage sur une courbe se traduit en cinématique par un changement
de loi horaire : On peut effectuer un méme trajet (sur une méme courbe) a différentes vitesses et

dans deux sens différents. Dans ce dernier cas. le changement de paramétrage ¢ est une fonction

décroissante de t.

5.4.4 Asymptotes

r—(Déﬁnition 9.) 1

Soit la courbe plane, définie sur D,

R2

F: D —
t — (z(1),y@)

Soit a un point adhérent a D. La lettre a peut désigner un nombre réel. —oo ou +00. Si

1. !im (z(t)? + y(t)*) = +00.

{
2. lim M existe et est finie. Soit m cette limite.

t—a iII(t)
3. lim y(t) — mz(t) existe et est finie. Soit p cette limite.
l—a
alors on dit que la courbe F' présente une asymptote d’équation y = mzx + p quand ¢ tend vers

a.

Cas particulier important : Soit
f : D
t

— R
— f

(t)

On consideére la courbe plane. définie sur D.

F: D — R?
t — (8, f(1)

Dire que la la courbe F' présente une asymptote d'équation y = mzx + p quand t tend vers a (adhérent a
D) c’est dire que lim |f(t)] = +o0 et lim f(t) —mz — p = 0.
l—a l—a
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Travaux dirigés

Travaux dirigés 1 (Plaisir des yeux ( 7))
Ouvrir une session Geogebra.

1.

10.

Définir un curseur entier n entre —7 et 7.
Définir la fonction £(x) = x/(1 + abs(x)). puis masquer cette fonction.

Définir la courbe courbe(£(2" * cos(t)/£(2"), £(2" * sin(t)/£(2"%),t, —pi, pi).

. Animer le curseur (clic droit sur le curseur et Animer)

Redéfinir la fonction £ avec cette fois £(x) = arctan(x).

Vérifier que les deux fonctions £ € R — et T € R — arctan(z) sont toutes les deux paires

5
1+ |z]
et croissantes sur R.

Démontrer que si la fonction f est croissante et impaire. alors la courbe tracée reste dans le carré
lz| < 1let |yl <1

(t) = cos (t)

y(t) = sin’(¢)

Redéfinir la fonction f avec cette fois f(x) = x3/(1 + x*) puis £(x) = x*/(1 + x* * abs(x)). Que se
passe-t-il pour la courbe?

Tracer avec Geogebra, | 'astroide {

Redéfinir la fonction £ avec une fonction f impaire mais qui n’est plus monotone. Que se passe-t-il
pour la courbe?

Travaux dirigés 2 (Le pentagramme de Vénus)
On suppose que les trajectoires de la Terre et de Vénus autour du Soleil sont des cercles situés dans un
méme plan.

On prend comme unité de longueur 'unité astronomique, c’est-a-dire la distance Terre-Soleil.

On prend comme distance Vénus-Soleil v := 0,723. On suppose que Vénus effectue 13 révolutions
pendant que la Terre en effectue 8.

Tracer dans le plan la position de Vénus par rapport a une Terre fixe a I'origine du repere.

[.’observation va se dérouler sur 13 ans.

Dans un repére lié au Soleil out la position de la Terre est donnée par T (cos(t) , sin(t) ) la position

de Vénus est donnée par V ('vcos(%t) : vsin(%"'t) ) Dans ce modele, I'unité est 2%7 d’année, c’est-a-dire

2%7 de révolution de la Terre autour du Soleil.

On a done T_‘}(

13
veos{—=1) — cos(t
) 183 ) . () et la courbe cherchée est donc
UV sin ?t) —_— Slll(t)

) oz(r)
L { y(t)

veos(£t) —  cos(t)
vsin(%’t) — sin(¢)

(t € [0, 167],

puisqu’on attend 8 ans pour que Vénus reprenne sa position dans le ciel.



()
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,—(Remarque 5.} \

Ce n’était pas dans I’énoncé, mais on a choisi dans la solution que Vénus tournerait dans le
méme sens que la Terre. C’est conforme a ce qu’on peut observer. Si on avait choisi le sens
contraire — ce qui revient a changer t en —t pour Vénus — on aurait obtenu la courbe

. m(t) = UCOS(%t) — COS(t)
A.{ = -vsin(gt) — sin() (¢ € [0,16m],

Q@
——
L
S
I

ce qui n’est pas du tout la méme chose :
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5.6 Exercices

,—(Exercice 1 (Les chiens de Steinhaus).} \

Hugo a quatre chiens : Agnieszka, Bar-
tosz, Czestawa et Dawid.

Il les dispose aux quatre sommets d'un
carré de 100 m de coté. A son signal
de départ. Agnieszka court dans la di- b
rection de Bartosz, Bartosz dans celle de
Czestawa, Czestawa dans celle de Dawid d
et Dawid dans celle de Agnieszka. Tous
les chiens de Hugo courent a la vitesse de
10 m/s. Au bout de combien de temps
vont-ils se retrouver au centre du carré?

~| Exercice 2.} ~

z(t) = sin®(t)
y(t) = (1+ cos(t))sin(t)
Soit M(t) (z(t), y({,)) et M, (t) (:z:(t+7r) , y(t+7r)).

1. Etudier et tracer la courbe I

[N 3

2. Démontrer que OM (1) et OMl(tj sont orthogonaux.

On considére la courbe définie par { (t € R).

3. Soit I(t) le milieu de [M(t)M,(t)] et J (% ; D).

Démontrer que I(t) appartient au cercle de centre J passant par O.

— Exercice 3.}

) z(t) = t2—2t+2
Etudier la courbe définie par B—142 t#2
M= e
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f-(Exercice 4.) ~
3t
) = ‘
, =(t) 1+ 0 | |
Etudier la courbe définie par t # —1. Calculer x ( E) et y (f)
3t
yio) = 1@
\. J
~( Exercice 5.} \
Tracer la parabole d'équation y = z° + 2.
, 2(t) = t4+——
Etudier la courbe I' définie par L +11 t# —1.
y(t) = £+ 3
> +1
\, y
f—(Exercice 6.) ~
Tracer la droite d’équation y = z ainsi que la parabole d’équation = = y*? + 3y + 3.
) x(t) = t*2+t-1- 1
Etudier la courbe I' définie par 1 b t#0.
yo) = t—1--
Tracer les tangentes au point de parametre £ = 1 et au point de parametre t = —1
A\, J

5.7 Solutions

Solution 1 (Les chiens de Steinhaus)
On se place dans le référentiel lié a Agnieszka. Elle voit Bartosz droit devant elle a une distance qui diminue
a la vitesse de 10 m/s. Au bout de 10 s elle aura rejoint Bartosz. Méme chose pour les trois autres chiens.

Solution 2
1. Les fonctions z — z(t) et y — y(¢) sont 2@- périodiques, donc on peut restreindre leur étude a un

intervalle de longueur 2w par exemple [—m , «]. La fonction x est paire et y est impaire. donc M(—t)
est obtenu comme symétrique de M(t) par rapport a 'axe des abscisses. Donc on peut restreindre
I'étude a 'intervalle [0, 7).

On a vVt € R. z'(t) = 2sin(t) cos(t)

et y'(t) = cos(t) + cos(2t) = cos(t) + 2cos*(t) — 1 =2 (cos(t) — %) (cos(t) + 1).

On en déduit le tableau de variations conjoint :
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™ m
‘ 0 3 2 "
z'(t) 0 + + 0 - ()
1
/
2(t) P % \
0 0
y'(t) 0 + 0 — — (0
35
y(t) 1
0 / T e 0

d
On constate que la seule valeur de t € [0, 7] pour laquelle — (m’(t} y y’(t)) est nul est £ = .

dt

En dehors de cette valeur, la tangente est dirigée par ce vecteur. En t = 7 :

yt+m —y(m) _ylt+m) _ _1—cos(t) _ _2sin(3)sin(3) _ _sin(3)
z(t+m) —x(m)  z(t+w) sin(t) — 2sin(4)cos(f) cos({)
y(t+m) —y(m)

Done lim =

t»0z(t+ ) — :c(*.fr}

= 0 et on obtient une tangente horizontale au point de parametre .

2. Ona M(t) (5in2(t) , —sin(t)(1 — cos(t))). Done

OM(LS -OM, (ts = sin?(t) — sin(¢)(1 — cos(t))sin(t)(1 + cos(t))

= sin®(t) — sin®(£) (1 — cos(t))
= sin? (t) — sing(t) sin2(£} =0.

C’est bien dire que OM(t) et OM, (t) sont orthogonaux.

On pose I(t) (X(t} ; Y(t)). Ona

% (sing(t) + 51112(!,))

— sin?(t) = %(1 _ cos(21)).

X(t) =

Y(t) = % ((1 + cos(t))sin(t) — (1 — cos(t)) sin(t))
% (2cos(t)sin()) = lam(?t)
Donc (X - %)2 +Y(@)’ = %0052(25] + %sinz@t) = %

C’est bien dire que J(t) appartient au cercle de centre .J et de rayon

%. Ce cercle passe par O.
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Solution 3
Etude des branches infinies :
3 —
Onait)— ¢ t+2 y a=1.

De plus

y(t) —az(t) = y(t) — z(t) =

Donc la droite d’équation y = ax + b c’est-

_t=2_

De plus y(t) —z(t) — 1 "
et au-dessous de 'asymptote pour t > —2.
OnaVvVt#2. z'(t) =2t — 2 et

y'(t) =

y(t)  (t+2)(t2 =2t +2) 15100

£ —t+2—-(t+2)(t>-2t+2)

t+ 2
=t 42— (8 =2+ 20+ 262 — 4t + 4)
- t+2
—1+24+2t—-4 t-2
= = ? b=1.
t-I—Q t+2t——>:}:oo

a-dire y = x 4+ 1 est asymptote a la courbe.
4

———. Donc la courbe est au-dessus de I'asymptote pour ¢ < —2

+2

B2 -1t +2)—t> 4+t -2

(t+ 2)2
33 +6t2 —t—2—-t3+t—2

(t + 2)2
2> 4+ 6t2 — 4

(t + 2)2
2t + 1)(t* +2t —2)

(¢t +2)°

Les racines de t2 + 2t — 2 sont t; = —1 —v3 et to = —1 + /3.
On en déduit les tableaux de variations de = et de y :

t —00 -3 -1 -2 -1 v3-1 1 +00
z'(t) - — - - — 0 +
+0o0 +0o0
4(2 + V3
(2 + V/3) —
4(2 — V3
2V
t —00 -3 -1 -2 -1 V3 -1 1 +00
0, - + + 0 - 0 + +
+ 00 +o0 +oC
2 /
11 + 63 oo 11 — 63 3

Pour calculer les valeurs de x et de y en —1 &+ V3 on écrit :
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() =t2—2+2= t>°+20—2 —At+4doncz(—1—3)=4+4+/3+4=8+4/3 et de méme
(t) + - (-1-V3)=4+4+V3+ +4v3

s'annule en —143

z(—1+/3) =8 —-4V3.

De la méme fagon, t* —t+2 = (t — 2)(t> + 2t — 2) + 5t — 2. Donc y(—1 — V3) = % =

(=7=5V3)(1+v3) _ (T+5/3)(1+Vv3)  7+7V3+5/3+15 224123
=) = 2 = 2 ===l +6v

De méme y(—1 — V3) = 11 — 6V3.
I

0.2 04 06 LB 1.0 1.2 1.4

Solution 4
Les deux fonctions sont dérivables sur R\{—1}. Vt # —1, z'(t) =

3(14+¢%) -3 x 3t 3(1—2%)

(1 o t:;)z - (1 + 53)2 :
3
. . 1 . 1 . 1 ) 2 4
qui s’annule lorsque t® = =, soit t = —=. Pour ce point, on a z | — ) = = — = V4, et

— | =5 = V2
¥ ( V2 ) 23 2

3y g2 2 . 3
Deuxiéme coordonnée : y'(t) = Gell +0)—B0 B0  BHI—¢)

(1 + t:i)? - (l g tli)‘Z

s’annule pour ¢ = 0 (on est alors a

3
I'origine). et pour t = /2, valeur pour laquelle z({/2) = ?T\/QQ = /2, et y(v/2) = V/4 (autrement dit, ce

point est symétrique par rapport a la premiére bissectrice de celui trouvé pour I'annulation de z'). Il n’y
a pas de point stationnaire.
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t |—o0 -1 0 1/v2 V2 +00
z'(t) + + + 0 — —

Pl 0/%\3
- ‘&\ 0

y'(t) — - 0 + — 0 -
{3/_
e 4\\\*0

y | O +00 V2
\oo \0/

Pas d’asymptote en 00 puisqu’on se rapproche alors simplement de l'origine.En revanche. on peut étudier

t 3(t + t*
ce qui se passe en —1 : % = t a évidemment pour limite —1. on calcule done y(t) + z(t) = (1 —:-ti‘) =
3t(1+t) -3 o .
A+ 0@ -t + 1) 3 —t+ I qui a pour limite 5 = —1 quand t tend vers —1. Il y a donc a cet
endtroit une asymptote oblique d’ equatlon y=-—-x—1.

OnaVi# —1. z(7) = y(t) et y(3) = z(t). La courbe est symétrique par rapport a la droite d’équation

Yy==z.
Cette courbe s’appelle le folium de Descartes.

A

AN :
N

FIGURE 5.1 — Folium de Descartes

Solution 5

1 t°+2t t(t+2) 2t t4 + 2t°
O t#-1.2'(t) =1 - = = t y' () = 2t — =2t :
napowtE LB =l -Gy T arr - aror VYT Gr e T Ay ey

T -0 -2 -1 0 +o0

-3 +o0 +o0
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x —00 -2 -1 0 +00
[ () - —3,84 - -1,5 - 0 +
+oo +o0
T2
e ]
On a successivement pour tout ¢t # —1, z(t)® = ¢ + 1 + it
SHCCESSIVE 3 ’ N (1+¢)2 1+

1 1 2t
14+t2 (1412 1+t
et enfin y(t) — z(t)? — 2 = L

puis y(t) — z(t)® =

= _ , -
1+ (1402 1+¢ Donc z—lrni]my(t) z(t)2 —2 = 0.

Cela signifie que la parabole P d’équation y = 22 + 2 est asymptote a I'.
En regardant le tableau conjoint, on constate que I' a un unique point singulier : le point D (1 , 1)

de paramétre ¢ = 0. Pour obtenir la tangente en ce point on calcule :

_ R M .
y(t) — y(0) = 11"" = H]" — 0. C’est dire que I' admet en D une tangente horizontale.

Solution 6 . 2
Ona, pour t # 0, z'(t) = 2£+1+£l2 — % +£; 1 _ e LLI)(H- 1).011 a pour tout ¢, 22 —t+1>0

(discriminant négatif). Done z’(t) est du signe de ¢ + 1.

Pour t £0,¢'(t) =1+ ng > 0.

On en déduit le tableau conjoint.
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t -0 -1 0 1 +o0
z'(t) = 0 + + 4 +
400 400 - 400
z(t) \ / 0
0 -0 —
t -0 -1 0 1 +00
y'(t) + 2 + + 2 +
400 400
y(t) —— T S -
— 00 — 00

On a Iim+ z(t) = —o0, lim z(t) = +o0, et limy(t) — z(t) = 0. Donc la droite A d’équation y = =
t—=0 t—0 t—0
est asymptote a la courbe.
On a . Iig] z(t) = +o0 et Vt # 0, on trouve successivement :
— oo
1 2 1 3 1
2 _ 42 2
P =gt o (=T =24 5 —)=3t————.
T—y + ) ; ( + + : + 2 ;2
m—yg—3y=3—t—2m
1
2 —_— —
w3 =%y -3=5, 2.0
Donc la parabole P d’équation  — 3> — 3y — 3 = 0 est asymptote & la courbe I'.

Le point M (0 , —1) est obtenu
pour t = —1 et pour t = 1.

La tangente au point de parameétre
—1 est dirigé par g . Elle est donc

verticale et c¢’est I'axe des ordonnées.
La tangente au point de parameétre 1

est dirigé par . Elle a donc pour

|
2
équation 4(y — 1) = 2z.
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Une aventure ancestrale

De tout temps les mathématiciens ont essayé de remplacer les multiplications par des additions et
surtout les divisions par des soustractions : moins coliteuses en temps de calcul et plus faciles a effectuer
sans erreur. surtout a I'époque. Nous avons déja croisé les tables de quarts de carré page 125 au détour du
cours de seconde.

D’autres tables numériques ont été essayées avec des fortunes diverses.

Au XVII© siecle. les tables de Napier et Briggs constituent une avancée considérable. Non seulement
elles tabulent une fonction logarithme f qui vérifie f(zy) = f(z) + f(y) pour tous nombres positifs. mais
de plus elle résout le probléeme des primitives de la fonction inverse.

Cette fonction est un télescope qui permet de faire venir a portée de main des nombres astronomiques.

Enfin. sa fonction réciproque, une fonction exponentielle, a des propriétés fascinantes. Pour commencer.
elle est — & un facteur preés — sa propre dérivée. Elle ouvre la voie a la résolution des équations différentielles
qui seront abordées au chapitre 9.

Une fois de plus le lecteur est invité a prendre connaissance de cette aventure dans les ouvrages d’histoire
des mathématiques.

Les mathématiques sont une épopée dont les éblouissants faits d’armes tiennent sur une feuille de papier.

Nous avons choisi — a rebours de la chronologie — de commencer par I'étude de I'exponentielle. L ap-
proche historique est tout aussi intéressante et développée dans de nombreux manuels.

6.1 Une nouvelle fonction

Soit £ un nombre réel. On considére les suites (Un(Z))ns|z| €6 (Vn(T))n>|z| définies par

Vn > |z|, un(z) := (1 + %)n et vn(x):= ﬁ = (1 — %)ﬁn.

T T
On a pour tout n > |z|. n > || > z donen > 0.1 > et 1— - > 0. De ce fait. la suite (vn())n>|z| st
bien définie.

On rappelle I'inégalité de Bernoulli (théoréme 18 page 59 du cours de premiére) :
Va>-1,YneN, (1+a)" 21+ na.

On va maintenant démontrer que la suite (45 (T))n>|z €St croissante.

Puisque tous les termes de la suite (un(T))ns |z Sont strictement positifs. on peut utiliser le théoréme
11 page 326 du cours de seconde.

On a pour tout n > |z|,

Unt1(T) (1 Lz )"‘*‘1 y 1
Un () n+1 (1+§)"
n
1+ T n+1
= 1_:;1 X (1+%)



6.1. UNE NOUVELLE FONCTION 205

- - » » - m
en multipliant le numérateur et le dénominateur par 1 + —. Or,
n

T T T
1 1 -1--
+n+1_1= +n+1 n
T T
14+ — 1+ =
n n
T T
_n+1 =n
= T
1+ -
n
T
n(n+1)
=~ T
1+ —
n
r 1 T
_|_
En posant a := _n(n +$1) on a donc n;:l_l = 1+ a > 0 et par conséquent. a > —1.
14+ — 1+ —
n n

D’aprés 'inégalité de Bernoulli. on a

1+a)""' 214+ (n+1a

T
2 1 - L T
14+ =
n
14 = - =
> n
14 =
n
1
> .
4=
n
1+ T n+1
Donc n}-l > ! 4 . S0it encore Un+1(2) > 1 d’apreés le calcul de Un+1(2) effectué plus
1 + — 1 + — un(m) ’U.n(:B)
n n
haut.

La suite (un(T))n>|z est donc croissante en vertu du théoréme 11 page 326 du cours de seconde. et ce
pour tout réel .

ol - - m Hn > - # -
On en déduit que la suite ((1 + -) ) est décroissante. et ce pour tout réel x. De ce fait — en
n

n>|z|

changeant z en —z — on déduit que (vn(z))n>|z| est décroissante, et ce pour tout réel z.
Maintenant — afin de démontrer que les suites (Un(Z))n>|z| €t (Vn(T))n>|z| sont adjacentes — on va
démontrer que lim (v,(z) — un(z)) = 0.
n—o0

Pour cela on fixe a nouveau £ € R. On a. Vn > |z|.

n/

(-2 (- (3 (-
(-37(-(-3))

vn(x) — un(x) = (1 A N (1 + %)n
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2 2\ "
PuisqueOi{:c2<n2.onaO<1—% <1 puis 0 < (1— i ) < 1 et enfin vn(x) — un(x) 2 0.

n2
72
De plus en posant cette fois a := — 3-ona —1 < a et d’apres I'inégalité de Bernoulli.
2 n
x
(1 - —2) = 1 + na
n
2
T
2 1 - T
n
d'ou I'on déduit
72
Un(T) — un(x) < 'vn(:z:)g.

Or on sait que la suite (vn(Z))n>|z| est décroissante. Donc en posant ng := ||z|] + 1 le plus petit indice
pour lequel les suites (Vn(Z))n>|z| €t (Vn(Z))n>|z| sont définies, on a Vo > |z|.

$2
0 < vn(x) — un(T) < VUng (.’B);

D aprés le théoréme d’encadrement 9 page 52 du cours de premiére, on peut dire que lim (vn(z) — un(x)) =
n— oo
0.

D’aprés le théoreme 22 page 61 du cours de premiére. les deux suites adjacentes (Un(Z))n>|z| €t
(Un(Z))n>|z| convergent vers la méme limite. On a donc justifié la

r—(Déﬁnition 1.} )

Soit £ un nombre réel. On note

exp(z) := lim (1+;—Bl-) = lim (1—2)— :

n— o0 n— oo n

Ce nombre exp(z) est appelé exponentielle de z. La fonction

exp : R — R
r —> exp(x)

s’ appelle la fonction exponentielle.
On note aussi e := exp(1).

Théoréme 1 1

Vze] —1,1], 1+msexp(m)gl_$.

Démonstration 1
Pour z €] —1, 1 [. la suite (un(x))n>0 est croissante et converge vers exp(zx). D'apres le théoréme 20 page
60 du cours de premiére, on a u;(z) =1+ = < exp(x).

La suite (vn(x))n>0 est décroissante et converge vers exp(x). D'apres le théoréme 20 page 60 du cours

de premiére. on a vi(x) = T2 > exp(x). U
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6.2 Propriétés

6.2.1 Représentation graphique

y = exp(z)

b "

6.2.2 L’équation fonctionnelle

Théoréme 2
exp(0) =1 et Vz € R, exp(z) x exp(—z) = 1.

Démonstration 2
Soit z € R et n > |z| un entier, on a, avec les notations vues plus haut :

Un(x) X vn(—x) = 1.

Or lim un(z) =exp(z) et lim vn(—zx) = exp(—z) d’apres la définition 1 page 206. Par unicité de la limite
n—oo n—oo

des suites on a bien exp(z) X exp(—z) = 1.
De plus Vn € N* u,(0) = 1, donc en passant a la limite, on a bien exp(0) = 1. O

Observons déja que pour tout x > 0 les minorations et majorations de I'exponentielle du théoréme 1
appliquées a ' = £ donnent

1<(1+£)n—(1+m—!)n—u(m’)<ex(a:')< L
= n2 — = = Un = P '-\]_x,—.l_%a

si 'on suppose 2’ < 1, c’est-a-dire n > z pour la majoration et n > z' pour la minoration. Ceci montre en
particulier que

() lim (l+%)n= 1.

n—F-4+00
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Pour deux réels z,y > 0 quelconques, on voit d’autre part que

(1+-‘5)(1+3)_1+ +24-2
n n

nn
ce qui donne les inégalités

1+ (1 D) (1 ) =+ FRE < (14 H) (14 )
n n n n

n n n

En élevant a la puissance n. on obtient I’'encadrement
un(® +y) < tn(@)un(y) < un(z+y)(1+ 7).

Mais d apres (1) appliqué a zy. on a lim (1 + y) = 1. et d’autre part

n— 400 'n2

lim un(z+y) =exp(z+y) et lil_"l_] un(x)un(y) = exp(x) exp(y)

n— 400

par définition de I'’exponentielle. donc a la limite I'encadrement ci-dessus entraine la relation exp(z) exp(y) =
exp(x + y). On tire de la I'équation fonctionnelle fondamentale :

Théoréeme 3
V(z,y) € R?,exp(z + y) = exp(x) x exp(y).

Démonstration 3
La relation a été démontrée pour z,y > 0. Pour la démontrer avec des réels non tous deux positifs ou nuls.
il suffit de démontrer les trois égalités

exp(r — y) = exp(z) exp(—y),
exp(—z + y) = exp(—z)exp(y),
exp(—z — y) = exp(—r) exp(—y)

pour =,y > 0. Comme exp(—=z) = expl(z) pour z = z,y ou T + y. la troisieme égalité se déduit de lI'égalité

déja démontrée en passant aux inverses. La premiere et la deuxiéme égalité sont équivalentes en échangeant
les roles de z et y. En définitive, il nous reste seulement a démontrer que

exp(T — y) = exp(x) exp(—y)

pour tous z,y > 0. Si z > y. I'égalité z = (z — y) + y dont les deux termes de droite sont positifs ou nuls

nous donne 1

exp(y)
donc on a bien exp(z — y) = exp(zx)exp(—y). Si au contraire x < y. 'égalité analogue y = (y —z) + =
implique exp(y) = exp(y — =) exp(x) et on a bien encore

exp(z) = exp(z — y) exp(y) = exp(T) = exp(z — ¥),

1 = exp(z) 1
exp(y — ) exp(y)

exp(z — y) = exp(—(y — z)) = = exp(z) exp(—y).
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Théoréme 4 exp(a)
2 —_— =
V(a,b) € R*, exp(a — b) exp(b)
Démonstration 4 exp(a)
On écrit : exp(a — b) = exp(a + (—b)) = exp(a) x exp(—b) = P L]

exp(b)

Moralité : L’exponentielle transforme les sommes en produits et les différences en quotients.

Comme conséquence on a le théoreme suivant :

Théoreme 5
Vz € R, Vn € Z, exp(nz) = (exp(z))".

Démonstration 5
On démontre

Vz € R, Vn € N, exp(nz) = (exp(z))”,
par une récurrence sans malice sur n. puis. pour n négatif. on pose m = —n et

1 1

vz € R, exp(nz) = exp(—(mz)) = exp(mz)  (exp(z)

6.2.3 Dérivée

Pour |z| < 1, nous avons vu au théoréme 1 que I'on a I'encadrement

1

< < .
14+ z < exp(x) =

En soustrayant 1 et en divisant par z. on obtient pour > 0

1L(\exp(:z:)—lgl(l _1)=11—(1—:1:)= 1
| R T | R

T T 1—x

Pour z < 0, les inégalités se renversent et il vient

1’Eexp(a:)—l S 1 .
T 1l -z

Ceci donne aussitot par encadrement

-1
xp'(0) = lim P& —1 _
exp(0) = lim =

1.

En un point £ € R quelconque, nous avons

exp(x + h) — exp(x) _ exp(x) exp(h) — exp(x)

exp(h) — 1
h h '

h

= exp(z)

= (exp(x))™™ = (exp(x))".
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Par conséquent

exp{(x + h) — exp(x)

exw') = fim, ST
= exp(x) ,llin}) exp(l;) L exp(z) exp’ (0) = exp(z)

Nous pouvons donc énoncer :

Théoréme 6
La fonction exponentielle est dérivable sur R et de plus

Vz € R, exp’(z) = exp(z).

6.2.4 Variations, limites

On obtient le tableau de variations suivant :

exp’(x) + +

exp(x) /

* :B i
Pour déterminer la limite en +0c. on remarque que pour z 2 0et n € N°. wunp(x) = (1 + ﬁ) 21+
a nouveau d’apres l'inégalité de Bernoulli (théoréme 18 page 59) du cours de premiere.
Puisque lim 14+ z = 400 on en déduit que lim exp(z) = +oc.

T —> 4 O0 T —400
1
De plus lii xp{x) = 0, puisque V R, ex =
e plus lim_exp(z) = 0, puisque Vo € R, exp(z) = ——r—s

tableau de variations.

. On peut alors compléter le premier

exp’(x) + +

+0o0

exp(z)
0 /
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6.2.5 Croissance comparée

Théoréeme 7

n

SoitneN.onaVze [0, +o0 [, exp(z) > %-
Démonstration 7 "
On démontre par récurrence sur n € N la proposition %, : Ve € [0, +00 [, gn(x) := exp(z) — — 2 0.

!

On a déja vu Hy et ;. Soit n un entier pour lequel #,. On a alors g;, .| = gn. Donc la fonc?i.on On+1
est croissante sur [0, +oo [. Comme ¢g,41(0)=1.onaVz € [0, 400 [. gns1(x) 2 1 2 0. Autrement dit
on a bien %n41.

Py
Vn € N, egan — *@n—i-l
ce qu’il fallait démontrer. 0

En résumé, on a } donc d’apres le théoréme de récurrence, on a Vn € N, 2,

Théoréme 8 (Croissance ;::)omparée 1)

. , ex
Soitne N.ona lim p( = 400.
T—+00 T

Démonstration 8
Soit n € N. D’aprés la proposition #n41 de la démonstration précédente, on a :

exp(z) _ =

Vz E] 0 s +00 [, v = ;!.
T exp(x
Orona lim — = 4oc. On en déduit bien lim p(z) = +00. ]
400 Tl T—+o00 I

Théoréeme 9 (Croissance comparée 2)
Soit n € N.ona lim z"exp(z)=0.

Ir—r — 00

Démonstration 9

, exp(x L 4. < 1as : T
De lim Pl = +00 on déduit par passage a l'inverse que lim
T — 400 xh

T — 400 exp(a:)
(=1)" que lim (—z)"exp(—z)=0.
T— 400

n

= 0 puis en multipliant par

En changeant z en —x on déduit par composition que lim z"exp(z) = 0. (]

T—r—00

6.3 Logarithme népérien
6.3.1 Définition

e est continue
La fonction exponentielle { ® est strictement croissante sur R
e vérifie lim exp(z)=0et lim exp(x)= +o
_|_

Ir—r— 00 IT—rT00

Donc la fonction exponentielle réalise une bijection de R sur R} .. Cela justifie la définition suivante :
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~( Définition 2.)

On appelle logarithme népérien et on note In la fonction réciproque de la fonction exponen-

tielle :
In :]0, +0o[ — R
r — In(x)

On en déduit le théoreme suivant :

Théoréme 10
e In(e) = 1.
e Vz € R, In(exp(z)) = z.
e Vi €] 0, 40 [, exp(In(t)) = t.

On va calculer la dérivée du logarithme :

Théoreme 11

- o - >~ - >~ 4 - . ]'
La fonction In est dérivable et sa dérivée sur l'intervalle | 0, +o0o [ est la fonction inverse z — —.
T

Démonstration 11
La fonction In est la fonction réciproque d’une fonction dérivable dont la dérivée ne s’annule pas. Elle est
donc dérivable. De plus, on a

vVt € R, In'(exp(t)) =

exp(t)

Or pour tout = €] 0, +oo [. il existe au moins un t € R tel que ¢ = exp(z). On a bien alors

Vr €] 0, +oo [, In'(z) = é

On a comme conséquence la limite remarquable, qui permet de lever certaines formes indéterminées :

Théoréme 12 In(1 + z)
On a: lim

r—0 I

= 1.

Démonstration 12

En effet. pour £ > —1, non nul, In(1+ ) — In(1+z) —In(1)

est le taux d’accroissement de la fonction

x T
logarithme entre 1 et 1 4+ z. Sa limite en zéro est donc le nombre dérivé de la fonction logarithme en 1. a

savoir % = 1. ]

Comme conséquence du théoréme de dérivation des fonctions composées 8 page 138 du cours de pre-
miere,
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Théoreme 13

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle /. On suppose que u ne s’annule pas sur [.
Alors f : x € I — In|u(x)| est dérivable sur I et

u'(x)

u(z)

vzel, fl(z) =

Démonstration 13
En effet. la fonction u est continue sur I'intervalle I et elle ne s’annule pas. D’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires 17 page 113 du cours de premiere, elle garde un signe constant.

e Si ce signe constant est positif, alors Vz € I, |u{z)| = u(x) donc la fonction f est dérivable sur I et

)
vee I, f(z) = L&)
zel, f(z) w(z)
e Sinon Vz € I, |u(z)| = —u(zx) donc la fonction f est dérivable sur I et
) /
e e @) _ (@)
P T2 T ue)
Dans les deux cas. on a bien le résultat annoncé. ]

6.3.2 L’équation fonctionnelle

Théoreme 14
Pour tous nombres z et y appartenant a l'intervalle | 0, 400 |[.

In(zy) = In(z) + In(y) et In (5) = In(xz) — In(y).

Démonstration 14
Puisque I’exponentielle réalise une bijection entre R et ] 0 , +oo [. il existe (u,v) € R>. tel que £ =
exp(u) et y = exp{v). On a zy = exp(u). exp(v) = exp(u + v) d’aprés le théoréme 3. On a donc I'égalité
entre les logarithmes des deux membres : In(zy) = In(exp(u + v)) = u + v d’aprés le théoreme 10. Or
In(z) = In(exp(u)) = u et In(y) = In(exp(v)) = v. toujours d’aprés 10. En fin de compte, on a bien
In(zy) = In(z) + In(y).

La deuxieme égalité se démontre de la méme fagon. L]

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 15
Pour tout nombre z appartenant a ] 0, +o0 [.

e In(y/z) = % In(x).

e pour tout entier relatif n, In(z"™) = nin(zx).
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6.3.3 Représentation graphique

Les fonctions exponentielle et logarithme sont réciproques 'une de I'autre. On en déduit le tableau de
variation et la courbe représentative.

8=

In /
¥
0

1y = exp(a)

3 1 5 f;r
En composant les deux limites lim texp(t) =0 et lim In(x) = —o0. on obtient
t——00 —+0

lim In(z) exp(In(z)) = 0.
x40
Or d’aprés le théoréeme 10, Vz > 0, exp(In(z)) = z. En fin de compte, on obtient

lim zln(z) = 0.
—0

In(z
En composant les deux limites lim =0et lim In(z)= +o0, on obtient lim _In) =
t—+oo exp(t) 400 z—0 exp(In(z))
Or d’aprés le théoréme 10, Vz > 0, exp(In(z)) = z. En fin de compte, on obtient

. In(x
lim ()
z—+oo T

= 0.
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,—| Remarque 1. } .
A fortiori. on a pour tout entier n > 1,
tim z™ In(z) =0 et lim In(z) _ 0.
r— 4o X
Nous reviendrons sur la croissance comparée avee le théoréme 6.5.3 page 222,
6.3.4 Concavité
Théoréme 16 (Concavité du logarithme)
1. Comparaison entre moyenne géométrigue et arithmétique. Pour Lous réels xy,...,2n >0
(@y...x)/m g BT+ 2n
n
2. Inégolité de Young : pour deux réels a,b > 0 ot deux réels p, g > 0 vérifiant % + % =1,
P T
ab < a_ + ¥
p q
Démonstration 16
En notant f:x— Inz, f"(x) = —1/2% < 0 donc la fonction logarithme cst concave sur )0, 4ocf.
1. En utilisant 'inégalité de convexilé généralisée avee Ay =+ = dn = 1/n,
ln(ml +”'+x“) > i+ +Inzn _ m({z,...22)"Y").
n n
En prenant Pexponentielle {qui est une {onction croissante). on on déduit Finégalité souhaitée.
2. Powr A€ [0,1] et x,y > 0.
Az + (1 -y} 2 Anz+ (1 - Niny=tnzy' ™)
d’ol en prenant exponentielle.
2T Ae+ (1= Ny
Il suffit alors de prendre z = aP, y = b? et A = 1/p pour trouver I'inégalité de Young,. O

6.4 Retour vers l'intégration

Puisque nous disposons de nouvelles fonctions. nous avons de nouvelles primitives 4 nolre disposition,
ce qui ouvre de nouvelles possibilités pour le caleul d'invégrates. Ce paragraphe faitl suite au paragraphe

3.5 page 114,
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6.4.1 Retour vers l’intégration par parties

[De nouveaux exemples avee nos nouvelles fonctions.

Exemple 1

Soit n = 1 un entier naturel, on cherche a caleuler une primitive Fr de fo(z) = 2%e¢™*. La fonction
fr ost déja éerite comme produit de deux fonctions. que 'on sait intégrer. Intégrons par parties en
prenant u(z) = ™ et v'(z) = ¢* d'ou, par exemple, v(x) = —¢~% :

Fo(z) = /:c"e'I dz = [:c“(—e":)] - —/na:“'l(—e'z)d:c

=—2"¢ ¥ - n/:c"_'e'r dr=—-2"e¢e F +nF._1(z) (+0O).

Comme Fo(z) = —e™%. celte relation de réeurrence perinet de calculer F, pour tout entier n 2 1 ¢

Fo(z) = —(zn:n(n— ... (p+ 1)3:”).9."“ (+C).

p=0

Exemple 2
De méme, pour a € R\ {—1} et » € N, en posant v'{x) = 2° ¢t v{x) = (Inz)"™. on trouve

. N pa+l n e+l g e
f:c (Inx) dx_a-i-l(hm) _fa+15(hw) dx

a4+l

_ T n_ 3 n—1

_a-i-l(hw) =1 z*{(Inx) dx
$a+l n a1 ﬂ(ﬂ—l)

= Inz)"™ — )"y 22— 2n )" 2 dr.
a_i_l(na:) a+la+1("x) +(a+1)2 z2%(Inx) T

Par récurrence. coci donne

o an R (n=1)...(n—p+1),  _a_
fa: (Inx) d:r=:r+lZ(—1)pnn (a_'_l;:up (hx)" 7P,

p=il

On ohtient alors le résullat voulu,

Déverminer

Exemple 3
/ xedx
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!
On pose u () = 2% ot v{zx) = e*
ce qui donne | 2?edr = 27" — 2/3‘361d$‘ Le calcul de la primitive obtenue s’obtient en laisant de

nouveauw une intégration par parties, on obtlient finalement

f:rgezda: =z2e"dr = z°¢" — 2ze® — %)+ k

6.4.2 Retour vers le changement de variable

On rappelle le

Théoréme 17 (changement de variable)
Soit f : [a,b] — R unc fonction admettant une primitive F. Soit ¢ : [a, 8] — [a, b] dérivable telle que
play=aet p(B) =b0na

b I i
f f(z)dz = / flp()¢ (1) de = f fopdyp.

{voir le paragraphe 3.5.2)

Exemple 4 :
Le cas particulier f(x) = e F(z)} = In|z| implique

LAC
f ) dt=Inlp(t)] +C.

Exemple
Caleuler | z1an 2°dz.

On pose ¢t = 22 = dt = 2zdz. Nous oblenons alors :
2 1 2 1 1
rtanzdr = 3 2rtanx’dr = 3 Lan tdt = §(— In|cost|)+ Cste

Finalement :
1
f:c an x2dx = —§(ln | cosz? |) + Cste
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Exemple 6
Déverminer /tan zdx

On a f Lan zdr = f Eltdz. On pose u = cosx ainsi du = — sin xdx
sina du

ce qui donne f T iy = — f — =—lnlul+k=—-In{cosz|) + k.
cosT u

6.4.3 Intégration des fractions rationnelles

Une fraction rationnelle est une fonetion définiec comme le quotient /¢ de deux polyndimes 12 ot @@ &
coellicients réels ou complexes. La division euelidienne de /2 par @ s'éerit P = FQ + R avee un quotiont
F ot un reste 7 qui sont des polyndines tels que deg R < deg Q. On a alors

r R

—=F+ =.

Q Q@
Le quotient F s’appelle aussi la partie entiére de la fraction rationnelle. ev B/Q} la partie polaire. Elle est
Lelle que timyo oo R(x)/Q(x) = 0.

{5.4a) Cas ot Q(z) = (z — a)™. En écrivant i comme un polynéme en X = z — a. soit fi(z) =
anp:m ci{z — a)?. on voit que I7/Q admet une éeriture de ta forme

P(x) _ =N
R AP S ek

Si e est réel, la primitive se calcule sans peine puisque

1 1 1 1
fx_ad:c—lnlsc—al-i-c, _/mdx__j—l(x—a)i-‘ +C sij>1.

(5.4b) Cas ou () est un trinéme du second degré. Si ({z) = az® + bz + ¢, le cateul des racines
réelles ou complexes donne une factorisation @Q(x) = alx — a)(z — B8). Si les racines . 8 sont réclles et
distinctes, on écrit

1 1 ( 1 )
(z—a)(z—8) a-B\z—a z-8/)

ce qui donne aussitdt
1

1 r—c
f(m—a)(x—ﬁ)d‘”: a—ﬁm|a:—ﬁ‘+c'

Dans le cas d'un trindme réel az® + bx + ¢ de discriminant A = 5% — 4ac < 0, les racines sont complexes
et on procéde différemment. Cn a en elfet

Qi) = a((:c+ 2—1)2 - 3) = a((z —7)? +6%)

1a?

avee vy = —b/2a et § = /|A|/2|al. les racines complexes élant a = v + 6. @ = y — i8. Aprds division
euclidienne de P par ¢. on st ramené a intégrer des expressions de la lorme

Ar 4+ p
CEEEY e
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Dans ce cas on écrit Az + g = Alx — ) + (Ay + ) ot on observe que (x — ) est la moitié de la dérivée du
dénominateur, ce qui donne

AT+ i _ Alz =) &
G-+ e = Gt e Tt aorr e
_1 a2 2 1
_2,\11]((:;: ¥) +6)+(/\7+#)/($_,Y)2+52d3:

1 2y, AY+H z—
=§/\ln((a:—'y) +6)+Talctan 3 +C.

Exemple 7
xz -2
Caleuler : f > dx
24z

Nous pouvons éerire 22 + x = 2(z + 1), les racines 0 et —1 sont simples. Ceci nous donne

r—2 A B

2tz z x+1

En identifiant les coeflicients. nous oblenons A = =2 ¢t 12 = 3 ainsi ;

x—_gd:x:= (_—2+ 3 )da:=—2|n|:c|+3ln|a:+1|+k
2+ r r+1

6.5 Les autres fonctions exponentielles

6.5.1 Définition

Pour tout réel strictement positif x. pour tout entier relatif n on a
2" = oxp(In(z™)) = explnin(z)).

On va généralisor cette notation a l'aide de la

Définition 3.

Soit 2 >0 ¢l y € R on pose
¥ .= explytn(z)).
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~{ Remarque 2. l

L écriture ¥ se rencontre dans trois situations.
H i BExN — R

1. (z.n) s frlem) =z ot fi(x,n) est défini par récurrence par
N0 = 1
Ve R, VneN,
{ filg,n+ D) =zfi{z,n)
fo i B"xZ — R .
2. (z,n) +— fplzn=2" fa(z,n} est défini par
{ ¥n e N, folze,n) = filz,n)
vz € R, _ 1
vnc Z\N, folz,n) = Ti(z,—m)
3 fs 1]0, 4o xR — R ol fi(x,y) est défini par

(z,y) — filz,y)=2Y

Ve e] 0, +x [,Vy € R, fa{z,y) = exply In(z)).

4. A quoi on ajoute une quatrigéme situation. Yy €] 0, +oc [, 0¥ := lim ¥ = 0.
r—(}

Le lecteur est invité & vérifier que chaque fois que deux de ces quatre écritures ont un sens pour
un couple (x,y). alors elles sont égales.

\

— Remarque 3. l

Parmi les quatre ensembles R x N.R* xZ. ] 0, +oc [xR et {0} x ] 0, +oc [. le couple (0,0)
n‘appartient qu'au premier. De ce fait, 0° = f1(0,0) = 1 sans aucune ambiguité.

.,

— Remarque 4. }

On a Vy € R, ¥ = exp(yIn(e)} = exp(y). On peut done écrire indifféremment
exp{z) ou e* pour tout nombre réel x.

\

— Définition 4.}

So0it @ > 0. On appelle exponentielle de base a la fonetion

fe: R — R

x +— @ =exp(zln(a)) = '@




6.5. LES AUTRES FONCTIONS EXPONENTIELLES 221

Le théordgme suivant s'en déduit sans difliculté :

Théoréme 18

1. La fonction fo définie ci-dessus est dérivable sur R ot

ve € R, fi{z) = In(a)e™ ™™ = n(a)a®.

2. » Sia>1 alors la fonction fu est strictement eroissante sur Pintervalle R.

® S5i0<a<1alors la fonction fq est strictement décroissante sur Uintervalle R.
# Sia=1 alors la fonction f cst constante sur Pintervatle R.

Les équations fonctionnetles de Pexponenticlle et du logaritline permetient d’établir sans difficulté :

Théoréme 19

Soit a,b deux nombres strictement positifs, 2,y deux nombres réels. On a
1. & x a¥ = a* ¥,
2, (a:r)y =gV = (ar)y‘

3, @ x b* = {ab)”.

6.5.2 Logarithmes

Soit @ un nombre strictement positil différent de 1. La fonction fu est stricteiment croissante ot réalise
une bijection de R sur ] 0, +oc [ De plus, I'équation

[a¥ = inconnue z €] 0, +oc []
équivaut a
explyn{a)) = =z
s0it vinfa) = In{x)
Soit y = In{x)
In{a)

Tout cela justific la définition suivanie :

~ Définition 5.}

Soil @ un nombre strictement positif différent de 1. On appelle logarithme de base a la fonction
tog, réciproque de I'exponentiette de base a :

log, :]0, 40| — R
ln(x)
In{a)

z — log {x) =
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Remarque 5.

Le logarithme népérien se trouve &tre le logarithine de base ¢,

Théoréme 20
Soit @ un nombre strictement positif différent de 1.

Y,y €] 0, +oo [, log,(zy) = log,(z) + log, (¥).

Démonstration 20
Hakuna Alatata, O

6.5.3 Croissance comparée

OO0 Fon prolonge la remarque 1.

Théoréme 21
On a pour tout réel o > 0,
in{z)

limz%In{x) =0¢ct lim

r—l T 4ou I

Démonstration 21
En effel.

vz >0, 2% In{z) = explaIn{z))In(z) = é explatn(z))(aIn(x)).

Or lim —uexp(u) = 0 d'aprés le théoréme 9 el Im} aln{x) = —oc. [YVaprés le théoréme de composition

u— = (¥ =0

des limites 9 page 109 du cours de premiére, on a bien Iin}) " In{x) =0.
r—
[De méne,
ln(x)

Ve >0,
x{l’

= ln{x) exp{—aIn(z)) = é (e tn{x)) exp{—aln{z)).

Or lin —wexp{—u) =0 toujours d’apres le théoreme 9 et lim aln(x) = +oo. [Yapres le théoréime de

u— o X r—4ou

: - . . In{x
composition des limites, on a bien  lim (=) =0 a

ratow I

6.5.4 Logarithme décimal

Le logarithme décimal se rencontre dans un certain nombre de situations a commencer par le pff des
solutions en chimice,
On prend ¢ = 10,
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~ Définition 6. } -

On appelle logarithime décimal a la fonction log , réciproque de Fexponenticlle de base 10 ¢

log :]0, +x|[ — R
In{x)
In{10}

z — loglx)=

La fonction logarithme déeimal est strictement croissante sur Pintervalle ] 0, +oc [ Soit m un nombre
entier naturel vérifiant 10" € m < 10™! pour un certain entier 7. On a done n < log(m) < n+ 1.
Autrement dit, on a n = [log{m)]. Or un tel entier m a n + 1 chiffres dans son éeriture décimale. On en
déduit te Lhéoreme suivant ;

Théoréeme 22
Le nombre de chiffres d'un entier naturet m est 1 + [log(m)| = 1+ {

tn(m)
(10} |

Remarque 6.

In(m)J

Le nombre de bits nécessaires pour éerire un entier naturel m est 1+ |loga(m)| =1+ {W

6.6 Exponentielle complexe

Liexponenticlle complexe est une écriture qui permet de rassembler de fagon élégante les résultats
concernant les nombres complexes.

6.6.1 Définition

~ Définition 7.} .

Soil @ et b deux nombres récls ol 2 = a+ib. On appelle exponentielle de z le nombre complexe

exp(z) := expla).(cos(b) + isin(b)).
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,—(Remarques 7.} \

1. On peut aussi noter € le nombre exp(z).

2. Pour zréel. on a b =0, z = a et exp(2z) = exp(a).(cos(0) + isin(0)) = exp(a) = exp(z).
ou l'exponentielle de gauche est Fexponentielle complexe et celle de droite est 'exponen-
tielle réelle. Autrement dit les deux notations sont cohérentes et 'exponentielle complexe
prolonge 'exponentielle réelle.

3. L'écriture exp(a).(cos(b) +isin(b)) de exp(z)} est une écriture sous forme trigonométrique.
On a |exp(z)| = exp(a) et arg(exp(z)) = b mod 2.

6.6.2 L’équation fonctionnelle

Théoréme 23
Y(z,2') € C? exp(z + 2') = exp(z) x exp(z)).

Démonstration 23
On pose z=a+ibet 2’ = a’ +ib avec a,a’, b, b réels. On a done
exp(z + 2') = expla+a +i(b+ b))
= exp(a + a’).(cos(b+ b') + isin(b + b))
= exp(a). exp(a’).(cos(b) cos(b’) — sin(b) sin(d) + i(sin(b) cos(b') + cos(b) sin(d')}))
d'apres les théorémes 3 page 203 et 9 page 221 du cours de premiére. Donc
exp(z + 2"} = exp(a). exp(a’).(cos(b) + isin(b)).(cos(d) + isin{d'))
= exp(a}.(cos(b} + isin(b})). exp(a’).(cos(d’) + isin(b'})

= exp(z) x exp(2’).

6.6.3 Caractérisation par une équation différentielle

On se propose ici de trouver les fonctions f: R — € dérivables sur R et vérifiant f' = af ot a € C*.

,—| Remarque 8. I', \

Soit a € C et fo:t € R+ e®. La fonction fa vérifie :

o f(0)=1,

o [, est dérivable sur R et f; = af,.

En effet, on pose a := r + iw avec r et w réels. On a

i

VteR, at = rt + iwt et fo(t) =™ (cos(wt) + isin{wt)).
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La fonction f est clairement dérivable sur R d’apres les théorémes généraux et Vt € R.

fa(t) —afa(t) = re™ (cos(wt) + isin(wt)) + ™" (—wsin(wt) + iw cos(wt)) — (r + iw)e™ (cos(wt) + isin(wt))
= e [((r + w) — (7 + iw)) cos(wt) + (17 — w) — i(T + iw))]
=0,

ce qu’il fallait vérifier.

Théoreme 24 (Caractérisation différentielle de la fonction exponentielle)
Soit f une fonction dérivable de R dans C et pour laquelle il existe a € C* tel que f' = af. Alors il

existe A€ Ctelque: VLt e R, f(t) = Ae®.
Autrement dit. f vérifie : f = Afq. Si, de plus, f(0) =1 alors f = fa.

Démonstration 24

Introduisons la fonction 8 : t € R+— f(t)e™ %" € C. 1l est clair que, pour tout t € R :

0'(t) = f'()e " —af' (t)e * =af(t)e™* —af'(t)e™* = 0.

Donc @ est une fonction constante sur l'intervalle R. En regardant les parties réelles et imaginaires de 8. il

existe donc A € C tel que : Vt € R, f(t)e™®" = A. Le résultat est établi. On vérifie aussi facilement que
O

si f(O)=1alors A=1et f= f,.

,—(Remarques 9.}

e On aurait pu remplacer l'intervalle de départ R par un intervalle plus petit.

e Ce théoreme sera crucial au chapitre 9.

6.6.4 Retour vers la trigonométrie

On s’intéresse a la fonction ¢t — exp(it) définie sur R. On vérifie que 'on a :

Théoréeme 25

Vt € R,
1. cos(t) = Re (e“) = e +e”
. e (e ;
et _ it
. sin(t) = ) = - '
2. sin(t) = Im (e*) >

En utilisant le théoréeme 23 dans une récurrence sans malice on obtient le théoréme suivant :
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Théoreme 26 (Formule de Moivre)
Soit t € R, soit n € N

(cos(t) + isin(t))" = exp(it)" = exp(int) = cos(nt) + isin(nt).

Cette formule est non seulement particulierement élégante, elle est surtout tres utile.

r—(Déﬁnition 8.} \

Tout complexe z non nul. de module r et d’argument # admet une écriture de la forme 7 - €.

Cette écriture est une forme exponentielle ou écriture exponentielle de 2.

Théoréme 27 (Ecriture complexe d’une rotation)
Soit f une transformation du plan complexe qui, a tout point M d'affixe z associe le point M’
d’affixe 2.

Soit 2 un point d’affixe w et 8 un réel.

7

Pour que f soit la rotation de centre Q et d’angle 0, il faut et il suffit que [z’ —w = € x (z — w)

On peut aussi donner I'écriture complexe d’'une symétrie axiale.

On a déja vu que lorsque la droite (d) est 'axe des abscisses. la transformation z — 2’ = Z était la
symétrie (orthogonale) par rapport a (d).

Lorsque (d) passe par l'origine avec un angle polaire § € [ 0, 7 [, on commence par ramener la droite
(d) sur I'axe des abscisses par la rotation d'angle —0, puis on conjugue, puis on remet la droite (d) en place
par la rotation d’angle 8. Le nombre complexe z est alors transformé successivement en

zexp(—i0) puis zexp(—if) =Zexp(if) puis Zexp(if) x exp(if) = Zexp(2i0).

Enfin, si la droite d passe par le point d’affixe a. on commence par ramener ce point en a par translation
— ce qui ne change pas l'angle polaire de d — puis on effectue la transformation ci-dessus. puis on revient
par translation en a. Ce qui donne

z—2z—a puis z-—aexp(2i0) puis z— aexp(2i0) + a.
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Théoréme 28 (Ecriture complexe d’une symétrie axiale)
Soit f une transformation du plan complexe qui. a tout point M d'affixe z associe le point M’
d’affixe 2’

Soit A un point d’affixe a et 6 un réel non nul.

Pour que f soit la symétrie orthogonale par rapport a droite passant par A et d’angle polaire 8,

il faut et il suffit que |z’ — a = e**? x (z — a)

6.6.5 Retour vers la géométrie

Un petit retour vers I'angle inscrit et I'angle au centre déja vus dans le cours de seconde au théoréme
24 page 154. Maintenant que nous sommes un peu plus savants, nous pouvons nous permettre d’étre plus
précis.

Théoréme 29
Soit A, B et M trois points non alignés et O le centre de leur cercle circonscrit.
On a

(O/i,Oé) = 92AMB mod 27 soit AMB = -;— (O/}l,OB\) mod 7.

Démonstration 29

M)

On choisit pour simplifier O a l'origine du plan
complexe et le rayon du cercle circonscrit. C, égal
a 1. On appelle alors exp(i0). exp(if’) et exp(ip)
les affixes respectives de A, B et M.

On a (O/}l, OB) =60'—0 mod 27.
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Par ailleurs.

p+0’ p—0"\ _ ;0 —¢
exp(ics) — exp(zﬂ exp (z ) exp (z 5 ) exp (z 5 )
explip) = exp(@)  exp (i82)  exp (i%57)

?:9: —0 22.‘:,11] (3%0')
2

21 sin (

sin ( )
X

sin( )
R
n (252)

sin (252)

Le résultat en découle. ]

I
D
o
T
N
o,
S~
1
D
N

i [ 90’
in (252)

2-0)
bll]( 5

On a arg

= 0 ou m# mod 27 suivant le signe du réel

,—[Remarque 10.}

On peut choisir € et 8’ dans un intervalle de longueur 7.

Si le point M appartient au petit arc AB. alors on peut choisir ¢ avec 8’ < ¢ < 8 et on a alors

sin (“"T) > 0 et sin ( ) < 0. Donc I'angle (/U\/},BA/}) = -;-(OA,OB) + 7 mod 27 et si
M appartient au grand arc AB. alors (AM ,BM ) = %(OA,OB) mod 2.

it

En conclusion. tous les points M d’un méme arc AB donnent des mesures de (AM , BM ) égales
a 21 pres.

Une autre formulation.

Théoreme 30 (Arc capable)
Soit A et B deux points distincts du planet 8 €] —w, 0[U] 0, 7 [.

» L’ensemble des points M du plan différents de A et B tels que (O/i,OB) =0 mod 7 est un
cercle passant par A et B et privé des points A et B.

» L’ensemble des points M du plan différents de A et B tels que (OA,OB) =0 mod 27 est un
arc de cercle d’extrémités A et B et privé des points A et B.
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Démonstration 30

On commence par construire le centre O.
Pour cela on trace le segment [AB] puis la
droite T" passant par B faisant un angle 8 avec
(AB). Ensuite on trace la perpendiculaire a
T passant par B. Le point O a l'intersection
de cette derniére droite et de la médiatrice de
[AB] convient. En effet. I'angle AOB = 20.

On remarque que la droite T est la tangente

au cercle en B, c’est-a-dire la position limite
de M lorsque M se rapproche de B.

Il reste a démontrer que tous les points M qui vérifient (O/l,OB) = 6@ mod 27 appartiennent a un

cercle contenant A et B. Pour cela, on va changer de repére, attention. ¢a va tourner.

On se place dans un repére (O; W, V) tel que O soit le point décrit plus haut. A et B les points du
cercle trigonométrique d’affixes respectives exp(if) et exp(—i0). On va démontrer que tous les points M

du plan vérifiant (O/l,OB) = 6 mod 27 ont une affixe dans U. Soit M d’affixe rexp(ia) (avec r > 0)

rexp(ia) — exp(i0)
rexp(ia) — exp(—10)
rexp(i(a —6)) —1

= Aexp(i0) pour un certain A € R.

vérifiant (O/i,OE}) = 60 mod 27. On a alors
rexp(i(a —0)) —1

Autrement dit = A € R. Autrement dit, égale son conjugué,

) rexp(ia) — exp(—1i6) rexp(ia) — exp(—i0)
soit :
rexp(i(a —0)) —1 _ rexp(—i(a—6)) -1
rexp(ia) — exp(—1i0) rexp(—ia) — exp(i0)
soit (rexp(ia — i0)(rexp(—ia) — exp(if)) = (rexp(—ia + i0)(rexp(ia) — exp(—i0))
soit 12 exp(—if) MM +exp(if) = 7 exp(if)—rexp{=Ta)—rexptia) + exp(—ib)
soit (r*=1)sin@ = 0

On en déduit que 7 = 1 dans la mesure ou sin @ # 0.

On a bien vérifié que tous les points M appartiennent au cercle unité. L]



230 CHAPITRE 6. EXPONENTIELLE ET LOGARITHME

,—(Remarque 11.} X

Soit A et B deux points distincts du plan.

» L’ensemble des points M du plan différents de A et B tels que (O/i, OB) =0 mod 7 est la
droite (AB) privée des points A et B.

» L’ensemble des points M du plan différents de A et B tels que (O/i,OB\) = mod 27 est
le segment [AB] privé des points A et B.

» L’ensemble des points M du plan différents de A et B tels que (O/}i, OB) =0 mod 27 est

la réunion des deux demi-droites portées par la droite (AB). d’extrémités A et B et privées
des points A et B.

e o

,—(Déﬁnition 9 (birapport).} 1

Soit M. Ma. M3 et My quatre points distincts d’affixes respectives z1. 22, 23 et 24.
On appelle birapport (ou rapport anharmonique) de (M,, Ms, M3, M,) le nombre complexe

21 — 23 22 — 24
(21:Z2:Z3:Z4):=( )X( )

21 — 24 Z9 — 23

On déduit du théoreme 30 (et du théoréme 18 page 503 du cours de premiere) le théoréme suivant :

Théoreme 31
Pour que quatre points distincts soient cocycliques ou alignés. il faut et il suffit que leur birapport soit
réel.

6.6.6 Intégration des polyndémes trigonométriques

Pour calculer I'intégrale d’un polynéme trigonométrique f P(cos z,sin x) dz on utilise ce qu’on appelle
la méthode de linéarisation, qui consiste a trouver une combinaison linéaire de la forme

P(cosz,sinx) = ao + E an cos nx + by sin nz.
1<ngN

Pour cela on remplace cos x et sinz en fonction de I'exponentielle complexe (formules d'Euler)

ei:i: + e—--i:l: ‘ ei:i: _ e-—-—i:l:
COST = , SINT = )

2 2t

ce qui permet d’exprimer P(cos(z,sinx) comme combinaison linéaire des fonctions e'™* et e™*"*. On

+inx

remplace finalement ces fonctions par e = cos nz * isin nx (ou bien, si P est réel, on prend la partie

réelle du résultat).
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Exemple 8
o 4 ei:i:+e—-i:l:)2(ei:i:_e—-i:i:)3
‘ il =
cos“x sin" x ( 5 5
— 2_7'5 (621:.': + 2 +e 2::::) (631.:.': _ gez:t: 4 gemz:i: _ —-dm:)
_ (. siz _ Biz iz ~iz | _-3iz _ _-5iz
=135 (e e 2e +2e + e e )
1 X . .
=16 ( — sin 5z + sin 3z + 2sin :z:)
On obtient alors
/0052:1: sin® zdx = 1_16 (% cos Hx — %0053:1: - 2cos:t:) + C.
,—(Remarque 12.} ~

Puisque l'exposant du sinus est impair, on peut procéder autrement :
/0052 T sin® zdr = /0052 z (1 — cos® z)sinzdz

= - /(0052 x — cos® z)(—sin ) dzx
| 1

= —(§ cos> T — = cos’ z)+ C.

3)

6.7 Vrai ou Faux ?

6.7.1 Enoncé
Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses et justifier.

1. In(1 42+ 3) = In(1) + In(2) + In(3).

4711 + 3V7
2. In ( 736 ) = 1.

3. L’équation

[Se% —4e* —1 =0, inconnue x € ]R]

admet deux solutions de signes opposés.

1
4. La fonction f définie par Vz €]0 , 1], f(z) := — et f(0) := 0 est intégrable sur [0, 1].
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6.7.2 Corrigé

1. VRal Les deux membres sont égaux a In(6).

2. Faux. C’est du moins ce que dit Xcas.

AT11 + 37

Une réponse plus savante consiste a dire que si c’était vrai, alors on aurait e = 7736

et par

conséquent e serait solution de I'équation
3767122° — 2044574z — 2774171 = 0.

a coefficients entiers Or on peut démontrer que e n’est solution d’aucune équation du second degré
a coefficients entiers.

Dans le méme ordre d’idée, exp(mv/163) est presque égal & 'entier 262537412640768744. 11 suffit de
demander a Xcas en l'obligeant de travailler avec suffisamment de chiffres toutefois.

s Xcas Nouvelle Interface - B

Fich Edil Clg Aide Oulils Expression Cmds Prg Graphe {f
Sans_nom

7| sauwEns| Conng _exact real RAD 12 xcas | kbd | x|l

Tjevalf({ln{(4711+3\sqrt (7)) /173€) -'J.II
-5 75784975254e-11
tg simplify (solve (B6E*434*x~2-4T711*434*x+2774171=0) )

E

[-3’(»’1?J+4?n 3%(VIT)+4T11 i

1735 1736
l:_! evalf (exp (pi*sqrt(163))-262537412640768744, 40)

|

[ -07499274016473567763515009620967077808018e-12 |

x|y|*|=|glgl.loolm|imw|+|7]8]0
zefyf=[c]. ()] [ilsan|>]-]-[a]5]6
~Edractla]i|al sn[alcos[a[tan| * [ = [1]2]3
sim| prafim| x| in JexpJrogto[10°[ %[ 7/ [0 E

3. Faux. L’équation [-St2 —4t—1=0, inconnuet € ]R] admet bien deux solutions de signes opposés,

a savoir 1 et ~5 mais seule la solution positive est une exponentielle. Donc . = {0}.

4. Faux. Il en a été question a la question 9 du quiz page 128. Par I'absurde : la fonction f est positive,
on aurait Yz €]0 , 1],f01 f(t)dt = fl f(t)dt = —Inz — +00 ce qui est absurde.
x r—0
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6.8 Exercices

6.8.1 Calculs de primitives

~ Exercice 1.} Y

Calculer les primitives suivantes

22 +1 1
s x
2'/1:6 2da: 7_/ £ dr
T er +1
3. /:ce'xzd:c 8 f(\/_—é) dz

r—1
4. /:cln:x:da: 9, f“_\/ﬁdx
g3 a2 _
5. x dz 0. 2z 1z + 3da:
22+ 1 z?

~ Exercice 2.} Y

Calculer les primitives suivantes :

2
1. /x?—i]dm 8. fexasin:cda:
1

1] z 7- —dm
2 /md‘” f:r(a:?—n

| 1

8 | ———d
3, /exl_'_ld:c fx?(x—l) x

9, f%dx
1. /e2z+3dx r—-xr—a

10. f\/1+:c2da:
2 -
/:c e "dx en posant v1+z2+ax =1t

@
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~ Exercice 3.} .

Caleuler les primitives suivantes ;

cos’z —sin’x dx
1. _— — dz 6. _—
1+ 2sinzcosz cos 3x —cos Tx
9 sin x d
1 + sin 22 - veotz + vlanzx dx
Cos T ' 1+ 3sin2x

(2 + sin2)}{3 +sin :1:)’

e?u:_ez
o1, 3‘/ ‘ dz
N7 " (e* + }Ve?* + ¢%* + ¢*

Arclan T+ dz 9 32 +z+4 dz
+ ] a2 42

—

\\\\\

8
o

~ Exercice 4.} .

Déterminer les primitives suivantes ;

1. If:= /:sin?:c]n(eosa:)da:
2. I:= f(cos?a:+:sin 2z) In{cos z + sin ) dx

LK :=/co:>‘2:1:|n(cos:c)d:r

~ Exercice 5.} .

Soit f(x) = (z — a)"e** VT + 22, avec n € N et (a,b) € R x R* sont des constantes,
Montrer que

g _ (z—a)""'eg(x)
dr VT +2? ’

oli ¢ est un polyndme de degré 3. En déduire :

/(:c NHet*(12® — -1y
VI + 22

9 /(:c e 2* (122" — 22 —1),
V1422
641'[ ¥
/(:c )%™ (12" + 2* 2)d:x:‘
V1+ 22
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1. Calculer la dérivée de la fonetion 2z — In{z + 22 + 1. Traduire le résultat en termes de
primitives,

2, Mémes questions avee les fonetions £ — In(z + V22 — 1 et 2 — In{z — V2% — 1. Quelle
relation peut-on établir entre ces deux fonctions ?

T
3. Caleuler L dzx.
e 4 er 4+ 1

e

~ Exercice 7.

. . cosx +sine
Déterminer cosz +sinz dx
e* +3cosx

Indication 1.

cosT+sinz cosx +sinx
e* +3cosxr  e*{l+3e*cosz)

On poutra éerire

h

~ Exercice 8.

Calculerf ?1 dz.
T —z

6.8.2 Calculs d’intégrales

~ Exercice 9.

Calculer I'intégrale :

“log (1 + logz) dx
1 T ‘

h

~ Exercice 10.}

Calculer I'intégrale :

fe dz
1 \/a:"‘ln:c-i- (:clna:)g‘
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Exercice 11. -

[r]
z2cosx + €*

Soit a > 0. Caleuler / —da.
er 41

—il

Exercice 12.

L _ r _
Caleuler / M dx
1

z{l +ze*Inz)

~ Exercice 13.)} .

$2

i
Caleculer I'intégrale : dzx.
& /5 (1 +ztanz)(x — tanx)cos? x
E]

.

~ Exercice 14.}

Calenler

e o

~ Exercice 15.} -

1 " . :
SoitneNet u, = por f e~ dt. Démontrer que la suite (1n)nen ost croissante,
TS0

. o

~— Exercice 186.} .

Soit > 0 et y > 0. On ddfinil

g
Iy

z
Az, y) = %f log(zsin® 8 + y cos® 8) d6.

0

(x +y)?

Démontrer que A{z,y) = %A ( N

,a:y). En déduire la valeur de A{z, ).




6.8. EXERCICES 237

,—(Exercice 17 (Ou ¢a des intégrales ?).J

Soient a et b deux réels strictement positils, (u,) la suite arithmétique définie par Vn € N, 4, :=
a+ bn. et les suites {Ay) et ((n) définie par

L
n—1 n—1 ™

1 :
VnEN’A":T_;E ukeLGn:=(||uk) .

k=0 k=10

les moyennes arithmétiques el géomdétriques des (ux)osign.

[Déterminer la limite de (%)

~ Exercice 18.}

'zt dz
On pose. pout n € N | gq 1= /
1

1+ 20
Démontrer que lim ne, = In{2).
n—roo

~| Exercice 19.}

.
Calculer

EE]

(sin ) F

\/[; (COS z)!\'illI + (Sin :r)COSI‘ dz

Exercice 20.

Trouver la valeur minimum de f(z) = f:z(t me—t)desur ] 0, +oo .

~— Exercice 21.}

Calculer I'intégrale :

™
/ In{l — 2acosz + az) dz.
0
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,—(Exercice 22 (Indgalité aril;hmél;ico—géoméu'iquc).J -
Soit 0 < a1 € @2 € ... € @r-1 € @n. On pose A = ! +02+”:—a"_l ton

G = ya;az..... An—1-Gn. ON se propose de démontrer que A 2 G,
n ;
. . 1 1 1 A
1. Démontrer que - Zf (t G) dt = G 1.
=1 " %k
2. Démontrer que a; < G € an.
3. En choisissant m € {1,...,n =1} tel que am € G < Gm41. el en éerivant
T € " aj.
A 1 1 i 1 ke 1
gt [ Gra) e X [ (G-
k=1 %% k=m41v G
démontrer que A 2 G

6.8.3 Etude de fonctions

~ Exercice 23.}

01‘

e* —x

On considére la fonetion f : z+—

1. Etudier les variations sur R de la fonction g définie par : z+— ¢* — 2z — 1,
{a) En déduire que g est positive ou nulle.
{b) En conclure que f est définie sur R,

2. Justifier que f est une fonction continue.

3. Eiudier les variations sur R de la fonction [ :

{a) [Démontrer gue 'équation ;

[ flz) = %: inconnue x € R, ]

admel une unigue solution. notée a. sur R.
{(b) Dé&erminer un encadrement entier de o en expliquant le moyen utilisé.

{¢) Calculer une valenr arrondie au milligime de a.
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Trouver les fonetions f @ R — R dérivables sur R et telles que f{0) =1 et
V(z,y) € R%, f(z +y) < fl2) x fy).
2. Existe-t-il des fonctions f : R — R continues sur B, mais pas dérivables sur R et vérifiant

V(z,y) € R?, f(z+y) < f(2) x f(y)?

~| Exercice 25.)

Soit f la fonetion définie sur [ 0, 400 [ par :
f{z) =22 Qexp(z — 1) = 1).

Tracer la courhe représentalive I de la fonction f.
2. Conjecturer les variations de f.

3, Etudier les variations de f.

~| Exercice 286. )

T
. Démontrer que Ve 2 0, In(1 + .
] ( )y < \/T
2 1/ 7y
2. En déduire que ve 20, 1 + ———— vt £ explt).
3. Démontrer que Yz 2 0, 3In{z) € w
i+

Indication 2.

XCas sait dériver les fonctions et facloriser les dérivées,
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,—(Exercice 27 (Questions vachcs).}

Les vaches laitiéres sont atteintes par une maladie M avece la probabilité p = 0,15, Pour dépister
la maladie M dans une étable de de n vaches. on fait procéder & une analyse de lait. Deux
méthodes sonl possibles :

» Premiére méthode : On fail une analyse sur un échantillon de lait de chaque vache.

» Deuxiéme méthode : On effectue d’abord une analyse sur un éehantillon de lait provenant
du mélange des n vaches. Si le résultat est positif, on effeetue une nouvelle analyse. celte fois
pout chague vache,

On voudrait connaitre la méthode la plus économique (=celle qui nécessite en moyenne le moins

danalyse). Pour cela. on nole Xy la variable aléatoire du nombre d’analyses réalisées dans la

deuxiéme étape. On pose Yn = XT

1. Déterminer la loi de Ya, et montrer que son espérance vaut : 1 + % - (0.89)",

2. Ktudier la fonetion f{z) = ax + Inx, pour a = In{0,85). Donner la liste des entiers n tels
que f(n) > 0.

3. Montrer que f(n) > 0 équivaul & F(Y,) < L. En déduire la réponse (en fonction de n) a
la question posée.

,—[Exercice 28 (Entropie d'une variable aléatoit‘c).}

Soit X une variable aléatoire diseréte finie prenant la valeur x; avee probabilité p;. pour ¢ =
1,...,n. On définit 'entropie de X par :

H(X) == p:ln(ps)

i=1
avec la convention xInz ;= 0si 2 = 0 {ce qui Lraduil le prolongement par continuité en 0 de la
fonction £ — zlnx).
1. Démontrer que fI{X) 2 0.

2. Démontrer gue H(X) = 0si et seulement si X est presque siirement constante. ¢'est-a-dire
sil existe ¢ € {1,...,n} tel que ps = 1.

3. Vérilier que. pour tout k=1,...,n. 0n a

(—npe) In{np) <1 —np

avee égalilé si el seulement si npy = 1.
4. En déduire que H(X) £ lun.

5. Démontrer que H{X) = Inn si et senlement si X est équidistribuée. ie si p; = 1/n pour
louti=1,...,n.
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,—(Exercice 29 {Amérique du Nord 2019).}

Partie A : établir une inégalité

On définit la fonction f par f(x) = 2 — n{z + 1). pour tout réel z de I'intervalle [0, +oc].
1. Etudier le sens de variation de la fonction f sur Vintervalle [0, +o0].

2, En déduire que pour tout z € [0, +oo[, In{z+1) < z.

Partie B : application & I’étude d’une suite
On pose ug = 1 et pour tout entier naturel n, tpy = 4y — I (1 + @y,). On admet que la suite
de terme général un est hien définie.
1. Caleuler une valeur approchée a 107 prés de uo,
2, (a} Démonirer par récurrence que pour tout entier naturel n, uyp 2 0.
(b} Démontirer que la suite (un) est déeroissante.
En déduire que pour tout entier naturel n, wu, € 1.
{c} Monirer que la suite (un) est convergenie.
3. On note £ la limite de la suite (uq) ot on admet que €= f(€), ou f est la fonction définie
dans la partie A. En déduire la valeur de £,
4. {a)} Eecrire un algorithme qui. pour un entier naturel p donné. permet de déterminer le
plus petit rang N 4 partir duquel tous les termes de la suite {(uy) sont inférieurs a
1077,
(h) Déterminer le plus petit entier naturel n & partir ducuel tous les termes de la suite
{un) sont inférieurs & 107'5, °

a. La plupart des calculatrices et méme des tableurs sont incapables de traiter cette question donnant
méme des résultats faux.

Exercice 30.

. In3 ) .
[Démontrer que T est irrationnel.
n

Exercice 31.

Démontrer qu'il existe ¢ € Q el que 2¥ € Q.
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,—[Exercice 32 (Complexité de lalgorithime d’Euc]idc).]

On rappelle que la suite de Fibonacei (), est Funique suite vérifiant 7, = 0. F| = 1 et pour

. 14+ /5
Lol entier naturel n. Fipo = Foy + F, b on pose ¢ = _2‘/_‘
1. Démontrer que ¥r € N*, Fy 2 ¢™ 2,
2. Soit maintenant l'algorithme d'Euclide possédant n 2 2 ¢lapes. en posant rg ;= a ot
ri=b;
o = Triq1+r2 D<ra<m
1 = Tega+r3 O<ry<re
™-2 = Tr-1gn—-1+7Tn 0 <rn <Pnoi
n—=1 = Trin
Démontrer par récurrence que : vke {1,...,n}, Pnek = Fiypo.

3. Démontrer le théordme suivant :

Théoréme 32 (Gabriel Lamé)
Soient a el b deux entiers tels que 0 < b < a.
Le nombre de divisions enclidiennes a eflectuer pour délerminer le pged de a ot b par

Falgorithme d'Euclide est inféricur ou égal a “%H +1.

6.8.4 Convexité

~ Exercice 33.}

1. Montrer que la fonction définie sur R par f(x) = In{1 + %) est convexe,

2. En déduire que

n 1/n n
vYne N, ¥Y(xi,...,zn) €0, +o0[*, 1+ (H :rk) < H(l + ze)".
k=1 k=1

— Exercice 34.) .

Soient a. b > 1. Nontrer ¢que

In a;—b =ZvVinalnb.
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~ Exercice 35.} -

Soit g : [0, 1] — R définie par g{z) = 2" pour x > 0 et g(0) = 1.

1. Montrer que g est continue en 0,

2. Soient n € N* ot z1,...,2a € [0, 1]. Montrer que

EFypteelx

(:c1+---+:rn)-'n—" e

— § —
n

6.8.5 Exponentielle complexe

~| Exercice 36.} Y

Résoudre dans C les équations suivantes :

a. 22 —2zcosa+1=0:

b. 22 — 2zsina+ 1 =0.

oll a ost réel. Donner les solutions sous fortme exponenticlle.

~ Exercice 37.} -

Soient n € Net z €] 0, 7 [. Calculer

Calz) = Z cos(kz).

k=1

Exercice 38.

. T sin®(nt) . .
Soil J, = T(f«) d¢. Trouver une relation entre J, et Jppy. Caleuler J,.
[§] 5

Exercice 39.

Soil a. b et ¢ Lrois nombres complexes de module 1 tels que ab # —1. DDémontrer que la-:-ab




244 CHAPITRE 6. EXPONENTIELLE ET LOGARITHAE

~ Exercice 40. )

T n 2
Démontrer que YnelN, / {1 —2acos{z) + a2)“ dx = ?TZ (n) a’*.
0 k=0

N

,—(Exercice 41 (Eadem Mutata Resurgit).J

Soit m € R} . On considére la courbe, appelée spirale logarithmique :
Im @ t€R+—sexp{(m+1)t).

1. Démontrer que [y, est invariante par les homothéties de centre € et de rapport exp{2kmn)
pour tout réel k € Z.
Pour cette raison on étudie 'y, sur 'intervalle [0, 2n[ et on se propose d’approcher la
longueur de la courbe [y, entre les points de paramétres 0 et 2.

n—1
. 2kw
2. Soit n € N*, tp := —— et 2z, := ' (&) pour k € [0, n]. Calculer L, := Z lzey1 — zil-
n
k=0
longueur de la ligne polygonale de sommets d'affixes (24 )ogk<a-
3. Calculer L = lim L,.
D0
4. Déterminer la limite de L lorsqu’on fait tendre m vers zéro.
~ Exercice 42. )
On considére n nombres complexes 21, 22,..., 2Za.
A . 1
Démontrer qu'il existe une partie S de {1,... n} telle que 1 | z;| =2 —. >~ |zjl.
jes T jes

~ Indication 3.} \

Pour cela, soit 9 € R, on introduire Sy = {j/ﬂ —5 < Argz; 9+ %} :

?) = zil ;. on nolera que f{¥) = cos {9 — areg z;)| et on intégrera cette
I i q g2; g

JESy JESy
relation entre U et 2w.




6.9. SOLUTIONS
6.9 Solutions

6.9.1 Calculs de primitives

Solution 1

2
1. fw:lda:=f:r+%d:c lw + Injx| + C.

r I
2‘/&3 de=fer_idx=e’—21n|$|+c-
" x

fa:e—fg dr = f—%(—?a:)(e"g Vdz = %le""' +C.

[ )

@

2

‘2[ _1
1. /wlnw:d:r:f%(2x1nw+x—w)da:=f%(wgllws)'—:cdw:$+C

i

T _ 1 2z (x® + 1)
_/w2+1dx_f(§) (:r2+l)_ 22 +1 _l“(w th+C

‘ ) L 1 _L e+ -(-1
6. En posant x = ¢ 1'_/—(:—])(£+l)dx_ 9 {t—D{t+1) dz
1 1 1 1
=3/ wrn® 3w

t—1 ., 1 T .
t+1|+6_§l“|a:+2|+("

7 e—zdw—ln(ez+1)+(‘
e+ T .

f(\/_—é) c!a:=2wf—lnx+().

x = %[lnlt—ll—]nlt+l|]+()
1

=§In

*x

z—1 1/3 —2/3 3 443 1/3
9. — dz = - = - - p
F7ps daz T T dz (I:x: 3z 4+ C
3 _ gm2 _
10.]2“’ ”32+”’ 3da:=f2x—4+l—%dx=x2—4x+|n|:c|+§+c.
x e x
Solution 2

3

1.f 32> -dz = In(z* + 1) +C.
+

3
-3 _ 1 21
— 3 - T o O
_/(2:c—3)2d$ o _3)2da:+ f(? =1 In |z| 42:3_3+(

e’ x .
3./ m_|_lclw—/(l—em_|_l)dw—:::—]n(e + 0+ C.
H ] 6—1’ - »
Ou bien dz = dz=—1In (l +e ) + .
e+ 1 1+e-=

245
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,—[Remarque 13.} .

On oblient ainsi deux primitives d'une méme fonetion. Cela signifie que ces deux fonctions
different d'une constante sur toul intervalle de R, En effet. ¥ € R.

e” +1
14+e"

:c—ln(e’+l)+]n(l+e") =:c—ln( )=w—ln(eI)=0.

\

q. féz:r-i—:idx = %e2r+:i + (’1’

5. Par parties : f:cze'r dz = —2%"" + Qfa:e" dr=—-z¢*—2ze " —e "+ C.

T

Sinon on peul partir & la péche avee (az® + bz + ¢)e™* que l'on dérive en (20 +b— az® — bz —e)e™ ",
Il suffit alors de choisir a = —1, ¢ =0 et 2a — b = 0 ce qui donne bien b = 2.
GEDE

T+4 O =

N . . N . . . 14+é}r
6. On peut intégrer par parlics. mais ce nesl pas obligatoire : fe( Tz =

1—¢ . . s . ] .
Te“"'i)m + C. En prenant la partie imaginaire on trouve [ e*sinzdr = 58’ {sinx — cosx)+ C.

’ /”’(xi’-l)dx_f(%w—n NPT ‘E) dz = glnlz — 1]+ 5|z + 1] = Inje| + Cx ot
Ci pour & € {1,2,3,4} est une constante dans [; =] —o0, =1 [ Ja=] -1, 0. f5=]0, 1 [ou.

14=]],+00[.
1 1 11 1 .
3, —/mdx=/(m—§—g) d33=ll1|$-]|+;-|l1|$|+(/k‘

1 1 1 1 1 1 1
0 | ———da= |- _1 e .
_/wg—a:—de _/3:::—2 3:1:+1d$ 3]nl::: 2| 3ll1lw+l|+(”

T dx
10, En posant Vi+zZ+z=t.ona { —— + 1} dz = (VT + 22 + 2)—— = dt.
! (\/1+:c2 ) ( )\/l+:x:2
1 1

2
Deplus.(a:—t)2=l+:c2c!onc'2wt=t2—lc!’ofla:=%(£—z) Ll+w2=%+%+—

4427
3 6 1\d 3 £ _ 1
FFinalement. | /1 +2?dz = stTtge) T =l - .
umomonf +xcdz f(2+,1+,-1g2)¢ 2n||+8 12£2+

Il ne reste plus qu'a remplacer ¢ par V1 + 22 +x ...
Solution 3

cos® z —sin cos{2z) 1 _ .
1. /m dx = f HTIII(QSC) da = § ]l'l(1 + bll'l{?’.ﬁ)) +C.
2.

-1

sin 1 {cosz +sinx) — {cosx —sinx)de
T :
1 + sin 22 2 sin2z + 1

_ 1 f{cosz+sinx) dz — 1 f (cosz —sinz)

2 sin2x + 1 2 sin 2z + 1 dz

Dans la premiére. on pose cosx —sina = v et dans la seconde cosz +sinz = u el

sin x Az = 1 In 1 .
l+sin 2z~ 1,/3 2(sinx + cos )

V2 —sinz + cosz
V2+sinz —cosz
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3. En posant 3 +sinz = ¢, on a coszdr = d¢. et on cherche alors /W de.

En posant = . onh adt = —2sduct

(u 1)+l
[eroen [ttt fesvus [

= +u+ln|u—1|+(3

2
1
=5+ L ‘—|+c
_ 1 + 1 +In|1—sina:‘+(,
T 2(84sinz)? | 34sinz sin ’
3 ¢ 2
( . _ sfzx1. _u+l__ 2 _ 6utdu
L Onposeu= ¢/ 25! e =1 71 dx_—(u:’—l)ﬁ"
3 I 3 p
,:1:+l (u-i-u)c!uawc u.+u‘= 'l . ‘2 |
—l (u3 —1)3 (w¥y =13 @S =-12 " (-1
On pose Falu) = (;u) Une PP donne Fn{u) = m—w+3n(Fn+l+Fn).
" _1=3n u
Soit et = = M — o — 1y
Cle qui donne : F» = —gF' R -
e T E TN TR
B u
cl FQ——E'Fz—m
Filu)= du avee 1 1 1 _u+2
wE= (u:‘—l) (ul’—l)_iiu—l 3ul+u+l
V3 2u+ 1
el Fi{u) == lnlu—ll—g In(u? +u+1) + 3 — Arclan 7 +C.
UG+U3 ‘
m—r2+2ri
5 u
——§F2+Fz—m
2 u
TR
4 2u u
g R s TR Yo gy
4 2 V3 2u+ 1 2u
_2—lt1lu 1| —In(u +u+1)+?mctan( 73 )+9(u3—l)
u 7
- 3(ud —1)2 +C.
el _3u2—1 _ 2 _ 2udu

=-3+—dz

5. On pose u = -2 = '(1 — a2

P 1 — o2



248

9,

CHAPITRE 6. EXPONENTIELLE ET LOGARITHME

+3

2Arctan u 2udu _ 2Arctanu du du
1 —? (1 —u2)(1+242) 1 —u? 1 —wu? 1+ u?

_ 2Arcltan u _ Arelan u — l In 14+u
Tl =2 ’ 2|1 —u

r+1 2udu . : .
Done /ArcLan ( xL) da = fArcLan u - En intégrant par parties. on obiient :

|+C.

2u2+l_3a:+5
1—w2 ~ 2

1 3z +5 N\ 1 [TV Es
r+ z+ 5 T+ T+ .
on a/mcLan ( m) dx = 5 Arctan ( :c_-l-?) - §]n ﬁ + .

On remplace u par / %‘; en remarguant que

. On a pour tout réel z,

cos 3xr — cos 7o = 2sin 3x - sin 22
- . Lo .8 -
= (3sinzeos’ x — 10sin® zcos? z + sin® 2)2sin z cos? x

= 4sin? zeos 2(5(1 — sin® )% — 10sin? 2(1 — sin? 2)? + sin' 2).

On effectue le changement de variable ¢ = sin o pour obtenir

de dt
/zuz(l Z ) (5(1 —2)2 — 1062(1 — 2) + £4) f ME(1 — £2)(166% — 2002 + 5)

On factorise 1667 =202 +5 = (13 +at+vB) (12 —at+ B} = 16t +8/Bt+5—a%t® d'on a® = 20+8V5
d'ol (par exemple) a = /20 4+ 8V5 ...

. On pose t = Vtanx.

2
veotz + Vianz | (¢ +1) dt
4+ 3sin 2z T B+ + )
= € Arclan _vilane +C
V11 2(1 —tanzx)

On pose u = e” + - + 1 soit du = (e* — L) dz.

e

f e —e” de = (e* — L)dz
(e* + NVe3T + 6% + &7 (e*+2+ L)/er+ L +1

_/ du
) w+ )

= 2arctan Vu + C

/ 1
= 2arctan ( er + — +1) +C
er

322 +x+ 4 322+ + 1 A Bz+C

On éerit :c3+:1:2+?33+2=(1""1)(932"'2):‘”"'1 242
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En multipliant les deux metnbres par 2 + 1 on oblient nécessairement

2 ) .
vz e R, "+ 2+ 4 A4 (Bx+C)lz+ 1)'
22 +2 2+ 2
o o6
En spécifiant x = —1 dans les deux membtres on oblient 3= 2=A.

On revient & 1'égalité de départ et on multiplic les deux membres cette fois par 2 + 2 on obtient
nécessairement
3x°+z+4 _ AZ*+2)

Yz # -1, o l—— + Bx+ C.
En spécifiant z = iv/2 dans les deux membres on obtient
—6+iv2+4 iBVZ+C
V241
Soit 242 e
e
. (=2 +ivV2)(1 —iv?2) _ .
Soit = iBV2+C
(V2 + (1 —iv?2)
Soit 2% ‘ﬁ; 22+ _ pslc
Soit W2 = iBV2+C
Done nécessairement B =101 C =0,
Inversement. on vérific que
3?4+ +4 2 z

Vo # —1,

Pt 12z+2 z+l T Eto

3 2+ 1 1 2
— -_— ‘) J.'u
Donc‘/a:“+:c2+2w+‘2dz 2[t1|a:+l|+2]n(::: +-)+(

Solution 4

1. Soit = § sin2xlncosrdr=-2. /cos:x:ln cosz(cosx) dx

done ¢ = f tint de. En intégrant par parties
uwz) =t : w(r)=1
onobtient G=3-Int—-1 2+C.

L)

V)=t : ez)=%

2 1

X . . 1 1
En conclusion, fsm 2zlncosz dz = = -coszIncosxz — = -cos’z + C|.

2. Soil [:= f(cos 2z + sin 2z) In{cos ¢ + sin x) dz. En intégrant par parties

cosx —sihe

u(x) = In{cosz + sinzx : uw{z) =
(=) { ) (z) cosT +sine

v{z) =cos2xr +sin2x : wviz) = % - (3in 2z — cos 2x)
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on obtient J = 3 - (sin2z — cos 2z) In(cosz + sinx) + 3 - J. avee

dz

_ [ (cosz —sinz)(cos 2z — sin 2x)
- cosz + sinz

(cosx — sinx) [(cos z —sinz){cosz + sin z) — (cosz + sinx)% + l]
cosx +sinz
COST —sinx
—— | dzx
cos T+ sinx

f [(CDb’.L‘ —sinz)? — cos 2z +

cosx —sina
l —sin 2z — cos 2z + —] dz
cosT +sinz

c(eos 2 — sin2x) + In(cosz + sinz) + C.

tul

En conelusion. f = %(sin 2z 4+ 1 —cos2z}In(cosx +sinx) + %a: + Zl - (cos 2z — sin 2z2) + € d'olt

_[(cos 2z +sin2z) In(cosx +sinz) dx = sinz(sinz + cosx) In(cosz +sinz) + 3

+ll(cos 2r —sin2z) + C

sinz
w(z) =Incosz ; u(x)= S

3. Soit K := /cos 2z Incosx dx. En intégrant par parties
v(z) =cos2z . w(z)=3- -sin2x

on ohtient K = % -sin2zIncosx + fsin2 x dx. En conclusion.

fms 2rincosz dx = 3 sin2zIncosx + ; (w - % sin 2:1:) + .

Solution 5

df _ _ ayr—lg bx PR N ol
g—n(:r a)" (eIt )+ (x—a)le (m+b\/1+x2)
(:I! _ )n—l br

= %[(:ﬁ + 1)(b(z — a) + n) + 2(z — a)]
(3.3 _a)n—lebr

B

avee g(z) = (2% + 1) (b(x — @) + n) + z(z — a).

/(”’ el (e "D s =1 112+ C

VI+z?
/(w—l)21 e'? (122" — 22 —11) f(:c )2213‘2:'°(12w3+11:.-:+12:x:2+11)d
VT + 22 VI+2°

S )P TF2E 4 C
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/ (-D%" (2" +2* -2 / (z-27e" (12’ +22 +27) |
V1+a? v1+z®

+2/(a:— )%e?* (12 +2:c—l)
Vv1+ 22

=(z-2%"" V1 +22+ 2z -2+ 22+ C
=(z-2e"VI+22(@)+ C

Solution 6
1. On obtient pour tout réel x :

z
L+ VeI+l 1

r+vVEE+1 VIR 41

2. On obtient pour tout réel z > 1 ;

_=z
]+\/:r'3—l _ 1
z+vVEZ—1 VzZ-1

pour la premiére fonction ¢que I'on notera par la suite : argeh (connne argument cosinus hyperbolique
pour des raisons que nous n'approfondirons pas). PPour la seconde :

Ces deux fonctions oni des dérivées opposées done leur somime est constante sur l'intervalle ] 1, +o0 [
Vérification

Ye> 1, In(z+ Vo2 - +hn{z— /22 -1)=hn{z+ vz - Dz - V22 = 1) =In(1) =0.

. . du .
3. Avee le changement de variable © = e* soit - - dx. d'on

et +1 u+ 1 _ 9 e 2u+t 1
/egr+ef+1 /(u2+u+1)udu—Alnu+b’ln(u + u+ 1)+ Carctan 7

Onaf\/ezz—d:r—p(:c)\/ﬁ:c2—x—l+/\/T

avee degp(x) < degz = p(x) = A: A et }3 sont constants,
En dérivant les deux membres 1 A = % ol 2= é
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X 1
Il reste & calculer f— dx :

GxZ —z—1

1 1
——————dz = dzx
f\/ﬁw!—:c—l /\/('3 x2—-£-1

1
_/v’@\/{a:—l—’g)g—

1
= d
/v’@%\/(‘vf(w—l—'g))?—l

1
= | ———dt
/ V612 — 1
= ﬁargcht

= Lar c'hE (a:— L)
BV AR 12
avee le changement de variable ¢ = 12'(:r: 5 )
Finalement :

12 1
/\/W 6a* $_1+1\/““?§°"_(w—ﬁ)

Solution 7

e* + 3cos () e (1 4+ 3e~* cos (x))

u= 14 3e" "cos(z): du = —3e "cos(z) —3e “sin{x) dz

cos(x)+sin{x) .,  f cos(x)+ sin(x) e*
/ e* + 3cos (x) dz = _/ e* (u) ) (—3 (cos () + sin (:c))) du

1 1
—‘af;““

= —% In(143e "cos(z)) +C

/ cos (z) + sin (x) de = f cos (z) + sin (x)

= % (x—In(e" +3cos(x))) +C.

Solution 8
1.
1 z° 1
/:c"’—:rdx__/(:rc—l_g) dz
_1 6_]1
_—/G(xc_])da:—f—d:c
=1]n|:1:6—1|—]n|:c|+().
6
1 1
2. pos T
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Avec ;—3 =u d'ou du = —= dz. % dr = —% L’intégrale devient :

1 —2u
_E/I—UQdu
=%ln|1—u2|+C

= é(ln 1z® = 1| = 6ln|z|) + C

=%ln|a:6—1|—ln|a:|+0

6.9.2 Calculs d’intégrales

Solution 9
En posant ¢t = Inz,

/e dz =/1 1 .

1 /z2Inz + (zlnz)? o Vt+12
= [ln(t+ 1/2 + \/(t+ 1/2)2 — (1/2)2)]:
=1n3-2V2

Solution 10
On pose y =1+ Inz d'ott dy = £ ce qui donne

I

2

I = /lnydy= y(ny—1D]i=2.(In2-1)+1=2.In2 - 1.
1

Solution 11

[ /a x? cos(z) + €” dz + z2 cos(z) + e da
0 et + 1 e~ *+1

a 2 . T x, 2 .
_ x°cos(z) + e dz 4+ &5 cos(x) + 1 dx
et + 1 1+ e®

/ (e* + 1)z? cos(a:)+(1+e"’)

1 +e*

—/ (z° cos(z) + 1) dz

0
= 2a cos(a) + a + (a* — 2) sin(a)
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Solution 12

/e 1 —z(e® —1) d$=/em—H_em(ln(m)($+1)+1)dm
1 1

z(1 + ze* Inx) T 1 +zeTlnzx
=e—In(e®t! +1).

Solution 13

1.
/3 z? /3 rlsec?
/ 5 dzr = / dz
iy (1+xtanz)(x —tanx)cos? x iy (1 + ztanz) (z — tan x)
_/MB (tana:+a:sec'2:1: l—se02$) da
/4 1+ zxztanzx r—tanczc
_ [ln (1 +:1:tana:)]"/3
o r—tanz /g4
(3+7v3) (4 -
= |n
(3\/§ - 7r) (4 + )
2.
2 _ x2 cos® £ — T sin :BCOS:B—|—$2 si112:1:+:1:sina:cosa:
(xsinz + cosz){Trcost —sinx) (xsin z + cos x)(x cos T — sin )
_ T COST rsinzx
T rsinz + coszx rcosxT —sinx
. T COST _ —rsinx
T zsinz + coszx rcosx —sinx
2
donc (@sinz + cos :1:3):(:1: cosT — Sin ) dz = In(zsinz + cosz) — In(z cos z — sinz) + C donc
/ﬂ/s - dr = In (Tv3 +3)(x — 4)
s (1+ztanz) (r —tanx)cos?x (m — 3V3)(m + 4)

Solution 14
On intégre par parties en prenant : 1 —z2 + 1 — z2)3. D'ou
gre par p p / —dr=-vV \/ ( )

= [( vV1-z2+ \/(1—:1:2)3)111(1+37)]*1+/1 ( /1_;1;2_%\/(1_:32)3) q _ng) dzr.

-1

Soit

1
1 1
T=0 42 — =\/1—-2x2} dz.
[-1(\/1—3’2 3 )

Par changement de variable : £ = sint,

I

P11 o
2[_;: (cost —§CObt) costdt-?/ (1—§c'05 t)dt

5 —

T

o3

W

T
3

2[t—%(t+sintcost)] =1[5t—bllltCObt]2 =

—

w3
tol‘-:t
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Solution 15
En intégrant par parties,

n+1

n+41
/ e "t dt = [—e*‘t"'*"]::'” +(n+1) e~ tt™ dt.
0 0

Soit

n+41 n+1 n+1
] et dt = — ("’+ 1) +(n+ 1)/ ett™ dt.
0

€ 0

On a donc en divisant par (n+ 1)

n-+41 n+1
un+1=—( 1 (n+1) +un+l'/ e ™ dt

n+ 1)! e n
Soit
1 n4+ 1\ 1 [P,

La fonction f(t) = e~ “t™ se dériveen f'(t) =e™* (—t" + nt"“’l) =e 4" ' (n—-t)<O0sur [n, n+1].

- n+1
Donc/ e ‘" dt>( + 1) done
n

1 1\"7t] "
(n+ ) +(n+ )

S (n41)! e nlen+1
donc
ot = > e (12 050)
donc

Solution 16
Par changement de variable ¢ = % — 6@ on a A(z,y) = Ay, x).

255
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De ce fait et puisque 1 = (cos® 8 + sin® 8)° = cos® 8 + sin* @ + 2sin® H cos? 9,

2A(z,y) = A(z,y) + Ay, z)

% /- log(z sin® 8 + y cos® 6)(ysin® 0 + x cos” 0) d6
0

log((z* + y°) sin® 8 cos® 6 + zy(sin® 6 + cos® 6)) do

I
N6
c\,
(1)

—/- log((z® + y?) sin® 8 cos® @ + zy(1 — 2 cos® Osin’ ) A9
0

log((z® + y*) sin® @ cos® @ + zy(1 — 4 cos® Gsin® @ + 2zy cos” fsin’ 8) dO

[
qeo
c\,
ol

|
l

2 /- log((z® + y° + 2zy) sin® 0 cos® 0 + zy cos*(20)) do
0

2 /5 log( ( (2 -Z y)Q) sin?(20) + zycos*(20)) d6

w 2
1 / log( ( (2 -tl y) ) sin? ¢ + zy cos” ) dy
0

2
-I; ) ) sin® ¢ + zycos® @) dyp

I
N e
c\wl,ﬂ
R
N
M

2
x
En profitant du fait que ( ( -Zy) ) sin? @ + xycos® ¢ est invariant lorsqu’on change  en m — .

Un + Un

2

2
Pour £ > 0 et y > 0 on pose ugp = ,v9 = Y, Un41 = ( ) et Upyp1 = UnpUp.

On en déduit Vn € N, A(un,vn) = A(z,y).
On aVn > 1, u, = v, et par suite. A(vn,vn) < A(Un,vn) < A(un,uy) soit log(v,) < A(up,vn) <

2 2 2n
log(uy,). En posant s, = \/Un++/Vn et dn = JUp—\/Vp0NAa Sy = 82" et dn-[—l = % Done s, = 2 (320) .

do 2" S0 2" do 2" S0 2" do
dn —_— — . / — — + — t n — — — — . P 1Q
2(2) u (2) (2) © Y (2) (2) e

1 2 S0 2n dU 2" ‘ 1 do on
om log(un) = o log [( 2) (1 + (3—0) )] = 2log(so) + = log (1 + (3—0) ) :

or || = |YE= VUl 1 done
S0 VZ+ /Y
lim i log(un) = 21012;ﬂ = 2log Ve + \/§.
n— 00 2 2
De méme lim ~1— log(vn) = 2log % donc d’apres le théoreme d’encadrement.
A(z,y) = 2log \/_-; VY
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Solution 17 (Ou ¢a des intégrales 7)
On commence par traiter le cas ou b= 1.

On a alors Vn € N*, Ap, =a+ n; 1 donec In(An) =1In (a + n_—])

A 2
In(a+ k + 1)
'7'/
""="L|n[u +- k) 1 =l
On a In(G,) = z Z In(k + a).

k=0
La fonction logarithme est croissante sur

10, 400 [. DoneVk €N, Vz € [k, k+ 1], :

Infe+k)<In(a+z) <In(a+ k+1).
y = In(x + a)

On intégre cet encadrement entre k et k+ 1 :

>

k+1 k+1 k+1
/ In(a+k)d:cgf 111(a+x)dng In(a + k + 1) dz,
k k k

k+1
In(a+ k) < / In(a+z)dz <In(a+ k+1).
k

On somme ces inégalités pour k variant de 0 a n — 1. D’aprés la relation de Chasles :

n—1 n n—1
In(a + k) gf In(a + z)dz < Zln(a+k+1),
k=0 0 k=0

Soit apres division par n,

In(a + n) — In(a)
= .

"
In(Gr) < f In(a + z)dz < In(Gr) +
0

i
Or, I, := In(a+z)dz = [(a+z)In(a + z) — 2] = azn In(a+mn)—1— al:l(a,}'

0
En prenant I'inégalité de gauche, on obtient

In(Ga) ~ (An) < 222 a4 ) — 1 = 28D o (o4 221

2
< In( a+n7fl) —I+Eln(a+n)—m
a T mn T
241
<In (a’-‘i—+1) —1+Eln(a+n)—m.
m T3 L 8
a
£4+1
Or lim In (af|+ T ] =m2et lim £ In(a+ n) — alnfa) =0, donc lim I, —In(A,) =In2-1.
n—oo 5 = nooo N n n—oo

2
En prenant l'inégalité de droite, on obtient

In(a + n) — In(a)

I —In(Ap) — < In(Gp) — In(Ay).
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Comme lim In — In(An) — In(a 4+ n) — In(a)

= In2 — 14 0. d’apres le théoreme d’encadrement. on a
n— oo n

lim In(Gn) — In(An) =1n2 — 1. done lim Cn _ g

n—oo n—;oo An e
Lorsque b # 1. on se ramene - grace a notre animal fétiche - au cas précédent en divisant tous les termes

a
de la suite par b. ce qui a pour effet de diviser les deux moyennes par b et de remplacer a par a’ := 7 La
limite est inchangée.

,—(Remarque 14.) iy

Cette technique - trés visuelle - s’applique naturellement lorsqu’on a affaire a des suites un, = f(n)
ou f est une fonction monotone sur [ 0, 400 [. A retenir.

. o

Solution 18

1 n ld:L‘
En écrivant , pour n € N*, g, := / T 1z une intégration par parties donne
0

T 21 1 ! n
En = [Eln(l+m )] —a/ In(14+z")dx

0 0

1
_ @) _ l/ In(1+ z") dx.
0

n n

On utilise I'inégalité — désormais classique — 0 < In(1 + u) < u valable pour u > 0. En faisant jouer a "

le réle de u. on obtient,
1 1
1
< " < “dr = :
0\/(; In(1+=z )dx\/o xz dzr ——

ne, = In(2) — a,,

On en déduit que

soit lim a, = 0. Le résultat demandé en découle.

avec 0 < a,, <
= n\n_i_l s 00

Solution 19
Pa1 changement de variable = 3 — ¢ on obtient

(blll :L')CO" T _ 3 (COS t)Si" t
Gemarmt G = | e 4 (cos g
sinx) " * ¥ (sinz)*T + (cosz)¥"* T
Done 2/ > Ei“‘r ) ;1 COS T dz = / ( . )sin:r hx ( .3 )cos:r dr = 5
o (cosz) + (sinz) o (cosz) + (sinx)
N sin )% " T
D’ou ( ) . — dx = -
o (cosx)sinT 4 (sinx)cosT 4
Soluti%n 20 .
On a —f(:c) =2(2zxIn2x — 2z) — (zlnz —z) = 3z(Inz + 3 In2 — 1) Au minimum . on a £ = —. Donc
2.5
2 : I 3
ftint—tdt=1 [Intde® — & = 3t Int — 3¢ d'on f(x) = §:1:2 Inz + (In4 — 2)x* En posant z = 2% on

a f(x)mm = —3(2) 74
Solution 21
Dans le cas ou a est un réel différent de —1 et de 1 :
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On pose S, la somme de Riemann de cette intégrale (en découpant l'intervalle [0: 7] en n intervalles

de méme longueurs) :
n—1
1 km
nkinl a’ acos;(n)+

n—1
< _n ikw/n —ikw/n .
O = — - — : .
n a alors Sy, nZln((a e J(a—e )). et donc
k=0
- n—1
_ " __ ikw/n __ —ikm/n
Sn = - In (H(a € J(a—e ))
k=0
T (a® - (a—1)
Or. __ pikw/n _ p—tkm/ny _ — — .
1 H(a e J(a—e ) o
k=0
2n _
Donc S, = % In ((a - :—)(la D ) On conclut en regardant la limite quand n tend vers 400 suivant

les valeurs de a :
Si |a] < 1. on trouve 0, si |a| > 1. on trouve 27 In |a|.

Solution 22 (Inégalité arithmético-géométrique)

1 n ¢ 1 1 1 n 1 1 n 1
2 [ (-8 w=i X (e -ma- GG -an) = G- Y 141 Y e
k=1"ak k=1 k=1 k

A A

lnG—lnG—1+E=a—1.
2. On a tres simplement a7 < aj.ao..... An-1.0n < a; et en prenant les racines n-iemes. a1 < G < an.
A 1 o
3. Une fois I'existence de m établie, on a : 5—1 = Z[ - — 5) dt+— Z / — — - dt.
Ic*-m—i—l G
Les termes de la premiére somme sont positifs. Ceux de la deuxiéme somme aussi, donc ——-1220,

d’ou le résultat.

6.9.3 Etude de fonctions

Solution 23
1. La fonction g est dérivable comme somme de fonctions dérivables. De plus pour tout réel x.
g (x) = e® — 1. D apreés la croissance de la fonction exponentielle, on a donec :

V<0, ¢'(x) <0et Vx>0, ¢'(z) >0

On en déduit le tableau de variations :

T -0 0 +o¢

+o0 +00

Variations
de g
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(a) La lecture du tableau de variations de g est éloquent. Si on veut détailler :

e La fonction g est décroissante sur l'intervalle ] —oo , 0] donc pour tout x €] —o0 , 0], g(z) >

9(0) =0.
e La fonction g est croissante sur l'intervalle [0, 400 [ donc pour tout z € [0, o0 [, g(x) >
9(0) =0.

(’est bien dire que la fonction g est positive ou nulle.

r

(b) Le dénominateur de la fraction est supérieur ou égal a 1 d’apres la question précédente.

et —zx
Il est nécessairement non nul. C’est dire que f(x) est défini pour tout réel x.

2. La fonction f est continue en tant ue quotient de deux fonctions continues, le dénominateur ne
s'annulant pas.

3. La fonction f est dérivable en tant que quotient de deux fonctions dérivables. le dénominateur ne
sannulant pas. De plus. pour tout réel z,

ef(eT—x)—eT(eT=-1) (1-2x)"

fl(z)= =

(e"-‘—:n)2 B (e-’”—m)g’

qui est du signe de 1 — x. On en déduit le tableau de variations de f :

e

Variations de

f
0 1
Ona lim e*—1=-1let lim e* —xz=—-oc0donc lim f(zx)=0.
T—— T— — 00 T—— 00
e""(l—e_"") ]—e~ % . s .
On aVvVx € R, f(x) = —— = —. Comme lim 1 —xe™ = 0 par croissance
er (1 —ze 7) 1l —ze~ 7 T—+00

comparée, on a lim f(x)=1.
T—-400
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(a) Par lecture du tableau de variations de f, on

constate que l’équation . from math import exp
1 from math import floor
[f(:v) =3 inconnue x € IR]

def f(x):
n‘admet aucune solution dans lintervalle return exp(x)/(exp(x)-x)
[ 1, 400 [ puisque
: def fp(x):
Vee[l, +x |, f(x)>1> 3 return f(x)*(1-x)/(exp(x)-x)
En revanche I'équation : u=-1
n=0
[f(:c) = —: inconnue z €] —oco, O ]] go=True
while go:
admet une unique solution. En effet, n=n+1
e La fonction f est continue sur l'intervalle u=u-(f (0)-0.5)/fp(u)
] —o0, 1]. . f1=floor (1000*u)
e Ona IETOO f(z) =0 et IETOO f(z) = . — 7 umin=£f1%0.001
1 e unax=(f1+1)*0.001
e Onal<zsl<o—. if (f(umin)-0.5)*(f (umax)-0.5)<0:
D’ apres le théoréme des valeurs intermédiaires, go=False
— admet au moins un antécédent par f dans print (umin,n)

2
Iintervalle | —oo , 1]. La fonction fp retourne f'(zx).

Comme de plus la fonction f est strictement A chaque passage de la boucle on calcule
croissante sur l'intervalle | —oo , 1 ]. cet anté- f(un) — &

— _ 2
cédent est unique. ce qu'il fallait démontrer. Unt+1 = Un f'(un)
(b) En tabulant la fonction f a partir de 1 avec un proximation décimale au millieme de un.)

pas ATbl = —1 on trouve f(0) = 1 et f(—1) = par défaut, umin celle par excés. On calcule
0.2689. donc —1 < a < 0. les images de ces nombres. Si leurs différences

avec 0,5 n'ont pas le méme signe, on arréte
le programme.

. umin calcule l'ap-

(¢c) Une méthode de Newton donne a = —0.568 a
1073 prés par défaut.
Solution 24

1. Soitz e R, h€e RL. On a flz+ h,i — /(@) < f(x) f(hzl_ ! . Donc. en passant a la limite (a droite)

on a f'(z) < f(x) x f/(0). En posant k := f'(0) et g(x) := f(z) exp(—kx) on définit une fonction g
dérivable sur R telle que Vx € R, ¢'(z) = (f'(x) — kf(x)) exp(—kzx) < 0. Donc g est décroissante sur
I'intervalle R. Par conséquent

» V>0, g(z) < g(0) =1et f(z) < exp(kzx).

» V<0, g(x) > g(0) =1et f(x) = exp(kx).

Soit f définie sur R par Vz € R, f(z) = f(—z). On a ¥(z,y) € R?, f(—z — y) < f(—z) x f(—y) soit
fx+vy) < f(z) x f(y). De plus f(0) = f(0) =1 et f/(0) = —f'(0) = —k. D’aprés ce qui précéde.
Vz >0, f(z) = f(—z) < exp(—kzx). done Vz < 0, f(z) < exp(kz).

De méme Vz < 0, f(z) = f(—z) > exp(—kz). donc Vz > 0, f(z) > exp(kz).

En rassemblant ces quatre inégalités. on obtient : Vx € R, f(x) = exp(kzx) = exp(f'(0)x).

2. Dans la question précédente, on ne s’est servi que de la dérivabilité en zéro. Ce qui suggere le
contrexemple suivant.
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Soit f définie sur R par Vz € R, f(z) = exp(|z|). On a bien

V(z,y) € R%, f(z+y) = exp(|z + yI) < exp(lz] + lyl) = exp(lz]) x exp(lyl) = f(z) x ().

Solution 25

A 2. 1l semblerait que la fonction f soit croissante sur l'intervalle R.
= 3. OnaVvz eR,
; f'(x) = 2z(2exp(z — 1) — 1) + 2z exp(z — 1)
=2z ((:c +2)exp(z—1) — %)
| 1 = 2zg(z),

en posant g(z) := (z + 2) exp(z — 1) — %
On trouve g'(z) = (z + 3) exp(z — 1).

T —o0 -3 fa +o00
J'(z) - 0 + +
-1 +o0
9() T e
9(—3) <0

Le théoréme des valeurs intermédiaires (17 page 113 du cours de premiére) assure 'existence d'un
unique réel a € [-3 , +o0[, tel que g(a) = 0.

On en déduit les variations de f :

T —00 0 a +c0
f'(z) + 0 - 0 +
0 +o0
f(z) / \ /
—o0 fla) <0

La conjecture émise a la question 2 est donc invalidée.
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Solution 26

1. Soit. pour z 20, f{z)=In(l +z) —

\/1::__3‘ La fonction f est dérivable el ¥z 2 0.
'] 1 1 xr
) = s Tt ics
_2/T+z—-2z+z
T 21+ 4z
21+ z—-2x
T 2141+

du signe de g{z):=2/1+ 2 — 2.
La fonction g est dérivable sur [0, oo [ et Vz 2 0.

g'(z) = —
) VvI+zx

-1<0.

263

La fonction g esi décroissante sur [ 0, +oo [ el. puisque g(0) = 0 on a Vx 2 0. g(z) < 0 ainsi que

f'liz) 0.

La fonction f st décroissante sur [ 0, 400 [ et. puisque f{0) = 0 on a ¥z 2 0, f(z) £ 0 soil

n{l+2) €

Vitz

2. On résoul, pour ¢ 2 0. Péqualion

x .
={¢: inconnue z € [0, +oo |
vi+z
22
Onat’= Tz done z est, racine positive de 1'équation du second degré 22 — t22 —
2
y . - L+ L\/tz +1
Ac=t" +4¢2 > 0. La racine positive est . = —
. N . .. x ;
Diaprés la question précédente, on a In(1 + ) € it soit In{ 1+
z

En prenant l'exponenticlle des deux membres, le résultat demandé s'en déduit.,

3. L’héroisme a ses limites,

Xcas en ligne. Tapez une instruction dans cette console (assistant avec 1a bouée).
f(x}:=3"I(K)- (%~ 3-1)* (142)/ (X~ 3+x}

(x)->3*In(x)-(x*3-1)* (1 +x)f(x"3+x)

g:=unapply({f(x)).x)

(X} 2305 241 +x) (e~ 343): (273 1) (3 3h ) (23 1) Lo x)}* (- 3672+ 1) /(2" 34 x} 243 fx

factor(g(x))

La fonction f : z+— 3n{z) —

(x-DH'@*+z+1)

(-0 + x4 1))
*(x? 4 1)°

(2P =1 z+1)
¢+
< 0.

fw)=-

z%(x2 4+ 1)2

Elle esy décroissante sur 'intervalle | 0, +oo [. Comme f(1) = 0. on a bien

(z* = D{z+ 1) g

Yrz1, 3In(x) - P <0,

C4/ITEA
— ) <t

est dérivable sur ] 0, 400 | de dérivée :

t? = 0. On pose
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Solution 27 (Questions vaches)
1. Yx ne prend que deux valeurs, 1/n et 14+ 1/n On a en outre :

(Ve = 1/n) <= aucune vache n'est malade

don P(Yn = 1/n) = 0,85", On en déduit  la loi de Y est une loi de probabilité (Y =1+1/n) =
1 —{0,83)". Le calcul de I'espérance donne :

arn
0,85 +1’1+1( —0,85%) = 1 +l_0 85"

E{Yx)=

2. f est dérivable sur |0, +oof. et f{z) = ""% () est done du signe de 1+ az. ce qui perimet de dire

que f st croissante sur |0, —1/al. et décroissante ensuite. La limite de f en +00 est —oo. il en est

de méme en 0. En calculant les valeurs successives de f{(n). on a f(17) > 0,07 et f{18) < -0,03. 17

cst done la plus grande valeur entiére pour laquelle f(n) est positive. En oulre, f{1) < 0 alors que
f£{2) > 0. L’ensemble d’enticrs recherché est done {2,...,17}.

3. Ona:
EYy)<l <= 1+:—1—0,85"<1

= () 85" >l

= nln(0,85 )> —lInn.

Par suite, F(Ya) <1 < f(n) > 0. LYélude précédente montre que les entiers n pour lesquels
f{n) > 0est {2,...,17}. On a intéréL & choisir la deuxiéme méthode si, el seulement si. il y a de 2
a 17 vaches dans ['élable!

Solution 28 (Entropie d’une variable aléatoire)
. On remarque que zIn{z) € 0si ¢ € [0, 1] ce qui assure que /(X) =

2. Si X cst presque stirement constante. on a ps = 1 pour un i et py = 0 pour § # 4. On en déduit que
HX)Y=—-1xIn(1) = 0. Réciproquement. st J/{X) = 0. alors la preuve de la question précédente
implique que. pour tout ¢ = 1,...,n. on doit avoir p; In{p;) = 0. Ceci implique p; = 0 ou p; = 1.
Puisque la somme des p; doil &lre égale & 1. un des p; est done égal a 1. et Lous les autres py sonl
nuls : X esl presque sirement constanle,

3. Posons pour z €0, +oo[,g(z) = —zInz — {1 — z). g cst dérivable sur 0, +o0|, de dérivée g'(z) =
—Inz -1+ 1= —Inz. Ainsi, g est strictement croissanie sur |0, 1[ et strictement décroissante sur
11, +oo[. Puisque g{1) = 0. on en déduit que g{x) £ 0six > 0 avee égalité si el seulement siz = 1. el
done —xlnz £ 1 —x. avee égalité st ot seulement si x = 1. On en déduit que. pour tout k= 1,...,n,

{(—npe) In{np) = —npe In(n) — npe In{pe) < 1 — npe

avee égalité si el seulement si np, = 1.

4. On somme les inégalités précédentes. pour &k allant de 1 & n :
—nlhn+nll{(X)sn—-n=90.

Ceci prouve le résultal voulu.
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5 8t H{X) = lnn. toutes les inégalités précédentes doivent &tre des dgalitdés. On en déduit que
{(—npe)Ini{npe} = 1 — npe pour tout k& = 1,...,n, ¢'est-a-dire. pr = 1/n. Ainsi, st [I{X) = lnn,
X est équirépartie. Réciproquement, si X est équirépartie. on a p; = 1/n pour tout 2. On en déduit

n
In(1/n
H(X)= Z —% = —In{1/n) = In(n).
i=1
H{X) mesure le désordre engendré par X. Lorsque X est presque sfirement constante, son entropie
est nulle (pas de désordre). Lorsque la variable est équidistribuée. le désordre est maximal et Pentropic
aussi,

Solution 29 (Amérique du Nord 2019)
Partie A : établir une inégalité

1.
La fonction f est dérivable sur l'intervalle [0, +oo[ par T 0 +o0
opérations sur les fonctions dérivables. e plus, pour tout
réel z de l'intervalle [0, +o0f. S (z) 0 + 1
fl@)=1-— = & +00
B 142 14z
f(:c) /
On en déduit le tableau de variations suivant : 0
,—(Remarque 15.} \
Onave>0 fir)== (1 - M) avec  lim w = 0 par croissance comparée. Par
=+

conséquent. lim f{x) = +o0.
= ou

2. On déduit de la croissance de f sur Pintervalle [0, +o0[ :
vr 20, f(z) = f(O), soit z—In{z+1) 20,

soit In{z+1) £ =.
Partie B : application & 1’étude d'une suite
1. Un programme. semblable au programine qui suit permet a la calculetie de trouver us = 0,039 a
1073 pres,
2. (a} Soit Px la proposition qui dépend de U'entier naturel n @ wn 2 0.
La propriété Py est claivement VRAIE.
Soit nn un entier natwrel pour lequel on a Py, soit uwq 2 0. On en déduil upy) = fun) 2 0
d’aprés le tableau de variations de f. On a done bien Pr4g.
En résumé on a Po ot Vin € N, Py, = Prys.
D'aprés le théoréme de récurrence, on a ¥n € N, P, ce qu'il s'agissait d’établir,
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(b)

(¢)
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OnavneN, upyy — uq = —In(1 + u,). Or, d'aprés la question précédente. on a u, = 0 done
{1+ up) aun sens et In{1 +ua) 2 In(1) = 0. Done up+1 —x < 0 0L co pour Loul tout entier
naturel n. Clest bien dire que la suite (un) est déeroissante.

En particulier ¥n € N, up < uo = 1. Ce qu'il fallait démontrer.

La suite (us) est déeroissante. nous venons de le voir a l'instant b elle est minorée par zéro
daprés la question 2a. Elle est done convergente.

2. Par conservation des inégalités larges par passage 4 la limite on a € 2 0. La fonction [ est continue
sur [0, +oof doncen €€ [0, +o0|. On a done bien €= f(¢€}.

(a)

(b)

PROGRAM AMNORD:

:-16 - P

0 = N

1 - U

:While U > 10 "(P)

:U-1n(1+0) — U

:N+1 = N

Disp(N,U)

:end

Ce programme afliche —4.35222e — 17 pour ug et par conséquent, N = 5.
[l est clair quiune valeur négative pour us contredit 2a, Une fois de plus la caleuletie donne un

résultat faux : en effet en additionnant des nombres trés différents comme 1 el ug elle commet
une errewr de caleul suffisamment grande pour donner un résultat faux.

[.e programime Python :

import math

u=1

p=-15

n=0

while u>=10%xp:
u=u-math.log(1i+u)
h=n+1
print(a,'y',u)

Donne lui aussi un résultal faux pour ug. 11 donne us = 4 x 107" ol ug = 5 x 1077, Nous
allons voir que ces résultals sont incompatibles.

2
z X . W 1o \ .
Pourz € [0, +o0l.onazxz— 5 < In(1 + o) € T ce qui peul se vérifier a aide d'une élude de
2
L 2 .
fonetion. On en déduit ¥n € N, un41 € % En supposant que la valeur affichée pour ug ost

2
LA i ; - .
correele, on en déduit gue ug € 75 < 8 x 1072*, ce qui prouve que la valeur —4.35222¢ — 17

affichée pour ue est fausse,

Pour &tre {un peu plus} sir de la valeur de N on procéede comme suit :
On démontre par une étude de fonction que

1,2

1:3
vre 0, +f, ——?+

Iy

2t 2
6 7

2!
4

o B

22
<z-—In(l+zx) < —.

* >
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On définit les deux suites (my) ob (My) parmeg=Mo =1t

2 3 4 5 6 7 2
m, My My My ms omy, M

YneN, mpyy = — - —+ — — + —= - —= 0L M, =
’ 2 3 4 5 G 7 2

[>aprés la croissance de la fonction f sur [0, +oof on en déduit  via une récurrence sans difficulté  que

YneN, my, € un € M.

Le programme Python :

import math

u=1

p=-15

n=0

m=1

M=1

vhile u>=10%*p:
u=u-math.log(1+u)
m=m*m* (0. 5-m* (1/3-m*(0.25-m* (0. 2-m* (1/6-m/7)))))
M=0 . 5«M*M
n=n+1
print(n,'y',m,'y"',u,'y',H)

Donne
1 0.2404761904761905 0.3068528104400517 0.5
2 0.02497970770858347 0.03923100059562018 0.125
3 0.00020689267383662367 0.0007499834542035178 00078125
4 A4.708192414188088¢ — 08 2.8109705414345546¢ — 07 3.0517578125¢ — 05
5 1.1083537556619613¢ — 15 2.95733G3731490506¢ — 14 4.656612873077392¢ — 10
6 6.142210238440868¢ — 21 4.9421054835715754e — 17 1.0842021724855044e — 19

ce qui montre que N = 6.

Solution 30 In3 p

Par 'absurde. Supposons v 7 avee p, g € N*, On aurait alors In{3P) = In(29) soit 3* = 29 ce qui
contredit le théoréme fondamental de Iarithmétique.

Solution 31

La fonction f @ z € (1, 2] — x¥ = exp(zinx) est continue sur I'intervalle [1, 2]. Ona f(1}) =1 et
J(2) = 4. IYaprés le théoreme des valeurs intermédiaires. il existe z € [1, 2], f(z) = 2. On va démontrer
quun tel réel x nest pas rationnel.

pla P
Par I'absurde, supposons ¢ = g On a done f—; = 2 donc (?—;) = 2% donec p® = 29¢". On a

p>q 2z 1. De ce fait ¢ divise 29 ¢P done ¢ divise pP . Or ¢ est premier avee p done d’aprés le théoréme
12.5 page 36 on a ¢ cst premicr avee pP. D'apres le théoreme de Gauss (théoréme 9 page 33) on a ¢ divise
1. Done x = p est un entier de l'intervalle J1, 2[. Contradiction.
Done z est un irrationnel el que 27 =2 € Q.
Solution 32 (Complexité de 'algorithme d'Euclide)
1. PPar une récurrence a deux pas on démontre la proposition Py, @ F,, = é"~2. On a clairement P, ot
Pa.
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Soit n € N* un entier pour lequel on a Py, et Pryy. On a alors
Frsz=Fap1 +Fa 20" 10" 2 =¢""" (1 + ¢) = ¢"*'

puiscue d2 =1+ ¢. On a bien Pay.
On conclut grice au théoréme de récurrence.
2. On démontre par récurrence sur k € {1,...,n} la proposition He : Tn-p 2 Frro.
Pourk =1.0n a rpc1 = fagn €L 7n < p-1. On en déduil que gn 2 2. Ainsi rno1 = Trgn 2 gn 2
2 = F3. On a bien H,.
Pourk=2 onarn_z > ra-1 2 2donc rn—2 2 3= Fy. On a bien Ha.
Soit k € {1,...,n — 2} un entier pour lequel on a Hi et Hitrr. On a alors
Tr—k=2 = Tnek-19n-k-1Ft Th-f 2 Tn-k-1 + -k 2 Fits + Firo 2 Frgq
Nt —— N
Al ¢ & Lapeds Hy dlaprds Hy
on a done Heio.
[Yaprés le théoréme de réeurrence, on a

VkE{l, n} To—k 2 Frio.

3. DVaprés Hp_y.onarm 2 Fry. OI ri=bdonc b2 Fopy 26" Y. Done Inb 2 (n — 1) In ¢. Puisque
¢>lonalng >0etn—-1g l] . le résuliat en découle,
6.9.4 Convexité

Solution 33
1. La fonction f est deux fois dérivable sur R et pour tout z € R,

e* 1

f(m] 1+Pz=1_1+ex el f”(x]=

(,SI?
— =0,
(1+ e*)?

Done la fonection f est convexe sur R,

2. Soit n € N* el (z1,...,%n) €]0,+o0[". Définissons {(y1,...,ym) € R™. par y; = In(xy) pour tout
i€ {1,...,n} (d'ott e¥* = z;). En écrivant I'inégalité de convexité généralisée 1 page 159,

P+t yn fln) +- -+ fyn)
() <

n
on trouve - . .
In (l + exp (%)) < - In{l+e" )+ + - In(1+e¥).

En prenant 'exponentielle. qui est eroissante sur R, on trouve 'inégalité souhailée.
Solution 34
La fonction logarithme est concave sur | 1, +o0 [ done

ln

% {lna+Ind).

Comme Ina et Inbd sont positifs, on a 3 (Ina+ b 2 Vinalnb. (Inbégalité arithmdético-géométrique pour
deux réels positils)
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Solution 35

1. On a ¥z > 0, g{z) = exp{zIn(z)). I’ar croissance comparée. on a li_t;r}]a:ln(a:) = 0 done liﬂ}]g(m] =
1 = ¢{0). C’est. bien dire que g est continue en zéro. La continuité aux aulres points résulte des
théorémes généraux.

2. Onavzr >0, ¢'(z) = {In{z) + Dexp(zIn(z)) e g"(z) = [(ln(:x:) +1)° + %] exp{zlIn(z)) > 0. On en
déduit que g* est strictement croissante sur [0, 1] et done que g est convexe sur [0, 1)
L'inégalité recherchée n'est autre que 'inégalité de convexité généralisée 1 page 159 avee )y =--- =
An = 1/n.

6.9.5 Exponentielle complexe
Solution 36

a 2’ —2zcosa+ 1= (z—eHz—ec7): 9 = {e* 07"}
b. 22 — 2zsina+1=0.. = {ie**, —ie “‘}.
Solution 37 n n
1. On éerit Cr{x) comme la partie réelle de Ze‘“. Or Ze“”‘ est la somme des n premicrs termes
k=1 k=1

dune suite géométrique de raison ¢ = e**. On a ¢ # 1 puisque z n'est pas un multiple entier de 2.
[De ce fait,

-1 ix einT/2 ginaf2 _ ,—inz/2
Cn(‘l’] = Re t" —_1) = Re ((3 oi#/2 giz/Z _ g-ia/2 )
T r
— Rel gitrrnes2 2isin (%) = cos((n+1)3) 2/ m( 22)
2i sin (%) 2/ gin ( )

ce quil fallait vérifier.
2. Une idée assez proche, d'une efficacité redoutable : On pose

ki3
G = Zexp(z‘k:r) = exp{ix) + exp(i2z) + ... + expling)
k=1

ot on calcule exp(ix/2)8 — exp(—iz/2}S. Tous les termes se simplifient deux a deux. sauf deux

exp{iz/2)5 — exp(—ix/2)85 = exp (M) — oxXp (%)

- (122) (o () -0 (7))

i(?n;—l)z ot b = t;r_

oll on a mis en facteur exp (“T”’) avee g 1= pour pouvoir éerire

expl{a) — exp(b) = exp (a ; b) x (exp (a ; b) — oxXp (b ; a)) .

L’intérét est que Ton voit apparaitre un sinus dans la derniére parenthése de droite. Comme il en
apparait ausst un dans le membre de gauche, tout va bien :

2 sin(x/2)8 = exp (M) x 2isin(nx/2),
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¢l puisque sin{z/2} # 0.

. i(n+ D sin{nz/2)
§= cxp( 2 ) x sin{z/2)

Un dernier effort car Cy(x) ost la partie réelle de S. Les sinus sont réels. done

_fin+Dz sin{nxz/2)
Cn(x) = C'Ob( 5 ) X sin(:c/Q) .

voir aussi le probléme 9 page 262 dans le cours de premiére.

) G-1 .
Une autre idée exponentielle serail de calculer 8§ = 7 ol G ost la somme de termes d'ane suite
géométrique, a savoir

G = Z exp{ikz)

k=—-n

dont la raison exp(ikz) est différente de 1. On a alors

G = expli(n + 1)z) — exp{ing)
expliz) — 1
_expliz/2) {exp(i(2n 4+ 1)2/2) — exp(—i(2n + 1)x/2))
- exp(iz/2) {exp(iz/2) — exp{—iz/2))
_ 2Zisin((2n+ 1)z/2)

2isin{z/2)
_sin({2n + 1)z/2)
sin{z/2)
Don
. G-1
5= 5
_ 1 sin{(2n + xz/2) —sin{z/2)
T2 sin(z/2)
_ 1 2sin{nz/2)cos{{n + 1)x/2)
T2 sin(z/2)
_ sin{nz/2)cos({n + 1)z/2)
- sin{x/2) '
g?lll;t]l;::: M =n® ¢t par symétrie lim M =n?
=0 sin?(t) - z—m $iN3(¢)
De plus,

Donce

sin?((n + 1)t) — sin?(nt) = (sin{{n+ 1)) — sin{nt)) (sin((n + 1)¢) + sin(nt))
= 2sin(%) cos((2n + 1)% 2003(%)3“1((2?1 + 1)%

= sin{¢) sin{{2n + 1)t)

sin?((n+ 1)) sin’(nt) _ sin{(2n+ D)
sin?()  sin’(¢) sin(t)
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Or pour t 20 mod 7.

Tt
1+ 2cos(2t) +... +2cos(2nt) = »_ ¥

k=—n

{24130
— ?—the ( ) -1

e—(2n+l)i£ e?i(??l-{-l)f- -1

_sin{{2n + 1)¢)
- sin{t)

i T sin((2n 4+ 1)t)
Comme pour £k >0 on a / cos(2kt}dt = 0. on en déduit que / ——— "~ dt = 7 el par suite
0

o sin(t)
que Jpy1 —Ju =7,
Comme Jo =0, J; = . on obtient, ¥n € N, J,, = nm.
Solution 39
On pose a ;= explia) et b:= exp(if). On a

a+b  explia) + exp(if)
1+ab 1 +explila+ 8)
exp(i{a + B8)/2)} (exp(t(a — B)/2} + exp(—ila — 5)/2))

~ exp(ila + B)/2Hexp(i(a + B)/2) + exp(—i(a + 8)/2))
_eos(5) o

cos (2££)

Voir aussi la solution de 'exercice 16 page 518 du cours de premiére.
Solution 40

4 2
_/ (1= 2acos(z) +a”)" dz = % (1 — 2acos(z) + a*)" dx
0 0

1 [ . _

= — (1 _ae"x)“(‘l _ae—l:..“]n dx
2 0
1 7 n i i 7 s

= = —1 pap etpz -1 Q'al? e—tqr dz
L[S (D)o S ()

p=0 g=0

2
O vkeZ, / e** dz = 0, donc Loutes les intégrales sont nulles, sauf celles pour lesquelles p=g¢ = k.
0}

Done

T L n a
/ (1 = 2acos(z) + a®)"dz = % ZZ(_UPGr (z) (—1)%¢ (‘:) / P HP=0)%
0 i3

p=i p=0)
=7 Z(—l)kak (:) (—l)kak (:)
k=0

-3 (1)

k=0
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Solution 41 (Eadem Mutata Resurgit)
1. L’homothétie de centre O et de rapport exp(2km) s'écrit by, : z € C — exp(2kw)z. On a clairement
Yt € R, he (Tm(t)) = ['m(t + 2kw) appartient bien & la courbe I'p,.
2. Soit k€ [0,n—1]. on a 2x41 = exp ((m+ D{te + 2?”)) = zj. €Xp ((m + 1')2—")
done |zk41 — zk| = |z#] |exp ((m+ 1)2?“) - 1|. Or |zi| = Iexp ((m + i) 2’”)‘ = exp (mm"’T") g° en
posant g := exp (2""') Finalement,

|zksr — 2e] = ¢*

exp ((m#—z)2 )—1|

Ainsi Lp est la somme des n premiers termes d'une suite géométrique de raison ¢ # 1, done

Lﬂ:qq__ll exp((ﬂrir1+z)2 )—1|
3. Pour tout entier n € N*.
exp {(m+1)2E) —1
Ly — (exp(2mm) — I b (( Qm) x) 1
Iexp((m+i]2—“)—1| ™ _p
= (exp(2am) — 1 L 1 .
{ D( ) ) 2?11-_0 exp(Qm'n)_l
La fonction ¢ : t € R+ exp{(m + i)t) est dérivable en zéro de dérivée ¢'(0) = m + i done

| (0)] = vVm2 + 1. De méme, la fonction ¥ : ¢t € R — exp(mt) est dérivable en zéro de dérivée
P'(0) =

p)
On en déduit. lim Lo = (exp(2rm) — 1) mTH =L := [{m).

Tt—3 OO

,—[Remarque 16.}

On a obtenu une approximation de la longueur d’une spire de la spirale logarithmique. La
méthode suivie n'est pas entiérement correcte pour obtenir cette longueur. Pour autant la valeur
trouvée est la valeur correcte.

2 -1
4. On a, toujours grace & une dérivée. lim M =2met lim vm2+1=1.done limﬁ Lim) =
mm—

el m ne—l
27, c'est-a-dire la longueur d'un cercle.
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Solution 42
Soit j € Sy, | 2j | .cos( Y — arg z; ) = Re( zj.e” " ) Comme j € Sﬂ,COS( Y — arg z; ) 2 0. Donc :

Zl COS( 19_argzj ) |=Re{ ( zjésﬂzj )e—-iﬂ }“<‘| szSﬂzj || e—-it? |“<“| szSﬂzj |

JESy

On a donce bien

f(9) 2 Z| cos( ¥ — arg z; ) |

JESy

On integre entre 0 et 27 : lorsque ¥ tourne entre 0 et 27. tous les j de 1 & n appartiennent a un moment
a un Sy.

27 n argz;+ %
/ E |z,~|.cos(z9—arg]-z)d19=z / | zj | .cos ( 9 —argz; ) dY

O jesy j=1vargz;—3%

e

2

cos pdy = QZ | z; | .

j=1

n
=Z|Z:i|
j=1

~Z
2

27 n
D’autre part 27. f(Imin) < / f(9).d9 < 27.f(9max). Donc QZ | 2; |< 27 f (Imax)
0

j=1

ou f(Ymax) = =. 23;1 | 2§ | Donc en prenant § = Sy,,,, on obtient :

max

SN PAETSNEAL

j=1 JES

D %

JES

6.10 Travaux dirigés

Travaux dirigés 1 (Une deuxiéme table de logs)

e Qu’est-ce qu’'une table de logarithmes ?

» C’est une table qui permet d’effectuer des multiplications en n’effectuant que des additions. comme
le font les logarithmes.

e Pourquoi une deuxieme?

» Parce que la premiere a été vue au TD 1 page 125 du cours de seconde.

e Pourquoi ne pas tout simplement tabuler la fonction logarithme népérien ?

» C’est effectivement ce qui s’est fait apres les travaux de Briggs et Napier, jusqu’a I’'avénement des
calculatrices. Mais avant Napier. il fallait se débrouiller. Ce qui existait étaient des tabulations de la
fonction cosinus en degrés.
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d cos(d) d cos(d) d cos(d)
1 | 0.9998476951563913 ([ 31 | 0.8571673007021123 || 61 | 0.48480962024633710
2 | 0.9993908270190058 || 32 | 0.8480480961564260 || 62 | 0.46947156278580086
3 | 0.9986295347545738 || 33 | 0.8386705679454240 || 63 | 0.45399049973954686
4 | 0.9975640502598242 || 34 | 0.8290375725550416 || 64 | 0.43837114678907746
5 | 0.9961946980917455 || 35 | 0.8191520442889918 || 65 | 0.42261826174069944
6 | 0.9945218953682733 ([ 36 | 0.8090169943749475 || 66 | 0.40673664307580020
7 | 0.9925461516413220 (| 37 | 0.7986355100472928 (| 67 | 0.39073112848927370
8 | 0.9902680687415704 || 38 | 0.7880107536067219 || 68 | 0.37460659341591196
9 | 0.9876883405951378 ([ 39 | 0.7771459614569709 || 69 | 0.35836794954530040
10 | 0.9848077530122080 || 40 | 0.7660444431189780 || 70 | 0.34202014332566880
11 | 0.9816271834476640 || 41 | 0.7547095802227720 (| 71 | 0.32556815445715676
12 | 0.9781476007338057 || 42 | 0.7431448254773942 (| 72 | 0.30901699437494745
13 | 0.9743700647852352 || 43 | 0.7313537016191705 (| 73 | 0.29237170472273677
14 | 0.9702957262759965 || 44 | 0.7193398003386512 (| 74 | 0.27563735581699916
15 | 0.9659258262890683 || 45 | 0.7071067811865476 || 75 | 0.25881904510252074
16 | 0.9612616959383189 || 46 | 0.6946583704589973 (| 76 | 0.24192189559966767
17 | 0.9563047559630354 || 47 | 0.6819983600624985 (| 77 | 0.22495105434386492
18 | 0.9510565162951535 || 48 | 0.6691306063588582 (| 78 | 0.20791169081775945
19 | 0.9455185755993168 || 49 | 0.6560590289905073 (| 79 | 0.19080899537654492
20 | 0.9396926207859084 || 50 | 0.6427876096865394 (| 80 | 0.17364817766693041
21 | 0.9335804264972017 || 51 | 0.6293203910498375 || 81 | 0.15643446504023092
22 | 0.9271838545667874 || 52 | 0.6156614753256583 (| 82 | 0.13917310096006547
23 | 0.9205048534524404 || 53 | 0.6018150231520484 || 83 | 0.12186934340514749
24 | 0.9135454576426000 || 54 | 0.5877852522024731 (| 84 | 0.10452846326765346
25 | 0.9063077870366499 || 55 | 0.5735764363510462 || 85 | 0.08715574274765814
26 | 0.8987940462991670 || 56 | 0.5591929034707468 (| 86 | 0.06975647374412523
27 | 0.8010065241883679 ([ 57 | 0.5446390350150271 || 87 | 0.05233595624294397
28 | 0.8829475928580270 || 58 | 0.5299192642332049 (| 88 | 0.03489949670250108
29 | 0.8746197071393957 ([ 59 | 0.5150380749100542 || 89 | 0.01745240643728360
30 | 0.8660254037844387 || 60 | 0.5000000000000000 (| 90 | 0.00000000000000000

Les tables publiées ne comportaient pas quinze décimales (ici gracieusement fournies par un programme
Python. la seizieme n’étant pas entierement fiable). 1l faut se souvenir que les calculs d’antan étaient faits
a la main ...

Question : Avec cette table, calculer 174524 x 51503807491.

Bien entendu, on a le principe. Ensuite dans la pratique. il fallait étendre ces tables trigonométriques
au dixieme. au centieme de de degré etc. Dans les faits. on travaillait plutét a la minute voire a la seconde
d’angle pres.

On a. aux erreurs d’arrondi prés. 174524 = 107 cos(89°) et 51503807491 = 10! cos(59°). Donc 174524 x
51503807491 = 10'® cos(89°) x cos(59°) = 1018% (cos(148°) 4+ cos(30°)). Or cos(148°) = — cos(32°).

0.8660254037844387
- 0.8480480961564260
0.0179773076280127

En divisant par 2. on trouve 174524 x 51503807491 = 0.008988653814006375 x 10'® = 8988653814006375
toujours aux erreurs d'arrondis prés. A comparer avec le résultat donné par XCas : 174524 x 51503807491 =
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8988650498559284. Les six premiers chiffres significatifs sont corrects.
Travaux dirigés 2 (Les trois amers)
Un bateau en navigation cotiére voit trois amers, repérés sur une carte par trois points A, B et C.

L s

-----._-- \.~
T
- ...
---

A

-
~ '
--.--:.

Le bateau est repéré sur la carte par un point F. Il voit le segment [AB] sous un angle de 51° et le
segment [BC] sous un angle de 48°.

On se propose de construire le point F' ...sans GPS.

1. Construire la tangente a I’arc capable a 51° en A puis la tangente & I'arc capable en B.
Construire la tangente a 'arc capable & 48° en C puis la tangente & I'arc capable en B.

2. Construire la perpendiculaire a la tangente passant par A. Construire la perpendiculaire & la tangente
passant par B. Construire l'intersection D de ces deux derniéres droites.

‘onstruire la perpendiculaire a la tangente passant par C. Construire la perpendiculaire & la tangente

passant par B. Construire 'intersection F de ces deux derniéres droites.

3. Construire le cercle C1 de centre D passant par A. Construire le cercle C2 de centre E passant par
A.
Ces deux cercles se coupent en F outre le point B.
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Travaux dirigés 3 (La régle & calcul)

Une regle a calcul est graduée avec une échelle logarithmique. Une partie coulissante permet d’additionner
(ou de soustraire) des segments. Ceci permet de multiplier (ou quotienter) des nombres.

Exemple : On effectue 1,6 x 4 :

NERRERE +I}++i|+|HIf+|+|-++t11{+H-|HHIm1-|H++I+|H|i-H|Im+]HHIHMH*};E
) 1

log(6, 4)
: : I 10
{ RN l in llffl bl | 111 '1lﬁfrll‘rllxlllH‘TﬁlHLJHll‘j'llf‘rli111J[TWllHlfL|¥MIM‘FJ%JH]Imlmllmzm]mm
T Tog(1,6) Tog(4)

6.11 Problemes

Probléme 1 o n
Soit z € R, on pose Vn € N, an(z) := =i et ex(z) = ;ak(w).
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(a) Démontrer que pour = # 0, lim an+1(2) = 0.
n— 00 an(:z:)

(b) En déduire que lim a,(z) =0.

n—o0

Soit a > 0. Démontrer queVn € N, Vx € [0, a|.
en(Z) < exp(z) < en(x) + (exp(a) — 1) an(z).

En déduire que lim en(a) = exp(a).

n— o0

Démontrer que Vn e N, Vx € [ —a , 0],

e2n+1(—7) < exp(—r) < ez2n(—1).

5. Ecrire un programme Python qui calcule e & 10719 pres.
Correction 1
‘ ant1(z) 1 n! gntl I , ,
1. (a) On a. pour z # 0, @~ mt D) X = % m+D il De ce fait. on a bien
lim n+1(2) _ 0.
n— oo an(a:)
(b) D’apres la définition 3 page 49 de la limite d'une suite vue dans le cours de premiere. pour
£ = % il existe un entier N (qui dépend de z) tel que Vn > N, 'n:-EI- 7 < % Par une récurrence
n—N
sans malice. on a alors, Vn > N, |a,(z)| < (%) lan (z)|. On a done bien lim a,(x) =0,
n—0o0
et ce pour tout x # 0. Bien entendu pour £ = 0 la suite est nulle a partir de l'indice 1 et a
donc une limite nulle.
2. Soit a > 0. On va démontrer par récurrence la proposition P :
Vre [0, a], en(x) < exp(z) € en(z) + (exp(a) — 1) an(x).
Onaao(z) =1 = eo(x) pour tout € [0, a]. D’apres la croissance de 'exponentielle sur [0, a ], on
a bien 1 = eg(x) < exp(x) < exp(a) = eo(x) + (exp(a) — 1) ao(zx), pour tout x € [0, a |. Autrement
dit. on a bien Po.
Soit m un entier pour lequel Pnr. On pose pour tout £ € [ 0, a |. fa(x) := exp(x) — en(x) et
gn(x) := en(x) + (exp(a) — 1) an(x) — exp(z). Les fonctions f, et g, sont dérivables sur [0, a | et on
apourtoutz € [0, a]. an 1(z) =an(x), en 1(x) = en(x). On en déduit que f;_ () = fo(z) =20
et gn1(x) = gn(x) > 0 d’aprés Pn. Les fonctions fn et gn sont donc croissantes sur [ 0, a ]. Comme
fn(0)=0=g,(0). DoncVz € [0, a], fny1(z) 2 0 et ghy1(x) = 0. c’est-a-dire Pp.;.
En résumé. on a Py et Vn € N, P, = Pn+1. done, d’aprés le théoréme de récurrence. on a
Vn € N, P,, ce qu’il fallait démontrer.
3. Pour x =a, on aVn € N,

0 < exp(a) — en(a) < (exp(a) — 1) an(a).

Puisque lim an(a) = 0, d’aprés le théoréme d’encadrement 9 page 52 du cours de premiére, on a

n—200

bien lim exp(a) — e,(a) = 0 soit lim ep(a) = exp(a).
n— o0 n—o0
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4. On va démontrer par récurrence la proposition H,, :

Vre [0, +00 [, e2nt+1(—7) < exp(—z) < e2n(—zx).

Lorsque n = 0. on a e2n(—x) = eo(—x) = 1 et e2n+1(—z) = e1(—z) = 1 — z. La proposition Hn
s’écrit :
Ve [0, +o0 [, 1 —z <exp(—z) < 1.

Pour l'inégalité de gauche, pour m > z. unp(—x) = (1 — %) > 1 — x d’aprés l'inégalité de
Bernoulli (théoreme 18 page 59 du cours de premiére). On en déduit, par passage a la limite, que

exp(—z) 2 1 — z. On a donc bien Ho.
Soit n > 1 un entier pour lequel Hn—1. On pourrait travailler comme plus haut en dérivant (deux
fois) la fonction £ —— e2n41(—2). Cette fois, on va intégrer pour changer. Soit £ > 0.Vt € [0, x|,

ean_1(—t) < exp(-t) d’aprés H,_
donc / ean—1(—t)dt < fOI exp(—t)dt
0
soit [—ean(—0)]; < [—exp(—t)],
soit 1 —em(—z) < 1-—exp(—x)
soit exp(—z) < ea2n(—x)

et ce pour tout £ > 0. On intégre une seconde fois : Vt € [0, z].

ean(—t) < exp(—t)
donce / ean(—t)dt < f: exp(—t) dt
0
soit  [—eznst(-D) < [ exp(—0)
soit 1 —eamt+i(—z) < 1-—exp(—x)
soit exp(—z) < eanti1(—x)

et ce pour tout z > 0. On a donc bien H,,.

En résumé, on a Ho et Vn € N*, Hp—1 = Hn. done, d’apreés le théoréme de récurrence, on a
Vn € N, H,. ce qu'il fallait démontrer.
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def ex(x):

eps = 0.3E-15

k=1

a=1

s=1

while a>eps:
a=axx/k
s=s+a
k=k+1

return s

m=5

u=1

for r in range(m):
u=.5%u

ep = ex(u)

for r in range(m):
ep = epx*2

print (ep)

Probléme 2

La fonction ex suffit en elle-
méme pour calculer une va-
leur approchée de l'expo-
nentielle de n'importe quel
nombre. Cependant. on se
rend compte que plus |z
est petit, plus vite la suite
converge. De ce fait, une
idée naturelle est d’utili-
ser l'équation fonctionnelle.
c'est-a-dire de diviser z par
2 puis d’élever le résultat au
carré. Ici cette opération est
effectuée m := 5 fois.

On a la fonction e : z +—
exp(z) — e7(x), et la fonction
kE : = +— exp(z/32) —
e7(z/32)*2. Lierreur est bien
moindre dans le second cas.

2E-10

1E-10
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-1E-10

-2E-10

1. Programmer les vingt-cinq premiers termes de la suite (un)nen définie par

Que peut-on conjecturer ?

un=1—l,
e

2. On considére pour tout entier n € N.

(a) Calculer Io.

1
8 :=/ exp(—t)t" dt.
0

(b) Démontrer que Vn € N, In > 0.

(¢) Démontrer que la suite (In)nen est décroissante.

(d) Trouver une relation entre I'nyp et In.

3. Comment concilier les résultats des questions 1 et 27

4. Démontrer que lim I, = 0.

T OO

Correction 2
1. import math

r=math.exp(-1)

u=1-r

for k in range(25):
u = (k+1)*u-r
print (k+1,u)

1
VneEN, unyr = (n+ Dun — o
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On peut raisonnablement conjecturer que la suile (uy, Jnen lond vers —oo,

2. {(a) Ona

1
Iy = / exp(—t) dt = [—exp(—1t))) = —exp(—1) + 1.
{

{b) On a I,. intégrale d'une fonction positive  les bornes élant dans le « bon » ordre  qui est un
réel positif ou nul.

{c) On a

1 1
VYrneEN, Iny1—In= f exp(—0)(t" ! — M) dt = / exp(—t)™(t — 1) dt £ 0,
0 {

puisque I,y — I, est Fintégrale d une fonetion négative, les bornes étant dans le « bon » ordre.
Finalement. la suite (fn)nen ost déeroissante.

u(t) = (*F! w(t) = (n+4+ )"
() = oxp(—t) v(t) = —exp(—t)z
Les fonctions w' et v/ sont continues sur l'intervalle [ 0, 1], D'aprés le théoréme d'intégration
par partics, on a

{d) Soil n & N, On intégre par parties On pose

1
Tu =/ w(t)v'(¢)dt

0

1
[_Lu+l exp(_t)]:] +{n+ ])f exp(—t)t" de

1
—c+(n+ D,

3. Los deux suites (s )nen o (Fn)nen ont le méme premier terme wo = fo=1-— 5 el vérifient la méme
relation de récurrence. Par une récurrence immdédiate. ceos deux suites sont égales.

Or la subte {In)nen est décroissante et minorde par zéro. done est convergenle vers une limile positive
ou nulle. 1l est est done de méme pour la suite {uy, dnen. Le lait que la suite {4y, Jnen du programme
Python tende vers —oo est un artefact de calcul div une {ois de plus aux erreurs d'arrondi. Rapide-
ment (le lecteur complétera les détails)

a) (classique). Les suites

sonl adjacentes :

La suite (xy) osl croissante car Tp4) — Tn
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La suite {y,) ost décroissante car :

1 1
T rr Dm0 n@)

Yn+rl —¥¥n = Tn+1 —

i | 1
ST T mrDmE D nm)

_ o+ 1) +n—(n+1)?
- nn+ D{n+ 1)!

= 1 <0
T n{n+ D{n+ 1Y

Enfin : lim gy, —2z,= lim
n—too = o0 1’1( ')

centes. Elles ont done une limite commune. De plus, d’aprés e probléme 1. cetie limite commune
est ¢, On en déduit que

= 0. Ce qui précéde prouve que {z,) ot {y,) sont adja-

n n
1 1 1
¥neN, E E<C<m+£ il {6.1)

k=0 k=0

,—[Remarque 17.} \

Pour tout entier n. on a Th <e < yn. On en déduit : n{nhz, < n{nhe < n(nl)y,. Mais
N = n(nlu, est un entier et ni{nlly, = N + 1. Ainsi n{n!)e n'est jamais un eniier, quel que
soit n. 1l en déeoule que ¢ est irrationnel.

n
! 7!
—_ I — pLFeeTy e " —_ A3 . —_ | . her
by vn e N, In = n! E okl Clest vral pour n = 0, et si on a In = 0! R alors
k=0 k=0
n
n! 1 (n+ l)' (n+4+ 1)
= -y — | -=-= - =
Iner = (n+ 1)( " ;:-..k! ) R ( ; ok Tomyl) (n +
n+1 (n+ 1)1
1 — ,? . R ceau “tl fallait vérifier.

]
¢) En multipliant (6.1} par % on a

n n
! ! 1 !
—_— g = — — 6.2
> kST <emtlm 6.2)
k=0 k=0
n | 1
doh 0 < n! — ? < — . Soit 0 < {, < ¢ L Done lim u, =0.
Lo X

=1}
1 3 1 . o
De plus, fpy — I =nd, — o < eyt < 0. Done la suite {f,,} est décroissante.
o
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Remarque 18.}

n!
In est la partie fractionnaire de — | d'aprés {6.2).

d} On considére les suites {wy} vérifiant
1
VYneN, wapr =(n+41)wn — o

et soit {#n) la suite définie par ¥n € N, un 1= wn + In.
La suite (un) vérifie Yn € N, uny = {n + 1).2,. Par une récurrence immédiate, on a ¥n €
N, un = uo.n! et

YreE N, wn =wuw.n! 4+ In,

avecug =wo —fo=wo — 1+ —
e

Lorsqu’on progl'amme la suite fn (calculette, tableur, etc.) on commet une erreur A sur le
premier terme 1 — <. Autrement dit on ajoute un terme A.n! qui va faire tendre la suite vers
400 ou —oo E:lll\a.lll: le signe de erreur A.

4. En majorant exp(—¢) par 1, on a

1
Uéfns/s“dcg L )
o nt+1

Diaprés le théoréme d’encadrement. on a bien lim = 0.
300

Probléme 3 (Intégrale de Gauss)
1. Soit f 'application de R dans R telle que

L]

T
exp|——— 1} dt
p( cosgt)

Yz € R, flz) = /
0

Montrer que. ¥z 2 0, f(z) € exp(—z).

Quelle est la limite de f quand x tend vers +oc?

2. (a) Montrer que, pour tout réel b strictement positif. et tout réel x.

[ <h=explx)—1—2 < 1exp(b) ] [m;—b::»exp()—l—x

5 ex p(—b)mz].

(b) Montrer que, pour tout réel a. il existe une application pq, de R dans R. continue en a. telle
que wela)=0et

0052

[ [
Ve eR, f(z)— f(a)={(x—a) f _casTt dt + a(x)

En déduire que f est dérivable. Préciser la dérivée f' de f .
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2. Seit P une primitive (sur R) de f de 'application u — exp (—ui’).

A tout réel z . on associe l'application Qq, de [ =} -3, 3 [dans R, telle que
VreR, @.(t)=~FP(xtiant).

Montrer que @, est dérivable sur I expliciter sa dérivée,

x L _ 2. .2
vz € R, / oxXp (_u2) du = :0/4 CXP( z° tan L) di
8] o

cos?

Prouver que :

4, Soil g Fapplication de R dans R telle que
vreR,  g(x) = f(=%).
Soil ¢’ sa dérivée.
b
Montrer que Ve € R, ¢'(z) = —2exp (—2:2) / oxXpP (—Lz) dt .
{

Que peut-on dire de la fonction k telle que

T 2
vreR, h{z)=glz)+ (/ oxp (_52) dt) ¥4

Quelle est ]a limite de f[f oxp (—tz) dt quand x tend vers +oo?

Correction 3 (Intégrale de Gauss)
1. Soit 2z 20. Ona vt e [0, %1.0052t$ 1 done

2 x puls —

d <
cos2 { cos2g T

et exp (——*a—t) % exp(—x). On en déduit que

T~

T

f@) = f e (-2 a

T

K
= / exp(—xz)de
0

puisque 7 £ 1.
On a claivement f(z) 2 Opour tout z 2 0. Comme lim exp{—z) = 0, on en déduit, via le théoréme
r—r4ox

d'encadremoent,
lim f{x)=0.

r— 4o

2. (a) Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle | —oo— , b par

dlzy=exp(z)—1—2 - éexp (b) 22
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La fonction & est {deux fois) dérivable et
Vre]—oo, b, d'(z) =exp(x) — 1 —exp(b)zx, et &"(x)=exp(x)—exp(b).

On aVe € | —co—, b],d"(x) < 0. (0) = 0 et '(0) = 0. On e déduit les tableaux de

variations

z —0a 0 b
o' (z) | +oo — -
+oc
&' (x) T —
&' (b) < 0

On en déduit que ¥z €] -0, 0], ¥'(x) 20et YV €]0, b], $'(z) < 0 d'on le tableau de
variations pour & sur l'intervalle | —oc , b .

T —0 0 b
&' () +00 + 0 — &' (b)
0
() / \
—0 b(b)

On en déduit que ¥z € | —o0, b ], ®{z) € 0. ce qu’il fallait démontrer. Soit ¥ la fonction

définie sur l'intervalle | —b , 400 | par
1 2
¥(zr)=exp(z)—1—z— Eexp(—b)x .
La fonction ¥ est (deux fois) dérivable et
Ve e] —oo, b], ¥(x)=exp(z) — 1 —exp(—b)z, et ¥'(z)=exp(x)—exp(-b).

OnavVre] —b, +o0],¥"(x) > 0 puis ¥(0) = ¥'(0) = 0.
L’étude des variations de ¥ sur U'intervalle | —b , 400 | conduit — comme précédemment — 4

exp{(—b) z°.

WA

Yze] —oo, b],exp{x)—1—2x 2

{b) SoitzeR.on a

f(z) - fla) = /07 [exp (—%) —exp (_%)] dt
= /(:7 exp (—cogg 5) [e}(p (_fo;;:) - 1] de.
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Soit maintenant b > 0. Lorsquion prend z € [a—b, a+b]onadlafoisz—agboetz—az —b

T—a T — .
et par conséquent. vt € [ 0,3 } ol 2 —boel — pv— £ b On a done d'une part
rT—a r—a (x —a)?
P ( cos? t) 1+ cos 25 Cxl > (5) cost
—a z—a _ 1 (x — a)?
1 o - - > =
ol exp ( cos? !.) cos?t © 2 exp(-5) coslt

En multipliant par exp (—ﬁg—t) el en intégrant ces deux inégalités pour { € [D . ]

(z - a)’ Foxp(-gh)  _ (@—a)
- — - < .
5 Aexp{=b} g f(z) - fla)+ (z —a) ; o2 ¢ dt € 3 Aexp(b).
% oexp (— =2
en posant A = f M dt.
0 cos
. T x—a r—a
En particulier, on a pour 0 < |x — a| < &. 5 Aexp(—b) € pa(z) 2 3 Acexp{b). On a

—a r—a , . L .
Aexp(-b) = llm Aexp (b) et par conséquent, d'aprés le théoréme d'encadre-

mont hm waf{z) =0= f,oﬂ(O)

z
]ll‘l‘l
—+a

Autlemem dit, la fonction p, est continue en a.
On en déduii que

vzeR\{a}, [Z=LD_ [_/1Wdt+%(a:)

done lim M
Fr— T a

en a ot ce pour tout réel a. De plus

I eXp ——"1—
existe el vaul — f" ( ‘) dt+0. C'est bien dire que f est dérivable

i) cus*

Fo (cgi)

cos2t

Va e R, f'(a)=—f

4]

3. La fonction @, est dérivable sur I comme composée de fonctions dérivables sur f. De plus.

viel, Q) = P'(:c tant) =

] oxXp (—332 Lal]2 E) .

On en déduit que Yz € R,

% oxXp (—132 l.i'll]2 E) % p
T dt= | QL)de
L

.2
cos< 0

= [Qu(0)3

= Q:(3) - Q=(0)

—p (:c Lan(%)) — P(ztan(0))
= Pz) - P(0)

¥
=/ cxp(—uz) ca.
0
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4. 1Xapres les opérations sur les dérivées de fonciions composées. on a Vo € R.

g'(z) = 2z (z%)

% oxp (_ c:*-; -'.)
= —2:::/ —_— e d’aprds la question 2b
1

cos2 ¢
a 2 2
7 oxp {(—z*(1 + tan” ¢)
= -2z ( 5 ) dt puisque —— =1+ tan’s
0 cos<t cos< i

T exp (—:1:2(1 + tan? ) "

—2zoxp (—:cg) / o2 1

{
x
—2oxp (—3:2) / oxp (—ti’) dt d’apres la question précédente.
4]

[Yaprés les théoremes sur les somimes ot produits de fonetions dérivables, on peut dire que la foncetion
h ost dérivable sur R et que Yz € R.

x
B (x) = g'(z) + 2exp (—Lz)/ oxXp (—ti’) de
4]
Fx x
= —2exp (—:cg)-/ exp (—Lz) dt + 2exp (—:cg)f oxXp (—Lz) dt
{l {l

=0,

[.a fonciion h est done constante sur I'intervalle R, De plus

h(0) = g(0) + (f exp (—¢%) dt)
= f(0)

a 0
_—[] oxp (_0052{,) di

=_/' dt
1

l
4

2

EE]

[Yapres la premiére question. ona  lim  f(z) =0, done lim g{z}=0.0r lim h{z} = h(0) = Ly
r— 4o =00 r—4ox q

x 2
On en déduit que  lim (f oxXp (—£2) clt) =I
r—rox 0 4

N x . + . 2 . - N
La fonction F' : z+— | oxp (—tg) dt ost croissante swr R, Elle est majorée (sinon au n'aurait pas

. T . o . (s T
lim F‘z(:c} = T)' Done la fonction F admet une limite finie € > 0 en +oo vérifiant de plus €2 = =
— o ‘

1
x
lim / oxXp (—tg) de = ﬁ
{

r——+o0 2

T
Donce

Probléme 4 (Intégrale de Gauss 2)
1. SoitneN" nz2etsoit z€ [0, /n[ Démontrer que

2 \" 2\ 7"
(1 - —) % exp(—:rg) £ (l + —) .
7 n
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En déduire que

vn 22\" vn vn 2\ 7"
f (l - —) dr € / exp(—:cg)d:c £ / (1 + —) dz.
4] n 1] 0 n
Vv 22 n 1
/ (1——) dx=ﬁf (1 — 42" du.
0 n 4]

3. En effectuant le changement de variable z = \/n.

2. Démontrer que

. démontrer que

)
V1 —u?

N 2\ 7" /3 _
f (1 + —) dz = Jﬁ/ (1 — 4% %2 du.
0 n 0

On pose pour tout entier m € N,

1
I :=/ (1 =™ du.
0

—

. Démontrer que Vo 2 2,

W
Vil € f exp(—2°) dz € Valan-s.
4]

5. Caleuler fy et [y,

6. En intégrant par parties, démontrer que

m+ 2 [
m+3

Vm E N, 17n+2 =

7. On considére la suite définie pour m € N par G := (m + 2) fin41 Iin. Calenler Go et (4
que la suite (G )men st constante, Caleuler celte constante.

8. [émontrer que
VmeN, YT €R, T + 2T i1 + a2 2 0.

9. En déduire que
vmeN, 12, € Inlmie.

10. Démontrer & laide de {6.3) et de (6.4) que

. m m+ 3 2 m m+ 1
b4 N, —— | ——Gm smi;, .
m € "m+2Vm+2 " M S 2 m

En déduire la limite de la suite (mf32)men.

N
11. [Mémontrer que lim / exp(—z?) dz = ﬁ
=0 0 2
¥
12. [Mémontrer que lim f cxp(—tz)dt= ﬁ
X =k o 2

289

(6.3)

. Démontrer

(6.4)
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Correction 4 (Intégrale de Gauss 2)
1. Diaprés I'étude du paragraphe 6.1, la suite (#n ), 5.2 définie par

o n P —n
Vi > :::2, Uy = u,‘(—a:z) =11- i ot vu(x) = ! =(1+ il .
n tn(—x) 7

est crolssante ot converge vers exp(—22). et 1a suite (Un)ynsq2 définic par
ay —n
2 2 z
V> a°, vn = va(—2") = (1+?) .

est décroissante el converge vers exp{—2z2). L encadrement demandé en résulie,
En intégrant cette double inégalité entre 0 et /n. on a le deuxiéme encadrement.

2. On cffectue le changement de variable © = u.\/n. Le résultal en découle sans difficulté.
2

3. On ade = Vo 1 u du= ot m L e

. nadar = 1. (]—1.&2)1/24_(1—&2)3/2 U = ﬂm U = nm w, ¢

1+$— =1+ ? = ! Enfin on a (1 — u?)2? = nu® soit u? = i Pour z =0 on a
n 1—u2  1—u2 - ) T n+z? -

u=DeLpour:c=\/f_zonau=E.

Le théoréme de changement de variables assure 'égalité des deux intégrales,

4. Cela résulte des deux questions précédentes et de la majoration

1/v2 1
f (] _ u?)n—:i/‘z du g f (] _ u?)t&—fi!? du,
0 o

Iintégrande étant positive (el les bornes dans le bon ordre).

id . . . . .
5 Onafo=1ct ) = 1 {Aire d'un quart de disque ou changement de variable u = sint).

1 ]
6. Soit m € N. On a fs2 =f (=21 =By dt = I —/ 21— Y™ 4.
() ()

u(t) = ¢ i) = 1 . )
On pose V() = (] — 2y o) = _ml_g(l _ 2ylemy Les fonctions «” ot v
sont continues sur l'intervalle [0, 1]. [Yapres le théoréme d'intdégration par parties. on a
_ 2 2y 14m/27} 2
Imsz = It —= [0 =) FT] s g
=(}
- -1y
- m m+2 m+2,
soit [ (1 + ;) = |
b m+2 mt ) m+ .
. m
5011 17n+2 = m+ 3]"1,-
7. OnaGo=2hln=2x T x1=7clGi=3kh=3x (%1(,) xT=1.
Soit m € N. [D'aprés la question précédente. on a
m+ 2 m—+ 3
]m+2 = I, done Im+3 = w1

m+3 m+ 4
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En multipliant ces deux égalités entre elles on obtient

m+ 2

m__Hfm+lIms

Jrm+:<l !,m+2 =

s0it Gy = G, Los tormes de la suite (G )men sont dgaux de deux en deux. Comme les deux
premieors sonk égaux, ils sont tous égaux.

8 SoitTeR. Ona
]
T + 2T i1 + foga = / (1 —u?y™/? (T2 +2T7/1—u2 + (1 - u?)) du
0

! 2
=/(1—u2)m/2(T+\/1—u2) du
1
=0,

l'intégrande éiant positive.

9. Le trinéme du second degré de la question précédente ne prenant que des valours positives, sont
discriminant A est négatif :
2
A= "”m+l - -’”mlm+‘2 % Os

ce qui donne le résultat annoncé.

10. Soit m & N*,
» On part de

iy < v 1m+2]m dapres {6.4)
m+ 2 A
done iy < m!,nlm d'apres (6.3)
m+ 3
i I < I
caonc m+1 m+ 2 m
m+ 3 2 e
done mfmlmH” —— < mi en multipliant par miag,
m m+ 3 .
done m_-l-?Gm‘ f o < mil3 cn utilisant Gm = (m + 2) Lot 1 Im.
» On part de
Im € VTmerlno d’aprés (6.4) pour m — 1
done Im < \/m;; ! Imsrlmyr  dlaprés (6.3) pour m — 1
done Im € In+ m_—l-l
m
done mlfn < mhnlna mT-I-l en multipliant par m/fm,

m m+1 -
done mlfn < m_-l-QGm" f e en utilisant Go,, = (m + Dl ns1 .

On a bien l'encadremoent sounhaité.

N e m m+3 T
A gauche, on a Gy, = — oL lim « = —,
& mEr e mr2 "V mtr2 2
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A : X m+ 1 T
A droite. on a lim Oy | — = =,
m—ocu M+ 2 m 2
\ N P . . T
[Y’aprés le théordme d’encadrement. on a lim miZ = =
m—soo 2

+ P N N i)
On pose pour m € N, Jn, := /mln 2 0. La question précédente dit que lim mil = \/g

F— o0

Nous savons que. pour n 2 2.

W
ﬁfznsf exp(—2°) dz < VAlan_s
()

1 vh 7
) /
—Jy, < - €, ——Jon_3.
\/§J2n ‘--..‘/[; oxp{—z°}dr £ T SJzn 3
} 1 vn
Or lim —2 done d'aprés le théoreme d'encadrement. oin a lim f exp(—a:g)d::: =
n—ou n—r o iy

depuis la question 4. soit

%

T £
\/_ 27
La suite wy = [U‘/'—‘ exp(—2z2) dz converge vers % Donc d’aprés la définition de la limite d'une
sulite.
Ve >0, 3A € N,Vn 2 4, @—8<wn< @H.

Soit £ > 0. La fonction f : x +—— f{f exp(—£2)dt est croissante sur Vintervalle [ 0, 400 [. Soit
€0, 400 |etlsoilt n:= |_a:2J. On a wy, € f{zx) € wye. Done @ —e< flz) < @ + £ pourvu

s
que 2 2 A. Cest. bien dire que lim flz} = %

— 0

Probléme 5 (Formule de Stirling)

i
2,

Etudier les variations de la fonction définie par f(z) := (x+3).(14+7) pourz >0

Etudier la fonction définie par g{z) := (:x: + %) .In (1 + %) - m pour z = 1. {On pourra, pour
étudier le signe de la dérivée seconde, introduire t = (x 4+ 1).x )

n4142
Démontrer que les deux suives u, = v oL Uy = Un. CX] (Tln) sont adjacentes. On appelle £ la
=4 H
limite commune,
wi2
On pose wy = cos”™ zdz. Démontrer que la suite (wr)nen ost décroissante. Trouver une relation
4]
CNLre Wy oL wyaa, Calculer wy,.
2
) (24..... 2n) T {24..... 2n-2n%2n . ..
Démontrer que ¥n € N, € = < En déduire 1'exis-
' T{3.5..... 2n-1)22n+1) ~ 2 7 (35..... (2n—1))2

411( |)4
tence de L = lim ————=. et calculer L.
n— n[(2n}]

5. Caleuler ¢,

En déduire un encadrement de n! pour n = 1

LA . n
On pose pour n 2z 1. zn ;= V270 (E) . Démontrer que lim — = 1.

=0 z-n

Donner des valeurs approchées pour 10000 et pour zipno.
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. 1 1 1 2+ 3 1
1. l’oula:>0.f’(:z:)=]n(1+§)+(:c+§)x(—ﬁ)x1+%=]n(1+é)—m=ln(l+;)—
1__1
2 2Ax+1)
P e 1 1 1 =2(z+ D+ (z+1)7+4°
@ = -t oy 2@+D W T a1 322z + 1)2
(:z:+1—a:)2_ 1

()

> 0.

22z + 112 222(x+1)2

On en déduit que f’ est croissante sur 0, +o00[. Comme lim f'(z) = 0. on en déduit que vz >
s g 4]

0, f'(z) < 0 et par suite que f est déeroissante sur |0, +o0].

De plus, o a en +o0 f(x) ~ {z+ %)% ~ 1. Done lim f(x) = 1. En particulier. v > 0, f(x) > 1.

o w41, | |
COnaVz>0.9@ =@t sEr T T Y T ey T e
1 2 | 2

" — 1 _ _ _ _
G@ =L - Ea T ThREilP DEEiE R ErD

_1 2 _ 1 _ 1

6 \z2(z+1)2 z(z+1)® z3(x+1)
12z(z+ 1) - (z+1)° -2° 1
6

3@+ 1) = & <

On en déduit que ¢’ est décroissante sur |0, +oof. Comme lim g'(x) = 0, on en déduit que vz >
X

0,9'(z) > 0 el par suite que g est strictement croissante sur )0, +oof,
jomime on a lim g{x) = 1. en particulier on a Ve > 0, g(z) < 1.
s g 4]

On a. pourn 2 1, u::] = E;:(]?Z?:;/; n‘:?;? = (n+ UMUQ. Done In (u;:l) =f(n)—-1>0,
Done % > 1 et donc la suite (tn }ny ost croissante.
n
Ona. pourn > 1, 2 = (1:: TRk in?:!2 exp (m) _(n+ 1)+172 oo (m ) %)
Up ertlin + 1) pr+l/ oXp (%) (41}
Done In (u::]) = f(n)-1- m =g(n)—1 < 0, Donc v“:‘ < 1 et done la suile (vn)nz1 st
décroissante,

Soit enfin £ = lim wva. puisque up = vn.oXp (—%) on en déduit que (talpy converge vers la
n—koms

iméme limite,
n/2

Intégrales de Wallis. On a wn41 — wp = cos” z(cosz — 1) dx. Comme cos™ z(cosz —1) < 0

{)
o en déduit wyp ) — wy, < 0 ce qu'il fallait vérifier.
x)2 w/2
R 2 L I
Wy — Ways = cos” 2{l —cos” z}dx = cos” xsin® xdx.

o 0
el

wiz)=sinzcos"z ulxr)=- cos™tl

1
n+1

On intégre par parties :
v(z) =sinx v (z) = cosx

1
n+1

Wn 42,

/2 1 Tf2 .
cos™ ! 2 sin a:] + cos" T xdz =0+
o n+1

Dol wy —w = [—
" n2 0 n+1
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1 n+1
Dol un, = (1 —) w s0it w = Wr.
n +n+1 42 S n+2 ’ﬂ,-l-Q n
On peut ainsi calculer les wy, de deux en deux. en partant de wo = % ou w; = 1.
Donc w _2n—1w _ _2n—12n-3 17
T T MTET T Top m 2729
et w _ 2n w _ _2n 2n-2 21
P T ot T T T any1m—173
En écrivant wany1 < wan < Wan—1 on obtient
2n 2n-—2 2<2n—12n—3 17r<2n—2 2
2n+12r—1"""37 2n 2n—2"7722 T 2n—1"""3
. - . I 2n-—2 ) , ,
Soit en multipliant chaque expression par 5 193 ...2 on trouve bien le résultat annoncé.
Maintenant on multiplie en haut et en bas par les facteurs pairs 2,4, ...,2n (au carré) pour recons-

tituer les factorielles de 2n au dénominateur. On obtient alors :

(2.4.....2n)* T (2.4..... (2n — 214 (2n)*
vneN, (2.3.4.5.....(2n — D(2n)2(2n + 1) S s {(2.3.4.5.....(2n — 1){2n))2

On extrait ensuite les facteurs 2 pour obtenir les factorielles de n au numérateur. On obtient alors :

(nh)? T (nh)?
(22 (2n+ 1) ~ 2 ~ [(2n)2(2n)

247 (nt)?

n[(2n)1]°
d’aprés le théoréeme d'encadrement. I existe et vaut .

2 1
nt et la deuxieme 2 r < Wh

En posant W, = - 3

. la premiére inégalité s’écrit Wr <

TR

,—[Remarque 19.}

Les intégrales de Wallis ont été vues dans le probléme précédent. Plus précisément. le changement
de variable ¥ = sin x montre que

1 w/2
Iy = / (1 —u*)™ 2 du = / cos™  zde = winy.
0 o

nyd on4d
On sait que n! ~ % r n2 d'ou (2n})! ~ %(Q?BTQ donc. d’aprés la question précédente, m ~
4n 1yd in+2 2 _An in dn+2 4n
2 (n.)2w4ﬂl4ﬂ4 z ft; 1™ f 1 TZ 1 ETLNL:;-PMSCIU‘3€>O-€:—I -
n[(2n)!] ¢ elm n (2p)int 24n+1 pintly edn g2 ¢ NGO

Puisque les suites u,, et v, sont adjacentes. on a u, € £ < vp. ON A

nﬂ.-f—l[‘z 1 nn+l[2 1
= < .
en! T Jor = etnl exp (1211)

ny\”" ny\" 1
" — < nl < T — — .
2n(e) HEN % QR(E) EXp(IQ)

Soit
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T
7. Onen déduit que z, = V280 (g) esl un équivalent (simple) de nt. On a logy(z1000) = 2567, 60161
10HI}
4 107° pros. Done zoo = 10267 x 10%%M16 = 1 0235 x 10%°°7, De méme on calcule Z logn k =

k=2
2567, 60164 & 1073 pros. puis 10000 = 1, 0239 x 10%%7, Le facieur correetif vaut exp (1m0m) =1 +e

avec ¢ & peu pros égal a ﬁ de l'ordre de 107%, On ost done (largement) dans les clous.
Probléme 6 (Bac C, Lille 1981)
Partie A

On appelle F Pensemble des applications f continues de R dans R vérifiant

V(z,y) €R%, fle+y)f(x—y) = (f(@) () (6.5)

el. f{(OYz=0.
1. Vérifier que la fonction f : x e R—s 9-= appartient a I,

2. Ecrire ce que devient la relation (6.5) dans chacun des cas suivants :

Quelles sont les valeurs possibles de f(0) 7
3. Montrer que f(0) = 0 si. et seulement si f ost Papplication identiquement nulle notée 0.
4. On suppose que f sannule pour une valeur a # 0.
(a} On considére la suite (Un)nen définie par
a
Vn E N, Un = 2_“’
Montrer que la suite (Un)nen ost convergente et déterminer sa limite.

(b) Aleontrer par récurrence sur Uentier n que pour tout n € N, f(/,,) = 0 (utiliser la question 2).
En déduire alors que f(0)} =0.

5. On suppose [ # 0. Calculer f(0). Montrer que f ne s’annule jamais et que. pour tout z iéel. f(x) > 0.
Montrer que f est une fonction paire.

Partie B
Soit G 'ensemble des fonctions g de R dans R définies par
If € F -0, vz € R, g{x) = In[f(=)].
1. Montrer a l'aide de la relation (6.5) vérifiée par f. que tout élément g de G vérifie la relation
V(z,y) € B2, g(z + ) + g(z —y) = 2(g(x) + g(y)). (6.6)

2, Déterminer g(0) et montrer que g est une foneiion paire,



296 CHAPITRE 6. EXPONENTIELLE ET LOGARITHME

3. Montrer a laide de la relation (2) que
vneN, vreR,  g(nz)=n2g(x). (6.7)

Montrer que la relation (6.7) reste vérifiée pour tout z € R et tout n € Z,
4. Montrer que
Yr €Q, vx € R, glirz) = r'?g(:c).
(on pourra poser r = Ep oulpeZetge N ).
On pose g(1) = A. En déduire que ¥r € Q, g(r) = Ar?. En déduire f(r) pour tout r € Q.
Partie C

On admet dans toute la suite que les fonetions de F distinetes de O sont les fonctions de la forme fy.
oll A cst un paramotie réel queleonque. définies par

2 _ At
vz € R, Ix) =",
On note Cy, la courbe représentative de fi dans un repére orthonormé (0: 7, 7).
1. Etudicr les variations de fy suivant les valeurs de A, Pour quelles valeurs de A la courbe Cy a-t-clle
une asymptote?

2. Montrer que si A > 0. il existe sur Cx deux points Ay ot I3y en lesquels la Langente passe par origine.
Exprimer les coordonnées de Ay ot £25 en fonetion de A > 0. Quel est I'ensemble foriné par les points
Ax et By lorsque A varie?

Correction 6 (Bac C, Lille 1981)
Partie A

1. On a pour tout réel z, ln2(f(x)) = —2%. On a donce pour Lous récls x et ¥,

Ina(f(x + y)f (2 — ) = ma2(f (2 + ) + n2(f(z — y))
=—(z+y)’ - (x-y)°

= —=2(z” + 3%
= 2In2(f(2)} + 2In2(f{y))
= Inz(f(=)* f(9)*)
Done f{x + y)f{z —y) = (J(2) S (y))*.
2. En spécifiant x := 0. on obticnt
vy eR, J)f(—y) = fO)’f(y). (6.8)
En spécifiant y := (. on obtient
vz €R, f(z)f(x) = f(x)*f(0). (6.9)

En spécifiant x := y. on obtient

vz € R, [(22)f(0) = f(z)". (6.10)
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3. Si f =0 alors on a clairement f(0) = 0.

Inversement. si f # 0, alors il existe z € R tel que f(z) # 0. On a alors f(x)% = f(2)2f(0)%. On en
déduit f(0)2 =1 et f(O) #0.

1. (a) La suite (Un)nen st une suite géométrique de raison 3 Elle est done convergente ot de limite
nulle.

(b) Soit P, la proposition qui dépend de U'entier n € N : f(U,) =0.
Puisque Uy = a, on a f(Uo) = f(a) = 0 done on a bien Puo.
Soit n € N un entier pour lequel Py, On spéeilic ©:= U, 1, on a 2z = U,. Dans 6.10 on obtient
SUne)t = JUR)F(0) =0, daprés Pp. Done f(Uni1) =0, done on a bien Pry.
Po
vone N, P, = Pnn
riame 1 page 3 du cours de premidre). on a ¥n € N, Py, ce qu'il fallait démontrer.
5. Onavua la question 2 que f{0) € {—1:0:1}. On doit écarter ici f(0) = 0 puisque f # Ot f(0) = -1
puisque f(0) = 0. Reste f(0) € {—1:1}.
Supposons qu'il existe ¢ € R. tel que f(a) = 0. La suite (f(Ua))e converge vers zéro puisqu’elle
ost constante. [Yauire part [ est continue en zéro et lim U, = 0. Done d'aprés le théoréme de

En conclusion, on a } done. d'aprés le théoréme de réeurrence (théo-

composition (12 page 111 du cours de premicre) on :_’Ici‘;u f(U,) = f{0). DrYaprés le shéorome
d'unicité de la limite (8 page 51 Loujours dans le cours ?c‘lgol‘;rmuibre). ona f(0) =0 donc f =0
d'apreés la question 3.

Par contraposée, si f # 0 alors Va € R, f(a) # 0.

Maintenant. supposons par Pabsurde qu'il existe & € R tel que f(b) £ 0. Comme la fonelion f est
continue sur f:= [0, 8 (ou §:=[b, 0] si b < 0). d’aprés le théoréime des valeurs intermédiaires, il
existe @ € [ el que f(a) = 0 ot par conséquent. f = 0 d'aprés la question 3 ce qui est exelu.
Onadone vz e R, f(x) > 0.

Soit = € R. d’aprés (6.8) en spéeifiant y := z. on a f(z)f(—z) = f(0)2f(x)? et puisque f(0) =1 et
Jzy#£0.0na f(—z)= f(x). et ce pour Lout x € R, Done f est une fonction pairve.

Partie B

1. Vérification immédiate.
2. Soit f € F-0, vz € R, g(z) = n[f(x)]. Puisque f # 0, on a f(0) = 1 donc g(0) = In(1) = 0.
3, Soit t € R Soit Hy la proposition qui dépend de lentier n € N : g(nt) = n?g(1).

O a clairement H;. Dalre part Ho a été vérifié plus haut,

Soit n € N* un entier pour lequel on a Hy, et He_q. En spécifiant x 1= nt el y:= ¢ dans (6.6). on a

gnt + ) + g(nt — £} = 2[g(nt) + g(1)].

On en doduit

g((n+ 1)ty = 2n°g() + 2g(¢) — (n — 1)’g(1)
=@2n® +2-n" +2n— 1)g(t)
= (n® + 2n + 1)g(t)
= (n+ 1)%g(0).
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On a done Haps.

, . Py ey L .
En résumé. on a donc. d’aprés le théoreme de récurrence, onaVn € N, Py
YnelN, P, = Pni

ce qu’il fallait démontrer.

4. SoitIER.Soitr::gEQoﬁpGZetqEN‘.Onposet:zg.

1
D’apres la question précédente. on a g(x) = g{gt) = g°g(t). donc g(t) = — g(x). Puis
q

g(rz) = g(pt) = p’g(t) = p° x %9(37) = r’g(x).

En spécifiant z ;== 1. 0on a

Yr € Q, g(r) = g(rz) = 1"29(1) = Ar°.
On en déduit en prenant I'exponentielle des deux membres,

Vr e Q, f(r) = exp(g(x)) = exp(Ar?),

en posant A = In(f(1)). {On rappelle & cet effet que f{1) > 0).

Partie C

,—[Remarque 20.}

Pour démontrer le résultat admis. on considére pour tout réel z et tout entier n € N,

Un = 107710z et vp := un + 1077,

{On a uy la valeur décimale approchée par défaut de x & 107" prés, voir travaux dirigés 1 page
90 dans le cours de premiére).

On a par définition de la partie entiére (définition 3 page 64 du cours de seconde).

[10™ x|
done Un

10"z < [10"z] +1

<
~..<‘_ 10’11‘ < Un + 10_ﬂ
\_\,_/

=Un

et 10[107xz] < 10"*'x. Donc 10[10™z] est un entier inférieur ou égal & 10™x. Il est donc inférieur

ou égal a |10"*1z]. En multipliant les deux membres par 10~(**1) = 0 on obtient u, < tny.

La suite (u,),, est donc croissante. majorée par x. Elle est donc convergente (théoréme 19 page

59 du cours de premieére). Soit £ := nlin;u un. D'aprés la conservation des inégalités larges par
o

passage & la limite (théoréme 10 page 53 du cours de premiére) on a donc € < x.

On a aussi lim vp = €. Toujours par conservation des inégalités larges. on a x < €.
1—0a

Moralité : On a une suite (un),, de nombres rationnels qui converge vers x.

Daprés la Partie B. on a Vr € N, f(ua) = exp(,\uﬁ). Comme la fonction exponentielle
est continue en Az?. on a lim exp(AuZ) = exp{Az?). Par ailleurs. d'aprés la continuité de la

n—00

fonction f en x. on a lim f(un) = f(x). D'aprés I'unicité de la limite, on a f{z)} = exp(Az?)

avec A = In(f(1)) et ce pour tout réel x.
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On étudie les variations de fy sur [0, +oo avant de compléler par parité.

e Si A= 0 alors la fonction fx ost constanie, et Cx admel une asymptote d'équation y = 1.

e Si A > 0 alors la fonetion fx est strictement croissante sur [0, +oof. et lim  fi = +00, done Cy
4o

n‘admet pas d'asymptote. Si A < 0 alors la fonetion fi est strictement décroissante sur [0, +ool,
et lim fy =0, done Cy adimet une asyimptote d’équation y = 0.

4o
IYaprés les théorémes généraux. la fonction fy est dérivable sur R. OnaVa € R, fi(a) = 2hacxp(ra?)
La tangente a €y admet au point d'abseisse a une équation

y—f(a)= fi(a)(z - a).

Pour que l'origine appartienne & cctte tangente, il faut et il suflit que f(a) = —afi(a). soit, aprés
TP . 1
simplification par exp(ia?}. 1 = 2Xa? soit encore A = + e
1 1
Donc on a par exemple Ax TR ve | ew Ba| - TR N

Tous les points Ax et 3y appartiennent 3 la droite d'équation y = /e.

Comme la fonction A €)0, +oo[— x réalise une bijection de 0, +oo[ sur lui-méme, 'ensemble

formé par les points Ax ot B est done la droite d'équation ¥ = /e privée du point de coordonnées

(o ).
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L’idée de ce chapitre est d'établiv les propriétés des triangles semblables et des triangles égaux, afin
d'accéder aux problémes de géométrie de (grand-)papa.

Accessoirement, la connaissance des triangles seinblables permet de résoudre des problémes d'optique
géométrique.

Dans tout le chapitre. le plan complexe est rapporid a un repére orthonormé diveet (O: ﬂ, 7).

7.1 Similitudes directes

~{ Définition 1.} \

On appelle similitude directe toute transformation du plan f pour laquelle il exisic @ € C*
ot b € C et Lelle que pour Loul point M du plan d’affixe z on ait son image M’ := f(M) d’aflixe
2 avee 2’ = az + b,

Soit @ € €* ¢t b€ C. On notera dans toul ce chapitre, fqp la fonction de € dans C définie par

VzeC, fau(z)=az+b

Exemples 1
1. Sia =1, alors f est une translation. Clest le vecteur d'aflixe b, [nversement toules les translations
sont des similitudes directes,

2.8 a=%e R et b=0 alors f est une homothétie de centre . Inversement toutes les
homothéties sont des similitudes directes.

2. Sia=exp(i@) et b= 0 avec 8 € R. alors f est une rotation de centre O et d’angle 8. Inversement
Loutes les rotations sont des similitudes directes,

Théoréme 1
La composée de deux siinilitudes directes est une siinilitude directe.

Démonstration 1
Soita,a’ €eC* el b)b €C. Ona

V2 €T, (fap 0 farp)(2)=alaz+b)+b=aa'z+ab +b.

Dol fap o fa-‘,b" = fna’,ab'+b- =
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7.1.1 Des matrices

~| Remarque 1. } \

On sail  depuis le paragraphe 13.3 page 586 du cours de premiére  qu'on peut associer 4 la
a b
o 1
On peut vérifier que le produit des matrices Mgy - Mg/ o5t alors associé & la composée fp 0

fonction fa.6 la matrice Mgy :=

fa’,b’ = faa",ab’+b-

Théoréme 2
Toute similitude directe est une bijection du plan. et sa bijection réciproque est une similitude directe.

Démonstration 2
Soit a€ C* et be C. On a M, de déterminant a # 0 done Mg, est inversible ot

_1_11—6_%—72_
M“’b_a(D a)_(ﬂ 1 _M:’:r%‘

Yz e C, (fa,bof_&’_f_:) (zy=z= (f_(.x___% Ofa,b) (2).

On vérifie alors que

Dol f78 = f1 _s.

[T

Remarque 2.

Objectivement. il y avait plus simple et plus direct !

Théoréme 3
Toute similitude directe est une composée de rotation d’homothétie et de translation.

Démonstration 3
Eneffet. powrtont ke R* tout 8 e Ret tout be C.ona

Jeexpamp = 16 © Seo 0 fexpiin,o-
translation  homotheiie rolalion

Ce théoréme donne une démonstration immédiate du théoréime précédent !
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7.1.2 Point fixe

Théoréme 4
Toute similitude directe. qui n’est pas une translation, admet un unigue point fixe.

Démonstration 4
En effet. si ¢ # 1, 'égunation du premier degré az + b = 2 d'inconnue z € C admel une unique solution

b : . s .
w:= ——. De ce fait, fyp n'est pas associée & une translation. a

—~| Remarque 3. | .

Liidentité du plan est a la fois une translation (le vecteur nul}, une rotation (d’angle nul} et une
homothétie (de rapport 1). Dans les deux derniers cas, n'importe quel point du plan peut étre
choisi comme centre,

Théoréme 5
Toute similitude directe, qui n'est pas une transiation. est la composée commutative d'une rotation
el d'une homothétie,

Démonstration 5

En effet. si ¢ := kexp(if) # | avec k € R* o1 8 € R. alors, en posant w ;= T e
faplz) = az+b
w = aw + b
fap(z) —w = kexp(if)(z —w)

On voit ainsi que la similitude directe associée & fi cxp(io) b €51 la composée commutative de la rotation de
centre d'affixe w et d’angle @ et de I'homothétie de centre d'affixe w et de rapport k. O

7.1.3 Propriétés géométriques

Théoréme 6
Toute similitude directe associée & fo 6 multiplie les distances par [a].

Définition 2 (Rapport de simi]itude).j

Le nombre |a| s'appelle le rapport de la similitude associée & fa 6.




7.1.  SIMILITUDES DIRECTES 305

Démonstration 6
Soit A et 12 deux points d’alfixes respectives z,4 et zy ainsi que leurs images A" et 13 d’affixes respectives
zihet 2. On a

A B =12 — 24l = lazp + b — (a24 + b)| = lalzi — 24)| = la| X |23 — 24| = 2] AB.

Théoréeme 7
Toute similitude directe conserve les angles orientés et les rapports de distances.

Démonstration 7
En effet. ¢’est le cas des translations. des rotations et des homothéties. et par suite de leurs composées. O

Sinon on peut calculer directement. Soit A, I3 et ' trois points distinets d’alfixes vespectives za, zp ot
z¢: ainsi que leurs images A, B3 et ¢ d'affixes respectives 25,2}, et zi.. On a

—— ot _ _
(A’c', A'B’) — arg (z“—z") = arg (M) = arg (%) = (F m)
T A~A

o 2:1, a(z¢: — za)

Un petit lemme bien utile ;

Lemme 8
Soit A et I? deux points distinets du plan. I existe une similitude directe qui transforme A en O et 13

en [ d’aflixe 1.

Démonstration 8
En effel, en appelant za el zp les aflixes respectives de A el 13, et f définie par Vz € C, f(z) = (255 —

zpa)z+ z4.0n a f(0) = z4 et f{1) = zp. Done la similitude direete associée & f~! convient. O

Avec comme conséquence le

Théoréme 9
Soit A et B deux points distinets du plan. Soit ' et [ deux points distinets du plan. Il existe une

similitude directe qui transforme A en C et 13 en 1,

Démonstration 9
En effet. en appelant f une similitude directe qui transforme A en O et 13 en I el g une similitude directe

qui transforme Cen O et D en [,
Alors b := g~ o f est une similitude directe. De plus A(A) = g~ {(f(A)) = ¢~HO) = C et de méme,

h(B) =g~ (f(B)y=g"' ()= D. O

Théoréme 10
Les similitndes directes conservent les barycentres,
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Démonstration 10
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Soit 2, 2a9,..., 2, los aflixes respectives des points Ay, As, ..., A,. Liaffixe z¢; du baryeentre ¢ du systéme
pondéré {( Ay, a1}, (Az,@2),...,(An,an)} avee a; # 0 est

Done

C'est bien dive que f(G) est le barycentre du systéme pondéré {{(f(Ar),a), (f{A2), a2),

M
Z:CnZi
— i=1
T .
Sa
i=1

20

Japlzg) =az¢: + b

D aifaslz)

toujours en appelant § la similitude directe associée & fo.

e (f(AR) ) )
O
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7.1.4 En coordonnées homogénes

La similitnde directe associée & frcexp(io),a+ip @ pour matrice

cos{@) —sin{®) «a
sin{8) cos(8) B
0 0 1

oll k, 8, ¢, B sont réels et k # 0.

7.2 Similitudes indirectes

~{ Définition 3. ) Y

On appelle similitude indirecte ou similitude inverse toute transformation du plan g pour
laquelle il existe a € C* et b € C et telle que pour tout point M du plan d'affixe z on ait son
image M’ := f(M) dalfixe 2’ avee 2’ = az + b.

Soit @ € € o1 b € C. On notera dans Loul ce chapitre. gq 5 la fonction de € dans € définie par
Vzel, gap(z) =0z + b,

Exempie 2
Sia = exp(if), avee @ € R et b =0, alors g est la symétrie orthogonale par rapport a la droite d'angle

polaire @ passant par Q.

Théoréme 11
La composée de deux similitudes indivectes est une similitude directe.

Démonstration 11
Soita,a’ €C" et b €T. Ona

V2 €T, (gorp OGap)(2) =0 (aZ+ V) +b=aTz+a'b+b.

Dot o' OFa b = fa!E’a!3+bf'

Théoréme 12
Toute similitude indirecte est une bijection du plan, et sa bijection réciproque est une similitude

indirecte.
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Démonstration 12
Pour déterminer I'inverse de g, 5 avec a € C* el b € C. on résout, pour Loul u € C, I'équation

[gap(2) = wu; inconnmue z € C]
S0l az+b = u
. - u—2b
soit z =
a
. u—2b
s0it z =
a
soit z = g, 3(u)

Done ga 5 est inversible et de plus g7, = ¢

Ele-l

4
ol

7.2.1 Points fixes

Théoréme 13
Soit @ € C* et b € C. On considére la similitude indirecte associée & gq 6.
» Sila] # 1 alors la similitude admet un unigue point fixe.
» Sila]=1ect b+ ab=0 alors la similitude est une symétrie axiale.
» Silal =1 et b+ ab s 0 alors la similitude n"a pas de point fixe el est la composée commutative
d'une symétrie et d’une translation.

Démonstration 13
Les points fixes de cetie similitude indivecte ont pour affixes les solutions de 'équation gq s(2} = z d'in-
connue z € C, soit

z—az=0b (7.1}
En conjuguant celte égalité, on obtient
—-az+zZ="5 (7.2}
En multipliant (7.2} par a et en lui ajoutant {(7.1) . on obtient
(1 —[a[g)z=a5+b (7.3}
» Sila| # 1 alors la similitude adimet an plus un point fixe daflixe M On vérifie que ¢est

1—la[*
effectivement un peint {ixe.

» Silal =1 el b+ ab =0 alors on pose a = exp(if). De ce fait bexp(—i8/2) + exp(i8/2)b = 0. Done
bexp(—i@/2) est imaginaire pur, Par ailleurs le point d’aflixe /2 est un point fixe. De plus

Ga(2) — b/2 = a(Z —5/2) + b+ ab/2 — b/2 = a(Z — b/2) + ab/2 + b/2 = a(Z — b/2).

Done la similitude est la symétrie axiale par rapport a la droite d'angle polaire 8/2 passant par le
point daflixe &/2. {voir le théordme 28 page 226).
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» Silal = 1 el b+ab # 0 alors (7.3) devient 0 = ab+ b. Nécessaitement |'éguation n'a pas de solution.
Pour la composée comimutative d’une syméirie s et d'une translation {. Supposons le probléeme résolu.
On aurait

gap(z2)=s0l=1toOs

done
Gapogap=(los)o(sot}=to{sos)ot=tlaol.

[D’auire part,
Vz€C, gopl(gas(z)) =a(aZ+b) +b=adz+ab+b=2+ab+b

Done gq 60 ga,p ot la translation (le vecteur) d'aflixe ab+ b. Done ¢ est nécessairement la translation
d’alfixe ab/2 + b/2. Essayons :
En « retranchant » le vectewr d'aflixe ab/2 + /2. on obtient

VzeC,az+b- (a5/2+b/‘2) =aZ + b/2 — ab/2.
S

=b
La fonction g, 5 est associée & une symétrie axiale puisque
;= b ab b @b
fF_ — — —_——
VzEC,b-!-ab—? 2+a(2 2)
22 2 2
=0.

Par ailleurs en composant la translation et la symétrie dans l'aulre sens on obtient bhien

-, ab b ¢\ -, b ab b a
VZE‘C,G(Z+?+§)-HJ—az+aa§+?+§—?
| —
=i
= az + b= gas(2).

7.2.2 Propriétés géométriques

Théoréme 14
Toute similitude indirecte associée & gq » multiplie les distances par |al.

Définition 4 {(Rapport de simi]itude).j

Le nombre |a| s'appelte le rapport de la similitude associée & ga 6.
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Démonstration 14
Soit A et 12 deux points d'alfixes respectives z,4 et zy ainsi que leurs images A" et 3 d’affixes respectives
zZhet 2. On a

A'B' =12 — zal = |aZ5 + b — (aZa + b)| = la(zi — 2a)| = lal x |21 — 24| = |a]AB.

Théoréme 15
Toute similitude indirecte conserve les rapporis de distances et inverse les angles orientés.

Démonstration 15
Pour les angles. soit A, 2 et C trois points distincts d'affixes respectives za, zp et z¢ ainsi que leurs images
A B et O d’affixes respectives 27, 25 et 2. On a

— — LA T I o——— T
(A'C’, A'B') = arg M = arg a,(z;;—_zA) = arg Zp "2} _ _ (ﬁ, ﬁ)
z(" - z/" G(Z(_,‘ - zﬁ) Z(r— ZTA

Théoréme 16
Les similitudes indivectes conservent les baryeentres.

Démonstration 16

Comimme le théoréme est démontré pour les similitudes directes. il suffit de le démontrer pour la symétrie
par rapport a I'axe des abscisses associée & la conjugaison gr.0. Soit 21, 22,. .., zn les aflixes respectives des
points Ay, Az, ..., Ap. Lalfixe z¢: du barycentre G du systéme pondéré {{Ar, o), (A2, @2),..., (An,an)}

avec o # O est ;
n
E ¥5.Zt

= —

n

>

i=1
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Done

gio(ze)=Z¢

Zcxsgl,n(z.'s}

puisque les nombres o sont réels,
Clest bien dire que g{(7) est le baryeentre du systéme pondéré
{{g{ A1), 1), (g( Az}, a2), ..., {g{Ar), an)}. en appelant g la similitude indirecte assocife a g1,0. 0

7.3 Caractérisation des similitudes

On a vu que les similitudes étaient des transformations du plan qui conservaient les rapports de dis-
tances ot les angles géomdéiriques. Il est temps de s'intéresser & la réeiproque.

On va noter .5 'ensemble des transformations du plan qui conservent les rapports de distances ot les
angles géométriques.

Un lemme pour commencer,

Lemme 17
Soit A et 12 deux points distinets du plan et ¢ € .77,

Si A et 17 sont deux points fixes de . alors Lous les points de la droite (AF2) sont des points fixes
de .

Démonstration 17

e On peut toujours supposer que A = O el 2 = [, En effet. si f est une similitude direcie telle que
fA=0et f(I) =1 voir le petit lemme bien utile 8 alors g= fopof~' €. ¢t g(O) = O et
g{f)=1.

e Maintenant. on appelle x I'abscisse d’un point M € (Of) et ®(x) ['abscisse de o(M). Ona ¢(0) =0
et ®(1) = 1. On se propose done de démontrer que Yz € R, d{z) = z.

s La fonction ¢ est continue sur R. Soit x € R. soit h e R*. M (a: , 0) et N (:c +h, 0). On a par
conservation des rapports de distances.

e(M)p(N) _ MN coil, |B{z + h) — (z}] _ |z + h— 2|
e(O)p(l) — OF 1 1 ’
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soit |®(x + h) — ©(x)| = |h]. On en déduit que AEHJ(@(J: + h) — d{x)) = 0 donc que & est continue
en x et ce pour tout réel x.

e La fonction ¢ est bijective, done la fonction € est injective. Comme elle est continue sur R. elle est
strictement monotone d'aprés le théoréme 14 page 144 du cours de premiére. De plus ¢{0) < ®(1)
done la fonction € est strictement croissante,

e SoibLe >0l M (:c s 0). On a &{x) > 0 et par conservation des rapports de distances.

P(M)p(0) _ MO [4() = ®(O)] _ |z =0]
#(O)p(l) ~ OI 1 r

soit $(z) = =z.
[De méme, soit x <0 et M (3: s 0). On a ${x) < 0 eL par conservation des rapports de distances,

P(M)p(0) _ MO [¢() = #(O)] _ [z =0]
#(O)p() ~ O i o

soit. —d(x) = —z. Ce qui clbl la démonstration, d

On en doduit le

Théoréme 18
Soit A. 13 et C Lrois points non alignés du plan el ¢ € ..
Si A, B et C sont trois points fixes de . alors @ est I'identité du plan.

Démonstration 18
En appliquant le lemme ci-dessus, tous les points M de la droite (A1) sont des points {ixes de . Done
tous les poinis de toutes les droites (CM) sont des points fixes de . Ce qui nous donne an moins tous les
points du plan saul peut-éire les points de la paralléle & (A3} passant par C.

En échangeant les réles de A, 2 et €, on finit par obtenir tous les points du plan comime points fixes
de . O

Passons au résultat important.

Théoréme 19
Soit p € .9,
La transformation ¢ est une similitude (divecte ou inverse).

Démonstration 19
On considére le triangle équilatéral direct OFJ ou O, [ et J ont pour affixes respectives 0. 1 et 4.
On considére la similivude directe f telle que f{p(Q)) = O et f{p(f)) = 1 {toujours le petit lemme
bien utile 8). On pose J' 1= f(p(J}).
Comme [ oy conserve les angles géoméiriques, on a iOJ = 1OJ. done J' a pour affixe un nombre
imaginaire pur.
oJ oJ

Comme [ o p conserve les rapports de distances. on a —

Ol ol = 1. Done OJ" =1 et J' a pour

alfixe i ou —i,
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» SiJ’ a pour affixe i, alors foyp € . admet les trois points non alignés O. I et J comme points fixes.
Donc, d’apres le théoreme 18, f o ¢ est I'identité du plan. En composant a gauche par la similitude
directe f~! on obtient f~' o (fo ) = f7! soit f~! = ¢. Done ¢ est une similitude directe.

» Si J’ a pour affixe —i, on consideére la symétrie s par rapport a I’axe des abscisses, associée a z — Z.
La symétrie s est une similitude inverse. De ce fait so f o ¢ admet les trois points non alignés O, [

et J comme points fixes. C'est donc P'identité du plan. On en déduit que ¢ = (so f)™'. Donc ¢ est
une similitude inverse. O

Théoréeme 20

Soit f une similitude de rapport k.
L’application f transforme un segment de longueur € en un segment de longueur k.¢.
L’application f transforme un triangle d’aire A en un triangle daire k*A.

Démonstration 20

Soit [AB] un segment de longueur £. C’est 'ensemble des points M tels que AMB = = (mod 2m). Par
conservation des angles géométriques. f(M) appartient au segment [f(A)f(B)] qui est de longueur k./.
Inversement. tout point M’ de ce segment [f(A) f(B)] est I'image par f du point M := f~'(M') qui appar-
tient au segment [AB] puisque f~! est aussi une similitude et A = f~!(f(A)) ainsi que B = f~1(f(B)).
L’aire d’un triangle est la moitié du produit de deux coté par le sinus de 'angle entre les deux. Les
cotés sont multipliés par k et le sinus de 'angle est inchangé. [

7.4  Cas de similitude des triangles

On se donne deux triangles ABC et A’B'C’. On note a := BAC, 8 := ABC et 7y := ACB ainsi que
o ;= B'AC'. B = A'B'C’" et 4 := A’C' B’ les angles géométriques. Enfin on note a := BC. b:= CA et
c:= AB ainsiquea’ := B'C', b :=C'A" et ¢ .= A'B’.

f—(Déﬁnition 5.}

On dit que deux triangles sont semblables s’il existe une similitude qui transforme les sommets
de 1'un en les sommets de 'autre.

Soit ABC et A'B'C’ deux triangles semblables et f une similitude telle que f(A) = A’, f(B) =
B’ et f(C) = C’. On dit que les points A et A’ sont des sommets homologues. On dit que
les angles a et o’ sont des angles homologues.

Théoréme 21 (Premier cas de similitude des triangles)
1. Sivy=4"
2. S'il existe k € R} tel que @’ = ka et b’ = kb.

Alors ABC et A'B'C' sont deux triangles semblables et les points A, B et C d’une part et A’, B’
et C' d'autre part sont respectivement homologues.
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Démonstration 21
Soit f la similitude directe telle que f(C) = O et f(B) = I (petit lemme bien utile 8). On pose K := f(A)
et on appelle r le rapport de la similitude f.

Soit f’ la similitude directe telle que f(C’') = O et f(B') = I. On pose K' := f(A’) et on appelle 7’ le
rapport de la similitude f.

O1 B'C' = kBC insi au OK = rAC ‘ OK' = 7r"AC
1a alns] que e
AC' = kAC ! O = rBC ol = rBC
par hypotheése J est une similitude de rapport r J7 est une similitude de rapport r/

On en déduit que

OK r AC r AC r BC r BC Ol
Donc OK = OK".
De plus on a, d’aprés la conservation des angles par les similitudes f et f'.

1-67{='7='7'=I_OK'.

Quitte & effectuer une symétrie s par rapport a I'axe des abscisses (OI). les angles polaires de K et K’ sont
égaux. disons & vy modulo 2. Les affixes de K et K’ ont donc méme module et méme argument modulo
21 donc égales. Done f~!' o f’ (ou f~! o so f') transforme le triangle A’B'C’ en le triangle ABC. O]

Théoreme 22 (Deuxiéme cas de similitude des triangles)
S’il existe k € RY tel que @’ = ka. b’ = kb et ¢’ = ke. Alors ABC et A’B’C’ sont deux triangles sem-
blables et les points A, B et C d'une part et A’, B’ et C' d’autre part sont respectivement homologues.

Démonstration 22
D’apreés la loi des cosinus 18 page 281 du cours de premiére, on a

COS( )_ b2 -|-C2 _a2 B (kb)2 + (kC)2 _ (ka)2 B bl2 +c!2 _ar2 _ COS( ,)
V=" " 2(kb) - (ko) =T ope )

De ce fait les angles géométriques 7y et 4’ sont égaux et on se ramene au cas précédent. 0]

Théoréeme 23 (Troisiéme cas de similitude des triangles)
Siy=~"et g=4".

Alors ABC et A'B'C’ sont deux triangles semblables et les points A, B et C d’une part et A’, B’
et C' d’autre part sont respectivement homologues.

Démonstration 23
On a bien entendu a = 71— 88—y =1 — 8 — 4 = a'. Ainsi sin(a’) = sin(a). sin(B8’) = sin(B) et
sin(vy’') = sin(vy) D’aprés la loi des sinus 6.3.1 page 220 dans le cours de premiére. on a

a b c a’ b c

= = et

sin(a)  sin(B)  sin(y) sin(a’) - sin(8')  sin(y')
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Donc

a" d sin(a) b sin(8)

a sin(a’) T sin(B’) b

’
C
c L

_Y
==

De ce fait les cotés a,b,c et a’,b’, ¢’ forment un tableau de proportionnalité et on peut & nouveau utiliser
la méthode du jaguar casqué. [

7.5 Cas d’égalité des triangles

On se donne deux triangles ABC et A'B'C’. On garde les notations du paragraphe précédent.

~(Définition 6. ) \

On appelle isométrie (plane) toute transformation du plan qui conserve les distances.

D’apres la loi des cosinus, les isométries conservent les angles géométriques. De ce fait. les isométries
sont des similitudes. Leur rapport de similitude égale 1. Tous les théoremes concernant les similitudes sont
aussi des théorémes concernant les isométries :

» Les isométries qui conservent les angles orientés sont des similitudes directes. On les appelle iso-

métries directes ou isométries positives.

» Les translations, les rotations sont des isométries directes.

» Les isométries qui inversent les angles orientés sont des similitudes indirectes. On les appelle iso-

métries indirectes ou isométries négatives.

» Les symétries orthogonales, les symétries glissées — c’est-a-dire les composées commutatives d'une

symétries orthogonale et d’une translation - sont des isométries directes.

» Une relecture attentive de I'étude des similitudes faite plus haut convaincra le lecteur qu’il n'existe

pas d’autres isométries.

» La composée de deux isométries est une isométrie. La composée de deux isométries directes est une

isométrie directe. La composée de deux isométries indirectes est une isométrie directe.

» La bijection réciproque d’une isométrie est une isométrie. La bijection réciproque d une isométrie

directe est une isométrie directe. La bijection réciproque d'une isométrie indirecte est une isométrie
indirecte.

r—(Déﬁnition 7 } ~

On dit que deux triangles sont isométriques s'il existe une isométrie qui transforme les sommets
de 1'un en les sommets de 'autre.

On utilise aussi — survivance du passé — l'expression « triangles égaux » pour désigner des
triangles isométriques.

Les trois cas de similitudes des triangles se transcrivent en prenant un rapport de similitude k égal a 1 :
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Théoreme 24 (Premier cas d’isométrie)
Si deux triangles ont un c6té de méme longueur, adjacent a deux angles respectivement de méme

mesure, alors les deux triangles sont isométriques.

Théoreme 25 (Deuxiéme cas d’isométrie)
Si deux triangles ont un angle de méme mesure compris entre deux cotés respectivement de méme

longueur. alors les deux triangles sont isométriques.

Théoréeme 26 (Troisiéme cas d’isométrie)
Si deux triangles ont leurs trois cotés respectivement de méme longueur, alors les deux triangles sont
isométriques.

7.5.1 Cas particulier du triangle rectangle

Théoréeme 27
Si deux triangles rectangles ont des hypoténuses de méme longueur et ont, de plus. un angle aigu égal
ou un c6té de I'angle droit de méme longueur. alors les deux triangles sont isométriques.

Démonstration 27
— Un angle aigu de méme mesure :

Les angles aigus d’un triangle rectangle étant complémentaires, si deux triangles rectangles ont un

angle aigu égal. il en est de méme de I'autre. Des lors, si les hypoténuses sont de méme longueur.
premier cas d’isométrie s’applique : les triangles sont isométriques.
— Un c6té de méme longueur :

le

Le théoréme de Pythagore nous permet de conclure que les troisiémes c6tés sont de méme longueur,

et on peut alors appliquer le troisieme cas d’isométrie.

0]

Exemple 3 (Conway)

Le triangle ABC ci-dessous de c6tés 1. 2 et /5 est décomposable en cinq triangles isométriques entre
eux et semblables a ABC. Le point F est le pied de la hauteur de ABC issue de A. Les triangles
ABC et AFC sont rectangles et ont un angle aigu de méme mesure. donc ils sont semblables. Le
point C’ est le milieu de [AB] et (EC") est parallele a (AF). Les triangles ABC et AC'E sont rec-
tangles et ont un angle aigu de méme mesure, donc ils sont semblables. Le point D est le milieu de [AF].
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D’apreés le théoreme de la droite des milieux, E est le milieu de [BF], les droites (C’'D) et (BC)
sont paralleles. les droites (AB) et (DE) sont paralléles. et AB =2AC’' = 2DE.

Le quadrilatére DC'EF est un parallélogramme avec un angle droit donc un rectangle coupé en
deux triangles isométriques C'DE et FED, ce dernier étant isométrique & DC’A. Les cinq petits
triangles rectangles ont une hypoténuse égale a 1, donc ils sont isométriques entre eux et semblables
a ABC, le rapport de similitude étant le quotient des hypoténuses. & savoir /5.

Une autre facon de le voir est de dire que l'aire de ABC est cinq fois I'aire d'un petit triangle.
donc le rapport de similitude est /3.

7.6 Exercices

,—(Exercice 1 (Une coquille d’escal'got).} \

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O, 7,77). on note Ag le point d’affixe 6 et S la

3
similitude de centre O, de rapport % et d'angle % On pose An+1 = S(An) pour n > 1.

1. Déterminer_.)en fonction de n, 'affixe du point An. En déduire que A2 est sur la demi-
droite (O, 7).
2. Etablir que le triangle OAn An41 est rectangle en An4i.

3. Calculer la longueur du segment [AoA1]. En déduire la longueur ¢ de la ligne polygonale
AoArAa ... Aya.
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~— Exercice 2.} .

CHAPITRE 7. TRIANGLES SEMBLABLES

Soit ABC un triangle isocele tel que AB = AC = 2BC. Les points C' et B’ sont les milieux de
[AB] et [AC).
Démontrer que les triangles suivants sont isométriques :

1. AB’'Bet AC'C

2. BB'Cet CC'B

— Exercice 3.} ~

Soit ABC un triangle isocéle en A tel que B = 72°. La bissectrice de I'angle & coupe [AB] en
D.
Démontrer que les triangles ABC et BDC sont semblables.

(—l Exercice 4.} ~

Expliquer pourquoi les deux triangles ci-dessous sont isométriques :

! 112°

G, 3 cm

% pge 6,3 cm % 23°

b ~ /‘/.
““O 12°
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r—(Exercice 5.) >

ABC est un triangle tel que AB = 42 mm, AC = 28 mm et BC = 36 mm.
I est le milieu de [AC]. D est le point de [AB] tel que AID = ABC.
Calculer les distances AD et ID.

A\ J
f—(Exercice 6.) \
Soit un triangle ABC rectangle en B. La bissectrice de BAC coupe (BC) en D. Sur le segment
[AD], on place le point F tel que AE = AB. La perpendiculaire a (AD) en E coupe (AC) en

F.
1. Réaliser cette figure.
2. Montrer que les triangles ABD et AEF sont isométriques.
3. Citer deux triangles isoceles de la figure.
. W
p—(Exercice 7 ) \

Dans la figure ci-dessous ABC est un triangle quelconque, O un point du plan, A une droite et
T un vecteur.

1. Construire les points suivants :

o A,. B,. (). images respectives de A.
B. C par la symétrie de centre O

e A2, B2, Cs. images respectives de A.
B, C par la réflexion d’axe A ;

e A3z, Bi. Cs. images respectives de A.
B. C par la translation de vecteur U

o A4. By. C4. images respectives de A,
B. C par la rotation de centre O et
d’angle 90° dans le sens des aiguilles
d'une montre.

I3

O
[ 2. Dire pourquoi les triangles ABC.

MBL1Cy. AaBo(Ca, A3B3sCs et A3 B4Chy
sont isométriques.
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~( Exercice 8.) \

Soit ABCD un parallélogramme.

1) (

/3

1. Reproduire ce parallélogramme. Tracer les bissectrices des quatre angles de ABC D, puis

placer les points suivants :

— F, intersection des bissectrices issues de A et de B';

— F. intersection des bissectrices issues de B et de C':

- G, intersection des bissectrices issues de C et de D :

— H. intersection des bissectrices issues de D et de A:

— P. intersection de la bissectrice issue de A et de (CD)

— @, intersection de la bissectrice issue de B et de (CD):

— R. intersection de la bissectrice issue de C et de (AB):

— S. intersection de la bissectrice issue de D et de (AB).

Démontrer que les triangles AHD et CF B sont isométriques.

Donner la liste de tous les triangles présents sur la figure et isométriques au triangle AH D.
Démontrer que les triangles ABE et CGD sont isométriques.

Démontrer que les triangles AHD et ABE sont semblables.

Quelle est la nature du quadrilatere EFGH 7?7

S v W

f—(Exercice 9.) )

Soit ABC un triangle. Soient D et E' les points tels que ABCD et ABEC sont deux parallélo-
grammes.
Démontrer que les triangles BC'E et AC D sont isométriques.
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~{ Exercice 10.) \

Soit ABC un triangle. On appelle D le point de la demi-droite [AC), a I'extérieur du segment
[AC]. vérifiant CD = AB.
Les médiatrices de [BD] et [AC] se coupent en un point O.

1. Démontrer que les triangles OAB et OC D sont isométriques.

Soit M un point du segment [AB]. On appelle N le point de la demi-droite [AC). a
I'extérieur du segment [AC]. vérifiant CN = AM.

2. Démontrer que les triangles OAM et OCN sont isométriques.
3. En déduire que OM = ON.
4. En déduire que la médiatrice de [M N] passe par O.

f—(Exercice 11.} 1

Sur deux cotés consécutifs d'un carré ABCD, on construit extérieurement a celui-ci deux tri-
angles équilatéraux ABE et BCF.

1. Démontrer que les triangles DAFE et EBF sont isométriques.

2. Démontrer que le triangle DEF' est équilatéral.

f—(Exercice 12.} N

Soit ABC un triangle isocéle en A. La hauteur issue de C coupe [AB] en K. La hauteur issue
de B coupe [AC] en L.
Démontrer que CK = BL.

f—(Exercice 13.} 1

Soit ABC un triangle isocéle en A avec un angle BAC inférieur & —. La médiatrice de [AC]

3
coupe (BC) en D.
On note E le point de (AD) qui n’appartient pas a [AD) et vérifiant AE = DB.

1. Démontrer que le triangle CDA est isocele.
2. Démontrer que les triangles ABD et AEC sont isométriques.

3. Quelle est la nature du triangle CDE?
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~{ Exercice 14.) \

Soit ABCD un carré de centre O et soit M un point de [AB].
La perpendiculaire a (CM) passant par B coupe [AD] en P.

1. Démontrer que BCM = ABP.

2. En déduire que les triangles MCB et ABP sont isométriques.
3. Démontrer que les triangles OM B et OP A sont isométriques.
4

. En déduire que le triangle POM est rectangle et isocéle.

e J

r—(Exercice 15.) 1

Soit ABCD un carré, O le milieu de [AB], ¢ le cercle de diametre [AB].
La tangente a ¢ passant par D est tangente au point M a l'intérieur du carré.
FE est le point d’intersection de (OM) avec (BC).

1. Faire une figure. Comment construit-on le point M ?

2. Démontrer que les triangles OAD et OM D sont isométriques.
3. Démontrer que les triangles DME et DCFE sont isométriques.
4. Quelle est la nature du triangle CME?

\ >

f—(Exercice 16.) )

Soit ABC un triangle équilatéral. M, N et P sont les points appartenant respectivement aux
segments [BC|, [CA| et [AB] tels que :

BM =CN = AP.

1. Démontrer que les triangles BMP. CNM et NAP sont isométriques deux a deux.
2. En déduire que le triangle M N P est équilatéral.

\ v

—Exercice 17.) <

e

Soit ABC un triangle qui n'est pas isocele ni rectangle. La bissectrice de BAC coupe la média-
trice de [BC] en P. M et N sont les projetés orthogonaux du point P respectivement sur les
droites (AB) et (AC).

1. Démontrer que AM = AN.
2. Démontrer que les triangles PBM et PCN sont isométriques.
3. Démontrer que 2AM = AB + AC.
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f—(Exercice 18.)

323

Soit ABC un triangle. ACF et AEB sont deux triangles équilatéraux construits a 'extérieur
de ABC. BDC est un triangle équilatéral construit a I'intérieur de ABC.

1. Démontrer que les triangles CDF et DFE B sont isométriques.
2. Quelle est la nature de AEDF?

,—(Exercice 19 (Descendu du grenier).}

Démontrer que dans un triangle ABC les points B et C sont équidistants de la médiane issue
de A.

f—(Exercice 20.}

Soient ABC un triangle rectangle en A et H le pied de sa hauteur en A.

1. Prouver que ABC et ABH sont semblables et préciser la correspondance entre les som-
mets.

2. En déduire les égalités

AB? BC x BH :
ABx AC = BC x AH.

3. Prouver que ABC et AC H sont semblables.
4. En déduire que AH?* = HB x HC.

f—(Exercice 21 )

Soit ABC un triangle tel que AC = 3AB. On note [ le milieu de [AB] et D le point de [AC]
tel que AID = ACB.

1. Effectuer une construction précise.

2. Prouver que les triangles ABC et AI D sont semblables. Préciser la correspondance entre
les somimets et le rapport de similitude.

3. En déduire que .QYIA[[) = %;Q{A 13c:.
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~ Exercice 22.) 1

Deux cercles € et ¢’ de centres O et O’ et de rayons r et ' se coupent en A et B. Une droite
passant par B coupe ¢ en M et ¢’ en M’.

1. Démontrer que (OO’) est la médiatrice de [AB].
2. En déduire que AMB = A0O'.
3. Démontrer que les triangles OAO’ et M AM' sont des triangles semblables.
4. En déduire que
AM _r

AM!

r—(Exercice 23.) 1

ABC est un triangle quelconque. CBFG et ABDFE sont deux carrés construits a I’'extérieur du
triangle BAC.

1. Montrer que CBD = ABF.
2. Montrer que BCD et ABF sont isométriques.
3. En déduire que AF = DC.

f—(Exercice 24.) )

ABC est un triangle quelconque. I est le milieu de [BC]. B’ et C’ sont les projetés orthogonaux
de B et C sur la médiane (Al) du triangle. Montrer que I BB’ et ICC’ sont isométriques. En
déduire la nature de BB'CC’.

f—(Exercice 25.) \

ABCD est un carré de centre O, M un point de [AB]. On meéne par B la perpendiculaire a
(CM) qui coupe (AD) en P et (CM) en Q.

1. (a) Démontrer que BCM = ABP.
(b) En déduire que les triangles MCB et ABP sont isométriques et que MB = AP.
2. (a) Démontrer que les triangles OM B et OP A sont isométriques.

(b) En déduire que le triangle POM est rectangle et isocéle.
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Exercice 26. ~

¢ est un cercle de centre O. ABC est un triangle inscrit dans C. D est un point de l'arc .’3}} ne
contenant pas A. La droite (AD) coupe [BC] en E. Montrer que DBE et ACFE sont semblables.

~— Exercice 27.} \

Démontrer que

abe
el

ol & désigne I'aire du triangle ABC, a = BC,
b= CA. c= AB et r désigne le rayon du cercle
¢ de centre O, circonscrit & ABC.

On appelle I le milieu de [BC].

Voir aussi I'exercice 38 pages 180 (solution 202)
dans le cours de seconde.

—~ Exercice 28.} -

ABCD est un parallélogramme, N un point du segment [DC] distinet de D et C. La droite
(AN) coupe (BC) en M.

1. Démontrer que les triangles ADN et ABM sont des triangles semblables.
2. En déduire que DN x BM = AB x AD.

~— Exercice 29.} 1

ABC est un triangle isocéle en A tel que AB =5 em et BC = 3 em. Le cercle de centre B et
de rayon BC coupe [AC] en E.
Calculer le rapport entre les aires des triangles BEC et ABC.
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~{ Exercice 30.} \

Deux cercles ¢ et ¢’ de centres respectifs O et O’ et de méme rayon se coupent en A et B. Une

droite passant par A coupe ¢ en M et ¢’ en N. I est le milieu de [AB] et S; est la symétrie de
centre [.

1. Quelle est la nature du quadrilatére OAQ'B?

2. Ou se situe N' = S;(N)?

3. Quelle est I'image de [BN]| par S; ?

4. Déterminer I'image de N’ par la symétrie d’axe la médiatrice de [AM].
5. En déduire la nature de BMN.

f-{Exercice 31.) ﬂ

Deux cercles € et ¢’ de centres O et O’ et de rayons r et 7’ se coupent en A et B. Trois droites
A1. Az et Aj passent par A.

A1 recoupe ¢ en M; et €' en Mj.

Ao recoupe ¢ en Ms et ¢’ en Ms.

A3z recoupe ¢ en Ms et ¢’ en M.

1. Démontrer que M, My M5 et M1 M, M; sont des triangles semblables.

2. Démontrer que le rapport de similitude égale le rapport entre les rayons des cercles ¢ et
¢’

f—(Indication 1.} 2

On pourra construire le point de ¢ diamétralement opposé a A.

~{ Exercice 32.} \

Démontrer que dans un cercle donné, deux angles inscrits qui interceptent deux arcs de méme
longueur ont méme mesure.

f—(lndication 2.) )

On pourra utiliser une rotation.
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~( Exercice 33.) \

Soit 2 un demi-cercle. Une corde M N de longueur fixée tourne autour de ce demi-cercle. On

appelle M’ et N’ les projetés orthogonaux respectifs de M et N sur le diametre [AB] de 2 et
I le milieu de [M N].

A O

1. Démontrer que le triangle M'IN’ est isocéle en I.
2. On trace le cercle ¢ de diameétre [AB]. On note O son centre. La droite (M M') recoupe
¢ en P. Démontrer que (M'I) est paralléle a (PN).

3. Démontrer que le triangle M'I N’ reste semblable a lui-méme au cours du déplacement de
M N autour du demi-cercle.

f—(Exercice 34 ) N

Tracer un triangle ABC tel que AB < AC. La bissectrice de BAC coupe (BC) en un point D.
Le cercle de centre A et de rayon AB coupe [AC] en E.

1. Montrer que les triangles ABD et ADFE sont isométriques.
2. Quelle est la nature du triangle BDE?
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~— Exercice 35. }

CHAPITRE 7. TRIANGLES SEMBLABLES

1. Démontrer que dans la figure ci-dessus les triangles AMQ et APN sont semblables.

2. En déduire que AM x AN = AP x AQ.

3. (a) Refaire la figure dans le cas ou la sécante (AP) passe par le centre O du cercle.
Démontrer que AM x AN = AO? — R?%, ou R désigne le centre du cercle.

(b) Application : Dans la figure ci-dessous, calculer AM sachant que I est le milieu de
[DC] et que le carré ABC'D a pour coté 6 cm.

3
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~— Exercice 36. ) ~

Le point H est I'orthocentre du triangle ABC.

1. Démontrer que les triangles HA’B et H B’ A sont semblables.
En déduire que HAx HA'= HB x HB'.

2. Quel est 'orthocentre du triangle H BC? En déduire que HA x AA' = AB' x AC.

\ J

~— Exercice 37.} \

Soit ABC un triangle et I l'intersection des bissectrices des angles ABC et BCA. La parallele
a (BC) passant par I coupe (AB) en D et (AC) en E.
Démontrer que les triangles BDI et EIC sont isoceéles.

\ J

~— Exercice 38.} \

Le quadrilatére ABCD est_inscrit dans le cercle ¢’ de diamétre [AC]. O est le milieu de [AC].
La bissectrice de I'angle CAD coupe ¢ en P et la bissectrice de I'angle CAB coupe ¢ en @

1. Démontrer que DAP = DCP et que PAC = PDC.

2. En déduire la nature du triangle PDC.

3. Démontrer de méme que le triangle QCB est isocéle en Q.

4. Démontrer que la droite (OP) est la médiatrice du segment [C'D] et que la droite (OQ)
est la médiatrice du segment [BC].

5. Soit M et N les milieux respectifs des segments [BC] et [C'D]. Démontrer que les quatre
points C, M, N, O appartiennent a un méme cercle que I'on définira.
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~( Exercice 39.) \

Soit ABCD un rectangle. On note AB = L et BC = l. Soit I le milieu de [AB] et K le point
d’intersection droites (DI) et (AC).

1. Que représente K dans le triangle ABD?
2. En déduire que

AK = -/ L2+ 1?2 et DK =

2 L\?2
— 2
3 3\/(‘)”'

AK? + DK? = AD? = % (L? -21%).

4. Démontrer que le triangle DK A est rectangle en K uniquement lorsque

3. Démontrer que

5. En prenant pour rectangle ABCD cette feuille de papier (avec L > l). obtient-on par
pliage un triangle DK A rectangle par la construction précédente ?

,—(Exercice 40 (Descendu du grenier (Excuse my dust)).}

Soit ABC un triangle. On appelle H le pied de la hauteur issue de A et K le pied de la hauteur
issue de B.
On donne AC =65cm. BC =52cmet AH+ BK = 90 cm.

1. Calculer AH et BK.

2. Construire le triangle ABC.

,—[Exercice 41 (Le théoréeme de Ptolémée) ] -

ABCD est un quadrilatere inscrit dans un cercle, les points étant placés dans cet ordre. On
construit le point F sur [BD) tel que BAE = CAD.

1. Démontrer que les triangles BEA et CDA sont semblables.
2. En déduire que AC x BE = AB x CD.

3. Démontrer de méme que AC x ED = AD x BC.

4

. En utilisant les deux résultats trouvés que peut-on dire, pour un quadrilatére inscrit dans
un cercle. de la somme des produits des co6tés opposés ?

Voir aussi le probleme 13 page 310 dans le cours de premiére.
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~ Exercice 42. } -

&Y

D

Tous les cercles de la figure sont tangents deux a deux. O, I, J et K sont les centres des cercles.
Le plus grand cercle a pour rayon 4 cm et le plus petit cercle a pour rayon r (en cm).

1. Démontrer que le triangle JOK est rectangle.
2. Justifier que : 2+7r)2-4d-7)2=4.
3. En déduire la valeur exacte du rayon r.

4. Quelle est la valeur exacte de l'aire du domaine colorié en gris foncé?

,—[Exercice 43 (Une sangaku).} :

Le triangle est équilatéral. Calculer le rapport entre l'aire en gris et celle en blanc.
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,—[Exercice 44 (Sangaku).} 3

Remarque 4.

Si deux triangles sont semblables alors les rayons des cercles inscrits sont dans le méme
rapport que le rapport de similitude.

ABC est un triangle rectangle en A, E et F sont les milieux des cotés [AB] et [AC]. On a inscrit
le rectangle EFGH dans le triangle ABC. Les cercles inscrits des triangles EBH, AEF et FGC

ont pour centres respectifs O;. Oz et Oz et ont pour rayons respectifs Ri, Rz et Ra.
1. Démontrer que les triangles EBH, AEF et FGC sont semblables.
5 & 5 Ry AB Rs AC
2. En déduire que R ~ BC et R, ~ BC

3. Démontrer que R? + R3 = R3.

,—[Exercice 45 (isométriques).} 9

ABC est un triangle isocéle tel que AB = AC = 2BC. Les points C' et B’ sont les milieux de
[AB] et [AC] respectivement.

Démontrer que les triangles AB’B et AC'C sont isométriques.

Démontrer de méme que BB'C et C'C’B sont isométriques.
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—{ Exercice 46. }

Dans la configuration ci-contre, les tri-
angles MAB. NBC. PCD et QDA sont
directs et isocéles rectangles en M, N. P
et @ respectivement.
1. Exprimer les affixes respectives m,
n. pet g des points M, N. Pet
en fonction des affixes respectives
a, b, cetddes points A, B, C et
D.

2. Démontrer que MP = NQ et que
les vecteurs MP et N@ sont or-
thogonaux.

3. Soit K. L, U et V les milieux res-
pectifs de [AC], [BD]. [MP] et
[NQ)] et soit k, €, u et v leurs affixes
respectives.

(a) Exprimer m+pet n+qen
fonction de k et £.

(b) En déduire que pour que
MNPQ soit un parallélo-
gramme, il faut et il suffit
que ABCD soit un parallé-
logramme.

(¢) Comparer k+ £ et u+ v ainsi
que u — v et (€ — k). Que
peut-on en déduire pour le
quadrilatere ULVK ?

7.7 Solutions

Solution 1 (Une coquille d’escargot)

1. On va commencer par donner I'écriture complexe de la transformation. On a ainsi

S(z) =

?e“/ S2.

Autrement dit, si on note zn 'affixe du point A,. on a

Zn41

On reconnait une suite géométrique (de raison r =

le théoréme 6 page 322 du cours de seconde

ﬁeiw/ﬁ

B Zn.

%ei“/s qui est un nombre complexe!). D'apres

étendu sans trop d’efforts aux nombres complexes
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on en déduit que

\/§ in/6 " 311/2 inw /6
Zn = 78 20 = on e 20.

36 37 )
En particulier. 212 = ﬁe‘% X 6= 311" Le point A2 est bien situé sur la demi-droite (O, 7).
—_— ) T E— i 3
2. Le vecteur OA, est daffixe zn, le vecteur OApn4 est d’affixe zny1 = %em/ Gzn, et le vecteur

> 3 ;
AnAny est d'affixe zny1 — 2n = (%e”/ 6 _ 1) zn. Pour démontrer que le triangle OA, An41 est

rectangle en An41, on peut utiliser la réciproque du théoreme de Pythagore. Or.

OAZ = |znl?,

et

ce qui donne

On a bien
OAZ = OA%L . + A A2, .

Zn41 — Zn
Zn

Une autre méthode possible est de vérifier que

est un imaginaire pur. ce qui prouve

- ., 7 } _>
'orthogonalité des vecteurs ApnAn+1 et OAny1.

3. On sait que OAp = 6 et que OA; = 6 X ? Par le théoreme de Pythagore.

st

AoAL =64/1%2 — = = 3.

=

Notons alors d, la longueur du segment [AnAn41], de sorte que do = 3. Puisqu'une similitude de
rapport 7 multiplie les longueurs par r, on a

dn+] - ?dn.

La quantité recherchée est do + --- + di1. Par la formule de la somme d’une suite géométrique
(théoréeme 7 page 322 du cours de seconde). on trouve

206
1 - 5
d()+---+d11—31_§-

Solution 2
On appelle A’ le milieu de [BC]. La symétrie orthogonale s par rapport & (AA’) transforme B en C puisque
dans un triangle isocéle la médiane est médiatrice. Comme s conserve les milieux. s(C’) = B'.

Les résultats en découlent.
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Solution 3
Puisque ABC est isocele en A, on a BCA = 72° d’aprés le théoréme 4 page 140 du cours de seconde.

D’apres le théoreme 10 page 146 du cours de seconde. on a BAC = 36°. La bissectrice de ACB coupe cet

angle en deux angles de 36°. Donc les triangles ABC et BDC sont semblables d’apres le théoréme 23.
| A

Solution 4

Les deux triangles sont isométriques car ils ont chacun des cétés de méme longueur (6,3 cm) entre deux
angles de méme mesure (112° et 23°).

Solution 5

Les triangles ABC et AID ont 'angle BAC en commun. De plus les angles AID et ABC sont égaux.
Donc les triangles ABC et AID sont semblables d’aprés le théoréme 23. Les points A, I, D d’une part et
A, B,C d’autre part sont homologues. On en déduit que

L_Al_AD_ID
3 AB AC BC’
AC 28 BC

n en tire AD 3 3 et ID 3 12 mm

(X
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Solution 6
1.

2. Les deux triangles ABD et AEF ont chacun des cotés [AB] et [AE] qui ont la méme longueur et
sont entre des angles de méme mesure. ABD et AEF sont des triangles isométriques.

3. Comme ABD et AEF sont des triangles isométriques, on a BD = EF ce qui ne nous est pas utile
ici et AD = EF ce qui démontre que ADF est isocéle en A.

Solution 7
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Dire que deux triangles sont isométriques, c’est dire que I'un est I'image de l'autre par une isométrie. Or les
symétries centrales. les réflexions (ou symétries axiales) les translations et les rotations sont des isométries.
Solution 8

Soit O le centre du parallélogrammeABC D. Soient o = m/Q = EAB et p = /TBT)/? = ABE.

1.

2. Les triangles AHD et CF B sont images ’'un de l'autre par la symétrie de centre O.

3. D’apres le théoreme 11 page 146 du cours de seconde. on a DAB + ABC = .

On en déduit que a+ B = 5
Dans le triangle AHD. on a DAH = a et ADH = B. Donc AHD = %
Dans le triangle PHD, on a PDH = B. Ensuite DPH = « puisque la droite (AP) coupe les deux
droites paralléles (AB) et (CD) suivant des angles alternes-internes égaux. (théoreme 6 page 142

du cours de seconde). On en déduit que PHD = g Les triangles (PHD) et AHD ont les mémes

angles. Ils sont donc semblables. Comme le c6té [DH] est commun aux deux triangles et homologue
a lui-méme, les triangles (PH D) et AHD sont isométriques.

Pour les mémes raisons, les triangles (AHS) et AHD sont isométriques.

On en déduit que H est le milieu de [AP] et de [DS]. De ce fait. ASPD est un parallélogramme, et
méme un losange. Par symétrie par rapport a H. les triangles AHD et CF B sont isométriques.

De méme, par symétrie par rapport a O, les quatre triangles BCF., QCF. QFR et BFR sont
isométriques.

Finalement. les huit triangles AHD, DHP, PHS. AHS. BCF. QCF, QFR et BF R sont isomé-
triques.

» -~ ol - ﬂ.
4. Les triangles ABE et CGD ont les mémes angles, a savoir a. f et 5 [Is sont donc semblables.

Comme ils ont des cotés homologues (opposés a I'angle droit) de méme longueur. a savoir [AB] et
[CD]. ils sont isométriques.
: R \ . T
5. Les triangles ABE et CGD ont les mémes angles, a savoir «, f§ et 5 [Is sont donc semblables.

6. Le quadilatere FFGH admet quatre angles droits. C’est donc un rectangle. par définition.
Solution 9
Soient I le milieu de [AC] et J le milieu de [BC]. Les triangles BCE et ABC sont isométriques via la
symétrie S, de centre J. De méme, les triangles ABC et ACD sont isométriques via la symétrie s; de
centre [.

Donc Les triangles BCE et ACD sont isométriques via Sy 0 S,.
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Solution 10
1. Le point O appartient a la médiatrice de [AC] donc OA = OC.
Le point O appartient & la médiatrice de [BD] donc OB = OD.
De plus CD = AB par construction du point D. Les triangles OAB et OCD sont donc isométriques.

2. On a toujours OA = OC puisque O ap-

. partient a la médiatrice de [AC]. De plus

CN = AM par construction du point D. En-

fin OAB = OCN d’aprés la question précé-

/ dente. Les deux triangles OAM et OCN ont
Al : D chacun un angle de méme mesure encadré par

deux cotés de méme longueurs. Donc les tri-
angles OAM et OCN sont isométriques.

3. Les troisiémes cotés des deux triangles OAM
et OCN isométriques sont égaux. Donc
OM = ON.

4. Cette derniére égalité traduit le fait que O ap-
partient & la médiatrice de [M N].

Solution 11
1. Les cotés [AD]. [AE], [BE] et [BF] ont tous la méme longueur. a savoir la longueur d'un coté du
carré ABCD.

On va calculer les mesures des angles DAE
@ 1r Y 3
DAE = 3 + 38"
Autour du point B, on a un angle de mesure
or = EBF+ = + = + 2 = EBF + —.
32 3 6

Donc m=2ﬂ—%=5—ﬂ.

On a donc deux angles homologues de méme
mesure encadré par des c6tés homologues de

méme longueur : Les triangles DAFE et EBF
/ sont donc isométriques.
D C
2. Pour les mémes raisons les triangles DCF et EBF sont isométriques.
Donc les cotés homologues DF et EF ont la méme longueur.

Depuis la question 1 on sait que les c6tés homologues DFE et EF ont la méme longueur.
Le triangle DEF est donc équilatéral.
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Solution 12 A

Premiére solution : Les triangles AKC et ABL
ont un angle en commun, 'angle CAB et un angle
droit. Donc ils ont leurs trois angles égaux. Les co-
tés homologues [AC] et [AB] sont égaux puisque
ABC est un triangle isocéle en A. Donc les tri-
angles AKC et ABL sont bien isométriques. Les
cOtés homologues CK et BL sont donc égaux.

Deuxiéme solution : A, la hauteur issue de A est
médiatrice de [BC]. Par la symétrie par rapport a
A, B est transformé en C, A est transformé en
A done [AC] est transformé en [AB], (CK) est
transformée en la perpendiculaire a (AB) passant
par B c’est-a-dire en (BL), done K est transformé
en L donc CK = BL.

Solution 13
1. Le point D appartient a la médiatrice [AC], il est donc équidistant de A et C, done DA = DC et le
triangle C DA est donc isocele.

2. Les cotés homologues [AC] et [AB] sont
égaux puisque le triangle ABC est isocéle
E en A.
Les cotés homologues [AE] et [DB] sont
égaux par construction de FE.
A Comme ABC est un triangle isocéle en A,
on a ABC = ACB.
Comme ADC est un triangle isocele en D,
on a DAC = ACB.
On a donc 52?: = Zc:"?‘;, done leurs sup-
plémentaires respectifs DBA et CAE sont
égaux.
Les triangles ABD et AEC sont donc iso-
métriques.

D 3. D’apres la question précédente les cotés ho-
mologues [DE] et [CE] sont égaux. Le tri-
angle CDE est donc isocéle en E.

B C

Solution 14
1. Soit I le point d’intersection de (BP) et (MC). La droite (BP) coupe les droites paralléles (BC) et
(AD) suivant des angles alternes-internes égaux. Donc CBP = BPA.



340

A M B

. . T
3. Par la rotation de centre O et d’angle 5"

st

e O est transformé en O.
e C est transformé en B.
e B est transformé en A.
e M est transformé en P’.

CHAPITRE 7. TRIANGLES SEMBLABLES

o

Dans un triangle rectangle les angles aigus
sont complémentaires. Dans le triangle BCT
rectangle en I, donc BCM est le complémen-
taire de CBP. Dans le triangle BPA rec-
tangle en A, ABP est le complémentaire de
BPA. Les deux angles BCM et ABP sont
donc égaux.

. Les c6tés homologues [BC] et [AB] sont

égaux puisque ce sont des cotés du carré.
Les angles droits MBC et PABP sont bien
sir égaux. Les deux angles BCM et ABP
sont égaux d’apres la question précédente.
On a donc égalité d un c6té encadré par deux
angles égaux. Les triangles MCB et ABP
sont donc isométriques.

ou M’ est un point de [AD] avec MCB = ABP’. Donc P’ = P. Donc les triangles OM B et OPA

sont isométriques.

- ) » ” > LE] - - ﬂ.
4. D’apres la question précédente, comme P est I'image de P par la rotation de centre O et d’angle —.

OM = OP (conservation des distances par une rotation) et MOP =

2

T

5 (angle de la rotation).

C’est bien dire que le triangle POM est rectangle et isocele.

Solution 15

1. On trace le cercle de centre D passant par O. Il recoupe ¢ en M.

D C
/_\

2.

Les triangles OAD et OMD ont deux c6tés
homologues [AO] et [OM] égaux au rayon du
cercle ¢. Le c6té [OD] commun aux deux tri-
angles est homologue a lui-méme. Le triangle
OAD est rectangle en A, OM D est rectangle
en M les troisiémes c6tés homologues sont
donc égaux d’apres le théoreme de Pythagore.
Les triangles OAD et OM D sont donc isomé-
triques.

De méme les triangles DMFE et DCFE ont
deux cotés homologues [DM] et [DC] égaux
d’apres la question précédente. Le c6té [DE]
commun aux deux triangles est homologue a
lui-méme.
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Le triangle DAC est rectangle en C, DM FE est rectangle en M les troisiemes c6tés homologues sont
donc égaux d’apres le théoréeme de Pythagore. Les triangles DM E et DCFE sont done isométriques.
4. D’apres la question précédente. CE = M E. C'est dire que le triangle CME est isocéle en M.
Solution 16
Onposec:=AB,a:=APetb:= AN =c—a.

1. Les triangles BMP,CNM et NAP ont cha-
cun un cété (BM. CN et AP) de longueur
a. un coté de longueur b (BP, CM et AN)
entourant un angle qui mesure = D’apres le
deuxiéme cas d’isométrie (théoréme 25) ap-
pliqué trois fois, BMP,CNM et NAP sont
isométriques deux a deux.

2. Les troisiémes cotés (M P, NM et NP) sont
images les uns des autres par isométries. Ils
ont donc la méme longueur. C’est bien dire
que MNP est équilatéral.

,—( Remarque 5. I 2

On aurait pu aussi calculer directement d := M P par la formule d’Al Kashi (18 page 281 du
cours de premiére) :

A

d= a2+62—2abcos%= \/a2+b?—\/§ab.

Idem pour NM et NP.

\ J

Solution 17
1. Dans le triangle APN rectangle en N,

AN = APcos B;’lC et PN = APsin HAC. De méme, dans le triangle APM rectangle en M,
AM = AP cos Bad et PM = APsin B;‘C. Donec AM = AN et PN = PM.

2. Comme P appartient a la médiatrice de
[BC], on a PC = BP. On a d’autre part
PN = PM d’aprés la question précédente.

Jomme les triangles PBM et PC'N sont rec-
tangles en M et N respectivement, les troi-
siémes cOtés homologues. a savoir BM et
CN ont donc la méme longueur d’apres le
théoréme de Pythagore. Les triangles PBM
et PCN sont donc isométriques.
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3. On sait depuis 1 que AMN est isocéle en A. Maintenant parmi N et M il y en a un et un seul
a l'intérieur du triangle ABC. En effet sinon ABC serait isocéle ce qui est exclu. Pour fixer les
idées supposons que ce soit M a l'intérieur du triangle ABC. On a alors 2AM = AM + AN =
AB—BM+ AB+ AN = AB + AC. puisque AN = BM d’aprés 2.

Solution 18
1. Pour fixer les idées, ABC est un triangle dont les sommets sont nommés en suivant le sens trigono-
métrique.
Le triangle BDC est équilatéral, donc les cotés homologues [BD] et [DC] sont égaux.
A

I " ™
Par la rotation de centre C' et d’angle +§,

F est transformé en A
D est transformé en B
done DF = AB.

‘omme le triangle AEB est équilatéral, on a
aussi AB = BEFE, donc les cotés homologues
[BE] et [DF) sont égaux.

B C

Par la rotation de centre B et d’angle —%,

E est transformé en A

D est transformé en C

donec ED = AC.

Comme le triangle AFC est équilatéral, on a aussi AC = C'F, donc les c6tés homologues DFE et CF
sont égaux.

Les triangles CDF et DEB sont donc isométriques.

2. AEDF est un parallélogramme puisque ses cotés opposés ont méme longueur.
Solution 19 (Descendu du grenier)
On appelle I le milieu de [BC]. H le projeté orthogonal de B sur (Al), K le projeté orthogonal de C sur

(AI).
Les deux triangles BIH et CIK sont rectangloa

A en_| H et K respectivement. Les angles BIH et
CTK sont égaux car oppObes par lo sommet. Donc
les angles homologues IBH et ICK sont donc
égaux.

Les cotés homologues BI et CT sont égaux. Les
triangles BIH et CIK ont des c6tés homologues
égaux encadrés par des angles égaux. Ils sont donc
isométriques. Donc BH = CK. Comme BH dé-
signe la distance de B a la droite (AI) et que CK

désigne la distance de C a la droite (A[l), on peut
B I \'?II/C bien dire que les points B et C sont équidistants

de la médiane issue de A.

Solution 20 o
On se souvient que dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complémentaires. Soient g := ABC

eL‘y:=m,onadoncﬁ+’y=g.
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1. Les angles du triangle ABH sont ABH = B, AHB = % et HAB est donc complémentaire de g,
donc HAB = v. Les triangles ABH et ABC sont donc semblables.

2. On en déduit le tableau de correspondance entre les sommets :

ABC || A

B

C

ABH || H

B

A

Soit k le rapport de la similitude qui transforme ABH en ABC. On a

k

On en déduit I’égalité des produits en croix :

ABx BA=BH x BC et BCx HA= BA x AC,

ce qu’il fallait vérifier.

_AB _ BC _ AC
"~ BH BA HA

3. Le triangle ACH a les mémes angles que ABC : B. v et g
semblables.
4. Les triangles ABH et AC'H sont semblables. On a
ABH ||H | B | A
ACH ||H| A|C

Soit k le rapport de la similitude qui transforme ABH en ACH. On a

_HB _HA

k_HA_HC

On en déduit I'égalité des produits en croix :

HBx HC=HAXx HA,

ce qu’il fallait vérifier.
Solution 21
1.

(

_ 4cC
~ HA

I3

).

. Donc les triangles ABC et ACH sont

2. Les triangles ABC et AID ont 'angle BAC en commun. ainsi que o := BCA. Les triangles ABC

et AID sont done semblables.
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3. On écrit le tableau de correspondance entre les somimets :

ABC || A| B
AID || Al D | I

Soit k le rapport de la similitude qui transforme AID en ABC. On a

AC

k=-—=

I

AB 3

(o) PN

On en déduit que l'aire de ABC égale k? = 9 fois l'aire de AID. ce qu’il fallait démontrer.

Solution 22
1. On a OA = r = OB donc O appartient a la médiatrice de [AB]. De méme, O’'A = r' = O’B donc
O’ appartient a la médiatrice de [AB)]. Donc la droite (OO’) est la médiatrice de [AB].

2. Dans le cercle €. d’apres le théoreme de 'angle au centre, (24 page 154 du cours de seconde). on a
AOB = AM B. Dans le triangle AOB isocele en O. la médiatrice de [AB] est aussi bissectrice. Donc
AOB = 2A00/. ce qui permet de conclure.

3. Mutatis mutandis on a AWB = /1570

Les triangles OAO’ et M AM' ont donc les mémes angles et sont donc des triangles semblables.

4. On écrit le tableau de correspondance entre les sommets :

MAM || M| A M
OAO’ O|A|O

Soit k le rapport de la similitude qui transforme OAO" en MAM'. On a

L’égalité des produits en croix donne MA x AO' = OA x AM'. Or AO =1 et AO' =7', donc

AM T
AM 7!

Solution 23

v+ i e v+ e e ———

1. OnaCBD =CBA+ ABD =CBA + 5 De méme ABF = ABC +CBF = ABC + § On a done
bien CBD = ABF.

2. Les triangles BCD et ABF ont des c6tés homologues égaux qui encadrent des angles égaux. D’aprés
le deuxieéme cas d’isométrie (théoreme 25) BC'D et ABF sont isométriques.

3. On conclut que les troisiemes cotés sont de méme longueur, soit AF = DC.
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~
=~

,—| Remarque 6.] 3

La rotation r de centre B et d’angle % permet d’aller olus vite. On a :
r(C)=F, r(D)= A et r(B) = B.

Done les triangles CDB et FAB sont isométriques, on a les égalités CBD = FBAet CD = FA.
On peut méme ajouter que les droites (C'D) et (F'A) font entre elles un angle égal 4 'angle de
la rotation, c’est-a-dire qu’'elles sont perpendiculaires.

L. S

Solution 24
Les angles BIB' et CIC" sont opposés par le sommet, done égaux. Les angles BB'T et CC'T sont droits
donc égaux. Donc les triangles BB’ et ICC’ sont semblables.

Comme les c6tés homologues [IB] et [I B] ont méme longueur, I BB’ et ICC’ sont isométriques.

Pour démontrer que BB'CC’ est un parallélogramme, on a tout, sauf montrer que BB'CC’ n’est pas
croisé, ce qui est toujours un peu délicat. On va oublier tout ce qui précede et repartir a zéro et tout faire
d'un coup..

Soit s la symétrie par rapport & I. On a s(B) = C puisque [ est le milieu de [BC]. Le point s(B’)
appartient a la droite (BI). L’'image par s de la droite (BB’) est une droite parallele & (BB’) passant
par C. C’est donc d’une part la droite perpendiculaire & (B’I) passant par C et d’autre part la droite
(s(B)s(B')). On en déduit que s(B’) = C' puis que IBB’ et ICC’ sont isométriques somme images 'un
de l'autre par l'isométrie s.

Enfin I est le milieu de [B'C’] donec BB'CC’ est un parallélogramme.

Solution 25
1. (a) Dans un triangle rectangle, les angles aigus sont complémentaires. Donc BCM + CBP = %

En regardant au point B, on a ABP + CBP = %
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On en déduit que BCM = ABP.

(b) Les triangles MCB et ABP ont les mémes angles, dont un droit et BCM = ABP. lls sont
donc semblables. De plus les cotés homologues [BC] et [AB] ont la méme longueur (le cété du
carré). Donc MCB et ABP sont isométriques.

2. (a) Soit 7 la rotation de centre O et d’angle I (dans le sens direct si ABCD est un carré dans
le sens diret). On a alors 7(0) = O et 7(A) = B. On aussi 7(D) = A. Par conservation des
alignements et des barycentres par I'isométrie r. Le point 7(P) appartient au segment [AB].
Comme on a égalités entre les distances AP et Br(P), et AP = BM puisque MCB et ABP
sont isométriques. On en déduit M = v(P). Donc les triangles OM B et OP A sont isométriques
via I'isométrie r.

(b) On a POM = % (angle de la rotation, et OP = OM par conservation des distances par
I'isométrie 7.

Solution 26
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Dans le cercle €. I'angle DBC intercepte le méme arc DC que I'angle DAC. D’apres le théoreme de I'angle
inscrit (théoreme 25 page 155 du cours de seconde) on a DBC = DAC.

Par ailleurs les angles DEB et XE@, opposés par le sommet, sont égaux (théoréme 5 page 141 du
cours de seconde).

Les triangles DBE et ACE ayant les mémes angles, sont semblables.
Solution 27
D apres le théordme de 'angle inscrit. les angles IOB et CAB sont égaux.

De ce fait, les triangles rectangles IOB et HAB sont semblables.

.. OB IB . r af2 , __bh _ abc
On a donc en particulier 1B = B soit - =~ cequi donne & = = :

Solution 28

1. Les angles opposés v := ADC et & :== ABC du parallélogramme ABCD sont égaux.
La droite (AN) coupe les droites paralleles AD) et (BC) suivant des angles alternes-internes égaux.
Donc DAN = AMB.
Les triangles ADN et ABM ont les mémes angles. Ce sont donc des triangles semblables.

2. Le tableau suivant donne les points homologues, déterminés grace aux angles égaux :

ABM ||M | B | A
ADN | A | D | N

Soit k le rapport de la similitude qui transforme ADN en ABM. On a

AB MB( AM)

k=~ND= D "W a

On en déduit I'égalité des produits en croix :
NDxMB=ABx AD,

ce qu’il fallait vérifier.
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Solution 29

Les triangles isoceles ABC et BEC sont semblables car ils ont deux fois I'angle a en commun. Soit k le

rapport de similitude. On a
k= BC _3

T AC 5

Le rapport entre les aires des triangles BEC et ABC est donce

K2 = durc 9

~ dane 257

Solution 30

B

1. Ona OA = 0B = 0'A= 0O'B. Donc OAO'B est un losange donc un parallélogramme.
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1. Ona OA=0B=0'A= 0O'B. Donc OAO’'B est un losange donc un parallélogramme.

2. I est le milieu de [AB], c¢’est donc le milieu de [O'O]. Donc O’ =S;(0). Comme une symétrie centrale
conserve les distances. O'N' = ON = r, ou r désigne le rayon des cercles ¢ et ¢”. Donc N appartient
a ¢'. N' appartient donc a Pintersection de ¢” et de la droite (IN).

3. Comme [ est le milieu de [AB]. S;(B) = A. Donc 'image de [BN] par S; est le segment [AN’].

4. On a OA = OM = r donc O est équidistant de A et de M donc O appartient a la médiatrice de
[AM]. Donc O est sa propre image par la symétrie d'axe la médiatrice de [AM)].
Ainsi, par la symétrie d'axe la médiatrice de [AM]. le point N’ du cercle ¢ est transformé en un
point N” du cercle ¢ puisque ON’ = ON" par conservation des longueurs.
D’autre part. (AN) est transformée en (BN’) par S;. Comme une symétrie centrale transforme
une droite en une droite parallele. (AN) est parallele 4 (BN'), donc (BN') est perpendiculaire a la
médiatrice de [AM]. Les points N’ et B sont deux points du cercle ¢ situés sur la méme droite,
la perpendiculaire a la médiatrice de [AM] passant par N'. Donc N” et B sont confondus car
I'intersection d’une droite et d’un cercle comporte au maximum deux points.
L'image de N’ par la symétrie d’axe la médiatrice de [AM] est donc le point B.

5. Par la symétrie Sy, N est transformé en N’ et B est transformé en A donec NB = N'A.
Par la symétrie d’axe la médiatrice de [AM], N’ est transformé en B et A est transformé en M,
done N'A = BM.
Donc

NB=N'A= BM.

Donc le triangle BM N est isocéle en B.

,—(Remarque 7 } ~

On peut supprimer les questions 3. et 4. et répondre directement a la derniére question :

e —— e
Les angles BMA et BN'A sont deux angles inscrits dans le cercle ¢” qui interceptent le méme
arc BA. Ils ont donc la méme mesure.

Par la symétrie S; I'angle BN’ A est transformé en angle de méme mesure ANB.
Donc BMN = MNB. C’est bien dire que le triangle BM N est isocéle en B.
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Solution 31

M, _ f‘f:*

M’

/ M},

Mo

1. Les angles M1 MaMs et M AM3 sont inscrits dans le méme cercle ¢ el interceptent le méme arc

M Ms. 1ls sont donce égaux : MiMaMz = My AMs.

Les angles MIAMJ et M,AM 4 sont opposés par le sommet. ils sont donc égaux.

Les anglea M,AM_, et Ml M4 M} sont inscrits dans le méme cercle ¢ et interceptent le méme arc
Ml M3. 1ls sont done égaux : M{AM:S = M{ My M.

En écrivant la chaine des égalités on obtient

MiMaMs = My AMs = M{AM}, = M MjM;.

Done M; MaMs = M M, Mj.

I)e méme on a successivement : MIM;MQ = MIAMQ (interceptent le méme arc). M]AMQ =
MIAM’ (opposés par le sommet). M'AM2 = Ml M3 M, (interceptent le méme are). Dol MlAMg =
M1 MsMs.

On en déduit que les triangles My Mo My et M{MjM; sont semblables. De plus les points M{, M3
et M3 sont respectivement homologues & My, M2 et Ms.

Donc on a
MiM;  MiM; MM,
MiMs  MiMs MM,
ou k désigne le rapport de similitude.
Soit M le point diamétralement opposé & M, la droite (AM) recoupe ¢’ en M'. D’apres la question
précédente, les triangles My MM et M M3M’ sont semblables, et on a

=k.

MMy  M{M' _ M’'M}

M M, MM ~ MM, Ll




=~
=1
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oll ¥ désigne le nouveau rapport de similitude,

. MM,
Mais k = k' = -2,

MM, o

D'autre part MM = 2r ot M Mo M est un angle droit. Done I'angle homologue M M5M’ est aussi
un angle droit. Done [M{M'] est un diamétre de ¢” et done M{M' = 2r',
2 7 . o
— = —. Ce qu'il fallait démontrer.
2r r

—{ Remarque 8. | -

On peut utiliser la relation démontrée dans l'exercice 27,

Finalement k = k' =

abe
=

ol a. b. ¢ désignent les ¢61és du triangle. .« son aire et r le rayon de son cercle circonserit. Soit
k le rapport de similitude. on a o’ = ka. b’ = kb. ¢ = ke ot &' = k>

a'b'c  kakbke k_’a_bc _,obe _ ke

14" Ak k2 Ao A '

Dol k = - Ce qu'il fallait démontrer.

Donr' =

" w,

Solution 32

¢

Los arcs Af3 et A’ ont méme longueur. On considére la rotation R de contre O et d'angle AOA!. Elle
transforme A en A'. I3 en 13 car les arcs ont méme mesure. On note ¢ = R{C).

On veut démontrer que les angles ACB ot ATV qui interceplent deux ares de méme longueur ot méme
mesure,

Comme la rotationt R conserve la mesure des angles, ACE = A'C'. Comme les angles ACT oL AT T
interceptent le méme are. ils ont méme mesure. Done ACB = AT Ce qu'il fallait démontrer,
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Solution 33

A 0 A NTOB

1. Soit I’ le projeté orthogonal de f sur [AB]. [{'1] est la hauleur issue de T dans le triangle M/IN',

L

,—(Remarque 9.} -

Comme I’ est le milicu de [M'N’). [I']] est aussi la médiatrice de [M’'N’]. Donc le triangle M'IN’
est isocele en [,

Dans le wiangle MNP la droite (/M) passe par f. milicu de [MN] et par M’ milieu de [MP).
Done d’aprés la propriété de la droite des milioux. (IM’) est parallele & (N P).

Diaprés I'exercice 32 tous les angles MPN mLelcepLonL des ares de méme longueur el sont done
ogaux entre cux. Donce tous les angles MM sont égaux entre cux. Dote leurs complémentaires
NTM7T sont égaux entre eux. Ils sont aussi égaux aux angles MNI. Donc tous les ur fangles M’ IN'
restent semblables & cux-mémes au cours du déplacement de MN autour du demi-cercle.

On se place dans le corcle trigonométrique. On appelle € la mesure (variable) de I'angle NOB
el o la mesure (fixe) de langle MON. On a N{cos 8:sin @) et M{cos(@ + a):sin(8 + a))
done [ (cos(f) + a) 4 cos§ sin{@ + a) + sinf

2 ) 2
f e 4 .
On vient de démontrer que tan N'MIT = M1 = C?be ijb(e-'- @) ne dépend pas de 8. un
iy sin 8 + sin(@ + a)

résultal qui est loin d'éire évident. {Souvencz-vous de la solution 25 page 259 du cours de
premiére)

Solution 34

1.

Les triangles AIZD v ADE ont le coté [AD] en commun. 1l est homologue a lui-méme. Comme
A et AD) sont deux rayons du méme cercle. les ¢oLés [Af] et [AD] ont méme longueur el sont
homologues. Comine {A D) est bisseetrice de BAE. les angles BAD ot DAE sont dgaux.

Les triangles ABD o ADFE ont chacun deux edtés homologues respectivement de méme longueur
encadrant des angles de méme moesure, ARBD ot ADE sont done isométriques.

. Comme les triangles ABL et ADE sont isométriques. on a I'égalité des longuewrs des ¢dtés homo-

logues [130] et [DE]. soit 3D = DE. Autrement dit le triangle Z2DF est isoctle en D.
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Solution 35
1. Les triangles AMQ et APN ont I'angle en A en commun. de plus angles MQFP et M NP sont inscrits

—~—

dans le méme cercle et interceptent le méme are M P. lls sont done égaux.
Les deux triangles AMEQ o APN ont chacun deux angles hotologues égaux. done trois angles
homologues égaux. Ils sont done semblables.
2. » Les points N ot @ sont homologues.,
# Les points P et M sont homologues.
e Le point A est homologue 4 lui-méme,
On a done I'égalité des trois quoticnts
AN AP NP
AQ ~ AM T M@

De la pramicre égalité on obtient bien
AN x AM = AP x AQ.

Ce qu'il fallait démontrer.

Remarque 10.}

On a redémontré le théoréme 21 page 286 du cours de premiére (puissance d'un point par rapport
& un cercle)

3. (a) Dans le cas ol la droite (AP} passe par O on a (lorsque A est & Uextérienr du cercle)
AP = A0 - Ret AQ = A0+ R.d'ou AP x AQ = (AQ = R)(AO + R) = AQ” — R2.

(b) On a AC = 6v2 d'ott AQ = 3v2 On a R = 3. Enfin on appelle I le milicu de [DC].
AP =AD* + DI =62 +3%2 =364+ 9 =45 dolt AJ =35

. . 9 3

H '\..“‘ J' “.‘ d ¥ = 2— _2= —9= = e ——
[Yaprés la question précédente. AM x Al = AQ° - R 18 9. Donce AM YRR
3v5
rat

Solution 36

1. Les triangles I A'B et H I3 A ont chacun un angle droit ot les angles AT oL BH A qui sont égaux
car opposés par le sommet, Les triangles HA'B ot H B’ A ont chacun deux angles homologues égaux,
done trois angles homologues égaux. lls sont done semblables.
» Les points A el /2 sont homologues,
e Les points 13’ et A” sont homologues.
# Le point H ost homologue 4 lui-méme.
On a done I'égalité des trois quolients

HA _HB AR
HB~ 1A = BA”

De la pramiére égalité on obtient bien
HAx HA = HB x HB.

Ce qu'il fallait démontroer.



354 CHAPITRE 7. TRIANGLES SEMBLABLES

2. e La droite {AA") est la hauteur issue de I du triangle I BC.
e La droite {A73) est la hauteur issue de 13 du Lriangle I BC.
Ces deux hauteurs se coupent et A @ A est Porthocentre du triangle I BC.
A est le pied de la hauteur issue de H du triangle [ B3C. 13’ est le pied de la hauteur issue de € du
triangle HB3C. 1Yaprés le résultal de la question 1. appliqué au wiangle I BC, A et I échangent
leurs réles, A" et B’ conservent leurs réles de pieds des hauteurs, 13 et € échangent leurs véles. done
on a

Al x AA = AC x AB'.

Ce qu’ll fallait démonirer.
Solution 37
La droite (#37) est bissectrice de I'angle ABC done €531 = IBD.
La sécante (11 coupe les deux droites paralléles ($C) el (D F) suivant des angles allernes-internes égaux.
Done EBT = BID.
En suivant la chaine des égalités, on obtient I3 = BID. Clest bien dire que le triangle B/ est isoctle
en .

De méme la droite (CF) est bissectrice de angle ACR done BCT = ICE.
La sécanie (C1) coupe les deux droites paralléles (7€) el (D F) suivant des angles alternes-internes égaux.
Done BCT = CIE.
En suivant la chaine des égalités. on obtient TCE = CTE. Crest bien dire que le triangle CTE ost isoctle
en F.

Solution 38
B — T I)

c1

1. Les deux angles DAP et DCP sont deux angles inscrits dans le cercle 4 qui interceptent le méme

are PP, lls ont done la méme mesure.
= To A Y s : [y s
[De méme, les deux angles PAC et PDC sont deux angles inscrits dans le cerele € qui interceptent

le méme arc I:’E?. [ls ot done la méme mesure,

2. Maintenani on utilise le fait que (AP} est la bissecirice de 'angle @ ﬂang}g:__!ﬁ&ﬁ(‘
sont done égaux. [Yaprés la question précédente. les quatre angles DAP, DCP. PAC et PDC sont
égaux. De I'égalité PCP = PDC on déduit que le triangle PDC est isocéle en P,

3. Les deux angles C",‘.;‘l_-é et C'-?_:'}E) sont deux angles inscrits dans le corcle 9" qui interceplent le méme
are CEJ Ils ont done la méme mesure.
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De méme. les deux angles QAB et QCB sont deux angles inscrits dans le cercle % qui interceptent
le méme are BQ lls ont done la méme moesure,

Maintenant on utilise le fait que (AQ) est la bissectrice de Pangle CAR. Les angles cﬁi‘c‘j ot Q-:ﬁ?
sont done égaux. D'aprés la question précédente. les qualre angles 5:1-22 C"'.}}E) Cm ol C}E‘TB sont
égaux. De I'égalité C'-,‘l-}-@ = QHCHH‘B on déduit que le triangle QC I est isocéle en Q.

. Dans le triangle PDC est isoctle en P. DP = CP. done P appartient & la médiatrice de [CD]. O

étant le centre du cercle €, on en déduit que PO = CO. done O appartient a la médiatrice de [C1)).
La médiatrice de [C D] est une droite passant par O et /2. ¢’est done la droite (OF).

De méme comme QC 13 est isoctle en Q. @ appartient a la médiatrice de [B3C). O élant le centre du
cercle . O appartient & la médiatrice de [3C). Done (OQ) est la médiatrice de [BC).

L’angle OMCT est droit puisque M est le milieu de [BC] el que O appartiont & la médiatrice de
[C). En particulier M appartient au cercle de diamétre [BC].

De méme l'angle ONC est droit et N appartient donc aussi au cercle de diamétre [BC).

Les quatre points C, M. N. O appartiennent done au cercle de diamétre [BC).

Solution 39
1. Dans le triangle AR2D. la droite {AC) est la médiane issue de A {les diagonales d'un rectangle se

3.

coupetit en leur milicu). La droite {(DF) est la médiane issue de 13, Les droites (DI et (AC) se
coupent en K qui est done I'itersection de deux médianes de AR, K est done le centire de gravité
de ABD.

. Le contre de 31 avité d un iriangle se trouve sur chagque médiane aux deux tiers 4 partir du sommet,

Done AK = 31‘10 = 3/1(, en appelant O le centre du rectangle ABCH.
Dans le triangle ABC rectangle en /3. d’aprés la propriéié directe de Pythagore. AC? + BC? = AC?
done AC? = 12 + 12 done AC = VIZ + B et enfin AK = %\/!P + 12,

2
De méme DK = %DI. Dans le triangle ADT rectangle en A, d'aprés la propriété directe de Py-

2
thagore. AT+ AD? = DI? done DI? = (%) + 1% done DI = (;) +12 ot enfin DK =

2 1IN,
3 (z) +5

En remplagant les distances ])dl les valeurs littérales.

AK? + DK = AD? = S (I2+8)+ ((’3) +£2) yE
= lL 1{21 _!J 3{2 I
1., ? " .
= —!.r at - 61{
= 2}'2 _ 3{2 ’
g 0
= S (12-2w)

4. D’aprés la réciproque de Pythagore. le triangle DK A est rectangle en K lorsque AK2 4+ DK?—AD? =

5.

0. soit d’aprés la question précédente lorsque g (!;2 - 262) = 0 soit L2 — 2% = 0 soit L2 = 202 s0il
AN

(T) = 2 soit enfin % = /2 puisqu’un quoticnt de longueurs est. positif,

La réponse est not. car L = 297 mm ot { = 210 mm. Le quotient % vaut done 141428 4 107% pris
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par défaut alors que 2 =1.41422 & 10" prés par excds.

,—[Remarque 11.] \

Le théoreme d°Al Kashi page 281 dans le cours de premiére permet de calculer le cosinus de
Fangle en K ot on trouve cos K = 1,81 x 107 (4 10~ pras) ce qui donne K = 89,997° 4 1073
prés ce qui donne une différence de 'ordre de 107 avee I'angle droit.,

La réponse est oui. car par définition du format A4 le rapport TJ {qui s’appelle format en

papéterie) est exactement v/2. Les valeurs 297 et 210 ne sont que des valeurs approchées des
valeurs théoriques.

L.a réponse est non. car pour ces raisons de fabrication. les valeurs théoriques ne sont pas
obtenues exactement et d'ailleurs les bords de la feuwille ne sont pas un rectangle non plus si
Uon va par la ...

Solution 40 (Descendu du grenier (Excuse my dust))
1. Les triangles ACH et BCK sont semblables car ils ont un angle commun ACH ot un angle droit
chacun.
De ce fait leurs longueurs homologues sont proportionnelles :

triangle angle droit ACTs

ACH AC =65 Al | CH
BCK BC =52 BK | CK
Somme | 65 + 52 = 117 90
On obtient la colotme de A ot CK en multipliant la colonne de AC et BC par % = :—2

Soit AHf =65 x :—2 =30 cmet BK =52 x % = 410 ¢,

2. » Tracer [AC](6.5 cm. 65 cm si vous aves la place).
® Tracer le cercle de diamétre [AC).
# Tracer le cerele de centre A et de rayon 5 em). 1l recoupe le précédent en deux points, On nomime

I Tun d'entre cux.
e Placer B sur (CH) 452 cm de €.
Solution 41 (Le théoréme de Ptolémée)
1. Les angles BAE o €AD sont égaux par construction. Les angles inserits ABE = ABE et ACD

interceptent le méme are AL lls sont done édgaux. Ayamt deux paires d'angles égaux. les triangles
BEA et CDA somt semblables,

2. On peut dresser le tableau des sommets homologues ;

BEA|A|DB|FE
CDANlA|C| D

On en déduit I'égalité des rapports premiére ligne/deuxiéme ligne : :—é{ = %

On en déduit Iégalité des produits en croix : AR x CD = AC x BE,
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3. Les angles inserits ADB = ADE et ACB interceptent le méme are AB. 1ls sont done égaux,
Les angles DAE = DAC + CAE ot CAB = EAB + CAE sont ¢égaux par construction de E. Ayant
deux paires d'angles égaux. les triangles AED ol ABC sott semblables,

On peut dresser le tableau des soimnets homologues

AED || A D F
ABRC||A|C| B

On en déduit I'égalité des rapports premiére ligne/deuxiéme lignoe : j—? = %

On en déduit I'égalité des produits en croix : AD x CB = AC x DFE.

4. En additionnant les deux égalités on trouve ACx {(BE+DFE) = ABxCD+ ADxCH3. En ranarquant
que BE+ DE = D on oblient en fin de compte :

ACx BD = AB X CD+ AD x CB.

Solution 42
1. On a (cas d'égalité de linégalité triangulaire) fK = 2+ . De méme, JK = 24+ r. De ce fail. le
triangle TJK est isocéle en K. De ce fait. la médiane (OK) est aussi médiatrice. Done le triangle
fOK est reclangle en O.

2.0naOK =41-—rc O =2 Dans le triangle JOK est rectangle en O, d'aprés le théoréme de
Pythagore on a 1K? = O + OK?. Le résultat demandé en découlesimplement.

3. En factorisant. on obtient (2+r+4—r} 2+ r—44+7) =4 s0it 6{2r — 2} = 1 s0il 3(r — 1) = 1 s0it

r= 1
=3
4. L'aire du grand disque est 167, les disques de centres T el J mesurent 47 chacun et celui de contre

2_ 167

K mesute 7 9

. Ainst I'aire du domaine colorié en gris foneé mesure

. 16w 56w
16 — 87 — T = T
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Solution 43 (Une sangaku)
Pour fixer les idées. on prend la hauteur du triangle équilatéral égale 4 1.
Dans un triangle équilatéral les bissecirices sont aussi des médiatrices. Done le centre du cerele inserit esi

ausst le centre de gravitd, Il est situé a 3 du somnet done a 3 de la base et le rayon du cercle inscrit,

¢'est-a-dire le rayon du disque gris.

. . ‘e .2 . . . I 1
En tracant une horizontale a 'ordonnée 3 on obtient un deuxidine triangle équilatéral de hauteur 3" Le
. . s 1 . .
disque vert du haut a un rayon dans le méme rapport, done égal & —. Le rapport entre I'aire du disque

9
s 1\2 1 _ o o
rouge el celle d'un disque vert est done (§) =3 Comme il ¥ a Lrois disques verts, le rapport entre laire
. 1
en rouge el celle en vert égale done 3 x 5=3
,—[Remarque 12.} iy

Le mot « sangaku » n'est pas dans notre dictionnaire. Les mols japonais utilisés dans la langue
franeaise sont. & notre connaissance. du maseculin (il n'y a pas de genre en japonais). Comme
« sangaku » apparait an [éminin sur les sites en francais. nous leur avons gardé ce genre,

., 4

Solution 44 (Sangaku)
1. Dans un triangle reclangle. les angles aigus sont complémentaires,
La droiie (Af3) coupe les droites paralléles suivant des angles correspondatits égaux : iTBE = FEA.
Done les Lrois triangles rectangles ABC, HBFE et FEA sont semblables.
La droile (AC) coupe les droites paralldles suivant des angles correspondants égaux : GCF = EFA.
DDone les Lrois triangles rectangles ARC, FGC ol FEA sont semblables,
Les quaire wriangles ARC, HBE. FGC el FEA sont done semblables.

2. Les cercles inscrits dlant dans le méme rapport que les rapports de similitude. on a un tableau de
proportionnalité ;

triangle ABC | BHFE | EAF | FGC
hypoténuse AC BE FF FC

1'ay01‘1 du ‘ R R, Ry
cercle inscrit
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-
e

/
P . BE o9 AB
On en déduit que T~ EF - BC = B

2

=
™
~d

oLcuo&—E— 2__AC
M R TFEF - BC T BC
2

3. On en déduit.

B+ B _ R R
I R TR

- (Y + (B

I I

L [ABNE [ ACH?

= (BC) + (BC)
A2 Act

=%z T e
_AB?+ AC?

BC?
_ BC?
T BC?
W+ _
2

Yol
R4+ R =R

Solution 45 (isométriques)
o AR = C'AC ( angle commun au deux triangles )

e Al = AC (ABC wriangle isocéle en A)
o AIY = AC (car AP = ABJ2=AC/2 = AC")

Les triangles A3 2 et AC'C ont un angle de méme mesure compris entre deux ¢d1és respectivement
de méme longuecur. Ils sont done isomélriques,

c’ I4

X
T

I3
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Solution 46
1. Le point M est I'image de /2 par la similitude directe de centre A, de rapport v/2/2 et d'angle m/4.

3.

L expression analytique complexe de cette similitude est 2’ —a = %{z —a).
donc m = —1 b—a)+a= 1+4 ) -+ 1-d ;za Mutatis mutandis. on obtiemt n = 1+¢ _2'- c+ 1=t ;zb.
1+14 1—-14 1414 1-4
=fd+T OLQ—T +fd.
Diaprés la question précédente.
141 z’ 1+
p—m=—(d b)+ {c—a)elg—n= 5) (a
Or ]-H, =—fiet 1_3‘ = {. [Johe
1 —4 144
p—m= —z 3 (c—a)—z( {d b)+ 5) (a—r'))=z‘{q—n).
Traduction géométrique : MP = NQ o que les vocteur‘s W ol m wonL orthogonaux.
{a) Onak= + Cere= m Par ailleurs. m+p = (a+c) = (14+)+(1-D)k.
Deméme. n+¢g={1+Dk+ (1 —9)~L
{b) Dire que MNPQ est un parallélogramme. c'est dire que U et V' sont confondus. ¢’est-a-dire
quem+p=n+gsoit {1+)€+ (1 -k ={(1+k+ {1 -2 soit 2¢€ = 2k soit k = € s0il
K = L ¢'est-a-dire ABCL) est un parallélogramme,
{c) Onau= mi+p oL v = n+q
Done u+ v = w = {(l +f+ {1 —Dk+(1+Dk+ (1 —i)8) =k—+£ Dece fail,

)
le quadrilatére ULVK est un pam]lo]oglammo {réduit a un point si ABCD est un parallélo-

gramme).

%ﬂ’"q = %({1 + i)+ {1 =k — (1 + i)k — (1 —§)8) = —ik +if =
(€ — k). La traduction géométrique est : UV = LK (les diagonales ont méme longueur. done
ULV K est un reclangle). et se coupent a angle droit. De ce fait ULV K est un carré (réduit a
un point si ARCD est un parallélogramme).

De méme, v — v =
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Pour bien aborder ce chapitre

lvperbole Ellipse Parabole

Les coniques sont des courbes du plan connues depuis les Greces. Elles ont été étudiées par Menechme
vers 400 ans avant J.C, puis par Archiméde, Apollonius de Perge. .. Ils les voyaient comme les intersections
d'un cone et d’un plan et les avaient baptisées « sections coniques ». Suivant I'angle d’inclinaison de ce
plan avec I'axe du cone, on distingue différents cas (voir 'exercice 2 page 387) :

- Si cet angle est inférieur a 'angle d’ouverture du coéne, on obtient une hyperbole.

- Si cet angle est supérieur a 'angle d’ouverture du céne, on obtient une ellipse.

- Si cet angle est égal & I'angle d’ouverture du céne, on obtient une parabole.
Mais d’autres situations peuvent se produire, ainsi si le plan contient le sommet du céne, I'intersection du
plan et du cone peut étre formé de deux droites sécantes, ou d'une seule droite, ou méme seulement de ce
sommet. Ces coniques sont dites dégénérées tandis que les trois premiéres obtenues sont dites propres.

Il existe d’autres fagons d’introduire les coniques. Celle retenue dans ce cours est appelée « définition
monofocale des coniques », ou « définition par foyer-directrice » (voir la définition 1). On verra, avec la
« définition bifocale » (voir la définition 17) un autre moyen de définir les coniques propres.

Les coniques possédent de nombreuses propriétés géométriques remarquables et on en étudiera quelques
unes dans les exercices de ce chapitre. On les retrouve en de mains endroits dans la nature. Kepler au XVI¢
siecle a compris que que les planétes décrivent des ellipses dont le soleil occupe un des deux foyers. Galilée
au XVII® siecle découvre qu'un obus tiré d'un canon décrit une trajectoire parabolique. La trajectoire
d'une comeéte cyclique est une ellipse et celle d’'une cométe qui ne revient jamais est une parabole ou
une hyperbole. Dans la vie courante, c'est grace aux propriétés géométriques des paraboles que peuvent
fonctionner les télescopes et les antennes paraboliques (voir 'exercice 3 page 387).

8.1 Définitions et premieéres propriétés

8.1.1 Définition monofocale

Notation 1.

Si A et B sont deux points du plan, on notera d(A, B) la distance de A a B. c’est-a-dire la
norme du vecteur AB.
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,—(Déﬁnition 1 (Conique).} \

Soient 2 une droite du plan. F' un point du plan n’appartenant pas a Z et e un réel strictement
positif. On appelle conique de foyer F', de directrice 2 et d’excentricité e la courbe ¥
formée des points M du plan vérifiant :

‘ d(M,F) = e d(M, 9) I

— Si 0 < e < 1. on dit que ¥ est une ellipse.

— Si e =1, on dit que ¢ est une parabole.

— Sie > 1, on dit que ¥ est une hyperbole.

La droite A passant par F' et orthogonale & 2 est appelée 'axe focal.

Théoréme 1
L’axe focal d’une conique est un axe de symétrie de cette conique.

Démonstration 1

Soit M un point de la conique ¢ de directrice Z. de foyer F et d’excentricité e. Soit A 'axe focal de ¢ et
soit M’ I'image de M par la réflexion d’axe A. Soit H et H' les projetés orthogonaux respectifs de M et
M’ sur 9. Les droites 2 et A sont perpendiculaires donec d(M’',2) = H'M' = HM = d(M, 2). Comme
A est la médiatrice du segment [MM’] et que F € A, on a aussi d(M',F) = d(M, F). Par conséquent

dM',F)=d(M,F) = ed(M,?) = ed(M', %) ce qui prouve que M’ € ¢. O
,—[Déﬁnition 2 (Paramétre).) .

Soit ¢’ une conique de directrice 2. de foyer F et d’'excentricité e. Soit d = d(F, 2). Le réel
p = e d est appelé parametre de la conique ¥

,-{Remarque 1.} ~

Le parametre d’une conique ¢ est la distance de F' a chacun des deux points de ¢ situés sur la
droite passant par F' et parallele a 2.
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8.1.2 Equation cartésienne d’une conique

H,, M
_..‘
K j A
* —>
F| 3
- d >
D

Théoréme 2 (Equation cartésienne d’une conique)

Soit ¢ une conique de directrice 2. de foyer F' et d’excentricité e. Soit d = d(F, 2) - Dans un repere
orthonormal (F, 7", 7) choisi en sorte que 9 ait pour équation £ = —d (<= 7" unitaire normal & 9
et 7 unitaire directeur pour %) ¢ a pour équation cartésienne :

22 + 92 = e2(x + d)°

Démonstration 2
Soit K le projeté orthogonal de F sur la directrice 2. On rapporte le plan au repére Z(F,7,7) ou
7 = "%-" et ol 7 est directement orthogonal & 7°. Remarquons que 7 dirige la directrice 2. Posons d =

d(F,?) - La directrice, dans ce repére. admet bien comme équation cartésienne x = —d. Soit M (z, y ).
Ona:

Me¢ <« dM,F)=edM,9P)
— d°’(M,F)=¢> d*(M, )

— :52+y2 = er"’(:1:+d)2

d’ou I'équation cartésienne de la conique dans Z. [

,—(Remarque 2.] \

L’axe focal de la conique passe par F et est dirigé par 7. Son équation dans % est y = 0.

8.2 Etude de la parabole : e = 1

On s'intéresse dans ce paragraphe a une parabole 42 de foyer F', de directrice 2. de parameétre p > 0.
On considére & nouveau le repere 2(F, 7", 7) construit dans la proposition 2. Dans ce repére. une équation



8.2.

de 4 est

ETUDE DE LA PARABOLE : E = 1 365

2’ +y* = (z+p)°.

L’axe focal A. passe par F. est dirigé par 7 (et admet donc comme équation y = 0), coupe & en un
unique point de coordonnées (—£,0). ce qui justifie la définition suivante :

,—[Déﬁnition 3 (Sommet d’une parabole).) .

e

On appelle sommet de la parabole 42 I'unique point S d’intersection entre 4? et son axe focal
A. Dans le repere (F, 7, 7). les coordonnées de S sont (—5,0).

,—(Remarque 3.} N

Si K est le projeté orthogonal de F sur 2. S est le milieu de [FK].

Théoréme 3 (Equation réduite d’une parabole)
Il existe un repére orthonormal (O; 7, 7)dans lequel la parabole &2 de parameétre p > 0 admet pour
équation caractéristique :

Cette équation est appelée équation réduite de la parabole 4.
Réciproquement. une courbe d'équation : Y2 —2 p X = 0 dans un repére orthonormal (O, 7, 7) est

une parabole de foyer‘ F(£,0) I et de directrice d’équation ‘ 2 X =-5% I

‘YQ—QpX=OI

Démonstration 3

=

Soit & la parabole de paramétre p > 0. de foyer F et de directrice 2. Dans le repére Z(F, 7, 7)

construit dans la proposition 2, 4 admet comme équation cartésienne z° + y* = (z + p)? soit

y2 = 2px + p2.



366 CHAPITRE 8. CONIQUES

Considérons le point O(—£,0) et le repére 2'(O, 7, 7). Calculons les formules de changement de
coordonnées du repére Z au repére #’'. Soit M un point du plan de coordonnées (z,y) dans Z et
de coordonnées (X,Y) dans #’. On a :

Par ailleurs :

(W=OI*2'+F1V}=’-2)7+:B7+3/7

Il
®
_|_

w\!::i

]
_I_
N~
]

Par identification, on obtient alors :

L’équation de & : y? = 2pzx + p? devient dans #’ : Y? = 2pX. Remarquons que O est le sommet de
la parabole.

= Soit ¢ une courbe d’équation Y2 — 2 p X = 0 dans un repére orthonormal (O, 7, 7). Montrons
que ¢’ est une parabole. Soit 2 la droite d’équation X = -£. F (£ ,0)et M ( X , Y ) un point
du plan. Montrons que d(M, F) = d(M, 2) si et seulement si M € ¢ ce qui prouvera que ¢ est une
parabole & de foyer F' et de directrice 2. Remarquons que :

d*(M,F) = (X — g)"’ +Y2et (M, 9) = (X + g)?

On a:

Me® = dM,F)=dM,9)
= d’*(M,F)=d*M, ?)
= X-5P+Y’=(X+5)
— Y’-2pX=0
— Mec%¥. (]

Théoreme 4 (Paramétrage de la parabole)
On peut paramétrer la parabole d'équation Y? — 2 p X = 0 dans un repére orthonormal (O, 7, 7
par

Démonstration 4
Soit #(0, 7", 7) le repére construit dans la proposition précédente. Dans ce repére une équation de 4 est
y° —2pz = 0. Soit M ( =, y ) un point du plan. On a équivalence entre :

Me?® — y2—2p:z:=0

pt*



83 ETUDEDELELLIPSE:0 < E < 1 367

Théoreme 5 (Tangente a la parabole)
Dans un repeére (0,7, 7). on considére la parabole & de paramétre p > 0 et paramétrée par
—pt
{“’(t’)— 2 :teR
pl

y(t) =
— La tangente Jp, a &2 au point My de &2 de parameétre to € R a pour équation :

t2
m—toy+p§ 0

— La tangente Jum, a 4 au point Mo(xo,yo) a pour équation

Yy yo = p(x + xo)

Démonstration 5
Soit % la tangente & &2 au point de parameétre ty. Un vecteur directeur a cette tangente a pour coordonnées
(pto, p). Le vecteur de coordonnées (o, 1) dirige donc Z%. Une équation cartésienne de % est donc

lo x— .’l?(to) —0
1 y—y(to)
P t2

soit to(y — pto) — (z — Z 0) = 0 ou encore £ —toy+ —52 = 0. Par ailleurs. comme zo = % et que yo = p to.
cette équation s’écrit encore pr — yoy + pxo = 0. 0

,—{Remarque 4.}

La tangente a 42 au point Mp ( o , yo ) est la médiatrice de [FFH] ou H désigne le projeté de

Moy sur la directrice.
{ _—

En effet on a ? ‘ 10 et Fﬁ yp. Donc ? - Fﬁ = —pto + Yo = 0. Donc 7 est perpendiculaire a

0

(FH). Comme My appartient a la fois a .7 et a la médiatrice de [F'H], ces deux droites sont
confondues.

8.3 Etude de l’ellipse : 0 < e < 1

On considere dans tout ce paragraphe une ellipse & de foyer F'. de directrice 2 et d’excentricité e
O<e<).

Théoréme 6 (Equation réduite de ’ellipse)
— Il existe un repére orthonormal (O, 7, 7) dans lequel & a pour équation

2 2
X—+% 1 O<b<a
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Cette équation est appelée équation réduite de ’ellipse &.

X? Y? . :
- Réciproquement : I’équation p + 2 1 avec 0 < b < a est I'équation d une ellipse de foyer

‘ F((-c,0) I avec | e = va? — b? . de directrice| 2 : X = — et d’excentricité | e = o

Démonstration 6
=] D’aprés la proposition 2, il existe un repére orthonormal direct Z(F,7’,7) dans lequel une
équation cartésienne de & est

2’ 4+ y° = e (z + d)°(»)

ou d = d(F,2). On va procéder en mettant sous forme canonique (voir théoreme 2 page 173 du cours
de premiére). On a :

(x) <<= (1—e®)zx? —2e%dr+y?>—e2d®>=0

1 —e? 1 —e?)
2 2 2
PEEN 1 - T ¢’d + 1-e =1 (*")
ed ] — e2 ed =
Posons alors
0 ed b ed e e?d ot X:=r—c¢
1 —e2’ V1 —e2’ T 1—e? Y =y

Ces quantités sont bien définies car 0 < e < 1. Remarquons qu'on a a > b > 0. Le couple (z,y)
représente les coordonnées dans un repére #2'(0, 7, §) d'un point de coordonnées (z,y) dans le
repere Z(F, 7, 7) o O est déduit de F par une translation de vecteur @ ( ¢, 0 ). Dans ce nouveau

repére, (x) s'écrit alors

X2 Y?
— + 7= 1
2
qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs bien a® — b = ¢2. z=eetd= b?. Enfin, une
équation de la directrice 2 dans Z étant x = —d, une équation de 2 dans %’ est : X + ¢ = —d. soit
. b + 2 a’ ) . iy a2
X = —-d-c. Mais —d — ¢ = ——— = ——. Une équation de 2 dans #" est donc : X = ——.
c c c
2 Y2
< | Réciproquement, soit & une courbe d’ equatlon — + 75 = 1 dans un repére #'(0, 7,7 ).avec
a > b > 0. Posons )
c b
c=+va’*-b%, e=-etd=—
a c’

Par identification avec 'équation (x'). on reconnait l'ellipse de foyer F ( —¢ , 0 ) de directrice
2

a ; el
P . X = —— et d’excentricité e. ]

n
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Théoréme 7 5
Soit (O: 7, 7) un repére orthonormal dans lequel & a pour équation —= + %{- =1avec 0 < b <a.

— Lorigine O est centre de symétrie de &. C’est le centre de l'ellipse.

— OX et OY sont axes de symétrie de &. OX est appelé axe focal ou grand axe. OY est appelé
axe non focal ou petit axe.

- a est appelé demi-axe focal ou demi-grand axe. b est appelé demi-axe non focal ou

demi-petit axe.

— Soit ¢ = /a2 — b2. & admet deux foyers F et F’ de coordonnées dans le repere (O:7,7) :

(1,2

F(—c,0)et F' (¢, 0)dedirectrice associée d’équation. dans ce mémerepére: 2: X = ——
c
2
a
et 2. X = —.
c
~ Lellipse & coupe les axes du repére (O:7,7) en quatre points A, A, B, B’ appelés les

sommetsde £etona: A(—-a,0), A" (a,0), B(0, -b), B(0, bd).

Théoréme 8 (Paramétrage de ’ellipse)

” . ., . X2 Y2 ~
On peut paramétrer l'ellipse d'équation — + — = 1 avec 0 < b < a dans un repeére orthonormal

a? b?
(0:7,7) par

. -
y(6) = bsing - L €T

{ z(t) = acost

Démonstration 8

Soit #(0O, 7, 7) le repere construit dans la proposition précédente. Dans ce repére une équation de & est

X% y?
+

a? b?

= 1. Soit M ( X , Y ) un point du plan. On a équivalence entre :

X% Y?
a? +§
< dJte[-m,7], X =acostetY =bsint ]

Me¥ =1
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B
. 4 L 4 A
K| A A K’
BI
(1,2
D e ¢ > D’
~Méthode 1.} .

Pour construire une ellipse

1. On trace ses axes focaux et demi-focaux.

2. On place le centre O de I'ellipse puis ses quatre sommets A, A’, B, B'.
3. On mesure au compas la longueur OA et on place le compas en B.
4

. On trace les deux arcs intersectant I’'axe focal. On obtient ainsi les points F et F”.

,—(Remarque 5.

) h
1—t°
X = a
1+ 2 , X® v
est une paramétrisation de l'ellipse —- + —5 = 1 privée du sommet de
ot a b
Y = a
14 t2

coordonnées (—a,0). Ce dernier point est « obtenu » en faisant tendre ¢ vers +00 ou —oc.

,—(Déﬁnition 4 (Affinité orthogonale).]

Soient (O:7,7) un repére orthonormal. L'affinité orthogonale de base (O, 7’) et de rapport
k € R* est I'application du plan dans lui méme qui au point M de coordonnées (x,y) associe le
point M’ de coordonnées (z, ky).
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Théoréme 9 (Cercle préincipgll d’une ellipse)
L'ellipse & d'équation iy + = 1 avec 0 < b < a dans un repére orthonormal (O, 7", 7) est
I'image du cercle ¢ d’équation cartésienne X2 + Y? = a? par I'affinité orthogonale de base (O, ?)

et de rapport k = g. Le cercle ¢ est appelé cercle principal de l'ellipse &.

Démonstration 9
Soit M un point de €. 1l existe t € [—m, @] tel que les coordonnées de M soient (acost , bsin t). Soit T

I'affinité orthogonale en question. On a T(M) (acost , bsint). Donc T'(M) € &. Réciproquement, tout
point de & est image d'un point de ¢ par T'. O

Théoréme 10 (Equation de la tangente & une ellipse)

Dans un repére (O; 7, 7). on considére I'ellipse & de demi-grand axe a et de demi-petit axe b (0 <
z(t) = acost
y(t) = bsint
La tangente Zp, & & au point My de & de parameétre ¢, € R a pour équation :

b < a) et paramétrée par { (L€ [—m, 7.

bz costo+ay sinto—ab=0

La tangente 7y, & & au point My(zg,yo) a pour équation

T To Y Yo
?+b—2—1=0.

Démonstration 10
Un vecteur tangent & 'ellipse & en le point M de paramétre t est celui de coordonnées (—asint, beost).
Une équation de la tangente Fpy a & en M est donce :

—asint x —acost
becost y—bsint

ce qui donne : bz cost+ay sint —ab=0.

Si (zo,yo) sont les coordonnées de My, cette équation devient :?" “+ % —-1=0. O
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Théoréme 11 {Image d’un cercle dans 'espace par une projection orthogonale)
['image d'un cerele € de 'espace par une projection orthogonale sur un plan 4 non perpendiculaire
au plan contenant % est une ellipse de %2,

Démonstration 11
Nommeons £ le plan contenant le cercle 4, 7 le rayon de ¢, O son centre et O le projeté orthogonale de
O’ sur le plan &,

Si les plans 22 et 92 sont paralléles alors Uimage de ¢ par la projection orthogonale sur 42 est le cetele
de méme rayon et de centre O.

On suppose que 2 est non paralléle & 22, On note alors 2 la droite formée pat leur intersection ol
a €] 0, ©/2 [ l'angle non orienté entre los plans 2 et . Soit 7 un vecteur unitaire dirigeant 2. Soit
T un vecteur de 22 en sorte que #(0: 7, 7) soit un repére orthonormal de 22, De la méme facon. on
considére un vecteur 77 en sotte que (0, 77, 77) soit un repére otthonorimal de 4. Par la projection
orthogonale sur 2, le point M’ € % de coordonnées (x,y) dans #’ se transforme en le point M € 22 de
coordonnées (z, ycos a) dans A,

Si M’ est élément de ¢ alors il existe 8 € R tel que z = reos@ el y = rsind ot les coordonnées de
M’ sont alors (reos @, rsin@cosa). Done M’ est élément de l'ellipse de contre Q. de demi grand axe r ot
de demi petit axe Rcosa. Réciproquement. on vétifie que si M(rcos@,rsin@cos o) est élément de cetle
ellipse alors ¢'est le projeté orthogonal sur 4 du point M'(recos@,rsin 8} de 42’ O

8.4 Etude de I’hyperbole : 1 < e

On considére dans tout ce paragraphe une hyperbole .2 de foyer I, de ditectrice 2 et d'excentricilé
e (e> 1)

Théoréme 12 (Equation réduite de I'hyperbole)
Il existe un repére orthonormal (Q: 7, 7 }dans lequel .2 a pour équation

2 2
XYt 000

Cette équation est appelée équation réduite de ’hyperbole 7,

Réciproquement : I'équation %_,'- — 47 = lavee a > 0, b > Qest I'équation d'une hypetbole de

foyer |F (¢, 0) I avec | ¢= a2+ b? I de directrice | 2 X = % IoL d'excentricité|e = £

¥

Démonstration 12
D aprés la proposition 2, il existe un repore orthonormal ditect #(F, 7, 7) dans lequel une
équation cartésicnne de . est

22+y’ =(z+d)’()
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ol d=d(F,?). On a:
() = (1-eHx?-22dr+y> - 2d2 =0

= (2 -Nz? 4+ 2%z —y? +3d* =0
D
— (cg—l)(w2+ ‘;Cdr)—92+czd2=0
es =]
e2d \° el
= @-N{z+—= - —¥+e¥d? =0
ez -1 e2 -1
2
24 2
2 _ e 22 e
— (¢ I)(w+02_l) y° =c°d (r‘z—l l)
2
24 242
(e —I)(:c I—cg) y¥=2
-1\’ - e2d \° ver —1\* 2l (o
- s —_ = *
ed 1—¢2 ed )
Posons alors
ed ed e?d X =z+¢
' = — b:=— e.= ot

e —1' wei—l‘ e —1 Y;=y

Cles quantités sond bien déinies car e > 1. Remarquons que a > 0 et b > 0. (z, y) sont les coordonnées
dans un repére 2'(0, 7, 7) d'un point de coordonnées (z,y) dans le repére Z(F, 7, 7) ol O est
déduit de F par une translation de vecteur @ { —e, 0 ). Dans ee nouvean repive. () s’éerit alors

X2 y?
peaairolal

2

2, E =ecold= b— Dans %',

qui ost bien de la forme annoneée, On a par ailleurs bien ¢®> + 5* = ¢

¢

ona F (e, 0) Enfin. une équation de la directrice % dans # étant © = —d. une équation de 2
2 32 2
¢ —b a

dans % est X —¢c= —d. s0it X =¢c—d. Maisec—d = = —. Une équation de @ dans #’
2 e e
est done X = —.
¢ 2 2
, s \s X Y e iy = .
Réciproquement. soit .7 une courbe d’équation TS 1 dans un repére #'(Q, 7,7 ) avec

a>0elb> 0 Posons .

c=+/a?+ b2, e=§etd=bc.

Par identification avee I'équation (x'). on reconnait I'hypetbole de foyer F ( ¢, 0 ) de directrice

2 : X =% et d'excentricité e, O
Théoréme 13 5 s
Soit (©, 7, 7} un repére orthonormal dans lequel I'hyperbole 2 a pour équation vl 1 avee
a>0,56>0

a) Llotigine O est centre de syméttrie de 22, (Test le centre de Phyperbole.
b} OX et OY sont axes de symétrie de 2. OX ost appelé axe focal ou grand axe. QY est
appelé axe non focal ot axe non transverse.
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¢) a est appelé demi-axe focal cu demi-grand axe. b cst appelé demi-axe non focal ou
demi-petit axe.

d) Soit ¢ = va? + b2. . admet deux foyers F ot F' de coordonnées dans le repére (0, 7,7) :
Fie,0)elt F" ({ —e, 0) de direeitice associée d’équation. dans co méme repére, : 2 X = 2
ot @' X = —“—:

¢) L’hypetbole . coupe le grand axe en deux points A et A’ appelés les sommets de .- On
aA{a,0)et A {—-a,0)

Théoréme 14 (Paramétrage de ’hyperbole)

2 Y?
On peut paramétrer 'hyperbole d'équation P 1 avec ¢ > 0, b > 0 dans un repére ortho-

notmal (0, 7, 7) par

te RN {-1,1}

Le sommet de coordonnées (—a,0) est « obtenu » on faisant tendre £ vers 4o ou —oo,

Démonstration 14
OnavieR\{-1,1

} (=) _ yw)? _ .
3 o :

2
Invetsement, on a vt € R\ {—1,1}. §'(t) = Qb(]lj—;z)? > 0 st on a choisi b > 0.
H -0 -1 1 +oo
+o0 +oo 0
y(t) / / /
0 -0 —oC

La fonction gy réalise une bijection de ] —oco , —1 [ sur ] 0, +oo [. De ce fait, tous les points de la
demi-branche d’hyperbole située dans le quart de plan 2 < 0 et y > 0 sont atieints une fois ot une scule,
La fonction y réalise une bijection de ] =1, 1 [ sur R. De ce fail. tous les points de la branche
d’hypetbole situde dans le demi-plan > 0 sont atieints une fois el une seule,
La fonction y réalise une bijection de | 1, 400 ] sur ] —oo , 0 [ IDe ce fail. tous les points de la
demi-branche d’hyperbole située dans le quart de plan z < 0 ol y < 0 sont alteinis une fois et wne scule.0
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Théoréme 15 (Asymptotes a I'hyperbole)

2 2

Soit .2 I'hyperbole d'équation % -3 = 1 avec @ > 0, b > 0 dans un tepére orthonormal (0, 7, 7).

.%.”admetdeuxa:symptotos:lé: bX—-aY=0Qect|d: 6 X+a¥Y =0}

Démonstration 15
y{t)

b 2
Lotsque ¢ tend vers 1. on a llm z{t ¢ oo, el de pla lnu = lim - = Enfin
sq s @) + (G0 = + plus Jim o5 = lim &
2,: 1+ 52 1—t
;__“_b ) =0
Pour ees trois raisons. on a une droite asympiote d'équation y = Ea:.
Par symétrie, lotsque ¢ tend vers —1, la droite d’équation y = —Ea: est asymptote, a

//’ rd p
rf Jila \‘\
¢ -h; A
] A o
FroA NEE
D . D
a®
¢

Théoréme 16 (Equation de la tangente & une hyperbole)
Dans un repére (O:7,7F). on considére V'ellipse .2 de demi-grand axe a ot de demi-petit axe b

1+ ¢?

) = o—s
(0 < b < a) et paramétrée par 1 ﬁ‘ it eRN{-1,1}

y(t) = bm
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Démonstration 16
Un veeteur tangent a Uhyperbole 2 en le point My { o, yo } de paramétre t € R\ {—1,1} est celui de
coordonnées {(2'(¢), ¥ (¢)). Or

20 = a (2;(1 — )+ 201 + .:2)) _ za( 2

(1 —1¢2)2 1—¢2)2°

b o f20=)+220\ ., 1+
y(t)_b( (1_52}2 )—2bm

N 2 1 . _— .
Alnsi, aprés division par 1-7 ab la tangente Ty, au point My ost dirigée par le vectewr de coordonnées
y()/bz
roja’ )’

. . 33[1/&2
De ce fail le vecteur de coordonndes

- 3&1/52

T
Une équation de Fay, ost done : {(z — :r:n)a—;,J —(y— y“}g_; = 0 so0il

) est normal a Fay,.

xZo Yyo _ :r:ﬁ y?,
a? b2 a? b

~ Méthode 2.} Y

Pour construire une hyperbole

1. On irace ses axes focaux et demi-focaux,

2, On place le centre @ de I'hyperbole puis ses deux sommets A4 et A’
3. On trace le corcle de centre O et de rayon a .

4. On irace les asympilotes.

5. Pour une de ces deux asymplotes, on considére son intersection avee le cercle, Elle est
formée de deux points P et §,

6. On trace les perpendiculaires a Uasymptole passant par chacun de ces deux points.

7. L’intersection de chacune de cos deux perpendiculaires avee laxe focal est constitude des
deux foyers de 'hyperbole.

8. Les directrices de I'hyperbole sont les droites perpendiculaires a Paxe focal el passant pat
Pet 1,
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8.5 Définition bifocale de I’ellipse et de I’hyperbole

Théoréme 17 (Définition bifocale de "ellipse et de I'hyperbole) .
Soient a ob ¢ deux réels strictement positifs, F et F/ deux points du plan tels que HF‘F"” = 2¢.

1. Sia > e l'ensemble des points du plan tels que

[ e =]

est, lellipse de foyetrs F et F/ et de demi-grand axe a

2. Si a < ¢, Uensemble des points du plan tels que

-7 -]

est, Phypetbole de foyers I et F’ et de demi-axe focal a.

Démonstration 17

Inttoduisons le point @ milicu de [FF] et 7 = (W/ ||(W
orthogonal & 7. On forme ainsi un repére orthonormal direct {Q, ¢, 7). Dans ce repére. on a F(c,0).
F'(—¢,0). Soit M(z,y) un point de plan. On calcule MF2 = (z—e)> + 35> et MF?2 = (z+)®* + 9% et il
s'ensuit que

|. Soil 7 un vecteur unitaire directement

MPEMF?=({(z-?+ ) e+’ +32) = (2% + g2 + ¢ — 2ex) (2% + ¢ + % + 2c2)

=@ +¥° + )? - acs?

ot que
M+ MF? =@-0’+y+ @@+’ +4" =22+ + ).

1. On a alors les équivalences :

MF+ MF =2a
MF*+ MF? + 2MFMF' = 1a°

=
= OMFMF =1a% - (MF*+ MF"?)

= AMFLMF? = (10" — (MF? + MF?))?

= (@ +y+D)? -2 = (20° - (@ +y° + )’
= (@®-Nt+d’y =d -

— b2’ +a’y =%

= z—z + i’—j =1

ot B = a? — ¢ est bien défini car @ > ¢. Donc on a MF + MF' = 2a si ot seulement si M est
élament de lellipse de cenire O. de demi-grand axe a et de demi-petit axe b.
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2. On a les équivalences ;

IMF -=MF'|=2a

MF2+ MF? - 2MFMF = 4a°
IMEMF = (MF? + MF®) — 1a°
AMFP?MF? = ((MF? + MF'®) — 1a%)?

(:x:2 +y2 +c2)2 —A4c2x? = ((:r2+y2 + cz) _ 202)2
2 _ N 4 6%y = a¥a® — &)

(c2 _ aQ)xQ _ a2y2 — az(cg _ a2)

2b2

{a

B’r?— oy’ =a
22 4

iy

a? b?

[ A N

olt B = ¢® — a? est bien défini car @ < ¢. Done on a [MF — MF'| = 2a si et sculement si M est

élément. de Phyperhole de centre O, de demi-grand axe a et de demi-petit axe b, d

,—[Méthode 3 (Dessiner une ellipse avee un crayon et une ficelle.).}

On planie deux punaises sur la feuille. une a chaque foyer. On fixe une ficelle fermée dont la
longueur égale le grand axe. En gardant la fichelle tendue par le crayon on tourne autour des
foyors.

Coite méthode est surtoud théorique. Le lecteur minutieux pourra risquer quelques feuilles de
papier dans 'aventure. Les autres sabstiendront,
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8.6 Courbes algébriques dans le plan

Le plan est rapporté dans tout ce patagraphe & un repore orthonormal divect 2(0, 7, 7). On s’intéresse
ict & U'ensemble ¢ des points du plan dont wne équation cartésienne est :

Py =ax® +2bay+ey’ +de+ey+ =0

ol (a,b,e,d, e, f) € R® o1, oll los réels a. b ot ¢ ne sont pas tous nuls (sinon ¢ est une droite affine du plan).

~| Définition 5.} Y

Cu appelle diseriminant de la courbe du second degré :

¢ ax’+2bry+ ey’ +drtey+ =0

le réel. noté A et donné par : A = ae — b2,

Lemme 18 (Elimination du terme en xy)
Il existe une rotation de centte O et d'angle ¢ € R telle que dans le repive #°(Q, 77, 7'} déduit du
tepére A par ceite rotation. I'équation de ¢ devient ;

¢ AX 4+ CY’+ DX +EY+F=0.

De plus A = ac —b% = AC (et F = [).

Démonstration 18
On wiilise les formules de changement de repére (¢'est-a-dire changement de coordonnées) :

x =cos8X —sin8Y
¥y =sinéX + cos8Y

oil & est un réel & déterminer, On a ;

e’ +2zy+ey’ +drtey+ f=0
= (a cos® 8 + esin® 8 + 2bsin 8 cos t&‘)}(’2 + (asin2 8 + ccos® 8 — 2bsin §cos 4.9))”2
+(2(c — @) sin Geos 8 + 2b(cos’ § —sin® 6)) XY + (dcos8 + esin )X + (ecos@ — dsin@)Y + f =0
O

On cherehe @ en sotte que 2(¢ — a) sin 8 cos 8 + 2b(cos” 8 — sin? @) = 0 ce qui s'éerit aussi (¢ — a) sin 20 4+
2beos20 =0,
8i a = ¢ alors on peul prendre @ = /4.
8i a # ¢ alots on peut prendre @ vérifiany

2b
—_— =1 2]
o tan(28).
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Dans le nouveau repére. I'équation de % est bien de la forme annoncée avee A = acos® 8 + esin® ¢ +
2bsin@cos@ , C = asin8 + ccos® @ — 2bsinfcosd. [)=dcosd +esind. E=eccosf —dsind ot F = f.
On remarque que A+ C=a+c. que A — C = {a — ¢) cos 28 + 2bsin 28 ot que
AC = 1/1{{(A+C)2 = (A=),
Sia =0 et done ¢ = /4. on vérifie facilement que ac — b = AC. Sinon, si 8 = %arctan{%). alors
Lan28 = 2b/(a—¢) b

2
24 = 1 — {a — c)
cos” 26 1+tan?20  (a—e)? + 1b2
done
A—C = (a—cheos 20(1 + —2— tan 28) = (@ — ¢) cos 26(1 + 1an® g} = 2=C
a—2c cos 28

et (A—C)? =(a—c)*+ b2
Done
AC = %((/I +OCP - (A=C)PY) = %((a +e)?—(a—0)%) - b2 =ac— 1.

Lemme 19 (Elimination des termes linéaires)
Si A £ 0 alors il existe un repére orthonormal %27 (§2, 77, 7' déduit de %' par une translation dans
leguel une équation de 4" est :

M+ CP = F

ou I e R.

Démonstration 19
Le tepére 22" est déduit du repére #2' par une translation de veeteur (o, 8) € R? a déterminer. On a done
les fotinules de changament de repére

X =u+ta

Y =v+8

AX2+CY + DX+ EY +F=0
= ACHC+2Aa+ D+ (2CB+Ew+ A’ +CB + Da+ EB+ F=0

ot

On cherche {a, 8) en sorte que
2Aa+ D) =0
WE+E =0
Comine A = AC # 0, ce systéime adinet comme solutions « = —D/(2A) ev 8 = —FE/{2C). On en déduit

F” en remplagant a et 8 par ces valeurs dans Aa® + C8% + Da + EB + F. Dans ce nouveau repére.
I'équation de %4 est bien de la forme annoncée, d
1

On en déduit le Lhéoreme de classification des courbes du second degré, dit 4 René Deseartes,
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Théoréme 20 (Classification des courbes du second degré)
On considare une coutrbe du second degré d'équation :

Y. a:c2+2ba:y+cy2+da:+ey+f=0

dans un repére orthonormal, On note A = ac — b? son diseriminant.
St A > 0. la courbe 4 est une ellipse. un point ou l'enscimble vide.
St A < 0. la courbe ¥ est une hyperbole ou la réunion de deux droites séeanies.
St A = 0. la courbe ¢ est une parabole, une droite. la réunion de dewx droites paralléles ou
I'ensemble vide,

Démonstration 20
D apres le lemme 18, on peut itouver un repére dans lequel une équation de ¢ est AX2 + CY2 + DX +
EY+F=000 A,C,D,E,FER ¢t o0l A =ac—b> = AC.
1. SiA=0alots A=00u C=0.
(a) SIA=00L C#Oalors % : CY2 2+ DX+ EY + F =0 qui s'éerit aussi € C(Y + E/(2CH? +
DX +F - E*/(AC) = 0.
i SiD#Oalorsenposant Y =Y + £ et X' = —zL(X + 5 - %} on obtient : ¢
Y2 — 20X’ =0 et on reconnail une parabole.
it. Si [ =0, alots en effectuant le méme travail, on montre qu'une équation de % dans un
repére convenablement choisi est de la forme Y + F/ = 0. Si F* > 0. ¢ est Pensemble
vide, si F' = 0. ¢ ost la droite d'équation Y’ = 0 ¢t enfin si F’ < 0, 4 est la réunion des
droites paralleles déquations Y = vV—F' et Y/ = —/—F".
(h) SiAF#0et C=0alots ¢ : AX?+ DX + EY + F = 0. on reitouve les mémes tésultats que
dans lo cas précédont,

{c} Si A=0et C =0 alors la courbe n’est plus du second degré,

2. Si A # 0, on sait d'aprés lo lemime 2 que dans un bon repare, ¢ : AX?4+CY? = Fl avee A,C, F' € R
oL A= AC.

(a} St A > 0. alots A oL C sont de méme signe ¢ on peut derire éguation de € sous la forme

-

7 = o s a . Y . 1
%_r + %r_: =cgavec e =0,10u —1 et A, C" > 0. Si e =0 alors ¥ est réduit 4 un point. Si
e = —1 alors € csi vide. Enfin. si e = 1 alors ¢ est une ellipse.

(h) Si A < 0, alors A et € sont de signe contraite ¢t on peut éerire I'édquation de 4 sous la

2 #2 . . . .4 .
forme ; ﬁ,g - f—,g =cavee e = 0,1 ou —1 et A, 13 > 0. Si e = 0 alors 'équation s'écrit, :
(% — LN +2%) =0ct € cst la véunion de deux droites sécantes. Si e = +1. % est une

hyperbole. d
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,—[Remarque 6.} N

Ce théoreme fournit un algorithme pour déterminer la nature d’une courbe
€¢: ar’+2bxy+cy’+dr+ey+ f=0

et préciser son équation réduite.
1. Calculer le discriminant A = ac — b°> et T = a + c. Selon le signe de A. on peut. sans
calcul. préciser le type de la courbe.

2. (a) Si A # 0. par un changement du centre du repere défini par les formules :

r=X+«
y=Y+p

on se débarrasse des termes linéaires en x et y pour aboutir a une équation :
2 2 _
ax” + 2bzy+cy° = F

Le centre du nouveau repére est, dans Z, Q («a, B ).

(b) On sait qu’on peut, par rotation des axes. se placer dans un repere orthonormé de
méme centre €2 ou l'équation devient :

A2+ Cy* = F
(c) On connait la somme et le produit de A et de C':

A+C a+c
AC —ac—b2

[ls sont par conséquent racines d’un trindbme du second degré.

(d) Ayant déterminé A et C. on peut écrire I’'équation réduite de la conique et discuter
de sa nature en fonction du signe de F.

(e) Si lI'on veut avoir toutes les informations. il faut déterminer l'angle 8 de rotation
choisi pour annuler le terme zy.

3. Si A =0, on peut, par rotation des axes. se placer dans un repéere orthonormé de méme
centre ou I’équation devient :

Az + By +Czx+Dy=F

avec A = 0 ou B = 0. On sait alors qu'apres une translation. on peut facilement identifier
¢
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Exemple 1
Réduire la conique 4" d’équation z° + 6zy + y°> 4+ 162 — 9 = 0.

1. Son discriminant vaut —8 donc ¢ est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.

r= X+«
y=Y+p

2. On effectue le changement de repeére { . On obtient :

X24+6XY +Y 4+ (68+2a+16)X +(28+6a)Y =9+ 8>+ o’ + 16a +6a8 =0.
On se débarrasse des termes linéaires si

68+2aa+16 =0
28+ 6a=0

c’est-a-dire si @ = 1 et 8 = —3 ce qui nous donne |2 (1, —3 )| Dans ce nouveau repere.
I’équation de ¢ devient : X2 +6XY +Y2—-1=0.

. On sait que par rotation des axes on peut se placer dans un repére orthonormé de méme centre

(2 ou I'équation devient :
Az 4+ Cy? = 1.

On sait que AC = A = —8 et que A+ C = a + ¢ = 2. Ils sont donc racines du polynéme
X?—-2X —8etontrouve A =4et C=-20uAd=—-2et C = 4. On obtient alors dans
le nouveau repére pour ¢ une des deux équations 4z° — 2y* = 1 ou —2z° + 4y* = 1. Ces
deux équations sont obtenues dans deux repéres différents. I'un étant déduit de 'autre par
une rotation d’angle m/2. On reconnait une hyperbole de demi-axes 1/2 et \/2/2 et de centre
Q(1, =3).

Pour mieux faire. il faut déterminer complétement la rotation. En partant de I’équation X2 +
6XY 4+ Y? —1 = 0. on effectue le changement de repére

X =cos(8)x — sin(@)y
Y =sin(@)x + cos()y

et on obtient :

6 sin(0) cos(8) + cos?(8) + sin’(9))z?
+ 6(cos®(8) — sin(8)*)zy + (cos*(0) — 6sin(0) cos(8) + sin?(0))y® = 1

ou encore
(3sin(20) + 1)x* + 6 cos(20)xy + (1 — 3sin(26))y* = 1.

Pour supprimer les termes linéaires. il suffit de prendre 8 = w/4 et on obtient dans le nouveau
repére ¢ : 4z — 2y® = 1. On sait donc que @ = 1/2. b = v2/2 et ¢ = va® + b2 = v/3/2. On
en déduit que e = ¢/a = /3. De plus. les équations des directrices dans le repére final sont
T = V3/6 et £ = —/3/6. Les coordonnées des foyers sont (v/3/2,0) et (—v/3/2,0). On peut
alors facilement représenter ¢'.
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8.7 Intersection d’un cone et d’un plan

. N N ” _-)‘ ﬁ _>
L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O: i,79,k

1. Le point O est le sommet du céne.
2. L’axe vertical est I’'axe du cone de révolution.
3. Une équation du plan soit 2z = mzx + p.

Une équation du cone est k*(z? + y°) = 22 avec k > 0.

) tel que
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Onaicik:=2,5,m:=1,5et p:=1,4.
Dans le plan 20z :

1C A

On considére les coordonnées (z,y) des points d’intersection. Autrement dit. on élimine z entre les

deux égalités, soit, dans le cas ol k # £m :

(22 +9%) = m?2®+ 2mpz + p?
soit (2 —m?) 4+ 2mpz+ k22 +p> = 0
soit (K — m?) (:::2 + —kf’_"fn?) +RP2+p? = 0
i k2 2 mp 2 k242 2 _ 0
soit (k° —m”®) :B-i-m + K7y —m+p =
. m 2 k2 2
soit (k2 — m?) (:c+ kz——;:n?) +k%? = = —pm2

On trouve
» une ellipse si |m| < k ou un cercle si m = 0.
» une hyperbole si |m| > k.
» une parabole si k = +m : 2mpz + m?y® 4+ p*> = 0.
Attention, si on veut calculer I'excentricité, on a be-
soin d'un repére orthonormé dans le plan de coupe
P.
En effet une distance horizontale en z égale & 1 se tra-
duit par une distance dans le plan P égale a /T + m2.
Pour avoir des coordonnées dans un repere ortho-
normé de P. il convient de choisir ' := o

V1+m2
et de conserver y. Ce qui donne
mp 2
K —m®)(14m?) (2’ +KPy® =
( ) ) + (k2 — m2)\/1 + m? ;

k2p2
k2 —m?2°

S
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Un jeune géometre explique comment obtenir une ellipse avec une lampe torche. Le (demi-)céne de lumiére
de la lampe est coupé par le plan du mur. En inclinant davantage la lampe par rapport au mur on peut
obtenir une branche d’hyperbole et entre les deux pour un angle précis, une parabole.

8.8 Exercices

8.8.1 En général

~ Exercice 1.} \

Soit 2 une droite du plan 42 et I un point du plan non situé sur 2. Montrer que par tout point
M du plan non situé sur 2 U {F} passe une et une seule conique ¢ de foyer F et de directrice
9.
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~— Exercice 2.} .

On considére un cdne de révolution de sommet S, d'axe D et on note a €] 0, 7/2 [ unc mesure
de langle entre cel axe et une génératrice du edne. On va étudier l'intersection entre ce eéne ol
un plan 4 de l'espace.

1. Dans un repére orthonormal direct de Pespace fixé, déterminer une équation cartésienne
du cone,

2. En choisit un repére orthonormal direct de U'espace en sorte qu'une équation cartésienne
de # soit z = 0. derire une équation cartésienne de l'intersection .# du cone et du plan
et reconnaitre 'équation algébrique d'unce courbe du plan de depré 2.

3. On note 8 €] 0, 7/2 [ langle entre le plan 22 ¢t I'axe % du céne.
Montrer que cos> 8= a’ + b2

4. Conclure en comparant a et 3.

8.8.2 Paraboles

~ Exercice 3.} -

On considére une parabole. Montrer que les rayons incidents paralléles & I'axe. réfléchis sur la
parabole passent par le foyer.

Application : Le fonctionnement du miroir d'un télescope de Newton® est hasé sur cetle
propriété de la parahole.

a. Ou d’unc antenne parabolique, ou d'un lour solaire ou d'un phare de 2CV, ..

~ Exercice 4.} \

Soit £ une parabole de paraméire p > 0. de foyer F et de divectrice 2. Soient M un point de
22 et I son projeté orthogonal sur 2. Montrer que :
1. La tangente Zar & 2 en M coupe la tangente au sommet de 2 en I, milieu du segment
[FH.
2. La tangente 7y a %2 en M ost la bisseetrice principale du triangle isocéle FAM .
3. Le projeté orthogonal du fover de 22 sur les tangenies a # déerit la tangente au sommet,

4. Deux tangentes & 2 perpendiculaires se coupent sur la directrice 2 de 22,
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~ Exercice 5. .

On considére la parabole d'équation 2 = 2pz ot un point A(a®/2p, a) de cette parabole. On
considere deux points distinets de la parabole M(m?/2p,m) ot N(n?/2p,n). On notc e = m+n
ol 8 =mn.

1. Donner une condition néecessaire et suffisante sur a et 8 pour que les droites (AM) oL
(AN} soient orthogonales,

2. Montrer que lorsque M. N varient sur la parabole. {(avee la condition d’orthogonalité
précédente). la droite (M N) passe par un point fixe ¢ a déterminer.

3. A chaque point A de la parabole on peut done associer le point Q. Déterminer le lieu de
¢ lorsque A varie,

~ Exercice 6.} .

On considére une parabole déqguation cartésienne
. 2
P: 2pr=y

1. Soient deux points distinets M (£2/2p, t) ot N(£"?/2p, ') de la parabole. Trouver une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la droite (M N) soit normale a la parabole en M.

2. Déerminer la longueur minimale des cordes (M N) vérifiant cette condition,

8.8.3 Ellipses

Exercice 7.

On considére une ellipse de grand axe (AA’). Soit My un point de Uellipse. La tangente en My
coupe les tangentes en A et A" aux points 17 et ', Montrer que zﬁ./!'l" est. constant.,

~ Exercice 8.} -

On considére un point P d'une ellipse de centre O. On lui associe un point M Lel que la tangente
e M A Uellipse soit paralléle & la droite (OF).

1. Montrer que Uaire du triangle OFPM est constante el la calculer.

2 2
2. Mlontrer que ||O]T/!)|| + ||(W|| esl constante,
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~— Exercice 9.} .

On considére Pellipse d’équation réduite

a un point M de lUellipse différent des sommets, on fait correspondre le point M’ symétrique
par rapport & 'axe (Oz). On note P le point d’interseetion de la droite (OM’) avee la normale
a l'ellipse en M. [DXéterminer le lieu du point £ lorsque M déerit 1'ellipse.

., v

~ Exercice 10. } \

On considére une ellipse de foyers F' et F/ et un point M variable sur cette ellipse, On note Ty
la tangenie a l'ellipse au point M Montver que d(F, Ta) x d{F”, Tas) est consiante,

. v

~ Exercice 11.} “

On considére. dans le plan rapporié a un repére orthonortnal. deux ellipses :

1. On considére une droite D d’équation uz + vy + w = 0. Ecrire une condition nécessaire
et suffisante pour que D soil tangente & €',

2. On décide de paraméwrer Uellipse £. On considére alors deux points de £ de paramétres

{8y et Q). Trouver une relation entre 8 et a pour que la droite (17Q}) soit Langente a
Pellipse £.

h,, r

~ Exercice 12.} \

Trouver le licu des centres des cercles tangents a une ellipse € ol passant par son centre,

h, F,

~ Exercice 13.} \

Soit, £ une ellipse de foyers F, I, de centre O, de dimensions A et f3.
Soient M, M’ € £ tels que les tangentes a £ sont perpendiculaires en un point 7.
Montrer que TF2 + TF? = 14, Quel st le licu de T quand M ot M’ varient ?
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~| Exercice 14.} -

Caleuler le maximum de la distance du centre de ellipse & une normale.

\ 7
— Exercice 15.} ~
2 2
. . — N . a1s e . €T Yy .
Dans le repére orthonormé (O, 7, 7). on considére 'ellipse (£) d’équation = + 35 =1 5oit §

unce direction de droites. Licu des milicux M des cordes [AJ3] de (£) paralléles & &.

Exercice 186.

Démontrer que le cercle passant par les {oyers dlune ellipse et un de ses points M recoupe la
tangente et la normale en M en des points du petit axe.

,—[Exercice 17 (Tangentes & une ellipse).} N
2 2 2 2
S0i I LY T Y
Soient & : 12 T .ot £ el 1.

1. ONS sur u, v, w pour que la droite d’équation uz + vy + w = 0 soil tangente & £'7

2. Soient (M P). (MQ) deux tangentes a £ avee M, P, Q € £. Montrer que (7€) est aussi
tangente & £,

Exercice 18, \

Soit £ une cllipse de foyers F, F’ ot de contre O.
Montrer que M € £ & MF - MF + OM? = 22% — .

~ Exercice 19.} \

Soit £ un ellipse de centre O et de dimensions A, 3. Soient M, P € £ Lels que OM I so0it
rectangle en O,
1 i 1 1
oMITorE T E T
2. En déduire que (M) reste tangente a un cercle fixe de centre O.

1. Montrer que




8.8, EXERCICES 391

Exercice 20 (Cercle sur une tangente).}

Seoit € une ellipse de sommets A, A', ot M € £. La tangente en M coupe les tangentes en A, A’
en 2, P’ Monirer que le cercle de diameétre [P, '] passe par les foyers de €.

8.8.4 Hyperboles

~ Exercice 21.} \

(]
(&)

Soil 7 I'hyperbole d'équation %'_r - %'_r = T avee a > 0, b > 0 dans un repére orthonormal

(0,7, 7). Prouver 'égquivalence des quatre propriétés suivantes :
1. Les asymptotes de 5 sont perpendiculaires.
2.a=b
3. . a pour équation réduite 1 X2 — Y2 —a? =0,
1. L'excentricité e est dgale & /2.

Lorsque 2 vérifie une de ces quatre propriétés, on dit quielle est équilatére.

~ Exercice 22.) \

Prouver qu'un ensemble 2 du plan est une hyperbole si et sculement si il existe un repére
{pas forcément orthonormal) (O, 7, 77) dans lequel .22 a une équation de la forme XY = v ol
¥ € R".

Exercice 23.

Un point M d'une hyperbele se projette en If et 7 sur les deux asympiotes, Montrer que le
produit scalaire Mlj M est constant.

~ Exercice 24.} .

On considére une hyperbole H el un point M variable sur cette hyperbole. On note I le projeté
orthogonal du foyer F sur la tangente en M. Montrer que le point ff se wrouve sur le cercle
tangent a 'hyperbole aux deux somtnets.
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~| Exercice 25.} -

On consideére une hyperbole H de foyers F et F7.

1. Rappeler la définition bifocale de H.

2. Dans un repére orthonormal, on suppose hyperbole paramétrée par 7 : B = R2. Pour
tout ¢ € R, on note M () le point de R? tel que OM(t) = f(¢). Caleuler la dérivée de la

fonction 8 : R — R définic par 6(£) = ”FM(tS” - ”F’M(ti”.

3. En déduire que si M est un point de hyperbole. la normale en M est la bisseelrice
extérieure des droites (FM) et (F'M).

4. Que dire de la Langente & .27 en M7

Indication 1.

On powrra saider de Uexercice 32 page 2041 du cours de premiére,

8.8.5 Courbes du second degré

~ Exercice 26.} .

On considére la courbe & d'équation ;

2+ AP + Az —By+4=0

Déterminer sa nature ol préciser ses dléments géométriques.

~ Exercice 27.} .

On considere la courbe 2 d'équation :
—02% + 16y + 182 — 32y — 137 =0

Déterminer la nature de 27 et préciser ses éléments géométrigues ; sonnets. fovers. direetrice,
excentricité. asymptlotes.
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—~ Exercice 28.} -

On considére dans le repére canonique la courbe d’équation

20 + 4+ V3zy —1=0

Déterminer sa nature, puis Lracer cetie courbe en précisant le centre et I'excentricild,

~— Exercice 29.} “

On considére dans le repére canonique la courbe d'équation
2 +6zy+ 4 +1V22 =0

Déterminer sa nature. puis Lracer cetle courbe en précisant le centre et 'excentricilé,

~| Exercice 30.) "\

On considére dans le repére canonique la courbe d'équation
x + 2xy + y2 + V2 —y)=0.

Déterminer sa nature (on effectuera une rotation de centre O et d'angle 3w /1). puis tracer colie
courbe en préecisant son centre el son excentricité,

~ Exercice 31.} \

On considére dans le repére canonique la courbe d’équation
2% — 1% =0.

Déterminer sa nature, puis Lracer cetle courbe en précisant le centre et 'excentricild.

~ Exercice 32.} -

On considére dans le repére canonique la courbe d'équation
2
z+3x+4y+1=0.

Déterminer sa nature. puis Lracer cetie courbe en précisant le centre et I'excentricité.
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—~ Exercice 33.} -

On considére dans le repére canonique la courbe d’équation

227 — 3z + 27 + Ay —3=0.
Déterminer sa nature, puis Lracer cetle courbe en précisant le centre et 'excentricitd.

~— Exercice 34.} “

On considére dans le repére canonique la courbe d’équation

P try+yt—1=0

Déterminer sa nature, puis Lracer cetle courbe en précisant le centre et 'excentricitd.

e r

~ Exercice 35.} 1

On considére dans le repére canonique la courbe d'équation

2527 — 112y + 25y° + 61z — 61y — 221 = 0

Déterminer sa nature. puis Lracer cetie courbe en précisant le centre et Iexcentricité.

. v

~| Exercice 386.) 1

On considére la courbe d'équation

32 + dzy — 126+ 16 =0,

dans le repére canonique. Montrer (avee le moins de caleuls possibles) que cette courbe est une
hyperbole dont on précisera les demi-axes ainsi que le centre.
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~ Exercice 37.} -

On considére un polynéme de degré 3 :

P=X*+AX*+uX +6
et la courbe formée des points Mz, y) d'équation
C: Ply)=Px)

Montrer que :
a. Si A% —3u < 0. C est une droite & préciser.

b. Si A% —3u > 0, € est la réunion d'une droite et d'une conique. On mentrera que l'excen-
tricité de ceite conique est indépendantie de £,

8.8.6 Exercices supplémentaires
~ Exercice 38. ) "

Soit @ un nombre réel. On suppose que I'équation |z — a®| + |z — 2a] = 3 admet des solutions
dans C.
Démontrer que —1 < a < 3.

., »

~ Exercice 39.} .

Soil A point du plan donné Ih el )2 deux droites données. O = {27 N )2, Soit A une droite
variable passant par A. Soit I7= AN D:Q = AN D2, Démontrer que lorsque A varie, le milicu
I de [Q)] décrit une hyperbole.

. v

~ Exercice 40. } ﬂ

On donne un cerele C de contre G el A € C. Pour M € C, on construit le projeté N sur le
diamétre perpendiculaire a (GA). et I, le point d'intersection de (OM) et (AN). Quel est le licu
de I7

e o

~ Exercice 41, } \

Démontrer que l'orthocentre du triangle défini par trois tangentes distinetes & une parabole
appartient 4 la dirccirice.
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~| Exercice 42.} -

Soit A une corde d’une parabole. 1) I'interseetion de 'axe de la parabole avee la perpendiculaire
a4 A} en son milicu C. Que peut-on dire de la projection orthogonale du segment [C' D] sur I'axe
de la parabole?

Exercice 43.

Soit P une parabole de foyer F ot £ une droite passant par F' et qui coupe P en M et N. Que
peut-on dire des tangentesen M et N aP?

~| Exercice 44.} -

Par un point My (a:n , yu)._ on méne deux tangentes a la parabole 4 d'équation z° =

2py.(condition d'existence 7). Caleuler Paire du triangle Mo A o0 A et I3 désignent les points
de contact.

~ Exercice 45.} .

Py? = 2px(p > 0).M(z,y); M'(2',y).(M, M) € P2.M # M’. Condition sur y et ' pour que
F € (MM’). calculer alors L

o Y

Exercice 486.

Soit P : la parabole de sommet S ¢t de foyer F. et P’ : la parabole de sommet 8’ et de foyer
F’, avee F €[S, 5’]. Ensemble des points d’intersection de P et P’ lorsque F déerit [S, S7].

Exercice 47.

M, F, M’ trois points distinets. Quelles sont les directrices des paraboles de foyer F passant par
Met M,
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f—(Exercice 48.) 2

Soit P une parabole de foyer F' et de directrice D. Soit M € P, et M’ le point de P tel que les
tangentes en M et M’ sont orthogonales.

1. Montrer que ces tangentes se coupent au milieu de [H, H'].
2. Montrer que M, F, M’ sont alignés.

En déduire dans un repére (O, 7, 7) donné toutes les paraboles tangentes aux axes de coor-
données.

~{ Exercice 49.) 1

Soit F' un point. D une droite ne passant pas par F'. et a > %d(F, D).
Trouver I'ensemble des points M tels que M F + d(M, D) = 2a.

r—(Exercice 50.) 1

Lieu du centre d’une hyperbole équilatere de foyer donné passant par un point donné.

f—(Exercice 51.) 2

_>
Soient F' un point, D une droite ne passant pas par F. et A une direction ni égale_) ni perpen-
diculaire & D. Pour M € P, on note H le projeté de M sur D parallelement a A. Quel est
’ensemble des points M tels que MF = MH?

~ Exercice 52.) \

Démontrer que : pour tous réels (z,y),

é

1<:1:2—:1:y+y2<‘2=>§<m4+y4<8.
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~( Exercice 53.) \

Démontrer que

fournit une paramétrisation de 1’hyperbole (7#°) d'équation

1
COSPP o # (2k+1)5, ke
y = +b tan®

T = ta

8.9

Solutions

8.9.1 En général

Solution 1

Onad(M,?2)>0car M &€ P et d(M,F) >0 car M # F. Par conséquent e =

d(M, F)
d(M, %)

est un réel positif

non nul. Par construction, la conique de directrice 2. de foyer F' et de directrice 2 passe par M.
Solution 2
1. On note 7(0,, b, c) un vecteur directeur unitaire de D. Un point M est élément du cone si et seulement

si I’angle non orienté (Y,SM) est égal ) a@ ou ™ — a. c’est-a-dire si et seulement si SM. % =
—
+ ”SM

cos & ce qui amene l'équation cartésienne :

(a(z — zs) + by — ys) + c(z — 25))* = ((z — x5)° + (y — ys)* + (2 — 25)°) cos’

ou S(zs,ys, zs) et M(z,y,z).

. Avec z = 0. I'équation précédente devient :

(a(z — zs) + b(y — ys) — ezs)” = ((z — 85)” + (¥ — ys)* + 25) cos’

et en développant, on trouve une expression de la forme :
(a® — cos® a)z? 4 2abzy + (b° — cos’a)y’ +dx+ey+ f =0

ou d,e, f € R. On reconnait I’'équation d’une courbe algébrique du plan de degré 2.

Notons % le projeté orthogonal du vecteur @ sur le plan 4. Comme ¥ = (a, b, c). les coordonnées
de @wh sont (a,b,0). Mais @ .ud = ||| ||| cos B et il vient a® + b*> = Va2 + b2 cos B d’ou I'égalité.

. On calcule le discriminant de cette équation :

A = (a® = cos® a)(b® — cos® a) — a®b® = cos® a(cos® a — (a® + b°)) = cos® a(cos® a — cos® B).

Comme «a et 3 sont compris entre 0 et /2, le signe de A est donné par cosa — cos .

— Si a < B alors .# est une ellipse. un point ou I'ensemble vide.

- Si a = B alors .# est une une parabole, une droite, la réunion de deux droites paralléles ou
I'ensemble vide.

— Si a > B alors .# est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.
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8.9.2 Paraboles
Solution 3 1
En paramétrant la parabole M(t)(t?/2p,t). un vecteur normal en M(t) est 7 (t /p)

3 2 _ 2 3 2, .2 3
Calulons MU ((t f )/Qp) e ’FM(t H N % On calcule alors FMe T =1 et en

]

— -
posant h ((1)) h.7 =1 ce qui montre que la droite (FM) et la droite horizontale passant par M sont

symétriques par rapport a la normale en M.
Solution 4

1. D’apreés le cours. la tangente Zs a la parabole en son sommet admet pour équation cartésienne :
xr=0et Tp, :x—toy + piga = (. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnées (0, L;Q)
qui est bien le milieu I du segment [F'H].

2. Comme le triangle FM H est isocéle, la bissectrice principale de 'angle HMTF est aussi la médiane
issue de M. Or. on vient de prouver que la droite passant par M et par le milieu de [FK] est la
tangente en M a &.

3. La droite (M) est aussi la hauteur du triangle FM H issue de M. Par conséquent, les droites (F H)

et Znm sont perpendiculaires en I. Le projeté orthogonal de F sur Za est done 1. Il est clair que le
point I. ses coordonnées étant (0, 22) est élément de la tangente au sommet.

4. Soient Ty 1 x — ty + p% =0et Ty :xz—t'y+ pg = 0 deux tangentes a .7 en les points M
de parameétre t et M’ de paramétre t’. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnées
(ptt' /2, p(t +t')/2) et sont orthogonales si et seulement si 1+ tt’ = 0. Si c’est le cas. les coordonnées
de leur point d’intersection s'écrivent (—p/2,p(t —1/t/2)). Ce point est bien un point de la directrice
% car une équation cartésienne de cette derniere est x = —p/2.
Solution 5

1. En traduisant AM.AN = 0. on trouve que (m+a)(n+a)+4p* = 0 c’est-a-dire| B + aa + a® + 4p> = 0|.

2. L’équation cartésienne de la droite (M N) est :

2pr —ay+ B =0
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et en utilisant la condition d’orthogonalité, cette équation devient a(y + a) — 2pz + a® + 4p* = 0. on

a’ + 4p°
voit donc que cette droite passe par le point fixe | Q 5 ,—a} |
D

3. En éliminant le parametre a. on voit que le point Q se déplace sur la parabole d’équation

y? = 2p(z — 2p) |. c’est-a-dire la parabole initiale translatée du vecteur 2p7.

P

1

Solution 6
_)
1. Levecteur t (

_)
) dirige la tangente en M. En écrivant M N t = 0.on trouve que| t(t +¢t') +2p* =0|.

2. On calcule

¥

2 ’ 2
- @ -1+ ]

Mais en utilisant que

2 ¢
t+t'=—2% et t'—t=t'+t—2t=—%(p2+t2)

on exprime .
d(M,N)* = = (p* +¢°)*

8(p? + )2

t5

et en étudiant cette fonction, f'(t) = (t2 — 2p?), on en déduit ses variations. Elle admet

un minimum en ¢ = v/2p et finalement. la distance minimale vaut | 3v/3p |.

8.9.3 Ellipses

Solution 7
L'ellipse dans un bon repere orthonormé a pour équation réduite

et A(—a,0), A'(a,0). Si Mo(zo,yo), I'équation cartésienne de la tangente en Mgy est

. TTo | YYo
o s o + %2 =1

2 2
On trouve alors (il faut que My # A, A") P (—ab— (1 + %)) , P’ (a, b—(l - E)) et il s’ensuit

Yo Yo a
s
APA'P = b
Solution 8
| \ . o x(t) = acost
1. On rapporte le plan & un repére orthonormal dans lequel 'ellipse est paramétrée par : { (t) = bsin¢
(7 = 0SIn

avect € [0, 2m ] et 0 < b < a. La tangente a l'ellipse au point My de parametre 7o € [0, 27 |
admet comme équation cartésienne : bcos Tox + asin Toy — ab = 0. On suppose que P est le point de
parametre to € [0, 27 ]. Un vecteur tangent ¥ a l'ellipse au point M de paramétre t € [0, 27 ]

, asint , ? Lo
est donné par : v ( ) Les coordonnées du vecteur OP sont : (

, . Le vecteur ¥ est
beost bsin tg
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colinéaire au vecteur OP si et seulement si : det(Oﬁ,?) = 0. c’est-a-dire si et seulement si :
costcosto + sintsinto = 0. ce qui s’écrit encore : cos(t — to) = 0 et équivaut a t = fp + 5 ou

t = to — 3. Les coordonnées du point P sont donc : | (—asinto,bcosto) | ou | (asinto, —bcosto) |.
Dans le premier cas, l'aire du triangle OPM est

acostyp —asiniy

det(OI-;’, OM) ‘ 1
2 2

bsin to bcos tg

Dans le second cas. l'aire est identique. Cette derniére est donc bien constante.

2. En appliquant les résultats précédents :

2 2
jou + o -[52
Cette somme est bien constante.
Solution 9 s [ —asint
En paramétrant l'ellipse. M(acost,bsint). le vecteur ¢ ( beos t ) est tangent en M a 'ellipse et le vecteur
cos '

bcost , ,
w ( L est donc normal. Une équation cartésienne de la droite (OM’) est :
a sin

bsintz +acosty =0

b
Puisque le point P est sur la normale, P = M + A7 et puisque P € (OM’), on trouve que A = —_aggj_ b2
et enfin
_a(a®-bv)
Tp = 21 b cost
b(a® - b%) |
yp = - 72 n b2 sint

On en déduit que le point P décrit I'ellipse homothétique (privée de ses sommets) de |'ellipse initiale avec
2 12
a*—b

un rapport d’homothétie de ———.
PP 210

Solution 10
Dans un bon repere orthonormé, I'équation cartésienne de 1'ellipse est :

avec a > b > 0. Si M(xo,yo), I'équation cartésienne de la tangente en M est :

. o Yoy —
T pe> + 32 —1=0
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Puisque F(—c,0), F'(c,0) o ¢® = a® — b, on calcule

|c:1:0/a2 - 1| |c:1:(2)/a2 + 1|
N T N I
|c2:1:(2)/a4 - 1|
zg/at + yg /b
|:1:(2)/a2 — b’z5/a* - 1|
zg/at + yg /b*
bz /at + y5 /b°
~ ad/at + y3 /b
= b°

d(F,Tm) x d(F',Tm) =

car ¢ = a° — b?

car zg/a’ + y5 /b° =1

Solution 11
1. Sila droite D est tangente a 'ellipse. il existe un point My(xo, yo) de lellipse tel que la droite D soit

la droite d’équation
ITo = YYyo 1
a? b2 '

Les deux équations cartésiennes de droite sont proportionnelles :

a’u _ b’y

= _w.

To Yo
Donc on doit avoir
a’u bv
o=——" Yo=——.
w w

et comme le point My est sur 'ellipse, une condition nécessaire est que

a’u? + b’v? = w?.

Réciproquement. si cette condition est vérifiée, il suffit de poser zop = —a’u/w et yo = —b°v/w, de
vérifier que ce point appartient a l'ellipse. et que la tangente a I'ellipse en ce point est la droite D.

T = 2acosf

y = 2bsin 0
Soit Myp(2a cos8,2bsin §) et P,(2acos a, 2bsin a) deux points de l'ellipse £. La droite passant par
ces deux points a pour équation cartésienne

2. Paramétrons l'ellipse :

‘X—QacosG 2a(cos a — cos 9) _0

Y — 2bsin@®  2b(sin a — sin 6)
Mais en utilisant la trigonométrie. puisque
cosa — cos @ = —2sin((a + 8)/2) sin((a — 8)/2)

et que
sina — sin 8 = 2sin((a — 8)/2) cos((a + 8) /2)
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On trouve en développant ce déterminant
bcos((oz + 0)/2)X + asin ((a + 9)/‘2)Y — Qab(cos((a + 0)/2) cos 0 + sin (a + 9)/‘2) sin 0) =0
La condition pour que cette droite soit tangente a la petite ellipse s’écrit alors
a’b? cos ((a + 9)/‘2) + a%b? sin? ((a + 0)/2) = 4a®b? cos? ((a — 0)/2)

et apres simplifications, on trouve que

cos((a - 0)/2)| =1/2

Donc a =0+ 2w/3 + 2km ou alors a = 0 — 27 /3 + 2km.

Solution 12
Soit M (xo,yo) un point de l'ellipse avec o := acos(t) et yo := bsin(t). Une équation de la normale a &

en M est :

To _ g

Yo
(z—20)s —(¥—%) 5
La médiatrice de [OM] a pour équation (z — z0)* + (y — y0)? = z° + y° soit 2xxo + 2yyo = =5 + y3. Le
centre du cercle tangent a & en M et passant par O appartient a l'intersection de ces deux droites. Ses
coordonnées (x,y) vérifient

2ror  + 2y0y = T3+ Yo X % X %‘;
TYo YIo 1 1
o - g = oo (b—2 - a_2) X2 |x(—220)
. (m.‘,’ + ) e o= 0 Tl Tl Tobh
a- b~ as a, "y a-
‘i _ Xy ToYo oYy
soit 2r = = a2 + 2 73
. 1 1
soit 2r = o ( + zg + 93 (b_2 — g))
a b*
SO T 2(‘05()( 'l'( az))
o2
= - cos(t) 1 + — sin?(t)
= = C'Ob () (1 + 62 bll]g(t))
¢ 9 o | Yo _ T5Yo | Yo o ToYo 2-’130210
@ TR)Y T e Te e T
. ¢ _ LYo ToYo 3/0
soit 2y = - b2 2 a2 + b2

2 2 2
Yo I Iy
Yo (b2 tata - b2)

o2
soit Y gsin(t) ((1 - ﬁ) cosg(t))
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Solution 13
Soient P, P’ les symétriques de F' par rapport aux tangentes. Donc F'P = F'P’ = 2a.
Le triangle F'PP’ est rectangle, donc T est le milieu de [P, P']. et TF = TP =TPF'.
Done. TF? + TF”? = F'P? = 4a°.
TF? + TF? =2T0? + OF? 4+ OF" donc T appartient au cercle de centre O et de rayon /a2 + b2.

Solution 14

Le vecteur T = (—asin @, bcos ¢) est tangent au point de paramétre ¢ et une équation de la normale en
ce point est —asin ¢(x — acos @) + beos p(y — bsin @) = 0. Le carré de la distance de O a cette normale est
donc (en supposant 0 < b < a)

(a® — b%)? cos® ¢sin? ¢

d° =
a?sin’¢ + b2cos2¢

Son inverse est donce

1 a2 b2 1
(a2 — b2)2 (cos2¢ + Singqb) = @ ) f(®).

2
» - L - Fd . Fd a
La dérivée de F' s’annule lorsque les dérivées de —
COs* @
b2
et sont opposées.
sin? ¢ bP
Soit 2a2 cos ¢ sin ¢ _ 2b2 sin ¢ cos ¢ . sin? ¢ _ b°
' cos? ¢ sin? ¢ cost¢p a?’
. b
c’est-a-dire tan’ ¢ = —.
a
’ 1s b a+b a
On en déduit =14+-= .cosZ ¢ =
cos2 ¢ a a a+b
, b
et sin® ¢ = :
a+b
Donc le minimum de F donne le maximum de d? a
savoir
2 _ 12\2__ab
— 2 p2)2
dg_(a b) (a+b)2_(a —b) —(a—b)2
- azb + ab? - (a + b)2 - )
a+ a-

Solution 15
Si (€) est un cercle, alors le lieu est le diameétre perpendiculaire a la direction 4. Sinon on se raméne a ce
cas par une affinité. Dans tous les cas on obtient un diameétre de I'ellipse (£).

Solution 16 o o

On prend une ellipse d'équation 2L —tetM (:1:0 . Yo ) avec yo # 0. Soit 2 (0 , w) le centre du cercle

a2 b2
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circonscrit & FF'M. La tangente en M a pour équation :1:;]2:1: + y{;)?y = 1. Elle recoupe I'axe des ordonnées
en N (0 : y) avec y = b—2 Les coordonnées de 2 vérifient 23+ (yo —w)? = ¢° + w? soit 2wyo = z§+y5 —
70 Maintenant,
(zﬂ )2 pY 0 2wh® . .
——w) == - +w'—c" —w
Yo Yo Yo
_ b — Qwyed® — Pyl
- v
b = (xh + Y5 — )b — Py
- v
:6 b2(b2+c ) - b’z —yo(b2+c )
Yo
_ b%a® — b°zd — y3a®
B Yo
=0

puisque M (:1:0 , yo) appartient a |’ellipse.
La normale recoupe le cercle au point diamétralement opposé a N puisque la tangente et la normale
sont perpendiculaires.
Solution 17 (Tangentes a une ellipse)

1. Une équation de la tangente en (xo,yo) est a_o + % 1 donc (u,v,w) est proportionnel &
To Yo Zo Yo T/o
—, = —1) Soit 4 = —w — et v = —w 2. En utilisant —2 + 2 =1,
(7% @ b2 +b2 *

on obtient a’u? + b*v? — w? = 0. Bien entendu on a aussi (u v,w) # (0,0,0).

Réciproquement. si a’u? + b*v? — w? = 0 avec (u v w) # (0,0,0). alors w # 0

a’u by yo

et en posant tp = ——— et yp = ———.on a —; + 2= =1 et donc (zg,y) €EE et uzr +vy+w=20
w w

est bien une équation de la tangente a £’ en (:1:0 Yo).

2. Soit M : 2acos 0 et P: ZGC?SC}: :
2asin @ 2a sin o

2a(cosa — cos@) x — 2acosf
Une équation de (M P) est d .O td hoisir u = —2b(sin a—
ne équation de ( ) est done Ob(sinc —sinf) — 2bsin 0 n peut donc choisir u (sin «
sin@), v = 2a(cosa — cos0) et w = —4ab(cos asina — sinfcos ). On a

2,2

a’u® + b*v® — w? = 4a°b? 2

(sin® a — 2sin asin @ + sin® 6 + cos® a — 2 cos acos @ + cos® @ — 4 sin’(a — 9))

= 8a%b*(1 — cos(a — 0) — 2 + 2cos*(a — ).

D’apres la question précédente, (M P) est tangente a £’ lorsque cos(a—8) est racine de —1 —t— 2t =
(¢ — 1)(2¢ + 1) soit cos(a@ — ) = —3 ouencore § = a + 2 [27].

3
Orsifd=at 2_7r [27] et 8 = B £ 2?“ [27] définissent trois points distincts de l'ellipse, on a aussi

a=p+ Q—W [27r] et donc (PQ) est aussi tangente a &'.

Autre demonstratlon
» On a une démonstration géométrique directe de la propriété lorsque &£ et £’ sont deux cercles
concentriques. Le rayon de &£’ est le double de celui de £ et PMQ est un triangle équilatéral.
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» Dans le cas général on utilise une affinité pour transformer les ellipses en cercles. Les points M, P
et @ sont transformés en M, Py et Q1 respectivement. L’affinité conserve I'alignement et le contact.
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Solution 18
On pose M (acos(¢),bsin(¢)). On a

(MF.MF')? = ((a cos(P) — €)° + b sin? (q&)) - ((a cos(P) + ¢)° + b si112(¢‘>))

(a,2 cos*(¢) + ¢ + b s:‘.in?(.;z‘)))2 — (2accos(¢))”

= a’ cos® (¢) + ¢* + b sin? (@) + 2a%c® cos*(P) + 2a%b? sin’(P) cos? (@) + 2b°c? sin® (@)
— da’c? cos* ()

= a’ cos® (¢) + ¢* + b sin? (¢) — 2a%c® cos®(P) + 2a%b? sin’ (@) cos? (@) + 2b°c? sin® (@)

= (b + ¢*)? cos? (@) + b sin? (@) — 2(b% + ¢®)e? cos® (@) + 2(b° + ¢*)b° sin® () cos® (@)
+ 2b°¢® sin’(¢)

= b* (cos*(¢) + sin*(¢) + 2sin’(¢) cos’(¢))

+ 2b%c° (c-oss.4 (¢) — (*052((15) + 51112(¢) (*052((1‘)) + sin’ ((f))) + ¢ (C'OS4 (P)+1— 2(’052(45))
= b* (c052(¢) + 31112(¢))2 + 2b%c? (c052(¢) (cos® (@) + sin’(¢) — 1) + si112(¢)) + ¢*(cos®(¢p) — 1)?
= b + 2%¢° si112(¢) + e sin4(¢>)
= (b2 + ¢? sin?(gﬁ))2

On en déduit que
MF - MF' + OM? =¥ + &sin®(¢) + a® cos®(¢) + b° sin’(¢)
= b + ¢ si112(¢) + b? 0052((1‘)) +c 0052((1‘)) + b° si112(q5)

=b>+c 4+ b°

2 2
= 2a° — ¢°.

Solution 19 (

1. Soit M ac?s % et N : ac.osd) . La condition OMP est rectangle en O se traduit par
bsin ¢ bsin ¢
a’ cos ¢ cos P + b sin gpsiny = 0.
On a
1 1 1 1
OM?2 2
_ 2(1—009 sin? ¢‘>+ b2(1 — sin? ¥) — a® cos®
"~ a2(a2?cos? ¢ + b2 s:.m2 ) b2(a? cos? 3 + b2 sin? )
(a® — b%)sin® ¢ (a® — b°) cos®

a2(a2 cos2 ¢ + b2 sin2 @) b2(a? cos:.2 P + b2 blll 1[))
_(a? = b%)(b%sin? @(a? cos? P + b° sin® ) — a? cos® P(a? cos® ¢ + b sin® ¢))
B a?( a2 cos? (& + b2 blll qz&)b2 (a2 cos? 1[) + b2 sin? )
(a® — b%)(a®b? sin? ¢ cos® P + b sin? @sin® ¢ — a* cos® P cos® P — a®b? cos® P sin® @)
a?(a2 cos2 ¢ + b2 531112 <,t§)l:»2 (a2 cos? ¥ + b2 sin? )
_ (a? — b%)(b? sin ()55:111 Ww — a? cos? 1 cos® (z‘))
B a?(a2 cos? ¢ + b2 sin® ¢)b2 (a2 cos? 1 + b2 sin? ¢)
(a — b%)(b?% sin P sin ¢ — a? com,b cos ¢)(b? sin ¢sin ¥ + a? cos P cos @)
a2(a? cos? ¢ + b? sin? ¢)b2 (a2 cos? ¢ + b2 sin® )

=(

grace a la relation d’orthogonalité a® cos ¢ cos ) + b sin ¢siny = 0.
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2. D’aprés l'inverse de Pythagore (exercice 40 page 181 du cours de seconde) le pied H de la hauteur
du triangle OM P rectangle en O vérifie

1 1 1 1 1
o~ oMo - @t E
Donc H appartient au cercle C de centre O et de rayon r := :3_ = ‘omme la droite (M P) est
a

perpendiculaire a (OH), c’est bien la tangente a C en H.
Solution 20 (Cercle sur une tangente)

On écrit une équation de la tangente en M (zo,yo) : % % = 1. On calcule 'ordonnée du point P
d’abscisse a : To Yo 1
> =
= Yo o
soit = = 1-—
b2 5, @
, b*(a — zo)
soit y = —
ayo
20 2
On trouve ainsi P ( a, M ) et de méme. P’ ( a, M ) Enfin F (e,0). Ainsi :
ayo ayo
a—c a+c
T
FP|t’(a—z0) e FP |8(a+ o). Dot
ayo alyo
_ d¢.2 .92
ﬁ-.’?l"=cz—a2+“az—2m")
a“yy
2 2
=a® -2+ b b—2 1_:::_2
Yo a
=a?2-c?+ b

= 0.

On en déduit que le point F appartient au cercle de diameétre [P, P’]. Méme chose pour le point F’ par
symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.
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8.9.4 Hyperboles

Solution 21
— |1 <= 2| On sait que les asymptotes § et § de .7 ont pour équations respectives dans % bxr —
ay = 0 et bx + ay = 0. Leurs vecteurs normaux respectifs sont donc (b, —a) et (b,a). Elles sont
perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux, ce qui est équivalent,

grace au produit scalaire, a écrire que b — a® = 0 ou encore, a et b étant positifs, a a = b.
- |2 <= 3| La condition a = b est clairement équivalente au fait que I’'équation réduite de l'ellipse soit
X?2-Y?-a*=0.
- |12=14 Sia=balorsc=\/m=\/27=\/§acara>0ete=c/a=\/§.
~ |4 = 2| Réciproquement, si e = /2 alors ¢ = 2a%. Comme a2 + b% = 2. il s’ensuit que b* = a2 et
comme a et b sont strictement positifs, on en déduit que a = b.
Solution 22
= | Supposons que € est une hyperbole. Alors dans un bon repeére orthonormal. une équation de
A est £°/a® —y?/b° =1 ot a,b > 0. Cette équation s’écrit aussi

# : (br — ay)(br + ay) = a’b°.

On introduit le changement de repere :
X =br—-ay
Y =bz+ay
Dans ce nouveau repére I’équation de 7 est J# : XY = v avec vy = a’b°.

— Supposons que dans un repére par forcément orthonormal Z(0, 7, 7) une équation de .% soit
XY

v = "1" puis les vecteurs & = &'/||Z’|| et ¥ = T’/ |[V’|l. Le repére (O, «, V) est

01thonol mal De plus. on a les formules de changement de repeére :

1 T y

< ( =2 I 7 )
1 f o _ Yy

7 ( 744 /! )
et dans le nouveau repére une équation de .7 est :

1 ( z? y? ) =~
ERATF AN A Ak
qui est de la forme z2/a® —y?/b°> =1 avec a := \/||_z)|| 1Ty et b:= \/||_z>|| 171 7’1l (On

peut supposer ¥ > 0 quitte a permuter a et b). Donc .7 est bien une hyperbole.

'Y. Montrons que .# est une hyperbole. Introduisons les vecteurs : ¥’ = ﬁ "1" et

X

Y

Solution 23 9 9

)] ’ ’ ", . " :.B
Dans le repere orthonormé adéquat. I’'équation de 'hyperbole est H : pol 3;—2 = 1 et les deux asymptotes
ont pour équations y = 72:1: et y= —3:1: ou encore :

Di: bx+ay=0 D2: bz —ay=0

b b . : , :
et les vecteurs 7} ( et 73 sont normaux a ces droites. Paramétrons un point M de la branche

a —a
ab

t -
————e€" puis
a? + b2 P

droite de hyperbole : M(acht,bsht). En écrivant que H = M + Ani, on trouve que A = —
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ab
a? + b2

ME —
que MH = — ab e'(b,a). De la méme facon, on trouve que MH' = —

—1
e *(b,—a) et on calcule
a? + b2 ( )

finalement

_; a2b2(b2 _ (1.2)
MH.MH' = PP

qui est bien indépendant de t. Par symétrie, on obtient le méme résultat si M se trouve sur la branche
gauche de I’hyperbole.
Solution 24

Dans un repére orthonormé bien choisi, ’équation de I’hyperbole est

He S Yy
T a2 b2
En notant M(zo,yo). I'équation cartésienne de la tangente en M est :
_TTo  YYyo _
s~ =% =1
. 2 2, 12 xo/ a’ .
Les coordonnées du foyer sont F(e,0) avec ¢® = a® + b%. Le vecteur 7 /b2 est normal a la tangente
—Yo
\ . exoy ,(Th | Yo .
donc H = F + A7 ou A € R. Puisque H € T, on trouve que A = (1 — —2)/( 7 T ° ) puis
a a b

(1 — cxo/a’)zo/a?
73/at + 43/

_ _(1 - Cil?()/a )y(}/b

zg/at + y3 /b*

ry =c+

Yn

et I'on calcule ensuite
&2+ (1 — exo/a®)? + 2cxo/a*(1 — cxo/a?)
z5/at + y3 /b
2+ (1 — exo/a®)(1 + cxp/a?®)
73 /at + 52/
2 1 —c%zd/a’
z5/at + y§ /b
1 — 117(2)/(12 — 52117(2)/‘14 car ¢ = a2 + b°
zg/at + y5 /b* B
2 b (yg/b* + z§/a*)
z5/at + y5 /b
=c? - b’ =a?

2 2
Ty +Yn

c2+

car zg/a® —yo /b° =1

=c

Solution 25
1. On sait que le point M est élément de I'hyperbole de grand axe a si et seulement si

70 - [ -

2. Comme pour tout t € R. M(t) est distinct de F et F', la fonction 0 est dérivable sur R. On utilise
la formule de dérivation de la norme, on obtient. pour tout £ € R :

o(t) = FM@-T'0)  FM@©- 7@ _ 20. 70

[P e

F'M(t)
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avec ﬂ(t) o

oy T
FM(t) F'M(t)

que @(t)- f'(t) = 0.

3. Soit t € R et soit M le point de 'hyperbole de parametre t. Le vecteur ?(t) dirige la tangente a
Fellipse en M. On sait d’aprés la question précédente que o (t) est orthogonal a f’(t) et donc il
dirige la normale en M a I'hyperbole. On sait d’aprés I'exercice 32 page 294 du cours de premiére

[Frcd] [

. Comme || est constante, on sait aussi que 8’ = 0 et il vient

qu’il dirige aussi la bissectrice extérieure des droites (FM) et (F'M).

4. C’est la bissectrice intérieure des droites (FM) et (F'M).

8.9.5 Courbes du second degré

Solution 26

Le discriminant de la courbe vaut 4. La courbe est donc une ellipse ou est réduite a un point ou vide. On

effectue un changement d'origine du repére défini par les formules

r =X+a
y =Y+8

pour éliminer les termes en z et y. On choisit a cette fin a et § avec

I'équation devient

On reconnait I'équation d’une ellipse
de centre £ et de demi axes a =
2 et b = 1. Dans les nouvelles co-
ordonnées. les foyers sont F(e,0) et
F(—e¢,0) avec ¢ = Va2 —b2. Les di-
rectrices D et D’ admettent comme
équation respectives : X = a? /e et
X = —a®/c avec a® /e = 4v/3/3. En-
fin I'excentricité de l'ellipse est e =
c/a=/3/2.

Solution 27

Procédant comme dans l'exercice précédent, on supprime les termes linéaires dans I'équation cartésienne

T
de # grace a un changement de variable
y =Y+p

2a0+4 =0
83 -8 =0

c’est-a-dire @« = —2 et § = 1. L'origine du nouveau repére est 2 ( -2,1 ) et dans ce nouveau repere

2
XT+Y2=1.

.J-}:

1

=X+«

ce qui ameéne le systéme {

(]

—18a + 18
328 - 32

donc a = 8 = 1. L'origine du nouveau repére est donc 2 ( 1,1 ) et I'équation de .7 s’écrit :
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u=Y
On effectue alors une rotation d’angle 7 /2 : { X et dans ces derniéres coordonnées, l'équation de
V=

A devient :

w?  o?

? — E — 1 = 0.
La courbe . est donc une hyperbole de demi axes a = 3 et b = 4. Dans les coordonnées (u,v), les foyers
de .# sont F(c,0) et F(—¢,0) avec ¢ = /a? + b? = 5. Les directrices D et D' admettent comme équations
respectives : X = a?/cet X = —a®/c avec a®/c = 9/5. Enfin Pexcentricité de I'hyperbole est e = ¢/a = 5/3
et ses asymptotes sont § :y = %a: etd 1y= —%:c avec b/a = 4/3.

Solution 28
Le discriminant de cette courbe est A = 5/4 > 0. La courbe est une ellipse ou est réduite & un point ou
vide. Il n’y a pas de terme linéaire a éliminer. Afin de faire disparaitre le terme en zy, on effectue une

= cos X —sinfY
rotation d’angle @ et de centre O : Hr=1eee o . Le coefficient devant XY est
y =sinfX + cos0Y

V3(cos® 0 —sin?0) — 2cosfsin® = V3cos 20 — sin 20
T L3 ﬁ 2 F 1 1 3
= Z(T cos 20 — '§§:ln 29)
= —20s(20+ )
qui s’annule par exemple pour # = —7m/3. Pour cette valeur de 6. I'équation de la courbe devient
X2 y?
T + —g— —1=0.
5
La courbe est une ellipse de centre O, de demi axes a = V2 et b = \/f2f5), d’excentricité e = 2v/5/5.
Dans le nouveau repére, 'équation des directrices est X = :I:@ et les foyers ont pour coordonnées :

(:I:%\/E,O).
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Solution 29

Le discriminant de cette courbe est A = —8 < 0. La courbe est une hyperbole ou la réunion de deux droites
: ; r =X+a : wy
sécantes. On effectue le changement de variable afin de supprimer les termes linéaires, ce
y =Y+
3a+8=0
qui ameéne le systéme : p qui admet comme solution : a = V2/4 et 8 = —3/2/4.

a+38+2V/2=0
L’équation s’écrit alors dans le repére de centre 2(v/2/4, —3v/2/4) :

X’ +6XY+Y2 +1=0.

X = cos Bu — sin fv

Afin de faire disparaitre le terme en XY, on effectue une rotation d’angle @ et de centre Q2 :
Y = sinfu + cos v

Le coefficient devant uwv est
6(cos0 — sin® @) = 6.cos(20)
qui s'annule par exemple pour 8 = /4. Pour cette valeur de 6. I'équation de la courbe devient
2u? — 4% =1.

La courbe est une hyperbole de centre €2, de demi axes a = v/2/2 et b = 1/2, d’excentricité e = v/6/2. Dans

V3

le nouveau repére, I'équation des directrices est X = :I:% et les foyers ont pour coordonnées : (:I:T‘O)'
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Solution 30
On calcule le discriminant A = 0. La courbe est une parabole, une droite, la réunion de deux droites
paralléles ou I'ensemble vide. Par le changement de coordonnées suggéré, I'équation devient

Y2—-4x=0.

La courbe est donc une parabole de sommet O, de directrice la droite d'équation est X = —1 et de foyer
F(1,0).

Solution 31

On calcule le diseriminant A = —4 < 0. La courbe est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.
Remarquons que 22 —4y? = (z — 2y)(z + 2y) et donc que la courbe est la réunion des deux droites sécantes
enOz—2y=0etz+2y=0.

Solution 32

On calcule le discriminant A = 0. La courbe est une parabole, une droite, la réunion de deux droites
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paralléles ou I'ensemble vide. On réduit 'expression

2’ + 8z + 4y + 1 =U4=>(:c+%)2+4(y—%)=0

ce qui nous amene a effectuer le changement de variable

X T+ 3
Y =7

i g A ; 31 5 . IS 2 i .
L’origine du nouveau repére est 2 (—5, 16 ) et dans ce nouveau repeére I'équation devient

ERN
.

[

X2 4+4Y =0.

On effectue ensuite une rotation des axes d’angle —% définie par

z =-Y
y =X

L'équation devient alors dans ce nouveau repeére
2
y —dz =0

donc c’est une parabole de parameétre p = 2 et de centre €2. Son foyer est F(1,0) et sa directrice admet
comme équation z = —1.

A

(5]

)

Solution 33
On calcule le discriminant A = 4. La courbe est une ellipse ou alors réduite & un point ou vide. Par un
changement d’origine du repére défini par les formules

r =X+4+a
y =Y+8B

pour éliminer les termes en x et y, on choisit a et B avec

da-3 =0
B+1 =0
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c'est-a-dire a = % et B = —1. L'origine du nouveau repére est Q(%, —1) et dans ce nouveau repére 'équation
devient 10
X24¥Y2o—=0.
16

On reconnait 'équation d’un cercle de centre €2 et de rayon %

Solution 34

On calcule le discriminant A = 1% — (-;-)2 > 0. La courbe est une ellipse ou alors réduite & un point ou
vide. L’équation ne présente pas de termes en z et y. On effectue une rotation des axes d’angle @ définie
par les formules de changement de repére

x =cosfX —sinfY
y =sinfX + cos@Y

et pour annuler le terme en zy, on choisit cos(26) = 0, c’est-a-dire § = 7/4. L’équation devient alors dans
ce nouveau repeére

X* Y2
Tt =1
3
c’est une ellipse d’excentricité e = % et de centre O. Dans le nouveau repeére les directrices ont pour

équation : X = +/3 et les foyers ont pour coordonnées : (:I:2T"/§,O). On trace sans peine cette ellipse.

Solution 35
On calcule le discriminant A = 252 — 72 > 0. La courbe est. une ellipse ou alors réduite 4 un point ou vide.
Par un changement d’origine du repére défini par les formules

r =X+4+a
y =Y +8
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pour éliminer les termes en x et y, on choisit a et B avec

25a—T78 = -32
—Ta+ 258 =32
c'est-a-dire &« = —1 et B = 1. L’origine du nouveau repére est 2(—1, 1) et dans ce nouveau repére I’équation

devient
25X2 — 14XY + 25Y2 = 288.

On effectue ensuite une rotation des axes d’angle @ définie par les formules de changement de repeére

X = cosfu—sinfv

Y =sinfu+ cosbv

et pour annuler le terme en XY, on choisit cos(26) = 0, par exemple, 8§ = /4. L’équation devient alors

dans ce nouveau repere
2 2
u v oy
ztxeE=h

C’est une ellipse d’excentricité e = v/7/4 et de centre 2. On trace sans peine cette ellipse.

Solution 36
Le discriminant vaut A = —4 < 0. Cette courbe est soit une hyperbole, soit la réunion de deux droites
sécantes. Par un changement d’origine de repére défini par les formules

z =X+4+a
y =Y+8

pour éliminer les termes linéaires, on choisit « et 8 vérifiant

3a+28 =6
a =0

c'est-a-dire @ = 0 et f = 3. Le centre du nouveau repére a pour coordonnées (0, 3). Par un changement
de repére orthonormé (rotation des axes), on sait que I'on peut trouver un angle @ tel que dans le nouveau
repeére, la courbe ait pour équation

Az +Cy* = 16
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mais puisque

A et C sont racines du trindme T2 —3T —4 = 0, c’est-a-dire {A, C} = {—1,4}. Les deux équations possibles

de la courbe sont donc

2 2 2 2
T T
y—=lou— Y

PER” rtp=!

On reconnait une hyperbole de demi-axes et . Le centre est le point | €2(0,3) |.

1

H 32 4 dzy — 120416 =0

Solution 37
L’équation de C s’écrit en factorisant par (y — ) :

ly—2z](@® +zy+ 9 + Mz +y)+p) =0

La courbe contient la droite d’équation y = = (premiére bissectrice). Intéressons-nous a la courbe du second
degré. Par un changement de repeére défini par les formules

r =X+4+a
y =Y +8
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on peut annuler les termes en z et y en choisissant a et B solutions du systéme

{20:+ﬁ = )

a+28 =-A
c'est-a-dire @ = 8 = —A/3. Dans ce nouveau repere, I’équation devient
2
-3
X2 e Xy +y? =228

Si A% — 3 < 0. cette courbe est vide. Sinon, on sait que par une rotation des axes. on peut trouver un
nouveau repére dans lequel I’équation devient

A2 — 3
3

AX?+ BY? =

avec A=AB=1-1/4=3/4>0et A4+ B = 2. On reconnait une ellipse. A et B sont racines du trinéme
4T? — 8T + 3 = 0, c’est-a-dire {3/2,1/2}. L’équation réduite de 'ellipse s’écrit

2 2 a? = A — 3p
: — ’ 3A

pe> + b2 1 avec o _ A2y,
3B

Pour avoir a > b, on prend A < B. Alors I'excentricité vaut e = c/a = \/1 —b%/a? = \/1 — A/B =
2/3 |

8.9.6 Exercices supplémentaires

Solution 38
L’ensemble des solutions est une ellipse. Les foyers ont pour coordonnées (a®,0) et (2a,0). Le grand axe
vaut 3. Il est plus grand que la distance focale.

la® — 2a] < 3 = (a® — 2a + 3)(a® — 2a — 3) < 0. Comme on a a® — 2a + 3 > 0 pour tout réel a. on a
(a—3)a+1)=a’-2a-3<0.donc -1 <a<3.

Solution 39
Soit E le milieu de [OA] choisi comme origine. Soit D la paralléle & D; passant par E, choisie comme
axe des abscisses. Soit D5 la paralléle & D2 passant par E, choisie comme axe des ordonnées. Soit enfin
F=D,ND; et G=D]nN Ds.

Dans le repére (E: F, G). la droite D, admet pour équation x = 1 et la droite D, admet pour équation
y=1l.onaO(1l,1)etA(-1, —1).

Soit y = m(x+1)—11'"équation réduite de la droite A o m € R. La droite A coupe Diyen P (1, 2m—1)
ethenP(-Q-—l, 1).

m

Donc [ ( L m ) appartient a I’hyperbole d’équation zy = 1 d’asymptotes D] et Dj.



420 CHAPITRE 8. CONIQUES

Attention, cette hyperbole n’est équilatére que si le repére (E; F, G) est orthonormé.

Inversement le point [ ( ) de I'hyperbole est le milieu de [PQ] avec P = AND; et Q = AN Do,
ou A désigne la droite passant par A, d’équation réduite y = m(z + 1) — 1.
Solution 40
On choisit un repére orthonormé direct d’origine O dans lequel A ( 1,0 ) Soit M ( cos@ , sin@ ) un point
de C. La droite (OM) admet comme équation = cos @ — ysin @ = 0. La droite (OM) admet comme équation
zcos + y = sin 0. En résolvant ce systéme on trouve les coordonnées de [ :

_ cos _ sin@
"~ 14cos6’ y_1+0059'

Maintenant on pose t := /2, on trouve

2cos?t — 1 1 n 1 5
y=tant =tan(8/2) et x = By T 1- B (1+tan(6/2)) = 5 (1—-y°).
Done le lieu du point [ est inclus dans la parabole d’équation z = % (1 —1?) de foyer O et de directrice
la droite d’équation z = 1.
Inversement, la fonction 8 — tan(6/2) réalise une bijection de] —% , % [sur R. Donc tout point de

la parabole d’ordonnée y est atteint par M ( cos@ , sin@ ) tel que tan(6/2) =
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Solution 41

La tangente au point M ( zo , yo ) & la parabole & d’équation y?> = 2pz est dirigée par 7 y;; donce

admet comme équation yo(y — yo) = p(z — xy) soit yyo — px = pxe. Avec des notations transparentes, les
coordonnées de J. intersection de la tangente au point A et de la tangente au point B sont solution du
systéme

yya — pz = pxa | X(=1) | xyn
yyp — pzr = pzp | xI X(—ya)
soit Yy —ya) = p@p—2a)
. Tp—TA
SoIt YJ — —
Y —Ya
et  —pz(Yyp—ya) = pPETAYs —TpYa)
s0it Ty — w_
Y —Ya

La hauteur issue de J dans le triangle I JK défini par les trois tangentes est paralléle a la normale & 42 au
point. C. Elle admet donc comme équation ye:(z — ;) + p(y — ys) = 0 soit

TBYA —TAYB Ty —TA
Ne-———" ) +ply—p———= ) =0.
v ( Y —Ya ) p(?,f pyu—yn)

En changeant 'ordre des lettres A, B et C. les coordonnées de I'orthocentre H sont solution du systéme

IpYa —TAYB 2 —TA
. + = c———————— + — | x1
4 2 # & gu—gny P gn—gn
cyn —TpYyc 2T — T
r + Yy = Yp——————— + —_— | X(—1
¥4 Pi b4 Yo —Yn " Yo — Yyu ( )

done zu(ye—ya) =

L TBYA —TAYn Toyn — Ty 2 [T —TA TC T
Yyn — Ya Yo —yn Yn — Ya Yo —yn
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En posant T := z(ye — ya)(ya — yi)(yn — yc) on obtient

T =yc(znys —2Ays)Ye — yn) — yal@eys — Tuye)(Yn — yYa)
+ 0% ((zi — za) (Yo — yi) — (Tc — i) (Y — Ya))
= za(—ysyc(yc —yn)) + (yayce(ye —yn) + yayce(ys —ya)) + zc(ysya(ya — yn))
+ 9% (za (y —yo)+zo(ye —ys +yn —ya) + zc(ya —yn))
= za(yhye — yeyn) + cu((Yeya — yaye) + e(Yays — yhya)
+9° @aWs — ye) + Tuye — ya) + Te(ya — yn))

=2p[za(Znyc — Teyn) + Tp(Teya — Taye) + zo(Tayn — Tpya))

+ & (vatwn — o) +yh e —ya) + 92 (wa —yn)

=2p gnx:s(yr: —yc)+xpze(yYa —ya) +zexalyns — yn)

v

=0

kS g (Vays — vaye + yhye — yihya + yeya — yeyn)
= —g(yr: —ya)(ya —yn)(ys — yo),

car (Yo — ya)(ya — yn)(yn — yo) = Yaynyc — yeyh — yiyg + YAYD — YaYe + YBYe + yaye— Haysye.
On obtient bien ce qui était demandé, a savoir x;; = —5

Solution 42
La projection orthogonale du segment [C'D] sur 'axe de la parabole a pour longueur p.

En effet, soit A (za , ya ) et B (zp , yi ) les deux points de la parabole 4 d'équation y2 = 2pz.

2 2

Y —Ya

2p  donc aussi par @ Yy +ya

2p

=

La droite (AB) est dirigé par AB|"8 %A=

Donc la droite (DC)
Y — Ya
admet comme équation (yi + ya)(z — zc¢) + 2p(y — ye) = 0.
Sur la droite (DC), le point d’ordonnée y = 0 est le point D. Dot (yn + ya)(zn — z¢) = 2pye soit
2yc(zp — xc) = 2pyc et zp — xe = p ce qu'il fallait établir.

d A » -l

IR S e -
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Solution 43

Soit M (3:0 . yn) un point de la parabole d’équation y?> = 2pz avec yo # 0.

2 2 p
Yo—P ZTo—3|_

P
La droite (MF) est dirigée par (m" 2) et admet de ce fait pour équation ik g
Yo !

Yo
soit y(y3 — p°) = 2pyo (:m - g) = pyo(2z — p).

On cherche un deuxiéme point N (3: i y) vérifiant y = 2pax sur cette droite. Il vérifie done y® +

2
(;— - yn) y — p? = 0. Sachant que I'une des racines est I'ordonnée de M c’est-a-dire yo. I'autre est
0
2

obtenue par produit des racines : c'est donc yy = —;(—. Par suite
)
. 1 pd 3
N=——F5=—5
2y 2%

Les tangentes en M et en N sont dirigées respectivement par #pf (y:) et un (y:) dont le produit
scalaire est

un - unN = ymyn +p° = —p* +p> =0.

Ces deux tangentes sont donc perpendiculaires.
Calculons 'abscisse de leur point d’intersection A.
Une équation de la tangente en M est ym (y — ym) = p(x — M) s0it ymy — pT = pm.
Ainsi les coordonnées de A sont solution du systéme

x1
x(—1)

ymy —
yny —

pTM
— p{[}N

XYN

pT
px x(—ym)
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Dot — pza(yn — ym) =p(Tmyn — TNYMm), d'OU

A= — ‘
.
Yo
P’ 2xo+p
2y0 P2
Jo %o T Yo
P’ 2zo+p
2 p2+y3
P’ 2zo+p
2 p2+ 2pxo
__r
2

Autrement dit le point d’intersection des deux tangentes est situé sur la directrice.
Maintenant la droite (AF') est hauteur du triangle M N A. Pour cela on calcule I'ordonnée de A :

ya(ym — yn) = p(zm — zN), d'ou

3
Ya=p = 2%
‘ 2
Yo+ %
_ P 2%To—p
290 yg +p°
_ P 4pzi-p’
2yo 2pxo + p?
_ P 4z -p°
2yo 2x0+p
P
= — (29 — p).
200 (2zo — p)

—p =
On en déduit FA P (20 — p) et FM | "7 2| dont le produit scalaire est
20 (20 p Yo

FA-FM=—2(2:1:0—p)+L(Qmo—p) x yo = 0.
2 2yo0

Ce qu’il fallait vérifier.
Solution 44
Une équation de la tangente au point A est yyq4 — px = pr 4 donc ( o, Yo ) est solution du systéme

Yyya — Ppr = PITA
Yy — pr = PpITB
Donc yo = pmn —TA 1 Y1 = Ya = 1 (ya + yn) et xo = “BYA T ZAYB _ IBIA On en déduit que
Y —Ya 2Yn —ya 2 ' yn —Ya 2p

My est a l'extérieur de la parabole dans la partie qui ne contient pas le foyer. En effet yé — 2pzy =

1 1 . :
1 (ya + yn)2 —YpYa = 1 (Yya — y;;)2 > 0 (si toutefois on a A # B).
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Inversement, si y?) — 2pxy > 0 alors I'équation du second degré
[92 — 2yoy + 2pzg = 0: inconnue y € R]

a un discriminant égal a A = 4yy — 8pxy > 0 et admet deux racines distinctes y4 et y;. On pose alors

2 2
TA =g—;et,:z:;;:=3é—;.0naalorsA(mA , YA ) E L. B (A, ya ) € £ et
Yoy A — PTo = pPTAp
Yoyn — PTo = PITp

donc Mo est bien le point d’intersection des tangentes & 42 aux points A et B.
On calcule l'aire a I'aide d'un déterminant :

YynyYa Yynya
\ \ Tpa— 9 rp — 5
det (M(]A, M()A) = 1 P 1 P
ya =3 (ya +yn) yn — 3 (ya +yn)
_Ynya S Yynya
_ 2p T Top
=1 1
= (’UA —yn) (y — ya)
_1 _ 'IJByA _ Ynya
5 (yn Ya) ( T 2 )
= 1( — l -9 + )
=5 Yz — Ya) 2p YnYa v Yp
1
= (yB — ya)°
Donc l'aire du triangle Mo AB égale 4ip lys — yal®.
Solution 45
On a yy' = —p? (voir exercice 43).
_ _ P ' ’ r 7 P . ' 4 "2 __ P2
OnaFM—HM—a:+§et FM =HM =z +§.01 I —?(yy) =7
2
,_P  P_P P\ pi
Done FM' = e + 5 = 5p (:z: + 2). Ainsi
1 1 1 D 1 1 ( D ) 2
— = 1 — _ -
FM+FM' m+§+‘2:v:v+§ T+ £ +2:1: D

Solution 46
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On construit le projeté H de A sur la directrice D puis le cercle de centre A passant par H. Le foyer F
se trouve sur ce cercle privé de H. On se place dans un bon repére avec A (0, 0)et H (1, 0). Soit

F ( cos@ , sin@ ) un point du cercle. Son projeté sur la directrice D d’équation z =1est D (1, sin8 ).

0
Donc le milieu S ( z , y ) de [DF] a pour coordonnées z = 1+;06 :y = sin@. Donc S appartient a

I'ellipse & d’équation 4(x — %)2 +y’=1.

En remontant les calculs, on s’apercoit que inversement tout point de & \ {H} est le sommet d’une
parabole de directrice D passant par A.

Solution 47

On trace le cercle C de centre M passant par F et le cercle C’' de centre M’ passant par F. Les directrices
sont les deux droites tangentes communes a C et a .

Solution 48
Soit F' le foyer et D la directrice de P. Le lieu des points M d’ou I'on peut mener a P deux tangentes faisant
un angle de droite de w/4 est une hyperbole équilatére de foyer F' et directrice D (et donc d’excentricité

V2).

Soit D’ la tangente au sommet et soit M un point du lieu : les projections Q et R de F sur ces tangentes
sont deux points de D’. soit I le milieu de [F M]. Le cercle de diameétre [F'M] passe par Q et R et I'angle
CjTR est droit et ses bissectrices ont la direction des axes. On a donc [ sur I’hyperbole de foyer F et
directrice D’ et excentricité v/2. Le point M qui est homothétique de I dans ’homothétie de centre F et
de rapport 2 est donc sur Phyperbole de foyer F et directrice D, d’excentricité v/2, donc équilatére.
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Y
K

".‘._
— >
/N
AV A
Si on paramétre la parabole y° = 2pzx par f:u — (g—;,u). la tangente en f(u) a pour équation

pr —uy + u*/2 = 0.

Comme (u, p) dirige la tangente en f(u), les tangentes en f(u) et f(v) font un angle de w/4 si, et seulement
si. (uwv + p*)? = p*(u — v)? (*) (via la tangente).

Donc, par m(z,y) passent les tangentes aux parameétres u solutions de u?/2 — uy + px = 0 (pourvu que
y2 > 2pzx). u et v solutions vérifient u + v = 2y et uv = 2pz. On a aussi (u — v)? = 4(y°® — 2px).

Avec (*), (2z +p)® = 4(y* — 2pz) soit (z + 37”)2 — 3% = 2p°. On retrouve bien les éléments géométriques
déja décrits (centre en (—3p/2,0) et ¢ = 2p d’ou un foyer en (p/2,0)).

On a toute I'’hyperbole car y* > 2pz (égalité impossible) donc on reconstitue u et v points de tangence
avec (*).
Solution 49
On trace le cercle ¢ de centre M passant par F. La parallele a I'axe passant par M coupe ¢ en deux
points H et H' qui sont les projections de M sur les directrices. Les perpendiculaires d et d’ & I'axe passant
par H et H' respectivement sont donc les deux directrices possibles.

Dans le cercle €. le triangle HF H' admet le diameétre [H H'] comme c6té. 11 est done rectangle en F. En
appliquant deux fois le théoréme de la droite des milieux. la médiatrice de [F'H] est perpendiculaire a la
médiatrice de [F'H']. Comme ce sont les tangentes en M aux deux paraboles. ces deux tangentes (d'apres
la remarque 4) sont orthogonales.
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d i I3 : ’m

Solution 50

On se place dans un repére orthonormé pour lequel F (0, 0)et M (1, 0). On a e = v/2 puisque
les hyperboles sont équilatéres. Leurs directrices d associées 2 F' sont & une distance v/2/2 de M. Done le
projeté H de M sur d se trouve sur le cercle ¢ de centre M de rayon /2/2.

V2 V2

. cost s :
On parametre le cercle ¢’ : H ( 1+ — cost, — sint ). Le vecteur I_V) Lin . est normal a d. On obtient

2 2
une équation de d : cost (3: -1- \/75 cost) + cost (y— ‘/Tﬁ sint) = 0 soit zcost+ ysint = cost + ‘/Ti

" T & . . 5
Par ailleurs ﬂ g est colinéaire a N, donc les coordonnées de A sont solution du systéme

2
zecost + ysint = cost+§ xcost | xsint
zsint — gycost = 0 xsint | x(—cost)
2
x = cosl| — +cost
D’oti \%
y = sint T+co¢s£

La courbe obtenue s’appelle un limagon de Pascal.
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Solution 51
Exercice identique au précédent. Le centre est obtenu comme l'image de A projeté orthogonal du foyer

2
. . s - a
F sur la directrice associée  par unc homothéiic de rapport k:= OF/FAavec OF =c et AF =¢— - =
2 2 2 2 2 ’
¢ —a b c [ 2 , . s
= —, Donc k= 5 = = = ¢ =2 puisque Uhyperbole est équilatére.
- . B- 2 buisq ¥p l

Solution 52

A

Aofa

-2

Le graphique suggére un changement de variables : t=u+vet y=u — v. On a alors
z? - Ty + y2 = 2(%2 + v2) —+ P =d"+ R 2t + ¥t =2u' + 6uv? + vg).

On a donce

'+ 4" <20t + 660 + MP) < 2(w® + 3v%)% <2 x 22

De méme 9 2 2
4y > (—j(u" +6u0® +00%) > FjQ(M2 +30%)% > 5
Solution 53

Vo# (2k+ 12, keZ

cos” ¢ + sin® w=1

i 2
Py —tan“ @ =1
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9.1 Définitions et premieéres propriétés.

[Dans cortains problémes. en particulicr on sciences physiques. on peut &re amené a déterminer les

fonctions f définies sur un intervalle I de R ¢t vérifiant, pour tout z réel des égalités du genre

J(@) = flx)=0

[ (z)=3f(x)=sinzx

[ @y =2f (@) =0

[ @ +3f @) + f@) = e
Toutes ces cgalités sont appelées équations différentielles. Nous avons vu, par exciuple, la premiére ogalité
lors du chapitre traitant de la fonction exponentielle. La premiére équation admet done pour solution
particuliere f: 2 — €%,
Le probléme est de déterminer toutes les solutions f.
On exprime. traditionnellement, les équations différentielles a I'aide de y (il faut comprendre y{x)} au lieu
de f. Ainsi les équations différenticlles précédentes deviennent

y—y=0
y —3y=sinx
y -2/ =0

y +3y +y=e"
On peut constater que les deux premiéres expressions font intervenir la fonction f et sa dérivée, on les
appelle éguations différentielies du premier ordre. les deux suivanies se nommont éguations différenticlles
du second ordre.

9.2 Equations différentielles du premier ordre homogeénes :
}
y —ay=20

[Dans ce paragraphe. a désignera un nombre réel.

0.2.1 Résolution

L'expression ¥’ —ay = 0 s'appelle équation différentielle linéaire du premier ordre sans second membre
ou homogéne. On constate que la fonction f: x — e® définic sur R ost une solution particuliére, En effet,
f(z) = ae®* ot done f'(z) —af(z) =0.

Nous allons maintenant rechercher toutes les solutions.

Il suffit. pour cela, de poser z = ye™%%. Nous avons alors 2’ = ¢'e™ — aye™ = ¢ **(y' — ay). On
reconnait alors dans la parenthése 'équation différentielle ce qui nous donne que 2’ = 0 et done que z est
une constante A.

Or y = ze*" et donc les solutions sont ¥ = Ae®® d'olt le résultat suivant :

ar ar

Théoréme 1
L 'ensemble des solutions sur R de I'équation différentielle ' — ay = 0 est 'ensemble des fonctions
x— e avee A e R
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9.2.2 Solution vérifiant une condition initiale y(xy) = y
Parmi les solutions, nous cherchons s'il ¥ en a qui vérifient la condition y(xo)} = yo ol zo ot yo sont des

récls donnds,

Autrement dit, nous avons Ae®™® = yo c'est-a-dire A = yoe™*™ done une seule solution vérifie la
condition initiale ot ¢'est y = goe®*™=™) ce qui nous donne le théorame suivant :

Théoréme 2
L 'équation différenticlle ' — ay = 0 admet une seule solution vérifiant la condition y(zo) = yo et c’est
y = yoe*F 70},

Exemple 1
1. Résoudre I'équation différenticlle suivanie ¢’ + 3y = 0 avec la condition suivante y{(0) = .
2. Soil y le nombre d’atomes de radium d'une substance radicactive. la fonction y varie avee le
temps of & Loud instant £ on a
y = —k%y avee k donné.
Donner ¢ en fonction de ¢ ot on notera yo le nombre d’atomes a ¢ = 0.
Le temps ¢ élant exprimé en années. on a pour une substance k2 =5 x 1075,
Au bout de combien d'années le nombre d’atomes aura-t-il diminué de moitie ?
Ce temps s'appelie la période du radium.

Réponses :

1. Les solutions sont donndes par y = e **. Cherchons celles qui vérifient y(0) = 4, on a yo = A donc
A = 4. Finalement. nous obicnons y = 1e™>=,

2 _
2. Par le méme raisonnement que pour l'exercice précédent. y = de™ %, Or pour ¢ = 0. ¥y = 5o ainsi

yo = A d’oil le résultat suivant : y = yoe ¥ ¢,
Yo —&% _ Yo —x2 _ 1 , 2 ;
Onay= 5 e = =, nous obtenons alors e =3 autrement dit que &t = In2 ce qui
R n2 In2 - . S .
nous donne ¢ = = aial vl 1386. La période du radium est d’environ 1386 années,

9.3 Equation différentielle ay” + by’ + cy = 0 avec a # 0

Recherche des solutions de la forme ¢,

Considérons donce U'équation diffarentielle ay” + by + ey = 0 notée (F).
Soit 4 = €' alors ¢ = re™ ot ¢’ = r2e™*. Ainsi la fonction £ — €™ est solution de (F) si ot sculement
si arZe™ +bre"™ +ce™ = 0. c'est-a-dire (en factorisant par ™) ar?+br+¢ = 0 équation que l'on notera Ee.

En conclusion, la fonction x — €™ est solution de (F) si et sculement si r est solution de (F.).
On appelle (F,) éguation caraciéristique associée a (F).
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8i A > 0 alors (F.) admet deux solutions réelles ;

-b— VA -b+ VA
P= — 0l Ty = ——————
2a 2a

8i A =0 alors (F.) admet une solution double r = ;—j

E4

Si A < 0alors (E.) admet deux solutions imaginaires :

—b—iv—-A —b+iv-A
rns—-——————¢@4Mm= —m—
2a 20
Recherche de toutes les solutions
Premier cas : le discriminant A ost strictement positif.
ix . kg . —b— VA b+ VA
L’équation caractéristique (F.) admet alors deux solutions r; = 5 oL Py = +—‘
Pour toute fonciion y ob pose z = ye~ "% ce quidonne y = 2¢™* ainsi ¥ = z'° + raze™® puls

yt! = zb‘erg.r + rzzrergz + 1"22’6?3": + r%zergz‘

Done ay” = ae™ (2" + 2r22’ + r32) puis by’ = be™%(2' + 122} ot enfin ey = cze™”.

Finalement, nous obtenons ay” + by’ + cy = €% {az” + (2ars + b}z’ + {ar} + brs + ¢}z) = 0. Comme
1 ¢ i 3

ari +bra+c¢=0, on a az” + (2ars + b)z’ = 0.

Si nous posons Z = 2’ alors nous sommes ramends a résoudre 'équation différenticlle a2’ + (2ar. +58)Z =0

(Qarz + &) z

et si nous divisons par a que nous savons éire non nul. on obtient Z' + = 0 autremoent dit

Z' + aZ = 0 que nous connaissons déja.

. , _ 2ara+ b A . e
On obtient alors Z = Ae™"* avee & = ——="_ done z = -3¢ *F 1+ 1 que l'on éevit z = Ae™* + I3 or
y = ze" ce qui nous permet d’éerire
y= Ae(rg—a):r+ Bergz’
\ 2arz + b b
Diautre part, r2 —q = rg — 2T =-T2- =T +{r1+r)=r:.

En conclusion, les solutions de (F) sont les fonctions x — Ae™™ + Be™",

Deuxiéme cas : le discriminant A est nul,

La solution de I'équation caractéristique st r = —— et la seule solution de (F) est de la forme €™,
a
Par le méme raisonnement que précédemment, on obtient :

2 b
pn a'-"a‘f‘ 2

=0

b . . .
or comie r = ~ g alors 2ar + b = 0 ce qui nous donne que z” = 0. Autrement dit 2 = A ol A ost un
véel et z = Az + J3 ol 12 est un réel.
Finalement, si A = 0 alors les solutions de (E) sont les fonctions 2 — (Az + 12)e™ avee A, I3 € R.

Troisiéme cas : le discriminant A est strictement négatif.
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Nous savons que les racines de I'équation caraciéristique de (F} sont des nombres complexes conjugués

—b—iv-A —b+iv-A
= ————0trp= ———

m 2a 2a

que l'on notera ry =a—if el r2 = a + i3,
Dans ce cas, les solutions de 'équation (F) sont les fonctions x — ™ (A cos 8z + 13sin Bx).
Une démonstration sans sortir du champ réel sera donnée & 'occasion du probleme 9.6,

Théoréme 3

On considere ['équation différenticlle ay” + by’ + ey = 0 notée (E) avec a # 0.

La résolution de cette équation suivant les différents cas de figure ost résumée dans le tableau suivant
ol A et I sont des réels ;

Equation caractéristique ar® + br +¢ =90 Fonctions solutions de (F)
A > 0 deux racines réelles ry ot 2 y= Ae™'T + [Be™*
A = 0 une racine double réelle v y={Azx+ B)e"™
A < 0 deux racines complexes conjuguées a +i8 et e — i | y = (Acos Sz + Bsin fx)e™™

Démonstration 3
Il ne reste plus qu'a démontrer le cas A < 0. Pour cela, on va gagner de la hauteur en se plagant dans les
nombres complexes et en recopiant la démonstration du cas A > (.

On commence par se rappeler le théoréme 24 page 225, Il est en soi un théoréme d'existence et d'unicite
d'une équation différentielle linéaire du premiecr ordre & coeflicients complexes.

Nous allons & nouveau effectuer un changement de fonction inconnue. Soit z une fonction deux fois
dérivables sur R ot a valeurs dans €. Considérons f la fonction définic par : ¥t € R, f(t) = z(H)e™". La
fonction f ost elle aussi deux fois dérivable sur R et pour tout t € R, on a :

J) = e
f() () +riz(t)) e
' = (@022 () + i) e

Par conséquent. pour tout t € R, on a:
af" () + bf'(t) + ef (1)

nt

az”(t) + (2ar + b)2' () + (ar] + b + ) z(1) | e
S —

=1

(az" (L} + (2ar; + b)2'(1))) ™

En conclusion, f ost solution de (F) si et seulement si la fonction exponentielle ne s'annulant jamais
2’ est solution de :
(er): ay +(2ar +b)y=0

Puisque A # 0, U'équation caractéristique posséde deux racines distinetes 7y et r2 € C.
Considérons 'ensemble o = {t s ae™t +Fage™ | ay,an € C} et montrons que .« est I'ensemble des
solutions complexes de (E}. Pour ce faire, nous allons effectuer un raisonnement par double inclusion :
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Par application du lemme précédent, il est clair que ¢ — e ot ¢ — ™! sont des solutions
complexes de (F). Par conséquent toute combinaison lindaire ¢t — ae™* + Be™* (o et 8 étant deux
complexes donnés) de ces deux fonctions est encore solution complexe de (F) ce qui démontre la
premiére inclusion.

Réciproquement, soit f une solution complexe de (F). Alors. compte tenu de ce qui a ¢&té fait
précédemment, si z est la fonction donnée par ¥¢ € R,  z(¢) = f(t)e™ ", 2’ est solution de (er,) :
ay’ + (2ar; + by = 0. Mais, comme r) + 12 = —%._ il vient 2ar) +b = v — 1o ol (&) s'éerit :
(er,) 1 ¥ + (1 — rayy = 0. Appliquons le théoréme 21 page 225. Les solutions sont. de la forme :
Yo L = ae”1T2¢) avee a € C. et done z est une primitive d'une de ces fonctions :

o
Ty — 7o

3,8 S C, Vt« (S R, Z(t) = — e_(rl —rat) + '8’

Compte tenu de la définition de z. on a bien démontré qu'il existe e {(i= 8) et ae (:= Ee—— )
1— 12

tels que :
veeR, f(t)=ae" + age™.

En fin de compte, nous avons trouvé toutes les solutions complexes de I'équation (E} dans le cas ol A < 0.
Cette démonstration se généralise d’ailleurs aux équations ay’”’ + by’ + cy = 0 avec a € C”. (b \ c) e C?
ot A:=b —dac# 0.

Il nous reste un peu de travail avant de récupdérer los solutions réelles. O

~ Exercice 1. 1

Résoudre les équations différenticlles suivantes :
1. y" =3y —4y=0
2. ¢+ +ay=0
3. "+ 2 +5y=0

e

Solution 1
1. L’équation caractéristique v — 3r — 4 = 0 a pour discriminant 25 et comme solutions r; = 4 et
ray = —1 ce qui donne comme solutions a Iéguation différentielle ¥ = Ae™ + Be™™ avee A, 3 véels.
2. L’équation caractéristique 2 + A7 + 4 = 0 a pour discriminant 0 et comme solution » = —2 done
y=(Az+ e ",
3. L’équation caractéristique 72 + 2r + 5 = 0 a pour discriminant —16 ¢t comme solutions complexes

x

ri=—-1+2ietra=—-1—-2icequidonmea=—1ct 3=2ct ainsi y=(Acos2x + Bsin2x)e™.

Equations différentielles ay” + by’ + cy = 0 avec conditions initiales.

Théoréme 4
Il existe une solution et une seule de I'équation différenticlle ay” + by’ + ey = 0 vérifiant les conditions
initiales suivantes : y(zo) = yo ot ¥'(xo) = ¥h. O0 2o, yo et y) étant des 3 réels donnés.
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Exemple 2
Résoudre ¥ + 2% + y = 0 avec les conditions initiales y(1) =0 et (0} = 1.

[équation caractéristique est : 72 + 2r + 1 = 0. Il y a une seule racine r = —1 ot les solu-
tions sont les fonctions f @ & — (Az + B)e™ . Pour déterminer les valeurs de A et I3 nous allons
utiliser les conditions initiales.

Tout d'abord le fait que y(1) = ¢ est équivalent & A+ 3 =0.

En dérivant f. on obtient f'(x) = Ae™  + (Az + 3)e™ . le fait que f/(0) = 1 nous donne A — 3 = 1.

Finalement les deux conditions sur A et 17 donnent A = 5 el I3 = —5- [You la solution unique

1 1. .
:z:-—»(g.'x: 2)e .

Démonstration 4
Nous allons considérer plusicurs cas :
» acC", (b, c) eC et A:=b2—dac#0.
Soient o € R. yo et ¥y nombres complexes quelconques,
[Yaprés la démonstration 3. il existe nécessairement ¢ et 8 complexes tels que

vz € R, y{z) = ae™* + Be"".

On a alors
Yr e R, ¢ (z) = arie™® + Broe’",
H !

ay’ +by +cy = 0

Done pour que y soit solution de & ; ylzey = o
¥ixe) = ¥
. . . aetto 4 2o = ) _ .
il faut et il suffit que 1 20 p rara y? Le déterminant de ce systéme ost
arie + Prae’’ = %

el Hr2)%0 (e ) £ 0 puisque A # 0. Done le couple solution (a . {3) est unique.
» acR*, (b, c) EIch-.LA:=b?—:'lac#U.
Soient zo € R, yo et yo nombres réels quelconques.
On a un cas particulier du cas précédent, done unicité de g grice au jaguar casqué.
» acR". (b, c) eRZ ot A:=b —dac=0
Soient xo € R. yo et gy nombres réels quelconques.
On sait quil existe deux réels A et 3 tels que Ve € R, y(x) = (Az+ 73)e”™ (ol # est la racine double
de Péquation caractéristique).

On a alors
vz € R, ¢ (z) = (Arz + A+ Br)e™.
ayﬂ‘i‘by’ +cy = 0
Done pour que y soit. solution de & ; y(xo} = o
¥'(xo) = w
_ a g Azge™" +  Be™* = . . g .
il faut et il suffit que { A +1)e™  + Bre™ = g Le déterminant de ce systéme est

e (p + 1 —r) # 0. Done le couple solution (A , B) est unique.
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Dans tous cos cas, on a hien existence et unicité de la solution de I'équation différentielle ay” +by' +cy =0
avee conditions initiales.
Le cas complexe avee A =0 n'a pas ét¢ traité, Il est laissé au lecteur insatiable, d
Maintenant nous disposons d'un théoréme d'existence ot surtout d’unicité. De ce fait chaque fois
qu'on péche une solution a notre probléme. ¢'est LA honne.
Démonstration 3
On se place dans le cas a € R*. (b . c) ERZot A:=b —dae <.
Soit, f ube solution sur R de ay” + by + ey = 0. On pose 29 := 0. o := f(2o) et ¥, = f(20). On a
(y[l ' y(f)) S RQ.
[Yaprés la demonstration 3, il existe néeessairement U et V' complexes tels que

vreR, f(z)=Ue"" +Ve™",

oll 71 1= + 48 ol 2 1= o — i3 sont les racines conjuguées de I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0.

ay’" +by +ey = 0O
Done f est solution du probléme S : ylxo) = wo -
y'(xo) = w
L '+ +y = O
Maintenant la fonction f @ € R—— f(x} ost solution de & ¢ y(ze) = Ta (vérification

¥Yizo) =
sans probléme grace au théoréme 8 page 188). Puisque a, b, ¢, o ol ) sont réels. on a S = S ot f = [ grace
au théoréme d'unicité. Autrement dit. lorsqu’on impose des conditions initiales réelles, on est siir que la
solution au probléme est réelle, ¢'est-a-dire égale & sa partie réelle :

vz € R, f(x) =™ (RU cos(Bz) — SU sin{Bz) + RV cos{Bz) + SV sin(Bzx)),

done il suffit de prendre A ;= RU + RV € R ot B := —SQU + IV pour achever la démonstration du
théoreme 3. O

9.3.1 Egquation différentielle avec second membre, exemple de résolution

Nous allons considérer U'équation differentielle :

% +3y=622 -7z +2 (F).

1. On détermine une fonction g solution de (F). Ici. on donne comme indication "g est un polyndéme
du second degré”. On a alors ¢
g(x) = ax? + bx + ¢, ¢'(x) = 2ax + b co qui donne 2¢'(x) + 3g(z) = 3az® + (la+30)x +26+3¢. Or ¢
sera solution de (E) si et seulement si pour tout z € R, 3ax? + (da + 3b)x + 20+ 3¢ = 62° — Tz + 2.
Ce qui donne aprés identification, e =2, b= -5, e= 4.
Finalement. g(z) = 222 — 52 + 4 est une solution particulidre de (F).

2. Maintenant. nous recherchons toutes les solutions de (F).

Soit f une solution de (F). montrons alors que f — g est aussi solution de 2" + 3y = 0.

Le fait que f soit solution de (F) équivaut a 2f'(x) + 3f(x) = 6x% — 7z + 2 pour tout x réel. Or
2¢' (z) + 3g(z) = 62 — 7z + 2 donc f solution de (F) équivaut a 2f'(x) + 3f(z) = 2¢'(x) + 3¢g(x)
autrement dit 2(f" — ¢ )(zx) + 3(f — g)x = 0 ce qui signifie que f — g ost solution de 2y’ + 3y = 0.
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Finalement. f est solution de (F} si et seulement si f — g est solution de I'équation 2y + 3y = 0,

équation homogeéne.
3 3

--z --z
Or, les solutions de cette équation sont les fonctions T — de 2 don f(z) = re 2 4+ g{x) =
3

_Zx
Ae 27 422 — 51+ 1.

En résumae, powr résoudre une équation différentielle linéaire :
chercher une solution particuliere de (F} ¢'est-a-dire g
chercher une solution générale de I'équation sans second membre notée ¢
fes solutions sont donndes par ¢+ g.

9.4 Exercices

~ Exercice 2.} .

On se propose de déterminer les primitives de f: 2 € R — ¢~ cos(3x).
On pose ry = —4 + 34,

Calculer s ;=7 + 77 et p:= | %

Démontrer que f est solution sur R de 'équation différentielle ¥ — sy’ + py = 0.

W=

En déduire que E]‘ - %f’ est une primitive de f.

——

Achever les calculs pour déterminer les primitives de f,

5. Comparer avec d'autres méthodes,

~| Exercice 3.} \

1. Trouver toutes les fonctions u et v dérivables sur R vérifiant

u'(t) 3u(t) —  Av(o)

viey = u(t) - o) 0.1

WER,{

2. Trouver les solutions u et v du sysitéme précédent varifiant w(0) =1 et v{() = 0.

Exercice 4.

Résoudre les équations homogines : y

a)y +y=0 by —-3y=0 cly' =2y d) 3y =y e)y’=g
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~ Exercice 5.} -
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Donner les solutions des équations différentielles :
a)y +2y=0 by +2y=6 )y —3y=9
d)y' +2y=5 e) 2y +3y=—7 r)yf=_%+2

~ Exercice 6. “

Soit {F) Iéquation différenticlle 2" +y = 2.
1. Résoudre (E).

2. [Déterminer la solution de {F} qui vérifie y{0) = 1.

Exercice 7.

Résoudre 'équation différentielle 2y’ + y = 0.
[Déterminer la solution f de cetie équation vérifiant f{In4) = 1.

~ Exercice 8. 1

Soit (E) I'équation différenticlle y” + 16y = 0.
1. Résoudre (F).

2. Déterminer la solution f de (F) vérifiant f{(} = % et f{0) = —2—;/5

~ Exercice 9. } 1

On considére Féguation différenticlle (E) : 4y” + n2y = 0.
1. Résoudre (F).

2. On sait de plus que la courbe représentative de la fonction g solution de {F) @

{a) passe par le point A (% ?)

(b} a une tangente en A paralléle a I'axe des abscisses,

[Déterminer g.
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— Exercice 10.} .

Le taux d'alcoolémic f(t) (en gf.~') d une personne ayant absorbé. & jeun. une certaine quantité
d'alcool vérifie, sur By 'équation différentielle :

! -
(FY:y +y=ae
ol ¢ osl le temps éeoulé aprés ingestion {exprimé en heures). ol a une constante qui dépend

des conditions expérimentales.

1. On pose. pour tout £ € R : g(t) = f(£)e*

Démeontrer que g est une fonction affine.
2. Exprimer f{¢) en fonction de ¢ et de a.
3. Dans cetle question. on suppose que a = 5.
(a) Etudier les variations de f.
Déterminer le Laux daleoolémic maximal et le temps au bout duquel il est atteint,

{b) Donner une valeur du délai T (4 heure prés par excés) au bout duquel le taux
d’alcoolémie de cette personne est inférieur a 0, 5g£ 71,

. V,

~ Exercice 11.} .

Un parachutiste tombe & une vitesse de 55ms™! au moment ol son parachute s’ouvre,
On fixe lorigine du temps (¢ = 0 en secondes) a ce moment 14,
Pour tout ¢ € Ry. on note »(t) la vitesse en ms™' du parachutiste & I'instant ¢.

. - . Pv | . .
On admet que la résistance de l'air est donnde par R = =5 ol /7 est le poids du parachuliste

avec son équipement. (P = mg avee m = masse ol g = 0,81ms™?).

1. Démontrer que v est solution, sur Ry. de Péquation différenticlle :

. v?
(F):v =g(l—ﬁ .
2. On suppose que v > 5 sur Ry ot on y pose z = pop %

Déterminer une équation différentielle satisfaile par z sur B, et la résoudre.

3. En déduire une expression de v{¢) en fonction de ¢ el préciser sa limite lorsque ¢ Lend vors
+ 00,

9.5 Solutions

Solution 2
1. Onas=—-8ctp=25
2. Les complexes £; ot 72 := Ty sont les deux racines de I'équation caractéritique de v — sy’ +py =
0. Diaprés le théoréme 3 (dans le cas A > 0). f ost solution sur R de Véquation différentielle
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¥y —sy +py=0.
1

!
s 1 s 1
—f"==Zf—=J") done = f —— [ est une primitive
f (p f . f ) ’ ! ’ f }

3. Aprés division pars#0.ona [ = gf’ ~3

de f.
1. Onavz eR, f'(z) = -1~ cos(32) — 3¢~"% sin(3z) done

8 e A _ax 3 4w __ 4 a4 3 -z
reER— 35 © cos(3x)+ T cos(3x)+ e sin(3z) = 75 © cos(3x)+ 7% © sin(3z)

est une primitive de f.

- wlz) = e w(x) = -1~
5. En intégrant ¥ *Lics, 1 .
5. En intégrant par parties, on pose FE) = cos(3z) (@) = %sin(fi:c)
Done Fix):= fo'“ cos(3z)dx = %o'“ sin(3xz) + / §1 e~ sin(3z) dz.
b u(z) = " wiz) = -t~
intégrati ¥ ‘ties, 3 .
cuxiéme intégration par parties, on pose J@) = sin(3z) o(x) = _% cos(3z)

Done fe""" sin{3x) dx = —% e~ cos(3x) — f §1 e~ cos(3x) dx.

En metiant les morceaux bout & boui, on obticnt, & une constante prés,

F(x) = %e'” sin(3zx) + §1 (—% e~ cos(3z) — % F‘(:x:))
: 16 1 _ax 1 4z : 3 iz 1 i
s0it (? + 1) F{r) = 3¢ sin(3x) — ¢ cos(3x) soit Fi(x) = 35° sin{3x) — 3% ¢ cos(3x)
a une constante prés bien entendu,
On peut aussi partir & la péche (si on connait les bons eoins). On parie que 'on peut trouver une

primitive de f dgale & F'(x) := Ae™ " cos(3z) + Be~" sin(3x). laquelle se dérive en
F'(z) = —1Ae”" cos(3x) — 3Ae™ " sin(3z) — 113¢™ " sin(3z) + 380~ cos(3x)
= (—1A + 31" cos(3z) + (=34 — 1)~ " sin(3x).

—1A an =1
Pour que 7' soit une primitive de f, il suffit que + ¢l on retrouve bien
=34 - 4B = 0
4 3
A= —% ot 3= %

Solution 3
1. La fonction ¥’ est dérivable d’aprés les opérations sur les fonctions dérivables, De plus

ve e R, u”(t) = 3u'(t) — 40 (1) = Qu(t) — 12vu(t) — Au(t) + 4v(t) = u(t) — Rv(t).

Or —=3v(t) = 2u’(t) — 6u(t) done
u’ (L) = 24/ () — u(t)
ot % st solution sur Rde ¢’ — 24 +y = 0.
[ équation caractéristique est 72 — 2r + 1 =0 = {r — 1)%, Elle admet une racine double égale a 1.
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Diaprés le théoréme 3 {dans le cas A = 0} il existe deux réels A ot 13 tels que

vt e R, u(t) = (At + B)et,

En prenant cette fois la deuxiéme égalité. v'(t) = —w(t) + (At + B)et.

On résout Péquation homogéne ' = —y: IC € R, VL € R, y(t) = Ce™".

On trouve comme solution particuliere de 1'équation compléte sous la forme v(t) = (at + B)c'. Or
vt € ﬁ, v (8) + v(t) = (o + B + a)e* + (ot + B)e* done il suflit de prendre :

a= <o 8= B—a_ —,—/:‘OnadoncweR, v(t)=Co"+(£t+E—£)e‘.

2 2 2 2°7 2 14
En reprenant la premiére égalité a partir deve € R, u(t) = (At+3)et. on trouve u’'(t) = (At+ B4+ A)ct
done
(At + B+ A)et = (3AL+ 3B)e* —4Ce™" — (2AL + 2B — A)et

dott —4Ce™*=0doa C=0.
Inversement. pour tous réels A et B les fonctions u ot v vérifiant

Ve e R, u(t) = (AL+ B)e ot v(t) = (§z+ g _ ﬂl) ot

sont solutions du systéme.

. Diaprés la quesiion précédente. il ost nécessaire de prendre des solutions w et v comme plus haut.

avee §3 =1 puis A = 2 ece qui donne
Ve R, u(t) = (20 4+ De' et v(t) = te'.

Ces fonctions sont effectivement solutions du systéme,

Solution 4

a) & — Ae”

x

b} z+— Ae**

¢} x> Ae?®

1

d) 2> Aed

1

e) x> de 5

Solution 5

a) > Ae

—2r

b) 2+ Ae™ 2 +3

¢} = Ae** =3

d) :c|—>/\e‘2:"+§

x
)z Ae 2 +

5

3

[ R |

1

-z
f} 2= Xel —8

Solution 6 ;
A +y=2=y'+ §y= 1 done

1

——x
. x—Xe 2 42
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L
2z —e 2 42
Solution 7 1 ——(:c ~ n4)

-=x
Solution générale z — Ae 2 done solution tenant compte la condition : x—e 2

Solution 8
1. Les solutions de (F) sont f: 2 — Acos(dz} + Bsin(dx).

2. Comme f(0) = l alma en substituant x par 0 on obtient A = l

10
9
De plus, f (x)=—-4x 1—10 sin{4x) + 418 cos(4x). Comme f (0} = —2—‘5/5 alors cela donne 113 = —'—\5/5
et done B = —i
10°
Finalement on obiient : f(x) = cos(zl:c) o sin(4x}.

Solution 9 x
On peut éerire 4y” + 72y = 0 comme y” + (a}zy = 0. ce qui dotne comime solutions

gla} = Acos(gm) + Bsin(%x). Des conditions données par I'énoncé on peut en tirer que g(%) = @ ot
f 1 )
g9 (5) =0.
]
Ainsi g(%) = Acos(:_’—;) + B sin(:_r—;) = %(A + B) = @ Autrement dit A+ B =1,
Nous avons aussi g'{(z) = ——Aam( a:] + = b’coa( a:} ce qui donne g ( ) = E £(B —A) =0 et done

2
B-A=0 )

Les deux conditions obtenues A+ B =1et B — A =0 impliquent que A== 3
Conclusion : 1 cos(E:c) + 1 sin(E:r)
’ T2 2 2 277
Solution 10
1. La fonction g est dérivable sur B4 et on a. pour tout £t € Ry :

g'(t) = S’ + f(tye' = (/1) + f(1)e".
Et comme [ est solution de (F) sur Ry : ¢'(£) = a ce qui donne g(t) = at + b.

La fonction est hien afline sur B,

2. On a done pour tout £ € Ry. f(t) = (at + be™".
Or. a Finstant ¢ = 0, Falcool n'est pas encore dans le sang. donc f{0)} = 0 ce qui donne be™* =0
autrement dit b= 0. Dol f{t) = ate™"

3. (a)} Etudions les variations de f. Comme f est solution de (E). on a :

S (y=5"" "=ty =5e"" —5te™" =541 — 1),
Dot f/fity 20<=1—-t20<=t< 1.
La fonction est croissante sur [0: 1] et déeroissante sur [1: +oo[. Elle admet done un maxi-

mum en 1 et f(l)g 2~ 1,84 4 1072 pros,
Le taux d’aleoolémic maximal est de 1,81 gL~ atteint au bout d'une heure.
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{b) Nous devons résoudre I'inéquation : f{t)} < 0,5 c'est-a-dire te™* < 0,1. Comme la fonction

S est continue et strictement décroissante sur [1:+o00| et f(1) > 0,5 ¢t lim f{t) =0 par lo
L=+
théoréme de bijection nous sommes assurds de exisience d'un unigue réel o de [1: +o0| tel que

f(a) = 0,5. Avec la caleulatrice nous avons f{3) > 0,5 et f{1) < 0,5 on a donc bien a €]3: 4|
Il faudra atiendre 4 heures pour pouvoir. par exemple. reprendre le volant...

Solution 11

Diaprés la relation fondamentale de la dynamique. on a :

P+B=m7.

En projetant les vecteurs sur un axe vertical. il vient :

mgv2 = mv’
25 ’

mg—

On s’apergoil que le probléme est indépendant de la masse m du parachutiste avee son dquipement.,
o2

f —_
v=9(l-3

— 9 0n_ .2
—25(25 vo).

La fonction v est done bien solution. sur B, de I'équation différenticlle :

o2
E): v =g(1-=).
(F):v' =g(1 -5
. La fonction z est dérivable sur Ry (car v I'est) et on a ;
S v _3(02—25)_iv+5_gz(v+5)
T o (w—3)2 25 (v—5)2  259-5 25

Or.v=1+5cequidonnev+5=1+10 Do:

1+10
= 92z +10) _ %(lﬁz +1).

25
On en déduit. que pour tout t € B, ¢
O =ces _ ]
H{)=Ces — o
la condition initiale z{0) = 1 donne C — 11 ainsi C = 3
' ~ 50 710 80 © T 95°
. Dol pour toul t € Ry
o(t) = g +5
%" 10
2o

Comme g>0ona lim e
L= oo

= 400 ce qui donne  lim w(t) = 5.
=40

La vitesse du parachutiste se stabilise rapidement vers 5 ms™'.
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9.6 Probleme

[Y'aprés Jean-Louis Friot. citant Arnaud Basson. On se propose de redémontrer le théoréme 3 admis
page 135 avee moins d’algébre et plus d'analyse.
Soit b et ¢ deux nombres réels. On considére 'équation diflérentielle

¥ +boy +cy=0 (9.2)
ainsi que son équation caractéristique
2 tbr+e=0.

On note A = b* — e le discriminant, 71 ot 72 los racines (réelles ou complexes. distinctes ou confondues)
de cette équation.

Soit y une solution de (9.1} sur R.

Soit F la fonction définie sur R par

vz € R, F(z) = (y(2))* + (y(@))*.
On rappelle  a toutes fins utiles  que pour tous réels u ot v,
Qur < u? + 07 (9.3}
1. Démontrer qu'il existe une constante K 2 0 telle que
YieR, F'(1) < K.F(t) {9.1)
2. Etudier les variations sur R de la fonction G définie par
vieR, G{t) = F(t)exp(—Kt).

En déduire que si y(0) = ¢/(0) =0 alors vVt € [0, +oo [, y{t) = 0.

3. Démontrer que la fonction ¢ définie sur B par
vt e R, gt} = y(-1),

est solution sur R de Péquation différentielle ¢/ — by’ + cy = 0.
En déduire que si (0) = 4'(0) =0 alors vt €] —o0, 0], (¢} = 0.

1. Soit o, ¥ deux nombres réels, Démontrer qu'il existe au plus une solution g sur R de (9.1) vérifiant
y(0) = yo et ¥'(0) = 3.

5. On suppose que A > 0 ot done que 7 ot rz sont deux réels distincets,

(a) Démontrer que pour tous réels A et 12 la fonction fa,p définie sur R par
YLeER, fa = Acxp(rit) + Bexp(rat)

est solution sur R de I'équation différentielle {9.1).

(b} Soit yo et 4o deux nombres réels. Démontrer qu'il existe deux réels A et B tels que fa 5(0) = 3o
et f,5(0) = yo.
{(¢) Démontrer que Uensemble des solutions de (9.1} est % = {fan, A€ R, B eR}.
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G. On suppose que A = 0 ot done que r =1 = 5 esi réel,

(a) Démontrer que pour tous réels A et B la fonction ga,n définie sur R par
VieR, gan = (AL + B exp(re)

est solution sur R de I'équation diflérenticlle (9.1).

(b} Soit yo et gy deux nombres réels, Démontrer il existe deux réels A ot 13 tels que ga,1(0) = yo
et g, (0} = %

(¢) Démontrer que I'ensemble des solutions de (9.1) est .7 = {ga.n, A €R, B € R},

7. On suppose que A < 0 et done que 71 el ro sont deux complexes distinets et conjugués ; ry = a+ i
RN b V=4 .
crp=a—-ifona= ~3 et = 5 sont réels,
(a) Démontrer que pour tous réels A et I3 la fonction b, i définie sur R par

VieR, ha,ip = (Acos(Bt) + Bsin(B)) exp(at)

est solution sur R de 'équation diflérentielle (9.1).

(b} Soit yo et gy deux nombres réels. Démontrer qu'il existe deux réels A ot 13 tels que ha,n(0) = o
et by (0} = yo.
(¢) Démontrer que l'ensemble des solutions de (9.1) est . = {han, A€ER, B R},

9.7 Corrigé
1. Soit £ € R. on a 2y().4 ()] € y(£)? + ¥/ (1))? d'aprés Iinégalité (9.3). Done

(¥"(0)" = (=by' (1) — ey(1))”
=5 (5 () + 2bey (DY (¢) + A (y(e)”
<8 (5 (0)° + 2lbel - ly()y' (O] + A((©)°
<8 (Y O) + el (30 + (¥ ©)") + )’
< (02 + ¢ + [bel) (¥’ (1)
< (b% + & + |be|} F ().
La fonction I* est dérivable d’aprés les théorémes généraux. De ce fait
F'(1) = 2/ ()y(0) + 2y(0)y" (1)
=2y () (y(t) + y" (1))
< (FO) + (O +y"©)°  dapres (9.3)
< (¥'(0) + W)Y + 250" (0 + (")’
< () + @O + e + (' ©) + (") dapres (9.3)
SFW+FO+2("0)°
< 201 + b2 + &% + |be|) F(L).

On peut done choisir K 1= 2(1 + b + ¢ + |bel).
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2. La fonction {7 est dérivable d'aprés les théorémes généraux. De plus, pour tout réel ¢,
G'() = F()exp(-Kt) — KF{t)exp(—Kt) € 0.

La fonction & est donce déeroissante sur R, Comme de plus GG est a valeurs positives ou nulles, puisque
GO)=F0)=0,0onaVvte [0, +oo[, G(t) =0. A plus forte raison, y(t) = 0.
3. La fonction ¥ est dérivable comme composée de fonctions dérivables. De plus

VeER, (1) = —y'(—t) et () = 3" (-0).

Puisque g est solution sur R de I'équation dilférenticlle " + by + ey =0. on a:
vr € R, y"(z) + by'(z) + cy(z) = 0, donc on prenant L:= —z ona:
vt eR, y'(—1) = b(—y' (—t}} + cy(—t) = 0.
Autrement dit 77(¢) — H{—%(£)) + ef(t) = 0. C'est bien dire que ¥ est solution sur R de 'équation
différenticlle ¢’ — by’ + cy = 0.
De ce fait, puisque $(0) = #'(0) = 0 alors on obtient Ve € [0, +o¢ [, #{t} = 0 avee la méthode du
jaguar casqué en changeant b en son opposé. Autrement dit V¢ €] —oo, 0], y(t} =0.

4. En effet, soit g1 et y2 deux telles solutions et soit y = g1 —y2. Onay( =y (0 - =w—-y =0
ot %' (0) = 41 (0} — 44(0) = y6 — vh = 0. De plus on a pour tout réel ¢,

y'(8) + by (1) + e (t) = 0
)+ b+ ep® =0
(' —y)(t) + byl —¥)t) + ey —p}t) = O

par soustraction, soit y”(£) + by’ (£} + ey(t) = 0 et ce pour tout réel ¢. [Y'aprés les deux questions
précédentes. y est identiquement nuble sur [0, +oo [ et sur | —oo , 0 ]. De ce fait les fonctions y
et y2 sont égales, ce qu'il fallait démontrer.

5, (a) OnaveieR,

San(ty = Aexp(rit) + Bexp(rat) | xe
fanlty = Arpexp(rit)  + Braexp(rat) | xb
anlt) = Arfexp(rit) + Br3exp(rat) | x1
San®)+0f5 y(t) +efan(ty = Ali+bri+c)exp(rit) + B(r3 +bra+c)exp(rot) |

Puisque ri + bry + e =13 + bra+ e =0o0n a bien f7 ,(t} +bf% ;(8) +cfa,n(t) =0 et ce pour
tout réel &,
(b) On a fan(0) = A+ B et fi5(0) = Ary + Bra. On est amené a résoudre le systéme
A + B = Yo
Arr + Bra =y,
du couple (A, 13).
{c} La question Ba dit que .5 est inclus dans P'ensemble des solutions. La gquestion précédente
combinde & la question 3 dit que ce sont les seules,
8. (a) OnavieR,

dont le déterminant ro — ry; # 0, d'on l'existence (et l'unicité)

gan(t) = (At + B)exp(rt) | xe

gan(t) = (At + A+ Br)yexp(re) | xb

gaslt) = (AP2L 4+ 2Ar + Br3)exp(re) | x1
gan) 004 n() +egan(t) = (AFT+br+o)t+ B(r® +br +¢) + Alb+ 2r)) exp(rt) |

Puisque 72 + br + ¢ = 0 et que b+ 2r = 0 on a bien g:;,,,(t) + by p(t) + ega,n(t) =0 et co
pour tout réel ¢.
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(b} Ona gan(0)=Bet fi ;(0)=A+ Br. On est amené a résoudre le systéme :
{ + B = w
A+ Br = ¢
{A, B).
{c¢} La question 6a dit que .5 est inclus dans Pensemmble des solutions. La question précédente
combinde A la question 3 dit que ce sont les seules.

7. (a) OnaVvieR,

dont le déterminant —1 # 0, d'on Pexistence (et I'unicité)} du couple

hap(t) = (Acos(8t) + Bsin(B)) explal} | xe
Wanlt) = ({Aac+ Bf)cos(Bt) + (Ba — AG)sin{B)) expl(at} | xb
hnlt) = ((A® + 2BaB — A% cos(Bt) + (Ba® — 2Aaf — BA%)sin(B)) exp(at) | x1

.6(0) (A(c-i- boo+ o — B%) + B(bB + 20,6)) cos(fFt) explet)

I?:E:::ES T (A(=b8 — 2aB) + Bic + ba + a? — £2)) sin(8t) exp(at)

Puisque (o 4+ i8)2 + bla+ iB) + ¢ = 0 et que b ot ¢ sont réels, on a e+ ba + a2 — 82 =0
pour la partie réelle et b3 + 2a8 = 0 pour la partic imaginaire. En fin de compte. on a bien
() + bRy (L) + cha,n(t) = 0 et ce pour tout réel ¢,

(b) Ona ha,p(0)= A et by 4(0) = Aax+ BB. On est amené a résoudre le systéme :

A = Yo . . T et 2
Ae + BB = 4 dont le déterminant 3 #£ 0, d’ott I'exisience {et Tuniciid) du couple
(A, B).

{c¢} La question Ta dit que .5 est inclus dans Pensetmmble des solutions. La question précédente
combinée a la question 3 dit que ce sont les seules,

9.8 Travaux dirigés

Travaux dirigés 4 (Circuit RLC en série)
Dans un eircuit RLC en série. soumis & une tension e(t}. on #’intéresse & la différence de potentiel aux
bornes du condensateur,

Elle est solution de

2
Lo o pe®

FIE T +u=e {9.5)

i it

1 () 1 cos(wi) . T
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Premiére partie : Etude du régime libre.

Dans le régime libre (appelé aussi régime propre) on a e := 0 : le condensateur se décharge.

1.

Dans cette question on étudie la situation idéale R := 0.

Quelles sont les périodes des solutions de (9.5) 7 On appellera par la suite wo la plus petite période
strictement positive.

Calculer wg en fonction de L et de C.

Quelle est la dimension (1'unité) de wop ?

Ll - R - » - I - - - -
On ne suppose plus R = 0 et on définit A := 3L Exprimer (9.5). son équation caractéristique, ainsi
que son discriminant A, a l'aide de A et de wy.

Quelle est la dimension de A?

. On définit le coefficient d’amortissement par : o ;= —.

wo
Quelle est la dimension de a? Calculer A en fonction de a et de wo.
Régime apériodique : a > 1.
Déterminer les racines de I’équation caractéristique. Que peut-on dire de leur signe?
Déterminer les solutions de (9.5).
u(0) = E,
u'(0) = 0.
Tracer la fonction uo avec les données F := 1. wo := 1 pour a:=2 puis o := 1, 1.

Déterminer la solution uo de (9.5) vérifiant les conditions {

Régime critique : a = 1.
Déterminer les racines de ’équation caractéristique. Que peut-on dire de leur signe?
Déterminer les solutions de (9.5).

—_—
=)

g
1

Déterminer la solution uo de (9.5) vérifiant les conditions { ' (0) 0 ’

Tracer la fonction ug avec les données FE = 1. wg :=1

Régime pseudo-périodique : a < 1.

Déterminer les racines de |I'équation caractéristique. Que peut-on dire du signe de leur partie réelle ?
Déterminer les solutions de (9.5).

u(0) = E,

u'(0) = 0.

Tracer la fonction uo avec les données F := 1, wo := 1 pour a := 0,9 puis o := 0, 5.

Déterminer la solution up de (9.3) vérifiant les conditions {

Deuxiéme partie : Etude du régime sinusoidal forcé.
Dans cette partie on prend L > 0 et C > 0. On prend R > 0 sauf & la question 4. le circuit RLC en série
est soumis a une tension e(t) := F cos(wt).

1.

Déterminer deux réels A et B tels que la fonction t € R —— u(t) := Acos(wt) + Bsin(wt) soit
solution de (9.5).

2. Déterminer. en fonction de w. le maximum M (w) de la solution trouvée a la question précédente.

3. Etudier les variations sur ]0 , +oo[ de w — M (w).

1/
On pourra introduire le facteur de qualité Q := I é = i.

. On prend R :=0 et e(t) := FE cos(wot).

Trouver une solution de 9.5 sous la forme u(t) := t(A cos(wot) + Bsin(wot)).
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5. Donner la solution de 9.5 vérifiant les conditions initiales {
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I
[y

u(t)

u'(t)

1
=

Premiére partie : Etude du régime libre.

. L’équation (9.5) s’écrit u"' + ot = 0. D’apres le théoreme 3 (dans le cas A = 0). il existe deux

constantes A et B appartenant a R telles que

Vi € R, u(t) = Acos(wot) + Bsin{wot)

1
en posant |wp == —— |

vVLC

'omme 'argument d’un cosinus est sans dimension wot est sans dimension. donc wo s’exprime en
s~! ouen rad.s™'.

3. L’équation (9.5) s'écrit u”’ + 2Xu’ + wiu = 0. Son équation caractéristique s’écrit :

4+ 2Ar +wi =0 (9.6)

et son discriminant est A 1= 4% — dw3.

De ce fait A et wo ont la méme dimension : I'inverse d'un temps. Il est mesuré en s~ .

. Le coefficient d’amortissement est sans dimension et A = dwo(a?® — 1).

5. Régime apériodique : a > 1.

On a A > 0. Léquation (9.6) admet deux solutions réelles 7, et 5. Le produit 7,70 = wi est
strictement positif donc r; et r2 sont de méme signe. La somme 71 + 12 = —2X est strictement
négatif donc r1 et r2 sont négatifs. De plus,

) —Qawo + wWo \/ a® —1
To = —awp — woy a? — 1

D’aprés le théoreme 3 (dans le cas A > 0), il existe deux constantes A et B appartenant a R telles
que

Vit € R, u(t) = Ae™" + Be™".

0) = =1
Les conditions initiales 1:'( ) E " entrainent
u'(0) = 0.
A+ B = FE
A + mB = 0
ce qui donne
A= roE ot B = -mFE
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6. Régime critique : a = 1.
On a A = 0. L’équation (9.6) admet une racine double r négative.
De plus, r = —wo.
D’apreés le théoreme 3 (dans le cas A = 0), il existe deux constantes A et B appartenant a R telles
que
vt € R, u(t) = (At + B)e “°".
u(0) = E,
2'(0) = 0

B
A — wB

A=wyF et B=FE.

Les conditions initiales { entrainent

E
0

ce qui donne

1.0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 1.0
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7. Régime pseudo-périodique : a < 1.

On a A < 0. L’équation (9.6) admet deux solutions complexes conjuguées 71 et 72, avec

T = —0wy + iw To = —QWp — W,

oll on pose w = wov' 1 — a?.
Le nombre w < wp est appelé pseudo-période des oscillations.

D’aprés le théoréme 3 (dans le cas A > 0), il existe deux constantes A et B appartenant a R telles
que

Vi € R, u(t) = (Acos(wt) + Bsin(wt))e """,

u(0)

= B, entrainent
Z(0) = 0

Les conditions initiales {

A = FE
awA + wB = 0

ce qui donne

A=Eet B=aE.
w

1.0

Deuxiéme partie : Etude du régime sinusoidal forcé.
Les physiciens ont I'habitude de résoudre cette question a l'aide de grandeurs complexes. Ce n'est pas
obligatoire.

1. Déterminer deux réels A et B tels que la fonction t € R — u(t) := Acos(wt) + Bsin(wt) soit
solution de (9.5). On a Vi € R,

u(t)
RC (1)
LC (1)

A cos(wt) + B sin(wt)
RCBw cos(wt) — RCAw sin(wt)
—LCAw? cos(wt) — LCBw? sin(wt)
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don  Ecos(wt) = (A(l — LCw?) + BRCw) cos(wt) + (=RCA + B(1 — LCw?)) sin(wt).

(1- LCuW®)A  + RCwB = E

Pour que « soil solution de (9.5). il suffit que { “RCwA + (1—LCwHB = 0

Le déterminant du systeme est D = (1 — LCw?)? + (RCw)? qui est non nul. sauf a prendre B =0
ol LCw? = 1 soit w = Fwy. ce gu'on a exclu.

Par combinaison de lighes (ou autrement). on trouve : ({l — LCWPY? + (H,Cw)g) A= E(1 - LCWY)
et ({1 - LCw?Y? + (RCw)?) B = ERC soit

_E_ 100w _E
A= 51— LOW) ot B= S RC.

En éerivant u(t) = VAZ + B2 cos(wi + ¢). on voit que la tension maximale aux bornes du condensa-
teur est v A2 + B2, (voir la méthode 6 page 239 du cours de premiére).

F? E? E?

VA2 2,2 2 _ 2 qeos A2 2 _ 2,2 2y _
Or A = -55(1 — LCwY ol 3° = '55”{6‘“) d'ot A+ B = ;¥ ((1 — LCWw") + (RCw) ) =
Fil) = Fﬁ Dotc. en supposant E >0, on a VAT + B2 = £ o_ 2
e D Y o VD (1 = LCw?)? + (RCw)?
Pour étudicr les variations de M on étudie celles de D(w) = (1 — LCw?)? + (RCw). et pour

cela, celles de 2 — (1 — LCzY? + (RCYz. Cette fonetion du sceond degré présente un minimum

2LC — (RO ., .  deatil st OLC < . 1 .
SO Cle minimum est négatif si 2LC £ (RC)® soit @ > 7 La fonetion

z —> (1 — LCT)? + (RC)?x os1 done croissanie sur [0, +oo]. done la fonction M est décroissante
sur J0, +ool.

2 Ty =

St 2LC > (RC)? alors la fonetion £ — (1 — LCx)? + (RC)?z st done déeroissante sur 10, zq],
puis est croissante sur |zo , +ool. On en déduit les variations de la fonetion M !

SH=) + 0 - +o0

@ | T
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A

ot

— ]

W 1 2 k] 4 & w

Quelques exemples. La fréquence wo est celle de @ ;= 2.
4. On ohtient u'(¢t) = Acos(wol) + B sin(wot) + ¢(— Awe sin{wot) + Bwo cos(wot)) puis
U”(t) = —AW[} Si!'l{w{]t) + f;u)[} ('.‘05(0)()&) - AW[} Sil](f.u’()t) + B’W(p COS{W{]&)
+ t{— Awj cos{wot) — Buwd sin{wat)).
Done w” () + wiu(t) = —2Awe sin{wot) + 2Bwo cos(wat).
Pour que u soit solution de 9.5, il suffit que A=0cl B = %
=l
On a alors ©(0) =0 et w'(0) = A.
5. Soit u une solution de 9.5, Il existe deux réels A el 1} tels que
vt e R, u(l) = Acos{wnt) + Bsin{wnl) + % L sin(wot).
a kb
Onau0 =A=1clu(t) = Bwo = 0. Done
FE
vt € R, u(l) = cos{wot) + =— ¢ sinfwnt).
20

On remarque que la tension aux bornes du condensateur peut prendre des valeurs arbitrairement
grandes, synonyme de destruction du condensateur,
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458 ANNEXE A. PRINCIPES DES DENOMBREMENTS

Ce chapitre a pour but de détailler les démonstrations manguantes du chapitre 11 du cours de premiére.

Pour éire en mesure de le comprendre. il faut &re & I'aise avee les notions d'application. d'injection,
de surjeciion et de bijection. Il faut aussi posséder quelques rudiments en Lhéorie des ensembles.

On utilisera plusicurs fois la notion de restriction d'une fonction.

~ Définition 1.} .

Soit f B =T une fonction. On appelle restriction de f a A C E. la fonclion
r —  f(z)
f|,1 A — F
r —  f(x)

Il est aussi possible  sous eertaines conditions  de définir des doubles restrictions.

~ Définition 2.} -

f:F — F
— f{z)
Soit A C F el 2C Fels que f(A) C 13 On appelle double restriction de f A Aet en Bl la
f|z'1,“ : A —_— }3
z —  f(x)

Soil une fonetion.

fonction

Les démonstrations qui suivent sont plus longues et fastidieuses que difficiles.

A.1  Cardinaux et bijections

On commence par un lemme technigque.

Lemme 1
Soit (m,n) € N2, St il existe une bijection de {1,...,m} dans {1,...,n} alors m = n.

Démonstration 1

Quitte a considérer la bijection réciprogue. on peut Loujours supposer i s m.

On démontre par réeurrence la proposition

Hn 1 Ym €N, n < m. pour Loule bijection de {1,...,m} dans {1,...,n} onam=n.

Ho est vraie, ¢'est immédial certes lorsqu’on sait travailler avee 'ensemble vide.. . Formellement, on
peoul se passer de la vérification de Hy qui suit,
Hi est vraie. Soit f une bijection de {1,...,m} dans {1}. Yk € {1,...,m}, f(k) = 1. Supposons 'espacc
d'un instant que me > 1. on awrait alors f{1) = f(2) et f ne scrait pas injective. Done m = 1, ce qu’il
fallaii démontrer.
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Soit n € N. Démontrons que ‘H, = Hpp1. Powr cela, supposons H,.

Soit f une bijection de {1,...,m} dans {1,...,n + 1}, Premier cas : f(m)=m+ 1.
On considére fi {1,...,m =1} — {1,...,n} défini par fi(k) = f(k}) powr k€ {1,...,m—1}. C'est la
{double) resiriction de fa fi {1,...,m—1}eten {1,...,n}.

o fi ost bien une application.

e onabienvke {l,....m—1} fitkye{1,...,n}.

e f1 osi bien une surjection.

e f1 osl bien une injection.
Vérifications immédiates. Done f1 est une bijection. 1)'aprés Hye. on en déduit gue m — 1 = 1 el done que
m=mn+ 1. Douxiéme cas : f(m) <n+ L
Posons a = f~'(n+ 1) e {l,....m+1}et b= f(m) € {1,...,n+1}. On définit f; {l,...,m -1} —
{1,...,n}par fila) =bet f1(k)= f(k) powr ke {1,...,m -1}k #a.

s [1 ost bien une application.
e onabienvke {l,....m—1} filkye{1,...,n}.
e fi cst bien une surjection. Soit y € {1,...,n}. Si y = b, alors y = fi(a). Sinon. comme f cst une
surjection de {1,...,m}sur {1,...,n+ 1}, Tk € {1,...,m}, tel que f(k) = y. On ne peut pas avoir
k =a puisque fla) =n+ 1 # y el on ne peut pas avoir k = m+ 1 puisque f(m+ 1) = & # y. Done
f(k)= filk)=1b.
o fi osi bien une injection. Supposons fi(k) = f1(€) avec k,£€ {1,...,n -1}
Supposons k = a et done fi{k) = fi{(€) = fi(e) =b. Ona £ # a impossible, car alors f1{€) = f(€) =b.
Comme on a aussi f(m + 1) = & f ne serait plus une injection de {1,...,m} dans {1,...,n}.
Contradiction. Donc on a bien £ =k = a.
Prenons le cas qui reste. k, €€ {1,...,n + 1}\ {a}. On a donc f1(k) = f{k) = f(&) = fi(£). Comme
[ est injeetive. on en déduit que k = £, ce qu’il fallait démontrer.
Done fi est une bijection. 13’aprés Ha. on en déduit que m — 1 = n et done que m = n+ 1. On a bien
Hns1. O

A.1.1 Ensembles finis
A.1.2 Définitions

Théoréme 2 (Ensemble fini, cardinal)
Soit F un ensemble. On dit que F ost un ensemble fini si

Soit =10
Soit il existe n € N et une bijection entre F et {1,...,n}

Si un tel entier n existe. il est alors le seul & vérifior cette propriété. On lappelle cardinal de E ot on
le note Card(F) ou |E| ou encore #F.

Si E est vide. on dit que son cardinal est nul : Card{(F) =0.

Situn ensemble west pas fini alors on dit qu'il est infing,
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Démonstration 2

Supposons que F # # el supposons qu'il existe deux entiers n et m et deux applications bijectives ¢ : F —
{1,...,n}et ¢ : E—={1,...,m} alors p o™ est une bijection de {1,...,m} dans {1,...,n} et d’aprés
le lemme précédent, on a n = m. O

~ Remarque 1.} \

Il ne faut pas éire déecontenancé par le coté abstrait de cetle définition. Quand on dénombre un
cnsemble d'objets, on ne fait rien d'autre que de consituire une bijection entre cot ensemble ot
Fintervalle d'enticrs {1,...,n}.

LY ”

,—[Déﬁnition 3 (Ensembles équipotents}.} .

DDeux ensembles {inis sont dits équipotents s'ils onl méme cardinal.

A.1.3 Propriétés des cardinaux

Théoréme 3 (Deuxiéme lemme technique)
Soit F un ensemble fini de cardinal n # 0 et soit @ € E. L'ensemble £/ = F'\ {a} est (ini de cardinal
n—1.

Démonstration 3
Comme F ost de cardinal n > 0. il existe une bijection ¢ : E = {1,...,n}. 1 y a deux possibilités :
e Si p(a) = n alors @ pr est définie sur B’ ot a valeurs dans {1,...,n — 1} et est bijective.
e Si ¢(a) = p < n alors en considérant lapplication ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} qui échange p
et n ot laisse invariant les autres éléments de {1,...,n}, ¥ est bijective et il en est de méme de
wop: F—{1,...,n}. Deplus, ¢ op(a) =n el on est ramené au cas précédent. O

Théoréme 4 (Partie d’un ensemble fini)

Si E est un ensemble fini et I une partie de F alors :
F ostoun ensemble fini et Card(F) € Card(F).

Card{F) =Card(F) <= F=F

Démonstration 4
Démeontrons la premicre proposition par récurrence sur le cardinal de F.
e Si Card(FE) = 0 alors F ost vide et il en ost de méme de F. La proposition est done démontrée au
rang 0.
e Soil n € N. Supposons la proposition vraie pour un ciusemble de eardinal n ot montrons la pour un
enseinble F de cardinal n 4+ 1.
e 8i F = FEalors Foest fini et Card(F) = Card(F)
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e Sinon. il existe un élément a de F qui n'est pas élément de F. Posons : F' = E\ {a}. F'
est non vide. F7 ost inclus dans F’ el par application du lemme précédent. ' est de cardinal
Card(E}) — 1 =n+1—1=n On peut alors appliquer & £’ I'hypothése de récurrence : F est
un sous ensemble fini de £, done de F et Card(F) € Card{F’) = Card{F) — 1 < Card(F). La
proposition est alors démontrée par application du théoréme de récurrence.

Démeontrons maintenant la sceonde proposition. On sait déja que si F = E alors Card{(J") = Card(F). |
s'agit de prouver la réciproque. Par I'absurde. nous supposons que Card{F) = Card(F) mais que F # F.
Il existe alors @ € F tel que F C B’ = F\ {a}. Mais, d’apres le lemme précédent, Card(E') = Card(F) — 1
ot d’apres la proposition que nous venons de prouver, Card(F) € Card(F’) = Card(FE) — | < Card(F) ce
qui contredit notre hypothése de départ. Par conséquent £ = F. a

Théoréme 5 (Caractérisation des parties finies de N)
Une partie de N ost finie si et seulement si elle ost majorée.

Démonstration 5
Soil A une partie finie de F. Nous allons cffecluer une démonstration par récurrence sur le cardinal

n de A pour prouver qu'elle est majorée.

e Sin =0 alors A ost vide et done majorée par n‘importe quel entier,

o I'ixons n € N el supposons la proposition vraie pour un ensemble de A de cardinal n.

e Soient A un ensemble de cardinal n+1 et a € A. Alors A\ {a} esi un sous-ensemble de cardinal n
de N. Il est, par application de 'hypothése de récurrence. majoré. Soit b un majorant de A\ {a}.
Alors max{a, ) est un majorant de A ol A est majoré.

e La proposition est alors prouvée par application du théoréme de récurrcnee.

Soil A une pariic de N majorée. Soit n un majorant de A. Alors A C {0,...,n} et par conséquent.

A est finie de eardinal inférieur ou égal 4 n. O

Théoréme 6 (Troisiéme lemme technique)
1. Soit » € N. Si f est une bijection strictement croissante de {0,...,n} dans N alors : Vp €
{0,....n}, flp)2p

2. 8i f est unc application strictement croissante de N dans N alors : ¥n e N,  f(n) 2 n.

Démonstration 6
Nous allons effectuer une récurrence sur n.

e Sin =0 la proposition cst trivialement vérifiée.

e SoilneN,

s Supposons la proposition vraie au rang n el prouvons la au rang n+ 1. f est done une bijection strie-
tement croissante de {0,...,n + 1} dans N, Par conséquent, fito,....ny o8t une bijection sirictement
croissante de {0,...,n} dans N et appliquant U'hypothése de récurrence : ¥p € {0,...,n}, f(p) = p.
En particulier. f(n) 2 n. Mais comme [ cst sirictement croissante @ fin+ 1) > f(n) =2 n donc
Jin+1D zn+ L.

o La proposition est done prouvée par application du principe de récurrence,

La seconde partic du lemme est une application de la premiére & fijo0,.. n). O
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Théoréme 7
St P est une partie finie non vide de N de cardinal n alors il existe une ot une seule bijection strictement
eroissante de Vintervalle {1,...,n} dans P,

Démonstration 7

Prouvons par récurrence sur n lexistence de cetle bijection. Si n = 1 alors J* contient un unique
élément qu'on note a. L'application ¢ définie sur le singleton {1} dans le singleton P = {a} qui a 1
associe a est une bijection strictement croissante de {1} dans . Soit n € N*. Supposons que pour un
ensemble §7 de eardinal n il existe une bijection strictement croissante de {1,...,n} dans /°. Soit P
un ensemble de cardinal n+ 1. Comme P est une partie finie de N, d’aprés la proposition 5. P admet
un plus grand élément a. Alors P = 12\ {a} est un ensemble de cardinal n et d'aprés 'hypothése de
récurrence, il existe une bijection strictement croissante ¢ @ {1,...,n} = P’ On prolonge ¢ & P en
posant ¢(n+1) = a. Alors ¢ ainsi prolongée est une bijection strictement croissante de {1,...,n + 1}
dans I? car a esi le plus grand élément de 2. La proposition est alors prouvée par application du
principe de récurrence.

Prouvons maintenant 'unieité de cette bijection. Supposons que ¢ ot ¢e sont deux bijections stricte-
ment croissantes de {1,...,n} dans P, Alors ¢ = q&;‘ o ¢ est une bijection strictement croissante de
{1,...,n} dans lui-méme. D'aprés le lemme précédent, il s'ensuit que vp € {1,...,n}, |[é(p) = p|

Mais ¢~ = gf),“ o ¢2 est aussi une bijection strictement eroissante de {1,...,n} dans lui-méme et
on aussi que Vp € {1,...,n}, ¢'l(p) 2 p, ce qui s’éerit encore, ¢ étant striclement eroissante :
vpe{l,...,n}, |p2¢(p)| Enconclusion, vpe {1,...,n}, &(p)=petdonc ¢=1Idy .. On
a prouvé alors prouve que ¢ = ¢s. O

A.1.4 Applications entre ensembles finis

Théoréme 8 (Caractérisation des applications injectives entre ensembles finis)
Sotent F et J deux ensembles finiset f: F—= F. Ona:

1. Card{f(F}) € Card(F)
2. f est injective si el seulement si Card{ f(F)) = Card(F)

Démonstration 8

1.

2.

Pour tout y € f(F), on choisit un élément 24 € F tel que f(zy) =y. Soit F={xy, € E |y € f(E)}.

Jir st une bijection de F sur f(F) = f(F). Par conséquent Card(f(F}) = Card(F) < Card(F).

Si f est injective alors f réalise une bijection de F sur f(F) et done : Card(f(F)) = Card(F).

Réciproquement. si Card{f(F}) = Card({F) alors, avee les notations de la preuve précédente,
Card(F) = Card(f{F)) = Card(F) et done tout élément de f(F} posséde un el un seule antéeé-
dent. f est done injective. a

Théoréme 9 (Bijections et ensembles finis)
Soienl F et F' deux ensembles finis de méme cardinal ot f : F — F. On a équivalence entre ;
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1. f est injective.
2. f est surjective.

3. f est bijective.

Démonstration 9
On a les équivalences @ f est injective —= Card(f(F)) = Card(F) < Card(f(F)) = Cardl" < f ost
surjective. [Yol U'équivalence des trois propositions. tl

A l'aide des théorémes plus haut, on démontre sans difficulté le théoréme suivant :

Théoréme 10 (Trois pour le prix de deux)
Soient E et FF deux ensembles finis et f @ F — F. On considére les Lrois propositions

1. f est injective.
2. f est surjective.
3. Card(F) = Card(F}.

Si deux de ces propositions sont vraies, alors la troisiéme l'est aussi.

Corollaire 11 (Principe des tiroirs)
Sotent F et J' deux ensembles {finis non vides avee Card(F) > Card{(F) et f: F = F.

On a : f nlest pas injective. Autrement dit, il existe deux éléments distinets 7 et § de FE pour
lesquels f(é) = f{#).

Celte proposition de bon sens dit que si on range des chausseties dans une commeode, on est assuré
d’avoir au moins un tiroir qui comporte au moins deux chaussettes. Cette proposition permet de résoudre
un grand nombre d'exercices.

Démonstration 10
Par récurrence sur le cardinal de E. 8i Card(F) = 2, alors Card(F) =1 ¢t la proposition est claire.

8i Card(F) = n+ 1. alors on ne s'intéresse quiaux F' de cardinal € n. 8i Card{F) < n. alors on applique
la proposition de récurrence a la restriction de f a une partie de F & n éléments.

Si Card{F) = n, on considere la restriction f de [ & une partie B\ {iv} de E & n éléments. Supposons
qu'elle soil injeetive (sinon ¢'est gagné). d'aprés la proposition 9, elle est surjective. Done f{in) admet un
antéeédent 4; par f. et par suite f(io) = f{i1) et f n'est pas injective. O

A.2 Opérations sur les ensembles finis

Théoréme 12 (Cardinal d’une réunion disjointe)
Sotent A et B deux ensembles finis disjoints. Alors AU I} est fini oL :

Card{A U 1) = Card(A) + Card(§3)
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Démonstration 12
Posons n = Card(A) et m = Card(B). Soit ¢: A = {1,...,n} et o, : B = {1,...,m} deux bijections.
Posons
v : B — {n+1,...,n+m}
z — ilz)+n

Lapplication ¥ est encore bijective. Considérons enfin application :
0 : AUB — {1,....m+n}

plx)size A
Pix)siz e B

8 ost clairement bien définic car AN 72 = 0 et est une bijection de AU B sur {1,...,m + n} ce qui prouve
que Card{ AN Y =m + n = Card(A) + Card{3). O

On obtient le corollaire suivant :

Théoréme 13 (Cardinal du complémentaire)
Soit A une partie d'un ensemble fini E alors

Card{A%) = Card(F) — Card(A)

ol A° désigne le complémentaire de A dans F.

Démonstration 13
Il suffit d’appliquer la proposition précédente 3 A oL B = A O

On en déduit

Théoréme 14 (Cardinal d’une réunion finie disjointe)
Plus généralement, si A,,..., A, sonl i pariies d'un ensemble fini F deux 4 deux disjointes (¢'est-a-
dire telles que, pour tout 4,5 € {1,...,n} AN A; =@ si i # 4), alors :

Card(A1 U---U Ay) = Card{A1) + - - + Card(An) §

Démonstration 14
La preuve est laissée on exerciee au lecteur, Elle s'effectue par récurrence el la proposition précédente
permoel dlinitialiser ecetie réeurrence. O

Avee comme corollaire

Corollaire 15 (Lemme des bergers)
Plus généralement, si Aq,..., An sont n partics d'un ensemble {fini £ qui forment une partition de F
{voir la définition 12 page 15 dans le cours de seeonde). On suppose de plus que tous les (Ai)igicn
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ont le méme cardinal a savoir p. Dans ces conditions :

‘ Card(F)=nxp I

Comme autre corollaire

Corollaire 16 (Cardinal d’une union)
Si A et B sont deux parties d’'un ensemble fini F alors AU B est fini et :

Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B) |

Démonstration 16
On peut partitionner AU B de la fagon suivante :

AUB = (A\(ANB))U(ANB)U(B\ (AN B)).

On applique alors la proposition précédente. N

Théoréme 17 (Cardinal d’un produit cartésien)
Soient E et F deux ensembles finis. Alors F x F est fini et

Card(E x F) = Card(E) x Card(F) |

Démonstration 17

{m"’} x B Supposons que A = {zq,...,z,} oll n est le cardinal de A.
Y1e ® ® ® ° ° On a :
@ @ L @ @ n
Ax B={(a,b)|a€ Aetbe B} = U({a:k} x B) (x).
Y e ® ° ® ® ® 1
o o o o o Pour tout 14 € {1,...,n}  Tapplication
Yme || @ o |e] o o 0 : {ze}xB — B est bijective donc
(zi,y) — ¥
Card({zr} x B) = Card(B). De plus les ensembles
AX'B /{I T1 Tk Tn de la réunion (%) sont deux & deux disjoints.
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D’apres la proposition précédente. on a :

Card(A x B) = Card({z1} x B)+...+ Card({zn}) x B

= Card(B) + ...+ Card(B)
N—— —

n fois

n.Card(B) = Card(A)Card(B) [

On obtient comme corollaire le théoreme suivant :

Théoréme 18 (Cardinal d’un produit fini)
Soient E un ensemble fini et soit n € N*. Alors E™ est fini et :

‘ ‘ard(E™) = (Card(E))" I

Démonstration 18
Par une récurrence facile. ]

Théoreme 19 (Nombre de partie d’un ensemble fini)
Soit F un ensemble de cardinal n. L'ensemble P(F) des parties de E a pour cardinal 2" et donc :

Démonstration 19
On fait une démonstration par récurrence sur le cardinal n de F :

1. si n =0 alors Card(F) = 0 et E = {). E ne contient donc que la partie vide et Card(F) = 2° = 1.

La proposition est donc vraie au rang 0.
Soit n € N.

Supposons la proposition vraie pour un ensemble de cardinal n. Démontrons que la proposition est
vraie pour un ensemble de cardinal n 4 1. Soient £ un ensemble de cardinal n+ 1 et a € E. Posons
E' = E\ {a}. L'ensemble E’ est de cardinal n. Il y a deux types de parties dans E ' :

» Celles qui contiennent a. Ce sont exactement les parties de E’ auxquelles on adjoint a. Par
application de I'hypothése de récurrence, il y a 2™ parties dans E’ et donc 2" parties de E qui
contiennent a.

» Celles qui ne contiennent pas a. Ce sont exactement les parties de E’. Toujours par application
de I’hypothése de récurrence, on compte 2" parties dans E’.

Au total, E est donc constitué de 2" + 2™ = 2"+! parties. La proposition est donc démontrée pour

un enseimble de cardinal n + 1.

Par application du théoreme de récurrence, la proposition est démontrée pour tout ensemble de
cardinal n € N. ]

1. Cette démonstration est parfois attribuée a Clint Eastwood.
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Fonctions trigonométriques
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On se propose de redéfinir les fonctions trigonométriques afin de démontrer les théorémes admis au
chapitre 6 du manuel de premiére. Pour cela on va abandonner dans un premier temps I’approche géomé-
trique pour privilégier 'approche analytique. Bien entendu, il faut a la fois ne pas se servir des propriétés
du chapitre 6 tout en gardant en téte cette vision géométrique.

On se souvient qu’au chapitre 6 on avait tout d'abord défini pour tout réel z,

exp(z) := lim (1 + %) :

n—o0

On va reprendre la méme démarche en remplagant x par it ou t désigne un réel. En prenant les parties
réelles et imaginaires de cette fonction. on obtiendra une nouvelle définition des fonctions cosinus et sinus.
Il restera ensuite a retrouver les propriétés attachées a ces fonctions et a les démontrer. Un moment crucial
sera la définition du nombre 7.

Ce chapitre est difficile, délicat et n’est pas indispensable.

467
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B.1  Enroulement complexe
A .

Un point P d’affixe 14 it est choisi sur la droite
verticale d’abscisse 1. On veut 'enrouler sur le
cercle trigonométrique. Il a un argument ( chut!
nous ne sommes pas censés savoir ce que c’est...)
ka5 dont la tangente (idem) est t. On divise cette
tangente par un entier n, sur le dessin n = 10
® et on place un premier point d'affixe 1 + iﬁ.
o Lorsque n est grand, % est petit et 'angle de me-
sure £ est proche de tan (ﬁ) En élevant 1 +it
a la puissance n. I'argument choisi est multiplié
par m, soit ntan (%) qui devient proche de .
> Sur le dessin les points noirs ont pour affixes les
puissances de 1 + e’% toujours avec n = 10.
Il reste a montrer la convergence effectives des
suites en présence, puis que le résultat obtenu
est bien celui qu’on attendait.

0.5 ifo !

B.2 Nouvelles définitions

Soit ¢ un réel et n un entier naturel non nul. On pose
b .
Un(t) := (1 + ;) déja vu au chapitre 6.

o el = (1+%’)”.
e ca(t) =R ((1 + %)n) = 1 ((1 + %—?:)n + (1 - %)n :
=0 ((1+ ) - E (5 ()

Soit t = 0. D’apres la formule du binéme, on a

n\ t? "
.Un(£)=1+fa+ 9 E++E
, n it)"
® en(t) =14il — 2) +.. (nl

t?
n2
n\ t? n\ t!
.Cn{£)=1—(2)?+(4)ﬁ—...
n\ t* n\ t®
.Sn(£)=£—(3)ﬁ+(5)g—...

On va maintenant séparer ces deux derniéres sommes en deux, en ne gardant que les termes positifs
d’une part et que les termes négatifs d’autre part. Soit

n\ t! n\ t®
oc;(£)=1+(4)§+(8)5+...
s n\ t* n\ ¢
.cn(t)=(2)g+(6)g+...

n\ t° n\ t°
e si(ty=t+ (5)$+(g)$+...
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- n\ ¢* n\t’

e s {t)= (3)$ + (7)?1—7 -

Onavez0, ¥n>t,

0 < ef (1) < un(l) < exp()
0 < 65 (1) < un(t) < exp(t)
0 < s7(8) < un(l) < exp(t)
0 < s5(4) € ualt) < explt)

Les quatre suites (o) (£))nen-- (€5 (Enen-+ (81 {8))nen ot (85 (1)) nen+ sont done quattre suites réelles.
croissantes ot majorées. [Yaprés le théoréme 19 page 39 du cours de premidre, elles sont toutes les quatre
convergentes,

CommeonaVvn € N*, VL 2 0. cn(8) = ef (1) —cr () et s, (8) = st (£) — s, (1), les deux suites (e, (1) Inens
et ($n(t))nen+ sont convergentes, et ce pour tout £ 2 0,

Deméme  par parité on a vt € 0. ca(t) = en(—t) ot sn(t) = —sn{—1t). done les deux suites (en{t)Inens
et (s$n(t))nen+ sont convergentes pour tout £ < 0,

Par suite. puisque Vr € N*) Vi € R. en(t) = on(t) + isa{t) la suite (en{t))nen+ csL convergente pout
Loui Lt € R.

~ Définition 1.} \

Soit t € R. On pose
. i\
e e{t) ;= lim (1 +—) .
n

=0

= ()4 (1)),
X (i R

— Remarque 1. | -

Il s'agit de notations provisoites. On reconnaitra les fonctions exponentielle (complexe). cosinus
et sinus. Elles reprendront leur nom définitif & la fin du chapitre quand il n'y aura plus de risque
de confusion ot d'utilisation de formules connues mais qu'il s'agit de redémontrer.

Pour tout réel ¢, les égalités cn(t) = cn(—1t) el sn(t) = —sa(—1t) vraies pour Loul n € N* so traduisent.
par passage a la limite, par :

Théoréme 1 (parité)
VEER, e(—t) =ce(t), s(—t)=—s{t), e(—t)=elt).
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B.3 Equation fonctionnelle

Théoréme 2 (L'équation fonctionnelle)
Pour Lous réels £ et .
e(t +u) =e(L) e(u).

Démonstration 2
Soit ne N*, ona

en(t+ u) —ealt)-enlu) = ( 1(&:1&) (l+zt) (1+%u)n

_ (1+z‘(£+u))n_ (1+z’(t+u) _t_q;)"
n n n

=(1 i(t + u) - (1= tu "
@ (1 )

n
™
tu tu
Soitapi=l—-————etwp=l—-ap=1-|1 - ———— | .
nz(l_,_@) " n2(1+@)
On se propose de démontrer que lim w, = 0.

n—o0

it +u P :

La suite (1 + %) tend vers 1, il en est de méme pour son module (théoréme 1 page 184). De
n

ce fait. {pour e = %). a partit d’un certain rang N, on a

| it +u)
= 1 —.
3 <"t o 5
En patticulier pour n > N, L—u < 2" ul et |aa| < 14+ 2| l . Par la suite, pour 0 £ k < n. on
- p g p ( + {f_+"!) n B -:]3 = -

a |anl* < (1 +2|£u|) .

. tu R X -
Maintenant. en posant 3y = (1 + 2' l) la suite & termes strictement positifs {(Bn)nsn tend vers

In (1+2|‘“|)
_2|£u[ AN

Itul
n2

1. En effet on a
Itul
Y>> N, In{Bn)=nln{1+ 2

D'aprés le théoreme 12 page 212, on a

In (1+2|‘“|)
lim —————2 =1,

=00 |£u|
n2
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. tu . - . .

comme lim 2u = 0, pat produit des limites. on a lim In(Fe) = 0 et par conséqueni. en composant pat
n—o n o—r Xy

lexponentielle, lim g, = 1.

n— 0

Pour éire patfaitement rigoureux. il faudrait mettre & part le cas ot t = 0 ou uw = 0. Ce cas est
parfaitement évident dailleurs.

La suite (Bn)nsn ost convergenle. done majorée d'aprés le théoréme 7 page 51 du cours de premiére.
Notons M un de ses majorants.

Nous sommes préts & conclure 1 On a pour ¢ et u véels. n > N comme défini plus haut.,

Wn = ﬁ(lﬁ'ﬂnﬁ‘ﬁi"‘.”ﬁ‘a:_]),

d’apres le théortme 7 page 322 du cours de seconde. Done

tu

x|l+an+an+...+ay™"

{u
n2 (1+ el

I/

x (1+ |an| + log| + ...+ Jan~'])

tu

A

x nM

M| —2 |
n+ it + u)

A

) . tu
De lim —————— = 0 on déduit bien llm |wn] = 0 et done lim w, = 0. Conime pat ailleurs on a
r—ou 70+ i(L 4+ u) n— n—oo

ep(t + u) — e (t) -en(u) = en{t +u) - wy,. les deux meombres convergent vers la méme limite, soit
e(t+u)—e(t)-efu)y=e(t+u)-0=0,

ce qu'il s'agissait d'établir. O

Conséquences ;

Théoréme 3
On a e{0) = oxp{0) =1 et pour tout réel ¢

le(t)] =1 et e{t)? + s(t)>.

Démonstration 3
On a pour toul n € N*, ¢,(0) = 1 donc lim e,(0) = ¢(0) =
n—o
De plus pout tout téel t.

le(6)] = e(t) - et) = e(t) - e(—t) = e(t + (—1)) = e(0) = 1.

En prenant les partics véelles et imaginaires de e(t). a savoir ¢{t) et s(t), on obtient bien ¢(¢)? + s(¢)2. O

Autrement dit. tous les poinis M(¢) (c(t) . s(¢8) ) , (£ € R) appartiennent au cercle trigonométrique, Le
point crucial est de démontrer que, réciproquement. pour Ltoul point M du cetcle trigonométrique, il existe
un réel ¢ tel que M (c(t) , s(t) ) auttement dit le théoréme 5 page 218 vu dans le couts de premiére.



472 ANNEXE B. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

B.4 Dérivabilité

Théoréme 4
La fonection e est dérivable en z6to et son nombre dérivé en zéro est e'(0) = 4.

Auitrement dit. lim (e(h) il —z‘) =1{.
h—i) h

Démonstration 4
Soit h#0ect neN",

A z—h l+n 1—1ih
1 ih ik thy2 thy™!
— L% 1+(1+—)+(1+—) +...+(1+—) —n
h ) n n

. . a : n—1
(1+ﬁ)—1+(1+@) —1+...+(1+ﬂ) —1)
n n n
" -

Il

|
TN B
——

.l_

3|5
S

-

|
\“_'/

k=1
-1
. en(h) =1 . 1(“ ‘ ih\* D
Done | ———— —i| € — Z (l+—) -1 1.
h n k=1 n

Soit k € {1,2,...,n — 1}. on a. toujours d'aprés le théoréme 7 page 322 du cours de seconde,

. ke . . . a2 . k=1
(1+@) —1=ﬁ(1+(1+@)+(1+&) +...+(1+ﬂ) )
T n n n T

Done

. 2 a3 k=1
gﬂ(1+|1+&|+|1+&|+...+‘1+ﬂ| )
7 T n 7

2 k—1
B (o ) (1) e (1))
<B4 )’

Mk,

=

= 3

<

3|

Ou M désigne un majorant de la suite. convergente done bornée. (en{|f]))nen-.
En sommant ces inégalités pour k variant de 1 & n — 1. on obtient

en(R)—1 1|hl, n(n—-1) _ M|h|
L g == < .
3 HegaM=——F— <3
Par conservation des inégalités par passage a la limite, on a e(h’)h— L —i| £ @
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[Yaprés le théoréme dencadrement. on a bien lim e(h)_—l — il = 0 soit lim (e(h)_—l - z) =0. 0
h—0 h h—0 h
Théoréme 5
La fonction e cst dérivable sur R ot
vt e R, €'(t) = i.e(t).
Démonstration 5
Soit t € R el b 3 0. D'aperés le théoréme 2.
e(t+h)—e(t) e(hy — 1
h - e(t') ! h 1

o Lo . - ) . e(t+h)—e(t .
done d'aprés le théoréme 4 el le produit des limites. on a hien lim % = i.e(f). O

h—1

En traduisant le théoréme précédent en termes de coordonnées, on obtient :

Théoréme 6
Les fonctions ¢ et s sont dérivables sur Ret ¢ = —set 8 = —¢.

En particulier. los fonetions e. ¢ et s sont continues sut R.
Il est maintenant temps de régler son sort au théoréme 3 page 218 énoncé dans le cours de premidre.

B.5 Le cercle trigonométrique

[Yaprés le théoréne des valeurs intermédiaires, l'image de la fonction s est un intervalle contenant
$(0) =0 :sin{R) := { m. , M, ). La fonction s étant impaire, on a de surcroit m, = —M,. On ne sail pas
si cot intervalle ost fermé ou non a chaque extrémité, On sait simplement. via le théoréme 3 que M, < 1.

Il ¥ a deux éventualités possibles. Soit la fonction s admet au moins un extremum local. soit elle n'en
n'admet pas,

Premiére éventualité : la fonction s n'adimet pas d'extremum local. On va voir que cotte éventualité
n'ost pas réalisable.

De ce fait la fonction ¢ ne s'annule pas. [Yaprés lo théoréme des valeurs intermédiaites, on a Vi €
R, ¢(t) > 0.

On en déduit le Lablean de variaiion suivant.,

¢ - 0 +00

e(t) + 1 +

I
s(¢) o—"
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La fonction s est strictement croissante sut R, done admet une limite I, > 0. De ce fait il existe A € R.

el que ¥t 2 A, s{t) = % Done

T

Yr 2z A, e(x) = c(A) —/ s(t)de £ e{A) — J'r—;(:x: - A).

A
On en déduit que  lim  ¢(x) = —o¢ ce qui est impaossible puisque Ve € R, ofx) 2 —1.
=4
Il ne reste done plus que la
Seconde éventualité : la fonction s adimet un extremum local.

Soit to un réel pour lequel cet extremum local est réalisé. On a done ¢(to) = 0. De ce fait s%(to) = 1.
Puisque la fonciion s est impairve, elle prend la valeur 1 en & ou —¢g et la valeur —1 en —¢y ou &y.

On en déduit que s(R) = [ -1, 1], Autrement dit, la fonction s est une surjection de Rsur [ =1, 1],

Remarque 2.

Il existe un réel ¢ positif tel que s{t) = 1. En effet on prend un réel positif qui réalise un exiremun
de s, Si s(t) = —1 alors ¢(t) = 0, e(t) = —i et ainsi e(3t) = (—=1)* = ¢ done s(3¢) = 1,

On est enfin prét pout le Lthéoréme de surjection.

Théoréme 7 (surjectivité de Pexponentielle)
Soit M { ., ¥ ) un point du cerele trigonométrique. 1l existe t € R, e{t) = x + iy. c'est-a-dire tel que
e{ty =z el s(t) = .

Démonstration 7
Soit to €] 0, +oo [, s{to) = 1. On en déduit que e(to) = ¢ puis que e{2t) = —1.
Maintenant. soit M {x, y )} un point du cerele trigonométrique. Conune la fonction s est une surjection

deRsur [ =1, 1], il existe t €€ R, s{t) = y. On en déduit que e{t) = z ou o(t) = —z. Dans le premier cas,
il i’y a tien a faire. Dans le second cas, on remarque que el —t) = eft) = —x — iy done e(2to — L) = 2 + iy
ce qui conclut, O

B.6 Le retour du sinus et du cosinus

Il est temps d'étudier les variations des fonetions ¢ et 5. En conservant les notations précédentes, soit
to €] 0, +o0 [, s(to) = 1. On en déduil que e{dt0) = 1. Comme to > 0. la fonction e admet 4to comme
période. 11 en est de méme pour les {onctions ¢ el s.

On part de t = 0. avee s{0) = 0 ot ¢(0) = 1. Par continuité de la fonction ¢. on a ¢{t) > 0 sur un
intervalle ouvett contenant zéro. De ce fait, la fonction s cst strictement croissante sur ce méme intervalle.

Le plus petit réel strictement positif £y qui réalise un extremum local pout s réalise done un maximum
local. Ce maximum local est done 1 et on a e(te) = 0. On compléte alors pat parité ;
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Ensuite on compléte sur [ to, 260 ] el sur [ =260, —fo ] en remarquant que ¢{t+2t) = —e(t) = e(t—2t) :
i -2t -ty 0 to 2t
e(t) -1 - 0 + 1 + 0 - -1
0 / 1
-1 0

[De méme pour la fonction ¢ sur le méme intetvalle,

i —2tn —to 0 ty 2t

—s(t) | 0 + 1 + 0 - -1 - 0

2L
e(t) _1/ \_1

Noug sommes maintenant en mesure de donner les nouvelles notations.

~{ Définition 2.} Y

On note désormais pour Lout véel ¢,

soxp(it) :=e(t): esin(f) := s(f); scos(t) :=ec(t): o7 = 20.

Pour terniner. un systéne dont la solution est géométriquement évidente.



476 ANNEXE B. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Théoréme 8
Soit a € R. L'ensemble des solutions du systéme

a = cosd .
. inconnue r € R
b = sing

est . ={zxeR, Ike€Z,x=a+2kr}

Démonstration 8
On sait depuis le paragraphe B.6 que les fonetions sinus et cosinus sont 2w-périodiques. Par conséquent
tous les éléments de . sont solutions.

Inversement. si z est solution. d’aprés le théoréme 20 page 233 du cours de premiére. il existe un entier
kcZtelquez=a+k x2nouzx=—a+ k x 2x. Si on est dans le premier cas. c'est gagneé.

D'aprés le théoréme 19 page 232 du cours de premiére, il existe un entier £ € Z tel que z = a4+ € x 2w
oux=m—a+ fx2n 5ion est dans le premier cas. ¢’est gagné.

Donc le seul cas douteux, est le cas ol 'on est deux fois dans le deuxiéme cas. autrement dit, il existe
un entier k € Z tel que —a + k x 27 et 1l existe un entier € € Z tel que # — a + £ x 2x. On en déduit que

1
T =k x 27 — € x 27 soit en divisant par 2a. k — £ = 3 Ce cas ne se produit done pas. a

On vient de démontrer le théoréme 2 page 215 toujours dans le cours de premiére.
Ce qui achéve cette reconstruction de la trigonométrie. En particulier, les arguments d'un nombre
complexe non nul sont rigoureusement définis.

,—{ Remarque 3. : \

Cette construction aboutit & la définition des sinus et cosinus en radians. Ce qui confirme ¢ue
cette unité — avec laquelle le lecteur devrait étre familier & ce stade — est d'une certaine fagon

naturelle.
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