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Avant-propos

Ce livre d’exercices et problémes résolus (Tome 2) recouvre la
deuxieme partie du programme des classes de Terminales C et E
entrant en application a la rentrée scolaire 1983. Cette deuxieme
;x:]:iic est consacrée aux Nombres complexes, i |’ Algebre linéaire
ot 4 la Géométrie. Nous avons mis également des problemes de
révision a la fin de 1'ouvrage, ainsi qu'un index détaillé.

Comme dans les ouvrages précédents, nous donnons pour
chaque chapitre :
e des rappels de cours;

o les énoncés classés par themes, souvent empruntés aux
Annales du Baccalauréat;

e les solutions détaillées accompagnées, éventuellement, de
remarques pédagogiques (comparaison de plusieurs méthodes de
résolution, notions nouvelles). Quelques rares étoiles (*)
indiquent que les exercices concernes sont un peu difficiles.

Nous pensons qu'un €leve, Faisant ces exercices ou problemes
des Tomes 1 et 2 (en né regardant la solution qu’apres une
fera de réels progres et aura une

recherche sérieuse), '
mes des Baccalaureats ¢

connaissance compléte des program
ou E.
avance, de toutes les remarques qu’il

Nous le remercions, d’ : ' :
t lut souhaitons bonne chance:

voudra bien nous communiquer e

Les Auteurs.




1 | Nombres complexes

- Structure de corps
1 ‘ensemble R? muni des deux lois : @ f;‘ ’:

—c——

(a, b)+(a’', b'Y=(a +a’, b 4bl) | ===
(a, b)x(a', b")=(aa' — bb’, ab' + ba')
osl un corps commutatif appelé corps des nombres complexes et noté €
| “ensemble des couples (a, 0) forme un sous-corps de € isomorphe a R 011
identifie a et (a4, 0). Ainsi, R est un sous-corps de C. C contient un élém;.mi
el que i* = —1 et tout clement de C s’écrit de fagon unique sous la forme
a +ib ot a et b sont reels. Cette écriture est la forme algébrique ou
cartésienne du nombre complexe.
a = Re (z) est la partie réelle de z =a + ib
b =1Im(z) est la partie imaginaire de z = a + ib.
| es nombres complexes de partie réelle nulle sont dits imaginaires purs.

1 Structure d’espace vectoriel

pace vectoriel de dimension 2 sur R avec'addition de C et laloi :
(VA €R)(Vz =a +ib €C) Ala +ib)=Aa +iAb.
i) forme une base de C sur R.

C estunes
T & &~ | ]
|.e coupi€ i

- Nombres conjugués

;=a +ib et 7=a —ib sont dits conjugués.

du corps C laissant invariants
de R-espace vectoriel :

[.es nombres complexes
[’applicationz ——> 7 est un automorphisme
les éléments de R, ¢’est aussi un automorphisme
(W(z, 2)EC?) TFZL =z+7 W=1z.

O Représentation géométrique

Soit P un plan rapporté a un repere orthonorme (0, &, &).

L application ¢ de C dans P
s=a+ib—= M tel que
le image de z et ¢

_O_—M- = aEl -+ bgz
~1(M) s appelle affixe de M.

est une bijection. ¢(z ) s"appel

1 Module d’un nombre complexe |
/E o Va T est le module GEE=

i
&

o e




et =" dans C, ona:

w soent o

= __.‘_uo = =0
! =R
. H c+z|=lz| + 2}
<. si 2'F0 I 3 I.MH_

ometrigue © si M=(z). on a |z | = [[OM]
des nombres complexes de module 1, muni
.« nombres complexes. est un sous-groupe du

Argument d'un nombre complexe non nul

5

smbre complexe non nul z =a +ib peul s’écrire :
¢ t

a It 2 b

Tout réel ¢ vérifianl COs ¢

argument de z. On a alors :

- =r(cos ¢ +i sin g)=re’

en posant r =\ 27 = b Cette formule définit le symbole e*. L'écriture de.

- <ous la forme (1) est appelée forme trigonométrique de z. Les arguments,

de - <ont définis modulo 2. Plus précisement si ¢ est Iun d’entre eux, On
_ de I. L

Iensemble des arguments est ¢ + 27 Z. On note :
arg z=¢ [27].
* non nuls dans €, on a:

(1

Quels que soient 2 et 2
.ﬁ arg(zz')=arg ¢ +arg z!\[27)

arg Ahu =arpz —argz [27)

les obtient

ble d

En particuher :
2 &E,. — pite +a’)
g ; ;
— sile—e')
m...mn‘ € .

Interprétation géométrigue : Si M = (2). on a:
arg z =(&,, OM) 27 ].

~ Applications a la trigonomeétrie

[ es transformations trigonométriques utilisent les formules d’Euler :
el 4 o7le gle—ig=e

d-mﬁ OS5 P R R —
_ @ H cos ¢ 5 LSIn @ EY

¢t 1o formule de Moivre :
(vne2)(Ye ER)(cos ¢ + i sin )" =cos ng +i sin ng

qui 'Geril aussi 3 () =M,
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ns € I'équation z° #2iz—6=0.

Résondre da

considére la fonction i

c—C

A
T ol
est I'ensemble de définition D de [? Quel est 'ensemble f(] g
f estinvolutive. Quels sont les antécédentsde 1, dei?
est-a-

L

Quel

by Monirer que

les nombres z invariants par f (e

Détermner
ﬂU.hﬂuﬂWh Bace, m.p h&..

snirer par recurrence gue, quel que soit 'entier naturel
; —iCa 4 Yy =t
[ + 20 + 34l ( 1)i : i

1

En deduire :
[ —3485="T.. 1) UE =(—15k +1)

PP R B0 i ) o
7 =il 1= Cnﬂ,_.n.m,

Soit @y, b, a3, b des entiers relatifs. Montrer qu’il exist
relatifs x et v lels que :
(a2 +b3Na3+bH=x>+y
Plus généralement, soit ay, by, dzs bay s Gy by des entiers r
Montrer qu'il existe deux entiers relatifs X et Y tels que :
(a2 +biNai+b3) ... laz+ b =X2+Y.
(On ne demande pas une forme explicite de X et Y.)

Forme trigonométrique. Module et argument

_+H.<\w,va.

1+

Calculer A= A
Comment faut-il choisir I'entier relatif n pour a:o_ﬁ.(.w L
positif? imaginaire pur?

Soit 7 et z' deux nombres complexes et w une racine carrée de
Montrer que :

N:_ n._,m_‘ ._;
..|u.lln; +_ 3 +a_ﬂ _"~*+ M.u _
On pourra introduire des nombres complexes ¢ et t' tels
Y A

_.h v_..:_ () est rapporté au repére orthonormé A.Q. s _3
Capplication | de (P) dans (P) qui au point m d’affixe z

1

=

11
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1.4

1.1%
(11

: . . complexe
0o appelle S I'ensemble des suites de %Mﬁnm i
general Uy, vérifie pour tout entier natur ; :
, _
=t this

My .,ullaw;z_z+“ 10

{* Trouver les deux valeurs pon nulles Hmnmﬂwﬂm_ i
relles que la suite géometrique de mwﬂa m.amm m&mﬁn
géométrique de terme m.m_._wn__ i, =%z So1En ements
r ki

compris entre () et 2

de 6. Quelle est la limite de vy

¢ el que
39 Soit # le nombre réel tel g
K SO L T

Calculer Uy = sf 472 60 fonction

L 2

tend vers .
Applications trigonometriques

[incariser :
W T o
a) cas® x.  h)smuX cos’ X

Calouler €05 Sy en fonction de cos ¢. En déduire la !ﬁw_ﬁﬂ m

Montrer Gue sin S =sin ¢ P(cos @) o P catin PABROEECEEES ue

_,:_:_En:i:n_,m_. . ...._
Calculer tg S¢ en fonction de (g ¢ (quand ces quantités sont définies):

Calculer :

: +nc.,mm+nommm+o%mm..+nommm.
,_m 509 5

Soit - un entier strictement positif, @ un réel appartenant a 10, 7[. On

considere :

§, = cos® 0 +cos? 0 cos 20 + ... +cos” 0 cos pf + ... +cos" § cos nt

+eos” 0 sinpd+ ...
|

S! = cos 0 sin 0 +cos” 8 sin 20 + ...
+cos" 0 sin né,
=8 =0k .
comme des n premiers termes d'une suite

Montrer que X, est la
géométrique complexe do
déduire la valeur de 2, puis d
§ = cos" ' 8 sin _EJ

nt on donnera le premier terme et la raison. En » i
¢ S, en fonction de n et 0. (On montrera

b sin 0

(Exercice Bac. C. Grenoble 1980.)
Racines n“"*
On donne : z = i —. Calculer = z"(n £ IN*). Caleuler les T

| +4V3

a-emes de 2

Résoudre dans € P'équation 7=2",



Lelai

1.26

a

*1.28

dans € I'équation F=222—ig#®

réelle.
ages des trois solutions amux F

7, #). Prouver que le Uk
les coordonnées de son
(Exercice Bac. E.

ﬁﬁrn:::n.
4 une solution
¢ O r...:I:J:-.N Jes 1m

© e orthonormé (O, &,

repere '
anele isocele et trouver

!

adme

ssemble des nombres complexes, on consid

de € dans C définie par :
P(z)=(z2+3zP+(3z +5).

| en deux polynomes du second

C étant I'e

poly nome P

jo Factoriser P(Z

complexes.

so Résoudre dans € |"équation :
P+ +i)z +5i=0. .

£y déduire les solutions dans € de |"équation P(z) =0, puis

(=) est le produit de deux polynomes du second degré a

réels.

(Daprés Exercice Bac. C. A

Soit la famille d'équations :
. H- ] . i

(E,) z*—(1+1isin26)z +.~=m=._ 26 =0

. . AP B S 4 |

duns laguelle # désigne un réel appartenant a I'intervalle M*IM. dea=lf
Soit 4 un plan muni d'un repére orthonormé AO. ir. mrwmw Sﬁm co\
- = ¢ +iv, (x, y) étant un élément de R % R, on associe le point

coordonnées (x, y) dans 7.
j* Résoudre I'équation (E,) dans 'ensemble des nombres

Préciser les cas de racines doubles.

1 Soit M(f) et M(#) les points de & associés aux Jutions z'(f
2#) de I'équation (E4 ) et soit 1(6) le milieu n—vu_aﬁﬁ&uﬁ_ﬂz_sér. M0
4) Déterminer I'ensemble des points 1(#) quand 6 déerit ”_ l.m-.

b) Montrer que I'ensemble des points M'(0) et M*(8) est un cercle C que

7
R .
2)

I"'on précisera.

¢) Démontrer, lorsque M'(#) et M"(#) sont distinets, que la

contenant ces deux points a une direction indépendante de 6.
(D'aprés Bac. C. Paris 198

F-tant donné une équation du quatriéme degré a coefficients re

1.29
que i elle admet z, pour solution, elle admet aussi pour SO

conjugué de zo
Késoudre dans € I'équation
24 +322 +3V32+9=0 °



1.3

<i et seutement siz&3et

fir ) est imaginaire pur =
, ) 1els que f(z) 50

L ‘ensemble des pomis M
du poinmt A d abs<

Ix*+

privee :
D'autre part, ["equation :

10 l»lg
e g+ 1=0 00 ¥ =3

=+ y° =

.

| "ensemble des

i

10 eniré
role o SE8US

3

it réel est donc la di

se 3. : oy
3yt 10x + 3 =0 est équivalente.

points Mz ) tels que f(z) soit imaginaire pYEESESEE
_.:nm.:_ et de rayon R == privé du point A.

w.ﬂu.i.u u‘ u..l- AL

- 16
+ .—__.H uL...

9

: =x +iy avec x et y réels
2+ 27 -6 =(x + iy +2i(x = iy)

Posons

=x? - y2+2y —6+2ix(y +1)=0.

Done ¢ est solution de I'équation donnée si, et

(i ﬁqurwu+umiono
2x(y +1)=0

Les solutions de (1) sont les solutions de I'un ou I’

suivants |

x=4
(2) * . et
y =2y +6=10

L systeme (2) n'a pas de solution. Le systéme (3)
et (3,

nombres complexes

(3)

3—-i et =3—-E

a) Posons 2 = x +iy avec x el y réels.
x+iy

i =
fz) 2x -1

.

I ensemble de défmition, D est done €~ m_v

1) Les solutions de I'équation proposée sont done les deux

-6

seulement si :

autre des deux systemes

(om0

a pour solutions (3, =1}




1.6

1.7

alant les parties réelles et imaginaires des deux me _

Encg
_|u+m1...+7_._:w»+:uT::»n(u_M 1
—{=11"12R + 13
ula+~_.|...+T:T.G3u_ , S d

Dans le corps €. ona:
ai+bi=ta,+ it Ma; — iby)

._uw L 7w“~ﬁu+ m@ﬂ!s&ﬂ — @Hv

de sorte que : i .
o pyal - b =[(a, by Xas + iby)][(ay — iby Xaz — iba)]

(a3 +biNaz=
_ Lﬁ.RN.ﬁ~ulv.vwv+..»§_aw+_?_uuwu &
Ta_nu = byby)— EL;F._ +
— (@ a2 — byba Y +(a by + byas ). L
Comme ¥ =a,az— bybz ety =d 1bs + bya, sont des %iﬂt ‘

propnete esl prouvee.
cenérale peut se démontrer par récurrence. Cette p

La propricte g
| et n =2 (démonstratipn précédente). Si elle .ﬂ.ﬁﬂn

vraie pour n = =

un rang 7 =2, on a:

(a2+ biXal+bd) ... (afes FBia) i
—[ai+bixai+bhH](ad+bd) ... (@nsy +baa)
=(x?+ y*)a3+ b} . (@R F BT

Comme ce produil comporte n termes, on peut appliquer I'hy

récurrence et conclure.

1+iV3

Nous mettons le nombre complexe i

I+ NAN =2e7

~+~.n/\mﬁm .,\lv V2eF

sous forme

_u./\_mn.‘ .“
d'ol : ——— __neum;mxinz\wm.m -
g al’

A=(VIPeeitE =2'9"F =215 =2
A=2¢

puis ;.

<M+MHNA%+_.NMVHNN.¢.

Un argument de V3 + i mgnw,naﬁm:am_: aa?\u.:vs mn,.n m

(V3+i) estréel <> arg(V3+i) =0[=]
<> (3keZ) mmhtwﬂ

<=> n est un multiple de 6.

(V3+i)" est réel positif <= arg(V3 +i)"=012n7]
<> (IKeZ) Wan?&

<= n estun multiple de 12.

2% Don:




3

L Y

F

1

Remargue
SimeD. onaZ=0.Sim¢eD,onaZ=4z;en effet z ést de la forme z

Finalement 'ensemble cherché est Ja réunion de la droite D etde lad
d'équation x — 2y =0. (Voir fig.)

= A(2 = )avech réel

d'ob Z=4A(2 —i)=4z
110 a)Ona:u?=(2-V3)—(2+V2)-2iva—2=-0NG-20\0
= -2V +1i)
u*=8(1~1+2i)=16i
T
On a done : |u?| =16 et arg tsmm [27].
On en déduit : |u|*=[u?] =16 et |u|=V16=2.
Appelons ¢ un argument de u, on a :
4¢ =urg a‘mam;ns;
w  kar
= —
<> kel ¥ st3
Cela nous donne quatre valeurs éventuelles (modulo 277 ) pour ¢. Mais,
comme cos ¢ >0 et sin ¢ <0, la valeur a retenir est :
3w
=-—[27].
¢ 3 [27]
Metivar gue

O deduit do caleul précédent

s

| Y/ -
ne.rﬂ.{w.(\ul(. et wm_...uw..mﬂ.l_.(w+{N

[ 3
z ul Jum?wau—(\u;qlz

‘ :_wm..uﬂsz .|.«.1|ﬁ| -&' M
_._,smu:.;m WTSJWH_W{.T&. _




= 2 L o ST O
i reconmaft un cercle centré au point @ de x'Ox d'absc =

5 Voir figure (tracée avec k =2).

rnyon ___ b.n—

B2

3 Reprenons I'interprétation donnée au 2°: 1+z et affixe du vecteur
A'mi et | — z est celle du vecteur mA. On a donc, pour'z # 1. =l
arg(1+2)=(Z,, Alni ) [2r] et arg(l—2)=(&, mA) 7).
Pour Z#0 (c'est-a-dire z #1 el 2z #—1), on a:
= )
—— =arg(l +2) ~arg(1-2) [27]
=i,
A_m_v—._ ..P.ﬂz 2 mmquo yﬁu ﬁHuﬂH
(mA, Ami) [27]
(mA, mA') + [27].
Il en résulte que :
" llnllltulll.l.- | o
Zréelnonnul <> argZ=0[r] <> (mA, mA)=0[x].
Cette propriété caractérise les points de x'Ox distincts de A et de A’
De méme ;

arg 7= arg

7 imaginaire pur non nul <> arg Nmmmam_

<> (mA mA)= W_,T&.

Cetie propriété caractérise les points du cercle de eentre 0O et de
distincts de A et de A'. :

1.13




1.14

1.15

La suite (v, ) est une suite de nombres réels et 0= |u.|=

n

=0et lim w, =0

l,ona: lim h.q\”l.lo.v e

Puisque @ 0= -
- Vi0 nen

a) cos’ x

= Iq‘:_? + 6o + 1567 +204-15¢ > +6¢
6

B 4 = faix m.:h +m.|.a..h.
Hﬁ ﬁm um ey S 1

2
1

(cos 6x +6 cosdx + 15 cos 2x + 10).

.,
b ) On peut proceder de fagon analogue :

ix ».I—.HVHANQ. +N|.ulvuw
2

. ﬁu =

I||.T.mr. _ gty als +M!_u,v.”_.u

iy

fdi
PP i
— e Uy N e TP
= (e ¢ ) T (e®™ — 3¢ +mm. e b
—1 ppPix — g% R m.l.u._.E....
3 A 2i =y v
=]
Hm (sin 6x — 3 sin 2x).
On peut aussi procéder ainsi :
: : sin 2xy®  sin 2x sin® 2x
sin? x cos® x = (sin x cos x ) HA S 3 .
_ sin 2x (1 —cos 4x) _ sin 2x —sin 2x cos 4x
a 16 . 16
; | 5
sin 2x =5 (sin 6x — sin 2x)
L Gx + 2 in 2x,
= IR I X+ — 7
% sin 2 si

Appliquons la formule de Maivre :
(1) cos 5S¢ +i sin mﬁuﬁnmm.ﬁ.:.&uﬁu.u.
La formule du bindme donne |
(cos ¢ + i sin ¢ ) =cos® ¢ +5i cos* ¢ sin ¢ —10 cos? ¢ sin ¢
~10i cos? ¢ sin® ¢ +5 cos ¢ sin ¢ + i sin®

]

En égalant les parties réelles des deux membres de (1), on obtient :
cos 5S¢ =cos* ¢ = 10 cos® ¢ sin® ¢ + 5 cos ¢ sin' @ o
cos Sg = cos® ¢ — 10 cos? p(l —cos? @)+ 5cos e(l—cos® )

(2) =16 cos® ¢ — 20 cos’ ¢ +5 cos ¢,
——=—c—ut




LA

+cos™ )
+ (e

(0
cos ve™ 4 cos? e b o Aeenstt ah.aa 1o

cos B +(cos Be™ 4. (wos Be I b

v apparnit done comme i somme des n E..,a.n._.mona termes n&wﬁ A
cometrique de premier terme cos ¢e'® et de raison q =cos ge'’.

; ne peut étre égale a | (en effet, 0 €10, #l
@ <1). On a done:

LY

Ia raison
_.L _ —r.’—)

S wg+gitatqt=qli+g o tgt =gy =

w1 =1G0s he'®y
5, =cos/Be® m | —cos Be' v

=1 -cos” # —i sin 0 cos # =sin* & — i sin @ cos 9

Or, | —cos 8¢ @ =
-~ —i sin fe™.
cos 6

S gy
Tsmg e S

I

Dol s,
i cos @
Sin 0

(1 —cos" f cos nfl — i

I

En égalant les parties réelles des deux membres, on obties
cos"*! @ sin no

8=
sin @

i

On a, ?f.nn la notation o_m.m.mmﬁ__.ﬁ J= I.m.l 5

e . b )
T r+iV3 (1+V3Y)(1-ivE) 1+EV3=2j=2¢%.

e )

De sorte que z" =2"2"". Plus précisément :
" =2"  sin estun multiple de 3
2" =2" sin — 1 est un multiple de 3
2" =2"* sin —2 est un multiple de
Les racines ni-iemes de z sont les n nombres complexes
/_._\__.M &.ﬂmw%uwcﬁﬂk m ."Q. “_a o=y v.ﬂ_ e HW.

_.k.mn:mza:vommw.._a_mmo“:_zo:nu_a.
wzﬂu.cmo_._m maintenant z #0, I'égalité z7=7 implique |z7| =
[z]”=|z| et, comme |z| >0 onen déduit |z | = 1. Tout nombre de

e

I & pour conjugué son inverse, puisque zZ = | entraine 7=—-

Par suite :

ot = 7%=
2 #0 240




: 3 L] *I\-
Or ! Dol 1 1L 0 R o 1 R G .ﬁn*.‘.w X .
- 2% __u%l..wlnu&_ .

‘ | dong g # - h
DAL b |-

En proccdant de fagon analogue, on obtient

4 . o i
v ke m_ (2% 2 cos nmmb.mw.. W

k _
‘ 122 1 Les racines 12-iémes de 1 sont les nombres
e =eWaveck € {0, 1, o 1}

forme algebrigue :
, 1,.V3

ANTRITES

| Ze

u_iz

3 I+t w28 = 1+ 2%+ (2 est la somme des trois prem :
progression geométrique de raison . Aucune racine &&wﬂo au __

solution de I'équation proposée, par suite :
5 12 uun y

14244 28=0 <

< <~

Les solutions de I'équation donnée sont donc les huit _.wnmnom Emg de |

qui ne sont pas racines 4-iemes de 1, & savoir

L1y 2oy L4y I3y L7s Ly N»-.b.a N"._.,.__..q

Remarque
On peut aussi résoudre 1'équation donnée en posant 24 =2Z
Z24Z +1=0. Cette équation 4 pour solutions :
Zi=j=e¥ et Zy=jt=o¥
On cherche ensuite les racines 4-imes de Zy et de Z, :
racines 4-iemes de Z, : ¢¥*¥ avec k €40, 1, 2, 3}
racines d-iemes de Z, : ¢ ™V ayec k €0, 1, 2, 3}

. le nombre Z est solution de

123 17 Soit z = @ + ib un nombre complexe avec a et b réels. Ona z =
avec x et y réels si, et seulement si, 45 NE|

t+$ﬂk+%AlW+~%vnle+m%.




L]
|
Jud o avee & m:. 2 &1&@._. w-ﬂ‘
pl g

<> —
2= o ERE,
- == ! _ : o
=t = ~{ + A4 avee k €41, ﬁ_&hq
Comme | —¢ ¥ 2 0pour £ E {1205 4}, Féquation donnée v po

‘ guatre solutions suivanies

Jit prévoir que les solutions seraient imaginaires pury
woit 7 une solution, on & en particulier [z — n_mﬂ
[z +1]. Cela s'interprete géométriguement ainsi

e e point M draffixe 2 est équidistant des deux p

| et ~1. Le point M appartient donc & la médiatrice de [

” est axe «des imagimaires purs .
9
d .
1 1.25 Ecrivans ¢
Al
: 1420+, 4270 gl .
_~ ={l +2)+(g + )t -zl Ep e R
m =(1+z)+z(l+z)+ . +z" Hl+z)+ 37 (E+z)
b _ =(1+z )l +z 4.0 24z
I'=2 ; A
: _ ={l+z %H (ear z =1 nest pas solution). 2
4 y
L2 ! les solutions sont done les nombres
me 1 i .
! ~lete™aveck €{1,2, .., n — 1}
[
.uwmm Remargue
b Seaest pair, Iéquation posséde n' — 1'solutions distinctes (car ¢! (i = l_w. Sinest gﬂ%
Véquation possede n solutions distinetes,
ar
hd 126 1" Soit x un nombre réel
| i x*—2x24+3=0
A ety +3-i=0 > * ;
o x+l=0
J Le nombre ~1 est solution de ce systéme.
Nous allons done pouvoir mettre en facteur z + 1

21 =22 —ig 43~ = (7 + 122 + az + ).
l-ex nombres a et B sont déterminés en égalant les termes constants etles |
coefficients de ¢z dans les deux membres : _ 4: ”

e e o '+ Jil

B=3~1 B=3-i

Il reste & résoudre "équation du second degré z%— 3z +3—f =
A=9-4(3—iy=~3+41 *

W= gy
e —

e










que cette ggalité aura lieu T T

@ +N/\MHO o

B+ V30 +3=

S =333

=
BNV3 um.

au second membre, on vaoit

B=9% .
ue solution @ = —1\/3, £=6, dou:

T |

Ce systeme possede l'unid

m .
24 33z +9=(22+ V32 +5) (22 =2z +6)

=(2z2+2V3z +3)(22— VB3z +3}.

4 trouver les racines du trinGme 22 —V3z +3

74 37

Il reste
A=3—12=-9=(3Bi).
V343 VB3
Ces racines sont donc : 5 et 3 ::
! Finalement les quatre solutions de I'équation proposée sont -
3 %
= (e
i <~‘| ( i) 7 m.
- /3 i ME
L= — Iq (1 I:.Hq.wu&n
V343§
| = 3 _w” ./\M mwn
V3 -3i
IO w
2

| 130 Comme z =0 nest pas solution de (1),
2_ 47 cos a cos b +2(1+cos 2a +cos 2b)

(1) <= 2
1 e
_ —4—cos a cos b +—=C
| 7 z
=2 M —4 ¢os a cos b T +MV 4 2(1 + cos 2a +cos 2b)=0
3 z

z
Z=g+
| o 2
72 —2—4 cos a cos bZ+ 2(1 + cos 2a +cos 2b) =

1 | —

e ?=zZ+1=0 :
72 —4 cos a cos bZ+ 2(cos 2a +cos 2b)=0.

Résolution de (3) :
A'=4 cos® a cos? b —2 cos 2a—2 cos 2b
=4 o8 a cos® b —2(2cos* a—1)—2(2cos> b — 1)
=4(cos® @ cos® b —cos? @ —cos* b+ 1)
=4(1—cos® a)l —cos® b)=4sin* a sin® b
On trouve pour racines de (3)
Z'=2cosla +b) et 2'=2 cos(a —b).

0

- -
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Remarque

1l serait faux de
racine cubique

que v est réel




2y % jo = uv est réel et on verifie de méme que j*u

nombre |

de (1) sont u + v, ju + v, jfu+ o

; g h“u I_;. Bau
u que le discriminant de (2) est DH||M‘_~..1I..‘
. Sidp®+2742 >0, X"t X" sont réelles et distinctes et (1) admel une s
clle u + v (u et v sont Jes racines cubiques reelles de X

cines complexes conjuguées ju +j%v et Jtu+jv (elles n
car on aurait, dans ce cas, ju +j%v =j*u + jv; c'est
Ji1=0 donec u=v et X' =X' ce gu est contra

elles

, Sidp'+27gt =0, X'=X"estréclle et (1) admet une racine simple ré
' (1 é1ant la racine cubique réelle de X' = X") et une racine doub

Do u o+ tw =]+ jF)u = —u car 1 + j + j* = 0. Remarquons encore que

1 racines sont confondues si. et seulement si, 20 = —u, c’est-a-dii

0 done X'=X"=0etp=g—0

2747 < 0, soit u et v deux racines cubiques respectivement de-
je X", ces deux racines étant noEm@u@n.. La somme de deux
€3 r:_.:_r_:} est un nombre réel donc u + v est réel. 1l en n_,ﬁa.m
. %1 etde j*u + ju. Donc I'équation (1) admet 3 racines réelles

il x*—12x—65=10

on lrouve

(2) X2 —65X +64=0
X'=1 K,.n?a.

[es racines cubigues de 1 sont 1, Jf, J

Les racines cubiques de 64 sont 4, 45, A..qu
Les racines de (1) sont ;

( u+v=1+4=35 :
% : s L IVE i iV 5 3V3
o+t =j+4jc= lN+|NI.L.&A|M|IlNI|v.||IM.Im.|N|
ﬁ 5 . 3\V3
U e

Exemples

» 1'ensemble R" de
soient :

et de la multi
par :

o L'ensemble
D, muni de I'a
définie par :

et de la multiplics
7(D. R), Af est

Comme nous ne ¢
désormais «esp

[ Sous-espa



H..r.._.

sombre j7u X j¥ =

wcine de (1)

uson

ines de (1) sont & + @ ju + i, jfut o

4p>+ 27q*
4 vu que le discriminant de (2) est A= >
G dpt e 2747 >0, X et XU sont reelles et distinctes et (1) admet une
: telle u + v (u et v sont les racines cubiques réelles de X' ¢

racm

i)

0 donc X

Application

rouve

[

0 donc

=), X! =

u=v et X'=X" ce qui

X" est réelle et (1) admet une racine mmeu_w.
X") on une racine

2ur L.:: _._ ?F_:a cubique ?n:m an Xi'=

X'=0etp=g=0.

e+ ‘...._.. = H -+ &.__.M =

jru+ ju=

x*=12x —65=0

X2 —-65X +64=0
X=1 X'=

Les racines cubiques de 1 sont 1, j, J*
Les racines cubiques de 64 sont 4, 4j, 4j%.

acines de (1) sont §

=1+4=5

uv est réel et on veril ie de méme que »uﬁ&wmw

es complexes conjuguées ju +j7v et JFu -+ ju (elles ne

¢ on aurait, dans ce ‘cas, ju +i*p = iu + ju, ¢'est-

est contra

fes ,:_: ren?:a:mg si, et mnEana si, 2u = —u,

=), ,_c: it 2 v deux «mn_unw n:d_n_cmv ﬂmwﬁwnﬁdma t n_

Xes co _Er:n; est un nombre reel aoaa i+ v est _.....& ﬁ ﬂ?w%%
u + j*v etde j*u + ju. Done I’équation (1) admet 3 racines réelles

Exemples

M
¢ L'ensemble R" d de
solent : %
et de la :.Em:. _
par :

e ['ensembl
D, muni de I'a
définie par :

et de la multiplic
F(D,R), Af



| : )

Théortme e vt
91" d’un espace vectoriel U estun sous-espace vector

et seulement si elle mr.” .._:.,._Hh ﬁhﬁw&m n:h.. e e ﬁc._v
hle pour [laddition Vi v)E =
o1 ,_.._.__:._.. pour la multiplication externe (v e L

Une partie

Théoreme
Une partie 9 d'unesp
et seulement s! elle est non

(vir. p) ERE v, T)E QAT+ pt € Uy

sce vectoriel U estun sous-espace vectoriel de U
vide el stable par combinaisons liné

Théoréme
[ ‘intersection d'une famille de sous-espaces vectoriels d'un es
| 9 est un sous-espace vectoriel de U.

veclorc

Famille génératrice d’un sous-espace vectoriel

On démontre que 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs d’'une
lle (7, Ty ... T, ) est un sous-espace vectoriel de U )
On dit que ce sous-espace vectoriel U est engendré par la famille ou que la
famille est une famille génératrice de vt ?
Ce sous-espace vectoriel se note : Vect (T Das -os Dn)s

Famille libre. Famille liée
On dit que (7,. T, ..., T, ) est une famille Jibre ou que les vecteurs Ty, T, coes
7 sont linéairement indépendants si et seulement i

S Al =0 => M=M=..=h=0

i=1

Si la relation X, Af; = 0 est vérifiée pour des scalaires A; non tous nuls, on

=1
dit que 1a famille est liée ou que les veeteurs ,, Tz, ..., b, sont linéairement
dépendants.

"] Base

Définition

Une famille ( By, Uy, ..., B, ) est une base de U si et seulement si elle estala
fois génératrice de 4 et libre. 4
Théoreme et définition

Une r::._zn (9, T3, ..., U,) est une base de VU si et seulement si 1O
vecteur ¢ de U admel une décomposition : .

=2 xi et si cette décomposition est unique.

.wa
forment une &&w@‘
de degré n au plus et

() Matrice d’une far

Définitions

Soit B uﬂmm. Eoi
des vecteurs Ty
matrices-colonnes :

i _ ..p.-au ﬂ_ \._."
ou encore dans

Si I'on pose

Le réel @a est



Etude de R”

Transformation, par la méthode du pivot de Gauss, de

.- des échanges de lignes ou de colonnes ou des operations el
_ | L. (obtenus par des changements de base), on tran:

e F
= aacsible, A en l'une des formes :
o0 0 0 0
[0 0 O O a 0 0 0
. a 0 0 0 - b o 0
- &0 BF (i) = & aenig e
_ Pl o s
d/ A
SRR
IR TR T
(111 RN -
T

. b c.d sont non nuls. Lesréels a, b, ¢, d sont appelés des pivets.
demontre que (1) représente une famille libre, (II) une base de R, (HI
{ : ratrice de R".

. libre de R” posséde au plus n vecteurs.
2. Toute famille libre de n vecteurs de R” est une base de R™.

3. Toute famille libre de p vecteurs (p <n) de R" peut étre complétee en
une base de B
4. Toute famille génératrice de R" posséde au moins a1 vecteurs.

5. Toute famille génératrice de n vecteurs de R" est une base de R".
6. De toute famille génératrice de p vecteurs (p >n) de R", on peunt
gxiraire une base de R"

7. Toute base de R vc,...mam exactement n vecteurs. L entier naturel n ﬁb

pp

appele la dimension de R".

it
\

2 auﬁuﬁ ammu

2

2» Uanﬁbﬁﬁn
vectoriel de

soit a réel




T

—————

2.8  Soit la famille (7, 7,

Al

9 Soit S I'ensemble des suites u définies sur N telles que :

Mémes questions avec
F, ensemble de

[, ensemble des
|s quelconques.
peerions 3 valeurs réelles définies
s n_m—..,.: ,_m. __HM—,._“MM.”MWMMCA_J: .—l.....—.gwn:_.uﬁ.m.a—m. QM et mwu.mn E, et E, les sou
MM m Jéfinis respectivement par les conditions :
F0=£1) 3f(0)+7f(1)==2.
Is des sous-espaces vectoriels sur R? Dans |
sous-gspaces vectoriels.

< triplets (a, 2a. 3@)
wiplets (—b, 0, 3b)

a. b étant des rée

E. E, et E; sont-i
déterminer des bases de ces

Coordonnces

27 1° Montrer que I'ensemble 75 des polyndmes de degré 3 au plus e
polyndme nul, muni de I'addition des polynomes et de la multip
polynémes par un réel, est un espace vectoriel.
2° Montrer que la famille (fy, fi, f2. f3) définie par

Tl X0l
i ~X R X
i ix = el i)
hix —= 20y —1Xx—2)
est une base de 75 et calculer les coordonnées de
fix — x7+2x>—x +1

dans cette base.

by, U5, T4) de vecteurs de R* définie par sa

canomque :
I =5 RSN
0 1 = 0 .
0 0 1 =1
g o 0 1

Montrer que cette famille est une base de R* et calculer les
vecteur # = (1, I, 1, 1) dans cette base.

ﬁ(am_z.v t.ameMtailw.EE

m: Umaoza.ﬂ que S, muni de I'addition des suites et de la m
des suites par un réel, est un espace vectoriel.
2% Démontrer qu'il existe deux suites géométriques non nulles
une E,é de S et calculer les coordonnées, dans cette base, d
solution telle que : y, = =1 i3 5
3" Quelle est la limite de la derni ite précéc quand
§ erniere suite précédente quan
ok e précédente quand

2.1 Mémes

(discuter si

2.13

(discuter

214 Soitla fan



On démontre que les fonctions affines sont les seules fonctions contintes
propriété de |'énoncé.

N DES EXERCICES

PROBLEMES
RESOLUTIO = -

7 (R, R) ensemble des fonctions _Eﬂm_.mnrzvm d

3 1 14 On sait que | e erans numériques et de Ta multip
& vk dd les fonchions n e
R. muni de I'addition ¢ : 3 3 vectoriel
__”.:”d.::, nil ues par un reel, est un eSpuce ve (
ours) 4 Nl - byt
._...:_,_;..H/__:n, - artic non vide de F :3. =u.~_.—.,;.z.. par mxﬁ.ggﬂa._ .
g r:__.a, st ___ R _p._.‘.c.:L alag gestion plisgue, ﬂ__._m_—.w que soient
p Xyt Xy
foan) = fobw =fo(2522) =0
: N+ xs
donc ?ﬂ..,,__t?ﬁauvuu‘.nﬁ|m| '
al
F est stable par combinaisons linéaires car quels que soient [
suels que soient A et p réels, on peut écrire, X et x; étant des
qualcongues !
: X .—ruﬁw.
flx )+ fx) = NA_|~|V
: X3 + X2
glx )+ g(xa)= m%ﬁ%v.
par suite :
= |l . Xyt e
A L] !.i\:auLI.t. ﬁ,m...;.p._....m:n.w”_HMT(.A } 2 =)t gl
: Xy Xo
(Af + pg Wx,) + (Af + p2 Xxz) =2(Af +t.m.wﬁ4 .
ce qui monire que Af + pg €E, v e
Donc E. étant une partie non vide de I'espace vectoriel .ﬂ.ﬁﬁwmﬁw_..mﬁmﬁn
combinaisons linéaires, est un sous-espace vectoriel de ..m,_”m.ﬂ R
2° « Ona E,CE car soit f:x +— ax +b définie sur R. Que
soient x, ef x, réels :
flx))=ax, + b
flxs)=ax,+b
X tx\ XX
; 3 v = nﬁ 3 v +b
flx)) +ftx)=alx; +x:)+2b
e Xy X
donc : ...;.«L;.H:wvum.mﬁ{v.
¢ E, # (par exemple f,: x —> 0 appartient 2 E,).
s E, est stable par combinaisons linéaires. _
(¥ = Alax +b)+ pla'x +b')=(Aa + pa')x + Ab + b’ est une fone=
tion affine ). i 1
Hemarguoe




- ol m i uv_. (o
RPN oot ) e Bl
i g 1)+ a } 3
rensemble des vecteurs 1 72 T g
_ﬂ,”m__m (T, . k) est génératrice d¢ Py
..,. e gue soent d; :
Est-elle | : Fnu_:.w: LL“? (a=bte,a 4 ¢ dE bter= \
= * & =
ai +b i

b & reels on @ .

- i =0

a+e=0

M rh+e= 0

= h =¢ =0). . _
¢ libre, par suite ¢’est une base de F  +
hase de R (c'est une a.s._E«« ¢
a dimension 3 de R? ). Done R* ﬂ.—un...t..

g

<
_.r. lest upe Lar
1 une

Donc

e le sous-espace vectoriel engendré par (), 05,
Jons Q I :

VVeot
L <

Veet (£ ©) avee © =t 1, 2% =(=1:001)

ai +bi +ck=al +8] +e(f+])
=(a+cyi +(b+ ﬁ.v.ﬂ.

et de la multiplication par un réel, est un espace vectoriel. En
D={0. 1.2, ... 9}, ona 7 (D, R) = E qui est bien un espace ve
Considérons les applications fo, fy. ... f, définies par, i
entiers compris entre 0) et 9 ;

(fiti)=0pour i #j

Lfiti)=1 pour i =
hoxaa_u_n”b:._ﬁc pour i #3 et wau_u. . .
Montrons gue cette famille de dix applications est libre; dét
(Xoy Aa Az, .oy Ag) de R qel que ;

Aofot Aify 4o+ Aofo = w.

 désigne l'application nulle ¢'est-4-dire que quel que soit X entier
entre () et 9 % f

wlx)=0

d’oli pour tout i entier compris entre 0et 9 (Anfo ... + Aafoli) =
d'apres les définitions des opérations sur I'ensemble E -




‘inconnue (o, @1 *2 a@s)
ao=4d
oy — @2 o N..,H.m =L
oz — 3y = b

doi le systéme d

ay; =4

Quel que soif (4, b. ¢, d) donné, on trouve (o, @1y ®2y

n«o”&
ay=a+b+e
a.=3a+h
ns=ia

[ f,, fa» f5) est une base de 75

done (o

oordonnées (@o. 1y @2, @) de f¢

w.r_,. o ¢

% > 7+ 7 S

cefte base sefil
ap=1
a;=1+2—-1=2
ay=3x1+2=5
oy =1
veut dire gue, pour fout x réel :
-y l=1+2x +5x(x — :+HAal.—.v.ﬁH

ce qu

—2).

Remargue

possédant au moins une base,

=
oo

Procédons comme & |'exercice précedent.
Soit (x. y, 7, t) un vecteur quelconque de R*:

: a—5B=x
B—3y=y
Y=
6=

(Quel que soit le quadruplet donné (x, v, z, 1), on trouve (

défini par - Jw. s

a=x+35B=x+5(y+3z +t)=x +5y + 15z +5¢
B=y+3y=y4+3z+t)=y+3z +1

=2 +f

&=

Done (6, 75, ., 7,) est u

‘ 1 2, B, ne base de R4,

les coordonnées du vecteur §=(1, 1, 1, 1) dans cette base sor
a=1+5+15+5=26 _
B=1434+1=5
y=1+1=2
5=]




reme d’inconnue (g, s G2 as)

oot le SVS

d'olr le 5) Aay
ay—aa+283=0
.Hn.lwﬁm_uw
as=4a

Ouel que soit (& b. c. d) donné, on trouye (g, @y, @3,
el 4 x

QO“.Q

a;=a +b+¢
Hnﬂwh + b
ay=1a

donc (fo. r» fr f3) €St Une base de 7.

Les coordonnées (o, &1, &2, wy) de fa XiE——= o —x+ 1

celte base sont:
Qg = 1 :
a=142-1=2
w =3t ey
@z =1

i veui dire que, pour tout x réel :

ce gu
3 £ 952+ 1=1-H2x Skt — 1) (e - INE==

X

Remarque
it chapitre 3, d'autres fagons de recennaitre qu'une famille de
de la dimension de Pespice vectoriel.

ment (voir rappels de cours) nous n'avons défini que la dimension n
re 1, ¢ce qu'on appelle dimension d'un espace 4038& q

Cn verr

hz_i.:._.__.: au moms une _.E.,a

2.8 Procédons comme a I'exercice précédent.
Soit (x, y, 7, 1) un vecteur quelconque de R* :

(x 3z 1)=e(1,0,0,0) + mﬁ|m. 1,0,0) + QAQ._ {w' _—u Qu+%ﬁa4.¢» =

~ a—5B=x
p=3st=y
Yi—Bi=
b=t

Quel que soit le quadruplet donné (x,
* Nwm L] trou 2
défini par : 3 e Ak m X
a=x+58=x+5y+3z +t)=x 4 Sy + 15z + 5t
B=y+3y=y43(z+{)=yp+3z+¢
Y=+
=t

Donc (#y, ¥, B3, 3;) est une base de R,

les coordonnées du vecteur § = (1, I, 1, 1) dans cette base sont :
@a=1+5+15+5=26

=13 1=4

I+1=2

1

1]

B
.w-.
&




2.10

i dans la base
i =, les coordonnées de la suite U .
i A =—2t6=4 ]
”1 =3-6=-3

n— 4=

"~ im Suno donc Hm ity

matrices successives de la

Nous appellerons A A, A" les
vecteurs et
NLT —Lpu ulw
LA Ly B2
5 L, Li

les lignes respectivement de A, A, A"
1 2 6 i

A= 9§ -0 S3ms
-4 =31 =7
Faisons I'échange L, < L (pour éviter des fractions) :
4 -3 -7 -3
Al |9 S IR
i 20 B
Faisons les substitutions Lj — L{+3L§, Lj > L3=3L3:

=1 = 3 }h308
A= —=1 =1 —=§ Qe
1 2 6 1
Fatsons la substitution L] — L} + 11LS :
=12 =8 00
-1 -1 -1 0}
1 2 6 1

m.cE cette forme simple de la matrice, on a A, 7, + AT + A3Bs +
s1, et seulement si : ‘
— _N>_ = M>N — O
A=Ay —A3=0
>_ +M>N+@>u +>£“Q.

_m% uhgw:n w_ = mm A2=-3; on trouve A;=1 et A,=—2. La
in V2. 3. 0] est lie, une relation lindaire non triviale étant -
20, =38, + T, — 23, =0.




|m>_ue®>_u>uno.
>_+>~ue

7, et ¥ encore linéairement
Les deux vecteurs @y et U, sont

e Sim=

étant : @'.u..w" —2%

tations L{ r— 1441 T
Faisons les substitutions L LY +w Lj et LY — _\mlw .y

0

Faisons la substitution L} +—s L4514 ;
Sl

1 +2m 0

50 A" est du type (1) [ef. rappels de cours].

[ F5. ¥y, 0; ) et, par 83?;«2.??.&:«@:mu,mugoﬂg




| Applications linéaires

ropriétés

Définitions. Exemples. P

Définitions

s?: s?v+ﬁ?v
a?in»ii.

lentes a :

ion ;@
U — W
) — ki
plication lincaire appelée homothétie vectorielle de qwﬂﬂe
lhication linéaire d"un R-espace véctoriel dans I'espace

¢ lorme linéaire.

sespiace vectoriel de W oappelé image de ¢ el noté Im @.

au d'une application linéaire

le des vecteurs de ‘U ayant pour image le vecteur nul de ‘W aﬂ
uespace vectoriel de U appelé noyau de I'application linéaire @ et
Ker y

Une application linéaire @ estinjective si, et seulement si, Ker ¢ = __3

Image de familles de vecteurs

o Liimage de toute famille lice de U est une famille lide de W, la re
linéaire étant la méme pour les deux familles.

¢ L'image de toute famille gencratrice de U est une famille génératrice

¢ de Toute famille libre de 9 est une famille libre de @uﬂ
cllement w1, ¢ esl mjective,

¥ el une application linéaire mnjective, I'image de toute base
d il y en a) est une base de Im ¢.




ion linéaire
- Détermination d'une application linéa

e famille (¥, Tz,
« Pour toute base (@, dz: - mm. A m,_ ””_uw“. M_M.ﬁ“_&m:m .E»m
a0, il existe une application linéaire et :wn seul (5 Vot

O T ﬁ_*.__.utuuulsn._n. cainy 5 ol .,..._. .
h_fu L muu....\wxv. on ﬂ_&_.__nﬁ.%

urte base (B, s
e TH:: par une matrice dans

@
e Si, de plus, W _._suu_...ﬁ_m
famille :».:m_ ). @ (@) s

(Byo Bayiecin B )

el -1 Composition des applications linéaires

plications linéaires est une application linéai

o Lacomposée de deux ap ¢

o L'ensemble des automorphismes de 7, SE.:. n\m.._u .aﬂﬂu tion
e applications, est un groupe appelé ‘le groupe linemcede d ot
(GLE()), o)
L ]

[ des applications, est un sous-groupe commutatif du groupe lin€aire de
‘. isomorphe au groupe (R*, x q

.L 1 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Théoréme et définition

suivantes sont équivalentes :
_ [U'nY'= {0}
(1) tout vecteur & de U s’écrit d’au moins une facon :
_ 0=0"+7"avec '€ V' et "€ ",

_ Soit V" et U" deux sous-espaces vectoriels de U. Les deux propo 3

) Tout vecteur # de U s'écrit d’une facon unique :

D=0"+1"avec T'E Ul et €U
Les sous-espaces vectoriels U et U” sont dits supplémentaires  si.

I seulement si, I'une ou I'autre des propositions (1) ou (2) est vraie. On
dans ce cas, U=Ua@". :

] Théoreme

_ fo: ..c un espace vectoriel de dimension n.
Si U'et U sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de U, on @

dim V' +dim VU" =dim 9.

ol G L QYN L

_w_z_ﬂ. et :&.SJ %ﬁcx S0Us-espaces vectoriels supplémentaires pro
aulres que U ou + On obtient une base de 9 cunissant une bas
L e d en réunis

U’ et une base de V. i

10y " - H

si U7 est un saus-espace vectoricel de 97, de dimension p, on peut trouy

_ rous-espace vectoriel supplémentaire de )" de &Snm_.&az. n=p.




a
3

| 3.1

S,

el 3.2

b=y

ri'n_

Remargue ) . L
i orthogonnux (¢estia-dire tout veeteur de U est orthogonal

_ 2 = jdyy OUEncoT
i i i _Q. ou
o est un dutomorphisme involutif de V(o 1
. s
et =g :.
e 1.'ensemble d !
e 1 'cnsemble des vecteurs ¥ tel

: o
es vecteurs invariants par & ‘9,_ o
s o ()=~ est Ll

Réciproque ) .

: 5 1e par rapport a
Tout automorphisme involutif o de Vest la o«iﬂhﬂlﬁﬂﬁm E...._Q 4
firection V1", U étant 'ensemble des vecteurs invariants par o
L L .

de U tels que o (T)=—0,

I'ensemble des vecleurs ¢

el er sont respectivement une projection

— ENONCES DES EXERCICES ET PROBLEMES

Dimension d'un espace vectoriel

Dans I'espace vectoriel 5 des polynémes du second %m«.m..m;..m_@m (

polynome nul, soit les fonctions
fitx— x+1
frix — x*+1
Jit X b— mx?+yx+2.

I” Montrer que (f,, f3, f,) est une base de ', si, et seulement i,

Quel est I'espace vectoriel engendré par (f,, f,, f5) lorsque m = 12

2% Si m =3, caleuler les coordonnées de [ : x —> 2x*—x +3
base (f;, £, f3).

On am::a un_entier naturel n =2, On appelle 4, I'ensemble d
polyndémes de degré au plus égal & n et du volynbime mil i
saus-ensemble de o, tel que tout polyndme de E, - DO racine i
sous-ensemble de o, tel que tout polynéme de E, a pour racine

.H‘ Montrer que i, est un espace vectoriel sur R, Quelle est sad
2" Montrer que la famille (or fis for oo f,) formée de -
Jooiix =g
ftx = x =
fai & b= Xx—1)

Ji e 0Ny =1
est une base de 7.




. canonique (fo i
apporté & la base © i
ey b...‘.._.-ll-...n. ._»u.»_llwt..
IR
Ja matrice € @a. g

donnera une base

2 On suppose 72
».«ﬂ- u x 1 —-
ans cefte base,

srerminer, d
Dete B (onen

39 Déterminer le noY
les valeurs de a &l B

au de @

= __ . .. . n. & _.—.—.—J.W g

] e Vel It :ﬁ* : _._.. 4 -u._._ﬂ_.,—rnn __.— u ﬂrw ﬁm:..—
w.m _..H_ espace v W ~ % * r- ! ﬁ
CC _I.L.r._n. ﬁ.— :L..,._._ G._._:___.r_“__r & n—_w ~w Qn\* mi ﬂmh

“ 2 BRE I 2 ﬁ:.‘vuﬁ...vmﬁ .iﬂn.ﬂlﬁ

ali )=t )

Je novau Ker ¢ et en donner une cwmw.. N
I ¢ el démontrer gue (i, ) en est une base.
1o Qoil @, la restriction de ¢ 4 Im @ Donner la :.mm.q_nm A de 3
C (7 7). Montrer que ¢, est bijective et déterminer Dap

1° Détermi
Nétermine!

1 Déterminer 1'unique endomorphisme ¢ de U ayant les

4

suivantes : la restriction de almegeste, "etle noyau de i e
(Exercice Bac. C. Limog
3.9  Soit ¢ 'endomorphisme de 9 de matrice dans la base nﬁ w.
iyl | |
i A=11 m 1.
‘ I 1 m
Echanger les 1'* et 3° lignes puis transformer A par la méthode du p
r Im ¢ et Ker ¢ (discuter suivant les valeurs du

déterm

reel m).

_ Formes linéaires

310 Trouver une forme linéaire ¢ deéfinie sur R? telle que :
e((1,0,0)=2, (0, 1,0)=-1, (0,0, 1)
1 Déterminer son novau et son image. !
 *3.11 "M 2y e 1
_ . ontrer que Fensemble des formes linéaires définies sur un
vectoriel P a une structure d'espace vectoriel.
) Qi . N A ]
2" Soit ¢, et ¢, deux formes linéaires définies sur P et telles qu
vecteur non nul @ pour lequel : L

ﬁ;ﬁjﬂﬂuﬁm.vﬂc.

Montrer que (¢, @,) est lige.
) (On prendra une base (d, B) dans P).

Projections et symétries vectorielles

342 Soit U un espace vectoriel de dimension 3. muni d'une base

_
b
a % ¢



-1
i 2 atrice dans la base
ite hisme de R’ de m -
3.16 Soit ¢ I'endomorp! L

.PH..——_.
30 3]

° Dé i er¢ et Ime. o
Mo svelle base de R® une famille (1, 7. mw a
b i nt 4 Ker ¢, déterminer la matric
munm:maw:m.m_a ¢ QT.muﬁm:mzw g % .o =
En déduire que ¢ GL - @ POPO des
d'applications simples.
Systemes d’équations Jinéaires, .
. méthode du pivot, résoudre dans R* :

3.17 sant |
—2x—y+4t=2
2x +3y +3z +2t =14
s+2yFzEt=l
—x =z +H==1
3.18 En utilisant la méthode du pivot, résoudre dans R® :
a*x +b*y +c’z=d?
ax +by +¢cz =d
x+y+z=1
{a, b, ¢, d réels donnés; a, b, ¢ distincts).

3.19 En utilisant l2 méthode du pivot, résoudre dans R :
x+ay+a’z+a’=0
x+by+b’z2+b*=0
x+ey+ciz+c%=0

(a, b, ¢ réels donnés distincts),
RESOLUTION DES EXERCICES ET PROBLEMES
3 1P Brudions 5 b pas _ ,
I* Etudions si I famille (f,, f,. f,) est libre. Pour tout x réel :

Alx + 1)+ A(x% + D+ Aslmx? +x +2)=0
est équivalent 4 :
a " :N+>§I~+§_+>u§+>,+>u+w>un¢.
“elte egalité est vérifide pour tout x réel si, et seulement si

Az + Asm =0
AytAs=0
>-+>N+N>_w”°

SN




s la.
ismi 3 je matrice dans
116 Soit ¢ I'endomorphisme de R =
| A=l VA
iy (I
5 i { t Im ¢. »
[® Déterminer Ker ¢ € e Q‘ L
2° En prenant pour nouvelle base §

artenant & Im ¢ €l K appartenant a Ker ¢, QN”MHEMMMMHM““WQ
a 2 I o ; on les
mﬂﬁ déduire que ¢ Oy ey P poE

d'applications simples.

Systemes d'éguations linéaires,

3.17 En utilisant la méthode du pivot. résoudre dans R*
dx =y +4E=2
2% +3y+3z F2r =14
¥ Ryttt &
—x —z +t==—1.

| 318 En utilisant la méthode du pivot, résoudre dans IR® :
a’x + b2y +eZz =d*
ax +by +ecz=d
X +yz =1

(a, b, ¢, d réels donnés: a, b, ¢ distincts).

3.19  En utilisant la méthode du pivet, résoudre dans R? :
x+ayt+a’z+a>=0
x+by+biz +b>=0
x+ey+ec*z =0

(a, b, ¢ reels donnés distinets),

RESOLUTION DES EXERCICES ET PROBLEMES

{ 3.1 I Etudions si Ia famille (f,, f,, f;) est libre, Pour tout x réel:
MO D)+ A0+ 1)+ As(mx2 + x +2)=0
est equivalent 4 :

Ay + A ) x4 (g + X502 + Xy + Ay 205 =0.
Cette égalité est vérifiée pour fout x réel si,

et seulement si :
Azt Aym =)

Ayt As=0
A+ A +24,=0

SIS il © =




e
I

ties

: - sonl des par

3° o E; et E2 %0 . de debx v.o_w_

finéaires (Ia SOMME &% T o) (res

polyndme A ant pour ™ une ¢o
+ eacine | (resp- 2) PAY

ps-espices vecloricls de i1,
SIS~

1ers 107 Eif E; de deuXx S0
eCliL 1
(M3 —rr__i-_ﬁ_ de Arq I wﬁ.ﬂm

Us-eSpaces VA
Is de cours

ol

SONS-LS - -
¢ la forme :

PR o QA; = ﬁD.—.}H..#r —w ._+|
_? ce qui aoaqm que la far
A “ette [amille esthibre ( car toute sous
< libre ) done la famille (fy, £, +
jon 1

nent de m_ est d

ez, de meéme, que (21s 82:

s r— T e = — 2, e

de E, qui est donc de dimension n.
« E, NE, est de la forme :

le B, M E.. On vérifiera qu'elle est lib
('est donc une base de E; M E; qui es

pour tout ; L étant des scalaires
; 5in 2x + X, cos 2x =0,
pour ¥ =01 Ap+ A =0

pour x =

pour x =

(for f1s f2) est libre.
I'ensemble des fonctions définies sur R
[:Xx v+ a¢os® x 425 sin x cos SE sin
It crite pour tout x réel -

fix) | +cos 2x
. 4 =—————'4+-p sinze +¢

!
_m.:..+w£=m.n+ >




e—
.=y 4 iylx ety
o complexe & =~
ul nombre €
Maontrons gue 10
fagon unIque - c+iy=4a =" id +.v o
B Ak it =08

=al A
en ¥ =
Aﬂ =d ..w

e

a + b

ce qui esl ¢4

(a, b) est tel gue :

unigue
: x+y

) =0.

i de U tel que @ (&)=
o?(i1) = (7)=0

il € Ker 2

il EKer p

p(i)=0

On suppose Ker ¢

dim Ker ¢ +dim Im ¢ =dim U
dim Ker ¢? + dim Im p? =dim U

me Ker ¢ =Ker ¢?, on en déduit : dim Im ¢ =
e Im ¢?, il existe 7 de U tel que @* i

Ilte que :

Im ¢ =Im @2
= ), montrons que :

Pour montrer que Ker ¢ @Im ¢ =
1@ = :'; (v a la 1" question).
(t vecteur @ de U s'écrit d’au moins une fagon &
] avec 1'Elm ¢ et 1"E Ker ¢.
¢(P)EIm ¢ done ¢lf)EIm ¢* puisque Im @

ste i de U tel que -

e Ke

On peut écrire : & = o.(7) + § - p{i¥)
Onugld)Elmy et § - eli)e Fﬁ.ﬁ




e *

I|.1l11|\uu11.11.1.1
= = T e =k de U,
3.8 {o Quel que soit ¥° N - :ﬂ_
3 ) _..f Z.CT..,__. 2
¥ ¥ -.F__ 2j H TNm.

.L__. +i)
v 2) RS

des vecteurs F(x, ¥ 2 ) tels que &

={x t+¥

esl 'ensemble

ker ¢

wite vectorielle de vecteur directeur 3

sle: décril par :
g (F)=(u -ty D) +(x T._w.lm:

o (F)=AT + i
<ont des réels qui peuvent etre arbitraires
\t. Done Im ¢ est Ie plan vectoriel de

dim Ker @ +dim/Im ¢ =1 +2=3=dim .

¢, dans la w._.?mf i ) est la matrice de .
e, (F Y=i +2j donc:

A=(; )

Les coordonnées (x’, v') de P'image de @ =xi +yj sont

rice A f_r

avec ey i 1= 4.~

—.ﬁua +¥
y=x+2y

A.’,Hu.ﬂ.l.r_
! y=—x'+y

Quel que soit (1, y') donné, le couple (x, y) trouveé est unigu
bijective et ¢, ' est définie analytiquement par le dernie
matrice de ¢ ' dans la base (7, ) est :

(.

Remarque

On peut aussi :::?H que g

ts e (T est bijective en calculant le déterminant de (@4

7_
1
P )elT )) est une famille libre. Le-

- C'est donc une base de Im . Puisque |
live (cf, rappels de cours),

o|=2=1=1

estnon nul done (g, (
ension 2 (e Im
Vo ) est une base, ¢, est 7:2..

Remargue
Nous avons détes
— par I'image de la.
— par sa s.ﬁ.wﬂow«
— par ses expre

Bien entendu, ung

39

Analy

Faisons les



i
e Ul
e Sim=L . uu |
o i (7). e () o (F))dai
matrice de (@i )
A" oo o
ﬁ 5 *
_J_- () =e(k). Hen résulte que : |
donc ¢ (7 Im @ .I. Vectl (e { _i.r ¢ :‘ v. @ ﬁb vu = dwﬂﬂﬂﬁ
[Fe : i
! ite vectorielle de vecteur directeur ﬁTJ
Im g est i -
A s'écrit s
A=l 11
1. Jasl
e les expressions analytiques de @ sont .
, =Ry
y =X + ¥ +x

=2 FyEs

onire que Im ¢ est la droite vectorielle d’équations
st le plan vectoriel d’équation x + y+z =0.

Ker ¢ €5l
e Sim 2
) 0 0 - - I
ﬁ s _3 o | matrice de (e(7), eli) @(k)
: : base.
2 1 1
Onael(i)+el(i)+¢(k)=0 done

[}
= ¢ P - = ! =y
Im ¢ = Vect(@ (), ¢ (§7), ¢ (K))=Vect{a ?V
qui est un plan ayant pour base T_n _“ HH, ﬁf}i
La formule de la dimension :

dim Ker ¢ +dim Im ¢ =dim U
permet de trouver : dim Ker¢ =3—2=1 donc Ker ¢
vectorielle. .
_u..y...___“r... = oy & o - = o

visque oli )+e(j)+e(k)=0, on déduit ﬁ? ull ]
Ker ¢ a pour vecteur directeur i +j +k.
On peut trouver des équations cartésiennes de Im ¢ et K
initiale A s'écrit

=2 w1l 1
A= 1 =2 1
1 o=

les expressions analytiques de ¢ sont :
— V=-2x+y+z
Yy =x—2yits
N —N.ua+w|um
€ €quation cartésienne de Im @ este’ + ' 2 =0,

4ppartient au noyay sj, e seulement si :

“x+y+z=0
¥ =2y +2=0
Xy =iz =t

300  Tout é

Im ¢ est

Remarque.
On vérifie qu'on a

311
2° o
clest
done on
iz



données - , :
(7 wgno:ﬁnwoa_ s e ) av:._.hlu+%+|mv+m
2 o \Al.n,_+mw+n_mnw+w+
= 1i..|+m|+14|u1uﬁﬂ 2 2 2 2 2
: E] 2 Z i
; n,.u._?ﬂn.i g2 (F)=p(7) donc HgEg

Nous avons de direction

esl une ﬁ__.,:m
et seulement St

ction de U sur Im @,

s
peRKer @

0

£
2 . e
|c r ua

£ =0,
ot I'ensemble des vecteurs ¥ de coordonnées

Ker ¢ st
(x, x. 0)=x(1.1, 1)
-

: =
_c:_n:m de vecteur directeur i +j.
Nous remarguons que x' +y'=z'=0 donc Im ¢ est ing
vectoriel P d'équation x'+ )" =2 z'=0. On sait que

dim Im ¢ =dim U —dim Kerg¢ =3 -1

¢'est la droite vec

donc Img =P.

e

Remarque

D= = | =
L= 05 B o T
=] -

@ ()

Les colonnes de A sont formées des coordonnées de o« vq
—¢ () ) done :

On remarque que gli )=
Im ¢ = Veet(p (i), @ (),

¢ (K))=Veet(e (7).

est le plan vectoriel de base (¢ (7)), @ (E))

313 1" Au lieu de raisonner avec les expressions analytiques
Iexercice précédent, on peut raisonner «vectoriellement
ell)==1, o(F)=2T+], o(E)==Fk
¢ i )=p(=)=1 .
)= +7) =20 () + ()= —2 +:
..1-:__ui|§4__m
Donc ¢2 = idy,, L’ endomorphisme ¢ est la symétrie Vi
‘ensemble V" des vecteurs invariants, de directior
vecteurs v tels que ¢ (@ g = —f
_ : _M.ﬂ_:_:c:,. V" et V" analytiquement. La matrice ae
(7, est

i
A=l Dt G
0 0 -

314

¢ est la sym

1 Le veeteur a(l,
au plan P n_m&
famille (&, M
Tout vecteur v

Nous voulons ¢:
Doaprés (1), y'=
Dapres (3),

Si I'on porte ces




Hemuregue

onnées ¢

7) =" qui ur coord
P g) &' (VI=F qui a pour € g ..
=% (5x =y

| -
|q_l.»lwﬁ_« py+z)

Y= (') = 0
application nulle.

ao'lonr esl I :
5 —p" & pour coordonnees :

k) w'owll
danc

o a) e (7)=

; . :
A y 4 u.|mﬁm,.|.q|~_umnlnk+uuw+

.__ Qv+ y +Z)

o (§) ="~ == (D)

coordonnées de o'( ) sont donc les opposées des |

i

z; en utilis la Formule :
alf)=2w(T) =0 (cf. rappels de &¢

pu calouler Xy, Y.

b e I____\_N Q.__ .q.i__;|q;.ﬂt.___.,=w
. - = =10
id,; c'est I'homothétie vectorielle de rapp:

hyo'calt)=0'

donc o' og

1" Premiere méthode

e Im F=Vect(F( T m_,:n.f :M:
Or F(k)=F()=2F(f)
done Im F=Vect{ (i), F(])).

Montrons que la famille (F(i"), E(f)) est libre :
aF (1 )+ BF(]) =0 est équivalente & ;
all =27 +5k)+p(=2 =2f +Nm.v“_.
— a =28 =
2 -2 =0
~ Sa +28 =0
Donc Im F est le plan vectoriel P de base nﬂﬂw.u, M?ﬂw
o Puisque F(K)=F(7)-2F(]"), on en déduit:
S F(r-27 -k)=0
OB =2k est un vectenr du noyau. On sait que
dim Ket F = dim E - dim Im F=3-2=

<> a=8=0.

Les expressions

(% =2t

coordonnées ﬁe 2

e D'aprés la

donc Im F est

ﬁu\




e t une b
donc ils formen jil
P dans ln gmw..a

ils sont non nuls,
de F(i 41 )etl

restriction f de F @

orthogonatX,
Jant les coordonnees

La matrice de la
<'obtient en calcl
hase B ; -

e ~ o B == F =21 S
F(T + B)y=F(F+F)= p(7)+E(R) =31

t

2(i° __n\u g =1
mm:. _.,_..quEJ.TE._.TE,@

e
nm: 2+ Z+m

- —2(i+ 7 —k).

f(7+7=F)

D'ob la matrice de s

m_._n:,+§uw+m
: :T,L,.|Dn|?wfwi..m.

[
la matrice de = f dans la base B esl

Mat 5 m \v = ﬂ |wv.

[=7+ketT=i+] —k Appelons (X,Y)les¢

Posons I =i :
vecteur # du plan vectoriel P et (XY
PN ,
m_: _,.\_nm F(7). Ona:
foel
Y'=-Y

] . i
donc - [ est la symétrie vectorielle s par rapport a la

vecteur directeur I =i + K, parallélement 4 la droite 3
directeur ] =i +j — k. C’est une symétrie vectorielle 6

T et T sont orthogonausx.

3° Pour tout vecteur 7 de E
=5+

P et D étant respectivement I'image et le noyau de F,
F(3)=F(&)+F(§")=F(#)=2

=hyos ()= s 0y ("),

en appelant h, homothétie vectorielle de rapport 2

Appelons p la projection vectorielle de E sur w

cest-a-dire la projection orthogonale de E sur P. On

de E :

avec D'EP et

7' =p(7)
F _h (] U =h,08 0 P Amu =soh,op ﬂ
F=hyosep =soh,0p.

dong

on

e

317

ﬁaﬁ m&.g ‘

y, 2) appartien

¢ (K)apour coordor

la base C Wmv

@ étant la projection Qm
vectorielle de rapport 3

Si I'une des équations est
Wu\mﬁﬁan Proposé en
Substitution .m.

X424 24 ¢-
Sn



Faisons  les substitutions Ly +—>
ru o M;.a —Ls: .
oy — yhdz W\.%m
4x + 33+ 52 Hm

(S" 2y +2y +2z )
D T v p=k,

-X

Faisons les substitutions

~2¢ =5y
u,.

-
—X <&
-

y+2

(S ) 2y +
-

Faisons la substitution L} — Lj—

a*x + b’y + ¥z =d?
(S) ax+ by+ cz=d
x+ y+ z=lk

Faisons les substitutions L; —— L, —

(a2—¢?)x +(b2—¢?2)y
(S') (a—c)x+ (b—e)y
X <&

Faisons la substitution L{ —> L{— (b +

[a>=c?—(a=c)b+c)]x
(8") (@ —c)x +(1

par suite
par suite




4 | Calcul parycentrique

Barycentre
X désigne la droite, le plan ou H.m.x.u._wnn,
[ associe est noté X.

el L.'espace vectorie
droite ou un plan de X,

Y désigne un point, une
La direction de Y est notee ¥

Définition

Soit (A, @,))icr1,y une famille finie de points pondérés.
s - n

. o Si D a =0, le vecteur V= M «MA, est indépendant
I

F=l

! e Si ¥ o, #0, il existe un unique point G caractérisé par

Le point G5 est appelé barycentre de la famille _ﬁf?... @) )i
Bar((A;, @), ..., (A,, a;;)) ou G Hmmnnﬁfg ;
501t O un point quelconque de X, le barycentre est am&

On note G=

pi1
[
1 — — _ i T -
_ 0G = o M Q.mO}_..
_ M & =1
_.. e |
::2_._-,_ les t, sont tous n\m.-.n:._x A.ﬁ__. non _.___r__kw —ﬂ Umﬁv_.g
isobarycentre des A, : X
Propriétés

 Lebarycentre ne change pas sil'on chatigeFordre Qmm.nﬁﬁwﬂ_ﬂﬁ :

¢ baryce
_ ¢ barycentre ne change pas si on multiplie tous les
meme réel A non nul -

Bar(( A oy :ru = wm:.A_TP; Aa; ;_m:.a._..

ycenlre e n..:

¢ l.e bar
ange pas si on remplace U_:Zm_.z,m 5
nis est non nulle, par leur icenire

coctlicients (propriété «d® associativité» du

> Coordonnées du mw

(0. i ._._1. u.. les coor

g_.vﬁnn?n sont ©

e

— b
FM_ &

r1 Ensemble

Soit Y ~..n§.o§£@ Mmm

coefficients va

o Siles A, sont

e Siles A; ne sont p

On dit que deux
).7 -}.m' }mu Q.ENHN
affine de la droite (
On appelle systéme
(resp. P, E) par rap
A.?_. >M« }wo ? W

tout n:mawcﬁaﬂ
Tmm_u. M

Alors (A, &
admet (e, @y, az)
oy

o)+ a,+

admet

Réciproquement, si

A =

Résultats :



4 | Calcul barycentrique

Coordonnées du bar
A-O i [\ k), les coordor
paryeentre sont ¢

e
M Q_.q.\- ;
4 Barycentre s
‘ X désigne fa droite, e plun ou _.p...__:._nr..
| ! , . vectoriel associe est note N
o) ESPUCe VeuEOnisd ¢ N
Y deésiane an point, une droite on un plun de X. Ensemble des
o direction de Y esl notee Y. Soit Y _4n=m.ﬂa.&ﬁﬁ des
N ents variables
Definition coeffici K
Soit (A, )] une famille finie de points pondérés.
. " o Si tous les /
. E : e A0 .‘ ../‘ : y o g . - .
_. e Si ,/._ \ 0. le vecteur V .I\_ ..3_.). eslt :,:.—n@ﬂ:ﬁgﬂ.. e Siles >_ 50
_ _ . e e Siles A; sont tous d
e S #0001 existe un unique point G caractérisé par s
e Siles A; ne sont pas
N aGA; =0 On dit que deux p
[ =1 At Az As. quatre points
— affine de la droite (A, A,)
[e point G est appelé baryeentre de la famille ((Ay, o ;ﬁn On appelle systéme de
On note G = Bar((Ay, @), ...s (A @) ou G = Bar (A, o (resp. P. E) par ra
. : it (Ai, Agy Az, Ad)
Soit O un pomnt ..__:ﬁ._ﬁ:_:_:__., de X, le _z__‘wr.c:__.ﬁn est Q«.«m”n i tout &:h&ﬂuv._nn ?ﬂuw __
e (resp. M = Bar((
‘ q ” — A\Pf n«dv.. ﬂ?a h«&vw
06 = —— ¥ «OA,
_ ST dli Les coordonnées
‘ ~ £ déterminées A un <

Q..Bm.a.ﬁonm un

Yuand les . sont tous égaux (et non nuls) le barycen
isobarycentre des A .

i

[£53
admet -
Proprictés ey o+
* Leharycentre ne change pas sil'on change 'ordre des coupl Réciproquement
Le haryveentre ne ch . wind .
: ‘eentre ne change pas si on multiplie tous les coeffie AjL As, Aj tels que AAs
néme réel A non nuf - . point M du plan
Bar (¢ v ) - R ] il admet comme
\s HE]), ,::../._. .._Q__:hm__.aw.
. (A1 =x=y),

Cntre ne change pas sioon remplace v_:mmgﬂm..ﬁ.ﬂmﬂmﬂ
vetticients est non nulle, par leur barycentre
coelficients (propricté « d'associativité » du



. Fonction scalaire de Leibniz

Soit (A @) )err.n1UNE famille de points ponderes. La

|eibniz associce est :
P K = R
?‘— = M ngk}.w.

i=1

___ . ’ . .. ..__._
o Si S o =0, quels que soient les PoIas M etilides

(1) jﬁz?ﬁ&.?&%rm

n £
oli © est le vectew (indépendant de M) : © = M aMA,.

e Si N @ #0. Soit G= m.n:‘_“___PT n.....__,.wvﬁ..m:.:.__. Ona:

__u__ _ﬂaru‘ﬁ_eIAM &@d@.
f=1

Les formules (1) et (2) s’appellent formules de Leibniz.

Application

Soit A et B deux points de X, I leur milien :

MAZ+1

I

=

1B’ (théoréme «de la m

WA -

l

-

1 wu

=), soil ¥ Je vecteur indépendant de M : &

0, la f 't 5 % gﬂ . u vm
i | onction g esl constante h._oqwﬁ 2 vi e ¢ ? {
- - ., |

.f:. T3 | . .
sace) __ ; M,_,__:a droite D (resp. un plan P) si X est le pk
-l L4 drotte D ou le plan P est orthogonal a #.

T




Y

donne

J

Zo=1
J_n_. ;
.|.ﬁ.-.tl| .r_qJ._:ll

i " 1
s = o -
vk 41, 2, vy B I} =21

1) . i*affine Z, de G, A I'aide de g et z;, !
réelle X, et la partie imaginai : iy
r.w € L 1 pi € agimnaire M\; d \
- Cagy \\.._ r “n |w._
aque X, et Vi = q|___.

at faut-il choisir n pour que 7, soit réel?

erminer lim X, et lim Y,

i P

(Exercice Bae. C. Cb,::. Session e ﬁ@ﬁuﬁhﬁﬂm

y I &1
de coordonnées (ay. by) et A; de coordonnées {as, by)é
E. on considere le barycentre G de ces points affec
efficients A et 1 — A avec0=A = [. Calculer les coordonnées (X,
montrer que GE E, : :
Etablir par récurrence, sans nouveau calcul, que. si o
i, A . A, appartiennent a E. leur isobarycentre appartient
b On le cas ou les points A;, A ..., A, d'abs
i, ty, ... @, sont sur la courbe d'équation y=x* Déduire 'd8
| suivante
(a, +as+ ... ta,F=nlal+ai+..+ap).

(D'apres Exercice Bac. Paris. Session de remplacement, |

.5%  Dans un plan P, on considére trois points A, B, C non alignés. La ha f
ngle ABC issue de A coupe le coté (BC) en A'.

miner un couple (B, v)E R* tel que :

A’ = Bar((B, B), (C, ¥)).

ippose que le triangle ABC n'est pas rectangle.

juc i g A+tigB+tg C#0. .
T U les trois hauteurs du triangle ABC sont concourantes en ._._
trois points pondérés (A, tg A), (B, 18 B)

ronction scalaire de Leibniz. Applications

ni d"un repere orthonormé (0, 1, J), soit A, Bs Cles |
lonnées respectives (3, 1), (=2, 3) et (1, 0) :

{9 Soit
o S —1.

=1

Trouver les coord

que ¢

G le barycentre des points A, B,

onnées de G,

C affectés des coefficients

Trouver suivant les valeurs du nombre réel k, I'ensemble o

2MA® +%l M=k
50 Trouver I"ensemble des points M tels que :

12 Trouyver I'ensemble des points M ﬁn_m...nww.”....

|2MA + MB - MC|| [2MA - MB - MC].

(D'aprés Bac. E. Lille 1981.)

a.q.vw.r Dans un plan P, on-considére trois points A, B, C tels que
JAB| = 4a. |&C| =30, [BC| =54

(a est un réel positif donn

é).

Trouver I'ensemble des points M de P vérifiant :

TA® + M — 3MC? = 5a*

4.8 Soit A, B, C trois pomts non alignes d

un plan . On pose d(B, Oy=u,

d(C. A)=bh, d(A, B)=c. On désigne par 1 le milieu du segment B, Cl

Quels gue soient les points
paoints.

1o Etablir I'égalité : b* + %nu_rfam:_.
20 A tout point M du plan T on
©(M)=MB?

a) Soit G le barycentre des points
coefficients 1, 1 et —1. Donner ung

point sur la figure.
b) Exprimer @

nécessaire et suffisante portant sur d,

moins vérifiant o(M)=0.

(M) & laide de MG, a : Do
b, ¢ pour qu il exist

3

(Exercice Bac.

P et Q du plan, on notera PQ la distance de ces.

associe le réel
+MC?— MA™.
B, C et A affectés respectivement des
détermination simple de G et placer c¢

_ b, ¢. Donner unc condition
¢ un point M au

. Paris, Créteil, Versailles 1980.)



ﬂmmo_.cdoz DES EXERCICES ET PROBI

o Appelons I, 3, K les milieex respectifs des segment
i1 gl
1A Bl

Considérons les points pondéres (A, 1),(B, 1), (C, 1). M
comme des coefficients est non nulle, il existe un barycentre,
/ité du barycentre, on obtient succes:

M’ = Bar((A, 1), (1, 2), (M, =1))

M’ = Bar((A, 1), (A, 1)).
En effet, le barycentre de (B, 1) et (C, 1)est I et le ba
(M, —1) est Al .
Le point M’ se trouve done sur la droite (AA"), plus pri
du sesment [ A, A'l. Une démonstration analogue montre ¢
au milieu du segment [B, B'] et au milieu du segmen
2 Pour construire M’ on peut également associer les trois
(A, 1), (B, 1), (C. 1) ce qui nous donne, en appelant G |
sle ABC :

T

M’ = Bar ((G, 3), (M, =1))

j ==

c'est-d-dire GM' = IMQK.

['application [ : M —> M’ est donc I’homothétie de

l
rapport

b |

4.2 M est le barycentre de (A, a), (B, b) et (M, m), on a

(1) aM'A + bBM'B + mM'M = 0.

I“cas: a+b=0

Lo égalité (1) devient a Am_ﬂﬂ .7_4__—...|w-.v i :...?—|‘?mﬂa

d ou M AT




4.2

4.1

‘B
1" ols wﬂ_ya.ZHhHm

RESOLUTION DES EXERCICES E

o Appolois 1yJ, Tl HRHEEE respectifs des

(A, Bl
Considérons les points pondéres (A, 1). (B, 1), (C, 1, (
comme des coefficients est non nulle, il existe un barycentre
Pur associativité du barycentre, on obtient successivi
M’ = Bar((A. 1), (1, 2), (M, =1))
M’ = Bar((A. 1. (A", 1))-
En effet. le barveentre de (B, 1) et (C, 1)est Tetle!
(M. =) est A.
Le point M’ se trouve donc sur la droite (AA'), plus p
su sesment [A. AL Une démonstration analogue montre qu
lieu du segment [B., B'] et au milieu du segment [ €
> Pour construire M’ on peut également associer les trois pr i
4. 11 (B, 1).(C. 1) ce qui nous donne, en appelant G le
ju triangle ABC : ol
M’ = Bar((G. 3), (M, =1)) .
¢'est-a-dire GM' = IWO?—.
2
i { M —= M est donc I'homothétie de

: aM'A + bM'B + mM'M =0.
< a+ph=»0

egulité (1)devienta (MA - MB)+ a.g.m Nm




4.4

i 27 e O en utilisant la continuité des fonctions sinus

Formons la quantité © Y — X2 :

’

apparit done bien que : GE E.

; mw. zoZy =1 .
amime 2 v 2 cos n o bt ] {
1 08 ms.-v. 3
1 - e:ﬁ q c el
b .
o 2m
1 —2q cos — +4q*
n
ye [acor inalogue
%' = _Lmﬁ Jo Lo I Vn_lnﬁ
2 2 M—gz, 1=4% 2t M=g nm(
o 2
e 7, =21 il ===
n
(= ,..m_._le.
. q)q sin—
¢ 27, .5
| —2g cos — ¥’
n
21 On u les équivalences suivantes : < AN

7, réel <= ¥Y,=0 <= p=2

27 :
ad i tend vers Uinfim, = tend vers 0, done cos
H

: (1 =g
ol v __:... > Y =204

lim Y, =0

z=1

L égalité OG-~ 20A, + (1~ A )OA, montre que :
X =xay +{1=A)az
Y=aAb,; +{1=A)D%

Y < X* = Aby 4 (1 =4 )by~ A2at = (1 = & Pad = 2K (I
alt que - by »al et by al, A =0 et | —A =0, don s
Yo XPm(a < ahad+[(1=a) -~ () = A ]ad = 280 =R
Vo XTEAC = A ) af o ad - 2a,a5) = A0 = A Xay —da)

aj) Pour n =1, Iy propnete souhaitée est évidente.

ulte de la question précédente ﬁxf.r.b. A= Mv. .
2 !
__ woms [ propriété vraie ay rang n (no= 1), Soit Ay, Agy cen
_:.._:__.. e E Ly leur 1sobar veentre et (3 .mﬁang0°ﬁg " .

1 L)) P
) ecibivite « du barycentre) que

G Barl(G, my, PR )

Remarque

Cette inégalité est

En




44

e —————— e e

7 =1 coF T BT -
et comme Iy + &9 = 2 ¢cOS S 3 212y . :
__uﬁﬁ_lnnom v
3, G =i .
[—2q cos—+4q
n
De fagon analogue :

o 2 2i M-gz 1=d% 2i M =gilzy=
: o 2T
et, comme 2y — %4 = 2f sin Br
- T
(I—g)asin—
v - n
A T .
| —2g cos — +g*
n
30 ) On a les équivalences suivantes : w = Al
7, réel <= Y,=0 <= n—=
S i . ",
) Quand n tend vers I'infini, = tend vers 0, done ¢
im - sy o a e
cin == vers 0. en utilisant la continuité des fonctions sinus et
fnl 5
z 1—a) .
D’oil : i X (I=lad =1
e — — NQ -+ q =
lim ¥.,=0.

n-—» 4=

1* L'égalité OG = AOA, + (1 — A )OA, montre que :
—XH\E_ +(1 = A)as
Y=Ab, +(1=24)bs-
Formons la quantité : Y — X*
Y - X2 = Ab, + (1 — A }bs — A2a?— (1 — A a2~ 20
on sail que : by=at et hy=a3, A =0et [ —A =0, dlob
Y =X =k - A% ad+[(1=2) = (1= A)2]ad— 220
Y= XT=A(l = A)a? + a3 - 2ayaz] = A 01— A )@y — 4
Il apparait dosic bien que : GEE,

Y ) L : . ,.
<0 @) Pour n =1, la propriété souhaitée est évidente. Po

resulte

de la question précédente ?a‘.nn A N._.v
2

b e S ;
__ __w.__:..;:.: lia 1::.: 161¢ viaie au rang n (n=1). Soit }7 g i
._. g ?”_:? de E, G leur isobarycentre et G llisobaryes
P n sait [« associativité » dy barycentre) que

G = Bar((G', n), (Aass 11

Remarque
Cette incgali

4.5

ou




wre alors los roks poInts ponderes (A, g A ﬂﬂ
T e 1g A + g B+ tg C éait nulle, le vecteur

U te AMA + 1w BMB + _mmmmﬁ
enendant de M. En plasant Men A, o 4
, Vo BAB+ 12 CAC=(z B+ m.-g.
< ihogonal & BC, on verrait de méme que ¥
~mple, ce qun est absurde. i
s pondérés (A, tg A) (B e B) »n..@mw
associativite, on a !

H = Bar({A, tg A) (A 2 W;+~w mwv

ppartient & la hauteur (AA") On

itres hautewrs.

¢s coordonnees du barycentre sont:
Px3+1x(=2)—1%x1 3
211 2
3 .;l_xm|_xorm.
2+ 1=1 p
ion scalaire de Leibniz a montré que
NG = (24 1 — 1) MG+ 2GA>+ GlE =
ver immediatement en &crivant : . :
2 (306 - GAF + (MG + GBF —(MG-
_ MG + 2GA® + GB® — GC* +2MG

o

el

1
|

= 25
Donc : IMA*+ MBI -MC=k <> MEH9+ =
k—15
s MGPR=—
'
k<15 I'ensemble cherché est vide.
ab k=08 Pensemble cherché est le singleton :..w.

k 15 Pensemble cherché est le cercle de centre (@ €t

k 15
whion analy e

MAT S MBT - MO <2 (e - 397 4 (y - 1]+ [(x # 2P
-l

274 2y —6x — 10y +32




le passe pat B, en effet )

<> [MG]=%
rayon 9d.

srcie db ouitie- 08 Shds :

MG 81a“

i cos A =0, cesk

19 On peut écrire : /

(=] (4
) . = W ‘ 4.8
WA + MB - MC) - 2MB |u§|~§WﬂMwmw. o NS
)'Wruﬂnlawm.flﬂlwl.w»lﬂmu o :
S EAr+ IR 495y,
m En ajoutant, on obtient : 1B,
i
/ b2+ et =0AP + T2 L 00 Lo [
| e (R
o =PAIF—_.
0 )
ST g - 2% a) On sait que, pour tout point M du plan ) on 4 -
f ==l 7 MBE+MC-MA=MG
_ _ ' en plagant le point M en A, on obtient :
| __ Mnm..—. Qﬂﬂl@.
i autrement dit, G est le quatrieme sommet du parallélo L 08
i = .|.|J||_.r. A B &LC) AT Eramme canstruit sup
h o e T :
} y |
i X |
_ “ _
C " _
I 3 3 |
1. 0B, 1), (C, =3)admettent un barycent
tout point M du plan P :
IMC MG? + GA? + GR? = 3GC~
|
<> MG2=GA?+GB?-30C -S4
: T : 0 & h) On a:
ennnt CA (B GO en _::n:_ﬁ_ -._ume.?_—.q «.:(:nH§+@ﬂwuu+_ﬂ§+@3ulna+@ﬂﬁ
ment la Tormule (1) avec M = A, ' \ 4 Zou+%m+mﬂu iau‘_va.ﬁ.ﬂlm.._.gnlmﬂ.u
= > . = MG* + ¢(G)
G+ GA? + GRB? - 3GC? = OB - 3608
A o . T3 FaYal] o T =) 2_apay Yot~ g?
_"q. . rf. ____.. &l ; GA? - 3GC GB?=AC2 =0, ﬂuu>wunn~_udﬂw|ﬂa 2874 2¢
3CG* - 3(GA? + GB? -3GC7) doi - pM)=MG? +a* =b*=c"
rahites, on oblient On a done : : 5 3 3
x ; 2_htte"—d
_ GA? - 2GB? + 600 (IMES)eM)=0 <> Ezmw &m%wa
b : iB* + 6l Al . e =l
B 4 3AC2 4+ IBCE un tel point M existe si et seulement si
I % Q9aF + 3 x2S : mﬂ-hu 2 (e
{ i a Remarque % La condition PRt ot =0 est done Hn_sﬂé_naw
- - * ey ca - u L
On sait que a° = b2+ et —2he cos A e s ) triangle ABC &1 ey

A-dire nu fait que {'angl

91




o Déter|

5 | Applications 2
= N . Théoréme
Soit O et Of
—— 11 existe une
&.n.ﬂﬁoa.ﬁ..ﬂu
NEmes notations qu'au chapitre 4. s il ..—...*—gﬂmah
L lications affines solt (An g e
o1 App 2okt |
_ [I existe une
Définition
application [ de X dans X est affine si ef se
sme © de X et un vecteur b tels que :
) (vieX) f(7)=¢(D)+b.
f(V)=¢(¥)+b.

Exemples
e Tout endomorphisme de X est une application affine (b

—-

.\.__Jﬂ..__n:p:r..z constante de w dans X est

sme nul).

o - i

> U + b, ot b est donné, est aff

e Touteapplicationt : ¢

Définition
On dit qu'une application : M —> M’ de X dans X est
seulement s'il existe un point O de X tel que I'application =

de X dans X soit affine.

Théoréme 1
Une application de X dans X est affine si et seulement $'il 1.»
de pomts homologues (O, ') et un endomorphisme ¢ de X
que soit le couple de points homologues (M, M’) :

OV = ¢ (OM).

Théoreme 2

Une . » & " i
L e .:Jﬁ.__(&—_:: F_ﬁ. y »_m:.._r X. est .n——.%—ﬁ—ﬂ sl Gﬂ ma:—oaﬁa mvﬁ—_

endomorphisme ¢ de X tel que, quels que soient les cou
gues (M, M’y et (N, N') -

%1} AT

M'N'= ¢ (MN).

Définition

. flisme intervenant dans les théoremes précédents e
pelic endomorphisme associé a [ ou encore partie li ,




b

jications affines injectives, surjectives, bijectjy
Appl [

Théoreme .
affine de X dans X et ¢ son a:aoﬂc_ﬁ._ﬁ.m&;
intes sont équivalentes :

(2) f est surjective

(3) f est bijective
(5) @ est surjective

(6) ¢ est bijective,

n des applications affines

deox ._.jﬁ:r.:.:...:_f affines de X dans .xu Q.Gﬂ_aoaﬁ

o o f est une application affine de X dans X d’endom

tions affines d'un espace affine X, 'munj
ications, est un groupe.
¢ le groupe affine de X.

Translations affines

| vecteur donné de X. On appelle translation affine #; de vex
plication de X dans X qui & tout point M de X associe le point M“de

MM' = L.

.

lomorphisme associe ids.
sotent les points M et N d’images M’ et NG

—=

M'N' = MN.

_... - |
Fomnts mvariants

daucun point invariant.

= iy

l | . B r . -
ous les points de X sont invariants.

pétermination analytique
Soit X = E, rapporté au repere (0,7, ], £). L'application
fo Mx, ¥, 2) = Mi(x', g, 2)
cst une franslation si, et seulement §'il existe (x,, y,. 20)ER tel que :
xX'=x 4oy ;
¥ =gty
z'=z 4z

e groupe des translations

| 'ensemble @ des translations muni de la composition des applic
un groupe commutatif. C'est un Sous-groupe du groupe affine de X

1 Homothéties affines

Définition
Soit 1 un point donné de X et k& un nombre réel donné non nul.
On appelle homothétie affine de centre I et de rapport k I"application de X
dans X qui a tout point M de X associe le point M de X tel que :
IM' = KIM.

Théoreme

Soit f une application de X dans X et k un réel différent de 0 et de 1. Les

propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est une homothétie affine.

2. [ est affine et d’endomorphisme associé I'homothétie vectorielle de

rapport k. : .

3. Quels que soient les points M et N d'images M et N
M'N' = kMN.

Points invarianis

Stk # _,. I est le seul point invariant. : AP
Si k =1, H(l, k)=idx : tous les points de X sont invariants.

Détermination analytigue
Soit X = E, rapporté au repere 1057, f, k). L'application

f i M(x, ¥, 2) > MU, ¥, 2) Wi,
est une roaoﬂrmzn affine si, et seulement 5'il existe (Xos Yo Z0)E )
non nul tels que :

==k X
y' =ky + Yo
z'=kz + Zo-




1 ____—JA q_ﬁ-f —dﬂ- .
mothétie
s de ce
ntre donné
né
projections affines

oy de
les homothéties de
des diverses

est un g .
EfOupe commut e .mﬂn.:::_

centre | muni de la
poite *

A atif. Cest un sous-

I« gFrou -
pe des homothéties et translatio
. | ns
emble des homothéties et tr

Tainl Z
pplications est un groupe. anslations de X muni de la

C'estun s B
ous-groupe du | !
Zroupe. m.mﬁ;
¢ ﬁ.ﬂ

Projections affines

II
o
¥

- {0

p est la pro jection de X sur D
parallélement a 7z

Pour 1I'é » g ‘0 1 T1
notal _:r_r. P__l Pre :l.n.w:C_Jf fw(‘:_mﬂ ,ﬂ.w et h—HM—.ﬂ—_—.m nous =~
notalions st & = n ) . (211} : :
cncor VJA __/.- intes J\ ».—PJ:._JQ u _UP uw._m Ou une QH.QQ.G un w ;
COTt -4
ntie fnu: J\ — 1 n__ﬂnln!:o: Pm@ AN O._. N un s, .
i £, —vhw ?N’E

/.. L5 umé droite D _ M esl une ..):c:m
| vectariehe (7 =D)

dans X Etant donné u

. n point M de X, on a

plan ou I'espace passant par M et de n__qmn:cﬂvm:mONz le po;
singleton. - On sait ....E.o )

Définition
appelle projection affine de X sur Y de direction Z (ou paralle

R&._.n.:_o: de X dans X qui a tout point M de X ass0
intersection M" de Y avec Z.,. Le point M’ est encore caracte

" deux conditions suivantes : .
ol

J
{1

p estla _u_,Emr.;cs de X sur P

@ nP M est une droite
parallelement aZ

¥ est un pla
_ vectorielle (Z¢ P

7 est un plan
vectoriel (DZZ)

f

M’ E

p estla projection de X sur D
parallelement Al

=

Y est une droite B

|

m
m <

=Z.

=

p estt application constante

M sur Y parallelement aZ. Y s'app
M— A

On dit que M"est le projeté de
de la projection.
jection est ot

| orsque Y et Z sont orthogonaux, on dit que la pro

Symétries affines

Théoreme
4 7 est une ¢

n vectorielle

parallelement
Définition

affine p de X sur Y
est la ?.Eon:o

phisme associc e
( ou parallelement a

{. La projection
e le point M’ tel que

Jfiine dont 1"endomor

__.1.___7:._._.:...___— M \ ., H
affine de X dans X vérifiant p~=P:

On ;E:.:n symétrie affine par Evﬁc: 2 Y de direction %
M:. I application de X dans X guia tout point M associ
p(M) soit le milieu du bipoint (M, M7).

2. p €St unc application
Do oot par ) @SEIKS
3. | ensemble des pomts invariants par f :
. " On dit que M’ est le symétrique de M par rapporta Y ﬁmE:QmEaEJN
Si¥e » droite, Y s tral Y
Theoreme 5 + uncH Gt ._.ﬂwﬂnﬂ_p_?r;:;_.rﬂ Jﬂa s'appelle I'axe dela symétrie. Dans le cas géne
arifi - NG * base de la symétrie.
ine » X dié vérifiant p° =P es P e y
ne p de X dans X .__ Y = {A} et Z = X, la symétrie est appelce muanq_m centrale de centre Aou
Encore symetrie par rapport au point A. (est aussi I’ rom._o_..:m:n de centre A

oute application afhh

el r_ﬂ. ﬁ.:maﬂ..._: |___

f_ N . -
Y et Z sont orthogonaux, on dit gue la .é_.:m:.,m est orth
wrie est dite axiale.

S1Y e
i Y est une droite et ¥ et Z orthogonaux, 12 symé
97

ogonale.



-~ i

Theoreme

1

symetrie affine § par rapporta Y parallélement & Z est.
e dont I'endomorphisme associé est la symétrie vectopie

Y parallélement a Z.

2.« estune application affine involutive de X, donc une biia,

3. L. 'ensemble des points invariants par s est Y

Théoréme

l'oute application affine involutive de X est une svinétrie o
ymétrie E

L

(lassification des diverses symétries affines

Si X est Ia droite :

Yy =X | 7 - {0}

Y ={A} Z=X

s estla w%.Smim.
par rapport a A

Si X est le plan :

s =id

Z est une droite
vectorielle (Z # D)

s esl la symeétrie
a D parallelement

|
-

Y ={a} Z=X s est la symétrie
par rapport 2 A.
¥
-
“
Si X est I'espace : :
y=x Z={0} s =idx
Y est un plan P Z est une droite s estla &Bm& u&u
vectorielle (Z ¢ P) 3 P paralleleme .

Y est une droite D Z est un plan

vectoriel (D7 7Z)

_
|
_
f—— =

{A} Z=X

s estla mw,Bmﬁ..ﬁ m,ma
a D parallelement w.@

5 est la symétrie
par rapport 48 s

el

-, Affinités

finition
coit k un réel Qo._..um. . .

On appele e Eﬁ_u.oz aYde n__:wn. tion Z (ou parallélement 3 Z ) et
k Tapplication de X dans X qui & tout point M associe le .uems- M

pé

de Ha_:.:.m
teh Qi IM'=kM ot I=p(M).
G Y est une droite, Y s appelle I'axe d"affinité. Dans le cas général, Y estla

de Paffinité. Si Y et Z sont orthogonaux, on dit que I'affinité est

[rasi
rthpgonale.

0. on retrouve la projection de X sur Y parallélement a 7.
"¢~ 1. on retrouve la symétric par rapport & Y parallélement & Z.

Sk £0et Y=1{A }, on retrouve I'homothétie de centre A et de rapport k.

o | K

Théoreme
Toute affinite est une application affine.

Points invariants

I'ensemble des points invariants est Y.

Sik#1,
|, tous les points de X sont invariants.

St k=

— ENONCES DES EXERCICES ET PROBLEMES

Applications affines

- -

a1 oo MRy 2 & i >
SO0it dans Iespace E rapporté a un repere (O, i, j, k), les points :

AL, 0, 0),
A2, 4, 1),

€016, 108 Blias 1)
Sk il P B

B(0, 1, 0),
B'(2,2, 1),

lontrer qu'il existe une application affine f unique de E dans E telle

ale ¢

(A=A, f(B)=B, f(C)=C, fD)=D.

Y0

I"application affine f.

e
T =

Soit p

M'(x!, yry tel que ;

(1) *H~Hn+w|~
yi=x—y+2

20 Calonli : 5ol ; .
tculer les coordonnées x’, y', z’ du point M’ image de M(x, y, z) par

u . " @ o ~ e ;s gt b
__:_:,:..._h plan rapporté & un repere cartésien (0, 7, ). On considére
4lion f de P dans P qui associe 4 tout point M(x, y) le point




Montrer que [ est une application affine bijective. Qugly

norphisme associé a [ dans la base (i, )7

e

2 Chercher les points invariants par 1
3 Sait D la droite d’équation ax +by +¢ =0((a, b)# (0
ner B'=f(D)

Ouelles sont les droites D paralleles a leurs images? F@w 5
. f (cest-a-dire telles que f(D)=D)?

nvarmanies pal

On considere le plan P rapporté au repére (O, 1, ). Soit f, 4 I'ap
s P qui transforme le point M(x, v)en le point ?Ek.-.w \

;b S a
% X 3 i dE 3 Y

;@ =k g

y 5 X > v

sant des constantes réelles données. Soit
F ={fun: la, bYERE),
1* Pour guelles valeurs de a et de b, f, , estelle bijective?

ou a et h

2" Maontrer que la composée de deux éléments de J est encore
lorsque f, , est bijective, vérifier que f,', appartient & 7.

4
1

i Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que les poin

M" smen _:...I.:n..f.

4" On supposé a #

0. b #0, a #b. Quelles sont les droites D du pl: -

“

On considere I'espace E rapporté & un repére cagtésien (O, i ..wv. Mw
| . ine de E dans E telle que f(0)=0 et d’endomorp!

e(N)=F, el(l)=k p(k)=L
I* Calculer les coordonnées x', y', z' du point M’ image de 223_
par |
' Montrer que [ est bijective.

3 Déterminer 'ensemble des points invariants par [.
1" Déter

er les plans invariants par f.

Determiner les droites paralléles a leurs images, les droites invariaf
par [ s

YO 07 Jestun repere cartésien du plan P, I" est la courbe d'équation

oy -2y -x+y=0 dans (0.0 )

: . : o T

1 On definit la transformation f de P qui a tout point M de ncoaaﬂ_. 1
dans [0, 1, ) associe le point M’ de coordonnées (x', y7) dans:

Tic :r._X..__P. (R0

x Sx 2y =2

yi=2x +yp-—1

(5

7

~4

ne bijection affine laissant I globalement invariante.

est U 2
ylontre? wamhomnﬁ de coordonnées 3 et 1 dans (O, 7, | ). On définit la suite
40 Mg €St £
(M Jne® (vn €N) My = fIM,).
par (vneEN) M, eT.

?.._ﬁ._.__ﬂn_

.y le couple de coordonnées de M,,. Montrer que (x, ), ep €t
O note (Xne 37 ites strictement croissantes d'entiers naturels et que :

J deux sul
o, sont

lim Hz“:_a Y == e

-+

(D'aprés Bac. E. Bordeaux. Session de remplacement 1980.)

Convexite

it qu'une partie S de I'espace E est étoilée par rapport a un point A de
On dl

- (YMES) [A, MICS.

gu'une partic convexe est étoilée.
montrant que la réciproque est fausse. . .
20 §oit § une partie toilée et C I'ensemble des points par rapport auxquels
m est étoilée. ¢'est-a-dire :

. c={AES; YMES [A, MICS}.

Montrer que C est convexe.

Donner un exemple
1° Montrer

Soit €, et C. deux parties convexes du plan ou de 'espace, A un réel
donné. A €10, 1]. Montrer que 'ensemble

C ={Bar((M;, A), (Ms, 1 =2)): M;EC,, My EC,}

€51 convexe.

Translations. Homothéties

On sait qu'une translation, ou une homothétie transforme toute droite en
une droite paralléle. On se propose de démontrer la réciprogue. Soit f une
application affine de X dans X (X est le plan ou I'espace) transformant
toute droite D en une droite parallele f(D)=D".
1" Démontrer qu'il'existe au moins deux points distincts A et B ayant pour
Images respectives deux points distincts A’ et B'. ”
2" Démontrer qu'il existe une homothétie ou une translation g telle que A
€U B ont pour images respectivement A’ et B'.

" Démontrer que, pour tout point M n’appartenant pas la droite (AB) :

s f(M) = g(M). e
w. _ﬁvnﬂo::ﬂ que, pour tout point M de la droite (AB) f(My=g(M). i
ar suite f = g - e



ur D, de direction le noyau

—._Ou..ﬂn_n.wOﬂ P dePs

. 5 B . aement lap
.MWWE_ E I'espace, H(I, k) une homothétie de centre 1 (ytigues ' o homothétie de centre let
: la translation de vecteur . peH= H o p, H étant un
I* Démontrer que I'application de E dans E : I %h..wc_ﬂ_.ow_n:_nnw.

f=1;oH(I kot

I

est une homothétie dont en determinera le centre et le
2% Démontrer que ['application de E dans E : :

ini 1 ment
i _ Définir analytique
A m.on et la symetrie §a par

i Ames qu
r=H T. Jv I : a5 MEMES = ent
g 7)ot o HUL k) i E_:_ _w..%nc: 5 P parallelem
3 . par T4p 4
est une translation dont on caleulera le vecteur en fonction de {rie 81 ..__.u:mwnﬂ_m_.: 3 P.
de. [ paré
1

- 7 7 k). On considere
ore 1~.ﬂﬁm.—ﬁ—xwho.ﬁo.—- = -ﬁ
43 un repere ca 3 M Hw associe le poin
ace rapporte E qui au point M(x, ¥,
: de E dans q
/ de g :
- A1 arl -
_,,m_;r:_.:_u ’.,Hm».l.ﬂ,vn._.m
} yi=2x—y+22+4
i v

Projections affines

Dans 1'espace E rapporté i un repére (O, i L.... mu SOit
. o 1 ™ B 2

d'equation : x =3y +z —1=0, |a droite D contenant le Poin

et dont un vecteur directeur est (-2, 1, 1). 3

:tl

k.

P
-

es éléments caractéristiques.
assant par le point A(l, 0, 1) et de

™~

Définir analvtiqguement la projection p de E sur P parallélement.

projection g de E sur D parallélement & P. {7 Donner S

e de
jo Nature © .
9 le est I'image de 1a droite p
2° Que e

vecteur-directedr vi2,

; y =0
age du plan d’équation x +y — 3z 1 1 =07

5.11%= Soit E I'espace rapporté A un repére cartésien (O 7, f, £). 0%
I"application / de E dans E qui associe i tout point ?.R.«.. s h

M'(x', y'. 7') défini par :

3¢ Quelle est I"im

", . k). Soit f I'application affine

A s I E . »ds s
ﬂ y'=—2x +.,N,L.. —1 _ m._m\*\mo% m_,_ ”.,._,_M,.:%_“ pmmm_ﬂw_._%MWWMM@PMO“.&%::@@M. (x, y, z) associe le point
~ 2'=~2x—yp =1 %_w r_h:___ _?__ coordonnées (x's y'.z') sont .
1" Quelle est la nature de f? Donner les éléments qui la caractéri; & X ==Xy
2" Quelle est I'image de la droite de représentation parametriq % y'=-2xty+z+12
- lzr=e+a,
y=2+A4 1 Démontrer que 'endomorphisme ¢ associé a f est involutif; le
z=342\ . déterminer.

2% Quel est I'ensemble des points invariants par [?

¥ S0t g la symétrie affine d’endomorphisme associé @_qui_laisse
Ule point A0, 1, 2). Soit ¢ la translation de vecteur 2§ + 4 + 4k.
erque f=tog=gof,

3" Quelle est l'image de la droite d'équations :
x—l=y=2=7—3

4% Quelle est I'image du plan déquation :
e =y— 2zl = ()

(D’aprés Bac. C. Dijon 1980.)

5.1Z7 Un plan m.u _p\.::: rapporté a un repére (O, i, j ), soit f H.mﬂu.mnﬁ.....
dans P définie analytiquement par : Aff
Alfinités
(1) ﬁ_..,.l.m.p.l..fclm .
: y'=8x —4y — 1. 16 Les nog tions sont les ma 0 i ,
1" Démontrer que f est une application affine et déterminer la Vaffinitg I de base v ﬂaﬂwv i _Mxnnn_oo - Ummunﬁﬂ.vz_. Dﬂw—u\r e b
on endomorphisme ¢ associé dans i Baca T.U a.lv‘ formules tr ,. ¢ P, de direction D et de rapport k donné. Vérif r les
> Touvees dans les exercices 5.10 et 5.13. |
- b

2" Démontrer qu'il existe un point invariant 1 unique par f.

: i ST mpa o
Démontrer que I'image de P par [ est une droite D. it g

ﬁ.a.‘; - . P A = [
M,EJE_n::cﬁhwmmﬂ:mﬂwvwcqﬁ a un repére (O, ._1. Mv. On cons
© £ dans E transformant Je point M(




s %

Soit E I'espace, H(l, k) une

& la translation de vecteur #.

I" Demontrer que I'application de E dans E :
f=t.p

est une homothétie dont on délerminera le centre et e 4

2° Démontrer que |'application de E dans E :

o=H

est une translation dont on cale

Projections affines

o
510~ Dans I'espace E rapporté a

d m: x =3y +z—1=0, ladroite D contenant le point

et dont un vecteur directeur es

Définir analytiguement la projection p de E sur P paralléleme

projection ¢ de E sur D paral

5.1 Soit E 'espace rapporté a un re
Iz on [ de E dans E qui
M'(x', ¥, 2") défini par :

I" Quelle est la nature de f? Donner les éléments qui la nﬁ.mnﬁ.-.wnﬁ.\_

2° Quelle est '

—... I +23
p=
_, =3 Hw\,

3" Quelle est '

¥ — 1=

1" Quelle est I

I —

5.127 Un plan P é

on endomorphisme ¢ associé da

2" e

Démontrer que I"image de P p

Dt L L

ge de la droite d’eéquations :

age du plan d’équation ;

ntrer qu'il existe un point invariant I unique par f.

homothétie de centre 1et de r.

o H(I, kot

_.
T.m\_i_._oz:.f

ulera le vecteur en fonction de 7

un repére (0, i, lml. h.v. Soit »K

t (=2, 510
¢lement a4 P.
pere cartésien (O, 7, [, k). On

associe a tout point M(x, Yoz

2x —y +3z —1.

R e
=2z +2=1

it rapporté a un repére (O, 7, j ), soit f I'applicatior
dans P définie analytiquement par ;

0 «.,._.“m» =4y =17

y'=8x—4dy -1,

Démontrer que [ est une application affine et déterminer la ma

ns la base (7, j).

ar f est une droite D.

5,16

sfinit _.._au_z___a_:r . mothétie de centre fet
(s [=2 o H = Hop, H étant une ho

er que f - i,
5° _unzd,“”.__:M:n ["on calculera
E U
de rapP

. . affines 5k alvti

qymetries e u'a I'exercice 5.10. Définir analytiquement

20 Quelle

ot I'espace Tapporté au repére (0.1, f, k). Soit f I'application affine

p de Psur D, de direction le noyat

< sont les mémes € D et la symétrie 53 P

allé ta
o+ 5 P parallelemen
ar :_Euw:_ M__ P. P

; 3 un repére cartésien (0,1, Fik): On nn_u_._..._””ﬂ“

e rapporte = i int M(x, y, z) associe le po
. {tespace rappe jans E qui au point s ¥
ion [ de ._n f.
o0y défim par -
- gh) Ak H.”MH.|{_+NL|N
yh=2x = +22 +4
.N__ = —x+y— 2.
{e [? Donner ses éléments caractéristiques. E
e 15 :
s ¢ 'image de la droite passant par le point A(1,0, 1) et de
es E

= 9
recteur (2, 1, 3)? ! o+
e du plan d’équation x +y —3z + 1=07

vecle
37 Quelle est I'ima

2ail B » 1 1
.,_vw:"{. dans E qui, 4 tout point M de coordonnées (x, y, z) associe le point
de Fids L qui,

M’ dont les coordonnées (x', ¥', 2') sont :

=== oyl
yl==3xy 4t ywt7 +2
=z +4.

[* Démontrer que I'endomorphisme ¢ associ€é a f est involutif; le
determiner.

a8

2" Quel est I'ensemble des points invariants par f?

A7 50it ¢ la symétrie affine d’endomorphisme associé ¢ qui_laisse
iny Lle point A0, 1, 2). Soit ¢ la translation de vecteur 2i +4j + 4k
Ve Tque f=ftog=pgor,

(D'aprés Bac. C. Dijon 1980.)

Affinités

Les not

._M___.:m,, sontles mémes qu'a I'exercice 5.10. Définir analytiquement
b 3 _ﬂ.. ¢ base P, de direction D et de rapport k donné. Vérifier |
7> ouvees dans les exercices 5.10 et 5.13.

Soit | | =

_,:nu:ﬂ:_%hﬂﬂwn ﬂwwmoqm a un repere AO..? u.t, Hw On ¢
¢ J de E dans E transforma le point M(x




n

défini par qu'il cxiste deux valeurs de k (notées k' et k") telles que la suite

.,: _‘.

_(:_::: cN. soit mmon_oﬁ_n_zo‘

op 55—yl ELEE k"y, a l'aide de n. En déduire x, et y
n n-

"l limites de X, et ¥, quand n tend vers +=. Calculer la limite de

‘.,...:. dy 4% —
_,a.fq.,_.._#

L Z v+ 2y + 1,

£ = 3V ]

I'ensemble P des noi L = arifi
des points mvariants, uand n tend vers +« (on verifiera x, #0).

g

" appelle G, Uisobarycentre de Mg M, ..., M,. Caleuler les
ées de G,. Quelle est leur limite quand n tend vers +%?

et b sont a nouveau quelconques.

ner I'ensemble des points M tels que O, M et M’ soient alignés.

jue le vecteur MM” appartient & une directio

8 _.,.: de Pet de la droite passant par M et dirj a._xm :

es vecteurs IM et IM ', En déduire que f est ::M_mm_w%_u@
: _ﬂ_mﬂm

coordonn
.J__ 51 .— Ah
pétermi

wce et B sa direction \ontrer que, pour b + 0, cet ensemble est la réunion de deux droites D, et
un endomorphisme de E vérifiant : D, sécantes en O,.U_ erant a__:mma par w_n_. =1 ctDypas &y =4 .
Vit EE o (i) +ela) .q = Ouelle est 1a restriction de f, » a Dy? a Bs?
. Nie= i) — = 2 Sy 5 = .
On pose > By=tG el iy = e A ;) On prend le nouveau repere (0, &,. &). Montrer que, dans ce repere,
_ selu)=ay ot E={lcB g ()3 expression analytique de fa o €SS
lrer que mm_ et _1 sotit deix s ¥4 e Nﬁ\:. vﬁulu_nb rl@v.x
. X Sous-espaces supplémentaj = i |
'n se propose de deéterminer toutes les applicats - 4 simpi
: €s applic; o : ] LI AT )
25 “tout M de E, M soit |e :mﬂaﬂ._;m_o:u,mﬂ_:nmw de E dans 30 Pour quelles valeurs de a et b, fa.» est-elle involutive? Dans chaque cas
" T e [ fiM), FAM)). Soit f trouvé. indiquer la nature de [, » et préciserses &léments caractéristiques.
i

) Soit M, st I, = Bar( : : ille. Sessi " 979, partiel.
f(1.)? et ly = Bar((M,, 2), ( f(M,). 1)). Que peut-onidiy mﬁ_ (Bac. C. Lille. Session de remplacement 1 partiel.)

Ul n_q == _“:_a _ ._ _u - Lot
O 5
1 1 re c E1¢ 101 W Isme & PT\ m 4850C1E a .\-

Soit P un plan rapporte au repere (o, 1, 7). On note P la direction de P.

I Montrer que f est une affinité. 5.20
A. Soit f l'application affine de P dans P qui au point M(x, y) fait
correspondre le point M'(x', ¥") défint par :
ﬁy =3x +5y
w.ﬂlm.ﬂlmmtm.
Révision 19 @) Démontrer que f admet un seul U&:ﬂ?ﬁimﬁ. .
b) Quelle est la matrice, dans 12 base (77 ), de I’endomorphisme @
Le plan (1) es i d associé a f? {
¢ est muni d RS e e ! S : . -
I"application affine f b M_P”__:___Mw.ﬂ.ﬁm .f_:.......u_r: (O, 1,j). On considére _ 2¢ Quelle est la nature mmo_.:m:.wn:n de Dapplication f = o f
. ' dalsse 1NV - . % i 1 § Fis i o
ass0cié a pour matrice - nvariant et dont l'endomorgui ey Caractériser f*=fofefof.

B _ 3 Soit M un point quelconque de P; on 1O(E -

Bl My = FOM); My =feM; M =f0%)
d _;__‘_n_..r,:y.c (7, ). Tout point M de coordonnées (x, v) dans le repere , Démontrer que _.mwc.oﬁwna:.:.m awwzw%m:n points M, M.
Rl M,,..:_cw::w.:_., _EH__.ma.,, .?_M_ﬂ u_..__,_._.q:m_ M . v _,“m. GOOHLC:.:.mn.w. H_ X' .«.._.. i MMMUMMMM”“._ nw.m_.wh QFMMMM“.%MWMM,.M mm woa:._.wum M, M. Mz .A,.v
ranslation; une _::.:,.v_.r..r:w,ﬁ_.H aide de x et y: f,, peut-elle étre une Faire une figure en partant de M(—4. 2)-

M., M; est

y ; o P telles que
B. Soit G l'ensemble des applications affines £ U o
4 =jidp. On note ¢ I'endomorphisme associé a &

Pour cette questi I
uestion on pose a =10 = —. '9Hi A
0, b 1 Soit My le point de

ovord & E
rdonnées (1, 0). On pose : {° Soit M un point guelconque de P OnaTy (M)
= ; = S\ Bl R
| YREN, M,., =foiM,). Mo=g(M); Ma=gMERAMERE o Mo My
appelle (x,, ) les coordonnées de M,. On pose : pémontrer que le point 2, isobarycentre des quatre P &

Uy =X, —kyy  (RER) - est jpvariant par g. 105




Ré

dans |
{ ()

|

hH

i X 4y + 2z 2
4x —Tv +47; —4
i 225 U T
ensemble _‘ _:f o t . -
des points mvariants,

£ ¢ vectem /ﬂ/w

win da P
" U I

appartien! a une direction fi

f AdAe )= - h :

, e _|,m, de la ::..:n,_ passant par M et diry ...xa
ecteurs IM et IM . En déduire e

que f est upe affinj

_ ..._

= Sa direction.

cndomorphisme de E vérifiant
(EE ¢ (d)+el(d)=2=0

(EE: elu)= __H.Iv et Wu”%mﬂ_.mlmuﬁﬁmrv

¢ E; et Es s 3
| ;. sonl deux sous-espaces supplémentaires g M
ropose de determine ies i ¥
. ,:_r /n_h m:,:wq ﬁﬂ_.?,. les applications affines fde E Ia
pour tout M de E, M soit le milieu de (f(M 2 <
 (f(M), £F7(M)). Soit

ippitcation.

et Iy=Ba h )
(M, 2), (f(My), 1)). Que peut-on dire ﬁ

de I'endomorphisme ¢ de E associé & f?
que J est une

1

affinite.

vision

(1) e i d . i A

: ;w_./._ E_w:: d’'un repere cartésien (O, 1, f ). On considere
atline f, , qui laisse O invari: ot dorit Tie 3
i & por gAY int et dont I'endomorphisme

W h\: + b N..J
- b a )
abase (1.7 ). T |
. __.'__.__r ﬂc”rp gl .,_ out “_x:_: M de coordonnées (x, y) dans le repére
a4 pour image M' = f, (M) de coordonnées (x', v'). |

‘ )

a) Caleuler x' et v

[

a l'aide de x e s : ¢
Adlion; une :..,.Ec_j.m:n.._ ki ;__a._,. mxu_.:..ﬁ:m i

Pour cette question on pose ¢ =0, b =1

3 Soit My, le point de

coordonnées (1, 0). On pose -

s

m

anpelle YnEN, M, =fo(M,).
appelle (x,, y,) les coordonnées de M.. On pose
e o

W, =x,—ky, (keR).

)

5.20

pMontt

Y quand 7
o
on S
coordonnees de
M a)d .
Deéterminer I"ensemble des points M tels que O, M et M’ soient alignés.
\lontrer que, pour
D, sécantes en

Quelle est |

existe deux valeurs de k (notées k' et k") tel i
este do ) telles que la suite
_k'y, et x, —k"y, & Vaide de n. En déduire x, et y
limites de X, et ¥, quand n tend vers +=. nan:_n” F_wr._m.ﬂa de

[ r—C.S
R N,
glculer Xa
lculer s

]

tend vers +o (on vérifiera x, #0).

l'isobarycentre de Mg M,, ..., M,. Calculer les

.r_ﬂmuﬂ:c hm:
G,. Quelle est leur limite quand n tend vers +=?

et b sont a nouveau quelconques.

b # 0, cet ensemble est la réunion de deux droites D, et
0. D, étant dirigée par & =i —j et D, par &H=2 +].
4 restriction de f, » @ D;? a D;?
51 On prend le nouveau repere AO, 1s m,b. Montrer que. dans ce repere,
| expression analytique de f, , est:
*x_ =(a —b)X

Y'=(a +2b)Y.

, est-elle involutive? Dans chaque cas

10 Pour quelles valeurs de a et ool
er ses ¢léments caracteristiques.

irouvé, indiquer la nature de fa » €1 précis
(Bac. C. Lille. Session de remplacement 1979, partiel.)

(0,1, 1) On note P la direction de P.
nt M(x, y) fait

Soit P un plan rapporté au repere

A. Soit f l'application affine de P dans P qui au poi
correspondre le point M(x"; ¥°) défini par :
x'=3x+5¥

1° a) Démontrer que f admet un seul point invariant.
O0), de I'endomorphisme ¢

b) Quelle est la matrice, dans la base (i,
associé a f?

2° Quelle est la nature géometri
Caractériser f*=fofefolf.

39 Spit M un point quelconque de P;onn

M, = f(M);  Ma=f(My);

Démontrer que [lisobarycentre anm mamm:n
inde z _Quel est'ce point: .
Mmmm_wwpﬁ__m“w n%ﬂw__p_co _,”_cwal_mpm_‘w de sommets M, Mi, Mz, Ms?
Faire une figure en partant de M(—4, 2).

que de 'application i —fof?

ote :
M;= ‘:ng

points M, M. Mz, M, est

. : ) P telles que
m.wc:n:,.m:mnazmawm applications affines £ de BT

g*=idp. On note & I'endomorphisme associ€ 4 &

{° Soit M un point quelconque do B, Ol M;)
ggﬂhmgf guﬂwﬁg_u“ z_.mﬂm.un .u., M. M M.. M
" = B 3
pémontrer que le point £, isobarycentre des guatre points M, M- 2

m__u.z__m._.im._.-—. par g. 105

est




1
i

un

n
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(8]

2% Quelle propriété remarquable posséde I'endo
2
peut étre la nature de °?

o

3* On suppose que ¢ est la symétrie ,.éc.:‘_._.u.nzn.,.
vectorielle D, de base &, de direction la droite vector

B,

-~ A
a) Quelle est la matrice de ¢ dans la base (&, &)2

o

i A

la matrice de ¢ dans la base (&, &). Exprimer _m mat
base (¢, &, len fonction de a, B, ¥, 8. En conelure & une ¢
4% Demontrer que G est la réunion de deux ensembles
correspondant aux deux valeurs possibles de ¢* dont
parfaitement 'un et dont on montrera que ['autre est n
d'clements admettant un seul point invariant.

b)) On note ;

Utilisation des applications affines

Un parallélogramme est tel que A et B sont fixes et D
Quels sont les ensembles décrits par :

@) le quatriéme sommet C,
b) le centre | du parallélogramme

Soit A, B, C trois points non alignés d'un plan P, A’ (resp.
de (B, C) (resp. (C, A), (A, B)). Soit M un point g
distinct de A, B, C. Montrer que la paralléle 2 (MA)
parallele & (MB) passant par B, la paralléle & (MC) passant

*

concourantes en un point M’, Etudier I'application M _Tl.w I

Soit A, B, C trois points non alignés d’un plan P, Soit p, la pre
(AB) parallélement 3 (AC), p, la projection sur (AC
(BC). py la projection sur (BC) parallélement i (AB)
/=psopsop,. Y

I" Etudier la restriction f de [ & la droite (BC).
2° Que peut-on dire de f22

% Que peut-on dire de 27

Soit D et Y deux droites concourantes en [ d’un plan P. On
et D' ne sont pas orthogonales. Soit A un point de P, «
Construire le ou les cercles centrés sur D, tangents i [’ el pas

Dans un plan P, on considere quatre points. distinets A, B, A’
suppose les droites (AA’) ¢t (BB') para eles et les m..noﬁnw AB

concourantes en un point U. Soit D et I deux droites de P conco
en V telles que : | .

4 AED,BED:

AED, B¢l




) (531, (8) équivaut ,_:ncn...icna._nm: 3

. ..._..-allu
- ..\w_uluc

)+ { o 1) '} y'=—1.

r(3) (6), (9) équivaut successivement

determmer f10)) = ¢y Or

(YA :._..“,:.m. A

HA) k(1 +2f 4 &) i +2f

O + O'M Oy

[£i=laxay
__ ..J_u.

usitime methode

PO Fabord €Y, (n remargue que -

Or= Bar{(A, 1) ¢B, 1), (0, 1y, (D, 1)),

ipphcation affine conservant le harycentre, &
W= Bar((AY, 1), (8, D), (CL 1), (B, =13)
mediatement les coordonnées : 1, 2 et 0 du point €)',
CHSUN
(i)~ ¢ (OR) = R = G + OR'

U=t =20 ) 4420 v df + k) =T 42f + £

(J)=g(OB)= OF = 00 + O/
(=0 =20 Y (2F +2F 4 B )=l i
(k)= ¢ (OC) = O = 0 + B

(=0 =200 (0 T 4 )= = 4 &

e determine la matrice de ¢ dans Ia base :'_ I )

Gt L expression analvi

m _“y . .
: Fexpression analvtique de [ est

i G
fMines, On

L le retrouver ainsi

ndomorphism -3 )
© de Podont la matrice dans la base (i,

a:

00 =DA"— ¢ (OR)

F ¢ (OM) montre alors que ; .

actenstique  des

1) est

- .1.|l|ll|l|.||.\|/l|fl{lr.

ot O le point de coordonnées — 1 ﬂwmmum..ﬁﬁw.. pére (0, 7, V00 aal
i _ + 0 ) Unaalors :
M'=f(M) = %n.ﬁaﬁv
par définition, I'application f est done affine, d'end . T—_
: sl T i 0TS ¢
On peut démontrer que f est bijective en résolvant fe . .
' et y’ en fonction de x et de y : A0t le systeme qui donne

Yy |

A

Il

't yt=2x+1

ﬂ.ﬂ. x+y=—1
(1) Fiytety g

== s s = M

‘=
Il

ceci prouve que tout point de P admet un antécédent et un sewl - b
bijective.

On aurait pu également montrer que ¢ est bijective (on sait que [ bijective
équivaut a ¢ bijective) en calculant le déterminant ;

~ -
| Al

2 Un point M de P est invariant par [ si, et seulement si f(M)=M,
cest-d-dire :
x=0

*,«n.ﬂ +yp =1
y=1

y=k—p+2

Il existe donc un point invariant et un seul,

3 Soit M’ un point quelconque du plan. Nous avons les equivalences
suivantes.

€ M A N et i S
M€ f(D) <= [ .qz_mcéa.aa . mviA > +3)+e=0
< (a+bh)x +la=b)y' —a+3b +lc=0.

(En effet, les coordonnées de £~ (M') sont données par le systeme (2)).

4° Rappel. Soit D et D deux droites d’équations respectives

ux 4oy +w =0 et wix +v'y+w' =0

dans un repére (O, i, [ ). Onsait que Dest parallele i D' si, et seulement si,

_z _.__ ue&l@vaﬁrz.;_uo.
u v
me. D sera done parallele a [(D) si, et seulement si,

0 e 42—-2db—=b7=0
ata = 8)-BIEwRISE B 2y pm2p®

Dans notre proble

= alvnw(\mw ﬁmnmm*-_..‘.::

4 D i, et seulement Sk

‘ Hele
Finalement f(D) i £08 re{-1, +1} e b#O.

a=(1 +eV2)b  avec

—.__M.Qﬁ.w._-h L T 1 alleles a 'une ou |'antre n—rw.f
P d ¢ Qﬂm Q olles ﬂm—ﬁh——ﬁy—rv 1 _ U -
Q—.—. G::ﬂ

droites déquations (1 +eN2)a +y=0.

e




= faa's bt ntre elles-

On done -

30 Suil (IES y) un
,_,__Zaanv, : " ﬂwamﬁn ﬁ \

,.r?..z.u:ngmm L ;u a_T.o
o
hu—.hn..u.ﬂ.__..u . +W ﬁl....v. . 0

L
ndition est catisfaite pour tous les points M du plan.

i o = b, celte €& : d POl e .
mwhm_w prévisible, puisqualors fa.a est I’homothétie affine de cenlre Oiet

de rapport a (sia #0)- .
o Sia #h, 'ensemble des points M cherché estla réunion des deux droites
D, et D, d'équations respectives y =X €L ¥ = —X.

oM') est liée

<

4% Soit D une droite du plan, i (a, B)un vecteur-directeur de D. On sait
que . »(D) est une droite (en effet, les conditions a £ 0 et b #0 assurent
que f,; estbijective) dirigée par ¢, , (@ ). Par suite, on a les équivalences
suivantes
D est : T o :

est paralldle a f, (D) <> la famille (&, @, » (7)) est lice

a+b a—>b
L 2 L RS -w

2
a-b
B b a+b
7 =g B

7 (e® =4 =0
- Qul-hwn

. a=H

Donc, D est
. t paralléle a'son ima:
D, ou D,, ¢le ason image par f,
_.UO_.._H que D= i
= fa.p (D)
QODO T . a, b\ LY,
i ..aco D ait une ¢q e
e constante réele g b ient paralicien
.nn.uaonﬁ_nﬁnbﬂ ; Ou Y+ x = h ot h aa
eSS k imnl;
_._._..ﬂ—_a.m—_.._.ﬁr A e
BSib=1 on gy ¢ Y =x'=b(y

=0 (cara#b),

b Siet seulement si D est paralléle 2

a, wAanU d’ - —U I-|Mv Car | m
h.-. b ﬂ v i %ﬂ b S’ﬂ 7- i vV




Remarque

Oy

s Sia

$ih =

si b

e Si b

0 sy a

1 §a

5.4

L b a — b
= 7 &t =
M= [ 5(M) ==
=P a b
= Xk
g s
h._:. b L +D1w..
————u Ll =
3 i 5 ¥=10
a—h +ﬁn+v &
X — =
2 2 A=
a+h a—bh |
e
a—h a + b i
2 7
# 1 b= 1, le systeme (1) n'a de soliution que (0, 0) : seul le point O es invaria
b —1
e Si o =1, le systeme équivaut i n e V; =y )=
I, tous les points sont invariants (f, , = idp);
# 1, I'ensemble des points invariants est D,.
" e o1
= |, le systéme équivaut a ﬁ ) u;..f y=0
=1, tous les points sont invariants;
=1, Pensemble des points invariants est Dy,
0 0 Iy
I 0 O
01 0
On a donc, d'apres les formules prouvées en cours :
xi=z
Y=
z'=

transforme tine droite en une droite : toutes les droites par.

. seule Dy est invariante.

e v+x =/ implique ¥'+ x'=ygh
o s a =, toutes les droites paraliéles 3 B soil inyas
2 .B,_pﬁawm__

si a #1, seule D; est invariante.

ierchier les points invariants de f, .. (Le point O estoujours invariant)

(On aurait pu également écrire
OM' = ¢ (OM) = g (x7" + 3 + ) = o + 3E +2f"
€l en déduire x' =2z, y''=y ot z!= )

#

2 L'endomorphisme ¢ transforme une base de E en :am".g”mn%@,.
donc bijectif. Par suite, [ est bijectif,

. M de E est invariant par f si et seulement si -

4o« Un porn yr=yp: z'=z

x'=x;
. ost équivalent A X =y =2, ; : ints de la droite
ce qui nm_wnnm“.__w soints invariants est donc I'ensemble des points de la dro
1 Sensembi=s S
d'équations X =¥ = &- e e et
o Soit  un lan de B, d'Gaution ux + 0y + we 4 =0 Comme §
40 SOl on sait que {(P) est un plan, cherchons son i
o ,S««m () <= fUMDEP <= uy' +uz'+wx +h “ g
. ns P=f(P). On a en particulier P et f(P) paralleles, d’ou :
posons B =/l
_ u ..a.— = Py =)
_..n... __t_ﬂﬂﬁ...l%on,
@

Sup

& ___\_ “EM — W “@.
w vl "

On en déduit u®=upw = 2 — w? et, comme u, ¥, w sont réels,
ne : u :

u=v=w 0
nt, soit P un plan d'équation u(x ﬁ..w._ ._....Nw LW M o P_ Mua. w EM
; équation uly +z 4 x)+ h =0, c'est-a-dire la mém:

Réciproqueme
que f(P) a pour cc _
‘quation que P, d’ott f(P)=P. e e NS S 2)+h=0
Mﬂwwn._msmﬂ:e..mlwam par f sont les plans d'équation tmm WA
avec u ER* et h €R ou, ce qui revient au méme, d’equation
x+y+z+k=0 avece KER

o vecteur Hte. B V) a les

5° Soit D une droite de E dirigée par le vecteur (e, §, y). On a les

¢quivalences suivantes : v
D paralléle a f(D) <> (@& o (i)) liée

La résolution de ce systéme a déja été vue : a® = afy = B> =" dou,
i =B = y. Réciproque évidente.
Mﬂmawmﬁ“m umaswﬁwmﬂ% %mg est paralléle & D sont les droites paralléles
w U— % . o - A 3
Soit maintenant D une droite invariante. Elle est, en particulier ﬂ%mﬁnﬂ a
wo:...mauma. done parallele & Dy. Soit My( x4, Y. Z¢) un point de D. La droite
D admet pour equations :
=N R === 4 =20
Or f(Mg) a pour coordonnées zo, Xo, Yo. Bn écrivant que f(M,) appartient

a D, on obtient ; :
o= No=Xo— Yo= VYo~ Zy
2xp= Yot 2o
ou : 1 2o = Xo+ 2o
2z5 = Xq+ Yot




On en déduit : 3% =g+ Yo + uo“wﬁmﬂum?.. ou
que évidente. Il en résulte que M, appartient a
Finalement toute droite invariante esf :

Réciproquement, D, est bien invariante. |
points de D, sont invariants.

_ j© L'application f est I'application affine qui tran
0/(—2, —1) et dont 'endomorphisme associ€ ¢ a po

A
(5 2y
IR
On peut montrer que [ (ou @) est @ﬁnnﬁ#«..ﬁl_.

LG
F L.Lm.@.

On peut aussi noter que

ki3 U pti= Zptee g =1 B ly=-2
ce qui prouve que tout point de P a un antécéder
2° Montrons maintenant que I est globalement
que (I =T. Soit M(x, y) un point :
image. On a :
H‘N1¥-N|NH.¥_|\H.__+%%_. .
=(5x +2y =2 = (2x +y — 12— 2(5x + 2y — 2)(

=25x7+4y? +4 4200y — 20x — 8y —4x*—y*—1
—20x>—18xy + 18x +8y —4 —5x

=xF ~yf =0y,
De sorte que : MET <= f(M)ET. Clest

3% Le point M, appartient 4 [ puisque

On en déduit M, = {(M) € f(I) =T et, |

Supposons les deux suites strictem
cest-a-dire ; xo<x;<...<x, el Yo< Yy

* Toon % SXy +2y, ~2=1x, +4x, +2y,
Yaur = Wy k¥ = 1> tg— 14y, Sy,

L suite (x,, ) étant strictement crois
L ensemble des x, est donc infini.
misjorée (en effet, lout ensemble majo

A

Par définition du b

el
d'ou ;

c¢ qui prouve que : Q=1
Sip=1etA=0,onal=
#A+1-p >0. On pen
¢'est un point ¢



fa

n

wy

. Pk
On en déduit = 330 =Xe + Yo +20 = Ive= un...... dob

Finalement toute droite invariante est neces
Réciproguement, D, est bien invariante. En fait, p

points de D, sont invariants.

jo [ application / est l'application affine .n...m._
0(—2. —1) et dont I'endomorphisme associé:

Am. h_.ly £

ividente. I en résulte que M, appartient & D;.

(B

On peut montrer que f (ou @) est bijective en
5 2

5 Gl

On peul aussi noter que
¥'=Sx+2y=2 . [r=i
(1) ~ A BN =
=22y =il =
ce qui prouve que tout point de P a un anté

79 Montrons maintenant que I' est globalement
que f(IN=T. Soit M(x, y) un point qu
image. On a :

xZ—y? =2ty —x" 4y ] i
= (5% +2y =22 — (2 +y — 1P —2(5x +2y—

=25x?+4y>+4+20xy — 20x — 8y
—20x — 18xy + 18x + 8y
=y*—y= Dey—ox

3% Le point M, appartient a I' puisque

P 2-2-3-1-3+
On en déduit M, =f(Mg)E f(I') =T et, par
M, €T pour tout n de N. e il
Montrons par récurrence que les deux suites (x,
croissantes. On a ; 3

Supposons les deux suites stricte
Cest-d-dire : xy<x;<..<x, et ¥

* Ke1 = 5%, 42y, —2=x, +4x, +2
¥asi -NN.- + Yu — _.uv_glln* > 'n

L suite (x,, ) étant strictement croissan
L ensemble des x,, est done infini, en
majorée (en effet, tout ensemble mg

A

Par définition du ba



tn

tn

On en déduit X
svidente, Il en resy
toute droite

jue Ite que M, %ﬂmﬂnmﬂjm ab

: £
Finalement
Réciproguement, I ¢
points de Dy sont invariants.

jo L application f est I'application affine qui traj
A —2, —1)etdont I"endomorphisme associe ¢

0 VA
On peut monirer gue f (ou @) est bijective en co

s\ Zfinn
_N N_1:_»_9

On peul aussi noter que
ﬁ-ﬂ..”.mk +N.1I.N . .k—ﬂkl

8 yi=2x+y—1 e

2° Montrons maintenant que [" est m?w&gonnmb
que f(I)=T. Soit M(x, y) un point quelconque de
image. On a: :

¥R —=y? -2y —x' ey

2

=25x% +4y* +4 +20xy — 20x —8y —4x2—y>*—1
~20x>— 18xy + I8x +8y —4 —!
=xP—yt 2y — xR :

De sorte que : MEI' <= f(M)ET. C’est bien d

3% Le point M, appartient a4 I' puisque

P12 —2:3-1-341=0.

On en déduit M, =f(Me)Ef(I')=T et, par une

?.ma &1 pour tout n de N.

Montrons par récurrence que les deux suites |
croissantes. On a ;

W =15>3=x,

Ye=6>1=y,.

w.cuvamni les deux suites strictement crois

clest-d-dire : xo<x)<...<x, et Yo< ¥ <<y,

* B +&u‘3. I.M..Hhm._— +#H= 4 .ﬁ_ I!WVHT ..T%Wx

Yot =2 3, ~ 1220~ 1+ y, > Yoo

La suite (x,, ) étant strictement croj

; " t stric croi e,
I-ensemble des x, est donc infini. Il en .
majorée (en effet, tout ensemble maio

Jxo =0 -+ Yo + 0= .wuyo = W.NO. mag Xy

invarfante est :.mﬂn airem
3, est bien invariante. En fait, plus pre

ce qui prouve que :
. g

s
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% | Angles orientés

Ce chapitre fignre au programme de Terminale C et ne
programme de Terminale E.

.r
,
= Angle orienté d'un couple de vecteurs non ..E_m_i___

Le plan étant rapporté & un repere orthonormé AO. F bk
couple de vecteurs non nuls du plan.

Définitions

1. On appelle cosinus du couple (&, ¥ ) le nombre ".oom._”_ﬂ. T

-

2. Onappelle sinus du couple (7, # ) le nembre sin (&, #)=-

3. L'ensemble des couples de vecteurs non nuls .m%m.bn ]

méme sinus que le couple de vecteurs non nuls (i o)
orienté du couple (1, 7).

O Angle orienté d’un couple de demi-droites de
Définition
L'ensemble des couples de demi-droites de méme

décrivant le plan, ayant méme cosinus et méme sinus
demi-droites (Ox, Oy) est appelé angle orienté du coupl.

" Mesures d'un angle orienté de vecteurs

Le plan étant orienté. on peut associer a tout angle
Vecteurs non nuls oy de demi-droites de E¢ :
nombres réels o + k25 ﬁ 7 e

nombr kEZ). L'un quelconque de ces
appelé une mesure du couple de vecteurs ou d demi-droit

mesure de P'angle orienté ASSOCié,

Une mesure se notera - CE; St
¢ se notera : (i, §) ou (O, Oy). Si
(0x, 0y) on note : \nJ (Ox, Oy). Si a est

136 (0%, Oy)= & (mod 2y ou (OF Ty )=

5 PR W AT

tion de gﬂmwﬁm

Quelles que soient les de

Gpit Ox une anz.n& j
unique demi-droite

Théoreme et dé

Soit Ox et Oy Rnﬂ.ﬁ ..
existe deux demi-droites

La droite NM.NMH@. 1 3
(Ox, Oy). P

0 Angle orienté d’u
droites vectorielles

Le plan est supposé r
Définitions

L. ’ensemble des
couple (&, ), o
de I)', ayant mémg
(D, D).

o

2 L’ensemble des
trouver up up
non nul de

-.
[ 4

Couple AU
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Ce chapitre figure au programme de Terminale h
programme de Terminale E.

-1 Angle orienté d'un couple de vecteurs

~

Le plan étant rapporté a un repere orthonorme AQ
couple de vecteurs non nuls du plan.

Définitions
1. On appelle cosinus du couple (&, ¥ )le nomb

(77

2. Onappelle sinus du couple (@, 7) Fb@EEﬂ@EAM

3. L'ensemble des couples de vec
méme sinus que le couple de vecteurs non nuls {
orienté du couple (i, 7).

1 Angle orienté d’un couple de demi
Définition ; 1
L'ensemble des couples de demi-droites de.

décrivant fe plan, ayant méme « us et méme s
demi-droites (Ox, Oy) est appelé gﬁmﬁﬁﬂﬁ

mes coup! .._m._... ¢

mesure de I'angle orienté : y

Une mesure se notera

(Ox, Oy) on note :
(C

Théoreme

it 0 uoe SREEE
WMME.__,,.. Jemi-droite OY

Soit Ox et Oy deux Cen
existe deux demi-droites ¢

0z, et Oz, sont af
La dreite Z1Z2=
(Ox, Oy).

Le plan est suppos
Définitions

L. L’ensemble
couple (4, ), ot

de D', ayant méme
(D, D), =

2. L'ensemble d
trouver yp couple

non nul de Ty




|

g e

6 | Angles orientés

Ce chapitre figure au programme de Terminale C et ne
programme de Terminale E.

o Angle orienté d'un couple de vecteurs non n

=
7 i

Le plan étant rapporté a un repére orthonormé (O, 7,

couple de vecteurs non nuls du plan,
Définitions

1. On appelle cosinus du couple ( 7, mv._.m nombre : co: m.u .

2. Onappelle sinus du couple ( , # ) le nombre sin (i, &)

3. L'ensemble des couples de vecteurs non nuls
méme sinus que le couple de vecteurs non nuls (
orienté du couple (i, 7).

U Angle orienté d'un couple de demi-droites de
Définition

L'ensemble des couples de demi-droites de méme
amnn.:..m_._. le plan, ayant méme cosinus et .Em._.ﬁm. q
demi-droites (Ox, Oy) est appelé angle orienté du couple

L Mesures d’un angle orienté de vecteur

Le plan étant orienté, on peut associer &
vecteurs non nuls ou de demi-droites de
nombres réels a + k+ 24 (kez). L'un que
appelé une mesure duy couple de <oa§m_.m oud
mesure de I'angle orients associé. )

Une mesure se notera : P T
(0x, 0y) on note (.5 au (0%, ),

note :

(0%, 0y)=a (mod 25

Relation de Ch s
Quelles que soient

(0%, ¢
0z, et Oz, son
La n_.HOmnﬂ Z1Z2
(Ox, Oy).

couple (&, ),
de D', ayant méme cosir
(D, D). |

2. L'ensemble de
trouyer up =)
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laﬁ_bsm_mm orientés

Ce chapitre figure au programme de Terminale C et ne
programme de Terminale E.

1 Angle orienté d'un couple de vecteurs non 1

-
i

Le plan étant rapporte a un repére orthonormé m.b,, i
couple de vecteurs non nuls du plan,

Définitions

1. Onappelle cosinus du couple (7, #) le nombre : ¢

2. On appelle sinus du couple (&, 7 ) le nombre sin (#

3. L'ensemble des couples de vecteurs non nuls ay
a “ v . . z 2 o o S

meme sinus que le couple de vecteurs non nuls A :

orienté du couple (i, 7).

0 Angle orienté d’un couple de demi-droites de
Définition N

Lensemble des couples de demi-droites de mém
n_.nnﬂ.?mﬂ le plan, ayant méme cosinus et mé
demi-droiies (Ox, Oy) est appelé angle orienté du

Le plan étant orienté, on peut associer
vecteurs non nuls ou de

nombres réels @ + k - m&m
appelé une mesure du couple de vecteurs ou
mesure de I'angle orienté associé.

Une mesure se notera (i
(Ox.Oy) on note :

(0%0y)=« (mod 27)

Quelles gue soient les der

Théoréme

; e
Soit Ox une gem
gnique demi-droite

1 Angle orient
droites vectorie
Le plan est suppos:
Définitions .
1. L'ensemble
couple (i, 3 ), ot

de D', ayant méme
(D, D).

2. L’ensemble des
trouver un ple (
100 10l de 1, ayan
Couple ﬁ.@., D).






6.4

6.6

6.10

it (M7 et (Mr') les tangentes respectivement a (

2 (MA, MA")=(0A, OA") +(

Montrer queé -
problémes d'angles

Soit A, B. C trois points non alignes du plan; A',
droites (BC), (CA), (AB). Montrer que les cer
iriangles (A", C, B'), (B, A, C") et (C', B, A) passen

=

Seit A, B. C trois points non alignés du plan; A/, B!, @
respectivement des droites (BC), (CA), (AB) et M un p
n'appartenant pas a ees trois droites, @ un nombre réel. Oy
(MABC)=a []
(MB. CA)=a [r]
(MC', AB)=«a [x].
[* Montrer que les quatre points M, A, B/, C’' sont o
M. B, A, Cliet M, @, A, B

2° En déduire que : (A'B, A'C') + (4

3% Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que les
C’ soient alignes.

Soit ¢ et €' deux cercles sécants en A et B, M et N de
cercle C.
Les droites (AM) et (BN) coupent respectivement
Montrer que les droites (MN) et (M'N') sont parall

Soit A, B, C, D quatre points d'un cercle € tels que les dr
(CD) soient orthogonales, M le point d’intersection de
(CD). Montrer que la médiane relative a M du
hauteur relative a M du triangle (M, A, D).

Soit O et O deux points distincts du plan, @ un nom|
de centre O et d'angle w.

Determiner I'ensemble des points M du plan tels que
M et O soient alignés.

Soit @ et Q..nﬁ.ﬁ cercles séeants en A et B, M un poi
et de B, la droite (AM) recoupe le cercle €' en N,

Les tangentes respectivement aux cercles € et €' en M
T. Montrer que les quatre points M, T, N, B sont

Problémes d’angles et nombres complexes

Le m_mw. Supposé arienté étant rapporté au
(O, 7, J ) on donne les quatre points A, B,
I+ 17430, 16481, 9-9;,

ll-l.-ll!-l-l.-.l..l.. —=.
I” Caleuler (BC, BD) et Afﬂw}éw




|

| |

__‘ |

b

6.4

£n uiilisant la relation de Chasles, on a :

(MA TIA") = (MA, Mt) + (M7, Mt’) + (M7,

\c

Les droite (Mt) et (OA) sont symétriques par rapport a
(A, M) donc : F
(MA Mt)=—(MA, OA) [l

mn.ﬂvgﬁu_ [z ]

De méme on montre que :

(M7, MA) = —(OAT, MA") [#]

d’ol en remplagant dans ( )
(MATMAY) = (0K, MA) + (M7, M) +(
= (0K, DA) + (MA, MA)
d'ou : Nﬂ?—gy_.wm_nﬁuﬂﬂqwﬂm*_...

Les cercles circonscrits aux triangles (A’

point B' en commun sont soit sécants en un au
en B, ..;..s.

4

I* cas. Les deux cercles sont sécants.

(M, A', C, B') étant cocycliques : (MAT, MBY)
(M. B, A, ') étant cocycliques - (MB, M) =

142




6.4

utilisant la relation de Chasles, on a :

(MA, MA’ )= (MAL ML) + (MT, Mt') + (M

En

\c

Les droite (Mf) et (OA) sont symétrigues par rapport
(A, M) donc :

(MA M)=—(MA, OA) (=]

=(0A, MA) [7]

De méme on montre que :

mﬁauﬂd%v (7]
A7, DA) +(O&, OA")

d'olr en remplagant dans (1)
(MA, MA)= 69;.?2\% )+ (M
=(0A&, OA') + (MK
d'o : 2(MA, MA") = Bw\aﬁi

Les cercles circonserits aux q_waﬂmw (A, €, BY)

18 w. 1 °.—.ﬂ ﬁm ﬂﬂ\ -_ & % =
—6—5. en OQ—.__-:—._..—.-_.— s0nt s mgg i g 5

1% cas. Les deux cercles sont sécants,
( z A", C, By étant cocycliques ; (MA',
(M, B, A, ') étant naﬂ.ﬁr@zwm (N




Ty T
se oys. Les deux cereles sont tangents en B
Cas. L0

Soit A la tangente commune en B’ aux deux cerclesona
(C'B, TB")=(C'A, CB') [] car (CB) =(

=(FA. 3) [ (propriété de la

=(CB’, 2) [] car (CB)) =(B'A

=(AT. AB) [«] (propriéte de

=(AB, AB) [« ].

Les quatre points A’, B, B', C’ sont coeycliques ou
n'étant pas alignés, ils sent cocycliques, Le cercle
(A, B, C') passe par B,

1° (MB, CA)=(MC", AB)=u [
d’oli, en ajoutant n.OgQ.u“

(MB, MC')=(CA, ,
A ={(A

Done les quatre points M, A, BiC
Peuvent étre alignés car M wappartient pas i la d
On dérontre de méme que M, B, A’ ( .




N \A,

I ﬁ ‘ B

* | N

; | .- -

Mais (BN, BA)=(BN", BA) [#] car (BN)=(BN').

doi ; MN, MA)=(M'N, M'A)[#]
ou encore :

(MN, M'N')= 0[] car(MA) = (M'A).
Les droites : (MN) et (M'N’) sont paralléles.

6.7 Soit M’ le milieu de (B, C), le triangle (M, B, C)« T€
(M, M', C) est isocele, on a

En utilisant la relation de O:mm_amu on a: :
(MM', AD) = (MF, MC) + (MC, A
Les quatre points A, B, C, D étant cocycligues, on
: a-d}!c (BT, BA) [7].

Mais (DC)=(MC) d’odr (MC, D,
D'l en utilisant |a relation Qu

Agﬂcumﬁng viwﬁnw.& :1_




von (BFTBN) = (MTIRT) L] car (MA) = (NA)
= (TM, TN) [ 1.

Les quatre points M, N. B, T sont cocyeliques ou aligneés, ils ne

alignés car B n’appartient pas i la droite (MN). .w..
6.10  1° Les affixes des ;nnnca_ﬂm BC, BD, _ﬂ“ AD sont re
BC(-1+45i) BD(-8—12i) AC(25+5i) AD(I8—
Ona: Teimrode
(BC, BD)=arg(22) f271,
si zqp est I'affixe du veeteur BD et zpe laffixe du vecteur
55 —Bi—i2; o e W
e =9 TN
ke +2i=2V2 _
_ On a done ; m.wm..AmWIMJ..m T — [T
_ R
|

De méme :

_ x5 _18-12i 3

6.11




Ona; arg n M H_v..mu w«wn HU (21,

| 'équation proposée ma. équivalente successivement 3
3(AM. BM)=0 [27)
P e T
(AM, mzvneﬂ.m (keZ)
(MA, MB)=0 [27] ou (MA, MB)=:

S e

ou (MA, Z.m.vﬂ.ﬂ 7).

e

L'ensemble des points M tels que (MA, MB)=0 [27'
privée du segment [A, B].

e

I 'ensemble des points M tels que (MA, MB ) =—~[2m] est

d'extrémité A et B privé des points A et B.

I ensemble dés points M tels que (MA, MB) =

cercle symétrique du précédent par rapport a la droil
L 'ensemble cherché est donc la réunion des trois ense

3* Ona:

(vzeC-{-1}) AT_%”_ e

z+1

points d'affixes les solutions de I’équation de la. I™® ¢
V3

el =f——-
3

4&0

e -

(@]

- Isométries vectoriell

Théoreme et défin
On appelle isometri
[‘une des trois pri

(3) @ est un endo
pour image une base

Théoréme et dé
On appelle isométrie
dans P vérifiant I’
(1) f est une applic
(2) f est une app

isométric vectorielle d

Propriétés

o Lesisomét
particulier
— une isométrie



Rappels de Premiére

| enmétries de P laissant invariant un point donné

. wcemble J; des isométries de P laissant invariant un po

™ <

oupe non commutatil pour la composition des applic

.|....."..f,__—..c. de (J, o)
» est formé de
_ 'ensemble 1, des syméfries orthogonales (ou axiales
par [ ; y
_ 'ensemble J | des rotations de centre I, composées
I s d'axes passant par I
o) est un sous-groupe commutatif de (Jy, o).
7:} est une partition de J; ¢'est-d-dire que :

Tiudi=d et Jinit=@.

Isomeiries vectorielles associées

e Lisométrie vectorielle associée a [a mw...E.ma:._.w orthi
passant par [ est la symétrie orthogonale d’axe D qui asso,
0=+ " (' €D, 5" orthogonal a D) le vecteur ' — 5, Elk
angle orienté de vecteurs en son opposé.

o Lisométrie vectorielle associée a la rotation de centre 1 et d"
dirons «angle # » pour «angle orienté de mesure 0 », le plan é

orienté) est la rotation vectorielle d’angle 6 qui associe a tout
vecteur ¢’ tel que :

ool | WSS

[l7]]= Iz

I
lsi 50, (7. 7)=8 [27].
Elle conserve les angles orientés de vecteurs.

[ Ensemble des isométries vectorielles de w

Théoréme

_..ﬁ;n_:.Zn des isométries vectorielles de P est I'ensemble d
vectoriclles orthogonales et des rotations vectorielles de P.

Déplacements

Définitions

On appelle déplacement d ‘ . L
) 33 e P toute isométri dinr. ek
4530CIE €8l une rotation ve trie de P dont 'end.

L angle d'y dén) Clorielle.
FAHEE G n déplacement est 1y ” 4ot S
152 ngle de la rotation vecto

.emble
.ﬂﬂva:”. il A
| lications, est un
ap _‘ﬁl.m..m de P,

jsome

nsaucmmaaﬁ de deux sym

pule
Hw:_m:,.mmm orthogonales

arbitraire.

Composition de deux

[a composee & Sp ¢ _m
sécants nspnm\.:m... tath
plan P oriente.
Toute rotation de P de
de deux syméfries or

Soit ry et r, deux rota
— Si 6, +6,=0 271,
— Si 0, +6,#0 2

Composition d’une t



nappels de Premiére

mitries de P laissant invariant un point donné

srolipe de tJ, ol

e J, est formé de .
_ l'ensemble 7, des symétries orthogonales (ou axiales)

nat

_ |'ensemble J des rotations de centre T, composées
ales d'axes passant par [
(17, o) est un sous-groupe commutatif de (J;, o).

} est une partition de J; ¢'est-a-dire que :
Jyudi=J; et J70HIT=@L

Isométries vectorielles associées

o Lisométrie vectorielle associée a la symétrie orthogo
passant par I est la symétrie orthogonale d'axe D qui associe

7=i"+0"(#"eD, 0" orthogonal 2 D) le vecteur 7 — &
angle orienté de vecteurs en son opposeé.

« L7isométrie vectorielle associée a la rotation de centre 1 et d
ms «angle ¢ » pour «angle orienté de mesure @ », le pla

?

oriente) est la rotation vectorielle d’angle 8 qui associe a tou

vecteur ¢ tel que :
o=l

sio A0, (0, ¥)=6 [2r]).
Elle conserve les angles orientés de vecteurs.

o

) Ensemble des isométries vectorielles de P

Théoréme

m.,n:,.m.:_zn des isométries vectorielles de P est _.mdm.ﬂz.m_m des
vectorielles orthogonales et des rotations vectorielles de

"~ Deplacements

Définitions

On appelle déplacement de p toute |
HSSOCIE esl une rotation vectorielle.,

e dun déplacement est I'angle de la rotation v

sométrie de P dont |’

ﬁa_auommnaﬂ de deux symétri

composée S °Sp de
alleles D et D'e <
direction de E et D' ¢
Toute translatio ..,w m.
symétries orthogonales
arbitraire.

L&
par

ﬁcﬂ:ﬁommm&ﬂ de deux

La noaﬁowmm.w_" I
sécants enTest
plan P orienté.
Toute rotation a.. e
de deux symétries or

Composition de deux |

Soit r, et r» deux rofati
— Si6,+6,=0 27 :

Composition d’une

Soit r une rotation na
composges rof et

Théoréme
I'ensemble des déplace
des rotations de ce pla

Détermination

Soit P, orien
I"application



Antideplacements

e antidéplacement de P toute iSométrie de P dont |’
_ metrie vectorielle orthogonale,

m:aoasﬁnm .

des antidéplicements du pl
IS precisement. a
lacements est un dép]

I ¢ est une ?:.:::: de J -

an P nlest pas
composée d’unp Nombre.

acement (resp. un antidép

JUT =7 ,.7D.u-..®.

lheéoreme
L'ensemble des antidéplacements de P est Iensemble -

symetries orthogonales:

1posees d'une translation et d’une

Symétrie orthogonale www,

ranslation appartenant i |a direction de | axe de la sym .:.a#
(les deux applications commutent). s
N _”
Détermination analytique d’un antidéplacement F

P, orienté, rapporté 4 un repere orthonormé direct (0O, [ ‘;
lication affine de P dans P quia M(x, v )associe M/(x’. ¥, _uonq .

un antidéplacement de P, il faut et il suffit qu’il existe (a, b, Xy Yo)
el que a*+ b= et

“ X =ax +by +x,

y'=bx —ay+ y,

Lendomorphisme associé 3 [ est alors la symétrie orthogonale d’axe D
—

I directeur a ftel que (1, §)=a [+], le réel 2o étant déterm

p o

cos 20 = a, sin2a=h,

Classification des isométries

E T'ensemble des points invariants par une isométrie de P.

déplacement antidéplacement

| symétrie orthogon
symétrie orthogon
__ par rapport & D \

déplacement T e
rotation de centre I
et d’angle non nul

k= “ composée d'une symétrie

_ orthogonale par rapport &

une droite D et d'une trans-
lation de vecteur non nul
appartenant a la direction

| de D (les deux applications

commuitent)

translation de vecteur non nul

Groupe des isometries laissant invariante une partie du plan

1oit F une partie non vide du plan, Jg ﬂn:mmEEm anm. mmo.mﬁﬁnm r“.w_mm&a
._ 1 ] = = i s T
m_ﬂ...,_;_q_:ni invariante la partie F. Onpose J5 = Jpe A J*, dg=J.0J".

Propriétés

1. (Je. @) est un groupe, sous-groupe de (.7, aw..

.. ©) est un groupe, sous-groupe de (Jg, o).

3. Si JF n'est pas vide et Jp fini. on a card Jf =card Ji. :
4. n F est une partie finie, I'isobarycentre O des ucE@ de _u.omm _:ﬂﬁa
pa

pa des rota
out ¢lément de Jg. Les elements de J¢ sont @
?,.ﬁ r.:m:m:? de J; sont des symétries axiales dont | wnw vwmmm Ez.

Si F est finie (card F=n) et si F n«wzeﬁ:ﬁ ad moins tiols poin
alignés, Je est fini et on a card J-=n!

L

190,

7.1

ENONCES DES EXERCICES ET PROBLEMES ——

Isométries vectorielles i

umm.ﬂ <.manuA®_ ﬁ

u
Soit ¢ une isométrie vectorielle d o i) soit liée. Montrer que

L oo
[° Soit & un vecteur de P tel que (7
¢ (id)=1it ou ¢(i)==i h (if)=ii et ol(f)=~-7.
7 et © deux vecteurs de P tels que ¢
2° Seit & et 0 deu |
.. S moeli t lide :
ot = i de P tels gue (i, ﬁ?z soi
v

Déterminer tous les vecteur -

33 terminer -

rotation; \pport &

a) lorsque ¢ est E._nwaau._n orthogonale par rapport 155
s

b) lorsque ¢ estune




" s e 1Isometrie vecrorielle ! o . - o
cation o de ‘m ;M____., ww _r_:rhg_”../”____“hﬁ __.._..: veRTa W. 0’ ! _.._:::...:._ea alfines _ d
Vi EP @(iF)e—p (&) ¢ coit P un plan E.F.:.rm ma_uncz.m a un repére orthonormé direct (0 ).
. 76 O considére _.M%n___nmm:o: f de P dans P qui au point M(x, y) associe fe
viontre drest ine isométrie vectorielle. noint M(x’, v") défini par “)\l i
S @ esh une rotation dangle #. on'e vis
Si ¢ esl une ,:_.r.:_r,:Z:_P:M,r. . quest-ce que o9 ..».‘H%P«IW._._.u._.lfmw

onale par rapport 3 une i
YOrt & une droite §
_ | V2 V2
y = (s byye2-ad.
| . : caractérisen
 Trouver la nature de f et les éléments qui la caractérisent.

o Quelle est I'image par f de la droite D d'équation y = x?

it un plan vectoriel orienté rapporté & une hae

SR AL é ¢ base
l'endomorphisme p de P _,::._.q _,n_. MZH_.__...EO A
© inatrice pag

[ i 1. On consideére

LS esl

| V3 g
2 B Soit P un plan rapporté a un repere orthonormé (O, 7, ). On considére
A \3 ~| I'application f de P dans P qui au point M(x, y) associe le point M'(x’, y')
qu 1 Uh:. 5
2 2 ¢ /\m J.\M
| X'=—-——x+—y+a
£ €St une rotation vectorielle dont on déte m :
déte v2 V2
1€trie orthogonale par r ) i . e
e sonale par rapport a la droite & de : :
il : e Jridgei ' ;
er quil existe des symétries orthogonales ¢ e ¢ ol @ et b sont despAtE

A quelle condition nécessaire et suffisante, sur « et b, I'application f
est-elle une symétrie axiale? Cette conc étant satisfaite, quel est I'axe:
de: f?

P =0 = rog.

Rt : A
déterminer les matrices de ¢ et ¢, dans la base ( ;.J _
= & A

axes des symétries «, et

4

- 2 3 o o o
7.8 Le plan est rapporté au repére orthonormé (0, 7. ). . o
On considere I'application f qui au point M(x, ¥) associe le point
M'(x", ¥') tel que :

&y,

/ ) une base orthonormée du plan vectoriel P et ¢ l'end

de P dont la matrice dans Ja base (i, ‘_w.__ est : : 3 +_a ' +:~|w.
/7 o) nl.ua_mw 5
_-t = 3.6
25 25 v“HWM +W.% ..Tw.
N i S b Sl e
\ 25 .9% 1° Montrer que f est une isométrie affine. f est-elle un déplacement ou un
Vgt antidéplacement?

1" Quel 2° Quel est I'ensemble des points invariants par f?

est | ensemble des vecteurs de ﬂ invariants par S..w Détern

vecteur it unitaire e invari: 25 e _ 6 Ty e
A aire el invariant par ¢ e e .t ort 3° Déterminer fof. o~
a . Par¢ etun vectour 4 GHiEE S £ Dé S % eﬁ.ﬁn . & et la droite D de vecteur directeur ¢ tels que
. miner le vecteur oy a cymetri
2% Eerire la matrice de 4 " Lo tos. | étant la transtation de vecteur ¥ et s la symetne
© e de ¢ dans la base (#, #). En déduire que % & f=siofs ie )

orthogonale par rapport a D.

orthogeo ale - y < ¥ .
gonale par rapport 4 une droite vectorielle (Exercice Bac E. Lille [982.)

precisera.

7 ¢ 7 ok
. s di /. J ). Soit
¢ . . 25 act rapporté au repére orthonorme direct (0. 7. ) .
2 w.n plan GM%MMNMMMM.mmMW_vam non nul. On considére les points A(2, 0),
un par : St

B(2 + h, 0), A2, 2) et le point B’ tel que :

W
_ Y - OR.

So ] >

it P un plan vecloriel, o une symétrie orthogonale de P, &'
€ que Pensemp|e G .
(Cest-i-dire te
nposition des appl|

Montr
: des isométries vectorielles ¢ quicon

:.rj U ¢oor =0ogp) estl un groupe d
ICalIons. E 9

eC o

2° Détermine 1Ci
Jeterminer n,n_,.:n__c:.,n_: ce

groupe, Eerire sa table.



Montrer qu'il existe une rotation affine r unique
A'=r(A) o B'= r(B).
Déterminer son angle et les coordonnées de son

L 3 = P - e . j ﬂmm
7.10 7 Soit P un plan orienté rapporté au repere orthonormé ¢
I et ] les points de P tels que OF = of 0J
tions de centres respectifs I et J et d’angle -
. vecteur 11. Soit f la transformation -
4 F=rjot o :
Donner la nature de f et les éléments quila caractéri "
@) une solution analytique, Qw&%m %ﬁw
_ ey vectonis AT
) une solution géométrique. e
) v‘ e F s g o T o = .
_ 7.11  Soit P un plan orienté, ABC un triangle équilatéral dir e W«w
. tel que
(AB. >Emw [271].
i

I On désigne par r,, Vs P les rotations de centr esp

; 7
d'angle 3
a) Etudier 'application - f=rior.
b) Etudier I"application : g = Feoryor,., . )
2% On désigne par YBC. Sap, Sca les symétries - iales p: r
droites (BC), (CA), (AB). Soit A = SCAOS AR Spe.
a) Montrer gue hwﬂ un antidéplacement.
b) Soit D' la droite parallele 3

(AC) et passant par B. Mon

SApO Sy = SposSan.
d ¢) Trouver la forme réduite de /.

i 7.12

AT

On considére un plan P

a) Soit f une application affine de P dans P telle que f* =

point quelconque Ag de P, on définit les points
>. H.:.bm_

(2ue peut-on dire de Iisobarycentre 0 des quatre points Ag,
b) Um.._n_.a_.:ﬂ_. toutes

les isométries affines [ de P telles I

7.18

Applications des isométries affines
, 113 Dang un EE._ P, on donne deux droites D et I’ et un point A
f-a B oni g by Construire yp triangle  rectangle
([AB| IAB])) tel que BED et Bep. :
7.1 Dang yn plan P, on considere deyy droites D et D' conco
donne aussi yp réel | strictement positif. s
158




points de P

v est un élement de G E)
¢ dans B de g4, applics

| SYMELTIE ( writhogonale Par riapport i J:
: :

malrice de s, dans la biase B

ation lineaire

Y \ oo rae.rw
ure et les e cments gcomet
riques i\
Qh. 4.

elte | ‘me. ¢ deésigne up
v 3 ; : 5 O_r.:._
ipplicat reciproque et D et A deux _.:.C:c... p:m”_ o
R e O S | ne
metrie par rapport a4 D parallelement A M
1 eanre i et Con
Sy =gos oL
Deémontrer que 5" est la symétrie par rappor
apporta g(D)
Phids da parall "
dide de ces resultats ceux de la L:o_fﬂ_w:w“»aﬁuwﬁ_w.__m.Em

ent de _ (E). On considére | applicatio

i S50C1e :
i€ qur associe af Iapplication :_._n.:-m oo _(

_%”_u.%ox.a% un»um

sque [ est une homothétie.

) itrer Fe €SL Une bijection de [ (E) sur lui-mea .
: me et 5
,__ wn_ﬁa:, i i
) mirer que, quel que soit :., H,.mi e, ¢
) ] » et quel que soit I°4l&
)L $ Clément f o
Ho irma =2(H;,

1 la nature et les éléments remarquables de o, (f) lorsqu
2 Squt

sur D faite parallélement a A,

€ que g el [ sont des isométries vectorielles

ue ¢.(f) est une isométrie vectorielle

0se maintenant que E est orienté et que la base B est directe.
nassocie a E et soit R=(0, 7, ) un repere de P.

on affine de P dans P, on note Inve I'ensemble de
nvariants par F.

) E_:___p que soit 'application affine bijective G
ALiNCiian
1 application réciproque
InVgopeger = G(Invy. ).
l: 3
trotation r de centre A(0, 1) et dont une E%Eﬁ%

L

L4 .“_C_T,/ de p

pére R. O d €q

I l0ns respectives y = x — l ety =
"1 14 Symétrie par rapport & D ?__J__m_m_dw:,n
- Par rapport a D,

les éléme y
¢lements remarquables de r 05,0k

1 ___:__:_ A

(Probléme Bac.C. Amérique Ce itrale

7.3

- — .
.m.mmoh.c._._oz DES EXERCICES ET PROBLEMES

. <t nul, on a évidemment elil)=i=-qa

€ et (i, el )) liée, il existe A ER tel que el @T) = At Ona
«conserve le produit scalaire » :
= () (A )=a%7-

on nil

_:.:r.._—__.. 7 - -

i =) pli)
iz |12 = a2l |-

ur & n'est pas nul, ceci implique A2 = |, d’ot A m._\ 1, +1}.

dete(f)= . Ona:

Comme le vecle
posons maintenant i et U tels que GH __;

2% Sup ____.:I,__,-A.VEA._.MHSA

=D

lement :

w-0=0.

1° 4) Supposons que ¢ soit une rotation d'angle ¢ ER.

..L,.:.\uaNI.ILvuw.mw.mumai‘ﬁﬁxH.am::anoﬁm:a:m_nm

vecteurs if de P vérifient @ (i) =1L

277, tous les vecteurs & de P vérifient ¢(i2)= &

o S10ET T
» Si 0@ 77, un vecteur # non nul de P n'est jamais colinéaire a son image,

H...u\\..-rr.rlr ) D " i I
puisque (i, ¢ ()} =@ [27]. Le seul vecteur u de Ptel que (i, ¢ (i) soit

lice est done @ =0.

b) f:ﬁ?jo? que @ 50it une symétrie az_._owozm_n par rapport a la droite
A, Soit & Ia droite vectorielle orthogonale a &, On sait (¢f. chapitre 3) que
est 'ensemble des vecteurs i tels que ¢( @ )= i etque Kestl ensemble des
vecteurs i tels que @l ) = —d D'apres 1°, 'ensemble des vecteurs & iideP

@(r)) soit liée est done AUl

tels que (i,

ific que i est un endomorphisme de P qui conserve lanorme :
V(@ o)eP? YAER
Jn:T.mwnJ:lmv k) =y (Rl
()]

On vé

(AT +T) =

VieP |ula [=el@)] = [lel _ﬁ_n (8
2% Soit i1 un vecteur non ::_ de P. Ona:
(@007 = (i o(@)} +{e =0 nin
Par conséquent, i est la rotation vectoriclle d'angle # + 7-
P se décompose

3¢ Soit A' la droite orthogonale & A. Un :anﬂmE. it donné _“_M s
de fagon unique sous la forme &= + ' avec TEA €
p(@)=7=7
w (@) ==70+0" A E

ar rapport &
On reconmait done quEl i Estts meaoﬁm orthogonale pi

i se orthonormee
1° On sait que la matrice de la rotation d'angle §, dans I8 bas
directe (i, j) est:
cos f —sin J‘
Ai_._ p cosh =i
D
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5 _ —— N DES EXERCICES ET PROBLEMES
rer que g, est un élément de GL(E), et mmmo_.c.zo )
e rice dans B e pol - .im 1 TAL j ||l||||].||u|u|.||||.|ull|.|||||||.|||||||||l
mafrice _____: I ,h_n. gy s __S_F,:__o: TeCiprogue s
symeltrne orthogonale par ra ort a la rog # e
. ( pp d Olle nﬂ@@ﬂﬂu_ e
matrice de s, dans Ja base B. . gst niily om/2 évidemment el i) =if umwm.
: : e L x 7)) lide, il existe A ER tel ) s AT O
sidere I'apphication lineaire s = 800 8y 0! 7.1 __. - est non nul et B ._l:z lice, il : - .a que (@)= Ai. On a
‘ ok =l A it _ ! Qi e 2 . & COnSerye le U—.On—_.:.—. scalaire » ;
nature et les cléments geométriques de s ) _ ¢, puisque ¢ : . il g
i _ i =elin) oli)=(Ad)(Aid)=A%ad-7)
(te partic du probléme, ¢ désigne un éléme , u1i b iy e
te et D et A deux droites dic Lol ll7 1P = a2 {1 .
oque ¢ e deux droites distinetes 4. B el > S
i ¥ 3 : & " scteur i n'est pas nul, ceciimplique A* = I d'oit A £{ -1, +1}.
rie par rapport a D parallelement a A On ¢ Comme le vectet ;i ‘e T e = =
ication lineaire gy | 1o Supposons maintenant fetitelsquee(d)=iete(F)=—5 Ona:
§'=gosogt ‘ : it =gl@)e(B)=a(~0)=—ii-
ue 5 est la symetrie par rapport a g(D) Umﬁm:m*m_ﬁmﬁ; 3 ¥ ot. finalement
er 4 l'aide de ces résultals ceux de la question A w.a o-&=0.
un élément de L(E). On considére I'application @, de I 1° @) Supposons gue @ soit une rotation d'angle # €R. :
neme qui assocte 4 f I'application linéaire Clf)=g uw..c...m ] e SiteE2nZ (== 3K mN.,tm HW_..QL. pocst Pidomiite o e lamies
Préciser ¢,(f) lorsque f est une homothétie. vecteurs @ de P vérifient @(it)=a. gl _
)émontrer que ¢, est une bijection de I(E) sie _E.-Em_z.w T e Si B e+ 2L, lous les vecteurs it de P vérifient ﬁ?wh!m
2elf10f3) = @ (fi) o @y (). { S s Si 0& = Z, un vecteur & non nul de ms.mwﬂ._gafnoiﬂnnwmﬂiﬁ
<, quel que soit le réel «. et quel que soit élemenie ) puisque (i ¢ (@ Zlﬂm [27 . Le seul vecteur & de P tel aaﬂhx.% i) st _
L.w«_@@ lice est done w =0. o i
¥ - i il le par rapport A la droit
H,, ).« = 2(H; ) 3 | b) Supposons que p Seit inC S IR S e e
e s . A. Soit A’ 1a droite <mn8_._n=no=_._o.m.c=.&uiw S m.m 1 'ensenble des
t) Determiner la nature et les €léments remarquables de @, (f) lorsque | estI'ensemble des vecteurs i tels que () = i et que u.omcu.”w.ng.n_m..ﬂmn.m.
[ la projection sur D faite parallélement 4 A. i yecteurs if tels quee(l) = — U.mnuw,w_u.w" ensemble des vecte :
16° 2 s . L o RN e donc ALAY
" On suppose que g et f sont des isométries vectorielles, o tels que (i, (7)) soit liée est donc AL
Démontrer ¢.(]) est une isométrie vectorielle. » isme de P qui conserve la norme :
b)) | étant unpe tori S " . F Ayt S T2 1° On vérifie que ¢ est un endomorphisme d A
b) [ étant une n vectorielle, déterminer ¢,(f) en fonction ‘ . - N CE g R
int la nature de g. . V(@ ek & .Eu»i_m_?im__u.
_ _ e S _ vlai+ 5)= ~e 0T EEISSIELHEE S
€. On suppose maintenant que E est orienté et que la base B oSt viep [ul@)l=]-el@l= Jet )] = flall
COIL 1 un plan associé a E et soit R =(0, i, /) un repére de: L
| | : (0, 7, _ P o 2" Soit T un vecteur non nul de P. On'a r ) 2xl
est urie cation affine de P dans P, on note Invg I'ensem _ (i vl =l = ota N+ lelih —etiy=0 ¥
points de P invariants par F RIS . siolle dangle 8+ 7
par F, o vectotielle dang
1” Démor = fh s o . iiactive G Par conséquent,  est la rotation vee Lur i donné de P se décompose
montrer que, le que soit I'application affine bijective Gt : Soit & la droite orthoganale & &, Un yecteur & mmuﬁm‘mm,&ﬁs
ins P G~ comme anplicat] P 3 Soit A' la droite S0 s i avec nEA etV
I comme application réeciproque : de facon unique sous la forme & M.. 4
—:(.._.._..;__ _.Iﬂ.:—:e___..v‘ i | | .ﬁmm.ﬂuﬂué‘ltm
; } . : | I B
U considere la rotation » de centre A(0, 1) et dont une v(a) i cﬂwowamw_nﬁw:guﬁ; g
T v 3 symétrie or :
ol On reconnait done que i est la s¥ o
2 S H orthonormée
€s drojle | Y 42 . - " SO A%%Q..ﬂﬁ—@wﬂ@- ﬁgmhﬂ
::; Hes de P d'équations respectives ¥ =SAsS H. ety 7.3 1% On sait que la matrice de 12 101
_ " appelle s, la symétrie par rapport a D paralléle directe (1, ) est: _ —sin #
. gonale par rapport &4 D cos @ =i V
) iner nature rapport a [, <in @ cost —
ALUre el Jeg r.._::_r.:—/ _.c._:::w:mmq_n.m de ros \\\l\\\\\ 161
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Pour decrire les éléments de J g, nous allons done

» ¢ =ids, on obtient toutes les translations de v ote:
* £ =354, la composée 4o Mz est la symétrie
point B, defini par A,B, Hmm. On obtient et

cenfrales par rapport aux points Ay et aux milieux:
® ¢ =5y, on obtient ainsi tous les

antidéplacements
lz 25pn OU K EZ.

=%y, on obtient ainsi toutes [es Symétries par
perpendiculaires a D et passant par les points A et ._.nm
(As Besq)

A. 17 g, est un élément de GL(E) car le déterminant de .
dans la base B est égal 4 —1 70,

Nous allons retrouver ce résultat et calculer en méme
£y ' dans la base B en résolvant le systeme -
ﬁ Xi=x+y

Y'=2x -ty

y=2x"= y"

Ce qui prouve que tout élément de

E admet un anté
un automorphisme de E et o

4 pour matrice dans
s
2 -
2% Le vecteur WJ_&_... engendre la droite D, d’é
vecteur orthogonal a D est, par exemple, 2/ —
droite A,. Soit H(x,y
existe A ER te que

) un vecteur de E et "
@' == (2 =), ce qui i

ﬁ.«\nk +N>
y'=y—2A

: : 2L @+
on détermine 4 €n ecrivant que : 2 =D 5

2(x .__..:r? !Wv“e <=5 )=

Finalemen i

























Ar=5(Ag), et A,=8(A)).
les €léments caractéristiques de S,

rirer gue

pour tout nm:nq naturel n, on a A

8.1 Supposons qu'il existe
F natug _ _ similitude f, admet un
Seil p €N; 30::3 que : g

Si [ est un élément qu
VReEN A,., = SEA. ).

que S° est une homothétie.

.Rd Wa Sﬂw«anﬁ...
Ce qui prouve que .2..5 est inva

sous-groupe G est |
e les points A, sont éléments d’ unen

semble form
cunion de quatre droites que |'on précisera.

; V2
¥ On suppose maintenant r =——- On appelle O le centre de la

o 1l en résulte que f(l)=1:1le
¢ des similitudes de centre 1.

8.2 a) Une similitude [ telle ue [ =1 admettre de point invariant A,
(sinon on aurait fr fﬁ%i. anﬁ donc une
_ Qpam_m.zo:. 11 est immé:
tnde
a) CE,_:._:__E. que pour tout entier naturel n, les vecteurs
v, A, o1 sont orthogonaux.

b) dd@ wﬁ_;nnnn f telle ﬂ_nm .ﬁ.ﬂﬁﬁ

<mQaE. non nE (sinon. .ms Eﬁﬁﬂﬁmﬂ u_c Eé&.c elle admet done

i m t 6 respectivement, le rapport et l'angle
A de f. —..m similitude F ﬂ&nna A pour centre, k'™ pour rapport et nf’ pour
angle. On a done :

b ) Représenter graphiquement les points Ag,

RKyy Aoy s A dans I
orthonorme ({1, i, j ) (unité : 4 ¢m).

¢) Calculer ||QA, || en fonction de n et de 194, En

K =1 et nf'=0 [27]
lim [QA,].

_ ou k=1 et 4'=0 ﬁ_]J

d ) Pour tout entier naturel n, calculer :

27l ; L 3%
f est donc une rotation de centre Q%wnm_nlwqao tefo, 1, ....,n—1}
L, = /J [AA ..

Etudier Ia limite de I suite :s ?mz quand n tend vers + ».

4 ’) e
./\||M ,. Wm%o nw_-_w.m._wn E@E& &%nmﬂn ymﬂ.? et done une infinité de solutions.
4" On suppose toujours que u est de module y = et d’arg e f telle que /" = f, ne peut &tre une
c 2 i G«.Omﬁmﬁpﬁ of
/ Sor
b =—=.
4

ti Vi t
tran n (§in ..,__o no_.ﬂﬂm invarianls ou aucun poin
aliof on ,ﬁ.mﬁ_.ﬂ ‘infinite 3 ;
n mm_._ma* nﬂd m.om,“ ﬂﬂmnn» par w _.nmn %?Bmwﬁ par m =1l ne Mﬁ.“n
e I similituds dmet I comme centre unique. Soit
donc étre que 1

% rapport de [ et 6 angle de f. On a:

) Vérifier que la similitude directe S est |’
point M d'affixe v + iy

application de P dans P qui au’
associe le point M’ d'affixe x’ + iy 8_

s

i

K =r et nf'=0 [27]

. - . __k_...“u.&ﬁm_. et _..?mm ﬂHJ )

n n

{x—=y)

| —_—

B2 = ¢

' ¥ e d' le
amitie e f de centre 1, de rapport Vk et d'ang
s soute similitude f de cen
: .ﬁvnam,ﬁmnaﬁh to
AK + ¥ v + 1 ﬁ.m

| ¢ 20 s Vel et este £ = o
| m _wazmsn admet done, dans ce cas, n solutions.
¢ probléme admet d

b) Soit T la courbe du plan P dont une équation dans & est xy =
Cn_ﬁ_::zﬁ une équation de I'image [

de I par S. Préciser la nature de I'. _.
) Tracer les courbes T et I dans le repére £ (sur le méme dessir

EA mw.wﬁ @ son angle. On a !
(Probléme Bae ¢ OHléar

a3 19 Soit k le rapp
s-Tours. Session de remplacement 1!

NGB L resolution deg questions 4°
:,:..Ef;z:nn: Concern;

ant les coniques,
184

27

b) et ¢) suppose quelques.




On en dédun
L1175
[T M5l

——— llnl!l..r...r.:
[ (M, M ) = (TM}, TM') = 6"

| & similitude directe de centre [, de rapport k'e
M, en M et M§ en M'.
2> 51 [ est I'homothétie de centre I et de
constante ' M — L mnm_—.ﬁazu ce cas. mc z: i
de . Soit M un point de P distinct de I,
D'aprés la question v_..mcmaa:ﬁ. m nu»w»m. une Bm_n,w
transf

_...,_?...enn_.__:.m del, _Sa. Mo 3" :du ormeé p
I, M, M.
La simili
nouvean le 1%, onen amnzz qu'il oﬁﬂn une ZBEE%
transforme My en Gy et M en G. Autrement :
centre | qui transforme My en G,.

I Les formules qui définissent f, sont de la f
[x'=ax—by
Ly’ = bx +ay
fi est donc une similitude directe de ra
délini par :

avec a’®

Onadone : 0 =2t [27]. D'autre part O est é

Remarque

On peut également voir directenent
TPPOIT £ =0 pur la rotation de centre O el |

2" a) f, estune rotatio

b} [, est une homothétie mm el sel
modulo 7. Plus précisément -

® Sif=kr aver k € N*,

o Sit=kn + Zaveck €

—n




f transforme
sommet du carré


























































9.5 1 7 est la rotation d'angle iwqh
I "application f, composée d'une rota r et
vissage dont 'axe est paralléfe & D ep ayant

@) Sip est _mnzasac_ﬂmmaﬂu?g...iw_ .

p(T)=F, ,
el, comme f(O)= A'(1. el
formules :

On sait que f estun Vissage d

‘axe D, p
I'ensemble des points M

els qgu

b) Mnn?oaw f=tot

L'application r, =kizo
vecteur orthogonal 3
Pour préciser D, on peut rem
bien, si on ne fait pa
P; sont les plans g

on a

=




L"application f, composée d'une rotay
vissage dont I'axe est paraliéle A .
a) Sip oest I'endomorphisme ass, :
p(D)=1, p(f)=— -
el, comme J(O)= A1, = est
formules :

X'=x4 I

....H... = I..w‘._,w.
On sait que f est un vissage d"axe D. parafis
I'ensemble des points M tels que

On notera K le point de _Coordonnées
Le vecteur du vissage est MM' lorsc
b) Ecrivons f = Loty por=g _
L'application T =l ipor, composée
vecteur orthogonal 3 l'axe de r e
Pour ﬁqm&maw..u. .an.m.nt:w .

bien, si on ne fait pas cette | mm.ﬁm& e

Py sont les plans d’équations r
2, =

on a -
d'on :

C€ qui montre que D, est I
Surlaf igure 1, on a représenté e
le plan d’équation x =,




F((AAD B, I =A)) (conservation dy b
ne). Ceci est absurde.

arycentre par Une applic;.

S0it r une rotation transformant (), en O

¥- Le point 0(g, g, 1y
€ en un point { Bt de A.»...,. —V est

SItUE€ & la distance lde O, [ ¢ point ¢
oordonnées (0, |. 0). L'axe D de r passe par O et aAppartieny mm
eur de (C, (). c'est-d-dire Je plan P i

d’équation Y=z

1ent, soit D une droite dy plan P passant par O. Leg deux points

;0iettent orthogonalement € Un méme poing H de D
| 11 existe done Une rotation r daxe _

t O est invariant par » et la demi-droijte Qn

-droite Oy par r.

L.'ensemble des axes des rotations » transformant Oz

f ensemble des droites dy plan P passant par O. On note

vecteur directeur d'une telle droite, « est arbitraire.

2% a) Soit R une rotation telle que R(Oz )=y,

question, on prouye que R(0O)= 0. ;

SOIL £ la translation de vecteur _.,n+g,|. L’isométrie ¢!

ayant un point invariant -

¢l on g
D transformant Cengr

est done transformée en

en Ov. est done
T3 & (e, 1, 1) ug

Comme A 1a premisre

oR est up Vissage

.ff ! ToR(0)=¢ Q) — 0
¢'est donc une rotation » telle gque r(0z)=0y.
On sait que Ja composée d'une rotation et d'une translation est une rotati
sty et seulement sj. Ja vecteur de la translation est orthogonal i I'axe de la
rotation. I.'égalité R = ¢ o7 impligue done

B (f+])=0=a+1.
La seule rotation possible est donc |a rotation r, d'axe dirigé par
Ho (=1, 1, 1), L unicité de R en résulte,
Réciproquement. 14 rotation £ o7y transforme évidemment Oz en Oy

<Y

C" le point dge coordonnées (=1.10,00) ‘Le triangle CC'C" est
Cquilatéral, | Hxe Dy, de Fo €51 —«wqrﬁmﬂuﬂn—_ au plan de ce -HmQ=N~W et passe

e i

i 27 -
donc par son centre. La rotation r, est done d’angle 5+ relativement a D,

Y M
rienté i don Yanls = .
orientée par uy. La rotation R est donc aussi ¢ angle

D’autre part, ro(C') = C"et R(C") = ((C") = . L'axe de R est donc Ia droite
passant par C' et dirigée par #,. .

1° Soit o et o, les endomorphismes associés 4 sy et s, Ona:

9.8 % . . _
_Q._"Tu!v”|.mu qa.ﬁ.hrvﬂllmlw q_AMwN”m
oo )==15 (i )= =7 oa(k)=k
d'ou, en appelant g5 I'endomorphisme associé i Sa:
os(D)=i: os()=1; qLSulm‘ %
édui 7)) =T+ ety (T =)= (7~ ]).
deduit :.na.uT.:V __.:_nsm_ by ey
WW_.MM,BQGEME.,“ o5 est donc la symétrie ,..mnnornn:o orthogonale par
: P i ielle drée par | +j,
: t 4 la droite vectorielle engendree pa ) . .
W%_Mﬂn O est invariant par 55, I'isométrie s; est -nianuw_.mes. par rapport a la
droite passant par O et dirigée par le vecteur i + .
Remarque

7 ) ten O, le produit
. : droites orthogonales se coupan .
' énérale, si D, et D sont deux ; g St
e ?M o:amn:x demi-tours d'axes D, et D; est le demi-tour par rapport & la droite D, pas
Spy 28, des o - 0 85p; = S 0 8pie
_u”_uﬁ Scm.p orthogonale 2 la fois a D, et D,. De plus, on a g A= Sy O Sy

2? L'endomorphisme o, associé i s, est tel n:afm.
ot )==1; wll)=1": ol (k)= -k
D'ol, si p est 'endomorphisme associé ¢m Fis -
p(D)=i: p(i)=-i: l_.:u... o e
Comme O est invariant, la droite D passant par O et n_Emnw vw_.“ nzw.n:nqm
n_._.ozn de points invariants. La restriction &.m pan Ewa qn“.man.nﬁ i
par i et J” est une isométrie qui transforme { enJ et en —i,

ota — n conv ue (i v ¢St une _uﬂmﬁ Q:Hﬂnn.v.
i nvenant q ﬁ » .._
I ton Q Dam—ﬁ N AO

ment, r est larotation nm axe et QO__M une mesure n—ﬁ mnﬂm_n est i
~ n Hﬂ I ~ I i 2 U 4 —
e 5 2

lorsque D est orientée par le vecteur k.

3° a —l. Wﬁﬂ:ﬁpﬁ_0= r transtorme Danw. Qu 1)e n ﬁo M.
m% .H n LMy

est mua |Nﬁ.. +n U L’isométrie e ar frans ‘Q_ me ﬁ; -1 ﬂ. m.ﬂan 4
5 2 a % n et 1

pour endomorphisme associé. On a done :

1). Le vecteur C'C'

o " r posce M._..:.P.. ar
teur i — a h axe —-u Hmﬂ . _N Cc

( ¥ 4 est D:-:—.:UMUEN O 5

nnu_.—:ﬁﬂ _0 €C!

w - o =00
ele 1 ‘angle —- Il reste a deéterminer
est une rotation d'axe A parallele a D et d'ang =

o = { par :
0 éte nt Al [iar 1 Qﬂﬂmﬂ.—ﬂ N—JNHU\:DCNEWH_
g =} otation R est &
o] aﬁmﬂ 10 4

_‘”|u..|u
=y —3
e

0 e




nme le vecteur de T dirise A. Foe ;
vecteur de T dirige A, Flest le vissage daxe A, d’angle + 7

clteur 6k Nn»

t d'intersection de L et de A
droite L’ réponde au probleme POsé. On 4 F=
). Comme H et E(H) sont deux
rencontre orthogonalement A

: L& WE(OSy
bomts distinets de A on

€N un point H' tel que

||
%
B
PR

/

=3

WAt stop et og . sont les endomorphismes respectivement associés
10N a p=gr.on -n considérant la restriction de p au plan
), on voit que L' se déduit de I. par rotation

de base directe (1,

inalen il C e BrBcent .
ement, [ gs fiecessairement la droite passant par le point H'(0, =3, 4)

liripée . - 7 & PR =

4 HIEEE par le vecteur i + | (d’oilr 'unicité de L2008

ECIproyu . f oA B At : : 1
uement, L' étant cette droite, les deux applications affines F et

il Bime e » e
() _:_ e endomorphisme associé et transforment toutes deux H en
na donge § % o8

or X T — (y+3 =17 —z +mw

1” a) On a:
€ __ = __m..n.__n I et &-&=0.
b) Appelons z'Oz la droite passant par O et dirigée par £. Soit r la rotation
. 3 . uﬂ - 34 ) J g
d'axe z'Oz et d'angle 7 relativement & 7'0z orientée par K.

La rotation r laisse O invariant et son endomorphisme associé transforme i~
en £;, ] en &, el k en k.

T £ rN est une base directe de E comme image par une rotation de la
base directe (i, j, k). On oriente par &;, ' qui est orthogonal & D se
trouve orienté de telle sorte que si (& #) est une base directe de P;
(€, & ©) soit une base directe de E; donc (Z,, k) étant une base de P et
(é,, &, k) une base directe de E, (., £) est une base directe de P.
Donc (O, &, k) est un repére orthonormé direct de 7.

2° g) On a:
X'=3x4+y+V6z
Yy =x4+3y V6z
7'==V6 x+ V6 y + 2z

Un point M(x, y, z) est invariant par f si, et seulement si :

Ix+y +Vbz=x 2c +y + V67 =0
x+3y —Véz=y <> { x+2y—-V6z=0 <> x=y=:z=0
—VEx +Véy +2: =2 —\/6x +V6y +2=0.

Le seul point invariant par f est donc O.

k) Un vecteur #i(x, y, z) est dans le noyau de ¢ si et seulement si

olit)=0.

Ceci equivaut successivement a :
I +y+Veéz =0 x+y=0
x+3y—-Ve6z =0 <= { 2x +.a.<|.w.<‘.wwn =0
~VEx + VBy +22=0 —6x + 6y +2V6z =0

x+y=0
- —4x + 12y =0
~V6x +/\w..._ +272=0
> x=y=z=0,
1.'endomorphisme ¢ est donc injectif. La dimension de E étant finie, cela
entraine que ¢ est bijectif. 1l en est de méme pour f.

¢) Un vecteur quelconque @ de D s"écrit f=ua(i +j)aveca ER.Ona:
o (5)—a (g D)+ (T =a (BT 47~ VB 47437 +VER) =45
La droite vectorielle D est donc globalement invariante par ¢. Comme

f(0)=0, la droite D est globalement invariante par f, de plus la restriction
de [ a D est I'homothétie de centre O et de rapport 4.

- 1 _ N e
d) e ?Lnﬂw??;wiﬁz =28, +2V ZM
o (R)=VG6T —V6i +2k = “NGE+3E
Ce caleul prouve que P est globalement invariant par ¢. On en déduit que T
est globalement invariant par f (car f(0)=0).




12 A, Festle vissage dlaxe A, d'angle + 7

s
vecteur 6k -
le d’ section de L et de A,
droite L' réponde au probleme posé. Ona F=g o
(H). Comme H et F(H) sont deux points distincts an_.b =
L' rencontre orthogonalement A en un point H' te] _nw_._.
1

L sterp el o soni les endomorphismes respectivement associés
Lo A p=op.org. En considerant la restriction de p au plan
vectonel de base ¢ se déduit de L par rotation

g EL oy

ote (i, § ), on voit que T

est _:,r.,.:;.,:.T_Enj droite passant par le point H'(0, —3, 4)
vecteur [+ (d’oi I'unicité de L').

roquement, L' éant cetle droite, les deux applications affines F et
wrphisme associe et transforment toutes deux H en

ECe

L Onl menie er

H). On a done F= 5

erilier que les délinitions an

‘tigues de 5, etde ¢ - sont respectivement
> \ § s &2 .
&) el KXy ) )

F (¥ 43 x=3 =281

S g ¥ B -

“a)Ona:

-

u__ﬂ_ (-4 m._.awﬂc.

__M_ __ =
b) Appelons z'0z la droite passant par O et dirigée par £. Soit r la rotation

_ﬂq
d'axe z'0z et d'angle 7 relativement & z'Oz orientée par F.

La rotation r laisse O invariant et son endomorphisme associé transforme i

en &, ] enésetkenk

m:msm& _ﬂ_ mmw:mnwmu.q&_.noﬁanm.SEBmmEm.mmwmagﬂasnasnn_u
base directe (1, j, k). On oriente D par &,, # qui est orthogonal & D se
trouve orienté de telle sorte que si (i, ©) est une base directe de P,
(é,. @, @) soit une base directe de E: donc (&.. k) étant une base de P et
(&,, &, k) une base directe de E, (&, k) est une base directe de P.
Donc (0O, &,, k) est un repére orthonormé direct de 7.

2° a) On a:
x'=3x+y +<~w.m
y'=x+3y-V6z
2'=—VBx+ Vb y +2z
Un point M(x, y, z) est invariant par f si, et seulement S0 2
Ix +y +Voz =x 2x +y+V6z =0
x+3y—Vo6z =y <> 4 x 12y V=0 => x=y=2z=0
—Vx +.,\.m.¢+umum I(\w.qj_.z\mw +z=0
Le seul point invariant par f est donc O.

b) Un vecteur ii(x, y. 7) est dans le noyau de ¢ si et seulement si

elit) =0
Ceci équivaut successivement a :
3x +p+Vez =10 x+y=0
X +3y —V6z=0 <> ! 2x+6y—2V6z=0
—V6x +V6y +22 =0 —6x + 6y +2V6z =0
x+y=0
< —4y + 12y =0

I/\ma =7 /\ww +22=
<> x=y=1=0.
.'endomorphisme @ est donc injectif. La dimension de E étant finie, cela
entraine que ¢ est bijectif. Il en est de méme pour f.

¢) Un vecteur quelconque fde M sécritd =a (i +f )aveca ER.Ona:

s?3un?:.f,._nCJUn.n.Ewi..-.x\\wm+ﬂ+uw+<m§n§.
La droite vectorielle D est donc globalement invariante par ¢. Oc,q:_.:n
f(0)= 0, ladroite 9 est globalement invariante par f, de plus la restriction

de f 4 D est I"homothétie de centre O et de rapport 4.

d) iﬁuu%ﬁ»__:ﬁ:.:umm;?ﬁ
.(_. -

o (B)= V6 - VB +2k=-2V3&+2k
Ce caleul prouve gue P est globalement invariant par ¢. On en déduit que &
est plobalement invariant par f {ear flOY=0).

S, Lo




iement, dans le repére (O, &5, ﬁu par les

23y

| v'=2V3y 4 2y

forme (ou sous la forme complexe z'=(2+2{V3)z) on
la similitude directe de centre 0, de rapport

# =— (dans le plan orienté par (&, K))

m...,..._;
2 1 ' 2V3 V3
cos === et sm b= .
4 2 4 2
de &, de centre O et de rapport 4. Soit r la rotation

gle — (D étant orientée par &, ).

o fi ont méme restriction a 9 - I"homothétie de
» et meme restriction a 4 : la similitude de centre 6]
s

- 4 On a done f=ro ki,

un vecteur de coordonnées (x, v ) dans la base ( &s, h.w ona:
\ fx -

x pNVEY - oA g
Hla.. v.‘..:lﬁl Hg»
8 8 s 8 8
(@ )=ad ent &
(E=)« 8
Xlz—A)+y—=
M T 8
A3 i
3 H IMM = &v == 0.
Le sysicme admettra ume solution non nulle si et seulement si :
| I (W. _
[=—& —
8 2
fll = 3 0
V3 I
— ===
| 2 8 \
donc si et seulement si A — : _ :
lement si A = 7004 = |m_n: resolvant I'équation du second
degré en A ).
Si A : I’ l
4 == I'ensemble de C > ir i
3 ible des vecteurs 7 tels que y (iF)= 7 @ est une droite

vectorielle D, d° ﬂ_._: tion x —\/3
\/

_ ¥ =0, une base de D, est le vecteur i, de
s :C:_:::mrl H.l yo— v
P RS

oty ]

|
=+ I'ensemb 1S Vee 73 f
7 emble des vectenrs # tels que y (7)) = = il estune droite

el 4
on V3x 4 y =
' T Y =0, une base de D, est le vecteur i, de

1A

“ectorielle D, d'équ:

Coordonnées *

21
3

2,10

7, et itz Sont orthogonaux donc les Sous-espaces vectoriels D,

o VE r.nr.—_ﬂ/
Les sont.

L=

i ii; forment une base orthonormée de P. Soit v
5 Jrrr__” de coordonnées (X, Y) dans la base (i,, i.), on a -
L
HH\"_ _ ﬁﬁxﬁﬂd +.%ﬁﬂmvhvm.%Am—u+.<.v.AmuvHMAunm_ |<m-uu.

il
.t J]a composée d’une symétrie vectorielle orthogonale d'axe la
e £ . .

1

Done Y - 1 e g e
{ une base est i et d'une homothétie vectorielle de rapport i

droite D, don

JeuX q%s_wﬁ::o:m commutent.
eg QOLEAIS i

Ihomothétie, de #, de centre O de rapport 3 ¢ la symétrie

rasonales de d5 par rapport i la droite /£ passant par O et dirigée par le
ortho w_ i, Les trois applications g, koa et aok ont méme
yecte me associé et prennent la méme valeur en O. On a donc :

endomor phis
&= mﬁ o —4a O.W.

oduisons la droite A’ du plan & (orienté par (&, k)), passant par O

§

Spit K

£} Intr
et telle que !

T
(F Fy= Tl
Qoit a’ la symétrie orthogonale, de &, par rapport a la droite -£". On sait que

™ o
4oa' est la rotation de centre O et d'angle o On a donc bien :

s =k ‘oaoca’.
On en déduit :
gos=aokok 'oaoca'=acaoca'=
d) Soit 7, le plan de & contenant les deux droites D et £, a la symétrie
orthogonale de & par rapport a k 1"'homothétie de & de centre O et de
|
rapport —-
pport 7 .
Les trois applications affines u, k o @, a o k ont méme i
J, prennent la méme valeur en O, donc sont égales :
u=Fkoa=ask.

A. 1" Les points P et QQ sont definis par : _
OP=(1-A)OA +A0B et OQ=(1+A\ \)0C aw

Le point P a donc pour coordonnées (1 +A, —1+4, A LI
coordonnées (—1+ A, 1+ A, —A)

Le point G vérifie %u%%+ : —H5Q, les coo

onnées de G sont.

donc (A + i, A — By Ap).

* @) Quand p varie, A étant fixé, le

d'équations cartésiennes : .
x+y=21 z=AE—A:

L G décrit la droite (D)




st définie analytiguement, dans le repere (O, &, k) par les

[ 2y =2V3y
/_ Y =2V 3x +2)

forme (ou sous la forme complexe z!'=(24 N__(......M”.m__ on
aue & est la similitude directe de centre O, de rapport

4 et # M (dans le plan orienté par (&, £))
2 1 L NN
cos f=-= et sii=——= :
4 2 4 2
B ) S ietie, de &, de centre O et de rapport 4. Soit r la rotation.
[l : : LT : i
= de &, d'axe ¥ et d'angle 3 [ étant orientée par &)
Les s [ et rol ont méme restriction a4 D - I"’homothétie de

pport 4, et meme restriction a & : la similitude de centre O

T g =
= On a done f=roh.

3¢ un vecteur de coordonnées (x, y)dans la base (&, k). ona :
M i = .(...u..q Ty
“.___..._.TH.___. )& + ( va».
8 LA A 8
y| i ) =A@ est équivalent a :
ﬁ_ ; /‘.,...w 0
¥lm=A
(G-
gl o
t—— (=) y =
~ g Tlmg e
Ce systeme admettra une solution non nulle si et seillement si:
I V3 |
= -
[ 8 2
o =0
_ V3 1 A
_ u m |
done si et seulement < A — I, 1 =
eulement i A |mc:\__ = - m?.: résolvant I'équation du second
degré en A ).
51 A = — b u
>t A =7 lensemble des vecteurs 7 tels gue i.mﬁ.nm i est une droite
vectorielle D p_...; uation v — V/3y =
i _ onx = V3y =0, une base de D, est le vecteur i, de
coordonnées A| |._
A : 1.
1A= 5 ensemble des vecteurs i7 tale -l I8
n ecteurs i tels que i: )= |m i est une droite

vectonelle D. d’ég 7.
5 JUE :_:: W .: +y=0 : e
" ¥ ,., , une _,_u.xﬁ de Uu est le vecteur U d

Jordonnées r, I.|~

e = —_—

9.10

urs Ty et i, sont orthogonaux donc les sous-espaces vectoriels D,
ecte
ot et i, forment une base orthonormée de P. Soit

, de coordonnées (X, Y) dans Ia base (i, ), on a:

s vect

de |

- (X Yii,) =Xy (i, )+ m.im.u.v..u..mAXm_ ~Yi).

. composée d'une symétrie vectorielle orthogonale daxe la

ast |
pone ¥ est

D, dont une base est i, et d’une homothétie vectorielle de rapport _m
.__.:__m b
deux ..nﬂznm:o:m comaitents
Ces s ! "
- & 'homothétie, de . GECCERES O de rapport 7. @ la syméwie
Soit

de 7, par rapport a la droite # passant par O et dirigée par le
ii.. Les trois applications g, koa et aock ont méme
yeorl :“..:,_m associé et prennent la méme valeur en O. On a done :

g “.:Emﬁ_::n.

endomorp

h“ron“a ok.

| Introduisons la droite 4’ du plan & Aclwam par (&, E)), passant par O

et telle gque -
Qﬂfmm [l

Soit a' la symétrie orthogonale, de , par rapport & la droite /", On sait que

i ! - i
4 est la rotation de centre O et d'angle ~ On a done bien :

aoc
s=k toasa’.

On en déduit :
gos=aokok 'caca'=acaca’=a'.

d) Soit 7, le plan de & contenant les deux droites Deth alas
orthogonale de & par rapport a 4, K 'homothetie de & de ao_zww@&n.nn
|
rapport —-
pport g
Les trois applications affines u, k ¢ @, a o k ont meme restriction: Deta
#, prennent la méme valeur en O, donc sont égales :

n”wom..ﬂmu..ﬁm...

A. 1" Les points P et Q sont définis par :
OP=(1-A)0A +A0OB et dn?.,t@,mr»a
A pour
Le point P a donc pour coordonnées (1 +A, =1+ A A)etle point Q2 po
coordonnées (—1+A, 1+A, =A).
; = bz de G sont
Le point G vérifie OG = Mt oP +I1ma les coordonnées
done (A + 1y A — gty A
2° a) Quand p varie, A étant fixé, le point G dé
d €quations cartésiennes :

x+y=2a Z=MZ2 e

crit 1a droite (D)




—_—

8

on ¢ est définie analytiquement, dans le repére (0, é;. "Hwﬁn«aﬁwﬂ_ﬂ !

ypplicit
les suivantes .

x -2\3y
ﬂ._. =27\ 3x + 2w

Sous cetie forme (ov sous la forme complexe ﬂwumm+w«<\unv on

est la 5::..:_% directe de centre O, de .ﬁnvﬁw

orienté par H.m..n.._.@

reconnail  que §

V22 #(3V3) =4 et dangle A== E‘.nz le plan
puisque

cos # = et sinfl=——=—

J..Ir;
I-JI_.
£
e

¢) Soit Ji 'homothétie. de &, de centre O et de rapport 4. Soit r la rotation,

d'axe 9 et d'angle

de & m. (© étant orientée par &, ).

Les applications { et rok ont méme restriction & 9 : I'homothétie de
centre O et de rapport 4, et méme restriction & I : la similitude de centre 0__ i
.M On a donc f=roh.

= |
L "application fi or a aussi les mémes restrictions que f a P et 7. On a done

de rapport 4 et d'angle

aussi f=h or.

3% @) Soit i un vecteur de coordonnées (x, y ) dans la base (&, k), ona :

(%, w)\wv _ A/\u.«lﬁ |
yli)= Am 8 éx+ 3 3 k. _
y (i) =Ad est équivalent i :
< . V3
x(==A)+y—=
Am v I3t
V3 i |
.<|N1.+A|ml‘v-v.<.“@. |
Ce systéme admettra une solution non nulle si et seulement si:
Foo 2
8 2 —0
VB . Fi
2 8 _
S : 1
done si et seulement si A =ZouA=— m?s résolvant I'équation du s

degré en A ).

Si A = I'ensemble des vecteurs i tels que y (i) uw i est une droite
vectonislieD; M.\m.ncu:g X =V3y =0, une base de D, est le vecteur &, de |
coordonnées ﬁllu. mv

g
4 H |

Bl ==
' 'ensemble des vecteurs 7 tels que y () = — 1 7 est une droite

vectorielle D, d'équation 3 - . .a . A _
coordonné A_ 3 3 +y =0, une base de D, est le vecteur i, de
nees -Nu. |I|Jv
> )

s T __

9.10

pone ¥ est la composée d’une

droite D dont une base €s
Ces deuX applications

qoit k I'homothétie

ort U.um..u_._w_m 3

yecteur ity
cndomorphisme assoct

¢ Introduisons la dr
et telle que =

Soit a’ la symétrie

aoa' est la rotation

On en déduit :

rapport —-
PP 3

_LS trois muﬂ:nmﬂanﬁ

2 a) oﬁ.&. F



") Quand A varie, x étant fixé. le point G déerit Ia droite

carresiennes H

V=2 2= —

Un point G o pour coordonnées (4 Tl A = A iy
¥ = yE=00 + B — TR =dAp =47,

Réciproquement, soit M un point de coord
I 1 )
¥° —¥y*=4z On pose A =z{xH¥)op =3 =) Ona

At gk =Ap
ce qui prouve que M est I'un des poinis G.
B.

alors.

[ )
1" H est 'intersection de (L)etdu .wwm»ﬂﬂ%mﬂ
(1.) & pour équation ¥ =0etz =1, Papour équation L=l
pour coordonnées (0, y, 1), pe meéme, H'a pour coord.

@ distance de M a (L) (resp. (L)) est [METJF &
M= 4.y~ 1 M= y24 o g1

2" On a Jes équivalences Suivantes ;

MR = V| < Xk (y -1y

C. 1" F, wunsforme une - base orthonormée
orthonormée, ¢*egy dong une isométri oriell

HAE
e wi
—_—

=Ptz +1)P =

lonnées (x, y, z)

s

L vecteur G

=x oA
...gom 2ip X Sk L .mnm...
mm;ﬁkinaw..wﬁn 15
sin 2

["ensemble des v
par le vecteur :

de coordonnées (0, 2
affine f, est g
¢) Les points de 5, |

X =a
On vérifie que :

X

e qui prouve que
(On peut aussi
Liisométrie f_ 1
par F_ (). Or
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10 | Coniques

Equation cartésienne d’'un ensemble de points

Soit un plan P rapporté i un repere (O, 1, j).

On appelle équation cartésienne d'un ensemble I' de points du plan une
tion de la forme f(x, y) =0 (f fonction des variables réelles x et ¥) qui
exprime une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point M(x, y)du
plan appartienne a T.

0 Parabole

Définition -

On dit qu'un ensemble I" de points du plan est une parabole si et seulement
s'il existe un repere orthonormé dans lequel une equation cartésienne del
est de la forme :

y=ax* (a#0).

La droite (0. j°) est I'axe de la parabole, le point O le sommet et la droite
(O, i) la tangente au sommet.

o1 Ellipse

Définition )
On dit qu'un ensemble I' de points du plan est une ellipse si et seulement s'il
existe un repere orthonormé dans lequel une équation cartésienne de I' est
de la forme :

i

a-  b* )
Les points A(a, 0), A'(—a, 0), B(0, b). B'(67 —b) sont les sommets de
lellipse. Le point O est le centre de 1'ellipse. 5 k.
Sia > b on dit que (O, ) est Ie « grand axe » de Iellipse et (O, j ) le «petit
axe» de I'ellipse.

St a<b les roles de «grand axe» et de « petit axe» sont échangés.

—1=0 (a>0,b=>0). o

Théoréme
2 2

Soit I I"ellipse d’équation L. + F 1=0 (a >0, b>0) dans un nﬂﬁ.wﬁa

el
orthonormé (O, 7, i), I est I'image des cercles C, et C, de centre O et de
favon a et b respectivement par les affinités orthogonales d’axes nO, i)et
(0. 7) et de rapport 1 et 2.
a b

2

o qu'un ensemble I' de points d
ditgu un 2 iy .
:Hﬂ _iste un repere orthonormé d
.,,_ Je la forme & = & N
< i

[ es points Ald, 6 nn. .PRI. ! ._a_
Les ;::mnm‘ﬁov ! v et AO. ,v .
droite (Oy @ ) est mw_um_ma.... .mﬂ@:
erbole est appelé centre de.

I"hyp

[.'hyperbole admet deux asymp
b R

el ¥y == IM X

Théoreme

Soit I" une hyperbole de centr
et 1 ' deux vecteurs a.:noﬁnaaw.
¢équation, dans le repere A )

Théorémes et définitions

e . 'ensemble des poi .
ne contenant pas F est ur
[l existe pour toute parab
n‘appartenant pas a la droite
cquidistants de F et de D.
Le point F est appelé 1
directrice de la parabole.
Le rapport e Hmmﬂ 1t
loyer F & la directrice D est
* L'ensemble des points du plan don
cta une droite D ne contenan

Si e <1, une hyperbole si e > 1.
Pour toute ellipse qui n' t pas
deux couples (F, D et (F', D
dont le rapport des distance:
Ce rapport qui es
¢St appelé excentri
foyers de la conique, T
et B, :

La distance FF'=2¢ est
focal, o



péfinition bifocale des coniques a centre

Théorémes
e Soit F et F' deux points distincts du plan et @ un nombre rée] tel que

g > FF'. L'ensemble des points M du plan tels que :

=
{

MF + MF' =2a A
est ['ellipse de foyers F et F' et dont la distance des sommets de ._._wxw_waﬁ
esl 2a. b "
e Soit F et F' deux points distincts du plan et @ un nombre réel te] que
0<2a <FF'. L'ensemble des points M du plan tels que : e i
IMF' — MF| =24
est|'hyperbole de foyers F et F' et dont la distance des sommets est 2q. )

[ Représentation paramétrique d’une conique

a) Parabole
Une représentation paramétrique de I parabole P d’équation ...LNNE
(p =0) dans un repere orthonormé (O, , j7) est : i
Hw
iF
y=t (teR).

b) Ellipse

Le plan étant orienté et rapporté a un repere o!wo:o_.im.mp (o
soit E I'ellipse d’équation W.M =5 .M|” —1=10. Une représentation paramétriqu
de E est ;

X = cos i
T. =b sint A.Tm_m..v. e

¢) Hyperbole :

Le plan étant orienté et rapporté a un repére orthonormé no, e
' 2 2 :
soit H I'hyperbole d*équation W - mm — 1=0. Une représentation paramé-

trique de H esf - v

a . _
cos ¢ .

y=btgt :ﬂ..m::. L

=

Théorémes
1. Si M est un point
en M est la bissectri

n'appartenant p:
d'intersection d
(FM) sont erthogon
Dans le cas ot I est

10.3

10.4




‘un repere orthonormé hO. (T

n & Soit Punplanmunid
1 Construire la courbe € d’équation :
Ox® 4 1697 = 144.
n son cenfre et ses sommets.
2 Soit i application de P dans P qui, au point M de coordonnées
fait correspondre le point M, de coordonnées ;
=%
.4
Yi P ¥

par la transformation k. Montrer que C,

On précisera sa nature,

Soit C, la transformée de C
cercle dé centre O.

Soit C la conique ayant pour équation, dans le repére ortho
(O, i, ) du plan : >
4x*— 9y + 16x + 18y —29=0. 'y
1? Montrer que C est une hyperbole. Déterminer son centre Q, ses axes.
ses sommets et ses asymptotes. Représenter graphiquement € en pre
comme unité de longueur le centimatre. .
2° Soit les <nn_n=3¢w =37 +2f et J =37 —2f. Donner I'équdtion de ¢
e

dans le repére (0, 1, 7).

H0.7  Dans le plan P, rapporté & un repére orthonormé (O, 7,
transformation ponctuelle T qui, 4 un point M(x, y), fait ¢

" 0

point M'(x', y') tel que ;

o X

X =

=47
1! = v‘ -
Y k

I” Montrer que T établit une bijection d’une partie du plan sur elle-méme.
Préciser cette partie que 'on notera P T est-elle involutive? e~
2% Quels sont les points invariants de T? g
w_,,m. — Dans les questions suivantes, lorsque nous aurons & considérer ‘
w_v parties de P telles que droite, cercle, conique, nous appellerons
©Aroites », « cercle », « coniques », I'intersection de ces parties avec
_w", Jw E_M.ﬂﬁ omam% par T d'une «droite» est-elle une «droite »? :
5 stormee d'une «droj e Ul 2 i Rt S SR,
PR «droite» peut-elle étre une «droite » de - ,@ . _.w._
7 mh:,wh_zm ,n_uw_ Hﬂnncm:oz de la transformée par T du « cercle » de cen
yon 17 Reconnaitre la n: 5 ce : T _
a nature de cette «courbe ». i m_w '
) b

5° Etablir la rejati
1on entre les. o Z ; o 3t ")
«courbe » d'Squation s coefficients réels a et 8 qui traduit que
v

: X+ ky*—2ax — g2 =0
est globalement invariante par T (e, B, k sont des réels)

6% On considér, i
Sdere en particulier les « o fih (= .
226 _ © «cburbes » T, «coniques » ou e

1° Déterminer
asymptotes.

N

10.9 .ﬂw_&ﬁ_@ un w@m%




10.6

Ho.

¢ P un plan muni d’un repere orthonormé (O, 1, ) d’
Construire la courbe € d'équation :

9x? + 16y? = 144.

Ny nrécisera sa nalure, Son centre et ses sommets. :

¢ Spit k I'application de P dans P qui, au u_m:q: M de coordonnées

fait correspondre le point M, de coordonnees :
Xy =22
4

Y= 3 i

la transformée de C par la transformation h. Montrer que C; es

Soit C,
cercle de centre .

Soit C_la conique ayant pour équation, dans le repére orthono
(0,7,]) du plan :

4x> =9y + 16x + 18y —29=0. .
I* Montrer que C est une hyperbole. Déterminer son centre D. Set .,ﬁww&___
ses sommets et ses asymptotes. Représenter graphiquement C en pren:
comme unité de longueur le centimétre. z

2% Soit les vecteurs T =37 +2] et J =37 —2f. Donner I'équation .
dans le repére (Q, T, 7).

Dans le plan P, rapporté 4 un repére orthonormé (O, i, m.w

transformation ponctuelle T qui, & un point M(x, y), fait cor X
point M'(x', ') tel que :

= T4

=

[ ¥
.w~
t___ = -
i =" " . H_.

I Montrer que T établit une bijection d’une partie du plansur elle-méme.
Préciser cette partie que I'on notera P,. T est-elle involutive?

2° Quels sont les points invariants de T?
N.B. I,Um;,. les questions suivantes, lorsque nous aurons i consid rer
des parties de P telles que droite, cercle, conique, nous appellerons :
«droites », « cercle », «coniques », I'intersection de ces parties ave: P ol %

L1

3" La :.mzw?mamn par T d’une «dioite» est-elle une «droites? |
La transformée d'une «droite» peut-elle étre une «droite’ de méme:
direction? : T ....,:.1..+ ﬁ:

\

L

w_. o,_._nm_a estI'équation de la transformée par T du « cercle » de centre Oet

¢ rayon 17 Reconnaitre 1a nature de cette «courbe ». -
5 Etablir 1a relation e il .. o = A

ntre les coefficients réels a et 8 qui tradu

«courbe » d'équation s éels @ et B qui trad

km i kv_M|NQH P mNHC
esl globalemeny invariante par T (a. B, k sont des réels)
f° . d o : hiaa WL r ).
i” On considére en particulier les « courbes » T}« Con ot s

10.8




¢

0.15 Le plan est rappor
! foyer et %&g

Représenter la courbe C d’équation :
1632+ 25y |y | + 96x — 256 = 0.

(Exercice Bac, E. Aix-en-Provence

¥ i
Conique, foyers, directrices 10.
‘- o -~ P
10.11 Le plan E est rapporté au repére orthonormé direct (O, 7 |
yOw
Soit C la courbe d’équation : » . .
x?— mu.w +8x + 12y + 16 =0. - .h._ 10.17 Le m.—m.ﬂ est rapp
1” Démontrer que C est une conique dont on précisera les m_mﬁmﬂ”w MH w..@%..&mu :
caraciéristiques : centre, axes de symeétrie, foyers. &Hmnninnm..m. E@E; i n considere
tes, excentricité. Tracer C. § o

2° Soit (D) la droite d’équation y —3 =0,

On désigne par d(M, D) la distance du point M 2 la droite (D). Soit Ple
point de coordonnées (—4, 6); d(M, P) désigne la distance de M & P.

Quel est I'ensemble des points M tels que d(M, P)=2d(M, Dy

(Exercice Bac. C. Nice 1982.) N
:
10.12 Dans le plan P muni d’un repere orthonormé (0, i, j7) on considére la
courbe [" d’équation : i {
9x* + 4y* — 18x + 16y — 11 =0. _

Déterminer la nature de T en précisant ses axes, ses sommets, ¢
ses directrices.

2 s

10.13 Méme exercice que 10.12 avec I' d équation :
3607 +49y” —216x + 196y — 1244 = 0.
¥ o
10.14 Le plan est rapporté au repére orthonormé (0, m.. .._...t.v. : :
I Déterminer la nature de la courbe C, ensemble des points M de
coordonnées (x, y) tels que : |
3x7+4y* +6x —9=0. .
Préciser les éléments caractéristiques de cette courbe (éléments
symétrie, foyers, directrices), la représenter dans le -.numEA I
2% Au point M de C, de coordonnées (x, ¥), on associe le .._w_:__,w bre.
complexe z = x + iy affixe de M. Calculer le module de z, en fone
uniguement :
a) de I'abscisse x de Tl 4
b) d'un représentant 6 de I'argument de z.
Soit \Z. nm M” les Jow:m de C ayant pour affixes z' et 2" d'ar
TEPTESENLES respectivement par § et § + o (—w<@=m). C

longueur duy segment [M/, M”), o estddira da dict it Ao i
en fonction de 6, I, ’est-a-dire Ia distance des points M

-

.
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10.

10.11  Le plan E est rapporté au repére orthonormé direct (0, i, Hv..n_wmxnm_ X

1° Représenter Ja courbe € d’équation :
16x%+25y |y |+ 96x — 256 =0.
(Exercice Bac. E. lﬂ;n&i@aﬁﬁﬁmﬁ

Conigue, foyers, directrices

-

y'Oy.
Soit C la courbe d’équation :
Ta= 3y?+8x + 12y + 16 =0.
1* Démontrer que C est une conique dont on précisera les éleme
caractéristiques : centre, axes de symétrie, foyers, directrices, m&ﬂ..ﬁ@r
tes, excentricité. Tracer C.
2° Soit (D) la droite déquation y — 3 =0, .
On désigne par d(M, D) la distance du point M i la droite (D). Soit P
point de coordonnées (—4, 6); d(M, P) désigne Ia distance de M & P,
Quel est I'ensemble des points M tels que d(M, P)=2d(M, D)7
(Exercice Bac. C. Nice 1982.)

12 Dans le plan P muni d'un repére orthonormé (0, 7, [°) on consideére la
courbe I' d"équation :
9x% +4y>— 18x + 16y — 11 =0.
Déterminer la nature de I en précisant ses axes . Ses .mognmm.an@mawﬁ,m
ses directrices,

:

10.13 Méme exercice que 10.12 avec T’ d’équation :

¥ 10.14 Le plan est rapporté au repére orthonormé _A.O.,.T, I

36x* + 49y —216x + 196y — 1244 = 0.

*

ol :

I Déterminer la nature de la courbe C, ensemble des po
coordonnées (x, y) tels que :

3?4+ 4y% +6x —9=0. _
Préciser les éléments caractéristiques de cette courbe (éléments de
symétrie, foyers, directrices), la représenter dans le repere | .
2° Au point M de C, de coordonnées (x, »), on associe le
complexe z = x + jy m:,_um de M. Calculer le module de Z, en f

uniquement :
@) de I'abscisse x de z: o
b) d'un représentant ¢ de I'argument de 2 -

Soit M’ et M“ les points de C ayant pour affixes z' et z” d’
représentés respectivement par 0 et @ + (= o

longueur du Segment [M’/, M" ffo = = S
en fonction de ¢, 1 Cest-a-dire la distance des points M : '

10.17

L/

10.18




Représentation paramétrigue d’une conigue 0.2

._..._.“x.__..“..._:n.n.z:..mwn_nmﬂm:amxmab,>¢.mc=§=:ﬁ&g quelconqu
distnctde A etde A" La tangente en M a E coupe les tangentes i E¢
" aux points respectifs P et P,

Montrer que AP+ AP’ est constant quand M varie. (On utilisera
représentation paramétrique de |'ellipse.) s : S
2" Soit F el F les foyers de I'ellipse. Montrer que les droites (FP) et (FI .
sont orthogonales, ainsi que les droites (F'P) et (F'P').

o Cette équation ¢
. 1(3, 0) et de rayo
RESOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLEMES | 2 Cas s
0.1 On éludie les courbes d'équations ; ._
Y2 AxZ 4 (A +Hr|wu.o. ] L. Ces équa
Si A =0 I'équation devient y2+x =0; la courbe est une parabole de deqmiee
sommet O et d'axe Ox. Le centrede I’
Si A #0 I'équation peut s'éerire - mmﬁﬂ.ﬁrm.”
o NEIE 2 it .
_ e O
(1) yi+Haly + o 7 0. _ i
§i A = —= (Y ot yems _J._,,Jc _ .
I A = 7! s’ecrit v NAH T |
La courbe est la réunion de deux droites d’équations respectives :
el ?Lv IR, ?iw
V2 2 i V2 2/
Sid#0etrz Imm I’équation (1) s'écril ;
A s ivu
»E 3 2 : :
e —1=0. >
24 %1 2X +1 i :
4\ 4A2
Si A =0 les réels MNM. : et m.ﬁﬁ.H ont le méme signe, la courbe C est une .
: . PE A : - i :
ellipse de centre O‘A Iq‘ v et d'axes Qx et Oy. i
SiA=0etA # =5 les nombres. e et 2\ + 1 sont de signe contraire et la
courbe € est une & ot e AL S tis |
est une hyperbole de centre O’ ( = + 0} et admettant pour :

asymptotes les droites d'équation -

wuﬁﬁa +Ww.w..|_.v et HI.,\MM?

S — B — a
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pol

Ll oHi. 29
T-="4= L JuAAp (])

0=£1Po=sx(p

e e ==
£ ¢ Tt
2 suopenbs inod juo saoidwAse S ‘() 152 2joquadAy | 3p 2anuad 97

‘Juespenb swarxnap 2

T el B A T,
=1 I..MM .«|u.1 .na.wﬁdwuw% 910q1adAy, | ap anred | ouop 153, )

_ . i - ..nw ﬂ.@
| Qiﬂlﬂ'—ﬂ.+M| :no
9LE = A9¢ + X0 — :Ju21A2p (1)
0=41Rrp=x (2
.HMIH;. 12 Hm“m.
€ <
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[+ Spif 1a courbe E d'équation dans le repére (O, 7,
16x% + 25y% +96x —256=10
gue I'on peut écrire successivement :
16 (x* 4 6x) + 252 — 256 =0
16[(x +3)—9]+25y2-256=0
16.(x +3)%+25y* —400=0

{x+3)* y2
ou encore : m|~+Wl 1=10.

1. 18

E est une ellipse de centre O( =3, 0) d’axes les droites (O,

4) dans le repére

de sommets A(2, 0), A(—8,0), B/(—3, —4) et B(-3
(0, T )

Soit la courbe H d'équation dans le repére (O, [, ..J
16x% =25y +9%6x — 256 =0

0l ENncore : (3= N

H est une hyperbole de centre O(—3, 0) d'axe transverse (0, i) .
non transverse (O, /7). Les sommets sont A(2,0) et A'(—8, 0): des

4

7

)

4

i )et(0, f)

—

équations des asymptotes sont y 2 (x +3) et y= —={x +3) dans le

repere (O, 7, ).
Mﬂ

5

2

3 Soit C la courbe d’équation :
165> + 25y |y| + 96x — 256 =0
dans le repére (O, 7, ).
Soit P, le demi-plan y = 0; une équation de CNP, est
16x% +25y2 + 96x — 256 = ()

A

=

10.11




;010 1° Sait la courbe E d'éguation dans le repére (0, 7, i)
16x* + 25y + 9%6x — 256 =10
que l'on peut écrire successivement ;
16(x* +6x)+25y*=256=10
16[(x +3)*—9] +25y% ~256="0
16(x +3)* + 252 — 400 =0

ou encore = = +wﬂr 1=1.

E est une ellipse de centre O'(—3, 0) d’axes les droites (O, 7 ) et (0, ) et
de sommets A(2, 0), A'(=8, 0), BY(=3, —4) et B(—3, 4) dans l¢ rep:
(0,7, 7).

Soit la courbe H d'équation dans le repere (O, 1, )
16x7 =25y2+96x — 256 =0

ol encore : (x +37 ¥?

H est une hyperbole de centre O'(-3, 0) d'axe transyerse A_.Q_.. i w. d'axe
non transverse (O, ). Les sommets sont A(2,0) et A/(~8,0); des

équations des asympiotes sont w.uw.?. +3) et y=——(x+3) dans u..u. I &

. 5

repere (O, 1, J ).
No

r

b

5% Soit C la courbe d’équation :
16x2 + 25y |y | +96x — 256 =0 _
dans le repere (0, 1, 1),
Soit Py le demi-plan y =0; une équation de CNP, est :
16x7% +25y% 4 96x — 256 =0

™

10.11

d'on: C
Soit P, le dei

donc C et H sont
d’ou :












Cest une ellipse o

F(0, 0) et F/(—2 gy ar ol

-_h..L




Ce sont les droites d'équations respectives : :
»¥=3 et y=ldanslerepére(0, 7, [).

4 . :
L. 'excentricité & est ¢ u,h =5=2 (on a bien > 1). 10.13
__ -l
= 0
| i |
| f ...‘
_ A
| i -
| 24
| !
. 10.14
2 Soit M(x, y) un point du plan Lapporté au repere (O, 7, /7). _ 1
Le point P coincide avecle point F. La droite D est la directrice asSociéea F
“ | M, P) ;
et 'excentricité est 2. L’ensemp] S points M tels que ——— 9 o
Xcentricité es| ensemble des poin tels g d(M, D) !
'hyperbole de [a question 1.
10.12 Soit T la conigue d’équation : 9x2 + 4y= — 18y 4 16y — 11=0.
L iy — )2 2P _
L'équation réduite de I'est': A..ﬂ > ~ Vﬁ.+ Qwﬁ ) =0. I
I"est une ellipse de centre (1, =2), de petit axe Ia droite d’équation y = —2 i
| et de grand axe la droite x = | I _
Si on pose ¢ =2, b =3, ona: f
ci= b*—g2=5% car h>gq | .
dolr ¢ =V/5, I'excentricité est égale 4 ¢ u%u.;.\wlw car b > g, |
hh s Mow&.w sont les points du grand axe situé 3 la distance \/
3 s







2* a) Ona:jzft=x*+y"
Soit M(x, v) un point de C d'affixe z on a:
I Ay 6y —9=0
ou : ATy =P 6x 49
d’ots : dlz[P=(x -3
d'oi |z HNMT.. =5
Mais M appartient & C donc P'abscisse de M est inférieure ou égale 3 10.17

|
d’ol ; __m_ﬂnnm...:, &

b) Ona: hh_n_nomm
si A est un représentant de arg z d'of ;

| Ona: 1N

‘ :
‘ m.H_H.:ﬁQw o 4i wm,_.- mu"M+§mmnﬂu@+m.mwﬂ %v ___ I F
2—cos @ (—cos 6 —ising) ]

_ "= |2"[(cos (6 +m)+i sin(g + 7)) =

3 3

N..l s - L .
_ u+nemmA§m ~m53+mln.umm
g 12 . | _
B e e g (ov 04 sin 8). y ) -

il

La longueur du segment _.HE..E.J est |2'=z7] :
' ) mN i oA A f
lzt~ _ e g car 4 —cos® 6 >0.

fa

(cos @ + i sin @) _ﬁw

10.15  Une équation de la parabole est : . 4
|

P est une parabole d'axe y = =1, de sommet S (-4, —1), mn.._%.uE.Bm..an. . ﬂ
p HWQ« foyer F ﬁ !qu I_V”. Une équation de la directrice est x = — —- |

10.16  La conique E est une ellipse car I'excentricité «..Hm est strictement inf
al
Pour toul point M(x, y) du plan :

" dM,F) 1

Me&E : = <
=AM D) 3
5i D est la droite d'équation y=1
On a;

d*(M, F)=(x + 124 (y ~ 32
_ &4, D=y < 11




10.18

h) L'équation de E peut s'écrire : 16x2 + 16y% ~dx? 4 | i
[OM [P = x2 4 y2

d'oll ; 16 [OM |* = 4x® - 124x + 942 =(2x —3g)?
e
d’of IO =HM [2x — 3a |
- st ]
mais ~F<x<? dou [om =3 6a - 20,

Si M(x, y) a pour affixe z on a
argument de z, on a :

E=x 4y et [OM = [2]; soi

x=|z|cos 6 et ¥ =|z|sin ¢
— 1 :
d'otr I'expression [[OM || =3 (3@ = 2x) devient :

2| HM (3a =2|z| cos 6)

» OM wa
d'od ; =1 2¢ .
e. l2] = [[oM | 2(2+cos 6)
¢) On obtient -

R

4—cos? o (608 @ +i sin a) (voir exercice 10.14)

{
Fourl o = } oL i TV Wl mﬁ ‘]
d’on _u.. =2 _.|=|H,NMM *_J&I.uualomﬂm" __ﬁ,
d) On a: m__
2__ 2@+cosa) o 2@-cosa) )

Z 3a(cosa tisine) —3a4(cos a +isina)

3a(cos e + i sin & ) 3a .34
d'on : N”III.[..I||||..|I|I'.“.|.I+ e
. 4 cos a 7 g Be
Quand & varie | point P d'affixe Z déerit la droite d*équation ;
e
2

?=qg®-p2 4
Se est alors

L'équation de Pellip

P =0
#  (Visp .

OU encore : 15x7 4+ 16y2 — g0y 105




) L'équation de E peut s’écrire : 1632 + _.@»Jﬁu%_gl
JOM [ = x2 4 y2
16 [JOM |I* = 4x2 ~ 12ax +942 = x —3ap

d'ou
. 1
[OR) =1 f2x ~ 34
- unu. o = P fu S
mais : o %M dou  [[OM = = (3a —2x).

Si M(x, y) a pour affixe z on a: 7=y +iy et [OM I=|z]; soit ¢

argument de z, on a :
x=|z|cos 6 et y= |z]sin 6

= 1li..
d’ou I'expression [[OM || =7 @ =2x) devient :

l21 =3 (3a = 2] cos 9)

|
e . = |lOoNF = ma -
| de8 gl
¢) On obtient :
; Tioe @h : A - . eTcica N 14N
z'—z IaIHImnvlmWQJ (cos o + [ sin @) aqcﬁ.auﬂmnﬁ_ﬂ%. )
= . — i - = ..H
d OW - TN, < _ _ = .a gmﬂ. Q
d) On a-
2 2(24ecos @)
Z 3a(ces ¢ +1 Eb.ﬁu_
dhes s Z un?om a +h sin @) 3a

Quand « varie le point P d'affixe 7 décrit Ja droite d*équation -
3a

=

4

1018 Onposea <4erp =2 m_%m F)d'olte =lona:,

na_.zﬁnrnﬂ.n:mm est une ellipse de mcﬁ_am m. et ma
[F, F'] et a pour coordonnées (3, | ]

abscisses. Soit b le réel positif n&.ﬂ

cr=a% - p2

L'équation de | ellipse est alors
fx — 3Nz

=t

4

Ou encore 152 & —@.»I%@k = 5%#6‘..

10.20




1 NS

|~M\ Géométrie descriptive

Ce chapitre figure au programme de Terminale E et ne figure pas au
programme de Terminale C.

1 Rotafion autour d'un axe vertical ou de bout

Si l'axe est vertical la rotation s’effectuera sur la projection horizontale, les
projections frontales du point et de son image ayant méme cote. :
Dans le cas ou I'axe est de bout on échangera les réles joués par les
prajections frontales et horizontales.

U Rabattement d'un plan sur un plan horizontal

La rotation autour d'une horizontale D d’un plan P qui transforme P en un

plan horizontal P, est appelée rabattement de P sur P, la droite D étant la
charniére du rabattement

+

On construit le rabattement d>un point M{m, m') par la Em&..on._m du triangle
de rabattement. Soit D(d, d") la charniére du rabattement, p I'intersection

de la droite § orthogonale 4 d passant par m. Le rabattement m, de m
appartient 4 3 et l'on a :

d(w, my)=d(p, p)
ou p est le point de [a paraliele & d menée par m tel quie :
d(m, py=d(m', d").

Il ¥ a deux rabattements possibles. “our obtenir le rabattement de tout autre
pomt on utilisera la méthode des alignements.

mlc.m._rzg. n’) un autre point du plan P

1, n') , le rabattement n; de n sera tel que
Myl =M si (mn ) est paralléle 4 d et tel que o, m,, n; soient alignés si
() coupe d en o. .

Dans _o..Sm. ,a,.:z rabattement sur un plan frontal on €changera les roles joués
PAr projection horizontale et frontale. . e

11 e
désigne par
place O au
projection;
y'Oy: elle h :
ositivement:
mﬁ_m le haut; I'unité de

1° Construire

2° Détermine
et dont la p

horizontalemen
longueur du
ABCDEE.

Sur une no
effectuées.

(On rappelle ¢

cercle 0N

112




11.4

11.5

3

les coordonnées du point H A |
la distance d(£, R) de £ au plan R que I'on comparera avec la valeur
{In

mesuree.

(Exercice Bac. E. Lyop

L'espace est rapporté au repere orthonormé (O, 1, . 3 daxq
y'Oy, z'Oz. L'unité de longueur est le centimétre, O est au centre
feuille. Le plan (Oy, Oz) est le plan frontal et le plan ._M.Dﬁ...a .
horizontal de projection. La ligne de terre est orientée positivement. de
gauche a droite, Ox dirigé vers le bas de la feuille, Oz vers le haut,
Soit (P) le plan d'équation cartésienne :

2x =y +3z—6=0
el (Q) le plan d’équation :

-

x+y+z—-3=0.
“ Construire les traces des plans (P) et (Q).
2° Faire I'épure (d, d')de la droite (D) intersection des plans (P) et (
3" Soit A et B les traces de (D). En faisant une rotation, faire apparaitre le
segment (AB) en vraie grandeur.

(Exercice Bac. E. Bordeaux 1981.)

Rabattement
L'espace est rapporté au repére orthonormé ﬁo ﬁ.‘w mw Le plan
(O, 7, j )estle plan harizontal de projection et le plan AOﬂ Isk wﬂm.._ le plan
frontal de projection. Le point O est au centre de la feuille; la ligne de
terre, définie par (O, ), est le petit axe de la feuille. L’unité est le
centimetre. On considére les points A(3, —7,4)et B(5, —1, 8) ainsi que la
droite.

=il "

DL y==1+2A (A ER).

T =44\
1? Faire I'épure de A, de B, de .
2° Construire [a projection orthogonale H de B sur la droite 9.
3% A 'aide d'un rabattement, faire apparaitre le triangle ABH en vraie
grandeur. En déduire I'épure d’un point S de Ja droite BH, situé a égale
distance de A et de la droite 9. TN
On expliquera les constructions effectuées. 3

(Exercice Bac. E.

Lespace est rapporté i un repére orthonormé R = (0, [
désigne par x'x, y'y, z'z les axes ayant pour vecteurs direci

(Ox, Oy) est le plan horizontal de projection; (Oy, Oz ) e
de projection; la ligne de terre est y'Oy, elle est le pet
orienté positivement de |a auche y droite. Le 1

bord gauche de
bas; I'unité de

1 Construire les

20 On appelle D
équations :

mi-hauteur
Par rappo




dérons le plan vertical paralléle & la droite (7, ) trace horizontale de ar
sassant par £, ce plan coupe le plan # suivant une horizontale passant
soint (. n'). On rappelle donc @ sur la droite passant par n' paralléle

[

1.%

w..._L. droite (AB) étant horizontale, (ab) est parallele a 7, il ¢
meme pour (cf) et (ed ). On construit le cercle de centre @ de ra

n 4, la

_—

11.2

paralléle a m, pas
possibles). On co
longueur du coté.
Pour rappeler les points ¢

A




.. _ ___4__.__._ \ n____z..m__ paralléle a Ia droite (7, ) trace horizontale d
- L.._rwuw_ ,_.: coupe _...... plan # suivant une horizontale pas n. K
rappelle donc @ sur la droite passant par n’ uwaﬁwwﬁu
e

__E

3° La droite (AB) é

B) étant horizontale, (ab
R _ . zontale, (ab) est paralléle & n i .
éme pour (¢f) et (ed). On construit le .n.ommw...n_..onmﬂqo_.mﬂwwweﬂﬂm.mwww_.,_.. aww.m Q_M

11.2

vm._.m:wmw a 1, pas
possibles). On cons
jongueur du cbté.
Pour rappeler les po




; 4 ._”,.ﬁ;._\.: vertical paralléle & 1a droite (7, ) trace horizontale de

g w_ﬂ.w. Wu_&_ coupe le plan # suivant une horizontale npmmw.ﬂ.

s . On rappelle done w sur la droite passant par n' um.u.m:m_h._.
lele

Yx

3° La droite (AB) ét -
) étant horizontale, (ab) est paralldie & #,, il.ch est e

méme. pour (¢ 4 X :
f) et (ed). On construit le cercle de centre  de rayon 4, la

11.2

parallele & m,
vomwma_mmv. On co
jongueur du cOté.
Pour rappeler les points ¢
ja méthode employée & I

pas la figure glo ment

La trace fronta
—y 4+z=0,les

A







I“ a) LA Ul avw pars s

4'équation X — 2y =
La trace frontale (R
~y+2Z =, les deux po




Qj

d'

bt

— -

N0
| <

oh

Py

Y.

1 aeQl g I s’

4 A= (8, 8") la droite horizontale du plan (ABH) pa.\m\nt par H. ¢
) Pt : 3 . i sl ¢ i QAP
? SOlnnr h' et est parallcle a Oy, & passe par h et est parallele a la trace




e de R.

4 droite A, lintersection de ce

v droite ([
yoint (M, h')

n d'axe (d. d') vertical passant par le point £}, qui
| en une droite frontale (XH, ). La droite (wh, ) est
.}:., )= d{w, hy) onrappelle le point hy sachant
cote. La distance d(Q, H)=d(w’, hi).

a = 1,35 cm.

. représentation parametrique de A est:

% Yx=u+2
Y=Y sh 3

._,,Hu_z +1 (wER)

car un vecteur directeur de A et U/(1, =2, 2).
/20 23 C.,v
h) On a H Fﬂ 5 Gl
2 4
¢) Ona:dH Q) == donc d(H, Durm cm.

[¢ Les traces P, et Py de P sont les droites d’équations :

m._.|.¢+um|mH: nﬂ ﬂ.tlwm +ano
72 =10 x=0.

[es traces Q, et Q de Q sont les droites d'équations :

_.,,.L.v.+n|unc o_ T+w+n1uno
HHHC x=0.

2° Ladroite D passe par le point (¢, a') intersection des traces horizontales
de P et Q et par le point (b, b') intersection des traces frontales de P et Q: la
droite D est la droite (ab, a'b’).

3¢ Considérons la rotation d’axe de bout la droite Ox, qui transforme le
point B en le point C de la droite Oy. On construit (¢, ¢') de Oy E.nzn
d(0, b')=4d(0, ¢). Le segment [A, B] devient le segment [A, C] qui est
dans le plan horizontal donc

d(A, B)=d(a, ¢)=3.85 cm.

Voir figure ci-contre,

I# On construit les points (a, a). (b, b) et la droite (d, d').

2% La droite D est paralléle au plan frontal (droite frontale) donc les
projections frentales de (BH) et de 9 sont orthogonales, h' est la
projection orthogonale de b’ sur d'; on rappelle #' sur d.

=
W, §

Py

3¢ Soit A=(3, 8) la droite horizontale du plan (ABH) passant par H. §’

passe par h' et est parallele a Oy; § passe par h et est paralléle & la trace
horizontale du plan (ABH)

Considérons le rabattement du plan (ABH) sur le plan horizontal 7
contenant A,
On construit les points a,eth

A et B par la méthode du trian
point H est invariant.

1 Projections horizontales des rabattements de
gle rectangle, la charniére étant la droite A Le

On a: d(A, B)=d(a,, b,)=7,55 cm

d(A, H)y=d(a,, h)=8.55 ¢m
d(B,H)=d(b,, h)=4285 cm.

H appartient 3 G .
( %ﬂ,”:aa 4D, S est I'intersection de la droite (BH) et de la médiatrice de

On concten: 5 ]
N construit s, Intersection de la médiatrice de (ay, h)etde (b,, h)quiest

I"image
8¢ de S dans le rabattement précédent. On construit s intersection de

_b} vn .
Vi % de la droite passant par s, et orthogonale 2 5. On reléve s sur (b'h").
o figure paee 256
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La trace frontale P, est la droite d’équatic
les points (0, —4, 0) et (0, 0, 2).

2° Ladroite d coupe les 1
droite d"
















truit e point B( b,

e ———

aitement do
4 f me

perpendic ulare

nc k' projection frontale
né par b

B’y image de A,

de B sera sur p'e
" On rappelle b*en b sur pw. |

g i
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nals « I et =

ffine dont on déterminera les

s e symelrie

R Je mouvement du point M dont les
yn du temps par :

ete . y)=et (=61

¢ |2 nature du mouvement de M.

(Probleme Bac E. Besangon-Grenoble-Lyon [1982)

ene par P un plan de I'espace E.

_ nee de deux points M et N de E, ou norme nm_c vecteur .@w&. est

_ IV N |l. A tout couple ( M. N) des points de E, on associe .

o) le réel AOM. N) = |[MN || si les points M et N ont la méme projection

orthogonale m sur P, .

) le réel ACM, N)= |[Mnt ||+ ]| + [aN || si les points M et N ont,

_;___ P. des projections orthogonales m_et n distinctes. On.in_.wo_m_qw un
de E tel que (O, i, J ) soit un

repere cartésien orthonormé (O, i, J, k)

repére cartésien orthonormé de P.

[® On désigne par ¢ un reel quelconque.

Le point M(f) de E est défini par I’égalité :
OM(1)=(cos t)+i +(sin £)-] +1-k

et le point L. de P est tel que OL=1.

A(L, M(1)) = [t] +

o
Démontrer que 2 sin &

2 Etudier les variations de la fonction :

[:[-27, +47] — R

. 0 4
u__._q

\_|.v_~_+

Tracer la courbe représentative F de f dans un plan (I') affine euclidien,
rapporté au repére cartésien orthonormé (0, i, #). On prendra le
centimetre comme unité de longueur,

3 L unité d'aire étant le centimetre carré, calculer |'aire de la partie du
plan (1) limitée par F, par 'axe des abscisses et par les droites qui ont pour
eguations respectives

i=47 et t==2m

4"« étantun réel strictement positif donné. on désigne par A le point de E
tel que

0A = ak.

) Quel est 'ensemble des points M du plan P tels que, / étant un réel
onne, A(A, M) =17 Discuter suivant les valeurs de [.

- SN

e

12.3

b) o_._..n_. est I'ensemble des
.M“b N)=1? Discuter suivant Jes valeurs de |/

Etant donné les réels o B icten N

~Sptido + P> ¥ strictement positifs et tels que 8 .
mo_..:_”m A ..mﬂ B de E sont définis par DA = ak, OB = ¥ +_,._mm.n 1
: uel est I ensemble des points S de P tels que A(A, S)= A(S. B)? Discuter
suivant les valeurs respectives de v et de o — B.
i o
6 Oq.ﬁ designe par ¢ une application affine de E vers E qui
a) laisse P globalement invariant

points N du plan (0, i k) tels que

b) est telle que, quels que soient les points M et N de E,

AM, N) = A(g(M), ¢(N)).
Quelles sont les restrictions a P des applications affines 7

?o.:.cmm. que, si m est la projection orthogonale de M sur P, ¢(m) est la
projection orthogonale de ¢ (M) sur P, . .

ﬁ.o:xmﬁno:pnm les applications affines ¢ de E vers E qui possédent les
propriétes a) et b),

(Probléme Bac C. Clermoni-Ferrand 1977, )

Le plan P est rapporté & un repere orthonormé (0, 7, |- ). On désigne par
P* le plan P privé du point O.

Un point amm.._n.oamso M ayant pour coordonnées v et ¥ par rapport au
repere (O, 7, [ ) a pour affixe le nombre complexe z = x + iy; on note 7 le
conjugué de z; on désigne par [r, 8] le nombre complexe qui s'écrit
r(cos @ +1i sin 8) avec r élément de R, et 6 €lément de R.

A. Etant donné un nombre complexe a nen nul, on considére 'application

©, de P* dans P* qui a chaque point M d’affixe z fait correspondre le point
M’ daffixe :

z'=

&=

1? Cette application est-elle bijective?

Déterminer suivant les valeurs de a l'ensemble des points invariants par
Ea-

2° Déterminer la nature de I'application composée ¢, o¢,, @ et b étant
des nombres complexes non nuls. .
Montrer que ¢, 0@, est la restriction & P* d’une isométrie de P m.oa on
déterminera la nature et les éléments remarquables en fonction de
I'argument de a. . :
Quelle condition nécessaire et suffisante doit vérifier a pour que ¢, soit
involutive?

B. Dans cette partie, @ est un réel strictement uo.a&...
1° En utilisant la partie A, répondre aux questions suivantes :
¢, est-elle bijective? b e

uel est I'ensemble des points invarian . _.
m étant aussi un réel strictement positif, quelle est la nature de ¢, 0 ¢, ?
¢, est-elle involutive?




Jler les coordonnees X
¢ v de M, puis les coordonneées
ces v et y de Mo :
ot v de M
r' et @ en fonclion de

|

C

Alication

yordonnees X
el

N 1 POSE

<uivant les questions, soit de la

1 S€ Servira,
t= Jations donnant X el .,., en fonction de x et y

ction de ' et ¥', soit de celles donnant

Coints 0. M et M’ @, (M) sont alignés.
sk g o 0 ' ceant par . déterminer I'image par ¢, de (D) privée

-y passant par O et centré sur 'axe des abscisses en un

¢ de (C) privé de O. En déduire I'image par ¢,
I'axe des ordonnées et distincte de celui-ci.

(H) la courbe d’équation x> —y*+2x =0 par rapport au repere

ue (H) est une hyperbole dont on indiquera cenlre, axes de
fovers, asymptotes. Dessiner (H) en prenant 4 cm
.;...:._ unités sur chacun des deux axes.

2% Montrer que (H) est 'ensemble des points M daffixe z =[r, 8] tel

—2 cos f

r n;_:.o:a..ca::ﬂ cos 28

_r.,__..i.:._..::{..:_,.-r.:wmar_an_m_c,us;. \..
En étudiant le signe de f(@) suivant les valeurs de 6. verifier que 2.: se
trouve située dans trois régions du plan limitées par des demi-droites

d ne (: sur la figure, on hachurera les autres regions.

1 A partir de cette question, on suppose a = 1.

Soit (I'™*) I'image par @, de (H) privée de O et soit (I')=(I'*) u{o}
Montrer que (T') est I'ensemble des points M d'affixe z =[r, @] tels que
r=g(6)avec 8 £[0, 27 ]: calculer g(#).

4% Montrer que (I') se trouve dans les mémes régions que celles définies
au 2% et qui contiennent (H).

Montrer que (I') admet 'axe des abscisses pour axe de symétrie.
Placer les points invariants de (H) et caleuler leurs coordonnées.

5% Soit A le point de (H) appartenant a I'axe des abscisses et dont
I'abscisse est strictement négative.

Déterminer A'= ¢ (A).

S0t (4) la tangente en A & (H); déterminer I'image (A') de (A) par ¢, en
utiisant la question B. 4°,

ire (A",

viontrer qu'une €quation cartésienne de (I) est -

w
e ATNU,

sl 0

12.4

Soit (I'y) I'ensemble des points du plan P de coordonnées x et y telles que :

v ~+m»..
I—2x
En étudiant la fonction F : R —» R
X —> x LEs
F=2%

et en utilisant les questions précédentes, construire (I';) sur le méme
graphique que (H), puis en déduire (I"). Préciser les tangentes en O eten A’
a (I'y). Vérifier que (T") et (A’) ont la méme tangente en A’

(Probléme Bac. C. Rouen 1982.)

A. Soit P un plan muni d'un repére orthonormé (O, #, 7). A tout point M
de P de coordonnées (x, y ) on associe le nombre complexe z = x + iy. Soit
I"application

F:C—C

b

NINHQ

et I"application d:P— P
M+— M,
M ayant pour affixe z et M' pour affixe z' =F(z).

1° Etudier et représenter graphiquement la fonction numérique définie sur
R par :

X
?Z]m+l?|_.

2° a) Soit Dy la droite (O, &) de P, Déterminer ®(Dy).

b) Si M et N sont deux points de Dy, quelle est 'image par ® du seement
[M, NJ?

3° a) Soit r une rotation de P de centre O. Montrer que, pour tout point
M de P,
O (r(M))=r(®(M))
(on pourra associer a r une application de € dans C de la forme :
z —> az).
b) Déterminer ®(P) et 1.9. Démontrer que ® et F sont injectives.
B. Soit A I'application de P x P dans R. qui, au couple (M, N) de points
de P d’affixes respectives (m, n) fait correspondre :
i

1+|m] 1+[n]l
1° Soit M, et N, d’affixes respectives z; = —2etz;= 1+ iV3. Caleuler :

A0, My), A0, My), A(M,, My).
2° Vérifier que : V(M. N, Q€P*

AM,N)=0 <> M=N

A(M, N)=A(N, M)
bz. Q)<AM, N) + AN, Q).

A(M, N)= |E(m) - E(N)| =




wtrer que, M et N étant des poimn n_a_.m._. anﬁ
{ un plus petit ma jorant (ou borne ..:ﬁm:m;mﬁ qu
~ Soit Cle cercle de centre () et de rayon 1. Soil un I
.orde de C privée de ses extrémités et perpendiculair
nt d'abscisse cos &
yd'image M/(x", ¥ y') par ®. Calculer x et )
lation (E) vérifiée par (x, ¥) ﬂ@c_. que

@ Soit M(x, ¥
roque S, de SL(

et y. Former la re

¢ Déterminer I'image recip
de P dont les images par @ appartiennent a S, , ar

méthodes :
«) Traduire (E) en termes de distances.

est une partie d’une conique dont o

b) S«
E:S_g:o que 'on :&EE

RESOLUTION DES PRO

.— R _”_L.“_— ;T,.BHHQ
dérivables).

Pour avoir les dem
amucmm_ : % x|




3 [t +] les
I=[t, +=[ sur
¢ croissante de 1

restriction de fi
seni croissante de
continue ¢t strictemen

=y NFE=] = yF

b

e g

la condition y = x est-elle vérifiée?

Yl s 2y25y24l =5 yE=lee
¥
gl +8H|vE +ec |

la représentation graphique de g ¢
correspondant & X =1 par rappor

pointillé sur L3 :mﬁ& Elle admet po
rapport 4 la premiere bissectrice nE repére :

I'équation de D est

celle de A est

o 4= [ a2~

! . 1
HM _H_u _k :_ HM.,—H_.. A

carré ou du rectangle dont le
sur les deux axes de coor

_Qa&:e.am dans _a symétrie
M, EC,

sur E




(M) de coordonnées

M.....H_a.«
Ly? ==ho. ==y,

v) a pour Emage Eea, p

M) a pour coordonnées

yi= av'=a’x

Ly = by’ —ay'= bax —albx = ay)=azy.

(M) =M pour tout M de P si et seulement si a®= 1. Don
cvmetrie affine si el seulement si @ =1 ou @ = —4

nne

.,..__,.,._.L.,_:nnv..w.amr...nﬂﬁ:nncmmacnnuu_. r..mxn..na_

\nsemble des points invariants trouvé a la question C. [

~9. ¢'est la droite d'équation y = x. :
ction de la symétrie est I'ensemble des vecteurs o don

~ i par 'endomorphisme associé a @, ), ¢'est-a-dire des vecteu
tels gue : ¢

bhoy g

(0,1, [ ) parallélement a y'y.
b} Mf{x, y) a pour image par ¢, » le point

ﬁ x'=x

donc ¢, 4(C)=C.

1+ K o
O, s
~
y=e'  (1=0)
la trajectoire est incluse dans Ia

X




j srivée a droite égale a 2
; sur f =0, une dérivee : .
séde, u_..“,:_%:_, ¢ = 2, Ia fonction f vomwwﬂm une dérivé
1 ”_.mlswn i gauche éeale a 00 Voir fig

3% Caleulons d'abord Paire .
la droite d’équation ¢ = 2. On

| Nau: Jdt = g. i T +2 sin “..g_..&._n_

0 a

Les propriétés géométriques de la cour
totale demandée par I'énoncé

-

¢ Si | <@, I'ensemble est vide,

* Sil=a, lensemble est {0}, _
* Si | >a, I'ensemble est le cercle de centre
b) Distinguons deux cas, pour calc .
(0.7, F).

SN est sur la droite (0, £

Si z,a.oﬁ Pas sur la droit

La discussion est done 1a

® Si 1 <0, I'ensemb




(M) sur P Introduisons 1€ point n de P défini

.- ale de ¢ .
= m') _Mh:p ” n._::.. m' = @tn).) Remarquons maintenant que
g AMM, )= _ﬁ___".:E [+ fferen ___ = :35 | = ACM. 1)

résulte

SR Ao (M), g(n)) = Alg(M), ()
Jle M= [let My + =§€.ﬁ_ﬁw=. .

On en deduit ; T_:IH]_._ .ﬂlﬁ-: =0 soit ¢(m)=m
maintenant @ une application affine vérifiant ,.S et b). Seit ¢

ion de vecteur O@(0). Tl est clair que ¢'=t 'ogp
ant également a ) et b). De plus, e'(0)=0 .w&%@
=~k Le point

sovl

uw__.__:., ion uffineg vé
" les points de E définis par OA =k, OA’

?En:n orthogonalement en O sur P ef X
[OA] = A0, A)=A(¢(0), ¢'(A))= [0

il en résulte que ¢ (A)=A ou @'(A)= AL

@A) =A La Rmn,_n:au de ﬂ aP @ww une i

.a__.ﬁ Mier ¢ a n

ri %ncz a une n__d:n passant par O. _..w _.nmnn.ngn am.. ..ﬂ..w. P.@m@
I'identité.
Il en résulte que ¢’ est une isométrie de E, plus précisément
soit une rotation d’axe (O, k)
soit une symétrie par rapport 4 un plan o@bnwﬂmﬁ.m A
L'application ¢ peut donc étre : ..
s une translation de vecteur appartenant & la direction de P;
e une rolation d'axe perpendiculaire 4 P; -
¢ une symétrie orthogonale par Hwbﬁa_..» 4 un plan | w
Denxieme cas : ¢'(A)=A". On a alors % )=
orthogonale par rapport au plan P. L'applica
et laisse invariants les points O et A : on est aﬂmm.
Lapplication peut donc étre ;
e la composée (commutative) de s et d
appartient 4 la direction de P;
» la composée (commutative) de s et d*une r
&P e
e la composée ﬁneaacﬁas& ; .
rapport & un plan perpendiculaire a P, c’est-3-dire un
est dans P,
Réciproquement, il est évident que toutes les
sont des applications affines vérifiant a

>. I* g, estune bijection de P* sur Juj
M nn?vowmw%cagﬁnmagﬁ&g
C* ona:




T Pl a-dire x* 4+ 3" = 2ex. Soit

2 = e atactig
fe Cest(x e PHy*=c?cest -4 e
55 C différent de O, en atilisant (1) sa g

h::u:. de

& _—.... .
seisse X' =5 ¢ I'image de C est
v son image M' a pour ahseisse x e Don I

s la droite L déquation x =

&=

oouement soit M, un point de L, les coordonnées de M; sont
inro soit |

.« enordonnées de I'antécédent de M, vérifient :
a ax |

e X+ y*
ay _
done vérifient x®+ y? = 2¢x; P'antécédent de M, appartient 2 C¥=@C — _mOw i
done &, (C¥)=L. _
v, étant involutive, on a ¢, (L)=C* - .
Soit D une droite parallele a I'axe des ordonnées et distincte de celui-ci, une
: a % Acsg
cquation de D est x=m (m #0). Posons ¢ HMRM d’apres I'e
précédente D a pour image le cercle de centre le point (¢, 0) passant

I'origine et privé de ce dernier point.

K

2=

1° Une équation de H est (x +1)°— z.»l_ﬁlu_.w. H est donc une
_.an_&&n de cenfre Q(—1, 0) d'axe transverse Ab., i V et non g:mé_.mn
(€2, ). Les sommets sont A(—2, 0) et 0(0, 0). Les a ymptotes Soi
droites d'égquation y =x + | et y=—(x +1) dans le repére AQ.U..? STl
On a c=V2, les foyers wvuﬁﬁﬂ_mi a l'axe transverse ont pour

coordonnées dans le repere (0, i, ._v g

F(-1+V2,0) et F(-1-2,0). _
.ﬁm £[0. 27 ]
Lr=0 i
On obtient en remplagant dans I'équation proposée de H une équation
équivalente :

2° Ona: x=rcosd y=rsinfl avec

r? cos® @ — r® sin® 0 +2r cos § =0 .
0 E[0, 27 ama (7
r=0 r=Q. |
Etudions le signe de f(6) lorsque 6 €10, 27] on a : .

¥ : o e I e S 3 |
: & & 4 M “__
=2 ¢os @ - m = m.. . _ |
IS _ _ _ | i)
cos 20 S (R " e [
B =3 . | i ) ! ; i
fin el | (15 R0 ) ] T ——1" |




o~ F)=g(0), les points daffixes. [2(8). 0] et [ ¢
cymétrigues par rapport 4 I'uxe des abscisses.

| ¢ points invariants de ¢ son er
{. Ce cercle défini par I'= [ rencontre H en deux

ftory=1 <= 2¢cos2 @ +2

u 1'équation devient : 2u® +

Posons cos § =

salutions
-1=-V3
et

11 y a deux valeurs 6
Sinls OpPoses.

 les points du cercle de ee
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