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Fractale & Python

Arbre fractal

from turtle import *
import turtle

speed('fastest')
right (-90)
angle = 30

def tree(size, level):
if level > 0:

pensize (4)
colormode (255)
pencolor (0, 255 // level, 0)
forward(size)
right (angle)
tree (0.8 * size, level - 1)
pencolor (0, 255 // level, 0)
1t (2 * angle)
tree (0.8 * size, level - 1)
pencolor (0, 255 // level, 0)
right (angle)
forward(-size)

tree (80, 7)

turtle.shape('circle')
turtle.shapesize(0.01,0.01, 0.1)

ts = turtle.getscreen|()

ts.getcanvas () .postscript (file="FractalTree.eps")
turtle.done ()
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2008 - Session principale (Ancien regime)

REPUBLIQUE TUNISIENNE

MINISTERE DE L’'EDUCATION ET DE LA FORMATION
L2 2

EXAMEN DU BACCALAUREAT - SESSION DE JUIN 2008

SECTION : MATHEMATIQUES
EPREUVE : MATHEMATIQUES DUREE: 4h COEF.: 4

Exercice I : ( 5 points )

On considére dans le plan orienté un triangle isocéle ABC de sommet principal A tel que

(A—B,A—C) EZ?R[ZR] .
On désigne par I le milieu de [BC] et par J le projeté orthogonal de B sur la droite (AC) .

Soit f la similitude indirecte de centre C qui transforme Aen B .

1) a - Montrer que le rapport de fest V3.
b - Préciser I'axe A def.
2) Soit B' = {(B)
a - Préciser la nature et les éléments caractéristiques de  fof.
b - En déduire que CB'=3CA . Construire le point B'.
¢ - Montrerque BB'=BC.
d — En déduire que f(I) = 1.

3) Soit S=foSpgg oU Spge désigne la symétrie orthogonale d'axe (BC)
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de S.

Exercice II : ( 5 points )

1) Résoudre dans C I'équation : z%+ (6+5i)z+2+16i=0.

2) Soit f(z)=2"+2(3+2)Z%+ (7+10i)z+16-2i.

a — Determiner le nombre complexe . tel que, pour tout nombre complexe z on a :
fz)=(z-a) (22+(B+5)z+2+16i).
b — Résoudre alors I'équation f(z) = 0 .

3) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, 4, V), on considére les points A Bet C
d'affixes respectives zpa=i ; zg=-4-2i et zc=-2-3i etondésigne par z I'affixe du
point 1 milieu de [AC].

a - Représenter les points A, B, C et I.
b - Montrer que le triangle ABC est rectangle.
4) a - Construire les points D et E tels que BAD et BEC soient des triangles directs rectangles et

isocéles en B.
Soient zp et zg les affixes respectives de Detde E .

Zn-2
b — Sans calculer zp et zg, trouver le module et un argument de —2—8 et en déduire que :

Zp=2Zg

‘b"% _ % % _;
Zp-Zg  Zo-Zg
Z- -2
c—Montrerque  —2 E_=j,
2(21'23)
d - En déduireque DE =2BI et (DE).L (BI).

Annales BAC Section : Maths



2008 - Session principale (Ancien regime)

PROBLEME : (10 points )
I- 1) Soit la fonction g définie par
g:]0,+o[ — IR

X s g(x)= —15 + 1 -4 Logx
X

a — Etudier les variations de g.

b — Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet dans | 0, + « [ une solution unigue a et que
ae]l1,2].

c — Déduire le signe de g(x).

2) On considére la fonction f définiesur ]0, +e [ par : f(x)= &xz
1+
a — Montrer que f est dérivable sur 10, + [ et que f'(x) = X909

3
(1+5?)
b — Etudier les variations de f .

3) a—Deonner une équation de la tangente T A la courbe représentative € de { au point

d'abscisse 1.
b — Montrer que pourtout x>0, Logx< x-—1.
2
1 4 - (1 + Xz)
En déduire que f(x) —z(x— N<x=-N)——75|
4(1+x2)

¢ — Déterminer la position relative de (%) par rapport aT.
( on pourra étudier lescas x<1 et x >1).

d—TracerT et (%)dans unrepére (O, i, ]) (" T" =1 ; |l ]" = 10)
On prendra o« =1,45 et f(a) = 0,04
Il - Pour x>0, onpose F(x) = j‘;;,f(t)dt .
(1- xz) Logx .

1) Montrer que F est dérivable sur ] 0, + « [ et que F'(x) = ( 2)2
1+x

2) Soit h la fonction définie sur [0. % [ par h(x) =tg(x).

a — Montrer que h réalise une bijection de [0, % [ sur [0, + =],

b — Montrer que la fonction h™ réciproque de h est dérivable sur ] 0, + = [ et que

s _ 1
(h™)" (x) = o

¢ —Montrer que pour x>0:F(x) = —;!— {h{%) - h“1(x)] + ;d'ﬂ; .

+ X

3) a - Déduire de ce qui précéde lim F(x) et lim F(x)
x — 0* X— + o
b — Dresser le tableau de variation de F.

¢ — Soit G la fonction définie sur]0, + <[ par G(x)=F(x) six>0 et G(0) = %

Donner l'allure de la courbe (I' ) représentative de G dans le plan rapporté a un repére
orthonorme.

Annales BAC Section : Maths



2008 - Session principale (Nouveau regime)

i —— ‘F!EF'LIEJJ A
QUE TUHISIENME
MIMISTERE DE L'EDUCATION ET DE LA FORMATION NOUVEALUL REGIME
EXAMEN DU BACCALALUREAT ]
SESSION DE JUIN 2008 SESSION PRINCIPALE

SECTION : MATHEMATIQUES

| EPREUVE : | MATHEMATIQUES | DUREE:4h | COEFFICIENT : 4 y

LLE‘ sufet comporta 3 pages numérotées de 13 & 33, La page V3 ost 3 rendre avec Ia ca@ﬂ

Exercice n™1 | 3 points )
Paur chacune daz guestions sibvantes, une seule des brois reponses proposdes esf exscis.
Le candida? indiguera sur 28 copie e aumens de le guestion el ls fellre corespondant 3 la Mpanse choisie
Aucune justification v'esl demandée,
LUnie réponse comecte vaul T poinf, wne reponse fausse o labsense de réponss vaul 8 poiil

1) La limite de { x+1+e™ ) quand x tend vers —oo est égale &
ay —ox, b) 0. ) +oo.

2} Soit f 1a fonction définie sur ¥ par fix) ;sz -1.
Alors | est une solution de 1'équation différentislls
ay2y'=y+2 by = 2y +2 &)y =— 2y —2.

3) La durée de vie X, exprimée en années, d'une machine automatigue suit une loi exponentielia
de paramétre 0,4,
La probabilité gue la machine ne tombea pas en panne avant 10 ans esi égale a
aje”", b) i—0.4a* g} 1=.~ %
Exercice n® 2 { 5 points )
1} Dans I'annexe ci-jiointe (Figure 1 page 3], on a représanté dans un repére orthonomé (O, :i.}' la

. : : 1 1eon
courbe (%) de la fanction f définie sur i_;, EJ par flx) = In"(x)- 3o x el les demi- tangerdes a la
courbe (€ ) aux points d'abscisses raspeciives 1 af e
&
a)  En utifisant le graphigue :

Montrer que f réalise une bijection de [l, eJ sur |=2,2] . { On nate f ' la foncfion réciproque
1a ,
de f et (&' ) la courbe représentative de f ' dans le repére {07 ) ).

b) Tracer la courbe (% ) &1 les demi-angentes & (¥ ) aux points d'abscisses respeciives -2 et 2.
2y Soit |lasuite (apin.q 0Efinie par a, = f {Inx ) "de.
1

a) Calculer a4.
B} Montrer, & I'aide o'une intégration par parties, que pourtout entier n=1; @p+ =@ = (A1) &,
¢} En déduire que az =6 = 2a.

3) Seit f l'aire de la partie du plan limitée par la courbe { %) el les drofles dequations = =—2 at
=0,

a) Calculer f fi
4

by En déduire e |

Annales BAC Section : Maths



2008 - Session principale (Nouveau regime)

Exercice n*3 (4 points)
1 Sotdans =2 l'dguation (E}: 3x—8y =5,
Montrer gue les salutions de (E) som kes couples (X, v ) tels gue s=8Bk—-1 af y=3 k-1
avec ke &
2) a) 3aoit n, = et y trois entiers tals que
nEix+ 2
nefy+7
Monirer que (x, v} est une solufion de { E).
= E {mod3 )
b} On considére le systéme (3} { : ol n estun entier .
n=7 {mods)
Martrer gque n est solution du systeéme (3] si et seufement si Nn=23 (mod24)

31 &) Soit k un entier naturel.

Déterminer ke reste de 2™ modulo 2 et le reste de 7 modulo 8.

b} Wérifier que 1991 est une sclution de (S et montrer gue 'ertier {1 991]2':":"!' -1 ast divisihle par 24.

Exercice n"4 (4 points)
Lz plan est ariente dans le sens direct,
Dans 'annexe ci-jointe | Figure 2 page 3}, OAB eat un friangle rectangle Eocéle tel guoe

OA = 0B et (OA,0B)="|2x| .

O désigne par T le milieu du segmeant [AE] et par C et D tes symétriques respectifs du paint [ par
rappoet & O at & B.

Soit f la similitude directe qui envoie A sur D et O sur
11 Montrer que f est de rapport 2 et d'angle g .

21 a) Montrer que O est l'onthocentre du tiangle ACD.
k) Soit 1 le projeté arthogonal du paint O sur (AC).
Daterminer les images des droftes ( O et { AT par f et en déduire que T st le centra de [a
similitude f.
31 Soit g la similitude indirecte de centre [ qur enveda A sur D
a) Verfier gue g est de rappart Z of d'axe {1C). En déduire g(0).
bj Déterminer les images de C et D par gof ™', En déduine la nature de gof .
4y Soit I'=s#iyet J'=gll}
a) Daterminer les images des paints J et 1" par gof 7 .
by Montrer que les droites (113, (1'1'Y et (CD) sont concouranies,

Exercice n°5 {4 points)
L'espace  est muni d'un repére othonarme direst {05 LK)

On considére |e tétraédre ABCE tel que A{1, 0, 2}, B(0. 0, 1), C{0. -1, 3)et  AE = AB A~ AC,
1] a) Verifier gue E a pour coprdaonngas (0, 2, 31
b Calouler le velume du tétraédre ABRCE .

2] a) Soit ' le plan d'éguation:  x -2y -z +5 =0 Montrer que % est parallégle au plan (ABC) |

b} Soit K le point difini par 2KE +#C =0 . Calculer les coordonnges du point K et vérifier gque
K appartient au plan 37,
3) Soit b I'hemothétie de cenfre E gqui fransforme le paint C en K |
a) Déterminer fe rappor de h
b} Le plan 3 coupe les arétes [ EA) et | EB] respectiverment en | at 1.
Cakculer le volume du teragdie E1LTK

Annales BAC Section : Maths
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Figure 2|
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2008 - Session principale (Nouveau regime)

Sess101N PRINCIPALE 2008

Section : Math
Epreuve : Mathématiques

Durée : 4 heures Coefficient : 4

Exercice n°l

A-CONTENU

Limites-Equations differentielles-Probabilité

B-REPONSES

1) Réponse -c - 2) Réponse -b - 3) Réponse -a -
Exercice n°2

A-CONTENU

-fonction logarithme néperien-Fonction régiproque d’une fonction continue et strictement monotone-

Exploitation d’un graphique-Tragage d’une courbe a partir d’une autre- Calcul intégral-Calcul d’aire

B-SOLUTION

1) a- D’apres la courbe la fonction f est continue

. r . —1 , .
strictement décroissante sur [e ,e] donc réalise

une bijection de [e”,e]sur £ ([, e])=[-2,2].
b- Voir courbe ci-jointe.

2) a- q =J‘lelnx.dx=[x]nx—x];2 =1.

b-a, = f(ln x)"" dx.On intégre par parties,

Section : Math Page 1 sur §
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2008 - Session principale (Nouveau regime)

o pose {u(x) =(Inx)"" > u'(x) =" (In )"
v'(x)=1 —v(x)=x

Donc: a,,, = [x(ln x)" ]f —(n +1)f(ln x)" dx

Ainsi: a,, =e—(n+1)a,.

n

c- Comme a, =e—2a,=e—2 donc a,=e-3a,=e-3e+6 ainsi a, =6-2e.
3) a- jlef(x).dx = f((ln x)’ =3I x) dx = f(ln x)’ dx—3JT In x.dx = a, —3a, donc

[ 7 () dr=6-2e-3=3-2¢.
b- I’aire demandée est égale a la différence entre 1’aire du rectangle de dimensions e et 2 et le réel
(] =1 W)
Ainsi A= 2><e+ff(x)dx =2¢+(3-2¢) =3 ua
Exercice n°3
A-CONTENU
Congruence —Divisibilité-Résolution ,dans ZxZ ,d’une équation du type ax+by=c

B-SOLUTION

1) (=1,-1) est une solution particuliére de (E): 3x—8y =35.

3A8=1

8/3(x+1) donc d’aprés le lemme de Gauss 8/(x+1) par suite

Donc 3(x+1)=8(y+1) or : {

Il existe un entier k tel que x=8k—1 (keZ) Remplagons x par sa valeur on obtient
8(y+1) =3x8k (keZ) parsuite y=3k-1 (keZ).

Pour la réciproque, il suffit de vérifier que tout entier k£ le couple (8k —1,3k —1) est solution de
’équation (E).D’ou

Sy ={(8k-1,3k~1) ; ke Z}.

3x=n-2

8y =n—7 donc 3x—-8y=(n-2)—(n-7)=5 d’ou (x,y) est solution de (E)

2)a-Ona:{
n=3x+2 (xeZ)

n=8y+7 (yeZ) donc (x,y) est solution de (E) d’ou

b- sin estsolution (S) alors {

[ngk_l (k €Z) et par suite n=3(8k—1)+2 =24k -1 ainsi n=-1 (mod24) donc

y=3k-1
n=23 (mod24).

Réciproquement ,soit 7 un entier vérifiant n =23 (mod24) donc n=24K +23 (K €Z) d’ou

Section : Math Page 2 sur § Epreuve : Mathématiques
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2008 - Session principale (Nouveau regime)

n=2 (mod3)
n=7 (mod8)

n=3k+2 (keZ)

n=3(8K+7)+2
n=8k'+7 (keZ)

n=8(3K +2)+7 (KeZ) ainsi {

par suite n est solution de (S){

2° =1 (mod3) 2* =1 (mod3)
e {72 =1 (mod8) d {72" =1 (mod8) (eR)

par suite 1991 est solution de ().

b. o [1991=3x663+2 . . [191=2 (mod3)
1991=8x248+7 1991=7 (mod8)

e Comme 1991 est solution de (S) donc 1991 =23 (mod24) ou encore 1991=—1 (mod24)
(mod24) d’our (1991)™ =1 (mod 24)

2008 = (_1)2008

Donc (1991) on en déduit alors que

)2008

(1991

Exercice n°4
A-CONTENU
Similitude directe-Similitude indirecte-

—1 est divisible par 24.

Composée de similitudes —Symétrie axiale
B-SOLUTION

.DC _20B _,

1) @ Le rapport de f est 0" 0B i

el angle de f'est (E,B@)E(@,bﬁ)z [2n].

n
2
2) a- (IC)L(A4D) car (10)est la médiatrice de [ AB] donc dans le

triangle ACD, la droite (/C) porte la hauteur issue de C.
(40) L(CD) donc dans le triangle ACD, la droite (40) porte la hauteur issue de 4 .
donc (I1C) N (A40) ={0} est Iorthocentre du triangle ACD .
b-e f ((0J)) estla perpendiculaire & (OJ) passant par f(0) =C qui n’est autre que la droite (4C).
o f ((AJ )) est la perpendiculaire a (A4J) passant par f (4) = D qui n’est autre que la droite (DJ).
eOna f((01)n £((41))=(4C)~(DJ) ={J} , comme{J} =(0J) " (4J) alors

{f(J)} = f((OJ))mf((AJ)) ={J} donc J est invariant par f,qui est de rapport #1d’ou J est
I’unique point fixe par f et par suite J est le centre de f.

e ID_2IB _ 2 donc g est de rapport 2.

a-e =T

e [ ’axe de g porte la bissectrice intérieur de (ﬁjﬁ) qui n’est autre que (/C).

e Comme la forme réduite de g est g = 2y ©Suey = Suey © o donc

g(0)=hy,, 08, (0)=h,,(0)=C car IC=2I0.

Section : Math Page 3 sur§ Epreuve : Mathématiques
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2008 - Session principale (Nouveau regime)

b-e gof'(C)=g(0)=C parsuite go f(C)=C.
i goffl (D)=g(A)=D par suite gof’l (D)=D.
® go f ' estlacomposée d’une similitude indirecte g de rapport 2 et d’une similitude directe /'

1

> donc go /' est une similitude indirecte de rapport 2 X% =1 donc c’est un

de rapport

antidéplacement .Comme go f~' fixe les points C et D ona alors go f ' = Sien) -

4)a-e gof'(J)=g(J)=J" parsuite gof'(J)=J".
o gof'(1)=g(I)=1 parsuite go /' (1')=1.
b- Comme go /7' (J)=J"et go /7 (I')=1 donc S, (J)=J" et S, (1)=1"don
Sieny ((11)) = (11)
Montrons que les droites (1) et (CD) sont sécantes .
Supposons qu’elles sont paralléles.On a : S, (J) =J 'donc (CD) L (JJ') ce qui donne (JI) L (JJ")

D’autre part, f(1)=1"donc (JI) L (JI')car fest de centre J et d’angle % Ainsi ,(JI") L (JJ")

par suite les points J,J et I” sont alignés ce qui est absurde .

les droites (ZJ) et (CD) sont sécantes et Sien) ((IJ)) =(1'J") (1)),(I'J")et(CD)

Donc les droites
sont concourantes

Exercice n°s
A-CONTENU

Produit vectoriel- - Homothétie -Image d’un plan par une homothétie— Plans paralléles —Image d’un
tétra¢dre par une homothétie-Calcul de volumes .

B-SOLUTION

(-1 _.(-1 (-1 x, ==1+1=0
1)a- Comme AB| 0 | et AC|-1| donc AE| 2 | ainsi <y, =2+0=2 d’ou E(0,2,3)
-1 I [ z,=142=3

b Ve, = L(4B A 4C) 4E| =%\E.ﬁ\ =%AE2 =1 uv.

1]
6
_ (-1 . .
2)a- AE| 2 | estun vecteur orthogonal & AB et a AC donc il est normal au plan (4BC) et
1

7

(1 .
N, [—2} est un vecteur normal & .~ et colinéaire & AE donc .~ est paralléle au plan(ABC).
-1

b- e 4 partir de la relation 2KE+KC =0 on obtient K (0,1,3)

e les coordonnées du point K vérifient : 0-2-3+5=0 donc Ke.» .

Section : Math Page 4 sur 5§ Epreuve : Mathématiques
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2008 - Session principale (Nouveau regime)

—

3) a- On sait que 2KE +KC =0 donc 2KE+KE+EC=0 d’ou ﬁ=%ﬁ ainsi & est de rapport %
~ = LG ATR) Tl orona
b- On sait que V), s IJANIK).IE| orona:

h((ABC)) est un plan paralléle & (ABC) passant par h(C) =K donc h((4BC)) =.~ .

Par suite comme A4 est un point de (ABC) donc h(A) est un point de .~ vérifiant 4, h(4) et E
alignés. Donc h(A4)=1.

De méme comme B est un point de (4BC) donc i (B) est un point de .~ vérifiant B, h(B) et E
alignés. Donc h(B) =J de plus, vuque A(C)=K et h(E)=E on aura

=W AIK ":l(l_’ l_“) lﬁzi(l ABAAC *):L =1
Vs 6|(IJAIK).IE| 6‘ JABASAC| S AE = 6|(AB/\AC).AE| = Viner =57
Donc le volume du tétraédre EIJK est 1/, =%.
FIN.
Section : Math Page Ssur§ Epreuve : Mathématiques
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2008 - Session de contréle (Nouveau regime)

= \
REPUBLIQUE TUNISIENNE
MINISTERE DE L’EDUCATION ET DE LA FORMATION NOUVEAU REGIME
EXAMEN DU BACCALAUREAT
SESSION DE JUIN 2008 SESSION DE CONTROLE

SECTION : MATHEMATIQUES
NEEPREUVE: MATHEMATIQUES | DUREE:4h | COEFFICIENT : 4 y

Ee sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4. La page 4/4 est a rendre avec Ia copie.]

Exercice n°1 : ( 3 points )
Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacte.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant & la réponse choisie.
Aucune justification n’est demandée.
Une réponse correcte vaut 1 point, une réponse fausse ou I'absence de réponse vaut 0 point.

€ 3
1) smu:fgn—x)—dx.
X
1

Alors I est égale a

1 1
3. b) — . -—.

a) ) 2 c) 2

. . 1
2) Soit £ = llrlr; 1n(1-x)+l—- , alors

x— -X

a)f =1. b) ¢ =0. )=+t .

3) Soit n un entier non nul tel que (5n)A(32x5°x7)=235 .
Alors
a) n=0(mod 3). b)n =0(mod5). ¢) n=0(mod7).

Exercice 2 : (4 points)
Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considére I'équation
(E): 2 +(5+1)22+(10+2i)z+8=0.
1) a) Montrer que I'équation (E) admet une solution réelle que I'on déterminera.
b) Résoudre I’équation (E).
2) Dans le plan 4 muni d’un repére orthonormé direct (O,G, :/) , on considere I'application f qui & tout
point M d'affixe z associe le point M 'd’affixe z' tel que z'=(1+1i)z.
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
b) Soit M un point du plan distinct de O et soit M' son image par f.
Montrer que le triangle OMM 'est rectangle isocele et en déduire un procédé de construction
du point M.
3) On considére les points A, définis par :
A, le point d’affixe (-1+i) et pour tout entier natureln, A ,,=f(A,).
a) Placer les points A, A| , Ay, Aset Ay.
b) Pour quelles valeurs de n, les points O, A et A, sont-ils alignés ?

1/4
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Exercice 3 : (4 points) A J D
Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure

ci-contre , ABCD est un losange de centre O, I estle

milieu du segment [AB] , J est le milieu du segment [AD]

et (AB,AD) = §[2n] )

1) a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f
qui transforme A en B et B en D. B
b) caractériser f. C

c¢) Déterminer I’image du triangle ABD par f .

2) Soit § un antidéplacement qui transforme ’ensemble {A,B,D} en 1’ensemble{B,C,D} et tel que
s(A)=C.
a) Déterminer 1'image du segment [BD] par § .
b) En déduire que § est la symétrie orthogonale d’axe (BD) .

3) Soit g un antidéplacement qui transforme 1’ensemble {A,B,D}en ’ensemble {B,C,D} et tel que
g(A)=D.

a) Montrer que g(D) =B.
b) Caractériser alors g .

Exercice 4 : (5 points)

fX)=+2)In(x+2) si x=-2

1) Soit f la fonction définie sur [-2, 2] par
f(—2)=0.

et ( ¥) sa représentation graphique dans un repére orthonormé (O,_i.,_j.).

a) Montrer que f est continue a droite en (-2).
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en (-2).
c¢) Donner le tableau de variation de f.
2) Soit g la fonction définie sur [-2, 2] par g(x) = f(x) — x4 — x2
et (€") sa courbe représentative dans le repére (O,Y,}) .
a) Déterminer la position relative des courbes (&) et (€").
b) Dans I'annexe ci-jointe (page 4), on a tracé la courbe (€') de g.
Tracer la courbe (%) dans le méme repére.
3) Soit o un réel non nul appartenant a [-2, 2].

On désigne par . l'aire de la partie du plan limitée par les courbes () et (€") et les droites
d'équations respectives x =0 et x = a.

a) Montrer que %, = f; ° xV/4 — x? dx . (On distinguera les deux cas a.> 0 et a < 0).

b) Calculer ..
¢) Calculer l'aire de la partie du plan limitée par les deux courbes (€) et (€").

2/4
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Exercice 5 : (4 points)
Pour tout entier naturel non nul n, on consideére la fonction f, définie sur [0,1] par f (x)=e™* —x>""
1) Etudier les variations de f, .
2) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, I'équation f (x) =0 admet une unique solutionu,
etque u, €]0,1[.
On définit ainsi sur IN*, une suite (u,).
3) a) Soit n un entier naturel non nul et x un réel de l'intervalle ]0,1[ . Comparer les réels f,(x)
et f (x).
b) Montrer que pour tout n € IN*, f(up+1) <O .
c¢) Montrer que la suite (u, ) est croissante et en déduire qu’elle est convergente.

4) a) Montrer que pourn =1, In(u,)=— U
2n+1
b) Calculer la limite de la suite u, .
3/4
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Session de cONTROLE 2008
Section : Math

Epreuve : Mathématiques

Dureée : 4 heures Coefficient : 4

Exercice n°l

A-CONTENU

Calcul intégral-limites —Congruences

B-REPONSES

1) Réponse -b - 2) Réponse -c¢ - 3) Réponse -c¢ -
Exercice n°2

A-Contenu

-Résolution dans C d’une équation du troisiéme degré admettant une racine réelle .
-Similitude directe.

B- SOLUTION

(E):2°+(5+i)2* +(10+2i) 2 +8=0
1)a-Soit z,=x (xeR) une solution réelle de (E) . Alors :

X +(5+i)x* +(10+2i) x +8 =0 donc (x* +5x> +10x+8) +i(x* +2x) =0 par suite

X +5x* +10x+8=0 X +5x7 +10x+8=0
d’ou ainsi |z, =2

x=0 ou x=-2
(car z =0 n’est pas une solution de (£))

b- comme z, =-2 est une solution de (E), donc il existe deux nombres complexes b et ¢ tels que

Section : Math Page 1 sur 6 Epreuve : Mathématiques
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2+(5+0) 2 +(10+20)z+8= (2 +2)(2 +bz +¢)
par identification ,on obtient :b=3+i et c=4.

z=-2

Parsuite (E):(z+2)(2> +(3+i)z+4)=0 donc ) B
22 +(3+i)z+4=0
Résolvons I’équation 2+ (3+i)z+4=0

: 2 2'= g (3-i-1-3i)=-2-2i
A=(3+i) —16=-8+6i=(1+3i)" ce qui donne

z":%(—3—i+1+3i):—l+i

Conclusion : les solutions de I’équation (E) sont donc — 2, -2-2i et —1+i

T

2) a- L’écriture complexe de f est de la forme z'=az+b oua= x/ieiz (complexe non nul) et » =0 donc

f est une similitude directe de rapport k£ =2, de centre O et dont une mesure de I’angle est% .
b-Ona MM’=‘(1+1')Z—Z‘ = ‘iz‘ = ‘Z‘ =0M
D’autre part, M'= f (M) donc OM * =20M"*

par suite MM “+OM* =20M* =0OM "

Ainsi OMM ' est un triangle rectangle et isocele en M.

Construction :
On construit la demi-droite [Ot)
tel que (O—M,gt) E% [27]
La perpendiculaire a (OM) issue de M coupe [Or) "
en M' d’ou la construction.
1 M
1
o
3) a- pour tout n € N, désignons par z, I’affixe du point
A, comme A, =f(4,)alors z,,, =(1+i)z,.
Par suite 4, (=1+i) ; 4,(=2) ; 4,(-2-2i)
A
A, (—4i) et 4,(4—4i). T
1
1
Section : Math Page 2 sur 6 A, ., natiques
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b-Ona: z,=(+i)z,,
On établit par recurrence que pour tout entier naturel
zp=(1+0)"z

nonnulnona

Les points O, 4, et 4, sontalignés si et seulement siO4, et OA4, sont colinéaires.

—_— o . . Z .
04, et OA4, sont colinéaires si et seulement si— est réel
z
0

z . . " . .
Z—" est réel si et seulement si arg (1+i)" = kn (k € Z) si et seulement si ‘n =0 (mod4) et n non nul.
0

Exercice n°3

A-CONTENU
-Antidéplacement : symétrie , symétrie glissante.

B-SOLUTION

1)a- 4B+#0 et AB=BD car ABD est équilatéral

alors il existe un unique antidéplacement f* qui
envoie 4 surB et B sur D.

b-Ona fof(4)=D=4
donc festune symétrie glissante de vecteur

%Z) = AJ (carf of = tﬂ) et d’axe la droite passant par le point / = A* B et par le point 0 = B* D

.donc I’axe de cette symétrie glissante est la droite (OI) .

c- L’image du triangle direct ABD est un triangle indirect qui lui est isométrique
dont f(4)=B et f(B)=Dsont deux sommets par suite I’image par /'du triangle 4BD est le
triangle BDC

s({4,B,D})={B,C,D}
2) a- s(4)=C } donc s({B,D}) ={B, D} ainsi s([BD])=[BD].
s est une bijection
b- d’apreés ce qui précéde on a

K ([BD]) =[BD] et comme O =B*D donc s(0)=0 par suite s est un antidéplacement
Qui fixe le point O d’ou il s’agit d’une symétrie orthogonale d’axe (BD)

Section : Math Page 3 sur 6 Epreuve : Mathématiques
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¢({4..0})={5.C.D}
3)a- g(4)=D | donc g({B,D})={B,C} par suite on obtient : g(D)=Boug(D)=C
g est une bijection
orsi g(D)=Conaura g(B) =B parsuite g estune symétrie orthogonale ce qui n’est pas le cas
car gog(4)=C# A4 donc g(D)=B.
b-onadéja g(4)=D , g(D)=B et g n’est pas une symétrie orthogonale car gog(4)=B= 4
donc g est une symétrie glissante donc de vecteur %ZE = Al
(car gog= tﬁ) et d’axe la droite passant par J = A4*D et par 0=B*D donc I’axe de la symétrie
glissante g est la droite (O.J).
Exercice n°4
A- CONTENU
-Fonction Logarithme.
-Continuité , dérivabilité, positions relatives de deux courbes.
-Calcul intégral, calcul d’aire .
B- SOLUTON
1) posons t =x+2

a- lim f(x)= lim) (x+2)In(x+2)=lim¢tnz=0= f(-2)
* 10"

x—(-2)" x—>(-2

Donc f est continue a droite en (-2).

b- lim M: lim In(x+2)=limlnz =—o

x(-2)" x+2 x(-2)" 10"

c- f est dérivable sur |-2,2] etona:

Fx)=1+ln(x+2). f'(x)20 & x>e'-2

X -2 e -2 2
}Lrgof(x)=Xlir50(x+2)ln(x+2)=t1i1+r°10tlnt=+oo £'(x) - (P +/
~ 0 \ +00
2)a- g(x)—f(x)=—xVd4-x2 f(x)
x -2 0 2

g(x)-r(x) + o |-

C Au dessous
De C’

position

Pour x €[-2,0]la courbe C est au dessus de la courbe C” et pour x €[0,2] la courbe C est au dessous de la
courbe C’

Section : Math Page 4 sur 6 Epreuve : Mathématiques
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* Si <0 on obtient 4, = jo(g(x) —f(x))dx = J.:xx/4—x2dx Ainsi pour tout a  [-2,2] \{0}

3)a- .
* Sia >0 on obtient 4, = Jou(f(x)—g(x))dx = I:xv4—x2dx A= _[0 XN4—x*dx

b- 4, =—5 [ -2wa—vdx=—3[(4-w)a—e ], =5 - (4-)Va-c? |

¢ A=4,+4,=2 ua
Exercice n°S
A-CONTENU
-Suite de fonctions ; suites numériques ;convergences de suites
B-SOLUTION
1) f,'(x) =—e™ —(2n+1)x™ <0 sur [0,1] donc o |

f, est strictement décroissante sur [0,1]. £(x) _

1
1 (X) \
el -1
Section : Math Page 5 sur 6 Epreuve : Mathématiques
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2) f, est continue, strictement décroissante sur [0,1] donc elle réalise une bijection de [0,1]
sur f ([0,1]) =[¢'-1,1] et comme Oe] e’ —l,l[alors I’équation £, (x) =0 admet une solution unique u, €0, 1]

3)a-Pourtout x€|0,1[ ,ona: £, (x)-f (x)=x"(1-x2)>0
donc pour tout (n,x)e Nx]0,][ ona: £, (x)> 7, (x).

b- Pour tout (n,x) e N*x]0,1[ ona: f,,, (x)> £, (x) pour x=u,, onaura |f,(u,,)<0|

c- o f(u,,)<0 donc f (u,,)<f (u,) etcomme f, eststrictement décroissante alors sa réciproque

P’est aussi et par suite u,,, >u, ainsi (u,) est une suite croissante.

° (un) est une suite croissante et majoré par 1 donc elle est convergente .

.. _ u
ainsi |Inu, =—

n

2n+1'

4)a- f, (u,)=0 donc e™ =(un)2"

b- Soit /= lim u, alorsona: lim Inu, = lim (—%) donc In/ =0 par suite .

n—+oo n—+oo n—+ow

FIN.
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REPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION EXAMEN DU BACCALAUREAT

MINISTERE DE L'EDUCATION

ET DE LA FORMATION PRINCIPALE SESSION DE JUIN 2009

SECTION : MATHEMATIQUES

| EPREUVE : MATHEMATIQUES || DUREE : 4 Heures |[COEFFICIENT:4 |

Exercice 1 (3 points)

1)

Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacte

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et Ia lettre correspondant a la réponse choisie
Aucune justification n'est demandée

Une réponse correcte vaut 0,75 point, une réponse fausse ou I'absence de réponse vaut 0 point

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct ( O, u \7). on considére le point A d'affixe1 + i3

L'image du point A par la rotation de centre O et d'angle - % est le point d'affixe

a)-V3+i b) V3 —i c) -3 i
2) Siz est un nombre complexe non nul d’argument % alors un argument de iz est
™ ™ ki
a) —-— b) — c) —
) 6 ) 6 ) 3
3) Pour tout entier naturel n, on pose a,= 2"+ 3",
alors a,=0(mod5) pour
a) tout entier naturel n pair b) tout entier naturel n c) tout entier naturel n impair

4)

Un questionnaire & choix multiples (QCM) comporte quatre questions. Pour chaque question,
trois réponses sont proposées dont une seule est exacte. Un candidat répond au hasard a chacune
des quatre questions de ce QCM.

La probabilité pour que ses quatre réponses soient toutes exactes est

0 5 o 1-(3f

a) 1
3 34

Section : Maths
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Exercice 2 (5 points )
Soit f la fonction définie sur [ 0, 1| parf(x) = In(1 - Jx).

On note (@) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, i ])

1) a) Montrer que lim m: — o0
x— 0t X

b) On donne ci-dessous le tableau de variation de |a fonction f.

f(x) -

f(x) |0 —_—
— oo

Tracer (¢). (On précisera la demi-tangente a (%) en O).

2) a) Montrer que f réalise une bijectionde [ 0. 1| sur |-oo, 0] .

(On notera f ™' la fonction réciproque de f et (I') sa courbe représentative dans le repére (O, i, _j'))

b) Tracer (I'). (On précisera la demi-tangente a (I') en O).

_ 2
3) a) Montrer que, pour tout x € |-o0, 0] . f7'(x) = (e* —1)° .
b) Calculer l'aire 4 de la partie du plan limitée par la courbe (1°) et les droites d'équations

x=-In2 , x=0 et y=0.

1
c) En déduire la valeur de fo 4 In(1—x)dx .

Exercice 3 (5 points)

Dans le plan ornienté. on considére un triangle ABC isocéle et rectangle en A tel que
(AB,AC) = -2’1 [2x).

On désigne par |. J, K et L. les milieux respectifs des segments [AB ] . [BC | ,[ AC Jet [ JC].

1) Faire une figure.

2) Soit f la similitude directe de centre J, qui envoie A sur K.
a) Deéterminer I'angle et le rapport de f.
b) Justifier que f(K) =L .
c) Soit H le milieu du segment [ A J ]. Justifier que f(I) =] .

Section : Maths
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3) On munit le plan du repére orthonormé direct (A,TB,A_C’).

Soit ¢ l'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z'

telque z'= — (1 ;' li+ Al

a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.
b) Donner les affixes des points I, K, J etH .
c) Déterminer o(I) et ¢(J) .

d) Déduire alors que ¢ = fo sqx), ( ou f est la similitude définie dans 2° et s(x) est la symétrie
orthogonale d'axe (IK) ).

4) Soit A l'axe de la similitude indirecte o .
a) TracerA.
b) La droite A coupe les droites (IK) et (HL) respectivementen P et Q .
Montrer que ¢(P) = f(P) et en déduire que ¢o(P)=Q.

Exercice 4 (4 points)
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (0. i 'j') on considére 'ellipse (E )
2
d'équation x? + YT = 1 et on désigne par M le point de coordonnées (cos®,2sinB),ouO est un

n
| , =
réedeloz

1) a) Déterminer, par leurs coordonnées, les sommets et les foyers de (E).
b) Tracer (‘E) et placer ses foyers.
c) Veérifier que le point M appartient a (E ).

2) Soit (T)latangente & (E)en M.

Montrer qu'une équation de (T) dans le repére (O, T]') est 2xcosO +ysin®-2=0.

3) On désigne respectivement par P et Q les points d'intersection de (T) avec I'axe des abscisses et

I'axe des ordonnées et on désigne par .Z I'aire du triangle OPQ.
2
sin(20)

b) En déduire que l'aire .« est minimale si et seulement si M est le milieu du segment [ PQ ).

a) Montrer que ¢ =

les BAC Section : Maths
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Exercice 5 (3 points )

1) Résoudre I'équation différentielle y" +y = 0.

2) Soit E I'ensemble des fonctions définies et deux fois dérivables sur IR telles que
pour tout x € IR, f'(x) + f[—’z—‘ - x] =0, ouf’ désigne la fonction dérivée de f.

a) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = cos x.
Veérifier que g est un élément de E.

b) Soit f un élément de E . Vérifier que, pour tout réel x , " (x) =f' (% —-Xx) .

c) En déduire que si f estun élément de E alors f est une solution de I'équation différentielle
y'+y=0.
d) Déterminer alors I'ensemble E.

Annales BAC Section : Maths
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EPREUVE DE MATH SECTION MATH SESSION PRINCIPALE 2009

EXERCICE N1

De quoi s’agit-il ?

Nombres complexes-Rotations-arithmétique-Probabilités

SOLUTION

1) Réponse - b - 2) Réponse - c - 3) Réponse - c - 4) Réponse - b -

De quoi s’agit-il ?

Fonction logarithme népérien-Fonction exponentielle-Fonction réciproque d'une fonction
continue et strictement monotone-calcul intégral-Calcul d’aire

SOLUTION
1) a- En posant ¢ = —/x on aura lim (&j = lim(ln (t12+ t)j = lime In (l:t)j =—00
x—0 X t—0 t—0
------------------------------------------------------- 23 B R
b- lim (M) = lim [@j =—o0
x—0" x—=0 x—0" X

donc f n’est pas dérivable a droite en 0

et () admet au point O une
demi-tangente verticale dirigé vers le bas.

2) a- f est définie et strictement décroissante

sur [0,1] donc réalise une bijection de

[0,1] sur £([0,1]) de plus f est continue sur

[0, donc £([0,1]) =]-o0,0].

Conclusion : f réalise une bijection de [0,1] sur f([0,1]) = ]-o0,0].

b-M=S _(»)

Diy=x

(~") admet au point O une demi-tangente verticale donc (I') admet en ce point

Annales BAC Section : Maths



2009 - Session principale

une demi-tangente horizontale.

x € J-o0,0]
=y’

yelol]

f(y)=x
x:f(y):ln(l—\/;) & e"=l—\/; & \/;:l—ex & f’l(x):(l—e")z.

e[’ el Lol (o D (e 2, ]
b—ﬁl—J‘_lnzf (x)dx—an(l—Ze +e )dx—{x 2e +Ee} —( 2+5j (ln2 + j

In2 In4
“In2 e 2"

3)a-Ona: { si et seulement si {

donc A= ln2—§ u.a

c- En utilisant la symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation y =x on aura :

—Eln(l—\/;)dx=f|f(x)|dx=%xln2—ﬂ=lnTz—ln2+§ (f0)=0 et f(-In2)==)

1
4
oy [ 3.5
D’ou J;ln(l—\/;)dxzzlnz_g

1 1
Autrement : ﬂ=f(f(x)—(—ln2))dx=ln2—§ donc _[)Zln(l—\/;)dx=1n2—§—%1n2=%1n2—§

EXERCICE N?

De quoi s’agit-il ?

Similitude directe -Similitude indirecte-symétrie orthogonale -Composée d"une similitude
directe et d'une symétrie orthogonale.

SOLUTION
1) voir figure ci-contre.
2)a-n (J—A,AR ) = —% [2n]  est une mesure de I'angle de f |
en effet :
ZEz%EZzHCMJzB*C,KzA*Cetle*B

(41,4K) = (4B, 4C) = g [2n]
Al = AK car ABC estisoceéleen A, K=A*C et [=A*B

donc AIJK est un carré direct dont [JA] est une diagonale

ainsi (EAJ?) E—% [2n]

Autrement :
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(JK)//(4B) car dans le triangle ABC ona: J=B*CetK=A4%C
donc (JC,JK)=(BC,BA) [2n]

(BC BA) =— [2n] car ABC est un triangle rectangle et isocéle en 4 de sens direct

.l;

par suite (ﬂ; J?)

[2n]

(74.7C) +(JC.IR) [2n]
.,
2

[275] d’ou (ﬂ,]T{) E—%

.M:l

1
JK_P Ba_ (nj

JA ;BC BC

2
2 :g est le rapport de f .

1
JL_ 4B _BC 12

1
b. JK 2BA 2BA 2cos(4) 2 fou F(K)=L.

N

(ﬂ,jﬁ)z—g [27]
(77,7H) = (CA4,74) = (AC, 47) = —% [2x]
1 1 > _
c- JHZEJA 5BC: : zﬁ dou f()=H.
JI ;AC BA 2cos(4) 2

1 — - 2
3) a- z'=—5(l+i)z+%(1+i) estde la forme z'=az+b ou |a|=7¢0

o o 2
donc ¢ est une similitude indirecte de rapport -

Or L0474+ 204D =L 04D +L10+) =LG-D+ 104D =i=z. don o(O)=C
2 2 2 2 2 2

et comme |a| = 1 donc C est I'unique point invariant par f qui n’est autre que le centre.

1. 1 1, I 1

b- o ZIZE 0Zy=—1 Dz, =—+—i 0oz =—+—1i
1 A— 1 ) 1 N N . \

c-0 ——0+)z,+=0+)=—=U+D+=U+1)==U+i) =z, dou o(I)=H .
2 2 4 2 4

Lasaz i lasn=—Lasna-n+lasn-—Lilasn=-Lic. @on o)=k.
2 2 4 2 2 2 2
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'fOS(,K)(1)=f(I)=H donc fOS([K)(I):H

d- | f0S,,(J)=f(4)=K donc foS

IK)

(JN)=K

® f oS est une similitude indirecte comme compos¢e

d'une similitude directe et antidéplacement
Donc foS§,, et ¢ sontdeux similitudes indirectes qui coincident en deux points distincts
par suite 9= oS, .

4) a- La droite A est porté par la bissectrice intérieur de (5], C—K) (ou (ﬁ, C—H))

b-1 Pe(IK) alors S, (P)=P parsuite ¢(P)=foS,,(P)=f(P) donc ¢(P)=f(P).

1Pe(K) alors f(P)ef ((IK))=(LH) par suite ¢(P) e(LH)

PeA et A étantPaxede ¢ alors ¢(P)ep(A)=A

Ainsi ¢(P)e AN(LH) = {Q} par conséquent ¢(P)=0.

EXERCICE N4

De quoi s’agit-il ?

Ellipse-équation de la tangente a une ellipse en ’un de ses points-Aire d’un triangle

SOLUTION

8]

2
1) a- L’ellipse (E) a pour équation, dans le repére orthonormé direct (O,Z }) , X o

12

2

a=1, b=2 etcomme a<b , I’axe focal est (O,]').
Les sommets suivant I’axe focal de (E) ont pour coordonnées (0,—2) et (0,2)
Les sommets suivant I’axe non focal de () ont pour coordonnées (—1,0) et (1,0)

Comme c=vVb*—a =\/§ donc les foyers de (E) ont pour coordonnées (0, —\/g) et (0, NE) )

b- voir figure ci-contre

2 )
cos“x  4sin“x )
c- + =cos’x+sin‘x=1.
1? 22

Donc M e (E)
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2) Une équation de la tangente & (£) en un point M (x,, y,) est :

T:%+%:l par suite pour M(cos6,2sin6) on aura
2ysinf
Tixcos®+ 22 _1 dou T:2xcosO+ ysinf—-2=0.

3) a- Le triangle OPQ est rectangle en O

donc Paire .7/ = %x OPx0Q

Pe(0,]) ¥, =0 - (L )
Or {PET donc {2xpcose=2 d’ou P Cose,O

- — 0
de méme Qe (0’ J) donc Yo . d’ou Q(O, Lﬂ)
c Yo sin 0=2 sin

De plus cos8>0 et sin6>0 pour tout 96:|0,%|:

1 2 2 2
X

Ainsi .”/=l>< — = — =—
2 cosO sin® 2cosfsin® sin(20)

donc ./ =— 2 .
sin(26)

b- L’aire .~/ =_L est minimale si et seulement si
sin(20)

sin20 est maximum or 0<20<n donc 0<sin20<1

. .. ) . T
d’ot .7/ est minimale si et seulement si 20 =—

par suite 9:% d’ou: P(\/E,O) , Q(O,2x/§) et M(@,\/E)

ce qui prouve que M est le milieu du segment [PQ] .

Section : Maths
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EXERCICE N°5

De quoi s’agit-il ?

Equations différentielles -Recherche d’un ensemble de fonctions.

SOLUTION

1) L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y"+ y =0 est ’ensemble des fonctions
définies sur [ par: f(x)=Asinx+Bcosx ou (4,B)ell’
2) a- g(x) =cosx est deux fois dérivable sur [ et g'(x) =—sinx
r_

donc g‘(x)+g(%—x):—sinx+cos(%—x):—sinx+sinx:0 ainsi g'(x)+g(2 x)zO

par suite g est un ¢lément de E.

b- Comme f est un élément de E donc pour toutréel x ona: f'(x)+ f (%—x) =0

et par suite f"(x)—f'(%—x)zO d’ou f"(x)zf'(%—x)

c- Si f est un élément de E alors pourtoutréel x ona: f'(x)=—f (%—x)
ce qui donne : pour tout réel x , f‘(g—x) = _f(g_(%_x)) =—f(x).

Or d’aprés b- si f est un élément de E alors pour tout réel x, f"(x) = f '(%—x)

Par suite : pourtoutréel x, f"(x)=—f(x) dou f"(xX)+f(x)=0
C'est-a-dire f est une solution de I’équation différentielle y"+y=0.
d- d’aprés c- si f estunélément de E alors f est une solution de I’équation différentielle

y"+y=0 donc f(x)=Asinx+Bcosx ou(4,B)ell’.

D’autre part, comme f est un élément de E donc pourtout réel x ona: f'(x)+ f (% - x) =0

Ce qui donne, pour tout réel x, (Acosx— Bsinx)+ (A sin (% - x) + Bcos (% - x)) =0
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donc pour tout réel x =~ Acosx—Bsinx+ Acosx+Bsinx=24cosx=0 ainsi 4=0

d’ou f(x)=Bcosx ouBell .

Conclusion : E est ’ensemble des fonctions définies sur [J par: f(x)=Bcosx ouBell .

FIN.
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MINISTERE DE L'EDUCATION

£7 DE La FORMATION CONTROLE SESSION DE JUIN 2009
[sECTION : MATHEMATIQUES |

IEPR!UVE : MATHEMATIQUES

REPUBLIQUE TUNISIENNE SE%%ON EXAMEN DU BACCALAUREAT

|| DUREE : 4 Heures ||COEFFICIENT:4 |

U.o sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 & 4/4. La page 4/4est a rendre avec la copie. ]

Exercice 1 ( 3 points )

Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant & la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

Une réponse correcte vaut 0,75 point, une réponse fausse ou I'absence de réponse vaut 0 point.

1) Soit z un nombre complexe de module 2
Alors le conjugué Z de z est égal a

a) —
b)

c)

2) Dans Le plan muni d'un repére orthonormé direct (O, u, \7) ,on considére les points A et B d'affixes
respectives 1 eti . L'’ensemble des points M d'affixe z tel que % estréel est

a) la droite (AB) privée de A
b) le segment [AB] privé de A
c) le cercle de diameétre [AB] privé de A

3) Soit (un) une suite arithmétique de raison (— In2). Alors la suite (v,) définie par v, = e est
a) une suite arithmétique de raison (— 2)

b) une suite géométrique de raison (- 2)

c) une suite géométrique de raison (%)

4) La limite de x ln(1+§) quand x tend vers +oc est égale a
a) 0
b) 1
c) 2

Annales BAC Section : Maths
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Exercice 2 (5 points)

Soit f 1a fonction définie sur IR, par f(x) = x + (x — 1)e™ et soit & sa courbe représentative dans un

repére orthonormé (O, i, ]) (unité graphique 2 cm)

1) a) Montrer que xﬂrgmf(x)=+oo

b) Montrer que la droite A d'équation y = x est asymptote a la courbe & au voisinage de +oo .

c) Déterminer la position relative de & et A

2) On donne ci-dessous le tableau de variation de la fonction f.

3)

x |0 +oo
f(x) |3 +

+00
fx) |_ 1/

a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet, dans IR., une seule solution a et vérifier que 0 < a < %

b) Tracer la droite A et la courbe &
(On précisera la demi tangente a € au point d’abscisse 0 et on prendraa =~ 0,4).

On désigne par (u,, ) la suite définie sur IN"  par u, = f:[f(x)r dx

a) Calculer u,. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
1
n+1

b) Montrer que pour tout entier naturel nonnuln, 0 < u, <

c) En déduire la limite de la suite (up, ).

Exercice 3 (4 points)

1)
2)
3)
4)

On considére les suites (u,) et (v, ) définies sur IN par

2u, + Vv

U=0  up,=—r—"
_ + 2v
vo=1 vrm:ﬂnS_n.

Montrer que pour tout entier naturel nonnuln, u, < v,.

Montrer que la suite (u,, ) est croissante et que la suite (v, ) est décroissante

Montrer que les suites (u,,) et (v, ) sont convergentes et qu'elles admettent la méme limite.
Soit la suite (w,,) définie sur Npar w, =9u, +5v,

a) Montrer que (w/,) est une suite constante.

b) En déduire la limite commune des suites (u,) et (v, ).
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Exercice 4 (5 points)

Dans I'annexe ci-jointe (page 4/4), ABCD est un rectangle de centre O et tel que (AB,AC) = %[21:].

Le point E désigne le symétrique du point A par rapport a D

Soit S la similitude directe de centre C, de rapport —;- et d'angle % ,

1)

2)

3)

4)

a) Justifier que S(A) =B

b) Montrer que le triangle ACE est équilatéral et en déduire que S(E) = O.

Soit I un point du segment [EO], distinct des points O et E et soit (") le cercle de centre | et
passant par A.

Les droites (AD) et (AB) recoupent le cercle ( I" ) respectivement en M et P

a) Tracer (') et placer les points M et P.

b) Justifier que le point C appartienta (I").

Soit N le projeté orthogonal du point C sur la droite (MP).

a) Montrer que (ﬁ) = %[21:].

b) En déduire que S(M)=N .

Montrer que les points B, D et N sont alignés.

Exercice 5 ( 3 points )

1)

2)

On considére dans Z x Z I'équation (E)  3x + 4y = -8
a) Vérifier que (0, — 2) est une solution de (E) .
b) Reésoudre dans Z x Z I'équation (E) .

Dans le plan rapporté a un repeére orthonormé(o, 7, I) on consideére la droite A dont une équation
est: 3x +4y + 8 =0 et on désigne par A le pointde A d'abscisse O .

a) Montrer que si M est un point de A a coordonnées entiéres alors AM est un multiple de 5.
b) Soit N un point de A de coordonnées (x, y) .

Verfier que AN = > |x|
c) Endéduire que si AN est un multiple de 5 alors x et y sont des entiers.

Section : Maths
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Nom et prénom :

Date et lieu de naissance - . . . .

eee.e. N®dinscription = .. ... ...
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Epreuve de Math Section Math Session de controle 2009

Exercice n°l

De quoi s’agit-il ?

Nombres complexes-suites —fonction logarithme népérien-limites

CORRIGE

1) Réponse -c - 2) Réponse - a - 3) Réponse -c - 4) Réponse - ¢ -

Exercice n°2

De quoi s’agit-il ?
Fonction exponentielle - suites — calcul intégral.

CORRIGE

1) a- En posant ¢=-x onaura lim f(x) = lim(:L—Lej:—e)eroo.

X—>+00 —>—0 T+ 0 0

b- En posant ¢=—x onaura lim (f(x)-x) = lim(—t_e;—gj) =0
X—>+00 t—>—o0 0 0

Donc la droite A d’équation y = x est asymptote a la courbe () au voisinage de +00.
c- Soit xe[0,+00] ; f(x)—x=(x-1e™

71 sur [0,1] la courbe (~ ) est située au dessous de A .

7] sur [L,+0oo[ la courbe (v ) est située au dessus de A .

2) a- f est définie et strictement croissante sur [0,+oo] donc elle réalise une bijection de [0,+oo sur

([0
de plus f est continue sur [0,+oo] donc f ([0,+OOD =[-1,+o .

Comme 0e[-1L+oq donc I’équation f(x) =0 admet dans [0,+oo] une solution unique o .
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Puisque f(0)=-1<0 , f(%): (1—%)>0 donc O<a<%.

e

=

Conclusion : L’équation f(x) =0 admet dans [0,+00[ une solution unique a }0,%[.

b- D’aprés le tableau de variation de la fonction f ona: f'(0) =3

donc la demi tangente a () au point d’abscisse 0 est de coefficient directeur 3.

(x=1De™dx

1

Or J:xdle:%} =%(1—a2)

o

ulx)=x-1 > u'(x)=1
vix)=e™ — vix)=-e

1
I (x—De™dx on intégre par parties on pose : { 7x
1 1
Par suite J. (x—De“dx=[-(x-1) e"‘]L + J. edx = [—xe’x]ix 1 +ae™
o o e

donc =Ilf(x)dx :%(l—az)_l+ ae .
o e

Interprétation : f (x)>0 pour tout x €[a,1] donc u, représente ’aire, en unité d’aire, du domaine

du plan limité par la courbe () et les droites d’équations: y =0, x=1 et x=a
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b- sur [0,1] la courbe () est situé au dessous de A donc pour tout réel x € [0,1] , f(x)<x
de plus pour tout x € [o,+0o[ |, f(x)>=0 et o<1 ainsi pour tout xelol] ona: 0<f(x)<x

par suite 0 < j;[f(x)]ndx < le"dx

n+l 1 n+l 1 n+l
1 1
d’OflOSunS|:x } or [x } = -* < done  0<u <—
n+l1 «. n+l n+1 n+l1 n+1

o

c- Comme lim =0 et 0<u, < donc limu, =0.
n—>+oon_|_1 n+1 n—>+w

Exercice n°3

De quoi s’agit-il ?

Suites adjacentes

CORRIGE

1) Montrons, par récurrence, que pour tout nell , u, < v .

1 2
[ vérification : pour n =1 ’inégalité u, <V, est vraie (car U, = § et v, = g )
Osoit nell”™ , supposons que u, <v, et montrons que u,,, <V,
2u +v_  3u, +2v u,—v
Comme u,,, —v,,  =—2t—%L——*~ n——n_n<(O car u,—v,<0 donc u,, <V
n+l n+l 3 5 15 n n n+l n+l
Conclusion : pour tout ne€l1”, u, <v, .
2u +v u,—v . .
0w, —u, = % —u, = —% >0 car u,—v,<0 donc (u,) estune suite croissante.
3u,+2v 3(u,—v . s
Oy —y, =22y = EICAN) <0 car u,—v, <0 donc (v,) estune suite décroissante.
5 5

3)Premiére méthode

[ pour tout nell , u, <v, et (v,) estune suite décroissante donc (v, ) est majoré par v, =1
Donc pour tout nell , u, <1.
Ainsi (u, ) est une suite croissante et majoré par 1 donc converge.
[ pourtout nell, v, >u, et (u,) estune suite croissante donc (u, ) est minoré par u, =0

Donc pour tout nell, v, 20.
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Ainsi (vn ) est une suite décroissante et minoré par 0 donc converge.

JOnpose lim(u,)=1/ et lim(v,)=1{"'

n—>+oo

lim (u,)=/ donc lim (u,,)=1

n—>+o0o n—>+oo

o . . 21+ 1"
Comme u,, = 2u, v, donc les opérations sur les limites des suites donnent / =
Doul=1"
Deuxiéme méthode
, \ S 1
D’apres ce qui précédeona: u,  —v,,, = E( u, —v,)
Montrons par récurrence que pour tout n €[], u,—v, =— ( % )"

, . . , ., 1 0 . 1 0
vérification : 1’égalité u, — v, = _(ﬁ) est vraie (car u,=0 ,v,=1 et _(E) =-1)
supposons que u, —v, = _(% )"

1 n+l
montrons que u,,, —v,,, = _(E)
. 1 1 n 1 n+l
onaw, v =] ~(15) |= (%)
donc pour tout ne€ll ,u, —v, = _(%)"

Vu que lim[_(%)"}zo car (%)e]—l,l[ donc lim (u,—v,)=0

n—>+owo n—>+owo

Compte tenu :

Hpourtout nell, u,<v,.
1 (u, ) est une suite croissante et (v, ) est une suite décroissante.

1 lim (u,—v,)=0

n—+oo

Les suites (u, ) et (v, ) sont adjacentes et par suite elles convergent vers la méme limite

4) a-pourtout nell , w,,, =%, +5v,,, =3(2u,+v,)+(3u, +2v,) =%, +5v, =w,

n+l

Donc (1w, ) est une suite constante.

b- (w,) est une suite constante donc pour tout nell , w, =w, =%, +5v, =5.

n
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Par suite pour tout ne€l] , 9u, +5 =35.
Donc si L est la limite commune des suites (u, ) et (v, ) onaura 9L +5L =5

Ce qui donne L=% ainsi lim(un)zlim(vn)=i.

n—>+o n—+o 14

Exercice n°4

De quoi s’agit-il ?
Similitudes-angles inscrits —symétrie orthogonale.

CORRIGE

N

1) a- (@j@)E(A—'C,AD) [27]

A

E%—(E,AC) [27]
T ow T
_T T, donc (CA,CB)== [2x]
> g L2l one ( ) 3
. CB 1
De plus, comme ABC est un triangle rectangle en B donc — = cos(ﬂ) =—
CA 3/ 2
¢B_1
D’ou CAA 2 ce qui justifie que S(4) =B
(a,@)zg [ 2]
b- [1 D’une part (R,E)E(ﬁ,@) [27]
=(CA4,CB) [2n]
== [2x]
3
E:S(DC)(A) A A
D’autre part D =S,.,(D)} donc (EC,ED)=~-(A4C,4D) [2x]
C:S(Dc)(c)
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A

(AC,A—)Eg [2]
Ainsi (E—C'Am) _ (E—C'Aﬁj) [on] <€ qui prouve que le triangle ACE est équilatéral.
T
=—— [2
3 [2n]
co . =n 1
— =sin—=—
[JOn a le triangle ACE est équilatéralet O = A*C donc CEA 6 2
(C—E,C—O)EE [2]
3

Conclusion: S(E)=0.
2) a-

b- ACE est un triangle équilatéral et O = A*C donc la droite (OE )est la médiatrice du segment [4 C ]

et puisque / € [OE]\{0,E} donc I4=1IC or (I) est le cercle de centre I et le rayon /4

donc C e (T).

A A

3)a- ( P,MC ) et (AP,AC ) sont deux angles inscrits dans (I") interceptant le méme arc orienté P'C

Donc (WJ\TC’)E(@,R‘) [2r] or (Zﬁ,ZE’)Eg [2r] donc (MI?’,MZ’)E% [2n].
(7N 3C) =~ [2x] A
b- Comme ) 6 donc (CM,CN)EE [2n] (1)
(W:,NM)Eg [27]

Annales BAC
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(1)

CN 1
1 _— n = —
de plusona C cos(3) 2

d’aprés (I) et (II) onendéduit S(M)=N

S(4) =B
4) M € (AD) et Ee(4D) donc A, E et M sontalignés deplus S(E)=0
S(M)=N

et comme toute similitude conserve I’alignement donc B, O et N sont alignés.

D’ou N € (OB) etpuisque D e (OB) onen déduit alors que B, D et N sont alignés.

Exercice n°5

De quoi s’agit-il ?

Résolution dans Z° d’une équation du type ax +by = c — détermination des points d’une
droite a coordonnées entiéres

CORRIGE

1)a- 3x0+4x(-2)=-8 donc (0,—2) estsolution de (E).

b- Soit (x,y)ell x[ solution de (E).

Ona: 3xx+4 xy 2_8} donc 3><x=—4><(J/+2)

3x0+4x(=2)=-8

comme 3é—f(><_(4y)4;21)} alors d’aprés Gauss 3/(y+2) ainsi y =3k -2 ou kel

par suite 3x x = -4 x (3k) d’ou x=—4k ainsi (x,y)z(—4k, 3k—2) ou kell
réciproquement : soit (x, ) =(—4k, 3k —2) ou kel
ona: 3x(—4k)+4x(3k-2)=-8 donc (x,y) est solutionde (E).

Conclusion: §, . ={ (—4k,3k-2), kel }

M Xy eA . 3X+4y=—8 o
2) a-{(x,(y)e)ﬂ 0 signifie {(x,y)eD <0 signifie (x,y):{ (—4k,3k—2) kel }

Donc AM =\/(—4k)2+(3k)2 =5x|k| ou kell

Par suite 4AM est un multiple de 5.
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b- N(x,y)eA signifie 3x + 4y = —8 signifie y:_8—;3x
2
Donc AN2:x2+(—%) 23 par suite AN = >|x|.
16 4

c-Si AN est un multiple de 5 alors il s’écrit sous la forme AN = 5|k| ou kell
5 \ .. . . .
Donc Z|x|:5|k| ou kell ainsi |x|=4]|k| ou k€l d’ou x estun entier

Comme y _ _843x —2—% donc y=-2+3k ou ke€l] d’ou y estun entier

4

Conclusion : Si AN est un multiple de 5 alors x et y sont des entiers.
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pLaizicy
3

REPUBLIQUE TUNISIENNE aE‘
MINISTERE DE L’EDUCATION FR. Q-‘.;QN
EXAMEN DU BACCALAUREAT - SESSION DE JUIN 2010 ALe

SECTION : MATHEMATIQUES
EPREUVE : MATHEMATIQUES DUREE : 4h  COEFFICIENT : 4

7, :‘

Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 4 4/4

Exercice 1 (3 points)
Répondre par « Vrai » ou « Faux ». Aucune justification n’est demandée.
1) Le quotient de (— 23) par (—'5) est 4,

2) Sia et b sont deux entiers tels que 64a + 9b =1 alors les entiers b et 64 sont premiers

entre eux.
3) 147" =2(mod 12).

4) x? =0 (mod 8) équivaut a x =0 (mod 8).

5) x = 3(mod 4)
Si alors x = 19 {mod 20).

x = 4(mod 5)
6) Si p est un entier premier distinct de 2 alors p? = 1(mod 4).
Exercice 2 ( 4 points)

Le plan est orienté dans le sens direct. _
Dans la figure (1) de l'annexe ci-jointe, [AB] et [IJ] sont deux diamétres perpendiculaires

—_— —

du cercle (€), M est un point variable du cercle (€) tel que ( A,MB) = g[zn] et MBEN et

MKFA sont des carrés de sens direct.
1) Montrer que les points E, F et M sont alignés.

2) On désigne par rq etr; les rotations d'angle % et de centres respectifs A et B.

a) Montrer que rio rz est la symétrie centrale de centre 1.
b) Déterminer riorz (E). En déduire que lorsque M varie, la droite (EF) passe par un point
fixe que I' on déterminera.

3) Soit S la similitude directe de centre A, d'angle g— et de rapport+/2 .
a) Déterminer S (M).

b) Construire le point G image de F par S.
c) Montrer que F est le milieu du segment[KG].

d) En déduire que lorsque M varie, la droite (KF) passe par un point fixe P.
Construire P.

1/4
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Exercice 3 (4 points)
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0,1‘1,\7) .
On note A le point d'affixe — 2 .

On considére I'équation (E) : 32° — 222 + 4z + 16 = 0.

Soit o € C* et M, N et P les points d'affixes respectives a, %uz et g.

1) Montrer que si o € IR* alors les points M, N et P sont alignés.
Dans la suite de I'exercice on suppose que o n'appartient pas a IR .

2) Montrer que si MNAP est un parallélogramme, alors o est une solution de I'équation (E).

3) Dans cette question onprend o= 1+ iv/3.

a) Donner I'écriture exponentielle de chacun des nombres complexes a., %az et §—

o
Placer dans le repére (O,0,V) les points A, M, N et P.

b) Donner I'écriture algébrique de chacun des nombres complexes %a* et E.

o
Montrer que le quadrilatére MNAP est un parallélogramme.

4) a) Montrer que si o est une solution de (E) alors @ est une solution de (E).
b) En déduire les affixes des points M pour lesquels MNAP est un parallélogramme.

Exercice 4 (5 points)

1) Soit la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(x) =Inx—xInx+x.

a) Calculer lim f(x) ; lim f(x) et lim _fi’.‘_)
x—0t X—r+ 0 X—t+ o ¥

b) Montrer que pour tout x >0, f'(x) = % - Inx.

2) Dans la figure (2) de I'annexe ci-jointe, &, et &, sont les courbes représentatives dans
un repére orthonormé (OT]) des fonctions g et h définies sur ]0, +co[ par
g(x)=—:(— et h(x)=Inx .
€@y et @ se coupent en un point d'abscisse B.

a) Par une lecture graphique donner le signe de f'(x) .
b) En deéduire le sens de variation de f.

c) Montrer que f(B)=p+ -[1; -1.

2/4
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3)

4)

Exercice 5 (4 points)

révolution (S) est obtenu en faisant tourner
la portion de la courbe d’équationy = e, x € [1, 2]
autour de I'axe (Ox) . 1

Le but de cet exercice est de calculer le volume ¥

de ce solide .

1)

2)

3)

On désigne par & la courbe représentative de f dans le repére (O,T.]).

a) Etudier la position relative des courbes &;et &,

b) Montrer que la courbe &;coupe I'axe des abscisses en deux points d'abscisses
respectives x; et x; tellesque 04<x;<0,5 et 3,8 <x;<3,9.

c) Placer dans le repére (O,T,]) les points A (B, 0) et B(0, %) et en déduire une
construction du point de coordonnées (B, f(B) ).

d) Tracer &:.

Pour tout réel t de] 0, + [\{p}, on désigne par .#(t) 'aire de la partie du plan S(t) limitée

par les courbes @ get &) et la droite d'équation x=1.

a) Montrer que pour tout réel t € 0,+e0[ \{B}, #Z(t) = f(B) - f(t).

b) Soit to > B . Hachurer S(tp).
c) Montrer qu'il existe un réel unique t; dans |0, B[ tel que () = (to).
Hachurer S(t).

Dans la figure ci-contre, le solide de

®)

Soit F la fonction définie sur [1, +oo[ par F(x)= Lxe”mdt.

Vérifier que ¥V = nF(2).

Soit G la fonction définie sur [1, +wf par G(x)= j 1JH te' dt.

a) Montrer que G est dérivable sur [1, +oo[ etque G'(x)=2 JF'(x).
b) En déduire que pour tout réel x de [1 , +oo[ , 2 F(x)=G(x)-G(1).
a) Montrer que pour tout réel x de [1, +09[ ,G(x) = (JH - 1)e“"_".

b) Calculer alors V.

3/4
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figure (1)

figure (2)

1
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Correction de I'épreuve de mathématiques
Réalisé par : Hédi Souissi

Exercice 1 (QCM)

Questionn® | V- F Le pourquoi ?

1 Faux | -23=(-5)x5+2 donc le couple (quotient, reste) =(5,2)

2 Vrai | Bezout!ona(aAb)= (64Ab)=(aA9)=(64A9)=1........

3 Faux | 147 = 3x7x7 . donc si 14714 = 2(mod 12) ,il existe un entier k tel que :
147146 = 12k + 2 =2(6k+1) ce qui n’est pas possible car 2 ne divise ni 3 ni 7.

4 Faux | Il suffit de prendre x =4 etona: x? = 0(mod 8) mais x = 4(mod 8)

5 Vrai . (x=3(4) x—19 =0(4)
Premiére facon : {x = 4(5) {x —19= 0(5) et(4n5)=1

Doncx —19=0(4 x5)
Deuxieme facon :
Si{x53(4) x =4k +3

x = 4(5) x=5p+4
Donc4k —5p=14k—-5p=4(-1)-5(-1) = 4k+1)=5(p+1)
etona (4A5) =1, donc par le théoréme de gauss, il existe un entier s tel que
p+1=4s et par suite k+1=5s c'est-a-dire (k,p) = (55 — 1,4s — 1) ce qui
donnex =4(5s —1) +3=20s — 1 =20(s — 1) + 19¢'d'olt: x = 19(20)
6 Vrai | p estun entier premier et p # 2 donc p est impair et par suite le reste de sa
division euclidienne par 4 est 1 ou 3.

e Sip=4k+1lalors p?> =16k? +8k +1 =4(4k*> +2k) +1

e Sip=4k+3alors p?> =16k? + 24k +9 = 4(4k* + 6k +2) + 1
Et dans les deux cas on a p? = 1(mod 4)

alors il existent deux entiers k et p tels que {

Exercice 2

1) Les deux triangles MBE et MAF sont isocéles et rectangles respectivementen B et A, doncona:
AMF = BME = Zdonc EMF = BME + BMA +AMF =Z+>+Z=1
D’ou les points E, M et F sont alignés.
2) a)r et r, sont deux déplacements de méme angle % donc r; o 1, est un déplacement d’angle  ,
donc une rotation d’angle 1 et par la suite c’est une symétrie centrale.
D’autre part AJBI est un carrée direct ( quadrilatére qui a 4 angles droits et des diagonales
perpendiculaires et isométriques ) , donconar,(1) =] etry () =1, d’our (r,(1)) =1
Ainsi | est le centre de r; 0 7.
b) on a BE = BM et (EE/E_M’) = g(Zn) ;donc r,(E) = Metdemémeonar, (M) = F;
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doncr o ,(E) = ry(M) = F etpar lasuite | est le milieu [EF] , ainsi la droite (EF) passe par
un point fixe qui est le point I.

3) ) on AK =V2AM et (4M; AK ) = % (2m) ; donc S(M) = K

b) Construction de G : ona AG = v2AF et (ﬁ) = %(27‘[) et le triangle AFG est
rectangle en F.

¢) AK=+v2MA ; AG = v2AF et AG = AF donc AK = AG .
D’autre part (ﬁ, Z@) = (Z_Iz, ZF)) + (ﬁ, E) = % + % = 2(27'[) donc ry (K) = G;

r(M)=F

on a {Tl(K) = G
Ainsi on a KF = FG et KFG = KFA + AFG =§+%= 7, donc F est le milieu de[KG] .

d) OnaS(M) = KetS(F) = Gdonc S{(MF)) = (KG) c'est a dire S((EF)) = (KF) ; eton
sait que (EF) passe par le point I, donc son image par S passe par le point P =S(1).
I est fixe lorsque M varie donc P est aussi fixe lorsque M varie.

= KM = FG = KF = FG.

e N

J (c)

Exercice 3

1) Si a € R*, alors les affixes des points M , N et P sont réels et par la suite M, N et P sont sur I’axe
des abscisses, donc sont alignés.
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2) Si MNAP est un parallélogramme alors : MN = PA
— 3 8
MN=PA<:>ZN—ZM=ZA—ZP(:>EO(2—0(=—2—&@30?—20(2:—40(—16(:)
3a3 — 2a? + 4a+ 16 = 0 Donc a est solution de (E ) .

3)onprend a = 1 + iv/3

.TT .TT 2T 2T
a)a=1+i\/§=2(%+i§)=2el?; §= g =4e7 §a2=§4el?=6el?

i
2e’3

32 =6eis =6(2+i8) = -3+ 3 8 e =g(toi Bz
b)za —6e3—6(2+12)— 3+31\/§eta—4e 3—4(2 12)—2 i2v/3

etona:Zy—Zy=—3+3iV3—1—iV3=—4+2iV3etZy—Zp = —4+ 2iV3

donc Zy — Zy = Za — Zp et par la suite MN = PA et MNAP est un parallélogramme.

=i

4)a) Les coefficients de 1’équation( E ) sont tous réels donc si z est solution de ( E ) alors Z 1’est aussi.

Ainsi, si 30 —2a? + 4a+ 16 = 0 alors 3a3 — 202 +4a+16 =0

3a3 — 20?2 + 4a+ 16 = 0 et par la suite o est aussi solution de (E ).
b) comme MNAP est un parallélogramme donc @ = 1 + i+/3 est solutionde (E ) eta = 1 — iv3
donc le premier membre de ( E ) s’écrit :

3z—)(z—®)(z—12¢) =323 —3(Q2+29)z2 +6(2 + z5)z — 122,

Et par identification on obtient : z, = —g ; qui est a rejeter car les 4point sont alignés et ne forment
plus un parallélogramme.
Reste a vérifier que lorsque a = 1 — i3 est ’affixe de M alors MNAP est un parallélogramme.
En effet il suffit de veérifier que Zy — Zy = Za — Zp et par la suite MN = PA et MNAP est un
parallélogramme.
Conclusion :

Annales BAC Section : Maths



2010 - Session principale

Les points M pour lesquels MNAP est un parallélogramme, sont les points ayant pour affixes :

a €{1+iV3,1-iV3}.
Exercice 4
1)a)

. lim,_ o+ Inx = —o0
* lim,_ o+ f(x) = —0, car{ x=0

lim,_o+xinx =0

Inx
lim —=0
Inx xX—+0o0
* ]lim x) = lim (Inx —xinx+x) = lim x|——Inx+ 1) = —oo, car X
X400 f( ) x—>+oo( ) x—>+00 ( x ) lim Inx = +o
X—+00
*  lim A lim (ln—x—lnx+1)=—00.
X—>+4o00 X X—+00 X

’ _ 1 1 _ 1
b) Pour tout x € 10, +oo[, f'(x) = ~- (1.lnx + x.;) +l1=-- Inx.
2)a) *sur ]0, B[ ,la courbe de g est au dessus de celle de h, donc Inx > i

*sur ]B,4+oo[ ,la courbe de g est au dessous de celle de h,donc Inx < i
X 0 B +00

f'(x) * 0 -

b)

(%) + 0 -

f (x) /v f(B) \

c)
F(B) =nf —Blnf + B = %—Bx%+ﬁ =%+[9—1 ; car %: Ing du fait que £'(8) = 0
3) a) Pour tout x € 10, +oo[, f(x) — h(x) = x(1 — Inx) quis’annulesi (Inx =1 x =e)
Donc :
e sur ]0,e[ ,lacourbe de f est au dessus de celle de g.
e sur Je,+oo[ ,lacourbe de f estau dessous de celle de g.
e Lepoint (e, 1) estcommun aux deux courbes .
b) Montrer que la courbe de f coupe I’axe des abscisses en deux points revient & montrer que 1’équation f(x)=0
posséde deux solutions.
e La fonction f est continue et strictement croissante sur ]0, 8] et £(]0,B8]) = 1—oo, f(B)];
B>1 = % +L—-1>0=0€]—x,f(B)],donc I’équation f(x) = 0 posséde une solution x; € ]0, B].
f(0,4) ~ —0,14 et £(0,5) ~ 0,15 = 0,4 < x; < 0,5.
e La fonction f est continue et strictement croissante sur [, +o[ et f([B, +[) = ]—oo, fF(B)];
et0 € ]—oo, f(B)] , donc I’équation f(x) = 0 posséde une solution x, € [B, +o].
f(3,8) ~ 0,06 et f(3,9) ~ —0,04 = 3,8 < x, < 3,9.
Donc la courbe de f coupe I’axe des abscisses aux points M(x4, 0) et N(x,, 0).
c) A(B,0)et B(O, %) permettent de construire le point (8, é ).
1
g
une branche parabolique de direction celle de la droite des ordonnées et cette derniére comme asymptote.

4) a)
e si0<t<pB,onag(x)> h(x) pourtoutx € [t,B]doncona:

d) la courbe de f passe par les points M(x4,0) ; N(x,, 0)etS (ﬁ, ) ; posséde une tangente horizontaleen S,
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B B 1
A® = [ (@)~ hendx = [ (= nx) dx = [F@I = £(8) - £©)
t t

e sit>p,onag(x) < h(x) pourtoutx € [B,t] doncona:

t t 1
4@ = | 0= genax == [ (G- inx)ax =7l =18 -7

Conclusion : pourtoutréel t € 10, +oo[ \ {B};ona: A(t) = f(B) — f(t).
b) ty>p.
) A(ty) = Alto) & f(B) — f(t1) = F(B) — f(to) & f(t1) = f(to)
to > B = f(ty) € 1—oo, F(B[ = £(10,B]).
f(to) € £(10,8D

} donc il existe un unique réel ¢t; € 10, B[

fest continue et srictement croissante sur |0, B[
tel que f(t;) = f(to) & A(ty) = A(to)-

Exercice 5

1) soit la fonction f définie par f(x) = eV*. Par définition
V= nflzfz (x)dx = nflzezﬁdx = nflzemdx = nF (2).

u:t — +/4t estdérivable sur R’ donc sur[1, +oo[
2) ajona: la fonction v : t — te! est continue sur R
etu([1,+o) c R

donc la fonction G définie par G(x) = flu(x) v(t)dt est dérivable sur [1, +oo[ et pour tout x € [1, +oo[

G'(x) =u'(x) x v(u(x)) = ;ﬁm x eV4x = 2gVAx,

D’autre part F est la primitive de la fonction t — eV4t syr [1, +oo[ qui s’annule en 1, donc elle est
dérivable sur [1, +oo[ et F’(x) = eV**.

Ainsiona: G'(x) = 2F'(x),pour tout x € [1, +ool.

b) pour tout x € [1, +eo[, [ G'(D)dt =2 [ F'()dt = G(x) — G(1) = 2(F(x) — F(1)) = 2F (x).

3) a) pourtoutx € [1,+oo[,ona G(x) = flmtetdt
u(t) =t _ {u’(t) =1

Si on pose {v’(t) =t v(t) = et la formule d’intégration par parties donne :
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Vax

Vax
G(x) = f tetdt = [tet]‘l/ﬁ - f 1.etdt =VaxeV*™ —e — V4 ¢ = em(\/E— 1).
1 1

b)yona G(x) — G(1) = 2F(x)donc V = nF(2) = 2(0(2) -G(D) = g( 2v/2e2V2 — ez)(uv).
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REPUBLIQUE TUNISIENNE DE EXAMEN DU BACCALAUREAT
L’EDUCATION ET DE LA SESSION MATHEMATIQUES
FORMATION PRINCIPALE CORRIGE
JUIN 2010

EXERCICE N° : 1
1) faux 2) vrai 3) faux 4) faux 5) vrai 6) vrai
EXERCICE N° : 2

M

1°) 1° méthode :
(MF.ME) = (MF,MA) + (MA, M) + (MB, ME ) [2n]
Alors les points E, M et F sont alignés.

+=+ %[ZR] = Tc[21t]

T, r
4 2
2°™ méthode :

Soit f la similitude directe de centre M, d’angle % et de rapport /2 .

f(K)=F
f(B)=E alors E, F et M sont alignés
M,K et B sont alignés

P y T T Ly
2°)a) r4or, est un déplacent d’angle 5 +§ =n alors rior, est une symétrie centrale.

riory(l) = ry(J) = 1, car AJBI est un carré direct.
Conclusion : rqor; est une symétrie centrale de centre |.

b) riora( E ) =ry(M) =F.

riorp( E') = F etrjor, = S, alors | est le milieu de [EF] donc, lorsque M varie , la droite (EF) passe par un
point fixe qui est I.

3°) S la similitude directe de centre A, d’angle % et de rapport /2 .
AK _ /5

a) AM = S(M)=K
(m,m)zgpn]
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AG_ 13
b) S(F)=G< AF < AFG est un triangle direct rectange et isocéle en F .

AEAR)_T
AF,AG)==[2
( )= 2]
1% méthode :
Soit O le centre du carré AMKF. On a: O = M*F, S(M) =K, S(O)=F et S(F) = G alors F =K*G.

c)

2°™ méthode : (KKK@) = (KRKE) + (KIEKG) = % + %[211:] = g[Zn] alors AKG est un triangle
rectangle en A (1)
FG? = AF2 + AG? — 2AF.AG. cos%= AF2 + 2 AF2- 2 AF2= AF2 d'ou FG = FA = FK (2)

(1) et (2) impliquent que F est le milieu de [KG].
3°M™ méthode :

MKFA est un carré direct alors rg m2)(A) =K eton adaprésb) re 2(G)=A

ainsi K = I, ﬂ/g)(A) = I, 1-[/2)[ r(F,n/z)(G)] = I, n)(G) = SF(G) donc F=G *K.

d) S(M) =K et S(F) = G alors S<(MF)> = (GK) or (MF) passe par le point fixe | alors (GK) passe par le
point fixe P = S(I) et comme F est un point de (KG) alors (KF) passe par le point fixe P.

AP

Al V2

S()=P < < AIP est un triangle direct rectange et isocéle en |

EXERCICE N° : 3

1°) On suppose que a est un réel non nul, montrons que M, N et P sont alignés.

Les affixes des points M, N et P sont des réels alors ces trois points sont sur 'axes des réels alors ils
sont alignés.

2°) Si MNAP est un parallélogramme alors MN = PA .

 MN =PAsign z, -z, =z, -2, sign %az—a:—2—§:>3a3—2a2:—4cx—16c>3a3—20c2+4oc+1620
o

Conclusion : Si MNAP est un parallélogramme alors « est une solution de I'équation ( E ).

ir iE _ix
3°)a) a=2e?, Br-6e? et 88 _4e7s
2 o iZ
2e3
3, 3., . -8 8 8(1-iW3) _
b) Za?2=>(1+iW/3)2=-3+3iW3, —= = =2-2iV3.
)2a 2( \/—) \/— o 1+i\/§ 4 \/_

z. =-3+3W3-1-iV3=-4+2i/3| . __

= MN =PA
z,=-2-2+2/3=-4+2i3
det(m,ﬁ\I) = 0 alors les points A, M et N ne sont pas alignés

donc MNAP est un parallélogramme.

4°)a) Si a est une solution de ( E ) alors 3a® - 202 + 4a + 16 = 0 alors 30® — 202+ 40 +16 =0

alors 3(&)3 —2(&)2+4&+16 =0 alors a est une solution de ( E ).
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b)

e SiMNAP est un parallélogramme alors a et o sont des solutions de (E ).

e Pour a=1+i/3, MNAP est un parallélogramme alors o =1+iv/3 et o = 1—iv/3 sont des solutions
de (E).

Donc pour tout nombre complexe z, 32> — 222 + 4z + 16 = 3(z- a)(z —&)(z -B)a=1+ i3 .

Par identification, - 123 = 16 alors 8 = %4

Les solutions de ( E ) sont : 1+iW/3, 1-i/3 et %4

- 3-3i/3-1+iW3=-4-2\3] __

Z— I
Pour o =1-i/3, "™ }:MN:PA alors MNAP est un

z,,=-2-2-23=-4-2i/3
parallélogramme.

-4 . .
Le cas de 3 est a rejeter car a est non réel.

Conclusion : Les affixes des points M pour lesquelles MNAP est un parallélogramme sont 1+ i3 et

1-iW/3.

EXERCICEN®: 4

X—>+00 X—>+00

1°) a) Iirg f(x)= Iino1 InX —xInX + X =—o0 ; lim f(x) = lim x(ln—x—lnxﬂj:—oo ;
x—0" x—0" X

jim 1) _ jim ["‘—X—|nx+1]=-oo

X+ X X—>+00 X

b) f est dérivable sur ]0, +oo[ et f‘(x):l—lnx—1+1:1—|nx
X X

2°)a) On a : vx>0, f(x) = g(x) — h(x).

X 0 B +0c0
position Chau dessous de Cg Chau dessus de Cg
Signe de f(x) = g(x)-h(x) + 0 -

b) f est croissante sur 0, B] et décroissante sur [B, +[

¢) On a : Ch et Cg se coupent en un point d’abscisse B alors >0 et h(8) = g(B) d’ou Inp =% .

p—
w
| —

Annales BAC Section : Maths



2010 - Session principale

f(B):InB—BInB+B:%—1+B=%+B—1
3°)a) x >0, f(x) — h(x) = x(1 — Inx). Le signe de f(x) — h(x) est celui de 1 — Inx.

Sur l'intervalle ]0 , e[, Cf est au dessus de Ch.

Sur l'intervalle ]e, +oo[ Cf est au dessous de Ch.

Les deux courbes se coupent au point d’abscisse e.

b)

X 0 B +o0
(B)

| TN

f est continue et strc croissante sur ]0,B]
f(]O,B]) = |00, f(B)] alors Cf coupe (xx') en un seul point d'abscisse x, < ]0,B]
0 e |-, f(B)], (f(B)>0)

f est continue et strc décroissante sur |B,+oo|
f (1B, +00[) = J-oo. f(B)[
0 e [0, f(B)[, (f(B)>0)

Cf coupe (xx') en un seul point d'abscisse
alors

X, € ]B, +oo[

f est continue sur ]0,B]

alors x, €]0.4,0.5]
£(0.4)xf(0.5) = ((0.6)In(0.4) + 0.4)((0.5)In(0.5) + 0.5) ~ -0.023 < 0

f est continue sur |B,+oo[

alors x, ]3.8,3.9]
f(3.8)xf(3.9) = ((—2.8)In(3.8) + 3.8)((—2.9)In(3.9) + 3.9) ~ —0.003 < 0
Conclusion : La courbe Cf coupe I'axe des abscisses en deux points d’abscisses respectives x4 et x,
telles que 0.4 <x; <0.5et3.8<x,<3.9.

c) Voir tigure
Soit les points 1(1,0), C(0, f(B)) et D(B, f(B)) .

On a f(B)=%+B—1 alors f(B) -1/B=B—1 donc OC-OB=0OA—-0Il>0 doncBC= Al

alors C est le point de [OB)\ [OB] et tel que BC = Al

donc le point D est le point du plan admettant les points A et C comme projetés orthogonaux sur les
axes.

d) Cf admet une tangente horizontale au point d’abscisse 3.

Cf admet une branche infinie parabolique de direction (yy’) au V(+).

x = 0 est une asymptote.

j.g(x)—h(x)dx siO<t<p Tf'(x)dx siO<t<p

4%)a) A(t)=1, =1, =f(B)—f(t)
J'h(x)—g(x)dx sit>p I—f'(x)dx sit>p
B B
( |
L 4 )
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b)

C) t4 e]O, B[, to E]B, +°°[, A(t1) = A(t()) Sign f(t1) = f(to)
(ty) -0, F(B)]

alors il existe un unique réel t, € |0,B| tel que A(t,) = A(t
f bijection de ]0,p[ dans ]—oo, f(B)[ } L r<jo.pltela t)=Alt)

EXERCICE N° : 5
2 2 2
1°) La fonction t —» et est continue et positive sur [1 , 2] alors V :In(eﬁ) dtuv = njemdt = nF(2)
1

Jat

2°)a) La fonction : t— e¥"" est continue sur [0, +oo[ et 1€[0 , +oo[ alors F est dérivable sur [1, +oof

Annales BAC Section : Maths



2010 - Session principale

et F'(x) = e’

la fonction: x > +/4x est dérivable sur [1,+x| G est dérivable sur [1,+o[ et
la fonction: t — te' est dérivable sur IR alors <vx>1, G'(x) = (\/4 )'(x/4x)em
VX€[1,+OO[, Vvi4x elRet 1€IR =28JH:2F-(X)

b) vx >1, 2F(x) = 2F(x) - 2F(1) = IzF'(t)dt =IG'(t)dt = G(x) - G(1).

A o Coou(t)=t u'(t)="1
3°)a) vx =1, G(x)= J' te'dt. Intégration par partie : e .
) vit)=e v(t)=e

VX =1, G(x)=J te‘dtz[te‘]1 — I e'dt = J/4xe'™ —e —e'* +e=(m—1)em.
1 1
c@) -6 _ (V8-1)e” —e?

b) V =nF(2) == 5 5

Annales BAC Section : Maths



2010 - Session de contrdle

REPUBLIQUE TUNISIENNE s %
MINISTERE DE L’EDUCATION DE cseslgn

QNTRQ
EXAMEN DU BACCALAUREAT - SESSION DE JUIN 2010 LE

SECTION : MATHEMATIQUES
_ EPREUVE :

MATHEMATIQUES DUREE : 4h  COEFFICIENT : 4 y

Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4

Exercice 1(4 points)

Pour chacune des questions suivarntes une seuie des frois réponses proposées est exacte. o
Le candidat indiquera sur sa copie ie numero de la question et ia lettre correspondante a fa réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

ABCD est un carré de centre O tel que

(AB,AD) = 5[2‘11] et 1 le milieu de [AB].
Soit Saey , Sy et Sy les symétries
d'axes respectifs (BC), ( BD) et (Ol) et O
tss 1 tsg et tg les translations de vecteurs
respectifs BD, CD et BC. .
A i B

1

2)

3)

4)

L'isométrie Sgc) o Sepyo tyy est

a) une rotation
b) une translation
c) une symétrie glissante.

tB_'D o S(BC) est égale a

a) tf;'ﬁ o S(OI)
b) tEﬁ o Sian
C) S(BC)-

. . b1
Soit rqla rotation de centre O d’angle (—g) et r»la rotation de centre C d’angle (E)'

ryory est

a) la symétrie centrale de centre A
b) la translation de vecteur CB
c) la translation de vecteur AD .

Soit S la similitude directe de centre B qui transforme D en A. Alors

a) S(A)=0
b) 8(I) =0
c) S(C)y=0.

1/4
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Exercice 2 (6 points)

(x —2)e*

Soit f la fonction définie sur ] 0, +o [ par f(x)=""- 3 et @ sa courbe
X

représentative dans un repére(O, i, ).

e"(x’ - 4x + B)
x* '
b) Déterminer lim f(x) et lim f(x).
x--»0 K optor

1) a) Montrer que f'(x) =

¢) Dresser le tableau de variation de f.
2
2) Montrer que la tangente A a %; au point d’abscisse 2 a pour équation y = %( X — 2).

3) On se propose d'étudier la position relative de @} et de sa tangente A .

e)(

Soit g la fonction définie sur |0,+ «[ par g(x) ==z . On donne ci-dessous le tableau de
X
variation de g.
X 0 2 3 +oo
+o0 -+o0
g(x)
e? e’
8 27

a) Montrer que I'équation g(x):% admet dans] 3, + [ une solution unique « telle que

42 <0 <43
b) Déduire la position relative de @ et A.

4) Justifier lexistence sur |0,+ « [ d’une primitive F de f telle que F(1)=e.

5) Dans I'annexe ci-jointe, on a tracé la courbe représentative @r de la fonction F, la droite A
et le rectangle ABCD telque A(1,e); B(0,e); C(0, F(2)) et D (1, F(2)).

a) Etudier les branches infinies de ;.

b) Tracer la courbe #: dans I'annexe ci-jointe.

6) Soit t = [1, 2[ . On désigne par S(t) la partie du plan limitée par la courbe ¥, I'axe (O, i)
et les droites d’équations x =t et x = 2. On désigne par .« (t) I'aire de S(t) .
a) Exprimer.«/(t) en fonction de F(t).

b) Hachurer S{1) et justifier qu'elle a la méme aire que le rectangle ABCD.
¢) Montrer qu'il existe un unique to € [1, 2[ tel que ,.oﬁﬂ(to)=% (1),

d) Construire le point de ¥ d'abscisse tp.

2/4
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Exercice 3 (5 points)

Soit (O,u,v,w) un repére orthonormé direct de I'espace.

Dans la figure ci-contre CABC est un tétraédre

L¥8)
— - oy i - e - - — - —

| est le point de coordonnées (3,3,3).

—_— T — -

1) Veérifier que le plan (ABC) a pour équation
2x+2y+z - 10=0.

2) Soit S la sphére de centre 1 et de rayon 3.
a) Quelle est la position relative de S et du plan (ABC) ?
b) Montrer que S est tangente aux plans (OAB) , (OAC) et (OBC).

3) Soit k un réel non nul et h I'homothétie de centre O et de rapport k.
On désigne par S', la sphere image de S par h.
a)} Montrer que S'est tangente aux plans (OAB) , {OAC) et (OBC).
b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles S’ est tangente au plan (ABC).

4) Déterminer le centre et le rayon de la sphére tangente intérieurement aux quatre faces
du tétraédre OABC.

Exercice 4 (5 points)

on pose a = 72009 + 72010_'_ 72011 )

1) Soit n un entier naturel. Discuter suivant les valeurs de n, le reste de 7" modulo 100.
2) En déduire gu'il existe un entier naturel k tel que a= 100k - 1.

3) a) En utilisant la formule du binéme, montrer que  a'® = 1 (mod 100%).
b) Déterminer les quatre derniers chiffres de a'®.

3/4
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ANNEXE A RENDRE AVEC LA FEUILLE DE COPIE
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]
Corrigé de I'épreuve de mathématiques - section maths - session de controle | Bac-2010

Exercice 1:

1.a; 2.b; 3. b; 4.c;
Exercice 2 :

soit f(x) = —Xz)e" , ol x>0,

1. a)Pourtoutx>0,

f’(x): I:e" +(X—2)ex:|.x3 _3x2(x—2)ex eX (X—I)X—(3X—6)ex B o~ (Xz —4x+6) |

x° x* x*
b) lim f(x):—oo et lim f(x)z lim (X—Z)G—Z

=400
x—0T X—>+00 X—>+00 X

c)Pourtoutx>0,x2—4x+6=(x—2)2+2>0 donc f'(x)>0.

D’ou le tableau de variation de f :

X 0 +00

f'(x) +

+00
f(x)

-0

287 €

=— latangente (A) a ( ~¢) la courbe représentative de f a pour

T 16 8

2. Ona:f(2)=0 et f'(2)

e2
équation y = g(x —2).

3
S
3. a) Ona: gestcontinue et strictement croissante sur [3,+oo[ , g([3, +oo[) = {E,WLOO{ et

2 3 2
e e e
? IS {2—7,+oo{ donc I’équation f(x) = § admet une unique solution & dans ]3,+oo[.

2

£(4,2)~0,9 , £(4,3)~0,9269 et %zo,9z3

pagel1l/5
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| ]
Corrigé de I'épreuve de mathématiques - section maths - session de controle | Bac-2010

2 2
C

Dol f(4,2)~"%~0,023 et f(4,3)—%z0,0039 donc 4,2<a<4,3.

b) Pour tout x >0, f(x)—%(x—2)=(x—2)(i ij:(x_z)[g(x)_g(z)].

x3_8

2
Or g(x)=%®x=2 ou xX=o.

Comme g est strictement décroissante sur ]0,3] alors :
+ 0<x<2 =g(x)>g(2)=gkx)-g(2) >0
+ 2<x<3 =g(2)>g(x)=>g(x)-g(2)<0
D’autre part , g est strictement croissante sur [3,+o0[, donc
+  3<x<a =g(x)<g(a)=g(x)-g(2)<0

+ 2<xx>a =g(x)>g(a)=g(x)-g(2)>0

D’ou le tableau de signe de g(x) :

X 0 P o +00
g(x)- g(2) + 0 - 0] +
IL en résulte :

X 0 2 o —+00
g(x)- g(2) + 0 - 0 +
X-2 - 0 + +
Position de ( ) par au dessous 0 audessous O au dessus
rapporta (A)

( “¢) coupe (A) aux points d’abscisse 2 et « .

4. Lafonction f est continue sur ]0, +oo[ et 1 >0 donc f admet sur ]0,+oo[ une unique primitive F telle
que F(1) =e.

page2/5
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Corrigé de I'épreuve de mathématiques - section maths - session de controle | Bac-2010

5. a) lim f(x)=—c0 donc I'axe des ordonnées est asymptote a ().

x—0"

. f(x . e*
lim ( ) = lim (X —2)—4 =400 donc (“t) admet une branche parabolique de direction
X —>+00 X X—>+00 X

(O, ]) au voisinage de +o0.

b) Voir figure.

6. a)La fonction f est continue et négative sur 'intervalle [t, 2] pour toutt € [1,2[ donc I'aire de S(t) est
2 2
) = — L f(x)dx = —[F()]’ = F(t) —F(2).
b) L’aire de S(1) est .~/ (1)= e—F(2).
Or I'aire du rectangle ABCD est : AB. BC = 1. [e—F(Z)] =e—F(2) donc .7/(1)=aire(ABCD).
1 1 1
c)./(t)= E /(1) < FQ)-F(t)= 5[F(2) —e] < F(t) = 5[F(2) + e] .
F est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [1, 2[ , F([1, 2[) =1F(2), e]
1 , . 1 . .

et E[F(Z) +e] € ]F(Z),e] donc I’équation .~/ (t) = 5 .°/(1) admet une unique solution t;, dans [1,2][.
d) Soit | le milieu du segment [BC], I'ordonnée de | est F(to). Soit J le point d’abscisse 2 de la courbe

( ), la droite (IJ) coupe I'arc [AJ] de ( “) en un seul point K d’abscisse t .

I\

page3/5
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Corrigé de I'épreuve de mathématiques - section maths - session de controle | Bac-2010

Exercice 3:

1. Ona:A(5,0,0),B(0,5,0),C(0,0,10) .Soitleplan(P) : 2x + 2y +z-10 =0.

10+0+0-10=0 donc Ae(P) ;0 +10 +0-10=0 donc Be(P) ;

0+0+10 -10=0 donc Ce(P).

Ainsi P= (ABC) et par suite (ABC): 2x +2y +z-10=0.

2. Soit (S) la sphere de centre I(3, 3, 3) et de rayon 3.

) Ladistance du point | au plan (ABC) est d(L(ABC)) [6+6+3-10] > 34 (S) et (ABC)
a) Ladistance du point | au plan es , == onc (S) e
N4+4+1 3

sont sécant suivant un cercle.

b) Uneé i = _H_
quation du plan (OAB) est z=0 donc d(I,(OAB)) = \/I =3.
Une équation du plan (OAC) est y =0 donc d(I,(OAC)) = % =3.
Une équation du plan (OBC) est x=0 donc d(I,(OAB)) =% =3.

Donc (S) et tangente aux plans (OAB), (OAC) et (OBC).
3. a) (S) et tangente aux plans (OAB), (OAC) et (OBC) donc S’ = h(S) est tangente aux plans
h((OAB)) = (OAB) , h((OAC)) = (OAC) et h((OBC))=(OBC).
b) Le centre de (S’) est I’ = h(l) donc I’'(3k, 3k, 3k).

_ |6k +6k+3k—-10 [15k—10|
- J4+aa 3

a(1.(ABC)

Pour que (S’) soit tangente au plan (ABC), il faut et il suffit que

d(I',(ABc)):3|k|@M=3]k|@|15k—10|=9|k\@15k—1o=9k ou 15k —10=-9k
<::>k=é ou k:i.
12

paged4/5
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5 ”n N
4. Lorsque k= § , I'image du point | par h est 1 (5, 5, 5) ; 1" est a I’extérieur du tétraédre OABC.

Pour que la sphére (S’) soit tangente intérieurement aux quatre faces du tétraédre OABC, il faut que

kzl. Donc le centre de (S') est I l,l,l et son rayon est 3x _1
15 555

5

Exercice 4

1. Soit n un entier.

Ona: 7=7(mod100), 7° =49 (mod100), 7° =43 (mod100) et 7* =1(mod100)
llenrésulte: Sin=4p, peN, alors 7" =1 (moleO)

Sin=4p+1, peN, alors 7“57(m0d100)

Sin=4p+2, peN, alors 7" 549(m0d100)

Sin=4p+3, peN, alors 7"=43 (moleO)

2. Onad’une part: a =7 47210 470!

D’autre part: 2009=4x502+ 1 donc 7% =7+ (moleO) = 7 =7 (moleO)
2010 =4x502 + 2 donc 77 =7""? (mod100) < 7*"'* =49 (mod100)
2011=4x502+ 3 donc 7°°"' =7*°"" (mod100) < 7" =43 (mod100)

Dot 7°% + 7 +7%" =99(mod100) <> a =—1(mod100) .

Ainsi , il existe un entier naturel k tel que a = 100k — 1.

100 ) )
3. a)a" =(100k—1)" =>"C},, (100k) " (-1)

i=0
~100x(100k)” +C2, (100k)™ — Cl, (100k)” +.....+ C2% (100k ) —100x100k +1
=100 K (100k)”™ ~k(100k)" +K’Cfyy (100k)” ...+ ~k |+1

= (100K )"
Par suite a'” =1 (moleOz)

b) On saitque a'® =1 (moleOz) donc a'” =100% +1 (moleOz) d’ou les quatre derniers

chiffres de a'”’ sont 0001.

page5/5
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e A A T

REPUBLIQUE TUNISIENNE
MINISTERE DE L'EDUCATION

EXRMEN DU BACCALAUREAT

SESSION DE JUIN 2011

SEB'I'II]II : MATHEMATIQUES
HATHEHIITIIII!ES DUREE : 4 heures COEFFICIENT : 4

I
Le su;et comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4.
La page 4/4 est a rendre avec la copie.
Exercice 1 ( 3 points)
Dans ce qui suit, x et y désignent des entiers.
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.
a) x’=x (mod 2).

b) Si x=2{mod 14) alors x=1 (mod 7).

¢) Si 4x=10y (mod 5) alors x=0 ( mod 5).

O si {x = 4(mod 3)

alors 8x-5y=7.
y = 5(mod &)

Exercice 2 (6 points)

1 - Soit g la fonction définie sur IR par g(x) =¢* et ( [} sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O, 1, j) .
1) Déterminer une équation de la tangente a (I") au point d’abscisse 0 .
2) a) Montrer que pour tout x>0, l-x<e™<1.

2
b) En déduire que pour tout x = 0, X — %5 l—e™ <x.

II - On considére la fonction f définie sur [0,+00[ par
-1
fix)y=e * si x>0

f(0) =0

On désigne par (€) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, T, 3) n

1) a) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers + oo,
b) Etudier la continuité et la dérivabilité de [ a droite en 0.

¢) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que le point | [%,1—] est un point d’inflexion de la courbe (€).
c

b) Donner une équation de la tangente T a la courbe (€) au point I.

3) Dans la figure 1 de ’annexe ci-jointe, on a représenté la courbe (I") dans le repére orthonormé (O, (&

a) Construire 1.
b) Construire la tangente T.

¢) Tracer la courbe (#).
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4) soit Ay I’aire du domaine plan limité par la courbe (&), la droite d’équation y = 1 et les droites

d’équations x = k et x =k + 1 ou k est un entier naturel non nul.

a) En utilisant 1 2) b) montrer que ln[-lfj—]-) i e < A < ln(ﬂ .
k 2 |k k+1 k
b) Calculer lim A, .
k—toe
5) Pour tout n = 1,onpose S, = ZAk g
k=1
a) Interpréter graphiquement S, .
1 1
b) Montrer que In(n+1) —— [1 ~ ——} <8, < In(n+1).
2 n+1
¢) En déduire les limites de S, et de lS(n ,quand ntend vers I'infini.
n(n
Exercice 3 ( 5 points)
Dans la figure ci-contre, ABF est un triangle rectangle isocéle tel
e E
_ b1
ue AB,AF) = — |2x;|,
que ( > [2n] ;
I est le milieu de [AF] . Les droites (IB) et (AE) se coupent en G
et EGB est un triangle rectangle isocéle en G. 1
1) Soit f la similitude directe de centre B, d’angle % et de 5
A

rapport 72 Déterminer les images des points E et F par f.
2) Soit g la similitude directe qui envoie A en F et F en B.
a) Montrer que g est de rapport V2 et d’angle (-—3—}]
b) Déterminer la nature de gog et préciser son rapport et son angle.
¢) Montrer que tan(PTBﬁ) = % En déduire que GB =2 GA.

d) En déduire que G est le centre de g.

3) Soit r = gof.
. 7
a) Montrer que r est la rotation de centre F et d’angle =5

b) Déterminer r(E). En déduire que EFGH est un carré, ou H est le milieu de [EB].
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EXERCICE 4 (6 points)

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (0, u, G) ,on considére le point A
d’affixe (-1) et les points M, N et P d’affixes respectives z,z” etz’ ol z est un nombre complexe non
nul différent de (-1) etde 1 .

1) a) Montrer que :

: . .1+ : . s
( le triangle MNP est rectangle en P ) si et seulement si (—Z est imaginaire pur).
z

o I+z x*+v+x-i
b) Onpose z=x+1iy oux ety sont des réels. Montrer que = y2+ 5 Y
z Xty

¢) En déduire que I’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P
est le cercle ( I') de diamétre [OA], privé des points O et A.

2) Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, on a tracé le cercle (I') et on a placé un point M d’affixe z
sur ( I') et son projeté orthogonal H sur I’axe ( O,ﬁ).
On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives z” et z° tels que le triangle MNP
soit rectangle en P.
a) Montrer que (ﬁ)e(ﬁﬁ)[mz] puis que (CF)_:I;T—S:P) E(ﬁ)[&r].
b) Montrer que OH = OM?.

¢) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire .
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EXERCICE 2 figurel

N

EXERCICE 4 : figure 2

<i

=1}
-—
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Correction del'épreuve de mathématiques
Reéalisé par : Hédi Souissi

EXERCICE 1 :
Question Réponse Une justification possible
a x3 = x[2] vraie Un entier et son cube sont de méme parité :pour tout entier p
Sin = 2palorsn® = 8p = 2(4p) = 2p’
Etsin=2p+ lalorsn®=8p3+12p?+6p+1=2p" +1
Six = 2[14]alors x = 1[7] Faux Contre exemple : 16 = 2[14]et 16 # 1[7]
Si 4x = 10y[5]alors x = 0[5] | vraie si4x = 10y[5]alors 4x = 10y + 5k = 52y + k),ouk € Z
et 4 A5 = 1 donc par le théoreme de Gauss, 5 divise x .
d|.(x =4[5] Faux Contre exemple :pourx =14 =4+ 2x5ety=13=5+8
St {y [g] 2lors 8x =5y =7 On a8x — 5yp= 4212 —65=47 g

=5
EXERCICE 2 :
|_
1) Vx€eR,g'(x) =—e ™;doncg'(0) = —1, et une équation de la tangente au point d’abscisse 0 est :
y=9'0)x-0+g0)ey=-x+1
2) a—Montronsquepourtoutx = 0;1—x<e * <1.
Pour cela, on considére la fonction d(x) = 1 —x — e ™™ qui est continue sur ]0, +oo[.

etona: d'(x) = —1+e‘x=eix—1=1;f < 0;pour toutx > 0
X 0 +o0
d(x |0 -

0
d(x) \

d est strictement décroissante sur ]0, +oo[ et d(0) = 0, donc pour tout x € ]0,+o[,d(x) <0
dou (1—x<e™, pourtout x € ]0,+oo[ ete™ < 1)
Conclusion : pourtout x = 0;1—x<e *<1.
b —Soit x € ]0, +oo[

-0

X

< x 2
X
vt e [0,x] , 1-t<et<1 ﬁf(l—t)dtsf e‘tdtsfldtﬁx—7S1—e_"Sx
0
0

Et pour x=0, on I'égalité.
-
1) a)
1
lirll flx) = lirll e x= Xlir(r)1+ e X =1 = ladroite d’équation y = 1 asymptote a ( C )en + o,
x—+00 x—>+00 5
b) Continuité a droite en O:

1
lim f(x) = lim e"x = lim eX = 0 = f(0) = fest continue a droite en 0
x—-0% x-0% X—>—o0

Dérivabilité a droite en 0:

. fy—-f@O 1 1 . X
lim —————= = lim —e x = lim —xe* =
x-0t X x—0t X xX——00

Donc f est dérivable a droite en 0 et f'4(0)=0.

1
c) Pourtout x €]0,+0o[, f'(x) = ize—; > 0. X 0 -
L f'x) |0 +
2) a) Pour tout xE]0,+oo[,f’(x):;e p -
1
Donc f"'(x) = (1 — 2x)$e-; f(x) . /
X 0 1/2 +oo
| ] + 0 _

f” s’annule en changeant de signe en 1/2 donc le point I Gé) est un point d’inflexion de ( C ).

b) T latangentea (C ) en |, a pour équationy = f' (%) (x —%) +f(%)=;2x —eiz
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3) a-b-c
y
k
! (C)
£1(1/2)
B Iy~ I A
o 1 2 3 X

4) soit k un entier naturel non nul .

a)
P tt'l>0111<1 ‘l<1d’ es (I—2)b)et lacant !
[ — [— X —_ [— f—
our tout réel x E TS e =7 aprés ( )b) et en remplacan xparx)
Donc
k1,1 11 k+1 1 e 1 k+1 1
f (————Z)dxsf (1—e X>dxsf <—>dxetAk=f (1—6‘ X>dx
X x 2x k ) x X
=>[1 + 1]k+1<A < Al = 1 (k+1)+1( 1 1><A <1 (k+1)
P e "k )21 k) TR

b) ona:ln (E) + l(L - l) <A <In (%) ; d’autre part on sait que :

k 2\k+1 &k

kt1 1—11—0t1' <1>—0t li —1 )—0
)=mni=oer im (7)) =oet Jim (=)=

donc klirf A =0  (parlethéoreme des gendarmes)

k+
lim (—) = 1donc lim ln(
k—+oo k k—+00

5) soit n un entier naturel non nul.

a)

2 _l 3 _l n _l _1
Sn=f(1—e x)dx+f (1—6 x)dx+~~+f (1—e x)dxzf(l—e x)dx
1 2 n-1 |

donc S, est I'aire de la partie du plan limitée par la droite d’équation y=1, la courbe de f et les droites
d’équations x=1 et x=n.
b) pourtoutentier ,1<k<n,ona:

1 (k+1)+1( 1 1><A <1 <k+1>
" )T 2\kr 1 Tk == T

donc
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()52 (B = e YY)

k=1 k=1

or
<k+1)_] 2><3 n ><n+1 —1 +1
B = In( ] - Y=In(n+1)
1
_l_

iD= 1D

In
ent grand pour quen —1+# 0)

()G

Inn+1) += [ 1]<Snsln(n+1)

(on suppose n suffisem

" ( 1 1)_ 1 1
€ n+1 n)/ n+1

WM=57$

d’ou

c—
17 1 1/ 1
ona: In(n+1) +2[n+ 1 1] <S, et kgrlqmln(n+ 1) +2(n+ T 1) +o0 donckgrllmSn +o0

In(n +1) 1 [1 _1]<Sn<ln(n+1)

t >2; < <
et pourn = Inn 2Innin+1 Inn Inn
el =0
nl_l,Too 2Innin+1 :
“ 1 ==t
n—-+oo
[  Inn+1) - In(n) +In(1 + ﬁ) _ In(1 + ﬁ)
kllm—= lim = lim 1+——=
n-+0  Inn n—+oo Inn n—+oo Inn
EXERCICE 3 :
1) f =S V2w
(55%)
(GB (n) V2
E cos )=
et donc f(E)=G De meme f(F)=A4
—_—. 7
l (ﬁf BG) = " [27]
9(4) =
2 { donc
e "= BF 1 3
=, Vs s
gest derapportk =— = —— =12 etd'angle 6 = (AF,FB)[2n] = n + —[2n] = ——[2n]
AF sinZ 4 4
b) g est une similitude directe de rapport \/_ et d’angle (— 3—") donc gog est une similitude directe de
rapport (\/_) = 2 et d’angle 2 (— —) =-—-= [27t] == [27t]
c)
t (ABI)—AI— Al _1 AB = AF et le milieu de [AF]
an = 4B -241"3 car = et I le milieu de

D’autre part :
1 N — AG
3= tan(ABI) = tan(ABG) = BC donc BG = 2AG
d) ona: gog(A)=B.Sion note G’=gog(G) on a alors BG'=2AG=BG .
D’autre part
(GA G'B) =
de meme norme et par la suite G'B = GB etG =G et gog(G) =

[27] et (GA GB) == [Zn] donc G'B et GB sont colinéaires, de meme sens et

Le rapport de gog est différent de 1 donc G est le centre de gog .

Si on note g(G)=G; alors g (G;)=gog(G)=G et par la suite GG, = V2GG; = (1 — \/Z)GGl =0=G6=G;

Conclusion : g(G)=G et le rapport de g est différent de 1 donc G est le centre de g.
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3) a)

f similitude directe de rapport g et d’angleE

4 = rsimilitude directe de rapport 1 et d’angle_?"

g similitude directe de rapport 2 et d’angle _73"

= r rotation d’angle_?”.

D’autre part r(F)=gof(F)=g(A)=F etr #idp = rrotation de centre F

Conclusion : r = R(F‘_g)

b)r(E)=gof(E)=g(G)=G = letriangle EFG est rectangle en F et isocele

H le projeté orthogonal de G sur (EB) et EGB est rectangle et isocéle en G donc (GH)=méd[EB]
4 R FH = 7 ER 7R BH = E E = E
D’autre part (EF,EH) = (EF,EG) + (EG,EH)[2n] = L T l2ml =2 [2n]

(GH)// (FE)
(GF)//(HE)

rectangle en F et isocele en F, donc le parallélogramme FGHE a deux cotés consécutifs égaux et un angle droit
en F ,donc FGHE est un carré.

Donc{ et par la suite FGHE est un parallélogramme de plus le triangle EFG est

EXERCICE 4 :

1) Soit M un point d’affixe z non nul et différent de 1 et de -1
a)aff(NP)=2%—22=2%(z—1) etaff(MP)=23-z=2(z-1)(z+1)

zz-1D(=z+1)

Le triangle MNP est rectangle enP © NP L MP & < G -D

est imaginaire pur )

(z+1

est imaginaire pur

b) En posant z = x + iy oux ety réels vérifiant (x,y) # (1,0); (x,y) # (—1,0) et (x,y) # (0,0) .

1+z (A+x+iy)(A—iy) x+x>+ixy—iy—ixy+y? x*+y*+x—iy
z  (A+iyA-iy) x2 + y2 B x2 + y2

<)
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z+1) . x2+yr+x
estimaginaire pur & ——-———
x“+y

=0et(x,y) # (1,0);(x,y) # (—1,0)et (x,y) = (0,0)

o (x+)P+y? =7 et (x,y) # (~1,0)et (x,y) # (0,0)

Donc I'ensemble des points M tels que le triangle MNP soit rectangle en P est le cercle de centrel (_71, 0) et de

rayonr = %donc de diamétre [OA], privé des points A(—1,0)et0(0,0).

2) a)(OM,0N) = arg (%) [2n1] = arg()[2n] = (i, 0M) [27]

3
(ON OP) = arg( )[271] arg(2)[2n] = (4, W)[Zrt]

b) M € (F)(:)x +y2+x=0x2+y2=—xetx € [-1,0]; etH(x,0) donc OH = Vx2 = —
Donc OM? = x +y2=—x—0H

c) (OM ON) = (u 0M)[2n] = (u ON) = z(u OM)[2rr] et OM? = ON = OH = N € C(p0m)

(ON OP) (u 0M)[27t = (u OP) = 3(u OM) [27] et P sur le cercle de diamétre [MN].
D’ou la construction .

Annales BAC Section : Maths



2011 - Session principale

MATHS

Section : Maths

1ere Session

EXERCICE 1
Dans ce qui suit, x et y désignent des entiers.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.
a) x*=x (mod 2).

b) Si x=2(mod 14) alors x=1(mod 7).
¢) Si 4x=10y (mod 5) alors x=0 ( mod 5).

. [x=4(mod5)
[ alors 8x -by =7

y =5(mod8)
Contenu

e (Congruence.

e Reste modulo n.

Solutions et commentaires

a) Vrai. En effet : on sait que si x est un entier, alors son reste modulo 2 est soit 0 soit 1:

Reste de x (mod2) | 0 1
Restede x*(mod2) | 0 | 1

Il en résulte du tableau ci-dessus que x° = x(mod2).

v On pourrait envisager la justification suivante : x> —x = x(x —1)(x +1) est toujours pair, par conséquent
x* = x(mod2)

b) Faux.Car pour X =2, 2=2(mod14) et 2 non congru & 1 modulo 7.

¢) Vrai. Eneffet:si 4x =10y(mod5) alors 4x = 0(mod5) et donc x =0 (mod5) ; car 4 A5=1.

ax =0 (modb)
b ne divise pas a
d) Faux. Car:pour x=9ety=5 8x9-7x5=47.

v 1l s’agit d utiliser le lemme de Gauss: { alors x =0 (mod b)
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EXERCICE 2
I - Soit g la fonction définie sur IRpar g(x) =e™ et (I') sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O, i, j) .
1) Déterminer une équation de la tangente a (I') au point d’abscisse 0 .

2) a) Montrer que pour tout x >0, 1-x <e*<1.
2
b) En déduire que pour tout x>0, X — X?sl—e”‘ <X.

Il - On considére la fonction f définie sur [0,+oo[ par
21
f(x)=e X si x>0

f(0) =0
On désigne par (C ) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, i, j).
1) a) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers + co.

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0.

c) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que le point | (%,%j est un point d’inflexion de la courbe (C).
e

b) Donner une équation de la tangente T a la courbe (C ) au point .
3) Dans la figure 1 de I’annexe ci-jointe, on a représenté la courbe (I') dans le repére orthonormé (O, 1, j) .

a) Construire 1.
b) Construire la tangente T.
c) Tracer la courbe (C).

4) Soit A I’aire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite d’équation y = 1 et les droites

d’équations x =k et x =k + 1 ou k est un entier naturel non nul.

a) En utilisant 1 2) b) montrer que In(wj it < A< In(wj.
k 2 [k k+1 k
b) Calculer lim A, .
k—>+o
5) Pourtout n >1,0onpose S, =>A,.
k=1
a) Interpréter graphiquement S, .
1 1
b) Montrer que In(n+1) —= [1 - —} <S, < In(n+1).
2 n+1

c) En déduire les limitesde S, etde 5, , quand ntend vers I’infini.

In(n)
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EXERCICE 2 figurel

N

Contenu
e Continuité- Dérivabilité —calculs de limites.
e Calcul d'intégrales
o Suites d’intégrales, limite d’une suite réelle.
Aptitudes visées :
e Etudier la continuité et la dérivabilité d’'une fonction en un point.
e Encadrer une expression algébrique.
e Etudier les variations d’une fonction.
e Reconnaitre un point d’inflexion.
e Exploiter un graphique pour construire un point ou une droite dans le plan .
e Tracer la courbe représentative d'une fonction.
e Reconnaitre et encadrer une aire.
Solutions et commentaires

l.
1) g(0)=1.Pour tout réel x, g'(x)=—e™ ce qui donne g'(0)=-1.

Une équation de la tangente & (T") au point d’abscisse 0 esty = g'(0)x +g(0) = —x +1.
2) a) Pourtout x>0, —x<0donce™ <1.
Pour tout x > 0, posons la fonction h définie par h(x)=e™ +x-1.

La fonction h est dérivable sur [0, +oo[ et h (x) =1-e7 >0 donc h est strictement croissante sur

[0,4o0[ . Il en résulte que si x >0 alors h(x)>h(0)=0. On en déduit que e >1—x pour tout X > 0.

Ainsi pour toutx >0, 1-x<e™ <1.

v' Lacourbe représentative de la fonction
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exponentielle est au dessus de la la tangente T; au point
d’abscisse 0 (' Ty :y = x+1) (voir graphique ci-contre). .
Ainsi pour tout réel x; e*>x+1 etpar conséquent e™ >—x+1.

b) D’aprésa) 1-t<e™ <1 pourtout te[0,x], x>0.

Les fonctions t+>1—t et t > e~ sont continues sur c%

[O, X], x>0 4 3 2 % o 1 2 3 i 8 5 7

donc Jox(l—t)dt < foxe"dt < IOXMt 2

2 " 2
Donc | t-—| <[-e"'] <x d’ou x—2_ <1-e* <x pourtout x >0.
2 | 0 2

lim-2 =0 o o
1) a) <*>* X onendéduitque limf(x)=lime * =1
|imex :1 X—>+0 X—>+0
x—0
Iim—l =—0 _ _ o - -
b) {0 X on en déduit que limf(x)=lime x =0=1(0) donc f est continue & droite en 0.
Iim ex _ 0 x—0 x—0

x—0" X x=0" X x—0" X

f(x)-f(0 : L
lim fx)-1(0) —lim &= Iim—[—le x ] =0="f,'(0).donc f est dérivable a droite en O et f,'(0)=0.

1
c) Lafonction f est dérivable sur ]0,+oo[ et f'(x)= izef; >0.
X

0 +00

f‘z(x) 0 +

‘/’_—_,,__—91
f |0

2) a) La fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ et f"(X)=——e * +—e * =

1
12

f "(x) s’annule en %en changeant de signe. Donc le point I[%
e

) est un point d’inflexion de la courbe (©).
(1 4 4 3
b) f (Ej=e—2 ) T.y=—2X——2.
3) a) Lepoint I estle pointde (I') d’abscisse %

v' |l s agit d’exploiter une donnée graphique pour construire un point du plan.

. L . 4 - . 1
b) Latangente T passe par le point I et de coefficient directeur —- ; ce coefficient est constructible vu que —- .
e e
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c) Représentation graphique de f.

[ S

|

1 ‘

0 1 1
2

e

+ + 1 2
4)a) A, = J.kk l(1_f(x))dx = J.kk 1[1—e x de. or d’aprés [ 2) on a x —X? <1-e™ <x pour tout x >0,

1
on en déduit que i—izsl—e X sl pour tout x > 0.
X 2X X

1

Les fonctions x 1—2—2, X>1l-g % etts 1 sont continues sur [k, k+1], k>1
X 2X X

il 1 kit 1 il 1 ¢
donc j ———dxsj 1-g X dst' Zdx dou | Inx+— [Inx]k+1
k ox  2x? k kX 2X

k
on en déduit que In[k+1j 1[1—i}< ‘ Jn(kﬂj
k k k+1 k
b) lim In(kﬂj L1 1 = lim In k+1j 0 donc lim A, =0.
K—>+00 k 2 k k+1 K—>+o0 k K—>+0

1 1
5)a) pour tout entier naturel n non nul, S, _ZA z_[kﬂ(l—e X]dx :L +1[1—e X]dx. Ainsi S, est I’aire

de la partie du plan limitée par (@), la droite y = 1 et les droites d’équations x = 1 et x = n+1.

b)Ona S“_L [1 e ]dx doncJ' (——2—jdx <S. <J' —d

X

On en déduit que In(n +1)—%{1—i} <S, <In(n+1).

n+1

c) Onsait In(n +1)—%{1—i1}ssn et lim In(n +1)—%[1—LJ=+00 donc lim S, =+w.
n+ nN—+w n+ n—+w0
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De plus pour tout n>1, In(n)>0 donc

1 1
In(n+1)—-=|1-——
(n+1) 2[ n+1}< S, <In(n+1) et puisque E
In(n) “In(n)  In(n) F
1 1
In(n+1)—{1—}

i In(n+1):"m 2L N+l 9 onen déduit que I G
i In(n) o In(n)

S

=1
nL+oc |n(n) A B
EXERCICE 3

Dans la figure ci-contre, ABF est un triangle rectangle isocéle

tel que (fBﬁ:) = g [2x],
I est le milieu de [AF] . Les droites (IB) et (AE) se coupent en
G

et EGB est un triangle rectangle isocéle en G.

1) Soit fla similitude directe de centre B, d’angle % et de

J2

rapport - Déterminer les images des points E et F par f.
2) Soit g la similitude directe qui envoie A en F et F en B.
a) Montrer que g est de rapport J2 et d’angle (—3%).
b) Déterminer la nature de g o g et préciser son rapport et son angle.
c) Montrer que tan (ABI) =%. En déduire que GB = 2 GA.
d) En déduire que G est le centre de g.
3) Soitr=gof.
a) Montrer que r est la rotation de centre F et d’angle —% .

b) Déterminer r(E). En déduire que EFGH est un carré, ou H est le milieu de [EB].

Contenu
o Similitude directe.
e Composée de deux similitudes directes.

e Rotation.
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Aptitudes visées :
e Reconnaitre I'image d’un point par une similitude directe.
o Identifier une similitude directe connaissant deux points et leurs images.
e Reconnaftre la composée de deux similitudes directes non inverses et de rapports inverses.
o Exploiter une isométrie pour identifier une configuration usuelle du plan ( carré).

Solutions et commentaires

BG_BG _\2
1) Letriangle BEG est rectangle, isocele en G et de sens direct donc BE (286 2
(EE@) = 7l2r]

Il en résulte que f(E)=G.

BA_\2
Le triangle BFA est rectangle, isocéle en A et de sens direct donc BF 2
(s?, ﬁ) = 2[2n)

I en résulte que f(F)=A.

v’ Il s’agit d utiliser une configuration de bases usuelle ( triangle rectangle et isocéle) pour identifier /’image
d’un point par une similitude directe.

2) a) %:ﬁ et(ﬁz;@)zrw(ﬁ;ﬁ) [2x]. Soit (ﬁz;@)z—%ﬁ [21]

b) gog estune similitude directe de rapport 2 et d’angle g

1
0) tan(ABI)=%=2A—A;:=% or tan(ABI)=tan(ABG)=% donc GB = 2GA.,

d) gog(A)=Bet (CTACTB) == [2n] et GB =2GA donc G est le centre de gog donc G est le

n
2
centre de g.

v 1l s’agit d’exploiter un résultat de cours : g et g 0 g sont deux similitudes directes de méme centre.

3) a)rest la composée de deux similitudes directes de rapports respectifs 2 et% et d’angles respectifs

T on

1= 5 [2n] comme (g-f)(F)=g(A)=F

. . : 3
—%etg, il en résulte que r est une rotation et d’angle —er

donc r est la rotation de centre F et d’angle —g.
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b) r(E)=9(f(E))=9(G)=G donc FE =FG et GFE :% par suite le triangle EFG est rectangle et
isocele en F donc GEF = g D’autre part H est le milieu de [BE] et le triangle EGB est rectangle et isocéle
en G donc le triangle EGH est rectangle et isocéle en H donc GEH = g , on en déduit que HEF =g.

D’ou GHE = EFG = HEF =g ce qui prouve que le quadrilatére EFGH est un rectangle et puisque FE = FG

donc EFGH est un carré.

v’ 1l s’agit d’utiliser un déplacement pour identifier une configuration usuelle (un carré).

EXERCICE 4
Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, u, \7), on considere le point A

d’affixe (-1) et les points M, N et P d’affixes respectives z, z° et z° ol z est un nombre complexe non nul
différent de (-1) etde 1.
1) a) Montrer que :

. . i . L
('le triangle MNP est rectangle en P ) si et seulement si (LZ est imaginaire pur).
z

1+z  X+y*+ X - iy
7 X2+ y? '

b) On pose z=x + iy ou x ety sont des réels. Montrer que

c) En déduire que I’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P
est le cercle ( I') de diametre [OA], privé des points O et A.
2) Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, on a tracé le cercle (I") et on a placé un point M d’affixe z sur ( ')
et son projeté orthogonal H sur I’axe ( O, u ).
On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives z* et z° tels que le triangle MNP soit
rectangle en P.
a) Montrer que (OWCTN) = (G,OW)[Z;:] puis que (W@) = (G,OW)[Zﬂ] :
b) Montrer que OH = OM?.

c) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire .

EXERCICE 4 : figure 2

//ﬂ\\
A
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Contenu
o [Ecriture algébrique d'un nombre complexe.
o Argument d’'un nombre complexe non nul.
o Affixe etimage.
Aptitudes visées :
o Déterminer l'écriture algébrique d’'un nombre complexe.
e Repérer un point dans le plan et déterminer son affixe.
o Utiliser les nombres complexes pour déterminer un ensemble des points du plan.
e Utiliser les nombres complexes pour des constructions géométriques.

Solutions et commentaires

: . . z2-7° o . 14z
1) a) Le triangle MNP est rectangle en P si et seulement si % est imaginaire pur si et seulement si =tz
z°-z z
est imaginaire pur.
b) 14z l+x+iy  (L+x+iy)(x=iy) x*+y? +x—iy
z X + 1y (x+iy)(x—iy) X +y?

¢) Soit M un point du plan d’affixe z non nulle et différente de 1 et -1.

. . . 1+z . - . .
(Le triangle MNP est rectangle en P) si et seulement si —— est imaginaire pur si et seulement si
z

1y, 1
x> +y?+x=0 XS tY =7

M=0O si et seulementsi/p -0 si et seulement si M appartient au cercle T de centre
M=A M=A

I(—%,Oj et de rayon % privé des points O et A. Or le point | est le milieu de [OA] donc le cercle T est le

cercle de diamétre [OA]. On en déduit que I’ensemble cherché est le cercleT" de diamétre [OA] privé de O et A.

[N — 2 — — — — - —
2) a) (OM;ON)Earg[Z?j [2n] donc(OM;ON)zarg(z) [2n] d’oﬁ(OM;ON)E(u;OM) [2n].
—_— 3 —_— —_ —
(ON;OP)Earg(i—zj [2x] donc (ON;OP)E(U;OM) [2x].
b) OH=-x or x*+y®+x=0 donc —x=x*+y? il en résulte que OH = OM?.

c) ON= |Z|2 =OM? = OH donc N est le point d’intersection de la demi-droite [OC) telle

que(W;O—C) = (ﬁ;m) [27:] avec le cercle de centre O et de rayon OH.
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P est le point d’intersection du cercle de diametre [MN] avec la demi-droite image de [OM) par la symétrie
orthogonale d’axe (ON).

Y

- -
S N
=

e
-
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EXERCICE 1 ( 3 points )

X cos’t

Soit f la fonction définie sur ]0,+eo[ par f(x)= j' ) dt .

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes, en justifiant la réponse.

1) Pourtoutx>0, f'(x)=0.
2) Pourtoutx>0, f(x)=>0.
3) f(2)< In2.

EXERCICE 2 (6 points)
Pour tout entier naturel p supérieur ou égal & 3, on désigne par f;, la fonction définie sur ]0, + o [ par

f,(x) = p (Inx) —x, ot In désigne la fonction logarithme népérien. On note ( C; ) la courbe représentative
de f; dans un repére orthogonal 0,1,7)).

A-1) Etudier les variations de la fonction f3: x »3Inx —x.
2) Montrer que I’équation f3(x) =0 admet exactement deux solutions, notées u; et v3 , appartenant
respectivement aux intervalles ]J1,3[ et]3,+ oo [ .

3) On donne ci-dessous, le tableau de variation de f, pour p > 3.

X 0 p +oo
£,(x) + 0 -
£ _ /p( Inp) —p \ B

a) Montrer que , pour tout entier naturel p > 3, il existe un unique réel u, appartenant a I’intervalle
11, p[ tel que f(up) =0.
b) Montrer que, pour tout entier naturel p > 3, il existe un unique réel v,> p tel que f;, (v,) =0.

On définit ainsi, pour tout entier naturel p =3, deux suites (up) et (vp).
1]5
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B- Dans cette partie on se propose d’étudier les deux suites (up) et (v,) définies précédemment.
1) Déterminer la limite de la suite (vp).
2) On a représenté dans la figure 1 de ’annexe-ci jointe les courbes C3 , C4, Cs et Cs
représentatives des fonctions f3 , f; , f5 et fs.
a) Placer sur I’axe des abscisses les termes us, ug, us et ug de la suite (up).
b) Représenter sur ’axe des ordonnées les réels f3(us), fa(us) et fs(ue).

3) a) Montrer que pour tout entier naturel p > 3, f(up+1) < 0.

b) En déduire que la suite (up) est décroissante et qu’elle est convergente.

1
¢) Montrer que e, 1 . En déduire la limite de la suite (uy).
u, p

EXERCICE 3 ( § points)
Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1, j, k), on considére les points A(1,3,2),
B(1,-1,-2) et C(2,4,1) .

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (ABC)est 2x -y +z—1=0.

2) Soit S la sphére d’équation x2 +y*+ 2> - 6x - 2z - 4 = 0.
a) Déterminer le centre I et le rayon r de la sphére S.

b) Montrer que la sphére S coupe le plan (ABC) suivant le cercle ( T’ ) de diamétre[AB].
¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I").

3) Soit h I’homothétie de centre C et de rapport 3 et S' I’image de la sphére S par h.
a) Déterminer le rayon de la sphére S' et les coordonnées de son centre J.
b) Montrer que le plan (ABC) coupe la sphére S'suivant un cercle (T'').

c) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I'') en un point E que I’on précisera.

EXERCICE 4 (6 points)
Le plan est orienté.
Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, le triangle OAB est rectangle isocéle en O et de sens direct.

H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB), A' est le point du segment [OH] tel que
OA'= % OA et H’ est le projeté orthogonal du point A' sur la droite (OB).

Soit f la similitude directe de centre O qui envoie A en A’.
1) Déterminer le rapport et ’angle de f.
2|15

Annales BAC Section : Maths



2011 - Session de controle

2) Onnote B'I’image du point B par la similitude directe f.
a) Déterminer la nature du triangle OA'B’.
b) Construire le point B'.
¢) Montrer que f(H)= H".
3) Soit I le milieu du segment [ A'B] et J le milieu du segment [A A'].
a) Montrer qu’il existe un unique déplacement R qui envoie Jen O et I en H.

b) Montrer que R est une rotation dont on déterminera I’angle.
¢) Soit K le milieu du segment [AB’]. Montrer que JK = OH' et que (J_K.,()TI") = —%[27:] .
d) Déterminer alors R(K).

€) En déduire que IK =HH' et que (IK) et (HH') sont perpendiculaires.
4) Montrer que le quadrilatére IHKH' est un carré.
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MATHS

Section : Maths

2eme  Session

EXERCICE 1

x cos’t

Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x)= L . dt .

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes, en justifiant la réponse.

1) Pourtoutx >0, f'(x) >0.
2) Pourtoutx>0, f(x) > 0.
3) f(2) < In2.
Contenu
e Fonction définie par intégrale.
o Signe d’une intégrale.

e Comparaison de deux intégrales.

Solutions
cos® x
1. Vrai. Eneffet: g:x+— est continue sur ]O,+oo[ etle ]O, +oo[ donc f est la primitive de g sur
., . e cos® X
]O,+oo[ qui s’annule en 1. Donc f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x >0 ; f'(x) = >0.
X
x 2
2. Faux.CarpourO0<x<1; L Coi tdtso.

cos’ t oS

t

2
3. Vrai. En effet s% pour tout t [1,2] donc f(2) = J'lz Lat < J'lz%dt =[Int]f =In2.

EXERCICE 2
Pour tout entier naturel p supérieur ou egal a 3, on désigne par f, la fonction définie sur ]O, + oo [ par

fo(x) = p (Inx) —x, ou In désigne la fonction logarithme népérien. On note ( C, ) la courbe représentative de f,
dans un repére orthogonal (O, 1, j).

A-1) Etudier les variations de la fonction f3: X =3Inx—x.
2) Montrer que I’équation f3(x) =0 admet exactement deux solutions, notées us et v , appartenant
respectivement aux intervalles ]1, 3[et] 3, + o [ .

3) On donne ci-dessous, le tableau de variation de f, pour p > 3.
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fo(x) + 0 -

a) Montrer que , pour tout entier naturel p > 3, il existe un unique réel u, appartenant a I’intervalle
11, p[ tel que fy(up) = 0.
b) Montrer que, pour tout entier naturel p >3, il existe un unique réel v, > p tel que f, (vp) = 0.

On définit ainsi, pour tout entier naturel p > 3, deux suites (up) et (vp).
B- Dans cette partie on se propose d’étudier les deux suites (up) et (vp) définies precédemment.
1) Déterminer la limite de la suite (vp).
2) On areprésenté dans la figure 1 de I’annexe ci jointe les courbes C3 , C4, Cs et Cg
représentatives des fonctions fs , f4 , fs et fs.
a) Placer sur I’axe des abscisses les termes us, Us, Us €t Ug de la suite (up).
b) Représenter sur 1’axe des ordonnées les réels f3(us), f4(us) et fs(us).

3) a) Montrer que pour tout entier naturel p >3, fy(up+1) < 0.

b) En déduire que la suite (up) est décroissante et qu’elle est convergente.

Inu

c) Montrer que P = 1. En déduire la limite de la suite (up).

u p
p
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Contenu

¢ Fonction In

¢ Notion de bijection.

o Suites réelles, calcul de limites.
Aptitudes visées

o FEtudier les variations d 'une fonction.

o Ultiliser les théoréemes des valeurs intermédiaires ou de bijection pour montrer [’existence, ['unicité et
encadrer des solutions des équations de type f(x) = 0.

o Représenter graphiquement les termes d 'une suite récurrente.

o Prouver la convergence d’une suite réelle et déterminer sa limite.
Solutions et commentaires
A

1) f,est dérivable sur ]0,+oo et f3'(x):§—1:3_—x.
X X

X 0 3 +00

f,'(x) + % —
3In3-

f > n 3\

—0o0

2) Lafonction f,est continue et strictement croissante sur 1,3 donc elle réalise une bijection
det3[surf,(]1,3[) =]-13In3-3[. 0 ]-13In3-3[ donc il existe un
unique u,  [1,3[ tel que f, (u,)=0.
La fonction f,est continue et strictement décroissante sur ]3,+c[ donc elle réalise une bijection
de J3, +oc[ surf, (]3,+oc[ ) = ]-o0,3In3-3[ . 0 € ]o0,3In3-3 donc il existe un unique
v, € [3,+oo[ tel que f,(v,;)=0.

v Se rappeler le théoreme de bijection

3) Remarquons que pour tout p >3, plnp—p=p(Inp-1)>0.
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a) Lafonction f est continue et strictement croissante sur ]1, p[ donc elle réalise une bijection
deJLp[surf, (JLp[)=]-LpInp—p[. O ]-Lpinp—p[ doncil existe un
uniqueu, < J1,p[tel que f, (u,)=0
b) La fonction f est continue et strictement décroissante sur ]p,+oo[ donc elle réalise une bijection
de |p, +oo[ surf, (]p,+oc[) = -0, pInp—p[ . 0 & ]o0,pInp—p[ donc il existe un unique
v, € Jp,+oo[ tel que f, (v, ) =0.
B.
1) On sait que pour tout p>3, v, >p et p“ﬂlp = +o0 doncpILrEOvp =+00,
2) a)etb) voir la figure.
3) a) Pourtout p>3,f, (u,,)=pIn(u,,)-u,, =(p+1)In(u,,)-u,, —In(u,.,)
=f,., (Ups)—In(u,, ) =—In(u,,)<Ocar u,, >1.

b) ona pourtout p>3,f, (u,,)<0=f,(u,) etlafonction f, est strictement croissante sur [1,p[ donc

U,,, <U, parsuite la suite (up ) est décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente.

In(u,) 1
c) fp(up)=0:pln(up)—up=O:u—p”=5
Posons lim up=L; L>1.
p—o+w
In(u In(u
Iimﬁ: Iimlzo ,Si L>1 alors Iimﬁ = In—L;tO d’ou L=1.
P U ) P Uy L

g -
L ity

LA
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EXERCICE 3
Dans D’espace rapporté 4 un repére orthonormé direct (O,i, j, R), on considére les points A(1,3,2),
B(1,-1,-2) et C(2,4,1) .

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est 2x-y+z-1=0.

2) Soit S la sphere d’équation x> + y? + 22 - 6X - 22 - 4 = 0.
a) Déterminer le centre | et le rayon r de la sphere S.

b) Montrer que la sphére S coupe le plan (ABC) suivant le cercle ( T" ) de diamétre[AB] :

¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (T").

3) Soit h I’homothétie de centre C et de rapport 3 et S' 1’image de la sphére S par h.
a) Déterminer le rayon de la sphére S' et les coordonnées de son centre J.
b) Montrer que le plan (ABC) coupe la sphere S'suivant un cercle (T'").
¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I'") en un point E que I’on précisera.

Contenu
o Plan passant par trois points non alignés de [’espace.

o Sphére : équation d'une sphére , détermination du centre et du rayon d’une sphére, position d 'une
sphere et d'un plan

o Homothétie de I'espace, image d’une sphére , image d’un plan par une homothétie.
Aptitudes visées

o Déterminer une équation cartésienne d’'un plan.

o Déterminer le centre et le rayon d’une sphére connaissant son équation cartésienne.

o Déterminer la position d une sphere et d’'un plan.

® Reconnaitre l'image d une sphere par une homothétie.

¢ Reconnaitre un plan globalement invariant par une homothétie .

Solutions et commentaires

1) a) AB A AC 0 donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires et par suite les points A, B et C ne
sont pas alignés.
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2
Le vecteur n de composantes | —1 | est colinéaire 8 ABAAC , don n est normal au plan (ABC) et par suite
1

une équation du plan (ABC) est 2x —y+z+d =0
le point A € (ABC) donc d =-1. On en déduit que (ABC) : 2x -y +z-1=0.

v" On peut traiter autrement cette question : il suffit de vérifier que les points A, B et C appartiennent au
plan P : 2x-y+z-1=0.
2) a) S:x®+y?+2* —6x—2z-4=0 (x—3)" +y? +(z—1)" =14. On en déduit que S est la sphere de
centre 1(3,0,1) etderayon r=+14 .
b) d(1,(ABC))=+/6 <r donc S coupe(ABC) suivant un cercle (I') de rayonr' =+/r* —d* = 2J2.
Or AeS, BeSet AB =442 =2r'ce qui prouve que [AB] est un diamétre de (F)
C) AB.AC=0 donc AB LAC par suite la droite (AC) est perpendiculaire a la droite (AB) en A. D’ou
(AC) est tangente a(T")en A.
3) a) on pose R’ le rayon de S’ donc R> =3 =314 et J = h(l) < CJ=3CI.En posantJ(x,y,z), I’égalité
X-2=3
vectorielle précédente donne <y —4 =—12 il résulte que J(5,-8,1).
z-1=0

b) On sait que h(S) =S’. Or C € (ABC) donc h((ABC)) = (ABC) et puisque S coupe (ABC) suivant le
cercle(T") donc 8* = h(S) coupe (ABC) = h((ABC)) suivant le cercle I'' = h(T').

c) Ce(AC) donc h((AC)) = (AC) et puisque (AC) est tangente & S en A donc (AC) = h((AC)) est
tangente a S’ en h(A) =E

X-2=-1
h(A)=E < CE=3CA.En posantE(X, Y, Z) , I’égalité vectorielle précédente donne 1y —4=-1
z-1=1

Ilen résulte que E(-114).
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EXERCICE 4
Le plan est orienté.
Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, le triangle OAB est rectangle isocele en O et de sens direct.

H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB), A’ est le point du segment [OH] tel que OA' =
%OA et H' est le projeté orthogonal du point A" sur la droite (OB).

Soit f la similitude directe de centre O qui envoie A en A'.
1) Déterminer le rapport et I’angle de f.
2) Onnote B'I’image du point B par la similitude directe f.
a) Déterminer la nature du triangle OA'B'.
b) Construire le point B'.
¢) Montrer que f(H)= H".
3) Soit I le milieu du segment [ A'B] et J le milieu du segment [AA'].
a) Montrer qu’il existe un unique déplacement R qui envoie Jen O et len H.

b) Montrer que R est une rotation dont on déterminera I’angle.

¢) Soit K le milieu du segment [AB]. Montrer que JK =OH' et que (JK,OH')= —%[2;:] .
d) Déterminer alors R(K).

e) En déduire que IK=HH" et que (IK) et (HH") sont perpendiculaires.

4) Montrer que le quadrilatére IHK H' est un carré

EXERCICE 4 figure 2
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Contenu

e Similitude directe : détermination du centre , du rapport et de [’angle d’une similitude directe, image
d’un triangle par une similitude directe.

o Déplacement : éléments caractéristique d’une rotation.
o [Identification d’une configuration de base ( carré).
Aptitudes visées
o Deéterminer les éléments caracteéristiques d 'une similitude directe.
o Déterminer la nature et les éléments caractéristiques d'un déplacement.

o Utiliser une similitude ou une isométrie pour déterminer la nature d’une configuration usuelle
(triangle rectangle , carré).

Solutions et commentaires

1
. ZOA
) k=222 1 etez(ﬁ,@)zf[Zn].
OA OA 2 4

2) a) Le triangle OAB est rectangle isocéle en O et de sens direct or f{O) = O, f(A) = A’ et f(B) =B’ donc le
triangle OA’B’ est rectangle isocele en O et de sens direct (f est une similitude directe).

b) Le triangle OA’B’ est rectangle isocéle en O et de sens direct donc B’ est I’image de B par la rotation de

centre O et d’angle g .
€) Montrons que H’ est le milieu de [A’B’]. on sait que
(ﬁ@) = %[Zn] et (ﬁﬁ) = g[Zn] donc (m Cf) = %[275] donc [OB) est la bissectrice de

[OA’,OB’] et puisque le triangle OA’B’ est rectangle isocéle en O donc (OB) est la médiatrice de [A’B’]
par suite (OB) L (A’B’) et (OB) L (A’H’) donc les points A’, H’ et B’ sont alignes et H’ € (OB) d’ou
le point H’ est le milieu de [A’B’].

Puisque H est le milieu de [AB] et f(A)=A"et f (B)=B" donc f(H)=H".

3) a)Testle milieu de [A’B] et J est le milieu de [AA’] donc IJ = %AB = AH = OH = 0 donc il existe un
unique déplacement R qui envoie Jen O et | en H.

b) (ﬁ, %) = (ﬁ, H—O)[Zrc] = —g[Zn] donc R est une rotation d’angle —g.
c) Kestle milieu de [AB’] et J est le milieu de [A’A] donc KJ = %A'B' =A'H'=0H" de plus

JK =2 A'B donc (1K OFF | = A'B,OFF|[2n] = A'H',OFF | 2n] = 2 2x].
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d) On pose R(K) =K’ on obtient alors JK = OK’ et (R,W) = —g[Zn] or JK = OH’ et

(R, o—H') = —g[Zn] on en déduit que OK’ = OH’ et (O—H', O—K') = (O—H‘, JT() + (J—K W)[zn] =0[2x]

donc K’ =H’. ainsi R(K) =H’.
e) R(K)=H’ et R(I) = H donc IK=HH’ et (IK) L (HH’)

4) 1 est le milieu de [A’B] et H est le milieu de [AB] donc IH = %rA
H’ est le milieu de [A’B’] et K est le milieu de [AB’] donc H'K = %m

Donc IH =H'K par suite [HKH” est un parallélogramme (les points I, H et K ne sont pas alignés) et
puisque IK=HH’ et (IK) 1 (HH’) donc c’est un carré.
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REPUBLIQUE TUNISIENNE EXAMEN DU BACCALAUREAT
000 SESSION DE JUIN 2012

MINISTERE DE L’EDUCATION | Epreuve : MATHEMATIQUES | Durée: 4 h | Coefficient : 4
SECTION : Mathématiques SESSION PRINCIPALE

Le sujet comporte 4 pages. La page 4/4 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 (3 points)
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit f une fonction définie et dérivable sur [%, 5] -
telle que sa courbe représentative (C) passe par

les points A(1,0) et B(3, 1). Dans la figure ci-contre,

on a représenté la courbe (C’) de la dérivée f’ de la

fonction f.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. 0 1 2 3 ; 5 4

1) (C) admet une tangente de coefficient
directeur -1.
2) L'aire de la partie hachurée est égale a 1.

3) (C) admet une tangente de coefficient directeur % .
4) Pour tous a et b de [1,3], [f(b)—f(a)<[o-a].
Exercice 2 (5 points)

Dans le plan orienté, AlJ est un triangle quelconque, BAJ et ClJ sont
deux triangles isocéles respectivement en B et C tels que

(BABJ) = % [on] et (Ci.CJ) = 2 [2n].

On désigne par t la translation de vecteur 1A et par rget rc les

rotations de méme angle % et de centres respectifs B et C.

1) a) Déterminer rc (I).
b) Montrer que rgo t(l) = J. J
c¢) En déduire que rgot=rc. !

2) SoitK =t (C).
Montrer que BC = BK et (_B_C/',B\—K) = —% [27].

—

3) Soit D le point du plan tel que le triangle DIA est isocgle en D et (DI,DA) = % [27].

a) Soit O le milieu de [AC].
Montrer que 'image du triangle DIA par la symétrie centrale de centre O est le
triangle BKC.

b) Montrer que ABCD est un parallélogramme.

1/4
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Exercice 3 (3 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V).
On désigne par A le point de coordonnées (3, 2).

Soit N un point de I'axe (O, u) et P le point de I'axe (O, v) tel que ANP est un triangle
rectangle en A.

1) a) Soit les points E(3 ,0) et F(0,2).
Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre A qui transforme E en F.
Donner son rapport et son angle.

b) Déterminer I'image de I'axe (O, u) par S.
c) En déduire que S(N) = P.
d) Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’ tel que M’ = S(M).

3 13
Montrerque Z'=—-=iz + —i.
q 2 2

2) a) On note x I'abscisse du point N et y I'ordonnée du point P.
Montrerque 3 x+ 2y =13.
b) Déterminer les points N et P dont les coordonnées sont des entiers.

Exercice 4 (3 points)

Un laboratoire de sciences physiques dispose d’'un ensemble d’oscilloscopes de méme
modele. La durée de vie, en nombre d’années, d’un oscilloscope est une variable aléatoire
notée X qui suit la loi exponentielle de paramétre 0,125.

Dans tout I'exercice on donnera les résultats a 107 prés par défaut.
1) a) Montrer que p (X>10) = 0,286.
b) Calculer la probabilité qu’un oscilloscope ait une durée de vie inférieure a 6 mois.
2) Le responsable du laboratoire veut commander n oscilloscopes (n>2).
On suppose que la durée de vie d'un oscilloscope est indépendante de celle des autres.

On note p4 la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure 2
10 ans.

a) Exprimer p1 en fonction de n.

b) Combien d’'oscilloscopes, au minimum, devrait commander le responsable pour que
p1 soit supérieure a 0.999 ?

2/4
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Exercice 5 (6 points)
I ] On considere la fonction f, définie sur |0,+o0[ par f,(x)=x*-Inx et on désigne par (I') sa

courbe représentative dans un repéere orthonormé (O, i, 7).

1) a) Calculer |irg+f2(x) et lim f,(x).

b) Calculer lim f(x) et interpréter graphiquement le résultat.

X=+0 ¥

c) Dresser le tableau de variation de f,.

2) Dans l'annexe ci-jointe on a tracé, dans le repére (O, i, ]), la courbe (L) de la fonction

In et la courbe (C) d’équation y = x2.

a) Soit x > 0. On considére les points M et M, de méme abscisse x et appartenant
respectivement a (L) et (C). Vérifier que MM, = f,(x).

b) Construire alors dans I'annexe les points de la courbe (I") d’abscisses respectives
2, 1 et \/z .
e 2
c) Tracer la courbe (') dans le repére (O, i, j) de I'annexe.

I ]1) Soit k un entier supérieur ou égal & 2.

On considére la fonction f, définie sur ]0,4[ par f,(x)=x*-Inx.

a) Déterminer f, la fonction dérivée de f, .

1 Ink
b) Montrer que f, admet un minimum en d% égal a I+ .

c) Pour tout réel x > 0, on considére les points Mg (x,x*) et M (x,In x).

Déterminer la valeur minimale de la distance MM.

2) Pour tout entier k 22, on pose u,= {/E .

a) Vérifier que Inu, = —% et en déduire la limite de (uy).

b) Soit A(1, 0) et A le point de coordonnées (uy, fi(uk)).

Calculer la limite de la distance AA« lorsque k tend vers +oo.
3/4
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Epreuve : MATHEMATIQUES - Section : Mathématiques

Annexe ( a rendre avec la copie )
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MATHS

Section : Mathématiques

1¢ére Session

Exercice 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit f une fonction définie et dérivable sur [%, 5] telle que sa courbe représentative (C) passe par les

points A(1,0) et B(3, 1). Dans la figure ci-contre, on a représenté la courbe (C’) de la dérivée f’ de la
fonction f.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1) (C) admet une tangente de coefficient directeur -1.
2) L’aire de la partie hachurée est égale a 1.

- . 1
3) (C) admet une tangente de coefficient directeur 7

4) Pour tous a et b de [1,3], [f(b)—f(a)| <|b-4].

Contenu
o Tangente a une courbe
e Notion d’aires
e [négalités des accroissements finis

Solutions

1. Faux., car Pour x € , £/ x >0. Par suite f’ x =—1 pour toutx €

15
2

15
2

2. Vrai. En effet : La fonction f’ est continue et positive sur 1,3 donc I’aire de la partie hachurée est égale a :
3
[ xax=f3-f1=1-0=1.

1

3. Vrai. En effet : La fonction " est continue sur %,5 et Eef’ %,5 %,5 tel quef’ ¢ :%

] donc il existe ¢ €

4. Vrai. En effet : La fonction f est dérivable sur [1,3] et pour x €[1,3], ‘f’ X ‘31.

D’aprés 1’inégalité des accroissements finis, pour tous a et b de {1, 3] , ‘f b—-fa ‘ < |b - a|.
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Exercice 2

Dans le plan orienté, AlJ est un triangle quelconque, BAJ et CIJ sont deux c

triangles isoceles respectivement en B et C tels que (ﬁ,ﬁ) = % [272'] et B
(Ci,CY) = % [27].

On désigne par t la translation de vecteur A et par rset rc les rotations de

méme angle % et de centres respectifs B et C.

1) a) Déterminer rc (l). ’
J

b) Montrer que rs o t(l) = J. |
c) En déduire que rsot=rc.

2) SoitK =t (C).
Montrer que BC = BK et (BC,BK) =-

oy

[27[] .

3) Soit D le point du plan tel que le triangle DIA est isocéle en D et (D—I,D—A) = [27[].

oy

a) Soit O le milieu de [AC].
Montrer que I'image du triangle DIA par la symétrie centrale de centre O est le triangle
BKC.

b) Montrer que ABCD est un parallélogramme.

Contenu

e (Composée rotation et translation

o Configuration de base ( triangle isocele, parallélogramme)
Aptitudes visées :

e Reconnaitre la composée d’'une rotation et d’'une translation

e Exploiter une isométrie pour déterminer la nature d’'un quadrilatere.

Solutions
1. a) Letriangle ClJ est isoceéle en C et CI,CJ z% 27 , par suite Cl=CJ et CI,CJ z% 2r .
On en déduit quer, | =J.
b) Le triangle BAJ est isocéle en B et[ﬁ, ﬁ] z% [27], par suite BA =BJ et [ﬁﬁ] z% [27].
t1 =A
On en déduit quer, A =J. doncry ot I =J.
A=J

C) r, ot estlacomposée d’une rotation d’angle % et d’une translation donc c¢’est une rotation d’angle% :
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Or r,otl =J,Cl=CJet C,CJ =

27 .1l en résulte que C est le centre der, ot.

oy

On en déduit que r, ot =r.

2. Puisque K=t C doncry ot C =r, K ,orr,ot C =r, C =C. Il enrésulte que r;, K =C ou encore
BC =BK et BC,BK E_% 27 .

3. a) Onsaitque K=t C donc CK=IA et les points I, A et C ne sont pas alignés donc IAKC est un K

parallélogramme. Comme O est le milieu de [IC] donc O est le milieu de [IK]. Il en résulte que S | =K. SN

d’autre part Le point O est le milieu de [AC] donc S, A =C.

Le triangle DIA est isocéle de base [IA] tel que (El,ﬁ] = % [27:}.

S, I =K, S, A =C, [ﬁ,@] E% [27[} et le triangle BKC est isocéle de base [KC}.

On en déduit que I’image du triangle IAD par S est le triangle BKC.
b) L’image du triangle IAD par S est le triangle BKC, S, | =K etS; A =C donc S; D =Bou encore O

est le milieu de {BD] de plus O est le milieu de [AC] et les points A, B et C ne sont pas alignés. On en déduit que
ABCD est un parallélogramme.

Exercice 3

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V).
On désigne par A le point de coordonnées (3 , 2).
Soit N un point de I'axe (O, u) et P le point de 'axe (O, v) tel que ANP est un triangle rectangle en
A
1) a) Soit les points E(3 ,0) et F(0,2).
Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre A qui transforme E en F.
Donner son rapport et son angle.
b) Déterminer 'image de I'axe (O, u) par S.
¢) En déduire que S(N) = P.
d) Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’ tel que M’ = S(M).
Montrer que z'=—§iz + 13 i
2 2
2) a) On note x 'abscisse du point N et y 'ordonnée du point P.
Montrer que 3 x+2y=13.
b) Déterminer les points N et P dont les coordonnées sont des entiers.

Contenu

o Similitude directe ( image d’'une configuration de base par une similitude directe, expression
complexe d’une similitude directe)

o Arithmétique
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Aptitudes visées :

e Reconnaitre une similitude directe.

® Reconnaftre I'image d’une droite par une similitude directe.
o I[dentifier I'image d’un point par une similitude directe.

e Résoudre un probléeme d’arithmétique.

Solutions

1. a) A=E et A=F donc il existe une unique similitude directe S de centre A qui envoie E en F, son rapport est

k= AP = 3 et son angle a pour mesure [Eﬁ] = —g [ZTc].

AE
b) SE =F etEc O,u donc S O,u est la droite passant par F et perpendiculaire 8 O,u .
Il en résulte queS O,u = O,v .

¢) S AN est la droite passant par A et perpendiculaire a AN ,ilenrésulteque S AN = AP .

Ne AN N O,u doncSN €S AN NS Ou = AP N OV =P .D’oa SN =P,

d) S est la similitude directe de centre A d’affixez, = 3 +2i, de rapport g et d’angle —g .

Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’, image de M par S. L’expression complexe de S est de la

forme z'=az+b,acll* etbel avec azﬁé(ig =—§i et %:3+2i doncszi.
2 14 =i 2
2 £ A
On en déduit que Z':—%iz-{—%i. :

2. a)L’affixe de N est z, = x et I’affixe de P est z, =1y. O% '
-3 3 i

SN =P@iy=_73ix+?'=[_73x+%]i@y=7x+%(:)3x—|—2y=13. -

b)N x,0 et P O,y .x ety sont des entiers si et seulement si X,y est solution de 1’équation

3X +2y =13 dans U x[ .
Résolvons alors dans [0 X[ ’équation E :3x +2y =13.

1,5 estsolutionde E donc 3x+2y=13<3x+2y=3x1+2x5<3 x—1 =2 —-y+5 =« .
3 divise 2 —y+5 et 3A2=1 donc d’aprés Gauss 3 divise —y +5 par suite —y +5=23k avec kel

ou encorey = —3K + 5. En remplagant y par sa valeur dans * , on obtient X =2k +1 avec k €[ .

Réciproquement3 2k +1 +2 —3k+5 =3+10=13.
On en déduit queN 2k +1,0 , P 0,—3k+5 aveckel .
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Exercice 4

Un laboratoire de sciences physiques dispose d’un ensemble d’oscilloscopes de méme modéle. La
durée de vie, en nombre d’années, d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la loi

exponentielle de paramétre 0,125.
Dans tout I'exercice on donnera les résultats a 103 pres par défaut.

1) a) Montrer que p (X>10) = 0,286.

b) Calculer la probabilité qu’un oscilloscope ait une durée de vie inférieure a 6 mois.
2) Le responsable du laboratoire veut commander n oscilloscopes (n=2).
On suppose que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres.
On note pa la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans.
a) Exprimer p1en fonction de n.

b) Combien d’oscilloscopes, au minimum, devrait commander le responsable pour que p1 soit

supérieure a 0.999 ?

Contenu

o Loi de probabilité continue ( loi exponentielle)

o Loi binomiale
Aptitudes visées :

e Calculer la probabilité d’'un événement pour une loi exponentielle.

® Reconnaitre une loi binomiale

o Calculer la probabilité d’'un évenement pour une loi binomiale.
Solutions

1. a)p X>10 =e *®" —¢'* =(,286.

b) L’événement « I’oscilloscope a une durée de vie inférieur a 6 mois » se traduitpar 0 < X <0,5 .

0125

pO<X<05=1-e 2 =1-¢ "% =0,06.
2. On considére la variable aléatoire Y qui prend pour valeurs, le nombre d’oscilloscopes qui ont une durée de vie

supérieure a 10 ans. Y suit une loi binomiale de paramétres n,p X >10 =0.286 .

n

La loi de Y est donnée par 4()(?:0‘”286 05714 ,12 @1....n .

a) p,=pY=0=1-pY=0=1-0714".

Section : Maths
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b) p,>0,999 <1— 0,714 " >0,999 < 0,714 " <0,001< nin 0,714 <In 0,001

In 0,001

& n>———=20.505. Soit n=21.
In 0,714

Exercice 5

| ] On considére la fonction f, définie sur ]0,+[ par f,(x) =x*-Inx et on désigne par (') sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).
1) a) Calculer lim f,(x) et lim f,(x).
x—0" X—>+00

- f(x : . . )
b) Calculer lim L) et interpréter graphiqguement le résultat.

X0 X
c) Dresser le tableau de variation de f,.

2) On atracé ci-dessous , dans le repere (O, i ]), la courbe (L) de la fonction In et la courbe (C)
d’équation y = x2.
a) Soit x > 0. On considere les points M et M2 de méme abscisse x et appartenant

respectivement a (L) et (C). Vérifier que MM, = f,(x).
. . : . . 1 1
b) Construire alors les points de la courbe (') d’abscisses respectives 2, = et >
c) Tracer la courbe (') dans le repére (O, i, J) .

[1]1) Soitk un entier supérieur ou égal a 2.

On considere la fonction f, définie sur ]0,+¢[ par f,(x) =x* ~Inx.
a) Déterminer f_ la fonction dérivée de f, .

1 1+Ink
b) Montrer que f, admet un minimum en ‘(/; égal a +k :

c) Pour tout réel x > 0, on considére les points Mk (x,x) et M (x,In X).

Déterminer la valeur minimale de la distance MMk.

2) Pour tout entier k 2 2, on pose Uu,= d% .

- Ink . -
a) Vérifier que Inu, = e et en déduire la limite de (u).

b) Soit A(1, 0) et Ak le point de coordonnées (uk, fk(uk)).

Calculer la limite de la distance AAk lorsque k tend vers +co.
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e Fonction In : continuité, dérivabilité, branches infinies .
e Notion d’extremum
o Suite réelle.

Aptitudes visées :

e Calculer la limite d’'une fonction.

Interpréter graphiquement un résultat.

Etudier les variations d’une fonction.

e Reconnafitre un minimum d’une fonction.

Calculer la limite d’une suite réelle.
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Solutions
l.
. . , ) Inx
1. a) limf, x =400, limf, x = lim x*|1-—-|=+o0
x—0" X—+oc X—+00 X
b) lim 2—= lim x _Inx =+o00 donc ' admet une branche parabolique de direction celle de O,] .
X—+400 X X—400 X
. . , 1 2x%* —1
¢) Lafonction f,est dérivable sur ]O,+oo[ et pour tout x 6]0,+oo[, flx =2x——= .
X X
. / . 2 2X2 _1 1
Le signe de f, x est celui de2x” —1. EX=—.
X € |0,+0q] NA
X 0 L +
2 o0
f, x — 0 +
+00 400
f2 \ /
1 1
—+—=In2
2 2

2. a) Pour toutx € ]O,+oo[, MM, :|x2 —Inx| :|f2 X |:f2 x car f,admet un minimum global strictement
positif sur]0,+oo[ doncf, x >0 pour toutx E]O,+oo[.

b) *)La droite passant par le point A de I’axe des abscisses d’abscisse 2 et paralléle a I’axe des ordonnées coupe

L enBet C enE. Ainsile pointde T d’abscisse 2 est le point G de [AE tel que EG=AB.
**) Du point de I’axe des ordonnées d’ordonnée —1, on méne la paralléle & 1’axe des abscisses. Elle coupe L en

N. Du point N on méne la paralléle a I’axes des ordonnées. Elle coupe C en Q et I’axes des abscisses en R, le

pointde I' d’abscisse 1 est alors le point S du segment RQ tel que RS =NQ..
e

*%%) Du point de 1’axe des ordonnées d’ordonnée 2 on méne la paralléle a ’axe des abscisses. Elle coupe C enFet
de F on méne la paralléle a ’axe des ordonnées elle coupe L en H et ’axe des abscisses en K, le point de I' d’abscisse

% est alors le point J de la demi-droite KF tel que KJ =HF.
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() T

k —_—
a) Lafonction f_est dérivable sur ]0, +oo[ etpourx € 0,400 , f' x =kx*"' 1kt
X X

b) f' x :0<:>x:i§/E deplus f x <O<i>0<x<'{/I et f' x >0<:>x>:/1.ilenrésulteque f/
k k k

1 . . . 1, .
s’annule en 'J; en changeant de signe, d’ou f, admet un minimum en ‘i/; égal a

k
£l =] —|n§ﬁ=1+1|nk:1+'”k.
k k k k k k
K - 1+Ink -

C) MMk:|x —Inx|:|fk X |:fk X car le minimum de f, est > 0 pour k > 2. Donc la valeur minimale

de MM, est la valeur minimale de f,sur |0,+oc| qui est égale a f, [dg _ 1+klnk“
a) Pour tout k > 2, Inu, :Inliﬁzllnlzﬂ. lim Inu, = lim =K _ 0 don fim u =1.

k k k k—+o0 k—+00 Kt
2 2 , . . 14+Ink . 1 Ink

b) AA, —\/1—uk +fouo Or limu, =1et kllrprk U, = lim " _k'lTxE+T_0'

2
Onen déduit que lim AA = lim ,/ 1—-u, gt fou =0.
k—+00

k—+o00
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Une correction possible proposée par Kool Mohamed Hechmi

Exercece 1

1) Onayvx e E , 5]  f'(x) >0 alorsFaux

2) [If')dx=[fOR=fB)-f(1)=1-0=1 aorsVrai

3) Il existe unréek, € [1, 2] tel quef'(x,) = % ; alors (C) admet une tangente
coefficient directeuiﬁ alorsVrai

4) On af estdérivablesyn , 3] etvxe (1, 3];f'(x) <1
alors d’apres le corollaire des inégalités desassements finis on a pour tca etb de
[1, 3];1f(b)—f(a)| <|b—a| alorsVrai

Exercece 2

Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/ 1/6
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Ccl=C(J
1) a)On a {(ﬁ ) E% on] € re() =]

b) On a:rgo t(l) =rB(t(I)) =15(A) =] (car(l) =A)

c) On a :r est une rotation d’angiﬁ% et rzo t est une rotation d’angge. Or
re(I) = rgo t(I) par suiter, = rzo t (deux rotations de méme angle qui coincident en
un point sont égales).
2) Ona K =t(C)

BC = BK
Ona:r.(C)=2C alorsrzgot(C)=C & rs3(K)=C & (ﬁ —>C)=g[2n]
’ T 6

i

Alors BC = BK et (BC ,BK ) = —= [27]

3) A)Ona0=A4%CeSy(A)=C etona K =t(C) @4 =CK  IAKC estun
parallélogramme et comme les diagonales d'un parallélogramme se coupent en leurs
milieux alors O =1 *K © So(I) =K
D’autre part ona IA=CK =1A=CK
Ona DIA estun triangle direct isocele en D et (D_f ,m) = %[271] et on sait que toute
symeétrie centrale est un déplacement dSpdransformeD/A en un trianglalirect
isocele or BKC est un triangle direct isocele et (ﬁ ,ﬁ) = g [27]
donc d’apreés ce qui précede : Sp(A) =C ; Sp(I) =K ;IA =CK
et (DI ,DA) = (BK ,BC) [2n] alors I'image du triangle DIA par la symétrie centrale
de centre O est le triangle BKC.

b) L'image du triangleDIA par la symétrie centrale de cenfrest le triangleBK Cet
So(A) =CetSy,(I) =K alorsS,(D) =B

De ce qui précéde on@ = A +«C et O = D * B doncABCD est un parallélogramme.
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Exercece 3

1) agyOnad # E et A+ F alors il existe une unique similitude direS de centred

qui transformet’ en F.

AF _ (=3)%+0% _ 3

Soitk le rapport d& donck = T s T, et soita une mesure de son ani

E  Jo2(-2)2 2
alorsa = (AE , AF)[2n] donc a = —Z2[2m]

b) On ak € (0 ,u) etS d’angle—% alors I'image de I'ax€0 , 1) est la droite
perpendiculaire &0F) et passant peS(E) = F doncl'image de I'axe(0 , i) est la droite
(0,9)

c) On a(4AN) L (AP) doncS((AN)) = (AP) or N e (AN) n (0, %) donc
S(N) € S((AN)) n S((0 ,u)) doncS(N)e (AP) n (0,u) = {P}doncS(N) = P

d) OnS est une similitude directe de cend de rapportZ— et d’angle—g
etS(M) = M’ doncl’écriture complexe dS etz = az + b aveca = %e‘ig = —%i et
Zy == doncb:(3+2i)(1+§i) =3+2i+2i—3="0

W, 3, 13 ,
par suitez” = —ELZ+?l
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2) a) On aN d’'abscissec etN € (0,u) doncN(x,0) donczy = x etP d’'ordonnéey et
P € (0,v) doncP(0,y) doncz, = yi
OnaS(N)=P &z, =—Zizy +—i © yi=—>ix+—i & 2yi=—3ix+13i
& (Bx+2y—13)i =0 donc 3x + 2y =13

b) Soit I'équation(E) : 3x + 2y = 13 on remarque bien que le coupss 2) est une
solution de(E) eneffet3 x3+2x2=9+4=13
onadonc3x + 2y =3 X342 x2donc3(x —3) =2(—y + 2) donc2 divise3(x — 3)
or 3 et2 sont premier entre eux doRdivise (x — 3) il existe donc un entier relatkf tel
quex — 3 = 2k doncx = 2k + 3 en remplacant dan3(x — 3) = 2(—y + 2) on a alors
3X 2k =2(—y+2) donc—y+ 2 =3kdoncy = -3k + 2
Doux =2k+3 ety=-3k+2 aveck € Z.
vérification si x =2k +3 ety =—-3k+2 aveck € Z
alors3(2k+3)+2(—3k+2)=3%x2k+9—-2%x3k+4=13
Les solutions d€E) sontx = 2k +3 ety = -3k + 2 aveck € Z
OnaS(N) = P & 3x + 2y = 13 donc les pointd/ etP dont les coordonnées sont
entieres sont les poinds(2k + 3,0) et P(0,—3k + 2) aveck € Z

Exerciee 4

1) a) p(X > 10) = e~10%x0125 & 286

b) 6 mois = 0,5 ans donX < 0,5) = 1 — e~ %6%0125 &~ 0,060
2) a) Soit 'événementl : « au moins un oscilloscope ait une durée dewpgrieure a0
ans »

doncA : « aucun oscilloscope n’ ait une durée de viésapre a0 ans »
doncA : « tous les oscilloscopes ont une durée de féegigure a0 ans »
pr=p(A)=1-p(Ad)=1—(1-0,286)" =1—(0,714)"

b) p1 > 0,999 =1 — (0,714)" > 0,999 = (0,714)" < 0,001 =
= 1n(0,714)" <In0,001 = nin 0,714 < In 0,001 = n > 2200

In 0,714
doncn > 20,526 doncn = 21
donc le nombre minimal d’'oscilloscopes e31

(carn 0,714 < 0)
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Exercece S5

1) a) fo(x) =x*—Inx
. o 3
Jim fo(x) = lim x? —Inx = +oo
Inx
lim f,(x) = lim x? —Ilnx = lim x? (1 ——) = 4o
X0 xX—+00 xX—+00

Car lim Inx _ 0

2

X—>+o00 X
b)
(0 - x%2—Inx _ In x
lim = lm —=limx——=+4w
X—-+o X xX—>+00 X xX—+0o0 X

La courbe ') admet une branche parabolique de diredt®yy) au voisinage de-oo

_2x%-1

¢) f, est dérivable sUi0 , +oo[ et pour toutc € 10, +oo[ (£,) (x) = 2x —i =

X

donc (f;) (x) estdu signe d&€x? —1 sur]0, +o]

X 0 g +oo
(f2) () - +
+ oo + oo
f2(x)
~(1+1n2)

2) a) Soitx > 0 M(x,Inx) € (L) M,(x,x?) € (C)

OonaMM, = /(x —x)2+ (x2 —Inx)2 = \/(x2 —Inx)? = [x? — Inx| = |fo(x)]
or d'apresl) c) f,(x) >0 donc MM, = f,(x)

b) On trace la droite d’équation= 2 elle coupgL) enM et(C) enM,, avec le
compas on prend la distanké, , puis on met la pointe séche du compas sur & gei
I'axe (0,7) d’absciss& et avec la mine on fait une trace sur la droiggdationx = 2 de

cettemaniéreon a construitle pointd’' abscisse etappartenand (I'), on répetda méme
chosepourlesautrespoints

Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/ 5/6
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REPUBLIQUE TUNISIENNE EXAMEN DU BACCALAUREAT

XS SESSION DE JUIN 2012
MINISTERE DE L’EDUCATION | Epreuve : MATHEMATIQUES | Durée : 4 h | Coefficient : 4
SECTION : mathématiques Session de contréle

Le sujet comporte 3 pages.

Exercice 1 (3 points)

Une expérience aléatoire est représentée par I'arbre de probabilité suivant :

ANnB
y

/ " a0k
\ /
?\

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes en justifiant la réponse :
1) p(A)=0,6.

2) La probabilité de B sachant A est égale a 0,7.
3) p(B)=0.7.
4) p(AuB) = 0,64.

Exercice 2 (4 points)

Soit a un réel strictement positif.

1) Résoudre dans C I'équation : zZ° - (1+i)az +ia’ = 0.

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, V) .
On désigne par A et B les points d’affixes respectives a et ia.
a) Quelle est la nature du triangle OAB ?
b) Déterminer I'affixe du point C tel que OACB soit un carré.

3) Soient P et Q les points du plan tels que les triangles OAP et AQC sont équilatéraux de
sens direct.

3

a) Montrer que I'affixe de P est égale a (%+|7) a.

b) Calculer I'affixe du point Q.
¢) Montrer que les points B, P et Q sont alignés.
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Exercice 3 (3 points)

1) On considére dans Z x Z I'équation (E): 7 x+ 18y = 9.
a) Montrer que le couple (9,-3) est une solution particuliere de I'’équation (E).
b) Résoudre dans Z x Z I’équation (E).

n=6 (mod?7)

2) Résoudre alors dans Z, le systéme
) y {nz15(mod18)

Exercice 4 (5 points)

e

On considére dans le plan orienté un carré ABCD de centre O tel que (AB,AD)= —[2n]-

ki
2
On note |, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [AD].

Soit S la similitude directe qui transforme A en O et B en J.

1) Montrer que S est de rapport % et d’angle % .

2) a) Déterminer les images des droites (BC) et (AC) par S.
b) En déduire S(C).
3) a) Déterminer l'image du carré ABCD par S.
b) En déduire que S(D) = K.
c) Soit Q le centre de S. Montrer que Q est le barycentre des points pondérés
(C.,1)et(K,4).
d) Soit E le milieu du segment [OD]. Montrer que SoS(A) = E.

e) Construire Q.

4) Montrer que les droites (AE), (CK) et (DI) sont concourantes.

Exercice 5 (5 points)
1) Soit g la fonction définie sur ]O+oo[ par g(x) =1 + x—xInx.
a) Etudier les variations de g.
b) En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution X, dans ]0,+oc[.
Vérifier que 3,5 < xp < 3,6.
c) En déduire le signe de g.
In x

2) Soit fla fonction définie sur ]0,+oc[ par f(x) = e

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, i, j) .

2/3
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g(x?)

Calculer f'(x) et vérifi f'X)= ———= .
a) Calcu (x) et verifier que f'(x) X (14x2 )

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Vérifier que  f(Jx,) = 21 .
XO

d) Tracer la courbe (C). (On prendra xo = 3,6)
,1,
3) Soit (an) la suite définie sur N* par a_ = I]” f(t) dt.

a) Montrer que la suite (a,) est croissante.

b) Montrer que pour tout x de lI'intervalle ]0,1[, Inx < f(x) < % In x .

1+Inn
—

c) En déduire que %(1_1+In nj < a, =<1
n

d) Montrer alors que la suite (an) est convergente et que sa limite appartient a

l'intervalle [%,1].

3/3
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MATHS

Section : Mathématiques

Session de controle

Exercice 1

Une expérience aléatoire est représentée par I'arbre de probabilité suivant :

ANB

w |

J> |

\

A<
4/

/

\

0,6 ANB
Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes en justifiant la réponse :
1) p(A)=0,6.
2) La probabilité de B sachant A est égale a 0,7.

3) p(B)=0,7.
4) p(AUB) = 0,64.
Contenu
e Probabilité d’un événement
e Probabilité conditionnelle
Solutions
1. Vrai.Eneffet: p A =1—-p A =1-0,4=0,6.
2. Vrai. Eneffet: p BJA =1-p B[A =1-0,3=0,7.
3. Faux.CarpB =p BNA +pBNA =p A xp BJA +p A xp B‘K
=pAxpBJA +pA 1-p E‘K —0,4%0,3+0,6x0,4 =0,36.
4. Vrai.Eneffet: p AUB =p A +pB —p AnB =0,4+0,36 -0,12=0,64.
Exercice 2

Soit a un réel strictement positif.
1) Résoudre dans C I'équation : z2— (1+i)az+ia? =0.

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u,Vv) .

Annales BAC Section : Maths
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On désigne par A et B les points d’affixes respectives a et ia.
a) Quelle est la nature du triangle OAB ?
b) Déterminer I'affixe du point C tel que OACB soit un carré.

3) Soient P et Q les points du plan tels que les triangles OAP et AQC sont équilatéraux de sens
direct.

a) Montrer que I'affixe de P est égale a (%H?) a.

b) Calculer I'affixe du point Q.
¢) Montrer que les points B, P et Q sont alignés.
Contenu
e Equation du second degré dans [
o Affixe d'un point, point image
e Configuration du plan
Aptitudes visées :
e Résoudre une équation du second degré dans |
o Déterminer 'affixe d’un point
o Exploiter des écritures complexes pour montrer I'alignement de trois points.
Solutions
1. A=2ia® - 4dia® = 2ia® =[1-ia| . Onendéduitque z, =aetz, =ia S, = aja .
OA=0B=[4=a
2. a) Puisque z; = a etz =iadonc Zﬁ:i d’otOA =0B et OA LOB.
20k
On en déduit que le triangle OAB est rectangle isocéle en O.

b) On sait que le triangle OAB est rectangle isocele en O, par suite OACB est un carré si et seulement si OA =BC
OA =BC équivaut a (z ; =2 jléquivauta (a z = iagquiv auta(z . -=a 4Ha)

Ainsi OACB est un carré si et seulement si z, = a +ia.

3. a) Letriangle OAP est équilatéral de sens direct donc P est I’image de A par la rotation de centre O et d’angle %

1+i£

par suite z, =3 a, on en déduit que z, = 5+

a.

b) Le triangle AQC est équilatéral de sens direct donc Q est I’'image de C par la rotation de centre A et d’angle —%

J3 V31

, . 1 . , .
par suitez, =e ° z, -z, —|rzA,onendedU|tquezQ:[§—|7 ia +a=a 1+7+_|

2
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p—Zs

c)

T
2

N[ &y

-1

14i3-2  14i3-2 248+ 2, B3 42 2

y4
Zq—2g

N}

2

1. 2443

N |

2443 +1

Z__ — - Lo
Il en résulte que —2= est réel, donc les vecteurs BP et BQ sont colinéaires
z

BQ

par suite les points B, P et Q sont alignés.

Exercice 3

1) On considére dans ZxZ I'équation (E) : 7 x + 18 y = 9.

243 41 343

2 Y \
\ L
\ Q
1] A\ //
; \
ol T a3 3 I

a) Montrer que le couple (9,-3) est une solution particuliére de I'équation (E).

b) Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

2) Résoudre alors dans Z, le systéeme {

Contenu

e Fquationdetype ax+by=c

Aptitudes visées :

n=6 (mod?7)
n=15 (mod18)

oll a, b et ¢ sont des entiers

e Résoudre dans Z xZ une équation de type ax+by=c oua, b et c sont des entiers

e Résoudre un probleme d’arithmétique

Solutions

1. @) 7x9+18x —3 =9x 7—6 =9 donc 9,—3 estsolutionde E .

b) On sait que 9,—3 estsolutionde E ,donc 7x+18y =7x9+18x -3 <7 x—-9 =18 -y-3 . *

7 divise 18 —y —3 et7 A18 =1 donc d’aprés Gauss que 7 divise —y —3 donc —y —3 =7k, k €lJ

Par suitey = —7k — 3, k €] . En remplagant y par sa valeur dans * , on obtientx =18k +9, k €[J.

Réciproquement : Pour tout k €0 ,7 18k+9 +18 —7Tk—3 =7x9+18x -3 =9.

On en déduit que S
n=6 mod?7

0 x|

n=15 mod 18

si et seulement s’il existe X,y €[ x[J tel que {

18k +9,-7k -3 kel .

n=6+7x

n=15+18y

donc 64+7x=15+18y

d’ou7x+18 —y =9.D’aprés 1) b) il en résulte que X =18k +9, k €[], par suite n=69+126k, k €[1.

126 =18 x7

Réciproquement : Sin =69 +126k, k €[J , comme {69 =6 mod7

Onen déduitque S, = 69+126k, kel .

Annales BAC
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n=15 mod 18
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Exercice 4

On considére dans le plan orienté un carré ABCD de centre O tel que (AB,AD) = g[zn] :

On note |, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [AD].

Soit S la similitude directe qui transforme Aen O et B en J.

1) Montrer que S est de rapport % et d’'angle % .

2) a) Déterminer les images des droites (BC) et (AC) par S.
b) En déduire S(C).
3) a) Déterminer I'image du carré ABCD par S.
b) En déduire que S(D) = K.
c) Soit Q le centre de S. Montrer que Q est le barycentre des points pondérés
(C.,Det(K,4).
d) Soit E le milieu du segment [OD]. Montrer que SoS(A) = E.

e) Construire Q.

4) Montrer que les droites (AE), (CK) et (DI) sont concourantes.
Contenu

e Similitude directe

e Image d’'une configuration de base par une similitude directe
Aptitudes visées :

e Reconnaitre une similitude directe.

e (Construction du centre d’une similitude directe

e Montrer que trois droites sont concourantes
Solutions

1
—AD
1. Lerapportde Sest k = oJ -2 _ 1.
AB AD 2

Une mesure de I’angle de S est [ﬁ&] = [ﬁﬁ] [27:] = %[27[].
2. a) S B =Jdonc S BC est ladroite passant par J et perpendiculairea BC d’ou S BC = CD .
S A =0Odonc S AC estladroite passant par O et perpendiculairea AC d’ou S AC = BD .
b) Ce ACNBC doncSC €S AC NS BC =BDNCD =D douSC =D.

3. a) Lecarré ABCD est un carré direct donc son image par S est un carré direct.
OrSA =0,SB =J,S C =D etle carré OJDK est un carré direct, on en déduit que ’image du carré ABCD
par S est le carré OJDK.
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b) Puisque I’'image du carré ABCD par S est le carr¢ OJDK orS A =0, SB =JetS C =D,
on en déduitqueS D =K.

c)OnaS C =D et SD =K donc SoS C =K, or SoS est la similitude directe de centre Q, de

rapport — x 1 = 1 et d’angle % +% =z 27 donc SoS est I’homothétie de centre Q et de rapport

2 2 4

—% . Il en résulte que oK = —%@ donc QC +40K =0 par suite Q est le barycentre des points

pondérés C,1 et K4 .

d) SeS A =S O ,orOestlemiliecude AC donc S O estlemilieude [S A S C|= OD , il en résulte
que S O =E parsuiteSoS A =E.

e) Onsaitque SoS est I’homothétie de centre Q et de rapport —%et SoS A =E donc Q appartientala

droite AE d’ou Q est le point d’intersection des droites AE et KC . D’ou la construction de Q.

4. Lesdroites AE et CK sontsécantesen Q.

Soit L le milieu de[OK], puisque K est le milieu de [AD] donc S K est le milieu de[S ASD }: [OK],

il enrésulte que S K =L parsuiteScS D =L.Onendéduitque Qe DL .
Montrons que | € DL . soit h I’homothétie de centre D et de rapport 2.

hK =Aeth O =B donchL =I.1llenrésulte que | DL et parsuite Q€ DI .

On en déduit que les droites AE , CK et DI sont concourantesen Q.

Exercice 5

1) Soit g la fonction définie sur ]0,4<c[ par g(x) = 1 + x — x Inx.

a) Etudier les variations de g.

b) En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution xo dans ]0,+oo[.

Vérifier que 3,5 <xo0< 3,6.

¢) En déduire le signe de g.

2) Soit f la fonction définie sur ]O,+oo[ par f(x) =

In x

1+x*°

/,

e

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, i, ) .

a) Calculer f'(x) et vérifier que f'(x) =

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Vérifier que  f(y/x,) =

2X

1

0

9(x*)
X (1+x%)*

d) Tracer la courbe (C). (On prendra xo = 3,6)

Annales BAC
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1
3) Soit (an) la suite définie sur N* par a_ = j () dt.
a) Montrer que la suite (an) est croissante.

b) Montrer que pour tout x de l'intervalle ]0,1[, Inx < f(x) < % Inx .

c) En déduire que %(1_1”” n) 1+Inn

< a, <1- .
n n

d) Montrer alors que la suite (an) est convergente et que sa limite appartient a l'intervalle [%,1].

Contenu

e Fonction In : continuité, dérivabilité, branches infinies, variation, courbe représentative .

o Théoréme de la bijection

o Calcul intégral, suite réelle.
Aptitudes visées :

e Déterminer le signe d’une expression

e Etudier les variations d’'une fonction. Déterminer un extremum d’une fonction

e Etudier une suite définie par une intégrale

e Encadrer la limite d’une suite réelle.
Solutions

1. a) Lafonction g est dérivable sur |0,-+oc[ et pourx € 0,400 ,

g' x —1[Inx+x%]:lnx. Iirglg X = Iir(r)1+1+x—xlnx:1 etxlirp g X :XIirP T+x 1-Inx =-c.
X 0 1 +00
g' x + -
2
g / \
1 —00

b) La fonction g est continue et strictement croissante sur 0,1 doncg [0,1] = [1.2], parsuite g x >0 sur 0,1.
La fonction g est continue et strictement décroissante sur]1, +oo[ donc g réalise une bijection de ]1, +oo[
sur g Ji+oo] =]-00,2[, 0€]—o0,2] doncil existe un unique réel x,de 1+oo tel que g X, =0.
On en déduit que I’équationg X = 0 admet une solution unique solution x, dans |0, +oc] .
La fonction g est continue sur [3.5,3.6} et g 35 ~011>0et g 36 ~—0,01<0 d’ou 3,5<x,<3,6.
c) Pourtout xe 0,1,onag x >0.

g est strictement décroissante sur 1,x, et g x, =0 donc g X >g x, =0, pourtout x € 1,x, .
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g est strictement décroissante sur X,,+oc et g X, =0 donc g x <g X, =0, pourtout x € X,,+00 .

X 0 X, +00
g x + 0 —

2. a) Lafonction f est dérivable sur |0,-+oc| et pour tout x € 0,400 ,
1

X

2

2
A 1+X —2X|nX_1+X2_2X2|nX_1+X2_X2|n X2 g X
= . =

1+ x X 1+x2 ° X 14x2° X 14x2°

. x* =0 x? =X
b) Lesigne def' x est celui deg x? . [g @{ ° ‘:’X:\/Z-

X € ]O,+oo[ X € ]0,+OO[
Inx
lim f x = lim =—X—=0.
X—+00 X~>+x1
—+X
X
X 0 ’XO —+00
f' x + 0 —
f X
— 0
1+ X,
In/x Inx 14+ X X 1
o) f fx, = 0 — © org x, =0 donc Inx, = O ouf Jx, =—0 =
AN Thx, 214x, 9% Ty, O P 21+x, 2%,
d
) 11
J
()
T E—
o2 3 4

3. a) Pourtout n €0, soit F la primitive de f sur 0,1 qui s’annule en 1, il en résulte que pour toutn € [ ",
1
an = F[H]
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Pour toutx € 0,1,0ona f x <0 donc F est décroissante sur 0,1, or pourtout ne€ 1", 0 < —11 < 1 <1
n n

donc F[L] > F[—] d’ou a, <a,, parsuite a, estcroissante.

n+1 n

b) Pour toutx € 0,1, 1<14+x*<2 donclg

> <1, comme Inx <0, x €]0,1 donc
1+ x
Inx 1

> <—=Inx d'ot Inx<f x <
1+ x 2

Inx < Inx.

Nl N

¢) Pourtout xe 0,1, Inx<f x <1

. 1 .
<5 Inx, les fonctions f, x = Inx et x = —Inx sont continues sur

1 1 1
doncf1lnx dxgﬁf X dxg%ﬁlnx dx d’ou xInx—x}

—1—1In1+1§—an gl[—1—1ln1+1] donc 1[1—1“””
n n 2 n n n 2

d) Pourtout nel’, Inn>0 donc 1_1+Inn

1,1]

n

1 1 .

g—an§§ xInx —x 1 par suite

]San§1_1+lnn
n

<1, ainsi a, estcroissante et majorée par 1 donc elle est
n
convergente.

De plus %[1—1+Inn]§an

IN

1_1+Inn
n n

pour tout ne ",

iim 1= 10— gt jim [1=1EM) 4 on en déduit que < lim a_ <1,
n—-+oc 2 n 2 n—+00 n 2 T nodoo
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REPUBLIQUE TUNISIENNE Epreuve : MATHEMATIQUES 2
MINISTERE DE L'EDUCATION 2

Purée:4 H
EXAMEN DU BACCALAUREAT -
; SESSION DE JUIN 2013 Coefficient : 4
\5 Section: MATHEMATIQUES SESSION PRINCIPALE

)
B 15 iy

Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.
Les pages 4/5 et 5/5 sont a rendre avec la copie.

Exercice 1 : (3 points)

Pour chacune des affirmations (A), (Az), (As) et (As) ci-dessous, répondre par " Vrai " ou
" Faux " en justifiant la réponse.

1) (A1) : Soit n un entier. " Si 33n=0 (mod 2013) alors n=0 (mod 61) “.
(A2) : " L’équation 33 x + 11y =2013 admet des solutions dans ZxZ ".

2) Soit F la fonction définie par F(x) = j 1H, dt.

(As) : " F est définie et dérivable sur ]0,+ [ ".

X "

(A4) : " Pour tout x de I'ensemble de dérivabilité de F, F'(x)= -~
1+ (Inx)*

Exercice 2 : (4 points)

Le plan est orienté.
Dans I'annexe ci-jointe (Figure 1), OAB est un triangle rectangle en B de sens direct tel que

(OA,0B) - 1 [2x]

A) Soitf la similitude directe de centre O qui envoie B en A.
1) Donner une mesure de I'angle de f et montrer que le rapport de f est égal a 2.
2) Soit C I'image de A par f.
a) Montrer que le triangle OCA est rectangle en A de sens direct et que AC = 2AB.
b) Placer le point C.
B) Soit g la similitude indirecte qui envoie B en A et A en C. On note Q le centre de g.
1) a) Montrer que Q vérifie la relation QC = 4QB .
b) Placer le point Q

1/5
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2) Soit G le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, 2) et H son image par g.

a) Vérifier que BG = ;57\ et en déduire que AH = ;

AC.
b) Montrer que BG + AH = QB ; puis montrer que G est le milieu du segment [QH].

¢) Montrer que la droite (GH) est I'axe de g.

Exercice 3 : (4 points)
L'espace est muni d'un repére orthonormé direct (O.u’. V).

On considére les points 1(1,1,0) , J(0,1,1) et K(1,0,-1).
1) a) Déterminer les composantes du vecteur 1J A IK.

b) En déduire que les points I, ] et K déterminent un plan P dont une équation est x -y +z = 0.

2) Soit le point $(1,-1,1). Montrer que le volume du tétraédre SIIK est égal & %

3) Soit la droite A passant par 1 et paralléle a la droile (JK) et soit M un point quelconque de A.
a) Montrer que MJ A MK =1J A IK .
b) Déterminer alors le volume du tétraédre SMIK.

4) Soil h I'homothétie de centre S et de rapport 2.
a) Déterminer une équation du plan P’ image du plan P par h.
b) Le plan P’ coupe les demi-droites [SM), [S J) et [S K)

respectivementen M’ I’ et K.

Montrer que le volume du solide MIKM'J'K’ est égal & %

Exercice 4 : (3 points)

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O,u,v), on considére les points E et F d'affixes

respectives 1 et i.
On désigne par Cq el C;les cercles de centres respectifs E el F et de méme rayon 1.

Soit 0 un réel de l'intervalle [0,2x[ , M le point d'affixe 1+ €' et N le point d'affixe i(1+e'®).
1) a) Calculer Aff(EM) et Aff(FN).
b) Montrer que, lorsque 0 varie dans[0, 2x[, M varie sur C, et N varie sur Cy.

c) Montrer que les droites (EM) et (FN) sont perpendiculaires.
2) Soit P le point d'affixe z, telle que z, =(1-i)sin8.e" .

a) Montrer que " \=") _ ing - cos0 et calculer 1 ()
Aff (EM T AfF(FN)

b) Montrer que P est le point d'intersection das droites (EM) et (FN).

Annales BAC Section : Maths
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Exercice 5 : (6 points)

|. Soit la fonction ¢ définie sur B* par ¢(x) = ?—1 et soil Cy sa courbe représentative dans
e -

un repére orthonormé (O, 1, j).
1) a) Calculer xIi[n ) @(x) et ji_[r! ) @(x) . Interpréter graphiquement les résultats trouvés.

b) Calculer Iml @(x) et !m @(x). Interpréter graphiquement les résultats trouves.

c) Montrer que ¢ est strictement décroissante sur chacun des intervalles |-»,0] et ]0, + ar.-[.
2) Montrer que I'équation @(x)=x admet une solution unique « dans l'intervalle ]~m.0[

et une solution unique £ dans l'intervalle ](),+oo[ .

Il. On considére la fonction f définie sur & par f(x) =e* - x et la fonction g définie sur ]0.+oo[
par g(x)=1-x+ Inx.
On se propose dans cette partie de déterminer les tangentes communes aux deux courbes C et C,,
Dans I'annexe ci- jointe (Figure 2), on a tracé dans le méme repeére (O, i‘j) les courbes C,, Cy
et C, des fonctions ¢, f et g et la droite d'équation y = x.

1) Soit a un réel et b un réel strictement positif.
On désigne par A, la tangente a la courbe Cy au point A d'abscisse a et par Dy la tangente

ala courbe C 4 au point B d'abscisse b.

a) Donner une équation de A, et une équation de Dy,
b) Montrer que : (A, et Dy sont paralléles) si et seulement si (b=e").

Dans la suite on suppose que A, et D, sont paralléles, c'est-a-direb =e™.

2) a) Montrer que : (A, et Dy sont confondues) si et seulementsi (a«0 eta= f r ).
e

b) En déduire que A, est tangente a la courbe C; et & la courbe C4 respectivement aux
points A(a,f(a)) et B(e ®,g(e”)).(« étant la valeur définie dans la question 1. 2))
c) Montrer que C; et C, admettent une deuxieme tangente commune que |'on précisera.
3) a) Construire dans I'annexe ci- jointe (Figure 2), le point A(a,f(a)).

b) Vérifier que e = f(- a) - a puis construire B(e“,g(e™”)).

c) Tracer A .

3/5
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Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques

ANNEXE
o)
A B
(Figure 1)
4/5
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y=x

(Figure 2)
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Section: MATHEMATIQUES SESSION PRINCIPALE

Exercice 1 L Corrigé J

1. (A1) Vrai: en effet si 33n=0(mod 2013) alors il existe k eZ tel que 33n=2013k =61x 33k alors n =61k

ou encore n=0(mod61).
(A;) Vrai: en effet 33 A11=11et 11 divise 2013. Ainsi I’équation admet des solutions dans Z x Z.
u:x > Inx est définie et dérivable sur |0, oo

X

2. (As) Vrai: eneffet: {x—

s est continue sur R donc elle est continue sur u(]0,+oo[) donc la fonction F
+X

leR

est dérivable sur |0, +oo .

Inx
(As) Faux : car pour tout x € |0,+oo[, F'(x)= € lez X ZXEZ 1 ~.
1+(Inx)” X 1+(Inx)" X 1+(Inx)
Exercice 2
’ ~B A A TC OA 1
A. 1) Une mesure de I'angle de f est (OB, OA)E—E[ZTE]. Le rapport de f est o8- =2.

=g

2) a) Le triangle OAB est rectangle en B et de sens direct donc son image par f est un triangle rectangle
en f(B) et de sens direct. Orf (0) =0, f(B)=Aet f(A)=C, il en résulte que le triangle OCA est

rectangle en A de sens direct et % =2 donc AC=2AB.
b) Voir figure.
B. 1)a) Onsait que g (A) =Cet g (B)=A donc le rapport de g est %;:Zdonc geog= h(w) orgog(B)=C,

il en résulte que h )(B)=CC>QC=4QE’;.

(@4

b) Puisque Q2C=40B donc Q est le barycentre des points pondérés (C,1)et(B,—4) d’00®=gCB.

1

2) a) G est le barycentre des points pondérés (A,1)et(B,2)d’ou BG =13
+

ﬁ:%ﬁ et puisque g (G) =
H, g (A)=Cetg(B)=A, on en déduit que AHzéAC.
T ey [ I [
b) D’apreés a) BG+AH=—(BA+AC)=—BC:-(BQ+QC):—(BQ+4QB):QB.
3 3 3 3

On a BG + AH=0Bdonc BG + AG + GH=0Bdonc —-BG + GH=0Bdonc GH=0QB+ BG=QG, il en
résulte que G est le milieu de [QH].
c) G estle milieu de [QH] donc QH =2QG et g est une similitude indirecte de centre Q, de rapport
2 et g (G) = Hdou I'axe de g est (GH).
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Exercice 3

-1 0 1
1. a) |0 |etIK|-1|donc I AIK|-1].
1 -1 1
1
b) Le vecteur 1JAIK| =1 |#0 donc les points |, J et K ne sont pas alignés donc ils déterminent un plan
1
1
P. 1JAIK| —1|est normal a P donc P:x-y+z+d=0etleP doncd=0, onen déduit que
1

P:x-y+z=0.

0
1S| =2 | donc (ﬁ/\m).@=3 Il en résulte quev=%.
1

2. v=[(1inIK) 1],

3. )M A MK = (Mi + 13) A (Mi-+ 1K) = Mi A Mi-+ 13 A TK + Mi A (1K~ 1) = 13 4 TK + Mi A JK = 15 TK.
o) (M3 A MK ) MS = (M3 A MK ). (M + 18) = (M3 A MI).Mi + (M3 A MK ) S = (M3 A MK ) 1§
=(HAR)E On en déduit que SMJK et SIJK ont le méme volume d’ou le volume de SMJK est %

4. a)h(P) =P’ doncP et P’ sont paralléles donc P':x—y+z+d=0. Soit I'(x,y,z) = h(l) donc

x-1 0
SI'=2Sldonc | y+1|=2|2 | onen déduit que 1'(1,3,-1), or I'eP' doncd=3. Ainsi P':Xx—y+2z+3=0.
z-1 -1

b) On sait que M e(SM)ﬁP donc h(M) € h((SM))ﬁh(P) donc h(M) e(SM)mP' = {M'}, d’ou
h(M)=M"'on montre de méme que h(J)=1J" et h(K)=K" et puisque h(S)=S, il en résulte que

h(SMJK)=SM’J’K’ donc le volume de SM’J’K’ est 2° x 1 4.

Le volume du solide MIKM'J'K’ =V SM'IK' ™ Vv SMIK = 4-—

l\)ll—‘N
N~

Exercice 4
1. a) Aff (m):1+eie _1=¢" et Aff (m):i +ie® —i=ie®.

b) EM :|e‘9| =1 donc M varie sur C; et FN :|ieie| =1 donc N varie sur C,.

Aff (FN
( ) —| imaginaire donc FN L EM d’ou les droites (FN) et (EM) sont perpendiculaires.
A (EM) @
(EP) 1-i)sin6e” -1 o o . .
2. =(1-i)sin6—e™ =sin6—isin®—cosO+isinB=sin®—cosh.
i0
Aff(Em) e
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B (1-i)sin0e” —i
i+ie® —i

=(-1-i)sin@—e™ =—sin®—isin®—cosO +isin®=—sin®—cosO.

P
b) ﬁ) =sin0—cos0 est réel donc (EP) et (EM) sont paralleles donc E, P et M sont alignés
A EM)
Aff (FP
g =—sin®—cos0 est réel donc (FP) et (FN) sont paralleles donc F, P et N sont alignés
Aff(FN)

Aff (EP
i

Ainsi P est le point d’intersection de (FN) et (EM).

Exercice 5
. e 1 . .e .
. 1.a) lim (p(X)= lim — 1= 1 =1let lim (p(x): lim —— =0. Les droitesy =0 ety = 1 sont
e* — (1_Xj e* —
€

des asymptotes de C, respectivement en —oo et + o0

X X

. . . e
b) lim ¢(x) = lim =+o0 et lim @(x) = lim = —o0. La droite x = 0 est une asymptote de C
x—0" x—0" g% — x—0" x—0" @* —1 @
e (ex _l)_eZX _e¥

c) Pour tout réel x non nul, @'(X) = — = ~<0
EETRC
2. Pour tout réel x non nuI,(p(X) =X (p(X)—X =0, on pose h(X) = (p(X) —-X

La fonction h est dérivable sur chacun des intervalles ]-,0[ et ]0,+o[ et h'(x)=¢'(x)—-1<0 pour

tout réel x non nul.

La fonction h est continue et strictement décroissante sur ]—oo,O[ (resp ]O,+oo[) donc elle réalise une

bijection de
]-20,0[ (resp 10,+o0[ ) sur h(]-o0,0[) =R (resp h(]0,+[)=R), 0 R donc il existe un unique réel
a e |0, 0

(resp Be]0,+0[) tel que h(a)=0<¢(a)=o(resp h(B)=0< @(B)=p). On en déduit que I'équation
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@(X) = x admet exactement deux solutions o € ]-o,0[ et B & ]0,+o

1)a) A, :y=f'(a)(x—a)+f(a) donc A, :y:(ea —1)(x—a)+ea —a d'ou A, :y:(ea —1)x+(1—a)ea.

D,:y=g'(b)(x—b)+g(b) donc Db:y:(—1+%j(x—b)+l—b+lnb d’ou Db:yz[—1+%jx+lnb.
b) (A, et D, sont paralléles) si et seulement si (f’(a) :g’(b)) si et seulement si (—1+%:ea -1)

. 1 . .
si et seulement si (B =¢%) si et seulementsi(b=¢e?).

2) a) A, et D, étant paralléles donc

(1-a)e* =Inb

—a

si et seulement si ((1-a)e® =—a) si et

(A, et D, sont confondues) si et seulement si {b
=e

seulement si

a

e
e —1)'
b) d’aprés 2)a) A, et D, sont confondues alors ¢ (a)=a orp(oa)=a(a=0)doncA,estune tangente
communeaCretCsenA(a,f(a))etenB(b,g(b))orb=e*daprés(Il;1)a))donc
B(e™,g(e”)).
oF
c) Onaaussi o(B) =P signifie p =_g—, Ap est une tangente commune a Cr et a C respectivement en

AR, f(B)etB(e”; gle®)).
3) a) Voir figure.

(a(ea —1):ea) si et seulementsi(a=0 et a=

o

b)f(—a)—a=e *—(-a)—a=e"
c) Voir figure.

T T T R k. o R e e
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REPUBLIQUE TUNISIENNE
MINISTERE DE L’EDUCATION

>o00 Durée:4 h
EXAMEN DUBACCALAUREAT
SESSION DE JUIN 2013 Coefficient : 4

SESSION DE CONTROLE

Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4.

La page 4/4 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 : (3 points)
On considére dans ZxZ , I'équation (E): 2x + 5y = 6.

1) a) Verifier que (3, 0) est une solution de ( E ).
b) Résoudre I'équation ( E ).
2) Soit (x, y) une solutionde (E).

a) Quelles sont les valeurs possibles de x Ay ?

b) Déterminer les couples (X, y), solutions de (E ), tels que x Ay = 3.

Exercice 2 : (5 points)

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 1), (O, ]) est un repére orthonormé et (C) est le cercle de
centre O passant par les points A(2, 0) et A'(- 2, 0).
1) Soit P(x, y) un point du plan n'appartenant pas a (O, i), H son projeté orthogonal sur
I'axe (o.?) et M (X,Y) le milieu du segment [PH].
a) Exprimer X etY al'aide de x et y.
b) Montrer que lorsque P varie sur le cercle (C), M varie sur l'ellipse (E) d'équation

X eya=1.
4

c) Tracer l'ellipse (E) dans le méme repére(O. i)
2) Soit P, (1,4/3) et Mo(l.g).

La tangente (T) au cercle (C) en P, coupe I'axe des abscisses au point 1.
a) Montrer que | a pour coordonnées (4, 0).

b) Montrer que la tangente a l'ellipse (E) en M, passe par 1.

1/4
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Exercice 3 : (6 points)
Soit f la fonction définie sur [0,+x[ par f(x)=x - In(1 + x?).

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, 1, j ).

(x-1)?

I. 1) Montrer que pour tout x appartenant a [0,% [ f'(x) = Tex

2) a) Montrer que pour x>0, f(x)=x-2Inx - In(1 + %).

b) Calculer lim f(x) et lim f(:)

c) Calculer 'E@r[f(x) - x]. puis interpréter graphiquement le résultat trouvé.
3) Dresser le tableau de variation de f.
4) a) Donner une équation de la tangente A a la courbe (C) au point O.

b) Donner la position relative de la droite A et la courbe (C).

c) Tracer dans le repére (O, i, j) la droite A et la courbe (C).

Il. Soit G la fonction définie sur [O,E[ par G(x) = jmx dt 5 dt.
2 ©oT+t

1) a) Montrer que G est dérivable sur [0, g[ et déterminer sa fonction dérivée.

b) En déduire que pour tout x appartenant a [ 2[ G(x)=x.

c) Calculer alors I 0] t’
+

2) On désigne par ~ l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C). la droite A et
les droites d'équations x=0 et x=1.

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que :

j In(1 +x2)dx =In2- 2+2j

°1 + x2
b) En déduire la valeur de 4.

2/4
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Exercice 4 : (6 points)

Le plan est orienté.

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 2), ABCD est un rectangle tel que AB=1et AD =

I+J§
2

et FCDE et BFGH sont deux carrés.

1) On pose q=—l:‘/§.

-

a) Montrer que gq?=1-q.

b) Vérifierque FG = q etque EG = q2.

2) Soit Sy la similitude directe de centre F, d’angle g et de rapport q.
a) Montrer que S,(C) = G.
b) Déterminer I'image du carré FCDE par S;.
3) Soit S; la similitude directe de centre G qui transforme H en E.
Montrer que S; est de rapport q et d'angle —% .
4)Onposeh=S5;08;,.
a) Montrer que h(D) =E.
b) Montrer que h est une homothétie de rapport q2.
c) Montrer que AE = q° AD et en déduire le centre de h.

d) Montrer que les points A, G et C sont alignés.

e) Soit | = h(E) et J = h(F).
Construire les points J et | et déterminer alors I'image du carré BFGH par S..

5) On consideére la suite (a,) définie sur IN par a,=q?'.
a) Vérifier que ao, a, et a; sont les aires respectives des carrés FCDE, BFGH et GEIJ.
b) On pose pour tout entier naturel n, #,= ag+ as+...+ a,.

Exprimer »#, en fonction de n et vérifier que la limite de %, est égale a I'aire du
rectangle ABCD.

3/4
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Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques

ANNEXE

(Figurel) _ A . -
v
F B
(Figure 2)
G H
E A
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Section : MATHEMATIQUES SESSION DE CONTROLE

Exercice 1 [ Corrigé ]

1. a) 2x3+5x0=6 donc le couple (3,0) est une solution de(E ).
b) Le couple (3,0) est une solution de(E ) donc 2x +5y =2x3+5x0< 2(x —3)=-5y (*)

donc {§|5y5 L d’ou d’aprés Gausse 2|y par suite il existe k € Z tel que y = 2k.
VAN =

En remplagant y par sa valeur trouvée dans (*) on obtient x =5k +3, k €Z.
Réciproquement : Pour toutk € Z, 2(—5k +3)+5(2k )=6.

AinsiS,,, ={(-5k +3,2k ), k e Z}

X A y|x

doncXx /\y|2x +5y =6, il en résulte que
x Ayly

2. a) Soit (x,y ) une solution de(E ), {

X Ay €Dy :{L2,3,6}.
—5k +3=0(mod 3)
b) Soit (Xx,y ) une solutionde(E ), x Ay =3« 42k =0(mod3) donc

k =0(mod2)
-5k +3=0(mod3) k =0(mod3)
4k =0(mod3) d’ou 1k =0(mod2) donc k =6n, n €Z, il en résulte que
k =0(mod2) 2A3=1
X =-30n +3
,heZ.
y =12n
=-30n +3
Réciproquement : Si {X 12 n+ ,NeZ,2X +5y = 2(—30n +3)+5(12n):6 donc (x,y) est
y =12n
x =-30n +3=0(mod3)
une solution de(E )de plus et x est impair donc elle n’est pas divisible
y =12n =0(mod3)
N N x =-30n +3
par6,d’ou X Ay =3.Ainsi X Ay =3 , heZ.
y =12n
Exercice 2
X =X
1. .
a) v _y
2

2

X4 1Y 2 =1 Ainsi M (X Y )

b) P(X,y)eC donc x*+y? =4 donc X > +4Y 2 =4 donc

2

. X
varie sur l'ellipse d’équation 2 +Y 2 =1.

c)
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(-3 (1 .
2. a) IP et OP , OP..IP, =3—3=0donc la droite (IP, ) est tangentea C en P,.
On en déduit que (T) coupe I'axe des abscisses en I.
X 3

b) Soit (T’) la tangente a (E) en M, alors (T ) : 7 +7Y =1.

pourY =0 on obtient X =4 ce quiprouve que | e(T )
Exercice 3

l. 1) Lafonction f est dérivable sur [0,+o0] et pour tout X €[0,+o[,

1+x2 1+x2  1+x? '
2) a) Pour tout x >0,

f(x)=x-In(1+x*)=x —In(x2(1+xi2jj=x —In(xz)—ln(1+xi2j=x —2Inx —In(1+xi2j

2 _1)
Fr(x)=1- 2x _1+x*-2x _(x-1)

b)|nnf(x)=|nnx(i—2ﬂlij—m(1+igj=+w.

X —>+00 X —+00 X X

( ) Inx In(1+12j
lim | (1 2 j— X )1
X—>+0 X X —>+00 X X

X —>+00 X —>+o0 2

c) lim [f (x)—x]: lim-2Inx —In (1+ ! j:—oo. . C admet une branche parabolique
X

de direction celle de la droite y =X au voisinage de -+oo.

3)
X 0 1 +00
f'(x) + (# +
f 0 » oo
4) a) Ary =f/(0)x +f (0)=x.
b) Pour tout x €[0,+oo[, f (x )—x =—In(l+x2)30 car 1+x2 >1 donc la courbe C est

au-dessous de A.
c)

(©)

o

Annales BAC Section : Maths
146



2013 - Session de contréle

1. 1) a) Lafonction u:X > tan X est dérivable sur [O,E[ et la fonction t — 1 5 est continue sur R
2 1+t

doncu[[o, gD c R et 0eR.Onen déduit que G est dérivable sur[o,g[ .

Pour tout Xe[o,g[,G'(x): (l+tan2 X)=1.

1+tan? x

b) On sait que pour tout X e[O,%[,G‘(X)=1 doncG(x)=x+c, ceR.0rG(0)=0,ilen

résulte que ¢ = 0 Ainsi pour tout X [0, g[G (x)=x.

1 dt P14 T
:G —_ =
Ve (4) 4

2 ) {u(x):ln(1+x2) u'(x):1 .
vi(x)=1 v(x)=x

I:In(l+x2)dx :[In(lexz)]1 o[ x* dx =In2-2 1—X2+1_1dx

0 01+4+x? 0 14x?
1 1 11 1 dx
=In2—2[j01—l+xzde:InZ—Z[l—J‘O“XZdx}=|n2—2+2.[01+xz.
A 1 1 ) 1dx
b) Z.Uf (x)—x|dx =jo[x —f (x)]dx =Ioln(1+x )x =In2—2+2j01+X2
=n2-2+2xZ=|In2-2+Z jua
4 2
Exercice 4
1) a)q2=6_2*/5=§——5=1+1—£=1—_1+*@=1—q.
4 2 2 2 2 2
b) FG:FB:AE:AD—DE:AD—DC=1+2*/§—1:_12‘/§=q.
EG =EF -FG =1-q =¢°.
(ﬁ,%)zﬁ[zﬂ]
2) a) G q_ donc S, (C)=G.
FC 1
b) FCDE est un carré direct donc son image par S, est un carré direct, or S, (F) =F,
S,(C)=G et

BFGH est un carré direct donc I'image du carré FCDE par S, est le carré BFGH.

eE(G—H,G—E)[zﬁ] =-Z2s]

3) ,
GE

k = 2=
GH q
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(ﬁﬁ)zﬁ[zﬂ]
4) a) B g 2 donc S, (E ) =B etpuisqueS,(C)=G, S,(F)=F et I'image du carré

FCDE par S, est le carré BFGH, il en résulte que Sl(D): H.
1(D)=5,(5,(D))=5,(H)=E.

b) h est la composée de deux similitudes directes de méme rapport g et d’angles respectives —

et mr) donc h est une similitude directe de rapport q° #1 et d’angle nul, il en résulte que h est

une homothétie de rapport q2.

c) Les vecteurs AE et AD sont colinéaires et de méme sens donc AE = aﬁ, a>0
Donc , _AE _4

_9 g On en déduit que AE =qzﬁet h est ’lhomothétie de rapport q°
AD 1

q
qui envoie E en D donc A est le centre de h.
d) h (C )=S, (Sl(C )) =S, (G ) =G, il en résulte que A, G et C sont alignés.
e) h(E)=S,(S,(E))=S,(B)=1doncS,(B)=I

h(F)=S,(S,(F))=S,(F)=JdoncS,(F)=1J etpuisque S,(G)=Get S, (H)=E il
en résulte que I'image du carré BFGH par S, est le carré IJGE.

5) a)a0:q0 :1:FC2:AFCDEl alquZFGZZABFGH et a2:q4:EGZZAGEIJ

n n N 1_(q2)n+1 1_q2n+2
b)An:Zak:Z(q) = = :
k=0

k=0 1-q° - 1-q*

2n+2
ima, =tim>2% - 1 _1gq<)
n—>+o0 n—-+xo 1_q 1_q q

A,uep =CD xAD = AD 1451
2 q
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REPUBLIQUE TUNISIENNE i
MINISTERE DE L’EDUCATION Epreuve : MATHEMATIQUES

0@ S
EXAMEN DU BACCALAUREAT uree : 4 H

SESSION DE JUIN 2014 Coefficient : 4

Section : Mathématiques Session principale
hEREEE i B

Le sujet comporte 4 pages. La page annexe 4/4 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 ( 4 points)

L’espace est muni d’'un repére orthonorme direct (A,i, Li)- g

Soit ABCDEFGH le cube tel que

AB =6i , AD =6] et AE =6k .

On désigne par P le plan (ACH) et par Q le plan (EGB). £ ig 2

5]

1) a) Déterminer les composantes du vecteur AC A AH.
b) En déduire une équation du plan P.

c) Montrer que les plans P et Q sont paralléles et donner une équation du plan Q.
2) Soit S la sphére d’équation x2+y2+22-2x+2y-2z2=0

a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre 1.

b) Soit J le projeté orthogonal de A sur le plan Q. Montrer que [AJ] est un diameétre de S.

c) Montrer que la sphére S est tangente a chacun des deux plans P et Q.
3) Soit t la translation de vecteur U =2i+4j+2k.

a) Soit A’ et J’ les images respectives de A et J par t. Déterminer les coordonnées

b) Déterminer S’ 'image de la sphére S par t.

de A’ et J'.

c) Montrer que S’ est tangente aux deux plans P et Q et déterminer leurs points de contact.

14

Annales BAC

Section : Maths



2014 - Session principale

Exercice 2 (5 points)
Le plan est orienté dans le sens direct.

Dans la figure ci-contre, ABCD est un losange

de centre O tel que (OA,0B) = [2n] et AC =3 BD.

z
2
1) Soit f la similitude directe qui envoie A en B et C en D.

a) Déterminer le rapport et 'angle de f.

b) Montrer que O est le centre de f. ©

2) a) Soit D’ 'image de D par f. Montrer que D’ est I'orthocentre du
triangle ABD et que OA = 90D’

b) Soit B’ 'image de B par f. Montrer que BB’'DD’ est un losange.
3) Soit g= foS (AC)-

a) Déterminer la nature de g.

b) Déterminer les images des points O, A, B, C et D par g.

c) Déterminer I'axe A de g.

d) La droite A coupe les droites ( AB), ( BD’), ( DB’) et ( CD) respectivementen M, N, P et Q.
Montrer que MQ = 3 NP.

Exercice 3 ( 4 points)
1) Soit a un entier tel que a=1(mod10).
a) Montrer que a° +a°® +..+a+1=0(mod10) .
b) En déduire que a' =1( mod10?).
(On pourra utiliser 'égalité a'® -1=(a-1)(a° +a’ +..+a+1)).
2) Soit b un entier.
a) Déterminer les restes possibles de b* dans la division euclidienne par 10.
b) En déduire que b* =1(mod10) si et seulement si b est premier avec 10.

3) Soit b un entier premier avec 10.

a) Montrer que b*® =1( mod10?).

b) Déterminer les deux derniers chiffres de 677 .

2/4
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Exercice 4 (7points)

Soit f la fonction définie sur ]*5 —[ par f(x)=In (1+tanx) et soit (C)sa courbe

T
4’2

représentative dans un repére orthonormé (O,i, j ).
1) a) Montrer que lim f(x)=—w et lim f(x)=+w.

x-:] x-f X
4 2

b) Calculer f (x) pour x appartenant a J—%g[

c) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Vérifier que les points O, A(-},ln 2)et I(%%) sont des points de (C).
(On donne tan(%) =J2-1).

b) Montrer que f(% - x) =In2 -f(x) pour tout x e ]—gg[ .

(On rappelle que tan(f— x] _1-tanx
4 1+ tanx

c) Justifier alors que le point | est un centre de symétrie de la courbe(C).

Dans I'annexe ci-jointe, on a placé les points | et A dans le repére(0,i, j ) .
3) Tracer la courbe (C) dans le repére(O,i, j ) en précisant sa tangente au point O.
4) On désigne par S la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (OA) et les droites
d'équations x =0et x =% et on désigne par S; la partie du plan limitée par la courbe (C),
la droite (OA) et les droites d’équations x = —g et x= 3—
a) Justifier que les surfaces Sy et S; ont la méme aire.

b) Calculer alors jozln (1+ tanx)dx.

5) a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de l'intervalle ]-%g[ sur un intervalle J que

Fon précisera. On note f'la réciproque de f.

b)Justifier que f~'est dérivable sur J et donner I'expression de (f™')'(x)pour x appartenant a J.

X

c) Donner la valeur de I;“21—(:W2-dx.
+ —

3/4

Annales BAC Section : Maths



2014 - Session principale

Epreuve : Mathématiques (Section mathématiques)

Annexe (a rendre avec la copie)

14
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1A
1
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i
|
IN2/2 |- oo :
| 1
| ]
! 1
] 1
i \
0 /8 /4 1 X
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Correction exomen dur boccolonyriot section matibwotigues session
IZKMP@_W ( 2014

Une correction possible proposée par Koold Mohamed Hechme
Exercice 1

1) a) A(0,0,0), B(6,0,0),C(6,6,0),D(0,6,0),E(0,0,6), F(6,0.,6), G(6,6,6) et H(0,6,6).

6 6
(6 /0 /| g|\_ /36
AC<6> et AH<6> ACAAHk 0|) ACAAH <—36)
0 6 oo 36
6

6
6
., [ 36
b) On a ACAAH | —36 | est un vecteur normal au plan P alors P : 36x — 36y +36z+d =0o0rA €P
36

alors 36 X0 —36X0+36Xx0+d=0 alorsd=0 alors P:36x—36y+36z=0
douw P:x—y+z=0
¢)Ona:(AC) c Pet (EG) c Q et (AC)//(EG) alors (AC)//Q (1)
(AH) c P et (BG) c Q et (AH)//(BG) alors (AH)//Q (2)
de (1) et (2)ona: P//Q

36 36
Ona: P//Q et ACNAH (—36) est un vecteur normal au plan P alors ACAAH <—36> est un vecteur
36 36

normal au plan Q alors Q : 36x — 36y +36z+d =0 or E€Qalors36 X6+d=0
alorsd = —36 X 6 alorsQ : 36x —36y +36z2—36%X6 =0 alors Q:x—y+z—-6 =0

2) a)Ona:x?>+y2+2z2—-2x+2y—22z=0 (:>(Jc—1)2+(y+1)2+(z—1)2=3=\/§2
alors S est la spheére de centre I(1,-1,1) et de rayon R =43
b)Ona:02+0>+0%2—2x0+2%X0—-2x0=0 alorsA€ES

1
ona:Al (—1) alors ACAAH = 36A1 alors ACAAH et Al sont colinéaires alors (AI) LQetona
1

(A]) L Q alors A, I et ] sont alignés or A = d(4,Q) = 16l _ 6 2v/3 = 2R alors [A]] est un

Viti+1 3

diamétre de S.

|1 1] 3
¢)Ona:d(,P) = v:% Z=V3=R (1)

Ona:d(l,Q)=%=%=\/§=R 2)

de (1) et (2) la sphere S est tangente a chacun des plans P et Q.
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3) a) On pose A'(x,y,2) avec ty(A) = A' © AA = U & xT+yj +zk = 21+ 4] + 2k d'ou A'(2,4,2)
On a : [A]] est un diamétre de S et I le centre de S alors [ = A * |
alors x; =2x;,—x4 =2, y; =2y, —y=—2 et z; =2z —2y =2 alors J(2,-2,2)
Onpose /'(x,y,z) avectz() =) & [ =U o (x—2)i+y+2)j+@z-Dk=20+4+2k
x—2=2 x =4
{y+ 2 =14 alors {y =2 dou J'(4,2,4)
z—2=2 z=4

b) On a: S de diamétre [A]] de centre I(1,—1,1) et de rayon R = V3 alors S’ de diamétre [A']'] de
centre I' = A" * ]' alors I'(3,3,3) et de rayon R’ = R = /3

¢)Ona: (ACAAH).U =2%36—4x36+2x36=0 alors U est un vecteur de P et comme P//Q
U est aussi un vecteur de Q alors t;(P) = P et t;(Q) = Q

La sphére S est tangente a chacun des plans P et Q et toute translation conserve le contact alors la

sphére S’ est tangente a chacun des plans P et Q.

Exercice 2

1) a)Ona:f(A)=Betf(C)=D

BD BD 1

soit k le rapport de f, k = < 35=3

soit a I’angle de f,

a= (A—(f ,B—ﬁ) [27] = (m’,\B_O)) [27] = (52,\0_3)) [27] = %[Zn]

b)Ona:0=A%C alors f(0) =f(A) *f(C) =B *D

M
or O =B D alors f(0) = 0 et comme k # 1 alors O est le centre de f. “
B Qb '

2) a) Ona:f(4) =Bet f(D) =D’ = (BD') L (AD) (car Iangle de f est ©) Q
alors dans le triangle ABD, (BD') est la hauteur bissue de B.
Ona:f(C)=Detf(D)=D" = (CD) L (DD") or (AB)//(CD) alors (DD") L (AB)
alors dans le triangle ABD, (DD") est la hauteur issue de D
et (BD') N (DD') = {D'} alors D’ est orthocentre du triangle ABD.
Ona:AC=3BDetO=AxC=Bx*D alors 0A=30D
f(D)=D' = 0D’ = §0D alors 0D = 3 0D’ alors OA =3 x3 0D’ =9 0D’

b) On a : ABCD est un losange alors f(A)f(B)f(C)f(D) est un losange alors BB'DD’ est un losange.

3) a)Ona:g = f oSy alors g est la composée d’une similitude directe et d’un antidéplacement alors

g est une similitude indirecte.
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b) Ona: g(0) = (f 0 Suc))(0) = f(S(ac)(0)) = f(0) = 0 alors g(0) =0
9(A) = (f 0Sac))(A) = f(Stac)(A)) = f(4) = B alors g(A) = B
9(B) = (f 0Suc))(B) = f(Stacy(B)) = f(D) =D' alors g(B) =D’
onpose g(C) =C', ona:0 = A*C alors g(0) = g(4A) * g(C) alors O =B +C" or O =B *D alors
C'=D alors g(C)=D
g(D) = (f 0Swacy)) (D) = f(Sucy(D)) = f(B) = B' alors g(D) =B’

¢) On a A est 'axe de g et O son centre et g(A) = B alors A porte la bissectrice intérieure de I’angle

(04, 05).
d) Soit k' le rapport de g, ona g(0) = O et g(4) = B alors k' = % = §

T .1 1
g est une similitude indirecte de centre O et de rapport et d’axe A

alors g = h oSy = Sy 0 h (forme réduite de g) avec h I'homothétie de centre O et de rapport =
M € AN (AB) alors g(M) € g(8) N g((AB)) alors g(M) € An (BD") or AN (BD') = {N}
alors g(M) = N

Q € AN (CD) alors g(Q) € g(&) n g((CD)) alors g(Q) EAN(DB’) or AN(DB") =P
alors g(Q) = P

alors NP=§MQ & MQ =3NP

Exercice 3

1) a) Onaa = 1(mod 10) alors pour tout n € N on a a™ = 1(mod 10) par suite
a®+a®+-+a+1=1+1+1+1+14+1+1+1+1+ 1(mod 10)

alors a® +a® +--+a+1=10(mod 10) = 0(mod 10)

b) Onaa = 1(mod 10) = a — 1 = 0(mod 10) alors il existe un entier k; tel que a —1 = 10k,
d’autre part a® + a® + - + a + 1 = (mod 10) alors il existe un entier k, tel que
a’®+al+--+a+1=10k,

Onaa®—1=((@—-1)(@’+a®+--+a+1) alors a’® — 1 = 10k; x 10k, = 100k, k,
alors a'® — 1 =0(100) alors a'® — 1 = 0(mod10?)

2) a) Le tableau suivant résume les restes possibles de b* dans la division euclidienne par 10

Reste modulo 10 de b 0 1 2 3 4 5 —4 -3 -2 -1

Reste modulo 10 de b* 0 1 16 81 256 | 625 | 256 81 16 1

Reste modulo 10 de b* 0 1 6 1 6 5 6 1 6 1
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aorsles restes possibles de b* dans la division euclidienne par 10 sont 0, 1,5 et 6

b)
* p* = 1(mod 10) = b = 1(mod 10) alors b et 10 sont premiers entre eux.
* ou b* = 1(mod 10) = b = 3(mod 10) = il existe un entier k; tel que b = 10k; +30r 1023 =1
alors b A 10 = 10 A 3 = 1 alors b et 10 sont premiers entre eux.
* ou b* = 1(mod 10) = b = —3(mod 10) = b = 7(mod 10) = il existe un entier k, tel que
b=10k, +70r10A7 =1 alors bA10 =10 A7 = 1 alors b et 10 sont premiers entre eux.
* ou b* = 1(mod 10) = b = —1(mod 10) = b = 9(mod 10) = il existe un entier k3 tel que
b=10k; +90r10A9 =1alors bA10 =10 A9 = 1 alors b et 10 sont premiers entre eux.
réciproquement b et 10 sont premiers entre eux = b = 1(mod 10) = b* = 1(mod 10)

conclusion b* = 1(mod 10) si et seulement si b et 10 sont premiers entre eux.

3) a) On a: b un entier premier avec 10 & b* = 1(mod 10) daprés 2) b)
on a b* = 1(mod 10) = (b*)'° = 1(mod 10%) d’aprés 1) b) = b*° = 1(mod 10?)
b) On a : 6742 = 6740+2 = 6740 x 672 = 6740 x 4489
ord’aprés 3)a) ona:67 10 =1 alors d’aprés 2) b) on a 67% = 1(mod 10%) = 67*° = 1(mod 10?)
et on a 4489 = 44 x 100 + 89 alors 4489 = 89(mod 102)
674 = 1(mod 10?) et 672 = 89(mod 10?) alors 67*° x 672 = 89(mod 10?)
alors 6742 = 89(mod 10%) donc les deux derniers chiffres de 6742 sont 89.

Exercice 4
1) a) lim f(x)= lim In(1+tanx) or lim tanx=—1% alors lim 1+tanx=0"
x~(-3) x(=5) (=) x(-5)
par suite lim . In(1+tanx) = —oo alors lim +f(x) = —o0
(D (2
lim_f(x) = lim_In(1+tanx) or lim_tanx = +c alors lim_1+tanx = +w
x(3) x=(3) (3 (3

par suite lirTrrl_ln(l + tanx) = oo alors lirTrrl f(x) =+

*(3) (3
1+tan®x
1+tanx

b) On a pour tout x € ]—% ,g[;f’(x) = (In(1 + tanx))' =
2
¢) On a pour tout x € ]—E ,g[ s f'(x) = % alors f'(x) est du signe de 1 + tan x sur]—% ,g[ or

pour tout x E]—% ,g[ona—l <tanx < 0= 0<1+tanx < 1= 1+ tanx > 0 alors pour tout

T T ' _r T
xe]—z,z[;f(x)>0 x " >
f'x) +
+ oo
f(x) /
—0
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2) a)Ona f(0) =In(1 +tan0) =In1 =0 alors 0 € (C)

f (%) =In(1+tan (%)) =In(1+1) =In2 alors 4(% ,In2) € ()
fE=m(1+an(Z))=m(1+vZ-1)=InvZ=1n2: =1 1n2 =% alors 1 (£ ,22) € ()
b)Onapourtoutxe]—%,g[;
f(%—x)=ln(1+tan(%—x))=1n<1+1_|__t%)=ln<1+ﬁ)=ln2—ln(1+tanx)
=1n2 - f(x)
¢)Onapourtoutx € |-2 2 f(-x)=Im2—f(0) & f(2xE-x)=2x 22— f(2)
de la forme f(2a = x) = 2b = f(x) alors1 (% ,%2) est un centre de symétrie de la courbe (C).

3) Soit T la tangente a (C) en O alors T : y = f'(0)(x — 0) + f(0) or f'(0) =1et f(0) =0

alors T:y=x 5]
ona lim +f(x) = —oo alors la droite d’équation x = —% est
x-(-Z
* 1.5 Pa
asymptote verticale a (C)
ona lir7rtl _f(x) = 4o alors la droite d’équation x = % est 1 )
X 2 j
asymptote verticale a (C) ; A
0.5 1 :
i
) a)0 o
4) a)Ona |
0 -
m 0.5 0 05 A 1 15
Xa+txo 7 T X ya+yg In2
2 2 8 2 2
_Dﬁ -

alors [ = 0 * A alors §;(0) = A
/

et on a [ est un centre de symétrie de la courbe (C)

alors $;(S;) = S, alors les surfaces S; et S, ont la méme aire.

b) On pose s

T

A= f41n(1 + tan x)dx
0

alors A est la mesure de 'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C)
I’axe des abscisses les droites d’équations x = 0 et x = % qui est égale a I’aire du tringle 0AA" avec A’ le

projeté orthogonal de A sur I’axe des abscisses car les surfaces S; et S, ont la méme aire alors

Vs
T 0A' X I'A 04'xI'A X2 gin2
f In(1 + tanx)dx = ————+ mes(S;) — mes(S,) = = =
o 2 2 2 8
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. . . Vs T , . . . Vs T
5) a) On a f est continue et strictement croissante sur ]— " ,;[ alors f réalise une bijection de |— " ,;[

e (530 = | tm .t s] =1, rol =R alors) = R

b) La fonction f est dérivable sur ]—% ,g[ et Vx € ]—% ,g[ f'(x) # 0 alors la fonction f_l est

dérivable sur f (]—% ,gD =R

On pose pour tout x € R et pour touty € ]—% ,g[f_l(x) =y of)=x
1 1 1 1+tany
vxeR; (f D' (x) = = = -
PR YO T EEEE) T T0) T Tatany T 1ty
1+ tany

orf()) =xeIn(l+tany) =x © 1+tany =e* © tany = e* — 1 alors tan?y = (e* — 1)?

don (F71)(x) = —=

1+(e*—1)?
©)

"2 e* 2 -1 —~1/,y7In2 -1 —1
[ e ec [ oy@ar=rrt @i = i -1

orf(5)=I2 & f'I2)=2 et f(0)=0  f71(0) =0 alors

In2 eX T
- dx==
fo T+ —D2 "1
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Examen du baccalauréat - Session principale - juin 2014

Section Mathématiques
Epreuve de Mathématiques

Corrige

Exercice 1
1) a) A(0,0,0), C(6,6,0) et H(0,6,6)
6 0 36
AC| 6|, AH| 6 | donc ACAAH| -36 |.
0 6 36
1
b) Le vecteur n| —1 | est normal & (P)donc (P):x—y+z+d = 0et puisque A est un point de(P), il
1

en résulte que (P):x—y+z=0.
(EG)II(AC) .
donc les plans(P)et(Q) sont paralleles donc(Q): x—y+z+d=0,
o (P)ex(@) @
or B(6,0,0) €(Q), il en résulte que d =—6. D’ou (Q):x—y+z—-6=0.

2) a) M(x,y,z)eS < (x—-1)" +(y+1)° +(z—1)° =3. On en déduit que la sphére S a pour rayon

R =+/3 et pour centre 1(1,-11).
X =0

b) Soit (A) la perpendiculaire & (Q) et passant par A, (A):qy=—a, aeR.

z=0
X=q a=2
J(x,y,2)eAnQ < Z:;a = );Zfz , il en résulte que J(2,-2,2).
X—y+z-6=0 z=2
AeS
JeS , on en déduit que [AJ] est un diamétre de S.

l=A=]
c) d(1,Q)=11=+3=R et d(I,P)=1A =+/3 =R donc la sphére S est tangente & chacun des deux

plans P et Q respectivement en A et J.
3) a) A'=t(A)< AA'=u donc A'(2,4,2).

159
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X—-2=2 Xx=4
Onpose J'(x,y,z). ¥=t(J) = W =usy+2=4<1y=2 donc J'(4,2,4).
z2-2=2 z=4
b) Soit I’ I’image de I par t.
X-1=2 X=3
Onpose I'(x,y,z). I'=t(l) < I'=u<1y+1=4< 1y =3 donc I'(3,3,3).
z-1=2 z=3
Ainsi I’image de S par t est la sphére S° de centre |'(3,3, 3) et de rayon R =3.

c) u.n =0 donc uest un vecteur de P et de Q, il en résulte que t(P) =P ett(Q)=Q.
La sphere S est tangente a chacun des deux plans P et Q respectivement en A et J donc S'=t(S) est

tangente & chacun des deux plans t(P) =P ett(Q)=Q respectivement en A’ et J’.

Exercice 2

1) a) Une mesure de I’angle de f est (A—C,@) = (&,ﬁ)[Zn] = g[ZTC]. Le rapport de f est % ==.

(04,08 =2 [2r]
b) 0B %BD 1 donc O est le centre de f.
OA %AC 3

2) a) On sait que [OA] est la hauteur issue de A dans le triangle ABD.
f(C)=D et f(D)=D"donc (DD") L (CD) et (CD)||(AB) par suite (DD") L (AB), il en résulte
que (DD') est la droite qui porte la hauteur issue de D dans le triangle ABD.

D’autre part f(D)=D"donc (O—D,O—D) = g[Zn] d’ou D'e(OA). On en déduit que D’ est

I’orthocentre du triangle ABD.
On sait que f(D)=D"donc OD =30D" et puisque OA =30D donc OA =90D".

b) On sait quef (A)=B, f(B)=B', f(C)=D et f(D)=D", puisque ABCD est un losange donc
BB’DD’ est un losange.

3) a) g est la composée d’une similitude directe de rapport % et d’un antidéplacement (similitude

indirecte de rapport 1) donc g est une similitude indirecte de rapport%.
b) g(0) =f =S, (0)=f(0)=0.

g(A) =f oS(Ac) (A) =f (A) =B.

9(B)=T=S,x;)(B)=F(D)=D"

9(C)=F S, (C)=f(C)=D.
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9(D)=F+Six) (D) =1 (B) =B
c) Puisque le rapport de g est %etg(o) = Odonc O est le centre de g et comme g(A)=Bdonc A

est la droite qui porte la bissectrice intérieur de AOB.
d) M eAn(AB) donc g(M)eg(A)ng((AB))donc g(M) e An(BD')={N}d>oug(M)=N.
De méme, on montre que g(Q) =P par suite MQ = 3NP.

Exercice 3

1) a) Puisque a =1(mod10) donc a" =1(mod10),n e N".
Il en résulte que 1+a+........ +a’ =10(mod10) = 0(mod10).
b) On sait que a =1(mod10) donc a—1=0(mod10)donc il existe k € Z tel quea—1=10Kk et
1+a+.... +a’ =0(mod10) donc il existe k' Z tel que 1+a+........ +a® =10k', il en résulte que
a'® —1=10°kk" ou encore a* —1=0(mod10°) d’ou a'° =1(mod10? ).
2) a)

Restede b (mod10) [(0|1]|2|3|4|5(6|7|8]|9

Reste de b*(mod10) (0161656161

b) Soitr le reste de b (mod 10).
Si re{0,2,4,6,8}, alors 2 divise b et 10 doncb A10 = 1.

Si r=5, alors 5 divise b et 10 doncb A10 = 1.
Si re{1,3,7,9} alors b n’est divisible ni par 2 ni par 5 donc b A10 =1.

Ainsi bA10=1<re{1,3,7,9} etd’aprés a)r € {1,3,7,9} < b* =1(mod10), on en déduit que
b* =1(mod10) < b A10 =1.
3) a) Sib est premier avec 10 alors d’aprés 2)b) b* =1(mod10) et d’aprés 1) (b4 )10 = 1( mod 102)
d’ou b* =1(mod10?).
b) 67 A10=1 donc 67* =1(mod10”) et 67* =89(mod10° ) donc67* =89(mod10?).

Exercice 4
lim 1+tanx =0

1) a) H(’%] donc lim f(x)=—o.
figinx=-= o)
lim 1+tanX = +oo
(3] donc lim f(x) = +oo.
lim Inx = oo «{3)
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2
b) La fonction f est dérivable sur }_E,E[et pour tout x G}E,E[,f'(x) =w.
42 42 1+tan x
c) Pour tout XE}_ _[ '(x )_1+tan X0
1+tanx
X K -
4 2
f'(x) N

f +00
_w/

2) a) f(0)=In1=0 donc O «(C).
f(%j:lnz donc A e(C).

[ j_l J__m—z donc 1€ (C).
b)

f[E—x =1In 1+tan(——x In[l 1-tanx =1In 2 :In2—|n(1+tanx):ln2—f(x).
4 4 1+tanx 1+tanx

c) Pour tout x I e FE et Eox =In2—f(x) donc I est un centre de
4’2" 4 4’2 4

symétrie de (C).

3) Ty:y=x
:
H 1
:
1 n2 | A
1
H |
; i
H In2 1 i
s . 1
: 3
H i
H o i !
' : dk = n ’ :
1 8 4
1
H
H
H
H
1
1
A
1
1
1
1
H -1
1
H
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4) a) Les surfaces S, et S, sont symétriques par rapport & | donc elles ont la méme aire.
S 7T T
b) On désigne par B(g,ojet C(Z,Oj.
J.OZ In(1+tanx)dx est I’aire de la partie du plan limitée par (C), I’axe des abscisses et les droites
x=0etx:§donc

T

T
_‘-04 In (1+ tan X)dX = AtriangIeOBI - Sl + AtrapézeBCAI + SZ = AtriangIeOBI + AtrapézeBCAI = AtriangIeOAC = g In2.

5) a) La fonction f est continue et strictement croissante sur }—gg[ donc elle réalise une bijection de

Faal([osl)= n

b) La fonction f est strictement croissante sur }—E —[

4 2

. - T T , 1+tan’® x T T
La fonction f est dérivable sur |——,—| et f (x) =———— 0 pourtoutx e |-—,—=| donc
4 2 1+tanx 4 2
f* est dérivable sur R et (f’l)’(x)z L __L _l+tany avec

f(F(x)) f'(y) Cl+tan’y

f%x):y,yg}—%,%[et xeR < f(y)=x<In(l+tany)=x < tany =e* —1. on en déduit

X

que pour tout x e R ,(f ) (X):m'
c) J‘:Zﬁdx :J’O'"?(f—l)'(x)dx :[f—l (x)]:z —£(In 2)_{.71(0):%.

Annales BAC Section : Maths



2014 - Session de contrdle

EERSEEEHARE

REPUBLIQUE TUNISIENNE | .
MINISTERE DE L’'EDUCATION Epreuve : MATHEMATIQUES

LR Durée : 4 H

EXAMEN DU BACCALAUREAT e
SESSION DE JUIN 2014 oefficient :

Section : Mathématiques Session de controle

Le sujet comporte 4 pages. La page annexe 4/4 est & rendre avec la copie.
Exercice 1 ( S5points)
Le plan est orienté dans le sens direct.

Dans I'annexe ci-jointe ( Figure 1) , IAB est un triangle isocéle en A, O est le
milieu de [BI], OA = 20l et (OI,0A) = g[Zn] .

Soit h 'homothétie de centre | et de rapport 2 et s la similitude directe de centre O,

de rapport 2 et d’anglelzt-.

1) Deéterminer h(O) et s(l).
2) Pour tout point M du plan, on note P son image par h et Q son image
pars.

Soit f I'application qui a un point M du plan associe le point M’ barycentre des
points pondérés (P, 3) et (Q, 1).

a) Soit O"'=f(O). Montrer que OO" = %OB et construire le point O’.

b) Soit I' = f(I). Montrer que II' = %ITGZ et construire le point I'.

3) Dans cette question, on munit le plan du repére orthonormé direct (0,0I, J),

ou J est le milieu de [OA] et on note z I'affixe d’un point M du plan.
a) Exprimer en fonction de z I'affixe zp du point P.
b) Exprimer en fonction de z I'affixe zq du point Q.

c) Soit Z' I'affixe du point M' = f (M). Montrer que z'= % z— %

d) Déterminer I'image par f du cercle de diameétre [Ol].

1/4
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Exercice 2 (5points)
Le plan est muni d'un repére orthonormé(O, f 3)

2
1) a) Soit (E) l'ellipse d'équation xj—+ y?=1.

Déterminer les cordonnées des foyers de l'ellipse (E) et donner
son excentricité.

b) Soit (P) la parabole d’équation y? = 2x + 4.

Déterminer les coordonnées du foyer F de la parabole (P) et donner
une équation de sa directrice.

2) Dans l'annexe ci-jointe (Figure 2), on a tracé dans un repére orthonormé
(O. i j)l’ellipse (E) et la parabole (P)

Soit (I") la courbe d’équation y? = -2|x|+ 4.

a) Vérifier que (O, j ) est un axe de symétrie de (I").

b) Tracer (I" ) dans le repére (OT i).

3) a) Soit C le cercle d’équation x2 + y? = 4.
Vérifier que pour tout réel t de [0,2], le point M (t, V4-t? ) appartient a C.

b) On pose |, = I:\/tl—-tz dt. Montrer que |, = 7.

4) Calculer |, = I:J—2t+4 dt.

5) Soit .27 laire de la surface limitée par la courbe (') et I'ellipse (E).
Exprimer .27 en fonction de |; et |, puis calculer .7

Exercice 3 ( 4points)
1) Soitdans ZxZ I'équation (E) : 1111 x— 10y =1.
a) Vérifier que ( - 9, -1) est une solution de ( E) .
b) Résoudre I'équation (E) .
2) Soit n un entier .
a) Montrer que s'il existe deux entiers p et q tels que n=1111p et n=1+q1 o*

alors (p, q) est une solution de (E).

2/4
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n=0 (mod1111)

b) Déterminer alors 'ensemble des entiers n tels que .
n=1 (mod10%)

c) En déduire le plus petit entier naturel multiple de 1111 et dont le reste dans la

division euclidienne par 10* est égal a 1.

Exercice 4 (6points)
1) Soit f la fonction définie sur |0, +of par f(x) = "%
X

Déterminer f' (x) et dresser le tableau de variation de f.
g(x)=e"™six>0

2) Soit g la fonction définie sur [0,+w[ par {g(O) =0

a) Montrer que g est continue a droite en 0.
b) Montrer que g est dérivable a droite en 0.

c) Dresser le tableau de variation de g.

3) Dans l'annexe ci-jointe ( Figure 3), on a représenté dans le repére (O, i, j)

la courbe de la fonction f et la courbe de la fonction exponentielle.

a) Construire le point A de coordonnées (e,g(e)).
b) Déterminer et tracer la tangente a la courbe Cgde g au point d’abscisse 1.
c) Tracer la courbe Cq dans le repére (0,1, ) .
{u1 =1
4) On consideére la suite (u,) définie sur N'par |u, =g(n) sin>2
a) Donner la limite de (u,).

b) Déterminer I'entier naturel n pour lequel Yn est maximal.

3/4
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Examen du baccalauréat - Session de controle juin 2014

Section Mathématiques

Epreuve de Mathématiques

Corrigé

Exercice 1

1) Le point O est le milieu de [BI] donc 1B = 210, il en résulte que h(0)=B.
oA _
ol
~ )T
(OI,OA) =2{2n]

2
, il en résulte que S(1)=A.

2) a) Onsait que h(O)=Bet S(O) =0 par suite le point O’ est le barycentre des points pondérés (B, 3)
et(0,1), on en déduit que 00'= %@
b) On sait que h(1)=let S(I)=A par suite le point I’ est le barycentre des points pondérés (1,3)
et(A,1), on en déduit que IT =%ﬁ.

3) @ h(M)=P <= IP=2IM &z, -1=2(z-1) <7, =2z-1.

b) S est la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d’angle g qui envoie M en Q donc

Zy = 2e'27 = 2iz.
c) f(M)=M"donc le point M’ est le barycentre des points pondérés (P,3) et(Q,1) on en déduit que
3+i_ 3

Wz%@@z‘—zp :%(ZQ —zp)<:>z':%(2i2—22+1)+22—1:72—z.

)

. , 3+i
d) L expression complexe de fest de la forme z'=az+bavec a= % #0

donc f est une similitude directe, comme f(O)=0"etf(1)=1",

on en déduit que I’image du cercle de diametre [OI] par f est
le cercle de diamétre [O’T’].

Exercice 2

2
1) a) Une équation de (E) dans le repére (OT]) est X7+y2 =1donc @’ =4 et b? =1, on en déduit que

c=+a? —b? =/3 par suite les coordonnées des foyers de (E) sont(\/g, 0) et(—\ﬁ, 0) et son excentricité

ol

c
este=—=
a

X =x+2 X -2
b) M(X’y)e(P)Qyz=2X+4<:>y2=2(x+2)-80itQ(—Z,O)etonpose{ v {X .

RS
y=Y
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Dans le repére (QT]) M(X,Y)e(P) < Y? =2X, il en résulte que dans le repére(Q,T,]), F a pour

coordonnées [%Oj et la directrice de (P)a pour équation X = —% . On en déduit que dans le repere
- 3 . . - 5

(O,I,j), F _E'O et la directrice a pour équation x = -5

2) a) M(x,y)e(l) oy’ =-2X+4 < y* =-2|-x|+4 < M(=x,y) (T). I en résulte que (O]) estun

axe de symétrie de(T").

N {M(x,y)er@{y2 :2x+4®{Me(P)

Me(P,) ou(P,)estl tie de(P) située dans |
xe[-2,0] X c[-2,0] Xe[—2,0]<:> e (P,) ou(P,)est la partie de(P) située dans le

demi-plan de frontlere(o j) contenant le point de coordonnées (—2,0), il en résulte que I' =(P,) U (P,)

oli (P, ) est le symétrique de (P, ) par rapport a Oj %

2
3) a)Pourtoutte[O,Z],t2+(\/4—t2) =t* +4—t* = 4. Il enrésulte que M(t, 4—t2)eC.

/\

b) I, = _[: 4 —t?dt est Iaire de la partie du plan limitée par (C), les axes du repére et les droites

Aire du disque de frontiére (C) nx2®
4 4

d’équations respectives X =0 et X =2, on en déduit que |, =

4 1, _j J2t+ 4 dt_——j —2J=2t+4dt = ——[( —2t+4)J2t+4 ]
. o 1 32
5) Par raison de symétrie, 2 A= |z_§|1 donc A= 4|2_2|1_:(?_ZTCJ

Exercice 3
1) a) —9x1111-10* x(—1) =-9999+10000 =1 donc (—9,-1) est solution de (E).
b) Le couple (-9,-1) est solution de (E) donc
1111x ~10*y =1111x(~9) ~10* x (1) donc 1111(x+9) =10* (y+1) (%)

donc 1111 divise 10* (y+1) et 1111A10* =1 d’ou 1111 divise (y+1) par suite il existe un entier k tel que
y+1=1111k ou encore y =1111k -1, k e[J.

en remplagant y par 1111k —1 dans (*), on obtient x =10k —9.
Ainsi si le couple (X, y) est solution de (E) alors x =10"k -9 ety =1111k -1, ke[l .
Réciproquement : Six =10°k —9 et y =1111k -1, k (1 , alors 1111(104 k— 9) -10*(1111k -1) =

Annales BAC Section : Maths
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On en déduit que S, , ={(10'k-9 1111k ~1), k e[1}.

2) a) S’il existe deux entiers p et q tels que n=1111p et n=10q+1, alors
1111p=10°q+1<1111p-10*q =1, il en résulte que (p,q) est solution de (E).
n=0(mod1111)
{n sl(modlo“)
(p.q) est solution de (E), il en résulte que n=1111(10*k —9) =1111x10*k —9999, k €[J.
n=0(mod1111)
n=1(mod10*)

&> il existe deux entiers p et q tels que n=1111p et n=10"q+1, alors d’aprés a)

Réciproquement : Si n =1111x10*k —9999,k €1 , alors

Ainsi S, ={1111x10°k 9999,k (]} .

9999
“k— > k>———=0.
C) {1111)(10 k=999920 = 1111x10* , soit k =1 donc n =11100001.
kel K
el
Exercice 4

1) La fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ et f'(x)= L- Iznx . Lesigne de f'(x)est celui de 1-Inx
X

X |0 e 400
f'(x) to -
1
f /'g
lim £ (x) = fim "% = 0 et im f (x) = fim " =
X—>+00 X420 Y x—0" x=0" X

2) a) limg(x)=lim e =0= g(0) car limf(x)=—oo, il en résulte que g est continue & droite en 0.
x—0" x—0"

x—0"
1
o) tim 90 fim & |imf(x)ef(x>|i—0=g'd(o)
n

x—0" X x—=0" X x—0" X

c) La fonction g est dérivable sur ]0,+oo[ et g'(x) = f’(x)ef(x) . Le signe de g'(x)est celui def'(x).

0 +00

X e
g'(x)9Q o -
1
ee
lim g(x) = lim e =1 car lim f(x)=0.

X—>+0 X—>+0 X—>+0

3) a) Voir figure.
b) T:y=0'(1)(x-1)+g(1)=x
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4) a) limu, = limg(n)=1.

b) u, =1,u, =1.41,u, =1.44 et pour tout n>3,u, >u,,, car g est décroissante sur [e, o[ , il en résulte

n+l

que u, =g(n)=Q/ﬁ est maximal si et seulement si n = 3.
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- Section : Mathématiques Session principale

Coefficient : 4

7

Exercice 1 (5 points)

1) a) Résoudre dans C 1’équation (E ): 72 -2z+4=0.

b) Déterminer une écriture exponentielle de chacune des solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct(O,ﬁ, ;) , on considére le cercle (I") de centre O et

de rayon 2 et le point A d’affixe 2 .

Placer les points B et C d’affixes respectives 2e 3 et 2e 3.

3) Soit 8 € |-m,m] et M le point du cercle (I') d’affixe 2e19 .

On désigne par N le point de (I) tel que(OM,ON) = 2[27:] . Justifier que N a pour affixe 2e \ 3).

4) Soit r la rotation de centre A et d’angle

w3

.

i— i
a) Vérifier que la rotation r a pour expression complexe : z'=¢ 3z +2-2e 3.

b) Soit F et K les milieux respectifs des segments [BM] et [CN]. Montrer que r(F) =K.
¢) En déduire la nature du triangle AFK.

7
5) a) Montrer que AF?=4- 243 cosLG + g) :

b) En déduire I’affixe du point M pour laguelle AF est maximale et construire le triangle AFK
correspondant.

Exercice 2 ( 4 points)

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que (A—.B,X(f‘) = g[Zat] et (Bf,ﬁi) = —;E[Zn] .

1) Soit f la similitude directe de centre A qui envoie B sur C. Déterminer ’angle et le rapport de f.

1/4
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2) Soit g la similitude indirecte de centre A qui envoie C sur B.
a) Déterminer le rapport de g.

b) Déterminer I’axe Ade g.
¢) Soit D le point défini par AD = %E

Montrer que g(B) = D et en déduire que [BD) est la bissectrice intérieure de 1’angle ABC
3) a) Montrer que fog est une symétrie axiale et préciser son axe .

b) On pose D'=f(D) . Montrer que D' est le symétrique de B par rapport a A.

4) La bissectrice intérieure de 1’angle CAD' coupe la droite (CD") en un point J .

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. Déterminer f(l).

Exercice 3 ( 4points)

1) On considére dans Z x Z 1’équation (E): 47x+53y=1.
a) Vérifier que (—9,8) est une solution de (E).
b) Résoudre I’équation (E).
c) Déterminer I’ensemble des inverses de 47 modulo 53.
d) En déduire que 44 est le pius petit inverse positif de 47 modulo 53.

2) a) Justifier que 45°% =1 {mod 53} .
b)Déterminer alors le reste de 4519 modulo 53.

k=105

3) Soit N=1+45+45"+..4+45'% = 3" 45*
k=0

a) Montrer que 44 N =10 (mod53).
b) En déduire le reste de N modulo 53.

Exercice 4 (7 points)
i- Soit f la fonction définie sur [O,n] par f(x)= eSinx

On désigne par (C,)la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0,13).

1) a) Déterminer la dérivée f'et dresser le tableau de variation de f sur [0,7].

b) Montrer que 1a droite A:x =§ est un axe de symétrie de la courbe (C;).

c) Soit (T)la tangente a (C,) au point d’abscisse 0.
Justifier que (T)a pour équation y = x+1.

2/4
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2) Soit la fonction g définie sur [0, 1] par g(x)=¢* 1-x% -1.
On donne ci-contre le tableau de variationde g .
a) Justifier que I’équation g(x)=0 admet dans
I’intervalle 0,1[ une solution unique o.

b) En déduire le signe de g(x) sur [O,]] .

3) On se propose de déterminer la position relative de (C;)et de

sa tangente (T) au point d’abscisse 0 sur [O, %} .
Soit la fonction h définie sur[O,g-] par h(x)=eS"* —(x +1).

a) Vérifier que pour tout x € [O, gjl , h'(x)=g(sinx).

e [0 = L1 1
IR

. P

" o/ \—1

b) Montrer qu’il existe un unique réel P dans [0, g} tel que sin = a.

¢) Déterminer alors I’image par la fonction sinus de chacun des intervalles [O, B] et [B n:\

d) Dresser le tableau de variation de h.

¢) En déduire que pour tout x de [0,%] , f(x)2x+1. Conclure.

I

1) a) Montrer que pour toutréel x>0, sinx<x.

b) Déduire alors que pour tout réel x e I:O,g—:l , f(x)<eX.

¢) Dans ’annexe ci-jointe, on a tracé la courbe de la fonction x> e*.

Tracer la droite (T)et la courbe (C;).

s

2) a)Montrer que I;f(x)dee—l et que IFf(x)dee(g—lj.

s T |

b) Soit A Paire de la partie du plan limitée par la courbe (C; ), I’axe (O,f) et les droites

2

P s
d’équations x =0 et x=7. Montrer que 2—+n < A <emn-2.

Annales BAC
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MATHEMATIQUES

Section : Mathématiques
Session principale : juin 2015

Exercice 1 ( Theme : nombres complexes)

1) a) A:4—16:—12:(2«@i)2 L7, = 2‘2‘@ —1-i3 etz, = 2*;‘5' —1+iv3.
S ={1-i3,1+iV3}.
b) 1—iv3 =2e 3etl+iy3 =2e 3.

2) voir figure.
3) Onsaitque N eI"donc |z, |=2.

De plus arg(zN)z(ﬁ,Am)[Zn] s(m, Am)Jr(ﬁ,Am)[Zn] = 9+g[2n].

i((ﬂﬁj
Il en résulte quezy =2 ¥/,

b g T LT

i iZ i i
4) a) L’expression complexe derest z'=e3(z—-2z5)+25 =€3(z-2)+2=e32-2e3 +2.

Zo+Zy o n Zc +2y i(‘*g] i3 , .
b) zp =——=e" +e3et zy = — = e +e 3.Enremplagant z par zpdans I’expression

complexe de r, on obtient

it it i* i[9+ﬁ] i2r ir
z'==e3|e%+e3 |-2e3+2=¢" ¥ 4+e3 -20342

—ei[mg] —£+i§—2[1+i\/§]+2 :ei(e%j +%—i£—ei(e+gj +e7ig =2, donc r(F) =K.

2 2 2
AF = AK
¢) Puisque r(F)=K donc < ,— ~— , il en résulte que le triangle AFK est équilatéral.
) acosX+bsinx =rcos(x — o) ;
LT .TC .TC

5) a) AF2 = [ 4¢3 -2 ={eie +e3 —Zl{eie 1o @ —2j= COS(p:E
r=va’+b? et '
T T . . b
6 +2cos 9—§ —4cos§—4cose:4—(30056—J§5|n 6) sinp=—
r

=4—2\/§cos(e+gj

) . . _lc s(6+—]
b) AF“est maximale si et seulement si 6

d'ou 0= %ﬁ
96]—75, Tr]
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Exercice 2 ( Thémes : similitude indirecte ; similitude indirecte ; antidéplacement )

1) Une mesure de I’angle de f est (TB, AA?C) = %[Zn] et le rapport de f est % =tan (gj =3
AB 3
2) a)Lerapportdegest — =—.
) a) pp g AC 3

b) L’axe Ade g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de CAB

c) On pose g(B)=B". On sait que gog:h[ 1) et gog(C)=B"donc h( l)(C):B'<:>A—B‘:%E,or

A, A
3 3
AD = 1—C, on en déduit que D =B'. Ainsi g(B)=D. si g est une similitude indirecte
3
de centre Q et de rapport k ; alors :
gog est I'nomothétie de centre Q et
de rapport k?
Puisque g(B) = Ddonc % = g =tan [ABD] d’ou ABD = g il en résulte que [BD)est la bissectrice
o A la composeée d'une similitude directe
intérieure de ABC. . o
3) a) fog estlacomposée d’une similitude directe de de rapport k et d'une similitude
. 1
rapport /3 et d’une similitude indirecte de rapport ? indirecte de rapport P est
donc f o getun antidéplacement soit une symétrie orthogonale,
soit une symeétrie glissante.

or fog(A)=Aet fog(C)=C donc f ogest une symétrie orthogonale d’axe (AC).
b)Ona fog(B)=D"donc S s (B)=D" d’oit (AC) L (BD') et (AC) L (BA) donc B, A et D’ sont
alignés or AB = AD’ donc A est le milieu de [BD] et par suite S, (B)=D".

4) {1}=(BD)nAdonc f(I)ef((BD))nf(A), or f(A)=Sac)°g™ () =S(ac)(4) = (A)).d"0u
f(1)e(CD)N(A)) = {J}.
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Exercice 3 ( Théme : arithmétique)

1) a) 47x(-9)+53x8=1 donc (-9,8) est solution de (E).
b) 47x+53y = 47x(-9)+53x8 < 47(x+9) =53(8-y) donc 47 divise53(8—y)et 47 A53=1donc 47
divise(8—y)d’ou y=8-47k ke Z par suitex =53k -9,k e Z .
Ainsi Sy, ={(53k-9,8-47k), k e Z}.
C) soit x un inverse de 47 modulo 53, alors 47x zl(mod 53) < il existe un entier y tel que
47x =1+53y < 47x—53y =1 < (X,—y) solution de (E) donc x =53k -9,k € Z

d) 0<x:53k—9<53<:>%<k<%,ke2 donc k=1 d’ou x =44.

2) a) D’aprés Fermat 45 =1(mod53)

b) 45'% = (45% )2 x45% =45 (mod53) =11(mod53).

3) a) N est la somme de 106 termes d’une suite géométrique de raison 45

1-45'%°

doneN ==—— & 44N =45'% ~1=10(mod53)

b) 44N =10(mod53)donc N = 470(mod53) = 46(mod53).

Exercice 4 ( Themes : variation d’une fonction , bijection , calcul intégral , notion d’aire)

1) a) Lafonction f est dérivable sur [0, ] et f'(x) = (cosx)e™"™ .

X 0 g T

f'(x) | + (f -

: /e \A
1 1

b) Pourtout x €[0,x] , 1—x [0,m] et f(n—x):esm(”‘x) =e"™ =f(x).
¢) (T):y=F"(0)x+f(0)=x+1.

2) a) Lafonction g est continue et strictement croissante sur ]0, _1;\/1 donc
g UO _1;\@]] = }0, g [_1;\@}] par suite g(x)>0 sur}o, _1;\/1.
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~1++5

2

}_12\/5 ,{sur gu_lz\/g J.D = }—1,9[_1?/5]{, Oe ]—1,9(_12\/5]{d0nc il existe un unique

e}—1%/5

La fonction g est continue et strictement décroissante sur } 1{ donc elle réalise une bijection de

5 ,1{te| que g(o) =0. Ainsi I’équation g(x)=0admet une unique solutionc < 0,1/ .

b)

g(x) | + ? -

3) a) Lafonction h est dérivable sur [Oﬂ et h'(x) = (cosx)e™™ ~1=g(sinx).

}sur[o,l] ,

_ . L m la restriction de la fonction sinus a
b) La fonction X +>sinx est une bijection de | 0,—
2 . e
n lintervalle | 0,— | est une
or o €[0,1]donc il existe un unique B e {OE} tel que sinp = a. 2

bijection de{o,ﬂ sur[0,1]

c) La fonction x - sin X est continue et strictement croissante sur chacun des intervalles[0, ] et[0,a] donc

sin([0,B]) =[sin0,sinB] =[0, o] et sin({ﬁ,gD:[a,l].

d)

N a

e) h([0.,B])=[0,h(B)] et h([BgD {h (gjh(ﬁ)} et h(gj>0donc h(x)=0 sur {Oﬂ par suite

f (x) > X +1sur [Oﬂ donc (C) est en dessus de (T).

Il.
1) a)pourtout x>0, cost<1te[0.x]et t > cost estcontinue sur [0.x] donc J';costdt <x donc

sinx < x.
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b) La fonction x — e* est strictement croissante sur IR et sinx < x pour tout X > 0donc

eSiNX < oX oy f (x) <eX pour tout x e [0, g}

c)

1

- TT 1 vl
2) a) on sait que f(x)<e*pourtout x e [O,E} donc Iof (x)dx < [ex ]O =e-1

on sait que sinx <ldonc f(x)<e donc Lif (x)dx < e(g —1].

b) A:2j§f(x)dx

T

2 2 E 2
X ix SJ'Zf(x)dxse—1+e(E—1j donc X+ n<A<en—2
2 0 0 2 4
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REPUBLIQUE TUNISIENNE
MINISTERE DE L’EDUCATION

EXAMEN DU BACCALAVREAT

1) a) A'=—3=(\/§i)2 = SC={1—J§i;1+J5i}.

b) 1+J§iz2[%+i§}:2el5 et 1-/3i=2e3 =2¢ °

2) Voirfigure a la fin de I'exercice.

OM=0ON=2
e — = le point N est donc lI'image du point M par la rotation de centre O
(OM; ON)= %[21:] i ge cu point TP

n n n n
87
(*3]

et d’angle % et dont la forme complexe est z' = 3.z d'olt z, e 2.z, = 2e* e = 2e
4) a) M'( z') est I'image d’un point M(z) par la rotation de centre A et d’angle % si et seulement

n n n -
siz'=e3(z-2z,)+z,=€3(z2-2)+2=e32+2-2¢"?

2z, + 2 i(9+§] -i2

—e"
2

b) Ona z = +e det 2z = >

i . K. = o3) 2% =
ed3z, +2-2e*=e3| e®+e3 [+2-2e3=e' */12+e 3 2e3.

:e'(e%)+2+(-l+i£]—(1+«/§i)

2 2
5
'91»1'\ +X T i
:e{ 3J+(2_1_ J_iﬁze(eahl—iﬁ‘z,\ d'ou r(F)=K.
2 2 2 2
AF = AK
Fl=Ko{ —— d le triangle AFK est équilatéral direct.
c) r(F) (AF;AK)sg[Zn] onc le triangle est équilatéral dire

2

5) a) AF? —|z, -2 =|e® +e? -2

2

V3

= cose+isin9+l+i——2 =
2 2

(cose—gjdri[sin&»g]’z

Page 177
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3

2 2 2
:[cose—%J +[sin9+§] —cos’ 0+ sin29—3cose+\/§sin9+%+%

1

=4 - (30059—J§sin9) =4 2'\/§COS(9+£] *

»

* On pourra sortir du second membre et utiliser cos( 0+ = J = cos O.COS% —sin®. sing:

(o]

b) AF est maximale lorsque AF? est maximale.

. o cos 6+£]:—1 n 5n
Ceci est réalisé lorsque & O0+—=m @6:? .

Ge]—n,n]

W

1) Le rapport k de fest k = :—g— = tan(g) =+/3 etsonangle est (?B ; E) = %[21:] :

AB 3

2)a) Lerapportk’degest K'=—=—
) a) PP g - 3
b) L'axe A de g porte la bissectrice intérieure de GA\B
gog=h, 2
1
Hﬁ] ]

c) Posonsg(B)=B"'.Ona gog(C)=B' Py h

[A‘( 13)2](0):B'ainsi

Page 2/7
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h

(A1 ](C): B'< ﬁ—%A_C. soit AB'=AD et le résultat en découle.

3

Conclusion: B'=D.

L’image du triangle ABC est le triangle ADB qui est lui est indirectement semblable donc

(ﬁ) = —(Cﬁ : a) = %[211:] et comme (B—é : B—A) = %[21:] , on conclut que [BD)est la

bissectrice intérieure de ABC .
3) a) f o g estla composée d'une similitude directe et d’'une similitude indirecte de rapports

inverses : J§ et %donc f o g est un antidéplacement.
Or fog(A)=Aetfog(C)=f(B)=C : f o g fixe les deux points distincts A et C.
Conclusion: fog= S(AC).

b) f (D)=D'= f(g(B))=D'= S ., (B)=D"'= S ., (S s (B)) =D

=S, (B) =D' (composée de deux symétries orthogonales d’axes perpendiculaires)

4) | est le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC donc {I} =(BD)~A
(on rappelle que le centre du cercle inscrit est le point de concours des bissectrices intérieures du

triangle) = {f(I)} = ((BD))~f(A)=(CD") biss(CAD") = {J}
En effet
ArsA
B—C donc f((BD)) =(CD') de plus A est la bissectrice intérieure de
D—D'
CAB =DAB donc f(A) est la bissectrice de f(D)f(A)f(B_) = CAD'

Conclusion : f(l)=J.

d
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1) a)47 x(-9)+53x8 = 423+ 424 =1,
b) 47x+53y =47 x(-9)+53x8 <= 47(x+9)=53(8-y)

47,.53="

= 47 divise 53(8-y) S 47 divise (8—vy)
=3JkeZ/8-y=47k =y =8-47k.
= 47 (x+9)=53x 47Tk = x = -9 +53k
Réciproquement 47 x (-9 +53k) +53 x (8 -47k) =1
Conclusion : Les solutions de cette équation sont les couples (x, y)tels que
x=-9+53kety=8-47kou keZ
c) Si « u est un inverse de 47 modulo 53 » alors

47u=1 [53] = 3ve Z/ 47u+53v =1= (u,v) solution de (E) ( (E) équation de 1))

=>u=-9+53k=44+53k"' keZ et k'=k—-1eten termes de classe u = 44[53]
Réciproquement si u= 44 [53] alors 47u=47x44=(-6)x(-9)=54= 1[53]

Conclusion : L'ensemble des inverses de 47 modulo 53 qu’on pourra noter inv}°>?** est

'ensemble des entiers u congrus @ 44 modulo 53, c'est-a-dire invf;Odsa = { 44 + 53k, k e %}

d) Il suffit de remplacer k par une valeur convenable dans —9+ 53k pour répondre (ici k =1)
2) a) 53 est un nombre premier ne divisant pas 45 (47 A 53 =1 ) donc d'aprés le petit théoréme de
Fermat 45% 7 =1[53] soit45% = 1[53].

b) 45" =(457)" x45° =11[53] car (457) =1[53] et 45" =(-8)' =64=11[53] doule

reste de 45'%° modulo 53 est égal a 11.

105 45‘»06 _1 45‘106 _1
)ayN=2 451 44

(somme de termes d'une suite géométrique de raison 45)

Ainsi 44N = 45"° —_1 et comme 45'%° =11 [53] alors 44N=11-1 510[53] )

47 est l'inverse de 44 mod&3

b) 44N =10[53] = N=10x47 = 46[53].

Page 4/7
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1)a) f'(x)=cosxe™ pourtoutréel x de[0,n] .

X 0 g b
(%) + o -
f(x) e

b) La condition n°1:

Xe[O,n]c:) O<x<n=-n<—x<0= 7t—7tS2(%]—X <0+n= Z(gj—xe [0,1:]

La conditionn®°2: f(n—x)=e" "’”=e$i""=f(x)

Conclusion : La droite X =% est un axe de symétrie pour (C,)

c) T:y=f(0)x+f(0)=cosOe™x+e™" =x+1

= E (sa restriction sur cet intervalle est continue et

, -1+5
2) a) g ne s'annule pas sur [0, 2

strictement croissante etg(E) = :|0,g[ 1+\/—)]

-1++5 . . .
On a également sa restriction sur |: \/_, :l = F est continue et strictement croissante donc elle

réalise une bijection de F sur[—‘l,g[#]] . Ce dernier contient le réel 0 ,vu que

[1—;J—:—]x g(1) < 0 donc il existe un seul réel ae F tel que g(a) =0. (théoréme des valeurs
intermédiaires)
Conclusion : g s’annule une seule fois sur ]0,1[.

b)

X 0 o
g(x) + o -

3) a)

h'(x)=cosx.e®™ —1=+1-sin" x €™ -1 =g(sinx)

. . . . . T
b) La fonction sin est continue et strictement croissante sur [0,—] et prend ses valeurs dans

[0,1] etcomme o &[0,1], il admet par la fonction sin un seul antécédent 3 e |:0,£:| )

Corrigé du Sujet de Baccalauréat - Session Principale 2015 — 4™ Math
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c) sin([0,B])=[sinO,sinB] =[0,a] et sin([[},—;-:]z [sin[},sin%} =[a,1].

d)
x |0 p >
h'(x) + 0o -
h() h(B)
0 / \e—%—1

e) Comme e—g—1 =0,14>0 ,on conclut que h(x) >0 pour tout réel x de [O,g:].

Donc f(x)=x+1

Conclusion : (C,) est au-dessus de (T) pour tout réel x de [0%} .

1) a) On pose k(x)=sinx—Xx pour tout réel x de [0,x] .

k'(x) =cosX —1<0 pour tout réel x positif donc

k est strictement décroissante sur R+: x>0=k(x)<k(0)=0
d’'oll sinX < X pour tout réel x positif.

b) Pour tout réel x de I:O%} , sinx £ x = e <e* (La fonction exponentielle est

strictement croissante)
c)

/o 0 ] 2 3
ranisiben ali-juin 2015
_1 - : 7r
: xr = —
2
Page 6/7
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2)a) Ona Vvxe[01],f(x)<e*.

En intégrant des fonctions continues sur [0,1], on obtient :
1 1 Lot 1
[, f(x)dx < [ e*dx dou [ f(x)dx<[e*] =e-1.
On a Vxe[lg}, sinxssin(%) =1=f(x)<e.
2

sin est croissante sur [1,3]

En intégrant des fonctions continues sur [1,2-], on obtient
3 Pdx—elxP —of T
L f(x)dxseL dx=e[x ]2 _e( > 1}.
b) f étant continue et positive sur [O, 71:] et la droite X =12t— est un axe de symétrie pour (C,)

donc il suffit de calculer J‘ff(x)dx et on aura A:jo5f(x)dx+_‘.:f(x)dx=2Jff(x)dx.
N 2

relation de CHASLES
Majoration de A :

Azz[j:f(x )dx+-"15f(x)dx] ainsi d’aprés la question 2) a)- AsZ((e—1 )+ e(—;-—1)J

relation de CHASLES
donc A<en-1
Minoration de A :

x x 2 3
Pour tout x e[o,z] f(x)=x+1 donc A_2_|‘0 f(x)dszJ‘Q (x+1)dx_2[?+x}D
7'52 7'[2
Dol AzTJrn . Conclusion: T+nsAsen—2.

b-
5 P
4
() :y=x+1
34 anis ben ali-juin 2015
................ e : > =
21 y d
3 (CY)
1 N
0 : T T
/1 0 1 2 3 4 5 6
gani ben ali-juin 2015
_"- :
™
: r =
2. : 2 Page 7/7
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Exercice 3 :

(E):47x+53y =1.

1.a. 47x(-9)+53x8=-423+424 =1 alors (-9,8) est solution de ( E ).

b. 47x+53y =1 et 47x(-9) + 53x8 = 1 donnent,en soustrayant membre a membre 47(x+9)+53(y—8)=0
alors 47(x+9) =-53(y—8) (*),par suite 47 divise —53(y —8) et comme PGCD(47,-53)=PGCD(47,53)=1
il s’ensuit d’aprés le lemme de Gauss que 47 divise y — 8 ; soit y=8+4Tk ; ke Z.

(*) donne 47(x+9)= -53x47k c-a-d x=-9-53k.

Vérification : 4Tx(-9—-53k)+53x(8 +47k) =423 +424 =1 .

D’oit 'ensemble des solutions de (E ) sont (x,y)=(-9-53k,8+47k);keZ.

c.Soit a un entier.

a est un inverse de 47 modulo 53 si et seulement si 47a=1(mod53) ce qui signifie qu il existe un entier n tel
que 47a—53n=1 équivaut 47a+53x(—n) =1 équivaut (a,-n) est solution de ( E)

ce qui donne a=-9-53k ; ke Z.
Réciproquement si a=-9-53k;k e Z. alors 47a = 47(-9-53k) = —423-53x47k ,par suite

47a=-423(mod53)
=—423+8x53(mod53)
= [(mod53)

D’oit ['ensemble des inverses de 47 modulo 53 sont les entiers —9—53k; ke Z.

d.Un inverse positif de 47 modulo 53 vérifie -9-53k >0 =53k <-9<ke {—1, —2,...} .

Le plus petit de ces inverse est obtenu pour k=—1 qui est 9+53=44 .

2.a. 53 est un nombre premier qui ne divise pas 45 alors d’aprés le théoréme de Fermat on a :
45" =1(mod 53) d'oi 45° =1(mod 53).

b. 45 = (45%) x45> .Or 457 =1(mod 53)alors (45) =1(mod53) et par suite

(4552)2 x45” =457 (mod 53) ce qui donne 45" =45’ (mod53) c-a-d

45'% = 2025(mod 53) < 45" =11+ 53x38(mod 53) = 45'* =11(mod 53)

et comme 0<11<53 alors le reste de 45" modulo 53 est 11.

k=105

3IN=Y 45*
k=0
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g

a.N est la somme des 106 premiers termes de la suite géométrique u de terme général u, = 45" et comme 45

106 _ 106 _
est la raison de u alors N = 4 ! xl= 45 !

.On aura donc 44N =45"° -1 .
45-1 44

Or 45" =11(mod 53) alors 45'™ —1=10(mod 53) soit 44N =10(mod53) .
b.D’apres 1.d. on a 47 est un inverse de 44 modulo 53 alors 47x44 =1(mod53),

et en multipliant chacun des deux membres par N, obtient 47x44N = N(mod53) (*).
Orona 44N =10(mod53) ce qui donne 47x44N = 470(mod53) (*%#)

(*) et (**) donnent N =470(mod53) < N =46(mod53) .Puisque 0<46<53 alors le reste de N modulo
53 est 46.
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(
REPUBLIQUE TUNISIENNE .
MINISTERE DE L'EDUCATION Epreuve : MATHEMATIQUES
QOO Durée : 4 H
EXAMEN DU BACCALAUREAT Coefficient - 4
SESSION 2015 '
Section : Mathématiques Session de contrdle

_

Exercice 1 (4 points)

Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, ABCD est un carré inscrit

dans le cercle (€) de centre O, (ﬁ) 512‘. [21:] et let Jsont les

milieux respectifs des segments [AD] et [AB]. .

1) Soit f la similitude directe qui envoie A sur Bet IsurO.

a) Justifier que f estd’angle % et de rapport V2.

b) Déterminer le centre de f.

2) Ladroite (CJ) recoupe le cercle (€) en Eetsoit H le projeté orthogonal du point B sur (AE).

a) Justifier que E est le milieu du segment [AH] et en déduire que EA.EB=-EAZ.

V2

b) Montrer d’autre part que EAEB= —TEA.EB .

3) On considére la similitude indirecte g de centre E qui envoie Bsur A.
a) Déterminer le rapportde g.
b) Soit O'=g(0). Justifier que le triangle O'EA est isocéle.
c) Montrer que O'A = Al.

4) Soit S=gof . Montrer que S est une symétrie orthogonale dont on précisera I’axe.

Exercice 2 ( 5 points)

Soit (0,5,},1:) un repére orthonormé de I’espace .

On considere les points A(-2,3,2) et B(2,3,2) et
I’ensemble S des points M(x,y,z) de I’espace

tels que x2 +y2 +22 —6y—4z+9=0.

1) a) Montrer que S est une sphére et préciser
son rayon et les coordonnées de son centre 1.

b) Montrer que [AB] est un diamétre de S .

1/4
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2) Soit P le plan d’équation z = 2 et soit J (-6,3,2).

a) Vérifier que | appartient au plan P et en déduire que la sphere S coupe P suivant le cercle I'de

diamétre [AB] .

b) Dans le plan P, on considere le cercle I'' de centre J et de rayon 4.

Montrer que les cercles " et I'' sont tangents extérieurement en A .

. . . . 5
3) Soit E le point de coordonnées (4,3,0) . On considére 1’homothétie hde centre E, de rapport 3 eton

désigne par S'la sphére image de S par h.

a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre I".

b) Justifier que le plan P coupe la sphére S suivant le cercle T

c) La droite (EA) recoupe S enA'.Soit B' le point diamétralement opposé a A" sur la sphére S.

Montrer que les points E , B et B' sont alignés.

Exercice 3 (4 points)

Ona recensé, dans un pays, les dépenses en dinars des ménages en produits informatiques et téléphoniques
de I’année 2004 jusqu’a I’année 2013.

Le tableau ci- dessous donne ces dépenses Y (en 10 dinars) suivant le rang de I’année X.

Rang de I’année X

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Dépenses Y ( 10°D)

0.38

|

0.46 | 0.52

0.78

0.86

0.92

0.96

1.02

1.08

1.20

Dans I’annexe ci-jointe (Figurel), on a représenté dans le repére (O;,]) le nuage de points de la série (X, Y).

1) On se propose d’ajuster la série double (X, Y) par la droite de Mayer. (Les valeurs seront arrondies au
centieme pres).

a) Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage.
b) Soit G; le point moyen des cing premiers points du nuage. Calculer les coordonnées de G;.

c) Tracer la droite (GG)) dans le repére (O,T,]).

d) Déterminer une équation de la droite (GG,) sous la forme y =ax+b.

e) En utilisant I’ajustement de cette série par la droite de Mayer, donner une prévision des dépenses des
ménages pour I’année 2019.

2) OnposeZ= e eton obtient le tableau suivant :

X

1

2

3 4

5

6

7

8

Z

1.46

1.58

1.68 | 2.18

2.36

2.51

2.61

2.77

2.95

3.32

a) Déterminer le coefficient de corrélation r de la série (X, Z).
b) Ecrire une équation de la droite affine de Z en X par la méthode des moindres carrés.
(les coefficients de la droite seront arrondis au centieéme).
¢) En utilisant cet ajustement, donner une prévision des dépenses de 1’année 2019.

Annales BAC
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Exercice 4 (7 points)

I- 1) Soit la fonction udéfinie sur ]0, +00[ par u(t) =3In(1+1t)— l—i—t—

a) Dresser le tableau de variation de la fonction u.
b) En déduire le signe de u.
— 3 _ ;
2) Soit la fonction f définie sur [0,1] par : {f(x) =x"[In(1+x)~Inx] si x € ]0,1]
f(0)=0

a) Montrer que f est continue et dérivable a droite en 0 et calculer f;, (0).

b) Vérifier que pour tout x € ]0.1] L f'(x) = xzu(l) .
X
¢) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

II- Onconsidere les fonctions g et hdéfinies sur [0,1] par
=x’ i .1
g(x)=x’In(x+1) et h(x) = x”Inx si x € ]0.1]
h(0)=0

On désigne respectivement par (Cy) (Cg) et (Cp) les courbes des fonctions f, g et hdans un
repére orthonormé (O,;])
1
1) Montrer que la courbe (Cy) admet une tangente horizontale au point d’abscisse e 3.
2) a) Vérifier que pour tout réel xde [0,1] ; f(x)=g(x)—h(x).

b) Donner la position relative des courbes (Cy) et ( Cy).

1
¢)Soit T et T” les tangentes respectives a (Cy) et (Cg) aux points d’abscisse ¢ 3.

Montrer que T et T" sont parall¢les.
3) Dans I'annexe ci-jointe (Figure2), on a tracé dans le repére (O;i.,]) les courbes (Cy) et (Cy) et
1

leurs tangentes aux points d’abscisse e 3.
1

a) Construire le point de (Cy) d’abscisse e~§ et la tangente (T).
b) Tracer la courbe (Cy).

4) a) Justifier que h admet une unique primitive H sur l’intervalle[O,1] qui s’annule en 1.

b) Soit o € ]0.1] et A, = J:l x? In xdx . Exprimer A en fonction de H .

c) Calculer A, al’aide d’une intégration par parties.
d) En déduire H(0).

¢) Déterminer alors I’aire de la partie du plan limitée par les deux courbes (Cy) et (Cy) et les

droites d’équations x=0et x=1.
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MATHEMATIQUES

Section : Mathématiques
Session de controle : juin 2015

Exercice 1 ( Themes : similitude directe ; similitude indirecte ; antidéplacement)

1) a) Une mesure de I’angle de fest (N, A%) = (ﬁ, A@)[Zn] = (ﬁ, Aﬁ)[Zn] =
1
~—DB
Le rapport de f est %zf—z%z ! =2.
Al EAD AD cosE

b) DB _ et (m Aﬁ) =Z[2x], il en résulte que D est le centre de f.
AD 4

%[2@

2) a) [AC] est un diamétre de (&) et E € (&)\{A,C} donc (CE) L (AE) et (BH) L (AE)donc (BH)//(CE),
or (CE)passe par J le milieu de [AB] et coupe [AH] en E, il en résulte que E est le milieu de [AH].

EAEB = EAEH = —-EAxEH = —EAZ.

b) EAEB = EAEB. cos(AEB) - EA.EB.cos(%“j - —% EAEB.
car (EB,"EA)=r+(CB, "CA) = T [2x].
EA EH 1
3) a) Lerapportde gest — = =——.
) a) pp gest —o NN

b) Le triangle OEB est isocéle donc son image par g est un triangle isocele, on en déduit que le triangle

O’EA est isocéle.
1

c) On sait que f(A)=Bet f(I)=0 donc Al = \/EOB de plus
g(B)=Aetg(0)=0"donc AO‘:%OB, il en résulte que O'A =Al.

4) S est la composée d’une similitude directe de rapport V2 est d’une similitude indirecte de rapport = donc

S est une similitude indirecte de rapport 1 donc S est un antidéplacement.

N7

S(A)=g(f(A))=g(B)=A , il en résulte que S est une symétrie orthogonale d’axe A qui passe par O de

plus S(1)=g(f(1))=g(0)=0"donc A est Iy médiatrice\de [OI].
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Exercice 2 ( Thémes : sphére ; homothétie dans I’espace )

1) a) M(x,y,z)eS< x? +(y—3)2 +(z —2)2 =4, on en déduit que S est la sphere de centre 1(0,3,2) et de

rayon 2.
b) Il suffit de vérifier que AeS, BeSet | est le milieu de [AB]..

2) a) Lacote du point I est 2 donc | € P par suite S coupe P suivant le cercle T" de centre | et de rayon 2, or A
et B appartiennent a P et | est le milieu de [AB].donc [AB] est un diamétre deTI".

b) IA=2, JA=4et =6 donc IA+JA=IJparsuite I"et I"'sont tangents extérieurement en A.
3) a)Lerayonde S’ est égal a gx 2=5. On pose I'(x,y,z),

x—-4=-10 X=-6
h(I):I‘@ET':%E@ y-3=0 <1y=3 ,ilenrésulte que I'(-6,3,5).

z=5 z=5
b) d(I", P) =3 <5 donc S’ coupe P suivant un cercle de rayon J25-9 =4 et de centre le projeté
0
orthogonal de I’ sur P, or J est un point de P et 13| 0 | est normal a P donc J est le projeté orthogonal de I’
-3

sur P, il en résulte que P coupe S’ suivant le cercle T''.
c) AeSN(EA) donc h(A)eS'n(EA)={A A" or h(A)=A donc h(A)=A".
B est le point diamétralement opposé a A sur S donc h (B) est le point diamétralement opposé a A’ sur S’,

on en déduit que h(B)=B'par suite E, B et B’ sont alignés.
Exercice 3 ( Théme : statistique & deux variables)

1) a) G(X,Y) donc G(5.5,0.818).
b) G, (3,0.6).
) i

Yen10*D

12

d)a= % =0.09 donc (GG, ):y=0.0872x+b or G, (GG,)

donc 0.6=0.09x3+b < b=0.33, il en résulte que (GG, ):y =0.09x +0.33.
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e) Pour x =16, on obtient y =1.77.

2) a) r:M

GxO3z

=0.987.

X, Z
b) Z=bX+a avec bzwz

2

0.2et a=Z—bX =1.23. Ainsi Z=0.2X+1.23
Ox

€) Z=02X+123<e" =02X+123< Y =In (O.2X +l.23). Pour x =16, on obtient y =1.488399584

Exercice 4 ( Thémes : variation d’une fonction ; notion de primitive ; notion d’aire)

I.  1)a)Pourtout t>0, u'(t)= 3 ! == 2+3t2>0.
1+t (1+t)°  (1+1)
X 0 +00
u'(t) +

u

—//+oo
0

tIlrﬂcu( )= lim 3In(1+t)

— = +00,
t—+o0 1

-+1
t

[ donc u(t)>0 pour toutt>0.

b) u (]0 +o[) = ]O, 00

2) a) Ilmf(

)=x
lim——= ()

x—0"

(1+ x) x*Inx=0=f (0) donc f est continue & droite en 0

=x*In(1+x)—-x*Inx =0="f,(0) donc f est dérivable a droite en 0

b) Pour tout x € ]0,1], f'(x) =3x*[In(1+x)—Inx]+x* { 1 1}

1+x X
1
=x’ 3In(1+lj— Xl =x2u(—j
x) 1,1 X
X
c) Ona u(x)>0 pour toutx >0donc u(ij>0pourtoutx €10,1] d*ou f'(x) >0 pour toutx € ]0,1]
X
X 0

1

f'(x) 0

f /”12
0

1) Pour tout x € 0,1], h'(x) =3x* Inx + x* =x*(3Inx +1)
Pour tout x € ]0,1], h’(x) =

(x)=0<=1Inx= —3 o= e 3. On en déduit que (C, ) admet une tangente
1
horizontale au point d’abscisse e 2
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2) a) Pourtout x €]0,1], f(x)=x*In(1+x)—-x*Inx =g(x)—h(x) et f(0)=g(0)—h(0)donc
pour tout x €[0,1], f(x)=g(x)—h(x).
b) Pour tout x €[0,1], f(x)—g(x) =—h(x)>0donc (C;)est au-dessus de(C, et les points
(O, 0) et (l, In 2) sont des points d’intersection.

1 1 1 1 1
C) f’(e 3}—9’(e 3]:—h’(e 3]=0<:>f’[e 3j:g’£e 3] donc TUT".

3)

4) a) La fonction h est continue sur [0,1] donc elle admet une unique primitive H qui s’annule en 1.

b) A(e) = H(1)~H(c) = —H(a)).

, _l

u(x)=Inx U(X)_;

¢) On pose s .
v'(x):x X

v(x)=—

4

A(oc)_[x—lnx} —lj'lx3dx=—(x—lnoc—i x“]l _a Ina—i+— 4
. 4l 168" J« 4 16 16

d) H(0)= nrg—A(a):%.

e) A :.[:(f(x)—g(x))dx = —Iolh(x)dx =H(0)=

Annales BAC Section : Maths
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