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Avant-propos

dé\-cluppt‘l'ﬂcnl des trois ¢léments clés que sont le

: i § savoirs, les savoir faire et les savoir étre a ét¢ la préoc-
L e tous les instants dans le présent ouvrage, S §é

d'acquisition des savoirs a priviléoia . -

“irlu e fingedd “ “:5‘. a privilégié la capacité de tout apprenant @ pouvoir mobiliser des
CSat cquérir les connaissances nouvelles qui représentent une portion tres réduite
5

ignements en tenant compte des exigences a court, a moyen et a long terme des programmes de mathéma-
tn vigueur dans la classe.

,;_ apitres sont organisés en legons et chaque legon subdivisée en unités didactiques qui en constituent les
fions principales.

ssature d’une unité didactique se présente comme suit :

'« Prendre un bon départ » : Une ou plusieurs activités sont proposées a I’apprenant, dans lesquelles il
doit faire face aux difficultés, s’interroger et mobiliser ses connaissances et autres moyens pour répondre
aux différentes interrogations posées.

) « Retenir » : Cette partie tres courte, dégage les principales recommandations assorties des activités me-
' nées dans « Prendre un bon départ » .

|« Exemples et exercices résolus » : Des exemples diversifics, liés & une capacité donnée y sont traités et
 largement commentés, parfois consolidés par des exercices résolus. On voudrait que ce manuel soit aussi

" une espéce d’annales et donc de repére pour les utilisateurs.

« S’exercer »: Des évaluations directes des capacités des apprenants a la mise en ceuvre des savoirs sont

| proposées dans cette partie. Les éventuelles difficultés devraient étre résolues en recourant aux commen-

' taires faits dans les exemples traitcs.

est proposé un nombre assez important et diversifi¢ d’exercices, regroupés en thémes,

Ala fin d’un chapitre,
de maniére directe ou indirecte des capacités acquises tout au long

ssolution des problemes de la vie et le décloisonnement des ensei-
fs pour tout apprenant d’une série scientifique qui réve d’une

hents disciplinaires sont des extrants impérati I
dividuel et sociétal.

iftion réussie dans le circuit de développement in

Les auteurs.
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SYSTEMES D’EQUATIONS paq .

’ -
X s de résolution,
» Consolidation des différentes méthodes de rcs

3
» Utilisations des systémes linaires dans R”.

-y

Activité 1

Le plan étant muni d*un repére (O;:T }) soit f la fonction POl)i némt? définie par
F(X)==4x +ax + by + c,ou a,betc sont des réels. On veut déterminer les no_mbres réels ahe,
sachant que -1 et 2 sont des racines de S etque lacourbe de f passe par le point A( 1;-2),

* Déterminer les équations que doivent satisfaire les réels abetc.

* Résoudre le systéme constitug par ces équations en utilisant deux méthodes que I’on nommery,
Activité 2

Une entreprise fabrique trois ty

pes de jouets en bois qui nécessitent : des camions, des patins et s
chiens a trainer. Elle utilise -

* pourun camion : 2 kg de bois et 3 h de travail.
* Ppour un patin : 500 g de bois et 4 h de trava; L.

* pour un chien a trainer : 800 g de bois et 3h30 de travail,
Déterminer le nombre de camions,
bois, si on travaille 313 h et si on

de patins et de chiens fabrj

qués si on utilise exactement 9! kg de
fabrique 89 objets au total,

(1) On appelle systeme d'équations linéaires dans R’ ou systeme d *équations linéaires d trois )
inconnues, tout regroupement de plusieurs équations linéaires dans R’
rechercher un seul ensemble solution,

(2) Résoudre un systéme d’équations linéaires 3 tro

solutions communes a chacune des €quations d

auxquelles on doit

is inconnues revient & déterminer toutes les

u systéme. l_)
. _ C3en
: —x+3y_lz=6 . FHP+2=80 o 1
(i) 2 () 13x+4y+35,=313 |  (iii) | 2043p-2=
2x+2y-32=4 20-V+5y+82=910 __‘._,_vl._g::-.?

Xx+2p+3z=">

est un systeme de deux
L] . . - . 3
cquations linéaires dans R

st un systéme de trojs
€quations lincaires dans R?

T ey e ——————

est un systéme de quzurcR}
¢quations linéaires dans

__..‘
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METHODES ET REMARQUES

Pour résoudre un systeme de frois équations linéaires a trois inconnues, on utilise deux méthodes :

* La méthode par substitution

* La méthode du Pivot de Gauss.

—x+3y-2z=-4
Résolvons dans R’ le systéme : ¢ 4x—2y-z=8 .
X+3y—=3z=2
Méthode par substitution
—x+3y-2z=—+4 x=4+3y-2z x=4+3_;z—2z
4x-2y-z=8 & (4(4+3y-2z)-2y-z=8 ©{10y-9z=-8
x+5y—3z=2 4+3y—2z+5y—3z=2 8y—5z=-2
x=4+3y-2z x=4+3y-2z x=4+43x1-2x2=3
9 8 9 8 9 8
= =—z—— Sy y=—z-— =—xX2=-—=1
1 710 10 177 10% 10 TR
9 8 22 44 z=2
8| —z—— |-5z=-2 Zr=—
L(10‘7' 10] 5 L 10710

Ainsi I’ensemble solution du systéme est |S = {[3,.1, 2)} .

Méthode du pivot de Gauss
Donnons un nom a chacune des équations du systéme, on obtient par exemple :

-x+3y-2z=-4 L
4x—-2y—2z=8 L, Fixons une des équations. Par exemple L, et une des inconnues par
x+5y-3z=2 L
exemple x que nous comptons éliminer dans les équations L, et L, par combinaisons li-
néaires avec L,. On aalors :

Disposition pratique de calcul Nouvelle écriture du systeme

4L,  —-4x+12y-8z=-16 L, —x+3y-2z=-4 2x+3y+z=4 L,
L, 4x-2y—z =8 L, x+5y—3z=2 4L, +L, >4 10y-9z=-8 L',
Wtly = 0xl0y=03=-8 |M+h=F DelyStn-2 | Lol | Sy=So=d L\

En gardant I’équation L, fixée, fixons par exemple I’équation L', et ’inconnue y puis -
¢liminons y dans I’équation L', .

8L', 80x—-72z =-64 -x+3y-2z=-4 L
~10L',  -80y+50z =20 10y -9z =-8§ L',
8L',~10L', & 0-227=—44 8051088 —» -22z=-44  L",
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-rivv v ~ g v‘
a4 L ——_Y+3><]—“2><2:__4:>x:3
7', donc 10y -9%2=-8=s |

I”-].J}: | | =2 |

a

Finalement ON a.

T |
3 Y l
S =4l bid ) .
L‘CIIQCI'I]h]C SOIll[IOI'I cslt donc lb {( J‘

* N ) 5 (0]¢ (-'7(-' -(CSS nc Ll]dn[: A cl

hode du Pivot de G me le systeme initial ayant la forme d’yp reﬁtangg
« Lamcthodc ¢

quss transfor

—x+3y-2z=-4 _ ' o
' P, =8 enun systeme final équivalent ct ayant la forme d’un triang]e .
b e A s
x+5y-3:=2
—x+3y-2z=-4

10y-9z=-8 Onditqu on a trmngulanse le systéme.

~22z =44 |
« Ces deux systémes sont équivalents car ils ont le méme ensemble solution.

La méthode du pivot de Gauss consiste a :

» Fixer une des équations.

« Choisir une des trois inconnues a éliminer dans les deux autres restantes par combinasos
linéaires avec I'équation fixée.

* Al'aide des opérations usuelles (addition, soustraction, multiplication, division), remplacerls
deux autres équations restantes par des nouvelles équations ne dépendant plus de I'incon

choisie.

* Renouveler le procédé jusqu’a la triangularisation du systéme initial.

+Zﬂ+7 4

- Exe}cicé Résolu ..] ""\

On considére le systéme :(Y)): e y e g
b a) Déterminer les solutions dc ]a +‘Z (4 1,8 },)
i a2 a2 g
i b) Résoudre dans R’ le systeme : (y) :{Zx et T 5
' Solution ~X+2y+z=4 A
‘a) Détermmons les SOllltlons d : of seUie
i i 2-B+3y=_3 e la_fztn;y (‘jl B7). (1,8, y) est solutiqn :ie (ZJS“’_
’ @{ @{ﬁ 23 { g3+
E
I
[+
¢

3 l 2ﬂ+7=3. 29 e 2(3y+1)+r =3
Tr=1 ﬁ ' 17 done S={(- 1051 i
N R T DS r =-;' L 7 7 ] : 2 ‘s’
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2x-y+3z=-3 ) !
Y ., Donnons a I'une des inconnues

b) Résolvons dans R* le systéme ():){

—x+2y+z=4

unc valeur arbitraire : par exemple z=A4. Le systetme (}) peut alors s’écrire : (S)
‘ 2x—p+3z =-3

—x+2y+z=4 on peut alors continuer la résolution par la méthode de substitution,
1 z2=A
soit par le pivot de Gauss.

2x~yp+Jze-3 L 2x—y+3z ==-3 L, o
Q=) xv2pez=a L PL+21,- 3y+5z=5 LY, Aainsi

=4 L z=4A L

- ~ _ —2-72
2 5A+3/1 =—-3:>2x+_M-— 1[_3.. 5+|42]_—_->x=_:_2———-_

P

=3 s
—2 5 3

5—5A4

3y+54A=5=y= 3

z=A
—2-T4 5-51
L'ensemble solution de ce systeme est donc |S = {[ = A ], Ae R} -

El

3 3

Exercice Résolu 2 ; .x—3y.+z=2 Yx-dpaz=l
Résoudre dans R’ les systémes :(,)4 2x+ y-3z=-1 (Z,)] x+y-z=3

: 2x+9y+5z=0 x-9y+5z=-1

Solution
x—=3y+z=2

» Résolvons par le Pivot de Gauss le systeme (Zl) -2x+y-3z=-1

—2x—-9y-5z=0
x=3y+z=2 I x=3y+z=2 L,
Ona (Z,)&{-2x+y-3z=-1L, &2L +L, > —Sy—z=3L", . |
—2x-9y-5z=0L, 2L +L,—> -15y-3z=41L",
x=3y+z=2 L,

= -S5y—z=3L",. L’égalit¢ L", n’a aucun sens donc le systémell
3L',~L'y— 0=5 L',

(£,) n’admet pas de solution d’ou s=2].

2x—-3y+z=1
* Résolvons par le Pivot de Gauss le systéme (Z,)< x+y—z=3
X=9y+5z=-17

2x-3y+z=1 L, 2x-3y+z=11L

Ona (Z,)&¢ x+y-z=3 L,eL-2L - -Sy+3z=-5L',
x—=9y+5z =-TL, L -2L,—> 15y—-9z =15L',

2x=3y+z=11L, f
_; ~5y+3z=-5L', - L'égalité L"; est toujours vraie donc (22) est équivalgggé
i"..\.._ % 3L'2+L'3’—) : 0 =0 Ln’ . WBe s L

0 il e SN oA O SIS

o
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cten posant z=4 ona:

,{2x-3y+z=1
a

—Sy+3z=-5
z=A
2x-3y+z=1 1145
-Sy+3z =-5& Sy+3A=-5=>y=
z2=A —44-15 44+20 21
gt P s ) S B e :x=-§lﬂ

24410 34+5
Ainsi I'ensemble solution de (Eg)est S = {( s " s ,/TJ s A€ Eﬂ '

Exercice Résolu 3

| x%y;zzg
a) Résoudre dans R’ et par le pivot de Gauss le systéme {x+2y-3z=5 .
‘ - SFiapigs)
[ x+y—z=8 | .
: x+2y-3z=5 l
b) En déduire la valeur du nombre réel m pour que le systéme (E ']J 3x-3y—z=2 ait '
| | Diied g d |
une solution dans R’. X+ J’+'2—m zZ=m+35

¢ Solution :
: x+y-z=8 Lt x+y—z=8 I

-a) Résolution du systéme dans R* Jx+2y-3z=5L, & L —-L —{ -y+2z=3 L,
| 3x-3y-2=2L, 3L -L —| 6y-2z=22L"

| x+y-z=8 L : X+5-4=8=x=7
= ~p+22=3 L', & -y+2x4=3= y=5 Ainsion a S:{(?,5.4)}
6L',+ L', — 10z=40L", _]%L,j_? a2 '

' b) Déduction de la valeu; de m pour que le systéme (Z') ait au moins une solution.
 Unessolution éventuelle e (2') doit vérifier toutes les quatre équations de (=) etcomme (7,5 4)
- verifie déja trois d’entre-elles, il suffira qu’elle vérifie |a quatrieme pour étre une solution ¢est-d-

B 1
’}:dlre: 2x7+4x5+5xm2x4=m+35 S 2m-m=] &

m=10um=-l

REMARQUE

Un systéme d’équations linéaires dans R? peut avoir :
* Une seule solution ; ‘
* Une infinité de solutions ;

* zéro solution.
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(1) Pour résoudre un systéme de deux équations linéaires dans IR?, on peut donner une valeur
arbitraire a I’'une des inconnues.

(2) Pour résoudre un syst¢eme de plus de trois équations linéaires dans R’, on peut procéder de
la manicre suivante :
* On extrait du systéme initial, un sous-systéme de trois équations que 1’on résout.
» Si les solutions obtenues vérifient les autres équations, alors elles constituent les solutions
du systéme initial.
« Si les solutions obtenues ne vérifient pas les autres équations alors le systéme initial n’a pas
de solution.

x=Sy-T7z=-3 _;_;+;:_1 x24+2y%2+522=4
a)d Sx+3y+z=-3;b)] L. 2.1 ;.0 x2+y?+22%2=6
Bx-y+2z=-1 |, 7 F 2x2+3y2+ 722 =10
s

1.b a)Recopier et compléter les pointi
X (1) +.x2+..x(=3) =3

11és par les nombres de ton choix.

-..%(=1)+...x2+...x(~3) =... Existe-t-il un systéme d’équations linéaires dans R* qui admet

x(=1)+..x24..x(=3) =...

une seule solution (—] ,2,—3) 74

b) Déterminer un systéme de trois

equations linéaires a trois inconnues ayant pour unique so-

lution (4 ,-2,3). Peut-on en déterminer d’autres ?
l.c Résoudre les systémes linéaires suivants :

2y+z=1
(Z){-5x+4y-z=-1; et (Z) 4
x—-3z=4

x—y+2z=2

2x4+3y—z=1.
—x+y—-2z=-2
| x+2y+3z=-5

1.d Résoudre dans R’ les systémes linéaires d’équations suivants :

-2x+3y-5z=3

N

x+S5y—z=-7

2x—y+2z=-3
—6x+3y—z=4"
2x=-y+z=3

L.e a) Résoudre dans R’ le systéme { —4x+y+2z=2 .

: 3
b) En déduire dans l:—g— ,%:l les solutions du systéme (

bx—2y+z=2 2sinx—cos y+tanz =3

Z){—4sinx+cos y+2tanz =2
6sinx—2cos y+tanz =2
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assertion mathématique portant sur des entjer &
raic quelle que soit la valeur atiribuge Murg, |
al'g,

rite dune i

% Donner la valeur de vé |
athématique esty

» Montrer qu une assertion i
Mgy
naturel.

)1 VALEUR DE VERIT i D'UNE ASSERTION

VATHEMATIQUE, CARAC TERE HEREDITIAR,
D'UNE ASSERTION MAT HEMATIQUE.

.

o
= ;-vPrend're, un bon départ

| n(n+]]
Soient les affirations A, @ « 1+2+3+....+n= 5

2

i Ayl « 7" —1 est divisible par §

AP Ay N st une fraction irréductible » ou n est un entier naturel quelconque,

" n+l

Activité 1
a. Montrer que ces affirmations sont vraies pour n € {3; 4;5;8} .

est un entier naturel » est fausse pour ne {I L1064

b. Justifier que I’affirmation : «
n+l

c. Soit n un entier naturel tel que I’affirmation A, soit vraie.

. Justifierque 1+2+3+....+n+n+l =ﬂnzL1)+(n+l).

(n+l)|:(n+l)+1:|-

_ 2
. Laffirmation A, reste-t-elle vraie siony remplace n par n+1?

« Endéduire que 14243 +....+n+tn+l=

Activité 2
a. Soit n un entier naturel tel que I’affirmation A, soit vraie.

 Reécrire ’affirmation A, en remplagant n par n+1.,
«  Vérifier que 7" =1=7"x7-1=7"(6+1)-1 =7"><6+(7" _1)_
« Justifierque 7™ -1 est divisible par 6.

L'affirmation A, reste-t-elle vraie si on y remplace n par n+1? On dit aussi QU A
héréditaire.

b. Montrer en suiv g :
. ant les mémes ¢ ' : T,
Clapes que l'assertion A , est héréditaire.
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D'EQUATIONS DANS R? — RAIGONNEMENT PAR RECURREN

La valeur de vérité d’une affirmation mathématique exprimée a I’aide d’un entier naturel
peut étre prononcée-chaque fois qu’on connait la valeur de I’entier naturel.

Le successeur d'un entier naturel est I’entier naturel qui vient immédiatement aprés cet
entier dans la liste des entiers naturels. Le successeur de I’entier n est n+1. Si p estun
entier naturel non nul, alors I’entier qui précéde p est p—1.

Une propriété est héréditaire lorsque chaque fois qu’elle est vraie pour un entier
quelconque, elle est aussi vraie pour le successeur de celm-cn

n(n+1)(2n+4)

6
a.Montrons que Paffirmation (P) est vraie pour n=2 et n=6.

On considére I’affirmation (P) vigh P %458 P

.pour n =2 ».

Tout comme une fonction a variable réelle, la propriété P n’est fonctionnelle que pour les entiers
naturels au moins égaux a deux.On devra remplacer les pointillés par la somme des carrés des
entiers en commengant par celui qui succéde a 3 et on s’arréte a celui qui précede n.

2(2+1)(2x2+1) 2(2+1)(2x2+1)
= :

» Pour n=2: 1’+2*=1+4=5 et
* Pour n=6:

=5donc | 17+2% =

P427 4304 46" =1+4+9+16+25+36=91 | 6(6+1)(2x6+1) 6x7x13
6 6

=7x13=91-

6(6+1)(2x6+1)
6
b.Montrons que cette égalité est héréditaire.

Donc | P +22+3% +...+6% =

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, tel que

(24 5s304 n2_n(n+l)6(2n+l);
1 2)(2(n+1
Montronsque12+22+32+....+(n+l)2:(n+ 1l 25( et )+1)=(n+l)(n+62)(2n+3).

Le terme qui précede le dernier de la somme est #2. On a donc

+(n+]
)(2n+l)
6 ’
donc 17 +2% +3% 4+ ... +(n+l)2=n(n+1)6(2n+l) : (n;l)

P +22+32 4.+ (n+1) =(12+22+32+...+n2)
1

, n(n+
Or on a supposé que 12+22 432+, .+ n2= (

(2n3+n+6n+6]
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11 +I Y : » -

= (n+1) (2n2+7n+6). Si on développe
: .

si on Cherche les racines du polynome ¢

3
2 ; Ainsi, 202+ Tn+6= 2(!:—!-2)(n+-£)=(n+2)(2u+3).
2

B n+1)(n+2)(2n+3)
l’-r-2=+32+....+(n+1)2 =(_-——)L-6——*——"-

Légalité (P) est donc héréditaire.

I‘cxprcssion (n+l)(2n+3), on trouve 2m+?n+

UIJ :
‘l » o 2
lu sccond degré en n:2n*+7n+6 | on trouye

t’é— . S’exercer

2. 143+5+7=16(16=4% et 4 est la moitié de 8, qui est le successeur de 7).

Conjecturer le résultat de la somme 1+3+5+ 7+...+25.
(rz+1)2

Montrer que I’égalité 1+3+5+.....+n= ou n est impair est héréditaire.

2.b On définit une suite u par u,,, = ju, +9 et uy;=2
 Calculer uj,u,,u;,u,. '
» Soit I’affirmation : « u, <u,,, »Montrer que cette affirmation est vraie pour n € {0;1,2,3).

» Montrer que si », <u,, ,alors u,, <u, ,.

n+l 2

7.2. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION PAR
RECURRECE

N2

#' 2 Prendre un bon départ

Activité 1
Soit P une propriété définie pour les entiers naturels supérieurs ou €gaux a I’entier naturel n, telle g
(i) P soit vraie pour n, ;
(i)  Si P est vraie pour un entier naturel quelcon
a. Supposons par exemple que »,
2: 3:4; 5.6, T2 8 9.
b. Peut-on trouver un entier naturel pour lequel P n’est pas vraie ?
¢. Que peut-on dire de la valeur de vérité de |a propriété p 9 ?

onque n, alors P est vraie pour n+1.
=0. Expliquer pourquoi P est vraie pour les enti€rs

Activité 2
n(rH—l)

Soit I'égalité 1+2+...+n= pour n entier naturel supérieur ou égalas

a. Donner la valeur de n,.
b. Montrer que cette égalité a les proprigtés (i) et (ii)
¢. Que peut-on donc conclure pour cette ¢galité ? ;
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Soit une affitmation portant sur les entiers naturels conséeutifs et constitués en un ensemble noté
A cttelle que: )
(i) L assertion est vvaie powr e plus petit élément de A,
(1)) Si Cassertion est vraie powr un dlément guelconque n de A, alors elle est aussi veaie pour
Uentier (nd 1) qui swat Uentier n.
Alors Uassertion est vraie pour tout entier de A.

Ce principe qui permet de montrer qu'une propriété est vraie sur une partie constituée des entiers
naturels consécutifs est dit principe de récurrence.

_J
) _ nin+l)
a. Montrer par récurrence que pour toutentier n>2,ona: 1+2+............. i s
o .. . n(n+l) N
Considérons la proposition (P) définie par (P): 1+2+...+n= sl
Montrons que (P) est vraie pour tout entier n>2.
n(n+l) 2(2+1 .
Pour n=2,1+2=3 et ( z ) = 241) =3. (P) estdonc vraic pour n=2.
: : DR n(n+1)
Soit 7 un entier supérieur ou égala 2 telque 1+2+.................. St
(n+1)(n+2) -
Montrons alors que 1+2+....c.coereneee. +(n+1)=
En effet, e L — +(n+l):(l+2+...+n)+n+1 :
n(n+ l)
OF 14 2t cacsnamevns +n=————=;
o n(n+1 nn+1)+2(n+1 n+1)(n+2
Ainsi, (]+2+...+n)+n+l=~(—)+n+l= ( ) ( )=( ) )
2 2 2
On peut en application du principe de récurrence, conclure que pour tout entier naturel 7> 2,
n(n+1)
Ve 2ok vivinunmnvviiis +p=—
b. Montrer par récurrence que pour tout entier n>5,0ona:
n(n=1)(n+1
I1x2+2x3+...+n(n-1)= ( :‘3( )
Désignons par (Q) la proposition : i

_ n(n=1)(n+l)
« Pour tout entier naturel n25, 1x2+2x3+...+(n-1)n= - »
* Montrons que cette égalité est vraie pour n=35. :
Le terme de gauche est la somme d'entiers produits de nombres conséeutifs dont le 1% est
I1x2 et le dernier 4x35.

D’une part, 1x2+2x3+3x4+4x5=2+6+12+20=40;
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n(n—l)(n-l-l) 5(5“1)(5+[) 5"4’((1:]_2_(2:40 Lo

A, SHE— . SR 3 3 ) E:allté (Q) QS[ v
ait

D’autre part, ————  ~ 3

pour n=35.
a5 tel que 1x2+2x3+...+(k=1)k

. > oo ol supéricur ou ¢gal a " )k
« Soit 4 un entier naturel supcricur ou ¢ga ks
k(k+1)(k+2) T

3
(k=1)k)+hk(k+1) Or

Montrons que 1x24+2X3 4.

+‘--._d

l><2+2x3+...+n(n+l):(l><2-|-2><3+...
k(k=1)(k+1)

Ix2+2><3+...+(k—l)k——————-—'

3

k(k=1)(k+1) +k(k+1) = "(k")("“)”’f(m

Ainsi, (1><2+2><3+...+(k-1)k)+k(k+1): ; — Sy
_k(E)[(k=1)+3] _k(k+1)(k+2) ponc (Q) reste vraie si on remplace & par k41,

3 3 H(H—l)(n+l)
Finalement pour tout ne N, =5 ona 1x2+2><3+...+n(n—1):——3__q_

.S’exercer

2.c Montrer par récurrence que :
R +2n=n(n+1),pour n26;

b) Evaluer les sommes : A=2+4+6+...+2016 et B=2016+2017....... +3000.

2.d Montrer par récurrence que :
,_ n(n+1)(2n+1)
&

a)) 1P 3 s convs +n , pour n2=>3;
b) Cette égalité reste-t-elle vraie pour n>1?

c) Evaluer la somme des carrés des 99 premiers nombres entiers naturels non nuls.
d) Donner sans aucun calcul la somme des 100 premiers carrés des nombres entiers naturels

2.e a) Montrer par récurrence :a) 2" 2 n, pour n>3 :
b) Sans faire de calcul, comparer 22 et 2034 .

2.f Montrer par récurrepce que :

2 2
3. A3 a3 y ni(n+1
‘a) l+2 +3+ ........................ +n =‘——(—Z-—)_.,pourn24-
b) En déduire que :
2
P+22+3 4., s_|n(n+1
-------- i {—-5—-) =(14243 4ot )

c) Evaluer la somme C=1]°+23

je
_ +...+49°, X remm!
nombres entiers naturels ? Quelle est Ia somme des cubes des 50 P
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S’ENTRAINER

SYSTEMES LINEAIRES DANS |

Systemes lindaires dans®°

Résoudre dans R° les systémes suivants :

:(VS‘]]X“\{E_\‘:—-I_ ——-+2 y

3y 4 3 b x—1
N (Fefmdipez D3

L

X =
(préciser les contraintes sur chaque inconnue)

On considére le systéme (S,,)

ou m est un nombre réel.

a) Calculer le déterminant principal D, de
ce systéme et déterminer ses racines.

b) Résoudre suivant les valeurs de m, le

’ systéme (S,,) dans R*.

mx+2y=-2m
2x+my=m-2

On considére le systéme d’inéquations de R*
y<5
suivant :{ 6x > -5y +30
2y—-x21
a) Représenter graphiquement la zone du
plan définie par ce systéme.
b) Déterminez les coordonnées exactes des
sommets du polygone ainsi défini.
0

w?

. a) Ecrire une équhtio'n-d‘es droites (A‘B), (AC)
.~ et(BC).
. En déduire le systéme d’inéquations de R* dont

I"'ensemble solution est formé des couples de
cordonncées des points du domaine triangulaire
colori¢ sur la figure.

v . v o i
Systemes linéaires dansF.

Résoudre dans R' Ics systémes suivants par la
méthode du pivot de Gauss.

(3x+2y—z=-1
1) s 2x+y-3=-2;
xX—y+z=-2

[ x+2y—62=4
2x-2y+3z=4.
([ x+8y-21z=6

2x+9y+5z=
2) 2x-y+3z=-1;

x=3y+z==2

3) <

6.

Résoudre dans R’ le systéme suivant
par la méthode du pivot de Gauss.

|x|+5|y|—3|z|=2
4|x|-2|y|-|2|=8 .
—-].1‘|+3|y|-—2|z|=—4

Résoudre dans R’ le systéme suivant
par la méthode du pivot de Gauss.

|x|+5|y|—3]z| =2
4fx-2-| -
—].r|+3|y|—2|z| =-4

-
-

Résoudre dans R’ les systémes suivants :

- yt+z=1 2x-y+3z=
a) z+x=4 ; b)| Ax+2y+z=3
xX+y=-2 =2x+y+dz=4
[10x =5y -62z=-10

3}
. ” x h ]
Résoudre dans ]——2— ,-2—’: le systéme
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10,

Une boite contient ¢

| tan x +sin y+cosz=-1

tan x + 2sin v+ 8¢osz = 2.

13 fan x +4siny+10cosz =0

bleus ct des jetons noirs.

Combien la boite contient-elle de Jetons rouges ?

Si on ajoute deux jetons rouges, ICS_IC“"‘]T
mllgCS.I‘C|1l'éSt.‘l'll(31ll 25% du nouveau tota
des jetons ; .

Si on retire un jeton rouge les jetons
rouges représentent alors 20% du contenu
initial de la boite ;

Si on enléve quatre jetons noirs, les jetons
noirs représentent la moitié du nouveau
total des jetons.

Résoudre dans R’ les systémes suivants -
2x+3y+z+2=0
S):

2x-3y-2z=-2"
| x+6y+z42=0

(S)): ;
2x+12y-2z=-2
—X+3y+2z=-]

(S,): ;
2x+4y-2z=-3

2

ois plombiers font leurs achats dans une
méme quincaillerie et achétent

chacun Jeg

mémes articles

On note S la somme paue

Le premier achéte 2 boites de colle :
5 robinets et 4 tuyaux et paye 620 F.
Le second ach¢te 3 boites de colle -
5 robinets et [ tuyay et paye 530 F.,

Le lrgisiéme achéte 2 boites de colle :
7 robinets et 8 tuyauy, ’

‘_—&

les jetons rouges, des jetons

Soient f et g deux fo”CtionS n
2 Umg,.
définics par f'(x) =& +bx+§”‘]ucs

o
ct g(X)=—=2x2+ x4 Sde c%)urb
représentatives (C{) et (C ) e

g

, da
orthonormé. MS Uy,

Déterminer a,bet ¢ pour qug -
o (C},) admette au pojny

: L d,abSCiSSe
tangente paralléle 3 174y

¢ des abSCis

° (Cf) Soupe (Cg) au Poinld’abschSEl
et les deux courbes admetten N g
méme la méme tangene. Wi

@

M. Mvondo est propriétaire d’
Chaque année, il produit dy sirop qu'j i,
ses amis. Il verse ce Sirop dans des CONtenas
d’un litre et de trois litres respectifs,
Cette année, il en a produit au moins 6 litrs

Au cours des années antérieures, il a obsené gz

le premier format est ay moins trois fois plsa

demande que le second. Cependant, il e v

pas dépasser les 60 contenants. On désigne px

X le nombre de contenants d’un litre et pri

celui de contenants de 3 litres écoulés paras

la) Vérifier que les nombres x et y sonk
solutions du systéme d’inéquations:

( x>0

y=0

(I){x+3y—60> 0

xX=3y>0

(X+y-60<0 ‘ honﬂfmé

b) Représenter dans un repere ort

i es
I"ensemble des points M d_‘"“sl o ()
coordonnées sont les solution [e cone
2) M. Mvondo vend son sirop a 800tﬁ;c 3 it p 7
de 1 litre et 2000 fis le contenan onnts
de COME " ot |
II' recherche le nombre ;coulés
chaque format qu’il devra ?
Pour réaliser un profit maximal

lme
3%,

P,rogmnmzan'on linéajr

Un Verger gy

_
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Soit P sa recette annuelle.
e Montrer que x, y et P vérifient la
2 P

relation :(D,): y=—=x+
e
donner en fonction de P I’ordonnée a

I’origine de la droite (D,,).

puis

* Représenter sur le graphique précédent

; 2 .
la droite (D,): y = —gx. Justifier que

quelle que soit la valeur de P on a
toujours (D,) paralléle a (DP).

e Donner les coordonnées d’un point de
S par lequel (D, ) doit passer pour que

. P :
le quotient 2000 soit le plus grand

possible. Calculer alors la valeur de P
correspondante.

RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Soit n un entier naturel non nul.

Exprimer en fonction de n chacun des entiers
naturels ci-dessous :
a) 1kl tetls

o fermes

C) 3+3+34--43-2; d)3x[5+5+5+-~+5}—h
e e —————————————

" termey

e) 2x2x2x..x2.

n fucleurs

Qconsidére I’affirmation (F) suivante :
Pour tout ne N",
1 1 ] 1 n

+ + +ot =
I1x2 2x3 3x4 n(n+1) n+l

a) Vérifier que I’affirmation (F) est vraie
pour ne{2,3,4,5}.

b) Ecrire I’affirmation (/) en remplagant n
par n+1.

On considére I’affirmation (F ') suivante :
Pour tout neN", nl=n(n—-1)!

a) Vérifier que Iaffirmation (F) est vraie
pour ne{4,5,6}.

b) Soit p e N’, reécrire I’affirmation en
remplagant n par:

(i) p+1 5 (i) p+4; (i) p+5

Soit I’affirmation (H) suivante :
Pour tout neN’, l+3+5+...+(2n-l]=n2.

a) Vérifier ’affirmation pour n E{Z 3 ,4} 3

b) Ecrire I'affirmation (H) en remplagant »
par n+1.

c) Sachant que I’affirmation () est vraie
pour un entier naturel non nul p, montrer

que: 1+3+5+...+(2p+1)=p*+2p+1.

@

Démontrer par récurrence que pour tout ne N |
1+3+5+...+(2n—l)= n*.

D

Démontrer par récurrence que pour tout entier
naturel n>3, nl= n(n = 1)!

@D

Montrer par récurrence :

a) 2"2>n,pour n=3;

b) n!Zn, pour toutentier naturel n;
comparer 1024! et 1024

22,

Soit (Q) I’affirmation 3*" —2" est divisible par

7, pour n21.

a) Montrer que pour tout entier naturel n>1,
3w 74230 =2 )=l _glerl),

b) Démontrer (Q) par récurrence.

¢) En déduire que 3™ 2" est un multiple
de 7
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SYSTEMES D'EQUATIONS DANG

D

Démontrer par réeurrence que

o1 I I
P iy e 7 ) i
2 4 2 2’

_“—

22 2»

A=bim

: [ I
En déduire que: llm(l + ) e r—

Eémonlrcr par récurrence que : pour
tout "€ N 13 dérivée d*ordre 7 de la

fonction f X —I- sur ]0, +00[ est
X

PO (- 1)I }?!.

,pour n=3.

]=z

PAR RECURRENCE "8 %

a) Vérifier que pour tout ¢ e B

' 1"
Sin 54‘(1 =C0s 4.

b) Que dévient cette égalité pour

kTt y
a:—é—-i-x, xelR ctkez

c) Démontrer par récurrence que : pg

tout ne N", la dérivée d’ordre

fonction f : X > sin(x) sur F 4

" (x)=sin %E+x
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LIMITES ET CONTINUITE

LIMITES ET CONTINUITE.

1-1 LIMITES D’UNE FONCTION.
1-2 CONTINUITE.
1-3 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES.

FONCTIONS CONTINUES ET
STRICTEMENT MONOTONES.

BRANCHES INFINIES DE LA COURBE
D’UNE FONCTION.

S’ENTRAINER §
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LIMITES ET CONTINUITTE.

; ; imi t sur la continuijté (|
» Consolider les notions sur les calculs des limites e uité d'ype fO"Ction. .

1
Mage ¢y, inid

: : ir d’ s variati g
> Déterminer graphiquement ou 3 partir d’un tableau des variations |
par une fonction continue ;

> Appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour déterminer

Pexistence de
. L) g ! S > Il
dans un intervalle de R, des solutions de | équation f(x) =a.

s

[ : - ‘ -

Activité 1

D S =22 +6x243

5 , X" —x+6
2 = = . 2_ )
) &) ~5x+9 ° 4) f(x)=—2x+1-; +i.
' X

Activité 2

. . i, 4x+3
Soit la fonct = ;
Oit la Tonction f définje par f(x) x+72 ~OnPose u(x)=/x et v(x) = fl_x_f_3

1) Vérifier que f(I)=(u°v)(x)_

X+2
2) Déterminer les réels a et p définis par: g = | 4x+3 :
AR T &t b= T suia
- | 112 y_rpa X puis en dé
limite de Ia fonction fep -0,
3) Déterminer de Ia méme maniére les limites de J aux autreg bornes de son ensemble de définition
Activité 3
Soient £ et g Jeg fonctions définjes par f(x)=2 \/2\
= ox— x+letg(x)=,/x+2—x/;.
1) Montrer que g(x)= - et en déduire | ;... -
fx+2+\f; IC 1a limite e gen +owo . .il '
2) Déterminer la limite de f en —o0, I

3) Vérifier que f(x)=2x—-lx|

1 .
l4—— . ]

P ¢t que J(x)= x(z.. 14 11] Si x>0 puisen dédulI’_.l
la limite de la fonction Jen 4w, X -
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Activité 4

s L e i 3 2 +sin(x

Soient f et g les fonctions définics par f(x) = 2x —cos(x” +2) et g(x) = z—g) :
Y+

1) Vérifier que pour tout réel x, 2x—=1< f(x) S 2x+1 .

2) Calculer lim 2x—1 cten déduire lim f(x).

N—= 40 N=»4m

3) Calculer llm 2x+1 eten déduire lim f(x).

X=p=m

4) Montrer que Ig(.\')lé ; calculer lim ct en déduire lim 4 (x).

X=p=m y +3 X—y—ts
Quelques limites de référence.

- Soit n en entier naturel. :

_ " [ +osinest pair L e e

lim x" = : : S hmx -+oo; : lll}}a—,,'—“og

x3-m —00 §i 1 est impair.. i 2% 4 SRRt X

hm-l—-() LI - l—cosx 1 .. l—cosx

; llIm +/x =400 lim llm—-— =—; llm——=0
S o R e (e o S T TS

Opérations sur les limites. .
. Sment fet g deux fonctions, £’ et ¢' deux reels a reel Ou +%0 ou —0.
" limite de f en a L AT lap 4 o0 70 +00, =co

limite de g en a /4 00 2 +00 o 50 +00
On ne peut a

' :.L.']mlt? el e €+€'. ke P R priori conclure.
:, limite de f en a l (ol £(£#0) |« = 0
limitede g en a ¢ (£#0) oI 0 ¢ RE 0

" Limite de i en a 41 0 00 .3 (?n ne peut a

o g ¢ | _ priori conclure. -
: .;limite de f ena 85 f.’(fatO) porod ERat il s 0

- .__limitc de gena A o +0 | —00 | 400 —00 ©

. limitede f.g ena | gp ® AR SRR On ne pcuté

pnon conclure
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L Sipourtout xe/, f(x)<g

- & Sipourtout xel, ‘f(x)—l[ﬁg(x) et si li_zng(x):o alors lim f(x)=/.

. # En particulier, si pour tout x e/ ; ' f (x)l <g(x) etsi limg(x)=0 alors lim f(x)=0.

« A4 £ d | s . N . ‘

g vt test pas précise va dépendre du signe de et do
Le signe précédant "o lorsqu il n"est p i i,
e si e e
au voisinage de a. |

‘I'\LL v e
mite d'une fonction compe -t ¢ designent des réelc
5 numériques. @ b, et desig des réels Out 4,

Soient # et v deux fonctions \1

lim v(x)=>
SiJer alors !‘lj’n u (v(x)) =

limu(x)=c

x—h

Limites et comparaison.
un méme voisina
Soient £, geth trois fonctions numériques définies sur gelde g, Etan

réel ou +o, ou —oo ; £ estun réel.
a Sipourtout xe I, f(x)<g(x)et lim f(x) =+ alors ;lrl_)ma g(x) =+o0. (Propriét¢ ge
minoration). :

(x)et limg(x)=-oalors hm f (x) =—o0.. (Propriété de

x—a

majoration).
A Sipourtout xe/, h(x)-sf(x)Sg(x) etsi limg(x) =lim(x) =/ alors lim f(x)=/,

Cette propriété est encore connue sous le nom de théoreme des gendarmes,

x3—3x2+5)= lim x* = —o0 _

X=p—i)

—_— 2-_

2) llm —2—-¥—-2_2iizz I]m —2x2 . 2

I=34m 3x +2 RSP 3x _"'"_‘3'
3) lim -—2x+]———3_]—+00 : '

X—— x+5 s car r]lm—-zx-l.l =+m . 3 . 3 ns
4) lim 255 =+o0car | N ) xlﬂl’rh]lx_i_s :}_I’IE—;—.

;?22 e xli}l(zx 9= limx—-Z:O et x—2<0 lorsque x<2.

xe =2 = c - .

x<2

1) Calculons]|j sin(3x)
x'_',‘.’!'_}“‘“-OH Peut encore gepir. SIN(3 . in(3Y
x ore éerire 21N(3Xx)  3x sin(3x) 3 x_s‘m,(/
=—x 7/

2x B Iy =57 3x

g8
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: . sin.Y .. .. sin(3x) . sin(B3x) 3
lim3x=0 et lim =1, par composition lim =1 etdonc lim ==.
(= () V) \. x—l) X x—» i) 2x 2

sin.x . ) ) ..
.Pourtoutréel, —1<sinx<1.Si x> 0,alorsendivisant chaque membre

2) Calculons lim

=4+ X
e g vy ; sinx _ 1 . | =i
de la double inégalité par x on obtient —— < <—;comme lim——=Ilim—=0,le
x x x X=r+0 x X—r+0 x
T i . sinx
théoreme "des gendarmes" permet de conclure que lim =0.
X—>»+0 x

(M—Z)(H-}-Z)_l_ x—3 — tim 1 _L
X 3)(\/:+2) _‘lﬂ(x—B)(M+2) =3 Jx+142 4

(
lim(Bx—xe2+3x 1)—l|m3x—\} [1+E—L2]—‘1§2}3x |x|[ 1+%—%]

X— 4o X=—»+o0 x x

=lim

x—3

=lim3x—x[ l+§—iz] car |x|=x quand x — +wo

x—>+00 x X
:limx[3— 1+§—Lz}:+oo.
X—+w0 X X

lim (2x+~./x2 —1) = lim 2x + fxz(l—%] = lim 2x+|xl("l——lz—)
X—3—0 X——00 X o X

\

lim 2x—x ‘/l—lz car |x|=-x quand x — -
X——w X

/

1)

=limx| 2-,/1-—

o

= —00,

X——m

(m - 2x)(m " Zx)

lim (\/4x2 +2x+1- 2x) = lim

X—p 4w X—p+m \/4x2 -+ 2x+ 1 +2
1
4x* +2x+1-4x° 2x+1 ( ;]
_ = lim
“*"’J4x G+ 2x+142x ““\/4x +2x+142x 7
lx| 4+ +-— +2x
= = lim S

= lim

1
X+ = +m _2 2_5-
(,/4+2+i+2) \/ Eploy W
X X X x°

S R R P EERUREREST s s
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LIMITES T CONTIN ITE

Exercice Résolu

Enoncé
Soit f la fonction définie par f(x)=

J—sinx

1) Démontrer que f est bornce sur R.

] Clim 3x—sinx
» 5 o v ’ Ol c 1 _—
2) En déduire les limites suivantes ‘11413}0 TR
21"!‘1_1 . ’ . I. . . ntc z ]l. SI
im————— puis en déduire les limites sutvantes : lIm——wo__
3) Calculer lrl_l;lg = P e g /
g X+2
lim .\'( - 1],
X—p+C -1-

Solution

: . : ool | ] &
1) Pourtoutréel x ona: —1<—-sinx<1 et donc 2 <3-sinx <4 ; par suite ;1—5 £
f est donc bornée sur R . | 3~sing
2)
® Lorsque x tend vers +oo, x>1 etdonc x-1>0.

L’inégalité ls x—1 =1 =]

— < — implique donc £ —
3—-sinx 2 4 3—sinx 2
. ox—1 7 ; x-1
Comme lim —— = +o0, par comparaison on a lim ———— =400,
¥ x40 3= gin x
® Pourtoutréel x ona: —1<—sinx<1 et donc 3x—1<3x—sinx <3x+1. _
Lorsque x tend vers —oo, x<—§ et donc3x+1<0. .'
L’inégalité 1 1_ <l implique donc -(3x+1) <« ~Bx—sinx) _
4 3-sinx 2 4 T J—giny AN
. 3x-1_3x-sinx 3x+1 3 3
D’ou < p . 3x+1 . A
2 3 —sinx < 1 Comme }Lr_rlm p = —00, par comparmsg
. 3x-sinx 3
: lim —= = ~00 ,
3) == 3 —sinx
: : l]m\/2x+l—] —lim (\/2x+ -1)(V2x+1+]) 2y ' 2
x>0 e =0 e B e lim = lim
: x(\/2x+l +1) .Hux( xal +l) ) :
lim o =lim S -____5_ .
A2 +1-1 = ey 1>
. X
‘s Posons X =— ;s alors lim X =0 'x[ X+2
: X Xt ! "_"‘""“'-
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X+2 1\/2;\'4-1—]
=0 t\’

Alors lim x

R e 3 X

REMARQUE

Soit @ un réelou +mou —oo et /7 une fonction définie dans le voisinage de a.

e Si 7 admet au voisinage de @ une limite ¢gale & 4o, alors f n'est pas majorée dans le
voisinage de a.
e Si f admet au voisinage de @ une limite égale & —», alors / n’est pas minorée dans le

voisinage de a.

5=
1.a Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de f/ aux bornes de son ensemble de définition.
x* -2 —x* +x-1 1 x-1
J)=—p—7F  f(0)= : J(x)= JH)=—rm——
‘\/__JE - (2 x)(x—l) . —1 xr—1 £ x+3-2
Jx +2 —3x 1 1 2 . J¥+1-\2x
X1 -

f( )—— f)=\1+=-= f(x)==

1= St —y

1.b Calculer les limites suivantes :

_ {42
i 2O L, g NAREER] e BETE-35 ¢ T G- D lim AL

— ) =+ x—1 X340 1= —n —0 X
3 X——
3
. VAxXT+x+1 . 2sin(x) -1 . 1 . )
lim —M8M ; l:m—()— ;5 lim xcos(—) ; lim y4x2+7 —2x ; lim 2x—5Vx?+3 .
Xomp = D l .r—)E # b/ r—0 X X—4a0 X—s—0
' 6

1.2. CONTINUITE.

#' 2 ZPrendre un bon départ

} e

Activité 1 %
J estune fonction numérique dont la représentation graphique

est donnée ci-contre. 21
1) Citer deux réels en lesquels f est discontinue. /

2) Donner un intervalle sur lequel f est continue.

3) Quelle modification apporter a la fonction fen x=3 5 0 1
pour gu’elle soit continue sur ’intervalle [0;4] ? une telle
modification est-elle possible en x =17
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LIMITES T CONTINVITE

Activité 2 ‘ T
a8 onction / suivante en X, et sur I’intervalle |,
1) Etudier la continuité de la fonction /-8

()= {.\': —2v+3 :\‘f < l. % =let I= ["5;0].
) \/ﬁ six21

X+3
2x-3
2) Ondonne g(x)=4 x*-1 si 0<x<2

i J2x*+x—-1 si o x>2

a) Expliquer pourciuoi g est continue sur chacun des intervalles suivants : ]-oo,[)[
12540 .
b) Etudier la continuité de g enOeten 2.

si x<0

c) g est-elle continue sur R ?

Activité 3
1) F estunefonctlonnumenqucdont]arepresentatlon ok e

graphique est donnée sur le graphique ci-contre.

Déterminer graphiquement les images par f des
intervalles suivants : E

[-3:3]; [-2:0]: [-1;3]; [-3:-1).
2) Dresser le tableau des variations de la fonction

J définie par f(x)=x'-3x+2:en déduire les
images par £ des intervalles suivants ; ]—oo,—l],

[=51] 5 [154+00] ; [-2;1]; [0;2]. h el

-

Bl Gy S s e L Sk

s o vw vl

I'I
)
EST
—
o

.

"Déﬁnitibn'et'proprié'té % i e

. 1) Soit f une f'onctmn définie sur un lntervalle it

On dit que f est continue 3 gauche €n un rée| Xo de I si llrn )= S(x

.I'-).rn

. ; On dit que f est contmuc a drcute en =g

: . un l'éel xO de 1 SI llm f(.x) f(x :

ii -' * Onditque f est contmue €n un réel x d

| | o de Isi lim f(x) f(x)
: 0

x—-u-,

* Onditque f est continue sur | gj f est

contmue en tout réel xo deI 1%

R
©
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LIMITES T CONTINYITE Terminale D & T1

2) Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [ de R et @ € R. Alors, )
e Les fonctions f/+g, af ., fe sont continues sur I.
g y S 1 ;
e Si gne s’annule pas sur I, alors les fonctions — et i sont continues sur [.
4 g
e Si f estpositive sur1,’la fonction 4/ /* est continue sur I.
3) Si f estcontinuesurl, et g continue surJ, side plus /(/)<J alors go f estcontinue surI.

4) Les fonctions polyndmes et rationnelles sont continues sur tout intervalle de leur ensemble de
définition . )

Prolongement par continuité )

Soit I un intervalle de R . On dit qu’une fonction f définie sur I\ {xn} est prolongeable
par continuité en x, si f admet une limite finie/ en x, . La fonction g définie par :

f(x)sixel\ix :
g(x)= { { D}est un prolongement par continuité de fen Xx,.
L &lx) =1
_ 4
Image d’un segment par une fonction continue. ' )

Soit f une fonction continue sur le segment [a;b]. Alors, f est bornée sur [a;b]. et at-
teint ses bornes. Plus précisément il existe deux réels m et M tels que f([a;b])=[m;M] avec
' {m=minimumdefsur[a;b]
- | M =maximumde f sur|a;b]’

- En d’autres termes, 1’image d’un segment par une fonction continue est un segment. 2

REMARQUE

Par une fonction continue :
e L'image d’un intervalle borné n’est pas toujours un intervalle borné :

Pour f(x):lsur]ﬂ;l[,ona F(10:1]) =], +<o] .

* L’image d’unouvert n’est pas toujours un ouvert :
Pour f:x > sinx sur R=]-o0;+o0[,0na f(R)=[-1;1]

ou pour [ : x> x* sur:|—1;1|:, ona f(]—l;l[) = [0;1[.

2x+3six<?2

Etudions la continuité de la fonction f définie par : f(x) =1 | :
—X—2 8T x22

Les restrictions de f & ]-o0;2[ et a ]2;+00[ sont respectivement définies par :
1 - o
fi(x)==2x+3 et f,(x)= Fa 2 ; ces restrictions sont des fonctions affines donc

continues sur chaque intervalle de R. f* est donc continue sur |-e0;2[ et sur ]2;-+oo[ . II
reste donc a étudier la continuité de f en 2.
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4 lim f(x)=lim l.wc--2=_]1c0mm‘e
3:—_|Ll ‘_,1" i =22+ 2

lim f(x) = lip}j-— 2% +

v

f(2)= —,1;(2) _ 2 =-1 alors

/ est continuc €n 2. Par suite /* est continge g, R

r gt . . . “ anr ’(.“
2) Soit la fonction £ définie sur R par &

ar continuité en 0.
geable pat continuite en -] g iR : |
C. | <sin| = [s1;d0u —X" SXsin| — <4y
onnulona: —I= . P .

T :_;;r

s gendarmes, Iin;} g(x) =limx? sin(l]_“
X=> =
Py

bl - I
)= x’sin (_ ; montrons que
X

&% Prolgy,

Pour tout réel ¥ n

ot lima?=0 ;dapresle théoréme de im
v-aid .
Un prolongement par continuité de g est donc possible en 0 ; ce prolongement p

x* sin(—] six#0
continuité est définie sur R par: g(x)=9 b :
0 six=0

Exercice Résolu
Enoncé

Etudions sur R la continuité de la fonction f définie par :

f(x)=xE(x)-x+2 ot E(x) désigne la partic entiére de x.

Solution |
Soit k un entier relatif. Si x € [k;k+1[ alors E(x)=k.
Ainsi { f(x):xn—x+2=(n—l)x+2 sz'xe[n;n-i—l[
insi
S(x)=x(n-1)-x+2=(n-2)x+2sixe[n—Ln[

La restriction de f a tout intervalle de la forme [k;k + 1[ , ol k est un entier, est une fo

affine donc continue. Etudions la continuité de fennelZ.
lim f(x) =lim(n~2)x+2=n"~2n+2 et lim f(x) = lim(n ~1)x +2 = n" ~n+2.

x<n x<n g
n x=n i
— — = 2 y
f(n)=n E(n)- n +'2 =n"—=n+2. f estdonc continue a droite en n. T /
- Pour que [ soit continue a gauche en » on doit avoir 8
i 2 2 | |
n =2n+2=n"—n+2 cest-a-dire n=0.
. est do i '
| f est donc continue en tout X €4 ,x,eR, °
- ci-contre est un apergu de la courbe de f | /

: i \4‘
. _ h

s i B i LSRR T
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Activité 1 _
fest la fonction dont la courbe est donnée dans le .
graphique ci-contre.

k(x) = I.\': - 3.\‘] +2x-9; w(x) =

a (x) ==X =0; b(x)=

|
X
V2x-2
T =3

f(x)=1 x+3 si 0<x<l1

2x-b

\
-
A

1) Vérifier que f est continue sur[-2:-1].

2) Lire graphiquement f(-3)et f(-1).

3) Soit k un réel compris entre f(-3) et f(-1) ;
I’équation f(x)=k a-t-clle toujours une solution
dans [-3;-1]? |

4) fest-elle continue sur [-—3; 3] ? expliquer pourquoi.

iy
"
“
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—~Prendre un bon départ

S
g—

1.¢ Indiquer siles fonctions de B dans R définies ci-dessous sont continues sur [

J.r" —-1six<]

l.rwl.';i,r"/_l

1.d Déterminer parmi les fonctions définies ci-dessous celles qui sont prolongeables par continuité
en x,, puis, définir un prolongement par continuité.
2x—x-1

x—1

2 ;’
xX=-x'—-x+I

l.e Déterminer les valeurs des réels a et b pour que f soit continue sur R.

-
a
4

L

.

'

i

‘
L.-"k-"

i
]
L]
1]
d.

P PP I

d--..-“--L--L- o Pl

o K

P

I
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LIMITES ET CONTINUITE

5) Vérifier que f(—3) £ UK f(3) . |
¢ solution dans [—3,3] .

6) L'équation ‘;‘(_\-):2.5 a-t-clle un

Activité 2 . : i R
; (ruire la courbe - ' 1 FEE 2y
1) Sur le graphique ci-contre, construire 1a wllli e o (bl (et EEEPA SR N
. ' o) C I !

d’une fonction f continuc sur [——2,3] el q i : : 4
dcsigncsur[—E;31. ":""‘:“"‘:'“1- ------ E

_— . ins une ! : | i

2) Vérifier que I"équation f (x)=0 aaumoins u b :2 : " |
. -3 ~ - 0 '
solution dans [—2;3]. . : : : ) 3

3) Construire la coubre d’une fonction g dcﬁl}le sul;i & : : -1
r 3 — ! i I i

[-2:3] et telle que I’équation g(x)=0 n’ait pas de R 235 h

solution. : : : i

'S

Activité 3

Soit la fonction f dont le tableau des variations est donnée ci-dessous.

5 Lo -3 2 +00

400|400

fo |7 || T~ =

1) Démontrer que ’équation f (x) =0 n’a pas de solution sur ]_—oo;-—B[ :

2) Démontrer que I’équation f(x)=0 a au-moins une solution sur -3:2].
3) Démontrer que I’équation f(x)=+/2 a au-moins une solution sur Jeo5 -3

4) Quel est le nombre de solutions de Iéquation f (x)=2.

::i?t Retenif

g5

S

{ Théoréme des valeurs intermédiaire

- que a<b et f une fonction continue syr intervalle T K_ ftay
k alors, la fonction f prend toutes | : '

; Soient I un intervalle de R, g et b deux élérhents .de | t.els . 1
'1

o

les valeurs entre £ (a): et

i ! ; : l PN
- f(b), c’est-a-dire pour tout rée] & compris entre f(q) ef e
| 7 (b), il existe c €[a;b] tel que 1 (¢)=k. (ainsi l’équ.ation e |
 f(x)=ka a“~f110ins une solution dans l’inter'valle 1) i 3

D
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LIMITESH

Corollaire.
Soientlupintervallede R, f unefonctioncontinuesurleta,bel, a<b,telsque £ (a)Cf (b) <0.
[équation f(x)=0 admet au moins une solution dans P’intervalle Ja;b[. Autrement dit, toute

. fonction continue qui change de signe s’annule au-moins une fois.

Soit f la fonction définie par: f(x)=x"+2x~1. Montrer que I’équation /(x) =0 admet au
moins une solution x, € |0,4;0,5[.

/ estune fonction polynéme, donc continue sur R ; en outre f(0,4) =-0,14 et f(O,S) =413 2
f(O,S)Xf(O,4)<0 . d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x)=0

admet au moins une solution x, € ]0,4;0,5[.

“Exercice Resolu _ _
soit f:[0;1] = [0;1] une foriotiof Continne Mohtfer qu'il existe au-moins x, €[0;1] tel que
) =% |

. Solution - _

' Onpose g(x)=f(x)—x; on cherche donc & savoir §’il existe x, € [0;1] tel que g(x,)=0.

La fonction g est continue sur [O 1] comme différence de deux fonctions continues sur [0 I]

de plus g( )=/(0)>0 et g()=7(1)-1<0 car f(1)e e [0;1]. D’apres le théoréme des valeurs

intermédiaires, il existe au-moins X, e[0;1] tel que g(xo) 0, est—a-dlre f(x) =%

1
1.f Soit f la fonction définie sur R par f(x)= §x3 +2x>-10.
1) Justifier qu'il existe un réel ¢ appartenant a [-3;0] tel que f(c)=

2) Démontrer que I’équation f'(x)=0 admet au-moins une solution dans [3;4].

3) Soit (C) la représentation graphique de f dans un repére. Démontrer que la droite (D)

d’équation y = —8 coupe au-moins une fois la courbe (C) sur ’intervalle [-—I; +oo[ ‘
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CTIONS CONTINUES ET
STRICTEMENT MONOTONES,

» Montrer qu’une fonction réalise une bijection entre deux intervalles de R,

» Appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour déterminer le nomb
dans un intervalle de R, de I’équation f(x)=a. |

> Donner un encadrement des solutions de I’équation f (JC) = a par la méthode do dichy ]
ou celle du balayage.

re des Solujg

Etudier la continuité et construire dans un plan rapporté 4 un re
respectives d’une application bijective et de sa réciproque.

Manipuler les puissances rationnelles d’un nombre positif.

pere orthonormg e courhj

: t a et b deux réels distincts appartenanta Lo
suppose a<b,

1) On suppose que f est strictement croissante sur I, Montrer que f (a) # f(b) et en déduire g
J/ estinjective sur L.

I, alors f est injective surl.
Activité 2

Soit f une fonction définie et continue sur yp inte 1
rvalle | : i g
Y e ke e f(])_ alle I ; soit f(!) I’image de I par f.Mo

Activité 3

J/ est une fonction dont le tableau deg variations et donnée
c

i-dessous,
X |—oo -3 2
+00 | 400 \-f-oo
x -
N . \
1) Montrer a I’aide des résultats des deux actjyita lle
5 Ctivit 5 \ printerV
]=0: =3[ est une bijection de °S Précédentes que I restriction de f a I'in®

]-—-00:—3[ Vers un interva|je 3 préciser
2) En déduire que I’équation f(x)=2, un |

€ unj i
'que solution dapg Iintervalle ]—00:'"3['

3) Montrer de méme que I’équation =0 . :
f( ) 0 aune unique solution dans I’intervalle 1,3;2]-

X
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LIMITES T CONTINUITE

u,f

“ Théoréme de la bijection \
- Siune fonction f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors :

| 1) fréalise une bijectionde I sur J =71 (7).

2) De plus, la bijection réciproque : f~': f(1) —> I est continue et strictement monotone et varie
. dans le méme sens que f .
¥ : )

' Soient I un intervalle de R, f une fonctlon contmue et strlctement monotone sur I. Soient
- abel, a<b, alors

" Pour tout réel k comprls entre f (a) et f (b) 1l exlste un umque rccl c appartenant ala;b],
telque f(c)=k; s el

- autrement dit pourtout réel k comprls entre f (a) .
. solution dans I’intervalle [a; b]

f b),l’ é_&luation f(x)=k aune uni:[ue

Cas ou f est strwtement decrmssante

\ f(a)]
i Kl y=k

Cas ou f est strlctement croissante

o o

-
—
[~y

n-—---
=
B
]

e, e T B 45 14 TR . e T e i e S e g 2

[ SoitIunintervallede R, £ une fonction continue et strictement monotone surl. soient a.b e J

I, a<b, telsque f(a)Crf(b) <0. Alors, I’équation f(x)=0 admet une unique solution dans
i Pintervalle [a;5]. '

\-

S

Lorsque qu’on étudie certaines fonctions, il est parfois difficile, voire impossible de donner les
solutions exactes de certaines équations associées. Mais on peut avoir besoin (par exemple pour
une représentation graphique plus précise) de donner une valeur approchée des solutions. La
méthode de dichotomie et la méthode de balayage permettent de donner une valeur approchée.
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” i 1(\ " ,;) 2 =0 admet une unique Solyg
|r

«requation (v
rons que 1'équi e
Montrons g o solution a 10’ pres.

donner un encadrement de cett
_4) +3(v-4)+ 2.

dovons f(x) = (N ')

Posor ( ( roissante sur [ocar /est unce fonctiop, F’"|yr

t snctement ¢© - o

(v _.1) + 3. le tableau de variation ¢ f e, N

/oestecontinue ¢

dérivée est définie par f(v) = 3

x o + 00
) =
Q) T

D’apres le théoreme de bijection, / estune bijectionde R vers S(R)=R. Comme .
Imau: contient 0, I'équation f(x) =0 a donc une unique solution dans B Dumnm
valeur approchée a 107 de cette solution.

La méthode de balayage.

On commence un balayage des valeurs de x
entiers consécutifs;

x |0 1 2 3 4
fx) "™ [ m2 |2 2

parpasde 1 pour un encadrement i |'sige i
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La méthode par dichotomie.
Le balayage est une méthode efficace, mais laboricuse. On s’épargne de nombreux calculs in-
termédiaires en visant tout de suite le milicu de I’intervalle : c’est le principe de la dichotomie

Soit » un entier naturel supéricur ou égal a 2. Soit f la fonction définie par f(x)=x".
Dressons le tableau de variation de f* sur I’intervalle [0; +oo[.

f estdérivable et f'(x)=nx""; comme x &[0;+e, /'(x)20.

D’ou le tableau de variation. T

f est continue et strictement croissante sur |
e +

[0;+c0[ ,alors f estune bijection de [0; -HJO[

vers f ([0;+<0[) = [0;-+0] . f(x) /
Pour tout réel positif a I’équation x"=a a| ol o

donc une unique solution dans [0; +oo[ . et

1
ou a". =37 n |

solution est notée 4/a (lire racine #»*“de a) . ‘

1

Ainsi x" = a équivaut a x=§/;=a; (a=0) -2 /
x2=a<:>x=3/5=\/;. y_{/l_

L ~1 =
f=aosx=Ya=a. , ‘

1 0
x*=aox=Ya=a. 0 3
Tout comme f la réciproque f~' est continue et strictement |
croissante. '

— -

2 3
| |

La courbe de /™' et celle de f'sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice (la droite
d’équation y = x).

REMARQUE 1
La fonction f:xi> x" est continue et strictement monotone sur R,car f'(x) =nx ™. Sin
est impair, n—1 est pair et " >0 f est donc continue et strictem ‘

lim x" = -0, lim x" = +m,

i e X34+

ent croissante sur R et

La fonction x > x” (pour n entier naturel impair) est une bijection de R vers R,
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e Qucls que soient les entiers naturels non nuls net p et les réels POsitif.

1) Simplifions le réel A =

REMARQUE 2

. . "
Quelques propriétds de la fonction J

n
2 A . nr .. = X.
e Pour tout réel positif ou nul.x, on a (\f.l ) X

S oy Nuls
— Wa=4b équivautd a=b et Ya > b ¢quivautd a> e )
B {/;:npjap : "’U(_I"—' r(}[;: (d;)f’:flfaf’ : %xw: ’-‘fab ,—j\/\}i_:;j;;
{ b ‘IE) '('Il:,'..

31024 x /64
3256

10 6 3 4
1024 =32 =25 ; Vot = $2° =27 =22, \[ifz5 ={’/2_"=2§:25;
10 3

23 x22 M 4 3 & 3 3 1
Onadonc A= T =23 %2 Ix22=23x22 =22x22 =2x22 3.
23
Etudions le comportement de la fonction fix— {/x“ + x2 -—%/f +3Xx au voisinage i

Pour tout réel strictement positif, on a :

R =Ry e )

IZ
4 4
- 3 . =
=X Yl+——x I1+= = 43 3]-{-—1—-—x3 31+—3— ‘
X% x x x?
: ' 4 1 1
lim x3 = lim Ix* =400; lim x 3 = | —=lim — =
X—+m X+ e xl-!pr& 1 xl-};er {/; i
3

: / 1
De plus I_l’gl : 1+-}—; =1. Il en résulte que xlirfm f(x) = +co.

L’ensemble S des solutions de I’équation x* =2 est S = {;‘/5, —QE}

2) L’ensemble S des solutions de I’équation x* = 2 est§ = @&,

.
a)
5)
6)

L’ensemble S des solutions de I’équation »* = 2 estS= :%/5} '

L’ensemble S des solutions de I’équation 5 — =2 est {_{E} [
’ . * Ll
ensemble § des solutions de P'inéquation x* > 7 gt g = ]_m; —iﬁ]u[éﬁ’ '

Lens : . ;
emble S des solutions de | InCquation x* > _2 est [—{5; +w['

40 J
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ARG

Soit la fonction f définie sur R par f(x)=2x"+x"~1.

1) Dresser le tableau des variations de f.

2) En déduire que 1’équation f(x)=0 admet dans R une unique solution a , vérifiant
0,65<a <0,66.

3) Etudier le signe de f(x) en fonction de x.

Solution

1) f estune fonction polynome donc continue et dérivable sur R.

fi(x)= 6x* +2x.D’ou le tabl_eau des variations..

1 _
T R T R N T
26

En | /‘EE\ /
AR o B

+00.

i
|

| . | =i o %26 yp
' 2) Sur lintervalle ]-0;0], d’aprés le tableau des variations f(x)<—— . Donc I’équation

f (x) = 0 n’a pas de solution dans cet intervalle. !
Sur Pintervalle ]0; +00[ la fonction f est continue et strictement croissante. Elle réalis.e donc
une bijection de ]0;+oo[ vers f (]0,+oo[) =]-1;+[ . Comme I’intervalle |-1;+c0[ contient |
0 I’équation f(x)=0 admet exactement une unique solution et cette solution appartient a
10;+<c[. Ainsi I"équation f(x)=0 a une unique solution dans R . Soit a cette solution. i

r £(0,65)=-0,02825 et f(0,66)=0,010592 ; comme /(0,65)Cf(0,66) <0, d’aprés le

théoréme des valeurs intermédiaires, 0,65 <a <0,66. i

13) Signe de £ ()

On obtient le signe de f'(x) en parcourant la troisiéme |
ligne du tableau de variation de f. (le principe |

- " suivant peut étre appliqué : une fonction continue qui
f) ne s’annule pas dans un intervalle ne change pas de |

signe dans cet intervalle, et une fonction continue et i
| strictement monotone change de signe au moment oul elle s’annule dans cet intervalle).

X — a +o00
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14 i I_3x+1=0.
: > |’équation x
2.2 a) Donner le nombre de solutions de I’¢q

. N £ .
. des solutions a 107 pres.
b) Donner un encadrement de chacune des s p

: i 2 _ xsi cosx admet deux solutions réelles,
| 2.b Montrer que I’équation x* = xsinx +

_ — P+ xt—x+3.
2.¢ Soit la fonction f définie par f(x)— X FE =8

i a) Dresser le tableau des variations de fsur R.

b) Montrer que I’équation f( x) =0 admet dans R une unique solution que |y, Nole

¢) Résoudre dans R I’inéquation f(x)>0.

2.d Une fonction f admet le tableau des variations suivant.

el oo -2 1
fi(x) + 0 - Q +
3

+co
@ ~ 72>~
0 : 0

+co

Déterminer en justifiant le nombre de solutions de chacune des équations suivantes.
a) f(x)=1 ; b) f(x):2 36) f(x):(}.
2.e Simplifier:

:
sasx(4a7)2 ER !
| a) 246561 -5327-3436 ; b) o 10287 . :
| (@ <daxda © T
2.f Déterminer les limites éventuelles en 0 et en + oo des fonctizns suivantes : q
2 4 1 3 :
f!xH——-xstxg ;g:xn——>xL”z |
X x5
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BRANCHES INFINIES DE LA
COURBE D’UNE FONCTION.

» Donner en fonction des limites, I’allure des branches infinies de la courbe d’une fonction
dans un voisinage donné.

Dans cette partie, nous considérons le plan muni d'un repere orthonormé (O;i, _j)

YO\ /,
' 2 =Prendre un bon départ

}
Activité 1
Soit f la fonction définie par f(x)=x -2 _il .
X+

1) Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
2) Donner une interprétation graphique des limites de faux voisinages de —1.
3) Calculer lim ( F(x)=(x-2)) et lim ( f(x)—(x—=2)) ; interpréter graphiquement les résultats
obtenus.

Activité 2

f est une fonction dont la représentation graphique est
donnée dans le repére ci-contre. : _
1) Ecrire les équations des asymptotes a la courbe

représentative de f .
2) Méme question avec la fonction g dont le tableau des

variations est donné ci-dessous. PR 45 Supe
X —00 =3 4 +00
, ool o0 —1
f@ | 7 N7
Activité 3
Soient fet g les fonctions définies par f(x) = \/; et g(x)=x"+2. 1 .
La courbe de f et celle de g sont représentées dans le graphique ci- | || ] !
contre, \ () i‘
i ; x . VX Nl b |
) lim f(x)= f) lim — Jx = lim —==0. Que 5 |
X—+o +m oy X to X=» +o J_ \ /F /

constate-t-on ? ' / 1 /
&() |im £ 3 '

t—+ © ¥ ! -1

i
~
'
=
=
-
"
w
da

2) Donnerles limites suivantes: llm g(x), Ilm g(\:) llm
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LIMITES T CONTINVITE

¢ Dans e Voisinage d'un réel:
- Soit f une fonction numérique définiesur R et C; lareprésentation graphique
. de f dans le repere (0}. _-;') Soit x, €R . si lim f(x)=+w ou -

|

E x> 3y

|' <X,

| respectivement (lun £(x) =+ ou —o0) alors la droite d’¢quation x = x,
;- I)Iﬁ

. estune asymptote 3 C ,

Asymptote dans le voisinagc de I'infini

- Soit 1 une fonction numérique définie sur R. Soit C, la représentation
- graphique de f dans le repére (O i j)

1) Si Iim f (x) =b (respectivement lim : f (x) = b) alors la droite

d’équatmn Yy =b estune asymptote 3 € dans le voisinage de —oo
1 (respectivement +o), _

' 2) Si llm m f(x)—(ax +b) =0 (respectivement lim f(x)— (ax+b)=0)

L X—r +o0

a]ors la droite d’équation y =ax +b est une asymptote 2 C, dans le
| voisinage de —o (respectivement +0). (confere ﬁgure ci- contre)

. Branche parabolique dans le voisinage de ’infini :

soit x E{ 00 —l—oo}
o Si llmf(x) +00 li /) _ \
| et xm———— *o0 alors la branche infinie de C

I"'F.'(U

en x, est une branche parabohque ayant pour dlrectmn ’axe des 5 T
- ordonngées. :

e Si lim x)=20w0 , i J()
, f( ) g = x G !HE J(xX)~ax = tooalors /
la branche infinie de C, en x, est

i une b
. dlrectmn de la droite d’ équatlon )= ranche parabolique ayant la \ :

En particulier si @ =0, C, admet
un et
dlrectlon de I’axe des absmsses € branche parabolique ayant la = 5 * 3

e e
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LIMITES T CONTINUITE

L’ensemble de dé ﬁmtmn de f cst: ]—00 l[u]l +oo[
2x*+3x42

hm Fx)= 1m|1 = —ocar limf (—21‘ H3x 4 Z)IUJi"} S(x=1)=0¢t x-1<0
I-L[ ::|' W= :;; :;l'
lorsque x<1.
2x" +3x+2
De fagon analogue, hm £(x) =lim— =
R x—=

.wl >l

Interprétation gmphiquc : la droite d’équation x =1 est une asymptote a la courbe de f .

. . =2x
lim f(x)= lim = lim —2x = +o0 on calcule alors lim ~——= A (x)

-0 T——w X X——m X—p—tn X
X . =2x 4+ 3x+2 . 2x° : : :
m & = lim X +3x = lim 2? =—2.On calcule lim f(x)—(—2x).
X—y—, X X——m x(x 1) X—-o0 ¥ x—-m
x+2

hm f (x) —(—2x) = lim

= x—1
Interprétation graphique : la droite d’équation y =—2x+1 est une asymptote a la courbe de
f dans le voisinage de —oo. NG Ry (a7 EOA L S e

lim f(x)= lim — :

=1

=lim—-2x=—w .

I—+® T4 x—3w [
On calcule alors lim & ; ' _
X—+w® ) X i l : b \
lim f(x )_l —2x +3x+2:lim—22x ) | - o\
x4y X—r+00 x(_x — l) ite ¥ i -4 1
On calcule x]lrﬂ. f(x)—(2x). _; ]
i =34 |
Ilm f(x) (—2x) = 1_13}0— =1. i 3

Interprétation graphique : la droite d’équation y = —2x+1 est une asymptote ala courbe de
f dans le voisinage de +co. Ci-contre un aper¢u de la courbe de f'.

2) Soit la fonction f définie par f(x)=2x—+x+1, Etudions les branches infinies de la
courbe de /. L’ensemble de définition de f est [—l; +oo[. Lorsque x tend vers +o0 |, x
2
est positif, on peut donc écrire : x = (\/;) .

1
}irﬂf(x)=xli%2(\/;)z (1——)—llm \/_[2\/——— 1+l]—+oo on calcule

X—* o0

X
alors 1im £ 1im L9 _ i p YXH_ o [EHL_o |
X—b+ad X =+ X X—+o X X=++00 X H

lim [ f(x)- 2] —00, ¢7admet une branche parabolique de direction y = 2 x au voisinage

L X—#+0

de +a0, ;
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L v ™ R .
-5, ¥ . e

LIMITES ET CONTINVITE SMin;

2 fonction / définie par S()=x+x
/(x)

. " ” " i i) 3 ]il]] e g
Iim f(x) = lim x+ Jx = +oo ; on caleule im X

V-S4 (BT ]

Etudions les branches infinies de |

. , ~
lim J(x) = liwas +x = lim | _|__|._=I . on calcule ensuite 4
e X in e L ¢ i \/:
lim (£ () -x). 3 €
fim (£ () =) = lim Vi =0, 2
Interprétation : la courbe de f admet une branche parabolique de N
direction la droite d’équation y=x.
Ci-contre un apergu de la courbe de f. 70 =

L.

Soit x, € {—o0;+00}.

e Si lim f(x) estunréel b alors la droite horizontale d’équation y =b est une asyp

X—}XU

a C  enx,.
. . 1 . X
e Sinon, si lim f(x) =+ on calcule lim AC), .
X=Xy X—r Xy x
g X
<= Si lim | =zooalors C , aen x, une branche parabolique ayant la direction del®

r—rx X

des ordonnées.

& 8t lim2d %)
x—+x X

des abscisses (qui est une direction asymptotique).

J(x)

=0 alors C , aen x, une branche parabolique ayant la direction deI¥

< Si ELH;: . estun réel a différent de 0. On calcule ensuite lim ( f(x) - @)
= Si }L’g J(x)—ax estunréel b alorsla droite d’équation y = ax + b estune® mpl®
aC,. :

= Si Jin}f(-x)—ax=i00 alors Cf

 ectiol
it - aen x, une branche parabolique d¢ as
droite d’équation y = ax .

e Sl ]]m x)—ax n,ex. , - ) : ,u:\;f'_'
x> X, f(%) Iste pas alors C s ani branche parabolique, ni a5Y" )

< Si lim n’existe pas o polid”
-z x pasalors C anidirection asymptotique,nibmnchepﬂfa 1
ni asymptote. !

u

D
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REMARQUE

L’¢tude des branches infinies de la courbe d’une fonction J pourrait se résumer a la question
suivante :
« Existe-t-il une fonction plus simple que f qui s¢ comporte comme f au voisinage de +o
(oude =) » ?
Pour répondre a cette question, on cherche done
une fonction g plus simple telle que

.}EEP f(x)—g(x)=0. Dans cette lecon, on
s’est contenté de comparer f avec des fonctions
affines (i.c. des droites). Mais rien n’empéche de

comparer f a des fonctions plus complexes.

f(x)=vx*+cosx et g(x) «x

lim £(x)— g(x) = lim )
S S \/ x* +cosx + x*
car st |£Let limizo .

2 2
\/x“+cosx+x2| x° ey

Donc la courbe de g est asymptote a la courbe de fau voisinage co.

S’exercer

3.2 Etudier les branches infinies si possible aux courbes des fonctions de R vers R définies par:

2x2+1 x2+l x4+2x3—1 X +x+1
= b =, ClX)= 5 d = - :
alx) x*+3 (x) 2Jx -3 ) x*+4 (x) x’+4
9x* +3x° —
1(x)=x(Jx2+2x—Jx2+1); Fy=1; g(x):‘/ F +3x 1
X X +1

A7
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LIMITES BT CONTINUITE

LIMITES DE FONCTIONS

Calculer les limites suivantes.

lim 3x —v2x% +3;

=% 400

lim V2x° =3 +x.

X4+

Calculer les limites suivantes :

lim2x++v-1+5x;  lim+«3x*-2+x;

=0

X=»+L X—»—a0
lim x + V-2 +3x°.
=+

Calculer les limites suivantes.

3
lim &l lim \/_3x

1-—&—4::.x2_2x 2’ X+ 2x_4
. X- 2\/_ o 3xt=2%43
lim lim——
Tbim 2+ 3x e R

Déterminer dans chaque cas les limites de la

fonction 1.
f(x)=x ;enO;en—ji.
XCOS X 2
2cosx hY 4 T
X)=———;en—:en—
J( 2sinx—1 6 =
+5
f(x)=—"—= L sen0; en — oo,
x
f(x)= ;enO;en:—r-.
sin x 2
i (x )—Smf,eno en .
cosx —1
fxX)=—"—;en0;enZ.
2x—-r
cosx—1
f(x)=—"—;en0;en 2,

lim 3x —/2x° +3;

Calculer la limite suivante,

2
lim————(l+x)
x=l X - 2

Calculer les limites suivantes.

lim : lim

r—2 2 —-X =] X " ‘
) 2x—-4 §
lim

SRRt T —3

Calculer les limites suivantes.

) X +x-6 . X :

lim lim

3 =3x" + Tx + 6 S e
Vgt~ 4]

Iim

o 3y

8

Calculer les limites suivantes.

3

: (x+2) . xz—
lim ~— . lim

-2 =3 ::32 (2_ (]
. X243 . —=2x
llng : lm; 3

b 2k 2

Calculer les limites suivantes. :
. Jxha

lim — 8

p

lim Vx* —x+1-2x;
X+ X ~'
Vx+6-3 . \[;

lim . m-—'
x—3 O 3 2 ,;lluou xZ +’1'
. vr—
lim !
ez VX2
aa
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Calculer les limites suivantes,

w '
4
\ , |

hm 0 WL him cos—,
' ._‘I. 4 ] et \

F_:__
. \;.T' 41 D |
hm ——. hm —-—-u—-—:.._,
e x4+4 e f-3x

\fl\- -4

Calculer les limites suivantes.

. =3x*+T7x-5 -5x
him — : lim

e fexEy i x 1’
_ 3x" -5x ) l—x
lim——————— ; lim ;

i +4x+3 " N x+2

. NxT ]
Iim ——.
= x+ 4

e

Etudier la limite de f dans les cas suivants :

a) f(x)=vx+1-VJx+2 en+oo
b) f(x)=x“[cosl*2) en +oo;

X

-

x -
) f(x)z x*+3x-10

xtend vers 2, vers — 5, vers +0,vers — .

®

Déterminer les limites éventuelles de :

a) f(x)=(x-2) +xl—2+(,;--2)2 quand

x tend vers 2, vers +a et vers —»;

quand

b) Iix ( l l quand x tend vers 1, vers +

w el vers —o;

- quand x tend

(x-1)? (x?-1)?

ers booet vers

c) [(x)=

vers |,y

0, (on discutera

cventuellement suivant les valeurs de a).

@

Déterminer les himites éventuelles de :

tan dv
a) . quand x tend vers 0|
sin Jx
| —cotan x 1
—————— quand xtend vers —;
)z :
X-
2
oSy ]
colanx =
( sinx |
| —cosx
c) ———aquand x tend vers0;
sin*x
2tan x +sinx
d) =——————— quand xtend versO;
X
sin 2x
e) ——— quand xtend versO;
l—cosx
\5 COS X — sinx b 4
f) quand xtend vers —;
4 3
X——
3

g) (1+l)tcm(l) quand tend vers + .
X

Déterminer les limites éventuelles respectives

en |l eten +oo de la fonction f définie par:

x—1

{f.\" -X- {’-t‘l -Tx+6

b) f(x)=

¢ flx)= L

Déterminer la limite en —wo de

f(x)=-8x" -8x+16 + 2x.

IR T S T T e
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/)=
. h(\)z |.\'—2| +2
()= =3 -2

LIMITES ET COMPARAISONS

®

On consideére la fonction f:

x-1
1) Démontrer que pour tout réel x>1,0na:
2x_1$f(x)52x+1 _
x=1 x—1

2) En déduire la limite de f en +o.

®

Détrminer lim f(x) et lim f(x).

20)

Soit une fonction f définie sur R telle que
pour tout réel x, f(x)=>x".
Déterminer lim f(x) et lim f(x) .

D

Calculer les limites suivantes.

sin X
lim sin x +1 =
i : .
x—m ]| 4 x =y fx’ s

@

Soit la fonction f définie sur R’ par
E(x
f(x)= )

%
entiére.

2+ x

ou E désigne Ia fonction partje

2x+sinx

On considére la fonction f: > x* —3sinx..

lim 2 lim -2—-'.:_(39_515_

1) Démontrer que pour toy, gl
X
x=-15E(x)<x . ’

2) En déduire que lim S(x)<

X=»+4r,

Déterminer la limite ¢ventuelle
a +oo dans chacun des cas gyjy

) f(x)=(2-sinx)x?
2) S(x)= o

cosx—3

dC ]a fi
Ones:
ants,

Calculer les limites suivantes,

. 1-=2¢cosx
lim—————;
Hg 7—3x

lin;(fr—2x) tan x ;

I—)E

. 1—+/cosx

hm—g— :
x

x—0

I sin2x

1m-—--.
0 \/l-cosx

LECTURE GRAPHIQUE |
Le graphique donne les courbes de trois font-

tions f,geth définie sur R. COﬂjecmrﬂSl.
possibles les limites & —oo et a + des fone

tions : f+g;

F=giife ;jh;g—h;i;f—; £, fog
g h h

Cﬂ'
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LIMITES ET CONTINVITE

CONTINUITE

26,

Indiquer dans chaque cas si la fonction / esl
continue sur K.

f(x)=x" =32 +4x -6

-3x'+6
=)= =245

—2x+3six<?2
f@)=91

. >
—Xx—-2s5ix22
7

f(x)= .1'|x— 3| +2x-9;

f(x)=+4x" =3x+1;

x—2six<-1

S(x)=9x*-1

x+1
7]

Méme question avec la fonction définie par :

six>-—1

3" t:osl si x#0
f(x)= X .
0 si x=0

D

Dans chaque cas, quelle valeur doit prendre le
réel m pour que f soit continue sur R.

m six=-1

f(x): xz-—] . 3
six#-—1
x+1
f(x):l;jzil‘w x?go
x N
f(0)=m

PROLONGEMENT PAR CONTINUITE

D

Dire si les fonctions suivantes admettent un pro-

B T T T

D &7T1

longement par continuité en x,, si oui la définir.

sin2x

/(1) = ctx, =0 1

X

f(x)= 2252—rj-|~ et x, =0,
X

30,

Méme question avec la fonction définie par :
2 .1
f(x)=x’sin— en x,=0.
X

Méme question avec la fonction définie par :

f(z) ::ctan—l- en. x=0.
x

Déterminer le prolongement par conti-

nuité de la fonction définie sur R™ par

f(x) :L[(l-i-x)” —l—n.'c] ot n=2.

2x?

Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables
par continuité en 0 ?

£ =x|l+];
X
x* =+
g(x)=—
+[x]

Etudier le prolongement par conti-
nuité de la fonction définie par

1
S(x)=xcos— si x=#0.
X

FONCTIONS CONTINUES ET SRICTE-
MENT MONOTONES

Soit f une fonction définie et continue sur
I=[-15].
On suppose que f(—-1)=-4;/(5)=3.
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LIMITES ET CONTINVITE

1) Démontrer que I'équation /f(x)=0 admet
au moins une solution dans 1. »

2) Quelle hypothese supplémentaire faut-il faire
pour que cette solution soit unique ?

=

Soit f une fonction définic et continue sur R ;
on suppose que f(-5)=-1; f(-3)=-2;
(0) 15 f(2)=4; 1(5)=-5; £(6)=1.
Recopier et compléter les phrases suivantes :
* L'équation f (x)=—:1z~ admet au moins ....
solution(s) dans R.

* L'¢quation f(x)=0 admet au moins .....
solution(s) dans R.

* L'équation f(x)=4,5 admet au moins .....
solution(s) dans R .

* Léquation f(x)=3 admet au moins .....
solution(s) dans R .

On considére le polyndme p définie pour tout

réel x par p(x)=2x"-3x"-1,

1) Etudier les variations de

2) Montrer que I’équation p(x)=0 admet dans
R une solution unique « et que ¢ e JL6: 1.7].

3) Dresser le tableau de signe de p(x).

2 considére I'équation (E):x’ +3x-2=(

Justifier que (E) admet une unique solution
dans R, puis donner un encadrement d’ampli-
tude 107,

PO

On considére la fonction Flik s
Démontrer, en rédigeant s ’neﬁ ¥ g ’
léquation /(x)=—1 adme i n;(e‘mem, '
tion dans l'intervalle [~3; 0].

-’lﬂSu

Démontrer que I’équation 3,4
admet au moins une solution

[0;2].

@

Démontrer que I’équation (3x~1) 7-.
admet au moins une solution dap

[0:1].
41 A

Montrer que I’équation x = xsiny + coge

deux solutions réelles. ’

®

Pour tout entier »> 2, on considére la fond

- 813 + -'I'_
ans ]‘ifl ;.

S I'infen

J, définie sur par f, (x)=x’—2nx+l.
‘Démontrer que pour tout entier naturel m,

I’équation £, (x)=0 admet une unique
dans [0;1].

®

Le tableau suivant est le tableau des varil
d’une fonction £ définie et continue surl?

valle 7 =[_5;3],

Déterminer le nombre de solutions dans _"'r:
I’équation f(x) =

X -5 0

f(x) 1
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IMAGE D'UN INTERVALLE PAR UNE
FONCTION CONTINUI:,

Dans chacun des cas suivants déterminer

f(K).

o f(x)=x"-3x+2 K =[1:2];
~2X+5 .

¢ f(x)= == K =[-4;-1];

o f(X)=Vx'+3x+2 K= [0; +oo[;

o f(x)=x'-3x+1 K=[—4;4];

e f(x)=2cosx K=R ;

+ J@=Px -1 K=]-u;0]

On donne ci-dessous le tableau des variations

d’une fonction /. fest continue sur ]—00;8[ et
sur ]8;+oo[.

X

f(x)

—o 0
2 +o0
T Ny i

i —0

1) Dans chacun des cas suivants déterminer
7(1).
I'=]-00,0] 5 1=[0;8] ; 1 =18 +o0] ;
d= ]—00;8[,

2) Montrer que la restriction de fads [0;8[

est une bijection de / = [0;8[ vers un
Intervalle J que I’on précisera.

Donner en justifiant le nombre de solution
de I’équation f(x)=0.

3)

4) Méme question avec I’équation Fx)=3,

@

Montrer que la fonction S définie par
XY = ¥ = By B est une bijection de [1; +oo[

vers un intervalle J 4 préciser,
v . -1
Dresser le tableau de variation de /.

42

1) Montrer que la fonction f: x> 1—cosx est
une bijection de [O;JI] Vers [0;2].
i) Tracer les courbes représentatives de f et

7=,

@

[) Montrer que la fonction f: >

est

sin x
une bijection de ]0;:2'[ vers un intervalle

ue 1’on précisera.
q

2) Tracer les courbes représentatives de f et

7

©

Simplifier les expressions :
(1) Jaxy¥a ;
35O )

(2) >
27x(\V3 )
(3) [a2+a§b§]2+(b2+b%a; :

]z (a>0,{;>0).

! 1 2
— 3 2
(4) a 1a +]2a I3{:.'3

(a>0) :

a’*+a?—-as -1

ETUDE DES BRANCHES INFINIES.

Etudier le comportement asymptotique des
fonctions suivantes définies par :

fx) = CO8X : Fe x* +sinx
X X

-
]

Flx)= V9ox* j3x2 -1 . T 2x +x-1

X = x4l
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Ja® + 2y x4+ 2x
f(-\')='\':—+“'\ y J(x)= :

R v P
Etudier les branches infinies des fonctions sul-
vantes définies par :

x*+2x
|x—”+x’
F@ =V -4 )=} -
f(X)=2x—+4x* -3x+2 ;

Jx' -1 1
f(x)=

f(x)=x*+2cos2x ; f(x)=

——X.

2

Etudier les branches infinies des fonctions sui-
vantes définies par : :

) =2x-x ; f(x)=x L,
x-2
x—2
o, T I
Fll=2 X2 +2x+5
x}-3x*+6

f(x)=
2

Soit la fonction f définie par

1
f(x) - x[ /1 +x—2J On note C, la courbe

; représentative de f* dans un repére orthonormg
‘! (O;i . J ) .
| 1) Montrer que f est une fonction impaire,

x2+1

2) Déterminer les limites de f aux bornes de
son domaine de définition.

3) J admet-elle un prolongement par continuité
en 0. Justifier votre réponse,

4) On désigne par g la restriction de f sur

I’intervalle ]0;+oo[ .

54 )

5) Montrer que la droite (D).
asymptote a la courbe (e ¢ Y=y -

o 1o @) =1
6) Calculer ngg ~— et prbeise;

iy
la courbe de g au voisinage dy, v _
nt 4

L

7) Montrer que g(x)= met N
tableau de variation de g ;

8) Construire C, .

D

Soit la fonction g définie sur R pgr-
g(x) =x’+3x-2

1) Dresser le tableau de variation de g

2) Montrer qu’il existe un réel @ uniquetelg

g(a)=0 . Vérifier que 0,59 <a <0,6

Scanné avec CamScanner



1-1 INTRODUCTION DES NOMBRES COMPLEXES-
PRESENTATION.

1-2 OPERATIONS SUR LES NOMBRES COMPLEXES SOUS
FORME ALGEBRIQUE.

1-3 INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES
COMPLEXES.

1-4 MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE

e ECRITURES TRIGONOMETRIQUES ET
b ECRITURES EXPONENTIELLES D’UN
NOMBRE COMPLEXE NON NUL.

2-1 ARGUMENT ET FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN
NOMBRE COMPLEXE NON NUL.

2-2 TRIGONOMETRIE ET NOMBRES COMPLEXES.
2-3 RACINES N-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL.
1-4 MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE.

EQUATIONS DANS C.

LINEAIRES DANS C.
3-2 EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C.

S’ENTRAINER
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NOMBREF COMPLEXES

ETUDE ALGEBRIQUE DE

» Reconnaitre 1’écriture algébrique d’un nombre complexe

Effectuer I’addition, le produit, I’inverse, la puissance,

le rapport de qeyy ,, f
complexes. '

Interpréter géométriquement les nombres complexes.

A4

Déterminer le conjugué, le module d’un nombre complexe.

Résoudre certains problémes de lieux géométriques a I'aide des membres complexes

1.1 INTBODUCTION DES NOMBRES COMPLEXES-
PRESENTATION

==Prendre un bon départ

Dans I’ensemble R, I’équation x2+1=0 n’a pas de solution, car x2+1>1>0.

Plus généralement on ne peut pas trouver un réel x tel que x2+b=0 avec b> 0.

1 3 ' = L]
On admet I'existence d'un nombre i appartenant 4 un nouvel ensemble contenant R tel que 7=

Montrer que dans ce nouvel ensemble, en conservant les mémes re
I’équation x*+1=

gles de calcul que dans

0 admet deux racines et que plus généralement il en est de méme de toute &
tion de la forme x?+b =0avech > 0.

L’ensemble des nombres cofnplékéé est notéC T T T
- » Tout nombre complexe peut s'écrire de m
nombres réels et / le nombre dit imagina

aniére unique sous la forme a+ib 0@ etb 3
- ® L’écriture du nombre complexe z sous

ire tel que 2= —1

la fo : ¢criture algébid
cartésienne de z). , Bl 2 et appelce ccn@ o
— a est la partie réelle de z notée R (2).
— b est la partie imaginaire de z notée Im(2), )
REMARQUE

e Soit z=a+ib un nombre complexe,

— Si b=0,alors z est réel. Done R estinclus dans C
n .

D
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- Sia=0erb#0,alors z=ib, z est dit imaginaire pur.
— z estnulsiectsculementsi R, (z)=0 et Zm(z)=0.

® Les parties réelle et imaginaire d’un nombre complexe sont des nombres réels.
L’ensemble R est une partie de C.

® L'ensemble des imaginaire purs est noté iR*

Considérons les nombres complexes suivants :

¢ z=-2i ;z,=-3; z, =—£--l—i ; 2, =080 +isin@
2 2
~ z, est imaginaire pur car Im(z,)=-2 et R,(z,)=0;

z, estréel car Im(z,)=0; Re(zs)=“§ et Im(zﬂ:—% :

R,(z,)=cosO et Im(z,)=sinb .
* Considérons le nombre complexe z =x*>—x+2+(x+2)i ou x est un réel.

e z estnul sietseulementsi x2+x—2=0¢et x+2=0.

Or x+2=0 entraine x=-2 et (-2)>—(-2)-2=4-4=0

Donc z estnul si x=-2.

a) Recopier et compléter le tableau ci-dessous

—
Nombre complexe z Partie réelle de z , R, (z) Partie imaginaire de z, Zm(z)
‘ Z= —Jzi(l +1')
S
|I|‘| ————— = _Jii
/
i
A 2 -
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NOMBRES COMPLEXES

I 3
. y i """‘..' 'S que —--f—VZ + | —— 2| ;
h) Existe-t-il un cu[]plc (_\', _1-‘) de nombres réels tels q [x B ” 2y J SO1t Cgal |

R awwp o — 2 [ — 7 [ .
¢) On consideére le nombre complexe z = x*+x—2 +(.\ + 2):

Existe-t-il des valeurs de x pour lesquelles z est un imaginaire pur ?

1.2. EGALITE ET OPERATIONS SUR LES NOMBREg
COMPLEXES SOUS FORME ALGEBRIQUE

N.B : Les calculs se feront dans C exactement comme dans R mais en tenant c‘"“PfEIh
que i?=-],

o

;Prend‘re un bon départ

Soient les nombres complexes z =a+ibetz' = a' + b’ ou a,b,a'etb' sont des nombres réels.

1) Donner une condition sur aeta’,betb’ pour que les nombres complexes z et Z' soient éeau.
2) Donner la forme algébrique de z+z"'.

3) Donner la forme algébrique de zx z',

4) Montrer que (a+ib)(a—ib)=a?+ b2,

5) Soit z=a+ib un nombre complexe non nul.

Montrer que I’inverse de

r - a - i
peut s’écrire ——-b_

a*+p?’
f RS Ene e o S -
¢gaux si, et '
f partic imaginaire, seulement si, ils ont méme partie
' = z' siet seule i e ‘ ;
li zZ=z *ulement si R,(Z)—R,(z') ot Im(a)zzm(z-)_
| ® Soient z=a+ibetz' =g’ +p'. :

. z+z'=(a+a')+¢'(b+b‘) :

. zxz'=(aa'—bb')+i(ab'+a'b)
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NOMBRE§ COMPLEKES

o Soient z=a-+ibetz' =a'+ib'. tels que z' #0,

z a+ib aad' +bb' . a'b-ab'
3y,

Zawiy @R0) @)

REMARQUE

it=-1; (iz)‘= s soit it =1.

x . 4 n+ . . 4 p+d .
Pour tout entier naturel p, i* =1; {*7*' = ; j#72 =1 . 7% =

.S’exercer

L.b Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :
a=(2+3i)(1-2i) ; b=(2-i3)(3+5V3); e=(2+4i)(5+3i)’ ;

d=(5+4i)(3+5i)(2-3i) ; e=1—;_—i ; g A, - a) ;

, —

645 1 & 3-2i
l.c Donner la forme cartésienne de (2-—1‘]2 ' (l+z‘)? ;(2—:’)5.

1.3. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES
COMPLEXES

13.1 REPRESENTATION

\ \: ;

3 ! = —Prendre un bon départ
3 —

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ,ﬁ). P le plan vectoriel associé a P.
On consideére les applications ¢ et y définies par :
9p:CHP et ¢:P 5P

A+ibr> aii +bV  aii +bV > M (a;b)’

a)

La bijection y o permet de placer dans le plan P, I'image du nombre complexe a+ib, p
point de coordonnées (a;b), puis de donner aussi I"image réciproque du point M (.\.‘; y)

(1) Placer dans le plan P, les images respectives des nombres complexes 2 =3i; 3+4i;-5+2i.
(ii) Donner sous forme algébrique les nombre

. s complexes dont les images sont respectivement
les points A(2;-1); B(2 ;3) ;C(4 ;0)

ar le

59
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NOMBRE§ COMPLEXES

!
b) Montrer que (p(:+z'):q)(z +¢(z
nombres complexes.

0

" ey

L/

Le nombre complexe z =a+ib est représenté dans le plan par le point M (z) de cm-)rd.‘

(a;b).

= est appelée affixe du point M, tandis que M (z) est appelé point image du nompy, '

z dans le plan P.On note aussi a+ib=2z,, .

- Le plan P est appélé plan complexe ou encore plan de Cauchy. Les droites (0:5 ) et (0;;
~ respectivement I’axe des réels et I’axe des imaginaires du repére (_‘O; u,v).

- Le vecteur OM = aii + bV est le vecteur image du nombre
complexe z. :

~ On note aussi a+ib= Z . Soient %,V deux vecteurs du
- plan, k& un nombre réel. ;

if_

T -1 48

| o— 0T des imagingire,

M (a+ bi]

Q_ Ona Z, .=Z.+Z etZ, =kZ,.

 Pour tout bipoint (M;N), Z__ =2, -Z,, .
- Siun point G est le barycentre d’un systéme des points pondé-

rés {(A"al);(Az’az);-.-g;(/!,,a,,)} ’.albrs”_z'-(_;_=:?l_><{?f,1: +-a2:><ZA2+...+an><ZA” .
il i .al+a,,+_"+a"

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (

1) Déterminer les affixes des

er[O,—S-).
2

Désignons par z,,z, et z,, les affixes des points 4,3 tC
Bet C.

z,=2-2i ; z, =-3 ;ZC=_5_’.
i

2) L
3) L’affixe du point 4"

4) L’affixe du vecteur AR

RN

O;z‘i,ﬁ)

. . : "1
pomnts A,BetC de coordonnées respectives (2,‘2) ]

affixe du point 4' symétr: -
YEAue de A par rapport a 1a roite de repére (0.7)
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NOMBRES COMPLEXES

W /

B & S'exercer

T

I.d On consideére les nombres complexes z, =1+iy/3 ; z, =1+2i;

z,=-2-31; z, =-1-2i , affixes respectives des points A, B, C et D.

Déterminer les affixes des vecteurs ﬁ,ﬁ:, BD et AC.
l.e On donne les nombres complexes z=-2+3ietz' =2+i.

a) Donner I’écriture algébrique de chacun des nombres complexes z + z', zz'et z2.

b) Déterminer le nombre complexe z tel que 3iz + 2’3__5 =-15+13i.
i
, . ' iz—z'=2i
¢) Déterminer les nombres complexes zetz' tels que (l—i)z+(2+ i)z' —1e4i

Lf Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z du plan tels que le nombre complexe
Z= 2z*+2z-3 soit un réel.

1.3.2 NOMBRES COMPLEXES CONJUGUES
r'\

-+ :j.:ﬂ?rendre un bon départ

"

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O'ﬁ V).

Soient M un point d’affixe z= a+ibet M’ le symctrlque de M par rapport a la droite de repére
(O, u).
1) Montrer que I’affixe z’ du point M’ est le nombre complexe z' =a—ib.
Dans la suite 2’ sera noté z. Ainsi Z =a—ib.
2) Calculerz+ Z etz -7 .

3) Comparer Z ct z.

4) a) Montrer que z= -7 si et seulement si, z est un imaginaire pur.
b) Montrer que z est un réel si et seulement siz= 7z,

Wi S - z
5) Comparer z+7 et Z+2 , zZ et 77, ["‘.] et= (z'#0).
z z

2y

~* Soita +ib un nombre complexe. Le nombre complexe Z =a- ib est le conjugué de Ze
. * Quel que soit le nombre complexe z on a ;

e

_ - :
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e S —

R ——————— s ———————

[ v ? .
- * Quels que soient les nombres complexes zetz’ on a:

* z+Z =2R(2);z-Z =2ilmz)
® z=-Z sietseulement si z est un imaginaire.
® z=7Z sietseulement si, z est un réel.

Rz =Z4242z'=F %z,

- @——-z,(z'#o)-_

REMARQUE

® Si z=a+ib,(a,b€R) est un nombre complexe, alors zxZ = q?+ b2,

® M(z) et M’(Z) sont symétriques par rapport a ’axe des abscisses,

1) Mettons le nombre complexe

3-2i _(3-2i)(2-i) 4 7

=———j

2+i  (2-i)(2+i) 5 5"

i :
— sous la forme algébrique.
—i

+ib
2) Mettons L s

z' a'+ib
D’apres la remarque ci-dessus 2’ xz' — a*+p'2

sous la forme algébrique.

_z-= z;_i _ (a-}.jb)(a'__;'b') (aa +bb' )+‘( - bfa)
z' z'z! (a'+ib')( —zb) _‘__T:_bz___'_'_
z __ad'+bb' . a'b-ab'

z _(a')2+(b')2+f(a')’+(_b_')?

I.g On considére les nombreg complexes 7z = 1+l\/_

et z' =
1-i3 2\/_+2;

mplexes z et A

a) Calculer les conjugués des nombres ¢q

b) Calculer sous forme algébrique By L " N
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NOMBRE§ COMPLEXES TermmaleD & T1

1.4. MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE

\\ AL )
#'—=2Prendre un bon départ

Soit z=a+ib un nombre complexe ou a et b sont deux réels.

M son point image dans un repére orthonormé direct (O, i, v) du plan ; N le point d’affixe —z et M’
d’affixe Z .

1) Calculer les coordonnées de OM, ON et OM' en bl 1(z)
fonction aetb .
2) Comparer OM , ON et OM" ? L,

3) Montrer que OM?* =zx7Z .

| M'(2)
N(-2)

. ® Le module du nombre complexe z=a+ xb est le nombre réel positif ou nul \/z? On Ie note
|2| et on lit « module de z » .

|zl=\f§=\!a Thie

s Pour tout nombre complexe z, |z|= |¥z| =178 :

* (|z{/=0) équivauta (z=0).

- ® SiMa pour affixe zet M’ a pour affixe z’ alors |z = ”OM " et |z'~z|= ||MM “

.® Quels que soient les nombres complexes zetz',

¢ fe =l

En effet Izz‘|= (ZZ)(E) =\/E><\/; - |Z||Z'| x

D’autre partsi z'#0, z’xlf=] ,d’ol z’)él, =13 'z’|x l, =1.
z z z
D’ou o :L . Par suite £,‘= le, =|2|>< ] :|..|><L =—|Ef|— .
z| || z z 2! |2/| ’ |
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_Pﬂ
&

i ¢ nul,
=  Pour tout enticr naturel 7 non

= =+ 7| $\Z| +|7,'| (inégalité (riangulaire).
En effet "()_I\'i +6ﬁ'" Sumu*“W'H , par suite |2+ z| < |/|+|/|

- \ '-‘.'\ L » C"'lsi :l:l'
= 7 cst dit unitaire si ¢l geulem

REMARQUE 2

Le plan complexe est muni
et B du plan d’affixes respectives @ et b l |

? z—d
e L’ensemble des points M du plan d affixe z tels que

[AB]. L
En effet |z —a|= |z—b| est équivalent a HMA”= “MB“ ou MA = MB..

= entre Al
e L’ensemble des points M (z) du plan tels que : |2 —a|=r (r> 0) est le cercle dec <
de rayon r.

d’un repere orthonorm¢ direct (O;u,v ) - On considére les po

= |z - b| est la médiatrice du

En effet |z —-a‘ — r est équivalent a "M" —rouMA="r.
|Z—al

—r (r>0)se
|Z-b|

La recherche de ’ensemble des points M(z) du plan tels que :

3 i de niveau qui a r de Al
a la ligne de q 2

1) Déterminons ’ensemble (F) des points M d’affixe z tels que ['z— 1+ i| =2
|z-l+il =2 équivaut a |z—(l—i)| =3
Soit A le point d’affixe z, =1-1i.

|z—(1-1)| =2 équivauta [2-2,|=2, qui est équivalenta [AM]|=2.
(T") est le cercle de centre A (1;-1) et de rayon 2.

2) Déterminons I’ensemble (D) des points M d’affixe z tels que |lz+2+3i|= |z+1’2il‘ ;
|z+2+3i| =[z+1-2i équivaut a |Z‘(‘2“3i)|=|z—(—l+2i)| :

Soient A et B les points d’affixes respectives z, = -2-3i et z, =—1+2L
B

[ (23| =2~ (=1+20)| équivaut a AW - M)
“m" - “W“ signific que M appartient 3 |4 médiatrice de [AB].
(D) est donc la médiatrice du segment [ AB).

64
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1) Déterminons I'ensemble des points M d’affixe z tels que zz+i(z-2)-3=0.
Posons: z=x+iy

Onazxz=x*+)*et z—zZ =x+iy—x+iy=2iy.
Z+i(z-7)-3=0 équivautd x*+y?*-2y-3=0.
(x)2+(y=1)2=4 est unc équation cartésiennc de I’ensemble cherché. Cest le cercle de

centre { (0;1) et de rayon 2.

2) Déterminons I’ensemble des points M (z)tels que — soit réel.
z
2z—1 Ly . 2z-1 2z-1
est réel si et seulement si e
22 z’.". zZ

Ona: z3(2z-1)=22(22-1); 2zz*-2z%=27%7-2%;
2zE(E—z)=(E—z)(E+z); (E—z)(ZEz—(z+5))=0;
Z=Z ou 2?2—(z+3)=0. '

Posons: z=x+iy

1Y 1
Ona: zeR ou 2(x2+»?)-2x=0; z€R ou x>+y*~x=0; z€R ou [x—g] +y2=z
T 1 1
L’ensemble cherché est la réunion de I’axe réel et du cercle de centre Q| — | et de rayon S
privé du point O.
1 ’ +1i
3) Déterminons I’ensemble des points M du plan d’affixe z tels que : i—f =3,
z—i

Considérons 4(—i) : B(i) .

L’ensemble cherché est I'ensemble des points M du plan tels que : yM% =3.

% =3 est équivalent successivement a MA* -9MB* =0 ;

(MA —3MB)((MA +3MB) =10

Al B et H =bar Al B
1|-—-3 1

Soit G = bar

w

Ona: —2MG CAMH =0 ; soit MG CMH =0
L’ensemble cherché est le cercle de diamétre [GH|.
iz i V4 (—i :
)i
-2 -2
Z, Z, —-i+3i li 1

Z = = —:—f
4 4 2 2
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| 1% méthode :

| 2im méthode

NOMBRES$ COMPLEXES . : D&_

Exercme Résolu

1) Déterminons I’ ensemblc (E) des pomts M du plan d’affixe z tels que le nombre com
2z-4 _ _

g
soit un reel - _
z—1

2z—-4

Z=]

est défini si z 7. Ainsi le point A (0;1) ne peut pas appartenir a |’ ensemble )
Posons z = x+iy.
2z—-4 2(x+zy) 4 (2x 4) +21_y I:(Zx 4) +2:y:|[x (y-1)i ]

zZ—i x+iy—i x+(y- l)i I:x+ y l ][x (y—-l :I
22-4 _ (22 -4x+2y°-2y)  2x+4y-4
= 1

I T
2z—-4 W o .
= est un réel si et seulement sj sa partie imaginaire est nulle,
it @
C’est-a-dire =~ ) o

x+(y-1) S0l 2ty =4 = Oavee(x; ) = (0 1).
(E) est la droite d’équation X+2y-2=0 privée du pOintA(0°l)

Posons Z =

2z—-4
_ z—i
Z est un réel si et seulement SiZ=7

Or Z = Z si et seulement s; -2_2_:_&: = 2z-4

i z—i  z.; »Soit Successivement, avec z #1i-
(2z-4)(z +i)=(z-—i](2“z'-—4) : I

222 + 21247 -4i=27 47y, . |

2i(z+7z) +4(z-2)=8i ;

4iR, (z)+ 4(2iTm(z))=3g; ,
R.(2)+2Im(z)=2 ;

e J
.
il
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2) Déterminons I"ensemble (F) des points M du plan d’affixe z tels que le nombre complexe

1¥* méthode _
2z-4 . -~ . 2x2—4x+2y2-2
— SO1t un 1maginaire pur si et seulement si ( i ki 4 3 y)=0
=1 x2+(y--l)

Si =x+iy ,alors x+2y=2 .,

(E) est la droite d’équation x+2y =2 privée du point A (0;1).

soit un imaginaire pur.

z—i

(2::1—-4x+2y2—2y) 2x2—4x+2y*-2y=0

=0 €quivaut a {

x2+(y-1) 2+ (y=1)" %0
2x*—4x+2y?—2y =0 équivaut & x2=-2x+y*-y=0
3 :
x*—2x+ y?—y=0 équivaut a (x—1)2—1+(y~%) —%:0 ;

5 .
(x— 1)2 +( y ——;—} =% . Cette €quation est I’équation du cercle de centre le point B[l;%)

V5

et de rayon — .
4 2

; 1 5 5 % ;
(F) est le cercle de centre B(I;E] et de rayon 3/2-_- privé du point A (0;1).

| 2'm¢ méthode :

Z est un imaginaire pur si et seulement si Z= -Z.
= . 2z-4 2Z-4
Or Z =-Z si et seulement si — =——
z—i Z+i
(2z-4)(z+i)=-(z-i)(2z-4)
222 +i(z-%)-2(z+2)=0.

En posant z = x +iy.

, SOit successivement, avec z #i.

%3

222 +i(z-%)-2(z+7)=0 estéquivalenta 2(x*+y?)+i(2iy)-2(2x)=0;
x*+ y2—y—2x=0. On retrouve I’équation du cercle de la premiére méthode.

(F) est le cercle de centre B(l;-:!z-) et de rayon _‘/25 privé du point A(O; l) :

YT P Ty

DY ¥ X

TR

-
”

(b
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F

L.h Dans un plan rapporté a un repere orthonorme, on associc au point M daffixe . _

z+ 24 y b
point M™d"athye s=a"aiy! telque 2= 7
1) Déterminer 1'ensemble des points M tels que =" soit un réel,
' +« ' ent ' - I -
s\ Déterminer 1ensemble des points M tels que 2 SO1It un Imaginaire pur,

. = il . )
1.i A out nombre mmplcw Z, on associc le nombre anph.x(. Z = (l + J): +2.

On désigne par M le point daffixe = ¢t M' d'affixe de =',
.. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que O soit situé sur |a médimm’
1

segment [M.U '].
ii. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que OM QOM' =0,

1.j Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que : 3z-9-3i|=|7 +1 -,

1.k A tout nombre complexe z distinct de —1+2i, on associe le nombre complexe ='=

Déterminer les ensembles des points M d’affixes z vérifiant la condition exigée dans
des cas suivants :

a) ' estunnombre réel ;

b) z' estun nombre imaginaire pur ;
o) |7
d) |z

]

1F]

1
25

1.1 Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z dans chacun des cas suivants :

a) [2-1+2i|=3; b) [z=4|= |z+2i[ ; ©) |e=5+3i|=|z—4i; d) [z+5-i|=]z~4

I.m Soient z et 2" deux nombres complexes non nuls. Donner une condition nécessaire €t

pour que I’on ait |z +Z| = || +|z'|.
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ECRITURES TRIGONOMETRIQUES ET
ECRITURES EXPONENTIELLES D’UN
NOMBRE COMPLEXE NON NUL.

» Déterminer et interpréter graphiquement un argument d’un nombre complexe non nul ;
» Déterminer des arguments du conjugué et de I'opposé d’un nombre complexe non nul ;

» Déterminer des arguments d'un produit et d’un quotient de deux nombres complexes non
nuls ;

» Montrer que :
— trois points sont alignés ;
— deux droites sont paralleles ;
— deux droites sont perpendiculaires ;
— quatre points sont cocycliques.

» Ecrire sous forme trigonométrique et sous forme exponentielle d’un nombre complexe non
nul ;

» Utiliser la formule de Moivre et les formules d’Euler pour faire des linéarisations et des
développements.

2.1. ARGUMENT ET FORME TRIGONOMETRIQUE
D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

2.1.1 PRESENTATION

\ r\ >
ik

2ZPrendre un bon départ
N2

e

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct A
(0sa,7). b
Soit M un point du plan d’affixe z non nul et de

coordonnées (a;b); M" le point d'affixe LS 1

M(z)

El =
. — a
Soit & une mesure de I’angle (ﬁ;OM). @

1) Montrer que M' est situé sur le cercle trigonométrique

et est le point d'image du réel 8.

2) En déduire que — =cos@+isin 0.

g
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sre orthonormé direct (0, V).

: ’
Le plan complexe est muni d’un rep

f Soit M un point du plan d’affixe non nul z. j 1
| ® Une mesure de I"angle (@ 0M | est appelce argument du nomore complexe z ¢y

® Lc nombre complexe z peut s’écrire Z =lz](0050 +isin@). Cette €criture m

trigonométrique du nombre com lexe z. ’
| * La mesure principale de (ﬁ, OM | est I'argument dc LRI Arg(z)

REMARQUE 1

1) Si 8 estun argument d’un nombre complexe non nul z, tout autre argflment de z ey

forme 6+ 2kx avec ke Z.
En effet z = |z|(cos 6 + isind) =|z|(cos(@ + 2krx) +isin (8 + 2kzr) avec keZ.

2) Lien entre la forme trigonométrique et la forme algébrique.

Soit z=a+ib la forme algébrique d’un nombre complexe non nul et z= [z[(cos O+isi
sa forme trigonométrique. |
a=R,(z)=|z|cosb et b =Im(z)=|z|sind.
On a donc le =va*+b* ;c0s0=L=-__9 . sin 9=_b_ = __b__
A Varr O T
3) Deux nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont méme modulee!
arguments qui différent d’un multiple de 2 7 .

; REMARQUE 2
| 1) Un nombre complexe z est un rée] si et seulement sj z = () ou argz = kr, avec kel
2) Soitzun nombre complexe nonn . 5 ’ . L
P ul. zestun Imaginaire pur si et seulement si argz= 7

3) arg'2'=—argz+2k7z- »avec ke

4) arg(_z)=7:+argz+2k7r »avec keZ

5) Soient M et M’ deux points d’affixeg respectives z et »°
z’.

L’affixe de MM’
. est le me complexe Bhug 7o o tde z'—z est une
en radians de I’angle (ﬁ; MM gHimen
6) Deux nombres co . e
) Mmplexes p (cos 0+ isin O)et p "(cos @'+ ising ') sont égaux siel g "

& (p =p’e;050'[27r]), c’est-a-dire (p:p'e:n‘? 0" + 2k )
. = + T ,k EZ .

T e it g

70 )
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et un argument du nombre complexe z .

1) Posons z;=2-2i et z,=1-i/3 :

2| =V22 422 =8 =22 et

=J1+3=2

Z,

z =[2J—,—ﬂ .

2) «a estunréel de ’intervalle ]]-—;25;0]

3) Prenons z=[2\/_;—§]

S o e 3 4 S T T AT ek TR

{ EXercice Résolu

' Déterminons en fonction de 0<a <27(a # ), le module et un argument du nombre comple'xe

2 l+cosa+isina .
' cos 2a = 2cos*a - 1;s0it] +cos 2a = 2cos?a .

}_ »
- Par suite l+cosa—1+c032[ ]—Zr:os’( ]

b

i e i S aaill = -

Si lZl=p, 2= (coef?-t-rsmé') se note [p;0] ol p et @ désignent respectivement le module

2((2—\7_-—?:}_ [§_ J cos ZJmm(—%n;

Al ol 5]

Posons z, =1+itana et z, =[—itana .
. Sina 1 . i T
z, =1+i - (cosa +isina) ; comme ae |-=;0 |, cosa >0 et Z =
cosa cosa 2
sina 1 " 1
z,=1-i (cosa-rsma)=
cosa  cosa cosa

(cos(—a)-}-isz'n(—a)) et Z; =[

z—2\/_[cos[—§)+rsm[——n 2I[——:£} V3-3i .

. T To.. T
[l;:r]:cos;r+rs;mr=—1 et |l;— [=cos—+isin—=1|.
2 2 2

}
i
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. Q . (8
AW cosl = |+isin| = ||
-~ (r e T f_(_ ON .(_l: = p(.(’.\. —_— C l’.\ ( - ] 2
2 =2cos?| — |+ 2isin| — |cos| 2 Z;

St \ | \ 'l r ( S ‘_
cma . 10t que acziuan que e
R R orme {1 lul"““l I 2ol
i rque: Pour que cotte forme .\ll“ In f

' o] B
. . | & | = 25in| = |cos 1)-
D autre part, sin@ =sin 2| = == n b

e e ¢ ost toujours positif.
car le module d*un nombre complexe est tou] I

a_r B ar suite :
I"cas: Pour 0w < 1.0 57 < 5 et 2(‘(}.\(-;] > (), par

‘@) «@
a R o ’? — 2c AN B :_
|ZI=..C()S(E} jargz=— +2kx,avec ke L. z —Lm( J 2

T a a
2% cas:Pour T<a < 2:1-,% < = <z et 2cos (—_,—] <0,

-

a a) .. (a) @ (a) .. («a
2= 2cos| — || cos| = |+isin| — | |= =2cos| — || —cos| = —isin| —
2 2 7 2 2 2

2 —

a a) .. ( a s o
z= =2cos > || cos| @+ |+isin T+~ || avec —2cos = > 0. Par suite,

\ -—

—

a a
|2|=“3‘-“’S(‘2‘) ;argz=7r+—2- t2kz,avec keZ et z= —2cos[£);:r+.

2.a Déterminer le module et up argument de ch

acun des nombres comple
2)8 5 b) -8 ; ) 431

d) 6+iV12 .

Xes suivants :

2.b Ecrire sous forme algébrique chacun des nombreg complexes suivants -
jr 2” L .
a) {l;—} ; b) [2;— ; €) JE:ZF— yod) [ 127
4 3 6 ’ ) 1"_": %
2.c Déterminer le module etun

argument de chaceyp des nombre

a) cosa—isina b) —Sina + icosg

S complexes suivants :
) l+cosq +isina ol @ € [0-17]
Orme direct (o ).

SPeCtives : 2.4 9; . 2-2i et ‘>+2i~/§ .
R 3221 et 2+
Preecdents sous forme trigonométrique.

A, B ¢t Cd
. ans ce plan com lexe
argument ¢ ’ e

2.d Le plan complexe est muni d’up repeére orthon
On considere les points A,BetC d’affixes

: Xes re
1) Ecrire chacun des nombres complexes
2) Représenter avec

précision Jeg points
2e 2

¢st un nombre complexe (°

Exprimer en fonction de @ un argume
et -z,

z

nt de o..
1t de Chacyp des nombre

s complexes suivants
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2.2.2 ARGUMENT D'UN PRODUIT ET D'UN QUOTIENT

2 2 Prendre un bon départ

‘ !h—'-_:ﬁ

Soient ::r(m.\'()+i.\‘iu) etz =r'(cos0' + isin0') .

1) Montrer que ::‘:rr‘[ms(() +()‘)+fsin(()+0')] i

- ,.
= . = 0_ 1 .. s = \ )
2) Montrer que > [COS( 0')+isin(6 -6 )]

=

“~

3) Montrer par récurrence sur 2 que quels que soient le réel @ et ’entier naturel n,

(cos6 + fsr'n@)" = cos (n0)+isin (:19) .

Soient =[] e1z'=[,6'] et deux nombres complexes nonmuls. - )
° ZZ'=[}‘,9]>([?",9']=[?‘?"',9+9'] : St : .

.i=_[r_’9_]_= {_’”_,9._9'}
° 2" [rr, gr] rr ’

e Pour tout entier n et pour tout nombre réel @,

(cos9+isin 9)" = cos(nf) +isin(nf) - Cette formule est dite de Moivre.

Le nombre complexe de module 1 dont un argument est &, est noté e’ .

Le nombre complexe de module r dont un argument est 6, est noté re?.

L'écriture e est une forme exponenticlle du complexe z =r(cos@ +ising)our >0.

Conséquences :
> Pour tous réels 8 et 0":
i - o e _ io+er) € i(0-¢
[p;O]zpe’g : [p;—9]=pe g . e xe® :e{a 0') : 7=e(0 9}'
e

m T

; = o b
i >

\ ! = . ‘0 9
> é"e-liel=ije *=-ije" =e" =1

" 9\ nt)
> Pour tout entier naturel n,(e“) =",
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NOMBRES COMPLEXES e q-"

1) Soit :=[r.()]:ru'“'. l:[l,()].

. "= . 20 . AR {33’5
3) 1+i=2e "‘]:—1+h/§=2[—%+i~‘/§-)=2(005‘3—+*'-‘””T]:26’ J
(l+:‘)(—1+i\f§)=—l—\/§+i(—l+\/§).
(i-toiB)EeDael) 2oz liF) Loz B)
11
—1—J§+i(—1+() \[_[COS—2+ISI 1—;]
Zﬁcos“—;:~1—\/§

=]= Iz -5
On en déduit que : -d’ol cos 19%3 - 1\/_\/5 et Si”!’TZI£ :
2\Esin—12—=_1+\j§ 12 2.2
soit cos“” =_\E+J€er sin-l-l—iz-_-. J6 -2
Exerclcekésolul * i e—

!. Soit le nombre complexe z x __1__,-_ : _\_g_?’_ :
1) Mettre z sous la forme exponentielle.

- 2) Donner la forme algébrique de chacun deg nomb

| - 3) Soit p un entier naturel, d(mner la forme algebnque de chacun des ﬂombres compl e
etz’P*?,

€S complexes z2, z

z3p Ip+l g
4) En déduire la forme algébrique de chacun deg nombres complexes 72 £33 g zzo:i:
' Solution . 2 e

S STy R
L
i | :

l

| '| Soit & un argument de Z. cosa--.-.. ﬁng___\,_:_ d' on 6 2 . ‘(Ejﬁ]
| | ) {"] s = —5— ,Z2=e .
is 2) ’z‘(‘ ] -cos[ )+i.sln (i’.'_.

l | ' . - \ 3 )': cm(,, +-§-—J+ isin(:r-i-%)

- BeemTewnbel B, :A)‘T: (>
e

, ! 3 3 2 ."'"“"z’w'e':-ﬁi"‘_

: ".K_ 3) p étantunentlcrnamml B

e i s Sl
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x22=zl=____"___. a

4) 2012 =3x370+2; 2013=3x671; 2014 =3%x671+1.

La question 3 pL‘ll‘nct d,éCl ilC v ..2“.2 = ———-l --f—--— . z?'“” — l *f 014 _ A 1 ‘\/5
’ ( !
E‘cl C‘iL‘L‘ Ré\fﬂhl s -

Soient A, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectives a,befc

Soit le nombre complexe z = .
_ c-b
1) Donner les affixes des vecteurs AC et BC .

2) Donner le module de z en fonction de AC et BC.

3) Montrer qu’un argument de z est une mesure de I’angle (EE, E) ou (Eﬁ, C_A) _

Solution :

1) L’affixe de AC est c—a et celle de BC est b c.

R s R

3) arg 2= arg(c—ﬂ)wrg(b—c)=m63(zﬁ]—mes(;{§"6) |

argz = mes(BC u)+mes(u AC) mes(-B_C.,A_C') :

REMARQUE

ii et v deux vecteurs non nuls du plan. z, et z; sontles affixes respectives des vecteurs

il et v . a,b,cetd sont les affixes respectives des points A, B, Cet D .

% Z;
L mes(u ,v) arg— ;
Zg
: s . c—a
* Les points A, B et C sont alignés si et seulement si est
réel non nul. b-c

. : . c
* Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si
est un imaginaire pur. i

* Le triangle ABC st rectangle et isocele en A si et seulement -
.¢c—a ., c—a ;

=i ou =—i.

b-a b—a

T T

- ’ . r . . c—a = c—a ==

* Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si =e’ ou P =e 3
—-a -a

C—.b d-b .
. €

c—a d-a

* Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si
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NOMBRES COMPLEXES

1) Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0 i, v)
. E] = o 1 = —
On considére les points A, B, C d’affixes respectives a L=}

b=3+2i;c=4-ictd=2-5i.
Montrons que les vecteurs AB et CD sont orthogonaux

_2-Si+4+i 6-4i (6-4i)(2-3i)  26i _ 5

d-c _ _
b—a 3-2i-1+i 2+3i (2+3i)(2-3i)) 13
“a =2€_i_5. arg[d_c

b—a
sont orthogonaux.

e ; donc mes (E,@): i et les vecteurs 43 L)
- 2 2 i

2) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;u ,1‘})
On considére les points A, B, C et D d’affixes respectives

a=2-2i;b=2i;c=-1+ietd=-1-i.
Montrons que les points A, B, C et D sont cocycliques.

c—b_d—bz[ —l4i-2i Y ( -1-i=2i \ _ -1-i -1-3i
c—a d-a \-14+i-2+2i )\ -1=i—2+2;

= x
-3+3i -3+i
_ =1=i  -3+i _I+i » 3—i 442

— X = —_—
-3+3i —-1-3i 3-3i 1+3i 12 + 6i

2+1 1 1
=——=—¢ct —eR’
6131 33K

c—-b d-b

* 0 —_ —= . [])5"r
e g T w D ’"eS(CA,CB) =mes(DA,DB) [7] et les points A, B, Lt
cocycliques.

i

3) aestun nombre complexe non nu] et j=e 3
- '
Montrons que les points A(a "

. , * i I
)5 B(ja) et C (j2a) sont les sommets d’un tria"s
ral, On pose b= jgetc = Jj*a
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NOMBRE$ COMPLEXES

Démontrer que (PR) et (QR) sont orthogonaux et de meme longueur.

Z.-Z -
Ona ——£2=j et —“‘i:ithR:Z”JrZC.
Z.-f_ZQ Zy=Z,
Z.-Z Z Z.-Z
€ 2 — entraine ZC—ZQ=i(ZA—ZQ) ; d’ol ZQ=Z”+ €4j——
Z,~2Z, 2 2
- Z,+Z,+i(Z,-Z
Ly =% ot et Z,=—2% i(Z, B).
Zy—Zp . 2
Z,a—ZR=ZA+ZB+i(ZA—ZB)_ZB+Zc:ZA"ZC'H.(ZA "ZB)
2 2 2
ZQ_ZR=Z,.+ZB+:'(ZC—Z,,)_ZB+ZC _Z,=Zy+i(Z-2,) ;
i 2 2 2
B = (Z2,-2,)-i(2,-2.)|_|(Z2,-25)+i(Z.-2,)| .
pT4p =1 = ;
i 2 2
ZP_Z,q:i_ZQ_ZR:I donc ZP_ZR == "5;
- ‘ Zy—2Zg
) ZP_ZR T (:."'""_“_:;) T PR i
ar =— donc mes|RQ ,RP|=— et (RQ)L(RP) et —=1,
“%.-%, 3 © y ot (RO)L(RP) et T

4) Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que le nombre complexe z défini par

T

';— - . -
z' =e 3z soit imaginaire pur.
. : : , T , ' _
z imaginaire pur si et seulement si argz -—-E[ﬂ] (z'#0) orz'#0si z#0
(r |
DRI P G
Pour z#0 posons z=re “ ; z'=re*"’e" =re _

. ; . N
argz =E[x] si et seulement si a+§—5[x]

D’ol a=£—£=£[ﬂ]; mes(él,m)=£ :
2 3 6 6

Le point M est situé sur la droite passant par O et de coefficient directeur fan£=—?
privée du point O.

S’exercer

2.1 a) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes :

| _6-iV2 ,
Z=———etz,=1-i.

.
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NOMBREp COMPLEXES

z
b) Donner un argument et le module du nombre complexe z —Z

o /1
c) Déduire les valeurs exactes de COSE et sin— .

12

2.g a) Donner la forme exponenticlle et la forme cartésicnne de chacun des nombye Comple
s 5 '
(l+:\/§) et de (l—f'xﬁ) ,

b) Donner la forme cartésienne de chacun des nombres complexes

| w=(1+i33) +(1-3) et v=(1+vB) -(1-143)’ .

3 i : iz g
2.h Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que —- soit réel.
i
» ’ e 6
2.i Ecrire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes suivants :
10

a)(\lgﬂ)(—l“\@) 5 b)(1+i) ;c)_lﬂ'\‘/5 . d) V2+i2

B+i 1 V3

: 2 2
2.g Ecrire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes suivants :

2

z=11)—2ie_iZ : b)‘—]-'—f”ﬁe_fI : C)IOe : ;d)————ze i
=i 5-5i 1-i3

2.k Ondonne : z=(1+iV3)(1+i),

1) Ecrire z sous forme algébrique.
2) Ecrire 1+i et 1+iV3 sous forme trigonométrique

3) Déterminer les valeurs exactes de coszg- et sin L

.

.= 12 12

2.1 Représenter dans le plan complexe les points M daffixe z tels que |z| =2 et arg(:+1) 73

2.m Déterminer et construire I’ensemble les points A7 d’affixe z vérifiant la condition ¢

i arg(i-z)=0[r]; i arg( N T | 7 -
’ carg(z+1-i)=ZL[2,]. L]

) 6[ I3 . arg —= =71
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NOMBREP COMPLEXES

2.2. TRIGONOMETRIE ET NOMBRES COMPLEXES.

.‘\ ':' %
| '.%fprendre un bon départ

n est un entier relatif.

On rappelle que € =cosa +isina et e =cosa—isina

ing

Pour tout entier naturel »n, €"“ =cosna +isinna ; e = cos na —isinna

a) Exprimer cosaetsina en fonction de ¢ et de e ™.

b) Calculer €™ +e™ ; €™ —e™ ; ™ xe™.

2

| _ fa —ig e o la 58 e—ia )
e Pour tout nombre réel a, cosa =—2—- et sina Thmre
. : _ _ i
5 Ces deux formules sont les formules d’Euler.
|
" e Pour tout nombre réel @ et pout tout entier naturel #,

= "4 e =2cos(na) ; €' —e ™ =2isin(na).

f ema e-:‘na o I A

£

1) Exprimons cos4x en fonction de cosx -
o . n 4 .. 4
cos4x +isindx = (cosx +isinx) . Posons A = (cosx +isinx)
4 ; g o i i — 4
A= (cosx) +4icos’xsinx + 6cos*x (lsmx) 24 4cosx(wmr) + (:smx) s
A= (cos"x —6cos*xsin*x + s:’n"‘x) +i (40053 xsinx — 4cosxsin3x) .

D’oll cosdx = cos*x —6cosxsin*x + sin’x et

sindx = 4cos’ xsinx — 4cosxsin’x .

cosdx = cos'x — 6cos?x (l - cosz:c) + (l - cos’x) 2
cosdx = cos'x—6cosx +6cos’x +1-2cos*x +cos'x :

cosdx =8cos’x—8cos*x+1.
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2) Linéarisons :

] o =ia
a) On rappelle que COSG:(E](Q +e”! )

cosacosb = (%] (em +e™ ) X [%)(eﬂj + e_m)

ia ei:’: ia _~ib —ia _ib —la -:'b]

cosacosbz%[e +% " +e e +e e

- %[(e;(aw)_ +e—f(a+b)) +(er'(a-b) 4o ab) ):|

cosacosh =-%—[cos (a+ b) +cos(a— b)] :

b) sinasinb = (%] (em - e_m) X [%) (eﬁ‘ —e™ )

— _E[emedb _eme ih —e :ae;b t+e me ,b:|

_ _i[(ei(aﬁb] _e—i(a—b))_(ei(a—b) 4 grila+) )J

_ _%[(ei(mb) 4 gilat) ) B (e;‘(a-b] 4 gmila-b) )]

= —i—[Zcos(a+b)~200s(a—b):|l= %[cos(aHb)—cos(a*Pb]]

) . 1
sinasinb =§-[cos (a —b)—cos (a+ b)] .

c) sinacosbh =[511—) (e"" —ela ) [_‘1')?] ( & 4ot )
e e e

ia _ib

e +er‘ae—a‘b _e—-:'ael‘b . eLfae_;b]

-l €

: (ei{a+b) _ e—:‘(mh]) + (ea'(a-b) _ e——i‘(a—b) ):’

Il

Il

Ta|— &= &~

1

_ :2:'sin(a +b)+2isin(a- b):l :
sinacosh = 5 s:’n(a+b)+ sin(a-‘b)] ;

d) Linéarisons cos

[

X et sin’x.

5. l —ir\3
cos’x = ?(e“ o .I.r)
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OMBRE§ COMPLEXES

+Se4u'e u‘_l_loe]ir 2;1+1062ue—3n+56u —4:r+e—5.".t:|

Il
M-—-
|__-'|

1 . , . ,
= [es“ +5¢™ +10e™ +10e™™ +5¢7* + e‘s“]

= (e +ese)as(e ve ) ro(et )]
= '2-15— (2cos5x+10cos3x + 20cosx)

1
cos x = R(cosSx +5cos3x + 100(:033:) .

: 1. —ix
e) Smsx=¥(e —e )5

:(21_) [ S _5e' e 1106 e 106 e +5e”e —e‘“"]
i

= l_ [65“ —5e™ +10e” —10e™* +5¢7* —e'”"]

(21')5 l:(es;'x __e-sru)_s(esix _e-m)_'_lo(efx _ea)]

i

= (21‘.)5 [(2isin5x) —5(2isin3x)+10 (2isin.x)]

sin°x = li[sinSx —53in3x+105inx] :

S’exercer

2001
2.0 A I’aide de la formule de Moivre, justifier que le nombre (l i3 ) est un nombre réel.

2.p Calculer les valeurs exactes des produits

T kY4 . . 3m T 3
cos —cos — ; sin—sin— ; sin—cos— .
8 8 8 8

2.q On pose : _}’——E h{

a)Vérifier que 1+ j+ j2=0;

b)Ecrire sous forme algébrique (1 4 if )1995 et (l +J'2)mj-
2.r Linéariser :

]
.
]
\
]
.
¢
§

a) cos’xsinm'x : b) sin® x ;¢) cos x ; d) sin*2¢.

) commmesy cQ)estRgEy magR s w2
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NOMBRES COMPLEXES

) \_.JPrendre un bon départ

1) a) Déterminer les nombres complexes z tels que 2=l
b) Ecrire ces nombres sous les formes trigonométrique et exponentielle, puis
repere orthonormé direct les i images A, B, C dC ces nombres,
¢) Quelle est la nature du triangle ABC ?
2) Soit z

un nombre complexe tel que z= pe” ou p>0.

a) Donner la forme trigonométrique z

krx
b) Déduire que si 2" =1 alors |z|=1etz a pour argument 2—-n— avec keZ.

¢) Expliquer pourquoi il Yy a exactement » nombres complexes z tels quez” =1 quisont -
kr

2j—

W, =e " avec ke{O;l;Z;...;nhl}.

Soit un entier naturel supeneur ou égal 30 e

> Tout nombre complexe z tel que z" =1 est appelée racine n. -iéme de ’unité.

—iemes de lumte sont les nombres co E

> Les racines »n

mplexes w; =¢
ke {0; ;2;...;n— 1} ouk prenant n valeurs consécutives, i
2ix
> Siw=e" ,les n racines n-iemes de I’unité sont @,07,..., 0"

» Lasomme des » racines n-i

emes de |’ unité est nu|e.
O+t 40" =0

s équations suivantes :
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3.2 Racines n-i¢me d’un nombre complexe non nul.

\-JPrendre un bon départ

e

i . ; - ) 2

On considére les nombres complexes Z =re etz = pe"” avecr>0;p>0et (a;0)e R,
1) Onsuppose z" =Z.

a) Utiliser I'égalit¢ de deux nombres complexes écrits sous la forme trigonométrique pour
trouver une relation entre p" et r, puis entre né et o .

p=4r

a 2krx
=—+L,avecke Z
n n

¢) Montrer qu’il y a exactement » nombres complexes felsquez" =Z .

b) En déduire que

Retenir

S D S el s L e e ey R—

. Tout nombre complexe z = re admet n racmes n :émes dlstmctes qui sont les nombres

_s/_e'{aI 2""] auke{O R n 1} . -

REMARQUE

Les nracines »n-iémes d’un nombre complexe ayant tous le méme module, et des arguments

o 2km \ 5 . )
qui different de ——, leurs images dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct sont les
n

n sommets d’un polygone régulier de centre 0.

1) Déterminons les racines carrées de l+f\f§ .
1 3 T .. i
1+iJ3=2| —4+i— |=2| cos—+isin— | =2e 3.
ia [2 ' 2] [ 3 3]

Soit z=re"” our>0 et a unréel
T

: P . ¢ . o i—
z est une racine carrée de 1+iv3 si et seulement si (re’“) =2e¢?.

P r’=2 r=+2 ‘
2 2iu 3 ‘ > A
ree’™ =2e? équivaut a ; .
2a=%+2k1r,kez a=Zikr kez |

Les racines carrées de 1+iv/3 sont les nombres complexes z, J_e[ " ] avec k €{0;1}
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NOMBRE§S COMPLEXES
2c£"):ﬁ((‘rl.\'%+M‘HIE]=ﬁ(—2—'+2!} 5 5 /
LY , w '\/5 ] _ \/6
20{ ]=ﬁ[cos[ﬁ+%]+r'sm[rr-i—-gD=\/—2_[—7—5:}*_7__{%;'.

1+i\3

2) Déterminons les racines cubiques du nombre complexe z = 1—if3

) ]

1+i\/§=[2;§} et 1-ia/3 = [2 -——-} d’ou z=[z_?]'
1+i3

3
Déterminons les nombres complexes z = [r; 9]“?35 que z° = —i3

Il

4

r=]

3 1+ 1\/_ !: j,
z équivaut a | r ;36 c’est-a-dire
Y [36]=] 15 39:%5+2k;zkez
r=1
g F prg
9 3
Les racines ‘cubiques de z sont les nombres complexes z, = |:1 ZE+—2}m-:| , k e{O,l,Z

sont donc les nombres complexes :
Z =[l;2—ﬁ],z, -[1, 2% + 27{] [1 §£ z, = 1;_2£+i"f =11 147
9 9 3 9 9 3 9 |
3) Recherchons les racines #-iémes d’un nombre complexe Z .

Si z, est I’une d’entre elles, on a z,#0etz] =27,

n
z" =7 ¢équivauta ( z" =z,") ; soit Z =]
Aut tdit = est o
utrement dit — est une racine n-i¢ ‘unité
. me de |’unité,

Par conséquent les. racines n-iemes de z s’obtiennent en faisant les produits de I ne
elles par les n racines n-iéme de |,

4
Exemple : Cherchons a résoudre 24 = 1+3;) .4 R S . & |
( +3i). z =(1+3i)" équivaut a —I—:j‘- _,_‘

- est une racine quatrié - ; s _ 1o
1+ 3i quatrieme de 1. Or les racines quatriémes de 1 sont, i=b i

Donc les solutions de I’équation proposée sont - .
1(1430) =143 i(1+3i) =i+32 = 3.4 ;. ~1(14+3i) = —1-3 t—i(l+3:‘):3'“
Les racines qualncme de 143; sont 1+3: e Bl 7ea ie 4

=1=-363—i.

D
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OMBRES COMPLEXES

EQUATIONS DANS C.

» Résoudre les ¢quations du premier degré dans C ;

» Résoudre les systemes d’équations linéaires dans C ;
» Résoudre les équations du second degré dans C ;

» Déterminer les racines d’un polynéme de degré supérieur ou égal a trois.

3.1. EQUATIONS DU PREMIER DEGRE ; SYSTEMES
D’EQUATIONS LINEAIRES DANS C

3.1.1 Equations du type az+b=0, o0t aetbsontdes nombres complexes et systémes
d’équations linéaires dans C.

"1‘- —‘A-lprenc[re un bon depart

Ile./’r

1) Déterminer si possible le nombre complexe z dans chacun des cas suivants:
a) (2+3i)z—-2+5i=
b) (2-3i)z+1+2i=2z-3iz—2+5i;
¢) (2-i)z=2(z+1)—iz-5i.

3

1+i)z+2iz' =1+i
2) Déterminer les nombres complexes zetz' tels que: JL( )

—-(3-2i)z'=-i
r Une cquatlon de la forme az + b 0 ouaeth sont des nongbres complexes dans C w
* admet une seule solution si a #0. Cette solution est ——. Dans ce cas I’équation est dite du
- premier degré. ot

E .

admet une infinité de solutions sia = b =0.
n’admet aucune solution si a=0et b#0.

+bz'=
» Tout systéme de la forme { el

oit a,b,c,a’b'et ¢! (a' et b' non tous nuls) sont
'z+b'Z=c'

k des nombres complexes est un systéme d'équations linéaire & deux inconnues dans C.

 —

J
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NOMBRER COMPLEXES

da Résoudre dans € les ¢quations d'inconnuces 2. | |
_ . , oo Nl T +i)(z+3+i)|iz+—|=0.
a) (2+S8i)z=4-2i; b) r:-—2:2~'*'|'”'L')(z“)( ? ]( 2iJ &
P ; 2
2-i -1+ 3 . '\
d) -z=———1¢) (2+3i)z=(1+2i) .
1-2 2410

3.h Rés g s C? e sme d’é ions linéaires y s
Résoudre dans C? e systéme d’équatio (=142i)z+(3=i)z'=;

3.2. EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C
3.2.1 Racines carrées d’un nombre complexe

‘ \.: y
' —="Prendre un bon départ

Activité 1
Résoudre dans C les équations : z2=16 ; b) z22=-49; ¢)z2=-3; d)z? =-sin’t.
Activité 2

Soit le nombre complexe a=3-4i. Soit z = x+ Iy tel que z2=3-4;.
x2—=y2=3
1) a) Montrer que I’on a 7 .
2xy=—4
b) A partir de la deuxiéme équation du systéme, exprimer par exemple x en fonctionde }

puis le remplacer dans la premiére équation. Résoudre I’équation obtenue d’inconnue J:&
déduire les solutions du systéme, puis les valeurs possibles de z.

2)a) Calculer |a| et montrer que X242 =5,
x2 ___},2 =3
c) Résoudre dans R? le systéme { x? + y: =5

g s nt
et en déduire tous les nombres complexes 6%

carrés sont égaux a a. 2xy=—4

/ Soit un nombre complexe Z = at ib tel que |

- Un nombre complexe z =x+iy est i
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¢ Tout nombre complexe non nul admet toujours deux racines carrées opposées.
xt—yl=q
e Pour résoudre le systéme {x* + y* =, il suffit de résoudre les deux premiéres équations et
2xy=b
ensuite tenir compte du signe de b pour choisir les couples (x; ).

Si b>0 ,xet ysont de méme signe. Si b <0,xet ysont de signes contraires.

1) Déterminons les racines carrées du nombre complexe Z = -3 —4i .

Soit z = x+iy une racine carrée de Z. z2=Z équivauta (x+ iy)*=-3-4i,
X=yr= 3

x2—y?+2ixy =—3—4i . Cette égalité est réalisée si et seulement si
2xy=—4

D’autre part Z = z? entraine ]Zl =|z’|. Or Izzl=|z||z|= X2,
[3-4i[=[(-3)2+(-4)> =425 =5.

x2—y?=-3

Résolvons le systéme { x* +y* =5.
2xy =—4
En additionnant membre a membre les deux premiéres équations on trouve
2x2=2;s0itx*=1d'oux=1loux=-1.
En multipliant la premiére équation par —1 et la deuxieéme par 1 et en additionnant membre
a membre les équations obtenues ona 2y* =28 ;soit y*=4;d'ou y =20uy =-2.
xy étant négatif, xet ysont de signes contraires.
Ainsi pour x=1;y=-2 etpour x=-lL;y=2.

Les racines carrées du nombre complexe —3—4i sont 1-2i et —1+2i.

2) Déterminons lesracines carréesde’ —cos® 6(6 € R). (—cos?6) = (i*cos?0) = (icos8)? = (~icos@)? .

Les racines carrées de (—cos 20)sont (icos6) et(—icosd).

3.¢ Résoudre dans C I’équation z2=48+14i.
3.d Soit b un nombre réel strictement négatif. Résoudre dans C, I’équation z2=b.

|
|
|

Scanné avec CamScanner



ations du second degré dans C.

3.2.2 Résolution des cqu

N\

P f\-—uPIendle un bon départ

Activité 1

Résoudre dans € chacune des équations suivantes :
~3 .
a)Z:+3=0 ; b)Z2+4Z+8=0;¢)Z' +8=0ct )Z" -i=0

Activité 2
Soit & résoudre dans C I’équation du second degré a coefficients complexes az2 44, ,_ 0

b Jz b*—4ac

G!x}-
1) Montrer que az*+bz+c:a[(z+— -

~dqe,

4q

J. Soit & une racine carré de 2
2a

2 2
- —4
2) Montrer que 1’équation (24.;5_] _b*—4ac
2a 44a?

distinctes qu'on exprimera en fonction de a, bet o .

=0 admet dans C soit une racine soit deux ey

| “Pour résoudre une équatmn du second degré

® On calcule le discriminant A = —br-
| ® On détermine une racine carrée de A ', _

f
I

2+ bz_+ c 0 a coefﬁclents complexes das

SiA bO cette equatlon admet une seule racme qu1 est o
i Z7 =
! 2aemz +bz+c a(z zo) -a(z zo)(z zo)

. SiA#0 cette equat:on admet deux racmes dlSthteS Zl ——-—-_-\-g—e'r Z; =
-[ une racine carré du discriminant A, L =1 g
{ D

3 ans ce cas az* + bz e _.a(z_;,;l) (z“.‘?;) el

1) Considérons I’équation 222+2Z+3=0.0na [(Z+ IT 1 SJ_O' [z+

1 5 1
Zh—+—= |l z4— NS |_ | N5

2) Considérons |’¢ uation jz2 12i -
WM 224234120, A1 gi(347)=1+12i+4=5"

Détermino
ns
une racine carrée de A . Soit X+iy une racine carrée de A-
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xX2- '\-'2 =5
2xp=12

¥4 yi=4524112 =13
Dot (x=3 ou x=-3)et(y=2 ou =-2).

Ona: (x+iy)>=5+12/ .D'on :

Or xy >0 donc x et y sont de méme signe.
Les racines carrées de A sont 3+2j ¢f —3-2; |

Choisissons & =3+ 2i ’une de ces racines
carrées.

o _—1=0 -1-3-2i —4-9; “1+8 _ 143420 2+2i _1+i

oy . = —=—1+2i; =1-i.
2i 2i 2i 2i 2i 2i i

Les solutions de cette équation sont : —1+2i et 1—i.

Remarque En choisissant comme racine carrée du discriminant —3—2i, on trouve les
mémes solutions.

3) Soit I’équation (E) 2 +(1 -i)z? {(4-;')2_4;' =)

Cherchons une solution de cette équation de la forme ib (b#0etbeRR)
Ona: (ib) +(1-i)(ib)?+(4~i)(ib)—4i =
(=02 +b)+i(-b* +b*+4b—4) =
-b*+b=0 ) b(-b+1)=0 b=0oub=1
D’ou 3 ; soit " 3 :
-b" +b*+4b—-4=0 -b"+b*+4b—-4=0 |-b’+b*+4b-4=0
0 ne vérifie pas 1’équation —b” +b2+4b—4=0, par contre +1 est solution de I’équation

—b" +b*+4b—4=0. Le systeme ci-dessus a donc une seule solution qui est 1. Donc i est
une solution de cette équation.

0; —ib® —b?(1-i)+(4i+1)b—4i=0;

Trouvonsun polyndme P dusecond degrételque: z* +(1-i)z? +(4-i)z-4di=(z -i) P(z2)
Posons P(z)=az?+bz+c.Ona: 2’ +(1-i)z*+(4~i)z—4i=(z-i)(az? + bz +c).
Par égalité de deux polyndmes ona: P(z)=z>+z+4.

> Résolvons (E). (E) est équivalenta (z—i)(z2+z+4)=0.

2 ; 2
Résolvons z2+z+4=0. Son discriminant est A=1-4x4=-15=15i2= (,Jﬁ]

. —1=iJ15  —1+iVl5
Les solutions de I’équation (E) sont : i, et ;
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Une racine carrée de A est o 2cosf+2isin0
B
2

=cosl+isin0
- r ¢ " " e
Les solutions de I'équation (E) sont =

2c0s0-2isinG _\cg-isind.

Ct Zy m——

Al )
2) Pour quelles valeurs de 0 ces solutions sont-¢lles des IMaginaires purs,
; SR, (O n '

surs si et seulement si cos@ =0 ; soit ()z_zﬁﬂm »
1ARY

Ces solutions sont des imaginaires |

aleurs de @ ces solutions sont-clles des réels.

3) Pour quelles v
Ces solutions sont des réels si et sculement si sinf =0 ; soit O=kr, keZ.

Exercice Résolu 2

1) Soit P un polyndme dans C tel que, pour tout nombre complexe z :
P(z)=a,z" +a,,z"" +...+ az+ay AVEC g, Qs34 12y des réels.
Démontrer que si z, est une racine de P, alors z, est aussi une racine de P. |

Supposons que z, est une racine de P. Ona P(z,)=0.

a) Démontrons que P(z,)= P(z—o)

P(z,) = a,z"+a, 2" +...+az+a,= az" +a,_z"" +...+az+a,.

= -1 g Bl . . ; i i o
=a z"+a,z" +...+aZ +a, carle conjugué d’un nombre réel est égal a lu-mer=

D’autre part z" =z" pour tout entier naturel ».

On en déduit que P(z,)=a,Z," +a, Z,"" +...+ a3z, +a,=P(z,).
b) Déduisons que z, est aussi une solution de P(z)=0. j
D’aprés I’hypothése z, est une solution de I’équation P(z)=0. Donc P(z,)=0 ¢ par o
P(z,)=0; soit P(z,)=0.0r P(z,)= P(E{;), donc P(Z-u)=0- D’oll z, est aussi une ¥

tion de P(z)=0; z, est donc une racine de P,

Exemple : Soit I’équation P(z)=z*-62"+22410;-18 .

P(|+i)=(1+i)“—6(1+i)"'+(1+:‘)=+10(1+i)-18=( 2i)> 6(2:)(l+:)+2:+10+10'
= —4-12i+12+12i-8=0,

18

P(1+i)=0, donc 1+i estune solution de P(z)=0

Comme 1+ est solution de cette équation, [ ~; |’ : [y
s 3 —‘ [ . - c cc PO
ont des coefficients réels. est aussi car tous les monomes d

POl (et b24) s Ple)= (22224 2) art00)
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Développons (::2 -2z4 2](0:’ +bz + .:-) ,
» (22_2: +2)(az?+bz + c)=az'+ (b-2a)2’ +(e=2b+2a)z2+(-2c + 2b)z+2¢

ior P(:)::‘—'G:B +22+10z-18.

=]
-2a+b=-6
‘Par identification, on a le systéme { 2b—2¢=10 ;Soit a=1;b=—-4etc=-9.
2a-2b+c=1
| 2c=-18

'P(z)=(3z—23+2)(22—4z“9)-P(Z)=Oéquivautc‘z(zz—2z+2)(22_4z_9]=0, C]Ui est équi-
valenta z2—2z+2=00uz2-4z-9=0.

-

Résolvons I'équation 2”—4z~9=0. Son discriminant A =16+36=52=(2V13) .

4+2\13 et4—2Jﬁ
. :

? Les solutions de cette équation sont 5

I.aes solutions de I’équation P(z)= 0 sont 1+i;1—i;2+\/ﬁ et 2—\/13!

S’exercer

3.e Résoudre dans C chacune des équations suivantes :
a)z2+9=0 ; b)z2+4z+29=0 ;c)z*-2z+3=0.
3.I' Résoudre dans C chacune des équations suivantes :
a)2’+8=0 ; b)z*-16=0 ; c)z' +222=0.
3.4 Résoudre dans C chacune des équations suivantes :
a)22=—4i ;b)z2=44+16i\3 ; c)z*=15+8i .
3.h Résoudre dans € chacune des équations suivantes :
Az -4iz2-4=0 ; p)z* +622+25=0 ; ¢)z' —10z2+169 =0.

3. s " . 3 .
' P estle polynéme défini par: P(z)=2z"-322+(3-i)z-2+2i.
I. Vérifier que P admet une racine réelle a .
'l. Déterminer les nombres complexes a et b tels que P(z)=(z-a)(z2+aZ + b).

Ui Résoudre alors I’équation P(z)=0 dans C,

—s_
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§ RACINES

3.2.3 SOMME ET PRODUIT DE

1) Soit I’équation azt +bz+c=0 2 coeflicients complexes (@ # 0).

B _b-0 , ¢quati |
St 7 = b+d . _ b=9 |5 solutions de cette équation. Caleuler z, +2z, ¢ 42,
2 ©  2a b
zZ,t+z, = —E
2) Soient 7€ Z, deux nombres complexes tels que . (@ estun nombre complexe ot

22, =

c

a
Montrer que z, ef z, sont les solutions de I’équation (z ~2,)(2-2,)=0 eten déduire que
sont les solutions de I’équation az?+bz+c=0.

e -

{ Les solutions de I’équation az*+ bz - :

[ .- I .'- :

i complexes zefz, telsque s . c
kit _ ; a

REMARQUE

Si § et P sont deux nombres complexes donnés, les nombres complexes z,et z, tels qué k-

z,+2,=8 :
sont les solutions de I’équation Z2—§Z + P = 0
z,2z,=P ’

1) Soit I’équation du second degré (E): 224 (=5+2i
a) Montrons que 3+i est une solution de (E).

(3+i) +(-5+2i)(3+1)+9-7i= 9.1 ¢;

3+i est donc une solution de (E).

)z2+9-7i=0 .
~1-15-5i+6i-2+9-7i=0.

b) Sans calculer le discriminant, déterminons la deuxi¢me solution de (E).

D
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Soit z' "autre racine de (E). Ona z'+3+4i=5-2} 01(3 +i)z'=9-7i carlasommeS des
—(-5+2i)

. . L -7
racines de cette ¢quation est nal

=5-2i ¢t le produit est =91,

z'+3+i=5-2i; z'=2-3i.On peut aussi utiliser l¢ fait que (3+i)z'=9—7i et en dé-

-7i (9-=-7i)(3-i 720
duire que z' = 9 7_1 _—.( ‘)(3 ') _ 27-T7-30i _
3+i - 9+1 10
Remarque : L’expression du produit ou de la somme des racines peut permettre de trouver

la deuxiéme racine connaissant la premiére. Mais il préférable de choisir I’expression la plus
simple.

2-3i.

Pour I’exemple ci-dessus ’expression de la somme permet de trouver plus facilement la
deuxiéme racine.

2) Soit m un paramétre réel. A quelle condition nécessaire et suffisante existe-il deux reels
x, et x, distincts tels que x, +x, =2etx, x, =m?*?
1l existe deux réels distincts x, ef x, tels que x, +x, =2etx, x, =m* si et seulement si
22 —4m?* > 0. C’est-a-dire 4—4m> 20 ; soit me |-1;1[.

3) Soit m un parametre réel. A quelle condition nécessaire et suffisante existe-il deux nombres
complexes z, et z, distincts tels que z, +z, =2et z,z,=m*?
1l existe deux réels distincts z, et z, tels que z, +z, =2et z, z, = m? si et seulement si

22—-4m? +0 ; soit meR—{—l;l}.

S’exercer

3.j Sans déterminer les racines de I’équation a coefficients complexes

(3- 2i)z2 + (~l + 3;)2 +4—5i =0, déterminer la somme et le produit des racines de cette

équation.

3.k Déterminer deux nombres complexes z,etz, tels que z +z, =—4+iefz z, =1+13i
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NOMBRE§S COMPLEXES

FORME ALGEBRIQUE D'UN NOMBRE
COMPLEXE Dans le plan complexe rapporté 3 UN reny
orthonorm¢, on associe au point M d’ﬁfﬁx:z{

o tel que z’=(z-3)(z—2i).

Soit f la fonction de C définie par : 1) Déterminer et construire Pensemple }
f(2)=7 =2iz2=(1-i)z-2i. points M tels que z’ soit un rée],
Caleuler f(1+i); £ (i)et £(2i). 2) Déterminer et construire I"ensemble ge;

points M tels que z’ soit un imaginairepm_

Déterminer la forme algebrique de z dans e
i CAS SUyans ; Soit le nombre complexe z =x+iy ol xery
a) z= 2_'31 ;b) z= (3—i)(5+2i) : sont des réels, et M le point image de z dans
1+i3 plan complexe. On désigne par Z le conju
c) z =(2—3i)2 . d) (sz—)* : de z. On considére le nombre complexe
7 Z+3
e) (2i-1)(2+5i)(2-3i)> : | 3"
a) Calculer la partie réelle et la partie imagi
Ecrire le nombre complexe z sous forme de Z.
algébrique dans chacun des cas suivants. b) Construire 1’ensemble des points M dup

tels que Z soit un imaginaire pur.

a) z=-3 (-2+3i)(5-2i) ;

bB) z= 3+ _31 ‘C) =i—2— . Soit le nombre complexe z=x+1y ou xél)
2+i I-i sont des réels, et M le point image deZ .
) gm— =, ‘Plan complexe. On désigne par Z le €=
1+iy3 de z. On considére le nombre complext
iz?
? Loz

ans le plan complexe rapporté 4 un repére %1 e

orthonormé, on associe au point M d’affixe zle | @ Calculer la partie réelle et la parti€ e

point M' d'affixe ' tel que z’= 2 +3i ) de Z. vt
z-— _ : .
1) Déterminer et construire l’cnseible des ) Construire I’ensemble des poin® :

points M tels que z’ soit un rée]. tels que Z soit un imaginaire pu-

2) Déterminer et construire I’ensemble des
points M tels que 2z’ soit un imaginaire pur,
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ECRITURE SOUS FORME
TRIGONOMETRIQUE ET SOUS FORME
EXPONENTIELLE D'UN NOMBRE
COMPLEXE NON NUL.

Ecrire z sous la forme trigonométrique les
nombres complexes suivants :

) z=1—i\/5 ; b) z:——l‘_’ ;
2i
T 2-3i)(3+i
. F e )i
7 +2i 4-3;
B 1 _ cosO +isinf
e) z=————~;;)z=—"-— |
cosO +isinf cos@ —isinf

o4 J6-i2

Ondonne Z, =———— et Z, =1,
2
a) Ecrire Z, et Z, sous forme exponentielle.

. . Z ,
b) Ecrire —- sous forme exponentielle.
2

¢) En déduire cos£ et sin%.
;l SO“. VA :ﬁi—\/g_ .
V2(1+i)
1) Déterminer le module et un argument de Z

et vérifier que le point M d’affixe Z est situ¢
sur le cercle de centre O et de rayon 1.

2) Pour quelles valeurs de Ientier naturel
nzZ"=1?

3) Pour quelles valeurs de I’entier naturel
nZ" =< 9

4) Déterminer I’entier naturel p tel que

Zﬂ‘ip :._Z'" 3
T T

0 est 1e nombre réel de I’intervalle il—-z—q[-
Déterminer le module et un argument de chacun
| "®Snombres complexes :

e’ 1 l+itand
if? 2€ . *
e’ +1 1 —itan@

0}

Le plan complexe est muni d’un repére

orthonormé direct (0;¢,é, ). On considére
les points A, B et C d’affixes respectives :

—1let+/3i.

1) Déterminer I’ensemble des points M (z)

i . V4
tels que ait pour argument —.

2) Démontrer que cet ensemble contient C et
construire le construire.

Onpose z=+3+i, 2/ =i—1 etZ=i,.

z
1) Calculer le module et un argument de cha-
cun des complexes z et z’.

2) a) Déterminer I’écriture algébrique de z et z’.

b) Déterminer I’écriture trigonométrique
et exponentielle de Z.

3) Déterminer I’écriture exponentielle
trigonométrique, et algébrique de 73

Soit le nombre complexe :

z=1+i\/3, démontrer que les images dans le
plan complexe des nombres z, —z,zz,2 sont

z
cocycliques.

®

Soient les nombres complexes z, =

143 o
: 1-i3

By ir——

* 2id3-2

z
Calculer z, +2,, z,%z, , =L, z5x z,”* et 2!

el

2 2
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(On donnera tous les résult
algébrique la plus simple).

©

Te 2 . 1t
Soit = un nombre complexe de module I ¢

d’argument a: @ e|o. ;r].

Calculer, en fonction de a, le module et Lm;z
areument du nombre complexe Z = 1+z+2°.
(dn discutera suivant les valeurs de a . _
1) Représenter dans le plan complexe munl

d’un repére orthonormé direct (0;,é )

a) L'ensemble (E,) des points M (z) tels
que : argZ = (%}(27:)

b) L’ensemble (E,) des points M (z) tels
que: argZ =[%)(7z)

c) L’ensemble (E,) des points M(z) tels
que: |Z|=2etR, =1.

d) L’ensemble (E,) des points M(z) tels
que: |Z|=1 et argZ=%€(n’).

En utilisant I’égalité qui semble la plus adaptée,
déterminer :

a) L'ensemble (F) des points M (Z) tels

soit un réel strictement positif.

ue.Z+1
q "7

b) L’ensemble (G) des points M (Z) tels

Z+1 .. -
ue = SoIt imaginaire pur.,

c) L’ensemble (H) des noints M(Z) tels

iZ .
que : == soit imaginaire pur,
6
e

ats sous la forme

a estun rcel de Pinterya), ]

nombre complexe défini par -
- 2=

[) Calculer |z|,arg z,arg_!_ en f
Z Onctinn ]

2) Soicent les points M (z) ¢ M‘(l
Déterminer le licu géomé‘riquez}
€I

de M' lorsque a d’écrit ]Hx z:[ '

Calculer les racines cubiques dy nombye |
1+itan@ '

complexe z = .
P 1—itan®

Calculer le module et un argument du g
1—cos 6 +isinf
1+ cos 8 —isinf

complexe z = (7<0<%

Déterminer les racines cubiques du nombr
complexe 4&(1 +i) .

22,

Déterminer les racines quatriémes du nom

complexe Sﬁ(—lwi) i

A % = i -y I.||.'.I-
Déterminer les racines cinquiemes du
complexe z=32i.

24)

Déterminer les racines siX
complexe z = 32(i —xﬁ) :
Résoudre I’équation : 0,0

: =Y
(E): 2(1+cos 29)-—22(511’1 2(5'):;3 <8
est un paramétre réel donne tel g
g valeurs de

iemes (u nom

on discutera suivant le

D
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NOMBR 5 COMPLEXES

ponner la forme alpcébrique et la forme
c\pnncmicllc de chaque nombre complexe 2,

1 .\5.__ V2 \/E
s=—ti— I = —— i —
. 2 2 2
::(1_;\5)““): ::21(\/-?;—:)
. 1 ae I+
TTETT 242 143’

Ecrire le nombre complexe z sous la forme
exponentielle.

a) z=-3 ; b) z:\@+3i;
2

—y d e

1—-i ) 1 3

) z=

D

Placer les points d’affixes z,; z, et z; dans un
repére orthonormé direct du plan.

T S
i= —i— —5i—
a) zl=e3;zz=263etz3=ﬁe &,

= 2
b) z =1+i; 22=\Ee 4 2,=—

1—i
D
Soit z=(\/_6-+\/5)+f(\/g—\/5)-

1) Calculer z°.
2) Déterminer le module et un argument de 2.

3) En déduire un module et un argument de z.

Dans les exercices qui suivent, le plan est

Fapporté a un repére orthonormé direct
Soient A, B , C trois points d’affixes respectives
1+4i,~1-i,6+5i, 1 le milieu de [BC].

1) Déterminer I’affixe de I.

2} Calculer AB, BC,AC et Al

|
3) Vérifier que AB*+AC?= 2A1*+ > B

D

Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z

2i—2z

z+1+i

tels que : =1.

Soient A, B, C les points d’affixes respectives
l+i,1+lf ,2+£.
2 "2

a) Calculer une mesure de chacun des angles

(75.4C) et (BC.54).
b) Donner la nature du triangle ABC.

Soient A, B, C les points d’affixes respectives
120,241, (2+43)+i(1+3).
Calculer une mesure de chacun des angles

(4B,4C) et (BC.BA).

D

: : 1
Soient A et B les points d’affixes 3 et -1.

Déterminer I’affixe z du point M tel que

m =2et mes(m,m) =£.
MB 4

3s)

Linéariser les expressions suivantes :
4 srilh .4 s 2 -
a)cos xetsin’x ; b) sin"x+3sin"xcos™x ;

¥ .03
c) cos xsin'x .

D

On considére le nombre complexe a=-v3 +i
1) Déterminer de deux fagons différentes les
racines carrées de .

. hY/4
2) En déduire les valeurs exactes de cosﬁ-

. S
et sin—

12
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NOMBRES$ COMP ES
EQUATIONS DANS C.

@

; . 2
Résoudre les systémes suivants dans C

- T 3z+z'=5+2i
Z+z =
a) { ) {

PR .
z— 2iz'=5i '
2 2z~ (14i)2'=-2+6i"

0 {(1+:‘)z+(l—i)z':2+i .

3z-2iz'=4-i
Résoudre dans C chacune des équations
suivantes :

a) z*+z+1=0; b) z22-1=0;
c) 2*+2z+2=0; d) (z+1)3=z3.

e) 22-1=0 ; f z*+z*+1=0.

D

Soit P le polyndme défini dans @ par

P(z)=2"+(6-3i)z*+(13~18i)z—39i.

1) Démontrer que P admet une solution
imaginaire z,.

2) Démontrer I’existence de deux réels o et
B tels que: P(z)=(z- z,)(22+az+ B)

3) Résoudre I’équation P(z)=0.

@

P est le polynéme de variable complexe z
défini par :

P(z)=2z"-22"+622-27z+5

1) Etablir que pour tout nombre complexe z

P(E) = P(z).
2) Endéduire quessi z, est une racine de p

alors z, I’est aussi.

3) Calculer P(i) et résoudre dans ¢
I’équation P(z)=0.

\
On considere dans € | Polyng

Mep,,
P(z)=2'-322~iz43_; Gy

1) Démontrer que Péquatioy, P

1 4 2)x
une solution réelle qug I’on Uag

délcrm

"'r.
2) Résoudre I’équation P(z):[}
3) Le plan complexe est mypj ¢

$ A UN repgn:
orthonormé direct (0, i,) Pére

. On dﬁﬂl}e'

A(1-i) ;B(2+1) et C(-1).

a) Démontrer que I"origine gy, repére
est le barycentre des poings A, B
affect€s respectivement des coef
Llet3.

b) Déterminer et construire |’ensem:

des points M du plan d’affixe 7 ¢
que :

[z—zA]E+[z—zg]2+[z-zC]‘=55-
P est le polyndme défini dans Cj

P(z) =z*+32° +§zz+3z+l.

3) Montrer que P(z)=P(z)et endédu
que si z, est une solution de 1"équatiol

1
P(z)=0 alors Z,, i,:_._ sont aussi

solutions de cette équation.
" A — l"""‘
4) Montrer que I’équation P(z)=03"
k o b a PoL
une solution de la forme a+# 04 @ ==
réel a déterminer.
4 r jon
5) Résoudre alors dans C 1'équatl

P(z)=0.

2

I) Résoudre dans C I’équation

[ 2Z +1Y*
Z-1 :
2) Le plan complexe est munt

orthonorm¢ direct (0;6,¢:)-

drunf®

D
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grEp COM"

NoM

pour tout point M du plan d*affixe 72 on

»d
pose 7' = -_—:‘—(: 2 -i).

. pétenminer ct représenter ensemble
(1) des points M (=) tels que 2" soit
jmaginaire pur.

ii) Résoudre dans € I'¢quation suivante
(E):z?+2aiz=2a=0 ol a estun
réel.

i) Démontrer que les points images des
solutions de (£) sont les ¢léments de
(). Le résultat était-il prévisible ?

3) On considere les ¢quations suivantes :

., l+ia
(B):2"=

1-ia
1+iZ\  l+ia
(E,))}| — | =—— .
1-iZ l-ia
a) Démontrer que toutes les solutions de
(E,) ont pour module 1.

b) Démontrer que toutes les solutions de

(E,) sont des nombres réels.

¢) Résoudre (E,) pour a=3 et n=4.

Le plan complexe est rapporté a un repére .
orthonormé direct (0, ,7). On donne :

A(‘]);B(l);C(%] et D(2). A tout point

M(z)(z 2), on associe le point M'(Z") tel

Que Z'=‘2—?—_—l-
2-z
1) Démontrer que |Z'] =g§—ﬁ‘;{'

2) Déterminer I'ensemble des points
M(z);z|=1.

Y Déterminer 1’ensemble des points M (z)

tels que Z' est un réel strictement positif.

@

() estunréel, e I:r;l]::] . calculer z" pour n
entier naturel,

a) 2 =1 +veoslvisinf)

b) 2=1

45,

Soit z un nombre complexe non réel : A, B, C

cost! visinll,

. A 1
sont les points d’affixes z,z%erz.
Trouver I'ensemble des points A tel que le
triangle ABC soit rectangle en C.

46,

6 désigne un réel appartenant a [0:27].
a) Résoudre dans C, I'équation d’inconnue z:

z2- (2"" Cos()) 74298 =

b) Donner chaque solution sous forme
trigonométrique.

c) Le plan étant rapporté a un repere
orthonormé direct (O;i,v), on considére
les points A et B dont les affixes sont les
solutions de I'équation précédente.

Déterminer € de maniére a ce que OAB soit
un triangle équilatéral.

@

Le plan étant rapporté a un repére

orthonormé direct (O;i,v). On désigne par
A, B et M les points d’affixes respectives,
—1,—2et z,0u z représente un nombre complexe

différent de —letde—2.On pose Z = z+2

z+1
|Z| désigne le module de Z et arg Z désigne un

argument de Z appartenant & [-r; [ .

L]

. BM
1) Justifier que |Z|=—— et que arg Z est
AM
une mesure, en radians de I'angle orienté

(WA MB).
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pour déterminer

2) Utilisc la question 1) —

g b ‘S Sl
gémné:riqucmcnl les ensemble
(E) est I"ensemble des point
telle que Z estun réel.

(F) est I’ensemble des pomn
telle que Z estun imaginaire pur.
(G) est I'ensemble des point

Vs
telle que arg Z = +_2_‘

(H) est lensemble des points M daffixe z
telle que lZ\ =1.

On considére, dans I’ensemble C des nombres
complexes, I’équation (E) d’inconnue Z:

2 —z22—(1+i)z-2+2i=0.

1) Sachant que (E) admet une solution réelle,
la déterminer puis résoudre I’équation (E)
dans C.

2) Dans le plan complexe rapporté a un repére

orthonormé direct, les trois points dont les
affixes respectives sont les trois solutions
de I’équation (E) définissent un triangle.

Démontrer que ce triangle est rectangle
isocele.

49,

Soitdans C le polyndme défini par :
P(z)=z4 -3z +%zz-—3z+l.

(E) désigne I’équation P(z)=0.

1) Montrer que si un nombre complexe z est

solution de (E),
sont aussi des s

2)

résoudre cette ¢quation dans C

3) Ecrire P(z)
polynémes d

s M d’affixe 2z
s M d’affixe z

s M d’affixe z

alors le conjugué de z et L
olutions de (E). z

Vérifier que 147 est une solution de (E), puis

SO * i
X (lllS foitne d’un produit de deux
Cuxicme degré 3 coefficients

D

_On donne z = —8(1 +i\/§)'

1) Montrer que z, =3

. —i est
quatrieme de z, Une ry

2) Résoudre dans C I‘équation s
Donner le module et up 4 i,
chaque solution.

51

1) Déterminer, sous forme €XPOnentigly
. , ¢
solutions de I’équation 22 =4J5( |

‘ ~l¢

il
BUmen g,

2) En utilisant les racines cubiques def!
écrire les solutions de cette équatipy
forme algébrique.

3) Déduire des questions précédentes g

llz .
valeurs exactes de cos—z—ersm&, ;
-

1) Montrer que pour tout nombre
complexe z différent de 1 ona |l

z4 =1
z—1
2) Résoudre dans C 1’équation Z

3) En déduire I’ensembles des sc')lutionﬂf
I’équation dans C de I'équation

z+iY +(z+i]” +[_§_j‘_‘:_]+1=0. -
z—i g~ z-l '

:2,'3 +Zz+z+l.

4:L g!

100
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Chapitre

NOMBRES COMPLEXES

ET TRANSFORMATIONS
DU PLAN.

EECONI v+avsromuanions vsueties o -

PLAN.

1-1 ECRITURE COMPLEXE DES TRANSFORMATIONS USUELLES .
1-2 COMPOSITIONS DES TRANSFORMATIONS USUELLES.

SIMILITUDES DIRECTES.

2-1 TRANSFORMATIONS D’ECRITURE COMPLEXE z’= az+b oi
(a;6)eC xC .
2-2 SIMILITUDES DIRECTES PARTICULIERES,

S’ENTRAINER
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W'
ECRITURE COMPLEXE DE
QUELQUES TRANSFORMAT,
USUELLES DU PLAN

» Déterminer I'éeriture complexe des transformations usuelles du plap,

»  Determiner 1°¢ ;

» Déterminer la nature et les ¢léments caractéristiques d'une transfory,
¢ ¢

ATIONS DY PLAN

NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFOR

L B ’
W
L A TN

ONS

ation § o, o
éeriture complexe. e e ) _
» Déterminer lanature ct les ¢léments caractéristiques d’une composée (e deuy transf;
du plan.

1.1. ECRITURES COMPLEXES DES
TRANSFORMATIONS USUELLES.
\ -

e

#' = "Prendre un bon départ

Le plan P est muni d’un repere orthonormé direct (0; el,g)

a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’,
1) On suppose MM =ii avec ii (a;b)

Donner la nature de J etécrire z' en fonction de z.

.Soit f l’app!icationde'P

2) Soit Q(x, ;y,) un point du plan d’affixe @ et
Donner la nature de S etécrire z' en fonction
3) On suppose que QM=
4) M(a;b) etM'(a;-—b)

5) M(a:b)et M'(~a;b)

k un nombre réel non nul tel que QM'=K
de z.

—QM . Donner |a nature de f et écrire z' en fonction dez.

- Donner la nature de J etéerire z' en fonction de z. g

- Donner la nature de J etécrire z' en fonction de z.
-

6) On suppose que

Z-w

Le tableau ci-dessous donne Jes éeritureg

complexes de qye ues t tions US
: ransformati
Tfansfonnation u_suel?k\q Ecriture compleX
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—Hromolhélic de centre Q(@) et de rapport k Z-w=k(z-w) 1
Rotation de centre Q(@) et d*angle de mesure e d-w=¢"(z-w)
_s;ném'c orthogonale d*axe (“5";) =7
symétric orthogonale d’axe (01 ¢, ) 2'==7
Symétrie de centre Q(w) 2 =z 420
>/
REMARQUE

L éeriture complexe de I'homothétie de rapport k est z' =kz +b, ; celle de la rotation d’angle

de mesure @ est z'=e“z+b, ou b eth, sont des nombres complexes.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O; et,ez). Donner I’écriture com-
plexe des transformations suivantes :

a) translation de vecteur #(0; —2) .

b) homothétie de centre Q(-2;1) et de rapport -2 ;

¢) rotation de centre Q(—2;1) et d’angle —% 3

d) symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation x =1 ;
e) symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation y=-2 .
Solution

a)

ra

'=2-2i

b) 2'—(-2+i)=-2(z+2-i)
2'=-27-442i-2+i.D%u z'=-2z—-6+3i;
2'—(-2+i) -~ zZ'+2-i

= 2 .50t ———=-1i,
z—-(-2+i) @R e

<)

2 +2-i=~i(z+2-i); 2' ==iz=2i-1-2+i; ' =-iz-3-i.

d) Soit / le milieu de [MM '] daffixe z,

Z; = z;z . H_(y+y ) ; 1 appartient a la droite d'équation x =1
2 2
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£6 ET TRANSFORMATIONS DY PLAN

NOMBRES COMF

Bote = X otitsdaxot a2y, Dot 2" =(2-x)+ iy

|

2 =d-xtip; 2 =2-(x=ip)i &=-T+2.

L

) Lepoint K milieu de [.\{.\! ] est situc sur la droite d*équation 5

e

L
L § 0 - — o
Done y+y ' =-4y'=-4-p clx =X,

L4
-

Don 2" =x+i(-4- y)=x=ly-4i | 2°=2- 4.

1.a Exprimer en fonction de I'affixe z du point M [’affixe z' du point M" o M e
M par:

i. La translation de vecteur ﬁ(—] ;%);

ii. L’homothétie de centre Q(1;3) et de rapport % :

k]

iii. La rotation de centre Q(0 ;1) et d’angle de mesure ~% :

iv. La rotation de centre Q(l ;0) et d’angle de mesure ZTE .

L.b fest la transformation du plan d’écriture analytique donnée. Dans chacun des cas suivaes
terminer I’écriture complexe de f .

1

| s L r_ X=—x—-—— , .

] {I,'zx 8 {x = e 2 2 g e
y'=2y-I y=y .31 ' :

l.¢ Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O;é:,e—,). Déterminer |'écriture COTEE
chacune des transformations suivantes : )

;_ i. la symétrie orthogonale d’axe (D) d’équation cartésienne 2x+1=0,

ii.la symétrie orthogonale d’axe (D) d’équation cartésienne 2y+4=0;

iii. la symétrie orthogonale d’axe (D)

d’équation cartésienne y =x .
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ATIONS D PLAN

1.2. COMPOSITION DES TRANSFORMATIONS USUELLES

\ .b"’r

\_.aPrendre un bon départ

L écriture complexe d’une homothétie de rapport & est de la forme z'=Az+b, et ’écriture com-

plexe d'une rotation d’angle de mesure @ est de la forme z'=¢“z+b, ou b,b, sont des nombres
complexes.

Soit - une rotation d’angle a et & une homothétie de rapport .

a) Justifier que I’écriture complexe de roh est de la forme z'=ke“z+c ou €

b) roh et hor ont- elles la méme écriture complexe ?

¢) On suppose que I'homothétie de rapport k et la rotation d’angle @ ont le méme centre Q
d’affixe b.Démontrer.que roh et hor ont la méme écriture complexe.

Retenir

» Pour determmer Pécriture complexe d’ une composee on utlhse le prmc:lpe de composition )
pour les fonctions définies de C dans C.

» Si h est une homothétie de rapport k et r une-rotati_on d’angle de mesure « , alors I’écriture

complexe de la composée 7oA est de la forme z' =ke*z+c ou ceC.

> roh et hor ontla méme écriture complexe si s et r ont méme centre. J

h est une homothétie de centre Q(—2) et de rapport. —2. r est une rotation de centre Q( 2)
etd’angle =,
° 2

* Lécriture complexe de h est de la forme z'=-2z+b et Q(-2) est invariant par 4. Donc

2=-3 (_2) +b et b=-2-4=-6; L’écriture complexe de / est donnée par z' =-2z-6

i
*® L’écriture complexe de r est de la forme z'=e 2z+b"=iz+b".
Q est invariant par »,donc -2 =-2i+b"'et b'=2i-2;

AT

r - ’ Ly . . -
L’écriture complexe de r est donnée par z'=e 2z +2i—2=iz+2i—2.

* Lécriture complexe de roh est donnée par: 2" =i(—2z2—6)+2i-2=-2iz—4i—2
* L'écriture complexe de hor est donnée par :

==2(iz+2i-2)-6=-2iz—4i+4-6=-2iz—4i -2
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NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS D PLAN

. WY — o
roh et hor ont la méme éeriture complexe, donc roh=her.

S’exercer

1.d Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; e,5€; )
* 7 estla translation de vecteur (| —i) :

n
* » cst la rotation de centre Q(-2i) et d’angle -5

¥ - ‘ ] L] ﬁ -
* ' estlarotation de centre Q'(-2) et d’angle 3
e Déterminer les écritures complexes de chacune des transformations suivantes :
rot ; ror'; rlor; r'otor .
. ” . ke 1
l.e (D,).(D,), (D) sont des droites d’équations respectives y = =g B = —4; y=x.

e Déterminer les écritures complexes des symétries orthogonales S, , S, , S, . :
® En déduire les écritures complexes de chacune des transformations suivantes :

Sp0Sp, 5 Sp0Sp et S,0S8, .

LA

o
e
o
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» Reconnaitre une similitude directe par son éeriture complexe.

» Déterminer les €léments caractéristiques d’une similitude directe a partir de son écriture

complexe.
S

7.1. TRANSFORMATION D’ECRITURE COMPLEXE
' =az+bou (a;5)eC" xC.

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O; €56, ) :

Soit f une transformation du plan d’écriture complexe z'=az+b avecae C'.
1) Montrer que si M et N sont deux points quelconques du plan d’images respectives M’ et N’,

alors M'N’ = |a‘ MN et en déduire que / est une similitude. Donner la valeur de son rapport.
2) a) Donner la nature de / danslecasou a=1letb#0,

b) Quelle est I’application f si a=1letb=07?
3) On suppose a#1.

P ; b
a) Montrer que f admet un seul point invariant d’affixe @ =T
—a

b) Montrer que si le point M d’affixe z a pour image par f le point M’ d’affixe z',

alorsona z'—w = a(z - fo) En déduire que mC
-
¢) Montrer que QM’ =|a|QM et mes(QM ) arga .
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0;5:,3—2) : | R

* Toute transformation d’écriture complexe z’' = az+b est une similitude directe du plan.
* Soit § une similitude directe du plan d’écriture complexe z' = az +b.

* Sia=1,S estla translation de vecteur # d’affixe b.

" Sia=lerb=0, S est I'application identique du plan.

b
Sia#1,Saunseul point invariant d’affixe @ = R . S est la similitude directe de centre le
-a

M'afﬁxe ® , de rapport |a| et d’ anglle de mesure arg a.

J
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. g . - b -l : _] ‘i-i z -*- 2".
1) Soit 'application / d’¢eriture complexe 2= )

! .
dde laforme 2’ =az+baveca=~14i ¢}, _ 5.
L ¢éeriture complexe de z est de la forme th=2

ﬁﬁ ~ (P
M:\—Hi‘:\/ﬁ : |H‘=\E['——_’—H-2* =2 cos : !.sm—~J.

4

3z
amz:—"':k;r.kez.
) 4 1 s A
Soit @ le nombre complexe tel que w=aw+b; ©= —a 2.;°
2i(2+i) -2+4i 2 4.
= — =——+—1.
4+1 5 3 3

T 2 4.
£ est la similitude directe de centre le point d’affixe @ =—§+Ez » de rappor 2 d

; r
d’angle dont une mesure est y

' Snati 3 % . ; x"—'-’f*\/jyél
2) Soit f une application du plan dans le plan d’écriture analytique :

V= ﬁx +y +I-
a) Déterminer I’écriture complexe de f.

b) Donner la nature de f* ainsi que ses éléments caractéristiques.

Solution :

a) Soient M le point d’affixe z et M’ d’affixe z’ son image par f .

Posons z=x+iyetz' =x"+iy'.
z'=x'+iy'=x—\/§y+1+i(\/§x+y+l)= x—ﬁy+]+i\/§x+iy+i.
2= (x+y)+iB3x =By +14i=z 403 (v +ip) 4144
z'=z+fﬁz+l+i=(l+:’ﬁ)z+l+i.

L’€criture complexe de f est z'=(l+:\/§)z+l+:‘ :

b) L'écriture complexe de f est de la forme Z'=az+baveca=1+i3 et b=1h f
donc une similitude directe du plan.

— ; l
|a| = |l+:\/§‘ =2. a= 2(54_‘.{?’_}: 2(cos£+is:’n£].
3 3

Soit @ I'affixe du point invariant par f,

Ona w=—-b—-=-].i£=(l+f)(‘ﬁ)_*\@—i\@ \/5 \5
l-a ,‘ﬁ 3 ey .

J/ estdonc la similjtude directe

de centre |e point d’affixe ——3@—“{%3 Lo

et d’angle dont une mesure est 7.
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1.2 Dans chacun des cas §uwunls déterminer la n
transformation d’écriture complexce !

a. Z=z+V2-V2i b) 2'=—2:43;

alure ct les ¢éléments caractéristiques de la

€) z'=iz+1-i

g 2=(1-VBi)z+B+243i o) z':[l_,-i]‘z_
2 2 ' | NG
=3"37
1.b Soit f une application du plan dans le plan d*écriture analytique : \/_2 5
. N3
1) Déterminer I’écriture complexe de f. y =7x——5—y+1

2) Donner la nature de f ainsi que ses €léments caractéristiques.

2.2. SIMILITUDES DIRECTES PARTICULIERES

On considére la similitude directe S d’écriture complexe z' =gz +5.
1) Montrer que si a est un réel non nul et différent de 1, S est une homothétie.
2) Montrer que si @ est un nombre complexe non nul et différent de 1 tel que |a|
3) On suppose a#1. Soit Q le centre de la similitude S, 6 une mesu

rapport. Soient 4 I’homothétie de centre Q et de rapport A et r |
d’angle de mesure 6.

=1, S est une rotation.

re de son angle et A son
a rotation de centre Q et

Montrer que S =hor=roh.

Soit la similitude directe S d’écriture complexe z'=az+b, de centre 2, de rapport la| et )
d’angle de mesure _ . :
* Si a est un réel non nul différent de 1, alors'S est I’homothétie de centre O et de rapport a.
* Si a est un nombre complexe non nul et différent de 1 tel que |a| =
£ et d’angle dont une mesure est 6.,

* Si & est I’homothétie de centre Q et de rapport |a|
mesure @, S=hor=roh.

1, S est la rotation de centre

et » la rotation de centre Q et d’angle de

2 er=roh estla forme réduite de la similitude directe S.

(109
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T
ATIONS DY PLAN

NOMBRE§$ COMPLEXES ET TRANSFORM

REMARQUE

® Le rapport d une similitude direct
homothétie peut étre négatif. 3.'-

e Si /1 est une homothétie de rapport ky ot k est un réel non nul et différent ¢

¢ est un nombre toujours positif, alors que Jo
5,

] .
h et
similitude directe de rapport |/\I

1) Dans chacun des cas suivants déterminer la nature et les €léments caractéristqye
transformation d’écriture complexe donnée :

\/5 ; & 2;1'
i. 2'==2z+i ; ii. z':(__.pj_ z ; il z = e W] Z+2€ .
2 2

i. La transformation d’écriture complexe z' = —2z+i est1’homothétie de rapport - ¢t degg
Q d’affixe @ :%

- - r . 3 l x I
ii. La transformation d’écriture complexe z'=(-—2—+-§ z est une rotation de cenre

B

d’angle de mesure Z car X2+ L =letargz =£[27r].
6 2 2 6

Considérons la transformation d’écriture complexe

. z'=|e?+1|z+2e?

LT

iz w o u T T e T T

Posons a=¢ > +1 =[cos§+lj+:sm§=2cosz—+215m—cos—
T T .. ik

=2cos—| cos—+isin— 5

6 6 6 3

—2x£ea —\/—e
Cette transformation est une similitude plane dlrecte de rapport \/— d’angle de mf-'S
et de centre Q d’affixe @=—1-i\/3 car 4

2% P

2¢ 2e - i 3
T =— = =-2e? =—2(—+£,‘ :‘—l—f\/i.
1-1-€? 3 2 2 5

- , o pdul
2) Leplan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O' e& ) est le pom.,

g .

d’affixe i. r est la rotation de centre 4 et d’angle de missare T et ' la mmtion de .I;:-_

[110)
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a) Déterminons la nature ct les éléments caractéristiques de r'o .
L'écriture complexe de » est de la forme :

T
U

Wy R W g : i
Z=e’z+b jor A estinvariant par » donc i=¢ Yi+b el

; it : | 3 | flad
b=l[l—€3]—l[l-———»£ = _—ig_l f'=£+li;2"=(332+‘\/—5+li
2 2 2 2 2 2

AT
- r = ¢ k=
b) L'écriture complexe de  est donnée par: z'=e *z.

¢) L'écriture complexe de r'or est donnée par :
L X T s ¥ ¥ -[f‘ "")
i i i —i— i— —i— - L ey

Z'=e 3[e3z+eﬁ]=e Sxedzt+e dxeb=z+e't V= 31,

r'or estla translation de vecteur # d’affixe ﬁ—li ;

S’exercer

2.¢ Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;E;;EZ.‘). A est le point d’affixe 2i
et B le point d’affixe 3+1i.

1. Déterminer I’affixe du point B tel que le triangle OAB soit équilatéral de sens direct.
ii. Déterminer I’affixe du point C tel que le triangle ODC soit équilatéral de sens indirect.

1. Déterminer I’affixe du point E tel que BOCE soit un parallélogramme.

*1v. Réaliser la figure (placer les points 4,B,C,D et E).

v. Justifier que le triangle AED est un triangle équilatéral.

24 S et S' sont les transformations du plan d’écritures complexes respectives

T

' 1 i3
z =(2—2i@)z+2\/§+i; z‘=ze3z.

Déterminer 1a nature et les éléments caractéristiques de S,S’,S'0S et SoS"'.
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NOMBRES COMP

ES ET TRANSFORMATIONS DY PLAN

S’ENTRAINER

NOMBRES COMPLEXES ET
GEOMETRIE

Exprimer en fonction de I'affixe z du point M
Paffixe z' du point M' ot M’ est I'image de
M par:

1) la translation de vecteur # (—2 ;3) |

if) I"homothétie de centre Q(-1;2) et de rapport

V2.,
iii) La rotation de centre Q(0 ;1) et d’angle de

T
mesure —— :
4

La rotation de centre Q[% ;~§) et d’angle

de mesure 3% .

J est la transformation du plan d’expression
analytique donnée. Dans chacun des cas

suivants, déterminer I’ écriture complexe de f.
X =x-5

" x'=-4x+3 '=x-5 .
o4, 1) g ;
y=—Ay—1 y=y+2

. A3 1
=——x——=y+l i
2 2 X ==x+2
111) ,1v){ .
’=lx__‘/§_ =3 y=y-2
8 4 ) > B 4

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct
(0; €56 ) . Déterminer I’écriture complexe de
chacune des transformations suivantes :

i) la symétrie orthogonale d’axe (

D) d*¢quation
cartésienne =3x+1=0 ;

h12)

ii) la symétrie orthogonale d’axe (D) g
cartésienne 3y —12=0 :

iii) la symétrie orthogonale d’axe (D
d’équation cartésienne y=—y

Dans chacun des cas suivants, déte ..;-_..
nature et les €léments caractéristiques de
transformation d’écriture complexe :
a) z'=z+1-2i ;b)z'=-3z+1+2i%
¢) zZ'=iz+2-3i :

]

d) z'=(—1—@‘)z+2+sﬁi

Dans chacun des cas suivants, déte ne‘:"-’-
nature et les éléments caractéristiquest
transformation d’écriture complexe don
a) '=z+2i; b))z =v2z+1+i;

T

;  d) Z'=2e’z;

34/3 .[3—@]
: +i .

c)z' =iz
g
e)z'=edz+

6

Soit » la rotation de centre A, d’affixes

2

n
d’angle de mesure = &

Donner Iécriture complexe de r.

Le plan est rapporté a un repere orthon®
direct (O,c‘l,e ) Les point A, B, C'I

affixes respectives |+, 2+"’l+4f'-

1) a) Démontrer que 1A = IC.
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b) Déterminer I"écriture complexe de la
rotation » de centre I qui transforme A
en C.

2) péterminer I’écriture de la similitude directe
qui transforme A en B et C en D.

Le plan est rapporté a un repére orthonormé
direCl (0- epez) .

Soient f et g les applications d’écritures
complexes respectives :

z':e_fgz +2;z':12+51 L
13

1) a) Démontrer que f est une rotation ; préci-
ser son angle.

b) Calculer I’affixe du centre Q de la rota-
tion f.

c) Soient O’ et A’ les images respectives par
f de O et du point A d’affixe €.

Déterminer les affixes des points O’ et A’. Placer
les points A, O’ et A’.

2) a) Démontrer que g est une rotation.
b) Calculer I’affixe du centre G de la rotation g.

¢) Donner I’affixe de I’image O, de O par g.
Placer les points G et O, .
| Le plan est rapporté  un repére orthonormé
\: direct (O;e, ., ) .
|

?= A’, B et B’ sont les points d’affixes respectives
~liet—j.

A tout point M d’affixe z distinct des points O,
»A’, B et B’, on associe les points M, et M,
Qaffixes respectives z, et z, ,tels queles triangles

BMM, et AM M, soient rectangles et isocéles,

e e —— _ T
aVCCMG.S‘(Miﬁ,MIM) = mes(MzM, MZA) =5 :

l)a)JUS[iﬁcr 2=z =,‘("_zl) et ]—zz :i(Z—Zz).

b) Vérifier que z, efz, peuvent s’écrire :

Z, =I—;{(z+l)wz2 =%(z+i).

2) On se propose dans cette question de
déterminer les points M pour lesquels le
triangle O MM, est équilatéral.

a) Montrer que OM, =OM, équivaut a
|z+ l| =|z+il.
En déduire I’ensemble (D) des points M
tels que OM, = OM, et tracer (D).

b) Montrer que OM, =M M, équivaut a

|z+l|2=2|z|".

c) En déduire que ’ensemble (I") des points
M du plan pour lesquels OM, = M,\M,.

(On pourra montrer que |z +1|° =2|;:|2
équivaut a |z—1|2 =2.) Tracer (l")

d) En déduire les deux points M pour
lesquels OM M, est un triangle
¢quilatéral et les placer sur la figure.

Le plan est rapporté a un repére orthonormé
direct (O;ii, V).
1) a) Résoudre dans C 1’équation
(E): z2—23z+4=0,
b) On considere les nombres complexes

zlzxﬁﬂ' et z, =3 -ieton

désigne par M et N les points d’affixes
respectives z, ef z, . Déterminer le module
et un argument de chacun des nombres

complexes z, ez, ; Placer M et N sur la
figure.

c¢) Déterminer les affixes des points Q et
P images respectives de M et N par la
translation de vecteur w=-2# . Placer P

et Q sur la figure. Montrer que MNPQ est
un carré.
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2) Soit R le symétrique

de P par rapport a 0.
centre O et

E I'image de P par la rotation de
S I'image de E par

it V3.

T
d’angle de mesure 3
I"homothétic de centre O et de rappo
Placer ces points sur la figure.
Calculer les affixes de R et de S. Montrer que

S appartient au segment [MN].

3)On posc a=2- J3.

a) Montrer que 1+a*=4aetl-a*= 2a+/3.
b) Exprimer les affixes Z de RS et Z’ de
PS en fonction de a.
Ed
¢) Montrer que |Z| =|z'| et% - e3,

d) Déduire des questions précédentes la
nature du triangle PRS.

Le plan complexe muni d’un repére orthonormé

direct (0; F,})_ O, et O, sont les points
d’affixes respectives -2 et 2. (C,) et (C,)

sont les cercles de centres respectifs O, et O,
passant par O.

1.

Donner I’écriture complexe de :

a) La translation T de vecteur 0,0,

b) La rotation R de centre O, et d’angle Z,
c) Lacomposée f=RoT. 4
Déterminer la nature et les éléments

caractéristiques de f .

On désigne par O' I'image de O par f et
par B le symétrique de O par rapport a Q..

Quelle est la nature du triangle 0,0'B ?

On désigne par I le centre de f.

Déterminer la nature du triangle 0,0,I.

Soit M un point de (C,). Démontrer que
= f(M) est un point de (C.}.

Le plan complexe muni (°yy, —

direct (O,ii, V). on considere ™

' . Olngs
,1(4:) :B(—]““) ;C(3)- restla g %
de centre A et d’angle dong une

3

ABC des triangles équilatérayy dir
AEB,BI'Cet CGA .

L
2,

6.

®

™ On construit & extérieur

"¢ Orthe

Otatigy
Mesy;

du trignopy
rects

Faire unc figure illustrant Jeg donnga
Déterminer I'affixe du point g 3
I'autre point d’intersection de | droita
et du cercle circonscrit au triangle 0@
Démontrer que S est situé auss; Sur Jeg :
circonscrit aux triangles AEBetBF
Démontrer que les points C, S et F on
alignés.

Démontrer que 1’image de S par r 2 o
a la droite (BG). !
En déduire que SA+SB+SC=BG

ABC estun triangle rectangle en 4 tel :
que: AC=2A4B et (E,R‘.F%. D estl
barycentre de systéme (4,-1) ;(B,1)

i
2.

Faire une figure et placer le point D+

Construire I’ensemble (I")des poi
du plan tels que : :

2
—M42+MBZ+MC2—1%)—.

. On désigne par S la similitude plane e

directe de centre A qui transformé Bé

a) Déterminer I’angle et le rapport &
b) Déterminer par construction ' ot

de D par S:
¢) Démontrer que (CE) et (BD)

perpendiculaires et que CE =
d) Evalucr en fonction de AD

=5(r).

J
s L
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Le plan complexe muni d'un repére orthonormé
girect (O;:?.F). S est la transformation '
, 1, 1=3i
grécriture complexe = =§::+ 5
s Déterminer la nature et les ¢léments
caractéristiques de S ; On designe par A son

centre.
2. M, estle point d’affixe 1+43 +3i .
Onpose M, =S(M,).
a) Calculer AM, en fonction de n et
déterminer le plus petit entier naturel

ntelque: AM, <0,05. Interpréter
géométriquement ce resultat.

b) Soit G, I’isobarycentre des points
M,, M,, M, ...M, . Démontrer que

AG, < —16—1— et en déduire la position de
n+

G, quand n tend vers +.
¢) Onpose d, =M, M,, . Montrer que

(d,) est une suite géométrique de raison

1
5 et calculer x, =d, +4d, +...+d, en

fonction de #. Calculer d, = MM, ¢t

en déduire la limite de x, en +.

@ PROBLEMES

Dans cet exercice, C désigne I’ensemble des
nombres complexes et Re(z) la partie réelle du
fombre complexe z. On note

P(2)= 2 —(6+5i) 22+ (3+20i)z +10-151 =0.

1 Déterminer les racines carrées du nombre
Complexe w=2i .
Résoudre dans € 1’équation
(E):22-(3+3i)z+5i =0.

3.
a) Montrer que

'. P(z)=[2’-(3+3:‘)z+5i][z-(3+?.:'].

b) Déduire dans I'ensemble € des nombres
complexes les solutions de I'équation
(E):P(z)=z"—(6+5i)z2+(3+20i)z+10-15i=0.
On notera z,,z,,z, les trois solutions de (E)
telles que : Re(z,) < Re(z,) < Re(z]).

®

1) Le plan orienté étant rapporté & un repere
orthonormé direct (0,5?,,:9;) unité de
longueur sur les axes : 2cm.

a) Placer les points M, P et Q d’affixes
respectives 2+i;1+2i;3+2i

b) Montrer que le triangle MPQ est
rectangle isocéle de sommet principal M

2) Soit r la rotation de centre M qui
transforme P en Q.

a) Déterminer en radians la mesure
principale de I’angle de r .

b) Donner une écriture complexe de r .

Le plan complexe est rapporté a un repére

orthonormé directe (O;I’j) . On consideére les
points 4 et B d’affixes respectives : 2—1i et
5+2i.

1) Justifier que le point C, image de B par

la rotation de centre A et d’angle % a

7-3V3 1433
2 2

2) Onnote / le milieude [4B] et D
I’image de A par I’homothétie de centre

B et de rapport 2. Déterminer les affixes
des points / ¢t D.

pour affixe

Z(_‘_zf

3) Calculer et conclure.

D I
4) Onnote r la rotation de centre A et

d’angle E;_r_ et 4 ’homothétie de centre A

1
et de rapport -5
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NOMBRES$ COMP

a) Donner les éeritures complexes de 7 ¢l de /1.

b) Donner la nature de hor et justificr que

hor transforme Cen /7.

©

Soit € un nombre réel appartenant a

E .
}0, 5[ et z un nombre complexe. On pose :

P(z)=z'—(2sin6 +icosl)
1. a) Calculer P(ECOSG).
b) En déduire que
P(z)=(z—icos€)(zz—2.s'in92+1).
2. Résoudre dans C I’équation P(z)=0

et écrire ses solutions sous la forme
exponentielle.

3. On considere dans le plan complexe muni
d’un repére orthonormé direct (O;#,7),
les points A,B et C d’affixes respectives :

N2 2 2 2 2
i i et +i—.
2 2 2 2 2

a) Construire 4,B et C.

b) Préciser la nature du triangle ABC.

c) Donner la nature exacte et les éléments
caractéristiques de la similitude directe de

centre O qui transforme C en B.

Le plan complexe (P) est muni d’un repére
orthonormé (0;4,V). On définit ’application
F de (P) vers (P) qui a tout point M d’affixe

z=x+iy(x,y € R) associe le point M’ d’affixe
z':x’+iy'(x',J"€R) tel quc . { xr:x+yﬁ_'\/§

1) Montrer que 2z’ =(1 —f\ﬁ)z—\ﬁ(l _,-) .
2) Quelle est la nature de F 7 Donner ses é]¢-
ments caractéristiques.

D

a) Calculer (1+3i)2.

ESET TRE NSFORM ATIONS D

22+(1+ isin20) z —icos6.

.V'=—I\E+y+\/§.

116

PLAN Pl

b) Résoudre dans I’ensemble ¢ ]
complexes I’équation : es Nong

22+(1-i)z+2-2i=0
Soit @ I’application d |
1) Soit ¢ l'app u plan °°mplex

a tout point M d’affixe z: 7 »
point M’ d’affixe 2’ tel que -

iz—2+2i
z+1

a) Montrer que I’application P admey
points invariants dont on Préciser
affixes

b) Déterminer I’ensemble (D) des Doit
du plan tels que jz | =]

=1 agsg

'
2 =

c) Onpose z=x+iy et z'=x"+j'
x,y,x'et y' réels. Exprimer xety'e
fonction de xety. |

d) Montrer que I’ensemble (T') desp

M tels que z' soit réel est un cercle]
d’un point. préciser le centre et lex

de (I).
e) Montrer que 1’ensemble (A) desp
M tels que z' soit imaginaire pu
une droite privée d’un point. Donnd
équation de (A).

Le plan complexe est rapporté a un repére
(0,,7). On considére la translation T de
dans P qui a tout point M d’affixe 2=
associe le point M d’affixe z'=% +zy
' €R). 1
1) a) Donner 1’élément caractéristia“® =8
n fonction de-"‘

zZ'=z+i, (x,y,x

b)' Exprimer x' et y'e¢
2) On deSIgne par R la rotation ¢ %

a angle ~ . Donner |’écritur€ COUP

Llls
3) Soit la transformation S = RoT 4 1

lﬁ
point M(x,y) d’affixe z ass0Ci€ .
M, (x,,,) daffixe 2
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z, =(l+il§}+[—§+—;i}

p) Déterminer la nature et les ¢léments
caractéristiques de S,
) Déterminer 1'expression analytique de S .

Le plan complexe P est rapport¢ a un repére
orthonormé direct (0;#7,7).

1) Résoudre dans C I’équation z* -8 =0,
2) On considére dans le plan P les points
A,B et C d’affixes respectives :

:_4=—1+i~/?_: 2y =2 et 2, =-1-i3
a) Ecrire z, et z. sous forme
trigonomeétrique.

b) Placer les points A4,B et C.

¢) Déterminer la nature du triangle ABC.
3) On considére I’application f du plan dans

lui-méme qui a tout point M d’affixe z

associe le point M' d’affixe z' telle que

T
Ji—

t'=e 2z,

a) Caractériser géométriquement I’applica-
tion f . |

b) Déterminer les images des points A4 et
C par /. En déduire I’image de la droite

(4C) par 1.

23]

Le plan complexe est muni d’un repere
Orthonorme direct (O;e_l,E; ) . On considere la

suj fini
Uite des nombres complexes (zn) définis par
zu = 8
B TS
zm| =—p 3 Z"
1)
Démontrer par récurrence que :
] .fnl

Z"'.:-.___e 3

20—3

2) En déduire de ce qui précede que le point
M, d’affixe z, ne peut étre situé sur I’axe des
imaginaires quelle que soit la valeur de 7.

3) Démontrer que le triangle OM, M, est un
triangle rectangle.
4) Calculer §, =0OM,, +OM, +OM, +...+OM,

en fonction de n et calculer la limite de S,
en +m,

Le plan complexe C est muni d’un repére
orthonormé direct (0;i,V). On considére
le polynéme complexe  défini par :
p(z)=z"-4(1+i)z* +12iz> +8(1-i)z-20.
1) On donne les points 4,B,C et D d’affixes
respectives : —1+7 ;1—i ;3+i et1+3i
Placer dans le plan complexe les points
A,B,C et D.
a) Montrer que les affixes respectives de
ces points sont solutions de I’équation

P (z) =0.
b) Montrer que le quadrilatére ABCD est un
carré

2) Soit h I’application du plan dans lui-méme .
qui a tout point M d’affixe z associe M

V2

2
d’affixe z' telle que : z'=——“z+7+i.
a) Déterminer ’affixe du point Q tel que
h(Q)=Q.
b) En déduire la nature exacte et les éléments

caractéristiques de A.
c) r estlarotation de centre Q et d’angle

dont une mesure est 15°. Donner la nature
et les éléments caractéristiques de s = hor .

Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé direct (0,i7,7) . Unité d’axes

4cm. On considére les points A,B,Cet D

d’affixes respectives a,b,cetd tel que

If‘! 3 \/5 \/3 _;_’!

a=lb=e’ ,c=5+Ti etd=—e ©,

s
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ES ET TRANSFORMATIONS D

NOMBRE§S COMP

ol » ¢ puis la z. —

1) Donner la forme exponentielle de ¢ puis d) Caleuler: 2% 2~
forme algébrique de d . 5 zZ~2, ;:; g

lep Y ST 1 ) ‘t . . ) )

2) Représenter les points A, B, C e la nature du trianglc Y

3) a) Démontrer que OACB est un losange. @ oMM,

: Fque oints D, Aet C sont .
b) ti(-.i'l;(inlml que les p Tracer un triangle ABC et CONStryjre
alignes. _ extcricurement, les triangeg SQuilatg,

4) S estla trausl‘onnaliT;_ d*écriture BCE ct CAE. On note A", B’ ¢, ¢ ]cstn )
complexe, 2’ = > HT 8 gravite respectifs des triangleg BCE, CAtq
Déterminer la nature et les éléments On suppose que mes (AB,AD) = -33"'__
caractéristiqu.es de la transformatior% S. _ Choisir le repére orthonormg Jinc 03
lCes 1mséges respectives F et G des points D et ~lef1. Onnote a I'affixe de A, .

par S.

6)

Démontrer sans faire de calcul que les
points F, C et G sont alignés.

D

Dans le plan complexe rapporté a un repére
(O;f,}’) » on considere le polyndme complexe P
définie par p(z)=* ~4(1+1) 2’ +12iz2+8(1-i) 2 20.
1. Déterminer les complexes a et b tels que :
P(z)-—-(22+2i)(zz+az+b) )

2. Résoudre dans C I’équation P(z)=0.
Dans le plan complexe, placer les points A,

1) Déterminer Iécriture complexe de la
rotation 7, de centre A qui transfome
Ben D, puis celle de la rotation 1, qui
transforme C en E ; enfin la rotatiop &
centre A qui transforme C enF.
Déduire de 1) les affixes d, e et f
respectives des points D, E et F.

a) Déterminer les affixes o',betc’
respectives des points A, B' et C'.

2)

3)

b) Démontrer que I’affixe du vecteur 45

3508

B, C, D dont les affixes sont les solutions de est 6 (a +i ‘/3_)
I’équation P(z)=0. i

4. Montrer que ces points sont les sommets 4) Calculer C,‘ a, et conclure.
d’un carré. b'-a

D

Le plan complexe est muni d’un repert

o m e ité d’axe 5
orthonormé direct (O;e.,-‘-’z umi

Dans C soit I’équation
(E) 12> —3iz? —(3—:’)z+2+ 2i=0
Sachant que (E) admet une racine rée|le

Z, = X, et une racine imaginaire 2,

2r
2
On donne =0l

' : olle les 0O
=1y 1) Ecrire sous forme exponentielle I

a) Résoudre dans C I’¢quation (E) complexes —; ;1+ ]—I—"

b) Calculer le module et up argument deg i d1%
racines z,,z, et z,, 2) f _¢st la transformation du li‘l:a;;n[ M

c) Placer dans le plan com point M d’affixe z associe

Plexe les points

respectives 24,2,

MM, et M, d’affixes
et z,.

d’affixe z'= —Jz#1.

; : ([¢ments
Déterminer la nature et les €lem

Caractéristiques de f .

118
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DERIVATION — PRIMITIVES
SUR UN INTERVALLE
D’UNE FONCTION

CONTINUE

DERIVATION.

1-1 DERIVABILITE D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE -
CALCUL DES DERIVEES.

1-2. DERIVEES DES FONCTIONS COMPOSEES - DERIVEE DE LA
FONCTION RECIPROQUE D’UNE FONCTION BIJECTIVE.

1-3 DERIVEES SUCCESSIVES ET LEURS APPLICATIONS.
1-4 INEGALITES DES ACCROISSEMENTS FINIS.

ETUDE ET REPRESENTATION
GRAPHIQUE DE QUELQUES
FONCTIONS.

PRIMITIVES SUR UN INTERVALLE
D’UNE FONCTION CONTINUE.

3-1 PRESENTATION ET DEFINITION.

3-2 RECHERCHE PRATIQUE DES PRIMITIVES SUR DES
INTERVALLES DE CERTAINES FONCTIONS CONTINUES.

S’ENTRAINER
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PRIM[TIVES SUR

DERIVATIDN —

= TR (i inte 2,
» Ftudicr la dérivabilité d'une fonction sur un rvalle

v i Letvpa . Voo 1?2 = :
» Calculer et utiliser la dérivée ou les dérivées successives d’une fonclmn

le la composée de deux foncti
» Calculer et utiliser la dérivee ¢ p ons et de Iy écm
fonction sur un intervalle.

$ Reconnaitre ct utiliser les inégalités des accroissements finis.

——
1.1, DERIVABILITE D’UNE FONCTION SUR yN

INTERVALLE - CALCUL DES DERIVEES,

N

= -Prenc[re un bon depart

Activité 1

Soit f la fonction numérique définie par: f x> 1/1—|x| ;
e Vérifier que / est définie sur I'intervalle [—1;1].
f(x)-7(0)_ -
x £ i +1)

e Etudier la dérivabilité de f a droite en —1 et a gauche en 1.

e Montrer que

. En déduire que  n’est pas dérivableen!

* Soit x,e]0;1[, montrer que f est dérivable en x,.
* Peut-on dire que f est dérivable en tout x, €[0 ;1] ?

* Déterminer la fonction dérivée de / sur ]0; 1] .

Activité 2

cllﬂ
[chf
1) Pour chacune des fonctions ci- dessous, préciser le plus grand ensemble SUr

vable et y définir sa fonction dérivée .

g
x> — 3 x5 Vx 5 X cosx ;x o sin(2x - 1)
= ;
2) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel #=2,
° i . pel
La dérivée sur R de la fonction x -5 x" est la fonction x > 7" -

-n
& Losk . 3 . 1 ’
La dérivée sur R" de |a fonction x> L" est la fonction X ;’-'-T

Scanné avec CamScanner



(1) Soit f une fonction. Soient a et b deux réels tels que a<b et f définie sur I’intervalle
[a;b].
e On dit que fest dérivable sur l'intervalle la; B[ si S est dérivable en tout x, ela;b.

e On dit que f est dérivable sur Iintervalle [a; b] si f estdérivable sur ]a ;b[, dérivable
adroite en a et a gaucheen 5.

e Onditque f est dérivable sur ’intervalle ]a; b] si f estdérivable sur ]a ,b[ et dérivable

a gauche en b. On définit de maniére analogue la dérivabilité de f sur I'intervalle
semi-ouvert [a ; B[ .

(2) On dit qu’ une fonction est dérivable sur un intervalle K si elle est dérivable en tout élément

x, de K.

(3) Si une fonction est dérivable sur un intervalle K alors elle est continue sur K.

1. Soit f la fonction numérique définie sur [1 ;+oo[ par f(x)=(x—1)v/x-1.
Etudions la dérivabilité de f sur I’intervalle [1 ; +oo[.
a) Soit x, & JI;+o0[ .
xu—-le]{);+oo[ et la fonction x> /x est dér.ivable sur ]0;+oo[, Donc la fonction
x>+ x—1 est dérivable en x,. Par ailleurs , la fonction : x> x—1 est dérivable en
x, ; donc la fonction f est dérivable en x;, comme produit de fonctions dérivables en

X,. On en déduit que f est dérivable sur I'intervalle ]1;+o0].

b) Pour x#1 ona M: Jx—1 ;donc lirpL(L_{-(—ll =0 et par conséquent
_— — X -
f est dérivable en ].x

En définitive, d’aprés a) et b), la fonction [ est dérivable sur I’intervalle [1 ; +ool.

2. Soit 4 la fonction numérique définie sur |-e0;3] par A(x)=v3-x +1.

Etudions la dérivabilité de / sur I'intervalle ]-=;3].
3) Dela méme qu’a 1. a), on montre que la fonction 4 est dérivable sur I’intervalle

i3],
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DERIVATION — PRIMJTIVE

h(x)=h@3) _¥3-x

b)

x-3

x—=3

3=

J n*est pas dérivable en 3.

S SURUN INTE RVALLE D'UNE FONCTION CO

Finalement, & n’est pas dérivable sur ]-o0;3].

3. La fonction f:x+> /I—|v| estcontinue sur [~ 1] maisn’y est p

pas dérivable en 0, & gauche en | et a droite en —1.

REMARQUE 1

de E.

® Dérivabilité sur un ensemble

On dit qu’une fonction est dérivable sur un ensemble E si elle est dérivah

® Dérivabilité sur un intervalle et courbe représentative

a) Si f estdérivable sur un intervalle K, alors (# ) admet en

tout point d’abscisse x, de K une tangente non paralléle a
I’axe (OJ) des ordonnées .

b) On montre également que si (¢ ) admet au point d’abscisse

X, une tangente non paralléle a ’axe (0)), alors la fonction
J est dérivable en x, .

NUE

pour tout x # 3 ;donc Iim h(x)‘h[

r—»3}

%..

\

\

3)

JC--3 3

Soit f une fonction continue sur un intervalle K et de courbe
représentative (¢ ) sur K dans un repére O, L.

1) Tableau récapitulatif des dérivées et opérations sur les fonctions dérivées.

Dérivée des fonctions usuelles Dérivées et opérations s
. Fonction Ensemb] Fonctions # et v
Fonction - mble de - e i
dérivée dérivabilité dérivables sur un dérivée
LR . intervalle K SRR
XI—)k, [ x—0 Uty ”'-f-V'
X
X sinx X cosx e
r
- R uxy wYTUr
X > Cosx X > —sinx '(ax+b)
X ulax+b xraxu'(a
(ax+b) [erraxuloc?)
n
X X ] n-|
- X -l
neNetnz2 i u",neNetnz2 nu'u"
— | __——--'""’.J
122
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Par exemple, la fonction f: x> ,}l—|x| de I"activité 1 ci-dessus est dérivable 5
I’ensemble E =]-1 ;0L Ujosa[.

M

ur les fonetio”
"]

Conlﬂiﬂ u‘i
de’;ivabl

ar*be'



1 | '
L . 1 v
X X 5 3
] R’ |
-y -n |- , 2 o
N X — v —nx v est non nul
X iR | v'”" -
(neNetn>2) ’ (neNetn=2)
! '
x> tany | x> l+tanix| x 2 Zyknk ez u u'v—uy
2 v A
1 u' .
i o ol o B — i u strictement
x> x 2Jx 105 +o0f Ju 2Ju positive sur K

S’EN CONVAINCRE

1. Soit # une fonction dérivable sur un intervalle K . Montrons que : pour tout entier

natureln>?2 ,la fonctionu" est dérivable sur K et sadérivéeest nu'u"™" .
Par récurrence sur .

a) Pour n=2, lafonction u?>=wuxu estdérivable sur K comme produit des fonctions et

(uz) =u'xu+uxu =2u'u=2u'uv"".

b) Soit k un entier naturel tel que k >2. Supposons que la propriété est vraie au rang k

et montrons qu’elle I’est aussi au rang (k+1).

. . k £
* 4" =y* xu et par hypothése de récurrence " est dérivable sur K donc #**'

sur K comme produit de deux fonctions dérivables sur K.

est dérivable

; k k k-1 k "
® Par ailleurs (ﬂkﬂ)':(ukxu)':(u )'u+u w'=ku'u"u+uu' car par hypothése de
4 k v, k-1
recurrence on a (u ) =ku'u .

o 1 k+1)-1 cr. .
Ainsi (u*“) = k't utu’ = k't +u'u = (k+1)u'u®D™ donc la propriété est vraie au
rang (k+1).

D’apres le principe de la preuve par récurrence, pour un entier naturel n > 2, la fonction 2

’ - r - r -]
est dérivable sur K et sadérivéeestnu'u"" .

; e 1
2.80it v une fonction dérivable et non nulle sur K. est dérivable et non nulle sur K et —
¢st donc dérivable sur K etona: ¥
'
l 0xv' —1x(v")"  —ay'v"™ -y vy V'
== = ) ) ) X
v (v" )2 % v v xy v

e S UGN LM U L
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DERIVATION — PRIM[TIVES SUR UN INTERVALLE D'YNE FONCTION CONTINUE

REMARQUE 2

. o f 1 U .
Si u est dérivable et non nulle sur K, alors pour nel , la fonctionu" e deériy, b

et saderivéeest nu'u

. i l noyr 1 - 'M'
Pour neZ ,onpose p=-nct U :;7 donc (u ) - ;p_ - X;I'f."‘nu
1. Calculons la dérivée sur [1, +co| de la fonction dérivée de la fonction

fix (x-1)Vx-1.
1
"(x)=Vx—=1+(x-1 ><
1 3(x-1
=fx=1% (x-1) _ (x ) éx/x_——l avec x #1 ;soit f’(x)zgxlx-l.
Wr—1 20x-1 2 2

2. Définissons la dérivée sur £ =]-1;0[\_]0;1[ etsur F =[0 ;1] de la fonction dé

la fonction f:xt> \[1-|%|

e  Dérivée surE =1-1;0[(]0 ;][ o Dérivée surF =[0 ;1.

. f@-f©__ |

'; Sur |-1:0], f'(x)= ; =

? ] L7 21+ x X x( /1—|x|+1) |

1 0 L= 1(0) -1 &

| 0 1 = .

s! L T s

Doncsur F ona: 3

| A Ainsh, S

l '"(x) = __1_ sixe|-1,0 Donc f est dérivable & droite en 0- i

l 7 ) 241+ x ] [ 1 3

l f'(x)= =L siee Jo.1[ Fi=)= 2J—x _i
2/1—x ; A

1243
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[ -. /
L. O/ exercer

RIS

[.a On consideére la fonction f° définie par: f (.\')=.\"—2|x|+ 3,
e Déterminer 'ensemble de dérivabilité de /',
o Définir la fonction dérivée de f* sur chacun des ensembles suivants : [0;+oo[ et sur

Jee:0[ 103 +eo]

o f admet-clle une fonction dérivée sur R ? Justifier.

1.b Dans chacun des cas suivants, ¢tudier la dérivabilité de la fonction f, sur son ensemble de
définition et définir sa dérivée.

0 F()=V32 1 6) £(0)= (-3 5 0 /(x) =)

24+2x-3
d) 2);2+lx|—1; e) f(x):%i_

1.c Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions ci-dessous définies :

1 1 2 ®
=x 241 = ;th———?;P(x):x—:;x"'z) ’
f()=x+2dx2+1; g(x) — @ ) (
2r, __x-4
t(x) =cos(3x + 5 ) 5 s(x)= 2+ 2x+3

12. DERIVEES DES FONCTIONS CQMPOSEES -
DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE D’UNE

FONCTION BIJECTIVE.

#' 2~ Prendre un bon départ
N et

-

Activité 1

Soit K un intervalle ; f une fonction dérivable surun intervalle K et g une fonction dérivable sur
]

/(K).

* Justifier que £ (K) est un intervalle.
* Soit (x, ;x) € K2 tels que X # X, _Vérifier quesi f(x)# f(x,) alors:

_(_gof)(X)—g Of(x") _ (g Of)(.\')—'(gof)(.\'u) 5 f(x)—f(xu).
X — X, - S(x)=f(x) X=X,

.
»
-
oo
ha
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DERIVATION — PRIM|TIVES SUR UN INTERVALLE D'YNE FON NUE :

® Justifier que g est dérivable en [ (.\‘[,)'

® Montrer que lim (g ° f)(\) -_(g 0./ )(.1'”) - fl(

XN

X)X g'" f(x,).

"T - '\.(l
® En déduire que la fonction g o f est dérivable en x, et que son nombre dériyg ,
(go/) ) =1'(x)xg [/ (x)].

Activité 2

Soit f la fonction numérique définie sur [0;+c0[ par: f(x)=+/x*+1.

® Montrer que f est continue et strictement monotone sur [O; +oo[,

* Monter que f réalise une bijection de [0; +oo[ vers un intervalle J que I’on déterminen

* Montrer que la bijection réciproque de £ est définie sur J par f7'(x)=+/x2-1
* Etudier la continuité et la dérivabilité de flenl.

= Retenir

(1) Soit f* une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction dérivable sur f(K);
alors g o f est dérivable sur K et pour tout x e K ona:

(22 7)®) =1 xg' ().

(2) Soit f une fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle K.
* Lafonction f réalise une bijection de K vers f(K).
® Soit a unréelde f(K). £ est dérivable en 4 si et seulement si f '( 17 (a) 2%
: 1
Dans ce cas,ona: (f l)'(a) Serie S
| /@] .
(3) Soit r un nombre rationnel non nul ;2 une fonction dérivable et strictement positi¥®
intervalle K. 3

® La fonction x> x” est dérivable syr lo; +oo[ et sa dérivée est la fonction X : ..:
e La fonction u" est dérivable sur K ¢t sa dérivée est |a fonction ru'u"" . '
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ATIPN — PRIM[TIVES SUR

S'EN CONVAINCRE

Soit / une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle K.,

a) f esteontinue ctstrictement monotone sur K et donc J réalise une bijection de K vers

7(K)-
b) Supposons que pour tout xe K |, on a S'(x)#0 et montrons que /" est dérivable sur
1
et (f7)'=——.
rx) et (/) T r

Soit y,er y deux réels distincts de /(K) . 1l existe un unique couple (x,; x) €K?tels que
n=r(%) et y=r(x).
Comme y # Yy, , f_l (y)¢ f'l (yﬂ) car f_l est injective, c’est-a-dire que X#X,.
FO=F"0s)_ %% _ 1

Y=Y, fx)-f(x) SO)-fx)

X=X,

f étant dérivable sur K, |im J )= f(x) = f'(x,) - Deplus, f'(x,)# Ocar x ek .
X=Xy X — xn

-1 2 -1 =
Donc 1imf M-/ ) _ 1 . Ainsi, la fonction y S"W =) admet une

I=4Xg y_yl) _f'(xo) y—_yo
| limite finie en tout y,de f(K) tel que y, = f(x,) et f'(x,)#0.
|
! 4N 1 1
(7)) =

(=) (FofH)

3) Silexiste y, e £(K) tel que (f o/ ")(yo)=0 alors i

n’est pas dérivable en y, et sa courbe (C'l) admet au point

d’abscisse y, une tangente ou une demi-tangente parallelea (¥~

] » 3 L4
I'axe des ordonnées dans un repére orthonormé. "

b) La fonction x i x" avec re Q" est dérivable en 0 si et
Seulement si r>1.
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ON CONTINUE

= 'YNE FON
DERIVATION — PRIMJTIVES SUR UN INTERVALLE D

: I
1. Soit la fonction définic par /1 x> Sln(x2 1)
Etudions la dérivabilité de f sur R et déterminons sa fonction dérivée,

ot vixio>sinx ona f=vouetD, =R

Posons H:XF
X241

u est dérivable sur R et pour tout x€R, 0 < 1

v est dérivable sur ]0;1] ; donc f=vou est dérivable sur R .

Dx 1
f'(x)=u'(x)xv'(u(x))=(x2+1)zcos[ ; ]

<1 donc u(lR)c:]O,]]_

x2+1

2. Soit la fonction g définie de [0:7] vers [-1;1] par : g(x)=cosx.
a) Démontrons que g admet une bijection réciproque.
g est dérivable sur [0 ;7] et g'(x)=—sinx ;donc g est strictement décroissante.

g ([0 ;7]) =[cos ;cos0] = [~1;1]. Ainsi, g réalise une bijection de [0 ;7] vers [-£]
par conséquent, admet une bijection réciproque.
b) Déterminons un ensemble J sur lequel g~' est dérivable et déterminons

(27) (x) pour tout xe1J. _
g'(0)=0et g'(7)=0. g estdonc dérivable sur J =]-1;1[ et

NN 1
(&)= e~ @]

Par ailleurs,

sin?[ ¢! ()] =[sin(s” (0)] =1-[cos(g” ()] =1-[ (g ')] =1

Donc

xe]—l;l[:}l—x2>0. sin [g (x)] N ‘sm[g (x) ," 1__:-.

Commeg (x) €]0;n] , sin [g (x)] >0 et donc sm[g (x)]’

Finalement, (g~' )'(x) -

-1
m pour tout x e J|.

|
3. a)Les fonctions & : x> x 3

-
" = L. ﬂt nov
et VIX > x* sont dérivables sur ]0;+"0[ e e
dérivées respectives les foncti " 1 & 2. =
p L u'.xH——B-x ‘etylix> —x '

. . 3 T * io
La fonction | WiX > x? est dérivable syr [0, +oo et sa dérivée est 1 fonc!

WixH —Xx.
3

‘ 128
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b) Soit f X |—>(\ —1) . Etudions la dérivabilit¢ de f sur D, et définissons sa
dérivée.

5
3 .
xeD, ®x -1>0 car _Zdl' Ainsi, x>1 etdonc D, =]I; +oof.

La fonction «: x> x* —1 est dérivable et est strictement positive sur D
quent, f est dérivable sur D,

, Par conseé-

3 9

flx)= “%(" )(x° - 1)_1_I - —%x 3x?(x' - 1) "ol u(x)=x"—1.
f(x)= —%xz(x’ -1)*

Exerclce Réso]u

l Soit 1a fonction f défnie de [0 +oo[ vers [0 +oo[ par f (x) =x" avec neN'.
a) Montrer que f réalise une bijection et determmcr I’ ensemble de dérivabilité Jde [~ . !
b) Définir /™' et déterminer sa dérivée sur J.

2. Soit g la fonction définie sur ]0, +oof par g(x) —x" avec reQ’
a) Ecrire g comme composée de deux fonctions puis en déduire que g est dérivable sur ]O,’ + ao[ :

b) Déterminer la dérivée de g sur |0, +oo| .

3 Soit  un nombre rationnel non nul, u une fonction denvable et strictement positive sur un

intervalle K. Démontrer que la fonction u” est denvable sur K et que sa dérivée est ru'u’" .

Solution

lf(x) x" avec neN’ .

a) Montrons que f réalise une bijection et déterminons I’ ensemble de denvablhtc J de f I

L B e

f est continue et dérivable sur [0; +oof et f'(x)=nx"", |

] D +00 1
‘ donc f est strictement croissante sur [0 +ao[ ‘ ; f’(:c) + 2

si > alors n—121 etdonc f'(0)=0. f~' n’est pas (@) /+oo
dérivable en 0 et alors J=]0; +oof . 1 1

b) Définissons £~ et calculons de (f I)" IR "_"—'FW:MW:&“*?T'.
Soit y €[0, +oo[ , cherchons xe[0; +°0[ tel que y = f(x).

!
y=fx)ey=x"y =x . [(x)=x"=Xx sur [0; +oo| 4

(f‘-l ;( 2 1 bl i 1 i 1,,_, a0 1 : =lx£" . f—l '(x)=—!-x"lf;tf
'g ) YR WL L ) (3l mrisii i (. S
\P"uﬂouth]O P Bt R

! £ T 3 L e TRy
e K - e mrn

AT e
1- g
A G 2
"
@ [
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oinposéc ot étudions sa dérivabilité.

2. a) Ecrivons g comme ¢

Posons r =2 avec pel’ et g€N S
q

u(\.)zrﬁ [ ']P_(‘.o")(‘)uu u(\)“' et v(x) = x". u estdérivable sur]o ; =
1(]0 ;40c[ )=]0 3400, v st dérivable sur 0 :+oo[ .
g est dérivable sur ]0 3+ comme composée des fonctions dérivables sur Jo 4]
b) Dérivée de g sur 0 ;+oo] .
1 l—l _I- f!-] p l-]+£ l p f‘-f
g'(xX)=u'(x)xv'(u(x)=—x" x p[x"‘] =Ly 11 =Ly
q q q
3. On peut écrire #” = gou et parailleurs, u(K)c 0 ,+o0f et g est dérivable
osur ]0 4o . " est dérivable sur K et pour tout xe K ,

(u")'(x) = (g ou)'(x)= u'(x) (gou)(x) u'(x)xru”(x)

(u ) =ruud

S’exercer

:

L.d Etudier la dérivabilité de f* sur son ensemble de définition et déterminer sa fonction déivé

a) f: x|—>cos(x +2x) b)f:x—>x %,c)f x|—->\/_ d)f: x!—)(x 1)
&) x> (1|

1)
I.e Montrer que la fonction f: x - tan [—- est dérivable sur ’intervalle }ag— ; E[
X )

]

T T

5 ‘5 ‘vers R par f(x) = tan(_r).
a) Montrer que f admet une bijection réciproque
b) Justifier que

1.1 Soit f la fonction définie de jI-—-j—t- ;

est dérivable sur R

c) Démontrer que VxeR, on 3 (f-l )r(x) _
x2 M

I.g Soit la fonction numérique g définie syy [0; +oo pa
r:

a) Montrer que g admet une bjj ecti
définition, jection I‘CCIproque g

b) Déterminer I’ensemble J gyr lequel g

est dérlvablc
c) Déterminer de deux fagons |a dérivée de g

sur J,
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1.3. DERIVEES SUCCESSIVES ET LEURS APPLICATIONS

A_Prendre un bon départ
N

Activité 1 y
Soit la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(;\) = x24+x + 2x+1.

péterminer les fonctions dérivées f' | f" | flil et f(‘*}' Justifier la dérivabilité de chacune de
toutes ces fonctions sur ]0;+oo[ avant tout calcul.

Activité 2

Soit f/ une fonction deux fois dérivable sur un intervalle K. Soit x, e K et

(T): y=/"(x)(x—x,)+ f(x,) la tangente a la courbe (Cf) au point M, d’abscisse x,.

Soit la fonction /1:x > f(x)—[f'(xﬂ)(x—x0)+f(xo):|.
a) lustifier que / est dérivable sur K et vérifier que Vxe K, h'(x)=f"(x)-f"(x,) et calculer
H (%) :
b) On suppose que f" est strictement négative sur K .

e Justifier que f' est décroissante sur K.
e Soit xeK , justifier que: x>x, = h'(x)<0 et x<x, = h'(x)>0. Dresser le tableau
des variations de 4 sur K. En déduire que sur K, (Cf) est en dessous de (T).
c) On suppose que f " est strictement positivesur K . Montrer que (C f) est au dessus de (T).

d) Déduire de b) et c) que si /" s’annule en x; en changeant de signe alors M, est un point

d’inflexion a la courbe (CI)

(1) Soit £ une fonction et K un intervalle. W
* Si fest dérivable sur K, alors sa dérivée /' est appelée dérivée premicre de fet on la note aussi f M,

* Sif"est dérivable sur K, alors sa dérivée " est appelée dérivée seconde de fet on la note aussi f @)

* De maniére progressive, alors la fonction dérivée n—ieme de f surK, lorsqu’elle existe est la
3 T B la’ () df
dérivée de la fonction dérivée d’ordre n—1sur K eton lanote /™ ou encore Sy

(2)Si f" s’annule en changeant de signe en X, alors le point d’abscisse x, est un point

d'inflexion a la courbe de f. )

—
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DERIVATID

Soit f x> siny

1'(x)=cos(x)= sin(-;iwh.r] L[ (%) ==sin(x)=sin(7+x) = Si"[2xg.+xJ

11 (x)=—cos(x) = sin(3 X —+ \] I (‘) = sin(x) = sin (4 xg—+ .rJ_

0 .| hx
Démontrons par réeurrence que pour tout neN', /% (X):sm(-_ﬁﬂ}

: 5% (n) . | nw
Soit la propriété : « f (:c)=sm -—2—+x ».

. [ Ixx i
* Pour n=1,0na f (x)= cos(x) = SIH[THFJ- La proprité est vraje pour p=|

® Soit k21, tel que la propriété soit vraie pour k£ . Montrons qu’elle est ayss; Vraie poy,
. [k f
Par hypothése de récurrence £ (x)=sin [TE + xJ :

F i (x)=(f“‘))'(x)=cas(k7”+x] =1xsin(§+k7”+x).
ko (2)=stn (k+1)7

—2—+ x | donc la propriété est vraie pour k+1.

En conclusion, Vne N, 7 (x) =sin (-’;ﬁ+ x] .

fois dérivable sur }2_'
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. Supposons que pour k21, la propriété est vraie au rang k et montrons qu’elle

I’est aussi au rang (k +1).

par hypothése de récurrence, f* est k fois dérivable sur ]l; +oo[ ct

;(_2) \ 1 k+l
() = =kY(-2)
La fonction 4 : x = 1 est dérivable sur }l, +oo[ et ,,Gl- +OOD= ]0. +w[
x—1 2 2 ;

La fonction v:x > x'" est dérivable sur ]0;+20[ donc Vou est dérivable et comme

f‘“ = 1;:!(—2)JE vou alors f* est dérivable sur P; +w|:. On a alors
2 ;

2 (k+DY(=2)"

(2x l)hm " (Zx_l)(hl}ﬂ : P(k“) est vraie.

)=k (=2) (k+1)

En conclusion, pour tout » € N' la fonction f est n fois dérivable sur }E ;+oc[ et

i n!(=2)
; f“( )——("%'
S @y
S’exercer
L.e Soit la fonction 'x|—>Lx4+-1—x3—§-x+l-
Bt 3 2

Montrer que la fonction g admet deux points d’inflexion sur son ensemble de définition.

Lf Définir la dérivée d’ordre 5 de la fonction fix ;—

Montrer pour tout ne N' que f est n fois dérivable sur |—c0; 0 et que sa dérivée d’ordre n

(-1)'n!

est définie sur J-o0; 0 par frixe z"

Lg Soit Ia fonction A: x> Cos(x)

r , .
* Exprimer les dérivées A", h" b et K comme composées de & et d’une fonction affine.

. = i féme 1
* Conjecturer une expression de la dérivee #7— ¢ fonction de n, (n21).

* Démontrer cette conjecture par récurrence.

127
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N ' ONCTION CONTINUE
DERIVAﬂN—PRIMTWESSUUNINTEVALLED NEF E %

Termi,, S
Dy

1.4. INEGALITES DES ACCROISSEMENTS Finjg

* N2 Prendre un bon départ
R

Ny

-_--P’

Activité 1
Le débit d’un robinet est compris entre 151/ m.m i
minimal et maximal d’cau qui s’¢coule de ce robinet en | heures.

et 20//min. Déterminer ep litres o
€ vy

Activité 2

Soit  une fonction dérivable sur un intervalle K a dérivée bornée sur K. |
Soient a et b deux éléments de K tels que a<b; m et M deux nombres réels telg que poy
xXe [a :b] . m Sf‘(.\-)s M . :

b . . " 4 : v :
On considere les fonctions g et & définies par u:K—>R et V:K—>R

x> mx— f(x) xHMx-f(x
* Justifier que u est dérivable sur K et que #'(x) =m — f'(x) pourtout xeg .
® En déduire que « est décroissante sur K et que m(b—a)_s f()-71(a).

* Montrer par la méme méthode que f(b)— f(a)< M (b _ a).

® En déduire que : m(b—a)< f(b)- f(a)<M(b-a).

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K . Soient a et b deux &léments de Ki

a<b. : a4

® S'il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x e [a;b], m.<_

alors on a I'inégalité : m(b_a)sf(b)"f(a)SM(b—a),Ces o conll
accroissements finis. 3

® Conséquence immédiate .

S'il existe un nombre réel A positif tel que pour tout x e [a 5], £/ (x)|=A,

alors |f(b)—f(a)| <Alb-q

S’EN CONVAINCRE

Si pour tout x E[a ;b], |f'(x)|s A alors —A Sf'(x)s A donc d’aprés Iinégalité .‘
aceroissements finis ona: ~A(b-a)< 1 (5)~ / (a)< A (b-a) d'ot | £ (8)-/ (@5

(134]
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Démontrons que Vxe[1:2] ona:

5
a) \/5(.\-—2)5\/.1-’4-1—\/55{—(.\‘—2); b) ’\/-\-u- —Ji|sJ§(.r—1).

siddvane la Brats e Jeg - e
Considérons la fonction /x5 V241 /et dérivable sur [1:2] et pour tout

xe[l,2], f(x)= \/\:‘H - Enencadrant f'(x) , ona %s fi(x)<2 .
; 5
Soit xe[1:2]

3) Lintervalle [x ;2] =[1;2] . Ainsi, pour tout a e[x;2] ona LI f(a)<y2.

J5

En appliquant I"inégalité des accroissements finis sur Iintervalle [x ;2] ,ona:

1
FO IS ID- S0 <V2@-x) doi o2V~ F <L e-2)|

b) L'intervalle [1 ] e [1; 2] ; donc pour tout e[,x] ona _\/2 5% < f'a)< Ja-
- - - 5
Ainsi | f‘(a)| <+/2 . En appliquant la conséquence de la propriété des inégalités des ac-
croissements finis sur I'intervalle [1;x] ona: |f(x) - f(1)| <V2(x-1)

C’est- a-dire |\/x2 +1— ﬁl < \/E(x -1).

) iﬁ——i—+15\/x+l s§+1 ; b) I\/x+1—1|5§-

Li Soit 1a fonction f x> sinx.

3) Soit @ e R’ , en appliquant les inégalités des accroissements finis sur I"intervalle [0' a]
montrer que : —a <sina<a. ,

b) Montrer que pour tout couple (a ;b) des réels, on a :|sina~sinb| <|a~8).
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R S S

IMTIVESSUUNINTEVALLED' NE FONCJ1ON CON NUE

. L Dl}l
ETUDE ET REPRESENTATIQ),
GRAPHIQUE DE QUELQUES

FONCTIONS.

» Utiliser les nouvelles propriétés lices aux notions de continuité ¢t
intervalle pour y étudier les variations d’une fonction.

» Utiliser les branches infinies pour representer graphiquement la courbe dune f,
Nctign

\\ A\ /
A Prendre un bon depart

DERIVATIDN = PR

i" -

2

——

. . 1 |
On considére les fonctions f: x> sgn|x|—~x2+1 et g:x > cos(x)—x. On note (C;) I
il o
représentative de f dans un repére orthonorme (O; i,] )
Activité 1

Montrer que I’équation g(x)=0 admet une unique solution a sur I’intervalle [0;+.g;[_

e Vérifier que a € ]% ;1[, puis en déduire le signe de g dans I’intervalle [0; —[-oc[.
Activité 2

e Etudier la branche infinie 4 la courbe de 1 en +oo,

e Etudier la dérivabilité de 1 en 0.

® Montrer que f est une fonction paire.

® Dresser le tableau des variations de f sur [0; +oo[ et sur son ensemble de définition.

® Représenter la courbe (Cf). On prendra pour lareprésentation a =0,73 et f (l.93)=

Retenir

Soit f une fonction d’ensemble de définition D , etde courbe (Cf) dans un repére duP<
(1) Pour étudier les variations de la fonction f | il est nécessaire :

* d’étudier éventuellement la parité, la périodicité de fesur D

® d’étudier la continuité et la dérivabilité de /' sur chaque intervalle de D, -

¢ d’ étudier le signe de f'.

® de calculer les limites aux bornes du domaine d’étude, puis de dresser le tableau 085

variations de f . ;

(2) Pour représenter la courbe (Cf), il est nécessaire:

* d’étudier éventuellement les branches infinies 4 (c,).

paal . e : jon 8¢
® de déterminer les points particuliers de (C f) : les extréma, les points d’ intersect
axes et les positions relatives avec les tangentes 3

. 136)
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Frudions et représentons la fonction Jix =y 20242542

L'équation £ '(x) =0 n’a aucune solution dans

Signede f 'et tableau des variations de i s

Ensemble de définition et limites aux bornes

Continuité et dérivabilité de f sur D P

D, =R lllll F(x)= !lm(—\' ) =—oo ¢l |I|n f(x)= “'_" (_-‘.-- ) —_——

[ esteontinue et dérivable sur D, comme fonction polynome et f '(x)=-4x*+4x+2.

I -0

V3 Vi
V3 A

s

f1(x)=-12x*+4 et f"(x):0<:>x:~i3—3—0ux=£ ; it

iz
w\ ‘ /3.54\‘

f'(x)
j‘r _'\/5 :—‘8\/54'18:0,46 ; 0. 46 \
3 9
by AL PP J == e
3 9 7 3 1 f' (=) + 0 -

]

/" est continue et strictement décroissante de ]T;-i-oo

vers |-c0;3,54[ et donc réalise une bijection }Ts;wo[

vers |-o0;3, 54[.

Comme 0 € |-o0;3,54[ , il existe un unique a € ]3,53 ;+oo[ tel que f'(a)=0.

f,u_w; \5 ]= ]0, 46; +oo[ qui ne contient pas O,

tel que f'(cx) =0.

Ainsi |£ x)20six e]-oo;a]| et | f'(x)<0sixe[a ;+0]|.

Représentation graphique

lim-f_(ﬂz_oo-lim&).:ﬂo la courbe de f admet une
Tmheio x ,:—o—m x

branche parabolique de direction (OJ).

A P'aide du théoréme des valeurs intermédiaires on montre
Que ael,5;2[ et que @=~1,19 a 107 prés. De la méme
fagon, on détermine les points d’intersection de la courbe
avec I’axe des abscisses.

N

3 :
}w;—?,_[ - Par conséquent, a est Iunique réel
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: D'YNE FON
DERIVATIDN = PRIM[TIVES SUR UN INTERVALLE

® Limites aux bornes deD I .
lim f'(x) = !i"l[x_i] = +o03 lim f(x) = lim[f] +00 llmf (x)= [qu[f—ifili}
lim  (x) = lim [ﬁ:cifl‘_?’.] +005 hm f(x)= 1L[ [f—*)f“—l‘ij = —o0 ; M f(z)=

» Continuité et dérivabilité de f surD re
Sur J-o0,~1[]-1,0[ ona £(x) =233 et qur 10, 1[ U]t +e| ona f(x)zx’: :
Donc f est continue et dérivable sur D_x _{0} comme fonction rationnelle. |
lim £ (x) =3 = £(0), nmi(—)—-f—(ol lim ”61 = 6 et
lsm&l;f@ IHO _J-C__l - 0 Jest donc czntinue sur p,, dérivable a gauche etadr
en 0 mais pas en 0.

® Dérivée et tableau des variations

fi(x )——(—E;;TQ si x € J-o0,-1[ U ]-1,0] = '+°° -

S-S )2 X sixe[0, [ U] 4o X

i[9~ (e ] = lim( L =)o

Exercice Résolu 1
Etudier les variations et représenter la courbe de la fonction [ : x = e
Solution

ION CONTINUE =~ -

l".

x2+3x___3
e )

Ensemble de définition de la fonction f .
Soit xeR. f(x) existe si et seulement si [x|-l # 0 c’est-a-dire x # ~letx ]

D, = ]~ei [ UL+

Représentation graphique de f

D’apres le calcul des limites, les droites d’ €quations

respectives x=—1 et x=1 sont les asymptotes a (C,)
paralleles a I’axe des ordonnées . i

x*+3x~3 5
—=—x-2+ :

=x—1 x+]
lim[f(x)-(-x- 2)]—11m( 2 )zo.

T x+1 y

2 o
S ek R U

x—1 x-1

138
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Les droites d’équations y =—x—2 et y=x+4 sont les asymptotes a (C,) non paralleles
qux axes du repere, en —oo et en +oo respectivement.

Exercice Résolu 2

Erudier les variations et représenter la courbe de la fonction £ : X - sin(2x)—2sinx
o Ensemble de définition de /' : D, =R. '

o Parité et périodicité de [ :
pourtout xeD, ona x+27eD, et f(x+27)= sin| 2(x+27) |- 2sin(x+27)
=sin(2x)—-2sinx
=f (x) . |
f estpériodique et de période 27 . On peut done réduire I’ensemble d’étude de f 4 un intervalle |

de longueur 27 (par exemple[—yr ;7).

Pourtout xeD, ona —xeD, et f(-x)=sin(-2x)-sin(~x)= —(sin(2x)+ 25inx)
==f (x) .
f estimpaire. Son ensemble d'étude peut encore étre réduit a [0 ]

»  Continuité, dérivabilité et tableau des variations sur [0 ;n‘] '

Les fonctions x sin(Zx) et x > —2sinx sont continues et dérivables sur R ;donc la fonction

[ est continue et dérivable sur R comme somme de fonctions continues et dérivables sur R et |

f'(x)=2cc*s(2x)—2c.{;is)c~ |
f'(x)=4coszx—2005x—-2:4{cosx+%](cosx—l) donc f(x)=0< (x=0 ou x____Z?n_)
dans [0 ;ir]. ' .

Pour tout x e R, cosx—1<0 et le cercle ci-dessous permet de détermi- - J(?w)

ner le signe de cos(x) +%.

I
|
!
I
f
i

| K(mf~5——1(0)
Si 2n : 27 , :
Xe 0,-—3— alors f'(x)<0etsixe T,:rc alors f'(x) >0 ; |

Tableay des variations sur [0 ,:r] et représentation graphique de la courbe de f .

Sur Pintervalle [-7 ;0] la courbe de (C,) est le symétrique

Par rapport a I’origine O du repére de celle obtenue sur I’in- 2l r |l
tervalle [0 ;7] car la fonction f est impaire. : f@pb - § + 4
- : - , 0 ol
La courbe (C,) est complétée sur R par les translations i \ 2
. - = Lot AL i
; Successives de vecteurs 2777 et =2z car f est périodique _.-._;f_i /
- __‘_‘_‘_?_Période 2 SRHEERG AT

; - A gt i e
L T . T i)
vl AN C S M i T | S PO e 1
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1

Exeruce Résolu 3

Etudler ses variations et représenter la courbe de la fonction f X = X— ' xr= 1,

e Ensemblededéfinitionet limites aux bomes
~1=0: i

f(x)=x—+x*—1six e]—oo;—l]u[i-;+od[ et f(x) = x—V1-x? sixe[-L

lim f(x) = lim (x—\/xz 1)__00 G o :

X ——0 — 0

x—+/x2—1 =——F— donc hm x)= lim =0-
e -

iy
H*‘”(x+\/x —lj

e Continuité et dérivabilité de f surD ;.

La fonction x> |x>~1| est continue et positive sur R donc la fonction x> |x’-

continue sur R comme composée de fonctions, donc la fonction £ est continue SU
comme somme de fonctions continues sur R.

La fonction x> x—+/x2—1 est dérivable sur ]—oo;—l[u]l;+oo[ car x*—1>0 sif

ensemble. La fonction x> x—+1—x2 est dérivable sur ]-—1;1[ car 1-x2>0

ensemble. :
B [ona SOSED xmVET ol th(ﬁ);ﬂ;.‘lf
x+1 x+1 Y o =
- Sur JI;+0o] ona:f(x)_f(l)-_-.x_“xz"l_l—l x+l 4 . lmfg’)':igl
e onc M= 3
% -1
. Sur -1:1 . f(x)- f(-l) x—1-x3 - (-D)
l R o0 i = ia =1-J‘__ donc mpi—‘—):{”’
X 1-x2 = X
& G x5 - er
e x—l . x- ’lr : =Lt L2 donc lit?f/%‘:{/' :
" s R Sy Y J'."i‘f-'.-;sv.--- =-'.1j"- ’ I-x? s
140
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ponc S est dérivable sur ensemble ]-ao;_l[u]_|:llu]|.+w[ :

o Dérivéeettablean des v

wiations,

i

jSur ]_w;-l[u]l:+x[ ona:

Sx)=1-

Jvxi-1-x

X
vxi-1

V-1

f'(x)=1+

|
Sur |-1;1[,ona:

x
Vx?-1 = V1—x2

l

- - Si xe]—l;O[ alors V1-x2+x2>0 < +/1—-x2 >—x¢>1—2x220¢xe{—7;0

_ Sixe]-o-1[ alors Vx*~1-x>0 car —x>0 donc S'(x)>0
~ Sixe|l+eof alors Vx?—1-x>0 x2—12x e —120. Or l'assertion «—1 0 » est

| fausse donc pour tout réel x e ]1,+ao[ ona f'(x)<0.

VI-x?+x

— Sixe[0;1[ alors ¥1-x2+x>0 car x>0 donc f'(x)>0.

+

*  Représentation graphiquede (cf )

I
Lge
f.. —

n(/9-20)= | )=
L

ila._dmile d’équation y =2x est asymptote a

_ T|-00 —] '% 1 +00
=)+ - 0+ - :

-1 1 “
:f(a:)_w/ \_ﬁ/ \0

D’aprés le calcul des limites, la droite d’équation y =0 est asymptote 2 (Cf) en +o. -
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| A 3 2
% . [4 by - H B 1 i X .'. - _'-"" - - .
2.a Etudier et représenter la fonction Jixe 7 AR 2 ¥

.r2—2[x—2|

2.b On considere la fonction g définie par: g(x) = 1

a) Etudier la dérivabilité de g en 2.
b) Etudier les variations de g et représenter sa courbe (Cg).

2.c On considere la fonction /: x > cos(2x) — 2 cos(x)

a) Résoudre dans I’intervalle [~z ;7] I'inéquation sin(2x)—sin(x)>0.

b) Etudier et représenter la fonction 4.
2.d Soit f la fonction numérique définie par : f(x)=x+1+ ]x - 1,

a) Résoudre dans |-;1] I'inéquation 2v/1-x-1>0.
b) Etudier la dérivabilité de f en 1.

c) Etudier les branches infinies & (Cf)

d) Dresser le tableau des variations de 1 et représenter (Cf).
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» Définir les primitives d’une fonction continue sur un intervalle,

» Déterminer I'ensemble des primitives d'une fonction sur un intervalle.
% Calculer les primitives d'une fonction continue sur un intervalle.
>

Déterminer les primitives du produit d’une fonction par un réel ; de la somme et de la
composée de deux fonctions.

31. PRESENTATION ET DEFINITION

2 '%;-;Prendre un bon dé

part

Activité 1
Pour chacune des fonctions suivantes f ci-dessous, déterminer une fonction F dérivable sur un
intervalle K que I’on déterminera et ayant pour fonction dérivée f :

1 : 1
f:x%—>5;f:x|—>2x;f:x}—>5x2;f:xl—)—;;f:xi—)—smx;f:xl—)—

Jx

Activité 2
. 5 T T
® Calculer la dérivée de la fonction F: x> x+tanx sur ’intervalle K = ‘J—— ’E[
* On définit les fonctions G et H sur K par : H(x)=F(x)+1 et G(x)=F(x)-2.
Calculer les dérivées G’ et H’ sur K. En déduire trois fonctions dérivables sur K et ayant toutes
pour dérivée sur K la fonction x > 2 +tan’x.

* Déterminer une isométrie du plan qui transforme la courbe de G en celle de H dans un méme -
repére orthonormé (O;IT, J ) .

* Soit la fonction P: x> F(x)+k. Déterminer k pour que la courbe de P passe par le point

4
d’abscisse % et d’ordonnée 1. Pour cette valeur de k, que vaut P % ?

= Retenir

1) Soit £ une fonction définie sur un intervalle K. )
* Onappelle primitive de f sur K, toute fonction F dérivable sur K et telle que :
pour tout xe K , on ait : F'(x)= f(x).

* Si f est une fonction continue sur K alors f admet une primitive sur K.

[La continuité est suffisante mais n'est pas nécessaire ¢ ‘est-a-dire qu'une fonction peut

—_admettre une primitive sur K sans étre continue sur KJ. )
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1e primitive F sur un intervalle K.

(2) Soit f une fonction admettant ul
ant de x, la fonction: x> F(x)+m ¢ T
pnmiﬂ"%

e Pour tout nombre réel 7 indépend

f surK.
e Toute primitive de f sur K est sous la forme x> F(x)+m ol m ne dépend Pas e,

e Soit x, €K et y, un nombre réel. Il existe une seule primitive F de fsurk Qi pr
valeur y, en X, , ¢’est-a-dire telle que F(x)=Yo- _;

REMARQUE 1 o
o | I_*'“

Soit /' une fonction admettant une primitive F sur un

intervalle K. Si G est une autre primitive de f sur K, alors il | yo=G(o)
existe un réel ¢ tel que G(x)=F(x)+c. L_ l_ ol
® Dans le méme repeére (O; f,}) la courbe de G est I’image | B =
de celle de F par la translation de vecteur ¢ j. | _J =
* Si x,eK et y,=G(x,) alors c=-F(x,)+y,. i ,-CF-)/
' T 1L

=]

x, étant fixé dans K et la translation étant bijective, la fonc-
tion x> F(x)-F(x,)+y, est1’unique primitive de F sur K

qui prend la valeur y, en x,.

. . Ir
* Lafonction F:x# x?+sinx est une primitive de la fonction [ :x > 2x+¢05% %

® L’ensemble des primitives de J sur R est I’ensemble des fonctions

. 2 4
G:x> x*+sinx+c avec ceR (c constante).

® Notons H la primitive de £ qui prend la valeur 1 en —g .

2

2
T) .. (= . T
G(-z—]—lc{;-] +Sln5+c=1<:>c=-a— donc

ussi des pri"

Les fi i )
onctions X x - x2 + sipy — 3 et X x> x2+sinx++/2 sont a

Fonction [ Primitives de f

XH—=a avec aelR oE—
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( Solution

| u
Cherchons une primitive de f sous la forme —. Or

Déterminer les primitives sur ]0,+[ de la fonction f :x >

v x"avee neN
S . |
P ;n—m ecne N\ {I} X = — (” - I),\""' + ¢ ]_,,J.; 0[ ou ](]H,%[
e X onr EQ\{-—‘} .\‘i—)—"il—l—+c J[U;+ff)[_s-ir20
r4+1 U();+m[sir <0
i 1
.\'H‘\/T X 2Ux +c 05 o]
X sinx X > —cosx+c R
X > cosx X sinx+c R
- —_— ]T o ;r
.n—>1+ran2x—coszx X b tanx +c }(25:—1]5,(21(“)5[, keZ

- ; 1 .
® Une primitive sur ]—oo; 0[ de la fonction x = —-est la fonction x - — -
x 6x
2
* Les primitives sur [0; +cof de la fonction X > X sont les fonctions

5

E} - 3
X —Xx* + ¢ avec ¢ € R. On peut encore les écrire xHE\!’ x’+c, ceR.
5

' Exercice Résolul

COSX+ xsinx

xz

~ Déterminons les primitives de f sur ]0;+oo[.

[ u ] il u'(x)v(x) = u(x)v'(x) ‘
L6 ]

Vv

 On voudrait que (E) (x)= f( x).il suffit de prendre vix > x et u (x)=—cos X .
v

, Onadonc Jes primitives de / sur ]0;+eo[ sont les fonctions F:x - =
Ndépendant de x . _

p, - =Y

SX
+c¢ avec ¢ un réel
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DERIVATIPN — PRIM[TIVES SUR UN INTERVALLE D'YNE FONCTION €O NU

S

Exercice Résolu 2

On considere les fonctions 7 et f définies sur IR par :I |
F(x) = .\"cosl —x2 six#0 o | S(¥)= 2-\‘905'; +8in i 2X six(
FO=0 (©)=0

1. Montrer que / est dérivable en 0. En déduire que / est dérivable sur g,

2. Démontrer que F estune primitive de f* sur R,

3. Montrer que f n'est pas continue en 0.

4. Donner I'exemple d’une fonction non continue sur R et admettant une primitjye sur R.

- 2. Démontrons que F est une primitive de f sur R. F étant dérivable sur R,ona:

.\

Solution
1. Démontrons que F est dérivable en 0, puis sur R.
F(x)- 1 1
Al . s‘xcos——x‘slx”cos— +|x| < 2| car cos— <1, pour togd
X X x X X e |
et 11m2|x]—0 donc lim F(x)—-F(0) =0 ; donc F est dérivable en 0 et F’(o)zo_ i
x—0 X '
La fonction x> cml est dérivable sur chacun des intervalles ]-co; 0f et lo; +oo|
X .
composée de fonctions dérivables ; donc la fonction : x xzcosl est dérivable sur ces

X 5
Jintervalles comme produit de fonctions dérivables. On en déduit que F est dérivable

comme somme de fonction dérivables sur R.

e e TN

1 k
Pour x# 0, F'(x)= 2xCOS—-+x2[——1—)(—Sinl] 2% =2xcos—+sin—~208
x x* x X % .

Donc | £7'(x)=2xcos i +smi——-2x SIX#0 Gonc F est une primitive de f sur R
F'(0)=0
= f sur R.
3 Montrons que f n’est pas continue en 0.

Si f était continue en 0, alors on a lim f(x)=£(0) .

=0

1 1 8
Or pourx#0, f(x) = 2xcos-;-— 2x 4+ sin_l_ et lim[2xcos—l— _ 2x] ~2 lim[:ccos';"'r) 3
X x=0 x x—0 J _

o = | ] o
Par ailleurs Biy—= J(x) —[2x cos———ZxJ . Donc dire que £ est continue en 0 5'gmﬁ°-
x .

T TR P s

» . l | N nc '__
la fonction x - sm; admet une limite en 0, ce qui est absurde car lim-l~== o etlafo 4

- = 10 .x
sinus n’admet pas de limite en oo .

4 f est une fonction discontinue sur R et admet une primitive F sur R.

e e —

146)
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14 Déterminer les primitives F de f* sur les intervalles K indiqués dans chacun des cas :
¥ 3

gx x» KR; b) x> 5, K=R; ¢)xpsxi, K =1]0;+0] ;

]

1 0. i | _ |7 3=
d)IH_—J—;’ K=]0; +o[ ; e)xl_)cosﬂx’ K_}E’_fl-[.

3 On considere la fonction f':x > xtan®x+tanx +x et g: x> xtanx.

kl

. : e ! T T
a) Justifier que la fonction f admet une primitive sur [’intervalle l=}—— —{.

b) Calculer la dérivée de g sur I. En déduire une primitive de f sur I.

c¢) Déterminer la primitive de f qui prend la valeur 0 en -

3.2. RECHERCHE PRATIQUE DES PRIMITIVES SUR

DES INTERVALLES, DE CERTAINES FONCTIONS
CONTINUES. |

‘ =

' 2ZPrendre un bon départ

Activité 1

Soient f et g deux fonctions admettant pour primitives respectives sur un intervalle K, les fonctions
FetG,

2. Déterminer la dérivée (F + G)' sur K. En déduire une primitive de f+g sur K.

b.Soit 1 e R ; déterminer la dérivée (J.F)' sur K. En déduire une primitive de 4 f sur K.
Activité 2

3 Déterminer les réels a et a' pour que les fonctions F: x — acos(7x+7) et
G:x— a'sin (-3x+2) soient des primitives des fonctions
Lixnsdsin (7x+7) et g:xi>5cos(-3x+ 2) respectivement.

0.S0it £ une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction sur f(K).

Déterminer 1a dérivée (go f)' sur K. En déduire une primitive sur K de la fonction f'xg'o f .

(147
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A 2 g @

‘ B R ])‘

c. Soit la fonction 1t x> 2XCOS8 (.\ +
N=un'(x )("I'(” _‘l’)()[l u i

(i) Vérifier que pour out x€ R h(x)=u (x)xsin (x) o i
déterminer.

fonction H dérivable sur IR, telle que pour tout réel .r.H'( *) <

(1) Déterminer unc
de N sur R.

En déduire une primitive

Activité 3

- o bra 4x+2

Soit a déterminer une primitive sur R, de la fonction J iR =3 e
(x2+x+1)

(.\-)=(4x+2)x(x2+x+l)
r ol rest un nombre rationnel distinct de 1.

. -7 ' ‘ . .
On peut encore ¢crire [ . soit F une primitive de f sur R, 8¢

fonction dérivable telle que F =au
a. Calculer la dérivée F' de Fen fonction de u .
b. Déterminer les réels r et a, et la fonction # pourq
sur R.

c. Donner alors une primitive de la fonction : x = 3cos (x)(sin x)4 .

.

ue la fonction F soit une pri i

Retenir

(1) Soient f et g deux fonctions adm i : 7
fonctions Eet G. ettant pour primitives respectives sur un inte

® Lafonction f+g admet pour primitive sur K , la fonction F+G

® Pour to i ]
ur tout A €R, la fonction Af admet pour primitive sur K 1a fonction lF'--‘f

(3) ] our tout tIIPICt (‘1 a, b) de I‘éels tels qlle a# 0, une pl I]ll]tlve de la fOllCtion E

x—)Acos(ax+b) est la foneti A
; netion ; x — 2 gi (o
a sin (ax + b); une primitive de la fon:_' '

x— Asin(ax+b) est la fonction : x — —icos(ax+ b)

140
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o Les primitives de Ta fonetion x - <53 sur I sont les fonctions F définies par :
F(x)=-5x g gy be oy R
F(x)==3%x——=X"+c===x"4+¢ avee ceR,

( 6+1 'y

oy : ; - 3
e Los primitives sur ]0;4-\1"[ de la fonction v =) —J_r F—

=+ —x - J? sont les fonctions G
définies par : x4
1 4 | 8§ 1 :

*(‘)z‘ > _3_'_‘7_','+‘*X X7 =xvJ7 +c avec c € R soit finalement

—4] (5—1)-\'. 4 2+1 >

3

35 3 8,
G(_-‘]=?-‘ -4.1'4 +‘1_2-‘ -xJ7+c¢ avec ceR.
REMARQUE

Les (2).(3) et (4) du retenir ci-dessus permettent de déterminer des primitives de certaines
fonctions particuliéres.

Forme de la fonction Une primitive Contraintes
u" . ; "
u'u" avee ne N l Sur tout intervalle ot u est dérivable
n+
" Sur tout intervalle ot u est dérivable
u'u" avec r e Q\, {_1} s et positive. [Si r <0, on doit avoir
- r+l u>0]|
o' N {1 B l Sur tout intervalle ot u est dérivable
— av T
w €C ne \{ } (,,_1),," et non nulle
u' , J_ Sur tout intervalle o0 u est dérivable
Ju b L et strictement positive .
P ——
u'cosu sinu ’ . 5 4
Sur tout intervalle ol u est dérivable
u'sinu —Cosu

* Les primitives sur R de la fonction 4: x> 2xcos (.1-2 s 3) sont les fonctions
H:x— sin(.r’ +3)+c avec ce R car h(x)= (n’(.r)('us[u(.t)) ol u(x)=x+3,
2x+1]
(x2+3x- 4),

D, :]—ao;—l[ U ]-1;4[\U]4; +=[ et par conséquent admet des primitives sur ch
rois intervalles. Notons les F. On peut écrire

149

* Soit la fonction Six— ./ estdéfinie et continue sur ’ensemble

acun de ces
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" e ‘& L]
DERIVATION = PRIMJTIVES SUR UN INT

ERVALLE D'YNE FONCTION CONTINUE

S(x)= (11‘)—)7 ot u(x)=x*+3x—4 donc
u(x

F(x)=— | _ I 2+C0ilceIFE.,

—tc=
(B-1)(x?+3x- 4)3_ 2(x%+3x— 4)

3x
Ja—x?

primitives. On peut écrire

* Soit la fonction g : x> g est continue sur [-2;2[ donc y admet deg

-1
g(x) =(3x)(4—-x?)*. Posons u(x) =4—x% u'(x) = —2x. Dot x=—

g(x) ._——xu (x)[u(x)] -—+ 1 _-%; Une primitive de g est la fonction G

—3
G(x)=—f—[4— ]5_(—3)(4 ) =—3A— 5
2

f
Les primitives de g sur ] -2; 2[ sont les fonctions G telles que pour tout x e ]~2 [

G(x) =-3v4-x2 + ¢ avec ¢ est un réel indépendant de x.

Pour déterminer une primitive d’une fonction ' continue sur un intervalle K, il
de I’identifier :

® soit a la dérivée d’une fonction élémentaire,
® soit a la dérivée d’une fonction composée,

° 2 P ’ . . "
ou encore a la dérivée d’une somme, d’un quotient ou d’un produit de deux fonctions

Dans certains cas une transformation préalable de |’ex

identification pression de f* est nécessair

O e et

/ Exercice Résolu
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Eicrcicc résolu 2

worminer les primitives s che A -
Déterm p sur R de chacune deg fonctions /' : x - cos2x gin* vet g PN
| VAR §EXSIn) ‘X cos xsin x.
Solution

o Déterminons les primitives de f sur R
f(_‘-):_cos’.\'sin‘ X =(sinxcos x)’ siny =4 (24in I I

(ZSln Xcos x)° ><—2—(I—(:0<;2x)ﬁ—(qm 2x)'(1-cos2x)

X [(sm X)" =08 2x(sin 2x)’ ]—-[ (I=cos4x) - cos 2.x(sin 2.x)* ]:——[l—costhc 205 2x(sin 2x)" |

___.._I:l —cosdx — (u'(x) x (u(x))? :l (u(x) =sin(2 x)) ; donc les primitives de f sur R sont les |

coly L 1 . 1
fonctions F :x Hl—ﬁ-\:X—ESlnél-x-—g(sinzx)s-‘

+k avec k constante réelle.

e Déterminons les primitives de g surR.

| ix + —ix fx =i -ix
_Remarqnons que cosx = e e et sinx=E£ L2

2i

ix -\ /i —ix \3 i
'g(x)=16cos’xsin3x=(e T ] (e Lt v 10 A Y PR
_ 2 2i —32x81(e o )(e " )

| g(x):-_l{(eh +g" J(e"—e® ):r (e +e_k)2 o "L( M—_e%)3 (e +e*“"l +2)

16i

x __Ta[(es:x v 3:: +2(e6;x _e-asx)__z(em __e—ux)_'ﬁ(ez;x g )]

| J

| g(x)= 16 [2isin8x + 4isin 6x — 4isin4x —12isin 2%]= —-g[sm 8x +25in 6x - 2sin 4x — 6sin 2x]

| v i ‘ .

| On peut aussi remarquer que g (x)=sin x(l —cos’ x) cos’ x =sin xcos’ x —sin xcos’ x et donc
| : G(x)=—%cosﬁx+—:§-cos8 %

(| Donc les primitives de g sur R sont les fonctions 4

i
1

!
| A 1 . :
1 Gixi 3 |:- cos8x + -:13- cos 6x — L cos4x —3cos Zx] + k avec k constante réelle. !

PP TR RS, I A S RS e R R S S S T e T s 3 T -
i R P s e

Pour déterminer une primitive d’une fonction trigonométrique f du type x> sin® xcos" x
avec p, n e N on peut procéder comme ci-dessous :

. \ . - ..
Sip=n=0 alors /f serameénea une fonction constante.

e Q. T [ . .
Sip=1oun=1 alors on peut écrire f* sous la forme u u" ol q est un entier naturel.
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E FONCTION CONTINUE

DERIVATION — PRIM[TIVES SUR UN INTERVALLE D'UN

'

. . ne d’une somm
® Sip=l1 et n#1 alors on peut écrire f(x) sous la for ¢ dont Jeg ¢

de la forme asin kv ou acoskx en utilisant les formules trigonométriques ou |

cnn -,
€S rg

. I -y
-iv

i + . . e _e
d’Euler, cosx:g—e— et sinx ——_—2:' ;
ix -ie N7 )»‘f+ —ie \" 4
e (e —e e te r
Dans ce dernier cas on pourra alors écrire f(x) —[ % ] [ 5 ) et utilisep gl

bindmes de Newton ou d’autres techniques de pour le développement, puis la g.

.

3.c Déterminer les primitives de chacune des fonctions suivantes sue les intervalles indiqu

f(x)=—35in(3x+-77—r) , K=R  g(x)=22x+1 ,K_—.]——-%;-i-oo':

u(x) = sinx o K =}—E;0[ ) v(x)=(1+tan2x)tanx , K =]—E;E[
cos’ x 2 272

s =—=—, K=lli4[  r(®)=(2x-1)(x*-x+1)’,K=R
3x°-3 ;

3.d Déterminer les primitives sur les intervalles indiqués une primitive de chacune des fo
suivantes :

a) f (x):—xsin(x2 +1), K=R ; d) t(x) =3x%/x* +1> K=]-1; i
g 3 3

b (x)= a 5 K=|[l; + . = = |-a0,—=}
) & (x*+4x-1) ! e ) (2x+3)2 - }
9 Mo=@r_iF,  Kelud . =8
(x)=(2x-1) 3, 572 ;D g(x)=2+2tan?(2x), K=]'-j“-4 A

3.¢ Déterminer la primitive F de f sur R et satisfaisant a la condition indiquée.

a) f(x):sinxcos’x et 'F(;z)=2-

' ©) f(x)=cos"x, F(g]=0

b) f(x)=-2x(x+2)", F(0)=3; d) f(x)=sin’ x F[EJ__I
’ 4 -
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S’ENTRAINER

DERIVABIL ITE D'UNE FONCTION SUR
UN INTERVALLE - DETERMINATION
DES DERIV EES-DERIVEES DES
FONCTIONS COMPOSEES

On considére la fonction f* définie par :

f(x)=x+3x=1|-2
a) Déterminer I’ensemble de dérivabilité de f.

- b) Déterminer la fonction dérivée de f sur
chacun des ensembles suivants :

[1, +o[ et ]-e0, 1L UL, +oof.

¢) f admet-elle une fonction dérivée sur
R ? Justifier.

e

Dans chacun des cas suivants, étudier la
dérivabilité de la fonction /f sur son ensemble
- de définition et définir sa dérivée.

a) f(x)=\/3+x—x2;
( 2)\2-x ;
)Jx2—4

)

- Déterminer 1a fonction dérivée de chacune des
fonctions ci-dessous définies :

CfW=xt a4, g(x)=
. h(.‘(): l =
1)

xt+1

p(x)=(x" -3x*-2)

W T

x =4
X243

s(x)=

. AT Tt
1. = & PR +__.:
(x) =sin( 3 X S)

4

Etudier la dérivabilité de f sur son ensemble
de définition et déterminer sa fonction dérivée.

a) f:xl—asin(x“+2x2+3):

b) f:xi—)(2x)§;c)f:x|—>{/}7:
c) f:xl—)(-—2x+l)§;

d) f:x|—>(l—x2)%.

5

; 1
Montrer que la fonction f: x> 1+ tan? —J
X

. . .
n'est pas dérivable sur l’mtervallej|___ e
T =N

Pour chacun des exercices de 6 a 9 , étudier
la continuité et la dérivabilité de h sur son
ensemble de définition.

h(x) -1-x.
h(x)=v2-x+x.
(8]

h(x) = Ix—

Lo
h(x)=l]-4-2

2| +2.

On considére la fonction f définie par :

£ (x)=4J2-]x].
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- ED'
DERIVATION — PRIM|TIVES SUR UN INTERVALL

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de
[ sur son ensemble de définition.

2) Déterminer la dérivée de /° sur chacun
des 'intervalles ]—2: 0] el [0:2[-

DERIVEES DES FONCTIONS
RECIPROQUES,

@

Soit g la fonetion définie de ]0;+o0[ vers R

arr g{x)=yx2+1,
a) Montrer que g est une bijection de
]0;+cc[ vers |1, +aof .
b) Montrer que Vxell; +oof, g7 (x) =¥ =1.

c) g_1 est-elle dérivable sur ]l; +oo[ ?

12

Soit f la fonction définie de [0 ;7] vers [-1 l]
par f(x)= cos(x).

a) Montrer que f admet une bijection
réciproque.

b) Justifier que /' est dérivable sur ]—1;][.
¢) Démontrer que Vxe]-1;1[,ona

N1
(/) )= ek

Soit la fonction numérique g définie sur

[ +of par: g(x) = (x-1)z—1.

a) Montrer que g admet une bijection

réciproque g~ dont on déterminera
I’ensemble de définition.

b) Déterminer I’ ensembleJ sur le
dérivable.

c) Définir g™ (x) pourtout xeJ
Déterminer de deux fagons dlfTerentcg la
dérivée de g™ sur J.

quel g™ est

NE FONCTION CONTINUE

Dy

DERIVEES SI_J(_T(}HS%I\’I‘

©

Soit la fonction g: x 1~ *l-x 2

a) Montrer que la fonctlon g an?
points d*inflexion sur son ¢
définition.

b) Calculer la dérivée d’ordre 10 de g

®

a) Déterminer la dérivée d’ordre Sdelp
fonction f: X > sinx,

;e 3“1
Mmeg deu
Mb]ed

b) Vérifier que f(x) = sin(x + 5.35).
2

¢) Montrer pour tout ne N* que f
est n fois dérivable sur R et que sa
dérivée d’ordre n est définie sur R par

(n) + : T
x> sm[x+n—5 :

®

a) Déterminer les dérivées d’ordre 1,2 ¢t3

b) Montrer pour tout ne N" que f est i
n fois dérivable sur ]0; + o[ et quesa

dérivée d’ordre n est définie sur ]0, +a8

par fm Sria D (n+1)!

© |

x
Soit la fonction fix>——
x+1

a) Démontrer que f est dérivablesul =
]—1,+oo[.
b) Définir SO 3 fY et fm'

¢) Conjecturer en fonction de # €t <" f “§
fonction de x une expression de

pour tout x ]—1,+00[-

) _ c
d) Démontrer cette conjecture par’®
sur n(n > 1)

154
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\LITES DES ACCROISSEMENTS
‘ FINIS

INEG

@ asidere 1a fonction f x> NEPE
On ¢

pémontrer que pour tout e [1:4].ona
7)

5., 0(0\<= .

féf (I) = 2

4

) Soit .\'e[l :4]. :

, En appliquant les inégalités des accroisse-
ments finis sur I'intervalle [1 ;x], déduire

3 3
e S(x-1) < S ()= £ (1) 5 (x-1).
Donner alors un encadrement de x par deux

inctions affines sur [1;4].

+ Enappliquant la conséquence des
inégalités des accroissements finis

sur I'intervalle [x ;4] , déduire que

N&-{-x—ﬁlﬁ%'x—fll.

B

Soit la fonction  f: x > cosx.

3) Soit @ € R’ , en appliquant les
inégalités des accroissements finis a f
surPintervalle [0; « ], montrer que :
“e<cosa-1<a.

b) Montrer que pour tout (a ;b) de R? ,on

a:\cosa-—cosb|£|a—b\.

)

ity fonction f définie de [0 r;i[ vers R par
1)< tan;.

|

d
h) Muntrer que Vxe[[) ,%‘i ona ff(‘,)z 1.
)

0 = L H
" considére 1a fonction ¢ définie de
T

3 vers Rpar (1) =1 — f(1).

0 Wi
e que g est décroissante sur [0 ) [ :

d) En déduire que pour tout x e (ﬂ = ( on a
IStany , <

ETUDES ET REPRESENTATIONS
GRAPHIOUES DES FONCTIONS

Pour chacun des exercices de 22 a 27, étudier les
variations de f et tracer sa courbe représentative
en repere orthonormé.

D
f(x)=£—+i—x2+];
4 3
&
J(x)=

x2+3x—3.
x2-1

f(x)=1+2yx2-1;

D
f)=x]x-3;

25,

f(x)=cosx—%sin2x;

@ sin x
Jx) =

l—cosx

Soit la fonction g définie par :
b 2|x - 2[
x2-1

a) Ftudier la continuité et la dérivabilité de g

en 2.
b) Etudier les branches infinies a (Cs).

¢) Dresserle tableau des variations de g.
d) Construire la courbe de (Cs ) 2

g(x)=
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28,

Soit la fonction g définie par: g(x)= m .
a) Etudier les branches infinies A (CE).

b) Déterminer la dérivée de g ct dresser son
tableau des variations .

¢) Construire la courbe de (Cg) .

Soit £ la fonction numérique définie par :
| .
f(x)= cos.r+5x2 -2.

a) Etudier la parité de f .
b) Dresser le tableau des variations de /.
En déduire le signe de f ’(x] :
¢) Dresser le tableau des variations de f et
tracer la courbe de f .
LD

On considére la fonction f de courbe
représentative (Cf) dans un repere orthonormé
2x*~3x+3

xX2=2x+2
1) Déterminer la dérivée de f et écrire une

et définie par : f(x) =

équation de la tangente (D) a la courbe de

S au point d’abscisse 1.

2) Etudier les positions relatives de la droite
(D) et de la courbe (Cf). En déduire que

(Cf) admet un point d’inflexion dont on
déterminera les coordonnées.

3) Démontrer que le point de coordonnées
(1;2) est un centre de symétrie & (CJ, )

4) Dresser le tableau des variations de S et
tracer (C,) ctla tangente (D).

Soit /' la fonction numérique définie par :

f(x)=,/|x2+3x-4| de courbe (Cf) dans un

repére orthonormé (0; i, _j)

b Q
1) Etudier la continyitg Ct Ia (g .n
erj

s 1 k) Iva i :

/ aux points d abscisseg re b”uede
ct 1. S
2) Etudier les branches jnf

\ , Inieg ;
représentative (Cf) de s ‘cqa

Cety,
&
oy

3) Montrer que la droite (A) e

3
r * 3 \Eﬂ
axe de symétrie a (CJ,), 2
4) a) Calculer la dérivée de S surle
intervalles ou elle est dérivable S

b) Dresser le tableau des Variationg g, f
5) On considére le point A(_g;g}
a) Soit M(x;y) un point de (Cf) el g
x €[—4 ;1]. Montrer que AM=5
b) Soit g la fonction définie par:
g(x)=~7(x). Montrer que ()
’image de (Cf) par S, symétriede
centre A.
6) a) Tracer la courbe (Cg) dans le méme
repere que ( )

b) En déduire la construction de
I’ensemble (E) des points duplat

de coordonnée (x; y) tels qué:

y2—|x?+3x-4|=0.

g ¥ L] 1 ar:
Soit f la fonction numerique définie P

ut
f(x) = x+\/|1 —x2| de courbe (Cf) o

repére orthonormé (0, i, j)'d' .

1) Etudierla continuite .et la ec
S aux points d’absc1sses resp
et 1.

2) Etudier les branche
représentative (CJ,) de J - S

32 sl
3) Résoudre dans |05 I[ 1 .lﬂ"’qm‘
JI—-2x>0 etlined”

o alle]
Jx*—1+2x>0 dans| inter*?

f sur 168
4) a) Calculer la dérivee de/ o
intervalles ou elle s

. alaco
g infinies 3¢

¢ dériva
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p) Dresser le tableau des variations de /.

g) Soit 8 la fonction numérique définie par

[[('I.'):-T_—'J ] = \2i
) Montrer que ( ) st I'image de (C,)
par la symétrie dc entre O,

p) Tracer la courbe ( ) dans le méme
repére que (C )

PRIMITIVES D'UNE FONCTION

Déterminer les primitives F de f sur les
intervalles K indiqués dans chacun des cas :

a) f:xHSxJ: K=R;
b fixe -7 K=R:

3 0) f:xi—)—%, K=]—00;0[;
d f: xH_%T K =105+ ;

2
€) fixH8x 4

) fix- ;) ; K:]_E;E[,

5cos*x 22

K=]0;+oo[ .

On considére la fonction
f:xt cosx—xsinx; g:x > xcosx.

9) Justifier que la fonction f admet une
Primitive sur R,
- b) Déterminer la dérivée de g sur R.

=

d:. . Endéduire une primitive de f sur R.
1 © Déterminer 1a primitive de f sur R qui
g Prend la valeur 1 en .,

| Soient f et g les fonctions définies par :

A f(x)zxzsinl sixz0 -
! f(O):O x

.c)f:x|—>—

. |
g(x)=2xsin—-cos—, six#0

X X
£(0)=0

o X
que / est dérivable sur IR,
2) Montrer par I’absurde que g n’est pas
continue ¢n 0.
3) Calculer la dérivée de g et en déduire que
£ est une fonction non continue sur R qui
admet une primitive sur R.

D

Pour chacune des fonctions f déterminer un
intervalle K sur lequel f admet une primitive
puis calculer les primitives de f sur K.

1) Montrer que lim(,rsinlJ:O. En déduire

4 |
a)f:xl—>5(x_1) ;d) f:xr—)—_;;

sl

b) ikt~ 2+%; e)f:x,_,[_ﬂ_%}- ;

fix> 2

| —_—
(x+2)5 ’ cosz[:ﬁ—%]

Déterminer les primitives de chacune des
fonctions suivantes sur les intervalles indiqués.

f(x)=(2x+1)cos(x*+x) , K =R ;

g(x)=2m » K =:|%;+oo[ 5

u(x) = b , K=]0;n] :
sin’ x

v(x)=(1+tan’2x)tan2x, K =

oy <

r(x)z(Zx—l)(x’—x-!-l)], K=R.

s(x) =
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DERIVATION — PRIMJTIVES SURUN INTE

~VALLE D'YNE FONCTION CON

NUE

38,

Déterminer sur les intervalles indiqucs unc
primitive de chacune des I'onctlons suivantes :

a) J(x) :(.\“+%Jsin(.\-' +Xx) K=R :

4x° -2x
[) = ’ K:R :
b) &) & i)
¢)  h(x)=(2x+3)(x? +31+2)§ K =]~0; -1[;
d) ¢(x)=2x? (1‘ —1)§ K =]t;+e[ ;
4x+3
€) px)= s K=]l;+ao[;

(2Jc2+3x—5)3 ,

f) g(x)=(1+tan2x)tan’ x, ]—f;f[.

272
Déterminer la primitive F de f sur R et
satisfaisant a la condition indiquée.

f(x)=cosxsin’ x, F[%]:Z;
b) f(x)=sin‘x, F(n)=0.
f(x)=—2x2(x+2)2, F(0)=-

d) f:xP>cos'xsin’x F(m)=0;

e) f(x)=cos’x, F(;]:l.

@

Soit xe ]—% —E—[ En remarquant que

a

-

Cc

S

tan2x =—1+ (1 + tan 2x) , déterminer la
primitive de la fonction x i tan 2x qui prend la

i
valeur 0 en 2

1

Soit la fonction g : x> e
1-sinx

a) Vérifier que pour toyy xEJ T oa
1 | +sin x 2’3['0“3;
A - I U P
| —sinx (l—smx)(l+sinx)'
b) En déduire les primitjyes de g g
T o
® k

Déterminer les primitives deg
ci-dessous :

1) x> (x—l)\/x—l sur ]]; +o

2) xF>sinx+xcosx surR.
3) x> xcosx surR.

sdam f R

4) x> sin 2xcos’ x surR.
2 3

5 — —+ -

) Py o)

6) xHSInx-—xcosx sur ]O,JT[

sur ]1;2[,

sin2x

x4+ x2-5x-2
X XM

(x-1y

1) Déterminer trois réels a, b et

Soit la fonction fixH

¢ tels que pour tout x e R\{l},

f(x)=ax+b+

(1)

-
2) En déduire les primitives de / sur | |

LI alle
Soit g la fonction définic dans |’ interv
" () = sin x
[ —] par: g(X cos’x depeﬂd"
1) Déterminer deux réels @ etb1m 5 3
W) — +
de x tels que g'(x) -“'B';T; cos ¥
g’ est la dérivée de g " mncﬂoﬂ
2) En déduire la primitive G de ™ ot
4

r
I quiprendla valet
cos' x

X =

158
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Chapitre 6

FONCTIONS
LOGARITHMES

FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

1-1 PRESENTATION ET PREMIERES PROPRIETES DU
LOGARITHME NEPERIEN.

1.1.1 Présentation.

1.1.2 Propriétés essentielles du logarithme népérien.

1.1.3 Limites des expressions comportant In ; courbe de In.
1.1.4 Etude et représentation de quelques fonctions.

LOGARITHME DE BASE QUELCONQUE.

PRESENTATION ET QUELQUES PROPRIETES.

S’ENTRAINER
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FONCTION LOGARITHME Ngpg,
I

» Savoir mobiliser et utiliser les proprié}és (.ie la foncti.on logarithme Népéric
opérations et démonstrations. (En particulier le logarithme du produyit dex n dE.l-nS gy

% Déterminer I'ensemble de dérivabilité, calculer la dérivée et étudier |eg o Slong), 3
tions comportant une fonction logarithme, (en particulier In |u| of y egy unelmns deg

foncigy g ¢
: : ‘4 il 'ofs 0N doy
dans R), déterminer sur des intervalles appropriés une primitive de % fey

» Connaitre et savoir utiliser les limites et les limites classiques sur les fonctiong logari 7
Mg,

1.1. PRESENTATION ET PREMIERES PROPRIETES
LOGARITHME NEPERIEN.

1.1.1 Présentation

¢ N =
N A
.
v

¥ o

-

|'—==Prendre un bon depart
Activité 1

1) Montrer que la fonction x I—)l admet des primitives sur 1’intervalle ]0;+ao[.
x

Combien de ces primitives s’annulent-elles en 1 ?
Activité 2

Soit F la primitive de la fonction xi—>l'sur Pintervalle ]0;+co[ qui s’annule en L.
X

a) Donner I’expression de F'(x) et en déduire le sens de variation de F sur ]0;+°"['

b) Donner le signe de F(x) sur chacun des intervalles lo:1], ]1;+°°[ :

. . siue de lan“
® On appelle fonction logarithme népérien et on la note In ou Log, 12 primitive

1
. x> — sur 10; +eo[ ,qui s’annule en 1.
In:]0;40[ 5> R ; x> Inx.

® In est strictement croissante sur 103409 5

® In1=0 pour tout réel xde]0;1[,/nx <0 et pour tout réel xde]li"'ao[’
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o 12 fonction [n est continue sur ]0;+00[ car clle est dérivable sur cet intervalle

» La fonction /n est une bijection de ]0;+°°[ vers un intervalle J (In est continue et strictement
croissante sur ]0;+00[ I

o ] contient /12,5 =0,91et In3~1,09 ; donc J contient 1.

o Le réel ¢ est antécedent de 1 par la fonction In. ~ On a donc [Ine =1].
¢ Quels que soient les réels strictement positifs aet b

» [na=Inb équivauta a=»>b.
» Ina<Inbéquivauta a<b .

e Soit u une fonction numérique d’une variable réelle et £ la fonction : x > /n(u(x)).

f est définie si et seulement si, u est définie et u(x)>0.

1) Déterminons ’ensemble de définition de chacune des fonctions définies ci-apres :
f(x)=In(x*-4) ; g(x)= In(2-x2); h(x)=1In|9x2~4| ;

k(x)= In(3+x] I(x )"lﬂm; i(x)=ln(2x2—x+5).

Solution

3) f(x)' est définie'si et seulement si x*—4> 0
soit x € |~o0;—2[ ]2 +oo . L'ensemble de définition de 1 est D, = ]-0;=2[( ]2 +[ -
b) g(x) est définie si et seulement si 2—x2>0;soit xe ]-ﬁ,ﬁ[
Uensenble de définition dé 2 est D= 22| -

> 0 ; or une valeur absolue est toujours positive
40 ;

<) hest définie si et seulement si [9%* - -4
ou nulle. Donc [9Jc2 4| > () équivaut a Ox?—

2 2
LN R
9x2—4 %0 équivaut a (3x—2)(3x+2)¢0 soit x# 5 et X# =3

2.2
L' ensemble de définition de A est D, =R ‘_{#E 5}

5
x#=
| s—2x#0 | 77
. . t i
| d) ’”(SH)",adesensqucs' 3+x 07 e ]l
| 5-2x 5-2x ’ g

5
: = {-3= -
L'ensemble de définition de k est D, ] 2[
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1-2x220

a4 s b e o » Si ;
e) In1-2x7 estdéfinicsict sculement {Jl -2x2>0

1 2 V2 e

: N2 N4 Llensemble de définition de / o«
soit 1-2x2>0 .\GJ ik 2[ est D -
H ] 1 2y R |
f) In(2x*-x +5) est définic si et seulement si 2x* =x+5>0, )
K Ty - . = =10 Ce lions . |

Le discriminant de 2x2—x+5 est A =(-1)*-4x5=-19.Ce discriming, .

ant

. Aol v 2y
strictement négatif, pour tout réel v, 2v*=x+5>0.

L'ensemble de définition de i est D, =R

1.a Déterminer I’ensemble de définition de chacune des fonctions f , geth :

a) f(x)=In(11-x) ; b) g(x)=In(x*+5x+6) ;

c) h(.r)=%x+2+ ln(x—_}] : k(x):ln(x’);w(x)=ln\/)_c ;L(x):ln[xz__4x+3‘l

x+
I.b Résoudre les équations ou inéquations suivantes.
a) In(x-1)2In(-x+2) ; b) ln(x2—1)<0;

¢) In(-x-1)=In(x*+x+2); d) In(-3x+4)>1.

1.1.2 PROPRIETES ESSENTIELLES DU LOGARITHME NEPERIEN.
AR

7' —==Prendre un bon départ

——

Soit @ un réel strictement positif, g la fonction : xt—}ln(ax)
1) Montrer que & est la composée de deux fonctions a préciser.

2) Montrer que pour tout réel x strictement positif, g '(x) = L] .
X

3) a)En déduire qu’il existe un réel k qui ne dépend pas de ¥, tel que pour tout réel
positif, In(ax)=lnx+k.

 stricten®

b) Sachant que Inl =0, déterminer la constante k
En dédu; ; ¥
c) En déduire que quels que soient les réels strictement positifs aefx, on In (f“) =[nat :

4) Soient aetb deux réels strictement positifs

= I 1
a) De I’égalité bx—=1_ dédui 1 _In(b)
b ? dedl]]re que b?(z] — --/n(b) ’ pl.liS que Iﬂ(—;’]] =In ((-') Iﬂ( )
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Soient @ et b deux réels strictement positifs ¢t # un entier relatif

In(ab)=In (a)+In(d) ;

In & =-In(b) :
)
!n[ﬁ]: In(a)—In(b); ‘

b

m(a"):nln(a) :
hr(\/;) = lln(ﬂ) :

2
Pour tout r élément de Q, ln(a’) =rina.

S’EN CONVAINCRE
1) Les trois premieres propriétés ont été établies dans I’activité.
2) a)Montrons que pour tout entier naturel, ln(a") =nin(a).

Raisonnons par récurrence.
« a étant strictement positif, @’ =1 et na’ =inl=0=0xIn(a).

* Soit n un entier naturel quelconque. Supposons !n(a”) =nin(a).
ln(a””)= In(a" xa) e !n(a”)+ln(a)= nin(a)+In(a) =(n+l)lq(a).
On déduit donc que pour tout entier naturel, In (a” ) =nln(a).
1 ,
‘On peut aussi écrire !n(a'") =ln [;ﬂ—] = —In(a’ ) =—nln (a).
Donc Pour tout entier relatif n, pour tout nombre réel strictement positif a,
In(a" ) = n[n(a).
2 1
b) (\G)Z =a: ln(\/a) =2!n(\/£_1)=/n(0)- DOH(‘T ]ﬂ(\/;)=51n(a)-

¢) Sip estun entier relatif et g un entier naturel non nul,

Il{afJ=ln[[a$Jp}= p |ﬂ[a$J=px(—;}n(a)={;—ln(a) car a=a$ =[a$] :

| !
- S
Par conséquent, Ina=gIn [a"' ]ct Ina’ :;ln a.

En posant r = 2 , on a pour tout nombre réel strictement positif a, ln(u’)= rin(a).
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FONCTIONS LOGARJTHMES

4)

1) Donnons l'éeriture simplifiée des expressions suivantes :

a=Ine’; b= In[-—@} . c=Ine’ + Ine ; a=Ine’ =5lne=5 ;.
‘ 4 .

|

~s

J 1 | e — I o? -
b =h{—f}=In\/g—hr4=5hre—ln2z—5—2!!32 ;c=Ine +Ine=21 c+-l_lne=2+
28

Résolvons dans R 1'équation : In(x + S) =3+Inx.

Contraintes sur Pinconnue: /nx est définie si et seulement si x>0 ; donc I'équati
in(x+5):3 +Inx n'adesensquesi x+5>0 et x> 0 ;soit x>0.

In(x+5)=3+Inxéquivauta In(x+5)=3Ine+Inx ; In (x+5)=Ine’ +Inx ;

ln(x+5)=ln(xe3) cx+5=xe’ ; S=x(-1) ;x= e

Or 35 : >0 , donc I"ensemble des solutions de 1’équation /n(x+5)=3+Inx est
o _ :

S={e35—1}'

Résolvons dans R Péquation : In(x*+5x+6)=In(x+3).
Contraintes sur ’inconnue: x2+5x+6>0et x+3>0.
Or les racines de x2+5x+6 sont =3 et =2. x2+5x+6>0

équivaut a x € |-o0; =3[\ ]-2;+[ . x+3>0 équivaut ax >-3.
D’ou x?4+5x+6>0et x+3>0 équivautaxe|-25+0].

Résolution sur |-2;+co[ .

ln(x2'+5x+6)= In(x+11) équivautax® +5x+6=x+11.
x*+5x+6=x+3 x*+4x+3=0 x=-1ou x=-3.
Or —392]—2; +oo[ et —1 E]~—2; +oo[. Donc S ={—l} .

Résolvons dans R Pinéquation : (/nx)*+Inx —6>0.

Solution :

Contraintes sur I’inconnue: x>0
Résolution :

On pose X = Inx etilvient X2+ X—-6>0.
Le trindme X? + X — 6 a pour racines — 3 et 2 donc

L’inéquation X? + X — 6 >0 est équivalente Y € |- —3[u]2;+ao[ :
S0it X <~30uX>2; Inx<-3 oulnx>2es Inx<—3lneou Inx>210¢

Inx<Ine?oulnx > Ine* e x<e oy x>e? - 0:e> ez:“f“’[ '
S=]0;e‘3[U]e2;4ﬂJ[. o ,XE] "’ EU]
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oNCTIONS LOGARITHMES
F

Eichice Résolu 1

festla fonction définie sur ] -3, 3[ par f(_\-):j”(;_"_x]. Etidier (a parité de £
J +Xx :

Solution

sitxe]-3,3[; —xe ] =3 3[ car | — 3,3 est centré en 0, De plus

3-x)\_ 1 3—x
f('-")=]”[3+x]"” E :—h{?,u]:hf(x)'

3+x

Donc f estimpaire.

Exercice Résolu 2 :

1) Soit la fonction f: x> Zn(2x — 1)2 . Déterminer I’ensemble de définition de f* et montrer que
f(x)=2In|2x~1|. L’ensemble de définition de f estD = R—{%} car (2x=1)" 20.
Pour tout réel x de D, (Zx —1)2 =‘2x -1[ zet‘Zx—li >0.
Donc Pour tout réel x de D, In(2x-1)%=In|2x—1|>=2In|2x 1.

2) Résoudre dans R 1’équation (1) : In(4x+2)-In(x—1)=2Inx . 1

4x+2>0 [4x+2>0 R

Cette équationn’ade sensquesi { x—1>0 .< x—1>0 estéquivalenta < x>1 ;soit x>1.
x>0 x>0 x>0

L'ensemble des solutions de cette équation est inclus dans D = ]1; +ao[ ! !

Pour tout x appartenant a D, I’équation /n (4x + 2) —In (x = l) = 2lnx

. 4x+2
est équivalente a /n < ia M Inx? ; soit
x—1 x—
Jrz(J‘_1)=4x+2t3tdonc ax’-x2-4x-2=0.

= x? qui équivaut a

Soit P le polyndme défini par P(x)=x’ -x*—4x-2.
P (‘1) =0: —1 est donc une racine de P. Il existe trois réels a,betc tels que
P(x)=(x+l)(ax2+bx+c).
(x+1)(ax2+bx+c) =ax’ +bx2+cx+ax‘+bx+c=ax3 +(b+a)x2+(c+b)x+c.
ax’ +(«!‘H—a)xz+(c+b)x+c=x:4 -x*—4x-2.

a=1

. a=-1 . o
Par identification on a b ;soit a=13b=-2etc= "2;

c+b=

c=-2
Px)=(x+1)(x-2x-2).
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A AN

FONCTIONS LOGAR|THMES

L'équation x2—2x -2 =0 admet deux solutions 1-f\/5 ct I+\/j_,

. ivalente d x==loux=1-+v3 ou =
L'¢quation x* =32 —dx—2=0 est équivalente a x==10 1+V3 py \
solutions, scule 14 /3 est un élément de D.

Done 'ensemble des solutions de 'équation (1) est S ={] L \6} '

_ 4x+2 /
3) Résoudre dans R, I’équation (2) !n?—-—= nxs .

x#1 x#1

Cette ¢quation n’ade sens quesi { x#0 ;50if - x#0 ; d’otl le dopy,
1

4x+2>0 xe}oo;—*[u]l;%o[

L x-1 | 2

1
D, qui contient les solutions de I’équation (2) est D, = }—w;—a[u]l;ﬂo[ :

Pour tout x de D, , (2) équivaut a x=-loux=1-+/3 ou x _=1+\/§ :
Toutes ces solutions ci-dessus appartiennent a D,.
L’ensemble des solutions de I’équation (2) est S = {—1;1 —3;1+3 } .

Remarque : Les équations (1) et (2) ne sont pas équivalentes.

4) Résoudre dans R I’équation In(x2—4)=4,

Cette équation n’a de sens que si x>—4 >0, soit x e =0 -2[( ]2 +oo .
L’ensemble des solutions de cette équation est inclus dans ) = ]—oo; —Z[U]2;+00[-
In(x*-4)=4 équivaut a In(x*-4)=4lne, carlne=1.

D’autre part, 4lne=Ine* . D’oll In(x?-

4 §
4)=Ine" ; soit successivement x*—4=¢';

x*=4+e' ;x=vd+e* oux=—l4+¢* Vd+e' et —J4 +¢* st:mttcousdese:lemerlts

L’ensemble des solutions de 1’équation In(x*- -4)=4

est S={m ;—m} ’

1.b Résoudre dans R les équations suivantes :

a) S(Inx)j—(lnx)zﬂnx:(] ; b) In(2x—5)+ln(3x+7)

=4In2 ;
c) In(x+3)+!n(x+2]=ln(x+l 1); d) In(x+3)(

x+2)=ln(x+ll).
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Donﬂer |'écriture SImphﬁcc des expressions sujy

anles

a_-:{nef , b= 3’"‘-’ ; L“/Hcihrl.
e

d Résoudre dans R chacune des ¢quations suivantes :

a) Ix=2:; b) I =27 : C)lll(3~5_\‘) =0 ; d) 3[”( | ]:7 '
e) I"(S-'-2.\')+hl(4*3,\‘):]”(4)_]”(3) : v
f) In{x+4| +in|x—1|=mn6 .

¢ Résoudre dans R I’équation : (in (.\'))2 ~4in(x) -77=0.

1f Résoudre dans R les inéquations :a) /n [ =53 <0 ; b)Inx 1 < 3 ,
Sx+1 Inx

1.g Soit » un entier naturel non nul et @ un nombre réel strictement positif.
Calculer la somme :

S ]na”+1na“"+...+lna+lnl+ln(1]+ln[ : )Jr A+ ln[ 1]J+ln( 1") ;
a a’ a a

113 LIMITES DES EXPRESSIONS COMPORTANT /n ; COURBE de /n.

1) On admet que lim In u = +oo.

U—r+x
a. Posons r=l  calculer la limite de # quand x tend vers +,
x

b. Exprimer In xen fonctionde t eten déduire la limite de /nx lorsque x tend vers 0, par va-

leurs supérieures.

2) En Inx _ 1, inx, justifier que limb'—=—oo.
remarquant que  —— = )] N
In
Ing lm———l)et ue llm xlnx=0.
3) En posant X= 1 , démontrer que — — —Xin X .Endéduire que ki - q

x
%) 2) Montrer que /n est dérivable en 1 etque le nombre dérivé de /n en 1 est 1.
In(x+1) 1

x
4 la courbe de [n au point d'abscisse 1.

Inx

b) En déduire que lim =1 et que {rigg

x—= x —

©) Déterminer une équation de la tangente

3) Dresser le tableau de variation de /1.
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FONCTIONS LOGARJTHMES T

Quelques limites classiques.

S S L L DL
i =—00: li nu=0, im = =
° ll_t'lglnu : L]—IB“ 3 bm » e

: . Inu
® limlnu=+40; im—=0.

N+ U=+

Représentation graphique.
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Tableau de variation de In Courbe de In
2
x 0 1 e +od
y=Inz

In'r ) [ —
+ 1 '
+oo )
Inx //9// i
1] 1

o0 0 1 1 e3 4 5 ) 7

e L’ axe des ordonnées est asymptote a la
courbe de /n.
e |’ axe des abscisses est la directionde la | -]

branche parabolique de la courbe de /n
quand x tend vers +oo.

REMARQUE

En effet : b
Si u(x)>0, alors g(x) =ln(u(x)). Pour tout x tel que u(x)>0, g(x)-*-(l""“)(x)_j_
Et g'(x)=(Inou)'(x)= (ln)'(u(x))x u'(x). Or pour tout réel x, (In)'(x)=
£ (5) =y ()= i((ff) - Deméme si u(x) <0, alors g(x)=/n(~u(¥))

Pour tout x, —u(x)>0, g(x)= (Ineu)(x)

et g'(x) =(Incu)’(x)=(ln)'(—u (x))x(_u'(x)) -

S

(- (1) 58/ (V=) o
| —u(x) ( () P
Si u ne s’annule pas sur un intervalle I de R , les primitives de la fonction X2 u(J_F‘

les fonctions x - lnIu (x)l+k » Ol k est un réel qui ne dépend pas de X.

168
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) Calculons lim (2x=Inx).

X T=bhon \ S

Inx |
» _ _ ; nx .
‘hpl(z‘ Inx) = \IHP » (2 — |= 4o car lim [2 ———] =4wct lim x = +w,

2) hm x* (lim \) =limx(lim \) =0car limxInx=0.

X=30 r—l)

> >

o l+Inx . Il 1 Inx
3) lm—73 =|““[T;+"‘><———}=O. Car liml—n£=0<:t limlzo.

gt X ™l Xt X x

X—r+a0 X x~Hff.-x
o In(2x+1 . In(2x+1) 2x+1
4) "m—(".—)=“m—(——)>< o, car tim XD _ o 00 oy g 224
S e x— R0 2x+1 x—3 x—o Iy 4] u—+m gy v x =73
. (2x+3 ... ax 2
5) 11m[ ]= Im —=— ; donc lim In =¥ =In - L
ol 3y —1 X—3+c0 3x 3 o 3x—1 3

6) Calculer les limites suivantes :

s X _ 2lnx +1 _
a) f(x)=2x 1+1n(;:1—) ento;  b) g(x)= = en +oo

?

o h(x)= xln(x;:l) en 0 ; d) I(x]—T en +oo,

Solution :

a) lim _x_=1 ; donc lim ln(*-x—) = [n1=0. De plus, lim 2x—l =
=40 x4 | X—p4n x+1 X—+®
D’ou lim f(x)=+o0.

b) 2"’“"'1 _Iﬁ i : donc l1m g(x)— l1m (m—+2i] 0. Car lim llﬁ:[} et lim [—_}l—]:.()'
x %

x X X—+0 e

) h(x xln[ J=xin(x+1 — xInx =0 car lil‘g}xln(x-kl):Oet liIBxln:c=0.
nX* 2InX

d) En posant X=+/x , I(x)= J; = IX = ; ; donc ﬁﬁl(x)=}i'?m21nX=O'

Définir 1a fonction dérivée de la fonction f de R vers R définie par f ( ) ZHJR[ +1J .
étudier ses variations. l

Solution

x#0
| X¥1) i x
. n’a de sens que si x+1 50"’
X+] o
Or “";—>0 si et seulement si xE]"w 'I[U]O "'w[

Donc | ensemble de définition de f est D, = ]—ao.—l[u]O; +0°[-
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- Déterminer les primitives F de la fonction f définie sur Jis+oo[ par:f(x) x
;_ Solution : S |
- f est continue sur ]1 +oo[ , donc elle admet des primitives sur ]l + oo[

Posons u(x)=#~1, u/(x)=2¢, done /()= L&

' Les primitives de la fonction f sont les fonctlons F définies sur I +00[ par

- F(x) —-—lnlu(x)]-i—K —"I"lxz 1| -—ln(x= 1)+K ou K est un réel qui ne déP‘"nd L
_car dans ]1+ao[ x2-1>0, '

FONCTIONS LOGAR|THMES

X + l | > 3 2 T
La fonction x> /nl == | est dérivable sur D, comme composée de fonctiop,

Posons w (\) =

—_—

' 1
! Pour tout x de ]—w;—l[u]O; +oo|, u'(x)=-

X | x |
i u'(x) a2 =2_L iy ]
Pour tout x de D, f (¥)=2+ u(x) =g x+1 x2xx+l m
x

2x*+2x-1
Pour tout x de D, f'(x)= e

X (x+l)
Pour tout x de D, x(x+1)>0. f'(x) estdonc du signe de 2x*~2x+1.

2x*+2x—1 a pour racines “1+V3 ei‘_l_;/5 _1+\/_ € ]0;+oo[ et —1-~J§ E]—oo;_[['
Pour tout x appartenant a i\ = ZI{U}_-] ;J_ ;+00{, f '(x) >0; donc fest .*,._._:__
sur les intervalles }—oo, = _2\6[ et ]#IE\E ;+oo[ .

Pour tout x appartenant a}_ — - {,‘ f'(x)<0.

Donc f est décroissante sur les intervalles j\_l_z‘g ;—.l{et ]0; —1-; V3 [

" Exercice Résolu 1:

—_——

xt -1

—_— Dl

2u(x)

\170]
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VAl & S’exercer
I

| 5
ih péterminer 'ensemble de définition de 1 fonction numérique de la variable réelle f dans

chacun des cas suivants ; calculer les limites aux bornes de son domaine de définition, définir
sa dLI’l\’LC

2) f(x v)= 2xIn(3-x) : b) f( ')“1"(2-\'2"3\7) 3 ©) S(x)=x+14+ In( _ZJ.
+1
i Etudier les variations de la fonction numérique de la variable réelle x S/ dans chaque cas.

a‘) f(x)=in(-x+3): b) f(x)= ;,{3:3; c)f(x)=2+zn(ﬁ].

1j Définir la fonction dérivée de la fonction f définie par f(x)= Xhin .

2
- I r - .. x
1.k Déterminer la forme générale des primitives de chacune des fonctions suivantes sur I’intervalle
proposeé :
3 1 ) Inx L.
8 flx)= L S 0+ ; b) f(x):gr—l+7 sur |l +e[ c) f('r)=x.rln:c ;

3 5 :
d) f(x)= ;(ln x)" ou 7 est un nombre rationnel distinc de —1.

114 Etude et représentation de quelques fonctions.

fixH x-l—!n(Zx—l).
a) Ensemble de définition.

; . 1
f(x) est défini si et seulement si 2x—1>0 ; soit x >E .

1
L’ensemble de définition de f estdonc D, = ]5 +m[.
b) Limites de f aux bornes de D,

lim (x—]):—% : li[rPJ‘(Zx—l)=0+; donc 11[21] In(2x~1)=~0;d’ou f{T}*ﬂx}zm‘
x— 5 2 ' 2

_ ) .3 | =1 2x~1. 2x-1
lim (x—1)=+0; lim (2x—1)=+; )qumln(2-f—')=+°°=f(-’f)=-‘[ S 1"2_‘__1}-

e ] X— 400 X

Donc lim f(x) =+

X=—p s}

¢) Etude des branches infinies.
lim f(x) =+ . La droite d"équation x =1 estasymptote i I courbe de /.

X)) x—1 Mm(2x-1) x-1_ In(2x-1) (2x-1)
et i]%;+w|:’ L.(r_lz T+ x X * (2x-1) S
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FONCTIONS LOGARITHMES

vt X

e X=] 2=l i —
lim ——=1, lim =2 \IHL 2x—1

N b \- =+ _\'

Iirn (f‘(\) oo 1) = 1i[1l‘(_l —In (2\._ l)) = —00.
La courbe (C) de f admet une branche parabolique de direction Ia droite 0’ équagg

PR
d) Dérivée et sens de variation

— : 1
La fonction f est dérivable sur ]E, +°°[

1 9, 2x—1-2 2x-3
i ' -1-— — = , CO € ix— <l
Pour tout x de ]—2, +00[, f(x)=1 el 2i1 2x-1 mme 2x-1>(, ,:;_

de f'(x) est celui de 2x-3.

f'[%] =0 ; pour tout x de ]%, +oo[ fr(x)>0 , f estcroissante sur }% +ao[ -

comme somme de fonctions dérivables,

pour tout x de }%, %[ f'(x)<0, f est i : .
. ]1 3[ | * 13 2 ta

; décroissante sur |—; —| .
| 22 f(x)" 0 :
' +00 -.
| Tableau des variations fx) \ /
| 3) 3 I f(i) "‘-
| Z|==2-1+In(3-1)=——In2=- 2 :
f[z] 5 (3-1) 5 ~In2=-0,19. .

| e) Courbe représentative de f

Exercice Résolu 1
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Solution
psemble de définitions D, de f.

En
pourtmn réel x

of 2. [
D.ol\] D‘r:j\—w,g[U]g,'ﬁn[ =R\ {“g} .
périvée de S

f est dérivable sur D, comme la composee de deux fonctions dérivables sur Df; d'ot pour tout

R P

Limites aux bornes de D

7
existe si et seulement si 2—5x # 0 ; c’est-a-dire x #—.

lim /(x)= lim m In[2—5x|=-+o0 ; lim /(x) = limIn X =0 ; lim £(x)= lim In[2—5x|=

5
Tableau des variations de f .

f'[x):s 2 > f'(x) ale signe de 5x—2 ; donc 3 N
X— T — 00 = o
pour xappartenant é]—oo;%l:fr(x)< 0, donc - f est - () = +
. :\ 2[ I +o0 +o

décroissante sur |—co;—| ;

5 | N\ P
pour xappartenant 51]%;4—00[, f'(x)>0,donc

2

5

[ est croissante sur -—;+00[-

Courbe de f.

Dans un repére orthonormé,

courbe de f
* ladroite d’équation x =% est asymptote pour la courbe

de 1,

v lim £ S  fim In(2-5x) - tim In(2-5x)2-5x o,
e .-\“*-P‘-ﬂ-'l X o 2-5x X . . .
}L”fw" S];X =0 ; donc I’axe des abscisses est la direc- . D\lf

tion de la branche parabolique de la courbe de fa —o
Exercice Résolu 2 :
tudier et représenter la fonction fix ?(2 Inx-3).

K12
~fnsemble de définition de f est Df = ]0;+°°[-

im £y = i X e Ll 3 o a ki 1
B0 =l (2inx )= tim| 2 x(rinx)=3 =0 i /@)= im T (2nx=d) =]

iy
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FONCTIONS LOGAR

: : ivable sur |0;+o0| comme produit de
La fonction f est continue ct dérivable su ] ’ [ deuy fonctiun
nues ct dérivables.

1 R T l \-(2{;L\'—3)+gx£ = xln.t—}-x-;:f =
Pour tout x appartenant A ]Ul "‘00[- S (—‘ ) BN X 4 ) 2 =Xn Bt

' G g S x(h 3
Pour tout x appartenant & ]0; +oo[, I '(.\-) =0 si et sculement si /nx—1=(. Inx=| équivamé X )
i

< » 3 | \!‘.

J'(x)>0 estéquivalentd Iny—1>0, soit Inx>let Inx>Ine; doi xs e |
|

1

Pour tout x appartenant a J0;¢[, /*(x) 0 et pour tout x appartenant 4 le; +oo] iy .

>0
)2 fy
donc décroissante sur ]O e[ et croissante sur ]e +00[ £ (e) --—(?Jne ) e _ 5

Branches infinies : lim L2 Sx) _ lim— 5 (2]nx 3) = +0. La courbe de f admet upe branch |
X—r+0 X X—y0

parabolique de direction I’axe des ordonnées.

Tableau des variations

x !
0 e + oo
f ) - ‘J° + _
0 +% ]
f(x) ‘
|
82
4
L.I' Calculer les limites suivantes :
8) Jim In(1+2%) ;. b) lim Inl +~) ©) limIn(3-2x—-x%) ; d) hmln(—**)
o X—rtm s =l
¢) limIn(cosx) ;  f) Jim XX
x—0 X=4+n x+l
g 51 o 1ag bra
I.m a] Soit f X 2 = ' CﬂlCUlCl" la Ilmlte de j‘ quand x tend vers + oo et é[udlcr les
infinies. X +x+1 i
b) Soit g :x+>x? —ln( ] Etudier la limite de & quand x tend vers + o puis étudier 163
infinies. i |
i de
I.n Soit la fonction fde R vers R définie par f(,r) - x4 o

ble d¢
. Déterminer I’ensem

; X
de f, puis calculer le

s limites 3 ges bornes,
Préciser les asymptotes a |a courbe re

présentive de f.
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LOGARITHME DE BASE
QUELCONQUE.

iser le lien entre le « logarithme népérien » ¢t « le I
- résoudre des équations et inéquations conte

ogarithme de basec a »
nant « log, » et manipuler

» Util
(a>0cta # 1) pour

ressions comportant /og, .

Jes exp
los dérivées et des primitives des fonctions comportant « log, » .

» Déterminer
5 Calculer les limites les fonetions comportant « fog, ».

"—-—-——-—_—r '1r 1 % A\l
2.1. PRESENTATION ET QUELQU ES PROPRIETES

|

El‘

-

Activité 1 ‘
Soit @ un réel strictement positif et différent de 1, /, la fonction numérique réelle d’expression
Inx
f(x)=—
Ina
1. Déterminer 'ensemble de définition de £, . 1

2. Montrer que £, est dérivable sur ]0;+ao[ et vérifier que f, (x)= ==

3. 2) Déterminer suivant les valeurs de a, lesignede £, (x) -
si 0<a<l, f,eststrictement décroissante sur 105 +o

b) En déduire que : ,
) i £, est strictement croissante sur ]0;+oo[.

sia>1,

4. Vérifierque £,(1) =0 ; f,(a)=1 etque f.(x)=inx.

Activité 2
. - L In x
Soient g et b deux réels strictement positifs et tous différents de 1 on pose log x = T
N na
|. Démontrer que quels que soient les réels strictement positifs xerx', ona log,(xx')=log,x+log,x"
. . . ~_Inb _ Inx
2. 2) Montrer que pour tout réel  strictement positif, log,¥ "EE"E ;

b) En déduire que ¥ x € ]0;+o0[ log,x =log.b>1og,x -

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
~ On appelle fonction logarithme de base @ , la fonction notée log, définie sur ]0;+ao[ par :
Inx

Vxe ]0;+L‘XJ[, [()gu(x)zi;r—; :
(

-\‘_____-__
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FONCTIONS LOGAR[THMES

: sontinue et strictement monotone sur ]0;+oo[ |
nction Jog, est continue ¢ o
» Lafo g | i %
bijection de ]0:+‘r[ sur R |
i ivable sur [0+ L (log,)'(x)=
one yo est dérivable sur J0;+00] ¢ ) .
» La fonction log, ] == Wi ]UHI[
e si a>1alors Jog, eststrictement croissante sur ](); +oo[ _
e si 0<a<1alors log, eststrictement décroissante sur ]0;-}-09[
; e
» Quels que soient les réels strictement positifs xef x',

x
et Y i By 55 x' log | — |=lo ax—lo ax'
log, (xx") =log x +log,x &“[x'] g g

3

log, [l] =-log x v reQ,log, (x’ ) =rlog x

X

» Changement de base : Soit a,b € |0;+e0[ {1}, V x € 105 +o0]

’ ,Ogax '—‘logab)(fogyr
—

REMARQUE

® Le logarithme népérien est le logarithme de base e : log, (x) =Inx

* Le logarithme de base 10 est appelé logarithme décimal et est noté log :
log(x)=log,,(x), Vx>0.

Le potentiel d’hydrogeéne d’une solution est donné par pH = ~log[H JO*] ou [H]O—} <
sa concentration en ions H,0".

* log,1=0et log a=l.

Calculons : a) log,25 ; b) log, —2§7~ ; ¢) log, 545 ; d) log0,001; e) log 3.
Solution : 2 2

a) log25 =log,5* =2log 5= : car log a=1.

27 3Y 3
b) lo ’E?zlogz[-z-) =3log, [EJ-:.B car logs(%]= :
] 2 2 3

Ay
g 2 2 1) - log.™
C) }Ug,‘ —=log [_. s o | _ 5 : ’u[__‘]..
$25 JL,; 5] 2f0§_,; [ 5) = 2108; 5 ——-2[og§ (E =2 ;car log,|7
‘_S" -

0.
— 1 [ |Vx?
) lagi00}~ Iog_l_OT B _h)gloj_: =3logl0 =-3 ; car log(x)= log.u(-‘)

?ﬂl'

I
_ _ = ] 1
¢) logy3 = log,\9 = log, 92 —Elog.,g =5 car log, (9)=1.

176
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péterminet la valeur de v dans chacun des cas suivants |
9

1) Jog X =3 b) If)g'_,:‘\' =-] :C) !U&L" —=2 £ {I) ,{j‘ul E: —g : C) fH},'.l‘= | .
S 3 4 25

Solution :
3 logs¥=3 équivaut d log,x=3log,2 avec x> 0,
T~
soit log,x=10g,2" ; x=2" =8 ; doncx =8,

. N N 3 -1 -1 4
b] Iogi_r =—1 qull\’{llll a I(Jgi.\' =—”0g3 (ZJ avecx>0 ;[()gjx :[()gJ [%J L = [2) = 5— .

4 4 4 4 4 4

. . 9
o) log, == 2est équivalent alog Z: 2log xetx >0; log, %: ;ggxxzet

|0

x>0 ;-gl=x2 etx>0 ;x:—3-.
4 2

o ; 16
d) log, .12_2= —2 est équivalent alog [2—5] =—2log x etx>0;

16 - 1
log, —=log . x” etx>0; -£=x_2 et x>0;x2:£et x>0;x=§.
= 25 16 -4

e) logx=1¢€quivaut alogx=Ilogl0 < x=10 .

Exercice Résolu

Soit f la fonction f de R vers R définit par f(x)=log,x .

. 2
1)) Donner I’ensemble de définition de f. b) Etudier les variations de f =/log, .

¢) Etudier le si gne de log,x . d) Montrer que fest une bijection de ]0; +oo[ sur un intervalle J
2 qu'on précisera.
¢) Etudier les branches infinies. f) Résoudre I'équation f(x) =i

2. Dans un repére orthonormé, représenter la courbe de f et celle de : x > log,x .
3

Solution

L. Déterminons -
o ——

% Domzine D de log, . d) Ensemble image J par log, de ]0;+°0[ :
2 2
D=]0;+ao[ . en effet pour tout pour tout a > 1, log, estune bijection de ]0; +ao[ sur R ;
4>0etax1, log, est défini sur donc I’ensemble image de |0;+eo[ par f estJ= R .
]
it SR
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FONCTIONS LOGAR MES

— 3
b) Vanations de log, . \

33 . ., log,x =0 ¢quivautax 1,
a=_—-cl =2 ldone [ estcrols- ‘

2

sm“chsur‘]-(); 4—.1'[

¢) Signe de log,x. ¢) Asymplote
log, cst continue et strictement I’ensemble image de ]0‘,+c:o[ par log, e ]“Z"+7
: ] _ _ : :
croissante sur ]O;+ac[ ; de plus et log, est continue et croissante syr ]0- +,,[ . ds
— 1 - , nc
log,1 =0. 2 ) _
e limlog,x =-oo et lim log,x=+w |
2 =0 = I—+m0 =

Donc sur |0;1[ fog% est négative ; ]fng[og3x=—00d’0f1 la droite d*équation x=q
2 0 o3

etsur |l;+00| | lo t positive . .
4] g% RS asymptote a la courbe de log, .

x

2. Représentons les Courbes de log, etde log,
2 3

o
—y

Courbes. N
log,x=log bxlog,x ; donc 3
3 2 il
log,x =log, —xlog,x=-log, —~log,x =—log.x. 1
3 32 3 33 3 2
- Z 0
Comme /og,x =-log,x , la courbe de log, estle !

3 2 3

symétrique de celle de log, par rapport a I’axe des
abscisses. 2

il o B e

I ’- /
S« S’exercer
5 T i

13

2.a Donner l'espression simplifiée de chacun des réels : a) log,8 ; b) log 8 . o) logs s
2 3 _2_ 27 -
3

9 .
/ 3 3 ’ O . - ' 7,16 3
Yidegspl3 i ) [Ogi 47D 108,23 2) logloo ; b g0, . i) logl0® ;5 J)Ie8:

2.b Déterminer la valeur de x dans chacup des cas

suivants -
a) log,x=0 ;b) logx=1;

¢) logx=17 y d) log e=1 e) logy=—2.
2.¢ 1) Etudier les fonctions numériques fet g défin: - s
gdchnl‘ H 3 - — - » s 'I—-)!(Jépl‘
i . cpar f(x)=logx et g:¥ -
2) Dans un méme repére orthonormg,

Fepresenter la courbe de f etcellede &

178
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN.

simplifier les expressmns suivantes

a=Ine \/— b——lne ;c=Ine* —Ine?.
2) Exprimer en fonction de n2 ou In3
1
In2 ; [’TE : gln256 ;

b) Exprimer en fonction de /n2 ou InS :
n250 ; In200 ; 1)‘?1,25, nlo°

Résoudre dans R les équations suivantes :
a) 1111:3; b) In(2x+l)=ln(—2x—3);
¢) ln(;+2):l+ In(x —3) ;

d) In(2x+3)+In(x=2) =In(x+11);

e) ln(x+4)+ In(x—])= In6 ;

f) Zln.(x—4]-—-lnx—21n2.

0

Résoudre dans R les équations :

3)In*x-2Inx-3=0;b)In’ x+2In* x—Inx-2=0.

) .

Résoudre Jes inéquations suivantes dans R :
Ahx>2; by 2Inx-1<5;

9 In(2x-1)~In(2x+1) < In(x+2).

0

: o
&SOUdre dans R? le systéme :{ i
D?ge'.mi"cf la fonction dérivée de la fonction f
af e syr l’ensemble D par
c)f( X)=1n [X+]} b ]_OO o

=]

Inx —Iny = In2 '

Déterminer une primitive de la fonction
numcrique f surle plus grand intervalle I a
proposer dans dans chaque cas.

'y

) S)=gs b)) f(x)=

) f(x)=4—ﬁ: ) S

J r-E Il
) f(x)=(x+7)l?'l(x+7) '

h) f(x)=(bj:)r ol reQ—{-1} .

@

/ est la fonction définie sur ] —3;3[ par
f(x):!n@-l-x). Etudier la parité de f.

On considere la fonction f définie sur

-0 ;—1[U ]I ; + oo par f(x)_—vc+2+!r.-[1r i]
X+
1) Montrer que le point A(0;2) est un centre de

symétrie de la courbe de f.
2) Déterminer I'asymptote oblique a la courbe de f

Soit g la fonction définie sur

105400 [ par:g(x) =l-x-Inx

1) Calculer la dérivée de la fonction g et étudier
son signe. En déduire les variations de g.

2) Calculer g(1). En déduire le signe de
g(x) dans I’intervalle J0;+oo[ , suivant les
valeurs de x.

Soit f la fonction de R dans R définie par

( ) Inx-
In®x
maine, dérivée, limites, tableau des variations,

et tracer sa courbe représentative dans un repére
orthonormé du plan).

. Etudier la fonction / (do-
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FONCTIONS LOGAR MES

®

Soit f la fonction R dans R définie par
f(x)=xlnx-x.

Etudier la fonction f (domaine, dérivée, limites,
tableau des variations, puis tracer sa courbe re-
présentative dans un repére orthonormé du plan).

@

Soit / la fonction numérique de variable réelle
s s Inx

définic par  f(x)= o

s -r - -

Etudier la fonction f (domaine, dérivée, limites,

tableau des variations, et tracer sa courbe repré-

sentative dans un repere orthonormé du plan).

15)

Soit n un entier naturel non nul.
1) Déterminer la limite en +oo de la fonction

s Inx

xﬂ'
2) Déterminer la limite en 0 de la fonction
g, x—>x"Inx

3) Déterminer la limite en+oo de la fonction

4) Déterminer la limite en 0 de la fonction
In(1+x)
R T e i
X

On désigne par f la fonction définie sur
]0, +oo[ par :f(x) =~x+(x+1)lnx.
[) a) Etudier les variations de la fonction g
définie sur JO, +oo[ par g(x)=xinx+1.
b) En déduire que g(x) >0 pour tout
xe€ ]0, +oo].

2) a) Etudier les limites de / aux bornes de
son ensemble de définition. Pour la limite
en +m, vérifier que I’on peut écrire S (x)
sous la forme f(x)= x(—l+lnx) +Inx;
b) Montrer que f/'(x) = g(x)
les variations de £, *

s en déduire

D g

)|

3) a) Montrer que I’équatjop
mct unc unique solution u
b) Déterminer un enc

17

Soit la fonction /' de R dang R défin
/(x) —x+3+Inx.

1) a) Déterminer I’ensemble de ¢
f et calculer les limites de f
Etudier les variations de £, puis
tableau des variations.
Etudier les branches infinies de |5 Courbe
repésentative de f.

x)-_:o
dang [}'id-
adremeny d'any T_[‘
107 de a. en Justifiant, Plitudy

Cpar

finitiop de
2 5€S bomes

2) dresser g

3)

Tracer la courbe représentative de f dans
un repere orthonormé du plan.

Soit la fonction G définie par
G(x)=x(-1+Inx)(x>0).

Calculer la dérivée de G et en déduire une
primitive de f sur |0;+0|.

4)

5)

On considére la fonction f de R vers R défine

par f(x) =1—l+lnx.
X
1) a) Calculer f(1); i
b) Etudier les variation de f et dédulr
le signe de f(x) sur ]0;+oof suivant
les valeurs de x. .
2) Soit la fonction g définie par 3(-“)=|"d .
v 1 [+
3) Déterminer I’ensemble de deﬁmttoﬂcs :
et calculer les limites de g aux born
cet ensemble.
4) Etudier les variations de g €t dre
tableau des variations.
5) Représenter la courbe (C'k
repére orthonormé du plan.

1) Résoudre dans R l'inéql““io'fﬁni
2) On considére la fonction / dg
{f(x) =2x— x!n]x] pourx .

/(0)

gser sof -

) dans un

inH‘l: '
ep¥

180
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2 Etudier la continuité et la dérivabilité

' de f cn O

b) péterminer I'ensemble de définition de
{ ct calculer les limites a ses bornes,

¢) Etudier les variations de /" et dresser
son tableau des variations.
d) Construire la courbe représentative de

f dans un repere orthonormé du plan,

On considére la fonction f de R vers R

_ Inx
définie par f(x)= 3
x—Inx
1) Montrer que pour tout réel x,x # Inx. En

déduire I’ensemble de définition de f .

fx)

2) Déterminer la limite de 1
x —

tend vers 1.
3) Etudier les variations de f et dresser son
tableau des variations. '
4) a) Déterminer une équation de la tangente a
la courbe de f au point d’abscisse 1.
b) Préciser éventuellement les asymptotes
a la courbe représeﬁtative de 1.

quand x

5) Construire la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé du plan.

FONCTION LOGARITHME DE BASE
@ QUELCONQUE.

Donner I'écriture simplifiée des reéls suivants :
2 log,s ; b)log,3°; ¢) lngE ;
d] 10g232, e) logzé : f) 10gl64 5
g)loghl__. . 18l .l_é
| Q 555 h) logl00; 1) og:f:_ 9
Dé.te"'“i“ffr la valeur de x dans chacun des cas
Sul"ants:
Ylog,x= ; b)log,9=2; ©) log,2=2 ;
d) 108,125:3 .e) log __9_=2 . f) fggx:-—:') .
16

Soit .
-/ lafonction numérique d'une variable

réelle définic par S(x)=log, x .

1) Déterminer I’ensemble de définition de f et
caleuler les limites de /4 ses bornes.

2) Etudier les variations de f et dresser son
tableau des variations.

3) Dans un repére orthonormé, représenter la
courbede f etcellede g:x>log,x .

D

Dans chacun des cas suivants, le point A
appartient a la courbe d’une fonction logarithme
debasea(a>0,a#1).

Déterminer pour chaque point A la base a de la
fonction logarithme et dire si elle est croissante ou
décroissante.

5

a) A(4:2); b)A(100;2); c)A@®;3);
DAGID; IAGD:  DA(:D:

g) A(10;-1). '

La courbe représentative d’une fonction
logarithme de base a passe par le point A = : —Q ;
Quelle est I’ordonnée du point B appartenant a C,

si ’abscisse de B est 97

6,

Déterminer dans chaque cas le signe de /og,x .
a) a>letx>1;b) a>letO<x<l;

¢) a<letx>1; d) a<let 0<x<l.

Déterminer une équation de chacune des
courbes des fonctions logarithmes de base a du

graphique ci-dessous. (1) ,(2), (3) et (4).
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FONCTIONS LOGARJTHMES

28]

a) Montrer que /og_, (x)=-log, (\)

b) Comment peut-on déduire la courbe de la
e : : . 9
fonction log, . a partir de celle de fog,

Donner l'expression a l'aide d’un seul logarithme
des expressions suivantes :

a) logx+ log(x—2) ;

b) 210g.r-log(x—l)+log(x+3);

¢) log(x+3)-2logx’ —5log(x+1) ;

d) log(nr2 +2.r—3)—log(x+3)—10g(x+1);

Soient @, b et M trois nombres réels strictement
positifs différents de 1.

Montrer que log, M _log, M

log,a

Déterminer 1’ensemble des solutions des
équations suivantes dans R.

a) log,x=1log,3 ; b) In(x+1)=log,3.

D

Résoudre dans R les équations suivantes.

a) logx=log2 ;b) logx=log5+ log2- log3;
¢) logx=3log2-logs ;
1 2
d 1 =—log9——log8;
) logx 5 log7——log
3 2 1
==log9——log8+—log16 .
e) logx 5 og 3 og 1 ogl6
f) 2logx=logl8—log2 .

On considére I’équation:

log(x+1)+log(x—2)=log5+log2.

a) Déterminer I'ensemble des réels x pour
lesquels cette ¢galité est possible ?

b) Résoudre dans R I’équation a).

Résoudre dans R les équations suivantes -

] -
1

DQ.n
a) !0g(2x+1)+!og(,r_3):zfog3;

b) Iog(x+l)=/og3+iog(x_2)
c) 21()g(x+l):210g(2x_3);

d) ZIogz(x+l)=4 vie) 10g2(x_3)

35)

Déterminer le ou les racines de chacune g .
fonctions définies ainsi qu’il suit :

a) f(x)=logx-2;
b) £ (x)=log(x+1)~log(x~1)-Isg.
o) f(x)=log, (x* ~9) —log,(x+3);

[c:;vg(x2 —4)
10g(x+2)

+10gﬂ1z2 I.

d) f(x)=

En chimie, le «pH» (potentiel d’hydrogéne):
est défini par : .
pH =—log| H,0" | ot [ H,0" | estla

concentration en ions /,0", exprimée en

mole. L' d’une solution aqueuse.

L ]
La concentration en H,0" d’une solution

aqueuse est 2,4 x 107" moles par litre.
Calculer le pH de cette solution arrondi
107,

Le pH d’une solution est 3. Etablir ques
concentration en H,0" est 107> mole par h

n d'une 2

Démontrer que si la concentratio :
tion aqueuse est divisée par 100, SO0 P
mente de 2.

37,

Résoudre dans Rx R les systemes*
){ l-+y=65 b x:_r_y"‘.—-" - .
logx+logy=3"

4

log X + IOg y

]C‘g X+ l()g y=

c)

logx-logy=

R — oW

(182
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FONCTIONS
EXPONENTIELLES

1-2 REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FONCTION
EXPONENTIELLE.

1-3 ETUDE DES FONCTIONS COMPORTANT LA FONCTION
EXPONENTIELLE « exp ».

FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE
QUELCONQUE.

2-1 PRESENTATION.
2-2 QUELQUES PROPRIETES DE exp..

FONCTIONS PUISSANCES : /, : x— x*
OU x EST UN REEL STRICTEMENT PO-
SITIF ET @ EST UN REEL.

3-1 PRESENTATION ET PROPRIETES DE f.

3.2 CROISSANCES COMPAREESDE X X ; exp et In en +w
CALCULS DE CERTAINES LIMITES.

S’ENTRAINER
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@FONCTION EXPONENTIELLE
S NEPERIEN

» Présenter la fonction exponenticlle, ainsi que ses proprictés. (En particylie, fir
S : ' ‘ :
somme et le produit des images).

ur‘,e

» Exploiter les proprictés de la fonction exponenticlle pour résoudre (e o
inéquations comportant la fonction exponentielle. o ¢

» Manipuler les fonctions dont les expressions comportent la fonction ¢y
Dérivabilité. sens des variations, connaitre les limites classiques poyr

indéterminations.

» FEtudier et représenter graphiquement des fonctions dont les expressions POSSédey |
fonction exponentielle.

—

1.1. PRESENTATION ET PREMIERES PROPRIETES py
exp

¥ e

- 4 E—-"-'-"S.--_,!Pre,ncI‘re un bon dépare

a) Montrer que la fonction logarithme népérien "/n" estune bijection de ]0, +oo[ sur ]-o ;[ .

b) Dresser le tableau des variations de /™' . (Bijection réciproque de In).

e On appelle fonction exponentielle la fonction réciproque de la fonction logarithme “‘wﬂ?
On la note exp. :

® Si u est une fonction d'une variable réelle,

'u
= exp(u (x)) existe si et seulement si u(x) existe ; ;

= exp(u (x)) est toujours strictement positive.

¥ A v 5.‘} i
Pour tout réel x et pour tout réel strictement positif y ,( y = exp x) équivaut & (I

La fonction exp est une bijection croissante.

De I’égalité In1 0, il résulte queexp0=1;

De I’égalité Ine = 1, il en résulte queexp l=¢
Pour tout réel u, In(expu)=u .

Pour tout réel v strictement positif, cxp(ln p) =y
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» Quels que soient les réels aeth, (expa=expb) équivaut a(a=b).

o Quels que soient les réels aerh, (expa < exph) ¢quivaut ¢ (a < b).
Exemple : x>0 équivautd exp.x > exp0 qui est ¢quivalenta expx > 1, puis x <0 équivaut

j0<expx<l.

Quel que soit le nombre rationnel r, Ine” =rlne=r.
Or Ine’ =réquivaut aexp r=e’,
Pour tout nombre rationnel », expr=e".

On convient que pour tout réel x, exp x =e*.

1) Déterminer les ensembles de définition des fonctions définies ci-aprés :
x?=2

a) f(x) =™ . ) g(x) =e * ;) h(x)=em ; d) k(x)= g
a) Lafonction : x > 2x>—3x+1 estdéfinie sur R comme fonction polynome. D’ou I’ensemble
de définition de f est R.

x:-2

b) La fonction : x - est définie sur R™ ; d’ol I’ensemble de définition de g est R .

x
¢) Lafonction : x B 4 —x* est définie si et seulement si 4—x? 2> 0;50it x € [—2; 2]. D’ou I’en-
semble de définition de 4 est [-2;2].

d) La fonction : x > ln(2x—l) est définie si et seulement si 2x—1>0 ; soit x > ! :

|
D’oll I’ensemble de définition de k est ]5;*‘00[-

2) Résolvons dans R les équations suivantes:

a) e =¢3 b) e'=2 4 c) e =0.

Solutign
a) (e21= e") équivaut (2x =-3) ; donc I’ensemble des solutions de I’équation €** = ¢~

est S={—-E} )
2

b) (e*= 2)équivauta (e* =e"?); soitx =In2 . Donc I’ensemble des solutions de 1'équation

¢'=2est S={In2}.
€) On ne peut pas trouver un réel x telque e"=0 carV x € R, e >0 ; I'ensemble solution

de 'équation ¢* =0 est S=0.
3) Ra ,
) Résolvong dans IR les inéquations sulvantes:

V€53, pyersol; c)et ™ <5.

(185
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Solution :
Pour chacune de ces inéquations, nous noterons S I"ensemble des solutiong.

a) (¢' >3)équivaut & (¢ s ™) s soit x> /3 done S=]in3; +°°[

b) Pour tout réel x,la pmposilionc" > -l est toujours vraie car ¢ >0 ; gop, - s
¢) ™" < Séquivauta ¢ <™ soit 2x—In5<In5, parsuitc x<|p5- ; don g ]
4) Etudions le signe de f(x)= - sur R .

e’ —e**>0 équivaut A e >e2"“; soit 3x >2x et x>0 . Donc pour toutxde]oﬁ L[ Tl
17

et pour tout x de |-e0;0[, f(x)<0.

Exercice Résolu
3
Résoudre 1'équation : ¢***° =¢*,

Solution

- r - I3 . 3 [ 4 8. .
L’expression 2x+5 est définie pour tout réel x, et ’expression = est définie pour x#0. Oni

- - X
soud alors 1’équation sur E= R’
3

+ o , . N ) . l
SurE=R",e™** =e* est équivalent a 2x+5=i ; 80it 2x” 4+ 5x—3 = 0;par suit; x =-3ou x=

: )

1 %

Les solutions —3 et - appartiennent a E, donc I’ensemble des solutions de 1’équation &=t

est S={—3; l}
2

| ~
o=

l.a Ecrire plus simplement les nombres suivants :
a) e -Ins +e..f”3 . b) e—_+31’133; C) e

|—1!irse|+2m3 .
I.b Montrer que pour tout rée| x; (e‘ +e " )2 _(

2
(."t _e-—.r )_ :4
I.c Résoudre dans R les ¢quations Suivantes

2x-16 ~3x
a) e e’ ; PRI
d) L] b) X+in b 2 C) e-\' = [”J_
1.d Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) L’:w” > L‘Ji > b) e 3

=05 @) & g1,

l.e Résoudn’: l’il]équali()ns 84:~4 rh I '

186
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2 REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FONCTION |
“ EXPONENTIELLE ~

) Sachant que la fonction exponenticelle est la fonction réciproque de la fonction /7, donner la

transformation qui permet de déduire la représentation graphique de la fonction exp, de celle
de In dans un méme repere orthonormé du plan ?

2) En utilisant le tableau des variations de la fonction exp , déduit de celui de In, déterminer en

X
justifiant les limites suivantes : _rfgi €Y imetet Tim e_j

X=>4+10 X—rt X

3) Construire dans un méme repere orthonormé les courbes représentatives de /1 et de exp.

» Représentation graphique.
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Tableau de variation de exp La courbe représentative de exp
est symétrique de celle de /n par
r s : +oo rapport a la premiére bissectrice du
repere, droite d'équation y = x.
List o 1) (J‘J . 8 = y=aua
o0 .
erp(x) / 4]
"
& 0 24 S
* L'axe des abscisses est asymptote a la courbe repré- - % o e
. 1] -
Sentat]Ve de exp en —o . A2 A o "'1 2 3 3 s g 1
) ] \ aq4
*L'axe des ordonnées est la direction de la branche ] !
Parabolique pour la courbe représentative de exp L5

Quand x tend vers +oo,

X

T F . &
}Lﬂe‘:(} ; lim e* =400 ; lim — = +o0,
——— x40 x40y Yy,

* Quels que soient les réels a et b, exp(a+b)=(expa)x(expb). (e =¢' xe")

1
* Pour tout réel g, exp(—a) - l (e =—).
expa

] |
. ! . ' expa | . _e ;
Quels que sojent les réels a et b, exp(a—b)= espb (" “:,"J i

* Pour tout rel 4 et pour tout nombre rationnel r, (expa) =exp(ra). [(t*'“)=(t’" )] |
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S’EN CONVAINCRE
 y=¢" équivautd a=/x ; y=e¢" équivaut b=iny.

’ ' k) _ tth
a+b=Inx+Iny =l(xy). a+b= In(xp) ¢quivautd xy = e

+ Soit (¢ )x(eh)h
—u.efhh
: .

/ | .| ;
a . \ =] vl T — — |, € =—., ¢ = —
o x=c¢"Squivautda=Inx; —a=-Inx ;—a=0 x’ a*

,ll
ad(=h) I €

® a-h =(’let"h:ellx___:‘7 i

e =e

5 - . > ! ro_ . )m: r S _ 4 r
e xy=e¢"équivautalnx=a; rincx=ra; Inx =ra;e x". Donc e "(‘- ) :

Ecrire plus simplement les nombres suivants :

a) eInS +e—.’n3 3 b) el+h¢2 C) e—2!:r3

Solution :

m2 ,
b) "=l ; ~20n3 I3\ 2
nS o3 _ g 1 c) e =(e ) i
a) € +e =3+ 3 ? atb _ _a_b _ |_2 A
car e’’’ =e“e’=2e =2e,
car(e®) =e™ =32 -,
L1116 () = =37 =L
care“=—=5+—=—. car e 9
e 3 3

Résolvons dans R I’équation 2™ +8e* +6=0.
Solution :

2¢** +8e* +6=0¢équivaut a 2(6")2 +8¢* +6=0. En posant X =e*, on obtient 2.¥* +81+t<!
et les solutions de cette nouvelle équation sont —1 et —3.
On résout alors les équations e* =—1 et e* =—3. Mais comme pour tout x€ R, e >0,0n¢

déduit que les équations e” =—1 et ¢* =—3 n’ont pas de solution. D’ot1 I’ensemble des solutio®
de I’équation 2¢™* +8¢* +6=0 est S = .

Soit le polynéme p défini par p(x)=2x"+3x2-3x-2.

a) Prouver que 1 est une racine de p.

b) Résoudre dans R I’équation 2x” +3x2—3x—2 =0, o

c) Déduire des questions a) et b) les solutions dans R de [’équation 2e* 3¢t -3¢
Solution *

p(x)=2x"+3x2-3x-2.
a) p(1)=2x1+3-5-2=0. 1 est donc une racine de p.
b) p(x) peut donc se mettre sous la forme p(x)=(x- l)(ax1+bx+c)'

Apres développement et identification, on a p (r) = (.r-— 1)(2.r2 +5x+ 2)-l
p(x)=0équivaut a(x—1)(2x>+5x + 2)=0; soit x=loux=-20ux="7"
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. - » WY 1 - 2 ] "n ¥ H 1
L ensemble des solutions de I'équation 2x' 4332 =3y -2 =0 est j.__z; _l 4.

résolvons dans R I"équation 2 + 30t “3et=2=0

posons X = ¢

'17'“ £ '—"‘—2: : Vi ! ' g ’ r H % 1 A
2¢™ +3e” —3¢ 0 ¢quivaut i 2(c ) -+-3(c") ~3e¢' =2 =0 qui est équivalent a
23} 43X2=3X =2=0 ; soit X =-20uX =——ouX =1.

" =—2 n'est pas possible car ¢" >0, pour tout réel x.

| 1 . ) ,
& Tl cst pas possible car e* > 0, pour tout réel x.

—

¢ =1 équivauta x=0.

L'ensemble des solutions de I’équation 2¢** +3¢** —3e*—2=0 est § = {0}.

. a S’exercer
P %

1.f Simplifier les expressions :
1

2) ¢ b) d?E  ©) e . d) eslnlen(\/g)_

?

l.g Résoudre dans R, les équations :
a) & —e"—-2=0; b) e —6e*+5=0; c) e —e =8;

d) ¢~:"’—e”=—1-4E ; €) " —7+100e* =0 ; f) e —13e" +36=0.

L.h Résoudre dans R les inéquations : .
) e'—e*>8; b) e —=7+100e <0 ; ¢©) S _g L e 50; d) e >

Li Donner l'expression reduite de :

-x 2 X _ 57X 2
A(x)=2[e ze J 1 et b(x)=2[€ 28 J +1.

13. ETUDE DES FONCTIONS COMPORTANT LA
FONCTION EXPONENTIELLE «exp ».

(K) et si pour tout x € K, f'(x)#0,alors

0 :
NTappelle que si f réalise une bijection de K vers f

I est derivable sur 7(k) et (/)& =ff:71—'5(_¥_)-

1
) Pour tout réel x, donner I’expression de fn'(ﬂ’l)-
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2) En déduire que pour tout réel x, (exp)'(¥) - exp(a ).
3) Soit % une fonction dérivable sur un intervalle L.

- . oo s . g o i)
Déterminer 1a dérivée de la fonction tx k= ¢

* Lafonction x> e" estdérivable sur R eta pour fonction dérivée la fonction ; x o
sur R. et

Soit # une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
La fonction : x> ") est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction : x - u'(x)e'

La fonction x - u'(x)e"["') admet pour primitives les fonctions x  &“*
quelconque qui ne dépend pas de x'.

k ol k est un el

___'----J

REMARQUE

lim xe* =0 ; lim< =1

X—b—x x=0 y

S’EN CONVAINCRE

® Posons X= —x ; lim X = +o0;

X——1a)

e o XY g 1 . 1 o 8
llm.a_rf‘ - ‘!lmr_(—){e )= \!lm_ —Xx—|= lim | —— |=0; car lim — =+
¥ ——2 A —+m XNa+m e Xo4m e’ .

X

X X
.oet=1 . e -] . e -
e |im =lim =¢’ =1 car lim :
=0y =0 xy—() =0 x—()

est le nombre dérivé de x> e* en0.

1) Déterminer I’ensemble des primitives de chacune des fonctions de R vers R suf un
intervalle a préciser.

a) f(_r)=xe" ; b) g(JC)=65j"’COSx 5i8) h(«‘t‘)=—1—e%.
b o
Solution:

a) Posons u(x)=x% u'(x)=2x, par suite /(x)= lu'(.\')c“[".

D’ou les primitives de f sur ]-o; +oof sont les fonctions F : x > _l_eu(\'l K

Donc F x> 3¢ +K ou K est un réel qui ne dépend pas de x.
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b) Posons v(x)=sinx . v'(x)=cosx; K(.\'):\*'(.\')c"[".

Les primitives de f sur ]“’Ol +"O[ sont les fonctions G
sinx

G: x> e +K ot Kestun réel qui ne dépend p
I

¢) Posons w(.\‘)z: : pour tout x de I'intervalle 10;+e0] w(x)=- ]

x4 K soit
as de x.

2
X

I\ M%) I
h(x)= —w'(x)e"™. Les primitives de h sur ]0;+00[ sont les fonctions G : x i ¢"*) + K;
1

s0it G: x> —e¥ + K ou K est un réel qui ne dépend pas de x.

2) Calculons lim (2x_5€x)_

A—+n

Pourtoutréel x >0, 2x —5¢* = —¢ (2(—.xe“"“)+ 5) .or lim (xe‘“ ) =0 ;donc /im (—.re"‘) ={;
d’ot lim (2x—5e")=—co0. x>0 Pl

X0

Exercice Résolu
On considére la fonction g définie sur R par g(x)=(x +1)2 &%

Soit (C) la représentation graphique de la fonction g dans un repére orthonormal (O; ?}')

1) Etudier les variations de g et dresser son tableau des variations.
2) Tracer la courbe (C) dans le repere (O;FJ )

Solution
1) Variations et tableau des variations de g.

La fonction x > ¢~ est continue et dérivable sur R. En effet , elle est la composée des
fonctions x > —x et x> ¢* qui sont des fonctions continues et dérivables 51.1r R. ;.
Donc g est continue et dérivable sur R comme produit de deux fonctions continues et déri-
vables sur R . )
Pour tout réel x,g'(x )=2(x+l)e_‘t —(JC-H)2 e’ = (x+l)(2—(.r+l))e *
2 (x)=(x+1)(=x+1)e™".
Or pour tout réel x, e * >0 ; donc g’ (x)a lesigne de (.r+1)(—x+l) (x4 l)(-x+l] est
négatif pour x € ]—oo;—l[u]l;+oo[ et positif pour X € 51

i . is croissante sur |=L1{ .
D’on g est décroissante sur les intervalles ]#00"][ ot ]l’+w[ s 51l

L .

imites aux bornes de R.

: . : -) =40 .
zl!,ﬂ’(x“}'l)z =+4w, lim e™* = +o0. Il en reSU]le quc _rl,l,lrlp g(A)

l - _ 400 3 X tend vers + oo,
8 lim X En posant X =e', onax= In %3

X—p4uy cr
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X ~(ln XY _(n ey ‘"’M:“[Iﬂf\/\;{} =0 e = N !

X
A
quand X — 0 donc ‘l_lﬂlo g(.\') =0

2. Courbe de g.
Branches infinies.

i . 2 -x 2 1 % :
lim [g(-l—)]=a.—_ lim (_(}le_e_—]: lim x—+£—e o ;}Lrpm[x+2+l:le-x =% donc

I—=+m X X3 X X X
I’axe des ordonnées est une branche parabolique pour la courbe de g .-
~ lim g(x)=0 ; donc I’axe des abscisses est asymptote fE_l la courbe de g en +oo,

Extrema. i S I |
Le point de coordonnées ( —1 ;0) est le minimum absolu (C). _ 6 |
Le point d'abscisse 1 est un maximum relatif de (C). 55 4l

Quelques points de la courbe C. I ‘ |

g(-2)=¢€ ;g(0)=1;g(3)= g : (C) passe par les points de s-
e |

cordonnées (-2 ;e*) ,(0;1) et (3 ;%). ' ‘

S’exercer

1.j Calculer les limites suivantes :
2. 3
a) lIi_r’r{};’ce’r : b)lgrg e¥ ; o) }irg}(l—x)e“ ; d); xli’r;lgﬂ(l—x)e’.

>

X
limites a ses bornes.

; [ 4 . er oS
Lk Soit f:x [1 ——]e‘ - Donner I’ensemble de définition de la fonction f, Puis cale

Etudier les branches infinies de la courbe représentative de f.

1.1 On considére la fonction J définie pour tout x de R par f(.r):(l—:cz)e"'
a) Calculer la limite de J en+w, puis en —wo

P) ?wd],cr les variations de . Dresser son tableau des variations.
c¢) Etudier les branches infinies 3 la courbe représentative de
d) Tracer la courbe de S/ dans un repére orthonormal
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FONCTION EXPONENT]
BASE QUELCONQUE, = D¢

» UtiliserIe lien entre « cx!wncnllcllc de base ¢ » et « exponentielle de base a » pour résoudre
Jes équations et inéquations contenant «exp,», olia e R™ - {1}.

5 Déterminer des dérivées et des primitives des fonctions comportant « exp, » .
o

|
;1. PRESENTATION

)" A= Prendre un bon départ

M

Soit @ un réel strictement positif et différent de 1.
3) Montrer que /og, admet une bijection réciproque.

b) Dresser le tableau des variations de log,™ dansle cas a>1 etlecas 0<a<l.

D Retenir

Soit a un réel strictement positif et différent de 1. On appelle fonction exponentielle de base a la

fonction réciproque de la fonction logarithme de base a . On la note exp, . Elle est définie de R

vers ]0;+°D[ . Pour tout réel x, ( y = exp,x) équivaut a (x =log, .V)-

—_—

Soit @ un réel strictement positif et différent de 1.
log,1=0 ¢quivaut a exp, 0=1.
log,a=1 ¢quivaut a exp,1=a.
log,x=2 ¢quivaut a exp,2=Xx.

log,x = -1 équivaut a exp, (_]) =x

S’exercer

4 Dégarn.: ; :
“erminer si possible dans chaque cas le ou les réels x tels que :

Viog,x* =3 . b) exp,2=x" ;¢) exp, (-x?)=-3.
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2.2. QUELQUES PROPRIETES DE exp,

\\ -

A bon départ
;—\ Prendre un p

Soit @ un réel strictement positif et différent de 1.

l" V lhm
. = . _ o __-e
a) A partir de la relation x =/og,y=—— o , montrer que y

’ \hm
b) En déduire que pour tout réel , exp x=e

¢) Onpose a =log,x : Exprimer —a comme /og,y ol y esta déterminer en fonctiop &y

En déduire que exp, ( ):
exp,x

® Retenir

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
* Pourtout réel x, exp x =%,

* Pour tout réel x, log, (exp, x)=x.

* Pourtout réel x strictement positif, exp,

(log,x)=x
* epl=letexp 1=aq.

* Pour tout réel x, expa(—x) !
exp, x
X+y)= (expax)x(expa »).
* Pour tous réels xer y,exp, (x €XP, %
.Y

* Pour tous réels xet y,exp. (

~y)=

S’EN CONVAINCRE
Montrons que exp, (x +y) :(

exp(,x) X (expﬂ y) g
Posons a =exp,_ x et B=exp y.

a =exp,x estéquivalent 3 x=log, q .
B=exp,y estéquivalent 3 y=log B .

x+y= log,a + log B = log, (aﬁ)

x+y=log,(af) équivaut 3 af =exp. (x+5) :Soit (exp, x )(exp, ») :e.rp‘,(xﬂ']-
Drautre part exp, (x~ y)=

=exp, (x+(-—y)) =(e.rpu X )(e-tpu ("J’))

::((.’Xpux )X—-—-—-_]_____:__ igx—p;'.:\_)_
(exp, y ) (exp, y )

194
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pour tout réel @ strictement positif et différent de I

pour tout 7 de Q. log.a" =rlog a=r car log a =1,

On a don¢ ('.\'i",("’.‘f,."' ) =exp,r isoit a' =exp p

Ainsi. pour tout réel a strictement positif et différent de I, or In.,(n’ ) =resd =exp,(r).
Q !

pour tout » de Q, exp,r=a" .

par convention, pour tout réel v, pour tout réel a strictement positifetdifférentde 1, exp x=a".

Ainsi pour tout réel x, pour tout réel strictement positif et différent de l, expx=a" =e™,
i

La notation ci-dessus nous permet d’écrire -

Pour tout @, réel strictement positif et différent de 1,
¢« a'=1 ; ad=a.

+ Pourtousréelsxet y,

x

= ar«_y =Ci’x xa" : a-x = ax-;,- il

¥ J a’
. (a') =a¥.
¢ Pourtoutréelx , a* =™ .

Par convention on admet que pour tout réel , 1* =1,

¢) exp, (3)=[_]3=_=-;- ;d) exp, (—3)=(%]-3=2_3:2’=8.

Résolvons dans B I’équation : 3"=52". |
3'=5.2" est équivalent successivement 4 1t
In3* =m(5.2‘) i xin3=In5+In2" < xin3=In5+xIn2 ;

Ins Ins
*(In3-1n2)= In5;xIn2 = In5 ;x =22, Sz{—"—}.
, 2 Inz In3—1In2
2

l;:::;rcim: Résolu 1 : Etude de la Fonction f:.tt-:) f'l'

. Un réel strictement positif et différent de 1. Désignons par (C, ) la courbe de / dans un
¢orthonormé du plan. f [w)=e™. |

8t continye e dérivable sur R comme composée de fonctions continues et dérivables sur R.

Wt réel x 7 '(x)=(/na)e™™ =a'lna.

v e i -
N Y il e
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: a( ) ale méme signe que Ina.
Pour tout réel x, a* > 0; done f'(x) ale méme signe que

|
x - \1
er t0<axl. s |

. Hpaiaas (P ] _
Ina< 0 et pour tout réel x, f (\) est strictement négatif. £(x)
La fonction / est strictement déeroissante sur R. +m\
Lo - X
Calculons les limites de f/ en —oo cten +oo. f(x)

|

|

- . cIne |

lim xIna=—0car Ina<0; lime™ =0. \ _,-
T4 A=+ ﬁ 4

a Jina JNina e,th!u _———-\'\“\
lim — =lim = —o0, car — =(h7a)>< : |
== o X—=x .1- X (lna) 'r ‘!!
La courbe de / admet une branche parabolique de direction |
I’axe des ordonnées. X - 1
0 +u
D’autre part @’ =1. Dressons le tableau des variations de f. 00 +

Deuxiéme cas: a >1

fonction f est strictement croissante sur R.

Ina>0. Pour tout réel x, f'(x) est strictement positif. La F&) /1
' 0

Calculons les limites de f en —oo eten +oo.

lim xIna=—oo car Ina>0; lim ¢™ =0.

X—p—x X—3-0

xlna

lim xIna=+wcar Ina>0; lime

I—=d+% X—+0

= 40,

D’autre part @’ =1. Dressons le tableau des variations de f. :

x xina

lim < = lim

I+ ¥ b i ¢

= +o0; La courbe de fadmet une branche

_parabolique de direction I’axe des ordonnées.

Exercice Résolu 2

Etudier la fonction f définie sur Rpar: f(x)=2%
Solution |

Pour tout réel x, f(x)=xe™ .

L
La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x, £(x)=e™"? +xin2 R (1+x!n?.}2 C |

| ()50 1 7 1
| Donc f’(x)>0 pour x>--5,-£ et f'(x)<0pour x<——

xin2 =+md0nc ﬁm f(x):-{-q) ; 1"2

Or 2" >0sur R, et 1+x/n2>0 lorsque x> - 1

lim2 =lime

A X=s+20
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‘g o, On est en présence d’une forme indéterminée. En posant X =x/n2, on obtient
| X

% A¢ or lim X =-wet lml Xe*
i

érfl by L= N—sem
| o

In2

' Tableau des variations de f

=0 donc lim f(x)=0.

Xo=b bty

Courbe de [

— 1

S5 s In2 b

— : b W

= 0 I -

eln2

e

Branches infinies

e

" L(x_)= lim 2* =+o0 ; donc 1’axe des

A—»+00

Iz Y
ordonnées est la direction de la branche

parabolique pour la courbe de f & +oo.

| lim f(x)=0 ; donc 1’axe des abscisses est
|asymptote a la courbe de f .

in2 0

" eln2

’ - » H . -’
“M Donner les nombres réels suivants sous forme simplifiée :

3 exp(2); b) exp,(5); ) expy(-2);

e, (x)=8 ; b) exp, (x)=—

o
Détermiper labase @ dans chacun des cas sulvams

)ex;; (2)=16 ; b) exp,(-3)= 158 ;

¢
"JISSanle ou décroissante.

5Y 9N* 1Y 16
MO ORI

q q L
SOudre dans |’ ensem
r

N donne une suite

’.l

; ) e"Pl (Y)—

c) exp, (

géométrique de raison ¢=0,4 ;
" 244140625 e 1 terme u,=0.0000262 144, Calculer n.

d) exp, (-5);

*0 Déterminer le rge] x dans chacun des cas suivants :

€) exp

(=3).

=

d) exp, (x)=3 :

1
-2)=5 "

Clerminer | base de chacune des fonctions exponentielles suivantes, pus indiquer si |

a fonction est

IJl'-!

3 -7
ble des nombres réels I’équation 2" =37,

son terme initial est
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FONCTIONS PUISSANCES . ,
OU .x EST UN REEL STRICTEM By
POSITIF ET @ ESTUNREE_

Utiliser le Tien entre la fonction puissance et la fonction « exp » pour
. LI r - e .
> déterminer la dérivée et des primitives des fonctions x> x
> calculer les limites des fonctions comportant la fonction puissance,
> résoudre des équations et inéquations comportant des fonctions puissances.

’ ’ \
3.1. PRESENTATION ET PROPRIETES DE 7, .
__ .‘\. -.\7 s
#'—=ZPrendre un bon départ
: h ’:" . - - S — -

. v . vix
1. wu et v sontdeux fonctions. On note #" la fonction : xl—)n(x) ( }.

o "
En écrivant u(x)‘[ sous la forme ')

Donner les contraintes pour que #" soit définie.

Retenir

Soient wetv deux fonctions.
On note »" la fonction : xl—)( (x ))‘{ }, c’est —a-dire la fonction : x > """

Si D, désigne I’ensemble de définition de v et D, I'ensemble des réels x pour lesquel (e
est défini et strictement positif, alors I’ensemble de définition de u* est D,ND,.

’ = 7 . . l
Etudions et représentons la fonction f': v (x)~.

L’ensemble de définition de f est Jo; oo

|
—Inx

Pour tout réel x strictement positif; ( ): =e* ; f estdérivable sur ]{);+a€‘[.
Posons pour tout réel x strictement positif, v(,\-) = llm._
, I A X
vi(x)= *Fhu +;x; i —‘;(I ~Inx),
Pour tout réel x strictement positif, J'(x) =%;(l—ln e m‘.
Sf'(x) a le signe de 1-Inx car el‘h“ > Ocr—]—z- > 0.
X
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I >0 équivaut Alnx<lsoit Inx<lne; x<e xe]();c[,

onen déduit que f'(\) >0 si et seulement si xe ]U; e[ . .}M(x) <0 s1 et sculement si

_\‘E]l’: -}—Cﬁ[ .
f est Jone strictement croissante sur ]0',0] et strictement décroissante sur [c; +oo[ .
¥ 1
' -In¢ =
fle)=e" =< |
- = . ) E —Inx . ] ) In x . ~lnx 0
Calcul des limites lim—Inx=-o0; lime* =0. lim—=Inx=lim—=0; lime* =¢&"=1.
. ¥ ‘:” X X0 X—p4o y X0 x x> +er,

Le point de coordonnées (0; 0] est un point d'arrét de la courbe de f et la droite d’équation
» =1 est asymptote a la courbe de f au voisinage de + .
Tableau des variations de f.

—

X

f el + 0 —

|-

e

f(x)

A A O B R

Exeréicé Résolu 1

: : 1-2
1) Exprimons plus simplement, en fonction de e, le nombre :(eeﬁ) :

{ee ﬁ)wiz (e‘* ﬁ)l-ﬁze(nﬁ](l—ﬁ) LT “"__l 5 % :

Vo7 (35

= —

2) Simplifions le nombre :

B () wF (V) 3(3’)%[(3’)%]2

RS\ S ha

m 3[ & 1 %

A |
e 331 PRI o e |
o - = 32 JHaE_ 33 |
1d 1 1 |

| | 323 39 36
| B ' x
) Résolyong I’inéquation : (%] 2% i
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; I 3
; L A IPindquati xin—=2zIln—.
) 2%051 cqul\-'a\lcmn. A I'inéquation 5 5

i
L

( 3

In | In In3-In2 1 In3
x$— car ln( }dl ="""m2 m2
In - 2 In
"

L

| -

l 3 | — i’_{‘}.
Lensemble des solutions de I’ inéquation [—2— 2 ) est [-oo; s

Exercice Résolu 2 : ;
o 3 i h r
Etudier f et tracer la courbe de f:xH (x —1) dans un repére orthonormé.
Solution :

Ensemble de définition D, : Par définition d’une fonction puissance, f(x) g
pour x*=1>0. Donc D, =]—oo;—][U]];+oo[_

eXiste

Ensemble d’étude E de f: fest paire ; donc on peut I’étudier sur E=|I;+o0 et déduire Iétue

sur ]—aO'-—l[ par la symétrie orthogonale par rapport a I’axe des ordonnées.
Limites en 1 et +oo : interprétations.

Lorsque tend vers 1", x*—1 tend vers 0" et nrln()c2 —1) tend vers —oo .

Donc en posant X= :rln(xz—l) , on obtient : lsz(x)= lim e =+o0. On déduit que la

XNo-o

droite d’équation x =1 est asymptote a la courbe de /. Lorsque x tend vers +o, x* -1 tend
vers +o et n‘ln(x2 —1) tend vers +o0 ,

Donc en posant X= ;frln(xz ~l) on obtient /im f(x)= lzm e’ =0.

X=Pp40 X =+

On déduit que I’axe des abscisses est asymptote a la courbe de f
La fonction : xt—}—zrln(x2 —]) est dérivable sur |l;+o0[ et x>e* est dérivable sur R.

donc f est dérivable sur ]I;+oo[ comme la composée de fonctions dérivables sur leurs €0°
sembles de définition.

; 2 o
Vxeli+ef , f'(x)= _’r[xzil)f(x) et f'(x)<0; donc fest strictement Jécroissanté
sur Jl;+oo[ carx>1et x* ~1>0,

Tableau des variations sur E

Courbe de f sur D, |
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'E‘crci"" Résolu 3

o milicu donné, toutes les 12 heures, le nombre de bactéries est multiplié par 17 millions
i uivant la relation horaire P(0)=1,,",

est le taux horaire de croissance ?

P;u,: constant ¢t

cl . . -
a) gn combicn de temps une population de bactéries est-clle multipliée par 10 2
b

Solution

1 o, TV & e Y s ) ) . —_ ! )
Soit i le taux horaire de croissance. Apres une heure , P(1) = P, +if,=(1+i) .

)
or P(t)= P, : done P(12)=17x10°R =P,

In17+6In10 et
—_—————rr=e .

17x10°P=Pr? & 17x10°=r"" <> 12Inr=n17+6In10. Inr = =
In1746In10

|+i=r:donc i=r-l=e "7 -1 =3,0044=300,44%.

In17+61n10

bP)=10P, & P(M)=Pys'=10P, <> r'=10 & Inr=Inl0.Or r=e 12

Donc Inp= 7 +6I10 0, b 10 _ 12010} 65965~ |h 39min 355
12 Inl174+6In10 In17+6In10
12

. S’exercer

Bfs
3a Exprimer, en fonction de e, le nombre { ] .
e

®
&

&

la Simplifier le nombre : 53 xg’fi_!g-

3¢ Dans le film “Mémoires en fuite”, on parle d’un capital de 200 000 francs qui, 60 ans plus tard,
vaut 3 500 000 francs. Quel est le taux moyen sur cette période?

32. CROISSANCES COMPAREES DE x — x“ ; exp et In
EN 4o : CALCULS DE CERTAINES LIMITES .

\

" ' I. 4
']C ,;:—‘Prendre un bon départ

¥ J[l-d—

1 )
3 ' € X
)Demontre]— que pour tout réel x>0, I e (a>0)

R

h) B g > A
En dédyjre que lim — =+wet que lim —=0.
Rl ol
2, T
) g Inx I Inx
n Y 4 e T
'ontrer que pour tout réel x> 1; = g ¥ (a>0)
l.:.l - = I" .l'
' Posany X= v , déduire que hm — = 0.
o "‘
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Pour tout réel ¢ |,
[} ~ ) . "
Pour tout réel a, (a > 0) strictement pmsiiif,régI
Inx ;
X G el ; " lim x%
oy lim x“e”* =0 lim —=0 X Inx <
lim — =+ bt e x50 0
X =20 X
— — x_‘\_‘_‘-‘
REMARQUE
X
: e . . . a x _
e lim — =+400; lim |x|“e *=0et lim |x| e’ =0.
F=3+0 _\'a X=p+ x——0

On dit que la fonction : x+>|x|" est négligeable devant la fonction : x - e* au voisingge
+00 etde —o ouencore que la fonction x > e* est prépondérante devant la fonction : il
au voisinage de +o et de —c0.
. Inx D
® lim——=0et imx*Inx=0.

I—+1 x x=0"

On dit que la fonction : x> Inx est négligeable devant la fonction : x> x* au voisinge
de 0 et de +oo ou encore que la fonction : x> x* est prépondérante devant la fonction:
x> Inx au voisinage de 0 et de +o. :

1) Déterminons la limite de la fonction : x> v/x —Inx? en +oo .

Pour tout réel x strictement positif, v/x —Inx? = +/x [] _n In I}

Jx

- . Inx
J{IHE\/;=+°° et lim —-=0. Donc Jim (\/J_c-lnxz)=+oo, Car l—ZE-—H.
xi X—34og _\/}

Rt
2) limx(xInx)’ = lim x[x3 lnxJ =0,

x—=0"
Inx i x
3) lim Jrex) = lim — =+, lim $= = 100,
F—rtw .J; X=btaa E X4
T
T
Inx)" Inx)"
llm(—-l-zlim ( ) =i Inx |
—=lim|—| =
X b X Xyt Xy 1 ’
ey 2r
X
xz.’?
1000 \Mnot
I‘ [[LET] I. 1000 FIT,U_I
im =M —Fre = lim &
Xhrs (I’OI)‘ ey t,‘l““.“” Fey b (" =0 i
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) calculons la limite en +oo de la fonction - e

On pose X' = Jx onaalors wie ' = X' lim X =4met lim X'e ' =0 ; donc lim f(x)=0
< Exercice Résolu
it £ la fonction définie sur ]0 ;oo par: f(x)=In2"-Inx?,

) Démontrer qué f(x)=xl2-2Inx_

2) Calculer f( )et f( )

3) Calculer la dérivée /'de f. En déduire les variations de /.

4) A I’aide des questions 2 et 3, préciser le Slgne de f(x ( )
5) Déterminer I’ensemble des entiers ” pour lesquels on a 2">n?,

Solution
1) D’aprés les régles de calculs avec le logarithme, Ina” =rIna, ¥ a>0et reR.

Donc f(x)=In2"—lnx’=xIn2-2Inx -
2) f(2)=In4-In4=0 et f(4)=In16-1n16=0

; 2 1 2 .
3) f( ) 1n2__=x_[i_ Comme X >0 onafx)>0<:>.xln2 —250 \:>122 r :
n | |

x x
2 .
On en déduit les variations de f : sur }O;Tn_i[’ f est décroissante et sur ]1—2-2—;+oo|i, r 4
n 4 i
f est croissante. .
4) On déduit : f (¥ )<0 e xe[2;4].

5) Recherche des entiers 7 tel que 2" 2n,
2 >n’e>n2" 2 Inn’ < 2" —Inn’ ZO@f(n)?_O@neN-{B}

.S’exercer

34 Calculer les limites , si elles existent des fo

nctions suivantes en +oo et en —oo.

X

xe 3
a) x»e*—e* ;b) x> In(e" +1);¢) xk——)?;d) H? :

3 ; ; ;
¢ Calculer Jes limites , si elles existent des fonctions suivantes en 0 et en +oo.

(n)

{|+1n;f |

Inx
) xe 10X B st ., |
\/; b) xu C) X x !
|
:
203
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— = |y & LT P S
: FONCTIONS EXPONENTIELLEE

S’ENTRAINER

FONCTIONS EXPONENTIELLES.

Ecrire plus simplement les nombres suivants :

a) elni _83!:'12 . b)

=14+2in3 |
3 e

C) e:~3n38—1+m3 .

2

Ecrire plus simplement les nombres sujvants

a) el-—lnS __eI+hJ3 . b)

c) ( e-zms)}l‘ .

3

Résoudre dans R les équations suivantes:
a) ez.\-——lt'::e-—h-' : b) e‘_’x—hr3=3

el+fr1261--’n2 .

-
¢) € =cos—

. AT =12,
0
(4.

Résoudre dans R, les €quations suivantes :
1) 2¢" -5¢*-3=0;
2) @5 5 35 0:
e +2¢" —4 g

3" -2
4) (2¢"+3)(e* -3¢ +2) (e -2¢*)=0
5) 4e¥ +15¢* =19;

6) 4e—5x $ 36—3x _ e-.\' : 0,

3)

7) ed_HZ _ ez

e4.\'_t'1'2 =

er—1;

8) e{lx+2 +e!x+l - 2

Résoudre dans R?, les systémes d’équations

suivantes :

{e*ez.v CE R);{er@, =g?

2xy=1

6

Résoudre et discuter dans

suivant Jeg
valeurs du paramétre m, ’équation, oy est

I’inconnue. e +4me* —2m+2 =
Etudier le cas particulier ou m=—1.

Résoudre dans R 1’équation

er—l _ ,‘elx+2 —283 - 0'

Résoudre dans R 1’équation
(#-1)e"D _ e

Résoudre dans R les équations
D 2(Inx)'-5(lnx)2-3=0;

2) 4(In :c)_5 -5(In x)_3 ~(In J‘c)-I =0.

©

Résoudre dans R les inéquations suivantes:
I
a) e’ \ﬁ ; b) el sm-—z— ;
2
¢) o2 ¥ -8+ <7,
Résoudre dans R les inéquations :

2 2 -3,
a) e-\‘ Senz . b) e?..t ﬁeh :

C) 82,r=—2 S'l
e

04
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; P«wa +7€" +'7<O

) Jor - =4>0;

b)4 11e* +6=0

()

Slmpliﬁer | "
B=(er+e (el —e )

. » " 8
_ % la fonction f définie par f'( x)=__; .

Determmerl ensemble de définition D,
de la fonction f.

b) Veérifier I’égalité f(—x)=8 —f(x), pour
tout x de D, .

¢) En déduire que le point A(0,4) est un
centre de symétrie la courbe représentative

d /.
@ 3x-1 2x

Déterminer le signe de f(x)=€ e

0

Pour chacune des fonctions f définies ci-apres ,

déterminer sa fonction dérivée .
a) f( ) ez ; b) f(x)ze”(e“—-Z) ,
9 f(x)=(2x+1)e*

®

S .
"Nt f et g les fonctions de 10 ; +oo[ dans R

f(x] 2x+le +1
2et=}

et g(x)=2¢’
Démontrey que
l e.\’

f[x)=2x+—l—+ 1 =2x——+
2 e -1 2

=1

surR.

¥ _5e" +2.

b) Factoriser g(x). !

¢) Déterminer le signe de la dérivée de £

18

Démontrer que quel que soit le réel x,ona:
fn(c" +l)—hr(l+c"‘)=x

@

Résoudre R® le systéme :
Inx+Iny = -2In4

A
Je

e'e’ =

Déterminer les limites suivantes :

wol. ) 1
a) limxe * ;. b)limxe *; ¢) lim —;
x=0 x=0 x——m g7
1
X—»+o0 e

Q e.l'_ —-X

. ” e

Soit la fonction f :x+—=>——— . Calculer les
e +e

limites de la fonction f, en —oo, puis en +co.

e'+e"
Soit la fonction f:x+>

e —e™"

1) Déterminer I’ensemble de définition de la
fonction f, puis étudier les limites de f
aux bornes de cet ensemble.

2) Préciser les asymptotes a la courbe de f
dans un repére orthonormé du plan.

D

Soit la fonction f x> e’ —x.
1) Etudier les variations de f et en déduire

que vxeR ,e" >x.
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FONCTIONS EXPONENTIELLEE

2) Démontrer par récurrence pour tout réel x,
\ xrl
y 8 > ‘—' .
n! .
L’

3) Démontrer que Vi e N', lim — = +o,

y=»+m ¥

On considére la fonction 1 définie pour tout x
de Rpar f(x)=(x+1)e™.

a) Calculer les limites de £ en +oo puis en
—C0 ,

que Vne N’

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau des variations.

2]

On considére la fonction J définie sur R par
f(.r)=3e2" —4e* +2.

Dresser le tableau des variations de £,

26,

Pour chacune des fonctions / définies ci-dessous,
déterminer sa fonction dérivée 1 'sur Iintervalle

I, puis Ctudier le signe de f'(x) pour xel et
dresser le tableau des variations de £,

a) f(xj=xe*, I=R:

_e'+l

b) f(x)—

— , I=R".

On considére la fonction numérique fde la
variable x définie par f(x)=(2x-4)e".

On note C, sa courbe représentative f dans un

plan muni d’un repére orthonormal (O;I‘,j),
d’unité graphique 1 cm.

1) a) Calculer la limite de £ (x) quand x
tend vers +oo.
b) Calculer la limite de £ (x) quand x
tend vers —oo. On pourra écrire f(x)

sous la forme f(x)=2xe* -4¢*,

206

2) a) Montrer que la dérivée r'd

¢ f
définie par f‘(x):z(x_l)e,- est

b) Etudier le signe de _f’(x)
valeurs de x . Dresser let
variations de /.

Suivany leg
ableay des

3) Ecrire une équation de la tap
courbe C, de fen son point
nulle.

gente T al

a
d abscisge

4) Tracer la tangente T et la courbe Cy.

@

Soit /" la fonction définie sur R par

f(x) =e’ -3e" +x+2 . C sa courbe
représentative dans un plan muni d’up repére
orthonormé (O; i ,j) d’unité graphique 4 cm,

[) a) Déterminer la limite de f(x) quand
x tend vers —oo,

b) Démontrer que la droite A d’équation
y=x+2 est une asymptote a C.

c) Etudier les positions relatives de la
courbe C et de ladroite D.

2) a) Vérifier que pour tout réel x,

f(x)=e“'(e" —3+—{-+ 2 )

e.\‘
b) En déduire la limite de f (x)quand *
tend vers +oo.
3) a) Calculer f'(x).
b) Vérifier que
f'(x) =(2e" —1)(6" —1).
. ! :-_,0’_
¢) Résoudre dans R I’équation f (x)
puis déduire le signe de f'(-\’)-
d) Dresser le tableau des variations de /-

a tangen®
bsciss®

4) a) Déterminer une équation de |
T a la courbe C en son point d'a

o
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eut-on dire des droites T et D ?
¢

Tracer, dans le repere (O;?.}"). les

d droites Dy T et la courbe C.

gl fla fonction numérique définie sur R par

f-(x}=1;;(¢=2‘ —e'+1).

1) Montrer qué et —e' +1 eststrictement
positif pour tout réel x.

3 Erudier les variations de la fonction £

3) Soit (C) la courbe représentative de f, dans
un repére orthonorm¢ du plan.

a) Calculer les limites de f en +oo et en
=0

b) Veénfier que f(x)_zx - ln(] g +e-2,\')

etcalculer la limite de £ (x)—2x
lorsque x tend vers +oo et interpréter le
résultat obtenu.

¢) Construire la courbe (C). (On
représentera la tangente au point de (C)
d'ordonnée nulle).

3 Déterminer, le nombre de solutions
fe::]les de I’équation d’inconnue X :
el-et4]=3;

9 Algébriquement;

b Graphiquement.

3 C]. ’
apuis onala courbe représentative (C)
fing ¢ 'epere orthonormé (O; ?,]‘) du plan
i, ction 1 définie et dérivable sur R,

. 38ym :
: d“’%issf too.te (D) et sa tangente (T) au point

|

() (e

08

Sachant que le point J(0 ; 1) est le centre

de symétrie de la courbe (C), que I’asymp-

tote (D) passe par les points K (-1;0) etJ,

puis que la tangente (T) a pour équation :

y=(1 —e)x+1.

1) Déterminer une équation de (D).

2) On suppose qu’il existe deux réels m et
p et une fonction ¢ définie sur R telle

que, pour tout réel x,
f(x) =mx+p+ ¢(x) avec lim ¢(x)=0.

a) Démontrer que m=p =],

b) En utilisant le point J, montrer
que, pour tout réel x,ona

f(x)+f(—x)=2.
c) En déduire, apres avoir exprimé
7(x)et f(~x), que la fonction 4 est
impaire.
d) Déduire de la question b. que i
dérivée de f,est paire.
3) On suppos® maintenant que, pour tout

réel x, ¢(.\‘)=(u\‘+b)€"!0fl aet b

sont des réels.

a) En utilisant la parité de ¢, démontrer

que b=0. .

b) Calculer =)
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¢) Enutilisant le coefficient directeur de
(T), démontrer que a= ¢

d) Démontrer que : f(v) =x+1-xe’

On considere la fonction / définie sur R par

f (\) =— X

e -x

On note (C) sa courbe représentative dans le
plan rapport¢ au repere orthogonal (O:i ; j) ,
L'unité graphique est 2 cm sur I’axe des
abscisses et 5 cm sur I’axe des ordonnées.

Partic A

Soit g la fonction définie sur R par
g(x)=e" —x-1.

1) Etudier les variations de la fonction g sur
R. En déduire le signe de g.

2) lustifier que pour tout réel x,e* —x>0.

Partie B

1) a. Calculer les limites de f en
+o0 et — o0, '

b) Interpréter graphiquement ces résultats,

2) a. Caleuler f'(x), f* désignant la fonction
dérivée de f.

b) Etudier le sens de variation de S puis
dresser son tableau des variations.
3) a. Ecrire une équation cartésienne

de la tangente (T) a la courbe (C) au
point d’abscisse 0,

b) A I'aide de Ia partie A, étud
sition de la courbe (C

droite (T).
4) Tracer la droite (T), les asymptotes a (C)
et la courbe (C) dans |e repére ( 0;?-}‘)

ier la po-
) par rapport 2 la

FONCTIONS [‘LXI'()NICN'I'”'[_[ g
QUELCONQUE fJFZH\;

Donner I'écriture simplifiée des nomh
' \ [ : R req rt‘ch
sulvants

a) exp, (2); b) exp, (-2 );

[
4 1

(
c) exp [l) d) ex ( 1
P, P, EJ‘

2
e) exp(2); f) exp(-1).

33

Déterminer x dans chaque cas.

8 10
a) exp, (x):E : b) expg(,\:):; :
3

c) exp(x)=1000 ; d) exp(x)=0,01;
e) exp(x)=1; (x)=4:

g) exp,(x)=

f) exp

ta | —

2) exp, (x)=4;
4

D

Déterminer la base de chacune des fonctio?®

exponenticlles définies ci-dessous. puis b

si la fonction est croissante ou décroissante
X

9 10=(5)" v =
c) f(-\‘)=4§; d)y f(x)=2""

| —

? . intA |
ans chacun des cas suivants, 1¢ p:'one e
. = o Y 'l g |
appartient au graphique de Ia toml.,nctiun- |
2 3 e » cetie (4
Déterminer I"expression de cetie

a) A2 ; 16) ; b’“[%“‘);

| 3'125J.
¢) A[~;;3) ;) A(*E 37

D

'nli'-'lh (i

.U,doll

e avpOne
La courbe d’une fonction exp@

par le point A(Z ng) Qucllc est!
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? ats A2, 9) et B(4, 16) sont-ils situés sur
& Ie ;,oufbe d’une fonction exponentielle?

¢ ,
™ 1a réponse.

ISﬁﬁer

Ewmﬁner une équation cartésienne de chaque
urbe d’une fonction exponentielle représentée
0 :

, raphique ci-dessous.

FRS—— = e g ree ame ey O
7 T : R R S

H { ' i i y \ i : { ! i
423 S P E -~®:-- N RS
(i : s i I . ' 1 i
¢ 3 % 4 b ; { :

! T . e R s L et I SR s pe Y
'\ VR T E o R )
i t 1 i i H ¢
L7 TSR S i tabt [V SR S S s g
\ i i L ¥ i

. L : i
i § ' i i . . H
e e ANy e e e .,_?,_ -7 e aim §
I 4 ! I i {
| o ), S e ! ; (RO S
i ¥ &+ 1 i i H i
3 ek B . T o S N 3 e A
1 ' i } i i E
£ 9 ! I P
AP SRS SRR SR S (A VSRS S S S G-

1 i : F . | i H . H
— —t-
] L] 1 L I
* [ i $
: . i ' 0 1 x 5 ¢ i X i

e - rewes | - A

)

Y Montrer que si a est strictement positif
pourtout réel x exp, (x)=6’xPa (—x ) :

b Comment peut-on déduire le graphique de
la fonction exp, a partir du graphique de

. a
la fonction exp, ?

0

Apinird
U granhi —x
Bty dge; phique de y=2*, tracer le
a]}'zz‘: ;
e A e A P B
T I O RS
N

o _f(.\-):[u.{%)*

a) Compléter le tableau de valeurs ci-dessous

1000 | 10000 |100000

Tl 2 |10 [2 oo
v |

b) Vérifier qu' au fur et & mesure que x croit,
I X
(l +—J sc¢ rapproche de plus en plus du
X
nombre 2, 718 28 .

@

Résoudre les équations suivantes dans R :
a) 3*=3"; b) 3"=27;

(2)’ 81
&= =3
3 16

®

Donner une expression simplifiée des nombres
réels suivants :

d) 165=2 .

a) log,1; b) 2 ; c)logl0 ;
¥, ]
d) log,2° ;e) log, 1 ; ) log, [l] :
g) 102 h) log,1; i) Ine’.
3

Donner la forme simplifiée des nombres réels
suivants :

a) lne ; b) [%J

-2

2 he

e) logz(g) ; De™ 5 g) —log0,1 ;
3

h) 2!‘0!'.-21 .

®

Déterminer I'ensemble solution des équations
suivantes.

T T
C) 5“*2=2; d) 21+l=2—l.

log2

‘5 ¢) logl0* ; d) Inl0° ;

1) eer
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AN AL

FONCTIONS EXPONENTIELLEE

36

Résoudre dans R les équations suivantes :
a) 2\.:9 . b) 2”!:7 ;

5 2x-1
¢) [i} =3; d) 27'=64 .

37

Résoudre dans R les équations suivantes.
3) 23\-:3.\-+l : b) 3x~1 22.\.+| :

. 2,\'+]
€] 3G ) =3

o

Résoudre dans [0;+c0] , les inéquations
suivantes.

a) 3(0,8)"<1,5;
b) 0,004(2,2)" >0,8;
c) 5,2-3,5(1,02)" >6.

&

Résoudre dans R les équations suivantes -
a) 5 -8-5"+15=0 ;
b) 4°-7-2"+12=0.

S0;

T2y
Résoudre R les systémes : ke :
3x2"+3" =24

Le but de I’exercice est I’étude de la

désintégration du corps radioactif : |e carbone
14,

1) Soit N, le nombre d’atomes de carbone
14 a Pinstant = 0, N, le nombre d’atomes
de carbone 14 un siécle apres, N, le
nombre d’atomes de carbone 14 apres k
siccles (k entier). On sait que le nombre
d’atomes de carbone 14 diminye trés
lentement au cours du temps : ¢

- nviron
1,24 % par siécle,

2) a) Donner I’expression de N, en fonction

(210

’C) X x:e-"' =X

de N,.puisde  en fonction de v
i
A

b) En déduire la nature de la suite
I’expression de N, en fonctio
et k.

c) Donner, en le justifiant, | sens de
variation de la suite ( N,).

(M)t
nde Nﬂ

3) Le carbone 14 est renouvel¢ const
chez les €tres vivants ; & la mop
ci, [’assimilation cesse et le carbg
présent se désintégre.

AMment
de ceyy
ne 14

Des archéologues ont trouvé des fragments grg
donc la teneur en carbone 14 est 40 % de o

d’un fragment d’os actuel de méme masse, pig
comme témoin.

Calculer I’age de ces fragments. On arrondipy e
résultat au siécle prés.

FONCTIONS PUISSANCES :
£y co=2% ol x>0

52

Soit x un réel strictement positif.. Mettre sous l
forme x* les nombres réels suivants :
2
Wrs o= 30 . L s
-\/} /xu.e

Résoudre dans R les €quations :
4 2

=

a) x? < g3 = 2 :

b) x"-42Cr" =1 .

D

Caleuler les limites, si elles existent des
fonctions suivantes en +oo et —.

a) x> (2x+l)e“' :b) x> xe™;

d) xps 3¢ +1

(32"-1
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@ et les limites , si clles existent des
U

| ;
fsmliuns suivantes €n o.

for in (1 + 3\)
[ SEESEC

d) _"]-—) S " L) o= ;

2% 32 L
e) .1'|——>—;-—'5* k a=> ;
e G|
) ¥ o 2

Une organisation humanitaire dispose
aujourd’hui d’un capital C, de 3 000000F.
Déterminer a quel taux elle doit le placer

aujourd’hui pour que la valeur acquise par C,
dans cinq ans soit égale a 3600000 F.

9

2) On a rempli un aquarium avec 90 litres
d’eau claire et 10 litres de produit colorant
capable de se mélanger instantanément a
I’eau claire de fagon homogéne. Chaque
jour, un systéme de renouvellement fait
¢couler 10 litres du mélange remplacés
par 10 litres d’eau claire sans adjonction

de produit colorant. Soit v,=10 le volume

nitial de produit colorant (exprimé en
litres),

b)

I) Calculer le volume v, de produit
colorant aprés 1 renouvellement.

2) Calculer le volume v, de produit
colorant aprés 2 renouvellements.

3) a) Calculer le volume v, de produit
colorant aprés n renouvellements.

Exprimer v, en fonction de n.

Pour un autre aquarium muni d’un
autre syst¢me de renouvellement,
ona v, = 150,8". Aprés combien de
renouvellements le volume de produit
colorant sera-t-il pour la premiére fois
inférieur a 1 litre ?
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1 CALCULS DES LIMITES DES SUITES : SUITES
CONVERGENTES.

2 CONVERGENCE DE LA SUITE (") OU a EST UN NOMBRE REf|
DONNE.

3 SUITES CROISSANTES ET MAJOREES OU DECROISSANTES ET
MINOREES.

4 SUITES DEFINIES PAR LA RELATION ,., = f(#,).
Oil f EST UNE FONCTION NUMERIQUE.

S’ENTRAINER

1

4
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CALCULS DES LIMITES DES
SUITES : SUITES CONVERGENTES.

» Calculer la limite d’une suite ;

» Montrer qu’une suite est convergente en utilisant les calculs des limites, et les théorémes de
convergence des suites ; _

>3 Mortitet quiufie shils ¢ définie par u,, = f (u,) est convergente en utilisant les inégalités
Jes accroissements finis.

B

1. CALCULS DES LIMITES DES SUITES : SUITES
CONVERGENTES.

) 2ZPrendre un bon départ
| . Jx-’f)"; s LR

Chacune des suites suivantes est définie par son terme général :
o SO )| 1

-n*+3
= TWwo=¢ T = 14—
" o4n+3 " n o o n

1
x;n[e" —IJ s Wy :nln[l+l] .
n

Calculer la limite de chacune de ces suites quand » tend vers +oo. Citer celles dont les limites
respectives sont des nombres réels.

n

?

”

& Retenir

B Une suite de terme général u, est convergente lorsque la limite de u, quand n tend vers + o
estun nombre réel. Si le réel ¢ est cette limite, alors on dit que la suite # converge vers £.
 * Siune suite admet une limite qui n’est pas un réel ou si elle n’admet pas de limite, alors on dit

B que cette suite diverge.
*Sia estlalimite de Ia suite, alors on note : li_’mw u, =0 ouu—>a quand n— +wo.
AT g : Y,

Soi - . '
o un =e o . lim ("‘"'1'1) = —0; lim u,= 0.
n—+m

n—k+a0

Fenst
4Suite y egt convergente et converge vers 0.
La suie telle que v, =1In (nz +n-—l) a pour limite +o.

a syj ; -
asu!te v est donc divergente. o
Suite w te]]e que w, =a" pour a< -1 n’admet pas de limite en +oo. Elle prend en effet des
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SUITES NUMERIQURS.

valeurs alternées quand 1 change de parntc.
W est ainsi une suite divergente.

A Les propriétés sur les limites des fonctions restent valables pour les limites des Suites, y, eff
. . \ . ’ e 1 bl i o e11
e la limite d'une suite lorsqu’elle existe cst unique |
e Soient u of v deux suites convergentes qui convergent respectivement vers 7 ¢ |, y

Tors

» Jos suites w4+ v et uv sont convergentes et convergent respectivement vers /4 p o H"

* si ("=0,alors lasuite z converge vers E: ;
* siu, <v, pour tout cnti:;r n2n, ou n, estun entier naturel donné, alors 7 < :
= siw estune suite telle que z, <w, <v, €t si £=1/¢",alors w est convergente et
converge vers ( . (Théoréme des gendarmes).
A& u cstune suite numérique et £ unréel .

Si |u —£| converge vers 0, alors u converge vers {.
Soit une suite v telle que |u, —¢|<v, apartir d’un certain rang .

Si v converge vers 0, alors # converge vers £.
a Toute suite convergente est bornée.

En conséquence, une suite qui n’est ni majorée, ni minorée est divergente.

Bl o S'exercer
X L R

1.a Ftudier la convergence de la suite u définie par :

n n &
e +n n+in2 _ 74 2n
i, S i, Se—— ;un—n[Hcosn— U = :
e’ —n? In3" —n J2+n—nd2

2n+3n n5+ n
u =\12n2+5n+]—n\/§;u"=—— E it T

n 2» _3;1 L n5 _en
1.b La suite # est définie pour tout entier naturel non nul » par :
n n n n

u,=—+=+ o o : + !
n®: n*+1 n?+2n n*+2n+1

i) Calculer les trois premiers termes de la suite u.

ii) De combien de termes est constituée I’expression de 9

iii) Montrer que pour tout entier ne N, 2n Su. € 3(r1_+11 .

n+l " n
iv) En déduire que lasuite u converge, puis calculer sa limite.
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, CONVE RGENCE DE LA SUITE (a” ) OU « EST UN
" NOMBRE REEL DONN.

‘p’\,\&_aprendre un bon depart

1) Soit £ un nombre réel donné, u la suite définie parwu, =t"
justifier que si 7> 0, alors pour tout entier naturel n, u, = e"’"’

Justifier que si 0 <7 <1 , alors u, a pour llmlte 0 quand n tend vers +o.
Justifierque st £ >1, alors lim u, = +o.

=00

J) Soit a un nombre réel de I’intervalle |-1;0] et n un entier naturel quelconque.
Montrer que la| appartient z_‘l I’intervalle [0;1[.

= 0; lim (a")=0.

Calculer alors les limites des suites ayant respectivement le terme général :

_2 n 4 n [5)11 [e—ljm-]
X.=| =" Ml R s Z, = ;f"‘—‘ - +1 -
" A3 5 4 e

En déduire que : lim (|a
n—k+3

* Soit @ un nombre réel.La suite (a") converge dans le seul cas ol —1<a<1.
* s5i -1<a<l,alors lim(a@")=0;

n=—»+a0
* sta=1,alors lim(a")=1;
n—=»+a

* sia>1,alors la limite de (a") est+.
" sia<-|, alors (a") n’admet pas de limite.

el el ' ./

n

; e , . o _ :
3) Soit la sujte 4 définie par U, = 3 +1. Déterminons la limite éventuelle de la suite u .

Soj : £
OIt n un entier naturel, u, = 3 +1.

H— 4L H=»

i ¢ ntoe Tl et 2] s
Onsaltque 0<e<3 ctalors 0< §<l. 1l vient que lim 3] =% im 3 +1=1.

Lasuite u est convergente et converge vers 1.

2rl it 3”

b) v ac o e 3 TR a limite de la suite (v ).
) ¥ est la suite définie par Vu =50 _au Calculons la limi ’ w,)
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SUITES NUMERIQUES.

2
. e K e .
Pour tout entier naturel 7, v, =F )" = .0r0< 5 <
-

2\ s - | ) ~
[%) converge vers 0 et ainst (v,) converge vers : soit vers —1,
o |

u, =3
$finit 1a suite ¥ ;
¢) Ondéfinitla suite # par 4u, ., =u, +35 ,pourtoutentier naturel n.

(i) Calculons u, et u,.
De la relation de définition de la suite u, Ona 4u, =u,+5 et 4u, =u, +5. i

. 7
D’ou u, =2 et u, =E )

(ii) Soit @ un réel et v une suite définie par v, =u, +a . Déterminons la valeur du réel
pour que v soit géométrique. Soit # un entier naturel quelconque.

1 5 1 5 1 a 5
Vo=, +ta=—u +=+a=—(v,—a)+=+a=—v,——+—+a
4 4 4 4" 4 4
1 3a+5
v, =—V, + :
4 4

r r - el - 5 - 5
v est géométrique si et seulement si =0 ; soit a= g 4

2 P r - - ]
Dans ce cas, v est une suite géométrique de raison Z

(iii) Exprimons v, , puis u, en fonction de #.

n

; 1 . ; '
Puisque 3 est dans I’intervalle ]—l;l[, lim %) =0. lim v, =0; lim ,,”=_5_ ;

Les suites # et v sont ainsi convergentes.

(iv)On pose V=v,+v, +...+v, et U=y, +u, +otu,

1 n+l
21 -

4 (J 4 [ 4) [[1] 1 16 ((1Y 1
v=_)< = —X| —— |X —_ X—-—] R —— — —-—l ¥
3 %_] 3°0 3)7(\4) "4 e (4) e
Par ailleurs, U=[v,,—§)+(v,_.5_]+.__+ 5 _5

3 3 n 3

[ =V —%x(nﬂ):-%s-x[[ljnx-};_]) ‘g"‘(”“)

Scanné avec CamScanner



1

n=y+0 9 n—s+m

4

’ ) 16 )
puisque ,;ll.n;(__J =0, limV=—cet limU=-o .

» Une suite geometrique est convergente si et seulement si sa raison appartient a I’intervalle

]—l;l] .

|

v, =——
0
. - d;r . B 2
¢ Soient les suites ver w definies par : 0 sw, =2v, +6 .
| =g = | |
a) Démontrer que la suite w est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et

|a raison.
b) Donner les expressions de w, et de v, en fonction de 7.
¢) Calculer les limites des suites v et w.
d) Exprimer S, =v, +v, +.....+v, en fonction de » et calculer la limite de S, .

L4 On considére la suite # définie par 1, =2 et pour tout entiernonnul n, v, = u, ——.
Déterminer le réel a de fagon que la suite v définie par v, =u, +a soit une suite gé¢ométrique .
Exprimer v, en fonction de n et calculer 1V, =v, +v, +...+v, et U, =t +ty+ct,

Calculer les limites des suites u,UetV .

3. SUITES CROISSANTES ET MAJOREES OU
DECROISSANTES ET MINOREES.

="Prendre un bon départ

S ' i [
Ua g o . =
s i:)sulte u définie par : u, =1 et pour tout entier naturel n., ftm 412+un .
enlrer Par récurrence que la suite u est croissante et majorée par 4 .

MUer que la suite u est minorée par 0.
N défin: .

définjt 15 suite  par v, =4-u, .

ont N

T que pour tout entier naturel 7 , V,., <Z"n'

Mo 1Y
n =
trer que pour tout entier naturel n, 0<v, < 4 Ber

N dédy: :
duire |eg limites des suites v et u.
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SUITES NUMERIQURS.

On admettra la propriété suivante : ! e
Toute suite croissante et majorée ou décroissante et minorce est convergente,

La suite « est définie par: #, =0 et pour tout enticr naturel n, u,, = VO+u, .
a) Montrons par récurrence que u est strictement croissante et majorée par 3,

(1) Montrons que u est strictement croissante. Montrons en effet que  pour tout enfier
naturel n, v, <u

n+l "

Uy = \6+u, =6 ; u,=0.Donc u, <u, .

Soit k un entier naturel quelconque tel que #,_, <wu; (k21) .
Montrons que u, < U, .

Puisque u, , <u,, ona 6+ U, <6+u, etdonc \/6+uk_, < \/6+u,( . SOit u <u, .
D’apreés le principe de 151 récurrence, pour tout entier naturel mu, <u,,, .
La suite # est donc croissante.

(i1) Montrons par récurrence que u est majorée par 3. Montrons que pour tout entier naurel
Bt <3,

u,=0 et u, <3,

Soit un entier naturel & tel que u; <3 . Montrons que u,,, <3.

De u; <3,0na 6+u, <6+3; 6+u, <9.

D’od [6+u, <\9=3 . u, <3.

La suite u est donc majorée par 3.

La suite u étant croissante et majorée , on peut conclure que u est convergente.
b) Montrons que pour tout entier nature] n,3 3-u,

- un+1 <

=3- 6+uﬂ=(—3—:———___________ ‘M“)(“ "6“‘)

3_un+
l 3+J6+u"
___9_‘(6+U|‘)__ 3"[]

3+6+u, 3+ Jori [6+4,

Puisque 3+,/6+u, >3, 3_“””53—u" -

3
c¢) Calculons la limite de la suite 5
w ; 3_ B
BEAL 1 Dentiiar naturel. 3 u, S -____:;_‘[tl_ = ':-3-——"—"-__2_ < _.3 B < < _3 — Uy e
- 3 32 3] —_ e = 3"
Finalement, 3—-u < — |

3!]
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puisque 1 st majorée par 3, 0<3—w, <3x (l} _

‘ I n I
lim(0) = ‘"“3(3) =0.  lim@B-u,)=0 d'ott lim (u,)=3.

3 n—»+x N—r+n0 =45

REMARQUE
4 Siune suite est croissante et non majorée, alors sa limite est +e0.
» Siune suite est décroissante et non minorée, alors sa limite est —oo.

iE

; o ; 1
le Lasuite u est définie par u, =—2 et pour tout entier naturel n, u,,, =—u, +3 .

(i) Calculer les cing premiers termes de la suite u..

(i) Montrer par récurrence que la suite # est croissante et majorée par 6.

(iii) Conclure.

(iv) Montrer que la suite v définie par v, =u, —6 est géométrique dont on précisera le premier

terme et la raison.
(V) Exprimer en fonction de n, v, et u, en fonction de n. Calculer les limites respectives de

v, puisde u.

L'Soit £ définie sur |-e0;6[ par f(x)= 21‘:::36 |

(ll Etudier les variations de la fonction £ sur l'intervalle |- 6[ -

(i) Donner I’image de I’intervalle |-0:6[ parf.

Gy 22|déﬁnit la suite u par u, =2 et pour tout entier naturel nonnul n, u, , =
., “alculer u etu,.

(i) Montrer que la suite 1 est strictement croissante.

(iv) Montrer que la suite u est majorée par 4. Que peut-on dire de la suite u?
1

2u,—-16
u,—6

Soit la sujte v définie par v, =

(\J n ' - \
J Montrer que v cst une suite arithmétique dont on précisera la raison.

\l} < 1 n 1 * 3 » . I \ 1t 2
Exprimer pour tout entier naturel m,v,,u, €0 fonction de n.Calculer alors la limite de la

Suite 4 ,
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l
4. SUITES DEFINIES PAR LA RELATION w,, = (4 ). f
Ou fEST UNE FONCTION NUMERIQUE. t’

N /
] I
_ i
‘ /
La suite u est définie par: u, =0 ct pour tout entier naturel n, u,, = Jo+u, .
Soit la fonction f définie en x parj(.r)=\16+x i !

a. En remarquant que u,, = f (u, ), représenter les cinq premiers termes de la suite sur I"axe deg §
abscisses d’un repére orthonormé du plan. 4
b. Peut-on conjecturer graphiquement la convergence de la suite # ? Donner une valeyr approchée "

de cette limite si elle existe, par rapport a I’abscisse d'un des points communs 2 la courbe ge i |
et la droite d’équation y = x. |

' |

c. Résoudre dans R, I’équation i (x) =X.

d. Quelle peut étre graphiquement la limite de la suite % ¢ |
I
:

Soit u la suite définie par la donnée de u, et de la relation de récurrence ., = f (u,) pour tout})
entier naturel n.

Si la suite # est convergente et converge vers a, et si J estcontinue en a , alors a estune
solution de I’équation f (x)=x.

En admettant que la suite # définie par u, =2 et 3u,, =u, +6 est convergente,calculons lﬁj
limite de la suite u . :

1 1 ’ 1 ar
By =§un +2 . La fonction pour laquelle u,,, est I'image de u,, est la fonction f définie PaS
1
/(%) =§x+2 :

La limite de u est solution de I’équation £ (x)

= x. Cette équation a pour solution 3.
La suite ¥ converge vers 3.

f"-“Exél"Ei'ceﬁés;;ﬂti Bices LYRRES
- Enoneé : ;
i J est la fonction définie sur R par f(x)= (2x+1)e~x -

1) Etudier les variations et dresser le tableau des variations de la fonction f sur R.
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,f;z) goit“'i"tewa”e [l,z} s
i

Montrer que fI)<=T.

)

| ) Montrer que pour tout réel xde 1, 3

S(x)s=.
( )| 2e
g Enétudiant les variations de la fonction g définie par g (x)= f(x)—x , montrer que I'équa-

tion f(x)=x admet une seule solution @ dans I.

g) Montrer que si x et y sont deux réels quelconques de I,I f(x)-£( y),szi|x— ¥
- e
" ¢) Endéduire que pour tout réel x de If(x)—a|szi]x—a|.
| e

'3] On définit la suite u par w,=1etu,, = f (u,,) ;

a) Montrer que pour tout entier naturel, u_ €/ .

b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

n+2
3 . 3
i) |, —a<—Wu,—-al; () [u —-a S[— i
el <, el ) [l (2
¢) Endéduire que la suite # converge vers a.
d) Déterminer alors le plus petit entier naturel p tel que , soit la limite de u al0™ prés.

‘Solution, | |

1) [ est définie et dérivable sur R et pour tout réel x,
f'(x) =2e " - (2x+l) s (2—(2x+ l)) = (1~ Zx)e" .
Puisque e~ est toujours positif, f*(x) est du signe de 1-2x.

. 1

[ est croissante sur ]—ao; %:l et décroissante sur I’intervalle [E;+ao|:.
1 =l : ) -5

JG)=2e7 ; lim f(x) = lim (2xe™ +¢™)=0+0=0; lim f(x)= lim (2x+1)e™ = —o.

2 [:[], 5
| ’4 * ‘ J

) Puisque I’intervalle | est contenu dans l;+ool:, f est décroissante sur [ et ainsi, |
2

f(!)=[f[%); f(l)] | ;

r _ . 7 =2 T ;
Orf(])=3e]=.§;f(£)=a.e4 :—2—8125. . !

Il "
‘\.‘, f(l) ool (%J sont tous dans I’intervalle I ; donc, f (He<!. o |
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5 D
3 : . e = tonalim—S—2xS=28
b) Montrons que | /'(x)| S - ¢ sur[. De 1SX <70 2
T : . .72 . _y<—| entraine que -_3.@_75 Z—ie“"z-ﬁ b
soit —Z ¢ £(1-2w)e - IGTETEE 2° TT2¢ Pyl
2

5

-t VB pag™,

o i 3 . = 3
Finalement —-%(3_' <f'(x)g-e entraine que ‘f (x)‘g max[;e e 4}=-2-e“' :5’_;
e
donc, 1{ \ -
.'Zc e

Considérons la fonction g définie en x par g(x)=rf(x)-x. g'(x)=1"(x)-1.
Puisque f'(x)<0 surl(carf décroissante), g'(x)<0.

g est donc décroissante sur . g estune bijection de I sur g([ )

g(1)=7()-1=2-1=2

5 7 5125
— —1,25~-0,247.
,g( )= f[ ) i 5

g(1)=0; g[%j <0. Lintervalle g () contient 0 et donc I’équation

g(x) =0 admet une unique solution a dans I’intervalle I.
a) f estcontinue et dérivable sur I'intervalle I et a dérivée bornée par L :

b) D’apres 1’ inegalité des accroissements finis, pour tout couple ( x; y) de réels del,
|7 (x)-7(») l<—1x A

c) En remplagant dans I’inégalité (1) y par a,ona \ f(x)- a\ <——|r al(2)

d) On définit la suite u par u, =1 et v, = f(u,) .

e) Montrons par récurrence que u, € J .
= u,el;

= Soit n un entier naturel tel que u, €/ . Montrons que u
n+l

par f d’un élément de | appartient 4 I. Par hypothése u, e I et U, = ()
“nH € 1 : n

PN - . _ o nAtUIe
D’aprés le principe de démonstration par récurrence, u, € /, pour tout entier 0
’ H b ]

a) En utilisant I'inégalité (2), en remplagant x par i _a|.C)

1
,ona |u,, —a| S‘i';'""

b) Montrons par récurrence que |u _.at < 1 [ 3
: <

—| — | , pour tout entier naturel 77
4\ 2e

Iu‘,—a|s <l[3)n ; s
4 2e T

e LTINSy —

_..._I

 froel=-ds
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—_—

s« Soitn un entier naturel {e] que |"” —a| Sl[ 3
2¢
Montrons que l” \ —alsl —3_ e D’apres incoalita 3
" 4 2e . ApICs 1nLgﬂ]|tC (3)’ |“u+| = (J] < E|”n - al
et d’aprés I'hypothese de récurrence,

l 3 n
l”n -—a\ SZ[E;) - [l vient que

3 1(3 ”. ) 1( 3\
|, —a STGXZ[Z—E] ’ Son’l“nﬂ_als— Z(?J - D’aprés le principe de dé-
e

: s 1(3Y .
f monstration par recurrence, |u,, - a| < 2\ 55 | »pour tout entier naturel n. L’iné-
e

: galité (4) est équivalente aux inégalités —l[-;_) Su,—a< l[i} et donc

' e e

t n n

i a—l i) Su"Sa+-1— - .
4\ 2e 4\ 2e

De plus, lim [i] =0 car ire]'{);l[. De lim (a—l(—g’—) )= lim (a+l(i] )=a,la
nio\ 2e 2e nate”" T4\ De 4\ 2

H=40 e
suite (#, ) a pour limite a. Cette suite est donc convergente et converge vers a.
’ X g

¢) Déterminons alors le plus petit entier naturel p telque u, estlalimitede u 410 pres.

Dire que u,, est la limite de u 410~ prés, c’est aussi dire que a est une valeur approchée

e X i
deu, a 10 pres. Ainsi, u, —~a|510““. Or tup _G|SZ[_) . |

2e _

A f |t

1l suffit que l i <107 ; soit 4X[3€_] >10* . {|
4\ 2 ‘ 3

§
| 3% 1
2 o) (st '

: 5 s 4nl0—In4 14
] Soit p(ln(29)—ln(3))24111(10)—11'1(4) ; p[lHn[?D241n(10)-—|n(4); P2

; soit |
l-H’n(%) i
P25,35 . Le plus petit entier naturel plus grand que 5,35 est 6. |

E
Tous les 4 oy p 26 sont les valeurs approchées de la limite de la suite u avec une E
2 >
Incertitude de 0,0001,

e ——
e

On peut calculer u, de proche en proche, plus rapidement par une programmation faite par
<. “Crtains logiciels A Iinstar de « sinéquanon »
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K=
l.g Soit f définic sur [0; 4—0@[ par _f'(‘\'):v 2
1) a. Etudier les variations de f* sur [0:+09[-
b. Etudier les variations de la fonction g:x — f(.\‘)—x pour x € [O; +rx:[, ;
¢. Montrer que I'équation f (x)=x admetunc scule solution & dans [0;+«[ etque '§<“<3 |

~ |

4

Soit J :{é_;i . |
54 ;

d. Montrer que f(J)cJ . 1 '

e. Montrer que pour tout réel x deJ, ‘ f '(x)l_ 2"
1
f. En déduire que pour tout réel x de ,‘f(x)—a| S-E\x—a| ;

- : 3 .
2) On définit la suite u par u, =— et pour tout entier naturel , u,,, = f (un).

a. Démontrer par u, est un élément de J.
b. Démontrer que pour tout entier naturel 7, |u

n+l

—a|Slun—a| .
2

c. En déduire que pour tout entier naturel », |u" - a| <

n+2

SR —

d. Montrer que la suite u est convergente et converge vVers « .

e. Déterminer un entier naturel », pour que u, soit une valeur approchée de a a 107 prés.
f. Calculer cette valeur approchée.
- ; sa e -6
1.h On considere la suite u définie par u, =9, et pour tout entier naturel 7, u,, = Bu, =,
You, +l
1) Etudier graphiquement la monotonie et la convergence de la suite u (On représentera la
A 8x—-6
courbe de la fonction : x — )-
, . x4+l
2) Démontrer que la suite u est décroissante et minorée par 6.
3) En utilisant les propriétés de la fonction S, montrer que |z: | —6| < 3',, _(,| ;
2 n n+ 7 n {
— < _ 1 . & ' . W
|u, —6|<3 x[ 7] » Puls montrer que la suite la suite 1 est convergente et converge vers 6 |
4) Soit v la suite définie pour tout entier nature] nopar: v = u, —6
a. Montrer que la suite v est géométrique. "ou -1

b. Exprimer v, , puis u, en fonction de n _
c. Démontrer alors que la suite » converge vers 6 \
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' N MERIQUES:

RITHMETIQUES ET SUITES

‘ GEOMETRIQUES,

remier terme d’une progression
—11, sa raison est 13. Calculer
compris entre 1983 et 2050.

Lepre™ ™
githmétique est
jous S¢S termes

IUne quite arithmétique de 80 termes a pour
omme —16360 et pour dernier terme —402 .
calculer le premier terme et la raison de cette
suite.

3.

Soient aet b deux réels, (u,) une suite réelle

telle que Pon ait 1wy +24, +...+u, = p(ap+b).

3) Montrer que la suite u est arithmétique.

b) Calculer le premier terme et la raison de
cette suite.

4,

Déterminer une suite de cing termes sachant que
lewr somme est 285, leur produit 451715880, et
Qe leur raison  est comprise entre —20¢f20-

.5'

ﬁ‘ﬂrminer la suite géométrique u décroissante,
TOque U xu, =144 et u +u, +uy =63, et

nc tOLlS ]eS termes sont POSitifS
6,

Une it

, SUite géométrique v est telle que :
8 -

Mleyler v

<, . 0V, laraisonde v et
u+v|+.”+v' ;

Sujy »b,¢ vérifient les conditions
, dnteg

Q,h C
' Sont dans cet ordre , trois termes

@ }

consceultifs d’une progression arithmétique.
* b, ¢, a sont dans cet ordre , trois termes
consceutifs d’une progression géométrique.
at+b+c=12.
Calculer a,b,c.

@

Une personne a placé une somme S aupres
d’une banque. A la fin de chaque année,

I’intérét de ce placement est égal au Biéme

de la somme placée en début d’année. Les

intéréts ne sont pas retirés et produisent eux-

aussi les autres intéréts.

a) Quelle est la somme due a ce placement a
la fin de la n-iéme année ?

b) Pendant combien de temps au moins devra
durer ce placement pour que la somme due
soit supérieure a 2S ?

19

u est une progression géométrique .
a) Montrer que u, xus = (uy)?.
b) Calculer u,u,,u;,u,,1; sachant que :
uy, >0
u, xu; =81
u, +uy +u, =39 f

@

Soient x, y,z trois réels distincts deux a deux
x#0;

tels que { (x,y,z)est géométrique.
(3x,2y, z)est arithmétique.

Calculer la raison de la suite géométrique.

i, = l;u, =4 ; pour tout entier naturel

n-u”,H.: = —3H”+| + 4”" .

a) Montrer que la suite v, définie par
v, =M, —u, est géométrique .

b) Calculer v, en fonctiqn de n.
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(On évaluera d’abord _

s =v . +v _,+...+v, en fonction de n,
n n-| e L 0 . 1 . 'C

( —u, cten dédun

n

puis en fonction de ¢
I'expression de « en fonction de n.

Un litre de super cotait 375 francs cfa au

premier janvier 1987. .

a) En supposant une augmentation régulicre
de 10% . calculer le prix du litre de super
au premier janvier 1990.

b) En quelle année le prix du litre de super
sera-t-il au moins le double de ce qu’il
était au premier janvier 1987 ?

®

Soient les suites définies par :a, =2;b, =3 ; et

an+1 = %(30'” + Zb:r)

pour tout entier naturel »n,

1) Soit u définie par u, =a,+b, .
a) Pour tout entier naturel », exprimer
u, ., en fonctionde u, .
b) Calculer u, .

2) Soit v la suite définie par v, =a, —b,

»

a) Calculer v ,, en fonction de v, .

b) En déduire I’expression de v, en
fonction de n.

c) Exprimer a, et b, en fonction de n,
puis calculer les limites si elles existent
des suites(a, ) et (b,).

1) nétant un entier naturel, résoudre
I’équation ln(?"x) =2n.
2) On considere la suite v définie par
1n(7"vn)= 2n.
a) Calculer v;.
~ b) Montrer que la suite v est géométrique

et déterminer sa raison.Calculer la
limite de la suite v.

¢) Déterminer un entier n, tel que, pour
tout entier n>n,, v, >100 .

bn-i-l = %(zan + 3b:r)

(226

La suite u est définie par u, = "
1 pollrmul

entier naturel n, u, :Eu” 3.

Soit @ unréel et v la suite définje par y
n=U

a) Déterminer la valeur de a pour gy, s
suite v soit géométrique, puis Préciser

: s

raison. a

nTq,

On pose w, =, —0.

b) Montrer que la suite w est géométriqye s
précisser son premier termer et sa rajson

c) Exprimer w et u, en fonction de »,

d) Calculer les limites des suites w,u ,SeT
sachant que S=w,+w +....+w, et
T=uy,+u, +....+u,.(On exprimeraSet T
en fonction de »).

SUITES DEFINIES PAR UNE RELATION DE
RECURRENCE DU TYPE u,,, = f(u,) .

Soit la fonction f* définie par

f(x) =4x+1—xe* .

1) Montrer que ’équation f (x)=0 admet
une unique solution 4 dans intervalle

2;2 .
2 3
2) Soit 4 la fonction définie sur [-2-;2] par

h(x)= 1n[4+%}

. 5 e

a) Montrer que A est 'unique solutlond
I’équation h(x) —

b) Etudier les variations de la fonct

-
sur [—;’- 20 .

J 3. t une
¢) Montrer que I’image de ['2‘2] =

ion h

tel
partic de %; 2} et que pour tout rev

3 ) 1
xe|:—2-;2}, ‘h (\)| < ™ |
d) En déduire que pour tout réel

i L "ﬁl
.\C!Cl:a';zjl, h(v‘.)—ﬁ|£10|r
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ERIQUES.

¢t pour

(S

it 1 1 quite définie par w =
S0

)

—

it entier natarel o, = h(u,
h] \fontrer que pour tout enticr naturel n,
a) !

B

i | :
”ne '\‘

" -l < I_(SIH" —/fl :

u,,-ﬁ|5

2x10"°

b) Montrer que la suite u converge vers /3.

¢) Trouver le plus petit entier naturel 1, tel
que pour tout entier naturel n > Ny, est
une valeur approchée de g a 107° prEs,

N

Soit la fonction f* définie par

f(:)=Jx+% et la suite » définie par u, =0

H 3 ;
e, =,[u +Z pour tout entier naturel ».

1) En utilisant la courbe représentative de
lafonction ', conjecturer que u est

troissante et convergente vers un réel de

:
2

2) Résoudre I’équation f(x)=x.

3) I\;Iontrer que pour tout réel xde 0;%}

'] l
=<7 (x)s —
4)E3nu" V3 inégalité
tlisant la propriété de I'inégalité
¥ dccroissements finis, montrer

A€ pour tout réel x de 0;3},
2

$)-3
/()2

3
x—— .
2

Tl

V3

)

ontr .
¢T'que pour tout entier naturel »,

' lfn e[o’_?'_ i
2 L]

1 3
2

5“1-"",.—}- ;
V3l o2

b
" 2'*‘ i i< Hoom,
Ji) 2 :

6) Montrer que la suite - converge vers 5

©

On se propose d*étudier la suite . définic par

(‘u_

nel

y=—=ctu, 6 = :
2 ", +2

I) Soit f P'applicataion définic dans
-2;+00[ par f(x)=— .

el 055

b) Etudier les variations de f, puis don-
ner I'image de [0;1] par la fonction f .

¢) Démontrer que : pour tout réel de

1 2
[0;1], -Z < f'(,\:) SE .

d) Démontrer que I'équation f(x)=x
admet une unique solution @ dans
Pintervalle [0;1].

2) Démontrer que pour tout en entier naturel »,

* u,<[01];

2
u, , — a| & —|u” = a| ;
3
n

b |u" —alS =

* Endéduire que la suite est convergente,
puis calculer sa limite.

Soit f est la fonction définie par :
f(x)=2e" -7,

1) a. Etudier les variations de la fonction £
sur I'intervalle [0;+co].
b) Construire la courbe (C) de f, la
droite d’équation y = x, et la tangente
en (C) au point d’abscisse 0.
2) a. Montrer que la fonction
g:x—> f(x)—x eststrictement
décroissante sur [0;+e] .
b) En déduire que I'équation f(x)=x
admet une unique solution positive
. I
notée b telle que =& b<l.
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3) a. Montrer que pour tout réel x de

[%;1} CS(x)e |:]§:I

b) Montrer que sur

|
= 1} ()| <5
4) Soit (u,) la suite déhnu. par
pa =S (1) et uy ==

a) Montrer que pour tout entier naturel »,

= U € 1:%1] x . lu,m —bl S%|u” ~b‘ ;

n+l
%0
2

b) Montrer que la suite # converge vers b.

¢) Déterminer le plus petit entier &, tel
que u, soit une valeur approchée de

u

bal0™ pres.

AUTRES SUITES.

Pour chaque suite (u, ), étudier la convergence
ou la divergence.

2n+3 n
1) = : 2) U, =ex
Y U=\ * D p[?ﬁm}
2 _
3 u, =”—2” . 4) un=exp(\/n+2—\/;);
n_
J) . =1n(\/n2+4n—n); 6) u, =M;
4n+sinn
7) u, =lcos££ s 8)u, =In n'sin'l :
n 3 n

Soit la suite (v, ) définie sur N* par

1 1
u,= + +...+

Jn2+1 Jn?+2

|
Jni+n

1) Démontrer que pour tout entier naturel

n non nul, on a ’encadrement :
n

Jnt+n

2) En déduire que la suite (u,) converge,

SH. 8

n*+1

La suite u est définie par :
n n n
u,=—= +iaF : +
nt n?+1 n*+2n +2"+l
a) Donner le nombre de termes (e u

b) Démontrer que pour tout entjer
- n+1
g, 2H)

LU, S
n+1 n

¢) Montrer que la suite( u,) . est
convergente et calculer sa llm]te

h

non nyj ,

On considére la suite (u,) définie sur ' par-:
1

1

. J2x3
L 1 :
= sin>0.
S Z;J(11+k)(r1+k+1)

1) Calculer une valeur approchée & 10~ prés
des réels u,,u, efu,.

2) Montrer que u,,, —u, est égala
l ] e L = ﬁ eten
V2n+2\\2n+1 2n+3 2n+4

déduire que la suite (u,) est strictement
croissante.

3) Montrer que pour tout entier naturel 7 non

nul,ona:___ D Do et
1I2n(2n+1] (n+1)(n+2)

4) En déduire que la suite (u,) est majorée
par 1,

5) Etudier la convergence de la suite (“n)'
Que peut-on dire de sa limite ?

D

Calculer la limite de chacune des suites définies,
comme suit :
n+sin n2+(—1)"
a, = : — ;C, = n 1
n? " n? | '
1 n " ;f'._] ;
g, =(1+—-] e =[ = ] i, -“-"(e ] :
n " \n+3
n "
f" .5___3__
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1 1
- ite w partu, =l+—+—+. 4 —
ﬁdémm la su p TRET -

M

)= [1a X, 2
j fonction fopar:f(x)=¢ [14- +—+...+—-).
:

21 n!

e X Fa,
. Montrer que f'(x)=-¢ x— sul [0,1]_
p) En Jéduire que, pour tout réel x de

1
(NTAC) i
o) Enappliquant I’inégalité des
accroissements finis sur [0;1], montrer
lu =1 <L
Ll P T
§) En déduire que la suite (u,) converge
et calculer sa limite.

I

{ ) Lasuite v est définie par:v, =u, +
2) Montrer que la suite v converge%érré'e.
b) Montrer que la suite u est croissante et
la suite v est décroissante.
¢) Endéduire que pour tout entier naturel

B, <e<v. .

Sitla suite (,) définie par la donnée de u,
tlque 0 < U, <let pour tout entier naturel
E ]+It”

5 P e
) Mont : ‘

"ontrer par récurrence que pour tout en-
" nature] 1, 0 < u <1.

(JICJ Etudiear le signe du polynéme
P2 +x+1 pour xe [0;1] -

)

b

Exprimer 2, —y2 en fonction de u, -

['.“} En déduire 1a monotonie de la suite u.
) EI} déduire que la suite u est convergente,

Q PUS caleuler sa Jimite.

i Fiy i

afh)“ Iy rnlctlon définie sur |0; +co[ par

Ontre
'intcn,;]?ue' pour tout réel x de
©1mn+1] ot n est un entier

nonnlil,-_l__ ' <l
i s {x)s .

nall.lre ]

b) En déduire que pour tout enticr naturel non

I
nul n, ESIII(HH)—ln(H))S; ‘

On définit la suite u par :u =|+l+l+,,,+1.
n 2

n
¢) Montrer par récurrence que

1
;-Hn(n)Su” <1+In(n).

d) En déduire les limites de u, ctde

in(n)

On donne deux suites u et v telles que
u,=5etv,=1, et pour tout entier naturel

?

U, = Uy Yy etv,,, =M.
2 u,+v,

a) Montrer que pour tout entier naturel,
V. <Y,

b) Démontrer que la suite u# est strictement
decroissante

¢) Démontrer que la suite  est strictement
croissante.

d) En déduire que les suites v et v sont
convergentes.

e) Montrer que
(u,-v,)< %(un_, -v,,) et lim(u, -v,)=0.
f) Endéduire que lim (z,)= lim(v,).
H—s+00 n—+x

Vocabulaire : Lorsque deux suites vérifient

a),b),c)ete), elles sont dites adjacentes.
g) Montrer que u,xv, =5 et en déduire que V5 ;
est la limite de («.) . !

L]

Soit la suite (u,) définie par son premier terme
u, et pour tout entier naturel 7 non nul, par

u,
u,, =—"- .

n+l
1) Onguppose que 'ona u, > 0.
a) Montrer que la suite («,) est décrois-
sante et minoree.
b) Montrer que pour tout entierfrl]aturel n
nonnul,onaona: 0<u, <— .

}
¢) En déduire que la suite (u,) ést ;
convergente et déterminer sa limite.
2) On suppose que I'ona u <O0.
S’inspirer de la question 1) pour étudier la
convergence de la suite (1,). |
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Soit la suite (un] définic sur N par w, =— -

1) Calculer les six premiers termes de la
suite.

Montrer que la suite (u,) est décroissante
sur N—{0:1}.

Montrer que la suite (1, ) est convergente.
Montrer que pour tout entier naturel #

- 2n
distinctdel,onaO<u, < (—T);
n-—

En déduire la limite de la suite (un).

On considére les deux suites u et v définie sur

u +2v
) u, =letu,,, =—= !
N par:

u, +3v,

v =12etv A =

n+l
1) Onpose w, =v, —u,.
a) Montrer que (w,) est une suite
géométrique.
b) Exprimer pour tout entier naturel n

non nul w, en fonction de n.
c) En déduire la limite de la suite (w").
2) Montrer que la suite u est croissante
et majorée par v, et la suite v est

décroissante et minorée par u,.
3) Que peut-on déduire des questions
précédentes des suites wetv ?
On pose 1, =3u, +8v,.
Montrer que la suite (fn) est stationnaire.

5) En déduire la limite de uetdev.

4)

On considére la suite (u,) de nombres réels

positifs définie sur N* par ;
u, = e* et pour tout entier naturel n nop nul,

(uml) xe=u,

On considére la suite (v,) définie sur N° par :

I+Inu,
2

1) Pour tout entier naturel n non nul,
exprimer v,, en fonction de Inu, puis en

‘J —_
n

fonction de v,.

2) En déduire que (v,) est une suigg
bdomilriquc dont on détcrminua le
pmnu.r terme ct la raison. Exprimer v
puis 1, en fonction de n.

3) Déterminer la limite de chacune des

(v,) et (u,)-

SUll es

On considére la suite (u, ) définie par sop

premier terme u, > 2 etpar u,, =24y

1) Démontrer que la suite (u,) est minorée
par 2.

2) a) Montrer que pour tout entier naturel, op

au,, —2=—F—r
J2+u, + 5 5
b) En déduire que : u, —2 <! 4 ;
3) Montrer que pour tout entier naturel n, on

u
au —2%<

4) Déduire que la suite (u,) converge vers2.

h

On considere la suite () définie par u, =let
3u, +4
u, +3 '
1) Montrer que pour tout entier naturel », 1,
est positif.

n+l T

2) Montrer que si la suite (u,) admet une
limite ¢, alors ona f£=2,
On pose v, = =2
u, +2

3) Montrer que (v ) une suite géométrique
dont on déterminera le premier terme et 13
raison. Est-elle convergente ?

4) Exprimer u, en fonction de n cten
déduire que (u ) est convergente.

s,

On considére 1a suite (u,) définie par
3

16

u, =Telu, . =u, 2 4

2

230
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5 Montrer QU

j

9

ot la courbe C d’équation y =y? +i

) muimitc (D) d’¢quation y =y, 16
f.[ m:;mirc géométriqucnwnl les cing
(;:}ﬁcrs (ermes de la suite ( )

oue quggdre cette construction ?
M & .

¢ pour tout entier naturel », on
| 3

:‘1":;”!'.'

[T

-.-4-.

3 \1inm:r que pour tout entier naturel n,

connul 20,y =, et =u, , sont de méme
Gene. Déduire le sens de variation de la

suite (1, ]

;) Montrer que la suite (u,) est convergente.

Gitlasuite (u,) définie sur N par :

7
=—etu,,, =—In(cosu, ).

1) Etudier les variations de la fonction f de

[{};{ dans R définie par :
f(x)=-In(cosx).

) a) Etudier le sens de variation de la

fonction g de 0;% dans R définie par :
8(x)= f(x)-x.
Y Déduire que I’équation f(x) x admet

- . ﬁ
une solution unique e dans }0;5[-

Ponner un encadrement de @ dans un
ntervalle d’amplitude 1072,

a T ~ . ’
Mracer dans un méme repére orthonorme,

a‘.courkfe C de 1 et la droite (D)
equa"()n y=nx.

:::Prffsenler graphiquement les quatre
tmiers termes de la suite (”u) :

IM
0 r
"rer par récurrence que, tous les termes

([ PR
suite (4,) sont dans [0%}

Mo

ntrer e :

dorrAue la suite (u,) est
Croissante,

) M()Illl‘c

C

Tque (u,) est convergente et
I'sa limite,

On définit la suite (u,) par la donnée de ses
deux premiers termes u, = 6,u, =1 ct larelation
de récurrence :
I
Uy ==—U, +~—
(u” F=p .

nil

) 6
1) Soit la suite (v") définie sur N—{O;l}
par: v, =u, +EH"' Montrer que cette

\ . ; 1
suite est géométrique de raison —.

2) Démontrer que la suite (w, ) définie sur

N-{0;1} parw,, =u

n+l

I
-Eu" est une

suite géométrique de raison s

3) Calculer v, efw,. Exprimer v, et w,  en
fonction de n. La suite (vn) est-elle
convergente ?

4) Onpose: S, =u, +u, +...+u, .

Démontrer que la suite (Sn) est convergente et
déterminer sa limite.

Au bout de la premiére semaine de
fonctionnement, la production de boites d’un
médicament générique est de 200 000 unités.
Par suite, on envisage d’augmenter cette produc-
tion de 3 % par semaine.

On note :

e U, laproduction, en unités, a la fin de la
premiére semaine, (U, =200 000),

e U, la production, en unités, a la fin de la
2¢m¢ semaine,

e U la production, en unités, a la fin de la
n-iéme semaine.

1) Caleuler U, et Us.

2) Quelle est la nature de la suite de terme
général U, ? Préciser la raison de cette
suite.

3) a) Exprimer U, en fonction de n.

b) En déduire la production au bout de la
[ 2¢mesemaine. ( arrondir le résultat a

|*unité). 5
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SUITES NUMERIQUES.

4) L‘équmionmuonnzzonuuox(l.03)”'

permet de déterminer le nombre 71

de semaines néeessaires pour que la

fabrication atteigne 300 000 boites.
Résoudre cette équation en faisant figurer les dif:
férentes étapes du caleul et arrondir le résultat a
["unité.

Q

Une suite géométrique (C, ) est définie par :
C_=1000 et, pour tout entier naturel »,

C.,=10225C,.

Dans ce qui suit, arrondir les valeurs approchées

3 107, _

1) Calculer C, C, C,-

2) Pour tout entier n de N, exprimer C,en
fonction de 7.

3) Déterminer le sens de variation de la suite
(C,)

4) Déterminer le plus petit nombre entier »
tel gue: 'C, =22C;.

o

Une entreprise fabriquant du matériel pour

les laboratoires augmente chaque année sa
production d’un certain type de piéces de 6 %.
La production P, de la premiére année est de
45 000 pieces.

1) Déterminer la nature de la suite des
productions annuelles en précisant le
premier terme et la raison.

2) Calculer la production P, pour la
deuxiéme année, P, pour la troisi¢me
année, P, pour la quatriéme année ; les
valeurs seront arrondies & ’unité.

3) On désigne par P, la production de 1’annde
n. Exprimer P, en fonction de n.

4) Calculer la production de la douzieme
annce (arrondir a I’unité).

5) Déterminer en quelle année la production
P, , dépassera 100 000 pigces.

Le 10 Janvier 2012, 1a Populatigp 4
s’¢levait a 30 millions d‘habitan;1 ;' M pay
que I"augmentation de |a population Stime
ans a venir sera de 2 % par an. - Urleg ¢ |
1) Calculer la population ay |
puis au I Janvier 2019, [ ¢
donnés en millions et arronq

Tésu]talsmr’

11 ' Bal

2) Que f est | aLrlglmcntahon € Pourceny,
entre la population au I Janyie, 2012 o
population au I Janvier 2019 9 ré e]th
sera arrondi a 0,1 %. i

3) Résoudre dans I’ensemble des nombres
réels, I’inéquation : 1,02 > 12,

4) Déterminer I’année a partir de laquelle
la population dépassera 36 millions
d’habitants.

@

Deux capitaux sont placés simultanémenta -
intéréts composes :

le premier de 2 500000 F a 4,5 % I"an; le second
de 3 000000 F a 3,5 % I’an.

Calculer le nombre d’années de placerqentépf!;i
tir duquel la valeur acquise par le premier ¢
dépassera celle acquise par le second.

®

On a injecté un centimétre cube
calmant & un malade.

Toutes les demi-heures, son 0rgd
10 % de ce produit.

de produt

nisme ¢lim®

; Al
1) Quel volume de ce produit calllﬂﬂll:r‘;s ot
au bout de six heures ? Arrondir
al107. e opgs e
2) Sachant que ce produit n'¢st Pnférieur _
lorsque le volume restant est 1, .+ combi®®
500 millimétres cubes, aU _bql[llcmcace?
de temps le produit sera-t-1
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1-1 PRESENTATION-NOTATION.
1-2 PROPRIETES DES INTEGRALES.

1.2.1 Linéarité.

1.2.2 Relation de Chasles.

1.2.3 Autres propriétés des intégrales.

1.2.4 Fonction définie a I'aide une intégrale
1-3 CHANGEMENT DE VARIABLE AFFINE.

1-4 INTEGRALES DES FONCTIONS PAIRES, IMPAIRES OU
PERIODIQUES.

1-5 INTEGRATION PAR PARTIES

QUELQUES APPLICATIONS DU CALCUL
INTEGRAL.

2-1 CALCULS D’AIRES.

2.1.1 Généralités.
2.1.2 Aires des portions du plan délimitées par des courbes simples.

2-2 VALEUR APPROCHEE D’UNE INTEGRALE PAR LA
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4’0
@CALCUL PRATIQUE DES
INTEGRALES.

> Calcul des intégrales en utilisant :

— Les primitives usuelles ;

= Lalindarité ou la relation de Chasles ;
Une intégration par parties ;

Un changement de variable affine ;

La parité, la périodicité d’une fonction.

> Obtenir les inégalités a partir des intégrales.

> Etudier les fonctions ou suites définies a I’aide d’une intégrale.

1.1. PRESENTATION-NOTATION.

2= Prendre un bon départ

Soit f une fonction continue sur intervalle T de R. Soient Fer G deux primitives de f surl.
a) Ecrire pour tout x élément de I, une relation entre F (x)etG(x)

b) Soienta et b deux éléments quelconques de 1 . Comparer F(b)-F(a) et G(b)-G(a) etan
déduire que le réel F(b)-F(a)

est indépendant du choix de la primitive de I

Soient f* une fonction continue sur un intervalle de
éléments de I.
® Leréel F(b)-F(a)estindépendant du ch
® Ce réel est appel€ intégrale de a a b de ifi

R, F une primitivé de f surl,aeth deux

0ix de la primitive de f.

. - x b . .

Lintégrale de aab de / senote [ f(r)dr et se lit « somme de @ 4 bde f(£)dl > "
. . o

Dans cette notation, le réel ¢ est la variable d’intégration de f, et n’intervient pas dans

résultat de I’intégrale. Il peut donc étre remplacé par n’importe quelle lettre.

b
)df =Jl”f(x)dr=_[if(u)du =...
F étant une primitive quelconque de f,r f(r)d; :[F(,)]"’ = F(b)— F(fr) :

r . IJJ .
On peut donc écrire : I::j (1

234
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ARQUE |
mr tout ¢lément @ de l,ona F ( ) F(a)=0. Dot J S(1)dt =0,

, pour tous a ¢t b del, F(a)-F(b)= [! b)-r (u)]. Par suite L S (1)t :—I:/'(f]f‘" .
s Soit @ un élément de 1. Pour tout x de |, j' /( )dl =F ( ) F(u).
it G application de 1 vers R définie par G(x)=F(x x)-F(a).
G est dérivable sur let G'(x)= F'(x):f(x] ct G( ) 0.
G est donc 1a primitive de / sur [ telle que G(a)=0 .

i f estune fonction continue sur un intervalle [ de R et @ un élément de I, alors la
fonction : x> I £ (#)dr estla primitive de f sur [ qui s’annule en a.

1) Calculons I’intégrale A = _[ cos2xdx.

La fonction f : x> cos?x est continue sur R. 0 et 5 étant des éléments de R, I'intégrale
A est définie.

, 1
D’autre part cos2x = 2cos?x —1; par suite cos?x :E(l +cos2x)
| : z 1 3
i J-2 cos’xdx = IZ l*{‘lCOSzx dx = f—+—si:12x] =2 .
? 012 2 2 4 o 4

2) Calculons B = IU sin® xcos2xdx _

On peut vérifier comme pour 1) que B est définie.
sin’xcos?x = sin*x(sinx )(cos? x ) =(1-cos>x)cos”x sinx
= cos?x(sinx)—cos"x(sinx)

3

n
g 1 7 [ (Y af2) |2 1,22 1 a2 2 72
“‘5*;]‘“57 L2 )T 1s 37 8 5T 32 15 120°

13) 0= r;tanxdx _ IU sin x dx |: mlcosx\] ln(coso)]+{ln cos%)]

4 COS X

C= 3”(:{2-2—] =[ln(2)E —ln2] = [%hﬂ —1n2) = —-EMZ-

Exercice Résolu
Caiculer I= I

0
’ 20 s 1 ;1 5
B = I,-;(COS XS8INxX —cos XSHTX)dx — —-SCOS x+§cos X

R (cost—tsint)dr.
c:DOSam f(f)=tetg(1)=cost,ona f’(t) letg'(t)=—sint.
e =1"(1)g 1)+ (1) (1) = () (1)

MMitive de : 1 1 cos — tsint est la fonction : ¢ 1> fcost . Par suite

I= .
& I (°°3f~rsmt)dt —-[rcosr] -[zrcos:r Ocos(J]=-~'r AR |
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2) Calculerl] = L‘r 1=#2dr pour toul .rdle[ﬂl;l].
Posons u (1) =11 su'(1)==21 3t :—En'(r)

o i . i E ., )
tJ1—r2 =—%u'(r)(rl(!))3 . Une primitive de la fonction 1 - e (t](u(z))l est la fong;

rna—%[r:(f)]g =——[1—r 2.
J= I: t1-13dt = —5[1—x2]2 ;

o | Lt

i A o S’exercer
L‘g”"" _

1.a Justifier ’existence de chacune des intégrales ci-dessous et la calculer :

4x—3
A= edx ; B=|? dx ; C= sin xdr-D .
I * »[ ops” iy '[ I"Zx =3l
1.b Calculer les intégrales suivantes :

; 1 e
1) jneu+1dze :

l.c Calcu]er les intégrales suivantes

-
v 3 SINX
e m)_[3 dx

0 cosx

2
i cos?xsinxdx ; 11 sinxcosxdx; 11 sinxe*“*“dx 1 iv ri!_ ’
)J )I )I )I'r2 4.\‘+1£Y
1.d Calculer les intégrales suivantes :

) . . X+1 .2 % e
i) Umdx ;i) IUxe el m)j m : IV)I_I(.I—I) dx.
1.2. PROPRIETES DES INTEGRALES
1.2.1 Linéarité
N

.‘hf /

__aPrendre, un bon départ

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [ de R, aet b deux éléments del
1) Montrer que E[f(r)+g(r)]df = .[if(r)dr +j'bg(r)dr.
2) Soit a un réel quelconque. Montrer que Ibaj'(t)dr = arf(t)dr.

uu, & Retenir

—
e

.. _ cﬂts
' Soient & un réel, fer g deux fonctlons continues sur un mtervalle I de ]R aetb de“" élé

de! Ona:
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o [arld=af s

L o Siaetf deuxréels, alors IZ[af(f)+ﬁg(t):| dt = aﬁf(r)dt+ﬁﬁg(:)dt

b

1) JO cosixdx = % Déduisons ’intégrale de stin?xdx 3

)

1
I-Z—Idx [x], +2[li|x+1]], ==1+2in2 - 2In3 =

Le Calculer I’intégrale H = I:[e_? +2.1-—1de; k= chosz (2x)sin(x)dx.

122 Relation de Chasles.

Soi /" une fonction continue sur un intervalle I de R. Soient a,betc trois éléments de I, F une
Mimitive de f surl.

“omrerq”ef J()de+[ 1 (e)de =["f(1)

i f llne fonctlon continue sur un mtervalle I de R . 'q, 2.betc trois éléments de .
: I J() (" dt = I i [t)dt+j f(r)at. (Relation de Chasles)..

k
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2] L= J;|_\'—2|d_\'=I;(—_\'+2]d\'+ﬁ(.\‘—2)d\"

2 2 4 (
3) L=|-s2x| +|Z -2x =(-2+4)+ i—6~2+4J:2+1:£,
- 0 - 2 2 & 2

Exercice Résolu 1 :

Calculons I 22X +3x-5 dx
I

Soit f la fonction : x> 2;+_3x--_5

est continue sur I’intervalle [0; 2].

x+2
Ecrivons f (x) sous forme ax+b+
x+2
A Iaide de la division euclidienne, on a: f(x)=2x-1- 5 Ainsi :
) x+
22x" +3x—35 2 3 . T 2
IOTdr=IU[2x_1_x+2jdx— [x —x—31&(x+2)]0 =2-3n2.

Exercice Résolu 2:
1) On donne ;= Ecoszzxdx et J:J'Esinzzxdx. Calculons 7+J , I-J , déduire [ et J.
* I+J =Ecos@xdx+!fsin@xdx=E(cosz2x+sin2 2x)dx=IO5 dx.
I+J =[xz ==

o ) =I§c0522xdx——.|'§sin22xdx=E(cos@x—sinz 2x)dx;

m

I1—-J =I5C054xdx=|:lsin4x:|2 =10
0 4 "

T
On a I+J_E afc::ch=J=—:E .
I1-J=0

2) Calculons I:Inxdx + j: [x +/n l)dx ;

x
D’aprés la linéarité de I’intégrale on a:

e ¢ 1 ¢ I
Illnx dx-hjl x+ln; dx:L(lnx+x——lnx)dr = |xdx ;
€ ¢ 1 1 3 é? |
I In x dx+j x+Iln—|de=|=x?| =———,
: I I\, X & ) 2 2
3) n étant un entier naturel, calculons en utilisant la relation de Chasles

1,=[(1-pe-1)) e
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o) e[ 00 e [0y
e — J-_I,r"d_r - L (2 —-x)" dx = ——I——[x’”' ]l_] ——I—[(Z ~:c)mI :r

n+1

1 |: n+l | 1
=——|1—=(-=1 j|_.___, o f [ (1! . 1 n+l
n+l ( ) n+l[ I] n+1 l ( I) +I:|_n+l[2_(_—!) ]
o Si n estpair, n+1 estimpairet (=1)"' =—1; par suite/ = 3 _
"ol
i n estimpair, n+1 est pair et (=1)""' =1; par suite 7 =——
"o+l

y

1f Calculer I | (x—l)3

g Calculer au moyen de la relation de Chasles les intégrales suivantes:

) ’[:Ux\—lx—lndx; 11) I:|0082xldx; iii) j§|sinx—cosx|dx.

dx .

3

123 Autres propriétés des intégrales

endre un bon départ

Soit £ une fonction continue sur un intervalle [ de R . aetbh deux réels tels que a<b.

1) On suppose que pour tout * de I, f(x)20 . Soit F une primitive de / sur L.

Donner le sens de variation de F et comparer F(a)etF (). Déduire le signe de J.bf(f)df .
Répondre aux mémes questions qu’en 1) si pour tout X de I, £ (x ) <0, ’

At-on Jes mémes résultats si actbsont deux éléments quelconques de 1?

l)
j)

M aerh doux .réellsl tels que a<b , : f -et- é_t;léux fonctions continues sur [a;b].' s
(W

Si pour oyt x de [a;5], f(x)20, alors j" f(x)dx20.
8 Q: b 4

Si Pour tout x de [a;b] I ( <0, alors _[:f (x)dx <0.

I
I
|
l
f
l
|

e x) g |
e S Pour tout x de [a;6], 7 (x)<g(x), alors I:f(x)deIzg(x)dx.
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REMARQUE 1

e Soicnt a et b deuxréelstelsque a < b

téels tels que, pour tout x de [a;b], < f(x)<M.Ona m(b-a) _[ S (x) < M.,

et f unefonctioncontinuesur [a;b]. SolcntmmM
cu)‘

Des inémlilés m< f(x)< M sur [a;b], on déduit _[“mdxs L_/ dx SJ(}deel par sujt,
m(b—a _[f x)dx<M(b-a a)-

Si f est une fonction continue sur [a,b] telle que pour tout x de [a;b] |f | M, alogs

~ [ £(x)ee| < M(b-a)

REMARQUE 2

e Soient aetbdeux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a; b] . [l existe un réel

¢ de [a b] tel que I’on ait f(c

®le réel j f(x)dx est appelé valeur moyenne de f sur [a;b].

En effet f étant une fonction continue sur [a b] elle est bornée. Il existe donc deux
réels met M tels que pour tout x de [a b], m < f( )< M.D’ apres la remarque 1, ona

m(b— a) < Ibf(x)dx< M(b- a) Comme a < b, on peut écrire

___jf

1) Soient a ,f deuxréels et f la fonction définie sur [a; b] par f(x) =ax+p.
Déterminons la valeur moyenne de f sur [a;5].

blaj(ax+ﬁ)dr=z]:;[ax§+ﬁx} =bla{[a%+ﬁb] (a%i+ﬁaﬂ

1 bZ 2
— b_a[a?—a%—+ﬂb-—ﬂai|=a(a—;b]+ﬂ.

g . . a+b c$e t[a\ﬁlf

La valeur moyenne de I’application affine f sur [a;b] estleréel /| —— |
a+b 2

de f en

qui est le centre de Iintervalle [a;b].

2) Calculons la valeur moyenne de la fonction - X > sinx sur [0 ;r]

j sin xdx =[~cos x| =—cosz +cos0=1+1=2.

=Y . . v T, e
La valeur moyenne de la fonction : x+ sinx sur [0; :r] est _I_J' sin xdx =

\240]
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ilerminalq D & T1

e
!
| A gere 1 suite (u ) définie sur N’ par: _J‘
! cons
o perque la suite (, ) est minorée par 0.
Mo dler e sens de variation de la suite (u Y

i

) jMontrer que la suite (",.) ¢st convergente,
3 a' n

> pour tout £ €|0;1|, ona 0< E
b]Monlrer que pou [ ] na =

7 <1 eten déduire la limite de (u,).

Sn‘ﬂ'iﬂn : n

| L fonction £ F—)-i? est continue sur [0;1]. Pour tout ¢ de [0;1], 0na

£, (020. Il en résulte j' £, (t)dt =0 car 0<1. Par suite u, 20 pour tout entier naturel # non |
ql. La suite (u ) est donc mmoree par 0.

3 Enudions le sens de variation de la suite (u )

n+l n
1t U |
b T " 01472 dt_j“lﬂ2 B 01+t2(r-1)dt'
2 A
Pour IE[O‘I] t—1<0et m>O. Par conséquent l 2(:-1)50 et comme O0<I1,
+1
Ll -(t-1)dr <0.Par suite u,,, ~u, <0 et la suite (u,) est décroissante.
+

jalasuite (u,) est décroissante et minorée. Elle est donc convergente.
n

b) Pour t>1,1+72>1; on a alors : <let <
1+¢2 1+¢£2 1+¢2

<¢". Il en résulte que :

]

1 n+l !
* 1
OSJ. £ <Ir dt. D’ou0<u, {t } CEo 0Ew. £— ;
1417 n+1 n+l

Dautre part lim -—l— =(.La suite (u ) est encadrée par deux suites qui convergent vers 0. On

n>im 4] |

\_ e déduit que la suite (u,) converge vers 0. )

CalCuler la valeur moyenne de chacune des fonctions suivantes sur I’intervalle indiqué.

fxb—-) 1 2cos x sur .__371' -
: : ; X b sinx—2cos — :
; lcoszx Sur [0’4 W 4" 2
hixpes 2 : ; ; sinx 0Z].
5 sur [152] ;d) k:xe p— SUT[ ,4]
241

Scanné avec CamScanner



1.2.4  Fonction définie par unc intégrale

'-"\“.‘ A /
;:%j;ePrendre un bon départ

Soit la fonction F : x - ['f(r)dr o f est une fonction continue sur un intervalle | g, R ¢
¢lément de 1. ’ ‘i
a) Soit G une Primitive de fsur I. Exprimer F(x) en fonction de G(x)

b) Montrer que F est dérivable sur 1 et donner I’expression de F’(x) pour tout x élément de|

Soit f une fonction continue sur un iﬁtervalle I de R. Soit a un élément de I.
® LafonctionF: x> L f(2)dt est définie et dérivable sur I et pour tout x de I SEE (ol /(%)
® Pour étudier le sens de variation de F, il suffit d’étudier le signe de f. |

dt

i 1+1*
.| a) Donnons le domaine de définition de F.

Soit la fonction F : x> j;

. 1 i, i3 .
La fonction f :71» e est définie sur R car pour tout rde R, 1+47* >0, fest donc
1+1¢ '

définie sur R . fest en plus continue sur R donc sur [0; x] pour x > 0 et sur [x,0] pour x <0.
V3 F est donc définie sur R.

b) Déterminer la dérivée de F et donner le sens de variation de F.
' 1 '
Pour tout x de R, F'(x)= . i x)=0,

1+ x?

F est donc strictement croissante sur R .

oy

Exercice Résolu: Fonctiondéfinieal’ aide d’une intégrale

F est la fonction définie sur I’intervalle [0; +oo[ par F( x) 5 j' *+1

X ARl Rl e 0: 4]0
' 1) Préciser I’ensemble de définition de 7 et donner son sens de variation sur I’intervalle [ :

' 2) On définit sur I’intervalle [0;+oo[ les fonctions G er par G (x) = F(x)—xet H (x)= F(I)“‘j‘r
- a) Etudier sur I’intervalle [0; +00[, les variations des fonctions G et H.

b) En déduire que pour tout réel x>0, on a :_Z_x < F(x)s %
: ¢) En déduire la limite de F en +o, 3
' 3) Dresser le tableau de variation de F sur l’intcrvalle[o; +oo[
+4) a)Demontrer que l'équat;on F(x)=r admet une solution unique a e[0;+[-
.- b) Montrer que r:SaS-z—Jr.
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~.n1

ull(“
de ;
\::manﬂn g

e est continue sur | 0; +oo
L3 fonction #2727y [ [

¢ définition la primitive de : 1 zf P41
jar [ 2+r+l
x“+1

X +x+1’

oour x20,F (x)>0 ; donc F est croissante sur [0;+oo
]\rananons deGetH

GetH sont dérivables sur Uintervalle [0;+00[ ‘comme somme de fonctions dérivables sur
rintervalle [0; +oo] .

sur [0;+00[ qui s’annule en 0.

Fest dérivable sur [0; 400 et F'(x)=

x?+1

pour tout réel x de I'intervalle [0; +m[G (x)=F'(x )—l:f(x);l:xzﬂﬂ— = e <0carx20.
*+1 2 (x+1)
(x\=F'(x ——= X —-—=——-=—20 our tout réel x .
H'(x) ) 3 f(x) x*4+x+1 3 3(x2+x+1) P
2] P 4l-Pox-l_ —x | —x
"(x)=—————-1= orx=0 ;donc ———<0.

v Gx) xt+x+1 x* +x+1 X2 +x+1 X" +x+1

G'(x)<0 sur I’intervalle [0;+00[ ; donc G est décroissante.

Pour tout x > 0,H'(x) >0 ; donc H est croissante sur [0;+oo] .

b) Obtention des inégalités

* Pourtout x>0, o0na:G(x)<G(0);dob F(x)—x<0(car G(0)=0) et par suite f(x)<x.

* Pourtout x>0,ona: H(x)> H(0) ; d’ou F[x)—%x >0 et par suite F(x)> %x.
D’oﬁ%x < F(x) <x.

¢) Caleul de la limite de en 4oo; %x <F(x)sx .

Comme lim F] x =40, alors lim F ( x) =400 d'aprés les propriété des comparaisons.
3

X=4+m X—r+a0

3 Tableay de variation de F

X 0 : +00

F'(x) +

F(x)
L 0

est
A FC‘tEntmue et strictement croissante sur [0; +co[ donc F réalise une bijection de [0 400[
S

nlewalle[o,m[ .
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: z : ‘
‘Ona: —;—xsf‘(\)<\ Donc -?:T(f (7)s7et -i—xE;rSI'[%n] 3
' o)

S— .

2:1'
P e Afx 3 e 23
Amsn;:—rSF(:r)Srr ¢t 7<F —2—::' S-i—:r duu!'(zr)s;rrsl* Ezr clrze[n-;_:{ ]

W
! ~
&~
; x
I.i En ¢tudiant les variations de la fonction /:x+—— sur [¢;2¢],

Inx donner un encadrement ¢
I = I——(i\ |
”‘1 1 2n+l
1.j On considere la suite (un) définie par u, = dx.
a) Calculer u,. o X +1

b) Préciser le sens de variation de (u,,)
c) En déduire que(u,) est convergente,

d) Montrer que pour tout réel x de I'intervalle [0;1], 0< xz < x*'et en déduire la limite
de la suite (u,). x*+1

2n+l

1.k On considére la suite (1,) définic par 7, = [x(lnx)" d.
a) Calculer /et 1. [

b) Etablir la relatlon de récurrence entre / et /,, etcalculer /, puis /

c) Préciser le sens de variation de la suite (IH) )

d) Etablir que pour tout entier naturel », ona: < 4. € ¢ ;

En déduire la limite de la suite (7,). "3 72

1
1.1 (u,)est la suite définie par u, = j(l —1) édr.

0
a) Préciser le sens de variation de la suite (u, ).

b) Etablir que pour tout t de I'intervalle [0;1], on a: (1 —1)" <(1-1)"e' <(1 _;')" e.
c) En déduire la limite de la suite (u, ).

1.m Dans chacun des cas suivants, justifier que la fonction F est dérivable sur R et calculer F (

x

a) Fix La'a' ; c) F—:xl—)]l\/l+!2d! ;
1+ J
x “.') 1
Fix [P1+4Pdr ; d Fixt | o—dt.
'I‘ r-[l l+

I.n On considére sur I'intervalle ]0;+oo

x

x|
; e
, la fonction F:x I—df .
e —_—
a) Prouver que pour x >1,

!
e'SF(x)Sc’—e. ‘

Ly - . Fx
En déduire lim F (x)et lim (,, » I élant un entier naturel.

L
b) Prouver que I'onapour 0<x <1 —¢ Inx< If._d, <—elnx.
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F(x)

=" In X

En déduire lim

¢ tablcau de variation de F sur Iintervalle 10 _+_,,_,[

presser | : ;
allure de la représentation graphique de |

;) ponner I’

fier les inégalités suivantes sans calculer Jeg intégrales :
Jus o
U 2

2 In2 ”"c()q all .
I<J'__I.__d!£2: b) —- ﬁ_[ '(drg_‘gmz_ 0 1||2/'Izsmf n<ln?
- 2 & s = dlr= in
e SR wie ! 2 2 )7

x LA 29 2 | g [ p .".’
it la fonction numerique de la variable réelle : f 1y 1 I(, T
;] péterminer le domaine de définition de F, 3
b) péterminer la dérivée de F et donner le sens de variation de F.

7

;3 CHANGEMENT DE VARIABLE AFFINE

Sient ] un intervalle ouvert de IR, ¢ une fonction affine non constante définie sur [ et J une
nction G = 11 F (1)) définie sur I ot F est une primitive de fsur I.

o) Donner I’expression de G'(r) pour tout ¢ élément de I.
{ Soitla fonction g : 71 f (¢ (7)) ¢'(t). Que représente G pour la fonction g?
o(b)

¢ Montrer que pour tout a,b de I, I S (u)du = F(w(b))—F(?’(a))'

ola)

B b o(b)
!} Deduire que If(go(f))xqp'(r)df = If(u)du.

o(a)

fﬂ:er;t [un ir!teg-vallg BTl R,' gaunc fonction affine non constante définie sur | et f une
- ::1 continue sur I’intervalle ouvert o(I),, #lb)
_ tcouple (a;b) d’¢léments de I, on a :If(qo(l))x¢'(‘)d‘ 7 If(")d“-

T ola)

nt B | . i ._—( " = ! 'é Lb iteé ! =" t !f b 2 a |
u ga[r), ona du=g'(t)dt ;soit " ¢'(¢).L'égalité du=¢ (1)dr permet de .

Irg,
UVer fae: ;
facilement 1 formule du changement de variable affine.
I

égrale J = I—l—-—]dt.

o (20+1)

4
ICUI"“S I"int
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- EXEMPLE

du
N Posons w=2r+1. du=2dl ; dt = _2_ wFaUE Fesiliae=l B ponrde -4,

|
‘-—-—-.
—
ro
+ —
—
-
—
|
N
—_— e
=
Il
to | —
'—_-_.—.-
?-.-
—
I
[
|
o
“M
—
Il
A|—
|
=
+
T
ll
B —
x
2 | oo
]
NoQ i 6]

Exercice Résolu 1 :
- ]
Calculer I'intégrale X :I—zdt.
Posons u» =3r-2. 0 (3r-2)

%
=< .y =3ar ; d;:f;i .t2+r—1=~;-(u+2)2+%(u+2)“1zé(“z“”””)-

Pour 1 =0,u =-2 et pour ¢ =-1,u =-5.

-1 .2 =5 -5
K:I: i I ) G i ks P I[ _+_Jdu
o (3t-2) 33 9 W 278

1 -5
K=—[u+7ln|u|——] =L —5+'7IMS+l - 2+7ln2+—1-
27 Wl 20 ) 2

K= _5+‘?1n5+_+:2_’71 9 e —7 i
[ 5 n ) (71]’15 In2 3,3)

Exercice Réslolu 2 : Changement devariable affine

1- Calculer |[sinz(r—1)dt enposant u=¢—1.
0 T o2 Py
2- F et G les fonctions définies sur R par F(x) = J'ef dtetG(x)= e dr.

a) En posant u =~ , Exprimer F en fonction de G.
b) Montrer que G est une fonction impaire.

Solution |
1- Calculons |sinz(1-1)dt
* du

Posons u=1-1, E- ; donc du =dr .
| 0 1 =0,
Pour 1=0,u=-1et pourt=1u=0 On a alors Iqmrz *l)d—[—lcosmt] :_;(1-1%0

x 0 (4 =1

12- a) F(x)= Ie dr+ e’ dr
1 -X 0

Ona G(x)zjeh‘:df CtaVCC li‘:—(,-(fu:_d! .
0

I_UI e’ di =J: e du=+ I{: e™ du = G(x) donc F (x)=2G (x)-
b) Déduction J

o LT 0 ok
Ona: G(-x)=]" dm".[.,'“ dt =-G(x). et G est impaire. ol
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ales suivantes en utilisant des changements de variable affine.
| |
’1 ‘ l F‘ " \
" et It ; .lzj—- —ix K-:Iu(l—u )du (nel).
=y T i (a2)
g ("’]') oA e 0

. INTEGRALES DES FONCTIONS PAIRES, IMPAIRES
“* ou PERIODIQUES.

A

{Prendre un bon départ

leuler les integr
o (4

NN

Activité 1

f) Soit f une fonction continue sur [-a; a] et paire avec a > 0.

D'aprés la relation de Chasles, on peut écrire pour tout 7 de [-a:a],
0

a

]f(r)dr =Jf(t)dr+1f(r)d;_

a) Justifier que jf(r)dt — jf(—t)dt.

-a —a 0

0
b) On pose # = -t . Montrer que _[f(—r)dr :—If(u)du.

¢) En déduire que j.f(r)dt = 2J.f(r)df.
—a 0
Activité 2
) Soit f une fonction continue sur [—a;a] et impaire avec a > 0.

9 Montrer que Tf(r)dt :—]].f(—t)dhLif(t)dr.

- -a a a

Y En posant 1 = —t, montrer que If(f)df = _[f(”)d“ L jf(’)d"
0

—a a 0

=0 déduire que [ £ ()dr =0.

=i

Soi
f Une fOnCliOﬂ continue sur R et pé[‘iodiqtlc de période T,

tliser la relation de Chasles pour montrer que pour tout réel a,
as7

I: r a a+T

_[f(X)dx = _[f(x)d.\'—j_f'(.r)dx-f- jf(.\')d\‘.

J 0 T

a

) Ul‘ - (
| ' P L { . = 3
U liser I chq gement de variable = x + T et la périodicité de f pour montrer que

!f(x)dx = ].f(u)du :

u+T
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CALCUL INTEGRAL

¢) En déduire que _[f )dx = I/( ) ddx.

A Soit # une fonction continue sur [-a;a] avec a>0.

e Si [ est paire, alors :if(t)dt ZTf(t)dt.

. Si [ est impaire, alors If(t)dt =

T
a Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T. _[ f(t)dt= I 1(t)d.
7 % J

a+T

est impaire sur [-1;1]. Donc -If

—ll'rl_

s

i

2) Soit I’intégrale stinxdx. Soit la fonction f* définie par f(x) = XSinx.

Pour tout réel x,j‘(—x) = —xsin(—x)=xsinx car sin (=x)=—sinx.f est donc paire.
ﬂ' Fid

Par suite jxsmx dr= ZIxsm xdx.
0

2 Sx
4 2;:_._1"
3) Soit I’intégrale J sindxdx. La fonction f :xr>sindx est périodique de période ;73
2L Sa ir i
;r4 Tr 5 [ e : s dxdr.
D’autre part ——+-2*=T . On en déduit que Isin 4xdx= I sm4xdr=f5"‘ -
in 0
ry )

L’— - S’exercer

1.q Sans calculer les intégrales justifier les égalités suivantes :

z 2 dr : ub. J‘J-‘-é—
i) ﬂ-xcosxdx=0; i) -[x 3 dr~ ; 111) IIH- -([IHZ 1v) l+| | v+l
ax g

3

3
v) I (sin 2x —cos 2x)dx = ~2Icos 2xdx .
Ia ]

3 |
1. r Calculer If’dl +12dr .
5
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‘NTEGR:\'I‘I()N PAR PARTIES,

’,?Lb\;ngrendre un bon départ
) o

et etV deux fonctions dérivables sur un intervalle lde B, Ons

Qm. représente la fonction (4v) pour la fonction v+ v/,
y) Soient aeth dul\ ¢léments dL I. Montrer que

L,,[,r) V(7 )]: —IH (1) ) df+I t)dt et en déduire que

( u'r [u v ]: iv

M

ant uetv deux fonctlons denvables sur ur;_mtervé_l_l;I de ]R Pour tous recls aetb de l on )
wli()v(r)de=[u(r)v(r)] - Iv'(t)u(t)dt ;

Cette méthode de calcul s’appelle intégration par parties.

e 4

ait que (uv)'=u'v+ v,

xsinx dx

S Lyt | 3

(1) Calculons au moyen d’une intégration par parties
Onpose u(x)=x et v'(x)=sinx
Ainsi u'(x) =1 et v(x) =—Ccosx

T

3 _ 2 .
fxsmx dx —[—xcosx]f —-Icosx dx=[sinx]z =1.
0 0 X
() Calculons ay moyen de deux intégrations par parties F(x)= _[e sint dt
0

Posons u, (1) =¢' et v]'(:)=sinr,onan,(f)=€ et v, (t)=-cost
X

D'od F(X)=[e' cost]; + |¢' cost dt
0

Posons u(1)=e' et v;(r)—cost ona: u(1)=¢ e v, (f) =sint

Done Ierc°51=[e'sin!:| Je sint dt =e* cosx—1+¢ SIﬂ\—F(I‘)
0

L ] l
. 2F(-’C)=c”‘(cosx+sm.:nc)—l ’est-a-dire F (- )—Ee (cosx +sin.x)——
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Exercice Résolu 1
On pose 1, =Ir"c'dt ol 1 est un entier naturel.

0 % . " ruikie I arie '.
1) Calculer 7, et /, en utilisant une intégration par partics

2) Montrer que pour tout entier naturel /7, :,_,_(,,H)/” -

Snlminnl $

1) I=[iedi=[ear=[e] =[¢~e']=e-1
I, =j:::‘e’dr = fre'dr-Posons u(t)=tetv'(t)=¢. Ona u'(t)=let v(1)=¢"
ire':’r lju(o)v' t)dr =[u(t)v ]:)f-j’u'(r)v(t)d!
1,=[w] jed:—l-[] =2-e

) . -I e ‘dt Posons u'(¢)=¢' etv(t) . u(t)=e etv'(t)=(n+1)t"
1, =[t’”1 ’] I (n+1) redt=e—(n+1)]n.

Exercice Résolu 2 :
Déterminer la primitive de la fonction : 7 /a7 qui s’annule en 1.
Solution :

Calculons ’intégrale F(x Ilnr dt .
Posons u'(t)=1etv(t)=Int. u(f):ret v'(t):%
=J1'1nrd:=_!’u'(z)v(:)dr=|:u(:)v(;):|:_j‘u(,)vr(,)d,_

F(x) =[] - s x}d: = xlnx—x+1,
1

La primitive de la fonction /- /nr qui s'annule en | est la fonction

| #~ £ /

K yS exercer

L T

1.s Par une intégration par parties, calculer chacune des intégrales -

a)I FLOSXAY § b)I xedx 3 ")I X’ In xdx d)_[

1.t En utilisant la méthode d'i

xIn xdv.

Intégration pdr parties, calculer :
a) |2 xcos’ xdx ; b) [ x2e*dr » €)
J‘_; I I xsin’ xel,
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QUELQUES APPL|CATION DU
CALCUL DES INTEGRALES.

L LM et et " r e AQ NITnc i)
S, iiliser l'outil "intégrale" pour calculer les aires des surfaces planes.

> Donner une valeur approchée d’une intégrale par la méthode des médianes, des trapézes ou
des rectangles.

. CALCULS D’AIRES

)11 Généralités

\us supposerons le plan muni d’un repere orthogonal.

-.h./

"= Prendre un bon depart

Activité 1

Soit  un réel strictement positif et 0 <x, <x, <a. On se

mopose de calculer 1’aire du trapéze de sommets

4xh), B(0;0),C(a;0)et D(x,3h). h A b D

1) Montrer que les droites (AB), (AD) et (DC) ont pour
tquations respectives :

h h(x— f
-"z;c‘x; y=h ety————(x a) . . .f

0

) Caleuler 4 = ] h xdr"'_“h‘iﬁ_[

o %o X —da

I En utilisant Je fat que AD % —xu = b et BC = a, vérifier que
X
_[h
A‘j“xdx+jhdx+_[—c—lldx=

0 X X, —a 2

o)
pey
o
iy
Q
Y

xa)

a+bh“

X

Y¢
- Omparer 4 al aire du trapéze ABCD.

ah
Ve . i
tifier que g x, = x,, alors on obtient un triangle ABC et son aire est 5

'
-

! Sif est une fonction contmue et posntlve sur un intervalle [a b] et (Cf) sa courbe

‘p esenlatwe dans le plan muni d’un repére orthogonal (0;1,J), alors J' S (t)dr est
ﬂlr

i

|

\ . €dy domaine limité par les droites d’équations respectives x = aetx=b, la courbe rl
!) “Paxe des abscisses. J ' |
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——
e L unité d’aire est I'aire du rectangle de dimensions /
respectives Of et oJ . )
Y § D
Oof 7 a bL)

REMARQUE

1) Soit M un réel positif tel que, pour tout réel x de l’intervalle Tona:
lf(\]i < M Soit a,b deux réels de 1, alors |f(x)‘ <M .

D’aprés ’inégalité de la moyenne, on a : ~M(b—-a)< If(x) dx< M(b=a).
b a

If(x)dx

a

D’ou <M(b-a).

2) L’inégalité de la moyenne appliquée a f sur l’intervalle[a;b] n’est rien d’autre que
I’inégalité des accroissements finis appliquée 4 une primitive de fsur [a;b].

: _Tf(x)deM.

h
3) m(b—a)éjf(x)deM(b-a) signifie que m < o

b
La valeur u =b—l~jf(x)dxest la valeur moyenne de f sur l’intervalle[a;b].
—d

Interprétation graphique de
Graphiquement lorsque m est positif, [’aire
du domaine plan délimité par les droites

d’équations x =a, x=>b, ’axe de-abscisses

et la courbe représentative de f est comprise
entre les aires des rectangles de méme base —

b —a et de hauteurs respectives metr M . o) | u'____‘_‘__,_,_!’.'—

1
. Ix'*‘dx représente I’aire du domaine délimité par les droites d’équations 4
0
respectives x =0erx =1, ’axe des abscisses et la courbe de la fonction
X x?.
e Soit f la fonction définie sur I’intervalle [0;1] par f(x)= -2
La courbe de la fonction fest un quart de cercle de centre O et de rayon 1.

I
1 T
D’ou |Vl =x%dx=—nr*=—u.a
1[ 4 4
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Aprercict Résolu
.I y 5 ] 3 I'tl , T ('P)
| ojan munl est d’un repere orthonormé (O,r ) ),(’P) est la parabole Y \
:Lc'P ion , — —x2+1. Unité graphique : 2cm . T4 57
4 ]Cl;?cr ]alfc du domaine colori€. A
(2 ;
| -2
| golution ) . . .
Les deux segments représentés sur la figure coupent la parabole aux | 7. M-

ot dabscisses respectives —2er2 et ont I'origine comme extrémité
.wmmune- ) - ) ’
Bsions ( A] celui dont une extrémité est le point de coordonnées (-2 ;-3).
H
| t sous la f y =

N inati sous la fo :

’équation de (A) est sous rme xe[—z ;O]

--a: donc a== et (A) estla droite d’équation y==x avec x€[-2;0].

3 y 2 q y 2

On démontre de méme que 1’autre segment (A') a pour équation y =——x avec X € [0 :2].

- 2 0<x<2
Soit (D) I'ensemble des points M du plan de coordonnées (x;») t'els que . % vgys—ddl et
-2<x<0
(D') I’ensemble des points M du plan de coordonnées (x ;) tels que 3 S T et

Le domaine colorié est la réunion des deux domaines (D) et (D’). (D) et (D’) sont symétriques

Parrapport a (0,} ) et par conséquent ont la méme aire. D’ou I'aire A du domaine hachurée est :

2
:.A=2j{(—x2 +1)—~[«—%xﬂdxxu.a ol 1.a représente I’unité d’aire.
i 0

2 8 3x4

I 2
:;_A=2x4cmzxj[—xl +I+-§-—x)dx =8|:-—%x3 +x+%x’-:f

0

0

N

2,a D; . 1 = 4 z >
E ‘etermmer la valeur de I’intégrale _[\M—xzdx en utilisant la courbe d’équation y =4 —x? .
‘ siner I’aire du domaine plan délimité par les

= x sur l’intervalle[O; ]] .
’2,\:— l|.

ative de f sur ’intervalle

A par 0 ;
COuI;Emr des considérations graphiques, détern
¢S d’équations respectives y =v1—-x*ety
!ij};)epréscmcr sur intervalle [0;1] la courbe de la fonction f:xF>
[clenniner I'aire de la partie du plan définie par la courbe représent
01]

5 (-

L .
est I'axe des abscisses.
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fet g sont deux fonctions définies continues sur [a30].0n connait leurs représent
sur [(:: h] notées C et C’.

. 3 s ' 5 -t » ' ‘0QeQ] » |7 a1
Dans chacun des cas suivants, donner a l'aide d'une intégrale, 'expression de I"aire du dom

Hions Eraphigye

aine haChUrée

CH

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1,J).

1) fet g deux fonctions continues sur [a;b] :
® Si f est une fonction négative sur [a;b] , alors I’aire de la portion du plan délimitée par
les droites d’équations respectives x = a,x =b la courbe représentative de la fonction fest

G— f(.r)aft}u.a.

® fet g deux fonctions définies continues sur [a;5].
Si f > gsur [a;b] alors ’aire du domaine plan

délimité par les droites d’équations x =a,x=b les
courbes représentatives des fonctions /" et g est :

[.[: (f (x)—g(.;))dx:lu_a

A(a) est I’aire de la partie du plan contenant les points
M(x;y) telsqueO<x<a et 2x*< y<2x?+eoil a

est un nombre réel positif donné. f (%)

A(a)= j‘ [(2'1.: +e™” ) - 24’2]{:&.:«: = Ue"d.t}uu f(x)

o 0

A(a): [—e"]: ua= (] —e"‘)uu donc lim A(a) =1.ua

1254
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' ,f ciae —3¢"+2
{ dérive 1bk sur IR et pour tout réel x,
\

oy ’)tj —-30 =£ ( c _3)
,’[1)
(x)=0 équivaut a x =fH;. Le tableau des variations de /

«t donné ci-contre. 2

in f()=2 lim 7 (x) = lim (e (" -3)+2) =

f{l]:o éq“hla”! de=loue = 2 D’ol x=0oux=1[n2.
Unité d’axe 2em.

et I'axe des abscisses

In2 In2

A= _J'f(x)drxu.a =— I (ez" —3e" + 2)dx>< 4em?

91 in2 0
[ﬂ
2
= -[4+2n2+5/2)4cm* = (6—8In2)cm?.

, Exercuce Résolu :
Suﬂlafoncnon fixo 2x+l+-—deﬁmc sur R".

I)t‘lfftﬂlrlerl aire du domaine plan clehmlte par la courbe (C) de f,
smasymptote oblique et les droites d’équations x =lefx =2.

Solutiop .

h“’”rbe de f dans un repére orthonormé est donné ci —contre.
\mf demandée est celle de la partie hachurée en vert.
1010“5 A cette aire.

Az,i[[f(x)- 2x+1 ]dxua.

2
1 2
4—-[;(&‘;{,@ -_—|:_l:| =|:_l+1]ua
¥ ! X 2
Az '

etg: x> x2—x
1) s 8

Ontre y
Mrer que sur Pintervalle [0;3],./2 -

N

1

a._:,y a

*-3e" +2r:| x4cm? = —[(%x4—3x2+21n2]—[%—3ﬂ4cm2
0

Calculons 1'aire du domaine délimité par les droites d’équations x =0, x=1n2, la courbe de f
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) C
b) Déterminer les réels abere tels que f(v)=av h-n-—--l
X

¢) Déduire des questions précédentes Maire du domaine délimité par les courbeg
i ¥ § des fon:
fetg surl mtcn‘ullc[l);j]. fone ng

{
/

2.b (P) désigne la parabole d'équation y =x?—dx+3,
(D)est la droite d*¢quation y = ;.\'(umtc d’axe 2em)
a) Représenter (D) et (P) dans un repere orthonormal.

b) Déterminer. encm?, 1'aire du domaine plan délimité par (P), les droites d’équations
respectives x =0erx =4, ct I'axe des abscisses.
¢) Déterminer, encm?, 1'aire du domaine plan délimit¢ par (P) et (D).

2.c On considére les courbes (C,), (C,)et (C,)des fonctions £, f, et f; ci-dessous,
w T " T A
(G)
= ()

. — .y | T i

® On admet que /, est pairt:; et positivc sur [0; a]. Justifier que les aires A et A, sont égales, et |
déduire que j £(x)dx = 2[ fi(x

e On admet que /- est lmpalre sur [—a a] Justifier que 4, — 4, =0 et donc I fu(x)dx=

a+T

e On admet que /] est périodique de période T. Justifier que : I fi(x)dx= Ifs v)dx.

2.2. VALEUR APPROCHEE D’UNE INTEGRALE PAR LA
METHODE DES RECTANGLES

r\‘
1 A
3 L

2 ;’f-;.weprer1dre un bon départ

1) Soit f une fonction continue croissante sur [a b]
n’ayant pas de primitive connue sur [a b]

Désignons par A I’ensemble des points M (x; y) dans
as<x<h

0sy<f (\)

un repére orthogonal vérifiant a
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J(L\)j I{'(.\')ri\'.

.uun.l non nul. On subdivise |’
5 un entier intervalle [a;6] en n intervalles [x;:x, ] de méme

; '\|L‘ﬂ

“N{ [) - (J'

g
iy .
(a=X, <X <X <o <X, <X, =b) .

X, ‘] Encadrer / (x) cten déduire que(x,,, —.r,)j’(x,)sj"" S(x)ee s(x,-%) S (%)
du domaine plan représenté en vert. |
de chacun des rectangles dont les aires encadrent I’aire de £, .

psipOse
) Sont X €| Xi>-

y On note £,
ponner les dnnulsmns

[if ]<i]‘ . f(x)dx<—[il:f %) J Puis cncadrcrff

=0 =%

) En déduire quo

b

)) Donner un encadrement de J.f(x)dx dans le cas ol f est décroissante.

4

i

[ . : - Ll
 Soient f une fonction continue et monotone sur [

‘subdivise Iintervalle [a;b] en n intervalles [x,;%,] de méme amplitude

[a SY e o X i< (< X =b) : ’
[Zf %) ]sZL""f(x)c&s-”—gf[me)]-

i=0

a; b] et n un entier naturel non nul. On
9 tels que

—_—

!, * Si f est croissante sur [a b] alors n

| Si f est décroissante sur [a; b] alors —l?——-[Zf(xM )]SZ_[ " f(x)dx <b—5[§f( J)

i=0

(g Mz J

Ainsi pour un réel ¢ slrlctcmcnl posntlf pour avoir I xm,;,alllc | |<a I| suffit que
el n tel que n> If b)—-f(a)].

Cette méthode de calcul est appelée méthode des rectan gles. Elle permet de donner quelle

T'f(b)-f(a)‘ < ¢ . Donc choisir un enticr natur

due soj 1 précision & , une valeur approchée a ¢ pres de _[f(f)d!’ pour une fonction f

ONotone gyr [a;5]. b
approchée ch'f(r]u‘r a oo “|f b)-f(a)|

LcrL 1[4

L ,- > 2l ‘ -

Prés, | { ”Zf(x“.) Lou “Zf(aarJ ]usl une valeur
i=l)

9257
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une suite définic sur N™ par -

e Soit / unc fonction continue sur [n:h] ct (”u)
l h—ua
- h—a .
u =l|: f(a)+ f[u+ g ”)+ f(f!%--Z—’-—(—J‘*‘---"',/ (” "'(”—l) n H
n . » ’? . f;

n
fl
|
La suite (u,) converge vers la valeur moyennc ;

I_/'(!)dt u’e./\s'm'[a; h].
)—(!

o

I Dctummons par la méthode des rectangles, une valeur approchée de I’intégrale J._"‘““d:
a10" pres. 4 xf

5_;5 Considérons la fonction : x \/—"_ '
B |+ x

, -62°

3y
241 +x° \/l+.rf’ .

| décroissante sur ]0;+oo[, donc sur [0;2].
| Choisissons a=0etb=2.

Pour tout x de ]0;+co[,f'(x)5 0. La fonction f est donc

| Cherchons un entier naturel » tel que un entier naturel » tel que »n> 7x10°" [ f [
n>10 l—; ; soit 7>9,84 . On peut donc choisir n=10.
VI+2°

On divise [0; 2] par des intervalles d’amplitude 0,2.

Nous avons x, =0;x, =0,2; x,=0,4;...;x,=1,8 ;x,=2.

Posons s,, =0,2(/(0)+.£(0, 2)+f(0 4)+...+ £(1,8)) et

Si0=0,2(£(0,2)+ £ (0,4)+ f(0,6)+...+ 1 (1,8)+ £ (2)).

. - ; 01
/ étant décroissante ona S, < _[—-dx <8, ;soit 1,189 < dx <1,365.
o VI+x° '([ VI+x°
1,L189+1,365

Une valeur approchée de de 3107 présest >—— 2"~ _128.

'[le +x° | 2 ’

e Déterminons une valeur approchée de J——z- En subdivisant [0' l] en intervalles de meme
+1 ’
0

amplitude S, :%(f(0)+f[é)+'"+f(%]]0flf:x|—> 1

1+x2

On obtient par calcul S, =0,83.

e Onpose S, = Zsm( ) Etudions la convergence de la suite (S )

/ est la fonction définie sur [0;1] par f(x)=sm(7rx) subdivisons ]’i111crvallc[0¥l]""1 [

intervalles de méme amplitude l |

s =l2f(£) "

n 1=l n
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|
. ) o -1 | )
onverge vers J.blll(.?f.\)d.\ _;[COS’T"‘]'. =— . (5,) converge e
S } A5 0 T T
J1—=x2%dx
o On dnnnt. = j [—x

3 4 _
0 qubdivise l‘lmcr\*allc l:g,g en 2 intervalles de méme amplitude. Déterminons par la
i

yhode des rectangles le nombre d’intervalles nécessaires pour obtenir un encadrement
me .

rea IO
gampl litude 1.1\“‘;/(11:11 r 3.4
soit fiyH? 1 su 3
5 -

Ly deavable sur ]_];1[ et §=§} est contenu dans cet intervalle donc fest dérivable
P i .
bll{i"-s‘} )
oa: f'(x)= —

-1
o)

l—xz) 1—x?

A5 it

. 4 (4 3 2
Lerreur commise est de —| =

; /" est dérivable sur E-,%] :

nL£0 2.5 d ' décroit sur I’intervalle [ii}
et f"<0sur 35| onc /" décroit sur s

5><2n 55 125n

clest a-dire n>16.On prend n=17.

2000
Ona ——2—<10-3 D’ou n>
125n

¢ i iterminer, un encadrement de /
L en 5 intervalles de méme ¢ amplitude, déterm

¢l
A < dt <
"aide de 1a méthode des rectangles, justifier que : ; n+k J:r ; n+k

= Z(H+ ¢ izi“

H

En SUbdivisant | -1 . 1}
")

" Dédyire

de I’inégalité précédente que 0= -

—_——
~ | —

¥ N—
En dcdmrc B i
i Kk

Scanné avec CamScanner



TECHNIQUE DU CALCUL IN I'EGRAL
CINTEGRALLE ET PRINMITIVE »
Dans les exercices de 1 a 10 calculer les

intégrales.
Q,

a) 0e‘"dr : b)!(e"’ —e™")dt -
(2
a) jzie du ;b _I[e'z”}df.
© .
a) j-sinxcosxdr : b) fsinx(cosx)sdx
0 0
o :
a) I.XCOSI:dx : b) !:zzdx .
?;ifffdx ; b) [ as
1 X ;X

15

o

a)

T s LI

S’ENTRAINER

_._"5
b 4 X
a)I —
0

1
(cos2t —sin3t +tan®St)dt ; b) j(z‘ =3 )dx |
Y]

0]

%) I dt
0

L=

3 | -

; b) J(I +cost + CO,',‘zf)d; -
2

INTEGRATIONS PAR PARTIES,
Pour les exercices de 11 a 14 calculer gy moyen
d’'une intégration par parties

a) Txcosxdx . b) szinxdx.
0 0

e

a) Itez’dt : b) I(t-}-l)ez’dt ;
0 0

®

a) j-lntdt ; b) jr!ntdr i
1 1

®

dx ; b) I.rzlnrdr :
1

Cos™x

_ ‘ ”
Pour les exercices de 15 a 18 calculer®
intégrant deux fois par parties

o

E]

3

I X cosxdx
0

a)

16)

D) [(1+0) e dr ;b) j[r:e"’d!-
v 0

——yta |

2w
X“sinxdx ;b)
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. ]
Xsinxdy .

.
‘-l
~
Q:
J‘
.,d
f‘\
~
,..J
)
—
1
s

l'mj 0 s g 0 i
galer 1 £ €t 1-J alaide d’unc
calcy

inté amnon par parties.

dtdum, letl.

@

mdome[sj.cox*.\‘dr, = |sin*xdx ;
0

::'-—-.141“4

L . G
(= Isin'.rcos xdx .

0

1 Calculer 1-1J.

) Caleuler [ +J + K.

3 Endéduire la valeur de 1 + J + 3K, puis
cellesde I, J et K.

)

Ealcu]er aumoyen de la relation de Chasles

) il e

0
;

b jx|2x 5| ~x|x=3|)dx.
0

IMPAIRES OU PERIODIQUES.

3

i -

1 Uier Jeg cgalités suivantes :

I
“I*smx

=0,

X
4
I !anx ‘{'
i
4

K

E
[cos4xd;; 2Icr1s Bl
l
I

MEGRALES pES FONCTIONS PAIRES,

A Taide d'un changement des variables,
démontrer que :

a) Si festune fonction continue et paire sur un

Intervalle [—u‘ a] , alors

'[f t)dt —2.[/ t)dt

=t

b) Sifestune fonctlon continue et impaire sur

un intervalle [~a, a] alors jf(!)dt =0

c) Sifestune fonction continue et périodique

a+T

de période P alors I f()de = j.f t)dt .

@ 9
du

On pose [ = -[5—61£_HT

a) Vérifier que u? —6u+5 = (u—3)’—
6
. _ o ar
b) On pose t=u— 3 ; justifier que [= _[r: 3
c) Déterminer deux réels a et b tels que :
1 a N b .
-4 t-2 t+2

d) Calculer L.

INTEGRALES DES FONCTIONS
RATIONNELLES ET DES POLYNOMES
TRIGONOMETRIQUES

D

1) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que pour

v +2x-1
I = ax+b+
tout x#—3, 13 3
2xt+2x-1
dx

Calculer alors _[

x+3
2) Déterminer deux réels a et b tels que pour |
X a b |
: 3 - + 3 |
tout x#—2 : = +?): 242 (xe2)

X
Calculer J‘—(——:ﬁ—d\

3) Déterminer trois réels a,betc tels que

Scanné avec CamScanner



pour tout réel

x#Detx -1 — —l ¢ | -—h- =4 .
v(1+x) & T4y (1)
Calculer f— ‘-{‘-. —.
Ta(l+x)

D

Calculer chacune des intéprales suivantes apres

avoir lincaris¢ la fonction sous intégrale :
T

-

mj‘ *sinvsin dxdy b) j.\‘in.\'mslrd.\'
0

1]

c) |c‘m.\'m.\"3.\'(‘0.\‘4.1'd1‘ vd) J'Siu.\'sin3.\'.5'in4.\‘d\'

u 1]

3
cos” xdx

e e LIE

e) -fsi n xdvy )

3
—
Syt 3 | 14

= 5
sin xdx h) |cos’xdx

L AL

]

=

INTEGRALES ET INEGALITES

D

Trouver un encadrement pour chacune des
intégrales suivantes apres avoir déterminé les
extrémums de la fonction sans intégrales sur
I"intervalle considéré.

2e

,:T 1, 5 J=[—a.

cost . Int

u

27,

On admet que sinx < x pour x>0 . Montrer par
plusieurs intégrations successives les inégalités
suivantes :
x? .
a) 1-—=<cosx<l; b) x——<sinx<yx :
2 4 6
XX
<cosx<|l——4+—

c) 1- h

0| =

|
On donne/ = j In(1+x)ddx

a) Etablir qucl pour tout 1 [0;1],

4 =14 l t cal r
= L Tpra—— cale 3
|41 [+ Culer I]““dr
1) *" )
b) ]\-I‘nnlrcy (quce pour tout f‘E[ﬂ'l]
{-. . !' y ! L

A <i’e
~

< — n déduire yp o
2 " 1+t N encaqrg,
de n2. C“

I)cm(')nlrcr al'aide d’un raisonncmcm
par récurrence que pour tout entjer
naturel n et pour tout réel x Positif, on 5 -

n

c X X X
e 21+F+_+'"+—

2! n!’
30,

|
1) Calculer I = J-xje_"'cir au moyen de deyx

intégrations p:]ar parties.
1
I
2) On poseJ = J'—jﬁdx.
ALY
a) Montrer que pour tout x de 'intervalle
[0;1], 0<xPe™ <1.
b) Vérifier que pour tout u de l'intervalle

1 u
[0;1], l—u < <l--—.
1+ u 2

|
¢) En-déduire que 1-7<J < ==

|
v 3 -1 i
donner un encadrement de Ja 10" pres ‘

D

. ot lasuite |

p est un entier naturel non nul, (U.,) estlast |
définie par :U, =17 +27 +...+n". g
k ™
P& I"ﬂ' {

1) Montrer que pour £ 21, prd"s" '! |

k-1 sl

2) En déduire que j't‘”d! <U, s I(Pdf-
1]

|

5 . . U
3) Déterminer lim —=-.

p+l

n—+x B
Soit @ un réel strictement positif: -
1) Montrer que pour tout entier 1

+1 U o
S S

n - -1 }

l
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=TS

GRAL

n+l "
: ax . o dx
poissante et que _[ — 59,8 _[“:‘
) esté X X
7S] |
r 12 a2 1, lasuite (S
e que pourac > lasuile (S,)
. nae .N< < a limite de §
y b erge €t pou! 0<a <1, lalimitede S
YULAE
tn +0 est +°

CTIONS ET SUITES DEFINIES A
FOY" . \IDE DES INTEGRALES

Todt
e suite définie par B = J.
estunc " 0 = :3

ns de variation de la suite (U))

)
| PréciseT le se

n d[ n dt
. emontrer que U Sletj <|l—
) Dema! q I . 1‘!‘1‘3 ) f3

3) En déduire que (U,) est convergente et
jonner un encadrement de sa limite.

1 —nx

N —" o[ €
(U) est une suite définie par : Un—I -
w 1+e

1) Eablir que pour tout x de I’intervalle [0,1],

dx

nx ne nx
£

S S .
l+e &'+1 2
) Déterminer un encadrement de U

3) Endéduire lim Un et limg,,2

@ H=r& 2] e

[
U) estla suite définie par:U, = .[
()

1} M l-!—x"
p Uritrer que (U ) est croissante et majorée
ar .
: | "

Y Blablir que 1y = j dx

3} . 0 1 +x”

Dédyi )
“duire des questions précédentes que :
Ug_l,kU < 1

En déqyica ]
déduire Ia limite de la suite (U,).

i
3 . l? Suite définie par :

' e

‘-\“-«,
l’ ll(l+x)u

. Om.fer
ue i . . " L
3 C’onverg;‘l ¢ (1) est décroissante et qu’elle

) Blaby: s
bli | encadrement :

dx ;n>2

Terminala D 8T

l ¢ ]

—(l-—) <l S——(I-

n-1\ 2“ ' | y,
3) Soit /, la fonction définic sur I'intervalle

T

ey ar = ("

0,4 par /, (x)= 5,
o ‘ (1+x)

a) Exprimer /' en fonction de £, (x)et £, (%)

b) En déduire une relation entre 7, et /,

¢) Montrer que lim(n/,,)=1.

d) En déduire que la suite de terme géncral
nl converge vers une limite que I'on
précisera.

@ |

; 1,
Soit Un= = x"e"dx ;n>1
n!
% . 0 . - . .
1) A I’aide d’une intégration par parties

T e
calculer U, et établir que U =— -U_,
. n!
2) En déduire a I'aide d’un raisonnement par
récurrence que I'ona:

1 _l i
U=(-1)"]e l—l+£+...+———( ) ]—I
? 11 2! n!

2

3) Montrerque: 0<U < ;
) 1 L (n+l)!

4) En déduire que la suite (S, ) de terme

K
" __) l
énéral S = converge vers —.
g " ; T . P

|
Soit (ln) une suite définie par : /, =I.r”e"‘ dx.
a) Calculer /, . 0
b) Pourn entier natu
fonctionde I,,al’
par partics.
¢) En déduire la valeur de /,.
d) Montrer que pour tout entier naturel »,

rel, exprimer /,,, en
aide d’une intégration

I <] £— .

e(n+1) " n+l
¢) Montrer que (1,) est convergente, puis

calculer sa limite.

263
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D

Soit 77 un entier naturel, on pose :

(mel)s
I, = I ¢ 'sinx dx.

1) Calculer/, al'aide de deux intégrations
par partics succesives.

2) Montrer que la suite (1) est une suite
géométrique dont on préeisera le premicr
terme et la raison.

Q

Pour tout entier non nul », on définit :
] = J-(!m:]" dx .
1

1) a.Justifier I'existence de cette intégrale .

b) Calculer I,.

c) Démontrer que pour tout entier naturel

n>21 ,=e—nl,

2) L’entier naturel non nul », on note F, une

primitive de la fonction x — (lnx)” sur
I’intervalle ]0;+09[.

X

e ) est dérivable sur R et

a) Démontrer Fue la fonction h définie par

H(x)=F,
calculer H'(x).
b) Montrer que

1,=F,(e)-F,(1) =_1[F” (1)dt

c) Endéduireque 07 < =
n+l

d) Montrer alors que la suite | est
convergente, et préciser sa limite.

F estla foncllon définie sur |’intervalle [0 -H:o[

par F(x)=I m :
L]

1) Préciser le sens de variation de F.
2) Démontrer que pour tout réel t>1, on a

] 1 6. g e
< — et en déduire que pour tout
| AN

A
réel x2 1,]’

dt 2
I \”+f: -

(264

3) Démontrer que pour tout rée X20, ¢
I (x)< F(1)+1. En déduire que p
une limite /en +w

4) Dresser Ie tableau de variation (e F
Donner I"allure générale de |5 cour
I en prenant /=18

b(_(jde

F est la fonction définic sur I'intervalle [0, =

par F(x) = I dt

1) Déterminer le sens de variation de F syr
Pintervalle [0,+o] .

2) Démontrer que pour tout £>1,0na
e <e' eten déduire que pour tout
nombre réel x>1, Je dt<—.

3) Démontrer que pour tout nombre réel

;s I
positif x,ona: F(x)<F(1)+-.
e

En déduire que F admet une limite finie /.

4) Dresser le tableau de variation de F et
donner I’allure générale de la courbe de F.
Prendre /= 0.89.

®

F est la fonction déﬁni sur ’intervalle [0,+°°[

\/l+r+r'

1) Démontrer que pour tout réel 120, 0n2

] - et en déduire que pour

e 1+

tout réel x, positif, F(x)2 In(1+¥)
2) a) Calculer la limite de F en +%-

b) Etudier la variation de F etd
tableau de variation.

3) Démontrer que pour tout réel & posit

| pour 10 ou

V4141

réel xon a F(.'c)s X.

4) a) Démontrer que pour tout |

1 $-
I"intervalle [l,+oo[ ona =3 |
| +2+!

parF X —j

resser l¢

ifond

<1 et en déduire qu¢

céel tde
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GRAL
A

b) En dédu 1
F(\_)gj'f(r)dwln X,
a -

0
pémontret que |
c une pranche para
ol
(-.r 1'1 d]‘Oilc (I)) :."H =X et dOHHCr
cer K

Tra . >
i Pallure sénérale de (C).

ire que pour tout réel x =1, on

a courbe C de F admet
bolique de direction

N s B s
{ «onsidere 1a fonction Fde R vers R définie

o
. J-‘ dt
T"JF(l)_ VAT LS S
f) Montrer que F est définie sur R.
) Montrer que F est une fonction impaire (on
pourra utiliser un changement de variable).
3 aMontrer que F est dérivable sur R et

préciser sa fonction dérivée.

b) Etudier le sens de variation de f sur
‘ IU;-:-os[
§ Onse propose dans cette question d’¢tudier

le comportement de F au voisinage de + 0.

; ; 1
2) Soit la fonction /: x = ——— .
4 2
N+ +1

Etudier le sens de variation de f* sur
[(];+oo[_

b) Soit x un réel strictement positif.
Utiliser Ia question 4)a) pour montrer
que, pour tout t de [x; 2x] ,ona
0< 1 (1)< £ (x).

Déduire que 0 < F (x)< z

vx*'+x2+1

¢ o
) Donner la limite de F en +oo.
vee L i ;
laméthode des rectangles, déterminer

Une
Valeur approchée du réel F [71_5] a

I prés,
f)

Onner |»
dep anl allure de la courbe représentative
S ; 14
unrepére orthonormé.

®

Tc

CALCULS D'AIRES.

Le plan est muni d*un repére orthonormé (0.1.J)

1)

2)

B

1)

2)

3)
4)

5)

47

D

2)

Etudicr ct représenter la fonction f définie

sur R par f(x)=(1+x)e?". Unité d’axe

2cem

Soit a un réel plus grand que —1

a) Calculer en fonction de a I'aire A(a)
du domaine délimité par les droites
d’équations x =0,x =, I'axe des
abscisses et la courbe (C) de f.

b) Déterminer la limite de A(«a) quand @
tend vers + 0.

4

Etudier su ]0,+c0[ la fonction f :.r—)le'

et dresser son tableau de variations.

a) Trouver une équation de la tangente a

la courbe (C) de fau point A d’abscisse |

notée (T).

b) T coupe I’axe des abscisses au point C.
Préciser I’abscisse de C.

Construire la courbe (C ) :

Calculer I’aire du domaine (D) délimité
par ’axe des abscisses, la courbe (C)et les
droites d’équations x =1 et x = 3.

On désigne par B le point (C)d’abscisse 3.
Calculer I’aire (D’) ; (D’) étant le domaine
délimité par (C) et les droites (AC) et (BC).

Démontrer que la courbe (T) de la fonction
x> e rencontre la droite D : y = 3x en
deux pont A et B, d’abscisses respectives a
et B (a<P).

Calculer ’aire du domaine délimité par les
droites d’équation x = a, x = f3, la droite
(D) et la courbe (T) et montrer que cette

aire est égale d —(B-a)(f+a- ).
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1) Etudier et représenter en repere orthonorme
la fonction /v —> x/nx sur Iintervalle
10: 400 [. Unité sur les axes : Sem.

2) Soit A(a) 'aire du domaine délimité par la
courbe (C) de 1. I'axe des abscisses ct les
droites x=act x=1.

3) Déterminer la limite de A(a) (0 <a =< 1)
quand a tend vers 0.

CALCULS APPROCHES

Soit fune fonction continue et croissante sur

n=1

. 1
I"intervalle [0,1]. On pose S, =—Zf(k) et

] " i n =p ¥
s, == f(k).

nia
1) Interpréter graphiquement S er S 'en

termes de rectangles.
b

2) Justifier que S, < _[f(r]dt 8"

3) Montrer que pour tout entier naturel non
nul, I’amplitude de cet encadrement est

1
~(£(1)-£(0)).

4) Applications . En subdivisant 'intervalle
[0,1] en cinq intervalles de llnémc amplitude,

donner un encadrement de |e" d et préciser

I’amplitude de cet encadrement.

fest la fonction définie sur I'intervalle [0;1] par

f(x) =g ¥ .

1) Montrer que fest décroissante sur
I’intervalle [0,1].

2) En déduire que pour tout n € N* et pour
tout 1<k<n-1,

Ly s frwastr(%).
n nH k n n

3) Pourtout ne N*,on pose:

n-1 ] k
U, = Z—f[-—). Montrer que

—nxn

ermy

(0 |
U _.{(__) < jf(!_)dls & ——f(l}
nooo n
4) Déterminer un encadrement de poy, et

déterminer un encadrement de 4102 w.»

En utilisant la méthode des rectangles, calcyler
dans chacun des cas la limite de la suite de
terme général donnc :

P
a) 4 =22 T % b u,=l"z’cos=[.’f_=£}
JA— e

52)

fest la fonction définie sur I"intervalle J0,+oc[

n

1) Etudier les variations de fet tracer sa
courbe. Unité graphique = 5 cm.

2) A désigne un réel strictement positif.

Calculer au moyen d’une intégration
|
par parties /() :_ff(x)d.r. Déterminer
§ A
im!(4)
1 ¢ P
3) Pour tout n>2 on pose S, =;Zf(;}
p=0
a) Montrer que pour tout entier naturel ps
telque 1< p<mn—-lona:

l +1 p'—’l 1 [P
5 lf(“)‘“%f{n]

n

b) Déduire que
8 - f [l] <] [_l_} <§,. Puisque

n n n

1 (1) 1 .l}
I[XJSS” S/[;]'}"’;i[”

S e 4a G en TP
¢) En déduire que la limite de S, "

est —,
3
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EQUATIONS
~ DIFFERENTIELLES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

{ GENERALITES ET EXEMPLES.
2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES : y'= ay.

3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES : ay"+by'+cy =0 OU a EST UN
REEL NON NUL, b ET ¢ DEUX REELS

3.1 Cas ou b* —4dac=0.
3.2 Cas ou h* —4ac > 0.
3.3 Cas ou b*-dac <0.

S’ENTRAINER
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JEECONI £QUATIONS DIFFERENTIELLES

> Résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre et une équatjop 1
second ordre a coeficients constants.

1. GENERALITES ET EXEMPLES.

Situation 1 : Dans une culture bactérienne, le nombre de bactéries passe de 400 a 1000 en trois heures ¢t
a tout instant, le taux de croissance est proportionnel au nombre de bactéries présentes ’
Situation 2 :Un solide de masse m est accroché au bout d’un ressort vertical , de constante de

raideur k et fixé a un point.Ce solide assimilé a un point matériel est tiré , puis

relaché. Le solide effectue des mouvements verticaux.
Activité 1

1.a) Montrer que si N désigne le nombre de bactéries présentes dans la culture a Iinstant t, alors ].
, , AN |
existe un réel k tel que i kN (7).
B 4 % ;
b) En déduire que , pour tout 7, N vérifie N'(1)=kN (1).
c) Sitest exprimé en heures, alors donner les valeurs de N (0) et de N(3).

2. Soit (D) la droite confondue a I’axe du ressort et passant par le centre de la masse. Soit O la

position du solide au repos et I sa position au moment ot il est laché. On peut ainsi orienter 12
droite (D) par le repere (O,I). On pose Ol =a .

a) En désignant par x 1’abscisse du mobile dans le repere (O,I), a I'instant t, montrer queé
mx'(f)-i—kx(t):().

b) Donner la valeur de x(0).
c) Donner la valeur maximale et la valeur minimale de x
Activite 2
a) Montrer que la fonction : x — ae™ vérifie la relation (E,) :f’(x) = 2f(x).
b) Montrer que la fonction : x — /nx vérifie la relation

(Ez):h"(x)+—;?'(-\‘)+.\‘h(x)=x1n.r. ; Jifl
X . =]
c) Déterminer le polyndme du second degré P tel que : (£, ): 3P"(x)-2P (x)+ZP(x)

Pa— T R T T pr——— - ) . = blcet
~ e Une équation différentielle est une relation liant une fonction plusieurs fois dérva

: certaines de ses défivées: ; el
e Les expressions qui multiplient les différentes dérivées sont appel fficien

ées coeflicien=
différentielle. Elles peuvent étre constantes pour les unes et variables pour day on? dan®

e Le plus grand ordre de dérivation de la fonction inconnue, ayant un coefficient 10
l'équation , est 1’ordre de cette équation différentielle.
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est la derivee dordre 1 de 1 fonction f considérée comme fonction de

‘\il]Si (.!}{ S f". (zz.f . (i‘ /. “y (I” ,. ( }

B0 R M- s T LN L i
e o2 T T S, Si le plus souvent, on ne fait

la variable ¥

35 ressortir explicitement la variable de la fonction inconnue dans unc ¢quation différentielle,
olle Jevrait s¢ sous-entendre par rapport au probléme a resoudre. La fonction cherchée peut
L.m. ane loi horaire, ¢t alors elle sera fonction du temps.
¢ . ;

La fonction inconnue peut-ctre mvariablement notée /' g;x; v« 0, ete.
"L n * ’ .

% o g (1) Y X , N . .
» §j I'équation $ eultzarf (¥) = g(x), alors g(.r) est son second membre. Une €quation
i=0
gifférentielle dont le second membre est nul est dit sans seccond membre ou équation homogéne.

+ i I'application > a.f estlinéaire, alors I’équation différenticlle (E) est dite linéaire et
i=0
les cocfifficients a, (0 < i < n) sont des fonctions de R dans R.

» ['équation linéaire (E) est a coefficients constant si les a sont des fonctions constantes.

L'équation différentielle : 4y’ + 7y =x+2 est du premier ordre, avec second membre et a
coefficients constants.

L'équation différentielle : mx‘(r) +kx(r) =0 est du second ordre , a coefficients constants et
sans second membre.

Léquation différentielle : x " (x)+ f”(x)=3/"(x)+ f (¥) = est du troisiéme ordre , &
coefficients variables et avec second membre.

Toutes les équations précédentes sont linéaires.Par contre, I’équation

f '(x)x f'(x)+2f (x)=e"" estune équation différentielle du second ordre, avec second
membre et non linéaire.

S’exercer

1!\10 . y s S FFara N
;}Ecr que la fonction x — 1 — x?¢”* est une solution de Iéquation différenticlle
X

o J$2'(x)+ f (x) =—2¢7 +1.

VTR " . Q.2 .

b, Suation différentielle (E) : /" (x)~3/"(x)+2/ (x) =8¥ 24;‘:ﬁ .
(lerm‘“er les trois nombres réels a,b,c pour que la fonction g Gelinie par
X)= ;

X =ax*+bx+ ¢ soit une solution de (E).

|
’nm.!'e ¥ - l . d‘l“‘ i
I ; . G 3 —(4—-x)e? estune solution de l equation
que la fonction # définie sur R par h(.\’) (4 ") 1

"
tlTéremiellc i gl ly ~0

Ny . - _
“duire 5 forme générale des primitives de la fonction A sur R.
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(!" / v *
. — t Iil dCl'l\’CC d i i.‘ Y 1 f n (Il:
L IOH CS ( I( IL n dC ]:’ 2 i * 1 ‘e i
. n{)‘"l : .1‘” 1 f(m(.ll()n / L()nﬁl(i{:rcc comme fonctio

;s . IHASE, o= /":ﬂ S dy X)) ens
\'3rmblL X de et LV ga W = ") Sile plus souvent, on ne fait
- rcsSO“.i" explicitement I:'l variable de la fonction inconnue dans une équation différentielle,
olle dt:\’l'i“f se sqlls-cnlcnqtc par I'ill3l3f)l‘l au probléme a resoudre. La fonction cherchée peut
e une loi horaire, et alors elle sera fonction dy temps.

, La fonction inconnue peut-Etre invariablement notée /7 g

Ja

X, y,a,0,elc.

n

. . Y P (” s B . .

» §i I'¢quation 8 éerit D a, 1 (x) = g(x), alors g(x) est son second membre. Une équation
i=0

gifférentielle dont Ie second membre est nul est dit sans second membre ou équation homogene.

» Si I"application fHZa,.f est linéaire, alors ’équation différentielle (E) est dite linéaire et

i=0
les coéfifficients a. (0 < i < n) sont des fonctions de R dans R.

+ L'¢quation linéaire (E) est a coefficients constant si les a sont des fonctions constantes.

L'équation différentielle : 4y'+7y = x+ 2 est du premier ordre, avec second membre et a
coefficients constants.

Léquation différentielle : mx'(¢)+ kx(¢) =0 est du second ordre , 4 coefficients constants et
sans second membre.

L'équation différentielle :xzf'”(x)+ f"(x) - 3f'(x) +f(x) = x est du troisiéme ordre , a
coefficients variables et avec second membre.

Toutes les équations précédentes sont linéaires.Par contre, [’équation

f"(x)xf'(x) +2f(x)=e" est une équation différentielle du second ordre, avec second
membre et non linéaire.

S’exercer

iy R
f};ef]que la fonction x —» 1 — x2¢~* est une solution de I’équation différentielle

F +2f'(x)+f(x) =—2¢ " +1.
0l ' . )
De’] eqll:'cltlon différentielle (E) : f"(x)=3/" (I) +2f(x)= 8_"‘2 ﬁ24x; -
‘Miner |eg trois nombres réels a,b,c pour que la fonction g définie par
t =@+ bx +¢ soit une solution de (E).

Ontre
"4ue la fonction 4 définie sur R par h(x)=

|

—x . - .
(4-x)e* estune solution de I'équation
d

liférentielle Yy +ly 0 ‘

Ndédy: ;
“duire 1 forme générale des primitives de la fonction A sur R.
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Activité 1

Soit a un réel donné.On se propose de chercher les fonctions / dérivables sur B telles que
~y . ¢ gs Ry L / - i i 4 T = i
S =af (1), c’est-a-dire telles que, pour tout réel x, f (Y) = af (X) Soit S I’ensemble de telles

fonctions.

1) Montrer que la fonction nulle appartient a S.

2) Soient @ et B deux réels, f et g deux éléments de S.

Montrer que @ f + Bg appartient a S.
Activité 2 _
Soit la fonction f] : x o ¢,

1) a)Montrer que £, est un élément de S.

b) Justifier que pour tout réel A, A f, est aussi un élément de S.
2) Soit f un élément de S. Soit g la fonction définie par f = gf,.

a) Montrer que g est définie sur R et exprimer pour tout réel x, g(x) en fonction de f (t]

b) Montrer que pour tout réel x, on a g'(x): S (I)Hraf(x)

(¢}

Utiliser le fait que /' =af pour déduire
qu’il existe un réel u tel que f = pf;,

Soita un réel.
L’ensemble des solutions de 1’é
définies sur R : x> Ae*

REMARQUE

1) Si a=0, I'ensemble des solutig

2) Soit a, x,,y, trois réels, L’¢quation difye
prend la valeur y, en x

Eneffet f:x de“, oll AeR.

1270

quation différentielle ' = ay est’
» 00 A est un réel arbitraire ne dépendan

que g est une fonction constante sur R . Montrer alors

ensemble des fonctions
t pas de x.

rentielle y' = ay admet une seule soluti
C’ e l "~ . Ll .
o+ & estla fonction définie sur R

) ns de I’équation différentielle »' =0 est [’ensemble des
fonctions constantes sur R |

n qui

i ’lq
par — ye"" ™)
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r » b iy =] . ‘ '\ 5 . 3
Y=o équivaut a Ae™ =y, qui est cquivalent a A - Soit
L : ar,
e

f(w) .
'; g 1,'”6—[““ ) D'Ofl pOUl' tout reel X f(\) = y”e~irlu cm =, i) .

Swit-ﬂ-ésoudrc I’équation différenticlle p'+2y=0 ,
L L1

L'équation y'+.’12'_v =0 estéquivalente d p'=-2y, Cette ¢quation différentielle a pour

solution V' = e .

Lensemble des solutions S de cette ¢quation est I’ensemble des fonctions f définies sur R
-2 .

par f(‘) =Ae . ) ) .

péterminons 1a solution de cette équation qui prend la valeur 2 en 0.

f([}):z équivaut a T2 =1 raeit 4=2.

La solution de I’équation différentielle y'+2y =0 qui prend la valeur 2 en 0 est la fonction

f1 o W 4 2@—2\--

" Exercice Résolu : |

Soit I'équation différentielle du premier ordre (1): 2y'+3y =6x*—7x+2.

1) Résolution de 1’équation différentielle sans second membre. ;
(2): 2y'+3y =0 est une équation différentielle du premier ordre de la forme y'=—-=y.

L'ensemble S, des solutions de cette équation est ’ensemble des fonctions définies sur
3

Rixsde 2 (.& constante réelle) : :
) Recherchons une solution particuliére de 1’équation (1), polyndme du second degré . Soit P
cette solution, pour tout réel x, P(x)=ax*+bx+c.a,b,ceR;a=0.

P'(x)=2ax+5. P solution de (1) signifie que pour tout réel x,
2})'(J‘)+3}’»'(JC)=6.’c"—7.1c+2.
2(2‘1*'-*‘fi')+3(4:11:"-+bx-l-c):6):2-'?'x+2.

Pour tout rée] x, 3ax2+(4a+3b)x+2b+3c=6x2—7x+2.

_ 3 6
Par identification on a < 4a+3b=-7 ;c’est-d-dire a=2;b=-5;c=4.
2b+3c=2

53) P'(x):zxz_sx+4 =

.' R‘ESOIUtion de ’équation différenticlle avec second membre.

| Peterm'“()ns I’ensemble S des solutions de I’équation (1).

€5, donc pour tout réel x , 2P'(x)+3p(x)=6x"-Tx+2.

O f une soluti
) ution de (1). 5 e '
ONtrons que f est solution de (1) si et seulement si 2f'+3f=2P'+3P.

Y N ' "V » .
2f t3f=2py3p équivaut successivement a i —~2P =3P-3f .
(I‘P)'=3(P—-f) : 2(f-—P)'—3(f—P) —0 ou 0 désigne I’application nulle ; /- Pe S.
: I":;st Solution de (1) si et seulement si f estdela forme f =g+ P ol g estsolution de
L, Mation ()
\ L‘ . A .
< semp) e S des solutions de 1’équation 2 y'+3y= 6x2—7x+2 est I’ensemble des fonctions
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-
définiessur R : X Ade ? +2x*—-5x+4.

4) Déterminer la solution de I'équation (1) qui prend la valeur V2 eno.
Soit f une solution de (1).
Ll

Ona f(x)= Ae T +2x1—5x+4.

3

| ] A .
f(O): J2 équivauta Ae ? 1 2x0' —5x0+4 = J2 ; Soit A= ST
La solution de I’équation (1) qui prend la valeur \E en O est la fonction S définie i
" -

i, Pour
tout réel x, f(\) :(J:—fl)e 2. +2x2—5x+4.

o
) :
Y
d Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) 3y'+5y=0; b) Ey'—iy=0 ;¢ Y+2y=0; d)-2y'+3y=0.
Déterminer pour chacune des €quations ci-dessus la solution qui prend la valeur —1 ep (.
e En vous inspirant de 1’exercice résolu ci-dessus, résoudre I’équation différentielle
Sy+3y=3x*-2x—-4 .
1.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES : ay"+by'+¢y=0 O

a EST UN REEL NON NUL, b ef ¢c DEUX REELS

131 Casou bh2—4ac=0.

Actvité 1

Soit a un réel donné.On se propose de chercher les fonctions f au moins deux fois

dérivables sur R solutions de ay”+by"+cy =0 (1), c’est-a-dire telles que, pour tout réel
af (x)+bf"(x)+cf (x)=0. Soit S I’ensemble de telles fonctions.

1) Montrer que la fonction nulle appartient 4 S.

2) Soient a et f deuxréels; f et g deux éléments de S.
Montrer que a f + PBg appartienta S.

Activité 2

Soit r unréel et f la fonction: x+— e™.

a X +}I I v = 0‘
b) SUppOSDﬂS que bz = 4GC = 0 i

L’équation ar?+br+c =0 admet une seule racine réelle r = b

0 za
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iy

> ost dlément de S d'aprds Pactivité | et quel que soit le récl 4., 2/, est

lel'l q:
sent de S
fonction au moins deux fois dérivable sur R: g la fonction définic sur R par :

L t{ln
ke
holi fune
[] (%)( ) ‘
ontrer que pour tout réel x, f(x)=g(x)e" < g(x)=/(x)e™.

o M
est au moins deux fois dérivable sur IR,

o D¢ sduire que &£
, Calculer iz ver f7(x ¥) ct montrer que
af"(» ')*bf (x)+ef (¥ v)= " ("8”(-\')+(2f;,a+b)g'(.r)+(m;f +br, + c)g(r))
o Utiliser le fait que 7, est 501ll_li0" de I’équation ar?+br +c¢ =0 pour déduire que
of ' (%) + bf'(x )+CI[‘)—EF“' (ag"( )+ (2ra+b)g'(x ))
. Dtdum que f ‘1pp'1rt1ent a S si et seulement si ag”+(2ra+b)g’ =0.
. Posons z=8".
Calculer 2r,a+b et en déduire que I’équation ag”+(2r,a+b)g’' = =0. équivaut a z
En déduire que g est une fonction affine : x> Ax+ u, ol (A;4) € R™.

z'=0.

. En déduire qu’une solution f de ay"+by'+cy=0 est définic par : pour tout réel x,
f(x)=(Ax+p)e™ ou (A p) e R

*Une équation de la forme ay” + by’ + cy 0 o aest un réel non nul, betc deux réels est
appelée équation différentielle du second ordre homogene ou sans second membre.
*’équation ar*+br+c=0 est appelée équation caractéristique associée a I’ équation

différentielle ay”+by'+cy =0. _
*§i A=b>—4ac =0 alors, I'équation ar 24 br+c= 0 admet une racine double r, =_E’

le des fonctions définies sur

' etl'ensemble S des solutions de cette équation est 'ensemb
Ropar fixi> (Ax+p)e” ou (Z.;,u)eRz. i

s solutions de I’équation y"=0 est ’ensemble
)e R’

= ——, I’équation différentielle

* Silona p=c= 0, alors I’ensemble S de
des fonctions définies sur R : x > Ax+ 4 avee (Asm

L ]
Sil équation ar?+ br+c =0 admet une seule racine 1,

a -
4" +by' +cy =0 admet une unique solution g qui satisfait aux conditions g(x) =y, et

g'(x, )=ip' .- (Conditions initiales).

i
) Résolvons ’équation différenticlle 4" —4)""""0 ' i
rP=4r+1=0. |

L ¢quation caractéristique de cetle équation est 4r- |
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Son discriminant A = (—4)2 _4x4x1=16-16=0.

Le discriminant étant nul, I’équation 4% —4r+1= 0 admet une racine double
N ) I

0 *
x4 2 . . cChrantiolle "
L'ensemble S des solutions de I'¢quation différenticlle 4y"—4y+1=0 est I’ensembled
| €

fonctions :x (.&.\'+,u)c-1‘ ,
2) Déterminons la solution g de cette équation qui vérifie g(O) =2 et g'(O] =-—1,
l E
glx)= Lig+gle® ; 1 1
g'(.\')=;~02' +5(ﬂ..\'+ﬂ)€ ; :{ﬂ, +E(lx+,u)}32 .
2(0)=2 équivauta p=2 ;

b | -

=

4
g'(O):—l équivaut a 24+ u=-2 - s0it24A=-2-2 ;l=—53t#:2;1=—2e1p=2_

=y

[Eli‘f: i

L a solution g de 1’équation différentielle 4y" —4y+1=0 qui vérifie g (0)=2 et
!

e

sl § S

g'(O) =—1 est la fonction : x> (—Zx + 2) e

Exercice Résolu :

s N0
Trouver la solution de I’équation différentielle (E) : y"+2y"+y =0 telle que { ,((3) L
L’équation caractéristique associée a (E) est r*+2r+1=0 ; Soit (r + 1)2 =0,

Cette équation admet une racine double qui est —1.
Les solutions de I’équation y"+2)'+y =0 sont les fonctions : x - (4 + ux)e™.
La dérivée de la fonction : x> (A+ ux)e™ est la fonction :
x> pe* —(A+px)e 5 soit x> (u—A— px)e.
= 1 = 0 = — = 0

' La condition initiale {y'( ) permet d’écrire : (A +p)e 0 ; soit A+l 3

| y'(0)=1" p-a=1 —A+up=l
1 1
ce qui donne u oy et A=——.

2
, 1)=0.
' La solution de y"+2y'+y=0 avec {y( ) 53 est la fonction :IH%(-l+x)e"-

y'(0)

~ S’exercer

i
=
f a) Résoudre I’équation différentielle : y"+4)'+4y =0,

b) Déterminer la solution y qui satisfait aux conditions y(0)=1et y'(0)=1

Scanné avec CamScanner



' Prendre un bon départ

! "’H'mcl ’__—h—m
fth= 2a ’ 2a

Qiet b
e ;'

-
“

s 4 =n.avee n—-n =0,
., Montre? que <h : 2o
M

. -[;m:qoudrc I*équation diftérenticlle g" = (r,~n )g'.
5 Soit T h

1
Po_{ﬂﬂs L= g T -
. Montrer qu¢ résoudre g"=(r,—1)g" revient a résoudre z' = (r,-1)z.

(=%

el que 8(-1') =—= " 4 4 ol A est une constante réelle.
r—r
2 1 ) v
Lo fonction £, : x> €™ estun élément de S d’aprés I’activité 1, quel que soit le réel 4, 4/, est

3

1 O
) En déduire que = = 4e

un ¢lement de S. . . o %4 n
» Soit 7 une fonction au moins deux fois dérivable sur R. g la fonction définie sur X par .

f(x)=(gﬁ)(x). D’aprés le méme raisonnement qu’a Iactivité 2 du 1.2, déduires que /* est
solution de a@y” +by'+cy =0 si et seulement si pour tout réel x,

.r(x)=f,(x)g(x):e“( 4

h—h
. montrer que les solutions de I’équation ay"+by'+cy =0 sont les

el AJ ol A est une constante réelle.

* En posant B =
p

—_— r . .
fonctions f définies sur R par f(x)=A4e" +Be*" ; AetBsont deux constantes réelles.

r’“ : . 132 . ) - : I3 - 5 ;
' Siléquation caractéristi que ar?+br+c=0 associée a I’équation différentielle du second f)rdre
9"+by'+cy=0 admet deux racines réelles distinctes 7 ef7, alors 1 ensemb)f 3 ie; Sf‘l"m,’“:
®cette ¢quation est I’ensemble des fonctions f définies sur R par f(x)=4e™ + Be™, ou

!\ﬁlB Sont des constantes réelles.

Si Péquation caractéristique ar?+br+c= 0 associée a I’équation différentielle du second
Ordre " +by' + ¢y =0 admet deux racines réelles distinctes V(5 ¥, ') € R, I'équation
H an * T e y p . (v )=y e |
d'”'éft‘:nlicll(: ay" + by' +cy =0 admet un¢ unique solution f telle que Y, € Dy /(%)= et |
Dy =

fl(x“):}'ul
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1)

2)

Exercice Résolu :

Résoudre sur R 1’équation différentielle (E) : y" -3y -4y =0 avec

. [ ' Ay, " ] -
Résolvons 1'équation différenticlle (E) 2y"+y' =6y =0.
(E) admet pour équation caractéristique 212 +r—-6=0.

Son discriminant est A =12-4(2)(-6)=49="T
o -1+7 3

Les racines de I’équation caractéristique sont 7; = R =-2elr, =

- - g °
. 1
L'ensemble S des solutions de (E) est I’ensemble des fonctions f:x» de ™ +Bel' (

Déterminons la solution de (E) qui vérifie y(O) =~3 et y'(()) =1,
3 _3er
f(x)= Ae™ + Be? f(x)= —24e™™ +—3—Be2 ;
3

7(0)==3 équivauta Ade™+Be?" =-3 ;soit A+B=-3.

3
; = . 3 .
/'(0)=1 équivauta —24e™>" +EBe2 ’—1 ; soit _2A+EB =1 ; ce qui revient a

) A+ B=-3.
—4A4+3B=2 .0On obtient le systéme :
-4A4+3B=2

: 10
La résolution de ce systeme donne 4 =,% et B= S

La solution de (E) qui vérifie y(0)=-3ety'(0)=1 estla fonction f : x> &

{y(0)=2

y'(0)=4'

L’équation caractéristique associée a (E) est r’+3r—4=0.

Son discriminant est A =32—4x1x(—4)=9+16=25.

' Cette équation admet deux solutions réelles # =§ =—letn= Sy =4,

' Les solutions de I’équation y"+3y'—4y =0 sont les fonctions : x> de™* + B
~ des constantes réelles.

' La fonction : x> Ae”* + Be'* a pour dérivée la fonction : x > —Ae® +4Be™".
La condition initiale {
| D‘oixB=% AR

“La solution y de I’équation différentielle (E) : y"—3)'-4y =0 avec {y

3+5

y(0)=2
y'(0)=4

A+B=2

ermet d’avoir le systé .
3 Aletie {—A +4B=4

5

4 -X 6 4x
XH;E e A
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ation difiérenticlle 2" ~Ty'-4y=0,

~oae Ja solution v de cette équati B
, péterminer 1 ¢ v de cette équation qui vérific y(1)=-2ery'(1)=3.

-

(‘:l\ l‘“‘] h: "'4”(1 ~ (].

i ; - r - . 2 . p =
\rer que 1"équation caractéristique ar’ +br+c =0 admet deux racines complexes conjuguces

fune de 'autre.

S: le dlscnmmant A=b*—4ac< 0 associée a 1’ equation caractéristique de 1’équation

mﬁ"m'entlclle ay"+by'+cy =0 admet deux racines complexes conjuguées distinctes +if
et A un réel non nul, alors I ensemble S des solutions de cette

par f:x > (Acosfx + Bsinfx )e**avec J

‘ea-if ob @ estun réel
l

équation est I’ensemble des fonctions définies sur R
AeRetB eR . |

REMARQUE

Si l’équation A=b% —4ac <0, alors ¥ (g, Yos Yo )
@"+by'+cy =0 admet une unique solution f quisa

f(x)=y, et I (x)=ps"

End’autres termes, parmi les fonctions solutions de I’
il en existe une unique dont la courbe passe Pfﬂr le pot
Pint une tangente de coefficient directeur Yo -

eR’,x, € D, I’équation différentielle
tisfait aux conditions suivantes :

équation différentielle a y”+ by’ +cy =0,
int de coordonnées (X, ,) €t admet en ce

y '+7y=0.

1) R¢
“solvons I équation différentielle y'—-4 |
7=0. Son discriminant est

S
;“ ¢quation caractéristique est > —4r+
=(~4) -4x1x7=16- 28-——12'12‘2"(2“6)' [
|I l

44213 33{1‘_3-‘—*5 _iV3.

Ses rap:
facines sont =g
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de 1'¢quation différenticlle y"—=4y"+7y =0 est |° C“SCmbl

L'ensemble S des solutions
fonctions f définies sur R par:

2
Pour tout réel x /(,\‘)_c ( cos 3\+b’\m\ﬁ\) (/i,B)ER.

(0 =0ety’ 0)=
2) Déterminons la solution y de cette ¢quation qui vérifie : )( ) y( )=1.

2x
F ( )~ 2¢° (‘—Im.v\/i.\ + Bmiﬁ.\) ( \/—AHH 3x+ \/_BCUSJ_x)
f(O] =0 équivaut d A =0

1 <3

f'(O) =1 équivaut a J3B=1; soit B= -ﬁ = ER

: | 3) La fonction X+ 7362“51‘:1«/536 est I’unique solution de ’équation différentielle
L___ V'=4y'+7y=0 qui vérifie : y(o)"—'Oefy'(O)zl'

Exercice Résolu

Déterminer la solution y de 1’équation dlﬁ'erennelle (E): 4 y +4y'+65y =0 telle que
»(0)=1
1%

vA0)=

2 2
L’équation caractéristique de (E) est 47> +4r+65=0.
Son discriminant réduit est A =4-4x65 =256 =256i" = (16i)’.

—2+16i =—-%+4iefr2 & —2—1'61 1

Ses racines sont # =

———4j
2
1
Les solutions dc (E) sont les fonctions f Xte? (Acos 4x + Bsin 4x).

i (x)——ae 2 (Acos4x+ Bsm4x)+ e 2 (—4Asm4x+4Bcos4x)

f£(0)=1 équivauta A=1 ;f'(0)=—l €quivaut a —1A+4B-——1—
2 2 2
A= TSNEEREN ks
ey soit A=1 et B=0.

¥'(0) =_% est la fonction : x> ~—e

On a donc le systéme {

La solutionde 4y"+4y'+65y =0 telle que

uS’exercer

h a) Résoudre I’équation différentie]]e y'+2y' +3y =0,

b) Déterminer la solution de y'+2y +3y =0 qui satisfait aux conditions suivantes :
y'(0)=-2ety(0)=1.

TN
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ONS DIFFERENTIELLES DU
pPREMIER ORDRE

QU ATI

pioudre les équations différentielles :
S

! 1 r
gy +3y=0; D)y +7y=0; )3y =5y =0.

1 péterminer la solution /* de I’équation
différentielle y'+5y =0 qui prend la
valeur 7 en 0.

) Résoudre dans R 1’€quation

f(1)+f(x+1)=0.

9

1) Résoudre I’équation différentielle

| Y+ yln2 =0.

| )) Déterminer la solution particulicre 1 telle

p fesa courbe représentative (C], dans un

. Tpere orthonormé passe par le point de
tordonnées (3;4).

0

] ,

) ?e§°“drfe les équations différentielle :

] [‘){- 2y'=3y et (ii):3y' = 2y.
;‘eﬂmner les solutions respectives

f',e'fz des équations (1) et (2) telles que
) Rlé(o)‘-"leffz'(o) e
s

B oudre dans R I’équation  fi(2) =£a(%):
i T
E,déri\lra?]semble des applications de R vers
Yon ait 4 S sur R, telles que, pour tout réel
) Démof (x)+2f(x)=x2+x+1.

Mme r}rer qu’il existe une fonction poly-
Y4 ’ de degré 2 qui appartient a 7.

l‘é‘qnatige NSemble des solutions de

N différentie]le y'+2y=0.

a) Démontrer que F est I’ensemble des
fonctions g+ f; ot g dérit S.
b) Déterminer S.

c) En déduire F.
3) Déterminer I’élément f, de F tel que

£(0)=3.
(o

Soit I’équation différentielle (E) : y'—y = x+ 2.

1) Déterminer une fonction affine g solution
de (E).

2) Montrer que si f est solution de (E), alors
f —g estsolution de y'—y =0. Résoudre
cette équation.

3) Déterminer toutes les solutions de (E).

4) Déterminer la solution particuliere 4
de (E) telle que sa courbe représentative
dans un repére du plan admette au point
d’abscisse 0 une tangente parall¢le a I’axe
des abscisses.

Soit I’équation différentielle (E) : y'+y=e™.
1) Démontrer qu’il existe un réel a tel que la
fonction f; :x > ae™ estune solution de (E).
2) Soit S I’ensemble des solutions de
I’équation différentielle y'+y =0.
Résoudre cette équation.
3) Démontrer que f est solution de (E) si
et seulement si f s’écrit sous la forme
f=f,+g ou g estun élément de S.

4) Résoudre (E).

8

Soit (E) I’équation différentielle y'—5y = sinx. |
1) Déterminer deux réels Aet B |
tels que la fonction g définie par - |
g(_-;)=Acos.t+ Bsinx soit solution de (E). |
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2) Soit f une fonction dérivable sur R.
On posc h = f =g . Démontrer que [/ est
solution de () si et seulement si /i esl
solution de 1'équation »'=5y =0.

3) Résoudre I'équation (E).

o

Soit (E) I’équation différenticlle y'+2y =3e7".

1) Démontrer que toute t‘gnction u, telle que
la fonction x> u(x)e™ soit solution de

(E). vérifie I'équation différentielle
(E): y'—y=3.

2) a)Démontrer que la fonction constante
x> =3 est solution de (E’).

b) Démontrer qu’une f est solution
de (E’) si et seulement si la fonction
g:x f(x)+3 est solution de
I’équation y'—y=0.

¢) Résoudre I’équation différentielle
¥'—y =0, puis I’équation (E").

d) Déterminer la solution de (E) qui
s'annule en 0.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
@ SECOND ORDRE.

Déterminer la solution particuliére f

de I’équation 4y"-12y'+9y =0 qui
satisfait aux conditions initiales suivantes :
f(O) =5etf’(0)=-2.

Méme question qu’au N° 10 pour les
exercicesde 11 2 17:

®
Y4y +oy=0; f(0)=0er f(0)=1.

12)

y'_4)r'+3y=0 : f(0)=2€ff'(0)=—-3.

@ T
Yy +4y=0 :f(;}-! et f'[%}l.

@

2),'.1..'-‘1'—}1:0 3 f(l):“.‘ff'(l)=0

®

V=20 45920 ()=0 ()

©

2_J§)y"+ 2y=0; £(0)= let f'(0)=\3

 ——

S

5y"=3y"=0 et telle que f(U)= letf’(()

©

1) Résoudre I’équation différentielle
y'+y=0.

2) Déterminer la solution particuliére f
de cette équation telle que la courbe
représentative de f, dans un repére
orthonormé, passe par le point de

coordonnées (0;1) et admette en ce point
une tangente de coefficient directeur nul.

®

)=1

Soit F ’ensemble des applications f de
R dans R, telle que, pour tout réel x, onait

[T(x)+f(x)=x+2.

1) Démontrer qu’il existe une fonction

polyndme £, de degré 3 qui appartienta F.

2) Résoudre I’équation différentielle
y||+ y — 0.
3) Déduire I’ensemble F.

4) Déterminer I’élément f, de F tel que

£(0)=3et £ (0)=-7.

D

Soit F I’ensemble des applications f €€

R dans R, telle que, pour tout réel X,

f"(-’f)*-2f'(x)+f(:c)=(x2+1)e"-

‘ ; 4 . 0-
1) Démontrer qu’il existe une fonction I:u: .

lyndme P de quatri¢me degré telle q

% ot @
fonction f, : x> P(x)e appartient

2) Résoudre I’équation diftérenticlle
(E): y'+2y'+y=0=0. :

3) Soit g une fonction deux fois der
sur R. Montrer que g appartien! a(jc
et seulement si g — f, est solutiof
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Juire ["ensemble F.
pedt
)|

3 isemble des fonctions définies
'CI N : . i
RE 1H--; deux fois sur R solutions de
B aDies i
VAV antielle
e 'mldlﬂklum"’lh"
1“\“1]3“ " X - l (_’_ v
' )= ——
piedr="_3
r‘]. rl+3‘ i \-
-
, vrifier AU
" yppartient & . .
. 1"¢équation diflérentielle
., pésoudre ,q ” 0
) ey 442y =0,

ue la fonction fix=e inx

wit ¢ la fonction deux fois dérivable sur

g) Soit 8 S .

Y 7' Montrer que g appartienta F si et
:eﬁlement si g—f estsolution de (2).

1) En déduire I’ensemble F.

wit 'équation différentielle
f):y'+2)' +5y =30cosx.
|) Déterminer deux réels a et b tels que
. lafonction : x> acosx +bsinx soit une
;. solution de 1’équation (E).
) Résoudre I’équation différentielle
Y+2y'+5y=0.
J) Résoudre I"équation (E).

it équation différentielle
E): 3}"-2y" —y=2cos?x.

l) Délen'niner trois réels a,b,c tels que la

Mction X 5 acos2x + bsin2x+ ¢ soit une
2 %lution de (E).

) Réfoudre; P’équation différentielle
] }’ "‘2y —y= 0

2

I Rés(}ud!'e
Y416

lemm;
tm;‘mncr la fonction f, solution de
equalion, [c"c que f(ir_] = -2 et
4

l’équ"ation différentielle :

-—
=
.

J'(7)=3.

3) M“”l.l‘cr que, pour tout réel x, cette
solution particuliere peut s'¢crire ;

S(x)= Zﬁmv[c@x - %J ‘

4) Résoudre dans [U;Jr

S(x)=42.
25’

Soit (E) I’¢quation différenticlle
(E): y"+4y=0.
1) Résoudre I’équation (E).

2) Déterminer la fonction f, solution
particuli¢re de (E), telle que

T T _

], I"¢quation

3) Déterminer deux réels A et @ tels que,
pour tout réel 1, f'(£) = Acos (2t +¢).

26

Une masse m , mobile sur un axe (O,f asa
position représentée sur cet axe par le point M.
Cette masse est soumise a une force d’attraction
F , telle que ’abscisse y(t) du point M en
fonction de t vérifie I’équation différentielle

V' + il y =0.
1) Résoudre cette équation différentielle.
M = .
: — —>
y@ F ‘

Pour la suite de I’exercice, on suppose que
A T

y(0)=1let y (O):E :
2) a) Montrer que y s’exprime

en fonction de ¢, pourt>0, par

y(t)=cos [%t]+ Sin(%l) :

b) Déterminer le réel « , compris entre 0
et 1, tel que pour t20:

y(:)=ﬁsin[%(r+a)].
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3) a) Donner la valeur positive de t pour
laquelle le point M se trouve pour la
premicre fois au point O,

b) Combien de fois le point M se trouve-

t-il en O, dans 'intervalle [0:6] ?

@

On se propose de chercher les fonctions / de
R dans R telles que, pour tout réel x,on ait ;

(%)= 7" (x)+3f(x)=6x2+5x.

1) On désigne par ¢ une fonction
polynéme de R dans R définie par :
g (\) =ax*+bx+c,ona,betcsont des
réels.
Déterminer a, b, ¢ pour que pour tout réel x,

g"(x)-g'(x)+3g(x)=6x2+5x.

2) Onpose F= f—g.

a) Montrer que si f vérifie, pour tout
réel x, la relation (1), alors F est
solution de I’équation différentielle :
(2): y"—4y'+3y=0.

b) Réciproquement, établir que si F est
une solution de (2), f est définie par
[ =F+ g vérifie (1).

¢) Reésoudre I’équation (2) et en
déduire les solutions de 1’équation
y'—4y +3y=6x*+5x.

1) Résoudre I’équation différentielle :
(1): y"+2y'+2y=0.
2) On considére I’équation différentielle :

—x+—|.

2): y'+2y'+2y=e"

a) Déterminer les réels aerb tels
que la fonction g définie par :
g(x)=¢"(ax+b) soit une solution
de (2).

b) A désignant une solution

quelconque de I’équation (1),
montrer que la fonction f telle que

f(x)=g(x)+h(x) est solution de (2).

¢) Déterminer parmi les fonctiong
définies au 2)b ) celle qui vérifie

/(0)= |ur_/"(0)=-_;.

Le but de I'exercice est I’étude de I’intensitg

i dans un circuit comprenant en série yp

générateur de force électromotrice E (en Volts)

et une bobine de résistance R (en Ohms)

et I’inductance L (en henrys). A instant

t (en secondes), I'intensité / (en ampéres)

est solution de I’équation différentielle (1)

Ly'+Ry=F.

Ondonne E=10V,R=100V,L=0,2H

1) Vérifier que I’équation (1) s’écrit :
y'+500y =50.

2) a) On pose pour tout #, i(r) = 1(2‘)+0,1.
Démontrer que la fonction i est solution de
I’équation différentielle (2) : y'+500y=0.

b) Résoudre I’équation différentielle (2).
c) Déterminer alors la solution i de (1)
telle que i(O) =0.
3) Déterminer a 1 milliseconde prés
par excés, I’instant #, a partir duquel
Pintensité i(z,) est supérieure a 95 mA.
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CALCULS DES
PROBABILITES

RESOLUTION DE CERTAINS
PROBLEMES DE DENOMBREMENT.

1-1 UTILISATION DES DIAGRAMMES ET DES TABLEAUX.
1-2 ARBRES DE CHOIX : NOTION DE LISTES.

{ PROBABILITE D’UN EVENEMENT.

2-1 INTRODUCTION DE LA PROBABILITE D’UN EVENEMENT.
2.1.1 Vocabulaire en probabilité.

2.1.2 Probabilité d’un événement

2-2 QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION DE
PROBABILITE « P » .

2-3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

VARIABLES ALEATOIRES.

3-1 PRESENTATION.

32 LOI DE PROBABILITE ET CARACTERISTIQUES D’UNE
VARIABLE ALEATOIRE.

3-3 FONCTION DE REPARTITION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE.

3-4 EPREUVES REPETEES DE BERNOULLIL

3.4.1 Présentation.
3.4.1 Espérance mathématique et variance de la variable aléatoire
associée 2 une épreuve répétée de Bernoulli.

S’ENTRAINER
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RESOLUTION DE CERTAINS
PROBLEMES DE DENOMBREMEN

» Résoudre quelques problémes de dénombrement en utilisant des diagramm

€s oy des
tableaux - x]

1.1. UTILISATION DES DIAGRAMMES ET DES
TABLEAUX.

| E“\_\" - 5
.,‘ﬁ%_;:eprendre un bon départ]}

_. : ‘b-:—:'___-aﬁ”

Activité 1

Un magasin souhaite faire une promotion sur des lampes de bureau et des lampes de salon, Ces
lampes sont de trois couleurs : blanche, noire ou rouge.

Sur ces 200 lampes, 25 % sont des lampes de salon ; 30 % des lampes sont blanches : 60 lampes sont

rouges et parmi elles, 20 % sont des lampes de salon. Le quart des lampes noires sont des lampes de
salon.

1) Représenter les données de cet énoncé dans un tableau de « CARROLL ».
2) Calculer le nombre de lampes noires.

3) Déterminer le nombre de lampes de bureau ayant la couleur blanche .
Activité 2

1) Dans un groupe d’individus, 45 aiment e cinéma, 30 le sport, 10  la fois
n’aiment ni le cinéma, ni le sport. Calculer Je nombre total d’
2) L’exploitation des relevés des notes d’
tous présents a donné les informations

le cinéma et le sport, J
individus, '

un jury de baccalauréat littéraire comptant 108 candidas
suivantes :

37 candidats ont eu la moyenne en anglais, 25 en deuxiéme langue vivante et26en mathématiques

; ” 5
5 ont eu la moyenne dans les trois maticres, 6 en maths et en deuxiéme langue vivante, 7 €n malh
et en anglais, 10 en anglais et en deuxiéme langue.

a) Utiliser un diagramme pour illustrer |a situatio
b) Déterminer le nombre de candidats n’
I’anglais, les mathématiques et ]a de

n décrite dans 1’énoncé précédent. ot
; I ue
ayant pas eu la moyenne dans les trois matiéres d
uxicme langue vivante.
Activité 3 ‘
rtel
; ; es PO
et un dé cubique dont les faca piece .:Ee
N s’intéresse A la face supérieure d¢ USSibiIiWs
du dé. Donner le nombre total des P

1) On lance simultanément une pigce de monnaie
respectivement les numéros 1 ;2 ;3 . 6.0
monnaie et au numéro de la face supérieure
distinctes.
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arlementaire, les 180 députés qui constituent la chambre doivent se saluer

ntrée P

 June 1 surs chapelles politiques
g 1o ndﬂl‘"“cm de leurs chap - politiques.
" pdeP” iner le nombre de poignées de mains qu’un député pris au hasard doit passcr avee les
[T} 'l
Dclm

Ircs. Y 1 g 1 L '
a“- miner I¢ nombre total de poignées que doivent se donner tous ces députcs.
éte
n P

i

dP Jr résoudre certains problémes de dénombrement, on peut utiliser les tableaux ou les
 Po

diagmnﬂ“cs . ' By
: Réz;nioﬂ deAetB Intersection de Complémentaire de A et B sont disjoints
ActB ~ Adans E est noté 4
ALB AIT';B ]
A A
b
A \B
A B A .

+Card(B)~Card(ANB) - Card(A)+Card(A)=Card(E)

Card(AU B)= Card (A
( . : ) avoir un résultat composé de deux

Onutilise un tableau a double entrée dans le cas ou on veut

dkments appartenant respectivement a deux ensembles.

B est ensemble des éléments (a :b)oua € 4 etbe B.

C " | .
w(AxB)=Card ( A)x Card (B) J

——

Huit amis vont 3 une soirée et devraient étre normalement accompagnés chacun de son epouse. |
!a demiére minute, une des femmes est indisponible et ne peut accompagner son mari a cette 1
Wirée. A 'ouverture de la soirée dansante, ils forment des couples (composés d’un homme et |

dy

C "¢ femme) pour danser.
Omb; i

C Mbien de possibilités a-t-on de former des couples ? i
Ombicn de possibilités a-t-on de former des couples tels qu’aucun homme ne danse avec sa _
tMme 9 s !

S"'lllliun.
U ;
" Cuple gy un élément de H x Foit H est I’ensemble des hommes et F celui des femmes.
“HxF)=gx7 =56,

llya
6~7=49 possibilités de former un couple dont Fhom

On
eVr i . " . . ’ > y
forg . it 2VOir ajsément ces résultats a partir d’un tableau a

es
hommes et une autre des femmes

1e n’est pas le mari de la femme.
double entrée dont une entrée est
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l.a

1.b

On interroge 50 enfants a propos du sport qu’ils pr.atiqucnt. 25 cnfz?nts pratiquent e footha;
22 le tennis et 16 le basketball 5 pratiquent les trois sports, 12 pratiquent le footbal] ¢t e
basketball, 8 le tenis et le football, 7 le tenis et l'c baskclbal}. -

Peut-on affirmer que chacun de ces enfants pratique au moins un de ces trois Sports ?
Déterminer le nombre d’enfants

a) qui pratiquent uniquement le football :

b) qui ne pratiquent pas le football :

¢) qui pratiquent le tennis et le basketball, mais ne pratiquent pas le football ;
d) qui pratiquent uniquement le tennis ou uniquement le basketball.

Dans un camp de vacances hébergeant 80 personnes, 55 personnes aiment la lecture , 33 les

voyages et 16 n’aiment aucun des deux loisirs. Combien de personnes aiment-ils 3 la fois |
voyage et la lecture ?

1.2. ARBRES DE CHOIX : NOTION DE LISTES.

1)

2)

3)

2= Prendre un bon départ

Un buffet est composé de trois entrées, de 5 résistances et de 4 desserts.

Combien de plats différents comportant une entrée, une résistance et un dessert peut-on
constituer a partir de ce buffet ?

Dix huit chevaux sont au départ d’une course,

. her, numérotées de 1 3 10, dont 4 rouges 3

vertes et une noire.

a) On effectue quatre tirages successifs d’un jeton chacun, en remettant chaque fois le jeton tu
dans le sac avant le tirage suivant.

(1) Calculer le nombre de résultats possibles,

s sac
iré n’est plus remis dans les

. al ¢
ultanée 4 jetons de ce sac. Calculer le nombre 0

résultats possibles et distincts deux 4 deyy.
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n vide de n éléments 3 p un entier naturel non nul .

J in cnsemble N0
P L

&léments de £ estune suite ordonnée de p éléments de £ non néces-

G2 e oupupletd e s, Cest un €16

et oS istinets deus d deus. C'est un ¢élément de I'ensemble
rament T > i

ef ExExXE...X E . Le nombre de p-listes de £ est n”.

Ef =

poy S
qentde p (P < n) ¢léments de £ est une suite ordonnée de p éléments de E tous
@IS nombre d’arrangements de p €léments de £ est
et '

N l]\..‘\(n-—;wl]:(” F Ce nombre est noté /1 .

anuet
e grTANES

n

convention 4, =1
stion d’éléments de E estune suite ordonnée de tous les éléments de E. Le
ermutations d’éléments d’un ensemble & 7 élément est n!.

e combinaison de p éléments parmi 7 éléments d’un ensemble E est un choix de p
siments de £ dans un ordre indifférent. C’est donc un sous-ensemble de E contenant p
1 n!

ce nombre est

naisons de p éléments parmi 7 €st: -
(n-p)'p!

o Par
1ias IC 11“
e XM

Zments. Le nombre de combi
A’ n!

! _(,__N—p)ip_f '

BT L=

D!
L ot Clmm G =15 G =G GO =ClL
J
METHODE DE DENOMBREMENT
Comment dénombrer les tirages de p ¢léménts d’un ensemble E fini a # éléments.
Le nombre de tirages possible
Exemple usuel

Condition )
est:

. Tirage successit
Le nombre de p listes d’un . o
avec remise de p

Les p éléments ne sont pas
ensemble E a n €léments est . :
objets parmi n

nécessairement tous distincts
mais sont ordonnés. de n”. objets

e nombre d’arrangements
de p éléments d’un
ensemble E & n éléments est

Tirage successif
sans remise de p

( Y -
P<n |Les p éléments sont tous bi
objets parmi 2

distincts et ordonnés. AP n!
P '
| . (,,_p)! objets.
L
p Le nombre de permutations Anagramme d'un
=n |Les n éléments sont tous des éléments d’un ensemble | mot forme ™
E a n éléments. n lettres toutes

distinctes.

| distincts et ordonnés.
S C’est-a-dire n!

(287
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Les p ¢léments sont

. . —
Le nombre de combinaisons
de p éléments d’un

. ensemble £ a n ¢léments est £S5 Sy,
tous distincts et mais non o )
ordonnés. " = ———p!(” ~ p)!
REMARQUE
Savoir quand additionner ou multiplier
Présentation Opération :

X€A ou xe4d,.
Clest-a-dire E=4, U 4, .

Addition .

card E = card A, +card A, —card (AI M 4, )

S] Al m A2 :g
a]()rs card(A v H
= card A]-{-c] ]

x=(x;%,;... ; x,) avec
x €A et x,€4, et...
et x, €4, .Cest-a-dire

E=A4xA4, X.. x4,

Multiplication.
card E = card A xcard A, x...card A,

g

Un résultat est I
COmMposition deg
€léments veny
de plusieurs
ensembles :tirages
simultanés.

Enoncé :1

—_—

Une femme a dans sa garde-robe 2 jupes, 3 chemisiers et 2 vestes. Elle choisit au hasard ue
jupe, un chemisier et une veste. Enumerer (a ’aide d’un arbre),puis dénombrer les différentes

fagons qu'a cette femme de s’habiller ?

Solution:1
Cette situation a
3 étapes(choix de la jupe, du

chemisier, et de la vestes) offrant

2 possibilités a la 1% étape,

3 possibilités a la 2" étape puis
2 possibilités a la 3°™ étape sera
représentée par I’arbre ci-contre.
On dénombre

2x3x2 =12 possiblités .
2x3x2=12 branches

Soit 12 fagons de s’habiller.

288
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2: -

et 1e deux lettres distinetes de 'alph: ;

o ccu111‘l’01tt"d ik - t‘u, de "alphabet frangais | suivies d'un chiffre non nul.
n 0 pcut'(‘" former de codes distinets ?

" 1hlc

[ﬂﬂ

co"“ian e hoix de la premicre lettr

ST étapes @ choi: aj cre lettre, de la de
(OIS L

o mn\'t‘n‘c“l 26. 25 ¢t 9 possibilité
A

S
gistincts:

uxieme, puis du chiffre offrent
5. Le nombre cherehé est done 26%25%9=5850 codes

"
~qonee < . Ao 19 :
“l\u loto sportif, on coche I'une des trois cases| 1 | V| 2
j) ¢ {

lectionnes.
pénombrer 1es grilles distinctes.
L

pour chacun des 18 matches

) Combien Y a-t-il de numcros de téléphone a 8 chiffres commengant chacun par 9 ?

Solution 3 2 .
h Ilyen aautant que de 18-listes de I’ensemble {1 ; N ; 2}

it 3=387420489

) LesT numéros qui suivent sont des 7-listes de I’ensemble {0;1;...;9}.llyena
Enoncé 4 :

1) Une course de chevaux comporte 20 partants. Combien peut-il y avoir de résultats
possibles de tiercés dans I’ordre ?

2) De combien de fagons peut-on faire asseoir 7 personnes sur 7 chaises numérotées de 1 a 7 ?

3) Combien de mots (ayant un sens ou non) de 5 lettres distinctes peut-on écrire en utilisant
les lettres de I’alphabet francais ?

4) Une umne contient 10 boules numérotées respectivement 1, ..., 10. On en tire
successivement trois sans remise. Combien de possibilités différentes peut-on obtenir ?
Solution 4 :

1) Soit E I’ensemble des numéros des chevaux. On a Card (E)=20. Un tiercé correspond a
un arrangement de 3 éléments de £, il y ena 4;,=6840.

J) Désignons par Pis Py»-s P, les 7 personnes et posons E= {p,, p,, .., p;}.Une '1';
répartition peut se voir comme un arrangement des 7 éléments de E c¢’est-a-dire une
Permutation de £, il y cn a 7! = 5040.

) 4

Y 4, |
Enoneg 5 ,
1] On tire au h

2D

_ans un jeu de 32 cartes, on choisit 5 cartes au hasard (I'ensemble des 5 cartes s’appelle une
Main”), calculer,

asard 6 boules parmi 49. Combien de tirages possibles peut-on avoir?

a
b)) Nombre de mains au total.
Nombre de mains qui contiennent exactement 3 as.
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¢) Nombre de mains qui contiennent au moins Jas:
3) Nombre de comités de 3 personnes que I’on peut élire dans une assemblée de 20 -
"\an
5 » cs'
Solution 5 : ;

L. i . ' ali] 49!
1) C’est le nombre de fagons de choisir 6 objets parmi 49, soit Cy, = m = 5398381
32! e S,
2) a) Nombre de mains au total : C_fz = ——‘5'27, =201 376
b) Nombre de mains qui contiennent exactement 3 as : le nombre de fagops de choic:
as parmi 4 est C; , le nombre de fagons de choisir 2 cartes parmi 28 “pop ;o csts?raz
On applique le principe multiplicatif car on prend une main de 3 as et ype L

= b
3 a Inaln dE de:l
cartes «non as ». C; xC; =1512 X

~ | 3) Nombre de mains qui contiennent au moins 3 as : C; xCa, +Ci x Cl, =1 540
| 4) C=1140.

e S’exercer

L.c Une série de dix affirmations est proposée a un candidat a un concours. Le candidat doit
reépondre par « oui » ou « non » a chaque affirmation. Combien de grilles de réponses
différentes peut-il donner 4 cette série d’affirmations ?

1.d Un park automobile comprend 20 parkings. De combien de possibilités peut-on garer 14
voitures dans ce parking ?

1.e On tire au hasard une main de 6 cartes d’un jeu de 32 cartes.
(1) Donner le nombre de mains possibles.
(i) Donner le nombre de mains de cartes ayant exactement deux piques.
(iif) Donner le nombre de mains de cartes ayant les quatre « as ».

(iv) Donner le nombre de mains de cartes ayant au moins deux tréfles.

1.f Huit athlétes prennent le départ d’une course et franchissent tous la ligne d’arrivée ;
Calculer le nombre de classements possibles a 1’issuc de cette course

en supposant qu'il n'y2
pas d’ex aequo.

1.g En utilisant I’arbre multiplicatif de choix, déterminer e nom

bre de parties qu’on peut former
avec 4 éléments.

1.h On lance cing fois de suite une piéce de m
I’issue de ces lancers. :

Calculer le nombre de résultats possibles ayant trois fois « pile ».

; , : a
onnaie. Donner le nombre de résultats possibles
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. langage adéquat en relation avee une épreuve

v hl‘ ¢l pmlmlnlm de réalisation d*un ¢vénement dans le cas o tous les événements

L o W 1ICS ont la méme p!‘ubul\ili((\ dére ul\lcnu:;,
1 st

" NTRODUCTION DE LA PROBABILITE D'UN
b VENEMENT

{OCABULAIRE EN PROBABILITE.

} AJPrendre un bon départ
Nz

¢ J3nce Un de partulumm cquilibed & six t.lcc~ numérotées de 13 6 et on note ke nombre figurant
1y face supe ricure du deé.

. i.r t-on tre fixé sur le résultat avant que le dé ne se stabilise complatement 7 Une telle
' :\'\mnu est dite aldatoire.
» Citer trois exemples d’experiences aléatoires dans la vie courante ?
ponner "ensemble € des résultats possibles.
v Doaner les résultats qui sont favorables aux contraintes suivantes
1>« Le chiffre obtenu est pair » ¢ 8 @« Le chiffre obtenu est inféricur a 3 » 2

(:« Le chiftre obtenu est supéricur ou ¢gald 3 » 2

Uae exprience ou épreuve aléatoire , est une expérience dont on ne peut prevoir 'issue avant
‘@elle ne soit terminde .

Qantsultay possible A I'issue d une expérience est appelde une éventualite ide & cette expérience.

m’“’-“ des possibilités est 'ensemble de tous les résultats possibles & Pissue d*une |
ence aléatoire, On le note souvent . =

“t‘ncmuu est un objectif ou un veeu & réaliser A 'issue d'une experience aldatoire
n

“k‘mem certain est 1'événement qm contient toutes les éventualités,

Snemen impossible est I'événement qui ne peut étre réalisé. 1l est nowd O

g
:ﬂemcm ¢lémentaire est un événement qui n’est réalisé que par une seule dventualité |
.L. B deux événements.

e i . L

On : J
,Nd" Ue 4 estinclus dans B etonnote £ &, si toutes les éventualitds qui réalisent A,
~ient s p,

J
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On note par .45 I'ensemble des éventualités qui réalisent & la fois A et B,

.

On note par (A I'ensemble des ¢ventualités qui réalisent Aou B .

On ditque A ¢t B sont deux événements incompatibles si 4B =@,

On dit que 4 et B sont deux événements contraires si B est I’ensemble des é"’cmua.lité _
v . A — 4 S da

Iunivers qui ne réalisent pas A, Onnote B=4 ou B=C; . de

Deux événements sont indépendants si la réalisation de I'un n’est pas liée oy conditi onied
par celle de I'autre. :

* On lance un dé dont les faces sont numérotées 1, 2, 3,4, 5 et 6 et on s’intéresse 4y, Numg

porté par la face supérieure du dé .L’univers est Q={132 3545 ;6} g
« Obtenir un nombre pair » est un événement. 11 est réalisé par les éventualités 24 ¢t ¢ On
écrit aussi A={2;4;6} . A={1;3;5}. Aet A sont incompatibles.

« Obtenir un nombre a deux chiffres » est un événement impossible car il n’est réalisé par
aucune des éventualités.

« Obtenir un nombre inférieur a 10 » est un événement certain.

« obtenir un nombre premier et pair » n’est satisfait que par I’éventualité 2. C’est donc yp
événement €lémentaire.

Si on lance deux dés, alors les résultats obtenus respectivement par ces dés sont
indépendants. En revanche si on effectue deux tirages successifs sans remise des objets,

I’objet tir¢ au premier tirage influence celui qui sera tir¢ au second tirage puisque la
configuration des objets est modifiée d’un tirage a 1’autre.

Remarque. L'univers est toujours associ€ & une expérience aléatoire, et pas forcément a
I’objet manipulé.

Tout dé n’a pas nécessairement 6 faces ;les faces d’un dé peuvent porter d’autres numéros
en dehors de ceux qu’on connait d’un dé usuel.

On lance un dé usuel et on s’intéresse a la parité du nombre obtenu : Q={P 1 }
® On lance une pi¢ce de monnaie : Q ={P ;F}

On lance deux fois de suite une pi¢ce de monnaie : Q={PP :PF :FP ;FF}

On lance simultanement deux dés identiques de couleurs différantes dont les faces sont num
rotées Qg ={(1;1)5(1;2);(1:3);(1;4); s} CANAQ = 36,

-

% T

2.a On tire simultanément 4 jetons parmi 32 indiscernables au toucher . numérotés de | a32
contenus dans un sac opaque .

w S/exercer

Soit € I"univers associ¢ a ce tirage.
Calculer Card(Q.
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I\ A Prendre un bon départ
2

i »

| e U1 3¢ parimlcmcnl ¢quilibré a six faces numérotées de 1 a 6 et on note le nombre figu-
on 18 o face supéricure du dé.
_:'ﬂql e

el estle nombre total de possibilités ?
\ Quet = S . . :
- "univers Q 1ié A cette épreuve, on vient de constituer une population statistique €t un

b constitue une modalité. Désignons par p(E) la fréquence de réalisation de

avénement €N

revénement E:

). Donner comme €n statistique le mode de calcul de p(B) etp(A) ou:.
B - « le numéro obtenu est inférieur a 4 »

A - « le numéro obtenu est impair et divise 10 »
i), Calculer sous forme de fractions irréductibles, p(4); p(B),p(4ANB),

p(4uB).p(4),p(2).p(D).

‘Ssitune expérience aléatoire dont 'univers est fini et est noté Q. ot R \
‘Ensupposant que tous les résultats ont la méme chance d’étre obtenus ou encore que le poids
d'n événement ne dépend que de I’effectif des éventualités qui le réalisent, sa fréquence de
alisation est encore appelée « probablité de sa réalisation ».

S p(4) désigne la probabilité de réalisation de I’événement A, alors p(4)= ——g"’j(;i’,) ;
22)=0 et p(Q)=1. i 4

' Qn reconnait qu’il y a équiprobabilité par I’emploi des expressions telles que : « parfaitement
¢quilibré » ; « non truquéer ; « indiscernables au toucher » ; « au hasard » ...
* Pour dénombrer les cas favorables ou les cas possibles, on peut utiliser des arbres , des
. ‘*".b]':-'iux ou des diagrammes . -
ﬁ:} une éventualité peut étre obtenue plus d’une fois, dans le langage ensembliste elle apparait
lie;dS;Ulc fois, mais dans le czllcull -dF: 'la ;)robal?l_lllc d oblcnt'lon de L?c'tlc ¢ventualité, on
compte du nombre des possibilitcs d’apparition de cette éventualité,

(293
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e Pour un dé bien équilibré, il y a 6 ¢vénements c:cmcnlmlcs qui ont tous I Méme pmhahi]i,-
e e vy osl —. SiAest ’événement : : ¢.
La probabilité d*apparition d’un numero esl - Si A est a1 Icl fUmgry Obep
alisent A sont 2,4 ¢t 6. Ona: p(4) =—(—=_ l
v )
numéro 1, une porte le numéro f

w1 numéro obtenu,

est pair», les ¢ventuallites qui r¢
e Deux des 6 faces d'un dé équilibre portent Ic. '
le numéro 3. On lance une fois le dé ct on sINICresse «
1) Quelle est la probabilité d’obtenir 1732 7537 |
2) Quelle est la probabilité d’obtenir un numéro impair ?

1) Soit p(1) la probabilité d’obtenir le numéro 1.1l y aen ré:a-l i'lé 6 éventpalités dont |
nombre peut se réduire a 3 compte tenu du caractere repétitif de certaines d’entre elles,
0 2 1 1 3 1
Ainsi, N===—1: p(2)=—;p3)===—.
2) L'événement A : « le résultat obtenu est impair » . p(A) = ra
e On tire au hasard une main de 4 cartes d’un jeu de 32cartes indiscernables au toucher.
Calculons la probabilité de I’événement A : « Obtenir exactement deux as »
Card(A4) CIxC

card (Q) = C}, ;Card(A)=C; xCy; ; p(A4) = Card () == On pourra simplifier
32

I’expression de p(4).

o S’exercer

2.¢ Sur 27 convives, 10 ont apprécié I’entrée et le plat de résistance, 11 ont apprécié I’entrée
et la sortie et 12 ont apprécié le plat de résistance et la sortie. Par ailleurs, 6 ont apprécié
uniquement ’entrée, 3 ont apprécié uniquement le plat de résistance et | a apprécié
uniquement la sortie.
Déterminer :

a) Le nombre de convives qui ont appréci¢ :

i. L'entrée; ii. Le plat derésistance ;  iii. La sortie : iv. rien du tout
b) Le pourcentage des convives qui ont apprécié :

i. U’entrée ; ii. Le plat de résistance ;  iii. La sortie : iv. Le menu tout entier ;

v. Deux des composants du menu; vi. Un seul des composants du menu ;
vii. Rien du tout du menu.

2.h Une urne contient 5 boules rouges, 4 noires, 5 vertes.
A) On tire trois boules dans cette urne, successivement et sans remise.

1) Quel est le nombre de tirages possibles ?
2) Calculer la probabilité :

. » o . . nts
a) d’obtenir trois boules rouges ; b) d%cblenir deux boules rouges exacteme
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" ins une boule r ' ' ;

obtenir & B ek ll oule rouge 1 d) d*obtenir deux boules vertes et une noire &

L H b 4l 1 4 bl & I ¥ ' "

jir trois boules de laméme couleur ;1) d*obtenir trois houles de trois couleurs différentes.

N
1’0[’191 : Lo
estions précédentes s

AL
k qdre aux g

- achant qu*on tire trois boules simultanément de cette
\Cpl

pe
urmt

)UELQU £S I‘l’{()I’RIl'ﬂ'I'I'ﬂS DE LA FONCTION DE
12 PR()B:\BlLlTE « Py,

(N Prendre un bon départ

\b-

e
wliit® -
it p une fonction iie probabilité sur les événements de Q ; A et B deux événements.
3; paprimer Card (A) en fonction de Card (A) ; Card (A U B) en fonction des cardinaux des
: epsembles A;Bet ANB.
y) En déduire que p(A)+p(A)=l ;p(AUB)=p(4)+p(B)-p(AnB).
o) Montrer alors que si A et B sont incompatibles alors p( Av B) = p(A)+ p( B),

Activité 2

[/n sac opaque contient huit boules indiscernables au toucher, dont 4 sont rouges ,3 vertes et une
jane. On tire. trois fois de suite une boule de ce sac sans remettre la boule tirée avant d’eftectuer
I titrage qui suit.

Git @ 'univers associé a cette expérience aléatoire.

3) Calculer Card(€2).

b Calculer la probabilité de I’événement A : « Les trois boules tirées sont de méme couleur » .

Soient B * « les trois tirées sont toutes vertes » ; C : « les trois boules tirées sont de couleur
rouge » ; D: « les trois boules tirées sont toutes jaunes ».

o) Caleuler p(B); p(C); p(D)-
4) Montrer que p(A) = P(B)+ p(C)+ p(D).

-

| Soit p upe fonction de probabilité sur les événéments de Q.
- * Pourtout événement 4 de Q , p(Z) =1-p(4).

* Pour tous événements AetB de Q, p(AUB)=p(4)+p(B)-p(40B).
8 4nB=g o p(40B)=p(4)+2(5)
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CALCULS DES PROBABILITES

D&'n’

vénement A notée p ( A) , est la somme des probabilités des ¢véneme

e La probabilité d'un¢
{w, (0 Wy s Wy | AVEC @ % @), pour

A . . : S a1 /' =
¢lémentaires qui constituent A. En cflet si

alors p(4) = pey)+p({@))+o A RRESCRS AT
e La somme des probabilités de tous les événements élémentaires cst égale a |

LN B4 ’ ] g
e Si on lance un dé bien équilibré, chaque face a la probabilité P de sortir.

e D¢ méme, si on lance une piece non truquée, pile et face ont Ja méme probabilité (soit

d’apparaitre.

e On tire une carte au hasard d’un jeu ordinaire de 32 ¢
un as ?

11y a 32 événements élémentaires donc n=32.L

artes . Quelle est la probabilité d’obtg

événement A : « tirer un as » est formé d
k 4 1

événements élémentaires dont k£ =4. Donc : P(A) 32 g
: n

Exercices Résolus
Enoncé 1: D AR ..
Francois dispose de 4 chemises bleues, 3 chemises rouges et 2 chemises vertes. Un matin, il
choisit une chemise au hasard. ;
1) Quelle est la probabilité pour qu’il prenne une chemise rouge ?

2) S’apercevant que la chemise rouge qu’il a choisie a une tache, il décide d’en prendre une
autre. Quelle est la probabilité pour que ce soit encore une chemise rouge ?

| Solution 1 : :
'1) Frangois posséde au total 9 chemises. Puisqu’il choisit au hasard, il y a équiprobabilité.
Comme il a trois chemises rouges, la probabilité demandée vaut : p =—= l
93

' 2) Frangois choisit maintenant entre 8 chemises et il y a toujours équiprobabilité. Puisqu’il reste

deux chemises rouges, la probabilité cherchée vaut: = 2 = 1
: 8 4
' Enoncé 2:

' Une urne contient 2 boules rouges, 3 boules blanches et 5 boules noires, indiscernables au
' toucher. On en extrait au hasard et simultanément 2 boules.

' Calculer la probabilité d’obtenir :
‘a) A: «Deux boules de méme couleur »
' b) B « Au moins une boule noire ».

i Solution 2 :

 Cardinal de I’univers des possibilités : Card (Q)=C2 =— 1017 o 10%9: 45 |
| 21(10-2)1 2 )

1296
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3bi1i‘é 4 obtenir deux boules de méme couleyy : p(A4)= (CyC1+ CiCT+CiChy
45

10
s :-—'—Clp(b’):lhp B)=1-—= =—
45 45 ( ) 45 45 9

l‘ AT . o s Cu‘ Wl
Ecst:“AUClmeOUICmu'n estnoirey, p(!f): sCs 10 35 7

M

RH

t-m\ﬂ“

e contient 5 boules rouges, 4 noires, 3 vertes. On tire trois bo

(07 ment, €1 remettant chaque boule tirée dans I’urne
.155 - 1
e estle pnombre de tirages possibles ?
ue

; Caleuler 12 probabilité :

) grobtenit il bouIsaTaNges; b) d’obtenir deux boules rouges exactement ;
¢ d'obtenir au moins une boule rouge ; d) d’obtenir deux boules vertes et une noire
) d'obtenir trois boules de la méme couleur ;

¢ :
nd’obtenir trois boules de trois couleurs différentes.

ules dans cette urne,
avant de prendre les suivantes.

lution 3 :
1) Il faut imaginer que les boules portent des numéros permettant de les différencier. Si nous

supposons par exemple que les boules rouges portent les numéros de 1 a 5, il n’est pas
gquivalent de tirer 1-1-5 que 1-1-1 alors qu’au résultat on a trois boules rouges.
puisqu'il y a remise, il y a l'ordre. Un tirage est donc une 3-listes de I’ensemble de 12
ééments. Il y a donc 12° = 1728 tirages possibles.

) a) Chaque tirage a la méme probabilité d’étre réalisé. La probabilité d’un tirage est donc
égale au nombre de cas favorables a ce tirage sur le nombre de cas possibles.
Untirage de 3 boules rouges correspond a une 3-listes dans un ensemble a 5 éléments. [l y a

§'=125 tirages de ce type. 125
Donc la probabilité cherchée est égale a: p (4)= 1728

b) Pour avoir un tirage comprenant deux boules rouges exactement, on commence par
choisir la place des deux boules rouges. I1'y a donc C; fagons de le faire. Ensuite, on
associe aux deux places choisies une des 5 boules rouges, ce qui revient a une 2 -listes d’

unensemble 4 5 éléments. [l y a 5° de telles 2- listes.
Enfin ,on associe 4 la place libre une boule qui n’est pas rouge parmi les 7
lantes. I1 y a bien sar 7 fagons de le faire.
Onadone C; x5% x 7 = 525 tirages avec exactement deux boules rouges.
525 175 |
) plyre 1728 576

"0t que de chercher la probabilité d’ob

Che .
lroi::}']er celle de I’événement contraire :
lirages de n’avoir que des boules noires ou vertes.

boules res-

Onadonc p(B) —

tenir au moins une boule rouge, il vaut mieux

nobtenir aucune boule rouge". 11 s’agit donc aux |
Chaque tirage correspond alors &

e 3listes d’un ensemble & 7 éléments. I1y a 73 =343 de telles 3-listes. b
Pal' ¢ S (Cl=— . |
i, “Onséquent, |a probabilité de n’obtenir aucune boule rouge est égale d / (C) 1728 */
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CALCULS DES PROBABILITES

e tne n(C)=1—p(C)=1-3%3 _1385
Donc la probabilité cherchée est égale a: p(C)=1 f’(( )‘ ! 1728 :Tﬁ ;

d) On a, en raisonnant comme dans les questions précédentes = C5 fagons de plaq, g
vertes, 3 choix pour associer a chaque place Cl‘lDlS}C ”'je boule verte et D choix pourde ‘
une boule noire dans la place prévue. On a donc C; x3" x4 =108 tirages POssibles. g
On a donc p(D) P

1728 16 )

e) En reprenant ce que I’onavuaua),ona 5% tirages de trois boules rouges, 3’ tirages ¢

trois boules vertes et 4° tirages de 5 boules noires.

Donc 5° +3*+4° =216 tirages de trois boules de méme couleur.

216 1

1728 8 . |

f) Ona 3! fagons de déterminer les places respectives des trois boules. Ensuite on a § facong -

de placer une boule rouge a sa place, 3 fagons de placer une boule verte et 4 fagons de plagy
une boule noire. -'

Onadonc p(E)=

On a donc : 3!x5x3x4 =360 tirages possibles. La probabilité demandée est _‘137208

/
wS’exercer
Vi

6 10 14 18
x."
2 21 24 18 0
3 12 15 12 3
4 0 | 9 | 27 | 9

Une boite non transparente contient 150 boutons de 10 types différents, indiscernables au touchef
destinés a la confection des vétements. Le tableau donne leur répartition en fonction du nombre
de trous (.r,.) et de leur diamétre en m (yj) - On tire au hasard un bouton de la boite. Calculer 12
probabilité d’obtenir :

a. Un bouton a 3 trous de 10 mm de diamétre ; c. Un bouton a 2 trous ;
b. Un bouton de 14 mm de diametre ; d. Un bouton de diamétre égal a 6 0u3 10

; = : . . s t our
2.h On suppose que I"univers est formé de 5 événements ¢lémentaires a,,ay,dy,d4,% ayantp

o l I 1 1 I
babilités : p, =—, p,=—, S e e e T
proba P 6 P> 6 P 6,P4 4,p5 T
Soit A={a,;a;;a,}. Calculer la probabilité de A. t
.

2.¢ Dans un univers, on considére deux événements incompatibles A4 et B tels qu¢ P(A)z '
p(B)=0.7.
Déterminer p(ANB) , p(AUB), p(4) ,p(fg')
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L Prendre un bon départ

h'ri\i“t | " '
istiques des performances dans un jury de baccalauréat scientifique ont donné les résultats

ivants par SEXC-
Gar¢ons Filles Total
Admis 60 90
Refusés 20 30

. Compléter ce tableau, puis calculer le pourcentage de réussite des candidats pour ce jury.
L +
) On tire au hasard un candidat de ce jury. Calculer les probabilités des événements suivants :

A:"le candidat est admis" ; B : « le candidat est une fille et est admis" ;

(- «le candidat est un gargon et est refuse »
) Onsuppose que le candidat est admis. Calculer la probabilité qu’il soit un gargon.
g Onsuppose que le candidat est une fille. Calculer la probabilité qu’il soit refusé.

Activité 2
Unsac contient 8 jetons dont 3 portent le numéro 1 ; 4 le numéro 2 et le dernier porte le numéro 3.

Ontire deux jetons du sac 1’un aprés ’autre. Soient A : « le premier jeton porte le numéro 2 » et
B:« le deuxiéme jeton porte le numéro 2 », deux événements liés a cette expérience aléatoire.

) Apartir d’un tableau a double entrée , calculer les probabilités des événements A, Bet AN B
dans les cas de tirage avec remise ct de tirage sans remise.

%) Dans quel cas les événements A et B sont-ils indépendants ?
0 Dans ce cas, montrer que p(A N 3) = P(A)x p (B)

i?(Q?sl univers associé 4 une expérience aléatoire et p une fonction de probabilité définie sur )
Ot 4 un événement distinct de 1’événement impossible et B un autre événement.

l

. Déus A . IR

% : é;‘-l\;enement noté (B/A) est I’ensemble des éventualités qui réalisent B sachant qu’elles
i sent A, Op I’appelle I’événement B conditionné par A et il se lit « B sachant A ».

1)

i

P8/ 4)<rd(Bnd) _ p(Bnd) . (4~ B)=p(B/A)xP(d)

N T ) y
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CALCULS DES PROBABILITES

p(B/ A) estencore noté p,(B). :
* ActB sontindépendants si et seulementsi (B/ A) et Bsontréalisés parles mémes gy, Al

etainsi p(B/A)= p(B):soit [)(Bf'\ff) = p(B)x p(4).

| On tire d’un sac contenant dix jetons dont 4 sont de couleur rouge et 6 sont de couleyr
blanche, deux jetons du sac I'un aprés I"autre sans remetlre dans le sac le premier jeton tjgg:

| Calculons la probabilit¢ de tirer un jeton rouge au premier tirage ct un jeton blanc au deyyjams
tirage. '

| Si Q est I"univers de toutes les éventualités liées a cette expérience alcatoire, alors

| card (Q)= ,,=10x9=90.

1| Soit les événements A: « le jeton tiré au premier tirage est rouge » et B « le jeton tiré ay |

| deuxiéme tirage est blanc ».

Card (ANB)=4x6=24 . p(AmB)=—§%=%.
Calculons autrement p(A4N B).
P(AnB)=p(B/A)xp(4). Or p(B/A)=g et p(A)=%.
6 4 24 4
A B =—X—=—=—,
PANE) =X 5= 50~ Ts

Le jeton tiré au deuxieme tirage est blanc. Calculons la probabilité pourque le jeton tiré au
premier tirage ait été rouge.
On demande de calculer la probabilité de 1’événement (A / B].
Soit ©, I’ensemble des éventualités pour lesquelles le deuxiéme tirage est un jeton blanc.
Card(Q,)=24+(6x6—6) =54 . Soit A I’événement formé des éventualités de Q, telles que le *
jeton rouge soit tiré au premier tirage. Card(A)=24.
24 4 4
A)=—=—. D’ou p(A/B)=—.
P()=573 p(4/8)=3
Si le tirage avait ¢t¢ avec remise, les événements A et B auraient été indépendants et alors

p(A (‘;B)=p(/1)x p(B).

REMARQUE

a Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) AectB sont indépendants ; (b) AetB sont indépendants ;

(c) Aet B sont indépendants ; (d) A et B sont indépendants.

: b1 3 - v . . i . 0 3
& Si {E, ) A— ) } est un systeme d’événements qui forment une partition de I"univers: alors P |
tout événement A,

(300,
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( ) P( )\([!( AlE ) p(!’:‘, ) % p(,l I:'I,] —_ p(’_‘_").{ PALE )

I -
cetle relation ¢st appelée formule des probabilités (of
L

i ales ou encore le théorame i
. 1]1&01'0'"'3 des probabilités totales, re le théoreme des Bayes
011

s ume contient 6 boules rouges ¢t 4 boules blanches, On tire au hasard et sans remise. 2
I'urne.

;1 l n
poules de i s g .
) péterminer la probabilité¢ d’avoir deux boules rouges.

on tire au hasard deux boules et on constate qu’elles sont rouges.

Quellc est la probabilité de tirer & nouveau deux boules et de trouver deux boules rouges ?

b) ¢

yj Une machine est constituée de deux éléments A et B. La défectuosité d’un seul élément suffit a
mettre hors service la machine et on exclut toute éventualité de panne. Les avaries éventuelles
rlatives aux €léments A et B sont deux événements indépendants de probabilités respectives
ﬂ':’{]:] et b= 0._.2 i
Calculer la probabilité pour que la machine soit hors service. -

1k Un atelier de montage regoit des piéces qui proviennent soit de I’usine A, soit de I'usine B, soit
de 'usine C. Les proportions sont 45% pour A, 30% pour B, 25% pour C.

Parmi les piéces provenant de A, il y en a 3% de défectueuses ; parmi celles provenant de B, il
yena 5% de défectueuses et parmi celles provenant de C , il y en a 2% de défectueuses.

Calculer le pourcentage de piéces défectueuses dans I’ensemble des pieces regues.
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CALCULS DES PROBABILITES

GOl

> Etablir la loi de probabilité d*une variable dléatoire |

» Calculer les différents paramétres lics & unc variable al¢atoire ; |

» Reconnaitre une expérience aléatoire lide aux: ¢preuves répetces de Bernoulli, puis eq
des probabilités dans ce cas.

VARIABLES ALEATOIRES.

3.1. PRESENTATION

Un joueur jette trois fois de suite une piéce de monnaie parfaite et s’intéresse a la nature de |a fag
supérieure de la pice de monnaie aprés qu’elle se soit stabilisce. 33
Soit Q I'univers de toutes les possibilités.

a) Donner cing éventualités, puis donner le nombre de toutes les éventualités lices a cette ep
La sortie de « Face » fait gagner 1000 francs alors celle de « Pile » fait perdre 600 francs.
On désigne par X I'application définie sur (Q), qui a un résultat fait correspondre le
gébrique du joueur.

b) Calculer X (FFF);X (PFP); X (FPP).

¢) Donner en extension I’ensemble Q de toutes les valeurs prises par X sur €.

Soit Q I'univers de toutes les possibilités issues d’une épreuve aléatoire.

Toute relation X qui associe une valeur réelle a chacune des éventualités issue de I’ epreu
est appelée variable aléatoire sur €.

I’ensemble des valeurs possnbles de X sur Q est appelé univers image de Q par X et est note
X(Q) - 3

Un sac contient 6 boules indiscernables au toucher dont 4 boules rouges et deux vertes. Un
joueur tire simultanément 3 boules du sac. L’obtention d’une boule rouge donne =3 points &
celle d’une boule verte donne 5 points.

Soit Y le gain algébrique du joueur.
Donner les valeurs possibles de Y.

=20.
Si Q est I'univers de tous les résultats possibles a I’issue de ce tirage, alors card(€2)= C; 2

(302
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s jusqu'a 20 possibilités

' Hl{‘lls on |L"

,qvail pa 8 eorait u _
< crerait et on caleulerait la valeur de Y sur

drelle.
¢ cette ¢preuve, le joueur peut ayoiy -

cilnd
“pacune
.'hﬂ"l |
j J1issue ¢ i
(oIS poules rOURes(RRR) |
OIS
L]
jcux Doules TOuRes ctune boule verte(RRY) -
g .

ane poule rouge ¢t deux boules vertes(RVY )
l't"m: QY (RRV) =LY (RV1V) =7,

|evaleurs possibles de ¥ surQ sont =91 ¢( 7, L'unit¢ ici ¢tant le point.

l'

1
s On lance deux fois de suite un dé parfait dont les faces portent respectivement les numéros
123456

yest la \'ariabh? aléatoire qui a un résultat obtenu , associe ]a —b| ol aeth sont les numéros
Jhienus respectivement au premier et au deuxiéme lancer de ce dé.

pomner les valeurs possibles de X.

2. Loi de probabilité et caractéristiques d’une variable
aléatoire.

=Prendre un bon départ

\tjoueur tire au hasard et simultanément quatre cartes d’un jeu de 32. X est la variable aléatoire
fwant e nombre d” « as » contenues dans la main de cartes tirées.

4 Diterminer I’ensemble X (Q) des valeurs que peut pendre X.

Sit @ un rée] quelconque. L’événement (X =a) est I’ensemble des éventualités dont I'image

b . , ,
/| el probabilité de chacun des événements : (X =2);(X <3);(X 23); (X =7).

i ¥

t![_‘ 8
i fedler toytes Jeg probabilités p(X =a) ol a estune valeur de X (Q).

' I)’ESS'Bnat compléter un tableau a deux lignes dont la premiére est constituce des valeurs possibles

i (classgeg par ordre croissant de préférence), et la deuxiéme, des probabilités p(.X =a) ot
s »

f e nombre réel de la premiére ligne de la colonne correspondante.

‘rL . . ”
% atistique .\, calculer la

rrm,;:m”gnt ce tableau 4 un tableau des fréquences d’une série st
Al variance V(X), I’écart-type J(X) de X.

303
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CALCULS DES PROBABILITES v

Soit X une variable aléatoire sur un ¢
possibles de XsurQ: p, = p(N = X))

space de probabilité (€2 PEDP) 5 %3550 5%, les yajel

Déterminer la loi de probabilité ou encore la distribution de probabilit¢ de la varigp)e X ol

équivalente a déterminer les valeurs possibles de X et toutes les probabilités 5

Apres calculs, les résultats peuvent €tre consignés dans un tableau comme suit :

X, X X5 X3 ‘ "

1 -

p!, == p (.Y = “‘i ) pl p2 p3 P,,

X=x%Xp+x,%p, bt x, x p, ; La moyenne X notée encore E(X), de la série (x) st
appelée I’espérance mathématique de la variable aléatoire X.
V(X)=px(x =X y+..+ p,x(x, - X);

! ; -
V(X)zE(X2)~(E(X))2=_(p] x (%) +...+ D, x(xn)z)—(E(X)) est la variance de X

o(X)= [V (X) estlécart typede X.

REMARQUE

» Soient X et Y deux variables aléatoires sur Q.

X +Y et aX sont aussi des variables aléatoires sur Q et,
] E(a) o

* E(aX)=aE(X);

o E(X+Y)=E(X)+E(Y);

° V(a) =Lk

o V(aX)=a"(X);

Si X et Y sont indépendantes, alors V(X + Y) = V(X)+ V(y)_

# Pourlasérie (x;p),p, +p,+...+p =1.

On tire simultanément 4 boules d’un sac contenant 10 boules dont 4 sont de coﬁleur verte etlé
reste de couleur rouge. Soit X le nombre de boules vertes tirées

Si Q est I'univers de toutes les possibilités, alors card (Q)=c =210.
X(Q)= {0;];2;3; 4} 10

C: 15 & Clx 3
p(X=0)= b= =— . )(X:l = AN 80 ____8_ .
210 210 70 ) 210 210 21°
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(=720 210

ableau de distribution de probabilii¢ (e x.

i le
\oic
T ] 0 ! . 3 4
) S 8 3 8 1
"= = —— Em——
p(A 70 21 7 70 210
5 80 90 24 1 33 56
X —+2X— 43— 44y =20 0
B 9107 7210772100 T 210 210 210 35 ¢
8
E(Xz)::ozxi_i_12x_£+22)<__9£_+32)(_2_4__+42xl_:_66_0_:2_2.
210 210 210 210 210 210 7°
2
22 (56) 22 3136 22 4,08
p(x)~(E(x z=—~[—] -2 3362, o0 4,08
v E(X ) ()=~ 53 7 1225 7 T
4,08
| U'(X)— -

3 Une urne opaque contient 5 boules indiscernables au toucher : deux boules sont rouges et
portent le nombre 1, deux boules sont vertes et portent le nombre 2 ; la derniére boule est
blanche et porte le nombre 3.

On tire simultanément trois boules de I’urne.

) Déterminer le nombre de tirages possibles.

b Calcyler les probabilités respectives des événements :
A «tirer €xactement deux boules rouges » ;
B: « tirer trojs boules de couleurs différentes » ;

: gn tirer une boule blanche ». ‘ '

. "Ote par X [a variable aléatoire qui associe a chaque tirage, la somme des nombres ins-
TS sur les hoyles tirées.
U DOnner le

i) s valeurs possibles de X.
i Déterminer 1 loi de probabilité de la variable X.
')Calculer I’espérance mathématique, la variance et I’écart type de X.

si A R 5 fabitants s pidce pe
pfésemne Iectifie deg pi¢ces d’horlogerie. A I’issue du processus de fabrication, une pi¢ce peut

e
ro,1,2 ou 3 défauts d’aspect.
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CALCULS DES PROE ABILITES

o ¢ de défauts d’une 1CCe fins
e : i e - valeur le nombre de défe pIcee tirg,
Soit X la variable al¢atoire ayant pout vale Cauy

inte nar le tableau suivant :
dans un lot. La loi de X est définie par le tableau suive

P(X=0) P(X=1) P(X=2) P((,:)?) 3
0,920 0,06 0,016 0,
Calculer ’espérance mathématique de X.

Calculer la variance et I'écart type de X.
Le prix de

d 54 rd

. ? ‘oo
vente d'une picce dépend du nombre de défauts qu’elle présente.

= 2
Nombre de défauts 0 1 _
Prix de vente (en francs) |15 000 10 000 7500 m

Soit Y la variable aléatoire a

yant pour valeur le prix de vente d’une.piéce tirée gy hasard dgn
un lot.

Déterminer la loj de probabilité de Y.

Calculer I’espérance, la variance et I’¢cart type de Y.

3.3. FONCTION DE REPARTITION D’UNE VARIABLE
ALEATOIRE. -

ans le tableau suivant
a 0 1 2 3 4
Pr=a) | 2|2 f 3 T [
70 21 7 70 210
a) Calculer les probabilités des évén

ements sujvants -
(X <a) pour a pris dans I’ensemble {0;1;2;3;4},

b) Montrer que /g Jonction F - définie

]_ao;o[;[0;1[;[};2[;[2;3[;[3;4[
intervalles).

TR par Fz)= P(X <x) est constante sur les intervalls

s s e
; [4,+OO[ (On préciserg la valeur de la constante sur chacun de¢

J L |
3+.e3 X, }avEC X; <X
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jon de répartitionde X est la fonetjon Ii

L fonet
£ st const
; Fest AN fonction en escalier,
Al
o IO

istribution des probabilités de X gy

définie de I vere [0 ATy i
ante sur les intervalles ]_.r,__,:_‘,ll:l“_lo ! [”l[-: L I‘} [V'Lr.& {U.I]’ lm[r. / (1) : ;J(,\ <X). :
LRSI e LT R TETH _'l'"; y §

.

, §i lad

X, N Xy Xy

X

”

pep¥=x)  mon o 2

slors, Sur ]-—co;.\',[, F(x)=0; sur [x,;xz[,F(,r) =p, ; sur [—"zJ-’fz.[-F(-‘f)

: = Pyt Py sesocts
E M[J',;m['F('r)=pl+Pz Db P ]

Un sac contient 6 boules indiscernables au toucher dont 4 boules rouges et deux vertes. Un
joueur tire simultanément 3 boules du sac. I’obtention d’une boule rouge donne -3 points et
elle d’une boule verte donne 5 points. Soit ¥ le gain du joueur.

| peut prendre les valeurs —9;—1ou 7. Déterminons Ia loi de probabilité de Y.

C, 4 1 C:xC' 3

£ = R,RgR :_‘L=‘—'=—, =—] V= K- =__4 2 =" .

p(r=-9)=p({ }) C’ 203 p(Y=-1)=p({R;R;V'}) o5
_€CxC]

\
=)=p({RVV}) ==t =<
6
Soit F la fonction de répartition de Y. F est définie par :

pour x< =9, F(x)=0;pour-9<x<—1, F(x)=—; pour—1<x<7, F(x)z—;—+i_
5
20, Pl 4=,
S 5

st pour
5"

& S'exercer

% Une boite contient 4 ampoules de 40 watts, 6 ampoules de 60 watts et 10 ampoules de 100

Yalis. On tire au hasard une ampoule de la boite. Soit X la variable al¢atoire qui, a chaque

:ra%e, associe la puissance exprimée en watts. o

onner sous forme d’un tableau, la loi de probabilité de X.

b Caleuler I’espérance mathématique, la variance et I’écart type de X.

‘) Définir, puis construire la représentation graphique la fonction de repartition de X dans un
iy, "°Pére orthogonal,
I.Présidem d’un club décide d’organiser une Tombola. Tous les billets , au nombre 500, sont

s,

"N des billers

valeur de 62 000 francs, 9 billets permettent de
Bigney 70
1

permet de gagner un lot d’une .
s s, et les autres sont perdants.

_ francs, 50 billets sont remboursé
"Joueur achgte up billet. Exprimer en pourcentages -
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CALCULS DES PROBABILITES

a) La probabilit¢ de gagner un lot de 7000 francs ;

b) La probabilit¢ d*avoirun billet perdant,
2) Des billets sont vendus 500 francs I'unit¢. Caleuler le gain de la trésorerie,
ur est la différeice entre le montant du lot et le prix dachat bill
el Aine

3) Le gain du joue )
remboursés, le gain est nul et, pour un billet perdant, le gain g

pour des billets
Soit X le gain algébrique du joucur.

a) Donner les valeurs possibles de X.

b) Donner la loi de probabilité de X.

¢) Définir la fonction de répartition de X, ainsi que sa représentation graphique.

tnégatip

3.4. EPREUVES REPETEES DE BERNOULLL.

3.4.1 Présentation.

Soit A un événement issu d’une épreuve aléatoire, dont la probabilit¢ de réalisation est p .

a) Calculer la probabilité de I’événement A

b) On répéte la méme épreuve 7 fois de manicres indépendantes et dans les mémes conditions.
Soit 1’événement E : « réaliser trois fois I’événement A ».
Une possibilité est par exemple AAAAAAA qui signifie que A a été réalisé aux lancers | ; Set7.

i) Donner cing autres listes contenant trois fois A. Montrer qu’il y autant de listes contenant trois A que
d’anagrammes de « A AAAAAA » et que le nombre de telles listes est C; .

ii) Endéduire que p(E)=C; x p(AKKEAKA).

iii) Les épreuves étant indépendantes, montrer que p (AKEEARA) = (p ( A))J % ( P (74))4 =p*x(1 —p)‘.

4

iv) En déduire que p(E)=C; xp’ x(1-p)

 Retenir

- Soit A un événement issu d’une épreuve aléatoire dont la probabilité de réalisation est P
- Si on répéte cette épreuve n fois de suite , de maniéres indépendantes et dans les mémes

~ conditions, alors la probabilité p, de réaliser k fois 1’événement A est P = Cy x P’ x(1-7
ou0<k<n.

i‘l_“Cette épreuve répétée est dite de Bernoulli, et le couple (n; p) enestle Parﬂ‘i—/

308)
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mnl 3 jetons indiscernabley

‘11‘

h ' 'll'“l " I('“II

ILII‘III?\ du sac. 5 de couleur noire (n tire

a probe abilit¢ d'avoir e lulmm OIS jetonsg
CoxCy 10 5
SIFTINTS

ot les jetons tirds dans le sac, puis on rec

1; t“nl an tel tirage 10 fois de suite, caleulong |

| exactement .
polts

noirs,
cette pn)l? abilité, =
w

commence le tirage simult:

iné de 6 jetons, En
a probabilit¢

avoir obtenu 6 fors « trots jetons

ypaici unc ¢preuve répétée de paramétre (l()-i |
on 14
ipla probabilité d’ avonr 10 fois « trois jetons noirs ».

6 5 6 K|
g 3 J x(l—[— Cﬁi [ - J X 9 ( qu’on pourra au b Icul |
= X 14 14 14 15 p au besoin calculer et avoir le

sultat sous 12 forme d’une fraction irréductible ou avoir une valeur approchée de p ).
Oneffectuc maintenant cette épreuve » fois de suite et on note par p, la probabilité de E : « ob-
enir au moins une fois trois jetons de couleur noire ».

L'événement contraire de E est E « obtenir zéro fois trois jetons de couleur noire ».

o(E)+p(E)=1.0r p(E)=C, (]ijox(%)ﬂ=(%}"etdonc ;;(E):l-[%)".

Déterminons le nombre minimum de fois de répéter ce tirage de 6 jetons pour que la probabilité
de E soit au moins égale a 0,95.

Onveut avoir p(E£)20,95. 1l faut que 1—(%] >0,95; soit [%J <0,05 .

9 Y 9
‘ol —1 (£ ,05 encore nx/n| — [<In(0,05).
D'ou In (14} In(0,05) on (]4) (0,05)

In(0,05)

n2

;soit >6,78.

* Ontire simultanément au hsard quatre cartes d’un jeu de 32 cartes.
Caleuler la probabilité d’ obtemr au moins un as.
répéte cette expérience 5 fois de suite dans les mémes conditions.
Cﬂlcu]er la probabilité d’avoir :
“aCtemem deux fois "au moins un as."

l) g
i ’ mo'"s une fois "au moins un as."

au moins un as."
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CALCULS DES PROBABILITES

%0

3.6.On lance 10 fois de suite un dé cubique UI“'I'}"L dont 2 faces portent Je Mimérg 4
Caleuler la probabilit¢ d*obtenir trois fois une face portant le numéro 3, -
3.2 Un sac contient dix boules rouges ¢t 2 boules blanches,

On tire simultanément trois boules du sac.

Caleuler la probabilité d*avoir les boules de couleurs différentes,

On réplte cette expérience trois fois de suite . Caleuler la probabilité avoir gy, actey
Nent
(

fois des boules de couleurs diflérentes. o
3. Combien de fois faut-il lancer un dé cubique, équilibré , dont une seule face porte |, en
Uma

pourque la probabilit¢ dobtenir la face portant le numéro 5 au moins une fo; S0it s, nw’j
ou ¢gale a 0,9 ?

3.4.2 Espérance mathématique et variance de la variable aléatoire

aASSOCide 3 une
¢preuve répétée de Bernoulli.

On répéte une épreuve n fhis de smte de manidres mdependantes et soit A un événement jsg, de
cette cpreuve, de probabilité p .

Soit X la variable aléatoire qui a la suite de ces ¢preuves, associe le nombre de fois que
I'événement A a été réalisé.

a) Donner les valeurs possibles de X.

b) Donner en fonction de k,net p I’expression de la probabilité de I’événement (X= k) ot
0<k<n.

¢) Soit X, le nombre de fois que I’événement A a été obtenu a la i — iéme ¢preuve.
1) Montrer que les variables aléatoires X, X,,...et X , sont indépendantes.
ii) Montrerque E(X,)=p et V(X,)=p(1-p).
i) Montrerque X =X, + X, +...+ X .
iv) En déduire que E(X)=nxp etque V(X)=n><p><(l—p)_

UJ B Retenir

On répete une épreuve n fois de suite de maniéres indépendantes et soit A un eve:m:mt’:ﬂt iss
d’une telle épreuve, de probabilité p .

Soit X la variable al¢atoire qui 2 la suite de ces épreuves, associe le nombre de fois qu€
I’événement A a été réalisé.

e X peut prendre les valeurs entiéres de I'intervalle [0' n]'
~ ® Pour tout entier kde[0;n], p(X =k)=Clxp “x(1=p it -k

ol e -

(310
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appelée loj binomiﬁl& dcﬁpdra_mét-ré (n, p')..
. '.uncvanhblc aléatoire suit la loi binomiale de paramétre (
. .

/E({)f’”ff , V(X)=nxpx(l—-.p) et o(.\’)rz,fnxpx(l-.p)

»

i

np), alors

«c un dé c.ublqlll’? y don.t les faces portent respectivement les numéros | 2;3:4:;5:6¢t
que la probabilité d’obtenir un numéro k est proportionnelle 4 %
te '

) Calculons I probabilité d’obtenir la face portant le numéro 5.

Notons par p; la probabilité d’obtenir la face portant le numéro & .
p bh_P_ Ps

_— [

On 1 2 —k '_'_-6_ et pl+p2+'°'+p6=l-

Ps Pt +...+p, _ 1

gb PPy
eut €Crire aussl [ —=-—==_ =16 =
oup . 12 6 1+2+3+4+5+6 2
1l vient que p5=ﬁ.

On lance ce dé 15 fois de suite de maniére identique et

indépendante et X est la variable
aléatoire qui donne le nombre de fois au cours desquelles

le nombre 5 a été obtenu.
b Calculons I’espérance mathématique, la variance et Iécart-type de X.

X suit 1a loi binomiale de paramétre (1 5;231-].

5 75 5 16 1200 1200 20
(X) ol o ( ) T o(X) 1{ TR T

" ;
( S’exercer

1 : :
A chaque tir, ] probabilité qu’un joueur touche la cible est 0,7.Un joueur effectue 10 tirs

§ ; % - : 1 atol - . !
U{!:Fesglfs avec le méme matériel. Soit X la variable aléatoire quti associe le nombre de fois
gu Il atteint la cible.

2) Donner les valeyrs possibles de X.
' Calculer Iespérance, la variance et I’écart type de X.

dc : : I, s . 2 2
onstaté que dans une famille monogame , la probabilité lors d’une naissance d’avoir un
Brgon est de .‘_S..

) ¢ .
i Ca]cme’ la probabilité d’avoir trois gargons exactement aprés 6 naissances ;

moyen de filles que cette famille peut espérer avoir aprés 5 naissances
un seul nouveau né au cours d’une naissance).

0a Culer Je nombre
n Sllppgsﬂ quail ya
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CALCULS DES PROBABILITES

S’ENTRAINER

PROBLEMES DE DENOMBREMENT.

D¢ combien de manicres peut-on garer
2 voitures dans un parking qui a 5 places ?
De combien de maniéres peut-on garer
5 voitures dans un parking qui a 5 places ?

Une commune compte 20 conseillers
municipaux parmi lesquels madame Koné et on
voudrait former un bureau comprenant un maire
et ses trois adjoints. Sachant qu’il n y a pas

de cumul de postes, déterminer le nombre de
possibilités qu'on a de constituer un tel bureau.
Combien de possibilités a-t-on de constituer un
bureau dans lequel madame Koné est maire ?

Combien de nombres a quatre chiffres peut-on
former avec les chiffres 2,6,7,8,9 ?

Combien de tels nombres sont-ils pairs ?

Une marque d’automobiles produit 4 mod¢les
A,B,C et D. Les modéles A et B se font en
quatre carrosseries : berlines,coupé,cabriolet et
utilitaire.Les modeles C et D se font en deux
carrosseries :coupé et berlines

Chaque modele est vendu en sept coloris. Calculer
le nombre de choix qui s’offrent a un client
désirant d’acheter une voiture de cette marque.

Un touriste doit visiter les villes B,C,D,E

partant de la ville A.

1) Déterminer le nombre total de possibilités
d’itinéraires pour ce touriste.

2) Combien a-t-il d’itinéraires s’il doit
passer par la ville C avant la ville D ?

(312,

@

On tire au hasard une boule d’une
une boule jaune J, une boule verge v ety
boule rouge R. On remet la boyle tirée d:c
I’urne avant d’effectucr le prochain tirauens
Un résultat est un couple dont le premier a1
est la boule tirée au premier tirage et | ¢
celle tirée au deuxiéme tirage.

N Contenn

€lémep
CuXiemg

a) Déterminer le nombre de résultats pos-
sibles.

b) Enumérer tous ces résultats.

c) Le tirage d’une boule jaune fait perdre 300
francs, celui d’une boule verte fait gagner
100 francs et celui d’une boule jaune fait
gagner 200 francs. Donner les différents
gains possibles pour celui qui effectue ces
tirages.

Combien de nombres a six chifires peut-on
former dans lequel figure 2 fois le chiffre 4,3
fois le chiffre 7 et une fois le chiftre 1.

8.

On tire simultanément 6 cartes parmi 32.
Déterminer le nombre de mains de cartes qu!
contiennent au plus 3 as.

9.

Un étudiant posséde 14 livres de quatre :

matidres différentes : 4 livres de mathématid!

5 d’économie, 3 de philosophie, 2 d1.anglms'

Il veut ranger ces livres sur un¢ élager_‘:' "l

1) De combien de fagons Pcm',il 7 f;ure =
ne tient pas compte des maticres L

2) De combien de fagons PC“t'iI,Ic t:;lri;
s’il range d’abord les livres d'an& o
puis ceux d’économie,puis ceU¥
mathématiques, et enfin ceux de
philosophie ?
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_ bicn de fagons [’C"l'i] le faire %]
o * Colcs [jvres par maticre ?
P 1

ang

@ comicnl‘lf‘ boules indiscernables an
¢ _ : :
urt t SiX blanches et 7 noires.On (ire

Al

"

l .].rdt“ .‘l l“ l —

i nél'ﬂcm tro1s boules du sae,

. a . - swotlat L oy . '
_q.'ﬂ““ le nombre de possibiltés d*avoir ;
aen

_1poules

ancr
planches &
NOIres .

s poules
¢ boule blanche ;

, qumoins uh

‘

: - deux boules noires.
lus deux be
yaup

ﬁchﬂ‘d'cmmprisc doit choisir 4 employés
Pm 30 candidats dont 13 femmes et 7
hommcs. - .

) Combien de choix s’offrent a ce chef ?

'4) De combien de manieres peut-il faire son
choix sachant qu’il doit choisir au moins
unhomme et au moins une femme ?

@

lneassemblée qui compte 20 hommes et 15

kmmes dont madame Ada et monsieur Stephen,

wtélire un comité de six membres.

9 Combien de comités peuvent-ils étre
constitués ?

%) Déterminer le nombre de comités

Possibles si mme ADA refuse de siéger

“ec Mr Stephen dans un méme comité.

)

B¢ comby: _
mén.ble“ de fagons peut-on ranger 4 livres
Cla

Boir g¢res sachant qu’une étagére peut
10 livres 2

t":; Personnes se donnent rendez-vous
t“[heurel;;quanier-cc quartier compte

:”“bre e emc!“_q.llatrt: cafés. Déterminer le
- ﬂ."ﬂerc ac[L 9ssibilités qu’ont ces personnes
e g N dans un café pourqu’aucunc

€ ne
¢ rencontre aucune autre.

Denx Vehicules A
de péag

ot P oen : :

ee [ [1 SE ["’f\.‘\'k‘ﬂ!k‘m 4 une
‘ Comportant trois
l. £ LT 4 .
HVErtes humcerotées |
droite.

iliFL‘
01es de passaee
< de la gauche i Ia

Détenmi
e T
1CT 11 a0 dun arbre de

nombre (e Pos ¢ choix, Je

sibihités te passage de ces

Vourtures deux

CALCULS DEs PROBABILITES

©

On lance une fois deus deés cubiques

normanx
dont les faces sont numerotés de | i ¢

: y : 1Tun est
blanc et I'autre est vert

Le résultat d’un lancer est un couple (x;y) ou

X est le numéro apparu sur le dé vert et p selui
apparu sur la face supéricure du dé blanc.

a) Combien y-a-t-il de possibiltés différentes ?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir chacune
de ces possibilités ?
¢) Soit S la somme des numéros obtenus.
1) Donner les valeurs possibles de S.
i) Calculer la probabilité pour que S soit
égaled 7.

Dans un jeu de 32 cartes, on appelle “main™

toute combinaison de 5 cartes.On tire

simultanément cinq cartes parmi les 32.

1) Combien de mains possibles
contiennent-elles 3 rois ?

2) Combien de mains possibles
contiennent-elles 3 piques ?

3) Combicn de mains possibles contiennent-elles
3 cartes de la méme couleur ?

4) Calculer la pmb;}bililé d’avoir une main
contenant au mMoins un as.

5) Calculer la probabililé d’avoir une Imuin
contenant exactement un as etun pique.

®

| d’un hopital est réparti en trois

Le pcrsonnc
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catégories : les médecins,le personnel soignant,
le personnel adminstratif et technique .
Parmi les 350 membres du personnel de .
hopital, 70 sont des hommes, 28 sont d‘cs méde-
cins.De plus il v a deux fois moins de femmes

médecins que d hommes médecins.

cel

1) Recopicer et compléter ce tableau.

hommes femmes  total
Médecins
Personnel

: 230
soignant

Personnel
technique et
administratif

Total 350

2) On choisit un personnel au hasard.

Calculer la probabilité de chacun des
événements suivants :

A : « 1l s’agit d’un soignant » ;
B : « Il s’agit d’une femme médecin » ;
C ; « Il s’agit d’une femme ou d’un médecin »

®

Un sac contient 5 jetons :un bleu, deux rouges
et deux verts. Le jeton bleu vaut 3 points, le
rouge 2 points et le vert | point.

a) On tire au hasard un jeton du sac.
i) Calculer la probabilité de tirer un jeton rouge.

ii) Calculer la probabilité d’avoir au moins
deux points.

b) On tire un jeton, puis un deuxiéme sans
remettre le premier jeton dans le sac.

Dénombrer toutes les possibilités.

Calculer la probabilité de chacun des
événements :

A : « Tirer deux jetons de couleurs différentes y
B : « Obtenir 4 points »

C : « Obtenir 4 points avec deux jetons de
couleurs différentes »

D : « Obtenir au moins 4 points ».

20]

Unc urne contient des boules blancheg ol

rouges. On tire une boule de 'upe (Jr‘] nolr
IS 2 o ote

A+ « Tirer une boule blanche »,

3+ « Tirer unc boule qui n'est nj blanche ni
)

rouge »
C : « Tirer une boule noire ou une boule Ouge
) A et B sont-ils incompatibles 9
2) BetC sont-ils incompatibles 9
3) AdetC sont-ils incompatibles 9
4) A et C sont-ils contraires?

D

Dans une classe de terminale scientifique,

10 éleves ont les livres de Mathématiques et

d’Anglais, 9 éléves ont uniquement le livre

de d’anglais et 5 n’ont pas du tout de livre,

Déterminer :

a) Leffectif de cette classe.

b) Le pourcentage des €léves qui n’ont que
le livre d’Anglais.

c) Le pourcentage des éléves qui n’ont pas le
livre d’ Anglais.

d) Le pourcentage des éléves qui ont au
moins un des deux livres.

22

On lance trois fois de suite une piéce de

monnaie. Le résultat de cette expérience est

égal au nombre de fois o la pi¢ce tombe Sur
pile, moins le nombre de fois ot elle tombe

sur face. Exemple : si la piéce est tombée
sur « pile » au premier et au troisicme lancer e :

sur « face »au deuxiéme, le résultat est égal a

2—1 qui est égal a 1. .

1) Enumérer (2 I'aide d’un arbre de choix)
toutes les éventualités puis déterminer le
nombre de possibilités au total?

2) Pour chacune de ces éventualités , €2
le résultat de I’expérience.

On fait I’hypothése que la piéce €5t
¢quilibrée et que les huit éventualites it
trouvées ci-dessus ont la méme Pf"b‘qbI '

culer

st bien
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pmlmhililé pour que le résultat
?. '{"I 'i,u o "" 1 “,

e si pile a apparu plus de

, s ¢st la probabilité

57 e face. Quelle esl I:’ probabilit¢
foic d ac le joueur gagne ¢

La probabilit¢ dapparition de

L
9 oo truque
Jedt onnée par le tableau :

;. . Y ‘Q‘ d
s face &
g

i l 2 3 4 5 6

Nt

'r,u‘,abnné 04 015 015 005 4
Al

a probabilité de voir apparaitre

1 1uc”c CS!I o r ]
)€ féricur ou égal a 4 ?

3 un nombn: n in

Unnombre 7 strictement supérieur a 4 ?
y Calculer @ ¢t b, sachant que I’apparition
" jur° S est 4 fois plus probable que celle

dun°6.

(zobjet en série a un colt de production de
%0 francs. | peut présenter , a I’issue de sa
fhrication , un défaut A, un défaut B, ou en
néme temps les défauts A et B. La garantie
pmet de faire les réparations aux frais du
fibricant avec les colits suivants :

100 francs pour le défaut A,

30 francs pour le défaut B,

B0francs pour les deux défauts.

O préléve un lot de 200 objets . Le défaut A
S observé sur 16 objets, le défaut B sur les 12

mm ¢ 180 n’ont aucun défaut. Reproduire et
Tpléter le tableau suivant :

Avec Sans

défantA  défautA O

taltul

“uler 1o o \

Gy e prix de revient d’un objet selon ses

g ventuels,

, Uer| i ,

g jﬂa Probabilité pour que le prix de revient
S0itde 1200 francs.

B

On a

| :ullmmiatr(' Un vaccin aux souris et aux
lapins.Cea cobailles sont au nombre de 100.
L probabilité pour que le vaccin réussisse
Surune souris est 0,65 ; la probabilité pour
que le vaccin réussisse sur un lapin est 0.5 ;
I probabilité pour que le vaccin réussisse sur
les souris uniquement est 0.35 ; la probabilité
pour que le vaccin réussisse uniquement sur les
lapins est 0,2 Par ailleurs la probabilité que le
vacein ne réussisse pas du tout est 0,15
Déterminer :
a) L'effectif de chaque espece de cobaille.
b) La probabilité pour que le vaccin réussisse
sur les deux espéces de betes.
¢) La probabilité pour que le vaccin réussisse
sur une seule espéce de cobaille

Les 37 éléves d’une classe de Terminale se
répartissent de la fagon suivante :

Filles  Gargons
A:ppren_ncnt 18 10
I’anglais
N’apprennent 5 4

pas I’anglais

1) On choisit un éléve de cette classe au
hasard. Quelle est la probabilité pour que
ce soit un gargon ? Une fille ? Une fille
apprenant I’anglais ?

2) L'éléve choisie étant une fille, quelle est la
probabilité quelle apprenne I’anglais ?

Un lot de piéces fabriquées contient 5% de
pieces défectueuses. Un contrdleur choisit
au hasard une piece dans le lot. Quelle est la
probabilité pour quelle soit en bon ¢état ?

D

Les organisateurs d’une tombola émettent 200
billets. Parmi ces billets, 2 donnent droit

un prix de 1000 franes, 100 & un prix de 200
francs, et 20 & un prix de 50 francs

R
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Les autres ne rapportent rien. Le premier

participant choisit un billet, de manicre

¢quiprobable, parmi les 200.

1) Quelle est la probabilit¢ pour qu'il gagne
un lot de 1000 francs ?

2) Quelle est la probabilité pour qu'il ne
gagne rien ?

3) Sachant que le prix du billet est de 100
francs, quelle est la probabilité¢ pour que le
Joueur fasse un bénéfice ?

Le livreur d"une maison de vente par
correspondance vous apporte un colis au 3¢
¢tage. Vous fouillez dans votre poche et lui
donnez une piéce au hasard. Sachant que votre
poche contenait exactement 2 piéces de 200 F, 3
de 500 F, 6 de 1000 F, 3 de 2000 F,2 de 5000 F

et 2 de 10000 F, quelle est la probabilité que le
livreur vous dise merci ?

N.B. Le livreur ne remercie que si le pourboire
est au moins égal a 2000 F.

On lance deux fois de suite un dé bien équilibré
et on gagne si I’écart entre les points marqués
est 1 ou 2. Quelle est la probabilité de gagner ?

D

Au restaurant du lycée, les tables sont rondes et
ont 5 places chacune. Pierre et Jean, choisissent
leurs places au hasard autour d’une table.
Quelle est la probabilité pour qu’ils soient assis
I’un a co6té de ’autre ?

Indication : on peut utiliser un tableau pour
représenter les positions respectives de Pierre et
Jean.

NB : On distinguera 2 cas : Les chaises sont
numérotées et le cas ou les chaises ne sont pas
numérotées

32)

On jette trois fois de suite une piéce de
monnaie. On note, a chaque jet, la face visible :

P pour Pile, F pour Face, O Obtig,

. . i “ : . .
suite de trois lettres, par exemple [:p]‘.mm Ung
ou bien d’autres. .. 01

) Combien de suites de troig lettres
obtenir ?Indication : on peut F'lir{ Peut.g,
’ e, AT un 4
2) Calculer la probabilité des Evénery, hre.
sutvants ents

A i «obtenir trois fois la méme lettr
c ",

B : «obtenir une seule fois |4 lettre p

C : « obtenir la lettre P syjyi de la Jey, F
e ; 0

@

Un enfant de 6 ans joue avec 5 cartes g,
lesquelles sont écrites les lettres A,B,C.D

E. Il dispose trois de ces cartes devant lui, z;u
hasard, formant ainsi un « mot » de trojs lettres
Quelle est la probabilité pour que, " déja'
a son avenir, il ait ainsi écrit le mot BAC 9
Suggestion : on peut construire un arbre (

ou dy
moins en esquisser quelques branchcs...)

Fabrice, Sébastien, Stéphanie, Caroline et Clara
passent 4 jours au camping. Chaque soir, on tire
a pile ou face pour savoir qui fera la vaisselle i
on tire « pile », c’est les gargons qui feront la
vaisselle et les filles feront la vaisselle si on tire
« face ».

Calculer la probabilité des événements suivants:

A @ « les gargons font la vaisselle le premier
Soir » ;

B : «les gargons font la vaisselle trois fois durant
le séjour » ;

C: «Aucun groupe ne fait la vaisselle deux s
consécutifs ».

5]

Une urne contient trois boules : une rouge:
verte, une bleue. On tire successivement deux
boules de I’urne. Avant de tirer la deuxicme
boule, on remet dans I’urne la premicre boul‘:
obtenue. On suppose que tous les tirages son
¢quiprobables.

une
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W © 9O F

ja liste de tous les tirages
r

v

| nc

) 2 pls: N
: Jler 12 probabilité des événemenyg
Ic

)7 ants -
quiv . boules rouges »:
ptenir deUX o

.{{

It wenir deux boules de méme couyleyr »;
(0 —
« il deux boulesde couleurs différentegsy,.
@0

(:

(] Jindres de couleur rouge, bleue ou verte. ||
&fsn out 80 pieces dont 25 cylindres ;
yd

"« des picces sont des cubes rouges.
1%

9_ ade construction est constitué de cubes ef
¢

0y des cylindres sont bleus.

il\'ﬂ 5 fois plus de cul_:es bleus c_1ue de cylindres
s et deux fois moins de cylindres verts que
e cubes verts.

'|) Combien y a-t-il de cubes ?

!1] Recopier et compléter ce tableauy -

Bleu

Rouge Vert  Total
Cubes
(ylindres
Total 80

J) Ontire au hasard une piece du jeu de

tonstruction ; calculer la probabilité des
tVenements suivants :

A:«la piece est rouge »,

B:«la piece est cubique et verte ».

d

““Ondage st effectué aupres de 1 200

dfséj:z]ers Pi}rtam en vacances a propos du licu
““rnomaqu Clles préférent : mer, campagne

Cige n%n_e, On distingue deux catégorics
45%(1@'5 oIns de 35 ans, 35 ans et pluts.

i'.5222& Personnes il‘lterrogées ont moins de 35

?‘“Pagn:: *S Personnes interrogées préférent la

i .

Ty f; ' Moins de 35 ang », 310 préferent la
P“Tﬂi les Preferent |, montagne.

gy, 35405 et plus », 180 préferent la

mbre de personnes
ANt Moins (e 35 ans,

l_nhrc de personnes
Ipreferent |

Mlerrogées qu
2) chroduirc et
Sutvant, ¢
colonne,

a campagne.
Compléter le tableay

Nremplissant d’abord |a derniére

Mer Campagne Montagne

. Total
Moins de

35 ang
35 ans et
plus
Total 1200
3) On interroge une personne au hasard.
a) Calculer la probabilité P, quelle
préfere la mer.
b) Calculer la probabilité p, qu’il
s’agisse d’une personne de moins de
35 ans préférant la mer. '
4) La personne interrogée déclare préférer

la montagne. Calculer la probabilité 22
quelle ait 35 ans ou plus.

@

Dans un grand magasin, il y a 120 pantalons a
vendre dans les quatre tailles : S, M, L ou XL et
dans les trois coloris : vert, bleu ou rouge.

50% des pantalons sont bleus ct 20% des panta-
lons sont de taille S.

En taille S, il y a le méme nombre de pantalons
dans les trois coloris.

Il y a trois fois plus de pantalons dans la taille S
que dans la taille XL.

En taille XL, il n’y a que des pantalons bleus.

D’autres informations figurent dans le tableau
ci-dessous.

S M L XL Total
Vert 10
Bleu ?[5]
12
BApES 120

Total
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Dans unc entreprise , le tableay SUivang ,

des salaires mensuels, “Partjy

2) Dans cette question, les résultats . G000 700010000 300,
seront donnés sous forme de I'rncllpnﬁ octis 300 100 50 P 3500
irréductibles. Un pantalon ¢tant pris il 19
au hasard, calculer la probabilit¢ des
événements suivants :

1) Recopier et compléter le tableau en
justifiant les résultats obtenus.

Salaires

1) Calculer le salaire mensuc) moyen
2) On interroge unc personne au hag

§ ard dang
celle entreprisc. .

A « le pantalon cst vert »,

B : « le pantalon est de taille L ». Calculer la probabilité des ¢vénemeny .
A : « son salaire mensuel est de 60y,
B : « elle gagne au moins 10000 ,,
C : « son salairc n’atteint pas
moyen »

On interroge , au hasard une personne dont
le salaire mensuel est supérieur 4 1000

francs.

Calculer la probabilité de I’événement -
« elle ne fait pas partie des personnels Jes
plus renumérés ».

C 1 «le pantalon est vert et de taille L ».

On choisit un pantalon au hasard parmi Ics_ verts.
Quelle est 1a probabilité pour qu’il soit de taille L?

39 3)

Une usine d’horlegerie fabrique une série de
montres.Certaines montres peuvent présenter un
défaut x ou un défaut y .

Des €tudes statistiques menées sur 10000
montres ont donné€ les informations suivantes :

10% des montres ont le défaut x;

Parmi les montres ayant le défaut x, 12% ont le
défaut y;

le salajp

@
Dans un college comptant 600 ¢léves, chaque
éléve étudie comme premiere langue vivante
soit ’anglais, soit I’allemand, soit I’espagnol.
Dans ce collége, il n’y a pas d’internes mais

exclusivement des externes et des demi-

Parmi les montres ne présentant pas de défaut x,
5% présentent le défaut y.

1) Compléter le tableau suivant aprés ’avoir

reproduit. pensionnaires. La repartition de I’ensemble des

Nombre de  Ayantle N’ayantpas . ¢leves est la suivante _ |
montres défaut x ledéfaut x O | e 20% étudient I’allemand en premiére langue
Ayant le et parmi eux le quart sont demi-pension
défaut y naitres ; ‘
N’ayant pas * 70% étudient I’anglais en premiére langue et
le défaut y parmi eux, un septiéme sont demi-pension-
s naires

2) On choisit au hasard une de ces 10000
montres, chacune de ces montres ayant |a
méme probabilité d’étre choisie.

Déterminer la probabilité de chacun des
é¢vénements : '

A : « Lamontre choisie présente le défaut x »
B : «la montre a le défaut y »

C : « la montre est sans défaut »

D=AUB e¢tE=ANB

* Le reste des éléves sont des externes qui of
choisi I’espagnol pour premiére langue.
1) Recopier et compléter le tableau suivant:

Nombre  Nombre de demi- Total
d’externes pensionnaires

Premiére
langue
Vivante
Anglais
Allemand
Espagnol

Total 600

Scanné avec CamScanner



d au hasard un ¢leve dans ce
en

; onPr
) f""cg;r la probabilité de chacun des
alcy :
canements = By
\ Jove est demi-pensionnaire » ;
ele SAaie @ .
3¢ réleve ost externe ¢t apprend conyme

¢ jangue vivante I"anglais ou I"Espagnol ,,
,ﬂutf.‘;léve apprend comme premicre languc
p: ln:Jl et est externe
lﬂﬂgl-éléve apprend comme premicre langue
.a;:;ais et est demi-pensionnaire »,
jals

un aquarium, on prend un premier

0N, puis un second sans remettre le premier
I" 3

5. . .
) ['aquarium contient 4 poissons rouges et 2

poissons NOITS.

2) Combien de couples de poissons peut-
' onobtenir ?

b) Quelle est la probabilité de 1’événement
A: « Obtenir deux poissons noirs ».

¢) Calculer la probabilité de 1’événe-
ment B : « Obtenir deux poissons noirs »

¢) Calculer la probabilité des événements

9 Endéduire la probabilité d’obtenir
deux poissons de couleurs différentes.

Jllya maintenant dans 1’aquarium 4 pois-
OIS Touges et x poissons noirs (x> 2).
. Uerlaprobab] ité de chacun des événements :
k! %tenir deux boules noires »;
:':D;E’:E?ri;dwx boules rouges »; N
cux boules de couleurs différentes »
Mirey Que p ( C) _ 8x

@ (x+4)(x+3)

U"lilnce

hle”l Ie;,ln e (f"biqllc équilibré dont les faces

i Unenumcms 1,2,...,6 respectivement et
€arte parm; quatre différentes .

a) IJL"IC]‘mincr le

Nombre de poccibili
s > de possibilité
d"avoir une o I ihtés

: : arte et up nt
tune face (e de,
b) Caleuler |

IMEro provenant

@ probabilité ¢
Un nombye supcricur oy

D

Une ure cont:
" I'ne contient |2 boules indiscernables au
ICher dont 4 hoy|eg rouges, 5 boules noires

ct3 'S vertes Ire si g '
X h()ulu, vertes. On tire simultanément trois
oules de cetfe urne,

a) C}alculcr le nombre de possibilités pour le
resultat de ce tirage.

b) Calculer Ia probabilité d’avoir -
1) des boules de méme couleur :

11) des boules de couleurs distinctes deux
a deux ;

AvVOIr une carte et
cgal a trois,

iii) des boules de couleurs différentes.

PROBABILITES CONDITIONNELLES.

Une classe de 36 éléves dgés de 16, 17 ou 18
ans comprend 22 gar¢ons dont 18 dgés de 17
ans et 3 4gés de 18 ans.Il y a dans cette classe
6 filles dgées de 18 ans et une fille dgée de 16
ans.
1) Consigner les informations ci-dessus
dans un tableau dont les deux entrées
sont constituées des ages et du sexe
respectivement.
2) Un éleve est choisi au hasard.
Calculer la probabilité que ce soit :
— un gargon ;
— un¢éléve agé de 16 ans ;
— une fille gée de 17 ans ;
3) Sachant que l‘élt‘:vc.choisi 951 un gargon.
Calculer la probabilité qu'il ait 16 ans ; 17
ans ; 18 ans.

On lance trois fois une pi¢ce de monnaie bien

équilibrée.
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1) Quelle cst la probabilité davoir trois fois
pile ?

2) Quelle est la probabilité d*avoir deux
fois pile sachant quon a obtenu pile
premier lancer ?

au

@

Une urne contient trois boules vertes,

¢t 4 bleues. On tire  au hasard une boule (It{

I'urne. que 1"on ne remet pas dans 'urne, puis

on tire au hasard une seconde boule.

1) Calculer la probabilité de tirer ainsi
successivement :

2 jauncs,

a) Decux boules vertes |
b) Une boule jaune, puis une boule verte ;
¢) Une boule bleue, puis une boule verte.
2) Calculer la probabilité de tirer une boule
verte au second tirage. '
3) Calculer la probabilité de tirer une boule
jaune au second tirage.

4) Calculer la probabilité de tirer une boule
bleue au second tirage.

@

On lance un dé non truqué.
Calculer la probabilité d’obtenir le chiffre 6 :

1) sachant que I’on a obtenu un résultat pair,
2) sachant que 1’on a obtenu un multiple de 3.

®

Un joueur utilise un dé a six faces qui a été
truqué. La probabilité de voir apparaitre
chacune des six faces est donnée par le tableau
suivant :

NnumMEro 1 -2 3 4 5 6

probabilit¢ 0,4 0,15 0,15 0,05 a b

1) Calculer a et b , sachant que I’apparition
du numéro 5 est quatre fois plus probable
que celle du 6.

2) Calculer la probabilité de voir apparaitre
un numéro pair.

3) Calculer la probabilité de voir apparaitre
un numéro impair.

4) Calculerla probabilité que I¢ )y,

Y . L‘r(’) 211
| sachant que ¢ estun numérq i 30

il
5) On considere les événement Sui\-m:'::
A : voir apparaitre un numeEro pair, g

[3 : voir apparaitre un multiple de 3.

('« yoir apparaitre un nombre in féricur oy i
Dire si les événements Act B d’une papy f{ala :
d’autre part sont ind¢pendants. rAet

50,

On tire au hasard et simultanément 4 capqe, 2
un jeu de 32. ._
Calculer la probabilité d’avoir exactemen un
pique , sachant qu’on a 3 cartes noires et ype
rouge.

On lance deux fois de suite un dé bien équiljpg
Les événements A et B suivants sont-ils indg.
pendants ?

a) A:2sort le premier ;B :3 sort en second,
b) A:6sortle premier ; B :6 sort deux fois.

c) A6 sort une fois ; B :1 sort une fois

[’éclairage d’une piece nécessite I’emploi de

deux lampes A et B différentes. Les probabilités

de défaillance de ces lampes pour un laps de

temps déterminé sont respectivement 0,12 pour

Aet 0,18 pour la lampe B.

On admet que ces événements sont indépendants

1) Calculer la probabilité pour que les deux
lampes tombent en panne .

2) En déduire la probabilité pour avoir au
moins une lampe qui fonctionne.

3) Calculer la probabilité pour qu’une lampe
et une seule tombe en panne.

Les résultats seront donnés avec quaire

décimales.

@ ; _

On tire une carte au hasard dans unj .

32 cartes, puis, sans remettre, on ¢i tire une

seconde.

Soien A et B les événements :

eu de
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arte tirée est un pique »

% 2 oo de carte tirée est un pique »

g I3 e carte tirée est un caeur ».

[a second
les probabilités des événements A B,C,

fs"'“lcr AmC,BﬁC i

0B ents Aet B A et C. B et C sontils

lﬁ,e\;danls ?

W

@ umes A ¢t B contiennent chacune 3 boules
X

jaunes.
Tﬂl)n ire simultaneément une boule de

chaque urne. Calculer la probabilité de
jirer deux boules vertes.

3 On tire une boule de l’u'rne A que I’on
remet dans I’'urne B, puis on tire une
woule de I'urne B. Calculer la probabilité
dobtenir deux boules vertes.

j (ntire une carte d’un jeu de 32 cartes. S’il s’agit
fnas, on la remet dans le jeu et on tire une

seonde. §'il ne s’agit pas d’un as, on ne la remet
ps dans le jeu.

 (utire alors une seconde carte.

bnutlisant 1a formule des probabilités totales,

- Cglculer les probabilités des événements

| Wvans ;

A: =X = r
«la premigre carte tirée est un as » ;
:“ . L 4
la deuxieme carte tirée est un as ».

3
Dﬁ“gro

hj ssistes produisent des bulbes de
PCS; ;

f~

Pf:‘-lmier, des bulbes a fleurs rouges dont
~ L. onnent une fleur ;

r 30“?30“‘1* des bulbes & fleurs jaunes dont
(hr oNNENt une fleur,

-f “ﬂﬁ\: ;Cultem achéte 70% des bulbes qu’il

_ Uﬂbu Premier grossiste et le reste au second -
_l%nicu] ¢ tulipe donne au plus une fleur.

‘eur plante un bulbe choisi au hasard.

Dglermincr les prob
Sulvants :

abilités des ¢vénements

) obtenir une feur rouge

b) obtenir unc fleur jaune ¢

€) ne pas obtenir de fleur.

VARIABLES ALEATOIRES.

D

EJnc boite contient six boules numérotées de 1
a6. I’Jne deuxi¢me boite contient quatre boules
numerotées de 1| a 4,

1) On préleve au hasard une boule de la
premicre boite, puis une autre de la
deuxieme boite. Dénombrer les éléments
de I'univers associé cette épreuve.

2) Soit X la variable aléatoire représentant la
valeur absolue des numéros portés par les

boules tirées respectivement dans les deux
boites.

a) Donner la distribution des probabilités
de X.

b) Calculer la probabilité pour que les
deux numéros soient identiques.

c) Calculer I’espérance mathématique, la
variance de X.

d) Définir, puis représenter graphiquement
la fonction de répartition de X.

e) On préléve une boule de la premiére
boite ; on note son numéro, puis on la
remet dans la deuxiéme boite .On tire
ensuite une boule de la deuxiéme boite,
et on note son numero.

Calculer la probabilité pour que les deux
numéros notés soient identiques.

On dispose de trois urnes opaques A, Bet C

contenant respectivement :
A : une boule rouge, une boule bleue et une

boule verte ;
B : une boule rouge et deux vertes ;
C : deux boules bleues et une boule verte.
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On tire au hasard une boule de chaque urne .
si une boule exactement est verte , on gagne
un point : si 7éro ou deux boules sont vertes,
on perd deux points : si les trois boules ‘“‘.’m
vertes, on gagne 22 points ot - est un entier
naturel non nul.,

Le nombre de points obtenus définit une
variable aléatoire X.

1) Donner dans un tableau, la loi de
probabilité de X.

2) Construire la représentation graphique de
la fonction de fonction de réparation de X
pour n=3.

3) Calculer I'espérance mathématique, la
variance de X.

4) Déterminer n pour que I’espérance
mathématique soit nulle.

5) Calculer alors la variance et I’écart type de X

Une cible circulaire est composée de 3 zones
concentriques rapportant 5,3,1 points. Les

probabilités d’atteinte de ces trois zones sont
111
dans I’ordre —,—,— .
632 .
Les résultats de deux tirs sont indépendants.
On tire deux fois. On note X la variable
aléatoire prenant pour valeur la somme des

points obtenus.
a) Définir la loi de probabilité de X
b) Calculer l.’espérance et la variance de X

D

On lance deux fois de suite un dé cubique
parfait dont les faces portent respectivement les
numéros 1, 2, 3,4, 5,6.

Soit X la variable aléatoire qui donne 0 si les
numéros obtenus sont identiques , et le plus
grand de ces numéros sinon.

a) Donner les valeurs possibles de X.

b) Donner dans un tableau a double entrée, Ia
loi de X.

¢) Caleuler espérance Mathéimy,,
. t ||_' .
variance de X, e, I

d) Caleuler la probabilité (¢ I"événe
IS XSS, Nemep .

Au cours d’une expérience sur ¢
des animaux, des rats doivent ¢h;q
4 portes d’apparence identique | do
est dite bonne ct trois autres dites
Chaque fois qu’il choisit une porte
regoit une décharge électrique désy
ramen¢ a son point de départ, et ¢e
qu’il choississe la bonne porte.
1) Leratn’a aucune mémoire.
Il choisit a chaque essai de facon €quipro-
bable entre 4 portes.

Déterminer la probabilité des €vénemens -

J.mp“”cmc
IT ¢nire
Ntupe
T]Eluvajgcfm
Mauvajge |
Eféahle el
|ajusqu‘é

a) Le rat sort au bout de trois essajs :
b) Le rat sort au bout de 7 essais ;
¢) Le rat en moins de 8 essais.

4) Cette fois-ci le rat a une mémoire parfaite,
A chaque nouvel essai, il évite les mau-
vaises portes choisies précédemment et il
choisit de fagon équiprobable entre celles
qu’il n’a pas encore choisies. Le nombre
d’essais définit ainsi une variable aléatoire.
a) Déterminer les valeurs possibles de X.
b) Déterminer la loi de X.

¢) Calculer I’espérance mathématique , la
variance et I’écart type de X.

Un sac opaque contient dix boules

indiscernables au toucher dont 3 bleues, deuX
vertes, cinq rouges. On tire 3 boules I'unc 2P
I’autre, en remettant a chaque fois la boule tiree
dans le sac. .
Soit Y la variable aléatoire qui prend la vale¥'2
si le tirage est unicolore, 1 §il est bicolore et
sl est tricolore. ,
Donner la loi de Y, puis calculer son €sp
mathématique, sa variance et son ecart tYP®

rance

Scanné avec CamScanner



contient 4 boules bleues, 2 boules
me . boules rouges, indiscernables au
{ :
‘F 5 oL ] I- 1 |.| a
@ " gy tire au hasard deux boules de
e Gmultanée. .
oear X 12 variable aléatoire prenant

ﬁﬂﬂ“’ !
lc nombre de boules rouges tirées.

dfsmnr: pa

‘1n1c§-aiczlr
“ mcrmincr a loi de probabilité de X
'. rsque =0, puislorsquen = l.
désormais que 12> 2.
la loi de probabilité de X.

+) On SUPPOSE
" péterminet : i
1’esp§:rancc mathématique de

Montrer que
i = JY = .
Xest: E( ) n+6

Déterminer 1 de fagons & obtenir E(X)=1.

-

}) X est une variable aléatoire ayant la loi de
probabilité suivante :

a 0 2

00w W

1
p 1
(X=a) - 2 b

2) Montrer que b = é ,

b) Définir , puis construire la
représentation graphique de la fonction
de répartition de X.

¢) Calculer la probabilité de I’événement :
«X<louX>3»

d En déduire p(1 < X <3)
) Silcalculer E(X), puis E(X"‘),
déf]il ¥ une nouvelle variable aléatoire
nlepal- Y:2X+5

rlal gie
Variable y .01 de probabilité de la

9
Caleyjer E(Y), V(7).

g

%““ leg "¢ un d¢ cubique dont les faces
__ G dméme probabilité d’apparition.

e
Par X la variable aléatoire quia

chaque lancer du dé fait correspondre le nombre
appar,

1) Donner la loi de probabilité de X en
fonction de v,

9 lapsritans ¥ nand : ' X

2) Dcéterminer I'espérance mathématique de X.
- :
Pour quelle valear de x | cette esperance
est-clle nulle ?

®

Une partie de loterie consiste a lacher unc bille
dans un appareil qui comporte six portes de
sortie, numérotées de 1 a 6. Soit X la variable
aléatoire égale au numéro de la porte de sortic
franchie par la bille.

Sa loi de probabilité est donnée par le tableau
suivant :

k 1 2
1 5 10 o 5 1

P(X=k) — — —
( )32 32 32 32 32 32

wn
@)

3 4

Un joueur mise 200 francs.

11 regoit 1200 francs si la bille franchit les
portes 1 ou 6 ; 200 francs si cette bille franchit
les portes 3 ou 4. Les portes 2 ¢t 5 ne rapportent
rien.

Le gain d’un joueur est la différence entre sa
mise et ce qu’il regoit ; soit (ce qu’il regoit — sa
mise ).

Soit Y la variable aléatoire représentant le gain
d’un joueur a I'issue d’une partie.

1) Donner les valeurs pmossibles de Y.

2) Déterminer la loi de Y.
3) Le jeu est dit équitable si I’espérance de Y

est nulle. Ce jeu est-il équitable ?

Une boite contient 6 boules vertes et x boules
blanches.

Un jeu consiste a tirer simultanément deux
boules de la boite . Si deux boules sont de
méme couleur, le joueur gagne 100 francs | si
elles sont de couleurs diftérentes , le joueur
perd 100 francs.
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Calculer la probabilité d obtenir :

a) deux boules de méme couleur

b) deux boules de couleurs diff¢rentes.

On note par X la variable aléatoire qui, a
chaque tirage de deux boules , associe le gain
algébrique du joueur.

Exprimer en fonction de x, les probabilités des
événements (X=100) et (X=-100). ‘
Exprimer I’espérance mathématique E(X) a
I"aide de 'entier x.

Existe-t-il des valeurs de x pour lesquelles le
jeu est équitable ?

EPREUVES REPETEES DE BERNOULLI.

A chaque tir, la probabilité pour que le tireur
touche la cible est 0,7.11 tire trois fois de suite
et les trois tirs sont supposés indépendants et
identiques.

Calculer les probabilités :

® pour qu’il touche la cible trois fois ;
® pour qu’il touche la cible deux fois
exactement.

On lance deux dés cubiques usuels , puis on

totalise les points marqués.

1) Calculer la probabilité d’avoir un total de
points supérieur ou égal a 8.

2) Au bout de 20 lancers, calculer la
probabilité d’avoir obtenu exactement 10
fois un total supérieur ou égal a 8.

@

Une urne contient trois boules blanches
et trois boules noires. On tire deux boules
simultanément .

1) Calculer la probailité de tirer deux boules
blanches.

2) On procéde a cinq tirages consécutifs de
deux boules , les boules étant remises
dans 'urne aprés chaque tirage.

Calculer la probabilité de tirer une fois et
une seule deux boules blanches.

@

On lance six fois un dé ; quelle ¢y |,
d’obtenir au moins trois fois un | »

pl(]bab]h \

Combicn‘ de fois I‘aut—l'l Ianccr. un dé(nop, Ping
pour avolir un (ou plusicurs) six avee yp,
gur deux au moins.

@

On jette une picce de monnaie parfaite ¢ foi
1) Trouver la probabilité pour obten;; alllan-t
de faces que de piles.

2) En déduire que la probabilité pour obtenir
plus de faces que de piles.

@

L’expérience prouve qu’un certain canon g ype

chance sur deux de toucher un objectif,

1) Ontire n coups de ce canon. Calculer |a
probabilté pour que I’objectif soit touché
au moins une fois.

Chang

2) Calculer le nombre de projectiles qu’il
faut tirer afin que ’objectif soit touché
au moins une fois avec une probabilité
supérieure ou égale a 95%.

@

On répartit au hasard » boules dans cinq umes:

on suppose que la probabilité que la boule a

d’aller dans une urne est la méme quelle que

soit la boule et quelle que soit I'urne.

1) Calculer la probabilité pour qu’une urme
donnée regoive deux boules.

2) Calculer la probabilité pour qu’une ume
donnée regoive & boules (0<k <n).

@

Une urne contient 7 boules noires et unc boule

blanche.

1) Onrepéte n fois le tirage d’une bou!
remettant a chaque fois cette boule 43
’urne. .
Comment choisir » pour tirer au moins
une boule blanche avec au moins ¥
chance sur deux ?

gen
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g PROE

estion dans le cas ou la boule

=
s remise dans I'urne,

- ed
-:. B{‘j:‘lﬂ’ cst ]’3
P v

@ psiste & lancer six fois de suite un d¢

i aces sont numérotées de 1 4 6.

o Jes « que chaque face a la méme

% .'l)ﬂs“P-i?-t s de sortir en position supéricure.On
=

i . IR A
b arSla variable aléatoire ¢gale a la

38 c .
&5‘3—!?  des puméros sortis.
probabilités des événements

9

L Calouler 1eS

I suival'll’S :
(§28»;B 1« le numéro du premier

jancer est 4
| ;_'1) calculer 1a probabilté de I’événement

- (4]B)-

3) Définir et représenter la fonction de

; répartition de S.

4) Le gain algébrique X de la partie est

" de: 500 francs s1 S < 4 ; n francs si
5<5<8 ;1000 francs si S 29.

J) Déterminer I’entier relatif 7 sachant
que I’espérance mathématique X est
-~ nulle.
= b) Quelle est la probailité qu’un joueur
gagne 5000 francs en jouant cing
parties consécutives.

._gidispose de 3 dés cubiques ( vert, jaune et
Tuge ),

fh fé vert est normal :ses faces sont numerotees
' 46 et elles ont la méme probabilité

j'_l:PParition,

e

:sja""e porte sur deux faces le nombre 6,
b 0Cltuatre autres le nombre 1 ;toutes les

Lo g tla méme probabilité d’apparition.

r . B SRR
(. OU8€ est pipé, de fagon que la probabilite

"‘“nomblrlon de chaque face soit pmportlonnelle
Intée marqué sur cette face :les faces sont
Bo, Sdelas

pour chacun des dés , les

: ﬂumér{f"es d’apparition de chaque

2) On lance simult

0 M ané¢ment les trois dés.
g . -
ontrer que la probabilité d'obtenir

trois « 6 » cst 1 '
& i )
b) Calculer les probabilités d’obtenir :
® les nombres 1,3,5 ;
® R 4 . .
" trn_rs nombres deux 4 deux distincts.
) Qn lance 4 fois de suite les trois dés
s:nnultancmcntSnit X la variable aléatoire
¢gale au nombre de fois ou les trois dés
ont leur face apparente sur 6.
Déterminer la loi de X.

Calculer E(X), V(X) et o (X).

Un joueur de tennis effectue une mise en jeu.
Pour cela, il a droit 4 deux tentatives :un prmier
service,suivi,s’il n’est pas réussi, d’un deuxiéme
service.
La probabilité pour que le premier service
réussisse est 3 - §’il a échoué, la probabilité

” T v— 4
pour que le deuxiéme service réussisse est —.

5

Lorsque les deux services échouent ,on dit qu’il
y a « double faute » ; sinon la mise en jeu est

réussie.

1) a.Déterminer la probabilté pour que,
sur une mise en jeu, ce joueur fasse une
double faute.
b) Déterminer la probabilté pour que la

mise en jeu soit réussie.

2) Ce joueur participe & un entraiment
organisé par son club et patronné par
un magasin de sport. 11 s'agit , pour lui,
d’effectuer 10 mises en jeu successives
(dont les résultats sont indépendants les
uns des autres).Chaque mise ¢n jeu réeussie
Jui permet de gagner unc balle. Soit X la
variable aléatoire réelle ¢gale au nombre
de balles gagnees.
a) Donner les valeurs numeriques ap-

prochées de p(X=9).p(X =10).
p(zY 2 l).
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b) Déterminer la probabilité¢ pour que c¢

joueur gagne au moins 9 balles.
¢) Caleuler E(.X), V(X )ero(X).

@

Un sac contient 9 jetons indiscernables au

toucher : ce qui rend les tirages équiprobables.
Quatre boules sont blanches et numérotées de |
a 4 et cing boules sont noires et numérotées de

1358.

1) On tire simultanément trois boules du

sac. Calculer la probabilité de chacun des

événements :

A: « Toutes les boules sont blanches » :

B : « Les boules sont de couleurs
différentes » :

2)

C : « Iy aplus de boules b
boules noires » |

> qQue 4
¢

D : «les numéros sont impairg ,,

E : «il y a au moins un numMéro pajy n
L’¢épreuve est maintenant g SUivante -
Du sac qui contient les neyf bo .
tire au hasard une ¢t on |

sac. On effectue ainsi 7 ti

ules, g P
areplace (apg le
rages SuCCCSSiF{;
Déterminer la probabilité pour qu’ay ¢, '
d’un tirage , on ait un numéro pair . -
En déduire la probabilité d’obtenir
ment deux fois une boule portant |,
pair au cours des 7 tirages.

CX&Cte_
N Numér,
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SERIES STATISTIQUES A
DEUX CARACTERES.

ORGANISATION DES DONNEES-NUAGE
DE POINTS.

1-1 PI’{ESENTATION D’UNE SERIE A DEUX CARACTERES-
SERIES MARGINALES.

1-2 NUAGE DE POINTS D’UNE SERIE DOUBLE.

AJUSTEMENT LINEAIRE D’'UNE SERIE
DOUBLE PAR LA METHODE DES
MOINDRES CARRES.

S’ENTRAINER

il
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ORGANISATION DES DONNEES.
NUAGE DE POINTS.

¢ enquéte portant sur deux caractéres,

> Exploiter et regrouper les résultats d’un

» Construire un tableau a double entrée ; puis les tablcgux marginaux d’une série doiil
Interpréter un tableau a double entrée.

» Construire le nuage des points d’une série double ;

» Calculer les coordonnées du point moyen d’un nuage.

1.1. PRESENTATION D’UNE SERIE A DEUX
CARACTERES- SERIES MARGINALES

'%;)PTQHC[TG un bon depart

—

-

Dans une maternité de Niamey, une étude statistique a porté sur une population de nouveau-nés. Poyr
un nouveau-né, deux caractéres sont étudiés : sa masse en kg notée X et sa taille en cm notée Y,

Voici la fiche dressée dans cette maternité :

Masse(X) | 2,7 129 |27(35(29(27[38(29]35(27(29]27/338]38

Taille(Y) | 47 | 53 | 48 | 48 | 47 | 51 | 51 | 53 [ 47 | 48 | 48 | 48 | 53 | 51

Masse(X) |29 3,5(29(38(35(29(29]29(38]29]3829]38

Taiﬂe(l’] 51 | 48 | 48 | 51 | 48 | 51 | 47 | 51 | 48 | 48 | 53 | 51 | 53

Masse(X) 29138(29135127(29]3812,713,5(293.8]27]29

Taille(Y) |48 | 51 [47 | 48 | 48 | 53 [ 48 | 51 | 53 | 53 | 51 | 51 | 48

Activité 1
a) Dresser la liste des modalités x, du caractére X , puis la liste des modalités y, du caractere Y.

b) Dresser la liste de tous les couples distincts (x,.; yf.) ? Par analogie a une série statistique A un
caractére, quel nom commun peut-on donner aux couples de cette liste ?

¢) Quel est le nombre de nouveau-nés ayant une masse de 2,9 kg et une taille de 51 cm ?
Par quel vocable statistique peut-on désigner ce nombre ?

d) Quelle est I’effectif des nouveau-nés ayant une masse de 3,8 kg et une taille de 48 cm ?
e) Dresser le tableau des effectifs de chaque caractére.
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it 2
jéter le tableau a double entrge

) 9t par les effectifs de chacun deg e s
suil‘;‘]zs (x;y:) et les totaux. 7
4 ibien de nouveaux nés pesant Ma&'sex‘ 48 | 51 | 53 | Total
| \
| skeet mtl:?surant 48 cm ont ét¢é 27 pEr
ol T o
i Jnombres 2,9
combien de nouveaux nés mcsurant W—-——-
\,.-—___-
) 47 cm ont-ils été dénomb;'és ? e
mbien de nouveaux nés pesant 2,7 22 Total e
E; ont-ils été dénombrés ? 4

Retrouve-t-on les tableaux de I’activité | (e)?

gﬂ Les rcsultats d’une enquete portant sur l étude
populatlon constltuent une serle statlstl

———

de deux caract ¢res de chaque individu d’une
que appelée serze staasizque adeux caractéres ou

;Q"dl_ﬂ'ér:'ntes modalmes de la série dauble sont des couples i,
m_bi:lahté du c ce_lractere X ety celle du caractere Y. L’effectif dela
notécny "serze sransrzque double est notee (x YN, )

Les séries statxstxques ssmples (xI 1 ) et ( Y, .n ) ou n, et n; sont les effectifs respectifs
des modalités ‘:c‘_t'wy.‘ sont appelees se'rles margmales de la série double ( Xy, ).

Y; ) U x, est une
modalité (.r_,. , V. ) est

Tableau & double entrées

............. h yl y2 sraaaa .vp TOtﬂl
; e 5 Somme
? e 1.2 des n, ,
7.‘ 7 ?‘l:‘ P
; i
| ; .
i .
! n ai H . . <
; i . . 5 es vivant dans une
1 nter}-ogé 50 familles de la ville de Yaoundé sur le:

e ;

150n et le nombre de chambres disponibles. - )

329
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~ dans la maison. Onnote X" la & .
variable désignant le nombre de 3 4 5 6 7
personnes et ) celle désignant le Y
no\mhrc‘ de chambres. Cc'tlc enquéte 7 3 6 7 TT
a tourni les donndes particllement I 5 e ]
regroupdes ci-contre : 3 3 —-L

4 1 1 2| 0
——
a) Complétons ce tableau par ses séries marginales. On obtient :
% total
3 4 5 6 il

—v,r'

2 3161 7 2 4 | 22

3 1|5 | 3 8 | 5 |22

4 1 2 2 0 6
total 5 (12| 12 | 12 9 50

b) Les séries marginales simples de cette série sont :

X 3 14|56/ 7] total Y; 2 314 |t
et :
Effectif [ 5 | 12 [ 12|12 | 9 50 Effectif 22 12216 |5

c) Déterminons les résultats obtenus de chacune des 50 familles.

x |3fa|s|7|3|als|7|3|7]4]|s5]al7|a]s5]|7]4]

1212221313213 |2|3|212|312]12|213]2

L.a Voici les notes sur 20 obtenues par les éléves d’une classe de Terminale D en physiques ® @
en Mathématiques(y).
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8 9 12 § . '
X; ) 6 9 15 3 K 15

—

11 10 13 8 10 13

Y 17 0O 10 13

\ Regrouper ces données dans un tableau a double entrée
a = $ 1 ' ST e 11 H ‘- S '
| Dresser les tableaux des eflectifs des séries marginales associces
3 Calculer la moyenne de la classe dans chacune des deux maticres

1h

qareleve dﬂl_lS U“du—““" hUSPH'd'llCI' le nombre d’accouchements et le nombre de césariennes
" ffectuées par jour dans une semaine. Les résultats sont consignés dans le tableau suivant.

Nombre d’accouchements (¥i) 3 5 4 7 4 6 3
Nombre de césariennes (Vi) 1 2 4 3 1 5 3
Répondre aux mémes questions qu’au 1.a
12. NUAGE DE POINTS D’UNE SERIE DOUBLE
b r : 7)
“Prendre un bon départ
Onarecueilli auprés des €léves y, ‘
('ue classe Terminale D, la 1141516171819 ]| 20
winture chaussée (x,) et I’age ( y j) 4
de c}facun des éléves. Voici ci-contre 37 >lolol3]o|lof o0
l:esn Lezlrlllmtf obtenus a la suite de 39 ol71o0lolol21]o0o
S, 20 |olololo[8]0]4
41 o|lo|6|0[0]O0]O
43 0lola4]o|3]o] 1

Y Déterminer les séries marginales associées a cette série double, puis calculer leurs moyennes X

) . En déduire la pointure moyenne et I’age moyen d’un éléve de cette classe.

) Construire un repére orthogonal et placer chaque point du tableau de coordonnées (x,.; y}.) en

;Tectant a chacun de ces points son effectif .
o acer également le point G (f;jf').

L (x;. 7 ,ng) une série double & caractéres quantitatifs.

R oo s
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elé nuage de points associé a cette série,

. ' est app
- il i p(“““ "! ( : ) . Xx.on [lClll rcpréscntcr le nuage de pOin[s de_

e Lorsque les effectifs n, ne wm pas tous ¢gau
fagons :
—  Enindiquant a ¢6té de chaque point M,
par points pondérés,
~  Chaque point M, est représenté par un disque

son effectif n, : on parle alors de représentg
dont 'aire est proportionnelle 4 'effe
n_:on parle alors de représentation par tiches.

e On appelle point moven du nuage de points de la séric double (r, » Vi .H,,) le point .
d’abscisse ¥ ctd’ordonnée ¥ , moyenncs respectives des séries marginales (r n) et

(_\'J.. n’) C’est aussi le barycentre des points pondérés (Me;a” )

Pour la série double de ’activité ci-dessus, voicl son nuage de points représent¢ par les deuy
méthodes.

Représentation par points pondérés Représentation par taches

5 T T | | B IT LTI TT T TP TTTITTTN
211 Ages(y;) | T ZAges(ys) [ [T 1] ERNL
20— o 20 | Tl T
l | . _T__ | | |
19 | 5 | | B b I | N I
13,' i ! —ef 34— 13|} ! . ® ! T :
i TG} P [ Gab.in | [ 13
" c N 17 N |
| [ -: | 1
1 T L] i *
18 6 4 E‘_ | I | || 1|
15 7o - 15 o B o
| - |I |I ! | | Ji :
| . | | J . i i |
14| = [ 14 [ R |
1 pointu; r'es(:c,)— - T 1 T ‘"pmntures(:ci
813637, 38J 39| 40 | 41|42 43 |° 3536 37 [ 38 39 | 40 41 42/ 43" §

Le point moyen G de cette série a pour coordonnées (40 ,17)

* 1.c Le tableau ci-dessous représente I’évolution du nombre d’un certain type d’animal dans un pa
a partir de I’année 2000 :

Année 2000 2002 2004 2006 2008 2010
Rang de I’année : X; 0 2 4 6 8 10
Effectif : ¥; 144 164 210 238 266 316
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-ensemble des modalités duy ¢

e | aractére X,
| I;Lrirf pensemble des modalités du Caracreye y
Rk soordonnées d ' .
J 4[cr11"“cr les coc W pomt moyen (¢ cetle séne statis
" are L) S y T [ o > e (que
j  gsenter ¢ NUARE de points de cette séri statistioe l
i g oo oy ‘
i€ auage de points d*une série Statistique doyhe 1
L} a0 b - L
1_#‘ (qlcult‘f les coordonndes du poimnt moyen de ¢ Muage d 5 .i .2
| e ke
]I\'llnl'
9 I st BAM AR 3 4 4 & 3
‘Dé,cmnnt:r ¢s scries marginales associées § cetle séric
double. s .8 s 8
yérifier que les moyennes de ces séries sont es coordon-
oées du point moyen. 7 g & o*
4 Représenter par tache ce nuage de point i 2 .2
n ——
: : P . ] 2 3 4 5
¢ Représenter le nuage de points de la série double des
exercices lLaet 1.b
. i
. : L //'.,.
L] 4 9 ././.
L ] . . .=/.
3 L)
™ ../..
. 24 <
(] 1 ./"
./‘I
0
5 11 1/’ 2 3 -4 5 8

siéme figure) ;

Unuage,

* Lorsqu’il est possible de construire une courbe qui passe le plus pres possible des points
du nuage, on dit qu’un ajustement est possible (c’est le cas pour la premiere et la troi-

* Lorsque cette courbe est une droite, on parle d’ajustement affine ou linéaire. (cas de la
oisiéme figure) ladite droite est alors appelée la droite d’ajustement affine.

* lexiste de nombreuses maniéres d'obtenir une droite d’ajustement : entre autres, la mé-
thode dite de Mayer et la méthode dite des moindres carrés. Nous admettrons que les
Meilleures solutions sont obtenues quand la droite d’ajustement passe par le point moyen
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TEMENT LINEAIRE DUNE
gélrjzﬁs DOUBLE PAR LA METHODE
DES MOINDRES CARRES.

» Calculer les parametres d'une série double. e i

» Reconnaitre d partir d*un nuage de points I’opportunitc d’un ajustement linéaire ¢y .
double; déterminer une équation de la droite d’ajustement.

» Utiliser le coefficient de corrélation linéaire d’une série double pour évaluer e lien
les deux caractéres étudiés.

AN

f\};;eprendre un bon départ

Activité 1

On considére trois séries doubles S, , S, et S, dont les nuages de points sont représentés ci-
dessous. :

-~ _,._..._.!\ Sy by & R o e | ~
() :
21{" " 21 () 71 (w) :
g ) d 5 6 . 6 ..
i3 ¢ 5 5 . 5 L v
18 . . & . . Gt v . .
41 . 4 »
171 ) L) oog m
3 L} L 3 . .
16 bRt g e,
2 L » . " % . %
15 . LI i . .
% 1 i - 3 1 . L
14 ()| 0 '(:c,-)
"% 36 37 3 3 4 41 42 4 4 1|01 23 456 7 8 ° 081852, 3 4156l
Nuage 1 Nuage 2

Nuage 3
Sur les nuages de points ci-dessus, les points semblent regroupés sur deux d’entre-eux, lesquels

* Conjecturer sur la nature de la courbe autour de laquelle les points sont regroupés dans cha
de ces deux cas.

Activité 2
Pour mieux maitriser les maladies (x ) : &
cardio-vasculaires, on a relevé la Age (% 36 | 42| 48 |54
tension artérielle moyenne en fonction ' 5|15
de lsﬁge d’une pl‘)pulation. Tension (yl) 11,8 14 12,6 15 13,

a) Représenter le nuage de points de cette série ainsi

que son point moyen.
b) Recopier et compléter le tableau suivant :

334
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X

e
e

mncrl’eﬁeaif total N des individus syr lequel a porté "enquéte

1 -
ok acompares lesnombres C= U3 (53, 5) oLy

j Déterminer les variances V. et ¥ puis les écarts types o, et o, de chacune des séries | «

el (_",’I n; ) E
g Soit (D) la droite d’équation y =ax+b ot a= £ et b= ;-— ax . Ecrire une équut
puis la représenter sur le méme graphique que le nuage de points.

Retenir

Situne série statistique & deux caractéres x et .
* * La covariance du couple (x; y) est le réel noté Cov(x; ) et défini par :

‘ Cov(x, y) =]—1{~an. (x‘r —;)(yf —;) =%(Zn,-jxiyi)—x.yoi1 n; représente I'eftectt

. dela modalité (x,.; y j) . Lorsque toutes les modalités ont le méme effectif l,ona:
-] - - 1 s
Cuv(x,Y) = ']—V-Z(JCf - x)(y,, = y) = ‘ﬁ(z XiYi ) —Xxy.

' : . . . r 4 4 1 X - —
: hcoeﬂ'iﬂ_entde corrélation linéaire est le réel noté r qui est donné par 7

cov(x , ¥)
O, X0
%0, et o, représentent respectivement I'écart type de x et I’écart type de y.

) I:OI'Sque les points d’un nuage semblent regroupés autour d’une droite, on dit qu’on peut

Yuster ce nuage A cette droite : ce type d’ajustement est appelé ajustement linéaire. Les

. Tlations entre .y ) Gk ey = ay +b. Cette relation permet
| g ons entre forme y=ax+b ou x=ay
SN iy tontde s / e celle de I’autre caractére.

| primer la valeur d’un caractére en fonction d

R T~

L &
)

@ed"s moindres carrés permet de trouver geix do con eilon. R
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La droite de régression de yen.x. La droite de régression de ¢, »

Cov(x,y) pe ) | _ Cov(x, y)
y=ax+b avee a=—_-—-£—2—1:lb=y—ax x=ay+b avec a ——V—-__et
5 b= f—aj)' i

REMARQUE 1

e La covariance de xefdey permet d’étudier I’interaction entre les caractéres xer y,
e Le coefficient de corrélation linéaire » permet d’évaluer le degré de rapprochement entre [

caracteres x et y. :
e —I<r<i.

) 3 y I : ;
- Si [:I > Z ,alors on dit que la corrélation est forte et aussi les points du nuage semblent

alors alignés, les droites de régression sont trés proches I’'une de I’autre. L'ajustement
linéaire est justifié. Si » =lour =—1, les points du nuages sont alignés. La correlation
est dite parfaite.
— Dans le cas contraire, la corrélation est dite faible, L’ajustement linéaire n’est pas
justifié mais le nuage de points peut étre ajusté par une autre courbe.

® Les droites d’ajustement linéaire passent toutes par le point moyen.

e [utilisation de la variance et la covariance pour déterminer les €quations des droites de
régression ou droites d’ajustement est appelée « méthode des moindres carrés ».

11 existe cependant une autre méthode de détermination de ces droites dite méthode de
MAYER .

Afin d’orienter ses investissements, une chaine d’hdtels réalise des analyses sur le tauk
d’occupation des chambres. Une analyse €tablit un lien entre le taux d’occupation, exprime ef
%, et le montant des frais de publicité (en centaines de milliers de francs). :

Frais de publicité (/) 30 |27 (3225|3522 24]35

Taux d’occupation (¥;) | 52 | 45 | 67 | 55 [ 76 | 48 | 32 | 72

1) Représenter le nuage de points de cette série.
2) Déterminer les coordonnées du point moyen.
3) Déterminer la covariance du couple (x; y), ainsi que le coefficient de corrélation.

4) Déterminer par la méthode des moindres carrés une équation cartésienne de Ia drott
régression de yenx.

5) Quelle estimation peut-on faire du taux d’occupation des chambres de cette hotel si 165
frais de publicité étaient de 4000 000 francs ?

e de
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T3 | 27 | 2 | 25

[

I (I SR ol B | x |35 [_m
s
| I

|
‘// it DR L= | 16 a8 32 72 447 |
’{ﬂ?_ fed | W24 | 625 | Ii?s s | 57 225 | o8 "I’i
T/Ai?f_ 2025 | 4489 | 3025 | 5776 2104 ._-1024 5184 ' 26531 |
fa, 1560 | 1215 | 2144 | 1375 | 2660 | 1056_ 768 _ 2520 J nzoa_ |
W e RGN 2w, el

1 Construisons le nuage de points.(voir figure ci- -contre)
) péterminons les coordonnées du point moyen.

230 447

pe L= 28,75 et y= gZyi =~ ~55,88 ctdonc G(28,75:55,88).
3 Deterrmnons la variance de x etde y.

v =_Z x _gg—g—(zs 75) ~ 21,94 etalors o, = [V, = /21,94 ~ 4,68

., —2 26531 55.8 gt s " _‘

V_,.=§Zy,- T daa man 8)° ~193.80 etalors o, =V, =/193,80 ~13,92
4 Déterminons la covariance Cov(x;y) du couple (x; ), ainsi que T

le coefficient de corrélation . -~ 80

Cov(x,y):%(Zx,.y,,)—}.izizgg-—zs 75% 55,88 ~ 55,70

par suite le coefficient de corrélation est :

poOVsy) 5570 0,86 . 11 existe donc une forte e |
o,xo,  4,68x13,92

corrélation entre les frais de publicité et le taux d’occupation des

chambres de cet hotel. el

-~ 604

') Déterminons par la méthode des moindres carrés une équation
@rtcsienne de la droite de régression de yenax.

Cette équation s”écrit y=ax+b avec:
0= SV5Y) 55,70 ) o4 of o —a =55,88-2,54x28,75 % 17,14 .
" V, 21,94
g ome: y=2,54x-17,14.
les frais de publicité étaient de 4000 000 francs, soit x =40 (centaines de millions), alors la
aleur estimative du taux d’ occupatlon de I’hétel serait : y 2,54%x40-17,14 = 84,46 %.
{ : S o e — L e
: justemem par la méthade deMﬂyf’ B ok g : },
eﬁiés des prodults laitiers analyse I'évolution de son ch1fﬁe d’ aﬁ'alres sur dnx i
reléve pour cela la montant des ﬁms de publiclté engagés sur la méme pénode.

) iy B RSP R R A e T D T e e S AR e
; I anns it s
PR e A RS IOANE
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1 dresse le tableau suivant (les mont:

Solution

\ ' e gt "C
1) Déterminons les coordonnées du point moyen G de cette scri

Les coordonnées de G notées ¥ et 77, sont respectivement les moyennes des valeurs x, du
premier caractére et des valeurs y, du deuxiéme caractére.

o 6+6,5+6,8+7+7,8+9+10,5+11+11L3+1L5 o)

=

10
_ 2204229+ 225+237+235+247+250+ 268 +258 + 264 2433

10

On partage la série en deux groupes de points.

— le premier groupe est formé des 5 points d’abscisses les plus petites;

— le deuxieéme groupe formé des 5 points d’abscisses les plus grandes.
Pour cela, on obtient le tableau suivant

8| 1
Frais de publicité ¥, o [ 6 |65 |US) 00T
Chiffre d’affaires 250 | 220 | 228 2113 208 | 244 :_'Z_f{(l-_ !

1nts sont exprimés en dizaine de millions)
L4 I

246

» donc G(8,74;243 3

1¢" groupe 2°¢ groupe
Frais de publicité x; 6 6,5 | 6,8 7 7,8 9 10,5117 | 11,3588
Chiffre d’affaires y; | 220 | 229 | 225 | 237 | 235 | 247 | 250 | 268 | 258 264

2) Calculer les coordonnées de G,, point moyen du premier groupe.

, donc G, (6,82;229, 2) :

£ _B+65¢68+7+78 o
G\ 2204229 2255 2374235
7 = +229+225+237 + 2202

5

3) Calculer les coordonnées de G, , point moyen du deuxiéme groupe.
| [ _9+10,5+11+11,3+11,5

, donc G, (10, 66;257,4).

X, = . =10, 66
G,
—  247+250+268+258+264
Vi 5 =257,4

4) Détéminer une équation de la droite (GG,).

L’équationestdelaforme: y=ax+b d’ol g =

I’équation de (G,G, )

257,4 -229,2

10,66 - 6,82

est doncy 7,34x+179,14 .

5) Représentons cette série double dans un rep

coordonnées sont les couples (x;; ).

Plagons les pomts G,

\._..... e ——— i e b e

et G?I » G dans le repére pms trac.ons la droite (G G,).

ALl
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i
: !

.
:s "

"
frale de publicns

.
]

T 4
11 ' 9 O O R T Y E TR

oncbserve que le point 111(')ycn du nuage G(8, 65;243,9) appartient & la droite (G, G,).

arle graphique, _l’Ol'dO““CC du point de la droite qui a pour abscisse 13 (13 millions;cst environ
74 autrement dit, le responsable peut espérer un chiffre d’affaires de I’ordre de 274 000 000
gfrancs §'il investit environ 13 000 000 de francs dans la publicité. Cette valeur n’est qu’une
sstmation.

putilisant I’équation de la droite, on obtient y=7,34x13+179,14=274,56

sgitun chiffre d’affaires de 274 560 000 francs.

REMARQUE 2
La méthode de Mayer

Elle consiste a :

* Fractionner le nuage en deux nuages dont les effectifs sont égaux ou différent de | ;
* Calculer les coordonnées des points moyens G, et G, des deux parties du nuage.

* Déterminer une équation de la droite (G, G,).

Intérét d'un ajustement

Cnsidérons les nuages de points ci-dessous :

Un ajustement permet
d’étendre les résultats 3 .
d’une enquéte menée sur 4 S e
L3 - ™
un échantillon représentatif P
de population a des X
individus en dehors de cette 2 >4
population et par ricochet 4 /_/‘, .
de faire des previsions o o
1 L 01 2 3 4 5 &
Equa”"" de la courbe E'quarion de la courbe
' Vajustement : d’ajustement :
b yzax2+ﬁx+'cy y=ax+b ou x=a'y+b'
I cﬂun . ‘
a L7 L] ¥, »,
i "'"l'ce,ve:zance de la courbe et d’une valeur x, permet de calculer la valeur y, correspondante
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3.a Le tableau suivant donne la tension artériclle moyenne Y en fonction de Mage X d’une

population :
Age (x;) 36 42 8 54 60 66
Tension () 1,8 14 12,6 15 15,5 | 15,1

1) Représenter le nuage des points associé a cette série.

2) Déterminer et placer le point G de ce nuage.

3) Déterminer par la méthode de Mayer la droite d’ajustement affine de cette série.

4) Quelle estimation peut-on faire de la tension artérielle d’une personne agée de 70 ans 7

3.b Madame Kouamé statisticienne a la retraite a créé une petite entreprise de fabrication de

1)

2)
3)
4)
5)

colliers traditionnels. Dans I’intention de faire des prévisions pour la production de colliers
de I’année 2013, elle a fait 1’état des ventes des huit types de colliers fabriqués en 2012, Le
résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous.

Types de colliers 1 2 3 4 5 6 | 7

Prix x; de vente en centaines de francs CFA 54 160 [ 66 | 72 | 8 | 90 | 96 | 1

Nombre y; de dizaines de colliers vendusauprix x, | 18 | 16 | 15 | 13 | 10 | 9 8

Représenter graphiquement le nuage de points associé a la série statistique double de caracté
(x,-;yf) dans le plan muni d’un repére orthogonal (O,1,J). On prendra 2 cm pour 10 centaines
francs sur (OI) et 2 cm pour 2 dizaines de colliers sur (OJ).

Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage.
Calculer la variance ¥ (X)deX .

Calculer la covariance COV (X ;v) de la série (x ;).
On admet que y(y)=14,50.

a) Démontrer que I’arrondi d’ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire est égale a -0,99
interpréter ce résultat.

b) Démontrer qu’une équation de la droite de régression (D) de YenX par la méthodesb
moindres carrés est y=ax+b ol aerb ont pour arrondis respectifs d’ordre 2 les nom=
~0,23e129,94. Pour I’année 2013, Madame Kouamé souhaite réaliser un nouveau type

collier qu’clle vendrait a 11500 francs CFA Iunité. Combien de colliers de ce type pourrait-
vendre selon I’ajustement linéaire ainsi réalisé?

340
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analogues, plusicurs

dres proposent des salaires y,,
re x, le nombre de candidats
Is que consignés dans le

v 1S et !O“;i
# (ises hotett
40, salal

£ que

S’ENTRAINER "
(3

@ _;onl p
el (i-dessous:
&

46000 | 470000 | 480000

17 19 21

onter graphiquement cette série par
ge de pOintS.

1 Repres
i nuag

miner une équation de la droite de

garession de y en X par la méthode des

noindres CarTes.
sqimer le nombre de candidats qui se
eraient présentés si on avait proposé le

glaire de 50000 francs.

"r Dé[e

A
4
-

1?ﬁ:ﬁnne arelevé dans 8 pays :

1 X:le nombre de spots publicitaires

kebdomadaires pour la promotion du
- demier titre de leur chanteur vedette.
* Y:lenombre de « singles » vendus.

; Elle obtient la série double suivante :

L5 |2 14 16
{15000 210000 [270000 340000
é-..%ﬂ 22 25 30
~1%000 52000 |780000 | 1100000

1) Rer

f :.;Prescmer graphiquement le nuage de

) s de la série (X;Y).

moerm'“ef les coordonnées du point
C¢ nuage.

la Covariance de X et de Y.

; I?rés a grrol?ta: la méthode des moindres
Ite de ré i t
¢ ms?_nter. gressiondeyen x €

)
g Calt”le.’

Pour sept ¢leves d'une classe de premicre, on .
durant une année, mesuré -
¢ X: lt’: nombre d’heures quotidiennc
passces a regarder la télévision.
* Y :lamoyenne obtenue 4 I'exar

On a obtenu :
X 10,5 |1 1,5 |28 )25
Y [17,2[15 |12,5(10,8(8.5 |-

1) Etablir une équation de la droite dv
régression de y en x.

2) Wilfried a regardé la télévision durant
'2h 45. Quelle moyenne pouvait-il espcrer
a I’examen ?

- Une entreprise envisage la fabrication d’un

nouveau produit pour lequel une étude a permis
d’établir le tableau suivant, ou x; désigne la
quantité de produit (en milliers d’unités) que

la clientéle est disposée a payer, et y, le prix de
vente (en milliers de francs) d’une unité :

X | 1.5 3 5 8 11 12

]

y, | 120 110 [ 100 | 90 | 80 70

Ainsi, pour que la clientéle soit disposée a acheter
5000 unités, le prix de vente d’une unité doit étre
fixé & 100000 francs.

1) Représenter le nuage de points associ€ a

cette série statistique : on prendra 1 cm
our 1 millier d’unités en abscisse et 1 cm

pour 10000 francs en ordonnée.
2) Dans les questions suivantes, le résultat
sera donné a 107 pres.
a) Donner une équation de la droite de
 régression de yenx, obtenue par la
méthode des moindres carrés.
b) En utilisant ce modele, quel doit étre le
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distribution marginale de Y.

2) Caleuler X3 V5V (X):V(Y) 5
a(Y)

prix de vente d’une unité si I'on veut
pouvoir vendre un minimum de 6500
unités ?

@

Le prix de vente des terrains & bitir dans unc
méme commune est donné par le tableau
suivant ;

On donne la séric double suivante, relative 5
voitures selon leur puissance Y et la dyree a
pneumatiques X (en millicrs de Km), '

—_—

x, =Rang X 2| 3| 4| totl

v = Prix du m? en milliers de francs -
— 20 0 2 |30 38

Annce | 1990 | 1995 | 1997 | 2000 | 2005 | 2007 | 2010 25 5120]| 7 32
30 | 25| 3 2 30
X, 0 s 7 100 | 1517 | 20 total [ 30| 31|39 100 |
Vv, | 588|609 |621]675]71,7 73 |73.8 1) Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

2) Un ajustement par la méthode des
1) Quelle est, en pourcentage, 1’augmentation moindres carrés est-il justifié?
du prix du m* entre 1990 et 2010 ?

2) Représenter le nuage de point associ€ a

cette série dans un repére orthogonal ou L’indice moyen d’un salaire a €volué de la
Scm représentent 10 ans en abscisse, 5cm facon suivante :
représentent 10000 francs en ordonnées.

3) Déterminer les coordonnées du point 1 2 3 4 | 5|16 |7

moyen G du nuage et le placer sur le
graphique.

4) Ecrire une équation de la droite
d’ajustement affine de yenx parla
méthode des moindres carrés.

5) Estimer & 1000000 de francs pres le prix
d’un terrain de 1500 m? en 2013.

v, 1651761931202 | 222245253

a) Représenter cette série statistique par un
nuage de points.

b) En utilisant la méthode des moindres
carrés, écrire une équation de la droite
représentant I’indice en fonction de

l’aqnée.
Un relevé statistique des tailles X (en cm) et des c) ‘i\ corpbicn p'ourr’ait-on prévoir I'indice &
poids Y (en kg) d’un échantillon de 100 élévesa | ['année numéroté 97
permis de construire le tableau suivant : @
p 4 On a étudié un échantillon de taille (100) sUr
45|50 | 55| 60 A el
X lequel ont été mesurés deux caracteres t ety
155118/110] 2 | O a observé les résultats suivants :
160| 3 | 16| 5 1 100 100 10, 900;
165 0 | 5 [13] 5 le; =800; >y, =1200; Zl‘ =l
170l 0| 2 | 6|14 o = " =

zx‘.yl. =10200;

i=l

s . |
1) Donner la distribution marginale de X ct la ;y . =16000;
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| ¢équation de la drpilc de
) gert ssion linéaire de la variable y sur |
o e équation de la dr'oilc de

J .c,nrcssion linéaire de la variable x sury,

@ sched étudier la relation entre le nombre
ne s dun couple et son salaire. On dispose
F{; i pidimensionnelle suivante :

! E un poste de

Voitures se

peage, on compte
presentant sur une I

h}ll‘ 100 observations de S5min
resultats suivants -

Nombre de voitures [

Nombre d'observations 2 |

5 6 7 8 9

TINTREE

11 1
0~ | =:— 5;10
2[-4’2[ [ [

4 137

106 | 112 | 154 | 100 | 33

-'-.;gchjm'ed'affaires; y, =nombre d’entreprises.

;E?lﬂllcr le chiffre d’affaires moyen €t
,2-type de la série.
: %Slmire Ihistogramme des fréquences.

kg ruire les deux polygones des
ences cumulées,

0 ler !a médiane et la proportion
by 1ises dont le chiffre d’affaires est

_*Ura 3 millions d’euros.

} 19 ’
fms (Y) | Nombre d’enfants (X) 019623811
— 510 4 I) Construire le tableau des fréquences ot |
500 3 diagramme en batons en fréquences de |
900 3 série du nombre de voitures.
— 1420 1 2) Calcult}r_ la moyenne et I'écart-type dc
| Lt cette serie.
"...---——2000 - 3) Déterminer la médiane
- 600 5 :
' 850 6
| 1300 7 Le tableau suivant donne le nombre d’adhérents
2200 8 fréquentant une salle de sport en 2001 :
1) Calculer le coefficient de corrélation Mois x; 1 2 3 4 3
linéaire entre ces deux variables Nombre
 satistiques. Conclure. d’adhérents | 1100 | 1160 | 1220 | 1370 | 1620
J) Unexpert en démographie affirme que les Yi
. dewx caractéristiques sont indépendantes.
| Qu'en pensez-vous ? 6 | 7 | 8|9 |10
1550 | 1600 | 1500 | 1790 | 1940 | 2060 | 1980

1) Représenter le nuage de points dans un

repére orthogonal. . '
(abscisse : 1 cm pour 1 mois ; ordonnée :

1 ¢cm pour 200 adhérents)

On

partage I’ensembles des points

du nuage en deux sous-ensemble

correspondant chacun au 1¥ et

au 24

semestre.

a)

b)

Calculer les coordonnées des points
moyens G, et G, de chacun de ces
sous-ensembles (abscisses arrondles_ au
dixieme, ordonnées arrondies a I’unité).

placer les points G, et G, dans le
repére orthogonal.

_
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2) Déterminer une équation de la droite
d’ajustement passant par les points G, ¢l
G, . (On éerira I’équation sous la forme
y=ax+b etonarrondira @ et b au
centi¢me).

3) En déduire le nombre prévisible
d’adhérents en :

a) Janvier 2002 ;
b) Juin 2002.

@

Le Centre Textile de Conjoncture et
d’Observation Economique (CTCOE) a étudié
I"évolution des ventes de vétements féminins
entre 1991 et 2000. Pour des tee-shirts, on
obtient les résultats suivants en milliers de
pieces.

Annéesx; | 1991 | 1992 [ 1993 | 1994 | 1995

Ventesy, | 100 | 102 | 124 | 147 | 197

1996 1997 1998 1999 2000

226 250 305 334 330

1) Représenter le nuage de points dans un
repére orthogonal.

2) On partage I’ensemble des points du nuage
en deux sous-ensembles de méme effectif.
a) Calculer les coordonnées des points
moyens G, et G, de chacun de ces
sous-ensembles.

b) Placer les points G, et G, dans le repére
précédent.

3) Déterminer une équation de la droite
d’ajustement passant par les points G, et G,

4) On suppose que les ventes évoluent de
la méme fagon qu’en 2001. Déterminer
graphiquement le nombre, en milliers, de
tee-shirts susceptibles d’étre vendus en
2001. (Faire apparaitre les traits permettant
la lecture du résultat).

La société « LACREME » indique le nombre de
créemes vendues chaque mois pendant une année :

Mois X, I 2 3

Nombre de

(
crémies ¥ 90 | 105 [ 105 [ 117

718 | 91011
120 | 130 | 140 | 135 | 140 | |55

1) Construire le nuage de points associé 3 Cetts
séric dans un repére orthogonal, :

2) On partage I’ensemble des points dy Nuage:
en deux sous-ensembles de méme effectif
a) Calculer les coordonnées des points

moyens G, et G, de chacun de ces
sous-ensembles.

b) Placer les points G, et G, dans le repére
précédent.

3) Déterminer une équation de la droite
d’ajustement passant par les points G, et G,

4) On suppose que la tendance observée se
prolonge pendant quelques mois.

a) A I’aide du graphique, donner une
estimation du nombre de crémes qui
devraient étre vendues au mois de
février de I’année suivante.

b) Retrouver le résultat par le calcul en
admettant que la droite (G, G,) a pour
équation : y=4,7 x+93

16,

Le tableau suivant précise le nombre
d’établissements de «soins de corps» s’ouvrans

de 1999 3 2005
2000 12001 [2002

Années
190 |207

1999

Nombre :
d’établissements | 170
« S0in corps »

2003 2004 |2005
180 [250 (225

1) Représenter par un nuage de points les
¢tablissements « soins de corps »- |
(abscisse : 2 cm pour | an; ordonné€ : _
cm pour 25 établissements)
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D g _d

erminer les coordonnées du point

mo)’C“ : ) .
erminer une ¢quation de la droite de
Wiy .

pce passant par le point Moyen G ¢
ficient directeur 7,

)

3
7 I,:ndﬂ
de o |
ot la droite de tendance passant
L .
) |e point moyen G et par le point P
péterminer graphiquement et par le caleul
& pré\-isi()“ du nombre d’établissements
4e soins COTPS s’ouvrant pour 2006.

¢

| tableau ci-dessous, on donne la
nviométrie moyenne mensuelle sur une région

wcours des 12 derniers mois.

| Mois Janv | Fev | Mar | Avr | Mai

piviométrie(mm) | 102 {82 (85 |69 [75
hin | Juil | Aol | Sept | Oct | Nov | Dec

8| 8l 68 80 97 97 | 124

e

:

) Représenter le nuage de points dans un
repére orthogonal en prenant comme
unités :
* enabscisse : 1 cm pour unmois (numéroter

les mois de 1 & 12).
* en ordonnée : 1 cm pour 10 mm de pluie.

) 0‘n‘se propose de tracer la droite
ajustement de ce nuage de points.
* Calculer les coordonnées des points
moyens G, et G, correspondant

fespectivement au premier et au second
S¢mestre,

L]
Tracer Ja droite d’ajustement passant par

3, points G, et G,

i ,
+%rminer |*¢quation de la droite
Yustemeny, |

idér, , :
:"5 la série statistique double suivante
s les mémes conditions de charge

PS la consommation d’essence Vi €n

litres d*une voitur
I\‘ 1 Al el
2 ffesse Xy en Km/ .

¢ de modele détermine

X en Km/h

) ,
) i enlitres

1)

a) Représenter le nuage de points associé a
la série (X, Yi) .dans un repére orthogonal.
b) Calculer les coordonnées du point

moyen G, puis le placer dans le repére.
a) Calculer le coefficient de corrélation
entre X et Y. Peut-on envisager un
ajustement affine entre xety ?

2)

b) Déterminer une équation de la droite
de régression (D) de Y en X par la
méthode des moindres carrés.

c) Tracer la droite (D) dans le méme repére.

On se propose d’étudier I’influence de la tem-
pérature sur la durée d’incubation des ceufs des
grenouilles. On choisit 6 échantillons de 200
ceufs chacun. Le nombre x d’éclosions au
22-éme jour est le suivant :

t, = température d’incubation en degrés Celsius.

x, = nombre d’éclosions & la température £, .

t | 6 |64|68]72]76]| 8

x| 131 | 144 | 157 [ 170 | 190 | 189

1) Construire le nuage des données et tracer

i I’ceil nu une droite (D) qui a Iair de bien
approcher ce nuage.

Calculer le coefficient de corrélation
observé et écrire une équation de la droite
de régression de x en t. Etudier la qualité
de I’ajustement.

Calculer le nombre d’éclosions qu’on peut
prévoir pour un échantillon de 200 ceufs au
22-éme jour pour une température de 7,5

degreés.

3)
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Les performances réalisées par 10 courcurs A
pied sur un semi-marathon et un marathon (les
temps sont donnés en minutes) sont donndes
dans le tableau suivant :

x, = Temps au semi-marathon.

vy, =Temps au marathon,

N°® coureur 1 2 3 4
X, 68 | 70 | 76 | 80
[ b2 145 150 170 185

S 6 7 8 9 10
90 96 104 | 110 | 125 | 138
200 | 220 | 250 | 285 | 320 | 345

1) Représenter le nuage des points dans un
repere orthogonal.

2) Calculer la moyenne, la variance et
l’ecgrt-type de !a série des temps (x;, ) .
réalisés au semi-marathon, puis de la série
des temps ( y,) réalisés au marathon.

3) Calculer la covariance de x et y,etle
coefficient de corrélation linéaire.

4) Déterminer une équation de la droite de
régression de y en x par la méthode des
moindres carrés. Représenter cette droite
sur le graphique de la question a).

5) Estimer le temps mis sur un marathon
par un coureur ayant réalisé¢ Lh 56 min au
semi-marathon.

Le tableau suivant donne 1’age X et la tension
artérielle Y de 10 personnes.

X 58 40 74 34 65
Y 165 |13.1 {172 |11.6 | 155

49 53 51 36 |40
15.1 [14.2 [144 [13.0 |14.2

1) Construire le nuage de points de cette série
statistique.

2) Déterminer la moyenne et la variance de
chacune des variables X et Y.

3) Déterminer le coefficient de -
linéaire r des variables X et v Un
ajustement lin¢aire entre X ¢t v -
justific?

4) Déterminer une ¢quation de Iy droite 4
régression de Y en X par la Méthode d::
moindres carrés. s

il

5) Estimer la tension artériclle d’upe
personne dgée de 45 ans,

Une banque a enregistré les nombres e Tetraitg
opérés dans un guichet automatique pendant
une journée. Le tableau suivant donne |¢g
montants (en milliers de francs) des retrajts ¢
leurs effectifs.

x,=Montant en milliers de francs

y, = Effectifs de retraits

—

x, |40(35(30]|25(20|15|10]s

y: |19(20 |17 (11|13 6 | 7|2

1) a) Construire, dans un repére orthogonal,
le nuage des points représentant cette série
statistique.

b) Quelle particularité peut —on remarquer
au sujet de la forme du nuage ?

c) Déterminer, les coordonnées du point
moyen G de ce nuage. Placer G.

2) On partage I’ensemble des points du
nuage en deux parties. La premiére partie
(P,) correspond aux retraits inférieurs ou
égaux a 25000 et la deuxiéme partie (P,)
correspond aux autres retraits.

a) Déterminer les coordonnées des points
moyens G, et G, respectifs des par-
ties (P,) et (P,). Placer G, et G,dans ¢
méme repére. :

b) Donner une équation cartésienne de 13
droite (G,G, ).

c) Vérifier que la droite (G,G, ) pass® P
le point G. |

3) Quel est le nombre de retraits de 50 000
peut-on prévoir en une journée ?
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r‘crfil:c l )
pdéfinit U suite (#,), ., par

,nﬁl

=lu +2H—‘l
Nn

i.
|
‘!”,-1

) Calouler ,4y.€1 - La suite (#4,),20
«stelle croissante ou décroissante ?

) On pose 7, =4n-10 ef Vo = u, —1,. Montrer
que la suite (v, )m est geométrique, et que

suite (1,),., estarithmétique.

3) Montrer alors que v, = —.

P

) Quelle est la limite de la suite (u,)

jOnpose S, =uy+uy +...+u, ,
T=t++...+t, et W, =v,+v, +...+v,
Domner ’expression de 7, W, et S, en
fonction de n .

?
nz0

Exercice 2 -

) Eerire sous forme algébrique :
i A=(3-i)(2i-5)—2i(3-2i)+ 4i.
b p=Ji=4
) 2i +
] ggdom}e Z3= x+iy, x et y étant des réels.
“eminer la partie réelle et la partie
: Maginaire de (2+i)(2i-%).
1€ solution de I’équation z* -2z+26=0
mcelnombre complexe 1-5i. Sans aucun
xpl'l »donner la deuxiéme solution en
4y uant votre démarche.

e 1 A ’
™ "Miner les racines carrées de

R =256; .
stiu.dfez dans C I’équation :
']Z +16iz-3+11i=0. Aprés avoir

I A
'ilf ?E!e les formules de Moivre et d’Euler,

On se propose de résoudre I"équation

(E) i x4 inx=2=0,

1) a) Etudier les variations de la fonction g
définie sur ](l; -im[ par: g(x)=x*+Inx-2
¢t prouver que I'équation (F) admet une
solution unique « .

b) Etablir I’encadrement : ,L30ca <1,35.
2) a)Montrer que (E) est équivalente
a I’équation /1(x)=x ol 4 estla
fonction définie sur 7 =[1,30;1,35] par :
h(x)=+2-Inx.,
b) Justifier que 4 est décroissante sur / et
que A(I)c 1.
. : |
c) Etablir que, pour tout :cel,—g <h'(x)<0.
d) En déduire que, pour tout xe / ,
|h'(x)—a| s%|:c—a| .
3) Soit (u,) la suite d’éléments de / définie
par la relation :u,,, = h(u,) et u, =1,30.
a) Démontrer que pour tout entier naturel 7 .
1
U, —a|<—ju, —a.
b) En déduire que pour tout entier naturel n,

10043
de la suite (un) :

c) Déterminer un entier naturel n, tel que :
Iu —-a|SIO‘6. ‘

my

SILY e -
u,—a <——(—) et déterminer la limite

Déterminer I’entier a tel que :
a0 <a <(a+1)10"°,

(SUJET 2

Exercice 1
Une urne contient une boule blanche,

une boule rouge et trois boules noires toutes
indiscernables au toucher.
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1) On en tire une boule. Caleuler la probabilité
Py pour qu'il reste dans I'urne exactement
deux couleurs.

On tire successivement et sans remise deux
boules de I"urne. Caleuler la probabilité
pour qu’il reste dans 'urne exactement deux
couleurs,

3) On tire simultanément deux boules de
I"'ume. On désigne par X la variable
aléatoire numérique qui prend pour valeur le

nombre de couleurs qui restent dans ['urne.

a) Déterminer 'ensemble des valeurs prises
par X.

b) Déterminer la loi de probabilité de X.
¢) Calculer I’espérance mathématique de X.

Exercice 2

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé
direct ( i j) d’unité graphique 2 cm.

On considére les points A, B et C d’affixes res-
pectives z, =-2i,z, =—/3+i, z =B +i.

1) a) Ecrire z,,z, et z. sous forme exponentielle.

b) En déduire le centre et le rayon du cercle
I" passant par les points A, B et C.

c) Faire une figure et placer le point A,
tracer le cercle [ puis placer les points B
et L.

.. . Zy—2Z
2) a)Ecrire le quotient —2——4

sous forme

Z.—2
i . C .°4 .
algébrique, puis sous forme exponentielle.

b) En déduire la nature du triangle ABC.
3) a)On note r la rotation de centre A et d’angle

de mesure - radian.
b) Montrer qge le point O’, image de O par r
a pour affixe —v3 —i.
c) Déterminer I’ensemble (E) des points M
d’affixe z tels que |z| =jz Fo3 4 :'I.
d) Montrer que les points A ct B
appartiennent a (E).
4) Soit I’application f définie dans le plan qui
a tout point M d’affixe z associe le point M’
1+i

1+i
d’affixe z’tel que 2’ —(=z+ ——
V2 2

Déterminer la nature de /et prég,
¢léments caractéristiques.

PROBLEME Fi probléme comporg

deux parties indépendantes

Partie A
Soit /' la fonction définie sur [0;1[ par
J(x)= ln(l - \/;) On note (CE) S'l[ CI:)lube
représentative dans un repere orthonorme
(©7.9). [11=lil=1em
S (x)-/(0)
x=0
f est-elle dérivable en 0 ? donner la
de la tangente en O a la courbe de f;
b) On donne ci-dessous le tableau de
variation de /. Tracer (C). on préci
la demi-tangente a (C) en O.

SCT seg

o=t -_f‘o’

1) a) Montrer que lim

x—0"

f'(x)

f(x)

2) a)Montrer que fréalise une bijection de |
[0;1] sur ]-0;0]. On notera ™' la
fonction réciproque de f et (I')laco
représentative dans le repére (0.7,7) de

b) Tracer (I') . On précisera la
demi-tangente a (") en O.

2) a) Montrer que pour tout x € |- 0],

£(5)=(er-1) =20 41

b) Calculer I’aire A de la partie du plan
limitée par la courbe () de /' etles
droites d’équations x =—In2; x=0:¥
Hachurer cette partie sur la figure.

Partie B
On considére I’équation différentielle
(E):y' +y=e".
348
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ue la fonction u définie sur
51"““,%[;] ¢ des nombres réels | par
ense o estune solution de I'équation

(V7 e (B)
iﬂ‘ép{‘lﬂlcuc (&)

I

T sidere I'équation dificrenticlle

) O 'T?I‘:.' 4 y=0. Résoudre I'¢quation
\lmﬂ'érémft‘"‘: &
- y unc fonction définie et dérivable

y S Montrer que la fonction v est une
;mtit;ﬂ de l‘ggtlatjgwll (!ilTéfQﬂlit:llC (E ) si
o sculement Si .la‘ fonction v —u est solution
i Iéquation différentielle (E").

, n dcduire toutes les solutions de I’équation

" gierenticlle (E)-

;) Déterminer I'unique solution g de 1’équation

" gifiérentielle (E) telle que g(0)=2.

SUJET 3

Eercice 1

leplan complexe est muni d’un repere

rhonormé direct (O;#;V). (unité : 1 cm).

On fera une figure que 1’on complétera progres-
sivement.

O considére les points 4,B,S et Q

Caffixes respectives : a=—2+4i,b=—4+2i,
=3+ 5Siet = -2 + 2i.

Yith ’homothétie de centre S et de rapport 3.
O appelle € I’image du point A par h et D
ge du point B par k.

Valnee .
l2) Dett‘:t'rmner I’écriture complexe de h.

") Démontrer que le point C a pour affixe
¢=4+2i et que le point D a pour affixe

. d=2-4;

i
: 'E‘:’mrt_?r que les points A,B,Cet D sont
. " Méme cercle dont on précisera le
s "¢t le rayon,
lerminer I’affixe z, du point [ milieu du
) gment [AB]
MOntrep
tligngs
4] Dé
¢
mé?i"“‘_fer que la droite (SQ) est la
Alrice dy segment [AB].

que les points S, Q et I sont

) Soit P le miliey dy segment [:!(']-

) Déterminer 1affixe p du point .

b) Démontrer que ™7 I i
o d-bh 2

c) In l!L‘('IIIIC une mesure de 'angle
nazsy

5) Soit Q le milieu du segment [BD].

Que représente le point U pour le triangle
N < .
PQS ? Justifier votre réponse.

[Cxercice 2

Soit la suite (u,) définic pour tout entier naturel

ey

N 1 2
npar: 1:0-5 et Uy =7 un+“— .
n

Soit 1 la fonction définie sur ]0;+ch[ par

f(x)=%[x+%}

1) Etudier le sens de variation de f l
2) Vérifier que la droite d’équation y = 5

est une asymptote a la courbe de f et tracer

cette courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthonormal (O,i o ) (On
prendra comme unité 2 cm).

3) Utiliser le graphique précédent pour
construire les points A4, 4,, 4,,et A,
de ’axe (O,f), d’abscisses respectives
Uy, Uy, Uy elly .

4) Montrer que pour tout entier naturel n non
nul, u, > 2

5) Montrer que pour tout x > V2, Flx)zx

6) En déduire que lasuite () _ est
décroissante.

7) Prouver qu’elle converge.

8) Soit / la limite de la suite (x,). Montrer
2

que / vérifie la relation 2/ =/+= eten
déduire sa valeur. l
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PROBLEME

On considére la fonction f définie sur R par:
X+
f(x)== =
S o o , . R
Soit C sa courbe représentative dans un repere
orthonormal (unité : 2 em)

E’artie A .
Etude d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction g définic sur R par:

g(x)=x*+3x-2

1) Dresser le tableau de variation de g.

2) Montrer qu'il existe un réel a
unique tel que g(ar)=0. Vérifier que
0.59<a <0,60.

3) En déduire le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.

Partie B.

Etude de la fonction f

4) Déterminer les limites de la fonction f aux
bornes de son ensemble de définition.

5) Montrer que pour tout réel x,
rix) -2
' (x +l)

6) Etudier le sens de variation de la fonction f .

7) Dresser le tableau de variation de la fonction
§

8) Montrer que pour tout réel x,

%

f(x)=x— 2

9) En déduire que la courbe C admet une
asymptote oblique D aux voisinages de
—o0 et +00,

10) Etudier la position de la courbe C par
rapport a D.

11) Déterminer une équation de la tangente T a
la courbe C au point d’abscisse 1.

12) Tracer les droites D et T ainsi que la
courbe C.

(SUJET'4

Ixercice |
On considere le plan complexe myp; ¢
orthonormal direct ((). fyl ) Soit I'¢qy

(H]I 2z2,,.(Jj—i)z-k(l—-i\/g):(}

ation

2
[) Calculer (ﬁk 3:) .
2) Résoudre I'équation (£) et écrire goq
solutions sous forme algébrique ¢t
exponenticlle.

3) On considére dans le plan complexe

les points A et B d’affixes respectives
Sn

e |
- =e
z,=ielzg=e ° .

Soit r la rotation de centre O et d’angle ge
2 s N
mesure > SOt C I’image de B parr,
a) Déterminer I’écriture complexe de r.
T

b) Montrer que I’affixe de C est z. = eﬁﬁf,
c) Placer les points A, B et C dans le repére
(057.7) .
4) Soit D le barycentre des points pondérés
(4,2), (B,-1), et(C,2)

SO

a) Montrer que |’affixe de D est =, =T+5i'

placer le point D dans le repére.
b) Montrer que o Y
Zp — 44
c¢) En déduire la nature du triangle ABD.

Exercice 2

Un sac contient 2 boules blanches et 8 boule
noires. Une épreuve consiste a tirer au hasard ¢
simultanément deux boules de ce sac. On 38X
lorsqu’on obtient au moins une boule blanché:

1) Calculer la probabilité p de gagner.

2) On suppose que chaque boule blanche
dans un tirage fait gagner 1000FCFA€t
chaque boule noire dans le tirage fait P ?rl
SO00FCFA. Soit X la variable alcatoire ¢85
au gain algébrique obtenu aprés un e

a) Donner la loi de probabilité de X.
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 'espérance mathématique de X

cule a x P
/ Ca:.écan-l)’l’c' ) l\lrinntrtr que g réalise une bijection
A e épreuve 5 fois de maniere de 14" sur un intervalle que ['on
‘ ¥ ') YV
007 en remettant apres chaque tirage Jeg et

Jentld 4les obtenues dans I"'urne. Quelle es

Jou pabilité de gagner toutes les cing fois,
T

b) L'tn'mtrlurc la courbe de g et celle de sa
Feciproque dans un méme repere.

Partie B

On admet dans cette partic les résultats suivants :
Eim * I existe un unic

o jue réel « e [1,2] tel que
ol ssenté ci-dessous, dans un repére S(@)=a,avec 1,41< « <1,42

nd > 2
B 0‘,,1) , les courbes (L) et ), |+ wxeft2l, i U e
EImk-:,:::lativ(cs d’une fonction f définie et [ ] | (a)-/( )I 2“‘ |

9 qr R et de sa fonction dérivée £ Soit la suite (U, ) définie par
jigvable SU U, =11
ey ’
| . ‘ Un+]=f(Un)=n20
i 1) Montrer par récurrence que
1<U, <2 pourtoutn20 .
18 W
H—71 \\ 2) Montrer que [UM, —a| < —12-|U,, -al.
| = ] n+l
0 « | 3) Montrer que |Un —a[ = 5
L s ’
1 0 1 pourtoutn=0.
£ 4) En déduire que la suite (U,) converge et
=t préciser sa limite.
PartieC
) Reconnaitre en justifiant la courbe On considére les équations différentielles
rprésentative de f et celle de £ (E): y"'+2y'+y=2e et (E'):y"+2y'+y=0

) Détermi 1 o ' _ )
3) “miner _f (0)’f (0)’f ( l)etf ( l) 1) Montrer que la fonction f définie dans la
) Glculer Paire A de la partie du plan limitée partie A est une solution de (E).

u] ' 9 - .
Prlacourbe de £, 1’axe des abscisses et 2) Résoudre I’équation (EY).

s droites d’équati — -

Y L fongyi equatlm’ls %_ Lerr=0; 3) Montrer qu’une fonction & est solution de
I(x) ._lon / : st_gleﬁme sur R par I’équation (E) si et seulement si la fonction
,A :(“'1) A h—f estune solution de (E").

Paide d*une double intégration par 4) En déduire les solutions de (E).

; 0
Parties, montrer que I f (x) dx=2e-5.

Y Déteryr; _
o eminer Paie A" de a parte du plan | (ETTELEED
| 0{‘% Par les courbes (C), (T) et les
8y &3 d"¢quations x=-1et x=0.

Exercice 1

b 8 lae i 1) Ondonne Z = 2-3003 , déterminer

| [tw,[_ srictionde 4 I'intervalle sous forme algébrique et sous forme

i trigonométrique les racines carrées de Z'.
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3) On considere la suite (1w, ]

2) Résoudre dans € I'équation

- F4(V3-5i)z-6-2i3=0.

3) Soient les points Q. Aer B daflixes
respectives o, = “fI+i,z,=2iet
Zp=—VJ3+3i.

a) Déterminer 'ensemble T des points M
d’affixes = tels que ‘: +f3=il=
b) Vérifier que les points Aer B
appartiennent a I'ensemble 1.
c) Placer correctement les points €, Aer B
dans un repere orthonormé (on pourra
"aider de la forme trigonométrique de

Qet B).
4) Montrer que Q AB est un triangle

équilatéral.
5) Soit r I’application du plan complexe
ayant pour expression complexe

1
2

) Déterminer I’image du point A par r

b) Déterminer la nature et les éléments

caractéristiques de r.
c) Retrouver le résultat de la question 4)

+i—3 z+2I.
2

précédente.

Exercice 2
1) Soit la suite (u,) définie sur N par:

u, =1
4u, pourtout n€N
" Ty

a) Calculer u,etu,.
b) Montrer par récurrence que pour tout

neN, 0O<u,<3.
2) Soit la suite(v,) définie sur N par

u.—-

v =
a) Montfer que (v,) est une suite
I

géométrique de raison h

b) Exprimer v, , puis u, €n fonction de n

a) Montrer que pour tout ne [
b) Montrer quc pour tout s e [y

déﬁniu par

'%
w, =—cton poses, ZH

”JI k=0

w, ={

I

i

S =n+l -+-§(| -(
3 _

" . KS
) Calculer la limite de —"'- quand n tend

vers -+,

PROBLEME

Partie A

Soit la fonction g définie sur

[0;4¢] m

g(x) (x+ 2) -4
1) Etudier les variations de g sur [0;+a[

2) Démontrer que I’équation g(x)=0 admet
sur [0;+00[ une unique solution & qui

vérifie L1 <a <1,2.
3) En déduire la résolution de I’inéquation

g(x )>O sur [0 +00[

4) On pose h(x)= ( ) . Déduire de la
question précédente que pour x &[0;+<c[ ,

h(x)>0& x E]JE;HO[ et dresser le

tableau de signe de h sur R.

Partie B
Soit la fonction f définie sur R\{0}

f(x)=——— X +2 +x et (C},) sa courbe

representatwe dans un repére orthonormal
(unité lcm).
1) Etudier la parité de f.

2) Déterminer lim f(x), lirrl}f(\) €
o =0

ten

déduire lim f(x), lm}] S(x) .
3) Peut-on en déduire une ou sluswurs :

asymptotes a la courbe e '
(D) déquation

4) Démontrer que la droite

) Calculer la limite de la suite (u,)
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tote a la courbe (¢
(41 cst asymptote a fa “1,1 L‘(( A
r"Jr [n déduire I"équation réduite d'yne
at ! - - - .
te & la courbe (( r ) en o

asympto
jontrer que /estdérivable sur Jog
]_,T.;n[ et |0:4oe[ puis que

h(x)

o) = e FErT———_
O St ) Vv

] presser le tableau de variation complet de
b) Dress

{ sur ]-m; l)[u]l); -+-a:[ _
mﬁt‘mﬁncr une ¢quation de la tangente (7)
'[( ) au point dabscisse V2.

o
r{\ﬂc

pen
inwf""‘"'cs

8
, Tracer 1a courbe (C',.) en vous aidant
r & tous les renseignements obtenus

pfécc'dcmmcm.

pyercice 1
{¢plan complexe (P) est rapporté a un repére

whonormal direct (O;# ;). Déterminer
rsemble (C) des points M de (P) d’affixe

:\'éﬁﬁant:|(l—i~/§)z—\/§ —i|=4.

Onpourra poser z = x +iyavecx,ye R .

I) Soit s Ia transformation du plan qui a pour
eriture complexe : 2° :(l—i\/'g )z—ﬁ ~1i
3) Déterminer les éléments caractéristiques
de 5. on notera ) son centre.

" Déterminer I'image du point A d’affixe i

: tten déduire la relation entre OQ et AQ

) En utlisant les résultats établis au 2),

‘ "trouver I’ensemble (C ) défini au 1).

¥ ?s‘:lfgnsidere I'équation (E):z* =4 ol z

nombre complexe
Montrey que si le nombre complexe z est

Sl
lution de I’équation (E) alors les nombres

to :
.éf:ple-xes ~zetZ sont aussi solutions de
g Uation (E).

N Coneids :
i "Sidére le nombre complexe z,=1+i.

e le nombre complexe z, sous forme

f"Dmlentiellt:.

b) Vérifier que z,
().

. estsolution de I"'équation

) Déduire des dens (questions précédentes
ro1s autres solutions 2.2, et 2, de
Féquation (1) '

d) Soient B, €, 1 les points d affixes
respectives z,, z, et z,. Vénfier que

BCD st un triangle rectangle isocéle.

xercice 2

On considére la suite (w,) ., définic par

I
n, = |U“f,,.| = i““ bn=2 pourn =)

1) Calculer u,,u,,etu,.
2) a)Démontrer que pour tout entier naturel
nz4,u >0,
b) En déduire que pour tout entier naturel
n25,u,zn-3.
c) En déduire la limite de la suite (u,)

1) On définit la suite (v,) . par : pour tout

21
neN, v"-—-—2u"+3n-—?.

a) Démontrer que la suite (v, )’I ., estune
suite géométrique dont on donnera la
raison et le premier terme.

b) En déduire que : pourtout ne N,
25[1}” 3.3
U, =—| = +—n——.
4\3 2 4
Soit la somme S, définie pour tout entier
naturel n par S, = Zu,‘

k=0
c) Déterminer 'expression de S, en

fonction de n.

PROBLEME

Partie 1

Soit g une fonction définie sur

g (,r)=.\"—3.\‘—3

1) Etudier son sens de variation.

2) Démontrer que I’équation g(x)=0 admet
une solution @ ,etque 2,10 <2.11.

3) Déterminer le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.

R par
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Partie 2

i3
Soit la fonction filx)= 2v +3

=y

R\ {~1:1} e TN
b onteraue #ate DEE)
1) Démontrer que f'(x)=—"2L
; X =
le signe de f*(x).
2) Dresser le tableau de variations de la
fonction f .

définie sur

et étudier

3) Montrer que 3=a*-3a et en déduire que
/(@) =3a , puis donner un encadrement de
f(a).

1) Déterminer les équations des asymptotes

a la courbe de f. (on pourra calculer les

limites de f'(x)-2x lorsque x tend vers
to0.).

2) Etudier le signe de f(x)-2x et en déduire
la position de la courbe de f par rapport a
la droite d’équation y =2x.

3) Construire dans un repére orthonormal
(O;i ¢ j) la courbe de la fonction f et ses
asymptotes.

Partie 3

Calculer les limites suivantes :

;o limvxi+x— -2x

I—4o

% d
lim ———=
a0y —1 k+l

3x)-1
mcos(x) -

2

x=0 X

Exercice 1

(La question 6 peut étre traitée indépendamment
des autres questions.)
[’observation de ’effort subi par un éléve de
terminale durant les six mois selon ses notes en
mathématiques et ses notes en physique donne
les résultats suivants.

Nov. | Déc. | Jan. | Fév. | Mars | Avr.

Notes en 5 7 9 B 12 14
maths ( X)

Notes}gn phy. 8 7 10 | 12 11 13

(354)

oy

e

1) Construire le nuage de points (e |2 séria
(X,Y).

2) Donner la moyenne de chacune deg série
ctY.
On veut procéder a un ajustement affine g
ce nuage.

3) Préciser et déterminer le parameétre qui
permet de justifier un tel choix,

4) Déterminer unc ¢quation de la droite
d’ajustement affine de Y en X par |a
méthode des moindres carrés,

5) Quelle sera la note estimative de cet éleve
en physique s’il estime avoir 15.5 en
Mathématiques a I’examen du bac ?

6) Dans la suite, on place ces 12 devoirs
dans un classeur puis on tire au hasard et
simultanément 2 devoirs.

Calculer la probabilité de chacun des
événements suivants :

A : «obtenir deux devoirs de la méme mati

B : « obtenir deux devoirs dont la note de
chacun est supérieur ou égal a10 ».

C : « obtenir deux devoirs de la méme
ticre tels que la note de chacun est supé
ou égal a 10 ».

Exercice 2
Dans la figure ci-contre ,

OACB est un carré direct. B, C
OAE et ADC sont deux y

triangles équilatéraux. Le T T
plan complexe étant rap- o :

porté au repére orthonormé
direct (O;b_A';ﬁ). -
1) Déterminer les affixes des points A, C et
1 .v28

2) Montrer que I’affixe de E est z, i
3) Soit f I"application du plan dans lui-mem
qui a tout point M d’affixe z assocne?_ _

1-ivf3 +-1%'3"
a) Montrer que f est la rotation de centre 2

point M’ d’affixe z'=

et d’angle de mesure _%r_'
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i Jéduire que I"affixe du points D et

™ 2 _2 l
ST =R

——= - Que
Ip <k 4+ 2\/5
_on dire des points B, Eet D ?

strer
f} M

pclll"

Les deux parties du
sont indépendantes

pﬂ,hjémc

partie A-

| Résoudre I’équation différentielle (E) :
2y 2y = 0 et en déduire la solution
y qui est telle que (0)=0 et la tangente &
lcourbe de w en O est parallele a la droite
d'équation y =X .

3 Verifier que si une fonction 7/ est solution
de (E) alors /1= —l(h” +2h').

}) Endéduire la valeur de I’intégrale

Hm=fémeL

Partie B
Sitla fonction £ définie par :

x-1+e'si x<1

fy= 1+x -
x+ln[——)six>1

2%

Cleuler £(0), f(-1), £(1) puis verifier que
[ et définie syr R.

0 Beope :
' Budier Ia continuité de fenl.

)
flud'ef’la dérivabilité de f en I puis
i E?]c"]er les limites de f en —oo eten +©.
?noﬂtrer que la droite (DI ) i = x—1 est
ptot? de C, |, courbe représentative de
| D»‘ ay VOISinage de —oo.
¢
m’;]:ntrer que la droite (D, ): y =x—In2
) Déte Yn.1mme de C, au voisinage de +%.
(o, )”llner I(Es positions relatives de (D,) et
?] Elu' o Spectivement par rapporta C, .
r 5
Wleg s Vanations de f et dresser son
'y r ¢ Variation,
C .
orn .da?s le plan muni d’un repére
¢ dunit¢ 1 cm,

() s % . e .

) Mu‘mtu que / estune bijection de R sur
unintervalle & préciser,
10) Tracer ¢ s courbe de /!

S dans e repere précédent.
1) Caleuler I
H courbe €', la premicre bissectrice et les
droite d*¢quation respective x =1 ¢t x =3.

. reciproque de

aire A du domaine déllimité par

Exercice 1 :

Le plan complexe est muni d’un repére
orthonormé (O; ii,ﬁ) :

On considére le polynéme complexe
p(z)=2z"-8iz’ ~ 2422+ 32iz +15

1) Caleuler p(i), p(3i), puis résoudre
I’équation complexe p(z)=0.
2) a) Placer les points A, B, C et D
d’affixes respectives z, =—1+2i,z, =3i,
z,=1+2ietz, =i.
b) Quelle est la nature exacte du quadrilatere
ABCD ? Justifier.

c) Déterminer une mesure de I’angle et le
rapport de la similitude directe du plan de
centre D qui transforme AenB .

3) On écrit chacun des nombres complexes
z,, Z,, zyet z, sur ’'une des faces latérales
d’un dé tétraédrique pipé.
On lance ce dé et on admet que la probabilité
qu’une face soit cachée est proportionnelle
au carré du module du nombre complexe

inscrit sur cette face. ; 1

a) Montrer que p, = p, =%‘p2 =g By =

b) Soit X la variable aléatoire qui d chaque
lancer associe la somme des parties
imaginaires des nombres complexes

inscrits sur les faces latérales.
i) Montrer que X prend exactement trois

valeurs.
i) Déterminer la loi de probabilité de X.

Exercice 2 :
Lors d’une épidémie, ona relevé, d intervalles de
temps réguliers, le nombre de cas déclarés.
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- Nombre de cas

Numéros du releveé= X;
déclarés= ;.

1050

de points associc d
afline pcul-ll élre

1) Représenter e nuage
cette série. Un ajustement

justific ?

. Représenter les points

x 1z, )dans un repere,

étré. (Délcrmincr les

3 107 pres de

On pose =z, =My,

de coordonnées (

sur un papier millim

valeurs décimales approchces

2,y 23y Z5 €1y )

3) Onadmet qu'un ajustement affine

conduit, pour la série (.rf.;zf.) a la droite

-=0,798x+3,764.

a) Tracer cette droite sur le graphique de la
question 2). _

b) Utiliser cet ajustement affine pour obtenir
une formule donnant une approximation
de y, en fonction de ;.

c) Déduire de la question précédente le
nombre de cas prévisibles au 5éme releve.

PROBLEME

N.B : ce probleme comporte deux parties
indépendantes A et B.

Partie A:
1) Résoudre I’équation différentielle
(E):y'-2y=0.
2) On se propose de déterminer les fonctions
dérivables sur R et vérifiant : pour tout réel
x, f'(x)-2f(x)=¢"cosx (B.):
a) Soit f une fonction dérivable sur R.
Montrer qu’il existe une unique fonction
dérivable sur R, telle que pour tout
réel x, f(x)=g(x)e™.
Calculer £ en fonction de gerg'.
b) Montrer que /f ct solution de (£, ) si et
seulement si g vérifie pour tout réel x
g'(x)=¢"cosx (E,) ’

5 mait . deux intégrations pa;
c) Al aide 51" d EFIONS par prtjeg

_.l' . “
calculer Ic costd! .

0 = . .
[in déduire les fonctions g solutions (e (&

leg sont les solutions de (£ ) 9

d) Quecl
lutions de (£, ) vérifians

e) Trouver les s0

e

partie B -

Le plan cslt muni d’un repere orthonormy

(031,7)

[- /st Ja fonction définie sur R_{_]} od
ax*+bx+c¢

f(x)-— x+l)2

C estla représcntation de graphique de f .
1) Déterminer les réels a,b,c tels que C passg
parOeny admetant une tangente d’équatio
y =2x, puis la droite d’équation y = | comm
asymptote
2) Vérifier que f(x) =1 —m.
3) Ftudier les variations de f €t représenter
4) Calculer Iaire du domaine D ensemble des
points M de coordonnées (X ; y) telles que
0<x<2etf(x)Sy<l.
1. On considére la suite (u,) de terme génér:
n (n + 2')
U =——.
" (rH— 1)2
1) Démontrer que pour tout naturel n, u, est
élément de [0;1] .
2) Quel est le sens de variation de la suite

(,) ?

3) Onpose pour n 21, X, =uXuyXUs.-.-,

Montrer par récurrence que X, = -7 3"
2(n+1)

4) (v,) est la suite de terme général v, =/it:
a) La suite (v, ) est-elle définie pour tout”

b) Quelle est le sens de variation de (Vn) 7

Quelle est sa limite ?
c) Etudier le signe de v, .
5) SoitY, =v, +v, +....+v,. Exprimer Y, ende
fonction de n. '
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(1o limite de la suite (Y)) 2.
¢S

w Il

-icC l:

oxes dont le terme général LIJ" vérilie
v

¢ tout entier naturel 722 U, = —
U

sver les 2 valeurs complexes non nulles
Zrt 47, telles que les suites de terme

{ -

1 & nooo_ " x
oéral U, =(2,)" et ¥, =(Z,)" soient des
dements de S -

, oit§ le nombre réel compris entre 0 et &
i ettel que arg(Z, =4 2
Calculer w, = (Z, ]" +(Z2 )" en fonction
d& 6. Quelle est la limite de
E hﬂm+w?

i[xercice 2

O considére les intégrales

x +2
|

Je| X

I
de; K =|vx*+2dx.
X +2 '([

l) Soitla fonction f- définie sur [0 ; 1] par :

.{ f(ﬂ=1n(x+ﬁ)

- 3 Calculer la dérivée de la fonction
X ax24+2 .

% En déduire la dérivée [ de f.
I Caleuler |5 valeur de I.

)

. "I)'S.ans calculer explicitement J et K,
b‘“}ﬁﬂ que:J+2] =K
ATaide ¢ryne intégration par parties

|;?ftan; sur ’intégrale K, montrer que
SV3-J.,

) En geg. '
N déduire Jeg valeurs de J et de K.

[,“rtife s
rl L]
METUfESseuI- dy

L nte A
”.'md P;_ele\/es

1
Ile,

o § I'ensemble des suites de nombres

Urul .
3 o "

¢ducation sportive s’adresse
. Vs d’une classe de terminale au
7 p. ML qu'ils portent au sport en gé-
"*"fs.po ' Ces trente éléves vingt lisent la ru-
' Dk "un journal, quatorze pratiquent

U sport et huit font les deux.

1) Montrer quiil y a exactement quatre éléves
de cette classe qui ne §'intéressent pas
ausport ( ne lisent pas de journal et ne
pratiquent aucun sport).
<) Le professeur interroge au hasard six éléves
de cette classe. Quelle est la probabilité de
chacun des événements suivants
a) « Chacun des six ¢leves s'intéresse au
sporl. »

b) Aucun des six ¢léves ne pratiquent un
sport »

c¢) Un éleve et un seul parmi les éléves
interrogés pratiquent un sport »

Exercice 4
1) Déterminer les racines carrées du nombre
complexe —8i.

2) Résoudre dans C I’équation =2 +2:+2i+1=0.
3

PROBILEME

I- Soit la fonction g définie sur R par :
g(x)=e"' +x+1.

1) Etudier les variations de g sur R ainsi que
ses limites en — o et en + oo,

2) Démontrer que I’équation g(x)=0 admet
sur R, une solution unique « . Justifier que
-1,28<a <-1,27.

3) En déduire le signe de g(x) sur R.

II- Soit la fonction f sur R par:
xe.’l’

X1=
7 ) e*+1
sentative dans un repére orthonormé
(O;I", j). )
S ee()
1) Vérifier que: f'(x)=—"%
(e' + 1)
déduire les variations de f sur R .
Montrer que f (a)=a+1 et en déduire un

encadrement de f'(a).

Déterminer une équation de la tangente (T)
4 (C) au point d’abscisse 0 et étudier les
positions relatives de (C) et de (T).

et (C) sa courbe repré-

eten

2)

3)
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4) Déterminer la limite de £ en—oo. Interpréter a) Montrer que (U, ) est une sy,
geométriquement le résultat. géométrique de raison ¢ - o2
3) Caleuler la limite de e+ oo, b) Calculer en fonction de » |y Somme
6) Démontrer que la droite (L\) d*¢quation S, =Uy +U +...+U, et caleyler la Tim;
. ‘ » S5 ¢ 0,
Y =x estasymptote a (C). Etudier les de §, en J.r”
positions relatives de (C) et de (,_\) . 4) Pour tout enticr naturel 1, on pese
a) Démontrer que IZII suite (V) CSt une syjte.
Exercice 1 arllhlpcthuc. Préciser la raison et |
: : . premier terme.
S0t p(z)== ~(S+iVB)=*+ (214 5iv3) 2~ 18613 .
ol el b) Calculer en fonction de n la somme
1 a) De. ) S "=V +V,+...+V,.
) ) Démontrer que le polyndme complexe ! -
P(=) admet deux racines réelles que Ion ¢) Donner une expression simplifiée dy
précisera. produit £, =U,xU, x...xU, en fonction

b) En déduire la résolution de I’équation & 1

P(z)=o0. _—
Dans tout ce qui suit, on considére dans le PROBLEME

plan complexe muni d’un repére orthonormé | Les parties A, B, C et D de ce probléme sont lides
(O ;@,v), d’unité graphique 1cm, les points | On considére la onction £ définie sur [0:4oo]

A,Bet C d’affixes respectives z, =2, par: f(x)= g et on désigne par (C) sa
X
z,=3 et z,=3+i\3. courbe représentative dans un repére orthonor-
2) a) Placer les points 4,BetC. mé (O; f]) d’unité graphique 4cm .
b) Déterminer en justifiant la nature du .
triangle ABC . E’E-ltrtlell? tion défini [0 [
_ ) - oit g la fonction définie sur |0;+oc[ par:
3) Soit D le point tel que le quadrilatére g(x] Dot

ABCD soit un parallélogramme. On note L L -

S la similitude plane directe de centre 4 et | !) Etudier les variations de g et déteminer >4y

qui transforme CenD . limite en +oo. _

2) a) Montrer que I’équation g(x)=0 admet
une solution et une seule dans [0;+[ . On
lanote « .

a) Déterminer |’affixe z, de D.

b) Déterminer I’expression complexe de S,

uis donner ses éléments caractéristiques. A : _ :
P i b) En déduire le signe de g (x) suivant les

Exercicc 2 Valeurs de x i

On considére la fonction f définie sur R par | Partie B

S (x)=2¢"" 1) a) Montrer que pour tout réel x de

1) Dresser le tableau de variation de f définie I’intervalle [0;+o§[, f( x):-—————e Ig(x), .
sur R o - (x+e“]' |

2) Déterminer sur R, la primitive F" de f qui b) En déduire le sens de variation de f Sur
prend la valeur e en 0. [0; +oo[

3) On considére la suite (U, ) définie pour tout 2) a) Montrer que pour tout réel x de I'inter-
entier naturel n par U, =e+If(:c)c£r. valle [0;+cf ona: /(x)= -~ |

0 x+e”

Scanné avec CamScanner



sduire 1a limite f en +o0, puis
b) En oréter g,-aphiqucmcnl le résultat
int€

(rouve:
presser let T
.miner une cquation de la tangente (7')
). C‘(L‘] qu point d’abscisse 0.

3) Fablir que pour tout réel x de I'intervalle
)

| ‘ _ (.\' + I)u(_v]
[o;w[. ona: f(-‘.)‘(-‘ +]) ‘T
. _\.): l-x—¢e

oul;;fdicr les variations de  sur [0; +oo[ et

b on déduire le signe de u (%)

4 Déduire des questions précédentes la
position relative de (C) par rapport a ( )

éS] Tracer (C) et (T) On prendra o = 1,2,

ableau de variation de 7.

partie C

it hlarestriction de f & Pintervalle / =[0;].

)) Justifier que / réalise une bijection de I sur
wintervalle J que I’on précisera.
Soit &' la bijection réciproque de /.

) a) Sur quel intervalle ~™" est-elle dérivable ?
Justifier.

b) Sans expliciter 2", calculer (h_l ) '(1).
j) Construire la courbe représentative de 4™
dans le repére précédent.

Partie D

I) Pour tout entier naturel n, on pose

n+l

¥, = _[ F (x)dx.
n+2
3) Caleyler Wy .

l—e™

Onrappelle que f (x)=—S—+1).
X e

Wi e .
) En déduire la valeur exacte de I’aire
U domaine plan limité par la courbe
¢ f.laxe des abscisses et les droites

) a)(]i “Quations respectives x=2 ef x=3.
b Merpréter graphiquement w, .
ontrer que tout entier naturel »,ona:

n+3

fnt3) [ f(x)dx< f(n+2).

n+2

En Déduire le sens de variation de la suite
(w,).

¢) Déterminer la limite de la suite (w, ) -

Ixercice 1

Soit / lafonction définicsur par f(x)= xcosx.

1) Caleuler /*(x), f(x)er f (x).

2) Soit 7 un entier naturel non nul. Montrer
par récurrence sur n que f est indéfiniment
dérivable sur R et que

e )= xcos(x+%)+ncos|:x+(n —1);—;-:1.

Exercice 2

Soit (u,) . la suite définie pour n>1, par

1

n (—2)”

1) Calculer les quatre premiers termes de la
suite ().

2) Montrer que pour tout n>1, —1<

Y
3) En déduire que pour tout n>1, ( )

1—l<un <1+l.

n n
4) Montrer que la suite (u,) _ converge et
déterminer sa limite.

Exercice 3

Le plan complexe est rapporté 4 un repére ortho-
normé direct (O;i1,V). (unité graphique : 2cm)

.

1) Reésoudre dans I’ensemble C des nombres
complexes, I’équation d’inconnue z :
422—(8-6i)z+1-5i=0.

2) On considere les A4, B,Cet D d’affixes

respectives Z, :-;—-li y g -—-i—i,

2

Z.=i,et zA=1+%i.

a) Placer les points 4,B,Cet D dans le plan.

b) Quelle est la nature du triangle
ABD ?
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3) Soit f I"application du plan dans le plan

1. o
sCrl - = —flz+ | —1.
d’écriture complexc : & = E+ 2:

SR 1ctéris-
Donner la nature ct les ¢léments caract

tiques de f.

4) On considere les suites des nombres
complexes (z, )ef(a,) definies par:
| .
- : - e i -1
z, =241 et ‘.,”,—[2+71 z,+1-1,
VneN ; a =z,-2, VneN. .
a) Démontrer que (a, ) est une suite
géométrique dont on précisera la raison et
le premier terme q;.

b) Donner ’expression du terme général de
la suite (z,) en fonction de 7.

c) Déterminer I’ensemble des entiers
naturels n pour lesquels P,, point image
de z, est sur I’axe des réels.

PROBLEME

Partie A

I- Soit g la fonction définie sur R, par
g(x)=l+x+1nx.

1) Dresser le tableau de variation de g.

2) Montrer que ’équation g(x)=0admet
une unique solution dans R’ . On la note
a . Vérifier que @ appartient a I’intervalle
[0,2;0,3].

3) En déduire le signe de g sur R’ .

4) Etablir que Ina =-1-a.

1I- On consideére la fonction f définie par

xlnx
x)=——six>0
f( ) x+1 ;
F10)=0
1) Montrer que fest continue sur R,
2) a) Etudier la dérivabilité de £ en 0.
b) Interpréter graphiquement le résultat
précédent.
3) Déterminer la limite de f en +co,
4) Exprimer /”(x) pour x e R’ en fonction de
g(x), puis donner le signe de /(x)sur R ,

5) Montrer que fla)=-a.

6) Dresser le tableau de variation (o ;

7) Représenter graphiquement f dans | I
muni d’un repére orthonormé (0.7 5y P'an
(unité sur les axcs Scm). Prendre <0 3

Partie B

On considére la fonction A définie par
h(x) =In (e"‘r + x.) et C sa (‘:ourbe représen
dans le plan muni d’un repere orthonormg
d’unité graphique 2cm.

tﬂti\,’e

1) a)En étudiant la fonction x - ¢™* ix,
justifier que h est définie sur R .

b) En déduire que, pour tout x e R,
1+xe* >0.

c) Vérifier que, pour tout xeR, ona
h(x)=1n(l+xe‘r)—x.
2) Etudier les variations de & sur R .
3) a) Calculer la limite de hen—oo,

b) Montrer que la droite d’équation y =
est asymptote oblique a la courbe
représentative de hen—oo.

c) Montrer, pour tout x<0: s1(x)+x<0.
4) On définit maintenant la fonction gsur R

par: g(x)=h(x)—inx.

a) Etudier la limite de g en +w.

b) Etudier le signe de la fonction gsur R.

c) Interpréter graphiquement les résultats des
questions 4-a) et 4-b).

Représenter C et son asymptote oblique.

SUJET 12

Exercice 1

Soit les deux suites (I,) et (J,) définics pout
tout entier naturel n par :

e il e

1, = |e™sinxdx et J

G

e "cosxdx .

S | A

0

1) Calculer Iy et Jy.
2) En intégrant par parties £, puis J,» MO

que: I, +nJ, =1 et —nl +J,=¢""
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jéduire les expressions de / et de

) . 3 "

) nﬂ)mtmn de n.Déterminer les limites
il

des

\('l'cice 2 )
- 14 suite des poins ( M) du plan comp|exe
ul P \

Gt !?S’afﬁxe Z, telle que Z, = 8 et, pour toyt
.'a" € l+l\/§Z
€N, Tt = 4 e
5 1 ) péterminer le module et un argument de :
[+iv3
3

) En déduire que pour tout n, M, est

" rimage de M, par la composée d’une
rotation et d’une homothétie que I’on
caractérisera.

j) Caleuler les affixes Z,,Z, et Z, des points
M, M, et M, que I’on placera dans le plan
complexe. Vérifier que Z, est réel.

) Pour quelles autres valeurs de », Z estil
aussi réel ?

) Soit 6, = arg (Z")[ZJT] - Montrer que la suite
(6,),.,, est une suite périodique.

f) Calculer le rapport Z"—;:ﬁ En déduire

n+l

Quele triangle OM M .

que M,, Mrﬁ] = \/3_OMH+I '
) Pour toyt entier n, on pose U, =|Z,. - Z,

3 Montrer que la suite (U ) est géométrique.
Donner son premier terme et sa raison.

! E'.l d,édllire la longueur L, de laligne
brisge formée par les points M,,M,,...M,,.

r

“erminer Ja limite de Z lorsque n tend
\Jers -+C0 ) n

. rj‘]"*Tlie A

L ONSidar e .

) fldere I Cquation différentielle :
b =4 (1)

)

h

0 ’
\réﬂpﬁ: ¥ u(x) =2x%e* pour tout réel x.
j!é‘l‘latir que la fonction # est une solution de

On (l)

est rectangle et

.........

2 : -

2) O‘n POSC: Z = f—u . Montrer que f
est 59Il|t|0:1 de (1) si et sculement si Z est
solution de I’¢équation Y'=2y'+y=0(2)

3) a) Résoudre I’équation (2).
b) En déduire I’ensemble des solutions de (1)
c) Drét'ermincr la solution particuliere de (1)

verifiant : p(0)= Oet y'(0)=-3.
Partie B
Soitflafonctiondéﬁniepar: Flg)= (2x2 —3-") e’

1) a) Déterminer les limites de fen—ow eten
+00

b) Etudier les variations de f .

2) Tracer la courbe (C) représentant la
fonction £ dans un repére orthonormal
(0.1.J).

3) Enremarquant que f est une solution de
I’équation (1) de la partie A, démontrer qu’il
existe une primitive F de £ vérifiant pour
tout réel x, f'(x)=2f(x)+F(x)=4e".
En déduire I’expression explicite de F .

4) Soit @ €R” . Calculer en cm® I’aire A(a)
du domaine plan limité par la courbe (C),

I’axe des abscisses, et les droites d’équations
x=aetx=0.

Partie C

Soit £, , la fonction définie par :
Los(x)= (2x2 +ax+b)e“ ol a et b sont 2 réels.

1) Etudier les variations de /., (discuter
suivant les valeurs des réels a et b).

2) Lesréels a et b sont déterminés par deux
lancers successifs d’un dé dont les faces
sont numérotées de | a 6 et ont la méme
probabilité d’apparition.

a) Calculer la probabilité de I’événement

A« f,,(1)=10e »

b) Calculer la probabilité de I’événement
B: « f,, admet un maximum et un
minimum ».

c). Calculer la probabilité de I’événement
B sachant que I’événement A est réalisé.
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Exercice 1
Le plan complexe est rapport¢ i un repet
normé direct (04, v) (unité graphique: lcm).

¢ ortho-

On considére dans ensemble des nombres
complexes, 1'¢quation (E) d’inconnue 2
suivante : =° +(—8+1F)::l +(l 7 —81‘): ] Fi=0

I- Résolution de 1'équation (E).

1) Montrer que —i est une solution de (E).

2) Résoudre I'équation (E) dans ’ensemble des
nombres complexes.

On appelle A4,BerC les points d’affixes
respectives 4+i,4—i,—i.

11-

3) Placer ces points sur une figure que 1’on
complétera dans la suite de ’exercice.

Le point Q est le point d’affixe 2. On
appelle S I’image de 4 par la rotation de

4)

centre Q et d’angle de mesure . Calculer
’affixe de S. 2

5) Démontrer que les points B,4,S,C
appartiennent & un méme cercle (C) dont on
déterminera le centre et le rayon.

A tout point M d’affixe différente dle02,20n

. . jz+10—2i

associe le point M’ d’affixe z’ =lz——2—l.

Z_.

6) Déterminer les affixes des points 4°,58°,C"
associés respectivement aux points 4,Bet C.

7) Vérifier que A’,8’,C’ appartiennent a
un cercle (C’) de centre P, d’affixe i,
Déterminer son rayon.

8) Soit M un point d’affixe z appartenant au
cercle (C). Démontrer que |2/ —i| = 2.5
En déduire auquel I’ensemble apparticnnent
les points M’ associés aux points M du
cercle (C).

Exercice 2
Une enquéte est faite dans un supermarché pour
évaluer la fidélité des clients.

Au cours du premier mois de I’enquéte, 8 000
personnes sont venues faire leurs achats dans

ce supermarche. On constate que, ¢}
70% des clients du mots précédent e
a ce supermarché et que 3 000 noyy,
apparaissent.
On note U, le nombre de clients vepyg

i¢ ' AU coy
du n-iéme mois.

Ainsi, U, =8000.

) Calculer U, et Ly

2) Exprimer U,,, cn fonction de U |

3) On considére la suite (V,) définic
pour tout enticr naturel non nul n par -
v =10000-U,.

a) Montrer que la suite (¥,) est une suite
géométrique dont on déterminera la raisqp
et le premier terme.

b) Exprimer ¥, , puis U, en fonctionde

¢) Quelle est la limite de la suite (U, ) ?

d) Déterminer le petit plus entier 7 tel que
U, >9000.

e) Interpréter les résultats précédents
en termes de nombre de clients du
supermarché.

PROBIIEME

N.B : ce probléeme comporte deux parties inde-
pendantes A et B.

Partie A

On considere les équations différentielles :

(E): 4y"-4y'+y=(x"+4x)e" ;

(E):4y"-4y'+y=0.

1) Résoudre 1’équation (E’) sur R puis
déterminer la solution / de (E’) telle que la
courbe représentative de 4 passe par le
point A(0;1) et admet au point A(U;l)
une tangente 7' paralléle a la droite D

Aque
lent figg
AUX cligy

d’équation y = %x =8

Justifier I"égalité h(x)=—4h"(x)+ 4h'(x)
puis trouver toutes les primitives de /1 sUf
R.

2)
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er les réels a,b,c pour que la
|:rnl P X (a.r: +bx + c)e." soit une
e (E)-
; r qu'unc fonction £ est solution de
) Dcn:i o alement si /' — g est solution de (E”),
~ o "équation (E) sur R.

Résoudrc
B . o
P?rllzefonction numérique , définie pour tout
7(0)=0 |
i 2x et (C) sa
»(,par': - Inx , x>0
! f(x) x+2

e rf,présentative dans un plan muni d’un

e orthonormé (OQIT:}) .

) On considere la fonction ¢ définie sur
42| par o(x)=x+2+2Inx.
3 Frudier les variations de ¢ sur ]O;—}-oo[.
b) Démontrer que I’équation ¢(x) =0 admet
une unique solution sur ]0;+oo[ . Oila

i 1 1
note @ . Vérifier que —<a <—.
e? e

¢) En déduire le signe de go(x) suivant les
valeurs de x .

)) On considére maintenant la fonction f
définie en début de cette partie.

) Démontrer que £ est continue a droite de
Z€ro.

%) Etudier la dérivabilité de f a droite en
2o, et ’interpréter graphiquement.

) Caleuler 1im f(x) et lim S
X—p 40 X

X=pt+0

d Interpréter graphiquement ces résultats.
| Caleuter 1 "(x) et vérifier que
fl (X) = -Ezg(;r)_
8 x+2)?
f] Montrer que f)(a) =—c.
Df'esser le tableau de variation de -
(az‘teﬂmner I’abscisse A du point A
"€ que O) intersection de la courbe de
éavec I"axe des abscisses.
ah:cmllner une équation de la tangente T
“ourbe de £ au point 4.

i) Soit /1 1a restriction de f sur Iintervalle
[ =as+oo| .

Monlrgr que /1 réalise une bijection de /
surun intervalle a préciser.
j) On désigne par (C’) la courbe
représentative de A.
Tracer T, (C) et (C’) dans le repére (O;ITJ) .

Exercice 1

On donne le nombre complexe

u:\/Z—\E +i\/2+«f§.

1) a) Calculer u® etu*. Calculer le module et.
un argument de " .En déduire le module et
un argument de u.

b) Déduire de la question précédente les

3 . (37
valeurs exactes de cos —8— et sin| — |.

8
2) On considére dans un plan complexe P muni
d’un repére orthonormal (O;@,V). A tout
point M(x;y) on associe le point son affixe
z = X +1iy. Déterminer |’ensemble des points
M de P pour lesquels le module de uz est
égal 4 8.

Exercice 2

Une urne contient cinq boules noires et quinze

boules rouges toutes indiscernables au toucher.

On suppose que toutes les boules ont la méme

probabilité d’étre tirce.

1) Le jeu se déroule de la fagon suivante : un
joueur tire simultanément 3 boules.

a) Calculer les probabilités des événements
suivants :

A : « Le joueur a tiré exactement une boule
noire »

B : « Le joueur a tiré exactement deux
boules noire »

C : « Le joueur a tiré exactement trois boules
noire »

b) Le joueur gagne 500frs pour chaque boule
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noire obtenue, On appelle X la variable
aléatoire qui est la somme gagnde. Etablir
la Toi de probabilité de X et calculer son
expérience mathématique.

2) Le contenu de I'urne étant inchangé, le jeu
se déroule maintenant de la fagon suivante :
Le joueur tire une boule :

Si elle est noire, il gagne 500 fis et la
partic est terminée ;

Si elle est rouge, il la remet dans I’urne
¢t procede & un nouveau tirage dans les
memes conditions.

La partie s’arréte impérativement apres le 3¢
tirage.

a) Quelle est la probabilité que le joueur
gagne au 1 tour ?

b) Quelle est la probabilité que le joueur
gagne au 2¢ tour ?

c) Quelle est la probabilité que le joueur
gagne au 3¢ tour ? :

d) Quelle est la probabilité que le joueur
n’ait rien gagné a la fin de la partie ?

PROBLEME

Partie A
1) Déterminer la solution f, vérifiant la
condition initiale f, (0)=1 de I’équation
(E):y'+y=0.
2) On veut déterminer les solutions sur R, de
I’équation (E,):y'+y=e¢ "Inx.
a) Montrer que quelque soit la fonction f de
dans R dans R, dérivable surRR; , il existe
une unique fonction g dérivable sur R’
telle que : /'(x)=g(x) f, (x).
b) Déterminer une condition nécessaire et
suffisante sur g’ pour que f soit solution
de I’équation (£, ) sur R].
c) En déduire toutes les solutions de (E,)
sur R .
d) Montrer qu’il existe une solution f de
(E,) sur R; et une seule qui admet une
limite 0 en 0.

Expliciter cette solution.

Partie B

I-1-On considére la fonction £ défin:
linie ¢

[l;+oo[ par g(x)=ln(2x)-—x+]‘
Cette question demande le développe
d’unc certaine démarche comportant
¢tapes. La clarté du plan d’¢tude, 1, riguey
des raisonnements ainsi que |a qualitg o ur
la rédaction seront prises en compte dang
I’évaluation de la production,

ment
Plusigys

Démontrer que I’équation g ( x)=0 admet
sur [1;+0[ une unique solution notce a
Démontrer que In(2a)+1=«. i
2) Soit la suite (u,,) définie par Uy =1 et pour
tout entier naturel n, par: w,, = In(2u,)+1
On désigne par (T) la courbe d’équation
y=In(2x)+1 dans un repére orthonormg

(051,7).
a) Construire (T).
b) En utilisant la courbe (T), construire sur

["axe des abscisses les quatre premiers
termes de la suite.

c¢) Démontrer que pour tout entier naturel
nl<u, <u,, <3.

d) Démontrer que la suite (un) converge
vers « .

II- On considére la fonction f définie sur
[L+eo[ par: f(x)=(x-1)e"

On désigne par (C) la courbe représentative de
la fonction f dans un orthonormal( 0:7:j). Pour
tout nombre réel x supérieur ou égal a 1, on pose

F(x)=[(t=1)e""dr.
|

a) Justifier que F est bien définie sur
R. Démontrer que la fonction F est
croissante sur [1;+o] .

b) Montrer a I’aide d’une intégration Har
parties que tout réel x appartenant a
[1;+oo[,F(x) =—xe'™" +1.

c) Démontrer que sur [1;+[ , I'équation




1 est équivalente a I’équation

F(v)=2
p(2o) 1= —

o réel B supericurou ¢gala 1. On
* didere la partic D, du pk.m limitée par
(¢ urbe (C) I’axe des abscisses ct les
la¢

roites d’équation x=letx=f3

serminer A tel que I'aire, en unités
Dce . r 5 I

ale a et hachurer
Jaires. de Dy, soit cg 5 churer D,

qr le graphique:

SUJET 15

peercice 12 B i g
onconsidere les intégrales / = | 2 e cos” xdx et

0
T
- Isg'sinz xdx .
0

}) Calculer I+J.
) Soit f la fonction numérique de
lavariable réelle x définie par

f(x]=%62x(cos2x+sin 2x)
3) Montrer que fest dérivable sur R et

calculer f '(x).
b) En déduire I — J. Calculer I et J.

Exercice 2 :

Dens un repére orthonormé 0;_1:,}:) , tracer
Ycourbe de la fonction u définie sur
32} par u(x)= i
o x+2
) Soit (U,) la suite définie sur N par
Uu =()

v _2U, +1
ny| =
i U +2
Epresenter sur I’axe des abscisses du

Pere précédent les termes U,, U,et U, de
la sujte 1.

ontrer que la suite (U)) est croissante.

: Ontrer que pour tout entier naturel n,
L U, <2,

E . .

c’l déduire que 1a suite (U,) est
Mvergente. '

1+U,

2) Soit la suite (V,) définie par V, =

a) Montrer que (V,) est une suite
geométrique dont on déterminera la
raison.

2-2U,

b) Exprimer V, puis U, en fonction de n.
c) En déduire la limite de U, quand n tend
vers 4w,

*» S5, = ) i r S
3) Onpose S, =V, +¥,+V, +..+V,. Exprimer S,

en fonction de n et déterminer la limite de
V, quand n tend vers+o.

Exercice 3 :
1) On donne. / :I (x+1)e“dx. Calculer .
2) On considére la suite (U,) définie par
BE; =—(n+3)e_”—1 +(n+2)e , neN
a) Etudier la convergence de la suite (U,,)

n+l

b) Soit Sy, =Uy+U; +Uy +..+Up ; Calculer
S,

c) Exprimer S, en fonction de n et calculer la
limite de S, quand n tend vers +.

PROBLEME

Partie A : 5

Soir f lafonctiondéfinisur R" par f(x)=x+—
x

1) Montrer que fest impaire et étudier ses

variations sur R’ .

2) Soit (C) la courbe de f dans un repére
orthonormé du plan.

a) Déterminer les branches infinies a la
courbe (C) de f.

b) Dresser le tableau de variation de £.
c) Tracer la courbe (C)
3) Soit g la fonction définie sur R/ {1} par
(x) = x*+1 |
x—1

a) Montrer que, pour tout réel x différent de
1, g(x)=f(x-1)+2.

b) En déduire que le point I de coordonnées
(1; 2) est centre de symétrie de la courbe
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Cg de Ta fonction g,

4) Sans ¢tudier la fonetion g, construire Cg
dans le méme repére. On précisera les
asymptotes a la courbe (Cp).

§) Caleuler I'aire du domaine plan limité
par la courbe Cy, les droites d*¢quations
respectives v =2, x =g ol y= v+1 ol aest
un réel supéricur a 2,

Partie B :

Soit la fonction h définie sur R par

4
h(x)=x+
)= 1+

v - Onnote (I') la courbe de h
o

dans un repére orthonormé d’unité 2 cm.

)

3)
4)
5)
6)

7)

8)

Montrer que pour tout réel x,

h(x)=x+ -

Calculer lim [h(x)—(x+4)1 et

X——u0

lim [h(x) —xj et en déduire les asymptotes

X—+a0

a la courbe (I‘) .

Préciser les positions relatives de (I) et de
chaque asymptote.

Montrer que le point A (0 ; 2) est centre de
symétrie de (I").

Etudier les variations de h et dresser son
tableau de variation.

Construire la courbe (F) de h et ses
asymptotes.

Soit & un réel inférieur ou égal a 0.

a) Calculer en cm? I’aire A( & ) de la partie
du plan limitée par la courbe (T'). Son
asymptote oblique en —oo et les droites
d’équationx = a etx=0.

b) Calculer lim A(a).

a) Montrer c‘]!ﬂ’;h est une bijection de R vers

R et en déduire le tableau de variation de sa

bijection réciproque 4.

b) Tracer la courbe de 4™ dans le méme
repere.

SUJET 16

Ixercice |

1) Résoudre dans 21 le systeme [‘

i
2) Ondonne dans B~ [E le systeme -‘illiv;.:I:
Inx Iy 5
($)3Iny Inx 2
xy=e

a) Montrer que le systeme (S) est
équivalent au systéme suivant -

2(1r1(x)+ln(y))2 +(In (_r))(m(y))= ,
xy=e
b) En déduire que les solutions

(x ; y) du systéme (S) vérifient -

(ln(x))(]n(y)) =-2
In(x)+In(y)=1
c) Donner alors la solution du systéme (S),

Exercice 2

Soit fla fonction numérique d’une variable rée
définie par f(x)=€ ~

1) a) Déterminer le domaine de définition de f;

b) Montrer que fadmet en 0 un
prolongement par continuité g.
2) a) Montrer que pour toutxe R’

|

fx)=x

x‘ev
b) Montrer que g est dérivable en 0.
¢) Déterminer pour tout x =0 , g'(x).

Exercice 3
Soit f et g les fonctions définies par :
f(x)=e"Ycosx et g(x)=e Vsinx
1) Déterminer f‘(x) et g'(.r]
2) En déduire que :
S(x)+g(x)==f'(x) e f(x)-g(x)=¢
3) a) Déterminer une primitive de f et une
primitive de g,

—
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irc alors les primitives
G de g telles que

6(0)=3-
POlLEE

2
Paﬁie A ' r F o
14 fonction définie par :
Q. 2
4 Infx

)

e L
i ]Détcnniner I’ensemble de définition de
ad donner les limites aux bornes de cet
’:nsemblc de définition.
b) Erudier la parité de f et déterminer
e domaine d’étude D de f. Donner
lexpression simplifiée de f'sur D.
) o) Enudier les variations de f sur D et
iresser le tableau de variation de f sur son
esemble de définition.

b Déterminer alors le signe de f'(x).

Partie B :
itglafonction définie par : g(x)=x+

In |+|)
X
| 9) Déterminer I’ensemble de définition de f
etles limites aux bornes
b Montrer que g est impaire et en déduire le
domaine d’étude D’.

d il]ﬁ»’lcmtrerquc g'(x)= f(zx) sur D’.

b En déduire les variations de g et dresser le
3} Mtableau de variation sur Dg
abzz.l 'er que la courbe de g coupe I’axe des
55es en deux points dont les abscisses

—a tels que e}—;;][.

- la courbe de g admet en
b .éq::l *+0une méme asymptote(A)
) & Onest:y=x.
b e Udre dans R I’équation g(x)-x=0.

lerm:
le Miner alors suivant les valeurs de x
e g 8(x)-x.

ot g et

4
| MOm]-el, qUe

. Sy

.

'
W W AL oy
iy = i

c) Déterminer les points d’intersection de
I"asymptote oblique et de la courbe de g.
0) Tracer soigneusement la courbe de g dans

un repere orthonormé ((); r", ;) tel que
"!H = ”;” =1,5¢m.
Partie C ;
On donne H(sz[ln(x”z Déterminer H'(x)

Déterminer dans B’ la primitive G de g qui
prend la valeur 9 + In2 en — 4.

SUJET 17
Exercice 1 ] —
Soit f lafonctiondéfiniepar: f(x) =;_ t'

Déterminer I’ensemble de définition de f

1) Montrer que f admet en 0 un prolongement
par continuité g a déterminer.

2) Montrer que g est dérivable en 0.
Déterminer la dérivée g’ de g.

Exercice 2
On donne dans R I’équation suivante :

(E):Iny2x-3 =lr1(6—x)—%lnx
1) Déterminer ’ensemble de définition de

I’équation ( E ).
2) Résoudre alors dans R I’équation ( E ).

Exercice 3
Soit f et g les fonctions définies par :

P =xelied s g(n) =g

1) Déterminer f°(x).

2) Montrer que : pour tout xe R, ona:
a)x+\/x2_+—l>0 5 )N +1-x>0

3) Montrer que

ln(x+\/x7+_l)=—ln(m-x).

4) Déterminer alors la primitive G de —g qui
prend la valeur 1 en 0.
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PROBLEME

Partie A :

Soit / la fonction définie de R dans R par

1M
)=

1) a) Dclcnmnc: le domaine de définition de /.
b) Ewdier la parité de /et donner le domaine
d’étude D de f.
2) a) Etudier la dérivabilité de f en 0 ;
conclure.
b) Donner les équations des tangentes a
gauche et & droite a la courbe de £, au

point d’abscisse 0. On notera (Tg) pour
tangente a gauche et pour tangente a
droite (Td).
3) a) Déterminer la dérivée de f'sur D\{O}
b) Donner les variations de f'sur D et dresser
le tableau de variation sur D,.

4) Montrer que Iéquation f(x)=0 a deux
solutions «a et -a telles que a E]O;%[.

5) Tracer soigneusement la courbe £, les droites
(Tg) et (Td) dans un méme repére.

Partie B :
Soit f, et f, les restrictions de f sur
1-1;0] er [0;1] respectivement.

1) Montrer que £, et f, sont bijectives :
onnotera /' er f,”' leurs bijections
réciproques respectives.

2) a) Déterminer D L, et D

b) Determmer les llmltes aux bomes de
f , et de D

c) Donner les equations des asymptotes aux
courbesde £ er f,”'
3) a) Déterminer £, (0) ; £, (0).
b) Donner la solution de I’équation
/7 (x)=0
4) Tracer soigneusement les courbes de

S et £, dans un méme repére différent
du précédent.

il
5) Montrer que
a) /' (x)= 7\—_1‘:2_‘___2 .‘
X =LX 4
b) /' (x) = J_Ji__ﬁl:_i
X° —2x+
Partie C :

1) Déterminer unc primitive F yde f

Clune
primitive F, de f,. :

2) Donner alors lc.s primitives F ¢t p»
de f, et £, respectivement telles que :
F0)+F'(0)=0
F0)-F'(0)=2

SUJET 18/

Exercice 1

On considére dans I’ensemble C des nombres

complexes, le polynéme p(z)=z>-3.

1) Factoriser P(z) puis résoudre dans C
I’équation p(z)=0.

2) On considére dans un plan complexe

les points A ; B ; C d’affixes respectives
Zo=2 3 & =—1+iV3 ef . =—1-i\3

a) Calculer |zul'|z, '

b) Calculer lzu =gls lzo z, :
déduire la nature du tr1ang1e ABC

c) Donner I’écriture complexe de la
transformation S du plan telle que :
S(A)=B ; S(B)=C ; S(C)=A puis donner sa
nature et ses éléments caractéristiques.

Exercice 2

On considere la suite (U,), , définic par &
Us;=3

UrHrl U 4

1) Momrer par récurrence que (U, ) est minores
par -8 et est décroissante.

2) En déduire qu’elle est convergente et
calculer sa limite.
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E |es variations de la fonction g,
\ fodcT
|, psire ¢ : s
) onsidere 1 fonction fdéfinie sur R* pay -
ont inlx
|- +lf_..U. Soit C la courbe représen-
;[I = ‘r - ? b
.s;-.-e o fdans un plan muni d’un repére ortho-
e 051.)
| Vontrer que f estimpaire.
y ot £ la restriction de £ 103400 etC, sa
courbe. :
;) Déterminer les limites de /, en 0 et en +o0
) Montrer que C, a une asymptote verticale
etune asymptote oblique (D) d’équation
y:x 2
 Déterminer la position de C, par rapport a
(D) sur ]0,+o0]
d Démontrer que (D) coupe C, en un point
B dont on donnera les coordonnées.

¢ cette étude le signe de g(x).

) Enudier les variations de f, et dresser son
bleau des variations.

Y Déterminer le point A de C, ou la tangente
M est paralléle a (D).

) lonsiruire avec soin la courbe C,de £ eten
déduire celle de 7.

Flx) -

[I)“Iz +]nx+l(ln x)2 +2.
1 Ply),
&JC -

d:li:-le,r aire de la portion du plan
& '1Ce par C,, (D) et les droites

uaty ;
. liong Iéspectives x z-l— et x=1.
e

Pour tout x de ]0;+oo[ la dérivée

| ”"Erqce 1
Oy ¢
Onsjdg i ;
(E):[ i7 flr)% iags C I’équation

0%t Ia fonction F définie sur ]0;+e0] par :

Résoudre dans Péquation ' = 4.

a) Ifn déduire les solutions dans € de
I"¢quation (1),

b) Montrer que les points A, B et C d’affixes
respectives —i |, \f342i er — J3+2i
sont les sommets d’un triangle ¢quilatéral.

¢) Construire Iisobarycentre G du triangle
ABC, puis construire I'image de ce
triangle par la similitude S=hor ot r est la
rotation de centre G et d’angle de mesure
T .

5 et h I’homothétie de centre G et de

rapport 2.

2) @ estun nombre réel appartenant a [-Jr; Jf]-

a) Résoudre dans C, I’équation
Z’—4Zsina+4=0. Les solutions Z et
22 seront trouvées en fonction de .

b) Calculer les complexes

s=1.1l 4 S'=Z}+Z7

ZI 2

Exercice 2
Résoudre dans C I’équation
2iZ +(1 —i)Z +4=0 (Z estle conjugué de Z)
1) On considére dans P la transformation t
d’écriture complexe Z'=Z +1+i/3
a) SoitZ'=x"+iy' et Z=x+iy.Exprimer
x’ety’en fonction de x et y.

b) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de t.

c) Soit r la transformation d’écriture

3

1 ;
complexe Z, = E—i % Z . Déterminer

la nature et les ¢léments caractéristiques

de t.
2) Soit Z un complexe différent de -2 ; M le
point d’affixe Z. On donne Z = & "‘?‘2' . Soit

Z=X+iY et z=x+iy
a) Exprimer X et Y en fonction de xet y

b) Déterminer I’ensemble (D) des points M
du plan tels que Z soit réel.
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¢) Déterminer I'ensemble (C) des points M
du plan tels que Z soit imaginaire.

d) Construire (D) et (C) dans le plan. (On
prendrav/2 ~1.4)

PROBLEME

Partie A :
1) Pest le polyndme défini sur R par
P(x)=-8x'-15x*-4
a) Vérifier que P(x)=(-x- .‘2)(3351 —x+ 2)
b) Dresser le tableau de signe de P(x).
2) Soit fla fonction définie sur R\{l} par

4\ +5
I(x)=2+——
plan muni d un repere orthonormé (O;I,j)

c) Calculer les limites aux bornes de son
ensemble de définition puis donner les
asymptotes a (C).

d) Montrer que f'(x)=

et (C) sa courbe dans le

Pl(x .
( )2 puis

(»*-1)
étudier les variations de f'et dresser son
tableau de variation.

e) Montrer que 1’équation f{x) = 0 admet
une unique solution @ dans I’intervalle
]-1;-0,5[ . Donner une valeur approchée
d’ordre 1 de .

3) a) Construire la courbe de fdans le plan et

4x+5
en déduire celle de g(x)= f+l

b) Résoudre I’équation /(x) =—m (m étant
un paramétre réel).

Partie B :

Soit h la fonction numérique de la variable réelle
x définie par h(x)=(x+1) |)c2 —l, :

1) Déterminer I’ensemble de définition de h.

2) Ecrire h(x) sans les barres de valeur absolue
puis calculer les limites de 4.

3) Calculer lim Hy) puis interpréter le
résultat. * 7+ °

4) Etudier la dérivabilité de hen -1 eten 1,
puis conclure.

5) Etudier les variations de h et dreggg, -
tablcau de variation. :
sur J a déterminer.

'-I LT . - 4 1 r el ] .. "
b) /' est-clle dérivable en /;(3} »’-lllstiﬁe

c) Calculer h(}—J ct en déduire J¢ ¢;
‘ 4 caleu] go
() [L@J
16
7) a) Tracer la courbe de h dans un repere
d’unité 2cm.

b) Tracer dans le méme repére la courbe do
h~'dans J.

SUJET 20
Exercice 1
On donne le nombre complexe u=2—i

6) a) Montrer que h est bijective de :[“l"‘l]

1) Déterminer u”.

2) On définit de C dans C I"application fpar:
f(z2)=23—2% (4—i)+22(3-i)-2(2-i)
Déterminer f (u).

3) a) Déterminer les réels a et b tels que :

f(z)=(z—2+i)(z2 +az+b)-

b) Montrer que I’équation f(z)=0admet
trois solutions dont deux conjuguées ['une
de I’autre.

c) Déterminer alors les solutions de
f(2)=0 : on notera z, , z, etz, ces

solutions telles que z, =7 et Im(z)>0
4) soitA, B et C les points du plan d’affixes
respectivesz, , z, etz,.
a) Montrer que ABC est un triangle
rectangle en un point a nommer.
b) Déterminer z, affixe du point D telle que
ADBC soit un parallélogramme.

¢) Quelle est la nature exacte de ce
parallélogramme ?
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g,\"rc(lf;jsi" x+sin3x

4 {tcnuincr une primitive F de 7,
) ‘\wnm‘f que f(x)=4sin xcos? x.
) ][ljn jéduire une autre primitive F, de /|
. bEn lculant F, (0) et F, (0), montrer que -

" vcos X +C083X = 4cosd x
3¢08-

{\'cﬂ'i"cs e
SOIil (Uu)neN la suite définie par UO-‘-Oct

.
nt
) CaICU]Cr Uls U:'

) 9) Montrer que pour tout ne N, U, <3,
i b) Montrer que (U n )ne N st croissante.
3-Un

¢ Montrer que 3_-Un+1 < "

d) En déduire que 3 -U..q% .

3"
PROBLEME

Partie A :

Soit / la fonction définie par :

fw=ln(e"+1)-x.

) Déterminer I’ensemble de définition de f et
les limites aux bornes de cet ensemble.

) ) Montrer que I’axe des abscisses est
asymptote a la courbe de f en +o0 (On
pourra montrer que f (x)=In(1+¢7¥))

b Montrer que la droite (A): y=—xest
asymptote a la courbe de fen —oo.

) Etudier les variations de fetdresser le
tableay de variation,

) Montrer que sur |—0;0[ la courbe de fest
W-dessus de (A).
Tracer I courbe de fdans un repére
thonorme (O;?,}'].

Partie B ;
Soit g(x)= ln(l 2 p""')_.“-.

| '\ e H Al H 1
) l')u,lummu Dg et les limites aux bornes.
') l. H e ATl 1 1
2) Etudier leg variations de g et dresser son
tableau de variation.

3) En déduire Ie signe de g suivant les valeurs
de x.

Partie C :
Soit la suite U définic par : Uy=1 ct
U =ln[14+¢Un
n+l ¢ )
1) Montrer que pour tout ne N*, 0<U, <1,
2) a) Montrer que (U, )ep st décroissante.
b) En déduire que (U,),) est convergente.

Déterminer la limite de (U, ),y -

Exercice 1

NV

On pose I = |x%cos*xdx et J = |x2sin*xdx

foy S—
ey 13 | 3

1) Calculer7+.J.

2) Calculer I -J (on pourra utiliser la
méthode d’intégrations par parties).
3) Calculer [ et J.

Exercice 2

I- Le plan est muni d’un repére orthonormé
(0;u,¥), Q le point de coordonnées(2;1) .
S est la similitude de centre Q, de rapport

J2 et d’anglede mesure %; (D) est la droite
d’équation 3x+3y—-4=0 et Cle cercle de

centre O et de rayon 3.

1) Soit M (x;y) un point du plan et
M’(x ;y) son image par S. exprimer
x’et y’ en fonction de xerdey.

2) Soit I’expression analytique d’une similitude

, X'=x—y+l
directe du plan S suivante : { | 4 .
yY=x+y-2
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) droite

a) Déterminer une équation de (D’
image de la droite (D) par S. |
b) Déterminer unc ¢quation de C . image de
C par S.
11-Soit (u,)la suite numcrique définic par

1, = 2000

u ., =1.05u, 41000
1) Pour tout nombre entier naturel 7, on posc .
v, =u,+aou aeR.
Déterminer le nombre réel a sachant que la suite
(v,) estune suite géométrique.

1) Dans toute la suite, a = 20 000.
2) Exprimer v, puis , en fonction de n.

3) Lasuite (v,) est-clle convergente ? justifier
votre réponse.

4) Au 1¢ janvier de I’année 1 992, une ville
posseéde 20 000 habitants. A partir de cette
année la population de cette ville augmente
de 5% par an. De plus, durant la méme
période, 1 000 personnes viennent s’installer
dans cette ville chaque année.

Quelle sera la population de la ville le 1 jan-
vier de d’année 2 000 ?

5) Dans cette ville, I’'ensemble des €leves de
I’enseignement primaire représente 20% de
la population totale. On estime qu’il faut
un enseignant pour 40 éléves. Quel devra
étre le nombre d’enseignants au 1* janvier
2 000 ?(on prendra pour population totale
39 099 habitants le premier janvier 2 000)

PROBLEME

Les parties A et B de ce probléme sont indépen-
dantes.

Partie A:

L’étude de la croissance de la racine d’un plant
de féve a conduit a construire des modeles ma-
thématiques de cette croissance. Dans les mo-
deles considérés, t désigne le temps et y(t) la
longueur des racines. t et y(t) sont des nombres
réels positifs et y une fonction de t ; on ’appel-
lera « fonction de croissance ». dans un modéle
dit de Blackmann, on suppose que la fonction de

croissance est deux fois dérivable et quy ol
instant dc I’accélération dt_: Croissance - '_
cngrais chimique on a la loi suivante : poy, lo
el positif t, ¥ (1) =2y (1) +p(1)=4¢'

1) Les spécialistes en biologie végétale
(rouvent une fonction de croissance
particulicre u(r)=21¢".

Vérifier que la fonction de croissance 4 o
solution de I'¢équation (I).

2y Soit z(1)=y(1)—u(r)- Montrer que y est
une solution de I’équation (1) si et sculemeng
si z est une solution de I’équation (I1)
suivante z"(¢) —22'(¢) +z(t) =0.

3) Déterminer la fonction de croissance qui est
solution de I’équation (II). '

4) Déterminer la fonction de croissance
solution de I’équation (I) telle que »(0)=0
et y’(0)=3.

Partie B :

I- Soit g la fonction définie numérique de la
variable réelle x définie sur ]-2;+o[ par
g(x):(x+2)2 ~1+In(x+2).

1) Calculer g’(x), en déduire le sens de
variation de g. '

2) Calculer g(-1), en déduire le signe de g
suivant les valeurs de x.

3) Déterminer I’aire de la partie du plan
délimitée par la courbe de g, I’axes des

abscisses et les droites d’équations x =1 et
x=3.

II-On consideére la fonction fdéfinie sur ]—~2;+°C[
par f(x)zx_Mer_Z)'

xX+2

1) a) Déterminer les limites de faux bornes d¢
son ensemble de définition.

_.g('_i).-— et

(x+ 2)?

dresser son tableau de variation.

2) On appelle C la courbe représentative de fet
(D) la droite d’équation y=x :
a) Démonter que C admet une asymptot®

b) Démontrer que f*(x)=
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lectla droite (D) comme

cymptote oblique.
5 rer que C rencontre (D) en un
it A, dont on déterminera les

vertica

1 Délﬂom
seul poi! (
coordonnees. ' .
pémontrer qu il existe un unique point

d gde C, ou la tangente (T) est parallele
(D). préciser les coordonnée de B et une
gquation de (T_). |

¢) Tracer avee soin la courbe C, sans oublier
«es asymptotes et la tangente (T), dans
le plan muni d’un repere orthonormé
(0.1.J )(unité sur les axes : 2cm)

) On désigne par h la restriction de f'a
I'intervalle [—l;+°0[-
2) Montrer que A réalise une bijection de
[-1;+e0[ vers [—1;+00] .
b) Dresser le tableau de variation de 4™'.

.
J

Tracer la courbe représentative C’ de A™'
dans le méme repere que C._

Exercice 1

All-Résoudre I’équation complexe :
24(445i) 22+ (8- 20i) 7— 40 = 0
Schant qu’elle admet racine imaginaire pure.
Y Ondomne A(3+7);B(2i);C(2-2i).
*) Placer les points A, B, C dans le plan
¢t démontrer que le triangle ABC est
fectangle isocele.

b) Déterminer I’affixe du point D telle que

ABCD soit un parallélogramme. Placer le
pont D,

Ondonne Q(];O),k = ﬁe;a =-72£.

?ltietnnincr I’écriture complexe de la si-
d'an"]de directe s de centre Q de rapport et
b égtc d": messure o . |
. -MMiner I’image par s de la droite (D)
qulallon ¥=y41=0

Wiy , ¢ 2
| 4":Iezd:.

0

Ja)

En subdivisant I"intervalle [0;1] en 5 intervalles
de méme amplitude, déterminer un encadrement
de A, Majorer I'erreur commise en prenant S
pour valeur approchée de A.

Exercice 2

1) a) Démontrer que pour tout x de I’intervalle
T sinx

{__ sinx__ sinx__ '

k]

2 B S R I A
T sinx
b) En déduire un encadrement dcj

T

dx

1+ x?

(=]

2) a) Démontrer que pour tout réel x de

a
3) Soit A= |sin*xcos’xdx et B= Icoszxsinﬂ'cdx

a) Calculoer A+B et A-B.

b) En déduire les valeurs exactes de A et de
B.

PROBLEME

Les parties A et B de ce probleme sont liées.
Dans tout ce probleme, le plan est muni d’un
repére orthonormé (O.‘,!T,j) : on prendra 2cm
comme unité sur les axes et on placera I’axe
des abscisses au milieu de la feuille et 1’axe
des ordonnées sur le bord gauche de la feuille
millimétrée

Partie A:

Etude d’une fonction fet de sa courbe
représentative (C).

On considére la fonction fdéfinie sur ]0;+oo[ par

1
f(x) = (] —;](!nx—Z) et on désigne par (C) sa
courbe représentative dans le repére (0; i ;r)

1) Déterminer les limites de f en +oweren0.
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2) Montrer que /est dérivable sur ]“i""”l cl
caleuler /().
3) Soit u la fonetion définic sur 0: foo| par
u(x)=Inx+x-3.
a) Etudier les variations de u.
b) Montrer que I'équation u(x) =0 admet
une unique solution @ dans 'intervalle
]2:3[ - Montrer que 2,20 < < 2,21.
¢) Etudicr le signe de #(x) sur 10;+oo] .
4) a) Etudier les variations de f.
b) Exprimer /na comme polyndéme en &
, (a-1)
puis montrer que [ (a)=-—2=,
o a
En déduire un encadrement de &
d’amplitude 2x1072.

5) a) Etudier le signe de £l=).
b) Tracer (C).

Partie B :
Etude d’une primitive de f sur ]0;+oo[ .

Soit F la primitive de f'sur ]0;+o0[ qui s’annule

en 1.

On appelle A la courbe de F relativement au

repére (O; ?,f).

1) a) Sans calculer F(x), étudier les variations
de F sur ]0;+00[ 2

b) Que peut-on dire des tangentes & A aux
points dabscisses lefe? ?

2) Calcul de F(x) :
a) x étant un réel strictement positif,
calculer I’intégrale Ilmdt. ( On pourra

; & i g ;
faire une intégration par parties)
b) Montrer que pour tout réel x strictement

positif, f(x)= Inx[x+2—%lnx]—3x+3.

c) En déduire I’expression de F(x) en
fonction de x.

3) a) Calculer la limite de F en 0.

b) Montrer que pour tout réel Stricien,
“Men

[ L) . I I
supéricur a 1,77 (x) = /,u.( e

2"t
En déduire Ta limite de #en o0,
c) Dresser le tableau de variation (e F
d) Tracer I" sur le méme graphique que (C)
4) Calcul d’une aire. !
Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan |-

mité par la courbe (C), I"axe des absciggeg et
les droites d’équations x =letx =2

Exercice 1
A)On considére la suite (U, ) pour tout entier

1
naturel non nul par :U, = I(l —1)"e'd.
0
1) Montrer que la fonction f définie par
S (1)=(2—1)e est une primitie de la
fonction g définie par g (1) =(1-1)e' sur
[0;1] . En déduire la valeur de U, .
2) A I’aide d’une intégration par parties,
montrer que , pour tout entier naturel non
nul n,U,,, =(n+1)U, ~1.

a) Sachant que pour tout réel ¢ de
Iintervalle [0; 1] et pour tout entier
naturel non nul n 0<(1-1)"e <(1-1)"e,
montrer que pour tout entier naturel non

nuln, 0<U < .
" on+l

b) Déterminer alors la limite de la suite (Un)'
B) On lance 04 fois de suite une piéce parfaite

a deux faces portant les nombres +lef—1, en

notant a chaque fois le nombre affiché sur la

face supérieure lorsque la piéce s’immobi-

lise. Calculer la probabilité pour que

a) La somme des nombres soit nulle.

b) Le méme nombre n’apparaisse pas deux
fois de suite.

Scanné avec CamScanner



|
I

| b) En déduire que z, =

3) On considére un point E du cercle (C)

9

f‘c]‘fifcz o s .

‘, Jan ¢ est muni d l.lll repere orthonormé
4 }jl [0::7_\‘-). On désigne par 1. der B les
d;r‘*‘- Jaffixes respectives 11— 2ier-2 4.2 of
::B o cercle de diamétre [ AB]

3 pterminer le centre  de (C) et calculer

son m)‘on.

p— 3+9i
’ soit D le point d’affixe z, = 9

; L A+2i
terire =, sous forme algébrique, puis
sémontrer que D est sur le cercle (C).

3
-

e ——

Jaffixe z; telle que mes QI,QF | est f-.
3) Préciser le module et un argument de
1

WZ-3 52,

o 4 4

Soit I'application » du plan @ dans lui méme
qui & tout point M d’affixe z associe le point

Zabm

2

i

= 1
M’ d’affixe z’ telle que :z'+5= et z+§ ;
Déterminer la nature de r et ses ¢J/éments

caractéristiques.

PROBLEME

Partie A -
e plan est muni d’un repére orthonormé
01,9).
%it £ la fonction définie sur I’intervalle [0; +o0|
parf("’):(xﬂ)e_z" +1-x.
%relle (C) sa courbe représentative.
;l Calculer 1a fonction dérivée £ de f:
'9) Calculer la limite de f” en oo et dresser
“lableau de variation de de /' sur [0;+o] -
J"(]?En déduire le signe de f'sur [0; +0'J[ ,
sﬂa]:c"]ef' la limite de f en +oo et dresser
q Mo l:‘blcau de varialjon sur [0; +oo[.
. qu;},r;r: que (C) admet une asymptote (D)
§ precisera.

Onstryj A
g'aphiqu::c. (C) et (D) sur un méme

2)

3)

Partie B :

1) Quels doivent étre les coclficients a ¢t
b pour que la fonction /(de la partic A)
vérifie I'équation différenticlle du second
ordre (B) : "+ ay’ + by = ~4x 7

2) Montrer qu'une fonction g est solution de de
(E) si ct sculement si g — / est solution de
(F): y’+ay’+by=0.

3) En déduire toutes les solutions de (E) apres
avoir résolu (F).

'SUJET 24/

Exercice 1.
(Les volets [ et Il de cet exercice sont indépen-
dants)
I Soit le nombre complexe P, L

1) Déterminer le module et un argument de =°.
2) En déduire I’écriture exponentielle de z.

3) Déterminer alors les valeurs exactes de
= . In
cos—el sin—.
12
[I- Le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormé direct ( 01, ii).

1) Ondonne z=a+iboitaetdb sont des
nombres réels. On note — le nombre
complexe défini par 7 = a—ib.

Démontrer que pour tout nombre complexe
zetz zxz = TRz’

Démontrer que pour tout entier naturel non
nul n ona:z"=(z)".

On considére I’équation(E)::" =—4 ol

z est un nombre complexe. Montrer que

si le nombre complexe z est solution de
I’équation(E), alors les complexes —zer =
sont aussi solutions de (E).

4) On considcre le complexe z, = 1+i.

a) Ecrire z, sous forme exponenticlle.
b) Vérifier que z, est une solution de (E).

c¢) Déduire de b) trois autres solutions de
I’équation(E).
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5) Soient 4, B, Cet D les

points d’affixes respectives

Zo=l+i, zp=—14i, z. =—1-i et z,,:i"f-
Soit r la rotation du plan de centre C et d’angle

; g -
d’une mesure ~3" On appelle k£ /'image de B

par ret Fcelle de D par

a) Déterminer I"écriture complexe de 7

b) Démontrer que 1'affixe du point E est
z,=—1+vy3..

c) Déterminer I"aflixe z,. du point /2

d) Déduire que le quotient
(z4=z¢)/(z4—z3) estun réel.

e) Que peut-on dire des points 4, E et F 2

Exercice 2.

Une entreprise spécialisée dans I’industrie
du bois envisage de faire des prévisions pour
I’année 2013 du coit de production des feuilles
de contre plaqués en fonction du chiffre d’af-
faires. Elle dispose a cet effet des données sta-
tistiques résumées dans le tableau suivant.

X= Chiffres d’affaires (en million de francs)

Y= Coit de production (en million de
francs)

| Années | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
X 350 | 380 | 500 |450 |580 |650 |700
Y 40 45 50 55 60 63 70

1) Représenter graphiquement le nuage de
points associé a la série double (X, Y) dans
le plan rapporté a un repére orthogonal
(O,[,J). On prendra /cm pour 50 millions
de francs en abscisses et 1cm pour 5
millions de francs en ordonnées.

2) Déterminer les coordonnées du point moyen
G.

3) Vérifier qu’un arrondi de la covariance
cov(X, Y) de cette série statistique est 1193.

4) a)Justifier I’existence d’un ajustement
linéaire entre Xet Y.
b) Déterminer une équation de la droite

d’ajustement (D) de Y en X par la
méthode des Moindres Carrés.

¢) Construire (D) dans le méme repére
d) Prévoir le cofit de production d¢ Cette

entreprise pour 'année 2014 5o chiffre
d’affaires est de 800.000.000 F.

Exercice 3.
I- On considére la suite () définie il
u, = 0et pourtoul enticr naturel n

3
" -gHH +1.

nel

1) Dans le plan rapport¢ a un repére
orthonormé, représenter sur I’axe des
abscisses les termes u,,u,,u, etu; (Unité
graphique : 2cm) :

2) a) Démontrer par récurrence que la suite
(u, ) est majorée par >

b) En déduire que (un) converge.

II- Une urne contient 10 jetons dont 6 noirs et 4
blancs. On tire au hasard et simultanément §
jetons de I’urne. On appelle X la variable
aléatoire qui prend pour valeur le nombre
de jetons blancs obtenus lors d’un tirage.

1) Déterminer la loi de probabilité de X

2) Déterminer la fonction de repartions de X et
la représenter graphiquement. '

3) Caleuler I’écart-type de X.

PROBLEME

(les parties A et B sont indépendantes)

Partie A

On se propose de résoudre 1’équation dif-
férentielle (£) :y'+2y=x+1. On pose

F(x)=[e* (t+1)at.
—~1
I) Calculer, a I’aide d’une intégration par
parties F(x).
2) Pour tout nombre réel x, on pose

S(x)=g(x)€_2" ol g est une fonction
dérivable de R vers R.
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Jtrer que S est solution de (L)
1

Mo nent pour tout réel v,

A
. seulel
sl Lt S xf ..
El I).’-—'t’ (\—l-l : .
Jisant la question 1), déterminer

1 ut 3 S
b) EIulcq les fonctions g verifiant pour tout
! i

i L
réel X, ¢'(x)=¢" (x+1).
aire alors que les
de (E) sont les fonctions

3

 a) EN déd
" glutions

- l( 2 +)+ Zc‘“"’ +ke™ ouk estun

ctel, independent de x. |
b) péterminer la solution de (E) qui prend la
1

valeur 7 en 0.

partie B

Dans toute cette partie, f/ désigne la fonction
& la variable réelle x définie de R vers R
par f(x)z(e‘2’ + 1)(x+l). On désigne par (C)
a courbe représentative dans un repere ortho-
nomé d'unité Jcm sur les axes.

) Soit g la fonction définie par
g{x) = -2x-1.
Endier les variations de g et en déduire le
signe de g(x) pour tout réel x.

) Montrer que pour tout réel x,
['(x)=e™g(x).

) Endéduire de 1), le sens de variations de /et
dresser son tableau de variation.

SET 25

Bercice 1 .

N .
ﬁuﬁpbl?nce deux fois de suite un dé cubique
llrgl’re dont deux faces portent le numéro
g ' faces e numéro 1 et une face porte le
102,

é\:g::;ill}er le nombre de toutes les
) " 1tés,
k., er la probabilité de 1’événement :
'].“Géﬁzs- Numéros obtenus sont impairs ».
Yy PAT X a variable aléatoire qui au
’h":ﬂu a: l;??ném obtenu au 1¢ lancer i numéro
“lancer j) associe |i - J|

3) i~ Donner les différentes valeurs possibles
de X.

ii Déterminer la loi de probabilité de X.
B/ Soit Y la variable aléatoire dont la distribution
de probabilité se présente de la manicre suivantc :

) 0 .[ l | 2

—= _ s |
5 !
19 T
18 _}_ﬁ -
4) Calculer ’espérance mathématique E(Y) et
la variance V(Y) de Y.
Calculer la probabilité de I'événement B
“Y < 25’.
5) On répéte I’expérience 6 fois de suite de
maniére indépendante.

Calculer la probabilité de réaliser au moins
une fois [’événement B.

T
P(Y=y) "3“

Exercice 2 :

| Pestlepolynoéme de la variable complexe z, défini

par: P(z)=2’-5(1+i)z* +18iZ +10(1—i).

1) Calculer P(1+i).
2) Ecrire P(z) sous la forme :
(z—l-z')gzz+az+b) ol a et b sont deux
nombres complexes a déterminer.
3) a) Calculer (1 +1)%
b) Résoudre dans C les équations :
i) z2—(4+4i)z+10i=0;

4) A, B et C sont les points du plan complexe,
d’affixes respectives : 1+ ;3+iet1+3i.

a) Ecrire sous forme algébrique, puis

: . Ba—Z
exponentielle le quotient =<

Zp—2Z,4
b) S est la similitude directe de centre A,

transformant B en C.

i) Déterminer le rapport et une mesure en
radians de ["angle de S.

i) Déterminer I’écriture complexe de S.
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PROBLEME

Le plan est rapporté a un repére orthogonal
(0: ) tel que : H H—-E:mu “ H“—I(m
e (x —I](v“ +I) une fonetion, (C) sa

représentation graphique dans le plan,

Partie A :
1) Résoudre I'équation différenticlle
(E) iy =4v'+ 4y = 0.

2) Montrer que f* est solution de I’équation
(E)) 1y "—4y’+4y=4x-8

3) a) Montrer qu’une fonction g est solution
de (E,)si et seulement si la fonction g — fest
solution de ( E)).

b) Donner alors la forme générale des
solutions de (E,).

c) En déduire la solution de (E,) dont la
représentation graphique passe par
le point de coordonnées (0 ; -2) et y
admet une tangente paralléle & I’axe des
abscisses.

Partie B :

1) Etudier les variations de /"', fonction
dérivée de f sur R.

2) Dresser le tableau des signes de f"'sur R et

en déduire que f' est toujours positive sur
R.

3) Donner le sens de variations de f sur R.

4) Calculer les limites de f en —oo eten +oo -,
puis dresser le tableau de variation de f sur
R.

5) Justifier que la fonction f réalise une bi-
jection de R vers un intervalle J a préciser,
puis dresser le tableau de variations de
/', bijection réciproque de /.

Partie C :

1) Montrer que la droite (D):y=x-1 est
asymptote a (C) en —o0,

2) Etudier la nature de la branche infinie a
(C) en +w.,

3) Etudier la position de (C) et de (D).

. dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

4) Construire (C).
Partie D :

1) A P'aide d’unc intégration par parties.

a

‘,(“):I(x_])cz‘dr ol a est yp

|

calculer :

réel donné.

2) a) Calculer en em?, ’aire du domaine
plan limité par les droites d’¢quations
respectives @ x=Iix=/f3; y=x-1 et la courbe
(Cyou pg<I.

b) Etudier la limite de cette aire quand yi;
tend vers —.

Exercice 1

Pour réaliser une loterie, un organisateur dis-
pose d’une part d’un sac contenant exactement.
un jeton blanc et 9 jetons noirs indiscernables a
toucher et d’autre part d’un dé cubique équilibré:

Il décide des reégles suivantes pour le déroule-
ment d’une partie. :

Le joueur doit tirer un jeton puis lancer le dé :

* sile jeton est blanc, le joueur perd lorsque le;

jet du dé donne 6 et gagne lorsque le lance_
du dé ne donne pas 6 ; |

si le jeton est noir, le joueur gagne lorsque
le jet du dé donne 6 et perd lorsque le lancer
du dé ne donne pas 6. A la fin de la partie, le
Jeton est remis dans le sac.
On note B I’événement * le jeton tiré est blanc
“et G I’événement “ le joueur gagne le jeu *
L’événement contraire d’un événement E sera

not¢ E. La probabilité d’un événement E sera
notée p(E).

Partie A _ ;
3) Montrer que p(G)=7. Déduire p(G) (On
pourra s’aider d’un arbre pondéré).

4) Quelle est la probabilité que le joueur ait
tiré le jeton blanc sachant qu’il a perdu ?

5) Un joueur fait quatre parties de fagon
indépendante.
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juler 1a probabilité qu’il en gagne
) qu,m;nl deux et en donner une valeyr

At
pl‘OL

.N pombre minimal de parties un joucur

g,,[ il faire pour que la probabilité d*en
qoner & au moins unc soit \llpcl ieure A

gag

0997
Parlle B

isateur décide de faire de sa loteric un jey

hée a 107 pres.

Lon.aﬂ

d'argull .

. chaque joucur paic 100 FCFA par partie :

, § le joueur gagne la partie, il recoit 500
FCFA;

. silejoueur perd la partie, il ne regoit rien.

) Onnote X la variable aléatoire égale au gain

slgébrique (positif ou négatif) du joueur a

I'ssue d’une partie. NB : Le gain étant la

différence entre ce que le joueur recoit et ce

qu'il paie,

2) Donner la loi de probabilité de X et son
espérance E(X).

b) On dit que le jeu est favorable a
I'organisateur si E(X) < 0. Le jeu est-il
favorable a 1’organisateur ?

) Lorganisateur décide de modifier le nombre

1de jetons noirs (n entier naturel non nul)

louten gardant un seul jeton blanc.

?) Donner en fonction de n la valeur p(G)
b) Pour quelles valeurs de I’entier n le jeu
‘ ¢st-il défavorable a I’ organisateur ?

EIErcice 2

Partie A
c0"lSidfére I’équation :
(4+;)z +(13+4i)z—13i=001z estun
mb“ complexe, ( )
% “montrer que le nombre complexe i est
4 Uion de cette ¢quation

(Iulerm'“cr les nombres réels a,bet c tels
o) P‘Jur tout nombre complexe z _si:

"~(4+i)z24(13+4i) z—13i , alors
p(z)

Solyg; (z"“)(ﬂz +bz+c). En déduire les
'0ns de I’¢quation (E).

Partic B

Dans e plan complexe, rapporté a un repére or-

thonormal dircct , on considére les points d’af-
lixes respeetives i, 2 + 3i et2 — 3,

5) Soit r la rotation de centre B et d’angle de

s . . 5 e i 3

mesure — . Déterminer 'affixe du point A’
image du point A par la rotation r.

6) Démontrer que les points A’, B et C sont
alignés et déterminer I’écriture complexe de
I’homothétic de centre B qui transforme C
en A’

PROBLEME

Les parties A et B sont independantes.

Parti A

i
6

On pose [, = jsin(?;x)dx et, pour tout nombre

0
n entier naturel non nul, ; _ R :
I = L x" sin(3x)dx

1) a) Calculer I .

b) En utilisant une intégration par parties,
calculer I,

2) a) En effectuant deux intégrations par parties
successives, exprimer, lorsque 21, 1, en

fonction de /. .

b) Vérifier que 1, A
108 27

3) Sans calculer 'intégrale 1_.
a) Montrer que (1) est décroissante.

b) Pour tout nombre n entier naturel non nul,

i 4

6
montrer que :0</, < I.r" dx .

0

c) Déterminer la limite de 7, lorsque n tend
vers +o0,
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Partie B

Le but de l'cxu]:rcicc est de montrer que 'équa-

tion(E): ¢' == admet une unique solution dans

- .\.

I"ensemble R des nombres réels, et de construire

une suite qui converge vers cette unigue solution.

I- Existence et unicité de Ia solution

On note 7 la fonction définic sur R

f(x)=x—e>.

1) Démonter que x est solution de 1’ ¢quation
(E) si et seulement si f (x)=10

2) Etude du signe de la fonction f

a) Etudier le sens de variations de la fonction
fsur R

b) En déduire que 1’équation (E) posséde une
unique solution sur R, notée

¢) Démontrer que @ appartient a I’intervalle

o

d) }[étudit?lr le signe de f* sur I’intervalle
0;al.

Partie C

I- Deuxieme approche
On note g la fonction définie sur I’intervalle

1
[0;1]par: g(x)= 1:;

1) Démontrer que 1’équation f (x) =0 est

par :

équivalente & I’équation g(x)=x.

2) En déduire que  est I'unique réel
vérifiant : g(a)=o:.

3) Ecrire g'(x) en fonction de f(x) eten
déduire que la fonction g est croissante sur
I’intervalle [0 ;a].

[I-Construction d’une suite de réels ayant
pour limite « |

On considéra la suite («,) définie par: u,=0 et,

pour tout entier naturel n, par: u,,, =g(u,)

1) Démontrer par récurrence que, pour tout
entier naturel n,0<u, <u,,, <«

2) En déduire que la suite (u, ) est convergente.
On note / sa limite.

- Jemmale Dy o
A

3) Justifier I"égalité : g(1)=/. En déduire Is
valeur de /.
4) A Iaide de la calculatrice, déterminer

unc valeur approchée de #y arrondie j |,
(roixi¢me décimale.

SUJET 27/

Exercice 1 :

[- On place 5 pions blancs et 5 pions
noirs sur 10 cases deux a deux
distinctes d’un échiquier carré de 64
cases.

1) Combien y a-t-il de configurations
possibles ?

2) Calculer la probabilité de chacun des
événements suivants

A : « les pions noirs sont tous sur une méme
ligne »
B : « les pions d’une méme couleur sont tous sur;
une méme ligne.

II- Le tableau ci-dessous donne pour six
années, les montants x des frais de publicité
d’une entreprise ety de son chiffre d’affaires
exprimé en millions de francs.

x, |58 (4 |64 [46 [52 [7

Y, 128 | 102 | 138 [ 116 | 118 | 142

Représenter le nuage de points associé a (x,)-

1) Calculer le coefficient de corrélation linéaire
de cette série et interpréter le résultat.

2) Déterminer la droite de régression de y en x.

3) Endéduire une estimation du chiffre d’affaires
si 'on envisage 9 millions de francs de
publicité. :

Exercice 2
Le plan complexe est muni d’un repére
orthonormé¢ direct (O,i,v).
() est J’ensemble des points M d’affixe
3
S

|
z telle que [z +—
" 2
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iner la nature et les ¢léments

orm « (T
| ["“ci.sristiqlws de (T°).
i ard

: Do B
ontrer que le pomnt A d affive3 137 g

(r).

ar Q. Lles points du plan

o
L] l] . . 1

o désigl“ |
g3 V' oy
¥ cpespeclives ——per ] .

paffives 11 2

e

ot le point de (r)d“““-“‘ zy tel que

'\L- . -——-{E)__ 3/7

mrs[ﬂf -SL ok 2 . I

prciser le module et argument de z, +-2__
Lo 1 B

godeduire QUE =y ===

) péterminer I’écriture complexe de la

; o 1
qtation de centre Q d’affixe = et d’angle
k}

b

-

[ROBLEME
partie A

[f,) désigne I’équation différenticlle sui-
ey -2y'+my =0, oumeR.

) Résoudre I’équation différentielle (E,, ) en
prenant m =0

) Résoudre I’équation différentielle (E,, ) en

prenant m=1,

) Déterminer suivant les valeurs de m, les
Wlutions de (Em)

(Vn) sont les suites définies par :

Uy=0 v, =2
iUm =§_(_/_£,__1_-iet y W+l
¢ 4 e 4
] dleyley UetV,.

)estla suite définie par: S,=U,+V,.
rchI::trer 4 I'aide d’un raisonnement par
LI ]nce que (S, ) est une suite constante
) Ne a'ValeuF de la constante est 2.

d “ﬂnmdérc la suite (d" ) définie par :
“f;e;uitg ': V n l?él}lontrcr que '(d,, ) est
f gzofclrlque et exprimer d,cn

: nnuio“

4 DA a;
b ) A IMaide des questions 2
l’r " 4 " Y )
/ cl F, en fonction de n.
b) Etudier 1y converge

(U, )er(r,).

Partie C -

L.e plan ¢s
(r).z../)

) ¢t 3) exprimer

nce des suites

Lmuni d'un repere orthonormé
d'unité d'axe ¢gale a 2cm. f est la
[ e e R " = l
fonction définic sur @ par: f(x)= - ;

o 4
Dresser le tablcau de variations de f eten dé-

duire ’ensemble de définition de /.

1) Déterminer deux réels aeth tels que :

.
e o8 s e
f(-\’)=a+b . En déduire les primitives

e +1
de fsur R.

2) Construire soigneusement les courbes
(C) et (C') des fonctions fet f' dans le
méme repere.

3) a) Calculer I'aire S( A ) du domaine délimité
par les droites d’équations x=0,x=4, la
courbe C de f et la droite d’équation y=1.

b) Déterminer la limite de S(A ) en +©.

4) Démontrer que pour

xe]-L1[ona, f(x) =ln[1+—‘tJ .

=

Exercice 1

1) Calculer la limite de
vers +oo,

2) Montrer que la fonction f définie sur R par
f(x)=1-7x+x|x| est dérivable en 0 et
calculer son nombre dérivé en 0.

3) Soit f la fonction définie sur R par

10
)=T—"3s "
f(0)=
a) Déterminer les limites de f en —o0 et
+o0,
b) Déterminer le sens de variation de f .

c) Montrer que la courbe de f admet le
point £2(4 ; 5) comme centre de symétrie.

x—+x

lorsque x tend
X+
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d) Montrer que £ est solution de I'¢quation

différentielle f ‘(t)'—'—)—./ (f)(“]"f ('))
4) Calculer 'aire du domame fermé délimite
par les courbes des fonctions carré et racine
carrée.
5) Soit () la suite définie par u, cl
u,,,=au, +b avee a #1etb#0.
a) Si (u,) converge, que vaut sa limite 07
b) Montrer que (u, — () est géométrique.

Exercice 2
Le plan complexe est muni d’un repere orthonor-
mé direct (0.i,7).

On considére les points A, B, C, P d’affixes res-
; 3 = 3 1
pectives z, = 5+ 6i ;2 =——61;2,=~3~ Zi et

z, = 3+2i, ainsi que le vecteur w d’affixe

z. =1 +—].

Al

1) a) Calculer I’affixe z, de Q , image de B
par la translation ¢ de vecteur w.
b) Calculer I’affixe z, de R, image de P par
l’hlomothétie h de centre C et de rapport

3
¢) Déterminer I’affixe z; du point S, image
du point P par la rotation r de centre A et

d’angle de mesure —-725.

2) a) Démontrer que le quadrilatére PQRS est
un parallélogramme.
Z,—Z _
b) Calculer ZR_"9  En déduire la nature
2y~
précise du parallélogramme PQRS.
c) Montrer que les points P, Q, R, S
appartiennent a un méme cercle, noté I,
dont on calculera I’affixe du centre et le

rayon.
3) La droite (AP ) est-clle tangente a " ?

PROBLEME

Dans tout le probléme, le plan P est rapporté a un
repére orthonormal (O,i, /) d’unité graphique
2 cm.

per

. La courbe reprécengag:
P pre Chtative
C de la fonction / dans le repere (0 7 )est
(racée ci-dessous (a reproduire et 4 compléter 4
dtl

fur ¢t a4 mesure ).

conurhbe veprd ae

rlative de da fometiom f

Partie 1 : (Etude de la fonction f)

1) D’aprés le graphique, il semble que I'axe
des ordonnées soit asymptote a la courbe C.
Le prouver par calcul.

2) a) Vérifier que pour tout x de 0, +[,

f(x)=1+-2—+£n£.

b) Déterminer la limite de f en +w,

c) En déduire I’existence d’une asymptote
(D) 4 la courbe C. Donner une €quation
de (D) et la tracer dans le repére (O;i, ) )
ci-dessus.

3) a) Soit f' la fonction dérivée de la fonction
f . Prouver que, pour tout x de

10, oof, ()= T

b) Etudier le signe de f'(x), et montrer que
/"'(x) s’annule en changeant de signe en

1

e
c) Etablir le tableau de variation de /. Dans

ce tableau, on donnera la valeur exacte du
maximum de f.

Partie 2 : ( Position relative de deux courbes)
1) Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par

X2 ) .
g(x)==—= et H la courbe représentative
x

de g dans le repere (0;7,/ ) -
a) Calculer les limites de g aux bornes de
son intervalle de définition.
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p) SO

7.

fonction g -
, Donner les équations des deux asymptotes
¢ & la CguI'bC H.
4 3) Calculer f(x)=g(x) etétudier son
' signe.
p) Montrer que les d_eux courbcs. CetHse
coupent en un point K d’abscisse 1.
¢ Etudier 1a position relative des deux
courbes C et H.
3) Placer le point K ¢t construire la courbe H
dans le repere (O, i, j ) ci-dessus.

partie 3 (Calcul d’une aire)

Onnote A I’aire du domaine plan limité par les
wubes C et H et par les droites d’équations
=l et x=e’.

) Hachurer le domaine correspondant sur le
graphique.
| A _ o
1) Soit # la fonction définie sur ]0, +oo[ par

u(x)=%(!nx)2 . |

Vérifier que u est une primitive de x> ——
sur J0, +oo, x

) Caleuler A en cm’” .

SUUET 25

Exfrcice 1

J2x+3rxfx+4

x—1

|
) Caleyler la limite de
Sque x tend vers 1.

Soit [/ la fonction définie sur R par

f(x).._ X

1+ x2°

ferque f est impaire.

Wdier Jeg variations de f.

Do?:ltrcr,guc la courbe de f possede !rois
X S d’inflexion (points M, d’abscisse

v elle que S" s’y annule en changeant
* Signe),

) Mon

tg'la fonction dérivée de la fonetion 3)
Calculer g'(x) pour x €]0; too].
[L.:“ déduirc le lﬂblL‘ﬂll de \rm-i;“i(m de I

Soit /' la fonction définie sur R par
S(x)=x+1 —xe ™",
a) Montrer que f'(x)=1 +(23r2 —-l)e
puis que /' est paire.
b) Etablir le tableau de variation de /.
¢) Montrer que /' posséde une unique
racine o sur 1%, , comprise entre 0, 51 et
0, 52.
d) Etudier les variations de f .
e) Exprimer f(«) sous la forme d’unc
fraction rationnelle en .
4) Calculer I’aire du domaine fermé délimité

par les paraboles d’équations respectives
y=—x"+3x+16 et y=x_2 +3x—16.

—x*+l

Exercice 2

Le plan complexe est muni d’un repére orthonor-
mé direct (O;i1,V).

Soient A(—1) et B(3i). .

Soit [ : M(z) #A > M'(zZ') ol z'= I.Z—3t '

z+1
1) Soit C(2—i). Montrer que C posséde un

unique antécédent D par f .
2) Déterminer la nature du triangle ABC.
3) Montrer que, pour M #A, B, ona
., BM Y | =t
OM'= — et (1,0M7)= = +(MA, MB).
4) Déterminer I’ensemble E des points M tels
que M’ soit sur le cercle trigonométrique.

5) Déterminer I’ensemble F des points M tels
que M’ soit sur I’axe des réels.

Exercice 3

On considere la suite (u, ) définie par

u, = % et telle que pour tout entier naturel i,
3u,

1+2u,

1) a.Calculer u et u,.

u

n+l

b) Démontrer, par récurrence, que pour tout
entier naturel n, 0 <y .

2) On admet que pour tout entier naturel n,
u,<1.
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a) Démontrer que la suite (1, ) est croissante.
b) Démontrer que la suite (1) converge.

- - . [ L) . H .

3) Soit (v,) la suite définie, pour tout entict

naturel n, par v, = e
l=u,
a) Montrer que la suite (v, ) est une suite
géométrique de raison 3.
b) Exprimer pour tout entier naturel n, v,
en fonction de n.

¢) En déduire que, pour tout entier naturel n,

an

U =

n A

d) Déterminer la limite de la suite (u,).

PROBLEME

Soit f la fonction définie sur [ 0 ; +oof par :
x4+l L
f(x)='1—x—:—-e * pour x>0 et f(0)=0.

On note (C) la courbe représentative de f
dans un repére orthonormal (O ;7 , j ) d’unité
graphique 5 cm.

Partie 1
1) Démontrer que la droite (D) d’équation
y=1 est asymptote a (C).

7(x)-1(0)

b) Etudier la limite de cette efpression
quand x tend vers 0

c) Que peut-on déduire pour la fonction f
en 0 ? pour la courbe (C) a I’origine du
repere ?

3) Démontrer que, pour tout x de ] 0;+oo [, on
2t fo(x)=

4) Etudier les variations de la fonction f et
dresser le tableau de variations de f .

Partie 2

On note g la fonction définie sur ] 0 ; +oo par

g(x)=7(x)-+"(x)

1) Montrer que, dans ] 0 ; +o [, les équations
g(x)=0 et x’ +x*+2x-1=0 sont
équivalentes.

2) a) Pour x>0, calculer

e *

2) Démontrer que équation ' 4

; ; Hlx <8
admet une scule racine réelle ¢ dont o 1
justificra un encadrement a 10 °
3) Montrer que o vérific ./“(.r,()zl__(_(fl
g - a -3
4) Pourtout x, = 0,0onnote (T, )Ia tangente
(C) au point d’abscisse :
S ()

Montrerque (T, )apouréquation y=
Tracer (T, ), puis la courbe (C),

5) Déduire des questions précédentes que, de
toutes les tangentes a (C) (en des points
d’abscisses non nulles), seule (T ) passe pa
’origine O. .

6) On admettra que (T, ) est au-dessus de (C)
sur] 0 ;+oo [
Par lecture graphique (et sans justification)
donner le nombre de solutions de 1’équatio
f(x)=m, suivant le réel m donné.

SUJET 29
Exercice 1

1) Calculer la limite de \/;c‘(\/x%-l-\/;)

lorsque x tend vers +o.

2) Montrer que la fonction 7 définie sur R par
f(x):xzsin[i] six#0
X
f(0)=0

0 et calculer son nombre dérivé.

3) (Thermodynamique). La variation de
température (en °C) d’un matériau est
proportionnelle a la défférence entre sa
température et la température extérieure.

est dérivable en

a) Montrer que % =k (T-TI-,.) ou k est
” :
une constante positive.

b) On suppose que la température extérieure
est de 30°C et qu’a 1=0, le matériau est 2
100°C. Montrer que 7'=30+70¢™"" :

4) Calculer I’aire comprise entre la courbe du

In et I’axe des abscisses entre ¢~ €t €-
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et reice el R’
[ Y nit 1 fonction f sur R, par
Uﬂdc = ];:H“-U”‘) On note C sa courbe,

Ré ssoudre |"équation f( ) =,
quoudn.llm.qmu(m ;( )>0‘

)Démmuncr les limites de fen O et en
)4

" pe. o
b) Frudier le sens de variation de /et
Jresser son tableau.

) péterminer une équation de la tangente T a
J 5

¢ au point d’abscisse et .
4) On veut étudier la position relative de C par

rapportaT i
| onpose A(x)=7(x)—| 4e [ ]x_%l .
3
a) Montrer que A'(x) =ﬂnx_—1_4e( 4)

x
puis calculer A"(x).

b) Etudier le sens de variation de A’ et en
déduire que A'(x) < 0. _

¢) Déterminer le signe de A(x) et en déduire
la position de C par rapport a T.

Exercice 3

| Soit (u,) la suite définie par u, = 0,

1
= E(u,, +u,_,)pour n = 1.

W = 1 et

) Placer quelques termes de cette suite sur le
segment [0 ; 17,

7 np e = et

Montrer quc la sl (v,) est geometnque
Puis calculer son terme général.

)
Caleuler §, =y, + - +v,_et en déduire u,

)
Calculcr la limite de la suite (u, ).

Iixercice 4

Le plan est rapporté a un repére orthonormal

direct (O; 10, V).

1) Résoudre dans € I"équation :
z°+6z+18=0.

2) On note respectivement A et B les points
d’affixes z, =-3+3i et z, =-3-3i.

3) a) Déterminer le module et un argument de
zy el z,.

Ecrire z, et z, sous forme exponenticlle.

b) Représenter les points A et B dans le plan.

c¢) Montrer que le triangle OAB est rectangle
isocele.

4) On appelle C le point d’affixe z, =—V3 +37.

a) Déterminer le module et un argument de
En déduire la forme trigonométrique
du prodmt &t

b) Déterminer la forme algébrique du produit
ziz.,
c) Déduire des questions précédentes les
177 T
valeurs exactes de cos—l? et sin Tk
5) a) Déterminer I’affixe du point D tel que
ABDC soit un parallélogramme.

b) Représenter les points C et D dans le
repére précédent.

PROBLEME

L’entreprise Conservcam fabrique des confitures
qu’elle conditionne en petits pots de 50 grammes.
Elle souhaite leur attribuer la dénomination
«confiture allégée ». La législation impose alors
que la teneur en sucre, ¢’est-a-dire la proportion
de sucre dans la confiture, soit comprise entre
0,16 et 0,18. On dit dans ce cas que le petit pot
de confiture est conforme.

L’entreprise posséde deux chaines de fabrication
Fiet k.

La chaine de production F, semble plus fiable

que la chaine de production F Elle est cependant
moins rapide.
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Ainsi. dans la production totale, 70% des petits
pots proviennent de la chaine Iy ct 30% de la

chaine F,.

La chainc F produit 5% de confitures non

conformes et la chaine F, en produit 1%.

On préleve au hasard un petit pot dans la

production totale. On considere les évenements ¢

E : « Le petit pot provient de la chaine F, »

C : « Le petit pot est conforme. »

1) Construire un arbre pondéré sur lequel on
indiquera les données qui préccdent.

2) Calculer la probabilité de I'événement :

« Le petit pot est conforme et provient de la
chaine de production F.»

3) Déterminer la probabilité de I’événement C.
4) Déterminer, a 107 prés, la probabilité de

I’évenement E sachant que I’évenement C
est réalisé.

Exercice 1

1) Soit x(1)=4 sin(wr+¢). Vérifier que
x"+ @ x =0 (équation différentielle linéaire
du second ordre d’un oscillateur libre).

2) Etudier graphiquement puis rigoureusement
la convergence de la suite (u,) définie par :

u,=0et u

n+l

-——l——un +1,
2

3) Calculer la probabilité qu’au moins deux
¢léves aient le méme jour d’anniversaire
dans une classe de 30.

Exercice 2
Le plan est rapporté a un repére orthonormal

(O; u, V). _1+i3
2

1) Onnote j= . Résoudre I’équation

P(z) =22 +z+1=0.

2) Montrer par réductions successives que
-3
=l

3) Montrer que j* ="j en prouvant que ;> est
une racine de P. '

4) Montrer que le triangle form DA les ey
d’affixes 1,7 et j* est équilarcy,, points

PROBLEME

On considere la fonction /1 définie sur
par  f(x)=(x+2)e". On note C |
représentative de la fonction f
orthogonal.
1) Etude de la fonction /.
a) Déterminer les coordonnées des points
d’intersection de la courbe C avec Jes axes
du repére. '

R
4 courbe
ans un repére

b) Etudier les limites de la fonction f en
—co et en +oo. En déduire les éventuelles
asymptotes de la courbe C.

c) Etudier les variations de f sur R.
2) Calcul d’une valeur approchée d’un aire.

On note D le domaine compris entre ’axe
des abscisses, la courbe C et les droites
d’équation x= O et x=1.

On approche I’aire du domaine D en calcu-
lant une somme d’aires de rectangles.

a) Dans cette question, on subdivise
I’intervalle [0 ; 1] en quatre intervalles de
méme longueur :

* Sur lintervalle [O;%}, on construit un

rectangle de hauteur £ (0).

: 1 1] .
* Sur lintervalle |:Z_ , on construit un

?

(1
rectangle de hauteur f —J.

\ 4
* Sur Pintervalle [%,i . on construit un

(1
rectangle de hauteur f —].

\ 2

*  Sur P’intervalle B-l] on construit un

rectangle de hauteur f[%}
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- onstruction est illustrée ci-dessoys.
c
(#°

7 4

B

0

1

Calouler une valeur approch_ée de I’aire du do-
qaine D et la somme des aires des quatre rec-
angles précédents
3) Soit g la fonction définie sur R par
glx)=(-x-3)e™.
On admet que g est une primitive de la
fonction f* sur R.

3) Calculer I’aire A du domaine D, exprimée
en unités d’aires.

b) Donner une valeur approchée a 107 pres
de Perreur commise en remplagant A par
la valeur approchée trouvée au moyen de
la question 2. ¢’est-a-dire I’écart entre ces
deux valeurs.

SUJET 31

Exercice 1
it f 1 fonction définie sur R par
3,2

f(x):x +x2+3x—2 -
) x“+1

Montrer qu’il existe des réels a, b, cetd

d
tels que f(x)=ax+b+ CJE.+ s
x°+

En déduire que C, admet une asymptote
Olique e +op of —o0,

Etudier les positions relatives de Cyet e
®lte asymptofe.

Y

- () =26 4 x? 5542

r e .
Ouver ype racine évidente de P, puis le
Lloriser.

2) Etablir |e tableau de sj
3) Résoudre sur |
2¢0s’ x 4 cos?

gne de P(x).

5 w] 'inéquation 2
X—=5cosx+2<0.

Exercice 3 : (

Loi logistique continue)
Pour certaines

. populations vivant dans un mi-
lieu clos (bactéries dans unc coupelle de culture
par exemple), la croissance est dans un premier
temps cXponenticlle, mais ensuite freinée par
Slfrpopulalion (manque de nourriture, d’oxy-
gene, cte...). Le mathématicien P. Verhulst a pro-
posé vers 1840 le modele suivant :

La population ne peut dépasser un seuil critique,
etonnote y(r) lafraction de la population 4 I’ins-
tant 7 sur cette population maximale. L’équation
y'=4y(1- ) est alors supposée vérifiée, et est

appelée équation logistique continue. ]
1) Résoudre cette équation, en posant z=—.

y
2) Si y(0)=0,01 et A=1, exprimer y() en
fonction de ¢, puis tracer la courbe de y

Exercice 4

Dans un atelier, deux machines produisent
les mémes pieces, au nombre total de 1000.
La premicre en fournit les %. De plus, 5% des
pieces produites par la premiére machine sont
défectueuses et 4% pour la seconde.

1) Construire le tableau des effectifs.
2) On tire une piéce au hasard. Soient
A «la piéce est produite par la premiére machine »,

B : « la piéce est produite par la seconde » et
C : « la piece est défectueuse ». Calculer

P(A), P(B), P(C), P(ANC) et P(AUC).

Exercice 5

L’espace est muni d’un repére orthonormé

(057, ,k).

Soient A(6;0;0) et B(0; 6 ; 0).

1) Déterminer le barycentre G du systéme de
points {(O, 1), (A, 2), (B, 3)}.

2) Soit C(0; 0 ;4) et soit S I’ensemble des
points M(x ; y ; z) vérifiant I’équation
vectorielle (MO +2MA +3MB) ‘MC=0.
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Déterminer (S) en utilisant 2 méthodes
différentes.

Exercice 5

Le plan complexe est muni d'un  repere

orthonormal (O,# ,v ) d'unit¢ graphique ¢gale

alcem.
1) a) Résoudre dans C I'équation =* —4z+16=0.
Onnotera z, et z, les solutions, z, ¢tant la
solution dont la partic imaginaire est positive.
b) Déterminer le module et un argument des
nombres z, et z,.

¢) Placer dans le plan les points A et B
daffixes respectives z, et z,. (On
laissera des traces des constructions.)

2) On considére les deux nombres complexes
zo.=—4 et z, =—4+i\f3 .

a) Calculer le module et un argument de
chacun de ces deux nombres complexes.

b) Placer dans le plan complexe les points C
et D d’affixes respectives z. ¢t z,).

3) a) Démontrer que les points A, B et C

appartiennent, 4 un méme cercle de centre O.

b) Démontrer que D est le milieu du segment
[AC].

¢) Démontrer que le triangle BDA est
rectangle.

d) Démontrer que le triangle ABC est
équilatéral.

PROBLEME

On considére la suite (u,) définie par u, =1 et,
pour tout entier naturel n, u,,, =./2u

n o+

1) a. Démontrer que, pour tout entier naturel
n., < <2,

b) Déterminer le sens de variation de la
suite (u,).

c) Démontrer que la suite () est
convergente. On ne demande pas la valeur
de sa limite.

2) On consideére la suite (v, ) définie, pour tout
entier naturel n, par v, =/nu, —in2.

a) Démontrer que la suite (v

. ) est |

| dsuite
géométrique de raison — ¢y . Premier
terme v, =—/n2. 2
b) Déterminer, pour tout entier Nature] p

’n el ] » T 1
I expression (I(: v, en fonction dey puis
de u, en fonction de n,

c) Déterminer la limite de la suijte (u ).

Exercice 1
1) Soit f la fonction définie sur B* par
fx)=vx* +x.

Montrer que C, posséde une asymptote en
+o0 et donner son €quation.

2) Soit (u,) la suite définie par = 1 et
4
_2+3u,
4+u, '
a) Construire graphiquement les premiers
termes de (u, ). Quelles sont les valeurs
possibles de I’éventuelle limite de () ?

b) Montrer que la suite (v, ) de terme général
2+u

n
—u,

¢) En déduire Iexpression de u, puis sa
limite. Pouvait-on déterminer cette limite |

sans passer par I’expression du terme i
général ?

U

n+l

est géométrique.

3) Soit S=1+€" +&? +. . +e™ avec " #1.
ei[n+]}x =i

(k9

a) Montrer que S=

. (n-f—l )
. Sin T.\'
b) En déduire que S=e¢2 | —=__ 4

(1 } '
sin| —x i
2 i
c) Calculer les sommes |
14+cosx+cos2x+ - - +cosnx et |
Sinx+sin2x+ - +sinnx. 5

2

d) En posant n=4 et x === | calculer
cos— et sin—,

4) Un lycée compte 410 éléves dont 15% de
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seuls 30% des gargons ct 40% des

5. \ » N It by A

flle cqyent ol S¢ trouve le mont Coupé, On
eS¢ 3 o 2

lles ge un ¢leve prisau hasard.

Iﬂc = b T AR
¥ ler la probabilit¢ que cet ¢ltve soit

leu R i
e fille qui sait oul s¢ trouve le mont
u

Coupé: -

gachant que [*éleve interrogé sait ol
b) o rouve le mont i 0}|pé, calculer la

i,mbnbililé que ce soit une fille,

E_\-cI‘CiCC 2
~plan comp
t:épdirecl((); Y.
On considére le pomt.A d’affixe z, = 1etle
poide’afﬁxe 2 =ik
A tout poide’afﬁxe z,,= x+iy,avec x et y
deux réels tels que y # 0, on associe le point M’
Jaffixe Zy = —iZy -
On désigne par I le milieu du segment [AM]. Le
hut de I’exercice est de démontrer que pour tout
pint M n’appartenant pas a (OA), la médiane
(01) du triangle OAM est aussi une hauteur du
riangle OBM’ (propriété 1) et que BM’ = 201
(propriété 2).

1) Dans cette question uniquement, on prend

lexe est muni d’un repere orthonor-

Z, = 2e 7.
a) Déterminer la forme algébrique de z;,.
b) Montrer que z,,.= S-i.
Déterminer le module et un argument de z,,..
¢) Placer les points A, B,M,M’ et I dans
le repére (O, #,V) en prenant 2 cm pour
unité graphique.
Tracer la droite (OI) et vérifier les propriétés
I'et2 a ’aide du graphique.

2) On revient au cas général en prenant
2y = x+iy avecy # 0.
3) Déterminer 1’affixe du point I en fonction
de x et 5
b) Déterminer 1’affixe du point M’ en
fonction de x et y .

) E;:rire les coordonnées des points I, B et

d) Montrer que la droite (OI ) est une
hauteur du triangle OBM",

e) Montrer que BM' = 20,

PROBLEME

Sy T rR . S | 31 * H
On s’intéresse a I'évolution du parc automobile
d’un pays.

Rang de Nombre de

Années ’année : Voitures @ ¥,

X, (en millions)
2008 1 1.8
2009 5 14,6
2010 11 18,4
2011 16 24,7

2012 21 267 |

2013 27 27,8
2014 28 25,5

1) Représenter le nuage de points M, (x,.¥, )5
associé 4 la série statistique double (x;,,),
dans le plan muni d’un repere orthogonal,
ol une année est représentée par 0,5cm
sur ’axe des abscisses ; un million de
voitures est représenté par lcm sur I’axe des
ordonnées (en commengant la graduation a
10 millions).

2) a) Calculer le coefficient de corrélation
linéaire & 10~ pres par défaut et justifier un
ajustement linéaire.

b) Par la méthode des moindres carrés ,
déterminer une équation de la droite de
régression de y en x. On donnera les
coefficients & 107" prés par exces.

Tracer cette droite sur le graphique de la

question 1.

c) En supposant que ce modele
mathématique reste valable jusqu’en I’an
2017, faire une estimation du nombre de
voitures dans ce pays en 2017.

3) On considére un ajustement logarithmique
par la courbe (C) de la fonction f définie
sur [1; +oo[ par f(x)=a+bInx.Onimpose
a la courbe (C) de passer par les points
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A(1 :0,5) et B(25 :25,5).

a) En déduire les valeurs exactes de a et b,
puis la valeur approchée de b 4 107" pres
par détaut,

b) En déduire I'expression de f(.\‘) en
prenant pour b la valeur approchée
précédente.

¢) Etudier les variations de et tracer (C)
sur [1:35] dans le graphique précédent.

d) Se servir de ce nouvel ajustement pour
estimer le nombre de voitures dans ce
pays en 2017.

Exercice 1

1) Le professeur principal d’une terminale D
estime que sa classe de 30 éléves mérite
90% de réussite au bac. Quelle est la
probabilité pour que le taux de réussite soit
supérieur a 95% ?

2) Trois chasseurs tirent de fagon indépendante
sur trois singes. Ils sont siirs d’atteindre leur
cible. Calculer les probabilités que les trois
singes soient touchés, puis qu’un seul singe
soit touché.

3) Dix singes, dont un nommé Monky ,
vaquent a leurs banales occupations de
singes. Dix chasseurs tirent, de fagon
indépendante, sur ce groupe de singes.
Chacun d’eux est siir d’atteindre sa cible,
Calculer la probabilité que Monky soit
touché.

Exercice 2

1) Soit f la fonction définie sur R* par
3
x -1

X)=

f( ) x+1

a) La courbe de la fonction f posséde-t-elle
une asymptote en +oo ?

b) Montrer qu’il existe des réels a, b, c et d

tels que f(x)=ax’ +bx+c+——d—.
o . x+1
¢) En déduire une fonction polynomiale

asymptote a C; en +oo,

2) Soient (u,) et(v,) les suites defiy,.. -
u o+ 2v
- L] e " n "
"y = 12 ct _—_-5___ s Yy, I et
i’” -b- 3"”
) — .
‘:ul - 4 '

a) Montrer que la suite (w, ) définje par
w, =1, —v, est géométrique,

b) Peut-on déduire leur limite commune des
relations de récurrence les définissant 2

c) Montrer que la suite (¢, ) définie par
t, =3u, +8v, cstconstante.

d) En déduire les termes généraux de (u, ) et
(v, ), puis leur limite.

3) On considére le polyndme P(x)=x' 55 —x+5.
a) Calculer P(1). :

b) Déterminer les réels a, betc
tels que, pour tout x réel, on ait :

I‘J(Jc)z(.vc—l)(cm2 +bx+c)

c) Déduire des questions précédentes que les
solutions de I’équation P(x)=0 sont I,
—l et S,

d) Résoudre en utilisant les résultats
précédents :

i) (lmc)3 —S(Inx)z —lnx +5=0;

i) & —5e** —¢* +5=0.

Exercice 3

1) Déterminer algébriquement 1’ensemble des
points M(z)
. z+i ., . _
(z=i)tels que ——‘- soit imaginaire pur.
2) Retrouver géomgt?iﬁuement le résultat a la
question précédente.

PROBLEME

Partie A

Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction numérique de la variable
réelle x définie sur ]1 ; -+oo[ par

g(x)=1-"2
-
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1) Déterminer la valeur exacte de 2(2).
2) Calculer la limite de la fonction ¢ en |,
x|

3) a) En remarquant que g (\) -,
4 c

caleuler la limite de la fonction g en o,

b) Déduire de 3.a) que la courbe
représentative de la fonction g admet une
asymptote horizontale en +eo , dont on
précisera une équation.

4) a) On note g la fonction dérivée de la

fonction g . Caleuler g'(x).

b) Etudicr le signe de g’(x)_ sur ]1 ; +ool.

c) Dresser le tableau des variations de g .
d) En déduire le signe de g(x) sur]1; +oof.
(On ne demande pas de tracer la courbe

représentative de la fonction g.)

Partie B

Etude d’une fonction et tracé de sa courbe re-
présentative.
Soit f la fonction de la variable réelle x définie

sur ]1 ; +oo[ par f(x]=ix——]2-+ln(x—l).
et e

On note C la courbe représentative de la fonction
f dans un repére orthonormal (O ;i , j ), d’uni-
té graphique 5 cm.
1) a) Calculer la limite de la fonction f en I;
et en déduire I’existence d’une asymptote
D a la courbe C, dont on précisera une
équation,
b) Calculer la limite de f* en +oo.

2) a)Onnote f' la fonction dérivée de la
fonction f . Calculer f’(x).

b) Montrer que f’(x)= @
x—1

¢) En déduire le sens de variation de f sur
11'; +oo [. Dresser la tableau de variation
de 1.

3) a) Calculer /(2).

b) Traf:cr la droite D et la courbe C dans le

repcre défini précédemment,

Partie C

Caleul d’aire.

On considére la fonction numérique F de
la variable réelle x définie sur J1 3 +=[ par
: I I
/ (-\):——I"l‘(.\'—'lllll(.r“])— |l*—2' X,
(o4 \ €

1) Montrer que F est une primitive de f sur
I] . “tens [

2) a) On désigne par A I’aire en em’ de la
partic de plan limitée par la courbe C, I'axe
des abscisses, les droites d’équations x=2
et x=3.

Déterminer la valeur exacte de A.

b) Donner une valeur de Aen cm® a 107
pres.

Exercice 1
1) Soit (u,) la suite définie par u, =1 et

1
u ., =u,+—.Onadmet que u, >0 quel
u

n
que soit #. Montrer que (u,) est croissante
puis déterminer sa limite.

2) Soit P la fonction définie sur R par
p(x)=x’+x*-3x+1.
a) Dresser le tableau de variations de P.
b) En déduire le nombre de racines de P.

c) Retrouver directement ces racines en
factorisant P(x ).

3) a) Montrer que |z+l|2=2|z‘2 équivaut a
|z—l|2= 2. '
b) En déduire I’ensemble des points M
d’affixe z vérifiant [z+1|=| JE:'

Exercice 2
1

1) On définit, pour n>1, 1, :Ir"e"c!t.
0

a) Montrer, sans calculer /,, que la suite
(1,) est décroissante. Converge-t-elle ?
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et en déduire
mal

b) Montrer que 0 - ,

la limite de ( {, ).
2) On donne Féquation dift¢rentielle :
YU 430v=0.

3) Donner la forme des solutions de cette
quation différentielle.

b) Détermimer 1a fonction 7 solution de
cette ¢quation différenticlle satisfarsant
aun conditions suivantes ;. f(0)= \/J cl
7)) =06

¢) Vérifier que pour tout x réel .

I(x)= 25‘1’:1L(\.\‘ + 1]

d) Calculerla v .1Iwr moyenne de f sur

Fintervalle [0 ; —]
6

Exercice 3

Le plan complexe P est rapporté a un repére or-
thonormé ( O;a,v).

On désigne pars I’ application qui a tout point M
de P de coordonnées (x,y) associe le point M’

de coordonnées (x',y") telque:J ™ =" "

y'==x+y+2

1) Déterminer I'affixe z'de M’ en fonction de
I"affixe = de M.

2) Démontrer que s est une similitude plane
directe. Préciser une mesure de son angle,
son rapport et son centre I.

3) Soit g I'application qui a tout point M de
P associe I"isobarycentre G des points M,
M'=s(M) et M7=s(M").

a) Calculer , en fonction de I’affixe z de M,
les affixes des points M et G.

b) Démontrer que g est une similitude plane
directe.
Quel est son centre ?

c) Déterminer I'affixe du point M, tel que
g (M) soit le point O.

Exercice 4

Thomas posséde un lecteur MP3 sur lequel i] 3
stocké plusieurs milliers de morceaux musicaux.
L’ensemble des morceaux musicaux qu’il pos-

&

s¢de se divise en trois genres distingg
répartition suivante

30 % de musique classique, 45 @
le reste ¢tant du jazz. Thomas
qualités d’ LllLU(I;I;!L‘ pour stocker
musicaux : un encodage de haute
encodage standard. On sait que ¢
5

o Les —
O

sont encodés en haute qualité,

des morceaux de musique

o lcs -(5)- des morceaux de variétésom o

en qualité standard. 4
On considérera les ¢veénements suivants - -'{
C : « Le morceau écouté est un momeaud&
musique classique » ;

V : « Le morceau écouté est un morc&auck'
variété » ;

J : « Le morceau écouté est un morceau de
jazz » ;

H : « Le morceau écouté est encodé en haut
qualité » ;

S : « Le morceau écouté est encodé en qua lité
standard ».

Thomas décide d’écouter un morceau au ha
parmi tous les morceaux stockés

sur son MP3 en utilisant la fonction « lecture
aléatoire ».
On pourra s’aider d’un arbre de probabilités.
1) Quelle est la probabilité qu'il s‘agissed uny

morceau de musique classique encodé en
haute qualité ?
13 3

2) On sait que P(H) = 55" =

a) Les événements C et H sont-ils
indépendants ?

b) Calculer P(J NH) et P, (H).

PROBLEME_

On consndcrc la fonction £ définie Suf

f(\)—

. On note C sa courbe .
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cla g(x)=x"+3v+8.

le sens de variation de g.

quation g(x)=0 admet sur
lution a dont on donnera un
litude 0, 1.

(x) selon les

1) Onpos
a) Etudier
Montrer que I"¢
R unc unique SO
encadrement d*amp
b) Préciser le signe de g

valeurs de X.

2) a) Calculer £'(x) puis étudier le sens de
variation de /"

b) Ftudier les limites de f en too et —0,
puis dresser le tableau de variation de f .

¢) En déduire que C admet une asymptote
oblique A.

3) a) Etudier la position de C par rapport aA.
b) Vérifier que C rencontre A en un unique

point A.

4) Déterminer les abscisses des points B, B’ de

C ot C admet une tangente paralléle a A.

5) a) Vérifier que f (o) = —3—(1, puis en déduire

une valeur approchée de f (a).
b) Construire C.

Exercice 1

1) Pour un 8 mars , deux couleurs de pagne
sont proposées : le bleu et le rose. La moitié
des femmes camerounaises préfeére le bleu ;
I’autre moitié, le rose. On effectue un
sondage sur 1000 femmes camerounaises
pour connaitre leur couleur préférée de
Pagne. Quelle est la probabilité qu’au moins

! 52'4 des femmes sondées préférent le bleu ?

) ]S:::‘If:rzlgzz la Sliilc arithmétique (u,)
=3¢t u; =3,

3) C
) Calculer la somme des 500 premiers termes

de la suite arj :
arithmétique de i _
¢t de raison 10. q premier terme —5

4) Soit 1 |
a fo H e .
£(x] nction définie sur R, par

X)= 2
X +\/;*3-Montrer que f

Posseéde .
€ncadre et “",'quc racine puis en donner un
ment d’amplitude 0, 01,

5) Soient A(2), B(=3+5i :
et D(67). +51).C(3+(2-43)i)

a) Montrer que A, B et C sont alignés.

b) .Lc triangle ABD est-il rectangle ?
isocele ?

Exercice 2
1) Si eN", montrer que

ntl

I;dx<%.

n

N
2) En déduire que J'—]~dx<l+l+_”+_l._
‘ ‘ w1 2 N-1'
ou NeN .

3) Que vaut la somme infinie %+-Iz-+i+... ?
3

Exercice 3

Lors d’une épidémie, on a relevé, a intervalles de
temps réguliers, le nombre de cas déclarés. Les
résultats obtenus sont présentés dans le tableau

suivant.

2 3 4 5

Rang durelevé: x, 0E|=1
1045 | 1205

Nombre decas déclrés:y, | 600 690 | 794 | 913

1) a) Onpose ¥, = log(y,). Compléter, apres
I’avoir reproduit, le tableau suivant dans
lequel les valeurs approchées sont a arrondir
a107.

b) Construire le nuage de points M, (x, %)
associc a cefte série statistique dans un
repere orthonormal. Prendre comme unité
graphique : 2 cm.

2) Calculer les coordonnées du point moyen
G du nuage de points de coordonnées
(x;,%,) - On note (%;¥) les coordonnées du
point G. Donner la valeur exacte de X et
la valeur approchée arrondic 12 de 2.

012345|

1045 [ 1205 |

3) a) On désigne par A la droite d’équation :
Y=0,06x+2,78.
Construire la droite A sur l
tion 1. b).

X

Y =log(y,) | 600 | 690 | 794 913

a figure de la ques-

393
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ue la fonction F d¢g .. ,
i données (2.5 2,93) M?]"tr[c(;f] 250] par F(I)(};;nm ol
b) Le p?{ﬂ“ ?cif?’: Jraite A7 vare ;i mitive de la fon : e
apparucnt-1 d le o ne : e
4) On ;'::hncttquc la droite A constitue un bon est unc p on £

« points de ‘erminer la vale :
ajustement affine du nuage (|le pomlb‘t b) ch,lt.rmlncr I;()v-dllt[;](; Moyenne ¢q ;
coordonnées (x.V,)- Déterminer une I Fintet 1B 5

AT e e e déclards lors : ]
estimation du nombre de cas déclare En donner une valeur approchée 4 10+
du sixi¢me relevé, et interpréter ce résultat, k|

PROBLEME | 4) Onsintéresse a la vitesse de crojggyng
LEI du plant de mais ; elle st donnge par |
Partie 1 , fonction dérivée de la fonction =
On s'intéresse a 1'évolution de la hauteur d’un La vitesse de croissance est —
plant de mais en fonction du temps. une valeur de t. “ Po
Le graphique en annexe | représente cette €vo- En utilisant le graphique donné cj-dece
- . N N N " S en , . ) :_!.. | |
!uuou. La hauteur est en métres et le temp déterminer une valeur approchée de cell
jouss, - Estimer alors la hauteur du plant, |
On décide de modéliser cette croissance par une i
= Tl . _ \ !2,2_ te :.‘I sires e ':!
fonction logistique du type : k(¢ )= 155 T e (‘?" Mtiree) r-oe
a et b sont des constantes réelles positives, ae|VTE .
est la variable temps exprimée en jours et h(r) | Tk b i 4--1 -
3| 1auteur du plant, exprimée en métres. i) (it i . -- o
désigne la hauteur du plant, exp t " :
. . Ay 1-2.__'__.:_..'._ .
On sait qu’initialement, pour 7=0, le plant il i
mesure 0,1m et que sa hauteur tend vers une loa| | 1 ) e e
hauteur limite de 2m . os] | j:"
Déterminer les constantes a et b afin que la o4l o : . =
fonction h corresponde a la croissance du plant il i ST S M
de mais étudié. o tempsi (en jouty
3_302 0 |20 140 60 '80 100 120 140 160 180 200 220 240 280

Partie 2

On considére désormais que la croissance du

plant de mais est donnée par la fonction f m

. , 2 :
définie sur [0 ; 250] par f'(¢) T - Bwerdio 4 4

1) Déterminer f*(r) en fonction de ¢ ( f°
désignant la fonction dérivée de la fonction
/).

En déduire les variations de la fonction T
sur I’intervalle [0 ; 250).

2) Calculer le temps nécessaire pour que

le plant de mais atteigne une hauteur

1) Déterminer la suite géométrique (u,) :
sachant que ug =100 et g = 12,5
2) Caleuler 2° +24 425 4 +2",

. I oL
3) Soit g la fonction définie par ¢(x)= T

a) Montrer que g réalise une bijection

supérieure a 1,5 m. sur]-1; 1 3
3) a. Vérifier que pour tout réel ¢ appartenant 3 b) Démontrer que g ( ‘.)=__f__. pour tout
I’intervalle [0 ; 250], on af(f)=__2£’_(:'_(f:__ X de ]-] 2 I l ""Tl
e”,m; +]9 "

(394
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ice 2
[xercice | ‘ o
On considere le point A d’affixe z,= 2+i etle

cercle I de centre A et de rayon \E )

1) a) Déterminer les affixes des points
d'intersection de I" avec I’axe réel.

b) On désigne par B et C les points d’affixes
z, = 1€t 2¢= 3

Déterminer I'affixe z;, du point D diamétra-

lement opposé au point B sur I.

2) Soit M le point d’affixe %+§L
a) Calculer Zp~ %M ¢t en déduire son
Zy— Zy
argument principal.
b) Montrer que M appartient au cercle T.

Exercice 3

Un objet produit en série a un coiit de production
de 95 000 F. Il peut présenter, a I'issue de sa fa-
brication, un défaut A, un défaut B, ou les deux
défauts en méme temps. La garantie permet de
faire les réparations aux frais du fabricant avec
les colits suivants :

10000 F pour le seul défaut A, 15000 F pour le

seul défaut B, 25000 F pour les deux défauts A
et B.

1) On préléve un lot de 200 objets. Le défaut
A est observé sur 16 objets, le défaut B sur
12 objets et 180 objets n’ont aucun défaut.
Reproduire et compléter le tableau suivant :

Nombre
| d’objets
avecle
| défaut B
sans |e
| défaut B

avec le
défaut A

sans le

défaut A Total

_Total _

Nomp, 200
m 8 aie

A Tolz:r:vg bJIEtS avec le défaut A sans le défaut
200 ¢ le défaut B sans le défaut B Total

2) Pour la suite de I’exercice, on admettra que
sur I'ensemble de la production, 90 % des ,
objets n’ont aucun défaut, 4 % ont le seul
défaut A, 2 % ont le seul défaut B, et 4 %
ont les deux défauts A et B.

On note X la variable aléatoire qui, 4 chaque
objet choisi au hasard dans la production, as-
socie son prix de revient, c’est a dire le coit
de production, augmenté éventuellement du
cout de réparation.

Présenter cette variable aléatoire et sa loi de
probabilité sous la forme d’un tableau. (On
pourra reproduire le tableau ci-dessous et le
compléter).

Valeur de X; 120000
%, '
p(X=x)

3) a) Calculer |’espérance mathématique
E(X) et I’écart-type o(X) de cette variable
aléatoire. Que représente E(X) pour I’usine ?
On suppose désormais que tous les objets
produits sont vendus.

b) L’usine peut-elle espérer faire des
bénéfices en vendant 96000 F chaque
objet produit ?

c) L’'usine veut faire un bénéfice moyen de
10000 F par objet. Expliquer comment
on doit alors choisir le prix de vente de
chacun d’eux.

PROBLEME

Soit f la fonction définie sur I'intervalle

1+ /nx

10 ; +oof par f(x)= >

représentative de la fonction f dans un repere
du plan. La courbe C est donnée ci-dessous :

et soit C la courbe

1) a. Etudier la limite de f en0.

b) Que vaut /im _ln_1 2 En déduire la limite

x—+x X

de la fonction f* en +co.
c¢) En déduire les asymptotes éventuelles a la
courbe .
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vee de la
2) a. Onnote /° la fonction dén

fonction J osur |’ mtervalle ]ﬂ "'l

snant
Démontrer que, pour toul péel v apparten

a intervalle 10 ¢+, /'(v) R

b) Résoudre sur Mintervalle 10 : +oc| |
Minéquation —1-2/n(x )‘»0 IEn déduire le
signe de £'(x) sur lintervalle 10 ; +oo.

¢) Dresser le tableau des variations de la
fonction 1.

3) a. Démontrer que la courbe C a un unique

point d'intersection avec 1’axe des abscisses,

dont on précisera les coordonnées.

b) En déduire le signe de f(x) sur
I"intervalle 10 ; +oo[.

4) Pour tout entier n> 1, on note I, 1’aire,

exprimée en unités d’aires, du domaine
délimité par I’axe des abscisses, la courbe
C ct les droites d’équations respectives
- et x=n,
y 1
a) Démontrer que 0</, < e~5 Montrer

que la fonction F, définie sur I’intervalle
10 ; +oo[ par F(x) =i—inE , est une

X
primitive de la fonction £ sur I’intervalle
10 ; +oof.

P PO PO Vv v o

b) Calculer 7, en fonetig,,

(e

c) Etudier la |1I11lt(, de ¢

graphiquement 1e wsuh,” bJ‘
U ODtan
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L'importance des Mathématiques exige une stricte
conformation au systéeme d'enchassement logique et continu des
connaissances a tous les niveaux d'apprentissage,

Cette exigence aura présidé a la conception et a I'élaboration
des ouvrages de la collection « L'Excellence en Mathématiques »,
ouvrages redigés dans I'esprit des principaux objectifs visés pour
I'enseignement des Mathématiques, a savoir:

- Affirmer et affiner les facultés latentes d'ordre et de

méthode inhérentes a chaque apprenant ;

Favoriser le développement des capacités de travail

individuel de |'éléve, de son aptitude a la communication, a

la créativité et a la gestion rationnelle du quotidien.

L'ordre des chapitres de chacun des ouvrages de la collection est
en lui-méme une suggestion d'un plan de progression dans le
programme du niveau concerné, plan qui demeure cependant
indicatif.

La pertinence du contenu des ouvrages de la collection
« L'Excellence en Mathématiques » contribuera au bonheur des
apprenants et 3 celui d'autres utilisateurs des ouvrages de
I'Enseignement Secondaire.

La collection « L'Excellence en Mathématiques » est |'ceuvre
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d'un groupe d'enseignants ayant une longue pratique de
I'enseignement des Mathématiques, doublée d'une expérience
appréciable dans laformation des formateurs.
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