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PREFACE

Le présent manuel est le résultat d’un travail collectif réalisé par les enseignants-chercheurs de
I'Institut de Recherches Mathématiques (IRMA). Il répond au souci du Ministére de
I’Education Nationale et de la Recherche Scientifique de Cote-d'Ivoire de mettre a la
disposition des enseignants et des éléves un outil de travail fonctionnel et adapté au contexte
socio-culturel ivoirien et africain. Son élaboration repose sur de nombreuses expérimentations
réalisées dans des classes témoins réparties sur ’ensemble du territoire afin de tenir compte des
variantes socio-culturelles et des modes de perception et de compréhension des concepts
fondamentaux. Par ailleurs, des comparaisons enrichissantes ont été également réalisées avec
d’autres pays africains francophones et anglophones engagés dans des recherches similaires.
A travers son contenu, son support didactique, ses illustrations et sa présentation, ce manuel,
destiné aux classes de Terminale D, se propose d’atteindre trois objectifs essentiels :

® Le premier consiste, compte tenu de ’hétérogénéité du niveau et de la formation des éléves
accédant aux classes de Terminale D, a4 mettre 'accent sur les notions de base indispensables
pour une bonne assimilation des programmes de mathématiques et de sciences physiques du
second cycle.

® Le second vise a rendre moins abstrait et par conséquent plus vivant I’enseignement des
mathématiques en établissant dans la mesure du possible une relation permanente entre les
concepts, les méthodes de démonstration et leurs applications dans le vécu quotidien des
éléves.

® Le troisieme objectif est d’offrir aux €leéves et aux maitres un instrument qui permette, d’une
part, la transmission et I'acquisition graduelles du contenu du programme et, d’autre part,
Pauto-entrainement des €léves grace a4 des exercices progressifs et des problémes variés
capables de tester en permanence le niveau de compréhension et de maitrise des notions
fondamentales.

Nous sommes conscients que malgré 'importance de I’effort consenti par les auteurs de ce
manuel des imperfections demeurent que nous demandons 2 tous les utilisateurs de nous
signaler afin de pouvoir y apporter les améliorations qui s’imposent a I'occasion des prochaines
éditions.

L’'IRMA est ouvert a toute contribution susceptible d’enrichir le contenu et la forme des
manuels de sa collection.

Saliou TOURE
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PROGRAMME DE TERMINALE D

ANALYSE

On insistera davantage sur les applications pratiques et l'utilisation de ces notions, plutdt que
sur leur aspect théorique et 'on développera les techniques de calcul.

I. LIMITES, CONTINUITE, DERIVEES, PRIMITIVES
— Composition d’une fonction de limite € par une fonction continue en €.
— Continuité de la composée de deux fonctions continues.
— Continuité sur un intervalle (on admettra les propriétés d’une fonction continue sur

un intervalle).
— Fonction réciproque d’une fonction continue strictement monotone sur un intervalle

(on admettra la continuité).
— Fonction dérivée de la composée, de deux fonctions dérivables.
— Fonction dérivée de la réciproque d'une fonction dérivable strictement monotone sur

un intervalle.
— Exemple de dérivées de fonctions du type :

fm, meQ.

— Fonction dérivée seconde d’une fonction.

— Dérivées successives. N .
— Compléments sur les primitives de fonctions des types :

(g'N)f
fifr; me@-{-1}.

II. INTEGRALE ,
— Intégrale d’une fonction continue sur [a, b].
— Calcul d’aire.
— Intégration par parties.
— Calcul approché d’une intégrale.

III. EXEMPLES D’ETUDE DE FONCTIONS o .
La recherche des asymptotes obliques et de points d’inflexion ne sera pas & faire de fagon

systématique.

— Fonctions polyndmes.

— Fonctions rationnelles.

— Fonctions des types :
x —> f(cos x, sin x)
x — f(tan x).
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— Asymptotes obliques : la recherche ne sera pas a faire de fagon systématique,
— Fonctions logarithme népérien et exponentielle :
® Fonction logarithme népérien.
. Fonction exponentielle népérienne.,
® Activités numériques :
— logarithme décimal;
— fonctions puissance : application aux problémes économiques, biologiques.
e Introduction 2 la notion d’équation différentielle a 'aide de la résolution d’équation

des types :
f'+kf=0
f'+kf=0.

IV. SUITES NUMERIQUES
— Etude de quelques suites récurrentes. Cas particuliers des suites arithmétiques et des

suites géométriques. Applications pratiques.

— Convergence de telles suites sur quelques exemples. o
— Théorémes complémentaires (majoration, minoration, limite infinie d’une suite),

ALGEBRE

1. EXEMPLES DE RESOLUTION DE SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
Utilisation d'un tableau triangulaire pour résolution.

II. DENOMBREMENT
— Nombre d’applications d’un ensemble fini dans un autre ensemble fini; arrangements;

combinaisons ; permutations dans un ensemble fini.

III. STATISTIQUE
— Série statistique a deux caractéres :

e représentation d’un nuage de points (cas des points pondérés, point moyen);
® ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés;
® corrélation linéaire.

IV. PROBABILITES _
On veillera a faire ressortir le lien naturel entre les statistiques et les probabilités.
— Espace probabilisé fini.
— Probabilité conditionnelle, événements indépendants.
— Variable aléatoire. Espérance, variance d’une variable aléatoire.

— Loi bindmiale.

V. ENSEMBLE C DES NOMBRES COMPLEXES
— Bijection de R? sur C affixe d’'un point, d'un vecteur. "
— Somme, produit, quotient de deux complexes. Conjugué d’un complexe. Interprétation
géométrique de ces notions. Application a I'étude des similitudes directes ou indirectes.
— Formule de Moivre. Racines n**™ d’un complexe.

— Résolution d’équations du second degré. Exemple de factorisation de polynomes.
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GEOMETRIE

LES VECTEURS DE L’ESPACE

Définition - Opérations - Base - Coordonnées - Produit scalaire - Norme d’un vecteur -
Traduction analytique dans une base orthonormée.

Orientation de I'espace.

Produit vectoriel - Traduction analytique dans une base orthonormée directe.

CONIQUES

— Définition bifocale des coniques 2 centre ; propriétés géométriques.

— Définition de la parabole par foyer et directrice ; propriétés géométriques.
— Equation réduite d'une conique ; étude analytique d'une conique.

— Régionnement du plan par une conique.
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Les vecteurs de I'espace

Lecon 1: L'ESPACE VECTORIEL (U, +, )

Legon 2 : BILAN DE LA STRUCTURE D'ESPACE VECTORIEL
Legon 3 : LE PRODUIT SCALAIRE DANS

Lecon 4 : LE PRODUIT VECTORIEL DANS

1 L’espace vectoriel (W, +, *)

1) Les vecteurs de I’'espace &

a) Définition
e Bipoints équipollents de &

— Considérons quatre points coplanaires de & : A, B, C et D;
c’est-a-dire quatre points appartenant 2 un méme plan (P) de &.

Si les bipoints (A, B) et (C, D) sont équipollents dans le plan (P) qui les contient,
on dit qu’ils sont équipollents dans I'espace &.

L=

Définition

On dit que deux bipoints (A, B) et (C, D) de I'espace &, sont équipollents,
lorsque (A, D) et (B, C) ont le méme milieu.

Remarque
— Si les bipoints (A, B) et (C, D) sont équipollents, alors les points 4, B, C,
D sont coplanaires. '

1
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Algébre-Géométrie Terminale D

— La relation d’équipollence définie dans l'ensemble des bipoints de & est une
relation d’équivalence.

e Vecteurs de l'espace &

Définition

On appelle vecteur de ’espace &, de représentant (A, B), I’ensemble des bipoints
de I’espace &, équipollents a (A, B).

On le note : AB, ou tout simplement : .
On désigne par W I’ensemble des vecteurs de &.

" Conséquence immédiate de la définition

Etant donné un point A de & et un vecteur # de 2, il existe un unique point
M de & tel que :

——

AM =1l

Egalité de Chasles
Puisque trois points de 1’espace appartiennent nécessairement a2 un méme plan,
ona:

" Y(0, A, BYe&® OA +AB =0B. -

b) Addition dans W

e Soit & et ¥ deux vecteurs de W et O un point de &.
11 existe un unique point A tel que : OA =i

et un unique point B tel que : AB =17.

Les points O, A, B appartiennent 3 un méme plan (P).
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1/ Les vecteurs de ’espace

(P)

On meontre alors que le vecteur OB est indépendant du choix du point O; c’est
la somme des vecteurs i et 7 de W.

O 8.2 ii +7 =04A +AB =0B.
e On a ainsi défini I'addition dans W, c’est 'application :
WX W — W

(5 e

Elle posséde les mémes propriétés que I'addition dans U. Dol :

Théoréme

(W, +) est un groupe commutatif.

1) On considére le parallélépipede ABCDEFGH.

Soit I le centre de ABCD et J celui de EFGH.

— Trouver quatre représentants du vecteur IT.

— Montrer que le quadrilatére AIGJ est un parallélogramme.

— Construire un représentant d’origine C' de chacun des vecteurs :
AB +EH; GI+HJI; BF +AI

D C

Exercice

-—
—-—
F'____.--
—

—

-
i
—
—
—
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Algébre-Géométrie Terminale D

¢) Multiplication d’un vecteur de W par un nombre réel
e Soit k un nombre réel et i un vecteur de W de représentant (O, A).

Il existe un plan (P) qui contient les points O et A.
Désignons par B le point du plan (P) tel que :
OB =k-0A.

3 (P)

On montre alors que le vecteur OB est indépendant du choix du point O et du
plan (P); c’est le produit du vecteur it de W par le nombre réel k.

Ona: k«it =k+OA =0OB.

o On a ainsi défini la multiplication d’un vecteur de W par un nombre réel; c'est

I’application :
RxW — W

(k, &) — k-u.
Elle posséde les mémes propriétés que la multiplication d’un vecteur de U par

un nombre réel.
On résume les propriétés de I'addition des vecteurs de W et celles de la
multiplication d’un vecteur de W par un nombre réel en disant que :

Théoréme

(W, +, ) est un espace vectoriel sur R.

En déduire des régles permettant de calculer dans I'espace vectoriel (W, +, *)-

2) Combinaison linéaire de vecteurs de I'espace &
a) Définition

Soit | & et ¢ deux vecteurs de W
a et b deux nombres réels.

Le vecteur w tel que :
W =ait +bi

est appelé combinaison linéaire des vecteurs i et 9.
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1/ Les vecteurs de l’espace

(P)

ait + bl

OA =aii; AB =bi: OB =aii +bb,

De méme on peut définir une combinaison linéaire de 3, 4, ... n vecteurs de W.

b) Vecteurs colinéaires

e Vecteur directeur d’une droite de 'espace &

On a vu en classe de Seconde, qu'une droite (D) de ’espace & est déterminée
par deux de ses points distincts A et B. :

On dit que le vecteur it de représentant (A, B) est un vecteur directeur de la
droite (D).

(Tout vecteur directeur d’une droite est donc non nul.)

% g =l

(D)

On dit que des vecteurs non nuls de W ont méme direction lorsque ce sont des

vecteurs directeurs d’'une méme droite.
Ainsi, deux vecteurs non nuls de W, & et # ont méme direction si et seulement

si, il existe un nombre réel non nul & tel que :

u =kv.
— Si: k>0, on dit que : & et U sont de méme sens.
— Si: k<0, on dit que : & et U sont de sens contraires.

e Vecteurs colinéaires

Deux vecteurs de W sont dits colinéaires si :

I'un au moins est le vecteur nul
ou bien | '
' ces vecteurs ont méme direction.
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" Algébre-Géométrie Terminale D

Comme dans le plan, on montre que :

Théoréme

Deux vecteurs if et ©# de W sont colinéaires si et seulement si, il existe deux
nombres réels a et b tels que : :

(a, b)#(0, 0) ait + b =0.

Donner une condition pour que deux vecteurs i et # de W soient non colinéaires.

e Activité : Droite vectorielle
Soit if un vecteur non nul de W.

Montrer que, I'ensemble (A) des vecteurs colinéaires a il est une partie de U,
stable par combinaison linéaire, c'est-a-dire que toute combinaison linéaire de
deux vecteurs de (A) est un vecteur de (A).

On dit que (A) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur K.

VieW [Fe)] <> [3keR 7 =ki]

Montrer que :
— La droite vectorielle (A) est engendrée par tout vecteur non nul qu’elle contient.

— Le vecteur nul appartient & toute droite vectorielle de W.

¢) Vecteurs coplanaires

o Activité : Plan vectoriel

Soit if et © deux vecteurs non coplanaires de W.

Montrer que, I’ensemble () des combinaisons linéaires de i et ¥ est une partie
de 1, stable par combinaison linéaire.

On dit que () est le plan vectoriel engendré par (i, ¥ ).

Ve ew [we(m)] < [Ia b)ER ¥ =all +b )

Montrer que :
— Le plan vectoriel () est engendré par tout couple de vecteurs non colinéaires

qu’'il contient.
— Le vecteur nul appartient a tout plan vectoriel de .

e Vecteurs coplanaires
Des vecteurs de W sont dits coplanaires §'ils appartiennent a un méme plan

vectoriel.

e Montrer que :
Deux vecteurs quelcongues de W sont coplanaires.
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1 / Les vecteurs de l'espace

o Etude de trois vecteurs de W
ngit i, U, w trois vecteurs de W de représentants respectifs : (A, B); (4, C);
(A, D).

i, U, W _sont colinéaires ii et ¥ ne sont pas colinéaires
A, B, C, D sont alignés A, B, C ne sont pas alignés
D
_ b
w
D b
‘/‘/*c/% " i z ’
# A
Tout plan vectoriel w appartient au plan W n’appartient pas au
qui contient un vec- vectoriel engendré | plan vectoriel engen-
teur, contient les deux | par (i, 7 ) dré par (&, ¥ ).
autres
DE(ABC) D& (ABC)
R e ; i, ¥, w sont non
i, v, w sont coplanaires coplanaires
A, B, C, D sont coplanaires A, B, C{ D sont non
coplanaires

Ainsi, trois vecteurs quelconques de U sont :
coplanaires

ou bien

non coplanaires

[Lcs vecteurs : AB, AC, AD] [Les points : A, B, C, D]
; <> .
sont coplanaires dans W sont coplanaires dans &.

Montrer que :

Théoreme

Trois vecteurs i, #, w de W sont coplanaires si et seulement si, il existe trois
nombres réels a, b, ¢ tels que :
(a, b, c)#(0,0,0) kt] ait +b7 +ciw =0.

Donner une condition pour que trois vecteurs i, U, W de U soient non coplanaires.

d) Activité : Combinaison linéaire de trois vecteurs non coplanaires de W

Nous savons construire une combinaison linéaire de deux vecteurs de 0, il suffit
de considérer des représentants dans un méme plan de &£ Nous savons aussi
décomposer un vecteur de W suivant deux vecteurs de W.
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Algébre-Géométrie Terminale D

e Somme de trois vecteurs non coplanaires de W
On donne trois vecteurs non coplanaires de W : i, 7, .

Soit les points O, A, B et C tels que :
OA =ii; OB=%: OC-=w

—

On en déduit le point D telque: OD =&
puis le point S tel que : 0S =5

-

=y ey

+8 + W

Donner un programme de construction d’un représentant de la somme de trois
vecteurs non coplanaires de W.

Considérons le tétragdre ABCD.
Donner un représentant du vecteur AB + BD +DC?

Construire le représentant d’origine A du vecteur :
AB +AC +AD.
A

Exercice

o Combinaison linéaire de trois vecteurs non coplanaires de W
On donne les trois vecteurs non coplanaires de W : &, ¥, W, par leurs représentants

respectifs :

(0, A), (0, B) et (0,C). )
Construire un représentant de chacun des vecteurs : 26 +0 +3W et it =20 +3w.

C

Vo
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1 / Les vecteurs de !’espace

e Décomposition d’un vecteur de W suivant trois vecteurs non coplanaires de W

On donne trois vecteurs non coplanaires #, U, w et un vecteur 5 par leurs
représentants respectifs : (O, A), (0, B), (O, C) et (O, 8).

Construire un représentant de chacun des vecteurs &', #', W', respectivement
colinéaires aux vecteurs z, 0, w et tels que :

w'+v'+w'=4§
On dit que le vecteur § est décomposé suivant les vecteurs Z, 0, W.

Donner un procédé pratique permettant de décomposer un vecteur quelconque
de W suivant trois vecteurs non coplanaires de W.

Considérons le parallélépipéde ABCDEFGH.
Décomposer le vecteur BH suivant les vecteurs AB, AD, AE.

Exercice

3) Norme d’un vecteur de W
Vérifier que :
Si: (A, B) et (C, D) sont équipollents;
alors : d(A, B)=d(C, D).
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Algébre-Géométrie Terminale D

10

Ainsi : |
it étant un vecteur de W, (A, B) un de ses représentants,
d(A, B) est donc indépendant du choix du représentant de i.

Définition

Etant donné un vecteur # de représentant (A, B), on appelle norme de &, le
nombre réel noté | ||, tel que :
iz || =d(A, B).

Donner les propriétés de la norme d'un vecteur de W.

Comme pour les vecteurs de U, on montre que :

Un vecteur de W est entierement déterminé par :
sa norme
sa direction
son sens.

Etant donné un vecteur non nul & de W, montrer qu'il existe

Exercice
exactement deux vecteurs colinéaires a u et de norme 1.

4) Base de W; coordonnées d’un vecteur de W

Définition

On appelle base de W, tout triplet de vecteurs non coplanaires de W.

On donne un triplet (£, j, £ ) de vecteurs non coplanaires de W.

Soit O un point de &.
On désigne par I, J, K les points de & tels que :

Ol =i: OF=f; OK =k
Les points O, I, J, K ne sont pas coplanaires dans &.
Soit donc le repere (O, I, J, K) de I’espace &.

Lk
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1./ Les vecteurs de l'espace

Soit # un vecteur de W; il existe un unique point M de & tel que :
OM =1
Soit (x, y, z) les coordonnées de M dans le repére (O, I, J, K) de &.

Les plans passant par M et paralléles aux plans (OJK), (OKI) et (OIJ) coupent
respectivement les droites (OI), (OJ) et (OK) aux points m,, m, et ms.

Il en résulte que :
Om=x;  Omy=y; Omy=z
Om,=xi; Omy=yj; Omy=1k
et: OM = Om,+ Oni, + Oms.

Il existe donc un unique triplet de nombres réels (x, y, z) tel que :
i =xi +yj +zk.

Théoreme

Etant donné une base (f: f,' k ) de W, tout vecteur de W se decompose de
maniére unique suivant les trois vecteurs i, j, k de cette base.

Définition

|

(i, j, k) une base de W

if un vecteur de W
I'unique triplet de nombres réels (x, y, z) tel que :
i =xi +yj +7k

Soit

est appelé le triplet de coordonnées de i dans la base (i, i k ).

X

On note : i (x, y,2), ou: il (y)
z

Justifier le tableau suivant :

Dans la base (/, j, k) de W
w i v i+ Ail ail +BU
5 X X! x+x' AX ax + Bx’
B y y! y+z' Ay ay + By’
4 z' g+ AZ az + Bz’

A, @, B sont des nombres réels quelconques.
11
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'A?gébre-Ge'oméfrie Terminale D

Exercice On donne le parallélépipede ABCDEFGH.
Soit O son centre et I le centre de ABCD.

— Montrer que (IB, Al OI ) est une base de .
— Trouver dans cette base les coordonnées des vecteurs AB, AD,

AE, AC, AF, AH, AC.

5) Vecteurs et points de I'espace

a) Bijection entre & et W
Soit O un point de &.

On a vu que, étant donné un vecteur i# de W, il existe un unique point M de &
tel que :

—e.

u =0M.
Il en résulte que P'application :

W — &

i —> M telque:OM =0t

est bijective.

b) Base de W associée 2 un repére de &

e On donne dans I’espace & quatre points non coplanaires : O, I, J, K.

On sait que :
(0, I, J, K) est un repére de & (OI, OJ, OK ) est une base de W
K K
ot J
o°® 0
: i I

12
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1 [/ Les vecteurs de l'espace

(0, 1, J, K) étant un repére de &, (O, OJ, OK ) est une base de W.
On dit que (OI, OJ, OK ) est la base de W associée au repére (0, I, J, K) de &.

e (i, ], k) étant une base de W et O un point de &, le quadriplet de points
(O, I, J, K) tel que ;
Ol =i; OF=j; OK=Fk
t un repere de &. On dit que (O, I, J, K) est un repére de & associé a la base

e’
(i, J, k) de W.

Théoréme

Soit (O, I, J, K) un repére de & associé a la base (E;TE) de W.
Soit M un point de &, et (x, y, z) un triplet de R?, alors :

Le point M a pour Le vecteur OM a pour
coordonnées (x, y, z) <«~——> | coordonnées (x, y, z) dans
dans le repére (O, I, J, K) la base (i, j, k)

™\ i

OM = xi" +yj +zk.

¢) Coordonnées d’un vecteur défini par un de ses représentants

Justifier le tableau suivant :

(0, I, J, K) repére de & (OI, OJ, OK ) base de W
M(x, y, 2) OM (x, y, 2)

————

B(xp—Xa, Ys—Yar 25— Za)

h S

A(X4, Ya» 24); B(xp, Y8, Z8)

d) Vecteurs et points
L’espace & étant muni d’un repére d’origine O, l'e_nsemble W étant muni de la
base associée, les applications suivantes sont bijectives :

Ne/ N\

13
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Comme dans le plan, ces bijections montrent qu’on peut résoudre certaing
problémes de géométrie de 1’espace en utilisant :

I’espace vectoriel (W, +,*)

I’ensemble R’
les propriétés géométriques de &.

Il est donc nécessaire de savoir choisir 1'outil le mieux adapté a un probléme posé,

Exercice On considere un tétraédre ABCD. ' _
Soit M, N, P, Q les milieux respectifs de lAB], [AD], [B, C]
et de [CD]. .

Montrer que MNQP est un parallélogramme.

2 - Bilan de la structure d’espace vectoriel

1) Synthése sur les ensembles U et W
Nous avons étudié ’ensemble U des vecteurs du plan J' et I'ensemble ‘W des

vecteurs de ’espace &.

a) Définition d’un vecteur de U (resp. de w)
Tout élément de U (resp. de W) est appelé vecteur; c’est une classe d’équivalence
d’un bipoint (A, B) de #X & (resp. de & x &). 1l est alors noté AB ou tout

simplement . &
/ /

A

b) Structure sur U (resp. sur W)
On a défini sur U (resp. sur W) :

— une loi interne appelée addition des vecteurs; c’est 1'application :
VXU — Vs resp. WXW — W
(B, 0)— T +7 (,9) — 0 +7

14
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1 / Les vecteurs de l'espace -

— une loi externe appelée multiplication d’un vecteur par un nombre réel; c’est
I'application :

RxV +— U; resp. RxW — W
(A,ET)—»A'LT ()l,ﬁ')|—-->-.v\’ff.

e L’addition des vecteurs posséde les mémes propriétés dans U et dans W.

Quels que soient les vecteurs if, 7, w de U (resp. de W)
7]

i+v=0+u
(0 +w)=(d+7)+w
i +0=ii
i +(—it )=0.

Nous avons résumé ces propriétés en disant que :

(U, +) et (W, +) sont des groupes commutatifs.

o La multiplication d’un vecteur par un nombre réel posséde les mémes propriétés
dans U et dans W '

Quels que soient les vecteurs i, 0, w de U (resp. de W).
Quels que soient les nombres réels a et g :

a+(B-i )=(ap)-i.

Nous avons résumé les propriétés de I'addition des vecteurs et celles de la
multiplication d’un vecteur par un nombre réel, en disant que

[(tU, +, +)et (W, +, +) sont des espaces vectoriels sur R.

¢) Base dans U et dans w

__ Une base de U est un couple — Une base de W est un triplet
de vecteurs non colinéaires de U. de vecteurs non coplanaires de W.

15
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— Tout vecteur de U (resp. de W) se décompose de maniére unique suivant
les vecteurs d’une base de U (resp. de W).

— On démontre et nous admettrons que :

Théoréme

Un couple (£, [) de vecteurs de U (resp. un triplet (7, f, £ ) de vecteurs de W)
est une base de U (resp. de W) si et seulement si tout vecteur de U (resp.
de W) se décompose, de maniére unique, suivant i et j (resp. i, j et k).

2) Autres exemples d’espaces vectoriels sur R

a) Vecteurs du plan, vecteurs de I’espace et nombres réels
e O étant un point de 7 (resp. de §), on sait que les applications ci-dessous sont
des bijections :
Vv — R? w — R’
OM +— (x, ) OM — (x, %, 2)
oii(x, y, z)estletripletde coordonnées

ol (x, y) est le couple de coordonnées
de OM dans une base (7, j, k ) de W.

de OM dans une base (i, /) de U,

e On a d’autre part les tableaux suivants :

U u 7 i +7 Al w u ] u+i Al
R? (x) (x’) (x + x') (Ax) R x x' X +x" AX
y y' y+y Ay y y' y+y Ay

% Z' e o AZ

Comme on va le voir ci-dessous, il en résulte, qu’il est possible de définir sur R?
(resp. sur R*) une structure d’espace vectoriel sur R.

b) Etude de R* (R*=RxR)

" o Un élément de R? est noté : (x, y), ou: (x)
- y

Soit | (x, y) et (x, y') deux éléments de R>.
A un nombre réel.

e Vu les résultats observés sur les coordonnées de la somme de deux vecteurs
de U, on pose :

(x, y)+(x', y)=(x+x', y+y').

ce qui permet de définir I’addition dans R?.

16
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1 / Les vecteurs de l'espace

e Vu les résultat‘s observés sur les coordonnées du produit d’un vecteur de UV
par un nombre réel, on pose :

A+(x, y)=(Ax, Ay). J

ce qui permet de définir la multiplication d’un élément de R* par un nombre réel.

e Montrer que :

(R?, +, «) est un espace vectoriel sur R, J

e Base canonique de R?
Soit (x, y) un vecteur quelconque de R2.
Ona: (x, y)=(x, 0)+(0, y)
(x, y)=x+(1, 0)+y+(0,1).

Supposons qu’il existe deux nombres réels x', y’ tels que :
(x, y)=x"-(1, 0)+ y*-(0, 1).

On a alors :
x+(1, )+ y-(0, 1)=x"+(1, 0O+y'(0, 1)
(x, y)=(x", ¥").
Donc : x'=x let] y'=y

Par conséquent, tout vecteur de R? se décompose, de maniére unique, suivant les

vecteurs (1, 0) et (0, 1).
Les vecteurs (1, 0) et (0, 1) constituent donc une base de R%.

On pose : a=(1,0) et b=(0,1)
La base (a, b) est la base la plus «naturelle» de R? car les coordonnées d'un
vecteur (x, y) dans cette base sont x et y.

On I’appelle alors la base canonique de R’.

Exercice Calculer :
(5,)+(2-3); (=7,00+(4,5)

2+(5-2); —4-(0,3).

uelles sont les coordonnées des vecteurs : (2,3); (—1,4); (0,7);
(—3,0); (0,0) dans la base canonique de R??

c) Activité : Ftude de R* (R*=RxRxR)

X
o Un &lément de R’ est noté : (x, ¥, z), ou: (y)
Z

17
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~ Algébre-Géométrie Terminale D

o Définir comme précédemment I'addition dans R’ et la multiplication dyp
¢lément de R® par un nombre réel. On les note respectivement + et -.

Calculer :
(2; =5; 1D+(-3;4;2)
-3+(7; -1, 0)
5-(4; 9; —2).
Montrer que (R?, +, ) est un espace vectoriel sur R. l

e Donner la base canonique de R’.

e Que peut-on dire de R*, de R’, ...

3 Le produit scalaire dans W

Dans la lecon précédente, nous avons fait le bilan des propriétés de I’addition
des vecteurs et de la multiplication d’un vecteur par un nombre réel, propriétés
qui font de U et de W des espaces vectoriels sur R.

Par ailleurs, nous avions en classe de Seconde, défini dans U le produit scalaire.

Sachant que deux vecteurs de 0 sont coplanaires, nous pouvons étendre 3 W la
définition du produit scalaire dans U ainsi que toutes ses propriétés qui ne font
intervenir qu'un ou deux vecteurs. Nous examinerons en particulier les propriétés
qui font intervenir trois vecteurs, car ceux-ci peuvent étre non coplanaires.

1) Définition, propriétés
a) Définition
e Soit 7 et # deux vecteurs de W, de représentants respectifs (0, A) et (O, B).
Les points O, A et B appartiennent 2 un méme plan (P).

Par conséquent, H étant le projeté orthogonal de B sur une droite support de
(0, A), le nombre réel :
OA x OH

ne dépend pas du choix de O, c'est le produit scalaire de ii par .

- —

On note : | i 9 =0Ax OH.

18
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1/ Les vecteurs de I’espace

e Montrer que :

si (E, F) est un représentant quelconque de 4 dans le plan (P), E' et F’ les
projetés orthogonaux respectifs des points E et F sur une droite support de

(0, A),
alors : it =0AXEF'

e Siii et sontdes vecteurs non nuls on utilise alors un résultat connu du produit
scalaire dans le plan :

i1 =0A X OB Xcos AOB.

Conclusion

if et ¥ étant deux vecteurs de W, de représentants respectifs (0, A) et (O, B),

et

— si: =0 # =0, alors: ii+9=0
— si:u #0 7 #0, alors: +9=0Ax0H

= 0A X OB X cos AOB
H étant le projeté orthogonal de B sur la droite (OA).

On a ainsi défini le produit scalaire dans W, c’est I'application :
Wx W — R
(it, 7 ) —> i@ - 3.
b) Propriétés
e On démontre comme dans le plan, les propriétés relatives au produit scalaire
de deux vecteurs quelconques de W :

—

V(i 0)EW @0 =0-i

vxeR V(i 5)eW* (xit )0 =x(if +d ).

19
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¢ Montrons que :

V(7,5 7)EW i-(5+7)=i 7 +ii .

Soit &, ©, W trois vecteurs de W de représentants respectifs (O, A), (0, B)
et (B, C).

— Examiner le cas:

=
ot ot

7

=4

— Supposons alors :

Soit B’ et ' les projetés orthogonaux respectifs des points B ¢t C sur la
droite (OA).

On a alors :

i(7+w)=04-0C
=0Ax OC'

i % +ii-w =04 .08 +0A -BC
=0Ax OB'+0Ax B'C’
=0A(OB'+B'C’)
=0Ax 0C',

L}

T} = =4

EE

nonu

2) Carré scalaire et norme d'un vecteur de W

o Soit if un vecteur de W de représentant (A, B).

On a vu que : “H “ _ AB.

Comme dans U, if «if est le carré scalaire de @ que I'on note i * et :

=0
[ii2=0] <« [&=0]
|7 =V,

20
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e 4 et v étant deux vecteurs quelconques de W on a :

ja-|<afx|5]. |

e On dit que deux vecteurs if et & de W sont orthogonaux lorsque leur produit
scalaire est nul.

[ L5] <= [i&-7=0]

3) Etude analytique du produit scalaire dans W
a) Base orthonormé de W

e Montrer que trois vecteurs non nuls, deux & deux orthogonaux, sont non
coplanaires.

On appelle base orthogonale, de W, tout triplet de vecteurs non nuls, deux a deux
orthogonaux.

e Un vecteur de norme 1 est dit unitaire.

Définition

On appelle base orthonormée de W, tout triplet de vecteurs unitaires, deux a
deux orthogonaux.

Il en résulte que :

Théoreme

Une base (i, j, k ) de W est orthonormée si et seulement si :

I17l=171=1&]=1

Soit ( Lk ) une base orthogonale de W telle que :
=2, *=1; k*=3.

Soit : i=2+j; 7=i—-4f; w=5k

(ii, 7, ) est-elle une base de W?

Cette base est-elle orthogonale?

Exercice

-— =

b) Traduction analytique dans une base orthonormée (i, j, k )

e des coordonnées d’un vecteur
i étant un vecteur de W de coordonnées (x, y, z), montrer que :

rx=ﬁ-r; y=ilJ; z=£¢'-fj

21
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e du produit scalaire de deux vecteurs

it et & étant deux vecteurs de W de coordonnées respectives (x, y, z) et (x', ¥', 2'),
montrer que :

T =xx’+yy'+zz'J

e de la norme d’un vecteur
i étant un vecteur de ‘W de coordonnées (x, ¥, z), on a alors :

[z [-veryee |

e de l'orthogonalité de deux vecteurs

T et & étant deux vecteurs de W de coordonnées respectives (x, y, z) et (x', ¥', 2')
on a alors :

Hlt => xx'+yy'+zz'=0. I

Exercice L'espace vectoriel (W, +,+) est muni d’'une base orthonormée

(i, j. k).

On considére les vecteurs i, 7 de coordonnées respectives :
(=23 (5505a),

— Quelle est la norme du vecteur i ?

— Trouver a pour que it et # soient orthogonaux.

4 Le produit vectoriel dans W

1) Orientation de l'espace

22

a) Soit (O, I, J, K) un repére de I'espace &.

Imaginons un observateur appelé « Bohomme d’Ampére» sur [OK) les pieds en
O, qui regarde la demi-droite [OI). .
La demi-droite [OJ) est soit sur sa gauche, soit sur sa droite.
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1/ Les vecteurs de ['espace

Ce qui permet de partager ’ensemble des repéres de I'espace en deux classes.

Deux reperes sont dits de méme sens, s’ils appartiennent 4 une méme classe, dans
le cas contraire, ils sont dits de sens contraires.

Orienter I'espace, c’est choisir une des deux classes et convenir que les repéres
de cette classe sont directs, tandis que ceux de l'autre classe sont indirects.

Il est d’usage de choisir pour repéres directs de &, les repéres (O, I, J, K) pour
lesquels I'observateur d’Ampére voit la demi-droite [OJ) a sa gauche.

Remarque

La regle dite des trois doigts de la main droite conduit & la méme orientation de
I’espace. Elle consiste, dans un repére direct (O, 1, J, K) de & a faire

correspondre :

Exercice

b) Activités

— le pouce a la demi-droite [OF)
— l’index a la demi-droite [OJ)
— le majeur a la demi-droite [OK).

On donne un repére direct (O, I, J, K).
Soit I, le symétrique de I par rapport a O, I, le point tel que :

54&:3(7}:

Donner le sens de chacun des repéres :
(0, ], I,K), (0,J,K]1I)
(Ol Ilv 'I: K}p (O! 123 J’ K)

o On donne un plan (P) de I'espace &, un repére (O, I, J) du plan (P), et une
droite (D) de & passant par O et non contenuc dans (P).

23
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Dans chacun des cas ci-dessous, trouver un point K de (D) tel que (O, I, J, K)

/L

D)

soit un repére direct de &.

¢ On donne un plan (P) de &, un point O de (P) et un point K de & n'appartenant

pas a (P).
Dans chacun des cas ci-dessous, trouver un repére (O, I, J) de (P) tel que

(0, I, J, K) soit un repére direct de &.

(D)

K

(17 [

c¢) Base orthonormée directe de W
Une base de W associée & un repere orthonormé direct de & est appelée base

orthonormée directe de W.

2) Produit vectoriel
a) Définition
— Nous avens vu que le produit scalaire dans W est une application qui a toul

couple de vecteurs de I'espace associe un nombre réel.
On se propose de définir une application qui, a tout couple de vecteurs de |'espace

associe un vecteur de |'espace.

24
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e_t-(S(;)itB E;“ et ¥ deux vecteurs non colinéaires de représentants respectifs (O, A)

Considérons le vecteur non nul W de représentant (O, C) tel que :

e la droite (OC) soit perpendiculaire au plan (OAB)
e le repere (O, A, B, C) de & soit direct

e et: OC=0AXOB Xsin AOB.

Le vecteur #w est un vecteur non nul défini par sa direction, son sens et sa norme.
On démontre et nous admettrons qu’il est indépendant du choix du point O.
Le vecteur W est appelé le produit vectoriel de i par .

€

Le produit vectoriel de @i par ¥ se note : i AT
se lit : i vectoriel 7.

Définition

Etant donné dans W, un vecteur i de représentant (O, A) et un vecteur ¥ de
représentant (O, B), on appelle produit vectoriel de & par ¥ le vecteur w noté

U AD ettel que:
__Si: if et sont colinéaires; alors : W =0.
__Si: i et # sont non colinéaires; alors : W est le vecteur de représentant

(0, C) tel que :
e La droite (OC) soit perpendiculaire au plan (OAB).

e Le repére (O, A, B, C)de & soit direct,
—
OC = 0A X OB xsin AOB.

e CtL:

On a ainsi défini le produit vectoriel dans W, c’est I'application :
WxW — W
(it, 7)) —> i AD.
25,
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e

Exercices { 1) % étant muni de la base orthonormée directe (f, k), on
considére les vecteurs &t et ¥ vérifiant : :
P=i+j v=i-]
— Quelle est la norme de & et celle de 77

— Montrer que (i, 7, E) est une base orthogonale.
Quel est son sens?

— Exprimer i AD en fonction de £.

2) & étant muni du repére orthonormé (0, I, J, K) associ¢ 2 la base
(£ j, k), dessiner Je représentant d’origine O de chacun des vecteurs :

W, U et @ADL

b) Propriétés
— Montrer que :

U
v(i, 7, w )e W i AT+

— Interprétation géométrique de la norme du produit vecioriel de deux vecteurs non
colinéaires ii, ¥, de représentants respectifs (O, A) et (O, B).

On sait que : | A% || = 0A x OB X sin AOB.
Soit O’ le point du plan (AOB) tel que : 00 '=0A + OB.

Montrer que :
|OA A OB | est I'aire du parallélogramme OAQ'B.

Le

26
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’ —

des vecteurs de .

Exercice i Soit it, it', D, v', W
0+ )A(F +7')et(all + b7 a7, avec : (a, b)ER

Développer : (i

3) Etude analytique du produit vectoriel

- -

Dans tout ce paragraphe, W est muni d'une base orthonormée directe (i, J, k)
associée au repére orthonormé direct (O, I, J, K) de 'espace &.

a) Traduction analytique du produit vectoriel dans la base orthonormée directe

e .

(i, 4 k)

o Vérifier que 'ona: {aj=Fk K
A

Compléter le tableau suivant :

Ea]

s Tl T E
i k . I ;
r
i /
I
k

o Soit if et 7 deux vecteurs quelconques de W de coordonnées respectives :
(x, y, 2) et (x', ¥, 2').
On a: F=xi +yi+zk; T=xT+y]+7'k

Montrer alors que :

i AT =D, +Dsf + D5k

z 7

X x'|
x x' |

y ¥

3

avec : D=

F y,l; D,=
z 2

On donne les vecteurs i et ¥ de coordonnées respectives :
(2: =3;0) et (—1;4;2)

Trouver les coordonnées des vecteurs : |
PAag: oAy (BF)AT; @ A(=20).

Exercice

tion pour que deux vecteurs de W soient colinéaires

b) Condi . o
x vecteurs de W de coordonnées respectives (x, y, z) et (x', ¥', Z').

Soit i7 et v deu

On sait que : o e’ o
[i et 7 sont colinéaires] <=> [i AD =0].

F
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Il en résulte que :

i (x, 5, 2) et ¥ (x', y', 2') sont colinéaires si et seulement si :

y 3"| z 2 ol
0 [e | ,|=0 & | ,|=e.
| @ [F -0 @ [F3

i X

En déduire une condition pour que if (x, y, z) et (x', ¥, z') soient non colinéaires,

Exercice On donne les vecteurs #, #, w de coordonnées respectives :
(2;0; -3%  (1; =5;4); (a;B; —2).
— Montrer que if et ¥ ne sont pas colinéaires.
— Trouver, a et B pour que ii et w soient colinéaires.

¢) Condition pour que trois vecteurs de U soient coplanaires

e Soit if, 7, W trois vecteurs de W, de représentants respectifs (0, A), (O, B) et
(0, C).

— Supposons &, #, # non coplanaires.

Alors if et # sont non colinéaires. Les points O, A, B déterminent donc un plan.

De plus le point C n’appartient pas au plan (OAB).

A
C

Al
-
W

f_..--"""
'

=i

A

Il en résulte que le vecteur i n'est pas orthogonal au vecteur i AD. (Justifier.)
Par conséquent : (&F AT )W #0.
— Réciproquement, supposons : (& AD )W #0.

Montrer que :
Les vecteurs if et # sont non colinéaires.

Les points O, A, B déterminent un plan qui ne contient pas le point C. (Justifier.)

En déduire que :

it, ¥, w sont non coplanaires.

28
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vim g w)ew [©0Y N o [(@45)-7 =0]
coplanaires

» Donner une traduction analytique de cette condition.

e Montrer que :

V(& 3, w )e we (FAD )W =(T AW )il =(W Al )9

Le nombre réel (& A )-W est appelé produit mixte des vecteurs i, 7 et .

Exercice { a) On donne les vecteurs &, 7 et w de coordonnées respectives :
(0;3; -2); (2;0;4); (1;,-5;0).
Montrer que (i, ¥, W ) constituent une base de W.

b) Soit F le vecteur de coordonnées (—3; 1; a). ,
Trouver a pour que les vecteurs &, 9, ¥ soient coplanaires.

29

Scanned by CamScanner
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Exercices

1 (1). Donner uno condition pour que deux

vecteurs de W engendrent la méme droite
vectorielle,

3 [1&? Soit (4) et {A") deux droiles vectorielles
a i

Mantrer qu'il exisle un unique plan vectoriel
(=) qui contient (A) et {A").

3 (1). L'ensemble W est muni d'une base
(f 1 k).
1} Mentrer que les vecleurs :

T % B wn o
2r-6/+3k et =—=T+af -2k
516l gl

engendrent la méme droite vectorielle.

2) Existe-t-il un nombre réel A el que les
vecteurs U et ¥ ci-dessous engendrent la méme
droite vectorielle? Dans le cas alfirmatif donner
cette valeur,

ay G(1:2: 3)et Vir;5; o).

by G(1;5:3) et VF(2+A;20+114).

A
6} B2 =3:19-44; —3) ot F(ﬁ; 15,6 (;+1))_

4 (1). Soit (=) un plan vecloriel de W engen-
dré par les vecteurs ¢ et V.

Donner une condition pour gue deux vecteurs
o' et v' engendrent le méme plan (=]

5 {1). L'ensemble W est muni d'une base
(7 1. k).

Soit () le plan vectoriel de W engendré par
les vecteurs :

27 -3 et [+6k
1) Montrer gque les vecteurs :

[-[+3k et [-2/-3k
engendrent le plan vectorie! (=)
2) Existe-t-il deux nombres réels A et u tels
que les vecteurs it et v ci-dessous engendrant
le plan vectoriel (w)? Dans le cas affirmatif
donner ces valeurs.
8) T(A+10; =9;3A) et V(2 u~—3:6)

by G(A; 1,94) et Vil — s 4 20 +10)).

6 (1). On donne un triangle ABC. _
On désigne par A", B’, €', les milieux respectifs
des segments

[BC), [CA] el [AB].

Soll M un point quelconque de l'espace &£,
Maontrer que :

MA + MB + MC = MA '+ MB '+ MC .

7 (3). On considére deux vecteurs I7; et 0; et
un vecteur non nul ¥ tels que :

EI '31 =EI "El-z.
FPeut-on en déduire :

1=Hz?

=

Justifier la réponse.

B (3). L'ensemye _'w gst muni d'une base
orthonormée (/. [ k).
On considére les vecteurs ;

G{10;11; =20 et ¥ {1;3; 4)
Soit A et B deux poinls de V'espace & définis

par :
OA =0 e OB=W

Trouver les coordonnées du wvecteur W de
représentant (O, H), H étant le projeté ortho-
gonal de B sur la droite (OA).

9 (3). L'ensemble W est muni d'une base.
Dans chacun des cas suivanls trouver les
nombres réels A et ¢ pour lesquels les vecteurs
U el ¥ soient colindaires.

ay i(-3;2:a)et ¥{1; u; 1)

by f(a; (A-1); m) et V(-2; -3 1).

10 (3). L'ensemble W est muni d'une base
orthonarmée (1. [, k).

On donne quatre points de 'espace £,
0 A Bel £tels que:

OA=T-J+k:
08 =27 +3J -k
OC =-7+27 +2k

Trouver les points P tels que OF soit un
vecteur unitaire orthogonal & OC et que le
point P appartienne au plan (OAB).

11 (2). Soit T el ¥ deux vecteurs de W. Donner
une expression plus simple de chacun des
nombres réels suivants :

lg+e|2-la-v]?
& +7||2-20 -

luf~68 -7 +9v]?
|a +27 |2~ ||v]

30
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12 (3). L'ensemble W est muni d'une base
orthonormée.
On donne le vecteur i (1; —2; 3).

1) Trouver deux vecteurs non colinéaires T et
v de W qui soient orthogonaux a 7.

2) Montrer qu'un vecteur W de W est orthogo-
nal & n si et seulement si, il appartient au plan
vecloriel engendré par & el v.

13 (3). (4). L'ensemble U est muni d’'une base
orthonormeé.
On donne les vecteurs

g0, —-2;1y et ¥(3:0;-5).
1) Vérifier que & et ¥ sont non colinéaires.
2) Trouver un vecteur non nul 7 qui soit
orthogonal aux vecteurs i et V.

3) Montrer qu'un vecteur W de W est orthogo-
nal aux vecteurs & et ¥ si et seulement si, il
appartient a la droite vectorielle engendrée

par .

14 (3). (4). L'ensemble W est muni d'une

base.
Dans chacun des c¢as suivants, trouver le

nombre réel A pour lequel les vecteurs &, V et
Ww soient coplanaires.

a) i (-1; =1 1), ¥ (1; =1; 1), W (-1, 0; A).
b) T (1; =1; 1) ¥ (1:1; —1); W (2, 1+4A; —3).

15 (4). On considére le parallélépipéde

ABCDEFGH tel que:
AB=a: BC=b; CD=c
Exprimer en fonction de a, b et ¢ les nombres

réels :

|EF +EH +EA| et (EF AEH)-EA.
Donner une interprétation géométrique de
chacun de ces nombres réels.

4 i base
16 (4). L'ensemble Tllgst muni de la ba

orthonormée directe (.-.fj E_].
Trouver un vecteur Emtfqlre orthogonal aux

vecteurs / +/ +k eti +/.

17 (4). Dans un espace &, on d'm:me deux
parallélogrammes PORS et PQ'RAR'S 'tels que
les droites (PP), (QQ") (RR") et (S5') scient
paraliéles.

On désigne par i un vecteur directeur unitaire
de la droite (PP').

Onpose :0 =PQ ;7 _pg.5'=PQ",7'=PS"

1) Montrer que :

(T AV)-A ={T'AV)F.
2) Donner une interprétation géométrique de
I'égalité précédente.

18 (4). L'ensemble & est muni d'un repére
orthanormeé direct.

On donne trois points P(1; 2; —=1), Q(3; - 1; 4)
et A(2; B; 2).

Soit un point § de & tel que PQAS soit un
parallélogramme.

1) Construire le parallélogramme PQOAS.
2) Trouver les coordonnées du point 8.
3) Trouver l'aire du parallélogramme PQRS.

19 (4). L'ensemble 'w:_ gsl muni d'une base
orthonormée directe (/, f, K ).

On donne les vecteurs T (4; —8; 1), ¥ (2, 1, —2)
et w {3; —4; 12).

1) Calculer (T-V)W et (V-W)0D.

2) Calculer T AV puis (T AV)AW.

3) Calculer & A(V AW ).

Comparer (T AVIAW et T A(V AW).

20 (4). L'espace & est muni d'un repére ortho-
normé direct.
— Trouver un vecteur directeur d'une droite
perpendiculaire au plan déterminé par les
points :

A1, —-1;2);  B(2;,0; —1);  C0; 2 1)
— Trouver I'aire du triangle ABC.

21 (4). L'espace & est muni d'un repére ortho-
normé direct (O, /, J, K).
On considére les points :

A(1;2;1), B(2:3:2). (2:0;2)

Montrer que les vecteurs AB et AC sont
orthogonaux.

2) Trouver les vecteurs I et V tels que:

o I soit unitaire, colinéaire & AB et de méme
sens que AG.

e 7 soit unitaire, colinéaire 4 AC et de méme
sens que AC. _

3) Trouver le vecteur unitaire W tel que
(T, v, w) soit une base orthonormée directe.
Quel est I'extrémité du représentant d'origine
A du vecteur w.

Placer dans l'espace &, les points A, B, C et
le repére d'origine A associé a la base
orthonormée (4, v, w).
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2 Exemples de résolution
de systemes

d’équations linéaires
Programmation linéaire

Legon 1: EXEMPLES DE RESOLUTION DE SYSTEMES D'EQUATIONS
LINEAIRES PAR UNE METHODE SYSTEMATIQUE

Lecon 2 : PROBLEMES PRATIQUES UTILISANT LA RESOLUTION DE
SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

Lecon 3 : PROGRAMMATION LINEAIRE. OPTIMISATION

1 Exemples de résolution de systémes d’équations
linéaires par une méthode systematique

1) Exem&ie introductif : systéme de trois équations du premier degré
dans R’

a) Résolution par substitution (rappel)
Résoudre le systéme d’équations :
2x+y— z=4
(1) (x, y, 2)ER’, { x—5y—-4z=0
Ix+3y+35z=1.

Désignons par |e (E:h (E2), (E;), respectivement la premiére, deuxiéme et
troisieme équation de ce systéme.

o k(E;) (keR*; i€{l, 2, 3}) la nouvelle équation obtenue en
multipliant les deux membres de I'équation (E;) par le nombre
réel k.

o (E)+(E)) (G, He{l, 2, 3}x{1, 2, 3}) la nouvelle équation
obtenue en ajoutant membre a membre les équations (E;) et (E;).

— En utilisant (E,), exprimons x en fonction de y et z.
s -y+z+4

On obtient : ;

32
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2 [ Programmation linéaire

Remplagons cette expression de x dans (E,) et (E,).
(E,) devient : 11y +7z=4.
(E,) devient : 3y +13z=-10.

Désignons par (E}) et (E2) ces deux nouvelles équations.
Le systéme (1) est équivalent au systéme :

_ 2x+ y—- z=4 (Ey)
arn  (x, 3 2)ER?, lly+ 7z=4 (E3)
3y+13z=-10 (E3)

i
Remarquons de plus que : (Justifier!)

(E3)=(E))-2(E;)
(E3)=2(E;)—-3(E)).

— En utilisant (E}) exprimons y en fonction de z.

On obtient : y= _7121_;.4.
Remplagons cette expression de y dans (E}).
On obtient : z=-1.

Désignons par (Ej) cette nouvelle équation.
Le systéme (II) est équivalent au systéme triangilaire :

2x+ y— z=4 (Ey)
() (x, y, 2)ER?, 1ly+7z=4 (E}
== (E3
(Justifier!)
Remarquons que : (E3)=11(E3)—=3(E3).

Résoudre le systeme (III') et conclure quant a I'ensemble des solutions
du systeme (1).

b) Matrice compléte associée au systeme (1)

Considérons le systéme (1) :

2x+ y— z=4
(x, y, 2)ER’, x=5y—4z=0
Ix+3y+5z=1.
2 1 -1
e Le tableau (1 =3 —-4) obtenu en relevant les coefficicents des inconnues de
3 3 5
ce systéme est appelé matrice des coefficients du systéme (1).
4
e Le tableau (0) obtenu en relevant les coefficients du deuxiéme membre de
1

chaque équation est appelé matrice du second membre du systéme (1).
33
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—

2 1 -1:4

e Le tableau (1 -5 -4 0) est appelé matrice compléte associée au
3 ¥ §5il
systeme (1).
Systéme Matrice compléte A
2x+ y— z=4 2 1 —-1:4
x—Sy—-4z=0 1 -5 —=4.:0
3Ix+3y+5z=1 T 3 5ii

Notations :

€2; 1; =1;4), (1;=5;-4,0), (31 3; 5: 1) sont appelées respectivement premicre,
deuxiéme et troisiteme lignes de la matrice compléte et notées (L), (Lz), (Ly).

¢) Systémes équivalents et régles de transformation d’une matrice compléte

2x+ y— z=4

Le systéme (1) : (x, y, 2)ER?, { x=5y=4z=0

Ix+3y+iz=1
x=5y+4z=0
est équivalent au systéme (2) : (x, v, 2)ER?, {3;‘ +3y+5z=1
2x+ y— z=4.

(Justifier!)
2 4 =3 :i4 1 =5 -4:0

Les matrices complétes (1 -5 =4 0) et (3 3 3 1) sont donc
3 3 3:1 2 1 -1:4

associées respectivement & deux systémes équivalents.

Reégle 1 T

On peut intervertir les lignes de la matrice compléte associée a un systéme; la
matrice obtenue est alors associée 2 un systéme équivalent au systéme initial.

_ 2x+ y— z=4
(x, y, 2)ER?, { x=5y—-4z=0
Ix+3y+5z=1

o Le systéme (1) :

1 |
+ = —_—— = :
x+sy 52 2

x— S5y—4z=0
3x+ 3y+ 5z=1.
(Justifier!)

est équivalent au systéme (3) (x, v, 2)ER’,
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1 ] :
2 1 -1:4 B P | A
Les matrices complétes : (1 -5 —4: 0) etl 1l -5 -4 0
3 3 5:1 3 3 3 1]

sont donc associées respectivement a deux systémes équivalents.

Régle 2

'_C)n peut multiplier chaque coefficient d'une ligne de la matrice compléte associée
a un systéme par un méme nombre réel k différent de 0, la matrice complete
obtenue est alors associée 4 un systéme équivalent au systéme initial.

Notation.

La ligne obtenue en multipliant les coefficients de la ligne (L;) (EE{I, 2, 3}) par
le nombre réel k, sera notée k(L;).

26+ y— g=4
e Le systeme (1) : (x,y,2)ER’,y x—-5y+4z=0
3x+3y+5z=1
(2x+ y— z=4
11 7
est équivalent au systéme (4) : (x, 5, 2)ER?, ¢ —5 Y5 = -2

3x+ 3y+ 5z=1

en effet, on a remplacé x dans la deuxiéme équation par son expression, en
fonction de y et z, calculée a partir de la premiere equation.

1
Remarquons que ceci revient & remplacer (E,) par (E;)+ (—E)(E,},

Les matrices completes :

2 1 -1:4 s B Tni S
e 1 7

—5 =4 i ... QR W R,
(1 5 4E0) et 0 5 2

3 3 5:1 3 3 s

sont donc associées a deux systemes équivalents.

Regle 3

| pour tout couple (i, j) élément de {1, 2,3}x{1,2, 3}, on peut remplacer, dans
la matrice compléte associée  un systéme, la ligne (L;) par la ligne (Li) + k(L;)
(keR). La matrice compléte obtenue est alors associée a un systéme équivalent

au systéme initial.

35
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Activité

Matrice

36

En utilisant les régles 1, 2, 3 permeltant gie t;ansfnrmer une matrice
compléte associée i un systéme d'équations linéaires en une autre matrice
compléte associée a4 un systéme équivalent, trouver comment obtenir la

matrice compléte associée au systeme :
2x+ y— z=4

(111) {x.}'.z)EIR’.{ 11y+?z=41
s

A partir de la matrice complcte associée au systéme initial :

2x+ y— z=4
(1) (x,y,2)ER, { x-Sy—4z=0
Ix+3y+5z=1
compléte associée au sys'téme (1):
2 1 —1:4 (L)
I =5 -4:0 (L)
3 03 501 (L)

(Ls) par (L) ~5(L)

régle 3 | on remplace

(Lo) par (L) =5 (L)

2 1 —1 4 (L))
7 :
e el E3
0 5 7 2 (L2)
3 13 : :
0 3 5 i 5 (L3)
3 | (L3) par =2
regle 2 | on multiplie (L}) par 2
21 -1: 4 (L))
01 7 : 4 (L3
03 13:-10 (L}
m— . A .
| régle 3 | on remplace (L3) par (L)=7 (L2)
o1 7 i 4 (L3
122§ 122
00 FriTmmd
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; _— 11
J regle 2 | on multiplie (L%) par —

122
21 -1 : 4
011 7 : 4
0 0 1 ! -1

c’est la matrice compléte associée au systéme triangulaire :
2x+y— z =4
(IIT)y (x,y, 2)ER, { 1y+7z=4
z=-—1.
Ce systéme est équivalent au systéme :

2x+ y— z=4
(1) (x,y z2)ER* { x—5y—4dz=0
Ix+3y+5z=1.

Résolution
La troisieme équation du systéme (III) donne :
z=-=1; dou: 1ly=11; c’est-a-dire: y=1

eL: 2x+1+1=4
donne : x=1.
Conclusion
L’ensemble des solutions du systéme :
2x+ y= =4
(x, y, 2)ER’, { x—5y—4z=0
Ix+3y+5z=1

est: {(1;1; D}

2) Méthode de Gauss et transformation d’une matrice compleéte

a) Exemple de résolution d’un 'systéme de n équations du premier degré dans R"
(neN-{0,1})

Exemple - systéme de 4 équations linéaires dans R

Résoudre le systéme (2) :

2x— y+ z— t=~1

2x—y  =3t= 2

3x - z4 t=-3

2x +2y—27+5t=—6.

(x, )’: Zi I)ER‘"

On se propose d’utiliser les matrices complétes et les régles de transformation
pour obtenir une matrice compléte associée a un systéme triangulaire équivalent

au systéme initial.
37
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Matrice compléte associée au systéme (Z):
@ =1 1 -1:-1 (L))
2 -1 0 -3: 2 (L,)
3 0 -1 1:-3 (L)
2 2 -2 35i-6 (L),

Le premier coefficient de la premiere ligne (ligne (L,)) n'est pas nul. Remplagons
les lignes (L,), (L4), (L4) respectivement par les lignes

2 3 2 .
(L2]_®{L|}- (LJ}_@)(LI}r ':L4)“®{L|} (regle 3)

de facon 2 obtenir des coefficients nuls dans la prf.:_mi(‘:re cplannc au-dessous du
premier coefficient de la ligne (L) qui, elle, reste inchangee.

On obtient la matrice compléte :

2 -1 1 —-1:-1

00 0 -1 -2: 3

o 3 5 53

2 "2 2: 2

0 3 -3 6:-5
que I'on transforme en utilisant la régle 2 (on multiplie les coefficients de la
troisiéme ligne par 2).
On obtient la matrice compléte :

2 -1 1 =-1:i-1
0o @ -1 -2: 3
0 3 -5 5:-3
0 3 -3 6:-5

Le deuxieme coefficient de la deuxieme ligne est nul.

Utilisons la régle 1 pour obtenir une matrice compléte ol le deuxi¢me coefficient
de la deuxieéme ligne ne soit pas nul. (On intervertit par exemple la troisiéme ligne
et la deuxieme ligne.)

On obtient la matrice compléte :

2 -1 1 —1:-1\ (L)
0 ® -5 5:-3| (L)
0 0 -1 =2: 3] (L3
0 3 -3 6:-5 (L)

Le deuxieme coefficient de la deuxieme ligne n'est pas nul, remplagons les lignes
(L}) et (L%) respectivement par les lignes :

(L} —(%(Li) (donc (L3) reste inchangée)
3
et (M)‘@(LE}

de facon a obtenir des coefficients nuls dans la deuxiéme colonne au-dessous du
deuxieme coefficient de la ligne (L4) qui, elle, reste inchangée.
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On obtient la matrice compléte ;

2 -1 1 -1:i-1
0 3 -5 5:-3
0 0 -1 -2 3
0 0 0 -3: 4

associée au systéme triangulaire (Z) :

2x— y+ z— t=-1 (E;)
Jy—-5z+5t=-3 (E3)

x, ¥, 2)ER?,
(%3 2) — z-2t= 3 (E}
. —=3t= 4 (Ej})
équivalent au systéme (Z).
Résolvons le systeme (Z) :
L’équation (E}) donne : l= —g.
L'équation (E}) donne alors : —z +§= v c'est-a-dire : z = -%.
- ; 5 20 i e 2
L’équation ( E3) donne alors : 3y +§—-,J;-= -3 c’est-a-dire : y =§.
; ; 2 1 4 G 2
L’équation (E,) donne alors : 2x —§—§+§= —1; c'est-a-dire : x= ~3
Conclusion

I.’ensemble des solutions du systeme () :

i ol i A Lol S|
2x— ¥ =3t= 2
3x - ¥ =3
2x+2y—2z+5t=-6

{335

Cette méthode systématique pour résoudre un systéme d’équations linéaires est
appelée méthode de Gauss.

(x, y, 2, )ER?,

En utilisant la méthode de Gauss et les regles de transformations

Exercices I . - P 7 : gl
d'une matrice compléte, résoudre les systemes d’équations linéaires
suivants :

x+2y= 1
1) (x, y, D)ER’, {y+2z= 3
z+2x=-1.

2= y—= z— =1
. x=3y+ z+4+ t=-2
2) (xs Y. 2 I)E[R’ x+ y—22+4f= 4

x=~ y+ p—=It=~—§
39
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b) Utilisation de la méthode de Gauss pour la résolution d'un systéme de p équations
dans R" (avec: p<n)

Exemple. Systéme de 4 équations linéaires dans R°.

Résoudre le systéme :
2x—14y+7z =Tt +11lu=-1
x, ¥, 2, t, u)ER’, 4x—10y +5z—5t+ Tu= 1
5 ) x+ 2y— z+ t— 2u= 1
2x— 2y+ z— t+ u= L

e La matrice compléte associée i ce systéme est :

2 =14 7T =7 11 ; ~1 (Ly)
4 =10 5 -5 7 : 1 (L)
1 2 =1 1 -2 : 1 (Ls)
2 -2 1 -1 1 @ 1 (Ls)
(L,) par (L,)— :]!(Ll)
régle 3 | on remplace | (L) par(L;)—-i(L,]
(L4) par (Lg)=(L;)
2 =14 7 -7 11 & 1 (L)
0 1B =3 9 ~l3: 3 (L3)
9 9 15: 3 ,
¢ ¥ rg 8wl 5 W
0 12 -6 6 -10: 2 (L)
, 1
(L3) par 3
2
régle 2 | on multiplie | (L3) par 3
\ 1
! (L) par 5
2 —-14 7 =7 11 : -1 (L,)
0 6 -3 3 -5 1 (L%
0 6 -3 3 -5 1 (L%)
0 6 -3 3 -5 1 (L")
; (L5) par (L3)— (L3
le 3 1 i
régle 3 | on remplace (L) par (L%)— (L2
2 ~-14 7 -7 11 : —1
0 6 -3 3 -5 : |
0 0 0 0 0 : 0
0 0 0O 0 0 : 0

40
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Cette matrice compléte est associée au systéme :
2x—14y+7z-Tt+1lu=-1
b I A I: i ERS! {
(x, 5, 2 ) 6y—3z+3t— Su= |1
équivalent au systéme initial.

e Observons qu’en écrivant ce systéme sous la forme :
2x—14y==Tz+7t—1lu—1

6y= 3z-3t+ Su+l
on obtient un systéme triangulaire, chaque fois que 'on attribue a z, ¢, u des

valeurs réelles. Ce systtme admet donc une infinité de solutions, ensemble des
quintuplets de la forme :

(x, », z, t, W)ER?, {

1 21 1 5 1 )
e TR R B e TR ST O &
(3'”3'2"“’ gl BTg et |
ol z, t, u sont des nombres réels quelconques.
On écrira :

1 2 1 1 5 1}
= 3 == = iy ol it 1
S {(x, ¥, 2, I, u)EIR X 2l4r+3,y 22: 2t+iu i

ou encore :
(2t H)EW}

1 2 1 1 5
Sﬂ[(iu+§,iz—it+gul-g,z,t, u)

Exercices 1) Résoudre le systéme :
) x—y+2z=-1
(x y, 2)ER, {21+y— z= 0.

2) Résoudre le systeme :
X— y+2z—-t=2
(x, y, z, t)ERY, l2x—2y+ z+t=1
X~ Yt g—tml,

¢) Utilisation de la méthode de Gauss pour la résolution d’un systéme de p équations
linéaires dans R" (avec: p>n)

Exemple. Systtéme de 5 équations dans R*.

On considére le systéme d’équations linéaires :

(2x+ 2y—27+5t=—6
Ix = 724 t=-3
x, y, 2, DERY, 126 Y ~3t= 2
- y+ 71— t= |
X—my— z+2t= m

\

ot m est un nombre réel (paramétre). Pour quelle(s) valeur(s) de m, ce
systéme a-t-il au moins une solution?
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o Considérons la matrice compléte associée a ce systeme :

5 4 9 §i=6
3 0 -1 1 k=3
8 =y 0 =3 02
2 -1 1 -1: 1
1 -m-1 2: m

En transformant cette matrice compléte par les régles habituelles, on obtient la

matrice compléte :

3772 4 5 ; ''''' —6 |
I _}_ I
:{) =3 2 > 6 |
1

0 0 1 = 1.
| % .

|
‘o 0 0 . 2 :

g — o —

Remarquons que de cette matrice compléte 'on peut extraire une matrice compléte
associée 4 un systéme triangulaire.

En effet, la matrice compléte :

2 =2 9 i-b

13 :

0 -3 2 3-— 6
1

0 0 | 3 1
3

0 0 0 —3 2

est associée au systéme triangulaire :

(2x+2y—2z+ S5t=-6
(x, y, 7, HER?, “3J'+32-1§r= 6
R N
e

Ce systéme a pour solution le quadruplet :
5 4
(025 3)
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e Le systeme initial, équivalent au systéme :

(2x+2y—2z+ S5t=-6

—3y+2z—-1§f= 6

-+ lt" 1

(x, y, z, 1)ERY, { -
2
-1-2m 13m +8
=—m+
3 7+ 3 ! m+2

) i : : 5 4
n'aura donc des solutions que si, et seulement si, le quadruplet (0; 2 5: —'5)

vérifie la derniére équation, ¢’est-A-dire si et seulement si :

-1-2m (5) (13m +8) (—4)
=)+ —)=-m+2
33 6 f
< g . : 13
c’est-a-dire, si et seulement si: m= g
L'unique solution du systéme est alors :
5 4
(025 -3)
Exercices 1) Résoudre le systéme :
( 2x— y+3z=1
— 4x+2y+ z=3
3 -
(6 3 DERL Y gyt yrdz=4
10x — 5y — 6z =—10.
2) Résoudre le systéme :
[ x+ y=1
2x =3y=-1
(x, y)ER?, { 4x+3y=0
L % x— y=35.

2 Pproblémes pratiques utilisant la résolution
de systémes d’équations linéaires

1) Recherche de fonctions numeriques
Trouver la fonction polynome f de degré 3, dont la représentation
graphique dans le plan muni,d’un repér:e orthogonal (O, I, J) passe par
les points dont les coordonnées respectives sont (1; —=4), (—1;4), (2; 1)
et admette un extremum relatif au point d’abscisse 1.
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Montrer que la recherche de cette fonction polynome revient a résoudre le systéme
de quatre équations linéaires dans R* :

a+ b+ c+d=-4
—a+ b- c+d=4
Ba+4b+2c+d=1
Ja+2b+ ¢ =0.

(H! bv ¢, d)Eﬂ:z‘l

L.a matrice compléte associée & ce systéme est :

11 1 1i-4
-1 1 -1 1: 4
§ 4 2 1: 1
32 100

Transformer cette matrice compléte en utilisant les régles habituelles vues
dans la lecon 1, en une matrice compleéte associce a un systéme triangulaire
équivalent au systéme initial.

Résoudre le systéme triangulaire et en déduire la fonction f.

On trouve : f:R— R
x — x4+ x2-5x—1.

Représenter graphiquement cette fonction numérique.

2) Probléme de géométrie

A

On considére trois cercles de centres respectifs A, B, C tangents deux a
deux, et tels que :

AB=345mm, AC=27mm, BC=31,5mm
comme l'indique la figure ci-dessus.
Trouver le rayon de chaque cercle.
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Mantre; que ce probléme revient i résoudre un systéme de trois équations linéaires
dans R’, dont une matrice compléte est :

1 1 0:34,5
(0 1 1g31,5).
10 1:27

Transformer cette matrice compléte en une matrice compléte associée 2 un systéme
triangulaire équivalent au systéme initial et répondre 2 la question posée dans le
probléme.

3) Probleme vétérinaire

Les aliments de base d’un cheval sont :
le mil, le mais, I’avoine et le son.

Un groupement de propriétaires de chevaux demande 2 un vétérinaire de
leur indiquer pour chacun de ces aliments, les quantités quotidiennes
nécessaires 4 donner 4 un cheval, ayant eux-mémes fixé & 600 francs par
jour le prix pour I'alimentation d’un cheval.

Le vétérinaire répond qu’un cheval a besoin quotidiennement :

1) d’une quantité totale de 8 kg de ces aliments;

2) de 7 unités fourragéres (calories nécessaires a ses dépenses d’énergie,
qu’il trouve dans ces aliments};

3) d'un complément de 34 g de calcium par jour;

4) d’un rapport entre la quantité de calcium et de phosphore absorbé par
jour, égal a 1,8 (rapport phosphecalcique)

et il joint le tableau suivant :

Calcium Phosphore | Nombre d'unités Prix en

en g/kg en g/kg | fourrageéres par kg | francs/kg
Mil 0,28 1,89 1 120
Mais 0,20 2,80 1,20 85
Avoine 0,54 4,04 0,80 170
Son 0,19 2,23 0,60 20

Trouver les quantités quotidiennes a donner a un cheval pour respecter
toutes les conditions.

Soit | x : la quantité de mil exprimée en kilogrammes, pour un cheval et par jour,
y : la quantité de mais exprimée en kilogrammes, pour un cheval et par

jour,

z : la quantité d’avoine exprimée en kilogrammes, pour un cheval et par
jour, o . ) .
t : la quantité de son exprimée en kilogrammes, pour un cheval et par jour,
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e La quantité totale des aliments consommés quotidiennement par un cheval ey
8 kg,

on a donc : x+y+z+t=8.
e Exprimer en fonction de x, y, z, ¢ le prix de ’alimentation quotidienne d’ug
cheval.
e Exprimer en fonction de x, y, z, ¢ le nombre d'unités fourrageéres quotidiennes
nécessaires.
o Exprimer en fonction de x, y, z, ¢
— la quantité de calcium consommée par jour (en grammes);
— la quantité de phosphore consommée par jour (en grammes),
— le quotient de la quantité de calcium par la quantité de phosphore absorbées
par jour (rapport phosphocalcique);
— en déduire que x, y, z, ¢ vérifient 1’équation :
3,122x +4,84y + 6,732z + 3,824t = 34,

e Montrer qu'une matrice compléte associée au systéme d’équations linéaires
permettant de calculer x, y, z,  est:

1 1 1 1 : 8

12 8,5 17 2 : 60

1 12 0,8 0,6 : 7

3,122 4,84 6,732 3,824: 34

o Transformer cette matrice compléte par la méethode de Gauss et trouver un
systéme triangulaire équivalent au systeme initial.
Résoudre ce systéme et répondre a la question posée dans le probléme.

e On trouve qu’un cheval, dans les conditions posées par les propriétaires et le
vétérinaire, doit consemmer quotidiennement (2 peu pres...) :

1,7 kg de mul,
2,2 kg de mais,
0,8 kg d’avoine,
3,2 kg de son.

4) Qui a perdu? Qui a gagné?

46

Trois joueurs conviennent que le perdant d’une partie doublera la mise
des deux autres.

IIs jouent trois parties et perdent chacun une partie.

Ils se séparent en ayant chacun 160 francs.

Combien chaque joueur avait-il misé en commencant le jeu?
Qui a perdu de I'argent?

Qui en a gagné?
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Soit x la mise qu'avait le joueur qui a perdu en premier (on I’appellera
«joueur 1»)

y la mise qu'avait le joueur qui a perdu en second (on I’appellera
« joueur 2») _

z la mise qu'avait le joueur qui a perdu en troisitme (on ’appellera
«Joueur 3 »).

e Apres la premiére partie, vérifier que les nouvelles mises de chacun des joueurs
sont :
x—y—z pour le joueur 1

2y  pour le joueur 2

2z pour le joueur 3.
. ExPrimer en fonction de x, y, z, les nouvelles mises des joueurs apres la
deuxieéme partie.
e Méme question aprés la troisiéme partie.

e Sachant qu’apreés la troisiéme partie chaque joueur a 160 francs, montrer qu’une
matrice compléte associée au systéme d'équations linéaires permettant de calculer

%3 poest 4 -4 -4 : 160
(—2 6 -2 160)
-1 -1 7:160
o Résoudre le systéme et répondre aux questions posées dans le probleme,

Réponse. On trouve : x =260
y =140
z=280.

'3 Programmation linéaire. Optimisation

1) Recherche graphique d’un extremum sur un sous-ensemble de R? d’une
fonction de R? dans R

a) Exemple de recherche d’un minimum
Soit la fonction
f: R — R
(x, ¥) — 3x—2y.

1) Trouver graphiquement le minimum de la fonction f, sur le sous-
ensemble E de R? des solutions du systéme de contraintes :

x=0

y=0

(x, NER?, { y-3x <1
2y+3x=<16
6x+ y=1S,

2) Donner un couple de E, en lequel ce minimum est atteint.
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e Représentons dans le plan muni d'un repére (O, I, J), le sous-ensemble E .
c'est la partie non hachurée du dessin ci-dessous (justifier!) :

e Soit E, le sous-ensemble de E, ensemble des antécédents du nombre réel k par

la fonction f.

On a représenté sur le dessin ci

o Représenter les ensembles E_, E_¢ E_1.
e Trouver graphiquement le minimum m de la fonction f sur I'ensemble

répondre & la deuxiéme question posée.

Remarque pratique
Soit

k un nombre réel
D, 'ensemble tel que : D,

-dessus les ensembles E,, E,, E_,.

E'et

={(x, )ER?|3x -2y =k}

K P'ensemble tel que : K ={kEiR|Dk NE #Qj},
Remarquons que la représentation graphique de I'ensemble D, est la droite (dx)

d’équation 3x —2y=k.
Soit

et (d,,) avec la droite (OJ).

48

k, et k, deux éléments de K tels que : k <k,
y,, ¥z les ordonnées respectives des points d’intersectio

n des droites (dx)
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Montrer que : ki <k, => y >y,

Ainsi, le minimum m de la fonction f sur ’ensemble E est la valeur de k pour

laquelle l‘ordo_nnée du point d’intersection de la droite (d,) (k€ K), avec la droite
(OJ) est maximale.

b) Exemple de recherche d'un maximum

Soit la fonction
g: R*— R
(x, ) —> 1lx +8,5y.

1) Trouver graphiquement le maximum de la fonction g sur le sous-
ensemble F de R?, des solutions du systéme de contraintes :

x=0

y=0
(x, y)ER?, {5x+3y=360
3x+ y<180
x+ y=<100.

2) Donner un couple de F en lequel ce maximum est atteint.

e Utiliser une méthode analogue au @) pour trouver graphiquement le maximum
de g sur F.

Sv'r le dessin ci-dessous, on a représenté :

— L’ensemble F (partie non hachurée).

— Les sous-ensembles F;;, et Fss de 1’ensemble F, ensembles respectifs des
antécédents des nombres réels 374 et 595 par la fonction g.

/

Fises

Fi1a

10
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e Remarque pratique

Soit | k un nombre réel
D, I'ensemble tel que : D, ={(x, ¥)€ R?|11x +8,5y = k}

L P'ensemble tel que : L ={k€R|D, NF#J}.

La représentation graphique de I'ensemble D, est la droite (d,) d’équation :

11x+8,5y=k.
Soit | ki, k, deux éléments de L tels que : ky<k; _ _
Y1, ¥2 les ordonnées respectives des points d’intersection des droites (d, )
et (d,,) avec la droite (OJ).
Montrer que : i<k, => Yi<).

Ainsi, le maximum M de la fonction g sur I’ensemble F est la valeur de & pour
laquelle I'ordonnée du point d’intersection de la droite (d,) (k€ L) avec la droite

(OJ) est maximale.

2) Exemples de programmation linéaire

a) Maximisation d’un bénéfice

Deux artisans A et B décident de s’associer en travaillant chacun un
maximum de 42 heures par semaine pour fabriquer des couteaux et des

paires de ciseaux.

Un couteau rapporte un bénéfice de 200 francs. Une paire de ciseaux
rapporte un bénéfice de 300 francs.

La fabrication d’un couteau nécessite 2 heures de travail de I'artisan A
puis une heure de travail de l'artisan B.

La fabrication d’une paire de ciseaux nécessite 2 heures de travail de
’artisan A et 3 heures de travail de l'artisan B.

Combien faut-il fabriquer de couteaux et de paires de ciseaux par semaine

pour réaliser un bénéfice maximum?
Quelle est la valeur de ce bénéfice hebdomadaire?

Désignons par x et y réspectivement le nombre de couteaux et de ciseaux fabriqués
par semaine.

e Exprimer en fonction de x et y :

— le nombre d’heures de travail hebdomadaire de 'artisan A;

— le nombre d’heures de travail hebdomadaire de I'artisan B.

o Exprimer en fonction de x et y le bénéfice réalisé par semaine.

o Montrer alors que la réponse au probléme posé revient A trouver le maximum
de la fonction :
R? — R

_ (x, ¥) —> 300y +200x.
50
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s us- 7] spr n 3 < 2
S:rl;nl‘;in?ess :ensemb]e E de R? défini par I’ensemble des solutions du systéme de
x=0
y=0
x+y=s2l
x+3y<42.

(x, y)ER?,

e Résoudre le probléme posé.

b) Minimisation d’un prix

Un élevage d’animaux nécessite un a j i ini
_ ny pport journalier minimal de 120 kg
de protides, 90 kg de lipides et 60 kg de glucides.

Deux aliments A et B ont les caractéristiques suivantes :

quantité de
protides par sac

quantité de
lipides par sac

quantité de
glucides par sac

3 kg

3 kg

1 kg

B

2 kg

1 kg

2 kg

Un sac d’aliment A colte 1000 francs.

Un sac d’aliment B cofite 500 francs.

Combien de sacs d’aliment A et d’aliment B doit-on utiliser chaque jour
pour nourrir ces animaux a un prix de revient minimal?

Quel est ce prix de revient?

Soit x et y les nombres respectifs de sacs d'aliment A et d’aliment B.

fonction P qui & chaque couple (x, y) associe le prix de revient de
et le systtme de contraintes permettant de trouver le

sur un sous-ensemble de R® que I’on représentera

Définir la
’alimentation quotidienne,
minimum de la fonction P
graphiquement.

Répondre alors aux questions posées.

¢) Activité : Retour au probléme vétérinaire posé dans la lecon 2, paragraphe 3)

Le groupeme
|'alimentation
1) La quantité minim
de 8 kg.

2) Le nombre d'unités fourragéres par jour doit étre égal a 7.
t étre égal a

nt de propriétaires ne fixe pas le prix par jour pour
d’un cheval et le vétérinaire indique alors que :

ale de nourriture & donner par jour a un cheval est

3) Un apport supplémentaire de calcium par jour doi
34 grammes.
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4) Le rapport phosphocalcique doit étre égal d 1,8,

| ition ,
Quel est le prix minimal qu'il faut payer dans ces conditions pour nour;,
un cheval? : . g
Quelles sont alors les quantités de mil, de mais, d'avoine ¢t de Sop
nécessaires par jour? .

‘exprimer x et y en foncyj
Indication. Les conditions 2) ¢l 4) permettent d'exp on ¢,
zell
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Exercices

1 (1). Systémes de n équations linéaires dans
n

En utilisant 1a méthode de Gauss et les regles
de transformations d'une matrice compléte,
résoudre les systémes d'équations linéaires
suivanis :

3x+ y—-3z=6
3x-2y+2z=3

4x-3y+ z=7.

1) (x, y. 2)ER?,

X+y+z=1
y+z=0
X+y =0.

2) (x. v. 2)ER?, {

U+2v+3w=0
Uu+2v—Adw=1

{2u— v+ w=1.

3) (v, v, w)ER?,

2x+2y+2z=3
x+ y+ z=1
X= y+ z=-1,

4) (x, v, 2)ER®,

(2x— y+ z— t=-—1
2x— y —-3t=2

3x - Z+ t=-=3
2x+2y—22+5t=-6.

5) (x, y. z, ) ER?, 4

( x=—-2y+3z- =0
2x— y+ z-2t=1
- X+ y-2z+ t=2
3x—-4y+ z—-3t=3.

B) (x, v, z. )ER?, <

(2x— y— z— t=-1
x—2y+ z+ t=-2
x+ y—2z+ t=4

L x+ y+ z-2t=-8.

7) (x, y, z, )ER?, 4

x+3y—-2z+ t=1
-x+2y+ z-3t=-05
2x— y+3z+ t=4
| 2x—d4y—2z+6¢=1.

8) (x, y, 2z, ) ER?, 4

9 (x,y 2 ¢t u v)ER®
x+2y+3z+4t+5u+6v=1
2x +3y+4z+51+6u+ v=2
3x+4y +5z+6t+ u+2v=3
4x +5y +6z2+ t+2u+3v=4
5x +6y + Z+2t+3u+4v=>5
Bx + y+22+3r+4u+5v=6.

2 (1). Systémes de p équations linéaires dans
R™ avec: p<n.

1) On considére le systéme :

x—y+ z=4
2x+y—-2z=1.

Dans I'ensemble des solutions de ce systéme
existe-t-il :

a) des solutions dont les deux premiéres
composantes soient égales?

b) des solutions dont la premiére composante
soit égale a [a troisiéme?

¢) des solutions rendant minimal le produit
des deux premiéres composantes?

d) des solutions dont les trois composantes
soient strictement positives?

e) des solutions dont |a troisiéme composante
soit le triple de la premiére?

(x, v, z)ER?, {

2) En utilisant la méthode de Gauss et les
réegles de transformations d'une matrice
compléte, résoudre le systeme :
Xx+5y+4z-13t=3
(x,y.2, ) ER®, {4x +4y +Bz— Bt=5
2x4+2y+3z— 4t=1,

3) On considére le
linéaires ;

systéme d'équations

2x+y+ z-4t=-2
x—y+ z— t= 8§
Ix+y—-2z-2t=-12.

(x, y. z, HER?®,

a2) En utilisant la méthode de Gauss et les
régles de transformations d'une matrice
compléte, résoudre ce systéme.

b) Quelle est la soluticn de ce systéme pour
laquelle le nombre réel x2+ yz soit minimal?
Quelle est alors la valeur de ce minimum?

{D'aprés Baccalauréat.)

4) En utilisant la méthode de Gauss et les

régles de transformations d'une matrice
compléle, résoudre le systéme d'équations
linéaires ;

X+2y+3z+4t+ u=1
X +2z +2u=2
xtdy+ z4+2t+ u=a
2x+3y+4z+3t+3u=>5b.

Discuter suivant les valeurs des nombres réels
a et b.

(x, v. z, t, )ER®,

(D'aprés Baccalauréat.)
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3 (1). Systémes de p-équations linéaires dans
R"™ avec: p>n.

1) En utilisant la méthode de Gauss et les
régles de transformations d'une matrice
compléte, résoudre le systéeme d'équations
linéaires :

2x— y+3z=1
—4x+2y+ 2=3
-2x+ y+4z=4
10x =5y —6z=-10.

(x, v, YER?,

2) Le systéme d'équations linéaires
x— y+z-t=0
2x+ y  +t=1
(x,y, 2)ERY, { x+2y-z—-t=2
Ax+4y—-z+t=3
x+ y+z+t=0
a-t-il des solutions?

' 3) Résoudre le systéme d'équations linéaires :

x+ y=1
2 | 2x—-3y=-1
(x. y)ER, 4x +3y= 0
1
-x— y= 5
2 4

4) Résoudre successivement chacun des deux
systémes d'équations linéaires suivants :

x+ y+ 2z=5

; 3 3X"‘2}'+ z=15
() 6y 2ERN S Bl gy s 4z=25
- 10x +3y - 50z =10.

x+ y+ 2z=5

3x—-2y z=15
5x+3y+ 4z=25
10x +3y—50z=11.

(Z2) = (% ¥, 2)ER,

5) A quelle conditions portant sur les nombres
réels a, b, ¢, d, le systéeme d’équations
linéaires :
2x— y+ z=a4a
x+ y=— z=b
y— Z=¢C
x+3y-3z=d

(x, y, Z)ER?,

a-t-il des solutions?
Achever ensuite la résolution.

6) Pour quelle(s) valeur(s) de m le systéme
d'équaticns linéaires :

2x +3y—-3z2=m
x+ y+5z=-7
x+3y+ z=5
2x+ y+ z=2

(x. v. ZYERS,

a-t-il des solutions?
Achever ensuite la résolution.

8 (2). Soit un quadrilatére ABCD et x, ¥. Z, t

—_—

4 (1). 1) Résoudre le systéme d’équations

linéaires :
-3x+4y—- z=0

(x, v, Z)ER? { —2x+2z=0
3x—-12y+9z=0.
2) a, b, ¢ désignant trois nombres réels non

nuls, discuter I'existence de solutions pour le
systéme d'équations linéaires :

—3x+ 4y— z=a
(%, ¥, Z)ER?, { —2x + +2z=5b
—-3x-12y+9z=c.

(D'apres Baccalauréat.)

5 (1). Discuter suivant les valeurs du nombre
réel m, l'existence de solutions pour le
systéme :
mx+ y+ z=m+1
(x, v. Z}ER, x+my+ zZ=m
x+ yt+tmz=m-1.
(D'aprés Baccalauréat.)

6 (2). a) Trouver la fonction polynome de
degré 3 dont la représentation graphique dans
le plan muni ¢'un repére (O, I J) orthogonal
passe par les points dont les coordonnées
respectives sont (1,0), (=1, —6), {2,12) et
admette au point d'abscisse 1, une tangente
dont le coefficient directeur est égal a 5.

b) Représenter graphiquement cette fonction.

7 (2). On considére le carré suivant:

X y z
¢ 11 u
v w r

Déterminer des nombres entiers naturels deux
a deux distincts tel que la somme des termes
de chaque ligne, de chaque colonne, de
chaque diagonale soit égale a 33.

les mesures en centimétres respectivement des
cOtés [AB), [BC), [CD] et [AD].
Sachant que :

— le périmétre du quadrilatére a pour mesuré
10 cm;

— la somme des mesures des cotés [AB] €l
[AD] est égale & la somme des mesures des
cotés [CB) et [CD);

o
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—
— la somme des mesures des cdtés [AB] ol
(CD] est égale & la mesure du cb16 [AD);

— la mesure du cd1¢ [AD] est égale au double
de la mesure du coté [BC)

Calculer la mesure de chaque cB16é deo ce
quadrilatére et construire le quadrilatére ABCD.

9 (2). On considére un triangle ABC tel que :
AB=95, BC=6, AC=7

(I'unité étant le centimetre).

Soit (C) le cercle inscrit dans ce triangle {on
rappelle que (C) est tangent 4 chacun des trois
cotés).

Déterminer la distance de chacun des trois
points de tangence aux sommets du triangle
situés sur le méme coté.

10 (2). Un pére, son fils et sa fille comparent
leurs ages : I'age du pére, du fils, et de la filla
sont respectivement proportionnels aux
ncmbres 9, 4 et 3 et la somme des &ges de
ces lrois personnes est égale a quatre fois I'dge
du gargon. Quels sont les dges du pére, du fils
et de la fille?

11 (2). Trois fontaines A, B, C coulent dans
un bassin.

'— Si A et B coulaient seules, elles rempliraient
la bassin en 1 h 10 min.

— Si A et € coulaient seules, elles rempliraient
le bassin en 84 min.

— Si B et C coulaient seules, elles rempli-
raient le bassin en 2 h 20 min.

Pour remplir le bassin, quel temps faut-il :

a) & chacune de trois fontaines (si elles
coulaient seules);

b) aux trois fontaines (lorsqu'elles coulent
ensemble).

12 (2). Trols employés ont respeclivement 18,
12 ot 9 années de service.

Leurs salaires hebdomadaires respectifs sont
21600 francs, 14400 francs, 9600 francs.

Ils doivent se partager une somme de
1440 francs proportionnellement & leurs
années de service et proportionnellement aux
inverses de leurs salaires.

Trouver les trois parts.

13 (3). 1) Représenter graphiguement dans le
plan muni d'un repére orthogonal (O, /[ J),
I'ensemble des solutions de chacun des systé-
mes de contraintes suivants {on utilisera deux
dessins différents) :
x+2>0

~-nz ) y=1
a)(xlly)cpl X"'}"—'I{'U
v+x<0.

y—-x-1=<0
y—x+1=0
X+y+2=0
X4 y+120.

b) (x, y)ER?,

2) On désigne par E, et £, I'ensemble des
solutions de chacun des deux systémes propo-
sés respectivement au 1) a) et b).

Soit  la fonction de R?* dans R définie par :

fix, y)=2x+y.

d admet-elle un ou des extremums sur chacun
des sous-ensembles E, et E,?

Dans [l'affirmalive, préciser la nature de
I'extremum, sa valeur numerique, et un couple
de £, (resp. E5) pour lequel cet extremum est
atteint (on précisera en outre, s'il existe
plusieurs couples, permettant d'atteindre
I'extremum eventuel).

14 (3)

—
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1) Déterminer le systéme de contraintes dont
I'ensemble E des solutions est représenté dans
le plan muni d'un repére orthonormé par la
partie hachurée du dessin ci-dessus.

2) Trouver deux nombres réels a et b pour
que la fonction f, de R? dans R, définie par :

f{(x. y))=ax +by

admette un maximum sur E, tel que ce
maximum soit atteint pour plusieurs couples
de E.

3) Méme question qu'au 2), f devant admettre
un minimum sur E, tel que ce minimum soit
atteint pour plusieurs couples de E.

15 (3). Soit f la fonction de R? dans R définie
par :

1
fllx, yN=2x-3 ¥
{ admet-elle un ou des extremums sur le

sous-ensemble £ de [R? des solutions du
systéme de contraintes :

x+y—-1=0
. y)ER?, {
(*. ¥) x—y+1=07?
Dans ['affirmative, préciser la nature de

I'extremum, sa valeur numérigue et un couple
de E pour lequel il est atteint.

16 (3). Parmi les couples de nombres réels
vérifiant le systéme de contraintes :
4x +3y=4500
x+2y=2000
D=x=1600
0sy=1100
en existe-t-il qui rendent maximal ou minimal
la fonction .

f:R? — R

{(x, y} —> 0,04x +0,032y?

(x, y)ER?,

(D'aprés Baccalauréat.)
Programmation linéaire
17 (3). Un boulanger fabrique des pains
sucrés longs et des pains sucrés ronds.
il vend au maximum par jour 60 pains sucrés
longs et B0 pains sucrés ronds.
Il 2a quotidiennement 150 ceufs et 6 kg de sucre.
Pour un pain sucré long, il a besoin d'un cauf
et de 50 g de sucre,
Pour un pain sucré rond, il a besoin d'un czuf
et demi, et de 50 g de sucre.
Il réalise un bénéfice de 20 francs par pain
sucré long et de 50 francs par pain sucré rond.

Combien faut-il gu'il fabrique de pains sucrés
longs et de pains sucrés ronds pour réaliser
un bénéfice maximal?

18 (3). Un exploitant agricole se livre a deux
types A et B de culture. Il dispose de
120 hectares de terre, de 300 journées de
main-d'ceuvre et de 2000000 de francs ay
maximum a investir. Voici les données concer-
nant les deux types de culture, par hectare
exploité :

lype de
culture A B

20000 francs | 30000 francs

mise de fond

main-d'ceuvre 2 jours 7 jours

rendement | 100000 francs | 300000 francs

Quel est le type de culture qui donnera le
meilleur rendement global?

192 (3). Une entreprise industrielle de boulan-
gerie dispose de 20 tonnes de farine.

12 tonnes sont dans l'entrepdt A.
8 tonnes sont dans l'entrepdt B.
Elle a trois ateliers de cuisson : X, ¥, Z
X nécessite B tonnes de farine.
Y nécessite 6 tonnes de farine.
Z nécessite 6 tonnes de farine.

Les coflits du transport en francs par tonne
sont les suivants :

vers X vers Y vers 2
de A Y00 300 200
de B 300 100 200

Quelle est la fagon la plus économiqueé
d’approvisionner les ateliers?

N.B. — On désignera par :

x le nombre de tonnes qui vont de A a X;
¥ le nombre de tonnes qui vont de A a Y.

— On exprimera {outes les données en fonc-
tion de x et y.

— Noter que les 20 tonnes sont a distribuer
entidrement.

__.—-——"""'I
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20 {3). Un labricant de glace alimentaire 3 un
gispositil lui permettant de fabriquer des
simples barres de glace et des doubles barres
de glace.

paur unc simple barre de glace wendue, il
réalise un bénélice de 100 francs.

Pour une double barre vendue, il réalize un
bénétce de 250 lrancs,

il dispose de 60 maules Jui permettant de faire
des simples barres et de 60 moules lui permat-
tant de laire des doubles barres,

Il vend su maximurn 100 barres de glace par
[our.

Enlin, il dispose d'une quantité d'eau potable
qui lui permettrail de fabriquer 150 simples
barres (une double barre lui demande le
double de quantité d'eau que pour ung simple
barre).

Combien dait-il fabriquer de simples barres el
de doubles barres pour rézliser un bénelice
maximum?
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Lecon 1: LE CORPS DES NOMBRES COMPLEXES (FORME ALGEBHIQUE)

Lecon 2 : REPRESENTATION GEOMETRIQUE D'UN NOMBRE COMPLEXE
(FORME TRIGONOMETRIQUE)

Lecon 3 : EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C

1 Le corps C des nombres complexes
(Forme algébrique)

1) Le corps C des nombres complexes

a) Insuffisance du corps des nombres réels

A partir de l'ensemble N des nombres entiers naturels, on a construit

successivement les ensembles Z, @ et R, afin de résoudre certains problémes.
Par exemple :

Les équations ci-dessous Tandis que les équations ci-dessous
n'ont pas de solution ont au moins une solution
xEN, x+1=0 x€Z, x+1=0
xeZ, 2x—1=0 _ xEQ, 2x—-1=0 |
xEQ, ¥*=-2=0 xeR, x*-2=0 |
x€ER, x*+1=0 T

b) Activité : Introduction historique des nombres complexes
Probléme posé :.

L]

Existe-t-il un ensemble de nombres qui contient R, dont certains éléments
ont pour carrés des nombres réels strictement négatifs?

E{iyers _problémes iqui’ se sont posés au XVI°sidcle, tels que la résolution
d’équations du 3° dégré, ont conduit les mathématiciens de 1’époque & porter leuf
attention sur les racines carrées des nombres réels négatifs.

58
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Exemple . 1
' Résoudre I'équation : '
(E) x€R, x*-18x—35=0.

;Hﬁierfe’sgfuﬁon graphique de cette équation montre I'existence d’une solution

o Résolution algébrique de (E)

Posons : x=a+b

’égalité : (1) x*—18x—35=0
devient : a*+b*+3(ab—-6)(a+b)-35=0.
Puis en posant : ab==6

’égalité (1) dévient : a*+b3*=135,

La résolution du systeme ci-dessous :
*+b°=35
. b)ER?, {“
(1) (a, b) g
devrait permettre de trouver des solutions de I'équation (E).
Considérons le systéme :
a*+b>=35
') (a, b)ER?, {
() Gai) a’h’ =216,
Vérifier qu’il est équivalent au systeme (I).
59
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Si le systéeme (I') admet une solution (a, b), alors a’® et b? sont solutions de

I'équation :
(E) XeR, X'-35X+216=0.

Vérifier que 27 et 8 sont les deux solutions de I’équation (E’).

Posons ; a’=27 et b’=8
d'ou : ‘ a=3 e b=2
et : a+b=5.

5 est alors solution de 1’équation :
(E) x€R, x’—18x-35=0.
Ona: ¥} —18x—=35=(x=5)(x*+5x +7).
Vérifier que I’équation : |
x€ER, x*+5x+7=0
n'admet pas de solution.

On a donc montré par le calcul, que 5 est I'unique solution de I'équation :

(E) x€R, x*-18x-35=0.

Exemple 2
Résoudre 1'équation :
(F) x€R, x’—-6x—4=0.

o La résolution graphique de cette équation montre I'existence de trois solutions.

. i I i
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o Résolution algébrique de (F)

Utilisons la méthode précédente.

Posons : x=a+b.

Nous sommes donc conduit & résoudre le systéme suivant :

3 . -
an  (a byere, {* 0
ab=2
ou encore le systeme (II') équivalent & (IT ):

(")  (a, b)ER?, {
Ce qui conduit & I'équation :

(F) XeR, X?-4X+8=0.
Cette _équation du second degré n'admet pas de solution dans R car par la forme
canonique on obtient : (F) XER, (x-2P+4=0.

Cependant., nous savons par la résolution graphique que I’équation (F) admet
trois solutions!
La résolution dans R de 1’équation (F’) ne permet pas de résoudre 1I’équation (F).

Considérons un nombre «imaginaire» noté i dont le carré est —1.

Imaginons un ensemble contenant RU{i} dans lequel nous pouvons appliquer les
régles de calcul de I’addition et de la multiplication des nombres réels.
Désignons cet ensemble par C.

L’équation (F') devient :
(F) XE€eR, (X-2P-(2iP=0

OU encore (F) XeR, (X-2-2i(X-2+2i)=0.

L’équation (F’) admet donc deux solutions :
242i et 2-2i

a’+b*=4
a*bh’=8.

Vérifier que : (—1+iyP=2+2i
: (-1-iP=2-2i
Ainsi (—1+1) et (—1—i) sont les solutions du systeme :
a+b’=4

(a, YEC, { ab=2.

a=—1+i e b=-1-1L
a+b==-2.

Posons :

Par suite :

—9 étant un nombre réel, —2 est donc une solution de I'équation :
(F) x€R, x’—6x—-4=0.

Achever la résolution de cette équation.

Remarques
— Toute équation du 3° degré :
x€R, x*+ax’+px+y=0
61
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peut se ramener a 1'équation :
xeR, X*+mX+p=0.

o
(Il suffit pour cela de poser x =X—-§.)

— Toute équation du 3° degré dans R, admet au moips une solution dans R.
(11 suffit pour s'en persuader d’étudier la variation d’une fonction polyndme dy

3¢ degré.)
Conclusion
L’activité précédente montre la nécessité de ‘définir un ensemble :
— qui contient R et un nombre noté i tel que :
it=-1,
— dans lequel on puisse étendre I'addition et la multiplication des nombres réels

avec conservation des propriétés de ces o.p‘érations. o
Nous avons résumé ces propriétés de I'addition et de la multiplication des nombres

réels en disant que :

(R, +, X ) est un corps commutatif.

c’est-a-dire que :

o (R, +) et (R¥, x) sont des groupes commutatifs.
o La multiplication est distributive par rapport a I’addition.

¢) Le corps des nombres complexes
Nous admettons que :

Il existe un ensemble C contenant R et un nombre noté i, tel que :

1) F=—T1;
2) € est muni de deux lois de composition internes.
L’addition : CxC — C
(z, 2') —>r z+2Z'.
La multiplication : CxC — C

(2, 2) —> zx 7'

dont les restric}iOns a R xR sont respectivement, I’addition et la multiplication
des nombres réels; 'addition et la multiplication dans C possédent les mémes
propriétés que celles dans R, c’est-a-dire :

(C, +, X) est un corps commutatif.

3) Pour tout élément z de C, il existe deux nombres réels a et b tels que:

z=a+ib.

Les €léments de cet ensemble € sont appelés nombres complexes. w
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2) Forme algébrique d’un nombre complexe.
Calculs dans C |

a) Somme et produit de deux nombres complexes
Pour calculer la somme et le produit des deux nombres complexes suivants :
(a+ib) et (a'+ib")

a, b, a', b’ étant des nombres réels, il suffit dutiliser les régles de calcul de
I’addition et de la multiplication dans R et de tenir compte de I'égalité :

2=—1.

Ainsi :

Quels que soient les nombres réels a, b, a’, b’, on a:
(a+ib)+(a’+ib)=(a+a)+i(b+b)
(a+ib)x(a"+ib')Y=(aa'— bb")+i(ab'+a'b).

Exemples
2+3D)+(3-7)=5-4i
2(5-3i)=10-6i
3i(7+5i)=3x5(i*)+3x7Ti
=—15+21i
(243i)(5-4i)=2%x5-3x4(i1)+(3x5-2x4)i
=22-7i.

b) Forme algébrique d’un nombre complexe

e Montrons que :

Quels que soient les nombres réels g, b, a’, b":
[a+ib=a"+ib'] <= [a=4a b="b').

Soit deux couples de nombres réels (a, b) et (a', b').

a8 (a, b)=(a’, b")

alors : at+ib=a'+ib'.

— Supposons : atib=a'+ib’
¥ . [A—

on a alors : i(b—b')=a"—a.
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Si (b—b') est non nul, il admet alors dans R un inverse et :

1

L — Lt - [ x___.
l(b b)xb__b, (ﬂ ﬂ) b I

, a'—a

f=—

b-b

d’oul : i€R (ce qui est faux)

donc : b—b'=0; clestadire: b'=b
par suite : a'—a=0;, c'est-a-dire: a'=a.

En particulier :

Y(a, b)ER? [a+ib=0] <= [a=0 b=0].

On désigne par C* I'ensemble des nombres complexes non nuls.

e Théoréme et définition

Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique, sous la forme :
z=a+ib

a et b étant des nombres réels, appelés respectivement partie réelle et partie

imaginaire de z.

L’écriture (a +ib) est appelée la forme algébrique du nombre complexe z.

On note : a=R(z); b=dJ(z).

D’ou :

Quels que soient les nombres complexes z et z':

(z=z'] <> [R(2)=R(') I(2)= ()]

e Exemples d’écritures simplifiées
a et b étant des nombres réels quelconques :
a+ilo)=a; o+i(o)=o0
o+ib=ib; a+i(—=b)=a-ib.
e Nombres réels, nombres imaginaires purs

— Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est appelé nombre imaginairé
pur.

L’ensemble des nombres imaginaires purs est noté ; iR.
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— Un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle est un nombre réel.

Soit z un nombre complexe quelconque :
[z€iR] <> [&(z)=0]
[z€R] < [d(z)=0].

Exercices 1) Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes
suivants :

54+3i—4i-T7+2i; -2-i4+3-7i+3i;
i(3-2i); +3)(V3+5i);
(A+i1=i);  i(2—i)4+3i0).

2) Donner la partie réelle et la partie imaginaire des nombres
complexes suivants :

Iy =3, o; 2 \/§+7_i; -4 +2i; 3—iV2,
3) Trouver les nombres réels x et y pour que ;
1+x+i(y—2)=3i-5.

4) Trouver le nombre réel x pour que le nombre complexe
(1—x)+i(3—2x) soit :

@) un nombre réel,
b) un nombre imaginaire pur.

¢) Forme algébrique de ’opposé et de ’inverse d’un nombre complexe
e Soit les nombres complexes !
a+ib;: avec: (a, b)ER?
x+iy; avec:; (x,y)eER.
— On sait que (x +iy) est I'opposé de (a +ib) si et seulement si :
(a+ib)+(x+iy)=0.
L’opposé de (a +ib) est noté —(a+ib). On a donc :

—(a+ib)=—a—ib.

— On sait que (x+iy) est I'inverse de (a+ib) si et seulement si:
(a+ib)X(x+iy)=1
c’est-a-dire si et seulement Si :
(ax—by)+i(ay +bx)=1.

Résoudre donc le systérﬁe : ,
' ax—by=1

2
& PR {bx+ay=0

ce systtme n’a de solution que si: a*+b*#0
¢’est-a-dire que si: a+ib #0.
65
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L'inverse du nombre complexe non nul (a +ib) est note TEETT )

On a donc :

L, o +i 5.
a+ib at+b:  at+b*

¢ Montrons que :
YzeC zx0=0

Y(z, 2)EC? .[22'=0] == [z=0‘ z'=0].

Soit z et z' deux nombres complexes.
. 2'=z%(2'+0)
22'=z2"+z %0
— d'ou : zx0=0.

— Supposons : zz'=0.

Si: z=0, la propriété est vérifiée.

1
Si: z#0, — existe et : 1
g ~ exi %(Hf)zgxo

d'ol : 7'=0.
e 7 et 7' étant des nombres complexes, on pose :
2¥+(=2")=z2-7"

e z étant un nombre complexe quelconque et z' un nombre complexe non nul,
on pose .

|
Z X?=§.

d) Puissance 2 exposant entier, d’'un nombre complexe
o Définition

Comme pour les nombres réels, on définit les puissances a exposant entier, d'un
nombre complexe par :

vzeC* %=1
YnelN* (0"=0
YzeC* VYneN "l gy

VzeC* YneZ* " =-L.
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— Caleuler : 2 i% i% i i7; i®. .+ .
— Plus généralement, montrer que : 2 e 5 J
V] A
Quel que soit le nombre entier- naturel n,
: : -T< At _ &
Pl v, P8y .
Rl Mg
gk

,_3;- e Formule du binéme de Newton

[
Les régles de calcul sur les puissances & exposants entiers des nombres complexes
non nuls sont les mémes que celles sur les puissances & exposants entiers des
nombres réels non nuls, d’ol :

Quels que soient les nombres complexes non nuls u et v.
Quel que soit le nombre entier non nul n,

(u+v)Y =C%"+Clu"'v+...+ Cku" " " +...+ Crov"

n
- 2 Cﬁuﬂl—kvk.
k=0 '

« Exercice z et z' étant deux nombres complexes quelconques,

— Calculer :
(z4+2'P; (z—-2')% (Q+if
+z'Y: =2’ (=i}

— Factoriser : 2l D
2—7% 2= A +I% 57 Ll
2241 =i 1+i; 1-i

— Calculer par la formule du bindme de Newton :

(1+i); (1-=i).

e) Activité : Un exemple d’espace vectoriel sur R
e On sait que (C, +) est un groupe commutatif.

e L’application : RxC — C
(a,2) —r a-Z

telle que, (a + ib) étant la forme algébrique de z :
a-(a+ib)=(aa+iab),

est une loi de composition externe.

— Montrer que (C, +, ) est un espace vectoriel sur R (voir ch. 1).

— Vérifier que (1, i) est une base de (C, +, +); elle est appelée base canonique.

— Quelles sont les coordonnées dans la base canonique, d’un nombre complexe

de forme algébrique (a +ib)?
67
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3) Conjugué d’un nombre complexe 53

68

Pour mettre I'inverse d’un nombre complexe non nul (a + ib) sous forme algébrigy,
- ) L] Fd
nous aurons recours au nombre complexe (a —ib), c’est le conjugué de (a + ib).

a) Definition !

——

On appelle conjugué d’un nombre complexe z, le nombre complexe noté 7 te|
que :

R(D=R(z) et I(Z)=-T(z).

z étant un nombre complexe de forme algébrique (a +ib) :
z=a—ib.

Exempiles 2+3i apour conjugué : 2—3i

—5—i a pour conjugué : =5-+i
7i a pour conjugué ;: —7i
4 a pour conjugué : 4.
b) Propriétés
e Montrer que :

vzeC z=z.

On dit que les nombres complexes z et Z sont conjugués.
¢ Montrons que :

quel que soit le nombre complexe 7 :
z+z=25(z2)
z—7=2iJ(z)
Z=(R())P+(IH)).

Soit z un nombre complexe de forme algébrique (a +ib). On a alors :

z=a+ib
Z=a—ib
z+z=2a
z—z=2ib
2Z=a*+ b2,
e Il en résulte que :
Quel que soit le nombre complexe z
[z est un nombre réel] <=> [E= z]
[z est un nombre imaginaire pur] <> [7=-z].
\ ===
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3 / Les nombres complexes

. Exercices

¢ Montrons que :

Quels que soient les nombres complexes Z etg"y

=747
ZX z’ ZR 7

”J

Z

Soit Eleu_x'nombres complexes z et z' de formes algébriques respectives (a + ib)
et (a’'+ib"), : : '
On a:
z=a+ib; 7'=a'+ib'
z=a-ib; 7’'=a'-ib'.
Calculer et comparer :
IT¥T Bt FHry TXRZT et TRE

e Montrons que :

VzeC Vz’é@* (i) =-_Z—.
z? Zf

Soit z un nombre complexe quelcongue et z' un nombre complexe non nul.

Puisque : (ﬁ) Xz7'=2z.
Fhi g o

Ona: (—,)XZ'=Z
z

s 2\_2

d'ou : (Z')_f"

1) Quel est le conjugué de chacun des nombres complexes suivants :
5430 1-25C2i3 1)
, N 1 ZH
(24 3i)(7—4i); = 3707
4-3i 3+2%
i T+i

2) Soit z un nombre complexe. ' . 3
-1 {5 =
N On désigne par Z le nombre complexe ST BRI o

a) A quelle condition Z existe-t-il?
b) Trouver I'ensemble des nombres complexes z tels que Z soit un

n

nombre réel. E _ el o
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17 méthode : utiliser la propriété :
ZER <= Z=2Z..

2¢ méthode : écrire z sous sa forme algébrique (x +iy).

Exprimer J(Z) en fonction de x et y puis utiliser la propriété :
zZeR <= J(Z)=0.

3) Considérons la fonction
c:C —C

A e ol A

— Montrer que ¢ est une application bijective.
— Trouver ¢-'. Que peut-on en déduire?
— Exprimer ¢(z +2') et ¢(zz') en fonction de ¢(z) et c(Z').

¢) Utilisation du conjugué d’un nombre complexe dans le calcul dans C
Soit z un nombre complexe de forme algébrique (a +ib).

On a alors : . z=a+ib; 7=a-—ib

d'ou : zE={a+ib)(a—ib)=a2+bz.

—_ r P g * — - = 1 Fi "
z7 est un nombre réel, d’ou 'utilisation de z pour écrire P sous forme algébrique

en effet :
vz eC* 1____:_4
z 2
Exemple 1
' Trouver la forme algébrique du nombre complexe 5320
. 5=2i
S+2i (542i)5-2)
520
2544
_3_2;
29 297
Exemple 2

Trouver la forme algébrique du nombre complexe ?+ir
— &1

2430 (2+3i)(1+4i)
1—4i (1-4i)(1+4i)
_—=10+11i

T
_lo u.
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3/ Les nombres complexes

« Exercices 1) Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes
suivants :

1 1 1 1 4= =5+ I=3
T+2i° 3i—-1" i' —-4i" 2+i° 3-2i" 5i°

2) Résoudre les équations suivantes :
z€C, (1-i)z+2-3i=0
z€C, (2i+3i-1)(2-5i-iz)=0.

Tableau récapitulatif

z étant un nombre complexe de forme algébrique a +ib
Z=a-—ib.

Quel que soit le nombre complexe z

7=1
22=(R () +(JI(2))
[z est un nombre réel] <> [7=z]

z est un nombre _
Skl < [7=-z]
imaginaire pur

Quels que soient les nombres complexes z et z':
1+7'=7+7

vyl

2'=27".

Quel que soit le nombre complexe z
quel que soit le nombre complexe non nul z'

71
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2 Représentation géométrique d’un

nombre complexe (Forme trigonométrique)

1) Représentation géométrique d’un nombre complexe

72

Le plan  est muni d’'un repére (O, I, J) et 'ensemble U des vecteurs du plap
est muni de la base associée (OI, OF ).

a) Point-image et vecteur-image d’un nombre complexe
e Rappelons que les trois applications suivantes sont bijectives :

g _ -
1 /mm L/w

(a, b) étant le couple de coordonnées de M dans le repeére (O, I, J) ou de OM
dans la base (OI, OJ ).

De plus, on a vu que tout nombre complexe z s’écrit, de maniére unique, sous
la forme :

U

z=a+ib; avec: (a, b)eR:.

L’application suivante est donc bijective :
RxR — C
(a, b) — a +ib.

Il en résulte que les six applications suivantes sont bijectives :

- Y e

Conclusion
e Tout nombre complexe de forme algébrique (a +ib) est représenté :

— dans le plan J° muni d’un repére (O, I, J), par le point M de couple de
coordonnées (a, b),

— dans I'ensemble U muni de la base associée (OI, OJ ), par le vecteur OM de
couple de coordonnées (a, b).
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.__ﬂf est appelé le point-image du nombre complexe (a +ib).
OM est appelé le vecteur-image du nombre complexe (a + ib).
(a+ib) est appelé I'affixe du point M ou du vecteur OM,

g

L4
i
I o
b M '-h_J
L
o . -
a8 0 a
0] I a

. Exercices 1) Quelle est I'affixe de chacun des points suivants :
o, I, J ?
Quelle est I'affixe de chacun des vecteurs suivants :
oI, oJ, I ?
2) Placer le point-image de chacun des nombres complexes suivants :
1+i; 24307 —1+42i; —2+i; 3; =i; 2.
3) Quel est I’ensemble des points-images des nombres complexes z

tels que :
a) z€R, ¢) z€iR
b) z€R._ d) R(z)=d(z)?

4) Soit z un nombre complexe quelconque et M son point-image.
Placer les points-images M;, M,, M, respectifs dds nombres
complexes :

Z, —Z; —iL.

b) Représentation géométrique de Ia somme et de la différence de deux nombres
complexes

BAB b em e e e P
|
oo |
i |
| i
i I
IT ; i
I | !
! ]
1 : ! ;

0 1a a a+a’

73
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; ey

Soit z et 7' deux nombres complexes quelconques de formes algébrigy,,
respectives :

a+ib; a'+ib'.
Soit M et M’ les points-images respectifs de z et 2.
OM et OM' sont donc les vecteurs-images respectifs de z et z’.
Soit P le point du plan tel que :

OP =0OM +OM .
— Le point P a pour couple de coordonnées (a +a', b +b')

donc : P est le point-image de z +2'.

— Le vecteur MM ' a pour couple de coordonnées (a’—a, b’'—b) car :
MM'=0M'-OM

donc : MM ' est le vecteur-image de z7'—z.

2) Module d’'un nombre complexe

14

Le plan & est muni d’un repére orthonormeé (O, I, J) et '’ensemble U des vecteurs
du plan est muni de la base orthonormée associée (OF, OF ).

a) Définition

Soit z un nombre complexe quelconque,
M son point image,
(a+ib) sa forme algébrique,

b M(a +ib)

M(a, b), OM (a, b)

Ona: OM?=g*+ b*= 7 (justifier)
doli: |1OM | =Va*+ b =/73,

Le nombre réel positif Vz7 est la norme du vecteur-image OM. On dit aussi qu¢
VzZ est le module du nombre complexe z, affixe de OM (et de M).
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Définition

Le nombre réel positif V77 est appelé module du nombre complexe z.
On le note |z].

V2EC, |z|=Vz

z étant un nombre complexe de forme aigébrique (a +ib) :

|z| =Va*+ b2

Le module d’un nombre réel est égal & sa valeur absolue.

Exercice ; Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants :
243i; —1+iV3;, §-2i; -1-i; i; -5i; 3; -4

b) Propriétés
e Conséquences immédiates de la définition
A titre d’exercice montrer que :

quel que soit le nombre complexe 2
|2l =|z]
[z=0] <= [|z]=0]
)| =lz]; 32| =]z].

e Module du produit de deux nombres complexes
Soit z et z’ deux nombres complexes :

Alors : : |z2'|2=(zz")(2Z")-
=(zz){¢'T)
=z]*x[2']?
Qexlely
|zz'| = || x || (justifier).
Donc :

vze€C VZ’eC |z|=|z| x|z

o Module du quotient d’un nombre complexe par un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe et z' un nombre complexe non nul.

|
[} —
On a alors ; z X;*l

75
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P
d’ol : |z*><lr|='-1
4
c’est-a-dire : lz'] x l, =1
&
par- suite : Yz'eC* L3 =]—[l
. z: zr 5,
: Z 1
Puisque ooriat H
z Z
on a: |-;:‘=|Z|"‘|i,l
z 4
I3 % Z e z
Donc vzeC Vel prl R P

e Module de la somme de deux nombres complexes (inégalité triangulaire)

Soit z et 7’ deux nombres complexes,
M et M’ les points-images respectifs de z et z,
P le point-image de (z + z').

Méthode géométrique

| P
Ml
1 M
(0] :' {I
On a: OP =OM +OM '
Or 3 ' OP=0OM + OM'
d’ou : [z+z’|£|z|+|z'}_

V(z, 2)EC?  |z+7'|<|z|+]|2.

Activité : Méthode algébrigue

Soit z et z’ deux nombres complexes.
Montrer que :
lz+2'[*= 22|+ |2|>+ 2 (27).
En déduire que :
lz+2'=z| +]2/].

S
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Exercices 1) Soit @ un nombre réel positif.
Quel est lensemble des points-images des nombres complexes de

module a,

2) Soit z un nombre complexe non nul.
S Montrer que z est un nombre complexe de module 1.
_ / — En déduire que tout nombre complexe est le produit d’un nombre
complexe de module 1 par un nombre réel positif. En donner une
illustration graphique. _ ol Ll
— L P e |t
c) Activité : Ensemble U, des nombres complexes de module 1 7 - :

— Montrer que : (U,, %) est un groupe commutatif. o

— Montrer qu'un nombre complexe est de module 1 si et seuIement si son inverse
est égal & son conjugué, ) ;

— Résoudre chacune des equatlons suivantes, et en dormer une illustration
graphique : i lir it

: a4 . 1

1€V, R@=3 } |zeU, =3
: 1
zel,, R(z)= —% zelU, Jd(z)= ~3

€U, R(z)=-J(z) | z€U,, ' R(z)=J(z2).

Tableau récapitulatif

Quel que soit le nombre complexe z :
2| =Vzz _
|z] = 2] T
[2=01 <= [|z]=0]
|R@)|=<lz];  [3@)]|=<z].

Quels que soient les nombres complexes z et 7' :
|z2'| =z x |2'|
2+ 2| =|z] +]2].

Quel que soit le nombre complexe z
quel que soit le nombre complexe non nul z’

EREERE

'l (2]

17
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. 3) Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

78

Le plan T est orienté. Il est muni d’un repére orthonormé directe (0, I, J ).

;
a) Argument d’un nombre complexe non nul
i e Soit z un nombre complexe non nul.
": Le nombre complexe z étant non nul, son point-image M est disti_r}ct de O.
e Par conséquent, au nombre complexe z on peut associer de maniére unique |e
= COUple (p! 8)1 '
bl p étant le module de z, e
—r 6 la mesure principale de I’angle orienté (OI, OM).
j e
o e
S =
y .L-'_}-_1_147¢ oy A
A XA Mo
B . | p
s 5 (D
\ ; Y 4
| ‘:.‘\_‘ , -x-:r-( -e::_-‘ ra) fI
?\""a_: b ll‘ 1o s
i
e Soit: | p_un nombre réel strictement positif.
Py (@) un angle orienté de mesure principale 8.
) "‘. Il existe un unique point M du plan tel que :
0y - - e -
_ [OM =p] [(O1, OM)=(8)]
© ¢ M est le point d’intersection du cercle (C) de centre Q et de rayon p, avec la
— demi-droite [OX) telle que :
'1 — e iy
(OI, OX)=(8).
. Ainsi, au couple (p, #) on a associé de maniére unique le nombre complexe Z,
"o dffixe du point M.,
L«-..-—-uq,_'r“____
< (e)
4
O =
“T
O
G
2
o
L O
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e Il en résulte que :
Tout nomb're complexe non nul z, affixe d’un point M du plan muni d'un repére
orthonormé direct (O, I, J), est déterminé par le couple (p, 8) ot :

p est un nombre réel strictement positif : son module
. : & ﬁ
6 est un élément de ]J—m, #] : la mesure principale de I’angle orienté (OI, OM).

Définition
Soit : Z un nornI:_Jre, complexe non nul,
E’tg) s?njgmlnt-lmage dans le plan muni d’un repére orthonormé direct

% - w 4 & # i . £ ’
— Lz} mesure principale de I’angle orienté (OI, OM) est appelée I’argument
principal de z et noté : ARG(z). . |
1 a2 £ e T A
— ;I‘(;ute mesure de I'angle orienté (OI, OM) est un argument de z et noté :
arg(z).

m

: ARG{~:‘)=-2
ARG(-1)=.

Ainsi : ARG(i)=
ARG(1)=

Sy

Remarque
On n’attribue parad’argument au nombre complexe O.

™
\'S'.; |Exercices 1) Trouver I'ensemble des nombres complexes
a) d’argument principal : O
b) d’argument principal : 7
— w
¢) d’argument principal : 5
u e o
d) d’argument principal : ~3"
N 2) Soit z un nombre complexe non nul d’argument principal 6.
= i = N M son point-image.
e __ Placer les points-images des nombres complexes :
P l-‘_ s —
~ ; ' Z, —%, — .

— Exprimer en fonction de 4, l‘argumént principal de chacun des

nombres complexes suivants :
BLO g R

b) Egalité de deux nombres complexes non nuls
On sait qu’un nombre complexe non nul est déterminé par :

— son module et son argument principal

donc aussi par :

— son module et un de ses arguments.
79
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Il en résulte que :

Quels que soient les nombres complexes non nuls z et z'
2| =2
[z=2"] <=
ARG(z)=ARG(z")

Ou encore ;

L

Quels que soient les nombres complexes non nuls z €t z°:
2| =2l
[z2=2] <> Let]
dkeZ arg(z)=arg(z’)+k(27)

¢) Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique (a +ib)
z=a+ib: avec : (a, b)ER*={(0, 0)}

Soit M le point-image de z. Il a pour couple de coordonnées (a, b).

Posons : ’ZI =p; ARG(z)=6.
On a: a=pcosf; b=psina
d’oi : z=p(cos 8+isin §); avec: (p, §)eR*xR.

Théoréme et définition

Tout nombre complexe non nul z peut s’écrire :
p(cos 8+isin 8); avec: (p, O)eR*xR
p est | le | module de 7
0 est |un| argument de z.

On dit que le nombre complexe non nul z est écrit sous forme trigonométrique.

i

80
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Remarques
i vYeeR |cos f+isin 3|=1

(cos +isin 8) est un nombre complexe de module 1, écrit sous forme
trigonometrique,

M
J
M,
(4] T
* VzeC* z:|z|><-|—§-T

ﬁ}— est un nombre complexe de module 1. Il en résulte que :

Quel que soit le nombre complexe non nul z, il existe un unique nombre complexe
z, de module 1 tel que z et z; aient le méme argument principal.

d) Comment reconnaitre qu’un nombre complexe non nul est écrit sous forme
trigonométrique?

Exemple
On /donne le nombre complexe z tel que :

= -2 (cos T+i sin %)
&= CUSs I 3 )

Quels sont le module et I’argument principal de z?

On obtient : lz]=2

—2(— T —isi -75)
z-.—‘ cos 3 in 3

2fos (22)i5m ()

Par conséquent :  [z|=2; ARG(z)=- 3

d’ou :

81
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oy
Plus généralement :
L ——
p et @ étant des nombres réels, le nombre complexe :
p(cos 8+ sin 8)
est écrit sous forme trigonométrique si et seulement si :
p est strictement positif.

~.__Exercices 1) p et @ étant deux nombres réels quelconques, trouver le modyle
et un argument du nombre complexe :

p(cos @+1i sin 8)
(discuter suivant le signe de p).

2) 4 étant un nombre réel quelconque, écrire sous forme trigonomé-
trique les nombres complexes sutvants :

‘ L] + - ]
sinf@+icosd; cosf—isinf; —cosé—isiné,;

¢) Comment passer d’une forme a I'autre? |

On considére un nombre complexe non nul

— de forme algébrique : a + ib

— de forme trigonométrique : p(cos 8 +1i sin ).
Désignons par M le point-image de ce nombre complexe.

[ M
i
|
J+ p 1
i
]
i i
0 i a
On a alors :

a+ib p(cos 6+ i sin 8)

avec : (a, b)ER*-{(0, 0)} avec : '(p, ) eR* xR

p='\/az—+F
e

a*+b?
w O
Va+b?

a=pcos @ cos B

b=p sin @

sin @ =

Forme algébrique ""_'——‘p-- Forme trigonométrique
:

, 82
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e Notons que dans certains cas la représentation géométrique d’un nombre
complexe permet de I’écrire sous forme algébrique ou sous forme trigonométrigue.

Ainsi les points M et N représentés sur le dessin ci-dessus ont respectivement
pour affixe :

. o . . T
+ e ).
(141) et (cos 1 i sin 4)

e DANS LA PRATIQUE, pour écrire sous forme trigonométrique un nombre
complexe non nul de forme algébrique (a +ib), on procéde comme suit :

1) Trouver le module de (a +ib).

2) Mettre ce module en facteur dans (a +ib):

o 3 3 a ; b
-g+1b—\fa +b (\;/E2+b1+"»/az+bz)'
3) Résoudre le systéme :
cos Hz—a-—
(S)8E€]-7, 7], b

sin 8= ———
Va'+b?

+ METHODE PRATIQUE de résolution du systeme (S).

% Reconnaitre le quadrant dans lequel est situé le point-image M, du nombre

a . b )
: + ‘ .
complexe de module 1 (\/a2+ 5 Na 1 b

83
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i quadrant (1)

quadrant (11}

]
0 I

quadrant (I1I) quadrant (IV)

+ Dans certains cas, I’argument principal de (a +ib) est particulier.

a 'une des valeurs suivantes : 0; 1; —1.

; a b
— Si: ou
Var+b:  Var+b?
L’argument principal de (a +ib) est immédiat.

Ainsi : {c059=1 donne: M=I; dou 6=0.

sin =0
I+
0 I(1)
Si: = ou s a I'une des valeurs suivantes :
" Var+ b? a’+ b? .
11 V2 V2
2’ 2’ 2 2
le point M coincide avec I’un des points M,, M,, M,, M, dans I'un des dessins
ci-dessous.
M, M,
! ]
! i
| AT]
B 1 i 0 |1
2 2
1 1
M, M,
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
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» .Ainsi Y I
COS 9=§
ﬂ;‘ 5 donne : M=M,; dot: #== (figure 1)
™ |sin §=— 3
2
cos = —-ﬂ
J 2 ” Su .
| donne : M=M,; dot: 0=-=—= (figure 2)
sin = —= 8 |
2
cos 6= _\_/_E
) 2 . 3w :
S5 donne : M=M,; dou: @=— (figure 3).
sin §=— 4

* Dans les autres cas, utiliser une table trigonométrique ou une calculatrice pour
trouver une valeur approchée de I’argument principal de (a +ib).

~

’C/Exercices . $ 1) Placer dans le plan 4 muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J)
le point-image de chacun des nombres complexes suivants :

1..vV3 V3 i V2 V2

St T 7T

(On vérifiera au préalable qu’ils sont de module 1.)
Donner 'argument principal de chacun de ces nombres.

2) E/cgire sous forme trigonométrique le nombre complexe
(—V3+i).
Donner une représentation géométrique de ce nombre.

4) Forme trigonométrique et calculs dans C

a) Produit de deux nombres complexes non nuls

Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls tels que :
z=p(cos §+sin 8); avec: (p, geR* xR
z'=p'(cos @' +sin 8'); avec: (p', 0)ER: xR.

On a alors : .
2z' = pp'[cos 8 cos 6’ —sin @ sin @'+ i(cos @ sin 8’ +sin 6 cos 6)]

22'=pp’(cos(8+ 6')+ i sin(6 + 9')); avec: (pp', 0+0)ERIXR.

On retrouve : |zz'| =pp'= 2] x |2'|

et : @+ @' est un argument de zz'.
85

Scanned by CamScanner



Algébre-Géométrie Terminale D

D’oul :
Quels que soient les nombres complexes non nuls z eg 7'
|zz'| = |z] x|
|
IkeZ arg(zz’)=arg(z)+arg(z’) + k(2).
T
» Exercice — Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes :

1-is -V3-i; (1-i)(-V3-i).

_ Soit M le point-image de (1—i) et N celui de (—V3-i).
En déduire un programme de construction du point-image d¢
(1-0(-V3-i).

b) Inverse d’un nombre complexe non nul
Soit z un nombre complexe non nul.
p 1
Puisque : Z x-z-= 1
=cos 0 +i sin o,
on en déduit que :

Quel que soit le nombre complexe non nul z :

T
2l Jz]
dkeZ arg(-g-)=—arg(z}+k(2w).

= Exercices 1) Montrer que :

cos @+ i sin 9=°°5(_9)+i sin(—8).

o, 3 a > . [.
2) Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe —-

3

11
Construire son point-image.

¢) Quotient de deux nombres complexes non nuls

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls.
86
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Puisque : - B i
; z z

on en déduit que :

Quels que soient les nombres complexes non nuls z et z':

2]- 2]

2l 2]
Z

JkeEZ arg (?) =arg(z)—arg(z')+ k(2m).

Exercice a) Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe :
1+iV3
1+i °
— Donner un programme de construction de son point-image.

b) Ecrire ce nombre complexe sous la forme algébrique.

— En déduire la valeur exacte de cos (%) et de sin (Iﬁ)

d) Puissance a exposant entier d’un nombre complexe non nul,
Formule de Moivre
e Soit z un nombre complexe non nul tel que :

z=p(cos 8+isin 6); avec: (p, H)EREIxXR

Puisque : 2i=z Xz
on a alors : 2= p>(cos(26) +i sin(28)).
Et puisque : ?=7"%z

montrer que : 2> =p*(cos(30)+i sin(39)).

— Montrer par récurrence que :
vneN* (p(cos 0+i sin 8))" =p"(cos(nf)+i sin(nd)).

— D’autre part, n étant un nombre entier naturel non nul, montrer que :

s it p
(p(cos 8 +i sin 6)) (cos 8+ sin )"

=hn

_ 4
"~ cos(nf)+i sin(nd)

=p~"(cos (—n6)+i sin(—nd)). .

87

Scanned by CamScanner



Algébre-Géométrie Terminale D

Par conséquent :

Quel que soit le nombre entier relatif n,
quel que soit le nombre réel strictement positif p,
quel que soit le nombre réel 6,

(p(cos @+1i sin 8))"=p"(cos (n§)+i sin(nd)).

e Cas particulier : formule de Moivre

Quel que soit le nombre entier relatif n,
quel que soit le nombre réel 6,

(cos @ +i sin )" =cos(n@)+i sin(nd).

Exercice Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants ;
V3+i\'®
(1-iV3)s, ( T )

(1+)°(V3-i)2

Remarque

D’une maniére générale, il est plus intéressant de considérer les nombres
complexes :

— sous forme algébrique,
si I'on effectue des sommes ou des différences;

— sous forme trigonométrique,
si I'on effectue des produits ou des quotients.

5) Racines n"*™ d’un nombre complexe non nul

a) Exemples introductifs

Exemple 1
Résoudre I'équation :

(B} z€C, 2*=-1+iV3.

On a:
—1+n/i=2(-1+fl/§)
2 2
. 2_7r . . 2@
2(-::05 3 + i sin T)
Posons : z=u(cos x +i sin x); avec : (u, x)ER*xR.

88
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On obtient alors successivement : -
[=-1+iV3] <> |u(cos2x)+isin(2x))=2 (COS %‘T+ i sin '233)]
pr=2
s ) [e] .
keZ 2x=-;-’+k(2-,.r)
(u=V2 (justifier)
- ¢

Akez x=;—’+km

Vérifier que l‘§quation (E) admet exactement deux solutions z, et z, correspon-
dantes respectivement aux valeurs 0 et 1 de k.

zoﬂ\@(cos ;—T+E sin %r)

Z) z\/E(CC'S 4%:-_'_:, sin %-T)=\f§(cos(—2$)+i sin(—%f))
Zo et z, sont appelés les racines carrées de (—1+ i\z’rj).

Représentations géométriques

=

\3
A : point-image de (—-;-+;‘-—2-3-).
B : point-image de (—1+iV3).
M, : point-image de z,.

M, : point-image de z,.

MES(m=;—T
—
MES (OM,, OM,)= .

Les points-images M, et M, respectifs de z, et z, sont diamétralement opposés
sur le cercle de centre O et de rayon V2.
1=~ 2o
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Exemples 2
Résoudre I’équation :

€C, z5=1+i

(E)
— Montrer que : ” ' { L
1+i=\/5(cos g-i-isinz). i L

Posons :

z=u(cos x+i sin x); avec: (i, x)ER%* xR.

On obtient successivement :

[2°=1+i] <= [u"(cos(()x)+i sin(Gx).)———\/i(cos T+isin f—r)]

4 4
uS=\?2
<> { [et]
keZ 6x="f+k(2w)
H=£\27§
<> | [et] ;
o T
! Jke”Z x—ﬂ'+k(?).

Vérifier que 1'équation (E) admet exactement six solutions :

Zos 215 Z25 T3y 24y Zs

correspondantes respectivements aux valeurs suivantes de k :
0,1, 2,3, 4, 5.
Ces six solutions sont appelées les racines sixiemes de (1+1i).

Représentation géométrique

M,

2la

M;

M,

90
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Les points-images M,, M,, M,, M;, M,, M; respectifs des nombres complexes
Zos 215 225 23, 24y Zs SONE lf:ts2 sommets d’un hexagone régulier inscrit dans le cercle
de centre O et de rayon V2. '

b) Définition

Soit n un nombre entier naturel non nul,
Z un nombre complexe.

On appelle racine n*™ de Z, toute solution de 1'équation :
z = C, Zn = Z

Remarque

On ne peut utiliser le symbole ¥/ que pour des nombres réels strictement positifs.

¢) Recherche des racines n*™ d’un nombre complexe

Rechercher les racines n-iéme d’un nombre complexe Z, revient a résoudre
I’équation :
(E). z€€; @Z"=Z
'— Si: Z=0, alors : 0 est I'unique solution de (E).
— Supposons : Z #0.
Toute solution de (E) est non nulle. (Justifier.)

Posons ;
Z=p(cos §+isin @); avec: (p, )ERIXR
z=u(cos x+isinx); avec: (u, x)ER¥xXR.
On obtient successivement :

[7"=2Z] == [u"(cos(nx}+i sin(nx))=p(cos +1 sin 6}]

u"=p

<> | [et]

AkeZ nx=0+k(2m)

u=vp
<>

Jke”Z xﬂ—9+k(z—ﬂ).
n n

Vérifier que I'équation (E) admet exactement 1 solutions distinctes obtenues en
donnant 3 k les valeurs : 0, 1, 2, ... (n—1). :
91
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-

Théoréme

n étant un nombre entier naturel non nul,

e 0 est la seule racine n**™ de 0.

¢ Tout nombre complexe non nul de forme trigonométrique :
p(cos 8 +i sin 6)

admet exactement n racines n*™ qui sont les n différentes valeurs de :

8 27\, . . (6 2#))
- Mgt i e
\/E(cns(n+k H)+lSll’I ” =
correspondantes aux valeurs suivantes de k :

0: 1; ... (n—1)
— Lorsque : n=2,

les deux racines carrées sont opposées.

— Lorsque : n>2, . _ , o
les points-images des n racines n**™ sont les sommets d’un polygone régulier

de n cbtés, inscrit dans un cercle de centre O et de rayon Vp.

d) Exemple : racine cubique de 1
Calculer et représenter géométriquement les racines cubiques de 1.
En déduire les racines cubiques de 8.

— Racine cubique de 1
On sait que 1 admet trois racines cubiques qui sont les solutions de 1’équation :

3=
Elles ont pour module 1. 7EC: =1
Or: 1=cos(0)+i sin(0).
. Posons ; z=¢0s x+1I sin x.

On a alors : [z°=1] <= [cos(3x)+i sin(3x)=cos(0)+i sin(0)]
<> [FKkEZ 3x=k(27)]

< [Hez x-k (2?'”)]

Les trois racines cubiques de 1 sont les nombres 7l
complexes Zo. 25, 22 tels que : 3 :

2o=c0s (0)+i sin(0)=1 \
7 2m\ 3

Z;=C08 (‘%—)-{—i Sin(T)_ —%H%
Z3=CO0S (4—w)+i sin(ﬂ)= —l—iﬁ
3 3 2 2 = :
Z:=f|=2f
Montrer que : H=5=23
Zo+ 21+ 2;,=0. <
Le nombre complexe (—%+i%) est noté j. -
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o
=

Conclusion

Les racines cubiques de 1 sont les nombres complexes 1. j et J avec -

o L, N0 '
- 2 Ml

Elles vérifient : |
1+j+J=0; J=}2

— Racine cubique de 8

Notons que 2 est une racine cubique de 8.
Soit z un nombre complexe quelconque,
On obtient successivement -
[z est une racine i
cubique de 8 ] aeall e}

<> [’=2"]
3
o [
z

<> [5 est une racine cubique de 1].

Les racines cubiques de 8 sont donc : 2; 2j; 2J.

Remarque

En Physique le nombre complexe i est noté j car i désigne en général une intensité.
Ne pas confondre les notations utilisées en Mathématique et celles utilisées en

Physique!

Exercices 1) Calculer et représenter géométriquement les racines quatriémes
de 1.
En déduire les racines quatriemes de 81.
2) Plus généralement, montrer qu'on obtient toutes les racines n'*™
d’un nombre complexe non nul en multipliant 'une quelconque
d’entre elles, successivement par les racines n*™ de 1.

6) Activité

Exemples d’utilisation des nombres complexes en trigonométrie.

a) Exemple 1 -
Expression de cos(34) et sin(36) en fonction de cos @ et sin 6.

On sait que : o
ok cos(38)+i sin(38)=(cos 0+ sin 8)’.

Par la formule du bindme de Newton, calculer :
bt A (cos 0+ i sin 8)’,
e ; 93
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En:dednie aues cos(30) = cos 6 (cos? §—3 sin® §)

sin(38)=sin (3 cesz,\-: sin® ).

Exprimer : cos(36) en fonction de cos 7]
sin(36) en fonction de sin 6.

Exercice { Exprimer cos(46) et sin(46) en fonction de cos @ et sin 6.

b) Exemple 2
Linéarisation de cos* @ et de sin‘ 8.
Considérons le nombre complexe z de module 1 et d’argument 6.

Quelquesoitlenombreentier naturel # :
z=cos 8+ sin @ z" =cos(nf)+i sin(nd)
Z=cos 8—1i sin @ z" =cos(nf)—i sin(n@)
d’ou : - d’ou :
7+7=2cos @ 2"+ z"=2 cos(nd)
z—Zz=2isin . " — 7" =2i sin(nd).

— 11 en résulte que :

1 =
cos* 6=5; (z+z)

1 = o_ o s
=— (24 +47°7+ 627> +422° + 7°)

= (244 £*)+4zi(2*+ ) +62°77)
=%(2cos(48)+4cos(28)4—6}; car: zZ=1
cos* 9=% (cos(40)+2 cos(28)+3).

On dit que 'on a linéarisé cos® 6.
— Linéariser de méme sin® 6,
Remarque

La linéarisation est utilisée dans la recherche de primitives de certaines fonctions.
Ainsi, pour rechercher une primitive de la fonction numérique f définie par :

YxER, f(x)=cos'(x) |
on écrit : f(x)=é (cos(4x)+2 sin(2x)+3).

La fonction numérique F définie par :

F(x}=% G sin (4x)—cos(2x)+3x)

est donc une primitive sur R de la fonction f. (Justifier.)
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Exercice Linéariser cos® @ et sin’® @.

En dédui're: une primitive sur R de chacune des fonctions numériques
f et g définies respectivement par :

VxeR, f(x)=cos’(x);
VxeR, g(x)=sin’(x).

3 Equation du second degré dans C

1) Résolution d’'une équation du second degré dans C

e Nous avons vu que I'équation :
x€R, x2+1=0
n’admet pas de solution, tandis que 1’équation :
x€C, x*+1=0
admet exactement deux solutions : i et —i.

e Plus généralement, étant donné un nombre complexe non nul a, deux nombres
complexes quelconques b et ¢, on se propose de résoudre I'équation dite du

second degré :

(E) z€C, az’+bz+c=0.
On peut lui associer la fonction polynéme
f:C—C

7z —— az’+bz+c.

Les solutions de (E) sont les zéros de f.
Ecrivons f(z) sous forme canonique :

b\* b*—dac
fr=e|(z+55) ~—3z J
Posons : A=b%*—4dac.
A est le discriminant de ’équation (E) ou de la fonction f.
b\> A
On a: f(z)=a[(z+@) vt

Pour 1’étude des solutions de ’équation (E) on distingue deux cas :

1 cas : A=0.

b 2
Ona: f(z)=a(z+ﬁ) i
(E) posséde une solution double z': ;
Z = *‘E.

f(z) se factorise comme suit :
fl)=a(z-2')
N 95
i

;

\
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2¢ cas: A#0.
A admet donc deux racines carrées opposées : § et =8 :

rome[(e+2) ][22

or-s - 48) - 522)

(E) posséde deux solutions distinctes 2z’ et " :

 —b-8 , —b+8
'= :

ou encore .

2a < 2a

f(z) se factorise comme suit :

f(2)=a(z—7'Nz—2").

Tableau récapituliati f

Equation (E): z€C, az®*+bz+c=0; (a, b, c)EC*XCxC
Fonction polyndme f: z — az’+bz+c
Discriminant A :  A=b*—4ac

gt Solutions de (E) Forme factorisée
ou zéros de f de f(z)
A=0 b2, fQy=a(z-2'}
= z 53 =a(z—-7")
,_—b-=86 , —b+d .
A#0 = U= f()=a(z—2'Xz—2")
avec: &2=A

Pour résoudre une équation du second degré dans C, il est donc nécessaire au

préalable, de savoir trouver sous forme algébrique, les racines carrées d’un nombre
complexe non nul.

2) Racines carrees d’'un nombre complexe non nul écrit sous sa forme .
algebrique

a) Exemple introductif
| Trouver les racines carrées du nombre compleﬁe (—8+6i).

Résolvons 1'équation :
(E) z€C, z*=-8+6i
Posons : z=x+iy; avec: (x, y)ERXR.
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Ona:
(2°=-8+6i] <= [x®—y?+2xyi=—8+6i].

Résoudre I'équation (E) revient donc & résoudre le systéme ;

2 i
$)  oper, {307

Or} sait que l’fiquation (E) admet exactement deux solutions; il en est donc. de
méme du systéme (S).

De plus, toute solution de (E) vérifie :
|z|>=|-8+6i|; clesta-dire: x%+y2=10.

Donc toute solution du systéme (S) est aussi solution du systéme :

x*+yi=10
(S') (I, .V)Eith {Iz = }'2= -8
xy=3.
24+ y2=10 =]
Or: [x y {
r lx2—y2=—38 <> 2_g

d’ou :
[ou]
(x, y)=(1; =3

Le systéme (S’) admet exactement deux solutions. Ces solutions sont celles du
systeme (S); les systemes (S) et (S’) sont donc équivalents.

X2+ y2=10 x »)=(133)
l + |

Les deux solutions de (E) sont donc :
(1+3i) et (—1-3i).

b) Cas général
Soit (a +ib) un nombre complexe non nul écrit sous sa forme algébrique.
Résolvons 1'équation :
(E) z€C, Zz*=a+ib.
Supposons : b #0.

Posons : z=x+1iy.

On a: [z2=a+ib] <= [x*—y*+2xyi=a+ib].
De plus : Iz'2=[a+ib|.

C’est-a-dire : x2+y?=Va*+ b2

On montre, comme dans I'exemple introductif que résoudre I'équation :
(x+iy)EC, (x+iyY=a+ib; avec: b#0
97

Scanned by CamScanner



Algeébre-Géométrie Terminale D

_-___-_"'-_
revient a résoudre le systéme :
x+y?=Va*+b?
(x, y)ER?, {xz— yi=a
2xy=b.
7 1
2 2 2
x‘=- ( Va*+b°+ a)
{x’ +y2=Val+b? 2
x*—y’=a 1 3
§ y2=5( a2+b2—a)
a et b étant des nombres réels, on a:
a<|a|=Va®+b’
Par conséquent :
1
% (Va?+b*+a) et 5 (Va’+b*—a)
sont des nombres réels positifs. Ils admettent donc chacun deux racines carrées

réelles.
Ainsi, (x + iy) est une racine carrée de (a +ib) si et seulement si :

y 5 1
x est une racine carrée de : 5 (Va*+b*+a);

. , 1
y est une racine carrée de : 3 (Va®+b*—a);

2xy=b.
Supposons : b =0. g,
L’équation (E) devient :
z€C, z°=a; avec: ac€R.

. T
— S1: ‘a=0)

On sait que (E) admet deux solutions réelles :

) Va et -Va
—Bl A=
On écrit : a=i*—a); avec: -agcR*,
L’équation (E) admet deux solutions imaginaires pures :

iV—a et -—-iV-a.

Remarque
Tout nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées. Ces
racines carrées ¢tant opposées, il suffit d’en connaitre une.

Exercice Donner les racines carrées de chacun des nombres complexes
suivants :

1, —=1; 4; —-4; 3. -3,
98 |
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¢) Exemple

Résoudre I’équation :
g, | \/5

eC; _
z Py

NI—-.

— En utilisant les formes algébriques.
— En utilisant les formes trigonométriques.
Représenter géométriquement les deux racines carrées de (¥+%)

En deduxre la valeur exacte de cos ﬁ et de sin 17;

o Vf,‘n utilisant les formes algébrigues, montrer que les deux racines carrées de
( 3

T'!'z) sont : _
I t .
EV2+\/§+%V2—\/§ et —%V2+\/'—% 1—V3;

— En utilisant les farme.s trigonométriques, montrer que les deux racines carrées
V3 i
de (—+—) sont :
2 2

m o
__.4. ol
COS 1 i sin 5 et cos (13 12)+£ sin (13 12)

— Représentation géométrique

(1)

(1)
&) ]
— o T
l{:f. ] -
vy | (1)

En déterminant le quadrant du plan dans lequel est situg le point-image de chacune

3 i . ]
des racines carrées de (—2— +§), on en déduit que :

Ccos —+ [ sin
12

d'ou : 1

99
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Trouver les racines carrées de chacun des nombres complexeg

Exercice :
suivants :

is —i; 2—5i; 5+6i.

Exemple de résolution d'équations du second degré dans C gy
d’équations s’y ramenant

Exemple 1

Résoudre 1’équation :
(E) z€C, 224+(2+3i)z—-2(1-2i)=0.
— Racines carrées du discriminant A
_ A=3—4i,
Le discriminant A est un nombre complexe non nul.
Il admet deux racines carrées, solutions de I’équation :
seC, &*=3-4i

On pose : S=u+iv; avec: (u, v)ERXR.

Ona:
[67=3—-4i] == [u?-v*+2uvi=3—4i]

- d’autre part : |8|2=|3-4i].
Considérons donc le systéme :
’ w+vr=5
(u, vV)ER?, S u?—0?=3
_ uv=-2.
Il est équivalent au systéme :
ui=4
(u, IER?, { v?=1
uv=-—2
. (H, T))=(2; _1)
d'ot :
(u, v)=(-2; 1)

Les deux racines carrées du discriminant A sont :
(2—1i) et —(2-1i).
— Solutions de ’éguation (E)
Les solutions z et z' de I’équation (E) vérifient :
z’=—(2+3i;+(2_i); Z,,z—(2+3i)-(2-—1')
> :

D’ou : , e
==2; z"=-2-j

Exercice ? Résoudre I'équation :

2€C,  2iz%+(1+6i)z~3+i=0.

Scanned by CamScanner



3 / Les nombres complexes

-

Exemple 2
Résoudre I'équation :
(E) 2€C, 22— (6+i)2+(13+7i)z—10(1+i)=0
sachant qu'elle admet une solution réelle.

e Soit @ un nombre réel quelconque :

a est une solution
[ de (E) ] <> [@®=(6+i)a?+(13+7i)a—10(1+i)=0]

<> [(a*=6a+13a-10)+i(-a*+7a-10)=0]
a’>—6a’+13a—-10=0

= [ AL

—a’+7a—-10=0.
a€R, -a>+7a-10=0 2
admet pour solutions 2 et §. Neanmoms seul, 2 est aussi solution de I’équation :

a€R;, a’*-6a’+13a—-10=0. '
Par conséquent le nombre réel 2 est 'unique solution réelle de 1'équation (E).
Il en résulte que 2 est un zéro de la fonction polynéme du 3¢ degré f, définie par :
(1) @)= =6+ + (134 7))z = 10(1 + ).

e Mise en facteur de (z —2) dans f(z)

.
-

Montrer que I’équation :

Nous admettrons qu’il est possible d’étendre a C les théorémes et les techniques
utilisés pour la factorisation dans R.

On veut trouver un nombre complexe a tel que :

(2) f()=(z-2)(*+az+5(1+1i)).

Les coefficients de z* dans les expressions de f(z) définies respectivement en (2)
et en (1) sont: a3 Bt (e

dol: a—2=-6-i

Par suite : a=—(4+1i)

f(2)=(z =20 (22— @+ Dz +5(1+1)).
e Les autres solutions de (E) sont donc celles de I'équation :
zEC, 22—-(4+Dz+(5(1+i)=0.
Résoudre cette équation.

Exercice Résoudre I’équation :
z€C, (1+D)*+(6-i)2+(4-9)z-2(1+5)=0
sachant qu'elle admet une solution imaginaire pure.
Remarque
Toute équation de degré n (n €N*) dans C, admet une, ou deux, ... ou n solutions.
101
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Exercices

"

_~41 (1). Mettre sous forme algébrique les nom-
" bres complexes suivants :

(M) 2-0E+h
J..f (2)  3i(5—2§)
| (3 (4+3i)2-50)

\ (4) @+
© =
(6 %
o G

—

A7 carré est égal a son inverse?
1“3 (1). On pose
& z=2=5i; z'=-=3+4i
Donner la forme algébrique de chacun des
nombres suivants :
z+z": z-=2" 4zr-3z; zz.
_14 (1). Donner la forme algébrique du nombre

complexe :

18 (1) Résoudre les égquations suivantes :

ot zeC, 3iz+2i—-(1-i)z=0

zel, 2z-1+iz=5+3i+(1+20)z
. zeC, (1-3i)z+4-7i=0
| zec, (1+2i)z-5+3i=0.

6 (1). Résoudre les équations suivantes :
f*.‘ zeC, 2z-57+1=0
| 'z€C, 2f-2Z+1=0_
\

zeC, z2+2iz-2i+1=0.
|
, 7 (2). Le plan étant muni d'un repére
orthonormé, trouver I'ensemble des points M
d'affixe z, tels gue les points images des
nombres complexes 1, z et 1+z? soient
alignés.

8 (2). Le plan étant muni d'un ‘repére
orthonermé, trouver I'ensemble des points M

\ % (2). Le plan étant muni d'un repére ortho-
N

*,_' 2 fil).-_Q_;JeT est ie nombre complexe dont le

\ normeé {0, I, J).

—

d'affixe z tels que les points images des
nombres complexes f Z e'g_ iz soient les
sommets d’'un triangle équilatéral.

ormé d'origine O, on désigne par M le point
d'affixe z et par M’ le point d'affixe £ tel que :
z+1

Tz -1
1) Trouver I'ensemble (D) des points M tels
que Z soit un nombre réel.

2) Trouver l'ensemble (C) des points M tels
que Z soit un nombre imaginaire pur.

3) Trouver I'ensemble () des points M tels
que les points O, M et M’ soient alignés.

10 (2). Le plan est muni d'un repere
orthonorme.

On donne le nombre complexe z.

Soit 4, B et C les points d'affixes respectives
z, 22, z°.

Quel est I'ensemble des points A tels que le
triangle ABC soit rectangle en A.

11 (2). Le plan étant muni d'un repere
orthonormé, soit t un nombre réel quelcongue.
Trouver I'ensemble des points M, images des
nombres complexes

1+t

14+i+21

12 (2). Le plan étant muni d'un repére
orthonormeé, on pose :
=iz

1+iz

1) Quel est I'ensemble des points M d'affixe z
tels que Z soit un nombre réel?

2) Quel est I'ensemble des points M d'affixe 2
tels que Z soit un nombre imaginaire pur?

13 (2). Trouver le module de chacun des
nombres complexes ci-dessous.

2-3i; 5+4i;  (2-3i)(5+41)
Ay
5+4j

14 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-

1) Quel est I'ensemble des points M dont
I'affixe z verifie :

lz| =2.
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3 / Les nombres complexes

2) Quel est I'ensemble des points M dont
|'affixe 2z vérifie :

|z—i]=2.

\ 15 (2). On considére les points A et B
" d'aflixes respeclives 147 et 2-3/ Quel est
I'ensemble des points M dont |'affixe z vérifie :

lz=(0+0]=|z-(2-3)].

16 (2). Le plan est muni d'un repére
arthonormeé.
Quel est I'ensemble des points M dont V'affixe
z vérifie :

z+7Z-|z|=0.
Construire cet ensemble.

X17 (2). Calculer :
(1+ (1 =iV3).

Ecrire sous forme trigonométrique chacun des
nombres complexes suivants :
1-iV3

1.+V’§+r‘(1—'\/§);_‘ —

% 18 (2). Soit:
oy
\ VB+iV2
Iy=———
2
Ecrire 2, et z, sous forme trigonométrique.
En déduire le module et I'argument principal

et 22=1_f.

z ™
de —', puis les valeurs exactes de cos — et de
£z 12
:‘i{xsin i
12°

19 (2). n étant un nombre entier naturel écrire
sous forme trigonométrique chacun des nom-
bres complexes suivants :

R

.20 (2). Le plan étant muni d'un repére ortho-
normé direct, on pose .

z=V3+i
Trouver le module et I'argument principal des
nembres complexes suivants :
z; 2i—z; 2i+z

nermé direct, on pose :
z=1+iV3. :

Metire z sous forme trigonométrique.
Calculer z'°,

21 (2). Le plan étant muni d’'un repére ortho- |

22 (2). Le plan étant muni d'un repére ortho-
normé direct, on pose :
9V3 4
P iV3).

Mettre z sous forme trigonomeétrique.
Calculer les racines cinquiémes de 2.

23 (2). résoudre I'équation : /
(1) zeC, 2z%=i
— Mettre les solutions de I'équation (1) sous
forme trigonometrique. ;
— Soit p un nombre entier naturel non nul.
Résoudre I'équation :
1
(2) zeC, zP=—(1+]).
V2

— Les équations (1) et (2) peuvent-elles avoir
des solutions communes?

24 (2). Quel est 'ensemble des points M dont
I'affixe z véritie :

ARG {z:.=l;.

25 (2). a étant un nombre réel, mettre sous
forme trigonométrique le nombre complexe :

1+ai
1—ai

(Dn pourra poser: a=tan g)

Application : mettre sous forme trigonométri-
que le nombre complexe :

3+iV3
3-iV3

26 (2). Soit z un nombre complexe de
module 1 et d’argument &.

Mettre sous forme trigonomeétrique le nombre
complexe 1+z+2%

27 (2). @ étant un nembre réel, mettre sous
forme trigonométrique les nombres complexes
suivants : -

5 14+itan 8
14+cos f—isinfh, —————
1—itan &

1—cos 8—isin 0§ 1

1+cos #+isind 1+itan B:
cos 8—isin @
28 (2). Le plan étant muni d'un repére ortho-
normé direct, on pose :
z=1+iV3

e
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e,

L]

— Ecrire z sous forme trigonométrique.
— Montrer que, les points images des nom-

- !
bres complexes z, —2, z2 et — appartiennent &
un méme cercle. ks

29 (2). 1) Linéariser : sin? 38 cos® 8.

3
2) Calculer : J sin? 30 cos?® ¢ dé.
[

(D'aprés Baccalauréat)

30 (3). On donne les nombres complexes Z
syetu. z=—-8V3+8i v
u={(V6—-V2)+i(Ve+V2).
a) Mettre 2z sous forme trigonométrique.

Trouver sous forme trigonométrique, les raci-
nes carrées de z,

b) Calculer u?,
Utiliser ce résultat pour exprimer les racines
carrées de z sous leur forme algébrique.

: 5
En déduire la valeur exacte de cos = et de

sin il
12

131/(3). Trouver les racines carrées des nom-
bres complexes suivants :

(1) SREY

(2) —4j
(3) 1-iV3
(4) 7424/

32 (3). Résoudre les équations suivantes :
(1 zeC,. zZZ+iz+1+3i=0
(2) V} zeC, z#+2(1+)z+4i=0
(3) (‘ zEC, iZ?+(4i-3)z+i-5=0
(4) i zeC, z%+z%2+1=0.
f:_%_g,(:i). On considére 1"équation :
(E) zEC, (6+3/)2*+(21+19/)z—26(1+)=0.
Montrer que I'équation (£) admet une unique
solution réelle. Trouver cette solution.
Résoudre ensuite I'équation (E).
34 (3). Soit ¢ un nombre réel tel que :
pE(—m, 7|

Résoudre I'équation : '

zel, z?-2(cosep)z+1=0.

™

35 (3). @ étant un nombre complexe, on
considére I'équation :
(E) 22— (2+iw)Z+iw+2-w=0.

— Montrer qu'il existe une valeur de w pour
laquelle I'égquation (E) admet deux solutions
complexes conjuguees.

— Calculer ces solutions.

@;}3). Soit P la fonction polyndme de C dans
éfinie par :
p(z)=2*—42°+982°—4z +8,
1) Comparer P(2) et P(z), Z élant le conjugué
de z et P(z) le conjugué P(z).

Calculer P(i).
En déduire une, puis deux solulions de

I'équation :

(E) zeC, P(z)=0.

2) Mettre P(z) sous la forme d'un produit de
deux polyndmes du second degré a coeffi-
cients réels.

Résoudre I'équation (E).

Calculer la somme et le produit des solutions
de 1'équation (E).

(D'aprés Baccalauréat.)

'37)(3). On considére I'équation :
(E) zeC, 2Z°—-4iz?—(6+Nz+3i—-1.

1) Montrer que (E) admet une solution imagi-
naire pure. Soit z, cette solution.

— Trouver les deux autres solutions de (E).
On désigne par z, la solution ayant une partie
réelle négative et par z, I'autre sclution,

/A
:38/(3). Résoudre I'équation :
zeC, (1+)z8-(2-Nz%-i=0.

39 (3). Résoudre I'équation :

(1) zeC, z'=1.
On considére I'équation :
(E) x€C, x*+(1+x)*=0.

Vérifier que 0 n'est pas solution de (E).
utiliser (1) pour résoudre (E).

Vérifier que les solutions de (E) sont des
nombres complexes deux a deux conjugueés.
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Probieme ¥

" pl
\ 1
40 On pose : ' aﬁ-2—(1+.r‘).
1) Mettre sous forme trigonométrique les nom-
bres complexes a et a—1.
2) On pose : Zp=1.
Pour tout nombre entier nature! nom nul on

pose : 7 =a",
Soit M, le point d'affixe z,.

Placer dans le plan muni d’'un repére ortho-
normé direct, les points My, My, M,, M,, M,,
Ms, Ms, M; (unité graphique : 4 ¢m).

—

3) Pour tout nombre entier naturel non nul on
pose :
Up = |Z_., o Zn—1|'-

Vérifier que: w,=|al""'x|a-1|.

Montrer que la suite (u,),en- €5t une suite
géométrique dont on précisera le premier
terme u, et la raison.

4} a) On pose :

So=Uitust s+ ..+ U,
Calculer S,.
b) Calculer, si elle existe, la limite de (5,).

\
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4 Nombres complexes et
transformations du plan

Lecon 1: TRANSFORMATION DE C ASSOCIEE A UNE TRANSFORMATION
DU PLAN

Lecon 2: QUELQUES TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES DU PLAN
Lecon 3 : LES SIMILITUDES DU PLAN

.Lecon 4 : UTILISATION DES SIMILITUDES DANS DES ACTIVITES
' GEOMETRIQUES

Dans tout ce chapitre, le plan 7 est muni d’un repéere orthonormé direct (O, I, J)
et I’ensemble U des vecteurs du plan est muni de la base orthonormée associée
(OL OF ).

1 Transformation de C associée
a une transformation du plan

e Rappelons que I’application ci-dessous est bijective ;

M — z; avec 7 affixe de M.

e Soit F une transformation du plan 7.
A tout point M d'affixe z, F fait correspondre un point M’ d’affixe z'.
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Puisque ',b est une bijection de J sur C, on montre qﬁe -

YoFoy™" est une bijection de C sur C
qui a tout riombr.e complexe z, affixe d’'un point M, fait correspondre le nombre
complexe z’, affixe de I'image de M par F,

F
—— M — M

W R gen

—

",’—l

————*t}

©

f=¢oFoy™.

On dit que f est la transformation de C associée a F.

@ Réciproquen}ent, soit f une transformation de C. A tout nombre complexe z
affixe d'un point M, f fait correspondre le nombre z' affixe d’'un point M’

z'f—!—hz'
M M’

On montre que :
¢y~ 'ofoyr est une bijection de T sur 7,

qui & tout point M d’affixe z fait correspondre le point M’ d affixe z', image de
z par f.

F=y 'ofoy.

On dit que F est la transformation de T associée a f.
- 107
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Algébre-Géométrie Terminale D

2 Quelques transformations élémentaires du plan

Sy

1) Homothétie de centre O
e Soit o un nombre réel non nul.

On considére 'homothétie i de centre O et de rapport a.

Soit | M et M’ deux points quelconques du plan,
z et 7’ leurs affixes respectives.

Q|

[M'=h(M)] <> [OM'=a-OM ]
<= [Z'=eaz].

Conclusion

Soit @ un nombre réel non nul.

La transformation de C associée a I’'homothétie h de centre O et de rapport
a est la bijection

f:C—C

Z — aZ.

e Réciproque

On montre que :

a étant un nombre réel non nul, I'homothétie h de centre O et de rapport
est la transformation du plan 7, associée i la bijection

f:C— C

i — «l.

e Examiner le cas : a=1.
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Scanned by CamScanner



4/ Nombres complexes et transformations du plan -

e Nous pouvons traduire ces résultats par les schémas ci-dessous :

a ER*

Schéma de calcul . Schéma de la transformation du
associé a f

plan associée a f

— o> —

Transformation de C Homothétie de centre O de rapport o

f:C—C h:8 — 7T
I oz Mi+— M
tel que ;: OM'= o+ OM.

Exercice Soit A le point du plan d’affixe (—1+2i) et M un point quelconque
du plan d’affixe z.

a) Construire les points I', J', A’ et M', images respectives des

points I, J, A et M par I"homothétie & de centre O et de rapport —%.

b) Trouver par le calcul, I’affixe de chacun des points I', J', A, M".
¢) Vérifier sur le dessin les résultats obtenus.

2) Translation
e Soit b un nombre complexe quelconque et i le vecteur d’affixe b.
On considére la translation ¢ de vecteur i.

Soit M et M' deux points quelconques du plan,
z et 7' leurs affixes respectives.

MF
/!
M% Y
/ /
/ /
/ 4
/
It/ /
/ &
/
/ W
/
'
f |
o I
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[M'=t(M)] < [MM'=i
<> [OM'=0M +1ii ]
<> [Z'=2+D]

Conclusion

Soit b un nombre complexe et i le vecteur.d’afﬁxe b. " L
La transformation de C associée a la translation ¢ de vecteur & est la bijection
f:.C— C
2 — z+b.

e Réciproque.

On montre que :

| b étant un nombre complexe quelconque et i le vecteur d’affixe b, la translation
t de vecteur if est la transformation du plan associée a la bijection

f:C—C
7z — z+b.

e Examiner le cas : b=0.

o Nous pouvons traduire ces résultats par les schémas ci-dessous :

beC; it vecteur d’affixe b.

Schéma de calcul associé a f Schéma de la transformation
. du plan associée a f.

Transformation de C. Translation de vecteur it
f:€C—C t: 95— 7
Z—> z+b M +— M

tel que : MM '=i.

HReniice Soit i le vecteur d'affixe (1 +%)

Soit A le point du plan d'affixe (2—3i) et M un point quelconqué
du plan d’affixe z.
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4 / Nombres complexes et transformations du plan

a) Construire les points I', J', A’ et M’ images respectives des

tu

points I, J, A et M par la translation ¢ de vecteur if.
b) Trouver par le calcul I'affixe de chacun des points I’, J', A’ et M".
¢) Vérifier sur le dessin, les résultats obtenus.

3) Rotation de centre O

e Soit (#) un angle orienté de mesure _princip-ale g.
On considere la rotation r de centre O et d’angle orienté 6.
On sait que O est I'unigque point du plan qui a pour image O par la rotation r.

Soit M et M' deux points quelconques du plan distincts de O,
z et Z' leurs affixes respectives.

Q 6 o
0

A Byl % ;i
OM'=OM ot
[(M'=r(M)] <= |
e e -~
(OM, OM')=(8)
([ OM'=O0M
<> |
—_— —_— = .~
| (OI, OM')—(OI, OM )=(9)
(2| =]z
<> 1
kakﬁz’z arg(z')—arg(z)= 6+ k(2m)
=l o kgl
- ,Ji.flki‘
| 3kEZ arg(z')=10+arg(z) +k(2m) -

<> [z’=(cns g+ i sin ﬂ)z] (Justifier.) |
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112

Conclusion

—_—

Soit () un angle orienté de mesure principale 6. ’ -
La transformation de C associée 2 la rotation r de centre O et d’angle orienté

@ est la bijection
' f:€C—C

z — (cos §+1i sin 8)2z.

e Réciproque.
On montre que :

(ﬁ) étant un angle orienté de mesure principale. 8, la_’rot\ation _(je centre O et
d’angle orienté @ est la transformation du plan associee a la bijection

f:C—C
z —> (cos §+isin 8)z.

e Examiner le cas particulier : §=0.

» Nous pouvons traduire ces résultats par les schémas ci-dessous :

Schéma de calcul : Schéma de la transformation
associé a f du plan associée a f
Transformation de C Rotation de centre O, d’angle orienté 8
f:€C—C S0 gem—
Z > (cos +isin @)z M— M
tel que :
si:M=0;alors: M'=0.
si : M #0; alors :{OM'z()M
MES (OM, OM") =0

Remarque .

(@) étant un angle orienté de mesure principale 8,

soit #' une mesure de (F)

on a: cos 8'+1i sin @'=cos @+ sin 6. A

La bijection: C — C 2
z = (cos 8'+sin 0')z | B

est donc associée a la rotation de centre O et d’angle orienté 4. 5

—
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Exercices 1) Soit A le point du plan d’affixe (=3 — i) et M un point quelconque
du plan d'affixe z.

a) Construire les points I', J', A’ et M’ images respectives de I, J,

, i
A et M par la rotation r de centre O et d'angle orienté L

b) Trouver par le calcul I’affixe de chacun des points I, J', A’ et M".
c¢) Vérifier sur le dessin, les résultats obtenus.
2) Quelle est la rotation associée a la bijection :

C—C

4 .4
Z — (cos —;—T+ism Tﬂ)z?

4) Symetrie orthogonale d’axe (0O/)

e On considere la symétrie orthogonale s d’axe (OI).

Soit | M et M' deux points quelconques du plan,
z et 7' leurs affixes respectives.

Sy
by e
Z e

, { si: ME(OI), alors : M'=M
[M ES(M)] L2 si : M&(OI), alors : (OI) est la médiatrice de [MM']

<~ [z'=z]

Conclusion

La transformation de C associée a la symétrie orthogonale s d’axe (OI) est la
bijection
c:C—C

z — Z

e Réciproque.
On montre que :

La symétrie orthogonale s d’axe (OI) est la transformation du plan associée
a la bijection

c:C—C
Z — Z
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e Nous pouvons traduire ces résultats par les schémas ci-dessous :

Schéma de la transfgrmalion

Schéma de calcul associé a ¢ all
du plan associee a ¢

z

— D

z

Transformation de C Symétrie orthogonale d'axe (OI)
c:C—C s: 95— 7T
7 M r— M’
| tel que :
— si: ME(OI), alors : M'=M

— si: M&(OI), alors : (OI) est la
médiatrice de [MM'].

— Trouver la transformation de € associée a la symétrie orthogonale
d’axe (OJ).
— Trouver la transformation de € associée 2 la symétrie centrale
de centre O.

Exercice

5) Activités. Exemples de transformations du plan
a) Homothétie de centre quelconque et de rapport différent de 1

Rappels

£ H . 3 o _]
— Toute composée d’une translation et d’'une homothétie de rapport a est une
homothétie de rapport a.

- Tout‘c'homuthétie de rapport a est une composée d’une translation et d’uQ
homothétie de centre O et de rapport a.

Exemple |

Trouver la transformation f de C associée & ’homothétie h’ de rapport
—2 et de centre le point  d’affixe (3 —1i).
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e Soit /i I'homothétie de centre O et de rapport —2.
Il existe alors une transformation ¢ telle que :
| . h'=toh.
Soit b P'affixe du vecteur de la translatjon .
On a alors :

Schéma de A’ Schéma de calcul associé a f

h'=toh f:C—C
2 +—> —=2z+b

o Détermination de b [h'(Q)=Q] <= [fG-i)=3—i]
<> [-203-D+b=3-i]
<> [b=3(3-1)].

Par conséquent : f:€C—C '

Exemple 2 z —r =2z+3(3-1).

Trouver la transformation T du plan associ€e a la bijection

f:€C—C
> 2x+=—i
2
On obtient :
Schéma de calcul associé a f Schéma de T

=<

f:C— C h : homothétie de centre O de rapport 2
t : translation dont le vecteur

z — 2z+§—l'

a pour affixe (%—l')

T=toh
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La transformation T est donc ]'homcthé.tie de rapport 2 et de centre le point ()
dont I'affixe « est la solution de I’équation :

z€C, f(z)=z

c'est-a-dire de :

1 .
zeC, 22+§—!=Z
d'ou : W= —E"r‘f.

" 1 1 L
T est 'homothétie de rapport 2 et de centre le point ) d’affixe (_E-H)'

Exercices 1) Soit e un nombre réel non nul différent de 1, {2 un point du plan

d’affixe w. .
\. ¢ Trouver la transformation de C associée a I'homothétie de centre

y et de rapport a.
2) Soit @ un nombre réel non nul différent de 1, b un nombre

s complexe quelconque. . o
)% Trouver la transformation du plan associée a la bijection :

C—C
Z — az+b.

b) Rotation de centre quelconque et d’angle orienté non nul

Rappels

— Toute composée d’une translation et d’une rotation d'angle orienté # est
une rotation d’angle orienté 6.

— Toute rotation d’angle orienté 8 est une composée d’une translation-et d'une
rotation de centre O et d’angle orienté 6.

"“/f”:
Exemple’ |
L .
__ }}‘fg o Trouver la transformation f de C associée 4 la rotation 7' d’angle orienté
; . ™ . .
L 3 ©t de centre le point O d’affixe iV3.

L -
L i,
we ooV

\3 e On a:

cosE+isinW—l
3 3 2

Soit r la rotation de centre O et d’angle orienté

o %
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—
11 existe alors une translation ¢ telle que :
r=tor.

Soit b I'affixe du vecteur de la translation ¢.

On a alors :

Schéma de »' , Schéma de calcul de f

=
— >

r=tor f1€—C

e Détermination de b

[F@)=0] <> [fiV3)=iV3]
- [(%Q’z—ﬁ;); 3+b=iV3]
s [b=%+%i].

Par conséquent :
f ; C — '1:

7 —> %(1+i\/§)z +%(3+:‘\/§).

Exemple 2
Trouver la transformation T du plan associée a la bijection
f:C—C
2 o
Z — %(lﬂ')zﬂ. :
V2 e Bere T
Ona: —E—(l+1)—cosa—+:sm 7
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B

118

On obtient :
e ——
Schéma de calcul associé a f Schéma de T
X (c'os 1—+: smz
r : rotation de centre O et d’angle
f:C—C .
rienté —
T LN ’ s
— i)z .
¢ 2 _ ¢ : translation dont le vecteur a pour
affixe i
T=tor

I3

La transformation T est donc la rotation d’angle t:urimrl,t_(f,__“£1 et de centre le point ()

dont Paffixe « est la solution de I’équation :
ze€C, f(z)=z
c’est-a-dire :
zeC, %('l +iz+i=z

1+V2 i

d’ou : = - - ifi
w 5 +2. Justifier.

Exercices 1) Soit Q) un point quelconque du plan d’affixe w, (8) un angle
orienté non nul de mesure principale 6.

T'rouver la tra’nsformation C associée 2 la rotation de centre Q et
d’angle orienté 6.

2) Soit a un nombre complexe de module 1 et d’argument principal
6, b un nombre complexe quelconque.

Trouver la transformation du plan associée a la bijection :

=g
2 ¥ @ +h,
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3 Les similitudes du plan

1) Les similitudes du plan (rappels)

Définition

Soit @ un nombre réel strictement positif.

Eﬁea%%ene similitude du plan, de rapport a, toute bijection du plar sur lui-méme
e

quels que soient les points M et N d’images respectives M’ et N’ :
d(M', N')=ad(M, N).

Exemples

— Toute isométrie est une similitude de rapport 1.
— Toute homothétie de rapport « est une similitude de rapport |e|.

Théoréme

Toute composée d’une isométrie et d’une homothétie de rapport a est une
similitude de rapport |a].

Propriété fondamentale

Soit S une similitude de rapport a.
Quel que soit I’homothétie de rapport «, il existe deux isométries i et i’ telles
que :

S=ioh et S=hoi

Exercices 1) Donner les autres propriétés d’une similitude.

2) On donne le triangle ABC.
Soit & I’homothétie de centre A et de rapport 3
h' 'homothétie de centre C et de rapport —2

¢ la translation de vecteur BC
-

T

r la rotation de centre B et d’angle orienté T

s la symétrie orthogonale d’axe (BC).
Construire I'image de ABC par chacune des similitudes :
hot, roh', sotoh, h'os.
119
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2) Les similitudes directes du plan

a) Rappels

Toute composée d’une homothétie de rapport « et d’un déplacement est une
similitude directe de rapport |a|.

Exemple
Toute homothétie de rapport a est une similitude directe de rapport le].

Décomposition d’une similitude directe de rapport différent de 1

| Toute similitude directe de rapport « différent de 1 est une composée d'une
rotation et d’une homothétie de rapport «.

b) Similitude directe et transformation de C

On montre que :

Toute similitude directe de rapport « est une composée de I’homothétie de
centre O de rapport a, d’une rotation de centre O et d’une translation.

Soit f la transformation de C associée a la similitude directe S.
Nous pouvons alors traduire le résultat précédent par les schémas ci-dessous :

Schéma de S Schéma de calcul associé a f

—— D
=

—

S=toroh f:C—C
h : homothétie de centre O 2 —% dr b
et de rapport « s
r : rotation de centre O
d’angle orienté @
¢t : translation dont le vecteur
a pour affixe b

avec : a=ua(cos #+i sin 0)
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Conclusion
:}1 etr.ansformation de C associée 2 une similitude directe de rapport a est du
C—2C¢C
2+ az+b; avec: |a|=c.
Réciproque

on montre que :

a €tant un nombre complexe non nul,
b un nombre complexe quelconque,
la transformation f de C définie par :
fz2)=az+b
est associ€e & une similitude directe de rapport lal.

¢) Exemples
Exemple 1

Soit r la rotation d’angle orienté E et de centre le point A d’affixe i,

h I"homothétie de rapport 3 et de centre le point B d’affixe (1—i).
Trouver la transformation de C associée i la similitude directe roh.

e La transformation f, de C associée a la rotation r vérifie :
m

fI(z)=(cos=;I+isinE-)z+b E fiD=i,

et par conséquent,

 C—C
f — sz + X1 (1-30)
% 2 2 2 )

e La transformation f, de C associée a I'homothétie h vérifie :

fz)=3z+b [et] fH(1-iD)=1-i,

et par conséquent,

fi:€C—C
z — 3z+2(—1+1).

e Vérifier que la transformation de C associée a la similitude directe roh est donc,

florz:@_*g:\fz 3;@4,(;' \/i)i.

ZHT(1+f)Z_h —_—

2
121
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Exemple 2 :
Trouver la similitude directe S associée a la bijection
f: C —_— C s 7

i

I ('\/ﬁ—f}z—.l+3f. b _/l) \s

I o 1 ; r;f
[| o ]

Vérifier que : SPRER
s .o m ; !
u g i +(—1+3i).
f(z) 2(cos( 6)+r sm( 6))2 ( )

On a alors

Schéma de calcul associée a f Schéma de S

w3 —C D
feos (-Z)+isin(~5) —C " >
— " D

h : homothétie de centre O et de
rapport 2,

f:€C—C » ) r : rotation de centre O et d’angle
z — z(cos(—g)ﬂ sm(—g)) orisnit (_%)
+(—1+3i)

f : translation dont le vecteur a
pour affixe (—1+3i)

Par conséquent :
S=toroh.

3) Nouvelles caractérisations d’une similitude directe du plan

a) Ensembie des points invariants
Considérons la similitude directe S associée a la transformation f de C définie par :

f(z)=az+b; avec: a€C* et beC.
122
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Soit M un point quelconque du plan, z son affixe.
[S(M)=M] <= [f(z)=¢]
<> [(1-a)z=b]
Si:a#l, alors : S admet un unique point invariant £ d’affixe i

I A
Notons que
si: a=1, alors : § est une translation.

Conclusion
;—1 A zw/q. /9

Toute similitude directe qui n’est pas une tran&fgjnatm‘h admet un unique point
invariant.

b) Décomposition canonique d’une similitude directe
Considérons une similitude directe S de rapport « différent de 1.
On sait qu’il existe une homothétie &, de rapport « et une rotation r, telle que :

S=hor,.

On sait d’autre part que S admet un unique point invariant Q.
Soit & 1'homothétie de centre Q et de rapport e. (4T ’4\-
Il existe alors une translation ¢, telle que : 4 » (1

~ hy=hot, O
d'on : S=hotor, ik
et : tor=h"'o8. k
(t,or,) est une rotation r de centre Q. (Justifier.)
Par conséquent : S=hor. ‘ | F,_n'--’_- .
Montrer que : ‘S=roh. (e & @ o

' Cip e 2

Illustration graphique ' -
Soit @ I’angle orienté de la rotation r.

9 = MES (OM, OM").

M,

AV
"‘l a o
IlE—"I ] : -
1 ¢ &0 i
: - 0
o MM, L
. -~
Théoréme N
Toute similitude directe S de rapport a différent de 1, admet un unique point
invariant {) et on a:  S—hor=roh
ol h est 'homothétie de centre ( et de rapport a et r une rotation de centre Q.

123
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— Cette décomposition de la similitude S est dite canonique.
— Le point Q est appelé le centre de S.
— L’angle orienté () de r est appelé 'angle orienté de S.

¢) Caractérisation d’une similitude directe

Une similitude directe de rapport a différent de 1 est donc caractérisée par :

son centre () =
son angle orienté (8)
son rapport «a.

6 étant la mesure principale de 1’angle orienté (9), par souci d:allégcr le langage,
on dira que S est la similitude directe de centre Q, d’angle orienté § et de rapport a.
S se note aussi @ S 4. «)

On a alors : | S 6 a)=H. ) OFc, 0 = Fear, 0O F(0, «)-

Remarque

Soit ¢t une translation
r une rotation d’angle orienté 6
h une homothétie de rapport a(|a|#1).

On sait que toroh est une similitude directe de rapport far'. Il admet donc un
unique point invariant ().

On a alors : toroh=h'or=r'oh’

ou k' est 'homothétie de centre () et de rapport |a|
r' est la rotation de centre () et d’angle orienté .

Il en résulte que foroh est la similitude directe

de centre ()
d’angle orienté 4
de rapport |a.

Nous obtenons un résultat analogue pour toute composée de ¢, r et h.

Résultats récapitulatifs

Soit S la similitude directe
de centre le point ) d’affixe @
d’angle orienté @ -
de rapport a.

Soit f la transformation de C définie par :
f(z)=az+b; avec: a€C*; beC.
S et f sont associées si et seulement si :
e flw)=w
e 8=ARG(a)

& el

Scanned by CamScanner



4/ Nombres complexes et transformations du plan

Exercices 1) On d.onne_ un point ) et un friangle ABC. ;
Construire I'image du triangle ABC par la similitude de centre ),

L] - * TT
d’angle orienté (_E) et de rapport 2,

A

=D

C

2} Trouver le_:’ce\ntre, I'angle orienté et le rapport de la similitude
directe associée a la bijection :

C—2C
L — (1+i1)z—-i

3) Quelle est la transformation de C associée i la similitude directe

d’angle orienté (—%T), de rapport 3 et de centre le point ) d’affixe

(2-3i)?

d) Autre détermination d’une similitude directe

e Théoreme

Etant donnés quatre points du plan: A, B, A', B’ tels que :
A#B et A'#B.
Il existe une unique similitude directe S telle que :
' A'=S(A) | et| B'=S(B).

Existence -
— Soit A, A', B, B’ tels que:
A#B et A'#B'. L

Par conséquent :
Y

horot
AlA
N, B|B

l 125
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On a désigné par :
¢ : la translation de vecteur AA ' e e
r : la rotation de centre A’ et d’angle orienté ( B, A'B’)

A'B’
: I'homothétie de centre A’ et de rapport —— 1B

/ #

— La transformation horot est une similitude directe’ de rapport _AB qui

applique A sur A’ et B sur B’

Unicité
— Si: A'B'=AB, alors horot est une isométrie,

et nous savons qu’une isométrie est déterminée par deux points distincts et leurs
images.

__Si: A'B'#£AB, alors : la similitude directe horot admet un unique point
invariant {0 (Justifier.)

horot est donc la similitude directe
de centre {) —
d'angle orienté (AB, A'B ]
de rapport —— A8

e Il en résulte que :

Une similitude directe est déterminée par la donnée de deux points distincts et
leurs images.

Activités
1) Caractériser la similitude directe qui applique A sur A’ et B sur B’ dans les
cas particuliers ci-dessous (construire éventuellement le centre de cette similitude).

b
A B p —3,
AB'=AB AB'=-AB AB'=2AB ,F*»:-%A—'

2) Soit A, B, A', B' quatre points tels que :

A#B A'#B
126
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t?'onsidérons la similitude directe S qui applique A sur A’ et B sur B'. Construire
I'image par S du triangle PQR dans le cas de la figure ci-dessous.

A’ P
L ]

ox
o

Exemple

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J) on donne les
points : A, B, A', B’, d’affixes respectives : —2—1; 2i; 2—2i; 1+3i.

Quels sont le centre, ’angle orienté et le rapport de la similitude S qui

applique :
A sur A' B sur B"?

e Soit f la transformation de C associée a S.

f:C— C
z — az+b;avec : (a, b)eC*xC.

On a alors :

Al|A!
B|B’

: , f(—2—f=2-2f
ce qui s_e traduit par : {f(2i)=1+3i;

_ (—2—i)a+b=2-2i
c’est-a-dire par : { dia+b=1+3i.

On en déduit ;

a=1+i |et| b=3+i

d’ou : f(z)=(1+i)z+3+1.

« Trouver le centre, I'angle orienté et le rapport de la similitude S en utilisant la

bijection f.
127

Scanned by CamScanner



A:'gébre-Géamérrie Terminale D

e Vérifier sur le dessin, les résultats obtenus.

4) Les similitudes indirectes du plan

128

a) Rappels

Toute composée d'une homothétie de rapport a et d’un retournement est une
similitude indirecte de rapport |a|.

Décomposition d’une similitude indirecte de rapport différent de 1.

Toute similitude indirecte de rapport a différent de 1 est une composée d'une
symétrie orthogonale et d’une homothétie de rapport a.

b) Similitude indirecte et transformation de C
On montre que :

Toute similitude indirecte de rapport « est une composée d'une similitude
directe de rapport a et de la symétrie orthogonale d’axe (OI).

Soit S’ une similitude indirecte de rapport « définie par :
S'=8os

ot 5 est la symétrie orthogonale d’axe (OI).
S une similitude directe de rapport a.

Soit ¢ et f les transformations de C respectivement associées & s et 4 S
c:C— C; f:€C—C

2z z — az+b; avec: |a|=a.
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La transformation de C associée & S’ est donc la bijection f* définie par :

f'=foc
c’est-a-dire par : f(z)=az+b.
Conclusion
:;’z; ér:ansformation de C associée a une similitude indirecte de rapport a est du
C— C
Z — ai+b; avec: |a|=e
Réciproque

on montre que :

a étant un nombre complexe non nul, et b un nombre complexe quelconque.
La transformation f' de C définie par :

f(z)=az+b
est associée-a une similitude indirecte de rapport |al.

Exemple
Trouver la similitude indirecte S’ associée a la bijection
ff:C— C
Z+— (1+i)z+1-1i

On a: 1+f=\/§(cos %r-l-iSin%r)'
Soit : f:C—C i ¢:C—C
Z+— (I+i)z+1-i 72— Z.

f est la transformation de C associée a la similitude directe §
de rapport : V2
d’angle orienté : -;—r
de centre : le point ) d’affixe « tel que :

flw)=w.

Vérifier que : w=1+Ii. - |
Z est la transformation de C associée a la symétrie orthogonale s d’axe (OI).

Par conséquent : S'=80s.

5) Représentation analytique d’une similitude
e M et M’ étant deux points du plan &, désignons respectivement par (x, y) et

(x', y') leurs couples de coordonnées.
129
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Considérons I'application F: 4 —
Mi— M

i C—C est I'application de € dans C associée a I/

X+iy — x'+iy’
¢ :RXR — RxR est la représentation analytique de F.

{"‘.9 y) — '(«xf1 yf)
e Rappelons que les six applications ci-dessous :

RxR —=C (x, ) —sx-—iy

ft:r"/"/

ol (x, y) est le couple de coordonnées du point M (et du vecteur OM ), sont des
bijections.

oM

a) Ces bijections permettent de trouver, pour chaque tr;msformation du plan 7,
sa représentation analytique ¢, & partir de la transformation f de C associée a F.

Exemple : Représentation analytique d'une rotation r de centre O et d’angle
orienté 6.

Soit M et M’ deux points quelconques du plan, .
(x, y) et (x', ¥') leurs couples de coordonnées respectifs.

[M'=r(M)] <= [x'+iy'=(cos 0+i sin §)(x +iy)]
il en résulte que :

La représentation analytique de la rotation de centre O et d’angle orienté 4 est
la bijection
¢ :RxR — RxR
(x, ¥y) —> (x', y")
o {x'=x cos §—y sin 6
L y'=xsin0+ycos @

Exercice

Soit r la rotation d'angle orienté (--g) et de centre le point d’affixe
2(1=1i).

— Trouver la transformation de C associée i r.

— En déduire la représentation analytique de r.

b) Les bijections précédentes montrent d’autre part qu'on peut résoudre certains
problémes de géométrie du plan en utilisant :

I'espace vectoriel (U, +, +)
I'’ensemble R x R
I'ensemble C

les propriétés géométriques du plan 7.
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On prendra soin, pour chaque probléme, de choisir I'outil le mieux adapté. Aussi,
il n’est pas conseillé d’'utiliser systématiquement les nombres complexes pour
étudier une similitude plane.

Exemple

On donne un triangle ABC, isoctle, rectangle en B et tel que le triplet
(A, B, C) soit direct. -y .
Caractériser par son centre, son angle et son rapport la similitude S qui

applique :
- AsurABsur C.
A
S
AlA
B|C
gt o

Les propriétés géométriques du triangle rectangle isocele donnent :
.-5-""-- ri
AC=ABV2 MES (AB, Ec‘):z.

S est donc la similitude de centre A, d’angle orienté -j—- et de rapport V2.

4) Exemples d’utilisation des similitudes dans des activités géométriques

1) Utiliser les similitudes pour construire une figure

Exemple :
On donne les points A et B d’affixes respectives (3 +1) et (2 +3i).
On considére le losange ABCD dont les sommets C et D vérifient :

o e
MES(AB, AD )=§,
— Construire ABCD.

— Trouver les coordonnées des sommets C et D.
__ Vérifier sur le dessin les résultats trouvés.

131
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Sk

Soit r la rotation de centre A et d’angle orienté

£7

AlA
8|D

Montrer que la transformation f de C associée a la rotation r est définie par :
i ;
f2)=4 (1+V3)2 + 23+ VA) +i(1-3V3).

Le point D a donc pour affixe f(2+3i).

En déduire les coordonnées du point D.
Puisque : ' AB =DC.
Trouver les coordonnées de C.

2) Utiliser les similitudes pour démontrer une proprieté

Exemple

On donne un triangle ABC.

Soit A’, B’, C' les points du plan 7 tels que les triangles A'BC, B'CA et
C'AB soient équilatéraux, les triplets (A', B, C), (B', C, A) et (C', A, B)
étant de sens contraire au triplet (A, B, C).

Soit E, F, G les centres de gravité respectifs des triangles A'BC, B'CA
et C'AB.

Montrer que le triangle EFG est équilatéral.

A!

— Le plan étant orienté, supposons le triplet (A, B, C) direct.
Soit S la similitude directe qui applique :

Asur A F sur C.

132
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Soit §’ la similitude’ directe qui applique :

— Montrer que : Bsur B [et] CsurE,

S est la similitude directe
de centre A
de rapport V3
d’angle orienté (——E)

S’ est la similitude directe
de centre B

de rapport 3
V3

d’angle orienté (—%T)

— On a alors :
oy
£ sN s - 508
Ala BB = =
Flc cle
Glc clc G|G

. . " w
S’0S est donc une rotation de centre G et d’angle orienté -3

3) Utiliser les similitudes pour rechercher un ensemble de points

Exemple

On donne deux droites paralléles (D) et (A) et un point O extérieur a la
bande de bords (D) et (A). .

Soit M un point quelconque de (D). La droite (OM) coupe (A) en N.
Soit (C) le cercle de diamétre [MN], P et Q les points de contact des
tangentes a (C) issues de O.

Trouver ’ensemble décrit par chacun des points P et Q, lorsque le point M

décrit la droite (D).

(8]

(D)

P, (L)

for) (-\}
133
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Désignons respectivement par M, et N, les projetés orthogonaux du point O syr

- les droites (D) et (A).

Soit Q) le centre du cercle (C),

(Co) le cercle de diametre [ MoN,l,

P, et Q, les points de contact des tangentes a (C‘)hissues de O et tels
que (O, P,, Q) et (O, P, Q) soient des triplets de méme sens.

Objectif : Montrer que le point Q est I'image du point Q) par une similitude §.

On pourra alors conclure que, lorsque Q décrit 'axe médian (L) des droites
paralléles (D) et (A), Q, son image, décrit I'image (L') de cette droite.

() Q
(Lyjrl”)

Pour construire I’ensemble (L') recherché, il suffira de construire 1'image de la
droite (L) par la similitude S.

Démonstration

e L’'axe médian (L) des droites paralléles (D) et (A) est ’ensemble des centres
des cercles considérés.

(Justifier).
Nous avons : (D)7 (L)#(A).

e D’aprés Thalés : 09, 00
ON, QN
ou: —OHO=Q—DND.
. 0ol QN
Or : | QoNo=0,Q, et ON=QQ.
Done : .% = %_
o0 Q@
Les triangles 00,Q, et OQQ, étant rectangles respectivement en Q, et en (, on
montre que : 00 _06Q_ 0Q
oa QQ 0Q°
On en déduit que ces triangles sont semblables.
F__._,_..—-—-.._____
— Dés Jors : (00, 0Q)=(00,, 0Qy)

- - : '_.__,.—-F‘-"\-..‘_‘_‘
c'est—a;dlrc que, I'angle (O, OQ) reste constant.
Soit (a) cet angle.

0Q _0Q
— De plus: ey
i 00~ 00,
SeleD e 0Q .
c'est-a-dire que, le rapport — reste constant. Soit k ce rapport.

0Q
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o Ainsi lorsque le point M décrit I droi
2 ,dec roite (D) :
Q est l'image de Q par la similitude directe S de centre O de rapport k tels que :
0Q
fmd
, _ N 0Q,
et d'angle orienté (a) tel que :
-~ --"""‘""--..._
(a)=(0ﬂ01 OQD)

sdian (L), Q décrit I'image (L’) par S de I'axe médian.
€tant bijective, & chaque point () de (L) correspond un
que point Q de (L') correspond un point £ de (L).

Lorsque §) décrit I'axe média
(Toute similitude directe
point Q de (L’) et & cha
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Exercices v

¥ 1 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-

normé {0, I, J).
Quelle est la transtormation F du plan associée
a la bijection
[:C— C
Z — z4+2-3i

~
| Quelle  est

| limage par F de la drpite
| d'équation : el

- LY,
y=x+1. o

2 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, I, J). i

Quelle est la transtormation f de € associée &
la translation de vecteur IJ.

3 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme direct,

Soit A(1—-21) et B{2 +3/), deux points du plan.
Quelle est la translation ¢ qui applique A sur B.
Quelle est la transformation de € associée 4 7

4 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (G, 1, J\. _
Quelle est la transformation F du plan associée
a la bijection

f:C— C e
) 85

1 ' : \
I — E |:1 —j\/’ﬁ:l Zo 1
Quelle est l'image par F de la droite (OJ)?

‘5 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (O, [, J). ;
Quelle est la transformation f de C associée a

la rotation de centre O'et 'angle orienté —g?

%6 (2). Le plan est muni d'un repére orthe-
normeé direct (O, |, J).
Soit A(1+7) et B{—1+iV3) deux points du
plan.
1) Existe-t-il uné rotation de centre O qui
applique A sur B7 ¢

2) a) Verifier que les points O, A, B ne sont
pas alignés.

b) Quels sont le rapport et I'angle orienté de
la similitude directe S de centre O qui applique
A sur B. ' :

c) Quelle est la transtormation de C associée
as?

(‘;‘_\{2). Le plan est muni d'un repére othonormé
direct. '

On considére trois points A, B, € d'affixes
respectives a, b, c.

N

On désigne par j le nombre complexe

2-rr+_s,r1| 2w
—+ i sin —.
cos — 3
1) Vérifier que : J2=1et 1+J+J%=0,

2) Montrer que :

a) ABC est un triangle équiiatéral avec
(A, B, C) direct si et seulement si :

’ a+bj+cf?=0.
b) ABC est un triangle équilatéral avec

(A, B, C) indirect si et seulement si :
a+bi?+ci=0.

{D'aprés Baccalauréat)

B (2). Le plan est orienté.

On considére le triangle ABC tel que le triplet
{A, B, C) soit direct. On désigne par B’ I'image
de B par la rotation de centre A et d'angle

orienté ug et par C' l'image de C par la

T
rotation de centre A et d'angle orienté —.

Soit M le milieu de [BC).
Le but de l'exercice est de montrer que les
droites {AM) et {B'C’) sont perpendiculaires et

que :
B'C'=2AM.

1) Méthode géométrique
a) Soit h I'homothélie de centre B et de
rapport 2.
Trouver les images par A des points A et M.
Trouver une rotation r telle que roh applique :

Asur B et M surC.

b) En déduire que les droites (AM) et (8'C")
sont perpendiculaires et que :
B'C'=24AM.

2) Utilisation des nombres complexes

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormé
direct d'origine A dans lequel B et C ont pour
affixes respectives b et ¢.

a) Quelle sont les affixes m, b,

W Bt o ¢' des points

b) Retrouver alors les résultats du 1) b).

9 (3). Le plan est orienté :

Onl donne un cercle (C) de centre O et quatre
points A, B, C, D sur (C).

Soit A', B’, ', D' les images respectives de A,
B, C, D par la rotation de centra O el d'angle

mw
arienté —.
2
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4 / Nombres complexes et transformations du plan

On désigne par M, N, P, Q les milieux
respectifs des segments

[AB7], [CE)L. [DC] et [AD.
1) Montrer que :
MP=NQ et (MP)L(NQ).

2) On désigne par A, T, U, V, les milieux
respectifs des segments

[MN], [NFP], [PQ] et [QM)
Quel est la nature du quadrilatére RTUV?

¥10 (3). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé direct.
On considére les points A et B d'affixes
respectives :

1+2i et 445/

1) Construire le triangle isocéle ABC tel que
(A, B, C) soit un triplet direct et ayant pour

N m
angle a la base Y

Donner une valeur approchée des coordon-
nées de C.

2) Trouver par le calcul les coordonnées de C.
Comparer ce résultat & celui trouvé a Ia
question 1).

11 (3). Le®plan est muni d'un repére ortho-
normé direct (O, /1, J).
On considére la similitude directe $ de centre

0(2; —1),' d'angle orienté ;-I et de rapport 3.

1) Construire les images O', I, A" par §,
respectivement des points O, / et A(-2,; 1).
Donner une valeur approchée de chacune des
coordonnées des points O', I' et A

2) Trouver la représentation analytique de S.
En déduire les coordonnées des points O', V'
et A’. Comparer ces résultats avec ceux
aobtenus dans la question 1),

2) Le plan étant muni d'un repére orthonormé
direct, on considére les points M, M, M,
d'alfixes respectives zg, 21, Z2-

— Donner I'angle arienté et le rapport de la
similitude directe de centre My qui applique
M, sur M,.

— Boit (C) I'ensemble des points M du plan,
centres des similitudes directes de rapport V2
qui appliquent M, sur M,.

— Trouver une équation de (C) et la
Construire.

12 (4). Le plan 7 est orienté.

On donne deux droites paralléles (D) et (4) et
”:'[Doint O extérieur a2 la bande de bord (D)
e ﬁ)_

" rechercher un ensemble de points

Soit M un point guelconque de (D). La droite
{OM) coupe (A) en N,

On place les points P et Q sur la droite passant
par M et perpendiculaire a (AM), tels que :

MP = MQ = AN.

Trouver l'ensemble décrit par chacun des
points P et @, lorsque le point M décrit la
droite (D).

{(Voir exemptle d'utilisation des similitudes pour
p. 133.)

13 (4). 1) Soit v le nombre complexe de
module 1 et d'argument principal g

Montrer que u est une racine cubique.de —1.
En déduire que :

vi-u+1=0.

2) Le plan J étant orienté, on considére un
triangle ABC tel que le triplet (A, B, C) soit
direct.

On construit les triangles équilatéraux AEB et
ACF tels que les triplets (A E, B) et (A, C, F)
socient de sens direct. ;

Montrer que :

= == 27
BF=CE et MES(BF.CE}=?.

14 (4). Le plan I est orienté.

On donne un triangle ABC tel que le triplet
{4, B. C) soit direct.

Soit CBDE, ACFG, BAH! trois carrés tels que
les triplets (C. 8, D), (A, C F) et (B,A H)
scient directs.

Soit DB/ et CEKF deux paraliélogrammes tels
que les triplets (D, B, /) et (C, E, K) soient
directs.

Montrer que le triangle AJK est isocéle et
rectangle en A.

H G

A
I L R F
/ .
C LY
Ed LY
s Y
I' LY
/ B C N
/s
Fd \\
’ \
T === e K
D E

e =
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5 Les coniques

Lecon 1: L’ELLIPSE
Legon 2 : LHYPERBOLE
Lecon 3 : LA PARABOLE

Appolonius de Perga (environ de —250 &4 —170 de notre ¢re) obtint, en étudiant
I'intersection d'un cdne & deux nappes et .:?1 base circulaire, avec un plan (P),
différentes courbes représentées sur le dessin suivant.

Observer ce dessin et donner la position relative du cdne et du plan (P) qui a
permis d’obtenir :

— le cercle (C),
— lellipse (E),

— I’hyperbole (H), ;' \

— la parabole (P).

M (C)
I. l' __-r-'*""---""
ff? I'; -'""" .--"""
. ]l,f:”"_i_,--""‘
) il )
\
\
1
|
|
|
|
|
|
\
|
| “\
[T
- (P)
i % /1
1 A Ll
1 \// !
(K9
| AW
I _,/ .If
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5 / Les coniques

e —————

1 L’ellipse

1) Etude géométrique

a) Exemple introductif

Soit F et F' deux points du plan 7 tels que :
FF'=4,

Rechercher I'ensemble (E) des solutions de I’équation :

Med, MF+MF'=6.

(a7

(a)

=

'®
e
9!

— Soit P un point de I’ensemble (E) tel que :
PF=3,5 PF'=2,5.

DOnner un programme de construction de P.

— Montrer qu’il existe :
deux points A et A’ de (E) situés sur la droite [ FF"),

deux points B et B’ de (E) situés sur la médiatrice (A') de [FF].

— Calculer les distances : )
AF: AF'; BF; BF'; AA'; AB.

— Montrer que (E) admet deux axes de'symétrie et un centre de symétrie.
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Algébre-Géométrie Terminale D

Manipulation : Comment obtenir le dessin de (E)

2 M
A’ F o F A
(E)
g

— Fixons en F et F', &4 'aide d’épingles, les deux extrémités d’une ficelle de
longueur 6.

Puis a I'aide d’un crayon qui maintient la ficelle tendue, on trace d'un trait continue
la courbe (E) (voir figure ci-dessus). Justifier cette manipulation.

b) Cas général

Soit a un nombre réel strictement positif,
F et F' deux points du plan.

Rechercher I’ensemble des solutions de 1’équation :
(I) Med, MF+MF =2aq.

e Notons que dans le cas ou les points F et F’ sont confondus 1'équation (I)
devient :

Med, MF=a.
Elle admet donc pour ensemble de solutions le cercle de centre F et de rayon a.

e Soit P une solution de I'équation (7).
On pose : FFR!'=7¢.
PE=¥, PR's¥.
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5/ Les coniques

On a alors :

|PF - PF'| < FF'< PF + PF’
lr—r'|<2c <2a

|2a-2r|<2¢ <2a car: r'=2a-r

|a-—r|-'=éc =q.

Il en résulte :

— une condition sur a et ¢ -
a=c
— une condition sur r et /' -

a-c<r<a+c r'=2a-r (justifier).

e Si: a=c, alors : [FF'] est I’ensemble des solutions de I’équation (I).

. £
F F

VMET ME[FF'] <« [MF+MF'=FF"],

e Nous supposons donc dans la suite : a>c;

Définition

Soit a un nombre réel strictement positif,
F et F' deux points du plan tels que :

FF'<2a.

I’ensemble (E) des points du plan tels que Ja somme de leurs distances aux
points F et F' ait une valeur constante 2a est appelé ellipse.

VMET ME(E) <> [MF+MF'=2a).

¢) Eléments caractéristiques d’une ellipse

M

F-‘ F

. "

-

. 2a

o On considére I'ellipse (E), ensemble des points M du plan tels que :

MF+MF'=2a; avec: FF'<2a.
141
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Algebre-Géométrie Terminale D

— Les points F et F' sont appelés les foyers de (E), FF' est sa distance focale,

— Montrons que la droite (FF') est un axe de symétrie de (E). (FF") est appel¢
I’axe focal de (E).

Soit s, la symétrie orthogonale d’axe (FF’). . .
Soit M un point quelconque du plan et M, son symétrique par rapport a (FF’),

On a:

(4)

D’ou :
[MF + MF'=2a) <= [M,F+ M,F'=2a]
Me(E) <= M,e(E).

— Montrer que la médiatrice (A’) de [FF’] est un axe de symétrie de (E). (A")
est appelé !'axe non focal de (E).

(a')
(5, %
F | F o i (A)
F| F
M | M,
My M

— On en déduit que le milieu O de [FF’] est un centre de symétrie de (E). O
est appelé le centre de I'ellipse (E).

(4")

F |F F
F|F / //
3 L’ (4)
M MJ e VF
’
s
7

— Montrer que 'ellipse (E) coupe :
I’axe focal (FF') en deux points A et A";
I’axe non focal (A') en deux points B et B'.
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Les point_s A, A" B, B’ sont appelés les sommets de (E).

On pose : OF =c.

Montrer que :
3

OA=a; BF=a; OB=Va’-c>
On pose : b?=a*-c¢* avec: b>0.

Vérifier que : AA'> BB'.

— 11 est d’usage d’appeler :
AA' le grand axe de (E)
BB’ le petit axe de (E).

e Une ellipse est entiérement déterminée par ses foyers et son grand axe.

On donne deux points F et F' tels que :

FF'=4,
Donner tous les éléments caractéristiques de I'ellipse (E) de foyers
F, F' et de grand axe 7.

Exercice

d) Construction point par point d’une ellipse
On donne deux points F, F’ et un nombre réel strictement positif a tel que :

FF'<2a.
On se propose de construire, point par point, Iellipse (E) de foyer F, F'

et de grand axe 2a.
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Algébre-Géométrie Terminale D

e Analyse de la figure ci-dessous.

E' (4)

Considérons Iellipse (E) de foyers F, F' et de grand axe 2a.
Soit M un point de (E).

Ona: MF + MF'=2a.

Sur la demi-droite [F'M) plagons le point K tel que :
F'K =2a.

On a alors : MK = MF.

Le point M est donc sur la médiatrice de [FK].

Notons que le point K est sur le cercle () de centre F’ de rayon 2a. Ce cercle
(2) est appelé cercle directeur de (E) associé au foyer F'.

o Une méthode de construction de l'ellipse (E)

Considérons (Z) le cercle directeur de (E) associé a F'.

Soit K un point quelconque du cercle (2).

I.a médiatrice (T) de [KF] coupe la demi-droite [F'K) en un poinf unique.
(Justifier.) Soit M ce point. |

Vérifier alors que M est un point de 'ellipse (E); ¢’est-a-dire que :

MF + MF'=2a.

(4)
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Remarque

— Soit M’ un point de (T') autre que M.

On a alors : .
M'F'+ M'F=M'F + M'K car . M'F=M'K
M'F'+ M'F>F'K dans le triangle M'F'K
M'F'+ M'F>2a

donc : M'&(E)

(T) n’a pas de point commun, autre que M, avec (E).

— On verra ultérieurement que (T') est la tangente en M 3 (E).

e Tracé de (E)

— Nous verrons, par une étude analytique, qu'une ellipse est une courbe «fermée »
qui admet en chacun de ses points une tangente.

— Cette méthode de construction permet d’obtenir, point par point, le tracé
de (E).

e ——— |
-

.‘-P‘ (Ty) B i LK’
/ 7“1
; / “
! i
i 1
! i
: ‘L
1 ul llKﬂ ('ﬁ
i A F (9] F A .:
' !
- /
\ [}
1 !
\
[ !
\ i
\\ ] .Fli
\ 8 (To)l /
\ /
\ iy
X /
N ’
Fuc ,/
\\ ,,"
Y
N (a") -~

-
T e

Donner une autre méthode de construction d'une ellipse.
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2) Activité
Image d'une ellipse par une transformation du plan
On donne une ellipse (E) de foyers F, F' et de grand axe 2a.

Soit i une isométrie et S une similitude de rapport k,
M une point quelconque de (E).

— On obtient :
MF + MF'=2a M,F,+ M,F1=2a
F|F,
MF+MF'=2H [F' Fi] M2F2+M2F£:2ka.
M M,

— Caractériser i(E) et S(E).

3) Etude analytique

a) fﬁquatiﬂn d’une ellipse

e Soil a un nombre reel strictement posifif;
F et F’ deux points du plan tels que : FF'<2a.

On consideére l'ellipse (E) de foyers F, F' et de grand axe 2a,

On désigne par : O le centre de (E);
A, A’ les sommets situés sur I'axe focal;
B, B’ les deux autres sommets; ,
2c la distance focale de (E). &9

Choix d’un repére orthonormé (O, 1, J)

I est le point de [OF) tel que : Of =1.
J est le point de [OB) tel que : OJ=1.
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On obtient alors :

F(c,0);  F'(=c¢,0); A(a,0); A'(-a,0); B(0;b); B0, ~b)
avec : bi*=a’-¢? (b>0).
On sait que pour tout point M(x, y) du plan, ona:

{MF’2=(x +e)+y?
MF?=(x - ¢+

d’on : MF"? - MF?=4cx.
— Supposons que le point M(x, y) appartienne a (E).
On a alors : '
(1) MF'+ MF =2a.
> . 2
Doii: MF'— Mp=f X car: (MF'+ MFYMF' — MF)=4cx.
2a

Il en résulte que :

Quel que soit le point M(x, y) de (E) :

MF=a+§x

(2) p
MF=a——x

a

En comparant les deux expressions de MF" par exemple, on obtient :
c\2
(x+cy+ y2=(a +E)

(a®—c?)x2+a’y*=a*(a*~c?).
D’ou :

(3)

[ ]
[ =]

+2.=1: avec: b*=a*-c* (b>0)

S-.‘:-NIl =
o o t'w:
ba

— Réciproquement, tout point M(x, y) vérifiant (3), vérifie (2) donc (1).

Conclusion

Le plan étant muni du repere orthonormé (O, I, J), l'ellipse (E) de centre O,
d’axe focal (OI), de grand axe 2a et de distance focale 2¢ a pour équation :
2 2
¥ Y 1. avec: b =a’-¢* (b>0)
a? b?

cette équation est appelée 1'équation réduite de (E).
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Remarque

Si le repére (O, I, J) avait été choisi tel que :

JE[OF)

alors, I'ellipse de centre O, d’axe focal (OJ), de grand axe 2a et de distanc,
focale 2¢ aurait eu pour équation réduite :

Exercices

2 2
%+%=l; avec: b?=a*-c* (b>0).

1) On donne deux points du plan F et F' tels que :
FF'=4

On considere 1’ellipse (E) de fovers F, F' et de grand axe 6.
Préciser le repére orthonormé choisi et donner I’équation réduite de
(E) dans ce repére.

2) Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
a) On considére Iellipse (E) d’équation réduite :

2 2
X
—+L -,

9 4

— Préciser les éléments caractéristiques de (E) : foyers, sommets,
grand axe, petit axe.

— Construire (E).

b} Mémes questions pour Pellipse (E') d’équation réduite :

xE yz
3 +-'9—— 1.

b) Etude d’une ellipse définie par son équation réduite

e Le pllan étant' muni d’un repére orthonormé (O, I, J), considérons I'ellipse (E)
d’équation réduite :
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Quel que soit le couple de nombres réels (x, y) on obtient successivement :

2

[eim1] = [Be-n)
= [b=2va==) @ (b=-7va=)]

Désignons respectivement par (I';) et (I'y) les courbes d’équations :
b
y==Va*-x* y= LAY )
a a
(T',) et (I';) sont symétriques par rapport a la droite (OI) et :

) (THUTL)=(E).
o Etude de la fonction

f:R— R
X — g‘\/al—xz.
— Montrer que :

L’ensemble de définition de f est [—a; a].
La fonction f est paire.

La fonction f est continue sur [—a; al; dérivable sur ]—a; af et:

Vx€l—-a;al, [f(x)= il

aVai—-x>

La fonction f n’est pas dérivable en a, en effet :

f(x)—f(a)_bVa*—x’
VxEl-a, al T
L B oAt Justifier ces égalités.
a a—x
oo SR
et : e

Montrer de méme que f n’est pas dérivable en —a.

— Tableau de variation

fi(x) + 0 i

i b
£(x) . / \ O
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150

— Tangentes

La courbe (T')) admet :
une langente verticale en A(a, 0) et en A'(—aq, 0),
une tangente horizontale en B(0, b).

Soit My(x,, ¥o) un point de (I,) distinct de A et de A".

b Xo
Ona: Nx )= —— X ———
b e
. b
=—b—2><3c-q car:  yo=— Val—xi.
a Yo a

La tangente a (I',) en M, a donc pour équation :

y = Yo=f'(xo)x — Xo)
bE x

YYo= —@X Tl (X~ Xa).

En multipliant chacun des deux membres de cette égalité par %—g on obtient :

2 2
Yo¥ Yo_  XoX Xo

G
2 2
" XoX YoV o, Yo
y g e L o St T
i a®* b* a* b?
XoX | YoY Xg.. ¥
et —_t =1 20, 79
ﬂz bl car ﬂ2+b2 l

La courbe (I';) admet en chacun de ses points My(x,, ¥,) distincts de A et A’
une tangente d’équation :

XoX YoV
(1) =—F+35=1

Vérifier que :
si: (xo, Yo)=(a, 0); alors : (1) devient x=aq;
si: (X0, Yo)=(—a, 0); alors : (1) devient x= —gq.

I en résulte que :

L’ellipse (E') admet en chacun de ses points Mi(xo, yo) une tangente d'équation :
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— Tracé de la courbe

Tableau récapitulatif sur ellipse

Eléments caractéristiques de I'ellipse (E)

(O, I, J) est un repére orthonormé — Les deux foyers : F et F'
— Les quatre sommgts §

J+ A, A", B, B

— Les deux axes de symétrie s
- I'axe focal : (FF')
L e — ’axe non focal : (BB")

— Le centre de symétrie : O
— La distance focale : FF’
b g — Le grand axe : AA’
— Le petit axe : BB’
) ’ FNA i : :
2 = = = y — L’équation réduite :
c
2 2
x—2+y—2=1
a* b
B’ 5 _
— Une équation de la tangente
i (E) en un point My(xo, Yo) :
(OI) : axe focal. XoX | Yo¥ _
3ok
a>c A
b=V a’— c’
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¢) Activité : Propriété de la tangente en un point, a une ellipse

On considére 'ellipse (E) de foyers F, F’ et de distance focale 2a.

Soit | (2) le cercle directeur de (E) associé a F'
M, un point de (E) distinct de A et A"

La demi-droite [F'M,) coupe (Z) au point K.

(4)

— Par une étude analytique, on peut montrer que :

la médiatrice (7') de [FK] est la tangente en My a (E)

— En déduire un programme de construction de la tangente en un point, 2 une
ellipse.

4) Régionnement du plan par une ellipse

152

On considere I’ellipse (E) de foyers F, F' et de grand axe 2a.

Le plan étant muni du repere orthonormé (O, I, J) (voir page 146) I'ellipse (E)
a pour équation reduite :

X2y
?«r?:I; avec: b’=a’-¢® (b>0)

2c¢ étant la distance focale de I'ellipse (E).

L’ellipse (E) partage le plan en deux régions :
— l'une, contenant les foyers F, F' est appelée intérieur de (E) et est notée (E)
— l'autre, est appelée extérieure de (E) et est noté (E,).
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On sait que, K étant un point du cercle directeur de (E) associé au foyer F', la
demi-droite [F’K) coupe l'ellipse (E) en un point unique M situé sur la
médiatrice (T) de [KF].

e Soit M' un point de [F'K) appartenant a (E;).

Ona: M'F<M'M + MF dans le triangle M'MF
<M'M + MK car : MK = MF
<M'K . car: ME[M'K]

Dou: M'F+MF <KM'+M'F o
< KF' car : M'e[KF']
<2a

Donc : VYM'E(E;) M'F+M'F'<2a.

¢ Soit M" un point de [F'K) appartenant a (E"?{
Désignons par N le point d’intersection de (FM") avec (T).

Ona: M"F=M"N+ NF car : NE[M"F]
=M"N + NK car : NK =NF
Or M"N + NK >M"K dans le triangle M"NK

donc: M"F>M'K -
et: M"F'+ M"F>F'M"+M"K :
>F'K car : M"€[F'K]
>2a
Donc : YM"E(E,) M'F'+M"F>2a.

153

Scanned by CamScanner



Algébre-Géométrie Terminale D

Conclusion

Quel que soit le point M du plan :
Me(E) =—
ME(E) <= MF+MF'<la
ME(E,) <> MF+MF'>2a

MF + MF'=2a

De cette conclusion, on déduit le théoréme suivant :

Théoréme

réduite :

Le plan étant muni d’'un repére orthonormé, soit (E) P'ellipse d’équation

[\
(]

Alors, quel que soit le point M(x, y):

x° y
?'I'B—z-—l.
2 2
XY
ME(E,) == E—z+b_§<l
2
ME(E,) <= %+-ﬁ—2>1

2 L’hyperbole

1) Etude géométrique

a) Exemple introductif

Soit F et F' deux points du plan J tels que :

FF'=6.

Rechercher I'ensemble (H) des solutions de I’équation :
MEeZ, |MF-MF'|=4.

(4%)

(a)

Fl
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— Montrer qu'il existe deux points A et A’ de (H) situés sur la droite (FF’).
— Calculer les distances : AF; AF: AA’
— Montrer que (H') admet deux axes de symétrie et un centre de symétrie.

Manipulation : Comment obtenir le dessin de (H).

(H)

La régle peut pivoter autour de F".
La ficelle rouge qui a pour longueur (F'R —4), est fixée en F' et a I'extrémité

R de la régle.
Décrire la manipulation représentée par le dessin ci-dessus. La justifier.

b) Cas général
Soit | @ un nombre réel strictement positif
F et F’ deux points du plan.

Rechercher I’ensemble des solutions de I’équation :
(I1) MEeT, | MF - MF'| =2a.
F # F'. (Justifier.)

o Notons qu'on a nécessairement :

e Soit P une solution de 1’équation (II).

On pose : FF'=12c
PF=r;, PF'=r.
X' Fr 2c F =
On a alors : [PF-—PF’| <Fp’
2a<2c¢
asc.
155
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e Si:a=c, alors: [FX)U[F'X") est I'ensemble des solutions de I'équation (1

(voir figure).
- r L £

-

-p:ﬂ\

VMET ME[FX) <= [PF'— PF =2a]
VMeT ME[F'X') <= [PF — PF’=2al.

e Nous supposons donc dans la suite :

Définition

Soit | a un nombre réel strictement positif,
F et F' deux points du plan tels que :
FF'>2a.

L'ensemble (H) des points du plan tels que la valeur absolue de la diffél’ﬂl‘ltt:,
de leurs distances aux points F et F' ait une valeur constante 2a est appelé

hyperbole.

=24,

YMeT Mc(H) <> |MF-MF

¢) Eléments caractéristiques d’une hyperbole

e On considére I'hyperbole (H), ensemble des points M du plan tels que :
|MF - MF’|=2a; avec: FF'>2a.

— Les points F et F' sont appelés les foyers de (H): FF' est sa distance focale.

— Montrer que la droite (FF') et la médiatrice (A') de [FF'] sont des axes de
symétrie de (H).
En déduire que le milieu O de [FF'] est un centre de symétrie de (H).

La droite (FF') est appelée 1'axe focal de (H).
La médiatrice (A") de [FF'] est appelé I'axe non focal de (H).
Le milieu O de [FF'] est appelé le centre de (H).
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(4"

Fp = ——— e oD

(4)

M,

— Montrer que I'hyperbole (H) coupe I'axe focal en deux points A et A’

Les points A et A’ sont appelés les sommets de (H).

Fl’ ' ‘A!

(4%

On pose :

Montrer que :

4 F (A)

OF =c.
OA=a.

e Une hyperbole est entiérement déterminée par ses foyers et la distance de ses

sommets.

Exercice

On donne les deux points F et F' tels que :

FF'=1.

Donner tous les éléments caractéristiques de I’hyperbole (H) de
foyers F, F' et dont la distance de ses sommets est 5.
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e

158

d) Construction point par point d’une hyperbole

On donne deux points F, F' et un nombre réel strictement positif a tel que -
FF'>2a.

On se propose de construire, point par point, I'hyperbole (H) de foyers
F, F' et dont la distance des sommets est 2a.

o Analyse de la figure ci-dessous

(&) *
M
K
F/ (F (A)
+ 0

Considérons I’hyperbole (H) de foyers F, F' et dont la distance des sommets
est 2a.

Désignons par (A’) son axe non focal.
Soit M un point de (H) situé dans le demi-plan de bord (A') contenant F.

Ona: MF'— MF=2a (car: MF'>MF).

Sur la demi-droite [F'M) plagons le point K tel que :
F'K =2a.

On a alors : , MK = MF.

Le point M est donc sur la médiatrice de [FK].

Notons que le poinE K est sur le cercle (£) de centre F’ et de rayon 2a. Ce
cercle (2) est appelé cercle directeur de (H) associé au foyer F'.

o Une méthode de construction de I’hyperbole (H)

FFo;§]idérons (Z) le cercle directeur de (H) associé a F' et (A') la médiatrice de

p%%ignons par K, et K, les points de (Z) tels que (FK,) et (FK,) soient tangents
a (2).

%,Fa’}r(m;c)iiatrice de [FK,] (resp. de [FK,]) est donc paralléle & (F'K,) (resp. 2
2) )

Soit K un point du crcle (2).

— Montrer que si K appartient au petit arc K, K, (exclus les points K, et K2)
lffmedlal‘n;:e (T) de [KF] coupe la demi-droite [F'K) en un point unique. Soit
ce point.
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— Vérifier alors que M est : A . :
contenant F: c’est-a-dire qu:? R?}lgt—d& fp‘fi )ﬁ:tue dans le demi-plan de bord (A")

(T)

-
- ——

Remarque

— Soit M’ un point de (T) autre que M.

On a alors :
|M’F’—M’F|=|M'F'—M'K| car : M'F=M'K
|IM'F'— M'F|<F'K dans le triangle M'F'K

|M'F'— M'F|<2a

donc : M'¢E(H)
(T) n’a pas de point commun autre que M avec (H).

— On verra ultérieurement que (T) est la tangente en M a (H).

o Tracé de (H) _ o
— Nous verrons par une étude analytique, qu'unc hyperbole est constituee de
deux branches disjointes qui admettent en chacun de leurs points une tangente.

— Cette méthode de construction permet d’obtenir point par point le t,racé d’une
des branches, I’autre étant obtenue par symétrie orthogonale d’axe (A").

159
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1 (a)

'Kz

l-—__-v-"-

2) Activité

Image d’une hyperbole par une transformation du plan

On donne une hyperbole (H) de foyers F, F' et dont la distance des sommets
est 2a.

Soit i une isométrie et S une similitude de rapport k.
— Caractériser i(E) et S(E).
— Construire I'image de I'hyperbole (H) par la rotation ayant pour centre, le

centre de (H) et pour angle orienté

01y

3) Etude analytique

160

a) Equatiun d’une hyperbole
e Soit | a un nombre réel strictement positif,
F et F' deux points du plan tels que : FF'>2a.

On considére I'hyperbole (H) de foyers F, F' et dont la distance des sommets
est 2a.
On désigne par : O le milieu de (H);

A, A’ les sommets de (H);

2c¢ la distance focale de (H).
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Choix d’un repére orthonormé (O, I, J)

I est le point de [OF) tel que : OI=1:

J est un point de I'axe non focal tel que : OF=1.
(4"

(H)

(4)

On obtient alors : .
F(c, 0); F'(-c,0); A(a,0); A(-a,0).

En se situant dans chacun des demi-plans de bord (OJ), on démontre comme
dans le cas de I'ellipse que :

Le plan étant muni d'un repére orthonormé (O, I, J) 'hyperbole (H) de
centre O, d’axe focal (OI), dont la distance des sommets est 2a et de distance

focale 2c, a pour équation :

x?. yZ
2.2 =1; avec: b%:=c’—a’(b>0)
i ( )

Cette équation est appelée I'équation réduite de (H).

Remarq&e
Si le repére (O, I, J) avait été choisi tel que :

J€[OF)
alors, I’hyperbole de centre 0, d’axe focal (o), |
de distance focale 2¢ et dont la distance des .
sommets est 2a aurait eu pour équation réduite :

2
fi_i’.__-l; avec : bi=c?*—a (b>0). J

b? a*

o)

o

161
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162

Exercices 1} On donne deux points du plan F et F' tels que :
FF'=6.
On considére I'hyperbole (H) de foyers F, F’' et dont la distance
des sommets est 4.
Préciser le repére orthonormé choisi et donner I’équation réduite de
(H) dans ce repére. .
2) Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O, I, J).

On considére ’hyperbole (H) d'équation réduite :

x2 }'2

teitlu

9 4

— Préciser les éléments caractéristiques de (H) : foyers, sommets,
distance des sommets.

— Construire (H).

b) Etude d’une hyperbole définie par son équation réduite

e Le plan étant muni d'un repére orthonormé (O, I, J), considérons 1’hyperbole
(H) d’équation réduite :
2 2
%—%= I: avec: a>0 et b>0.

Montrer que, quelque soit le couple de nombres réels (x, y) on a :

551 = [o-4 ) e (2]

Désignons respectivement par (T',) et (I',) les courbes d’équations :

b
yzE\/xz“_az; y= _b 7 —

a

(T'y) et (T';) sont symétriques par rapport & la droite (OI) et :
: (T)U(T) = (H).
e. Etude de la fonction
f:R— R

b
X = V=,

— Montrer que :

L’ensemble de définition de f est ]—=, —a]U[a, +oo[.

La fonction f est paire.

La fonction f est continue sur ]-o, —a] et sur [a, +[: dérivable sur
], —a[ et sur Ja, +o[ et :

b X
VxE€]-, —a[Ula, +[ f(x)== ———.
dalre-—
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A ————

La fonction f n’est pas dérivable en a en effet :

)=~ fa)_bVi=a?

VxE]-», —a[Ula, +o|

X—=a a(x—a)
b [x+a
a Yx—a

et : lim M:-f-m,
Xx—a X—da

x=a

Montrer de mé€me que f n’est pas dérivable en —a.

— Tableau de variation

X -
fix) —~
+ o
— Asymptotes
Montrer que : ; " o
lim (f(x)r—x)=0; lim (f(x)+2 x) =0,
X —= 0o a xX——ta a
En déduire que les droites (D)) et (D,) d’équations respectives :
b b,
¥= a X3 y a

sont asymptotes a (I'y) donc aussi & I"hyperbole (H)..
— Tangentes
La courbe (') admet en A(a, 0) et en A'(—a, 0) des tangentes verticales.
Montrer que ([;) admet en chacun de ses points My(xo, o) distincts de A et A’
une tangente d’équation : |

XoX _Yo¥_ 4

a2 y‘.!
Vérifier que :

L'hyperbole (H) admet en chacun de ses points My(xo, yo) une tangente
d’équation :
XoX _ Yo _ |
az . bz
163
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— Tracé de la courbe

Remarque

On considére les points B(0, b) et B'(0, —b). _
Les asymptotes de I’hyperbole (H) sont les supports des dlagogal_es du rectangle
dont les cOtés passent par A, A', B, B’ et ayant pour axe de symétrie ceux de (H).

Tableau récapitulatif sur ’hyperbole (H)

Eléments caractéristiques de I’hyperbole (H) :

(O, I, J) est un repére orthonormé — les deux foyers : F et F';
— les deux sommets : A et A";
— les deux axes de symétrie :
I'axe focal : (FF'),
I'axe non focal : (A');
(H) — le centre de symétrie : 0;

i — la distance focale : FF':
— la distance des sommets : AA";
B[ — I’équation réduite :
b 3
: Xty
F: Ai 0 7] A F j '&E_? e I.
sl — une équation de la tangente
= a (H) en un point My(x,, o) :
XoX Yoy _ |
a®> b?

(OI) : axe focal — Deux asymptotes d’équation :

a<c b b

R y=Ex; P
b=Vc'—a a

—
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e
Exercices 1) Montrer que la réunion des asymptotes a I’hyperbole (H) a pour
equation :
¥ 0
. g B -
2) Etudier I'hyperbole (H’) définie par son équation réduite :
gy

?_P=_l; avec a>0 et b>0.

¢) Equation d’une hyperbole rapportée i ses asymptotes
e Hyperbole équilatére
— Une hyperbole (H) est dite équilatére si ses asymptotes sont perpendiculaires.

Montrer que : S
Une hyperbole est équilatére si et seulement si, il existe un repére orthonorme
dans lequel son équation réduite est du type :

x2=y*=a?
— Le plan étant muni d'un repére orthonormé (0, I, J), soit (H) une hyperbole
équilatére d’équation réduite : .
. y2= al
~ Vérifier que les asymptotes de (H) ont pour équations :
y=x; y=-x

A
A

Considérons la rotation r de centre 0

E L,
et d’angle oriente e

A
Montrer que r(H) est uné hyperbole 2 . i
équilatére d’équation : |
a’ I
Xy = -E'
r(H) a pour asymptotes (or) et (OJ).
165
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166

Considérons la symétrie orthogonale s d’axe (QJ ). -
Montrer que sor(H) est une hyperbole équilatére d’equation !

HZ

Xy= —-2—.

sor(H) a pour asymptotes (OI) et (OJ).

I sor(H)

Conclusion

Une équation d'une hyperbole équilatére (H) relative & un repére orthonormé
dont les axes ont pour support les asymptotes de (H) est du type :

xy=k; avec: kecR*

e Plus généralement, on montre et nous admettrons que :

Toute hyperbole (H) admet, relativement a un repeére dont les axes ont pour
supports les asymptotes de (H), une équation du type :

xy=k; avec: keR*

Une telle équation est appelée équation de I’hyperbole (H) rapportée a ses
asymptotes.

e Remarque

En classe de Premiére, nous avons appelé hyperbole la représentation graphique,
des fonctions f et g des types :

f:R— R g:R— R
il X —> ax+b F
cx+d’ T il
avec : ¢#0 avec : d#0.

Justifier ce vocabulaire.

d) Activité : Propriété de la tangente en un point @ une hyperbole

On considére I’hyperbole (H) de foyers F, F' et dont la distance des sommets
est 2a. _
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Soit | (Z) le cercle directeur de (H) associé 4 F'.
M, un point de (H) distinct de A et A’

La demi-droite [F'M,) coupe (T) au point K.

(T)

— Par une étude analytique, on peut montrer que :

La médiatrice (T) de [FK] est la tangente en M, a (H).

En déduire un programme de construction de la tangente en un point, a une
hyperbole.

) Régionnement du plan par une hyperbole

On considére ’hyperbole (H) de foyers F, F' et dont la distance des sommets
est 2a.
Le plan étant muni du repére orthonormé (O, I, J) (voir page 161) I'hyperbole

(H) a pour équation réduite : ;
2

JC—z-~—"':—=l; avec: b*=c*—a* (b>0).
a* b

2¢ étant la distance focale de 1'hyperbole (H).

L’hyperbole (H) partage le plan en deux régions :
_ I'une. constituée de deux parties disjointes du plan contenant chacune un foyer
F ou F". est appelée intérieur de (H) et notée (H,);

167
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— I'autre, est appelée extérieure de (H) et est notée (H.,).

(H.) (?
/’— (H,)/
L (A)

On montre que :

Quel que soit le point M du plan :
Me(H) <> |MF-MF'|=2a
MEe(H,) <> |MF-MF'|<2a
ME(H,) <> |MF-MF'|>2a.

D’oll I’'on déduit le théoréme suivant :

Théoréme

Le plan étant muni d’un repére orthonormé, soit (H) I'hyperbole d’équation
réduite : 2 2
X _ ¥
a®> p*

—

Alors, quel que soit le point M(x, y) on a:

x2 2
ME(H,) <> -;—-;—2-::1

xz y?.
MeE(H,)) = ?—P:ﬂ

5) Synthése sur les coniques a centre

168

a) Définition
Nous avons vu que, I’ellipse et I’hyperbole admettent un centre de symétrie.
On dit que I'ellipse et I’hyperbole sont des coniques a centre.

== ||

Une conique a centre est définie par :
— deux points : ses foyers;

— un nombre réel strictement positif : la distance de ses sommets situés sur
son axe focal.
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v>0 w>0| (M=
v>0;, w=0 (1’\)={0}
U<<v —
) x2 yz_ B r
ol aff | P\
(0<b<a) Y 1A
BF
B 2
u>y r =
- { =
v>0; w<0|(1) x_2+£_1 A'/KA} 3
? az bz_ 3 5
(0<a<b) K; @
. B’ g
B
()
= A’ A
(1) x*+y*=aqa? Q_/
B'
e | BB
v<0; w=0[()=(D)U(D’) 0
(D)
\ B A‘)
x> y? A AN I 2
v<0: w<0|(l) —=—3=1 S
a* b 7 &
=
=
=
() =
L / o
5]
= ¥ 2 A e
v<0; w>0 (1) —-;4"55:1 B’ =
/ F'\
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b) Equation
e Que ce soit une ellipse (E) ou une hyperbole (H), de centre 0, d’axe focal
(OI) ou (OJ), nous avons vu que I'équation réduite de (E) ou de (H),
relativement a un repére orthonormé (0, I, J), est équivalente a une equation du
type :
p ux*+ovyr+w=0.
e D’ou le probléme :
Etgnt donné des nombres réels non nuls &, v et w, quel est I'ensemble (I') des
points M(x, y) du plan vénifiant I'équation : :

ux’>+ vyt +w=0?
Activité i ¥
En supposant u strictement positif, discuter la nature de (I") suivant le signe de
vetw,

Vérifier que les résultats obtenus peuvent se résumer par les tableaux suivants :
(1)  ux*+vy’+w=0; avec: u>0.

3 La parabole

1) Etude géométrique

170

a) Exemple introductif

Soit (D) une droite du plan
F un point situé a la distance 3 de (D).

Rechercher I’ensemble (P) des solutions de 1'équation :
MEYZ, d(M, F)y=d(M, (D))

(D)

(4)

— Soit H le projeté orthogonal de F sur (D).
Le milieu S de [FH] est un élément de (P).
— Montrer que (P) admet un axe de symétrie.
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Manipulation : Comment obtenir le dessin de (P)

A

Q M ; R

H \
(D)

En rouge on a représenté une ficelle de longueur KR, fixée en F et a la pointe
R de I’équerre.

Décrire la manipulation représentée par le dessin ci-dessus. La justifier.

b) Cas général

Soit. F un point du plan et (D) une droite.
Rechercher ’ensemble des solutions de I’équation :

(1) MeZ, dM,F)=d(M,(D)).
On pose : d(F, (D))=p.
e Si: p=0, alors: la droite perpendiculaire en F a (D) est I’ensemble des

solutions de 1’équation (IIT). -

e Nous supposons dans la suite : p>0

K

171
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Définition

Soit (D) une droite et F un point n’appartenant pas a (D). '
L'ensemble (P) des points du plan équidistants du point F et de la droite (D)
est appele parabole.

VMES ME(P) <> [dM, F)=d(M, (D))].

¢) Eléments caractéristiques d’une parabole

7%

M
‘.\ -
|

I ) fA)

sl I

[
|
)
M’

.

(a%)

E

e On considére la parabole (P), ensemble des points M du plan tels que :
d(M, F)=d(M, (D)).

— Le point F est appelé le foyer de la parabole (P),
la droite (D) est sa directrice,

d(F, (D)) est son paramétre.

— Montrer que la droite (A) passant par F et perpendiculaire. 3 (D) est I'unique
axe de symétrie de (P). Elle est appelée I'axe de (P).

— Montrer que la parabole (P) coupe son axe en un point unique & e
sommet de (P). 4 que S appelée

Soit H le projeté orthogonal de F sur (D). S est le milieu de [HF).

— Montrer que la parabole (P) est contenue dans le demi-plan contenant F et
de bord la droite (A’) paralléle 4 (D) et passant par S,

e Une parabole est entierement déterminée par son foyer et sa directrice, donc
aussi par son foyer et son sommet.
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d) Construction point par point d’une parabole

On donne un point F et une droite (D) ne passant pas par (D).

On se propose de construire oint par point, la parabole (P) de foyer F
et de directrice (D). alet S W ‘

o Analyse de la figure ci-dessous

KR f M
H F (A)
(D) (A"

Considérons la parabole (P) de foyer F et de direction (D).
Désignons par (A) son axe.

Soit M un point de-(P) et K son projeté orthogonal sur (D).
On a alors : MF = MK.

Le point M est sur la médiatrice de [FK] et sur la droite parallele a (A) et
passant par K.

o Une méthode de construction de la parabole (P)

Soit | K un point quelconque de la directrice (D).
(A,) la droite passant par K et parallele a I'axe (A) de la parabole (P).

La médiatrice (T) de [FK] coupe (Ax) en un point unique (Justifier).

Soit M ce point.

— Vérifier que M est un point de (P);

— Vérifier que le milieu U de [KF] est sur la droite (A') paralléle a (D) et
passant par le sommet S de la parabole (P).

Remarque
— Soit M’ un point de (T') autre que M.

; d(M’, (D))<d(M’, K)
On a alors : ( v g
donc : M'E(P).

(T) n’a pas de point commun autre que M avec (P).
173
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— On verra ultérieurement que (T) est la tangente en M 4 (P).’

(T)

Ml
M (Ak)

h
|

|

|

|

|

| (4)
|

|

|

|

|

|

|

|
!

(4%

o Tracé de (P)

— Nous verrons par une étude analytique, que la parabole est une courbe qui
admet en chacun de ses points une tangente.

— Cette méthode de construction permet d’obtenir, point par point, le tracé de

(P).
(D) &Y (T) (T Ty P
| [/
N
N 74
— @

Donner une autre méthode de construction d'une parabole.
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2) Activite

Image d’une parabole par une transformation du plan

o On donne une parabole (P) de foyer F et la directrice (D).

Soit | i une isométrie et S une similitude de rapport k,
M un point quelconque de (P).

— On obtient :

X
MM,

d(F, (D))=p - d(F,, (D,))=p

d(M, F)=d(M, (D)) = (I'” d(M,, Fy)=d(M,, (D))
/5%
M | M, '

d(F, (D))=p L[] d(Fy, (D)) =kp

d(M, F)=d(M, (D)) ol d(My, Fy)=d(My, (D).

— Caractériser i(P) et S(P).
— Construire 'image de (P) :
o
E:

par la symétrie orthogonale d’axe, la droite passant par le sommet de (P) et
perpendiculaire a son axe.

par la rotation de centre, le sommet de (P) et d'angle

e Montrer que :
— Deux paraboles de méme paramétre sont isométriques.

— Deux paraboles quelconques sont semblables.

3) Etude analytique

a) Equation d’une parabole

« Soit (D) une droite et F un point n’appartenant pas a (D).
On considére la parabole (P) de foyer F et de directrice (D).
On désigne par S son sommet, p Son parametre et H le projeté de F sur (D).

Choix d’un repére orthonormé (S, I, J)

I est le point de [SF) tel que : ST=1. \
J est un point de la droite (A") parallele a la directrice (D) et passant par S.

175
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(D) (A"
J..
H s F_d (4)
_P P
2 2
(P)

On obtient alors :

Az o) H(-39)

(D) a pour équation : x = —g.
Soit M un point quelconque du plan, (x, y) son couple de coordonnées. Son
projeté orthogonal K sur (D) a donc pour couple de coordonnées : (g y).

On obtient alors successivement :
ME(P) <= [MF=MK]
<> [MF?=MK?]

< [(==5) v~ (9]

<> [y*=2px],

Conclusion

Le plan étant muni du repére orthonormé (S, I, J), la parabole (P) de sommet
S, de paramétre p et d’axe focal (ST) a pour équation :

y2=2px.
Cette équation est appelée |'équation réduite de (P).

Remarques
— Si le repére (S, I, J) avait été choisi tel que :
JE[SF)
176
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alors la parabole (P) de sommet S, de paramétre p et d’axe focal (SJ) aurait eu
pour équation reduite :

x*=2py,

(P)

(D)

— En classe de Premiére, nous avons appelé parabole la représentation graphique
d’une fonction polyndme du second degré.

Les courbes d’équation :

y=Vax+b; avec: a#0

sont aussi des paraboles.
Justifier ce vocabulaire.

Exercices

1) On donne une droite (D) et un point F situé & la distance 3

de (D).
On considére la parabole (P) de foyer F et de directrice (D).

Donner I'équation réduite de (P), préciser le repere orthonormé dont
le plan est muni.
2) Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
On considére la parabole (P) d’équation :
y2=8x.
__ Préciser les éléments caractéristiques de (P): foyer, directrice,
sommet, paramétre.
— Construire (P).
3) Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
On considére la courbe (I') d’équation :
y?=—4x.

Qoit s la symétrie orthogonale d’axe (OJ).

__ Montrer que s(I') est une pa::abnle,
Préciser ses éléments caracteristiques.

__ En déduire que (I') est une parabole.
Préciser ses éléments caractéristiques,

__ Construire (I') et s(I').
177
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b) Etude d’une parabole définie par son équation réduite

e Le plan étant muni d’'un repére orthonormé (O, I, J), considérons la parabole
(P) d’équation réduite :

y>=2px; avec: p=>0.
Quel que soit le couple de nombres réels (x, y), on obtient :
[y’=2px] <= [(y=V2px) (y=-V2px)].

Désignons respectivement par (T',) et (I';) les courbes d’équations

y=V2px; y=-V2ipx.

(T'y) et (I;) sont symétriques par rapport a la droite (OI) et :
| (T)U(T,)=(P).

o Etude de la fonction

f:R— R

X — V2px.
— Montrer que :
L'ensemble de définition de f est [0, +=[.
La fonction f est continue sur [0, +o[; dérivable sur 10, +o[ et :
L
Vx €10, +of f(x)—@.

La fonction f n’est pas dérivable en 0, en effet :

VxE]0, 4] 1X)=fO0)_ Vlpx
X x
-y
x
et : lim f_(_x_):f_(@: i
_ S =
— Tableau de variation
- - + oo
F&xy | "
| +
0.-——""

— Tangentes

La courbe (T';) admet une tangente verticale en O,

Montrer que la courbe (I',) admet en chacu , -
O, une tangente d’équatio]n : n de ses points Mq(x,, yo) distinct de

Yoy = p(xo+ x).
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A ———

Vérifier que :

La parabole (P) admet en chacun de ses points M(x,, y;) une tangente
d’équation :

Yo¥ :P(IO-E-JC).

— Tracé de la courbe

(T'y)

(T'5)

Tableau récapitulatif sur la parabole

Eléments caractéristiques de la parabole (P) :

(S, I, J) est un repére orthonormé — Le foyer : F
— La directrice : (D)

— Le sommet : S

— L’axe de symétrie : (SF)
— Le paramétre : P

— L’équation réduite :

(D)

y>=2px.

— Une équation de la tangente a (P)
en un point My(xo, ¥o) :

Yoy =2p(x + X,).

(P)

(SI) axe focal.
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¢) Activité _
Propriété de la tangente en un point a une parabole
On considére la parabole (P) de foyer F, de directrice (D).

(T)

v

|
KR "
|
I
|
I
]

U

/I/

1

1 (4)
H) S ¥

[

I

|

I

[

[

1

|

4 () (4"

Soit M, un point quelconque de (P) distinct du sommet S de (P).
Soit K le projeté orthogonal de M, sur (D).

— Par une étude analytique, on peut montrer que :

la médiatrice (T') de [FK] est la tangente en M, i (P).

— En déduire un programme de construction de la tangente en un point d’une
parabole.

Exercices 1) On donne un point M, une droite (T) passant par M et une droite
(D) non perpendiculaire a (7).

Construire la parabole (P) de directrice (D) et tangente en M i (T).

(D) (T)
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2) On donne up point M,
une droite (T
F n’appartenant pas 3 (7). (T) passant par M et un point

Construire la parabole (P) de foyer F et tangente en M a (T).

(T)

oy

4) Régionnement du plan par une parabole

On considére la parabole (P) de sommet S et de directrice (D).

Le plan étant muni du repére (S, I, J) (défini a la page 175), la parabole (P) a
pour équation réduite :

y2=2px
p étant le paramétre de la parabole (P}.

La parabole (P) partage le plan en deux régions :
— l'une contenant le foyer F est appelée intérieur de (P) et est notée (P,);
— l'autre, est appelée extérieur de (P) et est notée (P,).

i (T)
I
M" kh | M M) / (Ak)

I
|

N
|
i

H| SN/F7
I I
I

(P.) ,

I
I
I

(D) a9 (P)

Desngnons par (Ag) la droite passant par un point K de la directrice (D) et
parallele 4 ’axe (A) de la parabole (P).
On sait que (Ag) coupe la parabole (P) en un point unique M situé sur la
médiatrice (T) de [KF].
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e Soit M’ un point de (Ag) appartenant a (P;).

Ona:

M'F<M'M+ MF dans le triangle M'MF
<M'M+ MK car : MK = MF
<M'K car : Me[M'K]

Donc : VM'E(P,) d(M’, F)<d(M'(D)).

e Soit M" un point de (Ax) appartenant a (FP,).
Désignons par N le point d’intersection de (FM") avec (T).

On a:
M"F=M"N + NF car : NE[M"F]
=M"N + NK car : NK =NF
Or: M"N+NK>M"K dans le triangle M"NK
MHF > MF-‘K
Donc : . YM"e(P,) dM", F)> d(M”, (D))_.
Conclusion

Quel que soit le point M du plan
ME(P) <> d(M, Fy=d(M, (D))
ME(P) <= d(M, Fy<d(M, (D))
ME(P,) <= dM, F)>d(M, (D))

de cette conclusion on déduit le théoréme suivant ;

Théoréeme

Le plan €tant muni d’un repére orthonormé, soit (P) la parabole d'équation
réduite :
y*=2px.
Alors, quel que soit le point M(x, y), on a :
ME(P) <= y*<2px
MeE(P,) = y'>2px.
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Exercices

{1 (1). Construire point par point une ellipse :

a) de grand axe 8 cm et de distance focale
4 cm. :

b) de grand axe 10 cm et de petit axe 8 cm.
2 (1). Construire les sommets d'une ellipse (F)
connaissant :

a) Les foyers el un point de (E).

b) Les foyers et le grand axe.

¢) Les foyers et le petit axe.

3 (1). Construire une ellipse (E) dont on
connait ;

a) Les foyers et un point non situé sur I'axe
focal.

b) Les foyers et le petit axe.

c) Un foyer, un point de (£), le grand axe et
le petit axe.

d) Un foyer, un sommet de I'axe non focal et
un point de (E) autre que les sommets.

4 (1). Soit | un cercle (C) de centre O et de

rayon A
un point A intérieur a (C} et
distinct de O.

Trouver I'ensemble des centres des cercles
tangents a (C) et passant par A.

5 (1). On considére un cercle (C) et un point
A intérieur a (C). .
Soit M un point de (C) et (A) la médiatrice
de [AM].

Montrer que, lorsque M deécrit (C),‘lz} droite
(4) est tangente a une ellipse. Préciser les
foyers et le grand axe de cette ellipse.

6 (1). — Donner les éléments caractéristiques
de l'ellipse (E) définie par son eéquation
réduite : ,

X 2

—+yi=1.

2 Y

— Construire (E).

— Mémes questions pour [Iellipse (E')
d'équation réduite :

2 2

2§

7 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (0, /, J). ‘

Donner I'équation réduite de Vellipse de
Centre Q.

a) D'axe focal (Of), de grand axe 10 et de
distance focale 6.

b) D'axe focal (OJ), de grand axe 8 et de
distance focale 6.

8 {1). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, /, J).
Donner I'équation réduite de I'ellipse (E) de
centre O et dont deux sommels sont:

A{5;0) et B(0;3).

Trouver les autres sommets de cette ellipse
ainsi que les foyers.

9 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
normeé (O, /, J).

On considére les ellipses (E) et (E)
d'équations respectives :

x*® 5 » y2
—_ = X +__—1.
2 ye=1 et 1
Trouver une isométrie qui transforme (E)

en (E').

Construire (E) et (E") sur un méme dessin et
préciser leurs ¢éléments caracteristiques
respectifs.

10 (1). Construire une . ellipse (E)
connaissant :

a) Un foyer, une tangente et un sommet de
I'axe non focal.

b) Un foyer, deux tangentes et le petit axe.

11 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (C, /, J).
On considére I'ellipse (E) d'équation :

z 2

4 9
Soit A(2, 0) et B{0, 3) deux sommets de {E), M
un point quelconque de (E) et G le centre de
gravité du triangle ABM.
Quel est I'ensemble des points G, lorsque M
décrit I'ellipse (E)?

12 (1). Le plan étant muni d'un repére
orthonormé, on considére lellipse (E)
d'équation réduite :

2 2

x

?+#=1; avec. 0O<b<a.
On désigne par F et F' les foyers de
I'ellipse (E).

1) Soit M{a, B) un point de (E) non situé sur
l'axe focal. La tangente (T) en M & I'ellipse

e
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(E) coupe l'axe focal de (£) au point V. La
droite passant par M et orthogonale a (T),
coupe I'axe focal en N. ;

a) Trouver une équation de la droite (MN).
b) Montrer que :
OF2=OF2=0V -ON.

2) On deésigne par H et H' les projetés
orthogonaux respectifs des points F et F' sur
la tangente (T).

a) Quel est I'ensemble des points H et H'
lorsque M décrit I'ellipse (E).

b} Montrer que le nombre réel :

ne dépend pas de la position du point M
sur (E).

13 (1). On donne deux nombres réels stricte-
ment positifs a, b et deux points distincts A,
B tels que :

AB #Db.
On considére deux points M et N tels que :

s AB et MN aient méme direction
et méme sens,

(1) o NA+MB=a,

s MN=b
1) Soit £ et F des points définis par :

AE =NM et BF=MN
— Trouver I'ensemble ([';) des points M et
I'ensemble (';) des points A, lorsque les points
M et N varient tels que les conditions (1) soient
vérifiées.
— Montrer que (I'y) et (T';) sont isométriques;

donner une isometrie i qui applique ([)
sur (I).

2) On désigne par / le point d’intersection des
droites (AM) et (BN), et par J le point
d'intersection des droites (AN) et (BM).

— Montrer que, lorsque M décrit I'ensemble
{I'+), les points ! et J décrivent respectivement
les images (I';) et (I'f) de (I';) par des
transformations du plan. Caractériser ces
transformations.

14 {1). Le plan est muni d'un repére ortho-

noermé (O, I, J). On considére &, le demi-plan

de bord (O!) et contenant J.

On considére le cercle (C) de centre O et de

rayon &, et I'ellipse (E) d'équation réduite :
X2 },2

? ?=1; avec ; a=b>0.

{Cr,z{c}n ',)“1
(Eq}=(E)N .

Soit { et g deux fonctions de R sur R telles
que (Ey) et {C,} soient les representations
graphiques respectives de f et de g.

On pose .

— Verifier que : b
= — g_

a

— Donner un programme de construction

d'une ellipse dont on connait le centre, le

grand axe et le petit axe.

— Comparer :

f f{x)dx et f&g{x)dx.

— En déduire I'aire de lintérieur de
I'ellipse (E).

15 (2). Construire une hyperbole (H) dont on
connait :

a) Les sommets et un foyer.

b) Les sommets et un peint de (H) autre que
les sommets.

16 {2). Soit | un cercle {(C) de centre O et de
rayon R
un point A extérieur a (C).
Trouver l'ensemble des centres des cercles
tangents a (C) et passant par A

17 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, 1, J).

Donner I'équation réduite de I'hyperbole (H)
de centre O et dont un sommet et un foyer
sopt respectivement S5(3, 0) et F(5, D).

18 (2). Le plan étant muni d'un repére
orthonorme, on désigne par (T') la représenta-
tion graphique de la fonction

fﬂ——-&-ﬂ

Ix+1
X

2—x

On sai_t que (I') est une hyperbole. Donner tous
ses éléments caractéristiques de ().
Construire (T).

19 (2). Le plan étant muni d'un repére
qrthonormfé. on désigne par (I') la représenta-
tion graphique de la fonction
f:R— R
2x%2—x 42

x—1
Montrer que (I') est une hyperbole.
Donner tous les éléments caractéristiques de

().

X P—
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20 (2). Construire une
gonnaissant :

a) Les foyers et un point de (H).
b) Les ftoyers et la distance des sommets.
¢) Un foyer, une asymptote et un point (H).

hyperbole  (H)

21 (2). On considére un cercle (C) et un point
A extérieur a (C).

Soit M un point de (C) et (A) la médiatrice
de [AM].

Mantrer que, lorsque M décrit (C), la droite
(a) est tangente a une hyperbole. Préciser les
foyers et les sommets de cette hyperbole.

22 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé direct (O, I, J).

On considére les cercles (€) et (C') de centre
O et respectivement de rayon a et b, tels que :

a=b>=0.

Soit N un peint quelconque du cercle (C). La
demi-droite [OP)} coupe le cercle (C') en un
point N'.

On pose : e

MES (O], ON )= ¢.

Vérifier qu'il existe un unique point du plan
ayant méme abscisse que N et méme ordonnée
que N'. Soit M ce point.

— Exprimer les coordonngées (x, y¥) de M en
fonction de ¢, a et b.

— Trouver une égalité ot ne figurent que X,
¥, aetb

— Montrer que I'ensemble des points M,
lorsque N décrit (C) est une ellipse (E).

Donner les éléments caractéristiques de (E).

— En déduire un programme de construction
d'une ellipse dont on connait le centre, le
grand axe et le petit axe (ou les sommets).

CONIQUES A CENTRE

23 (2). Construire une conique a centre ([)
connaissant

a) Les foyers et une tangente.

b) Un foyer, deux tangentes et un point de
contact de I'une de ces tangentes.

¢) Les sommets de I'axe focal et une tangente.

d) Deux tangentes, le centre et la distance des
Ssommets de I'axe focal.

e} Un foyer, deux tangentes et un point de (r).
ﬂoyer. une tangente et deux points de ().

24 (2). On donne deux cercles (Cy) et (Cy) de
centres respectifs O, et O, de rayons respectifs
R, et Ry, tels que (C,) soit tangent intérieure-
ment a (C,). Soit A leur point de contact.

1) Quel est I'ensemble des centres des cercles
tangents en A aux cercles (C,;) et {C;)?

2) Quel est I'ensemble des centres des cercles
ne passant pas par A et tangents & {C;) et
a (C,)?

25 (2). On donne un point £ et deux droites
(T) et (T').

Trouver I'ensemble des centres des coniques
de foyer F et tangentes & (T) et (T").

26 (2). On considére deux points F et F' tels
e FFr=4.

Tracer en noir (resp. en rouge) des cercles de
centre F et de rayons successifs :

1,233,046 9

— Examiner les intersections des cercles noirs
avec les cercles rouges. En déduire la cons-
truction de coniques a centre ayant pour foyers
F et F'.

— Donner la nature de chacune de ces
coniques. Préciser pour chacune d'elle, la
distance des sommets situés sur l'axe focal.

27 (3). On donne un cube A d'aréte a.

On se propose de trouver |'aréte x d'un cube
X tel que le volume de X soit le double de
celui de A, c'est-a-dire on se propose de
résoudre I'égquation :

(E) *xER,, =233

— Montrer que le probléme revient aussi a
résoudre le systéme :

(5) (x, YIE(R?)?, el
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— Montrer qu'une solution du probléme peut
s'obtenir par intersection de deux paraboles.
Preciser les éléments caractéristiques de cha-
cune de ces paraboles.

— Comparer les solutions trouvées dans le cas
ol : a=2, '

« en résolvant 1'équation (E) (a l'aide d'une

calculatrice);

s en résolvant graphiguement le systéme (S).

28 (3). Construire la directrice d'une parabole
(P) dent on connait :

a) le foyer et le sommet;

b) 'axe, le foyer et un point de (P).
(Combien a-1-on de possibilités?)

c) le foyer et deux points de (P);

d) le sommet, I'axe et un point de (P).

29 (3). Construire le foyer d'une parabole {P)
dont on ¢connait :

a) la directrice, I'axe et un paint de (P);

b) la directrice, I'axe et le paramétre.
{Combien a-t-on de possibilités?)

30 (3). Construire une parabole (P), con-
naissant :

a) le foyer et deux peints de {P);
b) la directrice et deux points de (P);
¢) l'axe, le scmmet et un point de (P).

31 (3). On donne un point A et une droite (D)
ne passant pas par A.

Trouver l'ensemble des centres des cercles
tangents a (D) et passant par A.

32 (3). On donne une droite (D} et un point
A non situé sur (D).
Construire un triangle isocéle AMN tel que:

NE(D);, MA=MN: (MN)L(D).

— Donner un programme de consiruction du
triangle AMN.

— Quel est I'ensemble des points M, lorsque
N décrit la droite (D).

33 (3). Le plan étant muni d'un repére
orthonormé, on considére les courbes (C,) et
(C,) d’équations respectives :

1

==3x?% y?=—x
i 4 y 3

— Donner les éléments caractéristiques de la
parabole {C;).

35 (3). Le plan etant

— Montrer que (C,) et (C;) sont isométriques;
préciser I'isométrie qui transforme (C2) en (C,).

— En déduire que (Cy) est une parabole;
préciser ses éléments caracteristiques.

34 (3). Le muni  d'un  repére
orthonorme.

On considére la parabole (P) ayant pour foyer
le point F(2; 1) et pour directrice la droite (D)

d'équation :

plan est

x+y+1=0.
Donner une équation de (P).

muni d'un repére
orthonormé, on sait que la représentation
graphique de toute fonction polyndme du
second degré f défini par :

fixy=ax?+bx+¢;, a#0

est une parabole (P).

Exprimer le paramétre de {P) en fonction de
a, bete

Quels sont, le sommet et la directrice de la

_parabole (P).

muni .d'un
on considére

36 (3). Le plan étant
orthonormé,
d’équation :

repére
la courbe (C)

p=3x%,
— Montrer que P'image de (C) par la symétrie
orthogonale s ayant pour axe la droite

d'éguation : y=x, est une parabole, préciser
ses eléments caractéristiques.

— En déduire que (C) est une parabole;
préciser ses éléments caractéristiques.

37 (3). Position relative d'une droite et d'une
parabole
Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, 1, J).

1) On considére la parabole (P) d'équation
réduite :

y2=4x.
Soit (D) la droite d'équation :
Xx—2y+6=0.
a) Quel est l'ensemble des points
d'intersection de la droite (D) avec la

parabole (P).

2}{3;}“ (D'} la droite passant par / et paralldle
Quel est I'ensemble des points d'intersection
de la droite (D) avec la parabole (P).

c¢) Montrer qu'il existe une droite et une seule
paralléle & (D) et tangente a la parabole (P)-
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d) Montrer que la droite (A) d’'équation :
y=12
coupe la parabole (P) en un point et un seul.

2) Plus généralement, soit (P) la parabole
d'équation réduite :

y*=2px; avec: peR:.
Soit (D) une droite d'équation :

y=ax+b.
a) Considérons le systéme :
2 __
©  mere, [V7EX
y=ax+b,

Pour chacun des deux cas suivants :
azl et a=o,

trouver le nombre de solutions du systéme (S5),
discuter suivant les valeurs de p, a et b.
(Préciser les solutions doubles.)

b) Donner une interprétation géométrique des
résultats de la question précédente.

38 (3). Le plan est muni d'un repére artho-
normé (Q, [, J).
On considére la parabole (P) d'équation

reduite : y

1) Construire la parabole (P).

Trouver le foyer F et la directrice (D) de la
parabole (P).

2) Donner une équation de chacune des tan-
gentes a (P) passant par le point A(—_2. Q).
Calculer les coordonnées des points de
contact.

3) Varifier que le point 8(2; 27/3) appartient
a(P).

Montrer qu'il existe un point C d_e (P) 'et un
seul tel que les points B, C et F soient alignes.
Montrer que les tangentes a (P) aux points B
et C sont perpendiculaires et se coupent sur
la directrice (D).

39 (3). Le plan étant muni. d'un repére
orthonormé, donner une équation de la para-
bole (P} déterminé par son sommet O et son

axe (0Q!) et tel que :
a) A(4; 2V/2) soit un point de (P).
1 .
b) B(—T; 5) soit un point de (P).
;
c) La tangente en son point d'ordonnee 5 ait
pour coefficient directeur 2.

d) La tangente en son point d'abscisse 4 et
d'ordonnée positive coupe (OJ) au point
E(0, 3).

40 (3). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (O, | J). ‘
On considére la parabole (P) d'équation

réduite :
y?=2px; p€RL.
1) Trouver la valeur de p, pour que la parabole

(P) passe par le point A(3; 2V3).
Donner alors les coordonnées du foyer de (P).

2) Donner une équation de la droite (7)
tangente en A 4 {P).

Donner une équation de la droite (N) perpendi-
culaire en A a (T). (La droite (N) est appelée
la normale a (P) en A)

3) Quels sont les points d'intersections des
droites (T) et (N) avec les droites (O/f) et (OJ)?
Vérifier que (T) et (N) coupent (Of) en deux
points symétriques par rapport au foyer F.

4) Construire la parabole (P), tracer la tan-
gente (T) et la normale (N). Verifier les
résultats de la question 3).

41 (3). Le plan étant muni d'un repere
orthonormé, on considére la parabole (P)
d'équation réduite :

y2=2px; avec: P>0.

1) Donner le foyer F, la directrice (D) et le
sommet S de la parabole (P).

2) Soit M{«, 8) un point de (P) distinct du
sommet de (P). La tangente (T) en M & la
parabole (P) coupe la directrice (D) au point V.
Montrer que les droites (FM) et (FV) sont
orthogonales.

Vérifier que le projeté orthogonal U du point
F sur la tangente (T) appartient a la tangente
en S a la parabole (P).

3) Montrer que la droite passant par M et
orthogonale a la tangente (T) coupe l'axe de
la parabole en un point N.

Soit m le projeté orthogonal de M sur l'axe

de la parabale.
Montrer que : .
mN=0. .
(La droite (MN) est appelée /a normale en M
a la parabole (P).)

42 (3). Soit | A et B deux peints distincts.
(C) un cercle tangent en A
a (AB)
E le point de (C) diamétralement
opposé a A.

1) Vérifier que le centre O de (C) est sur la

droite (A) passant par A et orthogonale & (AB).

2) Montrer que la tangente a (C) en £ et la
tangente & (C) passant par B se coupent en
un point. Soit M ce point.

.
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3) On désigne par H le point tel que :
HE = AB.
Montrer que : MH = MB.

Du_el est I'ensemble des points M, lorsque le
point O décrit la droite (A)?

43 _[3). 1) Montrer qu'une parabole ne peut
avoir deux tangentes paralliéles. :

2) Soit | F un point du plan
(T) et (T) deux droites sécantes ne

passant pas par F.

Construire une parabole (P) de foyer F et
tangente a (T) et (T'); préciser les points de
contact.

3) Soit | (D) une droite
(T) et (T") deux droites sécantes.

Construire une parabole (P) de directrice (D)
el tangente a (T) et (T").

44 (3). Le plan est muni d'un repere ortho-
normé (C, 1, J).

On considére la parabole (P)
réduite :

d'équation

y?=2px; pER].

1) Trouver la valeur de p pour que la parabole
{P) admette pour foyer le point F(3, ).

2} Soit A et A' les points de (P) d'abscisse 3,
et sgit (T) et (T') les tangentes & {P) respective-
ment aux points A et A", .

Quelle est 'ordonnée du point d'intersection
des droites (T) et (T)?

3) Donner une équation de chacune des droi-
tes (T) et (T).
Trouver leur point d'intersection.
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Problemes

45 Le plan est muni d'un repére orthonorms.

Soit | 2 un nembre complexe
A son point image.

Trouver I'ensemble (I') des peints du plan ayant
pour affixe le nombre complexe z tels que:

(z2—a?) soit un nombre réel.

Le plan étant muni d'un repére orthonormé,
on considére I'ensemble (I') des points M(x, y)
tel que :

ax|x|+8y|y|=3s.

Construire I'ensemble (I').

46 1) On donne deux points distincts A et B.
Un point C du segment [AB] distinct de A et
de B.

On considére un cercle (C), tangent en C
a (AB). i

Les secondes tangentes a {(C) issues des points
A et B se coupent au point M.

— Veérifier que le centre O du cercle (C) est
sur la droite (A) passant par C et perpendicu-

49 Le plan est muni d'un repére orthonorme
direct (O, 1, J).
On considére I'ellipse (E) d'équation réduite :
z 2
X_ -+ y—: 'I'
a? b.’? z
et le cercle (C) de centre O et de rayon a.
On désigne par F et F' les foyers de (E) et 2¢
sa distance focale.
On appelle corde d'une ellipse, tout segment
dont les extrémités appartiennent a cette
ellipse, et diameétre, toute corde passant par le
centre de l'ellipse.

E] 1) Soit M(x, ¥} un point de I'ellipse (E) et
N le point correspondant du cercle (C) de
méme abscisse que M et dont I'ordonnée a le
méme signe que celle de M.

Soit H le projeté orthogonal de M sur (Of).
HM = k- HN.

Exprimer k en fonction de a et b.

avec: O<b<ag,

On pose :

-
e

laire & (AB). (C) N
— Trouver I'ensemble décrit par le point M (E)
lorsque le centre O du cercle (C) décrit la M
droite (A).
(On envisagera les trois cas suivants :
CA=CB: CA<(CB; CA>CB) @ I
2) Mémes questions lorsque le point C est sur 0 i }

la droite (AB) et extérieur au segment [AB].

47 On donne deux cercles (C) et (C').
Trouver |'ensemble des centres des cercles
tangents a (C) et (C’); envisager les cas
Suivants :

a) (C) et (C") sont extérieurs;
b) (C) et (C) sont sécants;
¢) (C) et (C') sont intérieurs.

48 Soit | (C) un cercle de centre O et de
rayon A
A un point du plan.

Trouver I'ensemble (I') des centres des cercles
tangents a (C) et passant par A. (On discutera
de la nature de I'ensemble (I) suivant les
positions relatives du point A et du cercle (C).)

2) On désigne par ¢ la mesure principale de
e

I'angle orienté (Ol ON).

Exprimer les coordonnées x, y du point M en

fonction de a, b et .

(p est appelé anomalie excentrique du

point M.)

m 1) Trouver I'ensemble des milieux des
cordes du cercle (C) paralléles & un diamétre
donneé de ce cercle.
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2) (MM'] étant un
I'ellipse (E).

Maontrer que V'ensemble des milieux des cordes
de (E), paralléles & (MM') est un diamétre
[MM}] de (E). .

On dit que [M,M}] est le diamétre conjugué
de [MM],

3) Montrer que [MM'] est le diamétre conjugué
de [M,M}).

On dit alors que [MAM']) et [M,M]] sont des
diamétres conjugués de (E).

diamétre donne de

4) Montrer gue les tangentes a l'ellipse (E) en
M, et M, sont paralléles a {MM").

—

@ M étant le point de (E) d'anomalie

excentrique ¢ (voir m;, trouver les anomalies
excentriques des points M*, M, et M; tels que

[MM'] et [M,Mj]] soient des diamétres

conjugués.

Exprimer en fonclion de a et b le nombre réel :
OM? + OM3.

Vérifier alors que ce nombre réel ne dépend
pas de la position du point M sur (E).

(Cette propriété est connue sous le nom de
théoréme d'Apollonius pour l'ellipse.)
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Dénombrement

Lecon 1: APPLICATIONS D'UN ENSEMBLE FINI DANS UN ENSEMBLE FINI
Lecon 2 : INJECTIONS D’'UN ENSEMBLE FINI DANS UN ENSEMBLE FINI
Lecon 3 : BIJECTIONS ENTRE DEUX ENSEMBLES FINIS

Lecon 4 : SOUS ENSEMBLES D’UN ENSEMBLE FINI
Lecon 5: CALCULS AVEC LES NOMBRES A%, n!, C%

1 Applications d’un ensemble fini
dans un ensemble fini

1) Exemple 1 de situation concréte

a) Enoncé

t-elle se faire?

Une petite compagnie aérienne pour le transport de frét a l'intérieur du
pays, s’installe a Abidjan.

Elle poss¢de cing avions, et compte, au début, desservir quotidiennement
trois villes : Bouaké, Korhogo, Man. Chaque ville ne peut étre desservie
gu’une seule fois par jour mais il sera en outre possible, en fonction des
guantités de marchandises a livrer, qu'un méme avion puisse livrer dans
une, deux ou trois villes la marchandise prévue.

De combien de manieres différentes ’organisation des voyages pourra-

Ondésienera lesvilles Bouaké, Korhogo, Man, par les lettres B, K, M.
. Les cing avions par les letires A,, A, A;, A,, As.

Voici, par exemple, un tableau d’utilisation pour les quatre premiers jours de
fonctionnement de la compagnie :

N B K M
1 A, A, A,
2 As A, A,
3 Al Aj As
4 A, A, A,
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Ce tableau peut étre lu de différentes maniéres, suivant ce que l'on veut savoir :

— Premiére ligne : ) v e — d :
«le premier jour, deux avions sur cing ont été utilisés et I'avion A, a desservi
Bouaké et Man». |

— Deuxiéme colonne :
4 P4 - - ¥ o
« Korhogo a uniquement été désservie par I’avion Aj».

b) Elaboration d’un organigramme

.

e Pour la ville de Bouaké, chacun des cing avions peut étre choisi :
Il v a donc cing choix possibles.

Notons ces cinq choix par le tableau :

destination
Bouaké

A,

e Supposons que I'avion A, ait été choisi pour Bouaké.

Il y a alors encore cing choix possibles pour la destination Korhogo, puisqu'un
méme avion peut desservir plusieurs villes. "

Complétons alors le tableau précédent :

Destination Destination lecture de I'organigramme
Bouaké Korhogo
% ST e
Az | L'avion AL geésErFE;'E;dEs'sEF: K\
7y > As | L'avion A, dessert B: Ay desseri K |
As :_L:a:igll Ay g_e_s;a;ﬁ B, Ay dessert K -:
As L avion Ay dessert 'B: A, dessert K !
Conclusions :

1) Lorsqu'un choix a été fait pour Bouaké, cinq choix peuvent alors étre faits
pour Korhogo.

2) Pour Bouaké et Korhogo, 25 possibilités (5x5) s'offrent donc pour ]a.
repartition des voyages.

e Supposons que l'avion A

: 1 ait été choisi pour Bouaké et que 'avi it été
choisi pour Korhogo. q vion A; ait
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Iy a encore cing choix possibles pour la destination Man, puisqu’un méme avion
peut desservir plusieurs villes,

Complétons alors I'organigramme précédent :

r Destination Destination Destination
Bty Kothoeo Man lecture de l'organigramme
T === --
. R e
e AN AL | Ay dessert B ot M._A; dessert K_____ !
L mm e : 3 A, | 1A, dessert B, A dessert K. A, dessert M|
b s & 1 A I'_AT dessert _B.-,Zs_d—e;se_rt- K. A Ei_efs_er_t_ﬁi]
S -' As A | T4 desseri B As dessert K. A dessert M
As | [A)dessert B, Asdessert K et M_____ |
Conclusions :

1) Lorsqu’un choix a été fait pour Bouaké et Korhogo; cinq choix peuvent alors
étre faits pour Man.

2) Pour Bouaké-Korhogo-Man, 125 possibilités (25%5) s’offrent donc pour la
répartition des voyages.

9) Identification de chaque situation & un objet mathématique

Considérons le tableau d’utilisation pour les quatre premiers jours du fonctionne-
ment de la compagnie (paragraphe 1) @)).
a) Le premier jour Bouaké et Man ont été desservies par A,.
Korhogo a été desservie par As.
Soit E I’ensemble des trois villes desservies par la compagnie :
E={B, K, M}.

Soit F I’ensemble des cing avions assurant le service :
F ={Al! A27 A'.h Ads AS}-

cation de E dans F, illustrant la situation «le premier

Afinir une appli : :
On peut définir pp par le diagramme sagittal suivant :

jour du fonctionnement »,

Ay

A
Aj
Ay

As

li?«.m

b) Activité
Pour le gieu
Compagnles

xieme, troisieme et quatrieme jour de fonctionnement de la
illustrer chaque situation par une application de E dans F.

¢) Remarque importante 5 . ,
La difficulté d’une telle illustration réside dans le choix de I'ensemble de départ

et d’arrivée pour |'application.
193
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On serait tenté, puisque les avions « vont vers les villes », d‘essa?cr d’ill}lstrcr ces
?inmtions ar des applications de I'ensemble {A., A,, Ay, Ay, Ay dans I’ensemble
B, K, M}.

Par exemple, I"application suivante :

AI ? B
A =
A X
Ay M
Ay

Signifierait que :

— tous les avions sont en service;

— les trois avions, A,, A, et A; vont 4 Bouaké;
— les deux avions A, et As vont & Korhogo;
— aucun avion ne va a Man.

Ceci ne correspond pas & 'organisation des voyages prévue par la compagnie.
P 8

De méme, I'application :

::3'::>n

Ay E K
A M
As

Signifierait que plusieurs avions vont au méme endroit le méme jour, ce qui ne
correspond pas non plus a I'organisation prévue par la compagnie.

Par contre, il s’agit de savoir pour chaque ville, quel est I’avion qui la dessert.

Conclusion.

Dans I'exemple choisi, chaque répartition des voyages A effectuer s’identifie 3
une application de I'ensemble {B, K, M} dans I'ensemble {4, A,, A, A,, As).

3) Généralisation : s
Nombre d’applications d’'un ensemble fini dans un ensemble fini

a) Activités 1

1) Donner un exemple d’application de I’ensemble {1, 2, 3,4 5} dans
I'ensemble {0, N o

2) A l'aide d'un organigramme, trouver le nombre d'a lications que 1’on
peut définir de {I, 2,3, 4, 5} dans {O, N}. PP a

3) Mémes questions avec les applications de I'ensembl dans
I'ensemble ?]‘ 2, 3,4, Sl. PP emble {O, N} dan
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b) D’une maniére générale, on admettra que :

1) Soit p et n deux nombres entiers maturels (non nuls)

E un ensemble ayant p éléments
F un ensemble ayant n éléments.

Le nombre d’applications de E dans F est n”.
2) Pour un ensemble de situations concrétes, si chaque situation peut étre

idcntifiée’ 51’ une application d’un ensemble ayant p éléments, dans un ensemble
ayant n éléments, le nombre de situations distinctes est n”.

Exercices 1) Un court de tennis peut étre éclairé par cing projecteurs
commandés séparément par cinq interrupteurs.

a) Trouver deux ensembles E et F, tels qu'un éclairage du court
s’identifie a une application de E dans F.

b) En déduire le nombre d'éclairages différents que l'pn peut
produire. On admettra que «tous les projecteurs sont éteints » ne
constitue pas un éclairage.

2) Un vendeur a en sa possession, cing articles différents.
Au cours d'une journée, il essaie de les vendre, puis il fait le bilan
4 la fin de la journée.

a) Trouver deux ensembles E et F tels que chaque bilan s'identifie
a une application de E dans F.

b) Quel est le nombre de bilans différents qu’il peut faire a la fin
d’une journée?

Injections d’un ensemble fini
dans un ensemble fini

Rappel

Soit E et F deux ensembles. |

On appelle application injective de E dans‘ I*j, toute application de E dans F telle
que tout élément de F ait au plus un antécédent dans E.

«au plus un» signifie «un ou aucun»
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Exemples

——

E et F sont deux sous-cnsembles de R | E et FF sont deux ensembles finis

f

d --—,7=
|~

I
1l Ll | !
!

T T —_—
|
|
————— t'
Représentation graphique d'une Diagramme sagittal d'une
application injective de I'intervalle application injective de E dans F,

[a, b) dans I'intervalle [c, d).

Remarque

Pour pouvoir définir une application injective d’'un ensemble fini E dans un
ensemble fini F, il est nécessaire que le nombre d'éléments de F soit supérieur
ou egal au nombre d'éléments de E.

1) Exemple 2 de situation concréte (suite de I'exemple 1)

a) Enoncé

Le personncl volant de la compagnic aérienne proteste en disant que le
nombre d'avions est suffisant pour qu’un méme avion n’ait pas i desservir
deux ou trois villes différentes dans la méme journée.

La direction de la compagnie accepte et doit donc changer la répartition

dcslvoy_ragcs pour qu'un avion n'ait & aller quotidiennement que dans une
seule ville.

De combien de maniéres différentes I'organisation des voyages pourra-
t-clle se faire?

Le tableau d'utilisation des quatre premiers jours de fonctionnement de la

‘compagnie en question dans ]’exe_mp]e I n'est donc plus valable, Voici un nouveau
tableau conforme aux nouvelles instructions -

Jmlr\hlles B K M
I A, A, A,
2 As A, Ag
¢ A A, As
4 Aj A; A
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Remarque

Les lettres rouges correspondent au chanee for fabledii
(Exemple 1) : gement par rapport au premier

Liznsl : L'avion 4,, initialement préva pour desservir B et M est remplacé par
A, qui desservira Man. e s S

Ligne 2 : Seul I'avion A, devait voyager. Il ne doit plus maintenant desservir que
Korhogo. Les avions A, et As livreront respectivement Bouaké et Man.

Ligne 3 : elle reste inchangée.

Ligne 4 : 111 avion Aj; initialement prévu pour desservir Bouaké est remplacé par
avion A,.

b) Elaboration d’un organigramme

e Pour la ville de Bouaké, comme dans I'exemple 1, chacun des cinq avions peut
étre choisi.

Il v a donc cing choix possibles.

e Supposons que I’'avion A, ait été choisi pour Bouaké.
Il ne peut plus étre utilisé pour aller dans une autre ville.

11 ne reste donc plus que quatre possibilités de choix pour I'avion qui desservira
Korhogo.

Destination Destination ‘

Banaké Korhogo lecture de I'organigramme
| A, | e = Choix exclu "
e 2 i S i !
A :L‘awon A, dessert B; A, dessert K
A, As Loavion A, dessert B; A, dessert K |
Ay :L‘avicn A, dessert B; A, dessert K |
As LL'avion A, dessert B; A; dessert KJ'

Conclusions

1) Lorsqu’un choix a été fait pour Bouaké, quatre choix seulement peuvent étre
fait pour Korhogo.

2) Pour Bouaké et Korhogo, 20 possibilités (5x4) s’offrent donc pour la
répartition des voyages.

e Supposons que I’avion A, ait été choisi pour Bouaké et que 'avion A; ait été

choisi pour Korhogo.
reste plus alors que trois possibilités de choix pour I'avion qui desservira

Il ne ; % e 3
ucun des deux avions A, et As ne peut étre réutilisé dans la méme

Man puisqu’a
journée.
197

Scanned by CamScanner



Algébre-Géométrie Terminale D

Complétons l'organigramme précédent

Destination Destination Destination lecture de I'organigramme
Bouaké Korhogo Man

— i — i — N ————————

| - :
B === A C;hmx_g_xclu 2
=.. o ,q; {'_}'i]'ae'ss.'ErT 'B,_{f, d?s_sirt_:?f.'_.'ﬂ_z Ee_ss_g_:r_t ,T,rlf
beeeee A,y I A, dessert B. As dessert K. A, dessert M!
L —————— ! As :_A-; dessert B, As dESSGEt_E.-IE.j-(ie_SSEH Mi
As it I |

Conclusions
1) Lorsqu'un choix a été fait pour Bouaké et Korhogo, trois choix peuvent alors
étre fait pour Man.

2) Pour Bouaké, Korhogo, Man, 60 possibilités (20 % 3) s'offrent donc pour la
répartition des voyages.

2) Identification de chaque situation a un objet mathématique

198

Considérons le tableau d’utilisation pour les quatre premiers jours de fonctionne-
ment de la compagnie dans le cas ou un méme avion ne peut €tre utilisé qu’'une
fois par jour.

Soit E et F les ensembles :
E={B,K,M} F={A, A, A5, A,, As}.

De maniére analogue au paragraphe 1, les applications suivantes de E dans F
permettent d’illustrer les situations respectives des trois premiéres journées de
fonctionnement. (Justifier!)

1™ journée 2¢ journée 3¢ journée
B A B T e B |——1 "
Az % Az Az
K 74 As {4, K ———J4
M Ay M Ay M Ay
Asg As \\I As

Un avion donné ne pouvant desservir plusieurs villes dans la méme journée,
L 4 L] ¥

chaque élément de I'ensemble F ne peut avoir qu'au plus un antécédent dans

I’ensemble E. .

Les agpligations illustrant la nouvelle maniére de répartir les voyages sont don¢
des injections de E dans F,

Scanned by CamScanner



6 / Dénombrements

-'-_.-_-___
Remarque

Chaque application devant &tre injective, le choix des ensembles de départ et
d’arrivée est alors simplifié par le fait que le nombre d’éléments de I'ensemble
d’arrivée doit étre plus grand que celui de I'ensemble de départ.

3) Généralisation : |
nombre d’applications injectives d’un ensemble fini dans un ensemble fini

a) Activités

1) Donner un exemple d’application injective de 1’ensemble {a, b, c, d ]
dans I’ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

2) A I'aide d’un organigramme, trouver le nombre d’applications injectives
que l'on peut définir de [ensemble {a, b.e. a'} dans [’ensemble

{1,2,3,4,5,6}.

b) D’une maniere générale, On admettra que :
1) Soit p et n deux nombres entiers naturels tels que : p<n

E un ensemble ayant p éléments

F un ensemble ayant n éléments.
Le nombre d’applications injectives de E dans F est:

nn—1)(n—-2)... ... [n—(pmlj].

2) Pour un ensemble de situations concrétes, si chaque situation peut étre
identifiée 2 une application injective d’un er_&semble ayant p €léments dans un
ensemble ayant n éléments, le nombre de situations différentes est :

n(n—1)(n—=2) ... ... [n—(p-1)].

Remarque

Le nombre d’injections 1
‘1 éléments se calcule donc en faisant le pr

successifs, le plus grand étant n.

d’un ensemble ayant p f’;léments dans un ensemble ayant
oduit de p nombres entiers naturels

Notation. Ce nombre sera noté A7

Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que : p<n

ctives d'un ensemble ayant

AP =nombre d’applications inje NS
p éléments dans un ensemble ayant n €léments.

= produit de p nombres entiers naturels successifs, le

plus grand étant n.
=n(n—1)n—-2) .. - [n—(p—l)].
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Exercices 1) Calculer les nombres
4 5
-;r Aﬁt A'I.'l A." A.“
2) A la fin d'un repas, on présente & quatre personnes, six fruits

différents. .
Chacune des quatre personnes prend un seul fruit.

a) Trouver deux ensembles F et F¥ tels qu'unc distribution des fruits
s’identifie & une application injective de E dans F.

b) Quel est le nombre de distributions différentes peut-on faire?

3 Bijections entre deux ensembles finis

1) Exemple 3 de situation concréte (suite de I'exemple 2)

a) Enoncé

Aprés avoir étudié la rentabilité des voyages, la direction de la compagnie
aérienne décide que si la quantité de marchandises commandée dans
chaque ville est insuffisante, cxceptionnellement un seul avion fera la
livraison des trois villes dans la journée.

Et c’est le cas du cinquiéme jour :

— Bouaké a commandé des colis de produits pharmaceutiques.

— Korhogo a commandé des barils d’essence pour Paéroclub.

— Man a commandé des sacs de farine et des piéces de rechange pour
automobiles.

De plus, comme I'ensemble de ces commandes n’excéde pas la capacité
c_:l‘un avion, I'avion A, a été choisi pour livrer les trois villes dans la
journée.

Cependant, le responsable du chargement a oublié de préciser que :
1) les produits pharmaceutiques sont les plus urgents 2 livrer.
2) La farine et les picces de rechange doivent aller & Man.

L’équipe technique qui doit charger I’avion ne sait donc pas dans quel
ordre effectuer le chargement. :
Des problemes de manutention risquent donc d'apparaitre au moment de
la livraison :

Par exemple, si les sacs de farine sont chargés en dernier ot que Bouaké
est la premiere ville desservie, il sera nécessaire de décharger la farine 3
Bouaké pour livrer les produits pharmaceutiques puis de recharger cette
farine pour continuer le voyage.

D’autre part, il serait préférable que la farine et les picces de rechange
soient chargées cite a cote puisqu’elles doivent aller 3 Man.

Cherchons toutes les possibilités de chargements qui poserons des
problémes de manutention lors de la livraison,

b) Organigramme
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Voici les différentes maniéres de charger I’avion :
marctende | marchanie | magiiee | ronte | o
chargée chargée chargée chargée dans I'avion
5 F——R (P, E, F,R)
// T iy (P,E, F, R)
P _ B | _+—1 E~—T—R (P,F,E R)
el g—p (P, F, R, E)
[, | e (P, R, E, F)
e T —— (P, R, F, E)
5 = F——R (E, P, F,R)
/ e W a—- (E, P, R, F)
. - f P——R (E, FT P, R)
| ~ R—+—p (E, F, R, P)
\\ | e’ PP (E, R, P, F)
= et F—— P (E, R, F, P)
o (e E——R (F, P, E, R)
/ ] rRT—E (F, P, R, E)
i r s i i (F, E, P, R)
[Tl pf—=p (F, E, R, P)
\ e 1 P E (F,R, P, E)
T (F, R, E, P)
5 | S f (R, P, E, F)
// -~~~ F—1——E (R, P, F, E)
: e P———F (R, E, P, F)
[~ F———pP (R, E, F, P)
\\ S —] P1—E (R, F,P,E)
| T~ E—t+——p (R, F, E, P)
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Notons par P, le colis de produits pharmaceutiques
E, les barils d’essence
F, les sacs de farine
R, les piéces de rechange.

Observer 'organigramme précédent :
1) Combien y a-t-il de chargements différents?

2) Combien de chargements poserons des problémes de manutention lors
de la livraison?

¢) Remarque

L’organigramme permet de visualiser toutes les situations possibles.

Le dénombrement de ces situations peut se faire de maniere analogue aux
paragraphes précédents.

Activité : Recherche directe du nombre de fagons différentes de charger ['avion.

Compléter le raisonnement suivant :

— Pour la premiére marchandise 4 charger, il y a ... choix possibles.

— Lorsque la premiére marchandise a été chargée, il reste pour la deuxiéme
marchandise, ... choix possibles.

— Done, pour les deux premiéres marchandises, il y a .. choix possibles.

— Poursuivre, ce raisonnement, en déduire le nombre de facons différentes de
charger I’avion, et controler ce nombre a I'aide de I’organigramme.

2) Identification de chaque situation a un objet mathématique

a)
entrée pour le chargement

l
&S [T »
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Q.n peut attribuer & chaque marchandise un numéro de place dans I’avion, comme
'indique la figure ci-dessus :

On pose : A=11, 2. % 4}
B={P, E, F, R} (voir 1)b)).

La premiere ligne de 1'organigramme peut étre illustrée par 1’application suivante :

-

-

-

Blw|re]—
M|~

-

Activité _

De ”}?niéfff analogue, illustrer la cinquiéme, la douzieme et la vingt-
quatrime ligne de I’organigramme par des applications de I'ensemble A
dans I’ensemble B. -

Remarques

-d— chgque maniére de charger I'avion est identifiable 4 une application de A
ans B.

:—'Aucum deg marchandises ne pouvant occuper deux places, les applications
illustrant les différents chargements sont injectives.

— Toutes les marchandises devant étre chargées, les applications sont surjectives.

Conclusion
Les applications illustrant les différentes maniéres de charger ’avion sont des

applications bijectives de A sur B.

b) Comparaison avec ’exemple 2

Activités
1) Soit E et F deux ensembles finis ayant le méme nombre d’éléments.
f une application injective de E dans F.

Démontrer que f est une bijection de E sur F.

2) Soit E et F deux ensembles finis.
f une bijection de E sur F.
Démontrer qu'alors E et F ont le méme nombre d’éléments.

Conclusion

Chaque maniére de charger
C’est-a-dire 2 une injection
d’éléments. N
Le nombre de manicres
d’applications injectives d
ayant quatre éléments, C est-

I’avion est identifiable a une bijection de A sur B.
de A dans B puisque A et B ont le méme nombre

différentes de charger I’avion est donc égal au nombre
de I'ensemble A ayant quatre élements, dans I’'ensemble B

a-dire Aj

B Al=4xIXN2x1,

Notation particuliére :
Le nombre réel Af est noté 4! et lu «factorielle 4 »,
203

Scanned by CamScanner



Algébre-Géométrie Terminale D

3) Généralisation

On admettra le résultat suivant :

1) Soit n un nombre entier naturel différent de zéro
E et F deux ensembles ayant n éléments.

Le nombre de bijections de E sur F est Aj.
A" = produit des n premiers nombres enticrs naturels,
=n(n—1)n—-2)...2x1.
Le nombre réel A” est noté n! et lu «Factorielle n».

2) Pour un ensemble de situations concrétes, si chaque ’si,tuation peut étre
identifiée 4 une bijection entre deux ensembles finis ayant n éléments, le nombre
de situations différentes est n!

Convention : 0!=1.

Exercices 1) On veut constituer un nombre de cing chiffres en utilisant les
chiffres 5, 6, 7, 8, 9 sans qu'il y ait deux ou plusieurs chiffres
identiques.

a) Trouver deux ensembles E et F tels que la construction d’un
nombre s’identifie a une application de E dans F. Cette application
est-elle bijective?

b) Combien peut-on former de nombres différents.
¢) Combien y en a-t-il qui ont le chiffre 9 en troisiéme position?
d) Combien y en a-t-il qui commencent par 56...

2) Dans I’exemple de la compagnie aérienne combien y a-t-il de

chargel}lf:r}ts, qui se terminent par P et qui aient cOte a cdte R et
F? (Vérifier sur I'organigramme.)

4 Sous-ensembles d’un ensemble fini

1) Exemple 4 de situation concréte (suite de I'exemple 3)

204

a) Enoncé

Le cinquiéeme jour de fonctionnement de la compagnie aérienne, les
conditions météqrologiques sur I’ensemble du pays sont mauvaises. La
compagnie ne sait pas si I'avion A,, désigné pour desservir les trois villes,
pourra effectuer le trajet complet.

L’équipe technique qui doit charger I'avion ne sait donc pas s'il faut toul
charger, ou s’il faut attendre (ce qui risque de faire perdre du temps), ou
bien encore s'il ne faut charger qu'une partie des marchandises (ce qui
ferait avancer le travail),

Cherchons toutes les possibilités de chargement qui peuvent étre faites
avant qu'éventuellement un ordre de livraison partielle ou totale n'arrive.
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#) Organigramme

L’équipe technique se pose donc la question, pour chaque marchandise :
« Charge-t-on cette marchandise, ou attend-on?»

Par exemple, pour les produits pharmaceutiques P, schématisons cette situation

par :

/_. signifiera qu’ils sont chargés

"-u_“-

et

e

S — signifiera qu’'ils ne sont pas
S

-

chargés

construisons 1'organigramme correspondant 2 toutes les situations possibles :

'd
'
/

Tout est chargé

\

-
-
-
- —

Tout est chargé
sauf les piéces
de rechange

Tout est chargé
sauf la farine

s |
/
!
/
!
!
/

b S e i ol

Seuls les produits
pharmaceutiques et
I'essence sont chargés

I.'avion est prét &
desservirBouakéet Man

Seuls les produits
pharmaceutiques et
la farine sont chargés

Seuls les produits
pharmaceutiques et
les piéces de rechange
sont chargés

-

[.'avion est prét
4 desservir Bouaké

desservirManet Korhogo

L'avion est prét i

\

-]
-
——
|

Seuls I'essence et
la farine sont chargés

W
[]
/
i/
!
!
I/

Seuls l'essence et les
piéces de rechange
sont charpés

R

L'avion est prét a
desservir Korhogo

L'avion est prét
a desservir Man

- ---""-'—-.
-

Seule la farine
est chargée

Seules les pigces de
rechange sont chargées

P
——
-
- -

Rien n'est chargé
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Remarque importante
Dans cet organigramme, on cherche donc a savoir

marchandises chargées.
On ne s'intéresse pas a I'ordre du chargement.

Cet organigramme permet donc de constituer tous les sous-ensembles possibles
de I'ensemble :

uniquement quelles sont les

{P,E, F,R}.

Exemples

— La premiére ligne correspond a I'ensemble {P,E, F, R}.
— La derniére ligne correspond 2 I’ensemble vide &.

— La treizieme ligne correspond au sous-ensemble {F, R}.

Conclusion. L'ensemble {P, E, F, R} a donc 16 sous-ensembles distincts.

¢) Identification de chaque situation 4 un objet mathématique
Pour chaque marchandise, il y a deux possibilités :

— elle est chargée;

— elle n'est pas chargée,

Désignons | la phrase «elle est chargée» par la lettre C
la phrase «elle n’est pas chargée» par les lettres NC.

Chaque situation peut alors étre identifiée a une application de I'ensemble
{P, E, F,R} dans I'ensemble {C, NC}.

Exemples
— Dans I'organigramme, la troisiéme ligne peut étre illustrée par I’application :

NC

mlm|m]

— La derniére ligne peut étre illustrée par I’application :

c
NC

={m|ml=

Conclusion

D’aprés le paragraphe 1 de ce chapitre, chaque situation peut étre identifiée 2
une application de I'ensemble {P, E, F, R} dans I'ensemble {c, NC}.

Il y aura donc 2 situations différentes; ce que I'on peut vérifier dans
I'organigramme.

206
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d) Généralisation

Activité / f{w{ B

[ aite
A2 'i.f).ff

Donner en extension, 'ensemble des parties de I'ensemble {B, A, C} (on

pourra utiliser un organigramme).

On démontre et nous admettrons le résultat suivant :

1) Soit n un nombre entier naturel non nul
E un ensemble ayant n éléments.

2",

situations différentes est 2".

Le nombre de sous-ensembles distincts de E que ’on peut constituer est :

2) Pour un ensemble de situations concrétes, si chaque situation peut étre
identifiée a un sous-ensemble d’un ensemble ayant n éléments, le nombre de

2) Exemple 5 de situation concréte (suite de I'exemple 4)

a) Enoncé

la nature.
Elle se rend donc a I’entrepdt et trouve :

— des produits pharmaceutiques;

— des barils d’essence;

— des sacs de farine;

— des piéces de rechange pour automobiles;
— des cartons d’insecticide;

— des barils d’huile de palme;

soit six marchandises différentes.

différents.

b) Résolution du probléme

Notons I, les cartons d‘in.sccticide
et H, les barils d’huile de palme.

Désignons par

L’équipe technique décide de commencer le chargement de I'avion.
Elle sait qu'il y a quatre marchandises a embarquer mais n’en connait pas

Cherchons combien I'équipe technique peut faire de chargements

— «disposition» : quatre marchandises chargées dans I'avion
si I’on tient compte de I'ordre d’entrée.

— «chargement» : I’ensemble de quatre marchandises conte-
nues dans l'avion sans tenir compte de I'ordre d’entrée.

Ainsi, deux chargements ne seront différents que si les marchandises sont

différentes (voir exemples ci-dessous).

207
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Exemples

<PEH!> <HIEP)

— sont deux «chargements» identiques;
— sont deux «dispositions » différentes;

(PEH!) EHFP>

— sont deux «chargements» différents;

— sont deux «dispositions » différentes.

Justifier les trois étapes du raisonnement suivant :
1) A un chargement donné correspond 4! dispositions différentes dans
I’avion (voir paragraphe 3).

2) Chaque disposition peut étre identifiée 4 une application injective de
I’ensemble {1, 2, 3, 4} dans ’ensemble {P, E, F, R, H, I}.
Il v a donc Ag dispositions différentes.

3) Soit k le nombre entier naturel désignant le nombre de chargements
différents.

Ona: k4= A2

Le nombre de chargements différents est donc :
' Af 6X5x4x3
41 4x3x2x]
=15.

¢) Identification de chaque chargement 4 un objet mathématique - Généralisation -

Soit I'ensemble {P, E, F, R, H, 1}.
Dans l'exemple ci-dessus, chaque chargement peut &tre identifié & un sous-
ensemble de {P, E, F, R, H, I}, ayant quatre éléments.

D’une maniere générale, on démontre et nous admettrons le résultat suivant

1) Soit | n et p deux nombres entiers naturels tels que : p<n
E un ensemble ayant n éléments.
Le nombre de sous-ensembles de E, ayant p éléments est :

A
pY
2) Pour un ensemble de situations concrétes, si chaque situation peut étre

Edn?ntifiée a un sous-f:nse.mb]e ayant p éléments, dans un ensemble ayant n
€léments, le nombre de situations différentes est -

A
p!
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o

4 A
Notation : le nombre j est noté C7,
Exercices ¢ 1) Calculer ¢!, €I, 2, C2, C:.

2:} Sur une table, il y a un ananas, une banane, une orange, un
citfron, une mangue, Une papaye, une pomme.
Une personne désire manger trois de ces fruits.

a) Trouver un ensemble E tel que chaque situation s’identifie a un
sous-ensemble de E.

b) Combien la personne aura-t-elle de choix différents?

3) Dans I'exemple des chargements de ’avion, combien de charge-
ments permettront de desservir Korhogo?

5. Calculs avec les nombres Az n!, C;

1) Expression de A5 et C; a l'aide des factorielles

a) Activités

— Observer le calcul suivant :
6x5x4x3x2x1 6!
2x1 Car

At=6%x5%x4x3=

— Ecrire de méme A%, Al

b) Fcriture de A7 a I’aide des factorielles
Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que : p<n.

On a: Al=n(n—1)...[n=(p-D]=r(r-1)..(n-p+1)
et: (n—p)=(n—p)n—p-1)(n—p=2)...X2X1,
Donc : Al x(n—p)=n!

" n!
Conclusion : A"={n—p}!

Al

puisque : C{I-——E

0, n!
Oﬂ a . Cn p!{”_p‘_)!.

209
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2) Propriétés des nombres Af et C}

a) Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que :

I<p=n

ona: AP =nAPZ|.

b) Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que :
p=n

- — n—
on a: EL=05""

¢) Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que :
l=p=n

on a: ' e e

Exercices — Calculer Ci.
— En déduire 2.
— Calculer Cy puis C3.
— En déduire C3.
— Calculer A3.
— En déduire A3,

3) Calculs successifs des nombres C%,

. a) Démontrer a I'aide des factorielles, que :
VneN* C2= Cg =1
Vﬂ EN*_{l} CL:H

b) Disposition pratique :
o Légalité: CPZl+Co_,=C"

permet des calculs successifs des nombres C? :

C':::}=ﬂ Cﬁ..q:b
e
C£=a+ib

210
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e ——

L B L . Y # .
o En s’aidant de ce qui précéde, compléter le tableau suivant :

P
" 0 1 2

0 63-17//4@2/////@/%_---

2 cg=tcg=gc==|7 7 7
=0

3 |co=1 C1=1 cg=17¢://
4 |Ci=1 : C;‘=I%

Ce tableau peut étre schématisé par :

1|23 Exemple : le nombre C3 se trouve
— sur la sixiéme ligne;
— dans la quatrieme colonne.

Cette disposition est appelée triangle de Pascal.

4) Développement de (a +b)"

a) Activité
Soit a et b deux nombres réels.

F

e Montrer que !
1) le développement de (a+b)* peut s’écrire :
Cla*h®+ Cia'b' + C%ab?
2) le développement de (a+b)* peut s’écrire :
C%ﬂsbo + C%azb' + Cia‘bz 4 C{]'laﬂ-bal

211
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212

o Ecrire de maniére analogue :
1) le développement de (a +b)*;
2) le développement de (a +b)°
et controler les résultats obtenus.

b) Généralisation
Soit a et b deux nombres réels et n un nombre entier naturel; on a alors :
(a+b) =Cra"+Cr'a" 'b+...+ Cka*b"* + ...+ Cob"

c’est-a-dire, en utilisant le symbole £ :

Y(a, b)ER* VYneEN (a+b)Y =2 Cia*b" %

k=0

A titre d’exercice, démontrons ce résultat par récurrence :

o I'égalité est vraie pour : n=1,

e supposons que cette égalité soit vraie pour un nombre entier naturel n.
Alors |'égalité : (a+b)Y"*'=(a+b)(a+bh)

(a+b)Y* '=ala+b)" +b(u+b)
permet d’écrire :

(a+b)""'=Cla""' +Ci 'a"b+...+ Cla**'b"~* + CX~g*p"~**' + ... + Co%b"
+C:ﬂ"b+...+Cf‘+lﬂk+]b"“k+Cﬁakb"_k+l +.“+C2bn+i

or Ch+Ci =0 o CE+C=gt
et Ci=Cili=1 C=Cy, =1
Ainsi :
(a+b)''=Crila""' +Chi1@™b+ ..+ CELla** ' pm* £ CK, ;akpr—k+!
i +...+C% b

= Z Ckakbnﬂk
n
k=0

ce qui établit le résultat.
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Exercices

1 On veut ranger sept objets 0,, 0,, 0,, O,
0s, O O7 dans trois tiroirs A, B, C. '
Chaque tiroir peut contenir un ou plusieurs
objets, ou peut étre vide.

Combien de rangements différents peut-on
réaliser?

2 On considére un groupe de 10 personnes.
Chagque personne du groupe est soit
sélectionnée, soit éliminée pour participer & un
concours.

Combien y a-t-il de sélsctions différentes?

3 On tape au hasard sur une machine & écrire
des mots de trois lettres (ayant un sens ou
non).

Combien de mots différents peut-on taper?

4 On distribue au hasard 32 cartes a deux
joueurs, En supposant gu'un joueur peut ne
recevoir aucune carte, combien y a-t-il de
distributions possibles?

5 Une personne entre dans une péatisserie en
ne sachant pas si les gateaux qu'elle verra |ui
conviendront.

Elle observe 10 gateaux.

Combien de choix différents peut-elle faire?

6 Combien peut-on composer de numérod de
téléphone différents de six chiffres sur un
cadran téléphonique?

7 1) Combien de nombres de trois chiffres
peut-on former avec les chiffres 1, 2, 3, 4, 57

2) Combien de nombres de sept chiffres peut-
on former avec les chiffres 1, 2, 37

8 Combien de nombres de trois chiffres peut-
on former avec le systéme décimal.
Attention ; un nombre de trois chiffres com-
mengant par 0 n'est en fait qu'un nombre de
deux chiffres au plus.

9 On lance en l'air trois piéces de monnaie :

— une piéce de 5 F;
— une pigce de 10F;
— une piéce de 25 F.
Lorsqu'elles retombent, on

que piéce, si elle est sur le cote

cdté «face ». ' ich
Combien de résultats différents peut-on avoir:

observe pour cha-
I pFle » QU le

10 On considére I'ensemble des nombres de
treis chiffres du systéme décimal,
Combien y en a-t-il

1) qui sont pairs?

2) qui sont impairs?

3) qui s'écrivent sans le chiffre 17

4) qui ont au moins une fois le chiffre 1?

11 On fait tomber trois billes numérotées 1, 2,
3 dans trois trous a, b, ¢

Chaque trou peut contenir une ou plusieurs
billes, ou étre vide et chague bille est dans un
trou.

Quel est le nombre de possibilités pour que le
trou a contienne deux billes exactement?

12 Combien peut-on former de systémes
linéaires de trois inéquations avec les expres-
sians

"(X—y+5)n. <((2X +3}"—1:I», w(x+y)»
et les symboles « >0, « <0», « =0n, «=0n?

13 1) On distribue au hasard 32 cartes a deux
jouaurs. Chacun des deux joueurs doit recevoir
au moins une carte. Combien peut-on faire de
distributions différentes?

2) Méme question lorsqu’on distribue 32 cartes
a trois joueurs. Chacun des ftrois joueurs
devant recevoir au megins une carte.

14 Combien peut-on former de nombres de
trois chiffres avec les chiffres 1, 2, 3, 4, 5 sans
qu'il y ait répétition d'un chiffre dans un
nombre.

15 On dispose de sept cartons sur lesquels
on a ecrit les lettres A, B, C, D, E, F et G.
A l'aide de ces sept cartons :

1) Combien peut-on écrire de mots de sept
lettres {ayant un sens ou non)?

2) Combien peut-on écrire de mots de quatre
lettres?

3) Combien peut-on écrire de mots de quatre
lettres comportant dans l'ordre, une consonne,
une vovelle et deux consonnes?

16 Trois personnes veulent manger chacune
un gé.teau. Il y a cing géteaux.
Combien y a-t-il de choix possibles?
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17 De combien de maniéres trois personnes
peuvent-elles prendre place dans une automo-
bile de quatre places :

1) Pour s’abriter de la pluie, sans que la voiture
ait 4 étre déplacée?

2) Pour déplacer la voiture en supposant que
chague personne ait son permis de
conduire...?

18 Combien d'équipes de football peut-on
composer lorsqu'il faut choisir les joueurs
parmi vingt personnes?

18 Un championnat comporte 13 equipes qul
doivent se rencontrer par matchs «aller-
retour »,

Combien y aura-t-il de matchs?

20 Dans une assemblée de douze personnes,
on veut créer un comité de trois personnes
avec les fonctions de président, secrétaire et
trésarier,

Cette assemblée est composée de huit hom-
mes et quatre femmes,

1} De combien de maniéres peut-on former ce
comité, une méme personne ne pouvant pas
cumuler plusieurs fonctions?

2) De combien de maniéres peut-on former

ce comité si on veut qu'une femme soit
secrétaire?

21 1) Dix personnes vont s'asseoir & une table
ronde. Les chaises sont numérotées.

De combien de maniéres peut-on faire asseoir
ces dix personnes?

2) Les chaises ne sont pas numérotées. Com-
bien y a-t-il alors de dispositions différentes?

22 1) Sur un bateau, on dispose de quatre
pavillons :

— deux rouges identiques:

— un bleu;

— un vert.
Combien de signaux différents peut-on faire
en alignant verticalement ces quatre pavillons?

2) Méme question si I'on dispose de trois
rouges identiques, un bleu, un vert? (on aligne
quatre pavillons).

23 Dans une chaine de fabrication, une pigce
doit passer sur cinqg machines A, B, C D E

1) Combien y a-t-il de trajets possibles?

2) Combien y a-t-il de trajets possibles si |a
piece doit d'abord passer sur la machine E?

214
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3) Combien y a-t-il de lrajets)pnﬂsibles si Ja
piéce doit passer sur la machine B avant de
passer sur la machine E?

4) Combien y a-t-il de trajelskpossibles si la
piéce doit passer sur la machine B, avant de
passer sur les machines £ et D?

24 On considére le mot «théoréme ».
On appelle anagramme de ce mot, tout autre
mot composé avec les mémes lettres.

1) Combien d'anagrammes {(ayant un sens ou
non) peut-on composer?

2) Combien d'anagrammes peut-on compaser,
si I'on supprime les accents?

25 Quatre gargons et deux filles viennent
s'asseoir sur un banc de 6 places.

Combien ont-ils de maniéres différantes de le
faire si les deux filles veulent rester I'une a
coté de l'autre?

26 On considére I'ensemble E tel que :

E={56,7,8, 8}

1) Combien de nombres de cing chiffres
peut-on former avec les éléments de £7

2) Combien peut-on former de nombres de
cing chiffres se terminant par 92

3) Combien peut-on former de nombres de
cing chiffres commengant par 97

4) Combien peut-on former de nombres de
cing chiffres commencant par 562

27 On considére une classe de 30 &léves qui
décide de désigner un chef de classe, deux
adjoints, et deux responsables de I'entretien.
Ces cing éléves forment un comité.

Cette classe est composée de :

— 15 gargons internes,
— 12 gargens externes,
— 3 filles externes.

De combien de fagons différentes peut-on
coemposer le comité si I'on veut que

— le chef de classe soit interne?
— les adjoints soient de sexes différents?

28 On considére un jeu de 32 cartes.

De :cgml:?ien de maniéres différentes peut-on
choisir cing cartes -

1} Sans condition particuliére?
2) Pour que toutes les cartes soient rouges?
3) Pour qu'il y ait I'as de trefle?
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4) Pour qu'il n'y ait aucun cas?
5) Pour qu'il y ait exactement un as?
6) Pour qu'il y ait au moins un as?

7) Pour qu'il y ait 2 cartes rouges et 3 cartes
noires?

g) Pour qu'il y ait exactement deux cceurs?
gy Pour qu'il ¥ ait au plus une carte rouge?
10) Pour qu'il y ait au moins deux rois?

11) Pour qu'il y ait exactement une dame et
exactement deux ceeurs?

29 Dans un sac, il y a:
— quatre boules bleues,
— trois boules blanches,
— deux boules rouges,

A
M
-

— une boule verte,

On prend simultanément trois boules.
Quel est le nembre de possibilités d’avoir :

1) Trois boules de méme couleur?

2) Trois boules de couleurs différentes?

3) Au moins deux boules de méme couleur?
4) Exactement une boule blanche?

5) Aucune boule bleue?

6) Au moins une boule bleue?

30 Dans un sac il y a:

— trois boules rouges numérotées 1, 2, 3;

" — quatre boules vertes numérotées 4, 5, 6, 7
— deux boules blanches numérotées 8, 9.

On prend successivement trois boules que l'on
pose cite 4 cote sur une table. .
Quel est le nombre de possibilités d'avoir

1) Trois boules rouges?
2) Trois boules de méme couleur?
3) Trois boules de couleurs différentes?

4) Une boule blanche entre une rouge et une
verte? ;

31 Dans un sac il y a:

— cing boules vertes numérotées 1,2, 3, 4. 5,
— trois boules noires numérotées 6, 7. 8;

— une boule rouge numérotée 0.

On prend une boule dans le sac, on note sa
couleur et son numéro, on la remet dans le
sac, puis on recommence deux fois encore

cette méme manipulation. Quel est le nombre -

de possibilités d'avair :

1) Trois boules vertes?

2) Trois boules de méme couleur?

3) Trois boules de couleurs différentes?
4) La boule rouge?

5) La somme des trois numéros inférieure
strictement 4 157

32 On considére un dé cubique dont les faces
sont numérotées de 1 2 6.

On lance trois fois de suite ce dé et on note
a chaque lancer le chiffre inscrit sur la face
supérieure. On appelle résultat le triplet des
trois chiffres obtenus,

1) Combien y a-t-il de résultats possibles?

2) Combien y a-t-il de résultats qui n‘ont pas
le chiffre 17

3) Combien y a-t-il de résultats qui ont exacte-
ment deux fois le chiffre 17

4) Combien y a-t-il de résultats qui ont au
moins une fois le chiffre 67

5) Combien y a-t-il de résultats dont la somme
des trois chiffres est égale &4 97

8) Combien y a-t-il de résultats dont les trois
chiffres forment une suite arithmétique?

33 On considére quatre paires de chaussettes.
Les chaussettes d'une méme paire sont de
méme couleur. Les paires sont de couleurs
différentes.

On accroche c¢es chausseltes cote a cdte sur
un fil.

Combien d'assortiments de couleurs peut-on
faire si on s'interdit de mettre cote a cbte deux
chaussettes de méme couleur?

34 Combien y a-t-il de numéros_de téléphone
de 7 chiffres contenant exactement

— deux fois le chiffre 07
— 1{rois fois le chiffre 97

35 Sur un cercle C, on place cing points.

1) Combien de pentagones ayant ces points
pour secmmets peut-on alors dessiner?

2) a) Combien obtient-on de droites en joi-
gnant ces points deux a deux?

b) Quel est le nombre de points d'intersection
de ces droites, autres que les cinq points
donnés?

i =
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Calculs avec les nombres A%, n!, C?

368 Calculer les nombres réels suivants :

51 x 12! 17!
1 S
() 10! @ 16!
15151 x 7! 13!
@ 15121 x 5! ) 13 x12!
10! 7!
. oo =71
®) 6!7! (©) 10! LU

37 Ecrire 4 l'aide de la notation factorielle -
(1} 10x9%8 (3) 7x6xB5x3Ix2
(2) 7x6x5%x4x3 (4) 10x9

38 Simplifier les expressions suivantes en
ayant soin de préciser I'ensemble des valeurs

de n (nombre entier naturel) pour lesquelles
elles sont définies :

n! n! {(n—1)!
M (n=2)! 4 (n+1)l
(n=1) (2m)!
2) {n+2)! ®) 2n-2
n! n!
@ (n+1)! (6) {(n—5) x5!

39 Résoudre dans N les équations suivantes
en ayant soin de préciser pour quelles valeurs
de n, elles sont définies ;

(1) C5=17C% (3) 2A2+50= A2,

o n*—gen?
(2) €371 =C30 .4 L

{4) C3-C2= +5

ct (7) C%=55
(5) ——Cz=13
: 2 3 7” n—2
(6) Capt+CrtCh= 5 (8) Ch==n.

40 1) Développer (a+b)" (a et b sont des
nombres réels et n un nombre entier naturel),

2) En donnant & a2 et b des valeurs convena-
blement choisies, calculer :

a) 2+C L+ C2+...+CA™.
by 1+(-1\"-CL+C2—-C2+C}

— .4 (=-1""Ter,
¢c) —Cl+C3-C3+C3—-C3+CS.

d) Déduire du a) et du b) |,

— lorsque n est un nombre entier naturel
pair :
24 C2+CH+...+C07T

— lorsque n est un nombre entier naturel
impair :

1+C2+Cl+..+C270.
e) 1+2C +4C2+BC3+...+2".
f) 2C5+4CE+8CE+16CE+32C2+65.

41 1) Soit £ un ensemble fini ayant n élé-
ments (p €EN*). Combien peut-on former de
sous-ensembles de E distincts?

2) En déduire la valeur de

Co+Cr+C2+..+C"

216
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Statistique

Lecon 1: SERIES STATISTIQUES DOUBLES
Lecon 2 : NUAGES DE POINTS

Lecon 3 : AJUSTEMENT ET CORRELATION LINEAIRE

1 Série statistique double

1) Exemple 1

a) Le tableau suivant donne, pour douze dactylographes :
— le nombre d’années d’expérience

— le nombre de mots tapés & la machine a écrire en une minute.

dactylographe

A

B

C

D

E

F

G

H

5

années
d’expérience

4

7

8

1

6

3

5

2

9

10

nombre
de mots tapés

28

45

49

20

44

30

38

22

50

35

42

53

Soit P la population étudiée :

p={A, B,C,D,E,F, G H I JK E}

Soit X le caractére «nombre d’années d’expérience ».

L’ensemble des modalités de X est I’ensemble My tel que :

L’ensemble

Ainsi, par exemple :

X(D)=1,

Y(D)=20.

M, ={1,2,3,4,56,7,809, 10}
Soit Y le caractére «nombre de mots tapés ».

des modalités de Y est 'ensemble M, tel que :
M, =120, 22, 28, 30, 35, 38, 42, 44, 45, 49, 50, S3}.
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Exercice Répondre aux questions suivantes (rappel des cours de seconde et
premiére),

— Quel est I'effectif de la modalité 22 du caractére Y7
— Quel est 'effectif de la modalité 9 du caractere X?
— Quel est I'effectif de la modalité¢ 6 du caractere X7
— Quelle est la distribution statistique associée au caractére X?
— Quelle est la distribution statistique associée au caractére ¥?

b) Activité
Soit f I'application de P dans R xR définie par

f: P — RxR
W — (X(w}, Y(w))

— Quelle est I'image par f de I'élément J?

— L’élément (9; 50) a-t-il un antécédent dans P?
Combien a-t-il d’antécédants?

— Combien d’antécédants I’élément (2; 44) a-t-il dans I’ensemble P?
— Quel est I'ensemble des images par f des éléments de p?

¢} Tableau & double entrée

M, Melila|slals|e|7[8]9 |10
20 1lololololo|lo|lo]o]o
2 ol1]olololololo|lo]o
28 oloflofl1]ololololo]o
30 olo|x1|olololo]lolo o
35\ ojofolojo|l1flo]lolo]o
18 olofolo|l1lolololo o
0 ojlojofloflolo|1]o]o o
44 olo|oflo|lo|1]|olo]o o
45 olololofolol1]o]0 |0
49 olofolofloflolol1]0a /o
50 olo|lolofo|lo|lo|o]|1]o
53 o{ofoflo]o] oo |00

218
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— Le tableau ci-dessus représente le produit cartésien My X My.

— Dans chaque case du tableau, on a inscrit le nombre d’antécédants du couple
correspondant par I'application f.

— Ce nombre d’antécédants est appelé effectif du couple considéré.

Exemple :
— leffectif du couple (4; 28) est 1;
— D'effectif du couple (2; 35) est 0.

Remarques

— La présentation des résultats par un tableau 4 double entrée supprime I'identité
des €léments de la population étudiée.

— La présentation des résultats en un tableau dit «linéaire », comme dans le a)
n’est facilement réalisable que si I'effectif de la population étudiée est faible.

2) Exemple 2

a) Enoncé

A Poral d’un concours, deux examinateurs A et B s’entretiennent avec
cent candidats, et attribuent chacun une note prise dans 1 ensemble

{0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Soit X le caractére «note attribuée par I'examinateur A” et Mx I'ensemble
{0, 1, 2, 3, 4, 5} des modalités de X.

Soit Y le caractére «note attribuée par I'examinateur B” et My I'ensemble
{0, 1; 2.3, & 5} des modalités de Y.

Les résultats sont donnés par le tableau & double entrée ci-dessous :

MYMX ol1l2]3]4]s
o l1l21]aololo
i - |4 310 o0
2 0 4 15113 | 5 0
3 lo |2 w|7]3]3
2 lolo|3|ela]3
s lololol2]1]2

Désignons par «couple de notes», un élément de I'ensemble My X My.
' - 219
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Le tablcau permet alors de dire que :

— 13 candidats ont eu pour couple de notes (3; 2).
— Aucun candidat n’a eu pour couple de notes (5; 0).
On dit aussi que :

— 13 est I'effectif du couple (3; 2).

— 0 est I'effectif du couple (5; 0).

Exercice Dans le cas de '’exemple ci-dessus :

1) Quel est I'effectif du couple (1; 0)?
du couple (5;2)?

2) Combien de fois I’examinateur A a-t-il attribué la note 27

b) Séries statistiques marginales

A partir du tableau a double entrée, on peut obtenir :
— la série statistique associée au caractére X;

— la série statistique associée au caractére Y.

En effet :

— le nombre de couples ayant pour premier élément 1 est 13; signifie que I'effectif
de la modalité 1 du caractére X est 13.

— De méme, observer dans le tableau que I'effectif de la modalité 2 du caractére
¥ st 31,

Il est donc possible, & partir du tableau & double entrée, de reconstituer les séries
associées respectivement aux caractéres X et Y.
Ces résultats seront présentés de la maniére suivante

- 0 1 2 3 4 5
MY

0 1 2 |+1 0 0 0 4

1 4 5 3 1 0 0 13

2 0 & 15 13 5 0 37

3 0 7 10 7 3 3 25

4 0 0 3 6 4 3 16

5 0 0 0 2 1 2 5
5 13 32 29 13 8

Exercice 2 Présep’ler sous forme de tableaux linéaires les séries statistiques
dssocices respectivement aux caractéres X et Y,

220
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a) Enoncé

3) Exemple 3 : les modalites sont regroupées en classes

On considére une population de cent individus.
On releve pour chaque individu :

— son poids en kilogrammes,

— sa taille en centimétres.
Soit X le caractere «poids» et Y le caractére «taille».
Les résultats sont regroupés

— en classes d’amplitude 5 kg pour le poids,

— en clas:v,es d’amplitude 5 cm pour la taille,
et présentés dans le tableau a double entrée ci-dessous :

MY iy [40, 45[ [45, 50f (50, 55[ [55, 60[
[150, 155[ 20 9 { 0
[155, 160[ 2 18 4 1
[160, 165] 0 5 12 6
[165, 170[ 0 1 7 4

b) Séries statistiques marginales

Ce tableau peut étre complété :
— en indiquant par une colonne et une ligne supplémentaire le centre de chaque

Ou My et My désignent les ensembles respectifs des chsses de modalités
des caractéres X et Y.

classe,
_ en donnant les séries statistiques associées res;:ectwement aux caracteres X
et Y.
On obtient :
centre de | S 47,5 52,5 57,5
chaque classe
MX 0
MY [40, 45[ | (45, 500 |[50, 55[|[55, 60
(1525 | [150, 1550 | 20 9 1 0o | 30
157,5 | [155, 160[ 2 18 4 1 25
162,5 | [160, 165 0 5 12 6 23
167.5 | (165, 1700 | 0O 1 7 4 | 2 \
22 33 24 21 =— géries slatistiques
marginales
221
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Exercice Dans le cas de '’exemple 3 :
— Combien d’individus ont une taille inférieure a 160 cm?

— Combien d’individus ont un poids supérieur ou égal a 50 kg?
— Combien d'individus ont un poids supérieur ou égal & 50 kg pour

une taille inférieure a 160 cm?

4) Définition et présentation d'une série statistique double

a) Définition

et Y.

L’application

Soit P une population d’effectif N, sur laquelle sont définis deux caractéres X

{x,, X2, ..., X;, ..., X, } I'ensemble des modalités du caractere X.
{1y ¥2» -v» ¥ir - Y} I'ensemble des modalités du caractére Y.

f: P — RxR
w — (X(w), Y(o)).

Soit x; et y; deux modalités respectives de X et Y.

e On appelle effectif du couple (x;, y;), le nombre d’antécédents de ce couple
par |'application f. Cet effectif est noté n.

e L’ensemble des triplets (x;, y, n;) est appelé série statistique double de
caractere (X, Y).

b) Présentation par un tableau & double entrée

Soit | Mx I’ensemble des modalités du caractére X.
M, I’ensemble des modalités du caractére Y.

m

ko=

My . i} . . effectif des modalités
i 2 |=-=] x5 |-=-| % du caractére Y
My
Yi ) i === Pt |==~ " | &
¥z ny; Ray | === Riz |===]| Apz2 | 2
AR
Hj Ry My | ==—- h === P o;
n 1 i i ] 1 ] i
1 ) i [ 1 1 ! 1
You My g Ry | === Hiny ==~ Hj'ml @
elfectif des
B, B: |---| B |---| B. modalités du
caractére X
in
B = E Nig
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Remarques

— Comme dans les exemples étudiés précédemment, les séries statistiques
EESPBCUVBmen} associées aux caractéres X et Y sont obtenues & partir du tableau
a double entrée donné pour la série statistique double.

— 1 est prudent de vérifier aprés les calculs des effectifs des modalités des
caracteres X et Y que :

P

2 B;

i=1

Le nombre trouvé est I’effectif N de la population étudiée.

-

i=1

2 Nuage de points associé
a une série statistique double

1) Exemple 1

Considérons I’exemple 1 étudié au paragraphe 1.

Les ensembles My et My des modalités des caractéres respectifs X et Y sont
tels que :
Mx={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

My ={20, 22, 28, 30, 35, 38, 42, 44, 45, 49, 50, 53}.

Dans le plan muni d’un repére orthogonal, soit F la représentation graphique du
produit cartésien My >XMy. ' . ‘ \
L’effectif d’un couple, élément du produit cartésien, est donné par le tableau a
double entrée associé 2 la série (paragraphe 1-c)).

Convenons de ne représenter dans le plan que les points dont le couple de
coordonnées a un effectif non nul. .
On obtient la représentation graphique suivante :

My

55 -
504
45+
40F [
354
304
20
154
10

Ll

ol 1 2 3 4 § 6 7 8 9 10 Mx

L'ensemble des points obtenus est appelé nuage de points associ€ a la série
statistique double de caractére (X, Y). !

223
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Remarque
D'aprés le tableau a double entrée associé a cette 'sg’:rie, le couple de coordonnées
de chaque point représenté a pour effectif 1 (vérifier!)

2) Définition

Soit X et Y deux caractéres définis sur une population P.
{x1, X2, .» Xiy ..., X, } 'ensemble My des modalités de X.
{¥1s ¥2» -0s ¥js --e» Y} 'ensemble M, des modalités de Y.

Le plan étant muni d'un repére orthogonal, soit F la représentation graphique
du produit cartésien My X My.

On appelle nuage de points associé & la série statistique double de caract@re
(X, Y), le sous-ensemble de F, dont les points ont un couple de coordonnées
(x; y;) d’effectifs non nuls.

3) Exemple 2

Considérons ’exemple 2 étudié au paragraphe 1 de ce chapitre.
Rappelons le tableau & double entrée associé i cette série statistique double :

My Melo | 2 3 4 5
0 | 2 1 0 0 0 4
1 4 5 3 1 0 0 13
- 0 | 4 15 13 5 0 37
3 0 2 10 7 3 3 25
4 0 0 3 6 4 3 16
5 0 0 0 2 1 ‘9 s
5 | 13 32 29 13 8

Contrairement a I'exemple précédent, certains couples d o
: bk : ; e
effectifs supérieurs a 1. p modalités ont des

Un nuage de points analogue  celui de I'exemple 1 ne repré ==
b T eprése é
de cette série statistique double. p ntera pas la réalit

Voici deux possibilités de représentation du nua . e
3 i =i ge de points, s0it
représentatif de cette série. P pour qu'’il
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a) Ensemble de points pondérés

My
5

4

(2)

(1)

(2)

(3)

(6)

(4)

(3)

(2)

(10)

(7)

(3}

(4)

(15)

(13)

(5)

(4)

(5)

(3)

(1)

10

(2)

(1}

0

2

3

4

ol
s My

Disposition pratique. On indiq-ﬁ‘ta 4 droite de chaque point du nuage, I'effectif de

son couple de coordonnées.

b) Représentation par «taches»

Chaque point du nuage est le centre d’un disque dont I'aire est proportionnelle a
Ieffectif du couple de ses coordonnées.

Pratique du calcul du rayon de chaque disque

1) On choisit une longueur pour le rayon du disque centré au point dont le couple
de coordonnées a I'effectif le plus éleve.

Dans 'exemple :
— Veffectif le plus élevé est 15;

— 1le couple dont I'effectif est 15 est (2; 2).
Pour le disque centré au point de coordonnées (2; 2), choisissons par exemple

pour rayon 0,5 cm.
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2) Calcul des rayons de chaque disque centré sur les points du nuage. .
Soit r le rayon du disque centré sur le point dont le couple de coordonnées a
pour effectif n.

— L’aire de ce disque est #r?.
— Les aires étant proportionnelles aux effectifs on a :

7(0,5) _ar
15 n
On en déduit que | r=0,5 \/%
D’oll le tableau :
effectif 1 2 3 4 5 6 7 10 | 13 | 15
rayon du disque 0,13|0,18|0,22 0,26 | 0,29 0,32 | 0,34 [ 0,41 [ 0,47| 0,5

Rentarque

Le choix du rayon du disque centré au point dont le couple de coordonnées a
I'effectif le plus élevé se fait en fonction de la répartition des points du nuage
de facon que deux disques quelconques aient une intersection vide.

3) Activité
1) Reprendre I’exemple 3 du paragraphe 1.

2) Représenter le nuage de points associé i la série statistique double, en
prenant pour couple de coordonnées les centres des classes :

— par un ensemble de points pondérés;
— par un ensemble de tiches.

3 Ajustement et corrélation linéaire

Le but de ce paragraphe est de déterminer une équation d’une droite qui passe

«le plus pres possible » de tous les points d’un nuage associé & une série statistique
double.

1) Cas de I'exemple 1 et généralisation

a) Activité
1) Reproduire le nuage de points.

2) Tracer la droite (D) qui parait la plus représentative de ce nuage de
points, et en déterminer une équation.

On dit que I'on a effectué un ajustement linéaire du nuage de points 2 la droite (D).
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Comment mesurer «l’efficacité» de I’ajustement?
My

Y
ax;+b

-
T

O Xi Mx

-

La droite (D) a pour équation: y=ax+b.
A une modalité x; du caractére X, correspond :

— une modalité y; du caractére Y, telle que le point de coordonnées (x;, y;) soit
un point du nuage;

— un point de la droite (D), de coordonnées (x;, ax; +b).
Si le point du nuage n’est pas sur la droite, le nombre [ yi—(ax; + b)]-n“est pas nul.

La somme de tous les nombres Mﬂ-[y,-—(.fu::(--'l-b)]2 ol (x; y;) est un couple de
coordonnées d'un point du nuage et n; I'effectif du couple (x;, y;), est une mesure
de «1'efficacité de I’ajustement».

Exercice g Comparer les mesures de I'efficacité de 'ajustement pour plusieurs
droites. :

On conviendra de la définition suivante

Parmi toutes ces droites, celle qui donne le meﬂlgur ajustement est celle pour
laquelle la somme des nombres n; [y, — (ax; +b)J est minimale.

b) Droite des moindres carrés. Cas général

Nous allons démontrer qu’il existe une seule droite (A), pour laquelle la mesure

ci-dessus de Defficacité est minimale.

Soit (D) une droite d’ajustement d’équation : y=ax +b.

o Développons, et ordonnons suivant les puissances décroissantes de b le nombre :
ng[y;—(ax;+ ).

On obtient : n;[(y;—ax;)—b F

= n;[b2—2b (y; — ax,) + (3 — ax.)']

= nl"-bz e me‘-j (YJ = ﬂ'x,') =+ nl'j(yj - ax,—)z.
La somme de tous ces nombres pour tous les couples (x;, y;) d’effectifs non nuls
et o ¢ Nb2—2b[Zny(y; — ax)]+ [ Zny(y; - ax)’]

ol le symbole T désigne la somme pour tous les n; non nuls et N I'effectif de
la population étudiée (somme de tous les ny).
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e La fonction polyndme du second degré :

R— R

b —> Nb2=2b[Zny(y; - ax;) ]+ [Zn(y;— ax, y]
admet un minimum pour _ Zny(y; — ax) _

—J——~N ;
e Désignons par x et y les moyennes respectives des séries statistiques de caractere
X et Y; alors : Sny, - ax;) =E”fiyiHa Sngx;
N N N
=y—ax.

Conclusion

Pour un nombre réel a donné, la mesure de l'efficacité de I'ajustement est

minimale, lorsque le coefficient b de 1'équation de la droite (D) est égal a (j*'— ax)

e Dans I'expression n,-iy,--—(ax,— +b}]’, remplagons donc b par (y—ax); et
développons I'expression ci-dessus suivant les puissances décroissantes de a. On
obtient ainsi la mesure de I'efficacité de I’ajustement en fonction de a :

n.—,—[}'j = (ﬂx,' + b)]z = n;j [}'j —ax; — JT_ Hf]z
=”.‘j{(3’j = 37)_ a (xi _f)]z
=an; (x; = XP—2an; (x;—x)(y;— ¥) +ny (y;— ¥
La somme de tous ces nombres pour tous les couples (x;, y;) d’effectifs non nuls
est donc : s i R o
a* [E"ﬁ ("‘i e x}z] —2a [2”:':' (x; —x)( Yi— y)J + 2, (J’f - }’)2-

Cette fonction polynéme du second degré en @ admet donc une valeur minimale

lorsque : = 25
a =En,—,(x.-—x](y,-—y).
EH,-J- (I;' _j.:)2
° S'melificatign d’écriture :
On a: H"J; (Ij - f)(yj = 51'—)= n,-,-x,-y}- — n,'j??{f = fI,‘j.fyj + J"t”f}’u
. _En;,-{x,— _f](yi_-}_)) __EH;}X,-J',, = Enij‘xi = znijyi f}_" E”;‘j
donc : N =N y-N—x-N+ N
ZUXY; e
= };ryl_yx_xy_l_x,
Eﬂ:’ixi)}j Al
N

De méme on démontre que :
EH,}- {x; _f)l EHUX?

N N
Iy -
J’IP:II 'l—xy
Ail’]Si: a :..__-_i_.
E!I,-,-x; 3
N
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— On reconnait au dénominateur la variance de la série statistique de caractére X.

— Le numéralqur est appelé covariance de la série statistique double de caracteres
X et Y et noté Cov(X, Y).

Dé[inition

Soit une population P d’effectif N
X et Y deux caractéres étudiés sur la population P.

{8 My s iy x,} 'ensemble des modalités de X
{55955 ones Yi» ---s ¥p} 'ensemble des modalités de Y-
x la moyenne de la série de caractére X.

y la moyenne de la série de caractere Y.
n; 'effectif du couple de modalités (x;, y;).

On appelle covariance de la série statistique double de caractéres X et Y, le
nombre réel, noté Cov(X, Y), égal a:
Znyxy;

N

- XV

Conclusion

Soit :
Une population P d’effectif N.
X et Y deux caractéres étudiés sur la population P.

{x, X2, .ey Xjy ..y X, } ’ensemble My des modalités du caractére X.
{yI, Y25 ey Vis +os ¥} ’ensemble My des modalités du caractére Y.
¥ la moyenne de la série de caractere X.
y la moyenne de la série de caractere Y.

n; I'effectif du couple de modalités (x;, y;).
V(X) la variance de la série de caractére X.
Cov (X, Y) la covariance de la série double de caractére X et Y.

Considérons le nuage de points associé a la série statistique double ol 'ensemble
M, est cn abscisse et ’ensemble My en ordonnée.

La forme du nuage de points permet de supposer que [’ensemble des points se
situe autour d’une droite,

Alors la droite (A) permettant le meilleur ajustement de ce nuage, a pour

¢quation : y=ax+b

_Cov(X, Y)
avec : GF—W\;}'—
et : b=y-ax.
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Cette droite est appelée droite de régression, ou droite des moindres carrés, de Y
en fonction de X.

La méthode utilisée pour trouver I'équation de cette droite est appelée méthode
des moindres carrés.

c) Disposition pratique des calculs

Dans le cas de 'exemple 1, les couples de modalités ont pour effectif 1.

X Yi XY o
4 28 112 16
7 45 315 49
8 49 372 il
1 20 20 !
6 44 264 36
g 30 90 ?
- 38 190 25

2 22 22 4
9 50 450 81
6 35 210 36
7 42 294 49

10 53 530 100

68 456 2891 470
£=22=5,66 Cov(X, Y)=-2—?%'-(5,66)(38)
e %‘2 38 = 25,58

V(X)= 4—1? ~(5,66)?
=17,05
a= 2%% =3,63
b =38-(3,63)(5,66)
=17,45
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Conclusion

La droite de régression de Y en fonction de X a donc pour équation :'
y=13,63x+ 17,45.

d) Représentation graphique de la droite

My
nombre de
mots tapés

10+ ‘
annees
d’expérience
f M
Exercice Dans le cas de D’exemple ci-dessus, répondre aux questions
suivantes :

1) Combien de mots une dactylographe ayant 11 ans d’expérience
pourra-t-clle taper en une minute?

2) Méme question pour une dactylographe débutante.
3) Combien d’années devra attendre une dactylographe pour pouvoir

taper 80 mots a la minute?

2) Cas de I'exemple 2

Déterminons une équation de la droite de régression de Y en fonction de X.

a) Calcul de la variance de la série statristique de caractére X

Tableau linéaire des modalités de X :

modalités

0

| ——

effectifs

5

13

32

29

13

231

Scanned by CamScanner



Algébre-Géométrie Terminale D

)+ (3%29)+ (4% 13)+(5%8)

Moyenne : 5= 0% SHT(I X13)+(2x32

=2,56.

100

Vafigies TV xy= SO+ 13(1)2 322 + 29(3) + 13(4)° +8(5)°

1,546

100

b) Moyenne de la série statistique de caractére Y

Tableau linéaire des modalités de Y :

modalités

0

1

2

3

effectifs

4

13

37

25

16 | S

Moyenne :

232
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c¢) Calcul de la covariance de la série statistique double

X; ¥i Ry niX:y
0 0 1 0
0 1 4 0
1 0 ? 0
I 1 5 5
1 2 4 8
1 3 2 6
2 0 1 0
2 1 3 6
2 2 15 60
2 3 10 60
2 4 3 2
3 1 1 3
3 2 13 78
3 3 7 63
3 4 6 7
5 2 30
4 2 5 40
4 3 3 36
4 4 64
4 5 1 20
5 3 3 45
5 4 3 60
5 5 2 50
Cov(X, Y)=%*(2,Sl)(1?gﬁ)
=0,87.
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'd) Equation de 1a droite de régression de Y en fonction de X

_Cov(X, Y): 087 _
T V(X) 1,546

b=y—ax=2,51 —(0,56)(2,56) = 1,08.

La droite de régression de Y en fonction de X a donc pour équation :
y=0,56x +1,08.

0,56

Représentation graphique

A

3 [6) y*’u)
P
(2) wﬁ, 3 |3
4
/ (1sy a3y [5)

(4) (5) [(3) (1)

_T * P
o lﬂl 2t 3 4 5

3) Activité
— Reprendre I'exemple 3 du paragraphe 1.

— Déterminer I’équation de la droite de régression de Y en fonction de X.
— La représenter graphiquement.

4) Corrélation linéaire

Par la méthode des moindres carrés, nous avons déterminé une équation de la
droite de régression de Y en fonction de X.

Par cette méme méthode, nous pouvons déterminer une équation de la droite de

régression de X en fonction de Y; et un calcul analogue & celui du
paragraphe 1) b), conduit aux résultats suivants :

La droite (D') d’équation (x =a'y +b') pour laquelle la mesure de I’efficacité de
I'ajustement est minimale est déterminée par les coefficients :

2 Cov(X, ¥)
, V(Y)

Cette droite est appelée droite de régression de X en fonction de Y.

et b'=%-a'y
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#—__a) Cas de I’exemple 1 et définition du coefficient de corrélation linéaire
Ona: Cov(X, Y)=25,58 et V(Y)=112
d'od a'=%%8=0,23' et b'=566-(0,23)(38)
=—3,08.
- Une équation de la droite de régression (D') de X en fonction de Y est donc :
x=0,23y —3,08.
C’est-a-dire : y= 0,123 5 2 +3:—g§.
QOu encore : y=4,35x+134.

Représentons les deux droites sur un méme graphique :
(D) : y=3,63x+17,45
(D) : y=4,35x+13,4.

(D)

|

|

|

I

!

I

I

17,45 i
13,4 [
I

|

|

|

+ ¢ - t } + } t + $ —-
0 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 10 X
Le coefficient directeur de (D) et celui de (D’) ne sont pas égaux.

La racine carrée du quotient du coefficient directeur de (D) par le coefficient
directeur de (D') est appelée valeur absolue du coefficient de corrélation linéaire.

Elle est donc égale & Vaa' avec les notations ci-dessus.
Dans le cas de I'exemple, elle est égale a :

1&’-% c’est-a-dire a: 0,91.
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On dira que la corrélation linéaire entre les caracteéres X et Y est d’autant meilleure
que ce nombre réel est proche de 1.

En général, on dit qu’il y a une forte corrélation linéaire, sila valeur absolue du
coefficient de corrélation est compris entre 0,87 et 1.

Définition

Soit une population P sur laquelle sont étudiés deux caractéres X et Y
V(X) la variance du caractére X

V(Y) la variance du caractére Y
Cov(X, Y) la covariance de la série statistique double.

On appelle coefficient de corrélation linéaire entre les caractéres X et Y, le
nombre réel r tel que :

. Cov(X, ¥)
VV(X)YVV(Y)

Remarque

(1) Soit y=ax+b, une équation de la droite de régression de Y en fonction
' de X.

x=a'y+b', une équation de la droite de régression de X en
fonction de Y.

Alors : |r| =Vaa'.
(2) Si: a et a' sont tous deux positifs: alors : r=Vaa'.
Si: a et a’ sont tous deux négatifs: alors : r=—-Vaa'.

b) Activité : Cas de l'exemple 2

(11) ]i)’éterminer une équation de la droite de régression de X en fonction
c r.

2) Représenter les deux droites de régression sur

le méme graphique que
le nuage de points. grapiuque q

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y,
4) Existe-t-il une forte corrélation linéaire entre les caractéres X et Y?
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Exercices

AJUSTEMENTS LINEAIRES

1 Le plan est muni d'un repére orthogonal
(0, 1, J).
Dans chacun des cas suivants :

— représenter le nuage de points:

— lrouver une équation de la droite de régres-
sion de Y en fonction de X (X désignant
I'abscisse et Y I'ordonnée d'un point):

— représenter cette droite.

1) M(1:2),  My(2; 2), M;(0;2), M-1;0),
Ms(3; 4),  Mg(4; 3). M, (—2;1).

5
2) M,(0; 1), M2(1; E)' My(—1; 0),

7 1 28
M (3: 5)* Ms (5‘- 2)- Me (‘3‘ T)'

11
M(——;—).
Lo

3) M,(7421; 237 300),
M,(7 451; 239400),
Ms(7 481; 241 800),
M,(7 511; 244 000).

M(7 436; 238 400),
M,(7 466; 240 700),
Me(7 496; 243 000),

2 Dans une fabrique de briques, le comptable
a noté dans le tableau ci-dessous le colt de
fabrication en fonction du tonnage de briques
produit.

Tonnage (x) ; 1 2
Colt {y) en francs CFA 40000 | 57500
Tonnage (x) 5 &
Codt (y) 99600 |[115000
Tonnage (x) 3 4
Colt (y) en francs CFA 71500 | 84800
Tonnage (x) 7 8
Colt (y) 129000 [ 145000

1) Représenter dans le plan muni d'un repére
orthogonal (O, /, J), le nuage de point associé
a cette série statistique double :

— le tonnage figurant en abscisse;
— le coit figurant en ordonnée.

2) Trouver une équation de la dreite de
régression de y en fonction de x associée a
ce nuage de points et représenter cette droite.

3) Une brique pése approximativement 2 kg.

a) Trouver la série statistique double du prix
de revient d'une brique, en fonction du
tonnage.

b) Représenter le nuage de points associé a
cette série statistique double :

— le tonnage {x) figurant en abscisse,

— le prix de revient d'une brigue (Y) figurant
en ordonnée.

¢) Trouver une équation de la droite de
régression de Y en fonction de x.

4) L’entreprise veut faire un bénéfice de 17 %
sur le prix de fabrication,

a) Un client commande 350 briques. Combien
devra-t-il payer?

b) Un client veut connaitre le prix de revient
d'une brique lorsqu'il a commandé 3,7 tonnes
de briques.

Utiliser I'une des droites de régressions pour
donner les réponses a ces deux questions.

3 Diverses societés de gardiennage pour des
immeubles résidentiels proposent différents
salaires.

Soit x le salaire proposé et y le nombre de
candidats qui se sont présentés 2 'embauche
pour postuler une place.

Les observations sont données dans le tableau
ci-dessous :

Société | Salaire | Nombre de candidats
1 44000 10
2 45000 13
4 46 000 17
5 47000 19
6 48000 21
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1) Représenter le nuage de points associé a
celte série statistique double :

— le salaire (x) figurant en abscisse;

— le nombre de candidats {(y) figurant en
ordonnee.

2) Trouver une équation de la droite de
régression de y en fonction de x et représenter
cette droite sur le graphique précédent.

3) On a appris gqu'une septiéme société de
gardiennage s'était ouverte sur la place et que
trente candidats s'y étaient présentés. A com-
bien peut-on estimer le salaire que l'on a
proposé dans cette nouvelle société?

3 On donne la série slatistique double de
quatre éléments :

X a 1,3 b 1,6

Y 4 5 5 6

Trouver a et b sachant gque la droite de
régression de Y en fonction de X a pour
équation : p

Y=5X-2. : 3

(D'aprés baccalauréal.)
4 Le tableau suivant donne le pourcentage de

la consommation de_pruduits pharmaceutiques
par rapport & la consommation globale pour

des familles, pendant Jes six années
considérées.
Année Pourcentage
1970 9.4
1975 10,9
1980 11,8
1981 12,1
1982 123
1983 12,5

1) En considérant que 1970 est l'origine des
années pour ['étude de ce phénoméne
statistique, ¢n appelle rang d'une année A par
rapport a I'année d'origine, le nombre entier
naturel n tel que :

A=1970+n.

Donner le tableau statistique du pourcentage
de consemmation de produits pharma-

ceutiques, en fonction du rang de l'annce
considérée.

2) Représenter dans le plan muni fd'un repére
orthogonal (O, I, J), avec pour unités graphi-
ques 1cm sur la droite (O/) et 2cm sur la
droite (QJ). le nuage de points :

— le rang (x) de I'année figurant en abscisse;
— le pourcentage (y) figurant en ordonnée.

3) Trouver une équation de la droite de
régression de y en fonction de x et représenter
celte droite sur le graphique précédent.

(Les résultats seront donnés avec des arrondis
d'ordre 3.)

4) En supposant que cet ajustement linéaire
reste valable au cours des prochaines années :

a) Quel sera le pourcentage de consommation
en produits pharmaceutiques pour une famille
en l'an 20007

b) A parlir de quelle année le }}ourcentage de
consommation en produits pharmaceutiques
depassera-t-il 25% de la consommation
globale?

5) Cet ajustement linéaire peut-il rester valable

400 ans‘?\{CaICUler le pourcentage qui serait
atteint & Cette date.)

CORRELATION LINEAIRE

5 On fait une enquéte sur 100 familles portant
sur : :

— le nombre d'enfants par famille;

— le nombre de piéces d’habitation par
famille.

Les résultats sont donnés dans le tableau
ci-dessous, ol :

— X est le caractére « nombre d'enfants dans
une famille »;

— Y est le caractére «nombre de pitces
d’habitation d’'une familles,

v X1 o 1 2 3 4 5
1 6 4 1 0 0 0
2 3 |11 ] 10| 5 1 0
3 1 3 |16 |13 4 1]
4 0 1 K| 5 8 4

1) a) A partir de ce tableau, reconstituer les
séries statistiques associées respectivement

aux caractéres X et Y. (Séries stalistiques
marginales.)
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b) Calculer les moyennes myx et m, de cha-
cune des séries statistiques associées respecti-
vement aux caractéres X et Y.

¢) Calculer les variances V(X) et V(Y) de
chacune des séries statistiques associées res-
pectivement aux caractéres X et Y.

2) Représenter le nuage de points pondérés
associé a cette .série statistique double.

3) a) Trouver une équation de la droite de -

régression de Y en fonction de. X,

b) Trouver une équation de la droite. de
régression de X en fonction de V.

c) Représenter chacune de ces deux droites
sur le meme graphique que celui utilisé pour
le nuage.

3) Calcuter
Tinéaire.

B

le coefficient de corrélation

5) Peut-on prévoir le nombre d'enfants d'une
famille vivant dans une villa de six piéces?

6 Dans le service maternité d'un hopital, on a
relevé, pour 200 naissances, I'Age X de la mére
et le poids Y du nouveau-né (en kg).

Les résultats ont été regroupés en classes et
figurent dans’ le tableau ci-dessous :

; X| (16200 | (20;24) | (24;28] | (28,32
[2; 2.4 2 1 3 1
[2.4; 2.8 2 8 5 3
[28; 3.2 5 17 10 8
13.2; 38( 8 22 19 14
[36; 4] 1 7 7 4
[4; 440 0 1 7 2

X| 32360 | (36,400 | [(40;44

Y
[2; 24 1 0 0
[24; 28 3 1 0
[28; 32 3 2 1
(3.2; 36[ 5 7 2
(36; 4] 7 2 3

[_[-'4; 44 3 3 0

1) Compléter ce tableau :

a) en indiquant par‘une colonne et une ligne
supplémentaire le centre de chaque classe;

b) en donnant les séries statistiques margina-
les associées respectivement aux caractéres X
ety

2) Représenter le nuage de points pondérés
associé 4 celte série statistique double.

3) Etudier la corrélation linéaire entre les
séries statistiques associées aux caractéres X
et Y.

4) Peut-on utiliser cette corrélation pour pré-
voir le poids d'un nouveau-né dont la mére
serait agée de 47 ans?

7 Le tableau suivant donne l'age X et la
moyenng Y des maxima de tension artérielle
en fonction de I'age d’une population féminine.

¥ 42 |48 |54 |60 |66

11,8 [ 14,00 | 126 | 150 | 15,5

151

1)} Représenter graphiguement le nuage de
points dans le plan muni d'un repére orthogo-
nal {Q, 1, J). {0,5cm pour 1an et 3 em pour
I'unité de tension artérielle.)

2) Calculer la moyenne et la variance des
séries statistiques associées aux caractéres X
et Y.

3) a) Trouver une équation de la droite de
régression de Y en fonction de X

b) Trouver une équation de la droite de
regression de X en fonction de Y.

¢) Représenter ces deux droites sur le méme
graphique que celui utilisé pour le nuage de
points.

4) Calculer
lingaire.

le coefficient de corrélation'

5) Une personne de 70 ans a une tension
maximale artérielle de 16,2. Cela vous parait-il
normal?

(D’aprés baccalauréat.)

8 On a effectué une recherche sur la vitesse
de propagation de l'influx nerveux dans une
fibre nerveuse en fonction du diameétre de la
fibre.

On désigne par X le diamétre en microns de
la fibre nerveuse et par Y la vitesse en métres
par seconde de l'influx nerveux dans la fibre
de diamétre X.

239

Scanned by CamScanner



Algeébre-Géométrie Terminale D

Les résultats sont donnés dans le tableau
ci-dessous :

X1 23] 3 361 43| 5 57 | 67| 68

Yii (12 | 18 |28 |28 |38 |30 | 44

X| 8 88| 97 |1 124 1 134 | 143 | 147

Y150 |54 [s54 |72 (56 |76 |72 | 76

1) Représenter le nuage de points associé 2
cette série statistique double.

On prendra 1 cm en abscisse pour 1 micron
1cm en ordonnée pour 10 m/s.

2) a) Calculer les moyennes de chacunes des
séries de caractére X et Y.

b) Calculer les variances V(x), V(Y) de cha-
cune des séries de caractére X et Y.

3) a) Trouver des équations des droites de
régression de Y en fonction de X et de X en
fonction de Y.

b) Construire ces droites.

4) WUtiliser ces droites pour conjecturer :

a) le diamétre d'une fibre nerveuse A travers
laquelle, dans les mémes conditions que
I'expérience précédente, l'influx nerveux se
propagerait & la vitesse de 100 m/s;

b) la vitesse de l'influx nerveux & travers une
fibre nerveuse de diamétre 18 microns.

(D'aprés baccalauréat.)

UN AUTRE TYPE D'AJUSTEMENT : par une
fonction exponentielle ou une fonction puis-
sance

L'étude de certaines séries statistiques doubles
et I'cbservation de leur nuage de points, ne
conduisent pas naturellement a rechercher une
corrélation linéaire entre les caractéres étudiés
sur la population.

9 On étudie la croissance d'une population

bactérienne en fonction du temps.

Soit X le caractére «temps» (exprimé en
jours)
Y le caractére « nombre de bactéries »
(exprimé en millions).

Les résultats sont donnés dans le tableau
ci-dessous :

Initialement (temps 0), la population compte

3 millions de bactéries, 'étude se fait sur
14 jours.

X 1 213 |4 )56 |7
{jours)

¥ 4 5 165 82 |105] 135|173
(millions})

x e o101 ]2|n]n
{jours)

Y 222 |285|365 |43 | 60 | 77,5 | 100
{millions)

1) a) Représenter dans le plan muni d'un
repére orthogonal {en ayant soin de bien
choisir les unités sur chaque axe), le nuage de
points associé a cette série statistique double.

b} Un ajustement linéaire de ce nuage de
points vous semble-t-il approprie?

2} Soit v le caractére «logarithme népérien du
nombre de bactéries».

@) Constituer alors la nouvelle série statistique
double
ou X est le caractére «tempsn»
y est le caractére «logarithme népérien
du nombre de bactéries ».

X 1 2 3 4 5 B 7

y | 138

X 8 9|10 11 12 13 14

y

b) Représenter dans le plan muni d'un repére
orthogonal le nuage de points asocié a cette
nouvelle série statistique double.

¢) Un ajustement lingaire de ce nuage de
points vous semble-t-il approprié?

d) Troqver une equation de la droite de
régression de y en fonction de X,

e) En déduire une relation liant ¥ et X.

3) Heprésen_ter la  courbe d'equation :
(¥ = (X)) déduite de la relation trouvée entre

Y et X, sur le méme graphique que celui utilisé
dans le 1).

4) Utiliser cette courbe pour prévoir le nombre
de bacléries au bout de trois semaines.

Ce type d'ajustement s'appelle un ajustement
exponentiel, il illustre une croissance axponen-
tielle d'une population.

240

Scanned by CamScahner




7 [ Statistique

10 La troisieme loi de Képler en astronomie.
Le but est de trouver une relation entre la
période  de révolution d'une planéte autour
du soleil et sa distance moyenne r au soleil.
Les résultats des mesures faites, figurent dans
le tableau ci-dessous

Mercure Vénus Terre
f
{exprimé 0,3871 0,7233 i
en UA)
t
{exprimée en 0,2408 06152 1
années lerreslres

Mars Jupiler Saturne

r
{exprimé 1,524 5,203 9,539
en UA)
!
(exprimée en 1881 11,86 29,46
années lerrestres

1) a) Dans le plan muni d'un repére orthogo-
nal représenter le nuage de points associé a
cette série statistique double.

b) Un ajustement linéaire de ce nuage de
points vous semble-t-il approprié?

2} Soit A le caractére «logarithme decimal de’

la distance moyenne de la planéte au soleil »
et T le caractére «logarithme décimal de la
période de révolution de la planéte autour du
soleil ».

a) Constituer alors la nouvelle série statistique
double de caractéres A et T.

b) Représenter dans le plan muni d'un repére
orthogonal, le nuage de points associé a cette
nouvelle série,

¢) Un ajustement lindaire vous semble-t-il
approprig?

d) Trouver une équation de la droite de
régression de T en fonction de R.

3) En deéduire la_relation existant entre r et .
(on trouve t=V73)

Ce type d'ajustement s'appelle un ajusternent
par une fonction puissance.
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Lecon 1 : EXPERIENCES ET EVEVEMENTS
Legon 2 : PROBABILITE D'UN EVENEMENT

Lecon 3 : VARIABLES ALEATOIRES

1 Expériences et événements

1) Etude d'un premier jeu

a) Description

inscrit sur la face supérieure.

On a obtenu les résultats suivants :

On considére un dé cubique dont les six faces sont numérotées de 1 a 6.
On a lancé ce dé cent fois de suite, et relevé a chaque lancer le chiffre

slali]2el3le]s]|1]3
2 1 |s|e|3|al3]1]|s]1
6| s|1lal2]als6|al1]a
slalalalalslalelals
6| 213l2|s|4l2s5]6]2
al2|3le6|3|s|eflz2]1]3
3 lal2]3s]al2]1]2
6| 3|1le6|2l6|afl3]|1]3
6| 1|s|23[116]s]2]a4
21 3|6 alrl2l1]5]3]s
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b) Activités

— Compléter le tableau suivant :

modalités du caractére 1 5 6

effectifs 17

fréquences 0,17

— Compléter le diagramme en bétons des fréquences :

A

0,174 ==~

0,014 , :

1 e 5 modalités

¢) Commentaires

_ Les fréquences des différentes modalités sont sensiblement ¢gales.

— Intuitivement, on peut dire qu’en langant un dé, on a «autant de chances» de
voir apparaitre sur la face supérieure le I, le 2,1e 3,1e 4, 1e 5 ou le 6.

— Calculons la moyenne des fréquences :
0,17+0,19+0,16+0,16 +0,15+0,17

6

=0,166...

i 1 - L]
— Remarquons que 0,1666... est une valeur approchée de - c'est-a-dire «une

chance sur sSix».

2) Etude d’'un deuxiéme jeu

a) Description

6

Deux personnes décident de jouer ensemble en langant simultanément
deux dés cubiques dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
Le joueur A propose au joueur B la régle suivante ;

«si la somme des chiffres obtenus est égale & 7, tu me donnes 100 francs;
si l]a somme des chiffres obtenus est égale & 9, je te donne 100 francs»
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Aprés 300 parties, le joueur A a gagné 2300 francs.

A savait-il qu'il avait de «fortes chances» de gagner?

Ce résultat était-il prévisible?
Un observateur a relevé toutes les sommes de chiffres obtenues pendant les
300 parties.
I1 a obtenu le tableau suivant :

11143 ([10]9

912(8 817 12(10| 8

11

417 |7 871286

]

s19|3|8]4

al o |
0| 1| ]| 3
o0

6
11|67
914 |6([8]4 11] 8

| oo | oo | o0 | ta
Lad
[
oY
~ | = =2l 2| w
LA
=W I S O N

Ln
o
i
p =]
=
-1
o
LS|
(=]
=
R =
= | O] b2
(=5

811178

ool -2
oo
e
—_
o}
o
o
.
e |
s |
Lh

10112|11 4|6

L

e ]
Ln | W | O
| N =]

F18 (1017111211512 7|12 7 |4]110|11|4(2]|9]|7

10|85 |77 (128|754 |8|4|6|7|6|5]6|8][7]10

471545107 (8|58 ([11|8|7|8[6]9|s5|11]10]6

Etudions la série statistique associée a ce relevé :

b) Activités

e Compléter le tableau suivant :

modalités du caractere 2 3 4 (567|189 ]10]11 1_2_
effectifs 8 18
fréquences 0,027 | 0,060
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o Compléter le diagramme en bétons des fréquences :

T

0,14

BiOB = e :

0,027 4-——=== ' "
~

2 3 4 modalités

¢) Commentaires

La fréquence de la modalité 7 du caractére est, comme ['avait prévu le joueur
A, supérieure a la fréquence de la modalité 9; le joueur A savait donc qu’il y avait
«plus de chances» d’obtenir un total 7 plutét qu’un total 9.

La réponse & ce probléme sera donnée aprés la mise en place d’un vocabulaire
spécifique.

3) Vocabulaire des probabilités

a) Expériences et éventualités
On considére un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

Soit | &, I'expérience : «lancer le dé et lire le chiffre inscrit sur la face

supérieure ». : ; s ’ .
&, Iexpérience : «lancer deux fois de suite le dé et lire successivement

les deux chiffres obtenus sur sa face supérieure ».
Pour chacune de ces deux expériences, il n'est pas possible d’en prévoir les
résultats (chiffres inscrits sur les faces supérieures).
Ces résultats sont diis seulement au hasard.
On dit aussi que les résultats de ces expériences sont aléatoires.

Chacune de ces deux expériences conduit a un nombre fini de résultats possibles.
Pour l'expérience &), les différents résultats possibles sont les éléments de

I’ensemble E,, tel que :
E,={1,2,3,4,5, 6},
Pour I'expérience &, les différents résultats possibles sont les éléments de

I’ensemble E,, tel que:
E == 1,], ],2), (1:3)! (1}4)! (1’5)? (1!6)! (23 l)a (23 2)1 (2: 3)! (2:4)p
(22,5{( (2,)6),( 3, 1), (3,2), (3,3), 3,4), 3,5, (3,6), (4, 1), (4,2), (4,3),
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—

(4, 4), (4,5), (4,6), 5, 1), (52), (53), (54, (55, 5,6), (6,1), (6,2),
(6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}

chaque élément de I'ensemble E, (resp E,) est appelé éventualité de I’expérience

&, (resp &)

Définition

Soit & une expérience conduisant 3 un nombre fini de résultats alégtoues. »
L’ensemble E de ces résultats aléatoires est appelé ensemble des eventualités
de 'expérience é. .

Chaque élément de E est une éventualité de I’expérience &.

Exercice

Pour chaque expérience, définir I'ensemble des éventualités, et le
nombre de ses éléments :

a) On jette une piéce de monnaie et on observe le c6té visible.

b) On tire simultanément deux cartes d'un jeu de 32 cartes et on
lit les figures obtenues. On rappelle qu'un jeu de 32 cartes. est
constitué par :

— 16 cartes rouges subdivisées en deux familles :
les carreaux et les cceurs;
— 16 cartes noires subdivisées en deux familles :
les tréfles et les piques;
— chacune des quatre familles a huit «figures» :
le 7, le 8, le 9, le 10, le valet, la dame, le roi et |'as.

Par exemple, dans la famille des «cceurs», il y a le sept de ceeur,
le valet de cceur, etc.

b) Evénements

Définition

Soit & une expérience conduisant & un nombre fini d’éventualités, et E
I’ensemble de ces éventualités.

On appelle événement, tout sous-ensemble de E.

Si le sous-ensemble est un singleton, on I'appelle événement élémentaire.
Si le sous-ensemble est I'ensemble vide, on I'appelle événement impossible.

Notation
L’ensemble des événements de E est noté J(E).
C’est ’ensemble des parties de E.

Exemples

— Pour I'expérience &,, I'événement «obtenir un chiffre pair» est le sous-
ensemble P de E, tel que :

P={2, 4, 6}.
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— Pour ['expérience &,, I’événement «obtenir deux chiffres identiques» est le
sous-ensemble I de E, tel que ;

I={(1, 1), 2,2), 3,3), (4, 4), 5, 5), (6, 6)}.
— Définir en langage courant I’événement J tel que :
J ={(2,. 2), (4, 4), (6, 6)}.

L) -y A4 a . # i ‘
- PO“}' 'expérience &, I’événement «obtenir le chiffre 7» est un événement
impossible. '

¢) Evénements contraires

Scit E I'ensemble des éventualités d’une expérience & et A un événement de E.

01_1 appelle événement contraire de I’événement A, le sous-ensemble complémen-
taire de A dans E,

On le note : A.
Exemples
Pour I’expérience &,, 'événement contraire de I’événement P tel que :

P={2, 4, 6},
est le sous-ensemble P tel que : P={1, 3, 5}.
Définir P en langage courant.
Exercices ¢ 1) Pour [Dexpérience &,, définir I'événement contraire de
I’événement I : (voir b) exemple).
a) par son écriture en extension;
b) par une phrase en langage courant.
2) Pour I'expérience &, définir I'événement contraire de I'événement
«obtenir deux chiffres pairs» :
a) par son écriture en extension;

b) par une phrase en langage courant.

d) Réunion et intersection de deux événements
e Réunion de deux événements, définition

Soit E 'ensemble des éventualités d’une expérience &.
A et B deux événements de E.
On appelle événement «A ou B» le sous-ensemble (AUB).

o Intersection de deux événements, définition

Soit E I'ensemble des éventualités d’une expérience &.
A et B deux événements de E. s
On appelle événement «A et B» le sous-ensemble (ANB).
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Exemple
Pour I'expérience &,

soit | A I'événement «obtenir un chiffre pair»
B I'événement «obtenir un multiple de 3 ».

On a: A={2, 4, 6}; B={3, 6}.
L’événement «A ou B», c’est-a-dire «obtenir un chiffre pair ou multiple de 3»
est le sous-ensemble AU B tel que :
AUB={2,3,4,6}
L’événement «A et B», c'est-d-dire «obtenir un chiffre pair et multiple de 3»
est le sous-ensemble ANB tel que :
AnB={6}.

Exercice Pour 'expérience &, définir les événements :
«A ouB»;, «AetB»
a) en extension,

b) par une phrase en langage courant
dans chacun des cas ci-dessous :

a) A est I'événement «obtenir un total 8». _
B est 'événément «obtenir deux chiffres distincts».

b) A est 'événement «obtenir deux chiffres identiques ».
B est '’événement «obtenir un total supérieur a 10».

¢) A est I'événement «le chiffre du premier lancer est inférieur ou

égal a 3».
B est I'événement «le chiffre du deuxiéme lancer est inférieur

ou égal a 2».

e) Evénements incompatibles
Définition

Soit | E I'ensemble des éventualités d’une expérience &.
A, B deux événements de E.

On dit que les événements A4, B sont incompatibles lorsque I’événement « A et
B » est impossible; ¢’est-a-dire lorsque ANB=(.

!

Exemple
Pour I’expérience §,, les événements

A : «chacun des deux chiffres est strictement inférieur a 3 »
B : «le total obtenu est égal a 10»

sont deux événements incompatibles. (Justifier!)

Systéme complet d’événements

On appelle systtme complet d’événements toute partition de I'ensemble des
éventualités,
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2 Probabilité d’un événement

1) Exemples introductifs

a) Probabilité d’événements élémentaires

o Considérons I’expérience &,

L’ensemble E, de ses éventualités est tel que :
E,={1,2,3,4,5,6)}.

Lorsqu'on lance le dé, il y a «autant de chances» d’obtenir chacune des ces
eventualités (une chance sur six). _
On dit aussi que ces éventualités sont équiprobables, et que la probabilité d’obtenir

- - Id e - I
un de ces événements élémentaires est : E

e Considérons !'expérience &,

L’ensemble E, de ses éventualités est tel que :

E={(1, 1), (1,2), (1,3), (1,4, (1,5, (1,6), 2, 1), (2,2), (2,3), (2,4),
(2,5), (2,6), (3, 1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,1), (4,2), (4,3),
(4,4), (4,5), (4,6), (5, 1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (56), (61), (6,2),
(6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}.

Pour chacun des deux lancers, il y a «autant de chances» de voir apparaitre le
1,le 2, 1e 3, le 4, le 5 ou le 6.

Lorsqu’on lance deux fois le dé, chaque couple de nombres a la méme chance

d’apparaitre (une chance sur trente-six). . .
Ces éventualités sont équiprobables, et la probabilite d’obtemir un de ces

événements élémentaires est : %

e Considérons 'expérience &,

Cette expérience consiste 2 lancer un dé a six faces telles que :
— trois faces soient numérotées 1;
— deux faces soient numérotées 2;
— une face soit numérotée 6;

et & observer le chiffre inscrit sur la face supérieure.
L'ensemble E, des éventualités relatives & cette experience est tel que :

E;={1,2,6}.

Ces éventualités ne sont pas équiprobables

En effet, chaque face du dé ayant la méme chance d’apparaitre (une chance sur

six), il y a:
— trois possibilités sur six de voir apparaitre (ine face numérotée 1;

— deux possibilités sur six de voir apparaitre une face numérotée 2;
— une possibilité sur six de voir apparaitre la face numérotée 6.
249
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On dira que :

| e

la probabilité de I’événement élémentaire {1} est :

-

la probabilité de I'événement élémentaire {2} est :

la probabilité de ’événement élémentaire {6} est :

G\I'-*O:IMG\

Exercice Pour les expériences décrites ci-dessous :

— définir ’ensemble des événements élémentaires;
— dire si les événements élémentaires sont équiprobables;
— calculer la probabilité d’obtenir chacun d’eux.

1) On tire simultanément deux cartes d’un jeu de 32 cartes et on
note les figures obtenues.

2) Il y a, dans un sac, une boule rouge, une boule verte, une boule
bleue, une boule jaune et une boule blanche indiscernables au
toucher.

a) On tire simultanément trois boules du sac et on note les trois
couleurs obtenues.

b) On tire successivement deux boules sans remettre la premiére
boule tirée dans le sac et on note la couleur de la premiére puis
celle de la seconde.

3) Il y a dans un sac, trois boules rouges, dix boules vertes, et deux
boules jaunes. On tire une boule au hasard et on note sa couleur.

b) Probabilité d’un événement
e Considérons l'expérience &,
L’événement «obtenir un chiffre pair» est le sous ensemble P tel que :

P={2,4,6)}.
Lorsqu’on lance le dé, il y a donc trois possibilités sur six d’obtenir un chiffre pair.
On dira que la probabilité de I'événement P est : %; c’est-a-dire a : %

Remarque

La probabilit¢ de I'événement P est égale 4 la somme des probabilités des
événements élémentaires dont la réunion est égale a P.

e Considérons Vexpérience &,

1) L’événement «obtenir un total des chiffres apparus égal a 9» est le
sous-ensemble S, tel que :

S,ﬁ={(3. 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3)}.

Lorsqu’on lance deux dés, il y a donc quatre possibilités sur trente-six d'obtenir
un total égal a 9.
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On dira que la probabilité de cet événement est égale 4 : —; c’est-a-dire a: -1—

4
36’ 9

Remarque
1 ¥ o
5 est la somme des probabilités des événements élémentaires dont la réunion est

égale a Sy (vérifier!).

2) L’événement «obtenir un total égal & 7» est le sous-ensemble S; tel que :
S, ={(1,6), (2,5), 3,4), 4,3), (5, 2), (6, D}.

Lorsqy’on\lance deux dés, il y a donc six possibilités sur trente-six d’obtenir un
total égal a 7. '

r 2 BT # I'a , E . b X 1
On dira que la probabilité de cet événement est égale a : %; ¢’est-a-dire a : 3

Rg:rrlarquons que la probabilité de 1'événement S, est supérieure a celle de
I’événement S, et nous venons de donner la réponse au probléme posé par le
jeu de la lecon 1, paragraphe 2).

o Considérons 'expérience &,
L’événement «obtenir un chiffre pair» est le sous-ensemble Q tel que :
Q={2, 6}.

Pour ce dé, il y a trois faces nurr}érotécs- par un chiffre pair; il y a donc trois
possibilités sur six d’obtenir un chiffre pair.

Fd # - 3 ¥ S [ . 1
On dira que la probabilité de I'événement Q est égale a: e C est-a-dire a : 5

Remarque .
La probabilité de I’événement Q est égale a la somme des probabilités aes
événements élémentaires dont la réunion est égale a Q (vérifier).

Exercices 1) On tire simultanément deux cartes d’un jeu de 32 cartes et on
note les figures obtenues. Quelle est la probabilité d’obtenir :

a) deux rois;
b) deux cartes rouges;
¢) deux ceeurs.

2) Dans un sac, il y a trois boules rouges et une boule blanche. On
tire simultanément deux boules et on note les couleurs obtenues.

Quelle est la probabilité d’obtenir :
a) deux boules rouges;
b) une boule rouge et une boule blanche.
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Scanned by CamScanner



IAIgébre-Ge’oméfﬂe Terminale D

2) Probabilité : définition, propriétés

a) Définition

Soit | &, une expérience conduisant & un nombre fini d’éventualités

E I’ensemble de ces éventualités 5 o
J(E) I’ensemble des événements liés & 1’expérience &,

1) On appelle probabilité définie sur I'ensemble J'(E) toute application p de
J(E) dans I'intervalle [0, 1] vérifiant les conditions suivantes :

a) p(E)=1.
b) Pour tout couple (A, B) d’événements incompatibles :
p(AUB)=p(A)+p(B).
2) On appelle probabilité d’un événement A, I'image de A par I"application p.

Conséquences

— La somme des probabilités de tous les événements élémentaires est égale a 1
(puisque leur réunion est égale a E). Justifier.

— La probabilité d’'un événement A est égale a la somme des probabilités des
événements élémentaires dont la réunion est égale a A.

(On peut calculer la probabilité de tout événement, dés que l'on connait la
probabilité de chaque événement élémentaire.)

— Si les éventualités sont équiprobables, la probabilité d’un événement A est le
quotient du nombre d’événements élémentaires dont la réunion est A, par le
nombre d’événements élémentaires dont la réunion est E.

b) Propriétés

Soit | & une expérience conduisant a un nombre fini d’éventualités
E l'ensemble de ces éventualités
p une probabilité définie sur F(E).

Propriété 1

Soit A et B deux événements de E tels que A soit inclus dans B. Alors on a :
p(A)=p(B).

Utilisons un diagramme de Venn pour illustrer cette situation :

—E
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Ona: B=AU(B-A) et AN(B-A)=0.
Les événements A et (B — A) étant incompatibles, on peut donc écrire :
p(B)=p[AU(B-A)]
=p(A)+p(B-A)
Or, p(B—A) est un nombre réel positif. On peut donc conclure que :

(B)Y=p(A).
Propriété 2 PLR)=PIA)

Soit | A un événement de E
A I'événement contraire de A.

Alors on a : p(A)=1-p(A).
On a; p(E)=1, AUA=E et ANA=0
donc : p(A)+p(A)=p(AUA)
=p(E)
d’ou la conclusion : =1

Propriété 3

@ désignant I’événement impossible, on a : p(Z)=0.

De méme que précédemment on a :
EU@=E et ENZ=0

donc : p(E)+p(@)=p(EUYD)

=p(E).
D’ou : p(2)=0.
Propriété 4

A et B désignant deux événements quelconques de E, on a:
p(AUB)=p(A)+p(B)—p(ANB).

Ona: A=(A-B)U(ANB)
et : | (A-B)N(ANB)=0
donc : p(A)=p(A—-B)+p(ANB). (1)
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De méme : AUB=BU(A—-B)
et : BN(A-B)=(0
donc : p(AUB)=p(B)+p(A—B). (2)

Les égalités (1) et (2) permettent donc d’écrire :
p(A)=[p(AUB)-p(B)]+p(ANB)

c’est-a-dire : p(A)+p(B)=p(AUB)+p(ANB)

d’ou la propriété.

¢) Exemples de construction d’une probabilité

Exemple 1

Dans un sac, il y a trois boules rouges et deux boules blanches,
indiscernables au toucher. On considére les trois expériences suivantes :

Expérience &,: On tire simultanément deux boules du sac, on observe’
les couleurs des boules obtenues.
Soit E, I’ensemble des éventualités.

Expérience &5 : On tire une boule du sac, on note sa couleur, on la remet
dans le sac, puis on tire une deuxiéme boule et on note sa couleur.
Soit Es I’ensemble des éventualités.

Expérience & : On tire une boule du sac, on note sa couleur, on ne la
remet pas dans le sac, puis on tire une deuxieéme boule et on note sa
couleur.

Soit E¢ I’ensemble des éventualités.

Pour chacune de ces trois expériences, déterminons [’ensemble des
éventualités, et calculons la probabilité de chaque événement élémentaire.

Du fait que les boules soient indiscernables au toucher, on convient que pour
chaque expérience, les événements élémentaires sont équiprobables.

Désignons par R,, R,, R, les trois boules rouges, et par B,, B, les deux boules

blanches.

e Expérience &, : Chaque éventualité est un sous-ensemble de deux éléments (les
deux boules tirées) pris dans un ensemble de cinq éléments (les cing boules du sac).

Par exemple {R,, Bz} est I'événement élémentaire «on a tiré simultanément la

boule rouge R, et la boule blanche B;».

D’aprés le chapitre sur le dénombrement, le nombre d'événements élémentaires

est C3 et : !

2! _
Cs—m—lﬁ.

La probabilité de chaque événement élémentaire est donc :
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Exercice 1 3 Soit p, la probabilité définie sur T'(E,) relativement & I'expérience &,.

1) Quelle est la probabilité de I’événement A : «les deux boules
sont de méme couleur ».

2) Quel est I'événement contraire de ’événement A? Soit A cet
événement,

Quelle est sa probabilité?

3) Calculer la probabilité de 1'événement B : «il y a au moins une
boule rouge » :

— en utilisant la propriété de la probabilité de la réunion de deux
événements incompatibles;

— en utilisant la probabilité de I’événement contraire de
I’événement B.
e Expérience &5 : On peut tirer deux fois la méme boule.

Chaque éventualité :
— est un couple du produit cartésien EsX E;

— est identifiable a une application d’un ensemble de deux éléments (les deux
tirages) dans un ensemble de cing éléments (les cing boules du sac).

Exemple.
L’éventualité (B,, R,) est identifiable a 1’application :

tirage | R
F R4
tirage 2 >< B,

I’éventualité (R,, R,) est identifiable a ’application :

: R,
tirage 1 A

R,
tirage 2 B,

o

Le nombre d’éventualités est donc : 52, c’est-a-dire : 25.

q F - o 1
La probabilité de chaque événement élémentaire est donc : 55

Exercice 2 ¢ 1) Reprendre I'énoncé de I'exercice 1 en considérant la probabilité
ps définie sur I (E;) relativement a I’expérience &s.

2) Quelle est la probabilité de I'événement «la deuxiéme boule tirée
est rouge»?
o Expérience &;: On ne peut pas tirer deux fois la méme boule.

Chaque éventualité est identifiable a une application injective d’un ensemble de
deux éléments (les deux tirages) dans un ensemble de cing éléments (les cinq
boules du sac). E
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5!
Nombre d’éventualités : A= Vin 20.

1
La probabilité de chaque événement élémentaire est donc : 20

Exercice 3 { Reprendre I'énoncé de I'exercice 2, en considérant Ia probabilité p,
définie sur F'(E,) relativement a I’expérience &s.

Exemple 2

On considére une cible de tir a 'arc de diamétre 1,60 m comme indiqué
ci-dessous.

Lorsque la fléche atteint la cible, le tireur note le nombre de points inscrits
dans la couronne ou se trouve la fleche.

Sachant que la probabilité d’atteindre une couronne est proportionnelle a
'aire de cette couronne, trouver la probabilité de chaque événement

élémentaire,

L’ensemble E des éventualités est tel que :
E ={4, 6,8, 10}.

i étant un élément de E, notons p(i) la probabilité d’atteindre la couronne
numérotée i.

¢ Aires des couronnes de la cible :

numero 10 8 6 4

aire (m?) 0,125 0,377 0,628 0,879

e Exprimons la proportionnalité entre la probabilité d’atteindre chaque couronné
et I'aire de cette couronne :

p(10) _p&) _p6) _p#4)

0,125 0,377 0,628 0,879

e La somme des probabilités des événements élémentaires est égale a 1 :
p(10)+ p(8)+ p(6)+ p(4)=1.
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e On obtient :

0,377 0,628 0,879
10)+ —— e e =
PU+5 s PO+ p(10)+ 7z p(10)=1
¢’est-a-dire : 16,07 x p(10)=1
d'ob : p(10)=0,062.

On en déduit alors que : ,
p(8)=0,188 p(6)=0,313 p(4)=0,437.

3) Probabilités conditionnelles
Probabilités de l'intersection de deux événements

a) Exemple introductif

Reprenons I’expérience &g du ¢) du paragraphe précédent.
Soit ps la probabilité définie sur J'(Eg).

e Soit A 'événement «tirer deux boules de méme couleur ».
Probabilité de 1'événement A : A+ A

_6+2

T ——

20

o Supposons que 1’on sache que la premiére boule tirée est rouge.

Soit C cet événement, on a :

- (Ry, Ry), (Ry, By), (Riy Ba), (Ray Ry, (Ry, Ry), (Ra, By), (Ry, By)
GRSl B B e gl L e )

Il reste alors dans le sac, deux boules rouges et deux boules blanches.
L’événement A «les deux boules tirées sont de méme couleur» a donc une

. .
nouvelle probabilité égale a 3 ¢’est-a-dire 0,5.

Ainsi :
— L’adjonction d’une nouvelle hypothése définit donc une autre probabilité sur

I’ensemble - T( Es).
_ Pour cette nouvelle probabilité, I'événement C étant réalisé, sa probabilité sera

égale a 1.

Notons pc cette nouvelle probabilité :

On dit que pc est une probabilité conditionnelle sachant que !’événement C est
réalisé.

2 1
On a donc ; .Ds(A)=3-' et pC(A)z-i.
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Remarque
pc(A) se lit « probabilité de 1'événement A sachant que I'événement C est réalisé »,

Exercices 1) On considére I'expérience &; décrite ci-dessus :

Soit D I'événement «la premiére boule tirée est blanche » et F
I’événement «tirer deux boules de couleurs différentes ».

Calculer pg(F) puis pp(F).

Calculer pp(A).

2) On considére deux dés cubiques, un rouge et un vert, dont les
faces sont numérotées de 1 a 6. On lance simultanément ces deux
dés et on lit le chiffre inscrit sur le dé rouge puis celui inscrit sur
le dé vert.

Soit A I'événement «la somme des points obtenus est strictement
supérieure i 9».

Soit B I'événement «obtenir 4 avec le dé rouge ».
Soit p la probabilité définie relativement & cette expérience.
Calculer p(A) puis pp(A).

b) Définition d’une probabilité conditionnelle

Activité

Reprenons I’exemple du a)

1) Calculer la probabilité ps(C) de I'événement C.

2) Définir I'événement (A N C) puis calculer p(A N C).

3) Comparer pc(A N C)avec le produit pe(C) X pe(A), puis avec le produit
Pe(A) X pg(C).

Définition et théoréme

Soit | & une expérience conduisant & un nombre fini d'éventualités
E l'ensemble de ces éventualités
p une probabilité définie sur T(E)
C un événement de probabilité non nulle.

On suppose que I'événement C est réalisé.

L’application Pe: J(E) — [0, 1]

P(ANC)

A +H— __P{C)

est une probabilité sur F(E).
Elle est appelée probabilité conditionnelle sachant que C est réalisé.

Conséquences

® pc(C)=

p(CNC)_p(C)_

p(C)  p(0) "
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e Pour tout événement A tel que C soit inclus dans A,ona:

pc(A)=1 (justifier!).
o Pour tout événement B tel que B soit inclus dans C, on a :
B o i
Pc(B)‘—‘% (justifier!)

o Probabilité de I’intersection de deux événements.
Soit A et B deux événements de E, ona:

P(ANB)=p(A)X pa(B)
ou bien : P(ANB)=p(B)X pg(A).

¢) Exemple

On considére deux jetons indiscernables au toucher :
— le premier jeton a deux faces numérotées 1:
— le deuxieme jeton a une face numérotée 1 et une face numérotée 2.

On place les jetons dans un sac, on tire au hasard un jeton et on lit le
chiffre inscrit sur la premiére face visible puis le chiffre inscrit sur la
deuxiéme face.

Sachant que le premier chiffre lu est 1, quelle est la probabilité pour que
la deuxiéme face soit numérotée 1?

Désignons par 1;, 1, les deux faces numérotées 1 du premier jeton; et par 1; et
2 les faces du deuxiéme jeton.

L’ensemble des éventualités liées a cette expérience est :

{4, 1), (13, 1)), (2, 13), (1, 2)}.

. ; 1
Les éventualités sont équiprobables, la probabilité de chacune d’elles est -.

4
Soit A I’événement «le premier chiffre lu est 1» :
(4)=1
p .
Soit B I'événement «les deux chiffres lus sont 1»
2 1
p(B)=7=3
I’événement B est inclus dans I'événement A, on a donc :
1
_p(B)_2 2
4
Exercice On lance successivement deux dés cubiques dont les faces sont

numérotées de 1 & 6. Sachant que le chiffre lu sur le premier dé est
3, quelle est la probabilité pour que la somme des deux chiffres soit
paire?
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d) Evénements indépendants

Activité

On considére un jeu de 32 cartes. On tire une carte au hasard et on note
la figure obtenue. - _
Soit A I'événement : «la carte tirée est un cceur».
Soit B I'événement : «la carte tirée est un roi». .
Soit p la probabilité définie sur I'ensemble des évlénements liés a cette
expérience.

Calculer p(A) puis pp(A). Que constate-t-on?

Calculer p(B) puis p.(B). Que constate-t-on?

Calculer p(ANB) et comparer avec le produit p(A)Xp(B).

Z

Définition

Soit A et B deux événements liés & une expérience & conduisant a un ensemble
fini E d’éventualités et soit p une probabilité définie sur J(E).

On suppose que p(A) et p(B) ne sont pas nuls.
Les événements A et B sont deux événements indépendants si :
p(ANB)=p(A)xXp(B)

c’est-a-dire : pa(B)=p(B)
ou encore : pe(A)=p(A).
Remarques

1) Deux événements sont indépendants si la probabilité de I’'un n’est pas modifiée
par la réalisation de I’autre.

'2) La probabilité de I'intersection de deux événements indépendants est égale au

produit de leurs probabilités respectives.

Exercice Un sac contient trois boules blanches et trois boules noires. On tire

au hasard et simultanément trois boules. (Les boules sont indiscerna-
bles au toucher.)

Soit A I'événement :
«on obtient au moins une boule blanche ».
Soit B I'événement :
«on obtient au moins deux boules noires ».
Soit C I'événement :
«on obtient au moins une boule blanche et une boule noire ».

Dire quels sont les événements indépendants et justifier la réponse
par un calcul.
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4) Expériences répétées. Schéma de Bernouilli

a) Expériences indépendantes

De manicre intuitive, on djrz} que deux expériences &, et &, sont indépendantes,
si les résultats de' 'expérience &, n’interviennent pas sur les résultats de
I'expérience &, et réciproquement. '

Exemple 1

On considere une urne contenant un certain nombre de boules de couleur.

Expérience &, : «On tire une boule, on note sa couleur et on la remet dans le

sdac. »

Experience &, : « On tire une boule, on note sa couleur et on la remet dans le sac. »

]Ees résultats de I’expérience &, n’interviennent pas sur les résultats de I’expérience
2.

Exemple 2

On considére un probléme de mathématique.

Expérience &, : « Un étudiant A fait le probléme. »

Expérience &,: «Un étudiant B fait le probléme sans avoir consulté
I’étudiant A. »

Lesrésultats de ’expérience &, n’interviennent passur les résultats de I’expérience 6-.

Exer}zp!e 3

On considére un avion bimoteur en vol.

Expérience &, : «Le moteur numéro 1 tombe en panne. »

Expérience &, : «Le moteur numéro 2 tombe en panne. »

La panne du moteur 1 ne provoque pas nécessairement la panne du moteur 2.

Remarques

— Dans I'exemple 1, si pour I'expérience &; on ne remettait pas la boule tirée
dans le sac, les résultats de cette expérience interviendraient sur les résultats de

I’expérience &, puisque la composition du sac aurait changé.
_ Dans I'exemple 2, si I'étudiant B consulte I'étudiant A, il est influencé pour
résoudre le probléme.

b) Définition d’une probabilité sur un produit cartésien

Soit | & et & deux expériences indépendantes conduisant & un nombre fini

d’éventualités. P i i .
E, et E, les ensembles des eéventualites liées respectivement aux

expériences &, et &, . |
p, et p, deux probabilités définies respectivement sur J(E,) et J(E,).

e, et e, étant respectivement deux éventalités de E, et E,, on admettra que :
ExE,— R

(e, €2) > pi(e)) X pyley)

définit une probabilité p sur F(E, % Ea).

2) A et B étant respectivement deux événements de E, et E,, AXB est un
élément de J(E, X E,) et :

1) I'application :

p(A X B)=p(A)X p)B).
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Exemple |

On lance deux fois de suite un dé cubique dont les faces sont numérotées
de 1 & 6. On lit sur la face supérieure du dé le chiffre obtenu au premier
puis au deuxieme lancer. _

Quelle est la probabilité d'obtenir pour somme un nombre pair?

e Soit &, I'expérience : «on lance le dé et on lit le chiffre inscrit sur la face
supérieure »,

L’ensemble E; des éventualités liées & cette expérience est tel que :
E,={1,2,3,4,5,6}.
Soit p, la probabilité définie sur 7(E,), relativement & cette expérience.

b= # # P B4 - ’ - l
La probabilité de chaque événement élémentaire est égale & &

e On fait deux fois cette méme expérience.
— Ces deux expériences sont indépendantes.
— L’ensemble des éventualités lié aux deux lancers successifs est donc E, X E,.

Soit A I'événement «obtenir un chiffre pair au premier lancer » :
1
A)==.
pi(A) 5
Soit B I’événement «obtenir un chiffre pair au deuxiéme lancer » :
1
B)=-.
pi(B) 3
Soit C I'événement «obtenir un chiffre impair au premier lancer»
1
C)==.
p(C) 3
Soit D I’événement «obtenir un chiffre impair au deuxiéme lancer » :
1
PJ(D)ZE-
— L’événement «obtenir une somme paire» est le sous-ensemble
(AXB)U(Cx D).
— Les événements (A X B) et (C x D) sont incompatibles, (Justifier!)
— Soit p la probabilité définie sur (E, X E,)

p[(AxB)U(CxD)]=p(Ax B)+p(CxD)

=pi(A)Xpy(B)+p,(C)x p,(D)
1 1.1
x-z“i‘ixi

Il

M= N —
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Exemple 2
Reprenons I'exemple 2 du paragraphe a) :

SUPP?SO“S que la probabilité pour que I'éléve A trouve la solution du
probleme soit 0,6; et que pour I'éléve B la probabilité soit 0,5.

Quelle est la probabilité pour que personne ne trouve la solution?

o L'expérience &, «I'éleve A fait le probléme» conduit & deux éventualités :
— «Iil trouve la solution». Soit J, cette éventualité;
— «il ne trouve pas la solution». Soit F, cette éventualité.
L’ensemble E, des éventualités liées a 1’expérience &, est donc :
Ei={Ti Bk

Soit p, la probabilité définie sur F(E,), relative a I’expérience &,, on a:
pi(J4)=0,6; pi(Fa)=1-0,6

3 T

e De méme pour I'expérience &, «Iéléve B fait le probleme» :

E,={Jp Fs}i paJa)=05; pxFp)=0.5.
o L’expérience & «I'éléve A puis I'éleve B font le probléme» a pour ensemble
d’éventualités E, X E..
1’éventualité «personne ne trouve la solution» est le couple (Fy, Fg).
Soit p la probabilité définie sur T(E,x Ej) :

p[{Fa}x{Fs}]=p[(Fa, Fa)]
=py(Fa)X p2(Fp)

=0,4x0,5
=(,20.
¢) Généralisation
o X;, X3, ..., X, Etant n éléments d’un ensemble E, on dit que (x;, X3, ..., X,)

est un n-uplet d’éléments de E.

L’ensemble de ces n-uplets est noté : EXEX...XE
n fois

et pour alléger I'écriture, on le note : E".
o Soit p une probabilité définie sur J(E), on généralise la probabilité
définie sur un produit cartésien en admettant que la probabilité du n-uplet
(X Ry oy Xoe) 651 égale a :

plx) X p(x2) X oo X plxy).

d) Schéma de Bernouilli

On appelle épreuve de Bernouilli, toute expérience ne conduisant qu'a deux
éventualités (équiprobables ou non).
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Exemple 1
Dans un sac, il y a trois boules rouges et sept boules blanches. On tire une boule
et on note sa couleur,

Désignons par B I’éventualité «on a tiré une boule blanche » et par R I'éventualité
«on a tiré une boule rouge ». -

L’ensemble E des éventualités est tel que : E={R, B}.
Soit p, 1a probabilité définie sur F(E) relativement & 1’expérience.

3 o X
Ona: pl(R)—]—O- et pl(B)—m.

Exercices Dans ce qui suit, vérifier que I’expérience conduit exactement a deux
éventualités que I'on définira et trouver la probabilité de chacun des
deux événements élémentaires :

1) On lance un dé cubique dont trois faces sont numérotées 1 et
trois faces numérotées 5.

2) On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a
6; I’expérience étant d’observer ’apparition du chiffre 3.

3) On joue a «pile ou face» avec une piece de monnaie.

e Schéma de Bernouilli

Exemple 2

IZ_ians un sac, il. y a trois boules rouges et sept boules blanches. On tire
cing fois de suvite une boule, en remettant & chaque tirage la boule tirée
dans le sac, et on note a chaque tirage la couleur de la boule.

1) Quelle est ]a probabilité pour qu’on ait tiré une boule rouge aux premier,
troisieme, cinguiéme tirages; et une boule blanche aux deuxieme et
quatrieme tirages?

2) Quelle est la probabilité pour qu’au cours de ces cing tirages, on ait
tiré exactement trois fois une boule rouge?

Remarque

Cette expérience est la répétition cing fois de suite de 'expérience décrite dans
’exemple 1.

Ces répétitions sont faites de maniére indépendante puisque I'on remet 4 chaque
fois la boule tirée dans le sac.

1) L’événement décrit dans la question est I’événement élémentaire ¢ de E° tel

que : e={(R, B, R, B, R)}.
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- La probabilité du quintuplet e :
Pi(R)X p((B)x py(R)X py(B) X py(R)=[py(R)P X [p(B)]

[3 3 772
= | =— M| —
10] [10]
_ 1323
100000

=0,013.

g)’Pour connaltr.eile nombre d'événements élémentaires correspondant a cet
événement, considérons le tableau suivant :

e Dés que I'on a inscrit dans trois de ces cing cases la lettre R, les deux autres
ont la lettre B, et on a obtenu un événement élémentaire correspondant a

I’événement décrit.
Il v a donc autant d’événements élémentaires que de manicres de disposer les
trois lettres R dans les cing cases ¢’est-a-dire : C3.

e L’événement est donc constitué de dix événements élémentaires tous équiproba-
bles et de probabilité égale a 0,013.

¢ La probabilité pour qu'au cours des cing tirages on ait tiré exactement trois
fois -une boule rouge :

Cé[P:(R )]:‘ X [Pl(B )]2 =10x0,013
=0,13.

e Généralisation

& une expérience conduisant a deux éventualités A et B.

E l'ensemble de ces éventualités.
p une probabilité définie sur J(E).

Soit

Supposons que I’expérience & soit répétée n fois (n=1).

babilité pour que I'éventualité A se produise exactement k fois (k=n)

La pro . cventu r ¢
lors des n répétitions de I’experience £ est égale a:
cix[p(A)]F x[p(B)]"™

Remarque : p(B)=1-p(A).
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3 Variables aléatoires

1) Définition

a) Exemple introductif

On considére le jeu suivant : : )
deux petites roues sont divisées chacune en dix secteurs €gaux, comme

'indique la figure ci-dessous

trois secteurs rouges numérotés 1, 2, 3
sept secteurs blancs numérotés 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

La premiére roue a

un secteur noir
neuf secteurs blancs numérotés 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9.

La deuxiéme roue a

On fait tourner simultanément les deux roues autour de leurs axes et
lorsqu’elles s’arrétent, on observe pour chacune d’elle, le secteur placé
sous la fleche :

— lorsque les deux roues s’arrétent, I'une sur le rouge, I’autre sur le noir,
le joueur gagne 3000 francs;

— lorsque I'une seulement s’arréte sur un secteur blanc, le joueur gagne
1500 francs; '

e lorsque les deux roues s’arrétent chacune sur un secteur blanc, le
joueur gagne 500 francs.

e Désignons par :

— &) I'expérience : «on fait tourner la premiére roue et lorsqu’elle s’arréte, on
observe le secteur placé sous la fleche »:

— &, I'expérience : «on fait tourner la deuxi¢me roue et, lorsqu'elie s’arréte, on
observe le secteur placé sous la fleche»;

— R;, Ry, Ry, les trois secteurs rouges de la premiere roue:

— By, By, By, By, Bs, B, B, les sept secteurs blancs de la premigre roue:
— N, le secteur noir de la deuxiéme roue;

— B\, B3, B3, B, Bs, Bg, B3, Bf, Biles neuf secteurs blancs de la deuxiéme roue.
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Soit E;, I'ensemble des éventualités liées & I'expérience &, :
E\={R\, Ry, Ry, B\, B,, By, B,, Bs, Bg, B}

Soit E, I'ensemble des éventualités liées A I'expérience &, :
E;={N, Bi, Bj, B}, B., B, B, B}, B;, Bj}

L'ensemble E des éventualités liées au jeu est donc égal i :

E, %X E,.
e Soit X I'application de E dans R qui & chaque élément e de E associe le gain
du joueur
X:E— R
¢ — X(e).

On a, par exemple :
X((B,, B3))=500
X((R3, N))=3000
X((B;, N))=1500
X((R,, B))=1500

et : X(E)={500, 1500, 3000}.

Cette application est appelée variable aléatoire définie sur E.

b) Définition

Soit | & une expérience conduisant a un nombre fini d’éventualités.
E l’ensemble de ces éventualités.

On appelle variable aléatoire définie sur E, toute application de E
dans R.

2) Probabilité image
a) Retour a I’exemple introductif

e Pour chacune des deux roues, chaque secteur a la méme «chance » d’€tre placé
sous la fleche; les événements élémentaires li€s aux expériences &, et &, sont

donc équiprobables.
Soit p, la probabilité définie sur F(E,) relativement 2 1'expérience &,.
F3 04 . Fl » 1
La probabilité de chaque événement élémentaire est égale a 0
De méme, p, désignant la probabilité définie sur J(E,) relativement a I’expérience
o 'a s " " - 1
&,, la probabilité de chaque ¢vénement ¢lémentaire est égale a o
Les expériences &, et &, sont indépendantes,
Soit p la probabilité définie sur E (probabilité définie sur le produit cartésien
E,x E,). (Voir legon 2 4)-b).)
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On a, le.:
n a, par exemp e_ p({(Rs, N)})=pi(R3)X po(N)

Ao
10" 10

1

100

a4 —

De méme, chaque événement élémentaire de £ a une probabilité égale T00°
(Justifier.)

Quelle est la probabilité pour que les deux roues s’arrétent I'une sur un
secteur rouge, I’autre sur le secteur noir?

Soit A cet événement, on a :
A={R,, R;, R:}x{N}

d’ol : ;
p(A)=[p\(R,)+py(Ry)+ pi(R3)]X px(N)
3.1
10 10
_ g
~100
=(),03.
De méme :

Calculer la probabilité des événements
B : «Une roue seulement s’arréte sur un secteur blanc »
C : «Les deux roues s’arrétent chacune sur un secteur blanc. »

e Considérons la variable aléatoire X
Ona: X(E)={500, 1500, 3000}.

Soit D’ le sous-ensemble de X(E) tel que :
D'={1500, 3000}.

1) Quel est I'événement D de E tel que I’ensemble des images des
éléments de D par I'application X soit égal a3 D'?

2) Quelle est la probabilité de I'événement D?

On montre facilement que :

D={Ry, Ry, R;}x{N}U{B,, B,, B;, By, B;, Bq, B,}x{N}

U{R,, Ry, Rs}x{Bi, B3, B, B}, BY, B., B, B}, Bj).

(Justifier!)

3 1. 9 4
et p(D)zExi—0+ﬁxm+-ﬁ—0x%
_ 37
100
=0,37.
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e Soit p’ I'application de T (X (E‘))’dans [0, 1] qui & chaque sous-ensemble F’ de
X (E{),'assome la probabilité de 1'événement F de E, constitué par les antécédents
des ¢€léments de F' par I’application X.

F={ecE|X(e)eF').
On a donc, par exemple :
p'(D")=p(D)

De méme : =027

1) Calculer : p'({3000})

p'({1500})

p'({500})
ainsi que la somme de ces trois nombres réels.
2) Comparer p'(D’) et le nombre

p'({3000}) +p* ({1 500}).

On démontre et nous admettrons que p’ est une probabilité sur 7 (X (E )).
Elle est appelée probabilité image de la probabilité p par la variable aléatoire X.

b) Théoréme et définition

Soit | & une expérience conduisant 2 un nombre fini d’éventualités.
E I’ensemble de ces éventualités.
p une probabilité définie sur J(E).
X une variable aléatoire définie sur E.
X(E) I'ensemble image de E par ’application X.

— L’application p’' de 7(X(E)) dans I'intervalle [0, 1] qui, & chaque
sous-ensemble F' de X(E), associe la probabilité de I'’événement F
de E, dont les éléments sont les antécédents des éléments de F’ par
I'application X est une probabilité sur J (X(E)).

— La probabilité p’ est appelée probabilité image de la probabilité p
par la variable aléatoire X.

Notations _
— Soit x un élément de X(E)

p'(x) est noté : p(X=x); et lu:
«probabilité pour que la variable aléatoire X prenne la valeur x »,

— Soit F' un sous-ensemble de X(E)
p'(F") est noté : p(XEF'); et lu:

«probabilité pour que la variable aléatoire prenne les valeurs appartenant a F'»,

Dans le cas de I’exemple introductif, calculer :
p(X=3000) et p(Xe{500,3000}).
269
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3) Distribution et fonction de répartition d’'une variable aléatoire

a) Définition 1

E l’ensemble de ces éventualités
p une probabilité définie sur J(E)
X une variable aléatoire définie sur E.

VxeER-X(E) f(x)=0

est appelée distribution de la variable aléatoire X.

Soit | & une expérience conduisant & un nombre fini d’éventualités

L’application f, de R dans l'intervalle [0, 1] définie par :
{VIEX(E) f(x)=p(X =x)

Exemple

Dans le cas de I'exemple introductif, la distribution de la variable aléatoire X est

I’application f définie par :
f(3000)=0,03
f(1500)=0,34
f(500) =0,63

¥x€R-{500, 1500, 3000} f(x)=0.

Et par analogie avec les statistiques, cette application est représentée par un

«diagramme en batons ».

valeurs prises par
la variable aléatoire X 500 1500 3000
probabilité : 0,63 0,34 0,03
0,63 —-
034 —f——--
) S P 1
500 1500 3000
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Remarque

On pourrait mterpreter le tableau ci-dessus d'un point de vue statistique, en disant
que sur environ 100 parties, un joueur PEUT ESPERER GAGNER.

— ENVIRON 63 fois la somme de 500 francs.
— ENVIRON 34 fois la somme de 1500 francs.
— ENVIRON 3 fois la somme de 3000 francs.

MAIS LE CABACTERE ALEATOIRE du jeu peut faire que sur 100 parties
effectives, un joueur peut gagner par exemple 93 fois la somme de 500 francs.

b) Définition 2

Soit & une expérience conduisant 4 un nombre fini d’éventualités.
E I’ensemble de ces éventualités.
P une probabilité définie sur J(E).
X une variable aléatoire définie sur E.
L’application F, de R dans I'intervalle [0, 1] définie par :
{F(x)=p(xe]—m,x]nX(E)); si:]-o, x]NX(E)#J
F(x)=0; si: ]-,x]INX(E)=J
est appelée fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Exemple
Dans le cas de ’exemple introductif, montrer que la fonction de répartition de la

variable aléatoire X est définie par :
Vx € ]-c, 500[ F(x)=0
Yx €[500, 1500[ F(x)=0,63
¥Yxe[1500,30000 F(x)=0,97
Vx €[3000, +oof F(x)=1.

F est une fonction en escalier, croissante, analogue au diagramme cumulatif des
fréquences pour la série statistique exposée en remarque du a).

14 P
0971 f———;

1.

0,63+

-— e ————
- — -

0 sop0 1500 3000
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Remarque
F est aussi appelée fonction cumulative de la variable aléatoire X.

Notation

F(x) est noté : p(X <x) ) .
et lu : «probabilité pour que la variable aléatoire X prenne des valeurs inférieures
ou égales a x ».

4) Espérance mathématique, variance, écart type d’une variable aléatoire

a) Retour a I’exemple introductif

Combien un joueur peut-il espérer gagner en moyenne par partie, en jouant
un «grand nombre» de fois?

. D‘_aprés la remarque faite au 3) a); un joueur peut ESPERER une moyenne de
gain par partie en jouant 100 parties, égale 4 :

63 x 500+ 34 X 1 500 + 3 x 3000
100

soit a : 500 % 0,63 + 1500 x 0,34+ 3000 X 0,03

c’est-a-dire a : 915 francs.
Ce nombre est appelé espérance mathématique de la variable aléatoire X,

Remarque

Cette moyenne de gain a plus de chance d’étre effectivement observée a condition
que le joueur fasse un «trés grand nombre de parties », car il est possible que
sur cent parties (seulement...) le joueur gagne par exemple 93 fois la somme de
500 francs... ainsi, la moyenne observée par partie sur les cent parties serait «tres»
inférieure a 915 francs.

b) Définition

Soit | £ une expérience conduisant & un nombre finj d’éventualités
E I'ensemble de ces éventualités. '
une probabilité définie sur J(E)
fx,, Xz .- X, } Pensemble image de E par X,

On appelle, espérance mathématique de la variable aléatoire X, le nombre réel
noté E(X) tel que :
E(X)=2 xp(X=x).

=1
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Remarque

Le nombre réel E(X) est aussi appelé valeur moyenne de la variable al€atoire X
et noté : X.

¢) Utilisation pratique de I’espérance mathématique d’une variable aléatoire
e Retour a I'exemple introductif.
1) Combien lorganisateur du jeu doit-il faire payer la partie pour

ESPERER ne pas perdre d’argent sur un «grand nombre» de parties
jouées?

2) Combien doit-il faire payer la partie pour ESPERER un bénéfice moyen
de 100 francs par partie, aprés un «grand nombre » de parties jouées?

Soit | @ le prix payé par un joueur pour une partie.
Y la variable aléatoire définie sur E qui & chaque partie associe le
bénéfice de I’organisateur. (Un bénéfice négatif correspond a une perte
pour 1'organisateur...)

Montrer que :  Y(E)={a-500, a—1500, a—3000}

et que : p(Y=a—- 500)=0,63
p(Y=a-1500)=0,34
p(Y =a—3000)=0,03.

Calculons E(Y) en fonction de a :

E(Y)=0,63(a —500)+0,34(a - 1500)+ (0,03)(a — 3 000)
=a —915.

Conclusion
Pour que l'organisateur ne perde ni ne gagne de l'argent SUR UN GRAND
NOMBRE DE PARTIES JOUEES, il suffit que la valeur moyenne des bénéfices

soit nulle :
E(Y)=0 _

d’ou : ? a=913.

Ainsi, en faisant payer 915 francs la partie I’organisateur peut ESPERER ne perdre
ni ne gagner de I'argent SUR UN GRAND NOMBRE DE PARTIES JOUEES.
Le jeu alors est équitable.

Calculer le prix minimum que le joueur doit payer par partie pour que 1'organisateur
puisse ESPERER un bénéfice moyen de 100 francs par partie, APRES UN
GRAND NOMBRE DE PARTIES JOUEES.

&1
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d) Variance et écart type d’unc variable aléatoire. Définition

Soit | & une expérience conduisant & un nombre fini d'éventualités.
E I'ensemble de ces éventualités.
p une probabilité définic sur J(E).
X une variable aléatoire définic sur E.

{6 220 ens x,} 'ensemble image de E par X.
On appelle varlance de la variable aléatoire X le nombre réel noté V(X) tel que :
V(X)=2 (x - E(X)) xp(X=x)
f=1

On appelle écart type de la variable aléatoire X le nombre réel noté o(X) tel
que : a(X)=VV(X).

Exercice Dans le cas de I'exemple introductif, calculer V(X), V(Y) puis o(X)
eto(Y)

a) lorsque le jeu est équitable
b) lorsque I’organisateur espere un bénéfice de 100 francs par partie.
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Exercices

Probabilité d'un événement

1 (2). On considére deux sacs :

— un sac rouge contenant une boule orange,
une boule blanche et une boule verte;

— un sac jaune contenant une boule orange
une boule blanche et une boule verte,

Soit & l'expérience :

«0n tire au hasard une boule du sac rouge,
on observe sa couleur; puis on tire une boule
du sac jaune et on observe sa couleur».

On suppose que les boules sont indiscernables
au toucher,

1) a) Ecrire en extension l'ensemble E des
eventualités liées A cette expérience.

b) Vérifiez, en utilisant les résultats du chapi-
tre sur le dénombrement, I'exactitude concer-
nant le nombre des eventualités trouvé au a).

2) Soit p la probabilité définie sur T(E)
relativement a l'expérience &.

a) Quelle est la probabilité de chaque evene-
ment élémentaire?
On considére les événements

A : «les deux boules sont de méme couleur »,
B : «la premiére boule tirée est blanche ».

C : «il y a au moins une boule verte parmi les

deux boules tirées».

b) Ecrire en extension les événements A, B
et C.

c) Calculer p(A), p(B) et p(C).

d) Définir les événements ANB, AUB, ANC,
AUC, BNC, BUC en extension, puis si pos-
sible par une phrase simple du langage
courant,

e) Calculer la probabilité de chacun de ces
événements.

f) Parmi ces trois événements, y en a-t-il deux
qui soient incompatibles?

2 {2). On considére un sac contenant 7 boules
oranges, 5 boules blanches et 3 boules vertes
indiscernables au toucher.

Soit & l'expérience :

«0on tire au hasard et simultanément trois
boules du sac et on observe les couleurs
obtenues ».

1) Quel est le nombre d'éventualités liées a
I'expérience £7 (les boules sont des objets
physiquement distincts deux a deux!).

Soit p la probabilité définie sur I'ensemble des
événements liés a l'expérience &.

2) Quelle est la probabilité de I'événement A :
«aon a tiré trois boules de couleurs
différentes »?

3) Quelle est la probabilité de I'événement B :
«an a tiré au moins deux boules oranges»?

4) a) Quel est [I'événement contraire de
I'événement C :
«on a tiré au moins une boule blanche »?

b) Calculer p(C).

5) Les eévénements A et B sont-ils
incompatibles? (justifier verbalement, puis par
un calcul).

8) Méme question que la 5) avec les événe-
ments A et C.

3 (2). Dans un sac, il y a 9 boules indiscerna-
bles au toucher :

— trois boules rouges numérotées 1, 2, 3;
— quatre boules vertes numérotées 4, 5, 6, 7.
— deux boules blanches numérotées 8, 9.

Soit § 'expérience :

«on tire au hasard et successivement trois
boules que I'on place cble & cdte sur une table,
et on observe la couleur et le numéro de
chaque boule ».

1) Définir en compréhension I'ensemble £ des
éventuzlités et trouver le nombre de ses
éléments.

On considére la probabilité définie sur T(E),
relativement a 'expérience &.

2) Quelle est la probabilité des événements
suivants ;

a) «les trois boules sont rouges »?
b) «les trois boules sont de méme couleur »?

¢) «les trois boules sont de couleurs
différentes »?

d) «il y a une boule blanche entre une rouge
et une verte»?

3) Citer parmi les événements précédents,
deux eveénements incompatibles. (Justifier
verbalement.)

4 (2). On considére un dé cubique dont les
faces sont numérotées de 1 4 6.

Soit & I'expérience ;. «on lance deux fois de
suite le dé et an lit successivement les deux
chiffres obtenus sur sa face supérieure ».
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1) a) Définir en compréhension I'ensemble E
des éventualités lides a I'expérience &.

b) Trouver le nombre d'éventualités.
Soit p la probabilité définie sur T(E) relative-
ment a l'expérience £,

2) Quelle est la probabilité de chacun des
événements suivants

A : «on obtient deux chiffres pairs»;

B : «on obtient au moins un chiffre pair»;

C : «on obtient au moins une fois le chiffre 1 »;
D: «on n'obtient aucun des événements
précédents ».

3) a) Calculer p{ANB), p(ANC) et p(BNC).
b) Y a-t-il parmi les événements A, B, C des
événements incompatibles?
4) Montrer que les événements A, BN A, CN Bet
D forment un systéme complet d'événements.
5) a) Soit p' l'application de () dans R
définie par :
VeEA p'{eh)=3r
vecsBNA p'(lep=r
veecnB p'i{eh=4r
YeeD p'[{e})=2r

Pout tout couple (F, G) d'événements incom-
patibles
P'(FUG)=p'(F)+p'G)
ol r est un nombre réel.

Pour quelle(s) valeur(s) de r, I'application p’
est-elle une probabilité définie sur T(E)?

b) Lorsque |'application p' est une probabilité
définie sur J(£), les événements élémentaires
sont-ils équiprobables? Peut-on dire que la
probabilité p’ est liée & 'expérience &7

5 (2). 1) On considére un sac' contenant
18 cartons : '

3 cartons portent le chiffre 6.
3 cartons portent le chifire 5.
3 cartons portent le chiffre 4.
3 cartons portent le chiffre 3.
3 cartons portent le chiffre 2.
3 cartons potrtent le chiffre 1.

Les cartons sont indiscernables au toucher.
On considére |'expérience qui consiste a tirer
au hasard et simultanément trois cartons du
sac et 4 observer les chiffres inscrits.

Aprés avoir défini I'ensemble des éventualités
liéas a cette expérience, trouver la probabilité
pour que l'on puisse former le nombre 421 &
I'aide des trois carlons tirés.

2) On considére trois dés cubiques dont les
faces sont numérotées de 1 & 6 et I'expérience
qui consiste & jeter simultanement ces trois
dés et a lire les chiffres inscrits sur les faces

supérieures. ) ,
Aprés avoir défini I'ensemble des eventualités

lides a cette expérience, trouver la probabilité
pour que I'on puisse former le nombre 421 &
I'aide des trois chiffres obtenus.

6 (2). On considére un jeu de 32 cartes et
I'expérience qui consiste a distribuer cing
cartes au hasard a un joueur et & observer les
figures obtenues.

1) a) Définir en compréhension I'ensemble E
des éventualités liées a cette expérience.

b) Coembien cet ensemble a-t-il d'éléments?
On suppose que les cartes sont indiscernables
au toucher et on considére la probabilité
définie sur F(E) relativement a I'expérience
considérée.

2) Trouver la probabilité des événements
suivants :

A «le joueur a exactement 3 coeurs »;

B : «le joueur a au moins un valet»;

C : «le joueur a exactement un roi»;

D : «le jouetr n'a aucun roin»,

3) Trouver la probabilité des événements «A
et B» puis «A ou B» (on pourra utiliser la
propriété 4 du paragraphe 2) de la legon 2).

4) — Que peut-on dire des événements C
et D7

— Calculer la probabilité de I'événement « C
ou D» (on utilisera la définition d'une
probabilité).

7 (2). On considére un sac contenant dix
boules indiscernables au toucher :

n boules sont noires (# étant un nombre entier
naturel tel que : O0=sn=10)

les autres boules sont blanches.

On considére :

— l'expérience qui consiste & tirer au hasard
et simultanément deux boules et & observer
les couleurs obtenues;

— la probabilité définie sur I'ensemble des
parties de I'ensemble des éventualités relative-
ment & 'expérience considérée.

1) Soit I'événement

A,: «les deux boules sont de couleurs
différentes »,

a) Calculer en fonction de n la probabilité de
cel événement.
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b) Etudier les variations de la fonction :
[0; 10] — R
10x —x?
45

¢) En déduire le nombre de boules de chague

couleur pour que la probabilité de I'événement
A soit maximale.

Quelle est alors la valeur de cette probabilité?

d) Pouvait-on
résultat?

prévoir  intuitivement ce

2) Soit les événements
B, : «les deux boules sont noires ».
C, : «les deux boules sont blanches ».

a) Calculer en fonction de n la probabilité de
chacun de ces deux événements,

¢) En déduire le nombre de boules de chaque
couleur, pour que I'on ait autant de chances
de tirer deux boules noires que de tirer deux
boules blanches.

Quelle est alors la probabilité de chacun des
evénements B, et C,7

¢) Pouvait-on
résultat?

prévoir  intuitivement ce

3) Montrer que les événements A, B, et C,
forment un systéeme complet d'événements.

4) a) Combien faut-il de boules blanches au
minimum pour que l'on ait au moins une
chance sur deux de tirer deux boules blanches.
(On dit qu'un événement 2 au moins une
chance sur deux de se produire si sa probabi-

1
lité est supérieure ou égale a E)'

b) Combien faut-il de boules noires au mini-
mum pour avoir au moins neuf chances sur
dix de tirer deux boules noires?

{De méme que dans le a), un événement a au
moins neuf chances sur dix de se produire si

. M
sa probabilité est supérieure ou égale a E)

8 On considére un sac contenapt n bpules
blanches (n €N*) et une boule noire, indiscer-
nables au toucher.

1) Soit ;
— &, l'expérience : «on tire au hasard et

simultanément deux boules et on observe les
couleurs obtenues ».

— E, l'ensemble des éventualités
I'expérience &;.

— P, la probabilité définie sur J(E,) relative-
ment a 'expérience &,.

lides a

On considére les événements
A «0On a tiré la boule noire. »
B : «0On a tiré deux boules blanches. »

a) Comparer les événements A et B;
calculer P,{A) puis P,{8) en fonction de n.

b) Soit (Up),ene la suite numérique définie

par :
YneN" u,=P,(B).
e Etudier le sens de variation de la suite
(Un)nen-
e Cette suite a-t-elle une limite?
e Expliquer intuitivement ces résultats.

¢) Combien faut-il placer de boules blanches
au minimum dans le sac pour que l'on ait au
moins 99 chances sur 100 de tirer deux boules
blanches?

2) Soit:

— &, l'expérience : «on tire au hasard une
boule du sac, on observe sa couleur, on la
remet dans le sac, puis on tire une deuxiéme
boule du sac et on observe sa couleur »,

— F, l'ensemble des éventualités
I'expérience .

— g, la probabilité définie sur J(F,) relative-
ment a I'expérience &,.

lites a

On considére les événements A et B définis
dans le 1).
a) Galculer g,{A) puis g,(B) en fonction de n.

b) Soit (vp)aen: 12 suite numérique définie
par :
YoneN" v,=q.(B).

o Etudier les variations de Ia suite (V,)nen
e Cette suite a-t-elle une limite?
e Expliquer intuitivement ces résultats.

¢) Combien faut-il placer de boules blanches
au minimum pour que I'en ait 99 chances sur
100 (au moins) de tirer deux boules blanches.
Comparer avec le ¢) du 1),

3) a) Dans le plan muni d'un repére orthogo-
nal (3, /, J) représenter graphiquement
p:10, +o[ — R
x—1
x+1
q:10, +o[ — R
X
(x +1y*

b) En déduire une représentation graphique
partielle des suites numériques (Un)nen- et
{Vn}nEN'-

-
]

2
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c) Soit (W,),en la suite numérique définie

par :
YneEN W.,=v,—u,

Montrer que (W, ),en- est une suite a termes
positifs et interpréter ce résultat pour une
comparaison des expériences &, et £,.

d) Combien faut-il mettre de boules blanches
au minimum pour que la différence entre les
probabilités de I'événement B dans les expé-

A 2 o
riences &, et &, soit inférieure & m?

9 On considére un dé cubique dont les faces
sont numérotées de 1 4 6, et I'expérience qui
consiste a jeter ce dé et & abserver le chiffre
inscrit sur sa face supérieure.

Cependant, ce dé a été truqué de telle sorte
gue I'on ait deux fois plus de chances d'obtenir
la face numérotée 6, que d'obtenir les autres
faces, qui, elles ont la méme chance
d'apparaitre.

1) Définir en extension l'ensemble E des
éventualités et trouver la probabilité de chaque
événement €lémentaire,

2) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre
pair?

3) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre
impair?

10

On considére 9 petits trous creusés dans le sol
et espacés comme l'indique la figure ci-dessus.
Un joueur, muni d'une bille, se place ala limite
du trait figurant au bas du dessin, lance la bille
vers les trous, et lorsque la bille entre dans un

trou, lit le chiffre inscrit en rouge a coté du
trou.

On suppose que le joueur est suffisamment
adroit pour que la bille atteigne un trou
lorsqu'il la lance.

1) Définir en extension 1’en5_emble E des
éventualités lides & cette experience.

2) On suppose que la probabilité d'atteindre
un trou choisi est proportionnelle a l'inverse
de la distance séparant le joueur du trou.

a) Expliquer intuitivement le bien fondé de
cette supposition.

b) Trouver la probabilité de chaque événement
élémentaire.

3) Quelle est la probabilité pour que le joueur
obtienne le chiffre 37

4) Quelle est la probahilité pour que le joueur
obtienne un chiffre strictement supérieur a 37
Pour cette derniére question, on procédera de
deux fagons différentes :

— par un calcul direct de la probabilité
demandée;

— en utilisant la probabilité de I'événement
contraire.

Et on comparera les résultats obtenus.

11 Un parachutiste saute d'un avion et atterrit
nécessairement sur un terrain déboisé de un
hectare, entouré d'une forét.

Dans ce terrain il y a:

— un espace cultive rectangulaire ayanl
50 métres de longueur et 30 métres de largeur;

— un plan d'eau formant un triangle rectangle
isocéle de 100 metres de coté;

— une cible circulaire de 20 métres de
diamétre, qui représente son objectif.

Définir en extension I'ensemble £ des éventua-
liteés liées a cette expérience.

On suppose que la probabilité pour qu'il tombe
sur une partie donnée du terrain est propor-
tionnelle a 'aire de cette partie.

1) Calculer la probabilité de chaque événe-
ment élementaire.

2) Quelle est Ia probabilité pour qu'il rate la
cible, mais qu'il n'atterrisse ni dans l'espace
cultivé, ni dans le plan d'eau?

3) Quelle est la probabilité pour qu'il atterrisse
dans le plan d'eau ou dans l'espace cultivé?

12 (2). 1) Soit A, B, C trois sous-ensembles
d'un ensemble E, d'intersection non vide deux
a deux.
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Soit A, B, C les sous-ensembles complémentai-
res respectivement des sous-ensembles A, B,
C dans £

a) En utilisant un diagramme de Venn, montrer
les propriétés suivantes :

(1) ANB=AUB
(2) AUB=ANB
(lois de Morgan).

b) Ecrire plus simplement les sous-ensembles
suivants : (utiliser des diagrammes de Venn)

)] (AuB)N(AUB)

(2) (AUB)N(AUB)N(AUB)
(3) AN({B U A)

(4) AU(BN A)

(5) ANBNC

(6) ANBNA,

2) Soit £ un ensemble d'éventualités liées a
une experience &.

Soit A, B, C trois événements de E, non
incompatibles deux a deux.

Ecrire, en utilisant les notations du 1), les
événements suivants :

a) L'événement A est réalisé mais  pas
I'événement B ni I'événement C.

b) Les trois
simultanément.
¢) Au moins deux des trois événements sont
réalisés.

d) Aucun des trois événements n'est realisé.
e) Au moins un des trois événements est
réalisé.

f) Un seul des trois événements est réalisé.
3) Soit p une probabilité définie sur :‘T(E] (E
étant I'ensemble des éventualités défini au 2)).
On suppose que :

p(A}=06; p(B)=04; p(C)=0.3
p(ANB)=0,2; p(BNC)=p(ANC)=0.1
p(AN BN C)=0,005.

a) Montrer que les événements E; et Es
ci-dessous sont incompatibles. Eq:
«|'événement A est réalise mals pas
I'événement B ni I"événement C. »

E,: «l'événement A est réalisé ainsi que un
au moins des deux événements B et C».

b) Calculer p(E;U Ey)-
c¢) Calculer p(E,) et p(Ea).

d) Calculer p[AU(BNC)] et expliciter
I'événement AU(BNC) par une phrase du
langage courant,

événements se réalisent

13 (2). On considére deux cabines téléphoni-
ques placées cote a cote :

— la cabine C, est destinée uniquement & des
communications nationales;

— la cabine C, peut en ouire obtenir des
communications internationales.

Une étude statistique sur la fréquentation de
chacune de ces deux cabines a permis
d'aboutir aux conclusions suivantes :

— la probabilité pour gu'une personne se
présentant devant les deux cabines constate
que la cabine C; est occupée est de 0,5;

— la probabilité pour que cette personne
constate que la cabine C, est occupée est de
0.7;

— la probabilité pour que cette personne
constate que les deux cabines sont occupées
est de 0,3.

Soit A I'événement: «la personne constate
que la cabine C, est occupée».

Soit B I'événement : «la personne constate
que la cabine C, est occupée ».

1) a) Définir I'événement A puis I'événement
B.

b) Quelles sont les probabilités respectives
des événements A et B?

2} a) En utilisant les événements A et B,
définir I'événement C : «la personne constate
qu'une au moins des deux cabines est
occupée ».

b) Quelle est la probabilité de I'événement C?7

3) Quelle est la probabilité pour que la per-
sonne constate que les deux cabines sont
libres?

4) Quelle est la probabilité pour que la per-
sonne constate qu'une seulement des deux
cabines est occupge?

5) Quelle est |la probabilité pour que la per-
sonne constate qu'une au moins des deux
cabines est libre?

6) Quelle est la probabilité pour que la per-
sonne puisse téléphoner a l'intérieur du pays?

PROBABILITE CONDITIONNELLE

14 (2). On considére un sac contenant :
— 3 boules blanches;
— 3 boules noires

indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément trois
boules.
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Soit £ l'ensemble des éventualités el p la
probabilité définie sur J(E) relativement &
I'expérience considérée,

1) Calculer la probabilité de chacun des événe-
ments suivants :

A : =on obtient au moins une boule blanche »,
B : «on obtient au moins deux boules noires »,
C :«on obtient au moins une boule de chaque
couleur »,

2) &) Définir I'événement « A et B~ par une
phrase du langage courant, la plus simple
possible; puis calculer la probabilité de cet
événement.

b) Quelle est la probabilité d'obtenir au moins
deux boules noires sachant qu'une au moins
des boules est blanche? (On demande donc
de calculer ps(B) et on a calculé p(AN B) dans
le a)..1)

3) Calculer p(ANC) puis pa(C).

4) Calculer directement pg(C) et en déduire
plBNC).

5) Parmi les événements A, B8, C, y en a-t-ll
deux qui soient indépendants?

15 (2). On considére un jeu de 32 cartes et
I'expérience qui consiste a tirer au hasard deux
cartes simultanement et a observer les figures
obtenues.

Soit £ I'ensemble des éventualités liées a cette
expérience et p la probabilité définie sur J{E)
relativement a I'expérience considéree.

Soit les événements

A =on a tiré au moins un coeur ».

B : «pn a tiré deux as».

C: «pn a liré exactement un cceur et une
dame ».

D : «on a tiré au maoins une carte rouge ».

F : =on a tiré deux cartes rouges ».

G : «0n a tiré exactement un carreau ».

H : «=on a tiré deux carreaux».

Dans chacun des cas suivants :

— expliciter la probabilité demandée par une
phrase du langage courant la plus simple
possible;

— Calculer la probabilité demandée en ayant
bien soin de choisir la méthode n._%mpioyée
(calcul direct d'une probabilité conditionnelle
ou calcul préliminaire de la probabilite de
Iintersection des deux événements);

— dire si les deux événements ponsi'dérés sont
indépendants en justifiant I'affirmation par un
caleul.

1) pa(B)  2) palC)  3) palD)
4) pg(F)  5) pe(H)  B) pol(F)

7) polH)  8) pe(H)  9) palG)
10) pa(C) 11) pe(D) 12} palH).

16 (2). Une entreprise de fabrication de maté-
riel électrique est dotée de trois machines A,
B, C produisant des condensateurs.

La machine A assure 20 % de la production
avec 5 % de condensateurs défectueux.

La machine B assure 30 % de la production
avec 4 % de condensateurs défectueux.

La machine C assure 50 % de la production
avec 1 % de condensateurs défectueux.

1) Quelle est la probabilité pour qu'un conden-
sateur choisi au hasard :

a) soit défectueux et produit par la
machine A?

b) soit défectueux et produit par la machine
B7
¢) soit défectueux et produit par la machine
c?

d) soit défectueux?

2) On choisit au hasard un condensateur et on
constate qu'it est défectueux.
Quelle est la probabilité :

a) pour qu'il provienne de la machine A7
b) pour qu'il provienne de la machine B7
¢) pour qu'il provienne de la machine C?

3) On a mis au point un systéme de contrdle
sur la totalité de la production; cependant ce
systeme de contréle peut commettre des
erreurs. On a ainsi constaté que :

— si le condensateur est en état de marche,
il est accepté avec une probabilité de 0,96;

— si le condensateur est défectueux, il est
refusé avec une probabilité de 0,98.

a) Quel est le pourcentage de condensateurs
défectueux sur la totalité de la production?

b) On choisit un condensateur au hasard
aprés le systéme de contrble. Quelle est la
probabilité pour qu'il y ait eu une erreur de
contrdle?

¢) Quelle est la probabilité pour qu'un conden-
sateur soit bon sachant qu'il a été refusé?

d) Quelle est la probabilité pour gu'un con-
densateur soit défectueux sachant qu'il a été
accepté?

17 (2). On considére deux sacs, un rouge et
un vert contenant chacun trois boules rouges
et deux boules noires indiscernables au tou-
cher et I'expérience qui consiste a tirer au
hasard une boule du sac rouge, a en observer

I
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la couleur, a la mettre dans le sac vert, puis &
tirer au hasard une boule du sac vert et 4 en
observer la couleur.

1) Quelle est la probabilité ;
a) de tirer une boule rouge du sac rouge?
b) de tirer une boule noire du sac rouge?

2) Quelle est la probabilité pour que Ia
deuxiéme boule tirée

a) soit rouge?

b) soit noire?

3) Quellt_e est la probabilité pour que les deux
boules tirées soient de méme couleur?

18 (2).

On considére une cible de tir & l'arc de
diamétre 1,60 m comme indiqué ci-dessus.
Un tireur atteint en moyenne cette cible huit
fois sur dix tirs consécutifs.

Lorsque la fléche atteint la cible la probabilité
d'atteindre une couronne est proportionnelle &
I'aire de cette couronne et le tireur note alors
le nombre de points inscrit dans la couronne
ou se trouve la fleche.

1) Quelle est la probabilité pour que le tireur
atteigne la cible?

2) Quelle est la probabilité pour qu'il atteigne :
a) la couronne numérotée 47

b) la couronne numérotée 67

¢) la couronne numérotée 87

d) la couronne numérotée 107

Comparer les probabilités calculées avec celles
de I'exemple 2 de la legon 2 paragraphe 2-c).

19 (2). Un sac contient dix boules indiscerna-
bles au toucher :

— quatre boules sont blanches,
— trois boules sont bleues,
— trois boules sont rouges.

-

Trois fois de suite, on tire au hasard trois
boules simultanément, les boules n'étant pas
remises dans le sac aprés chaque tirage.
/ désignant un élément de I'ensemble {% 2,3},
on considére I'événement ;

T: : «le i tirage est tricolore ».

(C'est-a-dire que l'on a obtenu une boule
blanche, une boule bleue et une boule rouge
au i*®™® tirage.)

Soit R I'événement : «la boule qui reste dans
le sac aprés les trois tirages est blanche ».
On admettra que la probabilité de I'événement

4
R est —.

10
1) a) Calculer la probabilité de I'événement T;;
puis la probabilité de I'événement T, sachant
que |'événement T, est réalisé.

£) En déduire la probabilité de I'événement
TiNT,.

2) Calculer de méme Ia
I'événement TN TaN T

3) a) Que peut-on dire de I'événement R, si
I'événement TyN TyN T, est réalisé?

En deduire la probabilité de I'événement A
sachant que I'événement T, N T,N T; est réalisé.

probabilité de

b) Calculer la probabilité pour gue les trois
tirages aient été tricolores sachant que la boule
qui reste dans le sac aprés ces trois tirages
est blanche.

(D'aprés baccalauréat.)

EPREUVES REPETEES.
SCHEMA DE BERNOUILLI

20 (2). On considére un sac contenant cing
boules rouges, trois boules blanches, deux
boules vertes, et I'expérience £ qui consiste &
tirer au hasard et simultanément trois boules.
On suppose que les boules sont indiscernables
au toucher.

1} a) Quelle est la probabilité de tirer trois
boules de méme couleur?

b) Quelle est la probabilité de tirer trois boules
de couleurs différentes?

¢) Quelle est la probabilité de tirer exactement
deux boules de méme couleur?

2) On recommence trois fois de suite
I'expérience &, c'est-a-dire que l'on tire trois
fois de suite simultanément trois boules, en
remettant a chaque fois les trois boules tirées
dans le sac.

a) Quelle est la probabilité pour que chacun
des trois tirages soient unicolores? (c'est-a-
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T

dire que I'on tire trois fois de suite trois boules
de méme couleur).

b) Quelle est la probabilité pour que les trois
tirages soient tricolores? {c'est-a-dire que I'on
tire trois fois de suite trois boules de couleurs
ditférentes).

¢) Quelle est la probabilité pour que les deux
premiers tirages soient tricolores et que le
dernier soit unicolore?

d) Quelle est la probabilité pour qu'il y ait deux
tirages tricolores et un tirage unicolore?

e) Quelle est la probabilité pour qu'il y ait trois
tirages de natures différentes? (c’est-&-dire
qu'il y en ait un qui soit tricolore, un autre qui
soit unicolore et un autre qui ait exactement
deux boules de méme couleur).

21 (2). Un parcours sportif comporte trois
épreuves successives :

1) le saut d'une haie,
2) le saut d'un ruisseau,

3) un grimper de corde en fin de parcours.
Chacune de ces trois épreuves est considérée
comme indépendante des deux autres.

La probabilité pour qu'une personne voulant
s'entrainer sur ce parcours sans préparation :

a) saute la haie sans la faire tomber est 0,6,

b) saute le ruisseau sans se mouiller les pieds
est 0.4,

¢) grimpe a la corde en allant jusqu'au bout
est 0,3.

1) Quelle est la probabilité pour que le

«sportif» arrive en fin de parcours avec les
pieds mouillés?

2) Quelle est la probabilité pour que le
«sportif » passe avec succés les deux premié-
res épreuves mais échoue a la troisiéme?

3) Quelle est la probabilité pour que le
«sportif » réussisse au moins deux épreuves
sur les trois?

4) Quelle est la probabilité pour que le

«sportif» fasse un parcours ne comportant
gu'un seul échec?

9) Quelle est la probabilité pour que le
« sportif » fasse un parcours sans faute?

22 (2). On considére deux jeux de trente-deux
cartes indiscernables au  toucher et
I'expérience qui consiste & tirer au hasard une
carte du premier jeu puis une carte d'un
deuxiéme jeu et d'observer les figures
obtenues.

Quelle est la probabilité de tirer un as et un
coeur?

—.

23 (2). On considére un dé cubigue dont les
faces sont numérotées de 1 & 6 et 'expérience
qui consiste & lancer ce dé et a observer le
chiffre inscrit sur la face supérieure.

1) On lance le dé une seule fois.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir un chiffre
autre que le 67

2) On lance le dé quatre fois de suite, quelle
est la probabilité pour obtenir au moins une
fois le chiffre 6 sur les quatre lancers?

3) Soit 7 un nombre entier nature! non nul.
On lance le dé n fois de suite.

a) Calculer en fonction de n, la probabilité
d'obtenir au moins une fois le chiffre 6 sur les
n lancers.

b) Combien de fois, au minimum, faut-il lancer
le dé pour que I'on ait au moins neuf chances
sur dix d'obtenir au moins une fois le chiffre 67

24 (2). Un sac contient cing jetons numérotés
de 1 a 5 indiscernables au toucher.

Soit & l'expérience qui consiste a tirer au
hasard et simultanément trois jetons du sac,
et & lire les chiffres inscrits sur ces trois jetons.

1) quelle est la probabilité pour que la somme
des chiffres lus soit égale & 87

2) On recommence cing fois de suite cette
expérience, en remettant les trois jetons dans
le sac aprés chaque tirage.

Quelle est la probabilité pour qu'au cours de
ces cing expériences la somme des chiffres
soit exactement deux fois égale & 87

25 (2). Un autobus rencontre sur son trajet
habituel sept feux tricolores de circulation.
Pour chacun de ces feux :

— le rouge dure 30 secondes;
— l'orange dure 10 secondes:
— le vert dure 20 secondes.

On suppose que chacun de ces sept feux
tricolores est indépendant des autres et en état
de marche.

1) Lorsque l'autobus se présente devant I'un
de ces sept feux tricolores, quelle est la
probabilité :

a) pour que le feu soit rouge?

b) pour que le feu soit vert?

¢) pour que le feu soit orange?

2) Quelle est la probabilité pour que I'autobus :

a) ne rencontre que des feux verts sur
I'ensemble de son trajet?
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b) rencontre exactement trois feux verts sur
I'ensemble de son trajet?

c) rencontre au moins un feu wvert sur
I'ensemble de son trajet?

3) L’autobus est obligé de s'arréter lorsqu'un
feu est rouge ou orange,

a) Quelle est la probabilité pour que I'autobus
soit obligé de s'arréter exactement cing fois

sur I'ensemble de son trajet (a cause des feux
tricolores)?

b) Quelle est la probabilité pour que I'autobus
soit obligé de s'arréter au moins une fois sur
'ensemble de son trajet (A4 cause des feux
tricolores)?

26 (2). A un test de sélection, des candidats
doivent répondre a dix questions indépendan-
tes les unes des autres.

Pour chaque question, ils doivent choisir parmi
trois affirmations, celle qui est exacte.

Seront sélectionnés, les candidats qui auront
donné au moins sept réponses exactes sur les
dix.

Un candidat se présente en n'ayant pas du tout
travaillé le programme de révision préparant &
cette sélection. Il décide donc de répondre au
hasard a chacune des dix guestions poséss.

1) Pour chaque question, quelle probabilité
a-t-il de donner la réponse exacte?

2} Soit k un nombre entier naturel inférieur ou
égal a 10.

Exprimer en fonction de &, la probabilité pour
que ce candidat donne exactement k réponses
exactes aux dix questions.

3) Calculer la probabilité pour que ce candidat
donne :

&) uniquement des réponses fausses;
b) uniquement des réponses exactes;
€) au moins une réponse exacte.

4) Quelle est la probabilité pour qu'un tel
candidat soit sélectionné?

B. (Les résultats seront donnés par une
valeur approchée a 1072 prés par exces.)

(D'aprés baccalauréat.)

27 (2). Au réfectoire d'un internat, se trouvent
six tables de cing places chacune. Konan et
Kouassi, deux internes, y prennent leurs repas.
On suppose que les places sont prises au
hasard.

1) Quelle est la probabilité pour que Konan et
Kouassi soient assis & une méme table au
Cours d'un certain repas?

R

2) Konan et Kouassi vont au réfectoire dix fois
par semaine,

Calculer la probabilité pour qu'ils soient assis
a une méme table :

a) exactement trois fois dans la semaine;
b) au meins une fois dans la semaine.
(D'aprés baccalauréat.)

28 (2). La serrure d'un coffre est munie d'un
dispositif portant les touches :

1,2,3,456,7,89 e ASB8CD

La porte du coffre s'ouvre lorsque |'on appuie
dans l'ordre sur les trois chiffres puis les deux
lettres, choisie par l'utilisateur du coffre, qui
forment le code d'ouverture.

Les chiffres sont nécessairement distincts mais
les lettres non.

Une personne se présente devant la porte du
coffre et sait uniguement qu'il faut appuyer sur
trois chiffres distincts puis deux lettres non
nécessairement distinctes.

1) Quelle est la probabilité pour que cette
personne ouvre la porte au premier essai dans
chacun des cas suivants :

a) elle ignore le code d'ouverture;

b) elle se souvient uniquement que les trois
chiffres du code sont pairs;

¢) elle se souvient de plus que les deux lettres
du code sont identiques.

2) La porte du colfre est équipée d'un systéme
d'alarme qui se déclenche lorsque I'un des
trois chiffres choisis ne figure pas sur la liste
des chiffres du code.

a) Quelle est la probabilité pour que la per-
sonne qui ignare le code, déclenche l'alarme?

b) La personne tente quatre fois d'ouvrir le
coffre & des intervalles de temps suffisants
pour avoir oublié la combinaison sur laquelle
elle avait appuye la fois précédente.

Quelle est la probabilité pour qu'elle déclenche
au moins une fois l'alarme?

Variables aléatoires. Exercices de bac-
calauréat

29 (3). On considére un sac contenant trois
jetons indiscernables au toucher: un jeton
rouge, un jeton noir et un jeton blanc.

Une personne a imaginé le jeu suivant :

* On tire au hasard un jeton

— sile jeton tiré est rouge, on gagne 2 points;
— si le jeton tiré est noir, on perd 1 point;
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— si le jeton tiré est blanc, la partie est
terminée;
(ce jeton ne rapporte donc aucun point...).

e On effectue, avec la régle précédente, au
maximum trois tirages successifs en remettant
aprés chaque tirage le jeton dans le sac.

1) a) Quelle est la probabilité pour que la
partie s'arréte au premier tirage?

b) Quelle est la probabilité pour que la partie
s'arréte au deuxiéme tirage?

¢) Quelle est la probabilité de pouvoir faire
une partie comportant les trois tirages? (c'est
le nombre maximum de tirages prévus par
I'organisateur pour une partie). ‘

2) Soit X la variable aléatoire qui a chaque
partie associe la somme algébrique des points
obtenus par le joueur.

a) E désignant 'ensemble des éventualités
lites a 'expérience qui consiste & tirer succes-
sivement et au maximum trois jetons du sac
{les tirages étant interrompus par le tirage d'un
jeton blanc) et & observer successivement les
couleurs obtenues; écrire I'ensemble £ en
extension.

b) Ecrire X(E) en extension.

¢) Déterminer la distribution de cette variable
aléatoire,

3) Un joueur est déclaré «gagnant» si la
somme algébrique des points obtenus est
strictement positive.

Quelle est la probabilité de gagner & ce jeu?

(D'aprés baccalauréat.)

30 (3). On considére deux dés cubiques :

— un dé rouge dont trois faces sont numéro-
tées 0, deux faces sont numérotées 1 et une
face est numérotée 2,

— un dé vert dont ces faces sont numérotées
1,2, 3, 4,5 6.

On lance le dé rouge puis le dé vert et on lit
successivement les chiffres inscrits sur les
faces supérieures.

Soit £ I'ensemble des éventualités liées a cette
expérience. (On pourra cansidérer £ comme
le produit cartésien de deux ensembles que

l'on précisera, les faces d'un dé étant des

objets  physiquement  distincts.)  Définir
I'ensemble £ en compréhension.

Soit X la variable aléatoire qui a chaque
événement élémentaire associe le produit des

chiffres obtenus.
1) a) Déterminer X(E) en extension.

b) Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire?

2) a) Quelle est la probabilité pour gue cette
variable aléatoire prenne une valeur impaire?

b) On effectue cing lancers successifs des
deux dés (on recommence donc cing fois de
suite I'expérience décrite ci-dessus).

Quelle est la probabilité d'obtenir au moins
une fois un produit impair?

(D'aprés baccalauréat.)

31 (3). On considére un sac contenant quatre
boules blanches et deux boules rouges indis-
cernables au toucher.

Une expérience consiste & tirer au hasard et
simultanément trois boules du sac et & obser-
ver les couleurs obtenues.

1) Soit X la variable aléatoire qui a chaque
expérience associe le nombre de boules rou-
ges tirees.

a) Donner en extension |'ensemble image de
I'ensemble des éventualités liées & I'expérience
par la variable aléatoire X.

b) Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire? ;

c) Quelle est la probabilité de I'événement :
«on a tiré au moins une boule rouge ».

2} On recommence gquatre fois de suite
I'expérience décrite dans I'énoncé, en remet-
tant aprés chaque tirage les trois boules dans
le sac.

Soit Y la variable aléatoire qui & chaque Série
de quatre expériences associe le nombre de
fois ol !'on a tiré au moins une boule rouge.
Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire?

3) Représenter graphiquement dans le plan
muni d’'un repére orthogonal, les fonctions de
répartition de chacune de ces deux variables
aléatoires.

32 (3). On considére un sac contenant quatre
boules blanches et n boules noires (n étant
un nombre entier naturel supérieur ou égal a
2) indiscernables au toucher. On tire au hasard
et simultanément deux boules du sac et on
observe les couleurs obtenues. Pour chaque
boule blanche tirée, on gagne 3 points et pour
chaque boule noire, on perd 2 points. Soit X
la variable aléatoire qui & chaque tirage
simultané de deux boules, associe le gain
algébrique du joueur.

Combien de boules noires faut-il placer dans
le sac pour que ce jeu soit équitable?
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33 (3). Un joueur dispose d'une bille qu'il
lance sur une surface plane dans laquelle sont
Creuseés @

— un trou numéroté '1;
— deux trous numérotés 2;
— trois trous numeérotés 3;

et ainsi de suite jusqu'a n trous numérotés n.
(n étant un nombre entier naturel supérieur ou
égal & 2). .

On suppose que la probabilité pour que la bille
tombe dans un trou donné est la méme pour
tous les trous,

1) Exprimer en fonction de n, le nombre total
de trous.

2) Soit k un nombre entier naturel tel que:
1=k=n

et P, la probabilité pour que la bille tombe
dans un trou numeéroté k.
Calculer P,, en fonction de n et k.

3) — Si la bille tombe dans un trou dont le
numére est pair, le joueur gagne 100 francs;

— 5i la bille tombe dans un trou dont le
numére est impair, il perd 100 francs.

Soit X la variable aléatoire qui & chague lancer
de la bille associe le gain algébrique du joueur.

Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire dans les cas suivants :

a) n est un nombre entier naturel pair.
b) n est un nombre entier naturel impair.

4) Quel est le cas le plus intéressant pour le
joueur?

34 (3). Un éléve se rend a son lycée distant
de trois kilométres. Il fait ce trajet & bicyclette
a la vitesse constante de 30 km/h.

Sur le parcours il rencontre cing feux tricolores
de signalisation. On suppose que chacun de
ces cinq feux de signalisation est indépendant
des autres et en état de marche.

Pour chacun de ces feux, la probabilité pour

2 W e "
qu’il soit vert est 3 et la probabilité pour qu'il .

1
soit rouge est 3

On admet qu‘un feu rouge lui fait perdre une
minute. 1

Soit T la variable aléatoire qui 4 chaque trajet
associe le temps en minutes mis par I'éleve
pour rejoindre son lycée.

1) Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire?

2) L'éléve part sept minutes avant le début de
ses cours. Quelle est la probabilité pour qu'il
arrive en retard?

3) a) Quelle est I'espérance mathématique de
la variable aléatoire T7?

b) Quelle est la durée moyenne du parcours?

(D'aprés baccalauréat.)

35 (3). Un match se déroule en trois manches
et fait se rencontrer un joueur A et un joueur B.

1) Le joueur A remporte une manche avec la
probabilité 0,6, si c’est la premiére ou bien s'il
a gagné la précédente. Par contre il remporte
la manche avec la probabilité 0,4 s'il a perdu
la manche précedente.

On appelle événement élémentaire, la succes-
sion des trois résultats obtenus par ce joueur.

a) Calculer la prE)babiIité de chacun des évé-

‘nements élémentaires.

b) Soit X la variable aléatoire qui & chaque
match associe le nombre de manches gagnées
par le joueur A.
Quelle est la distribution de cette variable
aléatcire et calculer son  espérance
mathematique.

¢) Le joueur gagne le match s'il remporte au
moins deux manches.

Quelle est la probabilité pour que le joueur A
perde le match?

2) Le joueur B remporte une manche avec la
probabilité 0,5 indépendamment des autres
manches. 5
Soit Y la variable aléatoire qui a chaque match
associe le nombre de manches gagnées par le
joueur B.

a) Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire et calculer son  espérance
mathématique.

&) Le joueur gagne un match s'il remporte au
moins deux manches. i

Quelle est la probabilité pour que le joueur B
gagne le match?

36 (3). Deux personnes A et B jouent au jeu
suivant :

on lance simultanément deux piéces de
monnaie ;.

— Si on obtient deux faces, A a gagné.
— Si on obtient deux piles, B a gagné.

— 5| on obtient pile et face, on relance les
deux piéces.
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On suppose que pour chacune des deux
piéces, la prababilité d'cbtenir pile ou face est
la méme.

1) On note :

— A, la probabilité pour que le joueur A gagne
au premier lancer;

— B, la probabilité pour que le joueur B
gagne au premier lancer;

— £, la probabilité pour que la partie continue
aprés le premier lancer.
Calculer A,, B, et C,.

2) Pour tout nombre entier naturel n, élément
de N*, on note :

— A, la probabilité pour que le joueur A gagne
‘exactement aprés le n'*™® lancer;

— B, la probabilité pour que le joueur B
gagne exactement aprés le n'*™® lancer;

— €, la probabilité pour que la partie continue
aprés le n'*™® lancer.
Calculer A,, B, C, en fonction de n.

3) a) Calculer la probabilité P, pour que le
joueur A gagne au cours des n premiers
lancers.

b} Calculer de méme la probabilité Q, pour
que le joueur B gagne au cours des n premiers
lancers.

¢) Que vaut la somme P, +Q, + C,? Expliquer
ce résultat.

4) Calculer lim P,, lim @, lim C,.
(D'aprés baccalauréat.)

37 (3). Pour un certain échantillon de
population, voici la répartition des principaux
groupes sanguins :

0 A
Rhésus + 37,0 % 38,1 %
Rhésus — 7.0 % 7,2

B AB
Rhésus + 6.2 % 28%
Rhésus — 1.2 % 0,5 %

1) Quelle est la probabilité pour qu'une
personne choisie au hasard dans cet échantil-

lon de population ait un sang de facteur
Rhésus — 7

2) Dix personnes prises au hasard dans cet
4chantillon de population donnent leur sang.
Soit X la variable aléatoire qui & chaque choix
des 10 personnes associe le nombre de per-
sonnes appartenant au groupe A.

Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire?

3) Pour une intervention chirurgicale, on doit
avoir au moins trois personnes de groupe O et
de facteur Rhésus +.

Dix personnes de I'échantilion de population
se présentent mais ignorent leur groupe
sanguin.

Quelle est la probabilité d'avoir au moins les
trois donneurs nécessaires a l'intervention?

{D'aprés baccalauréat.)

38 (3). Un lot de bulbes de fleurs a un pouvoir
germinatif de 80 %. (Cela veut dire que chaque
bulbe produit une fleur avec une probabilité
de 0.8, indépendamment des autres bulbes.)
Chaque bulbe contient un des trois génes r
(rouge), b (blanc), j (jaune) qui détermine la
couleur de la fleur future éventuelle. On
suppose que la probabilité pour qu'un bulbe
donné posséde le géne r, b, j est respective-
ment 0,5; 0,1: 0,4; et ceci indépendamment des
autres bulbes.

1) Quelle est la probabilité d’obtenir cing fleurs
en plantant cing bulbes?

2) a) Quelle est la probabilité pour gu'un
bulbe planté produise une fleur rouge?

b) On plante cing bulbes et on appelle X la
variable aléatoire qui & chaque plantation de
cing bulbes, associe le nombre de fleurs
rouges obtenues.

Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire?
Calculer son espérance mathématique.

3) 2) Quelle est la probabilité pour qu'un
bulbe planté produise une fleur blanche?

b) Soit n un nombre entier naturel supérieur
ou égal 4 1 et P, la probabilité de n'obtenir
aucune fleur blanche aprés avoir planté n
bulbes. Calculer P, en fonction de n.

¢) Combien de bulbes faut-il planter au mini-
mum pour obtenir au moins une fleur blanche
avec une probabilité supérieure 4 0,957

(D'aprés baccalauréat.)
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Problémes de syntheése

(D'aprés Baccalauréat)

Probléme 1

Le but de ce probléme est d'étudier la
possibilite de «remplacer sur un intervalle [ la
representation graphique d'une fonction
numerique par sa tangente en un de ses points
dont I'abscisse appartient & | afin de calculer
une intégrale et d'évaluer |'erreur commise ».

Soit la fonction numérique

f:R— R
X — (2—x)e*

1) Etudier le sens de variation de f et tracer
sa représentationn graphique (C) dans le plan
muni d'un repére orthonormé (O, I, J), I'unité
graphique étant 2 cm.

On précisera les tangentes a (C) aux points
d'abscisse 0 et 2, On désigne par (D) et (D)
ces tangentes.

2) On se propose d’étudier la position de (C)
par rapport a (D).
Pour cela on considére |a fonction

g:R— R

X — 2+ x—(2=-x)e*

b) Etudier le signe de g"; en déduire le signe
de g' puis le signe de g.
c) Interpréter géométriquement les resultats
obtenus.

3) A l'aide d'une intégration par parties, calcu-
ler l'intégrale/ définie par :

:
1=J1(2—x}e‘ dx
-i

et donner une valeur approchée de / a 107°
prés.

4) On considére I'intégrale J définie par :
1
H
J:J ‘(x+2)dx,
-2

obtenue en remplagant (C) par (D) sur

I'intervall [ ! 1]
intervalle | —=, =|.
22 o
Calculer J et interpréter géométriquement la
valeur obtenue.
Calculer J—/ a 1077 prés.

5) On se propose de fournir une justification
théorique de ce dernier résultat.

1
d) On suppose que : xE[O. 5]

Prouver alors que :
Ose*—1<xVe

En déduire que : 0=g"(x)-x<x*Ve
et par deux intégrations successives montrer

ue :
q 3

x3 x?
< . R
0= g(x) 5512

1
b) On suppose que : xE[-—-2—, G].

Prouver par une méthode analogue que :
3 4
Gﬂg(x]——-.-fé-x—.
6 12

¢) En déduire que :

3 x3
J-:‘=L! [g[x)—E]dx

D=sJ-i=<2-107%.

Comparer cette estimation avec la valeur de
J — ! trouvee au 4).

Probléme 2
On censidére les fonctions numériques

f:-R— R g:R— R
x2
x — In{1+x) xr—-x—E
h:R— R
x° %%
X — X——+—.
2 3

(1] 1) Pour chacune de ces trois fonctions
numériques, donner I'ensemble de définition,
calculer les limites, calculer la dérivée et
“donner le tableau de variation.

2) On désigne par {C;), (C,). (Cy) les représen-
tations graphiques respectives des fonctions f,
g, i dans le plan muni d'un repere grthonormeé
(O, I, J) oU I'unité graphique est 4 cm.

a) Donner une équation de la tangente a (C))
au point d'abscisse 0.

(0] 1) On se propose de comparer les fonc-
tions f/ et g pour un élément x de R,.

a) Montrer que la fonction f— g est croissante
sur R,.

b) Vérifier que : (f—g)(0)=0.

¢) Comparer f(x) el g(x) pour un elément x
de R,.
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2) En utilisant une démarche analogue au [11]
1), comparer les fonctions f et h pour un
élément x de R,.

3) a) En utilisant les inégalités démontrées au
(1) et (1] 2) trouver un encadrement de
In(1, 1) pa' deux nombres décimaux d'ordre 3,
consécutifs.

b} Méme question pour In(1, 21).

4) Tracer avec soin les courbes (Cy), (Cg), (Cp)
sur un méme dessin.

On représentera également leurs tangentes
respectives aux points d'abscisses 0.

(O] 1) Calculer 1'aire de la partie D du plan
limitée par la courbe (C;}, la droite (OF), les
droites d'équations (x=0) et (x=1), en utili-
sant une intégration par parties.

2) a) Prouver que la restriction de f & R, est
une bijection de R, sur R,.

b) Donner I'expression de la bijection récipro-
que de f/R. et la représenter graphiquement
dans le plan muni du repére (0. [, J).

Probléme 3 A

d’ensemble de définition D, —

1) Trouver trois nombres réels a, b, ¢ tels que :

b ¢
vVxeD, fl:x:l—a+m+m.

2) Etudier le sens de variation de f et tracer
sa représentation graphique dans le plan muni
d'un repére orthonormé (0, 1, J), I'unité graphi-
que étant 1 cm.

3) Soit la fonction numérique
F:]1-1,+=[ — R

X —r J f(tydt.
o

a) Exprimer F(x) en fonction de x.

b) Etudier le sens de variation de F et donner
son tableau de wvariations (le tracé de la
représentation graphique de £ n'est pas
demandée).

4) Calculer 'aire de la partie D du plan limitée
par la représentation graphique de [, la droite
(O, les droites d'equations

x=2 et x=5,

[1] On considére la fonction numérique ¢
f:R— R h= A
—_ x2—7x+10 =
=< Xt "
- (x+1y7

[1] Yao propose a Diallo le jeu suivant ;
Un sac contient n boules noires (n€N°) et
une boule blanche, indiscernables au toucher.

— Diallo tire une boule au hasard, note sa
couleur, la remet dans le sac, puis lire ay
hasard une deuxiéme boule et note sa couleur.
(Les deux tirages sont supposés indé-
pendants.)

— Si les deux boules tirées sont noires Yao
doit denner 100 francs a Diallo.

— Siles deux boules tirées sont blanches, Yao
doit donner 1000 francs a Diallo.

— Si les deux boules tirées sont de couleurs
différentes Diallo doit donner 350 francs a Yao.

Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage
de deux boules associe le gain algébrique de
Diallo.

1) Trouver la distribution de X ainsi que son
espérance mathématique, en fonction de n.

2) Pour quelle(s) valeur(s) de n, ce jeu est-il
équitable?

3) Pour quelle(s) valeur(s) de n, ce jeu peut-il
rapporter le plus d'argent a Yao?

Probléme 4

L'étude de la croissance des vegélaux a
conduit & construire des modéles mathémati-
ques de celte croissance. L'objet du probléme
est de comparer les résultats donnés par deux
modeéles; aux résultats expérimentaux dans un
cas particulier : celui de la croissance de la
racine d'un plant de féve.

L'unité de longueur choisie est le millimé-
tre et I'unité de temps est le jour.

Les mesures effectuées sur ce plant sont
données dans le tableau ci-dessous : t désigne
le temps et y la longqueur de la racine :

t 0|2 4 6 8 9 10

y 1 14|37 | 59| 80 | 82 | 83

Dans le plan muni d'un repére orthogonal
(O, I, J), construire I'ensemble G, des points
dont les coordonnées sont (¢, y).

Unité graphigue sur (Of) : 2 cm.

Unité graphique sur (OJ) : 0,2 cm.

Dans les modéles considérés, t et y sont
des nombres réels positifs et y est fonction de
I, on l'appellera «fonction de croissance»

vy R+ o lR-r
b — y(D.
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1) Dans le modeéle dit de Blackmann, on
suppose que la fonction de croissance est
dérivable et qu'a chaque instant la «vitesse de
croissance » est proportionnelle a la longueur
de la racine avec 0,9 comme coefficient de
proportionnalité.

On a donc: YIER, y'(t)=09y(t).

a) Trouver la tonction f, solution de cette
équation différentielle, vérifiant la condition
initiale du tableau A .

b) Construire sur le méme graphique que celui
utilise dans la partie A , la représentation
graphique (G,) de la fonction £

c) Calculer I'abscisse du point d'intersection
de (G:) avec la droite d'équation (y =80).

Quelle critique peut-on formuler en comparant
(G1) et (G2)?

2) Dans le modéle dit de Robertson, on
suppose que y et ¢t sont tels que :
)
1 | =0,9(t-5).
(1) n(BS—"y (t-5)

Soit h la fonction numérique définie par :
; 9 >
A |
W=5+35 "5y

(h est obtenue a partir de (1), en exprimant ¢
en fonction de y).

a) Etudier le sens de variation de h et
démontrer que I'équation :

YER, ny)=0
admet une solution y, que I'on calculera.

b) Construire la tangente a la courbe (I),
représentation graphique de h, au point
Qyo. ~(yo)). o

Montrer que ) est centre de symétrie pour la
courbe (02).

Construire la courbe (I).

¢) Justifier le fait que fr admet une applicgtion
réciproque g, que l'on definira comme étant
la fonction de croissance du modéle de
Robertson.

d) Etudier le sens de variation de g et
construire sa représentation graphique (Gj) en
utilisant le méme graphique que dans la partie

[a]

e) Comparer (G,) et
peut-on formuler?

3) Calculer la moyenne des écarts absolus
entre les valeurs expérimentales de y et les
valeurs prédites par chacun des deux modeles.
En déduire le modéle le plus adapté.

(G;). Quelle critique

Probléme 5

[A] 1) Trouver fa solution de
différentielle :

I'équation
h'+2h=0,
1 :
qui prend la valeur 2 au point O.

2) Etudier la fonction
f:R— R
1

-2x
X — — ¢
4
et construire sa représentation graphique (C)
dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O, I, J), 'unité graphique étant 4 cm.

3) a) Démontrer que f est une bijection de R”
sur R.
Soit f~! la bijection réciproque de £

Donner le tableau de variations de ™' et
construire sa représentation graphique (C’) sur
le méme graphique que celui utilisé dans le 2).

b) Donner I'expression de 7~ '(x).
4) Calculer I'aire de la partie du plan limitée
par les droites d'équation 3

L

x=0, 5

y=0, y=0

et la courbe (C).

1) Soit (u,),en une suite arithmétique de
raison r et (v,)pen 12 suite numérique définie
par :

V€N v, =1(u,).
a) Démontrer que (v,),en €3t une suite géomé-
trique dont on précisera en fonction de r, la
raison q.

b) Discuter suivant les valeurs de r, la limite
de la suite (v,).=n et retrouver ces résultats a
partir de l'étude faite de la fonction f.

¢) Calculer en fonction de ug r et n la
somme S, , définie par :

So.n=Vot Vit ...+ V,,

et discuter suivant les valeurs de r, la limite de
la suite (Sy nlnen-

En deéduire la limite de la suite (F,),en définie
par :

Fo=10)+ (1) + F(1)+ ...+ f(n).
2) On considére la suite (w,),en définie par :

Iwrn’E[N

n

V. EN w, =J f{x)dx.

o]

55'] Ca1quler w, en fonction de p et donner une
interprétation géométrique de la suite (W,),en-
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Démentrer gque la suite (w,),cn ©st conver-
gente vers une limite que I'on calculera.

b) Soit (5]),cn la suite numérique définie par :

n
YneEN Si=wy+ W1+"'+w"_ﬁ'

Trouver la limite de la suite {S))hen-

Probléme 6

Le but des deux premiéres parties est d'étudier
la fonction numérique de la variable réelle
définie par ;

’
fix)=2 In{1+x2)—;

ol In désigne le logarithme népérien.

Pour étudier cette fonction f, il est utile de
connaitre les variations d'une fonction auxi-
liaire g; c'est 'objet de la premiére partie.

La troisiéme partie permet de déterminer I'aire
d'un domaine-plan ) précisé ultérieurement.

|I| Soit g la fonction numérique de la variable
réelle définie par :
gx)=4x3+x%+1.
1) Etudier les variations de cette fonction.
2) En déduire que l'équation :
g{x)=0

admet dans R une solution unique négative,
On la notera o

3 1
3) Calculer g(—z) et g (_5) Montrer que a

: 3 1
appartient a l'intervalle ]—E _E[ {On ne

cherchera pas a calculer & de fagon plus
précise.)
4) En déduire le signe de g(x).

[11] Soit f 1a fonction numérique de la variable
réelle définie par :

r’(x)-—2ln(1+x2}—%.

1) Trouver l'ensemble de définition de Ia
fonction / et les limites de /.

2) a) Démontrer que f est dérivable et conti-
nue en tout point de son ensemble de
définition.

b) Calculer /'(x) et montrer que le signe de
f'(x) est celui de g(x). En déduire que / admet
un minimum relatif en a.

¢) Dresser le tableau de variation de /. (On
notera f{a) I'image de a par [, sans le calculer
pour l'instant.)

——

3) Soit (I') la représentation graphique de f
dans un repére orthonormé (O, /, J). On dési-
gne par R ce repére.

a) Montrer que (') admet une asympiote
paralléle a l'axe des ordonnées.

b) Tracer (I') dans le repére A (unité
graphique : 1 cm), en admettant que :
a=-072.

(] 1) Soit la fonction A : -E, g] — R

X —> tan x

ou tan désigne la fonction tangente.

o
a) Montrer que A est une bijection de [z, 5]
sur un intervalle [a, b] & préciser et qu'elle
admet une bijection réciproque A~', pue I'on
ne cherchera pas a expliciter.
b) Calculer h ™' (\V3) et A~ '(1).

¢) Montrer que h ' est dérivable sur [a, b] et
que :

VxE€la, b] (A7 Y(x)=

1+ x%

T odx
d) Soit : IZJ =
1 2 B

Démontrer que : /=

N E

2) On pose : J=j In(1+ x%)dx.
1

Par.une intégration par parties, montrer que J
s'exprime en fonction de i On pourra remar-
quer que :
%2 ‘ 1
1+x2  1+4x2

En déduire la valeur de J.

3) Soit D le domaine plan défini par :
D={M(x, y): 1=x=V3 el 0= y=1f{x)}.

Calculer I'aire du domaine D et en donner une
mesure en cm? 4 1072 prés.

Probléeme 7

L'objet de ce probléme est la résolution de
I'équation :

(Ev) x€RI,  x"0=(1,1)

1) Etudier brievement le sens de variation

des fuqctions f et g de R! vers R définies
respectivement par ;

Hx)=x"% g(x)=(1,1)~
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2} Le plan étant muni d'un repére orthonorme,
représenter graphiquement les restrictions de
f et g a l'intervalle [0; 1]. (Unité graphique :
5cm.)

3) On pose : d{x)=(1,1)*-x"°,

a) Calculer d(1) et donner une valeur appro-
chée a 1072 prés d(1,1).

b) Etablir que I'équation (E,) admet au moins

une solution a qui appartient a l'intervalle

(1 1.1}

Soit I'équation :

(E) _ 10 In[x).
In{1,1)

1) Etablir que, résoudre (£,) équivaut a résou-
dre (E3).

2) Etudier le sens de variation de la fonction
¢ de R} dans R définie par :

10 1In{x)
TR

3) Le plan étant muni d'un repére orthonorme,
représenter graphiguement la fonction ¢.
{Unité graphique : 0,1 mm.)

4) Résoudre I'inéquation :
xeR:, ¢'(x)<1.
¢' étant la fonction dérivée de ¢.

x€ER],

@(x)

5) On considére la suite numérique (u,) définie

par :

UD= 105

Uns1=p(Up).
a) Calculer les sept premiers termes de la suite
(tn)-

b) Montrer que la suite (u,) est croissante.

¢) Comparér ¢(700) et 700.
En déduire que la suite (u,) est majoree par
700.

d) Montrer que la suite (u,) converge vers un
nombre réel B qui est solution de I'équation

(E2).

1) Soit I'équation :

(E;) x€Ri, xIn(1,1)-10In(x)=0.
Montrer que résoudre I'équation (E,) équivaut
a résoudre I'équation (Ej).

2) Etudier le sens de variation de la fonction
& de R} vers R définie par: ’
G{x)=x In(1,1)= 10 In(x).

3) Le plan étant muni d'un repére orthonorme,

représenter graphiquement la fonction ¢
(Unité graphique : 0,02 cm.)

On désigne par représentation

graphique.

4) Montrer que I'équation (E;) admet une
solution unique B comprise entre 685 et 686.

5) Donner une équation de la droite (T),
tangente & () en un point d'abscisse x,
(x, =105).

Calculer I'abscisse x,.; du point de (T) ayant
une ordonnée nulle.

(I') cette

8) On pose :
'Ir"(xn]
xo=6855 et Xou 1 =Xa——
9 : el '(Xn)

Trouver a I'aide de la calculatrice, le plus petit’

des nombres entiers n tels que :
[ %, —x,,_.,] i {1

Quelle est alors la valeur de X,

correspondante?

DEVOIR 1
Exercice 1
1) Démontrer par récurrence la propriété :

1
Vol —ea

2) Soit (Un)nen la suite numérique définie
par :
1 1 1
=14+—4— —
U, =1 1 21+...+n!.

a) Déduire de la question 1) que cetle suite
est majorée par le nombre 3.

b) Montrer qu'elle est convaergente et donner
un encadrement a 0,5 prés de sa limite.

Fxercice 2

On pose :
a—ﬁ (cosﬂ-i-is' w)~1 L
> vy |n4 -uE{ + ).
1) Calculer le module du nombre complexe
{(a—1).
2) On pose : zy=1,
et pour tout nombre entier n supérieur a 1
z,=a".
Soit M, le point d'affixe z,,.

Placer dans le plan muni d'un repére (0. I, J)
orthonormé, les points My, M,, M5, M3, M, Ms,
Mg, M. (Unité graphique : 4 cm.)
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3) Soit pour tout nombre entier n superieur
ou égal a 1:
un=lzn_zn—|!'
Vérifier que :
u,=|al"""x|a=1].
Démontrer que la suite (u,) est une suite

géomeétrique donmt on précisera le premier
terme v, et la raison.

4) a) Calculer la somme S, définie par :
Sn=U1+U2+...+un.

b) Calculer §; et en donner une interprétation
géométrique.

¢) Calculer si elle existe, la limite de S, lorsque
n tend vers +=.

Probléme

Seoit f I'application de [0, +=[ vers R
définie par:
Hx) =22
X)=———.
e*+eo7*
1) Etudier le sens de variation de . On pourra
remarquer que :
e —1
Hx)=———.
W=
2} Montrer que f est une bijection de [0, +[
sur [0, 1[.
3) On appelle g I'application reciproque de f.
Expliciter g(x)
pour: x€[0, 1[.
4) Préciser la tangente a l'origine pour cha-
cune des représentations graphiques de { et
g. Tracer ces courbes dans un méme repére

orthonormeé (0, /, J) en prenant 10 ¢cm pour
unité graphique.

1) On définit I'application ¢, de [0, 1[ vers
R par.:
X1 (1+x)
= ——=In !
Mlg=X 3 2 1—x

Etudier le sens de variation de ¢, et déhuire
que :

VxE[0; 1] ¢(x)=0.

2) On définit I'application ¢, de [0; 1[ vers R

ar.
p 2

@alx) =7 In = — -

1. (1+x) x? x8
- X —

Etudier le sens de variation de ¢, et en déduire
que :

YxE [t}. %] wa(x)=0,

————

3) En déduire I'encadrement pour tout élément

2]
0 -=1:
xde[ 5

L'objet de cette partie est de calculer :

F glx)dx
0

par deux méthodes différentes. Soit ! cette
intégrale.

Premiére méthode ;

2
1) On pose : a=g(§).
Calculer « a 107 prés.

2) En utilisant les représentations graphiques
de la partie A , notamment |la symétrie des
deux nombres par rapport A& la droite
d'équation (y = x) montrer que :

,'=§ a—J; filx)dx.

[ -x
—e

3) Calculer : [ —— dx.

o e*+e*
4) En déduire une valeur approchée de [ en
utilisant la valeur approchée de a.

Deuxieme méthode :

Utiliser I'ensemble trouvé dans fa 3% question
de la partie pour déterminer un encadre-

ment de : ;
r1 (1+x
= In )
02 1—X

Vérifier ainsi la concordance des résultats
obtenus par ces deux méthodes.

DEVOIR 2
Exercice 1

Un match se déroule en trois manches et fait
s¢ rencontrer un joueur A et un joueur B.

1) Le jousur A remporte une manche avec la
probabilite 0,6 si c'est la premiére ou bien s'il
a gagneé la précédente. Par contre il remporte
la manche avec la probabilité 0,4 s'il a perdu
la manche précédente. On appelle événement
élementaire la succession des trois résultats
obtenus par ce jousur.

a) Calculer la probabilité de chacun des évé-
nements élémentaires,
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b) Soit X la variable aléatoire qui & chaque
match associe le nombre de manches gagneées
par le joueur A.
Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire et calculer son  espérance
mathématique?

¢) Le joueur gagne le match s'il remporte au
moins deux manches. Quelle est la probabilité
pour que le joueur A perde le match?

2) Le joueur B remporte une manche avec la
probabilité 0,5 indépendamment des autres
manches.

Soit Y la variable aléatoire qui & chaque match
associe le nombre de manches gagnées par le
joueur B.

a) Quelle est la distribution de cette variable
aléatoire et calculer son  espérance
mathématique?

b) Le joueur gagne un match s'il remporte au
moins deux manches. Quelle est la probabilité
pour que le joueur B gagne le match?

Exercice 2

1) On considére la suite réelle {u,) définie par :
up=a

{ Upe1=U2—2u,+2 (pour nEN).

a) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles
la suite (¥,) est stationnaire,

b) On pose : a=+3.

Calculer : vy, Us, Us, Us.

¢) Montrer que pour tout n, on a:
u,—1>0.

2) On considére la suite réelle (v,) définie pour
tout nombre entier naturel n par:

Vo =192 (Un — 1)

a) Montrer que cette suite est géométrique; en
donner le premier terme et la raison.

b) Exprimer v, en fonction de n; en déduire
une expression de u, en fonction de n.

N.B. Le symbole Ig, désigne la fonction loga-
rithme en base deux.

Probléme

Soit la fonction numérique f de la variable
réelle x définie par :

vxER*, f(x)=2x—|x] In(x?)
1(0)=0.

Il'] a) Ecrire I'expression de f(x) :
pour tout x élément de RZ,
puis pour tout x élément de R;.

b) Calculer lim f(x) et lim f(x).
x—+0 x—-ﬂo
x=0 X

La fonction f est-elle continue au point 07

c¢) f admet-elle une limite lorsque x tend vers
-, lorsque x tend vers +=? (On pourra
mettre x en facteur dans I'expression de f(x).)

d) Calculer la fonction dérivée de f pour tout
x élément de R* et pour tout x élément de R}.
La fonction f est-elle dérivable au point 07

) Donner la tableau de variation de la fonc-
tion £

2) Soit (C) la représentation graphique de la
fonction f, dans un plan P, muni d'un repére
(0, 1, J).

a) Calculer les abscisses des points
d'intersection de (C) avec la droite (Of).

b) Tracer la courbe (C) en prenant pour unite
graphique 4 cm.

[11] Dans tout ce qui suivra on appellera (Cy)
I'arc de la courbe {C), ensemble des points du
plan P dont les coordonnees vérifient :

xeR* y = f{x)

et (C;) I'arc de la courbe (C), ensemble des
points du plan P dont les coordonnees
vérifient :

xER™ y =f(x).

1) On envisage l'application (T) de P dans P
qui a tout point m d'affixe z associe le point
M d'affixe Z tel que ;

F=—p>Z
Z étant le nombre complexe conjugué de z.
a) x, vy, X, Y étant les réels tels que :
Z2=X+IiY.
Déterminer x et y en fonction de X et Y.

b) Si s est la symetrie orthogonale d'axe (OJ),
démontrer que :

z=x+iy et

T=Tos

T* étant une application de P dans P dont on
précisera les éléments.

¢) Démontrer que : T(C)=(Cy).

2) On envisage |'application S de P dans P
qui a tout point m de coordonnées x et y
associe le point M dont les coordonnges X et
Y vérifient :

X=—x e Y=-4x+y.

a) Déterminer I'ensemble des points invariants
par l'application S. Démontrer que, lorsque m
et M sont distincts, la droite (mM) conserve
une direction fixe,

Quelle est la nature de I'application S?
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b) Quel est le transformé, par 8, de I'arc (C4)?
de l'arc (C,)?

[ir] 1) Soit (A) ia droite d'équation : y=2x.
Déterminer les points communs de (C) et (A).
2) a et b étant deux nombres réels tels que :
-1<0<a<1,
calculer par une intégration par parties /, et [,
définie par:
1 a
f,=J. xIn(x)dx et 12=J X In(—x) dx.
a =1

3) Déterminer I'aire s£,{a) de I'ensemble des
points du plan dont les coordonnges (x, y¥)
vérifient :
asxs1
{ 2x=sy=f(x)

'aire A4,(b) de I'ensemble des points du plan
dont les coordonnées (x, y) vérifient :

—-1=x=<ph
2xsy=f(x)
[a et b étant les nambres réels précisés au 2)).
4) Calculer lim s(a) et lim -£4{b).
-0

a—0
a=g0 b0

Comparer les resultats obtenus.

DEVOIR 3

Exercice 1 _
Soit (u,),er la suite numérique définie par :

Ug=
{VHEN Us —2Up1=2n0 +3.
1) a) Trouver un nombre réel b pour que la
suite (v,),en definie par:
v,,=u,,+bl;',"—1,

a I3 F 4 el
soit une suite geometrigue.
b) En déduire que :

1
vneEN u,,=;—2n+1. /

2) Soit S, le nombre réel défini par :
S, =vgtvyt..tVn
a) Calculer 5, en fonction de n.

b) Calculer la plus petite valeur de n pour

que :
S, >1,9999.

3) Soit T, le nombre réel défini par y
To=Uptuy+.. .+ Upn

a) Calculer T, en fonction de n.
b) T, admet-il une limite?

Exercice 2

Soit P le plan muni d'un repére orthonormé

(O, 1, J) et A le point d'affixe 2/

Soit ¢ l'application de P—{A} dans P qui a

un point M de coordonnées (x, y) et d'affixe

z(z =z +iy), associe le point M’ de coordon-

nées (X, Y) et d'affixe Z(Z =X +iY) telle que :
z2+1

z-2i

1) Montrer que tout point de P, sauf un point B
gue I'on précisera, a un antécédent unique par
I'application ¢.

2) Calculer X et Y en fonction de x et y.

3) Quel est I'ensemble Ey, des points M, tels
que Z soit un nombre reel?

4) Quel est I'ensemble E, des points M, tels
que Z ait pour argument g?

5) Représenter E; et E, dans le plan, en
utilisant deux couleurs différentes.

Probléme
Soit f la fonction numérique deéfinie par :
fix}=1—=-x-2In(x).
1) Etudier le sens de variation de f et donner
son tableau de variations.
2) f admet-elle une asymptote oblique lorsque
x tend vers +o?
3) Résoudre I'équation :
xER, 1=x=2In(x)=0.
4) Etudier le signe de f(x) lorsque x est
élément de R}.
Soit g la fonction numérique définie par :
x+In(x)
g(xl=—?—~-

1) Etudier le sens de variation de g et donner
son tableau de variations. {On pourra dans
cette question, utiliser la partie A )

2) Montrer que I'équation :

x€ER;, gi(x)=0;
admet une seule solution dans l'intervalle
[0,1; 1].
Trouver un encadrement de la solution a 107"
prés,

3) Construire (C), la représentation graphique
de la fonction g.
(Unité graphique : 4 cm.)
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4) a) Quelle est la fonction dérivée de la
fonction ;

R: — R
—1—In{x}?
X

X

b) En déduire une primitive de la fonction g
sur 10, +e[.

¢) Calculer l'aire de la partie du plan comprise
entre la courbe (C), I'axe (O/), la droite d'équa-
tion (x =1) et la droite d'équation (x=e).
¢) Soit (U,)sen 12 suite numérique définie
par:
_n+in(n)

ne
1) &) Quel est le sens de variation de cette
suite?

n

b) Est-elle convergente? Si oui, quelle est sa
limite?

Trouver le nombre entier naturel p tel que pour
tout p strictemment supérieur a p

|, | <1072
{on pourra utiliser le fait que :
¥YnelN* In(n)<n).

DEVOIR 4
Exercice 1

1) Trouver trois nombres réels a, b, ¢, vérifiant
pour tout nombre entier naturel n et pour tout
nombre réel positif ¢ :

1 3 at™'+b ¢

+-—.
(" +1) " +1 t
2) Donner une primitive sur 10, +=[ de la
fonction f définie par :
fa(t)

Démontrer que .

2 2n+1)
Lfn(f}dr=ln( Ty

3) Au moyen de la technique d’intégration par
parties calculer :
2 4yn=1
I £ 004l 4y,
i AR

1
T+ 1)

Exercice 2
Soit I'application
¢ : C-{-1, 1} — C

2z
221

2. =

1) Montrer que pour tout nombre réel 6,
élément de J0, w[. le nombre complexe
®lcos @+ 7 sin 8) est imaginaire pur.

Trouver son module et son argument principal.

2) Soit 7 le nombre complexe conjugué de z.

a) Maontrer que :
m_zz(?—n
el T o
b) On pose :
z=x+iy et 2z(Z2-1)=X+i¥
ol X, ¥, X, Y sont des nombres réels.
Calculer X et Y en fonction de x et V.

¢) Le plan est muni d'un repére orthonorme
{0, 1, J).

Trouver l'ensemble des points M du plan,
d'affixe z, tels que ¢{z) soit un nombre
imaginaire pur.

3) Résoudre I'équation :

i

zel, qp(z)=2

Probléme
Soit les deux fonctions

f:R — R
— xZ+1=1In(x)

x
g:R— R
X — —x24+1-In(x).
1} Etudier les limites de f et g.

2) Etudier le sens de variation de f et g et
donner leurs tableaux de variations.

3) Calculer g(1) et donner le signe de f{x) et
gl{x) suivant les valeurs de x appartenant aux
ensembles de définition respectifs de f et g.
Soit les fonctions

F:R— R

In{x)
X — x+

X

G:R— R

In(x)
X F—F —=xH¥——,

1) Etudier le sens de variation des fonctions F
et G et donner leurs tableaux de wvariations.

2) Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O, I, J) (unité graphique : 2 cm) on appelle

(C) la représentation graphique de F et (I
celle de G.

a) Etudier la position relative des courbes (I')
et (C).
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b) Montrer que {C) et (') admettent chacune
une asymptole en +<«, dont on donnera une
équation.

Etudier la position relative de chacune des
courbes par rapport & son asymptote.

¢) Tracer les courbes (C) et (I') dans le méme
repére,

Soit @ un nombre réel appartenant a 10, 1[.
Calculer I'aire A, de I'ensemble des points
M(x, v} tels que :

{ a=sx=1

G{x)=y=F{x)

et calculer: lim A,.

a=--0

2) Soit B un nombre réel strictement supérieur
a 1. Calculer I'aire A; de I'ensemble des points
du plan dont les coordonnées (x, y) vérifient ;
{1$x5ﬁ
-x<y=G(x)

lim Ag

ﬂ4+w

et calculer ;

1} Montrer que F est une bijection d'un
intervalle H vers un intervalle K que l'on
précisera. Donner le tableau de variations de
F~' et représenter F~' dans le méme repére
que précédemment (couleur différente).

Soit (C’) la courbe obtenue.
2) a) Calculer :
2
I F(x)dx.
1

b) Quelle est I'abscisse du point de (C’) dont
I'ordonnée est 27

¢) Utiliser le a) et le b) pour calculer l'aire de
I'ensemble des points M(x, y) du plan dont les
coordonnées verifient :

1
1£x52+§:n{2)

o<y<F~'(x).
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