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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 1

—_——

L’unité de longueur est le centimétre. On munit le plan d’un repére orthonormé direct (O,f:1 ,ez)_

Soit z un nombre complexe et M le point d'affixe z.
1. Déterminer et construire I’ensemb le (4) des points M tels que : |z +4—2 |= |3i-2 |

13
2. lustifier que le point K(-3;—) appartient & (A).
2

- s e b e e s s o wm e owmy

\ 3. Construire le point K.

o—-—-—-—.—._.—.-.—._-h.—.-—-—-c—c_.-.—.—-u—--—-—-—-—-—-—-—--.—.-..._._._._

@ PROBLEME

On considere la fonction f définie sur R par:

2
X

1
fx)=x+1 - — .
2
23x"+1

Soit (C) la courbe représenta-tive de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, 1). Unité : 2 cm.
1. Calculer les limites de fen — o et en +oo .

2. Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif x,

I . 1 1
f(X_)—(—-.:\'.'i-l): —_
2 2 1 2
1+——7— (VX741 +x)
<
3. a) pe . A o !
cmontrer que la droite (A) d’équation y = —x + | est asymptote a (C) en +co.

b) Déterminer Jes positions relatives de (C) et de (4) sur] 0 ; +omo |.

On ad : ) 3
MeL pour la syjte que la droite (A’) d’équationy = — X +1 est asymptote a (C)
2

€N = 0 et que (C) sy au dessus de (A’) sur] - w : 0 [

10
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Avomaths Terminale C 1

@x2424x2 + 1 - x(e2+ 2)
262 + X2 + 1 \

g) Démontrer que pour-loul nombre réel x, (2x2+2)\} x2 +1 >:\'(x2 2).

b) En déduire le sens de variation de f,
¢) Dresser le tableau de variation de .

Démontrer que pour tout nombre réel x, £'(x) =

a) Démontrer que [ est une bijectionde [R sur un intervalle J a déterminer.

b) En déduire que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans R.
¢) Vérifierque: — 077 <a <-0,76.

a) Démontrer que y = X+1 est une équation de la tangente (T) 4 (C) au point d’abscisse 0.
b) Déterminer les positons relatives de (T) et de (C).

a) Onnote (I la courbe représentative de la bijection réciproque de f.
b) Tracer (T),(A),(4%), (C)et (I') dansle repere (O,1,J).

=

11
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DEVOIR N°2

Soit ABC un triangle équilatéral de c6té a.

1. a) Construire le barycentre I des points pondérés (A, 1) ;(B, 1) et (C,—1).
b) Démontrer que le quadrilatére AIBC est un losan ge.

2. Soit (C) I'’ensemble des points M tels que : MA2+MB2 - MC2 =0.

2
a) Calculer IAZ. IB2 et IC™.
b) Déterminer et construire I’ensemble (C).

2 2 22
3. Soit (A) I'ensemble des points M duplan tels que : 2 MA™ -MB™ -MC"=a",

a) Vérifier que B appartient  (A).
b) En déduire puis construire I’ensemble (A). e

@ PROBLEME

Soit f la fonction définie sur [0 ; +o0 [ par:

f(x)=—-6x+( x+9) \/: .
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé direct (O, I, J).
L 'unité graphique est le centimérre.

f(x)

1. a) Calculer la limitedef en + o puis la limite de lorsque x tend vers +w.
X
b) En donner une interprétation graphique.

. f(x)
a) Calculer lim ——
X;‘)O X

!0

b) fest —elle dérivable a droite en 0 ? En déduire une interprétation graphique.

3.  Onsuppose que fest dérivable sur] 0 ; + [ et on note [’ sa dérivée.

a) Développer (\/T-— 1) (\[)i—— 3).

3% - D(Jx -
b) Vérifier que : ¥xe]0 4o [, fi(x) = (fx DO ) .
2Jx

12

LL i E—— = — — e

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

4. a) Déerminer le sens de variation def.
b) Dresser le tableau de variation de f.

5. a) Vérfierque: f'(3) ;—.3(\/5_2).

b) Démontrer quey = 3(\6 ~2)(x-3-2 \E ) est une équation de la tangente (T) ala courbe (C) au
point d’abscisse 3.

6. Soit h la fonction définie sur ]0; +o0 | par: h(x) = f (x) —3( \/5 -2)( x=3 —2«,[{5- )
3(x -3)

3 3 .
Vérifier que : Vxe] 0; + o[, £ *(x) = _2_(J§ - 4+7;) et W= =

7. a) Déterminer le sens de variation de h’.
b) Démontrer que : Vxe| 0 ;+o0 [\ {3}, h’ (x)>0.
¢) En déduire le sens de variation de h.

8. Déterminer les positions relatives de (C) et (T).

9. Construire la tangente (T) et la courbe (C).

13 P
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Avomaths Terminalc C

DEVOIR N° 3 ’

) pa = % : e el R e~ 21t
,Sf)il ABCD un trapéze rectange en C et en D de sens direct tel que : Mes(BD;BA) = —;‘ et AB=BD \:'i

I. 1 )
* ol a est un nombre réel strictement positif. On désigne par O le milieu du segment [AD].

1 1. Faire une figure.
1 2. Construire le point I barycentre des points pondérés (A, 2), (B,— 1),(C,—2) et (D, 4).

! 3. a) Démontrer que le quadrilatére BCDO est un rectangle.
b) Démontrer que le quadrilatére ABDI est un losange.

!
'
I
]
]
I
1
1
1
: 2,2 2 1322
. 4. Justifierque: DA"=32" et AC"=
. 4
1
: 2
L & onde: NIRRT _ 2 02 2 2_9%a
1 3. Ondésigne par (I') I'ensemble des points M tels que : ZMA~ —MB~ -2MC“+ 4MD“=—.
. 2
. 2
1 a)  Vérifier que le point B appartient a I’ensemble (I).
! b) Déterminer puis construire ().
'
' 6. Démontrer que les points A e D appartiennent a (I).
1
' , . ; 2 2 2 2 3a”
v 7. Soit (¥) I'ensemble des points M du plan tels que : MA“ — MB“ — 2MC* + 2MD* = -
. 2
A 2
'\ a) Vérifier que le point A appartient 2 ’ensemble (‘P). /
b) Démontrer que ’ensemble (W) est la droite (Al). 2

@ PROBLEME

Soit f la fonction définie sur R par :
f(x)=(x+2Wx 241 - (x+ 1)2.

On désigne par (Cf ) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé direct (0,1.)).

Toutes les fonctions i '
f 715 Intervenant dans ce probléme sont dérivables sur leurs ensembles de définition.

14
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Avomaths Terminale C

partic A
ied . f(x)
1. a) Calculerla limitedefen —o0 et la limite de —= lorsque x tend vers — oo,
X
b) Donner une interprétation graphique des résultats précédents.
. . i 1
2. Démontrer que ladroite (A) d"équation y = —— est asymptole a (Cf) en +00.
2
3. a) Pourtout nombre réel x, on pose : W(x) = \sz +1 + X. Justifier que : ¥x € R, ¥(x) > 0.
-3
b) Démontrer que pour tout nombre réel x, f'( X )= — .
W)W (x) + 2)Vx 2 +1
c) Déterminer le signede f( x ) suivant les valeurs de x.
4. Déterminer le sens de variation de f puis dresser le tableau de variation de f.
5. Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a (Cf ) au point d’abscisse Oest y=—-x+1.
Partic B

On considére la fonction h définie sur R par: h(x)=f(x)+x—1.

x2(2 x2+l -2x+1)

1. a) Démontrer que pour tout nombre réel x, h '( x ) = 5 5
(1 +\/x +1)Jx +1
b) Démontrer que pour tout nombre réel x, 2\}x2+] -2x+1>0.
¢) Déterminer le sens de variation de la fonction h.
2. a) Calculer h(0) puis démontrer que : VX €] —o0;0f, h(x) <0et X 40; +qq h(x) B.
b) Déterminer les positions de la courbe (Cf ) relativement a la tangente (T) .
3. Tracer (A), (T) et (Cf ) . On prendra 2 centimétres pour unité graphique et \/5 =1,7.
Partie C

On désigne par g la restriction de f a I’intervalle I:O; \E] :

1.

Démontrer que g est une bijection de [0; \[3T :l sur un intervalle a déterminer.

15
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Avomaths Terminale C

_ e isroque de g et H la fonction définie sur [0;1] par:
Onnote g | |a bijection réciprod

-1,
H(\) =(x+ 2) g ()‘) .
Onpose: ¥ = Hog.

2. a) Démontrer que pour tout nombre réel x appartenant a ’intervalle [O; \/37:' () =x 4 %
8 (x)
b) Endéduire la primitive F sur |:0; \/?::| de la fonction g'\V telle que : F(\E) = 2\[5 .

On admet pour la suite que Fest strictement croissante surl’intervalle [0; \/5]

3. Veérfierque F(0)=0 puis dresser le tableau de variation deF.

4. Déterminer une équation de chacune des tangentes a la courbe (CF) de la fonction F aux points
d’abscisses 0 et\[g .

* 5. Tracer lacourbe (Cp) ainsi que les tangentes aux points d’abscisses 0 et \/5 dans le repére (0,1, )

16
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 4

Soit I'équation (E) : (u,v) € ZxZ, u2 —3V2=4_

1. Vérifier que les couples (4,2)et (14,8) sont solutions de I’équation (E).

2. Soit (uo.\'o) une solution de (E) et d = PGCD(uO;VO).

Démontrer que :d = 2.

L | .
,"Soit ABC un triangle équilatéral de cotéa, Iet O les points tels que : .
IC = 2Bl et AO= 3I0.
1. Faire une figure.

!

2. Ecrire O comme barycentre des points A,B et C.
- 3. Endéduire que: z% = E

2 a’ 2 )
4. Retrouver les €galités suivantes : OB =T, OA” = ” 4

5. Justifier que le triange AOC est rectangle en C.

2 2 2 2
6. Onnote () 'ensemble des points M duplan tels : - MA®™ +2 MB” + MC" =a".

a) Vérifier que le point C appartient a I’ensemble ( T").
b) En déduire I’ensemble (I) puis construire (T").

7. La hauteur du triangle AOC issue de C coupe le segment [AO] en un point K. On note (A) I’ensemble

des points M du plan tels que : MA2 + MOZ— 2 MK2= AOZ_ 2 KC?'.

a) Vérifier que C appartient a (A).

‘ b) Démontrer que KA2+ K02 = A02-2 KC2.

i !
"\ c) Démontrerque: M e (A) < (KA + KO) MK =0, ’

—~

e - I 4
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME
9
Soit f la fonction définie sur O ;+ oo| par:
(x -l)zlnx
f(x) = :
X
entative dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0, ] i

On note (C) sa courbe repres

Partie A

Soit g la fonction définie sur ]0 3+ oof par:

x-1
gx) = Inx+ —
Xx+1

1. Démontrer que g est strictement croissante sur 10 s+ oof.

2. Dresser le tableau de variation de g (sans les limites aux bornes).

3. a) Calculer g(1).

b) Démontrerque: Vxe]0;1[, g(x)<0 et Vxe]l;+00 [, g(x)>0.

Partie B
Calculer la limite de f a droite en 0. En donner une interprétation grap hique.

fex) En donner une interprétation graphique.

2. Calculer lim f(x) et lim —= .
X—>+c0 X—+00 X

" ~Dgx)

3. a)Démontrerque:V xe]0;+ [, f'(x)= >
X

b) Déterminer le signe de £’ ( x ) suivant les valeurs de x puis dresser le tableau de variation de f.

4. a) Démontrer que I’équation f(x) = 1 admet une solution unique o .

b) Vérifier que : 2,64<a <2,65 .

¢) Démontrer que : Vxe]O;a [ ,f( x)<let Vxe]a +o [ ,f(x)>1.

S. a) Déterminer une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 1.

b) Déterminer les positions relatives de(C) et de I’axe des abscisses.

18
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Avomaths Terminale C

6. Soit hlafonction définie sur ] 0 ; +oo [ par: h(x)= f (i) .On note (I'" ) sa courbe représentative dans le
X

repere orthonormé direct (O, 1, J).

a) Démontrerque:V xe|0;+ o[, h(x) = - f(x).

b) Construire (C) puis (I') dans le méme repére.

Partic C

Soit ¥ la fonction définie sur ] O;+oo[ \ {1} par:

Inzx 1
+

2 x -1
On note (C ) sa courbe représentative dans le repére (O, I, ).

Y(x) =

¥(x)
. s li
1. a) Calculerles limites de ¥ aux bornes de son ensemble de définition ainsi que X140 X

b) Donner une interprétation graphique de ces résultats.
a) Démontrerque: Vx e 10+ [\ {1}, ¥'(x)= f(x)-1 .
(x - l)2

[

b) Déterminer le signe de W’(x) suivant les valeurs de x.

¢) Dresser le tableau de variation de V.

- 3. a) Démontrer que ¥ (o) > 0.

b) Démontrer que I’équation ¥(x) =0 admet une unique solution j3.
Vérifier que 0,20< <0,21‘.

¢) Construire (C’). Prendrea=2,6 , =02, ¥(a)=1,08.

19
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N°5

1. Calculer 45" .
2. Soit aet bdeuxentiers naturels non nuls. On pose p = PPCM (a ; b) et 3= PGCD (a; b).
2 2
Déterminer les couples (a, b) telsque: | = 367=2022 .
Soxt ABC un triangle équilatéral de coté 2a.
1. Soit H le milieu du segment [AB]. On note D le point tel que AC 2DA
Démontrer que D est le barycentre des points pondérés (B, 3), (H, - -6)et (C,1).
2. Soit les points I et J milieux respectifs des segments [AC] et [BC].
a) Vérifier que : 2HB2 - HD2+H12 —2HJ2= - 232 .
b) Justifier que pourtout point M duplan, 21\‘26 _—_M]—j + Kﬁ—z_Nﬁ = E .
3. Soit (A) I'ensemble des points M tel que : ZMB2 - MD2 +MI2 - ZMJ2 =- 2a2
a) Démontrer que: M € (4) <& AB.HM =0.
b) En déduire puis construire I’ensemble (A ).
, . 2 2 2 2
4. On note (I') 'ensemble des points M tels que : SMB™ —6MH™+MC™=6a".
a) Justifier que H appartient a (I).
b) En déduire puis construire (I).
5. Onnote K I'autre point d’intersection de (I') et de (A).
a) En utilisant la question (4), démontrer que : KH = a \[3— .
\
<. b) Endéduire KH puis la nature du triangle KBA.
N i s s Ti) e wY i} s o s o) s SYEYes i § e S ) , .
20
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

On considére la fonction f définie sur [0 ; +oo [ par:

1
vx €]0;+[,f(x) = Xz(l —Eln X)

f(0)=0

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repere orthonormé direct (O, 1,J).

Unité graphique : 2 cm en abscisse et 1 cm en ordonnée.

Partic A
1. Démontrer que la fonction f est continue en 0.

\ . f(x)
‘2. Calculer \Iino—— . Donner une interprétation graphique de ce résultat.
) X

. f(x)
. culer ,hm f(x) e¢ lim — .D i i i < :
3. CGd X300 e onner une interprétation graphique de ce résultat

4. a) Démontrer que pour tout nombre réel strictement posttif x, f” (x) = x( 5 —Inx) .
b) Déterminer le signe de f’ (X). En déduire le sens de variation de f.
¢) Dresser le tableau de variation de f.
o 2
5, a) Vérfierque:f( e )=0.

b) En déduire que : Vxe ] 0; 62 [,f(x)>0 et Vxe] 62 v+ oo [,f(x) <0.

3e
6. Déterminer une équation de la tangente (T) au point A (\/f—: ;-4— ).

e
7. On considére la fonction h définie sur [0 ; +o0 [ par: h(x) =f(x) — xv/e +—.
4

-a) Démontrer que: V x €] 0+ [\{ \/g },h’(x)<0 et que h’(Jg) =0 (On pourra utiliser les
" variations de la dérivée secondedeh ) .

r"b) Démontrer que : Yxe[ 0; Jg [,h(x)>0 et Vxe]s/t:, +oo[, h(x) < 0.

‘ ¢) Déduire de la question précédente les positions relatives de (T) et de (C). -

8. Construire (C) et (T).

21
u; J
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Avomaths Terminale C

" 3

9, a) Démontrer que I'équation f(x) =1 admet une solution unique o dans [ e : + .
. a)Dc

Vérifier que : 7,1 <@ <72.
b) Calculer f (1)

¢) Démontrer que : V xe[0:1[Ula:+o| f<TetVxell a] (%) >1.

arti

. —f(x)
Soit y lafonction définie sur [0 ;40 [ par: y (x)=1f(x) € :
On note () sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J).

B R e T S

. P(x)
1. a)Calculer lim ——.
x—0 X
>
b) En déduire le coefficient directeur de lademi - tangente a (I') au point O.
. : (x)
2. a)Calculer lim W(x) et lim i
X—>+00 X—+0

b) Donner une interprétation graphique de ce résultat.
3. a) Pourtout nombre réel strictement positif x , exprimer v’ (x) al’aidede f’( x)et f(x).
b) En considérant les réponses aux questions Partie A 5) et 7), déterminer le signe de la dérivée .
¢) Dresser le tableau de variation de y .
d) Pour tout nombre réel strictement positif x, déterminer le signe de I'expression f(x) — y(x)
et les positions relatives des courbes (C) et (I).

4. Construire (I') dans le méme repére que (C).
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 6

Soit z un nombre complexe non imaginaire pure.

2 -2 2 . =2
Onp(ﬁc:a= Z —z »’ b:z +1Zel c= - Z +iz.

On considére les points M, N e P d’affixes respectifs a, b et ¢,

1. Retrouver les résultats suivants :c—a=z (i—z) et b—a = Z_(-Z+1).

2. Justifier que: lc—al =|b-al.

* am g mm s mm s em s mme mmdowm s omma ot

3. Endéduire la nature du triangle MNP.

*" Soit ABC un triangle isocéleen B. | * \

( 1. Déterminer les entiers naturels n pour lesquels les points pondérés (A, -3), (B,2n) et (C, 2—n)
admettent un bary centre que I’on notera G-

On suppose dans la suite de I'exercice que n est supérieur ou égal a 3.
2. Construire G 5

3. SoitJ lepoint du plan telque: AJ =2AB + A_C

i 1 —_— _—— —
Démontrer que : GG - Al et GG i

= -2°%G6__G,.
n+l n(n—l) n+l n n—-1-n

4. Démontrer que les droites (CA) et (C G3 ) sont perpendiculaires.

Exprimer G3 comme point intersection de deux droites puis construire G3.

. 3 1
Justifi : =2 =
ustifier que G506h5(34(}5 et 04(}5 -§G3GS.

R N
" s mm s wm s em s em s mm e s Em T mmoe wm s mmoeommoeme = oem

7. Endéduire la construction de G 4 G6'

23
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

.
gdéfinie sur ] 0 ; +oo[ par:

On considére J]a fonction

2
(x-1 + Inx.

gv="7
X bornes de son ensemble de définition,

1. Déterminer les limites de gaux

Partie B

2
(x* +1)2 = 2x(1- x4

Démontrer que pour tout réel xappartenant 4]0 ; +oo[, g’ (x)=
X(x“ +1)

. . 2
a) Démontrer que pour tout réel x appartenant 4]0 ;+eof, 2x(1~x )<(X2 +1 )2.

b) En déduire le signe de g’ (%)
¢) Dresser le tableau de variation de g.

a) Démontrer que | est I'unique solution de I’équation g(x) = 0.

b) Démontrer que : gX) <0< 0< x<1 et gx)> 0 1.

f(x) = xInx —ln(x2+l) six>0

Soit f la fonction définie sur [ 0;+oo[ par :
f(0)=0

et (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ,1,7J).

(Unité graphique : Icm en abscisse et 2cm en ordonnée)

1.
2.

Etudier la continuité de f en 0.
Démontrer que la courbe (C) admet au point d’abscisse 0 un demi - tangente verticale.

f(x)
Calculer la limitedefen +0 et  lim —= i Stati i
M En donner une interprétation graphique.

a) Démontrer que pour tout réel x appartenant a |0 ; +oof, f”(x)=g x).

b) Déterminer le sens de variation de f.

¢) Dresser le tableau de variation de f.

a) Démontrer que P'équation f( x)=0 admet une unique solution a dans ] 0 ; +oo].
b) Vérifierque : 222 < ¢ < 2,23,

Démontrer que pour tout rée| x appartenant 4] 0 ; 1], - In2 < f(x) < 0

Construire (C) dans le repére (0.1,1). On prendra o =2 22

24
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Avomaths Terminale C

partic €

onnotc F laprimitive de la fonction fsur 10;1] telle que: F(1)=1et H la fonction définie sur| 0 ;1] par:

2 .
H(x) = X (F() +In \/E) st xe ]0:1] et H(0)=0.0nnote () la courbe représentative de H dans (O J J)

1.

En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que pour tout réel x appartenant a ]0 ;1],

0<F(x)<2-x

a) Démontrer que : Vxe]0; 1], xanE(H(x) < x2-x4In Ji),
X

b) Etudier la dérivabilité de la fonction H en 0. Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Démontrer que pour tout réel x appartenant & |0 A1, H' (x) = 2xF(X) +x( xf(x) + In2).

Pour tout réel X appartenant a ] 0 ;1] établir les inégalités suivantes : f(x) < xf(x) et 0 < xf(x) + In2.

a) Démontrer que:Vxe ]0; 1], H" (x)>0.

b) Dresser le tableau de variations de H.

Démontrer que H est une bijection de] 0 ; 1] sur un intervalle J a préciser.
Justifier que H_l est dérivable en l+1n\/z puis calculer ( H_l) i (l+an£ ).

Démontrer qu’une €quation de la tangente (T) & la courbe (') au point d’abscisse | est

y =2x-1 +ln\/_2.-

Construire (T ) ,(I"),ainsi que lacourbe (I'") de H_l dans le repére (O,1,J).

/

25

S ——

. 4

Scanned by CamScanner



L Avomaths Terminale C ﬁ
DEVOIR N° 7

: N
"’ On munit ¢ plan d’un repére orthonormé direct (O, I, J). L ‘unité est le centimérre. \
I On

. 2 _
1 SoitPlcpolynémcdéﬁni par:P(z)=z3 —(4—41\/5)1 +16(1 ‘1‘5)2+64i\/§_

a) Deémontrer u'il existe un nombre complexe imaginaire pur solution de I'équation p (@)=

2
b) Déterminer le nombre complexe a tel que P (2) = (x-a) (2 = 42+ 16) puis résoudre 4

' '!
; I
! E
. |
: ]
| 5
. o1
: équation P(z) = 0. Q'
| oneonsidireA (-2iN3),B@+ 23 ) e C2-2i J3 ) trois points duplan. |
. * l
! a) Vérifier que les points B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 4. é
I . |
| b) Placer avec précision dans le plan les points A, B e G: E
i 3. Onnote G le barycentre des points pondérés (A ;2), (B;-1) et (C:1). !
| . . |
i a) Calculer Paffixe Z; dupoint G puis construire G. :
. b) On note () ensemble des points M tels que : 2MA”™ - +MC“=24. !
% Justifier que O appartient a (I') et en déduire I’ensemble (). |
' !
~._9  Construire(l). e ie e e imi—————— -

1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (a,b) tel que 37a+ 23b=1.

En déduire un couple d’entiers relatifs ( xO , yO) vériﬁant~ (E):37x+ 23y =5.

2
3. Résoudre I’éguation ( E’) : 37x+ 23y = 0.
4

Déterminer toutes les solutions dans Zx7Z de I’équation (E).

@ PROBLEME

Soit f la fonction définie sur IR par:

f(x) = X262X ~ xe”.

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé direct (O, 1, J).

26
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Avomaths Terminale C

partic A

considé"c la fonction g définie sur R par:
On

X
gx) = 2xe” 1.
q Calculer les limites de g en - et en +o,
. \
3. 9) Démontrer que pour tout nombre réel x, g’ (x)=2(x+ 1) er.
b) Déterminer le sens de variation de g.
¢) Dresser le tableau de variation de g,
3. a) Démontrer que I'équation g(x) =0 admet une unique solution a.
b) Vérifier que 035<a<0 36.
4, Démontrer que: VXe J-co o[, g x) <Oet Vxe Jas+of , o x)>0.
Partic B
1. a)Calculer la limites de f en — oo,
b) Interpréter graphiquement ce résultat.
. X
2. a)Calculerles limites de f(x) et de —— lorsque x tend vers +o .
X
b) En'donner une interprétation graphique.
3. a) Démontrer que pour tout nombre réel x, f'(x) =(x+1)g(x)ex.
b) Déterminer le signe de f’ (x) suivant les valeurs de x.
¢) Déterminer le sens de variation de f.
d) Démontrer que f(a ) = —— puis dresser le tableau de variation def.
4. a) Calculer f(0).
b) Démontrer que I’¢équation f(x) = 0 admet une unique solution B dans I’intervalle]ou:+ oof.
¢) Vérifier que: 0,56< [ <0,57.
d) Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
5l

Justifier que la tangente (T) & (C) au point d’abscisse 0 a pour équation y =— x.

27
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Partie C

Avomaths Terminale C

Soit les fonctions s et t définies sur R par:

X X

1.
2.

Calculer s (0) et t(0).

Démontrer que pour tout nombre réel x non nul, s(x) > 0.

Démontrer que pour tout nombre réel X non nul ,t(x) > 0.( on pourra étudier leg variati,
ns de;

Déduire dece qui précéde que pour tout nombre réel X non nul, e _ 1< xe® < ezx

2X
Soit h la fonction. définie sur R par:h(x) = xe

a)
b)
€)
d)

Calculer h (0).

X
- e +1.

Démontrer que pour tout nombre réel x non nul, h(x) >0.

Déterminer les positions relatives de la courbe (C) et de la tangente (T).

Construire (T) et (C). (Unité graphique : 2cm. On prendra a =035 et f=0, 56).

28
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 8

LI T
'-'—'--—.--—.—-—.—-—-—I--—-—n----,
-

‘ A Y
, L .
\-%/' - complexe est rapport€ a un repére orthonormé direct (O, u, v). K
Le
|

- . . . o il == . 1
1l on considere le point A d’affixe i. On note f I'application qui a tout point M d’affixe z distincte de —j

:

'

2

int M* d’affixc z' telleque: z'= iz '

associc le point : 271 :

1. Justifier que le point O est invariant par f. |

5. Quelest le point qui a pour image par f le point A ? !

' I

On suppose dans la suite de I'exercice que z n'est pas un imaginaire. i

. —i(z—i) :

Prouver que: Z'—j=———", .

. 2z —i :

z' Z'—Ii !

b) Endéduireque: — = ———. !

A Z—1 1

4. Démontrer que les points O, A,M et M’ sont cocycliques. !

!

. . . . 5 :

5. a) Déterminer I'affixe du point M’ image par f du poimM(—+3'| ). !

. 2 !

5 3.7 !

'« b) ConstruireM (—+-£i Yet M. K4

", 2

ddésigne le PGCD des entiers naturels non nul aet b. m désignele PPCM deaetb .

‘ a
Onpose:a’=— etb’= —.

d d

1. On cherche tous les couples (a, b) d’entiers naturels vérifiant : a>b, 32 + b2 =801 et m=120.
a) Démontrer que d est un diviseur commun 4 801 et 120. En déduire les valeurs possibles de d.

b) Exprimer (a + b)2 en fonction de m et d.

.
® e o mm s e s mm e e s mm s mme em o omm e

\ Déterminer alors les couples (a, b).
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@ PROBLEME

On considére la fonction f définie sur R par:

X

XX

sixz0

f(x)=

1
On note (C) 1a courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1J).

Unité graphique : 4cm.

Partie A

Soit g la fonction définie sur R par:

K - -X
ax) = (l—x)(ex +e x) -2 .
1. Démontrer que pour tout nombre réel x, g’ (x)= x(l —e2x )e_x.

2. Justifier que g est strictement décroissante sur R.

3. Démontrer que : Vxe ]-o0 ;0[, gx) >0 et Vxe [0;+ [, g(x) <O.

Partie B

1. Démontrer quela fonction f est continue en 0.

2. Démontrer que la fonction f est paire. Interpréter graphiquement ce résultat.
Dans la suite du probléeme, I’ étude de f se fera sur [0+,

3. Calculer xﬂ)[!i]-oo f(x) . Interpréter graphiquement ce résultat.

g(x) .
(ex _ e—x)2

4. a) Démontrer que pour touwt nombre réel X strictement positif, f'(x) =

b) En déduire le sens de variation de f.

30
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Avomaths Terminale C

partic C : Erude de la dérivabilité de f a droite en 0.
.—'—--—-
2

Soit hla fonction définie sur [0 1] par: h(x) = f(x) - I +x
2

1, Esprimerh ‘(x) alaide de f’(x) pour tout nombre x appartenant a]0;1].
7. a) En déduire que pour tout nombre réel x appartenant 10 1), h’ (x)<0.
b) Calculer h(0).

l+x2

3. En déduire que pour tout nombre réel x appartenant 210 :1], h(x) <0 et f(x)<
2

1-x2
< f(x).

On admettra que pour fout nombre réel x appartenant a ] 0 ;1] ,

4. a) Endéduire un encadrement de f(x) pour x appartenant 4] 0 ; 1].
b) Démontrer que f est dérivable a droite en 0. Préciser f'(0)

¢) Interpréer graphiquement ce résultat.

Partie D : Construction de la courbe (C).

1. Enutilisant 4b) Partie C, dresser le tableau de variationde f sur [ 0;+c0 [.

2.- Construire la courbe (C) sur I’ensemble de définition de f.

31
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 9

T .
f‘[,) Détermination de la valeur exacte de cos( —S_u ). \.\
2 '\.
1. Résoudredans R Iéquation (1): 4x™ +2x — 1=0. \
2in
5 T
2. Onpose: Zy =€ 3 ou i est le nombre complexe de module 1 et d’argument —.
1 2 1 2
Démontrer que: (Zg + —)" +24 + —-1=1 +zg+ ZTg+2 g+

%0 %0
s i 5 2 3 4
3. Vérifier que pour tout nombre complexez, z° -1=z-1)(1+z+ z" +z" +z").

i 2 3 4
4. Déduire des questions 2.et3)que 1 +25+ 2 +27 5 +Z = 0.
n - -
5. Démontrer que : cos(—) vérifie I’ équation (1).
5

2r 1445
En déduire que : cOS( —5—) = T

l
I
I
[
|

3 4 |
i
1
|
|
|
|
!
1
|
|
|
|
|
|
|

5
II) Construction des images des solutions de I’équation z~ = /.
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, I, J).

1
1. Placer les points A(1+5i) et B[—;]

2. Lecerclede centre O passant par A coupe la demi — droite [ O ;I) en un point P.

a) Calculer I’affixe du milieu du segment [BP]. .
1

\ b) En déduire la construction du point image de Z sur le cercle trigonométrique puis des images des

\ .I

P s s s s mm e s mw s mm s s s G S M S M M S W 4 W SE S m S SRS TE S Em e em e . e e s -t

32
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! b repartit au hasard 5 pions identiques sur le damier
' .

| d.oontrca raison d’un pion au plus par case.
pélerminer le nombre de répartitions possibles.

\
\

) ]
\ l.
! []
\ | 2 péterminer la probabilité qu’on ait au plus deux

pions par ligne.

.
"-._n—l_l-.-.-

@ PROBLEME

partic A

pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction fn définie par :
f (x)= x(Inx)" six >0
f 0)=0.
On désigne par ( Cn ) la courbe représentative de fn dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

Unité graphique : 4cm.
I

1. a) Calculer la limite de fn en 0 (On pourra poser t =x" ). En déduire que fn est continue en 0.

b) Etudier la dérivabilité de fn en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

. . )
¢) Caluler lim f (x) et _lim
X—>+00 X—>+0

. En donner une interprétation graphique.

-1
2. a) Démontrerque:V ne N*etVxe 10540 ([, f,'(x)=(n +In )()(lm()n .
b) Démontrer que : si n pair et x>1,alors (lnx)n_1 > 0.
- . n-1 d
si npair et 0< x<1 alors (Inx) <0.
¢) Dresser suivant la pafité den,le tableau de variation de fIl .
3. Démontrer que les trois points O, I et A(e ; €) appaitiennent a toutes le courbes (Cn ).
pF

)" (=1 +1n x)
4. a) Justifier que: Vne N*et Vx<0, frl+1 (x) - fh 0= x(Inx) (=1+InXx).

! b) Etudier suivant la parité de n, les positions relatives de ( Cn+1 ) et de ( Ch).

33
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Avomaths Terminale C

n 2c), les tableaux de variation de fonctions fl et f

5, a) Déduire de 12 questio 7
. = : : 3
b Deémontrer que I"équation f‘l (x) =1admet une solution unique « dans | 5 2.
i ‘ f I si
¢) Justifier que: f| (x) <l si X€ | '2‘41[ et f (x)>Isixela;2]
6. Construire les courbes ( Cl ) et (C2 ) dans le méme repere.
Partic B: Recherche d'une valeur approchée de o .
(3 o3 | +x
i <ion définic sur I'intervalle I = — 2] par. X) = .
Soit g la fonction de 5 [+ Inx
1. a) Démontrer que: g(a)=a
r] (x)-1
b) On suppose que g est dérivable sur 1. Démontrerque: V x € I, g7 (x) = — .
X(1 +Inx)
¢) Enutilisant le résultat de la question (5c)PartieA, dresser le tableau de variation de g.
d) Endéduireque g(1)cl.
2. Démontrer les inélités suivantes .
3 2 3 3 2
a) vxel|fj-11s1-f) (et x(+Inx)"2 (X 1+In( =) ~.
Z 2 2
b) Endéduireque:V xel, lg” (x)|<0,13.
3. Enutilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que :
vxel,le-al<0.,13]x-al.
4. On considére la suite U définie par : U0 =2et Vne N, Un+l =g( Un ).
a) Démontrer par récurrence que : V n e N, Un el.
b) Démontrerque: ¥ ne N, | Un+l ~al2013] Uy —al.
5. a) Démontrer par récurrence que : Vn e N, | Ujy-a |g_l_(0,|3) n
2
b) Etudier la convergence de la suite U.
6. a) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que Up soit une valeur approchée de a au centiéme pe

b) Calculer U p-

34
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N- 19

Soit A et B deux points distincts duplan.

1. Construire 'ensemble (') des points M tels que : Mes(m.m) i

. 2 . 4
2. Soit Fun point de (I") et le point Dtel que le triangle BDF soit équilatéral de sens direct.

Déduire de ce qui précéde une mesure de I'angle orienté (;\_l;; Eﬁ),

n, .4 . — = .

% 'Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct ( O, U, V,). (Unité : lcm). \
Soit 2 un nombre complexe non nul tel que |al=r. On considére les points A et B d’affixes \'\
respectives a et —a. Onposea= o + i} avec o et B des nombres réels non nuls. On note C le point 1
d’intersection de la médiatrice du segment [AB] et de la droite d’équationy = -« . i

. ]
, . _ a s
1. a) Démontrer qu'une équation de la médiatrice de [AB] esty=-—X. !
'
b) Prouver que I'affixe du point C est - ia. '
2. Démontrer que le triangle ABC est rectange isocéle en C. :
|
3. Onnote ( I') le cercle circonscrit au triangle ABC. |
Démontrer que ( ") est le cercle de centre O et de rayon r. l
On considére I'application f qui 4 tout point M de (') d’affixe z différent de ia associe le point N !
I
(1 + i)z% —iaz+ia® i
d’affixe z’ telque: z’= - I
ai—-z ;
4. Déterminer les images parf des points A et C. i
I
S. Etablir que: z’—a=—(1 + i)z ;
6. On note (W) I'ensemble des points Ntels que: |z’ —alk=|( 1+ i )z . l
1
g a) Justifier que le point C appartient & I’ensemble (*P). :
b) Déterminer I’ensemble ( V). i}
v 7. Pour a=1- 3i, construire les points A, B et C puis les ensembles (I") et (\¥). K
. 7/
\.\. ; ’ _I‘
35
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

mérique a variable réelle définie par : f(x) = =

Soit f la fonction nu —
l - xe

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (O.1J) . ( Uni v

Partie A

Soit g la fonction définie sur R par:gx)=1-x e

v Y foy A —X
1. Démontrerque: VX € <. £ (x) =(x-1) ¢
2. Déterminer le sens de variation de g puis. dresser le tableau de variation de g ( sans les |imjq
Ies au:‘

bornes ) -
3. Démontrer que: VX € R, gx>0.

Partic B

1. Démontrer que I'enscmble de définition de f est R .
Calculer la limite de fen— o et en+oo . En donner une interprétation graphique.

(1-x)e
xX.2

)_.

variation de f puis dresser le tableau de variation de f.

3. a) Démontrer que: VX€ R, f’(x)= —
. (1-xe

b) Déterminer le sens de
Démontrer qu’une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 0 esty = x+1.

4. a)
(x+1—-eX)xe
b) Démontrer que : VX € R, f(x)—x—1= =
: 1—xe

¢) Déterminer le signe de la fonction h telle due . h(x) = x+1 et

d) Déduire de la question précédente les positions relatives de (C) et de (T).
5, Construire (T) et (C).
Partie C

Soit x un nombre réel élément de I'intervalle ] 0 1[.

n-l 1 _kx —X i -1 =(n-1)x
v n e N*, on pose: f (X) = I\Zoxl‘e KX _ ] 1xe +xze X e (n-Lx.
1. Justifierque: 0< xe <l
36
R
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Avomaths Terminale C

‘ne—nx

9, a) Démontrer que:V ne N*, fn M= f(x)~ - _

.( ' 1-xe ’

b) Endéduireque: Vne N* [ (x)<[(x).
3. Démontrer que lasuite (Fj, (X)) est strictement croissante.

4. Endéduire quelasuite (Fy, (x)) converge et déterminer sa limite.

e

1t

37
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Avomaths Terminale C ‘
DEVOIR N° 11

Justifier que les racines cubiquesde I sont | ,j et j.

mbre complexe A.

Démontrer que les racines cubiques de A sonl a ,aj et aj.

1
'

I

1

!

' 9. Soit aune racine cubique duno
'

1

: s W3 242
73 Vérifier que : (1+i)” =—2+21.
I

\ 4, Déduiredece qui précéde sous leurs formes algébriques, les solutions de I’équation 23_. -2 4 21

E /" Dansle plan orienté on considére le triangle ABC direct. |
1. Construire les triangles équilatéraux directs A'CB, B'AC et C'BA et leurs centres respectifs F,G \

_ . 2n 2n 2
et H. Considérons les rotations suivantes : rl = r(F,—), r2 =r(G,—)et r3= r(H,—).
3 3 3

2. Soit latransformation plane f= [j 0 [0 I3.

a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I} oI, puis la nature de I’application f. .

¢) Endéduireque: f= I; (ol I estlidentité duplan).
3. Déduire de la question précédente Ja nature et les éléments caractéristiques de I of3.

I

|

|

|

|

:

b) Déterminer f (B). I'
|

l

4, Soit Slasymétrie orthogonale d’axe (GH). :
a) Caractériser les droites ( Dl )et( D2 ) telles que : Ty = S(Dl )OS et Iy = SOS(DZ). :

:

b) En déduire que les droites ( Dl ) et ( D2 ) se coupent en F.
I

\ 5. Justifier que ( D] ) est la droite (FG) et que ( D2 ) est la droite (FH). I
\ /
6. Démontrer que le triangle G H F est équilatéral direct. o

-
- P
e i B e e i
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

partieA

Soit gla fonction définie sur |0; +oo [ par :

gx) = x(1- 32) +1-2Inx.
1. Déterminer les limites de gen 0 et en +oo.
(x + l)(—3X2 +3x -2)

X

5. a) Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif, g * (x) =

b) Démontrer que g est strictement décroissante.

3. a) Démontrer que I'équation g(x) =0 admet une unique solution o dans |1 ;+ < [.
b) Démontrer que: Vxe] 0 ;a [,g(x)>0 et Vxe]a ;+oo|, g(x) <O0.

partie B

Soit fla fonction définie sur]0 ;4o [ par:

1 Inx 2
f= —(——(x=-1)7).

X X
onnote (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, I,J). (Unité : I cm).
1. Calculerla limite de fen Oet en +oo.

Inx —
2. a) Vérifier que : Vxe] 0+ [, f(x)= —x+2 + n_xz—x
X

b) Démontrer que la droite (A) d’équation y =-x+2 est asymptote a (C) en + .
g(x)

3. a) Démontrer que pour tout nombre réel x strictement postif, £’(x)= 3
- X

b) Déterminer le signe de f* puis dresser le tableau de variation de f.
4. a) Vérifier que 1 est solution de I’équation f(x) = 0 puis justifier que f (a) > 0.
b) Démontrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution 3 dans [a ;+ o [.

Partie C
Soit hla fonction définiesur]0;+ | par: h(x)= Inx — X.

1. a) Dresser le tableau de variation de h.

b) Démontrer que pour tout nombre réel strictement paositif, h(x) <0.
¢) Déterminer les positions relatives de (C) et (A).
2. Construire (A) et (C). On prendra a = 14etp=1.8.
9
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Avomaths Terminale C

Partic D

Soit A un nombre réel st

rictement supéricura 1.On désigne par A() I’aire en sz dela
. m'
ddimitée par les droites X=, Partie dy p),,

x=A, (A et la courbe (C).

At —Int
1. Justifier que: A ()= {—T—dt
t
. . : Inx
2. Calculer la dérivée de la fonction k définie sur 10 :+oo[ par: k(x) = —.
X

InA
3. Démontrer que: A (M) = T+lnl +x—1.

4. Déterminerla limite de A (A) lorsque Atend vers + oo.

40
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 12

'S
/ i est le nombre complexe de module 1 et d’argument I I
1 .
- 2 '
I
i 1. a) Calculer l+i+i2+i3, :
l .
I b) Calculer i4 puis ilm. '
I 1
|
| 100 100 !
| 2. Endeduie 3 it o0 ¥ K = l4i4ile. 400 !
.‘ k=0 k:O .’

.. . . A
; Soit FAB et JAB deux triangles isocéles respectivement en F et en J tels que : \

e 2 T
Mes(FA,FB) =—? et Mes (JA,JB) =—2£.

3

Onnote : (C; ) le cercle de centre F passant par A e B.

2 ( C2 ) le cercle de centre J passant par A et B.

1. Faire une figure que I’on complétera au fur et 3 mesure.
2. Démontrer que les triangles AFJ et FBJ sont équilatéraux de sens direct.

T
3. Onnoterlarotation de centre A et d’angle — et s la symétrie orthogonale d’axe (AB).
3

On pose : f = sor.
a) Justifier quele point F est invariant par f.
b) Expliciter I'application f.

4, Ladroite (AF) recoupe le cercle (Cl) en un point M et la droite (AJ) recoupe le cercle (Cz)en un point N.
a) Démontrer que N est I'image-de M par larotation r puis, queM est I'image de N pars.

1
|
i
i
i
|
i
i
I
|
i
i
|
i
1
i
|
g

b) Démontrer que les points M, B et N sont alignés. ‘I

5. On désigne par t latranslation de vecteur FJ. Ladroite passant par A et paralléle a la droite (MN) |

recoupe le cercle (C2 ) en un point P. Démontrer que I'image du M par t est B et que I'image A part estl:.'.

'\6. Démontrer que les droites (MP), (AB) et (FJ) sont concourantes. | K
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME
#

Soit f la fonction définic sur R par:

X

f(x) = .
e +1

On note (C) sacourbe représentative dans lc plan muni d’un repére orthonormé (O, I, .

(Unité graphique : Icm).
Partic A

, b
Soit g la fonction définic sur Rpar:gx)= € +Xx+1.
1. Calculer les limites de gen — o0 el en +0o0 .
2. Déterminer le sens de variations de g.

3. a) Démontrer que I"équation g(X) = 0 admet une unique solution «.

b) Vc’riﬁerquc:—l,28<a<-—l.27.
4. Démontrer que:Vxe]-o;a [, g(X) <Qet Vxe]a :+o [, g(x)>0.

Partic B
1. a) Calculerla limitedef en —oo.

b) En donner une interprétation graphique.

¢) Calculer lalimite de f en +oo.
2. a) Démontrer que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a (C) en +oo.

b) Déterminer les positions relatives de (C) et de (A).

¢) Justifierque: f(a ) =a + 1.
e"g(x)
3. a) Démontrer que pour tout nombre réel x, f’ (X)= ———— -
(e” +1)”
b) Dresser le tableau de variation de f.
4. Calculer f (0). Démontrer que: Vxe] - ;0[, f(x) <0 et Vxe|0;+m ][, f(x)>0.

Construire la courbe (A) et (C).

42
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Avomaths Terminale C

partic C

X
Soit F la fonction définie sur R par: F(x)= [ f(t)dt.
0

1.

Détermination de la limite de F en + o,
t

a) Démontrerque: Vit €|0;+o |, — < f(t).
2

b) En déduire lalimite de F(x) puis celle de A

lorsque x tend vers +0o0.
X

¢) Donner une interprétation graphique des résultats précédents.

Détermination de la limite de F(x) en — co.

X
Pour tout nombre réel x négatif, on pose : y (x) = I le[dl.

a) Justifier que: y (x)= (x —1)e™ +1.
t

te 1 1 Y(x
b) Démontrer que : Vte[x 0], X <f(t) < —t et En déduire que : —y(x) SF(X)s — ®) .
e +1 2 2 e +1

¢) Onadmet que F admet une limite finie Len —oo.
Démontrerque: —<L<1.
a) Déterminer ladérivée F * de F. En déduire le sens de variation de F.

b) Dresser le tableau de variation de F

Donner I’allure de la représentation graphique ( I') de F dans le méme repére orthonormé (O, 1, J).
On prendra : L=0,75 .

43
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 13

! Soit ABC un triange rectangle isocéle cn B et de sens direct tel que : AB = a. -
On note K le point de [AC] tel que le triangle ABK est isocéle en A .On considére la similitude directe Sde -
centre K qui transforme B en C.

Sn
2. Démontrer que I'angle de la similitude S est —.

8

\
: I
' |
! I
! 1. Faire une figure. i
: i
: I
1

I
1

)

_f' Son OAB un lnangle rectangle isocele en O de sens direct et C un point de la demi - droite [OB)\

’ distinct de B. On note Fle milieu du segment [BC]. Les médiatrices des segments [AB] et [AC) '\_
se coupent en un point L. \

1. Faire une figure que I’on complétera au fur et A mesure.
2. Justifier que la droite (IF) est la médiatrice de [BC].
3. a) Justifier que le triangle IFO est rectangle isocéle en F et de sens direct.

b) Démontrer que : (E,E) =2(E,B).

F T
¢) En déduire que une mesure de ’angle orienté (IC;IA) est —.
2
4. Démontrer que les points O,A, I et C appartiennent a un méme cercle () dont on notera J le centre.
n 19 I8
5. Onnote ry = r(J, —2—) » TF= r (F, 5) et In= (O, —E). Soit le point K milieu du segment [OC]
On considére les applications f, g et h telles que : f = [ofy, g=Tjorget h =fog

a) Démontrer que f est la translation de vecteur BI.
b) Démontrer que g est la symétrie centrale de centre K.

6. En déduire que h est une symétrie centrale.

7. Laparalléle a la droite (OC) passant par I recoupe le cercle (T') en un point P.

-_.-.—-.—--—.n.—.—._.-.—.-.-.—.-.—-—-—-—--q._
_l-I_.-l_l_l—-q'--._l_l‘l—l—‘—.|-.-l-._.-l

a) Démontrer que le point P est I'image de O par la rotation -
. b) En déduire I'image de O par f. 7

s, ¢)  Déterminer I'image du point C par I'application h. En déduire le centre de h. o

T T s mm e s e s mm s e s wm v mm s e s s W 4 w4 s mm 4 e s mm s wm P S Em S M 6 = e s mm e e s mm s mm n "
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

On considére la fonction f définie sur R par:

2
X

ex—l

f(0) = 0.

six#0

f(x) =

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, L ).

Partic A

1. Démontrer que f est continue en 0.

2. Démont=- quele coefficient directeur de |a tangente 4 (C) au point O est |,

f(x
3. a) Calculer lim f(x) o lim —(—\2

b) En déduire |a nature de la branche infinie de (C) en — oo,
- ¢) Justifier que la droijte (OI) est asymptote a (C) en + oo,

—-X X
—X(2e "+x-2)e
4. Démontrer que pour tout nombre réej non nul, f’(x) = X > .
(e” -1)

5. Soithla fonction définje sur R par:h(x)=2 e X +Xx-2.
a) Calculer les limites de h en —go et en+aw .

b) Déterminer le sens de variation de b Puis dresser son tableay de variation.

d) Vérifier que : 159 <a <160

¢) Démontrer que:f(a)=q R-a) et dresser le tableay de variation def.

-1
d) Déterminer une valeur approchée de f(a)all prés.
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Avomaths Terminale C

7. Soit g lafonction définic sur R par:
xzcx _
X sixz0etg(0)=0.

gx) =

l1-e
On note (I) la courbe de gdans le repére orthonormé (O, I.D).

Démontrer que les courbes (C) et (I) sont sy métriques par rapport 2 I'axe des ordonnées.

8. Construire les courbes (C) et (I') dans le méme repere (O, 1, .

Partic B :
1 X"
Pour tou entier naturel n supérieur ou égal a2, on pose : In= X _ dx.
In2e -

1. Démontrer que lasuite ( I} ) est décroissante.

2. Démontrer que la suite ( I} ) est convergente.
3. a) Démontrer que pour tout entier naturel supérieur ot égal 42, et pour tout X app artenant a I'intervalle

X X n
[In2 ;1] que: < <X
€

- (n2)™*! 1—(n2)™*!
< In < .

b) Déduire de ce qui précéde que <
(e —1)(n+1) n+1

4. Déterminer la limite de la suite ( I ).

46
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 14

Soit KDCE un carré de sens direct, les points F, B ¢ A sont les milieux respectifs des segments
[KD], [CE] et [FB].

On note S la similitude directe telle que : S(A) = K et S(B) =D.

1. Faire une figure.

2. Démontrer que le rapport de Sest 2.

3. Démontrer que I'angle de S est -E.
) 2

4. Onnote Q le centre de S. Déterminer puis placer € (On justifiera que F n’est pas le centre de S)

PGCD(a;b) =13

Résoudre dans N2 le systéme (S) :
a+b=195.

-
s W S WE P W s wm s W S e s S S MM § R S mm s M s mm s mm s mm ) Em S D e Em Y N s M s mm s M S EE S MmO WE R ER S e Em S ED e em o e f oS e R s

@ PROBLEME (Extrait Bac 2007, Série C)

On considére la fonction numérique f dérivable et définie sur I’intervalle] -1 ; 1[ par:

. 1 I+x
f(x) = —ln( )
2 1-x

On note (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, 1, J). (Unité graphique 2cm).

Partie A

1. a)Calculerles limitesdefen —1et en 1.
b) Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

1
* 2. a) Démontrerque: Vxel-1;1[,f’(x) = 5

I-x
b) En déduire le tableau de variation de f.

c) Dét.cnniner une équation de la tangente (T) & (C) au point d’abscisse 0.

47
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Avomaths Terminale C

Soit g la fonction de R vers R définie par : g(x) = f(x) — x.
a) Déterminer le sens de variation de g.

b) Calculer g(0)eten déduire le signe de g x) suivant le valeurs de x.
¢) Déerminer les positions de (C) par rapporté ().

Tracer dans le méme repeére (C) et (T).

a) Démontrer que f est une bijectionde |-1 ;1 [ sur R.

— : -1
b) Onnote f L la bijection réciproque de fet (C’)lacourbereprésentativede f ~dansle repére

(0, 1, J). Construire (C").
e2y -1

¢) Démontrer que : Vy e R, (f—l)(y)z oy
e " +1

Partie B

Soit @ uneprimitive de f—l sur R. (On ne cherchera pas a déterminer @(x)).

2.

a) Démontrer que ®of est une primitive de la fonction X = xf” (x) sur]-1;1].

b) Démontrer que pour tous éléments aet bde J-1;1[.

£
[ £ (t)dt = Dof (b) — Dof (a).
f(a)

f® , b
¢) Endéduireque: [ f (t)dt= [ '(t)dt.
f(a) a

d) Démontrer que pour tout élément x de ]-1;1[
f(x) X

| f—l(t)dt = [ f '(t)dt (On pourra utiliser BI —c).
0 0
a) Démontrer que pour tout élément x de |-1;1[.

X ' 1 2

({ tf '(t)dt = Eln(l —X7) (On pourra utiliser A2 — a).
b)  En déduire que pour tout élément y de R,
) S |

y
[t wdt=tn 0,
0 2

48
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Avomaths Terminale C

Soit A I'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C’) de f~ l et les droites d'équations x =0 et

x= 1. Calculer A en unité d’aire.
a) Hachurer sur le graphique, I’ensemble D des points dont les coordonnées (X 1Y) vérifient :

0<x<1;0<y=<l f"l(x)s y <f(x).

b) Calculer I'airede D en cm2.

49
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Avomaths Terminale C
f A
|

DEVOIR N° 15

. -y s o s wm e 4 e s Em s f R 4 RS e s = v oEm e m s ome s 3
- - e e oy
* -,
-,
-

n 2 L)
. 17x 3" - 4 estdivisible par13? , "
Quels sont les entiers naturelsn pour lesquels p i

" (Extrait Bac 2007 Série C). N

A
\
. \

— —

Crectangeen B tel que : AB=5cmet Mes(AB,AC) =

w | A

," On considere le triangle AB

Soit E le milieu du segment [AC].
1. a) Construire le triangle ABC.

b) Démontrer qu'il existe une rotation r qui transforme B en Cet AenE.
¢) Déterminer I'angle de la rotation r

d) Construire son centre O

2. Soit Slasimilitude de centre O qui transforme B en E et J le centre du cercle circonscrit au triange
OAE.
a) Déeminer I'angle et le rapport de S.

b) Démontrer que:S(A)=1.

—_—

3. Soit k un nombre réel non nul, M et M deux points duplan tels que : AM = kAB et EM'=KEC.

a) Construire les pointsM et M’ pour k= —.

b) Démontrer que M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients respectifs (k — 1) e
(- k).
¢)  Démontrer que r(M) =M’ et en déduire que le triangle OMM * est équilatéral.

]
'
1
I
I
I
|
'
'
i
i
I
I
'
]
i
'
i
I
]
;
! d) Démontrer que les points O, A,M et M’ sont cocy cligues.
1
1

[
i
|
|
i
|
|
i
i
I
i
i
|
1
I
i
i
1
I
!
I
I

i
: 4. Soit N le centre du cercle circonscrit au triangle OMM . :

N\ a) Démontrer que:S(M) =N. y

\
N P) Déterminer I'ensemble des points N lorsque M décrit la droite (AB). 4

.
- -
SEm o mm s mm e e owm
..-—-—---—-—.---—c—--.—-—-—-—-
— mm ot mm s e e ome e ommoy o
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME
I

Soit f la fonction définie sur R par: < fxy = (x — 1)e x| G x =0
f(0) = 0.

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (0, 1,J).

Partie A

Démontrer que la fonction f est continue en 0.

Démontrer que la fonction f est dérivable en 0. En déduire le nombre dérivé de f en 0.

Calculer les limites de f en — o et en +m.

&SdNn—-

a) Démontrer que la droite (A) d’équation y =x est asymptote & (C) en —co.
b) Démontrer que la droite (A’) d’équation y = x — 2 est asymptote a (C) en +oo.

5. Démontrer que pour tout nombre réel non nul x, (I— x)ex -1<0.

. e —X -X
6. En déduire que: Vxe R*, e X x=1>0 et que: Vxe]0;+0 [, €  + x=-1>x(e " -1).

7. Enutilisant la question 5) déterminer les positions relatives de (C) et (A) sur J- o ;0[.

8. Justifier que:

a) Pour tout nombre réel x, (I _x)e—?( -1+2x = (e—x +X ---I)—(xe—-X -X).

b) Pour tout nombre réel x strictement positif, (1- x)c—x -1+2x >0.

¢) En déduire les positions relatives de (C) et (A”) sur J0 ; +co [.

9. Démontrer que :

2 |
XT-x+1 ¢
Vxel-o0;0[,f(x)= —75 ¢
X
x2+x—l ;]5
Vxel0;+o [, ()= —73 e,
X

10. a) Déterminer le sens de variation de f.

b) Dresserle tableau de variation de f.
11. Construire (C)et (A)et (A’). Onprendra 2 centimétres pour unité graphique.

51
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Avomaths Terminale C

Partic B
-1 1
Soit A un nombre réel appartenant A I'intervalle] - 1 ;0 [. On pose: T(A) = { (2t-1)etdt.

" 1

1. Justifier que: ){f‘(l)d[ = —E—(l—l)ex.
e

En utilisant une intégration par partie. Démontrer que :

-1 3 1
){f'(l)dl= “Zea2oa+ et ¢ T(M).
€

3. En déduire T(L).

4. Calculerla limite de T(A) lorsque A tend vers 0.

52
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 16

s’ R
] i
i Soit p et q deux entiers relatifs premiers entre cux et n un entier naturel supérieur ou égal a 2. I
I I
. n . )
t 1. Démontrer que p et q sont premiers entre eux. !
: n o :
1 2. FEndéduireque p et q sontpremiers entre eux. I
' 3. Application : Justifier que 59319 et 456533 sont premiers entre eux. ,-'

o...._._.—.-...—-—-—-—-—-—v—-—-—--.—.-.-.—.-._...-—-—-—.—._._.—.—.—-—n—-—.—-—'

’.’Soil A et B deux points distincts du plan,I le milieu du segment [AB] et C le point tel que Ietriangl?:-\.
/ . | 2n o :
AIC soit équilatéral de sens direct. On considére les rotations Ig = r(B;—) et -= r(C :j;-)-

3

-

Soit F=rg (1), J le point d’intersection des droites (IC) et (AF) o P= (g )_l .

1. Faire une figure.

: 2n
2. Démontrer que B est I'image de C par la rotation I de centre 1 et d’angle —-3—.

]

!

i

|

i

i

i

!

E 3. a) Déterminer la nature de B orI.DéLerminer go I'I( I') et Tgo rI(C).
! b) Démontrer quele quadrilatére FBCl est un parallélogramme.

E 4. Justifier que le point J est le milieu du segment [AF].
I

I

|

i

I

I

|

I

i.

Déterminer la nature de I’application rgofc . Déterminer g oI~ (A).
En déduire I’élément caractéristique de rgofc-

6. Démontrer que: I~ (J) =P.

7. a) Démontrer que ladroite (BC) est la médiatrice du segment [ PJ].
b) Démontrer que le triangle BCJ est rectangle en J.

— o e s e s e b e s M S me h G d M d G § e S M f e 8 e 4 S s M W s § o G 4w s e

3 8. Prouver que:2( BJ ,BP) = 2(ClJ, CP). ;
\ 9. Soit O lemilieu du segment [BC]. i
‘. Démontrer que O est le centre du cercle circonscrit au triangle JPC. ’.’
~ -
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

Pour towt entier naturel n supérieur ou égal & 2, on considére la fonction fn dérivable sur son ensemble de
a5 . n
définition et définie par: f; ()= In(1-x").

On note (C,, ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).
Partic A

1. Déterminer suivant les valeurs de n 'ensemble de définition de Dn de fn )

2. a) Déterminer la limite de fn enl.

b) Donner une interprétation graphique du résultat.

. : . fh(x
3. a)Calculerlorsque nest impair _lim f (x) et lim n () .

b) En donner une interprétation graphique.

4. Démontrer que lorsque n est impair les courbes ( Cn ) passent par deux points dont en précisera les
coordonnées.

5. Déterminer les positions relatives des courbes (C2p+l yet (C 3 ) ol p est un entier naturel.

2p+
6. Pourn impair:

a) Déterminer le signe de f; '(X) suivant les valeurs de x.
b) Dresser le tableau de variation de f.

7. Construire les courbes (C; ) et (CS ). (Unité graphique : 2 cm).
Partie B

1. a) Déterminer le signe de f2 '(x) suivant les valeurs de x.
b) Déterminer le sens de variation de f2.
¢) Dresser le tableau de variation de fZ'

2. Construire (C2 ).

3. Onnote gla restriction de f2 alo;1].

Démontrer que g est une bijectionde [0 ;1 [ sur |- ;0.
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4. On désigne par g_] la réciproque de g et on note ( C2 ') sa courbe représentative dans le repére
(0,1,1).

a) Démontrerque: Vyel-o:0], g_l(y)= \/|_ey.

b) Endéduire (g_] )'(y) pour tout nombre réel strictement négatif y.

Partic C

Soit h lafonction définie sur [0;%[ par: h(x)=-2tan(x)

1. Soitu la fonction définie sur IO;%[ par: u(X) = cosx.

N T u'(x) |1
a) Vérifier que : VX €[0;—|, = —h(x).
2 u(x) 2

b) En déduire la primitive H de la fonction h sur IO;;[ telle que : H (0) = 0.
2. Démontrer que H est une bijection de ]0;%| sur |—o0;0].

. . N
3. Onadmet que lafonction Sinus notée sin réalise une bijection de [013[ sur [0;1[ et que:

- - 1 1
vx €01, (sin ])‘(x) = ! 5 Démontrer que: VX €]—:0[.(H I)'(Jac) = ~ 3= l
I-x s

€

On remarquera que : VX € [0;~;—I|'.H{x) =g(sin x)).
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 17

. — S R RIS . — . — . — - — . =« ¢ ekt e e e e s -

.’ - .\

) :
\

. ] 2 '
On considére I'équation (E), x~ — Syz = | ol les inconnues X et y sont des entiers strictement pasitifs.

1. Dans cette question, on suppase que (,\'0, yo) est une solution de (E).
a) Démontrer que Xg e Yp sont premiers entre eux.
b) Prouver que Xp €t ¥p n’ont pas la méme parité.

2. Démontrer qu'il existe un entier k tel que : Xg =5k+1 ou X0 =5k -1.

3. a) Calculer l+5y2 pour 1<y <4,

_’. Soit A et B deux points distincts du plan. On note O le milieu de [AB]. On désigne par S la similitude de
2n
centre O, de rapport 2 et d’angle — . Onpose: C=S(B),K=S(A) et F=S5(C).
3

Faire une figure 4 compléter par la suite.

Démontrer que ABC est un triangle rectangle en A.

1

2

3. En déduire la nature du triangle KCF.

4. Soit1etJ les milieux respectifs des segments [BC] et [CF].

n
On note Sl la similitude de centre I, derapport 2 e d’angle ? et P= 5;(0).

—_— —

a) Démontrer que : _]_F-z I[P et que JI =PB.

b) Démontrer en utilisant la question 2) que le triangle BCP est rectangle en B.

¢) Prouver que P est le milieu du segment [FB].

5. a) Déduire de laquestion 4) la nature du quadrilatére JPBI.

! b) Déterminer la nature du triangle JBC.

-\ . Y - ) .. )
’ . ints F. K C appartiennent a un méme cercle que I'on precisera.
¢) Démontrer que les points F. K,Bet Capp -
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@ PROBLEME

Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction fn de R vers R définie par:
fn (x)= In( XZ +n + X).

On désignera par ( C|; ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1. J). (Unité : 1 cm).

Partie A

1. Démontrer que I'ensemble de définition de ) est R.

. : e : : :
2. a) Calculer la limite de fn en +o et lim -2 . En donner une interprétation graphique.
K=+ x

. . Ih(x)
b) Calculer la limite de fn en —» el lim
X—>—0 X

. En donner une interprétation graphique.

3. a) Démontrer que pour toul nombre réel X, fn )=

(8]

X +n

b) Déterminer le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.

I-n
4. Caleuler f; (—).
2

5. Déterminer une équation delatangente ( Ty ) a(C}y ) au point d’abscisse 0.

Inn

X
6. Soit hn la fonction définie sur R par: hn (x) = fn (x)—(:]n— + T)_

a) Démontrer que la fonction hy; est strictement décroissante sur R.
b) Calculer h; (0). En déduire les positions relatives de ( Tyree(Ch).

7. Déterminer les positions relatives des courbes ( Cn ) et (Cn-i—l ).

8. Démontrer que la fonction f, estune bijectionde R vers un intervalle a préciser.
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Partie B

1. Démontrer que f] est impaire. En donner une interprétation graphique.

X =X
_ - ¢ —e
2. Onnote f, '1a bijection réciproque de f] . Démontrer que pour tout réel x, fj ~ ()= ———

3. Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions f 1 f 2 (On précisera les coordonnées du
point d'abscisse () et du point d’ordonnée ().
. . -1
4. Construire les tangentes ( TI) et ( Tz) : les courbes ( C] ). ( C2) ainsi que (C *) la courbe de fl
S. Soit g la fonction définie sur R par: gx) = In( xz +1-Xx).
Démontrer que pour tout nombre réel x, g(x)= f 1 (= x).

6. Construire la courbe ( ' ) de gdans le méme repére que (C] ).

Partie C

1 X
1. Vérifier que pour tout nombre réel x, fl (x):;]n(l+ x2)+ln(1+ )-

X7 +1
2. Démontrer que pour tout nombre réel t non nul et différent de — 1:

l 1 n+] n+l
———I—t+t2—- l3+ + (= l)n o =D
1+t 1+1
x (2n+3
- 1 2 n+l
3. En déduireque: —In(l+ X7 ) = Pn(x) + (1) I—'Q‘d[
2 01+t
2 4 6 . .2n+2
X X X n X
ot Py w="—-"% " 4 _+(-1) .
2 4 6 2n+2
2n+3 1 ,2n+3
t t 1
4. Démontrer que: V te[ 0:1], < lzn +) puis que | 5 dt < :
1+t 01+t 2n+4
| 1 1 1
5. Posons: Uy =— — — 4 — — — ...+(—1)n .
2 4 6 8 2n+2
1 +11 2n+3
Vérifier que : f] (H= Un + In(1 + ) + (—1) I—-z—dt
:E; 01+t
|
En utilisant les questions(1) et (4) Partie C, démontrer que: lim U, =—In2.
n—+w
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DEVOIR N° 18

# Onse propase dans cet exercice de répondre a la question suivant : \
! "Les nombres dont I'écriture décimale n'utilise que le seul chiffre I, peuvent-ils étre premiers ?" \

Pour tou entier naturel p 2 2,onpose: N p =11...1 ot le chiffre 1 apparail p fois.

On rappelle que : szlop_[ + IOP_2 + ..+ ]00.

1. Les nombres N2= 11, N3 =111, N4 = 1111 sont-ils premiers ?

10P -1
2. Prouverque: Np = . Peut-on étre certain que IOp —1 est divisible par 9 ?

n'est pas premier.

P

On rappelle que pour tout nombre réel x et pour tout entier naturel n non nul,

XMl x=D (14X + ... +x"2 xn_l).

a) Onsuppose que p est pair et on pose : p = 2q, ol q est un entier naturel non nul.

Démontrer que Np est divisible par N2 =I1.

!
]

1

|

'

]

1

1

1

!

! 3. On se propose de démontrer que si p n'est pas premier, alors N
!

1

|

1

|

]

I .

I b) Onsuppose que p multiple de 3 et on pase : p=3q, ol q est un entier naturel non nul.
1

Démontrer que Np est divisible par N3 =111.

\ ¢) Onsuppose que p n'est pas premier. On pose : p=kq ol k et q sont des entiers naturels non nuls. ,'I
A Y .
~ En déduire que NE est divisible par Nk' 7
e T e LT
'. ——— J E"XERCIGE'Z - ~\
i équation 2 =842 , i
! 1. Résoudredans C I’équation z =8v2(-1+1i). :
1 :
1 2. Vérfier que la somme des solutions est nulle. !
\ : ]
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@ PROBLEME

z_ .
X7 —x

Vx € |0;1[w]]itee], f(X) = -

Soit f lafonction dérivable et définie sur [0 : +oc| par: In x

fF(0)=0etf(l)=1

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé direct (O.1.J).

Partic A

Soit g lafonction définie sur ] 0 :+oof par: g(x) = (2x — )Inx - x+1.

Démontrer que pour tout nombre réel x strictement posttif, g’(x)=In ( In(x 2) % +1.

1.
2. a) Vénrfierque: g’ (1)=0.
b) Démontrerque: Vxe]0;1[, g(x) <0 et Vxe|l#wo [, g(x)>0.
En déduire le sens de variation de g.

4. Démontrer que : Vxe]0;+0 [\ {1}, g( x)>0et g 1)=0.
Partic B
1. Etudier lacontinuitédef enOeten I.
2. Démontrer que la fonction f est dérivable a droite en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

_ X+ 1 1
3. Soit h la fonction définie sur | =1;+o [\{0} par: h(x)= ——— ——

Inx+1) x
X 2 K2 X3
a) Démontrerque:Vxe]0;1[, X——<In(+1)< X—— + —.
2 2 3
_ 3 . f(x)-f(1)
b) Démontrer que : lim h(X) = — puis, en déduire la valeur de  lim —————.
x—0 2 x—l x -1
> >
. fx)-f(1) 3

4. Onadmet que lim —:;. Justifier que f est dérivable en 1.

x—=l x -1
<

En déduire f’ (1).
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Partiec C
. N (6 : . :
1. Calculerlalimitedefen + o e lim —=. En donner unc interprétation graphique.
X—=+m y
VISP oo 8(x)
2. a)Démontrer que: Vxe) 0+ \ {1}, f'(x)= ——.
In“x

b) Déterminer le sens de variation de f.
¢) Dresser lc tableau de variation de f.
Tracer la courbe (C). (Unité graphique : 2 cm en abscisses et 1 cm en ordonnée).

Démontrer que { réalise une bijection de [0 ; +o0 [ sur un intervalle a3 déterminer.

Partie D
Dans la suite du probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Démontrer que I'équation f{x)=— admet une unique solution Oy dans [0 ;+ool.
n

2. Démontrer que 0, apparienta]0;1[.
On considére la suite V de nombres réels de terme général Vp; tel que: V, =nQp

3. Démontrer que la suite (tln ) est strictement décroissante.

4. Déduire de ce qui précéde que la suite ( 0 ) est convergente.

Inx
est strictement décroissante .

5. On admet que la fonction ¢ définie sur | 0 ; 1| par: ¢ (x) =
x-1

a) Démontrer que pour tou entier naturel n supérieur ou égal 42, Vp = (dp ).

b) En déduire que la suite V est strictement croissante.

6. On note Llalimite de la suite ( Ay ). On suppose que f est continue en L.

a) En utilisant la question 1) de la Partie B et la question 1) de la Partie D, démontrer que : L=0.

b) Déterminer la limite de la suite V.
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N
’ Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O,u; V) - (On prendrq 2 M pour unisg) \.‘
' 1. Soit (E) I'ensemble des points M (x; y) du plan tels que : £2 +4y2 ~16 ‘.‘
a) Déterminer la nature de Pensemble (£, |

b) Préciser les foyers Fet F°

» I'axe foca] ainsj
autres sommets B et

B'de (E) (les point
directrices (D) et (D" ou (D) est la drojt
¢) Construire ’ensemble (E).

que les sommets A et
s A, Bet

e des points

A" sur I'axe focal _ les
Font des abscisses positives) | les

"abscisses postives.,

Soit § la similitude directe d’écriture complexe: 7'= l a

—DZ+142;,
Déterminer les éléments caractéristiques de §,

On désigne par (E") 'image de (E) par s.
a) Démontrer que I'image d°
b) En déduire Ia nature de
c)

une conique par une similitude directe est une conique de méme natuyre,
Pensemble (E n.

Déterminer s( A), s(AY), s(B), s(B"), s(F)

et s(F"par s.
4. En déduire les éléments

de symétrie de ensemble (E ).
Tracer (E") dans le méme repére que (E).

- Onpose z=x+iy et Z'=x"+iy' od

P
. em g e e v em o mm s s s oem e wm e e s Es s e s
— = ey = = s em s

X,¥,x' ety' sont des nombres réels.
a) Justifier que x = x'— y'+let y=x'+y'-3,

b) Déterminer une équation de chacune des images des droites (D) et (D") par s. ;
\
N, ¢) Déterminer une €quation de I’ensemble ( E ".
~

; — —

' Leplan complexe est muni d’un repére orthonormé direct 05 u; v).
I

|

I

= Zn=——+i—.
2 2 @7 L,
\

.-
- - -

P Em e Eme mm s oem s oo s
—.-—-—.-.—-—-—.—-—-—.—._-—-—.—-—

" - mm s o

L il L I R
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a fr . -
; 1. a) Vénfierque: ZPXZQ_ 1. "
b) Justifier que P et Q appartiennent au cercle (C) de centre O et de rayon |
¢) Construire les points A, P et Q.
d) Déterminer lanature du triangle APQ.
1
Soit z un nombre complexe non nul, différent de i, et - i les points M et N d'affixes respectifs T et ——.
Z

| -
—+i
z

3. Démontrer que le triangle AMN est isocéleen A si et seulement si M appartient au cercle (C).
On suppose dans la suite que M appartienne au cercle (C).

=7
L

4. Démontrer que :

& | =

r :
. I
1 g
: '
' .
; '
' .
& 1
1 :
: 1
' .

'
1 .
s !
' .
. & . . |
1 2. Interprder géométriquement les nombres |z -1 l et .
. I
1 5
. ]
| :
. '
1 :
- !
I .
. I
] .
. !
| .
: I
I "
: !
' :
- !

5. Démontrer que N appartient au cercle (C) et que la médiatrice du segment MN est I'axe
\ imaginaire.
- 6. En dé&duire une construction du point N & partir dupoint M. X
'

.
--—.—--.—-—--.—a-.—-—-—-—.—..—.—-—---—.—-—-—.—.--—-—.—-—----.—-.—.-

@ PROBLEME

Partie A
2 X

Soit I'équation différentielle (E): y'-=y= (2x—l)ex -e".

2
Vérifier que la fonction h définie par: h(x) =e* +(1 —x)ex est solution sur /£ de (E).
Résoudre sur /& 1'équation différentielle (E7): y'—y=0.

Résoudre sur /£ I'équation (E).
Déterminer la solution H sur /@ de I’équation différentielle (£) telle que H(l)=0.

Bw oo

Partie B

Soit f lafonction dérivable et définie sur R par:

f(x)=e" - xe™ .
On désigne par ( Cf ) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, J).

Les fonctions considérées dans tout le probléme sont dérivables sur leurs ensembles de définition.
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. En déduire la nature de la branche infinie.

. . f)
1. Calculer lim f(x) et lim
X——@® X—=>—0 v

2. a) Déerminer la limite de f en +o et la limite de lorsque X tend vers +.

X
b) Interpréer graphiquement ce résultat.
3. Ondésigne par f' ladérivée dela fonction f .Calculer f ‘(x) pour Lout nombre réel X
4. a) Calculer £(1) et £Y0).
b) Démontrer que: Vx € |1:400f, f '(x) >0 etque Vx € |0:1[, f '(x) <O.

)
¢) Vérfierque: Vxe R, f'(x) = .r(Ze'r. - e.\’) —e”.

En déduire que: Vx e |-o0;0(, f (» <0.

Déterminer le sens de variation de la fonction f puis dresser son tableau de variation.

n

6. Déterminer une équation de la tangente (77) a( Cf ) au point d’abscisse 0.

Partie C

On considére la fonction g définie par: g(x) = f(x)+x—1.
1. Calculer g(0) et g(1).

X_
2. Soit les fonctions @ et I définies par: Vx e ]0:+cod, (o(x):e—xl
Vx €[00, 1(x) = (x—1)e™ +1.
a) Démontrer que : Vx €]0;400[, #(x) > 0.

b) Démontrer que ¢ est strictement croissante sur ]0;+co].

Vxe |li+od, @(x) <<o(x2)
¢) Justifier que :

Vx e |0;1 [,co(xz) < p(x)

d) Endéduire que: Vxe J0;1[, g(x) <0 et que Vx € |1:400[, g(x)>0.

2 .
3. Démontrer que: Vx e |- 0], e’ —1>0 et .r(e" -1 >0.

En déduire que: Vx € ]-o0;0[, g(x)>0.
4.  Déterminer les positions relatives de ( Cf yet(T) .

S.  Tracer (T) et (C r )- (Unité graphique : 2cm en abscisses et | cm en ordonnées).
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DEVOIR N° 20

L2
'=iz” +z+1.

1
I

: 1. Matre z' sous forme al gbrique.

i 2. Déterminer:

! a) ’ensemble (Hl) des points M(z) tels que Zz' soit un nombre réel et construire (Hl)'
1

1

\

On précisera les sommets sur I’axe focal ainsi que les asymptotes de (H] )-

‘.
S

' soit un imaginaire pure. Construire (H : v

Prh R s Am s mm 4 mm b mm s s e s e s mm s mm e s M e e s e e et s e e e e e e

On considére I’équation différentielle (E) ; xzy "—2y=0.

1. Soit zune fonction deux fois dérivable sur | — 0o; 0[. Démontrer que xzz est solution de (E) siet

seulement si z' est solutionde (E'): 14./_ =AAe R.
Déterminer les solutions sur ]—o0;0[ de I'équation différentielle (E ).
En déduire les solutions sur ]—o0;0[ de I’équation différentielle (E).

Déterminer la solution h de (E) telleque h(2) =

e e s ey e = -
T omm e s omm s e mm s oo omm  omm o o s e

T s mm s s mm s s s s mm s M s s G s M 8 M W G M R M S MR § e § e § M M B s EE s M d e e e e e s s e e e e e = e =t e n = "

Soit f lafonction dérivable et définie sur ]0;+o0| par: f(x) = (In x)z.

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J).
Partie A
1. a)Calculerla limitede f adroiteen 0. Interpréter graphiquement ce résultal.

. ) (x) . _— )
b al lim x) e | f—.E donner une interprétation hique.
) Calculer x—>+oof( ) e Clim n donner p graphique
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2. a) f'désigneladérivéede f . Calculer f'(x) pourtou nombre réel X appartenant a J0;4+o0[.

b) Déterminer le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

Partie B

On appelle fl la restrictionde f a J0;1[ et fZ larestrictionde fa Jl;+odf.
1. a) Démontrer que fl réalise une bijection de |0;1[ sur J0;+o0].

b) Démontrer que f2 réalise une bijection de |l;+00| sur J0;+o0].
2. Onappelle f]“I la réciproque de fl et f2—] la réciproque de f2.0n note (Fl) la courbe

-1 _
représentative de fl et (r,_) la courbe représentative de f2 ] dans le repére (O, 1,J).
Jx

a) Démontrer que: Vx €]0;+oo[, fl-](x) = e—‘j; et Vx €]0;+o0], fz' ] (x)=e
- -1
b) Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions fl l et f2 .
3. Déterminer une équation de la tan gente (TZ) a (F2) au point d’abscisse 1.

4. On considére la fonction 4 définie sur ]0;+oo[ par: h(x) = e

VX _E (x41).
2

_noVx
a) Vérfier que : Vx €]0;+od, H (x) = %;——.

b) En déduire le sens de variation de }"'.
c¢) Calculer (1) et démontrer que h' est strictement positive sur 10;+oo[\{1}.

Calculer h(1) puis démontrer que Vx €]0;1], h(x) <O et Vx'€]l;+oof, h(x) > 0.

Déterminer la position de relatives de (Fz) relativement (TZ)'

7. Tracer (T2), (rl), (FZ) et (C).

Partie C A désigne un nombre réel strictement positif.

1.  Vérifier que la fonction x xIn(x)—x est une primitive sur "l0;+oo[ de la fonction [n.

VA

2. Démontrer que {/_ (A= (f(x))dx est Iaire de Ia partie du plan délimitée par (C), la droite
-2 ’
e

JZ

d’équation y = A et les droites d’équations x = e-—\/’T et x=e" 7,
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3. Soitles points A(Li4). B(10). Ce™V4:2) . DV, 4. (A1) . FOi1) . Glze ™) a

?l

H(ﬂ.;e‘/I

)5

On désigne par (Cl) la courbe représentative de fl ct par (CZ) la courbe représentative de f2’

On note Q] I" airc de la panf'c du plan délimitée par (CI) les segments [AB] et [AC] . £,
I"aire d¢ la partie du plan délimitée par (C2) Jles segments [AB|et [AD]. Q3 I"aire de la partie du
plan délimitée par (rl) el les segments |EF| et| EG], et Q, Iaire de la partie du plan délimitée
par (FZ) .les segments | EF] et|EH ).

e‘jI A

Démontrerque: [ (A—=(f(x)dx= | (fz_l(y) - fl-l (y)dy.
1 0

En utilisant une intégration par paries et la question 1 Partic C), démontrer que :

Ji
: | _(A=(f(x)dx= 2(~/Z—l)e‘/I +2(JI+I)e—‘/I.
E-JI

1 -
Calculer (J;(eﬁ—e J';)dy.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 21

a) Déterminer la limite a droite en 0 de f.
\ b) Démontrer que f est dérivable a droite en 0. !

r | 2 \
, 2 "x _X '
' 1. Démontrerque:V xe]0;1], x"¢ <7. : !
. |
! 2. Soit flafonction définie sur [0 ; 1] telle quef (0) =0 et pour tout nombre réel x appartenant 4 10;1), :
E 2 -1 x2 |
: xe X <f(x) < —. :
. 2 I
l .
! |

t . Partie A \'

Soit la fonction numérique f a variable réelle définie sur [0; 1] par: f(x) = xe "
1. Démontrer que f est strictement croissante sur [0 1].

|
2. Justifier que: Vxe[0;1],0< f (x) < —.
€

Partie B

Soit la suite ( Up ) définie par:
Vne N’un-{-l =f(up).

1. Lacourbe (C)de lafonction f est représentée ci-dessous sur I’intervalle [0; 1] dans un repére

orthonormé(O0, I, J). Représenter sur I'axe (OI) les quatre premiers termes de la suite ( U ) al'aide de

e e e e s s ae . mn s e w me e em e mm oy s ey mmy e =

la courbe (C) et de la droite (A) d’équationy = x.
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N,
\l
\
o
1
I 1
| |
| i
' !
| |
1 I
' !
| E
| |
i I
I I
| I
l !
-' i
! i
l |
! !
! i
' I
! I
! I
' |
' 1
' '
' I
|
i 2. a) Démontrer parrécurrence que : Vne N, 0<upy <1, :
: b) Démontrer par récurrence que la suite ( U}, ) est décroissante. :
"\ 3. Endéduire que la suite ( Up ) converge vers une limite L. telle que: 0 < L <1. ,-'
‘.;1. On admet que la fonction f est continue sur [0 ; 1]. Déterminer L. .I'
.\ ,.’
~ " - _ . .
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On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct

Avomaths Terminale C

@ PROBLEME
(0, 1, J). Soit les points A et B d’affixes

respectives —\/g +1i et — 2i. La médiatrice du segment [AB] coupe la droite d’équation y = 1 en un point C,

Partie A
1. Faire une figure que 'on complétera au fur et a mesure des questions.
2. Démontrer qu'unc équation de la médiatrice de [AB] est — x+y 3=0.
3. Prouver que I'affixe du point C est \E +1.
4. Démontrer que le triangle ABC est équilatéral de sens direct.
5. Démontrer que le point O est le centre de gravité du triangle ABC.

- Partie B

Soit les points D @ F tels que les triangles ACD et DBF soient rectangles isocéles directs respectivement
en A et F. La perpendiculaire a 1a droite (AB) menée par A coupe la droite (DF) en un point K.

2n

n
Soit N la rotation de centre A ct d’angle — et T la rotation de centre O et d’angle —3—
2

Onpaose: f = TA9T0:

Justifier que f est une rotation dont on précisera 'angle.

a) Justifier que I'image de B par fest D.

b) Justifier que I'image de C par fest A.

¢) Construire le centre Q de f.

a) Prouver que le triange ABD est isoctle en A et justifier que F appartient  la droite (BC).

b) Démontrer quc’l'inﬁag&: du point B par A est le point K.

¢) En déduire que Q appartient a la médiatrice de [AK].

En déduire que la droite (AF) est la médiatrice du se gment |DB].

Justifier que : (AK,AD) =(AB , AC) ct que AD = AK.
En déduire que le triangle DAK est équilatéral de sens direct.

Construire ( Q2 ).
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Partie C

On désire démontrer dans certe partie que le quadrilatére ABQ2D est un losange.

1. a) lJustifier que (DQ) est la médiatrice de [AK )
b) Démontrer que les droites (AB) et (DQ) sont paralléles
2. Démontrer que le quadrilatére ABQD est un parallélogramme.

3. Démontrer que le quadrilatére ABQD est un losange.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 22

Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle] 0 ; + [ et a valeurs strictement positives telle que :

f(x)

1
Xf'(x)= T—l et f(l)= 75.
X +

. a
1. Déterminer les réels a, bet ¢ tels que pour tout nombre réel non nul x, — +
X

2. Déterminer la fonction f.

. - .
- wm s wm s Em e = T T S Tty e Em s ER L R ek e s R Em S R A e s e s e e Em s e o e e m s et G s e mm e mm e oEm s mms omm

1

,~' Soit ( I, ) lasuite définie par: Wn N, ln=(f) 1n(l+tn)dt.

D) Ewude de la suite ( 1" ).

1.
2.

o

) Calculde [

Calculer IO et Il'
Démontrerque:a) VneN, I, >0.
b) (1) est décroissante.

En déduire la convergence de la suite ( 1,).

2-

Tw '
Soit f la fonction définie sur ]—E,—z—[ par: f (X) = tanx.

1.

. non : s
Démontrer que f est une bijection de :|— —;—| surunintervalle J & déterminer.
2 2

- - 1
Onnote f : sa bijection réciproque. Démontrer que : Vx € R, (f l)'(x) =—-

I +x

I
En déduire que : | —dt= —.
0 1+ 4

A I'aide d’une intégration par parties, calculer 12.

-
--—.-—.—---—-—-—-—.-u-—.—.—‘—-—.—-—q-n—.—-—.—o“.—-—.—-—-—

.
- e -
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

Partie A

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct (O E , ;)_ (Unité : 2 cm).

1. a) Calculer le module de I+i\/§ et déterminer un argument de l+i\/5.

b) En déduire la forme algébrique de (l+i~\/.;)3.

2. Soit P le polynéme défini par:
P@)= 2~ 4i@+ V2 20145 i+ VB2 4 A3 41
a) Calculer P ( 143 ).
b) Démontrer que:P(z)= (z -1 i\j?:)(22+2(1 - )z - 40).

¢) Calculer (2+2i )2 et résoudre dans C I’équation P (z)=0.
Partie B

On considére les points A, B et C d’affixes respectives -2, 2i et | + i\/g.

1. Placer A, B et Cdans le plan complexe.

2. Justifier que A, B et C appartiennent 3 un méme cercle (C) de centre O dont on précisera le rayon.
3. Construire le barycentre G des points pondérés (A ;-1) ,(B;1l)et (O :—1 ).
4

On considére I'ensemble ( I') des points M duplan tels que : MA2 - [\/IB2 + M02 =12.
a) Justifier que B appartient a( I").
b) Déterminer et construire I’ensemble ( I )

Partie C

Soit I le milieu du segment [AB],K le symétrique de C par rapport a (OB).On note r1 la rotation

T
de centrel et d’angle — et I la rotation de centre O qui transforme B en C.On pose: f= IH0 n-
7 —

-

T
1. Démontrer que I'angle de la rotation Iy est ——.

2. Démontrer que le triangle KOC est €quilatéral de sens direct.
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3. a) Démontrer que:f(0)=C.
T
b) Démontrer que f est la rotation decentre K et d’angle ;
4. Soit g I isométrie plane qui A tout point M d’affixe z associe le point M” d’ affixez” tels que:
1 :
z'= — (1+iV3)z+ 1 +i\3.
2
a) Justifier que K est unique point invariant de g.
b) Déterminer I'image du point O par g
¢) Déduire des questions (4a) et (4b) que: g=f.
S. Justifier que I'ensemble des points M du plan tels que:|z' —1 —i\/g | =2 est I’ensemble (C) de
la question (2) Partie B.
Partie D

Soit P un point du segment |BC]distinct des points A et B . La paralléle a la droite (OB) passant
par P coupe la droite (OC) en un point C’ et la paralléle & la droite (OC) passant par P coupe la
droite (OB) en un point B’

1.
2.

Démontrer que: OC '= BB .
a) En déduire qu’il existe une unique rotation r telle que : r(O)=Bet r(C’)=B".

b) Déterminer I’angle de .

. Démontrer que:r(C)=0.En déduire une construction du centre  der.

Démontrer que les points O,C’,B’ & Q sont cocycliques.

74

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 23

+ 1. Soit fetg des fonctions deux fois dérivables et définies sur /@ telles que : \
| Vie R f()=e Yg(n).
a) Justifier que fest solution sur [ de y"+ y =0 si et seulement si g est solution sur R de
I"équation différentielle (E): y"~4y'+5y = 0.
b) En déduire les solutions sur /£ de I’équation différenticlle (E) . |

T T
2. Déterminer lasolution /4 de(E) telleque: h(—)=1let h'(—)=-I
4 4

X
2
3. Ondésigne par H la fonction définie sur R par: H(x) = I[/'-"(T):I dt.
s

4
. _ ] 1,,,..2 5 2 T
a) Démontrerque: Vxe R, H(x) = -8-(h (1) +§(’1(f)) -
2
. g ) N 2. 0 4x-m 3
\ b) En déduire que: Vx e R, H(.1)=Z(8cos Xx—22sin(2x) +21)e -3 ;

On consideére I’équation difTérentielle (E): xy'—=y =1.

1. Soit f une fonction deux fois dérivable sur |0;+00[. Démontrer que si [ est une solution sur
]0;400[ de (E) alors f vérifie I’ équation différentielle (E'): y" =0.
Résoudre sur ]0;+o| I’équation différenticlle (E"): y" =0.

3. Soit f une fonction définie sur J0;+00| par: f(x)=ax+ Bi(a € &, S € R). Quelles conditions
sur @ et S pourque f soit solution sur J0;+[ de (E)?

4. En déduire la résolution sur J0;+oo| de (E).

.
D J R S U

-— s s o - - -t e 4 = -
® e o s s s e s e s Em e W s E P = B Em s W Em e e b e s e s am e e s mm o e R oEm o= SR -

7 . —
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Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct. On désigne par G le barycentre des points pondérés (A ;1) ,

Avomaths Terminale C

( E\lrall Bac 2008 , Série C ).

(B :1) et (C :=1). Pour la figure prendre pour unité de longueur le centimétre et AB = 6. Cetle figure sera
compléteé au fur et & mesure.

1.
2.

Démontrer que le quadrilatére ACBG est un losange.
a) On appelle O le centre du losange ACBG. E est le symétrique de O par rapport a B. Le point F est

—_—

I'image de O par la translation de vecteur CB. Construire les points E et F.

b) Démontrer que F est I'image de G par la translation de vecteur BE.

[ —
On note t= [BE CB

a) Déterminer les images des points A et Cpar L.
b) K est I'image de B par . Démontrer que le point K appartient a la droite (GF). Construire K.
¢) Déterminer I'image du triangle ABC par L.

1 f= v / i d’axe (OC).
Onnote: f IOS(OC)‘ o S 00y est la symétrie orthogonale d’axe (OC)

a) Déterminer I'image du triangle ABC par f.
b) Démontrer que f est une symétrie glissée.

c) Soit S(BF) la sy métrie orthogonale d’axe (BIF). Démontrer que : S(OC) = tEO OSRE-

d) En déduire les éléments caractéristiques de f.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 24

o e o e o et e — et o= s = s = et m et ey
-
‘'~
.
~

,'ﬁ Résolution dans l'ensemble C de l'équation (E) : 23 =-10- 9:‘\/3 g
1. Caleuler 2-iv3)>.

3 :
2. Onpose: j= ——+i — . Vérifier que jet | sont des racines cubiques de |.

3. Résoudredans C, I'équation (E). On mettra les solutions sous leurs formes algébriques.

II) Construction des points images des solutions de I'équation (E).

On munit le plan d’un repére orthonormé direct (O, I, J). (Unité : 2 ¢ m)

On note A I'image de la solution dont la partie réelle est supérieure a 1.
B I'image de la solution dont la partie réelle est comprise entre O et 1.
C I’image de la solution dont la partie réelle est inférieure a 0.

1. Construire:
a) lepoint P d’affixe —j.

b) lepoint Q d’affixe j.
2. Exprimer:
a) Zp €n fonction de Zp.
b) Zp en fonction de ZQ'
3. Déduire de la question précédente la construction des points A et C.

4. Construire la médiatrice de [AC]. En déduire la construction de B.

WD) Urilisation d'une isométrie pour démontrer.

RN

)

\

On note K le point d’affixe j. La droite (IK) coupe les segments [AB] et [BC] respectivement aux points E et

F. La droite (IQ) coupe les segments [AB] et |[AC] respectivement aux points G e H.

2n
On considére la rotation r de centre O et d’angle -;—

1. Démontrerquer(G)=F et r(H)=E.
. 2. En déduire que EF = HG.

.
"-—..—..—.-—.-._.-.—-._.—._....‘-.-._._._..—.—.—.-—.-—-—-—._._._.—-

\

% e s e p e s s s wm # e b s mmm s e s e} G G § M A M R M A W A S P M Y M Y M s m s e s mm wm s o ommy o e
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e s &y e e e e 6 4 G S M ¢ G S e § M S e e e s mm e s e s -
t o~
.
~
.

. D _
(cos()nsintcsm Lt N,

-
,'I Soit ( In)la suite définie par: Vn e N*, I, =
!

1. Calculer ]1.

2. Démontrer que:

a) Lasuite ( 12n ) est décroissante.

b) La suite ( 12n+1) est croissante.

3. Justifier que la suite ( IZn ) est positive et que la suite ( I2n+1 ) est négative.
4. Justifier que les suites ( 12n Yet ( 12n+1 ) convergent.

limite est celle de la suite ( | n)

. A o ! n+1
S. En utilisant une intégration par parties, démontrer que : In 39 == (-~
2
il 2
On pourra considérer que : ( CO.S'I)n+2 sint &> F = (cost )n+] sint cost e ! .

1
1
|
1
)
!
]
1
]
1
]
!’ On admet que les suites ( 1 2n )er(l 2n+l ) admettent une méme limite ['on notera L et que cette
]
1

|

I

1

1

|

1
;6. Exprimer I3 et Igen fonction de L.
|

|

7. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieura | ,

L =(a)f 41 5 ™
=(n)l +— =
2n +] L 2kZ0(n-k)!
8 Vo= 2
. Onpose: n—;TIn_l_z.

|
|
|
|
|
|
|
|
I
!
l
|
I
|
1
|
+(n + DI, ). !
|
1
|
1
|
|
1
|
|
|
|
I
l
|

a) Démontrer que la suite ( V}, ) est convergente.

y . (-1 )n+l
v, b) Justifier que pourtout entier naturel n, Vj, - [ =———— . A
n+l ’

“-¢)  Endéduire la valeur de L. S

-~
-~

R I T T S — PR s e s e s e s e s e e o s
- - = .
L I T T —
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DEVOIR N° 25

s e e i m e i m st tmmemmmem m mEmmm=,
.- ~.
N

! Quatre gargons et deux filles se présentent au restaurant. lls sont servis  tour de role \

1. Déterminer le nombre de maniéres possibles pour que chacun d’entre eux soit servi.
Déterminer la probabilité pour qu’une fille soit servie en premier.

1
3. Démontrer que la probabilité que les filles soient servies avant les garcons est —5-
1

4. Sixéleves du Lycée Scientifique de Yamoussoukro dont deux filles vont participer a un concours de

Mathématiques a Abidjan. Lors de leur séjour & I’hétel qui durera une semaine, ces éléves regoivent

chacun deux repas par jours.

a) Quelle est la probabilité que les filles soient servies deux fois de suite avant les garcons.

b) Quelle est la probabilité que les filles regoivent exactement quatre fois leurs repas avant les
garcons pendant la durée du séjour ( on donnera le résultat au centiéme pres).

¢)  Déterminer le nombre minimal de services pour que la probabilité que les filles ne soient pas
servies avant les garcons soit inférieurea 0.4. >

Lt el e
Sy e w mm s mm s mm s e s e s e s mmow A omm b mm e

’ _.

;/ T) On considére la fonction gdérivable sur |- ; —1] et définie par : g(x) = (x+1)2e X \
' 1. Calculerla limite de gen — oo. 'I
E 2. Démontrer que g est strictement décroissante sur |- ; —1]. ;
;3. Démontrer que I’équation g(x) = 2 admet une unique solution o . i
i 4. Justifier que a appartient a [-2 ;—1]. !
i X !
E I) Soit f la fonction définie sur I'intervalle 1 par: f(x)=—1-— \/532 ouI=[-2;-1]. !
1

E 1. Ftudier les variations de f sur L. i
X 2. Endéduirequef(I)c I. X
! i
l -
" 3. Démontrer que pour tout X appartenant a I, |f ’(x)] SE. "
X ' |
' -
i 4. Justifierque:f(a)=oa. !
{ Soit U la suite numérique définie par : U0= —2et VneN, Un+1 =f(Up ). :
. ;

‘-\ a) Démontrer par récurrence que : Vn € N, Uy el .
-\ - - ,.
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- s v e s s S mm W W S N S s e owmm s owm
.... - - = - . - - . . . .
. —n .t e wm s mm s s d em s wm o w0 S - .

b) E

1
Vvn e N, lUn+]—al£'£| Un—al-

n
r tout entier naturel n, | U al < (=)
¢) Démontrer par récurrence que pou n

d) Démontrer que la suite (Up) est convergente.

¢) Déterminer le plus petit entier paturel p tel que pourtout entier naturel n supérieur ou égal 3 b

U, soit unc valeur approchce de o au millieme pres.

@ PROBLEME

Partie A

L 'unité de longueur est le centimétre.

Soit P et Q deux points tels que PQ = 6. On désigne par A le barycentre des points pondérés (P, 1) et
(Q, 2) ;et par B le barycentre des points pondérés (P , 1) e (Q, —2).

1. Construire les points A et B.
MP

MQ

=2.

2. Déterminer I'’ensemble ( I") des points M du plan tels que:

3. Construire I’ensemble ( ).

Partie B

. - * ‘ MA..FD Tr
Soit ABC un triangle équilatéral tel que Mes(CA;CB) =—. Onnotel,J e K les milieux respectifs des
3 ’
segments [AB],[BC]et [AC].
On considére les rotations RI=R (1: E), RJ =R(J: E—) et Ry-=R(K: Er—)
3 3 K 3
1. Construire les points F, E et D tels :
] que:D=S§ (K),F=Ry (C) et E=
2. Démont | i o N A E—RJ .
. rer que les triangles IAD et DBK sont ¢quilatéraux de sens direct

On admer que les triangle AJF et IEC sont équilatéraux de sens direct

80
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T
3. Onnote O le centre du triangle ABC et RO la rotation de centre O et d’angle — .
3

a) Justifier que les transformations RI o RO, Ryo RO et RKO RO sont des symétries
centrales.

b) Déterminer R] 0 RO <) , R_] oRO (A) et RK o RO (©).

¢) En déduire que: RO(E)=F. RO(F)=D et RO(D)=E.

4. a) Justifier que O est le centre du cercle circonscrit au triangle DEF.

b) Démontrer que le triangle DEF est équilatéral de sens direct.
Partie C
1. Justifier que le point O est le centre de toute similitude qui transforme ABC en DEF.

2. Démontrer que :
OD OE OF
OA OB OC

b) (OA ;0D) = (OB ;OE) = (OC ;OF).

a)

T
(on pourra utiliser la rotation r de centre O et d’angle — ).
3

3. Ondésigne par 51 la similitude direct de centre O qui transforme A en D.
Prouver que : s1 (B)=E et SI(C) =F.
4. Ondésigne par: Sp la similitude directe qui transforme A enE,BenF et Cen D.

S3 la similitude directe qui transforme A en F,BenDet Cen E.
(g 2n 2n
a) Vérifier que : S5 =s|0r (O ;?) el sq = slor(O ;—T).

b dédui 80 = 3—53
) En uireque: ;" =Sy =S3°.

2
Partie D Construction du point AZ image de Apar S| -

Démontrer que les droites (OA) et (AD) sont perpendiculaires.
En déduire les positions des droites (OD) et (DA2).

1

2

3. Déterminer I'image de I'ensemble (I') par S : En déduire que A;2 appartient au cercle de diamétre[DE].
4

Construire AZ'
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. 2n
On note O le centre du triangle ABC et RO la rotation de centre O et d’angle —.
3

a) Justifier que les transformations RI 0 RO‘ Rj o RO ct RKO RO sont des sy métries

b) Déterminer RIORO (C) 'RJORO (A) et RKORO (0.

¢) En déduire que: RO (E) =F, RO (F)=D et RO (D)=E.

a) Jlustifier que O est le centre du cercle circonscrit au triangle DEF.

b) Démontrer que le triangle DEF est équilatéral de sens direct.

Justifier que le point O est le centre de toute similitude qui transforme ABC en DEF.

b) (OA ;0OD) = (OB ;0E) = (OC ;0F).

(on pourra utiliser la rotation r de centre O et d’angle — ).

On désigne par S| la similitude direct de centre O qui transforme A en D.

3.
centrales.
4.
Partic C
1.
2. Démontrer que :
ODb OE OF
a) = = .
OA OB OC
8
Prouver que : 8 (B)=E et SI(C) =F.
4.

On désigne par : Sy la similitude directe qui transforme Aen E,Ben F et Cen D.

a) Vérifier que : Sy =s|or (O ;%TE) el s3 =sor (O;-

3 3
b) Endéduireque: 5;" =Sy =Sz .

3

2
Partie D Construction du point AZ image de Apar $; .

1
2
3.
4

Démontrer que les droites (OA) et (AD) sont perpendiculaires.

En déduire les positions des droites (OD) et (DA2).

53 la similitude directe qui transforme A en F,Ben D et Cen E.

2m

3)'

Déterminer I'image de ’ensemble (I') par S, : En déduire que A, appartient au cercle de diamétre| DE].
| o app |

Conslruire A2.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 26

._,._.--—-.—-—-—.-—--—._.—.—-—-—.-—._s—.—._.-,___
- e,
.

|
Soit (U})) 1a suite définie par : Uj=In2 et VneN, Un+l = EU —In2 '

n - )
Soit (Vn) la suite définie par : Vn . 2Un+8|n\[£.

l

2

1. Démontrer que (Vn ) est une suite gométrique de raison
Préciser le premier terme.
2. a) Exprimer V puis U, enfonction den.

b) Déterminer les limites des suites (Un) et (VI'I )3

3. Onpose: §j =V0+V1 +...+V, e 'y =U0 +U1 +...+U,.
a) Exprimer Sn en fonction de n.

. -
- - - -
- - - s = =
-— = = ol
-

N
Konan se présente 3 d’oral de francais au baccalauréat. L’

€preuve consiste 4 atre interrogé sur 2 textes
parmi 12 textes par un premier examinateur et d’étre interrogé sur I'un des mémes textes par un deuxidme
examinateur. Konan n’a appris que 8 textes sur les 12 textes.

On signale que les examinateurs disposent de chacun des |

réussit I'épreuve s il a appris deux textes sur les trois textes
On considere les événements suivants :

A : « Konan réussi I'épreuve apres avoir été interro
B : « Konan réussi I'épreuve qu’aprés avoir été int
1. a) Justifier que: P(A) = 042.

b) Calculer P(B).

2 textes a présenter au candidat et qu'un élave
qui lui sont préseniés .

g€ par le premier examinateun,
errogé par les deux examinateur».

Démontrer que la probabilité que Konan réussisse I’épreuve est 0,74.
3. Sixéleves de la classe de Konan n’ay

ant appris que 8 textes sur les 12 textes sont examinés ce méme
Jour dans les mémes conditions.

. -
S Em s s P Em h Em S Em s et s oEm s e s e e

a) Justifier que la probabilité que seulement les deux premiers éléves 3 & re interrogés réussissent
I'épreuve est 0,0025.

" b) Calculer la probabilité que seulement 2 d’entre eux réussissent I’épreuve.

.
.
._.--_-._.—-—-—-—-—..—--—---.-—-—-—.—.—--.-—---._._.—--...---..._._.—-—.—--—-—
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

Partie A

Soit A,B et M trois points deux & deux distincts du plan tels que M appartienne au segment [AB]. On note

. : ) 2n
C I'imagede B parlarotation ry decentre A et d’angle T et K I'image de M par la rotation 1~ de

n
centre C et d’angle —.
3

1. a) Faireune figure que I’on complétera au fur et a mesure.
b) Justifier que le triange KCM est équilatéral de sens direct.
¢) Démontrer que les points A,M, K et C appartiennent a un méme cercle que I’on notera (D).

d) Démontrer que le point K appartient a la médiatrice du segment [BC].

2. Onnote Iy la rotation de centre K qui transforme Cen B, F le point image de M par Iy, (r"

le cercle circonscrit au triangle KBF , 1 le centre du cercle (I'), J lecentre du cercle (r".
a) Démontrer que le triangle KBF est équilatéral de sens direct.
b) Justifier que J est I'image de 1 par rpc .

3. Ondésigne par (D) la médiatrice dusegment [MB]et (D') lamédiatrice du segment [AM].

Démontrer que K appartient a (D) et 1 appartient a (D").

Partie B
2n

2n
On désigne par I la rotation de centre | et d’angle —3- et par Iy la rotation de centre J et d’angle ?

1. Justifier que fjof (M) =B.

2. Démontrer que Ij oIy est une rotation. On notera O son centre.

3. Caractériser les droites (A) et (A’)telsque: Iy = SA|OS(U) et Ij = S(U) OSA'

. Justifier que: Ijoly = Sp 0 SA‘
Démontrer que ( A) est la droite (OI') el que (A’)est la droite (OJ).

4
s.

6. Déduire que le triangle 10J est équilatéral de sens direct.

7. Démontrer que la droite (D) est la médiatrice du segment (1J].
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Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

Partie C

On note s la symétried’axe (D) et s’ lasymétrie d’axe (D").Onpose:f =sos’.
1. Justifier que les droites (D) et (D") sont paralléles.

En déduire la nature de f.

2. Justifierque:f(A)=B et f(I)= J.
Démontrer que le quadrilatére IABJ est un parallélogramme.

4. Ladroite (AB) recoupe le cercle (T"') enunpoint M.
Justifier que (I'') est I'image de (') parfet que (AB )est globalement invariante par f,

w

a)
b) Démontrer que M’ est I'image de M par f.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 27

.,." N
! Soit & un nombre réel. \
i \
E 1. Verifier que Ia fonction g, définie par: g, (x) = x — kx+2 est solution sur & de I"équation :
: différentielle (E): y"=2y'+y=(x-2)(x—-k—-2). |
| 2. Soit I'équation différenticlle (E"): y"=2y'+y =0. j
E a) Justifier que: (E')3)’"—2)"+)’=0¢=>(F):y'—y:Aex;Aeﬁ?. :
é b) Démontrer que la fonction & définie sur @ par: h(x) = Axe” est solution de I'équation (F). :
" 3. Soit f une fonction deux fois dérivable et définie sur /. [
é a) Démontrer que f est solution de (F) si et seulement si f —/ estsolution de :
; (FY:y'-y=0 :
E b) En déduire les solutions sur /& de I'équation (E"). !
: 4. On admet qu'une fonction g est solution sur /R de (E) si et seulement si g — & est solution de (E) :
'\. En déduire les solutions sur /& de (E). !
5 Déterminer la solution h de (E) telle que h (k)=0cet Iz,\ '(k) =k. ’_)‘I

RS L B L S L

,’-%EXERSICEZ _______________________________________________ ‘*.‘\

/
Soit 71 un entier naturel supérieur ou égal az.

1. a) Démontrer que pour toul nombre réel x positif, 2x <(1+l)

x supérieur ou égala 1, 2x Inx<(x+ l)n In x

Jr2

2
fonction définie sur 10;+w0| par: f(y=t"Inr- —2- :

b) Endéduire que pour tout nombre réel

2. Soit [ la

a) Justifier que: V1 el0od, f(1) =24n &

b) En déduire que pour tout nombre réel X supéricur ou égalal,

" X
2 ln(x)—l‘—+—l— <[+ 1" Inrdt.
7727

Yk wm s e s s w4 o s =
[

- s s s b mm s wm  wm s e
-t s Em e e Ee oy

..-......_..-..-._--_-..-.--.—---—.—...-._-
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME

Le plan complexe est rpponé & un repére orthonormé direct (O, u:v) .(On prendra 2 cm pour unité),
On désigne par (P) la parabole de foyer F d'affixe |- et dedirectrice la droite (D) d’équation
x==2
1. a) Démontrer qu'unc équationde (P) est (y+ 1)2 -6x-3=0.

b) En déduire le sommet de la parabole (P).

2. Atoupoint M(x:y) du plan.on désigre par M (x", ) son image par larotation r* de cenyre

T
ct d'angle — ct onnote (P") I'imagede (P) par r.Onpose: z=x+iy etz' = x'+iy'
3 .

1
a) Démontrer que: x=—‘17:(_\"+ y'J3) et y =3(—.\"J§+y').

b) Donner lanature de (P"). En déduire qu'une équation de (P") est :

32 432 — 293 —43 +3)x +4(1-33)y -8 = 0.

|
3. Ondésignepar S lepoint d’affixe —E—i et par (A) ladroite d’équation y = —|
a) Calculer I'affixe de I'image S' de S par r.
b) Déterminer une équation de I'image (A") deladroite (A) par r.
. . s . 1
4. Soit g1e &, les fonctions définies sur [-E;-{-ool:par: gl(x) = —] +*f6.r+3 il

gz(x) =—1-+6x+3.

~ On désigne par (1"1) el (Fz) les courbes respectives de g et gzdans le repere (O‘;l-’;;)'

gl(-\')

X

a) Calculer

lim x ' . .
A—3e0 8 (x) et tllﬂ_w - En donner une interprétation graphique.

b) Déterminer le sens de variation de 8| puis dresser son tableau de variation

a) Démontrer que les courbes () et (I'») sont symétriques par rapport  la droite ().

b) Tracer (A) et (A"), ainsi que les courbes (rl) et (rz)
6. Onnote G lafonction définie par: G(x) = %—(2.\‘ +1)V6x +3.

Vérifier que G imitiv L -
q €sl une primitive sur —§.+J: de la fonction X = 6x + 3.
86
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Avomaths Terminale C

Justifier que : (P) = ([}) U(T,).

A désigne un nombre réel appartenant a 'intervalle ]—l : 0} .On note A(/l) I’aire de la partie du

=

plan délimitée par la courbe (P) et les droites d’équations x =4 et x =0.

5 2 2
a) Démontrer que : Al(i)= T‘B—;(Ll +1)V61+3.

b) Calculer lim l Al A).

A>—
2

La perpendiculaire a la droite (A") passant par O coupe I'ensemble (P") en deux points Bet C.
On désigne par : A Daire de la portion du plan délimitée par la droite (OJ) et la parabole (P).

A’ l'aire de la portion du plan délimitée par la droite (BC) et I'ensemble (P).
Démontrerque: A'= A.
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 28

Soit u Ia suite définie par : u0=4 et Vne N, un+1=|n(1+un).

On désigne par f la fonction définie par : f (x) = In (1 + x).
On admet que la fonction f est continue sur | — 1 ; + oo .

1. a) Démontrer par récurrence que : Wn e N, u, >0.

b) Démontrer que la suitc u est décroissante.
2. Déduire de la question précédente que la suite u est convergente.

3. Onpme:L= lim Up - Justifier que L vérifie 'équation f (x) = x.
n—+o0

4. Soit lafonction g définic sur J=1:+oo|par: g(x) =f(x)- x.

a)  Déterminer le sens de variation de la fonction g

b)  Démontrer que 0 est I'unique solution de I’équation gx)=0 dans] -1 ;+ o .
S. Déduire de la question précédente la limite de la suite u.

Pendant une distribution de prix dans une école , cinq livres (de 5 matiéres différentes ) sont aremettre i
Lrois ¢léves dont une fille ( un éleve pouvant recevoir 0a 5 livres ).

1. Déterminer le nombre total de distributions passibles.

2. Déterminer la probabilité des événements suivants -
a) A:«Un seul éleve recoit deuxlivres exactement ».
b) B :«Deux éléves recoivent exactement deux livres chacun ».

80

3. Démontrer que la probabilité pour que Ia fille regoive exactement deux livres est égalea ——

présentés dans chacune de ces quatre écoles. Déterminer au dixigme Prés la probabilité p
terme de ces distributions, la fille ajt exactement deux livres.

5. Lors d’une de ces distributions de prix, on appelle X la variable aléatoire prenant pour v
de livres gagnés par une fille,

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b)  Calculer I'expérience mathématique de X.

.
—._4_._.-.-_..-.-—.—.—-—..-.--.._.-..---—._-_.—. i,
.....
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Avomaths Terminale C

@ PROBLEME
Partie A

Soit O, A et 1 trois points deux & deux distincts du plan tel que | appartienne au segment [ OA ].
On note B le point tel que le triangle IAB est rectangle isocgle en [ de sens direct et F le point tel que le
triangle AOF est rectangle isocéle en O de sens direct.

1. Faire une figure. On prendra OA = 4 cm.
2. On désigne par S la similitude direct du plan telle que S (O) =A et S(I) = B.

In
Démontrer que I'anglede S est —.

3. Ondésigne par Q le centre de la similitude S.0n note (C) le cercle circonscrit au triangle IAB et par (C’)
le cercle circonscrit au triangle AOF.

a) Démontrer que Q appartient aux cercles (C) et (C°).
b) Construire Q.

Partie B

,

On considére les suites de points (Ap) et (Bp) définies par:
AO =0, BO =l ¢ VneN, S(A,) =An+l et S(Bp) =Bn+l‘

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, les points Ay, By e An 4] sont alignés.

' T
2. Justifier qu’une mesurede 'angle (QA[ , QA _ 5 ) est —;.

3. a) Prouver que pour tout entier naturel n, le triangle By Ant B est rectangle isocéle en B

n+l
et de sens direct.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n, les points Q, A, By et Bn+l sont
cocycliques.
4. Démontrer que les droites (2 An 41)et(Q Bn 4]) sont perpendiculaires.

4 . . . -
5. a) Justifier queI’application S~ est une homothétie dont on précisera les €léments caractéristiques

o4
ot S =S0S0SoS.
b) Endéduire que les points 2 ,An et An+4 sont alignés.

6. En utilisant les questions précédentes construire les points Ag, Aj. Ay, By, By et By.
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Avomaths Terminale C

Partie C
On suppose pour la suite que le point I est le milieu du segment [OA].

1. On noteJ lepoint du plan tel quele repére (O ,1,J) soit orthonormé direct .
a) Déterminer les affixes des points A e B.
b) Démontrer que I'écriture complexe de Sest z'= (=1 + i)z + 2.

2. Endéduire I"affixe o) de Q et le rapport de S.

s e n .
3. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on considére la similitude S" définie par:
n
S" =S0So0...0S8avecn facteurs tous égauxa S.
3nm
a) Démontrer que le rapport de S" est (\/E)n et Pangle de 8" et —.
4

b) A tout point M distinct de Q e d’affixe z du plan, on associe par S™ 1e point M' d’affixe

|

z.

Démontrerque z '= (-1 + i)n(z— Zg) + Zg-

4. Soit (dp ) la suite numérique définie par: Vne N, d, =

Ze, —Z
Bn An+1

a) Démontrer que (d, ) est une suite géom étrique de raison \[2- et de premier terme 1.

b) Onpose: Sp =d; + dy + dy +....+ dy avec neN*.
Démontrer que Sy = (2+v2) [(V2)" =17 .
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CORRIGES

e e e et —. e ___1_._..__._.___.

2 B Tt AN

o

mE -
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 1

1. (A) est I'ensemble des points M d’affixes z tels que |z +4-2i [=]3i-z].

2.

1.

Me(d) o lz+4a-2il=]3i-z]

= |z—(—4+2i)|=|z —3i|
o lz - ZA|=|z—zB| avec A(—4+2i ) et B (3i).

< AM =BM.

Donc (A) la médiatrice du segment [AB].

J85

| Zy +4-2i |= et
K 2
_ 85
|31—zK |= T

Donc, | zK+4—2i |=| 3i—zK |

Par conséquent K appartient a (A)

@ PROBLEME

lim f(x)= Ilim (x+1 -
X—>—0 X—>—00

1

2

= lim (X+l—-—

X—>—0

2

\

(A)
B
V
€
O_.:
©l
2
)
x2+1
2
X
| 1
T
X
92
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Avomaths Terminale C

= lim x(l+l+l——l——-)
2

X——0 x
1+—§
X
: . 1 1
=—o car lim x=-oe lim (I1+—+—
X—=—00 X——00 X
2
. X
lim f(x) = lim (x+1 - — )
X—>+<0 X—>+0 2
X"+l
\,2
= lim (K'*‘l - — . ) Vg
X—>—00 2 ]
X l+—7-
X
1 1
= Iim x( 1+—-— )
1+—§-
X
. . 1
=+w car lim X=4we Ilm (1+—-—
X—>+0 X—>+00 x 2

Pour tout nombre réel strictement positif x,

2
fx)—(ox )= ~x o
X)—-(—x+1)= —X ——
2 2 2 x2+1
1 (\/x2+1—x)
= —X
2 x2+l

= —x(
2 (Jx2+l+x)Jx2+l
|

]
i :
’1+—%—( x2+1-+x)
X

93
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Avomaths Terminale C I

| ) 1 ]
[ f(x)=(=x+1)) = lIm ———
a) X-Il)n'i]m( ( ) 2 x__)mz

PR

1+_'2“( X2+l +X)
X

1 )
Ona: lim l+—=1et lim ( xz

+1 +x)=+0.Done lim (f(x)_(L
Jm ) x5 X—>+0 2X+l

N
. 1
Par conséquent la droite (4) d’équation y = > X + 1 est asymptote & (C) en +oo.

b) Pour tout nombre réel positif strictement x,
1

1
1
f(x)-(—=x+)=—= » .
2 2JT+—% (\/;ZH +X)
X

: ]
Donc, pour tout nombre réel positif x, f(x)— (Ex +1)>0.

11 en résulte que la courbe (C) est au dessus de la droite (A) sur |0 ;+co [.

Pour tout nombre réel x,

2X
2x\}x2+1 —xzx——

2
1 2VX” +1
fi(x)=1-— = A
2 X7 +1
3
2x\Jx2+1—- X
x2+l
= 1- )
2(x7 +1)

1 2x(x% +1) = x°

2x2 +1)Vx2 +1

2

2(%'2 + VX" +1 —2)((;(2 +1)+x3

2x2 +1)Vx2 +1

@xZ20Nx2 +1- x(x2+2)

= f(x) =
22 + VX2 +1
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Avomaths Terminale C

a) Si x<0,ona (2x2+2)\/x2+1 >0 et x(x2+2)<0 . Donc (2x2+2)\fx2+l >x(x2+2).

Si x> 0, pour tout nombre réel x, 2x2 > x2
2x2 +2>x2+2 (1
2

Par ailleurs, x2 +1>x
\/x2+l >x (2)
Des inégalités (1) et (2) il s’ensuit que (2x2+2)\fx2+1 >x(x2+2).

I1 découle de ce qui précede que pour tout nombre réel x, (2x2+2)\} x2+1 >x(x2+2)

b) D’aprés 5a) (2x2+2) x2+l >x(x2+2) donc (2x2+2)\]x2+1 -x(x2+2) >0.
Par ailleurs 2(x2+]) x2+l >0.
Donc f’(x)>0.

Par conséquent la fonction f est strictement croissante sur R .

¢) Tableau de variation de f

X —0 + o
f7°(x)

f( X) ﬂ/.

a) La fonction f est continue et strictement croissante sur R - Donc f réalise une bijection de R sur
Pintervalle J.
I=f(R)

=] xﬂ)rgwf(X) - xﬂﬂoof(x)[

=] -0 ;+oof.
Par suite, f réalise une bijectionde R sur R.

b) f réalise une bijectionde R sur Ret 0 €] —o0 ;+ o[ donc I'équation f(x)=0 admet une unique
solution dans R.

¢) Vérification : f(—0,77) = -0,0048 et f(-0,76) = 0,01
Comme f(-0,77)xf(-0,76) <0donc, - 0,77 < a. < - 076.
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Avomaths Terminale C

a) Ona latangente (T):y =f’(0) (x=0)+f(0).0r f(O)=1etf’(0)=1.
Donc,y =x+ 1.

x2
b) Pour tout nombre réel x, f(x) = (x+ 1)= X+ 1—-— 5 -(x+1)

X +1
2

1 x
== — <0.

2 x2+1

Donc, la courbe (C) est en dessous de (T) sur R.

Tracé de (T), (4), (A’), (C) et (T).
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Avomaths Terminale C

DEVOIR N° 2

a) Al=AB -AC Donc Al =CB

b) Al =CB Donc Al =BC.
Le triange ABC est équilatéral,donc AC = BC
11 s’ensuit que Al=AC =BC.

Par ailleurs Al =CB donc AC =IB qui conduit 2 AC = IB.
De ce qui précede,on a Al= AC=BC=1IB.
Par conséquent, le quadrilatére AIBC est un losange.

a) ;i =EB: donc IA2: 32.

De la question 1b) AIBC est un losange donc [BZ: a2_

Ona E=E+A_C'

1c2 = 1a2 + ACZ +21AAC

2 y e ——
IC"=2a"+ 2IAIB .

[C2 = 2a2+ 2&12(:05;E )
3
Donc, lC2 =3 32
En définitive, IA2= a2 R IB2= a2 et IC2=3 az.
b Me©eo MAZ +MB% - MC? =0
o M2 +1a2+1B2-1c2 =0
=2 MI2 = 32
o Ml=a.
Donc (C) est le cercle de centre 1 et de rayon a
a) 2BA%Z-BB%-BC?=2BA% -BC?
2232—32
2
=4a .

Donc B appartient 4 (A) .
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Avomaths Terminale C

b) Considérons le vecteur u=2 MA - MB - MC .

La somme des coefficients des points
pondérés(A,2) :(B,-Det (C,—1) est2- 1-1=0.

De ce fait U est un vecteur constant.
Donc,

L =2AA — AB —AC
- —AB-AC .

A n’est pas le milieu de [BC] donc U est non nul.

—

Sachant que B € (4), I’ensemble (A) est donc la droite passant par B et de vecteur normal y

Par conséquent (A) est la droite (BC).

@ PROBLEME

1. a) xﬂ)r:l_oof(x)=x£)r51m(—6x+(x+9)x/§)

=l K6+ R )+ 9% )

=+
lim f_(ﬂ= ]im —6x+(x+9)-\/;(-
X—+wo X X—>-+00 X

. 9
= 1 J
=400 )

b) Interpréati ique: i _ . f(x)
) rprétation graphique : xkﬂm f(X) =+ 0 &t xE)T—oo — =+ o donc la courbe (C) admet une

branche parabolique de direction ’axe des ordonnées.

2. 2) llmmzhm _6X+(X+9)\/;
x—0 X x—0 X

o 9
= Jmy 6+ dx + o)
=+

by lim J®)-f0) f(x)

= |lim =<
x—=0 x40
N X;—)O X

=+
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Avomaths Terminale C

Donc la fonction f n’est pas dérivable a droite en 0
Interpréation graphique : La courbe (C) admet une demi — tangente verticale au point d’abscisse 0.

3. a) (Wx-Dx-3)=x-4Jx +3

b) Pour tout nombre réel x appartenant a ] 0 ; +oof,
X+9

Fix) = —6+x + % e

29X
3x —12Jx+9
- =T
3(x —4x+3)
B 2x
3(Wx - D(Vx -3)
2Wx '

4. a)Ona:24/x >0 donclesignede f’(x) est celui de (&—1)(&—3)_
Pour tout nombre réel x strictement positif,

&—1:0@)(:]
\/;—]>0<:>x>1
\/;—]<0c>x<l

f'(x) =

En plus,

\/;—3=0¢:>x:9
\/;—9>0©x>9
\/;—9<0<:>x<9

Il s’ensuit le tableau de signe suivant :

0 1 9 + o0

X
\/;__1 - D + +
\/;—3 - - D +

f7(x) + D - D +

Par suite, Vxe| 0 :;1[U]9 ; +oo[, £* (x) > 0 donc f est strictement croissante sur [ 0 ;1[ et sur |9 ;+oo[,
vxe ]1;9[, f* ( x) <0 donc f strictement décroissante sur ] 1 ;9].
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b) Tableau de variation def

X 0

- D +

. 1
f(x) 2 P
Y}

f(x) \
0 0

N 33 -D3-3)
23
31-403)?
2
3@4-243)

2
=3(3-2)

b) Ona (T):y=f"(3)(x-3) + f(3)
f(3)= -6x3+(3+9) \/5

=—18+ l2s/?—,
Par suite, (T):y = 3(y3 —2) (x~3) — 18+ 12+/3
y =33 -2) (x=3) - 33 -2)23)
y =33 -2)(x =3-23).
_3(x -D(x -3)

Vxel0; +oo, 7 (x) =
2x

3 1
= 50-7)x-3)

3 - 3
= f( .\-4+U;)
Ona b’ (x) = (x) - 3(y3-2)
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Par conséquent, h’ (x) = "’ (x)

L
L N
2Valx X

3 3
RACN R
3(x -3)

T axdx

a) On déduit de la question 6) que : ¥ xe] 0 :3[, h*’(x) < 0 donc h’ est strictement décroissante sur ]0;3[
Vxe)3 ;: +o|, h”’(x) >0 donc h’ est strictement croissante sur 3 ; +o0o[.

b) h’(3)=0
De plus, h’ est strictement décroissante sur 0 ; 3|
Il s’ensuit que pour 0 <x<3, h'(x)>h’(3)
h’(x)>0
Par ailleurs, h’ est strictement croissante sur]3 ; +o|.
Donc pour x> 3, h'(x)>h’(3)
h'(x)>0
Par suite, Vxe] 0 ;+o[\{ 3 } ,h’(x)>0eth’(3)=0

¢) Vxe]0;:+w[\{3},h’(x)>0eth’(3)=0donch est strictement croissante sur |0 ;+oo[.

[l ressort de la question 7¢) que, Vx€]0 ; 3[, h(x) <Odonc f(x) - 3(\/:_’; -2)(x —3—2\5) <0
Donc (C) est en dessous de (T) sur |0 ; 3[.

Vxe [3; +oof, h(x) > 0donc f(x)— 3(\3 —2)(x =3—-24/3) >0
Donc (C) est au —dessus de (T) sur |3; +oo[.
h(3)=0donc(C) et (T) se coupent au point d’abscisse 3.
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9. Construction de(T)d de (O).
\
(
-
J
N S
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DEVOIR N° 3

Voir figure

Soit P le barycentre des points pondérés (D, 4) e (C,—2) donc, I =bar {(A,2);(B,—1);(P 2)}.

Soit Q le milieu du segment [AP].Onal = bar {(Q 4);(B,-1)}.

a) BA =BD donc le triange BDA est isoctle en B. On a O qui est milieu du segment [AD]. Il s’ensuit
que (OB) est la médiatrice du segment [AD]. On en déduit que (OB) est perpendiculaire 2 (AD). De
plus, le quadrilatére ABCD est un trapéze rectangle en D. Par conséquent d’une part les droites (OD) e
(BC) sont paralléles et d’autre part, les droites (OB) et (DC) sont paralléles. Sachant du plus que les
droites (OB) et OD) sont perpendiculaires alors le quadrilatére OBCD est un rectangle.

— 22— 1= 2—
b) DI==DA--DB--DC
3 3 3

DI=—CA-—-DB
3 3

—_ ] — —
DI=—(2CA - DB)
3

Par ailleurs, 2C_A.—-[i3-=2a). +2ﬁ—§3—c_ﬁ
= 3CD +4CB - CB
=3(CD + CB)
=3(§)+6&).

= 3BA. En définitive, DI=BA. Il en découle que DI = BA et Al =BD.
Comme BA = BD alors Al = AB = BD = DI. Il s’ensuit que le quadrilatére ABDI est un losange.

Le quadrilatére ABDI est un losange de centre O. Il en découle que le triangle IAO est rectangle en 0.

T P a-\lg ) ) - 2 2
Puisque, Mes(IA;IB) = Xy alors AO = T Le point O étant le milieu de [AD],ona DA™ =3a".

Par ailleurs, la droite (BI) est la bissectrice de I'angle orienté (BD;BA) et le quadrilatére OBCD est un

g Sn
rectangle. I1 en résulte que I’angle orienté (BC;BA) a pour mesure <
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4
B iR, o0 a3 s 302 /
Ona AC =(BC - BA) a —ax-T-oo%(?H'T /

-

=R Cax—- it
_7a’  3a?
)
13a?
4
' 2 2
5. ) 2BA% -BB? —2BC2+ 4BD2=2BA2 —2BC2 4 4BD
2 |
3a \
=232 -2x + 432 3 "
a
9':12 ’
=—— " Donc le point B appartient & "ensemble (). f
2 {
b) L’ensemble (T) est soit I ensemble vide, le singleton {1} ou un cercle decentre . Or B appartienty |
(T). Alors (I') n’est pas 'ensemble vide ni {I}. On conclut que (I) est le cercle de centre [ passant par B,
6.

n
OnalB=20I=2xa Cos(g) =2 . Sachant que 1A = ID = a alors les points A et D appartiennent a (T

7. a) AAZ - AB? Z2aC2 4 2AD2 o - AB? - 2AC2 +2AD2

[3a?'
:—32—2x +2><3a2

332
-~
b) Lasomme des coefficients des pomls pondérés (A l) (B,- l) (C.

~2) e (D.2)est 1 - 1 42-2=(
Sou]evecleur!.l‘* AB 7AC+7AD Ona

—BA+ 7CD Donc, u —BA+ Bl

Puisque les points B, A et I sont non alignés alors le vecteur U est non nul.

Ona NILS(BI,BA) = 3 et Bl =

BA. Donc le triangle IAB est équilatéral. Il s"ensuit que le vecteur u

est un vecteur normal a la droite (AI). Par conséquent I"ensemble ('Y) est la droite (A)
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Figure
//
(I 7
~
~
7~
7
-~
~
~
~
~
I//
< P
/
~
-~
_
// Q
A -
Z
~
_ 0 D
-~
B C

@ PROBLEME

.
L oa) lim f0= lim ((#2Vx2+1 —(x+1)7).
X—»—00 A—>-00

. 2 ] 1 2
Ona xl_l;l_‘lm((x+2) X"+l =—o et x]lmm(—-(x+) )=—0.

i : 2 dui lim f(x)=—w
Donc, X]_l_il'_lo'_)((x-i-?.) X" 41 —(x+1)7) = —o . On en déduit que < lmoo (x) =

2 2
f(x) ) (Xx+2)VXx"+1 = (x+1)7)
lim

Parailleurs, lim — =
X—-m X X—r-00 X
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(x+2) 2 (x+l)2 )

= lim ( X“+1 -
X=>-0 x X
X+2) [2
Ona |lim ( =] lim x2+1=+oo i
X—-o X—»-00
(x42 ’ :
Done, lim (( ) x2+l=+oo 4
2
. (x+|)2 . x2 _ . (x+1)
Deplus, lim = lim —= lim x= - ;donc lim (- ) =+
X—-0 X—=»-0 x  X—-© X—>-0 X
2
X+2 X+1 .. ) f(x
Par conséquent, lim (( ) x2+1—( ) ) = +oo . En définitive  lim Q:m
D - X X—>»-00 X

X—-o X
—% une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées,

b) Interprdation graphique :Puisque  lim f(xX)=— et lim i)
X—>-0
admet en
. ; , 2 2
2. ] f(x) = ' -
x_l)m (x) xh)m ((x+2)Vx“+1 (x+1)%)

= (x+2)2(x2+1)—(x+l)4
X+ (x+2)\jx2+] +(x+l)2

, i
=+00 donc la courbe < |

|
|
|

; x4+x2+'-l-.\3+4x+4x2+4—(x4+2x3+x2+2x3+4x2+2x+x2+2x+1)
m
X—>+w0 (xH2VXZ 41 + (x4 1)2
) 3—x2 - :
= E)n—‘li—cno 1 |
X ,
(x+2)x l+——2 +x2+2x+1 |
< .
3
(S -1)
8 X
St 2 | 2 1
xz((l+—)\jl+—2+1+——+—2)
X X X x
- 1
= lim x—z-_ Il s’ensuit que i f(x) = 1
X—+0 2 I 2 1 W P T =-5.
(+=) I+ — +1+ 24
% ) x 2

X
On en déduit que la droite (A) est asymptote & (C) en +o0.
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3. a) Pour tout nombre réel X, x2 +1> x2 donc, \/xz +1> \/xz
Par suite, VXZ +1 >Ix|

Vx2 41> -x ar x| = x ou |x] = —x.

Par conséquent, \sz +1 + x>0. En définitive, pour tout nombre réel x, Y(x)> 0.

2
b) Pour tout nombre réel x, f'(x) = X2+l + X(x+2) =2(x+1)
2Jx2+l

(x241) + x(x+2)=2(x+1)Yx 241
\/x2+1

x2+ 1+ x2 4 2x-2(x+)Vx2+1
\/x2+1

2124 2 + 1 =2(x+1)Vx 241

"

2\/x2+l
_ T+ 2x(x+ 1) - 2(x+l)\/;(2_+1
B 2\/x2+1
_ L4200+ Dx=Vx2+1)
B 2Wx2+1
-1
) 1+2(x+ 1)(:J;~2=H)
B 2\/x2+1
x+ Vx2+1 —2(x+1)
B ‘}’(x)\/x2+l
x2+l —x2—4x—4
\/E -(x+2) \/x2+l +X +2
CoweovxZHl w2
En définitive, f'(x )= it .
WO (x) +2)Vx 4]
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VX € R.\}xz-ﬂ >0; Y(x) > 0; ¥ (x)(W(x) +2) > 0 donc, 'F(x)(*¥(x) +2)m >0. !

'(x) est celuide —4x—-3.0na —4x -3=0 o x = __3

Par suite, le sign¢ de f
4

Par conséquent *

3 ' 3
VXG]—OO:T" ,""4-\7"'3>0d0nc f(X)>0 et Vxe]—;;-i@o\:,—“xh}(o

3
done £'(x) <0 et f'(—_.i)zo

VX € ]_oo—i—] £'(x) = 0 alors, f est strictement croissante sur ]—-co,—g'—]
4

VX € [—%«n[ f'x)<0 alors, f est strictement décroissante sur [—E;Jﬁn[
4

Tableau de variation de f

3
< _ )
£(x) + - o
i T —
2
f(x)
3|
3 3
f(-=)=(--+2) (——)2+1 —(——+1)2 = %x%_ll_G _%
Une équation de la tangente (T)est: y=F'(0)(x —=0)+f(0).
ona f(0) 042802 +1 - (0+)2 =2-1=1 e
fl(0)= —4x0-3 =_—3=_1
PO +2N02 1
Donc, une équation de la tangente (T) 4 (C) au point d’abscisse Dest y=—-Xx+1.
108
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Partiec B

2x(x+2)

1. a) Pour tou nombre réel x, h'(x) = \Ix2+l + = 2(x+1)+1
ER

.\2+l+x(.\'+2)~(2x+l) ,\2+l

\/x2+l
5
2\2+2.\ +1-(2x+DV "+
= J -
XT+1

b
22 +2x +1)(1=Vx2+1)

) \/x2+l

9 X
2XT+(2X + 1 )(——)
- l+\lx2+l
\/;2+I

2 2
22 (a+Vx2 4 - x2@2x +1)
(]+\/x2+i)\/,\'2+1

7
xZ(2+2Vx %+l = 2x - 1)

)
(1yx2+1Wx 241

xZ(Z\J,\'ZH -2x+1)
(I+\/x2+l)\[x2+l .

b) Pour tout nombre réel x, 2\]x2+l—2x+1=2( x2+l—x)+l

2

h'(x)=

2

Y(x)

Pour touw nombre réel x. ona ‘¥(x) >0 . Il s’ensuit que +1>0.

[ 2
On en déduit que 2VX7+1 —2x +1 > 0 pour toud nombre réel x.
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¢) VxeR, (]+Jx2+l)&2+l >0et?2 x2+1 —2x +1> 0Odonclesigne de h'(X)estcdu'dc
: 1

2 2
X~ . Ona:Vx e R*, x">0donc, h'(x)>0.Par conséquent la fonction h est Strictemen
croissante sur R.

a) h(0)=f(0)+0-1=1-1=0

Par ailleurs, la fonction h est strictement croissante sur R.

Par conséquent, x <0 implique h (x) < h (0). Comme h(0)=0alors h ( x )< 0 3

X >0 impliqueh ( x) >h(0). Comme h(0)=0alors h ( X)>0
En définitive, Vx €]—o0;0[, h(x) <0 et ¥x €]0;+<[, h(x) > 0. |

b) Pour tou nombre réel x, h(x) =f(x) —(-x +1)

VX €] —o;0[, h(x) <0 doncf(x) <—x+1.

Il s’ensuit que la courbe (Cf )est en dessous de la tangente (T) sur | — o0; 0.

Vx €]0;+oc], h(x) > 0. doncf(x)> —x +1.

Par conséquent la courbe (Cf )est au dessus de la tangente (T) sur ]0;+o0].

Enfin, (Cf ) et (T) se coupent au point d’abscisse 0.

Voir graphique.

Partie C

1. gest continue et strictement décroissante sur [0;\/37] donc, g([O;J-f;]) =[0;1]. On en déduit queg
est une bijection de [0; 3] sur [0;1].
X+2
gg™ (x))
g(x)+2

gl gx)

~ 2. a) Pour tout nombre réel x appartenant a [0;1], H'(x) = g—l(x) +

Donc, pour tout nombre réel X appartenant a [0',\/?_:'], H'og(x) = g_l (g(x) +

g(x)+2
H =x+2 "
og(x)=x+ )
g(x)+2
Par suite, p(x) =X+ R

b) Vx 6[0:5}, g'e (x)=g'(x)p(x)
(x)+2
(g' p)(X) = g'(x)(x +g—;.(—x)—)
(g'p(x) =xg'(x) +8(x)+2
110
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vx e[0w3]. F(x)=xg(x)+2x+c o cestunnombre réel.
F\3)=6 < 33 +2)+c=23
F(\E)=6 < c=0.
On en déduit que pour tout nombre réel x appartenant a [O;Jg], F(x)=x(g(x)+2)

3. FKO0)=0x(g(0)+2)=0

Tableau de variation de F.

X . 3
f'(x) + +
2\3
f (x)

4. Equation delatangente (T) a (F) au point d’abscisse 0 : y=F'(x )(x —0) + F(0)
Ona F0)=0 et F(0)=0xg'(0)+ g(0) +2=3. Ils’ensuit I'équation y=3x .

Equation de la léngnle (T™ a(F) au point d’abscisse \/5 : y=F Bx - \ﬁ) +F\3)

Ona F(W3) =23 e F(f3) = V3 x g'(ﬁ) + g(\/i) +2= ﬂi—— 1. Ilen résulte I’équation

2
y=(¥—l)x—§+3\/§.

5. Voir graphique.
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(T)
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DEVOIR N° 4

1. 42 -3x 22= 4 ct l42 -3 ><82= 4 Donc les couples (4,2) et (14, 8) sont solutions de I'équation (E).
2. llexistepetqtelsque ug=pdet vy = qd donc d2(p2 —-3q2) =4 '
Il s’ensuit que d2 divise 4.
Par conséquent d2 e{l;2;4}.

Or d est un entier donc d2 =1ou d2 = 4. Par conséquent,d=1o0u d=2.
On conclut que : d = 2.

1. Voir ﬁgure

2. I=bar{(B,2);(C,1)}et O=bar{(A,-1):(1.,3)}
Par la propriété du barycentre partiel O= bar {(A,-1);(B,2) (C, 1)}

3. OnaO=bar{(A -1);(B 2);(C]l)}

— | == ==
Donc, BO= E(_ BA+ BO).

Par suite, 2 EC—) = E

2
— — I
4. 2BO = AC donc OB = —AC et 082= a——.
2 4
— i l —
a: AO= AB +5 AC
OA2=AB2+%AC2+%><2K§E
2 2 1,2 ——
OA” =AB +ZAC + ABxAC x cos (AB;AC)
2
7
oa? -2
4
2
= I—r —x 2 3a
Ona: CO = -—CA+CB llenrésulte OC =T
2
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2 2_ a2 i t rectangle en C d’aprés la réci
5. AC“+0C“=0A" ,doncle triangle AOC est rectang P. proque du ‘hé(’férne "

(A.),(B,])et(C,-2)est 1 +1—-2= 0donc, (A) est
une droite passant par C.

Le triangle ACO n’est pas isocele en C car OC # AC.
I1's’ensuit que le point K n’est pas le milieu
du segment [OA].

Donc KA + KO# 0.
On conclut que (A ) est la droite passant par C et de

vecteur normal KA + KO.

Pythagore.

a) —CA2 +2CBz+ CC2 = a2 doncC e(T').

b) () est soit 'ensemble vide, le singleton {O} ou un cercle de centre O.
C e(I) done, (T')n’est pas 'ensemble vide ni le singleton {O}.
Par conséquent ( ') est le cercle de centre O passant par le point C.

a) Letriange AOC est rectangle en C donc CA2 + C02= OAZ.

Par suite, CA2 + CO% -2 CK2 = OA2 —2 KC? donc, Ce ( A).

b) ACK est untriangle rectangle en K donc KA2 = AC2—- KC2.

Par ailleurs, OCK est rectange en K donc K02 = OC2 - KCZ._

11 s’ensuit que KA2 + K02 = AC2 + OC2—2 KC2.

2 2 2

Puisque AC2 + OC2=OA alors KA“+ KO £

- 0A% -2 kC?.

¢) Lasomme des coefficients des points (A ;1) ,(O ;1) et (K ;-2) est 1+1 -2 =0

DoncMe (A)= KA2 + K02

_2KKZ%-2(KA+ KO-2 KK). KM= 0A%-2 KC?

— — —_— 2

o KAZ+KO%-2(KA+ KO). KM = 0A% 2 KCZ.
< (KA + KO). KM=0.

d) Lasomme des coefficients des points pondérés
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Q PROBLEME

Partie A
040l g (X) =k
1. Vxel]0;+00[, g " (X)=—
X (x+1)

g'( x) >0 donc gest strictement croissante sur J0 :+ oof.

2. Tableau de variation de g (sans les limites aux bornes de I’ensemble de définition).

X 0 +a0
g (x) +

g( X) /

b) gest strictement croissante sur ] 0 ;+ o [ .

Donc O<x<1 implique g(x) < g(1).Or g1)=0donc g x) <0

Par ailleurs, x>1 implique g(x) > g(1) .Org( 1) =0 donc g x)>0.
En définitive, Vxe] 0 ; 1[, g x)<0et Vxe] 1 + o[ g x)>0

3. a g(hH=0

Partie B

(x=1)%In()
1. lim f(x) = lim ——
x—0 x—0 X
> >
- lim_~(x -1 %Ine)
x—0 X
>
Or lim lx+oo . lim (x—1)2=1 . lim_In(x) = —o©
x—0 X " x—0 x—0
> > >
a1 2
Donc, lim —(x —1)7In(x)=—co.
x—0 X
>

— 0,

ite. lim _f(x) =
Par suite, <20 (x)

>
Interpréation graphique : L’axe des ordonnées est asymptote a (C).

115

Scanned by CamScanner




-

2.

3.

Avomaths Terminale C

_ -2
lim f(x) = lim
X—>+00 X—>+0 X
2
x—1
= lim x-1) In(x)
X—>+0 X
o) li (x—])z = lim x=40 ; lim In(x)=+w
xS g xoe - Roko
= 2
¢ —1
Done, lim -1 In(x) = +00

Par conséquent, lim f(x) = +o.
X—>+0

(x=1)?In(x)
im 1. fip X
X—>+0 X X—>+00 X
L x =D
= lim ——‘—2*———'
X+
_ x-n?
= lim 5 In(x)
X—>+0 X
o (x-n? .
Ona lim o) =1; lim Inx)= +»
X+ X—>+00
. (x —1)2
Donc, lim In(x) = 400
X—+0 2
Ils’ensuitque lim f(X)=+© et lim lx)- = +c0
X —>+00 X—+w X
Par conséquent, la courbe (C) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées en +o
2 :
x —
a) Vxel0;+mof, f’(x)= 2 g(x).
X

2 . _
b) Vx>0, x >0donclesxgnedef’(x)dépenddeceluide g(x) et de celui de xz—l.

On obtient le tableau de signe de f’ ci — dessous.
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X 0 | +®
gx) - ) +
- D +
x2 -1 .
£°(x) + \ +

llenrésulteque: V xel0 s+ \{ 1}, f'(x)>0, f'(1)=0
D’ot le tableau de variations de {

X 0 1 +®
t7(x) + D +

a) { est continue et strictement croissante sur |0 ; +cof. De ce fait f réalise une bijection de |0 ; +oo[ sur

£(JO ; +oo[). Ona f(]0 ;+|) = R. Comme 1€ R donc, Iéquation f( x) =1 admet une unique solution
o dans JO ; +oof.

b) Vérifions de ’encadrement.

£(2,64) ~ —0,001 et f(2,65)~0,0012

Puisque f(2,64) et f(2,65) sont de signes contraires alors 2.64< a. <2,65.
¢) f est strictement croissante sur |0 ; +oof.

Pourxe] 0 ;a [,x<a doncf(x) <f(a).

Or f(a)=1alorsf(x) <1.

Par ailleurs, pour xela ; +©[ , x>« doncf(x) >f(a)
Orf(a)=1alorsf(x)>l.

On obtient : V xe]0:a [, f(x) <1 etV xeja s400[,f(x)>1.

a)f’(1)=0 et f(1)=0 doncy =0estune équation de la tangente 4 (C) au point d’abscisse 1.
2
(x-=-D"In(x)

X
Considérons les signes des facteurs du numérateur ainsi que le signe du dénominateur :
Inx=0<« x=1;Inx> 0« x>1donc Inx<0 & x< 1.

b)V x>0,f(x) =

Ona: (x-—l)2 =0 = x=0et Vxe]0 ;-&-c:o[\{l},(x—l)2 > (0 D’ou le tableau de signe .

X 0 +
Inx - » +
(x _1)2 + D +
- +
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1 1
(7—1)2In(:)
6. a) Vxe]0:+m], h(x)= —> — -

X

_ x(1-x)% (=In(x))

_ -

_=n?
X

= - f(x).

In(x)

b) Pour la construction : (C) et (I') sont symétriques par rapport 4 ['axe des abscisses.

Partie C :
2
. . In"(x 1
1. a) lim ¥Y(x)= lim ()+
x—0 x=0{ 2 x—1
> >
2
i . InT(x
Ona Iim_In(x)=-o : lim ( )=
x—0 x=0 2
> >
. 1
De plus, lim —— =-]
Xx—0x -1
>
Il s'ensuit que lim 0 I
[ + - = s p—d
s‘cnsu: que lim, ; . +0 donc XT;!O"P(‘()-«D.
> >
2
: In“(x
xlg)n] ¥Y(x) = }im] f (\)+ _]_
X2 -\>—> 2 X -1
% (x)
Ona lim =0
x—=1 2
>
. . 1
Deplus, lim —— =-w e lim —— = 4+
X—=lx -1 Xx—=1x -1
< >
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(%) (w1
Donc, lim + =-w et lim + = +00
x;—)l y. Xi=il x;)l 2 X —1

Par conséquent, lim W(x) =—c et lim W(X) = +w
x—1 x—]

< >
2
In 1
lim W= lim | &,
X—>+c0 X—=+o| 2 xe1
2
. 1
Or lim In(x)=+40 ; lim h (x)=+°°
X —>+00 X400 2
. |
Deplus, lim =0
2,
Done, fim | X, 1 |
X—+o| 2 X —1

Par conséquent, lim W(x) = +c0.
X—>+0

Y (x) ) InVx i 1
= lim 2] — | +——<-| =+
Jx x(x-1)

Par ailleurs, lim
X—+o X—>+0

b) Interprétation graphique :
xll)no W(x) =+ donc, la droite d’équation x= 0 est asymptote & (C’).
>
;im Y(X) =—c0 et xllll)ll ¥(X) =+ donc, la droite d’équation x = 1 est asymptote & (C’)

< >

. . Y(x)
lim W(x)=+w et lim
X—>+0 X—+0 g

I’axe des ordonnées en +w,

= +c0 donc, (C’) admet une branche parabolique de direction
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In(x) _ 1
x  (x-1?

2. a)Vxe]0;+o N\ {1},¥'(0)=

-l
xx-12  (x-1)2

(x = 1)In(x) N

X
x-1)2
f(x)-1

Vxe]0:+0 [\ {1}, ¥Y'(x) = ﬁz—
x_

Ona:Vxel0a[,f(x)<let Vxe]a +o[,f(X)>]1 et f(a)=1.

c) Tableau de variation de ¥ :

b) Vxe]0;+o |\ {1}, (x—l)2 > 0 donc le signe de ¥ *(x) est celuide f(x)—1 sur]0;+w N1

Par suite, ¥ ’(a) =0, Vxe]O;I [U]l ;o [, ¥’(x) <Oet Vxe]a s+ |, ¥’ (x)>0

(
|
| X 0 | o +
| Y’ (x) - - b +
§ +0 +00 +
¥ (x)
e V(o
2
| 1
3. a) W)= 1 (a)+ :
a-—1

1
Ona 264<a <265 donc a>1; o —-1>0; —>0
a-1

lnz(a)

> 0.

Par ailleurs, a # 1 implique

n@ 1
+
2 a-—1

Par conséquent, > 0. Il en résulte que W(a) > 0.

b) “W(a) est le minimum de ¥ sur intervalle J1 j+oo].

Donc, Vxe]l ;+oo[, ¥(x) = W(a) . Puisque W(a) > 0 alors, ¥ X) > 0.
I1s’ensuit que I’équation ¥(x) = 0 n’ad met pas de solution dans ]1 ;+oo|.
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Par ailleurs, la fonction ¥ est continue et strictement décroissante sur ] 0 ; 1]

Par suite, ¥(]0:1]) = R.

Donc W réalise une bijection de ] 0 ;1 sur R. Comme Oe R alors I'équation ‘¥(x) = 0 admet une
unique solution o dans ] 0 ; 1].

En définitive, I'équation W(x) = 0 admet une unique solution B dans ]0 + «o[\{1}.

¢) Tracéde(C),(C)et ().

©) | | \
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DEVOIR N° 5

2. Il existe un entier naturel k tel que p=k3.
Par suite, p.z - 38 =2022 @52 —3)=2022 avec 2022 = 2x3x337

821 §2=2022
ou
k2-3=2022  |k2-3=

§2=]
k2-3=0022

< d=let k=45.
Ilen résulte §=1 et p = 45.
Puisque ab=p3 alors ab = 45.

Donc, les couples (a, b) sont : (9,5), (5,9) (45, 1) et (1,45).

I. DH=DB + BH et DH=DC + CH donc, 2 DH = DB +DC+ BH+CH
Ona H milieu de IAB] donc BH HA
Par suite, 2 DH DB + DC + CA
—_— R 2 P
2 DH =DB + DC-—-DC
3
—6DH +3DB +DC = 0 :
Par conséquent, D est le barycentre des points pondérés (B, 3), (H,~6)et (C,1) car -6+3+1%0.
2. a) H milieude [AB],J milieu de [BC],I milieu de [AC] et le triangle ABC est €quilatéral,

= —
Donc, HA = Al ¢ BH=BJ a Mes(AH;AI) = — ¢t Mes(BJ;BH) = T
3 3

II's’ensuit que les triangles BHJ et AHI sont équilatéraux.

Ona ﬁ:H_A. donc HB2=E12.
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De méme H12= az.

Il sensuit que HB2=32 et HJ2= a2.
par ailleurs, DH =DA + AH
DH2 = az+ a2 + Zazcosf_
3

2 2

DH” = 3a
o~ 2

Donc, 2H32 —~HD” +HI —2H.12=—2 a .

b) zﬁ-ﬁ+ﬁ-zﬁ=z(ﬁ+ﬁ)+ﬁ+ﬁ
= 2J—B.+l_)_l..

J est le milieu de [BC] donc 2J_B- = C_B-

DI = DA +Al |

—_ ] —
Onal est milieude [AC] implique Al =—AC .
2

Par conséquent —D_i = fE
Par suite, 2MB — MD+ Ml - 2MJ = AC + CB
Finalement, 2MB — MD + Ml - 2MJ = AB.

a) Lasomme des coefficients des points pondérés (B, 2), (D,-1), (I, 1) et (J,-2) est nulle.
Donc,

M e (4) & 2MBZ2 —MDZ+MI? —2MJ
o 2HB% - HD? +HI% — 2H)?
o —232 -2 Eﬁ: —2212
<« AB.HM=0
. . 2 2 2 2 2
b) D’aprés la question 2a), 2HB™ —HD™ +HI™ —2HJ"=-2a" donc H €(A)

2__ 52

_2HM (2HB - HD +HI- 2HJ )=—2a>

M e (A) < AB.MH =0 et le vecteur AB est non nul.

Par conséquent (A) est la droite passant par H et de vecteur normal AB
Clest-a-dire que (4) est la droite (HC).
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2 f

2
a) 3HB2—6HH2+HC2=3HB +HC

Y .
Ona d¢g HB = a o . de [AB] -
Par ailleurs, le triange ABC est équlatCﬁ." et HA“élgu e [ABI
Done la droite (HC) est uné hauteur du lrllangleH
11 s"ensuit que le triangle AHC est rectangle en &

2=AC2 —AH2 donc HC2= 3a

D’aprés Pythagore, HC
Par conséquent He( ).

b) Lasommedes coefficients des points
pondérés (B :3) . (D -~6) ,(C:1) est non nulle
Donc () est I'ensemble vide le. singleton { G}
ou un cercle de centre G.

Or H appartient & (D). ;
Par conséquent (') est le cercle de centre D passant par H}

a) Ke(T).D’aprésla question 4),

3KB2 _ 6KH2+KC? = 62
Ona K e(A)quiestla médiatrice de [AB].

Done, KBZ = KHZ +HB”.
bar ailleurs. He[KC] done KC2= KHZ + HC? +2KHXHC.
i sensuit que,  3KH2+ 3HB? — 6KH2 +KH+ HCZ +2KHxHC= 6a°
—ZKH2 + 6a2+2KHxa\E = 6a2
KH (- KH + a\/g )=0
Par conséquent, ' KH = a\/g .

b) KH=av3.Ils’ensuit que: KA =KB=AB.Donc, le triangle KBA est équilatéral.

@ PROBLEME

Partie A

lim f(x) = i 2,1
Jimy fx) = Jimyx- (=5 %)

2

. 2 1 2
= lim -
O(X x“In(x™) .

X—>

) 2 . 2.2
0 Iim x" = | —
na lim, 0 donc xlm x“In(x") = 0.
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. . 2 1 2 2 .
Parsuite, lim (x“ —=—=x“In(x“)=0 et lim f(x) =0
ar suli x_-)0( 2 (x7) € x—)O( )

Puisque f(0) =0 alors X‘E}"O f(x) =f(0).On en déduit que la fonction f est continue en 0.

lim ) = lim (x—ixlnx)
x—0 X x—0 2
> >
) ]
lim xInx=0: 1 X ——xInx) =
Or 50 >, (k=g xinn) S0
> >
- ff-
Donc, lim —(L) =0.
x—=0 x
>
f(x) —
f)-10) _ . 1) _

Interpréation hique: lim =
P SEPH x—=0 x-0 x—0 x
> >

Donc, f est dérivable en O et f'd (0)=0.
Par conséquent, la courbe (C) admet a droite au point d’abscisse 0 une tangente horizontale.

lim £ = lim x2(1-—Inx)
X—>+0 X—>»+00 2

. . 1
Or  lim x2 =+4+w et lim (I-—=Inx)= —o
X—>+00 X—>+0 2

1
Donc, lim Xz(l——lnx)z—cx)
X—>+0 2

Par suite, lim f(x)= —o
X—>+c0
2 1
f(x x“(1-=Inx)
Par ailleurs, lim _(_—)= lim 2
X—+0 x X+ X
= lim x(l—l]nx)
X—>+0 2
. f(x)
Donc lim —=-o0
X—+0  x

. f(x)
Interpréatio hique: lim f(x)= —o et lim —— =—o0, doncla courbe (C) admet une
nterpréation graphique = lim (x) X0 )

branche parabolique de direction I'axe des ordonnes.
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1
Vxel0 w#oof, £* ()= 2x( 1 -=Inx ) ==X X
a) Vxe]0 ;+oof, f* (x) = 2x( > 5 X

1
=x(2-—-Inx).
2
3
= x(—=-Inx)
2
b) Vxe] 0+ oof, x> 0 donc le signe de f* (x) est celui de Lz——-lnx
3 3 3
J lhx=0oIhx=— o x=¢?
2
3 3
—=Inx>0&=Inx<—
2 2
3
o x<e?
3
. 3 5
On déduit que E—lnx<0¢‘>x>e
3 3 3
Il en découle que : ¥xel0; e2 [ (x) >0, Vxe] €2 oo, 7 (x)<0et f*(e?)=0

3

Donc, la fonction f est strictement croissante sur ]0; e 2 [ et la fonction f est strictement décroissante
3 .

] 62 oo

¢) Tableau de variation def :

X 3
0 32 + o
£7(x) 0 - b +
3
c
f(x) 4
0 -
126

e
Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

5. a)f(cz) =(e2)2(1—%ln(e2))

=(>)2a-1
=0

3
b) f est continue et strictement croissante sur |0; e

3 3

215210, %
f(10; e“])=10: —|.

4

3 3
Par suite, Vxe|0; e2 .f(x) €l0; E-—]doncf(x)>0.
4

3

Par ailleurs, la fonction f est strictement décroissante sur | € 2

3

2

oo

Donc €“ <x< e2 implique f ( x) > f( 62).C0mmc f( 82) =Qalorsf(x)>0
Enfin, x> 62 implique f (x) < f ( 62 ) doncf(x)<O

En définitive, Vxe 10 ; e2 [,f(x)>0 et Vxe] 82',+00[,f(x)<0

|
6. f(\/g)=e(l—i),f(\/g)=%e et f’(\/g)=\/;(%—5), £ (Jey=e.

e
On en déduit que y =xV€ — Z est une équation de la tangent (T) au point d’abscisse.

7. a) Vxe]0;+ o, h’(x)=f’(x)—\/€

3 1
=x(——-lnx)—\/; donc h” (x)= — —Inx.
2 2

Par conséquent h’ est strictement croissante sur ] 0 ;\/E [ et h’ est strictement décroissante sur

]VE€ +oof.
h’('\/;)z\/e_ (%~[n\/g)- '\[6- =0

h’ est strictement croissante sur ] 0 ;\/g [.
Vxe]0; \/‘;[,x<\/6_3
h’(x)<h’(\/g)orh’(\/g)='0
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Done, h*'(x<0.

Par ailleurs. h * est strictement décroissante sur I\/g o] .

Yxe] V€ 1+ ml.x>\[t;

h’(x)<h‘(\/g)orh‘(\/g)=0

Donc,  h'(x)<0.
En définitive, V xe] 03+ o[ \ { Je Lh'(0<0 et h'(ﬁ):o,

b) Vxe]0;+co|\{\/;}.h'(x)<0€l h’(\[e_)zo

De ce fait., h est strictement décroissante sur [0;+0].

On vérifie que h ( \/-e-)z 0.
La fonction h est strictement décroissante sur [0 ;4 [.

VxelO;\/gl. x<\/(_:
h(x)>h(\/g)
Puisque h(\/;)=0 alors h(x) >0

Par ailleurs, Vxe] V€ ; + o[ .x>\/g

h(X)<h(~/g)

h(x)<0.
En définitive Vxe[ 0 ; \/g [ ,h(x)>0 et Vxe] \/e_ +0o[,h(x)<0.

e
c) Vxe[O0; \/g[ , h(x) >0 donc f(x)—xx/(; +Z >0

e
f(x) - (K‘/_—Z)>O.

11 s’ensuit que la courbe (C) est au dessus (T)sur [0 ; \/g i
Par ailleurs, Vxe ] \/g 1+ o[, h(x) < 0.

[
f(x)—ng+- <0

4

€
f(X)—(X\/_-Z)<O.

Donc (C) est en dessous de (T) sur] \/g i+ oof.

Enfin (C) et (T) se coupent au point d‘abscisse\[;.
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8. Voir construction.

|'
(VL
M|

9. a)f cst continue et strictement sur | c2 :+ »|. Donc f réalise une bijectionde | e“ + | surf(| e

3 3 3 3
Or f(le? :+wl)=l—w:Tlct I35,02 alors €] - ; — |.

3
Donc I'équation ' (x) = 1 admet une unique solution o dans | e? 4 0|
Vénification de I'encadrement : (7,1) = 1,006 et (7.2) =0,672.
Puisque 0,672 < 1 < 1006 alors 7,1 <o <7.2.

2 1
b) f()=1 (I_Em(l)) =1.

-

[£9%)

¢) feststrictement croissante sur [0 ; e2 [
Donc0<x< 1 implique f (x) <f (1).Orf(1)=1alors f (x) < |
3
Par ailleurs, 1 < x< ¢2 implique (1)< f(x). D’ob f(x)> 1.
3
f est strictement décroissante sur | e2 i+ o]

3

Donc, e < x<a implique f(x)>f (). Orf(a)=1alors f(x)>1.
Par ailleurs, o <x impliquef (x) <f(a ). Dol f(x)<1.
En définitive, ¥V x e [0 ;1 [U] o ;4 [, f(x) <l et Vxe] | ;[ ,f(x)>]

o

-

Partie B
: —f(x)
<
1. a lim 2% o f0e 7
x—0 x x—0 X
> >
- lim @e_f(x)
x—0 x
>
f(> —f X)) —f(x
Ona lim ) =0et lime i) =1 donc lim -@e f(")zo
x—=0 x x—0 x—0 x
> > >
. . W(x)
On en déduit que lim =0.
x—0 X
>
. Y(x)-Y(0 R -
h) lim —(x—)—Q= lim j—)—=0. Donc ¥ est dérivable & droite en O et ‘P"d () =0.
x—0 x—0 x—=0 x
> >

Par conséquent, le coefficient directeur de la tangente a (C) au point d’abscisse 0 est 0.
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—f(x)
lim f(x)e
2 8l 00 e ) f(x)
. —f(x) _
Comme llﬂw f(x)=—o0 alors x-l—l)nlcoe = 400
—f(x
Donc lim f(x)e X _
X—>+0
Par suite, lim W¥(x)=-
X —>+00
—fi
. i Y& - im fix)e™ (x)
Par ailleurs, A__|>m e | "
; f(x) -f(x)
= lim —e
X—+0 X
. f(x) - —f(x) _ I Y(x) _
Or xﬂ)m _x—-z—oo et xﬂ)m e = +o0 donc x_|)m .

b) Interprétation graphique : la courbe (I') admet en +co une branche infinie de direction I'axe deg
ordonnées.

™~

—f(x) -f(x)

3. a) Vxe 0+ [,¥’'(x)= f'(x)e —fOf '(x)e

=(1-fx) (X e f(x).

b) Vxe 10;+ o, e_f(x) >0 doncle signe de ‘¥’ (x) dépend de celuide 1 —f(x) et de f°(x)

3
Pour x€]0;+ @[, I (x)=0 < x= e?
3 3
R f’(x)>0 &x < e2 et f’(x)<0 @x>62
Par ailleurs, 1 —f(x)=0 < f(x) =1
S X=a

1 -f(x)>0 < f(x) < |

& xe]l0; 1 [V]a +o] et 1-f(x)<0 < xe]l;a

D’ou le tableau de signe de ¥ °.

. 3
0 1 62 o + ®
I-1(x) + { - - b+
f'(x) + ] + P - -
¥’ (x) + b - p + p -
3 3
Hen résulte que : Vxe] 0 ; l[uje Y (x)>0,Vxe ]l ; [u]a;+oo[,‘l”(x)<0
3
Yo ()=v’(e? )= Y'(a)=0
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¢) Tableau de variation de Y.

3
i 0 1 2 o +
¥ () 0 + b - b+ b -
1
| _
c
Y (x)
3
Y(e) o

d) Vxe ] 0;+ o[, f(x) =¥ (x) =(l —e_f( X ))f( X).
Déterminons le signe de chacun des facteurs du produit :
D’aprés la réponse a la question 7) Partie A,

2 2
Vxe]0; € [,f(x)>0etVxe] € ;+o[, f( x)<0.0n ajoute que f(0) = f( e2)=0

N —f(x -
Par ailleurs, 1 — € ( )=0 o € f(x)=1
< f(x)=0
< Xx=0oux= ¢
—f(x —f(x
Ensuite, 1 — € ()>0¢> e ()<]

-f(x)<0
f(x)>0

=S

=

o xel0; 62[.
—f(x

)

2
Onendéduit que 1 — € <0 o xe]l € ;+of.
De ce qui préceéde, on a le tableau de signe ci —dessous :

X 0 82 +00
e f(x) q + D -
f(x) ) + b -
f(x) =¥ (%) b + b +

I découle du tableau que :
2 2 2 2
Vxe]0; e [u] e ;+oof, f(x) =¥ (x) > 0donc (C)estaudessusde(I') sur]0; € [etsur]€ ;+oo].

f(x) -¥(x)=0si xe{0; ez } donc les courbes (C) et (I') se coupent aux points d’abscisses 0 et e2
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4. Tracéde(C)etde(I).

eins \ ...........

\ )
! -
' \
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DEVOIR N°6

1. c-a= - (2)2+iz -(22—(;)2)

= iz-2
=z(i—-12)

2 . 2

b-a=12 +1(;)2—-(z —(;)2)

=iz + (2)°

=Z(Z+1)

2. Delaquestionl), c—a=2z(i-2)

Donc, a-c=b-a.
Il en résulte que, lc—al =|b-al.

3. lc-al=|b-al implique que MN =MP. Par conséquent le triangle MNP est isocele en M .

1. Les points pondérés (A,—3), (B,2n) e (C, 2 —n) admettent un barycentresi —3 +2n+2—-n # 0,
c’est a dire pour tout entier naturel n différent de 1.

3 —— —
2. 805 =—-—( BA +BC)
4

— 2-n— — 2-n—1—
3. AG, =" AB+—AC e AG_ =-DAp+ AC
n—1 n—-1 Iz n n
: —— (2n+1) 2n \gm,[l-n  2-n )=
Par suite, GnGn+l —( ) —— )AB +( . n—l]AC
JE— 2_vo9nl2 )\ — 1- -D=-n(2- —
GG . =|2n-D 20” |72 | (I-n)(n-1)-n(2-n) 20
n - n+l n(n — 1) n(n - 1)
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R

== 1 —
G G =—--——-2—-——AB - AC
n- n+l n(n — 1) nin — 1)
G Gn+l n(n—l)(zAB+AC)
1 —
e "
] —_—
Par ailleurs, Gn—IGn =—( Y Al
n-— n-—
11 s’ensuit que, "GnGn+l =(n—2)Grn_]Gn
—_— n_2____a
Finalement , GG, =—=G, Gy

n

—_ 33— PR
4. CG,=-—-CA+3CB
T2
—_— —_— 3__. -—
CA CG, =CA.(—ECA+3CB)

3 2
- ——2—CA +3CACB

3 3
—_2cA?:2cA?

2 2
=0

Par conséquent, les droites (CA) et (C G3 ) sont perpendiculaires.

8. Les droites (AC) et (C G3 ) sont perpendiculaires

1 — ] =
Deplus,G3G4=—%—AJ et G4G5 =—EAJ

Donc 63 est le point d’intersection de la droite passant par C et perpendiculaire (AC)etdela

droite passant par G5 et paralléle a (AJ).

5-2

Donc G5CF6 gG4G~
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—_— 22—

Par ailleurs, G4GS = ZGBG4

— 1

2
Voo ! s

7. Voir construction.

Construction
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@ PROBLEME

Partic A
1. lim g(x)= lim (_2—-—("_')2 +Inx)
X im g(x)= i X
x—)Og Xx—=0 x“41
2 2
. (x -1 ) . x-1)
=1le lim InX=-=owdonc lim +Inx) =-w .
Ona limy =2~ ¢ 4 S B g ) S
Par suite, lim_ g(X)= — .
x—0
. : (x-1)?
Parailleurs, lim g(x)= Ilim ( 5 + Inx).
X—>+00 X% +1
2 2
0 lim (x-1) = |lim X __ Iim (1)=1e lim Inx=
"% xS0 xZ4]  XoHw0 (2 X0 S x D T

2Ax—D(xZ +1)-2x(x -2 |

Vxel0+oo|, g'(X)= —
(x? +1y? x
C2x(x=1(x2 +1) = 2x2(x =12 +(x2 +1)2
x(x2 +I)2
C2x(x=D(xZ +1-x2 4 x) +(x2 +1)2
x(;r(?'+1):Z
C2x(x=D(x+1) 4+ (x2 +1)2
x(xz+l)2
a2 —ax—x2
x(xZ +1)2
a) Pour tout x>0, x2>0 et —x2 < x2 ;1= x2< 1+ x2
2
Par ailleurs, (x—l)2: x2—2x+1 donc X +12>2x
' 2 2 2 2
Ona2x>0et 1 -X" <Il+ X donc 2x(1 — X )< 2x(I+ X ) (1)
. 2 2 2 2
X +#1>0el X7+122x done 2x( X~ +1) < (x~ +1)° (2).
Des inégalités (1) et (2), on obtient 2x(1 — x2 )< (x2 +1)2
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2 2
b) Pour tout x>0, (x"+D"=2x(1- x2)>0 et x(x2 +])2 50
2+ D —2x(1-x2)

ponc, x(xz N 1)2 >0
par conséquent, g(x)>0.
¢) Tableau de variations de g.
x : + ©
g "
&x) / s
—

4. a) gest continue et strictement croissante sur ] 0;+ co| donc gréalise une bijection de | O ; + oof sur g(J0 ;+ oof )
Ona g(]0;+o[)= R. CommeOe R donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique.
Deplus, g(1) =0 donc 1 est I'unique solution de I’équation g(x) = 0.

b) gest continue et strictement croissante sur ] 0 ; + oof.

O<x< 1= gx)<g(l).Orgl)y=0donc g x)<0.

Par ailleurs, x> 1= g x)> g 1).0Org 1)=0donc g x)>0.

En définitive, 0< x<1 = g(x)<0, x>1=g(x)>0et g 1)=0.
On en déduit que: gx) <0 < O<x<1 et gx) >0 x> 1.

Partie B

L lim fx)= lim_(xInx - ln(x>+1)).
x—0 x—0

. 2 . 2
lim xInx =0; lim (x“+1) =1; lim Inx“+1) =0
. x—0 x—>0( x—0

Donc lim_(xInx —ln(x2+1))=0
x—0

£ i = =0d lim_ f(x) =f(0).
Par conséquent, xlE)nOf(x) 0.0Or f(0)=0donc o

On conclut que f est continue en 0.
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2 In(x2+1)
f(x)-f(0) _ . xInx —In(x"+D) _ . (Inx—:lt————f—-——n ).
2. _JLT() x-0 x]!LnO X =0 X
> > >
2 In(x2+1)
) 2 . In(x +l)_ i n -0
=0; | =ldonc lim_ X
Ons gy =0 iy B gt dme gy
>

Deplus lim InX =—-w .
CPS 0
>
I lim (In(x) x——z——'"("z“)
s’ensuit que lIIm (In(X)—
x—0 X

>

) = - a0,

. . f(x) -f(0)
On en déduit que lim ———=——= -
x—0 x-0
>
Par conséquent, la courbe (C) admet & droite au point d’abscisse 0 une demi —tangente verticale.

. ) 2
3. xﬂ)rﬂl_oof(x) = xllm (xInx —In(x~+1))

= lim (xlnx—ln[x2(1+—lf):|)

' K‘—)"Hx, X
. 2 1.2
= 1 Inx -1 In(1
Jim (xInx =In(x“) +In( +;Z) )

p— H 1
= XE)T-OO (x = 2)Inx — In(1+—5")) -

. 1 1
Or Iim (I+—)=1; I —)=0.
x_l) ( x2) xE}m In( 1+x2) 0

Deplus, lim Inx=+w et lim (x-2)= d li - =
D x—>+oo( )=+ o donc x—)-T—oo (X =2)InX= + w0

. . 1
Par suite, | - - —5)) =+
suite x im (x-2)nx —In(1+ xz ) =+

Onen déduit que lim f(X) = +o0 .
X—>+0

(x-2)lnx—In(1+—)

Paraillewss, lim = lim X
X—>400 X X—>+00 X

_ Inx 1 1
= lim (Inx-2— - ZIn(14 —
(Jim_(nx =2~ ~in(1+ > )).

=+ 0,
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rdation graphique:  lim f(x) = . f(x) _ ) ‘
Interp L X—>+ (X) =+ et ‘ﬂ)"_?m ~ =+ donc (C) admet une branche

parabolique de direction (OJ) au voisinage de + « .,

4. a)Vxel|0:1], f'(x)=lnx+xx%—2xx_2l_
x“+1

2x

=Inx+l-T

X +1

b) Vxe]0; 1], gx)<O0et Vxe]l ;+c[,gx)>0.
Il en résulte que : Vxe] 0; 1[, '’ (x) <0 donc f est strictement décroissante sur ] 0 ; I[.
Vxe J1 ;+ o[, £’ (x)> 0donc fest strictement croissante sur J1 i+ oof

Tableau de variation de f.

X 0 ] + o0
& - b v
0 + o
f(x)
—In2

5. a) fest continue et strictement décroissante sur |0 ;1].
Donc, f(J0 :1]) = [ —In2 ;0 [ . Or 0g[ —In2 ; 0 [ donc I’équation f(x) = 0 n’admet pas de solution dans

10 ;1]. Par ailleurs, f est continue et strictement croissante sur |1 ; +c[ .
Donc f réalise une bijection de ]1 ;+oo[ sur f( ]I ; +oo| )
Ona f( ]l ;+[)=]-In2; +oo].

Puisque —In2< 0 donc Og] - In2 ; + oof.

I1 s’ensuit que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique dans ] 1 ; +oo[ .
En définitive, ’équation f(x) = 0 admet une solution unique o dans ] O ; + oof.

b) Vérification de I’encadrement de o :
£(222)~-0,00928 et f(2,23)=~0,0012.
Puisque f (2,22 ) et (2,23 ) sont de signes contraires alors 2,22 < ot <2.23.
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Ona f(J0:1)=]-=In2;0]| donc ¥ x€l0:1].f(x) €[ -In2;0].

Par conséquent, -In2 < f(x) <0.

Partie C

1.

F est une primitive de f sur 10 :1] donc Vxe]0 :1] . F " (x) =f(x)

Or -In2<f(x) <0donc-In2<F" (x)<0.

D aprés le I'inégalité des accroissements finis. pour tout x appartenant & 10 :1), (1=-X)(=

Donc 0 < F(x) = F (1) £ (1-X)In2.

In2) < F(1) gy

Comme F(1)=1et0<In2<l donc 1< Hx)<2-xX. Par suite, 0 < F(X) £2—X.

a) Vxe|0:1],0<F(x)<£2-x

2
On a x>0 donc, x2]nﬁ< XZ(F(x)+In\/—2_)S(2—x+[n\[2_)X .
H(X)S(Z-—mln\/—i)x.

xln\[i<

X

5 . _ , —x 23)=0d lim
) Ona,\—linoklnﬁ 0 et x]EIQO(z X +1nv/2) onc x;)

Puisque H (0) = 0 alors lim w= 0.

x—0 x-0
>

Il en résulte que H est dérivable a droite en 0 et H'd 0)=0

H(x) _
0. x

0.

Interpréation graphique : (I") admet a droite au point d’abscisse 0 une demi - tan gente horizontale.

‘v’xe_lO;l],H’(x)=2x(F(x)+ln\f2-)+ sz’(X)-
1
= 2xF( x)+2xx;ln2+ xzf(x).

|
= 2xF(X) + x(xf(x)+2x5 In2) .

= 2xXF(X) +x(xf(X) + In2))
Vxe]0;1],0< x<1 et f(x) <0 donc f(x) < xf(x) .

Or —In2<f(x) alors —In2 < f(x) < xf(x)
Par conséquent 0 < xf(x) +In2

a) Vxel|0;:1], x>0 et 0<F(x) donc 2xF(x) >0.

On a0 < xf(x) + In2 done x ( xf(x) +In2) 2 0.
Par suite, 2xF(x) + x( xf(x) +In2)> 0. Donc H’ (x) > 0.
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b) Tableau de variation de H.

X 0 1
H® ;
1+ In\/z
*H(x)
0

H est dérivable a droite en 0 et H dérivable sur | 0 ;1]. Donc H est dérivable sur [0 ; 1].
H est continue et strictement croissante sur [0 ; 1]. De ce fait H est une bijection de [0 ; []surJ= H([0:1])

ol H([0:1]) =|0;1+In\/§]
6. H(1)= lz(F(l)+lan): H(1 )=1+ln\/5 et H’(1)=2xIxF()+1x(Ixf(1)+In(2)) : H* (1) =2.
Comme H ’ (1) 0 alors H—l est dérivable en 1+In \/5

_ 1
7. (H hy (+n+2)= — .
H'(H™' (141nv2)

1
2
8. (T)apouréquationy =H * (1) (x-1) +H (1)

Ona H(1) =1 +ln\/§ et H’(1)=2.

Donc: y=2(x-1)+ 1+ In\/g

= 2x-1+ ]n\/i.
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DEVOIR N°7

a) Notons ibod be R, lenombre imaginaire pure solution de P (2).
P(ib) =0 (ib)> - (4~ 2ix/3)(ib) 2 +16(1 - iv/3)(ib) + 64ix/3 =0
4% +16b0V3 =0 (1)
—b° ~ 46243 + 16b + 6443 =0 (2).

Ona: 4b2+16bx/5=0@ 4b(b+4\/§)=0
<b=0 ou b=—4\/§

De plus,

0% —40%3 + 16x0 + 6443 = 6443 0

Bt ~(—4V3)° —4(~43)2\3 + 16( - 4y3) + 6443 = 576\3 — 576v3 — 643+ 6443
0.

Il s’ensuit que seulement — 4v3 vérifie I’équation (2).

Par conséquent I'unique solution imaginaire pure de I’équation P (z) = 0 est — 4i \E

b) Effectuons une division euclidienne de P(z) par 22 -4z + 16

llenrésulte P(z) = (z +4i3) (22 -4z +16)
Par ailleurs, pour zeC, P(z) =0 (z + 4i3) (22 -4z+16)=0

. & z+4i3 =00u 7.2—4z+16=0
Résolvons z2 -4z+16=0

Le discriminant A = 42 —-4x16
= —48

= @i3)°
4-4i3 4+;1n/5 renls

Donc, les solutions = 5 =2-2IV3 et g =

Par suite, P(z)=0&z=- 4i\/§ ouz= 2—2i\/§ ouzs= 2+2i\/§
Donc les solutions de I’équation P(z ) =0 sont : — 4i\/§, 2—2i\/§ et 2+ 21\[3-
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ﬁ

e e e

a) OB=| zg [=4

OC-:l ZC |=4

o = =4
Donc OB oG appartiennent au cercle de centre O et de rayon 4.

On en déduit que B et C

b) BetCsontles poin
rayon 4 B est le point d’or.
orthogonal de C sur la droite (OJ).

Pour la figure, voir construction.

_2zp-B *tZIC
8 26 =" 20 +1
223 - (2+ 2i3 ) + (2 - 2i3)

)
- 43

Pour la construction : OG = 20A.

by 20A2 0B +0C* =2x12-16+16
=24

Donc, le point O gppartient a I'ensemble (I')

Par ailleurs, la somme des coefficients des

points pondérés (A 2),(B,—1) et (C, 1) est non nulle.

Donc (I') soit est I’ensemble.
vide, le singleton {G} ou un cercle de centre G

Puisque O appartient a (I'),

11 en résulte que (I') est le cercle de centre G passant par O.

¢) Voirfigure

ts d’intersection de la droite d’équation x= 2 et du cercle de cen
donnée positive et C est le point d’ordonnée négative. [ e Point

tr(:()etdc

Aest e

w

......
.....
"

EXERCICE2 >
1. Utilisons la démarche de la recherche du PGCD par I’algorithme d’Euclide
Dividende 37 23 14 9 5
Diviseur 23 14 9 5 4
Reste 14 9 5 4 1
Decetableau, ] =5-4=5-(9-5)=2x5-9=2x(14-9)-9=2x14-3 x9
=2x14 -3 x(23 -14) = 5x14 -3 x23 = 5x(37-23) -3 x23
= 5x37 -8 x23
Donc, 5x37-8x23=1.
Le couple (5,—8) convient.
2. Ona 5x37-8x23 =1
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5x37-8x23 =1

5x5x37-5x8x23 =5

25x37-40x23 =5
On obtient le couple (25, - 40)

2, Ona

pour (xy) € ZxZ, (E’) ¢ 37x=-23y.
Soit (u, v) une solution de (E’).
37 qui divise =23y et, 37 et =23 sont premiers entre eux donc d’ aprés le théoréme de Gauss, 37 divise y.
Donc, il existe KEZ tel que y =37k
Par suite, 37x = =23 x37k
x=-23k.
Par ailleurs, soit un couple (-23k, 37k) avec k € Z.
Ona37x23 k-23x37k=0.
Donc tout couple de la forme (-23k, 37k) est solution de I'équation (E °).
Il résulte de ce qui précéde que les solutions de (E”) sont les couples (—23k, 37k) avec k € Z.

4. Pour X,Y) €EZXZ,(E) < 37x+23y=5 et 25x37-40x23=5

Donc, (E) & 37(x—25)+23(y +40)=0
& (x—25,y +40) est solution de (E °)
< X—-25=-23ket y +40=37k avec k € Z.
<> x=25-23k et y=—40+ 37k avec ke Z.
Les solutions de (E) sont donc les couples (25 —23k,— 40 + 37k) avec k € Z.

@ PROBLEME
Partie A

1. lim gx)= lim (2xe® -)=-1car lim xe" =0.
X—>—00 X—>—00 X—>—00
i x)= lim (2xe™ =1) = 4o,
X-—I)T-oog( ) X—)-i-OO( )
2. a)Pourtout nombreréel x, g’ (x) = ZCX +2xcx

X
=2(x+1)¢

X . .
b) Pour tout nombre réel x, € > 0 donc le signe de g’(x) est celui de 2 (x+ 1).
Par ailleurs, 2(x+1)=0 & x=-1.
D’ ol le tableau de signe suivant.

X -0 -1 + 0
2(x+1) - b +
X + +
g(x) - ) +

V xe | —o0;—1[, g (x)<0d’ou g est strictement décroissante sur ] —oo;—1[.
V xe |-1;+o [, g( x)>0 d’oil gest strictement croissante sur -1 ; +oo [.
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¢) Tableau de variation de g.

X — o0 -1 + o0
2% - b +
-1 + o
&) \ 2 /
- — -]
e
3. -a) gest continue et strictement décroissante sur] -o0 ;—1],
-0 — = -1 lim X
gl-wi-1)=lg-D: lim g(x) |
=|g(=1):-1[.Ona Og [g(=1) ;-1]
Donc, I’équation g(x) =0 n’admet pas de solution dans] —co;—1].
Par ailleurs, g est continue et strictement croissante sur [— 1 ; +o [.
Donc gréalise une bijectionde [— 1 ;+oo [ surg( [~ 1 i+ [)
2
Onag[—-1#w[)=[-1-— ;+o[. Comme—l - —<O0 alors Og[ -1 —— 3+o0 [.
e e ¢

Il en s’ensuit que ’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans [-1 ; + [.
En définitive I’équation g(x) = 0 admet une unique solution c.

b) Vérification de I encadrement de o. : g(0,35) = —0,0066 et g(0,36) = 0,032
Puisque g(0,35)et g(0,36) alors 0,35 <a <0,36.

4. Démontrons que : Vxe] -0, o [ , g(x)<0 .
gest continue et strictement décroissante sur | —co;—11].
Onag(]—oo;-11) =[ g-1) ~1[.
Vxe]—o;~1 |, gx)e | g-1);-1[ donc gx) <~—1. De cefait g(x) <0.
Par ailleurs, g est strictement croissante sur[ —1;o [ .
—lsx<a implique g x)<ga) Or g(a) =0 alors g(x) <0.
Par suite, Vxe] — o ; o, g(x) <O.
Démontrons que : Vxe] a; +o [, g(x) >0.
gest strictement croissante sur Joo +oo | .
Onax> a implique g(x)> gla). Or ga) =0alors g x) > 0.

Partie B
1. a) Pour tout nombre réel x ,f(x) = x262x —xex
= xe™ (xex -1

Ona lim xex=0; lim (xex,—1)=—l
X—>—00 X—>—00

146

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

. X, X
i lim xe" (xe” —-1)=0.
Par suite, e ( )=0
it lim fx)=0
On en déduit que xin (x)

b) Interprétation graphique : la droite d’équation y = 0 est asymptote & (C) au voisinage de — oo .

. a : X . X . X
a)Ona lim X=+40 ; lim e" =40 lim xe " =+w : i xe' —1)=+0
) X—>40 X—>400 X —>+00 ’ x_).g.oom ( )

. X X
Parsuite, lim xe” (xe” —1)=+o0 .
X—>+0oC
Par conséquent, lim f(X) =400 .
q " )

. f(x . Xzezx - X
Par ai"eurs, lim Q - Ilm ____XL - lim (xezx _ex)

= lim (xe* -1)e*
X—>+400

- X .
Ona lim (xe" —l)=+wet lim eX=+w
X—>+00 X —>+00

. X X
Dong, lim (Xe - l)e = +00
X—>+0

. . f(x)
Par conséquent , lim —= =+
X—>+0 X
¢) Interpréation graphique: lim f(x) =40 et lim @=+w ermet de dire que
" X0 X400 X P q

la courbe (C) admet en +o0, une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.

a) Pour tout nombre réel x, f'(x) = 2xe2x + 2..‘(262"( - (x+ l)f:K

e (2x2+2xex )ezx -(x+ l)ex
=2x(x + l)ezx —-(x+ l)cx
= (2xe™ —1)(x + e~

X
= X+ 1 g(x)".

b) f ’(x) est sous la forme d’un produit de facteurs dont on considére les signes :
Ona:x+1=0 & x=-1.

X
Pour tout nombre réel x, € > 0.
Vxe]-o;a[,g x)<0,Vxe]a ;+o[,gx)>0 et ga)=0.
Ona 035<a <036 et—1 <a.D’ou le tableau de signe ci-dessous,
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\ e Al "l u Py
\*I . ) + + T —
—_—

cx + + +
. —

&(N) = ) +
() + ) - ) o
—_—

On d&duit du tableau que Vxel-o -1 ulas+o [ 7 (x)>0, Vel =1 ta [ f'(x)x g
f'(-N=f(a)=0

¢) Vxel-o:-l|ulai+® [. (x>0

Donc f est strictement croissante sur | =0 :~=1] etsur]a +o|.

Par ailleurs, Yxe] =1 :al. 7 (x)<0

Donc f est strictement décroissante sur |-1:af.

o
d)On a: f(a):azcza _ae®, go)=0 avec ga)=ae —l.
o |
Donc, oac =—
2
par stite, F(o)= o e ~ae®

= (uea )2 - aea

Tableau de variations de f

X - ® -1 o + @
f'(x) + ) - +
-2 -1
e +€ + o0
f(x) /
|
0 -
4

-7 =] 1
f-1)=¢€¢ +¢€ et f(a):—z

4. a)f(0)= Ozczxo—Oer - f(0)=0.

b) f est continue et strictement croissante sur | o ; +%| .
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. =1f(a); i
f(] o i+oo]) =] f(ax) xE»rp'_mf(x)[

=]—=—i+o|.
Dong, f réalise une bijection de | o ;+oof vers | — — ; +oo [.
Onale] ——;+o]

Par conséquent, 1’équation f( x ) = 0 admet une unique solution f dans ] & ;+].

¢) Vérification : £(0,56) = —0,19 et (0,57) ~ 0,0079
f(0,56) et £(0,57) sont de signes contraires, donc 0,56< 8 <0,57.

d) f est continue et strictement croissante sur ] —o ;—1] .

Ona f(]-»;-1])=]0; 8—2 +E:_-I | donc Vxe] - ;-1],f(x) € ] 0; e_2+e ]

I1 s’ensuit que f(x) > 0.

f est strictement décroissante sur |[-1 ;af .
Donc -1 £ x< 0 implique f(x) > f(0) . Or f(0) = 0 donc f(x) >0.
O<x<a impliquef (x) <f(0) doncf (x)<O0.

f est strictement décroissante sur [o ; +].
a < x<[ implique f(x) <f(B).Or f(B) =0 donc f(x) <0
x> implique f(x)>f(B)donc f(x)>0

En définitive, Vxe] -0 ;0[ U B ;40 [ ,f(x)>0,Vxe ]0;B[.f(x) <0 et f(0)=f(P)=0.

5. Latangente (T) au point d’abscisse 0 apour équation y = f(0) (x -0) + £(0)

Ona f’(0)=(0+1)g0) eO ;P (0)=-1et f(0)=0.
Par suite, (T) a pour équation y = — X.

Partie C
1. s(0)=0 et t(0)=0.

2. Premiére méthode.

, 2X
Pour tout nombre réel non nul x,s(x)= Xe —X€

=xex(ex-—1)

Considérons le signe de chacun des facteurs du produit ci-dessus :

149

Scanned by CamScanner




vx € R, e® >0

Avomaths Terminale C

De plus, ex—|=0 o ex=l
< x=0

X

Par ailleurs, Cx—l>0 o € >1

o x> 0.

Donc, €* —1<0e x<0.
De ce qui préceéde, on a le tableau de signe ci-dessous :

-0 0 + O
X - Y +
et i *
ex -1 - ) +
s(X) + D +

Il résulte du tableau de signe que pour tout nombre réel non nul x.,s( x)>0.

Deuxiéme méthode.

Vx<0,2x< x donc

2x
e

X
x € <X¢

Xe

2X

<f:x

2X

car x<0

- X ex >0.
Par suite, pourtout x < 0, s(x) > 0.

Par ailleurs, Vx> 0,2x> x donc €

x €

x €

Donc, pourtout x> 0, s(x) > 0.
En définitive, pour tout nombre réel non nul x, s(x) > 0.

2x

X

> €

X X
>x € car x>0

X
-x€ >0.

X
3. Pourtout nombreréel x, t ' (x)= X€ .

X
Pour tout nombre réel x, € >0.

Par suite x < 0 implique x €

X X
<Qetx>0,x€ >0

Donc, Vx<0, t’(x)<0et Vx>0, t’(x)>0.
Par conséquent, t est strictement décroissante sur | —o ; 0 [ et t est strictement croissante sur ] 0 ;+a|.

t est strictement décroissante sur | -0 ;0 [.
Vxe]-w;0][,x<0donct(x)>t(0).0rt(0)=0alors t(x)>0
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t est strictement croissante sur | 0 ;4o [,

vxe] 0+ | X >0donct(x)>t(0)alors t(x) >0
En définitive, pour tout nombre réel non nul x, t(x) > 0.

2x X
s(x)>0doncxe  >xe

X X
t(x)>0 doncx€ > € -1
Par suite, ex -1 < xcx< xezx

a) h(0)=0

& ‘ X
b) Onapourtout nombre réel non nul x, x er >ie~—1 done % e2x_ e’ +1>0.
Par s’ensuit que, h(x)> 0

¢) VxeR, fx)-tx) = x2 ezx—x ex + X

X (X er - Cx +1)

xh(x)

Pour tout nombre réel non nul x, h(x) > 0

Donc : ¥x<0, xh(x) <0 et Vx> 0,xh(x)> 0.

Par suite, Vx < 0, f(x) —t(x) <0

On en déduit que (C) est en dessous de (T) sur | -0 ;0]..

Ensuite, Vx>0, f(x) —t(x) > 0.

On en déduit que (C) est au dessus de (T) sur | 0 ; + oo|.

h(0) = 0 implique {(0) —t(0) = 0. Donc, les (C) et (T) se coupent au point d’abscisse 0.
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d) Tracéde (T) et de (C).

T
o e

.

.

.

.

........

» e S

.

-

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.........

. Riinas Lo

.

.

-

.

.

.

.

.
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DEVOIR N°8

f(0)=0.
Donc O est invariant par f

- l [
Soit Z un nombre complexe différent de —i, f(z) =1 <
2

2Z -1
& iz=iz-1)
= iz = 2iz+1
< —iz=1
=S zZ=1.

Donc, I'image du point A par fest lepoint A.

. | iz
a) Pourz différentde —1, z —1 = -1
2 2z —1
iz-2iz+i?
2z —i
iz +i2
2z -1
—-i(z-1)
2z—1
. - l
v =i(z-1) z —i —i
b z-i= — = ——=—
2z -1 Z—i 2z-—i
z—-i_ 1z
z—1 (2z-1)z
iz
o, P
z -1 (2z-1)
= — —=
Z—1 yA
l -
z -1 z'
= — - =—.
Z—1 z
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4. Pourz n' éant pas imaginaire,

.-.z—' = —-E.'.:_iﬁ arg(.’_':) :arg(—z __l)+2kn;kez

z z—i vA z—i
‘- YA _
= arg Y =arg(—l)+arg(—_—~)+2kn,kez
z-0 z-1

= mes(a/l.;OM ')=n+mes(m;AM')+2kn;keZ

= mcs((_)ﬁ : OM ‘) =mes(m cAM) +2k+)n; ke Z

= 2(OM ; OM ') =2(AM ; AM)
Puisque les points O et A gppartiennent 4 I'axe imaginaire et M n’appartient a I'axe imaginaire alorg I

Points O,A et M ne sont pas alignés. .
On peut conclure que les points O, A,M e M’ sont cocycliques.

5 3.
S. a) PourM (—+—j),
2 2

5 31,
Ona M’ (-—+—1i)
58 58
b) O.A.M etM’ sont cocycliques.
Donc M’apparient a I’intersection du cercle circonscrit

31
au triangle OAM et a la droite d’équation y =—

31
(avec _SE ~ 0,53) et I’abscisse de M” est négative.

_EXERCICE2 >

a) Ilexiste des entiers p et qtelsque: a =a'd et b = b{d.

Il s’ensuit que (a'd)2 + (b'd)2 =801 donc d2(a '2+b'2) = 801.

Par conséquent, d est un diviseur de 801.
Par ailleurs, d divise a et b donc d divise m.
De ce qui précede, d est un diviseur commun 4 801 et 120.

Puisque les diviseurs communs (dans N ) 2801 et 120 sont I et 3 donc les valeurs possibles de d sont ¢

2
b) (a+b)2 = +b2 + 2ab donc (a+b)2 =801 +2md.

Pourd =], (a +b)2= 801 + 240 =1041.
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Or 1041 n’cst pas un carr¢ parfait doncd ne peut &reégal al.

Pourd =3, (a +b)? = 1521 donc a+b= 39,

Déterminons a et b sachant que a>b, PGCD (a;b)=3 et a+b=39.
PGCD(a";b") =1
a'+b'=13.

I s ensuit que les couples (a, b) tels que a > b sont : (36, 3), (33, 6), (30 9), (27 ,12), (24 .15) et
(21,18).

Puisque : a =3a' et b=3b'", onrésoud lc systéme{

2. a)Ona:a=a'd et b=bd donc ab=2a'b’ d2.

Orab=md donc m=a’'b’d.

Puisque 2m+3d = 78 alors d (2a’b’ + 3) =78,

Donc 2a’b’ +3 est diviseur de 78.

Ona a’21let b’21donca’b’21,2a’b’+3 > 5.

Deplus, 2a’b’+3=2(a’b’+1)+1. Par conséquent, 2a’b’+3 est impair.

b) Les diviseursde 78sont:1,2,3,6,13,26,39 et 78.

Comme: a>b alors a’ >b’.

Ce qui conduit a un seul couple (a’, b’) qui est (5,1)

Il en résulte que d’une part : 2a’b+3 =13 et d=6

On en déduit le couple (a, b) qui est : (30, 6).

D’autre part, 2a’b’+3 =39 et d=2

On en déduit les couples (a, b) qui sont : (36,2) et (18, 4).

On conclut que les couple (a, b) recherchés sont : (30, 6), (36, 2) et (18, 4).

@ PROBLEME

Partie A

1. Pourtout nombreréel x, g'(x)= —(f:x +e—x) + (l—x)(ex -—e_x) +2e "

X, X =X X - -
+e" —e " —x(e" —-e K)+2e *

= —x(e2 — e %

g'(x) = x(1- e e .

X
= —-€ -—-¢

= —x(e" -e¢

2. Considérons le signe de chacun des facteurs du produit x(1— e2x e ~.

Vxe R, C_x>0.

Ona:l- er =0 & ezx=l

< x=0
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2x

2x
Parailleurs, 1-e”" >0 < ¢ <1

2X
& x<0.Donc, 1-¢~ <0 x>0
On a le tableau de signe ci-dessous.

-0 0 + oo
X - D
e-x + +
= &2 N P -
g (X) - y =

1l en découle que: V x € | -0 ;0 [U] 0 s+e0[, g(x) <'0 et g(0)=0.
On en déduit que la fonction gest strictement décroissante sur R.

3. g(0)=0 et gest strictement décroissante sur R.
Vv xe]-w;0[ x<0 donc g x)>g0). Or g(0)=0d’ou g(x)>0.
Par ailleurs : V x €] 0 ;+oo[, x> 0 donc g(x) <g(0) d’ol g(x) <0
Par conséquent : V x €] -0 ;0 [, gx)>0 et V x €] 0 ;+o0[, gx)<0.

’ Partie B

1.  lim f(x)= i
x—0 ) xl_";'o eX_ o~ X

e” -1 _ -X
=1 donc xlﬂ)'rlo(—X) =0 implique lim

Ona lim
x—=0

1 l

Par conséquent, lim _
X—0 X ‘heﬁx 1 2

X -X
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| 1
Par suite, lim_f(x)= — .Orf(0)=—donc lim_f(x)=f( 0) .
x—0 2 2 x—0

On en déduit que la fonction f est continue en 0 .

Complément : Autre maniére de calculer  lim_ f(x) .
x—0

lim f(x) = lim -
X'—)O x—0 eh — c_‘\

im -,
x—0 cz’\ -1

ck

X
lim .
x—0 o2X -]

c

I

X
2x
e

. : K
Ona lim (2x) =0 donc lim =2.Deplus, lim e" =I.
x—0 x—=0 ¥ X—

X

Donc, lim =
x—0 ez'\ -1

CX

I
2

P ite, lim f(x) = —
ar suite x—)O() »

2. VxelR¥ —xelR* et f(—x)=

—X
S @t
X
) eX—e X

Donc f(— x) = f(x).

En définitive : V x € R*, —xe R*, f(-x)=f(x) deplus, f(-0)=f(0).
Donc: Vx € R,f( - x) =f(x) donc f paire.

Interpréation graphique : (C) est symétrique par rappornt a I’axe des ordonnées.

. i f(x) = lim -
. xll;n-il-co (x) X—+w0 o X _ o™X
) 1
= |im

X—r+00 X _ 7%
X
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= lim ——.
X+00 X |
X xe*
Ona lim x=+o, lim e =+0, lim xe™ =+ donc lim —l_ =0
X—+00 X—>+00 X—>+00 X—>+0 o X
. o &
Parailleurs, lim — =+o.
X—+00 X
e g 1
€ X .
Donc, lim (—-—) =+4w et M ———=0
X—+0 X xe™ X—>-+400 ex 1
X xeX
Onen déduit que lim f(x) =0.
X—+00
Interprdation graphique : L’axe des abscisses est asymptote 4 (C) en +.
- X =X
ex—e x—x(e +€ )
4. Pour tout nombre réel nonnul x, f'(X) = .
X -X,2
e"-¢ )
X -/ X —X
€ — ¢ —X€ —Xe
= < —
(e” —e x)2
X —X X - — =
et —e " —xet —xe T4e N _g X
- X X
e"—e ™)
X —-X -
(1-x)e" +(1-xe -2 "
= x i
& — e x)2
_ g™
xX =
(e =g x)2

. , o X  —X,2

‘5. VxelR*, (e™ —e ")“>0donc lesignede £ (x) est celui de g(x).
Vxel0stol,gx)<0.

Parsuile:Vxe]0;+oo[,f’(x)<0.

On en déduit que la fonction f est strictement décroissante sur | 0 ;+oo[

Partie C

I. ‘v’xe]O;l],h’(x)=f"(x)~x.

2. a) Vxel0:1],f (x)<0,
[I's’ensuit que h’ (x) < 0.

b) h(0)=0.

Xx>0et —x< 0 donc fr(x)-x<0
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3. Vxe]0 ;l]._ h’(x)<0 donc h est strictement décroissante sur] 0 ;1].
On a h continue et strictement décroissante sur ] 0 ;1]

h(]0:1])=[h(1):h(0)[.

Orh(0) =0 donc h(]0;1])=[h(1):0].
Par suite, V x €] 0;1] ,h(x) € [ h(1) ;0.
11 en découle que h(x) <0.

2
Ona:Vxe]O;l],h(x)zf(x)_“'x
2
Puisque h(x) <0 alors f(.‘&)—l X <0
2
f(x)<]+x
1+x2  1-x2 | -x2 | +x2
4. a) Vxel0:l], f(x)< 5 et i < f(x) donc <f(x)< >
' .2 2
b) Vxel0:ll - <fx)< EX
-x f(x)-f@0) x
A M S S o
2 x-0 2
. X X
lim — =0: lim (-=)=
Onax—>02 0'xl—>0( 2) 4
> >
f( x)-f(0
(x)-f( )=0_

Par suite, lim
X—>

>
On en déduit que f est dérivable a droite en 0.

Donc, fd' (0)=0.

Interpréation graphique : La courbe (C) admet 4 droite au point d’abscisse 0 une demi tangente
horizontale.

x-0

Partie D

1. Tableau de variation de f sur son en ensemble de définition.

X 0 +
f’(x) o -
1
f (x) 2
0
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DEVOIR N° 9

o> .

Le discriminant A= 20 donc, les solutions de I’équation (1) sont : et
4

4

r 1 1 1
(z0 +—) +zy+ — -1 =220+2+—+20+—-1

2
din 4in 2in 2in
=l+e=5+e5+e:5+e5

4t  6n
De plus, — =5 et <5 sont des mesures d’un méme angle orienté.

Il en est de méme de —25—1[ et STT[

I1 s’ensuit que,

2it 4in 6in  8in
5 5 5 5

1 |
(zO+ —)2 +zO+——1=]+ e +e +e +e
9 Z0
' 2 3 4
-l+zo+z O+zo+z 0"
Laissé au soin du lecteur.

5 2 3 4
Z —1=(z0—l)(1+zo+z0 +Z +zO)
Or ZOS=1 donc 205—1=0
. 2 3 4
Par conséquent (zo—l)(1+zo+ Zg +Zy +Z5)=0
De plus zoqcl.

2 3 4
parsuite, ] +24 + 2y~ +24" +Z5 =0.
4in dim 2in 2in

5 5 5 5

+€ +€ +€

2 3 4
l+zo+zo+zo+zo—l+e

4 2n
=1+ 2cos(—) +2cos(—)
5 5
2 2
— 40052 (1) +2cos( 2y - 1.
5 5
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2 3 4
0r.l+:".0+z0 +zO +2 =0
2 2n 2n
Done, 4cos”(— ) +2cos(—)-1=0.
5 5

2n
Ce qui permet de dire que cos(—) vérifie I'équation (1).
5

-1-45

—l+\f5—

Par ailleurs. les solutions dc I'équation (1) sont :

—1-45 1445
avec ——— <0 et ——— < 0.

4 -+

2 2 2n
De plus —.n-—i-:O: 0<<-—_]E¢:£ done, cOs — >
5 2 5 2

2n —]+J§

J
Par suite CO§ —= ——
5 4

Voir figure

I V5
a)Ona B[—) el P| —
2 2

Donc, le milieu du segment [BP] est le point d’affixe

A

2 ) L 2n
= c'est-a-dire COS —.
2 5
b) Voir figure.

el
4

Déterminer le nombre de maniéres de ranger 5 pions, a raison d’un pions par case, revient 4 déterminer

le nombre de combinaisons de 5 éléments dans un ensemble i 16 éléments.

; J . P .
Par conséquent , on obtient C] 6 Soit 4368 répartitions possibles.

Ranger deux pions au plus sur une méme ligne revient a avoir :
Premier cas : deux pions sur une méme ligne et un pion sur chacune des autres lignes

Deuxiéme cas : deux lignes comportant chacune deux pions et une ligne comportant un pion.
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Dans le premier cas :
Le nombre de maniéres de choisir une ligne comportant deux pions et trois lignes comportant un pion

chacune est CL X Cg

: I
Pour chacune de ces mani¢res,ona C}; x Cyx CL X C‘I* possibilités de placer les pions.

11 en résulte CL_ x Cg x Cﬁ X Cg X CL . soit 1536 maniéres.

Dans le deuxi¢me cas :
Le nombre de maniéres de choisir les deux li gnes comportant deux pions et la ligne comportant un pion

est Cixclz.

Pour chacune de ces maniéres, nous avons Ci X CE’; X CL{ possibilités de placer les pions.

Donc, Cﬁ X Clz P Ci X Ci X C(l_l, soit 1728 maniéres.

En définitive, on a 1536 + 1728, soit 3264 maniéres possibles.
3264 68

,soit —.

4368 91

Par suite, la probabilité d’avoir deux pions au plus par case est

@ PROBLEME

Partie A

1.
1 1

) ) n.n n NN
a) Xlg)rlof,1(x)= xlT;o(xn) x [In((x™))]".

tli_r)notnx [nt™) "

11

lim n"x (tint)" .
t—0
..n n
limtint=0; lim(tint "_o: limn"'x(tlnt)" =0
Ona 1% Jm,(tint) t—0
Donc, x“—r>n0f"(X)= 0.

or, fn (0)=0, alors xh—TO fn (x)= fp (0).

Par suite, f, est continue en 0.

n
b) lim @@ _ ) XXy (nx)”.
x—0 x—0 x—0 X x—=0
> > >
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. e (x)-f(0)

n n n® _

Si n est pair, ‘limo(lnx) =+ o donc th —0 + 0
' > >

Si n est impair, xlino( Inx) =-c donc xT:OT_
>

>

Par conséquent, pour tout n ertier naturel non nul, f n'est pas dérivable & droite en 0.

Donc, la courbe ( Cn ) admet a droite au point d’abscisse 0 une demi- tangente verticale.

¢) Ona lim fn(x)= lim x(lnx)n
X—>+0 X+

=4+,
) . fax) . x(Inx)"
Par ailleurs, lim = lim ——
X—=+® X X+ k
. n
= lim (lnx) .
X—>+®
=+

: . . . . fn(x
Interpréation graphique: Pour tout n entier naturel non nul, lim f_(x)=+wet lim n ()
X—+o0 0 X—>+00

= 4

X
Donc, la courbe ( Cn ) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.
* . . | o\ n l n—l
2. a) VnelN*etVxe]0;+o],f n(7&)— (Inx)" +nx— (Inx)
X
= (nx)" +n(n "1
=(n+Inx) (In x)n_1 .
b)  Sin est non nul et pair alors n —1 est impair.
Done, x> 1 implique In(x)>0 et (In x)n_1 >0
O<x<1implique Inx <Oet (In x)n—l <0.
¢) Déterminons le tableau de signe de la dérivée.
Ona, n+Inx=0 < Inx=-n.
—N
< x=¢€ :
n+Inx>0 < Inx>-n.
.....n -—
< x> € , on en déduit que n+Inx<0 < x< € .
164
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Premier cas : n est pair ,n—I est impair . On la tableau de signe de f - (x) ci-dessous

X 0 C—n | +
n+ Inx - ) B +
(In x)"'1 - - b +
b + D - D +
P |
D’ou le tableau de variations de fn
X 0 P—n 1 + 0
f'n (X) + I‘t - ;) +
—_1)n + 0
. c
fp (%) / \ /
0 0

-n —N.n _

f, (e )=(——c) (=0
n-1

Deuxiéme cas : n est impair ,n—1 est pairet V x e | 0 s+ \{ 1 } , In(x) # 0donc (In x) >0

Pourx=1, (Inx)" =0 .

Il s ensuit le tableau de signe de f' (X)

X 0 e " 1 + @
n + Inx - + +
(In x)“'l + + b +
1 . - D + b +
Dol le tableau de variations de fn
X 0 C_n | + @
' - b + ) +
o |
0 @
0
fn f (x)
2)”
e
-n =D .n
fn (e H)=(—) ,fn(1)=0
c
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vn e N*,
fn (0)=0 donc le point O appartient a ( Cn ).

fn (1)=0 donc le point I (1 :0) appartienta (C )

Enfin, fn (e)=c donc le point A(e :¢) appartienta (C_) .

n+l

n
a) VYneN* aaVx>0, fn+l (x)—fn (x)= x (InX) - x (In x)

=x (In )" (Inx=1)

n
=x(Inx) (=1+ Inx)

Ona -l+Inx=0 © Inx=1.

e X=e,
Par ailleurs, =1+ Inx>0 < Inx> I.

& x>e, donc -1+ Inx<0 & x<e¢
Premier cas > n pair
. n

Pourn pairet ¥ xe |0\ 1}, (Inx) >0
Par suite le tableau de signe suivant :

X 0 1 € + o0
-1+ Inx - - ) +
(In .\')n + P + +

rn+l (®) - fn (x) - | b +

Il résulte que: ¥V x € | 031 (U] | 5¢] . fn-i-l (x)—fn (x) <0

D’oix(Cm_l ) est en desspus de (Cn) sur JO ;1 |etsur]l:e|

Par ai . . A .
arailleurs,V xe | e+ |, fn+1 (x) fn (x)>0

Donc, ( Cn+l ) est au dessus de ( Cn ) sur e+ |

Enfin, les deux courbes se coupent au points [ et A.

Deuxiéme cas : n impair.
Vxe]0;l [, Inx<0donc (Inx)"<0:

Vxell; +o [ ,Inx>0 donc (In x)n >0.
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Par suite, on a le tableau de signe suivant.

X 0 I ¢ + o
—1+Inx - - +
(In )" - b+ +
fg®- f,® + b - . +

Du tableau il ressort que : V x € ] 01 [U] e o0 | 'frl+l (x)—fn (x) >0.
D’ou, (Cﬂ'i‘] )CS[ au dessus de (Cn) surlo;[ Ic[ 5ur]e:+m[_
Parailleurs,V xe |1 :e| , an (x)—fn (x) <0.

Par conséquent,, ( Cn+l ) est au dessus de (Cn} sur | 1se].

Enfin , les deux courbes se coupent aux points I et A.

n

a) | est impair donc le tableau de f] est le suivant :

A 0

f]’(x) - h + b +

v
+
8

fl(x) 9

2 est pair donc le Lableau de [, est le suivant :

5 =2

f2 '(X) + D d D +

f2 (x)
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b) f] est continue et strictement croissante sur | — 2|

3 3 3
Ona fl( | —2[)=] —In —;2In2].
2 2 12

K S
Donc, fl réalisc une bijectionde | — 2[ sur] —In —;2In2[ .
2

3 3 3 3
Ona—In—= 06et 2In2= 138 doncle | —In —:2In2|.
2 12 2 2

3
11 s’ensuit que I'équation ]'l (x) =1 admet une solution unique a dans | -2— 21.

3 3
c) f[ est strictement croissante sur | 5 2[ donc sur | ; al .

3
Vxe]|— :a| .x< a donc fl (x)< f](o.).

Puisque fl (a) =1 alors fl (x)<1l.

Par ailleurs, f] esl strictement croissante sur Ja 2|
Vxela 2| .x> a donc fl (x)> fl (o) .

Or fl (a) = 1 alors fl (x)>1.

3
En définitive : Vxe]-:-z- caf , fl (x)<let ¥xela ;2[, fl(x)> 1.
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6. Tracéde (C)) ¢t (C,)

//
/
: /
] 7
-~ é/d”
on |
Partic B :
1. a) Ona fl (a)=1
Or fl (o) = aln(a) donc aln(a) = 1.
I+ a
Par ailleurs, gla) =
1+Ina
(1+a)a
- a + alna
(1+a)a
- at+l '
=a.
1
I+Inx — (14x)—
3 X
b) Vxel—-:2],8°(x)= ) .
2 (1+Inx)
) x(l+lm&)2
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©) Vxe| —:2],x>0,donc x( 1+Inx) 2>0:

3
Vxelg sa, f] (x) < | donc f](x)—|<0

et xela 2], fl ( X) >1donc f] (x)=1>0.

3 l'I (x) -1 ' _ .
Par conséquent, ¥xe [ — ;a| , ———=<0. qui conduit a g’(x) <0.
2 x(1+Inx)
Et. Vxe [a;2], -—2>O, qui conduit & g’ (x)>0
x(1+Inx)

11 s’ensuit le tableau de variation ci — dessous.

3
X — o 2
2
g (%) - o +
5 3
3
&(x) 2(14in> ) 1+In2
a
. . 3
gesl continue et strictement décroissante sur[— ;o ] .
3 5
g(l 5 *a])“[“'——g,_]
2(1+4ln—)
2
5 3
Ona ——— ~1,77eta e | — ;2|
2(1+4In—) 2
2
5 3
Doncla; ———— ][ — 2]
2(I+ln—)
2

Par ailleurs, g est continue et strictement croissante sur [o 2.
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~

gla 2D)=lo; ].Ona ~ 1.77.
I +1In2 1 +1In2
3 3
Donc |o lc[ — 2].
| +In2 2

Par suite, | ;:2]=| —ajula 2]
2 2

3 3
Donc.g([z 2] =g (] EEGI)US([OI 21).
_ 3 3
Onendédunlqueg([—z— ;2]):[;;2].

a) fl est strictement croissante sur [ — ;2]

3 3
Donc, ES X £ 2 implique l-—fl(2) <1- fl(x) < ]_fl ( E K

A _ 3
Ona: l—fl(Z)z—O,SS et ]—f1 ( E )=~ 0,39

3
Par conséquent, 1= £,(x)| < 1-f; ( o

3
En définitive, pour tout nombre réel appartenant a1, fl( X)-— l’ < l—fl ( —2— ).

3 3 3

Ona x > — implique Inx 2 In—etl+Inx > 1+ In—.
2

Or —>1,In—>0d’ot 1+ In—>0.

2
3 32

I s’ensuit que x(1+Inx) = >— (1+ In—)".
s’ensuit que x( ) 5 >
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\"1“’“' )

1
b) Pourtout xel, | g'( x)|= =f;(x)-1 X ———.
x(l+lnx)2 { ] x(1+Inx)

3 3
Ona x( 1+Inx) 2 2— (l+1In—) 2>0.

2 2
D : 2

onc <
- q .
x(1+Inx)? 3(1+ln‘§)2
3

On amontré ala question a) que | | - fl (x)|s | - fl (—).

Avec I'inégalité précédente, on obtient l f] x)-1

[ 3
X ——— <(1-f| (Z)x

X(1+Inx)” ! 3(1+1n‘5)2'
3
2(1-f,(2))
Par suite, |g‘(x)| < ,32 .
3(1+In=
( n2)
3
2(1-f(2))
Comme ) <0,13 donc ]g’(x)| <0,13.
3(1+ln§)

i, 3 3
gest dérivable sur[; 2] et Vxe [ — 2] , |g’(x) | <0,13.
f)

Puisque ae[—z- ;2] alors, d’apres P'inégalité des accroissements finis.

3
Vxe [;— 21, |g(x)—g((1)|50,13‘x—a| .

Sachant que g(ar) = ¢ alors Ig(x)ﬂu | < 0,13|x- .
i U. =2 3
t]) 0 — _donC UO S I"i ,2 l

Supposons que pour un entier nature] k>0, U k € [— 2].
2

3
Ona: Uk+l =g Uk)el g(Uk)Eg(I; i2])
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3 3 3
Comme g(l; QI)CIE;ZI alors Uk+l E[E 2].
3
Conclusion: Vne N, U, e|5;2|_
3

3
Puisque : Vxe | 2 221, lgx-al<013]x-alaors [g(Up) -al<0.13] Uy ~al.

Deplus, g (Up) = Unir-

Donc, | Un+1 -al<0,13| Ug -al.

: 3
a) Ona —<a=<2;,-2<-a<-—,

2 2

3
2-2£2-a%L 2~—
2

|
Or UO =2 alors 0< Uo—olgE

1
Il s’ensuit que, | Uy —al s;

0 l l 0
Sachant que (0,13) ~ =1 et | U, —a|£5xlalors | Uy -al SEx(O.B) .

k
Supposons que pour un entier naturel k>0, | Uk ~al 55 (0,13) .

On a par la question 4b) que | Uk+1 —al<0,13] Uk_a|_

I k+1
Par conséquent, | U —a |<—x(0,13) ]
- k+1 5

1 n
Conclusion: Vne N, | Un—a| < 5(0.13) .

) n . 1 n
Ona: — m =0; m —(0,1 =0.
b) Ona: —1<0,13 <1 donc nh 00(0’13) 0; nll+002( U13) | 0

I n .
Puisque: Vne N, | Un-—al s—z-x(O,l3) alors nll}nlen=a.
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a) Up est une valeur approchée de o a 10_2 prés si | Up -a |510—2.

| 1 -
Puisque, | Up—als-i—x (O,l3)p. il suffit que Ex (0,l3)p.<_ 10 2.

| - | =
Ona Ex (0,13)p <10 2 < In( Ex (0,[3)p) <In( 10 2)-

<> —In2 +pIn (0,13) £ -2 1nl0
< pin0,I13 £-2In10 + In2.

-2In10 + In2 .
<& p2———— car 0<0.13 < | implique In (0,13) <
In(0,13) '
—-2In10 + In2
Deplus, ——— =~ 1917.
In(0,13)
Par conséquent, p = 2.
b) On vérifie que : Up =1,771.
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DEVOIR N°10

g T TS e

-

—_— —

T
Soit O le point de la médiatrice de [AB] tel que Mes (OA;OB) = — .
2

11 s"ensuit que le triangle OAB est rectangle isocéle en O et de sens direct.

—_———a

n i
Donc I'ensemble des points M tels queMes (MA;MB) = — est I'arc AB privé des poinis A et B .
4

D’aprés la relation de Chasles,

(AF:BD) = (AF; BF) + ((BF;BD)

- (FA;FB) + (BF:BD)
Le triangle BDF est équilatéral de sens direct.

— — n
Donc Mes(BF; BD) = ——.

Par ailleurs, F appartient a ( ") donne
—— = 71
Mes(FA;FB) = Z :

Par conséquent une mesure de I'angle orienté

— — T
(AF;BD) est ——
12

EXERCICE2 >

a) O milieude [AB] et (A) médiatrice de [AB]
Ona AB(-2a;-2B)d OM(x:y)

Me(A)<= AB. OM =0
o -2ax—- 2By =0

a
& y=-—-—X.

b) ycz_a el xczﬂdonc, ZC= xC+i yC:B+i(-(1).
Par suite, zcz—ia
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2. CTA
ABC est donc un triangle rectangle isocéle en C et de sens direct.

3. OA=lal=r:0B= lal=r:0C= lal=r.
Par conséquent, OA =OB=0C=r
Donc. () est le cercle de centre O et de rayon r.

(1 +i)a12—ia2 +ia2
4. 7', =

ai-a
Par suite z‘Az —1a
Donc f(A)=C

' (1+ i)(-ia)z- ia(-ia) + ia2
ZC=

ai +ia
Il s’ensuit que : z‘C=ia.
Par conséquent f(C)=C’ ou C’ est le sy métrique de C par rapport a O.

.2
. (1 + i)z2 —laz+ia
5. Z —a=

—a
al—1z

B (1 + i)zz—iaz-1-iaz—ia2 +az

ai—-z

I+ i)z vaz(1-i)

ai—z

(4 )22 —aiz (1+)

ai—z
_ (z—ai )(1+1i)z
- ai—z

=—(1+1)z.

6. a) Ae(Det f(A)=C donc zZo-a=-(1+ i)ZA

Par suite, | ZC—-a|=| (1+ 1) ZA | donc , Cappartient a(¥)
b) Ne(q:)c:>|Z'M—al=|(l+i)ZM|
= [zN—a| =|l+i||zM|

o AN':I‘\/E.
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De plus, Ce(), f n'cstpasdéﬁniepourz=zc, et | ZC,_a|=| (1+ i) ZCI
Par conséquent, (V') est le cercle ce centre A et de rayon r \/5 , privé du point C".

7. Figure

@ PROBLEME

Partie A

1. vxeR, g'(x)= e X ixe X
VxeR, gx)=(x-1)e *.
2. VxelR, e_x>0donc le signede g’ ( x)estceluide x—1
Vx<I,x-1<0 doncg’(x)<0
Il s’ensuit que gest strictement décroissante sur ] — oo ;1].

Vx>1,x-1>0 doncg’(x)>0
Par suite, gest strictement croissante sur | | ;+oo [,
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Tableau de variationde g: g(1)=1-—.

1. Soit Df ensemble de définition de g
Xe Df o l-xe N 2o
VxelR, gx)>0
1 - xc_x >0

—X
Donc, 1 —xe " %0.

On en déduit que I'ensemble de définition de f est R.

|

4 lim f(x) = lim -
X——c0o X—>—c0 l_xe'_’\
) . -X
Or lim (=X)=+w, lim (=xe ") =40
X——w X—>—w
. —X
Donc, Ilm (l-xe ") =4
X—>—w
. : l
Par suite, lim ——— =0
X—>=%0 [_xe™ X
178

€

e
X - o | + o
g (x) - b +
&X)
1
-
€
3. 1-— cstle minimumde g sur R. Donc: UxelR, gx=21-—.
é
1 1
Ona: e>2; —<— <
e 2
|
Dol l1-—>0
€
Par conséquent : Vx e R, g(x)> 0.
Partie B
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uent, lim f(x) =0.
Par conséq xm_ (x) =0

Parailleurs, lim f(x) = lim ] ]
X—+o© X400 |_xaX

Iim (-X) =—w, lim (- =Xy — i —xe %y =
Ona x—>+oo( ) © x-»++oo( xe 7)=0, xin-?-oo( l-xe ) =1
|

Donc lim ——— =1
X—+®0 |_xe X

Il s’ensuit que, lim f(x) = 1.
X—>+
Interprdation graphique:

x_l_i)rgoD f(x) =0 donc, I'axe des abscisses est asymptote 4 la courbe (C) en —o

lim f(x)= ite d’ iony = +00 .
lim (X)=1 donc, ladroite d’équation y =1 est asymptote & (C) en +

X
, (1-x)e™ ™

a) VXER, f x= ﬁ-
: (I-xe ™)

X

b) VxeR, € >0et (I-xe )2>0 donc lesignede f’ (x) est celui de 1-x.

Vx<1,1-x>0 donc f’(x)>0

Par suite, f est strictement croissante sur ] —oo ;1[.
Vx>1,1-x<0 doncf’(x)<0

Par conséquent, f est strictement décroissante sur | 1 ;+oo [.

Tableau de variation de f.

X - 1 +
7 (x) + o —
c
f(x) e-1
0 1
| e
fl)y=—— =—
e_

-1
€

a) Latangente a (C) au point d’abscisse 0 a pour équation y= f’(0)(x-0)+ f(0).
Ona: f’(0)=1etf(0)=1. :
Onendéduitque: y =x+ 1.
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]
b) Vx e R, f(x)—x—l:—__‘—x—l
| -xe °
—-X )
I—(l—-xe ")Xx+1)
= —X
|-xe

-X X
xe “(x+1-¢")
% X

|- xe

X X
c) Vxeﬁ,mn=—c\+x+l;h%m=l—c.

Ona: ]—cx=0 Py ele
x=0

=

. X X
Parailleurs, 1-e¢" >0 e <1
< x<0.

On en déduit que : 1- e’ <0 o x>0.

X
Par conséquent, ¥x<0,1-e" >0
h” (x) > 0 donc h est strictement croissante sur ]-90;0[.

Par ailleurs, Vx> 0, |- ex <0, h’ (x) <0donc h est strictement décroissante sur]O + oo .
Vénfierque h(0)=0

Ona h strictement croissante sur] —co : 0.

Donc, x <0 implique h(x) <h (0) .Comme h(0 )=0alors h(x)<0.

Par ailleurs, h est strictement décroissante sur ]0 + .

Donc, x> 0 implique h(x) <h(0).On en déduit que h(x) <0.

Finalement : h(0)=0et V x €IR\{0} , h(x) < 0.

X e_xh( X)
d) vxeR, f(x)-x1= e
]l - xe
-X -X _
VxeR, € >0e I-x€ ">0 donc le signede f( x) — x~ 1 dépend du signe de celui de xet deh(|
D’aprés la réponse a la question précédente, h (0)=0et V x €IR{ 0} ,h(x)<0.

Considérons le tableau de signe ci —dessous :

— @ 0 + 0
- ) +
e Fx+1 - i -
f(x) — x— 1 + ) -
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On déduit du tableau ci-dessus que :V x €|]- 0 ;0[, f{ x)-=x—=1>0

Donc, (C) est au dessus de (T) sur | — o ;0|

V¥ xe]0 #oof,f(x) - x— 1 <0.

Donc (C) est en dessous de (T) sur] 0 ; + oo [.
Enfin. (C) et (T) se coupent au point d’abscisse 0.

5. Tracéde (C).

-

Partie C

1.

2

-X —X —X
D’aprés la partieA3), pourtout xe] 0 ;1], l-xe ">0et x€ >0donc, 0<x€ <.

a) (]cn (x)) est la somme des n premiers termes consécutifs de la suite géométrique de raison

—X
X€  différent de 1 et de premier terme 1.

n_—nx
N l-x"e
Donc, Vn e N*, fn(x): —x
|-xe °
I Xn —nx
1 -xe I—xe ~
n_—nx
X €
=f(x) - ——-
| —xe
b) Pourxe|0;I1[,x >0.
—X —X
Ona € >0doncx € >0,
n _—nx
On en déduit que,0< X € .
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xne—nx
=X opli - >0
par suite, 0<1 = X€ implique [—xe
n_—nx
e
f(x)——i——:,(—<f(x)
1 -xe
() < f(x).
Donc, fn(h) (
n-l g —kx ¢ _ n xl\e_kx
3. vneN* f ®= LEOX e et IO k-z_—:O
-1
n gk -kx &k —kx
= - e
Donc, fn+1 (x)— fn (x) = k§0x e k§0x
n-l _ n-1 N
~ gl DA 3 «Ke kx > K —kx
k=0 k:O
n —nx
=X € .

—nx '
Comme 0< xe " alors fn+1 x - f0>0.

D’ou: Vn e N¥, fn_+l x>y ®.

Par conséquent, la suite ( (f}; ( x))nzl est strictement croissante et majorée donc, elle converge,

4. VneN* 0< (xe_x)n <l

_ ! n_—nx . —X N
Parsuite, lim X '€ = lim (xe ) =0.
n—+o0 n—+o0
n_—nx
” -X . X €
Deplus, lim (I-xe ")=ldonc lim ———=0.
n—+w0 N—+00 |_ye NX
" ¢ n_-—nx
Par ailleurs, m X) = i S R Y
r n—H—OO( ) =f(x) donc n-]-lﬂoo(f(x) T ) = f(x).
En définitive, lim f_(x) =
midve, lim £, (9 =100
. 182 |
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DEVOIR N°11

1. P=pP=7P =

1 admet exactement trois racines cubiques donc, les racines cubiques de 1 sont 1 ,j et j

2. (ﬂj)3 _ a3j3 _ a3 ot (a3)3 _ a3':3 3

i =a
Par suite, (aj)3 = (.':1])3 = a3 =A.

Par conséquent, les racines cubiques de A sont a, aj et a].

1+ = G+ +0)2
= (1+i)20)
=-2+2i

Les solutions de I’équation 23

—2 + 2i sont les racines cubiques de —2 + 2i
(+i)° = -2+ 2i

Done, 1+ est une racine cubique de —2 + 2i.

On déduit de la question 2) que les racines cubiques de —2 +2j sont: | + i, (1+i)(- % +

gi) et
(Hi)(—%ugn.
Ona, (]+i)(~%+§i) =_1+;E+i —1;J§
(]“‘i)(‘%—%i) = _];Jg_i l";/g_

1++/3 -1
Il s’ensuit que les racines cubiques de -2+ 2i sont : 1 +1i, — J_ + i—L\[g et
2 2
—]+\/5 ,l+\/§
—1 .

2 2
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Voir figure

ux rotations de centres distincts dont la somme
a) nor est la composée de de € des ang, ”

2n
2 2n 2n o B |
- _Z" Donc ro0r, cstuncrotaiondsz gl .
= : 172 3
3 3 3
PN
Par la suite Nonon est la composée deux rotations dont la somme des anges est EE ‘2n N
: : ?t

1l en résulte que I est une translation.

b) C'BA triangle équilatéral de sens direct et de centre H donc r (B) = A.

De plus B’AC est un triangle équilatéral de sens direct et de G donc I (A)=C.

Par suite C’ BA est un triangle équilatéral de sens direct et de centre H. |

Donc N (C) =B.
On déduit de ce qui précéde que f(B) = B. |

¢) festunetranslationet f(B)=B doncfestla translation de vecteur nul.
11 s’ensuit que fest I"application identique
fi= nornor c f= Iddonc MO o = Id'

1 - -1
 ononon=T1 ]o ld on rn est la réciproque de n

On obtient Iy 0 r3 = rl_].
2n

Donc Iy o1y est la rotation de centre F et d’angle ——.

a) ( D1 ) est I'image de (GH) par la rotation de centre G et d’angle E
3

( D2 ) est image de (GH) par la rotation de centre H et d’angle — E
3

b -
) r2 Q r3 S(DI )OS 0 SOS(Dz)dOnC I'z Or,= S(Dl ) 0 S(Dz) .

r2 0 r3 est une rotation de centre F . _

Donc les droites ( Dl )et ( D2 ) se coupent en F,
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r = S0)°>(GH)
) est la rotation de centre G donc G g( Dl ).
Or Fe( D ) donc ( Dl ) est la droite (FG)

5 =SGH)°S(D,)

I est la rotation de centre H donc H &( D:2 ).

Puisque Fe( D2 ) alors ( D2 ) est la droite (FH)

— —= 2n
ou Mes( HF ;HG ) = ——

2n = —=
2Mes( HF HG ) —-—; implique Mes( HF ;HG ) = 3

i — ) —_— : 2n
2Mes( GH :GF ) = ?“ implique Mes( GH :GF ) =— ou Mes( GH ;GF) -

- e T
Ceci suffit pour conclure que Mes( HF ;HG ) = Mes( GH ;GF ) = 5 car la somme des mesures

des angles non orientés dans un triangle est égalea
Par conséquent, le triangle FGH est équilatéral direct.
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@ PROBLEME
#

Partie A

2
im_g(x) = lim_(x(1-x")+1-2Inx)
1. th g(x) xl O(X

> >
=4 00
: 2
lim g(x) = lim (x(1-X ) +1-2Inx)
X—+0 X—>+00
= -0 .

. o s 2 2 2
a) Pour tout nombre réel x strictement positif, 8 x)=1-x"-2x" ——
X

x(1-3x2) -2

X

g'(x) =

Ona: x(1-3x2)—2=(x + 1)(=3x% +3x-2)
(x+ 1)(—3;(2 +3x-2)

X

Donc, g'(x)=

b) V xe]0;+o[, x>0, x+ 1>0donclesignede g’ (x) est celuide —3x2+ 3x -2.
—3x2+ 3x —2 est I’ expression d’un polyndme du second degré.
A=-13 donc A< 0. De ce fait, —3x2+ 3x —2 est du signe de -3.

Par conséquent, —3x2+ 3x -2 <.
On en déduit que g’ (x) <0.
Il s’ensuit que la fonction g est strictement décroissante sur ] 0 ; +oof.

. a) Lafonction gest continue et strictement décroissante sur ] 0 ;+o0 [ donc sur ]1 ; +co].

Par suite, g(]1 ;4% [) =] xI_i)rgcog(X):g(l)[
=]=o;I[ carg(l)=1.

Comme0 € |- ;1[ donc, I'équation g(x )= 0 admet une unique solution a dans ]1 ;+e [

b) gest strictement décroissante sur ] 0 ; +co |[.

Donc, 0 <x<a implique g(x) > g(a) . Or g(o ) = 0 done g(x) > 0.
Par ailleurs, x> o implique g(x)< g(a) donc g(x)<0.

En définitive, Vxe| 0 ;o [,g(x) >0 et Vxe|a o[, g(x) < 0.
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Partic B

im fx) = fim —(“‘—"—(x—l) )
x—0 x—0 x
> >

|
\lino—(;\—ln\ (x—]) ) s
>

o1 . ] 2
lim — = . lim Inx = _ lim —Inx = - i —(x-1 =_1
Onax__>0x +oo, M w, xI-EOX NX=-o et xl.li)n()( x-1)7)
> > > >
D lim ( l Inx —(x 1) ) t lim : ( I Inx —(x 1)2)
c, = - =— 00 —(—=Inx —-(x - =-—
e x>0 ¢ x50x X
> >
P t, lim f(x) =-
ar conséquen i (x)
>

Calculons la limite de f en + o

lim f(xX) = lim —(———('(—l))
X—>+0© X+ X X
- lim _l_ln(x )__(x—]) ).
X+ 2 2 X
2
. 2 . In(x*) i lln(x )
= d =0:
Ona x‘!l)n-:mx. +00 donc xﬂ)ﬂlw—;r 0, xll)n.;l.wz xz =0
2
. -1
Deplus, lim (-7 oo
- X—+w

_ 1% x=1?
Par suite, lim (— 5~
X+ 2 X

—
l

Donc, lim f(X) =—o00,
X—>+00

)V xe] 0: 40 [, f(X) = -‘l:(l%—(x—l)z)

B Inx X (x—l)2 )
x2 x2

-X (x2—2x +1) Inx

+
Xz x2
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X Inx
=-x42 -7 * 7
Inx X
:-—X+2+~—2’"‘-
X
) lim x-Inx
. —(-Xx+ = 1
b) x.'.';"loo(f(x) ( Xt %2
' 1 Inx
= lim —-(I'-'——-)
X—>+30 x X
| ) Inx . nx
. 2 -0: —~ . lim (I-— =]
& x."lim UG xllanloo X x—>+oo( X )
1 Inx
Donc, hm —(1-—)=
—+0 X X

On en déduit que _ lim_ (f(x) - (-x42))=0
X—>+00
Par conséquent, la droite (A) d’équationt y = —X +2 est asymptote 2 (C) en + o
Inx (x- 1)2

a) Pour tout nombre réel x strictement positif, f (X)= 5=
X X

12
Dong £1(x)= i —2"1“(")_2>~:(x—1)—(x—l)2
. X >
X

_1—21nx 2x2—2x—x2+2x—1
=—7—- 5
X X

1—2[nx—x3+x '

- 3
X

x(=x%)+ 1-2Inx

3 .
[I))) Vxe]0;+w [, X >0donclesignede f'( X) est celui de g(x).
Onaz;ejél;questlonSPameA) Vxe]0;a[,g(x)>0,Vxe]a ;+of, o x)<Oet g(a)= =0
uit que: Vxel]0;a [, f'(Xx) >0,Vxe]a ;+of, f'(X) <0 e f'(a)=0
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Tableau de variation de f

B 0 o + o0
'(x) 3 b -
’ fla)
f(x) /

1 Inl 2
4. aml):T(T—(l_l) ).

=0.
Par ailleurs, f est strictement croissante sur | 0; «].
a>1 implique f( &) > f(1) . Puisque f(1) = 0 alors, f(ct) > 0.

b) fest continue et strictement décroissante sur | & ;+oo[ donc f réalise une bijection de ] a ;+oo[ sur
f(]a +o]).

f : = i X) ;
Ona f(]a +o[) lxﬂ)nlwf(x) Jf(o) |
=]-w;f(a)l.

Puisque f(a )>0Oalors 0e]—o ;f(a)].
[l s’ensuit que, I’équation f (x) = 0 admet une unique solution B dans ] o ;+oo[.

Partie C

1 1-x
1. a)Vxe]0;+o[, h'(x)= —=-1=——
X X
Par suite, Vxe]0;1[, h'(x)>0 et Vxe|l;4+[, h'(Xx)<0

D’ou le tableau de variation sans les limites aux bornes de I’ensemble de définitionde h :

X 0 1 + o0
h’ (x) + ) -
h(x)

b) -1 estle minimumdeh sur ]O;+o|[.
Donc V x€]0 ;+o0| , h(x) £ —1. On en déduit que h(x) < 0.
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h(x)

¢) V xel0;+o () —(-x+42)= __‘,2,_

Vv x€]0 :+o0], X 2>0cl h(x)<0.

h( x
Donc, —(—2-2 < 0.

X

Par conséquent, f( x) — (-x+2)<0
Einalement (C) est en dessous de la droite (A) sur | O ;+o[.

Tracé de (A) et de (C).

©
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Partic D
A
1. Lacourbe (C) est en dessous de la droite (A) donc, A(A) = I (—t+2)-f(t))dt

t—]nt

I
12

2. Vxelel k(9= g

3. AWM=

t—=1+1-Int
— dt

t

,.,
|
p—t

1-Int
2

Q.
-
+

dt

I
e e e

A
f
I

-
N

t
A 1-Int
| dt.

|
.—t—.>—)
~
— | —

1
——)dt +
1 Iy

_ A 1-Int Int
En considérant la réponse 4 la question précédente, [ dt=[—] .

t t

Int
Donc, A()) = [ln(t)'*'—]l +["“]1

InA
= Inh+ —+—-1
A A

InA
— +Im+ ——1.
A A

InA 1
4. Ona lim AQ)= lim | — +Ink —1+—
A—+0 A—+oo\ A A

InA

1
or, lim —=0; lim —=0;  lim (InA-1)=
A4 ) A—>+0 ), A—>+wo

. InA 1
Done, Ilim |— +InA -1+—|=+
A—+o\ A

P , _lim AQ)) = +oo.
ar conséquent l—l)+co A) =+
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DEVOIR N°12

. .2 .3
) l+i+i2+i3=l+i—1—i donc 1 +i+17 +17 =0.
1. a o
b) i4=l;il =(i4)25 donc i =1l

3.4 .
I%O.k (1+i+i2+i3)+(l+i+i2+|3)1 +o.+ (I +i+i +13)196+i100
2. 1=
k=0
24 _ .2 3.4k, (100
= Y (+i+iT i FL
k=0

. e R i
[l résulte de la question précédente que : kZO

1. Voir figure

2. AFB est isoctle en F donc F appartient & la médiatrice de [AB].
De plus AJB isocéle en J permet de dire que J appartient a la médiatrice de [AB].
Par conséquent (JF) est la médiatrice de [AB].

= 21 —_— 27-[
Ona Mes (FA,FB) =——§- et Mes (JA,JB)=—.

Donc Mes(EI,F—A-) =§ et Mes(.ﬁ—:.}:F) =§.
On aboutit au fait que fe triangle AFJ est équilatéral de sens direct.
D’une maniére analogue, on montre que Mes(HFE,i:—j) :E et Mes(ﬁ',ﬁi) =E )
Il'en résulte que le triangle FBJ est équilatéral de sens dirc?,ct.
3. a) f(F)=sor(F) =s(r(F)). AFJ est équilatéral de sens direct donc r( F)=1J.

AFJ et FBJ équilatéraux donc AFBJ losange.

Donc la droite (AB) est la médiatrice du segment [Fl]1d’ous (J)=F.
Par suite, f (F)=F.

On en déduit que F invariant par f.
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b f cst lacomposée dune rotation de centre A et de la sy métric orthogonale d*axe (AB)
Done f est une symétrie orthogonale,

Ona (P =Felf(A)=A
Par conséquent, Test la symétric orthogonale daxe (AF)

a) [AM | diametre de ( Cl ) cercle de centre F donc AM = 2AF.

|AN] diamétre de ( C2 ) cercle de centre J donc AN = 2A).
Ona A)=AF donc AN = AM.

—_— n
Par ailleurs, Fe|]AM ] et Je|AN| donc Mes(AM,AN) = Mes(AJ,AF) =—.
3

. )
Puisque AN =AM et Mes(AM,AN) = — alors r(M)=N.
3

Me(AF)donc f (M) =M
Ona sor(M) =M donc s(rM))=M
Puisque r(M)= N alors s (N) =M

b) Be( Cl) d’ou le triangle AMB triangle rectangle en B donc (BM) L (AB) (1)

Par ailleurs B g( C2 ) d’ott ANB triangle rectangle en B donc (BN) L ( AB) (2).

Des relations (1) et (2),on déduit que les droites (BM) et (BN) sont paral!eles
Par conséquent les points M, B et N sont alignés.

r(M )= N d’ou AMN équilatéral.

———— T
FelAM| & Be|[MN] donc Mes(MB,MF) =—

De plusM € ( C1 ) et Be( Cl)donc FM =FB.
Par suite le triangle MBF est équilatéral.

Comme les triangles MBF et FBJ sont équilatéraux alors le quadrilatére FMBJ est un losanee

Il s’ensuit que MB=FJ.
Par conséquent t(M ) =B

Ona t translation de vecteur FJ donct (F) =J .Deplus, les cercles ( Cl ) et ( C2 ) sont de méme
rayon. Par conséquent ( C2 ) est I'image de ( Cl ) part.

Par ailleurs t(F)=1Je t (M)=B donc (JB) est I'image de (FM) par t.
De plus {A ;M}:(FM)r\(Cl ), {B ;P}=(JB)m(C2)ett(M):B
Par conséquent t(A)=P.

Y(A)=P et t(M)=B donc AP = MBd’ou AMBP est un parallélogramme

Les diagonales [AB] et [MP] se coupent en leur milieu. :

Ona montré a la question 3a) que AFBJ est un losange donc les diagonales [AB] et [FJ] se coupent en
leur milieu. En définitive les droites (AB), (MP) & (FJ) sont concourantes.
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Figure - \
A/—"\
()
(Cz)
F J
MB o
— ]
@ PROBLEME
Parie A
1. lim gx) = lim (" +x+1)
X——c0 X—>—00

. X .
Oor lim e" =0; lim (x+4I) =-ow
X—>—0 X—»—0

. X
Donc, lim (e" +x+1)=-ow
X——0 )

On en déduit que  lim X) =—
que Iim g(x) =-o

Par ailleurs,

lim = i X . X . _
X—>+°0g(x)_xﬂ>riloo(e + X+ 1)=40 car x-l-l-;]}-ooe =400 g x_ll)nloo(x+l)—+oo
194
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2. vxeR, g'(X)=e" 41,

)
Vx € R,g(x) >0 donc Ia fonction gest strictement croissante sur R
r -

La fonction gest i :
3. a) g €st continue et strictement Croissante [ Donc, gréal; .
g(R)= R. : » grealise une bijection de [R sur

Puisque 0 IR alors I'équation g(x)=0 .
b) Veérification de I"encadremer. de)u | admet une unique solution o dans R.
Comme g(

—1.28) et 8(—127) sont de signes contraires alors, —1 28 < o < —1 27

4. Lafonction gest strictement croissante sur R

SenesE= i_mpli.que 8(X) < g(a ). Puisque f (o) =0 alors g (x) < 0
ot implique g(x)> g(a ). Alors g(x)>0 .
En définitive,V xe] -0 ; o [, g(x)<Oet Vxe]la ;+o [, 2(x)>0.

Partie B
X
. . Xe
1. a) xﬂ)mwf(X) = lim _
X—=>—o X 4
. X ,
Ona lim xe™ =0 li X _ : X
X—>—00 " xeo® =0et lim (e”+1)=)
. i e)\
Par suite lim = =0
X=>=0 ™41

Donc, lim f(x)=0.
X—>—00

b) Interprétation graphique : la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale 4 (C) en — oo.

X
. . xXe
¢ lim f(x) = Ilim =
X—>+00 X+ X
X
. Xe . X
= lim ———— = lim

X400 (1 e7% X X0 X
i —X . -X
Or, lim e " =0donc lim (l+e )=
X—>+00 X—>+00

Et, lim X =+om.
X—>+00

X

Parsuite, lim = +o0.

X—>+00 l+e_x

Onendéduit que: lim f(X) = +oo,
X—>+00
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~_ Avomaths "=

X
xc

lim | ~—~*

x—=+o| ¢ +1

"

) lim (F(x)=%)

. 8
2 x—>+®©
X
_ xcx —x(e" +1)
= Iim X
x—>+®0 e+l
) -X
4 ]lm ""{""’
X+ " +1
) -1
= lim T"
X240 ™ ]
—t—
x X
¢ L_o;
i im —=0: lm
a Iim — =400 , ]lm »
on X—+0 x X—>+®0 x X—>+0
. -1
Done, _lim : =0
X—+® o 1
—+—
x X
Par conséquent, _ 1im (f(x)—x)=0
X —»+00 .
On en déduit que
‘ -X
b) Pour tout nombre réel x,f ( X) — X= X
e +1

>0 doncf(x)—x>0.

vxe]-o;0], -
e +1

On en déduit que la courbe (C ) est au dessus de (A) sur |-

<0 doncf(x)—x<0.

vxe] 0+, —
e” +1
Done, la courbe (C ) est en dessous de (A)sur |05+ = [.

Enfin, les (C) et (A) se coupent au point d’abscisse 0.

a
ae

a
e +1

o
et ga)=°¢€ +a+l.

¢ fla)=

Or, ga) =0 donc eG. +l=-a

a
€ =-(a+l)
—a(o +
Il s’ensuit que f(a) = (—l)
-
=a+ .

196
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3. a) Pour tout nombre réel x, f'(x )=

(x + De™ e* +1) - xe™e*

X +1)%

X X X
_(xe” +x+e +1—xex)e

—_

g(x)e’
€ +1)°

e +1)°

X )
b) Pourtout nombreréel x, €~ >0et (e‘ + I)2 donclesignede f'( x ) est celui de g(x).
On en déduit que : Vxe] -0 ;a [, f'(x)<O0et Vxe]a;+o[, f'(x)>0

Tableau de variation de f.

X —00 a + 00
" (x) - D +
0 + 0
f(x)
o+l

0xe0

4. 1(0)=—; =0
e +1

La fonction f est continue et strictement décroissante sur | —o0 ;at [

f-osa[)=1f@); lim {(x)]

=]f(a);0[

Par suite, Vxe] — o0 ;a [, f(x) €] f (o) ; O[. On en déduit que f (x) <0

Par ailleurs, f est strictement croissante sur [ & ; +o [.
Comme —-128<a <-127alors o < 0.

Il s’ensuit que, a <x<0 implique f(x)<f(0).0rf(0)=0doncf(x)<0
x>0 implique f(x)>f(0) doncf(x) >0.
En définitive, Yxe] - o ;0[, f(x) <0 et Vxe]0;+o [, f(x)>0.
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9. Tracé de (C) ct de(A | . rj:% ........
g —— g —— / / ]

""""""""

-----
"rome
-------

..........

........
..............
........

, Gl .

_____________

- el = e - i -

Partie C
t t t t t <9
1. a) Vte[0;+o[,t20,1s¢ ,€+ls € + € donc O< € +1<52 ¢e".
t
1 e

Donc, — < N
e +1

t tct

Par suite, t 20 implique —<

e +1
t

Par conséquent, Vte[ 0 ;400 [, -Esf(l).
t
b) Vte[ 0+, ES f(t)

1 X X
Donc, pour tout nombre réel x positif, on a D) [ tdt< [ f(t) dt.
0 0

2

X
I s’ensuit que, — < F(x).
4

0 dui lim . [ Fx)
n en déduit que x-Sy F(X) =+4+w et lim —Z = +00.

X—>+00 x
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2. a) Effectuonsune intégration par parties :

N t
Posons:u=t et v'=¢ .Onau’=let v = et.

X
Donc, W(X) = [tetla - (I)eldl

= (x-1) e~ +1.

b) Vte[x:0], x<t<0,

x 2 . - .

¢ < e <|,car lafonction exponentielle est strictement croissante sur [R.
X t

0<e +1<e +1x2

1 | |
—<——= i
2 e'+l e+l

Deplus:Vite [x;0],t <0 et et >~0donctet <0

te te
Par conséquent, <

0 (et ?

X

Puisque ¥(x)= | tet dt donc Ety(x) < F(x) < 6o
0

et +1

X
¢) Pourtout nombre réel x, ¥(x)=(x—1) € +1.

Ona lim ¥(x)= lim (x-1)e* +1
X——00 X—>—C00

X
=1.

= lim (xex ~e” +1)
——0
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B lim (e +1) =1
—>»—00

X
. W(x

Donc, lim ,() =
x—-0eX 4 |

1

|
) alors —<L <1.

et +1 2

1
Puisque: Vx € R, -2—‘1’(1() <F(x) £

3. a)Festlaprimitivedefsur R s*annulant en 0.
Donc, pour tout nombre réel x. F 7 (x)=1(x)

Ona:Vxe]—w:O[.f(x)<0d0ncF "(x)<0
On en déduit que, F est strictement décroissante sur | —oo ; 0[.

Par ailleurs. V¥ xe] 0+ [, f{ x)> 0 donc F’(x)>0.
Donc, F est strictement croissante sur 10+ [.

b) Tableau de variation de F.

X = 4 + 0
F'(x) - ¢ +
L +
F(x)
0
4. Voir figure.
200
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DEVOIR N°13

Voir figure

ABK est isocele en A el de sens direct et Mcs(A_-B;E) Y

S

donc Mes(ﬁ;@) = ? .

Par suite Mes( B:KC) = —STE )

Sn
L’angle de S est donc — .
8

En utilisant le théoréme d’Al Kashi dans le triangle
OABisoctleen O, KBZ =a2(2-+2 )

En considérant le triangle ABK isocéleen A,KC = a( \/5 -1)

2 2

: 2 _a"(¥2 -1

Parsie, R =20
L

Voir figure.

I appartient 4 la médiatrice de [AB] donc IA = IB

De plus I appartient & la médiatrice de [AC] donc 1A = 1C

Par suite, 1B =IC.

De ce fait 1 appartient 4 la médiatrice de [BC] .

On a F milieu de | BC] donc F appartient a la médiatrice de [BC].
Par conséquent la droite (IF) est la médiatrice de [BC].

a) Ladroite (IF) est la médiatrice de [BC] donc (IF) L ( BCO).

Par ailleurs, Fe(OB) donc (IF) L ( FO)
On a (Ol) médiatrice de |AB].
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Comme OAB est isocele en O alors (Ol) est la bissectrice de I'angle (OA,OB).

— n
Il en résulte que : Mes(O1,0B) = Z

Sachant que (IF) L (FO), on conclut que le triangle [FO est rectangle isocéle en F et de seng direqq

b) 1appartient a la médiatrice de |AB] Donc (IB,IA) =2 (IB,I0).

Par ailleurs [ appartient & la médiatrice de [BC] donc (I1C,IB) =2 (IF,IB).

Done,  (IC.IA) = (IC.IB) +(IB,IA)

=2 (l_[;,ﬁ;)"' 2 (ﬁ;,l_O.)
= 2|(1_15,ﬁ3')+(i-§,f(5) I
= 2(1—13.6)

—  ——s

n
IFO est rectange isocele de sens direct donc Mes(IF,10) = —.

—

= = T
Ce qui méne a Mes(IC,IA) = —.
2

n e

Donc E est une mesure ’angle orienté (IC,IA).

OAC est rectangle en O et de sens direct
Donc O appartient au cercle de diamétre [AC]
D’aprés la question 3a) le triangle AIC est rectangle en 1.
Donc 1 appartient au cercle de diamétre [AC].
11 s’ensuit que O et | appartiennent au cercle de diamétre [AC].
Par conséquent les points O, A, 1 et C appartiennent 2 un méme cercle ( ).
- Tt °
a) fest lacomposée de deux rotations de centres distincts dont la somme des angles — —— = 0
2 2
On en déduit que f est une translation.
De plus f (B) =1 donc f est la translation de vecteur BI.

T I

b) glacomposée de deux rotations de centres distincts dont la somme des angles est — +— =7 qu
2 2

est une mesure de I"angle plat done, g est une rotation d’angle 7, c'est-a-dire une sy métrie centrale. On
a g(0) =C,K est le milieu de [OC] et gest une symétrie centrale. Donc gest la symétrie de centre K

h est la composée d’une translation et d’une symétrie centrale qui est une rotation d’angle n.
Par suite h est une rotation d’angle .. Donc, h est une syméirie centrale.
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_ — —
7. a) (OLOC) et (I0,IP) sont deux angles altemes internes définis par les paralléles
(OC) et (IP) , et la sécante (OI)
— = n

Donc Mcs(ﬁ,ﬁ;) = Mes(ai,(_)-a) g
4

Ona J centre du cercle (I') contenant les points [, P et O.

e —

JO=JPet Mes(JO,JP) =2Mes(I0,IP) donc Mes(JO,JP)= —.
2

11 s’ensuit que P est ’'image de O par la rotation .

b) f(O)=r0 15(0)=r(0) Doncf(0) = P

¢) gest lasymétrie de centre O et K est le milieu de [OC].

Il en résulte que g(C) =0

Par ailleurs f (O) =P.

Par suite h (C)=P.

Or h est une symétrie centrale et h (C) = P alors h est la symétrie dont le centre est le milieu du segment
[CP].

Figure

I

N |

I

E I
i

l

B ] |

X |

l’ ] -

() K 7N A |
l"' P

' I

I
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—

@ PROBLEME

Partic A
x2
. lim f(x) = lim m
! x—0 (x) x—0eX
lim —
= mm -
x—0 X
X
Cx— l I
i lim =le lim x =0 alors IIm ——.
e x>0 X x—0 Xx—0 X |

X

Il en découle que lim_f(x) =0.
x—0

Orf(0)=0donc lim_f(x) =f(0).
x—0

On en déduit que f est continue en 0.

X2
N_f X
2. lim SO
x—=0 x-0 x—=0 x
) 1
= lim . .
X—=0 X
X
=1
Donc, lim ~CO=(0) |
x—0 x-0
De ce fait fest dérivableen O et f° 0)=1.
Le coefTicient directeur de la tangente 4 (C) au point d’abscisse 0 est f° (0) c’est adire 1.
2
3. @) lim f(x) = lim X
X——ow X—=—mw X _

. X i X . 2
Ona Ilim e™ =¢g. | —1)=_ _
L 0; lim (e” —1)=—, xﬂ}rgoox =+ .
x2

Par suite, lim

" X = -
X——0o0 e™ ]

Par conséquent, lim f(X) =— o .
X——00
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x2
; f(x) . X_ )
Parailleurs,  lim -—(—-= lim <=L - lim )
X—>— X X—>—=0 X x_)--ooex_[
. f(x)
Done, lim — =+
X—>=00 X

, . : f(x)
ftation hique: lim f(x)=- t i —~7 =4 o donc (C)admet en — o une
b) Interprétation graphiq o (x) o et lim (©

X—=-® X
branche parabolique de direction I'axe des ordonnées.
2
: . X . 1
¢ lim f(x)= lim — = |im —,
X—+x0 X—=4o X X240 oX _|
x2

Effectuons un changement de variable : posons u =—x.

oS Y () St R S
Ona lim = lim ——%— = |lim —[(—) ———2—]=+c0.

X+ (2 X+ 4.2 X—+0 4 u 0

En définitive  lim  [(x) = 0.
X—>+®
On en déduit que la droite d’équation y = 0 c’est a dire la droite (OI) est asymptote horizontale a (C) en
+ 0.
r' 2 4
2x(e” —1)-x"e"

4. Pourtout nombreréel x, ['(X)= < 5
(e” -1)"
_ x(2e* -2-xe™)
(e*-1)°
=X X
-x(2e T +x-2)e
(X 1)
5. a) lim h(x) = lim e~ +x-2)= lim (2-2e"+xe™)e™ ™
X——0 X——00 X—>—00
Donc, lim h(,'():+c0
X—>—00
lim h(x) = lim ¢ " +x-2) = +o.
X—>+0 X—>r+c0

—-X .
b) VxeR, h’(x)=-2¢€¢  +1.Considérons lesignede—-2 € +1.

—X -X
Pour xeR, -2e¢ " +l=0¢  =—
o)
& —x=-1n2
& x= In2
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x |

XNil>0o e <§-

Par ailleurs, -2 ¢
& —x<=1In2
& x> In2.

-X
i i ‘ In2
ui précéde on déduit que — 2 € +1 <0 x< ; .
I?;Z:sécruem :Vx €] =0 ;In2[, h’(x) <0donc h est strictement décroissante sur]—o +In2[
Vx €] In2 ;+oo[, h’ (x)>0 donc h est strictement croissante sur ] In2 oo

D’ou le tableau de variationde h :

X —o0 In2 + 0
h’(x) - 0 +
+@© +
h(x)
-1 +In2

¢) hest continue et strictement croissante sur[In2 ;400 .Ona h([ In2 ; +0] ) =[~-1 +In2 400 [
Donc h est réalise une bijection de [In2 ; +oo[ vers [-1 +In2 ;400 [ .

Ona -1 +In2 » - 03. De ce fait Oe[-1 +In2 ; 4+ [.

Par suite, I'équation h(x) = 0 admet une solution unique a dans[ In2 ; +oo].

d) Vérification de I’encadrement de q.
h(1,59) ~ —0,002] et h(1,60) ~ 0,0037. Comme h(1,59) et h(1,60) sont de signes contraires,
Donc, 1,59 < a < 1,60.

ah(0)=2e0 4 0-2

=2-2=0
h est strictement décroissante sur ] =00 In2[
x<0 implique h ( x) > h (0) . Puisque h (0) = 0alors h(x)>0
0 <x<In2 implique h( X)< h(0)donch(x) <0
Par ailleurs, h est strictement croissante sur In2 ;400 [
In2<x<a implique h ( X)<h(a).Orh(a)=0 alors h(x)<0
X>a implique h(x) >h (a )donch (x)> 0.
En définitive, Vxe] - o0 ; 0 [V]a+o [ ,h(x)>0et Vxel0;a [, h(x) <0

; ) 2 .
b)  Pour tout nombre réel x, ( et - 1) >0 donc le signe de f* (X) dépend de celui de —x et de h (x).
Tableau de signe :

s i 0 a +
=X + () = —
h (x) o 5 — B =
f,(X) + (') + b _
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1 ressort du tableau que : Vxe |- o 0|lu) a ;+o L(x)>0.Vxa] o e [.£(x)<0

etf (0)= 1" (a)=0.

Sens de variation de f: ¥ xe| - oo i |, £ (x) 2 0 donc f est strictement croissante =i

vxela i+ [ 17 (x) SO done f est strictement décroissante sur o 140 |

2

. -a
¢) f(a)= = | etha)=2¢ +a-2
c -

h(a) =0 implique 2¢ * =2—q

a
Par suite, f(a)= 5

2-a

02(2—0.)

2-2+a
=(2-a)

Tableau de variation de

X -0 0

a
f(x) + 1 + b

f(x)

d Ona 159<a<1,60
04<2—-a<041

D’ot 0,63 <(2—a)a <0,65

On en déduit que 0,6 est une valeur approchée a 10—I prés def (a ).

e) f(0)=0et feststrictement croissante sur |- o ;o |

Donc, x<0 implique f (x) < f (0). Puisque f (0) = 0 alors f(x)<0
0 <x < a implique f (x) > f (0) donc f (x)>0

Par ailleurs. f est continue et strictement décroissante sur | & ;+o [
Il s’ensuit que f(Ja ;+o[)=]0;f(a)l

Par conséquent : Vxe]a ;+o [,f(x) €]0;f(a )i

On en déduit que : f (x) >0
En définitive : ¥xe] - ;0[,f(x)<0et Vxe]0;+x [.f(x)>0.
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Soir xelR*.Ona x=#0

-x=20
Done, -x e R*,
2
Et,, f(-x)= (_x)
e V-1
_ xzcx
1 -¢*
2 X
X“e
Or,Vx e R*, gx= ==
| —e

Donc, gx)=f(-x).

De plus g(0)=0et f(0)=1(—0) =0 implique g0)=f( 0).

En définitive, pour tout nombre réel x, g(x) = f( - x).

Par conséquent (I") et (C) sont symétriques par rapport a I’axe des ordonnées.

8. Tracéde(C) etde (I').

@ &
- = - A
R Ny !--|=—--m...~ :F—f — :
™
/ ¥
/ P
/ \
\
/ ;
/ \
/ A\
\
/ \
\
Partie B :
I } x N 1 Xn+l
1. Ona lj = dx et | = | d
n X .
2 oX | M1 WXy
Vxel[ln2;1],x>0 et x<1.
Ona x>0.Donc: Vn e N*, " >0
Puisque 0 <x< 1 donc, an < xn.
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. . X
Par ailleurs, x> 0implique € > 1, ex -1>0

n
an .

Par suite, < .
e* -1 e -l
1 n+l | n
. dx< | :
In2 | In2 e*-l

D’ou 1

dx .

n+l < Iy

On en déduit que la suite ( I ) est décroissante.
n

vxe [In2 ;1] et ¥n e N*, x> 0et ex —1>0donc > 0.
e” -1
1 n
Il s’ensuit que | =
In2 e* -1

dx >0.

ln >0

Donc, lasuite (1) est minorée par 0.

En définitive, la suite ( ln ) est décroissante et minorée donc elle converge.

a) Vxe[ln2;1], In2<x<1

eln2 < ex <e

X
2<€ <e.
X
2-1< € —-1<e-I.
| 1

b) VneN¥* etxe[ln2;1]: ls x < X
€

Donc, | ——dxs[nslj X
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' 1
Ona h{zx dx = |—— it Jln2

: __(1-1 2™
n+

1 n+l L n+]
Donc, ;[m(l-lna) NERN s—=(1=In2)™™).

1 <2 <edonc Inl <In2 < Ine.
O<In2< 1.

-l1<in2<1
Par conséquent,  lim (In2)n =
n—»+co

Puisque lim (n+1)=+c0 alors |lm (ln2)n+1
n—+c0

n+l

Par suite, llm (l—-(ln2) ) =
Par ailleurs, lim —I— =0.
n—+o00 n+l
1 n+l 1
D 1 R n+
onc nﬂ)r?_w +1(1 (In2) )=0 et llr_r|1_0oe l[ (l (In2) )=0

Onendéduitque lim I_ =0.
n—+c N
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DEVOIR N° 14

e i 4 I e
AvEDRCIOE 1
EXERCICE 1

Voir figure

KD
S(A) =K et S(B) =D donc le rapport de S est ——.

AB

—_—

Comme F milicu de [KD] et B milicu de |CE] alors FK =

—_—
-

5]—(.6{3

usl

C

—_—
—
.

m

I I
2 2
KBCE est un carré implique DK = CE donc FK = BE et KE= FB.
Par suite KE=FB
KBCE carré implique que KE = KD.
Par conséquent KD = FB.

. l KD
Ona A milieude [FB]doncAB=—KD et — =2,

2 AB

Finalement, le rapport de S est 2.

S(A) =K et S(B)=D donc angle de S est (AB , KD)
Ona k_é = F_-B

—_—

8
Par ailleurs, KBCE est un carré de sens direct. Ce qui donne Mes(KD ,KE) = —.
2

Il s’ensuit que MeS(E,FB') =

D]

e ——

A €|FB]donc FB et AB colinéaires méme sens. De ce fait (KD , :f\_};) =(KD , %).

——

— n n
Ce qui conduit 3 (AB , KD) =0 On conclut que I'angle de S est —E.

Qest lecentre de S, S(A) =K et S (B) =D.Donc Mes(QA , QK) = ——; et Mes(QB, QD) =——.
2

Ce qui permet de dire que Q est I'un des points d’intersection des cercles de diamétres [AK] et [BD].
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¢) VYaxel-1:0], gix)<0

fix) - x <0.
De ce fait, (C) est en dessous de (T) sur |- 1:0].
¥xel0 1], g(x)>0

f(x) - x>0.

On en déduit que (C) est au dessus de (T) sur |0:1].
Enfin. (C) ¢t (T) se coupent au point d'abscisse 0.

4. Voir graphique.

S. a) fcontinue et strictement croissante sur |- 1:1].
Donc f est une bijection de |-1:1] sur f(]-1:1])
Ona f( |- 1] )=1 lim f(x): lim f(x)]

x—-1 X—
= |-m; +o [
Par conséquent, [ est une bijection de |- 1:1[ sur R.
b) Voir graphique.
¢) T[estunebijectionde |- 1 ;1] sur 2. Soit xélément de |-1:1] et y un nombre réel,
| I +x
f(x)=y & —In )=y
2 1-x
|+ X
<= In =2y
I-x
|+ x '
(=1 =(.’.2}
l-x
v
_ e 1
I
e " +1
1 eZy -1
Onendéduitque: VyeR, [ (y) = v
e y+l
Partie B

1. -a) ®of est dérivablesur R et Vx e B,
(®of) " (x)= 7 (x) D(F(x))

().

=0 (F o (9
e = : -
= xf"(x) car fet [ ° éant réciproques I'une de l'autre, ona ( f lunf) (x)=x
Par suite, @ of est une primitive de la fonction x > x f—l (x) sur R.
214
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b) ®est une primitive de la fonction f -1 sur R.

f(b) _;
ponc, | f ()dt =® (f(b))- @ (f(a))
f(a)

=® of(b) —dof(a)

c) @of est uneprimitive de lafonction x > x f'(x)sur R.
b

Ils’ensuit que, [tf' (t)dt =® of(b) - dof(a).
a

f(b)
D’aprés la question précédente fj’ f"l(t)dt =0 of(b) —dof(a).
a

f(b) -1 b
Parconséquent, [ " (t)dt = [tf'(t)dt
f(a)

(o]

f(x) 1 f(x) _;
d f(0)=0Donc [ f "(hdt = [ £~ (t)dt
0 f(0)

f(X) -1 X
D’aprés la questionprécédente, | f (t)dt = [ tf ‘(t)dt
' f(0) 0

f(X) -1 X
Donc, | f “(t)dt = [tf'(t)dt
0 0

X X t
a) Vxel]-1;1[, [t'(t)dt = | 5 dt
0 01—t
X (-2t)
I
0

ﬁ_d[

1

2
1

= ——ln(]—xz)
2

b) f est une bijection de |-1;1[ sur R.
Donc: Vy € R, il existe xe]-1;1[ tel que f(x) =y.

) y _1 f(X) __l
Parsuite, [f “(t)dt = [ £~ (t)dt
0 f(0)

X
= [ tf (t)dt
0
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IR

_____l_ln(l—x?')

i 2

| ezy—-l
———In (1- )
=3 n ( ;‘2),':1

2 2

1] ( (ezy+l)2—(e ) )
= ——In

2 (ezy+1)2

2

lIn( 4™ )

=T Y’

1
|
N | o—
=3
R
mu
< &
+ <
~
N

:lﬂ(

Y -1 e’ +e )
En définitive, (j)f (t)dt = In ( ._——2—).

v xe[0;1],x=0; 2x>0
ezle
e2X _120.
2x e2x_l
Deplus, € +1>0 donc >0
’ 2x
e +1

On en déduit que f_l est positive sur [0 ;1]

1 _
Par conséquent, 1’aire A =((j)f l(l)dt)(‘flcmz).

1 _ e1 +ce_l
ona (£ Wt = In( )
0
e2 +1
= In( )
2e
2
Finalement, A = 4In( © +1)Cm2
v 2e
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_._———‘_f"‘-“——-—-__._- ——

DEVOIR N°15

J
g, 3=3p31, 3% =031, ¥ =131
On remarque que les exposants 0, 1 et 2 sont les restes dans la division euclidienne g x

un enje,

par 3. Il s’ensuit que : nalurﬂa ‘

Pour n = 3k, 335 1[13] et 33k = 1[13] donc 3n =1[13]. |

n
Par suite, 17x 3 =17[13]
17% 3" —4=17-4[13] |
|
17x 3" —4=0[13). '

Donc, 17x 3" _ 4 est divisible par 13

Pour n = 3k+1, 33“1

= 3(13] donc 3" =3[13].
Par suite, 17x 3t 51[13] ‘

17x 3" —4=51-4[13]

17x 3" —a=47013). L

n
17x 3" —4= 8[13] avec0< 8 < 13.

n
Donc 17x 3" — 4 n’est pas divisible par 13.

Pour n = 3k+2; 33k+2

=9[13] donc 3" =9[13).
Parsuite,  17x 3" = 153 [13]

17x 3" _ 4

]}

153- 4[13]
17x 3" —4=14913].

n
17x 3" —4=6[13]avec 0 < 6 <13, ' '
7 |
Donc 17x 3" - 4 n’est pas divisible par 13.

II'ressort de ce qui précede que 17x 3n

keN, =4 est divisible par 13 pour les entiers naturels n=3k:

7

-~
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a) Voir figure

b) ABCest rectangle en B et E milicu de [AC].
Donc E est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Ainsi AE=EB =EC (1)

— —_— — T
Mes (AB,AE) =Mes(AB,AC) =; donc EAB et équilatéral.

Par suite, AB = AE (2)

De(l) et (2),onaEC=AB.

11 existe donc un unique déplacement qui transforme B en C et A en E.
Ce déplacement est soit une translation ou une rotation.

De plus, les droites (AB) e (EC) sont sécantes.

Par conséquent, ce déplacement n’est pas une translation.

Donc il existe une rotation r transformant Ben Cet A en E.

¢) 1(B) =Cetr(A)=E, donc I’angle de r est une mesure de I’angle (AB,EC)

E€[AC] donc Mes(AB,EC) =Mes(AB,AC).

I8
Par conséquent I’angle derest —.

d r(B) =Cetr(A)=E.
Donc le centre O de r est le point d’intersection des médiatrices des segments [BC] et [AE].

a) S(B) =E et Sest une similitude centre O.

=== OE
Donc I’angle de S est (OB, OE) et le rapport de S est 6‘5 .

La droite (BO) est la médiatrice de [AE] et r(A) =E.

— = n

Par suite, Mes(OB,0OE) = g On en déduit que I’angle de S est g

T
Par ailleurs, r(A)=E ou rest la rotation de centre O et d’angle ;

-

Donc OAE est équilatéral de sens direct.

n
On a également AEB équilatéral, d’ou OB = 20Ec05g.

OE 3

—_—

OB 3

n B

En définitive I’angle de S est g et le rapport de S est —3- .
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b) J est le centre du cercle circonscrit au triangle OAE équilatéral de sens direct.

~

= 3
Il s*ensuit que : (OA,01) = -(; et OJ= -—3—0A.

Donc, S(A)=1J.

a) Voirfigure

b AM = kAB implique AM =kAM + kMB
(k—=)MA — kMB =0.

Deplus, (k—1)-k=1=20.
Donc M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients respectifs k — 1l et -k,

) m =kA—B implique que M = bar {(A :k=1) :(B:=k)}

Donc EI\T' = kEC implique que M” = bar {(E:k-1):(C :—k)}

De plus, (A)=E et r(B)=C.
Par la propriété de la conservation du bary centre par les rotations, le barycentre des points A et B

affectés des coefficients respectifs k—1 et —k apour image par r le bary centre des points Pondérg

et C affectés des coefficients (k — 1 ) et (—=K).
Il'en résulte que (M) =M".

T
Par ailleurs r est la rotation de centre O et d’angle — et r(M)=M".
3

o T
Ainsi OM’ = OM et Mes(OM,OM’) = g

Donc OMM” est équilatéral (de sens direct).

e L8
d) Mes (AB,AC) :—:-)’- et k est un nombre réel non nul.

—_— — 2n

——— g N —
Donc Mes(AM,AM') = — ou Mes(AM,AM) = ——.
3 3

Par suite Z(W,A_I\Z' =2—H (1)
3

. === N
Par ailleurs r(M)=M’ implique que Mes(OM,OM') = —.
3

e ——— 2
Donc. 2(OM,OM) = —375 @

Des éealités (1) et (2), on obtient 2(AM,AM') = 2(0M,OM)).

De plus les points O, M et M’ ne sont pas alignés,
On conclut que les points O, A,M et M’ sont cocy cliques.
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4. a) OAE équilatéral de sens direct et de centre J.
On a établi que S(A)=1J
Par conséquent, OMM * équilatéral de sens direct et de centre N.
Donc S(M)=N
b) S(M)=N.
Par suite, lorsque M décrit la droite (AB), N décrit I"image de la droite (AB) par S.
Puisque S(A)=1J et S(B)=E alors I'image de la droite (AB) par S est la droite (EJ)

Figure
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@ PROBLEME
Partic A ]
]
Jim fx) = lim (x=1)e |
Ona lim (-——1-) =-mw donc, lim_e , =0
x—0 |;\| x—0

-1

N
Parailleurs, lim (x—1)=-1 donc lim (x-1)e = 0.
x—0 x—0
On en déduit que lim_f(x) =0.
x—0
Commef (0)=0alors lim f(x) =f(0).
x—0
On conclut que la fonction f est continue en 0.
1
||
' f(x)-f(0) . (x-1)e
Im ——— = |im
x=20 x-0 x—0 X
1
= lim (x -1 ~e | |
—)0( ) X
_ 1
M L
Ona lim (x——]) =-1 et lim —e = lim —eX
x—0 x—)() X x—=0 x '
<
l
| eX
Posons u=— . Ainsi lim — = |im ueu:O.
X x—0 1 X——0
< P
X
.
Donc, lim —e |=0

x—0 X
<

222

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

1
L 1]

*ensuit lim(x-=1)—e =0.
[1 s’ensuit que, x—+0( )x
<
lim f(x)—-£(0)
' im &
On en déduit que R — 0
-1
leurs, Tim, - ] lim - = im (~(— m’l‘_)) 0
P eurs, lim —e = —¢ X = lim(=~(——e —0.
o x0 x X—0 x x—0 =
> > >
-1
lim ( 1)] Ihl 0
Donc, Iim (X —1)—e¢ =0.
onc o -
>
, . F(x)-£(0)
On en déduit que lim —— =0

x=0 x-0
>

. f(x)-1(0) . f(x)-f(0) . f(x)-1(0)
En définitive : lim —— = lim ——— =0 implique lim ——— =0.
X— x=0 X;)O x—=0 x—0 x -0

Par conséquent, f est dérivable en 0.
On en déduit que f’ (0)=0

_ L
- . ]
Ona lim f(x) = lim (x-1)e
X——00 X——00
_ 1
0 lim (x-1)=-o e lim e Ix‘:l
r X——00 X—>—0
_ L
. |
Donc, lim (x-1)e¢ = -0
X——00

Par conséquent, lim f(x)=-ow
X—>—00
_ 1
|x

lim f(x) = lim (x-1)e | =+ o0,
X—»+00 X—+0
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1}
—_—
P
|
[
—
e

4. a) Vxe|-o:0], M(x)- x

n
~
”
|
=
a
|

|
-
~~
[¢]
w
|
-
|
[¢']

Il en découle que, lim (f(x)-x) =0.
X—>—

On en déduit que la droite (A) d’ équation y = x est asymptate a (C) en — o,

I
N
b) Vxe)0:; +oof, f(x)- (x-2) = (x=-1e -X +2

On en déduit li —(x — =
uit que x—l)nloo(f(x) (x-2)) =o0.

Donc, la droite (A) d’équation y =x—2 est asymptote a (C) en +co,

S.  Considérons la fonction h définie sur R par: h(x)=(l - x)ex -1
Vxe R, h'(x)= - xe—x .

. —X
Puisque, € "> 0doncle signe de h(x) est celui de — x.
Pourx<0, —x>0 donc, h’ (x)> 0.
Par conséquent, la fonction h est strictement croissante sur | — : () [

Ona h(0)=0.

Vxe]-w;0[ , x<0 donch(x)<h(0)
h(x)<0
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Par ailleurs,
pour x>0 ,—x<0 donc h’(x)<0.
[1 s'ensuit que la fonction h est strictement décroissante sur ] 0 ; +oo [.

vxe] 0;+o [, x>0donc h(x)<h(0)
h(x)<0

En définitive : Vx € R¥*, h(x)<O0.
On en déduit que (1 - x)e'\ -1<0.

vx € R¥, (l—-x)t‘:tx —1<0 et e_x >0
- X
Donc e x[(l—x)e -11<0
l-x-€ Y <0
-X
e " +x-1>0
Par ailleurs, Vxe]0.+o [, x>0,-x<0donc c—x <e€

-X
e "< 1

e *_1<0
x(e X =1)< 0 carx>0.
Ona:Vxe]O;Jroo[,e_x+x—1>0et x(e“x—-l)< 0.

Par conséquent, e "+ x-1> x(e“x -1).

1
1 _—
vxe]—:0[, f(x)— x = x((1-—)e* -1).
X

1 1

| s |
D’aprés la question 5), (1 ——)eX -1 <0 donc, x(1-=)eX -1 >o.
X X

Par suite, f(x) — x > 0.
Par conséquent, la courbe (C) est au dessus de (A) sur | —o;0].

a) Ona (€ +x-1)—(xe "~ =x) —e N px—l-xe X +x

=(1-x)e "\ ~1+2x

Done, (1—x)e X —1+2x = (e~ +x—-I)—(xe * =x)

b) Onaétabli ala question 6) que : V xe] 0; +oo [ e X+ x-1>x(

Parsuite, € X + x—1—-x(e " —1)>0.

Donc, (I-x)e ¥ =1+2x >0
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]

——

(x-2) = (x=De * -(x-2)
]

—

1
=x((l——)e x—l+3)
X X

0 Vxe] G+l f(0-

=X
D’aprés la question précédente, pour tout X > 0, (I-x)e™ " —142x > 0
I

1 X
implique — ——)e X142
Puisque x>0 implique N >0alors (1 N ) + - > 0.

—_—

1 x 2
Par conséquent, x((l-——x- e & —1 +-;) car x >0.
déduit que, f(X) - (x-2) >0 .
g::?ﬁniliveja courbe (C) est au dessus de la droite (A’) sur]0; +o [,

1 1 ' 1

1 | | i
9. vxelm:0L (9= (x=1)eX donc, I*()= eX —— (x 1 )eX
X

l l
X —
[ Xz]

2 |
X —x+1 X
=—— ¢
X

1 1 1

-

vxe]0;+o [,f(x)= (x—1)e X donc, f’(x)= e_x +L2(x—1)e X
X

g =L
x-—
=[1+=1e X
( x2]

10. a) Signedef’ sur]-o;0]:

Ona x2—x+l>0 donc £ (x)>0.
Signedef’ sur J0 ;4w | :
1

Onae %50 et x2>0.

Donc, le signe de f’ (x) est celui de x2 +x-1.

226

_4
Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

l+\/§ ell-\/g
5 .

2
Le coefficient du mondme de plus haut degré de P(x) est 1.

-5 MHZJE ’

;o [, XT+x-1>0
2

-5 1+x/§[ 2
2

VX +x-1<0
2

+\/_ l+\/§
2

1++5
De ce qui précede, Vxe]0 ; —2—[, f’(x)<0et Vxe|

Les racines P(X) = x2 +x —1 sont

Donc Vxe]-© ;

Vel

o[, £7(x) >0.

Sens de variation de f :

5
L+ o[, £°(x)> 0

vxel-o;0(V]

' 1+
11 s’ensuit que la fonction f est strictement croissante sur ]—o ; 0 [ et sur ] 5 +0o0],

: 4
Vxel0; l+2\/_ [, £’ (%)<0.

[

Par suite, la fonction f est strictement décroissante sur ]0 ;

1+J§
2

b) Tableau de variation de f.

l+\/§
X — o 0 + o0
2
£7(x) + b - b +
0 + o0
f(x) |
—1+445
—1+\/§ 3‘\/_
— €
2

=1+4/5
w5 1445 ;J_

1
£(0)=0;f(——)= e
(0) ( 5 5

11. Voir figure.

— - S =
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__ AvomaR -
B-1. -1
. ona [f'(1)dt= f(t) A
A =f(=1- f(A)
1 1
S (-1-1)€ -T_(-1)¢
1
__2_a-net
e

o

tg
2. ]f‘(t)dl-](t —-t+l)———-c

On effectue une intégration par parnc

u= t2—t+1::'.>u'=2t—] et v'= >

o

-1
2 -1 1
(t"—-t+ 1D(- el } - I 2t-1)(-e )dt
A
1

= 2r(a2-asDer 4T(1)
€

-1
Par suite, }{f’([)dt l:

o 1

, 3 ,
3. 1l résulte des questions 1 et 2) que: ———(l—l)el =—--é-+( AS =\ +1 )el +T(M)
e
| I

2 T3
Donc, T(A) = ————(l’-—l)e}“ P )'2_7\__!_1 )el

€ €
1
1 —_
= —- lze)'.
e
1
4. Ona lim 2% =0
A—0
2 1 .
Puisque lim A" =0et lim —=- impli i A —0 ,alors
q Al ) o car A< 0 implique l]T;f)e
1
lim 2%e} =0 Onen déduit que lim T(A )=—.
228
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Construction de (A), (A’) et (C).

0‘5_‘1.

(4%)
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DEVOIR N° 16

(pu + (]‘V)2 =1 car p et q sont premiers entre eux.

2 2 , 2 :
P(pu +2quv) +q“v" =1 donc d’aprés le théoréme de Bézout p et q sont premiers entre eyy_
Suppasons pour un entier naturel k strictement supérieur 4 2, p et q sont premiers entre euy,
P et gpremiers entre cuxet, pet  premiers entre eux.

k+l ,
Donc, pet sont premiers entre eux.
En oonclus:on sl p et g sont premiers entre eux alors pour tout entier naturel n supérieur oy égala) p

et q sont premiers entre eux

n .
q et p premiers entre eux.

; A n n .
Il résulte de la question 1) que q et p sontpremiers entre eux.

3
59319 = 397 et 456533 =773 . De plus 39 et 77 premiers entre eux.

. 3 3 :
Par conséquent 39 et 77 sont premiers entre eux.

I1s’ensuit que 59319 et 456533 sont premiers entre eux.

Voir figure -

I milieu de [AB] et AIC équilatéral de sens direct donc IB=1A= [C
On obtient IB = IC,

— —= 2
De plus Mes( IC ;IB ) = -——:— donc 17 (C)=B.

230

S

- Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

a) Tgof est la composée de deux rotations de centres distincts dort la somme des angles est
_?_’f_ _EE =0 . Donc fgo fp est une translation.
3 3
by rgor (=g (rp (I))=rg (1) car Ij rotation de centre1.
Ona rB(I)=Fdonc rgerp (ID=F
Par ailleurs, rgo 1y (C)=(rg ( n )= rg (B) car r (C)=B.
g est une rotation de centre B donc g (B) =B.
Par suite fgo T (C)=B.
En définitive, rgoTy est une translation avec rgorp (C) =B e rgo Ty (1)=Fdonc CB =IF.
On en déduit que FBCI est un parallélogramme.

FBCI parallélogramme donc les droites (FB) et (CI) sont paralléles.

On a J € (CI) donc les droites (FB) et (1J) sont paralléles.

De plus, dans le triangle AFB, I milieu de [AB] et J€[AF].

Draprés la propriété des droites des milieux, J est le milieu du segment [AF].

) 2w
golc est la composée de deux rotations dont la somme des mesures des anglesest —+— =1

3 3

De ce fait ROTc est une rotation d’angle m , c'est-a-dire une symétrie centrale.
Par ailleurs rBOTC (A) = I‘B (rC (A)).

AIC équilatéral de sens direct implique c(A) =1

De plus ! () =F.

Donc rgofe (A)=F.

Ona rgo fo est une syméirie centraleet rgo 'S (A) =F.
De plus J est le milieu de [AF]

On conclut que rgoTc est lasymétrie de centre J.

Igo rC est la symétrie de centre J donc go rC hH=1.

Par suite, B (rC =1 (1).

Comme P = (I’B )_](J) alors g P)=1 (2).

Il résulte de (1) et (2) que 'S (J) =P car Tg est une bijection.
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7. a) B (P)=J donc BJ =BP.
Par suite B appartient a la médiatrice de [PJ].
Par ailleurs, c (J) = P donc C appartient a la médiatrice de |PJ]
En définitive la droite (BC) est la médiatrice du segment [PJ].

b) (BC)médiatrice de [PJ] implique mes CBJ = ? et mes BCJ =E.

— T[
Donec, mes CIB =—.

2

Par conséquent le triangle BCJ est rectangle en J.

- — —= 2n
8. Ona P=_(rB) l(.l)donc Mes( BJ ;BP ) = —?.

—_——
_._—-"—--—‘~_
== = 2n

Par suite,2 ( BJ ;BP ) = -:-3—

—— — 5
Par ailleurs, 1~(J) =P donc Mes( CJ ;CP)=§ et 2(CJ ;CP)=—;.

e ———

En définitive, 2 ( BJ :BP ) =2( CJ :CP).

9. Puisque 2( BJ ;BP) =2( CJ ;CP) alors les points B, J,P et C sont cocycliques ou alignés.

Ona Tc (J) = P, ce qui signifie que les points C, J et P ne sont pas alignés.

On conclut que les points B, J, P et C sont cocycliques.

Le triangle BCJ est rectangle en J et O est le milieu de [BC] donc O est le centre du cercle circonscrit
triangle BCJ.

De ce fait O est le centre du cercle circonscrit au triangle PJC.
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@ PROBLEME ;
Partie A ,l
1. xeDnal—-xn>0 |
n
e x <l
n n
Pour n pair, X <1 & lxl <1
= |x|<1 Q
o -l<x<l.
On en déduit que D =1-1:1]
Pour n impair, x" <l o x<l.
Dnz]—oo;][_
2. a) lim fy(x) = lim In( 1= x")
x—1 x—l

or. lim (1-x™)=0 donc lim In(1-x") =,
x—l x—l

On en déduit que lim f (X)=-w ‘1
x—l
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b) Interprétation graphique : La droite d’équation x = 1 est asy mptote verticale ((jrl ).

. : n
a) x_l_l>m_oofn(x)= xllm In(1- x").

o : D _ T . n _ . I | PO
naxllm (=x) +00,XE;I'I (1 -x") =+ donc xE}m In(1-x") =44

Onendéduit que: lim f,(X) =+ oo lorsque I’entier naturel n est impair.
| X —>—00

]
In|(~x")(1—2)]

rel-wo, B0 x

1
In(-x") +In(1 - —)

_ X
X
In((-x)") 1
:——--{-—ln(l——ﬁ) car pour n est impair, —-xn =(—x)"
X X X '
In(— 1 1
=2 D,
-X X X

1
Ona: Ilim —=0; lim (1——1——) =] donc lim ln(l——l‘)=0-
n X —>—00 xn

X—>—00 X X—>—00 X
) ) Inx . In(—x)
Deplus, lim (—X)=4w et lim — =0 donc, lim =0
X—>—00 X——0 x X——w0 _x

‘ ) In(—x) 1 1

Par suite, lim (-n +—In(l-—)) =0.
X—>—00 -X X X
fo(x

Par conséquent, lim —0 (%) =),

. X—>—00 X

. : : . fh(x)
b) Interprétation graphique : XE)'nlcofn(x) =+w et lim =0 donc lacourbe (Cp)

admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisse en — oo,

Pour tout entier naturel n impair, il existe p tel que n=2p + 1.

vxel-o: 1 o 3(0) =5, 1(X)=0 < In (1—x2p+3)=ln (l—x2p+l)
o 1_}(2p+3:1_ 2p+l
x2p+3 _ x.’Zp+1
234
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" x'2p+l(x2 ~1)

= x=0o0u x=1ou x=-1
<& x=0o0u x=-1

pour x=0,0na f2p+l(0) =0etpourx=-1, f2p+1(]) =In2.

Donc, pour n impair, toutes les courbes ( Cn ) passent par les points de coordonnées (0,0) et (- 1, In2).

5. wel-oill (0 =fy 4 (x)=0en (1-x2PPy oin (1-x2PH
o 2P,
Tableau de signe.
X — -1 0 1
x2 —1 " ! - N
x2p-1~1 - _ -
f2p+3(x)—f2p+](x) =0 - ® + b -

Il ressort du tableau que :

vxel]-o ;-1[U]0; 1], f2p+3(x)—f2p+1(x) <0.

Donc, (C2p+1)esl au dessus de (C2p+3)sur ]-o;—1[etsur]0;1[.
vxel-1;0[, f2p+3(x)—f2p+1(x) > 0.

On en déduit que (C2p 41 est en dessous de (C2p L3 ) sur 1-1;01.

Enfin les courbes ( C2p+1) et ( C2p+3 ) se coupent aux points d’abscisses —1 et 0.

6. Pournimpair:
n-l
n x
a) Vxe]—co;l[,*fn’(x)=—l T
-X

Ona 1-x">o0.
Et xn_1=0<=> x=0
-1
n impair implique n—1 pair donc x>0

Done, ]- ;0[] 0;1], f (<0 et fy’(0) =0.
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\ - 0
. = T
fn” (¥
+ o0 — |
rI‘I (X) \
Partic B
, -2x
1. a)Vvxe]-1:11, f2 (x)= : 5 -
-X

11 s’ensuit que:
vxe]-1:01, fz' (x) >0, Vxe]0:1][, f2' (x) <0et fz' (0) =o.

b) Vxel-1:0[, f2‘ (x) > 0 donc est strictement croissante sur | —1 ;0.

vxel0: 11, f2' (x)< 0 donc est strictement décroissante sur | 0 ; 1 [.

¢) Tableau de variation de f2

X oll 0 1
£y(%)

0
f2 (x) / \

2. Voir graphique.

4. a) Pour xappartenant 4 [0; 1| et y appartenant a | — w ;0].
g(x)=y @ln(l—xz) =y

= l—x2 =ey

< Xx= \f]—ey ou xz—\!l—ey
Ona: —\“—ey <0 donc —\/l--ey g 01 .

E,y<0=e’ 50 et ed <1
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:—ey<0 et l—ey>0
:>l-—cy<1 el l—cy>0

:>0<l—ey <].

:>0<\/1—ey <l.
Par conséquent, g(X) =y & x=,/1_eY_

On en déduit que : Vy €]-o ; 0], g_] (y)= ,h_CY_
_ oy

_1 '
b) Vye -0, (g ) (y)=—F—.
2\/l—ey

Partie C

u'(x) _ —sin x

1. a) Vxe IO;E[.
2 u(x) cos X

= —tan x

1
= —h(x).
2

u'(x)
u(x)

Ona H(0) =0« 2In(cos0)+c=0
< 2inl+¢=0
< ¢=0

b) Vxe[O;-;—[, h(x)=2 donc H (x)=2In(cosx) +c;ceR.

|4
Par suite, ¥x € [0;—[, H(x) = 2In(cos x).
2
4
2. Vxel0;—[, H'(x) =—2tan x.
2
4
En considérant le signe de la fonction tangente sur [0 ; — [, ona H’(x) <0.
2
T
On en déduit que H est strictement décroissante sur [0;—[.
2
- . - n
H étant dérivable et strictement décroissante sur [0;—][.
2

n T
Donc, H est une bijection de IO:E[ sur H([O;EI B
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T _1 im H(x):H(0)]
OnaH(lO;—z-I)-—Ix|-l_l;1E(

2

::| —00 .0]

3. Wwx EIO;E[. H(x) = 2 In(cos Xx).
' 2

= In(coszx)
_ In(1 - (sin X))
= g(sinx).

-1 e
Paroonséqucnl:Vxe]—oo;O[, H '(x)=sin og (x)

Donc,

i I

—e
= X
Z\E- e \/l—(l—ex)
X

= X
2\/1—6x \/l—(l—ex)

1

X
-e
_2\—/1—ex XUeT.

Donc, (H_

238
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Tracé de (C3),(C2),(C3) et (Cs).
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DEVOIR N°17

‘a) Soit 8Ozl:,GCD(xo;yo).ll existe ket qqtels que Xy =k 50 e yo= 4 60_

2 2.
Donc 502(1\'0 —SQO ) =1

2 & _ _
Par conséquent 8y divise I donc = 1lou 8g="-1-

On en déduit que 8= 1 car 50> 0.

Il en résulte que X et Yo sont premiers entre eux.

b Xpet Y sont premiers entre eux.
Par conséquent, ils ne peuvent pas ére tous les deux pairs a la fois.

Suppaosons que X €t ¥ sont impairs.

Doncil existe p et qtelsque X =2p+let Yo =2q +1.

Par suite, 2( P2—5q — q) =3. Ce qui signifie que 2 diviserait 3. Cela est impossible.

Donc X et yq ne peuvent étretous les deux impairs ala fois.

Il en ressort que X(yet ¥ n’ont pas la méme parité.

2 2
XO —5y0 =1.

2 2 .
5¥p =015] donc X~ =1[5]et (X(—=1)(X+1)=0 [5].
Puisque 5 est un nombre premier alors XOE 1[5] ou XOE—I [5].
On en déduit qu’il existe un entier k tel que x0:5k+ 1 ou x0=5k— 1.
y:]:1+5y2 =6
2
y=2=1+5y" =21
2
y=3=1+5y"=46

y=4= l+5y2=81.
Il en résulte que le couple (9 ; 4) est solution de (E).
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1. Voir figure.
AC.AB = (AO+0C) . AB

- AO .AB+ OC.AB.
OnaO milieu de [AB] e

2.

e
N
—_— —

— — 1.2 =
Do AO . AB=2AB” et Mes(OC ,AB) = Mes(OC ,OB).

Puisque C est I'image de B par la similitude de centre O, de rapport 2 et d’angle E
3

dors OC =20B=AB et Mes(OB ,0C) = n
3

Par suite AC . AB =0.
Par conséquent le triangle ABC rectangleen A.

Autre élément de réponse pour la question 1) :
Le cercle de centre O de diamétre [AB] coupe le segment [OC] en un point Q.

———0u 25 —=
Ona Mes(OB ,0C) === done Mes(OC OA) = T et Mes(0Q ,0A) ==
3 3

De plus, OA = O d’ou le triangle OQA est équilatéral.
Par ailleurs OC = 20B = 20Q donc Q milieu de [OC].
Par suite QA = QO = QC donc Q est le cercle de diamétre [OC] passant par A.

Donc le triange OAC est rectangle en A.
Puisque B appartient a la droite (OA) alors le triangle ABC est un rectangle en A.

3. C=S(B), K=S(A) et F=5(C).
De plus S est une similitude directe et ABC est un triangle rectangle en A.

La similitude directe conserve les distances.
Il s’ensuit que KCF est un triangle rectangle en K.

4. a)P= 5[ (C) donc( IC JP)="— et1P=2IC
3
Par ailleurs, S(B) = C , S(C) = F, I milieu de [BC] et J milieu de [CF] implique S(I) =17J.

o ——
—_—

21
Il s’ensuit que Mes(JF JJC) =—— et JF=2IC.
3

Par suite, MGS(E,I_PS) =0etJF=IP.
Donc, E =E’ ce qui donne ]F = (—?i

Or I milieu de [BC] implique IB = CL
' 241
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On déduit de ce qui précede que JP = IB.

Par conséquent JI = PB.

b) 1estle milieude

En s’inspirant de la question 2), il s'ensuit que le triangle

c) jf = i)_B. donc les droites (J1) et (PB) sont paralléles.

Avomaths Terminale C
_avomat

IBClet P= S] (C) od S] est la similitude de centre I, de rapport 2 et d’angle _21

3

BCP est rectangle en B.

Dans le triangle CFB, I milieu de [BC] et J milieu de [FC] donc les droites (JI) et (FB) sont parallgjeg_ l

Donc les droites (PB) et (FB) sont confondues.
1 en découle que P appartient a la droite (FB)

Par conséquent d’aprés le théoréme de Thalés donc P est milieu de [FB].

a) JI = PB donc le quadrilatére JPBI est un parallélogramme.
De plus le triangle BCP est rectangle en B et 1e(BC) donc (PB) L(IB).
C’est ainsi que le quadrilatére JPBI est un rectangle.

b) JPBI est un rectange. DoncJB =IP.
Or JC=1P donc JC =JB.

De plus BC=IC

On obtient JC=JB = BC.

Par suite le triangle JBC est équilatéral.

¢) Letriange CPB est rectangle en B et
P appartient a la droite (FB).

Donc le triangle BFC est rectangle en B.

Par suite B appartient au cercle de diamétre[ FC].

Par ailleurs le triangle KCF est rectangle en K.
Donc les points K, C et Fsont inscrits

Dans le cercle de diamétre [FC]

Par conséquent, les points F,K,B et C
appartiennent au cercle de diamétre [FC].

-
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@ PROBLEME

Partic A

2
1. xeDfy & VX7 +n+Xx>0.

n > 0 donc pourtout nombre réelx, X~ +n > x2 20

, 2
Par conséquent, VX +n> Ix| .or, —x S|x|.

[2
Donc, VX +N>-X
\fx2+n +X>0.

On en déduit que I'ensemble de définition de fj, est R.

lim f(x) = lim In(\!x2+n +X).
X—+w

X—+00
\Ixz +N =+

2. a)

lim (x2 +n) =+m,

Or lim
X—>+0 X—+c0

Donc lim ( x2+n +X)=+00; lim In (\Jx2+n+x ) =+
X—>+00 X—>+00

| s’ensuit que.  lim {5 (X) = +oo.
tls WE xS+ D

_ . fn(x) . ln(\fx2 +n +Xx)
Parailleurs, lim ——— = _lim .
X—+40 X X—>+00 X

= dim (PO T 1
X—>+00 X X X
. In(x : 1
Ona lim ();—_0; lim —=0: lim — =0;
X—+mo X X—+00 X X—+0w0 x2
. 1 n
Donc, lim —In( l+—2+1 )y=0
X—+o X \} =
) n
Et lim (ln(h)+-l—ln( 1+—f+l))=0 .
X—>+00 X X B
. fpx
On en déduit que _ lim n(x) =
X—+w X
. frn(x)
P . . . = I n
Interpréation graphique : x_l_l)n_?_mfn(x) vo @ lim =2

parabolique de direction I’axe des abscisses.
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. x -—
UL A

x—>—%® Xx“+n—X
n

n
- donc lim In(
or lim 7—‘3""""— X—>—® \/x2+n—x
x“+

\1

x—>—%0 n—x

im f(X)=-
Par conséquents _ll,nloo :

In (VX +n+x)

]' _f;n_gs)-: llm —
Par ailleurs , x,l)ll-]-oo X X —>—00 X

Posons : u=—X.

e x) gy 1 Cusn-u)
Donc, xﬂ)"_‘w X X —»—00 | -u
= lim (——J)In( o +n- u)
l l I
= llm (—E)( n(m) - In (Y u? +n +u))
. In(n) In (v 2 +n +u)
= lim I__ + ]
u—»+o0 u u
_ lim [ - In(n) . fn () !
u—>r+m0 u u
Ona lim In(n) =0et lim fn(u):Odonc lim _ In(n) +fn(u)]:
u—+o0 U u—>+e0 U U—>-+00 u u
Par suite, llm In ( x” +n+x) =0.
-0 X
Endefinitive, lim 0% _g
X—-0 X
Interprétation graphique :  lim fp(X) =— o0 e lim M)—:
X—>—®© X——w X

Donc ( Cp, ) admet une branche parabolique de direction 1’axe des abscisses.
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3. a) Pour tout nombre réel x, fn' (0=

i \/x2+n(\/x2+n +K]

Zx

—= +1
2\)x2+n

\IX2+H +X '
X+ VX2+n

1

x2+n

b) Pour tout nombre réel x, fn '(x)>0.

Donc [, est strictement croissante sur R.

Tableau de variation de fn )

l-n 1-n 2 l-n
o fo(—)=1 ’(_) +n + —
% 2 s 2 2

]

X ~® +
fn'(x) +
+ o™
fn (X) Cw
| 2 l-n
ln(JZ(l—2n+n )+n + )

I1-n
]n(%\/(l — 2n +n2) +4n +——2—)

1
—+\1+2n+n
ln(2 n

2

l-n
+—)
2

In(%\/(n+ 1)2+1—;3)

In (

Inl
0.

n+l+l—n)
2 2
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5. ona (Tp):y=In

Avomaths Terminale C

P

'(0) (x—0) + fh (O

|
l ! — —
Puisque, fn 0= — el fn (0) JE

Done, (Tp):y =

1 1
a) Pour tou nombre réel x, hp '(x) = 2 = - J[_{
J_—Jx +n

hy, '(x) = .
J—\f

Pour tout nombre réel X, J]’T '\/ x“ +n >0.

: - >
11 s’ensuit que, le signe de hn '(x) est celui de JH —\/:_
NI \lx +n=0 & J =Jn

Pour tout nombre réel X,

(=4

=

Par ailleurs , J/n - \lx +n <0 & \fx +n >+n

@x +n >n

= x2 >0
< xz20.

On déduit de ce qui précéde que pour tout nombre réel x, h

Donc hn est strictement décroissante sur R.

b) hy ©=o0.

hn est strictement décroissante sur R.

+n =
2=0
x= 0.
n’(x) <0.

Donc, x<0 implique hpy (x> hp (0).0r, hy (0)=0donc hy (0>0

. X Inn
Par suite, fj (x) - (—=

+—)>0.
b2
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Inn
+—)

fr (0 >( .
n

par conséquent, ( C,;) estaudessus de (Ty,) sur]-ow;0].

par ailleurs, x> 0 implique hp ©< hy ©
h n (A) <0
X Inn
On en déduit que fn (x) = ( T + _2_) <0.
n

X Inn
f (x) < . +—_
n 2

Jn

par suite, (C;;) est en - dessous de (Tp, ) sur] 0; + oo,

Enfin (Cn) et (Th ) se coupent au point d’abscisse 0.

Pour tout nombre réel x,

an ® - = In(\/x2+n+] +X) —ln(\}xz-i-n +X)

Pour tout entier naturel n, n+1 >n

Donc, VxR, ,\‘2 +n+l> x2+n
\/x2+n+1 >\/,\'2+n

«Jx2+n+l +x>\!x2+n + X.

In ( \fxz +n+1+x)>In(y x2 40 +x ) , car la fonction In est strictement croissante.

ln(\/x2+n+l +x)-ln(\/x2+n +x)>0 |

frp) - fh 0 >0.

Par suite, la courbe (Cn+]) est au —dessus de la courbe (Cpy) sur R.

La fonction f}, est continue et strictement croissante sur IR donc f est une bijectionde R sur

f, (R).

fp(R) =] lim f(x); lim_ fa() 1.

Comme lim fl’l (X):-o') et lim fn(x) =+ alors, fn (R):IR_,
X—>—w0 X—>+0
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e e

Padtic b

2
1. Pour tout nombre réel, fl = In(Vx“+1+x) .

vx € R, —X € R.
B f) (-0 = In(\/(-—x)2+l ~x)

—In(x2 +1-X)

=1n —
\/x2+l+x

=-In( x2 +1 + X)
En définitive : Vx e R, —X€R et f1 (=x) =— f1 (X)

Donc, la fonction fl est impaire.
Interprdation graphique ; La courbe ( C| ) est symétrique par rapport & origine du repire,

2. Soit xeR et yeR telque fl X)=y.

fl est impaire implique f1 (-x)=-y
Donc, ln(\j,‘(2 +1+x)=y eln( (—x)2+l - X)=-y,

,[x2+1+x=ey (1) et X2+1—X=e—y (2).

De (1) et (2), on déduit que 2x= ey - e_y
& &Y
X= — .
2
¢ -1 -1 et _ X
On en déduit que f| “est lafonctionde R vers R définie par f; * (x=
2
3. Tableau de variation de fl .
X —00 0 + ©
fy " +
+
fr 0
I —®
248
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4. Construction : (C1

g Pourtout NO

6. (I)est le symétrique de

Avomaths Terminale C

ariation de fo.
- 1
" " 3 0 +oo
fy’ (X + # +
In2
T + o
- ®

mbreréel X, g\X)= I]’]( x2 +1 _x)

= In (\/(—X)2 + 1+(- x))

= fl (— X).

(Cl) par rapport I’axe des ordonn¢es.

—

yet (C') sont symétriques par rapport 4 la droite d’équation y = X : voir graphique
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Partic C

1. Pour tout nombre réel x, fy (x) = In( sz +1+x)

= 2 X
=In (Vx“+1(1+ 5 )

X<+]
= In( x2+l)+ln(l+ X )
X<+l
=%In(.\'2+])+ In (1+ )
X“+1

2. Posons: vn(l)z(—l)n et Sn (t):l—l+[2—[3 +t4 +...+ (-—l)".

( Vp ) est une suite géométrique de raison — et Sn lasomme de (n +1 ) termes consécutifs de la gy

ile(y
l_(_l)n+l l
Donc, Sn ()=
I-(=1)
B (—l)n+11 n+l
I+t 1+t
n+l
I s’ensuit que : —l-—: Sn () + ( )
I +t 1+t

Bt (epM,
1+t 1+t

Pour tout te R¥\{—1} ,(# 0t L% 1,12 %0 et {2 %] .
Il s’ensuit que : ’

1 2 4 6

i+l 2n+2
7 =1=10 - +t8+...+(—1)"t‘2“ LD

I+t l+t2
t _\n+1. 2n+3

s=t-C s ol Oy o (2l (ED T
I+t 1+t2 |

Totdt X x ;2N+3
Donc, | 5 = [t - 13.,_[5_, t7+---+(-—l)n[2n+l)dt +(_1)n+1j.t dt

O+t 0 ‘ 0 142

2 4 6 8 2n+2 )

1 X X X X X 20+3
—[In(1 +t2J8= B + - —+.4+(-D" +(_1)n+lj t dt .
2 2 4 6 8 0 1412

1 2. x_ 1 2
Or, 5[]n(1+t ]O- 2ln(l+>~c )

250

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

X t2n+3

Donc, -;—In(l+x2)= Pn(")+(—l)n+1j 2dt
’ 4 6 0 1+t
8 2n+2
X X X X .
aPp(x)=— - —+— X
' 2 4 6 8 =h 2n+2

4. Pourtout nombreréelt € [0;1],0<1t <] donc t2n+3 0.

Ona l+t2 2 1 donc

<1
1+12 f
k
En multipliant les deux membres par 12n+3, s
2 !
AP Y ?
5 <
1+t
] (2n+3 1
Donc, | ———-zdis | t2n+3dt.
0 1+t 0
1
1
Comme, 112n+3dt=[ t2n+4,|%) - .
0 2n+4 2n+4
1t2n+3 dt 1
alors | 5— < )
0 1+t 2n+4
2n}3
X
5. fj(x0)= %ln(x2+1)+ In( 1+ ) ol 2in(x241)= By @+ (~™ 1[4
x2+1 2 0 1+t
P, (x) S X4+x6 X +o.+( 1)"x2“+2
ec %) = - ——t+ ...+ (- ]
e 2 4 6 8 2n+2
1 2 1
Ona,fl(l)=-—ln(l +D+In(1+ )
2
1“+1
2n+3
1%t 1
Donc £, (1)= Py (D + ()" [——— +In(1+ —=)
: n 0 142 V2
2n+3
1 n+l1 Xt dt
=Up+In(14+—)+(-D)"[——
f V2 0 I+t2
. 1 1 1 1 1
ot Uy =P,(1) donc Unz“i —Z+E—§+...+ (- lf' T
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©x ¢ 2Nn+3
| n+1%t dt
6. Up=f (D-In(1+—1)-(-1 —
n-a n( ﬁ) e 1412
2n+3 1,2n+3 1 ,2n+3
%
Onal(—l)“‘“’jt 2dt |=jt——2dl- et osjt zd‘ <1
1+t 0 1+t 0 I+t 2n+4
2n+3
X
Comme lim =0 alors, lim (-1)"“]t d =0.
n—+c0 2n+4 n—+o 1412

Par conséquent, lim Un=—l-ln2.
n—>+w 2
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DEVOIR N°18

N2= 11 est un nombre premier ;
N3=I 11 =3x37. Donc N3 n’est pas un nombre premier

N,=1111= 11x101 Donc N4 n'est pas un nombre premier.

ao-n 0P + 1072 + .+ 10% = 10P_

0y _10P_,

o10P™ + 10P72 & .+ 10
10P -1
9

N .. est un entier naturel .

P
Par conséquent 10P -1 est divisible par 9.

Donc, Np =

0P -1 1029 _|

a) p22,N,= =
d P9 9
10097" + 100972 + .. + 100°
= (100-1) )
9
=11x( 100971 + 100972 + .. + 1009 ).
Donc Npcst divisible parl 1, c’est a dire par N,.
0P -1 10°9 -1
b) Np = =
9 9
100097 + 1000972 + .. + 1000°
N = (1000-1) :

Np =111x( IOOOq_1 + IOOOq‘2 + .+ 10000).

Donc Np est divisible par N4 .

253

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

o NpT g T T
NETI A ok@2 4 R0 )
Np—(lo 1 ( 5
k
Ny= S implique 10k -1=9 Ny

«(q- k(q-2 kx0
Done Np= (10597 + 10 @2 . 410
11 s’ensuit que Np est divisible par Nk'

Yx N, .

3in
1. 82 (-1+i)=16e%

V4
)

I s’ensuit que pourze C,

Posons: z=re

In
Z4=8'\/5(-1 +i1)e r4=l6 et 4(1:I +2kn ke Z

3 2kn
<:>r—\/6ela——n+— ke Z
16 4

3n kn
o r=2 et o) = — + —;ke{0; 1;2;3}
16 2

16 2 o ke{0;1;2;3}
3in 1 lim 19in 27in

Onobtieht zO=2e16 zl=2cz1 , 22=2c~: 16 et z3=2e 16

Donc les solutions sont les nombres complexes Zk=2 e

i lim  _13im _Sin
Par conséquent, I’ensemble solution S= { 2¢16 .2e 16 ;2e 16 5 e 16 }
3im llim  _ 13in S5it 3im llim 19 27in

16

vel6 o 16 . 16_.16 , .16 ., 16 .16

ol Y

3im 8im  2din

=e 16 (1+ e 16 +em' +e_l_6_)
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Avomaths Terminale C

3in
el (14iz1-)
=0
11 en résulte que 1a somme des solutions est nulle.

1}

@ PROBLEME

Partie A

1. Vx€|0;+o, g'(x) =2|nx+(2x—])xl_|
X

1
=lnx2+2———1_

X

|
g'(X)=ln(x2)——+1.
X

2 1
2. a) g(I)=In(l )—I+I=0.

b) Vxe]0:;1[, 0<x<1
x2 <l;

In(x%) <Inl

ln(xz) <0

ln(xz) +1<1 (D).

1 l

Parailleurs, 0 <x< 1 implique 1 <— et ——<-1 (2).

X X
En ajoutant membre 4 membre les inégalités (1) et (2),

Il s’ensuit que, In( x2) -— +1<0.
X

On en déduit que : g’ (x) <0.

On laisse le soin au lecteur, d’établir par une démarche semblable a la précédente que :

Vxe]l#o[, g’ (x)>0

255
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Avomaths Terminale C

————

vxel0:1[, g'(x<0
Donc, gest strictement décroissante sur ] 0;1 [.
Et, Vxe] i+ o[, 2°(0>0

Donc, g est strictement croissante sur ] 1i+ o .

4. g(l)=(2xI-1) Inl=1+1=0.

g est strictement décroissante sur | 0 ;1].
Par suite, Vx€]0:1[ , x<1.
gax)>gl).
g(x)>0 car g(I)=0
Par ailleurs, g est strictement croissante sur ] 13+ oo [ .
vxell+o|, x>1
g(x)>g(l)
gx)>0.
En définitive : Vxe]O+ o [\ {1}, g(x)>0.

Partie B

2

. . X —X . 2
1. lim f(x) = lim = 1 - X)— .
x—0 ) xl—>0 In(x) ){T:O(x ‘{)lnx

) 2 . ) 1
0 lim (x“=x) =0; lim InX =—w ; | —— =),
ne x—)O( ) x—0 * xﬂ‘o Inx

1
Donc lim (:'i2 -x)— =0.
x—0 Inx

Par conséquent, lim f(x) =0.
x—0

—

De plus f(0)=0 donc x“—nQO f(X) =f (0). On en déduit que f est continue en 0.

,\'2-)(

. Parailleurs, lim f(x)= lim
x—l x—1 Inx
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. X
= llm .
x—1 Inx

[E—

x-1

Inx

isque lim
Puisqu® 1 x -1

= lim f(x) =f(1).
orf (1) = | donc x—)l() (1)

1 en découle que f est continueen 1.

2

X< —x
- f(x) - 1(0) — lim _lnx
x—=0 x-0 x—=0 «x
> >
lim (x-1) :
- x>—>0 Inx

1
Oor, lim — =0 et limo(x—l) = -1 donc,

x—0 Inx X—>
> >
lim f(x) - 1£(0) 0
im ———— =0Q.
Donc, x;)O < —0

On en déduit que f est dérivable a droite en 0

=] lim (X): 1 alors
x-l

1 Inx

—_—

x—-1

li -1
x'—To(x )

Interpréation graphique : La courbe (C) admet a droite au point d’abscisse 0 une demi — tangente

horizontale.

2

X
a) Considérons la fonction k définie sur [0; 1] par:k (%) =In(x+1) —x+ —

2

OnaVxe[0;1], kK’ (x)= i .
X +1

k est strictement croissante sur[ 0 ;1 ]et k(0)=0.

Donc, Vxe ]0;1[, x>0

2
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k(x) > k(0) .
k(x) >0 car k(0)=0
‘2
On en déduit que X - _i_ < In(x+1).
D’une maniére analogue, en considérant p définie sur [0 ; 1 ] par p(x) = |n (o 1)-y . 2 i
2 T
2 3 3
on établit que : Vx €l0; 1], In(x+l)<x—T+T.
2 2 3
X X .
En définitive, Vx€]0: 1] , X———< In(x+1)<x - _2_+__3_

b) vxe ]0:I[, 0< x <1 donc x2<x(1)

2
X
— <X
2
2
X
Donc, 0O< x ——
2
2 2 3 f
X X X |
Par conséquent, O<x —— <In(x+1)<x- —+ T
1 1 1
< <
X2 3 In(x+1) 2
X——+— X ——
Z 3 2
X +1 X +1 Xx+1 50 \
< < car X+ 1> :
2 3 In(x+1) <2 |
X=-—+t+—- X - — '
2 3 2 f
X +1 I x+1 1 x+l 1 M
-_— L ———— — —
x2 3 x In(x+1) 2 x
St - },
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3 x 3
2 3 P
Donc, —§—<h(x)< 2
X X X
- —+— | ——
2 3 2
3_x2 3
: 3 3 ) Py 3 3
Comme lim —2——2—=— et lim —2_ =2 alors lim h(x) =—.
x-——)Ol_i X7 2 x—=>0,_* 2 x—0 2
> 2 3 > 2 >
2
X —x_]
. lim f(x)-f(1) lim In(x)
EANMEEGSS x=l x-1 x-1 x-1
> >
|
= lim(—— - —) .
x>l Inx)  x-1
>

Effectuons un changement de variable : Posons u=x—-1 donc lim u=0avec u>0.

x—l1
>
X 1 u+l 1
. it a lim - ) = lim (—_— — _)
Il s’ensuit que x_}](ln(x) — I e~
> >
. 3
= lim_h(u) = —.
u—0 2
>
fx)-f(1) 3 . fx)-f(1) 3
ona lim 0D 3y DT
x—=1  x-1 2 x>l x-1 9
> <
() —f(l 3
Donc, lim M = —.
x—=1 x-1 2

3
Par conséquent, la fonction f est dérivableen 1 et ona: f’(1)= 5
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K -x lim (x l)—|
: x) = lim T x>0 .
- x-l-lmoor( ) x—>+o0  Inx § ln_:g
X
l C o Inx 0
: { —])=+4+00 C m —=
Ona lim (x ) X+ x

Avomaths Terminale C

De plus, Vxe] | . 400 ,x>1donc Inx>0

Inx
— >0 car x> 0.
X
y 1
im — =+®,
Bone; Xx—+o Inx
X
P. Sé uent, lim (X—])— = 400,
ar conséq < "
X
Onendéduit que lim f(X) = +oo.
X—>+0
2
X —X
fi
Par ailleurs, lim ﬂ = Tim Inx

X—=+0 x X—>+0  x

. x-1 1
= lim X —
X+ x Inx
X
) x—1 X 1
Ona lim ——=tet lim — - 4
X—+w0  x X—>+w Inx
X
. X-
Donec lim ~_1X—1—=+(x)
X—>+o x Inx '
X
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_ I f(x) =
' m —
Par suite x-—l)+00 :
Interpréation graphique:Ona  lim f(x) =+w @ lim ®) _ o,
X—+ x—+0 x

On en déduit que la courbe (C) admet en +co une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées.

(2x = DInx —(x2 —x)xi
X

a) Yxel0; +o[\{1} , '(x) =
2
(Inx)

B 2x—Dlnx— x +1

(lm\i)2

g (x)

(Inx)2

g(x)
(Inx)

et (lm()2 >0.

b) Vxe]0: +o[\{1}, f’(x)

Donc le signe de f* est celuide g sur ] 0;+eo[\{1}.
D’aprés la question 4) de la Partie A) : Vxe]0; +o[\{1},gx) >0 _

3
11 s’ensuit que : Vxe]0s+oo[\{1}, {7 (x)>0.Deplusf’(1)= _2_

On en déduit que f est strictement croissante sur ] 0 ;+ o [.

¢) Tableau de variation de f:

X 0 | + @
9 3
f(x) + — +
2
+®
f(x)
0
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3. Tracé de (C).
(®))
J
1h
O I —
4. fest continue et strictement croissante sur [0 5+ oo [.
Donc, f réalise une bijection de [0 ;+ co [ sur f([0;+ @ [)=[0;+ oo .
Partie D
1. fréalise une bijection de [0 ;+ oo [ sur [0 ;+oo[.
Pour tout entier naturel n=2 2, n> 0 donc — >0.
n
|
Par suite, — €[0 ; + oo].
n
Par conséquent, I’équation f(x) = — admet une unique solution Op dans [0 +oof.
n
. 1 1
2. Pourtout entier naturel n>2, —<— donc0< —<l1.
n 2 n

De plus, f réalise une bijection de | 0 ;+00[ sur [ 0 :+oo[ avecf(0)=0et f(1)=1.

On en déduit que 0 < O <1 pourtout entier naturel n > 2.
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I
Ona f(an)='; th(an+])- m.

< — .
n+l n

Or pour tout entiernatureln22, n+1>n>0donc

fla,, ) <flap).
Comme f réalise une bijection de [0 ; + o] sur [ 0 ; +eo[ alors a < Op -

Donc, la suite (Qp ) est strictement décroissante.

D’aprés la question 2) Partie D, pour tout entier naturel n 22 ona0O<a.p <I.

[ s’ensuit que la suite ( Qp ) est minorée.

De plus, la suite ( an ) est décroissante donc, la suite ( Oy ) est convergente.

a) Pour tout entier naturel n22, V, =nap.

Ona f(ap)=—.
n
2
In(ap) n
In(ag,) “nay
an—l
o(Qp)=nlp .

On en déduit que : Vn =p(0p)
b) Pourtout entier natureln>2, @, ; < @p carla
Donctp(un)<qp(an+l).

Vo < Ve

Par conséquent, la suite ( Vy, ) est strictement croissante.
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e

1
a) Pourtou entier naturel n22, f(op ) =;- .
li 1 0
= lim —=
Donc, _l_l)m f(ct )= Nim
a =L et lim f (x) =f(L) car f estcontinueen L donc lim
Or ninloo n x—L n__,mf(un)qﬂ“)-

Il sensuit que f(L)=0

Puisque réalise une bijection desur| 0 ;+o[ sur|[Q;+oo[ avecf(0)=0alors|, = 0.

b) Pourtou entier natureln 22, Vp =@ (ap).

lim Inx
Ona: lir_I)IO(D(X)— —-)Ox
im 1 lim (x—1) =-1 donc, lim Inx =+
Or fim Inx == dx-—)O - " x>0x-1

X—=

Par conséquent, lim_¢ (x) = +0o0.
x—0

i lim a =0 et lim @(x) =+®. donc _lim o )=+,
Puisque ool x—)O(P n-—)-{»oo(p( n)

+00 n
nconclut que: lim V. =40,
0 d n—+0 n

|
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DEVOIR N° 19

2
a) M(x;y)€(E) & x +4y2=16
3 2
X y
&S —+— =]
16 4

On en déduit que (E) est une ellipse de centre O.

1.

b OAZ=16. OB> =4 el OF =16-4-12.

Par suite, les foyers sont les points F(243,0) et F'(~213,0) et I'axe focal est la droite (OF)
Les sommets sur I’axe focal : Les points A(4,0) et A\(—4,0)

Les autres sommets : Les points B(0;2) et B'(0; -2).

83

; 83
Les directrices : Les droites (D):x = —— et et (DY): x=—
3 3

B
L’excentricité : —.
2

b) Voir figure.
2 iy
1 3 2
2, —(I-i)=—=e %4 donc, le rapport de § est — et I'angle de S est _f'
2 2 P
1+2i )
Affixedu centre QQ : —————— =3 +1,
1——2—(1—1')

2
Par conséquent, S est la similitude de centre (3 +7) , de rapport — et d’angle —— .
2 <

3. a) Soit (I') laconique de foyer F,de directrice (A) et d’excentricité e.
Soit M un point duplan et H son projeté otthogonal sur (A).Soit § une similitude directe de rapport k.

Posons : S((A)) =(A"), S(M)= M, S(F)=F'et S(H)=H".

Ona: (MH) L (A) avec {H}=(MH)N(A).
Les similitudes directes conservent I’orthogonalité donc : (M 'H') L(A").
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J
litudes directes conservent le contact donc:avee {H'y=(M'} Y(an, 3 v
Les similitudes . %
; ultiplient les distances par k donc: M'F — M _ MF «d ‘}\‘
Les similitudes directes T M'H' kMH ~ pp )
"= | IF.
pre) oM e, (D= /
= %{f - ;-
H 'éant le projeté orthogonal de M 'sur (A", on conclut que I’image de (T) par S g oo \ "m.
F+,dedirectrice (A7) ¢t d’excentricité e. On aboutit & une conique de méme nayyy, Wede ¢
foo}z;nch;( que limage d’une conique par une similitude directe est une conique de Méme nagy
" e ‘
b) (E " est une ellipse de centre O'(1+2i)od O' est'imagede O par s. : {'i
1 b
) Affixede s(A): 24" =5(l —i)z 4 +1+2i =3
1 : : ;
Affixede s(A") : zA|'=5(l—t)zA. +142i=-1+4i
] . . : ‘
Affixe de s(B) : zB'=5(1—1)23+1+2:=2+3. :
. ‘ﬁ.g
L. . -
Affixede s(B") : ZB.'=E(1—1)ZB.+1+21=1 |
! 3 i
Affixede s(F) : zp '=—2—(1-—i)zF +~2~+i =1+3+i(2-3)
. . ' 1 3 3 . _J— i P |
Affiede s(F) : zp -E(1 i)zF.+E+z-l 3+i(2+3)

4.
O'et perpendiculaire & (O'F).

5. Voir figure.

Les €léments de symétries sont : Le centre O'(1+2i), I'axefocal (O'F") et ladroite passantpar :

266

g

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

2) z-___1(1--1').7_+I+2:‘

2
| . ] )
x.+,-y'=_-(1—t)(.r+1y)+l+21
2
1 .. .
x'+,'y'=5(x+:y—:.x+y)+l+2;
1
1 x'=—(x+y+2) ey
x'+iy'=l(-1'+Y+2)+—i(—X+y+4).Ilcndécoule 2 e XY +1
2 2 . l y -_-XT +y1 _3.
y=—2—(—x+y+4)
b) M'es(D) < M € (D)
Lo 83
Sx'-y+l=—
3
8VJ3
¢-‘>x'~—y'+l—£=0,
83
Donc, une équation de Iimage de (D) par S est x—y+l—i=0_
. . 83
Par une démarche analogue, une équation de I'image (D') depar § est x—y+1+—— =0.

{x:x'—y'+l
¢) Ona: , ;
y=x"+y' -3

Par suite, M'(X,¥) € (E) & M(x,y) € (E)
o -y +2 +4(x'+ -3 =16

o (% y 22y 2e- 2y + ) + A4y P4 2a'y'- 6x'-6y'+9) =16
C:)Sx'2+5):'2+6x'y'—221'—26y'+2l =0

2 2
Par conséquent, une équation de I’ensemble (E') est 5x~ +5Yy +6xy-22x-26y+21=0.
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Tracéde (E) et (E')

EXERCICE2 >
N (1+,J§)(1}_J§) L3 1
Ipxzp =(=+i—)——+i—)=———"donc, Zp X2 = —
Prro T T TS P70
b) Izp’ =let |20[=1,donc OP =1 et OQ =1 donc, P et Q appartiennent au cercle (C)de
centre O et de rayon 1.
¢) P appartient 4 la droite d’équation x = — et au cercle de centre O et de rayon 1. Q appartientilh
) ]
o l .
droite d’équation x = ——el au cercle de centre O et de rayon | . On en déduit la construction de P et

2

d) AP = AQ donc,letriange APQ est isoctleen A
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—-I——-i’=AN.
z

I .
2. lz—il=]z - ZA |=AM et ghd
3. Pour z différent de 0,i et —i, AMN isocélcen A si el seulement si AM = AN.

Donc, pour Z différent de O,i et —i,

|
-:+l

<
e |z-illz|=|1+iz]
e |z-illz|=]illz-i
o ]z |=!
Par conséquent, AMN isocile en A et seulement si M appartient au cercle (C) .

AMN isoctleen A = |z—i[=

Pour z différent deO, i et —i, M appartient au cercle (C) = OM =1

4l
:>|zl=1

|
Il
=

=
= z

U
N | —
I
&l

—l{ =1 donc, ON =1, lls’ensuit que N appartient au cercle (C) .

S. |z|=l implique

&~

z-

- I - : !

Par ailleurs,ona — =z donc ——=—z. Soit / lemilieude[MN]. Ona z; = =iIm(z)
Z Z

Il en découle que le milieu du segment [MN] appartient a I’axe imaginaire.

De plus, M appartient au cercle (C) implique AM = AN car AMN isocgleen A .

Donc, A appartient a la médiatrice de [MN]. Comme A a pour affixe /, alors A appartient a I’axe

imaginaire . On déduit de ce qui précéde que I’axe imaginaire est la médiatrice de [MN].

N appartient au cercle (C) et 4 la droite passant par M et qui est perpendiculaire & (OA)
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-

2
X X
Soit I’équation différenticlle (E):y 'X)=y(x)=(2x-1)e” —e

2
1. VreRh(x)=2x" +(-1+1-x)e"

x2 X
=2xe" -Xxe

2 2
Par conséquent, Vx € K,h'(x) —h(x) = 2xe’ —xe - (ex +(1- x)ex)

2
h'(x) - h(x) = 2xe” —xet —e' —e* +xe’
h'(x)-h(x) = (2x - 1)ex2 —e”

On en déduit que la fonction /4 est une solution sur £ de I'équation (E)
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2. (EVey-y= 0 donc, les solutions sur & de I'équation (E) sont les fonctions x > kex;k e R.

2
3. 4 estune solution sur & deIéquation (E) donc, h'(x) —h(x) = (2x - 1)ex '

2
Ona (E)&o y'-y =2x-De" —e¥et Vxe R,h\(x)=h(x) = (2:(---1):‘:"“2 —6®

2 2
Il s’ensuit que, (E) & y'—=y—(h'(x)—h(x)) =(2x-1e* —e* —(2x-1)e* -¢€”)

(E)=(y-h)'-(y-h)=0
Donc, y solution sur R de (E) siet seulement si y—h sur R de (E”).

1l en découle que les solutions sur & de (E) sont les fonctions x > ke + h(x);k € I®.

4, Déterminons le nombreréel k tel que H(x) = ke™ + h(x)

ona H(l) =0 ke' +h(1)=0
Skete+(1-1De=0
S k=-1

2
En définitive, Vx € B, H(x)=~1xe* +e* +(1-x)e*

2
H(x)= e’ —xe*

Partie B
. . x2 X
1. Calculer lim f(x)= lim (& —-xe™)
X—>—00 X——0
‘ 2 2
Ona lim xz =+ lim ¢¥ =+4oet lim xe* =0 donc, lim (ex —xex)=+oo
X——x0 X—>—00 X—>—0m0 X——

lls’ensuit que lim  f(x) =+
X—>—0

. . fx) (et —xeM)
Par ailleurs, lim = |lim
X—>—00 X—>—00 X
2
: e* X
= lim (——-¢")
X——w0 X
x2
= lim (355 -e)
X—>—0 X
2 2
O. li 2 +o0 ; lim ¢ =400 :Or, lim Xx=-00 donc, lim xex = —m
R L L L 2T x>0 " x——00 2
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2
: lim (XET—ex)z—w
i X = e, M
De plus, lim e =0 done, MM 147
x>0

: /f(x) = —00

par conséquent. ij)TOO e
lim f(x)=+®et lim f(x) .
X—»—00 X—>—w0 alorg 12 co

ranche infinie : Puisque

(Cf ) admet un¢ branche parabOquuc de

Nature de 2 b
direction ’axe des ordonnées.
) <
—xe”)

2

e
i — ——1)xe
lim (— )

2. a) xlim f(x)=xlim (e

=

x>0 xe
2—x
=x_l_i)l2w(e . —l)xex
exz—x N
= lim ((x—l) 5 __l)xe )
x—>+00 2y
2 | 2.
- ;xﬂmm((x—l) x2_x—l) =+

]'m x"‘.l = 400 donc, lim
x-£> ( : X—»+0 x2 —

-On a;
= +00.
2-x

e
Par suite, lim ((x-— 1) .
X—+0 2 _x

Deplus, lim xe®
X—>+0

X
—1)xe” = +00.0n en déduit que lim x) =
que _lim  f(x) = +.

i (x) : e —xe
Parailleurs, lim _f__z i
x+0 x>t
exz
| = lim ——¢"
X—>+0
xz-—x
= ]im ( _l)ex
X—>+00 x
I
272
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x2-x

e

= i - BRI
x——lﬂoo((x D— De
X —-x
exz—x
li x-1) ~D=+wet i =
na x—lﬂoo(( -.;2——x ¢ x—)—;—oolm e e dome,
.\'2—x
im (x-S De” =+
lim (x=0——- =
I—}‘f‘w X -X
. f(x)
= 400,
Donc, xﬂ)fg_w %

dation graphique :  lim x) = 40 : f(x)
b) Interprdation graphiq x—)+oof( ) et rE)T.@ -

admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.

= 400 donc, la courbe (Cf)

2
Pour tout nombre réel X, f (x) = 2xex —(x+ l)ex

12 1
a) f')=2xlxe —(I+1)e
=2e—2e

=0
f'(0)=2><0>-<é'02 —(0+l)eO -

b) Ona 2x—(x+1)=x—1 donc,Vx €]l;+0[ 2x>x+1(1)
2
De plus, Vx €]l;+o0[, x2 > x donc, e’ sef (2).

x2 X x2 x
De (1)et(2) il s’ensuit.que 2xe” > (x+1)e” ; 2xe” —(x+1)e” >0

Par conséquent, f '(x) > 0.
x2 X X X
Par ailleurs, Vx €]0;1[, 2x < x+1 et e° <e donc, 2xe” < (x+1)e

Par suite, f'(x) <O.

2
0 VxeR, f(x)=2xe" —(x+l)e’

V.
b X X
=2xe —-e -—-xe

2

x X
=x(2¢" -e)—e .
2 x2 X . .
Ona Vxe]-;0[, x<0 et x” >0 donc, & >e€ carlafonction exp. est strictement
croissante sur /. ‘
273
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x2

X
207 >e¢

_x(2e'r —e’r) <0 car x<0.

2

; X . :
XS0, donc "-(ze"‘ -g"‘) —e¢” < 0. Onen déduit que : f 'x) <0

Puisque ¢

RN El_m.“’f (x) < 0 donc, f est strictement décroissante sur | —oo; ][,

vy el 4ol f (x) > 0donc, f est strictement croissante sur |1;+oo|.
X £ '

Tableau de variation de f

X = 10 | +00
(%) - b +
400 +a0
f(x) \
0

2
f(l):e] —]xe] =e-e=0

2
6. Une équationde (T) esty = f'(0)(x—0)+ f(0).Ona: £(0) =~1 et. £(0)=¢"

Donc: y=—(x-0)+1
y=-x+1.

Partie C

1. On considére lafonction g définie par g(x) = f(x)+x—1
2(0)= f(0)+0-1=1-1=0cet g(1)= f(1)+1-1=0.

2. a) Vxel0;,+o, t'(x) = xe’ >0
Il s’ensuit que ¢ est strictement croissante sur |0; +o0].
Donc, x>0=1(x)>1(0)
=1(x) >0 car t(0)=0.
xet —e* +1 _1(x)

b) Vxel0;+x[, ¢ '(x)= 5 5
i 2

2
Ona Vxel0;+oo[, x™ >0 et #t(x)>0. Par conséquent, %2 >0
X

donc Vx €]0; 40|, ¢ '(x) >0

On en déduit que la fonction ¢ est strictement croissante sur |0; +[.

274

- X

_0X80=|

]

Scanned by CamScanner



c)

d)

Avomaths Terminale C

La fonction @ esl strictement croissante sur 10; 4o

Pour tout nombre réel X appartenant a J0;1[ ,on a 0 < x2 <x<1 donc, ga(xz) < p(x)

Pour tout nombre réel X appartenant 2 |1;+oof, ona 1 < x < x2 donc, ¢(x) < qo(xz) .

vrelo:ll, ¢ (¢2) <@ (x)

Donc, v) <

En multipliant membre & membre par x
e —l-x(ex—l) <0

& —l-xe* +x<0
2
e’ —xex+x—l<0
On conclut que : Vx €]0;1[, g(») <O.

Par ailleurs, Vx ]l;+ool, @ (x) < @ (x°)

Par suite, >
x2

x(ex—l)<'ex -1

2

X
e —l1-xe" +x>0

2

En définitive, Vx €]0;1[, g(x) <0 et Vx €]l;+oo[, g(x) > 0.

Complément : Démontrons autrement que : Vx €]l;+0[, g(x)>0.

Vx €]l;+of, g'(x) = f (x)+1.Comme Vx €]l;+ecf, f'(x) >0 alors f(x)+1>0.

On en déduit que g '(x) > 0.

Vx €]l;400[, g'(x) >0donc, g est strictement croissante sur 11; +oo].

Par suite, x >1=> g(x) > g(1)

= g(x)>0 car g(1)=0.

275
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2
3. Vxe|-=0l, <0etx" >0
2 0

- O "'
e" se cle <¢

2 X £2 .
e _1>0cte’ —1<0 donc e -1>0etx(e” =1)>0.
X2 5 S
Par ailleurs, Vx e]-o;0[, gx) =€ —xe +x-1
) 2
=¢" —-l+.\'(1—cx).Puisque e’ ~1> 0 et x(e* "
~1)3q

donc e© —1+x(1- ¢*) > 0. Onen déduit que: Vx e]—o0;0[, g(x) > 0.

4. Ona Vxe]—o0;0[U]l;+o], gx)>0.
f(x)=(=x+1) > (. Donc (Cf) est au dessus de (T') sur | - oo; 0f et syr -
Par ailleurs, Vx €]0;1[, g(x) <0.
f(x)—(=x+1) <0 donc (Cf) est en dessous de (T') sur |0;][,

Enfin, pourx=0oux=1,g(x)=0
f)-(=x+1)=0

Par conséquent, (C f) et (T) secoupent aux points d’abscisses 0 et 1.

A
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5. Tracéde (T) et (Cf)'

(C

2717
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AV

DEVOIR N° 20

[FRERaCEL. >

L gtei(xri) HxHiy
=i(x2—}’2+2ixy)+x+i_y+]

2
=x..2xy+l+i(x2"y +).

2 2
2. a) z'estun nombreréel & x —Y +y=0
2 1

.2
o(y—i) -* =7
|
5" 2
T2 12"
" &
2 x2
C T2 127

" &)

1

L=

1 1
Posons X =xetY = y-—E et soit S(0; -2—) et (X;Y) coordonnées de M dans (8,1,J)

Donc, I’ensemble (H 1) est une hyperbole équilatére de centre S , d’axe focal |a droite d’équation
x =0 Les sommets sur I’axe focal sont les points B(0;1) et O dans (S,1,7).
Les asymptotes sont les droites d’équations y = x+% ety =—x+ l )

2

Pour le tracé : Voir graphique.

b) z' est un imagnaire pure m'x—-ny+1 =0
S 2xy=x+1

<.':>y:£.+_l
2x
(:)y:l+.,l_
2 2x

Par conséquent (H 2) est une hyperbole rapportée i ses asymptotes.
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. X 1
Les asymptotes sont les droites d’équations x =0 ety = —.
2

Pour le tracé : Voir graphique.

Tracé de (Hl) ct (H2)

n 2 " 1 1
Posons ; u(x) =x22 .Ona u'(x) =x2z'+ 2xz s u"(x) =x"7"+2x2'+2x2' 422
2,2 n 1 1 2
Donc, xzz est solution de (E) < x~(x"z"+2xz2'+2xz'+22) -2x"2=0
= x4z "+ 4x3z "+ 2x22 —2x22 =0

e x4z "+ 4x3z '=0.
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4 3
Posons v(x) = .r4.-: ""Onavi(x)=x z"+4x7 7'

Par suite, .rzz est solwionde (E) © v'i(x) =0
Sv(x)=AAe X

<:>x4z'=A:Ac—:E.

: , 4
Par conséquent. .rzz est solution de (E) si et seulement si z' est solutionde (E'):x z= A:A ¢ R.

2. (EYez= %;A € K. Donc, les solutions sur | —o0;0[ de I'équation (E ") sont les fonctions
X

A
xr—é;z-.AeR.

3. z'estsolutionde (E') & z'=—'}:AeE.
X

A
S z=- +B;Ae RetBe R.
T
¢:>x222-%i+BxZ;AERCLBER.
aX

Il en découle que les solutions sur |- c0;0[ de I’équation (E) sont les fonctions x — — + sz
3x

avec AcRet BeR.

4. Laissé au soin du lecteur.

@ PROBLEME
Partie A
1. a) lim f(x)= lim (Inx)2 = 400
x—0 x—=0
Interpréation graphique : La droite d’¢équation x =0 est asymptote i (O).
. . 2
b) lim x)= lim (In = 400
) . S(x) = (In x)

2
. l =
Parailleurs, lim 2 i, (DY)
X—+m X x4

280

Scanned by CamScanner



!-J

Avomaths Terminale C

_ (nx)?
= Ilm _—2—'

2In(J7))?

) . In(Vx In(Vx
Ona lim +x =4 donc, lim (J_) =0:; Ilim (J—) =0
X—r+00 X—>+o ,J; X—>+®0 J;
2
. In(+/x)
lim 4 =0
X—+0 Jx
. X
Par conséquent, lim A )=O
x—+0 X
Interprédation graphique : _lim  f(x) =4 et lim pAC] =0 donc, (C) admet en +c0 une
X—>+00 X—+w0 X
branche parabolique de direction I'axe des abscisses. @

a) Vx €]0;+e0[, f'(x) = 2%{

b) Vx €]0;+[, x>0 donc,lesignede f'(x) est celuide In x.

Pour X appartenant 4 ]0;+w[, In(x) =0 x=1,In(x)>0<>x>1 et In(x) <0 = x <1
Par suite, Vx €]0;1[, Inx <0 ; f'(x) <0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur ]0; 1.

Vx ell;+o[, Inx>0; f'(x)>0.

I sensuit que f est strictement croissante sur ]1;+oo]

Tableau de variationde f :

X 0 1 +0
f(x) - P +
+00 +00
f(x)
0

£y = (In)? =0.
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Partie B

1. a) _f1 est continue et strictement décroissante sur ]0;1[ donc, f] réalise une bijection de |0;1[ sur

£40:1).0na £, (10;1) =1 f, (1):;13101’, (x) [ = ]0;+<d].

b) f2 est continue et strictement croissante sur |1;+o0| donc, f; réalise une bijection de ]I;+co[ syr

fy(li4cl).0na £y (Ilisoel) =1fy (i _lim £y (1) [= 10;4cel.

2. a) Soit x€l0;lfet ye]0;+0].
f=yeomn?=y
o (nx? = (J})2
olnx=y ou Inx=-y

<:x=e‘/; ou x=edﬁ

oxme Ve _ y<0:>e_‘/; €l0;1[

v

Il en résulte que : Vx €]0; +oof, fl_l (x)=e
Par ailleurs, soit, x €]l;+oo[ et y €]0;+oo],

Hw=yer=el i
x=eV? car —J;<0:>e_‘5 €J0; 1]

et Jy>0=e"" e]l;+x.

Jx

oux=e

5

et Jy>0=e"" e]l;+oo.

Par conséquent, Vx €]0; 4], fz—] (x) = eJ;.

-1
b) f; ~ améme sens de variation que Jy sur 10;+oo].
Il s’ensuit le tableau de variation suivant.

282

4__4

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

X JE +o0

f _], '(x) -
|
-1,
fl (x)
0
f2— améme sens de variation que f2 sur |0; 4<o].
11 en résulte le tableau de variation suivant :
X 0 +00
-1,
fr @) | *
(o 8]
-1
f2 (x)
|
Une équation de (Ty) esty = (£, 1) (I)(x =1+ £, (1)
Yy 210 -1 1 Jx -1, I J1 e
Ona: Vx €0, +<, (fz )(x) = ﬂ;e donc, (f2 () = Wl-e =3

ona £,y =Vl =e

Donc : y=§(x—l)+e

y=%(x+l).
I
| 1 2Jx Jx
a) VxelO;-i—w[,h’(x)=me“/;—%;h“(x)=§ 2;/; e‘/;+ﬁ?xw1;
IR R T
T 4x xe +4_re
(Wr-le'

b) Vxe€|0;+oo|, x\/; >0 et eJ} >0 donc, le signede h"(x) est celuide Jx -1

Pour x €]0;+oc], J;—-l=0<:>x=l,\/;-—l>0<:>x>let\/;—l<0<::>x<1_

Par conséquent, Vx €]0;1[, /"(x) <O donc, h' est strictement décroissante sur 10:1].
Vx e]l;+oo|, h"(x) >0 donc, h' est strictement croissante sur ]1;+oo[.
283
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PN 2 2 2

De plus, ' strictement décroissante sur ]0;1[.
Done, 0 <x<1= h'(l) < h'(x)

=0<h'(x)
Par ailleurs, j' strictement croissante sur |1;+co|.

¢) 1:'(1):2I M_e_e_e_g

Donc, x>1=h'(x)>h'(1)
=h'(x)>0

'

En définitive, /1 est strictement positive sur. ]0; +oo[\{1}.

3 lz(l)ze\/l_—g(lﬂ) —e-e=0

Vax €]0; +oo[\{1}, h'(x) >0 et h'(1) =0.Par suite, /1 est strictement croissante sur |(; +oo|
Done, 0 < x <1 = h(x) < h(l)
= h(x) <0 car h(1)=0
Parailleurs, x > 1= h(x) > h(l)
= h(x)>0
On conclut que, Vx €]0:1[, #(x) <0et Vx €]l;+0, h(x) >0
6. VxelO:l. h(x)<O0
fz_l (x) —%(x +1) < 0. Donc, (]."2) est en dessous de (TZ) sur ]0;1[.
Ensuite, Vx €]l;+o0[, h(x) >0
f2_l(x) _g(x-H) > (. Donc, (1"2) est au dessus de (T2) sur ]1; +oo] .

Enfin, (1) =0

-1 e o
Pour x =1, f2 (x) —-Q-(x+l) = 0. On en déduit que (TZ) et (T2) se coupent au point d’abscisse |
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7. Tracé de (T). (I')). (Iy) et (C).

Partie C

1. Soit g lafonction définie sur ]0;+oc[ par g(x) =xInx—x

1
Vx €]0;+o0[, g'(x) =Inx +xx i I =Inxdonc, g est une primitive sur ]0;+<o[ de la fonction In
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2. .\'El:e‘""/z;e‘/z}:be—‘/z <x Scﬁ
Z JZ

=ln(e Y )<Inx<In(e” ") :lafonction /n étant strictement croissante sur {e"ﬂ_ Jj]
|e -

= - islnxsﬁ
=|inx <J2

= (In .\‘)2 < A .On en déduit que Vx € {e—ﬁ :eﬁ] 0< f(x) <A
NA

Par conséquent, | (A — f(x))dx est I'aire dela partic du plan délimitée par (C), la drojte

7
7

4

L . . . s - = L PR
d’équation y = 2 et les droites d’équations X =¢€ = el X=¢€

JA

(’JZ e
(A—=(f(x))dx + { (A =(f(x))dx

1
3. [ (A=(fx)dx= |
7 7

1 cﬁ
- [ - dx+ | A=(f paar.
e_\/I ]
Les images de (Cl) les seements | AB] et [AC] par la symétrie orthogonale d’axe la droite
d’équation y = x sonl (Tl ) et les segments [EF] et [EG].
Par ailleurs , les images de (C, ), les segments AB et |AD] par la symétrie orthogonale d’axe|a
droite d’équation y = x, (fz), les segments [EF] et[EH .
Puisque les symétries orthogonales conservent les aires alors Qy =0 e Q4 = QZ'
1 e\/I A -1
Q = | (A=(fi(xNdx:Qy = [ (A=([oNdx:Qq=]1-f; "(y)dy;
1 1 2 3 1
—J2 1 0

e

Ao
0, = [0y )=y

N
Par conséquent, [ (A-(f(x))dx= Ql + 92
e_'\[/—{
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A 1 A
= i[)(l h (}’))d)’+(f)(f2 (y)—=Ddy
4 -1
=(I)(f2 () -1+1-f; " (y)dy
4o -1
=10 - onay
2 A
Endéfinitive, | _ (A= (f(x)dx = J Uy )£ oy
e JI
Vz N
Cona [ (A-(f(x)dx= [ Adx- [ f(x)dx
e—*/z g_‘jz e_ﬁ
AW
= [ Adx- [ (Inx)"dx
e_\/I e‘*ﬁ'
A
Effectuons une intégration par parties pourle calculde [ (Inx)“dx.
e_\/Z
2 2
Posons: u'=1et v=(1nx)" donc, u=x et v'=~;]nx.
Par suite,
GJJZ (n )% dx = x( )Iz'e\/Z 26\? l
nx =l x(nx)" | _ - n
7 AT
= (]nx)2 -2 xlnx—xe
_x _e_‘/I e—\//_f
= V7 V92— oV VA2 o eV - VR N VR 4
= AeJ_ - Ae—"r —'2(\/1(3‘1I - e‘/Z + sﬁe_\a + e_ﬁ)
= AeJZ - le_ﬁ - 2((\/:1‘ - l)eﬁ + (\/I+ l)e—ﬁ).
287
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Enfin,
e‘/ﬁ N 2 JA Ji
Ad\'— In(x = - € - 4 _JI A
e—JZ e_{ﬁ( n(x))“dx = Ax e—\/z (de™™ = e -2\ - I)EJ_ +(ﬁ+l)e"an
= 2(WT-neVA 4+ (7 he VA

N2

On conclut que, _[JI (A-(f(x)dx =21 - l)e\/I +2(JA +1)9_JZ-
-

En utilisant la question 3) Partie C,

| e"/I
}? — ]
(I)(eJ_ —-e ‘/J_)dy = IJ_(I —(f(x)dx = 2(\./1_—1)43\/T -+-2(\ﬁ+l)e~JT

eI

GYES
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DEVOIR N°21

1
Vxe]0;1], 0<x<ldonc —2>1

%
1
eX 2e >2
i
e >2
1
e * <=
2
1
2 T x?
Onconclut que : Vx €]0;1], x & X <:T'
ks 2
a) Vxel0;:l1], xZe X < f(x) <L.
Ona lim X2 0 (1)
na - = -
x—0 2
>
9 1] . 1
Parailleurs, lim x~ =0 et lim —=40 ; lim (-—)=—o0 .
x—0 X—)Ox : x—0 X
> > >

1
. 2 T %
Donc lim x“e X =0 (2.
oncx_>0 (2)
>
De (1) et (2) on déduit que lim_f(x) = 0.
x—0
>

| 2

X
b) Vxe]0:1], xze & <f(x)<T

l :
RO

X 2

X¢

289
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f(x) = f(0)
XC _— <

1 X
X < =
x =0 2
I
: : i x =0ect lim = =0
En s'inspirant du calcul de limite dans la question précédente on a J.;l_ll1)10 Xc = 02 -
> >

f(x) - 0) _

<0 0.

llenrésulteque: lim
x—{)

>
Donc, lafonction f est dérivable a droite en 0.

artie A

vxel0:11,F" (0 =(-x)e .

Ona e_x>0 et 0 £x<1;1-x=0donc (l-x)c“‘zo et 17(x)=0.
De ce fait la fonction f est strictement croissante sur [0; 1]
La fonction f est continue et strictement croissante sur [0; 1], d’ou f([0 : 1]) = [f (0) ;T (1)].

I
Ona f(Q)=0et ()= -,
e

! 1
Donc f([0; 1])=[0:—]. Il s’ensuit que: Vx €[0; 1], f(x) € [0;— ).
e e

|
Onen déduit que: 0<f(x) < —.
¢
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(4)

(€)

N\

hY

- e = - -

e e e - - - -

Ly ey I S ———

=
w
=
N
.__C

2. a) u0=rld0nc0 < uos 1.

Supposons que pour un entier naturel k20, 0< uy <1.

1
Ona uk+l=f(uk) et uke[O:I]donc 0< f(uk) < ;

]
i < < —.
Par suite, 0 < uk_{_1 < -

Par conséquent, 0 < U € l.

En définitive: Vne N, 0 < up <1.
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| ) 1
= — .Puisque — < I, donc ul < uO
c C

Suppasons que pour un entier naturel k>0, Up S Ug-

Ykn)+ = U et oy =TCup)
La fonction f est strictement croissante sur [0; 1].

Ona UL €l0: 1], uk+l €]0; 1] et uk+|$ ukdoncr(uk+l )sf(uk)
I s’ensuit que: u(k+l)+l SUpLg-

[ : \ < .
On obtient : Vn e N, u 1S Un

Par conséquent, la suite (Up, ) est décroissante.

Daprés la question 2a) vn e N, 0 < U, < | donclasuite (U ) est minorée.
Puisque la suite (U, ) est décroissante et minorée alors elle converge vers une limite L.

Parailleurs. Vvne N, 0<u, <limplique0< lim u, <|
n—-+o0

Onaboutit 4 0<L<I.

La fonction f est continue sur [0 ; 1] et L €[0; 1] donc f est continue en L.
Part suite L est solution de I’équation f(x)= x

-X
Pourxe[0;1], f(X)=x& X€  =x

e x(e X -1)=0

X
< x=0ou € =1.
< x=0.

Donc: L =0.

292
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@ PROBLEME

Partic A

1. Voirfigure

2. Soit Qlemilieude [AB et M un point de la médiatrice ( A) de [AB] .

N

OnaQ( ——;—— ).(W(H—Ji 1y +l)ct AB (\3 i=3)
2 2 2 2
Me(A)< QM.AB =0
3
=3 \E;(x +—\£:)+(-3)(y +l)=0
2

& —x+yv3 =0.
Donc, une équation de la médiatrice de [AB] est — x + yﬁ = 0.
3. Cappartient 2 la médiatrice de [AB] implique — Xo + yC‘E: 0.
Par ailleurs, C appartient 4 la droite d’équation y =1 implique Yo =1
Par suite, Xc =J§

On en déduit que I'affixe de C est \E +i.

ze-2p  Bri-(-B+i)
zg-2p  —2i—(-3+i)

23({3 + 3i)
12
3

+i—.

2

4. Vénfier que

1

2
i —— T

Par conséquent, Mes(AB;AC) = — ¢t AB = AC.
3

Il en résulte que ABC est équilatéral de sens direct.

5. OnaOA =OB =0C donc O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Par suite, O est le centre de gravité du triangle ABC.
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f est la composée de deux rotations de centres distincts dont la somme des mesures des angles est -

De plus ACD est untriangle rectangle isocéle en A de sens direct donc, T (C) =D.

Partic B
1.

E+ ZE= -S—H_ Donc, fest unc rotation d’angle ——.

2 3 6
2. a) ABCest untriangle équilatéral de centre O et de sens direct.

Donc, 0 (B) =C.

Par conséquent, Ty (l‘o (B)) = A (O=D

Il s’ensuit que f{ B)=D.

b) ABC est équilatéral de sens direct et de centre O implique 0 (O =A.

T est une rotation de centre A donc TA (ro ©) =Ty (A)=A.

Par suite, f(C)=A.

¢) Voir figure : Q est le point d’intersection des médiatrices de [AC] et [BD].
3. a)OnaAB=AC=ADdonc AB = AD.

Par suite ABD est isocéle en A.

Ona (AB;AD)=(AB:AC) + (AC;AD)
= =
Par conséquent Mes(BK;"B—D)= —i.
12
Ona (BA;BF) = (BA;BD) + (BD;BF)
__nx
T 12 4
_
B

I en découle que : (BE,_B_}-:) = (ﬁ,Bf)

On en déduit que le point F appartient  la droite (BC).

b) 1y est une rotation d’angle droit direct donc IFimage de la droite
par A et perpendiculaire  la droite (AB), c’est adire la droite

(AB) par Ia est la droite passant
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Par ailleurs, Ty (C) =D donc I'image de la droite (BC) est la droite passant par D et perpendiculaire 4

(BC). Sachant que le triangle BFD est rectangle en F et que F appartient 4 la droite (BC) alors I'image de
(BC) par Ty est la droite (DF).

On a B qui cst le point I'intersection des droites (AB) e (BC).
11 s ensuit que son image est le point d’intersection des droites (AK) a (DF), c’est a dire le point K

NB :Siun point appartient a l'intersection de deux lignes ,son image par Ty appartient a
l'intersection des images de ces lignes .

¢) ABCest untriange équilatéral de centre O et de sens direct donc, o (A)=B.
De plus, Ty (B) =K

Par conséquent, T (I‘O (A)) = ra (B)=K.

On en déduit que I'image de A par fest le point K.

En définitive, f est une rotation de centre Q donc Q appartient a la médiatrice de [AK].

ABD est isocele en A donc A appartient 4 la médiatrice de [BD]
De plus BFD est isocéle en F donc F appartient a la médiatrice de (BD].
Par conséquent, la droite (AF) est la médiatrice de [BD]

Ona A (B)=K et rA(C)=D.

Puisque la rotation conserve les angles orientés alors (KEE):(ER).
Ona TA (B) =K donc AB =AK.

Par ailleurs, ABD est isocéle en A donc AB =AD.
En définitive, AD = AK.

Ona (AK,AD) = (ABAC) .

Le triangle ABC étant équilatéral de sens direct, Mes (AB,AC)=

Donc, Mes( RE)= % :

De plus AD =AK
Par conséquent, DAK est équilatéral de sens direct.

Pour la construction, f est une rotation d’angle non nul et flA)=K .

Donc, le centre Q  de f appartient a la médiatrice de [AK]

Comme DAK est €quilatéral alors la médiatrice de [AK ] est la droite passant par D e perpendiculaire a
(AK) Par ailleurs, f( B ) =D donc Q appartient 4 la médiatrice de [BD]

II's’ensuit que Q est lepoint d’intersection des médiatrices des segments [AK] et [BD].
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Partic C

1. a) AKD est &quilatéral donc D appartient a la médiatrice de [AK]
De plus, Q appartient 4 la médi atrice de [AK].
Finalement. (DQ) est la médiatrice de [AK].

b) (DQ)es la médiatrice de [AK] implique que (AK) et (DS ) sont perpendiculaires.
Par ailleurs, (AB) et (AK) sont perpendiculaires.
Donc, les droites (AB) et (DQ) sont paralleles.

2. (BQ) est la médiatrice de [AC) alors (BQ ) et (AC) sont perpendiculaires.
Par ailleurs, ACD est untriangle rectange en A donc (AC) et (AD) sont perpendiculaires,

Par suite. les droites (BQ) et (AD) sont paralléles.
En définitive. (BQ) et (AD) sont paralléles et. (AB) et (DQ) sont parallgles
On en déduit que le quadrilatere ABQD est un parallélogramme.

3. ABQD est unparallélogramme donc AD = BQ et AB =DQ
Or Q appartient a la médiatrice de [BD] donc BQ=DQ.
Par suite, AD = BQ =DQ = AB.
Il en résulte que le quadrilatére ABQD est un losange.
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DEVOIR N°22

bx+c (a+b)x2+ bx + ¢

x2 41 x(x2+l)

Onendéduit que:a=1,b==1letc=0.

a
1. Pour tout nombre réel non nul X, — +
X

2. Vxe]0;+w[, xf'(x)= f;\)
X" +1
fr(x) _ 1
f(x} _x(x2+l)
f‘(x)_[ X
f(x} _; ) X~ +1

1
Inf(Xx) =In(x) - Eln(x2+l)+k ol k est un nombre réel.

Inf(Xx) =In(x) - %ln(x2+l)+k

1
Oorf(l)= 75'

I
Donc Inf (1 =In(1) - Eln(12+l)+k

In : =In(1)—l]n(12+])+k
N 2
k=

0.

Par conséquent, Inf(x) =1In
xT+ 1

f(x)=
X"+ 1
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1. l0=ln2 et l|=21n2—l.

n
2. a) Vie[0:1].t20 .ainsi:WneN, "20:1+1"=1donc In(1+17)20

I
On en déduit que : | ln(l+ln)d[ >0 dou: VneN, I, 20.
0

b) VYig[0:1],0 <t<1.

n+l _.n
Ona: vneN, (">0 donc t <t

LI PEINL
n
ln(l+ln+l)Sln(l+l ).
[,

Donc, la suite ( I, ) est décroissante.

3. Onobtient de laquestion 2) que la suite (I;) est décroissante et minorée donc elle est convergente,

T
2

[

. . T T .y e L. T n
f est continue et strictement croissante sur |——;—| donc, f réalise une bijectionde |——.—| gy
2 2 2

I:'f '(X) =1+ [an2 x.Donc, f '(x) > 0. Par conséquent f est strictement croissante gy

(SR

T N

Iintervalle J = f(
2 2

I:),OnaJ=IR.

-1 |
2. VY R, (f Yx)= — .
R Ess § T 00)

-
Or.‘a’xe}— : [ f'(x)=1+tan" X.

WA

T
2

£ = 1+£2 ().
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bone. Vx € R, £ x) = 1+ (1r ™ ) 2.

=l+x2.

Par conséquent : Vx € R, (f_l)'(x) =

l+x2 .

S Rt D |
s [ @ hwa= ol
=t y-rYo0)
-Z o0
4

I
On en déduit que : | ——2—dl=
0 1+

O

I 2
4. 12=I In(1+t%)dt .
0

En utilisant le résultat qui précéde et en effectuant une intégration par parties,on a :

L=In2-2 +~
=In2-2 +—.
2 2

@ PROBLEME
Partie A

1. a) |l+i\6|=\/1+(\f§)2
=2,
NE)

1
Soit o un argument de 1+ i \[5 :cosa = — et sinop =—— .
2

n
Donc, o =— + 2kn; keZ.
T .
Il en résulte que — est un argument de 1+ i \B .

b) (1+i3)> =[2(cos§ +isin 2)13

3 3
=23(cos2Z +isin=).
3 3

=-8.
299
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2. a)P1+i3)=
VB o <1 412+ 3) 1 (14302 =2 [ 1443 +i (3 14i3) +4(=\3 41
=0

b) On peut effectuer la division euclidienne de

2 —1+i@+V3]22-2] L+ B +i(1+ B3z —3 +i) par 2-1-i4f3.

O @+2i)% =4(1+)
=4(1+2i-1)
= 8i.
. : 2 : .
Par ailleurs, pour ze C, P(z)=0 < (z—l—hﬁ)(z +2(1-1)z-4i1)=0
oz -1 —-i3=0 ouz? +2(1-i)z —4i =0.
Résolvons dans C I'équation 22 +2(l-1)z —4i =0.

W2
Le discriminant A=8i donc A= (2+2i)".
Donc, les solutions sont Z= 2i et Zy = =2.

Par suite, P (z2)=0 < Z—l—i\/g =0 ou z=2i ou z= —2.
On en déduit que les solutions de I'équation P(z )= 0 sont les nombres complexes : =2 |2 e l+i\ﬁ

Partie B

1. Voir figure.

2. OA=|-21=2,0B=|2il=2e OC=|1+i\3 |=0C=2.
Il s’ensuit que, OA=0B=0C =2
Donc, les points A, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

3. Soit E le milieu de [OA].
D’aprés la propri€té du bary centre partiel, G est le bary centre des points pondérés (E, =2)et (B, ).

Par conséquent , EG =BE.
Il en résulte que, G est le point tel que E est milieu de [GB).

4. a) BA2—8B2+ 1302 =BA2 +B02,
= l2+2i1 %4 |2i12
= 8+4
= 12.
On en déduit que B e(TI")
300
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b) Par I'homogénéité du barycentre G = bar {(A, 1) ; (B ;-1);(0; 1)}

Donc, I'ensemble (T7) est I'ensemble { }, le singleton {G}, un cercle de centre G.
Puisque B €(T") alors (') est différent de I’ensemble vide et ( ") est différent de {G}.
Par conséquent, (I") est le cercle de centre G passant par B.

Pour la construction de (I" ) voir la figure.

Partie C

1. Ty est unc rotation de centre O et Ty (B)=C.

Donc, I'angle de T est une mesure de (@;FC) .

mes (@‘;CT.C) =arg(ZC) -—arg(ZB)+ 2kn;keZ .

T n
Or, — est un argument de ZC et — est un argument de ig -
2

: = T
Par suite, mes (OB;0C) = —— +2kn, ke Z.
6
On en déduit que Ty est une rotation d’angle ‘—-E.

2. Kestle symétrique de C par rapport 4 (OB) donc, le triangle KOC est isoctle en O .
Par ailleurs, Mes(&;(i) = 2Mes(&3;—()73)

:2)-(E
6

=T
T

= T
En définitive, KOB est un triange isocgle avec Mes(OC;0OK) = F%

Donc, le triangle KOC est équilatéral de sens direct.

3. a) Ona IB=\/£ et IO=\/£ doncIB =10

ip —2 2i + 1-i
De plus, B T_ 5
Z0 77
=i
—_ Zn —Z — —=_ T
Comme mes (I0;IB) = arg B 71 + 2kn , keZ alors mes (I0;IB) = 7+ 2kn , keZ ..
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n
3
Deplus, 1y (B)=Cdonc 1y (1 (0)) =ty (B)=C

En définitive, IB = 10 et mes (I0;IB) = — + 2kn . keZ implique T, (O)=B.

Par conséquent, ( r2 on )(0)=C.
Donc, f(0)=C.

qui n’est pas

w A

T X
b) festla composée de deux rotations dont la somme des angles est -; —-g

ne g T
unc mesure de I’angle nul donc, f est une rotation d’angle ;

De plus f (0)=C . :
Puisque triangle KOC est équilatéral de sens direct donc C est I'image de O par la rotation de centre K et

T
d’angle -’-t-. On en déduit que f est la rotation de centre K et d’angle 3 !

a) z=%(1+i\/§)z+l+i\/§_ q(lh5(1+i\/§))z=l+lﬁ |

e (1-iv3)z=2(1 +i3)
o z=-1 +i\/§

-::}z:ZK.

Car K est le symétrique'de B (1+ i \B ) par rapport 4 (OB) qui est I'axe imaginaire.
Il s’ensuit que K est I'unique point invariant de I’application g,

b) zp'=1+iy3
Donc, I'image de O par gest le point C.

C) gest une isométrie qui admet un seul point invariant K donc, gest une rotation de centre K.
De plus, g0) =C.

En définitive, g est la rotation de centre K telle que g(0) =C.

Il s’ensuit que g=f,

Soit (') I’ensemble des pointsM tels que |z22-1 - i\/g =2

Pour ze C,Me(¥) o |z’—l—i\/5 =2

= I—;-(|+1J§)z|=2
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o —;—|1+i\/§l|z|=2

= lz| =2
=3 OM=2 .
Donc, I'ensemble des pointsM tels que |z -1 - isﬁ | = 2 est le cercle (C) vu plus haut.

Partie D
1. Dans letriangle OCB, B'€[OB],P €[BP] et C* €[OC].

: BB' BP
D’une part, les droites (OC) et (P B ') sont paralléles donc, d’aprés le théoréme de Thales, = —
BO BC
Par ailleurs, les droites (OB) et (PC’) sont paralléles donc, Ll = e :
BC OC
. BB' 0OC'
Par suite, = —
OoC

Puisque les points B @ C appartiennent 2 un méme cercle de centre O alors OB =OC. \
Par conséquent, BB’ =0C".

2. a) BB’=0C’ donc il existe un unique déplacement d c’est A dire une translation ou rotation tel que
d(0)=B et d(C’) =B".

De plus les droites (OC’) et (BB’) ne sont pas colinéaires donc d est une rotation r.

b) L’angle de larotation est une mesure de ((T@;B_g.').

~

ona (OC:BB") = + (OC;BB)

7At+(66;68.)
-
=T+ —
6
_ Sn

6

Sn
Donc, —— est I'angleder.

3. Letriange OCB est isocéle en O donc, OB = CO

De plus, ((TC;§6)=—5—6“.

En définitive, r(C)=0.

Onar(O)=Bet r(C)=0. o
Par conséquent, le centreQ de r est le point d’intersection des médiatrices des segments [OB] et [OC].
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’__—-—"'_‘._.——':-: T,}
4. r(C')::B' donc (QC;QB )= 6

s T |
Or, (0C; OB) =—6'. |

—_—

T
Donc (OC';OB N = -6—

En définitive, 2(Q C,QB ") =2(0C’0B).
De plus, les points €, B’ et C’ nesont pas alignés. |
On conclut que les points Q.B’, 0 et C sont cocycliques.

Figure
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DEVOIR N°23

a) fest solution sur B de y"+y=0=Vxe R, f"(x)+ f(x) =0

*y e—zxg(x) =0

< Vxe R,(g"(x)-2g(x)-2g'(x) +43(J\f))e—-2
& Vxe R,(g"(x)-4g'(x) +5g(x))e_2x =0

=2
S VxeR,g"(x)-4g'(x)+58(x)=0 car e T 20.
<> g est solution sur R de I’équation (E): y"-4y'+5y=0

b) Les solutions sur @ de l’équaiion y 4 y= 0 sont les fonctions
x> Acosx+ Bsinx, Ae R;Be R.

Par suite: Vxe I, f(x) = Acos x +Bsinx &e —ng(x) =Acos x +Bsin x

& g(x)=(Acosx+ Bsin x)ezx; Ae R,Be R.

Donc, les solutions sur /£ de 1’équation (E) sont les fonctions

x> (Acosx+Bsinx)e21, AeR,BeR.

. 2
Déterminons les réels A et B tels que : Vx € R, h(x) =(Acos x +Bsin x)e x
T
avec h(Z) =1 :h(2) =-1.
2] 4

Vre R,h'(x) =[(2A+B)cosx+(-A+2B)sinx) Je >

Par conséquent,
T
V4 .
h(z) =1 (Ac:os—+Bsm—)e2 =1
4 4 4
Ona: =% o
n s
h(—)=-1 |: 7 (-A+2B sinﬁ}?2 =-1
4 L (2A+B)cos4 ( ) 2
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T

B ~5 2x-7
(A+B=+2e - Donc, Vxe R h(x)=(2cos x—sinx)y2e 2

A+3B=—/2¢ 2

a) Ona j solution sur R del'équation (E) donc, h"(x)—4h'(x)+5h(x) =0
Par suite, h'(x)h"(x) —4h'(x)h'(x) +5h'(x)h(x) =0
A1 = BCOR(x) + Sh'C)h(x)

Donc, H(x) = % [ [yhy+si' Ya(r) ] dr
b4
4
= [l(h )2 + é(h(r))?-]I
8 8 L
4

b3 T
b) h(—)=1et h'(—)=-I done,
4 4
] 2.5 2 1 x.2 5 7z .2
H(x)=—h'"(x)" +—(h(x) - (= (h'(& —(h(=
(x) 8(I(A)) 8(t(a\)) (8( (Z) +8(1(4)))

| 5 1 5
= — (') + 2 (h(x)? - (= +2).
8 8 8 8

2x-L =2,
Vxe R,h(x) =(2cosx—sin x)\2e 2 o h '(x) = (3cos x —4sin x)~2e 2,

On conclut que : Vx € R, H(x) = %(8 cos? x - 22sin(2x) + 21)e —%.

f éant solution sur ]U;-HJO[ de (E) alors, Vx € 10;+e0[, 3 '(x) - f(x) =2
F(x0)+] . ) = xf '(-r)—tJ;(x)—l

X

Par suite, Vx € J0;+00[,f '(x) =

Puisque X '(x) - f(x) =1 alors, f"(x) =0donc, f est solution de I’équation différentielle y"=0

Ona (E'Ye y'= Cl;(Cl € R).
S y= CIx"'CZ;(C] e R’;cz € ).
Donc, les solutions sur 10;+e] de I'équation (E") sont les fonctions

X c])f+c2;(cI eﬁ@;cz € I?).
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Vx € lO,'H’OIsf(x) = ax+,6,f'(x) =adonc, ax-ax - p=1; yij
Par conséquent, f est solutionde (E) si @ € R et B=-

=-1.

En considérant les questions 2) et 3), (E) < y = -1 +eyxicp € R.

Donc, les solutions sur |0;+oo] de (E) sont les fonctions x > —1 + clx;(cl € R)

G est le barycentre des points pondérés (A ;1),(B ;1) et (C ;- 1).
1 1 —
Donc, BG = BA— BC
I+1-1 1+1-1

BG = BA-BC

BG CA Il s’ensuit que ACBG est un parallélogramme.
ACBG étant un parallélogramme, on a AC = BG et AG = BC.,
De plus, le triangle ABC est équilatéral donc, AB = AC = BC.

Finalement, BG = AC=BC = AG. On en déduit que le quadrilatére ACBG est un losange.

a) O est le symétrique de E par rapport aB sngmﬁe que B est le milieu de [OE] et F est I'image de O
par la translation de vecteur CB signifie que OF CB Voir figure pour la construction.

b) Ona OF = CB Puisque CB = AG alors OF— AG

Par suite, le quadrilatére AGFO est un parallélogramme. Il en découle que GF AO (N

Par ailleurs, E étant le symétrique de O par rapport aB,ona OB BE

De plus, O milieu de [AB] implique AO = OB.

Par conséquent, E = E—E- (2)

En définitive,de (1) et (2),0n a 6_15 = ﬁ

—_—

On en déduit que F est I'image de G par la translation de vecteur BE.
a) UA)=1lge(t=g(A))
Puisque ACBG losange alors, AG = CB donc, IC—B-(A) =G.

Ona t ( G) =F . On conclut que : t(A)=t -TE(G)
Donc, _ t(A)=F.

Parailleurs, 1(C) = tgr(t=5(C)).
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—_—

Puisque | est la translation de vecteur CB alors, l@ (C)=B.

CB
De plus, tBT'Z est la translation de vecteur BE alors, tB—E( B)=E.
En définitive : t(C) =t ﬁ( B)
t(O)=E.

b) test unetranslation, t(B) = Ket ((A)=F donc, par la propriété caractéristique des translations

KF = BA. i
11 s’ensuit que K appartient 4 la droite passant par F et paralléle a la droite (AB).

Comme AGFO parall€logramme alors (AO) // (GF). Or Be (AO) donc, (AB) // (GF).
On en déduit que, K appartient a la droite (GF).
Voir figure pour la construction de K.

¢)Ona t(A)=F,(B)=Keat(C)=E.
Donc, I'image du triangle ABC par la translation t est le triangle FKE.

a) f=to S(OC)

Le triangle ABC est équilatéral et O milieu de [BC] donc, la droite (OC) est axe de symétrie du triangle
ABC. On en déduit que I'image de ABC par S(OC) est ABC.

De plus, le triangle FKE est I'image du triangle ABC par la translation t .

Par conséquent, le triangle FKE est I’image du triangle ABC par LO S(OC)

On en déduit que, le triangle FKE est I"image du triangle ABC par I’application f,

b) t est la composée de deux translations de vecteurs BE et CB donc, t est la translation de vecteur
BE + CB.
Puisque BE + CB = CE alors t est Ia translation de vecteur CE.

De plus, ABC est équilatéral avec O milieu de [AB] donc, (OC) est la médiatrice de [AB].
Il en ressort que, OBC est un triangle rectangle en O.
Comme le point E appartient 2 la droite (OB) alors, OEC est un triangle rectangle en O.

—

Par suite, les droites (OC) et (CE) ne sont pas permpendiculaires. Donc le vecteur CE n’est pas un
vecteur normal a la droite (OC).

En conclusion, f=t0 S(OC) » Ol Lest la translation de vecteur CE qui n’est pas normal 4 (OC).

On en déduit que I’application f est une Sy métrie glissée.

c) tB—E(G) =F donc, 6#: EE Or, 63. = —.51’3 donc, 6}§ = (—}HF

Par suite, le quadrilatére OGFB est un parallélogramme. De plus, (OB) et (OG) sont perpendiculaires.
Par conséquent, le quadrilatére OGFB est un rectangle.

Il'en ressort que (OG) // (BF) et O projeté orthogonal de B sur la droite (0G).
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Donc, S(OG) ) S(BF) = l2§6 = IE car B est le milieu du segment [OE].
puisque 0€(CG) alors, S(OG) 0 S(GB = S( oC) © S(BF)'

11 s’ensuit que, S( ) (BF) = t—-

Par suite, S( ) 0 S(BF)O S(BF) = l—~0 S(BF)

S(OC) = lmo S(BF) car S(OC) oId =S(OC)'

= COO S(BF) OnaC,O et G alignés, et (OG) // (BF) donc les droites (OC) et (BF) sont

—

paralléles. Par suite, le vecteur BF est un vecteur directeur de la droite (OC).

Par conséquent, I'application f est la symétrie glissée de vecteur BF et d’axe (OC).
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DEVOIR N° 24

a-i) = (1-ai3)(2-i3)

a-i3)’ =-10-9i3.

Pour ze C, 23=_10_9i‘/5 “I“(

. 1 3i\}3
En définitive, les solutions de (E) sont : 2- 1.J§, —+
2

NG

= 2-i3 . zp= —+
‘A B™% "

a) ZA=1+2ZP

b) ZC=—2 + ZQ.

Le point C est obtenu en

ajoutant — 2 a I’abscisse de Q

Soit A’ le point tel que P milieu de
[OA’] . Le point A est obtenu en
ajoutant 1 a I'abscisse de A’ .

Le triange ABC est équilatéral
donc B appartient a la médiatrice de

1
[AC], puisque I’abscisse de B est E
donc B est le point d’intersection de
la médiatrice de [AC] et de la droite

3 . 1
d’équation x= —.
2

A z ‘_ Z =
= m_lou mg:j ou m:]

et

A
2 -

3
) i 1
3

5 i3

et —————
2 2 2
——5—i¥3
C™ '
7
o 1
]
C o7+ P
H N
L A
]
]
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11)] ;
1. ABCet IKQsont des triangles équilatéraux de sens direct. :
On a le schéma suivant : r

(AC) | (AB)
(IQ) | (K)

Puisque (AC)N(IQ)={H} e (AB) (IK) ={E} alors r(H) = E.
Par une démarche analogue, on démontre que r(G) = F.

2. Ona (H)=E etr(G)=F.

Or rest une isométrie et les isométries conservent les distances donc EF = HG.

.2
(cost)sinteSm t dt.

1. Il=

in2
Posons : u(t) =¢ M L donc

11 s’ensuit que : ll= ]

2

2
u'(t)=2003tsin tesm t

u'(t) dt

N[R—3A

1
=5 lu(l}
2
[esinzt

N —
s A

1 |
|=—(I-e). |
2

- 2
2. a) Vn e N*, I2n —12(n+l)= (cost)zn(l— coszt)sinteSln : dt |

N[R—3

2n in2
Ona:(cost)™ >0:1— coszt >0; it

s
>0et V te[—z-;n] sint > 0

02
Done, (cost)>" (I —cost)sinte™" L 5 o

Par conséquent, I

2n = omay-
Il en résulte que ( IZn ) est décroissante,

b) Laissé au soin du lecteur.
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sinZt

2n n
vn e N*, (cost)™ 203e >Oet Vie[—;n],sint20;
2

m 2n . sin2
Donc pour tout te[a;n] , (cost) Slntesm [20.

* nsi >
Crest ainsiquely 20, |
Par conséquent la suite ( 1211 ) est positive.
us laissons le soin au lecteur de justifier que la sui Sgati
No J que la suite (l2n+]) est négative.
La suite ( 12n ) est décroissante et minorée par 0 donc elle conv erge.

La suite (12n+1) est croissante et majorée par 0 donc elle converge.

n+2 . . sint

Ih= (cost) smle dt donc ln 9= (cost)  “sinte dt

n
]
L
2

Nl?—i'—"'-ﬁ

Slﬂzt

sint
(cost) costsmte dt

| 2= (cost) smte dt =

NI.‘-‘I‘—-—-?—!
NI:I*——-:I

n+l . in2t
Posons: u= COS t et v’'= COStSlntf:S

1 2
Donc, u——(n+1)smtcos [ et v——esm t.
2

sinZt

n+1 sn []71 dt .

1 n.
Donc, In 2= [Ecos (cost) sinte

T
iy
1o
2 2

n+l
Par suite, pour tout entier naturel n non nul, In+2=—2— ((-1 +(m + DI, )

Lol L e el s = (1421) doi = = + 1
3= 12 = 5 (=D Pil= 0 355 *h

1 3+1 _
lg=13,5 = E (=D +@+DIy)

1 1 1
le= — +2I,= — +2(=+1)

3
Donc I5 =

— + 21
2 l
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I+ > 2
1x I 42l
= IX —_X—_—
172711
}?j 1!
= (D +— Y ——
s 2 k=0 (1-k) !
‘[ 1121 1!
=)L +~ T ——
2k=0(1-k) !
upposons que pour un entier naturel j > = ] o+ — -
aj+1 = G 2 k=0 (jk) !
I +] 1 (J+1)|
Démontrons que : | = ( +1)r)1 +— ¥y 7"
244 = © 2 k=0 (j+1-k) !
Onigy L+ = 1 y2
1 2j+1 1 j!
= = (-3 +1+(2J+2)((|')11+— SR
2 Zk=00-h!
1 -1 j'
= — +(;+1)(.')11+ (J-I-]) z _J
2 k=00-K!
1 i-1 :
=5 * o+ y 0+ D!
P 20 G+1-(k+1))!
Effectuons un changement de variable. Posons : u=k+].,
1 J-1 : T
Done 4y 0D\ 1 d Gy

2 Zk=ol+l-rn)” 207 & T

N PR (R DL B 5 PR
- 5 i1 ‘+ »*Ui)
0+1-01 2 G+1-w)!
1i+1-1 '
= — z 0+1)
2 u=0 (]+1“U)'
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Les variables k et u étant muettes,
E G, LI ey
.2—+—2'k=0(j+1—(k+1))! 2k=0(i+1-k)!

- LD Gy
par conséquent, l20+1)+1" ((J+1)!)Il+-— Y

2 k=0 (j+1-k) !

On en déduit que, pour tout entier naturel n supérieur ou églal,
1 “2'1 n!

nhl, +— _—,

(m)ly 2k=0(n-k)!

I2n +1”

2
. V = . —l .

. : 2
lim 1 = lim I,= L et lim — =90
0N (54w 127 noteo 1 Lo ——

ou i 2 | =0et lim V,=0
il n—lg]-oom n+2 """ poteo N7V

Donc, la suite ( Vp, ) est convergente.

: 1 n+l
b) Pour tout entier naturel n non nul, ln = E ( (-1 +(n + D} )

+1
n+l 2 (="

DOﬂC,21n+2— (_1) +(l’1+1)ln ,E+—11n+2=—'—nT+In

(_1)n+l
Par conséquent, Vn—ln =

: n+1
¢) Pour tout entier naturel non nul n, Vn -1 |= .
ni n+l

Les suites (1) et (V) convergent et puisque nE)T—oo Vs = In = nﬂ)r?_m == =0 alors (I))

et (V) convergent vers la méme limite.

Or, lim = =
r n~—>+ooV“ O'donc,L 0.
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DEVOIR N°25

On se réfere au nombre de permutations d’un ensemble & 6 éléments
Il en résulte 6 !, c'est-a-dire 720 manigres possibles.

Le nombre de maniéres pour que chacune des filles soit servie en premier est 5!

Puisque nous avons 2 filles, nous obtenons 2x5!, soit 240 maniéres pour que une fille soit servie en
2x5! 1

, SOOIl —

6! 3

premier. Par suite, la probabilité qu’une fille soit servie en premier est

Le nombre de maniéres pour que les filles soient servies avant les gargons est 2' 4!

2x4! 1
,soit —

6! 15

Donc la probabilité que les filles soient servies avant les gargons est

a) La probabilité que les filles soient servies deux fois de suite avant les garcons est

2 12
1 14
13x| — | x| — , C'est-a-dire 0,0252.
15 15

b) Ona unschéma de Bernoulli a 14 épreuves.
Appelons succes I'événement « les filles regoivent leurs repas avant les garcons »

|
La probabilité du succés est —.

15

Par conséquent, la probabilité que les filles regoivent 4 fois leurs repas avant les gargons est
4 1 4 1 14-4
C]4 x[l—s-) x[l—ﬁ] , soit 0,02.

b) Appelons n le nombre de services regus par les éléves.
La probabilité que les filles ne soient pas servies avant les garcons pendant la durée du séjour est

0 n
0 1 14
Cn X (E—J x [l—gJ )
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par suite, 0 .
JORCRNE)
Cn x(ls) “15) <% e 55) =04
14
In| —
<o n(ls)sln(0,4)
In(0.4)
~ In(14)-In(15)
In(0,4)

Tn4)-In(15)

par conséquent, le nombre minimal de services est 14.

. 2 —x
i = | X+ 1
lim gx)=_lim ( )e

=+ .
2, —x

vxel-o:;-11, g'(X)=(-x")e "
Donc g est strictement décroissante sur ] — oo ;-1 ].

g(-1)=0. _
gest continue et strictement décroissante sur ] — 0 ;-1 ].

gl-0;=11)=[0;+0[.
Or 2€[0 ; +oo [ donc I’équation g(x) = 2 admet une unique solution a dans |- < ;-1].

2
Par ailleurs g-1)=0et g(-2)= € .

Puisquc:0<2<e2 alors -2<a< - 1.
Onendéduitquea e [-2;-1].

X
2 2
Vxe[-2;-1],f(x)= —-E—e .

Il s’ensuit que fest strictement décroissante sur [-2:-1].

.
) 1
f(=2:-1h=[-1-v2e 2 :-1-2¢" 1.

- -1
Ona -1-V2e 2 ~—1.86 et—-l—\/-z-e ~ =152,
Donc f([-2;-1]c[-2;-1]
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a X
_ 2
3. wxel £1(9=-—7¢
JE X
2
Donc [f° () 1= —¢€7 -
2
Nous avons —2 < x< -1
X 1
g —s-—
2 2
x 1
-1 62 <¢ 2 (lafoncti tielle ¢ -
e <e“<e (la fonction exponentielle étant strictement Croissan
€)
- 2

fl
2 <1l

Puisque ggw 0,42 donc gg < 0,5.11s’ensuit que : l f’(x)l < _;_

a
4 fla)=-1-v2e2

ga)= ((.!+l)2 C_a =2=>,(_a —-1)e

=\2
5

=(-a —1)—.

NIQ R

Par suite, f(a) = —l—\/—Z-(— o —1)-—2 donc f(a) =
2

5. a) U0= -2 donc Uyel.

Suppasons que pour un entier nature] k>0, Uk el
II's’ensuit que f( Uk) ef(I)
Orf(l)clet Uk 1= f(Uk) donc Ul\ IEI
Par conséquent pourtout entier nature] n | U
b) fest dérivable sur[—2;-1]

Deplus Vxe[-2;-1] lf'(x)lsl

Ona ae[-2;-1,
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ql.inéga]itédcsﬂCCI’OiSScmcnlS finis, Vxe [-2:-1], |f( x)-f(a)ls _]_ |x-al.

Doncd.ﬂpré‘
|
= s [fr-als —Ix-al
Pmsqucf.(a)__aalorb 2
c[-2:-11donc=2< @ <-1
9 ° 241 Ug-as-2+2
—lon—a <0.
Doncon"O‘IS]‘
1.0
or (=) =1
2
1.0

Par suite, IUO"Q |S(E) y

: 1 k
Supposons que pour un entier k>0, lUk —al<( 5) )

1 k+1
Démontrons que | Uk+1_ o IS(E) _

1
D’aprés la question précédente, | Uk+l_a|55 |Uk-a|_
1 1 k
Donc | Uk+l_a|55 (5)
1 k+l
—_ <( —
| Uil 0.|_(2) .

N
Par conséquent, pour tout entier natureln, | Up-al< (5) .

1 ]
d -l1<—<ldonc lim (—)n=0.
2 n—+w 2

Donc _lim Up=a.
n—+w
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= 1 |
(l)" <10 3<::~ nln(—z—)s -31In(10)

1 .n .
e) Ilsufﬁtque(-é—) <10

_ -3In(10) |
< T

31n(10)
>

& n 2 .On obtient p = 10.
In(2)

@ PROBLEME

Partie A
PQ

B = bar {(P; 1);(Q ; -2)} donc PB=2PQ

1. a) A=bar{(P;1);(Q;2)} donc PA =

w | N

N

b) Me(I Mp—z
) Meg( )@MQ—

& (MP +2MQ)(MP -2MQ)=0

© 3IMA.(-MB)=0
< M appattient au cercle de diamétre [AB]
Donc, (T') est le cercle de diamétre [AB]

¢) Voirfigure.

Partie B

1. Voir figure.

2. OnaK milieu de [AC] et I milieu de [AB].Or AB = AC donc AK = Al

e _ ’1;
Deplus (ALAK) = (AB;AC)="
3

Par conséquent le trian ge AIK est équilatéral de sens direct.
Par ailleurs D sy I'image de K par

Les points A et 1 gn- 2 la sy métrie orthogonale d’axe (AB) . ADles
=3 e ant invariants par [a s métrie d’ ils’ it que le triangle €S
équilatéral de sens direct. p ymetrie d’axe (AB), il s’ensuit qu g
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Le triange ABC est équilatéral de sens direct et K est le milieu de [AC| donc (BK) est bissectrice de

S RA - oA T ) —— 7
Pangle (BC;BA) . Par suite, Mes(BC;BA).:; implique Mes(BK;BA)=—.
‘ 6

-

par ailleurs, D est le symétrique de K par rapport a (AB) donc BD = BK et Mes(BK:BD)= E
3

On en déduit que le triange DBK est équilatéral de sens direct.

a) RIORO , RJORO et RKORO sont des composées de deux rotations de centre distincts

n 2n
dont la somme des mesures des angles est —+—=11.

Par suite, RjOR (5, RjoR(y et R OR sont des rotations d’angle m, c'est & dire des symétries

centrales.

b) ABC est équilatéral de sens direct et de centre O.
Donc, Ro(A) =B, Ro(B) =C et Ro(C) =A
Par ailleurs, les triangles IAD, JBE sont équilatéraux de sens direct

Il en découle que : RjoR 4 (C)= Ry (A) don, RioRG (©)=D.
RJoRO (A)= Ry (B) donc, RJoRO (A)=E
RKORO(B)= Ry (C) done, RgoR(y (B) =F.

¢) Onrappel que toute symétrie centrale s est telle que s = S-I.
D’aprés ce qui précéde, RIORO (C)=D
Donc, RIORO (D)=C
R (D)= R[“I(C).
R (D) =E.
Parailleurs, RjoR§ (A)=E  donc RjoR( (E) = A.
Ro(E)= RJ_l (A).
Ry (B)=F.
Enfin, RKoRO(B) =F donc RKORO(F) =B.
R (F) = RK—I(B)
RO (F) =D.
En définitive, R (B) =F, Ro(F)=D et Rp (D) =E.
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R

4. a)Ona RO(D)zE, RO(E)=F et RO(F)—_-D_

stant des points E,F e D. .

i est équidi i ) )
Par suite, O ; le centre du cercle circonscrit au triangle DEF,

Par conséquent, O est

b) Rp(D)=E. RoE)=F e Ro(F)=D

N NETNCh o == ——
Puisque les rotations conservent les angles orientés alors, (DE;DF) = (EF, ED) = (‘FBF\‘E)

Donc. le triange DEF est équilatéral.
De plus Ry est une rotation d’angle droit
On conclut que le triangle DEF est équilatéral de sens direct.

Partie C

1. O estinvariant partoute similitude directe qui transforme ABC en DEF
Il s"ensuit que, O est le centre de toute similitude directe qui transforme ABC en DEF.

2. a) Oest lecentre du triangle ABC donc, OA = OB = OC
O est le centre du triangle DEF donc, OD =OE = OF.

. OD OE OF
On en déduit que = =
: OA OB OC
b) r(A)=B,r(B)=C,(D)=E,r(E)=F & r(0)=0

——

Donc, (O_A‘;aé) = (-0_]5;(_)—5) = -2_5.

Par suite, (&\—;O_.D) = -(O—B‘;O—E‘)

Pa:aiileurs, (E)T?I,(_)E) = (_aé,;a:.) — 2—37t

I1 s’ensuit que, (E)E; 65) = (66;(715)

En definitive, (OA;OD) = (OB;OE) = (OC: OF)

3. $1 la similitude de centre O qui transforme A en D

OD ——
Donc, le rapport de 3] est a et I'angle de 8) est (OA;OD)

Ona OE—OD 6—8‘_’ A
OB oA et ( ;OE) =(0A;0D)

Par conséquent, E est I'image de B par s,
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F OD —_ =
e méme, 9—- =— et (OC,OF) =(0A;0D)
b oC OA
On en déduit que : F est 'image de C par SI-'
est une rotation de centre O

a) 52
L'angle de Sy est ((TA.;—OE)

ona: (OA;OE) =(b75.';O—D')+((T);(_)_é)

—

e —— 2
- (OA:0D) + ?"

Donc, 'angle de 52 est la somme des angles de s1 et de la rotation r(O;_2_TE)_

o) oD
Le rapport de Sy est — = ——x1.

OA OA

Donc, le rapport de S, est le produit des rapports de $) et de larotation r(O;E.)

P 2n
En définitive, Sp ets;or (O ;T) ont le méme centre, le méme rapport e le méme angle.

Onen déduit que: s, = s;or O; %TE)

Par ailleurs, 53 est une rotation de centre O.

L'angle de S4 est (6;3:,67‘-)

Ona: (OA;OF) =(0A;O0D) +(OD;0F)

—— 7
= (OA:0D) — ?"

: _ 2n
Donc, I'angle de 54 est la somme des angles de §) et de larotation r(Q;-—)

OF OD
Le rapport de 53 est — = — x|

OA OA

2n
Donc, le rapport de Sq est le produit des rapports de S et de la rotation r(O; - ?)
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{
En définitive, Sy ¢t s|or © ,—-?'E) ont le méme centre, le méme rapport et le méme angle ’,‘
) 2n) '
On en déduit que : S3 =Slor(0 F 3 }L!
2n _2_’£ /
b) S22 =s5,0r (O 55 )os|or O; 3 )
= 5,080 O; ——)or O; ——) j
/
——— /
=Sl OT(O y 3 ) j
3 ;f’
Donc, Sy =5 952 ‘:
2n . 2n /
=5 %0r (03— Josjor (0357)
2‘]'[: . 27: ;,d{
=512051r(0;——3—)0r (O ’_3—-) ‘:!
_.3
= S]. 2
2n . 2m /
Par ailleurs, 532 =s,0r (@ ;—T)oslor (O; ——3—)
2n 2n
:sloslor(O;——)or (O',——S,—) !
=5 or (O;—= 2“ 4
. 3 2
Par suite, 53 = S3 033
2n
= slzor (O ;E)oslor (O;- ——)
=8 os r(O )0 r(O; ———)
_ 3
=5 .
Partie D
1. Ona (OA;AD)=(OA;AB)+(AB;AD)
— (AO;AB) + 1+ (AB; AD)
— — —_— T
La droite (AO) est la bissectrice de I’angle orienté (AB;AC) donc, (AO;AB) = -g.
324.
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Par ailleurs, D= S(AB)( K ) implique (AB;zrD) _ (KE;A_l—(.)_

orKel AC| implique (E;R):(Kﬁ;x‘c’):%
— n . i
par conséquent, (OA;AD)=——+q——
6 3
= T
>

On en déduit que les droites (OA) et (AD) sont perpendiculaires.

5;(A ) = D implique que les droites (OA) et (AD) sont perpendiculaires.

Par conséquent, Sl (D)= A2 implique que les droites (OD) et ([)A2 ) sont perpendiculaires.

a) (I est le cercle de diameétre [AB]

Comme s;(A)=D et $;(B)=E alors I'imagede( I') par S est le cercle de diamétre [DE).

b) D appartienta(I") donc A2 appartient au cercle de diameétre [DE].

Construction de A2 : A, est autre point d’intersection de la perpendiculaire 2 (OD) passant par D et

du cercle de diamétre [DE].
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DEVOIR N° 26

= 2Un+1+81n\/5

i VI'IEN' Vn+1
1
=2( —Un-ln2) + 81n\/'2_

- Up -2n2+ 81ny2
- U - 4Iny2 + 81ny/2

= Un + 41“\/5

= l( 2U_ +8 !ns/i )
2 n
1 - .
= — Vp .D%u (V) est une suite géométrique de raison —
2

Premier terme : VO = 2U0+3|nJ2— doil Va = 6ln2

‘ 1 1 !
2. a) VneN, Vn=(5)“ Vo : Vi =(61n2)(5)“;Un=(3(5)“-2)ln2.

| . 1 .
b) -1 <— <1 donc lim (E)n =0; lim (6ln2) %) -0
_— n—+00 n—+c0
Onendéduitque lim Vp=0et lim U, = -2In2
n—»+0 n—+c0

3. a) §, =Vo + Vj+ ... +V .

Sn est lasomme des n+1 termes consécutifs de la suite géométrique (Vn) de raison —
o

1_(_1_)n+1

[Is’ensuit que : S = 6In2

1 ——

2

... l
En définitive, Sn = (12In2) (1- (E )n+l )
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b) Effcctuons un misonnement par récurrence.

!
Sy = Ug © (6!:12)(1—(5)0“)—,2 ©+1n2 = U,
|
Donc, S'0=(61n2) (1 —(—)0‘{-l )— 2(0+1)In2.
)

1
Suppasons pour un entier naturel k>0, S 'k = (6In2) (1 —(-2-)“-l )— 2(k+1) In2.

S'kt1 =Sk + Uy
Nt i 2 |
S =62 =(=)* Y Z2k ey 2+ 3 (=) - 2)in2 ',
2 2
| K |
=6ln2 (1 -2(— )1+ ok s 1any 2+ 6 (=) KF 1!
2 2

|l
= 6]n2(1—(-2—)k+l+1)—~2(k+l+l)|n2. ;

n+l

1
On conclut que pour tou entier naturel n, S'c =6In2(1-(=)"  )-2(n+1)In2.
f 2

Autre méthode pour la question 3b)
VneN, Vy = 2U_+81ny2.

I
U, =5 Vq-2in2

S'n =U0+Ul+...+Un.

Co I 1

S'n =3 Vp-2n2+5V ~2In2+...+5V, ~2In2. !
l i

S'h :E(VO +V1 +...+ V) =2(n+1)In2. Les termes égaux a 2In2 sont autant que les termes de la

1
suite (Vp)- Donc, Sy = 5 Vg +Vp+tVp) -2+ D)in2.

1
On conclut a I’aide de la question 3a) que : S',; =6In2(1 —( 5) l-H-l) —2(n H)In2.
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2

G

1. a) P(A)=-—5-=0,42.

Cla
11
xC, -
b PR =By CP =0,32
C2

2. Soil'événement C:« Konan réussit I’épreuve »
C=AUB avec ANB=¢ donc P(C)=P(A)+ P(B)

P(C)=042+0,32
P(C) =0,74.

3. a) Laprobabilité que un éléve réussisse I'épreuve est 0,74,
Donc, la probabilité que seulement les deux premiers interrogés réussissent I’épreuve est

0,74)2x(026)* , soit 0.0025.

b) On a un schéma de Bernoulli 4 6 épreuves et la probabilité du succés dans une épreuve est 0,74.
Par conséquent, la probabilité que seulement 2 d’entre les 6 éléves réussissent I'épreuve est

C2(0,74)°x(026)", soit 00037,

@ PROBLEME

Partie A

1. a) Voirfigure.

ST — T
b) c(M)=K implique KC= M et Mes(CM;CK)=—3~.

Donc, le triangle KCM est équilatéral de sens direct.

==k 2n
) 1, (B)=C implique Mes(AB :AC) = %

—_—

2n

e —— 27 e —
OnaMe[AB]A ;B} donc (AM ;AC) = Y puis 2(AM ;AC) = - y

Par ailleurs, le triangle KCM est équilatéral de sens direct.
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Avomaths Terminale C

-2 puis 2(KM ;KC) =- =%

o~

3

-

e ——

Par conséquent, 2(KM -:KC) = 2(AM ; AC). |
De plus KCM est un triangle donc K, C et M sont non alignés.

Il s’ensuit que les poin

d) Ona MesCAK=

ts A, M, K e C sont cocycliques.

mes KAM et M e[AB]\{A :B}.

Donc, mes CAK =mes KAB
Ainsi, (AK) est la bissectrice de I'an gle CAB.

Par ailleurs, Tp (B) =

On en déduit que (AK)
Par suite, K appartient

2. a) Ona K

N

K

g“ﬂl\

K
C| B
E

O an

3. Ona: g (©)=B donc

C donc ABC est isocéle en A.

médiatrice de [BC].
i la médiatrice de [BC].

rg est une rotation donc elle conserve les angles orientés

KCM a pour image KBF par 1.

Comme KCM est équilatéral de sens direct alors KBF est équilatéral

de sens direct.

(I') est 'imagede (I'') parry .

Comme I est le centre de (I') et Jle centrede (I'') donc ne (I)=1.

KC=KB.

KCM équilatéral donc KC = KM.

Par suite, KB = KM.
Par conséquent K e (D)

Par ailleurs, Ae (I'), Me (I') et 1est le centre de (I") implique Al =IM.
Il en résulte que 1 appartient 4 la droite (D").
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partic B 5

l
rJorl(M)="J|rl(M”‘ l
Ona KCM est équilatéral de sens direct et de centre 1. ,
Donc, T (M=K.

1.

. |
De plus, KBF est équilatéral de sens direct et de centre J donc rp (K)=B *l
i

En définitive, rjor (M)=B

2. nofq est lacomposée de deuxrotations de centres distincts dont la somme des angles est

% Im_ 2n .
2n + === —— .Donc, rJ or] est une rotation d’angle - E

n 1
3 3 3 3 ‘

3. (A") est I'imagede (1J) par larotation de centre J et d’angle it
K]

(A) est I'image de (1J) par la rotation de centre I et d’angle - r )

4. rJOTI= SAIOSIJOSIJOSA
= SA'OIdOSA‘
On en déduit que l'JorlzsA.oSA. ‘ |‘

5. rJ:SAIOSleOHCJ E(A’)
De plus, rJorI=SA.oSA avec Ty oy rotation de centre O.

Donc Oe(A’).
Il s’ensuit que, (A’) est la droite (OJ).
Par un procédé analogue on établit que (A) est la droite (OI). F

-1
6. rjo g (0)=0implique 1y (0)=T1y (O).Posons O’= | (0).
De ce fait, | appartient 4 la médiatrice de [0O’].

Ona r_,“1 (0)=0’ donc] eppartient a la médiatrice de [00’].

Puisque 100" est isocéle en 1 alors (1)) est la bissectrice de angle (10;10"
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—
o ——

== g et 2r
10;1) =% 1) =-2% (1)
Par conséquent, (10 1) = ou (10;1)) 5
.__—"__%—

Par ailleurs, (1J) est la médiatrice de I'angle (JO;JO"Y).
e — — _— i?t

—= : I,
(JO;J1) =-§ ou (JOJD) === @

-

Donc,

des mesures des angles non orientés du triangle I0J ne peut étre égale d —_
Aucune des

11 en résulte que le triangle 10J est équilatéral de sens direct.

10J est &quilatéral. Donc, O appartient a la médiatrice de [1J].

7. . ~ - . d []JJ
Puisque e (I) = J alors K appattient ala médiatrice de [1J].
Il s’ensuit que (OK) est la médiatrice de [17].
Par ailleurs, I'J o rI (M)=B ou I‘J o r] est une rotation de centre O.
Donc,O€ (D)
De plus, Ke (D)
Par conséquent (OK) est la droite (D).
On conclut que : (D) est la médiatrice de [1J].
Partie C
1. (D) médiatrice de [MB] donc (D) L (MB).

(D) est la médiatrice de [AM] donc (D') L (AM)
De plusM e(AB) .
On en déduit que les droites (D) et (D') sont paralléles.
Il en résulte que f est une translation.
f{A)=s0s’(A)
=s[s’(A)]
=sM) car (D') est la médiatrice de [AM].
Donc, f(A) =B car (D) est la médiatrice de [MB].
Par ailleurs, f(I)=sos’(1)= s[s’(1)] car I appartient & (D".
Par conséquent, f(I)=J car (D) est la médiatrice de (.
f translation et f(A) =B, f(1) =J ainsi E = Ej .
On en déduit que IABJ est un parallélogramme.
a) f(I)=1J, f(A)=B, Iest le centre de (I et Ae(I)

Donc, I'image de (I ) parf est le cercle de centre J

Par suite, (I"')est Pimage de (") parf.
Par ailleurs, f(A)=B.

2n
3

passant par B c’est a dire le cercle (I'").

Donc, 'image de (AB) par Ia translation f est |a droite passant B et parallele a (AB).
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btient la droite (AB). o
:I)r::no résulte que (AB) est globalement invariant par f,

f
(AB)| (AB).

Oy aT"
De plus (AB) N (I) = {A M} (AB)N(I™) = {B M’} et flA)=B
Donc, fM)=M".

p) Ona

e (D)

(r
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DEVOIR N°27 |

1. Vxe R,gk(x) =x2 -—kx+2;gk '(x) =2x—k;gk "(x)=2
Donc,Vx € R,gk "(x)-—ng '(,r)+gk(x) = 2—2(2Jc—k)+x2 —kx+2 [
= X% —Ax+ 4+ 2k —kx

= (x=2% —k(x-2)
=(x=2)(x-2-k).

On conclut que pour tout nombre réel k, 8, est une solution sur R de I’équation (E).
2. a)(E": y"—2y.'+y =0 y"—-y-(y-y)=0
SO=»'-(y'-y) =0.
S (F)iy'-y=Ae*;4e R car y'=y solution de I’équation
différentielle u'-u = 0.
b) Vxe R, h(x) = A_rex;h (x) = (A+ Ax)e™
Donc: Vx e R, h{(x) —h(x) =(A+Ax)e” —Axe * =Ae * llen découle que 4 est solution sur & de (F)
3. a) f—h estsolutionde (F") < Vxe R,(f-h)(x)-(f -h)(x)=0
SVxeR, f(x)-f(x)=h '(x) = h(x)

S Vxe R, fi(x)- f(x)= A", Ac R.
<> f est solution sur & de (F).
On en déduit que f est solution de (F) siet seulement si f —h est solution de (F"

b) Les solutions sur /£ de (F") sont les fonctions x - Be™ of Be R.

Soit f solution sur & deI'équation (F).Ona: Vxe R, f(x) —h(x)=Be':Be R.

f)=(Ax+B)e* . Ac RetBeR.
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v

ions sur R de I"équation (F) sont les fonctions x - (Ax + B)e™ ol Ac R:B e R.

Donc' [eS SOIUt
que les équations (E) et (F) sont équivalentes alors les solutions sur & de (E") sont les

Puis
x;-;(Ax+B)ex ouAe K;Be R.

fonctions

En s'inspirant de la question 3b), les solutions sur /£ de (E) sont les

X
fonctions X P (Ax+ B)e” +8, (x) od Ac R et Be Rike R.

Déterminons les nombres réels A et B tels que hk (k)=0et hk k) =k
Vx e R”’k (x) = (Ax+B)ex+gk(x) olAe R;Be Rk eR.
Ona: Vxe R, I (x) = (A(x+D) +B)e” +2x—k
h(K)=0  |(Ak+B)ek+2=0
Donc, =0 k
hy (k) =1 ((Ak+A+B)e" +k=k

j Ak+B=-2¢"%
(A(k+1)+B)ek =0
k

=

- Ak+B=-2¢"
B=—A(k+1)

{A=Ze_k
Lol

B=-2(k+1)e ¥ |

Il en découle que: Vx € BBy (x) = 2xe % —20k + e *yeX +x% —hx+2

1. a) Premiére méthode.

-2
Vn=2etVx=0, (x+1)" =(x+1)2(x+1)"

Ona: (x+l)2 >2x20 e (x+ l)n—z 21 donc, (x+1)2(-x+1)n_2 22x

< n
Par conséquent, (x+1)" =2x
Deuxiéme méthode: Utilisons un raisonnement par récurrence

Ona (x+1)% 2 2x

335

Scanned by CamScanner




P——"

N

Avomaths Terminale C '

¥ > 2x

—~

pasons que pour un entier k>2, (x+1

Sup )
(x+l)k+l=(x+l)k(x+l).0na x+121.0r (x+1)" >2x
1

k+
e, (x4 DF(rD) 2 2% Nsvensuitque (x+ D" 2 2x

En définitive, étant donné un nombre réel X , pourtout entier naturel n > 2 (x+ l)n 55 j
Troisieme méthode Utilisation de la formule de binéme de Newton. = Zx l‘l

n
(x+])" =]+nx+...+x avec x20.

Done, Or n > 2 donc, 1+ nx 2 2x.. On conclut que : (x+1)"=1+nx 7’
b) Vx=21,In(x) >0 .Puisque (x+l)M 22x alors 2xlnx <(x + ])n In x

2. a) Vrel0;+, f(t)=2tInt i

X X
b) WV:=1, 2!lnts(t+l)" Int donc, [2 finedr < [ (2 +1)" Intds.
1 1

2 :"l

o N _ x 2 U x + 2 P
na: IZl‘lnx‘aﬂ‘—-[f(t)]1 =[t"In —E]I donc, f21‘]ntdt=x Inx-—_,_ !
1 1 2’
2 X2 1 X n i
On en déduit que : X |nx——2—+§SI(t+l) In tdt %
1
2
. x7 1 . 1.1
3. lim lenx———+— = lim x2(lnx——)+—
X400 2 2] x>t 2" 9
2 i
. |
Ona lim lenx—f—-i—— =+,
X—>+0 2 2 b
X X N _ x -
Comme, [2tIntdt < [(t+1)" Intdt alors, lim | [(t+D)"Int | = +oo.
1 1 X—+0\ |
@ PROBLEME
1. a) Soit M(x; y) un point duplan et H son projeté orthogonal sur la droite (D).
MF '
M(x;y)e(P) & — =1 )
MH
< MF = MH
336
44

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C ‘
|
f

& =D+ (y+1)? = (x+2)2
& (y+1) = (x4 < (x-1)2
& (y+1)% =32x+1)
Q(Y+l)2~6x—3=0

b) M(x;y)e(P)<:>(y+l)2=6(x+|5) i

1 o
Posons X =.1'+E ety =y+1 et soit S(—E;—l) Ona (X,Y) coordonnées de M dans le repére

- = . 2 ; P - -
(S,u,v). Parsuite, Y™ =6X est I'équation réduite de la parabole (P) dans le repére (§,u,v) donc
S(.__l_;—l) est le sommet de (P) .

2

‘_
2. a) z'=¢€ " 2z

x'+iy'=—;—(l+i«/§)(x+iy)
x'+iy'= %(x+iy+ixJ§— y3)
x'=%(x-yxf3_)

L | l 1 - , - ,
X'ty = E(x_ y\[g)+i(y+x-/§)l .1l s’ensuit que : vn_i(x,f37+y)
J _2 ]

l ] ]
llendécouleque:x=%(x‘+y'«/§) et y=§(—-x 3+y").

b) L’image d’une parabole par une rotation est une parabole. 11 en découle que (P") est une parabole.
MeP) o (y+)>-6x-3=0
1 1 2 | ng)_')’zo
M e(P) o (z(=x'B+y)+D" -6z (Y :
Me(P)& %(31‘2—2x'y'sj§+ )v‘2)+(—x‘J§+ y)+1 -3x'-3y'3-3=0
M e (P) o 3x P4y 2o 2x'y' B-(12+4)x'+(@-12{3)y'-8 =0.
2 — . —
On en déduit qu’une équation de (P) est 31’2 +) "21)’\6—(12"'4*5)?""'(4 1243)y-8=0
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] 1.3 V3 1 |
3. a)z ‘('+"/-)(’_")-'Z+ - (”“—) -~~+£—i(l V3 '
2 4 2 2 + ?) !
b) Med)=>Me(d)
= %(—x'ﬁw* y')=-
&> —x'y/3+y'+2=0.Donc,une équation de (A') est ~ x,f3 y+2 /
=0
2
4 @ lim g ()= lim (- 1+V6x+3) =40 et lim 51 _ i e
x—Heo *=to X+ T =0 |
x ,
Par suite, la courbe (Fl) admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses !
v J '-+oo[ ) = o>
b) X € 2; ,g] = 76x—+3 )
Par conséquent, la fonction 8 est stricternent croissante sur ]—%;m[.
Tableau de variation de g I
1 i I
* ) ' +00 }
gl (x) +
|18
+00 '
i
gl (x) )
-1 g
2 |
1
a) Vxe [—5,4@[ 81 (0 + 87 (x) = =1+ N6x+3 —1-/6x+3 = -2 =2x(-1) d
= 2 X ("‘l) . f!z(\
Donc, les courbes (I"l) et (Fz) sont symétriques par rapport a la droite (A). )
b) Voir graphique.
1 , : -
Vxe J_f’m[ ,G'(x) =4/6x+3, Dene, G est une primitive de sur J—%;M[ de la fonction
6x+3
338
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1. o e(P)e (y+)F-6x-3=0

2
Vxe[—-%;*m[,()""]) =6x+3 y+1=6x+3 ou y+1=-J6x+3

< y=-1+J6x43 ouy =—1-/6x+3

< y=g(x)ouy=g,(x)
11 s’ensuit que, étant donné un point M(x;y) duplan, M € (P) = M e(l"l) ouM e(I‘Z)
On conclut que : (P) =(I")) W(T',).

0
8. a) A(A)=,Il(gl(x)f32(x))dx

0
=2[ J6x+3dx
A

0
= [%(2x+1)\/6x+3],1 . 2_‘3/_3 - % (24 +1)61+3

2
b) limlA(}t)= lim (——(2A+1)J61+3)=¥
l—)——z )L—)—-li 3 )

9. r est une rotation de centre O et les droites (OJ) et (A) sont perpendiculaires.
De plus, ladroite (A) a pourimage par larotation 7 ladroite (A") . On en déduit que I'image dela
droite (OJ) par larotation 7 est ladroite passant par O et perpendiculaire 2 (A") . Or la droite
passant par O et perpendiculaire 4 la droite (A') est ladroite (BC) alors, (BC) est I'image de
(OJ) par T.

Par ailleurs, une rotation est une isométrie donc, r* conserve les aires.

Par conséquent, I’aire de la partie du plan délimitée par I'aire A delaportion du plan délimitée parla
droite (OJ) et la parabole (P) est égale aI'aire A’ delapartie du plan délimitée par la droite

(BC) et I'ensemble (P").
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GY)

(P)

“
- wm -
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DEVOIR N°28

1. a) u0=4 donc u0>0.
Supposons que pour un entier naturel k >0, uk>0
uk+1=ln(uk+1).0na uk>0donc 1+ uy > 1 et ln(uk+l)>ln(l).

Par suite, U1 0. En conclusion, pour tout entier naturel n, Up >0.

b up —u . =up-Inl+uy).
Soit la fonction h définie sur] - 1; + oo | par h(x) = x—ln(1+x)

Vxel-1;+o[, h’(x)= X

X+1
I1s’ensuit que la fonction h est strictement croissante sur ]0;+o0].

Ona h(]0:;+e[)=]0;+w] et upn >0 donc h(up)>0 ;cest-a-dire up —ln(1+un)>0.

De ce fait, Up —un+1>0.donc up >un+l'

On en déduit que la suite u est décroissante.

2. VneN, up>0 donclasuite (u) est minorée.

La suite u est donc décroissante et minorée. De ce fait la suite u converge.

3. v ,U>0et L= lim u, .Donc L>0.
nel, Up n—+w N

Or f est continue sur] -1 ; + o [ done f est continue en L,alors f(L)=L.
Par conséquent L vérifie I'équation f(x) = x.

a) La fonction gest strictement croissante sur ]=1; O[ et strictement décroissante sur ]10;+c0 .

b) g(0)=In(140)-0=0 .

gest continue et strictement décroissante sur 10;+00].

g(]0;+w[)=]-0;0] . Donc gréalise une bijection de] 0 ; + oo [ sur | — oo ;0
Puisque 0g] — o ; 0 [alors I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans] 0 ;+ o [.
Par ailleurs, g est continue et strictement croissante sur]— 1;0] .

Ona: g(]-1;,0[ )= | - ;0[.Donc gréalise une bijection de] — 1; 0 [ sur] - 0.
Comme 0g] -0 ;0 alors I’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans] - 1;0 [.
I1 s’ensuit que, 0 est I'unique solution de I’équation g (x) = 0 dans -1:+ ]|
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g(x)=0 e (l+x) - x=0

o In(l+x)= X

& f(x)=x.
Donc 0 est également I'unique solution de I'équation f{x) = x et L vérifie I'équation fix) = x
11 s"ensuit que L= 0.

§. Pourtou X€]- 1,01

| 1. Chacun des 3 éléves peut recevoir le prixdoncona une expérience équiprobable, L univers () "
. Tensemble des distributions passibles sachant qu’un €léve peut recevoir 0a 5 livres,

5
Donc card(Q) = 3™
2. a) Dans ce cas, un éléve regoit 0 livre, un autre 2 livres et le dernier 3 livres.

On obtient 3! fagons de faire ce choix.

2 A3 :
Pour chaque choix, ona 1 x Cz x C3 distributions possibles.

Par suite, card.(A) = 3 !x1 x C‘S’Z X Cg.

60
Par conséquent, P (A) = ——
243

20
81

b) Dans ce cas un seul éléve regoit un seul livre. L}

On a 3 possibilités de choisir cet éléve a qui on a CS possibilités de lui attribuer un livre. !

2 2
Donc, C4 fagons pour le second et C2 fagons pour le troisiéme. i
2
Dol card.(B) = 3x C5 xCy x Ca 1
ParsuitcP(B):ﬂzﬂA ‘
243 27
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|'événement « Une fille regoit exactement deux livres ».

2 A3
Ona Cardcz C5X2 .

e

4. Ona unschéma de Bernoulli & 4 épreuves et lors d’une épreuve, la probabilité du succes.

(une fille gagne exactement deux livres) est — .
243

80 8
Donc la probabilité recherchée est C}’l X x(1- - )3 c'est-a-dire 04.
243 243

5. a) Une fille peut recevoir 0 a5 livres d’o les valeurs de X sont 0, 1,2, 3,4 eth.
(X =0) =« lafillen’a pas de livre ».
Les livres sont donc repartis entre les garcons qui sont au nombre de 2.

2 32

Il s’ensuit que, P(X=0)= —— = ——.
243 243

(X =1) =« lafille aexactement un livre ».

4 80
Card (X =1)=5x2 donc P(X =1) =——.
243

80
Pour (X =2), voir la question 1c) donc P(X = )= —.
243

(X =3) = « lafille a exactement trois livres ».

40
Card (X =3) = 22x Cg donc P(X =3)=—.
243

(X =4) = « lafille a exactement quatre livres ».

4 10
Card (X =4) = 2x C donc P(X =4) =—.
243

1
Ona:P(X=5)=—.
243
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La loi de probabilité est consignée dans le tableau ci —dessous
" 0 1 2 3 4
30 80 80 40 10

243 243 243 243 | 243 | 3p3
5

405
b) Onobtient E(X)= — =—.
243 3

P(X =x)

@ PROBLEME
Partie A

1. Voirfigure

2. SO)=A et I)=Bdoncl'angle de S est (Ol ;AB)

— e

R (OI;AB) = (IA;AB) carle[OA]

? ﬁ—(ﬁ;;\—l—)

Le triangle IAB est rectangle isoc¢le en I et de sens direct donc (E;ﬁ) =

& A

—~

; — —  3n
il Donc, (Ol ;AB)ZT.

3n
' Par conséquent, I'angle de S est T
|

, ! 3. a) QestlecentredeS.

—_—

3_1:
4

T

2(Q0; QA) = -

S(O)=A donc (Q—O ,?A:) =

Soit K le milieu du segment [AF]. Le triangle AOF est rectange en O.
Donc, K est le centre du cercle circonscrit au triangle AOF.

——

- =—— T
L Le triangle AOF est rectangle isocéle en O et de sens direct implique (KO;KA) =

| Par suite, 2 (Q0 ; QA)=(KO ; KA)
i On en déduit que Q appartient au cercle (C’).
’

* 344
Ll 4__4

Scanned by CamScanner



Avomaths Terminale C

Par ailleurs, S (1) = B donc (Eﬁ;Q—B) _ 371:

Considérons Ele milieudu segment [AB]. Le triangle 1AB est rectangle en [
Donc E est le centre du cercle circonserit au triangle IAB.

—
——

Le triangle IAB est rectangle isocele en 1 et de sens direct implique (E[ ,Eﬁ) == .

En définitive, 2 (QI;QB) = (EI ;EB)
1l en résulte que Q appartient au cercle (C).
Par conséquent, le point Q appartient aux cercles (C) et ).

b) (C) cercle circonscrit au triangle IAB et (C’) cercle circonscrit au triangle AOF donc A appartient a
I'intersection des cercles (C) et (C*)

Deplus, (O )=A
Donc, Q est distinct dupoint A. On en déduit que Q est I'autre point d’intersection des cercles (C) et (C’).

Partie B

1.

AO =0, B0=I et Al =A.
Les points O, A et B sont alignés donc les points AO , BO et AI sont alignés.
Suppasons pour un entier naturel k >0, Ak ) Bk et Ak+la]ignés.

0naS(Ak) :Ak"'l‘ S(Bk)=Bk+1 et S(Ak+])=

La similitude directe conserve I’ alignement.

Ak+1)+1 -

Puisque les points Ay , By et Ay sont alignés alors les pointsAp 1, By et A(k+l)+l sont

alignés. En définitive, pour tout entier naturels n, A, , By et An+l sont alignés.

3n

) =
n+l 4

X 3n
S(Ap)=Angp = A 30A,p) =~

Par suite, (flAn;QAn+2) = (QA, ;QAn-i-l) + (QAn+1;QAn+2)

3t 3n
= — + —
4 4

v n
On en déduit qu’une mesure de (QAR; QA 1) est 5
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a) BO=I, Al =Aect B]=B

Le triangle IAB est rectangle isoctle en T et de scns direct.
J «

Done, le triangle BO A] BI est rectangle isocele en BO et de sens direct .

Supposons pour un entier naturel k>0, By Agt1 By est rectange isoctle en Bk €l de seng ¢
reqt,

ona S(B) =By p+ SCAKLD = Adcatyel & SBry =By

La similitude directe conserve les angles orientés.

Or letriangle B A4 B| 41 est rectange isoctle en By et de sens direct.

par suite le triangle By | Ay )41 By 1)41 estrectangle isoctle en By | et de seng direc,

En définitive, pour tout entier naturel n, By An+l Bn+1 est rectangle isocéle en B, etde NS direy

b) Bp A, Bpy est rectangle isoctle en By et de sens direct.

|
n+an+1) = _Z :

—_—

11 s’ensuit que, (An+an A

n
2(AgBnsA By = Y (1)

Par ailleurs,
S( Bn)=Bn+1 implique (QBn,QBn+1)= 7

2(QB;0B 1) = —% @

Des églités (1) et (2),0n a 2(A | By;AL B )= 2(QBp; 0B ).

De plus, By, An+1et Bn+l"°“ alignés.

Par conséquent, pourtout entier naturel n, les points Q, By, An+1 et Bn+1 sont cocycliques.

Q) appartient au cercle circonscrit au triangle B An+1 Bn+1.

Letriange By A | B . estrectangeen B,.

Donc, le cercle circonscrit au triangle Bn An+l Bn+l est le cercle de diamétre | An+l Bn+1 ].

Par suite, le triangle Q An+1 Bn+l est rectangle en Q -

On en déduit que les droites (Q An+l ) et (Q Bn+1 ) sont perpendiculaires.
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§# =505080S: §* = (SaS)o(Sos).

a)

S(O)_._Ae[s(l)=Bdonc, lerapportdeSestﬁ_B__

0)|

[l s’ensuit que S est la similitude de centre, de rapport LA.E et d’angle 3_7[
4

Donc, SoS est la similitude de centre Q ,de rapport (E)z et d'angle — n
0)|

Et (SoS)o(SoS) est la similitude de centre Q , de rapport (2)4 et d’angle .
0)|

On en déduit que S4 est ’homothétie de centre Q ,de rapport (£)4_
[

b S*(Aq)=S0S0S0S (Ap)
SoSoS (S(Ap)
S0S0S(A ., 1)

= S0S(S(A 1)

=Ang

Puisque S4 est une homothétie de centre Q et S4(An) =A qalors les points Q, Ay et AL 4
sont alignés.

6. Voir figure.

Partie C

1.

a) L'affixede A et 2
L’affixedeBet 1 +1i.
b) S(0)=A, S(I)=B et I'écriture complexe de S est de la forme z’ = az + b avec aeC* et beC.

Done, Zp =2z +b et zg=az| +b.

Par conséquent, z’=(-1+i)z + 2.

Q est le point invariant de S.
Donc, Zq) = (-1 +i)ZQ +2

4 2,
On en déduit que I’affixe de Q est g + ;1.
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AB
a) 82 est une similitude de (---—--)2 et d’angle zxﬂ_
Ol 4
1AB est rectangle isocéle en I implique AB = \/_2- Al

AB \/—

—=-\n

Ol
Donc, Le rapport de 82 est (\/5)2.

Il s’ensuit que §2 est de rapport (\E)Z et d’angle Ix2x7

—
4
Suppasons que jusqu’a un entier k>2, Sk est de rapport (\/E)k et d’angle 3kn
) 4
Ona: SK*1 =SkOS-

SkoS qui est une similitude de rapport (\E)kxﬁet d’angle %E N 3n
. 4 4"
Donc, Sk+l est une similitude de rapport (\/E)k+l et d’angle E(k:L)TE
PR

En conclusion, pour tout entier naturel n 22, le rapport de

b) S"estla similitude de centre Q de rapport (\/E)n et d’angle in_n

4
j3nn
Son écriture complexe est de la forme z° = (\/E)n e 4

13m
Ona z’=(\/5)n e 4" 240

2= (-1+1)" z+b (1)

Z+b ol beC,

Par ailleurs, z¢y = (-1 +i)”zQ +b (2).

Des relations (1) et (2), on déduit que z’= (-] +i)n(2—2Q) +20.

a) Pour tout entier natureln. d, = | z —-Z |
» n B .
nApy
B, An+1 Bn+1 est un triangle rectangle isocéle en B, .
Donc, Bn+1 A(n+])+1 B(n+1)+1 est un triange rectangle isocéle en B

Par conséquent, An+an+1 = \/5 An+an (1)

n+l°

348
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=2 A

parailleurs, SCApy 1) = Ay 1)1 © S(Bp )=B

E, Am+1)+1 Binel)+l (+1)+1Bne @

(n+1)+1
Donc A(n+1)+lB(n+l)+1 = ‘E An+1Bn+l 3)

Des égalités (et (3).ona: Ap By = An+1)+1Bny

A I'aide de I'égalité (1), on déduit que : A(n+l)+an+l =~/§ An+1 Bn.
Finalement, dn+l =‘j§ dp.

La suite (dpy ) est donc une suite géométrique de raison s/E

Le premier terme est dO =

Z -7
By A
A1 By

Ol
1.

nu

b) S; est unesommeden termes consécutifs de la suite géométrique (dp ).

Le premier terme de la somme S, est dl avec dl= dO JE:\E

- 2)"
Donc, Sy = 2 —¥=)

T
Z+42)—= 2)
(1-42)1+2)

~(2+2)-G2)M.
(2+2) 2" -1).
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Figure
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COURS

L’essentiel du cours sur les limites et continuité

I) Limites

pérations sur les fonctions

1) Limites €O

limf ! +® = 0 R - + 00
limg I / I + - o -«
lim(f+g) [+1" | +o - ® +© — 0
limf
l + -0 + o - ® 4555
lime
e ! >0 | <o + oo e 0
lim fg Ixl’ + o0 + 0 + 00 +® .

limf l:1# 0 |+o(ou —w) |0etf>0 |Oetf<O

1 1

lim— . 0 + - o

f 1

2) Limite de la composée de deux fonctions

Propriété : Si lim f(x) =b li X) =1 li fx)=1.
ropriété : Si xlll)na (x) et x:—n;b g(x) alors xllE)]a g(f(x))

3) Branches paraboliques.

Propriété : Soit f une fonction telle que: lim f(x) =+co(ou -
Xk—=>+00

(ou—o0)

352
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f(x)
i lim —=
(ou—)
i fx) = +e0 (ou — o), (C) ad
o Si ‘(__l_l;}]‘JO T = »{&) admet une branche parabolique de direction Péxg des
(ou—)
ordonnée en +.

0, (C) admet une branche par abolique de direction I’axe des abscisses en +oo

1) Continuité

[) Continuité en un nombre réel a

Définition : Une fonction f est continue enasi  lim f(x) = f(a).
X—a

2) Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalle K et ;a et b éléments de K .Tout nombre réel compris entre

f(a) et f(b) admet au moins un antécédent par f compris entre a et b.

3) Fonctions continues et_strictement monotones

Soit f une fonction continue.

Intervalles f est strictement croissante f est stricternent décroissante
[a:b] [f(a) ; f(b)] [f(b) ; f(a)]
[ab] [ f(a) ; xliglbf(x)[ ] ,(lir_)“bf(") »f(a) ]
< <
. : . lim f<): 1i
Jab| ]xh_l)naf(x), xly_;lbf(X) [ ] L (x); xl@r)laf(x) [
> < < >
i T | f li f(x); lim f(x
Ja; 4] ]xlﬂ)naf(x)’ xgnloo ) [ ! X oo ) xg:a o
>

Propriété : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K. Alors :
o fréalise une bijection de K sur f(K).

o f ' est continue et ale méme sens de variation que f.

4) Fonctions racines niéme

Définition : Soit n € N *,0n appelle fonction racine n-iéme la réciproque de lafonction X > X
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L’essentiel du cours sur Ia dérivation

R u eréel a.
3 wmum_nmﬂ-f-——"

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K , ¢ aeK

Définition :
. f(x)-f(a) \
On dit quefest dérivable en a si ‘lina _XT =L od Lest un nompye “
L est appelé le nombre dérivé de fen a et est noté f '(a).
f(x) - f(a)
que : Si i — = +oo(ou —o0) alors (C ,) admet
S XILTa X-a ( f) met une tangente Verticale

au point d’abscisse a.

2) Calculs de dériv ées.
1 ——B
f(x) k X xr; re Q \/; ; eX ll’lx Sinx lanx
o 0 : et l Nt X i COSX -J\
e 2Jx X2 | € % cosZ
1 u .
u uv —_ —_— Ur;r EQ*\{I} \/E eu
. - Inul
V' u'v - uv' .
v uwvtu' | -— | T 2 - -1 g’
v2 \ 7_2 . u'eu u

3) Dérivée d’une fonction composée

Propriété : Soit u une fonction dérivable en a et v une fonction dérivable en u(a).
o La fonction vou est dérivable en a

(vou)(a) = u'(a)xv'(u(a)).

o

4) Dérivation et bijection

Propriété : Soit f une fonction dérivable et strictement mono

Vx e K, f'(x) #0.
© fréalise une bijection de K sur f(K).
-1 1
o (f )= avec f(a) = b.
f'(a)
354
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s Ih réme de 'Inégalité des accroissements finis

i f une fonction dérivable sur un intervalle K. S'il existe deux nombres réels m et M tels que :
vy € K,m< fi(x) <M alors pourtou aet béléments de K tels que a<b,ona: ‘
b)- f(a) <M(b-a)

m(b—a)Sf(

L’essentiel du cours sur les primitives

1) Primitive d’une fonction

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle K. On appelle primitive de f sur K toute
fonction F de K vers IR dérivable sur K telle que : Vx € K, F(x) = f(x).

2) Ensemble des primitives d’une fonction

Propriété : Soit F une primitive de f sur un intervalle K. Les primitives de f sur K sont les
Fonctions x - F(x)+c; ceR.

3) Prmitives de fonctions élémentaires

1 1 1
fi(x) \[; X X" cos°x
| 1 1 X
f(x) | ax+c —Xr+] +cC 2,\/: Inx+c | - —— +c | € t¢ tanx + ¢
4 n-I
r+1 n—-1 x
4) Primitives et opérations sur les fonctions
r u’ ll'
Fonction | u v u+v ku;keR | u ;rz-1 | T —
Ju .0
| | 1 1
Primitive | U Y U+V kU —u 2fu | —— —
n+l n-1qu
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L’essenticl du cours sur la fonction logarithme népé rien

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition : On appelle fonction logarithme népérien et on note In la primitive de la fonction x s 1

sur ]0;4oo| qui s’annule en 1.

riété : Soit a et b deux nombres réels strictement positifs e r un nombre rationnel non pyj

Prop

o Inab=Ina+Inb

]
o In—=-Ina

a

o lnf-:lna—lnb
b

r
o Ina =rlna.

2) Etude de la fonction In

: i ' Inx
Propriété: lim Inx =+e; limInx=-; lim —
X fo X X #0 x
Tableau de variation et courbe représentative
X 0 +c0
In'x +

Inx

Propriété : Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.

o Inma=lnb&< a=>
o Ina<lnb & a < b.
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3) Fonctions comportant In

. : onction dérivable et non nulle su interv
& ; Soit u une fonction run intervalle K.
Pro iéte;

o lno,ul dérivable sur K

o (lno,ul)'=’::_

e u'
o Lafonction lnolul est une primitive sur K de la fonction — .
u

I.’essentiel du cours sur la fonction exponentielle

1) Définition : On appelle fonction exponentielle et on note exp la réciproque de la fonction In.

2) Etude de la fonction exponentielle

5 X
.. . X . X . 2
Propriété: lim e” =+« ; lime” =0; lim —=+w: lim xe* =0.
X feo X fe X oy X' po0
Tableau de variation et courbe représentative
X —00 +co
exp'x +
+o0
—0
Propriété : Soit a et b deux nombres réels. O I

o) e=eb<::>a=b

a b
0O e <e << a<b.
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3) Fonctions comportant exp

e fonction dérivable surun intervalle K.

s . Spit uun
riété : Soit u t dérivable sur K

La fonction expou €s
(expou)’ = u'xexpou

La fonction expou ©st une prim

P
o
© itive sur K de la fonction u'x expou
o

L’essentiel du cours sur les suites numé riques

1) Majoration = minoration

opriété : Soit uune suite numérique définie surun ensemble E.

Propriete.
u est dite majorée s’il existe un nombre réel M tel que : Vn € E,u, =M.

o
o uest dite minorée s’il existe un nombre réel m telque : Vne E,u, 2m.
o uest dite bornée si u est majorée et minoreée.

2) Sens devariation

Propriété : Soit u une suite numérique définie sur un ensemble E.

o uest dite croissante si pour tout n élément de E, up < un+1
o uest dite décroissante si pourtout n €lément de E, Uil <up

o uest dite constante si pourtout n élément de E, Uil =Un-

3) Raisonnement par récurrence

Pour démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a un entier naturel N donné

I'assertion P(n) est vraie.

o  Onvérifie que P( N) vraie

©  Onsuppose que pour un entier naturel k supérieur N, P(k) est vraie et on démontre que P(k+1)
est vraie,

0 Onconclut que : ¥n = N. P(n) est vraie.
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4) Suites arithmétigues et suites géomeétriques

suite arithmétique

suite péométrique

[ Premier terme up u,

Raison r;re]R q;qER
formule de récurrence Up | =Up+r u .; =qup
| licit = - n
formule explicite Up = Ug+nor Up =Ugq
somme de termes consécutifs n+l in s | q"+]
— u .
—q

5) Limite d’une suite numérique

a) Définition : Une suite est dite converge si sa limite existe et est finie sinon on dit qu’elle

diverge

b) Limites des suites (a"),.(n®) et (Inn).

terme général Condition limite
- a<-1 pas de limite
o -l<a<l 0
a ;aeRetneN* a=1 1
a>1 + 0
a<0 0
n%neN* a=0 1
a>0 +®
Inn ;ne N* + 0

6)  Propriété : Toute suite croissante et majorée converge. Toute suite décroissante et minorée

conver ge.
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1) Intégraled’une fonction

D

de f sur K. On appelle intégrale de a a b de f le nombre réel noté [ f(x)dx ou [ f(x)dx = F(b)-
a a ~W)=Fa

2) Calcul d’aire

gy

L’essentiel du cours sur les int€grales

&finition : Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de KetF
une

).

Propriété : Soit f > 0 une fonction continue sur un intervalle K et a et b deux €léments de K tels
Que 3 <

b
A(D) = (] f(x)dx) x UA est Iaire de la partie (D)
a

du plan délimitée par (Cf ) et les droites d’équations y = 0,

x =aet x =b ou UA est I'unité d’aire.

(D) est la partie hachurée sur la figure.
X

3) Lafonction F telle que: Vx € K,F(x)= [ f(t)dt est la primitive de f sur K qui s’annule en 2

a

4) Propriétés algébriques de I'intégrale.

b c b
o [f(x)dx = [f(x)dx + [ f(x)dXx (Relation de Chasles)
a a c
b b b
o [00)+g0)dx = [ fx)dx + | gx)dx
a a a
b b
o [kf(x)dx =k [f(x)dx ouk ne dépend pas de x.
a a
5) Propriétés de comparaison
b
o Vxelab], f(x)20= [f(x)dx =0
a
b b

o Vx ela;b], f(x) < g(x) = [f(x)dx < [ g(x)dx.
a a
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¢ Inéem tion par parties,
b

IIju(x)\"(x)dx = IU(X)V(X)IB - z{ u'(x)v(x)dx.
a

7) Intégrales de fonctions paires et fonctions impaires.

.ELQP-!ié—té-: Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport a 0 et a élément de K.
a

o Si festimpairealors [ f(x)dx =0
-a
a a
o Sifetparealors | f(x)dx = 2] f(x)dx.
“a 0

L’essentiel du cours les ¢quations différentielles

1) Equation du type y'-ay =0
Propriété : Les solutions sur R de I'équation différentielle y' —ay = O sontles fonctions
x> ke™ ol keR.

2) Equation du type y"- w2y =0

A 2
Propriété : Les solutions sur R del'équation différentielle y"-w™y =0 sont les

. “WX . .
fonctions x —A eth+Bew ouAeRetBelR.

3) Equation du type y"+ wzy =0

Propriété : Les solutions sur R de I'équation différentielle y"+ w2y =0 sont les fonctions
x = Acos(wx+ Bsin(wx)oi A€ R et Be R.
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L’essentiel du cours sur les barycentres
us de _de€ ints
1) e
] " oints pondérés tel que aj # 0.
pefinition: Soit (A; #1gisn " PO =

n OA: 0 .
: i 2:GA; = 0 est appelé barycentre des points pondéré (A.
Luniguepoint G el e 2, 20 Aiag |

n ———e
2) Bé_dggl_@ﬂ_dﬂl@—s-gm-zl aj MAj
i=

Propriété : Soit (A; A )|<i<n ™ points pondérés.

n ____ n . n
n _ . -
Si ¥ aj#0 alors Y ajMAj =[Z ai]MG sinon _E ajMA| est un vecteur constant.

i=1 1=1 |=1 ]:1

3) Lieux géométriques
Propriété : Soit (A, ’ai)lsiSn n points pondérés.

4 n
o Si T aj #0 alors 'ensemble des points M tels que Y a MAi2 = & 50 S eneenBi
i=1 _ 3 ‘

soit le singeton { G}ou un cercle de centre G ou G est le barycentre des points pondérés (A. a.)
17171<i<n”
n ) K
o Sinon I’ensemble i§l aiMAi =k est I’ensemble vide, le plan ou une droite de vecteur normal

n —
> ajMAj.
i=]
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L’essentiel du cours sur les nombres complexes

pelle nombre complexe tout nombre de la forme a+ib ot aet bsont

;) Définition Onap

.2
Jes nombres réelset i~ =-1.
a +1b est appelé forme algébrig

ombre complexe Z =4 +1ib est appel

ue du nombre complexe.

Len € affixe du point M(a,b).

7) Affixe d’un vecteur

-y —

Propriété : Soit A et B deux points e, U €t V deux vecteurs.
ZKE =ZA—ZB et ZG+V =ZE+Z—\;.

oué d’un nombre complexe

3) Coniu
2= x +iy le nombre complexe z=x-1y.

Définition : On appelle conjugué du nombre complexe

4) Module d’un nombre complexe

Définition : On appelle module d’un nombre comp lexe z=a-+ib le nombre réel positif noté lzl ol

|z|=\E:=Ja2+b2.

5) Argument d’un nombre comp lexe non nul.

Définition : On appelle argument d’un nombre A
complexe z non nul d’image M dans le repére M(2)

orthonormé (O;u,v) et on note arg(z) toute
_
0] u

mesure de I’angle orienté (u,OM).

W

elle d’un_ nombre complexe non nul.

6) Forme triconométrigue et forme exponenti

Définition : Soit Z =X+ iy un nombre comp lexe non nul de module ret d’argument a

o z=r(cosa +isina) est I’expression de z sous forme trigonométrique.
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X .
— ¢t SiIna=—.
r r

| £ o z= rc'a est I'expression de z sous forme exponentielle.

! [ cost =

mbre comp lexe non nul

i 7) Racinesn - jéeme d’un no

j finition.: On ap pelle racine n — ieme du nombre complexe Z tout nombre complexe
8 M_‘[ Z tel qu

N _ zodnestun entier naturel supérieur ou égal a 2.

I z
8) Qp_éralions sur les nombres complexes, conjugués modules et arguments .
[Complexes Conjugués Modules Arguments ————
z2+7 z+2 "
zz' zz' lzl 2t Iz'l arg(z) + arg(zm
1 1 1 ]
- = [ —arg(z) +2k
5 z IZ’ ) +2kn
z z IZ’ @
! - - i arg(z) —arg(z
| 7' 7' zl g( ')+2k7t
n -n pom -
‘ z z z narg(z) + 2kn
/[ _ ; —_——
| Zg —Zp _ AB mes(OI,AB)+2kn
Zp-2Ic DC e
Zg ~ZA AB mes(AB,CD) + 2kn
: 9) Nombres complexes et confi guration _géométriques
L : . ) 5 . ZC -7 IE
| ABC équilatéral de sens direct C A .3
[ ] —
! “B”*A
| o Z—Z
' , ABC rectangle isocéle direct ZCTA L i
“B " ZA
Z —
g A,Bet Calignés _C___ZA&-}R*
A.B,C et D Cocycli 2C7IA *D%B .
B, ocy cliques ( X ) € R* et trois des points
Zn—zZp Zc T zg non alignés
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L’essentiel du cours sur les isométries

1) Définition : On appelle isométrie toute application qui conserve les distances.

2) Décompositions d’isométrics

—

Propriété : Soit lﬁ une translation de vecteur u Pour toute droite (A) de vecteur normal u, il existe

une unique droite (A) telle que : t= = SA' OSA .

=
(A) est |* image de ( A) par latranslation —u .
2

Propriété : Soit r(O,a) larotation de centre O et d’angle @.Pour toute droite (A) passant par 0,

il existe une unique droite (A") telle que: r(0,a) = SA ' OSA

a
(A") est I'image de (A) par la rotation r(O,—).
2

3) Composions d’isométries

Propriété : Soit r une rotation d’angle c et t une translation. Alors tor est une rotation d’angle « .

—

Définition : Soit (A) une droite de vecteur directeur U . On appelle symétrie glissée d'axe (A) etde

vecteur u, la composée de la symétrie orthogonale d’axe (4) et dela translation de vecteur U.

Propriété : Soit (A) une droiteet U un vecteur non nul.

o Si ul(A) alors S(A )Ota est une sy métrie orthogonale.

o Sinon S . Ol est une symétrie glissée.
u

(a)
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L’essentiel du cours sur les similitudes directes

1) Définition : On appelle similitude directe du plan 1a composée d’une homothétie e d’un
déplacement.

imilitude directe d’écriture complexe z'=az + b oi
si UaeC* gy, eC

prdté: Soit fune
2) Eropn lation de vecteur d’affixe b.

o Si a=1 alorsfestunetrans
% b
§i a # lalorsT =RoH o R =r(Q,arg(@)) et H= h(Q,Ial ) ol Q(——).

(o]
l1-a

3) Propriélé caractéristique des similitudes directes

Soit f une application, 0t un nombre réel et k un nombre réel strictement positif.
f est une similitude directe de rapport k et d’angle & si et seulement si pour tout M et N te|g que:

f(M)=M"et f(N) = N',ona MN'=KMN et (W;M'N') —a

4) Similitudes directes et configurations géométriques

o Toute similitude directe conserve I’alignement, I’orthogonalité, le parallélisme, les angles orientgs

le contact, le barycentre.
o Toute similitude directe transforme les droites en droites, les segments en segments, les dem;
droites en demi droites, les cercles en cercles.

o Toute similitude directe de rapport k multiplie les distances park et les aires par k2_

L’essentiel du cours sur les coniques

1) Définition : Spit (D) une droite, F un point n’appartenant pas a (D) et e un nombre réel
strictement positif.On appelle conique de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité e ’ensemble des

points M tels que ﬁ =€ ot H est le projeté orthogonale de M sur (D).

La conique est :

© une parabole si e = |
© uneellipsesie <1

© une hyperbolesie > |,
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2) a Parabole

L’équation réduite d’une parabole est de la forme y2 =2px; p>0.

Equation réduite ),2 = ax x2 = 2ay
Axe focal (O,-i-) (O:l:)
a 0
Foyer F E F| a
0 2
a
Directrice (D): X =—— (D): y=——
2 2
b- Ellipse
2 2
X 3
L’équation réduite d’une ellipse est de la forme ——+ ?— =1
a
a>b a<b
Axe focal (0.) (0.)
Demi- distance focale ¢ a2 _ b2 b2 _ a2

Foyers F(CJ F{’C)
0 0

. . 2 2 2 2
Directrices o x=t Ors= |ony=  onye
< < ¢
c- Hyperbole
p 2
X y
L’équation réduite d’une hyperbole est de la forme — ——b-z— =1,
a
367
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3a) Définition bifocale d’une ellipse

2

X

, o " iogd ve ot D
Soit (E)I'ellipscd équation réduite 32 b2

(E)est I’ensemble des points M tels que: MF + MF = 2a.

3b) Définition bifocale de I’hyperbole

Soit (') I'hyperbole d’équation réduite —»-
a

(T') est I'ensemble des points M tels que: |MF— MF" = 2a.

2
X

2

b2

p-'—_'--—-———
2 .2
= +b
Demi distance focale € . Ju———
22
/ "2— yz=l ____X_+L=l
Equation réduite _3_2_ _;2_ az b2
e 8 (0,))
—
Jc A-C . 0 i 0]
IR
/

=1 o0 a>b>0.,defoyers Fet F’.

_Y = 1 de foyers F et F".

L’essentiel du cours d’arithmétique

1) Divisibilité dans 7,

Définition : Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a est un multiple de b si il existe un entier relatif

ktel que: a =kb. Side plus b # O ondit que b est un diviseur de a.

Remarque : Les multiples de b sont les entiers relatifs de la forme bk ot k est un entier relatif.

2) Division euclidienne dans 7,

ropniété : Soit a un entier relatif et b un entier relatif non nul. 1| existe un unique couple d’entiers relatifs

(q.r) tels que : a=Dbq+r avec 05r<|b’.

q est appel€ quotient et r reste de la division euclidienne de a parb
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3) Congruence medulo n ol n est un entier naturel non nul

Définition.: Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a est congru a b modulo n si a — best un multiple
den.

Propriété : Soit a, b.c,et d des entiers relatifs; k un entier relatif et n un entier naturel non nul.
o Sia=b[njetc=d[n] alorsa+c=b+d[n] et ac=bd [n]

o Sia=bn]alors ka=kb [n], ka=kb [kn]sik >0 eta® = b* [n] sik > 0.

4) Nombres premiers entre eux

Définition : Deux entiers relatifs non nuls aet b sont dits premiers entre si PGCD(a;b) = 1.

Théoréme de Bézout

Soit aet b deux entiers relatifs.
aet b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que :

au+bv=1.

Propriété (Algorithme d’Euclide)

Soit a et b deux entiers naturels tels que: a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par b.
o Si r=0 alors PGCD(a;b) = b.
o Sinon PGCD(a;b) = PGCD(b;r)

T héoréme de Gauss

Soit a, b et c trois entiers relatifs.Si a divise bc et, a et b premiers entre eux alors a divise c.

Propriété : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls tels que: §=PGCD(a;b) et 1 = PPCM(a;b).
Ona: pd =la|x|b|.

5) Nombres premiers

Propriété fondamentale : Soit x un entier naturel non nul supérieur ou €gal a 1.

1l existe une unique suite de nombres premiers (pi )lsisk ou p; < Pj St une unique suite d’entiers
.0l L ok

naturels (ai )Isisk telsque: X =Py = XPy  Xe Xpp .

Cette décomposition est unique.
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L’esseﬂﬁel du cours sur la probabilité

1) Définion de probabilité

n:Soit € l'univers d’une expérience alcatoire et P(€2) I'ensemble des partieg 5

Définitio o
On appelle probabilité sur Q toute application P de P(Q2) dans [0;1] telle que :

o) P(Q)=1

o P@)=0
VA € Q, P(A)= P{a 1) + PQag D+ ..+ Pap D od A={aysan;.cap ).

o}

1été : Soi événements.
Propriété : Soit A et B deux
o) P(AuB):P(A) +P(B)-P(A NB)

o SiAnB=@ alors P(AnB)=P (A)+P (B).

2) Equiprobabilité
Définition :Une expérience est dite équiprobable si tous les événements élémentaires ont la méme
probabilité.
Propriété : Soit Q I'univers d’une expérience équiprobableet A c Q.
CardA

Card Q

Ona P(A) =

3) Evénements indépendants

Définition : Soit €2 I'univers d’une expérience et P une probabilité sur Q. Deux événements AetB
sont indépendants si P (A " B) =P ( A) x P (B).

4) a- Expériences aléatoires indépendantes

Définition : Soit €, T'univers d’une expérience aléatoire El et QZ I'univers d’une expérience

aléatoire EZ'AI et A2 deux événements inclus respectivement dans Ql et QZ' El et E5 sont di
indépendantes si : P(Alm A2)=P(A1) x P (A2).

b- Epreuve de Bernoulli

Définition : On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience aléatoire a deux éventualités.
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- Schéma de Bernoulli

Définition : On appelle schéma de Bernouil toute

: expérience al éatoire qui consiste 3 i
fagon indépendante une expérience de Bemoullj. ! Fie% repdlernfols e

Propri€t€ : Au cours d’un schéma de Bernoulli & n ¢

. preuves de Bernoulli o P la probabilité du succes
lors d’une €preuve de Bernoulli, la probabilité d’avo

irk succés (0O<k <n ) au cours des n épreuves est
k k n-k
Pk - Cnp (l = p) .

5) Caractéristiques d'une varjable aléatoire

Définition : Soit €2 I'univers d’une expérience aléatoire » P une probabilité surQ) et X =

(%)1<i<n
une variable aléatoire sur (.

n
o L'espérance mathématique de X est E(X) = ¥ X; P(X = X;)
1

o Lavariancede X est V(X) = XIZP(X=X1 )+ ){22[‘-’()&){2 )+ .+ anP(X=Xn )= (E(X))z-

O  L'écart-type est de X o(X)= -JV(X).
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