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INTRODUCTION

Ce manuel est destiné aux éléves de 3™ année secondaire section sciences Techniques,
il fait partie de la « Collection Pilote ».
Ce livre comporte :

e Des résumés de cours complets.

Des QCM qui permettent a 1’éleve de faire son auto-évaluation.

Des Vrai / Faux qui permettent I’apprentissage progressif des régles logiques.

Des lectures graphiques.

e Des exercices et des problémes permettant aux éleves d’assimiler le cours,
d’approfondir leurs compréhensions des concepts mathématiques, d’apprendre des
techniques et des astuces pour la résolution des problémes. [Is sont organisés par
ordre croissant de difficultés .

e Des devoirs de controle et de synthése :En utilisant des procédés diversifiés de
genre QCM, Vrai / Faux , tableaux a remplir, lectures graphiques, exercices
intégratifs.

e ce livre permet aux éleéves de viser la mention et une bonne préparation pour le bac

et les grandes écoles supérieures ( facultés de Mathématiques, circuit préparatoire,

polytechhiques, etC...nn..... )

Nous tenons a remercier vivement : nos familles pour leurs patience.
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Exercices sur le chapitre « Généralités sur les fonctions » Collection : « Pilote »

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle L.

- La fonction f est croissante sur [ si pour tous réels a et b de I tels que a < b, f(a) < f(b).

- La fonction f est décroissante sur I si pour tous réels a et b de I tels que a < b, f(a) > f(b).

- La fonction f est constante sur I si pour tous réels a et b de I, f(a) = f(b) . Une fonction est dite
monotone sur un intervalle I lorsqu’elle est croissante sur I ou décroissante sur .

Théoréme : Le plan est muni d’un repere orthogonal(O;f;}).

Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

On dit que f est une fonction paire si pour tous x appartenant a D, - x appartient a D et f(-x) = f(x)

La fonction f est paire , si et seulement si , sa courbe représentative est symétrique par rapport a I’axe des
ordonnées.

On dit que f est une fonction impaire si pour tout x appartenant & D, -x appartient 2 D et f(-x) = -f(x) .

La fonction f est impaire, si et seulement si, sa courbe représentative est symétrique par rapport a I’origine
du repére.

Définition : Soit f une fonction définie sur un ensemblie E et (C) .Sa représentation graphique dans un
repére (O;f;}) .

Soit D une partie de E . On appelle restriction de la fonction f a D, la fonction g définie sur D par

g(x) = f(x) , pour tout x de D. La représentation graphique de g est I’ensemble des points de C ayant pour
coordonnées ( x , f(x) ) , x appartenant a D.

Théoréme : Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

S’il existe un réel xg appartenant a D tel que pour tout x de D , f(x) < f(xo) , on dit que la fonction f admet
sur D un maximum en X, ou encore que f(xo) est un maximum de f sur D.

Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

S’il existe un réel xo appartenant a D tel que pour tout x de D , f(xp) <f(x), on dit que la fonction f admet
sur D un minimum en X, ou encore que f(x¢) est un minimum de f sur D.

Définition : Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

- La fonction f est dite majorée sur D s’il existe un réel M tel que pour tout x de D, f(x) <M.

- La fonction f est dite minorée sur D s’il existe un réel m tel que pour tout x et D, m < f(x).

- La fonction f est dite bornée sur D s’il existe deux réels m et M tel que pour tout x de D, m < f(x) <M.
Théoréme : On appelle fonction affine par intervalles toute fonction définie sur une réunion d’intervalles
et telle que sa restriction a chacun de ces intervalles soit affine.

Définition : - On appelle partie entiére d’un réel x et on note E(x) , le plus grand entier inférieur ou égal
a x . - On appelle fonction partie entiére la fonction qui a tout réel associe sa partie entiére.

Soit E la fonction partie entiére. Pour tout réel x , il existe un entier n tel que x appartient a [n, n+1[ On a
alors E(x) =n.

Théoréme : Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle [.

- Soit fest croissante sur [ alors 4/ f est croissante sur I.
- Si fest décroissante sur [ alors ./ / est décroissante sur L.

- Si f est majorée sur [ alors J? est majorée sur 1.
Théoréme : Soit f et g deux fonctions définies sur un ensemble D telles que g(x) # 0 pour tout x € D.

est notée~l—. La fonction x _J_(Q_) est notée I—
g(x) g g(x) g

La fonction x
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Exercices sur le chapitre « Généralités sur les fonctions » Collection : « Pilote »

Cogg % $o4 Fogere ‘ 2 i "
Exercice N°1 : La courbe représentative d’une fonction S R R 5 0
impaire f définie sur IR et partiellement tracée ci-contre.
1) Achever le tracé.

2) a) Déterminer les variations de f sur[0;2].

b) Résoudre I’inéquation

3) Soit g la fonction définie sur IR parg(x)=f*(x).

a) Etudier la parité de g.

b) Soit a et b deux réels de |~0; 2] tels quea <b,

comparer g(a)etg(b), en déduire le sens de variations

de g sur }—ec;~2]

c) Etudier les variations de g sur[——Z;O]

Exercice N° 2:

Soit f la fonction définie sur IR* par f (x)'z X +i.
X
1) Montrer que la fonction f est impaire. A
2) Soit g la restriction de fsur IR .
a) Montrer que 4 est un minorant de g surIR . b) Le réel 4 est-il un minimum de g ?

3) Montrer que la restriction de f sur IR’ admet un maximum que 1’on précisera.

Exercice N°3:Dans Ja figure ci-
contre, on a représenté la restriction

alR, de la fonctionf : x > 2X . »

X" +1 , -
I)Achever la représentation . / ' '
graphique de f. L=} 10 1 2 1B 4
2)Déterminer un majorant et un ;

minorant de f sur IR.
3) a) Résoudre graphiquement

1wl

Iéquation f (x) = %x

b) Résoudre graphiquement I’inéquation  (x) <

N o=
»

4) On pose g(x )= If(x)} .a) Tracer la courbe(ﬁg) de g dans le méme repére.

b) En quelles valeurs la fonction g atteint-elle son maximum ?

Exercice 4: Soit la fonctionf:x > x> —4x~1.

1) Montrer que (-2 )est la valeur minimale de f'sur IR.

2) Soit la fonction g : X — —x* — 4x .a) Montrer que 2 est un majorant de g sur IR.
b) Le réel 2 est-il maximum de la restriction de £a[3;6]?

4 o Mathématiques & 3°™ sciences techniques o




Exercices sur le chapitre « Généralités sur les fonctions »

Collection : « Pilote »

Exercice N°5 :Considérons la fonction f définie
sur IR et{; sa courbe représentative dans un

repére orthonormé(O;T;j) ci-contre :
1)Examiner la parité de f.

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) a) Dresser le tableau de variation de g la
restriction de fa I’intervalle [-2;2]

b) Donner un maximum atteint par g puis en
déduire deux majorants de g.

¢) Donner un minimum atteint par g puis en
déduire deux minorants de g.

d) g est-elle bornée ?

4) Résoudre graphiquement [’équationf(x)=0.

N

};../

vl

|

Exercice 6:Le tableau ci-dessous est celui de des variations d’une fonction f'.

:

9 |

R ————

1)Montrer que f(1) est la valeur minimale de 1.

2)Posons g(x)=-27(x) Vxe[-2,9]. Dresser le tableau de variation de g.

Exercice 7 : On considére une fonction f, définie et
continue sur un intervalie [-3 ; 4], dont le tableau de
variation est le suivant :

1)Préciser le minimum de f sur chacun des
intervalles : [-3 ;4] et {1 ;2].

2)a-Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une
unique solution a dans {1 ;4]

X

/(x)

b- En déduire la position relative de . de la fonction f par rapport & I’axe des abscisscs.

3) Justifier que la fonction : x > ———i————est définie sur (-3 ;4].
11-2f(x)
x' —4x*+3

Il

Exercice 8: :Soit la fonction f(x) -

—-x" +4x

2) a) Vérifier qu’il existe xe D, , tel que f(x)=

o Mathématiques @ 3°™ sciences techniques &

4-(x*-2)

—. Da)Déterminer D, . ".b) Montrer que [ cst paire.




Exercices sur le chapitre « Généralités sur les fonctions » Collection : « Pilote »

b) Monter que f est minorée sur :IO,\/E[ .¢) Montrer que 0 est le minimum de f sur J—;—,\/E {

2x
x*+3

Exercice 9: Soit f la fonction définie par : f(x)=

W N

1)Montrer que f est impaire. 2) Montrer que Vx20 , On a:0< f (x) <

3)En déduire que f(x)e [—%,—ﬂ , xe IR

— 2 —
Exercice10 :Soit la fonction f(x)= 4x2 +16x—17
x°—4x+5

Déterminer la valeur du réel x pour lequel f(x) est maximale.

Exercice 11: A- Soit la fonction f(x)= x* -l~lé
X

1) DéterminerD;. 2) Montrer que f(2) est la valeur minimale de fsur IR}

B- On veut fabriquer un réservoir d’eau de volume 400 litres, son couvercle ayant la forme d’un
parallélépipéde de base un carré de coté x et de hauteur h.
1) Déterminer en fonction de x et h le volume de réservoir,
2) Exprimer en fonction de x I’aire A du réservoir.
3) Déterminer x pour que la quantité du métal utilisé pour fabriquer ce réservoir soit minimale.
Déterminer la valeur de h correspondante.
Exercice 12 : La fonction f est définie pour les entiers net k par :
f(0,n)=n+1
f(&,0)=f(k-11) Calculer le nombre f(2,2).
Sk+Ln+1)= [k, f(k+1,n))
Exercice 13 : Déterminer I’application / : IR — IR tel que Vxe IR ; —x* + f (x)+x f(-x)=0

Exercice 14 : On définit pour chaque couple de réels (a,b) 1a fonction fpar : f(x)=a—vx+b .

Deux nombres réels u et v distincts sont dites changeables s’il existe au moins un couple (a,b) tel que la
fonction f vérifie a la fois f(u) = v et f(v) = u.

1) Montrer que 2 et 3 sont échangeables. 2) Peut-on en dire autant de 4 et 7 7

3) A quelle condition deux entiers u et v sont-ils échangeables ?.

Exercice 15 : Soient ne IN”, X5 Xy eeerennennns ,x, des éléments de IR, Vke IN *,

S, (x%)=x +%5 +X5 + oo, +x, et onsuppose S, =S, =5, . Montrer que Vie {I;2;....;n} on

2
ax; =0 ou x; =1. Exprimer d’abord S, (( x} —x,-) )en fonction de S,,S; et S,

Exercice 16 :1)Etablir que Vx e [0;1] ; 0<x(1-x)<

S s

2)En déduire que V(a,b,c)e [0;1]3 ; min[a(l—b);b(l—c);c(l-a)] Si—
Exercice 17 :Trouver les couples d’applications (/,g) de IN dans IN tels que V(x,y)e IN",
[f(x):lg(y) +[f(y):|g(X) =x+y

1 Mathématiques & 3™ sciences techniques




Exercices sur le chapitre « Notion de Limite» Collection : « Pilote »

Opérations sur les limites :

limf | limg lim (f +g) Hmf | limg | lim(fxg)

L L’ L+1L° L L’ L xL’

L 400 oo +oo L’>0 | 40

—oco | —c0 oo L’<0| -

+o0 +o00 +oo +oo too teo

—00 —a —oc0o —0co —00 —+co

Théoréme : Si lim f = +eo alors liml =0. Silimf =-c alors liml =0.
+oa tee oo

Si lim f = +oo alors lim—l— =0.

—oco

Pour tout réel a et tout entier non nul n,

Si lim f =~co alors liml =0.

lim —=—=0 ; lim =0 ; lim =0 ; lim ! .
xotee [ g N X—rtoo (x a)” x——oa ()C - a)
. . .t
limf | limg lim| —
\ 8
L |L#0 LL i £} Timlf] | i, [f]
teo 1150 foo Lo L]
o0 L’<0| — +-00 +oo +co
L —+o0 0 —o0 +oo o0
L —oo 0
L’#0 |0 oo (on applique la régle des signes )

Théoréme 4 -

La limite d’une fonction polyn6éme a I’infini est ia méme que celle de son terme de plus haut degré.

La limite d’une fonction rationnelle a I’infini est la méme que celle du quotient des termes de plus haut
degré.

' ' Wi » Z . e b5t . . 3 _
Exercice 1 : Calculer les limites suivantes : 1) lim x* —x—1 , 2) lim—-3x’+x , 3) lim al 11
Xyt X~y X—>—o0 x+
24 3
4 tim |22 | 5) im Z442x , 6) lim ., 7)lim +x* 8) lim 223X
x—toa X x—dee y X300 { X e fx—1—1 Aot x—

Exercice 2 : Déterminer les limites aux bornes de I’ensemble de définition des fonctions suivantes :
x+1 x+1 1+2x x—6 1+3M
b f D f — .3 f s Mf ()=, HS(x
()= (=25 2 9S00 =G =
g :

6) 1 (x)=x+5—x , ) f(x) = ]—

1+

o Mathématiques @ 3™ sciences techniques




Exercices sur le chapitre « Notion de Limite»

Collection : « Pilote »

¢n

Exercice 3: On donne ci-contre la représentation \
graphique d’une fonction f, dans un repére orthonormé.
a) Déterminer le domaine de définition de f \

.

b) Déterminer la limite de f a droite et & gauche en 1. \

c)Déterminer lim f(x) et lim f(x)

X—y—00 X—ytoo

R

Exerciced: Déterminer les limites aux bornes

W

o

Ly

&

de I’ensemble de définition des fonctions suivante : 3
O I PA N

3)hm \/__.4)](( )_%

Exercices: Soit f la fonction définie par f (x)= 52_;_231_‘:*;3

Exercice 6: Soit la fonction f définie par : f(x)= "
X

Déterminer D le domaine de définition de f et lim f(x)

Exercice7:0n a représenté ci-contre une
fonction g. Répondre aux questions
par lecture graphique :
[)Déterminer le domaine de définition de
g.
2) Donner lir{gg(x) et lir{g g(x).

X— X

Déterminer

Vx+2-1

lim f(x) et lim f(x)

x—-1%

4) a) 3 est-il un majorant de g ?
b)3 est-il un maximum pour g ?
5)Déterminer le minimum de g.
En quel réel est-il atteint ?
Exercice8: Soit la fonction définie

(\/x2+5—2x+1 si x<2
par:f(X)=ix2—3x+2 .
— SI x22
x"+1

1) Déterminer D, le domaine de définition de . 2) f(2)

X

lim f(x)et lim f(x).

-------------------

------------------

3)a Vérifier que f(x)=- (‘/1+i+2——] V xe& ]-eo; 2[. b)En déduire hmf( ).
X

5) On considére la fonction A(x)= f(x)+3x ; xe ]-oo; 2[. a) Vérifier que

——5———+1 b)En déduire lim f(x)+3x-1.

hix)= .
3 ) VxP+5-x X

i Mathématiques & 3°™° sciences techniques &
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Exercices sur le chapitre « Continuité » Collection : « Pilote »

RESUME DU COURS

[ Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de 1.

On dit que la fonction f est continue en a si et seulement si f admet une limite en a égale af (a) .

Conséquence :- Lorsque la représentation graphique de f sur un intervalle ouvert I, met en évidence un
tracé continu de la courbe la fonction f est continue en tout réel a de .

- Lorsque la représentation graphique de f sur un intervalle ouvert I met en évidence un saut du tracé de
part et d’autre du point A (a, f(a) ) , la fonction f est discontinue en a ...

Théoréme ( admis ) : Toute fonction constante est continue en tout réel a .

La fonction x > x est continue en tout réel a.

Toute fonction linéaire est continue en tout réel a .

Toute fonction affine est continue en tout reel a.

La fonction x — x? est continue en tout réel a.

) 1 . .
La fonction x — = est continue en tout réel non nul a.
X

La fonction x — +/x est continue en tout réel strictement positif a.

Toute fonction polynéme est continue en tout réel.

Toute fonction rationnelle est continue en tout réel ou elle est définie.

Théoréme :Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de L.

Si fest continue en a , alors I f | est continue en a.

4- Opérations algébriques sur les fonctions continues

Théoréme : Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I . Soit a un réel de I et k un réel.
Si fet g sont continues en a alors les fonctions f + g, fg et kf sont continues en a.

. . ) .1 .
Si f est continue en a et si f(a) # 0 alors la fonction — est continue en a.

. : . . f .
Si fet g sont continues en a et si g(a) # 0 alors la fonction — est continue en a.
g

Théoréme : Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle ouvert I et a un réel de I .

Si f est continue en a , alors la fonction 4/ f est continue en a.

Théoréme : Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a.
f est continue en a, si et seulement si , f est continue a droite et a gauche en a.
Théoréme: Soit fune fonction définie et positive sur un intervalle I et a un réel de I.

* Si f est continue a droite en a, alors la fonction +/ f est continue a droite en a.

* Si f est continue & gauche en a, alors la fonction +/ f est continue & gauche ¢n s,

Définition :- Soit a et b finis ou infinis. Une fonction définie sur un intervalle Ja , b[ est ditc continue sur
]Ja, b[ si elle est continue en tout réel de Ja , bf.

- Soit a fini ou infini et b un réel.

Une fonction définie sur un intervalle Ja , b] est dite continue sur Ja , b] si elle est continue sur Ja, b[ et
continue a gauche en b.

- Soit a un réel et b fini ou infini .

Une fonction définie sur un intervalle ]a , b[ est dite continue sur [a , b[ si elle est continue sur Ja, b[ et
continue a droite en a.

- Soit a et b deux réels .Une fonction définie sur un intervalle [a , b] est dite continue sur [a, b] si elle est
continue sur Ja , b[ , continue a droite en a et continue a gauche en b. - 9

1 Mathématiques @ 3 sciences techniques & .




Exercices sur le chapitre « Continuité » Collection : « Pilote »

Conséquence : Si une fonction est continug sur un intervalle 1 , alors elle est continue sur tout intervalle
inclus dans 1.

Conséquence : Toute fonction polyndme est continue sur tout intervalle contenu dans IR.

Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle contenu dans son ensemble de définition.

Exercice N° 1 :La courbe(C) ci-

dessous est la représentation
graphique d’une fonction f dans un
repére orthonormé du plan.
a) Déterminer le domaine de
définition et le domaine de continuité
def
b)Déterminer la limite de f a droite et
a gauche en 1.

¢) lim f(x)et lim f(x)

vasesessens
.

X —3y—o9

Jx+2-1
— = — st x#-1

Exercice 2 (x)= x+1 Montrer que f est continue en —1.

—1— si x=-1
2

-x si x<0
Exercice 3 :Soit la fonction f(x)=<x* si 0(x (1 .1)Déterminer ’ensemble de définition de /.

Jx=1 six=1

2)Tracer la courbe C représentative de f dans un repére orthonormé (0 Jis ]

N

3)Justifier la continuité de 7 sur chacun des intervalles : |—eo, 0] , 10, 1[ et [1, +oof
4) f estelle continue sur IR ?

_ Vx? =3 —-/-3x+1

Exercice 4: Soit f la fonction définie par : f(x) +d
f(-4)=a , acIR

1) Discuter suivant le réel @ la continuité de f en -4.

x#—4

2_.
f(x)zzc——;{;—z , xe IR/{-1; 1}
x —

2) Soit la fonction < f(1)=a , ac IR
f(-1)=b, be IR

a- Existe —t — il une valeur pour le réel a pour que f soit continue en 1 ?
10
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Exercices sur le chapitre « Continuité »

Collection : « Pilote »

b- Existe —t - il une valeur pour le réel b pour que f soit continue en -1 7

1
f(x)=—-—————3x 2x -1 ,si x>1
2x——l
Exercice 5: Soit la fonction : < /() =:~ZC'———%TT+—§, si x<1
x—-
f)=a, ae IR

Déterminer le réel @ pour que f soit continue en 1.

Exercice N°6 :1) Soit la fonction f définie par : f(x) 1
X

Déterminer D le domaine de définition de f.

2) Soit m un paramétre réel et g la fonction définie sur IR par : s

a) Déterminer lim g(x) et lim g(x)
x—-3 X3 ‘<
2
b) Calculer la limite de g a droite et & gauche en—2. Conclure.
c¢) Déterminer la valeur de m pour que g soit continue en -1.

Vx+2-1

1

[ _|x+3-1
T Xt +x-2
g(x)=1(x)

g(x)=x*+mx

six<-2

si—2<x<-1

si x2>-1

\

d) Pour la valeur de m trouvée, déterminer le domaine de continuité de g.

Nl —x+4—ax

Exercice 7 : Soit f(x)= 2 +l§c(_v)2
BT si x€ ]—l;l[

1) Donner D, le domaine de définition de f.
2)Déterminer a pour que f soit continue en —1.
3)Etudier la continuité dé f sur ]—«1;1[

Exercice 8: On a représenté ci-contre
une fonction g. Répondre aux questions
par lecture graphique :

1)Déterminer le domaine de définition
de g.

2)Donner lirfg g(x) et linl] g(x).

.
» . .

wifuciesansarananuse
. 3

si x€ Jmoo;—1]U[1;+ee] —{2}

- - .
. » v
k3 * .
foosomnrssraves

.
e

.
’
a
.
.
.
.
.
.

oy
.

&
s
H
.
»
.
*

........

3)a- Peut-on se poser la question de la
continuité de g en 1 ? Pourquoi ?

b- Peut-on se poser la question de la
continuité de g en 4 ? Pourquoi ?

Exercice9:Soit f la fonction définie

1 Mathématiques & 3°™ sciences techniques &
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Exercices sur le chapitre « Continuité » Collection : « Pilote »

oarf (x) ___{x2 -1 six<l1
Jx+3six>1
1) Justifier la continuité de f sur chacun des intervalles }-e;1] et J1;-+oo]
2) Etudier la continuité de f & gauche et a droite en 1. Conclure.
3) a) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé ( O;T;])

b) Prouver a I’aide du graphique que f n’est pas continue sur IR.
c) Déterminer graphiquement les images des intervalles[~1;0] et [0;6].

f(x)—f(6
4) Calculer lim M .

x—+6 X—6
Exercice 10: On donne ci-contre la

représentation graphique d’une fonction f, 5 , =
dans un repére orthonormé. \
1) a- f est-elle continue en 1 ? Justifier votre 4 H
réponse. \
b- Déterminer graphiquement I’image de 3 & Gt
chacun des intervalles suivants :[-2 ;0] et [- : \
1;2]. - : B - 3 : . ;
3) a- Tracer la courbe de la \ {
fonction : h =|f| dans le méme repére. S e

\ —

b- La fonction h est-elle continue en 1 ? B 2\ 41 o 1 3 ] } [ 3
Justifier votre réponse. \

f and

3)a- Déterminer graphiquement les
solutions de I’équations f(x) = 1.

134
H

b) Résoudre graphiquement I’inéquations
f(x)>1.

4) Tracer le courbe de la fonction g définie , .
par :
g(x) = h(x+1) - 2.

_ VXx+2-2

f(x) x >2
EXERCICE N°11:Soit f la fonction définie par : X-2
_2x%-5x+3
fry=2X X3 x<o
4(x-1)

1) Déterminer l'ensemble de définition de f.

2) Montrer que Vxe] 2, +oo[ f(x) = —= 1

Jx+242

4) Montrer que f est bornée sur )2 , +oof.

. 3) Montrer que f est continue en 2.

+2(~1
Exercice n°12 : 1/ Soit la fonction f définie par : f(x) = lf—l—-— :
X" +4x+3
a) Déterminer D le domaine de définition de f. b) Déterminer : 11_1;1 f et Iitp f.

12
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Exercices sur le chapitre « Continuité » Collection : « Pilote »

Vx*+7 -4

X)=——— six#3
2/ Soit la fonction g définie sur R par : x-3 .a) Déterminer li3mg.

a3

g(3)=7
b) g est elle continue en 3.
3
) . h(x =§——-—)~(—~—§ st x<2

3/ Soit m un paramétre réel et soit h la fonction définie sur R par : X-2

h(x)=vx*+5+mx si x22

a) Déterminer la valeur de m pour que h soit continue en 2.
b) Pour la valeur de m trouvée déterminer le domaine de continuité de h.
Exercicel3: Soit la fonction suivante, f:/R —IR

VX2 =9 +mx+2 sixe oo, =3]UJ3, +oo

f(x)=9 x* +3E(x) Avec m un paramétre réel.
—— si xe|-3,-1]

x"+Tx+12

1)Déterminer le domaine de définition de 1.

2)Déterminer m pour que f soit continue en -3.  3)Etudier la continuité de f sur ]-3,-1].

4)On donne m =§ .
x)— (-3
a) Calculer les limites éventuelles suivantes : lim f(x) , lim f(x) , lin;n ZL)__J%;_(__).
X—y—00 X—too x—-3" X

b) Montrer que I’équation f(x)= —z—x+3 admet une solution dans [~4 , —3].

x? -i—E(f-j
_\3)

x+2
1) f estelle continueen2?  2) f est elle continue en 3 ?

Exercice 15 :Soit la fonction f (x)=8x —6x~1.

Exerciceld : Soit la fonction f:IR—-IR ; x>

1)Montrer que f est continue sur IR . 2)Calculer f(-1) ; f(~—) s £(0) 5 £(1).

3)Montrer que I’équation f(x)=0admet exactement trois solutions distinctes comprises entre —1 ef1.
Exercice 16 :Soit la fonction f(x)=x"+3x.
1)Montrer que ’équation f(x)=-2 admet au moins une solution ¢ dans [—1; 0].

2)Donner une valeur approchée par défaut de o a 107 prés.
—Sx+1

2x* +x+1
2) a/ Montrer que f est minorée par (-1) et majorée par 4.

b/ (-1) est-il un minimum de f(x) surR et 4 est-il un maximum de f(x) surR ? Expliquer.
3) a/ Montrer que I’équation f(x) = 2 admet dans I’intervalle [-2 ;-1] au moins une solution a.

b/ Montrer que : o> = 7 o ——l.
4 4

Exercice n® 17 : Soit la fonctionf : x > . Dlustifier la continuité de fsurR .
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Iixercices sur le chapitre «Dérivabilité d’une fonctions Fonction Dérivées »  Collection : « Pilote »

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert letaunréel de 1.

On dit que f est dérivable en a , s’il existe un nombre réel £ tel que :%in(}
S

. x)— f(a

encore hmM
x—a x — a

Conséquence : Le plan est muni d’un repére (0, [ ,j) . Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert

Tetaunréel de I. fest dérivable en a, si et seulement si , la courbe représentative de f admet au point M
(a, f(a)) une tangente de pente un nombre réel.Cette tangente est d’équation

f@+h-f@ _, o
h

=/{. Le réel £ est alors appelé le nombre dérivé de fen aetil est noté f ’(a).

1
y =f(a)(x — a) + f(a).Un vecteur directeur de cette tangente est u [f'( )) .
a
Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de L.
Si f est dérivable en a, alors le réel f(a)+ f°(a) h est une approximation affine de f(a + h ) et on écrit
f(a +h ) = f(a)t+f’(a)h , pour h voisin de zéro.
Définition : * Soit f une fonction définie sur un intervalle de 1a forme b , a].

fla+h)—f(a)
h

On dit que f est dérivable a gauche en a , si le rapport admet une limite finie quand h

tend vers 0" .Cette limite est alors notée f,'(a) et est appelée le nombre dérive de fa gauche en a.
* Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,b [ .

fla+h)-f(a)
h

On dit que f est dérivable & droite en a , si le rapport admet une limite finie quand h tend

vers 0" .Cette limite est alors notée 4 (a) et est appelée le nombre dérivé de f & droite en a.

Théoréme : Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de L

La fonction f est dérivable en a si, et seulement si , f est dérivable a droite et & gauche et f 5 (a) ={’4 (a) .
Onaalors f’(a) =’ (a) =14 (a).

Conséquence :Le plan est muni d’un repcre (O,f ,]) .

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de 1.

* f est dérivable a droite en a, si et seulement si , la courbe représentative de f admet au point A (a, f(a) )
une demi — tangente déterminée pary =f’q(a) (x—a )+ f(a),x > a.

1
Un vecteur directeur de cette demi tangente est u d[ ” )j .
dila

* f est dérivable a gauche en a , si et seulement si , la courbe représentative de f admet au point A (a,
f(a)) une demi - tangente déterminer pary =f’,(a) (x —a) + f(a) ,x <a.

—{-1
Un vecteur directeur de cette demi — tangente est u, , } .
—fz(a)
Définition ; Le plan est muni d’un repére orthogonal (0,?,]’) Soit f une fonction définie sur un
intervalle I et a un réel de L.

flat+h)-f(a)
h

Si lim
h—0"
demi — tangente verticale.

fla+h)-f(a)
h

=+oo (0u —oo) alors la courbe représentative de f admet au point M(a , f(a)) une

Si lim = +4oo (Ou — o) alors la courbe représentative de f admet au point M(a , f(a)) une
h—=0"

demi — tangente verticale.
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Exercices sur le chapitre «Dérivabilité d’une fonctions Fonction Dérivées » Collection : « Pilote »

Théoréme : Soit f une fonction dérivable un intervalle I soit a et § deux réels . Alors la fonction
g:x f(ax+ B) est dérivable en tout réel x tel que a x + f appartient 4 I . De plus la fonction g’ est
définie par g’(x) =af’(ax + ).

Dérivées des fonctions usuelles :

Fonction Domaine de dérivabilité Dérivée
x +—- a { a constate) IR x>0
X X IR x> 1
x> x" neN;n>1 |IR X nx"?
X > —}n— R X > —
X X
X \/;(_ ‘IR+ X -—-«—--1
2Wx
x - cos(ax +b) IR X +> —asin(ax+b)
X - sin (ax +b) IR x> acos(ax +b)
2
X+ tan(ax +b) I={xeRtelque:ax+b¢g+kn;keZ} xt——)a(1+tan (ax+b))
X - cot(ax +b) I={xeR tel que:ax+b=kmke Z} x> —a(l+cot’ (ax +b))
Opérations sur les dérivées :
Fonction Fonction dérivée
u+v u'+v'
Au Au'
uv u'v+v'u
u' ; neZ nu'u™?
1 , v'
— (vne s’annule pas sur [ ) -
v v
u u'v-v'u
v v
LA Tl LA
Lo LN
‘_‘ Lk / :
Exercice 1 : La courbe { tracée ci- contre, représente la ‘\ = -
fonction f dans le plan muni d’un repére orthogonal. T VAR 1AL
Elle passe parles points A(-1,6),B(O, -2), D(1, 2) et E(2, 6). P
Elle admet au point D une tangente passant parle point . B SR RS Jl ’
G(O, -4). Elle admet au point B et au point E une tangente R o i Vi Tl e g5
horizontale. BN
1. Déterminer f (0),f(2) et f(1).
2. Déterminer f* (0),£"(2)etf’(1) . Justifier les réponses. : _ ‘
3. Déterminer une équation de A la tangente a la courbe ? 1 O O G
au point D. ; WV ' Y‘ _
: 5 T , ‘1 ,
o Mathématiques & 3% sciences techniques & 15




Exercices sur le chapitre «Dérivabilité d’une fonctions Fonction Dérivées » Collection : « Pilote »

Exercice 2 :On considérela {1} | {0 | 4 b
fonction f définie et dérivable AR
sur Pintervalle [-2; 11], et on
donne sa courbe représentative
dans un repére orthogonal

(O,Y,}),ﬁgureci—dessous. On L L1l gl d) | \

oo

sait que la courbe passe parles | | [ | ;
points A(-2; 0,5), B(0; 2), bt ] )
C2 ;4,5),D@,5 ;2), i B
E(7,5;0) et F(11 ; -0,75).Les
tangentes a la courbe aux
points A, B, C, D et F sont
représentées sur la figure. -
On utilisera les informations de __{A
I’énoncé et celles lues sur la '
figure pour répondre aux f
questions. Pour chacune des ~ 3-1=2- =it f-t—11-% BT SO T SR

questions, une seule des AN S S I A I O O I o ] 1
réponses A, B ou C est exacte. R N B e A P R R \%h
Indiquer sur la copie le numéro

de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie.

1)f(2)estégala a)2 b)0 c)4.5

B
feed

%)
(%23
2

I
&R
-
ol

-

et
[y

2) £(O)est égal a a)—;- b)2 c)4

3) lim L= b1l 0)0.5
=" x+2

4) lim 1x)+90.75 a)ll b)0 ©)0.75

=~ x—-111
5) Une €équation de la tangente a la courbe au point D est:a) y=-x+6,5 b)y=1x-6,5 C) y=-2x+11

2+1 six>-1
Exercice 3 :Soit f(x) = ¥ sz‘x
—-2x si x<-1

1) Calculer les limites suivantes et conclure : lim £(x)—_f—(:~l—)—et lim £ -1
L. (-1t x+1 x=(=1)" X +1

2) fest elle dérivable en -1

3) donner I’équation de la tangente a la courbe de fau pomt d’abs<:1sse 1.

Exercice 4 :La courbe ci- BN SO 4 & § T T F | (RS

contre est celle d’une fonction f . 5.0 4. 0 I DR ) A

définie sur IR \{-3} i

1)a)Déterminer ) .

£(-2);£(0) et £(3) ; ke

b) Déterminer £'(0) et £'(3)

2) a) Déterminer une équation

de la tangente (T)a la

PEXILRLES

e

courbe (C) au point

N

: [T T . R R I L
NEER WL N e b 2 R : LoITETL
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Exercices sur le chapitre «Dérivabilité d’une fonctions Fonction Dérivées »  Collection : « Pilote »

d’abscisse 3. b)Etudier la position de(C) par rapport a(T)

3) a) f est-elle dérivable au point d’abscisse (—2) ? Justifier.

f(x)-f(- —f(~
b)Déterminer lim _L)_{_)__ﬂ_a et lim w
x—-2" X+2 x—-2* X+2

Exercice 5 _: Cocher la réponse exacte. Justifier la réponse
1) Soit la fonction f définie sur |0;+eo[ par f (x) = x+/x alors :
1

2) f'(x)=—2~\/—§ ;b (x)=Vx c)f'(x)z%\/;

2)Soit la fonction f définie sur IR par : f(x)=x"et T la tangente & sa courbe au point d’abscisse 1 alors une

équation de T est : a) y=2x ; b) y=2x-3 ; ¢) y=2x-1
3) La fonction définie sur IR parf(x) =+/4x’ +1 est dérivable sur IR et pour toutx e IR,
1 4x 8x
) f' ()= 3 b f(X)m—— ; ) f'(x)=—
244x* +1 Vax?+1 Vax? +1
Exercice 6 : La figure ci 4 s
contre est la représentation ‘
d’une fonction f. N — : " - i
1)a) A l'aide du graphique N
déterminer les nombres _ - ﬁ
dérivés de fen -3, -1 et ] K
respectivement . \ J NG
b) Ecrire une équation de la 4
tangente (T) 4 (C)au point ™
I .
d’abscisse (~1) N
) . . f(x)-3 f
2) Déterminer lim ———— ! .
x=2" X —2 2
f(x)-3
et lim (x) A0 ; .
x-2" X —72 ! -
3) Soitg(x)=f(x)¥x+1 Montrer que g est dérivable a droite en -1
2 —
(x)= E——Jﬁ—l,si x<0 i
Exercice 7 : Soit x-—-1 a) Montrer que h est continue surR .
h(x) =l+vx*+x, x>0 si
b) Etudier la dérivabilité de h en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
¢) Montrer que h est dérivable sur e, 0[ et ]0,+oo[ et calculer h'(x) sur chaque intervalle
Exercice 8 :Soit h un réel proche de zéro. Montrer que :
1)(1+h) =1+2h : 2)(1+h)4=1+4h,3)1_£_ﬁ.~_1-h
Exercice 9 :Soit la fonction f(x)=+/3x+1.
1) Déterminer 1’approximation affine de f proche de 0
2) En déduire une valeur approchée de 4/1,00048
17
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lixercices sur le chapitre «Dérivabilité d'une fonctions Fonction Dérivées » Collection : « Pilote »

Lxercice 10: Déterminer les intervalles sur les quelles f est dérivable et calculerf'(x) dans chacun des

1
cas suivants : 1) f(x) =2x -1, 2) f(x) =222 -3x+4 , 3) f(x) = (3x -4’ 4>f<>—*“;+xs~,5)

)= V2x+1 6 fx) = V¥ —x—6, ) f(x) = -3;1_—7 , 8) f(x) = (x-1)’(2x-3)".

9 f(x)=(5x +1)* ,10)f(x)=2x+3 + ~5~,11)f(x)=2cos(%x+%), 12)f(x)=2sin2x +4sinx
x g

o . e, -16

Exercice 11: Calculer la limite de f en a en utilisant la fonction dérivée : 1) f(x) = ad 2 ,a=4

x —
1
——1
ZI 1 Vx+x+1
2 x)= a=1 3 x—x+4 ca=-3 ,4 = ;a=0
) f(x) 3 ) f(x) 23 ) f(x) N
Exercice 12 : La figure ci contre est la ¢ O T A - 1t
représentation d’une fonction f. /b

1) Al'aide du graphique
déterminer f'(-2) et f'(~1). %
2) Cocher la ou les bonnes réponses : g i l__
a) f est dérivable : i- a droite en 1 1

iiagaucheenl iii-en 1.
f(x +1
b) lim ——— (x)

x=I0 X —1
/-4 i/-1 /1 iv/4. |
x-=1" x~—1] 7 ]

/-0 ii/4+00 /0 iv/ 1.
3) Soitg(x)=ax’+bx+coua, betc - .

sont des réels.
a) Montrer que g est dérivable surR et " b

calculer g’(x) A’

b) Déterminer les réels a, b et ¢ pour
que les deux conditions suivantes soient
eLadroite:y =2x+1estlatan gente ad,aupointd'abscisse0.

I
—

[T)
E

satisfaites : .
*Lestan gentes {; et §, enleurs pointsd'abscisses —1sont paralléles.

h(x)=+vx"+x,s1 x20

4) Soit % a) Montrer que h est continue surR .
h (X) = -—l, six<0
X —

b) Etudier la dérivabilité de h en 0. Interpréter graphiquement le résultat.

¢) Montrer que h est dérivable sur [—eo,0[ et 0, +oof et calculer h'(x)

Exercice 13 :Dire si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse et justifier votre réponse :
1)f continue en a alors f est dérivable en a . 2)f est continue en a alors f n’est pas dérivable en a .

3)f n’est pas continue en a alors f n’est pas dérivable en a.

. 18
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Exercices sur le chapitre « Etude de fonction» Collection : « Pilote »

Résumé du cours :
1)Eléments de symétries d’une courbe

Axe de symétrie :Le plan est muni d’un repére orthogonal (O;T;j) . Soit f une fonction définie sur un

ensemble D de courbe représentative C et Ala droite d’équationx =a. La droite A est un axe de symétrie de
C, si et seulement si, pour tout x appartient 3 D ; 2a—x appartient D et f(2a—x)=f(x)

Centre de symétrie : Le plan est muni d’un repére orthogonal (O;T;}) . Soit f une fonction définie sur un

ensemble D de courbe représentative C et O' le point de coordonnées (a;b). Le point O' est un centre de

symétrie de C, si et seulement si, pour tout X appartient 4 D, 2a —x appartient 3 D et f(2a—x)=2b-f(x)

f(x)

X

2) Branche paraboliques

Fonction polyndme Soit f une fonction polynéme de degré n ; n =2 alors tend vers I’infini quand x

tend vers ’infini. On dit que la courbe représentative C de f dans un repere (O;f; 3) admet une branche

parabolique de direction (0;3) , au voisinage de ’infini

f
Fonction ~/f :Soit la fonction f:x > +/ax +b;a # 0 Alors (x) tend vers zéro quand x tend vers I’infini.
X

On dit que la courbe représentative C de f dans un repére (O;Tﬁ) admet une branche parabolique de

direction(O;T) au voisinage de I’infini.

Définition : Soit f une fonction et Ct sa courbe représentative dans un repére. Lorsque lim f(x) =L, on dit
x—>+00

que la droite d’équation y = L est une asymptote horizontale a la courbe C; au voisinage de +oo. |
Lorsque lim f(x) =L, on dit que la droite d’équation y = L est une asymptote horizontale a la courbe Csau
X—)—oa B

voisinage de —oo.
Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I , sauf en un réel a de I et C; sa courbe
représentative dans un repére (0,?,]'). Si la limite de f, & droite en a (respectivement a gauche en a ) , est’

infinie , on dit que la droite d’équation X = a est une asymptote verticale & la courbe Cr & droite en a (4
respectivement a gauche en a ).

Définition : Soit f une fonction et C; sa courbe représentative dans un . repere (0,7,})
Lorsque lirP (f (x)—(ox + B)) =0, on dit que Ia droite d’équation y = ox + {3 est une asymptote oblique a la
courbe C¢de f au voisinage de + o Lorsque lim (f(x)—(ax + ) =0, on dit que la droite d’équation y =§

ox + [ est une asymptote oblique a la courbe Cide f au voisinage de —oo. . 1
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Exercices sur le chapitre « Etude de fonction» Collection : « Pilote »

i i i S R T i 3 i Y R R S T
LES EXERCICES \ SR PO N S N N Y U SN N WO S A
Exercice n°1:La courbe I r\‘ R A A R P
représentative ci-contre est celle -t-—-—»\,;—-———4~4-—+-———4-~—~ ----- SRS VU NS VU S A S
d’une fonction f définie et dérivable \ P
sur qui admetA:x =3commeaxede 1 1 1 "‘{:“ ' N A A B A
symétrie est partiellement tracé ci- S S N ASNSNEN NSRRI VNS UV SRUTON S
contre. P
1) Achever la courbe. T T —— Aiiale eiaiaied Sateley ‘"‘"f“"f"“";"
2) Déterminer la tableau de variation }_ 1t 1 | S . i___ _i____i__
de f' 1 f 3 ] ' (1 ] E E E
Exercice n°2:1es graphiques ci- e Fommrtemn I s Mttt B
contre représentent deux fonctions £ 3 | | i i b
et h définies et dérivable surRetune § 2 - i ¢ & 7 & 9 1
fonction g définie et dérivable LI S N N (AR TS U N SN N
sur J-1,+oo] .
2 s /'_, e
3 ] EVAT
[N e WA
‘ / | i \ B
NEVARE IR AVAR B
IH—— o
1 P * 1
D1) }Lfgf(xx) = @+o b)wo  0)0; 2) lim i(;x—)= a)+o  b)-o )0
II) lim 8(x) a)+0  b)-w c) 0
x>t X
IN1) lim h_(x) = a)+w b)-wo ¢)0 ,2) lim h(x) =a) +oo b)-o ¢)0
X=>too X X—3—00 X

Exercice N°3 :Soit f:IR — IR tel quex > —%x3 +—;-x—l. On désigne par(&)sa courbe représentative

dans plan rapporté a un repére orthonormé (O;T;}) .

1) Etudier les variations de f . 2) Montrer que I(0;~1) est un centre de symétrie de (&)
3) a) Ecrire I’équation de la tangente T a (&) au point [.

b) Etudier la position de (&) par rapport & T : c) Construire (&) et T.

o Mathématiques 1 3™ Sciences Techniques & -20~



Exercices sur le chapitre « Etude de fonction» Collection : « Pilote »

1 27
da)Vérifier quef| —— |[=——
)a) erq ( 2) T

b)En déduire les solutions dans[—~; 7] de I’équation : cos’ x —3cosx —% =0

Exercice N° 4 :Soit f la fonction définie sur IR parf(x)= 2x” —6x+4. On désigne par (C; )1a courbe

représentative de f dans un repére orthonormé (O,;, _j) .

1)Dresser le tableau de variation de f

2)Montrer que le pointI(0;4) est un centre de symétrie pour la courbe(Cy ) .

3) Ecrire 1’équation de la tangente T & (C; ) au point L.

4) Etudier la position relative de T et (C, ) ;  5) Construire T et (C;)

m-4
2x

6) Déterminer suivant le paramétre m le nombre de solutions de 1’équation x*-3=

7) Soit et deux réels de Uintervalle [O;lzt{] avec 0, <3, comparer : f(cosa)etf (cosP)

8) Soit g la fonction définie sur IR par g(x)=[2x+4](x— 1)2

a) Construire(Cg ) apartiede(C,) ; b)Dresser le tableau de variation de g
EXERCICE 5: Soit la fonction f(x)=x"—3x"+2
1) Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative () dans un repére (O ,Y,})

2) soit A et b deux points de( 2;) d’abscisses respectifs a et —a avec ae IR’

a) Montrer qu’il existe deux points M' et M" de ({)ou la tangente & ({) est paralléle 4 ( AB)

b) Montrer que les points M' et M" restent symétriques par
rapport 4 un point fixe I lorsque a varie dansIR’

Exercice n°6 : La figure ci-contre est la représentation graphique
d’une fonction f définie, continue et dérivable surR . La

courbe ¢ admet deux branches paraboliques de direction(O, f), T ekt e

’une au voisinage de +oo et I’autre au voisinage de ~co.

1) A partir graphe dresser le tableau de variation compléte de f.
f f

2) Déterminer : lim ——()2 et lim —(—Q

X—~oo X X—>too X

1

f(x)
b/ Montrer que g est dérivable sur D et exprimer sa fonction
dérivée en fonction def” et £

¢/ Dresser le tableau de variation de g.

o -

R L

3) Soitg(x) =

. a/ Préciser I’ensemble de définition D de g.

R T R b R ety L R S
v o o e s o e o = o o T .~ " o o] W o T e v ) e v o v ] . -

-———{-——-—-— P N T [ SR S —

@ omm e -

1
[\
—

t
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Exercices sur le chapitre « Etude de fonction» Collectlon : « Pilote »

R Y N
Exercice N° 7 :Soit fune fonction : Beemetrind e ---s..-.:‘....E--..i....;.-u:n .:.-u:u.‘uuui»
: H IR
définie sur IR \{—1} dont la courbe . Y (N SO S OSSR SO SO ST SO S
. o IUEI, U0 OO U Y 19PN O - O O O
representatlve (g) eSt donnee Cl"Contre : i : E E E : g . : 'i'"'5""’.‘""5""5""5""5""3""5"
:l'!f:llll: » ey ae U-I.ll LE3 ] 12 'l UIIEI“DE'Il(:liil:litbil‘lisl'IIEII 0: i1y : :
La droite d’équationy =—x+lestune  } : } - : FRNE S A A
Paeeiicmmirnnedae AT AT ST SRS SN S-S ORI S
H H : i 2 . ] . £ Hale P AL L L L P YT T TPy
asymptote a (§)au voisinage de(—e0) 3 ¢ 3 : R N N
:"T":"“:' ? E ALLE [XRY *“~":""i‘mi""i'“'i"'-!""E""E"-' snas s’
La droite d’équation x =—1est une baercbernt ; O O O O T
: R ftesmarna L ST T TR A E Y ) HMangsgox e
\ H ’ l ) » : : : = :
i H 2 . i
asymptote a ({;) E"“-:"“f"”:.mf.mi i ;....s....:..., evs e
La droite d’équationy =0 est une (VY RS NS L NN . § (A Ldieduredidinn,
asymptote & (&) au voisinage de(+eo)  rrefremrenpresireiee
—feeie bt 2 ¢
Pour toutx >1 ; £(x)>0 PR “E P " : T & !
...»'E”‘.';'...E...‘E-.,."‘. i Nl.gb[.. :l!l':.l.ll.l.l:ll..l t
f(0)=£f(1)=£(2)=1 P b E L f i S S "
- ) . .ll'ia'l.ilt.bzl.!'il.lIE".'*I as ll.'.d. ll!.:“‘."l\ll'.‘. .Il;‘ll.;'.l'i'.'.z )
En utilisant le graphique, répondre aux  ...i..feiiionsfo ik, SRR I S = NG P it
. . H i i : ¥ i 3 asime ll\-:ll 'Pll,l". ".:I'l. seen .Hll.l“' T T
questions suivantes :1) f est-elle SO S SO SR SO SO iad Pos ot IOENG e
) : s : : nuitu-:o- ¥ ESEEE '-v:wun.un-:--n .-ui { ! Sanowtevertrn
continue en 1 ? O SUU O O SO : R A
2) Déterminer, en justifiant, les limites : N Y B et Keerimeedonsedons
FPTE: TEST FUUE IR SR . . H s b4 . \ . ‘ » H

suivantes :
a) lim f(x) ;b) limf(x) ;¢ lim f(x);
X—>+oo x—l* —-1"

@) limf(x)| ; €) lim fi()) ; B lim f}g‘)l g) lim f(x)+x ; h) lim

Exercice N° 8 : La courbe(&)

ci-contre est la représentation

graphique d’une fonction f dans

un repére orthonormé du plan.
1) a) Déterminer le domaine de
définition de ;

b) Préciser les asymptotes de la
courbe (§)

2) Déterminer chacune des limites
suivants :

X->—00

lim f(x);)}irflmf(x);iiggf(x)
3) Calculer chacune des limites
suivantes

2—X
lim f ;i —_—
Jim ) i | 5%

; lim 4-x
,x—>(—2)" f(x)
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Exercices sur le chapitre « Etude de fonction» Collection : « Pilote »

2 —
EXERCICE 9 :Soit la fonction définie par f(x) = X_.Eilﬂ ;
X —

{ sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i j) .

1)a)Vérifier quef(x)=x—1+ —% b)Déduire que({)admet une asymptote oblique que 1’on précisera.
‘ | X — /
2) Montrer que le pointI(1;0) est un centre de symétrie de ()
3) Dresser le tableau de variation de f et tracer (§) 4) Soit la fonction g(x)=|x—1| +_4—I .
X —

a) Dresser le tableau de variation de g. b) Montrer que (C ¢ ) admet deux asymptotes obliques. c) tracer (C g)

Exercice 10:0n considére les fonctions : f(x) =%(x2 +X +1j ; g(x)=2x+x"-1.
X

1) Montrer que V xe IRona : f'(x) =3~12—g(x) . 2) Dresser le tableau de variation de g.
X

3) En déduire que I’équation g(x) =0admet dans IR une unique solution o.dans ]0 ;1[ .

4) Dresser le tableau de variation de f.

5) On désigne par () la courbe de f dans un repére( 0;17;}) et soient les points I et J de({) d’abscisses
respectifs —1 et 1. | a) Vérifier que(IJ)est tangente (L) en J.

b) Déterminer une équation de la tangente (T)a(()enl. c) Etudier la position de () par rapport 4(T).

6)utiliser les résultats précédents pour construire la courbe (C) (On prendra% comme valeur approchée de o)

_ —x*+2x+3

Exercice 11:Soit f la fonction définie par : f(x) 5
X —

1ya)Calouler £0), Tim -0 etim (x—2)£ (x).
X—=—oo X X2

b)En déduire les réels a, b et ¢ tels que : f (x) =ax+b+ ©
X —

5 pour toutxe D; .

2) Montrer que I(2 ;-2) est un centre de symétrie pour la courbe(, .
3) Montrer que la droite A : y = —x est une asymptote oblique a la courbe ;.

4) Dresser le tableau de variation de f. 5) Tracer {; dans un repére orthonormé (0, 1, ]) .

6) On pose : g(x) =|x|+ .a) Etudier la parité de g. b) Tracer la courbe§,

3
[x|-2
7) Soit D, :y =k oi ke R. a)Montrer que pour tout réel k, la droite D, coupe {; en
deux pointsM” et M”.
b)Déterminer I’ensemble des points I = M"*M” lorsque k varie.
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Exercices sur le chapitre « Etude de fonction» Collection : « Pllote»: -« i
= ;

Exercice n°12 : Le plan est rapporté d’un repere

orthonormé(0, 1, J).¢, et ¢, sont les courbes
1 2

représentatives, d’une fonction f dérivables

surR et de sa fonction dérivéef”.

Par lecture graphique :

1)Déterminer, parmi les courbes {, et £,, celle qui
représente la fonctionf”.

2) Dresser le tableau de variations de f.

Exercice 13 :On considére la fonction f définie

x’—2x-2
x*+x+1
sa courbe représentative dans un repére

par:f(x)= . On désigne par({;)

orthonormé(O,f, 3) . 1) Dresser le tableau de variation de f.

2)a)Ecrire I’équation de la tangente (T) &({; ) au point d’abscisse 1.

b)Etudier la position de ({; ) par rapport & (T).

3)Tracer (T) puis(; ).

4) Justifier graphiquement que pour tout réel m de ]-2,+oo[, I’équation f(x) = x —m admet, dansR , un
solution unique.

X +2x|-2

————— a)Montrer que g est paire.
x? —|x|+1 ) e gestp

5) Soit g la fonction définie par : g(x) =

b)Tracer la coﬁrbe représentative de g a partir de ({; ) .c)Justifier que g est dérivable en 0.
Exercice 14 :Soit f la fonction définie sur R par f(x) =vx>—2x+4+x

€, sa courbe représentative dans un repére orthonormé ( 0,1, _j)

1) Montrer que ,}EIL f(x) =1.Interpréter graphiquement.

2) Montrer que A : y = 2x —1est un asymptote oblique & £, au voisinage de +oo

3)a)Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout x e R : f'(x) > 0.b)Dresser le tableau de variation de f.
4) Tracer {; etA

Soit g la fonction définie surR par g(x) =vx* +3 +x.a)Montrer que pour toutx e R : g(x) = f(x +1)-1.
b) En déduire que &, est I'image de ; par une translation que I’on précisera.

x
Vx2+1

a) Déterminer g'(x) pour toutxe IR .b) Dresser le tableau de variations de g et préciser le signe de g(x)

2) Soit la fonction définie sur IR parf(x)=x—-1+v1+x* et({)sa courbe dans un repére ( 0 ,—1’5)

EXERCICE 15 :1) Soit la fonction définie sur IR par g (x)=1+

a) Vérifier que pour toutxe IROn af'(x)=g(x). b) Calculer lim f(x) et interpréter le résultat.
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Exercices sur le chapitre « Etude de fonction» Collection : « Pilote »

¢) Dresser le tableau de variation de f.
3)a)Montrer que la droite A:y =2x ~1 est une asymptote oblique 2‘1( C) en oo,

b)Etudier la position relative de({) et A

d) Tracer () ;(T)et Aasymptote oblique &(¢) au voisinage de+oo. . _

5) Tracer ().

Exercice 16:0n donne la courbe représentative (C) d’une fonction f -t ----4-----4----1
définie, continue et dérivable sur R dans repere

orthonormé (O, i, }‘) La tangente (T) a (C) au point I(-1, -2). __1

-

1)Déterminer, graphiquement :a)Le signe de f’(x) et le tableau de
variation de f.

b) L’équation de la tangente (T). c¢) Le signe de f(x) surR. Y A W -
d) Dresser le tableau de variation de la fonctiong : x — f(x). !

e) Tracer a partir de (C) la courbe (C’) de la fonction Y (RN SRR W)
h:x—)[f(x)]—l.

f)Le nombre des solutions de 1’équation h(x)=m+4, ou m un réel.
2)On suppose que f(x) =ax’ +bx>*~4, ou a et b des réels,
déterminer a et b.

Exercice N°17 :Soit f une fonction définie sur IR * dont la courbe

o ———

représentative () est donnée ci-contre : o

e

La droite d’équation y = x + 2 est une

asymptote a (&) au voisinage de(—oo)

La droite d’équation x = Oest une

asymptote & (&)
La droite d’équation y =1 est une

s o
asymptote & (&) au voisinage de(+ee)En ELNREE ;
utilisant le graphique, répondre aux N Ansa * 1‘ N
questions suivantes : AL e e
1) f est-elle continue en 0 ? // - A B S
2) Déterminer, en justifiant, les limites P/ R R SEREREREL § & (a8 EuaR : P
suivantes :a) lim f(x) ;b) lim f(x) - 4 T -3{f ERNE B R B RRRER
o) limf(x) ; d) m%\f(x)\ )

f(x)-1
fim £(x)~x fim -0~
X——o0 X—>+o0 f(X)

1)a)Déterminer le domaine de définition de la fonction —;— .b)Déterminer les asymptotes de la courbe —fl—
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Exercices sur le chapitre «Fonctions circulaires » Collection : « Pllote » i« vl -
R

Résumé du cours :
Fonction périodique t
Définition :Soit f une fonction définie sur T
une partie D de IR et T un réel non nul. On i
dit que f est périodique de période T, si pour
toutx € D;(x +T)appartient 4 D et
f(x+T)=1(x)
Construction Soit f une fonction définie dur
D, périodique, de période T et g la restriction
de £'a un intervalle[a;a+T]. La courbe

représentative de f se déduit a partir de celle

de g par translation de vecteur kTi, ouk |
appartient a7 . ! - >

Définition :Le plan est muni d’un repére orthonormé direct. Soit x un réel et M le point du cercle
trigonométrique de coordonnées (cosx;sinx ) . La fonction sinus est la fonction périodique, de période 27,
qui au réel x associe le réel sinx . On la notesin: x > sinx

La fonction cosinus est la fonction périodique, de période 27, qui au réel x associe le réel cosx. On la
notecos : X > cosx

Soit a un réel. Les fonctions, x > sin(x +a)et x > cos(x +a) sont périodiques, de période 27

3
i

. sinXx . l1—cosx . l=cosx 1
Iim =1 ; Im————=0 ; lim———=— g g
x-0  x x—0 X x—0 X 2 ; ;-l -
Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur IR. De plus, pour toutxe IR ; Ona: (sin) '(x) = Q08 X

3?

et (cos)'(x)=-sinx

Fonction tangente

sin X .
La fonction tangente est

Définition :On appelle fonction tangente et on note tan la fonction : x
cosX
impaire et périodique, de période .
. L L . oo T
La fonction tangente est dérivable pour tout réel x, différent de 5 kmke ZetOna: (tan)'(x)=1+tan’x
s i
pour tout x différent de 5 +kmke Z

Fonctions f:x > sin(wx +¢),f:x > sin(0x + )

Soit ® et @ deux réels tels que : w# 0. Les fonctions f:x - sin(wx+@) et g:x > cos(wx +¢) sont
e (. L 2T ‘. .
périodiques, de période—. De plus, f et g sont dérivables sur IR et on a pour tout réel x,
0]

f'(x)=ocos(0x+0) et g'(x) =—wsin(wx+¢)
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Exercices sur le chapitre «Fonctions circulaires »

Collection : « Pilote »

T
C) ——X
)%

LES EXERCICES
Exercice_n°l : Pour chacune des questions suivantes indiquées la bonne réponse :
1)Pour tout x, [cos x—cos AP a) X- z b) |x— z
4 4 4

2) La fonction définie surR f(x) = sin(—;{x - 1) est périodique de période :

a) 2z b) 4 c)2
3) Soit la fonction f définie surR par : f (x) =sin(x)cos(x) . La fonction est périodique de période
a)2m ; b)m ; c¢)—-T
4) Soit la fonction f définie sur R par : f (x)=sin*(x). a) la fonction f périodique de période :
4 2
b) f est dérivable surR et pour tout x deR , £(x) est égale a :
* cos? X **3in(2x)

¢) La courbe représentative ¢, de f dans un repére orthonormé (O,f, }') , admet :

* un centre de symétrie I(—;—r—,l)

***Un axe de symétrie d’équation : x=0
Exercice n°2 :Le graphique T
ci-contre représente une .

***_)C0SX SinX

** Au point d’abscisse 0 une tangente d’équation y=x

; . s .. oo 4 cobadechad H
partie d’une fonction définie Y , P i : H
R -‘-—:--,‘ ': . iy -—r--‘!-— r -1'
sur M .}--I.-J .; ~ avhadea o4 -
. . 1 ] 1 [] 1] ] t 1 t 1 I [
On sait que : USRI 4 N S | S (LI N
3n dabog sttt S P O N R SO O o
-mie e ks -l mhaedesbhesdecsha
> A:x=—Z— est un axe de : ; : ; ; : ; ; : { ! i : i
symétrie pour la courbe { 4:'7-/6 - -3 T A
R H : BT & HE } A A -
> Tla tangcntea gf au PR T Y TR T J N T R S T Oy T Y SR JRY U SO SN DR A
1 ] 1 i 4 1 1 1 1 [} I ] ] ] 1
L I SN oy R
SN R RSN ST PR AP SO U N U S S O T Y
. 3 ) ] 1 ) . ' i [] ] [] [] ] ¥ 1 ] [} ]
pOlntA 0,-—- . rebmde e - mdembedoabadumbw edevbodesbadsubw
2 : : ; : : : : k) [ ] 1 ' [} ] [] ] ] ]
1. a ] ) L] (] [ B ] (] ) ]

» On note f’1a fonction dérivée de la fonction fsurR .

Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacte.

Par lecture graphique :

) f(:%n—x]—f(x)=0 b) f(?’—}—x)—f(x)=0

2) a) f’(O):% b) f'(o)=% o) f'(o)=%
3) a) f’(—%) =0 b) f’(-%j < f’(—})

9 f(%"—x)ﬂ"(x):o

) f'(x) >0 sur l’intervalle|:—£,£:].
4712
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4) f est périodique de période : a) ch— b= c)2n
135w 3 5
5) f| —|= = b) —= 2
) ( 5 ) a) 5 ) 7 c)

Exercice 3 :Soit la fonction : f : x - sin 2x
1) Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative { dans un repére orthonormé (O,f,}) .

2) Déduire la courbe représentative de la fonction g:x |sin 2x| .

3) Déterminer la période de g.

Exercice 4: Soit f la fonction par : f (x) =2cos(x)+cos(2x) . On note par{ la courbe de f dans un repére
orthonormé (O, i, 3) 1) Etudier la parité de f puis vérifier qu’il suffit d’étudier f sur[0,7].

2) Dresser le tableau d variation de f sur[0,7].3) Résoudre dans R puis dans[0,7]1’équation f(x) = -1.
f(x)-3 of 1im f(x)-3

X x—0 xz
Exercice 5 :Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2sin *x + 4sin x .On note { sa courbe dans un repére

4) Construire la partie de { dans U'intervalle[-2m,2x]. 5) Calculer : lim

orthonormé (0,1, J) .

1) Montrer que f est2n périodique puis dresser son tableau de variation sur [—n, n]

2) Déterminer les points d’intersection de { et I’axe des abscisses.

3) Tracer la partie de { dans[—2m;27]

4) Soitg(x) =—-2sin?x +4sinx. a) Calculer g(x) +f(x + 7).

b) En déduire une construction de {4 partir de { puis tracer la partie de g, sur [-2m; 2].
Exercice 6 :

1) Soit f la fonction définie sur[O;—gJ parf (x)=cos® x +cos’ (3x) . Montrer que f ([O; gD =[0;2]
2) Soit g la fonction définie sm[o;g} parg(x)=cosx +cos(3x)

a) Montrer qu’il existe un réela < 0tel que g[{O;%D = [a; 2]

b) Montrer que g(ég] = sin—g—- cosg ;  ¢) En déduire queae {—l;— 2

2—«/5}

Exercice 7 :Soit la fonction ; f: x > \/?—> sin 2x —2sin® x +1

1) Montrer que pour tout réel x,f(x)=2cos (2){ —g)

2) Etudier f et tracer sa courbe représentative () dans un plan rapporté a un repére orthogonal (O,T, 3) .
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3) Vérifier que les droites (D, : x = %+ kg;ke Z)sont des axes de symétrie de la courbe ().
4) a) Résoudre dans R 1’équation (f(x) =1) .

b) Résoudre graphiquement dans [0,7],1’inéquation (v/3 sin 2x > 2sin’ x) .
5) Soit la fonction g:[-7, ] > R

X —>+/3 sin2|xl —2sin®* x +1 Tracer la courbe de g dans le méme repére (O,Y,]) .

Exercice 8 :Soient les fonctions f:x > ZCOS(X —gj et g:xH>2cos (x+§j

1) Etudier chacune des fonctions f et g et tracer les courbes représentatives { et { dans le plan rapporté a
un repére orthogonale.
Vérifier que { est I'image de { par une translation dont-on déterminera le vecteur.

2) Soit la fonction h définie sur [0,27]par : h(x) =|cos x| +3 |sin x|

Utiliser les courbes { et { pour tracer la courbe représentative de h.

EXERCICE9 :Soit la fonction définie sur IR par : f ( x) = sin[Zx +§)

1) Etudier les variations de fsur [0;n] ; 2) Construire la courbe de f.

3) En déduire la construction de la courbe de la fonction g définie sur [—11:; ’rc] par
T i
X )=-2sin| |X|+— |.cOS| (X|+—
() =25t o+ cos{ -+

EXERCICE 10 :Soit la fonction f définie par f (x) =2c0s [%x +§j

1) Montrer que la droiteD:x = ——g est un axe de symétrie a la courbe de f.

2) Montrer que le point E(%;Oj est un centre de symétrie a la courbe de f.

3) Etudier les variations de f sur [—g ,lzr—] et construire §; .

Exercice 11 :Soit f 1a fonction définie sur IR par f(x)=acos(2x)+b avec a et b des réels et (C) sa

courbe dans un repére orthonormé (O; 1 j) .

T 3n ki T 3
Le tableau de variation de f sur {Z,T} est le suivant : X 4 2 4
1) Montrer quea=2et que b=1 f'(x) B (F +
T 31
2) a) Résoudre dans| —;— |I’équationf(x)=0 .

-1
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b) En déduire le signe def (x) sur[g;%t}

3) a)Montrer que I(—};l) est un centre de symétrie de(C)

b) Montrer que I’étude de f se réduit a 'intervalle B%,}f}

¢) Construire la portion(C, ) de (C)relative a {—g,—iﬂ] en précisant les points de rencontre de (C, ) avec los

axes de repére.

d) Soit g la fonction définie sur [% 3—:' parg(x [f ]2 Dresser le tableau de variation de g,

Exercice 12 :Soit la fonction : f : x > tan(ax +b) ot ae R’ et be R

On désigne par { la courbe représentative de f dans d’un repére orthonormé direct(O;f;—J:) du plan.

1) Déterminer a et b pour que la période de f soit égale & 27 et que la courbe { passe par le point I(%E, 0).

2) On prend a =% etb =1;- .a) Etudier la variation de f sur I'intervalle }g,’g—n[ . b) Tracer la courbe (.
Exercice 13 :le plan est muni d’un repére orthonormé direct (Oﬁ;}) Soit A(1,0)etB(0,1) deux points du
cercle trigonométrique de centre O Soit 6unréel de}O,g[ ,On désigne par M le point du cercle
trigonométrique tel que (O—A,O_I\Z) =0[2n] .

1)a) Montrer que AM = 2sm§ . b) Montrer que BM = 2sin (g - g)

2) a) Montrer que la fonction f définie par : f(x)=2sinx +2sin (g — xj est dérivable sur IR

b)Dresser la tableau de variation de f sur JO,%{ .

¢)En déduire la valeur de 6 pour laquelle AM+BM est maximale .

sinx—sin| x— = —Q
4) 2 2(x)++22-4

3) lim et lim
x—0 X x—0 2X—1TC
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Résumé du cours :

Définition : (u,),.y une suite arithmétique signifie qu’il existe un réel » tel que : pour tout ne N :

u,,,—u, =r et restlaraison de la suite u

n

ne

Terme Général :Soit (u,),. est une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r :

Ona: u, =u, + nr ; pourtout ne N

n

Relation entre deux termes quelconques :u, =u, + (n — p)r ; pour tous entiers naturels n et p
Somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique :

. n(uO +un—1)
Soit S, = uy +u, +uy +ooeeeeens +u,_ , alorsona: §, = ———
2

Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique :

(n—p+D(u, +u,)

Soit § = u, +u,,, Hroe +u, (p<n)alorsona: S = 5
y ¥ n n+1
Conséquence :Pour tout neN" ona:1+2+3+--.o0o +n = —~£Tl

Définition : (), . est une suite géométrique signifie qu’il existe un réel g tel que pour tout ne N :
u,,, =qu, , qestlaraison de la suite u

Terme Général : Soit (v,),.y une suite géométrique de premier terme u, et de raison g

Ona: u, =u,.q" pourtout ne N

n—-m

Relation entre deux termes quelconques : v, =u,.q ; pour tous entiers naturels » et m

Relation entre trois termes consécutifs d’une suite géométrique :
a , b et ¢ sont trois termes consécutifs d’une suite géométrique sig a.c = b°

Somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique :Soit S, = w, +u; +u, +ooeeeeens +u,_,Ona
n.u, si g=1

Sn = -q" .
U, sig#1

Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique : Soit § = u, +u,, +oooeeeeeen +u,

(n=p+Du, si g=1

(pSn), Ona: S = l__qn—p+l
U, ————— si g #1
1-¢
n Siq::l
Conséquence :Pour tout réel ¢ ona:1+q+q2 +q3 I +q,,_, _ g |
Slq#
1-g¢

Définition :Une suite numérique u est une fonction de IN dans IR, définie a partir d’un certain rang n,
L’image u(n)de I’entier n est notéu, . Le terme u, est le premier terme de la suite. Le terme u, est le

terme d’indice n de la suite.
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L

Yariation d’une suite Définition : Soit u une suite numérique définie pour tout entiern=n, 20.

la suite (u,) est dite croissante si up+ > u, pour tout n > ny. Dans ce cas les termes de la suite sont rangés
M kd 1 .

dans Pordre croissant :u, <u, ., <. <u,<u,, <.

[.a suite (u,) est dite décroissante si uy+; < u, pour tout n > ny. Dans ce cas les termes de la suite sont rangés
dans P’ordre croissant :u, 2u

2.
7% 2 Ui =% =%+t T

‘Théoréme -Soit (u,) une suite géométrique définie par: u, =q" ;n 20 ; ou q est un réel non nul.

- Si q>1; alors lim u, =+oo

n—y+co

- Si |q|< 1; alors limu, =0

n—r+oo

- Si q<~1 ; alors la suite (u,) n’a pas de limite.

Si q=1 ; alors la suite (u,) est constante.

LES EXERCICES

EXERCICE 1 :La ville A compte une population de 34 000 habitants en 2007. On observe depuis

que chaque année, sa population augmente de 3%.0n note U, = 34000 le nombre d’habitants de la ville A
au ler janvier 2007, et un le nombre de ses habitants au ler janvier de I’année (2007+n).

On arrondira au besoin les nombres d’habitants a [ 'unité.

1. Vérifier que U, = 35020 puis calculer U, .

a. Pour tout entier naturel », exprimer U__, en fonctionde U .
b. En déduire la nature de la suite (U, ) .c. Déterminer alors U, en fonction de 7.

2. Selon ce modéle :a. Calculer la population de la ville A au ler janvier 2012.

b. A partir de quelle année la population de la ville A dépassera-t-elle 50 000 habitants ?
EXERCICE 2 :La ville B, qui comptait 45 000 habitants au ler janvier 2007, perd chaque année
500 habitants.On note V, le nombre d’habitants de la ville B au ler janvier 2007, et V, le nombre
d’habitants au ler janvier de ’année (2007+#).0n a ainsi V,, = 45000.

1. Montrer que V, = 44500 puis calculer V,.

2. a. Pour tout entier naturel », exprimer V,,, en fonctionde V, -

b. En déduire la nature de la suite ('V, ).e. Déterminer alors V, en fonction de ».
3. Selon ce modele, calculer la population de la ville B au ler janvier 2012.
U,=-1

U, -U, =n+l;nelN

EXERCICE 3 :Soit (U, )la suite définie sur IN par{

1) a) Calculer U, etU,b) La suite(Un ) est-elle arithmétique ?

2) Soit (V,)la suite définie sur INpar: V. =U_,, -U, ;neIN

a) Montrer que(V, ) est arithmétique.  ; b) Soit S, =V, +V, +......+V, ; ExprimerS_ en fonction de n.
; ne IN

n+l 2

3) Montrer queS, =1+U
4) Exprimer U en fonction de n.
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U,=1; U, =2
Un+2 :3Un+l *2Un .

EXERCICE 4 :Soit (U, )la suite définie sur IN par{

1) Montrer que la suite(V, ) définie par V, =U ,, —U, est géométrique.

2) Exprimer V, en fonction de n.
n-l

3) Calculer la somme suivante : S = Z V.
k=0

4) Exprimer U en fonction de n.
U, =3
EXERCICE 5 :Soit (U, ) la suite définie sur IN par U 1

n+| n n

n-l

1)Exprimer en fonction de n la somme suivante : Z:(UKJrl -Uy)

k=0
2)En déduire ’expression de U  en fonction de n.
. 1
EXERCICE 6 :Soit S, = 2—212_—17 1) Vérifier que —21(1——2 = %———1—2 . 2)CalculerS .
ok (k+1) k? (k+1) k (k+1)

Exercice 7 :SoitX € IR\ {1} et(V, ) la suite définie sur IN par V, =X".

1) Déterminer la nature de la suite V, .
n-1
2) Calculer la somme suivanteS, = ka . 3) Montrer que2" 2n+1.
k=0
Exercice 8 : 1)A partir d’un nombre donné, on construit une suite de nombres de la fagon suivante : chaque
nombre est la somme des carrés des chiffres du nombre précédent.
Ainsi, si le premier nombre est 2 332 011,
le deuxiéme nombre est 22+37+3% +27+0 2+1°+1°=28
le troisiéme nombre est 2°+ 8% = 68 et ainsi de suite.
Calculer le 2011éme nombre de cette suite.
2)Calculer le 2011&me nombre de la suite obtenue en partant du nombre 1248.

. . . 1 1
EXERCICE 9 :Soit (U, ) - la suite définie par U, =—1—2-+2l2+3—2+ ........ +;117
1)CalculerU, ; U,etU,
. 1 1 1
2)a)Montrer que pour toutke IN \{1{Ona: —-<—F——
b) Montrer que pour tout ne IN'Ona: U, <2-1
n

EXERCICE 10 :Soit (U,) - la suite définie par S, :ZUk =2n’+n ; neIN’

k=1
1) Exprimer U_ en fonction den. 2) Déterminer la nature de la suite (U,)

0 Mathématiques 2@ 3°™ Sciences Techniques & - 33-
q q



Exercices sur le chapitre «Suites réelles » Collection : « Pilote »

v
3) Soit (V, ) la suite définie sur IN" par v
Vn+ = :
BN TR
a) Montrer que ; V, >0. b) Montrer que pour tout entierne IN™ ; V> = 1 lU
+ n

c) Exprimer V_en fonction de n.

U, =1
EXERCICE 11 :Soit (U_) la suite définie sur IN par
( ") p {Un+1:\}2+Un

1)Montrer que pour toutne IN'Ona: 0<U_ <2

2)a)Montrer que pour toutne INOna: 2-U,,, < %(2 - U, ).b)En déduire que0<2-U_ < [%j .

3)a)Montrer que U =2 COSB—-T;T . b)En déduire la valeur decos {—;— .

EXERCICE 12 :

{72 S 25

On écrit les entiers naturels comme indiqué sur le schéma ci dessus ou on s’est arrété a 25.

1)Quel sera ’entier écrit au bout de la 18&éme ligne?

2)Sur quelle ligne est écrit 2 010?

EXERCICE 13 : 26 personnes dont les 4ges sont respectivement chacun des entiers compris entre 35 et
60 sont assises autour d'une table. Montrer qu'il existe 4 personnes assises cote a cdote dont la somme des
ages est inférieure ou égale a 190

Exercice 14:Cocher la réponse exacte :

1) Soit (U, ) la suite définie sur IN par U, =(-0.8)" alors :
a) imU =0 ; b) limU =1 ; U, n’apasdelimite

(V2)

03

4) Soit la suite U, définie sur IR par U, = alors :

a) imU =0 ; b) lim U =+e ; c)n’apas de limite

n—>+oeo Nn—>+oo
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5) lim >2

N>+ 30 _ 0

est: a) oo ; b) 1 ; c)n’admet pas de limite.

n

6) Soit (U, ) la suite définie sur IN par U, =(——7—)—n;

a) lim U, =——3 b) lim U, =0 c)n’admet pas de limite

N—+oo 7 n—y+o0
8)SiU, =1-2+4+....+(-1)"2";Vne IN alors:
a) lim U, =§ ; b) imU, =— ; c¢) U, n’apas de limite.

n—>+oo

9) Soit (U, ) la suite définie sur IN,on suppose que S, = _ U, est convergente alors
k=0

a) (S, )est croissante b)( S, )est décroissante c)( U, )converge
2+(-3)"
1+5(-3)"

a) (U,) admet une limite fine ; b) (U, ) admet une limite infinie  ¢) (U, ) n’admet pas de limite

10) Soit(U, ) la suite définie sur IN par : U, =

EXERCICE 15:  Soit (U,)la suite définie sur IN™ parU, =3£n

1) a) Montrer que pour toutn € IN "on a-%m S% ;  b) En déduire que la suite (U, ) est décroissante.

n

¢) Montrer que Vn € IN on a U, < 3(%)

2) SoitS, = ZU « - Montrer que (Sn ) est croissante et majorée par 2.
k=1

U, =0
EXERCICE 16 :Soit (U, )la suite définie sur IN par _ 2 :nelN

U, ——4‘\/—_73‘

1) Montrer par récurrence que : 0<U < V2
>U

n+l n °

2) a) CalculerU2,, —U? en fonction deU, . b) En déduire que pour tout ne IN ona:U

n+l
2

3) Soit la suite(V, ) définie par V, = §+ Eg .a) Montrer que(V,) est une suite arithmétique.

n

b) ExprimerV_en fonctionde n.  c¢) En déduire queU, =, fﬂi .
n

n

4) Calculer S, =>(kU;_, ).

k=1
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IR

5) a) Montrer que pour tout neIN on a :!Un —\/El < —iT b) Calculer lim U, .
n

U, =2
EXERCICE 17:  Soit (U, ) la suite définie sur IN" par . 2U_ -16
n+l Un _ 6
1) a) Calculer U, etU, b) Vérifier que la suite (U, ) n’est ni arithmétique ni géométrique

2) Montrer que pour toutne IN ; U <4

3) Déduire que la suite (U, ) est croissante

4) Soit la suite (V, ) définie parV, = g 1 2 a) Montrer que la suite (V,)est arithmétique .

n

b) Exprimer(V, ) puis(U,, ) en fonction de n. c¢) Calculer lim V, et lim U, .

U 6

_ ==

EXERCICE 18 :Soit (Un)la suite définie sur IN par 5 1 ; VneIN'
Un+1 =§Un +§

1) Calculer les cinq premiers termes de la suite.
2) Montrer que pour toutne IN" ; U, >1 . 3) Montrer que la suite(U, ) est décroissante

4) Montrer que la suite(V, ) définie surV, =U, —1est géométrique.

5) a) Montrer que la suite (V, ) converge vers 0 et en déduire lim U, b) En déduire lim S, .
-1
EXERCICE 19: Soit (U,)la suite définie sur IN par U
Un+1 = .
2-U,
1) Montrer que pour toutne€ IN Ona: 0<U, S%
2) a) Montrer que pour toutne INOna: U, < %Un . b) En déduire que (U, ) est décroissante

3) Montrer par récurrence que pour toutn€ INOna: U < (—3—) U,

4) Soit la suite(V, ) définie sur IN parV, =Ui— 1

n

a) Montrer que la suite (Vn ) est géométrique b) Exprimer (Un ) en fonction de n.

5) Soit S, = zi .a) ExprimerS, en fonction de n. b) Calculer lim S

k=0 K n—>+oo
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Exercice 20:: Soit (u,) la suite définie par :uy = 8 et pour tout entier naturel n,u,+; = 0,85u, +1,8.

1. Sur une feuille de papier millimétré construire un repére orthonormé (unitél cm), ot ’axe des ordonnées
est placé a gauche de la feuille.

a. Dans ce repére, tracer les droites d’équations respectives y = 0,85x +1,8 ety = x.

b. Dans ce repére placer ug sur I’axe des abscisses puis, en utilisant les

droites précédemment tracées, construire sur le méme axe u, u; et us.

On laissera apparents les traits de construction.

¢. A I’aide du graphique, conjecturer la limite de la suite (u,).

2. Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n, par v, = u, —12.

a. Démontrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b. Exprimer, pour tout entier naturel », v, en fonction de #.

En déduire que, pour tout entier naturel », u, = 12—4%0,85n .

¢. Donner le sens de variation de la suite (v,). En déduire celui de la suite (u,).

d.Déterminer la limite de la suite (u,).

3. Un magazine est vendu uniquement par abonnement. On a constaté que :

—ilya 1 800 nouveaux abonnés chaque année ;

— d’une année sur 1’autre, 15 % des abonnés ne se réabonnent pas.

En 2008, il y avait 8 000 abonnés.

a. Montrer que cette situation peut étre modélisée par la suite (u,,) ou u,

désigne le nombre de milliers d’abonnés en (2008+n).

b. En utilisant la question 2. b., calculer une estimation du nombre d’abonnés en 2014.

Exercice 21 :Toutes les heures, on injecte une méme dose de 1.8 unité d’une substance médicamenteuse
dans le sang.les injections sont faites par piqure intraveineuse. On suppose que la substance se repartit
instantanément dans le sang et qu’elle est ensuite progressivement éliminée. En une heure, la quantité de
cette substance présente dans le sang diminue de 30%.

La premiére heure, se fait a I’instant t=0.Pour ne N, on note Q, la quantité de substance présente dans le
sang a I’instant t=n (en heure)des que la nouvelle injection est faite.
1)a) Justifier que Q, =1.8+(0.7).(1.8) . b) Exprimer Q, en fonction de Q, puis calculerQ, .

2)a) Pourne N', exprimer Q_,, en fonctionQ, .

n+l
b) Déterminer une fonction f définie sur R, tels queQ,,, =f(Q,),n=21
¢) Montrer que I’équation f(x)=x admet une seule solution ocquel on détermmcm.

3) Soit (T, )la suite définie par T, =Q, —a,n 21
a)Montrer que (T, ) est une suite géométrique. b) En déduire que Q, = 6(1.—(0.7)"“) n2i.

4) Donner une approximation de la quantité de substance présente dans le sang & I'lnstantt=5.
5) Déterminer hm Q,- RETUER- IR

Exercice 22 o
Soit la fonction f définie dans IR par e e \,(} i
F)=(xt1)=2(x+2)+3(x+3 )= 4(+4)+....+2009(5+2009 ) =401 0( % +2010)
DRésoudre dans IR ,1’équation f(x)=0 ‘ (‘ 1

2)Montrer que , pour tout entier relatif impair k, f(k) est un entier mul 2010 ; lixiste —t-il un entier k
pour lequel f(k)=2010 .
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Résumé du cours
Définition 1: Soit A et B deux ensembles finis. Leur intersection A "B, qui se lit « A inter B », est
’ensemble des éléments qui appartiennent a la fois & A et a B. les ensembles A et B sont dits disjoints
lorsqu’ils n’ont aucun élément en commun. A et B sont disjoints équivaut AANB =0
Définition 2: Soit A et B deux ensembles finis. Leur réunion A B, qui se lit « A union B », est
I’ensemble dont les éléments appartiennent a A ou a B.

Si A et B sont disjoints, alors card(A UB)=card A +card B.

Si A et B ne sont pas disjoints, alors card (A UB) = card A + card B—card (A N B)

Définition 3: Soit E un ensemble fini, de cardinal n et A une partie de E. le complémentaireK de A dans E
est ’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A. on a alors : A UA=E ; AnA=0 ;

card A =n—cardA .

Définition 4: Le produit cartésien EXF, se lit « E crois F », est ’ensemble des couples (x;y)tels que x

appartient a E et y appartienta F. On a : card’(ExF )=card ExcardF

Soit E un ensemble non vide et fini. Le produit cartésien EXEX......xE est I’ensemble des p-uplets
pfoix

(x,;xz;...; X, ) tels que x, appartient 4 E. On le noteEP eton a card(E") =(cardE)’

Définition 5:Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n. on appelle permutation des n éléments de E

tout n-uplets d’éléments distincts de E.
Définition 6:Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n et p un entier tel quel<p <n. On appelle

arrangement de p éléments de E tout p-uplets d’éléments distincts de E.
Théoréme :Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n et p un entier tel quel <p <n. Le nombre

d'arrangement de p éléments de E est ’entier noté : A? (On lit « A, n, p ») tel que

(n—p)!
Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F. on dit que f est injective lorsque pour tous
x;x de B tels que x #x ;ona f(x) ;tf(x')

AP =nx(n-1)x.x(n-p+1)= On convient que A) =1

Définition 7:Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n et p un entier tel que 0 <p <n. On appelle
combinaison de p éléments de E, toute partie & p ¢éléments distincts de E.Le nombre de parties a p éléments

. , . n
d’un ensemble & n éléments est I’entier naturel noté C? (On lit « C, n, p ») ou ( j
P

n!
(n—p)!p!
Bindme de Newton :Soit a et b deux réels. Pour tout entier naturel non nul n, on a :
(a+b)" =Cla™’ +Cla""b' +C2a"’b’ +...+ Cla’b"

Théoréme :Soit n et p deux entiers naturels tels que0<p<n. Alors C’ =
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LES EXERCICES
Exercice N° 1 :1)On veut placer quatre billes dans cing trous de telle sorte qu’un trou regoit au plus une
bille. Le nombre de fagons de placer ces quatre billes est:a) 4° ;  b) Al ;¢ Ci

2)Cinq enfants veulent s’asseoir sur un banc le nombre de maniére de les disposer sur le banc est :
. 5 . 5

a) 5! ; b)) 5 ; c) C;

3)Dans un classe de 23 éléves on doit étire 2 délégués le nombre de choix possibles est :

a) C2, ; b) AL ; c) 2%

Exercice N°2 :Une urne contient dix boules numérotées de 1 a 12.

1) On tire successivement et sans remise 2 boules. Le nombre de tirages possibles est :

a) A} ; b) C’, ; c) 2"
2) On tire successivement et avec remise 5 boules. Le nombre de tirages possibles est :
a) A} ; b) C;, ; c) 5
3) On tire simultanément 3 boules Le nombre de tirages possibles est :
) A, ; BC, ; ¢) 3"
4) Le nombre d’anagrammes du mot ACADEMIE est égal a
a) 1680 b) 10080 c) 40320

5) Pour tout entier naturel non nul n, la somme C° +C! +C? +...+C"est égal & :
n n n n g

2) 2" b) n! ¢) n®

(n+2)!
n+l ’
Exercice 3 :Trente voyageurs prennent le méme bus qui va s’arréter dans dix stations.
De combien de fagon peut-on envisager les descentes des voyageurs ?
Exercice 4 :un sac contient : cinq boules rouges numérotée 0, 0, 1, 2,2
Trois boules blanches numérotée 0, 1, 2
Deux boules jaunes numérotée 0, 4
On tire simultanément trois boules de sac. Dénombrer les tirages dans chacun des cas suivants :
a) Obtenir trois boules de méme couleur
b) Obtenir une seule boule jaune
c¢) La somme des trois numéros inscrits sur les boules tirées est égale & 5
d) Le produit des trois numéros obtenus est nul
Exercice 5 :Une urne contient dix jetons dont quatre sont blancs et six rouges.
1) On tire successivement et sans remise trois jetons de I’urne.
a) Quelle est le nombre des tirages possibles ?
b) Quelle est le nombre des tirages comprenant des jetons de méme couleur ?
c) Quelle est le nombre des tirages comprenant les deux couleurs ?
d) Quelle est le nombre des tirages comprenant exactement deux jetons rouges ?
2) Répondre aux mémes questions dans le cas ou I’on tire trois jetons successivement et avec remise.
Exercice 6 :Quatre garcons et deux filles s’assoient sur un banc.
1) Quelle est le nombre de dispositions possibles ?

6) Pour tout entier naturel n, n+(n+1)!= a) by(n+1)!, c)n!.
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2) Quel est le nombre de dispositions si les garcons sont d’un cote et les filles d’une autre.

3) Quel est le nombre de dispositions si chaque fille est intercalée entre deux gargons.

4) Quel est le nombre de dispositions si les filles veulent rester I’une a cote de |’ autre.

Exercice7 :On forme un jury composé de cinq membres pris dans une liste de dix hommes et sept femmes.
1) Quelle est le nombre de jurys que ’on peut former ?

2) Quelle est le nombre de jurys comprenant trois hommes et deux femmes?

3) Quelle est le nombre de jurys ne comprenant aucune femme ?

4) Quelle est le nombre de jurys comprenant au moins une femme ?

5) Quelle est le nombre de jurys comprenant au plus deux femmes?

Exercice 8 :On forme un comité de quatre membres choisis parmi sept personnes dont deux sont fréres.
1) Combien de comités peut on former ?

2) Combien de comités comprenant les deux fréres peut-on former ?

3) Combien de comités comprenant un seul des deux fréres peut-on former ?

4) Combien de comités ne comprenant aucun des deux fréres peut-on former ?

5) Combien de comités comprenant au moins I’un des deux fréres peut-on former ?

Exercice 9 :1) Montrer que pour tout entier naturel k,(k +1)*k!=kxk!

2) En déduire que pour tout entier naturel n,n'~1=1x142x24..+(n-1)x(n—-1)!.

Exercice 10:1.a fabrication d’une piéce nécessite de passer celle-ci sur quatre machine A, B, C et D.
Dénombrer les trajets possibles dans chacun des cas suivants :

a)l’ordre de passage est indifférent b) la piece doit d’abord passer par A.

c)la piece doit passer en B avant C et D.

Exercice 11 :Dans un restaurant on peut servir cinq plats P, P,, P, P, et P, . Quatre clients se présentent et

choisissent chacun un plats et un seul.

1) De combien de fagon peut-on les servir ?

2) De combien de fagon peut-on les servir sachant que les plats choisis sont différents.

3) Sachant que le plats P, est choisis par deux client et seulement deux, déterminer le nombre de fagons de

servir les quatre clients.

Exercice 12 :1e cadron d’un appareil téléphonique comporte les chiffres de 0 4 9.

Le numéro de téléphone se compose de cinq chiffres, le premier chiffre n’étant pas zéro.

1) Combien de numéros de téléphone existe-il 7

2) Combien de numéros commencent par 56 existe-il ?

3) Combien y-a-t-il de numéros composés de chiffres distinct ?

Exercice 13 :On veut colorier un rectangle divisé en huit carreaux. On dispose de trois crayons : un vert, un
rouge et un noire. Chaque carreau est colorié€ par une couleur et une seule.

1) Dénombrer les cas possibles.

2) Dénombrer les cas ou trois carreaux exactement sont rouges.

3) Dénombrer les cas ou trois carreaux sont rouges, trois sont verts et deux sont noirs.

4) Dénombrer les cas comprenant deux couleurs seulement.

Exercice 14:1) Soit n >4 . a) Quel est le nombre de diagonales d’un polygone & ncotés ?
b) Quels polygones ont autant de diagonales que de coté ?

2) On donne n points distincts sur un cercle (n =4 ). a) Combien de cordes définissent-ils ?
b) On suppose que ces cordes se coupent en des points distincts a I’intérieur de cercle.
Combien y-a-t-il de points d’intersection ?
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Exercice 15:Une urne contient dix jetons dont quatre sont blancs et six rouges.

1) On tire successivement et sans remise trois jetons de I’urne.

a) Quelle est le nombre des tirages possibles ?

b) Quelle est le nombre des tirages comprenant des jetons de méme couleur ?

¢) Quelle est le nombre des tirages comprenant les deux couleurs ?

d) Quelle est le nombre des tirages comprenant exactement deux jetons rouges ?

2) Répondre aux mémes questions dans le cas ol I’on tire trois jetons successivement et avec remise.
Exercice N° 16 :Pour un groupe d’éléves donné, combien y’a-t-il de classements sans ex-aquo par ordre de
mérite ? On note N, le nombre de classements possibles sans ex-&quo de k éleves.

Pour un groupe E, ={A;B]} de deux éléves il y a deux éléments possibles que nous noterons (A;B) et
(B;A)dans cecasN, =2.

1) Le groupe comprend 3 éléves, il est noté E; ={A;B;C}.

Trouver N, (Représenter 4 ’aide d’un arbre)

2) Le groupe comprend 4 éleves, il est noté E, = {A;B; C;D} .

Trouver N, (Représenter a I’aide d’un arbre)

3) Quelle relation y’a-t-il entre N, et N, ?entre Ny etN,

4) a) Quelle relation prévoyez-vous entre N, etN,.

b) Calculer alors N, en fonction de k pour toutk e IN" \{1}

Exercice 17 jamel a une carte bleue avec un code a quatre chiffres.

Il se souvient que ce code commence par 1 et se termine par 5.

Il se souvient aussi que les deux autres chiffres ne sont pas les mémes.

1. Combien y-a-t-il de tels codes possibles?

2. 11 se souvient de plus que la somme des quatre chiffres fait 8. Il prétend alors qu’en deux tentatives il est
slr de retrouver son code. A-t-il raison?

Exercice N°18 :Quatre joueurs d’escrime A ; B ; C et D laissent, aprés la séance d’entrainement du matin,
leurs épées numérotées chez le gardien du club Celul -ci s’amuse ¢ enlever les numéros et rend au hasard 1e
épées aux quatre joueurs avant la séance de 1’apres-midi.

1) Dénombrer tous les cas possibles.

2) Dénombrer les cas possibles si :a) Le joueur A est le seul a retrouver son épée.

b) Un seul joueur retrouve son épée

¢) Aucun joueur ne retrouve son épée (on pourra dresser I’arbre des choix)

Exercice n°19: Un sac contient neuf jetons répartis comme suit : Quatre jetons blancs marqués : M,A,T, H
Cing jetons rouges marqués : 1,2,3,4,5

1) On tire simultanément cinq jetons du sac. Dénombrer les tirages dans chacun des sacs suivants :
a)Obtenir exactement deux jetons blancs. b)Obtenir au moins deux jetons rouges.

c)La somme des chiffres marqués sur les jetons rouges tirés est égale a 8.

2) On tire successivement sans remise tous les jetons du sac .

Dénombrer les tirages dans chacun des cas suivants :

a)Le premier jeton tiré est marqué A. b)Obtenir consécutivement et dans cet ordre : M ,A, T,H

¢)Obtenir consécutivement les jetons blancs. d)Obtenir des lettres et des chiffres alternés.

e)Parmi les cing premiers jetons tirés, il y a exactement deux jetons blancs.
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Exercice 20 :On donne un entier naturel non nul n et les sommes :
S=C.—C) +Cl +...+(-1)’ CP +..+(-1)"C"
1

L1 1 ) el o
S _Oln'_ll(n—1)|+2Y(n—2)Y++(_1) m‘*“’r( 1) n!O!CalculerS,en déduit S’.

Exercice 21: 1) Montrer que pour tout entier naturelnetptels que 1<p<n, pC’ =nC"|

n-1

et

2) En déduire que pour tout entier naturel n>1, C! +2C?+3C] +...+nC? =n2""
Exercice 22:Soit nun entier naturel. Calculer :

A=Cl+2C +2°C2 +..+2"'C); B=C'-C +Cl+..+(-1)'C!

Exercice 23 :Soit n un entier naturel non nul. Calculer la somme :

3 1 32 2 33 3 311 n

—A +t—A +—A +..+—A]

1! 21 3! n!

Exercice n°24: Soit n et p 2 entiers naturels tels que : 3 <p <n.

Montrer que : C* =C; CP_, +C}CP} + C3CP2S + CiCP3.

S=A’+

Exercice 25 :Soit la fonction f: x (1 —l) ou (n € N*)
X

1) Développer f(x) ; en déduire que :3"C) =3"7'.C, +3"2C2 +....+(=1)" 3" P.C° +....+(-1)" .Cl =2°

n ptl p -1

2) Calculer f'(x) de deux maniéres différentes, en déduire que : Z L_I)_3p_lp_Cn =n [%)
p=l

Exercice n°26: Un nombre a 5 chiffres est dit macrocéphale si ses chiffres sont tous différents et si son

chiffre des dizaines de milliers est égal a la somme de ses 4 autres chiffres. Combien existe- t-il de nombres

macrocéphales?

Exercice 27 :Trente-six personnes d’une famille sont réunies, dont les dges sont tous différents, la plus

jeune ayant 2] ans et la plus dgée 56 ans. Pour garder des souvenirs de cette réunion mémorable, une séance

de photos est organisée.

Sur chaque photo prise, six personnes sont présentes et il existe toujours au moins deux personnes parmi

elles dont les dges sont des nombres consécutifs. On ne prend jamais deux photos avec les mémes

personnes.Combien de photos seront-elles prises, au maximum?

Exercice 28 :On multiplie les nombres de 1 & 25: [X2x3x4X ...x23x24 x25. Par combien de zéros se

termine ’écriture du résultat de cette multiplication?

Exercice 29 :Une féte réunit 5 amis. Chacun donne un cadeau a seulement un autre et chacun recoit un

cadeau uniquement d’un autre. De combien de maniéres une telle distribution est-elle possible?

Exercice 30 :On dispose de 100 cartes. Sur chacune sont écrits deux entiers consécutifs, de sorte que chacun

des entiers 1,2,3,...,199, 200 est écrit sur une et une seule carte.

1) Maram a choisi 21 cartes au hasard. Elle fait la somme de tous les entiers €crits sur ses cartes et annonce

a abrar que cette somme est égale a 2004.Prouver que Maram s'est trompée dans son calcul.

2) Maram recompte et annonce 2005. Prouver qu'elle s'est & nouveau trompée dans son calcul.

3) En fait le total de Maram est 2003. Pendant ce temps, abrar a choisi 20 cartes au hasard parmi celles qui restaient.

Exercice 31:1) Combien faut-il au total de caractéres pour numéroter toutes les pages d'un livre de 350 pages ?

2°) Quels seront les chiffres les plus et les moins utilisés ?
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Résumé du cours :
Définition :Lorsqu’on tire au sort un nombre, ou qu’on lance une piéce de monnaie ou un dé¢, il est
impossible de prévoir le résultat, car ce résultat est soumis au hasard. On dit alors que le résultat est
aléatoire. Les expériences telles que tirer au sort une question dans un examen, tirer au sort un nombre,
lancer un dé non truqué ou une piéce de monnaie sont appelées expériences aléatoires ou épreuves.

Définition :Soit E ’ensemble des issues d’une expérience aléatoire et p(E)1’ensemble les événements de E.
on appelle probabilité sur E, toute application p, dep(E)dans[0;1]telle que :

- p(E)=1

- L’image p(A)d’un événement A, est la somme des images des événements élémentaires de A

- L’imagep()de ’ensemble vide est égal 4 0.

Définition :SoitE =(a,;a,;...;a, ) ’ensemble des issues et p une probabilité sur E. la probabilité d’un
événement élémentaire{a, } est notéep(a;)etona: Zn:p (a,)=1.

i=l

Définition :L"événement complémentaire d’un événement A est dit I’événement contraire de A

Soit E un ensemble fini et p une probabilité sur E.
- Pour tout événement A, p (K) =1-p(A)
- Pour tous événements A et B, p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)

- Pour tous événements incompatibles A et B, p (A UB) =p (A) +p (B)

Définition :Soit E un ensemble fini des issues dans une situation d’équiprobabilité. Si la cardinal de E est
égal a N et si p est la probabilité sur E, on a :

‘12 . 1
- Pour tout événement élémentaire a;; p(a;)= I~
- Pour tout événement A, p(A)= ca;iA

Définition :On considére une expérience, constituée de n épreuves successives. Soit A, un événement
réalisé avec la probabilité p, lors de la premiére épreuve, A, un événement réalisé avec la probabilité p, lors
de la deuxiéme épreuve, et A un événement réalisé avec la probabilité p_lors de la n'me épreuve.

On dit que les événements sont indépendants si la réalisation de 1’un n’influe pas sur la réalisation du
suivant. Dans ce cas la probabilité pour que les événements A ; A,;.....; A, soient successivement réalisés est
égale ap, Xp, X...Xp,

On considére une expérience, constituée de n épreuves successives. A, un éveénement réalisé lors de la
premicére épreuve, A, un événement réalisé lors de la deuxiéme épreuve, et A un événement réalisé lors de
la n*™ épreuve. On dit que les événements sont dépendants si la réalisation de 1’un influe sur la réalisation
du suivant. Soit p, la probabilité de A, ; p, la probabilité de A, et p, la probabilité de A . Si A __ se réalise.

Alors la probabilité pour que les événements A ; A,;.....; A se réalisent successivement est égale
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LES EXERCICES

Exercice 1:Indiquer la bonne réponse par a, b, ou ¢ avec justification.
1) On lance un dé équilibré, la probabilité d’obtenir un nombre supérieur a 3 est :

1 2 1
@’2_ g @E ’ 'g

2) On lance deux dés parfaits, on note S la somme des points marqués,

1
On note A I’événement *S=5’ alors p(A)= a)% b)é c=—1—1
3) A et B sont deux événements incompatibles :
p(A)=0,10 et p(B)=0,58 alors p(AUB)estégalea:[a] 0,32 ; [b] 0,68 ; 0,58
4) A et B deux événements incompatibles et p(A)=p(B)=0.2 alors p(4AUB)=...
a) 0.2 b) 0.3 c) 0.4

5) L’événement A a pour probabilité% alors p(K) est égale & :E_] 0,25 ; IE 0,75 ; 0,5

6) A et B deux événements de Q tel que p(A) =% ; p(B) =% alors AUB :

E] égal a Q ]__l;_l A UBn’est jamais égale a Q A UB peut étre égale & Q
7) Une urne contient 5 boules blanches et 5 boules noires. On tire successivement et avec remise une boule au
hasard n fois de suite (avec n 22) . La probabilité d’obtenir des boules qui ne soient pas de méme couleur

1 1
oo » c) 1- 2
Exercice 2 :Une urne contient 6 boules blanches et 4 boules rouges, on effectue des tirages dans cette urne,
chacune des 19 boules ayant la méme probabilité d’étre tirée.
1) On tire simultanément 5 boules. Quelle est la probabilité d’obtenir :
a)Trois boules blanches et deux boules rouges. b) Au moins une boules rouge.
2) On tire maintenant successivement 5 boules, la boule tirée étant remise dans 1’urne aprés chaque tirage.
Quelle est la probabilité d’obtenir :
a) Trois boules blanches et deux boules rouges. b) Au moins une boules rouge.
2) On tire maintenant successivement 5 boules, la boule tirée étant remise dans 1’urne aprés chaque tirage.
Quelle est la probabilité d’obtenir :a) Trois boules blanches et deux boules rouges dans cette ordre ?
b) Trois boules blanches et deux boules rouges ?
Exercice 3:Une urne contient 5 boules : Trois boules vertes porte respectivement les numéros 1,2 et 3 et
deux boules rouges portent respectivement les numéros 1 et 2.
On tire au hasard et simultanément deux boules de cette urne.
1) Quelle est la probabilité de I’événement : A :« les deux boules tirées sont de la méme couleur»
2) On appelle B : « la somme des numéros portés par chacune des deux boules tirées est égale a 3» Calculer
la probabilité de B. '

3) Déterminer la probabilité des événements : AnNB ; AUB;ANB; AUB
Exercice 4 :Une urne contient 5 boules rouges numérotées :1,1,1,0,0 et 4 boules vertes numérotés :1,1,1,0.

L’épreuve consiste 4 tirer simultanément trois boules de 1'urne
1) Calculer la probabilité des événements :

1
t:a) —— ; b)) 1-
est : a) > )
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A : « obtenir 3 boules de la méme couleur» B : « obtenir 3 boules portant le méme numéro»

2) Calculer la probabilité d’avoir 3 boules de la méme couleur ou trois boules portant le méme numéro.

3) Calculer la probabilité d’obtenir au plus une boule verte.

Exercice 5 :0n jette trois dés cubiques non pipés dont les faces sont numérotées de 1 4 6.

Calculer la probabilité des événements suivants : 1) A : « obtenir une seule fois le numéro 1»

2) B: « obtenir au moins une fois le numéro 1» . 3) C: « obtenir trois nombres distincts »

4) D: «obtenir au moins deux nombres identiques ». 5) E : « obtenir exactement deux nombres identiques».
6) F : « obtenir une somme pair » . 7) G : « obtenir une somme supérieur ou égale 16 ».

Exercice 6 :Dans un lycée 28% des éléves aiment la musique, 22% aiment le sport et 18% aiment le sport et
la musique .Un éléve est choisit au hasard

1)Quelle est la probabilité qu’il aime la musique ou le sport

2)Quelle est la probabilité pour qu’il n’aime ni la musique ni le sport

3)Quelle est la probabilité qu’il aime la musique et n’aime pas le sport

Exercice 7 : Deux lignes téléphoniques A et B arrivent a un standard. On note les événements : E, :" La

3

ligne A est occupée” et E, :"La ligne B est occupée”. On donnep(E, ) = %; p(E,)= —i— etp(E,NE,) = 0
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

1) E :" La ligne A est libre" 2) F :" Au moins une ligne est occupée”

3) G:" Au moins une ligne est libre" 4) H :" Une seule une ligne est occupee”.

Exercice 8 :18 personnes se sont présentées a une collecte de sang et on a noté :

11 personnes du groupe A ; 2 personnes du groupe B ;4 personnes du groupe O ; 1 personnes du groupe AB.
On préléve au hasard 3 flacons parmi les 18 flacons obtenus.

Calculer la probabilité des événements suivants :

1) Les sangs des trois flacons appartiennent au méme groupe.

2) Parmi les trois flacons, il y a au moins 1 flacon du groupe A.

3) Les sangs des 3 flacons appartiennent a 3 groupes différents.

Exercice 9 :Cing personnes se donnent rendez -vous dans un des cinq cafés d’un village.

Chagque personne choisit au hasard I’un des cing cafés .Calculer la probabilité de chacun des événements :

A : «chacune des cing personne se trouve seul ». B : « les cing personne se retrouvent dans le méme salle ».
C : « aux moins deux personnes se trouvent dans le méme café ».

Exercicel0 :On jette deux fois de suite un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 4 6 ; on forme

ainsi un couple (o, B) . Soient A et B deux points du plan et G le barycentre des points

pondérées (A, a),(B,B). Quelle est la probabilité des événements suivants :
1) G=A*B . 2)Gestlepointtel que: AG =§E

3) L’ensemble des points M tel que “am + va@“ =9soit un cercle de centre G et de rayon 1.

Exercice 11 :Une urne contient 3 jetons blancs (un rectangle et deux triangles) et 4 jotons noirs (3 rectangle
et un triangle). On tire au hasard et simultanément 3 jetons de 1’urne On suppose I'équiprobabilité des tirages
Soit A 1I’événement : « Avoir trois jetons de la méme fagon »

et B I’événement : « Avoir trois jetons de la méme couleur»

1) Calculer p(A);p(B) et p(ANB) \

2) les événements A et B sont il indépendants
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Exercice 12 : On jette deux dés équilibrés 1’un blanc dont les faces numérotées 1 ;1;2;2;5et6, le
deuxiéme est noir dont les faces sont numérotées 1 ;2 ;3 ;4 ;4 ; et 5. On note les numéros des deux faces
supérieures apres le lancer. Déterminer la probabilité des chacun des événements suivants :

A :"Avoir deux numéros identiques", B :"Deux numéros successifs"

et C :"Une seul fois le numéro 1 ou deux numéros successifs"

quatre jetons blancs numérotés: -2 ; -1; O et 1

Exercice 13 : Une urne contient : < trois jetons noirs numérotés: 0; 1 et 1
cing jetons verts numérotés : -1; -1; 0; 1 et 1.

1) On tire simultanément et au hasard 4 jetons de I’urne. Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants : A : « le tirage comporte trois couleurs »
B : « Le produit des numéros des 4 jetons tirés est strictement positif »
C : « Il reste deux couleurs dans 1’urne »
D : « avoir un seul jeton noir et exactement 2 jetons portant le numéro 1 ».
2) On tire successivement et sans remise 3 jetons de 1’urne.
a- Calculer la probabilité de chacun des évenements suivants.
E : «avoir 3 jetons de couleurs différents »
F : « La somme des numéros des trois jetons tirés est égale a 2 »
b- En déduire la probabilité des événements : EUF et E” : « avoir au plus deux couleurs ».
Exercice 14 :Une urne contient deux boules rouges et n boules noires avec n un entier naturel supérieur a 2.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1) On tire simultanément deux boules de [urne
a) Déterminer la probabilité de 1I’événement suivant :
A : « Avoir 2 boules rouges » B : « Avoir 2 boules de mémes couleurs »

i

b) Déterminer n pour que p(A) = 11?

2) Pour la suite de ’exercice on prend n =4 Les deux boules rouges sont numérotées : 1,2.et Les 4 boules
noires sont numérotées : 0, 1, 1,2. On tire successivement et sans remise deux boules de I’urne
a) Déterminer la probabilité d’avoir deux boules de méme parité.

c) Déterminer la probabilité d’avoir au moins une boule qui porte le numéros 1.

Exercice 15 :On considére une piéce de monnaie truquée telle que la probabilité d’avoir pile est le dOUblc
de celle d’avoir face.

1) On lance la piéce une seule fois. Calculer la probabilité d’avoir pile et celle d’avoir face.

2) On lance la piece quatre fois de suite. Calculer la probabilité d’avoir :

a) Quatre fois pile . b) Au moins trois fois pile

¢) Pour la premiére fois pile au troisiéme lancer.

Exercice 16 :Dans un examen, on pose a un candidat dix questions auxquelles, il doit répondre par vrai ou
faux. Le candidat ignorant les réponses répond au hasard.

1) Quelle probabilité a-t-il de répondre juste au 10 questions ?

2) Quelle probabilité a-t-il de répondre juste a 9 questions ?

3) Il est regu s’il répond juste a au moins 8 questions. Quelle probabilité a-t-il d’étre regu ?

Exercice I7 :Pour se rendre a son travail, un automobiliste traverse successivement quatre carrefour munis
de feux de signalisation, chaque feu peut étre rouge(R), orange (O) ou vert (V). On appelle

"trajet" de ’automobiliste un quadruplet de lettres choisies parmi R, O et V. (exemple(R, R, V et T)

SR
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1)Déterminer le cardinal de I'univers des trajets possibles.On se place ’hypothése de I’équiprobabilité.
2)Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A:«les deux premiers feux du trajet sont rouges » , B:« les quatre feux sont de méme couleur »

C:«Une couleur et une seule est répétée deux fois dans le trajet» '
3)L’automobiliste s’arréte si un feu est rouge ou orange Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants : D:« Au moins un arrét dans le trajet »

E:« Exactement deux arréts dans le trajet » ,F:« Un arrét et un feu sont allumés dans le trajet »
Exercice 18 :Un sondage réalise a la sortie d’un supermarché aupres de 350 femmes, a donnée les résultats
suivants : 86%d’entre elles sont des femmes au foyer, les autres sont salariées ;

66%d’entre elles sont dépense entre 40 et 100 DT ;

Parmi les femmes salariées, les gont dépensé entre 40 et 100DT, et deux ont dépensé plus de 100DT ;

Aucune femme au foyer n’a dépense plus de 200DT.
1) Recopier et compléter le tableau suivant :

Catégorie | Au foyer Salariée Totale
Dépense

Moins de 40DT

Entre 40 et 100DT

Plus que 100DT

Total

2) On choisit au hasard une de ces femmes interrogées .Calculer la probabilité des événements suivants :
a) La femme choisit est au foyer.

b) La femme choisit dépense moins de 40DT.

c¢) La femme choisit est au foyer ou dépense moins de 40DT.

3) Calculer la probabilité des événements suivants :les trois femmes choisies sont de méme catégorie.

b) les trois femmes choisies dépense le méme montant.

les trois femmes choisies sont de méme catégorie et dépense le méme montant.

d) Une seule femme est salariée.

Exercice 19 :I) Au cours d’un examen un éléve doit tirer simultanément et au hasard trois question parmi 10
questions reportées de la maniére suivante :

* 5 questions d’analyse

* 3 questions de géométrie

* 2 questions de probabilités

1) Calculer la probabilité des événements suivants :A : « L’éléve tire trois questions de la méme matiére»
B : « L’¢léve tire trois questions de trois matiére différentes»

C : « L’éléve tire trois questions de deux matiére différentes»

D : « L’éléve tire au moins une question de probabilité»

2) Calculer p(CND) et p(CUD)

IT) On suppose que 1’éléve doit tirer I’un aprés I’autre trois questions différentes parmi les 10 questions
1) Calculer la probabilité des événements suivants :H : « Avoir deux questions de probabilité»

F : « Avoir au plus une question de probabilité »

2)Soit I’événement G : « Avoir une seule question de géométrie» montrer que p(G) = -‘%
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Exercice 20 : Marie a écrit chaque lettre de son prénom sur un petit carton. Elle mélange les cing cartons et
forme au hasard un mot de cinq lettres.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir son prénom correctement orthographié ?

2. Quelle est la probabilité d’obtenir un mot commencant par M et se terminant par E ?

3. Quelle est la probabilité d’obtenir un mot commengant par deux consonnes ?

Exercice 21 :Une coccinelle se déplace sur les c6tés d’un carré ABCD en partant du point A. Elle peut
marcher a rebours si elle le souhaite. On appelle déplacement tout
trajet de la coccinelle le long d’un cdté du carré. Une marche est
constituée de déplacements, ainsi, A - B -A—=D —>C

est une marche de quatre déplacements dont I’arrivée est le point C.
Partie A :Dans cette partie, la coccinelle se déplace de manicre
aléatoire sur les cotés d’un carré ABCD et I’on considére que tous
ses déplacements sont équiprobables.

1. a) La coccinelle peut-elle atteindre le point B en trois
déplacements ?

b) Quelles sont les arrivées possibles pour une marche de trois
déplacements ?

¢) Quelles sont les arrivées possibles si la marche compte un nombre pair de déplacements ?

d) Quelles sont les arrivées possibles si la marche compte un nombre impair de déplacements ?

2. Dans cette question, la coccinelle effectue deux déplacements .Eventuellement 4 I’aide d’un arbre,
calculer la probabilité de I’événement A2: « la coccinelle arrive en A en effectuant deux déplacements ».
3. Reproduire et compléter le tableau ci-dessous

Nombre de déplacements 1 2 3 4 5
de la marche
Probabilité que la
cocinelle arrive en A

A

Partie B :Dans cette partie, la coccinelle se déplace toujours sur les cdtés du carré ABCD en partant du
point mais elle a deux fois plus de chance de se déplacer verticalement qu’horizontalement. Elle peut
toujours marcher a rebours si elle le souhaite. En revanche, elle décide de s’arréter dés qu’ ’elle revient en A.
1. Dans cette question, la coccinelle effectue exactement deux deplacements

a) Calculer la probabilité de I’événement A2: « la coccinelle arrive en A en effectuant deux déplacements ».
b) Calculer la probabilité de I’événement C2: « la coccinelle arrive en C en effectuant deux déplacements ».
2. a) Calculer la probabilité de I’événement A4 : « la coccinelle arrive en A en effectuant exactement
quatre déplacements ».

b) Calculer la probabilité de 1 événement A6 : « la coccinelle arrive en A en effectuant exactement

six déplacements ».

3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a deux.

a) On note Ay,l’événement : « la coccinelle arrive en A en effectuant exactement 2n déplacements » et
P(A2y) la probabilité de cet événement. Exprimer P(A»,) en fonction de n.

Soit q un nombre réel différent de 1 et n un nombre entier naturel non nul.

b) On note G2n I’événement : « la coccinelle arrive en A en effectuant au maximum 2n déplacements ».
Exprimer en fonction de n la probabilité de G2n notée P(G2n).

c) Quel est le plus petit entier n tel que P(G2n) > 0,9999 ?
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Exercice 22
Dans un jeu vidéo, une cible se
déplace sur un segment de la
maniére suivante :Elle part de
la position 1 puis change de
position toutes les secondes en 2 3
suivant les régles ci-dessous : 1

& D : D

- Des positions 1 et 3, elle se déplace a la position 2 ;

- De la position 2, elle se déplace soit a la position 1 soit a la position 3, avec des probabilités identiques.
1. Quelle est la probabilité que la cible soit a la position 1, trente secondes plus tard.

2. Soit n un entier naturel impair.

a) Déterminer la probabilité que la cible soit en position 1 au bout de n secondes.

b) Déterminer la probabilité que la cible soit en position 2 au bout de n secondes.

3. Soit n un entier naturel non nul et pair.

a) Déterminer la probabilité que la cible soit en position 1 au bout de n secondes.

b) Déterminer la probabilité que la cible soit en position 2 au bout de n secondes

Exercice23 :1. Héléne a écrit chaque lettre de son prénom sur un petit carton.

Elle mélange les six cartons et forme au hasard un mot de six lettres.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir son prénom correctement orthographié ? (on tient compte des accents)
b) Quelle est la probabilité d’obtenir un mot se terminant par NE ?

¢) Quelle est la probabilité d’obtenir un mot commengant par une consonne ?

2. Héléne réécerit les lettres de son prénom sur six cartons mais sans accents.

Elle mélange les six cartons et forme au hasard un mot de six lettres.

Quelle est la probabilité d’obtenir son prénom correctement orthographié ?

Exercice 24 :Par un temps pluvieux, n personnes se rendent a une réunion. Elles sont toutes munies d’un
parapluie qu’elles déposent dans un bac a I’entrée de la salle. On suppose que tous les parapluies sont
étiquetés au nom de leur propriétaire. A la fin de la réunion, les participants récupérent, chacun un
parapluie, au hasard, les uns aprés les autres.

1. On suppose que n = 2.Quelle est la probabilité que personne ne reparte avec son parapluie ?

2. Méme question, en supposant n = 4.

3. On suppose que n = 6.

a) Quelle est la probabilité que les deux premiéres personnes soient les seules a repartir, chacune

avec son parapluie ?

b) Quelle est la probabilité pour que seulement deux personnes repartent, chacune avec son parapluie ?
4. On suppose que n =3.

a) Quelle est la probabilité que la deuxiéme personne soit la premiére & repartir avec son parapluie ?

b) Quelle est la probabilité que la troisiéme personne soit la premiére & repartir avec son parapluic ?
Exercice 25 :

Deux billes se trouvent sur deux sommets d’un tétraédre. A chaque étape d’un jeu, len deux billes se
déplacent simultanément, de fagons aléatoires et indépendantes d’un sommet d un autre en suivant une
arréte. Les déplacements possibles sont équiprobables. -

R
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A la premiére étape :

- Si au cours du déplacement, les deux billes se rencontrent sur une arréte, alors le jeu s’arréte et le
joueur a perdu.

- Si a I’issue du déplacement, les deux billes se retrouvent sur un méme sommet, alors le jeu s’arréte
et le joueur a gagné.

- Sinon le jeu continue,

et 4 la deuxiéme étape, les régles sont les mémes qu’a la premiére.

Si le jeu continue a I’issue de la deuxiéme étape, la troisiéme étape sera la derniére et la régle est la
suivante :

- Le joueur a gagné si a I’issue du déplacement des deux billes, elles se retrouvent sur un méme
sommet.

- Le joueur a perdu dans tous les autres cas.

1. (a) Démontrer que la probabilité que le joueur perde aprés une seule étape est égale éé

(b) Quelle est la probabilité que le joueur gagne aprés une seule étape ?

2. (a) Quelle est la probabilité que le jeu s’arréte a I’issue de la seconde étape ?

(b) Quelle est la probabilité que le joueur gagne a I’issue de la troisiéme étape ?

3. Quelle est la probabilité que le joueur gagne ?

B - sur une pyramide

Dans cette nouvelle version du jeu, les deux billes sont initialement placées sur deux sommets d’une
pyramide a base carrée. Par ailleurs, les régles du jeu sont identiques.

On peut alors facilement se convaincre que, tant que le jeu continue, a I’'issue d’une étape, les deux billes
sont nécessairement placées dans 1’une des trois configurations ci-dessous

Configuration A : Les deux billes sont situées sur la base de la pyramide, aux deux extrémités d’une
méme aréte. Par exemple :

Configuration D : les deux billes sont situées sur la base de la pyramide et diagonalement opposées.
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Par exemple

On considére les événements :Al : A I’issue de la premiére étape, les billes sont en configuration A.
D1 : A I’issue de la premiére étape, les billes sont en configuration D.

1: A Vissue de la premiére étape les billes sont en configuration S.

G1 : A I'issue de la premiére étape, le joueur a gagné.

F1 : A I’issue de la premiére étape, le joueur a perdu.

1. deux billes sont placées initialement dans 1>une des trois configurations A, D ou S.

Compléter le tableau ci-dessous. Les résultats seront donnés sans justification.

P(Ay) | P(Dh) | P(S1) | P(Gy) | P(#)

Billes initialement
en configuration A
Billes initialement
en configuration D
Billes initialement
en configuration S

2. Les billes sont placées initialement en configuration A. Quelle est la probabilité que le joueur gagne ?
Exercice26 : Un dé tétraédrique, quand il est posé, laisse voir trois de ses quatre faces numérotées de 1 a 4

C’est la face cachée qui donne la « valeur » du dé aprés un lancer.

Est-il possible d’avoir deux dés tétraédriques pour lesquels les probabilités d’obtenir chacune des sommes

possibles des valeurs des deux dés soient égales ? On envisagera tous les cas :
1. les deux dés sont bien équilibrés ;
2. les deux dés sont pipés de la méme maniére ;

3. les deux dés sont pipés de deux maniéres différentes .On notera pi la probabilité que la valeur du premier

dé soit le nombre i et qi la probabilité que la valeur du deuxiéme dé soit le nombre i.
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4| LESEXERCICES

Exercice N°1:  Soit la série statistique : 12,10,8,6,8,7,1¢,5, 5, 16,16,15,6,5,5

1) Déterminer la mode, la médiane, les quartiles et 1’écart inter quartile

2) Déterminer la moyenne et I’écart type de cette série (arrondie au centaine)

Exercice N°2: Les notes de 18 éléves en mathématique sont

11,99,15,8,19, 18,16, 18,9,5,4,4, 12, 15,9 ,9 ,16.

1) Ecrire les notes dans 1’ordre croissant

2) Déterminer la note médiane

3) Déterminer le premier et le troisiéme quartiles des notes et I’écart interquartile de cette série.

4) Préciser la population sur la quelle porte I’étude statistique

Exercice N° 3: Une entreprise de dépannage veut réduire les frais d’essence de ses 40 véhicules en
remplacant le quart des véhicules qui circulent le plus, par des véhicules diesel et le quart des véhicules qui
circulent le moins par des véhicules plus l1égers.

Pour cela le comptable a relevé le kilométrage de chaque véhicule pendant une semaine.

On a obtenu les nombres suivants, en Kilométres :438 ; 770 ; 226 ; 479 ; 685 ; 525 ;374 ; 591 ; 690 ; 810 ;
587;213 ;690 ;853 ;421 ;352 ;511;260; 586 ;675 ;949 ; 505 ;383 ;420 ;642 ;280 ; 750 ;573 ;332 ;
694 ;553 ;490 ;410 ;628 ;731 ;390; 612 ;484 ; 580 ; 545.

1) Ranger les données dans des classes d’amplitude 100 Km. La premieére classe est[200;300[.

2) Construire le polygone des effectifs cumulés croissants.

3) a) Déterminer 1a médiane et les quartiles de cette série.

b) Utiliser ces résultats pour réduire les frais de I’entreprise.

4) Calculer le Kilométrage moyen de I’ensemble des véhicules pendant une semaine.
5) Calculer la variance et 1’écart type de cette série.

Exercice N°4 :
patitIEe N

(15,25[ | [22,35] | [35,45[ | [45,55] | [55,65[ | [65,75[ | 75 ans | Total

et plus
Nombre de chefs | 29391 | 304255 | 350086 | 296121 | 261308 | 147789 | 67856 | 145806

de ménages

1) Calculer I’écart type o de cette série.

2) Donner une valeur approchée du nombre de chefs de ménages dont 1’dge X(en années) satisfait 4 :
X -0 (x(X +0 avec X Etant la moyenne arithmétique de la série.

Interpréter, en pourcentage, le résultat obtenu.

3) Déterminer le nombre de chefs de ménages dont 1’4ge X satisfait a la relation :

X-20<x<Xx+20 Interpréter, en pourcentage, le résultat, obtenu.

Groupe d’4ge

Exercice N°5:  On donne dans le tableau ci-dessous la répartition des voitures louées suivant la
puissance (en chevaux CH) dans deux agences de location pendant un mois :
Puissance en CH 4 5 6 7 8 9
. Agence A 6 10 16 8 3 3
Nombre de voitures Agence B G 5 4 4 6 I

1) Déterminer les moyennes 32; etX_B des puissances utilisées respectivement dans les agences A et B (Tous
les résultats de I’exercice sont a 0.01 prés)
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2) a) Déterminer les écarts types G, et 55 de chaque série.
b) Pour améliorer le parc de son agence, le chef de ’agence A décide d’acheter des voitures & 6 chevaux.

Quelle puissance de voiture proposez-vous pour [’agence B.
Exercice 6_Un relevé statistique des tailles X en cm et des masses Y en kg d’un échantillon de 100

Collégiens a permis de X Y [40,45] [45,50[ [50,55[ [55,60[
construire
. ] [150,155] 18 10 2 0
le tableau suivant : [155.160[ 3 T 5 i
[160,165] 0 5 13 5
[165,170] 0 2 6 14
Déterminer la valeur moyenne et la variance de chacun des caractcres X et Y.
Exercice N°7: On donne les deux séries suivantes :
Superficie en (hectares) Régioanurcentage des exp101t10[1{12gion ;
[1,5] 33 20
[5,10] 20 16
[10,20] 20 16
[20,50[ 24 22
[20,50] 20 30
[50,200( 3 12
Totaux 100 100

1) Calculer les moyennes arithmétiques x et y des séries statistiques correspondantes respectivement aux
régions A et B. Comparer x ety et interpréter le résultat.

2) Calculer les écarts type o, et 0, des deux séries considérées. Comparer les dispersions des deux séries.

Exercice8 Le tableau suivant donne les recettes et dépenses en dinars d’une personne pendant 10 semaines.

Semaine 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Recette X; | 106 | 113 97 87 101 90 91 111 87 102
Dépense 67 70 62 59 66 56 61 73 59 |67
Yi

1)Représenter dans un repére orthonormé le nuage des points M;(X;,y:).

2)Déterminer les coordonnées du point moyen G. Placer G.

3)On partage le nuage de points en deux sous nuages : le premier de point moyen G, est constitu€ par les S
points ayant les plus petites abscisses et le second de point moyen G; est constitué par les 5 autres points.
Déterminer les coordonnées de G, et G,.

4) Déterminer I’équation de la droite (G, Gy).

5)Estimer la dépense de cette personne si sa recette est de 120 dinars.

Exercice 9 Dans le tableau suivant on reporte le chiffre d’affaires annuel ( en milliers de dinars)

d’une entreprise (de 1998 a 2005)

Année 1998 1999 | 2000 2001 2002 2003 2004 2005
Rang x; de I’année 1 2 3 4 5 6 7 8
Chiffre d’affaire (y;)) | 80 83 78 78 78 73 72 70
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I)Représenter dans un repére orthonormé le nuage de points Mi(x;,yi).

2)Déterminer les coordonnées de G, point moyen des quatre premiers points du nuage et de G, point moyen
des quatre derniers.

3)Déterminer une équation de la droite (G;Gy).

4)Déterminer graphiquement le chiffre d’affaires de I’entreprise pour I’année 2008.

5)Déterminer par le calcul en quelle année le chiffre d’affaires sera-t-il inférieur a 60.

Exercice n°10 :

Avant le lancement sur le marché d’un nouveau type de voiture, le constructeur doit procéder a certains
essais, parmi lesquels celui de la consommation réelle de carburant (en litre par heures) en fonction de la
vitesse (en km par heure). Six essais & différentes vitesses ont donné la série suivante :

Vitesse x (km/h) 50 70 90 120 140 160

Carburant y (L/h) 3 4 7,5 12 17 22

1) a- Représenter la série ci-dessous par un nuage des points M, (x;,y, ) dans un repére orthogonal (O, T,])
convenablement choisi. Peut on raisonnablement procéder a un ajustement affine entre x ct y.
b- On pose :z= \/§ Représenter dans un nouveau repere la série (x,z) par un nuage des points. Est il plus

indiqué de chercher un lien affine entre x et z ?
2) a- En notant G, et G, les points moyens respectivement des trois premiers couples(x;,z; ) et des trois

derniers, calculer les coordonnées de G, et G,, puis établir I’équation de la droite (G,G, )

b- En déduire I’ajustement de x et y.
3) a- Que doit indiquer le constructeur pour la consommation a la vitesse de 100km/h.

b- A ’arrét, mais le moteur tournant, il ne reste que 6 litres dans le réservoir : donner un exemple de
distance que I’on peut parcourir en une heure a une vitesse constant que 1’on précisera.
Exercicell:1Le mur d’une habitation est constitue par une couche de béton et une couche de polystyréne
d’épaisseur variable E (en cm). On mesurer la résistance thermique R (en cm?. °C/W) de ce mur pour divers
valeurs de E et on obtenu les résultats ci-dessous.

E [ 2 4 6 8 10 12 14 16 18

R 1 0,83 1,34 1,63 2,3 2,44 2,93 3,44 3,85 4,28

1)a) Calculer la moyenne et ’écart-type de la variable E

b) Calculer la moyenne et 1’écart-type de la variable R

2)a) Représenter le nuage de points de la série double (E, R)

b) Placer le point moyenne du nuage

¢) Donner un ajustement affine de la série double (E, R)

d) Quelle résistance thermique peut-on espérer obtenir avec une épaisseur de polystyréne de 25 cm.
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Résumé du cours :

Propriétés : Le plan est orienté dans le sens direct : Soit deux vecteurs nonnuls # et v.

* Si o, est une mesure de (7, V) alors toute mesure de (i, v) etde la formea+2kn, ke Z.
* Toute mesure de (1, # ) estla forme 2k, ke Z.

* Toute mesure de (i,~ii)est la forme n +2kn, ke Z.

Propriétés :Le plan est orienté dans le sens direct. Soit #et v deux vecteurs non nuls.

(u ,v)=2k7£, si et seulementsi, i et ¥V sont colinéaires et de méme sens .

(;: ,;)=2k75 , sietseulement si, i et v sont colinéaires et de sens opposés.
Propriété : Le plan est orienté dans le sens direct .Soit # et ¥ deux vecteurs non nuls .
R . . (=T _~_\_ 37

i et v sont orthogonaux, si et seulement si, (u , v)=3+ 2kz ou (u , v)=7+ 2k .

Définition : Le plan est orienté dans le sens direct. Soit # et v deux vecteurs non nuls. Alors I’angle
orienté (i, v ) admet une unique mesure dans I’intervalle ] -t , 7] , appelée mesure principale de (#,V ).
Propriété : Le plan est orienté dans le sens direct. Pour tous vecteurs non nuls# ,v etw ,

(@ %)= (@,7)+(7", #)+ 2k (Relation de Chasles).

Propriété :Le plan est orienté dans le sens direct. Pour tous vecteurs non nuls #, v , #'et V',
(@,7)=(a', )+ 2k, si et seulement si,, (i, ') =(¥,9")+ 2kz.

Propriétés : Le plan est orienté dans le sens direct .

A

* Pour tous vecteurs non nuls # et v ,(7,7:17)=——(\7 : 171) +2kr ; (—-z? , \7)=7r+(i2 : 17) + 2k
(@7 -v)=z+(a’v) +2xm; (-, -v)=(a,7) +2%kr.
Définition : Le plan est orienté dans le sens direct . On dit qu’une base (z—:]) du plan est orthonormée

- "

directe si HZ“ = H]” =1 et ( ;:]_) =% + 2kz . On dit qu’une base (z , j) du plan est orthonormée indirect si

[l=17]=1 et (777)=-Z+2kn.

LES EXERCICES

Exercice n°1 Cocher la réponse exacte :

1/ si (ﬁ,V) = 13—3(—)2 + 2k alors la mesure principale de(ﬁ,V) est égale a

2n 21 T
a)— 5  b)y-— c)—
)3 ) 3 )3

2/ Si (E,Ké)zTHan alors a)Ce[AB] ; b)Ae[CB] ;  c¢)Be[CA]

3/ Soit U et V deux vecteurs non nuls (ﬁ,V) = %+ 2k alors

a)(ﬁ,—V)z'—%+2kﬂ; b)(ﬁ,—V):—?—g+2kn ; c)(ﬁ,—V)=—?—§+2kn
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4) A et B deux points distincts d’un plan orienté. L ensemble F = {M eP \(K/[—Am) = §+ 2kn} est :

a) Demi-cercle de diamétre [AB]privé de A et B
b) Demi-cercle de diamétre [AB]| ; c) Cercle de diamétre [ AB] privé de A et B.

Exercice 2 : O et A deux points du plan orienté tel que OA =5
1°/ Construire les points B, C et D tels que :

OB=4,0C=3,0D=6et (&Z@):%’%zm;(Wj%):%wm;(b—fii bT))z%+2k7r

2°/ Déterminer la mesure principale en radian des angles orientés (@ : _O—C") et (55’ : 55)

Exercice 3: A,B,C, D et E des points du plan tels que :

(4B 4C)= 22 +2kx; (4C  4D) = E v 2kr ; (4B ) =L+ 2kn
3 6 6

1°/ Déterminer la mesure principale en radian des angles (A—B : E) et ( AC : ZE‘)

2°/ Montrer que A , D et E sont alignés .
Exercice 4 : Dans le plan orienté dans le sens direct, on considére les points A,B,C , D et E tels

que (A_—li/_\?}) = —%+2kn,(ﬁﬁ) =—%7(—)1E+2kn et (@,E) =%+2kn

|)déterminer les mesures principales (AB;AC) et ( AC;E) .

2)Montrer que A,B et E sont alignés.  3)Montrer que (AC) L (AD)

Exercice S : Dans le plan orienté¢ P on considére un cercle G°de centre O . Soit A un point de &
1/Construire le point B de & tel que (ﬁ, @) = —5§—n+ 2kn

2/ a- Construire le point C de & tel que (SC,O—A) = 32776 +2km

b-Montrer que les points O,B et C sont alignés .

3/ a-Construire le point D de & tel que (6]§,613) =—z—é£+2kn

b- Montrer que OAD est un triangle rectangle.
Exercice 6:1e plan P est orienté dans le sens direct. On considére un triangle ABC isocéle de sommet

principal A tel que : (ﬁ:ﬁ]) = E%E +2km.

1) a) Déterminer la mesure principale de ( @;_BX) ;  b) Construire ABC.
c) Déterminer la mesure principale de ( E;E)
2) a) Construire le point D tel que : CA =CD et(_ézz(l_])) = ~§+ 2kmet construire le point E de( AC) tel
==\ T
ue : {DE;DC)=—+2km .
aue : (DEDC) = ¢

b) Montrer que les droites (DE ) et( AB) sont paralléles.

¢) Déterminer une mesure de chacun des angles orientés suivants : (E—C,A—D) et( ﬁ; ﬁ)
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. , ———n——\ T s e .
Exercice 7 : Soit ABCD un carré tel que | AB , AD )=—+2ksx . on construit a ’intérieur du carré un
rxercice / : q 5

triangle équilatéral ABF et a ’extérieur de carré un triangle équilatéral BCE.

1) Montrer que (Ef : Eﬁ) =—72£+2k7r et que (ﬁ: ﬁ) =%+ 2k7

2) Montrer que (EB : ﬁ) =5?7[+ 2k et que (EE:: EE) :1%4- 2krm

3) Montrer que les points E , F et D sont alignés.
Exercice 8 : Dans le plan orienté dans le sens direct, on donne les points A, B et C non alignés tels que :

(B_é;EX)z—%+2kn et (a;@)zzz—nﬁ-ﬂm.

e

1) Déterminer la mesure principale de chacun des angles suivants (ﬁa,ﬁ) ,(ﬁ; Cﬁ) et(E;A—C)

2) Soit M un point de segment [ BC]distinct des points B et C. On désigne par N et Q les symétriques
respectifs de M par rapport aux droites (AB)et(AC).

a) Vcrifier que(A—I\_/I;E) = (E,KN) +2km et (E,m) = (TQ,TC) +2km

b) En déduire que (m,}f@) = Z(E,E) +2km
c) Montrer que—s—éE est ma mesure principale de ’angle orienté (rN, A—Q)

d) Quelle est alors la mesure principale de ’angle orienté(N_Q.; M) ?
3) Soit o une mesure de ’angle orienté (KE,XIVI) .

a) Calculer en fonction de o, une mesure de [’angle orienté (B_(f; NK)

b) En déduire les valeurs de o pour lesquelles les droites (NQ) et(BC) soient paralléles.

Exercice 9 :On donne un segment[AB] et un point O de ce segment. Soit M un point variable sur la

médiatrice A de [OA] et N un point variable sur la A’ | A
médiatrice A' de [OB]tels que<6ﬁ;6ﬁ) = 12t-+ kmke Z. N
Les droites (AM) et (BN) se coupent en L. M

1) Montrer que Z(E; fﬁ) =1+ 2kn \
B

2) Sur quel ensemble varie le point I ?
Exercice 10: Soit& un cercle de centre O et A un point de& . O

1) Placer les points B de & tei que (bTx,@) sg—[Zn].

=20

2) Pour tout entier naturel n ; on considére les points M, tel que(@T&; OMn) 2 2]

a)Placer les points M ;; M ; M, et M, .b)Pour quelles valeurs de n ; les vecteurs OM et OA sont-ils colinéaires ?

¢) Pour quelles valeurs de n ; les vecteursOM et OA sont-ils orthogonaux ?
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< | RESUME DU COURS

Définition : Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (0, 7,}) .

Soit 6 un réel et M le point du cercle trigonométrique de centre O tel que <T ,6—1\71'): 0+ 2k . On appelle
cosinus de 0 , et on note cos 0 , I’abscisse de M. On appelle sinus de 0 , et on note sin 8, I’ordonnée de M.
Pour tout entier K et tout réel 6,

cos (0+2km)=cosBetsin(0+2kn)=sin6.

Propriétés : Pour toutréel 6 ,on a :

* cos*O+sin®0=1. *-1<cosf<let-1<sin0<1. * cos(-0)=cosBetsin(-0)=-sin0.

* cos(r+8@)=—cos@ ; sin(r+0)=-sin@. * cos(x—6)=-cos ; sin(r—-0)=sinf.

* cos E-G =sin® ; sin E—e =cosB. * cos E+6 =-sino ; sin[ﬁﬁ)j:cose.
2 2 2 2

sin &

Définition : On appelle tangente de 6 , le réel noté tan 6 et défini par tan& =

, pour tout réel 0 tel que
cosd

6+ §+ kr,k € Z .Pour tout réel 0 tel que 8 ¢—72£+ krn,ke Z ona: *tan (0 +7n)=tan 0. * tan(- 0) = -tan 6.

Formules de transformation :

*cos(a-b)=cosacosb+sinasinb; *sin(a—b)=sinacosb-sinbcosa
*cos(atb)=cosacosb—sinasinb; *sin(a+b)=sinacosb+sinb

* cos(2a)=cos’a—sin"a;sin(2a)=2sinacosa

LES EXERCICES
Exercice 1 : L’une des réponses est correcte la quelle : 1)cos LE a) % b) —% C) %_3—
Nsin2Z - aysinZ b) —sinZ  ¢) cos
5 5 5 5

3) Soit ABC un triangle non rectangle .
a) tan(ﬁ+1§)=—tané b) tan(/zl-i—f})-—-tané c) tan(?l-i—é)zﬂ-—tané.

1
6) cosi+cos£: a) 1 b) 2cos % c)0
3 3 %
7) —[2—cosx+—\/zsinx= a) cos(x+£j b) cos -z c) sin =
2 2 4 4 4
8) Pour tout réel x; cos(2x)= a) 2cosx ; b) 2cos’x-1 ; «¢)1-2cos’x

Exercice 2: 1°/ Vérifier que pour tout réel x on a

a)( 1+ sinx+cosx)2=2( l+sinx)(1+cosx). b)Sin6x+cos(’x+3 sinx cos x = |
2°/ Montrer que pour tout réel x on a : Cos? x —cosx — 6 <0

Exercice 3 : Soit x ct y deux réels

1°/ Montrer que ( sin x —sin'y ) ( sin x + sin y ) = sin®x cos’y — sin’y cos’x .

2°/ Montrer que : ( cos X — COS y )2 =( 1- cosx cosy)’ — sin’x . sinzy.

583"/ Montrer que pour tout x€ /R /{Kﬂ} ona: Cotgzx — cos’x = cotgzx X COS°X
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Exercice 4 :1°/ Soit xe IR , montrer les égalités suivantes :
* cosx+sinx =+/2 cos x—E . ¥ A3 cos(3x+£)—sin 3x+—7-[— =2cos 3x+£) .
4 12 12 4

* —2sin2§+ 3sinx +1 =2cos(x——;£J.

2) a) Montrer que sin x —cos x = «/Esin(x - %) .b) Montrer que : 1—cosx —sinx = 2+/2 sin% . sin(izc- ——}]

3°/Montrer que : 2+ cos2x + /3 sin 2x = 4 cos? (x - %)
Exercice 5 :1)a) Montrer que pour tout x € R :cos2x —sin2x +1=2cos x(cos x —sin x)

b) Montrer que pour tout xe R :cosx~sinx = \/Esin(x +§4£J

n[. 2¢0s2x

2)a) Montrer que pour toutx e [0,— : - =1+tanx. b) En déduire que tan T 2-3
4{ cos2x—sin2x+1 12

Exercice N° 6 : Pour tout réel x ; on pose U(x) = sin(nx)—2sin [gx) .
1 3 5
1) a) Calculer U(1), Ul —= | ; U| = |et U| =
3 2 3
b) Montrer que pour tout réel x et pour tout entier relatif k, on a : U(x +4k)=U(x)

2) a) Montrer que pour tout réel x, U(x)=—4sin (—g— x)sin2 (%x)

b) Calculer alors les valeurs exactes de sin (%t) etcos (%) .c) En déduire que tan (3?”) =2 +1

Exercice 7 :Dans le plan muni d’un repére orthonormé(O;f;j) ,on désigne B

par  le cercle trigonométrique de centre O et par A ; B et C les points

detels queOA =] ; (_izaﬁ)=25—n+2knet(ﬁ6—é) =:‘-'§1E+2kn.

1) Déterminer les coordonnées cartésiennes des points A ; B et C.
2) Construire dans la figure ci-contre les points

. . . 6m . 6w &t . 8=n
D et E de coordonnées cartésiennes respectives (cos?;sm ?) et (cos—s—;sm —5—j

3) a) Montrer que(OD;BO) = (BO;OE)+2k1r. .b) En déduire queﬁ). +OE est colinéaire OB

c) Montrer alors que OA + OB + OC + OE est colinéaire 2 OA
5) a) Montrer que OA +OB+0OC+OE =0

b) Déduire que 1+cosg+cosﬂ+cos@—+cos@:0 et sinE+sinﬂ+sin§E+sin—8£=O
5 5 5 -5 5 5 5 5
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Exercice 8: 1°/ Démontrer les égalités suivantes :

tan x 2tan’ x tan® 2x
——@—— ; b) tan2x—tanx = ; C —= >
1+tan® x cos2x l1+tan*x 2+tan®2x

a) sin2x =

2r 2r
2°/ a) Montrer que pour tout x€ IR on a cosx +cos x+—3— + cos x—-3— =0

11 177
b)En déduire la valeur de cosl;- + cos-z—f— +cos ETE

2 3
¢) Montrer que : cos” x + cos2(x + 2—37[—) +cos? (x - —375) = 5
Exercice 9 : 1°/ Soit xe IR , montrer les égalités suivantes :

* cosx +sin x = /2 cos x| J3cos e+ 2 —sin(3x+—7-[—)=2cos(3x+£).
4 12 12 4
* ~2sin? 2+ 3sinx+1=2cos| x—%|.
2 4
2°/ a) Montrer que sinx —cosx = ﬁsin(x - —;EJ
b)Montrer que : 1—cosx—sinx = Zﬁsin% . sin(g - -i—:—)

3°/Montrer que : 2+ cos2x + /3 sin 2x = 4 cos? (x -~g—)

Exercice 10 : 1) Montrer que cos% . 00527z cos dz _ 1

7 8

6

. . 3
2) a/ Montrer que pour tout réel x on a : sin® x + cos® x = = cos 4x + 3
aep 3 8

b/ Calculer la somme suivante :

A =cos® x+cos® (x+16[—)+cos6 (x+—2éfj+cos6 (x+—3—67—[-)+cos6 (x+4?ﬂ-)+cos6 (x+5?”)

Exercice 11 : Pour tout x, on pose f(x) =cos2x—3cosx+2

1) a) Vérifier que pour tout réel x, on a : (cos x +sin x)2 =l+sin2x D o d
b) En déduire la valeur exacte de cos£+sin£ ' 2, S
12 12 W

I T Sw T N\
¢) Montrer alors que f| — |+f| —= |-f| == |- f| = | =3/6 A NS

12 12 12 12 P
2) Vérifier que pour tout réel x on a : f (x)=2cos’ x—3cosx +1 =7 D
Exercice 12 :Sur le parchemin ci-dessous ne figurent qu'un carré, ' AN
3 segments et 3 indications de longueur : PD=2, PA=4, 4 '

PB=6.Déterminer I'angle(DPA) , de sommet P.
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Propriété : Soit a et b deux réels. Sina=sinb, siet seulementsi,a=b +2krx,oua=z-b+2kn,k €Z. |
Propriété : Soit a et b deux réels.cos a = cos b, si et seulement si, a=b + 2kn, oua=-b+ 2kn, k € 7Z.

Propriété : Soit a et b deux réels de IR /{§+ k., k entier}. tana=tanb=a=b+kn k €7Z.

Propriété : Soit o unréel de [ -1, 1]. Xo est solution de I’équation sin x = a., si et seulement si , X — a est
solution de I’équation sin (x +a) =a.
Propriété : Soita unréel de [ -1, 1]. Xq est solution de I’équation cos x = a., si et seulement si , X — a est
solution de I’équation cos (x +a ) =a.

. . . 3 . 1

Exercice 1 : Résoudre dans [0,27[[ les équations suivantes :a) sinx = X ; b) cosx =% ;C) sin2x = )
. . 2
d) sin2x +sincosx=0 ; e)cos3x= Y

b

Exercice 2 : 1/ Résoudre dans IR, puis dans |-z , 7]a) cos 2x + cos x=1; b) sinl| :—;—
¢) cos (3x +—;£j + cos(x —Z—) =0 ; d) cos’x = sin’x ; e) cosdx + V3sindx =1 ;f) tan x + tan3x =0

g(x)=tan(2x) cot( 3x—%)

Exercice 3: Résoudre dans IR a) 2cos’x — cosx -1 =0 ; b) sin’x -3 sinx—4=0 ;
c) (\/—2—+l)sin2x+<«,/—?:—l)cos2 x+sin2x=~/2 ;d) (cosx —sinx)’ =—;— ; e)tan’x—3tanx—4=0
Exercice 4 : Résoudre dans [0 , 27| a) sinx Zi;z— ,b) cosx Zé— ,C) JVl-cosx ) sinx

d) V2sinx+1¢(0 ,  e) 2sin2x—~/3<0

Exercice S : Résoudre dans [O , 7[] a) 4sin® x—1<0 ,b) cos2x +sin2x—1>0;c) tan(2x—16[-j—\/§(0

Exercice 6:
Résoudre dans IR puis dans [0 , 7] a) 4coszx—2(x/§—1)cosx~x/§) 0

; b) V3 tanZX—(1+\/§)tan+l <0 ;c¢) V3 c0s2x +5in 2 20 ) I-sin2x >1

2sinx—1 sin2x

Exercice 7:
A/ Soit la fonction f(x) =3 cos x + 16 cos’ x — 16 cos’ x .
1) Montrer que pourtout x € IR ona: f(x) = cosx (1 +2 cos 4x )

2) Résoudre dans IR ; f(x) =0 . 3)Etudier le signe de f(x) sur [O ; %J .
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sinx—sin3x+sinSx

J(x)

1) Déterminer le domaine de définition Dg de g . 2) Montrer que g(x) =tan x .

3) Montrer que tan% =2-43 . 4) Résoudre I’inéquation g(x) <2 - V3

B/ Soit la fonction g : [0, 7] > IR ; x>

Exercice N°8 :
f(x)
2\/5005 xcos(x—gj

Soient les fonctions fet g définies par f(x)=1-cos2x+sin2x et g(x)=

[) a) Calculer f(%) ; b) Montrer que Vx e IR;f(x)= 24/2sin xcos(x—%)

¢) En déduire la valeur de cos%

2) a) Déterminer ’ensemble de définitionde g. ;  b) Simplifierg(x)

3) Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O;T;j) et(&) est le cercle trigonométrique de centre O.
a) Représenter I’ensemble des points M de (&) tel que (T:m) =x+2knetg(x)<0
b) Résoudre dans IR : g(x)<0

. . . : sinx  cosx
Exercice 9 :Soit la fonction f(x) =

- .1) a/ Déterminer Dy. b/ Comparer f(x) et f(x+7).
cos?x sin?x

(sin x ~cosx) (4 +2sin2x)

sin 22x
3) a/ Résoudre dans [0, 7 ] : sinx — cosx =0 . b/ Donner le signe de f(x) sur D¢ N o, 7]
4) Soit g(x) =4/ f(x) . Déterminer DN [0, 7 ]

2) Montrer que pour tout xe& D, : f(x)=

Exercice 10: 1) Résoudre dans IR puis dans [~ 7, 7] ’équation cos3x — V3sin3x= 2008(}(? +%7-[-j

cos3x — «/gsin 3x— 2cos(x + 2—7Ej

2) Soit la fonction f(x) = . a/ Déterminer Dy

1—-2sin3x

b/ Montrer que pour tout xe D, : f(x) = —4sin(x——ig—).c/ Calculer f(—%J et en déduire sin% et cos%

d/ Résoudre I’équation (\/-3— + l)cosx+ («/5 - 1)sin x<2
Exercice 11:Pour tout x, on pose f(x)=cos2x—3cosx+2

o . . 2 .
1) a) Vérifier que pour tout réel x, ona : (cosx+sinx) =1+sin2x

. 1 .t
b) En déduire la valeur exacte de cosE +sin —

12
117 In S i
Montrer alors quef| — {+f| — |-f| — |-f| — [=3V6
X 1 (12J (12) (12) [12) v6
2) a) Vérifier que pour tout réel x on a f(x)=2cos’ x—3cosx +1
62

o Mathématiques & 3°™ sciences techniques &




« Equation et inéquations Trigonométriques » Collection : « Pilote »

b) Résoudre dans I’intervalle [0;27x]I’inéquation f(x)>0

3) On pose g(x)= \7.;}2_)()_ ; résoudre dans Pintervalle[0;27] ; I’inéquation g(x)<0
X

Exercice N°12 :1) Résoudre dans IR les équations suivantes :a) cos{2x)=0 ; b) 2sin (2x) +/3=0.

2) En déduire les solutions, dans[0;7], de I’équation sin(4x)++/3 cos(2x) =0
Exercice N° 13 :Soit f:IR — IR ; x> 1-sin2x+cos2x

1) a) Montrer que V x€ IR ; f(x)=2\/_2_cosxcos(x+~12:-)

b) Résoudre dans IR puis dans {—g,g] I’équationf(x) =0

nr

2) Soitg:[—?g} —IR ; x> V2cos2x

f(x)

" sin(x +-§J

b) Montrer que Vxe D ; g(x)=
cos X

a) Déterminer le domaine de définition D de g

¢) Calculer g(%) En déduire tan(l—ni) ; d) Résoudre dans D I’équation g(x)=1

Exercice N°14 :Soit A(x)=cos2x+sin2x ; xe [0;27]

1) Calculer A(0) et A(gj ;  2) Résoudre dans [0;2n] I’équation A(x)=0

3) a) Montrer que A (x) =/2sin (Zx +§) ;  b) En déduire que A (x) = \/?jcos(2x —%)

4) Résoudre dans [0;27] I’inéquation : A(x)21
Exercice N°15 :
Soit f(x) = («/§ —1).sin 2x + (cos x + sin x)?.

1. Montrer que f(x)=1 ++/3.5in2x et calculer f (%9—;—).
2. Soit g(x) = 1++/3.sin 2x +2.c0s%x .

a. Montrer que g(x)=2+2.cos(2x —%) . b)Résoudre dans IR puis dans [0, 7] I’équation g(x)=1.

J3+2

2
Exercice N°16 :n étant un entier naturel non nul résoudre l'équation cos"x-sin"x = 1

3. Résoudre dans [0,7] I’inéquation f(x) >
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Définition : Soit O un point du plan et # et v deux vecteurs. On désigne par A et B les points tels que

ii=04 et ¥=0B.On appelle produit scalaire de # et v etonnote u .V , le réel ainsi défini
*U.v=0A4.0B.cosAOB,si 4 et vsontnonnuls. *# .v =0,si # ou v estnul.

Conséquence : Pour tout vecteurs ,u.u —“ii “2

Propriétés : Pour tous vecteur # et v , % .V =V.ii.. Pour tout vecteur # et ¥ et pour tout réels o et B,
(o) V=0U¥) ,i(ov)=a(d¥) , (otd)(Bv)=0a of(iv)

Pour tous vecteur 7 et v ,ona:

l — 9 =l +I51 ~2m5:fa 5 =Jalf +[Y 265 i+ 5+l =2(jaf +I5F)

Pour tous vecteurs i, v et W, 4 .(V + W)= .V +i. W.

Définition : Deux vecteurs sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul et on notez L v .

Conséquence : Deux droites sont perpendiculaires, si et seulement si , le produit scalaire de leurs
vecteurs directeurs est nul.

Propriété : * Soit # et v deux vecteurs non nul et O, A et B des points tels que % = OA et 7 =0B Si

H est le projeté orthogonal de B sur la droite (AQ), alors 4.V = OA.OH .
* Soit # et v deux vecteurs non nul et A, B et C des points tels que u= OA ; v=BC , H le projeté de

B sur (OA) etK le projeté de C sur (OA), alors iiv=OAHK .
Propriété : Pour tous vecteurs # et v , Iﬁ . 17| < "ii||><||17|| (Inégalité de Cauchy — Schwarz )
|t . | =i x|[V] , si et seulement si, les vecteurs 7 et ¥ sont colinéaires.

Théoréme : Soit (;,j) une base orthonormée de I’ensemble des vecteurs du plan.
Pour tous vecteurs # et v de composantes respectives (x,y)et(x',y'),u.V =xx’+yy’.

LES EXERCICES

Exercice 1 :L’une des réponses proposées est correcte laquelle ?

1) ABC un triangle tel que AB=2 et AC=

1 3 75

2) Si ABCD un carré de cbté 1. Alors le produit scalaire DC.DB = a) V2 b)l1 ¢ 2

—;— ; BAC =§alors AB.AC est égale a:

3)ABC étant un triangle tel que:AB =2, AC=5 et ABAC =-5 .a) BAC== b) BAC —-23— c) BAC —% .
4) A et B étant deux points distincts du plan. L’ensemble des points M du plan tels
que .IMA.MBl =MA XMB est
a) un cercle b) une droite ) un segment.
5) A, B, C et D quatre points deux a deux distincts tels que : AB.AC = AB.AD alors nécessairement on a :
a/ C et D sont confondus b/ AC=AD ¢/ AB LCD
6) ABC est un triangle, I’ensemble des points M tels que :ABAM = ABACest :
64
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a) La perpendiculaire 4 (AC) en C. b) La perpendiculaire & (AB) et passant par C.
¢) La perpendiculaire a (AB) en A.
7 Soit ABC un triangle tels que : AB = AC =2 et BC = 3. Alors a) AB.AC :% b) AB.AC = —%

c)ABAC =-1.
8) Soient A et B deux points distincts. L’ensemble des points M tels que : MA® = MA.BA est :

a) Le cercle de centre A et de rayon BA.  b) La droite (AB) ¢) Le cercle de diamétre [AB].
Exercice 2 :Répondre par vrai au Faux et Justifier la réponse

1°) A ,,B et C sont trois points distincts si : AB. AC =3 alors (4B) L (4C) .
29Sit . V=0 & i=0 ou v=0

3°) Si # et V sont colinéaires alors u# . v = “L? “ n Y ”

4°)y A, B et C trois points distinctes : AB . AC =0 & AB*+ AC?=BC?

Exercice 3:Soit D une droite muni du repére (O, 1)

1°/ Placer les points A, B et C s’abscisses respectifs 5, -3 et 2 .
2°/ Soit D’ la perpendiculaire 4 D en O et E un point de D’ distinct de O.

Caleuler : O4.0B ; 04.0C ; CACB ; CACE ; BABE et OAOE

Exercice 4:Dans la figure ci-contre : ABCD est un rectangle tel que AB =2AD =2a (a € IR:)
EFC et EGD sont deux triangles équilatéraux isométriques. Calculer :

1) ABDG ; 2) ABGF ; 3) AGDE : 4) AGBF G F
Exercices 5: ABC un triangle équilatéral tel que AB=3, I le milieu de [AB] et

D le symétrique de B par rapporta C . D C
1) a- Utiliser le théoréme d’ELKHASHI pour calculer AD E
b) vérifier que ABD est un triangle rectangle en A
2) Calculer AB.AC et BD.AC
A B

3)a) Montrer que pour tout point M du plan, ona: MA? - MB? =2IM.AB
b) En déduire I’ensemble A={Me P;MA>-MB’=-9 }

4)Soit G le barycentre des points pondérés (A,3) et (B-2)

a) Montrer que pour tout point M du plan : 3MA* ~2MB? = MG* —54
b)En déduire I’ensemble E={Me P;3MA* -2MB* =38}

Exercice 6 :Dans le plan P, on considére un rectangle ABCD de centre O et tel que : AB=6etAD=3.

Soit [ le point tel que : ﬁz—};—B—A’.

1) a) Calculer CBBDetBIRD ; b) En déduire que les droites (Cl) et(BD) sont perpendiculaires
2) Déterminer et construire les ensembles suivants :
£={Me P;MB’ + MD? =45]et F={Me P;(MCMB).Mi=MB"Mi|

EXERCICE 7:Le plan P est orienté dans le sens direct. Soit ABCD un rectangle de centre 1 tel que
AB=4etBC=3.
1) a) Faites un schéma.
b) Calculer AB .AC et AC .AD . En déduire la valeur de AC.BD.
¢) Montrer alors, que : cos(CiD)=i .
. 25 65
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2) a) Vérifier que Al .AB =8.
b) Déduire que l'ensemble A= {MiP,tels que AM .AB =8} est la médiatrice du segment [AB].

3) Soit I'= {MiP tels que 2MA*+MD*=18 } et G le barycentre des points pondérés (A,2) et (D,1).

a) Vérifierque DeT .

b) Montrer que pour tout M € P on a : 2MA” + MD? = 3 MG? + 6. Déterminer et traceralors .
4) On désigne par A' et C' les projetés orthogonaux respectifs de A et C sur la droite (BD).
a) Montrer que : AC . BD =-5A'C'. b) En déduire la valeur de la distance A'C'.

Exercice 8 : Dans le plan P on considére un triangle ABC rectangle en A de centre de gravité G ; tel que
AC=2 et BC=3. Soit [=B*C ; J= A*C

I/ Calculer IAAC et IAIC .2/ Déterminer ’ensemble E = {Me P;MB? +MC? = 225} .

3/ Soit I’ensemble F= {M e P;MBMC +GAMG = ~l} . a-Vérifier que GB.GC=-2

b- Montrer que pour tout M du plan on aMBMC+GAMG=MG>-2 . c- Déduire ’ensemble F.
Exercice 9 :Soit ABCD un rectangle du plan tels que : AB = 8 et BC = 4. on note E le point de [CD] tel

que : Eﬁzi(—fﬁ,{l}:(AC)ﬂ(BE) et {F} = (AD)N(BE).

1) a- Calculer CACBetCACE.  b. En déduire que :(CE) L (AC).

2) Calculer BCAF. 3) On note { I’ensemble des points M du plan tel que : MB* +4ME* =272 .
a- Montrer que Ae (. b- Montrer que : IB + 41E =0. Calculer alors IB et IE.
c- Montrer que pour tout M du plan : MB? +4ME? = 5MI* +16 . d- En déduire { et le construire.

Exercice 10 :Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O;T;}). On donne les points A (1;0) ; B(-3;8)

ct C<3—\/§;I+2\/§) .

1) a) Calculer le produit scalaire ABAC ; b) En déduire la valeur de ’angle BAC

2) Soient les points 1(0;2) et J(3;—4)

a) Déterminer une équation cartésienne de ’ensemble ( {) des points M de P qui vérifient MJ = 2MI
b) En déduire que () est le cercle de diamétre [ AB]

3) ) Donner une équation de la tangente(T)a({)en A.b) Prouver que(T) = {M € P\MJ*-MI’ = 15}
Exercice 11 :On considére, dans un plan P, un triangle ABC ; on désigne par I le milieu du

segment [BC]et par K le projeté orthogonal de A sur la droite(BC). On donne BC =2;CK =6;AC =10
etCe [BK].

1) a) Faire une figure ; b) Prouver que le triangle ABK est isocéle

2) Calculer chacun des produits scolaires suivants : CB.CA ; AKAC ; CK.CA ; ABAC et Xlz

3) Soit G le centre de gravité du triangle ABC et soit I’application :

f:P—>IR tel queM i £ (M) =W3.W—§XI.T\7IG. a) Calculer £ (A)etf(G)

b) Montrer que pour tout point M de P, on a f(M)=MG’ + f(G)

556
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b) En déduire I’ensemble D des points I lorsque M varie surA.

Exercice 12 :Soit ABCD un carré de cantre O. M est un point variable de la diagonale[AC] distinct de A
et C. M se projette en P et Q sur les cotés [AB] et [AC] du carré.

1) Montrer que (DM ) est perpendiculaire a(PQ).

2) On désigne par I et J les milieux respectifs des segments[AB] et [BC].

a) Calculer OP.OQ ;  b) Montrer que OPQ est un triangle rectangle isocéle.

Exercice 13 :On considére un rectangle ABCD tel que AB=4 et BC=2. On pose I le milieu de[CD] et
G le barycentre des points pondérés(C;3) et (D;1). Les droites (AC)et(BG)se coupent en K.

1) a) Montrer que CA.CB = CA.CG = 4.b) En déduire que les droites (AC)et(BG ) sont perpendiculaires.

2)a) Calculer ABAD ; ABDG ; BCAD et BCDG ; b) En déduire queA—C.Ka =16
c¢) Calculer alors la distance AK.
3) a) Montrer que pour tout point M du plan ; On a 3MC? + MD? =4MG?® +12

b) Déterminer et construire I’ensemble & = {M € Ptelque3MC? + MD? = 16}
4) SoitA = {M € PtelqueMD? -MC? = 16} . a) Vérifier queCe A ; b) Montrer que A est la droite(BC) .

Exercice 14 :1) Soit A,BetC trois points alignés du planP tels que AC=3AB.Onnote] =B*C
1)a) Montrer que B=A*[
b) Montrer que pour tout pointM du plan on a : MA.MB + MA.MC =2 (MB2 — AB? )

2) Déterminer alors 1’ensemble { = {M eP; MAMB= mm}
II) Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (O,ij) On donne A(-2,1) et B(-1,2)

1) Déterminer 1’ensemble A des points M du plan tels que MA* —~MB? =6
2) Montrer que et A sont tangente au point I

Exercice 15:Soit un triangle ABCtel que AB=4; AC=6¢et BC=8

On.notel etJ les milieux respectifs des segments [AB] et [AC]

1)a) Montrer que pour tout M du plan Pon a : MA® + MB? = 2MI” +38

b) Montrer que MA.MC =MJ? -9

¢) Déterminer I’ensemble { des points M de Ptel que MA* + MB? — MAMC =1

2) Soit O =1*J et(O,ﬁ)un repére de la droite (IJ) tel queu =211—ﬁ
a) Montrer que pour tout Me Pona: MI* —~MJ* = 21J.0K aveckest le projeté orthogonal de M sur la
droite (1J)

b) Déterminer ’ensemble A des points M du plan tel que : MA® + MB? — 2MAMC =6
Exercice 16 : '
a,a',b, b' étant 4 réels quelconques montrer que (ab+a'b")?< (a2+a'2)>< (b*+b?).
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€% /| RESUMEDUCOURS

Théoréme et définition -1l existe un ensemble appelé ensemble des nombres complexes, noté C et vérifiant
les propriétés suivantes :

1) ’ensemble C contient I’ensembles des nombres réels R .

2) il existe un élément de C, noté i, tel que i* =—1.

3) ’ensemble C est muni d’une addition et d’une multiplication qui vérifient les mémes propriétés que
’addition et la multiplication dans R .

4) tout élément de C s’écrit de fagon unique sous la forme z=a+ib, ou a et b sont des réels.

Théoréme :Soit z=a+ib et z'=a'+ib'(a,b,a', b') sont des réels. Alors :

*z=z'—>a=a'et b=b'
*z=0=>a=b=0
*zestréel=>b=0
*z est imaginaire =>a=0

— J— —_— —_—— n
Propriétés :Pour tous nombres complexes z et z', z+z'=z+2z2' ; zz'=22"' ; (z“) =(z) ne IN

z (1 1
Pour tous nombres complexes z et tous nombres complexes z'non nul , (——J == ; ( ) =—— ;ne
z

z+;:2Re(z) ; z—E=2iIm(z) ; z~z—=(Re(z))2+(Im(z))2
z=2, si et seulement si z est réel

z=-z, si et seulement si z est imaginaire
théoréme :Soit deux nombres complexes z et z'. |z| =0, si et seulement si, z=0 ; |z +z'l < |z| +|z'| ;

|kZ|=|k”Z s keR ; IZZ'ISIZHZ' ; ’E’:'zl ; Z|2=ZE ; |Z"‘=|Z|n;ne N ; l_l_ =ﬁ’z¢0 :
VA 4

E"=|Z—'|,Z¢0;L= ,z#0 et ne’Z

Z |Z Zn | n

Propriétés :Soit z un nombre complexe non nul et k un réel non nul. arg (2) =-—arg (z) +2km ;
arg(~z) =m+arg(z)+2kn
Si k>0 alors arg(kz)=arg(z)+2kn ;si k<0 alors arg(kz)=n+arg(z)+2kn

Théoréme :Soit z un nombre complexe non nul tel que arg(z) =0+ 2kmn Alors z =|z|(cos@+isin8) Cette

écriture est appelée écriture trigonométrique de z.
Si M est I’image de z dans un repére orthonormé direct ( O,u, ;/) alors M appartient au cercle de centre O et

et de rayon |7| et & la demi droite [OB) telle que (E,G‘B) =0+2kn
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Théoréme :Soit z un nombre complexe non nul tel que z=a+ib ; a et be R Alors arg(z)=0+2kn ,

a b
VJa? +b? va’+b?

Propriétés :Soit deux nombres complexes nonnul z et z'.

si seulement si, cos0 = et sinf=

arg(zz') = arg(z)+arg(z')+2kn ; arg(iJ =—arg(z)+2kn ; arg(—z—j =arg(z')—arg(z)+2kn ;
z z
arg (z“ ) =narg(z)+2kn,ne Z. Pour tout nombre complexe nonnul z, z" =|z[" (cos@+isin®), la
formule précédente est appelée formule de Moivre.
Théoréme :Le plan est muni d’ un repere orthonormé direct (O,ﬁ,\?). Soit A,B,C etD les points

d’affixes respectives tels que AB#0 et CD#0. Alors

(a;ﬁa):arg(zB_zA)+zkn ot (@;Eﬁ):arg[zD—2c]+2kn
Zg —Zy
M@!ﬂ&iﬂ:g—g(cosewﬁsine) avec (Kﬁ;@):(ﬂzkn
z,—z, AB

Théoréme :Soita, b et c des nombres complexes tels que a # 0. L’équation az’ +bz+c=0 admet dans

-b+d -b-0
et z, = ou O estune
2a

C, deux solutions ( éventuellement confondues) définies par : z, =

racine carrée du discriminant A =b”* —4ac
Théoréme :Si z, et z, sont les solutions de ’équation az’ +bz+c=0, a#0 ; alors

az’ +bz+c=a(z-z)(z-2,) ; z1+22=—E et zlzzzE
a a

4% | LESEXERCICES

Exercice n°l : 1) La forme algébrique du nombre complexe
2—-1)(1+3i
_EIOUE) 5 525 ) 5 ) 5
-2+3i 13 13 13 13 1313
IT) Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (O,ﬁ, \7) On donne les points
A(i); B(-4-1) et C(-2+5i)
1) Le triangle ABC est a) équilatéral b)isocéle en B ¢)rectangle et isocele en A
2) L’ensemble A={M(z);|z—1|=|z+4+i[} est:

a) Le cercle de diametre [AB]  b) la droite (AB) c) la médiatrice du segment [AB]
III) Les solutions dans C de ’équation (zz ~4)(z2 + 9) =0

a) {2,-2,3,-3} b)) {2,-2,31,-3i}  ¢) {2i,-2,3,-3}
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Exercice N°2 :1) Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse :

1) i""%est égal a 1
2) Pour tous nombres complexeszetz' ; (22 +z”% = O) si et seulement si (z=z'=0)

3) Le plan est muni d’un repére orthonormé direct(O,ﬁ, \7) . Soit & le cercle de centre O et de rayon 1 On
» e boints d . L3 :
désigne par M et M 'les points d’affixes respectives z et 54—1—2— z ;si Me§ alorsM'e &

222+ 2221
222-2221

4) a)}

5) Si z=2(sin—§+icos%jalors arg(z)=§+2kn

6) Soit z, et z, deux nombres complexes tels que z,* +z,” =0alors z, =z, =0

. o .3 1 2r . . 2n
7) La forme trigonométrique du nombre complexel +1tan?n est o (cos—;—ﬂsm ?J .
Cos—

8) Pour tout nombre complexe non nul z et pour tout réel &, si arg(z)= 6+ 2k alors arg(% z)= g + 2k .

1
9) Pour tout nombre complexe non nul Z, le nombre compleer——%—est

imaginaire.
10) Dans la figure ci-contre, (O,U,V) estun repére orthonormé direct du plan et

wl— <1

_ . (o ..
A est un point du cercle trigonométrique d’ordonnée 3

Si B est e milieu du segment [OA] alors I’affixe du point B est —42~+%i

Exercice N°3 :Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O;ﬁ; \7) on

considere les points A, B et C d’affixes respectives z, =1+1 ; z, =—1+2ietz. =—1i.

1) Placer les points A, B et C.

2) Calculer AB, AC et BC. En déduire la nature du triangle ABC.

3) Déterminer I’affixe du point D tel que ABDC soit un parallélogramme.

4) On pose E={M(z)e P;|z+i| =2} et F ={M(z)e P;2iz+2i+ 4| =2z +i]}.

a) Déterminer I’ensemble E.  b) Montrer que F est la médiatrice de[BC].

5) Soit I"application f:P\{A}— P qui pour tout pointM (z) > M'(z")tel quez'= ilT_ﬁ ; Z# 1+,
z—1-1

a) Montrer quef (C)=A ; b) Montrer que(z'-1)(z—-1-1)=2-i

c) En déduire que siM € Z;(A;l) alors M 'appartient a un cercle {'que I’on précisera.
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d) Montrer que si M € méd ([AB]) alors M 'appartient & un cercle {"que I’on précisera.

Exercice N°4: Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé( O;u; \7) On considére les points A, M'

et M" d’affixes respectives 1 ; i+m ; i—m.
a) Vérifier que A est le milieu du segment[M'M"] . b) Montrer que le triangle OM'M "est isoctle.

c) Déterminer les valeurs de m pour que le triangle OM'M" soit équilatéral.
Exercice N°5: Dans ’ensemble C des nombres complexes d est un nombre complexe donné de module 2.

dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé( O;l_i; \7) On considére les points A, B, M et N

d’affixes respectifs 2i ; —i; —i+d ; -i—d. a) Calculer MN et déterminer le milieu de[ MN]

b) En déduire que lorsque d varie, les points M et N appartiennent a un cercle fixe que ’on précisera.
c¢) Dans le cas o AMN est un triangle, montrer que O est le centre de gravité du triangle AMN.
d) En déduire les valeurs de d pour les quelles le triangle AMN est isocéle de sommet principal A.

Exercice N°7 :Le plan complexe est muni d"un repére orthonormé (0;u;v).

I) Soit le nombre complexez, =1+2i. _

1) Calculer les nombres complexes suivants : z, =iz, etz, =iz, .

2) a) Placer les points M;; M, et M, d’affixes respectives z, ; z,et z,.

b) Montrer que le triangle M;M, M, est isocéle et rectangle en M, .

c¢) Déterminer le nombre complexe z, du point M, pour que M;M,M;M, 80it un carré.

z-2i
+3

IT) A tout nombre complexe z # —3 on associe le nombre complexe z' définie parz'=

1) On suppose que z = z, , déterminer 1’écriture cartésienne de z'

2) Déterminer I’ensemble suivantE = {M (z)tel que z'e IR} .

Exercice N°8 :Soit dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O;a; 3) les points A, B, C et D

d’affixes respectives z, =2+2i ; z, =4i ; z =28 ¢t Zp =2y Xz, soitI=0*BetK=0#*D.
A

1) Montrer que le triangle OAB est isocéle rectangle

- 2) a) Mettre z.sous forme algébrique ; b) Montrer queC=A*0

c) Soit E={M(z)e Ptel que:|z—2~-2i| =|z|}. Déterminer E et montrer que E et paralléle 4 (AB)

3) a) Déterminerz, ; = b) Montrer que OABD est un trapéze.

4) SoitF ={M(z)e P tel que:|z—2i|=2}

a) VérifierqueKe F ; b) Déterminer F  ; c¢) Vérifier que OABK est un carré

EXERCICE N°10:Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé droit(o; ﬁ;\“/) , on considere les

points A(1+i) ; B(3+i) ; C(2+2i)et D(2i).

1) a) Placer les points A ; B ; C et D. b) Montrer que ABCD est un parallélogramme

2) a) On posez; =z, —z, , donner la forme trigonométrique dez .
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b) On posez = 2(005(— E) +1 sin(——T—c—)) , donner la forme trigonométrique de e
3 3 A
: 12

¢) En déduire cosg—7£ et sin13—Tc d) Calculer Ze
» 12 12 Zp

Exercice N°11 :1) a) Développer(z+ 6i)2 —12; ze C. b) Résoudre dans C1’équation : z° +12iz—48=0.

2) Soitz, =1 +i3 ; z, =1+1.a) Mettre z, etz,sous forme trigonométrique.

Y/ - . i ‘g n .
b) Mettre — sous forme algébrique et trigonométrique.c) Déduire les valeurs exactes de cos— et sin—

z, 12 12
: . . . : V3 3.
Exercice N° 12:Soit les nombres complexes suivants: z, = 2 +i6 ; z,= 32 -32i et Zy= — —51 .
1) Déterminer I’écriture trigonométrique dez, ; z, etz,.
2) En déduire 1’écriture trigonométrique du nombre complexe U = 4X%
Zy

. . R s ‘s m . In

3) Déterminer 1’écriture algébrique de U. 4) En déduire les valeurs exactes de COSE etsmE

Exercice n°13:dans C1 équation : Z* = —4 .

2
b- Soit Z un nombre complexe. Développer(Z ~-243 ) .
c- En déduire les solutions dans C de 1’équation Z* — 432 +16=0.

2) Le plan est muni d’un repere orthonormé direct( 0,T, \7). On considere les points A et B d’affixes

respectives : Z, = 23 -2i et Zy= 23+2i .
a- Donner la forme trigonométrique de chacun des nombres complexesZ, et Z.

b- Construire les points A et B. ¢ Donner une mesure de I’angle orienté ( ﬁ,é’é)

d- Montrer que le triangle OAB équilatéral.
3) Déterminer I’affixe du centre de gravité I du triangle OAB.
4) Déterminer I’affixe du point C tel que OABC soit un losange.

5) Déterminer I’ensemble des points M d’affixes Z tels que :|Z| = ‘z+4i‘ .

Exercice N°14 :: Le plan complexe étant rapporté a un repere orthonormé direct( O;u; ;/) On considéere les

points A, B et C d’affixe respectives :a=1, b=cos@+i(1—sin@) etc=—cos0—i(l+sin0).0e ,:O;g}

a)Déterminer 8 pour que A, B et C soient alignés.
b)Déterminer 6 pour que B et C appartiennent & un cercle de centre O. quel est le rayon de ce cercle ?
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. RESUME DU COURS -J

Définition :Lorsque deux bipoints (A;B)et(C; D) sont tels que[AC] et[BD] ont le méme milieu. Alors ces

bipoints représentent un méme vecteur de I’espace, noté AB ou DC
Les bipoints (M; M) ot M est un point quelconque de 1’espace représentent le vecteur nul, noté 0 .

L’ensemble des vecteurs de I’espace est noté ™ . ‘
Conséquence :Soit A, B, C et D quatre points de I’espace tel que A, B et C ne soient pas alignés. Alors

AB=DC, si et seulement si, ABCD est un parallélogramme.

Définition :On appelle norme d’un vecteur u et on note ul, “ﬁ“ =ABou AetB sonti

deux points quelconques tels que u = AB
Théoréme :Soit O un point de I’espace. Pour tout

vecteur u de TV il existe un unique point M deé tel que OM =u.

B .
Définition : Soient O un point de g , uet v deux vecteurs de T/ . PN L
Ve #____'___,-—‘
Soit A, B et C les points de&tels que u=0A ; ,/ f,f-""'\,_‘
v=0Bet[OC] et AB] ont le méme milieu. On appelle vecteur el A

somme deuetv , le vecteur w = OC . On noteu+v=w

(73
Conséquence :Pour tous points A, B et C deg,

AB+BC=AC (Relation de Chasles). Soit A, B, C et D quatre points de(itels que A, B et C ne sont pas
alignés. Alors ABCD est un parallélogramme, si et seulement si, AB+ AD = AC

Propriétés :Pour tous vecteurs ﬁ;{/ et wdeT : u+v=v+u ; u+0=u ; (1“1+;7)+-v; =ﬁ+(\7+@)
Pour tout vecteuru de Iespace, il existe un unique vecteur vde ! espace tel que : u+v=0, le vecteur v tel

que u+v=0s “appelle vecteur opposé deu et se note —u
Définition : Soientii, v et wtrois vecteurs de W.

On dit que w est une combinaison linéaire deii etv, s’il existe deux réels a et f tels que 1 w=i+a.v.
Lorsque ['un des vecteurs i,V et west une combinaison linéaire des deux autres.

On dit que les vecteurs, v et w sont linéairement dépendants ou encore que la famille{#,v,w}.

Théoréme : Soit A un point de ’espace et et v deus vecteurs non colinéaires.

L’ensemble des points M tels que AM soit combinaison linéaires deii ef ¥ est un plan, appelé plan passant
par A et de vecteurs directeurs# et v .Un point M appartenant au plan P (A4, #,V ), si et seulement si, il existe
un unique couple de réels(x ; y) tel que : AM = xi + Y.

Conséquence : Soient O, A, B et C quatre points de & O, A, B et D sont coplanaires, si et seulement si, la
famille{ 04, OB, OC} est lice.

Propriété: Soient A et B deux points distincts de & et trois vecteurs non nuls i,V et wtels que :
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i etV soient colinéaires. Alors la droite D (A4, ) est paralléle au plan P(B,V, W), si et seulement si, la
famille{u, v, w} est liée.

Propriété : Soient A et B deux points distincts de & et# etV deux vecteurs non colinéaires# 'ef V' deux
vecteurs non colinéaires. Alors :P(4,i,V) et P'(B,u',v") sont paralléles, si et seulement si,

{@,v,4"} et{ii,v,u"} sont lides.

Définition : Soient?, et k trois vecteurs de W. Le triplet(q est une base de W, si et seulement si, la

k)
famllle{ ] k} n’est pas liée. Soit O un point de W. On dit que (O i,7, ) est un repére cartésien de &
si (7, 7, k) est une base de W.

Conséquence : Soient A, B, C et D quatre points de &.Le triplet( AB, E,E) est une base de W, si et
seulement si, les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

Théoréme : Soit O un point de & et (f,]', IE) une base de W.

Pour tout vecteurii de W il existe un unique triplet(x, y,z) de réels tel que : i = x.i + y.j + 2.k .

Le triplet(x, y,z)de réels s’appelle le triplet de composantes du vecteurs # dans la base (f,]‘,l; ) et on

x
notei| y |.Pour tout M de I’espace & il existe un unique triplet(x, y, z) de réels tel

z
que :OM =x.i +y.j+zk . Le triplet(x, y, z) de réels s appelle le triplet de cordonnées du point M dans le
repére (O, i, 7.k )

a a
Théoréme : Soit (f, 7.k ) une base de W. soitu| b [,V| b' |deux vecteurs de W, « et B deux réels.

1

c c
ca+ fa’
Les composantes de a.ii + .V dans la base (f, ],E) sont| ab+ fb'|.
oc+ fc'
Définition : Soit B = l::' une base de W et (i, V, W) un triplet de vecteurs de W tels

que i b |,V b'|etw| b" |. On appelle déterminant de (i, 7, ) dans la base B, et noté

a
detB(ﬁ,V,vT/)= b b' b" leréela(b'c"-c'b")-b(a'c"-c'a™y+c(a'b"-b'a").
c c¢' c"
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Théoréme : Un triplet de vecteurs de W forme une base, si et seulement si, son déterminant relativement a
une base quelconque de W est différent de 0.

CK =2CDet AL =~(AC+AD).
8 6
1) Calculer les coordonnées des points I, J, K et L dans le repére (A; E;E;—) .

2) Calculer les coordonnées des vecteursIL et JK et déterminer le

réel m tel que : IL = mJK A B
Exercice N°2 : ABCDA'B'C'D'un cube. On note I le milieu J :
de[A'D'], J celui de[AD], K celui de[B'C'] et L celui de[BC]. .'
1) a) Démontrer que les points I, J, K et L sont coplanaires. E

b) Démontrer que D'K;D'C' et B'C'sont coplanaires.
¢) Comparer IB' et D'K . C D

2) Démontrer que les plans (IJB') et (D'KL) sont paralléles. I K™
Exercice N°3 : Dans I’espace &, rapporté 4 un repére C' D'
cartésienR = (O;f;};f() . On considére les points : A(LL-2) ;

B(0;2;1) ; C(~1;2;3)et D(0;3;2).

1)Vérifier que les points A, B et C ne sont pas alignés. On désigne par P le plan (ABC) .

2) Montrer que le point D appartient au plan P.
3) Soit F(1—m;m;m+1), ol m est un paramétre réel. Déterminer m pour que la droite (AF) soit contenue

dans le plan P L B

4) On considére les vecteurs : e, =31+ j+2k;e, = j+ 2k ete, =1+2].

a) Montrer qﬁe R'= (A; a; é;; a) est un repére de¢§ . % ;

b) Déterminer les coordonnées du point B dans le fr'f E I ; J H-
repéreR'. 5

Exercice n°4 : L’espace est muni d’un repére orthonormé ¢ xi /.

de sens direct(A, i, 3,12) . On considére le parallélépipede g

ABCDEFGH tel que : AB=31, AD =4] et AE = 3k. g /,
1) Vérifie que : AG =31 +4]+3k.

\
W)

&N

\%

. “\
N

o Mathématiques & 3°™ sciences techniques - 75-



Exercices sur le chapitre « vecteurs de 1 'espace » Collection : « Pilote »

2) Soient les points I et J les milieux respectives des arrétes [BC] et [EH]. Soit K le point défini

par :EK = %A—B .Déterminer les coordonnées de I et J et K

Exercice5 : On considére un tétraédre ABCD et les points : A’ le milieu de [BC ] A

et G le centre de gravité du triangle ABC.
1) Soit le point E défini par AE = %2175

a) Montrer que les vecteurs EG et DA 'sont colinéaires.

b) Que peut-on en déduire pour les vecteurs EG ; DB et DC ?

2) Soit le point F défini par :GF = %E .

Montrer que les points A’ ; F et E sont alignés et que F est le centre de gravité du triangle BCE.
3) Soient les points C ' et C "milieux respectifs des segments [4B ] et [EB ]| Montrer queC 'C "= %E

4) Soit le point M défini paraﬁ =3CA +3CB +§:4—5 .

a) Montrer queCM =2CC'+4CC"
b) Que peut-on en déduire pour les points C, C’, C’ et M ?

Exercice N°6 :On muni le plan I’espace d’un repére (O;f;};fc) ; On donne les points A(—l;l; O) ;

B(;-2;1) ; C(0;-10) et D(~1;-2;2).

_2
3
1) Placer les points A ; B ; C et D. 2) Soient vil et A(C;\?) . Montrer que( AB) et Asont paralléles.
l
3
-3
3) On considére w| 2 |etle planQ(A; E,\Tv.) .a) Montrer que la droite (AB) est incluse dans le plan Q
1

b) En déduire la position relative de A et Q
4) a) Montrer que la droite (CD) est paralléle au plan Q

b) Les droites (CD) et A sont-elles coplanaires ? Justifier
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Résumé du cours

a
Théoréme:]’espace est muni d’un repére orthonormé(O,f,j,l;) . Soit A (Xo, Yo, o) et le vecteurii| b | tel
c
X=x,+tQa
que(a,b,c) #(0,0,0).L’ensemble des points M(x, y, z) vérifiant y = y, +ab; e Rest la droite D (A, ).
z=z,+oc
Le systéme précédent s’appelle représentation paramétrique de la droite 2 (A, u).
a a'
Théoréme:L’espace est muni d’un repere orthonormé(O,f,],lz). Soit A (Xo, Yo, Zzoy et u| b | ,v| b' |deux
c c'
vecteurs non colinéaires. L’ensemble des points M(x, y, z) vérifiant le
x=x,+0a+ fa’
systéme< y =y, +ab+ fb'a et S Rest le systeme précédent s’appelle représentation paramétrique du
z=z,+ac+ fc'
plan 2 (O,i,V ).
Théoréme : [.’espace est muni d’un repere orthonormé(O, i ],/;) . Pour tout plan P, il existe quatre réels a,

b, ¢ et d vérifiant (a,b,c)#(0,0,0)tels que :

M(x, vy, z) appartient & P si et seulement si ax + by +cz+d=0.
L’équation ax + by ¢z + d = 0 est appelée équation cartésienne de P.

Théoréme: L’espace est muni d’un repére orthonormé(O, 7,],l€ ) et a, b, ¢ et d quatre réel tels que :

(a,b,c)#(0,0,0).
L’ensemble des points M(x, y, z) vérifiant I’équation ax + by + ¢z + d = 0 est un plan.
Théoréme: L’espace est muni d’un repére orthonormé(O,zT,j,lz ) )

ax+by+cz+d=0
a'x+b'y+c'z+d'=0
triplets (a, b, ¢) et (a’, b’, ¢’) ne sont pas proportionnels.
Théoréme:Soit A un point de ’espace et/ un vecteur non nul.

L’ensemble des ponts M(x, v, z) tels que{ est une droite, si et seulement si, les

L’ensemble des points M de I’espace tel que AM.7 = Oest le plan passant par A et de vecteur normal a #
Propriété:1.’espace est muni d’un repére orthonormé( 0,i,],k ) . Si 2 est un plan a pour équation

a
ax + by + cz + d =0, alors le vecteur 7| b |est normal a 2.

c
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LES EXERCICES
Exercice 1 L’espace { est rapporté a un repére (0,1, },1;).

1) Dans I’espace muni d’un repére cartésien R(Q0, 1, j, k) on considére les droites
2"

x=0-1 x=—fF+1
D:yy==20+2 ,xeR et D':qy=20+5 ,feR
| z=0-3 z=—p3
a) D et D’ sont sécantes b) D et D’ sont strictement parall¢les
c) D et D’ sont confondues d) D et D’ sont coplanaires
x=p
2) L’ensemble des points M (x, y, z) de I’espace tels ques y=a+ f ;(a, f)e R?, est :
2=

a)le plan d’équation cartésienne y=1  b)le plan d’équation cartésienne x+z=0
c) La droite passant par le point A(0, 1, 0) et vecteur i + ; —k

x=l+a+p
3) L’ensemble des points M (x, y, z) de ’espace tels que{ y =2—a—f ;(a, f)e R?, est :
z=3

a)le plan d’équation cartésienne z=3  b)le plan d’équation cartésienne x+y=3

c¢) La droite passant par le point A(1, 2, 3) et vecteur;—]
Exercice 2: On consideére les points A(2 ;-3 ;1), B(0 ;1 ;5) et C(-4 ;5 ;7). Donner une représentation
paramétrique de la droite (D) passant par C et paralléle a la droite (AB).

Exercice 3 : Les droites D et D’ sont données par les représentations paramétriques suivantes :

x=1+k x=3+k’
D:iy=3-k ,ke RetD'{y=2-2k’ ,k’e R. Etudier, suivant les valeurs du réel m, I’intersection des
z=-1+k z=m+2k’

droites D et D’.
Exercice 4:

L’espace est rapporté au repere orthonormé ( O;Y;]; R).

1) Donner un systeme d’équations paramétriques de la droite passant parA(2;3;—1) et de vecteur
1

directeuru| 0 |.

1

2)On considere les points C(2;3;0) et D(=1;1;5) .Donner un systéme d’équations paramétriques de la
droite(CD) .
3) Etudier la position relative des droites 1D (A; fl) et (CD).
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L

Exercice 5: Déterminer ’intersection du plan P d’équation : 4x —y +2z—4 =0 et de la droite D de
x=k
représentation paramétrique : < y=1-3k ,ke R.
z=-2+k
Exercice 6: Dans ’espace & , rapporté 4 un repére cartésienR = (O;f;];f() . On considére la droite D

passant par le point A (1;,~1;2) et de vecteur directeur u=i+j-2k.

1) a) Donner une représentation paramétrique de la droite D. b) Le point B(3;2;—1) appartient-il 4 D ?

X=2-0
2) Soit A la droite définie par : { y =3+2a ; (a.e IR ) Donner un systéme d’équations cartésiennes de la
z=1+3x

droite A. 3) DéterminerD A

Exercice 7 : On considére les plans P et P’ d’équations respectives : 2x+y—-2z—-3=0¢et x+y+3z-2=0.
1) Montrer que P et P’ sont sécants et déterminer une représentation paramétrique de leur droite
d’intersection (D).

2) Etudier d’intersection de (D) avec le plan P” d’équation : x +y—z—6=0.

3) Retrouver, par le calcul direct, Iintersection des trois plans P, P et P”.

Exercice 8 : Dans I’espace { rapporté a un repére orthonormé (0;17;7;1? ) . On consideére les droites D et D’

x=2+0
. x -3z -1=0
définiespar: D{y =3+2a ; (0elR) et D'
y+2z -1=0
z=1+0

1)Montrer que les droites D et D’ sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur point d’intersection A
2) Donner une équation cartésienne du plan P contenant D et D’.

3) Soit Q le plan d’équation cartésienne : 2x —y —=5=0.

a)Montrer que les plans P et Q sont sécantes suivant une droite A dont on donnera un point et un vecteur

b) Montrer que les droites D et A sont strictement paralléles.

Exercice 9  Dans ’espace& , rapporté a un repére cartésienR = (O;T;j;f() . On considere les points :

A(LL1) ; B(2;0,-1) ; C(~1;2;—1)et E(2;-1;3).1) a) Vérifier que les points A, B et C ne sont pas alignés
b) Déterminer une équation cartésienne du Plan P contenant A, B et C.

c) Les vecteurs AB;AC et AE sont-ils coplanaires ?

Xx+y-1=0

z—2y=5=0"

a) Vérifier que I’ensemble A est une droite de& dont on précisera un point et un vecteur directeur.

b) Vérifier que E appartient a la droite A.

¢) Etudier Ia position relative de A et (AB)  d) En déduire I’intersection de A et P.

2) Soit A I’ensemble des points M (x;y;z)de & tels que : {
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RESUME DU COURS

Définition : Soient i et v deux vecteurs et soit o 1a mesure en radians de I’angle géométrique déterminé par
deux représentants de méme origine des vecteurs # eV .On appelle produit scalaire deii parv , le réel défini

par: a)u.v = Hﬁ” “17“ cos« si i etV sont non nuls.
b)#.v =0si ’un des vecteurs# ou v est nul.
Conséquences : Pour tout vecteurii de #ona

a)uu= “ﬁ ”2 (lorsque ”ﬁ “ =1, on dit que le vecteur # est unitaire).b) ||L7 ” =0si et seulement siii = 0.

a)Pour tout vecteur non nul de 7 1e vecteur ﬁﬁ est unitaire.

b)Pour trois O, A et B de & : O4.0B = OA.0B cos AOB

Définition:Deux vecteurs i etV de W sont dits orthogonaux #.v =0et onnote# LV .

Propriété:Soit O, A et B trois points du I’espace et H le projeté orthogonal de B sur (OA), alors
OAOB=040H

Théoréme : Soit A et B deux points de I’espace et %,V deux vecteurs non nuls de W. Alors les droites 2
(A,#) et D (B, V) sont orthogonaux, si et seulement si #.Vv =0,

Définition:Soit A un point de I’espace, 7 un vecteur non nul et 2 un plan. On dit que le vecteur 7 est
normal au plan 2 si la droite D (A, #) est orthogonal & 2,

Conséquence: Soit A un point et 7 un vecteur non nul. Il existe un unique plan passant par A et de vecteur
normal 7.

Propriétés: Un vecteur non nul 7 est normal & 2 (0, #,7 ), si et seulement si, 7 =0 et iV =0

Deux vecteurs non nuls 7 et 7i’ sont normaux 4 un méme plan, si et seulement si, ils sont colinéaires
Propriété: Deux droites son t orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs respectifs sont
orthogonaux.

Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux respectifs sont orthogonaux.

Définition : Une base ( i,7,k ) de W est dite orthogonale si les vecteurs 7, et k sont orthogonaux deux a

deux.
Un repére ( 0,i,7.k ) de & est dit orthogonal si la base (f Ik ) est orthogonale. Une base (f, 7.k ) de W est

dite orthonormé si les vecteurs 7, f et k sont unitaires et orthogonaux deux a deux. Un repére (0, i,7, E) de &
est dit orthonormé si 1a base (7,], k ) est orthonormée.

Propriétés: Soit (0, N ) un repére orthonormé de I’espace.

X x'
Pour tous vecteursu| y (,V| y' |, 4V =xx"+ yy'+zz'et Hﬁ”=\/x2+y2+22
z) |z

Pour tous points M(x, y, z) et M’ (x’, y’, z°) on alMM':\/(x—x')2 +(y—y')2 +(z—z')2
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LES EXERCICES
Exercice 1 : Soit ABCDEFGH un cube de coté 1 ;

L’espace est rapporté au repére orthonormé (A,E, E,E) .

X
@

1) Déterminer les coordonnées des points A, B, C, D, E, F, G
et H.
2) Calculer les produits scalaires DB.AG et DEAG ;en —

déduire que la droite (AG) et le plan (BDE) sont
orthogonaux.

3) Montrer que le centre de gravité K du triangle BDE et le
point d’intersection de la droite (AG) et du plan (BDE).

4) Déterminer une mesure a 0,1° prés de I’angle EKC.

m
% '*_\;.:._‘,_'_4_;.-_ (. —XD
w
N
N
\!

R D

N\
N\
N
o \
e N\

Exercice2 : Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangic
ol = 1 =]
telque:4B =3;AD =4 et AE =5.0Onpose i =§AB ; :%AD et k:EAE.

1)Montrer que B = ( A1 },E) est un repére orthonormé de I’espace.
2) Déterminer les coordonnées des points C, E et G dans le repére 3.
3) Montrer que les droites (4G ) et (CE )sont orthogonales.
Exercice3 :On considére un cube ABCDEFGH.

L’espace est rapporté au repere orthonormé (A AB;AD;AE ) .

1) a) En utilisant le produit scalaire, montrer que
les droites (AF) et (CH) sont orthogonales.

b) Vérifier queCT—f = BEF et en employant une autre méthode retrouver
le résultat du 1) a).
2) a) Montrer que la droite (AE) est perpendiculaire au plan (ABCD)

b) En déduire la valeur de AEAC .
3) Montrer que la droite (AC) est perpendiculaire au plan (HDBF)
Exercice 4 : Dans un repére orthonormal de 1’espace, soient les points A(1 ;2 ;-1), B(3;2;-1), C(1 ;4 ;-1) et
D(1;2;1).
1) Montrer que le tétraédre ABCD est trirectangle (les triangle ABC, ACD et ADB sont des triangle
rectangles) 2) Montrer que le triangle BCD est équilatéral.
3) Soit G le centre de gravité du triangle BCD ; montrer que la droite (AG) est orthogonale au plan (BCD).
ExerciceS :ABCDS est une pyramide dont la base ABCD est un carré
de centre O. On suppose que O est le projeté orthogonal de S sur le plan S
(ABCD) et que 4B =50 =a ; (a>0) A

1) a) Montrer que SASC =S0*+04.0C ."
b) Exprimer en fonction de a le produit scalaire S4. SC A : D

2) a) Déterminer la valeur de cosASC . - / N -7
b) Déterminer une valeur approchée au degré prés de l’anglem . B ,,—"/0\\\ C
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Exercice N° 6: (f; 3; f() est une base orthonormée ; 6 est un réel. On consideére les vecteurs U = cos 0i +sin 63 "
Vz—-sin@ﬁcos@]et\ﬁzﬁ. A
1)Montrer que (6, \7; W) est une base orthonormée.

2)Déterminer 6 pour que U soit orthogonal au vecteur t = 2i+k
Exercice7:

ABCD est un tétraédre régulier de 1’espace, d’aréte a.

1) Montrer que les arétes opposées, par exemple [AB] et [CD],
ont pour supports des droites orthogonales.

2) Soit A’ le centre de gravité du triangle BCD. Montrer que la
droite (AA’) est orthogonale au plan (BCD).

3) Soit G ’isobarycentre des points A, B, C et D.

Calculer GA.GB . En déduire une valeur approchée & 0,1° prés
de ’angle AGB.

Exercice 8 :ABCDEFGH est un cube d’arréte 1. Soit I; J; K et L H G
les milieux respectifs des arétes [EH] ; [BF]| ; [BC]et[DH]. On E

munit ’espace du repére (A;E;E;Kﬁ) . [
1) a) Déterminer les coordonnées des sommets du cube. |
b) En déduire les coordonnées des points I; J ; K et L. D C
c) Prouver que UKL est un rectangle dont les diagonales se coupent ,‘- -

en O, centre du cube. A
2)a)Calculer 1J, JK et IK

b)Déterminer cos IOL . En déduire la valeur de I’angle [OL .
Exercice 9:Soient x,y,z ,a,b et ¢ six réels quelconques .Mentrer que (xa+yb+zc)* < Py +2Y) (a2+b™+c?).

Exercice 10 : Dans I’espace { rapporté a un repére orthonormé (0;?;;’;75 ) . On considére les points
A(=1;2;1) ; B (L,-6;-1) etC (2;2;2).
1)Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant les points A ; B et C.
2) Soit Q le plan d’équation :x +y —3z +2=0 et Q 'le plan de repére (O;;;l?).
a) Montrer que les plans Q et Q’ sont sécantes.
b) Donner un point E et un vecteur directeur u de la droite d’intersection A des plans Q et Q.
Exercice 11 : L’espace est rapporté a un repére orthonormé ( o,f,j,E) . On donne les points
A(2,1,-1);B(0,2,1) etC(1,2,—1).1) a) Montrer que A, B et C déterminent un plan.

b) Montrer qu’une équation cartésienne de (ABC)est: 2x +2y+z~5=0

x=1-t
2) Soit la droite A:qy=—-1—-t ;(teIR)
z=—4—lt
2
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a) Montrer que A est perpendiculaire au plan (ABC) puis calculer les coordonnées de leur point d’intersection Eg
b) Vérifier que ABCE est un parallélogramme
3) a) Vérifier que le pointK (~1;~3;—5)est un point de A. b) Calculer d(B;A)

Exercice 12 : L’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (0 Tk f; l?) On considére les plans (P)

et (P’) d’équations (P):2x~y+2z-5=0 ; (P'):2x+2y-z-4=0

1) Montrer que (P) L (P')

2) Calculer la distance du point A (1;2;-1)a chacun des plans (P) et (P’). En déduire la distance du point A

a la droite (D) d’intersection de (P) et (P’)
3) a) Déterminer un systéme d’équations paramétriques de la droite (D).
b) Déterminer par ses coordonnées, le point M de la droite (D) pour lequel la distance AM est minimale.

Exercice 13 :I’espace { est rapporté a un repére cartésienR = (O;T;j; f() . A tout réel m ; on associe
I’ensemble P_ des points M(x;y;z)de&tels que : (m—1)x+my+(2-m)z+3m-1=0.

1) Vérifier que, pour tout réel m, P_est un plan.

X =—3+20
2) Soit D la droite définie par: {y =1+3a ;(oe IR)
' z=-1+0
a) Déterminer m pour que D et paralléle a P ; b) D est-elle contenue dans un plan P, ?

3) montrer que tous les plans P_contiennent une droite fixe A dont on donnera une représentation

paramétrique. C

4) Soit @’ la droite passant par A(O;—Z;I) et de vecteur directeur u =T+3+212 ‘\

a) Déterminer ©' NP h

b) Montrer que, pour tout réel m, ©'etP_sont sécants et préciser O’ NP g ‘ B
Exercice 14 : L’espace est rapporté a un repere orthonormé direct (0 ;;;}:; E) . r

Les points A, B et C sont définis par: O4 =3i ; OC =k et OB =2j .
On note H le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC)
1) a) Montrer que le plan (ABC) a pour équation cartésienne 2x +3y +6z —6 = 0

12 18 36}

b) Montrer que les coordonnées du point H sont : H| —
49’49’ 49

2) Montrer que H est I’orthocentre du triangle ABC.

—

Exercice 15 :Dans la figure ci-contre (A, 1, j,k) est un repere orthonormé, ABCS est un tétracdre tel que :
B(0;4;0) ; C(2;0;0) et S(0;1;4)
1) Le point I est le milieu du segment[AB] . Déterminer les coordonnées du point I.

2) M est le point de coordonnées (a; 0;0) avecae ]O; 2[ .
Déterminer I’ensemble des points M lorsque le réel a varie.
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3) Le plan P passant par I et perpendiculaire a la droite (IM ) coupe la 4] S
droite (BS) au point N. :
a) Montrer qu’une équation cartésienne du plan P est ax—-2y+4=0
b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (BS)

¢) En déduire que le point N reste fixe lorsque le point M varie.

Exercice 16 : Dans ’espace ¢ rapporté a un repére orthonormé (O;;;f; E)
On considére les points 4 (1,0;1) ; B (-1;2;2) et C (—1;0;1)

1) a) Vérifier que ABC est un triangle rectangle en C.

b) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant A, B et C.

2) Déterminer un systéme d’équations paramétriques de I’axe Adu cercle
(ABC)

3)Montrer que I’ensemble Q des points M de ¢ tels que AM.AB = -3 est un plan perpendiculaire & la droite ( AB)

4) a) Vérifier que la droite A est paralléle au plan Q
b) Soit M un point quelconque de A Calculer la distance du point M 4 Q

Exercice 17:Soit ABCDEFGH un parallélépipéde tel que AB=AE =1et AD =2 .0n désigne par I le milieu

du segment[AD]. L’espace est muni d’un repére orthonormé R (A;E; Al ATi) .

1) a) Déterminer les coordonnées des points F, G et H. E H

c) Montrer que FIH est un triangle rectangle et calculer son aire.

2)a)Montrer qu’une équation du planP =(FIH)est :2x +y-z~1=0.F

b) Déterminer alors la distance du point G au plan P = (FIH) E .
c) Déterminer les coordonnées du point K d’intersection de (AG) : A - b
et du plan (FIH). O Rz

Exercicel8: B C
L’espace est muni d’un repere orthonormé direct(O,f,},E) . On donne A (0,0, 2) ;B (\/3;1;0) etC(\/g;—l;O)

1) Déterminer les coordonnées du point J le milieu du segment[BC].

2) Soit N un point du segment[OJ ]. On pose ON =t. A quel intervalle appartient t ?

3) Soit P le plan passant par le point N et orthogonal a la droite (OJ ). Le plan P coupe les arétes [OC] ;
[AC]; [AB] et[OB]respectivement aux points R, S, T et U.

a) Montrer que RSTU est un rectangle.

b) Soit 4 (t) I’aire du rectangle RSTU. Montrer que 4 (t)= gt(\/g —-t)

c¢) Pour quelle valeur du nombre réel t , Vaire 7 (t)est-elle maximale ? Quelle est alors la nature
geéométrique du quadrilatére RSTU ?
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RESUME DU COURS

Définition : Soit A, B et C des points de ’espace. Le produit vectoriel de 4 B par AC est le vecteur noté
AB AAC et défini comme suit :*Si AB et AC colinéaires, alors AB AAC =0

*Si AB et AC ne sont pas colinéaires, alors :* AB AAC est orthogonal & 4B et 4 AC

* (ﬁ , AC , EAR)GS'[ une base directe , * HEAR“:ABAC.sinﬂE

Propriétés : Soit u, vdeux vecteurs de I’espace et o, deux réels :* u Av =0 ;* u Av =0, si et seuleme

si, u et vsont colinéaires.* u Av =—(v /\u) u /\(v +w ):u AV +U AW (O(u)/\ Bv ) = ocB(u /\v)
N ) Pour tous vecteu

Définition : IL’espace est muni d’une base orthonormée direc’ce(z7 7,
al
u|b| et v[b'|; uav=(bc'-cb')i+(ca'-ac')j+(ab'~ba')k

1

c

Propriété: L’espace  est muni d’un repére orthonormé direct(O,zT,f,E). Pour tous vecteli

- — — — — —_— - — — —_— — — — JE— ;
u v e w (u/\v)+w=(V/\w)u=(u/\w)v :det(u;v et w)

i

Définition : L’aire du parallélogramme ABCD est égale a ”E A E“ .

L’aire du triangle ABD est égale a %”@ A E“

LES EXERCICES G
Exercice 1 : Cocher la réponse exacte : E B
2) Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1. Ef—
a) AC BF = *) 0 ; **) 1 ;  HEE) V2 !
b) ABAC = *) 2 : %) 1 L W) iD _______ e
¢) AD AAB = *) AE ; *¥) Ed ;) 4C !
d) AC ADH = *) DB *) BD ;) AF A B

3) Dans ’espace qui est rapporté a un repére orthonormé direct, on donne trois points non

alignés4 , B et C alors: a) (ﬁ/\ﬁ)ﬁz 0 *E) AC ; ¥¥5) 0

b) L’ensemble des points M de ’espace tel que AM .AB =0 est :

¥) (4B) ; **) {4;B} ; ***)Le plan perpendiculaire a la droite (AB) et passant par A.

c¢) L’ensemble des points M de I’espace tel que (/ﬁ /\R)m =0 est:

*) le plan(ABC) S (AB) ; ***) La droite passant par A et perpendiculaire au plan(4BC ).
4) Soit A, B et C trois points non alignés et nun vecteur normal au plan (ABC) alors :

a) ABAAC=n ; b) ABAAC=-n ; c)A_B./\K‘Czocﬁ'; oe IR’

o Mathématiques & 3% sciences techniques & -85



« Produit vectoriel Produit mixte » Collection : « Pilote »

Exercice 2 :Dans ’espace { rapporté a un repére orthonormé (0 ;f;f;?) . On considere les points
A(3;2;4) ; B(0;3;5) ; C(0;2;1)et D(3;1,0).

1) a) Montrer que ABCD est un parallélogramme ; b) Calculer I’aire du parallélogramme ABCD.
2) Soit E le point défini par AE = —;—(ﬁ AAD ) . Déterminer les coordonnées du point E.

3) Calculer le volume v du prisme droit de base ABCD et de hauteur[AE | = —
Exercice 3 :On considére un cube ABCDEFGH. E [ : ’
L’espace est rapporté au repére orthonormé (A ;A—B;E;ﬁ) : \"\},%,_( X
On désigne par I le centre du carré ABCD. :B_:__ e
1) Déterminer les coordonnées du vecteur BC A BA e
A D

2)Déterminer ’ensemble A des points M de 1’espace tels que (E A ﬂ) ABM =0
3)Déterminer I’ensemble P des points M de ’espace tels que (ﬁ? Aﬂ).BM =0
Exercice 4 :Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1.
1)Déterminer AB AEF ; AB AAC . AC AAE

e
2)Montrer que BG .BH =2 en déduire que sin (H BG ) = EY
3) a) Vérifier que CF 1L BG et que CF 1L BH ;  b) Déterminer alors BG AnBH
Exercice 5 :Dans I’espace { rapporté a un repére orthonormé (0;?;;;?). On considere les points
A(0;1) 5 B(L0;0); C(=12;1) et D (0;1;2). _
1) a) Calculer (E /\fﬁ) AD ; b) En déduire que les points A, B, C et D sont coplanaires.

2) Montrer que DA ADB +DB ADC +DC ADA =BA ACB
Exercice 6 : Soit(O,i},E) un repere orthonormé direct de ’espace€ .
On donne les points A(1;-2;—1) ; B(L;3;1) et C(5;6;5)

1)a)Déterminer les composantes du vecteur AB A AC
b)En déduire que A, B et C ne sont pas alignés puis calculer ’aire du triangle ABC

2)a)Calculer le volume du tétraédre OABC . b) En déduire la distance du point O au plan(ABC)
3)Calculer le volume du parallélépipéde ayant pour arétes [OA] ; [OB] et[OC] .

Exercice 7 :Dans I’espace { rapporté a un repére orthonormé (0;17;7;;) .On considere les

points 4 (=1;2;3); B (0;4;4);et C (2;0;2)

1) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés. ;  2) Calculer I’aire du triangle ABC.
3) Calculer cosBAC et sinBAC ; 4) Calculer la distance de C a la droite A passant par A et B
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Exercice 8 :On considére un cube ABCDEFGH. L’espace est rapporté au repere
orthonormé (A ;E ;E ;Zf ) . On désigne par I le milieu de [EF ] et par K le centre du carré ADHE.

1) a) Déterminer les coordonnées des vecteurs BK ; IG et A
b) Vérifier que BK =IG nIA ; c¢) En déduire I’aire du triangle AGL

2) a) Calculer le volume v du tétracdre ABGI  ; b) En déduire la distance d du point B au plan (AGI)
Exercice 9 : Répondre par Vrai ou Faux avec justification :

D (u+v)afu—v)=-2unav ;  2)Silafamille {u;v;w }est lie alors (u Av ) Lw
3) Soit d t 1 “Mv” i | 4) (uav)av=(uv)v
01 uetv CUX VeCcteurs non nuis ; UAVIAV=UV]V
<] ItuH M

Exercice 10 :Les deux questlons sont indépendantes. ‘
1) Soient x,y,z ,a,b et ¢ six réels quelconques Montrer que (xatyb+zc)* < (x* + v +2%) @2+ b7+ ch).

2)Soient x,y,z,a,b et ¢ six réels que— # % .
a
Montrer que (yc— zb)*+H(xc —za)*+H(xb—ya)’ < (x* +y* +2%) (a’+b*+cD).
Exercice 11 :Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1 tel que(K—B;E;E) est une base directe.
Déterminer AB A AD ; AD AAB ; ABAFG ; EF AEF ; EF AGHetBC ABG
Exercice 12 :Soit A ; B et C trois points non alignés de !’espace.
1) Déterminer ’ensemble des points M de 1’espace tels queK—B ACM =0
2) Déterminer I’ensemble des points M de I’espace tels que (m + M—C) A (m + W) =0

—_ — — . —

Exercice 13 :1.’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O'T‘ j; E) .
Soit u ; v et wtrois vecteurs. Montrer que (ﬁ A v)w (V/\W) (w /\u)v det(u v; w)
Exercicel4: Dans l’espace {rapporté a un repére orthonormé (0 i ; f) On considére les points
A(-1;2;1) 5 B (L,-6;—1) etC (2;2;2).

1) a) Déterminer les coordonnées du vecteur AB AAC

b) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant les points A ; B et C.
2) Soit Q le plan d’équation :x +y —3z +2=0 et Q 'le plan de repére (O;E;E).
a) Montrer que les plans Q et Q’ sont sécantes.

b) Donner un point E et un vecteur directeur u de la droite d’intersection A des plans Q et Q’.
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Exercicel On a représenté ci-contre une fonction g. =y
Répondre aux questions de cette partie (I) B
par lecture graphique :

1)Déterminer le domaine de définition de g.

2) Donner lim g(x) et lir? g(x).
x—1” x—-I*

4) a) 3 est-il un majorant de g ? i
b)3 est-il un maximum pour g ? e
5) Déterminer le minimum de g.
En quel réel est-il atteint ?

Exercice N°2 :
Le plan est orienté dans le sens direct. On considere les points A, B, C, D et E tel que
- A - 237 - A - 47+ - A -

(AB, AC) = ===+ 2k ; (AC, AE) ==y T2k et (AB,AD):%HM

- - - o
1. Déterminer la mesure principale de chacun des angles (4B, AC) et (AC, AE).

2. Montrer que les points A, B et E sont alignés.
3. Montrer que (AC) L (4D).

x’—4 :
f(X) =m St Xe ]—00,2[\{1}

f(x)=2x+vx"—4si x>2

On désigne par & sa courbe représentative dans un repére orthonormé(O; i;j) .

Exercice N°3 :Soit f la fonction définie sur IR \{I} par

1) Déterminer D, le domaine de définition de f.

2) f(2), lir?_f(x)et lirgl+ f(x).

3) Etudier la limite de fen 1

4) Calculer la limite de fen —oco

5) a) Calculer la limite de fen +oo

b) Montrer que la droite lim f(x)—-3x=0

X—+oo
Exercice N° 4 :

Soit g la fonction définie sur ]J0;+oo[ par : f(x)=2x +l
X

. (i —b)(2ab -1
Da et b deux réels distincts et strictement positifs . Véritier que g(a)— g(b) = (a b)(ba ) .
a

1 L,
TE] et[—,\/_id_ [

3)Montrer alors que g est minorée par 22 sur 10;4<[ et que 242 est un minimum de g sur J0;4oof .

2)En déduire le sens de variation de g sur chacun des intervalles ]0;
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Exercice N° 1 :
Pour chaque question donner la réponse exacte.
1. Si une fonction f définie en 3 tel que lignf =4

a) fest continue en 3

b) limf(x)=4

o) f(3)=4

2. Si une fonction f est continue sur [-2 ;5] et f(-2)=1 et {(5)=-4 :

a) L’équation f(x)=-1 n’admet pas de solution dans [-2 ;5]

b) L’équation f(x)=0 admet une seule solution dans [-2 ;5]

¢) L’équation f(x)=0 admet au moins une solution dans [-2 ;5]

L2 —A- 59
3)Soient u et v deux vecteurs non nuls tel que (u, v) = —71 + 2k

- - Ar
a) La mesure principale de (u,v) est ——

b) La mesure principale de (v, v) est 1—17{[—

¢) La mesure principale de (u,v) est 3—77£

4)Si une fonction f est continue sur [-1 ;5[ alors

a) f'est continue a gauche en 5

b) fest continue en (-1)

o lim f(x)= /(-]

X

Fx)=+2x* - x° si x<l1

Exercice N° 2 :Soit la fonction f définie sur R par : 3x+1
f(x)= si x21
x+3
1. Montrer que f est continue en 1.
2. Montrer que f est continue sur IR.
3. Soit g la fonction définie par g(x) = I—(ﬂi_—l .
x —
a. Vrifier que(Vxe R):—x* +2x* 1= (x=1)(1+x—x%).
b. Calculer limg etlimg.
I I

Exercice N° 3 :Le plan est orienté dans le sens direct.

— A -
ABC est un triangle rectangle en A tel que AB=3 et (BA,CB) = —i? + 2k,

-S> A >
1. a)Donner la mesure principale de (BC, B4) . b)Construire alors le triangle ABC.

- A -

a. Construire le point D tel que ABD est équilatéral et (AD, AB) :%—}- 2kt et le point F tel que AFC
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—_ A =

est équilatéral et (FC,FA) = ——g + 2k,

2. Montrer que (BC) L (FC).

3. Montrer que B‘)C =-2 AﬁD .

4. SoitD = {M € P;(AM. AB) = —3675+2kw}.

a. Vérifierque F e D. b)Déterminer alors D. Justifier.

Exercice N° 4

1) Soitf(x)=4cos® (x)-3.
a- Résoudre dans R puis dans[O,Tc] f(x)=0.
b- Déterminer le signe de f(x) sur[0,7].

2) Soitg(x) = f(x)—~/3sin(2x)+2sin?(x).

-

6
g(x)-1
f(x)

3) a- Montrer que cos(3x) = cos(x).f(x).

(
. 5w
a- Montrer que :g(x):2sm(2x+ j

<0.

b- Résoudre dans R puis dans[0,7] :

b- En déduire la valeur de A = 4 cos’ (g-)— 3cos (—g) )

Exercice N°S:
Soit la fonction définie et dérivable sur R et représentée par la courbe ¢ ci-dessous :

1) Utiliser le graphique pour répondre aux questions suivantes :

a- Déterminer lim f(x) e lim f(x).
b- lim f(x)-2 et limf(x).
x-31 x—1 X252 y -7

c- Dresser le tableau de variation de f .
d- Déterminer, suivant les valeurs de m ; ou m est un paramétre

fx)=m
0(x{2
2) Onsuppose que f(x)=ax’+bx’ +c, vérifier que a=1 ,b=-3 ,c=4. ]

réel le nombre de solution de {

3) Soit g la fonction définie par g(x)= —:Ix“ —x’ +4x-1. X

a- Vérifier que g'(x)= f(x). J
b- Déduire le tableau de variation de g.
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Exercice n°l : La figure ci contre est la représentation d’une fonction f.
1) A I’aide du graphique déterminer f'(-2) etf’(-1).
2) Cocher la ou les bonnes réponses :

a) f est dérivable :
i) adroite en 1 ii) a gauche en 1 ii)en 1.

. f(x)+1 . N N

b) hm————l——: -4 i)-1 i)l iv)4,
x=17 X —
. f(x) . .. s

c) lml1 =1)-0 ii)ytoo i) 0 iv)l.
x>t X —

3)Soitg(x) =ax’ +bx+cou a, b et ¢ sont des réels.

a)Montrer que g est dérivable surR et calculer g’(x)

b) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que les deux
conditions suivantes soient satisfaites :

{-La droite:y = 2x +lest latan gentea { au pointd'abscisse 0.

e Lestan gentes ; et ¢, enleurs pointsd'abscisses — I sont paralléles.

h(x)=vx*+x,six20

4) Soit X a) Montrer que h est continue surR .
h(x :——? six<0
X p—

b) Etudier la dérivabilité de h en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
c) Montrer que h est dérivable sur |—o,0[ et ]0,+o[ et calculerh’(x).

Exercice n®2 :
Soit f:IR = IR;x +> cos2x—sin2x +1

1) a) Calculerf(%)

b) Montrer que Vx e IR ; f(x)=2ﬁcosxcos(x+§)

c) Résoudre dans IR puis dans[0; 7] ’équationf(x)=0
—1+sin2x

f(x)
a) Déterminer le domaine de définition D de g

b) Montrer que Vx € D;g(x) = ~I+tanx

2) Soit g:[0;7] — IR;x >

c) Calculerg (—g) ; en déduire tan %

d) Résoudre dans D I’équation sin 2x + (l 4\/_2—)005 2x =1 01
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w2
Exercice N°3: Soit f une fonction définie sur IR \{3} parf(x)= ;5—% . On désigne par (C) sa courbe
x —

représentative dans un plan rapporté a un repére orthonormé(O,T,j) .
1) Déterminer lim f(x); lim f(x); lir?_f(x) et lin;f(x)
— 2 —_—
2) a) Montrer que Vxe IR\{3},ona f'(x)= —%’;—22
x —_—

b) Dresser le tableau de variation de f ; ¢) Déterminer les extremums de
3) a) Ecrire I’équation de la tangente(T)a(C) au point d’abscisse 0.
b) Déterminer les points de(C) ol la tangente (T)est paralléle 2 la droite A:5x +9y =0
Exercice 4 :On considére un rectangle ABCD tel que AB=4 et BC=2. On pose [ le milieu de[CD] et G
le barycentre des points pondérés(C;3) et (D;1). Les droites (AC)et(BG) se coupent en K.
1) a) Montrer que CACB=CA.CG =4.
b) En déduire que les droites(AC)et(BG) sont perpendiculaires.
2) a) Calculer ABAD ; ABDG ; BCAD et BC.DG
b) En déduire que ACAG=16 . ¢) Calculer alors la distance AK.
3) a) Montrer que pour tout point M du plan ; On a 3MC? + MD? =4MG? +12
b) Déterminer et construire I’ensemble € = { Me Ptelque3MC?* + MD’ = 16}
4) SoitA ={M € Ptelque MD* ~MC? = 16} . a) Vérifier queCe A .b) Montrer que A est la droite(BC).

Exercice n°3 : La figure ci contre est

o

la représentation d’une fonction f.

définie sur IR \{-1} \ , i

La droite d’équation y = —x — 2 est une

asymptote & (£) au voisinage de (—co) X /
La droite d’équation x = —1 est une _
asymptote 3 (&) A e s
. . . . . =
La droite d’équationy = %est une v ¢ 3 2 ) &2 : : Tt

asymptote & (&) au voisinage de(+e)

En utilisant le graphique, répondre aux

uestions suivantes : T i 5

)Déterminer f'(~2) etf’(3).
2)Déterminer le nombre dérivé de f a droite et & gauche en 0
2)Déterminer lim f(x) et lim f(x).

2)Etudier la limite de fen —1 3) Déterminer lim f(x)+x
f(x)-2

(. . f(x)-2
4) Déterminer lim _
9 x=2" X-—2 x-2" X -—2
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Devoir de synthése n2 :
Exercice n°l Cocher la réponse exacte :
1) Soit z=1-i ; la forme trigonométrique de z est :

a) \/E(cosﬁ—isin?i} b) V2 cos(——’i)-l-isin I c) cos ~+isin >
4 4 4 4 4 4
2) Si z=0alors a) arg(z)=2kn b)arg(z)=n+2kn  c¢)zn’apasd’argument

3) Si z=sinO+icosO ; 6€ IR unargumentdezest a) 0 b) §+9 ) -g—e

. R (T
4) Soit z' et z"deux nombres complexes non nuls d’arguments respectifs 3 et — alorsona:

"

z c ) . .
a) — estréel b)z'z" estréel c) z'z" est imaginaire pur.
z

Exercice n°2 : La figure ci-contre est la représentation
graphique d’une fonction f définie, continue et dérivable
surR . La courbe £ admet deux branches paraboliques de ) i

T

oh

direction (O,j) , 'une au voisinage de +co et I’autre au , N

&
o>
e

voisinage de -oo. ; \
[) A partir graphe dresser le tableau de variation de f. \

£ A
2) Déterminer : lim _ﬁﬁ , lim f—(i) . |

x—o—e ¥ X=3too ¥

O
o

|

{ :
- f(x)-2 frL \-
3)limf—(§)—i , lim f(x) et lim——(})—m ’ N

X0 X x22 X — 2 x—0 X

’ it
_3,% Déterminer 6 pour que f ( i )J Soit f T

4) Soith €
cos“ (@

minimale

2

5)Soit g fonction définie sur R par g(x)=(f(x)) .
a)Montrer que g est dérivable sur R et exprimer sa fonction
dérivée en fonction def” et f

b) Dresser le tableau de variation de g.

2
Exercice 3 :Soit f la fonction définie sur R\ {2} par f(x) = :a_x_j_t%-lg ;aeR,beR
x —

ax’ —4ax —2b-2

| (x~-2)°

b) Déterminer les réels a et b pour que f admet un extremum en 4 sa valeur est 7.
[611 suppose dans la suite que a=1 et b=-1 J

2)a) Dresser le tableau de variation de f. b) Préciser la nature des extremums de f.

1)a) Montrer que f est dérivable sur R\{2} et que f'(x) =

3) le plan est rapporté a un repére orthonormé (O,T,]) .On note {; la courbe représentative de la fonction f.

Déterminer les équations des tangentes & {, parallele a la droite D:3x+y—5=0
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x*-x+2
4) Soit g la fonction définie surR par g(x)=y x-2
V4-x +2x=1  si xe |4

On note §, la courbe représentative de la fonction g.

si xe [4,+oo[

a) Montrer que g est continue en 4 . b) Etudier la dérivabilité de g a droite et a gauche en 4
¢) Répondre par Vrai ou Faux en justifiant la réponse
i) g est dérivable en 4 ,  ii) §,admet une demi tangente horizontale a droite en 4.

iii) §, admet une demi tangente verticale dirigée vers le bas a gauche en 4.

Exercice 4_:Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (o, u, v ) on donne les points A,B et C
telsque: Z,=2; Z, =1+i3 et Z,. =1-i3
[. 1) Donner la forme trigonométrique de Z, et Z,.. 2) Calculer Z,***® sous forme algébrique .
3) Déterminer la nature du quadrilatere OBAC.  4) Placer les points A, B et C.
5) Déterminer et construire I’ensemble suivant : ¢ ={M (Z)e Ptelque:|z—2|=|z|}
l1- Z tout point M du plan d’affixe Z # Z, on associe e point M’ d’affixe Z' = Z——_—42
1) a)Montrer que : Z=2"¢>(Z—-1)2+3=0.
b) Résoudre dans C :(Z=1)2+3=0.c) En déduire les points associe 4 B et C.
2|7]
z-2
b) On suppose que Me { . Montrer que M appartient a un cercle & dont on précisera le centre et le
rayon

2) a)Montrer que|Z’— 2[ =

: . Z; , :
c) Soit D le point d’affixe Z,, = Z—” sans calculer Z,, montrer que les points B, C et D appartiennent & un
C
méme cercle de centre O .
d) Montrer que BC=CD, construire D

Exercice N° 5 :Soit f la fonction définie sur IR parf(x)=2x>—6x+4. On désigne par(C; ) la courbe

représentative de f dans un repére orthonormé(O,f, }) .

I) Dresser le tableau de variation de f
2) Montrer que le point1(0;4) est un centre de symétrie pour la courbe (C; ).

3) Ecrire I’équation de la tangente T a (C,.) au point 1.
4) Etudier la position relative de T et (C;) = 5) Construire T et (C,)
m-4

6) Déterminer suivant le paramétre m le nombre de solutions de I’équation : x> =3 = 5
X

7) Soit ocetB deux réels de I’intervalle {0;—}} avec o < f3, comparer : f(cosa)etf(cosP)

8) Soit g la fonction définie sur IR par g(x)=[2x+4|(x -1y’

a) Construire (Cg)é partie de (C, ) b) Dresser le tableau de variation de g
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o Mathématiques & 3°™ sciences techniques ©




Devoirs Collection : « Pilote »

Devoir de controle n°3

Exercice 1 :
A) un sac contient : cing boules rouges numérotée 0, 0, 1, 2,2

Trois boules blanches numérotée 0, 1, 2

Deux boules jaunes numérotée 0, 4
On tire simultanément trois boules de sac. Dénombrer les tirages dans chacun des cas suivants :
a) Obtenir trois boules de méme couleur
b) Obtenir une seule boule jaune
¢) La somme des trois numéros inscrits sur les boules tirées est égale a 5
d) Le produit des trois numéros obtenus est nul
B)1)a) Vérifier que pour tout entier naturel k on a :k(k!)=(k+1)~k!

b) En déduire que pour tout entier naturel nonnulnona : 11N +22H+3@N+.....+4n(n)=(n+1)-1

1+1(AN+22N)+33D +...... +n(r1!)=12

2) Résoudre dansN [’équation :

(n—1)!
Exercice 2 :
2
Soit f la fonction définie sur R /{~1} par f(x)= X__Ex_lﬂ
X+

On désigne par (C, ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,T,])

1) On suppose que pour tout x de R/{~1} ona:f(x)= ax+b+—9—1-
X+
. f(x) oy
a) Calculer lim —= . En déduire la valeur de a
Xyt Y

b) Calculer li{{l})(x +1)f(x) . En déduire la valeur de ¢

¢) Calculer f(0) . En déduire la valeur de b

2)a) Montrer que la droite A d’équation y = x —3 est une asymptote oblique de(C;)
b) Etudier la position de (C; ) par rapport A

3) Dresser le tableau de variation de

4) Tracer(C,) dans le repére (O,T,j)

f(x)—|f
5) Soit h la fonction définie sur R/{~1} par : h(x) = L)zl——(—x—)—l

Tracer a partir de (C; ) et dans le méme repére, la courbe de h

Exercice 3 :
Soit f la fonction définie surR par : f(x) = sin(2x)

C, désigne sa courbe représentative dans un repére orthogonale du plan.
1) Montrer que f est périodique et donner sa période
2)a) Dresser le tableau de variation de f sur [0,n]

b) Déterminer les coordonnées des points d’intersections de C, avec les axes de coordonnées dans [0,7].

¢) tracer C, sur [0,7]puis sur [-x,27]

3) Utiliser la courbe obtenue, pour donner selon la valeur du paramétre réel m, le nombre de solutions de
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I’équation f(x)=m dans[0,2x].

21t\/§

sin(2x +—)——
4) Calculer lim 3 2 et lim 2£(_§_)_j‘_1
x—0 tan X XX L
12 X+—
12
Exercice 4 :
A) Cocher la réponse exacte :
A B C
On considére la fonction définie
1 |sueRpar:f(x)=sin Tx-4]. T
4 " -4 8

Alors f est périodique et de
période :

Une urne contient 5 boules
numérotées 1, 2, 3,4 et 5. on tire
2 successivement avec remise trois 60 10 125
boules de urne. Le nombre de
tirages possibles est :

La suite(u définie s
3 (u, )"EN ESt . Nest pas Est positive
par :u_=cosn majorée bornée
La suite(u, ) _, définie Nest ni
a Est Est . .
4 5 croissante décroissante croissante, ni
par:u, =-2 S décroissante.
On lance simultanément deux
5 piéces identiques non truqués. La 1 1 1
probabilité d’obtenir pile ou face 4 2 3

est égale d :

B) répondre par Vrai ou Faux :
I) Soit f une fonction définie sur un ensemble D et (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé.

1) Si f(2a—x)=2b—f(x)alors le pointI(a,b) est un centre de symétrie de (C)

2) Si f est une fonction paire alors la courbe représentative de la fonction x - f(1+ x)admet un axe de
symétrie

3) La représentation graphique de la fonction x - f ([x|) par une translation de (C)

I

1) Si une suite n’est pas bornée alors elle n’est pas majorée

2) Si une suite n’est pas décroissante, alors elle est croissante

3) Si une suite est géométrique, alors elle est monotone
4) f définie sur R par f(x)=2x+cosx alors f est croissante sur IR

. . R e 3n
5) la fonction sinus et cosinus ont le méme nombre dérivée en —
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Deveir de synthése n3 exempelel :

Exercice n°l : Dans le tableau ci-dessous, la variable X désigne le nombre de jours apres la naissance

de nourrisson et la variable Y le poids en kilogrammes :

1) a) Calculer la moyenne X et ’écart type o, de la variable X.

b)Calculer la moyenne Y et I’écart type o, de la variable Y.

2) Représenter, dans un repére orthogonal, le nuage des points associés a la série (X, Y) ainsi le point
moyen G.

3) a)Déterminer les coordonnées des points moyens G, du nuage des

points M, (x,,y,); M, (X,,¥,) et M, (x,,y;) Déterminer les coordonnées du point moyen G, du
nuageM,,M,, M, et M, .

b) En déduire une équation de la droite d’ajustement linéaire D de Y en fonction de X.

4) Quelle pourrait la estimation du poids du nourrisson apres 30 jours de sa naissance ?

2
Exercice 2 :Soit f la fonction définie par : f(x) = _x__i22x_+3
X —_—
[)a) Calculer £(0); lim 169 et lin}(x—Z).f(x)
XPeo ¥ X
c

b) En déduire les réels a; b et c tels que : f(x) =ax+b+ VxeD

X —_—
2) Montrer que le point [(2,—2) est un centre de symétrie pour la courbe C,
3) Montrer que la droite A:y =—x est une asymptote oblique a la courbe C;
4) Dresser le tableau de variation de f

5) Tracer la courbe C, dans un repére orthonormé (O,T,j)

6) On pése g(x) =—|x|+

| l3 5 a) Etudier la parité de g . b) Tracer avec une autre couleur la courbe C,
X p—

7) Soit ladroite D, :y=k oukeR
a) Montrer que pour tout réel k; la droite D, coupe C,en deux pointsM'et M"

b) Déterminer I’ensemble des points I = M'+*M"quand k varie
quatre jetons blancs numérotés :-2,-1 ;0 et 1
Exercice 3:Une urne contient :<{ Trois jetons noirs numérotés : 0 ; 1 etl
Cinq verts numérotés : -1;-1;0 ; 1 etl
1) On tire simultanément et au hasard 4 jetons de I’urne
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A « le tirage comporte trois couleurs »
B « les produits des numéros de quatre jetons tirés est strictement positif »
C « ils restent deux couleurs dans I’urne »
D « avoir un seul jeton noir et exactement deux jetons portant le numéros 1 »
2) On tire successivement et sans remise 3 jetons de 'urne
a) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
E « avoir 3 jetons de couleur différents »
F « la somme des numéros tirés est égale a2 » etE(F
b) En déduire la probabilité des événements : EUF et E’ « avoir au plus deux couleurs »

1 Mathématiques @ 3°™ sciences techniques =
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Exercice n°4: [.’espace est muni d’un repeére cartésien(O,T, j,E) . On considére les points A(1 ;0 ;1),

x =1
B(-1;-1;2)et C(2 ;3 ;-2) et ladroiteA:sy=-2+2t,te R.
z=-1+2t

1) a) Donner un représentation paramétrique de la droite (BC).

b) Les droites A et (BC) sont elle coplanaires

2) a) Montrer que les points A, B et C déterminent un plan.

b) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

c) Vérifier que la droiteA coupe le plan (ABC) en un point que I’on précisera.

3) a) Vérifier qu’une équation cartésienne du plan P passant par B et contient Aest P : x ~y +z— 2 = 0.

b) Donner un représentation paramétrique de la droite : A"=P[(ABC).
L
EXERCICES : Soit (U, ) la suite définie sur IN par

1) Montrer que pour toutne INOna: 0<U, <

Wi =

2) a) Montrer que pour toutne INOna: U, <

b) En déduire que(U, ) est décroissante

3) Montrer par récurrence que pour toutne€ INOna: U < (%J U,

4) Soit la suite(V, ) définie sur IN parV, :Ui—l

n

a) Montrer que la suite (V, )est géométrique
b) Exprimer (U, )en fonction de n.
. =1 . .
5) Seit S, = ZB— .a) ExprimerS_ en fonction de n.

k=0 Yk

b) Calculer lim S,

n—ytoe
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Devoir de synthése n3 exempele? :
Exercice n°1 : Dans |’espace rapporté a un repére orthonormé (O,T,],l—é) .on consideére les points
A(1,0,0);B(0,0,1);C(1,1,1) et D(1,0,1).
1)a) Calculer det(E,E,KD’) .b) En déduire que A, B, C et D ne sont pas coplanaire.

2)a) Déterminer les composantes du vecteur ABAAC.

b) Déduire qu’une équation du plan (ABC)est :—x+y—z+1=0.

3)a) Déterminer I’aire du triangle ABC .b) Calculer le volume de tétraédre . ABCD

Exercice n° 2: Le personnel d’un hopital est réparti en quatre catégories les médecins, les infirmiers, les
techniciens et les cadres administratifs. Le comité de cet hopital est constitué de douze représentants :
Quatre médecins dont 3 femmes et un homme, cinq infirmiers dont 2 femmes et 3 hommes et trois cardes
dont 2 femmes et homme.

1) La direction de I’hdpital choisit au hasard trois représentants parmi les douze pour participer a un
séminaire a I’étranger. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants : ’
A : « les trois représentants choisis sont de méme catégories », B : « les trois représentants choisis sont de
méme sexe », C : « les trois représentants choisis sont de méme catégories ou de méme sexe »,

D : « parmi les trois représentants choisis, il y a au moins un médecin»

et E : « par les trois représentants choisis, il y a un seul médecin et un seul homme».

2) Lors d’un deuxiéme séminaire ; un représentant de la catégorie des infirmiers pris au hasard doit quitter
le comité et deux femmes techniciennes rejoignent le comité. La direction de ’hopital choisit au hasard
trois représentants parmi ce nouveau comité. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
F : « 'infirmier qui a quitté le comité est un homme et les trois représentants choisis sont des femmes ».
et G : « les trois représentants choisis sont trois femmes ».

Exercice n°3 : Le tableau suivant donne le chiffre d’affaires (en milliers de dinars) du secteur

d’emballage d’un pays entre les années 2003 et 2008. (Les résultats trouvés sont 2107 pres).

Partie (I) Partie (I)
Année 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Rang de I’année : X, 1 2 3 4 5 6
Chiffres d’affaires : Y, 9 13 16 19 23 3

1) a) Représenter le nuage des points de la série statistique (X,Y) dans un repére convenable choisit.
b) Déterminer les coordonnées du point moyen G de la série statistique (X,Y).

2) Calculer les écart-types de X et Y.

3) On a partagé la série statistique (X,Y)en deux parties (I) et (II).

a) Déterminer les points moyens G, et G, des deux parties (I) et (II) respectivement.

¢) Donner une équation cartésienne de la droite (G,G,)

¢) En supposant que I’évolution du chiffre d’affaires se poursuivre de la méme fagon les années suivantes.
Donner une estimation du chiffre d’affaires du secteur de I’emballage en 2015.

Exercice n°4 : Soit f une fonction définie

surR par : f(x)=acos(x)+bsin(x) ol a et b deux n

‘ 6
0

Clon | =

réels. Le tableau de variation de f sur [%,lg—} £'(x)

£(x) \ ”
2
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Soit{, sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, i, ]) du plan.

1) a) Déterminerf(—g) et f'(%]. Montrer alors que :a = J3etb=1.

b) Vérifier que : f(x)= ZCOS(X_%)

¢) Calculer f (—232) puis en déduire les signes de f(x) pour toutx e [%,E] .

6

2) a) Montrer que la droite A : x = % est un axe de symétrie de €, .

b) Montrer que I’étude de f se réduit a ’intervalle = [%’ZGEJ

3) Tracer la partie {, de {; dans I'intervalle 1= [——%’E,Z’—t} .

6

4) Expliquer comment peut-on obtenir la courbe {, a partir de {, .

2cos(x—%)—\/§

5) Calculer les limites suivantes : lim et lim X
X7 T xﬁ(ﬂ)* f(X)
3 X —E 3
U, =1
Exercice N° § :Soit (U, ) la suite définie sur IN par U - 3U,
n+l T
6U, +1

1) a) Montrer que pour toutne IN On a : —::—<Un <1

b) Montrer que la suite (U,) est décroissante.

2) Soit pour toutn€ IN ; V, =ﬂi.

n

a) Montrer que la suite 'V, ) est une suite géométrique.
b) Exprimer V, puisU  en fonctionde n .
c) Calculer lim V et lim U, .

n—+oo =300

3) SoitS, =Z—1—.

k=0 Uk
a) Exprimer (S, ) en fonction de n
b) Calculer lim S_

t—>+oo
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