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Programme officiel

Suites
Raisonnement par récurrence.

Limite finie ou infinie d'une suite.

Limites et comparaison.

Opérations sur les limites.

Comportement a U'infini de la suite (¢"), g
étant un nombre réel.

Suite majorée, minorée, bornée.

Contenus Capacités attendues

+ Savoir mener un raisonnement par récurrence.

- Dans le cas d'une limite infinie, étant donnés une suite croissante (u,) et un nombre réel A,
déterminer a l'aide d'un algorithme un rang a partir duquel u, est supérieur a A.

- Démontrer que si (u,) et (v,) sont deux suites telles que :.
— u,, est inférieur ou égal a v, a partir d'un certain rang ;

- u, tend vers +oo quand n tend vers +co ;
alors v, tend vers +oo quand n tend vers +co.

« Etudier la limite d’'une somme, d’un produit ou d’un quotient de deux suites.
+ Démontrer que la suite (g"), avec g > 1, a pour limite +oo.
- Déterminer la limite éventuelle d'une suite géométrique.

- Utiliser le théoréme de convergence des suites croissantes majorées.

Découverte (p.8-9)

1. Abonnements a « Paris Maths »

A.Point de vue éditorial

1. A,=A,_,%x0,8+600;

Le taux de réabonnement est de 80 % donc chaque année 20 %
des abonnés arrétent mais 600 nouveaux arrivent.

Avec le tableur, A, = 3000 pour n = 43.

2. C'est une droite dont les points se densifient avec n croissant
vers A, = 3000.

3. On conjecture donc que 3 000 est un nombre d'abonnés
stable.

4. Oui.
B. Point de vue mathématique
1. CfA 1.:a,,,=0,8a, + 600.

2. b,=a,-3000;
b,,,=08a,-3000 + 600 =0,8(a, —3000) =0,8b,.
b, est géométrique de raison 0,8.

3. b,=2,0,8"= (5] by by=a,-3000=5000;
b,=5000 (%) ; dou a,=3000 + 50003’
b, est géométrique de raison 0,8.

4. a, ,—a =3000+ 5000 (g)"” —~ 3000 — 5000 (g)”

_ a4 N\_1 4Y’
_5000(5) (5 1)_55000(5)<0.

a, est décroissante (strictement).

‘g‘)" 5000 > 0 donc a, = 300.

5. a. Sia,=300,alors a,, ;=3000x0,8 + 600 =2400 + 600,
donc a,, ;=3000.

Sia,,,=3000,alors 0,8a, + 600=3000,

Pour tout n € N, (

donc a, =239 _ 3000, cQFD.
b. a,=3000 + (3] x 5000, donc a,>3000 ((3]' 5000 > 0)

donc a, #3000,V n< N.
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6. La phrase est vraie, c'est la définition de la limite et

1

lma, =3000; (0<

7. Le nombre d’abonnés devrait diminuer jusqu'a 3 000 au cours

des 431 années puis stagner a 3 000.

2. Démontrer « Pour tout »

. ug=1
Pour tout entier naturel n,
n+1

Touy=1; u;=1+2x0-1=0; u,=0+2x1-1=1 et

u;=1+2x2-1=4.
2.a. =B2+2xA2-1.

1.a 17. Corrigés dans le manuel.

1. Commencons par les premiers
termes
18. et 19. Corrigés dans le manuel.

20.

----------- 1(2:4)

A B n
----- : o

(un:(—ZjI”)n>0:
---------------- b--4(4:-8)

(u,=—2n+3),=,
o

‘ i : i n
___________ Y H :
................ IO
_____________________ %

< 1donc lim 5000 x (—) - o).

=u,+2n-1

Exercices (p. 28)

4\n
5

n+1—

| Chap. 7T suites et limites

3. Soit ne N, onpose P(n): "u,=(n-1)°".

a. ILsemble que P(n) soit vraie, pour tout n = N.

b. Soit n=N, tel que P(n) est vraie (n est fixe) dans
u.,,=mn=1%+2n-1=n=(n+1)-1)>=%

D’oli P(n) est héréditaire.

c. On serait tenté de dire oui ! ... Mais NON !
4. b. On peut difficilement.

c. Méme travail justement !

b. Que l'on ait u,.

5. a. Le probleme réside dans le fait que pour deux termes ini-
tiaux différents, on aura deux générations différentes alors que la
définition par récurrence est la méme.

c. La donnée du terme initial et de la propriété |

L0

n
_ 2
(u,=n®=2n+1),=,
L D AR .

32 ----d----- L----9¢

43 FTTtti

Y il il iaiaiad £
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
T T T T T

1 n

S R Y A

2. Corrigé dans le manuel.

22. (u,) est croissante, appartient a l'in-
tervalle [1; 5]; limu, =5.

(v,) n'est pas monotone, est bornée
limv,=0,5.

23. Corrigé dans le manuel.
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2. Démontrer par récurrence

24. et 25. Corrigés dans le manuel.

26.a. - P(0):n>-n=0-0=0 donc

divisible par 3.

- Hérédité: Ik = N telque 3xk=n’-n

cPn+1):(n+1)>3-(n+1)
=n®+3n°+3n+1-n-1
=n®-n+3n°+3n
=3xk+3(n°+n)
=3x(n®+n+k)

donc divisible par 3.

b. + P(0):4°-1-3x0=0

par 9.

divisible

« Hérédité : P(n) est supposée vraie, donc
JkeN| 4"-1-3n=9xk.
cPn+1):4"*"-1-3n-3
=4x(4"-4)-12n + 9n
=4x(4"-1-3n)+9n
=4x(9xk)+ 9 =9 (4k + n)
donc divisible par 9.
C. s P0):7x3"+4=7+4=1
divisible par 11.
+ Hérédité : Supposons P(n) vraie :
JkeN|7x3" +4=11xk.
*P(n+1):
7x3°0+Y 1 4=3557x3" 4 4
=343 x7x3" + 4 + 968 - 968
=343(7 x 3" + 4) - 968
=343x11xk-11x88
=11(343 x k — 88)
donc divisible par 11.
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27. 1. P(n):FkeN |3xk=4"-1.
Pn+1):4"""-1=4@4"-1)+3
=4x3xk+3=3(4k+ 1)
divisible par 3 donc P(n) = P(n + 1).
2. Qn):FkeN|3xk=4"+1.
Qn+1):4"*1—+1=4(4"+1)-3
=4(3k)-3=3(4k-1)
divisible par 3.
3. P(0): 4° - 1 =0 divisible par 3.
Ayant montré ['hérédité en 1, on peut
conclure par récurrence que P(n) est vraie
pour tout n & N.

4.Q(0): 4+ 1=2;Q(1):5
Q(3):65;Q(4) : 257.

Q semble fausse pour tout n = N.

;Q(2):17

5. a. Soient a et b deux entiers multi-
ples de 3. Par définition Ja” et b’ =N
tels que a=3a’" et b=3b" donc
a-b=3(@"-b’), a’-b’eN donca-b
est divisible par 3.

b. Supposons Q, vraie. P(n) est vraie donc
P(n) — Q(n) est divisible par 3.
P(N)-Qn)=4"-1-4"-1=-2 qui
est non divisible par 3 a contradiction.

28. Corrigé dans le manuel.
29. Posons (v,) | VneN,alors vo=3
et v,=u,-5

2 2 2
=§Un+3_5 5 5 n

(v,) est une suite géométrique de raison %

doncVneN v, = (%)n

2Y" 2\’
un:vn+5:(§) v0+5:3(§) + 5.

£, —5)=

xvy;VnelN,

31. Corrigé dans le manuel.

32.P(O):ﬂx3°—§—0=¥=2=u0.
Hérédité : suposons P(n) vraie, et mon-
trons P(n + 1).
Par définition: u, , ;=3u, +n + 1
u_§_a>
3<43 177 +n+1
_ﬂ n+1_§_3_n
= 43 175 +n+1
:ﬂ3n+1_ _

)
4 4
_Mgnen_ 3
=113 Z

P(n + 1) est vraie.
33. Corrigé dans le manuel.

34. 1. =B2+2xA2+ 1.

3. Conjecture: u, =n*,VneN.
P(0): 0°=0=u,.

P(n)=Pn+1)?:

U, ,=u +2n+1=n’+2n+1=(n+1)°
35. (u,) constante en 4 < VneN,
u,=4.

P(0) est vraie et P(1) aussi.

Supposons P(n) et P(n + 1) vraie, et mon-
5 3

Eun +17 Eun
:gx4—%x4:4

36. Corrigé dans le manuel.

37 1 <1+\/§>2_1+5+2\/§_3+\/§
S5 = =

tronsP(n+1):u,,,=

4 2

:1+¥:¢+1
2. P(2Q:u,_,=u;=Tetu, ,=uy=1
donc on a bien (daprés 1)
PP=u, <P +u, ,;P(2)est vraie.

Supposons P(n) vraie (n €N et n = 2):
¢n+1:¢x¢n:¢2un_1 +¢un—2
u

—

:¢(un—1+un—2)+un 1
car p°=¢ + 1
=Pu,+u, =Pu g U

P(n + 1) est vraie.

38. Corrigé dans le manuel.

39. 2. Pour n suffisamment grand, on
conjecture que n! = 3",

3. P(7) 37=2187; 7!=5040;
5040 = 2187 ; donc 7!=>37; P(7) est
vraie.

Montrons que pour tout :
neN\{0;1;2;3;4;5;6},
P(n)=P(n+1).

P(n) étant vraie, n! =3" or n=72>3,
donc(n +1)=3,dou(n + 1) xn!=3x3"
(n+1)=3"""

donc P(n + 1) est vraie.
11

40. P(1 Z a'~'7'p
=(a-b)a 0boza—b—a1—b1;
P(1) est vraie.
P)=Pn+1):a"*"=bp"*T=aa" - bb"
:a(an—b”) +ab" - bb"
Z n- 1—ibi ( b)bn
:( b) Obn Zan ‘Ibl

=(a-b) (aob” + ; a”"’b‘) =(a-

n+1)-1 ) o
=@-b) 2 a"* " ""h ;P + 1) est
vraie. -
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n
b) 2 a""'t’
i=0

| ChaP. 7T suites et limites

41. Corrigé dans le manuel.

42. P(0) :
u, =fluy).
P(n)= P(n + 1) : on suppose P(n) vraie :
u, €| donc f(u,) est définie donc u,, , ,
est définie.

On a montré que : Vn =N u, est bien
défini donc (u,,) est définie.

P(0) : u, = | par définition donc P(0) est
vraie.

P(M)=P(Mn+1):u,eldonc f(u,) <
donc u, , ; €1,P(n + 1) est vraie.
Pourtout n= N, u, €.

uy< | donc on peut définir

3. Calculs des sommes
43. et 44. Corrigés dans le manuel.

=n-1 n-1 n-1

45. a. Z plo+1)=2p%+ 2 p
0 0
_(n—1) n@2n-=1 (n-="n
- 6 T2
_n(n—1) _(n—1)n(n+1)
=B+ -T) =
:(n+1)(n+62)(2n+3)_4(n+1)2(n+2)+4(n+1)
:(n+1)<(n+2)€(52n+3)_12(n6+2)+%)
=+ 1)7(”’2_2” * 6).
p=n =n p=n
.31 = Z )P =3x » 9P
p=0 =0 p=0
1—9"” 3ign+
=3x122 =3 -

p=n-1

p=n-1
b. > 3x2P-1=3 > -1
p=0 p=0

1-2"
-2

47. et 48. Corrigés dans le manuel.

=3x —4

4. Majoration, minoration
49. et 50. Corrigés dans le manuel.

2 n+1)°%-2n"
51. a. - 2 =( )
n+1

« (= 1)" vaut — 1 ou 1 suivant n impair/
pair donc u, n'a pas de limite.

b.VneN,0<n’-2n+1<n°+1

<n’+2n+1
-1)2<n?+1<(n+ 1%
Comme \/7est croissante :

Vin-12<vVn2+ 1<y +1)?

©0<(n
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en-1<Vn?+1<n+1
S-1<VnP+1-n<+1
©-1<u,<+1;u,estbornée.

cou,=m"(1- (§>n> donc limu, =+
T[ +00

(m > 3,14 < 3) donc pas majorée et mino-

rée par O.

52. a. u,= nz(‘l+%+%) -2n

Tele b an=pn(q/141+ 1 -2
A\ n®

m
/lim
-1

Vi

+00

donc lim u, =—co.
+00

u, est décroissante donc uy=u,

VneN ; (u,) est majorée par uy=1.

=V12+3n+3-2-2-Vn?+n+1+24

Upiq=

—\/n +3n+3- 2+\/n +n+1)
a(n)>0 b(n) >0
-bZ= (yz+3n+3 4+yz+n+1+2\/n +n+1)

=2n-2-2Nn+n+1=2(n=-(1+Vn?+n+1)

:2(n—(1 +n\/1+%+%)donc aZ-b2<0

>1
a,<b, et comme a, et b,>0, a,<b,

doncu,, ,-u,<o0.
b. VneN, -1 <sin%<1 car sin est
bornée dans [- 1; 1]
I dgnd<d

1 n,nonon

et lim-=Ilm--=0, donc limu,=0
+co n +0oo n +o0o

(gendarmes).

0 est une limite finie de (u,) est barrée

(dans [-1; 1]).

c. Pourn=1,2"m=2mx2"""
=0 + 21k

donc sin2" =0 pour n = - 1.

Up=sint=0 (u,) est constante en O

donc bornée.

n

(ke N)

& 8<10-2sin—-<

n

née dans [8; 12].

b.n=0etn+2>0donc ——=>0;
n+?2

n+2>n n : dot VneN
+2
0<u,<1, (u,) estbornée.

1 1-Vn_ 1 (1)%

12 d'ou (u,) bor-

[

1

"V on
im=0lm=0

donc limu, =0-0=0;donc (u,) est

bornée.

@ @)

2
1*7 Soe<i

—|n+1

Sl - (3

b un=30+1=0§=30+ 3

5
]
-Z0-6)

2 5

dot O<u, <75

d'ot O0<u, <18.
55. Corrigé dans le manuel.

56. P(0): uy=3 donc 2<u,<
P(n):2<uy<3 doncl<

3 u
est décroissante sur R*.

57.+1=21et =1+

et P(1) sont vraies.
« On suppose P(n) et P(n + 1) vraies,

alors L —u

58. a. P(0) =%>O donc P(0) est
vraie
P(n):u,>0 alors §un>0

1 1

et §un+ >0 donc u, +1>0.
Donc P(n) = P(n + 1);VneN,a,>0.

2 .35 1 2.3
b.P() Ona7<7 2—4 4
donc P(0) est vraie.
3 1
P(n):u, < donc §un<z
1 1 3 3
donc 3un+2<4 soit u, +1<4

On amontré que P(n) = P(n + 1);
VneN, un>%.
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5. Limites d'une suite
59.a 61. Corrigés dans le manuel.

62. Soit Ac R
- Poura>0,3peN | pa>-b.
Pourtout neN*;n=p = na =pa
(car a>0)
= na+b=pa+b.
VxeR et pa+b>0;
donc3geN | g(pa + b) > A—c.

Posons r = Max(p, q)
r(ra + b)>q(pa + b)>A-c
; {2>q et r=p donc
ra+b=pa+b '
Pour tout n e N,
= nna +b)=r(a +b)>A-c.

Pourtout n =r, an + bn + ¢ > A
donc (u,) € ]A; +co[ pour tout n =r.

lim an® + bn + ¢ = +co pour a > 0.
n — +oco

* Pour a<0,-a>0 donc il existe

peN|—-ap>+b

donc ap + b <O0.

—(@p+b)>0et —-A+ceR donc

ilexiste ge N | —(ap + b) > - A + c.

donc (x—1)(ap + b)g<A-c

et (ap + b)g + c<A.

Posons r =Max(p, q); r=p

donc ar<ap <0 cara <O

dol ar+b<ap+b<0
etar+b<0>

etap+b<0

(ar+b)r<(ap + b)g<o0

(ar+b)r+c<(ap+b)g+c

donc (ar + b)r + c <A.

VneN,n=r = an<arcara<o0

dot (na+b)<(ar+b)<0

donc n(na + b)<r(ar + b)

donc an® + bn + c<ar® + br+c

donc an® + bn + ¢ <A pour tout n =r

VneN,
n=r= an’+bn+cecl-co; Al
donc lim u,=—oo.

63. 1. limf, =

2. Lalgorithme
entier n.
3. Rendre un entier naturel n tel que

f S [2 £, E + 8]
4. Parce que l'algorithme rend un entier

et non un entier a partir duquel on avait

1 1
fn€[§—8;5+8].

donc comme r =g (

_1
2 .
retrouve toujours un
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. 1 5
5. Soit ne N, f, Pyt
6. x— > est strictement décrois-
4 + 2

sante sur |0 ; +oo].

7. (f,) =0 est donc st;ictement crois-
sante et minorée par > donc l'entier
fourni par l'algorithme est bien un entier a
partir duquel on aura f, € [% ; % + 8].

8. L'algorithme fournit le plus petit rang
associé a la définition de la convergence

defnversl.
2 b ¢
5 2 1+ -+ =
64, _@n +bn+c _an n p
: 7,2 ’ ’ 2 ’ ’
an“+bn+c’ any b
n-n
1+g+£2
=2 > D pour ne N*.
S e
n n
or lim Kzo et llm£=0
n-+oo N +oon2
donc lim<1+é+£>=1
+oo n2
(par somme de limites)
et lim<1+ll+c—>=1
+oco n nZ
1+§+£2
d'our lim " ”,:%:1
1+—+C—2
n-n
(par quotient de de limites)
et donc
2
lim an2+bn+c_i’x1:i,
**anc+bn+c a a
an+b n ¥ty
65. a. — == f
an+bn+c n®, b, c
n  p2
o+
=a%—> 1 pour ne N*
a+—+£2
n
im-1=0;
+oo N
’ b, A7 A
im(a"+=)=a"+0=a";
+oo n
l|m<a+é+%>=a+0+0—a,
n
donc lim ?n+b =0x2 =0
*an®+bn+c a

b ¢
2 b a+E+—2
n°+ bn +
b.et c. 21— b,cz%x 1
a’n +
n a/+_
n
a+%+£2
=nXx n
’
a +=

donc lim wu,=limux a,
n— +oo +0o a

d'ot limu, = +oco pour i, >0
+oo a

=@>0eta’>0)ou(@a<0eta’ <0

et limu, =—-oco pour §<O
=@>0eta’<0)ou(@a<Oeta’>0).
signe(a) = signe(a’) = limu, = +oo ;
signe(a) # signe(a’) = “T u,=-co.

66. (u ) n'est pas majorée :

Soit AeR,IpeN [u,>A.

(u,) est croissante: n=p = u, = u,,.
PourtoutneR;n=piu,=u,>A
donc u, = A.

dpeN|[n=p =u, e]A; +oof
soit lim u, = +oo.

67. 1. est faux.

(= 1)"n n’est pas majorée et elle diverge
donc lim (=1)"n # +oo.

2. l)rig;l u,=+oo

Supposons que (u ) est majorée. Alors il
existe MER | VneN,u, <M donc
VneN,u,&]1+M;+c0[ ce qui
contredit I'hypothése.

68. 1. limu,=lim5+lim(-2xn)=-co
car — 2 <0.

lim 3

2. limu, = =0 «car3>0.
" lim n?

3. limu, =lim 302+ lim2n +5-0=+o0
car lim3n® = +oo et lim2n = +oo.

69. et 70. Corrigés dans le manuel.

71. 1. limu,=lim3n®+lim (- 1) + lim%

=+400—-1+0=+c0.

2. limu,=lm1-1lim6"=-co.
3. limu, = lim 3" (1 - §—>
x(i-3

© Hachette livre, 2012 8 Repéres ™, Livre du professeur

| ChaP. 7T suites et limites

=lim 3" x lim 1
2 2
car3>0 et 3<1
=+o00 car3> 1.

72. 1. limu, =lim1 + lim-3x (—%)n

—lim 1 —3lim(— g)"

3
=lim1-3x0=1.
2
car — 1< 3<O.
2. limu,= lim 6
lim (5-7")
6

" lim 5 + Um (= (77)
car lim-7"=-oo0.
sp-2) a2
3‘un:7§n:<3_n>73n
5
4" 4"
1

= limu,=0x7=0.

73. 1. lim (n + 4") = +o0
0.

donc lim —=
n+

2. limu, =lim 9" - 10"

- (-

= lim 10" lim[(%)n—1)]

=—1xlim 10" = —co.
3. limu, =lim[5" (5% - 5% + 1)]

=101 xlim 5"~ "= +oo.
74. et 75. Corrigés dans le manuel.

76. Soit (u,) a valeurs dans [a ; b] qui
admet pour limite [, ({ € R) et telle que
le]a; bl

+ Supposons [>b, soit | un intervalle
contenant [ tel que 1N [ab] =D, il existe
alors un rang a partir duquel tous les u,
sont contenus dans | et donc, aussi par
définition dans [a ; b],or IN[a; b]=D.
Ce qui est donc absurde.

On conclut que: [ [a ; b].

+ Supposons [ < a, on fait exactement de
méme.

77. SoitAe[R;liQ;lun:l
donc Ap [n=p = u, e]l-A;[+A.

Posons M = max(u,)
et m=min(u,)

n<p

n<p’
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M et m sont définis et € R car (u,),<,
est ensemble fini (de cardinal <p + 1).
Pourn<p onau,<Metu,=m.
Pourn=ponau, <l+Aetu,=l-A;
doncVne N,

min(m, [ - A) <u, < max(M, [ + A)
d'otr (u,) est bornée.

78. Soit Ae R,

dpeN|n=p=v <A

(car im v, =0).

Par hypothese :

dgeN|[n=p = |u,-l|<v,;

Posons r = max(g, p) alors

nzr=u,-l|sv, etv, <A

d'ou |u, —1|<A pourtoutn=r.

Siu,=lalors Osu,-I<A

dot [<u, <A+l u,e[l;A+1.

Siu,<![alors —A<u,-[<0

dot —A+I<u, <l u,e]l-A;l].

Dot u,e|l-A;[+A]
=)l-A;[JU[L; L+ A])

AreN|[n=p=u,ell-A;l[+A

dou limu, =1.

79. (- 1)" est bornée par — 1 et + 1 donc
elle n’a pas de limite infinie.

Or (- 1)" ne converge pas car (- 1)
alterne entre — 1 et + 1. (= 1) est donc
divergente. On en conclut que 'ensemble
des suites divergentes est distinct de l'en-
semble des suites de limite infinie.

n

80. a 82. Corrigés dans le manuel.

83. 1. Pourn=2,neN;
0<n-1<n+(-1)"<n+1
car —1<(-1)"<1

1 < 1 < 1
n+1 pny@En" n-1

donc

1 P
car — est décroissante sur R**

X
donc\/n+1<\/n+1 <\/n+1
n+(=1" n-1
car Vvn+1>0.
2 n+1: 1
n+1  n+1
donc lim n+1:0
oo N+ 1
Vel _ 1
n-1 _\/7 2
n+1-
Vae1

dotr lim ~2 1__1

o n—1 +00—-0
3. Par le théoréme des gendarmes,
on déduit que lim (,-1)=0 dou
ligg u,=1.

=0.

84. 1. On revient a la définition d'une
limite finie:

AceR,

dpeN|[n=p=u cll-A;l+A
or 2n=n donc 2n=p

donc u,, e |l-A; [+ A

2n+1=n donc 2n+ 1=2p

donc u,,,,]l-A;l+A[
imuy,=let limu,, , =1L

2. a.u_est bornée par — 1 et 1 donc (u,)
n'a pas de limite infinie.

b.u,, =(1)"=(-1%)"=1"=1
Upp o 1= NEN==Tx1==1.

c. Supposons qu'il existe A =R tel que
limu,=A.

+0oo

Alors limu,, =A et imuy,, ;=24
(d'aprés 1.)

donc A=1 et A=-1 cequiest
absurde.

(u,) n'a pas de limite finie.

85. « —1<sinn<+ 1 donc sisinn a
une limite, alors elle est finie.

© u,,=sin2n et u,,, ,=sin(2n + 1).
Uy, 41— Uy, =sin(2n + 1) —sin2n

=2COS<2n+1+2n>sin(2n+1—2n>
2 2
Counl 4n+ 1
—Zs;mzcos—2 .

D'apres ce qui précéde si limu, = A
+0oo
alors lll;’)l Uy, = llgg Upyy o 1=A5

donc en passant a la limite
l—lzlistinlcosM;
+0co 2 2
T 1
O—Egzizcos(Zn:z)
Y
L
9t0car0<2 >

et strictement croissante sur [O ; E].

d’ou llg.j (cos <2n + %)) =0. ‘

Posons v, = cos (n - %) .

Vons 1= Vop = cos(Zn + %) - cos(Zn —%)

=— 2sin(2n) sin% .

© Hachette livre, 2012 9 Repéres ™, Livre du professeur
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En passant a la limite, on déduit que
lim sin(2n) =0 donc A =0

1\ 1 & 1
cos (Zn + 2) = cos2n cos2 sin2n sm2

: N _ 1
lim cos (Zn + E) = lim (cos(2n)) cos5

— lim sin(2n) sin%
1

0 = (lim cos(2n)) x cos% -0x sinz

d’ou liorp cos2n =0 car cosz *+ 0.

VneN cos?n + sin®n =1
donc cos®2n + sin®2n =1
(car 2n e N)).

En passant a la limite 0 + 0 =1

car on a montré que

limsin2n =0 et lim cos2n =0,

ce qui est absurde, iln'y adonc pas A = R
tel que limu, = 7.

(sin n) n’admet pas de limite.

86. 1. u; =0 donc uzzmzh
uy= N4 1=V2
uy=\uZ+ 1 =V3.

On conjecture: u, =Vn-1.

2 V11=v0=0=u,
donc P(1) est vraie.
P():u,=Vn-1 n=1.
Alors u, , ;=\ u’ + 1
=\V(Vn-1)%+1
=T+ T=vn,

donc si P(n) est vraie alors P(n + 1) est
vraie.
La conjecture est démontrée par récur-
rence.
3. limu, =lim Vn = +co.

+0oo +0o

87. u,,—u,=(+1)xnl-n!
=nl(n+1-1)
=nlxn>0 Vne N*.

(u,) est croissante.

L'axiome d'Archiméde montre que n!

n’est pas majorée.

AcR, 1R et 1>0 donc il existe

peN telquepx1>A

p! >p > A donc comme (u ) est crois-

sante, n=p = nl=p! dou nl>A

pour tout n = p.

(u,) est croissante et non majorée donc

limu, = +oo.
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6. A partir de suites arithmétiques

ou géométriques

88. 1. - P(O):ug=uy+rx0

donc P(0) est vraie.

+ Hérédité : supposons que u, = u, + nr

alors u, , ,=u, +r=uy+nr+r

=ug+(+1)r

donc P(n + 1) est vraie.

2. Sile premier terme est u,, on décale la

propriété de 1, soit u,=(n—1)r + u,

pourucsR et n=1.

P(1):uq+uy+ (1=1)r = P(7) est vraie.

P(n) donc u,, =u, +r
=u;+(n=Tr+r
=u;+ ((n+1)=r;

P(n + 1) est vraie.

3. On généralise:

Pourn=p,ne N, u :up+ (n=p)r.

Pp):u,=u, + (p- p) ; P(p) est vraie.

Heredlte. u,=u,+ (n-p)r

donc u,, =u,+r=u,+(n—-p)r+r

p
=u,+((n+1)-pr.

P(n + 1) est vraie.

89. 1. P(0): vy=v,x 1=vyxq° donc
P(0) est vraie.

Hérédité: P(n): v, —Vo q"
Vor1=VaXq=Vo-q"-q=vo-q""

P(n + 1) est vraie.

2. P(n) devient v, =v, q"~ " pourn=1.
P(1):vy=v,x1=v,-q' " ";

P(n + 1) est vraie.

Hérédité : Supposons v, =v, xq" " ';

v =Van=V1an_1xq=V1'q(n+1)_11

PEnJr-:- 1) est vraie.

3. v,=v,q" P pour n=p
P(p):v,=v,x1=v,q" 7.
Heredlte

V1=V, ><q—V q
P(n + 1) est vraie.

Pq:V("+1)—P-

90. 1. Les lignes démasquées sont :

S prend la valeur S + u

u prend la valeur u + r.

2. Il'y a effectivement plus simple puis-
qu’on connaft une formule explicite :
Pour ne N et (u,) arithmétique de rai-
son r et de premier terme vy, ona:

Z u.=(n+ 1)<uO n;)

D’ol l'algorithme :
variables

n entier naturel

U, un réel

run réel

Début

Saisir n

Saisisr u,,

Saisir r

Afficher « la somme vaut »
Afficher « (n + 1)k uy +
Fin

(nkn)/2.

91. 1. Les lignes démasquées sont :

S prend la valeur S + u

u prend la valeur u % g

2. On reprend le méme algorithme, mais

1_qn+1
avec la formule Z u,=u, —-q /)

Donc, seul afflchage est modifié.

i=n
92. 1. u,=2,9%x107’
i=1

Somme de la suite géométrique

.
:9>< »]0n+1
1
1-—L
10
1
:gx -Ion+1
g
10
_ 1
un—10x<1—1on+1)—
—10x 1 _9=1- 1
10" 10"
3. llmu —1—llmi:‘l—O:1
* 10"
donc 0,999...=1!
izn
1
93. 1. u,= 27 X -,
,; 100’
1
n+1
2. u +27= Z 27 _ o7 200"7
i=11 OO, -I_L
100

27 ~ 100\ |
_99<1oo 100,,”),
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L. 27 1
=2L(100 - -27
dou by 99< ° 100”)
< 00— ):Q_L.
"9 oo" 99 99 x 100"
3. limu =g—glim 1 _.27_ 27
*o M99 99+ 1997 99 99
_27_3
3 99 11
d’ou 0,272 727 ... =27
/=n_ _I
94. u ab x
i=o 100’
u +2b=> abx—1 =2 <1oo- LY )
i=0 100" 99 100"+
n@<1oo- ! -99>=@<1- 1)
99 100" 99 100"
_ab___ab
99 99 x 100"

. 1) _ . _ab
lim <1 100”) =1donc limu, =39

i=n

95. un:z:%x

= 1000
R PR 1_1oog)n+1
un+abc=abc><—1
=300
abc 1
1000 — ;
99 ( 1000”)
oy y = 3bc I
d'ou un—999(1000 G 999)
999 10007/
abc
im U = 599°
96. 1. u,=6u,—9u,=36-18=18;

U;=6x18-9x6=6x9=54;
u,=6x54-9x18=9x18=162;
Ug=6x162 -9 x54=9x54=486 ;
Ug=6x486-9x162=9x162=1458.

2. On conjecture u, =2 x u3" =u,3".
3. P(0):ug=uyx 1=uyx3°%
P(1):u;=2x3=2x3"=uyx3’
P(0) et P(1) sont vraies.
ne1=06XU,=9xu, _,
—uy(6x3"-9x3"" ) =ud(@x3""")
=uyx 3" P(n + 1) est vraie.

u -1
97. 1. v, =21 _
U,,¢+3
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2u, +3-u,-4
B u,+4
S 2u, +3+3u, + 12
u, +4
U, =1 u,+4
u +4 5u, + 15
Un—1 1
On peut simplifier par u, + 4 car u, >0

1n
>1vn=<§> Vo

(parrécurrence) pour u,,

, _0-1
" 0+3
_11 Uy =1 11
2. D' jvo=— =11
OUVa=35 VaTy ¥3° 3%
P
dou—§a(un+3)=un—1,
qu
donc1——=un+§§
_1
soit u, = 15n1
1+§§
1

3. 0<=<1 donc limv, =0 et aussi
5 +oo N

limv,=1.

+00

98. 1. a. u,=1,05x 12000 = 12600.
b. u,=(1,05)"x12000 ; ug=17729,47.

n
é 1-(1,05)°

c. Zuk=12000><¥:132318,77.
o 1-(1,05)

2. a. v,=12000 + 750 = 12 750.

b. vn 12000 + 750,, ;

2000 + 750 x 8 =18000
8x(8+ 1)

o —

C. Zv:9><'|000+ 750 x =135000.

3. Leocontrat 1 est plus avantageux.

99. 1. Parrécurrence :

- vy R ; P(0) est vraie.

Comme

—gv -1.

+ Hérédité : v, , 3V

v,eR,
(v,) est deflnle dans R.

On démontre la méme chose pour (w,)
avec w, = 3.

2. w,, ,=2v,

v - Taussidoncv, ,,<R.

1 46=3,-2+6
2 2
=3 3%
Donc (w,) est géométrique de raison %et
premier terme 3.

(2v, + 6) =

3. wnzsx@)" d'oll fmw,=0(0<2<1).

_Wn _3 2\ 'atl i -
v"—7—3—§<§> -3d'ol llr;;\v,,——B.

D'ou lim S, =9.
+0oo

u, =lu +1—1—l;
2 2

100. 1. a. y,=1; .

—

1 .
uz=5u1+2—1=1+—,

N

ug=-u, + 2—1:§+ 1= 0.P(3) est vraie.

3=

Hérédité : supposons P(n) vraie (n = 3) :

u

—;u +n-1; unHZOcar%un?O

n+1
(hypothése) n —1=0 pour n=9.P(n + 1)
est vraie.

b. P(4):u,=4-2.
Ona u;=0 car 3

1
Eua =0.

=3 et 1. a. donc

Ona3-1>2donc u,=tu,+3-1>2
donc P(4) est vraie.

Hérédité : P(n) est supposée vraie :
u,=n-—2pourn=4.

1 1
e =5U, F 02 Orzun/O( a.)

et n=4=n-222, donc u,,,=>2.
P(n + 1) est vraie.

c. VneN,n=4,0ona:u,=n-2.
Comme lmn—zzwo alors lilg.jn=+oo.

u

2. a.
1=4u,,,-8(n+1)
=2u,+4,-4-8n-8+24
=2u, —4 + 12:%(4un—8n+24)
1
:Evn

(pour tout n € N).

(v,) est géométrique de raison % et de

premier terme v, =4u,—-8x0 + 24 =28.

b. u, = 1(\/ +8n—24)= z+2n—6
=1<28i> +2n-6=L1+2n—6.
4 2/7 2!‘7

n
c. On pose x,=7X (%) ety,=2n-6.
(x,) est une suite géométrique de raison

% et de premier terme 7 ;

(v,) est une suite arithmétique de raison
2 et de premier terme — 6.

] <1>n+1
d. §x 7x—2l 14<1—L>
1 n+1
1.1 2

2
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gy;zx”("; D 6+ 1=+ V-6

D'oll sn=14<1 —#) +(h+)n-6).
101. 1. t,=A".
t)EE=>A""T-A"=0,241"""
A" A*-1-0,24)=0
SA°-A-024=0car A+0
& A est une solution de
x*—x—-0,24=0.
Supposons que A est une solution de
XZ—X—O,24=O.
Alors A"+1 A"
n=1.
En  posant t,=A" on obtient
t,,,—t,=024t, ,;donc (tn)e E.

=0,24A"~" pour tout

2. u, =a(1,2)" + B-
S|u0—6alor56—a+ﬂ ().
Si u, =6,6 alors 6,6 = 1,200 — 0,23

_6,_15_33
=zoa-gB=% @

©33=6a-B=60-6+c (d'aprés (2)).
a—— donc ﬂ—— (1)

39 3 n
7 =(1,2)" + 7(— 0.2)".

3. 1,2> 1 donc 79(1,2)" diverge vers
+00.

|-0,2|< 1 donc %(— 0,2)" diverge vers 0.

Par somme des limites, on obtient
limu, = +co0.
+0o

102. 1. a.
0 L 1.
a, a, ag, a, a, x
_9179 _1
b. a, > >
a,-3; 3
83— > +32=Z
1
9379 S -
4T TRTET5 s
d;—a, 1,5_11
=77 T94T767 87 6
8578, o1, 1123
BT TR
c. A ., est le milieu du segment
[A,A, ., ] enterme d'abscisse (a;) celase
a,+a
traduit par a, , :%"H

a a
2. a,;=1 et 1-—==1 donca1=1——0;

P(0) est vraie. 2
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a
Hérédité : P(n):an+1: _?”
a,=2(1-a,, ).

(n + 1) est vraie.

2 1 1 1 2 1
+1:an+1_§:_§an+3=_§<an_§) =_EV
) est une suite geometrlque de raison

4. Comme -1 <1, limv,=0; v, _2(_1)
2 AN
vn=an—§doncan=vn+§donc

im a, =

winy

7. Convergence monotone
103. a. Faux : (1 —%) est croissante

(strictement) et tend vers 1.
b. Faux: (n + (- 1)" x 2) tend vers +co
mais n’est pas croissante.

104. (u,) est strictement croissante car
U,,—u,=p,+ 10" %+1 0l p, estle
n® nombre premier et @, , , la somme
des nombres de chiffres utilisés pour
écrire les n + 1 premiers nombres pre-
miers, c'est-a-dire la position aprés la vir-
gule du (n + 1)¢ nombre premier dans le
nombre d’Erdds.

(u,) est majorée par 1 car u, <0,9--- 9.
(u,) est croissante et majorée, elle admet
donc une limite finie, elle converge vers
une limite finie.

105. 1. u,, ;—u,=1,9-335-555
:—oo ©019...945<0

Tnfos (n-1)
; . fois
donc (u,) est décroissante.

u_) est minorée par 1
n p

(4, =1+03-340005"5
n fois n fois  n fois
=0 — >0

Donc (u,) converge vers une limite finie.

2. un—‘§‘=1,3---3 5 5-1,33
n fois  n fois o
=1,0:016+6<100
n fois ©o n fois

=210"""<2.107".

3. th_o donc comme % < Z

07
: 4\ _
lim (Un_g) =0 d'ou limu, "3

106. Méme résolution que 104.
(u,) est croissante et majorée donc
converge vers une limite finie.

107. 1. Démonstration
l'exercice 132..
2. Pour M </, on choisit | un intervalle
contenant [ et non contenant par M. Alors
il existera une infinité de termes u_ infé-
rieur a M a partir d’'un certain rang.
3. D'aprés 1. (u,) est majorée par L.
D’aprés 2. c'est le plus petit.

1

analogue a

108. 1. Uy i1 —Un=m>o donc
(u,) est croissante.
2. uy=Tet2-1=1doncu;<2-7;

P(1) est vraie. 1

Hérédité : Supposons que un<2—E,
VneN*; u -u, + donc
n+1 1n (n+,l)3
u"+1\2__+(n+1)3
or2-—1 —(2-1+ L )
n+ no(n+1)3
R S N B
nn+1)  (n+1)° nlh+1) (n+1)3

n+1)2-n ,2
:( ) _n +n+1>o
(h+1)3 (nh+1)3

pour n € N* ; P(n + 1) est vraie.

3. (u,) est majorée par 2.
109 A 1. x*=x-1=0; A=5;
o 1-V5 1+V5

T2 2
x, <0 car 4<5donc V5> 2;x, est
l'unique solution positive.

2. 4<5<9 donc 2<V5<3 (v crois-

etx,=

sante sur [0; +oo[) d'ol §<

3. ® est une solutionde X=X -1=0

donc ®°>—-®-1=0; d'otl ®°-D + 1.

Comme o >0, on obtient

VO2i=d =\/d+1. ®+0 donc
1 1

=0+ 10=1 5o =0

B. 1. u,, ,=1+u,.

2. uy=1et 1<@<2donc 1<u,<¢@;
P(1) est vraie.

Hérédité : On suppose 1<u, <@
donc2<1+u,<1+¢,

dou V2 <i\/1+u <\1+9p=¢;

P(n + 1) est vérifiée.
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3. Uy, 1—u,=\/1+u,-u,
\/ +u, +u,
e v,

1+u -u,

T+u,

+U +u,

ar\/1+u, +u, #0.
>0 >0
Comme /1 +u, +u, >0, le signe de

; 2
u,,q,—u,estceluide 1+ u, —up.

X -0 1-v5 1 14V5  +oo
2 2 2
Signe de - 0 + (O
(1+x-x%)
Comme on a montré que T<u, <®
VneN, on a donc : 1+u, —u =0
VneN;doncun+1—un>O (un)est
croissante.
4. u,=®=1+u,-(1+9P)
2
= n+‘l_q) (n+‘l_q))(n+‘l+q))'
0 ®>2donc =% =5
ru + onci/ .
n+1 un+1_q)
u,—®<0etu,,,—P<0donc
u - u —®
n L Bl B
Upor =@ |u,, - Q
[Un 1™ q’\<—|“ - Q|
_ _1+V5 2 _vs5-1
5. u,-®|=0-u,;= TR ;
1_V5-1 11 .
2<\75<3donc§< IR R EE
P(1) est vérifice.
Hérédité :
Supposons P(n) : |u, - ® < 11 :
2"~
On vient de montrer que :
1
‘un+‘l_q)‘<_|un_q);
1 1 .
donc u, , 1= ®|< 3 x VR RTFE R

P(n + 1) est vérifiée.

6. On en déduit que llmu =® dou

Ve

7. Soit £>0 si E>F alors [u, -®|<¢
1

£>T<:>2”’1>1<:>(n—1)ln2+ln£>1
-

en-1z1-Eg 5, 1o
In2 In2
8. < Entrer €.
*Posern=1,x=1.
T-Ilne
cy=1+ .
4 In2
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non n=n+1
n=v1+x
oui
« Afficher x.
110. 1. a. x o 8

P

f'x)=1,4-01x
f'(x) >0 sur [0; 8]

b. y .
y=1,4x — 0,05x*
8
Al
v
v,®
0 V.V V, VLV, VLV, 8 14 X

012 73 Y4 VsV

c. On conjecture que (v) est croissante
de limite finie 8.

3. vg=2,;Vv1=26;2sVv,sVv,<8;
P(0) est vérifiée.

Hérédité :

Supposons P(n): 2<v,<v,, ,<8.

Par hypothése,ona:2<v,  ,

De méme v,,,<8 et comme f est
croissante sur [0 ; 8],

f(vn+‘l)<f(8)
soit V(n+1)+1<f(8)=8
Enfin
2
vn+2_vn+1_1’4vn+1_0’05‘/n+1 Vo
2
=0,4v,, ,-005/
= v,,, (04-005v,,,)
>0 >0
carv,,,=0 v,,1€00;8]
donc v, ,,-v,,,=0
soit v, ,, =V, , ;.
Récapitulons: 2<v,, ,<v, 6 ,<8;

P(n + 1) est vérifiée.

12<20-v,s18carv,<12; 8]

4. L'inégalité montrée en 2. prouve que
(v,) est croissante et majorée, elle
converge donc vers une limite finie.
f(x) — 8 =1,4x — 0,05x* — 8
=—0,05(x% — 28x + 160)
=—0,05(x — 20)(x — 8)
a. 8-f(x)=0,05(x — 20)(x — 8)
d'ot 8-v,,,=0,05(v, - 20)(v, - 8)
=5(20-v,)(3-v,)
12<20-v,<18carv,c[2; 8]
d'ott 8-v,,,<005x18(8-v,)
<09(8-v,).
b. Par récurrence: P(0): v, =2
8-vy=6; 09°x6=1x6=6
d'oll 8-v,<6x0,9°
donc P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose 8 —v, <6x0,9";
D'aprésa. 8-v,, ,<09(8-v,)
donc 8-v,,,;<0,9%x6x0,9"
<6x09"*'
donc P(n + 1) est vraie.
c. 8-v,=|8-v, |car Os<v,<8
donc |8-v,|<6x0,9".
Or lig;l6><0,9”:0 car 0<09<1;
d'otr lim (8-v,)=0 donc limv, =8.
8. Problémes
ML 1L ou,=1+1=2;
uy=2+1=3; u,=3+2=5;
Uc=5+3=8; u,=8+5=13.

2. B4: =B2+B3;
C3: =B3/B2.
. un + 1
3. On conjecture que —— tend vers

n
une limite finie (=~ 1,618...).
4. a. Soit g =R tel que u, =uyq"
u,,,=u,,  + u, pardéfinition;
(u,) est strictement croissante et u, =1
donc u, >0
d’ol un+2:un+1

n un

soit q2=q+1 ou qz—q—1=0.

+ 1

A=1+4=5 doncily a 2 solutions a
cette équation donc 2 raisons possibles
pour la suite.

b. On vient de montrer que g =g, + 1

g;#0 car 00+ 1 donc g;=1 + 1

soit 1 1 9
it —=qg.-1.
g

i
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n+2

5 fur2=Aq" %+ uq)
= Aq3q7 + 1934,
=A(1+q,)q7 + £(1 +q,)q5

2+ A g+ s
:fn+fn+1
. fo=A+u=1=u, )
fi=2Aq9, + ug,=1=u,
1-4, 1-9,
° q,-q, ° q,-q,

(car g, —q,# O car on amontré que ce
sont des racines distinctes( A # 0)).

(Uo Ap) est la solution du systeme a 2
inconnues, 2 équations donc unique.

P(n):u,=2A.q7 + 1oq5.

b. On a trouvé uy=fy=2A,+ y, et
up=f="2Aq1 + MG,

donc P(0) et P(1) sont vraies.

Hérédité: u,=u, ,+u,_, ((=2)
donc

U, =Aoq7 7+ MGy + Agqh T+ Uoq5
par récurrence.

u,= ;Lo(q1 + 1)q’17_2 + ;uo(qZ + 1)qg_2

= X09397 % + 1o(99) 95 ¢
=Aoq" + HoG5 -
1-vV5 . 1+

Cgi=—m g =

4<5<9 donc 2<V5<3
donc —1<q1<—%.

De méme g, > 1.

D'ot g7 ——0 et g5 —— +co.
: 1+5
— 44 2
Un= = >0
0 9, =94 V5
donc uyq5 ot

limu, = +c0 (somme de limites)
+0o

u
Quanta —2*+1.
un+1:A’qu17+1'I'luoqlzwr1
Up Ao + Hoq5
q1 n+1
q’27+1 A‘O(q_2> +ILIO

& a2
2
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q1 n+1
A <—> +
0 q, Ho

:qZ g\"
(e

Comme g,<gq, et q2>0,%<1
2

n
donc l+|g)1 <&> =0

d'ou 7

lim<un+1>=q2 &:q2:1+\/§‘
+oo \ U, Mo 2
112. 1. Pourtoutn=1,H,  ,-H, >0.

2. H, est majorée.

3. Lalgorithme permet le calcul d'un
entier p tel que H, = M.

4. Les entiers p sont extrémement
grands.

5. On est tenté de conjecturer que
,lim H, = +co mais sans certitude.

6. a. (u,n) est extraite de (u,) dong, si
u, €l alors u,n < 1, du fait que 2" = n.

b. Si (u,n) ne converge pas, alors (u,) ne

converge pas.

c. Un raisonnement par récurrence per-
aponp n

met d'établir que H,» = 1 + >

7. Donc: nﬂn;\szn = +oo et donc
l|m H, = +co.
n— +oo
113, 1. =1 c)=14123,
2 4 2 4 4

Donc (u,) n'est ni arithmétique, ni géo-
métrique.
1 1 1
2. a vy=u,—zUy==—-=
0 2 ° 2
1 1,1
b‘ v un+1:§un+1_zunzévn'
c. Donc (v,) est géométrique.

d. PourtoutneN,vn:l.

x(=1=1.

=u —_— _—
n+1 n+1 4 Up 2

1
v, + U, — >Vn = Y

>
N
>
Al
<
>
N|—

]
> u
:#:2+V—”:2+wn.

= n
Un+2 Zun+1

c. Ainsi (w,) est arithmétique de raison 2.
d. Pourtout neN, w, =-1+ 2n.
4. Donc,

_ 1T_2n-1
u,=w,xv, ==

=(@2n-1)x v

5. Immédiat.

114. 1. p, est la population en 1969
exprimée en milliers.
Par hypothese: p, = 44500.

2. Par données,

35
Pny1=Py +an +2
=1,018p, + 16.

3. On cherche [ tel que u,,,=ku,
avec u,=p, -1

1ooop"

u,,,=1018p, + 16 =l =kp, — ki

On obtient k= 1,018p,, et l=—$.

4. u,=p, + 80900 et

u, =u,(1,018)" (44500+&9°°) 1,018"

p,=u, + 1= u(1,018)" - 890
(44500+m> 1,018" — 8000

9 9

5. Population en 2012

ps = 44500+ 890) 1,018% - 800
~ 96858.

6. Py =3P

& 31X 44500 = (44500+&9°°> 1,018 — %OO

& 1,018" = (133500+ 8999) 44500+ 8900

-1
In1,018

< m=x61.

(in(133500+29% — In 44500+ £9))

La population en 2030 sera le triple de
celle de 1969.

115, a. 10w, =Tlwg + 1

=209 + 1=210
d'ot wy,=21.
b. On conjecture que w, = 1 + 2n (P(n)).
c. Wo=1=14+2x0;P(0) est vraie.
Hérédité : Supposons que w, =1+ 2n.
Alors (n+ Nw, .= (n + 2)w +1

n+1

=n+2+2n°+4n+1
2(n2+§n+§)

s 2 2
dot w,, ;= T
=2(n+§)=2n+3
2
=2Mn+1)+1;

P(n + 1) est vraie.
d. Wy =1+ 2x 2013 = 4027.
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1 5,
116. 1. u, = 3><1+0 2=- 3
u2=%u1+1 2=—1—94,
u3:%u2+2—2:—%.
2 u=3uy+3-2=1-22>0.

Hérédité : Supposons P(n) vraie :
u,=0avecn=4.
1

Alors u, , = 3Un t 1= 2

donc u,, =0

car ;n Oetn-2=0 pour n=4;
P(n + 1) est vraie.

3. 0Ona u,=0 et ug= ;un+4 2
donc ug=4-2=2=5-3

P(n) est vraie pour n =5.
Hérédité : Supposons u, =n -3
pour neN,n=5.

Alors u,, = ;un+n 2

n-3
> _
donc u,, = +n-2
un+1/§+n—3
> n->5-
donc u,,,=n-2 car §/§/1

pour n=5
u,, =+ 1)—=3;P(n+1)est vraie.
4. On sait que lim (n—3)=+o0,0n en
déduit que lim u, = +co.

117. A. 1. 1—u0_13_1+%:1+%
P(0) est vraie. 5

Hérédité : Supposons que pour ne N,
P(n) est vraie.

1 4 1 12 4
un+1—§un+§—§+5n+1+§
12
5n+1'
P(n + 1) est vraie.
k=n+1 k=n
2.a S,,,-5,= ug— 25U,
k=0 k=0
12
:Un+1:1+5n+120'
donc S(n) est croissante.
k=n k=n
12 12
b. S = <1+—> n+1)+ —
" kgo 5k ( ) k=05
+ 1
-
=(n+1)+12x ]
-3
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=n+1+15><<1+

1
5ﬂ+1

:n+16—%.

c. lim (n+ 16) = +o0
n+oo
. 1\"
et lim 3><(—> =0
n+oo 5
donc lim S, = +co.
n+oo

B. P1 est fausse : x,=1 (x ) converge

vers Tmais S, =n+ 1 tendvers +co.

P2 est fausse : x = (x ) est décrois-
2" !

sante et (Sn) est croissante.

118. 1. Si u, est pair, il existe k= N tel
que uy = 2k;

d'oll u,=-sin (%2k> =—sin (k) = 0.
Il est alors clair que u, =0 pour u=1

——snty —_sino=0-"
car uz——smEu1——sm0—0,

e anl, 0 =0-
u3——sm§u2——sm0—0,
(ou récurrence).

2. Soit u,, impair: il existe k =N tel que
Ug=2k + 1.

U, =—sin (%(Zk + 1)) =—sin <kn + %)

donc u;=-1 ou 1;P(1) est vraie.

120. On pose pour tout n € N,

Py iU, =—7x2""%.

* P estvraie, carug=1;

- Soit n € N tel que P, est vraie.

Uy, =2(-7x2"+8)-8=-7x2"""4+8

donc P, est héréditaire.
On conclut.

121. On procéde comme pour |'exercice
précédent :

soit neN tel que u, =2+ L
3"-1
alors : .
5<2+3n 1>—4
Uper = -
2<2+ ! )-1
3"-1
6x3"-2)+ 1
=( ) =2+ L .
3x3"-1 3n+1_1
5
De plus, u, = >

122. Vrai.Vrai. Vrai. Faux (u, = n).

En route vers le bac (p. 48-49)

Hérédité: u, e{-1; 1}.
Alors u, , ,=-sin <— %)
ou unH:—sin%,
donc u,,,=—1ou 1,
Uy e{-1:1}

P(n + 1) est vraie.

3. sin est a valeur dans [- 1; 1] donc (u,)
est a valeur dans [- 1; 1].

Partie B.
4, a. T T
X 2 0 2
]
sinx /O/
-1
d’ou
X -1 0 1
1
- sinEx \0\
2
-1

b. Pour n=1,u,e[-1; 1]
Pour tout neN:

min(ugy, — 1) < u, < min(uy, 1)
donc (u,) est bornée.

c. (u,) est donc convergente si et seule-
ment si elle est monotone.

5. a. Pourtout xe]-1;0[U]0; 1],

| ChaP. 7T suites et limites

%XE]—%;O[U]O;%[.

Or sur [— % ; %] sinx est nul seulement en
0 et |sinx|=1 seulement en —% et %;

donc f(x)e]-1;0[U]0; 1[.

b. P(0) est vraie par définition.

Hérédité : supposons P(n) vraie: u, n'est
pas entier.

Alors

un+1=—sin<%un) el-1;0[U]o0;1[
puisque u, n'est pas entier;

P(n + 1) est vérifiée.

6. a. A partir du tableau en 4.a., on
déduit que f(]-1;0[)=10; 1[ et

f(o; 1) =1-1;0[.

b. u,, ,=f(u,)

doncsi u, >0 alors u,, ,
et un+2:f(un+1)>0;

etsi u, <0 alors u,,
et u,,,=fu,,,)<O0.

Donc (u,) n'est pas monotone.

<0
>0
7. On est en contradiction avec la condi-

tion nécessaire en 4.c. donc (u) ne
converge pas quand u, & N.

123. 1.
Début Variables
U prend la valeur1 U un réel
Saisis N N un entier
Pour | allantde 0 a N — 1, |!un entier
delen
U prend la valeur
U+2xI1+3
AfficherU
Fin de Pour
Fin
3. On obtient alors :
ug=1; u,=4; u,=9; u;=16;

u,=25; ug=36; u,=64; ug=281;
ug =100 et u,, = 121.

4. SoitneN,u, . ,—u,=2n+3>0;
(u,) est strictement croissante.

5. a. *uy=1donc uo>02;
-soit n e N tel que u, >n®;
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alorsu_,.>(n+ 1)%,
(caru,,,=u, + 2n + 3 donc

u . >n°+2n+3>n%+2n+1).

n+1
b. D'ou:
6. On montre sans difficulté que, pour
tout ne N, u,=(n+1)%

124. 1. uy, > 4;

u,Z4=>\/u, +12=4, car u~>Vu
est croissant sur [4; +oo].

2.

n+1

n £I>r-[]oo(un) =too.

12 /10 i 8

(u,) semble converger vers 4 en étant
décroissante et minorée par 4.
3. a.SoitneN,u,,, —4=A\/u,+ 12 -4;

n+1
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u,—4

u, +12 + 4
avec\/u,+12=4=20
g0l 0<u,,,~4<4(u,-4).
b. A l'aide d'un raisonnement par récur-
rence, on en déduit que:

1\~

Osu,-4< y

4. Le théoréme des gendarmes apporte la
conclusion souhaitée.

125. Soit x=0 et k>x (ke N) donc
k=1.
a. Pour k =n c'est évident.
. . k" kk
Soit k < n fixé tel que 7l < o
on sait que n = k donc n + 1= k et donc

0<—K_ <1,
n+1

Nm% k)xﬂ<ﬂ-

soitu,,,—4=

n+ 1/ n " n’
1
ek
(h+ M n
n n n n n
b. Soit n =k, n_n kK (Q) K
nt k1 nl k n!
et ce qui précéde fournit la majoration
attendue. )
c. Vuque k> x alors lin;loo<%> =0
on peut donc conclure.
2. a. Soitn=2
(n = 1) facteurs
—t—
n"'" 1xnX..Xn
nl T 1x2x..xn

soit

nn—1
Ainsi, =1, pour n=2.
n!

b. Soit n 221.
n n—
0 _pxt
n! n!
n

Ainsi, N>,
n!
Do n"
D'otu lim (—>=+oo.
n-+oo\nl
126. a. Vrai. b. Faux. c. Vrai.
127. a.Faux. b. Vrai. c. Faux. d. Faux.
128. a. Faux. b. Vrai. c. Vrai.
129. a. Vrai. b. Vrai. c. Vrai. d. Vrai.

130. a. Vrai. b. Faux. c. Faux. d. Faux.
e. Vrai.

131. Soit [, et [, deux réels tels que

[+ 1,.

Soit alors |, et |, deux intervalles tels que
Lel

Lel, et ,NL=09.

(Cest possible car [, # [,.)

* (u,) converge vers [, donc tous les u,
sont contenus dans |, a partir d'un rang
N,.

* (u,) converge vers [, donc tous les u,
sont contenus dans |, a partir d'un rang
N,.

Conclusion : a partir d’un rang supérieur ou

égal aux rangs N, et N,, les u, sont
contenus dans |, et dans |,. Ce qui est
absurde car I, N, # 9.

* lim u,=0

n — +oo

{ * (u,) est décroissante ;

Supposons qu'il existe u, < 0.

Soit | un intervalle contenant O mais pas
u,. Il existe un rang g a partir duquel tous
ces u, sont contenus dans I. Or a partir
d'un rang supérieur égal a p et g, les u,
sont dans les intervalles | et J-oos up] (car
(u,) est décroissante). Ce qui est absurde.

133. 1. Il existe deux rangs N, et N,
tels que :

«A partir du rang N, tous les u, sont
contenus dans | ;

«A partir du rang N, tous les w, sont
contenus dans |.

2. Prenons un rang N supérieur ou égal a
N, et aussia N,.Alors, a partir de ce rang
N, les u, et les v, sont contenus dans l'in-
tervalle | donc aussi tous les réels compris
entre eux deux. Ainsi, a partir du rang N,
Uintervalle [u,, ; w, ] est inclus dans |, donc
w, € |, ce que l'on voulait.

=15 5 G)

132. Soit (u,) telle que:

Accompagnement personnalisé (p. 50-51)

k=n
o0+ 1)(0+2 N 1 g g
134, u, = D, k(k+1); u0=0=¢, P(0) est Alors u, , 1= ] —1+n+1:>P(n+1) est vérifiée.
vraie k=0 3 14+ L
. m
Hérédité : S p ie; _ _ _
érédité : Supposons P(n) vraie o+ ot 2) 136. P(0): 1= 1=2° donc v, = 2 ; P(0) est vraie.

Uy, 1=+ Nn+2)+u,=mn+1)mn+2+

s Hérédité : Supposons v, = 2".
2
:(n+1)(n+2)<1+Q):(”+1)(”+2)(”+3) Alors v, . ,=vi+ 1.
3 3 Vo = @V2+1=22+1=2""" pourn=>1.
n+ D+ 1)+1(n+1)+3) ) 02 041
= 3 i P(n + 1) est vérifiée. sin=02%%+1=2=2*"=2.
% >2n+1'
135. u0:1;u1:L:1;u2:L:1;u3: 1 :l n+1
1412 141 3 1+i1 4 137. w, est un quotient de facteurs positifs donc w, = 0.
u u 3" 12, 3
1 0 ' 5 (”‘ﬂ +3
N = ? _
P(n):u, T 1o, =0 +12n: 2 24>Odonc1>wn.
Hérédité : On suppose u":n-11 T+n T+n
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138. x;=V-3+ 4 =1donc 0<x,<4;P(n) est vraie.
Hérédité : On suppose 0 < x, < 4.

X,,1=V3X,+4=0

et3x0+4<3x +4<3x4+4=16

doll V4<y/3x, +4<V16=4 donc x,,,<4 (\ est
croissante).

D'oll 0<x,,,<4;P(n+ 1) est vérifiée.

nx1 1

139, w, = .Pourne N*, w, =

1 1
n(n+E) ”+n
lim(n + 1) =limn + liml:+oo donc limw, =0.
400 n +00 +oo N +00

44+/3x, + 4
car 4 +1/3x, + 4 =4>0.
:16—3xn—4_ (4-x,) _4-x

= <
4"|'Xn+1 4"|'Xn+1 4
>
carx,,,=0.

140. 4-x,,,=4-+/3x, + 4 x

24-x,©[4=x, 4| S2|4-x,|car 0=x,<4.
|4—x0‘=5<(%)0><5 P(n):\4—xn|<(%)nx5 est vraie pour
n=0.

— <
4 Xpg1=

Hérédité : Soit n € N, on suppose P(n) vraie.
On sait que |4—xn+1|<l—3;\4—xn|

n n
g% x 5= (%) x5 P(n + 1) est vraie.

3 10 i (3Y = ; _
Comme ZE[O' 1, lll;l;l<4> =0 donc lim x, = 4.

donc|4—x |<

n+1

141. a;=0; a;=a,+2x0+1=1; a,=a,+2+1=4;
a;=a,+4+1=9;a,=a;+6+1=16.

P(n):a,=n".

P(0) est évident.

Hérédité : Soit neN, on suppose a,= n®;
a,,,=a,+2n+1=n"+2n+1=(n+1)°; P(n+1) est
vérifiée.

_ o2 _ .
by=22+1=5;

142. by=0; b,=0"+1=1;
b,=5+1=26.
P(n):b,=1+n.

by =523+ 1 donc P(3) est vraie.

Hérédité : Soit n € N, n = 3, on suppose P(n) vraie :

b,=17+1=2;

b, ,=b)+1=(n+1)+1=n%+2n+1
=n{n+2)+1
donc b,,,=(n+2)+1=(n+1)+1carn=1pourn=3,

doncn(n+2)=n+ 2.
m(1+n)=+ccetb,=n+ 1.
+0oo

On en déduit que lim b, = +oco.

143. Soit u,,, , l'intersection de la tangente a € en (u,, f(u,))
avec |'axe des abscisses. flu)-0
f est dérivable sur [0, +oo[ donc: f'(u,) = ———

Up=Up i1

© Hachette livre, 2012
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Hérédité : On suppose que 1< u
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u,z,—Z
Up = Upyq =" (u,#0caru,0; +ool)
n
u u
T =]
n n n

1. 1<2<4donc V1<V2<V4 car \/> est croissante sur
10, +oo[ d'oti 1< V2 < 2.

2. (u,) est définie si u, >0 pour tout n = N :
* Uy =2>0 donc P(0) est vraie;
» Hérédité : Supposons u, > 0 pour n donné.

Alors u,, , , =1<un + é) >0 P(n + 1) est vraie.

2 n
3. P(n): 1<u,<2P(0)estvraiecar 1<uy,<0 (uy=2).

» < 2 pour n donné.

=1 2 <2< LI
U, . 2(un+u"> donc ‘I\u"\Z car 5 < n\1 et alors
2 . 1+1 2+2
1T+1<u, u—n<2+2 d'ou > <un+1<T,
1<u,,,<2;P(n+1)est vérifiée.
ut+ 2 2ul—u’+2
O B  ERE
2 u, " 2u,
ut-2 u —V2)(u, + V2
P SN SN e LI R )
u, 2u,,
u,-v2 u,-v2
=(un—ﬁ)<1— : >=(un—\/5) -
2u 2u,
(Un—\/E)Z 1
= X —
2u 2u,
u, - V2)?
Commeui<1 (un>1)onadoncun+1—\/i<%.

n
5. L'écart d’'un terme a V2 est inférieur a la moitié de l'écart au

carré du terme précedent a racine de 2.

Dés que u, — V2 devient inférieur & 1, 'écart diminue d’autant
plus vite. puisque (u, — V2)? < (u, - V2).

1

-1

n
6. Récurrence: P(n):|u, - V2 |<
2!‘1

PO):u,-V2=2-V2<2-1=TcarVz2=1.
1
220-1
Hérédité : Supposons que P(n) est vraie pour un n donné :

1
= V2|, -2y

1 21 1 ‘
—\/E‘gz(un—\/i) <E<ﬁ>

=1 d'ou P(0) est vérifiée.

Onavu:|u

donc |u, ., ,

1 1 _1 1 _ 1
2 22”_1 222n+172 22n+171

dol |u,, ,-2|< ﬁ donc P(n + 1) est vérifiée.
(u,) converge vers V2 car lim TSR =0.

N N 10 _a - 1
7. Pour étre a 10 preés, il faut e \W
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d'ott 22"~ 10" soit (2" - 1)InZ = 10In 10
)\ o0 10ln10
d’ol 2 2 +1
10ln10
Tz )
n= "2
In2
14411 w1 —-w, =, ,,—-u,,)-(v,-u,)
= (Vn+1 - Vn) + (un _<Un+1)
car(\vn) 7 car (Tln) 7
doncw,, ,—w, <0 (w,) est décroissante.

2. limw,=0 (w,) décroissante donc w, =0 (sinon il existe
p €N tel que w, <0 etalors pour tout n =p, w, < w, < 0).
3. 0=lm(v,-u,)=limv,-lmu, dou lmu,=limv,
w, =0 donc v, =u, et comme u, = ug, v, = U,.

Donc (v,) est decr0|ssante et minorée : elle converge ie il existe
AR telque limv, =A.

De méme (u,) est croissante et majorée par v,, donc elle
converge.

Comme on a vue que lim u, =lim v,, alors (u,) et (v,) converge

vers une méme limite finie.

o -
n 1 u,,, un—(1 +n)!>0 pour tout n & N* > (u,) est
strictement croissante.

1 1 1 (+Dn+n-(n+1)?
T + -—
T (Ten)l (n+ )+ 1) nen! nn+1)(n+1)!

-1 <o pour tout n e N* - (v, ) est

nin+ 1)+ 1)!
strictement décroissante.
1 .
2. u,=v, == ——donc lim (u,-v,) =0.

De 1.et 2. on déduit que (u,) et (v,) sont adjacentes.

| ChaP. 7T suites et limites

3. a. u,<e pour tout n N car (un) est croissante et tend
vers e. De méme, v, = e pour tout n € N.
Donce—u,=0etv, —e=0 pourtout n <= N.

vn—un:L—v -e+e-u,donc|v,—e|=v, —e<L<8
nn " __ _7° n.n!

>0 >0
1

etju,—e|l=e-u, <m<£
b. Uestu,,Vestv,.
Initialisation : On définit la marge d’approximation €.
U etV sont affectés a u, et v,.
Boucle : Condition de poursuite U, -V, = €.
On incrémente alors n et on calcule u, et v, que l'on affecte a U
etV repsectivement.
Sortie : affichage de n (nombre d'itérations)
affichage de U etV c'est-a-dire la valeur approchée de e
a € prés.
d. U etV est donnent un encadrement de e.

4. On suppose que e =g avecp, g = N, N*,

Comme u < e <v, pour tout n = N, on a en particulier: (u, et

v, sont strictement monotones).

ug <e<v =u +L

q qql
1

doncu <P<u =u_ +—,
q 7 q-q!

d’ou q-g! ug<pgt<q-qlu,+1.
i=q

Or u, = Z l donc gq!u, est un entier car somme d’entiers
i=11

puisque /! d|V|se gq! pour tout i € {1, 2,-*+, q}.
Il existe n =N, tel que gq! Ug=m, dou m<pg!<m+ 1 ce
qui revient a dire que pg! n'est pas entier, ce qui est absurde.

5 On ne peut pas trouvier d’entier p, g pour exprimer e sous
forme de fraction, e est donc irrationnel.

TP Info (p.52)

Partie A
i 6= ﬁ ﬁ x E5 (intérét)
D6 =B6— C6 = 100 — C6 (capital amorti)
E6=E5-D6 (capital restant d{))

2 On arréte de rembourser quand le capital restant d est < 0.

El La derniére mensualité est
restant d0 au mois précédent.

n Il'y aura 38 mensualités, 37 x 100 et 58,85 pour la 38°.

< 100, elle correspond au capital

Partie B
4,5 1
o, =u < 100 )
B 12045 803
=200 Yn =M= gooUn M

© Hachette livre, 2012

E V"+1:u"+1_o,02)4375

_ 803, M
~ 800"~ " T 0,00375
803 1
=goon =M (1 o,oo375>
_803, . 1,00375
= 800" ~ " *0,00375
_ 803, _ 4100375
=800 375
803 803

=800 "3 M

_ 803 (u _ 800803 M)
800\ " 803 3

_ 803 (u _ 800 M)
800\ " 803
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1 _ 100000 _ 20000 _ 4000 _ 800
0,00375 375 75 15 3
- 803 M 803
d'oll v =—(u— >=—V~
n+1 800\ " 000375/ 800 "

o 803 . . _ (803"
EXl (v,) est géométrique de raison 800 dotv, = (800) Vg -

~ M (803)” M
u,=v, + =(=—=) vy + ——=
0,00375  \800 0,00375
- (52 (o 5 *
800/ \"° 0,00375/ ' 0,00375 "

Onveut u,,=0;

I. 1. (u,,) est la sous-suite des termes pairs de (u,).
(uy, , 1) est la sous-suite des termes impairs de (u,).

Si (u,) admet une limite finie [, il est clair que (u,,) et (u,, , ;)
convergent vers cette limite (en appliquant la définition méme
de la limite finie d'une suite).

Supposons que (u,,) et (u,, , 1) ont pour limite [ € R.
Alors pour tout € € R, il existe p et g tels que:

pourtout 2n=p |u, —l|<€
etpourtout 2n+1=q |u,,, -[l|S€
g ; T) , on obtient donc
pourtout n=r |u,-l|<€

En posant r= max(

donc limu, =1L

Application: g%" = (g%)" =1 car g°=> 1
2n + 1

q

donc L!g;]qzn>1 et I:'i-gngn+'|<_-l

=q(@)"<1car g?°=1etg<-1

: 2n f 2n + 1
donc lim g™ +# lim q

d'ou (¢") ne converge pas vers une lim (e R U{+co;—oco}.
1
au,+b gadu, +bd

Yne1=cu v d 1bcu, +bd’
b

doncsi ad —bc =0 alors ad =bc d'ou ”n+1:%~
On montre alors par récurrence que (u,) est constante en b a

partir du rang 1. d

Les solutions de (E) sont les abscisses des points d'intersection
de:

€,:y=x et
o _ax+ b’

(Gz'y_f(x)_cx_l_d

x=¥th o 2, (d-—a)x—b=0 sur (R\{—QD
o +d c

© Hachette livre, 2012
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d’ou
0= <@>24 (3500— M ) M__.
800 0,00375/ ~ 0,00375
_3s00(BO3p_ (B3 M m .
0_3500(800> (800) 0,00375+0,00375 !
() (2
0,00375 \ \800 800
3500 x <@)24
M = 0,00375 ~ 152,767,
EZEn
800

Mensualité = 152,77 (arrondi au supériéur, sinon u,, > 0).

Le déterminant de ce polynéme est A = (d —a)® + 4bc
= (d + a)® - 4ad + 4bc
=(d + a)°—4(ad + bc).
Cas A=0:
ay +b
cy +d
Montrons par récurrence que (v,) est définie

Alors la racine unique est Y = (solution de E).

P(0) : v, est défini car vo=—— et

0

u,*vy.

Hérédité : Supposons que v, est défini: u, Yy

au, + b ) )
donc #v (u,#7Y < u n'est pas une solution de (E))
cu, +d
d'ot u,,,#F Y donc v, , estdéfini
. 1 1
Soit ne N, v —v_ = -
n+1 n TR Y u, - %
1 1

:aun+b }/cun+dy_un—}/
cun+d_ cu, +d

cu, +d 1
(@-yu,+ b-dy) u,~7’

Calculons f~:

_ax+b - 'oll (yc —a)x = b —
=i d donc yex + yd=ax + b d'ou (yc—a)x=b - yd
b-yd -
soit x = y; f‘1(x)=b—Xd.
yc—a Xc—a
cu, +d 1
Comme v, -V, = -
(@ -ycu, + (b-dy) u,-Y
_cun+d 1 1
-y b-dy umv]
u"_}/c—a
- _ .. b-dy
Comme y =f(y).f~(r)=f""efly)=y dou o= =7.
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Cun+d 1

Alors v, , -V

"=y, -y) U -Y

-d
cu,+d—a+yc cun+d+a?
@-rdu,-7) (@-ri,-7)
d-a d-a
_ CUp + === . c(un+—zc)
(@ -y, —=7) (a-vlu,-7)
u -
=—¢C =V _ 2 caru, +7v.
a-du,-Y a+d
a-"=-—
(v ) est donc une suite arithmétique de raison .
g a+d
u -
Par récurrence, u, & {a; B} donc v,= %ﬁ est défini,
P(0) est vraie. 0

Hérédité : Supposons v, défini donc u, + B

Un+1:ﬁ<:> :

car 3 est une solution de (E).
On en déduit que u,, ;¥ B etdoncque v, , est défini.
Calculons v, , ;:

n+1

a”n+b_aa+b
Uy, 1@ cu,+d co+d

un+1—ﬁ_aun+b_aﬂ+b
cu,+d cf+d
aucd + au,d + bea + bd - aged, — beu, — daot — gb
(c/un/t/dj(ac+d)
w, +T)(cB + )
au B +adu, + bcP + bd — afed;, —aPd - beu, — db

vn+1

X

(@d = bc)u, + o (bc — da)
oc+d

cB+d
(@d - bc)u, + B(bc — ad)
_B+dl@d-bo)u,-a) Bf+du,-a
“ac+d(@d-bo)(u,-B) ac+du -p
cBf+d
”+1:O{C+dvn'

On a montré que (v) est une suite géométrique de raison
cB+d
co+d’

car ad—bc+0 d'ou v

au, +b
u”+1=cu,,—+d
ad-bc=12-2=10+0
et A=(4+3)°-4(3x4-2x1)=49-40=9>0.
—(4-3)+V9 -1-v9
B p=—7%—

et B=-2.

avec a=3,b=2,c=Tletd=4

a=1

© Hachette livre, 2012
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u,—-a u, -1

u, - B B u,+2°

(v,) est une suite géométrique de raison
B+d 1x(2)+4

Posons v, =

ca+d 1x1+4 5
2 . _
‘§‘<1 donc limv, = 0.
u, =1 1+ 2v,
Comme v, =———,oncalcule u, = .
u, +2 T-v,

Comme limv, =0, (u,) est définie a partir d'un rang n € N.

En appliquant les opérations sur les limites, on obtient :

. _1+2x0_
limu, = -0 =1.
k=n k=n
_ 1 -1 1
. 1. v, [_n+1k:0uk 1_”+1k:ouk n+1(n+1)l
k=n k=n k=n
_ 1 1 ~
Tt n+1k:01_n+1k:0(uk )
Pourtout ke N, uy = [<|u, (|
k=n k=n
donc Z(uk—l)<2|uk—l|
k=0 k=0
Deméme [—u, <|l—-u|=|u |
1 k=n
d'ou l—vnémkgo\uk—u.
1 k=n
On en déduit \vn—l|<mkzo\uk—l|.

C'est la définition de (u,) converge vers [ (qui est I'hypo-
thése de départ).

Pour , tel que n?noi\uk—lKe,ona:
Tt 1 ki” IPLELIL AN
- ———E<KE.

n+1k:O‘uk | n+1

<7
(u,) converge donc elle est bornée.
On en déduit qu'il existe un réel M > 0 tel que pour tout k & N :

|ug=l|<sM
k=ny-1
dou > u - l]<—2 M
n+1 &6 'k n+1

£ estunréel >0 et n,M— &€ estun réel.
D'aprés 'axidme d'Archiméde, il existe donc n, = N tel que
(n,+ 1)€e>nyM

doncpour n=n,,ona (n+ 1)&>nyM.

n,€>n,M-¢ dol

k=nO

On en déduit que !
n+
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; k=ng=1 En posant n, = max(ng ; n; ) et en additionnant les 2 inégalités
donc n=n, = PR kzo lu, -1 <e. ci-dessus membre & membre, on obtient :
N k=n
£ P - 1
= estunréel >0 donc et donnent: n=n, = Do lu-L|<e
2 n+1 k=0
k=n
— ilexiste njeN : n=n/ = L >, uk—l|<§ d'ot n=n, = |v,-1|<¢g,(v,) converge vers [.
n+1 k:na 2
k:n6—1
. f ’ ’ 1 Z [ <8
—ilexistenfeN : n=n] = u, — =
1 1 n+1 &% | k ‘ 2

© Hachette livre, 2012 21 Repéres ™, Livre du professeur



Fonctions :
limites, continuité,

calculs de dérivées
Trisonomeétrie

Programme officiel

Contenus Capacités attendues

Limites de fonctions

Limite finie ou infinie d'une fonction a
l'infini.

Limite infinie d’une fonction en un point.
Limite d'une somme, d'un produit, - Déterminer la limite d’'une somme, d'un produit, d’'un quotient ou d'une composée de deux

d'un quotient ou d'une composée de fonctions.
deux fonctions.

Limites et comparaison. - Déterminer des limites par minoration, majoration et encadrement.

Asymptote paralléle a l'un des axes « Interpréter graphiquement les limites obtenues.

de coordonnées.

Continuité sur une intervalle, - Exploiter le théoréme des valeurs intermédiaires dans le cas ol la fonction est strictement
théoréme des valeurs intermédiaires monotone, pour résoudre un probleme donné.

Calculs de dérivées : compléments « Calculer les dérivées des fonctions :

x> \Vulx);
x - (u(x))", n entier relatif non nul;
x et

¢
x - In(ux).

« Calculer la dérivée d'une fonction x — f(ax + b) ou f est une fonction dérivable, a et b deux
nombres réels.

Fonctions sinus et cosinus + Connaitre la dérivée des fonctions sinus et cosinus.

- Connaitre quelques propriétés de ces fonctions, notamment parité et périodicité.

- Connaitre les représentations graphiques de ces fonctions.

Découverte (p. 56-57)

1. Ou sont les limites ?
1. Limite d’une fonction en — et en +c

1.
x -10° -103 - 100 -10 x 10 100 103 10°
f(x) 1,999 99 1,999 1,99 1,9 () 2,1 2,01 2,001 2,00001
g(x) 9999999995 999995 9995 95 g(x) 95 9995 999995 9999999995
h({x) —2x10™ |-200000004| — 200004 - 204 %) 196 199996 | 199999996 | 2 x 10™
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2. Quand x est un réel de plus en plus grand, f(x) semble se
rapprocher de 2.

3. Quand x est un réel négatif de plus en plus grand en valeur
absolue, f(x) semble se rapprocher de 2.

4. Pour 10000 <x< 100000 et 1,5sy<25:

Yi=z+idH

WE1ZBETEEY VSZ0n0rrE L

La courbe semble droite.
Pour 1,999 9 <y < 2,000 1:

Yi=Z+1MH
-]

H=1NFET.EEY VS 00067 E -

En zoomant, on voit que la courbe n'est pas droite.
5. Avec - 10sx<10et-10<y<10:

Yi=z+idsH

La représentation graphique de f semble se rapprocher de la
droite d’équation y = 2 lorsque x est un réel de plus en plus grand
ou négatif de plus en plus grand en valeur absolue.

6. Quand x est un réel de plus en plus grand et quand x est un
réel négatif de plus en plus grand en valeur absolue, g (x) semble
de plus en plus grand.

Quand x est un réel de plus en plus grand, h (x) semble de plus
en plus grand.

Quand x est un réel négatif de plus en plus grand en valeur ab-
solue, h(x) est négatif et semble de plus en plus grand en valeur
absolue.

La courbe de g « monte » a droite et a gauche du graphique.
La courbe de h « monte » a droite du graphique et « descend »

a gauche.
?1::-:*2—5\ [ /
H=n %'/:-s

Courbe de g:

© Hachette livre, 2012
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Chap. 2 Fonctions : limites, continuité, calculs de dérivées - Trigonométrie

Courbe de h :

'|'1=1.-'5=-|'=H'“3-‘|[ /

H=n

=4

2. Limite infinie d’'une fonction en un point

On consideére la fonction f définie sur R\{3} par f(x) =§_ g .
1. Recopier et compléter le tableau suivant :

X 29 | 299 299929999 |3,0001| 3,001 | 3,01 | 31

fb) | —9 | —99 |-999|-9999 [100015| 1001 | 101 | 11

2. Quand x s'approche de 3 en étant plus grand que 3, f(x)
semble de plus en plus grand.

Quand x s’approche de 3 en étant plus petit que 3, f(x) semble
négatif et de plus en plus grand en valeur absolue.

3. Courbe représentative de f:

VISR -E0 0 =30 |

n=n

F=.BEEBEEGT

4. Quand x se rapproche de 3, cette courbe semble se rapprocher
de la droite d'équation x = 3.

2. Limite et opérations
1.

1

-4-32-1\011 23456789
g i

2. Graphiquement, lim f(x)=2et lim g({x)=-3.

3. a.

- N WK

b. Graphiquement, Xgrpoo h(x)=-1.

Repéres T s, Livre du professeur
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?

-6

Graphiquement, lim k(x)=-6.
b.
f
\1
R - 101 iS5 67839
h
g

T

Graphiquement, lim [(x) =~ -0,66.

+0oo

5. a.

b. Graphiquement,
Mm kb =
6. La limite d'une somme, d'un produit ou d’'un quotient de
fonctions dont on connait les limites réelles non nulles semble

&tre la somme, le produit ou le quotient des limites.
7. Cas des limites nulles :

a. f(X)=—et9() 1

1
P\

-2 -1 234567 8 910

XHTOO f(X) =~
3, lim [{x)~0,33.

1’XETooh(X):_4'

Cha P. 2 Fonctions:: limites, continuité, calculs de dérivées - Trigonométrie

Graphiquement, lim f(x)=0, lim g(x)=
im k(X)=0'XEToo[(X)=3'
1
b. flx) = —etg()
{
9
o1 2 345 6 7 8 910 11
Ak
2
Graphiquement, lim flx)=0, im gix)=
im k() =0, lim [(x)=+oco.
1
c. f()=—etg() =
X
9
3
> k

oo 1 2 3 4 5 6 7

Graphiquement, lim flx)=0, im gix)=
Mm, k6 =0, tim_ () =0.

8. On ne peut pas conclure sur la limite d'un quotient lorsque les
deux limites sont nulles.

3. Continuité... ou pas
1. a.

X -62| -5 |-08]379| 39 | 399 |399999| 4

E6) | -7 | -5 | -1 | 3 3 3 3 4

b. Lalimite a gauche en 4 de £ semble étre égale a3.Or £(4) = 4.
Donc cette limite n'est pas égale a £(4).

: -

3. La courbe est en plusieurs morceaux.

4. Dérivons
1. a. Lafonction f: x — Vx est dérivable sur ]0 ; +co[ et pour

]
tout x >0, f'(x) = .
2Vx

b. i) fix>V3x-5
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(o)

2003 x5

i) g:x>Vad—x?+ 5x— 1

i(J Lox? =32 #5u-1 )
dx

1202 —6x+5

-2-J4-x3 ~3x2+5-1

i) hixoVx®
)
X
2e Jxc?

c. On peut conjecturer que la fonction x — \/u(x) ol u est
une fonction a valeurs positives admet pour dérivée la fonction
u'(x)
g .
2V u(x)
2. a. La fonction x — x" ol n est un entier relatif non nul est
dérivable sur R si n > 0 et sur R* si n <O et sa fonction dérivée
est x - nx" 1.

Page 74
1.1 lim x* =

donc lim (f(x))=+oo.

+ooet lim (-5)=-5

+oo

+oo 'th;loo (3X )

2. a. Pour toutréel x #+ 0,

4 3 5\_ .4 4,3 4.5 _ 4 3 _
X (1 +;_)7>_X X1+ x XX xP—x +3x° = 5=f(x).
b. lim <§> =0 et lim (— i) =0. Donc d'aprés la pro-
X > =00 \X X — —co X4
priété sur les limites de sommes, lim <1 + §—£> =1. De
X > —oo X X4

plus, lim (x*)=+co.Donc lim (f(x))= +co.
2. On ne peut pas déterminer directement les limites deman-

dées.

Pourtoutréelx#O,f(x):—x5<1 é l4+és>,
Xt x

. 2 1 3\ _ _
o i (1= 5= G+ 5)=Tet Iy (-x)=—co.

donc lim (f(x))=-oc0
lim (-x°)=

X —> =0

+oo,donc_ lim_ (fx)) = +o0

© Hachette livre, 2012
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Cha P. 2 Fonctions : limites, continuité, calculs de dérivées - Trigonométrie

b. i) fixm (7x + 2)°

i((?-m 2)5)

35-(7-+2)4

i) g:x— (x*=5x> +x-6)°

i((x‘i —Say? +x—t5)3 )

dx

3{423-15x241)- [ t-5xB 4x-6)°

i) hixo (x®=5x+ 173

di((xz 5t 1)'3]

X

-3+(2:x-5)

(x2 —5x+1 )4

i) kixo (-4 + 7x+2)7"

i((xf’ — g +?-x+2)!4]
dx

-4-[:5-x4—8~x+?}
(£5-2x247x42)
c. On peut conjecturer que la fonction x ~ [u(x)]" ol u est une

fonction et n un entier relatif non nul a pour fonction dérivée
x> nxu () x[up)] .

Page 75
1. Pour tout réel x #+ 0,
1.5 3.5 3x-5
3 3x _ X _ X = F(x)
x 1+%+i4 Craard xXradea
X< X X X
1_3
2. Xﬂmoo 23X 4 =1 Etxﬂmoo (%):0
T+=+— X
X x*
donc lim (fx))=0.
Page 76

Limite de fen —oo :
Nim (V4x?—x + 3)=+c0 et
forme indéterminée.
Pour tout réel x <0,

60 = (Vaxe—x+3 + 2) X (Vax®—x + 3
- Vaxt—x+3 -

4x X+ 3-4° —x+3

\/4x -X+ 3 2x Vax®—x + 3

-X+ 3

Nim (2x) =—o0. D'ol une

fl) =

Reperes T s, Livre du professeur
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car pour x < 0, Vx® =|x|=—x
-1 +§
X

. 3\ _

Jm (1 2) ==
donc _lim_ ()
Limite de g en —co:

Pour tout réel x, — 1 < sin(x) < 1,donc 1<sin(x) + 2 < 3,d’ol

1
7

1< T <
3 sinx) +2

Pourx<3,3—X>O,donc3_X<,3;X<3—x
3 sin(x) + 2
Or lim (3_X>=+oo donc lim (g(x))=+oo
X > —c0 3 X —> —00
Page 77
f=u’olu:x~— 21 .
X" -4

Pour que f existe et soit dérivable, il faut que 9x* — 4 # 0.
K —4=0Sx=— 2

3 oux= % donc 'ensemble de définition et

de dérivabilité de fest D = R\{- Z, %}

La fonction u est dérivable sur D et pour tout x de D,
u’(x) 7218)( >

(9x“ - 4)

Pour tout x de D,

fo)=5xu(x) = (ul)®

—_ 18x » 1 4 _ 9
B <(9X2 - 4)2> <9x2 - 4) (9 — 4)5°
Page 79
1. lim (f(x) = lim (f() = +oo et
m(f6) = m_ (76) =3

2. L'axe des abscisses est asymptote verticale a 6.

La droite d'équation y=‘§1r est asymptote horizontale a € en
+oo eten —oo.
3. Pour tout x de R*, f(x)

de la droite d'équation y =

3_

4

4 1

4. Pour tout x de R*, f’(x) =53 donc pour tout x de R*,
X

iz > 0 donc 6 est au-dessus
4x

lw |

f'(x) <0, ainsi f est décroissante sur R* et pour tout x de R,
f'(x) > 0, ainsi f est croissante sur R".

y*075

15 -1
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Page 80
1. 1-x*20&-1<x <1,donc D;=[-1;1].

2. Les fonctions u:x—x—1 et v:x—V1-x* sont conti-
nues sur [— 1; 1]. Donc f est continue sur [ 1; 1].
Etude de la dérivabilité de f : Les fonctions u et v sont déri-
vables sur |- 1; 1[ et pour tout réel x de |- 1; 1[, u’"(x)=1 et
V() = —2— .
V1-x?
f=uxv,doncfestdérivablesur |- 1; 1[etf'=u"xv +uxv’.
D’ol pour tout réel x de |- 1; 1], 5
FO0=1x V1 =0 + (o= 1) x =X =1 X=2C
Vi-x2 V1-x2
En (= 1) : Pour tout réel h tel que (- 1 + h) €Dy,
fEV1+h)—f=1) 2+ h)V+2n-h° -0

h B h
(~2+h)Vh(2-h) (~2+h)V2-h

h Vh '
Donc lim (F2+hn)V2-h)=-2V2 et Jim. Vh =0",

d'ol hliLnO t_,(h)=-c0

t_,(h)

Ainsi f n’est pas dérivable en (- 1).
En 1:Pour tout réel h tel que (- T+ h) €Dy,

EAREL U

Donc hlimo t,(h)=0.
Ainsi f est dérivable en 1 et f’(1)=0.
Par conséquent, f est dérivable sur

2
B L

1+ x-2x°
J-1;1etf'(x)= 1,2 Si-1<x<.
0six=1
Page 81
1. On considére la fonction f définie sur R par

f(x) == 2x3 — 6x° + 18x + 59. On cherche a résoudre I'équa-
tion f(x) = 0. f est une fonction polynéme, donc f est continue
et dérivable sur R.

Etude des limites de fen +co et en —oco :

Pour tout x # 0, f(x) =— 2x3( 1 +§—%—§>.

lim <1 +§—2—5—9> —let lim (2 =-co
X > +00 X XZ 2X3 X > +00

donc lim_(f(x))=—oo.

lim <1+§—%—5—9>=1 et lm (- 2¢) = +co
) X x 2X3 5 —0c0

donc lim (f(x))=+oo

Etude du sens de variation de la fonction f:

Pour tout réel x,

fxX)=—6x"—12x+ 18==6(x* + 2x=3)==6(x = 1) (x + 3).
On obtient donc le tableau de variations suivant :

X |—oo -3 1 +00
R R
0 m\s TN
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Résolution de l'équation f(x)=0 :

« Sur lintervalle ]-oco; 1], la fonction f est strictement positive
puisqu’elle admet 5 comme minimum, qu’elle atteint en (- 3).
Par conséquent, l'équation f(x) = 0 n’a pas de solution dans l'in-
tervalle ]-oo; 1].

- La fonction f est continue et strictement croissante sur
[1; +oo[. Deplus, lim (f(x))=—oo et f(1)=69,donc,d"apres
le théoréme des valeurs intermédiaires, puisque O € |-o0 ; 69],
l'équation f(x) =0 admet une unique solution dans l'intervalle
[1; +oo].

2. Onobtient 3<a < 3,1.

Page 85 haut de page

1. D= R\{3}.

2. f=veu oluv est la fonction définie sur R par v (x) =x*etu
est la fonction définie sur D par ulx)= 2;j31.

3. lm ul)= lim ux)=2et lim2 v(x)=16

donc lim fl)= lim f(x)=16.
Donc la courbe représentant f dans un repére admet pour asymp-
tote horizontale la droite d'équation y = 16 en +co et en —co.

lim (2x + 1)=7 et lim (x-3)=0* donc lim (M) = 4o
X -3 X—3 x->3\ X—
x>3 x>3
lim (x —3)=0" donc lim (ﬁ) =-
Xx—3 x->3\Xx-3
x<3 x<3

Or lim v{x)= lim v(x)=-+oco.

Donc x“LnB flx)= Xli£n3 f(x) = +oo.
x<3 x>3
Par conséquent, la droite d’équation x = 3 est asymptote verti-
cale a la courbe de f.
4. fest dérivable sur D, et pour tout réel x de D,
fo)=4xu'l)x (uk)® ,
, _7 2% + \3 —28(2x + 1)

X)=4x X =

fe (x-3)? <X—3) (x-3)°

Exercices (p. 86)
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]
X —oo 3 3 +00
I
Signe de 2x + 1 - (i) + +
I
Signede x -3 - - 0 +
Signe de f'(x) - (;) + -
- 16 400 || +o0
Variations de f \ O/ \ 6
5. 100:
80
60
40
y =16 20
©
-100-80 -60 -40 -20 O 20 40 60 80

Page 85 bas de page

Notons g la fonction x — sin(x — 7). Alors g est dérivable sur R
et pour tout réel x, g’(x) = cos(x — 7).

Puisque g (1) = sin (7 — 7T) = sin(0) = 0, pour tout réel x non nul,

sinfx—m) _gl)-g(m)
X=T x-m
-g\n

Or, puisque g est dérivable en 7, lim <g(x))(fi()> =g’(m).

Donc i <Sin(x_n))— () = cos(0) = 1. P ‘quent
onc lim \—"—7—) =9 () =cos(0)= 1. Par conséquent,
o (sin(x - n)) B

im, () =1,

Ainsi f est continue en TT.

Les fonctions x~— sin(x —T) et x~—x sont continues sur
|-co; m[ et sur |7 ; +oo[, donc f l'est aussi. Par conséquent, f
est continue sur R.

1.2 30. Corrigés dans le manuel. 3. lim f(x) = —oc0
2
1. Limites J
X>—
3

2. lim_f(x)
3. lim, f()
4. lim, f()
32. Corrigé dans le manuel.

33.1. lim7f(x) = 400 et lim7f(x) =-00

X = X o=

31.1. lim_f(x) =—co.
oo,

+
0
1

est x =3.
7 7

x <= X> =
2 2

2. lim8 flx) = lim8 f(x) = +o0.
x<8 x>8

© Hachette livre, 2012

34. La courbe représentant f dans un re-
pére admet une asymptote horizontale
d'équation y = — 2 en +oco et une asymp-
tote horizontale d'équation y = 1 en —oo.
35. L'équation d’'une asymptote verticale =~ *<0 x>0
a la courbe représentant f dans un repére

36. La courbe représentant f dans un re-
pére admet une asymptote horizontale  x<3 x>3
d’équation y=5 en +oo et en —oo.
L'équation d'une asymptote verticale a

cette courbe est x = g.

37. 1. Il semble que lim f(x)~5 et
xlimw flx) = 2.

2. Il semble que lim f(x)=+oco et
im flx) =—oo.

38. 1. lim_fl)= lm f(x)=1

limO flx)= limO f(x) = +o0.

lim2 f(x) =—co et lim2 fx) = +oo.

x<2 x>2

lim3 flx)= lim3 f(x) =—c0.

2. La courbe 6 admet |'axe des abscisses

et les droites d'équations x =2 et x =3
comme asymptotes verticales et la droite

Reperes T s, Livre du professeur
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d’équation y = 1 comme asymptote ho-
rizontale en +co et en —co.
39. 1. lim_fl)= lm fx)=-2
2. lim f(x) =-oo et lim f(x) = +oo.

x—0 x-0

x<0 x>0
3. La courbe représentative de la fonc-
tion f admet l'axe des abscisses comme
asymptote verticale et la droite d'équa-
tion y =— 2 comme asymptote horizon-
tale en +oo et en —co.
40. lim, £ = lim_ ) =0

im f(x)= lim f(x)=+o0
x-=1 X—--=1
x<-1 x>-1
lim f(x) = +oo et limO f(x) = —oo.
X —

x—0
x<0 x>0

Xl|£n3 f(x) =—o0 et Xl|£n3 f(x) = +oo.
x<3 x>3
41. Corrigé dans le manuel.
42. 1. L'ensemble de définition de la
fonction fest [0; 2[U]2; 7].
2. lim f(x) =—o0 et lim, f(x) = +co.
x<2 x>2
3. L'équation de l'asymptote verticale a
la courbe représentative de la fonction f
est x=2.
43. 1. L'ensemble de définition de la
fonction fest R\ {- 3} .
2 xllnjaf(x) =Xlln33f(X) Tt
x<-3 x>=3
im f)=-1Tet lim flx)=1.

3. L'équation de l'asymptote verticale a
la courbe représentative de la fonction f
est x =—3.
La droite d'équation y =— 1 est asymp-
tote horizontale a la courbe représenta-
tive de la fonction f en —oco et la droite
d’équation y = 1 est asymptote horizon-
tale a la courbe représentative de la fonc-
tion fen +oo.
44. Corrigé dans le manuel.
45. 1. Pour tout x de D/,,

5  —2(k=3)-5 _2¢4+1_
x-3 x=3 x-3

. . 5
2. lim f)= liy_[-2-125)=-2
Méme résultat en —co.
Donc l'équation de 'asymptote horizon-
tale (d) a la courbe € en —co et en +oo
esty=-2.
3. Pour tout x de D;,

—2-

f(X)—(—2)=—2—%+2=_

x—-3
Si x<3, alors x-3<0,

f(x) = (=2)>0,dou f(x) > (- 2).

5
x-3
donc

= 6.

Ainsi € est au-dessus de (d) sur |-oo; 3.
Si x>3, alors x-3>0, donc
fx) = (= 2)<0,dou f(x) <(-2).

Ainsi € est au-dessous de (d) sur
]—a);3L

46. 1. Pour tout x de R*,

_X_2_g5_2
fo)="->=5-"2

2. lim flx)= lim_fk)=5.

3. Donc l'équation de l'asymptote hori-

zontale 3 6 en —co et en +oo est y = 5.

4. xhino f(x) = +o0 et xhino f(x)=—o0.
x<0 x>0

Donc la droite d’équation x = 0 (axe des

abscisses) est 'lasymptote verticale de 6.

47. 1. lim_f() = lm_ f(x)=2

Xlim1 f(x) = +o0 et lim1 fx) =—c0.

x;1 §z1

2. Ladroite d'équation y = 2 est asymp-

tote horizontale a ‘€ en —oco et en +oo.

La droite d'équation x =1 est 'asymp-

tote verticale de 6.

48. 1. Xﬂrpoof(x) =XH'I‘oof(X) =-3

lim_ f(x) = +oo et lim_ f(x) =—co.

x>=2

Xl|£nZ f(x) =—co et Xllr[12f(x) = +00.

X>2 x<-2

2. La droite d'équation y=-3 est

asymptote horizontale a3 € en —co et en

400,

Les droites d'équations x =—2 et x =2

sont asymptotes verticales de 6.

x<-2

3.
solve(f>-3.X)
[(x>(-2))and (x<2) ]
solve(f<-3.X)
[x<(-2), x>2 ]

Donc @ est au-dessus de la droite d'équa-
tion y = - 3 sur l'intervalle |- 2 ; 2[.

Et € est au-dessous de la droite
d’équation y=-3 sur J-o0;-2[;
J-oo; = 2[U]2; +oo].

2. Limites et opérations
49. 1. Xgrpoo(ZX-") =Xgrpoo(x3) =—o00

donc lim_(f(x)) = —oo.

2 lim, ()=, lim_(#)=, lim, () =+o0
donc lim_(f(x)) = +oo.
3. lm(-2c+ 1) =1

Xliino<§> = +00 donc xliino (f(x) = +o0
x>0 x>0
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lim <§> = —oco donc lim (f(x)) = —c0

X - 0\X

x<0 x<0

4. lim (Vx)=+oco et lim <l>:0
X —> 400 X = +00\X

donc lim _ (f(x)) = +oo.

50. 1. lim (x° + 4) = +o0
et lim X(:_Zi + 5) = +o0
donc lim_ (7)) = +oo.

2. lim (x°) = +co0

et XHTOO(J—( - 3) =-3

donc lim _ (f(x)) = —c0.

3. lim_ (- 5%) = —c0
Xgrpoo(\/; +2)=+o0

donc lim_(f(x)) =—-o0.

et

51. 1. XETOQ(SXB - 1) =+00

donc lim (f(x))=0.

2 x“ino (Vx)=0*

donc xliino (f(x)) = —c0.

3. lim (9% = lim_ (-6x)=+co
donc _lim (9% —6x + 1) = +oo
ot lm_(f() =0.

4. lim (x*=2x+ 1) = +o0

doi _lm_ (F69) =0.

52. 1. lim (-7 + 3x—4)=-4
et lim (x) = 0 donc lim (£(x)) = —co.

x+0
2. lim (x¥*-3)=22;
x—-=5

lim (x+5)=0"; lm_ (x+5=0"
X—--5 X—->-5

x<-5 x>-5
donc limsf(x) =—oco et
X =
x<-5
lim f(x) = +oo.
X—>-5
x>-5

53. Fonctionf:courbe3( lim2 f(x) =—o0
X

et lirr_12f(x)= +o0.) x<-2

x>=2

Fonction g : courbe 1
(lim gk)= lm_ g)=+co)
x<-2 x>-2
Fonction h : courbe 2
i, bt = Im, b))
x<-2 x>-2
54. Corrigé dans le manuel.
55. 1. Pour tout réel x,

— 8" 3,1 _ 1
flx) =—8x (1 ot ™ 8x5>
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X > +0o 8x 4X3 8X5

— 3,1 1) _
_XHTOO<1+8)<+4X3 8x5>_1

thpoo (_ 8X5) =+

lim <1+i+i 1)

et lim (- 8x°) = —co.

Donc lim f(x) = +oo et
i, fl) = oo

2. Deméme, lim g(x) =—o0
et lim g(x)=+oo

3. De méme, lim h(x) =—oo
et lim h(x)=+oo

X —> +00
56. Corrigé dans le manuel.

57. 1. Pour tout réel x,
_ 2X<1 _ i>

f6) = =
1 1
4x4<1+—+—>
x> ax*
1A
. 2x
3 1 1
X\1+=+—
X2 4x*
_1
ll 2X
X > +0o 1 1
T+=+—
X2 4x* :
1-—
:xgmoo 12X1 =1
T+ =+—
X2 axt
lim <—l>=o+ et lim <—l>=o—.
X - —00 X3 X > 400 X3

2. De  méme, X!rpoog(x)=—oo et
lim g(x) = +oo.

X —> +00

3. Deméme, lim_h(x)= lim_h(x)=5.

58. 1. Xﬁrpoof(x)=0" et
lim, fb) =0".
lim (x-2)=—§ et lim (3x-1)2=0"

X—>= X =

Donc lim1 fx) =—c0

X > =

2. lim gb)=,
limog(x) = +00.

lm, g6 =4

3. lim h(x)=-co et lim h(x)=+oo
lim5 h(x) = —co et lim5 h(x) = +co.
x<5 x>5

59. 1. On cherche pour quels x,
3x*+x+7=0.
A=-283.

A <0 donc, puisque le coefficient de
x% est positif, 3x* + x + 7= 0 pour tout
réel x.

Ainsi D = R.

2. a.

b. Ilsemble que lim _ f(x)=0,5.

c. Pour tout réel x >0,

X
fb) =

x2<3+1+12>
X

X\/3+1+l \/3+1+1

X x? X x2
: _V3
Donc lim _f(x) = 5

60. 1. On cherche pour quels x,

xX*=x-6=0.

A =25, donc ce trinbme a deux racines :

(- 2) et 3.

Donc D = |-oco; — 2]U[3; +oo.

2. Pour tout x de D,

(VX2 =x=6 -x)(Vx?—x—6 +X)
Vx2—x—6 +x

_ xP-x-6-x% _

\/xz—x—6 + X \/XZ—X—G + X

fl)=

6 6
“x(1+8 1498
e
1 6
(118 ) 1S
X X2 X X
. 1
Donc lim f(x)=- >

3. Limites et composées
de fonctions

671. 1. Pour tout réel x,
gofx)=g(4x® + 1) = (4 + 1)3.

2. linJ:100(4x2 +1)=+o0
et lim (X°)=+o0
X — +00

donc lim (g°f(x)) = +oo.
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im (4% + 1) = +o0
. 3y _
et lim (x°)=+oo
donc lim (g °f(x)) = +oo.

62. 1. f=heog ou g est définie sur R

par g(x) =5x* + 3 et h est définie sur

R\ {0} parh(x)=%.

2. lim (5%° + 3) = +o0
X > +00

. 1 .
et XHrpoo()—() =0donc lim (fx)) = 0.

. 2 _ . 1 _
im (5x° + 3) = +oo et XET()O(X) =0
donc lim _(f(x))=0.

63. 1. Pour tout réel x,
gofx) =g (5 —x* + 4) = (5 —x° + 4)°.
2. XETOO(SX3 —x% + 4) = +o0

et (x?) = +o0

A,
donc lim (g e f(x))=+oo.
Xﬂrpoo(Sx3 —x% 4+ 4)=-c0
et XH'T'OO(XZ) = 400

donc lim (g°f(x) = +oo.
64. 1. Pour tout x de R \{%}

fogl)=fl- 5+ 1) = —

-5+ 1
lim (= 5x+ 1) =0 et lim7(1> - oo
X - 0" \X

donc lim1 (f(x)) = —o0.

X o=

x>1
5

lim (-5x + 1) =0% et lim (1) = 400
x - 0"\X

donc lim (f(x)) = +oo.

X o=

x <=
5

2. Pour tout réel x,
X2=x=2=(x=1)(x+2).

Pour tout x de R\{-2;1},
1
Fogl)=fl—x-2)=—
X“—x-2

. 2 At . l _
Xl|£n1 (x“=x-2)=0" et len?)*<x) = +o00
x> 1

donc lim1 (f(x) = +oo.

x> 1
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lim (x°-x-2)=0"

X<

donc Xli_rn (f(x)) = —co.
x <1

3. Pour tout x de |3 ; +oof,
. _ 3 1
Foot=fvx-3) =

. o 1y _
Xllﬂﬂa( x—3)=0" et l|m+<>—+oo

et lim (l) =—00
x - 07\X

donc Xliﬁn3 (f(x)) = +oo.

4. Pour tout x de R\{-4},

o = 2 = 1
Foat=flec 9=l

lim (x+ 4)°=0% et lim l) = +00
X—->-4 x - 0"\X

donc Xlinj4 (f(x)) = +oo.

65. 1. 3x-2>0 pourx>§.

Pour tout X de [%, +oo[,
feg)=f(3x-2)=V3x-2.

im (3x - 2) = +o0

et XHI’POO(\/;) = +00

donc lim f(x) = +oo.

2. %+3>Opourx<—%oux>0.

Pour tout x de

—oo;%]U[O ; +oo[,

fog(x):f<%+3> :\/%+3

lim ()1(+3)=3 et XliLna(\/;)=\/§

X — +00
donc lim_flx)= V3.

3. Pour tout x de [2;+oo,

fogx)=f(x*—3x*—4)=Vx*-3x*— 4.

lim (x*-3x*~4) = +o0
X > +00
et Xgrpoo(\/;) = +00
donc lim f(x) = +o0.
66. 1. lim (4 - 5x-2)=-co
et lim (x%) = +o0
X —> —00
donc lim f(x) = +oo.
lim (4x3 - 5x - 2) = +o0
X > +00

et (x?) = +o0

lim
X —> +00
donc lim _ f(x) = +o0.
2. lim (-4x+ 1) =+o0

. 1 ;
et x!Too(}) =0donc lim (f(x)) =0.

m(-4x+ 1)=0" et lim(=)=-c0
Xl
x>l

4

donc lim (f(x)) = —oo.

x-1
4
x>1
! 1
im (- 4x + 1)=0" et lim (—) = +o0
xal X - 0"\ X,
4
x<l
4
donc lim (f(x)) = +oo.
X o=
x<l

4
im (- 4x + 1) = —co et lim (1) =0
X — 400 X = =0\ X

donc lim (fx)) =0.

3. Xgrpoo(x“ + 4x° + 3) = +o0
et Xﬂrpoo(\/;) = +o0

donc lim_f(x) = +oo.
lim (¢ + 4+ 3) = +oo
et XETOO(\/;) = +00

donc lim f(x) = +o0.

67. 1. lim (4x* + 12x + 9) = +oo

1 ,
et xﬂ“ﬂm(}> =0donc lim (f(x))=0.
lim _ (4x° + 12x + 9) = 0*

et lim (l) = 400
x - 0"\ X

donc lim3 (f(x)) = +oo .

X—>—-=
lim (4 + 12x + 9) = +oo

. 1 ;
et im, ;) =0 donc I, (fto) =0.

2. La courbe € admet |'axe des abscisses
pour asymptote horizontale en +oo eten
—co.

La courbe € admet la droite d’'équation

X=- g pour asymptote verticale.

3. Pour tout x de R\ {— %}
x) =——— donc f(x) > 0.

i) o+ 37 i)

Ainsi € est au-dessus de l'axe des abs-

cisses.

68. 1. x*—x—-6=(x+ 2)(x - 3).

Donc D,=R\{-2;3}.

2. f=ucevew ou u est la fonction in-

verse, v est définie sur R* par v (x) = x° et

w est définie sur D, par w(x) = x* = x - 6.
. 2_ _ — — . . 5 — —

3. xllina (x“—x—-6)=0"; Xl'_f%,(x )=0

x<3
et le, (;) = —oo donc xl'f]a fx) =—c0.
x<3
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lim (x*-x—-6)=0"; lim (x°)=0"% et
X—3 x—-0"
x>3

1

Xllﬁn’(ly (;) = 400 donc Xl[n3 f(x) = +oo.

x>3

4. Limites et comparaisons

69. lim (-1+3)= tm (1+3)=3,
donc lim f(x)=3.

70. lim <L> =+oo donc lim f(x) = +oo.
—4 X 4"

x—>4"\x

. 1
71. —

X“E (5 - 2x> o
2

donc lirr; flx)=—oc0.

72. 1. Il semble que:

Mm g6 =, tim h) =2.

2. D'aprés le théoréme de comparaison,
XET@f@):Z.

73. 1. a. b.

6| € €,
g
4
, 2

(Gf

4210 B 6 A 2,08 4 6 8 10 12 141618
4
6
8

c. Il semble que pour x < 3, (Gf est au-
dessus de 6, et au-dessous de 6 .. et pour
x> 3,6, est au-dessus de €, et au-des-
sous de 6,
d. Xﬁrpoog(x) = Xﬂn_'looh(x) =0, donc par
comparaison, lim f(x)=0.

Xﬂrpoog(x) = lim h (x) =0, donc par
comparaison, lim flx)=0.

2. a. Pourtout x >3, - 1< cos(x) <1,

donc -1<-cos(x) <1, d’ou
2<3-cos(x)<4, ainsi (puisque
~ 2 <3—cos(x)< 4
x—-3>0) -3 323 Sx_3
1 <?:—cos(x)< 5
doncx_g\ =3 Sx_3°
Pour tout x>3, —1<cos(x)<1,
donc -1<-cos(x) <1, d’ol
2<3-cos(x)<4, ainsi (puisque
~ 2 >?:—cos(x)> 4
X 3<0)X_3/ =3 “x_-3°
1 >3»—cos(x)> 5
doncx_a/ =3 “r_3
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b. lm g(x)= lim h(x)=0,donc
d’aprés le théoréme de comparaison,
XHqL)f@)==O.
Xgmoog(x):xgngwh(x):o,donc

d’aprés le théoréme de comparaison,
lim f(x)=0.
X —> +00

74. Pour tout x>0, — 1< cos(x) <1,

_ cos (x
donc71< ( )<

donc lim fix)=0.
75. Pour tout x>0, —1<sin(x) <1,
sin(x) + 5
donc 5<L<§.
X 1 X

i (3) =, im, (7) =0
donc lim _f(x)=0.

76. 1. Pour tout x #+ 2,

3cos(x)
flx) = 5t 1.
Pour tout x > 2, — 1< cos(x) < 1, donc
_3 <3cos(x)< 3
X-2 x-2 x-2

)= ()0

lim (—
X — +00 X —

donc lim f(x)=1.

2. La courbe ¢ admet la droite d'équation
y =1 pour asymptote horizontale en +co.
77. Pour tout x>0, —1<sin(x)<1,

2sin(x) 2
X

donc =2 - 4< —4<2_4
X X

lim (i—4> = lim (3—4) =4
X +o0o\ X X - +0o \ X
donc lim flx)=1.
2. La courbe ‘€ admet la droite d'équa-
tion y = — 4 pour asymptote horizontale
en +oo.
78. 1. Pourtoutréelx,— 1< cos(x) < 1.
Donc — 5 < cos(x) - 4 < - 3.
2. Pour tout réel x,
-5<cos(x) —4<-3,donc

L B

3 cos(x)-4 5

d'ou:

Six>§,—3x_5€ 3x -5 g_3x—5’
3 3 cos(x) — 4 5

c'est-a-dire

_og =5 o Xy
3 cos(x) -4 5

Or lim <—x—§): lim <—3—5X—1>=_oo,

X +00 X — 400

donc lim_flx)=-oo.

79. 1. Pourtoutréelx, — 1< cos(x) < 1
et —1<sin(x)<1.
Donc — 1< cos(x) x sin(x) < 1.

D'ou — )% < cos(x) x sin(x) < 12

or i (-2) =i, (2)

Donc lim flx)=0.

De méme, lim (—%) = lim <l> =0.
X —» —00 X

Donc lim f(x)=0.

2. La courbe ‘6 admet |'axe des abscisses
comme asymptote horizontale en +oo et
en —co.

5. Continuité

80. Les courbes a. et b. semblent repré-
senter des fonctions continues sur tout
intervalle de leurs ensembles de définition.
81. 1. Xliinz fx)=0et f(2) =-1doncf

n’est pas continue en 2.
2. lirrgy f(x) =+c0 et f(0)=3 donc f

n'est pas continue en 0.
. _ 2\ _
3. leEf(X) =0 et f<3) =0, de plus

X

3
X > V= 3x + 2 est continue sur ]—oo ; g[

et x » 3x — 2 est continue sur [% +oo[

donc f est continue sur R.

4, Xliinzf(x)=4><2 +1=9et

f2) =(2x2+1)°=09deplus

X 4x + 1 et x - (- 2x + 1)? sont
continues sur R donc f est continue sur R.
82. Corrigé dans le manuel.

83. 1. x— (x—4)° est  continue
sur R. Donc on cherche k tel que
lim (x— 4)% = k.Ainsi k=1.

2. XX =2x*+3 est continue
sur R. Donc on cherche k tel que
lim (x> — 2x* + 3) = k.Ainsi k= 2.

X >

84. fest la restriction d'une fonction po-
lynéme, donc dérivable sur [0 ; 4].
Pour tout réel x de
f/(x)=-6(-2x + 5)°%.

Donc pour tout réelxde [0 ; 4], f'(x) <O.
Ainsi f est strictement décroissante sur
[0; 4]. De plus, f est continue sur [0 ; 4].
£(0) = 125 et f(4) = - 27.

40 € [- 27 ; 125]

Donc, d'apres le théoréme des valeurs inter-
médiaires, I'équation f(x)=40 admet une
solution unique dans l'intervalle [0 ; 4].

[0; 4],
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85. 1. x>—-5x+2 et x—-4x-25
sont continues sur R.

lim3 (-5x+2)=-13

X -

et lim3 (4x — 25) =—13.Donc k = - 13.
X —

2. x> (2x+ 1) et x-5x+4 sont
continues sur R.

lim (2 + 1)3=-1

X —

et lim1 (5x + 4)=-1.

X > —
lim5 (5x + 4) = 29.Donc k = 29.
X >

3. x> x>—2x°+ 7 et x— 3x + 3 sont
continues sur R.
lim (>-2x2+7)=-9

X—>-2

et Xllmz (3x +3)=-3.

Donc f n'est pas continue en (- 2), ainsi k
n'existe pas.

86. Notons f la fonction

X =2 + 3x — 4.

f est une fonction polynéme, donc déri-
vable sur R.

Pour tout réel x,

f(x)=—6x° + 3:—6()(2—%)

D'ou :

x oo _Ye

Signe def’ - (#

Variations

3\,

2
fle2)=6et Oe]ﬂ; 6[.
Donc, d’aprés le théoreme des valeurs in-
termédiaires, l'équation f(x) =0 admet
au moins une solution dans [- 2 ; 5].

87. 1. Sur [-5; 3], f admet 4 comme
maximum.

Donc l'équation f(x) = 8 n'admet pas de
solution dans [- 5 ; 3].

0<]fB3); f(7)] et f est continue et
strictement croissante sur [3; 7], donc,
d’aprés le théoréme des valeurs intermé-
diaires, l'équation f(x) =8 admet une
unique solution dans [3; 7].

Ainsi 'équation f(x) =8 admet une
unique solution dans [- 5; 7].

2. Sur[-5; 2], fadmet 1 comme mini-
mum et 4 comme maximum.

Donc l'équation f(x) = 0 n’admet pas de
solution dans [- 5 ; 2].
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0<[f(3); f(2)] et f est continue et stric-
tement décroissante sur [2; 3], donc,
d'apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, l'équation f(x)=0 admet une
unique solution dans [2 ; 3].

0<[f(3); f(7)] et f est continue et
strictement croissante sur [3; 7], donc,
d'apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, l'équation f(x)=0 admet une
unique solution dans [3; 7].

Ainsi 'équation f(x) = 0 admet deux so-
lutions dans [- 5 ; 7].

3. De méme, l'équation f(x)=-3 ad-
met une unique solution dans [- 5 ; 7].
4. 'équation f(x) =2 admet trois solu-
tions dans [- 5; 7].

5. L'équation f(x) = — 4 n’admet aucune
solution dans [~ 5 ; 7].

88. Corrigé dans le manuel.

89. Si k<0, alors l'équation f(x) =k
admet une unique solution dans R \ {2}.
Si k=0, alors l'équation f(x) = k admet
trois solutions dans R \ {2}.

Si 0<k<3, alors l'équation f(x) =k
admet quatre solutions dans R \ {2}.

Si k =3, alors l'équation f(x) = k admet
trois solutions dans R \ {2}.

Si 3<k<6, alors l'équation f(x) =k
admet deux solutions dans R \ {2}.

Si k> 6, alors l'équation f(x) = k admet
une unique solution dans R\ {2}.

90. fest la restriction d'une fonction po-
lynéme, donc dérivable sur [- 3 ; 4].
Pour tout réel x de [-3;4]
f(x)=3x°—4x + 5.

A=-44; A<O0, donc pour tout réel x
de[-3; 4] f'(x)>o0.

f(-3)=—64 et f(4) = 48.

X -3 4
Signede f’ +
48
Variations
def
- 64

2. 2€[f(=3);f(4)] et f est continue et
strictement croissante sur [— 3 ; 4], donc,
d'apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, l'équation f(x) =2 admet une
unique solution dans [- 3 ; 4].

91. fest la restriction d'une fonction po-
lyndme, donc dérivable sur [- 2 ; 2].
Pour tout réel x de [-2;2]
f/)=—9x%+2x—1.

A=-32; A<O0, donc pour tout réel x
de[-2;2], f(x)<oO.
f(=2)=34et f(2) =-18.

X -2 2

Signede f’ -

Variations \
de
y - 18

2. 5€[f(2);f(=2)] et f est continue
et strictement décroissante sur [- 2 ; 2],
donc, d'apres le théoréeme des valeurs in-
termédiaires, l'équation f(x)=5 admet
une unique solution o dans[- 2 ; 2].

3. [resoudre(-3X"3+x"2-x+4=5 X)

[-0.46030642457 ]

On trouve o =~ - 0,47.
92. fest la restriction d’une fonction po-
lynéme, donc dérivable sur [- 1; 3].
Pour tout réel x de [- 1; 3],
£ () = 2x* = 16x = 2x(x° - 8)

=2x(x = 2)(x* + 2x + 4).
flo ) == 1145 f(0)==3;
f2) =- 22,2 et f(3) = 22,2.
3.

X -1 0 2 3

Signe
def * (% - % +
. -3 22,2
Variations / \ /
def | 114 ~22.2

2. 2<[f(2);f(3)] et f est continue et
strictement croissante sur [2; 3], donc,
d’apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, l'équation f(x) =2 admet une
unique solution ¢ dans [2; 3].

3 _& Y
Tl 1.967Y
c.rBG ol |y [
<. B <1189z
¢.7HH .18
c.rg8 c.erib
| c.X4H1
c.ral e o

On trouve o = 2,79.
93. Notons f la fonction définie sur
[— % ; 0] par f(x) = cos(2x) + x.
Alors pour tout réel x de [— % ; O],
f/(x)=-2sin(2x) + 1.
T,
Pour tout x de [— S 0],
- 1<sin(2x) <0,

© Hachette livre, 2012 32 Repéres ™, Livre du professeur

| Chap. 2 Fonctions : limites, continuité, calculs de dérivées - Trigonométrie

donc 0 < - 2sin(2x) < 2,

d'oll 1<-2sin(2x) + 1< 3,

ainsi f’(x) > 0.

Donc f est strictcement croissante sur
[—%;O]. De plus, f est continue sur

T

[— E ) 0].
f(—%) =1 —% et f(0)=1.

T
~1el-1-251].
Ainsi,d'aprés le théoreme desvaleursinter-
médiaires, l'équation cos(2x) + x =—1
admet u&le unique solution dans l'inter-
valle [— > 0].
94. Notons f la fonction définie sur
[- 7 ; 7] par f(x) = 3sin(x) — 5x.
Alors pour tout réel x de [-7; ],
f’(x) =3cos(x) — 5.
Pour tout x de [- T ; 7],
-1<cos(x) <1,
donc —3<3cos(x) < 3,
d'oll —8<3cos(x) -5<-2,
ainsi f’(x) <O0.
Donc f est strictement décroissante sur
[-7; ). De plus, f est continue sur
[-7; 7.
fm)=5m et
4e[-5m; 57].
Ainsi, d'aprés le théoréme des valeurs in-

f(m) = - 5m.

termédiaires, 'équation 3sin(x) - 5=4
admet une unique solution dans linter-
valle [- T ; T].

95. 1. Notons f la fonction définie sur R
par f(x) = cos(4x + 2) — 8x.

Alors pour tout réel x de R,
f'(x)=—4sin(4x + 2) - 8.

Pour tout x de R,

- 1<sin(4x + 2) <1,

donc — 4 <-4sin(4x + 2) < 4,

d'oll — 12 < -4sin(4x + 2) - 8 < - 4,
ainsi f’(x) <O0.

Donc f est strictement décroissante sur R.
De plus, f est continue sur R.

Pour tout réel x, f(x) > —8x -1,

or lim (-8x—1)=+oo
donc lim f(x) = +o0
et pour tout réel x, f(x) <-8x + 1,
or lim (-8 + 1)=-o0
X > +oo
donc lim f(x) =—oo0.
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Ainsi, d'apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, 'équation

cos(4x + 2) —8x=—1 admet une uni-
que solution dans R.

2. 0,05 <a<0,06.

6. Dérivées
96. x — V 5x — 3 a pour dérivée
X2

2V5x -3
x — V3 —5x apour dérivée
o> =2

2V-5x + 3

X a pour dérivée

1
o

5x -3
5
(5x — 3)°
x - (5x — 3)* a pour dérivée
x - 20(5x — 3)3.
X 2V 5x — 3 apour dérivée
5

VEx -3

97. x— Vx* + 6x -2 apour dérivée
2 +3

Vi + 6x -2

x - (2x> + 3)% a pour dérivée

x> 12¢% (23 + 3) .

x>V +3a pour dérivée
3x°

Vi +3

X (x* + 6x — 2) a pour dérivée

X 243 + 6)(x* + 6x - 2) .

X —

X —

X —

X —

98. 1. D=E;+oo[
, 3
et flixo>——.
2V3x -7
2. Pour tout réel x,

2
4x2+4x+1:4<x+%>
donc D =[R\{— %}

4 + 2
Vax? + 4x + 1
3. Pour tout réel x,
2x2—3x—2=2(x—2)(x+1)

etg':ix—

2
donCDZ]—oo;—%[U]Z;+oo[

4x - 3

V2P —3x-2

eth’:x—

99. 1. D=R
et f7:x - 30x°(5x% - 4).
2.D=R
et g’:x— 6(20x3 —3)(5x* - 3x + 2)°.
3. D=R\{-6}
et h'ixo——3
(x +6)*
100. 1. D=R
et f'ix——35(7x+3)*
2.D=R
et g’:xw——5sin(5x + 3).
3. D=R* 4
et h’':ix——6cos(=3x+2)+—.
X
4. D=]7; +oo|
, - 20 1
et k':xm— + .
5x+2)?% 2vVx-7
2.y
5 D= Z,S[U]3,+oo[
et [":xo _152+ ! .
(3x - 1) 2+ 5

101. Corrigé dans le manuel.

102. 1. On cherche I'ensemble des x tels
que — 3x° + 11x + 4= 0.

A =169. Ce trinbme a pour racines 4
1
et — 3

X —00

signe de
-3+ 11x+ 4

Donc D}r =

1.
5'4]

2. Pour tout x de

1.
3!4|:!
—-6x + 11

2V=3C + 11x + 4

fe) =

. -2 1
3 6

Sigr}g de + + _

13V3

Variations 6
= \
0 0

103. 1. cos(3x+£> =0¢e 3X+E=E[TE]
2 2 2
T
@x:o[g}.

Donc D = R\{k?n} avec k entier relatif.
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2. Pour tout x de D,

f'(x) _ -3 (sin 3x + %) _ 3cos (3X)
cos® (sin 3x + %) sin2(3x)

car pour tout réel x,

cos (X + %) =—sin(x)

et sin (x + %) = cos(x).

104. 1. fest dérivable sur ]— T. E[.
T T 2'2
Pourtoutxdfe —5,5[,
) = —=sinx_
24/ cos (x)
2.
N 0 n
X 2 p)
Signe de | _
1z F
]

Variations / \
def 0 0

105. Pour tout réel x,
£/(x) = 5cos (x)sin*(x).

n
X 0 2 T
Signe de |
’ + -
! !
]

Variations / \
def 0 0

De plus, f est impaire et périodique de
période 27t.

7. Fonctions trigonométriques
106. 1. Pour tout réel x,
flx) =3cos(-x) - (-x)°

=3cos(-x) - x* =f(x),
donc f est paire.
2. Pour tout réel x,
f(=x)=="5xsin(-x) -1

=—5xx (=sin(x)) -1

= 5xsin(x) — 1= f(x),
donc f est paire.
3. Pour tout réel x,
f(=x) =sin(-3x) — 2x

=sin(3x) — 2x

=—(sin(3x) + 2x) = - f(x),
donc f est impaire.

2 V2

R
donc f n’est ni paire ni impaire.
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107. 1. Pour tout réel x,

f(x + %) =cos(4x + 2m) - 5
= cos(4x) = 5 =f(x)

donc f est périodique de période T

2
2. Pour tout réel x,

flx + 27) = - 3sin(x + 27) + 5cos?(x + 27)
= - 3sin(x) + 5cos®(x) = f(x)
donc f est périodique de période 2.

108. 1. Pour tout réel x,
fl=x) =[sin(=x)[=]|-sin(x)|
=|sin(x)| = flx)

donc f est paire.

2. Pour tout réel x,

flx + T) =|sin(x + T)|=]|-sin(x)|
=|sin(x)|=flx)

donc f est périodique de période Tt.

3.

-T -Tt/2 10 /2 b

109. 1. Pour tout réel x,
f(=x)=|cos(~x)| + cos(~x)

=]|cos(x)| + cos(x) = f(x)
donc f est paire.

2. Pour tout réel x,Pour tout réel x,
fx + 21) =| cos(x + 27)| + cos(x + 27)

=|cos(x)| + cos(x) = f(x)
donc f est périodique de période 2T.

(G .I

3n/2 m -n/2 0 w2 m 3mn/2 2n

110. 1. Pour tout réel x,
f(=x) = cos(— 2x) — 2 cos (- x)

= cos(2x) — 2cos (x) = f(x),
donc f est paire.
2. Pour tout réel x,
fx + 27) = cos(2x + 47) — 2 cos(x + 27)

= cos(2x) — 2cos(x) = f(x)

donc f est périodique de période 2.
3. fest paire, donc 'étude de fsur [O; T]
permet, par symétrie, de connaitre aussi
f sur [-7; 0], donc sur [-7; 7] qui
est un intervalle d’amplitude 27, donc
puisque f est périodique de période 2T,
on connait alors f sur R.

4. fest dérivable sur R et pour tout réel x,
f'(x) =— 2sin(2x) + 2sin(x)
=—2sin(x)(2cos(x) — 1).

X 0

o—w |
N

cos(x) +

o
+
+
o

sin (x)
Signe de |

f/
Variations

.,

111. 1. Pour tout réel x,
f(=x) =cos(-3x) + 1
=cos(3x) + 1=f(x)
donc f est paire.
2. Pour tout réel x,
f(x + %T) = cos(3x + 27) + 1
=cos(3x) + 1=f(x),
donc f est périodique de période 2?71 .
3. fest dérivable sur R et pour tout réel x,
f’(x) = - 3sin(3x).

X 0

o |wla

Signede f |0 -

2\0

Variations de f

0 T

x |-m -3 -

2n _m
3 3

wla
N

Variations

B 7 N0 T o7 o

112. 1. Soit f la fonction définie sur R*
par f(x) =x — sin (x).

Alors f est dérivable sur R* et pour tout
réel x de R, f’(x) = 1 — cos(x).

Donc, pour tout réel x de R*, f*(x) = 0.
Ainsi f est croissante sur R. Or f(0) = 0.
Donc pour tout réel x de R, f(x) = 0.
Ainsi pour tout réelx de R, x — sin (x) = 0,
c'est-a-dire sin(x) < x.
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2. Soit g la fonctionzdéfinie sur R* par

g(x)=cos(x)— 1+ XE .

Alors g est dérivable sur R* et pour tout

réel x de R*, g’(x) = — sin(x) + x.

Ainsi, d'apres 1., pour tout réel x de R,

g’(x) = 0.Donc g est croissante sur R*.Or

g(0) =0, donc pour tout réel x de R*,

g(x) = 0, c'est-a-dire pour tout réel x de

R*, 1 —X? < cos(x).

D'autre part, pour tout réel x de R,

cos(x) < 1.

3. Soit h la fonction3 définie sur R* par

h(x) =sin(x) —x + Xg

Alors h est dérivable sur R" et pour tout
2

réel x de R*, h’(x) = cos(x) — 1 + XE :

Ainsi, d’aprés 2., pour tout réel x de R,

h’(x) = 0. Donc h est croissante sur R*.

Or h(0) = 0, donc pour tout réel x de R*,

h(x) = 0, c'est-a-dire pour tout réel x de

R* x — Xg <ssin(x).

D’autre part, d'aprés 1., pour tout réel x

de R*, sin(x) < x.

113. Partie A
1.
|
I((of 3 ||
' |
'| 25 |
\ 2 [
’\ l}
II‘\“ 1 , 5 ““‘}I
\\ ,l
\_ /
G ‘,,//
S
-Tt/2 0 /2
i _1
2. Ilsemble que Xll_rpo flx) = 5
Partie B
1. XlID’]O (sin(x)) =0 et xhino (sin(2x)) =0

2. On ne peut pas conclure car on obtient
une forme indéterminée.

3. Pour tout réel x,
sin (2x) = 2ssin (x) cos (x).

sin (x) >

ol <sin(x)>_, <
el sin (2x) =< 2sin (x) cos (x

. 1 1
= l = —.
X0 (2 cos (x)> 2
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114. 1. h=sin(x).

2. Pour tout x de [O ; %]

-ﬂM=MB+§QXh

or DC=AB + 2cos(x) =1 + 2cos(x).

Donc pour tout x de [O ; %]

s() = (2 + 2cos(2x)) x sin (x)

= (1 + cos(x)) x sin(x).

3. [i[zssume (x>=0)and(x<=pi/2).f:=
(xand ((Tz_T)zx)‘ (cos(x)# 1)wsin(x) )

(cos(x)+1)*sin(x)

2]a:=simplify(derive(r))

2
2+ cos(x) “+cos(x)-1

5]

[(sz)and (x<(%)) ]

3jresoudre(g=0)

w|d

4|resoudre(g=0)

5|resoudre(g<0)

[(x>(%))and (X<m), x> ]

d. T s
X 0 3 2
Signe |
de s’ " ? -
3V3
Variations 4
de sd / \
0 1

b. L'aire du trapéze semble maximale pour
F14

X = § .

4. a.Pour tout x de [O

A (x) == sin(x) X sin(x) + (1 + cos(x)) X cos(x)
=—sin?(x) + cos?(x) + cos(x)

o ’(x) = - sin? (x) — cos? (x) + 2cos?(x) + cos(x)
=— 1+ 2cos?(x) + cos(x)

b. Pour tout réel X,

2 —o(x_1
2X +X—1—2(X 2)(X+1)

.E]
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T T
X 0 § E
Signe (l) B
de oA’ * |
3V3
Variations 4
de o / \
0 1

X —00 -1

Signe de |

—CO
—O— N |—=

2X%+ X -1

b. On pose X = cos(x).

Pourxe[O;

T — n
E]' cos(x) = 3

T y=
2
et cos(x)>%(:>0< <T

cos(x)=—1 n'a pas de solution dans

[0;%].

d. L'aire du trapéze semble maximale pour

T
X==.

3
115. 1. et 2
’ C
4
2 h
A1/ \\a
(éf
0 1 5
-1
-2

3. Pour tout réel x,
f1(x + 27) = sin(x + 27)
= sin() = f, ()
g4 (x + 2m) = sin(x + 27) + sin(2x + 47)
=sin(x) + sin(2x) = g, (x)
h,(x + 2m)
=sin(x + 27) + sin(2x + 47) + sin(3x + 6T)
= sin(x) + sin(2x) + sin(3x) = h, (x)
Donc ces fonctions sont périodiques de
période 2T.

8. Problémes
116. Pour tout x de R\{g},

T
ﬂﬁ—g;;az
1. lim fl) = lim flx)=

et lim4 f(x) = +oo.

X =

3

2. 6 admet l'axe des abscisses comme
asymptote horizontale en +oco eten —co.

¢ admet la droite d'équation x:é1
comme asymptote verticale.

3. Pour tout x de R\ g , f(x) >0, donc
6 est au-dessus de |'axe des abscisses.
4. Pour tout x de R\{g},
, -6
X)=———.
f'x) EE
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X —00 g +0oo
Signe de f~ + -
+00 [[ +oo
Variation
def O/ \O
5.
6 |
5
4
3 ‘
|
2
1
6f »
3 -2 -1 |01 2,3 4 5 6
-1 ng
117. 1. XEToof(X)=4 donc a=4.
Pour tout x de R\{3},
, alx—3)—(ax + b)
flx) = >
(x-3)
_—3a-3b_=-12-b
(x-3)*  (-3)°
, 1 -12-b 1
N=== _ 2
© b=-10
2. lim_ f(x):xlimoo f(x)
lim3f(x)=+oo et l|m3f(x)
x>3 x<3

3. fest dérivable sur R\{3} et pour tout

’ -2
x de R\{3}, f'(x) = .
@ r0= =5

X —0o0 3 +co

Signe de f~ - -
4 +oo

Variation

def \_Oo \4

118. On considére la fonction

-2
X ——————
f (x* + 3x - 10)3

On note 6 sa courbe représentative dans
un repére.
-2
1T fixo ———F—
(6= 2)fx + 5)°

Donc l'ensemble de définition de la fonc-
tion fest R\{-5; 2}.
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2. f=uovow avec u définie sur
R\{-5;2} par u(x)=x"+3x—-10;
v définie sur R par v (x) = x° et w définie
sur R* par w(x) = -2
3. lim (uf))=+o0; lim (v(x))=+oo;
donc XETOO(V ou(x))=+co.
lim_(w()=0, dou_lim (7()=0.
On obtient de méme XErpm(f(x))zo.

lim, (w6) =07 Im (v(d) = 0°

x<5 x>0
donc lim_(vou(x)=0".
X > —
x<5

xliino (w(x)) = —oo0,

x>0

dot lim_(f(x)) =—-oo.
<s

De méme, lim_(f(x)) = +oo ;

xX—>-5

x>=5
lim (£60) = +00 ; lim, () = oo
x<2 x>2
4. Equations des asymptotes a la courbe
%:x=2;x=-5;y=0 (axe des abs-
cisses) en +oo et en —oco
5 fx) >0 x-2)(x+5)>0

S xE]-o0;-=5[U]2; +oo].
Donc € est au-dessus de l'axe des abs-
cisses sur l'intervalle ]—oo ; — 5[ et sur l'in-
tervalle |2 ; +oo[ et 6 est au-dessous de
l'axe des abscisses sur l'intervalle |- 5 ; 2[.

6. fest dérivable sur R\{- 5 ; 2} et pour
tout x de R\{-5; 2},
6(2x + 3)

o) =———.
f) (x® + 3x — 10)*
X |-co -5 _3 2 +00
2
W | - - [ -
0 +00 +00 +00
) \_m \f<_§)/ _OO/
2
ce(23) 2128
Remarq”e'f( 2)_117649'
7.
4 X=2
x=-5 3
2
|
6
-7 -6 ‘\5-4 -3 —2—1_101 345 6
-2
-3
-4

119. Premiére partie

1. x> x(4—x) est dérivable sur ]0; 4]
comme produit de fonctions dérivables.
Pour tout x de |0 ; 4[, x(4 — x) > 0. Donc
x = \/x(4 - x) est dérivable sur |0 ; 4[.
f=vVuxv ou u et v sont définies et
dérivables sur ]0; 4[ et pour tout x de

10;4[, u)=x;vix) =4 -x; u’'(x) =1
etv/(x)=-1.
f,:u’v+uv’
2Vuxv
Donc pour tout x de |0 ; 4],
() = 4-x-x __4-2
2\x(4-x)  2\x(4-x)
2—X

Vx(d-x)
2. Dérivabilité de fen O:
Pour tout xde ]0; 4],

IRE

lim (‘—1’—1) =+o00 et lim VX = +o0
x—0 \X X - 400

donc lim \/5—1 =+oco donc f n'est
x—-0 X

pas dérivable en 0.
Dérivabilité de fen 4:
Pour tout h de 0 ; 4[,

f4)~fla—h) _~\h(a—h)

):_

A, (_
4)—f(4-nh
donc lim }M =—00
h=0 h
Donc f n'est pas dérivable en 4.

3.

Sl N
|
—

—_

X 0 2 4

Signede f’|0

4
Vaﬂgtfion 0/2 \0

4. f'(2) =0 et f(2) =2 donc l'équation
de la tangente au point d'abscisse 2 est

ZSBN

) -1 0 2 3 4

Y
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Deuxiéme partie

1. g est dérivable sur |0 ; 4] comme pro-
duit de fonctions dérivables.
g=uxfolu et fsont définies et déri-
vables sur |0 ; 4] et pour tout x de |0 ; 4],
ulx)=x et u’(x)=1.
g'=u'xf+uxf’,

Donc pour tout x de |0 ; 4],

") =vx(4-x xxﬂ
g'x)=vVx(4-x + m
m

x(4—-x) + ZX\Z’&@“ % 2X2
i 2XB-%)
g'l) = m
2. a.Dérivabilité degenO:
Pour toutxde 10; 4],

- \Vx(4-
gl o O O _xVxt=X _ ra—y.
Xlimo \/x(4—x) =0 donc g est dérivable
enOet g’(0) = 2.

g’'x) =

b. Dérivabilité de g en 4 :

Pour tout h de 0 ; 4[,
9g(4)-g(4-h) (4-hVh{4-h)
h h

(4-h)V(4-h)
h .
hliino (4-hmvV4a-h)=8

. 1\ _
et hhino (_ \/%) -
g(4)-gla-h) __
h
Donc g n'est pas dérivable en 4.

3.

donc lim
h—0

X 0 3 4
Signede g’ |0 + 0 -
Variation 3V3
de g o / \ o

4. g est continue sur [0 ; 3] comme pro-
duit de fonctions continues.
2<(g(0):903)]

donc l'équation ¢g(x) =2 admet une
unique solution dans l'intervalle [0 ; 3].
Elle est comprise entre 0,66 et 0,67.

5. g'(2)=\/%:2 et g(2)=4
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La tangente a (69 au point d'abscisse 2
a pour équation y=g'(2)(x - 2) + g(2)
d'ou y = 2x.

y=2X

Troisiéme partie
1. Pour tout x de ]0; 4],

I

donc llmO k(x) = +oo.

2. k :}—( ou u et f sont définies et déri-
vables sur |0 ; 4] et pour tout xde |0 ; 4],
ulx)=xetu’(x)=1.

L
UZ
Donc pour tout x de |0 ; 4|,
2-—X
————XxXx—-\xx-4
ST
K'(x) = >
X
-2

:X\/X(X— 4)

3. Pour tout hde |0; 4[,

k(4)—k(4—h) ~h(4-h)
h ~ h(4-h)
__ 1
h(4-h)
 k(4)-k(4-h)
donc lim ———— =-o0.
h—-0 h
Donc k n'est pas dérivable en 4.
4.
X 0 4
Signe de g’ -
Variation | *°
deg \0
, -2 1
5 k') =———=—=—-- et k(2) =
(2) a2 (2)

La tangente a 6, au point d’abscisse 2
a pour équation y =k"(2)(x — 2) + k(2)
d’ouyz—%x+ 2.

6.

o
w4

0 1

f
0,51 /

B -T2 0

/2 T
By 7

A
_215,
2
25
-3

2. Il semble que l'équation f(x) =k n'ad-
met aucune solution si k<-3 et si
k> 1,5 et que 'équation f(x) = k admet :
* une seule solution si k=—3

* deux solutions si k = |- 3; 1 U {1,5}

* quatre solutions si k =[1; 1,5]

Démonstration

1. f est dérivable sur l'intervalle [- 7 ; TT]

et pour tout x de [—- T ; 7],

f'(x) == 2sin(2x) — 2 cos (x).

2. Pourtoutxde [- T ; 7|,

f'(x) == 2sin(2x) — 2 cos (x)
=— 4sin(x) cos (x) — 2 cos(x)
=—2cos(x)(2sin(x) + 1).

D I B
Signe de . . ‘L _ _ A N
— 2cos(x)

Si)g(n_e3de + _ _ + +
Signe de

7 ES (N N S
Variati 3 3
W N N

3. Les conjectures sont vérifiées.
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121. 1. Pour tout x de
]_E.E _ ]_E.E
22U

m.T

Pour tout x de ]_E' 2[,

sin (= x)
flex)= --
cos (- x)
Donc f est impaire.

2. limn sin(x)=1 et limn cos(x) =07,

2 2
)<<E

. 2

donc lim cos(x) = +oo.

X o=

2

x<£
2

3. La courbe représentative de f admet
comme asymptote verticale la droite

sin(-x)

- f&).

cos(-x)

d’équation x:% et par parité, la droite

d’équation x =— iy

2
4. x — sin(x) et x — cos (x) sont dérivables
T T n.n
sur ]—5,5[ et pour tout x de ]_E Sl
cos(x) #+ 0. x
Donc f est dérivable su;] S5l
Pour tout x(d;a - E( )E[ o )
, cos (x) x cos (x) — sin (x) x (- sin (x
fix)= >
cos” (x)
B cos®(x) + sin®(x) o
cos?(x) cos?(x)
) cos®(x) + sin®(x) cos®(x) sin®(x)
X) = =
cos? () cos?(x)  cos?(x)
=1+ [fF.
5. Pourtoutxde ]— = E[ f'(x) > 0,donc
f est strictement croissante sur ]— = —[
6. fest cojr%tlnue et strictement cronssante
sur ]— = i[
De plus
lim1T f(x)=+oc0 et limn f(x)=—c0,
X > — X—> ==
x<T x>_I
2 2

Donc, d'aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, pour tout réel k, I'équation

admet une unique solution dans l'intervalle
_n.n
22
7. Pour k=2, 0= 1,11.
8. Pour toutx de %,

_sin(x + 1) —sin(x)
gbc+m) = cos(x + 1) — cos(x)

_sin(x)

_cos(x)_g(x)'

Donc g est périodique de période Tt.



IMathsreperes

Livre du professeur

Ainsi on obtient la courbe de g par transla-
tion de celle de f de vecteur kTt ou k est
entier.

122. 1. a.[;=0H + OB=cos(x) + 1

b. [, =HA +AB=1 — cos(x) + x.

2. a.fest dérivable sur [O ; %] et pour tout

xde[O —] (x)——25in() 1.

Or pour toutxde [0 —] sin(x) = 0, donc

fx)<o.

Ainsi f est strictement décroissante sur

o

o E]'

b. f est continue et strictement décroissante
T

sur [O 5 ]

fo)=2; f(%):-% et OE[—%;Z].

Donc, d'aprés le théoréme des valeurs

intermédiaires, l'équation f(x)=0 admet
une unique solution dans lintervalle
[0 ; E].

2
c.o=x 103

d.l,=1,© 2cos(x) -x=0<x= 1,03.
Donc les longueurs des deux chemins sont a
peu pres égales lorsque x = 1,03 rad.

123. Partie 1

L lm, 0= lm, =0
lim1 fx)=—c0 et lim1 f(x) = +oo.
x<1 P

2. 6 a pour asymptote horizontale l'axe
des abscisses en —oco et en +oco et pour
asymptote verticale la droite d'équation
x=1.

Partie 2

1. f est une fonction rationnelle, donc
elle est dérivable sur son ensemble de
définition et pour tout x de R\{1},
iy — A —3x% =2

2. a.gest dérivable sur R\{ 1} et pour tout

réelx de R\{1}, g’(x) =— 6x(2x + 1).

X —oo 7% 0 1 +00
Signe de B + + + B _

o
Variations Bl % -9

deg \_%/ N N
b. Sur —%; 1[U]1 ; +oo[, le maximum
de g est (- 2), donc l'équation g(x) =0 n'a

pas de solution dans [— % ; +oo[.

Sur ]—oo P - %] g est continue et stricte-
ment décroissante avec
1
s(-])-3
9I\"2
réme des valeurs intermédiaires, l'équation
g(x) =0 admet une unique solution dans

im g(x) = +o0

donc dapres le théo-

—00; =5,
Ainsi, l'équation g (x) =
solution dans R\{1}.
c.o=- 1137

d. Pour tout x <o, g(x) >0

0 admet une unique

Pour tout x de Jou; 1[U]1; +oo,
g(x)<o.
3.

X —0oco o 1 +0co
Signedeg + + - -
Variations fle) oo

el / \500 \ 0
avec f(a) = 0,5.

Partie 3
4
3
2
y=0 ! g
9-8-7-6 -5-4-3-2-1}“ 2345678
Partie 4
1. T a pour équation
y=f"(0)(x-0) + f(0) avec f(0)=-1 et
f)=-2.

Donc T a pour équation y =—2x — 1.
2. Pour tout x de R\{1},

3
x> (2x + 1)
- - )=
x =1
X —co —% 0 1 +00
Signxsede _ _ L N .
e | -
Signe de
P - - - *
Variations de
fO-t2-y  — ")~ ’
Donc ‘6 est au-dessus de T sur

[—%; O[ U1 ; +oo[ et € est au-dessous
deTsur[ oo ; ——[U 0; 1.

124. 1. Si f(a) et f(b) ne sont pas du
méme signe, alors 0 €[f(a); f(b)] et on
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applique le théoreme des valeurs intermé-
diaires.

2. Si (f-g)(a) et (f—g)(b) ne sont pas
du méme signe, alors d’aprés 1., il existe
un réel ¢ dans lintervalle [a; b] tel que

(f— g)(c) =0, C'est-a-dire f(c) = g(c).

125. Partie 1

Cette solution est proche de 0,769 453 08.
Partie 2

1. y=mx+poum =f(bb) :Z(a)
elyy =MmXy + P,
c'est-a-dire f(b) = :);(a) xb+p
B . (b-a)
2. yc=0doncc=>b 7@ x f(b).

Partie 3
Cette solution est proche de 1,606 394 183.

126. Partie 1

03
0,2
0,1

B

Cette solution est proche de — 0,62.

Partie 2
Voir exercice 125.

127. Partie 1

/‘l/
il

2. llsemble que lim_f{x)=—oo;

Xlim1 f(x) =—o0 et im flx)=
x#+1
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s HI

La droite et la courbe semblent trés proches
quand x tend vers —oco ou vers +co.

Partie 2
1. Xlin_’l (2X+ 5):—00

et lm (- 1 =0,
X > —0c0 (X _ 1)2
donc lim flx)=-o0

lim (2x + 5)=7
x -1

X+ 1
et Xlim1 <— 1 2) =—oo0,
x¥1 (X_ 1)
donc Xli£n1 f(x) =-c0
X+ 1

im(2x + 5) = +o0

et lim (- L =0,
X = +00 (X— 1)2

donc lim f(x) = +oo

2 lim_ (60 - 2x+ 5)

(-5 =0

129. Définition par récurrence.

* Uy E I

+ Si u,e/ alors f(u,)e/ c'est-a-dire
u,,1€1.

Donc pour toutnde N, u, € /.

130. lim wu, =1 et fest continue en [

donc lim_f(u,) = 0.
Or pour toutnde N, f(u,) =u, , ;,donc
XHTOO u” +17 [' d'ol xgrpoo u” =1

Donc par unicité de la limite, [ = f(/).

131. Partie A
1. fest dérivable sur R et pour tout réel
X fx)=-2x + 2.

En route vers le bac (p. 102-105)

et lim (f(x) - (2x + 5))

= lim [- L =0.
X —» —00 (X—1)2

3. Pour tout x #+ 1,
fx) - (2x + 5)=-

1
ﬁ, donc

fx) = (2x+5)<0.
Ainsi € est au-dessous de (d) sur R\ {1}.
128. 1. Pour tout x de R\ {4},

x<4
Xl|£n4f(x) =+ooet lim f(x) = +o0 .
x> 4
3. Lla droite (d,) d'équation x=4 est
asymptote verticale a ‘6.

4. fest dérivable sur R \ {4} et pour tout

2
xde R\ {4}, f(x) = X=8&* 14
(x—4)
Discriminant de x> — 8x + 14: A=8
X |- 4-v2 4 4+V2 +oo
Signfe de + &% B B % +
Variations 1-2V2 -0 +oo
def —oo/ \ +0o \1 + 2\/5/
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5. Pour toutx de R \ {4},

£ - -3 =2

Donc _lim_ (f() — (x~ 3) = O et
lim_ (760 - (6= 3) =o.

6. Pour tout x de |-oo; 4],

f(x) = (x = 3) < 0. Donc 6@ est au-dessous
de (d,) sur |-oo; 4].

Pour tout x de 4 ; +oo[, f(x) - (x—3)>0.
Donc € est au-dessus de (d,) sur |4 ; +oo].
7.

d
(d) a

N~ OO

10 12

6 -4 -2 0 1 6 8
-2

T
iy

3. f)=xex-x*=0©x(1-x)=0
<x=0o0ux=1.

Partie B

1. f(0)=f(2)=0 et f(1)=1, donc si

u,=1{0; 1; 2}, alors pour tout n de N,

X —oco 1 400 u,€{0;1;2}.
Signe de f’ + <) - 2.
1 X |-co 0 1 +00
Variations =
def / \ Signe de B . B
—00 —00 X(1 - X)
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3. Pour toutn de N,

un+1_un:f(un)_un:un(z_un)_un
=u,—ui=u,(1-u,).

4. a. f(]0; 1) =10; 1[, donc d’apres le

résultat de l'exercice 129, u, € 10; 1.

b. Pour tout n de N, u,,,—u,>0.

Donc (u,) est croissante. De plus (u,)

est majorée, donc (u,) admet une limite

égale a 1.

5. a. f(]1;2[)=]0;1et

f(10; 1) =]0; 1[donc pour tout n de

N* u, €10; 1.

b. Pour tout n de N, u,,,—-u,>0.

Donc (u,) est croissante. De plus (u,)

est majorée, donc (u,) admet une limite

égale a 1.

6. a. f(]-o0;0[) =]-o0; 0] donc pour

tout n de N*, u, < 0. Pour tout n de N,

u,,;—u,<0. Donc (u,) est décrois-

sante.
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b. (u,) n'est pas minorée donc
lim u,=-o0

X —> +00

7. a. f(]2; +oo[) = ]-o0; O[, pour tout
ndeN* u, <O0.

b. Pour tout n de N, u,,,
Donc (u,) est décroissante.

-u,<0.

c. (u,) n'est pas minorée donc
lim u,=-oco.

X — +00

132. 1. Une suite croissante admet une
limite finie, si et seulement si, elle est ma-
jorée.

2. PourtoutndeN,u, , ,—u, =u’+ 1.
Donc pour tout n de N, v, , ; —u,>0.
Ainsi (u,) est croissante.

3. f)=x©x*+1=0, ainsi l'équa-
tion f(x) = x n'a pas de solution dans R.
4. Si (u,) avait une limite finie /, on au-
rait [ =f(/), ce qui est impossible, donc

lim u,=+oco.

X - +00

133. 1. Supposons a = 1. Alors pour
toutnde N, u,, ,=u, +b.Donc (u,)
est une suite arithmétique de raison
b+ 0. Ainsi (u,) est strictement crois-
sante ou strictement décroissante et a
pour limite +co ou —oco.

Par conséquent, si (u,) a une limite finie,
alors a #+ 1.

2. a. Alors pour tout n de N,
v -1

n+1_ n+1
v, u, -1
au, +b—L
T-a_ a(1-a)u,—-ab
u —_b (1-a)u,-b
" 1-a
_a((1-a)u,-b)
- (1-a)u,-b

Donc (v,) est géométrique de raison a.
b. PourtoutndeN, v, =
3. PourtoutndeN,u, = (uy—[) xa" + L.

(g -1 xa".

Si a>1, alors . “Too a" = +o0, donc
Xgrpoo Un =00.
Sia<-1,alors a" n'a pas de limite.

Si—1<a<1,alors
lim u,=1

X — +00

134. 1. a. Lafonction f est dérivable de
= 1(q_2) 1(x*=2
ro=2(1-3)=2(7)

Le signe de f’ est donc celui de x° - 2,
car x° >0, pour x > 0.
Orsur]0; +oo[, xX*—=2=0& x> V2.

lim a” =0, donc
X = +00

La fonction est :

— décroissante sur ]0: V2| ;

— croissante sur V2 ; +oo].

D’ol la courbe représentative de f :

15694 > 225
° 142‘]89 “ “

3

2. a. On a quel que soit n,

1 2

T =§(u” + U_n> =f(u,).
On vient de voir que :

W:f@&:f@):stsz.
L'affirmation est vraie au rang 1.
Supposons  u, = V2. D'aprés la ques-
tion 1, la fonction f est croissante sur
[V2 ; +o0|. Donc par application de cette
flu)=f(V2)=V2. Donc

U, , 1= V2. La relation est héréditaire.

croissance

Conclusion : quel que soit :
n=1u>=V2.
b. Soit: 5

_x 1 2-X
f(x)—x—2+x X = >

Onavuquesix=>V2,2-x*<0.
Conclusion :si x = \/E,
f)—x<0S flx) <x

c. On a vu que pour n >0, un>\/§;
donc d'aprés la question précédente
f(u)<un'orf( ) Up s
Conclusion : u, , ; <u, pour tout n > 0.
La suite est (un) décroissante.

1_x_
X 2

d. La suite (u,) est décroissante et mi-
norée par V2 . Elle converge donc vers un
réel supérieur ou égal a V2.

3. La fonction f est définie et conti-
nue sur [V2 ; +oo ; la suite définie par
u,,,=f(u,) converge vers £ = f(€).

n+1
€ est donc solution de ['équation
l(x+g) :x<:>2x:x+g
2 X X

ext=x*+2ox°=2x={,
seule solution supérieure ou égale & V3.
La suite (u,) converge vers £ =\/2.

135. 1. a. fest une fonction rationnelle
donc dérivable sur son ensemble de dé-
finition.

2
Pour tout x de ]_ +Oo[ f’(x):w.

(2x-1)?
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2
2 1
Signe de f’ - |

+0oo
Variations

_ +o0o
def \\\liii///

2
b. Sur ]1- +oo[ le minimum de fest ¢.

5 fQ1+vﬁ'2D [1+v* ﬂ
donc f([1 +2\/7;2 C L +2\/7; 2

d'ou d'aprés l'exercice 129, pour tout n

g

deN, u, C ! +2\/E ; 2], c'est-a-dire :
p<u,<2
Pour tout n de N,
—ultu, + 1 y
Un+1—Un—2uni_1, onc pour

u,=z¢,u,,,—u,<0.
2
1 x“+1

b. Dans]—;+ [:x= X) e x=
5i+e0 fx) T
SxP-x-1=0Sx=¢.
c. (u,) est décroissante et est minorée

donc lim u,=¢.

3. a. Pour tout x de ]E +oo[

R A A

2x =1
X -2+ (x-¢)°
B 2x =1 Cox-1
Donc pour tout n de N,
(un _¢)2

—¢—f(Un)—¢—2uni_1v
oru,=¢ donc 2u, —1=2¢ -1
I (un_¢)2 (un_¢)2 1 2
d’ou 20— < SE(un—qb)
car2¢p-1=2
b. oui
c. lim u,=¢.

4. Par récurrence :
+ Vrai pour n = 0.

) 12n+1_1
-Slun—¢<<z> '

B <_I >2n +2_ 4
=5 .
1 29+1 _4
—o< (2
5 ug—¢ (2> .
Le logiciel XCas nous donne :
(0.5y(2"10-1)
1.11253692925e-308
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136. 1. Faux. Contre-exemple :
Sur ]0; +oof, f(x) :)1( .

2. Faux. Contre-exemple :
SurR, f(x) =—x et g(x) =x*.

3. Vrai, d’'aprés le théoreme de comparai-
son.

4. Faux. Contre-exemple :

X
Sur R*, f(x) = ‘X—|
137. Faux. Contre-exemple :

Sur [1; +oo[, f(x) =% et g(x) = x.

138. Vrai: f(x) =%x © xsin(3x) =%x
x=0

< Jou
sin(3x) =
x=0

ou

& 3x:%[2n]
ou

N|—

_sm
3x = 6[2%]
x=0

ou
_zlem
X_18[3]
ou
_safen
X_18[3]
139. 1. )}iinon(X):-l'oo'

2. lim f>(x)=0.
3. Troisiéme tableau.

140. f est une fonction rationnelle donc
dérivable sur son ensemble de définition.

Pour tout x de ]—oo ; g[

2(2x-5)(2x-9)

f6)= 7

7 9
X = =
> 2 +0oo

[ASALV,]

Si
igne _ _ (} +

def’
Varila::}ons 0\ +o0 \8 / +o0

—co

141. f est une fonction rationnelle donc
dérivable sur son ensemble de définition.
Pour tout x de [0; 1],

3 2 —x°

oy =X =3 X“(x + 3)
frp) ==X B T

(x +2) x +2)
Donc pour tout x de [0 ; 1], f'(x) <O.
Ainsi f est décroissante sur [0 ; 1].

142. 1. fest définie sur R.
Pour tout réel x,

_ — 1 = 1 =
fex Vit (22 V142 -

Donc f est paire.

2. Pour tout réel )g(

fe W1+x)(1 +x9)

Pour tout x de R*, f(x) < 0. Donc f est
strictement décroissante sur R*.

X Hrpoo f(X) =0.

3.

P A

6-54-32-1 01234567

4. f est continue et strictement décrois-
sante sur R™. f(0) =T et lim f(x)=0.
Donc, d'apres le théoréme des valeurs in-
termédiaires, pour tout réel y de ]0; 1],

l'équation f(x) =y admet une unique so-
lution dans R* qui est égale a 4 /lz— 1.
y
143. 1. f est la restriction d'une fonc-
tion rationnelle, donc f est dérivable sur
[0;2] et pour tout réel x de [0; 2],
, 1
X) =——.
f'®) s 1)
Pour tout réelx de [0 ; 2], f*(x) > 0, donc
f est strictement croissante sur [0 ; 2].

2. f(1)=%et f(2)=§,doncsixe[1;2],
alors f(x) %;g],d'oﬂ fx)e[1; 2]

144. 1. Trigonométrie dans le triangle

ABD rectangle en B : cosez% et

5|n9=@.
AD AB 4
Donc AD = —=—-—
cosO® cosB
CD=CB+BD =7+ 4AD sin@

=7+ 4tanb.

distance (en km)
t, =temps en heure = ————————=
vitesse (en km/h)

_AD _4x10>
30 30cosO
cp (7 +4tan6)1073

2=%0 = 60

2. Le lapin traverse la route avant le pas-
sage du camion s'il met moins de temps
pour arriver en D donc si t,<t,, c'est-
4x1073 _ (7 + 4tan9) 1073
30cos6O 60

en multipliant par 30 x 10%on a:

4 7 + 4tan6 .
< > 0.
cos6 2 dou f(6) >0

a-dire si
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3. Conclusion : cherchons quand on aura

f(0) > 0 pour 96[0;% .

2(1-2sin6

(6= (729”) or cos?6 >0 donc
cos“ 60

f’ est du signe de 1 - 2sin6.

1-25n0> 0 sinf <2 & sind < T

I8

S <=

. . . 6

car sinus est une fonction croissante sur

.
o:2].
Donc la fonction f est strictement crois-

sante sur [O ; %] et strictement décrois-

santesur[ﬂ;ﬂ et:

6'2
f(z)=z+i+u=M>o
6/"2"V3 V3  2V3

donc il existe deux réels a et b de [O ; %
tels que a<%<b et f(0)>0 sur

la; b[ avec a = 0.395 et b = 0.644.
Le lapin traversera la route sans se

faire tuer par le camion si 9%% ou
Oela; bl

145. 1. a. Pour tout réel x de [0; 20],

fix) = 1i0(20x —x?).

f est dérivable sur [0; 20] et pour tout

réel x de [0; 20], /() = 11—0(20 ~2)
=2(10-)
On en déduit le tableau de variations de f :
X 0 10 20
£ + 0 -

10
&) o/ \O

b. fadmet donc un minimum égal a O at-
teint en x =0 et x = 20 et un maximum
égal a 10 atteint en x = 10. Donc, pour
tout x €[0; 20], f(x) €[0; 10].

c. Représentation graphique de la suite
(un)n >0-

121

10
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2. Montrons par récurrence que pour tout
entier natureln, O<u, <u,, ;< 10.

- Onauy=1 puis u;=f(uy) =19 et
donc 0 S wuy<u, <10.

+ Soit neN. Si Osu,<u,,,<10,
puisque f est croissante sur [0 ; 10], on
a f0)<flu,) <flu,, ) <f(10) Cest-
a-dire O<u,<u,,,<10.

On a montré par récurrence que pour tout
entier natureln, 0 <u,<u,,,<10.

146. 1. lim_f(x) =—oo.

3. La suite (u,),~, est croissante et
majorée par 10. On en déduit que la
suite (u,),~, converge vers un réel que
l'on note €. De plus, comme pour tout
entier n,ona 1s<su, <10 (car us=1
et car la suite (u,),~, est croissante),
quand n tend vers +oco, on obtient
1<€<10.

Accompagnement personnalisé (p. 106-107)

| Chap. 2 Fonctions : limites, continuité, calculs de dérivées - Trigonométrie

Ensuite, pour tout entier naturel n, on a
1

n+1-= ﬁ

vers +oo, on obtient €= %6(20 -4

puis  10€ =€ (20 - €) puis 10=20-¢

(car €  0) et enfin € = 10.

la suite (u,),-, converge

lim u,=10.
X —> +00

u u,(20—u,) et quand n tend

et

153. a.Pourtout x #0, - 1<sin(3x + 1) <1,

2. Pourtout x # 0, f(x) = 4x° (1 LI BN B I donc—i“<f(x)<l
_ X4t 23 4 X
donc _lim f(x) = +oo. 1
X e b. lim (— —) = lim (—) =0,donc lim f(x)=0.
. X - +oo X4 X - +o0 X4 X - +oo
147, lim f(x) = +oo.
Pour tout x # 0, f(x) = 3x6<1 + # + 3—54—3—76>, 2. a Xlrpoog(x) =0
donc lim_f{) = +co. - b lim, o) =—co.
148. Pour tout x # 0, f(x) =—x4<1 - iz - lB + l4> , 154. 1. fest dérivable sur [- 2 ; 0] et pour tout x de [- 2 ; 0],
x° X7 X F/0) =6x2—2x + 1.
donc lim flx)=-co et lim fx)=-co. A =-20,donc pour tout x de [- 2; 0], f’(x) > 0.
149. 1. Pour tout x #+ 0, % _2 0
1 1
3x3<1 ——> 1- L : ;
32 3x 3,2 Signe de f +
flx) = =5 % - 5
w212, 1) 4 5 1 Variation
2 “ 5. de f —
X 2y 4 2x -17
2. lim_fG)=+oo et lm flx)=-co. 2. 0[-17; 5], donc d'aprés le théoréme des valeurs intermé-
150. 1. Pour tout x % 0, diaires et le tgbleau de .varlatlons C|—d'essus, l'équation f(x) =0
, 7 T admet une unique solution dans [- 2 ; 0].
4x <1 ——> -
flx) = 4x° Y G 155. a.fest dérivable sur |- 3 ; 3[ et pour tout x de |- 3; 3],
2 1 3 5 1 3 , X
ST+ e+ T+ +— fx)=- .
e 5" 5 Vo2
: 4 N 4 b. g est dérivable sur R et pour tout réel x
2. lim f)=2 et lim flx)==. 9 P '
X - +oo 5 X > —00 5 g’(X)=—28X3(—X4+ 6)6.
151. 1. Pour tout x # 0, . h est dérivable sur ]— % : +oo[ et pour tout x de ]— % : +oo[,
7 7 15 3 .
2X(1——) 1-o- h'(x)=- - + 2sin(-2x + 6).
flx) = 22X 1 =L x 2 W Bx+7)? 2V3x+7 ( )
5x4<1——2+—4> X 12 .1
5x<  5x 5x2  5x* 156. 1.
2. lm_f6)=0 et lm f()=0. x |-25|-23| -2 |-17|-15| -1 | -05|-02
f) | o 0 1 0 0 1 0 0
152. a. lim0 f(x) = +o0.
X -
b. lim g(x)=+oo. x 0o |04 |08 | 1 |13 ] 15| 2 |25
lim h(X) - o f(x) 1 0 0 1 0 0 1 0

C. lim0 h(x) = +oo ; limO h(x) =—oco et

x<0 x>0

X > +0oo

3. fn'est pas continue.

© Hachette livre, 2012 42 Repéres ™, Livre du professeur



IMathsreperes |

Livre du professeur

On ne voit pas les discontinuités...

157. Pour tout réel positif t, x (t) = 2cos(3V 2 t).

Donc x’(t) = — 6V2sin(3V2t) et x”(t)=—-36cos(3V2t).
D’ol pour tout réel positif ¢,

x"(t) + %x(t) =-36cos(3V2t) + 3? x 2cos(3V2t)

=—-36 cos(3V2t) + 36cos(3V2t) = 0.

158. 1. a.Pour tout réel t de l'intervalle [- T ; ],

{x (= t) = 5cos(t)

y(=t)=-3sin(t)
M (= t) est l'image du point M(t) de (I') par la symétrie d’axe
(Ox).

x (1 —t) = - 5cos(t)
y(m—t)=3sin(t)

M (1t - t) est l'image du point M (t) de (") par la symétrie d’axe
(Oy)-

. .. ' x’(t) = - 5sin(t)
2. Pour tout réel t de l'intervalle [- T ; 7], {y’(t) ~ 3cos ()

b. Pour tout réel t de l'intervalle [- 7 ; 7],

T T
t -7 - E 0 E T
Signe de x’ + | + dl) - ¢ -
Variation 0 / ° \ 0
de x _ 5/ _s
Signe de y’ - + + -
gre de y 0 | 0
Variation 0 0 / ’ \ 0
dey \ B 3/

© Hachette livre, 2012
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)

159. Pour tout x > 0,

_sin(x)_\/;xsin(x)_\/;sin(x)_ Xxsin_(x)
= = e T xR
Or lim sin(x):1 et Xliino\/7=0 donc lim f(x)=0.

160. fest une fonction homographique telle que Xlimo f(x)

o im, 9

—oo donc on cherche b tel que pour tout x de

x> 4 b
_—3x+
R\{4}, f(x)= PEIE
La tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse 1
a pour équation y = ‘—‘x 1 .
4 3 3 12-b
Donc f’(1) == . Or pour tout x de R\{4}, f’'(x) = > -
3 (x—4)
Dot 12=b_4 ainsi b= .
ou C3)2 =—. Ainsi b=0. D'ou pour tout x de R\{4},
= 3x
ft) Tx+ 47

161. MOI équilatéral < IM=0/=MO or OI=1

Donc : MO/ équilatéral < IM? =1
& (cos(x) = )2 +sin(x) =1 & 1—2cos(x) =0
1 T
*=3

& cos(x) 5

Repeéres T s, Livre du professeur
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I. 1. f est dérivable sur [0; 1[U]1; +oo et pour tout x de
1+ x°

0;1MU]T; +eof, f'(x) = .

[0 MUTN ool b = 2

Pour tout x de [0; [ U ]1; +oo[, f'(x) > 0.

Donc f est croissante sur [0 ; 1[ et sur |1; +oo].

lim1 (’I - XZ) = O+ donc l|m1 f(X) =400 ;

x <1 x <1

Xlim1 (1-=x%=0" donc Xlim1 f(x) =—o0
x>1 x>1

et pour tout x de ]1; +oo[, f(x) = X L

2( 1 -
X<—2—

) G
X X

f est continue sur son ensemble de définition, donc d'apres le
théoréme des valeurs intermédiaires, f décrit R.

donc lim flx)=0.

Pour tout t de [0 ; ],

g’(t) = = 2sin(t)cos(t) x sin®(t) + (1 + cos®(t)) x 2sin(t) cos(t)
g’(t) = 2sin(t)cos(t) (1 + cos?(t) — sin?(t))
g’(t) = 2sin(t) cos (t) (2 cos® (t))
g’(t) = 4sin (t) cos® (t
T
X 0 > T
Signe de g’ + (IB -
s . 1
Variations
deg 0/ \O
_n 0 T T 3n 21 51 3n
2 2 2 2
IV. Partie A
1379 + 118V3
V(1) =10 @{A—B:m - A==
v(12)=61 ~ 12(4-BV12)=61 " | 59+ 118V3
{A ~ 11,995 132
B = 1,995
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Partie B
V) =0 © 2x(6-Vx)=0 < x=0 ou x =36

V est dérivable sur |1; +oo| et pour tout réel x > 1,

V/(x) = 12 - 3Vx = 3(4 - Vx).

D'ou:
X |1 16 +00
V(%) + -
64
Ve 10/ \—oo

Tableau de valeurs :

x | 1| 4|8 12|16 |20 |24]|28]|32]36
V(x) | 10 | 32| 51| 61| 64| 61|53]40|22] 0
70
60
50
40
30
20 SV
10

O2 4.6 8 10 1214 16 1820 22 24:26 28 30 32 34 36

Partie C
Le maximum est atteint en x = 16, c’est-a-dire en avril 2001.

V(x) < 10 au cours du 35°™ mois, soit en novembre 2002.
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Fonction exponentielle

Contenus

Fonction exponentielle

Fonction x — exp (x). + Démontrer ['unicité d’une fonction dérivable sur R, égale a sa dérivée et qui vaut 1 en 0.
Relation fonctionnelle, notation €*. - Démontrer que lim | = +o0 et im e*=0.

« Utiliser la relation fonctionnelle pour transformer une écriture.

« Connaitre le sens de variation et la représentation graphique de la fonction exponentielle.

X
A, . . € .
« Connaitre et exploiter lim == +oco et lim xe*=0.
X > +00 X X — —00

Fonction logarithme népérien

Fonction x — Inx. - Connaitre le sens de variation, les limites et la représentation graphique de la fonction logarithme
népérien.
Relation fonctionnelle dérivée. - Utiliser, pour a réel strictement positif et b réel, l'équivalence Ina =b < a = e’.

« Utiliser la relation fonctionnelle pour transformer une écriture.

- Connaitre et exploiter lim Inx_g,
X +oo  y

Découverte (p. 112-113)

1. Fonction exponentielle et méthode d’Euler —
1. xn=x0+nh=nh. 12| o 0 1
4 3 H 0,1 i B h
2. Yne1=Yn * hf (Xn) =y, t hf(Xn) =y, t hyn =yn(‘I + h) La [a] 2 0,2 1,21 0,1
suite (yn) est géométrique de raison 1 + h et de premier terme % 2 gj 11;211
Yo= 1. 7] s 05 1,61051
e . e . 8 6 0,6 1,771561
3. b. En B3 on écrit :[=B2+$D$4]. En C2 on écrit : 1] . TERE
A e = * 10 8 0,8 2,14358881
c. En €3 on écrit : =C2* 1+5D%4) | N e
On obtient le tableur suivant : 2] 10 1 2593726
13 11 1,1 2,85311671
14 12 L2 3,13842838
115 | 13 1,3 3,45227121
16 14 14 3,79749834
117 | 15 i A, 4,17724817
£ 16 1,6 4,59497299
119 | 17 1,7 5,05447028
120 | 18 1,8 5,55991731
|21 19 1,9 6,11590904
122 | 20 2. 6,72749995
123 | Z1 2 7,400249%4
24 22 2,2 8,140274%4
E 23 2,3 8,95430243
26 24 24 9,84973268
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| Cha P. 3 Fonction exponentielle - Fonction logarithme népérien

4, 5. On obtient le tableur suivant :
997 995 1,995  0,69039474
Yn 998 996 1,996  0,69089574
0,08 939 997 1,997  0,69139649
0,04 ] 1000 998 1,998 0,69189699
0,035 ‘,-” 1001 999 1,999  0,69239724 |
008 '..* @ 1000 2 | 0,69289724 !
R 1003 1001 2,001  0,69339699
0025 ’." 1004 1002 2,002 0,69389649
0,02 ‘.0’ oy 1005 1003 2,003  0,69439574
0015 06,0’ 1006/ 1004 2,004  0,69489475
oot j.o’ Ainsi f(2) = 0,693.
4
00> ’.0" 3. Découvrir la fonction ln avec sa calculatrice
0 ** —————————————— 1. Ontrouve DIn=]0; +oo].
0,995 1 1,005 1,01 1,015 1,02 1,025 1,03 1,035 1,04 1,045

5. On obtient le tableur suivant :

999
1000
1001
1002
1003
1004,
1005

997
998
999
1000
1001
1002
1003

0,997
0,998
0,999
1
1,001
1,002
1,003

2,70878943
2,71149822
2,71420972
2,71692393
2,71964086

2,7223605
2,72508286

Ainsi f(1) = 2,7169.

2. Fonction logarithme et méthode d’Euler
1. X,=Xq+nh=1+nh.

, 1
2. Y=Y, +hf (xn)=yn+hxx—=yn+hx

1+ xh '

n
3. b. En B3 on écrit :[=B2+$D$4]. En C2 on écrit :[0]
c. En C3 on écrit :[=C2+5D$4/(1+A3*$D%4)|
On obtient le tableur suivant :

A B | C D
1 n xn yn
2 0 1 0
3 1 1,1 0,09090909 h
| 4 | 2 1,2 0,17424242 01
5 3 1,3 0,2511655
| 6 | 4 14 0,32259407
7 5 1,5 0,38926074
8 6 1,6 0,45176074
9 7 1,7 0,51058427
| 10 | 8 1,8 0,56613982
11 9 19 0,6187714
12 10 2 0,6687714
|13 | 11 2,1 0,71639045
14 12 2,2 0,761845
15 13 2,3 0,80532326
16 14 24 0,84698992
17 15 2,5 0,88698992
18 16 2,6 0,92545146
119 | 17 2,7 0,9624885
20 18 2,8 0,993820278
21 19 29 1,03268554
22 20 3 1,06601838
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3. On peut conjecturer que la fonction In est croissante sur

10; +oof.
4. On  peut conjecturer que lingzln (x)=—c0 et
lim In(x) = +oo. h
X—+0oo

X 0 +00

+0oo
In(x)
— 00

6. On peut conjecturer que In(x) =0 lorsque x <1 et que
[n(x) > 0 lorsque 0 <x < 1.

7. La calculatrice ne permet pas de donner le résultat car il est
trop grand. A ['aide d'un logiciel de calcul formel on trouve :

In(6.4£873)

2012.01308417
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Page 130 . :

X — X+
e3X_eX+'|_e (e_e )_eZX.
ex_e1—>< ex_e1—x

In(x*—2x—3)=2In(x+ 1) =ln(x*—2x=3) = In(x + 1)?

X% — 2x — (x+ 1)(x-3)
=in( (x+21)23>:l"<x(x+:)2 >
=0 (33)

Page 132

1. lim (+In(1+ ) = lim (n(e)+Wn(1+ e %))

=, lim_Ine(1 + e ) = lim_In(e" + ™) = +oo.

Exercices résolus (p. 1303 137)

| Cha P. 3 Fonction exponentielle - Fonction logarithme népérien

Or lim 1T—e ®=1et im_(e7* + 2¢%) = +00 donc

X —> +00
X - X
im £=¢ _p
X240 ] 4 2e*
Page 133
1. e 1

—e4x‘2=0©e‘2"=e4"‘2©—2x:4x—2©x:3

2. - 4e¥=2e*-4=0. On pose X=¢" et on a
X2—2X—-4=0 d'ot X=1-V5 ou X=1+ V5 or X =¢*
donc X >0 ainsi X=1+ V5 soit e=1+V5 ce qui nous
donne x = In(1 + V/'5).

2
e 2
3. S <e¥Xtte el X <eF M e 2 xP<3x+ 4

2. lim In(1+e®)=0et lim x=+oo donc 2
X —> +00 X — +00 €
Xgrpoo(x+ln(1+e_2"))=+oo. Sx? 4+ 3x+ 220 s0it x € |-00; 2]U[~ 1; +oo].
. X — e X . e7><(e2x_1)
3. lim ———= lm ———— Page 135
1+ 2e 1428 1. On pose X = Inx ainsi 2(Inx)? = 5lnx —3<0
Or lim e *=+ocoet lim e®—1=~1donc Sl B 1
— —00 — —00 1 ——
lim e (e~ 1)=-coet lim 1+ 2e%=1. ®2X2—5X—3<0®Xe]—§;3 exclez;e.
e (e -) 2. Onpose X =e *ainsi e 2 —8e " + 12=0
Donc lm ————=-0 >
x5 4 2 T SX2-8X+12=0& (X—2)(X—-6)=0e X =2.
4 lim e —e X e(1-e ) 1—e X soit x=—1In2 oux=-1In6.

XoHe0 ] 4 2l X000 @X(@7X 4 DeX) XD 4o amX 4 X

1.a42. Corrigés dans le manuel.

1. Calculs algébriques
43. A=(e79)2=e %

-x+4

e — 2x
B= =e 7,
e)<+4
C=(ex+3xe—2x—2)2=(e—x+1)2 L
=e ¥*°,
44, 1.(e2—v3)2+\/3:e(2—v3)x(2+\/3)
=et 3 =¢l
2. e2><e—'l,4:e06
3,6
e’ _ . 36-27_ .09
3. ?—e =e
e
1 1 1 1
ez _ 573 =
4. —=e2 3=¢b.
o3
45. 1. 4e¥ x (- 5e” %) =— 20e* 2,
2 e3x+ e73xxe3x_e73x_e6x_e76x
’ 2 2 4
-3 +5 X+2\3 _
3 e X(e ) e 3X+5><e3x+6
e—2x—6 e—2x—6

=€

4. e3x+5>< (efx+1)3>< (e27ZX)2

Exercices (p. 138)

11+2x+6:e2x+17

=e3x+5xe—3x+3><e4x—4=e4x+4 1
=(ex+1)4 X —oo 2 5 +oo
|
1 ] o 2x—1 - 0 + +
46. 1. = = .
T+e ™ 1,1 €+ —x+5 + + (HJ -
X
X - X e_X(eX —ee‘ X) - 2x @) (x+ 5) — (') * (') —
o & -e’ _1-e .
fre e ¥et+e™ T+ X « h(x)=In(1 + x2).
e X X x e X 1 1+X2>0 Vx e R donc
47.1. - X 2T X(x 2 2. x" Dh=R
e +x° e +x%) 1+x%e ) -
7 ¥+3-7 &-4 F k) =tn(1 + 7).
2'1_eX+3= €+3  e+3 : >29<VX€R;
. . T+e”™>0 VxeR donc
g 1—e_e(1-e) -1 Di=R.
T+e ™ (1+e) & +1 50. ln8=3ln2;ln(z>=—2[n2;
X X
1- 2 _eg+1-2_¢ 1. ln(16e)=4ln2+1;ln\/7=lln2;
e+ 1 e+ 1 e+ 64 2
49. + fl)=In(2x— 1) + In-x + 5). ln(—2> 5h2- 2.
. . 1 . e
On<d0|t avoit x>§ et —x>-5 soit o4 N10=I5%x2=In5+ In2.
XSS 11100 = 11102 = 21110 = 2(In 5 + In2).
Df = %;5[. 10,0001 =n10"*=— 41n 10

3 =—4(n5 + In2).
2

© g =In(@x - 1) (=x+5) Inv/1000 = In 10 :%(ln5+ln2).

=In(2x—1) + In(-x + 5) ; Dg = Df.
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8 ] —
ln25—31n2 2In5.

In(8x 10°)=In8 + In10°

=32+ 5(n5+ In2)=5In5 + 8ln2.

In(32x 1078 =52 -8(In5 + In2)

=-8In5-3In2.

ln0,000004 = In (4 x 0,000001)
=2ln2-6In5-61In2
=—6In5-4In2.

52. In(V2 + )(V2-1)=In(2-1)

=Iln1=0.

In(V7 =2) + In(V7 + 2)
=In(V7-2)(V7 +2)=In(7-4)=In3.
VYT =3 + nVVIT + 3

(n(V11 =3) + In(vV11 + 3))

=1
2

_1 _g) =1
—Zln(ﬂ 9) 2ln2.

53 In((x =N xx=2)=(In(x—1)

1
+In(x-2))=0.

nx—=1N+Inx-2)—Inx-1)

—Iln(x—2)=0.

L'égalité affichée par le logiciel est vraie.
54.In(e'xx%)=2Inx=Ine'+Inx*~2Inx

=lne+ 2lnx—-2lnx=lhe=1.

2. Equations et inéquations

55. a 58. Corrigés dans le manuel.
59. 1. e " =e35-2x+5=3

S-2x=—-2<x=1.

X2 4+ 3 2
2. ¢ =e < x°—4x—-3=0.
A=16+ 12=28soit VA =2V 7.
x1:4_2\/7:2—\/7 etx,=2+ V7.

2
3 ex+7= (e—2x+5)3<:>ex+7=e—6x+15

Sx+7=—6x+ 15¢>7x:8®x=§.
5
4.[@\{5}.
X+ 1
e-x+5=e3S x4+ 1=—6x+ 15 7x
=14 x=2.
60. 1.

eX e =0 (e-1)=0e=0
ou € —-1=0< pas de solution ou
f=1©x=0.

2. D=[-1; +oo].

=" Tox=Vx+1ox=x+1

&xP—-x-1=0.

A:1+4:5;x1=1+2\/§et
1-V5

X5 >

3. D=]0; +oo].

e™)?2 4+ 5™ =6 x% + 5x—6=0.
A=25+24=49;

—_

4. xe*< 0 pour x € ]-o0; O].
2
5. e' 7 <0 pas de solution.
61. 1. e "< e -e<0
See*-1)©0ce¥-1<0

Se¥<1e-22<0&x=0.

2. e¥*>10e*>lea>00x>0.
X2 —x X% —x 0 2_
3. e <l<e <e ©x—x<0
Sxx-1)<o0.

e N ™
X - (I) + +
x-1 - - (I) +
x(x—1) + 0 - (:) +

Donc e *<1ex<[0; 1].

4 e2x+1>l<:>e2x+1>e—x

° X

<:>2x+1>gx¢>3x+1>0<:>x>—%.
1

62. 1. ex<e® T l< 1

X, 2
@%-2x+1<0<:>‘2’<;7“1<o.

On calcule le discriminent du poly-
néme au numérateur:A=1+8=9;

x1=_113=1 et xzz_lz 3=—%.
On dresse alors le tableau de signes:
—oo —% 0 1 +co
|
X - - 0 + +
—2¢+x+1 -~ 0 + + 0 -
N I I
2C4x+1 o - o -
X I I

:
Donc ex<e* o
xe[—%;O[U[1;+oo[.

2 _ _ 2 _ _
2. e5)<_ex 3x 9>0<:>e5x>ex 3x-9

S5 >xP—3x—95 —x2+8x+9>0.
-8-10 _

A=1OO;X1=_—2—9et
-8+ 10
X2=T=—1.

On dresse le tableau de signes:

X —0o0o -1

—x?+8x+9 - 0 +

2
Donc e™ — & *3X79>O<:>X€]—1:9[
2 2
3. e = ()P X =eb
SxP+x-6=0.
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A=1+24=25;x,="—1="2=_3¢t
_ 2
X = 1+5_2
2 2 - e
On dresse le tableau de signes:
X —oo -3 2 +00
]
-x*+x-6 + (l) - (l) +
Donc

eXZeXZ(e3)2¢>xe]—oo;—3]U[2;+oo[.

2
4, & <eex’—x-1<0.
. _1=\s
A=1+4=5;x,=

2
X = 1+\V5
2= 2 .
On dresse le tableau de signes:

1-v5  1+V5
— — + 0o

2

et

X —00

—o—n
+

|
x2—x—1 + (l) -

Donc
2_
e T <eoxe

1-V5 1+ V5|
2 2 I
63. 1. 2 X =116 b 2 =M
S6-2x=h11Te-2x=I11-6
InN11-6 —In11+6
-2 2 ’
2. (¥-2)(e"-6)=02e"-2=0 ou
e -6=0e=20ue"=6&x=In2
ou x=1n6.
3. (e =3)(e"+1)=02e*=-3>0
(puisque €+ 1>0)
Se*>38-x>I3ex<-In3.
4. D=1]0; +oo].

S X< SXS

e2+l”>‘>ln3<:>e2><el"">ln3<:>x>m—23.
5. ZiXeX=7<:>eX='|4—7eX. )
©8eX:14©eX:%:£©x:ln£.
64. 1. x—4)e N1+ <0,
X —co 4 400
x—4 - (I) +
e V142 + +
(x—4)e'm - 0 4+

Donc (x—4) e 1+ < & xel-oc0; 4.
2. D=R-{-4}.

e —e

Se¥—e>0et &t4-1>0
Sef>e et 4>

S x>lne et x+4>0
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Sx>1 et x>—4
©xe]-oo;—4[U[T; +oo].
3 eZ—xXe—1+3x<(e4)2<:>eZX+1<e
<:>2x-7<0<:>x<%.
4. D=N -{0}.
eX—1>O

" .

X 1>0&>19x>0.

o
+
8

X —00

O—0O—

Donc
e -1

=0 xeg|-00;0[U]0; +oof.
65. 1. D=]2; +oo].

Inx-2)=11eox-2=e"ox=e""+2

RN |

=—-11e3-2x=¢ "
—e"4+3
—=.

In(3-2x)
S-_22x=e "-3&x=
3. D=]—%;+oo[.
In(4x + N=0<In(4x + 1)=In(1)
<4+ 1=1<x=0.

4. D=]-o00; 14].

1 1

- — = & — = =
ln(7 2x> 1 ln(? 2x> Ine
@7—%X=e=<:>—

< x=-—2e + 14.
66. 1.

%x=e—7

x+ 1 - 0 + +

2x + 1 - - +

x+1
2+ 1 - *

DonCD=]—oo;—'I[U]—%;+oo[.
x+1_1

X+ 1 1

= - =
l”(2x+1> n3® %173
S3X+3=2x+1Sx==-2.
2. 3x—1>0¢>x>%;
x+2>0©x>2doncD 12; +oof.
INBx—1)-Inx+2)=-1In(2)

X — 1 1 3x—-1_1
& _— = - = = _
l”(x+2> o222

Sbx—2=x4+2E5x=4Sx=

Al

67. 1.

X — 00 -3 - + 00
2x—1 - - +
X+ 3 - (i) + +

@-6+3)  + 0 - | 4
DoncD:]—oo;—3[U]%;+oo[.
In((2x = 1) (x + 3)) =15

S (2x=1(x+3)=15

2% +6x—x-3=15

& 2x% + 5x— 18=0.
A=25+144=169~x1=‘5;13:—79
et x, = 5+13

Donch[—— —3[ ]2 2]

2. 2X—'I>O<:>X>§ et

X+3>0&x>-3,donc D = %;+oo[.
In@x = 1)+ In(x + 3)=1n15.

d’aprés 1. x € ]% 2].

68. 1. x>0 et x+1>0&x>-1
donc D=]0; +oo].

Inx=1In4—1In(x+ 1)
Slhixxx+1)=h4eSx2+x-4=0

A=1+16=17; x,=—=¥17 o

-1V ’

X, = >

-1+V7
5 it

2. D=]-00; 0.
ln(1+ex)+ln(1—ex)>%©ln(1—ezx)>
S1-e*=2Ve o -—e®*=Ve -1
se*<1-Vese 1-Ve<o.

Cette inéquation n’a donc pas de solution.
69.
(B):4(Inx)3=11(lnx)*-
avec x € |0 ; +oof.

1. Onpose X = Inx avec x € |-co; +oo|.
On a donc 4X>— 11X*— 246X + 189=0.
2. On entre “solve”

Donc x

N|—

246Inx + 189=0

(4X3 — 11X% — 246X + 189 =0, X) et on
trouve $={— 7; % ; 9}.

3. S={e"7;e¥*;e%.

70.1. e+ e ¥=5,

o= (3TY2Y) Ly (52 VL)
=lnL2m:ln2.
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71. 1. ¥ - 7¢*+ 10=0.
On pose X =¢* avec X&]0; +oo| on a
donc

—7X+ 10=0.
A=49-40=9; X;=T3=2 et
X _7;3—550itex1=2eteX2=5et
finalement x; =In2 et x, =In5.
2. 26 -9 ¥=-3
& 2e¥ -9 =—3¢*
& 26+ 3e¥-9=0.

Onpose X=¢e"avec X €]0; +oo[ ;ona
donc 2X* + 3X-9=0

A=94T72=81; X =—22=-3
et X, = 34+9 g X, est impossible,
donc e2X=§soitx2=ln§.

72. 1.

=24 -5 & ¥ + 5¢¥ - 24 =0.
On pose X =e* avec X ]0; +oo[ on
donc X% + 5X — 24 =0. !

A=25+96=121; X,=—22

=-8

2
et X, =%+11 = 3. X, est impossible,
donc "~ % =3 soit x, = In3.
2. e -3e"=—1© -3+ e+ 1=0.

On pose X =¢* avec X ]0; +oo| on a
donc —3X* + X + 1=0.

A=1+12=13;

—1—\/§ 1+V13
X, = 2
X_—1+W —1—\@ ,
,= 2 3 impos-
ible.
lee X_1+\/§ . _ 1+V13
once 1—TSO|tx1 = lnT.

73. L'équation que Célia souhaite ré-
soudre est différente de celle du logiciel
de calcul formel.

74.
2 —oo 2 +00
x—2 - (I) +
e + +
f6d - (I) +
g(x) = e® + €*; g(x) est strictement po-
sitive sur R.
75+ flx) = ¥ - & = (e~ 1),
x —o0 0 +00
e + +
e -1 - 0 +
) -0+
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- g(x) =e®—2e—3. On pose X =e*
avec X €0 ; +oo[ onadonc X% — 2X — 3.
2-4

A=4+12=16; X1=T=—1 et
X2=2;4=3soitx2=ln3.
—00 In3 +00
|
g - (I) +
_ 5.
76. Df_]_g’ +oo[.
INBx+5)>058+5>1<8>—4
1
Sx>—=.
X773
5 1
_é _E +00o
|
fbd - (I) +

. Dg=]1 ; +oo[.

gx)=Ilnx + In(x—=1)=Ilx(x-1).

Inxx—=1)>0ex(x—1)>1
©x*—x-1>0.

—_
|
Ui

1+V5
—

1+V5

et x, =

i
g —f|>+

77. +Dp=]5; +ool.
f)=In(x—5)—In(x + 4) =In

x—5 x—5
>0& >

lnx+4 0 X+ 4 !

eX=5=Xx=4 54 =9 4
X+ 4 X+ 4

x—=5
X+4°

X 5 +00

&) -

. Dg=]0;+oo[.
g(x) =Inx + In(1 + x%) = In(5 + 3¢
| x(1 + x9)
=\nN—-—-
x(1+x2)—5—3ex>0. 5 4 3"
5+ 3¢
78. 1.

0,999"< 10" "< nln0,999< - 11ln 10
5 ln0,999

1,000 01" > 10°<nln 1,000 01>91n 10
n> 9In 10 .
[n 1,000 01

3, v
5_(5) >4,9999<:>—(§) > 0,000 1
oo 00001

In3

79. xIn(x + 1) + 3>In(x + 1) + 3x.
1. Le logiciel de calcul formel utilisé ne
permet pas de résoudre l'inéquation.
2. D=]-1; +oo|.
xlnx+ 1) =Ilnx+ 1) +3-3x>0
S x=Nlhx+1)-3x-1>0
S (x—=1)(n(x + 1)-3)>0.
Inx+1)-3>0&In(x+1)>3

ex+1>eox>e-1.

-1 1 e3-1 400
x=1 - (I) + +
In(x+1)-3 - - 0+
b=1) |
inpex)-3)  © § 7 9 7

xe]-1;1Ule® - 1; +oof.

80. XCAS ne tient pas compte du do-
maine de définition (résolution) de l'iné-
quation.

In(x— 1) et In(x + 4) ne sont pas défi-
nies pour x =—5. 5 ={2}.

‘e’ =12 e’ =12
81. ex_y:g & exe_yzg
e* =12/ {ex =12e77
< ~y_49 1
12e =3 e =3
X = 12eY ef=12e"7
& In9
“y=-h9  |y="%
_no In9
eX:12e 2 X=ln12—7
< _n9 _n9 :
72 Yy=7
82. 1.
Xx—-y=17 - =3x-17
{2X+3y=15 {2X+9X—51=15

<:>{y:3xf17<:>{y:3xf17
TIx =66 X=6
@{y:1 es={(6;1).
X=06
2. Onpose X=¢e“et Y=¢
IX—Y=17
{2X+3Y=15
d'apres 1. X=6et Y=1
soit e¥=6ete =1
puisx=In6 et y=0.5={(In6; 0)}.
4" + & =13
o {eX—Zeyz—S
Y=13-4X
{X—2(13—4X)=—8

on pose X =¢* et

Y=¢
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Y=13-4X Y=13-4
{X—26+8X:—8 {9X=18
<:>{Y:5(:){e”=5<:>{y=ln5.
X=2 e =2 x = In2
S={(n2;In5)}.
84. 1.
2x+5y=—1<:> 6x + 15y =-13
{3X—7y:13 {6x—‘l4y:26'

On ajoute les égalités : y = 23
d’'ou 2x + 115 =— 1 soit x = — 58.

2 Inx=-58 X:e758
’ lny: 23 y:e23
S = {(e58 : e23)}

6lnx + Iny =1

" |lnx—=5Slhy=-5
onpose X =Inx et Y=Iny
{6X+Y=1 {Y=1—6X
X—-5Y=-5 [X-5+30X=-5

Y=1 Ihx=0__(x=1
= & = .

{X:O lny=1 {y:e

s={(1:e)).

X+y=5
’ {lnx+ lny=In3+1In2
x>0ety>0
{x+y=5 @{x=5—y
In(xy) =Iln6 In((5-y)y)=In6
x=5-y
{ln(—y2+ 5) =6 —y°+5/=6

S—y*+5/-6=0<(y-3)(y-2)=0.
$=1(2:3).3: 2}

3. Limites

87.a 90. Corrigés dans le manuel.

g Anx _lnx 1
xX+2 X 2
(145
X

’

D=10; +ool.

lim Inx=-oo

XlTn?l 4+ 2 — p [ par quotient

x- 0%t lim lnx —
x>0t X + 2

x =0 asymptote Yerticale a la courbe
représentative de nx .
X+ 2

im NX_o
X—> +00 X

lim — 1 par produit

X > +00
X

XE +00 lnTX x 1 =0.
(13
X
y = 0 asymptote horizontale en +co ala
courbe représentative de lrlxz .

2. D=]-1; +oo|.
Onpose X=x+ 1:
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lim xln(x + 1) = lim (X = 1)InX im_x=0 lim =0
X~ X=0 x>0 5 par somme X ==
lim (X—1)=-1 lim_— In(x?) = +o0 im 1 = oo PArsOMMe
. X - =
im InX =—-oco [ PArproduit lim x—In(x%) =400, 77 e* 1
X0 5 lim e ——=-co.
lim (X=1)InX=+c0. de méme lim x— ln (x°) = +c0 donc x> =00 X
X0 x> 0" im e =+o0
x = — 1 asymptote verticale. x = 0 asymptote verticale. X = +6o
. 5 ) 1 par somme
lim (X—1)=+OO 5 [n(x) lim __x:0
i n(x) = +co | P27 PrOdut x=tnpd) =x (1- ) e 1
X e . lim x=+o0 lim e‘——=+o0.
Xl|m X=1)InX=+00.  x-+e n6d) oar produit X = +00 o
— +00 n(x ui _ )
3. D=]0: +ool. XETOO1_ - =1 94. 1. D=]-o0; +oo].
: —X
[im0 x+1)=1 . n (?) Onpose X=—x, lim (x-5)e
X - B — =
I.lm I.nX = —00 par prOdUIt xHToo X 1 X +0o. X l|m (— X — 5) = —00
N _ . — +00 d it
. _ 4. D=]0: +ool. lim - e = +00 par produi
Xllinol(x+ 1) (Inx) = —c0. lim_In (2x) = —oo m )
X = O asymptote Vel’tlcale. XI.'_)O 2 ‘] _ 1 Par quotient XHTOO (— X — 5)e = —00.
lim (x+ 1) =+o0 ) X = x_x 5
lim lnx = +oo par produit In(2x) (x=5)e " ="—-=;
X +oo ) lim = —co donc x = 0 asymptote e €
im (c+ 1) x(Inx) =400, x50x% 4 q im X =0
4. D=]-c0: = 1[UJ0; +o0 verticale. X500 X
. ]x iy [U] [ In (2x) _ 2 _ Inx i 5o par somme
x T x ] ) X XX+1 xX*+1 x2+1° Xoreo e
Xl|£n1 lnx=0; lm, ln<X+1)=O n2 _, im i—£=Odoncy=0 asymptote
- ; X +oo 42 - Thoo @ X
doncy=0 e_st asymptote horizontale. l’ ln+X1 , par somme horizontale.
PRULTINE I N e 2 17 2. D=]-o00; +oo|.
im InX=+co; lim ln<—>=+oo __
5 +o0 e M lim In2 Inx —0 donc y=0 XHT X+ 1 o0 ar quotient
donc x = — 1 asymptote verticale. G N IV lim e +1=1 (P34
1 = h . X — —oo
xllinox T ;s3ym1ptoge Trlégr?t-la-l;[ lim_ )i<+ 1_
lim In(X) =-o0; llmln( X ):—oo ' : X7 et
X - 0* +1 lim X——oo} X1+1
donc x = O est asymptote verticale. e ar somme ( —)
: ymp im —e*=0 P . x im X* 1~ |im X
lim =1 lim x—e"*=-c0 X—> 400 oX 4 1 X400 e~ 1
X"+°°X+1 x ex — —00 X(_ _)
i = X . X X
XI.ILn_] InX = O'XETooln<X+1) 0 X—e —X(1—;>, ;
donc y = 0 est asymptote horizontale. lim x=4oc0 . “Too 1+ i 1
92. 1. D=]0; +ool. e e par produit e T par quotient
limox:O Xlin+1 (1—;):—00 XIII’P ST = e
X > P — 400 — +00
lim — lnx = +oo} par‘add|t|on . o 1
x-0 llmox—lnx=+oo; XIIT x(1—;):—oo. 1+;
X — — +00 .
x = 0 est asymptote verticale. 2. D=]-o0; +00[. m > 1 0 donc y =0 asymptote
= lnX M H 2— . 2 . 2 — + —
x=Inx=x{1-==); im e ™= lim e ; lim x°=+4o0; X X
X X = =00 ; X - —c0 AX—>—oo horizontale.
Jm, BX= 05t x(1-8) < oo I, € = voo idememe 3. D= J-c0; —4[U}-4; +eo].
2. D=10; +oo[. Xgrpoo e ¥ = too. On pose >2<X=2Xf 2 y
_1 ) 3. D=]-00; +oo]. lim —=— = e
xlnx ==xlnx: 2 x%+oox+ X o —
2 1 lim -% =-c
lim xlnx=0; lim Sxlnx=0; X>-c0 2 : l|m 2e* =
x -0 x=0 ) 1 th_’l e*=0 donc y =0 asymptote ho- X par produit
Am xlnx=+oo; lim oxInx=+co; L itale en —co et en +oo de méme M T X + 8 .
3. D=]-00;0[U]O; +00[. < im =28 __o.
lim x=-o0 } im e 2=0. , X = —oc0 )2(+8
e n par somme . e™ e _
i = Inf) = —co 4. D =l-co; +oof. xllT4‘x+4 OO'X£IT4+X+4 oo
Lm x—1In () =-co. e -eX=e- lx ; donc x = — 4 asymptote verticale.
e
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X X
im 25— |im —2&
X>+c0 X + 8 Xa+o<>x_l 8
=
_ 5 € _
_XLITOOX oo

4. D =]-00; +oo]

2x 1
e — e ¢ (1_§>

3x - :
e + 1
e3"<1 + 1 )

e3x

2x X
im &-—% =0

m Ew
X=m2 e 4 1

lim e*—e =0
cariﬁn}: 4o (P quotient
2x X
im £=%=0
X —> —00 e X+ 1
2x X
lim e3—e = lim =0 donc
XA+ooeX+1 X4>+OOeX
y = 0 asymptote horizontale.
95. 1. D=]-00; - 1[U]1; +oo].
On pose X=x%:
In(x* - 1
lim %: lim ”‘—Xzo donc
X = =00 xX“+1 X > +co

y =0 asymptote horizontale en —co et
en +oo.

In(x*—1
De méme lim Mz lim lr]—X=O.
X — +00 X2+1 X >+00 X
lim1 In(x* = 1) = —oc0
l|m X +1=2
X——1
) In(x*—1)
m =———=-c0
x--=1 X%+ 1
ln(x% =1
de méme lim %:—oo donc
x=>1" x4+ 1
x =1 asymptote verticale.
2. D=]-00;0[U]1; +o0].
lim = 3x =3; lim In 3X =In3;
x—>-00 x—1 X — — X —
De méme lim In 3x ln3 donc
x—>+00  x —1

y =1In3 asymptote horizontale en —oo
eten +oo.
lim —
x->0X—
x = 0 est asymptote verticale.
lim —3

x o1t X =1
donc x = 1 est asymptote verticale.
3. D=]0; +oof.
On pose X =Inx :
Xliino 2(Inx)? = 5lnx + 1

= l|m 2X? —5X + 1= +00.

X - -0

Donc x = 0 asymptote verticale.

donc

=0, lim InX=-c
1 X-0

INX = +00

= 400, lim
X

- +00

lim 2X%= +oo.

X - +oo

lim 2X2-5+ 1=
X = +co
4. D=10; +oo|.
limoxz—x+2[nx+1:—oo donc x=0
X -

asymptote verticale.
2

Xgrpmx —x+ 2lnx+ 1
= lim x° 1—1+2[nx+l>:+oo.
X —> 400 X X2 XZ
96. 1. Onpose X=x+ 1:
im X-1-1InX
Xowe 1 InX
HI’DOOX<1—Y—7>—+OO
Z.Xllmoo1+x Xllmoox

lim In(1+x%=_lim Inx?;
X — +00 X — +0oo

ln(1 + x?
m MO nx_ g
X > +00 2X X > +00 X
ln(1 + x?
3. lim M: lim -
X — —00 2X
en posant X = —x.

d i In(1 + x?)
onc lim T o
4. lim ﬂ l|m InX=0.
X200 @2 4 1
5.
1+ 2¢" 2e* lim ( )
i
X - +00 2X+ 1 Xa
(e >
llm x=0
97. 1. *2° par différence
l|m lnx

llm x = (Inx)? = —co.

2
: [
A b= () = lim x (1 - )
On pose X =Inx :
im (x - (Inx)?) = M lim

(X = X°)

lim X°=+o0 XHTOOXZ <_ - 1)
X - +oco B X
X par produit

im £ -1=+00
X > +00 X2

X
lim XZ(—— 1)- +00.
X > +co X

im In(1+ €)=
lim x=-c0

X - —00

0 .
} par différence

im (= In(1 + €%) = —co.
4. lim x—=1In(1+€)
= lim_(x—In(e*(e™" + 1)).

m X —x—Ine™"+1)

= lim - In(e™ ™+ 1);

m e*+1=1; lim —lnX=0.
X > +00 X -1
98. 1. lim_(x+In(1+e™)

= lim x+lne ™ +In(1+ ¢
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im 1+e=1;

X - —00
2. lim lim InX=0;
X > 400 X -1

im (x+In(1+e™)=+oo.
3. Onpose X =3x:

lim xIn(3x) = lim X
X—0 X-03

lim XInX =0 donc lim xIn(3x) = 0.
x—-0 x—-0
4. Onpose X =3x:

im xIn(3x) = _lim X = +oo.
X = +00 Xa+oo3
929. 1.

im (x+ 1)=+c0 _lim
X > +00 X

— 400

lim1 InX=0.

T+e*=1;

InX = +o0
Xgrpoo (X2+ 1)=+OO
lim 6 + 1)+ ).

=+oo

par produit

llnj (x+1)=0 x“mo InX =-o0
lim_ (x*+ 1) =2

X——1

par produit lin:|1(x2 + N n(x + 1) =—oco.

3. lim (€)°=1"; lim e¥*-1=0";
x>0t X -0
lim In@e*-1)= lim InX=-co.
X — X‘?O+
4.Xl|moo(x) =+oo; lim e¥—1=+oo0;
lim ln( X~ 1) = l|m INX = +00.
X - +00 X - +00
i x=1_
100. 1. x>+ par produit
Xgmoo Inx = +o0
im =——Inx=+c
X - +00
l x—1:_Oo
2. xoo0t X par produit
l|m+ Inx = —co

X%O X—1
lim =—— Inx = +o0.
3. lim T+x=1;"

lnX

llm——llm‘l—1 im 1+ 2x=1.
X-1lnX X-1 x—-0
n(T+x) . Inx _ 1

T n(T+ 20 xoreln2x Iz’
107. 1. Onpose X=x—1:

- lnx _ . n(1+X)
xl|£n1x—1_xl|£noT_
11 +x) 9
ZM3T % T3
3. On pose X =6x:
i In(1+6x) 2[n(1+X)_2
00T 3x X X o
4. Onpose X =—5x:
o In(1-5x) sln(1+X) 5
M= =M =%
102. 1. Onpose X = x*:
In(1 + x° In(1+ X
x=0 2x X-0  24/X
lim \/—ln(1+X)
X0 2 2 X
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, _In(1)
2. lm1T+x=1; lm —=1;
x—0 X—>0ln(1)
lim T+2x=1.
.|demquen2
In(1 In(1
4. lim n +X) im n():1.
x>0 In(1+x) x-0ln(1)

103. 1. On pose X:2x:x2=%X2.
1

. 2 . =2
lim e In(2x) — lim e4X“InX
x>0 X0 :
. . ~y2

Jim. X%InX = 0 donc Jim. eaXnx — 1

. Inx . Inx

2. = .
xﬂrpoo3x+2 xHToo X =0

3. lim "X_o.
X — +00 XZ

4. lm =X ___ jm bhx_g
x—>+ooX2 X+ 2 X - +00 X2

5.
lim (x + 3)lnx= limxIlnx + 3lnx=-oc0
x—-0 x—-0
6. limO (x + 0)Inx idem qu’en 5..

X —
4. Dérivées
104. et 105. Corrigés dans le manuel.
106. D' =R ; f'(x) = 5e*.

=R : g'(X) —_ e+ 4—x.
107. x% - 3x et e* sont des fonctions dé-
finies et dérivables sur R, donc f(x) est dé-
rivable sur R par composé de 2 fongtions
dérivables sur R: f/(x) = (2x — 3)e* ~3*.
g (x) est dérivable sur R par composé de
2 fonctions définies et dérivables sur R:
g’ (x) = cosxe®™.

1

h(x) = ex; e définie et dérivable sur R;
)1< est définie et dérivable sur R* donc

h(x) aussi et: h’(x) = :

_lex
108. D'=R; f(x)ex+xe =e“(1+x).

D'=]0; +oo| ;g (X)Xe —e_¢ (’;2_1).
109. D’=]0; +oo[,f’( ) Inx + 1.
D’=]0; +oo[; g’'(x) = lenx.

110. g'(x) = —2x2'
1—x
111. Inx définie et dérivable sur

10; +00[ ; x% surR; (Inx)? sur JO; +oo| :

f(x)= flnx.

Inx définie et dérivable sur ]0; +oo[;
1

—oof ') = =L

);t 1 définie et dérivable sur R —{1};

enxsur |0; +oof.

In(lnx) sur |1;

X—1-x-1
_ 2
h’(X)— (X 1) — —2
X+ 1 x=TKx+1)
x =1
X -1 +1
x+1| - (I) + +
x-=1| - - +
il + 0 - +
x=1 |
h(x) définie et dérivable sur

JFeo s = 1[U]1; +oo].
112. F/(x) =)% e

gX) =2+ (2x+ 1) x(-3)xe >

—e ¥2-6x-3)=e ¥(-6x-1).

, 3> (e + 1) — (e - 1) x 3 x ¥
h (x) = 3 2
(e + 1) 6e3x
e+ 1)

i’(x) = 2 4+ X2 x - 2x)e"x2

ax-2¢) = 2 (1= %Y.
’ ZEX -1
113. X) = 1= ;
f) 1 + eZX 1+ e
2
1- _
e+ 1 e+ 1 =0
114, f/() = (2x— 4’ %+,
f,( ) _ _SinxeCOSXXeSinX COSXeSInX eCOSX
X) = (esm><)2
— 5N * X (ginx + cosX)
- (esinX)Z
, 6 4
115. =2lhx-=2.
5 f (X)X Xlnx x
/ e
9'k) =
1+e

116 f/() = 2xIn(2 = x) + X2 x — .
1 2—X

gr(X):Z\/X—12 1

Vx—=1 2K-1)"
117. f(x) T3 e+ ) x(=1)ex 3
_X+3(Z X — Z)=— —x+3.

L,y 2e Z(B3x + 1) —e*x3
gk = Bx+ 12 e(6x-1)
- Bx + 1)%

118. (xe—ZX)’=(1—2x)e‘2X.

W' =nxu'xu""".

flx) =x"e" "™ = (xe 2",
f)=nx(1—-2x)e®x (xe~ )"~ ",

, 2x—3
119. f'x)=———.
& x2—3x + 9
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(T-X¥)+x+2 3x(1-x)
(x+2) Cox+2

7
120. 1. f()—x—ln(x+‘l)
2. )=

9’ =

x+1
2
121. 1. f’(x_w
CHExX+x+ 1
- (x \/7+1)(x+\/7+1)
x+ 1)+ 1)
2.
X -1 V2 -1 +00
6 '

+ 0 -
| T~

(= 3x% + 2x + 12)ex’ +4
x° + 4)

122, f'(x) =
’ — 28x
X =———m—
¥ 3x* + 16x2 + 5

_ — 28x .

123 1. (x° + 5)(3x° + 1)

X 0 In g In % +00
£ P

fi) _oo/a\o

2. x =0 asymptote verticale et y=0
asymptote horizontale en +co.

3. f(x) <0 pour x & 0;ln<\/2—€>[;

ol
f(x)=0 pour x=1n <@> .

sy (X2 = 10x — 5)ex=5
1240 f) =T s

2. <X H)
f/()=(-V30-5)(x+V30-5)

f(x) >0 pour x €

(x-5)°

3. f/(x)>0 pour x<-%V30+5 ou
x>V30 + 5.

4.

—\/%+5 5
760 '

+ (I) -
f6) 0/////1\\\\\\0
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125. 1. f(x)=1In (1 +_2e1>

—2e¥(e® + e + 1)
€ -1 +1)(2e+1)

2. f'l) =

3

700 = 1 Oe 4
f(X)— + 32

2. f”(x) >0 surR.

| Cha P. 3 Fonction exponentielle - Fonction logarithme népérien

2. ffx)=0 © xe

o (5]
(5ol

et f/(X) <0 < xe

3 2e( e x <0 3. 3. Lorsque x — o0
-2t (e et ; X\ k
- ~— = > k=2
(€= 1)(e + 1) (2" + 1) >0 X |- @x-029 4o 2lrS (c) oo fene=0 ) )
pour x € |0 ; +oo[ donc f(x) < 0. 7 () o+ donc lim xf(x) = Xllnjkae =0.
d : +00 Donc lim f(x)=0
solve (— fix) <0, x) . . o,
dx 't 4.
5. Avec un logiciel de calcul formel —© o1\ 2
126. et 127. Corrigés dans le manuel. -029<a<-028 x |0 ( X ) ‘ oo
’ -2 1
128. 1. fl)=~2e""x 142 4. La fonction f’(x) est continue et déri- J) + (:) -
2. f'(x)<0surRR. vable sur R.
3. f'(x) est strictement croissante sur R et f6d 0/ \0
X |- +oo im f/x) =-o0. _
o - i £ = oo, 137. 2. lim_ft) =0
- D’aprés le théoréme des valeurs intermé-  b.Vx < [0; +oof, f/(x) = e * (1 - 2x).
9 \ d|a|res:, il eilste un unique réel @ € R tel V2
0 que f'(@)=0 x |0 - +00
-029sa<-0,28 § I
129. 1. Lles capacités du logiciel ne g f'&) + 0 -
permettent pas de résoudre l'inéquation Ve
f6) > 0. L e ¢ =] /T\
2. a. (%) - 0 + 0 0
3 +00 + 00 1
x |0 1 s +o0 V2, V2 5 Ve
2 ye 2=
/0 0 0 e \xO,ZZ/ ft 2 )= 2 T
+ - + . : :
5 ' +o| 6. Léquation f(x) posséde deux solu- f adm\7¥ur [0 +ool un\/r%ammum, qu!
2 tions dans R. vaut —— atteint en x = > -
&) / \ / L'une sur l'intervalle [- 2 ; 0], l'autre sur
0 ~ 2,46 Uintervalle [0 ; 3]. 138. 1. ©
) Linstruction fsolve, qui utilise une mé-
b fl) > 0 sur JO; +eof. thode de calcul différente de solve permet
c.5=]0; +ool. d'évaluer ses solutions.
130. 1. f/(x) =x(2lnx + 1).
X 132. 7] .
2. f’(x)<Osur]O;e 2[; x o % - i
1
f/(x) >0 sur ]e 2, +oo[. £ - o "
1
3. e e
T, 6,
P o - )| T~ .
| 2. a.(7,):y=¢€(x—a)+ €.
' . . b.(J,):y=-2b(x-b)-b° -1
0 oo 6. Problemes c(T) = (7)
1 135. A. 1 v 4 "
i) \:e 2/ ) XE[O +OO[—X 5 e? =_2b
4. L'équation de la tangente a la courbe = 2xe‘X (1 =x)(1 + x). e — _2p
6, au point d'abscisse Test:y=x— 1. 2. f’(,x) ><O © xe(0; 1] < 207 4 6@ = h2 — 1
131. 1. f(X)—1X2+3X 2+1e_‘_‘x (;t {(X)\Oj?xe['l,+oo[. —_ 2
sur R; < 4 3 2 XJTmf(X)— < _aea+ea:£_1
e B. 1. K 4
, 3 3e 4 ,(’_‘> a—-_2bh
f(X)=X+—— : 7 (x) = e—k kZ_k Xk—z_kze—k X ka—Z e \e/. o e
4 8 Fe < =4 <C ) 2 4 43e° — 4 —4=0
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3. (E): e™ + 4xe* — 4" - 4=0.
a.Vx<0:e¥<e? & e <1
donc e* - 4<-3<0.
Vx<0;x—1<-1<0or &>0
donc 4e*(x — 1) < 0.

b. f(x) = e* — 4 + 4" (x — 1)

doncd'aprés a.Vx <0 f(x) <O
Ainsi (E) n'admet pas de solution sur
]-c0; 0[.
c.Vx=0,
f/(x) = 26> + 4e* + 4xe* — 4e*

=2e"(e" + 2x)
orx>0donce>0etx>0
donc f'(x) >0
f est croissante sur [0 ; +oo].
d.f0)=e"+0-4-4=-7

et f(x) =e*(e* + 4x — 4) - 4.
M, & = +oo
Xgmooe +4x—4=+0c0 Xﬁ+oof()

En utilisant le théoréme de la bijection,
Jlac[0; +oo[ / f(a) =
Al'aide delacalculatrice: 0,84 < a < 0,85

X 0 +00

') +

+0oo
-7

4. b= %e donc: e%8* < o7 < 08

soit — 1085<b<
d'OU—1,16<b< 0,92.

1 @084
2

In(1 + X)

140. 1. l|m u,= lim =1
n-+oo X0 X
(cours).
1
2. (1 ¥ 1)" = emn(1+7)
n
or lim nln(1 +%> =1
doncparcomposmon lim (1 + %)n =e
3. a. lnvn=ln<1 +—>n =nln<1 +Q>.
n n
On pose X =% et
lim Inv, = lim nln< 9>n
n — +oo n-+ n
 In(1+ X)
b., 4, =¢
141. 1.
pH=—log[H,0"]=-log (5% 107%)~8,3.
Si [H;0%]=0,1mol£™"
alors pH=-1log0, 1= 1 trés acide.

2. [H;0']=10"" pour une solution
neutre.

3. La fonction [H;0"]- -
est décroissante sur |0 ; +oo].
4. Ajouter des ions [H;O"] pour dimi-
nuer le pH.

log[H;0"]

142. 1. Sil=1, alors N=0,
si/=10/, alors N =10.
2. N=20dB donc 10[og/ =20;
log—= soit /——102 I= 1OOI
0

Si N 50dB alors /=100 000/,.
3. Si N=120dB,/=10",.
4. L2105~ 32 10"

/O
143. 1. Vxe R,
fi)=e*(=x+1-k) donc f, est
croissante sur [0 ; 1— k] et f, est décrois-

sante sur [1 -k ; +oo[. Donc f, admet un
maximumen x = 1 —k.

o mlgi) o

f0=k=(1-k+ke - H=eT%k
donc M, T

3. En noir ", en rouge 6, avec k=2.
L'unité graphique est 1 graduation.

lim flx) =

b. lim_f(x )_§X D donc (D) est
asymptote a @ au voisinage de +oo.

c. flx )——x In(1+ e

or xeR,e*>0

donc lm(1+e*)>0
donc @ est au-dessus de (D).
d.VxeR,
fx)=In(e™”

=lnEe )+ lnEe+1)+

144. 2. a.

e+ 1)+ %x

X

W=

:—g + In(e*+ 1).
e. lim f(x) = +oo.

3. a.Vxe R, ’x——iex 2 .
f() 3(e* + 1)
b.

£ - 9 -

6 \1ln (z> /
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1

145. 1. f E
0

doncVneN,A(1
2

2. aVxeR, filx) =

(1 +e X)Z
donc f, est croissante sur R.
b. lim_ fo)=0; im  fo)=15

(Ox) est asymptote a <€ au voisinage de
—ocoetD:y=1est asymptote a <6 au
voisinage de +oco.

c.
X |-co 400
fa +
]
;. /
0
3. a %) o

e *(1+e ) —e*x(-e7)
—X)Z

(T+e
_e—x_e—2x+e—2x _e X
(1+e%? (1+e
donc f, est décroissante sur R.

c. 6, et €, sont symétriques par rapport
a (Oy).
4. a.Vn=2,VxeR,

— nx 1

fb)=—"—=

T+e e™+e

b‘ Xgrpoo fn(X) =t ' XHTOO fn(X) -

—x)2

(h=1)x"

c.VxeR,
fr60 =-

ne™ + (n — 1)el -

(enx + e(n - 1)X)2

n-1x_ne™+n-1
(enx+ e(n—1)X)2
orVn=2,VxeR, ne™ +n-1>0.

X —00 +oo

f, -

2
0
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146. 1. fsemble croissante sur [- 3 ; 2].
2. 6. semble en dessous de (xx’) sur
|-o0; 0] et €, semble au-dessus de (xx’)
sur [0 ; +oof.
A. 1. VxR,
f/x)=2xe" "+ x%e* " —x

=xe*" "2+ x) - x

=x[e*" T(x+2)-1].
2. a. lim g(x)=+oo;

m_ gbd=-1.
b.VxeR,
gK)=e""T+ (x+2)e "= (x + 3).
c.
X —00 -3 + 00
|
g'x) - 0+

W e

d. g(x) = 0 admet une unique solution o
surRet 0,20 <o <0,21.

e.
X —oo o +00
96 - 0«
3. a
X —co 0 o 400
X - (I) + +
g(x) - - (I) +
W+ 0 - 0 4
T | T~

c. La premiére conjecture est donc fausse.

B. 1. gx)=0 < (¢ +2)e* "=0

f== ea_'lz—'I
o+ 2
et flo) = a?e®

2

o
2
=0" X -

—_

aZ
a+2 2
2 -
2(a + 2)
2. a.V¥xe[0;1],
=3 x2x+2) + X% 2

h,(X)— 2
4(x + 2)
_XZ(—3X—6+X)_X2(—2X—6)
2+ 2?2 2(x+2)?
-X*(-x +3)
C (x+2)?

X 0 1
e -
0
o | T—— -1

b. 0,20 <o <0,21

h(0,20) < h(cx) < h(0,21)

h(0,20) < f(cr) <h(0,21)

3. afx)=0% x‘z(ex_1 —%
© x=0oux=1-In2.

b.€ est en dessous de (xx’) sur

J-o0;1-1n2] et € est au-dessus de

(xx") sur ]1=1In2; +oo].

c. La deuxiéme conjecture est donc fausse.

4.

| Cha P. 3 Fonction exponentielle - Fonction logarithme népérien

ainsi Vx e

1l g(d) <ge<g0)

soit2+—5mz<g(x)<§'
2;5“]2%0,54 donc g(x) € %;1 .
c.g(x):x¢>@:x<:>x+lnx=0.

2. a.Al'aide de B. 1. b. on démontre par
récurrence que Yn € N, > Su, <.

A l'aide de B. 1. a. on démontre par récur-
rencequeVne N, u, <u,,,.

b.(u) est croissante et majorée par 1
donc (u,) converge vers o [% ; 1] .

3. a.u,;,~0,567099.

b. 0,567 < o < 0,568 .

148. 1. lim f(x)=0.

147. A. 1. Vx>0,

FR=1+1=251 ri>o.

f est croissante sur |0 ; +oo].

2. xliino f(x) =—o0 et im f(x) = +o0.
D’apres le théoreme de la bijection,
Jlae|0; +oo[ / fla) = 0.

3. f(%) <0 et f)=1; f(1)>0

1
ac|=; 1.
donc 62,

B. 1. a.Vx >0,
41 4x -1
I =5 5= 5
g est décroissante sur ]O ; 1] et croissante

1 4
sur [Z, 4ool.
b.
]
x |0 P 400
[
9'x) - 0+

oo +00
96) | Syiems_—
5

g est donc croissante sur [% ; 1]
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>
x | -o02 -0,15 -0,1 -005 2. Vx= (_))'( Ly y
’ (e*=xe™™) (1-x)e
0 |- 80 x 10-4|- 41 x 1074~ 17 x 1074 —ax 04| fT(X) = — = —
1+ xe 1+ xe
x 0 005 0,1 0,15 qui est du signe de 1 —x.
fx) 0 —3x1074[-9%x107% |- 16 x 107 3.
X 02 025 03 035 x |0 1 +o0
I
flx) [~ 20 x 1074|= 17 x 1074/ =3 x 1074 | 27 x 107* ' -
') + 0
X 04 In(1+e ")
£x) -4 Yy / \
78 % 10 0 0

149. 1. a.On vérifie que
%— 9,8 + 0,0035v2=0 & laide d'un

logiciel de calcul formel.

b.v'(t) = ( 7\'7t196_7\'7t)2 '
5\e 100 4+ e 100
c.Yt=0,v'(t)>0.

d. tﬁrpmv(t) =20V7
soit environ 52,9 m-s~
soit 190 km - h™ " environ.
e.

1

t 0 +00

v'(r) +

o |
0

2. t190km-h"".

150. 1. fsemble croissante puis décrois-
sante et lim f(x)=0.

g semble croissante sur [2; +oo| et
xHToo g(X) =0.

2. Vx=0,f'(x)=(1-x)e ™
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X 0

)

£ / \

|_o_ i

Vx=0, g (x)=x(2-x)e ™.
X 0 2 +00
|
9’k f,J -

9 / \

3. fix) —gx) =xe (1 —x).

Sur [0; 1] 6, est au-dessus de € _; sur
[1; +oo[ €, est au-dessus de €.

151. A. 1. a. __

VteR,, f'(t)=-100e 2
donc f est décroissante sur R, .

b. lim f(t) =20;9:y =20 est asymp-
tote & 6 au voisinage de +oo.

2. a.On trouve t = 3,79 soit 3"47/24”.

~

M h 7 7
b.t = 2[n<20> ~3,79 soit 3747’39
plus précisément.
B. 1. a.
d, =787 ; d, =477 ; d,~289.
b. _n+‘l _n
d =-200e 2 +20+ (200e 2 4 20)

n n

=—200e 2 (- e 2+ 1)
donc lim d, =0.
n - +oco
2. On trouve n = 6.

152. 1. VteR,, f/(t) =ake’  donc
f/(t) = k (f(t) — 20) = ake** — kae!* = 0.

2. f0)=210 © 20+a < a=190.
3. f(40) =110 © 20 + 190e**
o etk _ 90
190
9
& _
k l”(19)

9
4. VieR,, f(t)=20+ 190@”(@) ;
v 19, (9\ =n(2)
FO)=2n(F) e <o;

f est décroissante sur R, .

t 0 +00

) +

0 \
20

5 fl)<35 © o) < 5
190
t (9 3
o tin(2)<n(2
20" (49 n <38>

Soit t = 136. A partir de 16 heures 16 mi-
nutes.

6. Début
190 - A

I ( ) Ny
40 \19
TantQue 20 + Aet > 35

T+1-T
Fin TantQue
Afficher T

7. On retrouve t = 136.

153. 1. Vx<[0; +oo],

£(x) = 152054 0,054

(1 + 15,2e™ 00542
donc f'(x) <0

f est décroissante sur [0 ; +oo] .

2. . lln;]oo f(x) =
3. f)=05 & 14 152000 < 1

o o004 1 1 0.5
15,2
ln15 2
0054
soit x = 50,4. A partir de 51 ans.
’ 1 1T—x
154.1.a.Vx > =1_1= .
5 a.Vx=1,4g(x " 1 .
X 1 o +00
9’k -
an\
gk o—
-0

En utilisant le théoréme de la bijection
Joe(1; +oo[/ g(x)=0.

b.gla)=0© In(2a)+ 1-a=0
S nla)+ 1=«
2. a.
r
V4Rl
Ol[7 u, u,uu,
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b. On démontre par récurrence que
VneN 1<u,<u,,,<3.

c.(u,) est croissante et majorée par 3
donc (u,) converge.
VneN,u, [1;3]u,,
fx)=In(2x) + 1.

fest continue sur [1; 3] et (u ) converge
vers Be(1; 3]

donc f(B)=p < In2B) + 1=

donc B =a d'aprés 1..

155. 1. a.Vx =0,

Fe=1-77

T+x 1+Xdoncf()

f est croissante sur [0 ; +oo].
AinsiVx =0, f(x) = f(0) ;
soit x—In(1T+x)=0

donc In(1 + x) < x.

b.VneN*,ln(1 +1) ¥

<
nln<1 +1> <71;lhu,<1.
n

c.Si lim v, =+oc0
n — +oco

1= flu,) avec

alors . En;looln u,=+oo

ce qui est contradictoire avec 2..
1\ In(1+x)

2. a. vnzlnunznln<1+—>= .
n X

b. 1;donc lim v, =1

c. lim u, =e.

n — +oo
157. 1. a. lim flx)=-
b. lim_f()-(x+2)=0 donc D, est

asymptote a € au voisinage de —co.
cfx)—(x+2)= = 4ef <0 donc € est
e*

au-dessus de 9, sur [R{.
2. a.VneR,
4e* (e + 3) -
plg=1- eI
(e +3)
(€4 3)7 - 4e® — 126" + 4™
(e + 3)°
_e® +6e +9-12e
(€ +3)°
f est croissante sur R.

4e* x e~

X —0o0 +oo

i +

y =(n3)(x -
y=4+1In3
f(ln3)=In3 + 2—3

In3) + f(In 3).

N3 + 4.
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f(ln3)=0

9%, est paralléle a l'axe des abscisses.

b. € esten dessous de %, sur [In3; +oof.
4. a.

B,y =FOx +f0); flO)=2-5=1;

y—%x + 1
b. .
f(x)—(‘llx+1> x+2—e4%—%f -1
3 4"
4 v e“+3
Soit g (x) =f(x) — Gx + ‘I> ;
126" (e* - 3
0 0)=r= e 3 gy <o
e +3)
sur |-oco ; In3].
9'M =107
X —oo 0 In3
9" -
3
gt |4 T—o— 1
4
0

9, est au-dessus de 6 sur R.

5. Ontrace 9, 9, et €.

158. 1. a.Vxe R, f(x)=In(eX + 2¢7%)
=ln(e*(1+2e ¥)=lne* + In(1 + 2™ %)
2. lim f(x)=+oco. lim f(x)-

Donc (d) est asymptote a 6 au voisinage
de +co.

3 lim, fl) =
Nim f(x) = (x + In2) =0. Donc (d’) est
asymptote a 6 au voisinage de —oo.
X_Ze—X
a.VxeR, f(x :ei,
f'e e+ 27
fX)=0e e >2e e e*=2
¢>x>%ln2.
X —o0 -In2 +00
|
f'k) -0 4

169 \éan/
2

f(%ln2>:ln<\/5+\/2—3>:ln En
159. 1. lim f(x)=—o0;
X!rrmf()
Vx>0,f(x)=;+1>0.
X 0 +00
e +

+0oo

3. En appliquant le théoréme de la bijec-
tion|a ]0; +oo[ | f(x) =

On trouve 1,55 <a < 1,56.

160. 1. a.Vx> -1,

| Cha P. 3 Fonction exponentielle - Fonction logarithme népérien

3

5 a.%.
*3
b.Si x =0,00001
alorsx—X—2=10‘5——1o_1o'
2 2
2 -10 -5
X x> -5_10 10
X=5 3—10 > + 3 -
s 10710
In(1,00001) ~ 107° — =
=0,00000999995
a 10" " prés.
161. 1. Vt=0;h'(t)=— 1+t +e";
h”({t)=1-e""; h’(0)=0et h”(0)=0

2.Vt=0;-1<0;e<e’
h”(t) = 0.

Soit f(t)=t—h"(t)=t—1+e"*;
ft)=1-et=0.
Vt=0f(t)=f0);t—1+e '=0;
1-e'<t.
AinsiVt=0,0<h”(t)<t

e i<,

’ _ _ 2_ 1 2

fe=1=x+x"=3%. donc0<h’(t)—h’(0)\%;
3
, X
b.VX>_1,f(X)=_I+X>O. So|t0<h(t) %
c
3. D'aprés 2. Vx =0,
1 - Ll cetg1- L
f’(X) _ ? + T—t+ > 3 e T—t+ R
+oo +oo|  162. A. 1. Vt>0;u’(x)=zx+%>0.
f6d \ / u est croissante sur |0 ; +oo.
0 lim u(x)=-oc0; lim u(x)=+oo.
x—-0 X - +0o

d.D'apres le tableau de variation, 2. a.On utilise le théoréme de la bijec-
Vx>-1,f(x)=0 tion.
2. a.Vx>-1, b.1,31Ts<sa<1,32.

’ _ 1 _ _ X2 3.
9= - T x=
b.Vx>-1,g'(x) =0 x |0 (:c +00
c. u(x) | - 0 +

X -1 0 +00 4.
9’0 ¥ u)=0e a’~ha=0elha=2-a*.

g . /

d.D'aprés c.¥x=0,g(x) =0

3. D'aprés 1.d.et2.dVx =0,
2 2 3
x—%élnﬁ +x)<x-X+%

2 3°
4. Vx>0,

In(1 + x) 2
X< <1-X,.%X
1 > X 1 2+3.
2
i _X X
xhino1___1’xh£no1 2'3 !
x>0 x>0
. h(1+x)
donc lim
X X
x>0
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B. 1. Vx>0,

00 =2x + 23 2= 1nw)

g(x‘z— 2 + Inx) =§u(x).

2. fest décroissante sur [ ; +oo].

C. 1. A<0> ;M( X) donc
2 Inx

AM = \/f(x - 0)% + (Inx—2)% = \/f(x).
2. a.la fonction racine est croissante sur
R, donc f et g ont les mémes variations
sur JO; +oof.

b. AM est minimal pour x=a. P (f;) .

c. AP =\f(x) =\ o + (Inox — 2)°

=Vat+a*=aV1+a?.
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).QZ) admet

Inx-2

comme vecteur directeur.

©29'+g=2f"+f

©2@-fl+g-f=0
2. VxeR; .
h'(x)z_%e’i( 24 20 + %e’i(a+ 2)
=e_5<— x2—1x+1x+—)

X
h’(x) :—%e 2(x? + 2x + 4), h est donc
décroissante sur R.
3. lim h (x) = +o0 ; im h (x)=o.
e 2 (24 11
—e 2= 2(4 LIV
4. a. f(x)—e e (4x +5X )
X
:%e 2(x% + 2x — 4).
@ est au-dessus de T’
sur J—oo;—1-+v5] et
sur[-1+ V5 ; +ool.
@ est en dessous de I

sur[-1-+5:-1+V5].
4e* 4
164. A. 1. X) = = .
fit e+7 1+7e%

2. a. lim_f, x)=0; imf, (x) = 4.
%€, admet (Ox) comme asymptote au voi-
sinage de —co.
€, admet & : y =4 comme asymptote
au voisinage de +co.
b.VxeR;

, 4e*(e* + 7) — 4
f‘] (X) = X 2

+7
28¢”

= >0.
(€ + 7)°

f, est croissante stricte sur R.
cVxelR;
Am ) <f) < lim f(x)

S 0<f(x) < 4.

3. a.fg(ln7):28><7

7 142
filn7)=——==2.

(T):y=1x{Kx-In7)+2

y=x-In7+ 2.

4. a.VxeR, f,(x) = 4ln(e* + 7).
_i In7

b.m—ln7 A £ (x)dx 4[n<Z>
-1 _ - 4
—ln7(4ln14 4In8) T

o (505 1)

n

4ne™ (™ + 7) — 4e™ne™

fﬂ(): (enx+7)2
28ne™
(™ + 7)°
,(In7\ _28nx7
f”(n)_ 142
In7\ _ 4x7 _
f"<T>_7+7_
(Tn):y=n< —1”77)+2
(T):y=mx—-In7+2
165. A 1. lim_fy()=—oo.
2. Vx>0,
f,;(x)=—lnx—x+)1—(=—lnx—1.

f, est croissante sur ]0 ; %[ et
fo est décroissante sur E ; +oo[.

B. 1. Vx>0,
ffx)==n-1-lInx.

n
2.afl)=0ex=—-e""".

-1-n

e
A"<e‘1‘") car
fn(efnf‘l):_nefnf1_e7n71(_1_n)

:efnf‘l.

b.A eA.
c.Onplace Ay, A A,.
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3.a.f,()=0© x=0oux=e"

or x>0 donc x=e"".

B,(e™";0).
b.fle")=-n-1-(-n)=-1.
c.On place B, B,, B,.

166. A. 1. T,:y=¢’(x—a) + e’
y=0&© x-a+1=0© x=a-1.

2. M

Za N‘g P‘g_ ! donc NP =—1.
a

g(a)
T:y=g'la)x-a)+g(a).

B. 1. M

a
N
o

y=0© x=a-

2. NP=T g,(a)
g9'(a)
{g (0)=2
9’'@=-gla)
g (x) = 2e™* convient.
167. 1. Vx>0, f'(x) === >0,
xX“+ 4

f est croissante sur [0 ; +oo].
2. a.Vx=09g'(x)=f"(x)-1
2
_=X ;I- 2X — 4< 0,
X“+ 4
g est décroissante sur [0 ; +oo].
b.ox=2,22a10"" prés.
c.g)=0 <€ fx)=x.
168. 1. a. lim f(x)=1.
x -0
b.Vxe]0; 1], xInx<0
donc xlnx + 1< 1 soit f(x) < 1.
2. a.Vxe]0; 1] f/(x) =xlnx + 1.

b. La tangente a € au point d’abscisse 1
est:

y=FMk=1)+70).
y=x-1+4 1soit y =x quiest (7).
3 a.Vxe]0; 1], g’x) = Inx.

g est décroissante sur ]0; 1].

X 0 1

9’09 -
;

N
0

b.Vxe]0;1],g(x)=0 soit f(x)=x;
%€ est au-dessus de T sur [0; 1].
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169. Soit x - e™ =x
(elnx)r — (lnx)' % (e/ lnX)
soit (Inx)” x e™ =1
& (lnx)" xx=1
, 1
= ==
(Inx) X

170. f(x)=Vx —lnx sur]O; +oo|
a.la fonction f(x) est dérivable sur
10; +00[ comme la différence de 2 fonc-
tions dérivables sur 0 ; +oo].

avec x >0

Fhg=—do-1-Yx=Z
2Vx X 2x
2x >0 car x > 0.

donc: f/(x)=0 & Vx =2 © x=4

fx)<0 e 0<x<4;fdécrois-
sante sur cet intervalle ;

ffx) >0 x>4; f est crois-
sante sur cet intervalle ;
f(x) a un minimum pour x = 4 et sa va-
leur est f(4) =V4 —In4.
f(4)~0,62.
b. f(4) > 0 donc f(x) >0 sur |0 ; +oo].
fX)>0 < Vx —lnx>0 < Vx > Inx

54 ﬂ > Inx car x > 0.
X X

Comme x > 1 :ln7x>0

Vx 1

lnx x_ 1
donc 0 < " < " —\/;.

c 0.

. 1
it

eX
171. On pose X=;:

lim X=+0c0; lim le;
X > +o0 > +c0 X
im —=0; lim l=0;
X~>+00e_ x~+ooeX
X
im xe *=0.
X — +o00
172. On pose X=Inx :
i elnX i
x e X - T M x T P
. InX _
T =0

173. Prérequis: In(xxy)=Inx + Iny.
Appliquons la propriété x =y =V m avec
m > 0.

In(Vm xVm)=lvVm + InVm
lhm=2lnVm

ln\/m=%lnm.

174. Soit f(x) = In(ax) — Inx
sur ]0; +oof

En route vers le bac (p. 160 et 161)
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) =2 12
fx) = = x 0 donc fest constante

sur J0; +oof.

f(1)=Iln(@) - (1) =lna.

Donc Vx ]0; +oof.

fx)=lna © In(ax) - Inx=1Ina
& In(ex) - lne + Inx.

ln(%) + ln(b)=ln<2—)><b) =In(@)=0

avec b > 0.
1 = -
donc In <E> =—In(b).

In (%) =In (a x%) =In(a) + In (%)

=lna —Inb avec a > 0.

175. A. 1. g(x) est dérivable sur R donc
sur [0; +oof ;

g'x)=¢e"-1.
f-1>0e e">1< x>0.

X 0 +00

9’0 |0 +

969 //////////)

2. g(x)=0, d’aprés le sens de variation
de g(x) sur [0 ; +oo].
g(x) =0 sur[0; +ool.
3. gW)=0© e -x-1=0

S ef—x=1 —x>0.
X

B. 1. f(x):ex sur [0 1];
eX—x
-0- _e-1_
£0)=0; f)=E=1 =1,
y
14 4
VR

2. 0sx<1;
fO) <fk) <£(1)
sur[0; 1];
0<f(x)<1.

car f(x) est croissante
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3. a.
e -1 e —1-xe* +x°
x) —x = -x=
f) e —x e —x
e(1-x)+ Kx=-1Kx+1)

e —x
(1-x) [ex—(x+ 1)]

(1-x) [e¥ Ex_—X‘I]

e —-X

(-9

X —x

X 0 1

1-x +
gk) +
e —x +

(1-x)gk)

e —x

La courbe 6, est au-dessus de la droite D
sur [0 1]

C. 1. Voir graphique.

2. Initialisation :

“o:% et f(x)—x=0.

flug) —ug=0 < u,=u,.
Onadonc:%<u0<u1 < 1.

Hérédité :

Supposons qu'il existe p € N tel que:

SSuU,;SUuy ST,

2 Cp T p+

£(3) <Flu) < flu,, ) <£0)
f est croissante sur [0 ; 1].

<up+2<1

1

up +1
etu, > uy= >
1

> su
Conclusion :

La propriété est vraie au premier rang. Si
la propriété est vraie au rang p, elle est
vraieaurang p + 1.

Donc la propriété est vraie pour tout en-
tier n.

3. La suite u, est strictement croissante
et majorée par 1, elle converge donc vers
unréel [< 1.

f est continue donc u, , ; =f(u,) et par

onadonc: <1.

p+1<UP+2

continuité [ = f(/) qui a pour solution 1

dans l'intervalle [% ; 1].
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176. 1. f(x) =xe* = 1sur[0; +oo].
a. “T xe* = +oo] par somme
X = +00 .
im - 1=-1] lm_fl)=+oo

X — +oo
f(x) est dérivable sur [0; +oo| car les
fonctions x et € sont dérivables sur
[0; +oof.

fx)=¢e"+xe*=¢e"(1+x)
e“et (1+x)=0sur[0; +oo]
donc f’(x) =0 et f(x) est strictement
croissante sur [0 ; +oo].
b.La fonction f est continue, déri-
vable et strictement croissante sur
[0; +co[. Elle
jection de [0; +oo[ sur lintervalle

[f(O ;o lim f(x )[:[— 1; +o0o[. Comme

réalise donc une bi-

Oec|[- X1_>,+:-Ooo[, l'équation f(x)=0 ad-
met donc une unique solution & dans
[0; +oof.
o= 0,57 410 °prés
c
X 0 a )
£ - 0+

car f(x) est croissante sur [0 ; +oo].

2.

181. a.5={—%}.
b.S={-1;1}.
c.5=0.
182. a.5=[0; +oo].
b.A=1-4x1x(-2)=9
183. a._lim e
b. lim e *=0.
X — +00
lim 0.
X — —00

184. a.
b. lim =2.

X —> +oo

= +o00.

Pour tout x>0, on a M(x;e") et
N(x; Inx)

donc MN =|e* - Inx|=e*—Inx d'aprés
['énoncé.

Soit g(x) =e*—Inx g(x) est dérivable
sur JO; +oof,ona:

g’(x):ex—%.
g >0 e ex—%>o & xe¥—1>0
& f(x) >0
X 0 (04 +00
9'0d - f:J +

S=]-o0; 0.

969 \g(a) /

D'aprés la question 1., la distance MN
est donc minimale lorsque x=0a et
cette longueur minimale vaut alors
e —In(a) = 2,33 4107 % pres.

on a f(a)=

ae*—1=0dol e*=—

D'aprés 1. b, 0 donc

La tangente a 6 au point d'abscisse o a
pour coefficient directeur : e*.

La tangente a I au point d’abscisse ¢ a
pour coefficient directeur: é =e%.

Les deux tangentes ayant le méme coeffi-
cient directeur, elles sont donc paralléles.

177. 1. a.

lim X% = +00 } par produit

“lIim 1nx = +oo im fx) = +o0

X —> +0o

Accompagnement personnalisé (p. 162-163)

185. a. 1l|m xe¥=

| Cha P. 3 Fonction exponentielle - Fonction logarithme népérien

b. f(x) est dérivable sur ]0 ; +oo| comme
le produit de deux fonctions dérivables sur
10; +oof.

f/(x) = 2xInx + x* x )1( =x(2lnx + 1)

1
&lhx+1>0 & lnx>—%<:>x>e 2

X 0 e’% +00
6 -0+
6 \f(e_%) /

2. Une équation de la tangente (T") a (6)
en un point de coordonnées (x, ; X,” nx,)
est:

¥ =f"xo) b = xg) + flxo)
S y=x,2nxy + 1) (x = x) + x4 lnx,.
Si la tangente a (€) en x, passe par
0(0; 0) alors:
S 0=x,(2lnx, + 1) (= xo) + x5 Inx,
& 0= —xozlnxO —xo2
& 0=—x(lnx, + 1)
© x,=0 (impossible) ou Inx, + 1=0
soit Inx,=—1et xoze_1.
Une équation de la tangente est donc:
y=e '(-1)(x-e ") +e ?lne’

] ——e x+e?-e7?
soit y = — X
178. f(1)==1+10=9 réponse b.
0\ T_—-x+2
179, ) ==-1+2, ==
réponse b.
X 10
180. g'(x) = - e(E)x+ )
e
, -1-1(10) ;
g (O):f——ﬂ réponse c.

X
; -X— im - (&)=
llm - Xe —Xllm <X>—O.

c. lim (x+ 1)ex+1=X lin_wOOXeX: 0.

1
186. a. f'(x) =xe;<1 -

Fl)=0exe[l
b. lim ()= lim

X - +o0
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2 1
l>=x_—1e;_
X2 X2

;+oo[ s fx)<0exe]0;1].
X
X =t

lim fl) =

X > +0oo
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X 0 1 +00
|
) - 0+
+00 +oo
6 \e/
1 1
df X + 1) =xex — —'I:x(e;—‘])_’]
T
Donc Xﬁnjoof( x)— (x + 1)=0.
e.On trace (D) et 6.
187. a.S={1}.
b.s={1;¢e}.
c.s={2vV2-1} (On résoud (3 —x)(x + 5) = (x + 1)?).

188. a.S=]-VIn3; VIn3[.

b. (Inx)? + Inx—=2>0; X=Inx.
X2+ x=2>0;(x+2)(x—1)>0.
S=]-co; e ?[ U ]+oo; 0.
cxf—x-2<(3-x)%;X=
X*—x—2<x’-6x+9;
S <11 ix <
S=]—oo;—'l[U]Z;%

Inx.

189. a. +co.
b.0.
190. a. —©
b. +0.
191. a. +co.
b.0.
2(1 —2X _
. a'f,(x):(’fix)z_i:;xz;
(1+ x) A (1+x)
fix )<O<:>x€[1 ;+oo[; fX)=0exe[0;1].
“ X 0 1 +00
T
69 + 0 -
T-1In2
fbd)
0 —o0

d. On le montre a l'aide du c. et du théoréme de la bijection.
e. o= 3,92.
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193. a. f(x +y)=
b f/lx+y) =f'(x).
c. f* est donc constante.

d.g’k)=f)-a=fK-f(0)=0.

e.VxeR gx)=g(0); fx)—ax—b=f(0)—b=0.
f.DoncVx e R, f(x)=ax + b.

Or f(0)=f(0) + f(0) de f(0)=0 d'ou b=0.

g.f linéaire = f solution de (1) et d'aprés ce qui préceéde, la
réciproque est vraie.

fi) + fly) donc f(x) = f(x + y) = f(y).

194. a. f(1) =f%(1) donc f(1)=0 ou f(1)=1 or f(1) > 0 donc
fl)=1.
b.Vy >0, g’(y) =xf"(xy) =xg’(xy).
c.Vy >0, x(xy) =fx)f"(y).
d.Enprenant y=1:Yx >0, xf'(x) =f(x)f'(1).
iy LX) ) X ) = (Nf6)
TR T T

h est donc constante sur |0 ; +oo].
h(1)=nf(1)=f(N)In1=In1-0,donc Vx>0, h(x)=0
2. Vx>0, In(f(x)) = (M) nx=0; In(f(x)) =alnx, f(x) =x°.

h.Si f(x)=x? alors (2) est vraie. La réciproque a été faite ci-
dessus.
195. a.

Vt=0,g'(t)=f(t)e” " + f(t)(te™ ") = e~ (F(t) - Kf(t)-

b.Vt =0, g’(t)=0; g est constante sur [0 ; +oo].
€ VE20,9(t)=9(0) © f)e =f(0) & flt) = ae®.

d. f(1) = f(0) = 55, ae“ —a = 55 et ae®=3023 donc a = 3023
_ (3078

etk=ln <3023)‘

e. f(20) ~ 4336 ; f(30) = 5192 ; f(48) ~ 7 183.

Le modéle semble valable sauf a partir de 2008...

196. a.Vt =0, f(t) = Ce .
at 4k
_ C c _
f(0)—1+k =303
b- Ce10a < C
0= ke 2%
_C _3023 k=8977
o 1+ o 3023
C _3689 e 1 <19078153>'
1+ ke 1% 3023 10 \25738153
e. f(20) ~ 4409 ; f(30)~5155; f(48)~6459. Ce modéle

semble sous évalué.
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TP Info (p. 164)

A vous de jouer d. a =~ 0,653.
EF a. f(x) —x + (Inx)?. “ x o a +00
2 I
b.f'(x)=2x+§lnx=2’%l”". 9k - ? +
P2 a. lim g(x)=—co; lim =+oco. ' -9 ¢
x-0 . X = too +00 +00
b. g’(x) = 2x + — ; g est croissante sur |0 ; +oo]. \/
<[, . a?+ (na?)
(o]
9’ + g. fadmet donc un minimum.
too h. fl@) =a? + (na)? =a? + (- a?)? =a® + a* = 0,608.
gx) /
—oo
Sur les pas du supérieur (p. 165)
: _5x95. _5x95 . ¢gy.,_5%x95 f/(x) =— 14e~ %™ ; f est décroissante sur [ 1 3].
L tim aft) === lim Bl)="2g=D:y="7¢
est asymptote aux deux courbes. YT \¢
—_4t
Vt=0, a’(t)=-— 2 12 4335<0 ; a est décrois-
125 16
sante sur [0 ; +oo].
Vt=0, B't)=+ 4 2 463>0 ; B est croissante sur
125 16 A
[0; +oof.
at)=pt) <1< a>107. ] !
I C(10) = 21,14 C(20) =~ 33,03. Le colit n'est pas pro- :
portionnel. i
56,24 %. 28 .
sy 01 2 02 Vxe[1;3], h'x)=—14e """ x015<0. h est crois-
f=2-20x g =2 oy T o+ 1 sante sur [1; 3].
f est donc croissante sur [0 ; 60]. o =282.
f(60) = 96,08 f(o) =g(e) = 2,77. L'offre est 1,277 unités pour 2,82 €.
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Programme officiel

Contenus

Intégration

Définition de l'intégrale d’une fonction
continue et positive sur [a, b] comme
aire sous la courbe.

Notation 'Lbf(x)dx.

Théoreme :si f est une fonction continue
et positive sur [a, b], la fonction F
définie sur [a, b] par F(x) =_/a-xf(t)dt est
dérivable sur [a, b] et a pour dérivée f.

Théoreme : toute fonction continue sur
un intervalle admet des primitives.

Primitive d’une fonction continue sur un | + Déterminer des primitives des fonctions usuelles par lecture inverse du tableau des dérivées.
intervalle. - Connaitre et utiliser les primitives de u’e”, u'u” (n entier relatif, différent de — 1) et, pour u
strictement positive,

o
Vu

Intégrale d'une fonction continue de signe | - Calculer une intégrale.

quelconque. - Utiliser le calcul intégral pour déterminer une aire.
Linéarité, positivité, relation de Chasles. « Encadrer une intégrale.
Valeur moyenne. + Pour une fonction monotone positive, mettre en ceuvre un algorithme pour déterminer un

encadrement d’une intégrale.
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1.a 35. Corrigés dans le manuel.
1. Calculs algébriques

2

36. [ xdx=0.

[ rax=17.

-2

2

[Lrac=28.

2 2 2

[2(x+7)dx=[2xdx+_[27dx
—O+28=28.
_1,3_.9

37. ff dx = 2 2-3.

38. Surl'intervalle [- 2; 3];

f();)=—§x—3-
=75

[2(x+7)dx— T

39, [;(x+ 7)dx =—
f14f(x)dx=4,5.

/:if(x)dxzj:;f(x)dx+/;4f(x)dx
—_84+45=—35.

40. 1. Pourtout x e R,
cos®(x) + sin®(x) = 1.

41. 1. f4x2dx=24 ot _[1x3dx=60.

2. I—_/: 0 + x?)dx

:/:ZX dx+[ix2dx

=60 + 24 = 84.
J= [4 (2 + 3x?) dx

—Zf x3dx — 3f x2dx

=2x60—3x(24)=120-72 = 48.

K:_[Z—x3+2x2+2dx

Exercices (p.

196)

| Chap. 4 Intégration

4 4, 4
——_[2de+2_[2xdx+[22dx
=—60+2x%x24+[8 + 4]
=-60+ 48+ 12=0.

42. 1. f;(—x+1)dx:8.
2 N
'/;(x—1)dx——z.
1
+

5> |X_1|:{x— sur[1; +oof

1sur]oo;1['

2
= 3—1+xdx+]1‘x—1dx
43. 1. 1<f(x) + (x

2. —2<2f(x) <
~15<-3g(x) <-6

d’ou

-17<2f(x)-3 (x)<—25ur[—5;2].

T<f) +gl) <

(:)f21dx<f25f )+ gde< [ 7dx
<[00+ gbdx <72~ (5)

©7<f FX) + glx )dx<49

de méme 5

—17><7<f52f(x)—3g(x)dx<—2><7

—119</ 2f(x) - 3g (x)dx < - 14.

44, j(; xcos(x)dx =— 2.
2
[ indx=2in2 - 1.

]
'/(; x’e¥dx = e — 2.
‘I 3

45 4=
3 (-

<:>4:%/:31f(x)dx

& [ o=

2.Recherche de primitives
46. a 54. Corrigés dans le manuel.

55 1. F(x)=%(x2 +3)5.

2. Fix) :%(f + 2+ 3)%,

3. Fx) =%(x2 +x+1)°

56 1. f(x) =sin(x)cos*(x) ; I=R.
flx)=- % x 5 x (= sinx) x (cos (x))*.
Fix) = — %(cos )5
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2. f)=(x+ 1>+ 2x=5)*; I=R.
f1) = 2 < 2 (2x + 2) x5 x (o + 2= 5)°*

| [—

F(x) =
3. f)=2-x)(*-4x+2)°; I=R.
flx) = % —E(ZX 4) %6 (X2 — 4x + 2)5

10(x2 +2x - 5)°.

F(x) :-%(x2 —4x + 2)°.

57 1. f(x) = (3x - 1)(3x* — 2x + 3)3;
I=R.

flix) = % ;(6x 2)x 4x (32— 2x + 3)3.
F(x)—%(ii 2_ox 4 3)%,

2. f)=03=3x+4)°@2*-2);I=R.
flx)= % %(3x —3)x6x (x>—3x + 4)°.
F(x):l(x3—3x+4)6

3. fx)=4(4x+3)°; I=R.

f(x)—%x4><4(4x+ 3)3.
F(x) = 1(4x+ 3)%,

4. fl) =2+ 10)*; 1=R.
f(x):%x—%x—ZxSx(—Zx+ 7).

_ cos’x
cos’x

cos?(x)
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f/(x)=1+ tan®(x).
g(x) = (1 + tan®(x))tan*(x).

= % x 5% (1 + tan®(x)) x tan*(x).
Glx) = %tans(x).
_sin(x)
3 k)= cos(x) '
iy _ COSPX + sin®x 1
fe= cos?x - cos?(x)
4 hi) = tan’(x)
’ cos?(x)
:%x 4x—1 (tan (x))°.

cos?(x)
H(x) = %r x (tan (x))*.

60. 1. f(x) = tan*(x) + tan®(x), | = ]_ .
—tan*()(1 + tan?()) © ° 2

:%xsx(1+m¥unxamknﬁ

Flx) = %tanS(x).

2. f(x) =tan3x + tan®3x, / = ]—%; %

= (1 + tan®(3x)) x tan(3x)

:%x%x3x(1 + tan®(3x)) x 2 x tan (3x).

Flx) = %(tan (3x))2.

61. 1. sin’x = sin(x)(sin®(x))

=sin(x) (1 + cos®(x))
= sin (x) — sin (x) cos? (x).

2. f(x) = sin®x = sin (x) — sin (x) cos® (x)

=sin(x) + (= sin(x)) x % x 3% cos? (x).

F(x) = — cosx + %cosa(x).
62. 1. F(x):—%x(xz +15X)3.
2 F(X)z_(x3:2x)'
=15 " 1)3=%(x2ix1)3'
F(X):_%X(le 1)?
63. 1. flx) = X_71)4=7>< X_11)4
F(x):——x(X_11)3
: f(x):(4xi 1)3:%X(4xj 173
F(X):_%X%X@xl 1)?2
__9, 1
8 (4x +1)2

2 1 2
3. flx) = ==X
f) 3(2x+3)° 3 (2x+3)°
1 1
Fix) =—35x
%) 3 (2x+3)
1-x°
64. 1. fx) =
1t 0-3x+1)3
2
__ 1, 3x*-3
3 (*-3x+1)3
1 1 1
=—=xX-=X
2 3 (3-3x+1)°
1 1
=-x
6 (x*-3x+1)?
1 1
2. Fx)==-3
%) 3 x*+2)°
- ax+ 3
3. flx) =
f&) (x* — 4x + 9)*
__1, -4
127 (@ - ax + 9)*
1 1) 1
Fix) =—sx(-=5) %
%) 3 12/ (x® - 4x + 9)3
36 (x°-4x+9)°
-1
65 1. f)=— X1
fd (3x* —6x + 11)7
_1_ -6
6 (3x* —6x + 11)
1.1 1
Fx)=—=X=oX————
o 6 6 (3x*-6x+11)°
-1
36 (3x*-6x+ 11)°
6 — 4x
2. fix)=———"—=
) (x° = 3x — 4)°
—p_ X=3
(x* = 3x — 4)°
1 1
Fx)=——-x(-2) X —5———
%) 4 =2) (x° = 3x — 4)*
11
2 (x*-3x—4)*
1-x°
66. 1. flx)=—F""——=
f) 6-3x+1)3
__ 1 3-3
3 (x>-3x+ 1)3
_ 1 (1) 1
Fix)=—sx(-35) x
¥ 2 3 (x®-3x + 1)°
:lx 1
6 (*-3x+ 1)°
5 1
2. Flx)=3zx
% 303 +2x)°
1 1
3. Fx)=—35x
® 2 sin?(x)
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_ tanx
67. 1. f(X) = m

= sinx x cos>(x).
Fix)=- %rcos“(x).

2 __Sinx __ —sinx
. cos®(x)  cos®(x)
1 1
Fo) =2~ cos?(x)
3. ) = cos (x)

sin? (x) (1 — cosx)°®

cos (x) cos (x)

sin? (x) x (sin®x)°® - sin"(x)

14" sin™(x)
68. 1. Fx)=2xV3x+1.
1 1. -5
2. flx)= =—-—x .
) 4-5¢ 2 V4a-5x
F(x):—%\/4—5x.
1 2X
3. fb) =—m=—==5x
Vel 2 Ve
Fix) = Vx2 + 1
5 5 2
69. 1. fix)= ==X
1 Vax+1 2 Vax+1
Fx)=5xVax+1.
-2 1
2. flx)= =-2X
i xX—6 xX—-6

x =1 1 2x—2
: f(X)_\/x(x—Z)_EX x(x—2)
Fix)=vVx((x—-2)
70. 1. fl) = —X*+1

X*+2x+5
1 2x+2
N

Fix)=Vx2+2x+ 5.
2. fx) = 5x° 4+ 5x + 5

V23 3¢ + 6x + 1
5 6x° + 6X + 6

BN
F(x)=g\/2x3+3x2+6x+1.

71. 1. F(x)=§\/2x3—3cosx+ 3.
2. Fx) =V 1 +sin’x.

72. 1. F(x):%sin(Zx).

2. Fx)=-e7".
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fb) =

" -2)?
%x4><%><4x (x*-2)°.

F()=16(x4 2)*.

2x 2x
e+ 1 _1e"+2
4, f(X): 2 :E 2 .
e™ + 2x e + 2x
F(x):%ln(ezx+ 2x).
1
75. 1. F(x) =—ex.

2. F(x) = 4x—%ln(2x +6).

3. F(x)=—%e3‘2X.

4. F(x) = .
76. 1. fx) = cos (3x) _13co0s (3%)
sin*(3x) 3 sin*(3x)
1.1 1 1 1
Fx)=—sxsx =—=X .
%) 3 3 sin?Bx) 9 sin®(3x)
2. f(X)Z%XZEZXX%XGX(T + e%)°,
F(x)=%><(1 + e¥)8,
1 x ~2x+5
3. Fx) = >e

4. F(x) =sin(3x).

77. 1. Fx):Ex -x+K;

F(—1)=% 1+K¢>3—§ +K
@K—%
3.2 1

D'ol F(x)=zx X+ 5.

2
_1=liiskek=-1-3
2 2
<:>K=_E
ot 12 1.5
D'ou F(x)—Zx 575

3. F)=Ilnx + 2x + K;
=lhe+2e+KS K=-1-2e
D'olt F(x)=In(x) + 2x = 1 - 2e.
78. 1. F(x)=%sin(3x)+ K;
1=2x0+K & K=1.

Dot F(x ) =Xsin(3) + 1.

3
2F() ln(x +5)+K
O——ln6+ K < K———ln6

Dou F(x )——ln(x + 5)—Eln6.

3. F() = 14X—%x2+|<;

—2:‘11+K<:) K=-—

79. 1. Fx) =™ + K;

. T
1—es'”5+|<<:>|< 0.
Dol Flx) = ™™

2. fix) 2372 ;

80. 1. F(x):%x2+%—2\/;+K,
2=%+1—2+K©K=2—1=§
D’ol F(x):%x‘2+1 2\/;+%.
2 f=—"T =12
(2x + 5)* 2 (2x + 5)
-1 1
=— + K;
%) 6 (2x+5)3
1 -1
O=g+K e K="
, 11 1
D'ou F(x) = -=
%) 6 (2x+5)° 6
4 2
3 f) =X A3 22,3 2
X X
_1.23 2 )
F(x)—3x +3x+X+K,
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_1=8i6+1+Kkek=-1-2
3 32 3
& —
K 3 -
ot 1,3 2_3
D'ol F()—3x + 3% + 3
4. f(x) = sin(x)cos®(x) ;
=%x4><(—sin(x))><cos3(x).
F(x):%cos4(x)+ K;
-1 1
= — < = —
0 7 x 1+ K K e
ob Fld) = = cost ) + 1
D'olt F(x) = 7 s (X)+4.
3. Fractions rationnelles
81. et 82. Corrigés dans le manuel.

_ b _ax—-3a+b
83. 1. f(x)—a+X_3— -3

Par identification des coefficients:
a=>5 N a=>5
{—3a+b=—2 {—15+b=—2

<:>{a=5
b=13"

2. f() = 5+1—33;

F(x)=5x + 13In(x — 3) + K

84. 1. ax+ b + —<
X+ 2
_(ax+b)x+2)+c
B X+ 2
_ax’+2ax+bx+2b+c
X+ 2
_ax®+ (2a + b)x +2b + C
B X+ 2
Par identification des coefficients:
a=1 a=1
2a+b=5 S 1b=3
2b+c=-1 c=-7
_ 7.
2. f)=x+3 i3

Flx) = %x2+3x 7ln(x + 2) + K.

FM=0< O:§+3—7ln3+K
K:_—7+7ln3:7<_—1+ln3>.

2 2
D'ou:
F(x):%x2+3x—7ln(x+2)+7(?+ln3).
85. 1. a+L+ <

x =1 (X—1)2
alx—1)2+b(x-1)+c
= 1)
ax®—=2x+ 1) +bx—b +c
b= 1)°
_ax’—2ax+a+bx-b+c
= 1)
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_ax’+(-2a+b)x+a-b+c

b= 1)?

a=2 a=2
—-2a+b=-3<b=1.
a-b+c=4 c=3
1 3

2. flx)=2+ + .
O e R

Fix)=2x + In(x = 1) = 31+|<

FR)=3 © 3=4+0-3+K
< K=2.

D'olt F(x)=2x+ In(x —

b

33
b+ ):ax+3a+b

(x +3)3
a=2 a=2
{3a+b=3©{b=—

23
2= S T ke

_ =2 1
F(x)—(x+ 3) PEE

1)—%1+2.
86. 1. —2—
(x +3)

+ K.

3
+2><

b ¢

X+3 (x+3)°

alx +3)°+b(x—1)(x+3)—cx=1)
(x—1)(x + 3)°

a(x®>+6x+9)+b(x*+2x—13)—cx +c)
(x -1+ 3)2

_9%+§a%+9a+bx’z+;b%—3b—/c/%+c

B (x — 1)(x + 3)2

(a+b)x2+(6a+2b—c)x+9a—3b+c

87. 1. 2
x -1

x—1)(x + 3)2
a+b=>5 a+b=>5
6a+2b—c=21 < J6a+2b-c=21
9a-3b+c=22 15a — b =43
a+b=5 a=3
16a = 48 Sib=2.
6a + 2b—c=21 c=1
2 1
2 [ = —1 X+3 (x43)2
FO)=3Mn(x—1) + 2ln(x + 3) + —— + K.
(x+3)

1

1
< K=- - =
K 2In5 T

D'ol:
Fx)=3In(x—1) + 2In(x + 3)
1 1
+X+3—Zln5—§.
b c d
88. 1. a+3x—1+2x+1+(2X+1)2

_aBx=1)(2x+1)2+b(2x+ 1)+ c(3x— 1) (2x+ 1)
(Bx=1)(2x+1)?

_a(3x—=1) (47 + 4x+ 1) + b(4x" + 4x + 1) + c(6x° + x— 1) + 3dx—d
(Bx=1)(2x+1)*
_a(12x3+8x2—x—1)+b(4x2+ 4+ 1)+ c(6x% +x—=1) + 3dx—d

(3x=1)(2x+1)?
_1Zax3+§a{Z—pof—a+M+}b&+ﬁ+§e{z+§%—c+§df—d

(Bx=1)(2x+1)?
71Zax3+(8a+4b+6c)x2+(—a+4b+c+ 3d)x+(-a+ b-c-d)

(Bx—-1)(2x+ 1)? ’

12a =24

8a + 4b + 6c =18
—a+4b+c+3d=10
-a+b-c-d=-9

a=2=2 a=2
o 2b + 3c=1 o 2b + 3c=1
4b +c+3d=12 5b +2d =75
b-c-d=-7 5c + 7d = 40
a=2 _
10b + 4d =10
Sc 4+ 7d = 40 5c + 7d = 40
a=2 a=2
&115c-4d=-5 & J-25d=-125
15¢ + 21d = 120 15¢—-4d=-75
a=2
o d=5
c=1
b=-1
-1 1 5
2. f(x)_2+(3x—1)+(2x+1)+(2X+1)2'
F(2)=2x—%ln(3x—1)+%ln(2x—1)
5 1
_5(2x+1)+K

89. 1. G’(x)=(2ax+b)e® + 2(ax®+ bx + c)e*.
2. G'(X)=(2ax?+ (2a + 2b)x+b + 2c)e*
a=25 a=2
2a+2b=0< {b=-2.
b+2c=0 c=1
G(X)=(2 - x*=2x + 1)e*
tive de fsur R.

est une primi-

4. Calcul d'intégrales
90. a 92. Corrigés dans le manuel.

T

93. 1. f cos 2t —sintdt = [Zsm2t+cost]
0

=(-1)-1=-2.
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0 _ 0

. f_nsin3u — 4cosudu = [—1cos3u - 4sinu}_,T
3 | —

2

:(i>_4:__13.
3 3

%sin (3x)

N

2

w

T T
f cos(3x)dx = =0
0 o

e

-1 —2x+1]0
-1

1
(—2x+3)]
o
—0——ln3——gln3.
car 2x —3<O0sur[0; 1].

12x-3 ‘12‘§1‘G%

2._/(; z dx = 5x 5Xo_ z)
e _13)(1_(1 3)_1
3.f0edX—3e = 3e 3
=l -,

3
4, f01\/?dx=j;1egxdx
=[2e§x];= (Ze%> -2
= 2<e%— 1).

:
95. 1. f1 (€ + e Ndx=[e* + e ¥,

=e—¢ e
=2e—§.
T ) 11 7
dx =|5 ]
/;(2x+1)2 2 (2 + 1)l
1. 1__1
6 2 3
L 24, |1 5!
3. [ @+ 1) d= |2 (2x + 1) L
=(9)_1=§=E
2766 3
1 3 1 4
4. [T 2x(n())Pdx =4l
S5m0y de =0 ()
=H(ln2)4]
1 1
2 _[4+2 >
96. 1 [1(2t—1)dt—[1t —1t]§1
=(G-2) -0+
__1_5__9
T4 2 4-
3
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__e_1__25
=-6 4 4
2t 41 S|t<%
2. |2t-1|= g
2t =1 sit==
; 2
f|a—nm
1 ]
= [2-2t+1de+ [, 2t -4t
2
S 3
:—_ZZP—HH—];—2t+1m
2
9.25_34_17
“tata T T
— <_
97. |t+1\—{ t—-1 sit 1.
t+1 sit=-1
1
f|t+ﬂm
o t —1dt ]ﬂ t+ 1dt
=), —t=1dt+ | t+
e ] [12 ]1
_[ 5t t]_2+ Sthrt|
ey erea (o))
1 _9.3.1_5
=27 0+5+3573
_2t_s sits_g
98. 1. |2t + 5|= c.
26+5 sit>-3
3 3
[1Rt+5Mt:[1&+5dt
—[¢2 + st]?,
—(9+15)-(1-5)
=24+ 4=28.

-Xx+4 six<4
-4 six=4"

f|x 4|dx = f—x+4dx

2 |x—4|:{

=|= X +4x_1
—2 _1_
15, 9
—?4‘5—12
—4x -1 six<

3
f|4x+1|dx
— 4 1
- 3
N
—[4 4x 1dx+[l4x+1dx
1

4
:[_ZXZ_X]_3+[ZXZ+X]§1

:(_%Jr%) —(-32+4)+(18+3)- <§“11>

:§+28+21+% %,+49_T7‘
99. 1. PRI
A=16-4x1x3= 4\‘)(2=u_1

2

X —o0 1 3 +00

X —4x+3 + (:3 - (:> +

5.2
f1 X% - 4x + 3dx
:/3—x2+4x—3dx+f5x2—4x+3dx
1 3

3 5
=—lx3+2x2—3x + lx3—2x2+3x
3 1 3
= (C9+18= —<-%+2—3>
+<%—50+15) (9=18+79)
_1 125 5o _126
3+1+ 3 35= 3 34
—42-34=38.
100. 1. f2H2_
A=4-4x(-1)x(3)=16 -2 .
<x2=_354=3
X —oco -1 3 +00
| |
-x*+2x+3 -0+ 0 -

4 2
[2|—x + 2x + 3]dx
=/_1x2—2x—3dx+f3—x2+2x+3dx
-2 -1 .
2
+f3x—2x—3dx

-1
+
-2

3
=[1x3 —x% - 3x
3

—1x3+x2+3x
3

-1

—lx3 —-x° - 3x]
3 3

:(—%—1+3)—<—%—4+6>+(—9+9+9)
~(+3+1-3)+ (Z-16-12) - (0-9-9)

RIS SR VSN PP

—2-g4+%_%

373"
101. fn|sin(x)|+\cos(x)\dx

—/ smxdx+f cosxdx+fn—cosxdx
/i 2
=[- cosx|f + [smx] + [ sinx]

=(1T+1)+1+1=4.

INEIE]

3
102, [7|x=1]+[x- 2| dr

:fax—1dx+/2—x+2dx+f3x—2dx

3
+]-Ix 4 ZX] —x - ZX]
1 2

=X =X
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X
COs dx

2
103. 1. 3

0 (1+ sinx)
T

2
0

o1
2 (1+sinx)?

_(_1\,1_3
_<8>+2 8"

-2

\/(X+5) 0
2 2

V6 Vs
_V6  2Vs
3 5

_-5V6 +6V5
15 ‘

3, /(;1\/ dx =

(x +5)

5 [4 COs 2x dx
fo (2 + 3sin(2x))*

:[_i;ﬁ
12 (2 + 3sin2x)%lo

1,1 __252
300 © 48 14400
_ 28 _ 14 _ 7
17600 800 400"
104. Sik<-3;1=6-6k
Si—3<k<3;l=k*+15
Sik=3;1=6+ 6k

105. I:fo\n (4x — 1)sin (2% = x)dx
=[-cos(2x? - x)I; "
= (- cos(2m - V7)) + 1
=1-cos(2m - V).



IMathsreperes

| Chap. 4 Intégration

Livre du professeur

T
_ (2 cosx
J_fﬂ sinx—ZdX n
! =[+ In(=sinx + 2)]*x
4
:ln1—ln<@+2>

— _In <7V2+4> .
2
K= fo cos(3x)sm (3x)dx

n® (3X)

106, I:fn x+cos(2x) d

2 (¢ +sin(x)?

[_lér
4 (x? + sin2x)?Iz
1

__ 1 <_ E)
4 *

~1+16_ 15

—_

Xe)

e
K= ](;Esin (2x) (1 = cos (2x))® dx

=[11—2 (1 = cos(2x) % 2
17 17
= (%) -0=5.
107. |=f01(x—1)(x2—2x+8)5dx
- %(x2—2x+8)4];
1695

= (50 - (3<#) =5

J—/123X dx = ln(3x2—2)E

_(1 _(1 _1
—<6ln10> (61n1> 6ln1O.

4

4 6x—3 | 3 1
|l
3 3_9 _1

2
3

3
108, 1= [ |x+ 4]=2[x + 1]dx
=f_1x+4—2(—x—1)dx+f_3x+4—2x—2dx
-1 -1

-1 3
:f 3x+6dx+f - X + 2dx

-1

_13 X2 B 1

3
__2
=12* * 2X+2X]_

-G-9-6-0e (50913

+ 6x

-0=0.

T288 772 288 32

_ 22 3 1
J= fox—S 2x+1+(x_3)dx

1 2
¥ 1)_(x—3)]0

:[2[n(—x+ 5)—Eln(2x

=(21n3-§ln5+ 1) -(21n5—§1n1+1)
2 273

_ _7 2
=2In3 2ln5+ 3

21
109. |—J— : m—zxdx

_ (P4 4|3 _]2
=/, 1—2xdx_ 8ln(2x 1)

=—§ln3+§ln1 =—%ln3.

D'ou I—1——ln3

__ 1 T
110 1. u _0/(; cos 2xdx
T
=l[lsin2x] :l><0=0
T2 o T
2. 4= "2 4 x - 2
T+17-1
23,12 !
= 3x +2x 2x_1
_(2.1_ 2.1
‘<3+2 2) (3+2+2>
_ (4.3 12y (4.3 12
_<6+6 6) (6+6+6>
__>_1__16__8
6 6 6 3°
1/ 3
34 3«/:2x 2
=%[3ln—x+2)]12
=%[3ln(1)—3[n4]
—ln4=-2In2.
1
111 1. = dx
ah fzx +1
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2
4[Zlnx +1)]_2
=§[ln5—ln5]=0
_ 1 2ln2 %x
2 ‘u_Zan/O e
_ 1 legx]zlnz
2ln212 o
1 1
=—[2-1]=—.
ln2[ | In2

_1 (3 2 34 _
3.ﬂ—4[1x(x + 1)3dx = 312.

5. Calculs d’'aires
112.a 116. Corrigés dans le manuel.

117. 1. A =311 cm?.

2.dd,,,.=9- 9 =589 cm?.

118. 1. f(X)—g(x)=3-x°—(x*~3x +4)
=3-x°-x*+3x-4
=—2°+3x-1.

2%+ 2x-1 -

—O—N|—=

<€f est au-dessus de (Gg sur l'intervalle

o

; est en dessous de (69 sur l'intervalle
] wig U

2. &(t:ﬁ —2x + 3x — 1dx
3

; +oo .

1

| 23,32
——§X +§X —X%

2 3 1 3 1
= |- — ——1 —_— | —— —_———
<3+2 ) ( 2t38 2)
=<—4+9—6> <2+9—12>

6 24
_-1,5_1
6 T24 244°
1ua.=15cm?.
_ a_ 2
s =15 x 5, = 0,625 cm”.
119 1. 1>%
SN
six>0 six<O0

>X <X
2 T2,

e >e2 <e
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e" croissante sur R 1+ Ihx>0. 124, up)=In) u’(x):l;
Sur 0 ; +oo[ 6, est au-dessus de €, . lnx>-1 X
Sur ]—oo~0[(6 est en dessousde(Gg. x>1 Vi) =x2 v(x):%x3.
e
X 0
e 2_ ¢ 1 _ 1.3 (e12
2.4, = f dx = 2e 1e]_1 3 &Q1=—f16 1+ Inxy, I ln(x)><3x 1 ;/1‘ 3 dx
:1_(2e‘5_e—1) X [1e]-1[he]
! _% : 1, Inx 3 3137
=1+e —2e ?ua. —_ (&Ll MX
X ) =y e e 1o Ml D)Ze, )
I PRt 2 : 3° 7313 73/79° 79
3. sﬁzzf e —ezdx:[e —ZeZ]O LT 1
0 K —|lnx + 5 (lnx) ! up)=ln(x) ; u’(x):;;
DR - =1 W=
] 1 VK== vix)=--
=1+e-2e2ua = [( 1+§> ( 2+2)] x* X
T . 4 e
120. 1. [ " sin®(x)dx :+%u_a - _lr)\(x1_/1‘e_)%dx
LEN 1
= | = —-cos(2x) + < cos(4x)dx _ 1 J1F 1 [1 _ 2
é 812 18 g A, =5x3x5=0,75cm __E_;1__E_E_1__E+1
:gx—zsm(2x)+§sm(4x)0=§n. 1 Inx 125. « u(¥) =In(x) ; u'(x)=)1—(.
2 - o sty f 1 l0rg, |
2. g(x)=nR* avec R =sin“(x) s vix) =1 v(x) =x
= int _ 1 2|
g(x) =T xsin®(x). = lnx+§(lnx) i |=[Xlnx]1—'/;11dx=—%ln%—[x]1
i e e c
3. V= fo x)dx = ﬂf sin® - _<_1+l):lu_a. =1_<1_1)=§_1
—30 m3 , 2 2 e e/ e
-8 ‘ A, =0,75cm*. 1 1
121. 1. Soit £ x - xg (x) ' ”(X)zl”(1 +}) W=
1B-0-B+xx(1) 6. Intégration par parties v =1 v(x) =x.
, 3 x)? e R
f(x):ln(%(>+x>< ( 123. 1. (uxv) =u'v+u’ J=|xIn 1_,_1] _ e 1
’ (%) uv’=(uv) —u¥v ( 1X)1 -/1 )i+11
=ln<3+x>+xxM 2. fbuv’: b(u)—uv :eln<1+g>—ln2+f1x+1
3-x (3-xZ%x(3+x) @ S b 1 .
=ln<3+x> N 6x =fa (uv)’_u’v_fa uv :eln<1 +E) —n2+[nx+ 1)
3-x/ B3-X)(3+x) —[uv]b—/bu’v 1
=Wl ), : =eln<1+E>—ln2+ln(e+1)—ln2
—xx—=(T+Inx — ) = 1 -
122. 1. f'(x) (2 )_ er‘X 3 u,(x)—xx o (X)_1X’ =(e+ N(n(e+1)-e-2Iln2.
X X v(x) = povix) =€~
1 . — 2 ’ —
x |0 - 1 +oo fxe"dx:[xex]o— " X dx 126. « ulx)=x" ; u'x)=2x;
I ;O vVx)=¢e* ;  vx)=e.
£/ 0 - =e-[elp=e—[e-1]=+1 . - .
/1 4 up)=x W) =1 I:[xe]o—Zj(; xe dx:e—Zj(; xe¥dx.
f) /0 \ v'(x) = cos(2x) ; v(x):%sin(Zx). u)=x ; u’() 1;
f1)=1 j;XCOS(ZX)dX n I |=e - 2|[xe*]q f1exdx
3 =e-— o—
2. =[1xsin(2x) 2 — 21sin(2x)dx 0
2 o 2 _ X111 _
1 . =e-2[e-]e ]o]—e—Z[e—e+‘I]
x P ? oo =0—%[—%c052x]E =e-2.
0
1+ Inx S B 1 1 cult)=t? Ut =2t;
+ :Z[_1_(1)]:_§~ t t
x + i t L
vit)=e2 ; v(t)=2e2.
£ - 0 4
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)=[212¢7] i 4] reidt

=2e_§— 4[1 teEdt.

vit)=e2 ; vt)=2e2.
= 2e_% - 4[[2te§]?1 - fj Zeg]
= Ze_% - 4[+ 2e_% - 2[26%]? 1]

=i—4[i—2[2—2e_%]]

ve 'lve
8 16 22
\/7 \/7 16_ﬁ__ﬁ+ 16.
127. 1.ou)=t+1 ; u'({t)=1;
vt =e" ; v(t)=e'.
fox(t+ 1)e'dt =[(t + 1)e'y f edt
=+ e —1-[e'f
= (x + 1) =T - £1=xe

2. Soit f(t) = (t + 1)e’;

[+ etde = [t = F) - FO)
=F(x) - 1.

D’aprés le 1.

F(x) = 1=xe*=xe* + 1.

7. Calcul approché d'intégrale
1o g(k
128. 1. o, = ><f< ) .

n
25, 2er(Q e 1erll e stz

S GRS

5213 Bt

n’\n n’\n n
1 Q)
n

—[f 4 ...+f(
P >

S1 X 0,715; Sgy x 0,740 ; S = 0,744,

]

6. 5, -5, =1 (£(0)~f(1).

7. Pour n=100;

S100 = S100 -3
S om0  Coxlon

129. 1. 5,,=0783 S, =0,788.

2. 0,78 </<0,79.

s, <1(1,001)

en prenant S, < 0,78078 d'aprés le ta-
bleur n = 53.

131. Demander la valeur de n.
S prend la valeur O.
s prend la valeur 0.
Pouri=0an-1

S=S+e >
()

5:s+ef

Fin Pour

_S-5

K= S

Afficher K, s, S.

132. 1. Démontrer la formule de Simp-
son en TS, ce n'est pas un peu raide ?
J'avoue que je ne sais pas la démontrer
moi-méme au pied levé.

2. Application directe de la formule de
Simpson.

3. Le reste de l'exercice nécessite un logi-
ciel de calcul formel que je n'ai pas.

133. PartieA:
X _ _1 2X
1. f1 (2+t)dt—[2t tL

2
(o33
=2x—;x2—§.

2. 2+1)- 2 ""*#

Etudions le signe de — t% + 2t — 1
A=4—4x(-1)x(-1)=0;

-b_ -2
=—:—:1.
XaT 29 T2
X 1 +00
24 2t-1|]
t°+ 2t 10 3
t |
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(2—t)—%<0 & (2—t)<%.
3. (2+t)<%.
X < xl
f1(2+t)dt /1tdt
12 3¢
2x >X 2\lnx.
PartieB:
_(* 1.2 3
1 afh(x)dx—f1 - 5X +2x—§dx
4

3 6 2

:<_32+48—18>_[_1+6—9]
3 6

_(_2\, 4_

_< 3>+6 0.

L'aire comprise entre |'axe des abscisses
6, et les droites d'équation x=1 et
x =3 est égale a l'aire comprise entre
l'axe des abscisses 6, et les droites
d’équation x =3 et x = 4.

2. dire, =f14lnxdx=f41 x Inxdx.

|
_ I
ulx)=Ilnx ; u(x)—X,
v(x) =1 v(x) = x.
=[xInx] fxx dx
=4ln4-[x]}=4n4-(4-1)
=4ln4-3.

1324. 1. Pourtout x> 1 ona:
X< x% + x < 2x°
el 1 1
X x4 x  2%°

lnx< Zlnx <lnx

& .
X xP+x X
41 1
2. a.I:/; %dx: E(lnx)2
1 2_1 2
—2(ln4) 2(ln2)
= %(ln 8)(In2).
b.J:—%ln(4)—%+%ln(2)+%
S <O | 1.1
= 2) 2t 12)+2 1
e X< ) < X
X
4ln 4 4lnx
o f s s [
1< [* <1 2_1 2
& 1< [0 <20m4?-1mn2)
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3. Tua.=4cm?.
%x4<&ﬁ <4><%><ln8><ln2

1<d <2lh8xlIn2.

135. 1. ax +bx+c+%+ e1

ax® (=) +bx(* =1 +c(P=T) +dx+ 1) +elx-1)
x=1x+1)

=9X4—9¢(Z+bx’g—b%+9(z—c+¢%+d+9%—e

(x="1)0x+1)

'+ b+ (ca+ X’ + (dre)x+ (-c+rd—e)

= 1)(x+ 1) :
a=1
a=1 a=1 h=_3
b=-3 b=-3 =6
Sl-a+c=5 =1c=6 ¢>d_1
d+e-b=-3 |d+e=-6 T2
—-c+d-e=1 d-e=7 e:_%
1 13
X)=x2-3x+6+ - .
f&) 2x=1) 2(x+ 1)
13 3.2
2. F(x) = 3X - 5x + 6x
+1ln(—x+1)—Eln(x+1)+K
2 2 !
avec F,(0)=0 © K, =0.
13 3.2
F1(x)—§x —5X° + 6x
1 13 .
+§ln(—x+1)—7ln(x+1),
1 32
Fz(x)—§ 3—§x + 6x
1 13
+§ln(x—1)—?ln(x+1)+K2

avec F,(2) =1
F2(2)=§—6+ 12—1—231n3 + K,

& K=1-24+DBn3.
& KZ:—2—33+—1 3.
F,(x) = ;XB—%X2+ 6x+1ln(x— 1)

23
—7ln(x+ 1)—?+?ln3.

3. f% f(x)dx

=13y ex+ 1ln(—x + 1)—1—;ln(x + 1)]E
0

3 2
R ]

—2—4+ 3——ln2——ln3+—ln2

—%+3+6[n2—Eln3

5+6ln2——ln3

136. 1. K:j(;nexcos(ZX)dx.

2. Iz_/(;ne"cosz(x)dx

T
I+ :£ e*(cos®x + sin®x)dx
iy

=, “dx =[eX]§ =™ - 1.

3. 1-)= j(;n e*(cos®x — sin®x) dx
=fon e* cos (2x) dx.

137. 1. f)=In(x+ Vx? +2) ;

axoVZ+2

X
Vx? + 2

1T+

D,=[0;1].

X

\/x2+2_ 1

x+Viit2 Vitt2
_ 1 dX _ > 1
C.l—./(; ﬁ—[ln(x+ V X +2]O

:ln(1+\/§)—%ln2.
2
2.a.J+2|=f1 S S

b. f'(x) =

O\/x2+2 \/x2+2
f 2+x
Vx%+ 2
:f Vx%+2dx=K
T+ 2 _
Vx? +2

¢.On trouve V3.
_ln(2—\/§)+\/§.
=—

’

@2+ V3)+V3
_ . ,
138. 1. A= f & _dx=[In(1+ €)];

1+ ¢
=ln(1+e)-In2.

1 1
B:f dex:[—ln 1 ]
0 (1+¢ (1 + ey
1 1
T+e 2
2 a4 bt ct _
T+t (1+1)
a(l+2t+t%) +bt(1+1t)+ct
(1+1t)?
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<:>a+;a’f+9{/z+pf+b{z+;/f

(1+1t)°
@(a+b)t2+(2a+b+c)t+a
(1+1)?
a=1 a=1
Sda+b=0 S b=-1
2a+b+c=0 c=-1
1 1 t
Donc =1- - .
(1+1t)? T+t (1+1)°
X X
3 & ___¢&
(1+¢€9 T+e (1+¢€9
L 1
l= | —————dx
f°(1+ex)‘2
1 ex
= 1dx- dx —
'/ £1+e /0(1+ex)2
=1-A-B
=1-ln(1+e+ W2+ L
+e 2
=1-ln(1+e)+In2+ .
+e

139. 1. @(0) est l'intégrale d'une fonc-
tion positive sur un intervalle d’amplitude
nulle : donc ¢ (0) =0.

. s 10t2
Par définition de l'intégrale ¢ ’(t) = >
2 T+t
10x0_
7
2. yn+1=yn 20 01
n
T+ 100
2
n
=y +—"
I 300 + n?
nZ
3. y0=0 et yn+1=yn+m.
02
= + —=
Y170 100 + 0
1.
Y2= 30717
_ 1, 4.
Y37 7901 F 04"
-1, 4 9.
Y4=701 " 704 * 709’
_ 1.4 9 16 _
Ys=701 704 T 700 T 116 026%-
140. PartieA:
2n + 2 2n
T u,,i-u,= 1 1
k:n+1k k:n/<
Sl 11
TTatamiitme2
-3n-2

ni2n+1@2n+2)°
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2. neN* donc -3n-2<0

et n(2n+2)(2n +1)>0;

donc u,,,—u, <O et la suite (u,) est
strictement décroissante.

3. Pour tout n =1, u, >0 la suite (u)
est donc décroissante et minorée par 0,
elle est donc convergente.

Partie B:
T.a.n<x<n+ 1 pourtout ne N*;

n+11 n /'
n+
On a donc bien A % =%—f(n)
el
L
& osfl)<i-—1-
1

2. a.D’aprés la question 1. c.ona:

0<f(n) <

nin+1)

0<fln+ 1)< L

(n+ 1)(n+2);

1
2n(2n + 1)
O<f(n) +f(n+ 1)+
alx + 1)+bx<(a+b)x+a
x(x + 1) x(x + 1)

N a=1 N a=1
{a+b=0 {b=—1

Donc =
X

+  0<f(2n)<

+f(2n)<S,

- d’aprés 2. b.

(n+1)(n+2):n+1_n+2

1 =l_ 1
n@n+1) 20 2n+1°
Par somme:
=1_ 1 =2n+1—n= n+1
" n 2n+1 n@n+1) n@n+1)

d.0< injf(k)<s

. n _
HHTOOSH_HHTOO?_O

D’aprés ge théoréme des gendarmes:
n

nhrpoo kz::nf(k) -

e. f(n):ﬁ+ln( +1>:ﬁ+lnn—ln(n+1)
fln+1) +) n+1+lnn+1) In(n +2)

+

f(2n) :Z +In <2n2: 1) :% +In(2n) = In(2n + 1)

f(n) + f(n + 1) + ... f(2n) =u, + In(n) — In(2n + 1)

=u, —(In(2n + 1) = In(n))
:Un_ln<2nn+ 1)
:un—ln<2 +%> .

fou,=(f(n) +fln+ 1)+

..+ f(2n
lim In (2 + 1)
n— +oo n

limu =0+
im u,=1In2.
n— +oo
141. 1. a.u, = u, +% %;
3.1_11
Us=5%37%:
_11.1_25
=gt 12

b.P:u =, % ; pour tout n e N*,
k=1

Initialisation :
1

s

K=1k

Hérédité : je suppose P, vraie au rang n,

1
=u, +—.
1 n n

:1:”1

P, vrai.

démontrons alors que u,, ,

—u 4

u
n+1 n n+ 1

Conclusion: % est vraie au rang 1, si P,
est vraie au rang n + 1, P est vraie pour
tout n € N*.

2. a. k<x< avec k e N*,
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Avec l'inégalité de gauche:
u,—lnn<1;v, <1.

Avec l'inégalité de droite:
O<u,-Inn;

Osv,<1.

p
-<u,-Inn; Os<v,.
n

On adonc:
3. a.v,,-v,=u,,;—In(n+ 1) —u, + In(n)
= Uy 1= up) = (Infn + 1) = In(n))
1 n+11
Tn+1 _-/,; xd
b.D'apres l'encadrement de la question
2. a.:

—v < i
Donc v,,,-v,<0, la suite v, est

décroissante.

4. la suite v, est décroissante et minorée
(par 0), elle est donc convergente vers un
nombre ¥y = 0.

v,=u,—In(n)

u,=v, + In(n)

= M i = o0
n ETOOV Y ! n HTOOln (n) +
Par somme:

lim u, = +oco.
n — +oo

142. 1. In(x + 3) est la composée d'une
fonction affine (x + 3) et de la fonction
[n. Elle est donc dérivable sur x > — 3. Le
dénominateur est une fonction affine.

f est donc dérivable comme quotient de
fonctions dérivables sur [0 ; +oo[ (x + 3
s'annule pour x =—3 &[0 ; +oo[).

1

7oy X+ 3
fW= (x + 3)2

_T-In(x + 3)
C (x+3)?
T-Inx+3)=0< —Inx+3)=-1
S In(c+3)=1

X (x + 3)=In(x + 3)
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S In(x +3)=Ine
& x<e-3<0.

X 0 +o00
f't) -
In3
f(X) 3 \
0
fO =2 5l fk)=0

2.asSinsx<n+1
alors f(n + 1)< f(x) <f(n) car la fonc-
tion f(x) est décroissante sur [0 ; +oo].

b. f(n + 1) < f(x) < f()
o [ e nax< [ fae< [ fin)

© fln+ 1)< u, <fln)
¢, im, fln) =, im fln + 1) = 0.

D'aprés le théoreme des gendarmes
lim u,=0.

n— +oco

3. F) =[In(x + 3)]* sur[0; +oo[.

a. La fonction x ~ In(x + 3)est dérivable
sur [0 ; +oo].

la fonction xw~— xest dérivable sur
[0; +oof.

Par composée, la fonction F est dérivable
sur [0 ; +oof.

1 1
F(x)—2><x+

3><ln(x+3)

2
= h 3ln(x + 3) = 2f(x).

b1, = [ F6dx =3 [F )
=2 ) -FO)

= (0 + 3)% - (n(3)?).
4. S, =ug+u;+..u,,,
=fowf(x)dx + ﬂzf(x)dx ot /;1_1f(x)dx
= [ ftax =

Jlim In (x +3)=+o00 )
ree s par composée
im 7= voo
. liTw(ln (x + 3))% = +o00
et lim S, =+oco,

n — +oo

la suite S, diverge.

143. 1. 0sx<1
n<x+n<1l+n avecneN*

| Chap. 4 Intégration

1 _ln<n+1>< 1 1 1
n+1 n )
i (,-,+1)<2n2—2n(n+1)+(n+1)
”+1 n) - 2n%(n + 1)
<_1=n_
2n%(n + 1)
Or n=21© 1-n<0
1

><

1
u,<0

O

donc

1
n+1 ln< n +
Uppr—

U, est décroissante.

|
|
5
S
+
D
+
5
S
+
=

Or d'apres 2. b.

n+?2 1
ln<n+1> n+1

et V(n+1)-V({@n)=0

V_ est croissante.

5. D'apres les questions 3. et 4. les U, et
V, sont respectivement décroissante et
croissante.

De plus:
ngrpoo(Un -V, :ngn;looln(n + 1) =In(n)
= lim ™ 1-0

n— +oco n

Les suites U etV _sont donc adjacentes,
elles sont donc convergentes et conver-
gent vers la méme limite y.

Vin)<y<U(n)
On cherche ntel que U(n) — V (n) < 10~ 2
soit ln(1 + %) <107°

& 1+1<e°'°1
n

& l<e0'm—1
n
1 - —
n>m~99,5 soit n = 100

U, = 0,582 et V., =0,573.
Soit Y =0,58 & 10™ ° prés.
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144. |.Premiére partie
, 1

1. = -1;
&) T+ x 1;

X _<0sur[0; +ool.

T+ x

X 0

+0o
0 =
f(X) \ flo)=o

yor 1 1= (T+x) +x(1+x)
g(X)_1+x_1+X_ 1+x
2
=X >0
T+x
X 0 +00
9(0)=0
0

2. N(1+x)-x<0e(1+x)<x
2
In (7 +x)—x+%>0®ln(1 +x)>x—XE

XZ

soit —?<ln(1+x)<x
Il. Deuxiéme partie
1. P u,>0.

Initialisation : u, = % >0; P, vraie.
Hérédité :

u,>0
u, % <1 + 2n1+1> >0 (1 4 2n1+1>o>
u,,,>0.
Conclusion :

P, estvraie
si. P vraie %P vraie pour tout n =1
alors P, vraie

2. Initialisation :

lnu,=In <‘I + %) =In @) vraie.

Hérédité :

lnu,,=ln<1 +l> +ln<1 +i> +...+ln<1 +ln>
2 22 2
1 _ 1 1
2n+1>7ln<1 +§> +ln<1 +?>
+...+<1+l>+ln<1+ L >
2" 2n+1
lnu,,<1 +2n1+ 1) =ln<1 +%> o+ ln<1 + 2n1+ 1)
lnu,,+1=ln<1 +%> +...+ln<1 +2n1+1>

Inu, + In (1 +

Conclusion :

P, est vraie
si P vraie
alors & . vraie

D’aprés la premiére partie :

} %P vraie pour tout n =1

11,1 < < l> <]
> 2><4 \ln‘l+2 \2
1T 1.1 1 1
?—EXE<IH<1+§><?
+
l—1><l<ln<1+l><i
zn 2 4n 2!’1 2n
1
SN—EXTHSlnun <S,

1. S, est la somme des n premiers
termes d’une suite géométrique de pre-

. 1 .
mier terme - et de raison —
4 4

1-3)

1, E> 1

Sn = E X _IT = 1 - ? .
2

4. S, est la somme des n premiers

termes d’une suite géométrique de pre-

mier terme % et de raison 1

T, est la somme des n premiers termes

d’'une suite géométrique de premier
1 .

terme — et de raison — .

4 4

r=de—al (1),

n" 4 1 3 4
-2

:

> et % sont compris entre O et 1

. . 1

donc lim S =7et lim Tn=§.

5. a.D'aprés la question 1. u, >0 pour

tout entier naturel n =1

M= 1T+ L
un n+ 1

La suite u, est donc strictement crois-

sante.

b.lnu,<S, ;u,< e,

La suite u, est donc croissante et majorée

(par %), elle est donc convergente vers

une limite €.

c. Hngoo lnu,=In¢.

> 1.

D’apreés la question 3..

Sn_ETn< lnun<5n.
. 1 . .
oM, S0 = 2T <, i Inuy) < imS,
1
1——<In€ <1.
5 In¢
E
eé<e<e.
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145. PartieA:
1. f(0)=1 et g(0)=0 ce qui permet de
distinguer €, et €_.

2. flix)=- 2xe™ .

|
X —0o (I) +00
|
) 0 -
]
0 0
Onposex=xzzxﬂn;1mx2=+oo
im L=0
X —> +o0 eX
im L=0
X —> +co eX
g'(x) = 2xe ™ — 23e
=2xe_xz(1 x?)
X |—oo -1 0 +1 +00o
X - -0+ +
1-2| -0+ | + 0 -
| |
90|+ o -9+ ¢ -

g(0)=0
lim X£=0= lim x%*
X9+ooeX X - +oo

(en posant x = x?)
3. f()-gp)=e (1-x9).

X —oo =1
f6)-g() -

Sur [- 15 1], f(x) = g(x) donc €, est en
dessus de € .

Sur |-0; =1 U]1; +oo[f(x) < g(x),
f(x) = g (x) donc €, est en dessous de €.

PartieB:

1. g étant dérivable donc continue, G est
la primitive de la fonction g qui s'annule
en O.

2. G(x) représente l'aire délimitée par
l'axe des abscisses, la courbe <€g et les
droites d'équations x =0 et x = x.

3. G’'x)=g(x) et g(x)=0 dapres la
question 2.

G(x) est donc croissant sur R.

4. F(x)=foxe—f2dt;

o—|
+

Lo— —
|
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V() =—2te s v(t)=—et
1 —tz]x 1 [xet
G{x)= ¢ | tah e dt
X, ]
>e +2F(x)
1]
5 a lm =xe X = lm X=0et
X > +0o X > +00

im Fix) = €.
donc lim G(x):l€.

b.N= f e dt.

N représente l’alre de la surface limitée
par les 2 courbes 6,6 et les droites
d’équations x=0; x=1.

c.g est l'aire de la surface délimitée par
la courbe C(%g, 'axe des abscisses et les
droites d’équation X =0; X =x. ¢

On voit graphiquement que N = >
146. 1.

, eX(xe* + 1) — (¥ = 1) (" + xe¥)
fe)= (xe* + 1)°
xezx + e — (e +xe2"—ex—xex)
(xe* + 1)2
5&‘&+e — e~ 5e2%+e + xe*
(xe* + 1)?
_e(2-e"-x)
y=f0)k-0)+f0)=1(-0) +0=x
2. a.

X 2 X X 2 X
FiX) = x= -1 xe+x_e-T-x"e—x

xe¥+1 xe¥+1 xe*¥ +1

x+ NuX) =0+ 1) —xe*-1)
=;¢e’{—x2e" x+ex—;¢e’(—1
0 _(x +X1)u(x)
xe” +1

avec u(x)=e*—xe*-1.
b. u(x)=e"—xe*-1
uI(X):eX_eX_ X_ X

X 0 +o0

u’'(x) -

u(0)=0
u(x) < 0 sur l'intervalle [0 ; +oof.

c. f(x) = x est du signe de u(x), donc €,

est en dessous de la tangente T sur l'in-
tervalle [0 ; +oo].

4. o1 e
T—e_ e e _e-1_ )
X+e ¥ X+lx xe¥+ 1 xe¥+1
e ex
5 FX)=In(x + e™).
X
f x) dx = j‘1—e =[h(x + e
:+ln(1+l).
1 a1
_|1,21 1
foxdx— 2x ,72

&Q=%—ln<1 +%>u.a.

&§l:16><<%—ln(1 +%)>cm2.
A =299 mm?.

7. a. v0:£1f(x)dx:ln(‘l +%>;
v, ='/1‘2f(x)dx=[ln(x +e M

—ln(2+e‘2)—ln<1 +%)
v —f f(x)

=nB+ed)-In@2+e?.

2. %+ %ln2>0 et d’aprés le tableau

de variation de g(x) on a g(x) >0 sur
10; +oof.

lII’TS x=0
i 1 X; Inx _ }paraddition:
oror x ) lim ) =-

La courbe ‘6, admet la droite d’'équation
x =0 comme asymptote verticale.

i, x= +oo
2. lnx_ }par addition :
A5 =0) im f =
X m x
flx)—x= o o im " =0.
La droite 9 est asymptote a la courbe ‘6/
en +oo. 1
= xx—Inx 1-lnx
3. f)=1+5X——=1+-—"—
X X
x“+ 1-Inx
2
sy 9%
) ==

4. D'aprés les questions précédentes:
f’(x) >0, la fonction f(x) est croissante
sur J0; +oof.

b. v, est l'aire du domaine situé entre x o oo
l'axe des abscisses, la courbe €, et les
droites d'équation x =n etx—nf+1 oo
' M|
147. 1. —o0
2
h)=f) —g)=In(1 +x) -
+ X Inx 1 1 1
) = 1 2(1+x) -2« m. 1 — dx= E(lnx) 125_025
1T+ x (2+X)2 e Inx
B 2 ‘ 2 f f dx:f1 xdx+‘/1’
(x+ 1)(2 + x)* ] |
h est croissante sur [0 ; +oo]. 22
2
2 e
148. 1. 1. g’'(\) = x—%:z"x”; -2 v
2i-1=06xt=ley=Y2 o V2 d=9x5cm’
? 2 2 (1+x)-e xe*
NG 149. 1. f/(x)
x |0 - +00 (1+x) (T+x)
" (|) X 0 1
g’ - +
' ' *
e
g \§+1ln2/ ) /2
2 2 1
V2\ 1 V2 =1-f(1) =2
9[Z)=1+1-02 FO=170 =5
_3.1 s =Y (K
> 2[n2+ln2 n k§0<5
=31 ko k+1
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e () <re<r(<E);

f(x) est croissante sur [0; 1]

k1 k+1
o) f(%)dxsfﬁ 5 F(x)dx
5

ml'\

)dx
k+1

1 .(k k+ 1
=3/(5) < f flax f( )
L'aire sous la courbe (Gf est comprise entre
l'aire du rectangle r, située en dessous de
la courbe et celle du rectangle R, situé en
dessus de la courbe ces rectangles ayant
par largeur % et pour largeurs respectives

k+1)
).
51k o e
b = (—>< 5 dx
,z:OSf 5 kZOjé T+ x
1 (k+1
< Lpkxr 1
kZ:OSf 5
4 4 k+1
1 k) 5 e
el M <
skgof(s Eog Trx™
4
1 (k+1>
<2
sé%f 5
5
1 e 1 (k)
@_ < <2 ) =
> T x> 5<2%f5 f@b
<X -
sl 25, fo1+ dx < (s 1)
c. 54% 5,458 7 et SS~6,8'I78
25, 1,091 par défaut
%(55—1)%1,164 par excés

‘ou: 1,091 <

d'ou : 1,09 vé < —d
X2 (1=x)(1+x) +x°
T+x 14 x

g—%+%_1

T+x  T+x°

T e L x?e
b./(; mdx:f (1—x)eX+—de
2
= [ (1-x)ed e
[ - aeses [
:/ (1=x)e’dx + 1
]
c. ’/(; (1= x)e*dx

x < 1,164.

3.a. 1-x+

ul)=(1-x);uk)=-1;

v/(x)=€¥; v(x) =€~

_/(; 1-x) de=[1—x)e"](1)+f01exdx
=—T+[ell=—T+e-T=e-2

d. D'apres les questions précédentes :
1,091 -(e-2)<1<1,164-(e-2)
0,37 <1<0,45.

150. 1. a.
Xlin_'1 ’I—X=+oo}

T par composée
XHTOO &€ =+oo

) _ ar produit
im e' *=+o0 parp
X 5 —co lim f(x)=+o0
X — —00

lim x“=+oc0
X — —00 2
x2el X = ¢ xlX:eX—X

p) e e

lim ==0 donc lm f(x)

X = +oo e — +00

La droite d'équation y =0 est asymptote
horizontale a la courbe €, en +oo.

b. f est dérivable comme produit et com-
posée de fonction dérivable sur R.
fx)=2xe' ¥ —x%e' ¥ =xe' ¥(2 - x).

.
|o:/(; el Xdx=[-e'i==1+e
Li=lp=—T+e-1=e-2
L,=2(-2+€-1=2e-5

o= [ e dx= [ x

donc |, représente l'aire exprimée en uni-
tés d'aire, de la partie du plan comprise
entre la courbe (€f, l'axe des abscisses et
les droites d'équations x =0 et x=1.

3.a.0sx<1
S-1<-x<0
S0<1-x<1
& 1<e'*<e lafonction expo est
croissante sur R

ex"<x"e'*<x"e x"=0.
bfxdx<f 1"dx<fxedx
n+1 Xn+1]
n+ 1l 7 n+ 1lo

1 o <_ ¢

X | <e
< ~ .
n+1 mn+1

//\

=
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& lim —= |
n—-+oco N 4+ 1
le théoréme des gendarmes

< lim | =0.

n-+co N

= 0, d’aprés

im
n—-+oco N 4+

151. Partie 1:
lim In(x)=

x— 0"

1 par addition :

ling+ flx)=-

=t par addition

lim  fl) =

X - +oo

2. fest dérivable sur 9. et composée de

fonction dérivable sur R.

f'(x):)l(+)%.

X 0 +0o

' +

+0oo
£ /

3. f(1) =0, de plus f(x) est strictement
croissante sur ]0 ; +oof.

X 0 1 +0co
|
) - (l) +
4. F(x)=xln —Ilnx

F(x) est dérivable sur ]O; +oo[ comme
produit et somme de fonctions dérivables
sur JO; +oof.

Fx)=lhx+1- % =f(x)

F(x) est donc bien une primitive de f(x)
sur J0; +oof.

5. F(x)=f(x) or d'aprés le tableau de
signe de la question 3., f(x)>0 sur
]1; +oo[ donc F(x) est strictement crois-
sante sur |1; +oo].

6. F(1)=0et Fle)=e—1~17
1—%%&@ 0<0,63<1,7
1<1-1<e

e

La fonction F est continue, dérivable

et strictement croissante sur |1; e[ et

1<1- % <e, donc d'aprés le théo-

reme des valeurs intermédiaires, il existe

un unique réel ae[1;e] tel que
1

Fla)=1--.

@=1-1

7. Avec la calculatrice 1,9 <o < 2,0
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Partie 2:
1. In(x) + 1=0<:>ln(x):—1<:~x=1
doncA<1;0>.
e
1

2. g(x):h(x)@);:h(x) +1
]
& _——_——=
In(x) + 1 . 0
< f(x)=0.
D’aprés la partie 1, f(1) = 0 ; l'abscisse du
point P est 1.

g(1)=%=1 donc P(1: ).
3. 2. 9l = [, g0 - hx)dx

car g(x) = (E)sur[ ]

&Q=fl—fx X

€ 1 1
b. oA :—ﬁ flx)dx =— [xlnx—lnx]1
e e
SR P P R
e e e e
4. a.Sur l'intervalle [1; +oo],
h(x)?g()donc
t
B, = [ x)dx = [ ) dx

—[xlnx lnx] =+ lnt—lnt

b Dapres la partie 1 B, =1-— o pour

=a~109.
152. 1.
un+1-un_/1x"+1ln(x+1)dx—f01x"ln(x+1)dx
_f x = Dlnfx + 1)dx
Sur l'intervalle [0, 1]:
X 0 1
x" (I) +
x-1 -
In(x- 1) 0 +
|
X = - 1) 0 -
X"(x = Nln(x—1) <0 et
fo1x"(x— Nin(x — 1)dx < 0.
Donc u,,,—u,<0, la suite u, est

décroissante.
Pour tout [0; 1]; x"In(x + 1) =0
©f1x"ln(x+ 1)dx>f1x"0 dx

0 0
Su,=0.

n
La suite (u,) est décroissante et minorée
par 0, elle converge donc vers un réel €.
1. 0sx<1

SITsx+1<2

S0<In(x+ 1)<In2

S0<x"lnx+ 1)<x"Iln2
Xn+1 1

S0su, < ]xan
n+1

1><ln2
+ 1

=0, d'aprés le théoréme des
u,=0.

S0<su,

im _In2
n-+oon + 1
gendarmes lim

n — +oo

153. PartieA:

f(x) est dérivable sur [0 ; +oo]

F=1-c

T—e >0 -e">1e*>1
S-x<0& x>0

X 0 +00
f) +
fl0)=1
76 /
1
X=-x

2. X — +oo

im e *= lim & =0
Xﬁfoo
lim —x=+oc0
X > —00

Mm, ) =
flx)—x=¢e"; .

par addition :

im e *=0.
— +0o

La droite d'équation est asymptote a (6),

en +oo.
. , 1 X
Partie B : 1. g’'(x)=1- =
donc g’(x) =0 THx T+x
X 0 +00
9’k +
g9(0)=0
0
doncg(¥)=0&x-In(1+x)=0
S x=In(1+x).
2. Onposex—1
I>nn(1:]
n~ ( n)
@1>ln 1)
n
@%Zln(n+1)—ln(n)
@% n(n) =+ 1)
3. fld=x+e";
fln(n)=In(n) + e " =In(n) + e’
1
(”)+E
4. P, :In(n)<u, pourn=1.
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Initialisation : P, : In(1) < u,
S 0<0; P, vraie.
Hérédité : On suppose P, vraie par un
certain rang n.
In(n) <u,
< fn(n) < flu,)
Sln(n + 1)< In(n) + 1<y
S+ 1)<u,,,

Conclusion :

n+1

% est vraie en premier rang}

si. P vraiealors P . vraie

% vraie pour tout n = 1.

5 In(n)<u,

lim In(n)=
n — +oo

im u,=+o0

n— +oo ‘I ‘I
< = +...

u, 1+2+ +n—1

+00 par comparaison

pour tout n =>2.

6. a.

-

D 'ﬂhachurée :%X 1 :%
ko1
W v/k-—‘l ;dX

On voit graphiquement que:

1< ¢ Tax.

e Jk-1x

b. D’apres l'égalité du 5. et celle du 6. a.
ona:

un<1+f2 ldx+...‘£n_1dx

-2

n-1
cu,<1+ [ Lo
Su, <1 [lnx]”_1

<1+lIn(n-1).

7. Pour tout entier n=2 on adonc:
In)<Ih<1+In(nh-1).
<:>ln(n) u, <1+ln(n—1)

N

In(n) In(n) n(n)
h(1-1
vy _ (1-2)
<:>1<ln(n)<ﬁ+1+Tn)n
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1 n(1-7)
+ 1+ =1.
n=+e |n(n) In(n)
D'apres ule théoréme des gendarmes
lim ——=1.
n-+co |n (n)
154. 1. a.

im x? = +oo par produit
i lax = voo lim_ fl) = +o0
b. f/(x)=2xInx + x=x(2lnx + 1)
2lnx + 1>0
1
= _ 2
Inx > >

1
&  x>e 2 (e estune fonction crois-
sante sur R)

X 0 e 2 +00
g'() + +
2lnx + 1 - (:) +
£ -0«
) \ 1
f(e_5>
- 1 1 1
fle 2>:§x (-e)="%

2. Equation de la tangente & € en un
point d'abscisse x, :

y=fxo) x = x0) + flxo)

=x,(2lnxy + 1) (x = x) + x5lnx,
Si cette tangente posée par l'origine du
repére alors :
0=-x¢(2lnxy + 1) + x5lnx,
©0=-x5(Inx, + 1)
© X, =0 n'est pas possible
donc Inx, + 1=0
Inx,=-1

e
]
=T |, Inx x Inxdx
e
u=lnx,u’_l;
X
"= x4 X5(51 1)
vV =x"Inx;v=-=(5lnx —
25
5 1 ;
X 1
=7||=(Glhx-=1)xInx|} - Slnx—1)x—dx
- (5lnx=1) Eé( )<
—q|=8_ /SX Inxdx — f x*dx
25¢° .
5 1
—n|=8_1 X—(Slnx—1)—lx5 .
255 2515 5 1
S e I _l_l__<_L)
25> 25[ 5 5 5e°
-7 —_6+L__L]
25¢> 125 125¢°

o 37
T\ e

155. PartieA: 1. a.

) 4e (e + 1) — 4e*(2e%)
= (e
(e”+ 1)
B < X( e2x 1
e + 1 2
4e
(e + 1)
b.+ 4¢*>0 surR
<@+ 1?>0surR
x>0 %>08eX>19e¥-1>0
sur JO; +oof.
Conclusion f’(x) > 0 sur |0 ; +oo[ donc f

est strictement croissante sur |0 ; +oof.
2. f(x) est définie sur R

_x 2x
flex)=1-—2 _q_ & _q 4 ¢
e ¥+ J e 1+
e
4e*X
=1-— =f(x)
e+ 1

La fonction f(x) est donc paire, sa courbe
représentative sur R admet l'axe des
ordonnées comme axe de symétrie.

4e°
3. a.f(0)=0=1- =0
/0 e® 41

e+ 1-4e
%41
& (%)% -4e" +1=0
En posant ¢ =c? or ¢ solution de l'équa-
tion x*—4x + 1=0
A=16-4xx1x1=12:

x1=¥=2+\/§;x2=2—\/§.

© Hachette livre, 2012 80

Reperes T s, Livre du professeur

| Chap. 4 Intégration

e?=2+V3

a=l(2+V3) ou a=ln(2-+3).

Le point A ayant une abscisse positive on
a:a=I(@2+V3).

b. D’aprés les questions précédentes

X |—oo —a +a +00 avec
| | -
f(X) + (I) _ (I) + a=In(2+V3)
Partie B:
1. F'(x) =f(x) et d’apreés la partie .

F(x) est strictement croissante sur
J-oo; —a[U[a; +oo].
F(x) est strictement décroissante sur

a;al.
0)= [ f(0)dt

f(x) <0 sur[0;a] donc F(0) est 'oppo-
sé de l'aire du domaine compris entre la
courbe 6, l'axe des abscisses et les droites
d’équation x=0 et x=a.

f(0)=-1 et le point A a pour abscisse a.
L'aire du domaine est donc contenue dans
un rectangle de longueur a et de largeur 1.
—a<F0)<o0

4e! < 1 )
3. a.f(t)= =1-4¢t
f() 2t 2t+-|
1
or <1
e? 4+ 1

donc f(t) = 1—-4e’ !
b. f(t)=1-4e’"
X X _t

@Afmm>£1—% dt
S Fx) =t + 4e dt]
SFX)=x+4e " —4=x—4car
4 >0

im x—4=+co.
X —> +oo
Par comparaison : lim | F(x) = +oo.
4. Il me semble qu'il y a un probleme
d’énoncé car la limite de F(x) lorsque x
tend vers +co a déja été déterminée a la
question 3..

156. 1. F(x)=—e ™+ (x + 1)e ¥ =xe™™
l ='£Xxe‘xdx d’aprés la question 1..
l=[-(x+ e *ff=-2e""+ 1.

2. a.Pour tout x=[0;1] x"e =0
donc |, représente |'aire du domaine si-
tuée entre ‘6n, 'axe des abscisses et les
droites d’équation x=0 et x=1.

On voit que lorsque n augmente cette
aire diminue donc |, semble décroissante.

bl =l =fo1x”(x—1)
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+x"=0

e *>0

*x=1<0sur[0;1]

donc x"(x—1)e <0 sur [0;1] et

L, 1—1,<0.
Donc la suite |, est décroissante sur
[0; 1].

c. 1,20 car x"e”*=0 donc la suite |,
est décroissante et minorée par O, elle est
donc convergente.
d.0<x<1©0=-x=-19e*<e’

Se*¥<1ex e <X ©f x"e”*dx

1
< el <
f x"dxe |, P
donc0<| < or =0.
" " n+1 n-otoon+ 1
D'aprés le théoréme des gendarmes
lim 1, =0.
n— +oco
p— eX .
157. 1. a.}1‘(x)_;2_x sur [0 1].
() :% ; f est décroissante sur
= 1)
[0;1].
Vxe[0;1];
f<f<fo)ei<—<I.
2 x 2
2. a. G(x) = (ex? +bx+c)
G'(x) = (2ax + b)e™* — (ax' + bx + c)e™*
=e (e’ + (2a-b)x+b—-0)
a=0 e=0
2a—-b=1 1b=-1
b-c=2 c=-3

CX)=(x-3)e
A (2 + x)e *dx

e.]J=—4e" "+ 3
1 1
<K< =
3e 6
1 _4,.3< <1_4
36 e+3\K +J\6 e+3
- 11 19 4
& —— 4+ 3<K <—=--
3e * +) 6 e
-1 19 4
& — <S4l =--
3e t3s4 6 e
ﬂ+§<|<ﬁ_l
12e 4 24 e

1% 0,42 & 1072 prés.

158. 1. a. f,(x)=In(1 + x)
Am 1+ x=+00] par composée :
im Inx=+co [ lim f(x)=+oo

X —> +00

b. f10) =

f1(x) >0 sur [0; +o0o[ donc f,(x) est
croissante sur [0 ; +oo].

c. I:j(;1ln(1 + x)dx
u')=1;uX)=x;
vix)=ln(1+x);v

I=[xIn(1 +x)](1)—f1 X

o 1+x

X+ 1
=lh2-[[x=In(1+x)]3]
=ln2-[1-1In2]
=2lh2-1
2. a.
0s<x<1e0<xX"<11<xX"+1<2
1 1 1

& [Tode < [TnG + Nax< [ n2de
©0<I <2
b.Comme 0<x<1;

Xn+1<Xn
Slh(1+x"*)<In(1+x"

<:>j(;1ln(1+x””)<fo1ln(1+x”)

In +1
La suite (I,) est décroissante.

c. |, est décroissante et minorée par 0,
elle est donc convergente.

<l,.

1 - X
3. a.g'(x)= T x 1= 1;_Xsur

[0; +oo[; g’(X)<O0; g(x) strictement
décroissante sur [0 ; +oo].
b. g(0) =0, comme g(x) est strictement
décroissante sur [0 ; +oo].
g(x) est négative sur [0 ; +oo].
xe[0; +oo| pour tout xe<|[0; +oof
donc gx")=In(1+x") =x"<0

In(1+ x")<x"
c.O<In(1T+x")<x".
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n(1+x" dx<fxdx

so0< |<[ ! x””r
n+1 o
so<l <
n+1
or < lim L=O, d’aprés le théo-
n-+oon + 1

réme des gendarmes < lim |, =0.
n— +oo

7

In7
159. un:l'7—7f” f(n) (x)dx

4 In7
ln7[ In(e” +7)
—7[ln14—ln8]

_ilZ

In7 4~
Or — ln ( ) ne dépend pas de n donc la

swte ( u,) est constante.

160. 1. a. F(O):[Of(t)dtzo

b.Sur [0 ; 4] f(x) = 0 donc F(x) = 0.

Sur [-3; 0] f(x)

doncfx f(t) t<Xo<:>_fO flt)dt <0
@fo f(t)dt =0 < F(x) = 0.

car x <O sur[-3;0].

c. F(4)=f04f(t)dt.

F(4) représente l'aire du domaine dé-

limité par la courbe représentative de

f(x), Uaxe des abscisses et les droites
d’équation x =0 et x =4 sur l'intervalle
[0;4]f(x)=0.

On voit graphiquement que l'axe du do-
maine est encadrée par l'aire des deux
figures suivantes :

o

A

=
<0

==

Aiz4x3=12 H,=¢
donc 6 < F(4) < 12.
2. a.freprésente la dérivée de F.
b.

X -3 0 4 8

F7b = £0)

- \ / \
F(0) F(8)
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2. Nous savons que F(0) =
6<F(4)<12.

Aucune de ces 2 courbes ne peut étre la
représentation graphique de F(x).

0 et que

161 1a -
Ug+ Uq= dx+f ax
0 1+4+e” 01+
1 —x
_ (1t e
0 T+e™

=f11dx= [x]o=1.

b.u1—/(;1

dx =[-In(1 + e—X)]Q)

T+e™”

e nx

2. Vxe[0; 1]
T+e
d’une fontion positive sur [0 ; 1] est posi-

tive donc u, un est positive ou nulle.

~> 0, orl'intégrale

T+e

n:—l

lim n=+o0

X — +00

D'apres le théoréme des gendarmes :

im 1-e” par qu$tlent

X—>+400 N

—ln(1 +%> + In2.

1=+ 1)x 1 a—nX
£ dx +f € d
—x 0 -x

X

©o0<|, <

lim - =0

X toopn =1 par produit

lim [1 -2 =1

X — 400 2n—1 2n—1

D’aprés le théoréme des gendarmes :
lim I =0.

X > 400 N

lim & {1-

X - +oon—1

163. 1.
n+1 _ n o _
Jorml=) e Vvt [T

1
= [ et Vvt

pour tout :
ten;n+1]
Jn+1_Jn>O
Jp 4+ 1= ), lasuite |, est donc croissante.
2.a.0<Vu<u [2; +00]
o<u<u®

En posant u=t+1

osvVEt+1<t+1.
b.V1+t<t+1
t+1e '<(t+ Ne!
<:>ant+ 1e‘tdt<fn(t+ 1)e fdt
1 1

<, s,

EV1+tdt

e 'V1+t =0

Donc

sur car

on obtient

cl —f (t+ 1)e 'de.
On pose u(t) = +1 u'lt)=1;
vig)=etvit)=—e "

L=l + 1) % (- -f)]" [T ta
=[-(h+1Ne"+2 +[-e ]
=[-(h+1Ne"+2e +[-e"+e ]
=—(n+1)e"+3e '<3e!

car—(n+2)e "<0.
d ), <I,<3e "
La suite J, est croissante et majorée, elle
est donc convergente.
164. 1. a. e *>0 donc f(x) est du
signe de (1 + x).

X —o0

) - 0 4

82

© Hachette livre, 2012 Repéres ™, Livre du professeur

e ]:o.

| Chap. 4 Intégration

b. On pose X = -
m, (1-x)=- par produit
Nm, ef=veo | lim fb) =~
fO)=(1+x)e =14 X
e e
im 1=0
X - +0o eX
par somme lim f(x)
im X=0
X —> +0o eX
cfx)=e (T+x)e™ =—xe*
X —0oo (:) 400
|
') 0
3
&) / \

2. a.Sur lintervalle [-1;n]f(x)=0

donc | =0 .
)dx—[1f(x)dx

n ' n+1
bolya=lo= " fle

:[:Hf(x)deO.

Donc |, , 4 =1, lasuite | est croissante.

=(-2-n)e "+e

e
n =0 par somme :

S, % b =
im e=e
X — +o0o

d. Pour tout n € N f(x) est positive sur
[~ 1;n] donc I, mesure l'aire du do-
maine limité par les droites d'équations
x=-1, x=n, l'axe des abscisses et la
courbe représentative de f.

Cette aire a pour limite e quand n tend
vers +0o.

4, _[(:f(x)dx:e@(—Z—a)e_a+e=e
S(-2-a)e"*=0
e +0

donc-2-a=0a=-2

[;Zf(x)dx:—'/_‘_;f(x)dx:e.

Cette intégrale correspond a l'aire du do-
maine délimité par les droites d'équation
x=-2,x=-1,'axe des abscisses et la
courbe représentative de f(x).

165. PartieA:

VRN |
1. a. f(x) =xx T

€ e

x
-
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On pose X =x:

Jim X0
f“’o e par produit

wo L V2
<:>X2=1/ \/5 2 ]
2N _—1_-V2
X=—=—
2 2
X 0 Q +00
;
&) + 0 -

| T~

2 2 2Ve
Y S N P

2 F(a)—‘/(; xe X dx= e ]o
T 1
et 5.

lim F(a):l

n - +oo 2

Partie B :

un=4£n+1f(x)dx

T.aansxs<n+1

< fln+ ) <fK)<fln)

car f(x) Nsur[2; +oo].

<:>fnn+1f(n+1</"+1
S fln+ ) <u,<fln).
b.fin + 2)<u,,,<fln+1)<u,<f(n)

donc u,,,<u,, la suite est donc dé-
croissante pour n = > 2.

c nhn;-]oo f(n + 1) = n Erpoo f(n) =
donc d'apres le théoreme des valeurs
intermédiaires . Hn;lm u,=0, la suite
converge vers 0.

'/,:11f(x)dx

2. a ['foaxc+ [*fodc+ .+

= ["fax =

0 (voir question 2. de la par-

dx<f"+1 )dx

car F(0) =
tie A).

b. F(n) converge vers % (déja démontré a
la question 2. de la partie A), de plus F(5)

est une bonne aproximation de l'aire du
domaine délimité par les droites d'équa-
tion x =0, x =n, l'axe des abscisses et la
courbe représentative de f(x).

166. 1. a. 0<x<1© 0<x’<1

2
e _1<-x<0 e l<e¥ <
e

e l<f<n

11 1 1
E<-[o f(x)dx<f0 1dx
e lg

2
3.a.0<1etx"e* =20doncu,=0.
b.u,,,-u, :f1x””e"‘2dx—/ ne=x dx

—f "'Xx—1dx

Orx—1<0 sur [0;1]
donc wu,,,-u,<O
un+1<u

La suite u, est décroissante.

c. La suite (u) est décroissante et mino-
rée par O, elle est donc convergente.

4. a. f)<1 e x"f(x) <x
= /(;1x”f(x)dx<fo1x”dx

1
@ vy
0

1
S u, <
U=
b.0<u,<—
n+1
lim =0, d'aprés le théoréme
n-+oon + 1

des gendarmes: lim u, =0.
n— +oco

167. 1. e >0 1+e *>1

S In(1+e*)>In1
S In(1+e*>0.

2. f)=In(1+x)—x sur [0; +oo].
a.f’(x)=1 -1|-x_1=1_+xx'
X 0 +00
f -
0
oo T
flO)=0
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b. f(x) <0 cf tableau de variation ci-
dessus.
cln(T+x)=x<0 < In(1+x)<x

en posant x = e % Xe[0; +oof
S In(1+eX)<e ™™

3. dnzfon In(1 + e *)dx

In(1+eX)<e”

<:>f In(1+ e dx<f

© d <[-e*o

©d<-e"+1<1.

dyrr=dy=["" (1 + e dx~ ["In(1 + e
:'/;n+1ln(1 +e M) dx

or In(1+e >0

doncd, ,-d,=z0<d, , ,=d,

la suite d_ est croissante et majorée par 1,
elle est donc convergente.

168. 1. u1=fo1f1(x)dx

= T_e” dx
0 14+
=[-n(1+e ]

—ln(1+e ") +In2.

1 e_x
dx +f dx
X 0 - X

Uy + U, =
0 TJo e T+e
1 *X
= dx = T1dx = 1.
0 14e% f

up=1-u;=1+In(1+e*)-In2.

2.e>0e 1+e>1
1

<0< <1
1T+e %
e—nx
S 0<—<L e ™
1T+e %
— NX
<z>f0dx<_/(;1+e dx<f dx.

1

3. 0<u <[ 1 *”X]
n 0 _n

o<y <-4+

n n

S O<un<%(1—e‘”)

n

= 0<un<%<1—l>.

e
NURES
°°1 e par produit :
M= lim 1(1—1) =o0.
n=+oco N "
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D’aprés le théoréme des gendarmes :

lim u,=0, la suite est donc conver-
n — +oo

gente.

169. PartieA:

1 [ Rd= 1701 = £(1) - £0)

1 g1
“2¢ 9% %"
2.
A
oA,
0 H
Soit &, l'aire du triangle OAH.
1
- OAxHA_ "% 1
t 2 2 4e”
Graphiquement on voit que:
1 1
>_1
j(; f(x)dx T
PartieB: 1.
Jm xe = lim e =0

par quotient:
X Erpoo f(X) =

La droite d'équation y = 0 est asymptote
horizontale a la courbe (\%fen +00.

lim x?+ 1= +oco

X — +oo

2. ') =3x"+2x+1>0
sur [0 ; +oof.
X 0 a 1 +00
g0 I
969 _1/
g(0)=-1 g(1)=2

D'apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, il existe un réel a2 [0 ; 1] tel que
g(o)=0.

3. a. f'(x)=
_gfe’/x+ e X -

(1=-x)e ¥ (x% + 1) - 2x(xe™%)
(< + 7)°
e —xe ¥ -

X2+ 1)2

+
+

226

3

e =X —xt—x+1)

X2+ 1)°

—e P+ X+ x—-1)
x? + 1)°
f'(x) et g’(x) sont de signes contraires.

o
Q
+
8

X

£ +

M| T~

4. u, :fnznf(x)dx pour tout n € N.

—o—

ax-12=0e x*-2x+1=0
&S xP+1=2
1

©O<2
X+ 1

WV
NI )

s o<s—X >

= lim l—O.

. 1
c. lim —
n n— +co ezn

na+00e
D'aprés le théoréme des gendarmes

lim v, =0.
n — +oo

170. 1. a.Six=1

e =e>1

e -1>0
donc f{x) est bien définie sur [1; +oo].
f(x) est une fonction continue et définie

sur [1; +oo[ donc H(x f f(x)dt est
bien définie sur [1; +oo[
b. H'(x) = f(x), H est la primitive de f qui

s'annule en 1.

c. f(x) est positive sur l'intervalle [1; 3].
H(3) est donc l'aire du domaine délimité
par les droites x = 1, x = 3, l'axe des abs-

cisses et la courbe représentative de f(x).
X

X X xe
2. a.— = -
-1 (-1)xe
xxe X e X
= —X=X -
1-e 1-e
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b._/;Bf(x)dx:ffx e_’ixdx.

1-e
On pose:
u=x cu'=1;
e —x
= ;v=+In(1-¢e7%).
1-e”

J2f0dx=Ixtn(1 - e)E - [7in(1 - e dx
=3[n<1 —é) —ln<1 —%) —'/;3ln(1 —e "dx.

C.1<Sx<3& —-3<-x<-1
s ed<e¥<ge]

& _el<_e¥<-¢3
= 1—%<1—e"‘<1—l

©ln<1—%><ln(1—e <eln< )
d. ln(1 —%) <In(1 —e—X)gln(1 _l>

o [Pn(1+d) < fln1—e" x<fln< l)

& 2in(1 +%)<ﬂ (1 -e )dx<21n<1 +§)
En utilisant le résultat de la question b. :
3[n<1—13)—ln(1—%)—2[n<1——) ff

e
<-2in(1-]) +3[n(1—é) ~n(1-])
ln<1—13)-ln(1—%)sﬁif(x)dxs—aln(1-%)+3ln<1-13>,
€ e

171. PartieA:
1.

1+e2
1_7/' i £

2. a. g(2) représente l'aire du domaine
délimité par les droites d'équation x =0,
x = 2, l'axe des abscisses et la courbe re-
présentative de f(x).

b. &irectangle =2x(1+e

donc 0<g(2)<25.
3. a.Pour x = 2, f(x) =1

& [“fiyde > ["1dt.

@fzxf(t)dt>x— 2.

%) <2,5.
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gx)-g@2)=x-2.
gx)=x-2+g(2)=x-2 car g(2)=0
b.g(x) =x-2.
lim x-2=+00, par comparaison
im g(x) = +o0
4. 9’00 =fl)
X —o0 0 +00
i
9'() =) - 0 4
96) \/
PartieB:
1. F/(t)=ae ' — (et + b)e ™’
=ate '+ (a-b)e "’
=(~at+ (a-b)e "

—-a=1 a=-1
tio--1 om0 -
Donc F(t) = (~t)e™"; F(t) et la primitive
de (t-1)e "pasde (t—T)e "+ 1.

X —tagr [ et — e X
2. /o (t-Ne 'dt =[-te [y =—xe

g0 =[ (-1 + 1t
_[x B _t X
_fo t-1)e dt+f0 1dt
=—xe “+x
=x(1-¢e7%)

(m et =, lim et = oo

im (1-e7)=- par produit :
lim x = —oco im, g (x) = +oo.

172. 1. a.Pour te[O 1; t"=0 et
0<cost<1car1<—

Donc

t"<cost=0 et ft"<costdt>0
pour tout n & N*.

1
b.x, .. ‘an_/(; g+ costdt—fo t" cost dt
1
=f0 t" cost(t — 1)dt
pour t €[0; 1]:
+ t"cost =0
ct-1<0
Donc
Xp+1~Xp <O Xn+1
décroissante.
c. La suite (x,)est décroissante et mino-
rée par O, elle est donc convergente.
2. a.Pourte[0;1]:
O<cost<1

<x,, lasuite (x,) est

& 0<t"cost <t"
1 1 1
®f Odtéf t"costdt</ t"dt
0 0 0

. lim

nq+oon+‘]
D'aprés le théoréme des gendarmes
< lim x, =0.

n-+oco N
3.a.x,,,=—(n+ 1)y, +sin(1).
pe1—sin(1) sin(1)=x, 4
—(n+1) (h+1)

nhrpooxn+1 0

0<sin1<1.

<:>0<sm1 <L
n+1 n+1

sin(1)

1= 0 d'apreés le théoréme des

X

Ona:y,=

lim
n—+oco N +
gendarmes
4. yn+1
ne N*
_yn+1=an+Xn—COS(1)
nx,=y,.,—X,+ cos(1)
ngrpooy _nﬂnﬂooxnzo
donc lim nx,= cos(1)
X, 1=—ny, =Yy, +sin(1)
ny,=—X,,1-Y,+sin(1)
nurpooxn+1_nlinjooy”:0

donc lim ny, = sin(1).

lim ' ¥,=0.
(n + 1)x —cos(1) pour tout

173. PartieA:

1.
1
o X=X 2 1 (1-21nx)
X)= =
x* x*
1-2lnx>0&-2lhx>-1
1
= <=
Inx >
]
& x < e2

« la fonction f( ) est croissante sur l'in-
tervalle ]0 eZ] et décroissante sur l'in-

tervalle [eZ +oo[

I
A
. 2) = === —
f(e ) ( 1)2 e~
e2
Mm, fl) ==
Xang In(x) = par quotient :
lim x*=0* lim flx)=-
x>0t x—-0
im_ f(x) =0 par croissance composée.
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2. Ty =f"lxo)(x = xo) + f(xo)

Xo(1-2Inx,) In(x,)
T:y:74(x—xo)+ >
Xo Xo
-1+ 2lhx, In(x
< 0= > o4 (20)
Xo Xo
-1+ 3lnx,
2 =
Xo
& =1+ 3lnx,=0
Slnxy=5
1
S Xy =e3.

Il existe donc une tangente a € passant
par l'origine du repere O, c'est la tangente
1
au point d’abscisse x = e3 et d'équation :
1
=—X.
Y73

Partie B :

1. a.g(x) est la primitive de f sur
10 ; +oo[ quis'annule en 1 ol f est la dé-
rivée de g sur |0 ; +oof.

X 0

F'6) =16 -

g(x)\/

0

+

FO— —

Ihx=0&x=1
g(1)=0.
2 g3 f f(t)dt, f(t) est continue et

posmve sur l'intervalle [1; 3] donc g(3)
est l'aire du domaine délimité par les
droites x = 1, x = 3 |'axe des abscisses et
la courbe représentative de f.

1

o(1)=[ et = [ root ryer

f(t) est continue e'i négative sur l'in-
tervalle [% 1] donc g(%) est l'axe du
domaine délimité par les droites X=E,
x=1 l'axe des abscisses et la courbe

représentative de f.

_ 4, lhx+1
3.a.gx)=1 .
—q_bhx_1

b.gx)=1 ~ X
. Inx
m 7 =0] par somme :

im 1o [, lm_ fK)=gk)=1.



IMathsreperes

Livre du professeur

Partie 1
On conjecture que :
lim 1,

n— +oco
Partie 2
il avxe[oalo<x"<a",
donc 1<T+x"<1+0a".
Etant donné que tous les membres sont
strictement positifs, on en déduit que :
1 < 1

=1.

<1.

1+a” 1+x"
bOnsaitque
Vx ][0, a] <1 <1donc

1+a 1+x
o
f L dx < dx<f Tdx
0 1+a” 0 1+ x"
soit
1

x(a-0)< a-0
1+a” '/f < )
donc

¢ < x)dx <o
= fofn()

P2 aVxe[a 1]0<x<1,
car0sa<1
donc 0<x"

<1 ainsi 1<14+x"<2

LA Flt)=—e %% 4

=0,2te % =£(t).

1 [ 02
23f0 0,2te 2t

_ 1+ _\a-02t]23
—23[( L e

— 1 [_5ga 46 ~
_23[ 28e %% 4+ 5]~ 0,21.

Pendant 23 minutes, la quantité moyenne de médicament
présente dans l'organisme du patient est de 0,21 ml/min.

(2x° + 3x)e™*

I f(x)=(4x + 3)e -
=e (-2 + x + 3).

Or (-2x°+3)(x + 1)=—2x° -
=—2x* +x + 3.

Donc f'(x)=e (- 2x + 3)(x + 1).
X 0 3 6
2
-2+ 3 + (I) -
x+ 1 + +
e X + +
769 + 0 -

TP Info (p. 226)

Sur les pas du supérieur (p. 227)

(0,2t + 1)e %%

2X+ 3x+ 3

| Chap. 4 Intégration

1
1T+ x"
1

N
N

donc 1

o N|—

N
N

soit 1.

1+ x"

On en déduit que :
0<

dx< | 1dx
0‘1+x f

donc 0= ['f,()dx<1-a

b. D'aprés 1. b. et 2. a. on a par addi-

tion
< x)dx +
1+a f f '[f
<o+ 1-a.
. 1
soit an</c; f,0)dx <1

X a.

VneN*Vne[0,1]0<x"*"<x"

donc L < 1
T+x" 1+x"*7
b.
VneN*Vxe[01]——<—1 _
T+x" 1+x"%

donc £1fn(x)dx<fa;fn+1(x)dx

soit |, <1 ., , ce qui prouve que la suite
(1) est croissante.

c.la suite (I ) est croissante et majo-
rée par 1, donc d'aprés le théoréme de
convergence monotone elle converge vers
unréel [[0; 1].

d. D’aprés 2 b.Vas([0; 1 ona:

<ff )dx < 1.

1+d”

lim ¢ _—qa
n-teo 1 4 off
Donc apres passage a la limite, l'inégalité
du 2. b. devient:
a<I<lT-a<1.
e. Supposons [+ 1 donc 0 <[< 1. Pre-

Or lim a"=0donc
n — +oo

nons =1+ 12_[_1T+[ ainsi
%< o < 1 en appliquant l'inégalité 3. d.

onaa:lsoit1—_1<ldoncl>1Cequi

est impossible.
L'hypothese [ 1 est fausse, donc [= 1.

3
x |0 > 6
[
%) + 0 - 3
f(3)= 201
~ 2,01 2
fg |0
X 0 1 2 3 4 5 6
£ 0 1,84 | 1,90 | 134 | 081 | 044 | 0,22

86
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f(x)=1 pour x =~ 0,5 et x = 3,5.

F)=(-4x-7)e "= (=2°-Tx-T)e~
=e X (2¢% + 3x) = f(x).

© Hachette livre, 2012
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6

| = fo f(x)dx ]
[(-2x°—7x = 7]e *]y=—121e ® + 7.

C. 1.Lla production journaliere sera maximale au bout de

150 jours. La production sera donc d’environ 2 milliers de tonnes.
La production journaliere sera revenue a 1000 tonnes environ

350 jours apres l'ouverture du site.
Vo =al7 - 121e] = 1,117,
e p—
4,9 + 0125 . e0,125t_419e0,‘|25t 1
0,125e%1 g0zt
o).

49+ eO,125t=49 N e0,125t=
1 L

_ 1 20 Q0125 K [ Olust]zo
me 20_10-/1-0 49 + e0,125tdt_ﬁ 8In(4,9 + e o

=0,8[In(4,9 + e*°) = In(4,9 + e"?)]

4,9 + e2'5>
49 +e"?)’

0,125t . .0,125¢
' te 1
L.

F'(t) =8 x

=0,8In <

V, % 0,569.
100

IV. 1. 1= f3 g(x)dx = [ 5006002+ 028]1%0 _ 500 (2228 _ ¢0.3),

U= % X 500 (€228 — ¢%3) x 42,56.
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Programme officiel

Nombres complexes
Forme algébrique, conjugué.
Somme, produit, quotient.

Equation du second degré a coefficients
réels.

Représentation géométrique.

Contenus Capacités attendues

- Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes.
+ Résoudre dans C une équation du second degré a coefficients réels.

+ Représenter un nombre complexe par un point ou un vecteur.

Affixe d'un point, d'un vecteur.

Forme trigonométrique :
—module et argument, interprétation
géométrique dans un repére

- Déterminer l'affixe d'un point ou d’un vecteur.
« Passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique et inversement.

- Connaitre et utiliser la relation zz =| z |*

orthonormé direct ;
— notation exponentielle.

- Effectuer des opérations sur les nombres complexes écrits sous différentes formes.

Découverte (p. 230-231)

1. Un nouvel ensemble de nombres
1. 22 =i%donc S={-i;i}.
7% =(2i)? donc S ={-2i; 2i}.
2. Z-02+1=22-22+1+1=2"-22+2;
72-22+42=09(z-1)2+1=0e (z-1)°=
S={1-i;1+i}.
3. 2°-4+13=05(z-2°%-4+13=0

& (z-2)"=-9=30)°
s={2-3i;2+3i}.

2. Premiére interprétation géométrique des nombres
complexes

1. M(a; 0) et M (a’, 0).

a.Sia>0et a>0 alors r=a r'=a’ et ((;O0M)=0 ;

(@; oM’ =0[2m].
Si aip et a’>0 alors r=a r'=a’
(@; omM) [Zn]
Si_ a<0 et >0 alors r=—a r'=a’ et (u; OM

(" ; OM") =0[2m].
Sia>0eta>0alors r=—a r'=-2a" et (G ; OM) =
@ ; oM’) =0[2m].

et (@;0OM)=0 ;

b. Sia>0eta” >0 alors r"=aa” et 0” =0[21].
Sia>0eta <O alors r"=—aa’ et 8” =m[2m].
Sia<Oeta’ >0 alors r”=—aa’ et 8” =m[2m].
Sia<Oeta <O alors r”=aa” et 8”7 =0[21].

J(O, 1) doncr=1et 6== [Zn] donc J x J alors r” =
9” =7r[2 | donc J < J a pour coordonnée cartésienne (—
donc i?=-1.

Tet
1,0)
=xx" + ixy” + iyx” + iy’
= (o —yy') + iy + yx7).
b. r"=mr"et08”=60+6"
donc x” =rr’cos(0 + 6’) =rr’ (cosO cos O — sinOsinO”)
y"=r'sin(@ +60")=rr’(sinOcosO” + cosOsinb).
X =rcos0 x"=r"cos@’
“ y=rsin@ y'=r'sin@""

3. a X+ i) +iy)

d.

xx"—yy’ =’ cos@sin®” — rr’sin@sin@’ = rr’ (cos @ cos @’ — sinOsinO’) = x”’
xy’ =x"y" =’ cos@sinO@’ + rr’sin@cos @’ = rr’ (cosOsin@’ + sin@cosO’) = y”.
Donc la méthode d’Argand est compatible avec les régles de

calcul prolongeant R.
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1.a40. Corrigés dans le manuel.

1. Calcul dans C
41.a45. Corrigés dans le manuel.

46. a. (i-1)°==-1+1-2i=0+i (- 2).
b.(1+)2=12+i*+2i=0+i2.

47. a. (1+iV3)2=1+3+2iV3

=—2+i2V3.
b.(V3-1)2=3+1-2V3
=(4-2V3)+i0.
(V3 -1)2%=-3+1-2iV3
=—2+i(-2V3).
48. a.

2-0)3=22+3x2°(-)+3x2(-)2+ ()3

=8-12i-6+i=2+i(-11).
b. (1+3i)3=1+3x3i+3(3)% + (3)°
=149-27-27=-26-18i.
49.a.%:o+i(—1).
3
2 _ 1 2 2
b.-£=—=-£%_=0+i%.
373 ¢ 3
- =/ 2
2 (2)
2-i @-1)° 3 .<_4)
50.a.2+i— z —5+/ B

Exercices (p. 258)

| Chap. 5 Nombres complexes

6+ 2)1-3i
(6+2i _(6+2) I)=O+i(—2).
—-1+3i 10
1 1, .1
55. a T 2+/2
b1 1 1 _(-)@e+)
Pl 1-i+1 2-i 5

56. et 57. Corrigés dans le manuel.

58. a.z;+z,=3+i(-3).

b.z,z,=(2-5)(1+ 2)) =12 +i(-1).
Z o e o
c._1_2—5/‘:(2 5i) (1 2')=_§+;<_9>.
z, T+2i 5 5 5
d (ﬁ)z A _-21-20
zZ, 75 -3+ 4
(+ 271 + 20)(3 + 4i) 17, 144
= =——+i—.
25 25 25
e.
7,25=(z,2,)z,= (12 =) (i + 2i) = 14 + i23.

. ] 5 3.
. a. =5-2ioz7=2_2],
59. a.2z+i=5-2i<z > 2/

b.iz+1:i(<:>z+%:1(carii0)).
S—-z+i=-1Sz=1+I.

60. a.

b1 -1,;1 1-27=3iz+5-i© (3 +2)z=—4+i
1-i 2 2 ; Z
- gohti, EA+D(2-3])
51 a.%=i(3—51)=—5+l( 3). 2+3i 13
iik-0)_1. 2 24 X<+14>.
b.T=T=§ Ig. 13 13
i bIZ+1—Z—I<:>1+I—Z(1—I)
2+7i_(2+70)(4+2i) 14 (+0)°
= @ —
Ry 20 TSt Th
8;014+i28234=_%+if_53. 61. a.
Lt te2z+1=z-icz=-1-I.
b__1—2i=(_1_2')(4+') —2,;=9 =1 etz+i
4| 17 17 17 1-7
. EVE= — —7=] [
. ] :_£+'j b1+Z i z¢.1et1 .z i+ zi
VY 4 4 <:>1—/:z(1+/)
b. Jus P 11— (1—’)
; 3 n =1 _
i+V3_ 27 oD vzt 1 2
T+ X zF -1
2e4
\/* . 62. a.
_(1"" 3)(1—’)_1+\/§ /31 240z _ 2+
= = +i . =
2 2 2 2—-iz 2-i
54. a. CATL €Y=+ 2 -2+ f
3—5i=(3—5i)(1—f)=_1+I.(_4) et z+ - 2i
T+i 2 ' Sz-1=1-z etz+-2i.
b. Sz-1.
_i W2-hWz2-2i
V2 I=( ) ) 0 <—ﬁ> 2 ’Z+\/7 S (z+V3)2=
V2 +2i 6 2 "Z+v3 2
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et z# +iV3.
©-72+3+2V3z-4=0etz+iV3.

& (2-2iV3)-1=0¢et z+iV3.
©z=+2V3+tV-12+4= +/\/7+2I\/7
et z+ivV3.
©z=(V3 +V2)iouz= ({3 -V2)i.

2. Conjugué d'un nombre
complexe

63.a 67. Corrigés dans le manuel.

68. 1. z, et z, sont conjugués (z, = z,)
_2+3i_@+3)(4-)_11_ .10

BnEYG T Tt
_1_;10.

donczz—1 iz

Z,+2,= ??etq zzz%i.

n

69. PZ)=az’ +bz+c=az’ +bz+¢C
=az’ + bz +c;(cestréel)
=az’+bz+c;(a bréels)

=P().

70. z°— 2 dépend de z;

77 est réel;

7 + 7 est réel;

z — z est imaginaire pur;

(z + iz) (z—iz) = 2° + 7% = 27° dépend de z.

(z+iz)(z—iz) 27
—2i2 - Ziz*

Z+i2)(z—iz2) 2,2 1
@-i)  —22 i

pour z # 0 donc imaginaire pur.

Z+ iz _

p =i.
z—-iz

Z+ iz _
zZ—1z




IMathsreperes

Livre du professeur

ouz=-

d’olr 72 +z+ 1=(-j)z+)).

Ou bien j est une solution évidente
d'apres 2.

Le polynéme est a coefficients réels donc
les 2 racines sont conjuguées.

D’ol 2 solutions sont j et j d’ou la facto-
risation.

72.a76. Corrigés dans le manuel.

3. Equations de degré 2
77.et 78. Corrigés dans le manuel.

79. a.

2 .
zz—\/§+31:0©<z—\/2—§> —%:0
¢>(z—§—%i)<z—§+%/) 0
e, N34 g, V311
2 2
2
b. 22—3z+3=0<:>(z—%> —% 0
<:>2=3—é\/§o =3+2/\/§.

80. a. 2-6z+10=0% (z-3)°-i*=0
&z=3-ji0ouz=3+i.
b. 72 - 227+ 410=0% (z - 11)* - i* x 289
<z=11-17io0uz=11+ 17i.
81. a. 8°=sin‘0 © §%*sin“6=0
© §=isin@ ou d=—isinb.
b. On pose z — cos@ =&. Alors (E) revient
a(z-cos0)? + 1—-cos’0=0
© 8% -i*sin“0=0
d'oli z=cos6 + isin6 ou
z=c0s0 —isin@ = cos(— O) + isin(- 6).

82.a 84. Corrigés dans le manuel.

4. Représentation graphique d'un
nombre complexe

85. a 87. Corrigés dans le manuel.

88. a. !
1+iV3

| —

3
2

1-iV3

b.

V3—i
89. Soit / le milieu de FH et / le milieu de
GE ;
Zptzy ZgtZc ZptIp ZytZgtZctip
4T3 Tt YTz T Z

car F et H sont respectivement les milieux
de [BC] et [AD].
Ip+ 25 Z,t+1Zg

De méme z = B e e e EJT

donc / et J sont confondus donc si (EFGH)
est un quadrilatére, ses diagonales se cou-
pent en leur milieu, (EFGH) est donc un
parallélogramme.

90. a. G est le centre de gravité du
triangle, l'intersection des 3 médianes, il
est le barycentre.

b. Soit A’ le milieu de [BC], B” le milieu
de [AC] et C’ celui de [AB] :

Zp+ Z
B c 1
-z —(zg+z,—-22
2y =2y _ > A :2(5 c A)_g
I6—=Zp Z,+Zg+1z 1
GTZa Z, Bt Zc
L2 -7, Slzgtze+ 2z
3 A 3(3 C A)

Zy+1z
B C
(carz, + 5

[BC]) d'ou AG zg,ﬁ)’ donc G est sur la
médiane issue de A. De méme on montre :
%z%ﬁ)’ et Ez%&)’ donc G est sur
les 3 médianes.

91. 1. aGA + bGB + ¢cGC =0
Salz,—zg)+blzg—z5) +clzc—2z5)=0
Saz,+bzy+czo=(@+b+0)z;

az, + bz, + cz.

A n'est pas le milieu de

Sz a+b+c+0
C a+b+c ( )
@ﬁ: a ﬁ+ b ﬁ+ ¢ 6&

a+b+c a+b+c a+b+c
(@+b+c+0)

donc G est défini et unique.

2. Sia=b=c alors

— 1— 1= 1=

G est lintersection des médianes, le
centre de gravité.

5. Ecriture trigonométrique

92. a 95. Corrigés dans le manuel.

96. |z,|=5 et arg(z,) =0[27];
|zB|=4\/E et arg(z,) =%[2n];
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|zc|=4 et arg(z ) = —[27!:],
12p|=4V2 et arg(z,) = 57“[21:];
|z¢|=6 et arg(z,) = ——[ZTE];

|2¢|=6 et arg(z;) = [ uik

|z5|=6 et arg(z.) =—g[2n].
97. a. |- 5i|=5, arg(~ 5/) =%[2n].
b. |-3|=3, arg(- 3) =m[2x].

e [V3+1l=1++V3,
arg(V3 + 1) =0[2x].
d. [-iR+V2)|=2+V2,

ag(- 1(2 + V2)) =- Z[an].

98. a. z,=(-1+i)(1+iV3)
~v2[-F e if)el 5 D)

CovZe te 3

PN doi |z,|=2V2

et argz, = 1;

b. z,=4-4i=4(1-0)=|z,|=4V2,
arg22=—E[21t].
4 V3+2 1
c. z3=(V3+2 L =
5=l ’ )\/g+i\/5 V2 V34
:\E+2\/§—i:\5+2<§_1>
v o4 2v2 2
V3 +2 T
d'ou |z5|= et argz, =—=|27|.
| 3| 2\/5 3 6[ ]
d. z,=-i2V3 -6i)=-i2V3(1-V3i)
—/4\/—1‘7@- =4V3 et
argz, = (-2 +o-—)[2n] —%"[Zn].
99. a. |(4+3,)( ~1)|=|4+3i|x|5-i]
=5v26.
b. [(2-3)°|=(12-3i)=V13° =169V 3.
‘ s |__I51 s
6-1% l6-117 37
X+ i X+ i
100. a —y=| y|=
—yl Ix-iyl
3-7i|_[3-7i]_+/58
(1_,~)4 -t 4
1 ‘ ‘6+7/+4+5/
4+5/ 6+ 7il 1(4+5)6+7)
__10+2i) Va4 _ 2vel
|4+5ix|6+7i] V41485 Va1v85
- M _isin
101. a. 21—2(cos12 /S|n12)
_ - it
—2(cos 5 + isin 12)
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d'ol |z,|=2 et argz, = %[ZE]
__ n i
b. z,= 2<cos12 /S|n12)
_ n n
—3< cos12+lsm12)
~ 3 (05T 4 iin ST
=3 (cos 12 + isin 12)
d'oli |z,|=3 et argz, =——[21T].

102. 1 +i=\F<\F+£/>
doti|1+i|=V2 et arg( +/)=E.

4
m\2012 i
(1412002 = (\/Eelz) =(\/E)2012e’—X2012
21006 5037 21006 it 21006
103. a. |z,|=l-1"+ilx|-V2 + V2P
=V2x2’=8V2;
arg(z,) =arg(i— 1) + 3arg(- \/7+i\/§)
_3x 31
=+ +3x== 2 =T[27].

b. |z,|=|-2i|x[1+iV3[
=2x2°=2"=128;
argz, =arg(- 2i) + 6arg(1 + V3)

——E + 6><— —%[2%].
“lal W&’) (et
() -2
argzy=2(arg(V3 + i) —arg(- 1-1))

-2(5- [5))-- 5w

104. a. V/(3-1)"=v2'(cos0 + isin0).

iT\?
b (1+i)2_ Z(Q 4) _Leig+37n
. == e -
(-0 Hvz(e3) V2
5T
:iel 4 :icoss—n/sms—n

V2 Vo 4 T4
o 2+2 _2 1+i _2V2¢e!
3-3V3 31-iV3 6 i3
3

4 3 cosS— + isin—.
3 12 12

;T \2012
( 1 \2012 < e? 1 < 137“>2012
—_— = = e
1_,') _iZ 21006

V2e 4

__ 1 soom _ 1
51006 51006

(cosT + isinT).

e. 1+isin£— =1+

+itoq4 1

6 "2 2

Vs 1 ‘ 1

= TCOS (arctan (2) ) + isin (arctan <§> ) .
S

T T
f. —/cos12—co = i)

(cos%cos ( 2) + isin (— g))
105. a. (2 +2i)° [2\7<£+/£>]
= <2\/E(cosz + /sm%»
:(Zﬁ)e(cos%+ isin%)6

:29<c05641T + /sm%n):— 512i.

b. (1—f)9=<v—<£_ £>>
o ) (3]
el %) 2]

—16V2 (cos (— %) + isin (" %))

=16 - 16i.
¢ (V3-3)°=V3°(1-V3)°
_ 27528 (1=1V3Y
T2

T AN
=27 X 64 - = - =
cos( 3 + /sin 3))
:27x64<cos<——6§>+isin<——6§>>:1728.

d.
1T 1

( —i)12_\512(cOS (-3) +ism(-3)”

= l(cosﬂ + jsin— E)12
26 4 4

1 <COS‘]2—TC + ISII']—‘IZ—TE)—i
T4 4 4 ) 64

e. (1 —/\/7):216<cos<—%) +isin (—E>)16

= 16 _16_71:) isi (_‘]6_7{))
2 (cos( 3 +isin 3

—216(c052§c +/5|n2?ﬂ>):215 +i2"°V3.

.. m\*
(1 +/')4 :W(COSZ+ISII'12)

w

f.
N2 2
(\/E-H) f(cosﬂﬂsinﬂ)
6 6
:cosn+isinn:c052n+lsmz_n>
cos= + isin= 3 3
3 V3 3
1. V3
= 2+/ >

106. Soit P(n) la proportion : VO R et
YneN,(cos6 + isin6)" =cos(n6) + isin(nd).
P(0) est vraie car (cos@ +isin0)°=1 et
cosO + isin0=1.
Supposons P(n) vraie pour n donné.
Alors (cos® + isin@)" '

=(cosO + isinB)(cosH + isinO)"

= (cos O + isin6)(cos(nb) + isin(nb))

= cos O cos(nB) — sinOsin (n6)

+ i(sin@cos(nB) + cosOsin(nb)).
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Or cosacosh —sinasinb =cos(a + b)>Va beR
et cosasinb + sinacosb =sin(a + b)

D'our :

(cos@ +isin@)" ' =cos((n + 1)6) +isin((n +1)6).
P(n + 1) est donc vraie.

On a montré par récurrence que P(n) est
vraie VneN.

|1z0|7_\—13 3|_3\F‘-£-/Q =3V2
et argz——STn[Zn]

|z’ |—\\/7+/|_2‘——+é‘:2

et argZ—g[Zn].

2. zz' = 3\/§<cos (— 3%) + isin (— 3%))
X Z(COS% + isin%)
o[z ) (-5
—6\/—<cos(—q—g> +/5|n( ?;))

o2V (e +ron(- )

’ T .. T
2 (cos— + isin —)
6

6
3 3T W - 3T W
—ﬁ<c°5(‘7‘€)+’5'”(‘7‘€))
3 T I
_\/E<C°5ﬁ+’5'”ﬁ>
|zz"| =62, argzz’:7—[2n], z|_ 3 et
12 N2
argizﬂ.
z7 12

108. a. z1=1+i\/§=2(cos%+ising>;
: wm,.. T
22:1+/:\/—<cosz+/smz>.

b, 1+iV3_(1+iV3)(-)
2
1+\/§+i\/§—1
> -

3 T+
-T2

2 (cosﬂ + ising

_ 3
7,=
T .. T
\/E(COSZ + ISInz>
=i(cos(ﬂ—ﬂ)+isinﬂ—ﬂ)
NG 372 372
—\/7(cos£ + ISIn%)
D'oll cos % = 1+\/7etsn£ \/5_1.
12 2v2 12 2v2
1009.
lz+7' | +|z2-2"FP=@+2)(z+2) + (z-2)(z=7))
=z+2)z+2)+ @-2)(z-7).
110, =z2+Z'+ %2 +77 +2-77 - 27
=22z + 227

=2|zf +22’F=2(zf +|2')

z=AB et 7z =BC
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Dans un paralléloramme (ABCD), la
somme des carrés des diagonales (z + z’
et z —z’) est égale a la somme des carrés
de tous les cOtés (z, 2%, z, 7).

111, a. 2=25(-V2+V2 +iV2-V2)?
=252+V2-2+V2-2i(\2+V2)2-V2)
=252V2-2iV4-2+2V2-2V2)

25(2V2 -2V2i)

_1:oo(£—:£> —100(cos(—%> +isin<—%>>.
D'ou z =10<cos<—§) + isin(—%))
ouz=- 10<cos (—9 + isin(—%)) .
%:)r;m; lf \/Lazr t)ife réelle de z est négative

2 ==10(cos () + sn - )

—1O(cos7—7T + ISIn7—TE>
z z
d'ot|z|=10 et argz77n[2n].

112. 1. a?=(V2-V3 -iV2 + V3)?

=2-V3-2-V3-2i/(2-V3)(2+V3)

:2\/§—Zi:4<—\/2—§—i%>

4<cos%r + /sm%t>
la’|=4 et arg(a )7675.
(oI, 1 TT
2. a —2<cos 2 + isin 12)
T 7
oua——2<cos P +/sm12>
197 197
—2<cos B + isin 12)
Comme Re(a)=V2- \/7>O
_ 19_n 191
a—2<cos B + isin 12)
191 7T
(car cos—= >0 etr s> <0).
|a|=2 et arga 1gn[Zﬂ]

A
AN/

T 191

3. cos— = —cos—=2;\/§
12 12 2
n 191 V2 +V3

etSlnE——Sl ?— >

T m W n_
CS_]2 COS<12 2) +SI’]12 + >
SIHE—SIH <7TC 7[) —COS7—TC=+2;\/§.

12 2

12 12 2

113.

z;=1+ cosO—isin@=2cos

20 ... 0 6

5" 215|n§cos§

20058 (cos® _ isin®
—ZCOSZ(COSZ /5|n2>

-2c08 (cs(§) + 5 (-))

O2n]

d'ou|z,|= 2cosg et argz, >

pour cos%? 0 soit 0 = [0; T].

—— 2c0s? _9) L _6
= 2c052<cos(7t 2)+/sm<ﬂt 2))

d'ou |z, |:—2cosQ etargz, =7 — g[Zn]

2

pour cosg <0 soit 0 [7; 2m].

z,=1-cosO +isin@=1+ cos(T + O) —isin (7 + O).
En reprenant le calcul pour z, :

{59 o -238) 252
e ro53) (o259 1 59)

n+06 n+9

> (2]
;920 soit ee[o; 2m).
z
—L est défini sur |0 ; 27].

d'oll |z,|=- 2cos

et argz,=

T
pour — cos

0
0,7 o
z_ 2cos§e 2 :_COSE ef—(e 6-m)
z _ [}
2cos B 02 sin>
0 . 6
_ COSE e/;[:_ICOSE .
0 -0
Sin= SII’12
z
d'ousur J0; ], | = 2
z2 9
Z4 T "2
et argz—=—§[27t] (argz —argz,);
2
z, —cosg
sur [T ; 21, ‘— =—%=
z . 0
sin=
2

A_m
et argz2 = 2[27T].
114. Soit N le point tel que MN =0OM ;
(OMNM’) et un_parallélogramme. On a
ON =0M + MN =OM + OM’ d'oui :
zy=z+17".
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Or OM < OM’ + MM’.Comme O, M et
M’ sont des points quelconques, on a
aussi: ON < OM’ + NM’ donc

ON < OM’ + OM ((OMNM’) étant un
parallélogramme : OM = NM’) d’ou
lz=2"|<|z"|+]|z|

6. Les nombres complexes et la
géométrie

115. et 116. Corrigés dans le manuel.
117. 1. b.

Zg-2, 4+2i-(-2+2) 6
u= = =—=
Z.-2, -2-4i—(-2+2) -6
dol|u|=1et argu:%[ZH]:(R;,ﬁ)

donc (ABC) est un triangle en A et isocéle.

2. AB:z=4+2i—(-2+2)=6;
AC:z=-2-4i—-(-2+2)=-6;
BC:z=-2-4i-4-2)=-6-6i.

3. AB est réel pur et AC est imaginaire

pur donc (AB) et (AC) sont perpendicu-

laire donc (ABC) est rectangle en A.

|AB|=|AC| =6 donc (ABC) est aussi iso-

cele.

118. 2. u:b—a: 2i+-3 _3+ 2{'
d-a -1-3i+3 2-3i

(3 +2)(2+ 3)
- -

d'ou (AB) L (AD) et AB=AD ; (ABC) est

rectangle isocele en A.

3. Ctel que BC =AD donc:

Zc=Zp—Z,+Zp=—1-3i+3+2i=2~-

119. 2. Calculons:

zp-2c 142 _(1+2)(-2-1)

zZ,-7, —-2+1i 5

donc (ABC) est rectangle isocéle en C.

5 =zA+zB+zC=7/T+2+/+ 1 —/zg

3 3"

=—i

COSZ—n + ISInZ—n>

3 3

2 ) Z(O_\/gi _ V3(-)
Zg ™ 2 3 V3. VERR
G-70) V3 (Z-2)
cos —% + isin
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51 51
COs— + isin—

= 6 6 = < n) s ( Tc)

=———————=cos(—=] +isin{—-=

T n 3 3
Cos?+/sm—

6
d'ou (BC;BA)=-2
Comme la somme des angles aux som-
mets d'un triangle est 7, on en déduit
que les 3 angles aux sommets sont égaux
ce qui caractérise un triangle équilatéral.

122. 1.

ZytZc _6-2i—1+4i T .

2. ZK: > = > :_E+I
ZC+ZB 5
zZ,= =+2+Zi
L 2 2

+z
M2
3. Mesttel que z, >
17
d'ou z,,=2z, -2, = ?—5/
4.
3IA+IB=0<4/A + Al=0 < —-4/A=AB

@Kl:%ﬁ donc / est unique.
Ou bien: 3/A + B=0
©3(@z,-z)+z;,-2)=0

32,+7; 13 5

©z,=———=-—=—-=jdoncl est unique.
4 4 4
__ 17,13 g, 5 21 15
A S U i
5 s sttt | cealite
z,-12 —-2-Zi-Zi=——-—
ATy 4 2 4

—>

4
6. On en déduit que IM =TI
donc L1 + M = 211 donc [1 = 11M
donc | est le milieu de [LM].

123. 1. z-2i=zpc et 1-2i =z;
z=2i BC

donc.‘1 > est le support A et
arg (1 — Z ) est une mesure de l'angle
(BA ; BC).
2. VO R, cos’0 +sin®0=1 donc
020 = _1_9
s!n oc—+1 3cos ‘a=1 0°10 donc
sinag =4+ —.

V1o
Comme a<]- ;0], sihna<0 donc
. 3
sina=——.

V10

3. Par constructionde C,on a :

z7—2i _\/7 % \/2

=21~ Vs @ g =V5

etarg( §'>=a[2n]donc:
z—2/_\/z .

T 5(cosO{+/smoz)

\/§<L_,i>

Vio Vo

1—3/‘_\/ 0 V2
=g

5

= \/g(cosa + isina), donc

%g =% (méme module et méme
argument).
Dol z=2i + 7(1 —2)(1 - 30
5
—2i+ 12625 g

5
4. AB=|z,~1z,|=|2i-1|=V5
AC—|zC—zA\—\—2/+/|—\/7donc
AB = AC donc (ABC) est isocéle en A.

124. 1. b. (ABOK) est un parallélo-
gramme donc @2 =BA.

Z,+2Z
8 o—2/+/\/§et

ZQ >
ZK=ZA_ZB+ZQ
=5-iV3-4-2iV3+2+iV3
=3-2iV3.
e u_k-a_3-2iV3-5+iV3
k 3-2iV3
o 2+iV3
_m2=iVE_ RHINB) o
3-2iV3 21
_13==1 donc (Ok: AR)=-T
3 7 onc (QK ; AK) >

d. (OK) et (AK) sont deux droites perpen-
diculaires.

© Hachette livre, 2012 93

Reperes T s, Livre du professeur

| ChaP. 5 Nombres complexes

2. Cf1. b..

3. Cf1. c..
Donc (OKA) est un triangle en K :

_ Z/( - ZA . ..
<u 7 imaginaire pur) .
(OQAK) est un (parallélogramme) rec-

tangle.
En effet (ABQOK) étant un parallélo-

gramme, BQ AK.

Or Q est le milieu de [OB] donc BQ QO
d'ol QO AK.

Donc (AKOQ) est un parallélogramme et il
a un angle droit.

4. On conjecture que B, C, L sont alignés.

Calculons i b pour le vérifier :
3—2/‘\F—4—2/\F _-1-4iV3
3_o/3_10,21V3 —1-4iV3
3 3 3
k=b_, 5+12iV3_(3+121V3)(1-41V3)
-c  1+4iV3 49
_3-12iV3+12iV3 + 144 _147 _
49 49
D’ol BK = 3CK et E—% doncK, B, C
sont effectivement alignés.
125. 1.
16
5
A

2. 2AB+AC=0
©2(zp-24) +2.-2,=0
225 + 7

3

Donc A’ existe et est unique.
En remplagant A’ par B’ et B par A, on a de

Sz =

. 2z, +z. .
méme : zp =—— B’ donc existe et
est unique.

10 _4. -4 8.
Zy =3 —3letzg=—"+3i.
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z, _ z, -z
3. et 4 A-T2+2d_ 3 _"A7%
Z,y 10-4i 2 z,

3 3
donc O, A, A’ sont alignés car — = est réel.

2
zZ
8_2-4 _ %d’oUB,O,B’sontali—

r—Zy

ZB’ -4+ 3
3
gnés
5, -at%_—-3-2i__3_;
C 2 2 2
z
6 Z—C— 63+ 4’2 — 4 qui est réel donc
¢ —3+2i
Zc 2

© est réel donc C, O, C’ sont ali-
Zo =14
gnés.
Finalement comme B, O, B” sont alignés
© 0e (BB),ona Oc< (AA), O < (BB)
et O (CC") dont ces 3 droites sont
concurrentes en O.

126. 1.

/Q/

2. Ona OP=RQ donc g=r+p-0=r+p;
65:-%6/3 donc5=—g;

o7 = §OR donct=—

UJI\

r+P—§ 6(4r+6p)

“6C3p-2)

—t
3. a. u=q—=
s—t P r

2 3
b. uestréel donc Q, T, S sont alignés.

57'=%6§ donc 57>'=%W§ car (PQRO)

parallélogramme.
D'aprés Thalés vectoriel, on déduit que

ST== SQ donc S, T et Q sont allgnes

127. z. b. (OM) L (AD) et OM = EAD
3.a.0na (Uf,ﬁ)zg et OC=0D

donc g:i d'oli c=-di.

On a (65,65):-% et OB=0A donc
2 __jdota=-bi,m=tc_b=d
b . 2 2
b _M _b-d
d-a d+bi’
b—di _(b—di)(d-bi
d + bi d, + b,
bd — bd — d%i — b%) .
= =—1].
b+
D'ol d%z‘?’ donc (OM) L (AD) et
1
OM—ZDA.
128. 1. V3
—a=2(-14+Y3i)=2(cos 2T 4 jsin 2T
ZA—a—2< 2+ > I) 2<cos 3 +isin 3)

b=2(cosO+isin0) ;
B G BV T P B S
c—2< 575 />—2<cos +isin 3>

2<1 1 \/3.> 3 V3.
+ o= —
2, b-a_ 2

¢—-a 2< 1 1 3? -V3i
- =+ - =V3j
;,gv_?f_,):zﬂ_w
2 27213

—al_ b—
_a’—1 et arg(c_
Donc (ABC) est un triangle isocéle en A

avec un angle au sommet de A de = c'est
donc un triangle équilatéral.

d’ou b
c

129. 2. a. u= l[<_—c est réel.

b. Donc C, L, K sont alignés.

c|_ A\_m o €
3. ‘a‘—1 et arg(a> 3[27[] d'ou p
c=al.
4. Soit/le milieu de [AC] et [OB] (OABC)
étant un parallélogramme),
, =4 +c=a(1 +1)
! 2 2
5. (OAK) est un triangle équilatéral de
sens direct donc (OA, a()=g[2n] et
oK k|_ (K)_E
OA_1 dou‘ ‘—‘I et arg _3[2n].

o leosT 4 isnT) — 4 (1 ﬁ)
k—a<cos3+lsm3>—a<2+ > il.

i b=2z,=a(1+1).

T AL
+3[21t] et AB_1 d’ol

—al_ b-a\_m
T=a ‘—1 et arg([_a>—3[275].

(|2 ]=1e-al=1a)

[-a

b- a‘—l+£i¢><l+£i>(l—a)

[- 2 2 2 2
=(1+i)a-a

6. (AL;AB) =
b

dou‘
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e B

2 2 2 2
—o(1.20Y3)
USRI
1+ V3i
=a(1+(2+\/7)')( -V3i)
%( (2+\/7)/—\/7)+2\/§+3)
\/§ .
a<1+7+2>
YER
. z—[_c a<1+7+§—/>
k—c NG
a<%+7i—/>
%+\/§2_2i
V3 1 V3-2
:<1+T_é><§_ 2 )
(V3 -2)7?
4
_ 4 <2+\5_\E—2_L
1+(3-272\" 4 4 4
_(\5+2)(\E—2)i>_ 4
4 1+ (V3-2)?2
z est réel.

7.Ensemble de points
130. a 133. Corrigés dans le manuel.

134. a. [z|=4:E, est le cercle de
centre O (l'origine) et de rayon 4.

b. |z|=2©[z|=2:E, est le cercle de
centre O (l'origine) et de rayon 2.

c. |z—1]=3:E;estlecercledecentre A
(d'affixe 1) et de rayon 3.

d. |z-4i|=4:E, est le cercle de
centre B d'affixe 4i et de rayon 4.

135, a. |3z+9|=18ez—-(-3i)|=6
E, est le cercle de centre A d'affixe 3i et de
rayon 6.
b. |z+1-2i|=5=|z+ 1-2i
=|z+T=2|=|z+ 1+ 2i
E, est le cercle de centre —1—2i et de
rayon 5.
b. liz-3|=1<ilz+3)|=1=|z+3i| E
est le cercle de centre — 3 et de rayon 1.
136. a. |z|=|z +i|: E, est la média-
trice de [OA] ot O est l'origine et A d'af-
fixe —i.
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b. [3zi+6[|=3|z-1+i|< 3|iz- 2i)|
=3|z-1+i|e|z-2i|=|z-1+i]
E, est lamédiatrice de [CD] ot C:2ietD:
T—i.
c. |-2z+4|=2|z+ 4
S| =2 x|z + 2i|=Z|z + 4|
Slz-2i|=|z + 4i|.
E, est la médiatrice de [EF] ou E : 2i et
F:—4i.

137. a. |z—1|=|z + 2i|: médiatrice de

[AB] avecA:1etB: - 2i.

b. |z+2i|=2¢|z-2i|=2:

centre O : 2i et de rayon 2.

c. V2|z-i+1|=|(1-0z|
eN2)z-1+i|l=|(1-)z|=V2|z]

médiatrice de [AB] avecA: 1—ietB:0.

d. |2z+1-il=2|z+ 1|

S| 2| x z+#‘:2’|z+1\

e “lz 4]
médiatrice de [AB] avec A : %et B:
-1

138. a. Cf. 140. a.
b. argz=£[

, o2
de l'origine.
c. arg(z) =0[2m]: point sur l'axe des
abscisses et l'abscisse strictement posi-
tive.

139. a. arg(z) = %[ZTE] ;
(@: OM) = Zl2n];
point sur la bissectrice (xy > 0) des axes

abscisses et ordonnées avec x >0 et
y>0.

b. arg(z +2) = %[n] ;

(@; AM) =5[n];

point sur 'axe passant par A d'affixe — 2

et d'angle % avec l'axe des abscisses et

cercle de

S|z +

70| : axe des ordonnées privé

privé du point A.

c. argz-i)= %[2%] ;

(@; BM) = {2n];

demi-axe issu de B (d’affixe i) privé de B
d’angle % avec l'axe des abscisses et a

« droite » de B.

(b) 1<)
% (a)

140. a.

arg(e) = 5[ 2m] - (@ ; OM) = Z[ 2]
donc M parcourt l'axe des ordonnées avec
y>0.

b. arg(z—1)=Z[n] > @ ; AM) =[]

donc M parcourt l'axe d'abscisse 1 privé
du point 1 + Oi.

T T
c. arg@2)= Z[Zn] S arg(z) =- Z[Zn]
donc (7 ; OM) = - %[Zn] : bissectrice des
axes abscisses et ordonnées (xy < 0) tel

que x> 0et y<O.

d. arg() = 5[n] = arg() + arg@) = 5[ 7]
S arg(z) = (g - %) [T]=- g[n] : axe privé
de l'origine, passant par l'origine et le point
ﬁ — I X 1

2 2

141, a. 2+

1 ,
- est un réel
> u

S z+1=r(z-2i)etz+2iavecreR

c'est la droite (AB) privée de A avec A
d’affixe 2i et B: = 1.

z+ 1
b. — >
(AM) L (BM) et M =+ A avec A d'affixe 2i
etB:—1.
M est le cercle de diamétre [AB] privé
de A.

est imaginaire pur implique
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142. 1.

2. T estle cercle de centre A et de rayon
2, partiellement représenté sur le graphe
ci-dessus.

3. A est la médiatrice de [BC].

1431 fl-3+) =312
-2-i
-1+2
(~2-NF1-2)
B 5
:2—2+4i+i:i
e

2. fo)=2i e z+i-2i=2iz+4i-z
& (1-2)z=-3+6i
& z=-3.

e+ 1)+ (y-2)i
B TR

e+ D)+ (y=20(x+2)=(y+ N
x+2)°%+ (y+1)°

(x+1)(x+2)+(y—2)(y+1)+i(y—2)(x+2)—(x+1)(y+‘l)
x+2)2+ (y+1)° (x+2)2+ (y+ 1) ’
Re(z) Im(2)

KX+ 2y—d—g-x-y-1
- (+2)2+ (v + 1)
-3+y-5
x+2)%+ (y+ 12
4. f(z) estréel < Im(z)=0
S y=3x+5etzF-2-1i.
C'est la droite y=3x+5 privée de
(=2;-1).
f(z) est imaginaire pur < Re(z) =0
zF+F-2-1i
{x2+3x+2+y2—y—2:0
S zF-2-iet

3)2 (_1)2_2_1_
(“2) tW-3) 37370

S zF-2-iet

Im(z)




IMathsreperes

Livre du professeur

(e e b= 02

S MFE(-2;-1) 3 1
et M parcourt le cercle de centre (- = —>

V10 2'2
etderayonT
2z
144. 1. a. =z 7=
a. f=zez p—
S -2(1+i)z=0et S z#+-2-i
© z(z-2-2)=0et e z+2i

d'ot z=0 et z=2 + 2/ sont invariants
par f.

b z=2r2_j41.
_ 4 1+ .
fB)=f(2) = T 2—2 =1+
_ 242 _ 51+ .
=3y —g=27 =0+ =2
2 |2)=| 2 |- 2L
lz-2il |z - 20
20M
douOM—AM.

argz’ = arg - EZZI =arg2 + arg —ZZ

_ 27
=0+ ag_—
d’oll (G ; OM") = (AM ; OM) + k2T.
3. A est|'ensemble des points qui véri-

fient:|z|=|z - 2i].

flz) = 2

z-2i
donc [f(z)[=|OM’|=

2|z| _
|z-2i|
% est de centre l'origine et de rayon 2.

4. T" est 'ensemble des points qui véri-
fient:

(m;M_é):%[n] et M+ A
¢¢@ﬂ;5ﬂpﬂﬁmetM¢A
 ag (-~ )=—[ ]
N \N_m

g (5) =51

© arg(e) = Z[n]

car arg( )_arg( ) —arg(2) =

OrO0eTI donc Oef(l);
Dol f(I") est la droite des ordonnées.

8. Forme exponentielle

145.a 147. Corrigés dans le manuel.

.
148, j=¢ 3 ;
Ry

j=e3;

P B B B
27227
1, N33
1+j—2+12 =e3;

T
j—jZ:—l+iﬁ+l+iE:i\/§:\/§elz;
2 2 2

Zl_ﬁzﬂ:@(ﬁ )

2 2 2 2 2

T-j=1+

.
=\/§e46.

_3m\29

9=<\/5e 4)
- 871

2e 4

149. z=(i-1)*

_ ol
dotr |z]=2"V2

et argz=- %ZH[ZR].

_T)\2 =5n
z=(\/§—i)5:(2e 6) =32 6
dot |z|=32

5m
et agz="; —=[2m]= 4[27c].
(4e73)"
7=(2-2iV3)®=\4e 3
78m
— 1% '3
dou |z]|=2""°
et argz——an[Zn] o[ 2m].
L
150 147 :\/Ee4zieiﬁ
V3 +i iz V2
2e 6

d’ol |z|=g et argz=1n—2[21r].

LT .
2i(1-1) _2e2V2e 4 3 i(E-E)
= = —e
3+3V3 L3 3
.
d’ol |z|:ﬁ et argz:—E[ZTE].
3 6
i
V3 4 :ﬂzefg(:i)
1-iV3 L 05
dou |z|=1 et argz:%[Zn].
LT
1eq V3HD® 2% %
. (1—i\/§)ﬂ_ 1 —i X1
2 e 3
515 ig 2in
e 3
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152. a=-2(1-1) _

——2v2e %
b=—\/§(\/§+i)
:—2\/§e6
d'otiab=4\V6e 12
— \FZ_,Z\IF (\/7—i\/7)(2+2i)
2\/—+2\/—+/(2\/—+2\/—)

_@+ﬁ+i%_ﬁ
T4 4

2. z1=\/E(\/§—i)=2\/7e7’%
et 22—2\/7<£— £> =2V2e

LT
o 22D
Z, 2\/7
3. De 1. et 2. on déduit

(BoNEV2, e

T \/—+\/—
d’ou cosﬁ —a
et sinl% = \/— \/—
122° 4
2n

154. 1. j=¢ 3.

jam 2
2. ’=e3 etj=e 3.
Or 4—ﬂ——2—7[[2ﬂ] donc j%=j.

3 3
j3—<e 23“) o,

14+j+/°=1+ (—1+iﬁ> +<—1—iﬁ>=0.
2 2 2 2

2. a. (ABC) est équilatéral de sens direct

@arg( >-—[27[] et ’b a‘_1
c—a_ i3 i
b_a=e3=—e 3 =—j°.

b %-—ﬂ@c a=—j°bh+j%a

S c-j’h-(1+j%a=0

S g +°b-(-j)jfa=a+bj+qg°=0

D'ol, d'aprés a. a + bj + ¢°=0

< (ABC) est équilatéral de sens direct.

155. a. Pour 6<]0; 7|,

[1+ef=(1+e%)(1+e
cr|zff=z
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=1+e®4+e ™48

=2+ 2cosH
<cose=M>
=2(1+ 2cos0)
(1 + cos®) >0 pour < ]0; 7|

donc |1+ €®|=4/2(1 + cos9).

260 _ 1+ cos@
Or cos >= >
donc
[1+e®|= 2x2coszg=2cosg
car cosg>0 sur 0 10; m[.
1+e%=1+cosO +isind

= 20029 4 icin®cosf

= 2Cos 2+/5|n2cos2

_ Q( 0, Q)

—2cos2 c052+15|n2
d'ou arg(1 +e’9):g[2n]
pour B ]0; m|.
b. Pour O cm; 2m|,
on a toujours
|e® + 1\2=2(1 +c056)=4coszg.
Comme cosg<0 sur O e|m; 2m[,
ona |e’9+1|=—2cosg.
D'ol

o _ _ O(_ oc® i Q)

T+e" = 2c052< cos2 /5|n2

= 2<cosg(— COSTL + g) —isin (“ + g))

dou arg(1+e®) =1 + g[Zﬂ;].

156. a. z:1—e’9,ee]0;2ﬂ[.

z=1-cos®-i; -0

d'otl |z =1+ cos’® —2cosO + sin“0
=2(1-cosO)

VOec[0;2n], 1-cos®=0

donc |z|=4/2(1 - cos6)
=4/2(1 + cos( + 0))

0+ )

2

1+ cos(0 + 1) = 2cosz<
6

cosz+%>o ne se réalise pas sur

10; 2|
donc |z|=-2cos
z=1-cosB —isinO

=1+ cos(® + T) + isin(® + T)

= 2cos® 9+_7t + 2isin <9+_TE> cos (9+_n)
2 2 2

9+7r( 9+n)
2 2

0+

O+m ..
cos > + isin

= 2cos

0+3m ..
COosS > + /SIN

- 6+n( 6+3n)
= — £ COS
2 2

d'ou arg(z) = 6 +23n [2m]= 0-n

[2m].

b. 1-e®=1-¢"
0+m
2

et arg(z) =nT_e[2’rr].

d'ou |z|=-2cos sur [0 ; 27[

157. a. z,=(3-3V3i)*
= (V3)*(V3 -i)*
e
(-5
2

n . .. 7
COSﬁ + ISInﬁ

v3 1 =
=3><2<—+—/ =6e 6
2 2
_on
2. —z=6e 6 ;
T T
2 Zl— I =
Z°=6 3 =36e 3 ;
LT
1_1.7%
z 6
159. 1. z,=-2e2=2e 2
LT T . .57
2 = = | = | —
Z°=je3=e2e3=¢ 6
;35w 2w
2. 2,2,7;=2e 2e 6 4e 3 =8e
22 S izm i
z,79=e 6 x2°%¢  =4e 6.

160. (- 1+ 7)*@3+3iV3)°
.37\ 4 6
=\/E4<el 4) 66<%+i§>
6 37 i3mX6 6
=4x6e e =—4x6".

-
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161. V6 +iV2=V2 (V3 +)
a2+

2
T
=2V2es,

Donc (V6 +iV2)" est réel si et seule-

ment si (e"%> est réel

. T

soit e 6 est réel donc sin% =0
n

?ﬁ( =kp, ke 2)

d’'ou n = 6k, n est un multiple de 6.

d’ou

162. 1. z=¢® - e ®=2isinB
de module 2sin® sur |0; [ et d’argu-

T
ment — .
2

2. z=1+e"P=e®@e® 4+ ¢® = 2cos0e®

de module 2cos© sur ]— % ; %[ et d'ar-

gument O.

3. z=1-e"=e®(e® - e = 2isinGe®
Y

=— 25in9ei(e+5> = 25in9ei<e+g+n>

de module + 2sin0 sur |0 ; 7| et d'argu-
3n

>
4, 7=¢%® _ e 2% = 2i5in20 de module

2sin 20 sur ]0 ; %[ et d’argument % ;

de module — 25sin 20 sur ]% ; TE[ et d'ar-

ment 0 +

gument — =

2T 2T

163. z+%=e 3 463

:—1:eie

164. z’=z(z+ %) =72+ 1=1+¢%
=1+ cos20 + isin20
=2c0s°0 + 2isinBcosO
=2cos0(cosO + isinB).

T (=

Pour Ge[—i, 2],|z |=2cos6

et O est un argument de z”.

Pour 6 ¢ %;3775],|z’|:—2c059

et © + T est un argument de z’.

1

Zn

(formule de Moivre)

165. 2"+ —=e™ 4+ — ™ = 2cosnx

1 ;
donc 7" + — estun réel.

z
(z, + 22)2 (e® + eP)?
166. =
o 247, e el
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+ Ze/a ib

elaelb
:ei(a—b)+e1(b—a)+2
=2cos(@a—b) + 2
=2(cos(@a-b) + 1)
2a-b
> =0.

_ %7y o

= COs

167. A. 1. z,=az,
=<\/§+1+i\/§—1
4 4
V3 +1
(%

)@+m

_\54—1 . i(ﬁ4—1 . \/§4+ 1))

=6<1+i£> =3+ 13V3.

2 2
2

o (V3 (V3oL L (VB3 -)

a_< 4+ >_< 4 ) +a 4X 4
_4+2V3- 4+2\/—

(1)

.3, 2., _ 2
2. z,=a’zy=a aéo—a Z >
_ (52 _ 2
z,=a zO—(a)azo—(a)z1n
5= 3e '2
d’ou 1,2 ’%
Z7—§ 6e

B. 1. r, =|a”zo\=\a”|\lo\=\a|"|Zo|

2. (r,) est donc une suite géométrique

de 1% terme r, = 6V 2 et de raison \/Z_E .

3. OA =r <10*3<:>6\/E<§>P<10—3

@)([) _1073
2 6V2
V2

Sp lnT < lno— car In est croissante,

6vV2
-3
@p>ln10 :Fln6\/3
2

lo(iEey

car hn—<o0(—<1),
2 2

In

ep=2r.
Dot (U ; OAp) =arg (z,)
=(G; OA,) + parg(a)

= () + parg ()

Z + 27><ﬁ

_m, 3m

=7 + B + 2T
T

==|21|.
M)

168. 1. Comme cos(T — x) = cos(T + x),
on a cos6—n—c058—n, cosz—n—cos12—1r et
4 10 ’ / ’
cos—nzcos—n

d'ou S=5".

Comme sin( —x)=—sin(T + x), on a
I=-X".
2. S+S5+iZ+X)=S+¢

=25(d’ apres 1)

k=1
k=6
= 211 (c052k77Z + isin2k7ﬂ)
k=6 ( .2m\k
= <e17> -1.
k=0 o
. ‘I—e(l7)
3. S+S'+i(Z+ X)) =1
1-e7
-I_ei27'f
/‘2—”_1
T-e7?
1 =-1=2S
d'ol 5——2
169. 1. ken _

S+is’=1+ Z coskx + i<1 + sinkx)
k=1

Z coskx + isinkx)

- Z
1 (eIX)n+1
=1+i+ — -1
.+»| eix(n+1)
=] -
1_eIX
Al + )x
2. S+is’ =i+ 16 =
. -I_ei(n+1)x 1_e—fX
=+ ix —ix
1-e 1-e
1= e—ix_ ei(n+ 1)x + e—inx
=i+
2(1 + cosx)
_ 1 —cosx + cosnx — cos(n + 1)x
2(1 + cosx)
=3
_(sinx + sinnx — sin(n + 1)x>
+
2(1 + cosx)

=S’
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9. Un peu de tout
170. 1. 22-22+4=0(z-1)°+3=0

& (z-1)2%-3=0
S @z-1-iV3)-(z-1+V3)=0
Dol z’=1+iV3 et z7=1-iV3.
iz -iZ
2. 7/=2e3;7'=2e 3

__ 22011 + i22011 \/§

171. 1. §:§=i©z—2=i(z—1)
et z+ 1
Sx+iy-2=ix-y—i
et (x;y)# (1;0)
<:><x+y:2
x—-y=12
ot [y - é.l). 3.1
d’ot (x,y)qﬁ(z,2 =S4
2. T?-z<:>z—2=zz—zetzi1
©2-27+2=0etz+1
S(@z-1)-i"=0
Sz=T-iouz=1+1i
2.
1f------ 'IYI_' _____ -
i ()'w
0" A B
-2 -1 ON/O 1 2
| 0"
—1+------ :/\-4-’7-----
_2-
BM’ YIRSy
OM’'==— et OM AM ; BM).
YTV (@ = )
172. 1.

-2(1+2c0s0)z + 5+ 4cos6 = 0.
S (z-(1+ 2cos0))® — 1~ 4cosO
~4c0s°0 + 5 + 4cesG =0
S (z—(1+ 2cos0))? + 4sin°0 =0
©(z-1-2cos6 —i2sinb)
(z-1-2cosO + i2sinB) =
z=1+ 2cos6 + 2isin6 ou
z=1+ 2cosO —isinf
) 0 -0
soitz=1+2b=e ouz=1+ 2e
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2. z décrit un cercle de rayon 2 et de centre

dafflxe1car|z—1|—\2e |=2.

Idemavec z=1+ 2e

173. 1. P)=Z-1=(Z°-)(Z%+ 1)
=Z-MNZ+1NZ-)zZ+1).

2. L'ensemble des solutions est :

{=1;1;-i;i}.

3. On pose:Z:%.

Alors (22 + 1)=1 revient a 22+ 1 1
z-1 z-1

ou—"1ouiou—i.

(2z+1=z—ietz#1) ou (2z+1=1-2)

ou(2z+1=iz—ietz+1)ou(2z+1=i-1iz
et z+ 1).

z=—-2o0uz=0o0u2x+2iy+ 1=ix-y—i
ouzx+2iy+1=i-ix+y

2xX+1+y=0
(:)z=—20uz=00u<

-Xx+2y+1=0
<2x+1—y=0
ou
2y-1+x=0 )
&z=-2o0uz=0ou z=—ﬂ ou
. 5
Z__1—3/
T

1 V3R me (1_.y§>
<E+'T>_e =\72%'72
2 v/
(qui)zggz_l_g
2 2 2 2
2 P(Z)=ZZ+Z+1=<Z+%> —%i‘z
1 i%( 1_ i%
(Z+2+/2 Z+2 /2
2_ __1_y3_<1 yEf
z—Z—2/2—2+/2 ou
__1 -Q_z_<1 -ﬁ)z
7= 2+/2—z—2+/2
N Ve _ 1, .V3
douz—2—12 ou z= 2+/2 ou
_1,. N3 1o V3
Z=5 i ou -5~

175. 1. Sizest solution de (£) alors
(1+i2?(1—itana) = (1-iz)® (1 + itan @)
donc | (1+i2)3|=[ (1-iz)?| car 1 + itan &
et 1—itan o ont le méme module car ils
sont conjugués donc | 1 + iz =| iz P’
Comme |z|=0 (V,e¢),|1+iz|=| 1-iz|.
2. Onpose x + iy =z avecx, y € R,
alors |1+ ix—y|=|1+y—ix]|,
d'otl (1-y)% +x°=(1+y)*
S 14y?=2y="1+y*+2y doll y=0.
Donc z est réel.

X2

.sino
1—jitana _  cosa
"1+itana .sinot
'cosa
1 —ia
_cosq cosa—isina _e _ 1
1_cosa +isina @ _< ;9)2 '
cosa €
4. Avec 3. et en posant z=tan¢, (E)
devient —— = L

€ ()
d'ols €% = ¢
© 6¢ =20 2m]
dkeZ tel que 6¢=2a +2km d'ou
¢ = o+ kT

Comme a, ¢ = ]— % ; %[ seules 3 valeurs

de k vérifient - o+ kT

3
nf o
SIO(E]—E Sl §E]__ —[donc
o kT T
=2, K ke{-1;0;1
¢ 3+ 36] > 2[55| e{-1;0;1}
z1:tan¢1=tana;n;
z —tan¢0—tan3 et z,=tan¢,=tan o+
s 2 on o
176. 1. w =\e 5 =e =e =1
. 2 3 4_1-° _
+W+ 0+ 0+ = =0.
1-w

2 utv=0+0'+ 0’ + o’
=l+0+0°+@0° +w*-1=-1.
w = (@ + 0*) (@* + @)
=0’ +0*+ 0+’
=0’ + 0+ 0w + 0 0°
=0+ @° + @*=1.
u et v sont solutions de (z-u)(z-v)=0
Sf-U+v)z+u=0
5

&24+72-1=0=(z=) -2
z+z10224

2n 3n
3. u=w + @* e 5o e B

2n .(10—2)75 2n jon _2m

—e5+e 5

2n 2

—e5 +e

27

=2C0s—

5

2T _ 5 i

0<—< ==

10 2

d'otu u= ZCOSZ?TC =

2m V5 -1

COS? = 4
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177. Comme A, B, C sont sur un cercle de
centre O,ona OA = OB = OC.Comme le
cercle existe, OA > O donc dans le repére
(O U ; V), laffixe a du point A peut
s'écrire a = re’®s avec r= OA. De méme
b#+0 et c#+0 donc b=re¥ et
¢ = re’%c avec 0, 0, et O des réels.
178. 3. (MNP) est équilatéral.

4. m + nj + pj° =0 donc
mj+n®+pP=0=p+mj+nj® car
=1 et donc pj + mj®> + nj®>=0 dou
n+pj+m“=0

T p—-m
(MN ; MP) = arg <n—— m)

- )
—pj—mj* —m
p—-m )
=arg .
—pj = (1+j9m
2oq 1. V3,1 V3, .
T+j°= > 2/—2 21— J
d’ou (MN MP)-arg( P_"f )
P/ +jm

=g () = ebd =5
De méme on montre que (NP ; NM) = g
(MNP) est donc un triangle équilatéral di
rect.
M

A,

p

5. Soit 6 le cercle circonscrit au triangle
équilatéral (MNP). Soit D le centre de C,
d'affixe @.

u=m+nj+pj’=(w+ (m-w))

+ @+ (-w)j + (@ + p - w))?

=(m-)+ (n-w)
+ (p-w)j* + @ (1 +) +/°)
=0
=(m-w)+(m-w)+ - w)j*.
m — @ est l'affixe de SIN et (n - w);j est

'affixe de SIN apreés une rotation d’angle

% de centre Q. C'est donc l'affixe de

QP car (MNP) est eqwlateral direct.
De méme (p — w)j° est 'affixe de . SIN
car j°(p —w) est une rotation QP de

centre Q et d’angle 7 <ou (— 2%)) .



IMathsreperes

Livre du professeur

Donc u est l'affixe de QM + QP + ON
qui est le vecteur O car (MNP) est équila-
téral d'ot u = 0.

On a montré (Cf. 4. et 5) que
u=0s (MNP) est un triangle équilaté-
ral direct donc on caractérise le fait que
(MNP) est équilatéral direct.

6. B est l'image de A par une rotatiTc[m de

centre O et d’angle % donc b =ae 3.
i i
Deméme d=ce3 etf=e-e3.
7. M est le milieu de [BC] donc
_b+c

T 1
3
— (ae +¢) 2)

_d+e_ f% )1_
n==— —<ce +e 5
/A

_f+a_f+a_e~e’§+a
2 2 2
8. Alors m + nj + pj°

180. |z| estréel donc
Im@Z+|z)=Im@)=-Im(z) d'ol Im(z) =- 2.
Il reste donc a ou b.

2
A/ (8Y _ /64+36_@
|z]|= <3> = 5 = donc

Re(z) =Re(z) = G—E—g Reponsea

181 |z=1|=|z+i|&]|k=1)+iy]
=x+ (1 +y)ileKx-1)2+y°
=x‘+(1+y)°

n

7

X -2+ T+y =X +y  + 2y + 1
& y =—x.Réponse b..
2"

182. (1+iV3)" _2”(

() =2
=2"le3)] =2"e 3

donc (1 + V/3)" est réel pour u = 3k.

Réponse c..
183. 822 ;e 43t
3-z

dz+6=0=(z-2)2- 27

doncz=2-iV2 ou2+iVv2.
Réponse b..

z4+2\_T
184. arg (z— 2/,)— > (m) donc
(BZ; AZ) = S (m).

Z décrit le” cercle de diamétre [AB].

Réponse d..

En route vers le bac (p. 272-275)

2n
+£(1—1)+eel3 +<1 te.
2 =5

——

ae in
=——+ (1 +e )
2 =0

=0
=0+0+0
=0.
Donc (MNP) est équilatéral direct.
179. 2. On a g= %
centre de gravité de (ABC). i
(R;@)zgdoncq—a = (c—a)elg

De méme on trouve :

, affixe du

X
—h = — 3
et 17 b= b)eﬂ '
p—-c=(b-c)e3
U est le centre de gravité de (BPC) donc
.U
_b+p+c b+2c+ (b-c)e3
B 3 B 3
De méme,

)

| Chap. 5 Nombres complexes

T

a+c+g 2a+c+(c—a)el§

BT 3 B
a+r+b a+2b+(a—b)e’§

EE 3 '

Soit g’ l'affixe du centre de gravité de
(uw).

+tv+w
Onag—ui

T
:l[b +2c+ (b—c)e’3 + 2a
9 T LT
i— i=
+c+(c-a)e3 +a+2b+ (c-b)e 3]
:l(3b+ 3c+3ates b-c+c-a+a-»h))
=0
a+b+c
== 3 9
G’ et G sont confondus car ils ont la
méme affixe.
(ABC) et (UVW) ont le méme centre de
gravité.

Le milieu de [AB] est d'affixe

a+b_=2+2__ 1. doncc. nlest

pag solution.

185. On pose@ifl Py avec x, y € R.
Re(z) =x et , —iZ=—ix+y
d'ol Im(~ iz) = — x. Réponse d..

186. La partie réelle est négative donc
_n.z

2'2 ,

.2T0

—\E+i\/€=2\5<-%+i§>:2ﬁe’?

pour s’en assurer. Réponse d..

l'argument n’est pas dans

N - = B =1

187. —2e4=2e ed4=2e 4=2e 4
Réponse a..
188. = 187.Réponse a..
189.

T 2T
e'E-e'?=(1 i3 (-1 4 iﬁ>>= 1
Ré 2 2 2

éponse c..

190. |z-i|=0< z=i donc la solution
est un point. Réponse b..

191. Médiatrice des points d'affixes O et
1. Réponse a..

192. |z=1|=|-1-i|]=V2, M décrit
un cercle. Réponse c..

100
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193. 1.
Z=2+Vz-(2-V2)-2iV(2+V2)2-V2)
=2v2 - 2iv2.Réponse b..

_i%
2.z —<£—/£> 407, Réponse b..
T[ T

3.z=2¢ 8 ou-2e 8.
Comme Re(z)=-V2+ 2 <0,
1[ 7717
z7=-2e 8=2e8. Réponse a..
4 Y2+ve _ m 2-N2 . mn
. —— =—C0S— — =SIin—.
8 2 8

et

2
Réponse d..
194. 1. Soit 6 un argument de z. On a
cosat =cos® et sina=-sin@ donc
0 = - a(2m). Réponse b..

2. Ona cos@=-sina et sinf =cosa
T

dou O=a + E(n)' Réponse d..

3. \z|=|_ |5 2Y2 2
|1 +1] Va2

Réponse a..

b. est contradictoir avec a. donc b. est

f
VRS (VT V)5
T+ 1—i B 2 2
mon 13
i— I—T

=e 4 e 3 =e 12
donc c. est faux.
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195. 1. faux:|1|=]|i|.
2. vrai.

3.a. Z=

P S Y S ] i
e3e 4+e 3ed=elzte 12
=2cosﬁi0 - faux.
b=27Z-2|z[ - faux.
%(271) donc
arg (1 + 1)) =2 (2m) =

5 Z+1-2)z+1+2)=4

Sz+1-2)z+1-2)=4
Slz+1-2if=4e|z+1-2i|=2
—cercle de centre —1+ 2/ et de
rayon 2 — faux.

4. arg(1+10)=

T(27) - vrai.

6. C'est (AB) privée de B(i) uniquement
- faux.

196. 1. L'équation est a coefficient réels
donc les solutions sont conjuguées.
Leur somme est donc réelle )

. - faux.
Les solutions sont non nulles

Lty
2. /( > ),reeletnonnulﬁfaux.

3. (OI) est l'axe des abscisses, M, et M,

ont la méme abscisse donc (M,M,) est

paralléle a 'axe des ordonnées — vrai.

4. * 47+ 6=(z-2)-2"°

=(z-2-iV2)z-2+iV2);

—2+/\/E 22—2—/\/5

z1 -7,= 2\/51

12,|= V4 + ._v7¢q4—zﬂ_2vﬁ

donc (OM,, M,) n’est pas équilatéral -

faux.

197. 2+ (1+a)z+a*=0
2
1+ oc) 2 (1 + oc)
& o — =0.
G+ 2 )7 2
1. faux, une solution est fonction de «,
vrai pour & = 3.
2. A=(1+0)’-4a’=a’+20+1-40°=
-302+ 20+ 1

A=0 si a=1 donc (E,) admet une

solution unique si a=1; z=-1) -
faux.
3. > 1= A<0 donc les solutions
sont  complexes  conjuguées d'ou
OM, =0OM,,.
OM,,OM,, est isocéle - vrai.
4. Pouy o > 1
1+a 30— 20 -1

(Ey) : (z+ > ) + 4 =0

=<Z+1+a 3a—2a )

2
<z+1;a+/ 3a° —Za )

V3a? - 20 -1
=/ (Ba + 1) (o - 1) > vrai.
198. 1. réels et positifs.
2. zZ =r'(cos + isina)(cosa” + isina’)
=rr’(cosacosa’ — sina sina’
+icos’ sina’ + isina cos”)
=r'(cos(or + ) +isin(or + ).
3.
|zz"|=|r’(cos(o + &) + isin(a + &'))]
=|r|x|r'|x|cos(ct + &) + isin(c + &')|
=|rix|r|=]z]x|7
rr’ est réel et positif donc o + ¢’ est un
argument de zz’ d’ol
arg (zz') = (arg z + arg 7) [27].

199. 1. arg(1) =0[7] car 1 est réel.
[2w]0=arg(1) =arg (z X —) =arg(z) + arg (;)
d'ou argl =—argz[2T].

) oe o

= (arg z - argz’)[ 2m].

3.\ _ T, .. T
+7I>—\/§<C053+15|n3>

M M., =

o

D'oll arg (% =-arg(z) =- %[Zn] ;
et arg (;) —arg(z) — arg (z’)[ 27| =%[2n].

200. 1. Montrons par récurrence que :
arg (") = narg (z)[ 21t ](P(n)) pour n = 1.
<P(1):arg(z)) =arg(z) = 1 x arg (2)[ 2] ;
P(1) est vraie.
+ Soit n & N. Supposons que :
argz" =nargz|[2m].Alors:
arg(z"* ") =arg (2" xz) = (arg 2" + arg (2))[ 271
=narg(z) + arg(z)[ 21|
=(n + Targ(2)[2m].
P(n + 1) est vraie.

2.1 —i=ﬁ(cos(%)+ isin(— %)) donc

arg(1-i)=- %[2%] et donc:

(1-1") =-THzn]=T2n].
Ll
o - e 2 —e 2
201. 1. sin Zﬁ >
&P &xB '# _'#
2. 2ie 2 sin 5 =p2e 2 & —ﬂe
:efa_e/'ﬁ
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s o[£
a-c b \g_q

2e 2 sin(ﬁ >
2 ><e/(oz—

2
—5\2
iﬁ—“sinﬁ ‘
=|e 2 26 NCEE)
. o-
sin >
S\2
smﬁ
- a—6
sin >
4, Onadonc: ,
arg((?Z > x—) =arg T =0[2m]

sin

. -0
2

car ()2=0 d'ou arg(%) =—Zarg<zzc

d'oli (OB ; OA) =— 2(CA ; CB)

(OA ; OB) =2(CA ; CB).
202. 1. -Soit ke R tel que v =ku

kz

z 7z’
alors = === =k donc = est réel.
7z z

- Soit k= R tel que Z?:k, alors z" =kz

d'oll u” =ki.Comme k est réel, U et u’
sont colinéaires.
=T 7’ T
2.« (u;u)== n —==
@ w)=2n] donc Z=Zn]

4

V4 . . .
donc 5 est imaginaire pur.

Soit ke R tel que Z7:ki donc
argZ==Z[2m] pour k>0 .
P [ Ip donc ¢ Lu’.
=—E[2n] pour k<0
3.2 Z=24%8 _ Jidonci Ly
z =342
b. 2= 2=8 __ 4donc @ et sont
G Y
2
colinéaires.
203. 1. Soit N tel que O, ON =AM alors
arg(z,) = (G ; ON) = (G ; AM) =arg (z - a).

g =2 = (arg(z - a) - gz - b)[ 27

= (U ; AM) - (@ ; BM)[27]
—(BM;T) + (3 AM)[27]

= (BM ; AM)[ 27|
=(MB; m’)[Zn].
_ -al_am
|_L b‘_ b| BM’
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3.a 7 estimaginaire pur:

“p =2l

& M=A ou AM L BM.
L'ensemble des points M est le cercle de
diameétre [AB] privé de B.
b. z"estréel ©z=aou argi_—a =0[m]

Sz=aou arg

© M =A ou AM et BM sont colinéaires.
M décrit la droite (AB) privée de B.

c. |[Z/|-1©AM=BM; M décrit la
médiatrice de [AB].

204. 1. A B Csont alignés:

& (BA ; BC) est un angle plat ou nul

& (BA ; BC) = 0[]
@argg—o[ ).
b
2. (AB) L (BC) < BC L BA
© (BA: BC) = Z{m]
-b_T
cag-—, E[n]
3. c-b=2-iV3-3=-1-iV3
_—2<1_+i£>.
2
a-b=—1-3=-4.
c-a=2-iV3+1=3-iV3
-3 (23
arg(c - b) = 4?7[[21'5].
arg(c—a)=—%[2n].
c—b_4m @
ag:—? [ZTE]— [Zﬂ:]
?pm [MH@OL@Q
2051.2"wFJZ_a”:QMC:L
lz-w| QM
QM ; QM) =9[2n]d’ouzz:$=9[n]
donc 2 =% — ¢
-
2. 2% douz’ =e®z-w) + @
z-w
3 C
A B
c—a_ iz
c-a_.J3
b-a €
T
c=e3(b-a)+a
_[ ﬁ) _5i_3_i :
—<2+ 5 (2-51—3-i)+3+i

__(1,¥3
- <2+ 2
:—%—E—%§+3V§+3+i

_5+6\/§ 4+43
-T2 T2

>(1+6i)+3+i

P P | .
a=a+i-—-=i+i—--=3i.
a i

206. 1. a.

T

.U
,_ e BT TRy
b'=e®+i-e —lemgl—Z/.

NED

—eb +eb

(& 4m) _
—el6 6 _ez V3,

_ _ |

— .
ZCOSE ﬁ \E] 3
6 2

-b V3. 0-

b. b TI donc =
naire pur donc (OB L (BB’). OOB’ est un

triangle rectangle en B.
i
L

2, i 4 \2
2.a. 7°+1iz 1—<z+2) 7
:(Hi)z_L(Hi_ﬁ)(Hé;ﬁ)

[Z est imagi-

2

2 4 2 2 2
b. fz)=0etz+#0
szvi-t=0
z
etz+0
©72%+iz-1=0
V3 i V3 i
Sz="=_1 =_Y2_1
z=—--5o0uz > "5
(5={_1§_L.XE_L}
2 2" 2 2F
V3 /_‘\/E /‘_ 3,1_
e |22-42-E=V3a-
donc les points d’affixes —73—% et
?—i appartiennent au cercle de

centre O et de rayon 1 (je (I')).
3. a. f(e®)=eP+i-e"

=2isin@ + 1=(2sin6 + 1)i.
b. sin@<[-1; 1] donc f(e®) [-i;3i].
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Si M est d'affixe e® avec 6= R, alors

(M) < [cA']: [AC].
207. 1.

|OAl =22+ 52=29

|0BI° =72 + 32 =58 donc | OA | =| AB|.
|ABf =524 22=29

Vrai.

2. Soit A le point d'affixe i et B le point
d’affixe — 2i. Soit z l'affixe d'un point M.
|z—i|=|z + 2i|©& AM =BM & M décrit
la médiatrice de [AB] donc (A) L (AB).
Comme j et — 2i sont imaginaires purs,
(AB) est l'axe des ordonnées imaginaires
purs.

Comme le repére est orthonormé, (AB)
est perpendiculaire a l'axe des réels abs-
cisses donc (A) / avec des réels. Vrai

3. z—3+/\/7<£+ > 2\/7e6
donc argz ZE[Zn] d'ol
argz”" =3nargz = nE[Zﬂ:] donc pour

2
n=2,argz® =m[2m] donc z° est réel.
Faux.

4. Il existe r& R* tel que z=re 2 donc

|i+re2 |=|e2+re2|=|(1+r)e2|=1+r=‘l+\z|.
Vrai.

5. Ilexiste O = R* tel que z = ?®. Donc

224 120 - 200
72

réel. Vrai.

208. 2.
Aj=|i+3+i]=Vo+4=V13
Bj=|i+2+4i|=V4+9=V13  doncAJ=B/= CJ.

=2c0s20 qui est

CJ=|i-3+il=Vo+4=V13
J est le centre du cercle circonscrit a ABC, de
rayon V13,

3. b-c_-2+4-3+i_=-5+5i
h-a -2+ 3+ T+
_E5+5)(1-1) _—545/+51+5_
= - — = =5i.

(T+1)(1-1) 2
b-c

— est imaginaire pur donc CB L AH
donc (AH) L (BC).

4. g- g_2b-a+c-a . a=_ 2AB+AC
3 3 2
b+c-2a _a+b+c

d'ou g= 3 ta="—73

_-3i-2+4i+3-i_ 2 2
3 3 3°
2. 4 2
5 g_h_—§+§l+2_§+§l_2
“j-h  i+2  2+i 3
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donc HG —%ﬁj G, H et J sont alignés.
6. a. a_b+c -2+4+4i+3-i l+31

2 2 22
b. OnaA’A1=—A’H donca,-a’=-(h-a’)
d'ol a1=2a'—h=1+3i+2=3+3i.

c. AJ=]i-3-3i|=V9+4=V13 donc

A est sur le cercle de centre J et de rayon

(A,B) L (4B

| Chap. 5 Nombres complexes

de diamétre [AA,]. (CH)/ (A,B) donc  Réponseb.
) d'ou B est sur le cercle 6" 2. |z+i|=|z-1|< MD =MA.
Réponse d.

de diametre [AA,].

A, B et C sont 3 points distincts, non ali-

gnéset A, B, Ce (6)
A B Ce €

A, €% donc A, €.

3. Re(ZID Octz#-1DM L CM

et M+ CS M est sur le cercle de dia-
métre [CD] privé de C. Réponse c.

=€

R TE —> A
V13 c'est-a-dire €. 209. 1 4. arglz—i)=- E[Zn] < (; BMT)E
d.Ona A’ milieu de [HA,] car A  estle  ._, /I <1 @) =- E[Zn]'
ftpi N A7 —Z=ed=—+i—oe=a+(d-a)lz+i— ;
symétrique de M par rapport a A”. -a 2 2 Réponse c..
A" milieu de [BC] par construction. 1 1)<1 ﬁ)
Donc [HA,] et [BC] ont le méme milieu BV
d’oli [BA,] CH est un parallélogramme. e—1—i+£—l—iﬁ—l+ﬁ—i<l+ﬁ>
e.On en déduit (BH)/ (A,C) donc 2 2 2 2 2 2 \2 2)
(A,C) L (AC) d'ou C est sur le cercle €’ _ 1.V3
=(1-1) St )
Accompagnement personnalisé (p. 276-277)
Bl Bl _ 2012 -4 _i(E_t Rl
210. a. (1+0)3=V27e 4 =2V2e¢ 4 2ie 8 igie o0 (575 Coe e
51 L 51
_2\/—<c05_+,5,n3_75) 2(cos< 6) +/S|n<—?>>
4
——24+2i =-V3-i.
4 28 g - ; .
b. (V3 —i)*=2% S 1663 271.0n pose A d afflxe/etB d'affixe 1+ i et M le point d'affixe z.
27T o 27 a. z’ estréel & est réel © AM = xBM donc M décrit la
:16(cos<——> +/S|n(——)> —1—
\/,3 3 droite (AB) privée de B.
=-8-i8V3. —
: b. z’ est imaginaire par & AM L BM donc M décrit le cercle de
_2v2 L =22 2R o1 o -
¢ cos; 2t /sm cos>TF + isin 2 diametre [AB] privée de B.
b—c —11+2i+5+5 —6+7
/— —_ = =
=2V2e 4 212 a a-c 2+i+5+5 7+ 6i
=-2-2i. _(—6+7i)(7+6/) /4’2+36/+49/+%
iz 7746 7246
1—7 V2edr m ST
d. = —e 2=—]| ABC est rectangle isocéle en C.
T azb_2+]-17_
V2es b. —== donc (ABC) est rectangle en B.
T c-b /‘(—//T—/ T2 V3 “on
—e 2 V3 Js
) ( n) - ( n) c a=c_ -1+iV3-2 —3+/\/7 \/7< +2> _i_e_,-_
=cos(—2Z) +isin(-2 hb—c _1_ 2 Nz
2 2 ¢ —1-iV3-2 -3-iV3 2\/?(_?_%) o
e &4 f: 8+1G= _24+8+ A4, o d’ol ABC est un triangle équilatéral.
31 10 10 gCma_ 24142 _ 342 __1 yiagetc
NP "b-a -10-8+1+2 -9-6i 3 '
N T p sont alignés.
=2 2(cos—+isin—> — 3 z-3i
4 4 213. a. =3 e l223_y
S 1 |2+ 1]
f.-2e 3=-2e 3=2 3 On pose A le point daffixe 3i et B d’affixe — 1.
:2<C052?1I + Ist?n) Alors %:1 d'ol AM =BM d'ou M décrit la médiatrice de
=—1+iV3. [AB]. '
’ z zZ—1 . . . ryvi ywi ;.
2012_45c , 1 d o b. 7’ estréel < P est imaginaire par © AM L BM. M décrit
& ¢ ~ le cercle de diamétre [AB] privée de B.
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:_3%' est réel & AM et B sont ali-
gnés. M décrit la droite (AB) privée de B.

d. -3
+1
— ensemble vide.

c. 7’ est imaginaire par < £
z
r=iei=2

=1 AM=BM&MA=MB&A=B& 3=

214. A. 1. Soit x, y, x’, y’ € R tels que:
z=x+iyetz’=x"+1iy’.

W)=ily’ +yx’) et
iyx"—iyx ="~ yy") ~i(zy" + yz’)

IX7'=xx —yy+ilxy”+ yx") = (xx"—
W6~y =~y
doluzxz'=zxZ7".

2. P(n) avecne N *: 29 % (z)".

+ P(1) est évidemment vraie : z' x 2= (2).

Z7x7'=(x—

+ Pour n donné, supposons P (n) vraie :

Onaz'*'xz"xz=7"xz=(2)"xz=
d'ot P(n) = P(n + 1).
La proposition est donc démontrée par récurrence.

B. 1. -2*=(-2%%=(%?=7" donc si z'=-4 alors

(~2)*=-4.
— 4=—4doncsi z*=- 4 alors z* = 4 donc (z)*=- 4 doncsi
7 est solution z est aussi solution.
2. a. zo=1+i=\/7<£+/£) V2e 4
b. z4=+2"e*=- 4 donc z, est solution de z*=- 4
3. z, est solution donc z, est solution z,=1-1,
donc -z, est solution —zy=—-1-1,
z,, est solution donc — z, est solution —z,=— 1+ i(= - z,).
co1e—_"§103 0 (=-20)
" U b-c 2 2
d'oll e(b c):<%—\{2—§i>(b ) ( @i)(yn/yn/)q—/
=/+V3-1
e=—1+V3
f-c_ -5, (1 \/§>
2. ? e d'o f E—TI (d—C)+C
<%—§/> 1<T+140)-1-1i

=7 —iV3 A —i=—i(1+V3).
3 B .
a—e_1+i+1-V3_ 2-V3+i :((2—\/§)+’)(1—’(2+\/§))
a-f 1+i+i+iV3 1+i(2+V3) 12+ 2+ V3)?

2-V3+4i-i(4-3)+2+V3 4
12+ (2 +V3)? +(2+V3)?2

donc =€ est réel.

4. A E et F sont alignés.

© Hachette livre, 2012
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B.an_ T e—a_ i3
215. 1. (AD; AF) = §etAD AEdoud S=¢ 3
v/
zE:elg(zD—zA)+<%+i§>(1—i)+ = +i§—% 73
:1+£+i+,’£:(1+,‘)1+\/§_
2 2 2 2 2
_2x1-i_2-i_@=N0-0)_2-1-2i+i_1_3,
ix1+1 i+1 2 2 2 2
3. a. z—éz_i_'doncpourzi1,z’(iz+1)—22+i:O
SZiz+7-22+i=09277—-iz"+2iz+1=0
©z’z-N+2z+2-1=0€7(z-)+ 2iz-i)=1

S+ 2)z-1)=1
b. donc [(Z"+ 2i)(z-1)|=1 dou |z'+ 2i|x|z—i|]=1 d'ou
BM’x AM =1

et arg((z'+ 2)(z - )) O[2m]=arg(z’ + 2i) + arg(z — 1)
donc 0[2k]= (3 ; BM") + (G ; AM")
o1
seulement : (27 _AM .
(u;BM’)=-(0;AM’) + k2Tt avec ke Z.

4. a. ADE est équilatéral donc AD = AE d’ol D et E sont sur un
cercle de centre A et de rayon AD.

AD=|1-i|=V12+i?=V2.
b.

2it

1+V3
2 2

.1+\/§
2

_ 1+V3 +iV3 _
1-V3 _ 1+V3.
2 2 !
(1+\/§)+i\/§ N
(1-V3)+ (1+V3)i

_1+\/§+(— -V3
= 7 .

2z, - (1+1)-

1+V3 +iV3

_1+\/§i 1

N-i i3
(1+V3)+iV3

(1-V3)+ (1+V3)i

(1-V3)-(1+V3)i
(1-vV3)-(1+V3)i

c. z,,=
E
/zE+1

(1+
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1 3. 1 ;
ZD'_ZB= E E i+ 2i _ E(1+/)
=7 14V3_ V347, , 14V3, 1-V3,
4 4 4 4
~ 147 X(1+\/§)—(1—\/§)i
(1+V3)+(1-V3)i (1+V3)-(1-V3)i
=%(1+>Z—/+i\@+/+i\@+1—%)
_1, V305
=5 +is=es.
D'ol BD"=BE’ et (ﬁ;ﬁ)=g d'olt BE'D” est équilatéral
direct.
216. 1. c=s+3(@a-s)=—5+5+3(-2+4i+5-5)
=—5=5+9-3i=4+2i.
d=s+3(b-5s)=-5+5+3(-4+2 +5-05c)

=—5+5+3-9=-2-4.
2. lal=V2? + 42 =25 =|d]|,
|b|=V4%+2°=2V5=|c|,

A, B, C, D sont sur le cercle de centre O et de rayon 2V5.

d'ol OA=0B=0C=0D.

1 Cha P 5 Nombres complexes

|AQ|=|w—a|=|-2 + 2i + 2 - 4i|=| - 2i|=
1BQ|=|w=b|=|-2+2i + 4-2i|=|2|=2
S et Q sont chacun équidistants de A et B donc (Q) est la média-
trice de [AB].

2>HAQ:BQ.

4 a p=dtc_ —2+4i+4+2_
a. p > > 1T+ 3.
b WP _-2+2-1-3i_-3-i_=3-i2+6i
"d-b -2-4i+4-2i 2-6i 2-6i 2+6i
76—18—2/76 1. 1_/%
_—40 ——EI—EQ
d'ot (80 ; PQ)=-T .
5'q=b+d:—4+2i—2—4i=_3_l.
2 2
P-® 1+43i+2-i _3+i_3+i2+6/_6+18+2i-6_1;
g-s —-3-i+5-5 2-6i 2-6/ 2+6i 40 2

d'ou (QS) L (PQ).

q-® _3j-j+2-2/_-3-i_6+2i_76-2-1836 4
p-s 1+3i+5- 5 6-2i 6=2i 40

d’ol (PS) L (QQ).

Q est donc l'orthocentre de PQS.

3. ‘A5|=\s—a|=|—5+5{+2—4{|=|—3+’|‘= V10 >—>A5=BS.
|BS|=|s—b|=|- 5+ 5 + 4-2i|=|- 1+ 3i|=V10

£l a. Soit m, n, p, g 4 entier. Soit U et V
les entiers tels que U=m?*+n® et
V=p2 + qz. La question est : existe-t-il
2 entiers a et b tels que UB=a” + b°.
b.0=0"+0" et 0x0=0=0"+0°
donc 0 et O vérifient la propriété.
1=0%+1% et 2=1%+1% ensuite
2x1=2=1%+ 1% donc 1 et 2 vérifient
la propriété.

c. La décomposition n'est pas unique :
100 =10 + 0°=6° + 5°.

d. i. 3 n’est pas décomposable en somme
de 2 carrés.

ii. L'algorithme trouve toutes les décom-
positions d'un entier en somme de deux
carrés d’entiers.

iii. Cet algorithme permet de trouver des
entiers U, V somme de 2 carrés d’entiers.
Puis de vérifier si leur produit UV est éga-
lement une somme de 2 carrés d’entiers.
Le propriété semble vraie.

TP Info (p. 278-279)

A N=x*+y’ et N'=x"?+y"*
1NN =xx)2 + ()% + ()% + ()2
On ne voit pas apparaitre une somme de
2 carrés d'entiers.
2.a. N :zE—|z kN
b.N-N'=2z77 =227 carz-7 =2zZ’.
Or

7=+ i) +iy) =

'=77"=|7 \2

xx" =yy' + iy —yx’)

=p+iq
avec =xx"-yy' &N
p , yy, )carx,x’,y,y’EN.
et g=xy" +yx' €N

d'ot NxN' =p?+q°.
c.Soit U=a%+ b% et V=c? + d® avec
U V,ab,c,deN.
UxV=(a®+ b2 (c* + d?)
= (ac)® + (@d)® + (bc)? + (bd)*
= (ac — bd)® + (ad + bc)®.
EN EN

U x V est bien une somme de 2 carrés
d’entiers.
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d. Le résultat ci-dessus est applicable a
des nombres réels.

On reprend le raisonnement avec les
complexes :

U=12z,V=177 et W=2"7".
UxVxZ=72277'7"7"=2'7" - 22'7"
avec z=a,+b,i, Z’=a, + b,i,
7" =a;+bjiet

a; by, b,a,as;b;eN

zz’z” =p+ ql avec p,g=N donc
UxVxW=p?+q® (somme de produit
d’entiers).
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e n

2
L1 0" = (
de (E).

Zﬂ

"=1=arg|?"|=0[2n]=uarg(2).

) = /% = (ei2M)k = 1k =1, donc @ solution

=1=|7"|=1=|z| et comme |z|>0,0onadonc|z|=1

Il existe donc k € Z tel que narg|z |=27k d’ol arg] z|:ZTnk )
La réciproque a été vue en

2Tk

Onadoncz"=1<|z|=1et argz=% avec ke Z.

2k
j2km
Les solutions de (E) s'écrivent donce n , ke Z.

a)n — ele: elO:a)O :

iZﬂX1
w, ,,=e%e 1 =@,
Soit keZ; il existe [€Z tel que k=m+In avec
me{0,....,n-1}.
s arm y2Am
Doncw,=w,, =@ " =@ " =w .
Pour k{0, ...,n -1}, 2k €[0; 2m] donc les @, sont dis-
tinctes. g
On en déduit que les solutions de (E) correspondent exactement
aux valeurs de k dans {0 ; 1;...; n — 1} soit n solutions.
27k + 1)
wk+1 el " iz_ﬂ ' wk+1 wk+1 2k
———=————=¢e n dou =1etarg( )=—.
o 127 K @y n
e n

A partir du point d'affixe 1, on trouve la solution k + 1 en

reportant l'angle 2771 a partir du point k sur le cercle de centre O
et de rayon 1.

(e
w,=0 " =\w ) =0
.27k

= . .
w=0 " =0"=0"=1,

n
T+ @+ 4@ =@ 4@ 4. 4112 _T=1_
P T-0o 1-®
T+@0+..+@" "= ) <c052l<—ﬂ+isini>
k=0 n n
k=n-1 k=n-1
= cos(Zk—ﬂ)+ Z sinZk—ﬂ.
k=0 n k=0 n

© Hachette livre, 2012
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Comme 1+ @ + ...+ @" '=0=0i et comme la forme algé-
brique et un complexe est unique, on en déduit que

k=n-1 kT
D, cosZE% =0 et idem pour sin.
k=0 n

27k
n:2—>a)k:e,2 pour ke={0;1} soit w,=1 et
o, =e"=-1.

.27tk
n:3—)a)k:el3 pour kE{0,112} soit 0)0:1'
2Ttk
i— 1 \/§ 1 \/§
- 3 =—— —_ =—3 5
w,=e 2+Izet0)2 2+/2‘
2k
n=4-m,=e 4 pour ke{0;1;2;3} soit ®,=1;
3T

2k .
®,=e 2 =/, ®,=¢e"

i3
—Tetwy=e 2 =—1.

iaxn
ﬂen

o\ "
I.1.20= (x/ﬂ) =(/m)
me®=a car|a|=m et a=arga[27].
Zn
a*+0doncz"=a <:>;=1.
Or a =zj d’ol <z£0>n =1 est équivalent a (E).
£>n =1 sont celles de z" = 1 avec Z=< .
2o Zy

Les solutions de z" = 1 sont les racines n-iémes de 'unité soit n

Les solutions de (

solutions :
2Tk
2Tk
®,=e " avecke{0;1;...;n-1},

d'ot z, =7,®,.
(1-2)*=(1-2)9%=(1-4-4)°=(-3-4i)°

=9-16+24i=-7 + 24i.

1 — 2i est une solution de z*=— 7 + 24i car
(1-2i)*=-7+ 24i.
Les solutions de z* =1 sont 1,/, — 1 et — i d’ol les solutions de
=T+ 24isont {1-2i;2+i;-1+2i;-2-i}.

0 n'est pas solution de (2z — 1)*=z* donc les solutions sont
22—1)4:1<:>22—1:1

z 3

les mémes que celles de ( ou

2z—1 27— 1
3 3

_'IouE—
z

=jou
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Géomeétrie dans l'es

daCeé

Programme officiel

Droites et plans

Positions relatives de droites et de plans :
intersection et parallélisme.
Orthogonalité :

— de deux droites ;

— d’une droite et d'un plan.

Contenus Capacités attendues

- Etudier les positions relatives de droites et de plans.

- Etablir l'orthogonalité d’une droite et d’un plan.

Géométrie vectorielle

Caractérisation d'un plan par un point et
deux vecteurs non colinéaires.

Vecteurs coplanaires.

Décomposition d'un vecteur en fonction
de trois vecteurs non coplanaires.

Repérage.

Représentation paramétrique d'une droite.

+ Choisir une décomposition pertinente dans le cadre de la résolution de problémes d’alignement ou
de coplanarité.

« Utiliser les coordonnées pour :
— traduire la colinéarité;
— caractériser |'alignement ;
— déterminer une décomposition de vecteurs.

Produit scalaire
Produits scalaire de deux vecteurs dans
l'espace : définition, propriétés.

Vecteur normal a un plan.
Equation cartésienne d'un plan.

- Déterminer si un vecteur est normal a un plan.

« Caractériser les points d’un plan de 'espace par une relation ax + by + cz + d =0 avec a, b, c trois
nombres réels non tous nuls.

- Déterminer une équation cartésienne d’un plan connaissant un point et un vecteur normal.

« Déterminer un vecteur normal a un plan défini par une équation cartésienne.

- Déterminer qu’une droite est orthogonale a toute droite d'un plan si et seulement si elle est
orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.

« Choisir la forme la plus adaptée entre équation cartésienne et représentation paramétrique pour :
— déterminer l'intersection d'une droite et d'un plan;
—étudier la position relative de deux plans.

1. Démontrer la perpendicularité dans l'espace

Il s'agit de solliciter les éléves sur la vision des droites et faces
dans le cube, en introduisant la notion d’orthogonalité. On es-
saiera de mettre en place quelques raisonnements simples en uti-
lisant la perpendicularité des diagonales des carrés et la position
particuliére des arétes par rapports aux faces du cube (perpendi-

culaires, paralléles).

Découverte (p. 282-283)

1. Al'aide de Carmétal ou sur une feuille
Sous Carmétal : Nouvelle figure 3D, choisir l'outil cube et en pla-
cer un sur la figure.

KBTOB®

Si le cube est trop grand, dans le menu édition choisir « Zoomer

© Hachette livre, 2012 = 1 07 WSS Reperes '™ S, Livre du professeur
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ou déplacer » puis en restant cliqué au centre du cube on peut
agrandir (en tirant vers l'extérieur) ou réduire (en tirant vers l'in-
térieur du cube).

Pour nommer les sommets, un clic avec le bouton droit de la
souris permet d’ouvrir une fenétre gérant l'aspect de chaque ob-
jet : il suffit d'un clic-droit sur chaque sommet et d'indiquer le
sommet en renseignant '« <Alias> » dans la fenétre du haut:

iT“ £ o@o = s | P | "o+ Calque -
Nom:[ P8 |[ coo® | = L2 B + - e
)

Pour tracer le plan (BGE), on utilisera l'outil« polygone » (touche
Esc pour le finir) :

Construction
s X o' %‘},
Pl 2 &
L~ BARA
Cloolelals!
T =}
Pour tracer la droite (FD), on utilisera 'outil « droite » :
w Construction

o X 0% o’
L S L
LA DAA
ojotolelaYe

i
Pour changer l'angle de vue, tout en cliquant sur le bouton droit

de la souris , on fera glisser la souris sur le cube, ce qui permet de
le faire tourner.

© Hachette livre, 2012
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2. Vers une démonstration

1. On souhaite démontrer que la droite (BG) est orthogonale a
deux droites de (FCD).

En tragant le cube, on constate que (BG) et (FC) sont perpendicu-
laires étant les diagonales du carré BCGF.

1 raisonnement : Si on trace le plan (FCD) dans le cube, il coupe
la face EGDH selon la droite paralléle a (FC) passant par D. C'est
la droite (ED).

Et donc (ED) est paralléle a (FC), elle est donc orthogonale a (BG).
2° raisonnement : Si on note B’ le point d'intersection de (FC) et
(BG) alors la paralléle a la droite (CD) passant par B est perpen-
diculaire a la droite (BG) car la droite (CD) est perpendiculaire au
plan (BCGF). Donc (BG) est orthogonale a (CD).

On conclut que (BG) est orthogonale a deux droites de (FCD).

2. On procéde de méme avec la droite (EG) et le plan (FHD).
(EG) et (FH) sont des diagonales du carré EFGH et la droite (HD)
perpendiculaire au plan (EFGH) donc orthogonale a la droite (EG).
3. La droite (FD) est orthogonale a (BG) et a (EG) sécantes en
G. Cela nous permet d'affirmer que (FD) est perpendiculaire au
plan (BGE)

3. Avec un deuxiéme plan

Avec le plan (ACH) on peut proposer deux raisonnements diffé-
rents :

1% raisonnement : On refait toute la démonstration précédente
pour démontrer que la droite (FD) est perpendiculaire au plan
(ACH).

2° raisonnement : On démontre que les plan (BEG) et (ACH) sont
paralléles et puisque (FD) est perpendiculaire a l'un alors elle est
perpendiculaire a l'autre.

(BEG) et (ACH) sont paralléles car ils contiennent deux droites
sécantes paralléles :

les droites (BG) et (CH) ainsi que les droites (EG) et (AC).

2. Du plan a l'espace : calcul du produit scalaire

Il s’agit de faire le lien entre la formule xx” + yy” du produit sca-
laire dans le plan muni d’un repére orthonormé avec la formule
xx” + yy’ + zz" dans l'espace.

On s'appuie sur les connaissances du repérage dans le plan, pour
introduire un repere dans l'espace, les coordonnées des points
dans l'espace et les premiers calculs avec celles-ci.

1. Du plan a l'espace :

1. Faire tracer la figure plane représentant les points dans le plan
(D) :

[DA] étant une diagonale du carré de coté 1, alors la longueur

DA=V2.

Reperes T s, Livre du professeur
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0
) 1

i 7]

Pour calculer le produit scalaire DQ - DJ,on s'appuiera sur la for-
mule donnée en premiére S avec le projeté orthogonal de J sur

(DQ) :ici le point A et puisque les vecteurs DA et DQ sont de
méme sens alors DQ Dj DA xDQ=2V2 x\V2 =4.

D g A Vz Q

By

(j) alors le produit scalaire est donné par

=)
4]
<
~
X
D
—+
<V

v
D(1;-1;1),Q(+-1;1

(-2 — (=1 ’
DQ(2>etDj<1>.
0 -1

3. Onaalors xx” + yy’ + 22" ==2x(-1) + 2x 1+ 0x (- 1) =4
On retrouve la valeur du produit scalaire DQ Dj

1) et /(0;0;0)

2. Vers une démonstration
1.

Le triangle OAB est un triangle rectangle en B donc
OA? = OB? + AB® (par Pythagore) et puisque AB®=z°, on
trouve OA® = OB® + 7°.
2. Onaaussi OB® = x* + y* par Pythagore OB étant ['hypothé-
nuse d'un triangle rectangle de coté x et y. On en déduit que
1G[° = 0A% =x2 + y* + 22
3. Par analogie au cas précédent ||V |[F=x"%+y’2+2? et
x=x
a-viy-y
z-7
=x"?+y"%+7°

alors [T -V]=(x=x)2+ (y-y)° + (z-2)°

+xXPry X2y - 22'7.

© Hachette livre, 2012
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4. Enutilisant la 20 -V = |G 2 + |V [* =T - V|
=2xx" + 2yy’ + 2z7°;

on en déduit que U -V =xx"+ yy’ + zZ".
3. Ecrire un programme :

Début

XY, Z,X1,Y1, Z1, P sont du type nombre réel.
Afficher « Donner les coordonnées de U »

Lire X, Lire Y, Lire Z

Afficher «Donner les coordonnées de v »

Lire X1, LireY1, Lire Z1

P prend la valeur X*X1+Y*Y1+Z*Z1

Afficher « le produit scalaire est »

Afficher P

Fin

3. Vers une équation de plan:
1.Ensemble (E)

1.

AMP=(x=1)%+ (y=2)%+ (z=5)°=x? + y? + 72— 2x— 4y — 10z + 30
BM?P=(x=3)2+ (y+2)%+ (z-1)2=x*+y* + ° —6x + dy— 27 + 14
2. AM? = BM?

SxP 4y 478 —2x—4y—102+ 30 =x° + yP + 22 —6x + Ay — 27+ 14
S4x—-8y—-87+16=0©x-2y-22+4=0
3. I le milieu de [AB] a pour coordonnées (2 ; O; 3) et en rem-
plagant dans le membre de gauche de l'équation, on trouve :
2-2x0-2x3+4=0.
Donc les coordonnées de / vérifient |'équation précédente.
2. Ensemble (E’)
1. Le plan (E’) est perpendiculaire a la droite (AB), donc toute
droite contenue dans le plan (£’) est orthogonale a (AB). Puisque
M et | appartiennent a (E”) alors la droite (M) est perpendiculaire
3 (AB). Donc le produit scalaire Mi - AB = 0.

2-X 2
2. MI{ —y | etAB| -4
3-z -4

donc

Mi-AB=2(@2-x)+4y/-43B3-2)=—2x+ 4y + 42— 8.

Or Mi-AB=0

donc 2x—4y—-47+8=0©x-2y-2z+4=0.

3. On souhaite démontrer que (E) et (E’) sont les mémes
ensembles.

M < (E’), le plan perpendiculaire a la droite (AB) passant par / est

équivalent a

AM? = IM? + IA® (par Pythagore car le triangle AIM est rectangle
en/)

AM? = IM? + IB? (car / est le milieu de [AB] donc /A = IB)

AM? = BM? (par Pythagore car le triangle BIM est rectangle en /)
ce qui est équivalent &8 AM = BM (car ce sont des distances posi-
tives), ce qui revient a dire que M est équidistant des points A et
B, donc queM < (E).

Reperes T s, Livre du professeur
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L'équation du plan médiateur des points A et B est donc l'en-
semble (E) ou (E’) d’équation x —2y — 2z + 4=0 .

4. Algorithme donnant une équation cartésienne du plan
médiatieur en fonction des coordonnées de A et B.

On s'appuie sur la méthode du 2., ol M appartient au plan mé-
diateur de [AB], si et seulement si IM « AB = 0.

En prenant :x,, y,, z, les coordonnées de A ; x,, y,, Z, les coordon-
. . . Xp T Xg

nées de B ; on calcule les coordonnées du milieu : x, = >
YatYe | Iyt 7

Y= 2 e 2

Ona:

IM.-AB=0& (x—x,)(xB—xA) + -y yg—y) + (2-2)(z;-2,)=0

®(XB_XA)X+ (yB _yA).y + (ZB_ZA)Z + X/ (XA_XB) +Y/ (yA —_YB)

+2,(z,-25)=0
S ax + by +cz+d=0 avec
a = (xg=Xy),
b=(ys-ya)
c=(25- 1)
et d=x,(x, —xg) +y,(ys —¥g) + 72, - 7).

Le programme peut donc s'écrire :

Page 298

Sia =0 alors d
Si b # 0, on prend le point A (O T O) appartenant a (F).

Eneffeta><0+b><(—g> +cx0+d=0.

a
Alors si on pose A <b> alors pour tout point M (x ; y ; z) appar-

tenant a (F),ona: \¢

X a
c

y+
z
Les vecteurs AM et A sont orthogonaux donc M est sur le plan
passant par A et de vecteur normal 7.

Sia=0etsib=0;

Alors si ¢ # 0, le point A (O 0; —Z) appartient a (F) et de la
méme maniére

; -F<Z> :ax+b(y)+c<z+g>
b

Q.

AM
b

=ax+b<y+g> + cz
=ax+by+cz+d=0.

X
AM [y
+ c
=ax+by+cz+d=0.

© Hachette livre, 2012
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Début

Xar YarZyr Xgo Yo Zg, @, b, c et d sont du type nombre réel.
Afficher « Donner les coordonnées du point A »

Lire , Lire , Lire

Afficher « Donner les coordonnées du point B »

Lire x,, Lire y,, lire z,
a prend la valeur x, — x,
b prend la valeur y, -y,
c prend la valeur z, —z,

X, + X +
d prend la valeur <%) X (x, —Xp) + <yA Vs

) s =)
+ <ZA ; ZB) (24— 2p)

Afficher « I'équation du plan médiateur de [AB] est
ax + by + cz + d=0 avec »

Afficher « a= »,a

Afficher « b= »,b

Afficher « c= »,c

Afficher « d= »,d

Fin

Donc M est sur le plan passant par A et de vecteur normal 7.
La démonstration est terminée car a, b et c sont supposés non

tous nuls.
X
<y> ’ a)
z

s'exprime donc de la facon suivante: U = x/ + yj + zk alors on
sait que:

Page 299
Dans le repére (O ; 1, j, k), on considére le vecteur U

IGF=73- u—(x1+yj +zk) (x_i)+y7+z7<))
—xx1-/+yyj _/+ZZ/( k+xy/ j+xzi-?
+yx]-/+y21-k+zx?-7+zyz-7'
=x*+y*+ 7
car | 7:7-7:72-7():1 T T 7<):7 k=o0.

7: .
+

)’A>
+

On en déduit que || 7 | =

En prenant le vecteur AB <yB =, on en déduit que la

d|stanceAB—HABH—\/( =X)2+ (Vg —ya) + (25— 2,)°.

Reperes T s, Livre du professeur
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Page 304

2x + y — 2z =9 est une équation du plan (P) de vecteur normal

2
F< 1 ) et —x — 0,5y + z = 3 est une équation du plan (P’) de

-2 -1
vecteur normal n”{ 0,5 | .

1

1.a 24. Corrigés dans le manuel.

1. L'espace sans produit scalaire
25. Corrigé dans le manuel.

26.

1. (I)11(GC); (1)) L (DC) et (GC) 11 (CB).
() L (DC) et (1) L (CB) = (1)) L (ABCD).
2. $B7 =Bl + ﬁ, 87 n'est pas orthogonal
a If. Les droites (BJ) et (/) ne sont pas
orthogonales.

4. [] =BF et (BF) L (Bl), lJFB est un rec-
tangle d’aire 2V/5.

27. On sait que BB’ =DC car B’ est
l'image de B par la translation de vec-
teur DC. Donc CDBB’ est un parallélo-
gramme dont les diagonales [DB’] et
[BC] se coupent en leur milieu que l'on
note /.

De plus, la droite (AG) est une médiane du
triangle ABC. Elle passe aussi par le milieu
I de [BC]. La droite (AG) et le plan (ADB’)
ont au moins deux points communs le
point A et le point I. Donc la droite (AG)
est contenue dans le plan (ADB’).

28. 1. lintersection du plan (/BM) et de
la face (HCD) est la droite passant par M
et paralléle a la droite (B/).

29. Corrigé dans le manuel.
»_lﬁ_lﬁ 19
30. 1. // = 2DC 2BC+ 2BF.
»_lﬂ_lﬂ l*)
2. K= 2DC 2BC + 2BF.

3. ﬁ =j7< les trois points sont alignés.

2. Colinéarité et coplanarité dans
l'espace
31. et 32. Corrigés dans le manuel.

Exercices résolus (p. 300-305)

Exercices (p. 306)

Chap. 6 Géométrie dans l'espace

. . .
Or n =-2n", les vecteurs normaux sont donc colinéaires, les

Le systeme {

plans (P) et (P”) sont donc paralléles ou confondus.
2x+y—-2z=9
-x-05y+z=3

n'est donc pas celui d'une droite.

C'est un seul plan si (P) et (P’) sont confondus et c’est l'ensemble

vide sinon.

33. /4 2
1. AB|-2];AC| 1] ;AB=-24AC,
—4 2

A, B, C alignés.

0 0
2. AB| 7] ;AC|-3];AB=+KAC,
-1 -2

A, B, C non alignés.

0 0
34. 1. ABlo]:Aclo ;AB:%AC,
2 6

A, B, C alignés.

4 —4
2. AB(-2]|;AC| 2 | ;AB=-AC,
2 -2

A, B, C alignés.
3 3
2 2
w3 =1 =5
35. 1. AB = P A — ;
3 ¢ 3
11 -19
8 8

AB # kAC, A, B, C non alignés.

1 -8
) () e
1 -8

A, B, C alignés.

3. cas 1. ABC coplanaire, cas 2 ABC for-
ment une droite.

36. Corrigé dans le manuel.

1 2
37. 1. K§<1> ;D_6<2> : AB+ kDC,
1 4

les vecteurs ne sont pas colinéaires.
2 4
2, A_é<o> ;A_D’<—2> ;
-2 -6
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AD =— 2AB + 3A_é,
donc les points sont coplanaires.

2 2
38. 1. A_§<O> ;D_é<—1> : AB + kDC,
0 1

les vecteurs ne sont pas colinéaires.

3 5
2. AC{ 1 ];AD| 2 |;
-2 -3

AD + kAB + K'AC,
les points ne sont pas coplanaires.

39. et 40. Corrigés dans le manuel.

w90
00
a3 () ().

AD + kAB + K'AC,
les points ne sont pas coplanaires.

2. les points A, E et F appartiennent au
plan z=0, D n’appartient pas a ce plan
donc les points ne sont pas coplanaires.

el
0
a3 (7))

- _1-= 2-—
AD =12 + 2AC,
3 A8 +34C

les points sont coplanaires.
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] _2 0
2. ;ﬁ<—1> ;R( 1 > ;TE<—1>;
2 1 1
2= 1

AE = §AB - §AC,

les points A, B, C et £ sont coplanaires.

—1 _2
3. AT)<1>;A7<2>;E=%A7,
0 0

les points A, B, C, D et F sont coplanaires.

43.

1. A= +8.|Al=A/1+2=13
9 3

A=+ B IFl=A/1+5=22

Le triangle FIJ est isocéle en F.

Dans un triangle isocéle, la médiane, la
hauteur, la bissectrice et la médiatrice du
sommet principal sont confondues. K est
le milieu de [//]. La droite (KF) est perpen-
diculaire a la droite (/)).

2. (FGK) défini un plan de l'espace. (I/) est
orthogonale a (GF) et a (KF). La droite (/)
est orthogonale au plan (FGK).

3. P projeté orthogonal de G sur le plan
(IJF). La droite (GP) est orthogonale a (I/F).
(GP) est orthogonale a (/) et (//) est or-
thogonale a la droite (GF). La droite (//)
est orthogonale au plan (GPF).

4. (I)) est orthogonale aux plans (FGK) et
(FGP). Les points G, B, F et P sont copla-
naires.

5. Les points F, P et K appartiennent aux
plans (IF)) et (FGK). Ces points appartien-
nent a une méme droite, ils sont donc
alignés.

44. Corrigé dans le manuel.

45. 1 -1 -1
1. AB|-3];AC|-4];AD(-2],
3 2 2

T=t-t t=t-1
_2=-3t-4 & t—g ,
2=3t+ 2t t_&

5

donc les vecteurs sont non coplanaires.

2. oui, 3 vecteurs non coplanaires défi-
nissent un repére de l'espace.

-1
4. AE(-2];
1

-l=a-B+v a=1
_2=-3a-48-2y & |B= %
2=3a+ 2B+ 2y _3

<
II

46. 1. w=ku + k'V.

(6

< les vecteurs sont non
kK = % coplanaires.

.

2. Ké(— 2> ;

0 _7
1=2a-p 17
-2=-0-3y & ﬁ—%?
O0=3a+y 9

r=

4

3. ﬁ<3> ;

5 54
4=20-p *= 19
3=—a-37y © ﬁ_
5=3a+Yy Y— 1

4. AC=AB + E les coordonnées de C
1051, 487 . 154
sont (323 "33 323)‘

47. 1. w=ku + k'V

o{5)-(2) » £

k—k’=0
2k — 4k’ =0 < les vecteurs sont non
—k+2k'=1 coplanaires.

Ils forment un repére de |'espace.

3
2. AB| 0| ;
-1

3=a-p a=6
0=2a-4p & {B=3.
-1=-0+2B-7y Y=1

Les coordonnées de B sont (6;3; 1)
dans le repére (A ; 4, v, W).

-3
3. AC| 4 |;
-1

© Hachette livre, 2012 112
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-3=a- o=-8
4=20a-4f ©1p=-5.
-1=-0+2B-y Y=1

Les coordonnées de C sont (—~8;—5; 1)
dans le repére (A ; 4, v, W).
4. Danslerepére (A ; U, V, W), AC # kAB,

les points ne sont pas alignés.

48. 1. Cest un repére dans l'espace
si les vecteurs U,V et w ne sont pas
coplanaires c'est-a-dire si 'équation
au + BV + yw=0 ne posséde pas de
solution autre que (0;0;0).

Avec le logiciel de calcul formel, on vérifie
cette affirmation en saisissant la résolu-
tion du systéme avec les coordonnées des
vecteurs.

Solve({3x+y=0,z=0,x+3y+z=0},{x,y,z})
nous donne (x=0;y=0;z=0) donc
(A; 3, v, W) est un repére de l'espace.

7 3
2. K§<—2> =aﬁ<o>,
1 1
1 0
+ pv <O> + YW <1> .
3 1
Solve({3x+y=7,z=-2,x+3y+z=1},{x,y,z})
n 1y 8 N 2)

-2 3
3. E&( o> =om<o>,

-2 1

1 0
+ pv <O> +Yw <1> :

3 1
Solve({3x+y=5,z=-2 x+3y+z=-1},{x,y,z})
e

5 3
4, /Tc<—2> =aﬁ<o>,
— 1 1
1 0
+[3’7<0> +yW<1>.
3 1

Solve({3x+y=5,z=-2,x+3y+z=-1},{x,y,z})

nous donne b. <

nous donne b. <x =

_11., 8. _
nousdonnea.<X—7,y—7,z— 2>.

3. Calculer un produit scalaire
dans un plan

- >

49.1. U-v=0:u-w=4.
2. 4-v=0; u-w=0.
3. 4-v=0; u-w=0.

’
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50. 1. G-v=4;U-w=6
2.0-v=0;0-w=0.
3. U-v=2a’-b%:
U-w=2a’+ 2ab + b°.
/=T — /(-5 —/-4
51. 1. AB P A ;B .
(C7) e (C3) 32 (2,)

AB-AC=5+1=6;
BA-BC=—-4+0=—4.

(%) ae( ) 82 ()
2. ; ; .
AB (_2 AC g BC ]

AB-AC=3+2=5;
BA-BC=6+2=8.

T\ {12\ —/[5
3. AB P A ;B .
(7):2(s) :5¢()
AB-AC=84+ 42 =126;
BA-BC=—-35+7=-28.

52. 1. ; ; .
#8( ) ae(C3) B

AB-AC=-4+4=0;

BA-BC=-8+70=8.

2 (%) 7 3

=2
B .

&(sv3s)

AB-AC=0+ 14x13=182:
BA - BC = 35 x 13 = 455.

3. xg(s\};_ﬁﬁ) ;/rc(ﬁ?@);
i, 232).

,4_5-,4_5:3+3\/E+3\/€—\/§;
BA-BC=30-3V2 +V3-3V6.

53. a.repére (A A_é ,E)

1 1
7\](1),3/(5),/\7-3/:0.
> 1

Les droites (A/) et (D/) sont orthogonales.

b.H/:ﬁ+%E;X/:Xé+%B?,

DI-AJ=0. Les droites (AJ) et (DI) sont
orthogonales.

54. Corrigé dans le manuel.

55. 1. AC-AB=12.

2. BA-BC=4.

3. AC*=18,CB°=10;

CA-CB :%(CAZ + CB2 - ABY) = 6.

4. Calculer un produit scalaire
dans l'espace

- >

56. 1. u-v=2-1-1=0;

U-w=8-6-2=0.

2. 0-v=2b-12b+1x0=0;
U-w=-2b+b+b=0.

3. G-V=ab-ab + c®=c?;
U-w=a’+0-a°=0

57.1. 0-V=6-2+4=8;
G-w=4V6-6+20=14+4V6.
2. G-v=a’—-b%-a’+b%=0;
U-W=a’+ 2ab + b°—a®—b°=2ab.
3. U-Vv=—a’+0+a°=0;
U-w=2a’+a’+ 5a°=8a°.

58. 1. 0-v=2k+10+3k=0;
k=-2.

2. U-Vv=k"-4k*+3=0;
k=1Touk=-1.

3. U-v=k?-2k*-1=0;

pas de solutions.

59. /2 -2 — 4
1. AB{-1]);AC|-1];BC| 0 |.
0 -1 -1

A—E-A—éz—4+1+0=—3;
BA-BC=8+0+0=8.

-1 -2 -1
2. AB| 1 |;AC| 2 |;BC| 1 ].
1 -2 -3

AB-AC=2+2-2=2;
BA-BC=-1-1+3=1.

-9 -2 —1
3. AB| 7 |;AC| 2 |;BC| 1 ].
-3 -2 -3

AB-AC=18+ 14+ 6=238:

BA-BC=-9-7-9=—25.

60. /-1 -5 — 4
1. AB| 2 |;AC| 1 |;BC[-1]).
—4 -1 3

AB-AC=5+2+4=11;

BA-BC=—4+2+12=10.

3 1 -2
2. AB(-2];AC(-5]);BC(-3].
1 - -8

AB-AC=3+10-7=6;
BA-BC=6-6+8=8.
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1 2 1
3. AB{1]|;AC|{2]|;BC{1].
1 2 1

AB-AC=2+2+2=6;
BA-BC=—1-1-1=-3,
61.

—

A

s}

— — 2 —> 2 —  —> 2

-Ac=%(||AB|| + A =148 - aCIP)
—> 2 — 2 — 2

=%(HABH +AaCIF-1cBIF) =o.

14BI + IACI° = I CBI° < AB est per-

pendiculaire a AC.

62. Corrigé dans le manuel.

63. 1.

AG - BE = (AF + FG) - BE = FG - BE
= FG - (BF + FE)
=FG -BF + FG - FE=0.

AG -BD = (AB + BC + CC) - (BC + CD)
=AB-BC + AB-CD + BC-BC
+BC-CD + CG-BC + CG-CD
=0-a’+a°+0=0.

2. AG L BE AG 1 BD ; BE + kBD

donc (AG) L au plan (BED).

3. Coordonnées des points

o050
)<
of)o(?)=()

AG-BE=-1x0+1x(=1)+1x1=0.
AG-BD=-1x1+1x1+1x0=0;

AG L BE, AG L BD donc (AG) L au plan
(BED).

Q)

2
3/ "2
> > > > > |2

b. AD - AR = (AK + KD)-AK:[Z.
—?
2
—_— — R — — — — 2
d.AD-JK=AD - (JD + DA +AK)=TI.
e. Soit L milieu de [AB],
AB.CD=AB-(CL+LD)=0.
Les arétes opposées dans un tétraedre ré-
gulier sont orthogonales.

64. a.ﬁ-ﬁ:lxlxcos(ﬂ>:[

—

c.AB-IKK =
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65. 1. ABCD tétraédre régulier, soit /
milieu de [BD], (Al) et (C/) médiatrice de
[BD].
AA” .BD = (Al + IA") - BD

= Al-BD +IA”-BD =0.
De méme avec / milieu de [DC] on a
AA”-DC = (Al + IA") - DC

= Al-DC + IA”-DC = 0.
2. (AA”) est orthogonale a (BD) et a (DC),

2 droites sécantes du plan (BDC), (AA")
est orthogonale a la face BDC.

5. Equations cartésiennes de plan
66. Corrigé dans le manuel.

0 1 a a
67. ny|1];ny | 1];n3(1]:n,(b)
0 3 a c

68. A appartientaP,,BaP, CaP etP,
D a aucun plan.

69. A appartienta P,,BaP,,CaP,D
ar,

70. 1. a. Py:x-z-3=0.
b.P,:2x-y+3z-5=0.

2. n; vecteur normal de P, et n, vecteur

normal de P, non colinéaires, l'intersec-
tion de P, et P, est une droite.

71. 1. a.y+3z=0.
b.y+3z+3=0.

2. V=-24, le point A n'appartient pas
apr,, PINP,)=2.

72. M(x;y;z) appartient au plan pas-

a
sant par A et de vecteur normal A <b> Si
C

X =X, a
et seulement si AM <y—yA> -F(b) =0
z-1, c
Sax+by+c—-ax,—by,-cz,=0
donc d prend la valeur —ax, — by, —cz,.

4 2
73. 1. KE( 2 >,vecteur normal F( 1 >
-2 2 -1

I milieu de [AB], l< 4 > .

-2
Une équation du plan médiateur a [AB]
est:2x+y—-z-12=0.
2. Le point C n’est pas solution de l'équa-
tion du plan ci-dessus.

3. Si AM = BM = 2 alors M appartient au
plan médiateur de [AB].

74, —x+2y+z-4=0.

1 -5
75. 1. Ké(z) ;A_5<1>,A_§¢kA_5,
- —1

les points A, B et C forment un plan.

—_— —ﬂ
> [AB-Fi=-a+2b-2c=0 b="a
AC-hi=-5Sa+b+c=0 |9,

4
al11].
9

3. Equation du plan:
4x + 1y + 92-17=0.

0 ~3
76. 1. KE<—1> ;A_5<—2>,_§¢kA_f,
1 2

les points A, B et C forment un plan.
“h > b:—C
2. |AB-n=-b-c=0 el a4
AC-fi=-3a-2b+2c=0 |?=3€

3. Equation du plan:
4x -3y +3z+5=0.

77. 1.
x-3)2+(y-3)°+ (z+2)%=3°

2. x=2y+z+7=0.

78. 1. 3 3
_ 2 _ 2 _2: 3\ 2
(=124 (y=1) +<z+2> (2)

2.x—3y+%z—5:o.

79. 1. X+ Yy + 28 —4x+ 6y +9=0
SKx-2)°-4+(y+3)2-9+22+9=0
S x-2)%+ (y+3)2+22=2%

Il s’agit de la sphére de centre C de coor-

données (2 ; — 3; 0) et de rayon 2.

2. Le plan d’équation est tangent a la
-2

sphére en A car AC| 0 > est normal au
0

plan d’équation x =4 et car la distance

AC =V 2% = 2 est égale au rayon.
80. Corrigé dans le manuel.

81. 1.

3= @) b-57- )
-7 (97 0mo:

équation de la sphére.
az  b? c?
>t t2 -d>0.
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2. coordonnées du centre de la spheére:

(a.é.s>
2'2'2)°
3. rayon de la sphére :
_njat bt
R= > ta ty d.

6. Equations paramétriques
82. Corrigé dans le manuel.

X=—t+3t'+1

83. 1. jy=2t+3
z=t+2t' -1

. b5,
2. {ﬂ-ﬁ:—a+2b—2c:0 4

V-n=3a+2c=0 c="34

4 2
ﬁ<5>_

-6

3. 4+ 5y-6z-25=0.

1 2
84. 1. KE(— 3> et A_5<— 2> et donc
4 4

un systéme d’'équations paramétriques
du plan (ABC) est
x=1t+2t'+0
y==-3t-2t'+2,tett’'eR
z=4t + 4’ -3
c'est-a-dire
x=t+ 2t
y==-3t-2t'+2, tett'eR.
z=4t + 4’ -3
2. Oui car ce systéeme est celui du plan
passant par A(0; 2 ; — 3) et dirigé par les

2 2
vecteurs U <— 6> =2AB et AC <— 2> .
8 4

3. Il suffit de vérifier que les trois points
A, B et C appartiennent a ce plan :
Sit’=-1ett=-4,onobtient les coor-
données de A;

Sit"=0 et t=0,on obtient les coordon-
nées de B ;

Sit"=1ett=0,on obtient les coordon-
nées de C. Donc c’est un systéme du plan
(ABC).

x=2t
85. 1. Jy=—-t+2.
z=3t+1
x==2t+1
2. jy=-t
z=3t-1
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x==-2t—-1
86. 1. jy=3
z=t+2
x==2t+1
2. 4y=0
z=t

-3
87. 1. AB| 3 |;
-2

équation de la droite (AB).

X==-3t+2
y=3t+1
z=2t+ 3

2. (t = 4) le point C appartient a (AB), le
point D n'appartient pas a (AB).

x=-6t+ 1
88. 1. a.qy=4t-3
z=5t-2
x=4t -1
b.{y=1 ;avecte[-1;0].
z==-2t+1
x=—2t+ 1
c.iy=4t-3 ;avect>0.
z=3t-2

2. Non pour les valeurs t =0 ou t=1
on ne retrouve pas les coordonnées des
points B ou C.

2
89. 1. n(-1];
1

intersection de la droite passant par A.
xX=2t+2

y=—t+1.

z=t

2. intersection de la droite passant par A

et du plan P. =
X=2t+2 ?
y=—t+1 o y=3 .
z=t ;=4
2X-y+2z+5=0 _34
t=—"
3
3. AH=¥.

1
920. 1. A (1] ;
0

intersection de la droite passant par A.

xX=t
{y:t—1.

z=0

Intersection de la droite passant par A et
du plan P.

-1
x=t X=7
_ -3
y:t+1 P ‘y:T
z=0 z=0
x+y+2=0 -1

t=7

7. Intersection dans l'espace
91. 1. U et v vecteurs directeurs res-
pectivement des droite (D) et (D) :

2 2
al 1 ;v 1 )ev=1.
-3 -3

Soit A { — 1] un point de (D),
2

—3=1+2t' (t'=-2

-1=1+t &{t'=-2.

2=-4+3t" |t'=-2

Le point A appartient a la droite (D’), les
deux droites sont confondues.

2. U et v vecteurs directeurs respective-
1

ment des droite (D) et (") : u (-1 ;

) 1
7(2) SvV=-20.
-2
0
SOitA<—1>
3

un point de (D),

;T
0=1-2t" =3
O t’=%.
3=4-2t t’:l

2

Le point A appartient a la droite (D’), les
deux droites sont confondues.

92. 1. U et v vecteurs directeurs res-
pectivement des droites (D) et (D') :

2 1
al 1 ];v[-1)eVFka.
-3 -1

-3+ 2t=-1+1t’ -3+ 2t=-1+2-t
1+t ==t Slt'=1-t
2-3t=-1-t 2-3t=-1-(1-1)

t=1
elt'=1-t=0

t=1
Le point M d'intersection des deux droites

-1
est:{ O |.
-1
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2. U et v vecteurs directeurs respective-
ment des droites (D) et (D) :

1 1
ul=1];vl 1 |eV+ka.
1 -1

t=8+t t=8+1t’
—1-t'=-9+t'©-1-8+t)=-9+1t'

3+t=11-t 3+B8+t)=11-t
t=8
& {t' =0
t'=0
Le point M d'intersection des deux droites
8
est: | -9 /.
1

93. 1. a. U et Vv vecteurs directeurs des
droites (D) et (D) :

1 3
nl2)im| e ) ewm=-3u.
-3 -9

5
Soit A <O> un point de (D).

2
S5=—1+3t" (t'=2
0=6t' slt=0 .
2=-1-9t" |¢r="1
3

Les deux droites sont paralléles et non
confondues, elles sont coplanaires.

b. U et V vecteurs directeurs des droites
(D) et (D) :

1 -2
ul=-1)su5| 2 | euy=-2u].
1 -2
0

Soit A [ — 1| un point de (D).
3 -1
0=1-2¢' ==
-1=3+2t' e t'=-2.
3=2-2t =1
2

Les deux droites sont paralléles et non
confondues, elles sont coplanaires.

5 6
2. a. Soient A <O> ; B< 2 > des points
2 -1

-1
de (D) et C< O> un point de (D).
-1
S5a+2c+d=0 6a +3c=0
—-a-c+d=0 Sld=a+c
6a+2b—c+d=0 7a+2b=0
b=_77a
Sjc=-2a.
d=-a
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Une équation du plan est :
2X—7y—4z7-2=0.

0 1
b. Soient A <— 1) ; B <O> des points de
3 4

1
(D) et C<3> un point de (D).
2
-b+3c+d=0 b=3c+d
[a+3b+2c+d=0®[a+11c+4d:0
a+4c+d=0 a=-d-4c

a:_—sc

b=3c+d 3

@[7C+3d=0 & b=§C
a=-d-4c

-7
?C
Une équation du plan est :

-5x+2y+3z-7=0.

1 -6
3.a.u;( 2 ),AC| 0 |.
-3 -3

M appartient au plan contenant les droites
(D)et (D’)si AM = tu +t" AC.
x=t—-6t"+5
y=2t
z=-3t+t' +2

1 1
b. 71<—1>,A_6<4>.
1 -1
M appartient au plan contenant les droites
(D) et (D) si AM = tii + t’ AC.
x=t+t
y=—t—4t"-1.
z=t-t"+3
94. 1. n} et n, vecteurs normaux res-
pectivement des plan (P) et (P’) :

1 -1
1) im(-1) em=-n
1 — 1

0
Soit A | O |, appartient a (P), A appartient

1
a (P"), les deux plans sont confondus.

2. n; et n, vecteurs normaux respecti-
vement des plans (P) et (P) :

1 -1
m(2)im(-2) em=-.
1 -1
0

Soitt A | O |, appartient a (P), A n’appar-

1
tient pas a (P), (P) N (P") =D. Les deux
plans sont paralléles.

3. n; et n, vecteurs normaux respecti-
vement des plan (P) et (P") :

1 1
(o) m 1) oo
1 1

X+2y+z=1 X+2y+t=1
X+y+z1=2 SiXx+y+t=2

z=t z=t
x=3-t
[ =1 _y:—1
z=t

Lintersection des plans (P) et (P’) est la

x=3-t1
droite (D) d'équation: {y =-11.
z=t
2 1
95, E< 1 > iV <— 1> deux vecteurs du
-3 1

2
plan (P) et w{ 1
la droite (D). \~3
w=10 + 0v.

vecteur directeur de

0
Le point O<O> appartient a la droite
0
0=2t+t'-3 (0=2t+t'-3
(D)j0=t-t'-1 ©{0=t-t"-1
0=2-3t+t" [(0=1-2t
ro=1
‘=2
& Jimpossible.
=1
t=2

La droite (D) n'est pas incluse dans le plan

(P). 1 1
96. 1. U<1>;7<—1>.
-1 1

2. w=20+3V,si w=td + t’v alors
les vecteurs sont colinéaires.

;

3. Soit A| O | un point de la droite (D)
2

T=1+t+t’ t+t’ =0

0=-2+t+t'©t-t'=2,
2=2-t+t’ t-t'=0
pas de solutions au systéme. La droite (D)
est paralléle au plan (P).

97. 7 vecteur normal du plan (P) et U
1

vecteur directeur de la droite (D) : 77 | 2 |;
2 2
ul 1 |en-u=0.
-2
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Soit M(1; 4; 3) un point de D, M n'ap-
partient pas au plan (P). La droite (D) est
paralléle au plan (P).
98.

Intersection de la droite
x=1-t
y=4+t
z=2+t
2X+y—-2z=8

—
~

D) et du plan (P).

99. N vecteur normal du plan (P) et
Uvecteur directeur de la droite (D) :

1 -1
Al-1);ul 1 |ehr-i=0.
1 2

Le point M(1;4;2) appartient a la
droite (D) et au plan (P). La droite (D) est
incluse dans le plan (P).

1
100. 1. Vecteurs normaux n_’1< 2 >;

—1 1
e
1

n,=-—1+2-1=0.Les
deux plans sont perpendiculaires.
2.

X+2y-z+1=0 (x+2y—-t+1=0

-X+y+z=0 S{-x+y+t=0
z=t z=t 1
XZt—'Ig
Sly="_
) z=t
101. 1. Equation du plan :
4x+y+22-4=0.
-3=9+4t (t=-3
2. 13=6+t <<{t=-3;B appartient
-4=2+2t [(t=-3

a la droite (D).

X+ 1 10 + 4t
3. AM{y-2|;AM| 4+t |.
z-3 -1+ 2t

AMZ=(10+ 4t)% + (4 + )2 + (- 1+ 2t)°

=21t + 84t + 117.
4. distance minimale atteinte pour
t=-2;AM? =33,

102. 1. Vrai, les points A, B et C sont so-

lutions du plan. >

2. Faux car le vecteur DE( 2 | n'est
-1

pas normal au plan (ABC) dont un vecteur

2
normal est ﬁ< 2 > .
-1
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-2 -2
3.vrai:  AB| 1]; D|-1];
—4 1

AB-CD =0.
3__ _=7
E_ 2t+2 t= 0
4. Faux:14=4 =
-9__ 7
T 4t + 1 t:%
103, 1. (x=2)%+(y-2)%+(z-2)%=16,

2
cercle de centre Q < 2 > et de rayon 4.

Sphére verte. -1

104. 1 0 ] %
1. a. C{ 1] ;E[O ;IE AR
0 1 0 0
x=1-t
b. C(M=tCEiy=1-t < M appartient
z=t

a [CE] pour t compris entre 0 et 1.

2. a. Equation du plan médiateur de /f
est —x +y=0;C et £ appartiennent a
ce plan.

b. M appartient au plan médiateur,

Ml = MJ ; MlJ est un triangle isocéle en M.

2_ o2 1
c. IM“=3t t+4

e - [a) T
3. a. O définisur [0, ], > sur [O, 3], la
fonction sinus est croissante sur cet inter-

valle, 6 est maximum quand le sin (g)
est maximum.

b. Dans le triangle isocele /M/, K milieu
de [l/]. IMK triangle rectangle en K et
sin <Q> = % IK est constant, la fonction

2
sinus est maximale lorsque /M est mini-

mal.

c. Le minimum de la fonction est obtenue
-1 ini n_1

pour t = 3 le minimum est f<6> X

d. f(t) = IM?, le minimum de /IM* (donc

de IM) correspond au maximum de l'angle

(IMJ), donc M, de [EC] de paramétre % est
['unique solution.

e. La distance de M a (EC) est obtenue
par le projeté orthogonal du point de M
sur (EC). Le point M, est le projeté ortho-
gonal du point / sur [EC].

En route vers le bac (p.318-321)

2. (x=4)%+(y-3)%+(z+ 1)%°=13, cercle
4

de centre Q< 3 > et de rayon V13.
Sphére violette. 1
3. Q' =V5; V5<4+vV13, les
deux sphéres sont donc sécantes.
5. équation cartésienne du plan média-
teurde QQ" :4x + 2y - 17=0.
6. Equations paramétrique de QQ" :
X=—2t+2

y=t+2

z=-1

| Chap. 6 Géométrie dans l'espace

3R

2, X
Rx 3 Ir-n

T2 (g
=Zh2(3r-h).

R

. a.
V, =T (R*=x%)dx=m

R-h

b. Volume occupé par les 2 sphéres :

A2 ()

3 2 2 \Zf
S(3) (ve-2).

105.
1. a. (P)=3x1+1x3-1x2-1=3,
le point C n'appartient pas au plan (P).

1 0
b. Pour t =0, <0> ;pour t =1, <2> ces
2 1

deux points appartiennent a la droite et au
plan (P). La droite (D) est incluse dans (P).
2. a. Equation (P")=—x+2y-z-3=0.
x=1-t
y=2t
7=—t+2
-X+2y-z-3=0
x=0
s 2.
z=1
t=1
c. a=A(0-1)%+(2-3)%+(1-2)2=V3.
3. a.
CM2=(-t+1-1)%2+(@2t-3)%+ (-t +2-2)°
=6t°—12t +9.
b. CM(t) est minimale lorsque CM’ (t) est
nulle. CM” = 12t =12 =0, pour t = 1.

b. Coordonnéesde/:

106. Partie A
1. /' milieu de [AD],
Al=1ID «MD - MA = (Ml + D) - (M] + IA)

= (Ml —IA) - (Ml + IA) = MI? - IA®.
2. MP?=IA>© M/ =IA. Lensemble (£)
est une sphére de centre / passant par A.

Partie B

-3 -3
1. a. AB| 6 |;AC{ O |.
0 4

AB - h=—3x4+6x2+0x3=0.

117
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AC -T=-3x4+0x2+4x3=0T7
est bien un vecteur normal au plan (ABC).
b. Equation du plan (ABC).

4+ 2y +3z-12=0

x==5+4t
2. a.Equation deladroite (A){y =2t
z=1+3t
b. Coordonnées de
x==5+4t x==1
:y=2t oy y=2 ’
z=1+3t z=4
4x+2y+3z-12=0 t=1
H(=1;2;4).

C. DH=A/(-1+5)%+ 2%+ (4-1)2=V29.
d. H et D appartiennent a la droite
(A). HDest orthogonal au plan (ABC).
Les points H et A appartiennent au plan
(ABC), donc HD - HA =0, H appartient a
l'ensemble (£).

3 0
107. 1. a. AB| 2 |, AC| 2/,
-2 1

AB-AC=3x0+2x2-2x1=2,
AB=V17,AC="5.
b. A_E-A_()T=AB><AC><COSE4\C.
—_— 2 ———
CosBAC = —=%—— =>BAC = 77°.
V175

c. Langle BAC n'est ni nul ni plat, les
3 points ne sont pas alignés.

2. pour A:—4+0+2+2=0, égalité
vraie.

Pour B:2-2-2 + 2 =0, égalité vraie.
Pour C:-4-2+4+2=0, Aégalité
vraie.
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Les coordonnées des points A, B et C véri-
fient I'équation, il s'agit bien d'une équa-
tion du plan (ABC).

3. Coordonnées des vecteurs normaux
1

respectivement de P, et P, ny( 1 |;

1 -3
n, <— 2> . Ces deux vecteurs ne sont pas
6
colinéaires, les plans P, et P, sont sécants
suivant une droite.
X+y—-3z+3=0 X+y—-3t+3=0
[x—2y+6z=0 ©[x—2y+6t=0
z=t z=t

x==2
@[y:— 1+3t=0,teR.
z=t

4. Le vecteur directeur de la droite et le
vecteur normal de (ABC) ne sont pas or-
thogonaux, la droite D n'est pas parallele
au plan ABC.

coordonnées du point d'intersection de D
et du plan (ABC) :

X=-2 xX=-2

y—-1+3t on y=—4;
z=t z=-1

2X—-y+22+2=0 t=-1

H=2;-4;-1).

5. Equation de la sphére de centre Q et
de rayon 3.
a k=1%+(y+3)°+(@z-1)2%=9

SxP+y+ 78 -2x+6y—27+2=0.
b. Intersection de D et de la sphére :
3)2+Bt+2)%+(t-1)°=9

©10t% + 10t + 5 =0.

A=4-8=-4.1ln"y a pas d'intersec-
tion entre la droite et la sphere.
c. Pour montrer que le plan est tangent,
il faut montrer que la distance de 2 avec
le plan (ABC) est égale au rayon.

2+3+2+2
d. d(Q, (ABC)) ==—————==3.
(@, (ABC)) = NG
0 2
108.1. AB| 4 |;AC| O | les 3 points
-2 -

définissent un plan. Les points A, B et C
sont solutions de |'équation :

2X+y+27=4.
2
2. a. BC| -4 ]équation du plan (P)

passant par A et de vecteur directeur
BC:x- 2y =0.

b. Le vecteur normal du plan (ABC) n'est
pas colinéaire a BC, les deux plans sont
sécants:

M( )eA{X+2y=O
X2 X +y+22-4=0
x =2t
p= _y:t
z=—gt+2

La droite (BC) est orthogonale a (P) et
donc est orthogonale a A. Cette droite
contient le point A et est perpendiculaire
a [BC]. La droite A est donc la hauteur
issue de A du triangle ABC.

1 1
3. a. I milieu de [AC]/ <o> , E/<— 4> .
1 1

x=t
La droite A” a pour équation : {y =4- 4.
z=t

2 0 2
b. AB| 0 |; AC| 4 |, BC(-4]);
-2 -2 0

AB=2V2; AC=2V5;BC=2V5. Le

triangle est isocele.
4. H point d’intersection des droites A
et A,
8
rtzt’ rtzt’ §—f
2t=4-t" ©i2=9<j2=ton  ob-
-5t+2=t 2=9t 2=t

tient alors H(§ 4. §) Le point H com-
9 909

mun a deux hauteurs est 'orthocentre du

triangle ABC.

5. OF-AB=8x0+%x4+8x(2)=0;
9 "9 "y

@-A—E=§X2+5XO+§X(—2)=O. La
9 9 9

droite (OH) est orthogonale au plan (ABC).
OH =

2 2 2
ow=(3 (004
9 9 9 81 3

-3 -5
109. 1. a. AB(-4]; AC| 2 |,siles
1 7

vecteurs sont colinéaires alors il existe

-3=5t¢t
une valeur de t : [— 4 =2t. Impossible, les
1=—17t

points A, B et C ne sont pas alignés.

;
b. (1],
—1

n ;ﬁ:-3x1-4x( 1)=1x1=0.
Le vecteur n; est orthogonal aux vecteurs
AB et AC, est un vecteur au plan (ABC).
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1. c. Equation du plan (ABC) :
x—-y—-z+1=0.
2. a. M appartient a (D), ona OM = t7.
x=t
y =—t équation de la droite (D) passant
z=—1
par O.

b. Coordonnées du point d'intersection
O’ de D et du plan (ABC) :

x==1

x=t y:f
z=-1 ,=1
x-y—-z+1=0 31

t=—

3

3. H intersection de (BC) avec | le plan (P)
perpendiculaire & (BC),ona: OH « BC =0,
donc:

BO - BC =BH - BC = tBC - BC =t| BC,

onaalors:t—BO BC( B+ C)
|BE|?
2 -2

BO| 6 |;BC| 6 ,onaalorst:%.

-5 -8

_ 44

13

OH = OB + tBC - OH ‘1—234

-7

13

110. 1. La droite (D) a pour vecteur di-
2

recteur AB <— 3> et passe par A.
-1

x=1+2t
y=-2-3t.
z=-1-t

2. Ladroite (D) a pour vecteur directeur
-1

—>

ul 2

1
(D) ne sont pas paralléles.

{2—k=1+2t

. G+ k-AB. Les droites (D) et

1+ 2k=-2-3t,

k=-1-t
systéme. Les deux droites ne sont pas co-
planaires.

pas de solutions au

3. a. A et B appartiennent a (D),
PA)=4x1-2+5(-1)+3=0;
PB)=4x3-5+5x(-2)+3=0. Les
points A et B appartiennent au plan P.

b. Coordonnées du point d'intersection C
de (D") et du plan (P):
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x=2-k xX=6

y=1+ 2k y=-7
f==

Z=k CZ:—4.

4X+y+5+3=0 k=-4

4. La droite (A) passe par C et a pour
1

vecteur directeur u7| 1

-1
a. U-u;=(1)x1+2xT+1x(=1)=0.
Les deux droites sont orthogonales et
possedent comme point commun le point
C, elles sont donc perpendiculaires.

b.
T - AB=(1)x2+ 1% (=3) + (- 1) x (- 1) =0.
[6+k=1+2t

k=- :
—7+k:—2—3t¢>{ > 1;le point £ a

t=

—4—k=—1-t s
pour coordonnées : £ <— 8> .

-3

111. 1. a

2. b.

3. b.

4. c.

5. a.

6. b.

112. 1. a

2. c.

117. 1. b. 2. d. 3. c

118. Un vecteur normal d'un plan est un vecteur directeur d'une
droite orthogonale a ce plan. Un vecteur normal d’un plan est un
vecteur normal d'un plan paralléle. Un vecteur directeur d'une
droite est un vecteur directeur d'une droite paralléle.

1. équationduplan: 2x + 3y — 5z + 4=0.

x=2t+1

2. ly=—t—-2 équationde D’.
z=4t
x=2t+1

3. Jy=3t—-2 équationde D”.
z=-"5t

-2 -3
4. AB( 1 ) ;AC|-1];
1 1

x==2t=3t'+1
équationdu plan:jy=t—-t' -2
z=t+t

113. 1. c.
2. d.

14. 1. c.

N= nAw
oH ooy

3. a.
115. 1. Faux, si t=1 alors x=1 (im-
possible).
2
2. d| -3, vecteurdirecteur de la droite

.
(D), équation du plan: 2x—3y + z + d =0.
O appartient au plan donc d = 0. Vrai.

2
3. d|(-3]),
1

3

droite (D) ; d <1> , vecteur directeur de
3

la droite (D). d - d” =6 -3 + 3+ 0. Les

deux droites ne sont pas orthogonales.

Faux.

vecteur directeur de la

4. d et d” sont non colinéaires. Le Sys-

2t —1=3t
téme <— 3t + 2 =t" + 2 n’a pas de solu-
t=3t"-1

tions. Donc faux.

Accompagnement personnalisé (p.322-323)

x—-0=a 0
119. a. AMiy-0=0 < M 0 ,
z—-3=-a 3

2-a
Donc MM’ b

a+b+1

Chap. 6 Géométrie dans l'espace

_2 1 iz
5 glz2r3+ Ve
V14 7

.
116. 1. §<_ 2>, vecteur directeur de
3

1
la droite (D) ; ﬁ<2> ;d-A=0.llnya
1
pas de point commun. D strictement pa-
ralléles. Vrai.
X—=2y+3z=3 X—=2y+3z=3
2. Faux : k2x+3y—22:6<:>l7x+ Sy =21
Ix-y+4z=12 7x + 5y =21
lintersection des deux plans est une
droite.
2-3t=7+2u R )
3. |—3+2t=—6—u©{u_ . Vrai.

=-1
T+t=2+2u

2 4
4. AB| 4 |; AC(—-4]. Les deux vec-
-2 -4

teurs ne sont pas colinéaires donc le plan
(ABC) existe. Les coordonnées de A, Bet C
vérifient ['équation. Vrai.

3 5
5. A_B><O>;A—é<—2>.Les deux vec-
-3 2

teurs ne sont pas colinéaires, donc C n’ap-
partient pas a la droite (AB). C ne peut étre
barycentre des points A et B donc faux.

—a

x'-2=0 2
de méme BM’3y’—0=b & M| b |.
Z’—4=b

4+0b

)

b.MM?=(@2-a)>+b°+ (a+b+1)°
=2a’°+2b°-2a+2b+2ab+5
=a’+b’+2ab+a’+1-2a+b>+2b+1+3

=@+b)’+(a-

—

cetd {MM-u=0
M-v=0

0%+ (b +1)°%+3.

4a + 2b=2 a=1
{a+2b:—1 {b:—1'

e.On obtient alors: MM’2 =3 & MM’ =V/3.
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2 1 4
120. 1. ny|=1];ny(-05];n3|-2
1 0,5 2

>;n1:2n2;

ny = 4n , les plans sont paralléles non confondus. /=@ .

x=t-2 1
2. PN P,: y=4t—2;9<4> vecteur directeur de P, N P, .

z=t 1

2

10 —2
d-n;=0.
0

i} Construction

P2 a. Lasphére (S) et le plan (P,) ont pour
intersection un cercle que l'on notera (C,).
b. (S) est lasphére de centre C(2 ;- 1; 1)
et de rayon 2 donc une équation de la
spheére (S) est donné par

x=2)°+(y+ 1)+ (z-1)°=2°

SXP X+ Y+ 2+ 2P -22+4+1+1-4=0
SXP-X+y +2y+2°-22+2=0.

c. On remplace z=0 dans la premiére
équation:

siz=0alors x> —2x+y* + 2y +2=0
équivaut a (x —2)% + (y + 1)% = 3.

Dans le plan (xOy) on obtient le cercle
(C) de centre x=2ety=-1 et de
rayon V3.

EJ a. lintersection avec le plan (xOz)
d'équation y=0. On remplace y=0
dans l'équation de (s) alors on obtient
=22+ (N2+@EZ-1)%=4 ce qui
équivaut a (x — 2)% + (z— 1)%=3.

On obtient le cercle (C,) de centre
x=2ety=1etderayon V3.

b. Sur Géospace, on fait apparaitre l'inter-
section des deux cercles et on voit qu'il y

TP Info (p.324)

Sur les pas du supérieur (p.325)

Le point de la droite / <— 2> appartient au plan P_;

3. résolution du systéeme:

Chap. 6 Géométrie dans l'espace

J est la droite incluse dans le plan P..

xX-y+22+1=0
2X+y+4-2=0% | est un
X+y—-z+2=0
-19

9

point de coordonnées: {y = g

11

ZZ?

a deux points communs nommeés £ et F
sur la figure.

c. Déterminer leur coordonnées revient

x-2)2+(z-1)%=3
a résoudre {(x—2)°+ (y + 1)°=3 On
z=0ety=0

trouve alors que (x—2)° + 1=13 ce qui
nous donne deux solutions x =2 + \/2
etx=2-V2.

Et puisque y=0et=0, on obtient
les deux points E(2 — 2V2;0; 0) et
F(2+2V2;0;0).

I a. Avec Géospace, on ne voit rien ap-
paraitre.

b. A(O;—1;1) appartient a la sphére
car ses coordonnées vérifient une equa-
tion de (S) (on peut aussi dire que la dis-
tance AC = 2).

c. Intersection avec le plan (Oyz) :si x = 0
alors (x=2)°+(y+ 1)+ @z-1°=4
équivaut a (y + 1)% + (z—1)?=0. Donc
on obtient un seul point d'intersection tel
que x=0,y=—1etz=1.Clestlepoint
AO;=1;1).

d. A appartenant a la sphére alors AC = 2.
Le plan (yOz) a pour équation x =0 et a

pour vecteur normal 77 { O | .

2-0 0
AC(-1=(=1)] donc le
1-1

vecteur

2
AC <0> est colinéaire au vecteur 7, nor-
0

mal a (yOz).

Donc la droite (AC) et le plan (yOz) sont
orthogonaux.

e.le plan (yOz) est donc tangent au
cercle (S).

\

y

X

| faux. faux. faux. vrai. 1 o
faux. vrai. faux. vrai.
faux. vrai. vrai. vrai. p\1]:Q\1].
1 1

RO A
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1 1

wl1). AP - =2. v=2. 3

1 les coordonnées du point / sont / %

1

-1 1-x 3
AB( 1 );P|1-y]| ;AP-IP=x-y=0. 2 —1 —1
0 1-z 3 3 3

IA+IB+IC -1 2 + [ = |=o.

' 3
=1 T-x —1 — 1 2
AC( 0 |;/|1-y]|;AB-IP=x-2z=0. 3 3 3

1 1-z I est 'isobarycentre du triangle ABC.
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Probabilités

conditionnelles
et lois continues

Programme officiel

Contenus Capacités attendues

Conditionnement, indépendance
Conditionnement par un événement de - Construire un arbre pondéré en lien avec une situation donnée.
probabilité non nulle.
Notation P, (B). - Exploiter la lecture d’un arbre pondéré pour déterminer des probabilités.

« Calculer la probabilité d'un événement connaissant ses probabilités conditionnelles relatives a une
partition de l'univers.

Indépendance de deux événements. - Démontrer que si deux événements A et B sont indépendants, alors il en est de méme pour A et B.

Notion de loi a densité a partir
d’exemples

Loi & densité sur un intervalle;
Loi uniforme sur [a, b]. « Connaitre la fonction de densité de la loi uniforme sur [a, b].

Espérance d’une variable aléatoire suivant
une loi uniforme.

Lois exponentielles. + Calculer une probabilité dans le cadre d’une loi exponentielle.

Espérance d'une variable aléatoire suivant | - Démontrer que l'espérance d'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A
une loi exponentielle. est 1

Découverte (p. 328-329)

1. Changement d’univers 035xN 7 P(FNE)
1. a. P(E)=065. PE(F)‘O,sst‘ﬁ" P(E)
b. P(F)=0,45. 2. Avoir une bonne découpe

c. P(ENF)=0,35.

1. Il'y a équirépartition entre les 10 segments puisqu’ils ont la
2. a. On note P.(E) la probabilité cherchée. En utilisant la loi

méme longueur.

équirépartie sur 'ensemble des femmes, on obtient : Donc: P(0,2<X<0,3)= 1
p(E) = Nombre de femmes qui gagne moins de 20000 € T =710
PlE) = Nombre de femmes de Centreprise . Z.AOn peut découper le segment [0; 1] en .1.00 segmelj.ts de
En notant N le nombre d’employés de l'entreprise, on a: méme longueur [0; O,.01[,\...,'[0,99 ; 1]. Choisir X dans linter-
035xN 7 valle [0,21; 0,25[, revient a tirer au hasard parmi les 100 seg-
PE)=5e 7 N"35" ments, les 4 segments [0,21 ; 0,22[, ..., [0,24 ; 0,25[ qui forment
PENE)_035 . . 4 le segment [021;025[.
p(F) 045 T Donc: P(0,21 <X < 0,25) ==
PENE)_, ) 3. De méme, on trouve : P(0,216 < X < 0,219) =ﬁ .
=P.(E).
P(F) ) , 4. On peut conjecturer que: P(a <X <b)=b —a.
3. a. b. Méme méthode qu'au 2. 5 P(X=a)=0
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3. Vers la densité d'une loi de probabilité b.
1. a. Sprend ses valeurs dans [0 ; 2]. [Evauaiion ime: 7161
ly . . . . . . . . [
b. c.d. '
Fich Edit Cf Aide CAS Expression Cmds Pr Graphic Geo Tableur Phys Scolaire Tortue 74 % . . . . 0.8
Unnamed i 11-2012/Livre/E) i é é 8-10.xws
2 | Sauver| Config Découverte3-2-28-10.xws : exact real RAD 12 xcas | Kbd x|
[EchX =randvector(1000,0..1) A lo.s
[0 382609977387, 0.113020375837, 0. , 0. 1, 0.865 , 0.427133718506, 0.311593035236, 0.391
L M
[EchY:=randvector(1000,0..1) . .
[0 820906882174, 0.223676085938, 0.973830422852, 0.471052352339, 0.521057625767, 0.620962703601, 0.822671301663, 0.1¢ [
L M
[lEchs:=Echx+Ecny
[{1 20351685956, 0.336696461774, 1.93046362846, 1.08965461515, 1.38621686166, 1.04809642211, 1.1342643369, 05832ﬂ [ : [0-2
EchS,0,0.5)
00.05, 118 A 1 0
05 .. 1.0, 400 05 1 15
10 .15, 357 = n N L. )
4520, %5 5 c. Cette courbe semble étre un bon modéle pour décrire la loi de
2. a. On obtient un histogramme de ce type : la variable aléatoire S.
ey 3. a. C'est l'aire d'un triangle, on obtient 1 u.a.
|[Evaluation time: 38.314 05 , T .
T : : : : : : : : : b. fo f(t)dt est égale a l'aire sous la courbe €, et les droites
: : — : : : Rk d’équation x=0,x=0,5et y=0.
— - : : : . 05
[ fede~F(s <o),
0.6
c
o Evénement | S<1 |[S<05[S>12|06<S<12 | S<2
02 Probabilité 0,5 0,125 0,32 0,5 0,1
- - — > d. Le modele semble bon puisque les fréquences fluctuent

. , autour des probabilités.
On remarque que les histogrammes prennent la forme d'un

triangle.
Exercices (p.350)
1.a 29. Corrigés dans le manuel. 34. P,(B) + P,(B) =1 car sachantA, B p (C):l
1. Probabilités conditionnelles ou B est certain. Sinon on calcule : R 2 3
P(ANB _ P(ANB) P(ANB PFNT) ==
s0. p,(3) =40 )=06011=o,1 P () + P, @)= A8 PACE) (FON=5;
P(A) O P(A) P(A) - P(DUC)=P(D)+P(C)—P(DNC)
p _P(ANB) 0,01 P((ANB)U(ANB)) + P((ANB)N (ANB)) 11 1 16 4
L(A) = === = 0,05. _ _1,1 1 _16_4
p®) 02 P(A) 1374752 52 13
31. P(ANB)=P,(B) x P(A); (P(A) # 0) P(A) + P(@) P(A)+0 2 PFNR=S -3
1.1_1 STem  e@) 52 26
=1°3712 34 ©N1_ 5
P(A 100 1
_PANB) 1 6_1 35. 1. P,(+)= (AN+)_700_ 85 3. Py(T) = 2-1.
PO ==y =727 7"3" P(A) ~ 40 100 PD) 1
A 1271 2 06 7
P(AUB)=P(A) + P(B) - P(AN B) b 2 - P(B):P(BﬁR avec
_1,1.1_.3 2. pB)=——=100_1 ¥ P(R)
37272 4 P(-) 6 8 P(R)=P(BNR) + P(ANR)
32. X:le résultat obtenu, 1 100 17
X>2)={2;3;4:5;6 L 573 4
(, . ) {. . ; malades | sains donc Py(B) = 23 =7
douPXBZ(lmpalr)=§. 1. 1,17
) vaccinés 3 72 | (75) 273 24
33. R = on tire une boule rouge. 5 20
18 R non vaccinés 7 18 | (25) 39 P(A):T)o’PA(B):W
2/9 R<_ (10) (50) et Px(B) :1_?)0'
8RO 5 o4 . p(M)=P(VmM)=i 1
R P_§X§_£' vV P(V) 75' 1. P(Aﬂ B):P(A)XPA(B):—.

y 1/4 100
7/9 - _
R< 37. 1. PC(D):%; 2. P(B)=P,(B) x P(A) + P5(B) x P(A)
3/A~—R
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2.5, 3 (1_5)
(B)=700"700 * 700 \" ~ 700

_ 1 . 285 _ 385
P(B) 100 + 10000~ 10000
1
__100 _100_20
3 PylA) = 385 385 77°
10000
40. 1. «A a au moins un as » est ['évé-

nement contraire de « A n’a pas d'as ».
n_48 47 46 45 44

P(A) = 5275175049 48 0,659
(sans hypothése sur le B, son jeu est assi-
milé au « 1 as ») donc
P(A aau moins 1as)~ 1-0,659=0,341.
2. Baunasrevient a dire qu'on distribue
5 cartes a A d'un jeu de 47 cartes avec
3 as.
P(K):4OX41 X 42 x 43 x 44

45 x 46 X 47 x 43 x 44
d'ott P(A)=1-P(A) = 0,292.
3. Idem 2., avec un jeu de 47 cartes avec

4es. 44 % 45 x 46 x 47\~
e X X X -

P(A)= (35 X 40 x 41 x 42)

d'ot P(A)=1-P(A) = 0,372.

47. 1. P(F) + P(A) + P(C) + P(l)
=2P(F) + 2P(F) + 2P(F);

P(F)=g=P() et P(O)=P()=3.

2. a. Ona:

P(SNA)=P,(S) x P(A) = 05><— 11_2

b. F A, C, | forment une partltlon, sily a
un chat c’est chez l'un des 4 et l'achat se
fait sur un seul site (intersection vide).
(F, A, C, I sont non vides) d'ou :
P(S)=P(SNA)+P(SNF) +P(SNI)+P(SNC)
11,21, 11
2 5 6 5 3 10 3
_5,2,8,2_17
60 60 60 60 60

42. 1.
P(«Gagné») =P(U =1) x P,_, («Gagné»)
+ Pyoy X Pucy («Gagné»)
P(«Gagné»):1><l+l><1 4
5 2 3 15°

Sur un grand nombre de parties, la fré-
quence de parties gagnées tend vers la

probabilité, c'est-a-dire Tc-

2. | varIABLES
U EST_DU_TYPE NOMBRE
k EST_DU_TYPE NOMBRE
N EST_DU_TYPE NOMBRE
C EST_DU_TYPE NOMBRE
F EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE N
C PREND_LA_VALEUR 0
POUR k ALLANT DE 1 A N
DEBUT_POUR
U PREND_LA_VALEUR ALGOBOX_ALEA_ENT(1,2)
SI (U==1) ALORS
DEBUT_SI
SI (ALGOBOX_ALEA_ENT(1,5)<=1) ALORS
DEBUT_SI
C PREND_LA_VALEUR C+1
FIN_SI
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
SI (ALGOBOX_ALEA_ENT(1,3)<=1) ALORS
DEBUT_SI
C PREND_LA VALEUR C+1
FIN_SI
FIN_SINON
FIN_POUR
F PREND_LA_VALEUR C/N
AFFICHER "La fréquence de parties gagnées est égale a "
AFFICHER F
FIN_ALGORITHME

3. Les fréquences tendent vers 145

4. On dispose de deux urnes U, et U,
contenant respectivement 1 boule noire
et 4 boules rouges et 1 boule noire et
2 boules rouges. On choisit une urne au
hasard puis une boule dans l'urne choisie
(les boules sont indiscernables au tou-
cher). La partie est gagnée si l'on tire une
boule noire.

2.Arbres de probabilités
43. et 44. Corrigés dans le manuel.
45. a.

Q
1/3 _
3/4 B
b. 1/2_—B
g
172 B
Q
172
173 _<
A B
P(ANB) (ANB)

© Hachette livre, 2012 124

Reperes T s, Livre du professeur

| Chap. 7 Probabilités conditionnelles et lois continues

46. a.
2/3_~B
Aw<
113 1737~38
3/4_—B
Q Az<
1/2 B
1/4 B
178
1/5_—B
Ag<
4/5~3
PA)=T-P(A) -P(A)
PAi(B) =1- PAI,(B)~
b. 1/2 B
A1<
217 172>~8
2/3 B
Q Az<
3/7 B
1/3 B
2/
1/2—B
A3<
1/2~8
P(A,NB)=P(B)—P(A,NB)—P(A, N B)=1;

P,B)=1-P, (B).

Py 8=

~NIN N =
N|—

PA1(B): 1 _PA1(B)'
47. 1.

48. VA variétés, PR pop-rock, CJ classique
jazz, A albums, T 2-titres.
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1 A
0,75
.
VA 0,25
0,40
080 _ A
Q 035
020 T
0,25
C
] 0%
0,01 : T
P(A)=P(VANA) + PPRNA) + P(C) N A)
P(VA) Pa(A) + P(PR) X Py (A) + P(CI) X Py (A)
A 3,354,149
0 4 10 5 4 100
_3,7,9 _120+112+99_331

10 25 400 400 400

99

PIONA) 700 99

P(A) 331 331
400

PA(CJ) =

3.Indépendance

49. et 52. Corrigés dans le manuel.
53. P(ANB)=P(A) x P(B)=0,06.
P(AUB)=P(A) + P(B)—P(ANB)
=0,2+03-006=0,44.
54. P(A)=1-P(A)=0,4.
P(A N B)=P(A) x P(B) B
car A et B sont indépendants donc A et B
aussi ; PARNB) 0.2
s 21
d’oll P(B) = —— ==
®) P(A) 04 2
P(ANB)=P(A) xP(B)=0,6 x
P(ANB)=P(A) x P(B)=
55. A et B indépendants donc
P(ANB)=P(A) x P(B) d’ois
_01 1
P(B)= 03 2°
P(A)# 0 et A et B sont indépendants
donc P,(B) :% ;
P(A)# 0 et A et B sont indépendants

donc P;(B):%:P(B).
56. A et B indépendants donc
P(ANB)=P(A) x P(B).
P(AUB)=P(A) + P(B)— P(AN B) donc
0,65=0,3 + P(B) — 0,3P(B).

_035_1
P(B) = 07 "2

-9 .pp)=_5_.

57. 1. P(A)_100 ?f:(B) 100

54 _0,54

P(A) x P(B) = 0000 100 donc

A et B ne sont pas indépendants.
P(A)—P(ANB) est la probabilité que
seul le défaut A soit présent d'ou
P(A seul) = El 3 _ 6

700 100 100
Q (card (Q) = 100)

P(AUB)=1-P(AUB)
=1-P(A)-P(B) + P(AN B)

_100-95-6+3_88 _22

100 100 25

58. Pour chaque dé, P(pair)
P—P;P—1;1-P;l—1Isontles 4 types de
tirages possibles et ils sont équiprobables.
P — P et P — | donnent une somme paire.
P —1et |- P donnent une somme impaire.
On en déduit que P(A) ==

P(B) : somme > 10 donc 11 ou 12 donc
(5;6) (6;5)ou(6;6)

:P(impair):%

PANE) = (6:6);
P(A)x P(B) =3 <5 =5

Donc A et B ne sont pas indépendants ;
donc A et B ne sont pas indépendants.

59.

o [1]2]3] 4
PI=X) | ¢ || 355 1206
yi |lol1]2]3] 4
PY=Y)| § |55 | 755 [0 106

1. Non X et Y ne sont pas indépendants.

P(X=1)N (Y = 1)=P(@)=0
P(X = 1)xP(Y=1) = 756¢0
60.
X 0|1 yi |o|1]2
AR ERE
PX=x) 2 15| [PY=) 3536 776

Il peut étre utile de faire un arbre pour
visualiser les résultats.
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P(X=0)N (¥ =1)= 2R T=P(X =0) xP(=1)
P((X=O)ﬂ(Y:2)):g><é><é
=P(X=0)XP(Y=2)
P((X=1)ﬂ(Y=0))=é><§><g
—p(X = 1) xP(Y=0)
p((><=1)m(v=1))=é><<3_56+3—56)
=P(X=T)xP(Y=1)
P = NN(Y=2)= 2x X2
=P(X=1)XP(Y=2)

Donc: X etY sont indépendantes.

4. Lois de probabilités continues

61. et 62. Corrigés dans le manuel.
63. « Pourtoutxde[-1;1], f(x)=0

1 |-t 1
[1f(x)dx——4x + 53X
__1 1_(_1_1>
2727737 2)7]

Donc f est une densité de probabilité sur
[-1:7]

64. « cos est positive et continue sur

[ 72[ 72[] donc f:x—kcos; k>0 est
posmve et continue sur —% g

VA
f k cosxdx = ksm]e =k - (-k)=2k

e e

_/:Ezf(x)dx:H:)Zk:‘I@ k=%

e a1
65. 1. f1 =1
donc lna—-In1=1 d'oll a=e.

f lx=06

donc lnb =06;b=e%
66. 1. P(2<X<05) est la surface du

trapéze de sommets (2;0), (5;0),
(2;f(2) et (5; f( )
0,25
on trouve f(5) = Z f(2) = 7
P2<X<5)= ’Zfb h
_74 X 3=="—
2 8

2. P(X > 4) est lasomme de:

+ la surface du triangle rectangle de som-
mets (5;0), (5;f(5)) et (9;0);

- la surface du trapéze de sommets
(4:0), (5;0), (5:F(5)) et (4;f(4);

3 5 =1
on trouve f(54) = 3 (5)—4.
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3
0,25 x =
P(X>4):0’252X4+ 216><1
- 7 23
=025+5=%.
67.
’|<
f(X)=%Sin(X)
1]
2
0 Tt 2n 3n 4z

F(x) = —%cost] =%—%

m_1 1., m_1_V2_2v2
F<4>_2 2947272 T4
3my _,_1,1_..3¢
1—F<4>—1 2+2cos4

_1_1v2_2v2
2 2 4 4

Ces deux zones
ont la méme aire
(sinus et
symétrique par
rapport a l'axe
d’équation x = E).

68. 1. On cherche k tel que:

F(E) est l'aire de

4

la zone orange gauche;
1-F <371t> est ['aire de

la zone orange droite

800100 — x -

I = (- 800)dx = 1
800100 — x

or fm T(x—soo)dx
1

=1 oo ( x2 + 900x — 80000) dx

1 31800 2T
(X X 800
Tk ([ ]100 [ 00 2]100 [80000)(]100)

3 2
_1 [— 800 + 900 x 800° 80000 x 800

3 2
- (- —1‘;0 4 200¢800° _ 55000 x 100) ]
doti k=112 105,
3
fx)
120-10°
k
100-10°
k
80-10°
k
60-10°
k
40-10°
k
20-10°
k
0l 100 200 300 400 500 600 700 800 X

2. Moins de 300 objets par semaine,
c'est-a-dire  P(X < 300) soit la zone
orange claire a gauche.

300 (100 — x) (x — 800)

P (X < 300) = dx

( ) ‘/;00 1715X105

_68 3
343"

3. P(350<X<550):£550de

X 10

_143 3
343

C’est la zone orange foncée a droite.
80
4 EX)= [ t(e)dr

47800 800 800 ]

[ [900 ] [800 ]
4 lioo 100 1715 5
-3 x10

100 + 800
- -

=450 =

f est symétrique par rapport a 'axe d'abs-
cisse x = 450 donc on pourrait s'attendre
acerésultatcar P (450 — 8) = P (450 + 9).

69. A. 1. Par définition de f, densité de
probabilité sur [2; 6], on a:

[P Ftde=1 =%j26(z_x)(x_6)dx

_£6(2—x)(x—6)dx=f;6(— 12 + 8x — x%)dx
:[_ X_3]6 + [P - [12x]8
=—ﬁ+§+ 1441672 + 24

32,
3

2 ; k=22,

32
3 3
3 6
2. E(X) =§f2
=<_£6
4

+
2
_192-64 3 _,

3 32
3. [~ E(e)de
=2 [Te-9e-

[P - 4@ -~ 6)dx
= [*c- 2~ 9 6)dx
=—j:22(x+ 2)x(x —4)dx =0

car x - (x + 2)x(x — 2) estimpaire.

dou 1=-x

x|

(=12 + 8% - x3)dx

X3

6 216 3
835“”9*5

t)(t — 6)dt

8.1 [ la-x)f-b)dx=1

car c'est une densité de probabilité
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donc k—fba— )(x — b)dx
—f _x2 4 (a + b)x — ab)dx

=[__] @ +b) ]b-[abx]g

a

343

_a3-p (@a+b)b® (a+b)a B 5
=" > > +a“b-ab
_a> b3 ab®  b® a® ba 2 2
=3T3tttz oAb

:ba—a3 + 3ba’—3b%a _ (b—a)3
6 6

2. 60 = [ tla - 1)t - b)ar

b

:%fa (-t + (a + b)t* — abt)dt

b b 21b
-1 (4T [5e -[aes])
_k< 7y Al e W L3
:%<a4‘—1b4+a+b(b3 33)+%(az b2)>
:(b_Ga)s (7%(b4 a)+a+b(b a3)—ab(b2—a2)>
=(b 6 )3 (—%(b —ab®+ab +a)(b-a)

—a

b(b a)(b2+ab+a)—ﬂ(b a)(b+a)>

(b-a+0)

4a3 + 4b3 + 4ab® + 4ba® — 6ab® — 6a2b>
12

= SBP-3+4) +ab’(-3+4+4-6)
+a’b(-3+4+4-6)+a’

a’b+a’_(b-2a)b?-2a%)
2(b-a)°

_ b3 —ab® -
2(b-a)?

_b?-a’_a+b
2b—a 2

5. Lois uniformes

70.a72. Corrigés dans le manuel.

73. f:X»—>%;P(X<1)='I
05 1
_2<X<-15=22=1,
Pl-2<X<-15=F=,;
E(x):#:-z.
25— (-5
74. P(-5<X<25)= £5) _3.
40-(-10) 5
4010 3
> 10) = =3,
PIX=>10)=~—g5—=¢;
P(10 < X < 50) = P(10 < X < 40)
_40-10_3
50 5
E(x):M:‘B_

2
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. 1 _1
750 fixo 3ge 3w (‘20)'
2. 375=M2385=E(x).
370 -365 1
< 370-365_1,
3. P(365 <X <370) =332~

76. 1. P=P(15< X< 20)
+ P(25<X=<30) + P(X=35)
_20-15 30-25 _1
=720 *T2 972
(Il attend au moins 5 minutes s'il arrive

entre 5 min avant l'arrivée et larrivée
d’un bus.)

2. (X>30):«ilrate le bus »;
P(X>30)=P(X=>30)=32-30_]

20 4°

77. 1. P(random < p) =_/(;Pf(t)dt, avec
f la densité de la variable aléatoire

« random » qui suit une loi uniforme sur

[0; 1], donc f(t) =
Donc P(random < p) =p.

2. Cet algorithme simule une variable
aléatoire de Bernoulli de parametre p
puisqu'il renvoie 1 avec une probabilité
égale a p et 0 avec une probabilité égale a

(1-p).

3. Variables : p un réel ; X, n et k des entiers.
Début
Lire p
Lire n
X prend pour valeur 0
Pour k allant de 1 a n Faire
Sirandom <p
Alors
X0 X+1
FinSi
Afficher X
Fin

est la densité

78. A. 1. g:
9 XHb—

de probabilité X sur [a ; b].

F(x)=P(X<x)=P(a<X<x)=Z:Z_
2. Pour (a; b)=(0; 1), F(X) =x.
B. 1. G(y)=P(Y=<y)
= ((b ) +a<_y)
=p(x< a>
_b:a

2. Y semble suivre une loi aléatoire uni-
forme sur [a ; b].

C. Il suffit de taper 4 x random + 2 pour
simuler une variable aléatoire suivant une
loi uniforme sur [2; 6].

6. Lois exponentielles

79. a 81. Corrigés dans le manuel.

82. PX=5)=[-e O3*[* =17

e

83. 1. Densité: f:x— 0,512e~ %°'%

;
>1=1- - 0,512x
2. PX=1)=1 foo,512e dx
— o 0512
1 -x
84. Densité:f:XHZe 4.
b e PXE1NX>2)
b= =2)= P(X=1)
1
PX=2) ez _1
=——=e
> 1
TP(x=1) o
_1.
85. /1_10,
E(X)=2=10;
A ; - -10
P(X>1OO)=tErPOO[—e 10 ]1oo:e .

86. P(x=2)=lim [-e*=e220,135.
87. Densité: f:x - de™ ™
PX<3=2=[-ePf=1-e

dou A=13

D’apreés le cours
Px=nX=t+h)=P(X=h)

pour une variable aléatoire exponentielle
donc Py (X = 5)=P(X=3)

=1-P(X<3)
=1-P(X<3)
—q-.2_1
1 =1-373
88. E(X)=~;
() /’L +oco
P(x>E(x))=P<x>l> =[e M1
A b
il
e
89. PX<t)= ["Ae Max=1-e

PX=1)= [T Ae Pde=e M

PX<t)=PX=t)e1-e M=o
e _ 1
f= ==
¢ 72
S -At=-1In2
@t_lnz
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90. 1. Densité: f:x— 107*. e 107 %x

car E(X) = % = 10%.

2. P> 7000) (T =12000) =
(cf exercice 77.)

P (T = 5000)

— t
= lim[-e ™ 4X]sooo

t - +oo

-

=e—0,5= e7§=

1
Ve’
91. 1. A vérifie:

1 :/(;180/1({2“ +e ")dx

180
=[e ™" + [ZX]
€ lo

—1_ 1807

e 180, .
e

__1
A= 180 est une solution évidente.

e’ + et
180

I

I

I

I

I

I

I

\}\:

I

2N 1L T ;
180 |

0l 2030 60 120

—
004
o

e’ + et
180

2. a P(X=20)=0 car /Zjof(x)dx=o.

C'est la « surface » de 'axe d’abscisse 20
réduit au segment de limité/courbe et axe
abscisse.

b. P(O<X<3O):£30<Ae"lx+%>dx

30 .I
[t A (A= 75)
30

-— 1 0
——p 180 4 — — (=
e +6e (- €Y

1 -2
= ——e 66X
1+g—e 85021,

Surface rose (a gauche) sur le premier
graphe.
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c. P(X=60)=P(60< X< 180)

X
180 <e_@ 1 >dx
“Joo \T80 * 180e

X 180
s X
=|—e T80 + X
[ € 180e

60

e Tl e
e
=~ 0,59.
Surface orange (a droite) sur le premier
graphe.

X
90 " 180
3. />(6o<><<19o):f60 <e1813°+ﬁ> dx

IE R <Y
=|— 180 —_—
[ e 180e]60

1
3e

]
=—e 2+i+e L

2e 3e
~0,17.

donc
Pix > o) (60 < X < 90) =

P(X =60 N 60 < X < 90)
P (X > 60)

_ P(60< X <90)

T P(X=60)

~0,29.

D’aprés 2. b., on a donc
Pix > 60) (60 < X < 60 + 30) # P(0 < X < 30).
Ce n'est donc pas une loi sans vieillisse-
ment: plus le temps d'attente est long,

plus la probabilité augmente.

7.Problémes

92. A. 1. P(S)+ P(X) + P() =1
car {S;X; I} estlunivers

d'ott 2P(I) + P(I) + P() = 1

soit P(l) =

—_——_

2.
23—

s 1/5 | 2/5 X
2/5

Q /5 X
2/5 X

Un seul chemin possible: S -1-X
‘ot ~2,1.2_ 4

d'ou P(a)_5><5><5_125.

3. 6 chemins possibles: S-1-X, S-X-1,

[-S-X,1-X-5X-S-letX-1-S.

Chacun est équiprobable d’ou

P(F)=6><P(S—I—X)=%.

B. L'événement complémentaire est A:
«aucun robot ne passe par le chemin
S-1-X»

P(A)=(P(@))" car les déplacements des
robots sont indépendants avec a: «le
robot i ne passe par le chemin S-1-X
dans cet ordre »

P@)=1-P)= % ,d'aprés A. 2..

P(A)=0,99 & P(A) < 0,01
121)"
o (1e]) <

(125 0.01
121

=3 — <
nln125 In0,01

(In croissante)
030007
[n ﬁ
121 ( 121 )

car lnﬁ<0 ﬁ<1

In0,01

(135)

d’ol n doit étre égal a 142.

~141,6

93. 1. a. Par hypothése:
1
° P(T1):P(G1):§
car P(T,) + P(G,) =1
car Q={T;G};
. PT1 (T,)=03;
: PG1(C'2):O'8
dou P (T,)=1-08=02.
1

b. P(T)=1x03+1x02=015+0,1
2 2 :

=0,25=-.
4
03T,
T'\
1/2
07 =G,
Q
1/2 02—
G1<
080,
© 013 Tn+‘\
Tn<
u,
O,7 Gnﬂ
1 O,Z Tn+1
" Gn<
08 Gnﬂ
b. Vn=1,

P(Tn+1):P(Tn)XPTn(Tn+1) + P(Gn)XPGn(Tn+1)
car (T; G) est une partiton de ['univers et
(T,; G,) est le premier élément de la

séquence. (On a G=T car le toboggan
est l'unique alternative du plongeon).
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Dot u,,,=u,x03+ (1-u,)x0,2
=(03-02)u, + 0,2

=0,1u, +02

2
2. a. vn+1=un+1=§;
Vae1=01u,=02-£=010,-2;

- i( _ i) =1
ne1=30\% 770/ T30 T Vo
(v,) est une suite géométrique de raison
.

ﬁ;

—y,-2-1_2_5 i
Vi=U;-5=5-"5=7g ot le premier
terme de (v,),~ ;-

v~ 15
b.DOUVn—Fﬁ

2_2,5 1
Etu"=V"+§=§+ﬁ'1on—1'

, 2.5 1 _2

c. ugun—gm§+ﬁx1on_1—9,car

lim =0.
X > +00 1On_1

94. 1. A : «Aucune personne sur les 50

ne répond ».

P (« Une personne au hasard ne répond

pas») =1-0,1=0,9.

P(A)=1-P(A)

P(A)=(1-0,1)° (év* indépendants)
~_ 5

71000
- _1_(9)°_. 995
Do P4 =1~ (55)” = 7505
Soit X la variable aléatoire correspondant
au nombre de personnes acceptant de
répondre. X suit la loi binomiale
B (50; 55).
Donc: 20

=P(X=0)U(X=1)) + P(X=2)-P(D)
=P(X=0)+P(X=1)-P(D) + P(X=2) - 0
=P(X=0)+ P(X=1) + P(X=2)
_e""'aoi_e“aa1+e“’aZ

0! 1! 2!

! .
=e'a<1+a+a—>
2

d'olt P(X=3)=1 —e-a<1 +a +a?>
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b. f(5)=1 -e—5(1 4 5+§) ~0,875

(n = 50).
Sur l'ensemble des valeurs, ce modéle
donne un résultat assez proche de la ques-
tion 1. (f(5) =~ P (B), avec P (B) ~ 0,888).
3. a. , s
f’(x)=e‘x(1 +x+%) —-e (1 +x)=e ZX ;

f'(x) =0.

X —00 (# + 00
6 0
1
7 o—

b. f(0) =0, lim f(x) = 1, f est continue et
strictement croissante sur |0 ; +oo[ donc
f(x) =0,95 admet une solution unique
sur  ]0; +oof,  f(6,29)<0,95 et
f(6,3) > 0,95 (calcul numérique) donc la
solution est dans lintervalle 16,29 ; 6,3].

Pour a = 6,3 on a donc P (X = 3) = 0,95

_n .
a=1; d'ou
P(X=3) = 0,95 (62 n'est pas bon car 62
est en dehors de l'intervalle).

pour n=63, on a

95. Avant l'ouverture de la porte, la
chance de trouver la voiture est 1 car

chaque porte est indiscernable et que la
voiture est placée au hasard.
Sile candidat a initialement choisi la bonne

porte (%) , il perd forcément s'il change.

Si le candidat a chosi la mauvaise porte

@) il gagne forcément en changeant

(car le présentateur ouvre la 2° mauvaise).
Donc, dans 2 cas sur 3, le candidat gagne
en changeant, il faut changer !

Le présentateur donne une information
décisive dans 2 cas sur trois.

96. 1. Les amis déjeunent ensemble si
leurs instants d’arrivée sont distants d’au

plus 10 minutes (%) h d'ou la probabilité

qu'ils déjeunent ensemble est :
1)

—Y[<2).
P(|X Y|<g

2. Cprend la valeur 0
saisir n
Pouride 1 a n faire
x prend pour valeur un nombre
aléatore entre O et 1.
y prend pour valeur un nombre
aléatore entre O et 1.
Sialors (x —y) < .
Alors C prend une valeur C + 1
Fin Si
Fin Pour, afficher %

_1_ E) i_n

3. 5=1 2><(6 =11

S % 0,30 555...

P=5.

g

6

6

5

6

4

6

3

6

2

6

1

6
1 2 3 4 5 6 X
6 6 6 6 6 6

4. attribuer une valeur a n

- assigner une valeur S a O (S désige
le somme des temps d'attente)

«Pouride1an

- assigner (x, y) a des valeurs
aléatoire dans [0 ; 1]

+S—>S+abs(x-y)

« Fin Pour

« afficher S

n

On trouve % pour le temps moyen d'at-

tente (20 minutes).

97. 1.

t: 0 1 2 3
A 1/3_B

0
A 1/3 B< 2/3>C

1

2/3 172> C—«C
c—1 1 ¢
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t, 0 1 2 3
7

a; 1 0 g 0

7 7

bi 0 5 0 ﬁ

- 2 [ 5 | 1

j 0 3 6 18

2. a. Alinstant t . la puce est forcément
enA, Bou Cdonc:

a,+b,+c,=1.
Pour que la puce soit en A a l'instant
t,, . elle est forcémenten B at , elle ne

peut étreenAat, ;.

1 1
n+1 :PB(A) < P(Btn) :EP(Btn) Ebn'
Pour que la puce soitenBat, , ,,elle est
forcémentenAat carsienCelleresteen
CetsielleestenBat,elle ne peut étre a

Bent

D'oll a

n+1° 1
D'oub,,,=P,(B)xa, =3
b.a,, ,= %bn , 1 daprés 2. a.

T
=53 d'aprés 2. a.
an
6 0
c. ay=1donc a0=<g> =a, -

Par récurrence, montrons que la propriété
n
a,, = (é) est vraie pour tout n = N ; on

vient de montrer P(0); supposons P(n)

a
pour n donné aZ(n+1):a2n+2:%
d'apres 2.b.
1y h he .
=slg) Per ypothése de récur-
rence
_ 7\ +1

~\6
P(n + 1) est vraie.
Dot a,, = (é)p pour tout p € N.

- a, =0 (cf. 1.). On montre de méme par
récurrence et en utilisant 2. b. que
ay,1=0,VpeN.

« b, =0 d'apres 1.donc P(0) est vraie.
Supposons P(n) : « b, =0 » pour n donné.
bZ(n+‘I):b2n+2:§a2n+1:%XEbZn:%bano
donc P(n + 1) est vraie.

Par récurrence, on a montré que b,, =0,
VpeN.

1_1 1/M\O
*b,=5= ><1=—(—> =b, .o, donc
P(0) est vraie.

"33 3\6
Supposons P(n) vraie pour n donné :

1/1\
b2n+1=§<g) .
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1 1.1
bZ(n+1)+1:b2n+3:§a.2n+2:§><§b2n+1
:11(1)":1(1)"”
. 63\6) 3\6
P(n + 1) est vraie.
)N P
D'ou bsz:%(%) , pour tout Vp & N.

3. limay, =0 car (@, 1) est

constanteen O;

. A\ 1
pETmaZP phrpoo(a =0 car €‘<1.
Dot lim a, =0.

n - +oco

Pour tout n dans N, (a, + b, +c,) =1
donc ¢,=1-a,-b,, or ngn;looan:O
et lim b =0.

n — +oo
D’ol

n'

lim c,=0.
n — +oo

98. 1. P(X < h) est la probabilité que le
noyau vive moins de h.

Py~ (t<X<t+h) est la probabilité
que le noyau vive moins de t + h sachant
qu'il a déja vécu t.

Si on sait qu'un noyau est radioactif a
l'instant ¢, la probabilité qu'il ne soit plus
radioactif a t + h est la méme que celle
qu'il avait de ne plus étre radioactif a l'ins-
tant h aprés sa naissance.

2. Onsuppose que a < b.

ffdhff)
—ff e+ [t =£f

P(><>a)=1—P(x<a)—1—P(x<
3. D'apres 2.

Fit + h)=F(t)=P(t<X<t+h).
(X=tN({t<X<t+h)
X=t)x X>t(t<X<t+h),
P(B) < P(A))
(1T=P(X<t)xP(X<h)
n

I ® ©v 5

PANB)

par définitio
—(1-P(X< 1)) x
=(1-F(t)xF(h)

4. F(t ff dx donc F est l'unique
prlmltlve de f sur [0; +oo[ qui s'annule

P(X < h)

en 0. Donc F est dérivable sur [0 ; +oo[ et

pour tout t de [0 ; +oo[, F’(t) = f(t). Donc

G est dérivable sur [0 ; +oo[ et pour tout

tde [0; +oo| G (t) =-f(2).

5 G(t+h)=1-F(t+h)
=1-F{t)=F(h)(1-F(t)

=G(t) - F(h)(+ G(t))

=(1-FMG()

=G(h)G(t) VYt heR?
6. De 4. et 5., on déduit que G est une
exponentielle.

JkeR | G(x) = e™ etenposant A =—
ona G(x)=e M.

Dol F(x) =1-e ™.

7. P(X<t) tend vers 1 quand t tend
vers +oo car X varie sur [0 ; +oo[ donc
lim _F(t)=1.On en déduit que A est
=0 et

d'apres 5..

forcément positif ( lim e ™
. X — +00
im & =+o0).

XFZt)+O—O1 e M
et F(t)=P(X<1t) ff
donc f(x) = F’ (x) = e~ ™

X suit une loi exponentielle de paramétre

A.

Application
1. P(X = 1000) f e~ Mdx

~ 1000, 4.
=1- j(; Ae” Mdx

— _I _ [_ e_ M]&OOO

— 1 4 @ A1000 _ L0

— e A1000 _ o~0.121 1§ ggg
La probabilité que le noyau est encore
radioactif aprés 1 000 ans est 0,886.

2. P(X=1)= X<t<:>f f

or-f=f
<$](;te_’lxdx:%

<:>[_ e—lx]g= - Ax

=1-e

N|—
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In=
et=_—2_In2__ In2

-A A 1,2110°%
t =~ 5728 ans.

99. l.a.rP(T<1)=
b.p(r>1=1-

2. a. P(A)=P(T>1)=-e 3;P(A)=0,7165

P(B)=P(T>3)=e"'; P(B)~ 03679
2

b. P,B)=P(T>1)(T>1)=P(T>2)-e 3

P,(B) ~0,5134

2. a. D’aprés 1. a., le pourcentage de
poupées remboursées est d'environ
28,35 % & 107 % pres.
1
b. PT<t)<008& 1-e 3 <0,08
PT<t)<008<— %t > 1n(0,92)

P(T<t)<0,08<t=>-3In(0,92)
or —31In(0,92) = 0,2 501.
Le fabriquant devrait proposer une garan-
tie inférieure a 3 mois.
4. a. X suit la loi binomiale de para-

1

métres (3; T1-e 3).

Pm=a=@—€51p3

P(X =3)=0,0228.
] Y
b. P(X:1):%><<1—e 3) X <e 3) ,
P(X=1)~04366
P(X=1)=3px(1-p)°.
C.
X; 0 1 2 3

PX=x;)|(1-p)>[3%px(1-p)?[3xp?x(1-p)| p?

_1
d. E(X)=nxp=3x (1 -e 3)
E(X) = 0,8504.
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100. A. 1.

=Py (F) <P (M) + P5(F) < P(O) + P,(F) x P(F)

8 1, 82 800 1_ 557

=700°2 700" %€ * 70027000 "

B. 1. P(B)=P(BNA)+P(BNA)

Par hypothése, P (B) = 0,04

et P(B N A)=0,003.

D’oli P (BN A) =0,04 = 0,003 = 0,037.

2. PB)=1- P(B)=096 _
et P(B)=P(BMNA)+P(BNA).

P EAT _noe 2 ,
D'oli P(BNA)=0,96 — -5 = 0,958

P(A)=P(ANB)+P(ANB)=0958 + 0,003 =0,91;

P(A)=1-P(A)=0,039.
P(ANB) 0,037 37
(A) 0039 39
101. A.
R

4/10
A
1/6 _
6/10 ~R=N
iy 1/10_—R
B <
9/10~~R =N

95 %.

1. P(R)=P,(R) x P(A) + P,(R) x P(B)

2. 1,15

56 10 6

4 - 2_3_o15
60 10

=—X

=l

60 60
60 4

2. P(A) = -60_4

PRI 3 9
0

4
3

n

En route vers le bac (p. 362)

| Chap. 7 Probabilités conditionnelles et lois continues

5

_PBNR) _g0_5

8= PRI 3 9°
20

La probabilité que la boule rouge vienne
de B est supérieure a celle qu’elle vienne
de A

B. 1.
G=2)=(R;R)
—>Pp= iz=i=p(0=2)()
20/ T 200
G=x-1)=(R;N)ou N;N
317102 o
2020200~ (C=x-2)

»P:(ﬂ)z—@—P(G:—@.

20/ ~ 400~
-9 102 5 _ 4,289
2. E(X)—4OO><2X+4OO(X 2) 4x400
_120, 136
400" 40"
_3,_34
10" 10"
3..34 34 1
. 08 x>t x=>T= =
3. EX)=0 TR TR 11+3
102. 1.
085 T
M
0,01 <_
0,15 T
005 _—T
0,99 —
M
095~7
2. a.

P(M N B) = 0,0085(= PM(T) X P(M)).
b. P(M=PMNT)+PMNT)
=0,0085 + 0,99 x 0,05 =0,58.

P(TNM) 00085

3 P = P(T) ~ 0,058

4. a. X suit la loi binomiale B(5 ; 0,058).

b. PX=1)=1-P(X=0)=0,2583.

5. a.

E=0X0,9405 + 100 X 0,058 + 1000 X 0,0015.
=58+ 15=73.

b. La somme est 200 x £ = 1460.

103. 1.
038 2
G
0,1 ‘<_
02 G
06 —G,
04~g
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P,=P(G,)=P(G,NG,) + PG, NG,
=0,08 + 0,54=0,62.

. P(G,NG,
2. PGZ(G-I): ( 2 1)_0,54_27

P, 062 31°

3 P=1-5(G, G, G)
:1_P(G_1)XPG1(6_2)XPGZ(G_3)
=1-09%x0,4x04
=1-0,144=0,856

0.8 G
G"<
02 ™G,
06 G
<§<
0,4 (;_1
nel)=Po (Gn+1)XP(Gn) + PG_(G
= o,nzpn +0,6 ’
=1Pn + 3 .

n+1 5 5 3 1 1n
5. Onpose P, :« P, :Z_7<_) ».

5
=1 P,=0,1
3 13<1>"_15

G xP(G,)

Pn+1( ,,+1)

°n
13_01

%3 4\5) T20 207

4 41\5
P, est vraie.

- Soit n donné (n=1). Supposons P,

vraie.
=1(§_E(1)”)+§
5\4 4 \5 5
3

2
n+1
=%— 13 (%) d'ol P, , estvraie.
On a donc P, vraie pour tout n = 1.

o tnr-mG- 20 -3

(oo} n oo 4 4 5
carlim—1 =0,0<l<1.

+005ﬁ 5

3 _7 13(1)“ _7
L2 &2 (=
7 2 P <10 G <10

4.1077
13

-7
ln4-10

< (Comme ln% < 0) n >i
ln%

=3 nln% <Inln

-7
ln4-10

— 13 ~1os.
lng

d'ott n =11 car
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104. 1. a. t
RE)=1-PX<t)=1- [ Ae P

=-I_[_ —AX]_-I_'_eAt_ Af'

1=e"
b

PX>tNX>t+5)
P(X>t)(x>t+5):

P(X>1t)
_PX>t+5s)
COP(X>t)
—A(t +53) - At .~ As
=& =8 € _eMpx>s)
e—/'Lx e—lx

donc P,. . (X>t+s) est indépendant
det.

2. a.

P(X>1000):e—000026><1000 e—026
P(X<1000)=1-P(X>1000)=

b. P(X>2000) =P . 5 (X >2000)
=Ply - 1000 > 1000 + 1000)
=P(x>1000) d'aprés 1.b.
=e 0% d'apres 2. a.

—026

105. 8 piques, 4 as, 1 as de pique donc
11 cartes sont (pique ou as) donc
21 cartes sont ni as, ni pique. Comme le

tirage est au hasard, il y a équiprobabilité
c 21

d'ou b.: 2

106. Ily a 21 cartes ni as, ni piques donc
C5' combinaisons de choisir 2 cartes ni

as, ni piques

(%)
L et
32
2
107. Lintervalle est [0 ; 60] en minutes,

_20-15
P = &0 —12douc

108. p=<‘1°

d'ou d.

105

d’ou b. : a.248.

>0,15 % 0,85% =10 % 0,15 X 0,85°

109. a. P,=1-(1-0,3)" «Au moins
une cible » est le complémentaire de
« aucune cible »

=1-(0,7)"—>n=7doub.

2125 4oua

1\3/5\2
1o p= ()(é) <_> 388
111. P :P(A +P() (AﬂB)
—P(A) + P(B)— P(A) - P(B).
PAUB) - (A):(1—P(A)P(B)
0,65-0,3
()—707 —d ol a.

=P(M) x Py (N)= 0,24
=P(M,) x Py (N) + Py, (N) x
=0,24 + 0,4§=0,66. 1
113. P(AUB)=P(A) + P(B)
donc:

3_2,p0B)- (‘I—g),P(B):l.

4 5
P, est vraie, P, est fausse car

P(AUC)=P(A) + P(C)-P(ANC) =

et PAUC)=1-P(AUC).

114. P, est vraie,

4xPx(1-P)>=8x(1-P)* =P
=2(1-P)=P=

L] rce0

115. P(X=t)=e M= 00
~0,07x10 _ 9 5 4 102

P, est vraie car c’est une loi sans mémoire
et car P, est vraie.

116. 1. a. ona: PBNA)U(BNA)=
donc
P(B)=P(BNA)U(BNA))

=P(BmA)+P(BmK)_p<M2(_BF1_K)>

P(M)

- P(ANB),

[S1FN

win

P, est vraie,
Px(X=1)=

P, est vraie car e~

Comme P(@)=0,P(B)=P(BNA)N (BNA)

b. A et B indépendants

& P(ANB)=P(A) x P(B).

Par hypothése : P(B N A) =P(B) x P(A) et
P(BNA)=P(B)-P(BNA) daprés 1. a.

d'ot P(B)xP(A)=P(B)-P(BNA) soit
P(BNA)=P(B)(1-P(A)=P(B) < P(A)

donc B et A sont indépendants.
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| Chap. 7 Probabilités conditionnelles et lois continues

2. a. PRNS)=P(R)xP(S)
=0,9x0,05=0,045

car les événements sont indépendants,

décorrelés.

b. PRNS)=P(R)xP(5)=0,9%0,95=0,855

c. P:(z)P(ﬁ)“P(R + ;)P(ﬁ)s
=P(R)*(5P(R) + P(R)) = 0,91854.

117. 1. o (Nl )
t; +co t;t+s
Plesveap (L85 + 1) = ([t; +oo)

_P([t;t+s])
~P([t; +oo[)
(car [t; +oo[N[t;t +s]=[t;t +5])
j:+s7&e‘)“xdx t”?»e'b‘dx—];tke‘xxdx

IEE I RV

_ F(t +s) - F()

1-F(t)
EHS?»e’Ade
P . t;t+s|)=——
[t,+oo[([ ]) T—P([O;t[)
e
(1-[-e ™)
e—/’Lt e—/lx(t+s)
- e—lt
0
e M (e -e M)
- e—At
—As

=1-e
(car >0 VER)
et donc est indépendant de t.

2. « Le capteur ne tombe pas en panne
les 2 premiéres années » est le complé-
mentaire de l'événement «le capteur
tombe en panne dans les premiéres
années » dont la probabilité vaut F(2).
Donc la probabilité recherchée est
1-FR)=1-(1-e 02129 = 0™

3. On cherche Py ,2<X<4+2).
D'apreés 1.,

Py <X<4+2)=P,., (22 +4])

—1_g02%4_ 1 _o08

(x=2)
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118. 1. 24 B
u1<
1/2 _
3/7 B
B
UZ
5/8~~—3
2. P(U,NB)=P(U;) <Py (B)
_1.,4_4_2
277 14 T
1.,3_3
P(U,NB)= 2°87 6
3. P(B)=P(U,NB)+P(U,NB) car U,=U,
_2,3_32+21_53
7716 112 112
PBNU,) 2 112_224_32
&P = T s T ﬁ 53
4 1. 8
1191 PW =5 =4iP6)=5; 4 P(ANB) = 32
P(ANB)+ P(A) x P(B) donc A et B ne sont pas indépendants.
1,28 7 4_7 7 _14_7.
2 PM=8"31"8"37 62626231’
_1.,24. 8 8_6,6_12
PB)=2"31+4"31=31737-31"
1+ 3. 3. 1. 7 3,3 7
PIAMB) =X 37+ 33737+ 33737 ¥ 32 X 57
_1 21 21
16 v31x32 T 37x 32
_1,. 21 _31+21_ 5 _ 13 _13
16 31><16 16><32 16x31 4x31 124"
7 12
P(A)x P(B) = 37537 961 doncP() P(B)#P(ANB).Aet
B ne sont pas indépendants.
35-2 1,5 3
< < = = —_——
120. 1. P(2<X<3,5) c =15
_5-4_1
2. P(X>4)= ==t

121. 1. P(T=7) =1—f7/"te"ﬂ“xdx=1—[—e"lx]gze‘m=0,6
d'otl — 7A =In (m)@/l——ln( ) A~ 0,173.

2. E(T)=4/(;Jr xAe” A"dx:}t
-7

X 13 ans et 8 mois.

(cours)

1
1 24 Ax u
g— = =1 -
2) fo Ae=Mdx=1-e

4. P(T=10)=e "' ; p(T=0) =

0,073

3. P(T 2 ~0,036.
0,48.

5. P=1-P (tous les lave-linge s'arrétent de fonctionner dans
les 10 ans).

© Hachette livre, 2012
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133

Chap. 7 Probabilités conditionnelles et lois continues

P:1—[P(X<1O)J”:1—(1—e‘MO)”,

09<Pe (1-eM9"<0,1.

n>L'1/l%3,5(car1—e’M°)"<1,
In(1-e 7

donc In(1-e 419" <0,dou n= 4.

122, 1. F() =V 1-x°.

3. (x, y) sont les coordonnées d’'un point pris au hasard dans le
arré ABCD, C est le nombre de points appartenant 3 5.

5. Aire d’un disque de coté 1 =7R? =7 donc on calcule E de
maniére approchée avec cette algorithme.

]
123. 1. PO<X<) :_/(; F, (x)dx, comme F, est une densité
de probabilité, c’est une fonction positive sur R en particulier sur
[0; 1]. Donc P(0 < X < 1) correspond a l'aire du domaine &.

2. | VARIABLES
N EST_DU_TYPE NOMBRE
X EST_DU_TYPE NOMBRE
y EST_DU_TYPE NOMBRE
i EST_DU_TYPE NOMBRE
u EST_DU_TYPE NOMBRE
aire EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE N
u PREND_LA_VALEUR ©
POUR i ALLANT_DE 1 AN
DEBUT_POUR
X PREND_LA_VALEUR random()
y PREND_LA_VALEUR random()
SI (y<=(1/sqrt(2*Math.PI))*exp((-1/2)*(x*x))) ALORS
DEBUT_SI
u PREND_LA_VALEUR u+1
TRACER_POINT (X,Y)
FIN_SI
FIN_POUR
AFFICHER u
aire PREND_LA_VALEUR u/N
AFFICHER aire
FIN_ALGORITHME

3. On trouve une valeur proche de celle fournie par la calcula-
trice.

124. 1.

0.5+

Reperes T s, Livre du professeur
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Chap. 7 Probabilités conditionnelles et lois continues

2. Non, f n’est pas définie en O,5.
3.

4. Oui, car la courbe est symétrique par rapport au point
A(0,5;0,5).

VARIABLES
N EST_DU_TYPE NOMBRE
X EST_DU_TYPE NOMBRE
y EST_DU_TYPE NOMBRE
i EST_DU_TYPE NOMBRE
u EST_DU_TYPE NOMBRE
aire EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE N
u PREND_LA_VALEUR 0
POUR i ALLANT_DE 1 A N
DEBUT_POUR
X PREND_LA_VALEUR random()
y PREND_LA_VALEUR random()
SI (y<=(1/2)*(sin(1/(x-0.5))+1)) ALORS

DEBUT_SI
u PREND_LA_VALEUR u+1
TRACER_POINT (X,Y)
FIN_SI
FIN_POUR
AFFICHER u
aire PREND_LA_VALEUR u/N
AFFICHER aire
FIN_ALGORITHME

Pour cet exercice, le logiciel utilisé est
« R ».

Partie A
1. La plus petite valeur est 5.

2. Sil'on fixe un entier N aussi grand que
l'on peut, il suffit d'imaginer une alter-
nance de N Pile et Face pour que le
nombre de lancers atteigne N. Ce qui
signifie que ce nombre de lancers peut
prendre des valeurs aussi grandes que
possible.

Partie B
1. On peut faire remarquer que la boucle
du programme suivant pourrait tourner
indéfiniment mais ce ne sera pas le cas et
le pourquoi sera mis en évidence par la
suite.

TP Info (p. 368)

jeucorde = function(n)
{
P=0
F=0
for (i in 1:n)
{
X=0
while ((X>-5)&(X<5))
{
X = X+(-1)*(sample((0:1),1))
}
if (X==5)P=P+1else F=F + 1
}
print(‘la fréquence de victoire de P est
égalea?)
print(P/n)
print(‘la fréquence de victoire de P est
égalea?)
print(F/n)
}
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2. Il parait logique que les deux équipes
aient la méme probabilité de gagner.

Partie C

1. On s’attend a ce que les éléves répon-
dent NON a cette question. L'objectif est
alors de leur faire comprendre que si l'on
entend par prévoir : « émettre une hypo-
these tres probable », alors, on pourra
peut-étre donner une réponse a cette
question sous la forme d’un intervalle de
confiance (leur donner 'exemple des son-
dages).
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2.

On remarque que moins de 1 % des par- 2.
ties se terminent avec un nombre de lan-
cers supérieur ou égal a 100.

Partie D

3. Sur 50 échantillons, tres peu ont un
nombre de lancers supérieur a 100.

4. On adapte le programme précédent
afin qu'il calcule les fréquences deman-
dées :

La moyenne semble tendre vers 25.
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Sur les pas du supérieur (p. 369)

. A Comme on assimile le tirage a un tirage avec remise,  C. Faux: P(X < 2)=0,75.
chaque tirage est indépendant donc on peut associer la loi bino- PX=1)N(X>2) PX>2) 025
miale avec u = 10 et u = 10 (succes). D. Vrai: P, (X>2)= T 1)—’—5:0,5.
P=P(X>=18) E. Oui: :
=P(X=8)+P(X=9) + P(X=10). o PEETHONXEE) _PX>T 1) 3PX=1) 4
10\ ~ 08 2 . (10) A o 10\ . .10 e T R R SO
=< >0,9 0,1 +< >O,9 O,1+( >O,9 . 1 530 >
8 9 10 A. Faux:f 2x°dx = —] ==2+1.
B. 2 o 3
1 -0
0914 —B . 240 2] —
A< B. Vrai: j(; 3x%dx =[x ]0 1.
60/100 _ . - (05
S C. Vrai: P(X<0,5) = fo F(x)dx

P(X<0,5) =[x

0,879 —B
40/100 s
B< P(X<0,5)=05°<0,5
0,12T~C

D. Vrai 471
> E(X)=/13x3dx=3i =3
P(A)=0,6 P(B)=0,4(=1-P(A) E. Faux 0 4l 4
P,(C)=0,914 P,(C)=0,879. A. Faux : P(ANT)=0,1; P(A)=0,3; P(T)=0,2 donc
P(CNA)=P(A) xP,(C)=0,6 x 0,914 = 0,548 P(A) x P(T) =0,06 +P(ANT).
P(CMB)=P(B) x Pg(C) =0,4x 0,879 = 0,352. B. Faux P(ANT)=0,1+0.
P(CNA)U(CNB)=P(CNA)+PICNB)-P(CNANCNB)  c. Oui
=P(CNA)+P(CNB)-P(D)=0 o E b PANT 01
=0,9. . Faux +(A) = P 02°2°
I 1 A Oui:P(X>1)=2P(X>0)=1. E. Faux
1 1.1_1
M 2 = — 2 = — _=—,
B. Faux:P(X=2) 2P(X 1) 5X3=7

© Hachette livre, 2012 136 Repéres ™, Livre du professeur



Programme officiel

Contenus Capacités attendues

Loi normale entrée réduite N'(O, 1). - Connaitre la fonction de densité de la loi normale N'(0, 1) et sa représentation graphique.

Théoréme de Moivre Laplace (admis). + Démontrer que pour o € ]0, 1[, il existe un unique réel positif u,, tel que
P(-u,<X<u,)=1-a lorsque X suit la loi normale N'(0, 1).

- Connaitre les valeurs approchées u, . ~ 1,96 et u,,;, = 2,58.

Loi normale N (&, 0) d'espérance i et | * Utiliser une calculatrice ou un tableur pour calculer une probabilité dans le cadre d'une loi normale
d'écart-type O. N(u, 0?).

- Connaitre une valeur approchée de la probabilité des événements suivants :
Xelu-o,u+ol},

{Xe[u-20,U+20]} et

{Xe[u-30, u+30]}

lorsque X suit la loi normale N (1, 09).

Intervalle de fluctuation - Démontrer que si la variable aléatoire X_ suit la loi %B(n, p), alors, pour tout o dans |0, 1] ona:
X 1= Vp(i-
lim (P& ) =1-0a oul, désigne lintervalle [p - u, M p+ uaM .
noxe\p T Vn Vn

- Connaitre l'intervalle de fluctuation asymptotique (*) au seuil de 95 % :

Vp(1- Vp(1-
[p - 1,96LP), p+ 1,96M] ou p désigne la proportion dans la population.
Vn Vn
Estimation
Intervalle de confiance (*). - Estimer par intervalle une proportion inconnue a partir d'un échantillon.
Niveau de confiance. - Déterminer une taille d’échantillon suffisante pour obtenir, avec une précision donnée, une
estimation d’une proportion au niveau de confiance 0,95.
Découverte (p. 372-373)
1. Un calcul impossible 5200 5J00
P wo o n 3. P(4900<X, <5100)= D, pi= ), (10900) 2~ 10000
1. pi:P(xn:i):(.)0,5’(1_0,5)”":(_)0,5":<.)2"" i=4900 i=4900 !
1 ! ] 1 10000 5100 10000
2. Pour n =10000, E (Xn) = 10000 x 0,5 = 5000 et =<§> A_4900( i ) :
0,=v10000x 0,5x 0,5 =100x0,5=50. Le résultat pro- 10000 )
vient donc du fait que 4. Le calcul de <4900> est impossible a effectuer pour une

[E(X,) - 20, E(X,) + 20,,]=[4900; 5100]. calculatrice. Il en est donc de méme pour le calcul de

P(X,=[E(X,) —20,;E(X,) + 20,]) lorsque n = 10000.
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2. Vers une approximation X _E(X)

1. X,e[E(X,)-20,; E(X,))+20,] @_zg%gz

© - 2<7Z, <2 pardéfinitionde Z,,. n

2. X peut prendre toutes les valeurs i pour i entier compris entre
i—E(X
0 et n. Donc Z, peut prendre toutes les valeurs (X, pour |

n
entier compris entre 0 et n. Or E(Xn)=n><0,5=g et

0,=Vnx05x0,5 :ﬁ

> . Ainsi les valeurs prises par Z_sont

= =z, pour tout / entier compris entre O et n.

3. D’aprés la définition de Z, et la relation définissant z, ci-des-

SPU(SZ:n =z)=P <Xn _O-E ) = : _(E.(Xn)> =P(X,=)=p:

n n

4. et 5. En suivant les indications, on obtient des représenta-
tions telles que celle de l'énoncé. On observe que la courbe de

f . . . ;
G_n passe relativement prés des points (z;; p,), et ce d'autant
plus que n est grand.

3. Utiliser la fonction de Gauss pour approcher la loi
de X_

1. L'écart entre z; et z;, , vaut:

| Chap. 8 Loi normale et estimation

2. Labase de chacun des rectangles est de longueur l'écart précé-

dent, soit 2z . La hauteur des rectangles varle de P;a Py 1- Ainsi
n k=1
laire totale est of = Z i=i Z Par ailleurs
i=j \/7 =j
k-1 -
P( <z,<z)=2P(Z 2
i=j =j
Donc o =2 Plz;<Z,<z,).

Vn

3. Géométriquement, lorsque n est grand, on observe que l'aire

des rectangles est approximativement égale a |'aire située entre

la courbe de —
o

n
X=Zj etXZZk.

Donc A = /:k?d
%f(x)

4. D’apres 2.et 3., 0n obtient donc iP(z <Z,<z)= f G—dx

n % n
Oro,=vnx0,5x0, —£
Donc si n est sufflsamment grand, on peut conjecturer que
%k
P(zj<2n<zk)%£_ f(x)dx.
j

, 'axe des abscisses et les droites d'équation

5. P(X,E€[E(X,)-20,;E(X,)+20,)=P(2<Z,<2).
2

D’aprés la conjecture précédente P(-2<Z <2)= fz fx)dx

pour les grandes valeurs de n. On obtient a l'aide d’une calcula-

n

2 1
2(i+ =n 2i_p > trlce‘/_‘2 e 2dx~095 donc:
|Ziv 1= 7|= NS - v ZT. V2T
n n n P(X, E[E(X,)—20,;E(X,) + 20,]) = 0,95.
Exercices (p.394)
1. a 38. Corrigés dans le manuel. 4. 0,4 43. 1. et 2.
1. La loi normale centrée réduite 2
2
. =X
39. 1. Pourtoutxe R, f(x) = e 2, | S
V2T 4 32107 2 3 4 01
2. T ol g
40. et 41. Corrigés dans le manuel. 5
_x
42. 1. 1(1)=0,683 a 1073 prés; 44. 1. f)=——e Z,x=R
1(2) =0,954 & 103 prés; I(3) = 0,997 & Ver
— 1072 prés; 1(5) =1 a 1073 pres; 2. fex)=] SO _x; "
3 - p . —X)=— =— = f(x).
1(10) =1 & 1073 prés. f ne \/ﬁe f
3. 2. lim 16)=1. 3. P(X<—u)=P(X>u).
3. La fonction f est positive, continue et /(x) étant paire, l'aire entre 6., I'axe des
lim 1(x) =1, il s'agit bien d’une densité ~ abscisses et les droites d'équation x =u
égs%babilité et x=a avec a tendant vers +oo est
S ' égale a l'aire entre <6f, ['axe des abscisses
1.2 3 4 et les droites d'équation x=-u et
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4. D'aprés 3. P(X < 0)=P(X = 0).

Par ailleurs :
PX<0)=1-P(X>0)=1-P(X=0).
Dot P(X=0)=1-P(X = 0) donc
P(X=0)=0,5.

2 2
3 fe 2dt—foxt‘ze 2dt =h(x)
t2 t2
X 2 X _? h
tze—dt—f € - il .
0 Wom N2 NE

“t2f(t)dt = [“f(t) dt— —— h ().
ferede= [T de-——he)

4. E(X)=0.

x)= tm_["efede+ lm [ e
V(X)=E((X—E(X))Z)—E(X2)

_(° o 1
_f flydt— mh
fmf t—1carfestladen5|tedepro—
babilité de X.

46. 1. PI<X<2) ff

2. a. ff dt ~0,1359 & 10" pres.

b. P(1<X<2)=P(X<2)-P(X<1)=0,1359 a
* prés.
47. 1.
0,1
"ol

2. P(X<0)=0,5.
3. Géométriquement :
PX<1)=P(X<0)+PO<X<1).

4. P(0<X<1)=0,3416 & 10" * prés.

PX<1)=05+0,3413=0,8413 &

10™* pres.

48. 1. P(0<X<1)=0,3413 a 10°*

pres.

2. P(-2<X<03)=0,5952 a 10°*

pres.

3. PX=1)=P(X<-1)=0,1587 a
* prés.

4. P(X<-0,5=1-P(X<0,5)
a 10™* prés.

49. 1. P(X<1)=0,84.

2. P(X>1)=0,16.

3. P(X<-1)=0,16.

4. PO<SX<1)=P(X<1)-P(X<0)
=0,84-0,5=0,34.

=0,3085

50. 1. P((X<1)U(X>2))=0,84+0,02=0,86.

2. P(X=<1)N(X>2)=0.

3. P((x<1)m(x<2))=P(><<1) 0,84.

4. P(X>1NUX<2)=

5. P((X<-2)U(X>1))=0,02 +0,16=0,18.

6. P(1<X<2)=0,98-0,84=0,14.

7. P2<X<T)=P(X<1)-P(X<-2)
=0,84-0,02=0,82.

51. 1. P(X<x)=0,5 pour x=0.

2. P(X>x)=0,5 pour x =0.

3. P(X=0)=0.

52. Corrigé dans le manuel.

53. 1. u=1,96 (cours).

2. A l'aide d'une calculatrice on trouve
v=1642a10 ° pres.

3. 1=[-1,64; +oo[ (cours).

4. Ily en a une infinité, par exemple pour
o €10,45;0,5[, tous les intervalles
[a,; b,y] avec a, un réel négatif vérifiant
Plag<X<0)=a et b,
vérifiant P(0 <X <b,)

un réel positif
=095-a.

2. La loi normale N (i ; 09)

54. a 56. Corrigés dans le manuel.

57. 1. E(X) =32, V(X) =49,
=\VVX) =7.

2. P(30<X<40)=0,4859 a 10°*

pres.

3. P(X<30)=0,38754a 10" * prés.

4. P(X>40)=1-P(X<30)-P(30 <X < 40)
=1-0,4859-0,3875=0,1266.

1. EX)=10,V(X)=9,
-\W—
(x 0) =0,0004 & 10™* prés.

P((X<5)U(X>12))=0,0478 + (0,252 5)=0,3003
3 10™* prés.
59. P(X|>3)=P(X<-3)U(X>3)).
1. 0=1; P(X<-=-3)U((X>3)
=0,0013 + 0,0018 =0,0026.
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2. 0=2; P(X<-3)U(X>3)
= 20,0668 =0,1336.
3. 0=3; P(X<-3)U(X>3)
=2x0,1587=0,3174.

fere):

z>v2).

60. 1. P(6<X<8)=

P(X<7)=P(Z<0);
P(X<B)U(X>9)=P((z<-V2)U

2. P(6< ><< 8) =0,5204 ;4 10™* prés.
P(X<7)=
P(X<5)U (><>9))=o,o786+0,0789:0,1572

a107* prés.

X-HU
61 X<pueX-pu<oe=——=<0.

P(X < L) =
N(0; ).

P(X < 4) =
X-HU
62. X> U S X~ f1>00 =m0,

P(X > 1) =
N(0;1).

P(X> ) =0,5
63. 1. z<1e2=°
P(X < 10) =

P(Z<0) avec Z qui suit

P(Z>0) avec Z qui suit

<1 X<10;
=0,84.

X-8
2
P(Z<1)
2. x20@x+5>+5©¥>1@z>1;

P(X=0)=1-P(Z<1)=0,16.

3. X<0&X-5<— 5@%< 17<-1;
PX<0)=P(Z<-1)=1-P(Z<1)=0,16.

4, 1< X588 17-5<X-5<K0
Go4<X-5<0e-1<X=5<.

4
P(1<X<5)=P(-1<Z2<0)=0,5-0,16=0,34.

64. 1. X<x&X-3<x-3;

eX=3x=3,7X=3
2 2 2

avec Z qui suit N'(0; 1).
P(X<x)=P(z<X‘3).

2

2. P(ZSXES) 0,95 X=3_ 164
Sx=2x164+3
< x=6,3.

65. 1.

Or X+4 suit la lOI normale centrée

10
. 4
réduite. Donc P(X < x) = P(Z<X+ )
V10

ol Z est une variable aléatoire suivant la
loi normale centrée réduite.
2. Le réel positif u vérifiant
P(Z<u)=0,95 vaut u=164a10"2
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N X+ 4 .
prés. Donc P (Z < ) =095 ssi
V10

X+ 4 _ 164, s0it x=1,19 2 10" 2 pres.

m
66. 1. x=21,68410"° prés.

2. x=1832410 2 prés.

3. P-x<X-20<x)= P(%ngsg)
ou Z est une variable aléatoire suivant la
loi normale centrée réduite.

Or P(‘—X<z<5> =P(z<ﬁ> —P<z<—5>
2 2 2 2

=2P(z<5>-1.
2

Donc P(-x<X-20<x)=0,8

. gﬁ _ . 5: .
Ssi P(Z 2) 0,9 ssi > 1,28 ssi
X =2,56 410" % prés.

67. 1. PB-x<X<3+x)=095 ssi
X<7z<X\ = )

P( > Z 2) 0,95 oUu Z est une

variable aléatoire suivant la loi normale

centrée réduite. Donc %z 1,96 et

X=3,92210° prés,

2. P(|X—3|>x):P<|Z|>%>
=1—P(—§<z<§).

Géométriquement, il est clair que
X+ P (— % SZ< %) est croissante et

donc x = P (| X — 3|> x) est décroissante.
On peut également étudier analytique-
X

ment la fonction x — 1 — fi f(t)dt pour

2
s’en convaincre (ol f désigne la densité de
la loi normale centrée réduite). L'en-
semble demandé est donc lintervalle
Ixo i +oo[ ol x, est le réel positif vérifiant

P( X —3|>x,) = 0,01, so0it
1—P(——°<Z X) 0,01
2 2
Xo
@P( V<7< ) 0,99
2
@p<z< ) 0,995

©x,=516210 7 prés.

68. 1. X~ N(100; 100).
P(X > 120) =0,0228 & 10™* prés.
2. P(100 —a<X<100 + a)=0,99

@P(—f—o<2<ﬁ) 0,99

ol Z est une variable aléatoire suivant la
loi normale centrée réduite. On obtient

10—25850|ta—258a10 1pres

69. Le document ressource du ministére
contient des informations sur l'installa-
tion et l'utilisation du logiciel R et de son
interface |R Commander . Pour rappel,
linstallation se fait a partir du site
http:// cran.r-project.org/. Si suite a la
commande library (Rcmdr), le package
semble absent, il suffit de linstaller en
allant dans le menu Packages/Installer
le(s) package(s)...

1. I suffit de suivre linstruction et d’en-
trer les valeurs a la main.

2. La moyenne de l'échantillon vaut
49,946 5 et son écart-type 0,973 038.

3. On peut approcher o par l'écart-type
observé sur |'échantillon soit 0,973 038.

4. et 5. En suivant les indications, on
obtient le tableau et l'histogramme sui-
vants :

tclleﬁll rF‘X_rP:ﬂl XA Lmallse

U 52772862

0.16803044
49.75 -0.20194484
51.10 1.18546244
47.35 -2.66844666
49.77 -0.18139065
50.03 0.08581371
48.95 -1.02411211
51.06 1.14435407
49.68 -0.27388447
50.16 0.21941589
52.10 2.21317153
49.74 -0.21222193
49.35 -0.61302847
50.06 0.11664498
49.41 -0.55136593
50.01 0.06525953
48.86 -1.11660593
50.28 0.34274098
50.70 0.77437880

6. On calcule P(X>52) a l'aide d'une
calculatrice ou a l'aide du menu indiqué
dans (R Commander  (en cochant « aire
adroite »). On obtient P (X > 52) = 0,023
a 1073 prés.

7. P(X>52)<0,01< P <z >§) <0,01
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ol Z est une variable aléatoire suivant la
loi normale centrée réduite. Il faut et il
suffit donc que %2 2,330 <086 3
1072 pres.

3. Ajuster les paramétres d'une loi
N(u; o?)

70. et 71. Corrigés dans le manuel.

72. 1. P(X-u|<0)=P(Z|<1) ol
Z est une variable aléatoire suivant la loi
normale centrée réduite.

Donc P([X — 1|<0)=0,683 41073 prés.

2. P(X-p|<20)=P(Z|<2)=0954 a
3 prés.

3. P(X-p|<30)=P(Z|<3)=0997 a
3 prés.

4. P(\X—1OO|<1O)=P<|Z|<E)

donc§= 1,96 et 0 = 5,10 & 10”2 prés.
73. 1. X<505 X-30<20
o X= 30<@

o o

P(X<50)=P<Z<20>

2. P(Z<x)=0,9 x=1,28410* prés.
20 20

., — = f=—% = = .

3. 5 =128 0=55=15625

74. 1. —10<X<10©-10<X-0<10

=10 710
o o

2. x=1,9600 a 10™* prés.
10 10

= & — —
3. 5 =190050 =15 =51,
75. 1. |X+9]|<4&-13<X<-5
4 X+9_4
@—4<z<— (\x+9|<4) 0,95
@p(—“<z<i>=o,95.
o O
4 _q96e0=-2 -204a107pres.
o 1,9
2. X<0
X+9<9
X+9_-9
(o) o
z<2
o

P(X<O)=O,95©P(Z<%) =0,95;

= 1,65

=2 54524102 pres.

9
o
% =765
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3. P(X>—10):P<Z>—%)

=1-P(z<—l).
O
Donc O est tel que P(Z<—%>:0,0S
soit ——-=— 1,643 102
O
et 0=0,612a 102 prés.
76. 1. X<100 X — £ <100 - i

X - 100- p 100 — 4

@ .

- <—3 Z<—5—;
100 —

P(X<100)=P<Z< 3”>.

2.P(Z<x)=005<x=16449210""*
pres.

100 —

3. a

=—1,6449
& =~ (-16449 x 3 - 100)
=104,9347 2 10™* prés.
77. 1.
P (535 < X < 545) = P(X < 545) — P(X < 535)
=0,6832a 102 pres.
X-=m _550-m

2. X< SL =
550 S z

550 — m)
5

P(X< 550)=O,95¢>P<Z< =0,95

550 =M _ 4 6449 & m = 550 — 5 x 1,6449
< m=541,776

soit 542 arrondie a l'unité.

78. 1. Z=X- p suit une loi normale

N(©; 7).

2. 99 <X <101

9-u<7<101-u

g(u)=P(99 - u<Z<101- L.

3. F'(x)=f(x).

4. g(u) =F(101 = 1) = F(99 - p).

5. g'(1) == f(101 - 1) +f(99 - w)

(99 - p)? (101 - )2
=L(e_ 2 _—e 2 )

C@-p® (101 p)?
6. g'()=0e 2 =e 2

_ 2 _ 2
o 0-AT, (101-4) & 1= 100.
2 2
On obtient donc le tableau de variations

suivant :

100
g |+ § -

T T

g(x)

7. (=100 maximise

P(99 <X <101)=0,6827 4 10" * pres.
79. 1. P(1,35< X< 1,65) avec X qui
suit N'(1,5; 4,9 x 1077).
P(1,35<X<1,65)=0,96792a 10" * prés.
2. 1,35<X;<165©-0,15<X;-1,5<0,15

®—0,15<X1—1.5<0,15
o o I

0,15

= -=2582 1072 prés; 0 = 0,058.

80. 1. P(245<V <

suit N'(250 ; 16).

P(245 <V < 255) =

2. 245<V <255

& 245 - 250 <V - 250 < 255 - 250
V-250_

255) avec V qui

0,7887 4 10™* prés.

\—

<:>—\
(o2

o
P(_5<Z i) - 0,95
O
==1,96a 1072 prés
o =2,55.
3,66

81. 1. —366<X<366<:>ﬁ< <—

P 366<z<366.

< z<ﬁ) 0,95

3% _ 106
o

3,66
1,96

( 3,66
o

&o0= =1,87 21072 prés.

3,

6

2. =2,5758

3,66
2,5758

3. PX>1)=P(X<-1)=03 en
mode amateur.

La probabilité qu'il encaisse un but est
donc de 0,7 en mode amateur.
PX>1)=P(X<-1)=024 en mode
pro.

La probabilité qu’il encaisse un but est
donc de 0,76 en mode pro.

4. P-1<X<1)=1-2x03=04
en mode amateur.

La probabilité qu’il encaisse un but est
donc de 0,6 en mode amateur.

S0= =1,42 3107 % prés.
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P-1<X<1)=1-2x%x0,24=0,52
en mode pro.

La probabilité qu'il encaisse un but est
donc de 0,48 en mode pro.

Daniel a donc intérét a suivre le conseil de
son ami.

82. 1.

P(X<40)=1-P(X>40)<
P(X < 60) = 0,999 (énoncé)

1-095=0,05

40 —
P(Zé—
2.

P<Z<

3. A l'aide d’une calculatrice:
40 -

<-164
o
60 — 1

> 3,09
-H

4. 0-u<-1640 = 3,09

—U<-1640-40
L=1,640 + 40

60 — i =>3,09 0
- 14>3,090 - 60
L <60-3,090
1,640 +40< 4<60-3090.
5. D’apres 'encadrement de la question
4., il faut que:
60-3,090 = 1,640 + 40
-4,730=-20

< 20

4,73

0 <423
dot O,

~ 4,23.
6. Pour o =0,

1,640 + 40 = 60 — 3,090 = 4
L 46,94,

4. Le théoréeme de Moivre-Laplace :

approcher une loi binomiale par

une loi normale

83. et 84. Corrigés dans le manuel.

36

k

2. E(X)—n><p 36><02 7,2
=\/np(1-p) =V576 =2,4.

X-772
2,4

85. 1. P(X:k):( >><O,2k><0,836_k

w

< 1) =P(48<X<096)
X~ 0,7055 & 10" * pres.

P(20 < X <36)=2,65x 107 °.

P(X=72)~0,56.

4. a. n=36>30

a. P(—'IS

oo
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nxp=72=5
n(1-p)=288=5
Donc d'aprés le théoréeme de Moivre-
Laplace
X—-E(X
P(a< ()gb)xp(a<z<b),
a(X)
ouZsuit N(0; 1).
X-72
-1< =S
5. a. P( 1 22 1) 0,6827
3 10™* preés.
b.P(20<X<36)=P<5,33<X_7'2<12)
~5x10°8
c. P(x>7,2)xP<X£:'2>o) =0,5.

86. 1. P(X=k) = (i“) 0,1% x 0,9%*k
2. E(X)—n><p 64x0,1=6,4
=/np(1-p) =V576 =2,4.

X - 6,4
2.4

3 a P(—z <05)—P(1,6<x<7,6)

~0,6826 4 10™* prés.
b. P(4<X<10)=0,84212a 10" * pres.
c. P(X=>6,4)=0,46102a10"* pres.
4. Les conditions permettant d'utiliser
l'approximation de Moivre-Laplace sont
réunies.
5.a P (— 2<
a 10™* prés.
b. P4<X<10)=P(-1<Z<1,5)

X 0,7745 a4 10™* pres.
c. P(X=64)=P(Z=0)=05 a 1072
pres.
87. 1. EX)=nxp=10,5;
o(X)=+np(1-p) =271.
2. a. P(8<X<12)=0,6403 410" * prés.
P(X>20)=2232x10"".
(X<5)=0,0269 & 10" * prés.
E(XX) + Zo (X)
(8B<Y<12)~P(-0,92<Z<0,55)
=0,53.

b. P(Y>20)~P(Z>2,76)~2,9x 1073,
c. P(YS5)=P(z<-203)a10*
prés.

X-6,4

< O,S) X 0,6687

P
Y
P

9 W oo

N

4. P(a<x<b):P<a_E(X) X_E(X)<b‘E(X)>

o) ok ol
a-E(X) -E(X
(o <<o5)
d’apres le théoreme de Moivre-Laplace.
La derniere approximation est justifiée
par le fait que n =35 et p=0,3, ce qui
valide les conditions n =30, np =5 et

n(1-p)=5 pour l'application du théo-
réme de Moivre-Laplace. On a enfin
a-E(X) b-E(X)
P< <z< >:P(a<Y§b)
o (X) o(x)
ce qui conduit a
P@s<X<b)=Pla<Y<)h).

88. 1. EX)=nxp.

o(X)=\/np(1-p).
X - E(X)
2. P<a< <b>xP(a<z<b)
o(X)
ol Z suit N'(0; 1) aux conditions sui-
vantes: n =30, np=5etn(1-p)=5.
~p(X"EX y-EX)
3. P(xsxgy)~r>< o) <z< o) )

4. a. P(112 <X < 130)

9B (1000; 0,12)

E(X) = 120

o (X) = /120 x (0,88) ~ 10,28

P(112<X<130)~ P(- 0,78 <Z <0,97)
= 0,616.

b. P(53 < X < 59)

9B (365 ; 0,18)

E(X) =657

o(X)= 734

P(53<X<59)=~P(-173<7Z<-0,9)
= 0,14.

c. P(40 <X < 60)

9B (708 ; 0,05)

E(X) = 35,4

o(X)~58

P(40 <X <60)=P(0,79<Z <424
=~ (,215.

89. RB(70;0,7)

1. P(45<X<55)=

2. nxp=49=5

0,8374 2 10~ * prés.
n=70=30

n(1-p)=70x03=21=5
3. E(X) =49
o (X) = V49 x 0,3 = 3,83

P(45<X<55)%P<45_49<Z<55_49>

383 383
XP(-1<2<1,57)
~0,78312a 10" * prés.

90. 1. P(X>180)=0,3867 4 10~ * prés.

1760
2. P(X=180)= Y, (1760> 0,1€0,917%0 -k
k=180

3. La calculatrice renvoie une erreur: le
calcul est hors de sa portée.

4. n=1760=230 nxp=176=5
n(1-p)=1584=5
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Les conditions sont réunies.

5. P(X=180)=P(Z=0,32) =
2104 prés.

E(X)=176

o (X) =/176 x (0,9) ~ 12,59.

6. Les résultats de 5. et 1. ne sont pas
tout a fait égaux, bien que proches. Cela
signifie que la calculatrice n'utilise pas
l'approximation de Moivre-Laplace pour
effectuer le calcul.

91. B(125;0,3)

0,3745

1. E(X) =357
o(X)=v37,5%x0,7 =512
2.n=125=230 nxp=375=5

n(1-p)=125x0,7=875>5

R 35375
P(X>35)~P<Z>T>

X P(Z>-0,49)
~0,6879 4 10 * prés.

92. Corrigé dans le manuel.

93, 1. E(X) =24
0(X)=V24x0,8 ~ 4,38
2.n=120=230 nxp=24=5
n(1-p)=120x0,8=96=> 5.

3. [-1,9; 1,9].

4. ——196 et a=38,76.

o (X)

. 1. B (300 ; 0,03).

( 4)~0,0325 ;
(><<4) 0,0524.

3. EX)=nxp=300x0,03=9;
a( ) =19 x 0,97 ~ 2,95.
4.n=300=30 nxp=9=5
n(1-p)=291=5.

5. PX<12)~P(Z<1)=0,84;

PE<X<12)=P-1<Z<1)=

95. 1. B(150; 0,4).

E(X)=60;

o(X)=V60x06=6

2. Théoréme de Moivre-Laplace.

3. PX<72)~P(Z<2)=0,977

P(X=69)~P(Z=1,5)=0,0668

PEI<X<72)~P(1,5<Z<2)
~ 0,044 a4 10~ * prés.

96. B(36;0,2).

1. P(X=0)=3,245x10""*

2. P(X>10)=0,0889 4 10~ * prés.

0,68.
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3.n=36=230 np=72=5
n(1-p)=288=5.
4. D’aprés l'approximation de Moivre-
Laplace,

1,2

P(X<6)~P<Z<—ﬁ> 0,314 102
prés. '
5. X~%RB(36; p). On cherche p tel que
P(X<6)=0,5.

6 — 36p >

Or P(x<5)x|><z<—
v36p(1-p)
d’aprés le théoréme de Moivre-Laplace.
Cette approximation est valable si
36p=5<p=0,139 et
36(1-p)=5<p<0,861. Suivant cette
approximation, on cherche p tel que

6-36p o
P(Z<————]=0,5 ce qui conduit
< V36p(1 —p)>
3 6 —36p
V36p(1-p)
lente @ 6 -36p = 0. On obtient donc
p<0,17. Il est a noter que pour cette
valeur maximale de p 'approximation de
Moivre-Laplace utilisée précédemment
est légitime.
97. 1. X~ RB(1500; 0,9), E(X) = 1350
et o(X) = 11,62.
2. Le calcul fait intervenir, au travers
d'une somme, des coefficients binomiaux
impossibles a calculer pour une calcula-
trice.

= 0 ou de facon équiva-

3. Ce choix est justifier par le théoréme de
Moivre-Laplace, que l'on peut appliquer ici
car n=1500=30, np=1350=5 et
n(1-p)=150=5.

4. D'aprés 3.

P(X > 1340) ~ P<Z>1340

- 1350)
11,62

ou Z désigne une variable aléatoire suivant

laloiN(0;1).0Ona

1340 — 1350
11,62

a 107 prés.

P<Z> ):P(Z>—O,86):O,81

5. Fluctuations d'une fréquence
98. et 99. Corrigés dans le manuel.

100. 1.

p(1-p) p(1-
-1,9%6—; 6————
g va P N
a 95 %.
>30,np=5etn(1-p)=5.

101. 1.
[0,4—1,96V024 0,4 + 196—V02]
V70

[0,285;0,515] & 10~ > pres.

2. X peut prendre toutes les valeurs
entiéres comprises entre O et 70 inclus.
3. [0,285x% 70 ; 0,515 x 70]

soit [20 ; 36] a 95 %.

4. Il suffit de saisir sous 'R rbinom
(1,70,0.4). On obtient par exemple le
nombre 29.

5. Pour l'exemple précédent, la réponse
est oui.

6. Pour simuler 10 réalisations sous R, il
suffit de saisir rbinom(20,70,0.4). On
obtient par exemple les valeurs 27, 18, 21,
25, 25,30, 23,29, 26,32 :une d’elles n'ap-
partient pas a l'intervalle calculé en 3.

7. Il devrait y avoir une proportion d'a
peu prés 5 % des valeurs en dehors de
l'intervalle calculé en 3.

102. 1.

<P o, VPP
Vn
+ua$>:1—a
Np(1-p) p

2. lp—1,67 Ny i p+ 1,64

lim P

<F<
n - +oo SESP

Vn
a 90 %.

Vp(1-p) . Vp(1-p)
%T,p + 1,967\/;

VPOU=P) ., 5 sgVP(2P)
NN

n

a 95 %.
p—2,58
399 %.
3. F appartient a
1- 1-
Y P);p+2\/P( P)
Vn Vn

n — +oo avec une probabilité de 0,954 5
a 10™* prés.

lorsque

4. F appartient a
1- 1-
_5VP(1-p) - ,VP(1-p)
Vn Vn
n — +oo avec une probabilité de 0,997 3
a 10™* prés.

103. 1. n=60=230;nxp=24=5;

lorsque

n(1-p)=36=5.

2.

[04—196—”024 0.4 + V0,24
V60 V60
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[0,28 ; 0,52] & 95 %.

[ V0,24 V0,24
V6o V60

[0,24; 0,56] & 99 %.

104. 1. n=43>30;np=258>5;
n(1-p)=17,2>5.

2.

061,96 %24 06 4 v0.24
V43 V43

=[0,45;0,75] & 95 %.

3.

[06 2,58Y02% 064 VO'24]
V43 4

=[0,41;0,79] 499 %.
105. Corrigés dans le manuel.

106. 1.n=40=30;nxp=20,56=5;
n(1-p)=19,44=>5.

0.514- 1,96 Y2288 5514 4 1,96¥ 2298
V40 V40

=[0,36;0,67].

2. %— 40 %. On ne peut pas affirmer

qu'il y a dans cette classe une sous repré-
sentation des filles a 95 %.

3. Bonne question !

107. n=81>30;np=4131=>5;
n(1-p)=39,69=>5,
1.
il Va1
395 %.
[0 40 ; 0,62].
17

. a % 100 = 21 %. On peut donc affir-

mer a 99 % que les admis d’origine socio-
professionnelle « employés et ouvriers »
sont sous représentés a I'ENA.

108. 1. B(n; 0,04).

2. [0,04— 25800384 5 04 4 2,58 0.0384];
G Va
3.
0,04 2,58Y00%84) . (004, 5 55Y0084) |
i Vi

4. En notant X le nombre de coupes abi-
mées, on cherche :

— n 0,04n
PX<n_ )= P(X 0.04n  Mmax >
1/0,0384n  1/0,0384n
Or d'aprés la définition de n_ .., on
btient Mmax — 0,04 2,58
ootieNnt ———————=/¢,
v 0,0384
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De plus, d'apres

Moivre-Laplace,

si n=30 et 0,04n=5<n

0,96n=5&n=5,2,

autrement dit si n = 125,

p < X—=0,04n
Y/ 0,0384n

Z désigne une variable aléatoire suivant la
loi N'(0; 1).

On obtient finalement
PX<n,,) = P(Z<258)=
a 1073 prés.

l'approximation de

=125 et

< 2,58) ~ P(Z < 2,58) o

0,995

5. Il s'agit de résoudre n—n__ =400
soit 0,96n — 2,584/0,0384n \/n — 400 = 0.
Le discriminant du polyndme en Vn
a gauche de cette inégalité vaut
A =1536,256. Ce polyndme admet donc
deux racines dont une seule est positive
(car 0,96 x (- 400) < 0) : elle vaut 20,68.
L'inégalité initiale est donc vérifiée si
n = 20,68° c'est-a-dire n = 428.

109. 1. Soit X le nombre de spectateurs
se rendant au spectacle. X~ %B(n ; 0,9).
La proportion de personnes se rendant au

spectacle vaut F = X . Elle fluctue avec une
probabilité asymptothue de 0,95 dans l'in-

tervalle [0,9— 1,96\/'_ 20,9 + 1'96\/0.09 '
n n

Si n =200, il vaut [0,86 ; 0,94].

2. On cherche n = 200 tel que :

X-09n _200-09n
03Vn  03Vn ) 0%
D’aprés le théoreme de Moivre-Laplace, si
n=30 et 097=5&n=556 et
0,Tn =5 n =50, autrement dit si
n=50o0na:

P(X 0,9n _ 200 - 09n> P(Z<200—0,9n)

03vn 03V 03vVn

ou Z désigne une variable aléatoire sui-

vant la loi N'(0; 1). On cherche donc

n =200 telque P(Z <M>=O,95
03vVn

soit 200-09n_ 1,64 ou

03Vn

0,9n + 0,492V n — 200=0. La résolution
de ce polynéme du second degré donne
une seule racine positive Vn = 14,64,
soit n=214,33. Le directeur de la salle
peut donc vendre 214 tickets: il aura une
probabilité de plus de 0,95 qu'au plus
200 personnes se présentent le soir du
spectacle.

110. 1. %B(5000 ; 0,03).

P(X < 200)=0,95 & P(

encore

2. n=5000=30;np=150=5;

n(1-p)=4850= 5.
(0,03— 1,96~ 0‘0291>; <0,03 +1,96~ 0'0291>
V5000 V 5000

=[0,025 ; 0,035].

3. P(127<X<174) =
pres.

4. Moins de 5 %.

5. Non 172 €[127 ; 174].

6. 0 [127; 174] donc le lot aurait été
jugé non conforme.

7. P(X = 170) = 0,055 & 10”2 pres.

0,9535 a 10°*

8. Non.

9. Pascal.

10. 172 = 170 donc le lot de Pascal est

non conforme.

111. 1. n=100=30;nxp=5=5;

n(1-p)=5=5.

(0,05— 1,96~ 0’0475);(0,05 +1,96- 0’0475)
V100 100

=[0,007 ; 0,093];
soit [0,7 % ; 9,3 %].
2. Le test indique que Dominique a raison.

3. On a obtenu un intervalle de fluctua-
tion a 95 %, il y a donc 5 % de chance que
la fréquence observée n'appartienne pas a
l'intervalle de la question 1.
4. 9%(100; 0,09).
X

<< .

5. 0,007 700 0,093

S0,7<X<93.
PFel)=P(0,7<X=<93)=0,59.
6. Avantage a Dominique, car méme

lorsque p=0,09, son test conclut a
p = 0,05 dans quasiment 60 % des cas.

7. 8% est inclus dans l'intervalle de fluc-
tuation [0,7 % ; 9,3 %].

~ \/0,0475).( \/0,0475>]
8. (0,05 196 == )i(00s +1 9= )|
soit [4; 16].

9. 9 + 8 =17 cartes défectueuses a tous
les deux 17 &[4 ; 16], il semble donc que
p>0,05.

6. Intervalles de confiance

112. et 113. Corrigés dans le manuel.

114. 1. B(50; p).

1 1
2. 1IC=|0,26-——;0,26 + ——
V50 V50

=[0,12 ; 0,40].

© Hachette livre, 2012 144

Reperes T s, Livre du professeur

| Chap. 8 Loi normale et estimation

115. |C=[0,07-L;oo7 + L]

V370 /370
=[0,018; 0,122].
15
116. 60—0,25.
2. |c=[o,25 1 025+—]
=[0,12; 0,38].
1 1
117. 1. |c=[o,45-— 0,45 + ]
Va2 V222
=[0,38;0,52] RnB.
1 1
2. IC=10,42 ———;0,42 + ——
\V 222 2221
=[0,35;0,49] Pop/Rock.
1 1
IC=(0,38—-——;0,38 + ——
\/ 222 222
=[0,31;0,45] Rap.
1 1
IC=10,28———;0,28 + ——
V222 222 |
=[0,21;0,35] Electro.
1 1
IC=(0,26 ——; 0,26 + ——
\ 222 V222 |
=[0,19; 0,33] chanson francaise.

3. Non car les intervalles de confiance
associés aux styles RnB et Pop/Rock se
chevauchent .

4. Selon le méme critére seuls les styles
« musiques électroniques » et « chanson
francaise » (parmi les styles de 'enquéte)
sont moins écoutés que le RnB.

96 _
118. 1. FNW 0,96
.
2. IC:[O,96 ——1 .09+ —]
V100 V100
=[0,86; 1].
91
119. 1. F= 00—0,91
1 1
2. |c=[o,91 -1 091+ —]
V100 V 100
=[0,81; 1].
120. 1. Il suffit de recopier l'indication

sous R.

2. ech=sample(pop,100) permet d'enre-
gistrer l'échantillon tiré dans le vecteur
ech. Le résultat du tirage peut étre visualisé
en tapant simplement ech sous R

3. La commande table(ech) répond a la
question. On obtient par exemple 47 « A »,
2«AB» 6 «B»etd45«Ow».

4. D’apres l'échantillon précédent les pro-
portions de chaque groupe dans la popula-
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tion totale peuvent étre estimées a 0,47
pour le groupe « A », 0,02 pour « AB »,0,06
pour « B » et 0,45 pour « O ». Pour obtenir
une estimation par intervalle de confiance
au niveau asymptotique 0,95, il suffit

=0,1 de part et
0

d'ajouter l'erreur

d'autre des estimations, soit [0,37;0, 57]
pour «A», [0;0,12] pour «AB », [0;0,16]
pour « B » et [0,35;0, 55] pour « O ».

5. Oui.

6. Si on tire un autre échantillon, on
obtient évidemment de nouveaux inter-
valles de confiance pour l'estimation des
proportions. Il peut arriver que certains
d’entre eux ne contiennent pas la vraie
proportion : cela arrive avec une probabilité
inférieure a 0,05.

121, 1. B py) i B py).

10 12
2. F=20~028;F,=1£~033.
3. IC1:[O,28 L 028+—]
=[o11-o45].
1
c, [033—— 0,33 + ]
N RRRES
=[0,16 ; 0,50].

IC, et IC, se chevauchent, on ne peut
donc pas départager Daniel et Frédéric.
4. Fy=2~028;F,~033.
IC,,=[0,17;0,39]etIC,,=[0,22; 0,44].
IC,, et IC,, se chevauchent, on ne peut
donc pas départager Daniel et Frédéric.

5.
1 1

028 + —<033-— <:>—<005
Vo v Nn

\/7

©T>20©\/—>4O©n 1600.

Il faudra effectuer 1600 tirs pour que de
manigre significative p, <p,.

122. 1.
1 1 2

(Fn + ﬁ) _<Fn_ﬁ> <o,02<:>ﬁ<o,02
Vn

@7>50©\/ﬁ> 100 € n > 10000.

L'institut devra au  moins

10 000 personnes.

interroger

123. 1. fi;

14
fautre = 1303

_ix ~ 0,
=31 0,074= 7,4 %.

= 0,011 =11%.

0074—L oo74+—

Va1
=[0;0,185].

2. ICp=

3.

autres

[o Mo . 0011 + — ]
V1303 V1303

=[0;0,039].
4. Les deux intervalles se chevauchent, il
est donc impossible d'affirmer qu'il y a
une probabilité plus importante qu’une
prothése de la marque TIT se rompe.

1 1
5. 0,074 — —=>0,011 +
Vn V16n

& 0,074 - ——>0,011 + 0,25 x ——

Vn Vn
1,25

& —22<0,074 + 0,011
Vn

@§<0085
@\5214,71

<:>n>217

6. fir= 2017 =0,047= 4,7 %.

fo_ 300
autre = 29874

ICpr = [0,047 -

~0,010=1,0 %.

:
V2017
=[0,025; 0,069].

0,01 +

]
IC, e [0,01 ~57”
=[0,004; 0,016]
puisque 0,016 < 0,025 on peut affirmer
que la probabilité de rupture des pro-
theses TIT est supérieure a celle des autres

marques.

; 0,047 +

V2017

1
V29814

7.Problémes

124. 1. Les deux défauts sont indépen-
dants donc :

P(ANB)=P(A)x P(B)
P(D,ND,)=0,02x0,05=0,001.

2. P=P(D,)xP(D,)=0,98%0,95=0,931.

3. 9B(1000;0,931);
E(X)=nxp=931;

931 % (0,069) =
4. n=1000=30;np=931=5
n(1-p)=69=5.
5. 927 < X< 935
S —-4<X-931<4
e-05<X=2l<os

&-05<
N(@©;1)P

Z<05 avec Z qui suit
(-0,5<7<0,5=0,383.
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6. P(Z<164)=095;% 8931 1,64 ;
X< 944.
1

125. 1. E_X E—Sans.

2. p=f02)ue =[—elx]0:—e°'4+ 1%=0,33.

3. B(1400;0,33);

E(X) = 462 ;

o (X) =462 x 0,67 =~ 17,6.

4. Ils'agit de l'intervalle de fluctuation de

X ; ; )
F= Ta0p 2u niveau asymptotique 0,95 :
[o 33196 0,33(1-0,33)

' ' 1400
033 + 1,961 230 _0’33)]—[031-035]
L V1400 B

a 10™ < preés.

5. P(X>700)=1-P (X< 700)
=1-P(X - 462 < 238)
=1—P(x1 462<13,5)
=1-P(Z<135);

Zsuit N(0; 1) =0.

126. A. 1. %B(n;0,006);

E (X) = 0,006n ;

=14/0,006n(0,994) = 0,077V n.

2. P(X=0)= (g) 0,006° x 0,994" = 0,994".

3. n=10000; E(X)=60; 0 (X)~77.

-10<X-60<10

X - 60
©-13< <
13525 <13

P(S0<X<70)=P(-13<Z<1,3)
avec Z qui suit N'(0; 1)
~ 0,806 & 107> prés.
0,85.

B1f—ﬁ

2. IC=|0,85—-

1 1
NET RN T
=[0,75; 0,95].

3. Non : par définition la probabilité que
l'intervalle de confiance contienne p est
supérieure a 0,95, mais lintervalle ne
contient pas a coup sdr p. Ainsi étant
donné un échantillon particulier, I'lC cor-
respondant peut ne pas contenir p, mais
ceci arrive avec une probabilité trés faible.

127. A. 1. P(89,6<X<90/4);
-04<X-90<0/4
X =90
& - < <
2,35 017 2,35
& -235<7<2735 avec Z qui suit
N(0;1).
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P(89,6 <X <90,4) = P(-2,35<7<235~0,98

2. P~a<Z<a)
donc a = 2,58
90,4 — 90
" 04
@ — ~
=55~ 0155,
B. 1. %B(4;0,02).
2. P(Y=0)=0,98*=0,92.
3. P =1)=<:> 0,02'x0,98%=0,075.
P(Y < 1)=0,995.
C. 1. %B(1000;0,02).
2. n=1000=3;np=20=5;
n(1-p)=1000(0,98) = 980 = 5.

=V 10x0,98 = 4,43.

=0,99;

=2,58

129. 1. PB<X<4,4)~0,68

2. 0,68—1,96m;068+196m :
Voo Voo

[0,63;0,73].

130. 1. P(E)=%;

PB(7500; 0,25) ;

E=1875;

O = 1406,25:37’5.

2. [o,zs-m%vm;o,zsm,%m};
V7500 V7500

[0.24;0,26].

1740 _ '

3. Zo0=0232[0,24; 0,26].

4. ] 1

c= [0'232 - 10,232 + ]

7 500 7 500

=[0,22 ; 0,24].
131. A. 1. B(n;0,26).

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2).
=0,745~0,16.

=6x0,26 X0,74°~ 0,35.

1-0,74"> 0,95
-0,74" = - 0,05
0,74" < 0,05

En route vers le bac (p. 414-415)

3. Z<15
SZ-20<-5
e L- 20
e -1,13

© W < - 1,13 avec W qui suit N'(0; 1).
P(Z<15)=P(W<- 1 13) = 0,13.

128. A. 1. E(E,) ==~ =50"°C.
2. P(E, > 140) =
3. P(E, > 140) =
B. 1.

0, 02
~ 0,061.

0,032.

| Chap. 8 Loi normale et estimation

P(D)=P(AND)+P(BND)
= P(A) x P, (D) + P (B) x P4 (D)
=0,7%0,06 + 0,3 x 0,03
= 0,051.

2. %B(500;0,051).

3. n=500=>30;np=255=>5;

n(1—p)=474,5=5.

0 (X)=+v255x0,949 ~ 4,9.

4. X>304 X-255>4,5
X_25'5>o,92

4,9
& Z>0,92 avec Z qui suit

<

N(0;1).

P(X > 30) = P(Z >0,92) = 0,18.

nln0,74 < In0,05
ln005

an 76
= 10.

B. 1. P(Y= 27) = 0,897
2. P(Y<24,5)~0,376

132. 1. On sait que l'urne choisie pour
les tirages est U, . De plus les tirages sont
effectués avec remise et de facon indé-
pendante. A chaque tirage, une boule
rouge peut donc étre tirée avec une pro-
babilité £. Donc X ~ 9 (200; ) et le
résultat s'en suit.

2. Si les tirages sont effectués dans U,
on est sr d'obtenir une boule rouge a
chaque tirage puisque U, ne contient
qu'une seule boule, qui est rouge. Ainsi:
PUZ(X=200)=1 et pour tout entier k
entre O et 199, PUZ(X =k)=
si les tirages sont effectués dans U,, on
n'obtiendra jamais de boule rouge. Ainsi
PU3(X =0) =1 et pour tout entier k entre
1 et 200, PU3(X=k)=O. On en déduit
l'égalité proposée.

0.Au contraire,

3. D'aprés la formule des probabilités
totales, pour tout entier k entre 1 et 199,

PX=K)= P, (X=KP(U) + P, (X=K)P(U,)
+ Py (X=K)P(U)).
Or P(U,)=P(U,) = P(U,) % et
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PUZ(X =k)= PU3(X =k) =0 pour k entre 1
et 199 d'apres 2..

On en déduit P(X=k) = PU1(X =k) pour
tout entier k entre 1 et 199.

4. D'aprés 3. et 1.:

100 100

> P(X=k)= 21

k=61 k=61 3

5O

Or pour tout k compris entre O et 200,

- () o

100

1S pr=k)=

3 k=61
5. T~ B(n;p) avec n=200 etp—g
Puisque n =30, np =5 et n(1-p) =5,
il est raisonnable d'utiliser |'approxima-
tion normale issue du théoreme de
Moivre-Laplace. Ainsi

PEO<T< 100):P(6°‘8°<T‘80< 100‘80)
693 693 693

~P(-289<Z<289) =099 a 10~ prés.
0
133. 1. G(0 —ff dx=0
l|m f ft)dt =1 car

fest une den5|te de probablllte.
2. G(X)=P(-x<X<x) pour x = 0.
F est une primitive de fon a:

=[XX f(t)dt=foxf(t)dt—j(;_xf(t)dt

=F(x) - F(-x).

1

P(60 < X < 100) = X=k

P(60 <X <100)= 60<T<100)

et l|m Gx) =
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3. Flx)=f() et F(=x) =~ f(-x)
d’aprés la formule de dérivation d'une
fonction composée.
Donc pour x = 0, G"(x) =f(x) + f(- x).
4. f(x) > 0 pour tout x et donc G(x) > 0
pour tout x = 0. On en déduit que G est
strictement croissante sur R*.

G’

x |0 u,
T
|
T
|

G()

0/1—a
1

5. La fonction G est continue, strictement
croissante de [0; +oo[ dans [0; 1], il
existe un unique u, positif tel que
G(ucx) =Y.

Donc P(-u,<X<u, )=y
SX<uy)=1-o.

P(-uy,

/

:|><

134. B(n;p) et F =

P(—ua\Z<ua)=1—a avec
oe]0; 1[;avec Z quisuit N'(0; 1).
1. D'aprés le théoréme de Moivre-
Laplace :
X —np
lim P(-u,<————<u
ne < © Vp(1-p) a)
=P-u,SZ<uy)=1-a

X —np
2. —u,<———<u

Vnp(1-p)

S —u,Vnp(1-p) <X, —np<u, Nnp(1-p)
Snp-u,Vnp(1—-p) <X <np+u,\Vnp(1-p)

ve(1-p) vp(1-p)
Sp-ug —<p+u _
Vn n * Vn

136. Zsuit N'(O; 1).
P(0,5<Z2<2)=029a10 ¢

137.

pres.

P(Z=4)=1-P(Z<4)=3x10".

Sp-u \/p(1—p)§Fn<P+ua\/p(1—p)
Vi Vn
3. p-u, PU_p)SF <p+ug, p(1-p)
Vi ! Vi
ot Vp(1-p) \/P(1—P)}
elp-u, p+u,
Vn Vn

Plbu,<Z<uy)=1-0a avec ac]0; 1]
et Z quisuit N'(0; 1).

o Ve(l-p) _
. lim Plp-u,—F—=sF,
n — +oo \/F
\/p(1 =
<p+ua—M>:1—a.
Vn
2. P(-2<Z<2)=1-a pour Z suivant
N(©; 7).

On trouve a l'aide d'une calculatrice
1T-0=0,954>0,95.

y Vp(1-p)
im P\p-2———=<F,
n— +oo \/;
_ \/P(1—P)>
<p+2~—_F1
vVn
=P(-2<7Z<2)=~0,954 > 0,95.
3. Soit g(p)=p(1-p) pour p£[0; 1];
9(p)=p-p°.
g'lp)=1-2p; :
g'p)=0=1-2p=0=p=5.

Accompagnement personnalisé (p. 416-417)

141, P(X-2|>3)=
0,95

P1<X<5)=
3_X-2

| Chap. 8 Loi normale et estimation

x |0 1 1

2
9’ + 1 - g@:%
M| TN

On a donc pour tout pe&[0;1],
1
p(1-p)=<y.

VPU—P)<2
Vn

ve(l-p) — NpP(1-p)
NP

1
4.2

Donc:

-

1

Clp——=:p+—|

PP 3
5. D’aprés les questions 2. et 4..

1 1

im P(p——=<F <p+—

P =h e )

VPU-P ¢ o,
\/F n
Ve(1-p)
Vn
:

;p+—>>o,95.
Vn

>limP<p—2
+2 >>O,95.

. 1
6. nErPOO P(FnE[P—ﬁ

1

rF —— Pt —=

orf,<[p N
@pe[F _1. F, o+ L ]

Ve Vn

Donc P(p=1C)=0,95 lorsque n est
assez grand, ce qui montre que l'intervalle
IC a un niveau de confiance de 95 % pour

l'estimation de p.

0,05

P<—<—<3> =0,95
(0]

138. P(Z<x)=0,75 © x =~ 0,674 10" 3 prés.

139. P(-x<Z<x)=0,75 © x =+ 1,154 1072 pres. P<_#,3<Z<%>=Or95

140, —x-3<X<x-3 avec Z qui suit N'(0; 1).

—x<X+3<x

—x _X+3_x %=1'96

3 3 3 o~ 1,53.

P<3 <Z< 3) 0,75 avec Z qui suit N'(0; 1). 142. 1. n=64>30; nxp=64=5; n(1-p)=57,6=>5.
§=1,15 E(X)=6,4;
x = 3,45, o (X)=46,4x%(0,9) =24.

147

© Hachette livre, 2012 Repéres ™, Livre du professeur
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2. P(5<X<7)
P(-0,58 <Z<0,25) avec Z quisuit N'(0; 1).
P(5<X<7)=0,32.

143. 1. E(X)=nxp=98;

o(X)=v98x0,5 =7.
Z.n:19620;np:9825;n(’l—p):196><0,5:9825.
3. 98—a<x<98+a©§<z<%
—a a\ _
P(7<z<7)_o,95
37_196@a_1372
1327
144, f=2260=0,6635;
1 1
Ic = [0,6635 - 10,6635 + ]: [0,64; 0,69].
\/2000 \/2000
1 1 2
145. ( +—>—<f——> =2 & 2 2001
Vn Vnl Nn  ~Nn
ﬁ>1oo<:>ﬁ>zoo<:>n>4oooo.

2
146. 1. X~N(73; 09).
0,5 0,5 N -

P(72,5< X< 73, 5)—P<——<Z< ) ol Z désigne une
variable aléatoire suivant la loi N'(0; 1).

Ainsi P(72,5 < X < 73,5) = i O('js = 2,58 soit 0 = 0,194.
2. P(X<72)U(X>74)=1-P(72< X < 74) =
3. PX>1)<10*

0410 © prés.
ssi L=, ou L, vérifie P(X>Ly)=10"*

Ly~ 73
Ona P(X>L)=1-P(z<
0,194

> ou Z désigne une variable

aléatoire suivant la loi N'(0; 1). Ainsi P(X>1L)=10""% ssi

( Ly~ 73
Plz<
0,194

4. PX<ph<i0*

Lo
=0,9999 soit
0,194

=372 etl,=7372.

ssi (=1, ou [, vérifie P(X <[)=10""*

© Hachette livre, 2012

148

| Chap. 8 Loi normale et estimation

On obtient comme ci-dessus P(X <) = 10"*

. l,-73 e -T3
SsiPlZ< =10"" soit ———=-3,72 et [, =72,28.
0,194 0,194
147. 1. Pour le groupe A, la proportion vaut f, = 21— 0,69.
Pour le groupe B, la proportion vaut f; = 6;' =0,54.

B
NTR
1

NG

2. PourA:[O,69 069+—] [0,55; 0,82].

3. PourB:[0,54 054+—] [0,41;0,67].

4. Non.

5. La proportion de personnes jugeant le placébo efficace est
18

=0,32, ce qui fournit l'intervalle de confiance au niveau

57
asymptotique 95 % :
1 1
0,32 -——;0,32 + —(=[0,18; 0,45|.
V57 V57 [ |

Le médicament B n’est pas significativement plus efficace que le
placébo. Par contre le médicament A ['est. On remarque ici un
paradoxe de la comparaison deux a deux selon ce critére: les
médicaments A et B sont indistinguables, le placébo et le médi-
cament B sont indistinguables, mais le placébo et le médicament
A ont des efficacités significativement différentes.

1 1
148. 1. [0,63——;0,63 + —]: 0,53:0,73].
V100 V100 [ |
1 1
2. [0,79 ~ 1 o079+ —] =[0,69; 0,89)].
V100 V100

3. Non, car les intervalles se chevauchent.
4. Les intervalles de confiance respectifs deviennent dans ce cas

1. 1 ] [ 1. 1 .
0,63-—;063 +—| et [0,79-—; 0,79 + —|. La dif-
[ vn v

Vn Vn n

férence entre les deux types de cadre devient significative lorsque
les deux intervalles ne se chevauchent pas, c’est a dire dés que

079- —->063+ - & 2. <016 < n> 156,25.

Vn v Vn

Reperes T s, Livre du professeur
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TP Info (p. 418)

il a. Considérons comme «succés» le fait que lerreur de
mesure vale 1. La variable X_ représente donc le nombre de suc-
cés parmi n expériences de Bernoulli indépendantes (les E), qui
ont toute méme probabilité de succes O,5.

Donc X, ~ (100 ; 0,5).

OnaE(X,)=50et 0(X,)=V100x0,5x0,5=5.

b. En procédant comme indiqué, on obtient un tableau & une
ligne contenant des O et des 1 ainsi que leur somme comme ci-
dessous (seule la fin du tableau est montrée) :

[oeasd [chass [cbwss [cbaw? [obese [ches
[a]s Jo

[oomzn [ s 1
| P lo lo [a |1 ]

c. d. e. Une fois effectuées les étapes décrites dans c. et d. on
obtient un tableau a 1000 lignes dont la derniére colonne corres-
pond a X centré réduit, comme ci-dessous. L'histogramme
correspondant est en-dessous.

obs95 |obs96 |obs97 |obs98 |obs99 obs100 sum Xn.centré>
1|0 0 1 o 0 0 53 0.5583788
2 |1 1 X 1 0 1 47 -0.6313488
3 |0 1 0 1 0 0 52 0.3600909
4 |0 0 1 1 0 1 47 -0.6313488
5 |0 0 0 0 0 0 52 0.3600909
6 |1 0 o o 1 1 56 1.153243
7 |0 1 0 o 0 0 44 -1.226213
8 |0 [ % 1 0 0 55 0.9549547
9 |1 1 1 1 1 1 58 1.549818
10 |0 1 1 1 1 0 55 0.9549547
11 |1 1 1 0 1 1 53 0.5583788
12 |0 1 25 o 0 1 44 -1.226213
13 |1 0 1 0 0 o 58 1.549818
14 |1 1 0 1 o 0 55 0.9549547
15 |1 0 0 0 0 0 S0 ~0.036484>
16 |0 0 1. 0 1 1 56 1.153243
17 {1 o [4] 0 1 1 52 0.3600909
18 |0 1 1 0 o 1 43 -1.424500
19 |1 0 1 0 1 0 51 0.1618029

I. Fonction de répartition

1. Pour tout x € R, F(x) est une probabilité donc appartient a
[0; 1].

2.Si X~(0; 1]), alors la densité de X vaut f(t)=1 si
t<[0; 1] et f(t)=0 sinon. Ainsi, si x<0,P(X<x)=0, si
x> 1, P(X<X)=1,etsi 0<x<1,PX<x)= ["dt=x.CFle
graphique de gauche ci-dessous pour la représentation graphique.

3.Si X~3%B(6;0,5), les seules valeurs que peut prendre X sont
les entiers de O a 6. Donc si x<O,P(X<x)=0, si
x=6,PX<x)=1etsi 0Sx<6PX<x)=P(X<[x] en
notant [x] la partie entiére de x. Lorsque 0 < x < 6, [ x] et donc
P(X <[x]) ne peuvent prendre que 6 valeurs résumées dans le
tableau ci-dessous. F est donc une fonction constante par mor-
ceaux, continue a droite, cf la représentation graphique ci-
dessous.

Sur les pas du supérieur (p. 419)

f.On remarque que cet histogramme est raisonnablement
proche de la densité de la loi normale centrée réduite, ce qui

X —E(X
montre que X —EK,)
o (X,)

réduite. Il s'agit d'une illustration du théoréme de Moivre-
Laplace.

semble suivre une loi normale centrée

P2 (i) et (ii) : Lorsque les variables E, suivent une autre loi, on
observe le méme phénomeéne (sauf pour la loi de Cauchy). Dans
ce cas X, ne suit pas une loi binomiale, mais X centré et réduit
suit tout de méme approximativement la loi N (0 ; 1) lorsque n
est grand, ce qui est justifié par le théoréme limite central (hors
programme).

deux événements précédents sont disjoints, on obtient

F) =P(X<X) + PO<X<0)=F(0) + ["f(t)dt.

b. F'(X) = f(x).

c. F(0)=0,5 par symétrie de la densité de la loi N'(0; 1) par
rapport a la droite d’équation x = 0.

d. Quelques valeurs de F(x) sont résumées dans le tableau ci-des-
sous (& 107 % prés). Comme F’=f, on en déduit que la courbe
représentative de F admet deux asymptotes horizontales: y =0
en —oco et y =1 en +co. De plus F admet comme tangente en O
la droite d’équation y = f(0)x + 0,5=0,4x + O,5.

Enfin, puisque F’=f est croissante (resp. décroissante) sur
]-co; 0] (resp. [0 ; +oo[), on en déduit que F est convexe (resp.
concave) sur ces ensembles. Cf le dernier graphique ci-dessous
pour la représentation graphique.

X -3 -25 -2 -15 -1 -05 0

[x] 0 1 2 3 4 5 6

F(x) 0 0,01 002 | 007 | 0,16 | 0,31 0,5

P(X<[x])| 0,02 | 011 | 0,34 | 066 | 0,89 | 0,98 1

4.2 FX)=P(X<x)=P(X<0)U(0<X<0). Puisque les

X 0,5 1 1.5 2 2,5 3

F(x) | 069 | 084 | 093 | 098 | 099 1

© Hachette lvre, 2012w T4 mmmm  Reperes ™ s, Livee du professeur
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F pour la loi uniforme

F pour la loi binomiale

.......................... femmaf—
[_

1
Il

02 04 06 08

1
1

02 04 06 08

I T
-02 00 0.2

T
2

Il. Le QQ-plot pour vérifier la normalité

o 005 01 (015 02 |025| 03 |035| 04 | 045 | 05

V(O() - 1,64{-1,28/-1,04|-0,84|-0,67|-0,52|-0,39|-0,25|-0,13| O

Géométriquement, cela est d( a la symétrie de la densité de la
loi N'(0; 1) par rapport a la droite d’équation x = 0.

Comme Z suit une loi continue, P(Z <v(a))=P(Z <v(a))
qui vaut o par définition de v. Par ailleurs, d'apres 2.,
PZ<-v(@)=1-P(Z=<v(x))=1-a. Or d'aprés l'énoncé
l'unique réel u vérifiant P(Z<u)=1-a est v(1-a). Donc
—-v(@)=v(1-a).

La relation précédente montre que la courbe représentative de
v est symétrique par rapport au point de coordonnées
(0,5;v(0,5)=(0,5; 0)). De plus, d’aprés la définition de v, on a
Jim v(x) = +co et O}iﬂ'lo v(x) = —oco, ce qui montre que la courbe
représentative de v admet deux asymptotes verticales en ot =0
eta=1.

1

™

-

1

© Hachette livre, 2012
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donc v(a) et

_ Q(a)—ﬂ> q(0) - p
|>(x<q(a))_|>(z<T ==
gl@)=av(a) + 4.

La relation précédente le montre.

Avec (R Commander , on obtient le QQ-plot de gauche ci-
dessous : la droite passant par les deux quartiles est représentée
ainsi qu'une région de confiance autour de cette derniére. Si les
points sont tous inclus dans la région de confiance, on peut
admettre qu'ils sont raisonnablement alignés. Avec |GéoGebra |,
on obtient le QQ-plot de droite : il s'agit non pas de la représen-
tation des points (v(), g(cr)) mais de celle des points
(@), v()) avec la droite des moindres carrés (i.e. la droite
minimisant la somme des distances au carré entre les points et la
droite) ; Uinterprétation est la méme.

o
@

0 3 2

Les points semblent raisonnablement alignés, méme si
certains sortent de la région de confiance tracée avec
R Commander . On accepte néanmoins ['hypothése selon
laquelle les mesures sont des réalisations d’une loi normale.

D'aprés 6., en prenant la droite des moindres carrés de
GéoGebra comme référence: i correspond a l'abscisse ou la

droite coupe 'axe des abscisses et 1/0 a la pente de la droite. On
obtient a l'oeil nu les estimations: £~ 50 et 0 =~ 1.

Reperes T s, Livre du professeur



Programme officiel

Problémes de codage (code-barres, code ISBN,
clé du RIB, code INSEE).

Problémes de chiffrement (chiffrement affine,
chiffrement de Vigenére , chiffrement de Hill).

Questionnement sur les nombres premiers:
infinitude, répartition, tests de primalité,
nombres premiers particuliers (Fermat, Mersenne,
Carmichagél).

Sensibilisation au systeme cryptographique RSA.

« Division euclidienne.

- Congruences dans Z.

* Théoréme de Bézout.

* Théoréme de Gauss.

+ Nombres premiers.

Enseignement de spécialité

Exemples de problemes Contenus

- Divisibilité dans Z.

+ PGCD de deux entiers.

« Entiers premiers entre eux.

- Existence et unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers.

Situations (p. 426-437)

1. Divisibilité dans Z
1.1 Les nombres parfaits

+20=1x20=2x10=4x5,donc D(20)={1;2;4;5;10; 20}.

T+2+ 4+ 5+ 10=22 20, donc 20 n’est pas parfait.

+28=1x28=2x14=4x7,donc D(28)={1;2;4;7;14; 28}.

T+ 2+ 4+ 7+ 14=28,donc 28 n'est pas parfait.
*104=1x104=2x52=4x26=8x13,

donc D(104)={1;2;4;8;13;26;52; 104}.

1+2+4+8+ 13+ 26+ 52=106,donc 104 n'est pas parfait.

1.2 Les code-barres

Yol 1le][3]2]1]2
1 3 1 3 1 3 1
0 3 8 9 2 3 2

0+3+8+9+2+ 3+ 2=27donclacléest3.

24 | 4 3 6 6 1 9

24+4+3+9+9+ 1+ 9=56 donc laclé est 4.

2 5 1 3 X 1 9
1 3 1 3 1
6 5 3 3 3x 1 27

6+5+3+3+3x+1+27=45+ 3x. La clé est 3 donc le

chiffre des unités est 7.

0sx<9e0s3x<27T45<45 + 3x < 72.
Donc les valeurs possibles sont 47 ; 57 ; 67.
45 +3x=47<3x=1,xeN;
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45 + 3x =57 3x=12, x4 ;
45 + 3x =67 3x=22, x N ;
donc x =4.

2. Division euclidienne
2.1 Dans l'édition

1. 5070 =64 x 74 + 14.
La derniére page comporte 14 lignes.

2. S'ily a le méme nombre de lignes alors ce nombre divise
5 070. Pou avoir un minimum de pages il faut le diviseur le plus
grand.
5070=1x5070=2x2535=5x 1014 =3 x 1690

=6 %845 =10 x 507 = 13 x 390 = 15 x 338

=26 x195=39x 130 =65 x 78 = 169 x 30.
Les valeurs possibles sont 26 ; 30; 39.
Pour avoir un minimum de pages il faut mettre 39 lignes, mais
cela ne serait pas trés équilibré...

3. Si l'on peut mettre 68 lignes par page, alors on mettra
65 lignes par page et le document comportera 78 pages.

2.2 Dans l'édition
1. 100A =20 041 101 127 834 023 843 100

=20 041 101 127 x 10" + 834 023 x 10° + 843 100
100A comporte 23 chiffres.

2. a=20041010 127;
b =834023;
c =843 100.
3. - 10°=(10%)3=100%; 10° = 33[97]; 10° = 27[97].
- 10" =(100)°; 10" = 33[97]; 10"* = 50[97].
4. a=80[97];
b=17[97];
c=73[97];
donc 100A =80 + 17 x 27 + 73 x 50[97]
= 18[97].
La clé est 79 (97 — 18 =79).

3. Congruences
3.7 Numéros INSEE

1. A =2960622645001.

102 =3[97]; 10°=30[97]; 10*=9[97]; 10°=90[97];

10% = 27[97]; 107 =76[97]; 108=281[97]; 10°= 34[97];

10" = 49[97]; 10" = 5[97]; 10" = 50[97].

r=2x50+9x5+6%x49+0x34+6x81+2x76
+2x27+6x90+4x94+5x30+0x3+0x10+1

r=1858[97]

858 =97 x 19 + 15 donc r= 15 et K = 97— 15 = 82.

2. A =2960622 x 10° + 645001.

10°=27[97] d'aprés la question

r=27x + y[97].

4. PGCD de deux entiers
Optimisation
1. 65=1x65=5x 13 donc D(65)={1;5; 13; 65}.

précédente  donc

© Hachette livre, 2012
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80=1x80=2x40=5x16=10x8

donc D(80)={1;2;4;5;8;10; 16; 20; 40; 80}.
D(65;80)={1;5}.

pged (65 ; 80) = 5.

2. 945=3882 + 63 ; pgcd (945 ; 882) = 63.

882 =63 x 14.

3. a. V=A2L,

b. pged (€, L) =12 ;€ =12€"; L=12L" avec £’ et I’
premiers entiers.

(12€"? x 121’ = 77760

nombres

07 s | = 77760
123
€721 =45=1%x 45
=32x5
€' =1 €’ =3
{L':45 ou {L’zs

Il'y a deux boftes de cartons :
€ =12et =540 ou{ =36 et L =60.

5. Les théorémes fondamentaux de l'arithmétique
5.1 Ala découverte de l'utilisation du théoréme de Gauss
1. 10,5x + 11,375y = 10,8(x + y)

0,575y =0,3x

575y = 300x.
2. 575=300 + 275 ; pged (575 ; 300) = 25.
300=275+ 25 ;d’oll 575y =300x & 23y = 12x 275=25x11.
23 divise 12x or pged (23 ; 12) = 1 donc d’aprés Gauss 23 divise
x donc il existe k = N tel que : x = 23k.
Comme 23y = 12x & 23y = 12 X 23k < y = 12k.
X +y =23k + 12k =35k or 0 <x + y < 38 donc

0<35k<38<:>0<k<%.

Le seul entier dans l'inégalité est k =1,donc x =23 et y =12.1l
y a 12 filles et 23 garcons.

5.2 Ala découverte des équations diophantiennes

1. Le prix des CD est 17x est le prix des DVD 20y.

Au total 17x + 20y = 162.

2. 20=17+3;

17=3x5+2;

3=2+1;

pged (17;20)=1;

162 est un multiple de 1 donc d’aprés le théoréme de Bézout ()
admet des solutions.

3. 17x(-1134) + 20x 972 =— 19278 + 19440 = 162 ;
donc (- 1134 ; 972) est solution de (E).

4 |17+ 20y =162 ()
' {17(—1134)+20(972)=162 2)
(1)-(2) : 17(x + 1134) + 20(y — 972) =0
d'oli 17(x + 1134) == 20(y — 972) (E").

5. 20 divise 17(x + 1134) or 17 et 20 sont premiers entre eux
donc d'apreés le théoréme de Gauss 20 divise x + 1134.
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Donc il existe k € Z tel que x + 1134 = 20k.

Donc (E”) : 17 x 20k = — 20(y — 972)
y—972 =17k

y =972 - 17k.

6. 17(~ 1134 + 20k) + 20(972 — 17k)
=— 19278 + 340k + 19440 — 340k = 162

donc les solutions de (E’) sont solutions de (E).

S={(-1134+ 20k ;972 - 17k) ; k= Z}.

7. x>0®—1134+20k>0<:>k>%

ety=02972-17k =0 k<22

1134 -, 972 17

20 17

Le seul entier dans l'inégalité est k =57.

Par suite x=—1134 + 20x 57 =6;
y=972-17x57=3.

Ily a donc 6 CD et 3 DVD.

Donc

6. Les nombres premiers
6.1 Le crible d’Eratosthéne

T ® @ 4 6 5 ©
@ 2 1B 4 B i 7
77 B M4 B 8 7
31 3 B M 3 6
4192439,45159,647
ST 52 53 54 55 56 57
61 o7 o3 o4 65 6 67
gz 13 4 5 B 7
g1 g7 8 84 85 g6 87
9T 97 93 M 95 96 97

1.a 21. Corrigés dans le manuel.

1. Divisibilité et division
euclidienne

22.

«+ D(30)={1;2;3;5;6;10;15; 30}
dans N.

*+ D(30)={-30;-15;-10;-6;-5;
-3;-2;-1;1;2;3;5;6;10;15; 30}
dans Z.

23. 1.
D(70)={1;2;5;7;10;14;35; 70}.
«D(154)={1;2;7;11;14;22;77; 154}.
2. 70=2x5x7;154=2x5x11;

70 x 11 =5 x 154,

24. Corrigé dans le manuel.

Exercices (p. 454)
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2. Les nombres entourés sont premiers, car ils ne sont divisibles
par aucun nombre qui leur est inférieur.

3. Si on a entouré k, alors les nombres 2k, 3k, ..., (k— 1)k ont
déja été rayés, car ils sont des multiples respectivement de 2, 3,

ww k=T,

4. 16%=256; 15% = 225.

Donc le prochain nombre a rayer est 256 > 250.

5. 312=961.0n doit aller jusqu'a p = 31.

322 =1024.

6.2 Les nombres de Carmichaél

1. Un nombre premier p l'admet que p comme diviseur premier.
Or p—1 divise p—1; donc les nombres premiers sont des
nombres de Carmichaél.

2. et 3.
1729 7 1729=7x13x19
247 13 6divise 1729 donc 1729 est
19 | 19 12 divise 1729 un nombre de
o Carmichaél.
1 18 divise 1729
g g
18 19 20 2695 | 5 2695=5x7°x11
539 7 4nedivise pas 2 694
28 29 30 donc 2 695 n'est pas un nombre
38 39 40 7 de Carmichaél.
1 11
48 49 50
58 59 60
68 69 10
78 19 80
88 8 o0
98 99 Je0

25. 1.
D(70)={1;2;5;7;10;14;35;70};

1 bonbon rouge dans 70 sachets; 2 dans
35 sachets; 2 dans 35 sachets; 5 dans
14 sachets; 7 dans 10 sachets; 10 dans
7 sachets; 14 dans 5 sachets; 35 dans
2 sachets et 70 dans 1 sachet.

2. D63)={1;3;7;9;21;63};

1 bonbon bleu dans 63 sachets ; 3 dans 21
sachets; 7 dans 9 sachets; 9 dans 7
sachets; 21 dans 3 sachets et 63 dans 1
sachet.

3. 7 sachets dans lesquels on retrouvera
10 bonbons rouges et 9 bleus.

4. Le nombre de sachets est un diviseur
de 590 et 200 et donc de n'importe quelle
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combinaison linéaire entre 590 et 200,
notamment 3 x 200 — 1 x 590 = .
Les diviseurs de 10 sont 1, 2, 5 ou 10
sachets en répartissant équitablement les
bonbons dans chaque sachet.

26. Corrigé dans le manuel.

27.
n— 2 divisen — 2

f7—2divisen+5}('7"'5)—(!1—2):7;

D(7)={1;7}.

n-2 n n+5| n-2divisen+5
1 0 8 oui
7 9 14 oui
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28.
n + 7 divisen + 7
n + 7 divise 2n + 15

D(1)={1}.

n+7| n

}(2n+15)—2(n+7)=1;

2n + 15| n + 7 divise 2n + 15

1 -6 3 oui

n & N donc il n'existe pas de n € N tel
que n + 7 divise 2n + 15.

29. Corrigé dans le manuel.
30. 2* admet exactement 5 diviseurs.

31.a 33. Corrigés dans le manuel.
n=12xq+8
{n:10><(q+ N+2
4 24-10+6=0
2g=4

lg=2];n=24+8=32

35. - a=16xqg+5
a+10=16xqg+ 15

0<15< 16 donclerestede a + 10 par
16 est 15.

ca+13=16xqg+ 18
a+13=16x(q+ 1) [+ 2]
le reste de a + 13 par 16 est 2.
ca+13=8x(2q9) + 18
=8x (29 + 2) [+ 2

le reste de a + 13 par 8 est 2.
36. 1. n>=n®=n%(n-1)

S nt-1=mn-1)n+1).

(n = 1) divise n® — n?
(n = 1) divise n® = 1

n>=n¥+ n>-1)=n3>-1).
2.n=1=n-Nn*+n+1)
(éventuellement avec XCAS et a vérifier
ensuite).

37. n*-m?=15

S (n-=m)(n + m)=15;
D(15)={1;3;5; 15}.

Si n et m sont des entiers naturels alors

n=m car n + m=0 donc n-m doit
&tre aussi positif. IMPOSSIBLE.

{n—m:15 {n:15+m

} (n - 1) divise

n+m=1 15+ 2m =1
{n:15+m
< ;
m=-7
m entier naturel.

n-m=1 n=1+m
{n+m:15 {1+Zm:15

s ["=8 5.7
{m:7’( 7).

{n—m:3 {n:3+m

n+m=5 3+2m=>5
<:>{n:3+m<:>{n:4 43 1)
m=1 m=1"%Y"7"
n-m=5 n=5+m
{n+m=3 {5+2m=3
n=5+m
5 ;
{m:—1

m entier naturel. IMPOSSIBLE.
38. X’y +y=102
S yxi+1)=102;
—a
D(102)={1;2;61; 102}.

Parmi les diviseurs d, d — 1 doit étre un
carré.

y=102 _ (y=102 .
{xzzo <:>{x:0 & (05 102).
y=061 y=061 '
{x2+ 1=2 (:){)8:1 = (161,

39. ab=a + b donc a divise a + b et
comme a divise a, il divise la combinaison
linéaire: (a + b) —a =b.
Ainsi a divise b.
De méme b divise a + b et comme b
divise b, il divise (a + b) - b =a.
Finalement a divise b et b divise a donc
a=b.
La relation devient a% = 2a
donca=0eth=0

ora=2etb=2.

40. 1. d=0;n=13;b=4;n>b.
d=1;n=9; b=4;n>b.
d=2;n=5; b=4;n>b.
d=3;n=1; b=4;n>b.

2. Pour n=203 et b=25, on obtient
d=40etn=3.

3. Cet algorithme permet de faire affi-
cher le quotient (d) et le reste (n) de la
division euclidienne de n par b.

4. Corrigé dans le manuel.

42. 1. n® + 3n + 9 divisible par 9

& n® + 3n divisible par 9

< n(n + 3) multiple de 9.

Sin=3k+ 1,netn+ 3 nesont pas des
multiples de 3 donc n(n + 3) n’est pas un
multiple de 9.
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Idemsi n=3k + 2.

Conclusion : si n n'est pas multiple de 3,
n®+ 3n + 9 nest pas multiple de 9.

Et par contraposée, la propriété est vraie.
2. n=3n";
M?+9n"+9=9(n"+n"+ 1). Vrai.
3. n=2;n>+ 3 =7 non divisible par 4.
Faux.

4. n=2p+1;(2p+1)%+3

4p°+ 4p + 1+ 3=4(p° + p + 1). Vrai.
5. n=3k; (3k)% + 3k

9k? + 3k = 3(3k® + k). Vrai.

6. n°+n=3k;CE:11°+ 11=132;
132 divisible par 3 mais pas 11. Faux.
43. Sin est pair, on peut poser n =2p :
n? + 4n = 240

8p3 + 8p = 240
p(p?+ 1) =30;d- 1 doit &tre un carré
————
d normal.
pE0)={1;2;:[3]:5:6:[10; 15; 30}.
2, 1_
prti=e faux;
p=1
2, 1=
P +1_Sfaux;
p=2
P2=3 ©{P2=3 @{P=3
p2+1=10 " |p?=9  lp=3

<=4

Si n est impair, n* est impair et n> + 4n
est impair et ne peut pas étre égal a 240.
44. n=43q + 40;

0<43g + 40 <2012

& —40<43g <1972

& -09<g=<4509.
+g=0<n=40

cg=1<n=83

+ g=45 < n=1975
Soit 46 entiers.

45. Sib>8:

a=bx7+ 8 est la division euclidienne
de a par b et le reste est 8.

Sinon:

b=0;a=8;a=0xp +[g].
b=1;a=15;a=1x15+]0].

b=2;a=22;a=2x11+]0]
b=3;a=29;a=3x9+[2]
b=4;a=36;a:4><9+|§|.
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b=5;a=43;a:5><8+.
b=6;a=50;a:6><8+.
b:7;a=57;a:7><8+.

46. a=bxqg+r

@

a'=bxqg' +r

a+a =blp+p)+(r+r)
r<betr<b;r+r <2b.
CE:10=3%x3+1;

1M=3x3+2;

21=3x7+0.

47. 9m®-n®=36
& (3m)? - (n)*=36
S Bm-n)(Bm +n)=axb
3m-n=a ém=a +b
=3
{3m+n=b {anb—a

avec b > a.
D(36)={1;2;3;4:;6;9;12;18; 36}.

36=axbaveca<b
donca=1etb=36
ou a=2etb=18
ou a=3eth=12
ou a=4etbh=9
ou a=6eth=0

6m = 37 _[6m =20 .
2n =35 ! P'{2/1:16 IMP
6m =15 _[6m =13
on=9 lMP'{2n=5 IMP.
6m =12 m=2

2n=0 {n=0’

48. Corrigé dans le manuel.

49. 1.
n+Mn+1)+n+2=3n+3=3n+1)

2. Pour que la somme soit paire, il faut 2
impairs et 1 pair.n et (n + 2) doivent étre
impairs et (n + 1) pair. De plus, n est
impair alors n =2k + 1 et
n+(n+1)+(+2)=6k+6 divisible
par 6.

50. D(n)={1;d; n} doncon doit avoir
dxd=n, n est donc un carré. Et d est
forcément premier sinon on pourrait
trouver d'autres diviseurs de n.

51. 2. EntreO et 100,ilya:
+ 76 nombres déficients;

« 22 abondants;

+ 2 nombres parfaits.

3. Les nombres premiers sont déficients
car 1 est leur seul diviseur. La somme des
diviseurs propres est donc minimum,
soit 1.

52. 1.0,1,23,4,5.

2. Si p premier, alors:

p =6n = impossible car divisible par 6;
p=6n+ 1 possible ;
p=6n+2=2(3n+ 1) = impossible,
divisible par 2, p # 2
p=6n+3=3(2n+ 1) = impossible,
divisible par 3, p #+ 3
p=6n+4=3(2n+ 2) = impossible,
divisible par 2, p # 2

p=6n+5 possible ;
p=6(n+1)-1=6N-1.

Y, =6X + 1
{Yz =6X -1

3. X allantde 1a 16:
32 cas seulement
a étudier.

53. 1. Disjonction des cas.

n pair et p pair = n, p® et np pairs
= n? + np + p° pair

n impair et p pair = n” impair;
p® et np pairs
=n+np+p° impair.
n impair et p impair = n® impair,
np impair
et p° impair
=n%+np+p°
impair.
Donc n® + np + p° est pair si et seule-
ment si n et p sont pairs.

2.n=2;p=2;4+4+4=12;

Impossible.
n=2;p=4;,4+8+16=28;
Impossible.
n=4;p=2;16+8+4=28;
Impossible.

Il n'existe aucun couple (n;p) tel que
2 2_
n“+np + p°=20.

54. 1. Raisonnement par l'absurde: On
sait que (a + b) et (a — b) sont premiers
entre eux. Supposons que a et b ne sont
pas premiers entre eux alors il existe un
diviseur d (= 1) qui divise a et b.

Si d divise a et d divise b, alors d divise
toutes les combinaisons linéaires entre a
et b soit (a + b) et (a - b).

(@ + b) et (a — b) ne sont donc pas pre-
miers entre eux, ce qui est contraire a
l'énoncé.
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2. La réciproque est fausse. Par exemple
avec a =5 et b =3;aetb sont premiers
entre eux mais a + b=8 et a—b =82
ne sont pas premiers entre eux.

55. 1. pimpair; p=2k + 1:
p2=(2k + )% =4k% + 4k + 1
=2(2k% + 2k) + 1;
p® impair.
2. ppair; p=2k:
p° = 4k% = 2(2k%) ; p? pair.
Remarque : prouver que pour tout entier p
« p° est pair = p pair » est équivalent a
prouver sa contraposée, autrement dit a
prouver
« (non (p est pair)) = (non (p* pair)) »,

ce qui revient a prouver l'implication

« p est impair = p” impair »
ce qui a déja été fait a la question 1..
56. L'égalité p% = 2g° prouve que p? est
pair.
On a déja prouvé qu'un entier a la méme
priorité que son carré donc p est égale-
ment un entier pair.
Il existe donc un entier k tel que p = 2k
soit (2k)? = 2p?; 4k° = 2q° ; 2k* = ¢°
donc ¢° est pair et g est pair (méme prio-
rité que g°)
p et g sont tous les deux pairs ce qui est
absurde puisque la fonction P avait été
choisie irréductible, donc V2 & Q.

57. nx(n+1)=4k;Y,=(X*+ X)/4.
On remarque que n(n + 1) est divisible
par4sin=4k + 3 ou n = 4k.
Disjonction des cas :
s n=4k:
n® +n=16k% + 4k = 4(4k* + 1)
divisible par 4.
cn=4k+1:
n®+n=16k" + 8k + 1+ 4k

= 4(4k® + 3k) + 2
non divisible par 4.
cn=4k+2:
n® +n =16k’ + 16k + 4 + 4k + 2

= 4(4k® + 35k) + 6
*n=4k+3:
n®+n=16k" + 24k + 9 + 4k + 3

= 4(4k% + Tk + 3)
divisible par 4.

58. Exemple : 743 ; renversé : 347 ; diffé-
rence: 396 ; différence + reversé: 743.
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532 : renversé: 235 différence : 297 ; dif-
férence + reversé : 532.

231 ;renversé : 132 ; différence : 99 ; diffé-
rence + reversé: 231.

On retrouve le nombre de départ !
n=100a + 10b + ¢

r=100c + 10b + a

n—-r=100(-c) + (c-a)

(n=r) +r=100a - 100C + c >4 + 100C + 10b + #

=100a + 10b+c=n.

59. 1. a=gx50+r;r<50

a=q" x50+ r;r<10
r=a-qx50
rr=a-g’x10

r’—r=10(5q — q’); r'— r est un multiple
de 10.

2. 0<r'<10

or r<r’”donc 0<r<10
-10<-r'<0

0<r<10

donc —10<r-r"<10, de plus r'—r
est multiple de 10.

donc r'=r=0 < r=r".

60. b>1;beN

5g > b.

1. 5xb=5b>b donc b E.
2. g=p-1

50>b car peE
b-5p<0

b-5 +5<5

b-5(p+ 1)<5
b-5g<5

g=p—-1donc g&E
donc 5g<b < 0<b-5q.

61. Existence: Soit M l'ensemble des

multiples de b supérieurs ou égaux a a.

M est non vide.

M est majorée par a.

L'ensemble M est donc une partie de N

non vide.

Appelons p le plus petit élément.

bp>a et

bp-1<a (1)

posons g=p—1 et r=a-bq

on a bien

de plus

et r—-b=a-bg-b=a-b(g+1)
=a-bp<O0

donc m

Unicité: Supposons qu'il existe deux

couples

Cas b =1 :alors {

a=bg+ravec 0<r<b
a=bq’+r avec 0<r'<b.
En effectuant la différence membre a
membre de ces égalités

r—r'=b(g’—q) r-r’estmultiple de b
Deplus 0<r<b
-b<-r'<o

donc —b<r—-r"<b.

Le seul multiple de b= |- b ; b[ est 0
donc r-r'=0Sr=r"et qg’'=q
car b+ 0.

62. 2. L'algorithme permet de détermi-
ner tous les nombres parfaits de 1 a
10 000.

2. Congruences
63. Corrigé dans le manuel.

64. — 4=38[7]

15=— 13[7].

65. Corrigé dans le manuel.
66. a = 7[10]

b=#6[10]

a + b=13[10]
a+b=3[10] n=3
axb=42[10]
axb=2[10].

67.a 69. Corrigés dans le manuel.

70. 1.
x| 4] 0 1 2 3
x2[4] 0 1 0 1

2. D’aprés le tableau ci-dessus les restes
de la division euclidienne de x* + 1 ne
peuvent &tre que 1 ou 2, x° + 1 n'est
donc jamais divisible par 4.

3. Si x=0[4] alors x> =0[4] VRAIE
Si x*=0[4] alors x =0[4] FAUX
par exemple en prenant x = 2[4].

71.
X[5] ol 1] 21|34
x+2[5]| 2| 0| 3| 1| 4

D’aprés le tableau ci-dessus les solutions
dans N de l'équation 3x + 2 =0[5] sont
les entiers naturels tels que:
x=kx5+ 1 avec ke N.

72.
X[5] ol 1] 2|34

X?[5] 0 1 4 4 1
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D’apreés le tableau ci-dessus les solutions
de l'équation x* = 1[5] sont les entiers
naturels tels que:
Xx=kx5+17o0ux=kx5+4
avec ke N
$={1;4;6;9;11;14;19;21;24;39;31; 34}
73. Corrigé dans le manuel.
74. 1. a=7or 4x7=28 et 28=3x9+ 1.
2. 4x=1[9] & 28x=7[9]

e x=7[9].
75. S={7;16; 25; 34 ; 43}.
1. 10=1[9]; 100 = 1[9]
234=2x100+3x 10 + 4
234=2+ 3 + 4[9]
234=0[9].
2. 10=1[9] donc 10" = 1"[9], 10" = 1[9].

a,..a.a, est divisible par 9 si

a,+..+a,+a, estdivisible par 9.
3. 10=-1[11]
100=1[11]

10" =-1[11] sin est impair.
10" = 1[11] sin est pair.

a,..a,a, est divisible par 11 si
1", + ...+ (1) 'a, + (- 1)%, est
divisible par 11.
76. 765 est divisible par 9 car
7+6+5=18

donc 765 x 47 =9 x k x 47 et 765 x 47
est divisible par 9.
3+5+8+ 5+ 5=26,0r 26 n'est pas
divisible par 9 donc 35 855 n’est pas divi-
sible par 9 et 765 x 47 # 35855.

77. 1. 1x@—1[7]
2x4=1[7].
3x5=1[7].
4x2=1[7].
5x3=1[7].
6x6=1[7].
a 0 1 2 314 5 6
Inverse
dos X1 4| 5] 2 3 6
2.+ 3x=5[7] © 15x = 25[7]
S x=4[7]
cdx-2=0[7] © «x=2[7]
& 8x=4[7]
& x=4[7]

78. Corrigé dans le manuel.

79. 1. Faux un nombre divisible par 5
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n’est pas forcément divisible par 10.

2. Voir un nombre divisible par 10 est
divisible par 5.

3. Voir un nombre non divisible par 5 est
divisible par 10.

4. Faux n =15 est un contre exemple.
5. Faux, contre exemple donc n=8. La

congruence n'est pas compatible avec la
division.

6. Vrai.
Si2n=6[10] alors 2n=kx 10+ 6
10 , 6

1= LA,
n=kx > t5
Sn=kx5+3
< n=3[5].

7. Vrai

3n + 12+ 0[15]

3+ 12#Fkx15

3(n+4)#kx15 n+4 n'est pas

divisible par 5.

80. 10'=10[111]
102=100[111]
10°=1[111]
- 10%°=(10%)?=1%[111]
10%°=1[11] et 10%"=10[111]
- 10°=10%x 10°=100[111] et
10°" + 4° + 3=113[111]
=2[111]
Le reste de la division euclidienne de

10%° + 10° + 5 par 111 est 2.

10%" + 10° + 3=2[111].

81. Corrigé dans le manuel.

82. A=n’+2n°

-sin=0[3], n” +2n*=0=[3]
«sin=1[3], 3=0=[3]
«sin=2][3], 144=0=3]

Tout entier étant nécessairement compa-
rer a 0,1 ou 2 module 3, tous les cos ont

été examinés. On peut donc conclure que
A est divisible par 3.

83. 1. 3°=4[5]
3*=2[5]
3*=1[5]
3°=3[5]
39=1]5]
3 =3[5]
«sin=4p, 3"=1[5]

N
3>

Il
—
—
~

5

< sin=4p, [5]
[5]
[5]
[5]

csin=4p + 1,
5
+sin=4p + 3, 5

203 =50 x 4 + 3 donc 720 =3[5]

86. + 11=1[10] donc 11" = 1"[10]
+ 9=-[10] donc 9" = 1[10] si n pair;

sin=4p + 2,

II
w AN =

9" =-1[10] si n impair;
. 5=5[10]
52=5[10]
52=5[10]...

1M1"+9"+5"=1+1+5[10]=7[10]
sin pair;

1M"+9"+5"=1-1+5[10]=5[10]

si n impair.

87. 1. n[3] 0 1 1
n?[3] | O 1 1

2. p? est un multiple de 3 (p°=3p?)
donc p? = 03] et d'aprés le tableau de
congruance p =0[3].

3. p?=3q°

(3)° = 3¢°

% _ .

q = 3k*
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9_,2
3—k

par 3.

4. p®=3q°
V3 =§ si
premiers entre eux or p et g sont tous les

deux divisibles par 3 dont V'3 est irra-
tionnel.

k=N donc p est bien divisible

3 rationnel alors p et g sont

Sl Y R S T P

2n[4] | o | 2 o | 2

n®+[4]| 1 2 1 2

sine[4], 2n(n“+ 1)=0x1][4]

- sin=1[4], 2n(n® + 1) =4[4]
2n(n® + 1)=0[4]

-sin=2[4], 2n(n® + 1)=0[4]

- sin=3[4], 2n(n®+ 1) =4[4]
2n(n® + 1)=0[4]

2n(n“ + 1) est divisible par 4

89.

n[6] |o|1]2|3]|4]|5

3n (0|3 |0[3[0/|3

n2+5 |5|0[3|2]3]0

3n(m?+5) 0|00 0|00

D’apreés le tableau de congruence ci-des-
sous (n® + 5) x 3n est divisible par 6 pour
tout n.

Faux: cosn=2(n°+5)x3n=9x6=54
divisible par 6 mais m n’est pas divisible
par 3.

90.

x[8]|0o|1|2|3|4|5|6]|7

X2[8]| O [1|4|1|0|1]|4(1

4x—-4{+4/0l4l0|4l0f4]0

D’apres le tableau de congruence ci-des-
sus x° + 4x—4=0][8] si x=2[8] ou
x=6]8].

91.

x[7] (0| 1]|2|3|4]|5]6

X710 1[4]2|2]4]|1

yA[7] [ 1| 4|22 |4 |41

x? + y? peut donc valoir 0;1;2;4;5;3;
6 et x°+y?=0][7] seulement quand
x=0[7]ety=0][7].
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D’aprés le tableau de congruence ci-des-
sus x° + y*=0[7].
92. Corrigé dans le manuel.

93. 1.

x[9] |o[1]| 2 [3]|4]| 5 |6|7| 8

x?[9][0|1] 4 |0|7] 7 [0]|4]

x3[9][o|1|-1|0[1[=1]0[1]|-1

2. D'apres le tableau ci-dessus.

- six*[9]=0dx x=0[9] x=3][9]
ou x=6[9] donc x est multiple de 9
(donc multiple de 3) ou le reste de la divi-
sion euclidienne de x par S est 3 ou 6 qui
sont les multiples de 3 donc si x3[9] =0
alors x=0(3].

+si x=0[3] alors x=0[9] ou
x=3[9] ou x=6[9] dans ses
x*[9]=0 dou x*=0[9] ©x=0]3].
3. p?=24°.

D’aprés le tableau, les valeurs possibles
modulo 9 pour p? sont 0,1 ou — 1.
Les valeurs pour p3 sont0;2;-2

doncp?=2g>©p>=0[9]et 2¢°=0[9].
4. Comme p>=0[9] alors p=0][3]
donc 3 divise p.

De plus toujours d'aprés le tableau
2°=0[9]© ¢>*=0[9]< g divisible
par 9.

5. Si p>=2p? alors p et q sont divisibles
par 3. Il n'existe pas de fraction irréduc-

. p\3
tible telle que <a> =2.

94. 123=3]5]
et  5=0[5]donc 5y°=0][5].
Soit x* doit &tre égale & 3 modulos.

X 0 1 2 3 4

X2 0 1 4 4 1

D’aprés le tableau de congruence ci-des-
sus il n'existe pas d'entier x vérifiant
x?=3[5] donc x* + 5y° = 123 n’admet
pas de solution entiére.

96. 1. On cherche n tel que 2" =1[7].
Si n=3 on a bien 2°=1[7] car
22=8=1x7+[1]

On cherche n tel que 3" =1[7].

Si n=6 on a bien 3°=1[+] car
36=729=7x104 +[1].

2.
A e + 22006 4 32005 | 42006 | 52006 (2006
On a 2°=1[7] donc finalement

22%% = 4[7]. De méme 3°=1[7] que
Il en est de méme pour les autres puis-
sances.

« 4"=(29"=(2")? donc 4°=1[7]

- 5"=(-2)"[7]

donc 5°=(-2)°[7]=2°[7]=1]7]

+ 6"=(=1)"[7] donc 6°= 1[7] donc
A+ 22+ 3%+ 4%+ 52+ 67[7]=90([7].
Or 90=12x7+ 6 donc finalement
Ass =617].

97. 8=3[5]

82 =9[5] soit 8°=—-1[5];

(82) 120 — (_ 1)120 [5] :

8™ =1s].

98. Cet algorithme permet de calculer le

reste de la division euclidienne de 4"
modulo 107.

1. 4*=42[107];

4> =61[107].

4. 4*=11[107]

5. Avec l'algorithme: 106 =Rb + 5 avec
R<b.

4106 +5— 1 [107]

or 4°=1[107]

donc (4°)% x 4° = 1[107]

4r=1[107].

Mais R <b et b est le plus petit entier
strictement positif vérifiant cette relation
donc r=0et 106 =k xb.

106 = 2 x 53 (53 est un nombre premier)
or 42 =16[107] et 45° = 1[107] (algo-
rithme) donc le premier entier positif tel
que 4° = 1[107] est 53.

100. 1. x=2[3]ety=1][3].

4 @ @
34
24
1 @ ®
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2. x+y=1[3].
4 ®
3 &) @
2 ® ®
1 @

4 ® @

3¢ ®

2 @ @
1 ® @

101. 1.
csi m=1
doun=1.
Le couple (1;1) est solution de (F)
«sim=2 alors 7"-12=1©7"=13
pas de solution.

«sim=3alors 7"-24=1©7"=25
pas de solution.

«sim=4 alors 7"-48=1&7"=49
d'otn=2.

Le couple (2;4) est solution de (F)

alors 7"-6=17"=7

2. a. Comme m =5, il existe p tel que
m=5+p

(n ; m) vérifie (F) donc 7" =3 x 2" =1
S7"=1+3x2°"P

=14+3x2°x2P
=1+32x2°
donc 7"=1[32].
b. 7=7[32]
7¢=17[32]
73 =23[32]
7*=1[3]

si n=4k alors 7" = 1[32]

n=4k + 1alors 7" = (7" x 7= 7[32]
n=4k + 2alors 7" = (7")* x 72 =1732]
n=4k + 3 alors 7" = 73[32] = 23[32]



IMathsreperes

Livre du professeur

Les puissances de 7 dont le reste dans la
division par 32 est égal a 1 sont celles
dont l'exposition est un multiple de 4.

c A 4k d'apres le b

2[5]
72—4[5]
7°=-1[5
7*=1[5]et () =1][5].
e

Ce qui n'est pas possible puisque 5 ne
divise ni 2, ni 3.

Conclusion : il n’existe pas de couple solu-
tion avec un second terme (m) supérieur a 4.

5. D'apres les questions précédentes, les
seuls couples solutions de (F) sont (1;;1)
et (2;4).

103.1.

x |(0|1]2(|3|4]|5

X |0|1]4[3|4]|1

-x+4 | 4|3|2[1]0]-1

X¥-x+4/ 440440

Les solutions vérifient x=2[6] ou
x =5][6] : réponse D

2. 1789" = 4[17]

1789 = 16[17]

1789° = 13[17]

1789*=1[17]

2005=4x 501 + 1

donc 1 + 892%%° = 4[17] : réponse C

104. PartieA:
1. Sin=2etx=1,y=3etz=5
12+ 324 52=35

or35=8x4+3
donc 1% + 3% + 52 =3[4].
2.a. n=3

r 0|12 |3|4|5]|6]|7

R |O0|1]|4]|1][0]1T]4]|1

b. Le reste (modulo 7) de la somme de
3 carrés ne peut étre que 0, 1,2,3,4,5,6
mais pas 7.

Conclusion : il n'existe pas d'entier x, y, z
tels que x* + y* + z° = 7 modulo 8.

PartieB:
1 Sixt+y*+z2=2"-1[2"]
donc x2+y? +28=k+2"+2" -1

=2"(k + 1) - 1.

La somme est donc impaire ce qui signifie
qu'aucun des trois nombres est perte ou
alors que deux d’entre eux sont pairs.

2. Soitx=2q,y=2r,z=25+ 1.

a XC+y + 22 =4G% + 4% + 45° + 4s + 1
4GP+ +s2+5)+ 1

donc x? + y% + 22 = 1[4].

b. X*+y? +22=kx2" +2" - 1=1+ 4k
d’ou

2+ 4k =2"(1+k1+2k=2"""(1+k)

. . . impair pair
ce qui est impossible.

3. On suppose que x, y et z sont impairs.
a. Pour tout naturel k non nul
k? + k=k(k + 1) produit de deux entiers
naturels consécutifs : l'un des deux fac-
teurs est pair, donc le produit est pair.
b. Posons x=2q + 1,y=2r+ 1
et z=2s + 1 alors
X%+ y? + 22 =[4q° + 4q] + [4gr° + 4r]
+ (4% +45)+3=4[(g°+q) + (P +1
+ (s> + )+ 3].
Or d’aprés la question précédente chaque
parenthése est un nombre pair donc
XC+y?+78=4x 200+ 2B +2Y) + 3
=800 +P+7v)+3
soit: x° + y° + z° =3[8]
c. 2"—1kx2"=3+ 8k 4+ 8k
448 =2"(1+k1+2k=2""%(1+k)

impair pair

ce qui est impossible.

3.Pgcd

105. Corrigé dans le manuel.

106. 385{1;5;(;11;35;55;385};
84(1;2;3;4;5;6;(@;12;14;21;28;
4284} ;

PGCD (385 ; 84)=7

107. 3500 =200 x 17 +[100];
200=100%2 +0;
PGCD (3500 ; 200) = 100.

108 et 109. Corrigés dans le manuel.
110, 437=391x1 + 46,

391 =46 x 8 + [23]

46=23x2+0
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PGCD (437 ; 391) = 23
391:23_17

437:23°19°
111. 595=204 %2 + 187 ;

204=187x 1+ [17];
187=17x11+0;

Ily aura 17 groupes composés chacun de
35 garcons et de 12 filles.

595:17=35.

112. Corrigé dans le manuel.

113. Par combinaison linéaire :
5n+10-51-3=7.

Soit d=PGCD(n + 2; 5n + 3) alors d
divise 7doncd=Tou d=7.

Si d=7 donc 7 divise n + 2 et 5n + 3.

N O|1]2|3|4]|5]|6

N+2 | 2|3 |4|5|6]|0]|1

5N+2 |3 |1 |3|4|2|0]5

Le seul cas possible est donc n =5 + 7k.
Conclusion :

sin=5+ 7k

alors PGCD(n + 2;5n + 3)=7

sinon PGCD(n + 2;5n + 3)=1.

114. - pged(n + 1;n).
n+1-n=1doncpged(n+1;n)=1.
«pged (20 + 15 2p + 3).
2p+3-2p-1=2

soit d=pged(2p + 1; 2p + 3), d divise
2,doncd=1o0ud=2.

d =2 impossible car les deux entiers sont
impairs, donc deux nombres impairs consé-
cutifs sont toujours premiers entre eux.

* pged (2p; 2p + 2).

2p +2—-2p=2 d divise 2, donc d=1
ou d=2, or les 2 entiers sont pairs.
Conclusion : le pgcd a deux nombres pairs
consécutifs est 2.

115. Corrigé dans le manuel.

116. 1.
32n+1)-2(3n+1)=6n+3-6n-2=1.
pged(2n+ 1;3n+ 1)=1.
2.2n%+3n+1=mn+1)(@2n+1)
et3n°+4n+ 1=+ 1)(3Bn+1)
=pgcd (2n® +3n + 1;3n° + 4n + 1)
=pgcd(n+ N(@2n+1);(n+ 1)3Bn+ 1)
=+ 1) pged@n+1;3n+1)=n+1.
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117. 1. 2 b
début 15 6
étape 1 9 6
étape 2 3 6
étape 3 3 3
étape 4 3 0

sortiea=3, b=0

2. Un diviseur de a et de b est aussi un
diviseur de a et de a — b, en particulier le
pgcd de a et de b est aussi le pged de a et
dea-b.
Pour a > b, pged(a; b)= pged (@a—b; b).
Cette propriété permet de tracer le pgcd
par soustractions successives.

pged(18; 60) =6.
118. 1. Soita=Aetbh +a=8.
pged pged (A ; B) = pged (A ; B — A)

=pgcd(a ; b) . Vrai.

2. pged(17+1; 11+ 1) =6;

pged (17 11) + 1 =2 ; faux.
3. pged (0; a) =a ; faux.
4. pged(1;a)=1;vrai
119. {xy: 5292

pgcd(x;y) =6

x=6x" y=6y’
xxy=36x"y’

X'y’ :_5522 {x’y’ = 147

pgcd (X’y') =1 pged (X.y ) =1
Les couples possibles tels que x’y’ = 147
sont : (1;147), (3; 49), (7; 21) et leur
symétriques, or pged (7 ; 21)=7.
*x=6 y=882.
+x=18 y=294.
Les couples solutions sont donc:
(6;882), (18; 294), (882; 6) et (294; 18).

120. 1. x | y
16

316

716

91 3

1] 0

13| 7

171 3

19 1

2. x|y

9 [171

27 (153

63 (117

81199

99 | 81

117] 63

153| 27

171 9
X+y=180,x=9%", y=9"
donc pged (x5 y7) =1.
9% + 9y =180, x +y =20.
121. 1. pged (n; n + 1) =1; vrai, deux
nombres consécutifs sont premiers entre
euX.
2. pged (n + 8; n + 2) est pair; faux.
Contre exemple :si n=1, pged (9; 3) =3.
3. Pour n=10, pgcd (18 ; 12) =6 ; vrai.

123. Corrigé dans le manuel.

124. a=n(Bn+1),b=n+1.

1.+ N)x+y)+z=n’x+ny+nx+y+z
=xn’+ (xX+y)n+y+1z.

a:3n2+n,

x=3 x=3
x+y=1 y=-2
+z=0 2

z
donca=(n+ 1)(3n-2)+ 2.
2. d=pgdd (a, b)

=pged((n+ 1Bn-2)+2;n+1).
ddivise n + 1 etddivise (n + 1)(3n-2) + 2,
donc d divise 2, soit d =1 ou d =2.

n 0 1
(n+ 1)(3n-2)+2 0 0
n+1 1 0
pgcd((n+1)(3n-2)+2;(n+ 1) =2, si
n est impair ;

pgcd((n+ 1)(Bn-2)+2;(n+1)=1, si
n est pair.

1250l o 12| 3] 4

2

wl o | 1| 4] 41

5 divise n? < 5 divise n.

2. a=n’+5etbh=n2.

d = pgcd (a, b) = pged (n® + 5 ; n?).

d divise la combinaison linéaire
n®+5-n(n? =5,

donc pgcd (a, b) = pged (n?; 5).

3. D’apres la question 2., d divise 5 donc
d=1o0ud=5.
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D’aprés la question 2., d divise 5 donc
d=1oud=5.

D'aprés la question 1., 5 divise n® < 5
divise n.

Conclusion : si n est un multiple de 5,
pgcd (a ; b) =5, sinon pged (a; b) =1.

126. a=15n+13 b=45n+ 16 et
d =pgcd (a, b).

1. d divise la combinaison linéaire
3a—-b=23.

2. 45=-1[23]donc 45n + 16 = 0[ 23]
& —n+16=0[23]

& 1=16[23].

3. n=16[23]

15n = 240[ 23]
15n = 10[23]

15n + 13 = 23[23]

15n + 13 =0[23]
4. ddivise 23 donc d=1 ou d=23.
Sin=16 + 23 alorsd divisea (2)
et diviseb (3)
donc pgcd (a ; b) = 23, sinon 23 ne divise
pasa (2) donc pged(a;b)=1.

127. 1. neN,a=7n+2,b=2n-1,
d =pgcd (a, b).

d divise la combinaison linéaire
2a—-7b=14n + 4—14n + 7 =11.
2. a. keN tel que 2n=11k+ 1,

2n —1=11k, donc 11k est impair, de
plus 11 est impair, donc k est impair (seul
le produit de nombre impair est impair).
b. kestimpairdonc k =2k" + 1.
2n=11(2k"+ 1) + 1.

2n=11x2k" + 12.

n=11k"+ 6.

b.a=7n+2
=7x(116" + 6) + 2
=770 + 44

=11(b" + 4) donc 11 divise a.
3. Sin=11b"+6,d=11;sinon d=1.

129. 1. Sikdiviseaetb alors a =ba” et
b=kb".
pgcd (a ; b) = pged (ka” ; kb")
=k pged (@’ ; b")
donc k divise pged (a ; b). Vrai.
2. - Siddivise a, b et c alors d divise a et
b donc d divise pged (a ; b) et c.
D(a, b, ¢) CD(pgcd a, b) c).
- Si d divise pgcd (a, b) et calors d divise a,
betc.
D(pged a, b) ¢) (a, b, c) CD(a, b, ¢). Vrai.
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3. Faux; pged (3;9;1)=1.3,9et 1sont
premiers entre eux maispged (3; 9) =3.3
et 9 ne sont pas premiers entre eux.

130. 1. a. pgcd (363 ; 484) = 121.
b. 121 =485 - 363 donc le couple (363 ;
484) appartient bien a S.

2. Deux entiers consécutifs sont premiers
entre eux doncpged(n;n+ 1)=1 et
n+1-n=1 doncle couple (n;n+ 1)
appartient bien a S.

3. Sipgcd (x, y) =y — x alors
x=k(y—x)ety=k(y—x)

doly —x=(y—x)x(k”—k)

donc k" —k="1etk =k + 1.

Réciproquement : si x=k(y—-x) et

y=k+ 1)(y-x).

pged (k(y =x); (k + ) (y - x)
=g—x;)pgcd(k;k+1)

131. a=n®-n®-12net b=2n*-7n-4.

1. a=n(n—-4)(n + 3)] donc a et b sont des

et b=(n—4)(2n+ 1)}entiers naturels divi-
sibles par (n — 4).

2. Onpose x=2n+ 1et B=n+ 3.

D =pgcd(, fB).
a. 2B=2n+6.
2B -0 =5.

b. D =pgcd(a, B), d divise la combinai-
son linéaire 23 — o = 5donc D divise 5.
c. 1% implication: a =0[5] et B=0[5].
a-B=n-2=0[5].

2% implication : n—2=0[5]& n=2[5]

= 2n = 4[5]

=2n+ 1=0[5]

= o =0[5].
n-2=0[5]=n=2[5]=n + 3= 5[5]

= B=0[5].
3. Si d’ =pgcd(2n+ 1;n), alors d’
divise 2n + 1—=2n=1donc d’ =1 et les
nombres 2n + 1 et n sont premiers entre
eux.
4. a.
d=pgcd(a; b) =(n—4)pged ((n + 3); (2n + 1))
=(n-4)pgcd (B; ).

D est un diviseur de S et d’apres les ques-
tions précédentes a et B sont multiple
de 5si n — 2 est multiple de 5.

n 0 1 2 3 4
n-2| -2 -1 0 1 2

Sin=5xk+2
donc pged(a, b) =5 x (n — 4)
sinon pgcd(a, b) = 1x (n — 4).

b. pour n=11pged(a; b)=7=1x(11-4),
pour n=12pgcd(a;b)=40=5x(12-4).

132. 1. a. 2009 =11x182 +7

le reste est donc égal a 7
2°=32=11x2+ 10
2°=10[11] ou 2°=-1[11]

(29°= & 1°[1]

2'9=1[11].

Le reste dans la division euclidienne de
2'% par 11 est égal a 1.

b. On a 22009 _ 210 x200+9 _ (210)200 X 29
or 2'9=1[11] d'ou (29?®° = 12°[11].
D'autre part 2°=2"x 2% et 2°=-1[11],

2*=5[11],
donc 2° x 24 =2° =—-5[11].
Finalement 2°%°=_5[11] et comme

2009 = 7[11], 22°% + 2009 = 2[11].

2. a. A, =2"+pavecne N*

A ,=2"" "+ p=2x2"+p,

dn = Png (An ] An +1)

d diviseA,, ,—A,=2".

b. n étant supérieur a zéro, 2" est pair donc
A, =2" + p alaméme parité que p.

c. D'aprés la question précédente A et
A, ., ont la parité de p. Donc si p est pair
A et A, etpar conséquent leur pgcd le
sont aussi, sip estimpairA et A, etpar
conséquent leur pged le sont aussi. D'aprés
le résultat précédent A, ., est impair car
2 009 l'est et leur pged l'est aussi.

Or on a vu que ce pgcd, d, divisait 2. Or
tous les diviseurs de 2, sont pairs sauf 1
seul devenu impair.

Conclusion : le pgcd de 200° + 2009 et
22919 4 2009 est égal & 1. Il sont premier
entre eux.

134. 1. n<m donc m=n+ A avec

A=0.

@"-1N-a%x@" -1
=a"-1-a"+a"=a% -1

donc pged(@”" - 1;a™ - 1)

=pgcd@"-1;a"""-1).

2. pged (@’ -1;a"-1)

=pgcd@"-1;a"""-1)

=pgcd (@~ '-1;a"" %" -1)

=pgcd (@' a - 1).

pged (a" 1 a™ - 1) =pged @~ a - 1).

3. D’apreés l'algorithme d’Euclide :

m=q,xn+r,

n=q,xr +r,

2 =q3 %1 +13

r,=qxr,_,+0avecr, ,=d.
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D'ou
pged(@"-1;a"-1)=
pged (@ -1;a"-1)=
pged (@™ —1;ar,— 1) =
pged (ar,—1;a" - 1) =
)=.

Application :

1. pged (33; 150) = 3 donc

pgcd 3%;3™0 1) =32 -1=26.
2. Oui, car 13 divise 26.

135. Cet algorithme permet de calculer
le pged entre 2 grands nombres avec l'al-
gorithme d’Euclide. Pour accélérer |'algo-
rithme on enléve d'abord les puissances
de 2.

4. Bézout et Gauss

136. 1. 66=15x4+ 6.

15=6x2 +[3]

6=3x2+0

pged (66 ; 15)=3.

2. 3=15x1-2x%x6
=15x1+6x(1-2)

a=Tletb=-2.

3. 6=66%x1+ 15x (- 4)

a=1leth =-4.

4. 3=15x1+[(66x1)]+ 15 (-4)x (-2)

3=15x1+66x(—2)+ 15x8

3=15%9+ 66 (- 2)

3=15%(9) + 66 (- 2)

137. Corrigé dans le manuel.

138. pged(124;7)
124=7x17+5

7=5x1+2
5=2x2+[1]
2=1x2+0.
1=5-2x2

1=5-2x(7-5)
1=5-2x7+2x5

=3x5-2x7
=3x(124-7x17)-2x%x7
=3x124-51x7-2x7
=3x124-53x7
=124x3+7x(=53),u=3 et v=—53.

139. Corrigé dans le manuel.

140. 1. 340u + 238u =1

340 =238 x 1+ 102
238=102x2 + 34
102=39x3+0

pgcd (340 ; 238) = 35. Impossible.
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2. Impossible.

3. 34=238 +2x102

=238 + 2 x (340 — 238)
34=-238+2x340,u=2etv=-1.
4, 68=—2x238+ 4x340,
v=-1.

u=2 et

141. et 142. Corrigés dans le manuel.

143. n+ N(2n +3)=2n"+5n+3
(n° +5n+4)—(n+1)(2n + 3)=1.
D’aprés la réciproque du théoréme de
Bézout (2n + 3) et (2n° + 5n + 4) sont
premiers entre eux et la fraction
2n+3

2n° +5n + 4

144. et 145. Corrigés dans le manuel.

146. 1. x=0[7]

x=0[3]

7 divisex x=a x7

3divisex x = x 7.

Oor 7 et 3 sont premiers entre eux.

Donc 7xu+3xv=1 (théoréme de
Bézout).

X XU+ 3xxXVv=x

21 x Bxu +21laxv=x.

Donc x =0[21].

2. Contre exemple :

24=0[3]

24=0[12].

Mais 24 % 0[36].

x =0[m] et x=0[n] alors x = 0[mn] si
m et n sont premiers entre eux.

est irréductible.

147. Corrigé dans le manuel.

148, 5x + 4y =1

1. (1;-1) est un couple de solution
particulier de 'équation.

2. 5x + 4y =D5x, + 4y,

5(x = xo) =4y - )

3. Sdivise 4(y,— ), 5 et 4 sont premiers

entre eux donc d'apres le théoréme de
Gauss 5 divise y, —y

Sk=yo—y Sy -y, 5.

En remplacant 5(x - x,) = 4 X 5k = x — x, = 4k
et x =4k + x,.

Vérification :

5(4k + x,) + 4(y, — 5k) =20k + 5x, + 4y, — 20k =1
y=-1-5k
x=4k + 1

149. 35a + 8b =1
35=8x4+3

8=3x2+2

3=2x1+[]
2=1x2+0
1=3-2
1=3-(8-3x2)
1=3x3-8
1=3x(35-8x4)-8
1=3%x35-12x8-8
1=3x35-13x8
1=35x3+8x(-13)
4=35x12+8x(-52) (12;-52) est
un couple de solutions particuliers de
l'équation diophantienne 35a + 8b = 4.
2. 35a + 8b=35a, + 8b,
35(@ —ay) =8(by,— b)
35 divise 8(b, — b), 35 et 8 sont premiers
entre eux donc d'apres le théoréme de
Gauss 35 divise by — b
35k=b,—-b
b=b,—- 35
b=-52-35k
d'ou 35[a —a,]=8 x 35k
a—ay=8k
a=8k+a,
Vérification :
35(8k + ap) + 8(by— 35k)
=280k + 35a, + 8b, — 280k
=3500 + 8b,
=4
ag=12 b=-52
{b:—52—35k
a=12+ 8k
150. 3x-2y=1,7x+4y=6;
12x + 16y = 3.
T.x=1+2k; y=1+3k (1;1), (3;4),
(5:7),(7:10),(9;13),(11;16), (12, 19).
2. x=2+ 4k ;y=-2- Tk, pas de solu-
tion entre O et 20.
3. pged (125 16) = 4 et 3 ne divise pas 4 :
l'équation n’a pas de solution.
151. 5n=1[7]
5n=7xp+1
S5n+ 7p’=1
7=5x1+2
5=2x2+1
2=1x2+0
1=5-2x2
1=5-2x(7-5)
1=3x5-2x7
5n + 7p” = 5n, + 7p’,
© Hachette livre, 2012 1 62

Reperes T s, Livre du professeur

1 Spé. ChaP. 1 Arithmétique

5(n=ng)=7(p"o=P"0)

(3; = 2) est un couple solution de 'équa-
tion 5n* + 7p’ =1

Donc 7 divise 5(n — n,) et comme 7 et 5
sont premiers entre eux 7 divise (n —n).

7k:n—n0;n:7k+n0;.
a=1[5]

152. {a = 1[9]

D'aprés le théoréme de Gauss (5 et 9

étant premier entre eux)

Sk=b" et % =b

donc a="5b + 1

a=45 + 1

sik=0 a=1

sik=2 a=091.

153. D’'aprés le théoréme de Gauss (7 et

25 étant premiers entre eux)

Tk=v et 2% =u.

La nouvelle lune tombera a nouveau un

lundi dans 29 x 7 = 203 jours.

154. 1. 7700=2°x5°x7x 11.

2. x=88q =350q" d'otl 44g = 175q" et

d’aprés Gauss g divise 175. Finalement

x =88*175k = 15400k x est compris

entre 1 et 500 000 000 donc k est com-

pris entre 1 et 32 468.

Mais x =23*5%*7*11*k pour étre un

carré on doit donc avoir k =2*7*11*a*

on doit donc chercher les carrés (a?)com-

pris entre 1 et 32 468/154, donc compris

entre Tet211:

VARIABLES

a EST_DU_TYPE NOMBRE

k EST_DU_TYPE NOMBRE

k EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME

POUR a ALLANT_DE 1A 211
DEBUT_POUR

SI (floor(sqrt(a))==sqrt(a)) ALORS
DEBUT_SI

k PREND_LA_VALEUR 144*a

x PREND_LA_VALEUR 15 400*k
Afficher 15 400*"

AFFICHER k

Afficher *="

AFFICHER* x

FIN_SI

FIN_POUR

FIN_ALGORITHME
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12n+nx16=4+n" x24
S 24n"—-16n=8<3n"-2n=1
Sn =3&n=4.

+ SiPGCD(a, n) =1, d'aprés Bézout,
ilexiste u, v e Ztelque ua + vn=1.
Donc ua = 1[n].

« Réciproquement si ab = 1[n] alors
ab=1+kn donc ab-kxn=1 et
d’aprés Bézout pged(a, n) = 1.

Conclusion : a admet un inverse modulo n
ssi pged(a, n) = 1.

1. a. 15=7x2 + 1
1=-2x[7]+15x1donch=-2.

b. 7x =3[15]

— 14x=-6[15]

x=-6[15],x=-6 + 15k

2. PGCD(40; 17) =1
27 =1[40]
40=27x1+ 13
27=13x2+ 1
1=27-13x2
1=27-(40-27)x 2
1=3x27-2x40
3x27=12-2x40=1[40]
27x = 4[40]

3% 27x = 12[40]

x = 12[40]

X =12 + 40R.

x[14] [o|1|2|3|4|5]|6
10x[14] | 14| 10| 6 | 2 | 12| 8 | 4

x[14] 71819 (10111213
10x[14] | O (10| 6 | 2 |12| 8 | 4

X =6[14] ou x = 13[14].

x[9] |o|1]2|3|4|5|6|7|8
21x[9] |0|3|6/0[3|6|0 3|6

Xx=9% +2o0oux=5k+50ux=9%+38

VARIABLES

a EST_DU_TYPE NOMBRE
b EST_DU_TYPE NOMBRE
r EST_DU_TYPE NOMBRE
q EST_DU_TYPE NOMBRE
uO EST_DU_TYPE NOMBRE
ul EST_DU_TYPE NOMBRE

u2 EST_DU_TYPE NOMBRE
vO EST_DU_TYPE NOMBRE

v1 EST_DU_TYPE NOMBRE

v2 EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME

LIRE a

LIRE b

u0 PREND_LA_VALEUR 1

vO PREND_LA_VALEUR 0

ul PREND_LA_VALEUR 0

v1 PREND_LA_VALEUR 1
TANT_QUE (a%b>0) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE

r PREND_LA_VALEUR a%b

q PREND_LA_VALEUR floor(a/b)
u2 PREND_LA_VALEUR u0-q*u’
v2 PREND_LA_VALEUR vO-q*v1
a PREND_LA_VALEUR b

b PREND_LA_VALEUR r

u0 PREND_LA_VALEUR u1

vO PREND_LA_VALEUR v1

ul PREND_LA_VALEUR u2

v1 PREND_LA_VALEUR v2
FIN_TANT_QUE

AFFICHER* u1

AFFICHER* v1
FIN_ALGORITHME

a=ax1+bx0,u,=1etv,=0.

b=ax0+bx1,u,=0etv,=1.

a=bxxq,+r,

doncry=a-bxp,,u,=1,v,=-q,.

b=r,xqg,+r,

r,=b-rq,

=b-(0-bxql)g, 113=-q,

V3=G.q, + 1

=-aq, +b(q,9, + 1)

—ern—1an+rn

==l _1Xq, v

ne1 = Up_17qpU,

Vs 1= Va1 9,V

Application : -

1. 1220 =380 x3)+ @0

p;=3etr,=80

u,=110-gq, x u,

u,=1-3x0=1

V2=Vo~ Vi X4y
=0-1x3=-3

S
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1220 x 1=-3x380=80.

2. 380=80 x(4)+
q;

7]

Ug=uy— U xq;

=0-1x4=C2d

V3=V -V X(,

=1-(3)x4=(3
1220 x (- 4) + 380 x 13 = 60.
60 = 60 x()+ @20
a3 3
Ug=U,—U3zXxX(q3
u,=1 +4><1:@
V4=V~ V3X(;3
=—-3-13x1=-16
1220 x (5)C 16) x 380 = 20
60=20><+
4 4

Conclusion :
u=5etv=-16.
1. r_, prend la valeur b
r_, prend la valeur a
u_, prend la valeur 0
u_, prend la valeur 1
v_, prend la valeur 1
v_, prend la valeur a div b

k prend la valeur — 1.

Tant que r, > O faire

Début

k prend la valeur k + 1
Me—2=q=Te—1 t I

(avec g,=r,_,divr,_,=r,_,)
u, prend la valeur u, _,—q, u,_,
v, prend la valeur v, _,—q, v, _,
Fin

Afficher

U=Ug_q %G,

V=V X9k

2.a 53u+12v=1 sol (5;-22).

b. L'équation 10u + 55v=2 n'admet
pas de solution car ¢=2 n'est pas un
multiple de 5= pgcd (55; 10).

c. 10u+ 14v=6 sol (9;-22).

1. 142 n’est pas un multiple de 5, ni
un multiple de 3, on ne peut donc pas paver
le damier avec seulement les piéces de type
A ou seulement les piéces de type B.

2. 5u+3v=142
(= 142 ; 284) est une sol particuliére.
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5u + 3v =>5u, + 3v,
5(u—ug)=3(v,-v).

D'aprés le théoréme de  Gauss
Sk=(vq—vV) et 3k=u-u,
v=v,— 5k u=3k+ u,
v=284-5k u=3k-142
Choisir k telque u etV >0
k- 142>0= k> 122> 47

204

284—5k>0=>k>T>57.

Exemple :
si k=50 u=8etu=234 prendrek entre

48 et 56.
5x8 + 3x34=142.

163. 1. a. a et b sont deux entiers pre-
miers entre eux.

au + bv="1

abu + b%v=b.

Par hypothése d divise a et d divise b*
donc d divise abu + b®v et donc d divise
b.

b. - Si d divise a et b* alors d divise a et
bdoncd=1.
a et b® sont donc premiers entre eux.
- De méme avec A=bh’ et B=a.
A et B sont premiers entre eux donc A et
B? aussi.
2. a. Faux, il suffit de prendre un contre
exemple :
pged (16 ; 4) =4+ pged (4; 2).
b. soit d le PGCD(a;b) a=da" et
b=db’; ,
pgcd (a%; b?) = pged (d%a ?; d°b) = d°
pged (@25 b2) = d?, premiers entre eux
d’aprés le 1.
3. d= PGCD(n® + 10n + 25, 4n?)
d= PGCD ((n + 5)%; (2n)?)

= PGCD(n + 5; 2n))*
PGCD(n + 5; 2n)
2(n + 5)-2n=10.
Le PGCD(n + 5;2n) divise 10 donc
PGCD(n + 5;2n)=1 ou 2 ou 5ou 10.

n |(0|1|2[3|4|5|/6|7|8]|9

2n (0|2|4|6|8|0|2|4|6/|8

n=1+ 10k
Rl 3 + 10k
7 + 10k

9 + 10k

sinon PGCD=1.

pged =4.

164. Corrigé dans le manuel.

165. 1.

Y~ Ya_-7-9_-16_-8
m=——=—= 2
Xg=X, [+7 7

==18-
y=§X+P
8

=N +p

y+§x:1

7y + 8 =7

7v + 8u=1,(1;- 1) solution particuliére.
v+ 8u=7v,+ 8u,
7(v—vy)=8(uy—uyg)

Tk=vy—v 8k=y-y,

v=—"Tk+ 1 u=8k-1
X=—4% +7 y=56k—7

M(7 ; 7) est le seul élément de (AB) N F.

166. 1. a=-2 + 7k, o + 2 =7k,

(a0 + 2) divisible par 7.

7 plus grand diviseur de 7 donc

PGCD (t+ 2;7)=7.

Si (o + 2) divisible par 7 alors il existe
ke Z telque a + 2=7k
So=7k-2.

Y~ Ya_o+2_0+2

Xg—X, 4+3 2

y:a+2x+b

m=

7y=(o + 2)x + (3. - 8§)
=(0+2)x+3@+2)+14

[(o +2)(x + 3) - 7y=14].

n+5(5/6(7(8[9|0[1|2|3]|4

Sin=5+ 10k
PGCD(n® + 10n + 25 ; 4n%) = 100
si n =10k, PGCD= 25.

3. PGCD (o + 2; 7)=1 ou 7 donc
PGCD (ot + 2; 7) =1 divise 14.
Donc EN (AB) + .
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167. 1.
ox =b[n]< ax=kn + b,

(1) e b=ax—kn.
Si d=PGCD (a ; n) alors d divise a et d
divise A et d'aprés la relation (1) d divise b.
2.+ a=da’ et n=dn" avec
PGCD (a ; n) = 1 donc il existe u et v tel
quea’ +v' =1.
« De plus il existe b’ tel que b =b’d
ox=>b + kn, a’dx =b’d + kdn’
a’x=b" + kn’ donc a’x = b’[n’]
ua’x = ub’[n’]
orua’x=1-vn"=1[n’]
dot  x=ub’[n’] et
X=ub"+gxn’.

——

X
0

3. Les solutions sont de la forme :
X=qn’ + x,

finalement

X, =x,[n]

©q.n" +xy=q,n" + xy[n]
<n'(g,-q,) =0[n]

©n’(g,—q,) =kn =kdn’
©q,-q,=kd

©q,=q,[d] or g peut étre égal a
0,1,2...d, modulo d donc il existe
exactement d solutions modulo 11.

168. 1. x=nub + muaetnv + mu=1.
Ona:anv + amu=a donc aum=a[m]
et bnv + bmu =b donc bmv =b[m]
Réciproque :

x=a[m] et x=b[m].

De plus il existe u et v tels que
mu + nu =1 donc

mu = 1[n] et x =amu[n]

nv=1[mu] et x = bnv[m].

D'ol x=amu + k,n=bnv + k,m.
m(au - k,) =n(bv —k,) et comme m et
n sont premiers entre eux d'aprés Gauss n
divise au — k, = gn donc k, = au — gn.
m’a’ k,=au - q, ce qui donne:
x=bnv + (au — gn)m

x=bnv + aum — gnm

X = bnv + aum[mn]

Finalement x =a[m] et x=bn.

2. x=5[7] et x=2[4].

u+4v=1

7=4x1+3

4=4%3+1

1=2x4-1+7

v=2etu=-1
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donc x=5x4x2+2x7x(-1)

=40 - 14=26[28].

3. x=1[10] et x = 5[9]
10=9x%x1+ 13
v===-Tletu=1

donc x=1x9x (- 1)+ 5x 10x 1

=—9 + 50 =41[90].

169. 1. n=3[7], n =2[23]
27=23x1+4
23=4x5+3

4=3x1+1

1=4-3x1
—4-(23-4x5)
=6x4-23

=6x (27 - 23) - 23
=6x27-7x23
v=—T7etu=6

donc x=3x23X(=7)+2x27%x6

= — 483 + 324=— 159[621] = 462[621].

170. 1. n=90[97], n = 2[23]
M=97x1+14

97=14%x6 + 13

14=13x1+1

1=14-13

=14 - (97 - 6 x 14)

=7x14-97
=7x(111-97)-97
=7x111-8x57
v=-8etu=7
x=100x97 % (- 8) +90x 111 x 7
=—77600 + 69930
=-7670[10767]

=3097[10767].

Il n'existe pas d’entier naturel inférieur a
2 000 tel que :

n=100[111]

n=90[97]

171.

x=2[3] [(x= a
x=3[5] {x=3[m] b=
x=2[7]

mu + nv="1

5x2+ (3)x(-3)=1
u=2etu=-3

Dol x=3x3x(-3)+2+ 5+ 2[15]

x = 8[15]
x=8[15] a=8 n=15
x=2[7] b=2 m=7
mu + nu="1
7x(=2)+15x1=1
u=-2,v=1

Xx=2x15x1+8x7x(-2)[105]
x = 23[105]
172. On note x la fortune que peut espé-
rer le cuisinier s'il décide d’empoisonner
le reste des pirates.
Il s’agit donc de trouver x positif et mini-
mal vérifient : [x = 3[17]

x = 4[11]

x=5[6]
x=3[17],a=3,n=17
x=4[11],b=4, m=11
mu +nv=1
Mx(-3)+17x2=1,u=-3etv=2
X=4x17x2+ 3x11x(-3)[187]
x = 37[187]
De plus x =37[187], a=37,n=187
x=5[6],b=5 m=6.
mu +nv=1
6x(-31)+187=1,u=-3Tetv=1
X=5x187x1+ 37x6x(-31)[1122]
x = 785[1122]
x=785.

173.
1.

x[10] {0|1|2|3|4|5|6|7|8|9
x2[10] |0|1]4|9]|6|5|6|9]4|1

x[5] [0|1]2/|3]|4
X2[5] |0| 14|41

2. a. x=0[5]

x =25 est une solution possible.

b. x=2[5] pas de solution possible

d’aprés le tableau de congruence, pas de

carré égal a 2 modulo 5.

x =25 est une solution possible.

c. x =4[10] 4 et 64 sont des solutions.

d. x=9[10]

si x =9[10] alors 9 et 49 sont des solu-

tions.

x® se termine par 1 donc x*= 1[10]

donc x = 1[10] ou x=9[10].

3. x=1[10],a=1,n=10 oux=9[10],

a=9,n=10

x=1[3], b=1, m=3,x=1[3], b=1,

m=3

10=3x3+1
x=10x1x1+9x3x3[30]

1=1x10+3%x3 u=3 v=1 x=91[30],

Xx=1x3x3+ 1x10x 1[30]

x = 19[30].

© Hachette livre, 2012 165

Reperes T s, Livre du professeur

1 Spé. ChaP. 1 Arithmétique

174. 1. a. 1 est une racine évidente de
=1, x-1,x*=1etx"-1.

b. On pose x = x*, d'aprés le a.

x" — 1 se factorise par x — 1, soit X1
se factorise par x* — 1.

d= PGCD (m, n) et

D= PGCD (a" - 1,a" - 1)

d divise n donc kd =n.
a"-1=a%-1=(@%"-1.

D'aprés la question précédente a?— 1
divise " - 1

de méme a? - 1 divise am — 1

donc a? -1 divise le PGCD de ces 2
nombres.

Donc a? — 1 divise D.

3. d divisemdonc m = d

ue N* donc mc = d

on doit donc avoir nv = 0.

4.

(amu_ -l)_(anv_ 1)ad:ad+nv_ 1 _anv+d
+ad=a9-1.

5. Soit D un diviseur commun de a™ — 1

etde a”’ - 1.

Donc

D un diviseur de (@™ - 1) — (@™ - 1)a“

et d'apres le calcul précédent D divise

a’—1. or a%—1 divise D donc

D=a%-1.

6. PGCD (3% -1;3"% - 1)=

PGCD (122 ; 55)=1.

3'_=2.

175. 1. Initialisation :
up=Tletvy=1,2et 1N

La propriété est vraie au premier rang.
Hérédité : Je suppose la propriété vraie au
rang n et je démontre qu'elle est vraie au
rang n + 1.

u, et v, sont des entiers naturels donc
2u, et 3v, sont aussi des entiers naturels
donc u, , , est un entier naturel.

Conclusion : u, est un entier naturel et il
en va de méme pour v,,.

2. a. Initialisation :

2 2_ 52 2 N
ug—3vg=2°-3x1°=1 vraie au pre-
mier rang.

b. Hérédité : je suppose u?-—3ve=1
vraie

2 2
Upe1— 3vn +1
@u, +3v,)? =3, + 2v,)°

2 2 2 2
4ul + 12u v, + v, —3(us + 4u, v, + 4v)

497+ 12y[v, + W 3~ 12y)v, - 1207

2 2
u,—3v, =1
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c. Conclusion : la propriété est vraie pour
tout n e N.

3. (2;1) (7, 4)... il suffit d’activer les
relations de récurences pour trouver les
autres couples solution de ['équation
x4 —3yf=1.

183. 3a + 5b =1 - 7c, solution parti-
culiére ag=(-3+c)eth,=2-2c.
3-3+¢)+5@2-29)
=-943c+10-10c=1-"Tc.
Cas général : 3a + 5b =3a, + 5b,,
3(@—ay)=5(b—-by); 3 et 5 sont pre-
miers entre eux donc
S5k=a-ayet3k=b-by;
a Sk+agetb=3k+b,
a=5k-3+cetb=3k+2-2c.
Les solutions de l'équation dans Z° sont
les triplets :
(-3+c+5k;+2-2c+ 3k;0).

5. Nombres premiers et factorisa-
tion

184. et 185. Corrigés dans le manuel.

186. 12600=23x3%x5°x7;

2940 =22%x3x5x 72,

pgcd (12600 ; 2940) = 2° x 3x 5x 7
= 420.

187. Corrigé dans le manuel.

188. 1. 105=3x5x7;45=32x5,
2. pged(105; 45)=3x5=15.
3. ppcm(105; 45) = 32 x 5 x 7 = 315.

4. pgcd (105 ; 45) x ppcm (105 ; 45) = 4725
= 105 x 45.

6. a=da’ et b=db" aveca’ et b’

premiers entre eux,

donc ppcmi(a ; b) =da’b’ et

pged(a ; b) x ppecm(a ; b) =d x da’b’
=da’ x db’
=ab.

189. et 190. Corrigés dans le manuel.

191 (p° =)= -1+ )

Puisque p est premier et > 2, il est impair,
donc p—1 et p + 1 sont pairs, l'un est
divisible par 2, l'autre par 4. Les nombres
p—1,p et p+ 1 forment une suite
consécutive de nombres entiers donc 'un
de ses nombres est divisible par 3 et ce
n'est pas p puisqu'il est premier.

Conclusion: (p—1)(p + 1) est divisible
par 2x 3 x4 =24,

192. Corrigé dans le manuel.

1932. 1. 4 x 3 =12 diviseurs.

2.
o J8 36 72
13 .6 J2 24
1 .2 A .8

3. 5=1+3+3+2(1+3+39
+2°(1+3+39)+2°(1+3+ 39
=(1+3+39)[1+2+2%+2%
=13x[15]
=195.

4. 4000 =2°x5°

S=(1+5"+5+5°

x(T+2'+2°+ 23+ 2%+ 2%
=156 x 63
=9828.

194. Corrigé dans le manuel.

195. 2. Lalgorithme permet de déter-
miner les nombres premiers inférieurs ou
égaux a n a l'aide du crible Erastosténe,
ces nombres sont rangés dans une liste
dans laquelle on stocke le chiffre 1 s'il est
premier, 2 sinon.

3. Pourjallantde 2 an

SiL[j]=1
Début_si
Afficher L[ ]
Afficher «; »
Fin_si
Fin_pour

197. 1.

2. Sin est pair alors n — 1 est impair et
)=

donc
T=x"=(1+x)(1=x+x2 . +(=1)P %P1
donc -N

X"=1=(1+x)xN.
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=22 =20

— (22n)2k +1
F.o—2=0%)% =1 or 2 est pair
donc d'apreés le 2..

Foo—2=(1+2)xN=F xN.

n+

3. F

n+

4. Sim est un diviseur commun a et a

F, ., alors d'aprés la question précé-

dente, il existe p = N tel que
Fooe=2+qgxF,.

Donc m divise F, , , — gF, = 2 et comme

F, estimpair,onam = 1.
Conclusion: pged(F, , . F,) = 1.

n

199. 1. ax"+a, X" "+..+ax+a,=0

n-1

p
+..ta;-+a,=0

a
n=1_n-1 q

1
an-1P xq+

£]

iR

Xq{ A
a,p" + wtapxq’ " +agxq"=0

a,p”+qgxK=0.

Donc g divise a p" mais comme p" et g

sont premiers entre eux alors par le

lemme de Gauss g divise a .

pxk’+ayxp"=0

donc p divise a,q" or p et p, sont premiers

entre eux donc par le lemme de Gauss p

divise a,,

2.a.3C-2"-6x+4=0

pdivise4 p=1;2;30u4

g divise3 g=1;2 ou3.

En testant_les différentes valeurs on

trouve x == .
3

b.2x>-6x>+11x-33=0

pdivise —33  S= {%}

q divise 2.

3 +x =143 -3x*-5x-10=0
p divise — 10 s={0}

q divise 3.

200. A. 1. a?~'=1[p]
aP~"=gp+ravec0<r<p

alors a?~'=r[p] donc r=1[p] et
reA,.

2. a’=1[p]ea’-1=kp
S@-1@+1)=k

et comme p est premier soit (@ — 1) soit

(a + 1) est un multiple de p.

Donca—-1=0[p]eta=1[p]

oua+ 1=0[p]leta=-1[p].

3 p-Nl=1x2x3x...x(p-2)x(p—1).

Tous les termes se regroupent 2 a 2

avec ab=1[p], sauf 1=1[p] et
p-1)=-1[p]

Dot (p-1)!=1x(p-1)[p]
p-1=-1p]
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B. p-1)!+1=0[p]
Il existe donc un entier k tel que
(p = 1)! + kp == 1. Soit alors x un entier
(positif) inférieur a p : il figure parmi les
facteurs de (p — 1)!
Donc (p — 1)! peut s'écrire sous la forme
U+ X ou u est un entier.
On a donc ux + kp =— 1 ce qui d'apres
Bézout signifie que p et x sont premiers
entre eux.
p est donc premier avec tous les entiers
(positifs) qui lui sont inférieurs : il est donc
lui-méme premier.
C. 1. 100=-1[11]
7xq=-1[11]
avec
Gg=1x2x3x4x5x6x8x9x10.
2. Soit g l'inverse de k modulo p.
-

o
D. Non (p — 1)! est trop long & calculer
(nécessite une boucle allant de 1a p — 1).

EE1. p-1)°2=p°-2p+1
=pp-2)+ 1
b-1°=1lpl

p — 1 est son propre inverse mobulo p.

2. a. 6 est son propre inverse voir 1.
36x = - 6[ 7] soit x = 1[7].

b. 61 premier 60°=1[p] voir 1.
x = 3[61].

c. 4x + 3=1[S] soit 4x =-2[S].

16x = — 8[S] soit x = 2[S].

202. 1. C,=2n+ 1.
2. U,-U,=3(C,_,-1)+(C, -1

n
u,=u, ,+3(C,_,—-1+(C,-1)
=U,_,+3C,_,-3+C, -1
=U,_,+3C,_,+C, -4
3. U,=U, +3@Nn-1)+T)+2n+1-4
=U,_,+6n-3+2n+1-4
=U,_ ,+8n-6.
4. T, =U,-U, _,

n

2T

-
D'aprés 3. T, =8n — 6.

T, est une suite arithmétique de premier
terme — 6 et de raison 8.

L 2+ (81-6)

DT=nx——

1 =nx (-2 + 4n)
=4n°-2n

U,=4n"-2n+ U,

U, =4n*-2n+1|.

203. 1. 60=22x3"x5",

2. 6173=6173
[6174|=2"x32x 73
: 2% 3 x 4 =24 diviseurs|
6175=5°x13"x 19"
1 3x 2 x 2 =12 diviseurs
6176 = 2° x 193’
1 6 x 2 =12 diviseurs
3. 1568=2°x7°
S=(1+2+...+2)x(1+7x79
6 3
= 11__22 X % = 120 diviseurs.
4. 8128 =2°x 127"
S=(1+2+2"+...+2%x(1+ 127)
7
=122 <128 = 16256
(Dans la sommeily a 8128.)
5 diviseurs propres =16266—8128=8128.
8128 est parfait.

5. 177408 = 28 x 32 x 7 x 11
89376 =2>x3x7°x19
ppcm = 28 x 32} 72 x 11 x 19.

204. 1. a,;=39 b,=19 ¢, 21
a,=399 b,=199 c, 201
a;=3999 b;=2999 c,;2001.
2. a,:n + 1 chiffres.

4=1[3] 10=1[3]
donc 4x 10" - 1=0[3]
2=-1[3] 10=1[3]
donc 2x 10"+ 1=1-1[3]
=0[3].

3. by n'estpasdivisible par2;3;5;7;9;

11;13;17;19;23; .. 47.

4. b, xc,=a,,

(2x10"=1)(2x 10" + 1) =410" - 1=a,n

ag=a;xby;=3x31x43x2999.

5. pged(ch, ic,) = pged(C,; C, - b,)
=pged(C,;2)=d

d est donc un diviseur de 2 d=1 ou

d =2.Mais b, et c, sont impairs donc

d=1.

6. Cryptographie

206. 1. DWWDTXH.

2. gx)=x-3[26] et 0<g(x) <16.
3. FACILE.

207. Lanalyse fréquentielle est une
méthode efficace.

208. Lalgorithme décale de 3 rangs le
code ascii correspondant a chacune des
lettres qui compose le mot a coder.

209. 1. A n=0
3x0+2=2
2=2[26]
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A est donc codé par la lettre C.

J n=9
3x9+2=29
29 = 3[26]

J est donc codé par la lettre D.

2.a.Sia=0 a,+b=>b donc toutes

les lettres sont codées par la méme lettre

correspondant au reste de la division de b

par 26.

b. Sia=13

A correspond a 0 donc a, + b =b, A est

codée par la lettre qui correspond au reste

de la division de b par 26.

C correspond a 2 donc

e, +b=13x2+b=26+b=6[26]

Donc C est codé de la méme fagon que A.

3 s {Sn +2 ir[zs]
5p + 2 =1r[26]

rence 5(n — p) = 0[26].

n —p =0[26] (car 5 est premier avec 26)

donc finalement n=p[26]. Or m et p

sont inférieurs a 26. Conclusion n =p.

4. A-0-2-C

M->12-10-K

|-8-516->0Q

AMI est codé CKQ.

5. D'apres le tableau E correspond a 4. Donc

la lettre codée E correspond a un nombre n

tel que 5n+2=4[26]<5n-2=0[26]

5n-2=26y avec yeZ < 5n-26y=2.

6. On considére l'équation 5x — 26y = 2

avec x et y entiers relatifs.

a. 2x26-10x5=2

5x(-10)-26x(-2)=2 le couple

(-10;-2) est solution particuliére de

l'équation.

b. 5(x+ 10)—26(y + 2) =0

S5+ 10)=26(y + 2)

5 et 26 sont premiers entre eux donc

d’aprés le théoréme de Gauss, il existe

ke Z telque x + 10 =26k ety + 2 = 5k
. [x=26k-10

soit y=5k-2
c. 0sx<26©0<26k-10<26

S 10<26k<36=>k=1.
Finalement x = 16 et y = 3.
d. La lettre codée E correspond a
x=n=16. D'aprés le tableau, c'est la

lettre Q.

210. 1. EXHTIT.

2. a. fl)=fK)

soit 21x = 21x’[26] ou encore il existe
ke Z tel que 21(x — x”) = 26k.

b. Comme 26 est premier avec 21, Gauss
nous dit que 26 divise x —x” ou encore

alors par diffé-
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x = x’[26] et comme x et x” sont com-
pris entre O et 25 alors x = x".

3. On remarque que 21 x 5= 1[26].
Donc 5f(x) =x + 55 =x + 3[26]

et x = 5f(x) — 3 = 5f(x) + 23[26].
Soit g (x) = 5x + 23[20].

4. GLB donne BAC.

211. 1. Soit (a, b) € Z*? quelconque.

Il existe a’, b’ ={0; 1;...; 25} tels que
a=a’[26], b=b"[26].

a’ et b’ sont les restes de la division
euclidienne de a et b par 26. Alors pour
tout xe{0;1;...;25} on a

ax + b =ax’ + b’[26]. Donc on peut se
limiter a choisiraetbalors {0; 1; ...; 25}.
2. a. flx)=f()

ex + b=ex’+ b[26] soit e(x—x")=0[26]
donc 26 divise a(x —x’) et il existe un
entier relatif k tel que a (x — x") = 26k.

b. Soit d = pgdc(a; 26) > 1 et d < 26.
Donc k défini par 26 =kd Vérifie
1<k <26

Donc k est le numéro d'une lettre diffé-
rente de A. Or
ak+b=da’k+b=kdxa"+b=26a"+b
donc ak + b = b[26].

c. Si pgcd(26;a)=1 donc 26 divise
x —x’, d'aprés le théoréme de Gauss
x =x’[26] comme x et x” < 26 x =x".
d. Il faut que b={0;1;...;25} et a
premier a 26. Soita:1;3;5;7;9;11;
15;17;19;21; 23; 25.

e. Donc cette lettre sera codée par la
lettre dont le numéro est b, c’est-a-dire
comme la lettre A. Dans ce cas le codage
est impossible.

212. 1. La lette E est codée par E

donc 4a + b = 4[26] et la lettre T est
codée par .

19 + b= 24.

Par soustraction 15a = 20[26].

2. 15x 7 =105
15 x 7= 1[26]
+ 7% 15a =7 x 20[26]
a = 140[26]
a=10[26]
43 + b=40 + b= 4[26]
donc b = - 36[26]
b= 16[26]
g(x) = 10x + 16[26].
3. g(x)=23x + 16.
4. OQZROHOUT donne AU TRAVAIL!

213. 1. Cas particulier:
a. |[4a b=23[26]

b= 3[26]
b. 40 + 3= 23[26]
40 = 20[26].

c. 40 -20=0[26]

- 4(5-0)=0[26]
4(5—a)=26><b<:>a=5—b><?
b=0a=5

oub=-2a=18.

d. a est premier avec 26, donc a =5
f(x) =5x + 3.

e. 5x21=1[26]

21f(x) =x + 63[26]=x + 11[26]
x=21f(x) - 11[26]

g(x)=21x + 15.

f. IKDEV donne BRAVO.

2. Application : Utilisation d’un tableur.

214. 1. FD correspond a l'entier 81.
CG correspond a l'entier 158.

2. 440 = X 26 +

17¢ ligne 25€ colonne
440 correspond a YQ.
108 =[4] x 26 +
108 correspond a EE.
3. PA Tl EN CE
X 15 227 342 106

Y 475 161 596 166
HS FG YW KG

f(x) =31x + 10.

4. 31x101=3131=5%626 + 1
31x 101 = 1[626].

5. 31x + 10 = f(x)[626]

101f(x) =x + 1010[626]

101f(x) = x + 384[626]

x = 101f(x) — 384[626]

x =101f(x) + 242[626].

6. RU EOUK
RU EO UK
X 537 368 280
Y 17 476 352
RA IS ON

216. x> =f(x)[26].

217. 1. a. 226=2x108 + 8
109=13x8+5
8=1x5+3

5=1x3+2

3=1x2+1

2=2x1+0

pgcd(226; 109) = 1.
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L'équation Diophantienne ax + by =c
admet des solutions si le pged(a, b) divise
c. C'est bien le cas ici, donc (£) admet des
solutions entiéres.
b. On recherche une solution particuliére
(u, v) de (E). On applique le théoréme de
Bézout :
1=41x226 -85 x 109.

Le couple (u,v)=(-85;—41) est une
solution  particuliere de  l'équation
109x — 226y = 1.
Soit une solution quelconque de (E) ona:
109u — 226v =1

{'IOQX — 226y =1

109u — 226v =1

{109(x —u)=226(y -v)
Donc 226 divise 109(x — u) et comme
pgcd (109, 226) = 1. On en déduit que
226 divise (x — u) d’aprés le théoréme de
Gauss::
X —u=226h
X=U+ 226h =— 85 + 226h

109 x 226h = 226(y — v)
y=—41+ 109.
Posons k =h — 1

x =141 + 226k

£=%+m%'

Montrons qu'il existe une unique valeur d
de x =141 + 226k qui sont élément de
[0; 226].
0< 141+ 2268 < 226
- 141 <2268 <85
— 41 85

226 226
k entier donc k =0 (seule possibilité).
D'oll d =141 et e =68.
On a bien 109d =1 + 226e  avec
de|o; 226].
2. 227 n'est pas divisible par 2, ni par 3,
nipar5,7, 11 et 13. C'est donc un nombre
premier.
3. A=[0; 226]
a'® = f(a)[ 227]
a'"'=g(a)[227]
a. Le reste de la division euclidienne de
0" par 227 est 0 donc f(0) = 0.De méme
9(0) =0 donc g(f(0)) =0.
b. Comme 227 est premier, d’aprés le
petit théoréme de Fermat on a pour tout
entier a non nul :

a®® =1[227].

c. g(f(0) = (f(0) "' = a'® " *'[227].
Mais d'aprés 1.b. 109x 141 =1 + 226 x 68.
D'ol:
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g(f(a)) = a109><141 = aa226><68[227]

et daprés 3. b. a®®=1[227] donc
g(f(@)) = a[227] et g(f(a)) < 226 donc
g(f(a)) =a.

Les fonctions f et g commutent :

flg@)=(g()®=a"*"""=g(f())[227].

Donc pour toutade A: f(g(a)) =a.

218. A.Introduction:
()? + (ky)® = (kz)*

kZ (XZ + yZ) — kZZZ

X2+ yt=2°.

B. Approche géométrique
1. a. y :éx +b

0=<Sx(-1)+b

N

b:

N

y=5Xtg

29x% + 8x—21=0

A=64—4x29x (- 21) =2500
L _—8+50_42_21
17758 58 29

—2,21,2_20
V=5 9 572y
b. M&T de centre 0 et de rayon 1

<29> ¥ <§g> =

212 + 202 =29°

(21; 20 ; 29) est un triplet pythagoricien.

2. {y EX+E

X +y =1

2 2 2
yzzéb'—2x2+23—x+a—

(b + a%)x% + 2a°x + a° - b*=0.
A=4a*—4x(a%+ b (a® - b?
= 4p* 2 2 2_ .2
_—2a°+2b°_b°-a
' 2% +a) b+ al

a b —a® a
’~b <b2+a2> b

2ab? 2ab

(bz—aZ,Zab;b2+a2)
+b=3 a=2 (5;12;13)
“b=4 a=3 (7;24;25)

=3 (40; 42 ; 58)

5 (24;70; 74)
C. Cas général
1. Sia et b sont pairs, alors a° et b* aussi
et ¢®=a® + b® aussi. Ce qui est impos-
sible car a, b et c sont premiers entre eux.
2| x4 | 0 | 1 2 | 3
xz [4] 0 1 0 1

Puisque x est impair x=1[4] ou
x=3[4] de méme pour y. Donc
x*=y*=1[4],donc =1+ 1=2[4]
ce qui est impossible d'aprés le tableau
ci-dessus.

3. a=2k+ 1eth=2m avec(m; k)= N?
A =x"+y?=(2k + 1)° + (2m)*

=2(2m® + 2k® + 2k) + 1
donc ¢? est impair et ¢ est impair.

4. Si d est un diviseur commun a a et ¢
alors d divise.

cxc—axa=b? bxb=kxd donc
d’aprés Gauss d divise b. Ce qui impos-
sible car a, b et ¢ sont premiers entre eux.

5.b%°=c*-a® b=2w c-a=2uetc+a=2v
=(c-a)(c+a)

4w® = 4uv

wl=uv

6. c=u+ v} si d divise u et v alors il

a=v—u/ divise aussi a et c.

On note d=pgecd(u;v) et u=dv’, v=du’
avec (u”;v')EN? et pged(u’;v’)=1.
Puisque. c=u+v=du’+v’) et
a=v-u=d(v’ —u’) alors d divise
pged(a; g.

Comme pged(a; 9 =1,d=1.

7. b*=c?-a’=(c-a)(c+a)=2vx2u=4uv
c'est-a-dire 4w? =4uv ou encore w=uxv.
On décompose u et v en produit de fac-
teurs premiers.

u=q31xgyexx gl
Box. xpﬁ donc

Bo ..

v=pPixpl
X q, rxpﬁ1xp xpfs.
Or dans la décomposition en facteurs pre-
miers d'un carré les puissances des fac-
teurs premiers sont paires donc :
o, =2y, 0,=2Y, ..,
B,=26,, ... B,=26..
Finalement u et v sont des carrés.
Il existe donc deux nombres g et p = N tel
que:u=qg°etv=p-

%q o
W _q1 ><q2 X

a,=2y,
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8. c=u+v=g°+p°
a=v-u=p°-q°

b=2pxgq.

219. A. 1. 1 et n—1 sont respective-

ment la plus petite et la plus grande valeur
possible pour @ (n).

2¢U 1(1)
¢(3)=2(1:2)
¢W=N,)
@(5)=4(1;2;3;4)
p6) =2

@(7)=6

@(8) =4

®(9) =6

¢(10) = 4
@(11)=10

3. p est premier donc ses seuls diviseurs

positifs sont 1 et p.

Donc pour tout re N* tel que r<p

pgcd(p; =1

Pp)=p-

4. a. pged(a, n) =1

au+vn=1

amu +vmn=m

pgcd(a, m)=1

au” +v'm=1

au” +v’'(amu + vmn) =1

la](u” + v'mu) + v'v[mn] = 1

pged(a, nm)=1.

b. pged(u, n)=1 N
pgcd (vj, m)=1

pged(u;;n)= d:>

pgcd(vj;m) =d”

avec dd” £ 1

uv;=dd”upvy
——

pged(u;v;, nm)=1

u,v; est premier avec nm
v,du;; n=nd
v;= d viim= qd

+1

n’est pas premier avec mn = kqdd~

c. Les entiers premiers avec mn sont

les produits uy; avec 1<i<@(n),

1<j< @(m) donc @(mn)=@(m)=x@(n).

d. @(15)=¢@(3) x @ (5) 3 et 5 premiers
entre eux

=8
= (7)< @(11)
=6x10=60

5 a. p,2p,3p....p-2)pet(p-1)xp
ne sont pas premiers avec p° et u sont les
seuls.

Il'y en a exactement p — 1.

On a donc p° - 1(p — 1) entiers compris
entre 1et p? — 1 premiers avec p°.

P(p)=p*-1--1)=pp-1).

@(77)
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b. Les multiples de p inférieurs ou égaux

ap,sont p,2p,3p,...p—1)xp, pxp,
(b +1)xp. e @p) % p. -+ P2 P pT 1P,
ilyenadoncp” '-1.
Donc @(p")=p” = (p" "= 1)=p" " (p-1).
C. @(75)=0(25x3)=p(5°x3) = (5" x0(3)
=(5x4)x2
=40.
P@8)=p(2°x 1) =p(2°) xp(11)
=2%2-1)% 10
= 40.

B. 1. Soitie{1;2 @(n)}.v estle
reste de la division euclidienne de au; par
n, donc il existe geZ tel que
au;=nq; + v,.

Si d = N et d un diviseur commun positif
anetv,ddivise ng; + v;=Qu;.Oraetv,
sont premiers avec n donc au, l'est aussi
(voirB. 4.a)etd=1.

2. Supposons qu'il existe :

je{1;2 @(n)} telsque i #+; et
V=V,

Tout entier relatif u étant congru modulo
n en reste de la division euclidienne de u
par n, on en déduit que au;=au;[n].
Donc  (u;—u)) x 0=0[n] n divise
(O uj) xXa. Or n est premier a a, donc
d’aprés le théoréme de Gauss, n divise

(uj—u).
On en conclut que pour tout
je{1;2 @(n)} avec i#j et
Vv, F V.

J
u;—u;=0[n], u;=u;[n] et comme

u;<net uj< n,onau;—u. Impossible.

3. Par hypothése, pour tout
ie{1;2 @@n)} ona O0<v,<n-1
avec v, reste de la division euclidienne de
au; parn.

Deplusv #0donc 1<v,<n-1.

Or d'aprés les questlons précédentes
Vi Vot Vo Sont @(n) entiers dis-
tincts premiers a n.

On en déduit que :

{viivai iVt ={uriuzi i tgp}
Ainsi,
V.I><V2X "Xv(p(n)=u.l><l_]2>< U(p(n).
4. Pour  tout ie{1;2;; 90},
a xu;=v,;[n] donc:
(3 us) o x up) oo a  Ug)

gy Uyl
Soit a? XUy X Uy X X U

= Uy XUy XX [n].

5. D'aprés la question 4. et moyennant
une petite factorisation :

UpX Uy XX u(p(n)(a‘/’(”) - 1)=0[n]
d’ou n divise :
Uy X Uy X oo X u(p(n)(aq"(”) - 1).
Or uy Uy Uy, sont premiers an,

’
donc Uy XU, XX Uy N'ONt aucun
facteur premier commun a n, donc
’

Uqg XUy X" X Uy et nn'ont aucun fac-
teur premier en commun : ils sont donc
premiers entre eux.

Donc n divise (a®) -
reme de Gauss.

%0 _ 1= o[n ]

Conclusion : a?)

1) d'aprés le théo-
On en déduit que

=1[n].
Application:

P(55)=@(5) x@(11) =4 x 10 =40
pged (27 ; 65)—1 donc 27% = 1[55].

(
PR7)=¢(3°)=3°(3-1)=18
pgcd( ; 100) = 1 donc 100'® = 1[27].

220. 1. a. N, =11 premier.
N3 =111 pas premier car divisible par 3.

N,=111 n'est pas premier car

1111 =11x101.

b. On sait que pour tout réel x # 1

T+ X+xe+ o+ xP 24 xP™
1-xP-D+1T ¥ 1
T 1-x x—1

En particulier en prenant x=10 on
obtient :

_10P-1_10°P -1
Np= 0-1 9 °
Dot 10° = 1=9x N, avec N, € N*.
Donc 10P — 1 est divisible par 9.

c. i)
X"=1=x=1)(T+x++x""2+x""1 (1).
_n _10%-1_100% -1 s
Np=Ny=—g—="¢g — O d'aprés
1. avec x=100 et n=qg on a

1009 1=(100-1)(1 + 100 + -
=99x (14 100 +...+ 100972 + 1009~ 1).
Par conséquent :
Np:11><(1+100+---
est divisible par 11.
3q _ q_
i) Np:Naq:m 5 1:100% 1
Ord'aprés 1.avec x=1000 et n =g ona
10007~ 1=(1000—1)(1 + X +
=95 111 x (14X +...
Par conséquent :
Ny =111 (T4 X+
divisible par 111.

+ 100972 + 1007 7)

+x972 4 %977
+x972 4 x977),

+x97% 4+ x7 Nest

170
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_ 104 -1 _(10k)7 -

9
x=10ketn=qgona:
(10k)g—=1=(10k=1)(1+x+ -+ xg—2+xg—1).
(10k = 1)(T + x + -+
9

d. N,=N,,

avec

+xT7 84 X970

Ainsi N, =

10k — 1
9

(T4+x++xI724x377)

=N x(T+x++x372+x977)

or (T+x+-+x772+x97") est un
entier naturel non nul. Finalement N, est
divisible par N,.

4. Si p n'est pas premier, alors N_ n’est
pas premier (car N, est divisible par N,
avec 1<<N, <N,).

La contraposée de cette implication est :
si N, est premier alors p est premier.
Autrement dit, pour que N, soit premier, il
faut que p soit premier. Cette condition
n'est pas suffisante, car 3 est premier
mais N, ne |'est pas.

2. Diviseurs des rep-units
a. 2 et 5 car un rep-unit est impair car se
finissant par 1.
b. Le nombre 3 apparait dans la décom-
position du rep-unit N, si k est un multiple
de 3 (car la somme du chiffres doit étre 3
divisible par 3).

C.

Np=1+10+ 1074+ 10 "= 11%_‘11 10;‘1
9N, =10F - 1.

d. 10'=3[7] 10°=5[7]
10°=2[7] 10°=1[7]

10°=6[7] 10" =3[7]

10*=4[7] 10®=2[7]

e. k=6q + ravec 0<r<6.

10 = (10%)9 x 10" = 10 7] et d'aprés le
d. daprées 10"=1[7]<r=0 donc
10" =1[7] © k =6q. Si 7 divise N, alors
7 divise 10— 1 (car 9N, = 10* - 1) donc
10K = 1 =7xg donc 10 =7xg + 1 donc
10% = 1[7] donc k est un multiple de 6.

Si k est multiple de 6 alors 10¢=1[7]
doncil existe g entier naturel 10¥ - 1=7q
or 9N, = 10% = 1 donc ON,=7q.7divise
9N, or 7 et 9 sont premiers entre eux
donc 7 divise N,.

3. Les rep-units ne sont pas des carrés

1. Le reste de la division euclidienne de
n? par 10 est 1. Donc n°=10g + 1 ou g
est un entierr. Or n=10s +t avec
o<t<10.



IMathsreperes

Livre du professeur

n®=(10s + t)% =10 x (10s% + 2st) + t*
et le reste de la division euclidienne de t*
par 10 est 1 (car celui de n® est 1) t est
compris entre O et 9.

t=0 t’=0 non
t=1 t?=1 oui
t=2 t’=4 non
t=3 t°=9 non
t=4 t>=16 non donc n se termine
parun 1ouun?9.
t=5 t?=25 non
t=6 t°=36 non
t=7 t°=49 non
t=8 t°=64 non
t=9 t°=81 oui

2. nsetermineparun1:n=10xqg + 1
onpose g=m n=10xm + 1.
nsetermineparun9:n=10xqg + 9
n=10x(g+ 1) —1onpose m=q + 1
n=10m - 1.

3. Sin=10m + 1
n%=100m?+ 20m + 1=20x (5m° + m) + 1
donc n=10m - 1.

Sin=10m -1
n?=100m?%-20m + 1=20(5m%—m) + 1
donc n = 1[20].

4. N,=1+ 10+ 100 + 1000 + -

or 100 est congru a O modulo 20, de
méme pour 1000, 10 000, ...
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Donc N, =10 + 1[20]
N, = 11[20] pour k = 2.

5. Raisonnement par l'absurde : on sup-
pose qu'un rep-unit N, distinct de 1 est un
carré donc k = 2.

D'aprés les questions précédentes
N, = 1[20].Or pour k =2 N, = 11[20]
d’ou la contradiction et la conclusion : un
rep-unit divisible de 1 n’est pas un carré !




Calcul matriciel et

applications

Programme officiel

Marche aléatoire simple sur un graphe a deux ou
trois sommets.

Marche aléatoire sur un tétraedre ou sur

un graphe a N sommets avec saut direct possible
d'un sommet a un autre : a chaque instant,

le mobile peut suivre les arétes du graphe
probabiliste ou aller directement sur n'importe
quel sommet avec une probabilité constante p.

Etude du principe du calcul de la pertinence
d'une page Web.

Modéle de diffusion d'Ehrenfest : N particules
sont réparties dans deux récipients ; a chaque
instant, une particule choisie au hasard change
de récipient.

Modéle proie prédateur discrétisé :

—évolution couplée de deux suites récurrentes ;
—étude du probléme linéarisé au voisinage

du point d'équilibre.

Exemples de problemes Contenus

+ Matrices carrées, matrices colonnes : opérations.

+ Matrice inverse d'une matrice carrée.

+ Exemples de calcul de la puissance n-iéme d'une matrice carrée d'ordre 2 ou 3.
+ Ecriture matricielle d'un systéme linéaire.

+ Suite de matrices colonnes (U, ) vérifiant une relation de récurrencedutype U, , , =AU, + C:
—recherche d'une suite constante vérifiant la relation de récurrence ;
—étude de la convergence.

- Etude asymptotique d'une marche aléatoire.

Enseignement de spécialité

Situations (p. 492-501)

1. Notion de matrice ; somme, produit par un réel
Synthése de l'aspirine
1. 3300 L d'anhydride acétique ont été utilisés sur le site de
production S, lors du second semestre de ['année 2012.
2. On additionne deux a deux les coefficients des deux matrices
occupant la méme position. On obtient
4800 6300 170

A=At A= (3300 4600 110)'

1,05 x 2300 1,05 x 3000 1,05 x 50)
1,05 x 1500 1,05 x 2100 1,05 x 50
_ (2415 3150 84 )

1575 2205 52,5

3. B1:1,05><A1:<

3 (2625 3465 94,5) etona
2711890 2625 63
5040 6615 178,5

B=8 B:(
17 %27 (3465 4830 115,5

) d’une part,

5040 6615 178,5
3465 4830 115,5
2. Produit de matrices
Quel menu a la cantine ?
0,25 1,4 3,5 1
0,007 0,21 0,07 O
005 O 0,78 0,2
0,002 0,07 0,008 0,05

B=105xA= ( ) d’autre part.

1. A=

m
2.
L,xC=(0,25 1,4 3,5 1) ><<E =(0,25m + 1,4p + 3,5r + y

L, xC=(0,007 0,21 0,07 0) x =0,007m + 0,21p + 0,07r

<~ <Y
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m

L,xC=(0,05 0 0,78 0,2) f =0,05m + 0,78r + 0,2y

m

L, C = (0,002 0,07 0,008 0,05) ’r’

=0,002m + 0,07p + 0,008r + 0,05y

025 1,4 35 1 m
_ [ 0,007 0,21 0,07 O p
FAXC=100s 0 o078 02 |-
0,002 0,07 0,008 0,05
0,25m + 1,4p + 3,5p + y
_ [ 6,007m + 0,27p + 0,07y
~ | 0,05m + 0,78r + 0,2y
0,002m + 0,07p + 0,008r + 0,05y.
025 1,4 35 1 50 60 40
0,007 0,21 0,07 0 75 70 80
4. AxB=
005 0 078 02 125 125 100
0,002 0,07 0,008 0,05 125 125 125

680 6755 597
24,85 23,87 24,08
125 125,5 105
12,6 12,27 12,73
3. Systémes linéaires ; inverse d’'une matrice carrée
En voie d'extinction ?
1. a. «Le nombre de nouveaux bébés a l'année 1 est égal au
tiers du nombre d'adultes vivants l'année O » se traduit par
X1 = §ZO'
« Seuls 20 % des bébés nés 'année O parviennent au stade jeune
al'année 1 » se traduit par y, = %xo.
« 75 % des jeunes et 90 % des adultes de l'année O survivent
pour étre comptabilisés comme adultes a l'année 1 » se traduit

3 9
par z, =2y, + 357
0o 1
X, 3 X0
1
b. -y1 = g 0 0 X —yO
z, 39 Z,
0 4 10

2. a. De l'équation x, = %Zo on déduit z, = 3x,.
De l'équation y, = %xo on déduit x, = 5y,.

Enfin de l'équation z, = %yo + %Zo ondéduity, =- §zO + éz1 ;

5 3
['équation z, = 3x, nous permet d'écrire que y, = — 1—58x1 + 321.
X 0 50 X
° 18 4 !
b. yO =\ - ? 0 § X Y4

Z 300 \z

© Hachette livre, 2012
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1
00 3 050 100
3. AxA = %o 0 |x —?og =<o1o>
0 39 300 001
4 10
050 00 % 100
Ft A’ x A= —1—580‘§‘>x %o 0 =<0 1 o)
300 039 001
4 10
X 50 X
4 yz = —Eoﬂ>x yl)
5 3
Zy 3 00 Z4
050 1040 1020
- —%og | 204 |= [ 380
300 3093 3120
4. Puissances d’'une matrice carrée
En voie d’extinction ? (suite)
00 1
Xn+1 1 3 Xn
1. On a, d'aprés l'énoncé, [y, , 4 T 0 0 |x|y,
pour tout entier naturel n. Z, 1 0 39 z,
0o 1 4 10
3 1040 1031
2.U,=| 20 0 |x| 204 )= 208>et
0329 3093 2937
4 10
1
00 3 1031 979
Uy=| 20 0 |x[ 208 |=| 206
0 39 2937 2799
4 10
3. Aurang n=1 :on a bien U, =AU, (voir situation 3 ques-
tion 1).

Supposons la propriété vraie pour un certain rang n > 0. On a
donc U, =A"U,.
U,, 1=AxU, =Ax(A"Uy)=(AxA")U,=A"""U,.
On a démontré par récurrence sur n que, pour tout n >0, on a
U,=A"U,.

891
4. Ala calculatrice on trouve Ug= | 197

2553
Aprés 5 années, la population de chouettes tachetées se décom-
pose en 891 bébés, 187 jeunes et 2 553 adultes.

707 561 445
5. U,,=A"U,=| 148 |, U= 118 |, Uyp=| 93 |,
2026 1608 1277

353 280

Uy=| 74 |, Ugp=[ 59

1013 804

Il semble que la population de ces chouettes décroisse lente-
ment, 'extinction est possible.

Repéres T s, Livre du professeur
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5. Processus aléatoire, matrice de transition
Location de voitures

1. journ Journ+1

07 0,3

0,15 O,85> '
07 03

0,15 O,85> (

2. (an+1 bn+1

n n

><TavecT (
12

= (55~
lZ)
33/

> pour tout n € N.

3. Si U —<§ §>alors U,=
12 0,7 0,3
0= (3 9

0,15 oss) - <
On aura donc U, = (

12
33)t

12
33

Page 506 X+2y-z=7
1. Le systeme lZX + 3z=-3 admet pour écriture matricielle
X y+z——4
12 -
2 0 3 y|= —3
1T-1 1 z -4
12 -1\ 3 -1 6
or{2 o 3> =2 1 2 -5] idonc
1T-11 -2 3 -4
X 3 -1 6 0
yl=11 2 -s](-3]=| 3
z -2 3 -4/ \-4 -1
2x—-3z=0
Le systéme {x—2y +z=5 admet pour écriture matricielle
X—-y+22=7
2 0 =3\ /x 0
1-2 1 y|=(5
1-1 2 z 7
2 0 -3\ 3 -36
Oor(1-2 1 =—| 1 -7 5| ;donc
1-1 2 -1-2 4
X 3 -36\ /0 3
yl==({ 1 -75|]|5|=|0
z -1-2 4/ \7 2

© Hachette livre, 2012

Exercices résolus (p.506 2 511)

174

4. Si Uy=(0,75 0,25) alors

~ 07 03 ) ~
U, = (0,75 0,25) (0115 0,g5) = (0:563 0,438) et

U, = (0,563 0,438) x (8 Zs 825) = (0,459 0,541).

On démontre par récurrence sur n que U, = U, x T" pour tout
entier naturel n.

5. Ala calculatrice : U, = U, x T’ =
Uy,,=UgxT"=(0, 333 0, 667) et
Uyg = U x T?8 = (0,333 0,667). Aprés 7 jours (resp. 14 et
28 JOUI’S) la proportion de voitures situées dans l'agence A est
égale a 0,340 (resp. 0,333 et 0,333). On peut conjecturer que les

suites (a,) et (b,) tendent vers zet3 respectivement lorsque n

(0,340 0,660),

tend vers +oo.

6. Si Uy=(0,1 0,9) alors U, = (0,205 0,795),

U, = (0,263 0,737), U, = (0,330 0,670), U,, = (0,333 0,667)
et U,s=(0,333 0, 667)

Page 508
13 2 100 03 2
B:01—1:<O10>+ 00-1)=1,+C
00 1 00 1 00 0
03 2V /00-3 000
OrC2=<00—1 =<oo 0 ] etC®>=(00 0].Donc
00 0 00 O 000
0
c"=lo0

00
0 O | pourtoutn=3

000

On utilise la formule du bindme (car les matrices |5 et C commu-
tent) : tous les termes de la somme sont nuls, a part trois d’entre

eux:
nin-1
Pourtoutn e N B" = (I;+ C)" =15+ nl3~'C + (2 )|”*2c~2
nn—1 5
=l;+nC+ C.
100 03 2 00—
Y n(n
B"=(010]+n[00 1]+ ooo
001 00 0 00 0
32+7n
2
=10 1 -
Page 509 00 1
Uy=U,T>=(1/4 3/8 3/8) et U, =U,T" = (1/3 1/3 1/3).

Reperes T s, Livre du professeur
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Exercices (p.512)

1.a 25. Corrigés dans le manuel. 12 -18 49. AD=(-4 26);
1. Notion de matrice, premiéres 39. 1. AB=<15>; 2. AB=|-21]: 0 15 =15
opérations 6 DE=(-6 3 45 |;
26. Corrigé dans le manuel. 3 AB 19 4 AB _;g _125 1102 6
27. 1. Faux, la matrice est de dimen- ’ _(— 4)' T _51 ED:( : 24>; FE=(-7 2 54);
sions 4 x 3.
2 Vrai. 40. Corrigé dans le manuel. FC=(2 3) CF:<16 B 28>;
3 F . 14 - 24 14 - 24 -4 7
. Faux, ce terme n’existe pas. 41. 1.AB = ‘BA = . 20 0
4. Faux, la matrice est de dimensions 8 22 8 22 _ _
2. AB=BA DB=| 0 -6
4x3. ) ' 12 -2
28. Corrigé dans le manuel. 42. Onsait que a® + b%=1. 51.
234 2, p2 op_
29.1. A=[3 4 5| AB:(a +b ag bi):(g) ?) et Le chat a mangé |Le rat a dévoré |Le lion a dégusté
o ' ab-ba a”+b le poisson le fromage le touriste
456 0123 BA = b® + a® ab - ba (10 Un chat a mangé|Un rat a dévoré |Un lion a
> B (1 172 1/4> 1012 “\ab-ba a%+b% \0 1/° un poisson un fromage dégusté un
2 1172 2101 43. 1. AB de dimensions 3 x 3, BA de i : touriste
3210 dimensions 2 x 2 Le chat avait Le rat avait Le lion avait
-5 _3 ’ ) ) mangé un dévoré un dégusté un
30.1. 0= 10 -2 = 2 |- 2. AB =0 ;BA de dimensions 2 x 3. poisson fromage touriste
15 ' 0 ' 44. 1. La matrice B a pour dimensions 52 1.
1 1 2x5. (12X 1-1%x4 —6X2-4X(-3)
3.F=| 2 |: 4 Gc=(3]); 2. La matrice B a pour dimensions 3 x 4. AB = ~3Xx2-1%X6 —3x(-6)-3x6
-6 5 45. Dans le cas du produit AB on a une :<0 0)
- 5 matrice p x p, dans le cas du produit BA — 14 — 244 00/
5.H=| 1 ];6. )=(-17]. on a une matrice g x g. Donc AB # BA. 2. BA:( 11 _22>
31. 1.c=<12 0);2. D=<O 4>; 44 -18 =5 53. 1.
2. AB={63 -21 0 |; ap o 1X2HOX(ET)=1XT 1X 140X (-4)=1x1
3 E—<2_2>'4 F—<4 _4) 8 6 5 ’(2x2+1x(—7)+3x12x1+1x(—4)+3x1)
“\4 1) T\ 1 ) ~14 - 21 — (19,
S N AB:( 14 -21 =35 28>; Lo (o9
32. 1. c;( ); 0 -6 -18 12
-42 2 4 AB—<4 39 42> 2. BA=|-15 -4 -5
2.D=<_62/3 2); T2 213 —4) 3.1 2
0 -4 103 —12 40 55. Corrigé dans le manuel.
3. e=(4 7278 . 4 -9 21 12
- E={g 15 _g) 47. 1. AB=(-26 -6 |; 56. 1. AB = < . 16) (AB)C = ( . 12)_
-62 3 4 4 -23
33. M=-3A+2let N=—4l + A. 2. AB=(-24 -6 0 |; 57. AB=(11=2); (AB)C = (- 54).
34. M=3A+letN=1-A. -7 -3 0 - 16 -32 16
50 11 3. (-2 -4-15). BC={ 12  (BC)A = 24 —12/)°
5. A:(1 1>etB:<1 _1>' 48. 1. AB,BCn’ont pas de sens. BA et CB CA:<_8 4)'(CA)B:< 44 8 >
3 _5 _4 oui. . N 10 -5/ 65 —10/
-5 - -2 8
1. C=A-2B=|-2 -1 = 2. BA= CB= ( ) = .
36. 1. C=A-28B 2 -1 -3]et (_4> 5 _-32 13 58. 1. B+ C <4 8)'
5 120_1 22 8 a@+c=("" 8
- AD=( 4 -6 16 |;DA=(16); B+O=(¢ ,)
D=3A+B={1 4 -2 6 -9 24 2 325\ 9 — 45\
N FD—(S‘12 32).55—(15 2 15>. 2 A=\ 75)1 A3 L3s)
2. M=3C-D=7B;N=C+ 2D ="7A. “\6 —9 24/ " T\g26 3 —17)° " AC_(H 28)
2. Produit de matrices -6 17 TA-=s 4)
37. et 38. Corrigé dans le manuel. EA=| 8 |;CF= <1> 3. La distributivité.

-5
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59. 1.a. A+B_; O): a+2= 49 0

1 2
ity 22 1)
6 13
25 3 46 13
BZ=< )AZ 2AB + ( )
047 24 39
A% + 2AB + B® # (A + B)%.

2. a. A+ B:<_03 _03>; (A + B)? :(3 g).

A 2) (7 1)
b'A_<—613 AB = 3 -1

22 -4 90
BZ:< );A2 2AB BZ:< )
12 —p) M TR 09

A% + 2AB + B = (A + B)%.
60. 1. 2A—1)(A + 3l )=2A"+ 5A-3I .
2. (A-41)R2A +31)=2A~A-12I .

300, -A)(1 +A+A)=1 A
4. (A+2)°=A%+4A+ 4 .
61. On sait que AB = BA.

a. (A+B)°=(A+B)(A+B)

=A% + AB + BA + B =A% + 2AB + BZ.

b. (AB)(A —B)=A?— AB + BA — B?

=A% - B°.

62. a. (2A—B)(A + B)

= 2A° + 2AB — BA — B?,

Si AB = BA, on obtient : 2A® + AB — B?.
b. (-A + 3B)(3A-B)

—3A% + AB + 9BA — 3B%.

Si AB=BA onobtient:—3A% + 10AB—3B%.
c. (B—4A)(B + 4A)

B + 4BA — 4AB — 16A°%.
Si AB = BA, on obtient : B® — 16A°.
d. (3A - B)2=9A%— 3AB — 3BA + B°.
Si AB = BA, on obtient : 9A% — 6AB + BZ.
63.
cosacosb—sinasinb —cosasinb—sina cosb
MeMb:(sinacosb+cosasinb sina sinb—cosa cosb )
_(cos(a + b) —sin(a + b) =M
7<sin(a +b) cos(a + b) >7 a+h
1 80 0.8
64. 1. M=(0.0125 1 0.01
1.25 100 1

2. (318.75 48000 255) correspond a la
somme totale dans chacune des devises.

71 65 56

65. 1. PVv=(106 11 116, lama-
335 325 31

trice donne les quantités nutritives

(lipides, protides et glucides) pour trois
types de recettes différentes.

315 35.4) . .
2‘ — ’ 7
VP (33.5 176 pas d'interprétation
concréte.

3. Il faut résoudre le systéme :

5x + 8y =6.8
12x + 10y =10.8 on
30x + 35y =33
x=0.4 ety =06.
66. 1. La couleur rouge dans l'espace
0.299
—0.14713
0.615
2. La couleur amande est représentée par
0.8829
—0.34555282
0.050059 4

obtient alors

(YUV) est

3. Systémes - Inverse
d’'une matrice carrée

o (5 )00

-3
-2

0 5\ /x
3 2)|y]= .
-10/ \z 14

71. Corrigé dans le manuel. 5 _3
_1(-9 -
72. 1. =18; 1:—( )
det=18; A 8ls 7
2. Non inversible, le déterminant est nul.
3. Non inversible, le déterminant est nul.

 ao.a1__1/(-20
4, det=-12; A" = Z\o 6

73. Soit A=(a b),Af1=(d _b> et

4.

w
2 O N - O =WN =
—_—
- OnN
—_—
N < X
~_ =
1l
O N —/ ~~-—/

c d -Cc a
detAzad—cb—1
ad—cb=1 at-0=1
a=d = a=d , on obtient
c=—-¢C C:O
b=- b=0

. 10 -1 0
2 solutions A—(O 1) ou A—( 0 _1>.

74. 1. detA =4, A est inversible. D et
B =1, B est inversible. D et (A + B) =4,
(A + B) est inversible.
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_1_10—4> _1_<5 3)
2'A‘4<12'B'—2—1'
5 -1

(A+B)" = 1( )

4\-1 1 > 1
3. et 4. Faux si A=<1 1) et
B=<_12 1) sont inversibles, (A + B)
n’est pas inversible.
75. 1. Pour tout réel k,

detA,=1x1-0xk=1,la matrice est
inversible.

2. A =<; _1/().

76. 1. Pour qu'une matrice soit inver-
sible il faut que son déterminant soit
différent de 0. D et M=a’+b% S
a =b =0, la matrice M n’est pas inver-
sible

1 [ a b)
22 h)

1 0 1
77.1. AB={0 1 0;BA={0
0 1 0

O—‘O
- O O

A=B". 500

0
1
0

2. Les matrices A et B sont inversibles e
0
78. 1. AB= 5
0

500
050;BA={0 50
O 5 005

(@R, ]

2. AB=BA=§I A7 5B

79. 1. Une matrice carrée A d’ordre n est
dite inversible, s'il existe une matrice car-
rée B d'ordre n, telle que AB=BA =1 .

2.
AB_<1><6—2><1+1><(—3) 1><(—1)—2xo+1x1>
T\OX6E+3XT+1X(=3) 0X(-1)+3X0+1X1

10
:<o 1)'
3. Non la matrice A nest pas inversible
car elle n’est pas carrée.

82. Aestinversible.

AB=ACS A 'AB=ATACS B=C.
83. 1. La variable D correspond au
déterminant de la matrice. L'algorithme
permet de calculer l'inverse d'une matrice.
3. a. Mest inversible et son inverse est :

N[1]=2; N[2]=-1; N[3]=-5;

N[4]=

b. M est inversible et son inverse est :

N[1]=2 N[Z]z%; N[3]=3
_—2.

c. M n'est pas inversible.
84. 1. det(A)=2;

1-1 -1
AT=1l11
1-1 1
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2. det(A) =
inversible.
85. 1. det(A)=9;
-2 -4 1
1 2 4
-6 -33
2. det(A)=-72;
: -10 -6 4
A1:—ﬁ -14 6 -16
-6 —-18 =12
16 15 - 15
15 16 - 15
15 15 - 14
16 15 — 15
15 16 - 15
15 15—14)
400

0, la matrice A n’est pas

86. 1. M?=

2. M°-5M+ 4|, =

20 15 =15 00
-{1520 -15)+({040|={00
15 15 =10 000 00

3. M (M?=5M + 41;) =M - 5l + 4M~
-1_1
=0& M =2(5l;-M).
88. Corrigé dans le manuel.
7 3\ /x -2
w01 (5 ) ()-(5):
-3-2/\y/ \s
det(A) = - 5 ;A est inversible et
- 1/-2 -3
A 1:-—( )
5\3 7
< 11/5>
29/5)"

- %<_32 _73> <_52> o

0
0.
0
M

11

—_

on trouve alors x =— et y =

(2 2)0)-{ -

4-3
A est inversible et A~" ( )
es |nVerS| ee 3 5 _ 3

—l(_ 4 - 3) <_ 1>—<29/3) on trouve
3\-5 -3/ \11/ \28/3/'
28

—2 =28
alors x = 3 ety= 3

3. (i ::) @:(_37); det(A) = 10;

A est inversible et A~ 10( 3 4)

i<—3 4)( 3 )_( 37/10) on trouve
10\-4 4 7] \-26/10/"
37 - 26

alorsx-Tety ETR

7 16 31
4 (5 12) <y>_<25>'det(A =4iAest

)
inversible et A7 = %( 12 6 .

U'I

-1
-5 7
l<12 _16> <31>=< 7> on trouve
4\-5 7 )\25/"\'5 )

alors x=-7ety=>5.

5 0 -3\ /x\ /-4
90.1. (3 4 1] (y]=( 2
1-1-1/\z \2
33 12
2. det(A) 6;A‘1=% 4 —2 14
~7 5 20
233 12\ /-4 /7
3.%4—2—14 2 |=(-8
75 20/ \2 13
11 =1\ /x\ /2
91.1. [ 2 =3 o |[y]|=[-5
31 4/\z \o
det(A) =~ 13 ;
12 -5 -3
-1 1
Al=-1( -8 1 -2

-1/13

2 5 -1 4
2 (1 -1 0 =12
3 0 4 20
—4-20 9
det(A)—15,A’1—1i5 2 -5 3
3 15 -3
—4-20 9\ /4\ [-76/15
% 2 -5 3 |[12]=( 815
3 15 —3/\20/ \132/15

-2-1 2 X 2

—4 -1 3
det(A)=1; A <—23 -6 16
-7 -2 5
4 -1 3\ /2\ [-713
23 -6 16]|[8)=(-78
-7 -2 5/\1) \-25
T -1 1\ /x 3
2. =1 1 1 v = 5
1 z
_2 o
det(A) =—4; A —%< —2—2.
—2-2 0
2 0 -2\ /3 1/2
—}1 0 -2 -2 5>=
_2-20

—4 3 -2\ /0
93. 1._—19 6 9 —3](1 —1/3
7 -3 -1/\2/ \=s5/9

—4 3 -2 25/9
z._i9 6 9 -3 > 14/3
7 -3 -1 ~19/9
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01-1 a
94.1. (10 3 >=<b
11 1/ \z c
X -3 -2 3 a
2 y:<2 1—1><b
z 1 1 -1/ \¢
01-1\ /-3-2 3
5 AA=(10 3 2 1 -1
11 1 11 =1
100
=010
001
-3-2 3\/01-1
AA=( 2 1 =1]{10 3)
11 =1/\11 1
100
={010].
00 1
1 00
95. 1. det(A)=-1.A"=( 0 1 0]
-k 01
bc 0 1-b
2.det(A)=abc. A'={ 0 ac 0
-k 0 ab
-3 2 2
96. 1. A'=(-4 3 2 |;
2 -1 -1
3-6 1
2.A’1i01—2—3
1 8 -3
1 - 2
<03— =1
1 2 -1
3k+24+k—5
2. S'==——| -1 k-2 1
3/<—3 3 3 3

3. Pour que la matrice soit inversible, il
faut que son déterminant soit différent de
0. Il faut donc que k soit différent de 1.

8 6 -5
4 57'=2(-1 0 1 ;
~3-3 3
8 6 -5\ /2 9
=10 )=
~3-3 3/ \-1/ \-4
-1 3 -5
si=-2l-1-3 1 );
~3-3 3
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-1 3 -5\ /2 -1
—% “1 -3 1)1 )= 1
-3-3 3/ \-1 2
kK 11\ /x 1
98. 1. P:[1 k 1) [y]=(1
11 k/ \z 1
2. Calcul du déterminant :
det=k>-3k+2=(x—1)%(x + 2).

Matrice non inversible pour k égal a 1 ou
- 2.

3. —1 1—k 1-k\ /1
Pl [k geoq -k |0
b= +2)\ g 1k 2_q/\0

k? -2k + 3
=(k*-2k+3].
k®>—2k + 3

99. 1. La matrice formée par P1, P2 et
P3 a un déterminant de 9, cette matrice
est inversible.

301 =2\ /=1\ /=11/9
%-3 5 1) o |=( =19
3 -2 4/ \4 13/9

2. lamatrice équivalente au systéme est :
k 01

1 k1
-1 1k
matrice est det = k> + 1.La matrice n'est
pas inversible pour k =— 1.
k%=1 1 -k
Pl = T-k k21 1-k);
K+1\ 14k —k k2
k%=1 1 —k\ /-1
-1-k k241 1-k]{ O
T+k -k k2 4
—k?— 4k + 1
=— 5-3k
T\ a2 k-1
100. 1. Les trois équations correspon-
dent respectivement aux équilibres pour
le carbone, I'hydrogéne et 'oxygéne dans
la réaction chimique.

. Le déterminant de cette

1
K3+ 1

4% -z 4 -7z=0
2.410x=2t < :10x=2t
2y=27+t 2y—2z=t

40 -1\ /x 0
3. (100 0 |(y]=]|2

0 2-2/ \z t
5. valable pour t = 10, on obtient alors,
x=2;y=13etz=8.

3x=1z 3x-z=0
6. {8 =2t 38 =2t ; valable
2y=27+t 2y—2z=t

pour t = 4, on obtient alors, x=1;y=5
et z=3.

4. Puissances d'une matrice
3 (13 -30)
10 23/

L (4 9)

101. 1. A (32 A
8
9

>[40\ 0
Z'A_<3 1>'A ( 1)'
2 (90\ 53 (270
3‘A_<o 4>'A_<o 8>'
> (- 0 ; (0 -05
4 A ( 05'A (ozs o)'
5 2 2 9 4 8
102. 1. A%= <zo ) 3:(0—1—4)
2 1 3 8 4 3
002 000
2. A°=[000];A%= ooo>.
000 000
333 999
3. A=(3 3 3]|;A%= 999>.
333 999
174 0 -1 1/8 0 0
4AZ_<O 1/25 o>;A3:<o 1/125 o>
0 0 1 0 0o -1
2 (1 2ky 5 (1 3k
103, 1. 4=(1 ) wo(1 %),

2. Hypothése de récurrence vérifiée au

rang 2.

A"xA—(1 nk) (1 k>_<1x1+0><k 1Xk+nkx1>
“\0 1/\0 1) T\0XT+1x0 Oxk+1x1

:<1 (n+ 1)k>.

0 1
. (-1 o), 3_(o 1)
1o4.1.r;|5(0 )il )
2.M4=< )
01

3. Si n=4k,alors M" =1,.
Sin=4k + 1,alors M" =M.
Si n =4k + 2,alors M" = M?,
Si n =4k + 3,alors M" = M3,
, (10

105. 1. A =<O 1).

2. Sin=2kalors A" =1,.
Sin=2k+ 1alors A" =A.

6 -3 -3 18 -9 -9
—3 6 —3 =l-9 18 -9
9—9 18

2. A®=3A, hypothese de récurrence
vérifiée au rang 2.

On suppose ['hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier si 'hypothése est
vraieaurang n + 1.
An+1=AnA=3n_1AA=3n_1.

3A =3"A.

L'hypothése de récurrence est vraie pour
tout n appartenant a IN.

011
108. 1. B=({0 0 1];B%=
000

106. 1. a*=

001
000}
000
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B3 =

O O O

00
00
0 0
2. a. B et | sont deux matrices 3*3 qui
commutent, la formule du bindme de

Newton peut s'appliquer.
b. A"=(B+1,)"

oo

On sait que B est une matrice nulle. Il ny
alors que les 3 premiers termes dans le
binéme qui soit différents de 0.

Donc

n n\ >
A”=I3+<1>B+<2>B

10
=(0 1
00

00 n(n-1)

0 n >
+{0 n|+\100 0
000 00 0

Tnnn-1)+2n

(@]

0
0
1

2
=101 n
00 1

c.pour n=0;n="1 et n=2 l'expres-
sion n’est pas valable.

000
3. D et N sont deux matrices 3*3 qui
commutent, la formule du binéme de
Newton peut s'appliquer. On sait que N?
est une matrice nulle. Il n'y alors que 2
termes dans le bindme qui soit différents
de 0.

A"=(D + N)”:(B) D" +<:> ND" 7.

2" 0 O
4, D"=[0 0 0);
0 0 37
2" 00 0210
A"={0 2» 0|+n{0O 0 O
0 0 3n 0 0 0
2" n2"~1 0
=10 2" 0
0 0o 3

5. pour n =0 'expression est fausse, elle
est vraie pour n = 1.

110. Corrigé dans le manuel.

- 15/16 —31/32
111. 1. 5=< )
A 31/16  63/32
8_(- 127/128 —255/256>'
~\ 255/128 511/256
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10_(— 511/512 - 1023/1 024>
1023/512 2047/1024 /°

-1 1/2 -1 1/2
2 AP_<2 —1/2)' PD_(z —1/z>‘

1 (11
3. det(P)=—1,P _(2 1).
4. AP=PD © APP™'=PDP™' & A=PDP.
Par  récurrence on montre que
A" =PD"P~" est vraie au rang 1.
On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
A"=PD"P"' & A"A=PD"PTTA &A™
— PDn P—1 & An+1 — PDnHP_],
donc vraie pour tout n appartenant a N.
a (—1 1\/1" 0\ /11
> A ‘(—2 - 1) (0 0.5"> (2 1)
_(—1”+2><O.5” —1”+O.5”)
2x1"=2x05" 2x1"-05""
6. Quand n tend vers +co, on obtient la

matrice <_ 1= 1)
2 2/

5. Matrices et suites

113. 1.

a =1 b,=0
a,; =1 b,=2
a,=3 b,=2
a;=>5 b,=6
a,=Nn b4=10

11
. M:<2 o)‘

3. U,=MU, est vérifiée.

On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.

Un: MnUO' Un+1 = MUn < Un+1
=MM"U, U, 1=U,, ;= MnHUo'
donc vraie pour tout n appartenant a N.

4. det(P) =3, P est inversible.

P 21)
P1=—=< .
37\-11

2 0
5.D=P‘1MP;D=< )

0-1
D=P 'MP & PD = PP~ 'MP & PDP™ '

= PP~ 'MPP ' & PDP =M.

Par récurrence on montre que
M" = PD"P~ ! est vraie au rang 1.
On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.

M?=pD"P~ ' & M"M & PD"PT'M
@Mﬂ+1:PDnP—1®PDP—1MH+1
:PDHP—1@PDP—1MH+1:PDH+1P—1’
donc vraie pour tout n appartenant a N.
M”=<1 —1) 2" 0 1(2 1)
1 2/\0o (-1)7)3\-11

=%< 2x2" 4 (=) 2" - (- 1)" )

2x2"=2x(-1)" 2"+ 2x(=1)")

7. U ,=U,;

n
u =1 2x2"+ ()" 2= ()"
To3\2x2"=2x(=N)" 2"+2x(-1)"

(1)21 22"+ (= 1)"
0/ 3\2x2"-2x(-10)"
114. Partiel

1. a, + b, =1 est vérifiée aurang O et 1.
On suppose l'hypothése de récurrence
vraie au rang n, on cherche a la vérifier au
rang n + 1.

& 1 1 2 1

anH+bn+1:§an+zbn+§an+5bn: .

2.
an+1%an+1bn:%an+(1—an):—a +-
3. a. un:an—%;
3_-1 1.3
Ups1Za8ne1= 75 g t573
1 3 1

S

La suite U, est une suite de raison __61 et
de premier terme : ‘—71' .

_A4(=1\". _i‘<j)" 3
4.b.u—7(6), an—7 6 +7

n
4 4(-1\"
b, =2-4(1)"

Partie Il
1/3 1/2

M= (2/3 1/2) ‘

2. U, =MU, est vérifiée.

On suppose 'hypothése vraie au rang n,

on cherche a vérifier 'hypothése de récur-

renceaurang n + 1.

u,=M"U,,

Un+‘I=MUn<:> Un+‘I=MMnUO

<:>Un+1=MnHUo'
donc vraie pour tout n appartenant a N.
3. det(P) =7, P est inversible.

1 11
P1:—:< )
7 \-43

10
4. D:P‘1MP;D:<O __1>.

6
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5. D=P 'MP & PD=PP"'MP;
< PDP™'=pPP~'MPP~ ' & PDP™ =M.
Par récurrence on montre que :
M" = PD"P~ " est vraie au rang 1.
On suppose |'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
M"=PD"P~'& M"M=PD"P"'M
& M"*1pp"p~ Tppp~ !
<:>Mn+1=PDn+1P_1
donc vraie pour tout n appartenant a N.

M= (i _11) <1o (—2)“)%(—14 ;)

u,=
1 n
1 3+4><(—g)
7 1\"
4 4x< 6)
115. 1. U,=a, + b, ;
Un+‘I_an+1_bn+1
1 1
=E(an+bn)—z(an+3bn)
1
=z(an—bn)
1!’)
U =1 (3)
V,=a,+2b,;
Vn+1:an+1+2bn+1
:%(an +b,)+ %(an +3b)=a, +2b,
V,=1
12/
2 Un=an+bn & a”_§+§<2)
“Va=a,+ 26,7 |, =1+1(1>"'
n3 3\4
3. Les deux suites ont pour limite % .
Voir correction exercice 114.
1/2 1/2
me (12 172)
1/4 3/4

U, = MU, est vérifiée.
On suppose |'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
u,=M"U,,
Un+1=MUn<:>Un+1=MMnUO

SAY M, ., Uy
donc vraie pour tout n appartenant a N.
det (P) = 3, P est inversible.

n+1 = Mg
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11 12)
P1=—=< :
7 \=11

10
-D:P‘1MP;D:<O 1>.
4

- D=P 'MP & PD=PP"'MP;

< PDP™'=PP~'MPP™' & PDP™ =M.
Par récurrence on montre que :
M" = pD"P~ " est vraie au rang 1.
On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.

M"=pPD"P~ "< M"M=PD"P~'M
& M+ Tpp7p~ Tppp!
@Mn+‘l:PDn+‘IP—‘I
donc vraie pour tout n appartenant a N.

Mn;(l _12) <1o (5”)%(—11 ?)

1"+2x(}1)" 2><'I"—2><(%>n

1
E] n_ (T\" n T\"
1 —(—) 2% 1 +<—)
4 4
U,=M"(U,) on obtient:
1”+2x(1>"
1 4
gy
4
116. 1
31
UO:O SZE
63
u1:1 u6=§
u.=3 _ 127
2 2 T 64
u.=1 y. =23
3 4 8 128
u =13 u =21
48 % 256

La suite U,, tend vers 2.
2. a

ER] 3 1
AUn: <2 2 ><UZ+ '|> <2 n+1 Eun>
10 " u,,; O
_ un+2 _
_<un+1>_un+1.

b. U, =AU, est vérifiée.

On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
rence aurang n + 1.

U,=A"U,,

U +1=AUn<:>Un+1

. = AA"U,
su

]
— An + on
donc vraie pour tout n appartenant a N.
3. a. det(P)=1, P est inversible.

2 -1
P‘1=< )

-1 <1 o>

1);

03

b. D=P 'AP; D=
s (TN T 0N 2
C'A_<1z>< (1)><-11>

n+1

o (o )

0 2
7" 7"
_ 2_(2) ) _1_<2)
1 1
2-2x(3) -1+2x(5)
N
2— (=
U,=A"U,= <2)1 . |- La limite
2 2X<§>
de U, est bien de 2.
117. 1.
u,=0 ug =221
u;=1 Uy =665
u,=5 u,=2059
uy=19 ug=6305
u,=65 Uug=19171

U, tend vers +co.

u _
2. a U,,=( 'L”) etA=<? 06).
n

b. U, =U, est vérifiée.
On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
u,=A"U,,
Un+1:AUn© Un+1:AAnUO
<:>Un+1:An+1UO'

donc vraie pour tout n appartenant a N.
3. a. det(P)=- 1, P est inversible.

-1 3
p~'= ( > :

Y 2o

b. D=P’1AP;D=< );

., 03
o= 9).

0 3"

23\ (2" 0\(-1 3

=6 G )
‘ 11/ %0 3/\1 -2
:<—2><2"+3><3" 6><2"—6><3”>

- 2"+ 3" 3x2"-2x3")"
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n n
Un:A,,UO:(—ZxZ +3><3>.

-2"+3"

U, tend vers +co.

118. 1. a.
u,=1 u;=8
u, =1 ug=13
u,=2 u,=21
u;=3 ug=34
uy,=5 Ug=>55

F 10
b. U =<"”) etA=< >;

n F, 10
11 F
AU=< ><n+1> <n+1 n>
" 10 n n+1
<n+2>
|:n+1

c. U, =AU, est vérifide.

On suppose |'hypothése vraie au rang n,

on cherche a vérifier 'hypothése de récur-

renceaurang n + 1.

U,=A"U,,

Un+1:AUn<:>Un+1
SAY,

-

=AA"U,

_an+1
=A"""U,,

donc vraie pour tout n appartenant a N.

n+1

2. a. det(P) =45 ;P est inversible.

pm1_ 1 <2 —1+\E>
Mws5\-2 1+V5

b. D=P 'AP;

S <10+2\E-1+\E>.
45\ -2 1+v5 )’
<1+\/§>n 0

D" = 2
0 <1+\/§>n
2

c. Par récurrence on montre que :
A"=PD"P~ " est vraie au rang 1.
On suppose |'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
A"=PD"P & ATA=PD"P"'A
& A"t T=pD"p~ 'PDP’
<:>An+1:PDn+1P—1
donc vraie pour tout n appartenant a N.
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5+\/§<1+\/§>n+5—\/§<1—\/§>n

A" = 10 2 10 2
§(1 +\/§)”_£(1—\/§)”
5 2 5 2

\E<1+\E>”+5—\E<1—\E>"

5 2 ) 10 2 )
5—1(\)E<1+2\75> _5+1$E(1 —Z\E)

3. a. U,=A"U,, on obtient alors :

‘ :5+\E(1 +\E>" +5-\E<1—\E>"
n 10 2 10 2 '
119. Partiel

1. Si ¢ =0, la suite est une suite arithmé-
tique. Si ad=bc alors la suite est une
suite constante.

2. uy=flup)

aug + b

cuy +d

au0+b+b

cuy+d

up =fluq) =

au, + b
0
a

cuy +d

a b\ /u au, + b
3 Xy = Ao (c d><10> :<CUS+d)'
X, = AX, ;
a b\ [auy+ b alauy+ b) + b
(c d) (Cuo + d) - (C(cuO +d) + d)‘
4. X, = AX, est vérifiée.
On suppose 'hypothése vraie au rang n,

on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.

X,=A"X,,
Xps1=AX, © X, =AA"X,

o X — An + 1X0'
donc vraie pour tout n appartenant a N.

Partie Il
2. a. det(P)=1,Pestinversible.

1 -1
-1_

P _<—1 2)'
b.D:P‘1AP;D:<1 0);

. (1" 0 0-2
D:(o (—2)">‘

c. Par récurrence on montre que :
A"=PD"P~ " est vraie au rang 1.
On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
D"=PD"P~ "< A"A=PD"P"'A
& A"*1=pD"p PP
<:>An+1=PDn+1P_1,

n+1

donc vraie pour tout n appartenant a N.

D" = (10" (—g)">'
G 3L %)
_ (— 2-(-2)"

n_

—2+2><(—2)">

1-(=2)" -1+2x(-2)")"

3. X, =A"X,,

n [-2-(2)" —2+2x(-2)"

X_<1—(—2)” —1+2><(—2)">
5 -3x(-2)"+8
(1)‘(—3x(-2)"+4>'

-3x(-2)"+8
4, u, =

6. Processus évolutifs

120. 1. a. La population de chouettes
en absence de souris diminuerait.
b. La population de souris augmentera en
absence de chouettes.
05 05
20 A= (05 05)
? ~01 =11
b. X, =AX, est vérifiée.
On suppose ['hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
X, = AX,,
Xn+1:AXn<:>Xn+1:AAnXO
1
<:}Xn+1:An+ ><O'
donc vraie pour tout n appartenant a N.

90 %
32 %= (102) %2 = (103) '

104 105
b Xe= (105) K6 =X = (105)'
4. Les populations des deux espéces ten-

dent vers 105 individus.

121. 1. Ces deux coefficients correspon-
dent au taux d'évolution de l'espece seule.
La population de renard diminuerait alors,
tandis que la population de campagnols
augmenterait.

2. a. « =-0.025*A2+1.05*B2 ».
b. On constate que les deux suites ten-

dent respectivement vers 50 et 25, soit
50 renards et 25.000 campagnols.

08 04
3.8 A= (- 0.025 1.05)'

b. U, =AU, est vérifiée.
On suppose ['hypothése vraie au rang n,

© Hachette livre, 2012 181 Repéres ™, Livre du professeur

I Spé. Cha P- 2 Calcul matriciel et applications

on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.

U,=A"U,,
Un+1=AUn<:>Un+1=AAnUO

<:>"~Jn+1='°‘n+1uo'
donc vraie pour tout n appartenant a N.
c. det(P)=6,P est inversible.

1 =1(1 = 8)
prl="o ( :
6 \-1 2
T 0
d.D:P‘1AP;D:< );
0 0.85
0 (0.85)")°
D=P 'AP & PD=PP" AP
< PDP™'=pPpP~'APP™ ' & PDP™ = A,
On suppose |'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
A"=PD"P~ < A"A=PD"P"'A
S A"+ =pD"P 'PDP!
<:>An+1:PDn+1P—1
donc vraie pour tout n appartenant a N.

w=(29) <(1) (O.E?S)”>__61<—11 2)

—1+4x(085)" 8-8x(0.85)"
= 3 3
—1+(085)" -1+ (085"
6 6
~1+4x(085" 8-8Xx(0.85)"
U= 3 3
n ~1+(085" 4-2x(0.85)"
6 3

(90) B (so + 40 % (o.ss)”) _
30

~\ 25-5x(0.85)"

Les résultats obtenus sont semblables
avec les résultats du 2b.

4. a. en prenant on obtient

30/
150 renards et 65.000 campagnols.

122. Partiell

1. U, =AU, est vérifiée.

On suppose l'hypothése vraie au rang n,

on cherche a vérifier 'hypothése de récur-

renceaurang n + 1.

u,=A"U,,

Un+1:AUn<:>Un+1:AAnUO
<:>Un+1:An+1U0'

donc vraie pour tout n appartenant a N.

2. a. det(P)=-2295000.

b. p7 500 2000 20000

51000 -204000 - 255 000)
765 -1530 -7650

- 2295000<
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] <— 2340900 0 0 >
T=P '"AP=c—_ 0 1170450 -2295000
2295000 0 0 1170450

1.02 0 0
=l 0 -051 1 .
0 0 -0.51

102 0 0
T=D+N=( 0 -051 1 |+

0 0 -051

c. T":(D+N)":<g> D" + (

1.02" 0 0
= 0 (-051)" n(-051)"""].
0 0 (~0.51)"

123. 1. La concentration de glucose
aprés 30 h est de — 0.57 g/L et celle de
l'insuline de — 0.28 g/L.

09 - 0.4)
-01 09/°
X, = AX, est vérifiée.
On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
renceaurang n + 1.
X,=A"U,,
Xn+‘I=Axn<:>xn+1=AAnX0

<;»xn+1=A"+1x0,

donc vraie pour tout n appartenant a N.

s ro- (1 9rcr-(} )

b. A=PDQ.

124. Corrigé dans le manuel.

1/4 3/4
1251 1= <3/5 2/5)'

1 0
2. 1= (0.4 O.6>'

05 0 05
<O.1 0.1 0.8> .
0.1 03 06

.|

3.7

1/4 3/8 3/8
4, T:<1/6 12 1/3>.
58 0 3/8
0.4 06
126. 1. T_<O_8 o.z)'
0.2 0.8
2 T= (0.3 o.7>‘
03 06 0.1
3. T:<O.3 0.2 o.5>.
0.1 0.1 08
0.4 05 0.1
4, T:<O.5 0.1 o.4>.
0 03 07

128. 1. D’aprés l'énoncé le nombre de
machine en panne est O ou 1.

2.
(p-1)7

@) J-r

p(2-p)

La matrice associée est donc :

()

129. 1.

0.03
0.88
0.06

0.92 0.05
2. T=1{004 0.08 |.
0.06 0.88

19 15 170
236 73 293
49 38 229

165 105 671]
1 127 225

3 557

3. T%=

3 483
La probabilité qu'un client de Big passe

chez Clémentine au bout de un an est
229

ﬁ_0'34'
4. a. Uy=(0.30 0.20 0.50).
19 15 170
236 73 293
b. U=(0.30 0.20 0.50)| 22 38 229
165 105 671
T 127 225
3 483 557
_ (@ 30 @)
~\697 113 393
130. 1. p(1a2)=%;p(1a3)=%;

_1
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1 1
(1) > (1) > ? 0000
3 (1) 3 0 3 ? 000
(1) > 00 (1) > (1) 00
SRS
ZT:OZ?Z?ZOZ?
00 3 (1) 3 00 (1) 3
000 > E]) 0 C1) > (1)
0000 3 (1) 3 (1) 3
00000 > 0 > 0
132. 1.
1/3
2/3 3/4
1/4
21
-[33
T=\is
4 4
34
2. T°= ;Z, ,au bout de 10 jours la
77
probabilité qu'une femme le reste est ;
21
3.a. U=UT;x y)=Kx y)= ?g
44
2 1 _ -1..,1 _
3x+§fy—x 3x+4y—0
1 1 1
— Zy = Py —X — -V =
3x+4y y X~ 0
Xx+y=1 X+y=
4x -3y =0
& 14x—-3y=0
X+y=1
_3
X==
b. On trouve alors Z
Y=z
c. Avec les 3 cas proposés on obtient les
x=3
mémes valeurs Z
y=3

4. a. det(P)=7, P estinversible.

1_1(3 4
=25
7\-1 1
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D=P 'TP;
1 3 4)
D_7(—11

b. D=P 'TP & PD=PP 'TP

< PDP™'=PP 'TPP" ' & PDP™'=T.
On suppose 'hypothése vraie au rang n,
on cherche a vérifier I'hypothese de récur-
renceaurang n + 1.

T"=pPD"P ' T"T=PD"P'T
& T+ 1=pp"p~'pDP
©Tn+1=PDn+1P_1

1902

12

Al—wIinN
Alwwl—

donc vraie pour tout n appartenant a N.

(3 @

2
a[3raxliy) ey
7 3—3><(1—52> 4+3x(1—52>"

€ U, =U,T :(@x(3+4x<i>">
R 12
+@><<3—3><(i>n>&x<4—4x<i)">
7 12) 17 12
5

+ (a3 ())

138. 1. a.

En route vers le bac (p. 536-537)

Onsait que p, + g, =1,0n obtient alors :

o250 (2) 1 BordfE))
7 7 7 12/ 7 \7 12

La limite de U, est (§ ‘—‘) et ne dépend

77
pas des conditions initiales.
5. On obtient sur la planéte Herma une
proportion d’hermiens de genre masculin

3
de7.

133. 1. Aprés une voyelle, on trouve une
seconde voyelle avec une probabilité de
0.127 et une consonne avec une probabi-
lité 0.873.
En présence d’'une consonne, on obtient
une voyelle avec une probabilité de 0.663
et une consonne avec une probabilité de
0.337.
2.a. U =(10).

0.127 0.873
b- U= O)<O.663 0.337
la probabilité que la seconde lettre soit
une voyelle sachant que la premiére est
une voyelle est de 0.127.

-2 0.595 0.405
Up=U,T"=00 O)<O.308 0.692

la probabilité que la troisiéme lettre soit
une voyelle sachant que la premiére est
une voyelle est de 0.595.

): (0.127 0.873),

): (0.595 0.405),

I Spé. Cha P- 2 Calcul matriciel et applications

0.595x + 0.308y = x

3. 10.405x + 0.692y =y
X+y=1
— 0.405x + 0.308y =0
&< 0.405x — 0.308y =0
Xx+y=1

0.405x — 0.308y =0
& 10.405x — 0.308y =0

xX+y=1
x=308

137
y= ueh

713
5. La proportion de voyelles dans un

b. On trouve alors

texte russe est de % la proportion de

405
consonne est alors de 13

b. 0.9 0.05 0.05
P,=P,M=(0.87 005 0.08) 0.8 0.1 0.1
0.45 0.05 0.5

=(0.859 0.0525 0.0885)
la probabilité que le 4° feu soit vert est

0,859.
3. Si le premier feu est rouge alors :
P,=(0 0 1);P,=P,M=(0.45 0.05 0.5).
4. Résolution du systéme :

09a + 0.8b + 0.45c=a

0.05a + 0.1b + 0.05c=b

0.05a + 0.1b + 0.5c =c

a+b+c=1

178 1 20
0,05 on trouve alors (@ 5 ﬁ)
09 0.05 0.05 139. Partie |
b. T= <O.8 0.1 0.1 > 1. a
0.45 005 0.5

2. a. Silefeuestvertalors P,=(1 0 0);
P,=P,M=(0.9 0.05 0.05).
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NI=RN[—mW[—=
I NN NN
A== =
Il
~
wl—=
|—
|—
~——

21 20 18
59 59 59
21 20 18
59 59 59
21 20 18
59 59 59
fasse beau une semaine plus tard est :
0,356.

, la probabilité qu’il

Partiell
12
_ (33
1. T= 31
4 4
12
12
2 Q1:(1 0) g? =(§ §>,
4 4
12
0-(13)(33)-1 1
2-\33/1{31 18 18
4 4

1. Chiffre de Hill
Partie 1: Chiffrement

1

4 3
M 12 40 14 o
E 4 60 8 I
s 18 72 20 U
s 18 126 22 w
A 0 6 6 G
G 18 18 s
E 16 16 Q
E 28 2 C
N 13 41 15 P
C 2 58 6 G
L 1 33 H
A 44 18 s
I 41 15 P
R 17 83 5 F

TP Info (p. 538-540)

I Spé. Cha P- 2 Calcul matriciel et applications

c¢. D=P '"TP& PD = PP~ 'TP & PDP™’

12
33 = PP 'TPP~ & PDP =T,
33 Q= Q g i On suppose ['hypothése vraie au rang n,
4 4 on cherche a vérifier 'hypothése de récur-
12 renceaurang n + 1.
b. Q,=Q, g ? est vérifié. T =pD"p~ ' T"T=pD"P T T+
44 =PD"P 'PDP e T T =pD" TP,

On suppose que Q, = Q,T", on cherche a

SUPPO donc vraie pour tout n appartenant a N.
vérifier si I'hypothese de récurrence est

; d. . .
vraieaurang n + 1. 9_E(—_5) 8+E<_—5>
12 12 =1 3\12 3\12
= 33 o733 )20 7+ 17 45(=5\" o _45(=5\"
Q1= (3771 37 )7%T 9+12<12> 8 12(12)
o 44 44 5. u,=0,529 ; u,,=0,529.
donc vraie aurang n + 1. 9 8
4. a. det(P)=17, P est inversible. 6. a. Q= (ﬁ W)
p—1:i<9 8) b. On obtient finalement Q"= Q.
7\-1 1) 12
—p! _ (9 8) 33
b. D=P TP.D—17<_1 N33
4 4

Partie 2 : Déchiffrement

11 5

20 11
U 20 340 2 (0]
Y 24 664 14 |
S 18 273 13 U
P 15 525 w
B 1 86 8 G
P 15 185 S
z 25 290 Q
D 3 533 13 C
N 13 253 19 P
w 22 502 G
X 23 368 H
X 23 713 11 S
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A vous de jouer 2, 1 3 4
1. 3 1
4 3 3 1 1
M 12 36 10 K M 12 % 18 S
A 0 48 22 w E 4 80 2 c
T 19 64 12 M S 8 >8 6 G
Y 97 19 T s 18 2 16 Q
E 4 24 24 Y A 8 2z w
M 12 52 0 A G 60 8 !
A 0 19 19 T E 68 16 Q
T 57 5 F E >4 2 c
| 40 14 o N 13 29 3 D
Q 6 80 2 c ¢ 2 3> J
u 20 64 12 M L 1 59 / H
E 4 92 14 M A R R
s 18 54 2 c ! >9 / H
A 0 72 50 U 17 101 23 X
A 0 41 15 P

Sur les pas du supérieur (p. 227)

1221 3333 M2:<a2+bc ab+bd>:|,
R Y- BN IVERES R ca+cd cb+d?) ?'
111 1] 2222’ a’+bc=1 a’+bc=1 —ad + bc=1
1001 1111 ab+bd=0_ |b(a+d)=0_ |@a+d=0 {a+d=0
& & & )
6 6 66 ca+cd=0 |cl@a+d)=0 (@+d)=0 ad—cb=-1
ch+d*=1 |cb+d*=1 cb—ad=1
M* = P Enprenant & = 2,0nobtient <5 _4>—2<1 0> + <3 _4>
;‘:‘2‘4 P - 2 -1/ "o 1) T \2 -3/

1 4
2 det(A)=3,a‘1=%< 5 5>.
Onsaitque:M"=a M?;a,=1eta,=2 B

M+ T M™M= a M3M = a M = 22 M3 P 05 025 025\ /Po
n n n _ s oefe s
Onadonca,, ;= 2a,.lasuite a, est une suite géométrique de 11 9:]=1025 05 025] (9o Verifice aurang 1.

raison 2. Iy 0.25 0.25 0.5/ \o
a = Zn -3 Pn PO
n- ) On suppose I'hypothése de récurrence | g, | =M" [ g, | vraie au
rang n, on la vérifieaurang n + 1. r f

Onaalors M"=2"~3

- NN W
— NN W
- NN W
— NN W

Pria Py Pnin . Po Pnin o Po
Gpir | =M 9, | =[G,y |=MMT g5 | = | G, | =M 9o |-
rn+1 rn rn+1 rO rn+1 rO

. si al, est involutive alors (al,)®=1,, on a alors

(oclz)‘zzclezzl2 soit @®°=1.0Onadoncx=1ouot=—1. 011
Sia=1oua=-1, (al,)*=a?l,=1, alors la matrice al, est B=4M—21:B=(10 1].
involutive. 110
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211
BZ=(12 1|=2l+B.
112

=1
M=q

On suppose 'hypothése de récurrence
vraie au rang n, on cherche a la vérifier au rang n + Tn+1.

MM" = M(a,| + j3,B) = (‘113 + %|> (@, + j3,B)
B B

an nn2 O(n n
4B+48+2I+ZB

B.

o o
S Ml 7”B+—(2/+ B)+—"|+75

4 2
em - =Y@ + B +i(an +38)BEM =g

B + %I, vérifié au rang 1.

<:>Mn+1=

B,

Nl—=

(@, +B,)
(o, +3B,)

On obtient :

I
AN —

n+1

© Hachette livre, 2012

+1I+ﬁn+1B

:M"=0o,1+ B,B est

186

I Spé. Cha P- 2 Calcul matriciel et applications

unzan_ﬁn;un+1:an+1 ﬁn+1 (O( +ﬁ) (O( +3lB)

Uy, 1= %(an -B,) = 1 u,.Lasuite u, est une suite géométrique

. 1
de raison 1
v,=a,-28,;
vn+1:an+1_2ﬁn+1 (O( +ﬁ) (O( +3ﬂ) Zﬁn'
La suite V, est une SU|te constante
1 1\ -1
Onaal= —et B1= 4_1 la suite V,=0; Uy =74 (4_1) .On

obtient alors 3, =% %)

:%x(%) I

1. (1T
etanzix(z) .

On trouve M
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