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Chapitre 1

Notions élémentaires de logique et de

théorie des ensembles

1 Notation

Traditionnellement, les objets mathématiques (nombres, fonctions...) sont notés avec une
lettre de ’alphabet pouvant étre minuscule, majuscule, capitale etc... Lorsqu’on se donne
une liste de n objets on utilise un indice : x;, x2, ..., X;,. On peut aussi utiliser un indice
supérieur, placé entre parenthéses pour ne pas le confondre avec la puissance : xV, x@, ...,
x". Lorsque l'on considére un tableau de nombres, on a recourt au double-indicage : x;;

désigne I'’élément situé a I'intersection de la ligne i et de la colonne j.

Pour varier les notations, on utilise aussi’aplhabet grec, dont nous rappelons ci-dessous les
minuscules et majuscules. Il est vivement recommander de bien le connaitre (sous peine de

faire sourire son examinateur a I'oral).

Minuscule | Majuscule

Nom

T 2R = D3I v\ OO= > 98
SE>R"—~O0INIDDHA®m >

Alpha
Béta
Gamma
Delta
Epsilon
Dzéta
Eta
Théta
Iota
Kappa
Lambda
Mu

On utilisera aussi les abréviations suivantes :

- cqfd = ce qu’il fallait démontrer :

- ie=1id est = c’est-a-dire;
- p/r=parrapporta;
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Minuscule

Majuscule

Nom

SRR T QDT Y o™=

DHExXBRrAIMOIEOMZ

Nu
Xi
Omicron
Pi
Rho
Sigma
Tau
Upsilon
Phi
Chi
Psi
Omega
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- resp. = respectivement.

Ce cours de mathématiques est organisé selon une série de définitions, signalées par un
cadre vert, par une série de théorémes signalés par un cadre rouge, le tout illustré par des
exemples et des exercices, ces derniers étant signalés par un cadre gris. Certains chapitres
comportent des explications sur la maniere de rédiger. Celles-ci sont signalés par un cadre
jaune.

Le mot théoréme est réservé a des résultats mathématiques jugés importants. Dans le cas
d’'un théoréme “facile“, on utilise le mot proposition. Parfois, on reformule certains théo-
remes dans des cas simples, directement utilisables en pratiques : on parle alors de corol-
laires. Enfin certaines démonstrations plus ardues que les autres nécessiteront de démon-
trer des petites propositions intermédiares appelées lemmes.

2 Logique

Un prédicat est un énoncé mathématique qui est soit juste, soit faux. On dit qu'un prédicat
ne peut prendre que deux valeurs logiques : Vou F (i.e. Vrai ou Faux).

Par convention, lorsqu’on énonce une prédicat, on sous-entend toujours qu’il est vrai.
Exemple: « La fonction f est croissante sur I'intervalle I. »
Soient A et B deux prédicats. On définit les opérations suivantes.

o Négation : La négation de A est notée non(A) ou A. Elle est définie par la table de vérité
suivante :

non(A)

F
|4

<>

On a bien évidemment non(non(A)) = A = A (I'égalité signifie que les deux prédicats ont
meéme table de vérité).

» «Et»: Le prédicat A et B est défini par :

AetB

< mo< >
m S < |w
N <

On a bien évidemment A et B= B et A.

e «Ou»:Le prédicat Aou B est défini par:

A | B| AouB
Vi©iVv |74
F |V |74
VI|F |74
F | F F
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2 Logique

On a bien évidemment A ou B = B ou A.

Remarquons qu’il s’agit d'un « ou » inclusif, c’est-a-dire que les deux prédicats peuvent étre
vrais en méme temps (contrairement au « ou » exclusif).

Proposition 1 Lois de Morgan

Les prédicats suivants ont méme table de vérité.
— «non(AetB)»et«non(A) ounon(B)»

— «non(AouB)»et«non(A)etnon(B)»

 Implication : Le prédicat A= B est défini par :

A|B|A=B
ViV |4
F |V |4
V |F F
F | F |74

En pratique, on ne considere que les premieére et troisieme lignes de cette table de vérité,
c’est-a-dire que I'on traduit le prédicat A= B par : si A est vrai alors B est vrai, ou encore
pour que A soit vrai il faut que B soit vrai, pour que B soit vrai il suffit que A soit vrai. On dit
que A est une condition suffisante pour B et que B est une condition nécessaire pour A.

Exemple : On pose A = «Le chien court sous la pluie» et B = «Le chien est mouillé». Il est
clair que A= B. Par contre on a pas B — A (le chien est peut-étre tombé dans la piscine!).
Dans ce cas, on dit que la réciproque de I'implication A = B est fausse. On peut donc dire
que « pour que le chien court sous la pluie, il faut qu'’il soit mouillé », « pour que le chien soit
mouillé, il suffit qu’il court sous la pluie ».

Rédaction : Pour montrer que A = B, on procede de la fagon suivante. On suppose que la
prédicat A est vrai; on doit alors montrer que B est vrai.

Pour montrer qu'une implication est vraie on utilise parfois le raisonnement par contrapo-
sée. Pour prouver que A — B est vrai, on montre que non(B) = non(A) est vrai, c’est-a-
dire : si B est fausse alors A est fausse. En effet, on peut vérifier que ces deux prédicats ont la
méme table de vérité.

Exemple : Montrer que les prédicats A = B et non(A) ou B ont méme table de vérité. En
déduire que les prédicats A= B et non(B) = non(A) ont méme table de vérité (raisonne-
ment par contraposée).

o Equivalence : Le prédicat A < B est défini par :

A|B|A<=B
VIV |74
F |V F
VI|F F
F | F |4
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En pratique, on ne considere que la premiere ligne de cette table de vérité, c’est-a-dire que
I'on traduit la proposition A <= B par : A est vrai si et seulement si = (ssi) B est vrai, ou
encore pour que A soit vrai il faut et il suffit que B soit vrai. On dit que A (resp. B) est une
condition nécessaire et suffisante pour B (resp. pour A).

Pour montrer qu’'une équivalence est vraie on raisonne tres souvent par double-implication :
on montre que A = B est vrai puis que B = Al’est aussi. En effet, on peut vérifier que les
prédicats A< B et« A= B et B= A» ontla méme table de vérité.

Exemple : Montrer que le prédicat A < B, et le prédicat (A = B) et (B = A) ont méme
table de vérité.

Rédaction : Pour montrer que A <= B, on procede donc par double-implication.
On suppose que la prédicat A est vrai; on doit alors montrer que B est vrai. On en déduit
que A = B est vrai.

On suppose que la prédicat B est vrai; on doit alors montrer que A est vrai. On en déduit
que B = A est vrai.

On peut alors conclure que A < B est vrai.

» Raisonnement par ’absurde : Pour montrer qu'un prédicat A est vraie, on peut choisir de
raisonner par I'absurde : on suppose que A est faux, et on essaye d’aboutir a une contradic-
tion évidente du type2 <1 ou0< x <0 etc...

Exemple: Soit x > 0. Démontrer par ’absurde que 2x > x.

» Raisonnement par récurrence : Soit P(n) un prédicat qui dépend d'un entier n € N. On
veut démontrer qu'il existe un entier ng fixé tel que P(n) est vraie pour tout n = ngy. On dis-
pose pour cela de différents résultats.

Théoréme 2 Récurrence simple

On suppose que :

(i) Initialisation : il existe ny € N tel que P(ng) est vrai;

(ii) Hérédité : pour n = ng fixé quelconque, P(n) vrai = P(n+1) vrai.
Alors on sait que P(n) est vrai pour tout n = ny.

B nn+1)

Exemple: Pourn=1,1+2+3+---+n 5

Théoréeme 3 Récurrence a deux pas

On suppose que :

(i) Initialisation a deux pas : il existe ny € N tel que P(ng) et P(ng+ 1) sont vrais;

(ii) Hérédité a deux pas: pour n = ng fixé quelconque, P(n) et P(n+1) vrais = P(n+2) vrai.
Alors on sait que P(n) est vrai pour tout n = ny.

Exemple: On pose Fy = F; = 1etpour n=0, F;;» = F,+F;.;. Montrer que pour n =0, F,, = 0.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 18



3 Ensembles

Théoréme 4 Récurrence forte

On suppose que :

(i) Initialisation : il existe ny € N tel que P(ng) est vrai;

(ii) Hérédité forte : pour n = ny fixé quelconque, P(ng), P(ng+ 1), P(ng+2), ..., P(n) vrais
— P(n+1) vrai.

Alors on sait que P(n) est vrai pour tout n = ny.

2

Exemple: On pose u; =3 etpourn=1, uy4 = —(u1 +uUr+---+ un) Montrer que pour n =1,
n

U, =3n.

3 Ensembles

3.1 Définitions

Définition 5 Ensembles
Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. On note x € E lorsque x est
élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.

Exemple : Un ensemble peut donc étre défini en énumérant la liste de ses éléments (entre
accolades) :

- {a} = ensemble formé d'un unique élément a = singleton

- E=ensemble des couleurs d'un jeu de 32 cartes = {coeur, carreau, tréfle, pique} (4 éléments)
- N = ensemble des entiers naturels = {0,1,2,3,...} (infinité d’éléments)

Soit P(x) une prédicat dépendant de x élément de E.

Définition 6 Quantificateurs

1. Lorsque P(x) est vrai pour tous les éléments x de E, on le note :
VxeE, Px)

Le symbole V est appelé quantificateur « quel que soit ».

2. Lorsque P(x) est vrai pour au moins un élément x de E, on le note :
dx e E/ P(x) ou dx e E; P(x)

Le symbole 3 est appelé quantificateur «il existe ».

3. Lorsque P(x) est vrai pour un unique élément x de E, on le note :
dlx € E/ P(x) ou Alx € E; P(x)

Le symbole 3! est appelé quantificateur «il existe un unique ».
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CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

Rédaction :

1. Pour montrer que « Vx € E, P(x) », on procéde de la maniére suivante : on se donne
x € E fixé quelconque et le but est laors de montrer que P(x) est vrai pour ce x.

2. Pour montrer que « 3x € E/ P(x) », on procéde de la maniere suivante : on doit trouver
x € E tel que P(x) soit vrai, par exemple en résolvant une équation d'inconnue x et en
prouvant que cette équation a au moins une solution.

3. Pour montrer que « 3lx € E/ P(x) », on procéde de la maniére suivante : on doit trouver
un unique x € E tel que P(x) soit vrai, par exemple en résolvant une équation d’incon-
nue x et en prouvant que cette équation a une unique solution.

I faut connaitre la négation de ces quantificateurs.

Proposition 7 Légalité signifiant que les prédicats ont méme table de vérité :
1. non(Vx€E, P(x)) =3x € E; non(P(x)).
2. non(3x€ E; P(x)) = Vx € E, non(P(x)).

Nous allons maintenant voir comment comparer deux ensembles.

Définition 8 Inclusion
Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus dans F et on le note Ec Fou EC F,
lorsque tout élément de E est aussi élément de F, i.e. lorsque:

VxeE, xeF

ou encore :
xeE=xeF

On dit aussi que E est un sous-ensemble de F, ou que E est une partie de F.

Dans le cas contraire,onnote EZ Fetona:3dx€ E/ x¢ F.

/\ ATTENTION : dans I’ensemble R des nombres réels, on peut toujours comparer deux
nombres x et y: ona x < y et x = y. On dit que la relation d’ordre < est totale. Mais ce
n'est pas le cas pour les ensembles : si A et B sont deux ensemble quelconques, on peut
avoir AZ Bet BZ A.

Exemple: DansR,si A=Z et B=R" =[0,+o0o[, alors AZ Bet BZ A.

Exemple: Sur 'exemple suivant,ona: AZ Bet BZ A.

A B
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3 Ensembles

Rédaction : Pour montrer que E € F on se donne x € E fixé quelconque, et on démontre que
x€eF.

Proposition 9 SiE, F, G sont trois ensembles :
(i) ona ECE;
(i) siEcFetFcGalorsEcG.

Définition 10 Egalité
Soient E et F deux ensembles.
Onditque E=Florsque EC Fet FC E,i.e.lorsque:xe€ E<= x€F.

Si E € F mais F £ E alors on dit que E est strictement inclus dans F, et on le note E C F.

Rédaction : Pour montrer que E = F on procede donc par double-inclusion.

On se donne x € E fixé quelconque; on doit alors montrer que x € F. On en déduit que
EcCF.

On se donne x € F fixé quelconque; on doit alors montrer que x € E. On en déduit que
FcE.

On peut alors conclure que E = F.

On définit un ensemble particulier qui ne posséde pas d’élément.

Définition 11 Ensemble vide
On appelle ensemble vide, noté @, '’ensemble qui ne posséde pas d’élément. Il est inclus
dans tout autre ensemble ; il ne possede qu'un sous-ensemble : lui-méme.

Trés souvent on définit un sous-ensemble en imposant que ses éléments vérifient une cer-
taine propriété.

Définition 12 Sous-ensemble défini par une propriété
Soient E un ensemble et P(x) une propriété dépendant de x élément de E. Lensemble des
éléments de E vérifiant la propriété P(x) est noté :

{xe E/ P(x)} ouencore {x€ E; P(x)}

C’est un sous-ensemble de E.

Exemple: A= {x €R/x*—-3x+2 =1} est une partie de R.

Définition 13 Ensemble des parties
Si E est un ensemble, on note Z?(E) I'ensemble par les parties de E.
On a donc pour F un ensemble quelconque :

FCE < FeZ(E)
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CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

On a toujours @ € Z(E) et E € Z(E).
Exemple: Si E est un singleton : E = {a}, alors 2(E) = {®, E}.

Terminons ce paragraphe par un paradoxe simple et célebre, appelé paradoxe de Russel :
il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles. Ce paradoxe est plus facile a comprendre
sous la forme du paradoxe du barbier : il n’existe pas de barbier qui raserait tous les hommes
qui ne se rasent pas eux-mémes (et seulement ceux-1a). En effet, qui raserait ce barbier ?

3.2 Opérations sur les ensembles

Définition 14 Soient A et B deux parties d'un ensemble E. On définit :
(i) 'intersection de A et B, notée AN B, par :

XEANB < x€AetxeB

(ii) 'union de A et B, notée AU B, par :

XEAUB < x€ Aoux€eB

Les figures suivantes représentent I'union et I'intersection de deux ensembles A et B.

Proposition 15 Regles de calcul.

Si A, B et C sont trois parties d'un ensemble E :

1) ANBS A< AUB;

2) Associativité : (AnB)nC=An(BnC)et(AuB)uC=AuU(BUC);
3IANA=AUA=A AN =0et AUP=A;

4) Commutativité: AnNB=BnAet AUB=BUA,;

5) Distributivité de N par rapportau: An(BuC)=(AnB)uU(AnC),
Distributivité de U par rapportan: Au(BnC)=(AuB)n(AUB).

La propriété d’associativité de 'union permet de se dispenser des parentheses et d’utiliser la
notation AU B U C pour 'union de trois ensembles : en effet, cette notation désigne indiffé-
remment (AU B) U C ou AU (BU (), et ces deux quantités sont égales donc cela ne pose pas
de probleme de confusion.

La méme remarque est valable pour I'intersection : on peut utiliser la notation AnBnC.
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3 Ensembles

/\ Par contre, dans une expression mélangeant union et intersection, on ne peut pas se dis-
penser des parentheses.

Par exemple la notation Au Bn C n’a aucun sens! En effet, elle peut désigner (Au B) n C ou
AU (BnC), et comme ces deux quantités sont différentes, on ne sait plus de quo on parle!

Les figures suivantes représentent I'union et I'intersection de trois ensembles A, B et C.

@ ¢

Les propriétés de distributivité sont aussi tres importantes : elle sont a rapprocher de la dis-
tributivité de la multiplication par rapport a I'addition des nombres. Les figures suivantes
permettent de visualiser les formules An(BUC) = (AnB)U(ANC) et Au(BNC) = (AUB)N

(AUB).
A B A B
i E C ! E c

Définition 16 On dit que deux parties A et B d'un ensemble E sont disjointes ou incompa-
tibles lorsque AN B = @.

/\ ATTENTION'! Ne pas confondre A et B disjoints : AN B = @, et A et B distincts : A # B.
Deux ensembles disjoints sont distincts (ou vides), mais deux ensembles distincts ne sont en
général pas disjoints.

Les figures suivantes représentent deux ensembles distincts mais non disjoints, et deux en-
sembles disjoints (donc distincts).

A B
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CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

Définition 17 Complémentaire.

Soit A une partie d'un ensemble E. Le complémentaire de A dans E, noté Cg A, est défini par:

CeA={xeE/x¢ A}

Lorsqu'il n'y a pas d’ambiguité sur E, Cx A est noté plus simplement A.

Les figures suivantes représentent une partie A et son complémentaire (I’ensemble E est

représenté par un carré).

Proposition 18 Regles de calcul.
Si A estune partie de E :
)A=A;

2)¢p=EetE=9;

3 AUA=EetAnA=¢.

Exemple: Si Aet B partiesde E: ANB=¢ < ACB.

Théoréme 19 Lois de Morgan
Si A, B partiesde E :

1) ANB = AUB;

2) AUB=ANB.

Les deux figures suivantes permettent de visualiser les lois de Morgan.
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3 Ensembles

Définition 20 Différence
Si A, Bpartiesde E: A—B=AnB={xe A/ x ¢ B}. Onle note aussi A\B.

La figure suivante représente A\B.

3.3 Produits cartésiens et familles d’éléments

Définition 21 Produit cartésien
Soient E et F deux ensembles. On note E x F ’ensemble des couples (x, y) tel que x € E et
yeF:

ExF={(x,y)/ xe Eety€e F}

E x F est appelé produit cartésien de E et de F.

Plus généralement, si E1, Ep, ..., E, sont n ensembles, on note E; x E» x --- x E, 'ensemble
des n-uplets (xy,...,x,) telsque x; € E1, X2 € Es, ..., X, € Ej,.

SiE;=E,=---=E, =E,alors E; x E; x --- x E;,, est noté E".

Exemple: R® =R xR xR={(x,y,2)/ xR, yeRetz € R}.

Définition 22 Famille d’éléments de E

Soient I un ensemble (appelé ensemble d’indices), et E un autre ensemble. On dit que
(xi)ies est une famille d’éléments de E indexée par I lorsque, pour chaque i € I, x; est un
élément de E.

Par exemple pour I = [1,n], (xj)ije; = (x1,...,X,) est un n-uplet, et pour I = N,
(x7)ier = (X)) nen €St une suite.

Exemple: (1/X) >0 est une famille d’éléments de R, indexée par R*.

Définition 23 Famille de parties de E
On dit que (A;);es est une famille de parties de E, lorsque pour i € I, A; est une partie de E.

Dans ce cas (A;) jes est une famille d’éléments de Z2(E), au sens de la définition donnée pré-
cédemment.
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CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

1
1,1+—
n

Exemple: ( ) est une famille de parties de R, indexée par N*.
neN*

Définition 24 Si(A;);c; est une famille de parties de E, on définit 'union des A; pouri€ I,
notée |_J A;, par:
iel
xel|JA; <= Fiellxe A
iel
De méme on définit leur intersection ﬂ A;:
iel

xe[)Ai <= Viel, xeA;

iel

Exemple: | J

neN*

=[L2[ et )

neN*

1 1
1,1+— 1,1+—| ={1}.
n n

Proposition 25 Regles de calcul.
Si B est une partie de E et (A;) ;e est une famille de parties de E, alors :

1) Distributivité de N par rapporta u: || Ai) nB=|J(AinB),

iel iel

et de U par rapportan:
iel iel

ﬂAi)UB:ﬂ(AiUB).

2) Lois de Morgan: | J A; = A; et [ A; = A;.

iel iel iel iel

Définition 26 Si (A;);c; famille de parties de E, on dit que les A; sont deux a deux disjoints
lorsque :
Vi,jel, i#j= AinAj=9

/\ ATTENTION : les accolades définissent des ensembles et les parenthéses des familles.
Pour les ensembles, les répétitions ne sont pas prises en compte, contrairement aux familles :
{a, a, b} ={a, b} mais (a, a, b) # (a, b).

Pour les ensembles I'ordre n’est pas pris en compte, contrairement aux familles : {a, b} =
{b, a} mais (a, b) # (b, a).
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4 Applications
4 Applications

4.1 Définitions

Définition 27 Application.
Soient E et F deux ensembles. Une application définie sur E a valeur dans F :

f: E— F
x—  f(x)

est une "relation" qui a chaque x € E associe un unique élément y € F, noté f(x).
Onlenote f: E— F.
f(x) est appelé image de x, et si y = f(x) alors x est appelé antécédent de y.

Vocabulaire :

e f: E— Fselit" f estune application de E vers F" ou encore " f est une application définie
sur E a valeurs dans F".

e x— f(x) selit "a x est associé son image f(x)".

Lorsque f n’est pas définie sur E tout entier, on dit que f est une fonction, mais les confu-
sions de vocabulaire entre applications et fonctions sont tolérées cette année.

/\ On suppose donc dans tout ce chapitre que les applications sont définies sur E tout entier.
On ne donnera donc pas ’ensemble de définition de f, puisque ce sera a chaque fois E tout
entier.

Siachaque x € E la "relation" associe plusieurs éléments de F, on ne parle pas d’application
mais de correspondance de E vers F (mais ce n'est pas du tout au programme).

Exemple: On associe a x € R sa valeur absolue : c’est une application de R vers R.
Exemple: On associe a n € N ses diviseurs positifs : c’est une correspondance de N vers N.

Exemple: f :R? — R définie par f(x, y) = x*> + xy est une application.

Définition 28 Graphe d’'une application
Le graphe de f est le sous-ensemble de E x F donné par :

G={x f(x)€ExFI/xeE}

Notation : On note % (E, F) ou FF 'ensemble de toutes les applications définies sur E a va-
leurs dans F.

Une application peut étre représentée par un diagramme :
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CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

A B

=

a0 o e

Sur le diagramme précédent on voit qu'un élément de 'ensemble d’arrivée peut n’avoir au-
cun antécédent, ou en avoir plusieurs.

/\ Important : lorsque f : E— F, ie f va de E vers F, on suppose en particulier que :

VxeE, f(x)eF

Définition 29 Egalité de deux applications.
Soient f: E — F et g: E' — F’ sont deux applications. On dit que f et g sont égales, et on
lenote f =g,lorsque E=E', F=F'et:

VxeE, f(x)=gx)

En particulier, si E= E' et F = F' alors f # g si et seulementsi:3x € E; f(x) # g(x).

/\ Par exemple, on considere que les applications sin : R — R et sin : R — [—1,1] sont
différentes.

Définition 30 Applications constantes.
Soient E et F deux ensembles. Une application f : E — F est dite constante lorsqu'’il existe
ac Ftel que:

VxeE, f(x)=a

On dit alors que f est constante égale a a.

Définition 31 Application identité.
Si E est un ensemble on définit 'application :

idEZ E— E
x— idg(x)=x

Nous verrons plus loin qu’elle joue le role d’élément neutre pour la loi de composition.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 28



4 Applications

Définition 32 Restriction
Soit f : E— F une application.
1) Si E; € E alors on appelle restriction de f a Ej, notée fig,, 'application :

fIE1: E1—> F
x—  fie,(x)=fXx)

Onadonc: Vx € Ey, fig (x) = f(x).

2) Soient E; € Eet Fy < Ftelque: Vxe€ Ey, f(x) € F.
On appelle restriction de f a E; au départ et a F; a l’arrivée, notée fllEI?, I’application :

flllil: E1—> Fl
x— [ =)

Ona:VxeE, fig,(x) = f(x).

Exemple: sin: R — R peut étre restreinte a [0, 7[ au départ et a [0, 1] al’arrivée. La restriction

4o ainl(0:1]
est alors notée Slnl[O,n['

Définition 33 Prolongement

Soit f: E— F une application.

1) Si E < E» alors on appelle prolongement de f a E, toute application g : E, — F telle que
g =fietelleque:Vx€E, g(x) = f(x).

2) Si E € E; et F c I, alors on appelle prolongement de f a E, au départ et F, a I'arrivée,
toute application g: E; — F> telle que gllg = fietelleque: VxeE, g(x) = f(x).

4.2 Loide composition

Définition 34 Composée d’applications.
Soient deux applications f: E — F et g: F' — G telle que F < F'. On définit I'application
composée go f: E— Gpar:

Vx€eE, (gofx)=g(fx)

On ale diagramme:
F-£-¢G

| e

E

/\ ATTENTION : ne pas écrire g(x) o f(x) ala place de go f(x)!
En effet la notation g(x) o f(x) n’a pas de sens, et tout calcul qui '’emploi est donc irrémédia-
blement faux/
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Proposition 35 Soit f: E— F une application. Ona foidg = f etidpo f = f.

Proposition 36 On se donne trois applications E L, FL6-2H
On a la propriété d’associativité : ho(go f) = (hog)o f.

On peut donc sans ambiguité utiliser la notation ho go f (les parenthéses sont omises).
Onaalors pour x€ E: hogo f(x) = h(g(f(x))).

4.3 Injection, surjection, bijection

Définition 37 Soit f: E— F une application.
On dit que f est injective sur E (ou que f est une injection) lorsque :

V(x1,x2) € E%,  f(x1) = f(x2) = X1 =X
ou encore par contraposée .
V(x1,x2) €E%, x1#X = f(x1)# f(x2)

Deux points distincts ont donc toujours des images distinctes.
De maniere équivalente ont peut dire que les points de F ont au plus un antécédent par f.

Rédaction : Pour montrer que f est injective sur E on fixe x; et x, éléments de E tels que
f(x1) = f(x2). On doit alors montrer que x; = x».

Pour montrer que f n’est pas injective sur E on cherche deux éléments distincts x; et x
dans E tels que f(x;1) = f(x2).

Exemple: f :R — R définie par f(x) = x?> n'est pas injective sur R, et g : R* — R définie par
g(x) = x? est injective sur R*.

Définition 38 Soit f: E— F une application.
On dit que f est surjective de E sur F (ou que f est une surjection) lorsque:

VyeF 3dxeEly=f(x)

De maniere équivalente on peut dire que les points de F ont tous au moins un antécédent
dans E.

Rédaction : Pour montrer que f est surjective de E sur F on fixe y élément de F. On doit
alors trouver au moins un x élément de E tel que f(x) = y.

Pour montrer que f n’est pas surjective de E sur F on cherche y élément de F qui n’a pas
antécédent par f dans E, ie tel que f(x) # y pour tout x € E.
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Exemple : f : R — R définie par f(x) = x> n'est pas surjective de R sur R, et g: R — R*
définie par g(x) = x* est surjective de R sur R*.

/\ Attention a la subtilité suivante : si x € E on peut toujours poser y = f(x) et on définit
yeF.

Par contre si y € F, on ne peut pas en général définir x € E en posant y = f(x). En effet
ceci suppose que y a un antécédent par f. Si f est surjective, il est possible de définir x en
posant y = f(x), mais il est plus clair de dire « on note x un antécédent de y par I'application
surjective f ».

Définition 39 Soit f: E— F une application. On dit que f est bijective de E sur F (ou que
f estune bijection) lorsque f est a la fois injective et surjective :

VyeFE dxeEly=f(x)

Un point de F a donc toujours un unique antécédent dans E.

Rédaction :

1. Pour monter que f est bijective de E sur F on fixe y élément de F. On doit alors trouver
un unique x élément de E tel que f(x) = y.

2. On peut aussi procéder en deux temps en montrant que f est injective, puis surjective.

Le diagramme suivant illustre ces notions d’injection/surjection/bijection.

X—L—Y X—2 Y X—" Y

/\ Attention, en général une application n’est ni injective, ni surjective. Considérer par exemple
f :R — R définie par f(x) = x°.

Exemple: f :R — R* définie par f(x) = x> n’est pas bijective de Rsur R*, g : R* — R définie
par g(x) = x> n’est pas non plus bijective de R* sur R, mais & : Rt — R* définie par h(x) = x*
est bijective de R* sur R*.

Proposition 40 Soient deux applications E L r4a.

(i) Si f estinjective sur E et g injective sur F, alors go f estinjective sur E.

(ii) Si f est surjective de E sur F et g surjective de F sur G, alors go f est surjective de E sur
G.

(iii) Si f est bijective de E sur F et g bijective de F sur G, alors go f est bijective de E sur G.

Le diagramme suivant donne un exemple montrant qu'on peut avoir go f et g surjectives,
mais f non surjective.
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X—' >y 9 -7
A

1 P
20 - Q
30 R
. D

Définition 41 Inversibilité pour la loi de composition.

Soit f: E— F une application. On dit qu’elle est inversible pour la loi de composition lors-
qu’il existe une application g: F — E telleque go f =idp et fo g =idp.

Une telle fonction g est appelée application réciproque de f.

Proposition 42 Unicité de 'inverse pour la loi de composition.
Soit f: E— F inversible pour la loi de composition.
Alors elle admet une unique application réciproque : on la note f .

Si elle existe, I'application réciproque de f : E— F a donc les propriétés suivantes :
of\:F—E

e flof=idpet fof'=idp

sPourxeEetyeF: f(x)=y <> x=f"1(y)

A\ Lorsque f est a valeurs dans R* (ou dans C*), ne pas confondre f~! avec l'inverse de f
pour la multiplication!

Pour cette raison, I'inverse de f pour la multiplication est souvent notée

|~

Théoréeme 43 Théoreme de la bijection réciproque.

Soit f: E— F une application. On a équivalence de :

(i) f estbijective de E sur F;

(ii) f estinversible pour laloi de composition.

Lapplication f~! est donc bijective de F sur E, on 'appelle aussi la bijection réciproque de
f-

De plus, (f1) " = f.

Sur un diagramme, I'inverse f correspond a inverser le sens des fleches.

f

M

f—l
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On dispose donc de trois méthodes pour montrer qu'une application f est bijective :
1. Montrer que f est injective et surjective.

2. Pour y € F, résoudre I'équation y = f(x) d’'inconnue x € E.
Si on obtient une unique solution, on montre que f est bijective. De plus, I'expression
obtenue donne la fonction f~!: x = f~1(y).
3. On cherche une fonction g: F — Etelleque: fog=idretgo f =idg.
Si on trouve une telle fonction, on montre que f est bijective. De plus f~! = g.
Remarquez que les deux dernieres méthodes donne aussi la fonction réciproque de f, en
plus de la bijectivité.

Exemple: f:xeR" — e* € [1,+oo est bijective de réciproque
fl:yell,+ool— /In(y) € R* (utiliser 2.).

Exemple: idg est bijective et idg1 =idg (utiliser 3.).

/\ On peut avoir fog =idr et go f #idg. Dans ce cas f n'est pas une bijection. Considérer
g:R* — Ret f:R— R* définies par g(x) = /x et f(x) = x*. On peut aussi visualiser cette
propriété sur le diagramme suivant :

A X A

B >0 B

C 30 C
4

Dans le cas d’'une fonction définie sur un intervalle de R et a valeurs dans R, on a aussi une
quatriéme méthode pour démontrer la bijectivité qui repose sur le théoreme suivant.

Théoréme 44 Théoreme de la bijection monotone

Soit f: I — R. On suppose que :

(i) I estunintervalledeR;

(ii) f estcontinuesur [;

(iii) f eststrictement monotone sur /.

Alors f induit une bijection de I sur un intervalle /, a déterminer avec le tableau de varia-
tions.

Exemple: Pour n € N*, la fonction f: x € R} — x" € R induit une bijection de R} sur R}.

Définition 45 Fonction racine n-iéme

La bijection réciproque de la fonction f : x € R} — x” € R} est appelée fonction racine n-
ieme notée g/

Pour xet ydansR},ona: x" =y < x= {/y.
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A\ {/ West définie que sur R’. Par exemple v/—1 n'est pas défini, bien que (-1)3=-1...

Proposition 46 Bijection réciproque d’'une composée.

Soient E - F -£. G bijectives. Alors go f est bijective et (go f) ™ = flog™!.

Lordre a été inversé, mais cela parait logique intuitivement : pour inverser f composée par
g, il faut inverser g puis ensuite f.

g—l

e

f—l

—

D= =@
O=p—Q

4.4 Fonctions caractéristiques

Définition 47 Soit A une partie d'un ensemble E. On appelle fonction caractéristique de A
'application:
la: E— {0,1}
lsixe A
x— 1alx)= {

Osix¢g A

Exemple: La fonction 14 est constante égale a 0, et la fonction 1 est constante égale a 1.

Proposition 48 Regles de calcul.
Soient A, B parties de E.

1. Ona: ACB <= VxeE 14(x) <1p(x),
et: A=B <<= Vx€eE, 14(x)=15(x);

2. Vx€E, 1Z(x):1—lA(x);
3. VX€E, 1anp(x) =14a(x) x 1p(x);
4. Vx€E, 1aup(x) = 14(x)+ 1p(x) = La(x) x 1p(x).

Exemple: Redémontrer les lois de Morgan a l’aide des fonctions caractéristiques.
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4.5 Images directe et réciproque

Définition 49 Soit f: E— F une application.
1. Si AcC E, on appelle image directe de A par f '’ensemble :

f(A) ={f(x)/ x € A} = ensemble des y € F qui ont un antécédent par f dans A

Ona f(A) cF.
Deplus,siye F:ye f(A) < dxe Al y= f(x)

2. Si B< F, on appelle image réciproque de B par f I'ensemble :
f'(B)={x€ E/ f(x) € B} = ensemble des x € E qui ont leur image dans B

Ona f~!(B)cE.
De plus,sixe E: x€ f~1(B) < f(x)€B.

Ona f(@)=@et f1(p) =0.

Exemple: Vérifier que A< f~1(f(A)) etque f(f1(B)) < B.

Proposition 50 Si f: E — F est une application, alors f induit une surjection de E sur

f(E).

De plus, f est surjective de E sur F si et seulementsi f(E) = F.

f induit une surjection signifie que c’est une restriction de f qui est surjective : ici flg(m.

Définition 51 Partie stable
Soient f: E — E une application et A< E. On dit que A est stable par f lorsque f(A) € A, ie
VxeA, f(x) e A.

Exemple : Pour I'application x — x2, les parties suivantes sont-elles stables : A = R*, B =
[0,2], C=1[2,+00[?
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5 Exercices

Exercice 1 Ecrire avec les quantificateurs et les connecteurs appropriés les propositions
mathématiques suivantes :

1. 1l existe un rationnel compris entre v/3 et v/5.
2. Il n'existe pas d’entier naturel supérieur ou égal a tous les autres.

3. Sila somme de deux entiers naturels est nulle, alors ces deux entiers naturels sont nuls.
Exercice 2 Montrer que pour tout n € N, si n? est pair, alors n est pair.

Exercice 3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ? Sinon donner leur négation :
1. JAeR/VneN, Vn< A
2. VxeR", 3neN*/ 1 <x

3. VxeR IneN*/ L <x
Exercice 4 Soit E un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, on pose :
AAB = (AUB)\(An B).

1. Montrer que : AAB = (A\B) U (B\A).
2. Soient A, B et C trois parties de E vérifiant : AAB = AAC. Montrer que : B =C.
Si AUB = AuUC peut-ondire que B=C?
Exercice 5
1. Déterminer £ (E) pour E ={a, b, c,d}; a, b, c, d étant distincts deux a deux.

2. Déterminer 22 (E) et & (Z2(E)) pour un ensemble a deux éléments.

Exercice 6 Soient E un ensemble et A, B et C trois parties de E.

1. Montrerque:ZcB <~ AUB=E.

. AuB=AuC
2. Demontrerque.{AnB:AnC < B=C.
. AUB=ANnC
3. Demontrerque.{AﬂB:AUc < A=B=C.

Exercice 7

1. Montrer que pour tout entier n € N*, ona: n! > 2",

2. On définit une suiteréelle (1) pen par: upg = uy =3 etVneN, upir = U1 +2Up,. Etablir
que:
VneN, u,=2""1+-1"

Exercice 8 On consideére I'application f définie par :

f: R — R
x — sin(x)+2x
1. Est-ce que l'application f est injective ? surjective ? bijective ?

2. Montrer que I’équation f(x) = 2 admet une unique solution réelle, et que cette solution
est strictement positive.
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Exercice 9 On consideére I'application :

f: R — R*
x — x?
1. Est-elle injective sur R? surjective de R sur R* ?
2. Montrer que fir+ est bijective de R* sur R* et déterminer son application réciproque
-1
fi
3. De méme montrer que fir- est bijective de R~ sur R* et déterminer son application
réciproque fig!.

4. f est-elle injective sur N ? bijective de N sur N? de Z sur N ?

Exercice 10 Soient E, F deux ensembleset f: E— Fet g: F — E deux applications.

1. Montrer que si go f = Idg, alors g est surjective et f est injective.

2. On suppose que go f = Idg, et que 'une des deux applications f ou g est bijective.
Montrer que I'autre est aussi bijective.

3. Monter que si go f et f o g sont bijectives, alors f et g sont bijectives.

Exercice 11 Soient f: E — F et g: E — G deux applications. On considere I'application

suivante :
h: E — FxG

x — (f0),gW)
1. Montrer que si f ou g est injective alors & |'est aussi. La réciproque est-elle vraie ?
2. Montrer que si & est surjective, alors f et g le sont aussi. La réciproque est-elle vraie ?

Dans la recherche de contre-exemples, on pourra considérer les fonctions f : x € R — x? € R*
etg:xeR— (x—1)?eR*.

Exercice 12 Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application. On considére A; et
A, deux parties de E et B; et B deux parties de F.

1. Montrer que :
fATUA) = f(ADU f(A2) et f(A1NA) < f(A)N f(A2).
2. Montrer que :

FrBnuUf (B et
FrBnnf(By).

f 1 (ByUBy)
f 1 (BinBy)

Exercice 13 Soient E un ensemble non vide et f: 2(E) — R™ telle que
V(A,B) e 2(E)*, AnB=9¢ = f(AUB)=f(A)+ f(B)

Démontrer les propriétés suivantes :
L. f(®)=0
2. V(A,B) e Z(E)?, f(AUB)=f(A)+ f(B) - f(ANB)
3. V(A,B)e Z(E)?>, AcB = f(A)< f(B)
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Exercice 14 Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application. On considére A une
partie de E et B une partie de F.

a) Montrer que f (f~1(B)) = Betque f~1(f(4)) > A.

b) On suppose f surjective. Montrer que f (f~1(B)) = B.

¢) On suppose f injective. Montrer que =1 (f(A)) = A.

d) On suppose f bijective. Vérifier que I'image réciproque de B par f est égale a 'image de
B par l'application réciproque f~'. [Cest heureux car les deux ensembles sont notés de la méme
maniere!|

Exercice 15 Soit E un ensemble non vide. Soit & une partie non vide de £2(E).On dit que

(@) VX, Y)eF? XnYeZF
Festunfiltresur Esi:{ (b)) VXeF VYeP(E): XcY—=YeF
(o) PeF

1. Que peut-on dire d'une famille non vide & de 2(E) ne vérifiant que les axiomes (a) et (b) ?
2. P(E) est-il un filtre sur E ? A quelle condition & (E) — {@} est-il un filtre sur E ?

3. Montrer que si & est un filtre sur E, alors E € &.

4. Soit A une partie non vide de E. Montrer que & 4 = {X € 22(E); Ac X} est un filtre sur E.
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Chapitre 2

Dénombrement et calculs de sommes

1 Ensemble de nombres usuels

» Ensemble des entiers naturels:N= {0, 1, 2,...}. On définit des intervalles d’entiers : si (n, p) €
N? tel que n < p, onnote [n, p]l = {keN/n< k< p}.

e Ensemble des entiers relatifs: 7 =1{...,-2,-1,0,1,2,...}.
. o P N
» Ensemble des nombres rationnels : Q = E / peZ,qeN*;.

e Ensemble des nombres réels : R (contient strictement I’ensemble D des décimaux). Les
intervalles sont noté avec des crochets simples [a, b etc...

« Ensemble des nombres complexes : C = {a+ ib/ (a, b) € R?}.

Ils vérifient la chaine d’'inclusions:NC ZC QC R C C.

La propriété d’intégrité de la multiplication est fondamentale dans la résolution d’équation :
si a et b sont deux nombres alors ab=0 <= a=00ou b=0.
On en déduit que si ac = bcalorsa=0ou b = c.

2 Ensembles finis - Dénombrement

2.1 Ensembles finis

Définition 1 Soit E un ensemble non vide. On dit qu’il est fini lorsqu’il existe un entier na-
turel n et une bijection ¢ : E — [1, n]. Le choix de n est alors unique : on I'appelle le cardinal
de E, noté Card(E), #E ou encore |E|.
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On adopte aussi la convention suivante : @ est un ensemble fini de cardinal égal a 0.

Si E est fini de cardinal n # 0 alors on peut numéroter ses élémentsde 1 an: E = {x1, X2,..., Xn}.

Proposition 2 Un exemple important
Si (n, p) e N? tel que n < p, alors [n, p] est un ensemble fini et #[n, pl = p—n+ 1.
En particulier \lc0,n] = n+1 et #[1,n] = n.

Théoréeme 3 Ensembles finis en bijection
Soient E et F deux ensembles. On suppose que :
(i) E estfini;

(ii) il existe une bijectiony : E — F.

Alors F est fini et #E = #F.

Théoréme 4 Parties d'un ensemble fini
Soit E un ensemble fini.

1. Toute partie A de E est finie et vérifie #A < #E.
2. SACE:A=FE < #A=#E.

/\ ATTENTION : en général si #A < #E, on ne peut pas dire que A € E. Et bien sur si #A = #E,
on ne peut pas dire que A= E.

Théoréeme 5 Propriétés des applications entre ensembles finis / Principe des tiroirs
Soient E et F deux ensembles finis et f : E — F une application.

1. Si f estinjective alors #E < #F.
2. Si f estsurjective alors #E = #F.
3. Si#E =#F alors:

[ estinjective <= f est surjective <= f est bijective

Schubfachprinzip de Dirichlet : « Si n chaussettes occupent m tiroirs, et si n > m, alors au
moins un tiroir doit contenir strictement plus d'une chaussette. Une autre formulation se-
rait que m tiroirs ne peuvent contenir strictement plus de m chaussettes avec une seule
chaussette par tiroir ; ajouter une autre chaussette obligera a réutiliser I'un des tiroirs ».

Définition 6 Ensembles infinis
Si E n’est pas fini, on dit qu'’il est infini. Son cardinal est dit transfini.

/\ Les cardinaux transfinis ne sont pas tous égaux!
Par exemple on peut montrer que #N < #R.
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Définition 7 Ensembles dénombrables
On dit que E est dénombrable lorsqu’il est en bijection avec N (dans ce cas E est infini).
On dit que E est au plus dénombrable lorsque E est fini ou dénombrable.

Intuitivement le fait pour un ensemble d’étre dénombrable signifie qu’on peut compter/énumérer
ses éléments.

Exemple: N ,Z et ) sont dénombrables. R et C ne le sont pas.

2.2 Dénombrement des ensembles finis

Théoréeme 8 Dénombrement des parties d'un ensemble fini
Si E est fini alors 22(E) I'est aussi et #22(E) = 2*F.

Démonstration: On note n = E. On donne trois pistes de démonstrations.

e Pour toute partie A de E, chaque x € E vérifie x € A ou x ¢ A. Donc au total 2” choix.
» On peut raisonner par récurrence sur 7.

o On peut mettre 2(E) en bijection avec {0, 1}” via les fonctions indicatrices.

CQFD [J

Théoréeme 9 Principe des bergers

1. Si A et B sont deux ensembles finis et disjoints alors AU B est fini et #(AUB) = #A+#B.

2. Si Ay, ..., A, sont des ensembles finis et deux a deux disjoints : #(A; U Ay U---U Ap) =
#AL+#HA+ - +#A,,.

«Quand les bergers veulent compter leurs moutons, ils comptent leurs pattes et divisent par
quatre ».

Démonstration : Supposons ¢ : A— [1,n] et v : B— [1, p] sont bijectives.
Alors f: AUB — [1,n+ p] définie par f(x) = p(x) sixe Aet f(x) =n+w(x) six€ B estune
bijection.

CQFD [

Corollaire 10 Cardinal d’'une différence
Si A et B sont deux ensembles finis : #(B\A) = #B —#(AN B).

Corollaire 11 Cardinal d’'une union
Si A et B sont deux ensembles finis et disjoints alors An B et AU B sont finis et :

#(AUB) =#A+#B—-#(ANDB)
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Ces formules se retrouvent facilement a I'aide d’'un diagramme :

J

Corollaire 12 Cardinal du complémentaire
Si E est fini et A est une partie de E alors : #A = #E — #A.

Théoréeme 13 Cardinal d’un produit cartésien
Si E et F sont finis alors E x F est fini et #(E x F) = (#E).(#F) (le point désigne la multiplication
des nombres).

Démonstration : Il suffit de trouver une bijection de [1, n] x [1, p] sur [1, np].
Par exemple I'application (x, y) — x+ n(y —1).

CQFD U]

2.3 Dénombrement des applications entre ensembles finis

Théoréme 14 Si E et F sont deux ensembles finis alors FE est fini et #FE = (#F)*E.

Exemple: Si n = #E alors #({0,1}F) = 2.

Définition 15 On appelle p-liste d’éléments d'un ensemble F tout p-uplet d’éléments de
F.

Théoréeme 16 Dénombrement des p-listes
Le nombre de p-listes d’éléments de F est égal a (#F)”.

On va maintenant dénombrer les applications injectives. Pour cela, commencons par définir
la notion de factorielle d'un entier naturel.

Définition 17 Factorielle
SineN*,onposen!=1x2x3x---xn.
On adopte aussi la convention 0! = 1. Ainsi n! est définie pour tout 7 € N.

Parexemple 1!=1,2!=2,3!=6,4!=24,5!=120....

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 42



2 Ensembles finis - Dénombrement

Définition 18 Arrangements

Si F est un ensemble fini tel #F = n et p un entier naturel non nul tel que p < n, on appelle
arrangement de p éléments de F tout p-uplet d’éléments de F dont les composantes sont
deux a deux distinctes.

Théoréme 19 Dénombrement des arrangements
Le nombre d’arrangements de p éléments parmi n est égal a :

Ap—{ nx(n—l)><(n—2)><---><(n—p+1):(nf—!p)! sin=p
W=

0 sin<p

avec n=#Fetp=#E.

Exemple: AL =0et A3=7x6x5.

Théoréeme 20 Dénombrement des applications injectives
Soient E et F deux ensembles finis.

(#F)! . o N
= AzlEj applications injectives sur E a valeurs dans

1. Si#E <#F,ilyaautotal ————
(#F —#E)!

F.

2. Si#E > #F, il y n’a aucune application injective sur E a valeurs dans F.

Corollaire 21 Dénombrement des bijections
Si #E = #F alors le nombre de bijections de E sur F est égal a (#E)!.
Si#E # #F alors il n’existe pas de bijection de #E sur #F.

Définition 22 Permutations
On appelle permutation de E toute bijection de E sur E.

Théoréeme 23 Dénombrement des permutations
Si E est fini de cardinal 7, le nombre de permutations de E est égal a n!.

Le dénombrement des surjections est plus compliqué et n’est pas au programme. Nous le
ferons en TD.
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2.4 Coefficients binomiaux

Définition 24 Coefficients bindomiaux

Soient (1, p) € N? tel que p € [0, n]. On pose " . An
i , u nl. =— " ="
p que p pose | | ==

n . . . P e - . , .
se lit « p parmi n ». La notation C,, n’est plus utilisée aujourd hui.
p

Si(n,p) e 7% et que 'une des deux conditions n = 0 ou p € [0, n] n’est pas vérifiée on adopte

. n
la convention ( =0.
p

Nous allons voir que ces nombres interviennent dans de tres nombreuses formules.

Théoréeme 25 Nombre de parties a p éléments
Soit E un ensemble fini de cardinal n. Pour tout p € [0, n], le nombre de parties de E a p

n
éléments est égal a ( )
p

Définition 26 Combinaisons
Si E est un ensemble fini et p € N, on appelle combinaison de p éléments de E toute partie
de E dont le cardinal est égal a p.

Théoréme 27 Dénombrement des combinaisons
Si E est fini de cardinal n et p € N, le nombre de combinaisons a p éléments de E est égal a

¥

(la formule est vraie méme si n < p).

Proposition 28 Regles de calcul
SoientneNet p € [0, n].

L. . n nin—-1
1. Factorisation:si p #0, =— .
p p\p-1

2. Addition ou formule de Pascal : (n) + ( " ) = (n - 1).
p

p+1 p+1
3. Symétrie: el "
. 1 n-pl

o R A B e
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En pratique on peut calculer les (Z) al'aide de leur définition avec des factorielles :

n\| n! _n><(n—1)><---><(n—p+1)
p| pn-p) p!

=20x19x3=1140.

20) 20x19x18
3] 3x2x1

Exemple: (

Pour de petites valeurs de n la formule de factorisation permet de construite le triangle de

Pascal. Dans un tableau dont les lignes et les colonnes sont numérotées a partir de 0, on
n

place la valeur de ( a l'intersection de la ligne n et la colonne p. La formule de Pascal
p

donne que la somme de deux coefficients consécutifs sur la méme ligne (colonnes p et p+1),
donne le coefficient situé sur la ligne suivante,colonne p + 1. Au départ on part d'un tableau
avec des 1 sur la colonne 0 et sur la diagonale.

1 1
11 11
1 1 1 2 1
Exemple: 1 1 donne 1 3 3 1
1 1 1 4 6 4 1
1 1 1 5 10 10 5 1
1 1 1 6 15 20 15 6 1

6
et on en déduit (3) =20.

Proposition 29 Les coefficients bindmiaux sont des nombres entiers naturels

n
Pour tout (n,p) € Z?, [ | eN.

2.5 Techniques de dénombrement

Pour bien dénombrer les éléments d'un ensemble fini E il faut :

- ne compter que les éléments de E;

- ne pas en oublier;

- ne pas compter plusieurs fois le méme élément, ou penser a rectifier le résultat final.

Si on dénombre des objets en les décrivant par étapes successives (pour une carte : on choi-
sit sa couleur puis sa hauteur), il faut a la fin multiplier les résultats.

Si on dénombre par disjonction des cas, il faut a la fin additionner les résultats (c’est le
lemme des bergers).

« | p-listes : | si on choisit p éléments dans un ensemble a n éléments, avec répétition auto-
risée, lordre des tirages étant pris en compte, alors on a n” possibilités au total.

Exemple: Nombre de coloriages possibles d'une carte des 27 pays de 'UE, avec 4 couleurs =
427,
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Exemple: Nombre de tirages successifs avec remise de p boules dans une urne de n boules
=nP.

| Arrangements : |si on choisit p éléments dans un ensemble a n éléments, sans répétition,

lordre des tirages étant pris en compte, alors on a A}, possibilités au total.

Exemple: Nombre de coloriages possibles d'une carte des 27 pays de 'UE, avec 40 couleurs,
de telle sorte que chaque pays ait une couleur différente de celle des autres = A%.

Exemple: Nombre de tirages successifs sans remise de p boules dans une urne de n boules
= AP,

Combinaisons:

si on choisit p éléments dans un ensemble a n éléments, sans répétition,

. pd . n . *1: P
Pordre des tirages n’étant pas pris en compte, alors on a ( ) possibilités au total.
s . . 45
Exemple: Nombre d’équipes de football possibles dans une classe de 45 éleves = (1 1).

n
Exemple: Nombre de tirages simultanées de p boules dans une urne de n boules = ( )

A\ Le cas du choix de p éléments dans un ensemble a n éléments, avec répétition, I'ordre
des tirages n’étant pas pris en compte, n’est pas au programme.

. ‘ Permutations : | si on permute n éléments, alors on a n! possibilités au total.

Exemple: Nombre de facons de ranger 10 manteaux dans une penderie = 10!.

A\ Lorsqu’on permute les éléments, certains peuvent revenir a leur position intiale! (on
parle de points fixes).

. ‘ Situations plus complexes :

* On dispose d'une urne de n boules dont n; sont noires et n, sont blanches. On tire p
boules dans cette urne. Le nombre de tirages différents donnant p; blanches et p, noires
(p1+ p2 = p) qu’on peut obtenir est :

nyy|n2 . . . )
— siles boules sont tirées simultanément ;
pP1]\p2
——
Choix des boules
— AZ} AZ; X P si les boules sont tirées successivement et sans
—— P1
Choix des boules ) )
Choix des tirages
remise;
— nf lnf 2 X p si les boules sont tirées successivement et avec
~—— p1
Choix des boules R
Choix des tirages
remise.
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* Ondispose d'une urne de n boules dont n; sont noires, n, sont blanches et n3 sont rouges.
On tire p boules dans cette urne. Le nombre de tirages différents donnant p; noire, p-
blanches et p3 rouges (p; + p2 + ps = p) qu’on peut obtenir est :

m\n\[n . .
— ™™ siles boules sont tirées simultanément ;
p1J\P2J\P3

SRS ———
Choix des boules

—  ARIARZ AR x PA[PTPI " i tes boules sont tirées successivement et sans
—— P1 p2
Choix des boules =~ ~————
Choix des tirages

remise;

~—F1 . <2 .
— l’lfl ngz ngs X ( P ) (p P ) si les boules sont tirées successivement et avec
—_— p1 p2

Choix des boules

—_—
Choix des tirages
remise.

* Etc... Ces formules se généralisent facilement.

3 Calculs de sommes et de produits

3.1 Sommes

Définition 30 Symbole =

n
Soient ay, a;, ..., a, des nombres complexes. On pose : Z ai=ap+a +---+ ay.

k=0
n

Si p € [0, n], on pose aussi : Z aig = ap+ ap1 +---+ ay.
k=p
Plus généralement si (a;);e; est une famille finie de nombres complexes (ie I est fini), on
pose : Z a; = somme de tous les nombres de la famille (a;);e;.
iel
Dans le cas ou I = @, on adopte la convention : Z a; =0.
iel

Proposition 31 Regles de calcul
Soient (a;) ey et (b;)je; deux familles finies de nombres complexes.

1. Factorisation.SiAeC:) (Axa;)=Ax)_a;.

iel iel
2. Linéarité. Z(ai +b;) = Z a; + Z b;.
iel iel iel
3. Sommation par paquet.Si/=LulbavecLnL=galors ) _a;= Y a;+ )_ a;.
iel iel i€l
n q n q-1 n

4. Relation de Chasles.Sil=[p,nletgel: ) ar= ) a+ Y ar= Y, ag+) di.

k=p k=q

k=p k=p k=qg+1
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5. Changements d’indice. L'indice de la somme est une variable muette :

n

n n
Y ai=) a;j=) arouencore Y ap=)y aj= ) a.
J=p i=p

iel Jjel kel k=p

n n+q
2 ak= ), g
k=p k'=p+q

n-—k:

n n—-p
Z ayg = Z ap—k
k=p k'=0

De plus on peut décaler les indices. Si on fixe g€ Z, et sion pose k' = k+q :

D’autre part on peut aussi inverser I’ordre des termes de la somme, en posant k' =

3.2 Sommes usuelles a connaitre

» Sommes télescopiques. Pour toute famille (ax)p<k<n+1 de nombres complexes :
n

> (are1 = ax) = ans1 — ap.

k=p

n
» Sommes a terme général constant. Pour toutae C: Z a=(n—p+1)a= (nb de termes) x

k=p
a.
- ¢ nn+1
oSommesarithmétiques.Ona:Zk:Zk:1+2+...+n:¥_
k=0 k:l 2
; y n(n+1)2n+1
e Somme d’Euler.Ona: Y k*=) k*=12+2%+.--+n*= ( )( )-
k=0 k=1 6
noy 5 n+l sig=1
 Sommes géométriques.Ona: ) g =1+g+qg°+--+q" =2 11 | )
k=0 > sig#1

3.3 Formule du bindme de Newton

C’est la formule la plus importante! Commencons par rappeler la convention suivante : si

0

z € C on pose z° = 1. En particulier 0° = 1.

Théoréeme 32 Formule du bin6me
Si a et b sont deux nombres complexes :

k=0 k=0

n n
VrneN, (a+b)"=) (I]Z)akb”_k =) (Z)bka”_k = (Z)aob”+ (T)albn_l ot (n)a”bo
n
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Exemple: Grace au triangle de Pascal on calcule les (Z)

—
=W N -
S W -

= =

—

donne:

(a+Db)?=a?+2ab+1?,

(a+b)® =a®+3a’b+3ab?+ b?,

et (a+b)* =a*+4a®b+6a°b? + 4ab® + b*.

Corollaire 33 Cas particuliers a connaitre

i i 1sin=0
Pour tout n e N : Z (7) =2"et Z (Z)(—l)k =0" :{ stn
g k=0

k=0 Osin=1

1 1 12n+1
Exemple: Soit n € N. Calculer ) [(k+ 1% - ks] et en déduire que ) k? = nin+1)i2n ).

k=0 k=0 6

3.4 Sommes doubles

Si (xij)1=i=n estun «tableau» de nombres a n lignes et p colonnes on note :
1=sjs<p

Z x;j = somme de tous les nombres du tableau
l<i<n
1<sj<p

Visualisons le tableau :

X111 X12 ... xlj xlp
X21 X22 ... ij pr
Xi1 Xi2 ... xi]- xip
x”l x”z cee an cee an

Nous avons encadré la ligne i et la colonne j. Notons S; la somme partielle des nombres de
n

p

lalignei: S; = Z X;j; et notons T; la somme des nombres de la colonne T; : T = Z Xij-
j=1 i=1

Il est clair que la somme des sommes partielles obtenues pour chaque ligne (resp. chaque

colonne) donne la somme de tous les nombres du tableau. On en déduit le théoréme suivant

sur les sommes doubles.
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Théoréme 34 Théoréme de Fubini
Ona:

> ow o= Ysi=Y ixij

l<isn i=1 i=1\j=1
1<j=<p
p n
= LTi=) (Z Xij
J:] ]:1 i=1

et plus généralement :

2 xij = 2 Si=) |2 i

iel i€l iel\jeJ
jel
= 2L Ti=) |1
jeJ jeJ \iel

Dans un calcul, on peut donc permuter deux signes X consécutifs.

Examinons maintenant le cas plus complexe d’'un tableau triangulaire (x; ;) 1<j<» a nlignes et
J7=]
j<i<n

n colonnes. On note :

Z x;j = somme de tous les nombres de ce tableau

Visualisonsle:

X11

X21  X22

le ng x]'j

Xi1 Xi2 ... x,-]- oo X

Xn1 Xn2 ... xnj oo Xpni oo Xpn

Encore une fois, nous avons encadré la ligne i et la colonne j. Si S; est la somme partielle

]

des nombres de la ligne i : S; = Z xij; si Tj est la somme des nombres de la colonne j :
j=1
n
T;= Z X;j. Avec méme raisonnement que ci-dessus on obtient le théoréme suivant.
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Théoréme 35 Théoréme de Fubini
Ona:

I
g
3

I

g
g
=

Nous allons maintenant voir une formule pour calculer le produit de deux sommes.

/\ Malheureusement (Z ai) x (Z bi) #Y a; xb;!

iel iel iel
Le théoreme suivant donne la bonne formule. Remarquons que le résultat est une somme
double.

Théoréeme 36 Produit de deux sommes
Si (a;)ier et (bj) jej sont deux familles finies de nombres complexes, on a:

oo )-lgeo) 2l

iel jeJ iel \jeJ jeJ \iel

3.5 Généralisation des formules de dénombrement

Certaines formules de dénombrement se généralisent grace aux symboles Z.

Théoréme 37 Principe des bergers
Si E estun ensemble fini et (A;) ;jc; est une famille finie de parties de E, deux a deux disjointes,
alors:

#

U4

iel

:Z#Ai

iel

Dans le cas de parties qui ne sont pas deux a deux disjointes on a le résultat suivant.

Théoréeme 38 Formule du crible de Poincaré / Principe d’inclusion-exclusion
Si Ay, ..., A, sont des parties d'un ensemble fini E :

# = Z(—l)k‘l( Y #(A;, N A NN Az
k=1

= 1<i)<ip<-<ip<n

n
U Ak
k=1
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Exemple: Pour n =2 on retrouve la formule : #(AU B) = #A+#B —#(AN B).
Pourn=3ona:#(AUBUB) =#A+#B+#C —-#(ANnB)-#(ANnC)—-#BNC)+#(An BN ().
Pourn=4:#(AUBUCUD) =#A+#B+#C+#D —-#(ANB)—#(ANC)—-#(AnD)—-#BNC)—
#BND)-#(CND)+#(ANBNC)+#(ANBND)+#(ANCND)+#BNCND)-#(ANBNCnND).
Etc... Remarquez 'alternance de signe entre les groupements de termes.

Dans ces cas particuliers, on peut retrouver les formules avec un diagramme. Par exemple
danslecasn=3:

Il y a un cas particulier « simple » o1 I'on sait calculer la somme de droite dans la formule
du crible : si #(A;, N Aj, n---N A;,) est une constante a qui ne dépend que de k (et pas du

choix des valeurs de (iy, i2,..., i;). En remarquant que la somme Z comporte (Z)
1<i)<ip<-<ip<n
termes on obtient :
n
Y #(A;, N A;, N---N A;,) = nombre de termes x ay = (k)ak
1<i)<ip<-<ip=<n

etdonc:

#

U Ax| = Z(—l)k_l(n)ak
k=1 k=1 k

Exemple: On appelle dérangement de [1, n] toute permutation qui ne laisse fixe aucun élé-
ment, ie telle que aucun élément ne reprend sa position initiale. On note d,, le nombre de
ces dérangements. Il est clair que d,, < n!. La formule du crible donne la formule exacte :

n (—l)k
=0 K
3.6 Produits
Définition 39 Symbole I1
n
Soient ay, a,, ..., a, des nombres complexes. On pose : H ap=ag % a; X -+ X ay.

k=0
Plus généralement si (a;);e; est une famille finie de nombres complexes (ie I est fini), on
pose : H a; = produit de tous les nombres de la famille (a;) ;.
iel
Dans le cas ou I = @, on adopte la convention : H a; =1.
iel
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Proposition 40 Regles de calcul
Soient (a;) ey et (b;)je; deux familles finies de nombres complexes.

1. Factorisation.Side C: [J(Ax a;) = A" x ] a;.

iel iel
2. H(Cll‘ x b;) = (H ai) X (H bl‘).
iel iel iel
3. Etc...

La seule formule a connaitre est la suivante.

Proposition 41 II et factorielle

n
SineN* ona: [[ k=nl
k=1

Les symboles X et [T sont liés 'un a ’autre par les fonctions In et exp. On a en effet les formule

suivantes.

Théoréme 42 Liensentre X et I1

1. Sia,b>0,onaln(axb) =In(a) +In(b), et si (a,b) € R?, on a e’ = e% x e?,

2. Plus généralement, si (a;) ;c; famille finie de nombre réels : exp (Z al-) = H et
iel iel

et siles (a;)je; sont strictement positifs : In (H ai) = Z In(a;).
iel iel
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4 Exercices

Exercice 1 Combien de numéros de téléphone peut-on attribuer en France, sachant que :
« Lindicatif de région est 01, 02, 03, 04 ou 05.

* Les deux chiffres suivant doivent étre distincts.

» De nouveaux numéros "internet" sont disponibles, commencant tous par 08.

Exercice 2 Un étudiant en ECS veut colorier ses notes de cours en attribuant la méme cou-
leur pour chaque matiere : histoire, géographie, culture générale, mathématiques, informa-
tique, LV1 et LV2. Il dispose de 10 couleurs différentes.

1.
2.

Combien y a-t-il de coloriages possibles ?

Combien y a-t-il de coloriages, de sorte que chaque matiere ait une couleur différente
des autres ?

. On choisit autant de couleurs différentes qu’il y a de matiéres. Combien y a t-il de

coloriages possibles en utilisant seulement ces couleurs ? De sorte que chaque matiere
ait une couleur différente des autres ?

. Combieny a-t-il de coloriages, de sorte qu’au moins deux matiéres aient la méme cou-

leur?

. Combien y a-t-il de coloriages, de sorte qu'exactement deux matiéres aient la méme

couleur?

Exercice 3 Dans une urne, on place n boules blanches et une noire. On tire simultanément
k boules.

1.
2.
3.

Combien y-a-t-il de tirages sans boule noire.
Combien y-a-t-il de tirages avec au moins une boule noire ?

Combien y-a-t-il de tirages possibles en tout ? Quelle propriété du cours venez-vous de
démontrer?

Exercice 4 Ondispose d'une urne avec 8 boules blanches, 7 boules noires et 5 boules vertes.

1.

3.

Quel est le nombre de tirages simultanés de 5 boules donnant 2 blanches, 1 noire et 2
vertes ?

. Quel nombre de tirages successifs et sans remise de 5 boules donnant 2 blanches, 1

noire et 2 vertes ? 2 blanches, 1 noire et 2 vertes dans cet ordre?

Mémes questions avec des tirages successifs et avec remise de 5 boules dans 'urne.

Exercice 5 Soit E un ensemble de cardinal 7.

Ll

. Combien y-a-t-il de parties de E formées de k éléments?

Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments de E ?
Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments deux a deux distincts de E ?

Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments deux a deux distincts de E, tel que le premier
élément est le plus petit et le dernier élément est le plus grand ?

Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments de E ordonnés dans 'ordre strictement crois-
sant?

Exercice 6
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1. Combien d’anagrammes peut-on former avec les lettres du mot ECS 2 du mot FINANCE ?
du mot ANAGRAMME?

2. Combien y a-t-il de mots composés de 5 lettres ? de 5 lettres distinctes ? de 5 lettres
distinctes dans I'ordre alphabétique ? de 5 lettres et de sorte qu’il soit un palindrome ?

Exercice 7 Soit (1, p) € N. Onnote S” le nombre de surjections d'un ensemble 4 p éléments
sur un ensemble a n éléments.

1. Calculer S3, S} et S;.

2. Plus généralement calculer S?, S} et S%.

Exercice 8 Dans une classe il y a autant de filles que de garcons. Tous les éléves étudient
au moins une langue. Parmi eux : 10 étudient I'espagnol, 15 étudient I’allemand, 20 étudient
I'anglais, 7 étudient I'espagnol et I'allemand, 8 étudient I'allemand et ’anglais, 9 étudient
I'anglais et 'espagnol. Quel est 'effectif de la classe ?

Exercice 9 Un joueur de poker recoit une "main" de 5 cartes d'un jeu de 32 cartes (sans
joker). Donner le nombre total de mains différentes que le joueur peut obtenir. Quel est le
nombre de mains contenant :

1. une seule paire ? 2. deux paires ? 3.un brelan?
4.un carré? 5.un full? 6. une couleur?
7.une pairederoi? 8. au moins un coeur?

Exercice 10 Calculer les sommes suivantes, pour tout entier n € N (éventuellement non
nul) :

L

Y1, Y Y, (Z) (Z ) Y Ya+pn, YY1, [Ik J]ek+y, —.
j -1 i=1j=1 i=1j=1 k=1 k=0 k=1 k+1

Exercice 11 Calculer les sommes et produits suivant, pour tout entier n € N (éventuelle-
ment non nul) :

n (n n-1 1(n n n n 1 n n n n 1 n
’ — ) k ’ Fa ’ k2 ’ l (1 _))
k;(k) ,;)3k(k) z (k) kzzoku(k) z (k) i) Lt k(k+ )

Exercice 12 Soient n et p deux entiers naturels tels que n = p. Calculer la somme :

£

Exercice 13 Soit n € N*. Calculer les sommes :

n n ]‘
225 2 ) ij
j=1li=j ! l=j<isn
Exercice 14 Soit n € N. On considére les sommes

3 " n B L k7 B n B n
—I;) I B"_kzzo( 1) (k) Sn= 2 (zk), Tp= 3. (2k+1)'

0<2k<n 0<2k+1<n

1. Calculer A,, et B;, en fonction de n.
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2. En déduire S, et T, en fonction de n.

) . " [2n
3. Déterminer ) _ )
i=o\2k

Exercice 15 Soit (n, p) € N. On note SZ le nombre de surjections d'un ensemble a p élé-
ments sur un ensemble a n éléments.

1. On pose E = [1, p] et F = [1, n]. On note S(E, F) '’ensemble des surjections de E dans
F. Donner une relation simple entre S(E, F) et les ensembles
Ar={f:E— F/ kn'apasdantécédent par f},ou ke F.

2. En déduire, en utilisant la formule du crible de Poincaré que :
L n
Sh=Y 1™k kP
k=0 k

Exercice 16

1. On considere deux suites de nombres réels (f},) nen €t (8n) nen Vérifiant: VoeN, f, =

[l

Montrer la relation réciproque suivante :

YneN, g,=) (—1)"_k(Z)fk
k=0

2. On appelle dérangement de n éléments une permutation ou les n éléments changent
de place, et on note d(n) le nombre de dérangements de n éléments.

n

Vérifier que : n! = Z (Z) d(n — k). En déduire la valeur de d,, en fonction de n.
k=0
Exercice 17 Soit E un ensemble de cardinal 7.

1. Combien y-a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que AnB = @ ? tels que AUB =
E?

2. Combien y-a-t-il de triplets (A, B, C) de parties de E telsque AUBUC=E?
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Chapitre 3

Nombres complexes

1 Propriétés des nombres complexes

1.1 Construction rapide de C

Dans R, I'équation x? = —1 n’a pas de solution. On va donc construire un ensemble C, conte-
nant R, et dans lequel cette équation a des solutions.

On se place dans R? munit des opérations :

(a1, b1) + (az, be) = (a1 + a2, by + by + b2) et (ay, by) x (az, be) = (ayaz — b1 b2, a1 bs + ax by)

De plus on identifie a € R avec (a,0) € R? : a = (a,0). Alors si i = (0,1), on a i’ = (=1,0) = —1.
On a donc donné une solution a 'équation x?> = —1 et on peut poser :

C={z=(a,b)/ (a b) e R*}

De plus on remarque que si (a, b) € R?, a+ib = (a,0)+(0,1) x (b,0) = (a,0) + (0,b) = (a,b),
donc:

C={z=a+ib/(a b) e R*}
On aR < C et on peut démontrer que les regles de calcul sont les mémes que dans R. Les élé-
ments de C sont appelés nombres complexes, ceux de C\R sont appelés nombres complexes
purs, et ceux de iR = {ib/ b € R} nombres complexes imaginaires purs.

On a les identités remarquables, pour z;, zp € C :
(21 + zz)2 = z"f + z% +2z120 et (z1— zz)2 = zf + z% —22122;

z"f—zg =(z1+2)) x(z1—22) et z"f+z§ =(z1+izp) x (21— i20);

n
n\ k_n—k
(21+Zz)”=Z(k)z1z;’ ;
k=0
&k onmiok
n n_ n-1 n-2 n-3,2 n-2 n—-1) _ n-1-
-z =(z1—2) (2] +2] P+ 2 P+ + 212 P+ 2 )—(zl—ZZ)kZzlzz .
~0

1.2 Notions de base

Définition 1 Parties réelles et imaginaires

Siz=a+ibeCavec (a,b) € R?, alors le choix des réels a et b est unique. a est appelé partie
réelle de z, notée Ze(z), et b est appelée partie imaginaire de z, notée .$m(z).

On adonc Ze(z) eR, $m(z) eR et z = Re(z) + i Im(z)
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Proposition 2 Regles de calcul
Soient z;, 2, ..., 2, € C.

1. %e(zl + Zg) = %e(zl) + %e(zz) et ﬂm(zl + Zg) = ﬂm(zl) + Jm(zz)
Plus généralement : %e( Y zk) =) Re(zy) et Jm(z zk) =Y Im(z).
k=1 k=1 k=1 k=1
Fe(z1) = Re(z)
Im(z1) = Im(zy)
3. SIAeER: Re(Axz1)=AxRe(z;) et ImAxz)=Ax.Im(z).
4, %e(zl Zz) = %e(zl) %e(zz) — ﬂm(zl) fm(zz)
et ﬂm(zl Zg) = %e(zl) jm(Zg) + %e(zz) Jm(zl).
5. zZER<—= 9m(z) =0 et z€iR << Ze(z)=0.
1) Re(z) (1) B Im(z)

6. Siz#0: 999(; Re(2)2 + Im(2)2 et T Re(2)? + Im(2)?

2. zlzz2<:>{

Z

/\ Par contre Ze(z; x zo) # Xe(z1) x Re(zy), Im(z1 x z2) # Im(z1) x Im(zp)
etsil e C\R, Ze(A x z) # A x Re(z), Im(A x z) Z A x Im(=z).

Définition 3 Conjugué
Si z € C, on définit le conjugué de z : z = Ze(z) — i Im(z).
On adonc: Ze(z) = Ze(z) et Im(z) = — Im(z).

Proposition 4 Regles de calcul
Soient z;, 2o, ..., 2, € C.

1. Z_lz Z1-
1 _ 1 _
2. Re(zy) = E(Z1 +7z1) et Im(z;) = ?(Zl —21).
l

3. ZlER@lez_l et Zl€l.R<$Z1:—Zl.

4. Z1+2p=21+2) ,21 X2 =21 %2 et (—):

Z3
n n n
Plus généralement Y zx=> zr et [[zx=]]z.
k=1 k=1 _k:l k=1
Deplus:sileR, Az; = AzietsineN, z!' =7 ".

5. zxZ1=Re(z1)? + Im(z;)? e RY.

Définition 5 Module
Pour z € C, on pose |z| = \/Re(2)? + Im(z)? = V zz.
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Proposition 6 Regles de calcul
Soient z;, 2, ..., 2, € C.

1. Dans R, valeur absolue et module coincident.

2. | Im(z)|<1z1) et |Z%e(z1)| <zl

3. |z =lal=1-zl.

4. |z711=0et|z1|=0 < z; =0.
De plus: z; = |z1| < z; €R*.

5. |z1 x 22| = |z1| x |z2| doncsideRY, Az = Alz;].
Pour tout neN: |z"| = |z|".

21

Z2

_lal

6. Sizy #0:

|z2|

/\ Attention : en général |z; + zp| # |z1| + | z2|. Par contre il faut connaitre le calcul suivant :
21+ 221 = (21 + 22) X (21 + 22) = 21Z1 + 2122 + 2122 + 22Z3 = |21 * + |22 |* + 2 Re (21 Z2)

On aussi ’encadrement suivant.

Théoréeme 7 Inégalité triangulaire
Siz),zp€eC,ona:
ll211 = |22l| < |21 + 22| < |21] + | 22|

n n
Z Zr| = Z |z
k=1 k=1

Plus généralement i z1, 22, ..., 2, € C:

1.3 Rappels de trigonométrie

Proposition 8 Propriétés de symétrie

1.VxeR, sin(x + 27) = sin(x) et cos(x + 27) = cos(x)
VkeZ, sin(x+2km)=sin(x) et cos(x+2km) = cos(x)

2.VxeR, sin(—x) = —sin(x) et cos(—x) = cos(x)

Proposition 9 Valeurs remarquables

X 0| /6 /4 /3 | /2
sin(x) |0 1/2 | vV2/2|vV3/2] 1
cos(x) | 1|vV3/2|v2/2]| 1/2 | 0
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Pour retrouver ces valeurs ont peut se rappeler que :

2 2 V3 3 4
=1/2, —=4/= et 1=4/-.
4 2 4 4

O_\/ﬁ 1_\/T V2
Ve 2 V4o o2

Proposition 10 Formules de bases

1.VxeR,  sin’(x)+cos?(x)=1

b4 b/
2.VxeR, sin (x + E) =cos(x) et cos (x + E) = —sin(x)
3.VxeR, sin(x+m) =—sin(x) et cos(x+m) =—cos(x)

sin(wr —x) =sin(x) et cos(m—x)=—cos(x)

4.5in(x) =0 <«<— x=0[n] < dkeZl/x=kn

T b4
cos(x) =0 < sz[n] — EIkeZ/x:§+lcﬂ

Toutes ces formules se retrouvent aisément a I'aide du cercle trigonométrique!

1.VxeR,

2.VxeR,

Proposition 11 Formules fondamentales

cos(a+ b) = cos(a) x cos(b) —sin(a) x sin(b)
cos(a—b) = cos(a) x cos(b) +sin(a) x sin(b)
sin(a + b) = sin(a) x cos(b) + sin(b) x cos(a)
sin(a — b) = sin(a) x cos(b) —sin(b) x cos(a)
cos(2x) = cosz(x) — sinz(x) = 2cosz(x) -1=1- 2sin2(x)

sin(2x) = 2sin(x) x cos(x)

1+cos(2x 1—-cos(2x
donc cos®(x) = T() et sin®(x) = %

Ces formules se retrouvent a I'aide de '’exponentielle complexe.

Elles se démontrent géométriquement. Par exemple la formule d’addition pour le sinus se
démontre al’aide des figures suivantes, ot les triangles sont tous d’hypothénuse de longueur

égalea 1.

sin(A4) cos(B)

sin(A4+5)

cos(4) sin(B)
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Proposition 12 Formules de transformation

1.V (a,b) € R?, cos(a) x cos(b) = %(cos(a%— b) + cos(a— b))
sin(a) x sin(b) = %(cos(a— b) —cos(a+ b))

1
sin(a) x cos(b) = E(sin(a +b) +sin(a— b))

PQQ)COS(P_CI)

2.Y(p,q) eR?,  cos(p)+cos(q) :2cos(

2
_ owun(PT4\ . (P-4
cos(p) —cos(q) = Zsm( > )sm( 5 )
. . .. (Ptq p—q
sin(p) +sin(q) = Zsm( 2 )cos( 2 )
. . _ p+tqy . (P—4q
sin(p) —sin(q) = 2cos( > )sm( > )
= — Ptq
On passe de 1. 2 2. a l'aide des formules { © ~ ¢ tho_ fa= p2q -
q=a-b b=
Proposition 13 Fonctions tangentes et cotangentes
m m
I.Qtan:R\{E+kn/k€Z}:{xeﬂ%/x;éz (1}
Deotan =R\{kn [ ke z} = {xeR/x#0m}
sin(x) cos(x)
2.VX € Dan, tan(x) = et VX € Deotan, cOtan(x) = —
cos(x) sin(x)

six#0

/4 /4
—] , cotan(x) = = —tan (x+ —)
2 2

tan(x)

X 0| n/6 |n/d |\ n/3 | /2
tan(x) | 0 1/vV3| 1 V3 | +o0

4.VxeR VkeZ, tan(x + kx) =tan(x) et tan(—x)=-—tan(x)
tan(a) + tan(b)

1 —tan(a) x tan(b) ’
tan(a) — tan(b)

1 +tan(a) x tan(b) ;
2tan(a)

1 —tan?(a)

5.Sia,b,a+ b€ Dan: tan(a+b) =

sia,b,a— b€ Diy: tan(a—>b) =
sia,2a € Dian: tan(2a) =

0
6.Si0 #m[27] etsi f=tan (E) , on a les formules de I’angle moitié :

1—¢? 2t

. 2t
sin(@) = 122 cos(0) = T3 2 et tan(0) = -
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1.4 Forme trigonométrique d'un nombre complexe

Définition 14 Argument

Soit z € C*. On munit le plan d'un repere orthonormé direct (0; 7, 7). On appelle argument
de z tout mesure (définie modulo 27) de I'angle ( i ,OM) ou M est le point d’affixe z (ie de

coordonnées (Ze(z), $m(z))). On le note Arg(z).

Définition 15 Exponentielle complexe
Pour tout 6 € R, on pose el? = cos(0) + isin(H).
On définit ainsi la fonction exponentielle sur iR.

On a donc par définition Ze(e’) = cos(0) et Im (e’%) = sin(0).

Définition 16 Forme trigonométrique

SizeC* onaz=|zl (cos(Arg(z)) + isin(Arg(z))) = |z|eAT8@),

On dit qu’'on a mis le nombre complexe z sous forme trigonométrique.

On a donc: Ze(z) = |z| cos(Arg(z)) et Im(z) = |z|sin(Arg(z)).

Proposition 17 Regles de calcul pour 'argument
Soient z1, z, € C*.

1. Forme trigonométrique — Forme algébrique.
z1 =z1| x cos(Arg(zy)) + i x | z1| x sin(Arg(z;))

:%?(zﬂ :j;n((zl)
2. Forme trigonométrique — Forme algébrique.

(z1) Iml(z;)

[z1]

cos(Arg(z1)) = et sin(Arg(z;)) =

|21
|z1| = | 22|
Arg(z1) = Arg(zp) [27]

Arg(z1) = —Arg(z)) [27]

Arg(zy x zp) = Arg(z1) + Arg(zp) [27]
Arg(g—;) = Arg(z1) — Arg(zy) [271]
VneZ, Arg(z")=nxArg(z)[2n]

3. zlzz2<=>{

N o o

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/

62




1 Propriétés des nombres complexes

Proposition 18 Regles de calcul pour 'exponentielle complexe
Si 91, 92 e R.

. 1 . —_—
1. e £0et —5 = e 01 = eif = cos(0;) — i x sin(H7)
e

) |e"‘91 | =1 et Arg(eiel) =0, [27]

: : : . i0
. el(91+92) — 6101 x el@z et el(@]-@g) — zi_ei

2
3
4. Ynez, e =(e)"
5. x— e!* est 27-périodique
donc VxeR, VkeZ, e!*+2km = gix
6. el = el = 9, =0, [271]
et en particulier: e =1 < 6, =0127]

7. Onnote U ={z € C/|z| = 1}. Alors I'application :

R — U

est non injective, mais est surjective.

8. Formules d’ Euler.
et 4 e~i01 0 e
s(@;))= —— et si -
cos(64) 2 in(6,) oY
9. Formule de De Moivre.
VnezZ, (cos(@) +ixsin@))" = (e’e)" = e = cos(nh) + i x sin(nd)

10. Factorisation de I'angle moyen.
X—=)y ix _ iy _o;
et e~ —e’ =2ie

il _ =it

L x+y
)

)

ix i iy
e*+elV =2e'z2 xcos( 5

X sin(

Exemple: Pour x € R et n € Z, simplifier cos(x + nn) et sin(x + nm).

1.5 Applications des formules de De Moivre et d’Euler

Les formules de De Moivre et du bindme de Newton donnent :

n

VneN,VOeR, cos(nd)+isin(nd) = cos(®) +isin(@))" = Y (Z) cos™ % 0)i*sin* ()

k=0

d’ou en séparant parties réelles et imaginaires :

cos(nf) = ) (—l)p( " )cos”_z” 0) sin®” (0)
0=2p=n 2’9
= cos"'(0) - (Z) cos’" 2 (0) sin®(0) + (Z) cos" 4@ sin* (@) — ...
n
sin(nf) = (-1P cos" 2P~ (@) sin?P*1(9)
052,;1@ (219 + 1)

(’11) cos" 1 (0) sin(0) — (:) cos" 3@ sin@) +...
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Exemple: cos(20) = cos®(0) —sin®(0) =2cos*(@) —1, cos(30) =4cos®(@) —cos(@) Etc...

Inversement on peut «linéariser » des expressions polynomiales en cos(0) et sin(f). En ef-
eif1 4 o=if1 eif1 _ o=ifh
fet partant de cos(6;) = — et sin(f,) = — on peut développer cos”(0) et
i

sin” (@) grace a la formule du bindme de Newton, et obtenir des expressions en cos(p0) et
sin(p0).

Ces calculs sont a la base de la définition des polynomes de Tchebychev.

Exemple: Linéarisation de sin3(x) x cos?(x) :

3 ) eix _e—ix 3 eix _l_e—ix 2
sin”(x) x cos”(x) - X
21 2

1 /. ) ) ) ) )

= _E(eﬁx_ez?:x_zelx+2e—1x+e—13x_e—z5x)
1

= —ﬁ(sin(Sx) —sin(3x) — 25in(x))

Ce genre de calcul prendra toute son importance en calcul intégral.

2 Equations polynémiales complexes

2.1 Racines n1M®S @’yn nombre complexe

Rappel. Pour n € N*, la fonction x — x” est une bijection de R* sur R*. Elle admet donc
1

une bijection réciproque de R* sur R™ notée x — x7n = {/x.

AinsisixeR", aeR* : x"=a < x= {/a.

Exemple: /8 = 2.

2.1.1 Racines n'MeS de Punité

Soit n € N*. On va résoudre I'équation z" = 1 d’inconnue z € C.
Dans R, les solutions sont z = 1 si n impair, et z = +1 si n pair.

Dans C, on a le résultat suivant.

Théoréme 19 Racines n1€MeS de Punité
Léquationz” =1a exactement 7 solutions: el pour k € [0, n—1]. Ces nombres complexes
sont appelés racines n'¢™M€S de I'unité. On note U, 'ensemble de ces nombres.

On pose w;, = el . Ce complexe est appelé racine primitive ni€Me 4o P'unité. Les racines

n'®MeS de 'unité sont alors : Uy, = {1,wp, 0%,..., 0" 1}

Démonstration : Comme 0 n’est pas solution, on peut supposer z # 0 et utiliser la forme
trigonométrique de z : z = re’? avec r > 0, 0 € [0,27[ (détermination principale de Arg(z)).
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Alors::
Z"=1 = (re’e)n =1
— rneinH -1= eiO
r>0 r't=1 méme module
= R
nf =0[2n] meéme argument
S r=1
0=0[z
= r=1
Jkez/0 =23z

2k
Mais on cherche 6 € [0, 27]. Il faut donc prendre k € Z tel que 0 < 7 2m,ie k€ [0,n—1].
n

2k

Onadonc: z"=1<=3ke[0,n—1/,z=e€"n . ensemble des solutions est donc :

P = {ei%/ke [0,n—11}
A priori on a donc au plus 7 solutions. Mais si (k, k') € [0, 72— 1]?:

== =

2k 2k 7 Zkﬂ Zk,n'
e n zel'n —= —=—[27]
n n

— 3dApeZik=kK+pn

or—(n—1)<k-k'<n-1donne p=0.Ainsi k=k'.

On vient de prouver que I'’équation a exactement n solutions.

Exemple:Pourn=1,U;={l}etw;=1; pourn=2,U,={-1,1}etws=-1.

1 V3

—_ - 270
Pourn=3,U3={1,j,jlavec j=w3=e'3 = —5+i7.
Pourn=4,U,=1{1,-1,i,—i} etws = 1.

Exemple: Si n > 2, 1a somme des racines n'*™M®S de I'unité est égale a 0.

CQFD [

Proposition 20 Interprétation géométrique

Les racines n'®™M®S de 'unité forment les sommets d'un polygone régulier a n cotés.

La figure suivante représente les racines cubiques, 4-iemes et 6-iemes de 'unité :
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Et celle-ciles racines 11-iemes de I'unité :

Racines 11ieme de l'unité

)

2.1.2 Racines ni€Mm

€S @’un nombre complexe

Soient n € N* et a € C. On va résoudre I'’équation z" = a d’'inconnue z € C.
Si a =0, on a une unique solution : z = 0.

Si a #0, on a le résultat suivant.

Théoréme 21 Racines n*™M€S ¢un nombre complexe

Pour tout nombre complexe a = pe’® non nul, I'équation z” = a admet exactement 7 solu-
LN L
tions appelées racines n'®™®8 de a. Elles sont de la forme {/pe @2 = zi0* ke [0,n-1],
N [ & . L.
ol zg = {/pe’n estlaracine « évidente » de z" = a.
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Démonstration : On met a sous forme trigonométrique : a = pe’® avec p >0 et a € [0, 27[.

2 . . P | &
On remarque que I'’équation z” = a a une racine « évidente » : zo = {/pe'n. Alors:

Z"=1 = zZ'=2z]
z n
— |—| =1
20
z . ie .
< = estuneracine n'®™€ de I'unité
20
< k
— 3Jke[0,n-1]/ —=w

20 n

«— 3Jkelo,n-1]/z= ¢ pe%(a+2kn)

On obtient donc au plus 7z solutions. Comme précédemment, on peut facilement vérifier
qu’il y en a exactement n. On a donc exactement 7 solutions.

CQFD I
Exemple: Les racines 41€M€S de 1 —j sont: 28e~/15, —25¢ /15, 28! 16 et 29e
2.2 Equations du second degré a coefficients réels
On veut résoudre dans C I'équation (E) d’inconnue z: az> +bz+c =0, (a,b,c) eR3 et a # 0.
A\ Le cas a, b, c complexes n’est pas au programme.

Pour cela on introduit le discriminant de I'équation : A = b® — 4ac € R.

Théoréeme 22 Résolution des équations du second degré a coefficients réels

1. SiA=0, (E) aune unique solution réelle z = — Y

a
-b+VA
2. SiA >0, (E) adeux solutions réelles distinctes : z = 27\/_
a
-b+iv-A
3. SiA <0, (E) adeux solutions complexes pures conjuguées : z = —y
a

Théoréme 23 Théoréme de Viet
On note z; et zp les solutions de (E) (z1 =z, si A =0).
1. Ona:
VzeC, az’+bz+c=ax(z—z1) % (z—2p)
21+ 22 = g

etdonc: c
21 X Zp = P

+y=s

2. Réciproquement si x et y sont solutions du systeme { alors x et y sont les

2

racines de I'équation: z“ —sz+ p =0.
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+y=2
Exemple: Résoudre { Yy
xy=2

Corollaire 24 Signe d’'un trindme du second degré a coefficients réels
Si(a,b,c) eR3 avec a # 0.

1. Si A >0 alors ax® + bx + c est « du signe de a en dehors des racines ».
Plus précisément, si x; et x, sont les deux racines réelles de I'équation ax?+bx+c =0,
avec X1 < X, alorspoura>0:

X —00 X1 X +00
signe de
8 + 0 - 0 4+
ax“+bx+c
etpoura<o0:
X —00 X1 X2 +00
signe de
8 - 0 + 0 -
ax-+bx+c

2. Si A <0 alors ax® + bx + c est du signe de a sur R (donc de signe constant).
Si A <0 alors ax? + bx + c estdu signe de a sur R, au sens strict.
Si A =0 alors ax? + bx + ¢ s'annule en un unique réel xo, et est du signe de a sur R\ {x}
au sens strict.
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3 Exercices

3 Exercices

Exercice 1 Résoudre dans R les équations ou inéquations trigonométriques suivantes :

2cos(2x+%)=v3; sinxs-3; cos2x)20; tanx<1; tan(x+Z%)>-1;

2cos?x+3cosx+1=0; sin?x+3cosx—1<0; cos(2x)—+3sin(2x)=1;
sin (2x + %) = cos® (x + £).

Exercice 2 Déterminer les nombres complexes z tels que

lzl =|z=6+5i|, |z+il=2, zQz+1)=1, |z? =]z,
ZHleR, Re(Z7)=0 et Arg(2E)=-1 [nl.

5z—3 z—i

. : . . ; ; —eld o .
Exercice 3 Soit § € [0,27]. Déterminer module et argument de 1+ e?, 1 — e’ et ﬁ Faire

de méme avec: (1 + i)3. Donner la forme algébrique de —;gi

Exercice 4 (ldentité du parallélogramme) Montrer que :
V(z1,22) €C?, |21+ 2l* +1z1 - 22l* =2 (1211 +1220?).
Interpréter géométriquement.
n n
Exercice 5 Soient (n, p) € N tel que p < n. Calculer Z k puis Z z* pour tout z € C.
k=p k=p

Exercice 6 Résoudre dansR: cosf; = cos8s, sinf; = sinf,, tanf; = tan0O,.

Exercice 7 Soit n € N*. Résoudre dans ]0, [ I'équation : cos(nf) = 0. Donner le nombre
exact de solutions.

Exercice 8 Linéariser les expressions :

cos®x; cos?xsin*x; sin’x; cos?(2x)sin®x; cos(2x)cos? x.

n n
Exercice 9 Calculer les sommes : Z cos(kx) et Z sin(kx) pour xe Ret ne N.
k=0 k=0

Exercice 10 Calculer la somme pour tout entier n € N :

n n
> (=D |sintkb+a),
k=0 k
ou a et b sont deux réels donnés.

Exercice 11 Calculer cos(5a) et sin(5a) en fonction respectivement de cos(a) et sin(a). En

déduire la valeur de cos 110.

Exercice 12 Simplifier les expressions (1 + j)°, ﬁ, A+%et(1+j%)" (neN).

Exercice 13 Résoudre les équations suivantes : Zd—i=0etz®=-2+10)3.

Exercice 14
x+y = 2

1. Résoudre dans R : (S){ .
xy = -1
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2. Onpose:w=e'7,u=w+w?+o0* et v=0w’+w’+wb. Calculer u+ v, uv et en déduire
la valeur de u et v.

Exercice 15 Soit n e N*. RésoudredansC: (z+1)" =i(1 - 2)".

o n—-1
Exercice 16 Soit ne€N*.On pose:w = el Calculer: ¥ (1+wh™.
k=0
Exercice 17 Onnote E={zeC/ fm(z) >0let F={zeC/|z| <1}

. z—1i
1. Montrerque:VzeC, z€E=> o e F.

2. On définit alors 'application :

f:E — F
z—1i
Z e —_—

zZ+1i

Etablir que f est bijective de E sur F. Déterminer I'application f 1.
3. On considere le plan muni d'un repere orthonormé direct.
(@) On note E; = {z€ E; Ze(z) = 0}. Déterminer 'ensemble f(E;) et le représenter
graphiquement.
(b) On note E, = {z€ E; |z| =1} . Déterminer I'ensemble f(E>) et le représenter gra-
phiquement.

Exercice 18 Soit f: C* — C définie par f(z) = 1 (z+1). On identifie z € C et le point M,
d’affixe z.

1. Quels sont les points z invariants par f?

2. Quelle est 'image par f du cercle trigonométrique T ?

3. Quelle est I'image réciproque par f de la droite réelle ?

Exercice 19 Il s’agit de montrer que, pour n=2,0na:

n
> %k

k=1

n
= Z |zx] < tous les zx ontle méme argument

V(zl’---)zn)e(q:*)n’ (
k=1

1. Montrer que :

tous les z; ontle méme argument —

n
> %
k=1

n
= |zl
k=1
2. Montrer que, pourn=2,ona:

Y(z1,...,2,) €C",

n
> 2k
k=1

n
<) lzl
k=1
3. Vérifier que, pour z; et zp non nuls:
|z1 + 22| = |z1] + 21| = z; et zp ontle méme argument
4. En déduire par récurrence que, pour n =2 :

n
> 2k
k=1

n
= Z |zx| = tous les z; ontle méme argument

V(Zl,...,zn)E(C*)n, (
k=1
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Chapitre 4

Suites réelles

1 Propriétés générales de suites réelles

1.1 Rappels sur les propriétés de R
1.1.1 Relation d’ordre

Si (x,y) €R?, onnote x< ylorsque x< yetx# y.Onadonc: x<y = x<y.

Exemple: 2 <3 donc2<3.

Proposition 1 Regles de calcul
Soient x1, x2, y1, y2 €R.

1. Pour’addition.
ex1 <=y =>VzeER, x1+z2=sy1+2

=N }:x1+x2<J/1+J/2
X2=)2

*X1=)1——-)1=—X1

2. Pour la multiplication.
e X1=)y1=>Vz=20,xxz=yxz
0<x; < h4!

° OSXZSyg }Z>OSX1X)C2§J/1XJ/2

1
<=y =0<—=—
yi x1

/\ Attention : on ne peut pas soustraire ou diviser deux inégalités!

1.1.2 Valeur absolue

Définition 2 Valeur absolue
xsix=0

Pour toutx € R, on pose |x| = max(x, —x) = . .
—-xsix<0
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CHAPITRE 4 : Suites réelles

Proposition 3 Regles de calcul
Soient x, y € R.

1. —|x|=<x<|x|.

.Siaz0:|x|<sa<e— -a<x<a.

2

3. |—x|=|x|.
4. |xxyl=IxIx|yl donc VneN,|x"|=|x|".
5

. Inégalité triangulaire.

[Ixl=1yl] < lx+ yI < |x|+]yl
avec égalité a droite si et seulement si x et y de méme signe.

n n
Plus généralement si x1, Xz, ..., X, €ER, ona: [ Y xg| < ) |xgl.
k=1 k=1

1.1.3 Intervalles

Soient a, beR.

[a,b] = {x € R/ a < x < b} intervalle fermé borné = segment;
[a,b[={x € R/ a < x < b} intervalle borné;

la,b] = {x € R/ a < x < b} intervalle borné;

la,bl={x € R/ a < x < b} intervalle ouvert borné;

[a, +oo[= {x € R/ a < x} intervalle fermé;

la, +oo[= {x € R/ a < x} intervalle ouvert;

] — o0, b] = {x € R/ x < b} intervalle fermé;

] —o0, b[={x € R/ x < b} intervalle ouvert;

] — o0, +0o[= R intervalle ouvert et fermé;

Théoréme 4 Caractérisation des intervalles
Soit I < R. Alors:

I estunintervalle <= V(x,y) € I’, x< y=Ixylcl

Définition 5 Intérieur et extérieur d’'un intervalle
Soit I un intervalle. On pose :

o
— I = I privé de ses bornes = intérieur de I. C’est un intervalle ouvert.
— I = I union ses bornes = adhérence de I. C’est un intervalle fermé.
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On a bien évidemment I < I < I. A\ Attention : ne pas confondre la notation de 'adhérence
avec celle du complémentaire...

1.1.4 Partie entiere

Définition 6 Partie entiére

Si x € R, on admet qu’il existe un unique ne Ztelquen<x<n+1.
Onle note n = | x] ou E(x), et on I'appelle la partie entiére de x.
Elle est donc caractérisée par: |x] € Zet [x] < x < [x] + 1.
Onaaussi: x—1<|x] <x.

. ) . . |nx]
Exercice 1 Pour x € R, déterminer lim ——.
n—+oco n

1.2 Lessuites réelles

Définition 7 Suite réelle
Une suite réelle est une application u:N — R.
Lensemble des suites réelles est donc & (N, R), ou RN, ou encore . (R).

Notations : pour n € N, le réel u(n) est noté u,,.

La suite u est alors notée (u;) zen, Ou (¢4,), ou encore (g, Ug,..., Uy,...) (comme une famille
de réels indexée par N).

A\ Attention : il ne faut pas confondre le réel u,, et la suite (uy,).

On peut aussi définir les suites complexes u : N — C mais leur étude n’est pas au pro-
gramme.

Définition 8 Opérations sur les suites
Soient (u,) et (v;) deux suites réelles.

1. Addition. (u,) + (v,) = (u, + vy).
2. Multiplication parunréel. SiA € R, A x (u,,) = (A x uy).

3. Multiplication. (uy) x (v) = (Uy X Vy).

Proposition 9 Regles de calcul
Les regles de calcul sont les mémes que dans R.

Définition 10 Suite définie a partir d’'un certain rang
Soient ny € N. On appelle suite réelle définie a partir du rang n( toute application u :
[no, +oo[— R. Cette suite est notée (i) y=n, -
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1
Exemple: (-1)"), » (27),,cn €t (—) :
nJn=1

Définition 11 Propriété vraie a partir d’'un certain rang
Soit P(n) un prédicat qui dépend de n € N. On dit que P(n) est vraie a partir d'un certain
rang (a.p.c.r.) lorsqu'’il existe ng € N tel que, pour tout n = ng, P(n) est vraie.

1.3 Propriétés des suites réelles

Définition 12 Suites majorée, minorées, bornées

1. Ondit que (u;) est majorée lorsqu’il existe un réel M telque: VneN, u, < M.
2. Ondit que (u;) est minorée lorsqu’il existe un réel m tel que: VneN, u, = m.

3. Ondit que (u,) est bornée lorsqu'’il existe deux réels m et M tel que :
VneN, m<u,<M.

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang.

Théoréeme 13 Ona:
(un) bornée < (|u,|) majorée

Définition 14 Suites monotones

1. Ondit que la suite (u,) est croissante lorsque: VrneN, u;, < ;4.
2. Ondit que la suite (u,) est décroissante lorsque: VneN, u, = t41.

3. Ondit que la suite (u,) est stationnaire lorsque : VneN, u, = t;41.
Ceci équivaut a ce qu’elle soit a la fois croissante et décroissante.

4. On dit que la suite (u,) est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang.
/\ Attention : en général une suite n’est pas monotone, c’est-a-dire ni croissante et ni dé-
croissante (on verra un exemple plus loin).

Définition 15 Suites strictement monotones

1. Ondit que la suite (u,) est strictement croissante lorsque: VneN, u, < t;41.
2. Ondit que la suite (u,) est strictement décroissante lorsque : Vn e N, u;, > 1.

3. Ondit que la suite (u,) est strictement monotone lorsqu’elle est strictement croissante
ou strictement décroissante.
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Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang. Pour les suites on ne s’'intéresse
p p 8
généralement pas a la monotonie stricte, mais seulement a la monotonie au sens large.

Rédaction :

1. On fixe n € N, et on détermine le signe de u,+; — u,. S’il ne dépend pas de n a partir
d’un rang ny alors (u,) est monotone a.p.c.r..
Plus précisémentsi u,4+1 — u,, = 0 pour n = ny, alors (u,) est croissante a partir du rang
ng; si Up+1 — Uy <0 pour n = ng, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny.

Upn+1

2. Si uy, >0 a.p.c.r. alors on compare avec 1:

n

. Un+1 . . . R .
—si > 1 a partir d'un rang ny, alors (u,) est croissante a partir du rang ng;

Un
Un+1

Un

—si <1 a partir d'un rang ny, alors (u,,) est décroissante a partir du rang n.

Un+1
Un

3. Si u;, <0a.p.c.r. alors on compare avecl:

Un+1

—si > 1 a partir d'un rang ny, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny;
Un

Un+1

—si <1 a partir d'un rang ny, alors (u,,) est croissante a partir du rang ny.

n

p 1
Exemple: Etudier la monotonie de (—) et (-1)") ,en-
nJn=1

2 Limite d’une suite

2.1 Suites convergentes - Suites divergentes

Définition 16 Suite convergente
On dit que la suite (u,) converge vers ¢ € R lorsque :

Ve>0,3dngeN/Vn=ng, lu,—¥€|<¢

Onlenote lim u, =¢oulimu, =/, ouencore u,, — ¥¢.
n—+oo n—+oo

Dans cette définition on peut remplacer |u, —¢| < € par |u, - ¢| <e.

Deplus|u,—¥¢|<e < u, €[l —¢,¢+e¢] :donc a.p.c.I. u, est «aussi proche que 'on veut »
de 4.

Remarquez que le ny qui apparait dans la définition dépend de ¢. Parfois on le note ng(€)
pour ne pas perdre de vue cette dépendance.

1
Exemple: lim —=0.
n—+oo n
/\ Attention : la limite ne doit pas dépendre de n. Par exemple on ne peut pas dire que

1
lim wu, = —, celan’a aucun sens!
n—+00 n

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 75



CHAPITRE 4 : Suites réelles

Théoréeme 17 Unicité de la limite
Si une suite converge, alors sa limite est unique.

Définition 18 Suite divergente
Lorsqu’une suite n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.

Définition 19 Limite infinie
1. Ondit que la suite (u,) diverge vers +oo lorsque :

VAeER, dngeN/Vn=ny, u, = A

Onle note lim u, = +ocooulimu, = +oo, ou encore u,, — +oo.
n—+oo n—+oo

2. Ondit que la suite (u,) diverge vers —oco lorsque :
VAeER, dngeN/Vn=ny, up, <A

Onlenote lim u, =-ocooulimu, =-o0, ouencore u,, — —oo.
n—+oo n—+oo

Dans cette définition on peut remplacer u, = A (resp. u, < A) par u, > A (resp. u, < A).
Remarquez que le ny qui apparait dans la définition dépend de A. Parfois on le note ny(A)
pour ne pas perdre de vue cette dépendance.

Exemple: lim n? = +oo.
n—+oo

Proposition 20 Lien entre convergence et divergence
Une suite qui diverge vers +oo ne converge pas.

Définition 21 Divergence de premiére ou seconde espéce
Une suite qui diverge vers +oo est dite divergente de premieére espece.
Une suite qui n’a pas de limite est dite divergente de seconde espece.

/\ Attention : la plupart des suites sont divergentes de seconde espéce.

Exemple: La suite ((—1)"), ., est divergente de seconde espéce (nous en verrons la preuve
plus tard).
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Théoréme 22 Premiers termes et nature d’une suite

En modifiant un nombre fini de termes d’une suite (#,), on ne change pas sa nature (ie le
fait qu’elle soit convergente ou divergente de premiere ou seconde espece). Dans le cas ol la
suite est convergente, on ne modifie pas non plus la valeur de sa limite.

2.2 Propriétés des suites convergentes

Lemme 23 Une suite bornée a.p.c.r. est bornée a partir du rang 0.

Théoréeme 24 Convergence et bornitude
Une suite convergente est bornée.

/\ ATTENTION! La réciproque est fausse : une suite bornée n’est en général pas conver-
gente, comme le montre I'exemple de la suite ((—1)") Par contre, on verra qu'une suite
monotone et bornée converge.

neN-*

Théoréme 25 Limite et signe
Si une suite (u,) converge vers un réel £ > 0 (resp. ¢ < 0), alors u; > 0 a.p.c.r. (resp. u, <0
a.p.c.r.).

Proposition 26 Quelques résultats techniques
1. (uy) converge vers ¢ < (u, —¥¢) converge vers 0;

2. (up) converge vers 0 < (|uy,|) converge vers 0
donc (u,) converge vers ¢ < (| u,—"> |) converge vers 0

Théoréme 27 Passage a la limite dans une inégalité

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r.. On suppose que (uy)
converge vers ¢ et (v,) converge vers L.

Alors ¢ < L.

/\ Attention : Vn = ng, u, < v, ne donne pas limu, <limuv,,.
2

Contre-exemple: u, = —et v, = —.
n n
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Corollaire 28 Localisation de la limite
Si (u,,) est a valeurs dans un intervalle I d’extrémités a et b a.p.c.r., et si (u,) converge vers ¢,
alors¢ € I =1a,b].

2.3 LensembleR

On pose R = RU {—00, +00} = [—00, +00].

On dit que lim u,, existe dans R lorsque (u,,) a une limite (finie ou infinie), ie lorsque (u,,) est
convergente ou divergente de premiere espece.

Définition 29 Regles de calcul

1. VxeRU{+0o0}, x + (+00) = (+00) + X = +00
A\ (—00) + (+00) n'est pas défini;
VxeRU{—oo}, X+ (—00) = (—00) + X = —00

X X 0

2. VxeR,— =——=0etdonc—=0

+00 —00 +oo

*oo .
/\ — n’est pas défini.
*oo
, TOO
3. VxeR", — =+o00
X

+oo
A e n’est pas défini;

Vxe@*,lz +oos%x>0
ot —00six<0
—x X — i
VxeR,—:{ oos%x>0
0~ +oosix<0
0 0 o
A0—+et6ne sont pas définis.
= +oosix>0
4. VxeR,xx(+oo):(+oo)xx:{ oo%x
—0081x<0
= —o0o0six>0
VxER,xx(—m):(—w)xx:{ oS!
+oosix<0

A\ 0 x +o0o n’est pas défini.

2.4 Théoremes généraux sur les limites

Dans le théoreme suivant, on utilise les propriétés de R définie précédemment.
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Théoreme 30 Limites et opérations algébriques
x1ste existe . —

Soient (uy) et (v;,) deux suites réelles telles que lim u, /eRetlim v, = LeR.
1. Valeur absolue. lim || ex1ste 4
2. Addition. lim(u,, + v;) ex1ste (+1, /\ saufla forme indéterminée (+00) + (—00).

3. Multiplication parunréel. Va € R, lima x u, = a xlimu,,
/\ saufla forme indéterminée 0 x +oo.

4. Multiplication. lim(u, x v,) =¢ x L, /\ saufla forme indéterminée 0 x +oo.
Up up, ¢

5. Quotient. Si L # 0, alors ( ) est définie a.p.c.r. et lim — = —
Un v, L

+o00 0 o0
/\ saufles formes indéterminées Too OF et o
+oo

/\ ATTENTION : en général lim(u,, — v,,) = 0 ne donne pas limu, = limv,, ... Il faut en effet
que lim u,, et lim v, existent!

lim b,

/\ ATTENTION : ce théoréme ne dit pas que lim abr = (nlirp an)”—'+°° . Par exemple,
—T00 —T1T00
1
onverraque lim (1 + —) =e#l.
n—+o0o n

Théoréeme 31 Théoreme d’existence de la limite par encadrement

1. Version limite finie.
Si (uy), (vy) et (wy) sont trois suites réelles telles que u;, < v, < w, a.p.c.r.,, et (u,) et
(wy,) convergent vers la limite £.
Alors (v,,) converge vers £.

2. Version limite infinie.
Si (u,) et (v,) sont deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r,, et (u,) et (u,) diverge
vers +oo (resp. (v,) diverge vers —oo).
Alors (v,,) diverge vers +oo (resp. (u,) diverge vers —oo).

/\ Attention : ne pas confondre avec le théoréme de passage a la limite dans une inégalité.
Dans le théoréme d’existence de la limite par encadrement on montre I’existence de la limite
de (v,), alors que dans I'autre théoréme c’est une des hypotheses de départ.

-n" cosn

Exemple: On peut montrer que nl_l)moo = 0 ou que nl_lgl@ n

=0.

Corollaire 32 Preuve d'une convergence par encadrement
Si on a deux suites réelles (u,) et (a,) telles que |u;, — ¢| < a, a.p.c.r,, et lima, = 0 alors

. existe
limu, "= =¢.
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Théoréme 33 Composition d'une suite par une fonction
Soit (u;) une suite réelle de limite | ¢ € R.

Soit f: I — Rtelleque lim f(x) exs te@]e R.
e[ ]

. existe
Alors nEerf(un) = (al.

Exemple: lim sin(x) n’existe pas.
X—+00

2.5 Suites d’'indices pairs et impairs

Définition 34 Suite extraite
Soit (u,) une suite réelle. On appelle suite extraite de (u,) toute suite de la forme (uy(;)) ol
¢ : N — N application strictement croissante.

Exemple : (1), (Un+1), (U2p) et (Uzp41) sont des suites extraites de (u,). Mais (uz)) et
(U]1-cos(n)]) N'€N SONt pas.

Théoréeme 35 Limite des suites extraites
- existe = L . .
Silimu, “=" ¢ €R, alors pour toute application ¢ : N — N strictement croissante, on a
. existe
limuyy = 4.

On a une réciproque dans le cas de suites extraites recouvrantes, ie que I'union des suites
extraites redonnent toute la suite de départ. Le seul cas au programme est celui des suites
extraites d'indices pairs et impairs.

Théoréme 36 Théoréme des suites extraites recouvrantes
Si (u,,) est une suiteréelleet /e R, on a:

Iim u,=¢ < lim w,=¥¢|et| lim u =/
m Jm vz = £[et] Hm uzni

On peut aussi montrer aisément (par simple décalage d’indice) que:limu, = ¢ <= limu,_; =
(= limu,,; ="¢.

Exemple : Montrer que la suite ((—1)”)%,\I est divergente de seconde espece (ie n’a pas de
limite).
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2.6 Bornes supérieure et inférieure dans R

Définition 37 Partie majorée, minorée, bornée
On se donne une partie A de R, non vide.

1. Unréel M est un majorant de Alorsque:Vxe A, x < M.
Si A admet au moins un majorant, on dit que A est une partie majorée.

2. Unréel m est un minorant de Alorsque:Vxe A, m < x.
Si A admet au moins un minorant, on dit que A est une partie minorée.

3. On dit que A est bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire qu’il
existe (m, M) e R? tel que: Vx€ A, m< x < M.

Il est clair qu'un partie majorée (resp. minorée) admet une infinité de majorants (resp. de
minorants).

Proposition 38 Partie bornée et valeur absolue
Si A est une partie de R, non vide : A estbornée <= AM e R/ Vx € A, |x| < M.

On peut reformuler ce résultat ainsi : A est bornée si et seulement si | A| est majorée.

Définition 39 Maximum et minimum
Soit A est une partie de R, non vide.

1. Un réel b est un maximum de A lorsque b € A [et| b est un majorant de A : Vx € A,
x < b. S'il existe, le maximum est unique et est noté : b = max A. On 'appelle aussi le
plus grand élément de A.

2. Un réel a est un minimum de A lorsque a € A b est un minorant de A : Vx € A,
a < x. S'il existe, le minimum est unique et est noté : a = min A.On 'appelle aussi le
plus petit élément de A.

Définition 40 Bornes supérieure et inférieure
Soit A est une partie de R, non vide.

1. Si’ensemble des majorants de A, noté &4 = {M € R/ Vx € A, x < M}, est non vide et
admet un plus petit élément b, alors b est appelé borne supérieure de A, notée sup A.
sup A est donc le plus petit majorant de A, et en particulier A est majorée par sup A :
Vxe A x<supA.

2. Sil’ensemble des minorants de A, noté &%, = {meR/ Vx € A, m < x}, est non vide et
admet un plus grand élément a, alors a est appelé borne inférieure de A, notée inf A.
inf A est donc le plus grand minorant de A, et en particulier A est minorée par infA :
Vxe A, infA < x.
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Proposition 41 Lien entre maximum et borne supérieure

1. Si A estune partie non vide de R et si A admet un maximum, alors A admet une borne
supérieure et sup A = max A.

2. Si A estune partie non vide de R et si Aadmet un minimum, alors A admet une borne
inférieure et inf A = min A.

/\ Attention : par contre une partie A peut avoir une borne supérieure sans avoir de maxi-
mum !

Théoréeme 42 Caractérisation de la borne supérieure
Soient A une partie non vide de R.

1. Soit b € R. Alors :

b est i tde A;
b:supA<=>{ est un majorant de

il existe une suite (x;) a valeurs dans A et convergente vers b.
2. Soita e R.

. b est un minorant de A;
Alors a =infA «<— {

il existe une suite (x,) a valeurs dans A et convergente vers a.

Exemple: Etudier max A et sup A pour A=[0,1] et A=[0,1[.

Théoréeme 43 Théoréeme fondamental de la borne supérieure

1. Si A estune partie de R non vide et majorée, alors A admet une borne supérieure.

2. Si A est une partie de R non vide et minorée, alors A admet une borne inférieure.

Proposition 44 1. Si A et B sont deux parties non vides de R telles que A < B et B est
majorée, alors A est majorée et sup A < sup B.

2. Si A et B sont deux parties non vides de R telles que A < B et B est minorée, alors A est
minorée et inf B < inf A.

2.7 Propriétés des suites monotones

Nous allons donner deux théorémes sur les suites monotones qui permettent de prouver la
convergence d’'une suite sans savoir calculer sa limite
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Théoréme 45 Théoréme de lalimite monotone
Soit (u;) une suite réelle.

1. On suppose (1) croissante :
e si (u,) est majorée, alors (u;) est convergenteet VneN, u, <limu,;
e si (u,) n'est pas majorée, alors (u,) diverge vers +oco.

2. On suppose (uy) décroissante :
e si (uy) est minorée, alors (u,) est convergente et Vn e N, limu, < u,;
e si (u,) n'est pas minorée, alors (u,) diverge vers —oo.

Retenons qu'une suite monotone a toujours une limite (finie ou infinie).

Définition 46 Suites adjacentes

(i) (uy) est croissante et (v,) est décroissante a.p.c.r.;
(ii) lim (u,—-v,) =0.
n—+oo

Soient (u,) et (v,;) deux suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes lorsque :

Sous les conditions (i) et (ii), on a u, < v, a.p.c.r..

Théoreme 47 Théoreéme des suites adjacentes
Si (uy) et (v,) sont adjacentes alors elles convergent vers une méme limite.

Exemple : Tout réel est limite de deux suites adjacentes de rationnels.
110" x] _[10"x) +1

10" T 1on
Ces deux suites sont a valeurs dans Q, sont adjacentes, et convergent vers x.

Si x € R, on pose pour tout n€ N : u, =

3 Exemples de suites

3.1 Suites arithmétiques

Définition 48 Suite arithmétique

Une suite (1) zen est dite arithmétique de raison r e Rlorsque: VneN, u,41 = uy + 7.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/

83




CHAPITRE 4 : Suites réelles

Proposition 49 Formules autour des suites arithmétiques

1. VneN, u, = up+ nr; Plus généralement : V(n, p) € N2, u, = up+(m—pr.

2. Sir=0: (up)pen stationnaire égale a u.
Sir>0: (up)nen est croissante (strictement), divergente vers +oo.
Sir <0: (up)nen est décroissante (strictement), divergente vers —oo.

3. Pour tout (n, p) € N? tel quen=p:

premier terme + dernier terme
2

n Up+up
Z Ugr=Mmn-p+ DT =nombre de termes x
k=p

Exemple: uy=0etr=1donnent VneN, u, = n. On retrouve les formules :

et k=
- 2

ik:n(n+l) L (n—p+1)(n+p)
k=0 k_p

3.2 Suites géométriques

Définition 50 Suite géométrique
Une suite (u,) zen est dite géométrique de raison g € Rlorsque: VneN, U, = g x uy.

Proposition 51 Formules autour des suites géométriques

1. VneN, u, = upq"; Plus généralement : V(n, p) € N?, u, = u,q" P (si n < p il faut
supposer g #0).

2. Sir=0: (up)pen stationnaire égale a 0 a partir du rang 1.
Si g >0: (u#,)nen €St MONOtone.
Si g <0: (uy)nen N'est pas monotone.

+oo sig>1
3. lim q"= 1 sig=1
n—-+oo . .
0 si-l<g<lielqgl<l

et lim ¢" n'existe passig<-—1.
n—-+oo

4. Pour tout (n, p) € N? tel quen=p,onapourq#1:

n 1— qn—p+l ' 1-— I‘aisonnombre de termes
Z Uy = ugq” —————— = premier terme x -
k=p 1-¢g 1 —raison
etpourg=1:

n
Z ur = (n— p+1)uy = nombre de termes x premier terme
k=p
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/\ ATTENTION!Si (x,,) est une suite a valeurs dans ]—1, 1[, on ne peut pas dire que nlirP (xp)" =
— 100

1\/* 1
0. Par exemple, nous verrons a la fin du chapitre que : lim (1 - —) =-—.
n—+oo n e
upeER
VneN, uy1=u
limite éventuelle de (i,,) en .-

n
, ,vérifierque:VneN, u, = u(()2 ). En déduire la

Exemple : Pour la suite {
n

3.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 52 Suite arithmético-géométrique
Une suite () ey est dite arithmético-géométrique de parametres (a, b) € R? lorsque :
VneN, uy,y1 =au,+b.

Remarquons que si a = 1, alors (u,) nen est arithmétique de raison b, et si b= 0, alors (u) sen €St
géométrique de raison a. Dans la suite, on supposera que a # 1.

On va calculer le terme général u, en fonction de n, mais cette fois la formule est trop com-
pliquée pour étre apprise, il faut donc uniquement retenir la méthode utilisée.

Méthode : on commence par déterminer le point fixe £ € R associé a la relation de récurrence.

Il vérifie ¢ = a¢ + b, donc ¢ =

l1-a

Ensuite on définit une suite auxiliaire (x,)en par: Vr e N, x, = u, — £. Cette suite est alors
géométrique de raison a, en effet :

VneN, xpi1=ups1—f=au,+b—¢=alx,+0)+b—-¥¢=ax,+al+b—-¥¢=ax,
=0

b b
Onadonc:VneN, x, = xga”" = (up — ¢)a" puis un:xn+l:(u0—ﬁ)a”+n.

On peut alors trés facilement en déduire la limite éventuelle de la suite (i,,) nen.

3.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 53 Suite récurrente linéaire d’ordre 2
Une suite (i) ,en est dite récurrente linéaire d’ordre 2 de parametres (a, b) € R? lorsque :
VneN, u, =au,.1 +bu,.

Remarquons que si b = 0, alors (1) nen €st géométrique de raison a.

Définition 54 Equation caractéristique

On appelle équation caractéristique associée a (1) ,eny I’équation (E) d'inconnue z€ C :

z2=az+Db.
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Théoreme 55 Calcul du terme général 1, en fonction de n
On note A = a? + 4b le discriminant de 'équation caractéristique (E).

1. (E) a deux racines réelles distinctes r; et r». Il existe alors un unique couple
de réels (A, u) € R? tel que :
VneN, u, =Ar{"+pur).

2. (E) aune seule racine réelle ry. Il existe alors un unique couple de réels (A, u) €
R? tel que :
VneN, u,=An+urf.

3. (E) a deux racines complexes pures conjuguées r; = pe'® et r, = pe~. 1l
existe alors un unique couple (A, u) € R? tel que:
vneN, u, = p"(Acos(nd) + usin(nd)).

/\ Dans le cas d’une suite a valeurs complexes, on obtient :

(E) a deux racines complexes distinctes r; et r». Il existe alors un unique couple de
complexes (1, 1) € C tel que :

VneN, u, =Ar"+ur}.

(E) a une seule racine réelle ry. Il existe alors un unique couple de complexes
(A, ) € C? tel que :

VneN, u,=An+prf.

/\ Le cas d’une suite réelle pour laquelle A < 0 est un cas particulier du cas d’'une suite
complexe pour laquelle A # 0. Dans ce cas les deux racines ry et r, sont conjuguées et on
peut donc trouver (a, §) € C? tel que Vn e N, u, = ar]'+ pr1". Nous allons voir comment
retrouver la formule du théoréme.

On note 1 = pe'® sous forme trigonométrique et puisque la suite réelle on a u,, = %, pour
toutneN. Or:

in@ in@

n_in6

_ _ _ . i p;éO . . o — .
Un =T, < ap”e’™ + ppe ™ =qp"e " + fp"e! & ae!™ + e =qe " + pei"?

Ceci étant vrai pour tout n € N, on peut prendre n=0etn=1:
a+B=a+p1) et ae’ + ﬁe‘ie =ae +Eei9 2)

Alors e’ x (1) - (2) donne 2iBsin() = 2i@sin(6), puis f = @ car 0 # 0 [n] (en effet r; et r, sont
des complexes purs). On a donc en notant a; = Ze(a) et
al, = $m(a) :

vneN, u, = p"x (aeine +Ee_i"9)
= 2p" x %e(aeine)
= 2p" x%e[(cxl + iag)(cos(n9)+sin(n9))]

= p"x (»fo.l/ cos(n0) + (—Zag)sin(nG))
=AeR =ueR

ce qui est bien de la forme attendue.
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4 Comparaison des suites

4.1 Notations de Landau

Définition 56 Suite négligeable devant une autre suite
On dit que la suite (1) en est négligeable devant la suite (v,) ,en lorsqu’il existe une suite
(€) nen Vérifiant :
(i) lim €,=0;

n—+oo
(ii) u, =¢envy, apartir d'un certain rang.
On le notera u, =0 (vyn), et on dira que u, est un « petit o» de v,,.

n—+oo

On dit parfois aussi que la suite (v,) ,en €st prépondérante devant la suite (1) jen-

/\ ATTENTION : la notation o(v,) seule n’a pas de sens!

Elle ne désigne pas une suite fixée, mais n'importe quelle suite négligeable devant (v,) sen.

En particulier: u, = o(wy) etvy, = o (wy) ne donnent pas (Uy) nen = (V5) nen (comme
n—+00 n—+o0

on peut le vérifier avec le contre-exemple u, = n, v, = n? et w, = nd).

Lorsque la suite (v,) ,en ne s’annule pas a partir d'un certain rang, on a un critere plus simple
donné dans le théoréme suivant.

Théoréeme 57 Critére de négligeabilité
Si (v,,) nen ne s’annule pas a partir d'un certain rang, on a:

. Un
u, = o(vy)< lim —=0
n—+oo n—+oo y,

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, = o0(v,). Mais certaines suite
n—+oo

(Vn)nen $'annule a partir de n'importe quel rang (prendre v, = 1+ (—1)"), donc il faut aussi
apprendre a manipuler la définition générale de la négligeabilité.

Proposition 58 Regles de calcul pour «le petit o »
On se donne des suites réelles (1) nen, (V) nens (Wn) nens (@n) nen €t (D) nen.

1. Transitivité. u,, = o(vy)etv, = o(w,)donnentu, = o(w,).
- n—+oo n—+oo n—+oo

2. Produit. u,, = o(vyeta, = o(by) donnentu,xa, = o(v,xby).
- n—+oo n—+oo n—+oo

3. Somme.u, = o(wy)eta, = o(w,) donnentu,+a, = o(wy,).
- n—+oo n—+oo n—+oo

4. Multiplication par une constante. u,, = o0(v,)donneVAeR, Axu, = o(v,).
n—+oo n—+oo

5. Multiplication par une suite. u;, = o(v,)donneu,xw, = o0(V,x wy).
n—+oo n—+oo
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Définition 59 Suite dominée par une autre suite

On dit que la suite (1) ,en €st dominée par la suite (v,) ey lorsqu’il existe une suite (by,) pen
vérifiant :

(1) (by)nen €st bornée;

(il) up = byv, apartir d'un certain rang.

On le notera u,, . O (vy), eton dira que u, est un «grand o » de v,.

Les remarques sur la notation o(v,) sont encore valables pour la notation @ (v;,).

Lorsque la suite (v,),en ne s'annule pas a partir d'un certain rang, on a encore une fois un
critere plus simple.

Théoréme 60 Critére de domination
Si (v;) nen Ne s'annule pas a partir d'un certain rang ng, on a:

Un

Un

u, = @’(vn)<:>(
n—+oo

) est bornée
n=ny

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, = O (vy).
—+00

Proposition 61 Lien entre «le petit o» et «le grand o »
Siu, = o(vyalorsu, = 0 (v,).
n—+oo n—+oo

4.2 Suites équivalentes

Définition 62 Suite équivalente a une autre suite
On dit que la suite (u;,) ,en €St équivalente a la suite (v,) nen lorsqu’il existe une suite (a ;) e
vérifiant :
i lim a,=1;
n—+oo
(ii) u,= a,v, apartird'un certain rang.

Onlenoterau, ~ vy,.
n—+oo

Proposition 63 Propriétés de la relation ~
On se donne trois suites réelles () nen, (Vi) nen €t (Wh) nen-

1. Transitivité. u,, ~ vy,etv, ~ wpdonnentu, ~ wy.
- n—+oo n—+oo

n—+oo

2. Symétrie. u, ~ vV, <=V, ~ Uy
B n—+00 n—+0o

3. Réflexivité. u,, ~ uy.
- n—+oo
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La propriété de symétrie donne que si (i) en €st équivalente a (vy,) nen, alors (V) pen €St
équivalente a (i) nen : On peut donc aussi dire que (1) nen €t (Vy) nen SONt équivalentes.

/\ ATTENTION : ne jamais écrire u,, et 0. Cela n’a aucun sens, sauf dans le cas tres parti-
—T00

culier ol (1) sen est stationnaire égale a 0 a partir d'un certain rang.

Lorsque la suite (v,) ,en ne s'annule pas a partir d'un certain rang, on a encore une fois un
critere plus simple.

Théoréeme 64 Critere d’équivalence
Si (v;) nen Ne s'annule pas a partir d'un certain rang ng, on a:
Un

U, ~ Up<— lim —=1
n—-+o0o n—-+oo

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, ~ Up.
n—+oo

Théoréeme 65 Lien entre la relation ~ et «le petit o »
Pour deux suites réelles (i) sen €t (V) nen

U, ~ Up<==>Up—VU, = 0Wp)<=Uvp—U, = o0(Uuy
n—+oo n—+oo n—+oo

On en déduit une méthode simple pour trouver une suite équivalente a une somme.

Corollaire 66 Equivalent d'une somme
Pour deux suites réelles (i) sen €t (V) nen

u, = o) <=u,+v, ~ Uy
n—+oo n—+oo

Théoréeme 67 Composition d'un « petit o » par une suite équivalente

Pour trois suites réelles (¢4;) nen, (Vi) nen €8 (@) pen :Si U, = o(vy) etv, ~ ay, alors
n—+oo n—+oo
u, = olay).
n—+oo

Une suite équivalente renseigne sur le signe.

Théoréme 68 Equivalent et signe
Pour deux suites réelles (i) sen €t (V) nen -

1. Siu, ~ vyetsi(vy)pen nesannule pas a partir d'un certain rang, alors (i) ,en D€
n—+oo
s’annule pas a partir d'un certain rang.

2. Siu, ~ vy, alors (uy)nen et (V) nen sont de méme signe au sens strcit a partir d'un
n—+oo
certain rang.
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Une suite équivalente permet de calculer une limite.

Théoréme 69 Equivalent et limite
Pour deux suites réelles (it,,) nen €t (V) pen -
. . = . existe
1. Siu, ~ vyet lim v,=¢€R, alors lim u, = /.
n—+oo n—+oo n—+oo

2. On a une réciproque dans le cas particulier / e R* :si lim u,=/¢alorsu, ~ ¢.
n—+oo n—-+oo

/\ ATTENTION! Par contre si lim u, = lim wv,, on ne peut pas en déduire que u, ~
n—+oo n—+oo n—+00

1

1
v,,. Prendre par exemple u,, = — et —.
" P Pl tn = 2

On peut effectuer les opérations suivantes sur les suites équivalentes.

Proposition 70 Regles de calcul pour la relation ~
On se donne des suites réelles (1,) nen, (Vi) nen, (@n) nen €t (by) nen-

1. Valeur absolue. u;, ~ v, donne|u,| ~ |v;l.
n—+oo n—+oo

2. Produit.u, ~ wvyeta, ~ b,donnentu,xa, ~ v,XDb,.
n—+oo n—+oo n—+oo
3. Puissance. PourtoutpeN, u, ~ v, donne uZ ~ UZ.
n—+oo n—+oo

Plus généralement, pour tout @ € R: u¥ ~ vy (a condition que ces suites soient
n—+oo
définies).

4. Inverse. Si u, ~ v, etsi(v,)uen Ne sannule pas a partir d'un certain rang, alors
n—+oo
1 1

JR— ~ J—

u}’l n—-+oo U}’l

5. Quotient.Siu, ~ vn a, ~ byetsi(v,)uen nes’annule pas a partir d'un certain
n—+oo n—+oo
n

an
rang, alors — ~ —.
un n—+o0o UI’L

/\ ATTENTION : par contre il n’est pas possible de faire les opérations suivantes.
e Somme

U, ~ UvUpeta, ~ bpnedonnentpasu,+a, ~ Un+by.
n—+oo n—+oo n—+oo

On peut considérer le contre-exemple suivant : u, = n® + n et a, = —n3 + n?.
» Composition par une fonction
Si f estune fonction, u,, ~ v,nedonnepas f(u, ~ f(v,).
n—+oo n—+oo
En particulier u,, ~ vpnedonnepases ~ e"",etu, ~ v,nedonnepasin(u,) ~
n—+oo n—+oo n—+oo n
In(v,,).
On peut considérer les contre-exemples suivantes : u, = n>+n, v, = n?, f(x) = e* puis

1
U,=1+ e vy =1, f(x) =In(x).

Noter aussiquen ~ n+1, maisengénéralonn’apasu, ~ uy+,bienque lim u,=
n—+oo n—+oo n—+oo
hrP Un+1- Considérer par exemple u,, =e™".
n—+oo

« Puissance dépendante de n
An

a
u, ~ Uvyznedonnepasu,” ~ v,".
"p—too p " petoo "
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n

1
Onverra alafin du paragraphe que lirP 1+—| =e.Onpeutendéduirele contre-exemple
n—+oo n

1
u,=1+—eta, =n.
n

4.3 Comparaison des suites usuelles

On rappelle les limites usuelles suivantes :

e lim n!=+o0.

n—+oo
+oo sia>0
o lirP n% = 1 sia=0
n—>
* 0 sia<O
+oo siff>0
e lim (lnn)ﬁ: 1 siff=0
n—+oo .
0 siff<o0
+oo siy>0
e lim e = 1 siy=0
n—+oo

0 siy<O0

+oo sia>1
e lim a"= 1 sia=1
n—+oo .
0 si—-l<ax<l

Théoréme 71 Equivalent et polynémes
Si P est une fonction polyndme de la forme P(x) = agx7+ag.1x9 +---+a,xP, ot (p, q) € N?
avecq=p,aq#0eta,#0.
1 a
Alors P(n) ~ apn” (plushaut degré), et P (—) ~ 2 (plus bas degré).
n—+oo n

n—+oo pd

Théoréeme 72 Comparaison de n%, n! et a”
On se donne trois réels a, B et a.

1 1
1. Sia<palorsn® = o(nﬁ),ouencore— = 0(—).
n—+oo nb n—+oo n«
2.a" = omhetn® = o)
n—+oo n—+oo
Etsia>1:n% = ofa").
n—+oo
= = o(n"
.= = o)

De maniere mnémotechnique, on peut retenir quesi a>1: n% < a" < n! < n”
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Théoréeme 73 Croissances comparées
On se donne trois réels a, et y.

1. In(n) e o(n)

Et plus généralement, pour a > 0 : (Inn)? _=_o(n%
—+00
_ n
2.n = 0 (e”)
Et plus généralement, poury >0:n®* = o (e")
— 100
1
De maniere équivalentee™ = o (—)
n—+oo n
1
s 2 . a—Yn — .
et plus généralement, poury >0:e =0 ( y )
i . B = yn
3. Siy>0:(nn) = o(e’™).
Démonstration :
In(n)

Pour montrer que liIJlrl =0 onutilisel'inégalité: Vx =1, 0 <In(x) < /x.
n—

Pour montrerque lim — =0 onutilise 'inégalité: Vx>1,e* = x2.
n—+oo e

CQFD [

De maniére mnémotechnique, on peut retenir quesi @ >0ety > 0: (Inn)? « n® « e’

Théoréme 74 Equivalents usuels
Si (x5,) nen €St une suite convergente vers 0.

1. n(Ql+x,) ~ x4
n—+oo

2. tan(x,) ~ xp
n—+oo

3. sin(x,) ~ Xxj,
n—+oo
X5
4. cos(xy) ~ letl—-cos(x,) ~ —
n—+oo n—+oo 2
5. e ~ lete—-1 ~ x,
n—+oo n—+oo

6. PouraeR: (1+x,)* ~ let(l+x,)%-1 ~ ax,
n—+00 n—+00

Ces résultats sont a connaitre par coeur!

1 n
Exemple: On est maintenant en mesure de démontrer que liIP 1+ —) =e.
n—

n

Terminons par un résultat de non existence de limite.

Théoréme 75 Limite de cosn, sinn ettann
Les suites (c0S 1) pen, (SiN7N) e €t (tan 1) ey N'ont pas de limite lorsque n — +oo (elles sont
divergentes de seconde espece).
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5 Exercices
Exercice 2 Montrer que :

1. Y(a,b)eR? (a+b)?<2(a*+Db? 2. V(ab) e R’ Varb<yva+vVb

Exercice 3 Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

1. —2x2+7x-5<0 10. Vx+1=+v4ax—-1
2. (X*+2x+1)2%<16 11. x-1-vV2x2+1<0
3x%2+x+1 _
3 m>0 12. |2x-3|=1
4, 2x+1)BG-x)<bBG—-x)(x+4) 13. [4x+5|=|—-x+3|
6 1
5. x—fzzgm 14. |7x—3|2§
6. FMI > 15. |x—3|+[x*-3x+2|>2
7. 8x—18yx—-11=0 16. |x—4|<|2x+1|
8. 6<2x?+3x-3<17 17. |x3+x2=1|+|x=7|+1<0
9. vx+1<2x-3 18. 2|x—-1|=3|1- x|

Exercice 4 Soit (x,y) € R,
1. Peut-onrelier [x+ y], [x] et [ y]?

2. Comparer |—x] et | x]. Calculer |x] + [—x].

Exercice 5 Soient A et B deux parties non vides et bornées.

1. Vérifier que sup(AUB) etinf(AU B) existent et les exprimer en fonction de sup A, sup B,
infA etinfB.

2. On suppose que AN B # @. Mémes questions avec sup(An B) et inf(An B).

2

n
Exercice 6 Soit neN*.Onpose: S, = Z EWVk). Apres avoir remarqué que :
k=1

3 8 n’-1
Sn=Y EWVk)+Y EWVk)+--+ Y EWk)+n, donner une expression simple de S.
k=1 k=4 k=(n-1)?

Exercice 7

1. Vérifier que: Vx>0, x+ 1 >2.

2. Soient ay, ay, ..., a, des réels strictement positifs. Montrer que :
1 1 1 a; aj
(m+a++apg)x|—+—+-+—|=n+ Y |—+—
a a an 1<i<jsn \4j Qi
et en déduire que :
1 1 1 9
@+a+--+a) x|—+—+---+—|=n
a  a anp

Exercice 8 Soient (u;) et (v,) deux suites réelles.

1. Onsuppose que lim u,, = +oo et que (v,) est bornée. Montrer que (1, + v,) diverge vers
+o00.

2. On suppose que lim u, = 0 et que (v,) est bornée. Montrer que (u, v,) converge vers 0.
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3. On suppose que lim u,, = +00. Montrer que (u,) n’est pas bornée.
4. On suppose que (uy) et (v,) sont bornées. Montrer que (u, + v,) et (u,v,) sont bor-
nées.

1
5. On suppose que (u;) est bornée et ne s’annule pas. Peut-on dire que la suite (—) est
Un
bornée?

Exercice 9 (Principe de comparaison logarithmique) Soit (1) ,en une suite réelle.

1. On suppose qu’il existe unréel k € [0,1[ et un rang ng € N vérifiants : Vn = ng, |uy411 <
kluy,|. Montrer que (u,) ,en converge vers 0.

Un+1
Un

existe

2. On suppose que : lim

¢, avec 0 < ¢ < 1. Montrer que (1) ,en CONverge
n—+oo

vers 0.

Exercice 10 (Convergence en moyenne de Césaro) Soit (1) ey une suite réelle, conver-
gente vers ¢ € R. Pour tout n € N, on pose :

U+ ux+---+uy
Sp=

n

Montrer que (S;) nen converge vers £.
La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 11 Etudier la monotonie des suites définies par :

1 i ! 2 7. 3 In(r) 4 zzn Sl
- Un= T n - Up=omT - Un=— . Up=
i=o 2% 2 " k=0 k+1

1" n_aqn n
1. u,=24Cl 2. vp=57 3. wy,=n?>—ncosn+2 4. 5=
_e oy _ ety _at s
5. tpy=n*x(3) xsin(n) 6. Xn =509 7. ya=% ouacR

Exercice 13 (Limite par encadrement)
1. Etudier la convergence de la suite (S;) ,en+ définie par:
n n2

Sp=Y ——
" ,;n3+k2

2. (a) Vérifierque:Vx>0, x— x?z <In(l1+x) <x.

n k
(b) En déduire la limite de la suite (u,) > définie par: u, = l_[ (1 + —)
3. Etudier la convergence de (u,) ;52 définie par: u, =

no(—1 k
Exercice 14 Pour tout n€N*, onpose: S, = ) ( k) )
k=1

1. Montrer que les suites (S2,) nen €t (S25+1) nen Sont adjacentes.
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2.

En déduire la convergence de la suite (S;,) nen-

Exercice 15 Montrer que, pour tout 7 € N, le nombre (3+ v5)"+(3—1/5)" est un entier pair.

En déduire la convergence de la suite (sin [(3 + v/5)"7] )

neN-*

Exercice 16

1.

Soit n = 1. Montrer que 'équation : x" + x — 1 = 0, admet une unique solution x > 0,
notée xj.

2. Montrer que (x,),>1 est majorée par 1.
3. Etudier la monotonie de (x,) ;>1.

4.
5

. Conclure que: lim x,=1.
n—+oo

Montrer qu’il est impossible que (x,),>1 converge vers une limite / < 1.

Exercice 17 (Suite du type u,:+1 = f(un))
Soit f la fonction définie sur I = [1, +oo[ par f(x) = v 1+ x.

1.
2.

4.

Montrer que la suite (u,) ,en définie par ug € I et u,41 = f(u,) est bien définie.

Etudier complétement la fonction f et montrer que I'équation f(x) = x a une unique
solution réelle a.

Représenter sur le méme dessin I'allure de son graphe ainsi que les premiers termes
de la suite (u,). Que peut-on conjecturer ?

Etudier la suite (u,) dans les cas ug > «, ug < @ et up = a.

Exercice 18 (Suite du type u,+1 = f(un))
On définit une suite (u,)pen par: up=1let upe; =1+ u%z

1.

Faire I'’étude complete de la fonction f définie sur ]0,+oo[ par: f(x) =1+ % On déter-
minera aussi ses éventuels points fixes.

. Représenter sur le méme dessin I'allure de son graphe ainsi que les premiers termes

de la suite (u,). Que peut-on conjecturer ?

. On considere les suites extraites (vy)en €t (Wy)nen définies par : v, = ugy, et w, =

Usp,+1. Etudier leur monotonie.

4. Déterminer leur éventuelle limite.

5. Conclure sur la limite de (u;,).

Exercice 19 (Suites récurrentes d’ordre 1)
Etudier les suites (u,),, définies par :

1.

Up =1 etups =\/1+u

cUpERet Uy =1 (1+ud)

sinuy,

2
3. upeRetu, = (Attention, il y a un piege!)
4.
5

n+l1
upeRetuy = elin

. uozletu,ﬁlzun+L
Un

Exercice 20 (Suites du type uy41 = fu(u,) ou f, dépend de n)
Onpose:u;=0etVn=2, (n+1)2%u,=mn-1Du,_; —n.

1.

Calculer les 4 premiers termes de (1) ;1 -
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. Montrer que, pourtoutn=1:-1<u,=<1.

. Montrer que (u,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

rcice 21 (Suites récurrentes couplées)

Soient 0 < b < a. On considere les suites (u;) et (v,) définies par

N N

5

Exe
1

2

Exe

Ug=dad

l)ozb

VneN, upy = ———
2UuVy

vneN, vy = ——2
Up+ Uy

. Montrer que (u;) et (v,) sont bien définies et qu’elles sont strictement positives.
. Montrerque:VneN, v, < u,.

. Etablir que (v,) est croissante et (u,) est décroissante.

(@) Vérifiezque:VneN,0< uyi) — Upt1 < %(un —vy)

(b) En déduire que les suites (u,) et (v,;) sont adjacentes.

. Déterminer la limite des suites (u,,) et (v,,).

rcice 22 (Changements de suite)

S5up—2
Uup+2°’
(@) Montrer que (1) nen est bien définie et que u, > 1, pour n = 3. En déduire que la

suite (V) nen telle que v, = sz , est bien définie.

. On considere la suite (u,), définie par ug =0 et u,+ = pour tout n € N.

(b) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique.
(c) Donner u; en fonction de n et calculer lim u,,.
. Soit (1) nen la suite définie par : ug >0 et 1,41 = 5%
n
(a) Montrer que cette suite est bien définie.

(b) On définit une suite (v,),en par: vy, = ui Montrer qu’elle est bien définie et don-
n
ner une relation de récurrence entre v,,,; et v,,.

(c) Endéduirel’expression de u, en fonction de n, puis la nature de (u,,) et son éven-
tuelle limite.

rcice 23 (Calcul de u, en fonction de n)

Déterminer en fonction de n le terme u,, des suites réelles suivantes :

1. ug=10etVneN, uy1=u;,—3

2. us=4etVneN, u, =v2u,

3. up1=30etvVneN, uyy; =2u,+1

4. ug=-2etVneN, up1=—uy+2

5. up>0etVneN, uy =eyuy,

6. ujp=-letVvVneN, uy1 =—-uy

7. up=letVneN, uy1=0-1"u,

8. up=1,u1=2etvVneN*, uy1 =2u,+3u,_;
9. up=1, u;=0etVneN, uyi2 =4uy1 —4u,
10. up=1, u1=1etVneN, uyo=1uUys1 — Uy
11. up=0etVneN, uyo—2uy1 +5u,=0
12. wo=1,u1=1etVn=2, u,=uu—1+ Un—>
13. up=1, uy=e*etVneN, uy x (Up)* = (Ups1)?
14. up=1letVneN*, u, =nu,_1+n!
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Exercice 24 (Calculs d’'équivalents)
Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de chacune des suites (u,) définies par :

1. u,=n*-2n 2. u,=+vn+nn)"? +sin(n)
. up=2"+n? 4. up,=vn+l+yn
n+1
5. up=vn+l-yn 6. un:sin( 5
n
.1 1 1
sin = 1—-cos-=|cos-=
7. up=—" 8. un:( 1”) L
en—1 enz —1
9. uy=Inn+1)-In(n) 10. u,=In(n+1)+In(n)
n+1
11. u,=In[———
nn+1)

Exercice 25 (y la constante d'Euler)
On pose pour tout x €]0, +oo] :

1 1
¢(x) = p +In(x)-In(x+1) et yw(x) = 1 +In(x) —In(x+1).

1. Etudier le signe des fonctions ¢ et y sur ]0, +ool.

1 1 1
2. En déduire la convergence de (1) ;52 et (v,) n>2 définies par: u, =1+ 3 + 3 +oet——
n

In(n) et v, = u,, ——.
n

]
3. Donner un équivalentde )_ P lorsque n — +o0.
k=1

Exercice 26 (Obtention d’'un équivalent par encadrement)

1
1. Montrer que pour toutentiern=1,ona:2(vVrn+1-yn) < 7 <2(vn-vn-1).
n
2. En déduire la limite et un équivalent lorsque n tend vers +oo de la suite (u,),>; de
n
1

=

terme général : u, =

Exercice 27 (Equivalent d'une suite définie implicitement)
Pour n =1, on note (E;) I'équation : x —In(x) —n =0.

1. Montrer que (E,) admet une unique solution supérieure ou égale a 1, notée x,,.
2. Déterminer la limite de (x;,) ;>1-

3. Donner un équivalent de x, quand n — +oo.
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Chapitre 5

Calcul matriciel et systemes linéaires

Dans tout le chapitre K désigne indifféremment R ou C.

1 Lespace ./,,(K)

1.1 Définitions

On fixe n et p deux entiers naturels non nuls.

Définition 1 Matrice
On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K toute application :

A [Lnlx[,p] — K
G,j)  — Alij]

Le scalaire A[i, j] est appelé coefficient de A surlaligne i et la colonne j.
Il est aussi noté a; ;, et dans ce cas la matrice A est notée ((a;)) 1=i=n .

1=j<p

A est représentée sous forme d’'un tableau a 7 lignes et p colonnes :

colonne j
l
al ayp ... 6llj alp
an1 ary ... 6lzj cee azp
A=
aj;  ap ... aij ... Qjp | <lignei
anl dng cee an] cee anp

On dit aussi que A est un matrice de taille n x p ou (n, p).

Notation : Lensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K est noté .4, (K).
Remarquer que .4y, (R) € 4y, (C).

Vocabulaire :
e Sin=1,onditque A€ .#;,(K) est une matrice ligne.
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e Si p =1, ondit que A € ./ (K) est une matrice colonne.
o Sin=p, M, K) estnoté 4, (K) eton dit que A € ./,(K) est une matrice carrée d’ ordre n.
o La diagonale de A est la famille de ses éléments diagonaux (a;;)1<i<min(n,p)-

Définition 2 Egalité de deux matrices
Soient n, n', p, p’ des entiers naturels non nuls, A € Mup(K) et B € My (K).
Onditque A=Blorsquen=n',p=p’et:

V(i) ell,nl x[1,pl, Al jl=Blij]

Donc deux matrices sont égales si, et seulement si, elles ont méme taille et mémes coeffi-
cients.

Définition 3 Matrices triangulaires
Soit Ae 4, (K).

1. Ondit que A est triangulaire supérieure lorsque :

V@i, j)ell,nl? i>j= Ali,jl=0
2. On dit que A est triangulaire inférieure lorsque :

V@i, j)ell,nl? i<j= Ali,jl=0
3. Ondit que A est diagonale lorsque :

V(i,j)ell,nl? i#j= Ali,jl=0

Une matrice triangulaire supérieure est de la forme :

ann di2 ... ... Qdin
0 ary ... ... dop
0 0

0 0 ... 0 aun

Une matrice triangulaire inférieure est de la forme :

al 0 0 0

a1 dro 0 0
0

anl anz ces cee ann
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Une matrice triangulaire diagonale est de la forme :

A 0 0 ... O
o A, 0 ... O
0 0o . - :Diag(/ll,/lg,...,/ln)
0O 0 ... ... A,

Notations :

« On note T, (K) 'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’ordre 7;
» On note T, (K) 'ensemble des matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre n;

e On note D, (K) I'’ensemble des matrices carrées diagonales d’ordre n.

Proposition 4 Lien entre matrices diagonales et triangulaires
Soit Ae 4, (K). Alors :

Autrement dit : D, (K) = T, (K) n T, (K).

A est diagonale <= A est a la fois triangulaire supérieure et inférieure

1.2 Opérations dans ./, (K)

On définit ’addition de deux matrices.

Définition 5 Addition dans .4, (K)
Soient A = ((al])) 1<isn € «%np (K) etB = ((blj)) 1sisn € %np (K)
1<j<p l<sj<p

On définit une matrice notée A+ B = ((¢;})) 1sizn € Myp(K) par:
l<sj<p

Vi, )ell,n]l x[1,pl, cij=aij+b;j

Onadonc:
V(i,j)ell,nl x[1,pl, (A+B)Ii,jl=Alijl+Bli,jl

Exemmles [1 32 1) _[1+2 3+1)_(3 4
P10 o)Tla 5) " lo+4 0+5 " |a 5/

On définit ensuite la multiplication d'une matrice par un scalaire.

Définition 6 Multiplication par un scalaire d'une élément de ./, (K)
Soient A = ((a;})) 1zizn € Mpp(K) et 1 € K.
1<j<p

On définit une matrice notée A.A = ((d;)) 1=i=n € Mpp(K) par:
l<sj<p

V@i, ) ell,nl x[1,pl, dij=Axa;j

Onadonc:
Y(i,j)ell,nl x[1,pl, AAIl,jl=AxAlijl]
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3 2 2x3 2x1 6 4
Exemple:2.|0 1|=[2x0 2x1|=|0 2.
11 2x1 2x1 2 2

Reste a définir I'élément neutre pour ’addition.

Définition 7 Matrice nulle

Dans .y, (K), on appelle matrice nulle la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 0.
On la note 0y,.

Dans ./, (K), la matrice 0,,, est notée plus simplement 0,,.

Exemple:024:(g 00 0

Théoreme 8 Regles de calcul dans I'espace .4, (K)

Les deux opérations précédentes ont les propriétés suivantes V(A,u) € K2, Y(A,B,C) €
(M 8€))*

o Commutativité de l'addition :

A+B=B+A

* Associativité de l'addition

(A+B)+C=A+(B+C)

e La matrice nulle est '« élément neutre » pour U'addition

Opp+ A=A+0,,=A

e (—1).A est l'«opposée » de A

A+(-1D.A=(-1).A+ A=0yp

e Multiplication par un scalaire distributive p/r a l'addition des scalaires
A+w).A=1A+u.A

e Multiplication par un scalaire distributive p/r a l'addition des matrices
A(A+B)=A1.A+A.B

e Associativité de la multiplication par un scalaire

A(pA) = A x p).A=pu.(1.A)

e Le scalaire 1 est '« élément neutre » pour la multiplication par un scalaire
1LA=A

Nous dirons plus tard dans ’année que ces propriéts font de .4, (K) un «K-espace vectoriel
dont le vecteur nul est 0,, ». Intuitivement, on constate que ces regles de calcul sont les
mémes que celles apprises au lycée pour les vecteurs du plan (ou de ’espace).

Dorénavant la matrice (—1).A sera notée plus simplement — A.

A partir des regles de calcul précédentes, on obtient les régles suivantes.
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Corollaire 9 Regles de calcul dans Pespace ./, ()
Si (A, ) € K2 et (A, B) € (My(K))*, on a:
1. .(A-B)=1.A-A.B;
A0np =0pp;
A-w).A=1A-u.A;
0.A=0,p;
(-A).(-A) = 1.A;
Intégrité externe
AMA=0pp <= A=00uA=0pp;

AMA=pu A<= A=0,,0ul=pu;
ANA=A.B<=> A=00uA=B.

S

/\ Ne pas négliger la propriété d’intégrité externe qui est fondamentale dans la simplifica-
tion des calculs ou la résolution d’équation.

1.3 Matrices élémentaires

Définition 10 Matrices élémentaires

Soit (i, j) € [1, n] x [1, pI.

On note E;; la matrice de .4, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui situé a
I'intersection de la ligne i et de la colonne j quiestégalal:

colonne j
|
0 0 0 0
0 0 0 0
Elj: . . . .
0o 0 ... 1 ... 0] <lignei
0o 0 .. 0 0

1 sii=ketj=¢

OnadoncV(k,0) € l1,n] x[1,pl, Ejjlk, 1] = { 0 sinon

1 sii=j

Pour deux entiers naturels i et j, on introduitle symbole de Kronecker: §;; = { 0 sinon

On a donc E;j[k, €] =8k x 6 jo.

Exemple: Dans ./, (K), on a quatre matrices élémentaires :

10 01 00 00
Eu=(0 0) Elz=(0 0) 521=(1 0) Ezz=(0 1)
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Nous verrons plus tard que ces matrices jouent un role trés particulier dans .4, ().

2 Produit matriciel

2.1 Produit d’'une matrice par un vecteur colonne
X1
X2
Si A= ((a;jj)si=n € Mpp([K) et X = | | € 4 pl(K), on définit le produit A x X € 4y (K)
1<j<p :

Xp
par:

p
Z ayg X Xi
k=1

p
Ax X = Y ajxxp | — lignei
k=1

4
Y apk x x
k=1
ie que pour tout i € [1,n] :
p
(AX)[i,1]1 = ) ajx x X
k=1

2.2 Cas général : produit de deux matrices

Soient n, p et g des entiers naturels non nuls.

On définit le produit de A € 4y, (K) par B € /,4(K) ainsi :
e onnote Cy, ..., C; les matrices colonnes égales aux colonnes de B,

* lamatrice Ax B € ./,,(K) estla matrice dont les colonnes sontles matrices colonnes Ax Cy,
., AxC,.
’ q

/\ Nous ne définissons donc le produit A x B que dans le cas ol le nombre de colonnes de
A est égal au nombre de lignes de B.
Dans les autres cas le produit A x B n’est pas possible.

Théoréeme 11 Formule du produit matriciel

Soient A= (@) =in € Mup(K), B= (bij)r=izp € Mg K.
On note A x B = ((¢;;)) EE,[; € Mpq(K).

Onaalors:

p
Vi, j)ell,nl x[1,q], cij=)_ aikx b;
k=1
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Autrement dit :

p
V@, ) ell,nl x[1,q], (AxB)i,jl=)_ Alik]xBlk,jl
k=1

/\ ATTENTION! Le produit matriciel ne se fait pas coefficient par coefficient (contrairement
al’addition) : (A x B)[i, j] # Ali, j] x B[i, j].

Démonstration : En effet la j-iéme colonne de A x B est donnée par :

p
ayg % by
k=1
by j p
AxCy=Ax| : [= ];aikxbkj — lignei
bpj
p
Y Ak x by
k=1

CQFD [

Proposition 12 Lignes de la matrice A x B
On note Ly, ..., L, les matrices lignes égales aux lignes de A. Alors la i-ieme ligne de la ma-

trice A x B est égalea L; x B.

Comment poser le produit matriciel ?

Le coefficient c¢;; situé ligne i colonne j se calcule en suivant la ligne i de la matrice A etla
colonne j de la matrice B. Une disposition astucieuse des matrices permet de visualiser ce

calcul.
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e 4 .
D11 ous [D1j)] <o Dag
p bk_] bk.-j A bk.q
b]).] ‘e bp.j “aa bp.q

2 P X

USTS1 ces A k

n (ﬂ,_l PR ; k

Cl.q
Cig | *+—ligne i
Cn,q

Cette figure permet aussi de comprendre pourquoi il est nécessaire que le nombre de co-
lonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

an1 N

colonne j

21 110 2 21 2 4
Exemple: Pour A=|0 3|etB= onaAB=|0 0 3|etBA= .
1 0 0 01 11 0 10

/\ ATTENTION : méme si les deux produits AB et BA existent (ce qui est rarement le cas),
on voit que AB # BA en général. Le produit matriciel n’est donc pas commutatif.

01
Exemple: Pour A = (

0 0
0 0)75020naA2:( ):02.

00

/\ ATTENTION : si AB =0,,, on ne peut pas dire que A =0y, ou B = 0,,. Le produit matri-
ciel n’est pas integre.

Plus généralement I'égalité AB = AC ne donne pas B =C, méme si A # 0y,,.

Par contre si A= 0y, ou B =04, on a bien évidemment AB = 0,,.

Définissons maintenant I’élément neutre pour le produit matriciel.

Définition 13 Matrice identité
On note I, lamatrice de .4, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la diagonale
qui sont égauxal:

100 ... ... 0

01 0

0 01 0
I, =

000 .. 01

Autrement dit: Y (i, j) € [1, nl?, I,li, j1 = 6.
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Théoréeme 14 Regles de calcul pour le produit matriciel
1. Associativité:Si A€ Mpp(K), Be /%pq([K) etCe .%qr(lK) :
Ax(BxC)=(AxB)xC

2. Distributivité a droite : Si A€ .#,,(K) et (B,C) € (/%pq([K))z :

Ax(B+C)=AxB+AxC

3. Distributivité a gauche: Si (A, B) € (A, (1)) et C € My (K) :

(A+B)xC=AxC+BxC

4. Lien entre produit matriciel et produit par un scalaire :
Si (A, B) € (MnpK)) et LeK :

A.(AxB)=(A1.A)x B=Ax (A.B)

5. Elément neutre : Si A€ 4, (K) :

AxIp=Ix A=A
6. Matrice nulle: Si A € ./, (K) :

Ax0pg=0pqg et O0pnxA=0pm)p

/\ ATTENTION : rappelons une derniére dois que le produit matriciel est non commutatif
et non integre.

2.3 Produit matriciel et matrices carrées

Appliquons les résultats précédents dans le cas n = p : 'addition deux éléments de .4/, (K)
donne encore un élément de .4, (K), et la multiplication d'un élément de .4, () par un sca-
laire donne aussi un élément de .4, (K). A ces deux opérations s'ajoute le produit matriciel,
qui permet de multiplier deux éléments de .4, (K) et qui donne un élément de .4, (K). On
dit que ces trois opérations sont internes). L'élément neutre pour le produit matriciel est la
matrice I, :

VA€ Mp(K), AxI,=I,xA=A

Ce produit est non commutatif et non intégre.

On peut remarquer que la matrice I,, commute avec toutes les matrices de .4, (K). Plus gé-
néralement, pour tout A € KK, la matrice A.I;, commute aussi avec toutes les matrices car
(A.I,)A= A(L.I,) = A.A (on peut aussi démontrer que ce sont les seules matrices carrées qui
commutent avec toutes les autres mais c’est une autre histoire).
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A0 ... 0
0O A ... 0

Les matrices carrées de la forme A.I,, = Diag(A,...,A) =| . . . . | sont appelées ma-
0 0 A

trices scalaires.

Définition 15 Puissances d’'une matrice carrée
Si Ae 4y, (K) et p € N on définit AP par récurrence : A = I,, et AP = Ax AP~
Sip=zl,onadonc AP =AxAx Ax---x A

p fois

/\ ATTENTION : bien évidemment, on ne peut pas dire que (A”)[i, j] = (Ali, j1)” ! Par exemple::

2

1 2y (-1 2 12 22
-1 0 (-1 —27'5(—1)2 0?

Proposition 16 Regles de calculs des puissances
Soient (A, B) € (4, (K)) et (p, q) € N2.

1. (AP)7=(A7)F = APd

2. AP x A9 = A9 x AP = AP*4

3. Si Aet Bcommutent: (AB)P) = APBP;
sinon (AB)? = ABx ABx---x AB

p fois

Théoreme 17 Cas de matrices triangulaires/diagonales
Soient (A, B) € (4, (I))* Soient (A, B) € (M, (K))

1. Si (A,B) € (T; (K))* alors: Vi € [1,n], (AB)[i, ] = Ali, il x Bli, i]. Autrement dit :

M 1 A
0 A, * 0 upr * 0 Aolls *
X =
0 0 ... o) Lo 0 ... w 0 0 ... Ann

etdonc VpeN, Yie[1,nl, (AP)[i,i] = (Ali, i), ie:

M PooAb

0 A * 0 A} *
VpeN, . =l . .

0 0 ... Ay 0 o0 .. AP
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2. On ales mémes résultats avec des matrices triangulaires inférieures.

3. En particulier, si A et B sont deux matrices diagonales telles que A =
Diag(Ay,...,A,) et B=Diag(uy, ..., ), alors:

Al 0o ... 0 M1 o ... 0
0 /12 0 0 Mo ... 0
AB = . .. N R S .
0 0 .. A, 0 0 ... up
Alul 0 0
0 /12,[12 0
0 0 ceo Anlin
M1 o ... 0 /11 o ... 0
0 M2 ... 0 0 Ag 0
= 1. . . N Y . |=BA
0 0 ... up 0 0 .. A,

et pour tout p e N : A? = (Diag(1,...,1,))" = Diag(/lf, o AR)

Mmoo o0\ A oo o0
0 A2 ... 0 0 A ... 0
0 0 ... A, 0o 0 .. AP

Corollaire 18 Produit de matrices triangulaires/diagonales

1. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) donne une
matrice triangulaire supérieure (resp. inférieures), autrement dit le produit matriciel
laisse stable T, (K) (resp. T, (K)).

2. Le produit de deux matrices diagonales donne une matrice diagonale, autrement dit
le produit matriciel laisse stable D, (K).
De plus, deux matrices diagonales commutent toujours entre elles.

A\En général, une matrice diagonale ne commute pas avec une matrice quelconque.

De méme que pour les nombres réels ou complexes, on peut établir une formule du binome.
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Théoréme 19 Formule du bindme de Newton, version matrice
Soient (A, B) € (My, ([K))2 tel que A et Bcommutent, ie AB=BA:

n

vneN, (A+B)"=)
k=0

n

n k n—-k
B*x A
k

n
A*x B =B+ A" =Y B

k=0

" [n
Si A et B commutent,on adonc: (A-B)" = Z (k)(—l)”_k.Ak x Bk,
k=0

/\ ATTENTION : ce résultat est faux si AB # BA.
Par exemple, ona: (A+B)? = A2+ AB+ BA+B? # A2 +2.AB + B2,

1 011
0101 . .

Exemple: On pose M = 00 1 ol Calculer M" pour tout entier naturel 7.
0 0 01

2.4 Matrices carrées inversibles

Définition 20 Matrice inversible
Soit A € /4, (K). On dit que A est inversible (a gauche et a droite) lorsqu'il existe B € ., (K)
telle que :

AB=BA=1,

Proposition 21 Unicité de I'inverse
Soit A € /;,(K) inversible. Alors il y a unicité de la matrice B € .4,,(K) telleque AB = BA = I,,.

Définition 22 Inverse d’'une matrice inversible
Soit A € 4, (K). On appelle inverse de A'unique matrice B € ./, (K) telleque AB = BA = I,,.
Onlanote AL,

1
/\ ATTENTION : A~! n’existe pas toujours. De plus, il ne faut pas la noter T

Exemple: I, estinversible et I, = I,,.

Exemple: 0,, est non inversible.

1(1 1
) est inversible d’'inverse A™! = > ( )

1
Exemple: A= ( 11

1 1
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01
Exemple: N = (O 0
Plus généralement on dit qu'une matrice N € .4, (K) est nilpotente lorsqu’il existe p € N* tel
que N” =0,; une telle matrice n’est pas inversible.

) vérifie N? = 0, et n’est donc pas inversible.

Exemple: Soit A € 4, (K) telle que A%?+2A-31I, =0,. Montrer que A estinversible et donner
A~1 en fonction de A.

Notation : On note G/, (K) I’ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre 7.
Gl,(K) est appelé groupe linéaire d’ordre 7 sur K.

Théoreme 23 Regles de calcul de I'inverse
Soient A et B deux matrices inversibles de .4, (K).

1. A !estinversible et (A‘l)_1 = A.
2. ABestinversibleet (AB)"!=B"1A"1.

1
3. Sidlek*, A.Aestinversibleet (A.A)"! = Z.A_l.

4. Pour tout p € N, AP est inversible et (A?) " = (A™1)".

/\ ATTENTION! En général la matrice A + B n’est plus inversible. Considérer par exemple

1 -1
A—(l 1 )etB——A.

Définition 24 Puissances négatives d'une matrice inversible
Soit A € 4, (K) inversible. On pose :
ePourtoutneN, A”=AxAx---x A;

—_

n fois

e pour tout n€ Z\N, A" = (A_l) x (A_l) X oen X (A‘l)

Vv

—n fois

Proposition 25 Regles de calcul des puissances négatives
Si(n,p)€Z? ona:(A")’ = A" = (AP)" et A" x AP = A™*P = AP x Aet (A1) = A"

Théoréme 26 Inversibilité a gauche ou a droite d’'une matrice
Soit A€ 4, (K). Alors on a équivalence de :

(i) A estinversible;

(ii) A estinversible a gauche;

(iii) A est inversible a droite.

Autrement dit si A et B sont deux matrices de .4, (K) telles que AB = I, alors A et B sont
inversibles, A" = Bet B~! = A.
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Exemple: Soit A € 4, (K) telle que A%2+2A-31I,=0,.Montrer que A estinversible et donner
A~! en fonction de A.

Proposition 27 Inverse d’une matrice carrée d’ordre 2
b
Soit A= (Z d) € > (K). On appelle déterminant de A le scalaire :

det(A) = ad — bc

On aalors:
A est inversible < det(A) #0

et dans ce cas:

PN (d —b)
~ det(A) \-c a

Démonstration : Remarquer que A% — (a+d).A+ (ad — bc).I, = 0,.

CQFD [J

Exemple: A= (? _ll) donne A™! = % (_l _l).

3 Transposition

3.1 Premieres propriétés

Définition 28 Transposée d'une matrice
Soit A = ((a;})) 1=i=n € Mup(K). On appelle transposée de A, la matrice B = ((b;;)) 1=i=p €
l<sj<p

1=j<n
Mpn(K) définie par :
Vi, ) ell,pl xI1,nl, bij=aj;

Cette matrice B est notée A.

Autrement dit :
Vi, ) ell, pl x[1,nl, (‘A)li, jl= Alj, il
(1 3
0 1 1 0 2 . . .
Exemple: 5 1)713 1 1 . Les colonnes deviennent les lignes, et réciproquement.
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Théoreme 29 Regles de calcul de la transposée
Soient (A, B) € (M (1)) et A € K.

1. {1A+B)="A+'Bet’(1.A) =A.'A

2. "A)=A
3. {AxB)='Bx'AetdoncVqgeN, (A7) = (‘A)7.

4. Sin=p: Aestinversible si, et seulement si, ‘A l'est. Dans ce cas [(A™!) = (“A) .
Donc Vg e Z, {(A7) = (*A)7,

Proposition 30 Transposée de matrices triangulaires/diagonales

1. Si Ae T,; (K) alors ‘A€ T, (K). De méme, si A€ T}, (K) alors ‘A € T, (K).

2. Si D est diagonale alors B aussi, puisque ‘B = B.

3.2 Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 31 Matrices symétriques/antisymétriques
Soit M € 4, (K).

1. Ondit que M est symétrique lorsque ‘M = M, ie lorsque :
V@i, j)ell,nl?,  Mli,jl = M[j,i]
2. Ondit que M est antisymétrique lorsque ‘M = — M, ie lorsque :

V(i,j)€1,nl? Mli,jl=-Mlj,il

Si M est antisymétrique, on a : Vi € [1,n], M[i,i] = 0. Donc une matrice antisymétrique a
tous ses coefficients diagonaux égaux a 0.

Exemple: I, est symétrique. 0, est a la fois symétrique et antisymétrique.

a b c
Exemple : Une matrice symétrique d’ordre 3 est de laforme [ b d e | et une matrice anti-
c e f
0 a b
symétrique d’ordre 3 estde laforme |-a 0 c|.
-b —-c 0

Notations : on note S, (K) I'’ensemble des matrices symétriques d’ordre n, et A,(K) I'en-
semble des matrices carrées antisymétriques d’ordre n.

Exemple : Soient A et B symétriques. Alors A et B commutent si, et seulement si, AB est
symétrique.
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/\ ATTENTION! En général, le produit de deux matrices symétriques n’est plus symétrique.

1 0 -1 2 0 1 1 3 =2
Considérer parexemple A= 0 2 3 |etB=|0 -1 -1|quidonnentAB=|1 -5 -3].
-1 3 0 1 -1 1 0 1 -4

4 Systemes linéaires

Pour commencer, nous allons voir sur deux exemples pourquoi il est indispensable de ré-
soudre des équations (ou systeme d’équations) par équivalence.
e On consideére I'équation x? + x+ 1 = 0 d'inconnue x € R.
Si on multiplie par x : x> + x>+ x = 0. Et comme x*> = —x— 1, on en déduit: x> = 1,ie x = 1
puisque x € R.
C’est absurde puisque 1 n’est pas solution de I'’équation de départ!!
Explications : on a en fait raisonné par implications et obtenu x? + x+1 =0 = x = 1. Mais
x = 1 serait 'unique solution 4 condition d’avoir I'ééquivalence x>+ x+1=0 < x = 1. Or
ce nest pas le cas ici, I'implication x = 1 = x? + x + 1 = 0 est fausse.
On a donc obtenu que I'’équation n’a pas de solution !
x—-y = 1 (1)
e On considere le systeme d’équation : x+y = 3 (2
-x+3y = -3 (3)
(1) + (2) donne 2x =4 donc x = 2, et (2) + (3) donne 4y = 0 donc y = 0. Le systeme aurait
donc comme unique couple solution (2,0) ?
Encore une fois la réponse est non : ce n’est pas une solution.
x—-y = 1 (1)
On a donc : x+y = 3 (2) = (x,y) = (2,0) mais la réciproque est fausse. En
-x+3y = -3 (3
conclusion le systéme n’a aucune solution.
Que retenir de cas exemples ? Qu'il faut résoudre des équations en raisonnant par équiva-
lence! Si ce n'est pas possible, alors il faut garder en téte qu'on ne trouve pas que des so-
lutions mais aussi des « candidats solutions ». Il faut alors vérifier au cas par cas si chaque
« candidat solution » est bien une solution.

4.1 Définitions

On se donne deux entiers naturels non nuls 7 et p, ainsi que np coefficients (a;;) 1=i=» dans
1<j<p
K que nous appellerons coefficients du systeme, et n autres coefficients by, ..., b, dans K

qui formeront le second membre du systéme.

On considere alors le systeme linéaire de 7 équations a p inconnues :

anxy + apx; + ... + ajXj + ... + adipXp = b]
anxy + dagpx, + ... + azjXj + ... + WMpXp = b,
S) A _
apnxy + apxy + ... + ajjxj + ... + aipXxp, = b
aniX1 + appXz + ... + aupjXj + ... + appXp = by
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X1, X2, ..., X, sont appelées inconnues du systeme. Résoudre le systeme (S) consiste a trou-
ver I'ensemble .# de tous les p-uplets (xy,..., X,) € K” qui sont solutions des équations de
.

On appelle systéme homogeéne associé, noté (Sy), le systeme obtenu lorsque by = by =--- =
b,, = 0. On note .4 'ensemble des solutions du systeme homogene. Remarquez qu'on a
toujours (0,0, ...,0) € H, et donc H # @.

On dit que le systeme (S) est compatiblelorsque .# # @, etincompatible dans le cas contraire.
D’apres la remarque précédente, un systeme homogene est toujours compatible.

Définition 32 Systémes équivalents
Si (S) et (S') sont deux systémes linéaires, on dit qu'ils sont équivalents lorsqu’ils ont le méme
ensemble de solutions : . =.%'.

Deux systemes équivalents ont donc méme nombre d’'inconnues mais pas nécessairement
le méme nombre d’équations.

xtv = 2 x+2y = 3
Exemple: (S) { x+2$ ; 3 et (Sh x-y =0
xt+y = 2

Définition 33 Opérations élémentaires sur les lignes

Onnote Ly, Ly, ..., L, leslignes (ie les équations) du systeme linéaire (S). On définit alors les
opérations élémentaires sur les lignes :

- échange deslignesietj:L; — L;

- multiplication de la ligne i par un scalaire € K* : L; — B.L;

- POUR i # j, remplacement de la ligne i par elle-méme additionnée du produit de la ligne
jparunscalairea € K:L; — L;+a.L;

Les deux dernieres opérations regroupées donnent: L; — .L; + a.Lj avec f #Z0 et i # j.

Théoréeme 34 Opérations élémentaires

Si (§') est un systeme linéaire obtenu par opérations élémentaires sur les lignes de (S), alors
(S) et (§') sont équivalents. Autrement dit, les opérations élémentaires sur les lignes ne mo-
difient pas 'ensemble des solutions d'un systéme linéaire.

Définition 35 Systéme de Cramer
Un systeme de Cramer est un systeme de n équations a n inconnues (donc n = p), qui admet
une unique solution.
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/\ un systéme peut avoir une unique solution sans étre un systeéme de Cramer. Par exemple :
x+y = 2
x—y =0
3x+y 4

Les matrices permettent de simplifier les notations. On considere la matrice des coefficients:

ann a2 ... alj alp
ar; dry ... lej dzp
A= ((ai i) 1=isn = € ./%n (<)
J 1<j<p aip  dj2 ... dij ... Qjp p
anl anz ces anj cos anp

la matrice colonne du second membre :

b

b,
B= € M (K)

et la matrice colonne des inconnues :
X1

X2
X=1. EJ%lpl ()

Alors on a le résultat suivant.

Proposition 36 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

(x1,...,Xp) € KP est solution de (S) <= Ax X =B

4.2 Le pivot de Gauss

Le pivot de Gauss est un algorithme, basé sur les opérations élémentaires sur les lignes d'un
systeme, qui permet de déterminer ’ensemble des solutions.

On considere donc le systéeme :

anxy + apx + ... + a1jX; + ... + dipXp = bl
a1 xy + daxpx, + ... + azjXj + ... + WpXp = b,
(S) ' _
anxy + apxy + ... + a;jxj + ... + aippxp = b;
aniX1 + appXz + ... + aujXj + ... + appXp = by
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CAS 1| Tous les coefficients du systéme sont nuls : V(i, j) € [1, n] x [1, p], a;; = 0.
CAS 1.1 |by =---= b, = 0. Dans ce cas le systeme a une infinité de solutions : ¥ = K”. FIN
CAS 1.2|3i €[1,n]/ b; #0. Dans ce cas le systeme est incompatible : ¥ = @. FIN

Au moins un des coefficients du systéme est nul : 3(i, j) € [1, n] x [1, pl, a;; # 0.

Dans ce cas on effectue 'opération élémentaire L; — L;. On obtient un nouveau systéme
linéaire qui, pour simplifier, sera noté comme celui de départ:

anxy + apx + ... + a4jX;j + ... t+ aipXp = by
a Xy + axpxx + ... + djX;j + ... t+ aypXp = by
apnxy + apxy + ... + a;jjXj + ... + aippxp = b;
amx1 + appXp + ... + apjX; + ... + appXp, = by

avec cette fois a;; # 0.

Ensuite on renumérote les inconnues de maniere a permuter x; et x;. Dans le nouveau sys-
teme, on a a;; # 0. Ce coefficient sera notre pivot; on 'utilise pour faire disparaitre I'incon-
nue x; de tous les autres équations grace aux opérations :

ail

Li—Li——1L,, avec 1€ [2,n]
arn

On a alors le systeme équivalent a (S) :

+ | dipx2 + ... + ayjXj + ... + pXp = by
apXy + ... + @jx; + ... + dopXp = bg

< : :
aippX2 + ... t ajjxX;j + ... + aippXp = b;
AmeX2 + ... + apjXj + ... + appxpy = by

On recommence alors le processus avec le sous-sytéme :

arXx» + ... + azjXj + ... + WMpXp = b,
asx; + ... + azjxj + ... + dgpXp = b3
S : :
S AjpXxp + ... + ajjx; + ... + a4ippXp = b,‘
AmXz + ... + apjx; + ... + appxp = by

CAS 2.1 | Tous les coefficients de #; sont nuls. Dans ce cas, on arréte I'algorithme. FIN

CAS 2.2|0On se rameéne a un systeme équivalent a (S;) ol ay # 0. Ensuite, en utilisant ce
coefficient comme pivot, on fait disparaitre x, des autres lignes de (S;). On obtient alors que
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(S) est équivalent a :

+ appxy, + | daizxsz + + a1jXj + ... + QpXp = by
+ | dxz3XxX3 + + agjx]‘ + ... + Clgpxp = bg
aszxs + ... + azjxj + ... + dgpXp = b3
3
aj3xs + ... + ajjx; + ... + a4ippXp = b;
dn3X3 + o + [ln]x] + cee + anpxP = bn
Et on recommence avec le sous-systéme :

aszzxs + + azjx; + + WpXpy = b3

as3xs + ... + QasjXj + ... + UpXp = by

S . . .

(2) ) ajisxs + ... + a,-jxj + ... + aipxp = bi

ap3Xs + ... + apjx;j + ... + appxp = by

Etc...

On arréte I'algorithme lorsqu’on obtient un sous-systeme dont tous les coefficients sont
nuls :

+ appx, + aiz3xz + ... + diyxp + ... + ApXp = by
+ axz3xs + ... + dyrXy WMpXpy = by
+ ...+ ayx, + ... + azypx, = b3

+ ..+ arpx, = Db

0

_+_
_+_

I
Ny
S
=+
_

ou lorsqu’on a utilisé chaque inconnue comme pivot :

+ appx, + aizxz + ... + A1pXp = by
+  dxzxs + ... WDpXp = b,
+ ...+ azpXp = b?,

< (@] = by

0 = bp+1

+

(ce quirejoint le cas précédent avec r = p), ou encore lorsqu’il ne reste plus de lignes dans le
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dernier sous-sytéme :

+ apxx + aizxs + ... + dipXp + ... T aAipXp = b]
+  dxz3xs + ... AonXn WMpXp = by
< + coe + aann + cee + dgpxp = b3

+ ..+ appxp = by

+
—+
_+_

(ce qui rejoint encore le cas d’avant avec r = n).

On est certain que l’algorithme se termine en un nombre fini d’étapes puisque le systeme de
départ n’a qu'un nombre fini d’équations (donc de lignes).

Dans tous les cas on a donc obtenu :

+ apxx + aizx3 + ... + ai Xy + ...t AipXp = b]
+ dxzxs + ... + Ay Xy WMpXpy = by
+ cee + asrx" + coe + dgpxp = b3

_+_
—+

S) = )

(S) 1 + + arpxp = by
O + + 0 = br+1
0 + ...+ 0 = by

ou I'entier naturel r vérifie 1 < r < min(n, p) (r = 0 si le systéme de départ avait tous ses
coefficients nuls, mais ce cas n’a aucun intérét). De plus, les coefficients diagonaux sont non
nuls: a;; Z0siie[1,r].

On dit que (S) a été mis sous forme réduite de Gauss.

4.3 Rang et résolution d’'un systéme linéaire
4.3.1 Résolution des systemes linéaires

On va maintenant résoudre dans le cas général le systeme linéaire (S). Grace a I’algorithme
du pivot de Gauss, on a:

+ apx + ai3xz + ... + dirXy + + ApXp =
+  ap3xs + ... + asyx, + + apXx, =

+ o+ azy X, + ..+ azgpxp =
(8) = (8« '
+ o+ appxy =
0 =
0 =
et il est donc équivalent de résoudre le systeme linéaire (S').
On obtient premierement que le systéme est compatible si et seulementsi b, =--- = b, =0.

Ces lignes du systeme seront donc appelés conditions de compatibilité. Supposons désor-
mais qu’elles sont vérifiées ; les dernieres lignes du systeme sont donc de la forme 0 = 0 et
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peuvent étre omises :

+ dpx + ai3xz + ... + X + ... + aipXp =
+ dxyxs + ... + Ay Xy WMpXp =
(S) = (S’) y asxs| + ... + azXx + ... + d3zpXp =

+ o+ appxy =

_+_
—+

On a alors deux cas a envisager.

r:p(doncpsn).

+ dpx, + ai3xz3 + ... + a1,p-1Xp-1 + ApXp =

aszxs| + ... + az,p-1Xp-1 +  azppXp =

ap-1,p-1Xp-1| + QAppXp =
AppXp | =

Dans ce cas la derniere ligne donne une unique valeur de x,, I'avant derniére une unique
valeur de x,1, ..., la premiére une unique valeur de x;. (S) a donc une unique solution.

casz]r <p.

(S) < (8 {

anxy| + apxx + ... + ayXy, + 4GraXi+ T+ AipXp
dxpXxp| + ... + axyX + arry1X2r+1 t+ ...+ 2pXp

+ ar,r+1x",r+l + e + arp.Xp

Dans cas les p — r inconnues x;41, ..., X, peuvent prendre n'importe quelle valeur. On les
appelle les inconnues libres ou arbitraires. Une fois cette valeur fixée, les autres inconnues
X1, ..., X peuvent prendre une unique valeur. (S) a donc une infinité de solutions.

(8) = (S)

4.3.2 Rang d’un systéme linéaire

by
b,
b3

Définition 37 Rang d’un systéeme linéaire

appelé rang du systéme, noté rg(S).

Lentier naturel r obtenu avec 'algorithme du pivot de Gauss est unique (on I’admet). Il est

Proposition 38 Rang d’un systéme linéaire
Ona0=<rg(S) <min(n,p).
Et:rg(S) = 0 si et seulement si tous les coefficients de (S) sont nuls.
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Théoréeme 39 Solutions d’un systéme linéaire

Un systeme linéaire (S) peut avoir : aucune solution, ou une unique solution, ou encore une
infinité de solutions.

S’il est compatible, alors il a une unique solution si et seulement si rg(S) = p (et alors p < n).
Dans le cas contraire on a rg(S) < p et (S) a une infinité de solutions.

Retenir aussi que :
— pour avoir une unique solution, il faut donc au moins autant d’équations que d'inconnues;
— dans le cas d'une infinité de solutions, le nombre d’inconnues libres est p —rg(S).

Corollaire 40 Rang et systemes de Cramer
Si le systéme linéaire (S) a n équations a n inconnues (donc n = p), alors:
(S) est de Cramer si et seulement si rg(S) = n.

4.3.3 Rang et systemes linéaires échelonnés

Définition 41 Systeme linéaire échelonné

Soit (S) un systeme linéaire. On dit qu'’il est échelonné lorsque :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes sont nulles; ‘

(i7) sile premier terme non nul de laligne i est en position j, soitla (i + 1)léme est nulle, soit
le premier terme non nul de la (i + 1)1€M€ Jigne est en position k avec k > j.

Autrement dit : d'une ligne a I'autre il y a au moins une inconnue en moins « sur la gauche ».

2x + 3y + ¢t =1
Exemple: 3z + 5t = 0 estéchelonné,
7t = 3
2x + 3y + ¢t =1
mais 3z + 5t = 0 nelestpas.
z - 7t = 3

Définition 42 Systeme linéaire triangulaire

Soit (S) un systeme linéaire. On dit qu'il est triangulaire lorsque :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes sont nulles;;

(ii) le premier terme non nul de la ligne i est en position i (ie sur la diagonale).

Autrement dit : d'une ligne a l'autre il y a exactement une inconnue en moins « sur la
gauche ».

Lalgorithme du pivot de Gauss donne un systeme linéaire triangulaire.

Proposition 43 Lien entre triangulaire et échelonné
Un systeme linéaire triangulaire est échelonné.
La réciproque est fausse.
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3x + 8y + 5z + 4t = 0
. y + 2t = 7 . . £ 4
Exemple: 9z + 6f = 1 est triangulaire donc échelonné,
0 =1
2x + 3y + ¢t =1
et 3z + 5t = 0 estéchelonné maisnon triangulaire.

7t = 3

On peut remarquer que, quitte a permuter les inconnues, tout systeme échelonné se mettre
sous forme triangulaire.

Théoréeme 44 Rang d’un systeme linéaire échelonné
Si (S) est un systeme linéaire échelonné, alors rg(S) est égale au nombre de lignes non nulles.

4.4 Matrices inversibles et systémes linéaires

Théoréme 45 Inversibilité et systémes linéaires
Soit A€ 4, (K). Alors :

Aestinversible < 3B e .4,[K)/ V(X,Y) € (/%M(K))Z, [AX =Y < X=BY

et dans ce cas B = A~! (donc si elle existe, B est unique).

Application : calcul de I'inverse d’'une matrice par la méthode du systéme linéaire

Soit A € 4, (IK). On cherche a résoudre le systeme linéaire AX = Y avec (X, Y) € (Mm (K))z.

On a deux alternatives possibles :

« Le systeme n’'est pas de Cramer (ie il n’a pas une unique solution). Dans ce cas A n’est pas
inversible.

o Le systéme est de Cramer. Dans ce cas A est inversible et 'unique solution est X = A~'Y.
On peut donc lire sur I'écriture des solutions les coefficients de A™!.

2 11 1 1 1 -1
Exemple: A= 4 1 0]estinversibleetA™'==|-4 4 4
-2 2 1 10 -6 -2

On en déduit un critere tres simple d’inversibilité d'une matrice triangulaire.

Corollaire 46 Inversibilité d'une matrice triangulaire
Soit T une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) d’oredre n. Alors :

T est inversible <= tous ses coefficients diagonaux sont non nuls <= Vi € [1,n], T[i,i] #0
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Linverse d'une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est elle-méme triangulaire
supérieure (resp. inférieure), mais ce résultat n’est pas au programme.

Dans le cas d'une matrice diagonale, on sait aussi facilement calculer son inverse.

Dans ce cas : .
M

D! :Diag(i,...,i) = ;
Al An :

0

-2 o

0

A0 oo0) (AP o
0 A2 ... 0 0 A)
0 0 ... Ay 0 0

Corollaire 47 Inversibilité et puissances d’'une matrice diagonale
Soit D = Diag(Ay,...,A,) une matrice diagonale d’ordre n. Alors :

1

M

On en déduit que, pour tout p € Z : AP = (Diag(Ay,...,A,))" = Diag(/lf, ..

0
0

A

D est inversible <= tous ses coefficients diagonaux sont non nuls <= Vi€ [1,n], 1; #0

L)
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5 Exercices

Exercice 1 Calculer les produits de matrices suivants :

1 -3 1 -3 1 2 1 -2
1. X 2. X
-3 1 -3 1 -3 1 -1 1
1 -2 1 2 cosa -—sina cosff —sinf
3. x 4. . x| .
-1 2 -3 1 sina@ cosa sinff cosf
cosa sina ) (cosﬁ sin B )
5. . x| .
sina@ —cosa sinfB —cospf

. . ooy 4 -1
Exercice 2 (Polynéme annulateur et inversibilité) Soit A= (1 _30). Vérifer que A® —

A—-2I, = 0,, puis en déduire que A est inversible et calculer A~

Exercice 3 (Calcul de puissances par conjecture) Déterminer A” en fonction de ne N
dans les cas suivants:

0110
-1 0 2
11 1 -1 0 011
A‘(o 1)’ A_(—l 1)’ A=1o 0 o 1I 47 3 (1) _12
0 00O
1 -1 -1
Exercice 4 (Calcul de puissances par récurrence) Onpose A=(-1 1 -1[.Démon-
-1 -1 1

trer qu’il existe deux suites (a;,)en €t (by)nen a valeurs réelles telles que : Vn e N, A" =
an by, by
b, a, by, |.Endéduirel’expression de A", pour tout n € N.

Exercice 5 (Calcul de puissances avec un polynéme annulateur)
1 00

Onpose A=|1 0 0].
1 1 1

1. Donner une relation entre A3, A et A.

2. Méthode 1 : Montrer qu’il existe deux suites (ay) nen €t (D) nen @ valeurs réelles telles
que:VneN, A" = a, A+ b, A%. En déduire I'expression de A", pour tout n € N*.

3. Méthode 2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X> -2X? + X. En
déduire 'expression de A”, pour tout n € N.

Exercice 6 (Calcul de puissances avec la formule du binbme matricielle)

a 0 0 011
1. PouraeR,onpose A=| 0 a 0 | N=| 0 0 1 |etB=A+N.Vérifierque AN =
0 0 a 0 00O
NA et N3 =0, puis calculer B” pour tout n > 3.
1 2 2 1 11
2. Onpose A=[2 1 2|etJ=|1 1 1}|.CalculerJ"” puis A” pour tout n e N.
2 21 111
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0 1 -1
Exercice 7 SoitA=|1 0 1
-1 1 0

1. Calculer (A + I3)(A—2I3). En déduire I'existence et le calcul de A~!.

2. Soient B = %(A+ L)etC= —%(A— 213). Déterminer B" et C" pour tout n € N.

3. En déduire I'expression de A" en fonction de n € N.

4. Cette expression est-elle valable pour ne€ Z?

Exercice 8 Déterminer le rang puis résoudre les systemes linéaires d'inconnues réelles sui-

vants :

3x—y+z=5

H 2x+y—-z=1
X—y+z=2
4x+y+z=3
2x+y+z=1

3) X—y—2z=2
4x—-y—-2z=3
3x—y+z=5

5) X+ty—z=-2
-X+2y+z=3

Exercice 9 Inverser les matrices suivantes :

1 11 1
1. A=10 1 1 2. B=]1
0 01 0

2x+y—-z=1
2) 3x+3y—z=2
2x+4y=2
Xt+y+z—t=1
4) X—y—z+t=2
X—y—z—1t=3
X1+2x—x3+3x4=0
6) Xo+X3—2X4+2Xx5=0
2X1+ X2 —5x3—4x5=0
11 0 2
1 2
00 -2 0
_21 3 3 C= 12 0 3
01 0 -3

Exercice 10 Soit A = ((a;j)1<i,j<n € #,(K). On appelle trace de A, notée Tr(A), la somme

n
de ses coefficients diagonaux: Tr(A) = Z ai;.
i=1

1. Montrer que : V(A,B,A) € 4, (K)? x K, Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) et Tr(A.A) = A x Tr(A).

2. Montrerque: V(A,B) € ./%H(K)Z, Tr(AB) =Tr(BA)
En déduire que VA€ .4, (K),VP € Gl,(K), Tr(PAP™Y = Tr(A).

3. Peut-on trouver deux matrices A et B de .4, (K) telsque AB—BA=1,?

Exercice 11

1. Soit A € 4, (K) une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont deux
a deux distincts. Montrer que, si M € .4, (K) alors : A et M commutent si et seulement

si M est diagonale.

Montrer que les seules matrices de .4/,

(K) qui commutent avec toutes les autres sont

les matrices scalaires, c’est-a-dire les matrices de la forme AI,,, avec A € K.
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Chapitre 6

Espaces probabilisés finis

1 Vocabulaire et axiomatique des probabilités

1.1 Lunivers

On considere une expérience aléatoire ( = expérience dont le résultat ne peut pas étre prédit
ou calculé a I’avance).

On désigne par 2 'ensemble des résultats possibles de cette expérience aléatoire.

Q) est appelé univers ou encore espace des possibles, espace des réalisations ou espace des
observations. Les éléments w € () sont appelés observations ou réalisations de I’expérience
aléatoire.

Dans ce chapitre, on se limitera toujours au cas ol Q2 est un ensemble fini, c-est-a-dire qu'on
ne considerera que des expériences aléatoires ne donnant qu'un nombre fini de résultats
différents.

Exemple: Onlanceun dé a6 faces: Q ={1;2;3;4;5;6} = [1,6]. Un élément w € Q est un chiffre
entre 1 et 6 qui représente le chiffre obtenu en lancant le dé.

Exemple : On lance deux dés a 6 faces distinguables : Q = {1;2;3;4;5;6} x {1;2;3;4;5;6} =
[1,6]%. Un élément w € Q est un couple (w;,w2) ol w; représente le chiffre obtenue avec
le premier dé, et w, le chiffre obtenu avec le second.

Exemple : On lance 1 fois une piece : Q = {B, F} ou Q = {0,1} avec la convention que «1 »
représente « pile », et « 0 » représente « face ».

Exemple: Soit n € N*. On lance n fois une piece : Q = {P, F}"* ou Q = {0, 1} avec la convention
que « 1 » représente « pile », et « 0 » représente « face ». Un élément w = (w1,...,w,) € Q est
un n-uplet qui représente la liste des résultats obtenus aux 7 lancers. Par exemple pour 6
lancers, on peut avoir w = (B, B F, B, F, P) qui se note aussi w = (1,1,0,1,0, 1).

Exemple: Soit (n, N) e N?.

» On effectue n tirages successifs avec remise d'une boule, dans une urne de N boules :
Q = [1, N]". Ceci sous-entend qu’'on a numéroté les N boules de 1 a N; un élément w =
(w1,...,wy) € Q estun n-uplet qui représente la liste des numéros tirés.

Par exemple w = (6,2,2,6,4,3,5) pour 7 tirages avec remise dans une urne de 6 boules.
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» On effectue n tirages successifs sans remise d'une boule, dans une urne de N boules
(dans ce cas n < N) : Q = ensemble des arrangements de n éléments de [1, N] = ensemble
des n-uplets w = (wy,...,w,) € [1, N]" dont les composantes sont deux a deux distinctes.
Encore une fois ceci sous-entend qu'on a numéroté les N boules de 1 a N; un élément
w = (wy,...,0,) € Q est un n-uplet qui représente la liste des numéros tirés.

Par exemple w = (6,2,3) pour 3 tirages sans remise dans une urne de 10 boules.

» On effectue 1 tirage de n boules prises simultanément dans une urne de N boules (dans ce
cas n < N) : Q = ensemble des combinaisons de n éléments de [1, N] = ensemble des parties
w = {w1,...,w,} < [1, N]. Encore une fois ceci sous-entend qu’'on a numéroté les N boules de
1a N;unélément w = {wy,...,w,} € Q est une partie qui représente les numéros tirés.

Par exemple w = {6, 2,3} pour 1 tirage de 3 boules prises simultanément dans une urne de 10
boules.

Exemple : On mélange une jeu de n cartes : Q = {w: [1,n — [1, n]/ w bijective }. Ceci sous-
entend qu’on a numéroté les cartes de 1 a n en fonction de leur position initiale. Pour la carte
numéro i, 'entier w(i) représente sa position apres la permutation w.

Par contre, on n’étudiera pas dans ce chapitre le cas d'une infinité de lancers d'une piece
(pourtant tres instructif!). ..

1.2 Evénements

Intuitivement, un évenement A est défini par une phrase qui peut étre vraie ou fausse selon
le résultat de I'expérience aléatoire.

Exemple: On lance un dé a 6 faces: Q =[1,6].
A = «obtenir un 6 » donne la partiede Q: A= {6}
B = «obtenir un nombre pair» donne la partiede Q: B ={2;4;6}

Exemple: On lance deux dés a 6 faces distinguables: Q =[1, 6]2.
A = «obtenir un double 6 » donne la partiede Q: A= {(6,6)}

B = «obtenir un double » donne la partie de Q :
B={(,i)/iell,6]}
=1{(1,1);(2,2);(3,3);(4,4);(5,5);(6,6)}
C = «obtenir au moins un 6 » donne la partie de Q :
C=1{(i6)/ie[l,6]}U{(6,))/jell,6]}
=1{(1,6);(2,6);(3,6);(4,6);(5,6);(6,6); (6,1); (6,2); (6,3);(6,4); (6,5)}

Exemple: On mélange un jeu de n cartes: Q ={w: [1,n — [1, n]/ w bijective }.

A = «la premiere carte se retrouve dans la premiére moitié du paquet» donne la partie de Q :
A= {w: [1,n — [1, n] bijective / w(1) = Lg]}

Pour i € [1, r] fixé, B; = «la carte numéro i n'a pas changé de place » donne la partie de Q :
B={w:[1,n— [1,n] bijective / w(i) = i}

On voit sur ces exemples qu'un évenement A est nécessairement une partie de Q, ie que
Ae ().

Sion note & I'ensemble de tous les événements qu’on peut associer al’expérience aléatoire,
alors & € 22(Q)).
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On admettra que sous '’hypothése que Q est fini, 'ensemble des événements est & = 2 (Q),
ie que toutes les parties de Q sont des évenements : on pourra donc calculer leur probabi-
lité. Dans le cas d'un univers infini, certaines parties de Q2 ne pourront pas étre considérées
comme des évenements ; nous ne développerons pas ce point dans ce chapitre.

Vocabulaire :

» On dit que 'observation w € Q) réalise 'évéenement A lorsque w € A. Inversement, siw ¢ A,
on dit que I'observation w ne réalise pas A.

e L'événement @ est appelé évéenement impossible.

» L'événement Q est appelé évenement certain.

Il est clair qu’aucune observation ne réalise I'’évenement impossible @, et que toutes les ob-
servations réalisent I’évenement certain Q.

Définition 1 Evénements élémentaires
On appelle évenements élémentaires les singletons de (), ie les évenements de la forme {w}
avec w € Q).

Une remarque importante : tout événement A est réunion d’évenements élémentaires. En
effet, ona:

A=

weA

1.3 Opérations sur les évenements

Définition 2 Opérations sur les événements
Soient A et B deux évenement, c’est-a-dire (A, B) € 2.

1. Contraire. Lévénement Lo A = A est appelé contraire de A.
PourtoutweQ:we A<= w¢A
Autrement dit : A est réalisé < A n’est pas réalisé

2. Union. PourtoutweQ:we AUB<— we AouweB
Autrement dit : AU B est réalisé < A est réalisé B est réalisé

3. Intersection. Pourtoutwe Q:we AnNB<— we AetweB
Autrement dit : An B estréalisé < A est réalisé B est réalisé

4. Différence. PourtoutweQ:we AAB<—weAetw¢B
Autrement dit : A\B est réalisé < A est réalisé et B n’est pas réalisé

5. Implication. A € B signifie que, pour toutwe Q:we A= we B
Autrement dit : A est réalisé — B est réalisé

On peut aussi remarquer que la différence symétrique AAB permet de définir un « ou » ex-
clusif.

Rappels: Si A, B et C sont des événements :
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A\BC A ANB<C A< AUB
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C) AUBNC)=(AuB)Nn(AuC)
AUB=BUA ANnB=BnA

Aug=A ANP =9

AuQ=Q ANQ=A

AUB=ANB ANB=AUB

Généralisation pour (A;) ;e famille d’événements :

Uai=N4 N4i=UJA
iel iel iel iel
Bn(UAi =JBnA) Bu(ﬂAi =[(BUA)

iel iel iel iel

« Lévenement |_J A; correspond a I'événement « au moins un des A; est réalisé ».
iel

« Lévenement [ | A; correspond a I'événement « tous les A; sont réalisés ».
iel

« Lévenement [ | A; correspond a I'événement «aucun des A; n'est réalisé ».
iel

Définition 3 Evénements incompatibles
Deux évenements A et B sont dits incompatibles lorsqu’ils sont disjoints, ie lorsque AN B =
?.

Intuitivement, A et B sont incompatibles lorsqu’ils ne peuvent pas se produire simultané-
ment.

Exemple : Lorsqu’on lance un dé a 6 faces : les évenements A = « obtenir un chiffre pair » et
B = «obtenir un chiffre impair » sont incompatibles.

Définition 4 Espace probabilisable
Un espace probabilisable est un couple (Q,22(Q2)) ou Q est I'univers et 22(Q2) est la tribu des
évenements.

1.4 Systeme complet d’évenements

Définition 5 Systéme complet d’événements

Soit (A;)je; une famille d’évenements de Q. On dit que (A;)e; est un systeme complet d’éve-
nements ( = s.c.e.) lorsque:

(i) les (A;j)jer sont deux a deux incompatibles :

Vi, Jel’, i#j=AinAj=0¢
(i) [ JAi =0

iel

(i) Viel, A;j#¢@
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Les propriétés (i) et (ii) définissent une partition de Q. Un systeme complet d'événements
est donc un cas particulier de partition.

Intuitivement, un s.c.e. correspond a une disjonction des cas, suivant le résultat de I'expé-
rience aléatoire.

Exemple : On lance deux dés a 6 faces. On définit les événements A = « obtenir deux chiffres
pairs », B = « obtenir deux chiffres impairs » et C = « obtenir un chiffre pair et un chiffre im-
pair ».

Alors (A, B,C) est un s.c.e..

Exemple: Si Ac 2(Q) tel que A# @ et A#Q, alors (A, A) s.ce..

Proposition 6 Décomposition d’'un événement sur un s.c.e.
Tout événement se décompose sur un s.c.e. (A;) ey en une union d’évenements deux a deux
incompatibles :
VBe2(Q), B=|JBnA)
iel

etles (BN A;),; sont deux a deux incompatibles.

2 Probabilité sur un espace probabilisable

2.1 Probabilités

Définition 7 Probabilité

On appelle probabilité sur I'espace probabilisable (Q2, 22(Q2)) toute application P : 22(Q)) —
[0,1] telle que :

HPEQ =1;

(ii) P est additive ie Vn e N*, V(A;,..., A,) € 2(Q)" :

=Y P(Ap

k=0

n
U Ax

k=0

(Ay,...,Ap) 2a2incompatibles = P

Si A est un évenement, alors le réel P(A) est appelé probabilité de I'évenement A.

Définition 8 Espace probabilisé
Un espace probabilisé est un triplet (Q2,22(Q),P) ot Q est I'univers, 22(Q)) est la tribu des
évenements et [® est une probabilité sur (2, 22(Q)).
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Théoréeme 9 Propriétés d’'une probabilité

Soit (2, %#,P) un espace probabilisé. Alors :

(iii) P(@) =

On se donne deux événements A et B :

(ivyP(A)=1-P(A);

(v) P(A\B) =P(A)—P(ANnB) etdoncsiB< A, alorsP(A\B) =P(A) -P(B);
(vi) si A< B, alorsP(A) <P(B);

(vii) P(AuB) =P(A) +P(B) -P(AnB)

Dans le cas d'une union finie d’événements, avec un nombre quelconque de termes, et sans
hypothese d’incompatibilité, on a les deux résultats suivants.

Théoréme 10 Inégalité de Boole
Soit n € N*. Pour tout famille finie (4;,...,A4,) € Z2(Q)", ona:

n n
Pl Ak =) P(Ap
k=1 =1

Mais la plupart du temps le membre de droite est supérieur a 1, ce n’est pas tres intéressant
en pratique. On peut aussi utiliser la formule exacte suivante, mais les calculs sont lourds.

Théoréeme 11 Formule du crible
Soit n € N*. Pour tout famille finie (4;,...,A;) € ", ona:

n
P Ak
k=1

:Z(—l)k_l( Y P(A;, nA;,N--NA;)
k=1

1<ij<ip<-<ip=n

Exemple: On mélange n cartes et on note A = «aucune carte ne retrouve sa position initiale ».
Alors :
Card(4) _ 1) k
(A= -3
Card(Q)

k=0

C’est aussi la probabilité qu'une permutation aléatoire de n éléments soit un dérangement.
Exemple: p personnes entre dans ’ascenseur d’'un immeuble de n étages (sans compter le

RDC) et descendent chacune a un des n étages. On note A = « A chaque étage au moins une
des personnes est descendue ». Alors :

Card(A) p
P(A) = Ca d(Q)_( D" Z( 1) ( )( )

C’est aussi la probabilité qu'une application aléatoire de [1, p] vers [1, n] soit une surjection.
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2.2 Construction de probabilités

Pour définir une probabilité P sur 22(Q), il faut se donner P(A) pour tout A € Z(Q), ce qui
n’est pas toujours possible. On va démontrer qu’il suffit de définir PP sur les évenements élé-
mentaires.

Onnote n=#Q et Q ={wy,...,w,}.

Théoréme 12 Probabilité sur un univers fini

1. Soit P est une probabilité sur (Q, 2 (Q2)) avec Q fini. Pour tout i € [1, n], on pose p; =
n
P({w:}). Alors les réels py, ..., p, sont dans [0,1] et vérifient ) p; = 1.
i=1
2. Réciproque. On se donne des réels p;, ..., p, vérifiant :
« ils sont positifs;

n
i=1

Alors il existe une unique probabilité P sur (Q2, 22(Q)) telleque: Vi € [1,n], p; = [P’({wi}).
Et donc pour tout i € [1, n], p; € [0, 1].

C’est le deuxieme point que nous utiliserons pour définir une probabilité dans le cas d'un
univers fini. Cette probabilité P vérifie :

VAe2(Q), PA= ) p;

i€[1,n]
w;€A

Par exemple, si A = {w2, ws, wg}, alors : P(A) = p2 + ps + pe.

En pratique, il suffit donc de connaitre la probabilité des évenements élémentaires, pour étre
capable de calculer la probabilité de n'importe quel évenement.

Exemple: On lance un dé a 6 faces : Q = [1,6] et # = 22(Q2). On définit une probabilité P sur
(Q, &) par:

1 1
Pl—Pz—Ps—E, P4—P5—P6—Z

ce qui modélise un dé truqué.

7
On a alors P( « Chiffre pair») = 1z

Exemple : On reprend le méme espace probabilisable (Q2,.%) et on définit une autre proba-
bilité Q par:
1
N=q2=4q3=4q1=G5=46 = ¢
ce qui modélise un dé équilibré.

On a alors Q( « Chiffre pair» ) =

ol w
N =

On voit sur ces deux exemples qu’on effectue la méme expérience aléatoire : lancer un dé a 6
faces. Le choix de la probabilité permet de traduire le fait que le dé est équilibré ou truqué,
c’est-a-dire de choisir la probabilité des évenements élémentaires.
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Définition 13 Equiprobabilité
Lorsque Q est fini on note n = #Q. L'unique probabilité définie par :

1
p1:p2:-~-:pn:—
n

est appelée probabilité uniforme sur (2, 22(Q0)).

Pour tout évenement A, on a:
B Card(A)

P(A) = ——
Card(Q))

3 Probabilités conditionnelles

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un espace probabilisé (Q, #,P).

3.1 Définition

Intuitivement : si on lance un dé cubique, équilibré, on devine que sachant que le chiffre ob-

tenu est pair, la probabilité d’'obtenir un nombre inférieur ou égal a5 est égale a —.

D’autre part, si on introduit les événements A = « obtenir un chiffre inférieur ou égal a5 », B =
«obtenir un chiffre pair ».

5 1 2
Comme on est en situation d’'équiprobabilité, on trouve P(A) = 5 P(B) = > etP(ANB) = rt

2 P(AnB)
On remarque alors que — = ————.
3 P(B)

Cet exemple motive la définition suivante.

Définition 14 Probabilité conditionnelle
Soient A et B deux événements tels que P(B) # 0.

P(ANnB
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B, le réel P(A|B) = ﬁ P(A|B) est
aussi notée Pg(A).

Pg(A) représente donc la probabilité de A calculée du point de vue d’'un observateur qui
arriverait en cours d’expérience, au moment ou B vient de se réaliser. Il dispose donc de plus
d’informations qu'un observateur qui assiste a I'’expérience depuis qu’elle a commencée.

/\ ATTENTION : en général on ne peut pas comparer les valeurs de P(A) et P(A|B), comme
le montre I'exemple suivant.

Exemple: On lance deux dés distinguables a 6 faces, équilibrés. On considere les événements
A = «la somme des deux chiffres obtenus est 5», B = «le premier dé donne 3 », et C = «le
premier dé donne au moins 3 ».

Alors P(A|C) < P(A) < P(A|B).
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/\ ATTENTION : il n’existe pas d’événement (ie de partie de Q) A|B = « A sachant B ». Pour
cette raison il est préférable d'utiliser la notation P5(A) au lieu de la notation P(A|B).

Théoréeme 15 Propriétés de Py
Soit B un événement tel que P(B) # 0.

1. Pourtout Ae #,ona:P(AnB)=P(B) xPg(A).
2. Pp estune probabilité sur (Q, ).

En particulier si A; et Ay sont deux évéenements :

Pg(A; U Ap) =Pg(A)) +Pg(A2) —Pg(A1nAy) et Pp(A)=1-Pg(A)

On a donc a disposition deux méthodes pour calculer la probabilité d'un évenement non
élémentaire :

P(AuB)=P(A)+P(B)—-P(AnB) et PANB)=P(B)xPp(A)

Ces deux formules s’appuient sur des techniques totalement différentes : la premiere est ba-
sée sur I'incompatibilité, la seconde sur la dépendance entre deux évenements. En pratique,
il faut choisir la solution la plus simple (le fait que I'’événement soit composé de U ou de N
n’est pas décisif puisque les lois de Morgan permettent d’inverser ces symboles).

Exemple : On lance deux dés a 6 faces : calculer la probabilité d’obtenir deux nombres de la
meéme parité.

Exemple: On tire deux fois une boule, sans remise, dans un une urne composée de 6 boules
blanches et 2 noires : calculer la probabilité d’obtenir deux boules blanches.

3.2 Formule des probabilités composées

Théoréeme 16 Formule des probabilités composées / Formule du conditionnement mul-
tiple

n-1

[ Ak

k=1

Soit (A4, ..., A;) des événements tels que P #0. Alors:

P P(AD) x P4, (A2) X P ayna, (Ag) x - x Bryn-1 5, (A)

n
M Ak
k=1

i-1
Ak
1

A;

n
[TP
i=1

k=

i-1

[ Ak

k=1

avec la convention que, pouri=1:P | A; =P(A4)).

Interprétation sur un arbre :
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D’un noeud N; a un noeud Nj;1, on trace une aréte étiquetée par la probabilité condition-
nelle P(N;+1|Nj). La probabilité de la branche compléete est alors obtenue en multipliant
entre elles les probabilités conditionnelles placées sur les arétes.

Pn; (Ni+1)
N;

Exemple : On considere une urne composée de 6 boules blanches et 7 boules rouges. On
effectue 3 tirages successifs d'une boule sans remise. Pour i = 1, 2 et 3, on pose B; = «le
i-ieme tirage donne une boule blanche », et on définit de méme |’événement R;.

2

i+1

Bs
16 2\
/ 7R3
6 Bl E
17 \ Bs
Rz/
Bs
Bz/
/ \ RS
Ry
\ Bs
Rz/
6 5 7
Alors:P(B; N By N R3) =P (By) x IPBl (By) x H:DBlmBz (R3) = E X E X ﬁ

/\ ATTENTION : il faut respecter I'ordre chronologique dans le conditionnement ! Sur 'exemple
précédent on pouvait aussi écrire que : P(B; N By N R3) = P(R3) x Pg,(B2) x Pp,qr, (B1), mais
cela ne permet pas de faire le calcul!

3.3 Formule des probabilités totales

Théoréeme 17 Formule des probabilités totales
On se donne un systeme complet d’événements (A;,..., A,). Pour tout événement B, on a :

PB) =Y P(BNAY =Y P(A)P,(B)
k=1 k=1

La formule des probabilités totales est tres utile lorsqu’on effectue une expérience aléatoire
en plusieurs étapes. Elle permet de raisonner par disjonction des cas, suivant le résultat de
la premiere étape.
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Complément: On dit que qu'une famille d’événements (4;) ;c; est un systéme quasi-complet
d’évenements (ou une partition de Q) lorsque :
M Jai=0

iel
(i) les (A;j) ;e sont deux a deux incompatibles.
La différence avec un s.c.e. est qu'on peut avoir P(4;) = 0 pour certaines valeurs de I'indice
i. Pour ces valeurs P 4, (B) n’existe pas ...mais on a tout de méme la formule suivante :

VBeZ, PB)=) P(BnA)
iel
En pratique, 'intérét de cette généralisation réside dans le fait qu'on ne peut pas toujours

vérifier que P(A;) # 0, et dans ce cas on se contente d'un systéme quasi-complet d’évene-
ments.

Interprétation sur un arbre :

Sur un arbre a deux générations, on multiplie les probabilités le long d'une branche et on
additionne les branches qui réalisent I’évenement considéré.

Par exemple avec un s.c.e. a deux événements (4, A) :

PA) A
P(A) A\E

o Pa(B)
On lit sur I'arbre la formule :

P(B) =P(A) x P4 (B) + P(A) x P5(B)
Exemple : On dispose de deux piéces : 'une honnéte, 'autre truquée avec deux faces pile.

3
On choisit une piéce au hasard et on la lance. Alors P( « obtenir pile» ) = T

Exemple : Chaine de Markov. On considére un point qui se déplace sur les sommets d'un
triangle A; Ay As : A

Ay
Az

On suppose qu’initialement le point se trouve en A;. Ensuite les déplacements s’effectuent
de la maniere suivante :

2
e sile point est en A; alors il passe en A; (j # i) avec probabilité = dans les deux cas;

1
» le point reste en A; avec probabilité =
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On peut résumer ceci grace a un diagramme de transition :

1
5

[S21] 8]

Pour tout n € N, on introduit les évéenements :

» U, = «Apres n déplacements le point se trouve en A »;
 V,, = «Apres n déplacements le point se trouve en Ay »;
o W, = «Aprés n déplacements le point se trouve en As ».

On pose alors, pour tout n=1: u, =PU,), v, =P(V,) et w, =P(W,).

Les conditions initiales sont ©y = 1, vgp = 0, wy = 0, et grace a la formule des probabilités
totales,ona:

1 2 2
un+1—§un+§vn+§wn
VneN, vn+1:%un+%vn+%wn
2 2 1
Wn+1 :gun+§vn+§wn

On peut alors déterminer les expressions de u,, v, et w, en fonction de n, grace au calcul
matriciel. En effet, on a:

Un+1 Up
VnelN, Unt1 | = Ax| vy
Wn+1 Wn
1 1 2 2
ou Aestlamatricedonnéepar A=—-12 1 2.
5
2 21
Onen déduitque:VneN, | v, | =A" x| vy
Wn Wo

Le probleme est donc ramené au calcul des puissances de la matrice A.
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4 Indépendance

3.4 Formule de Bayes

On va essayer de relier les probabilités conditionnelles Pg(A) et P4(B), ce qui permettra en
pratique d’inverser causes et conséquences.

Théoréme 18 Formule de Bayes
On se donne un systéme complet d’évenements (Ay,..., A,). Pour tout évéenement B non
négligeable, on a:

Pa,(B)xP(A;)  Pa,(B) xP(A;)
P(B) B

Vie[l,nl, Pp(A)=

Y P4 (B) x P(Ag)
k=1

En particulier avec un s.c.e. de la forme (A, A) :

Pa(B) xP(A) _ P A(B) x P(A)

Pp(A) = = =
s P(B) Pa(B) x P(A) + P(B) x P(A)

Exemple: Test d’'une maladie rare. Un laboratoire propose un test de dépistage d'une mala-
die. La notice précise la qualité du test :

« lorsque le test est appliqué a une personne malade, le test est positif dans 99,8% des cas;

« lorsqu'il est appliqué a une personne saine, il est négatif dans 99, 6% des cas.1

D’autre part, on sait qu'une personne sur 100000 est malade.

Peut-on avoir confiance en ce test? A priori oui, mais on est bien étonné de trouver que
sachant que le test est positif, il n'y a que 0,25% de chances que la personne soit malade!

4 Indépendance

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un espace probabilisé (Q, #,P).

4.1 Indépendance de deux événements

Définition 19 Indépendance de deux événements

Soient A et B deux événements.

On dit que A et B sont indépendants lorsque P(An B) =P(A) x P(B).
Onlenote A 1L B.

Le résultat suivant donne un sens intuitif a cette définition.

Proposition 20 Lien entre indépendance et probabilité conditionnelle
Si A et B sont deux évenements avec B non négligeable : A L B si, et seulement si, Pg(A) =
P(A).
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En pratique, nous verrons que 'indépendance ne se démontre pas, mais fait des hypotheses
de modélisation. Elle permet de simplifier les calculs.

Exemple : Lorsqu’on lance plusieurs fois une piéce de monnaie, ou lorsqu’on effectue plu-
sieurs tirages avec remise dans une urne, on pourra supposer que les répétitions sont effec-
tuées de maniere indépendante.

/\ ATTENTION : ce n’est pas si simple! Si on lance deux fois une piéce, les événements A =
«obtenir pile au premier lancer » et B = « obtenir face au second lancer » sont indépendants,
mais les évenements C = « obtenir pile » et B = « obtenir face » ne le sont pas.

/\ ATTENTION : cette notion dépend du choix de la probabilité P. En particulier si on a
trois évenements A, B et C : on peut avoir A et B indépendants pour P, mais A et B non
indépendants pour PP sachant C (ie pour P¢) :

P(ANnB) =P(A) xP(B) mais Pc(ANB)#Pc(A) xPc(B)

ou l'inverse : A et B indépendants pour P¢, mais A et B non indépendants pour PP, comme
le montre I'exemple suivant.

Exemple : On dispose de deux pieces : un équilibrée et une truquée (deux piles). On lance
un dé (non truqué) a 6 faces:

« si on obtient le chiffre 1, on lance deux fois la piéce équilibrée;

« si on obtient un chiffre différent de 1, on lance deux fois la piece truquée.

On note A = « obtenir pile au premier lancer de la piéce », B = « obtenir pile au second lancer
de la piéce », et C = «le lancer du dé donne le chiffre 1 ».

Alors A L B pour P¢ (et pour Pg), mais AXB pour P.

Proposition 21 Indépendance et contraire
SiAl B,alors AL B, Al BetALlB.

4.2 Indépendance mutuelle

On se donne n évenements Aj, Ay, ..., Aj.

Définition 22 Indépendance deux a deux
Ondit que Ay, Ay, ..., A, sont deux a deux indépendants lorsque :

V(i,j)ell,nl? i#j= A LA;

Onadonc:P(A; N Az) =P(A;) x P(A2). Mais par contre, on ne peut rien dire sur P(A; N Ay N
As). Pour cela on a besoin d'une notion plus forte.
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Définition 23 Indépendance mutuelle

Ondit que Ay, Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants lorsque :
vicliLnl, P{()Ax|=]]PA
keJ keJ

Dans ce cas on peut dire que : P(A; N Ay N Ag) =P(A}) x P(A2) x P(As).

En pratique, I'hypothése d’'indépendance mutuelle fera partie des hypotheses de modélisa-
tion. Elle ne sera pas démontrée.

4.2.1 Propriétés del'indépendance

On se donne une famille finie d’évéenements (A;,..., A;).

Théoréeme 24 Lien entre indépendance mutuelle et indépendance deux a deux
Si les évenements (Ay,..., A,) sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a deux
indépendants.

/\ ATTENTION : la réciproque est fausse. Nous verrons un contre-exemple en TD.

Théoreme 25 Lemme des coalitions
On suppose que les événements (Aj,..., A;) sont mutuellement indépendants.

1. Si pour tout k € [1,n], By = Ag ou Ay, alors les événements (B, ..., B,) sont encore
mutuellement indépendants.

2. Pour toute partie J € [1, n], les (A) ke; sont aussi mutuellement indépendants.

3. Pour toute partie J < [1, n], tout évéenement construit a partir de (Ax)re; est indépen-
dant de tout évenement construit a partir de (Ax) kg;-

Exemple : On lance 5 fois une piece de monnaie, et on note A = « obtenir pile aux deux pre-
miers lancers », B = « obtenir pile aux lancers numéros 3 a 5» et C = « obtenir pile aux lancers
numéros 2 a 5».

Alors A et B sont indépendants, mais A et C (et de méme B et C) pourrait ne pas 'étre.

4.3 Compléments sur la formule des probabilités totales : propriété de
Markov

Elle n’est pas au programme mais la « propriété de Markov » doit étre souvent utilisée, et la
rédaction est assez acrobatique vu qu’on fleurte allégrement avec les limites du programme
d’ECS...
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Nous allons donc donner une liste d’exemples classiques qui devraient permettre de traiter
la plupart de situations. Dans chaque, on est dans le cadre de répétitions mutuellement in-
dépendantes d'une méme expérience aléatoire, mais le nombre de répétitions est lui-méme
aléatoire (ce qui complique vraiment les choses).

e Ruine du joueur. Un joueur joue a un jeu d’argent : a chaque tour il gagne 1 euro avec pro-
babilité p, ou perd 1 euro avec probabilité 1 —p (p €]0, 1[). On voudrait calculer la probabilité
qu'’il termine ruiné (ou bout d'un nombre quelconque de tours), partant d'une fortune ini-
tiale de n euros (n € N). On note cette probabilité u, ; notons que u = 1 puisqu’il commence
ruiné.

La formule des probabilité totales (et la propriété de Markov qu’il ne faut pas citer puisque
hors-programme) donnent que :

VneN*, u,=p.ups+q.uy—
On est ramené a I’étude d'une suite récurrente linéaire d’ordre 2 qui s’étudie simplement. ..

+ Le lion et les gazelles. A chaque repas, un lion mange soit un zebre avec probabilité %, soit

une gazelle avec probabilité % On suppose que les compositions des repas du lion sont indé-
pendantes entre elles. On veut calculer la probabilité u,, que le lion mange pour la premiere
fois deux gazelles consécutives a son niéme repas (n = 2).
La formule des probabilité totales (et la propriété de Markov qu’il ne faut pas citer puisque
hors-programme) donnent que :

1 2

VneN*, uyo= g.unﬂ + §un

On est ramené a I’étude d'une suite récurrente linéaire d’ordre 2 qui s’étudie simplement...

» Modéle de Galton-Watson. On considere une cellule qui peut se diviser en 2 (par mitose)
avec probabilité p, ou mourir avec pr.qbabilité 1-p (p €]0,1[). On veut calculer la probabilité
que sa lignée soit éteinte a la (n + 1)leme
que up=1-p.

génération. On note cette probabilité u, ; notons

La formule des probabilité totales (et la propriété de Markov qu'il ne faut pas citer puisque
hors-programme) donnent que::

2
VneN*, up=pu,+1-p
On est ramené a I’étude d'une suite récurrente d’ordre 1 du type u,+1 = f(uy,).

Sur ces exemples I'espace probabilisé n’est pas fini (en toute rigueur), mais ils sont tout de
méme compréhensible dans ce chapitre puisque les évenements considérés sont inclus dans
des univers finis.
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5 Exercices

Calcul des probabilités :

Exercice 1 Soient A et B des événements aléatoires avec P(A) =1/2 et P(B) =1/3.
1. Donnez un encadrement de P(AU B) et P(AnN B).

2. Déterminez P(A U B) lorsque A et B sont incompatibles puis lorsque P(An B) = 1/4.

Exercice 2 Soit (2, 2(Q),P) un espace de probabilité avec Q = {w;, w2, w3, w4} , Z(Q) la
tribu de ses parties et la probabilité P définie (partiellement, x et y étant a déterminer) par
P({wi}) = %, P({w-,}) = i, P({ws}) = x et P({w4}) = y. Soit les événements A = {w,w;} et B =
{w2, w3}. Pour un événement quelconque C, on désigne son complémentaire par C.

1. Combien d’événements pouvons nous considérer dans cet exemple ?

2.0n donne P(AN B) = §. Déterminer complétement la probabilité P.

3.1Ici, les événements A et B sont-ils indépendants ?

4. On rappelle que la différence symétrique AAB peut étre définie par (AnB) U (AN B).
Calculer P(AAB|B), c’est-a-dire la probabilité conditionnelle de AAB sachant B réalisé.

Exercice 3 On considere une classe de n éleves. Pour chaque éleve, on suppose que chaque
jour de 'année a la méme probabilité d’étre le jour de son anniversaire et on ne prend pas
en compte les années bissextiles.

1. Calculezla probabilité que deux éléves au moins de cette classe aient leur anniversaire
le méme jour. A partir de combien d’éléves cette probabilité devient supérieure a 0.5 ?
A 0.8? Comment interpréter ce résultat ?

2. Calculez la probabilité qu’au moins un éleve soit né le méme jour que le professeur.
Comparez le résultat obtenu avec le précédent.

Exercice 4 Un bibliothécaire fou permute au hasard les 7 livres de sa bibliotheque.

1. (@) Quelle est la probabilité que les volumes 1 et 2 de “Guerre et Paix” de Tolstoi se
retrouvent cote a cote dans le bon ordre ?

(b) Dans n'importe quel ordre ?
2. (a) Quelle estla probabilité qu'aucun livre n’ait changé de place ?
(b) Qu’exactement un livre ait changé de place ?

(c) Qu’exactement deux livres aient changé de place ?

Probabilités conditionnelles :

Exercice 5 On considére trois cartes : une avec les deux faces rouges, une avec les deux
faces blanches, et une avec une face rouge et une face blanche. On tire une carte au hasard,
on expose une face au hasard : elle est rouge.

Quelle est la probabilité que la face cachée soit blanche ? (Construisez d’abord un arbre adé-
quat).

Exercice 6 Mon voisin a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que I'autre
enfant soit un garcon ?

Ma voisine a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la probabilité pour que le
plus agé soit un garcon ?
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Exercice 7 On cherche un parapluie qui avec la probabilité p/7 se trouve dans I'un quel-
conque des sept étages d'un immeuble (0 < p <1).

1. Quelle est la probabilité que la parapluie se trouve dans I'immeuble ?

2. On a exploré en vain les six premiers étages. Quelle est la probabilité que le parapluie
se trouve au septieme étage ?

Exercice 8 Considérons une urne contenant six boules blanches et quatre boules rouges.
1. Quelle estla probabilité de la suite "blanc, blanc, rouge" si on tire 3 boules sans remise ?

2. Quelle est la probabilité d’obtenir au total deux blanches et une rouge si on tire 3
boules sans remise ?

Exercice 9 On considere n urnes (n = 1), numérotées de 1 a n. Lurne numérotée k contient
k boules blanches et n — k boules noires. On choisit au hasard une urne puis une boule dans
cette urne. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche ?

Exercice 10 Sur Orion, les Rigolus et les Tristus cherchent a faire la paix. Heureusement, il
y a trois fois plus de Rigolus que de Tristus. Pour la paix, les Rigolus sont a 60% favorables,
16% y sont opposés et 24% sont sans opinion. Par contre, pour la guerre, les Tristus sont a
68% favorables, 12% opposés et 20% sans opinion. Vous rencontrez par hasard un habitant
d’Orion (on ne vous demande pas la probabilité de le rencontrer..) et vous lui demandez son
opinion.

1. Calculer la probabilité qu'il soit sans opinion.

2. S’il vous répond qu'il est favorable a la paix, quelle est la probabilité qu’il soit un Rigolus ?
3. Finalement, s’il vous répond qu'il est favorable a la guerre, quelle est la probabilité qu’il
soit un Tristus?

Indépendance :

Exercice 11 On jette trois dés. Calculez :
1. la probabilité d’avoir exactement un 6.
2. la probabilité d’obtenir au moins un 6.

3. la probabilité d’obtenir au moins deux faces identiques.

Exercice 12 On jette deux dés non-pipés, un noir et un blanc. Montrez que les événements
suivants sont deux a deux indépendants, mais ne sont pas mutuellement indépendants :

— «le chiffre du de noir est pair»,

— «le chiffre du de blanc est impair»,

— «les chiffres des deux des ont méme parité».

Exercice 13 1. On dispose d’'une urne contenant 3 boules blanches numérotées de 1 a
3 et deux boules noires numérotées de 4 a 5.

(a) On tire une a une successivement trois boules de 1'urne, sans remise. Calculer la
probabilité d’obtenir, dans cet ordre, deux boules blanches, puis une noire ? Dans
n'importe quel ordre ?

(b) Mémes question pour des tirages avec remise.

(c) Calculer la probabilité d’obtenir, deux boules blanches et une noire lors d'un ti-
rage simultané de trois boules.
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1. Dans une urne, on place 7 boules blanches et 3 boules noires. On tire successivement
avec remise quatre boules de I'urne. On note N I'événement "obtenir une boule noire"
et B 1'événement "obtenir une boule blanche".

(@) Quelle est la probabilité pour que I'on obtienne le résultat (N, N, B, B) dans cet
ordre?

(b) Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches exactement ?

(c) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule blanche ?

Exercice 14 On dispose de 2 des A et B. Le dé A a 4 faces rouges et 2 faces blanches. Le dé
B a 2 faces rouges et 4 faces blanches. On lance une piece de monnaie truquée telle que la
probabilité d’obtenir "pile" soit 1/3.

- Si on obtient "pile" on décide de jouer uniquement avec le de A;

- Si on obtient "face" on décide de jouer uniquement avec le dé B.

1. Calculerla probabilité d’obtenir "rouge" au premier coup, puis au deux premiers coups.
Ces deux évenements sont-ils indépendants ?

'

2. Onaobtenu "rouge" aux deux premiers coups. Calculer la probabilité d’obtenir "rouge'
au troisieme coup.

3. On a obtenu "rouge" aux n premiers coups (n € N*). Déterminer la probabilité p,
d’avoir utilisé le de A.

Exercice 15 Un joueur joue a un jeu d’argent contre le casino. On suppose qu’initialement
la fortune du joueur est de a € N et celle du casinode N —a,avec0<a< Net NeN.

Soit p unréel vérifiant0< p<letp #1/2.

A chaque répétition du jeu on suppose que le joueur gagne 1 euros avec probabilité p ou
perd 1 euros avec probabilité g = 1 — p. Si on note x, la fortune du joueur a I'issue du n° jeu,

alors:
Xn + 1 avec la probabilité p

Xo=a et Xn+1 = { X, — 1 avec la probabilité g

Le jeu s’arréte dés que x, prend la valeur 0 (le joueur est ruiné) ou la valeur N (le casino est
ruiné).
1. Soit u, la probabilité que le joueur soit ruiné, étant initialement parti d'une fortune de
a.On a en particulier up =1 et uy =0.

(a) Montrer que pour tout entier atelquel <a<N-1,0ona:

Ug=PUg+1 Tt JUg-1.

e
-(3)

Déterminer la limite de u, lorsque N — +oco et interpréter le résultat.

(b) Vérifier que:

2. De méme, calculer la probabilité v, que le casino soit ruiné, le joueur étant initiale-
ment parti d'une fortune de a.

3. Calculer la somme u, + v,. En déduire la probabilité que le joueur et le casino s’af-
frontent indéfiniment.

1
4. Reprendre les calculs danslecas p =g = X
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Chapitre 7

Généralités sur les fonctions numériques

1 Etude d’'une fonction réelle d’une variable réelle

—

On munit le plan d'un repére orthonormé (O; ?, i)

1.1 Fonction réelle d’'une variable réelle

Définition 1 Fonction réelle d’'une variable réelle
On appelle fonction réelle d'une variable réelle toute application f : A — R, ou A est une
partie non vide de R.

Pour simplifier on dira que f est une fonction réelle.

/\ ATTENTION : il faut veiller a ne pas confondre les notations f et f(x). f désigne I'appli-
cation et f(x) désigne I'image de x. Lapplication f peut étre aussi notée x — f(x).

1.2 Ensemble de définition

Définition 2 Ensemble de définition
Lensemble définition d'une fonction réelle f est le sous-ensemble de R, noté & ¢, formé des
x € R pour lesquels I'expression f(x) est définie.

Exemple: f(x) = /x donne 2y =R* = [0, +oo[.
Exemple: f(x) =In(x) donne 2 = R} =]0, +ool.

Exemple: f(x) = e* donne 27 =R.

Exemple: f(x) = donne 9 =R\{-1,1} =] —oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +oo0l.

1-x?
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1.3 Représentation graphique de f

Définition 3 Graphede f
Soit f: 2y — R. Le graphe de f est le sous-ensemble de R?, noté Gy, défini par :

Gr={(x f(0)/ xe 2y}

Représenter f c’est représenter G dans le repere (O 7, 7) On obtient une courbe du plan,
appelée représentation graphique de f, notée €.

Exemple: f : x— In(x) donne Gy = {(x,Inx)/ x > 0}.

Définition 4 Périodicité

Soient f: Yy — Ret T >0.

La fonction f est dite périodique de période T, ou encore T-périodique, lorsque :
@) ‘v’xe@f, X+ T(—:@f

(i) Vxe Dy, f(x+T) = f(x).

On peut remarquer que si ¢ = R, la condition (i) est automatiquement vérifiée. On montre
facilement que la condition (ii) entraine que :

VxeR,VkeZ, f(x+kT)=/f(x)

Exemple: La fonction tan est n-périodique.

Interprétation graphique | Si f est T-périodique alors son graphe est invariant par toute

translation de vecteur k7. i , avec k€ Z.
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Il suffit donc d’étudier f sur un intervalle de longueur T, ie du type [a,a+ T] avec a € R (on

choisit souvent [0, T] ou [—%, T ]). Le reste du graphe de f se déduit ensuite par translations

de vecteurs kT.T, keZ.

Exemple: Pour la fonction tan.

M/ 11| M M/ M/ !/

|
S
|
l\)lﬁ
S
S|
|
l\)lﬁ
[\
S
1
l\)lﬁ

Définition 5 Parité
Soient f:2r — Ret A Py.
1. Lafonction f est dite paire sur A lorsque :
i) Vxe A —x€e A
(i) Vx € A, f(=x) = f(x).
2. Lafonction f est dite impaire sur A lorsque :
i) VxeA —xe A
(i) Vxe A, f(-=x)=—-f(x).

Evidemment si & r =R, la condition (i) est automatiquement vérifiée.

Exemple: La fonction x — x? est paire sur R, et x — x> est impaire sur R.

Interprétation graphique

1. Si f est paire alors son graphe est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées (0y).
On peut donc restreindre I'étude a 2y NR* ou 2y NR™.

2. Si f est impaire alors son graphe est symétrique par rapport au point O.
On peut donc restreindre I'étude a 2y NR* ou 2y NR".
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Exemple: Pour la fonction x — x?.

Exemple: Pour la fonction x — x°.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 150



1 Etude d’une fonction réelle d’une variable réelle

1.4 Monotonie

Définition 6 Fonction monotone
Soit f fonction définie sur un intervalle I de R.

1. f estcroissante sur I lorsque:
Y,y el?, x<y= fx)<f(y)
Dans ce cas :
x<y=fx)<fy

et
fRO)<f(y)=x<y=>x<y

/\ Par contre si on a seulement I'inégalité large f(x) < f(y), alors on ne peut pas
comparer x et y.

2. f eststrictement croissante sur I lorsque :
Vx,p)el?, x<y= f(x) < fy)
Dans ce cas:

x<y=fx)<fy

et
xsy=fx=sfy

3. f estdécroissante sur I lorsque :
Vx,p)el?, x<y= f(x)=fy)
Dans ce cas:
x<y= f(x)=f(y)

et
f<fy)=x>y=x=y

/\ Par contre si on a seulement I'inégalité large f(x) < f(y), alors on ne peut pas
comparer x et y.

4. f eststrictement décroissante sur I lorsque :

V(x,y)e[z, x<y= f(x)>f(y)
Dans ce cas:
x<y<=fx)>fy

et
xsy=fx)=fy)

5. f estdite monotone sur I lorsqu’elle est croissante ou décroissante sur 1.

6. f est dite strictement monotone sur I lorsqu’elle est strictement croissante ou
strictement décroissante sur 1.
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Exemple: x — e* est strictement croissante sur R.
Exemple: x — x? est strictement décroissante sur R~ =] — 0o, 0].
Exemple: x — | x| est croissante sur R.

On rappelle deux théoremes bien connus qui seront démontrés dans le chapitre sur les fonc-
tions numériques dérivables.

Théoréeme 7 Monotonie et signe de la dérivée
On suppose que f est une fonction dérivable sur un intervalle 1.

1. festcroissantesur [ < Vxe I, f'(x) =0
2. festdécroissantesur [ < Vxel, f'(x) <0

3. festconstantesur I < Vxel, f'(x)=0

Théoréeme 8 Stricte monotonie et signe de la dérivée
On suppose que f est une fonction dérivable sur un intervalle 1.

1. f'(x) >0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points « isolés» => f strictement
croissante sur /

2. f'(x) <0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points «isolés» => f strictement
décroissante sur I

/\ ATTENTION : si f est strictement croissante sur un intervalle I, on ne peut pas dire que

f'(x) >0 pour tout x € I, comme le montre 'exemple de la fonction x — x3.

Exemple: f : x — x+ cos(x) est strictement croissante sur R.

1.5 Extremums d’une fonction

Définition 9 Fonction majorée/minorée/bornée
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. Ondit que f est majorée sur I lorsque :
AMeR/Vxel, fx)<M

M est alors appelé majorant de f.

2. Ondit que f est minorée sur I lorsque :
dmeR/Vxel, f(x)=zm

m est alors appelé minorant de f.

3. On dit que f est bornée sur I lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée sur I, ie
lorsque :
Im,M)eR?/Vxel, m<fx)<M
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Proposition 10 Caractérisation des fonctions bornées
Soit f une fonction définie sur un intervalle /. Alors :

f estbornée sur I <= |f| est majorée sur /

Définition 11 Extremum global
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. Ondit que f admet un maximum global en x( € I, lorsque f est majorée par f(x) :
Vxel, f(x)<f(xy)

2. Ondit que f admet un minimum global en xj € I, lorsque f est minorée par f(xo) :
Vxel, f(x)=f(xy)

3. Ondit que f admet un extremum global en x( € I, lorsque f admet en x; un maximum
global ou un minimum global.

Définition 12 Extremum global
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. On dit que f admet un maximum local en xj € I, lorsqu’il existe § > 0 tel que f est
majorée par f(xg) surJxg—06,xo+06[NI:

Vx€lxg—06,x0+0[NI, [f(x)<=<f(xo)

2. On dit que f admet un minimum local en x; € I, lorsqu’il existe 6 > 0 tel que f est
minorée par f(xp) sur]xp—9,x9+6[NI:

Vxe€lxg—06,x0+0[nI, [f(x)= f(xo)

3. Ondit que f admet un extremum local en xj € I, lorsque f admet en xy un maximum
local ou un minimum local.

Proposition 13 Un extremum global est local
Soit f une fonction définie sur un intervalle /. Alors :

f admet un extremum global en xo = f admet un extremum local en x
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Théoréme 14 Condition nécessaire d’extremum local
Soit f fonction dérivable sur un intervalle I et telle que :
(i) f admet un extremum local en xp € 1

(ii) xo € I, ie xp n’est pas une borne de 1.
Alors f’(xg) = 0. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse xq est donc
horizontale.

/\ ATTENTION : la réciproque est fausse comme le montre 'exemple de la fonction x — x3

en 0.

/\ ATTENTION : I'hypothese x, € I est essentielle, comme le montre I'exemple de la fonction
x— x sur [0, 1].

Ce résultat donne donc des points x( candidats a étre des extremums locaux (on les appelle

points critiques de f : xy € I et f'(xp) = 0). Mais il faut ensuite vérifier point par point si
on trouve bien un extremum local en ces points, puis faire une étude séparée des bornes de
I'intervalle. Pour I’étude des points critiques, on peut utiliser le théoreme suivant.

Théoréeme 15 Condition suffisante d’extremum local en un point critique
Soit f fonction dérivable sur un intervalle I et xy un point critique de f.
Si f’ change de signe en x alors f admet un extremum local en xy.

En pratique il suffit de dresser le tableau de variations de f.

Exemple: Déterminer les extremums de la fonction x — —8x3 +2x* + 8x% — 1.

2 Fonctions usuelles

2.1 Fonction racine n-ieme
Pour n > 1, la fonction x — {/x est définie sur R* et a valeurs dans R™.

On a les valeurs particulieres: ¥/0=0et ¥/1 = 1.

Cette fonction est continue sur R* et dérivable seulement sur R : elle est continue mais non
dérivable en 0. Sa dérivée est donnée par :

1 n
Vx>0, (V) =(x1) =—xil= Vx
n nx
et en particulier pour n=2:
1
Vx>0, = —
x>0, (V)=

Représentation graphique:
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3 n=2
2 n=3
14 /
—1J123456789
-1
2.2 Fonctions trigonométriques
Les fonctions cos et sin sont dérivables (donc continues) sur R et :
VxeR, sin'(x)=cos(x) et cos'(x)=—sin(x)
Représentation graphique:
(gCOS
/><\ / / @sin
v/ 1

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :

sin(x 1—-cos(x 1
()zletlim—( ):

x—0 x2 2

lim sin(x) =sin(0) =0, lim cos(x) = cos(0) =1, lim
x—0 x—0 x—0

La fonction tan est dérivable (donc continue) sur @i = R\{5 + kn/ k € Z} et :

VX €Dan, tan'(x)= =1+ tan®(x)

cos?(x)

Représentation graphique::
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|

S|
ol
oS

S|
o

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :
tan(x) 1

X

limtan(x) = tan(0) = 0 et lim
x—0 x—0

2.3 Fonctions logarithmes et exponentielles

|
I8

La fonction exponentielle est définie comme étant 'unique fonction dérivable sur R, égale a

sa dérivée, et prenant la valeur 1 en 0. On la note exp ou x — e*.

On a les propriétés suivantes.

Proposition 16 Propriétés de la fonction exponentielle

1. VxeR,e*>0etdonce* #0
2. e%=1

a

1 e
3. V(a,b) eR?, et*P =gt xeb e~ = — ettt = =
ed eb

n n
4. Plus généralement: V(ay,...,a,) € R", exp (Z al-) = H e
i=1 i=1

5. VaeR,Vnez, (e4)" =e™
6. VxeR, (ex)':ex

o 1 4 1
Ainsionaez =y, e l=—...
e

Représentation graphique:
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%%m

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :

X

lime* =e’ =1 et lim =1
x—0 x—0 X
ex
lim e*=+oco0et lim — =400
X400 X—400 x

lim e*=0et lim xe*=0.
X——00 X——00

La fonction exp est continue (car dérivable) et strictement croissante sur R :

exp o —— +00

D’apreés le théoreme de la bijection monotone, elle induit une bijection de R sur R} =]0, +ool.
On note In : R7 — R sa bijection réciproque. Cette fonction est appelée logarithme népé-
rien. On démontrera dans le chapitre sur les fonctions numériques dérivables qu’elle est
dérivable (donc continue) sur R7.

Par définition de la bijection réciproque, ona Vx € R, In (e*) = x et Vx> 0, e"™ = x. De plus:

VxeR,Vy>0, e*=y<x=Iny
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Proposition 17 Propriétés de la fonction logarithme népérien

1. Inx) =0 x=letln(x)=l<x=e

2. Y(a,b) € R2, In(ab) = In(a) + In(b), ln(é) = —In(a) et ln(%) =1n(a) - In(b)

n n
3. Plus généralement : Y (ay, ..., a,) € (R%)", ln(H ﬂi) =) In(ay)
i=1 i=1

4. Ya>0,VneZ, In(a") = nin(a)

1
5. Vx>0, (In(x) = .

On démontrera dans le chapitre sur les fonctions numériques dérivables que les courbes
représentatives de exp et In sont symétriques par rapporta y = x:

(gexp

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :

1 In(1
limIn(x) = In(1) = 0 et lim ) . Ind+ h_ .
x—1 i—1x—1 h—0 h
1
lim In(x) =+ocoet lim ne) _ 0
X—+00 x—too  x
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lim In(x) = —co et lim xIn(x) =0.
x—0t x—0t

2.4 Fonctions puissances réelles
*

Soit a € R. La fonction puissance a est définie sur R} =]0, +oo[ par :

Vx>0 x%=enW

On peut vérifier que pour x >0:

_SinZl,xxxx...xx:enln(x);
n termes
-sin=0, enln(x) =1;
-SinEZ\N,lxlx...xl:enln(x);
X X X
—-n termes

. 1

-sin=1, Yx=enn®,

Donc on généralise sur R} les fonctions puissances entiéres, et racines n-iémes définies au
lycée.

/\ ATTENTION : la fonction x — x“ est définie au moins sur ]0, +oo[. Par exemple la fonc-
tion x — x? est définie sur R tout entier!! De plus la formule x® = e p’est intéressante

que si a ¢ Z : par exemple écrire x> = e?!"¥) n’est pas plus simple que x? = x x x.

On a les propriétés suivantes.

Proposition 18 Propriétés des fonctions puissances
On se donne x >0, y >0 et (a, B) € R?.

1. x%xB = xoth L = x~@ ot £ = yah,
) xa xﬁ ’

2. (x“)ﬁ = x% = (xP)@;

3. (x*=x%y* = y*x®* = (yx)%.

On démontrera que la fonction x — x® est dérivable (donc continue sur R}), de dérivée :
!/ —
Vx>0, (x%) =ax*!

On en déduit qu’elle est strictement croissante si @ > 0, strictement décroissante si a < 0 (et
constante égalea 1 si a =0).

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :

Osia>0 +oosia>0
lim x*={1sia=0 et lim x*=<{1sia=0
x—0t X—+00

+oosia<0 0sia<O0

On a les tableaux de variations :
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X 0 +00 X 0 +00

+00 +00
—_— a / —_— a \
X X 0 X X 0

et les représentations graphiques (les cas @ < 1 et @ > 1 seront étudiés dans le chapitre sur la
dérivabilité) :

4 4 a>1 a=1
3A
2A
]_A
a<0
-1 1 2 3 4
_1;

2.5 Fonctions logarithmes et exponentielles en base a

Soita > 0tel que a # 1, ie a €]0, 1[U]1, +oo[. On définit les fonctions logarithmes et exponen-
tielles en base a par :

Vx>0, lo (x)_ln(x) et VxeR, a‘=e
%Y T ’ -

xIn(a)

Pour a = e, on retrouve les fonctions logarithme népérien et exponentielle.
On peut montrer qu’elles sont bijections réciproques I'une de 'autre :

Vx>0, a°8«®=x et VxeR, log, (a*)=x

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 160



2 Fonctions usuelles

Exemple: log,(256) = log,(2%) =8
On utilisera principalement que : Vn € N, log,,(10") = n.

La fonction log,, est dérivable (donc continue) sur R}, de dérivée :

Vx>0, log,(x)=
x= 084 () xIn(a)

La fonction x — a* est dérivable (donc continue) sur R, de dérivée :

VieR, (a*) =In(@a"

2.6 Croissances comparées

Théoréeme 19 Croissances comparées
On se donne trois réels a, S ety.

3. Poury>0: lim (Inx)Pe " =0.

X—+00

. (Inx)f .
1. Poura>0: lim =0" et lim x%Inx/®=0".
X—+00 xa x—0t
a
2. Poury>0: lim x% " = lim —=0" et lim |x|/%"=0".
X—+00 x—+oo VX X——00

De maniere mnémotechnique, on peut retenir que : In < puissance <« exp
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3 Exercices

Exercice 1 Soit f:R — R une application croissante telle que : Vx € R, fo f(x) = x. Montrer
que VxeR, f(x) = x.

Exercice 2 Soit I un intervalle de R. Montrer que :
1. Si f et g sont croissantes sur [ alors f + g est croissante sur /.

2. Si f est croissante sur [ et g croissante sur J, tel que f(I) < J, alors go f croissante sur
I.

3. Si f et g sont croissantes positives sur I alors f x g est croissante sur /.

Exercice 3 Soit f : R — R une fonction périodique de période T > 0. On suppose que f est
monotone, montrer que f est constante.

Exercice 4 Soit f :[0,1] — [0, 1] une fonction croissante. Montrer que f a au moins un
point fixe. Est-ce vrai si f est décroissante ?
Indications : on pourra poser a = sup {x € [0,1]/ f(x) > x}.
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