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AVANT PROPOS

Dans le souci de créer un raccourci menant droit au succeés, la collection « Le Chemin de la

ﬂeuooite » met a la disposition des éléves candidats au BACCALAUREAT « Cr»et«E»les

‘ rubriques suivantes :

aeeie v <es exencices puépanataines pour faciliter I'entrainement des candidats et leur
permettre en conséquence de bien assimiler les notions de cours.

® QW—MMM&MM permettant d'aller plus loin sur les notions afin

‘ar drtr loae o : 9% 'S
d’acquérir les savoir-faire incontournables.

X MMM@}H& qui vous permettront de faire la synthése des méthodes

abordées dans les différents chapitres et d’en voir les éventuels prolongements.

. &’_ULMKQ@_QM pour vérifier I'aptitude de I'éléve & pouvoir affronter

aisément les exercices le jour de I’examen.

La présentation lucide de cet ouvrage en fait un outil pratique et efficace pour progresser, se
perfectionner et, bien entendu, se préparer en toute quiétude @ l'examen de fin d’année.
Nous souhaitons que ce manuel vous permette d’acquérir les bons réflexes, ceux quivous donneront
l'aisance nécessaire pour aborder, avec confiance et sérénité I’épreuve de Mathématique au
Baccalauréat.

La perfection n'étant pas humaine, toute remarque, toute critique et toute
suggestion seraient les bienvenues.

N.B : - Pour toutes difficultés éprouvées ou rencontrées face a un exercice, n'hésitez pas de nous écrire
a l'adresse cheminreussite@yahoo.fr ou bien appeler au numéro (237) 675201831 pour que la réponse
vous soit retournée le plus tot possible.

- Nous vous signalons que, pour des raisons de mise en page, les unités graphiques imposées dans les
énoncés ne sont pas toujours respectées.
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EXERCICES PREPARATOIRES AU
BACCALAUREAT n € 1 ET v E v

Exercice 1 : 1. On définit la fonction h telle que: VxeR, hix)=2x" ~3Ix" -1
a) Etudier les vanations de h

b) Montrer que I"équation h(x) = 0 admet une solution unique @

¢) Montrer que a€ 1,6 ;1.7 pu

puts donner une valeur approchée de a

d) En déduire le signe de A(x)

: O+
2. On définit la fonction [ par: f(x)=
|
a) Détermuiner les réels a, b, ¢c et d tels que: fix)=ax’ +hx+c+ {
|
Ontrouveraque a=b=¢=d
b) Soit (I') la courbe de la fonction p te que ) > " 4+ x4+
Calculer im( f(x px)) et conclure -
c) Ewudier la p Nor lative & {7 et |
d) Montrer que / ¢t en deéduire les vanations de /
¢) Construnr
: 5
Exercice 2 : On ( I s foncts f définie sur Rpar /(x)= x| et () sa courbe
Y2+
représentative dans un 1 honormal (O, 1, J)
1-a) Calculer les limit X ie | mble de définition de /
b) Etudier les vanation I¢c J ¢l tableau d iriatl
2- Représenter (C)(Prendre Of = QJ = 2¢m )
3- En déduire la construction de la courbe (I”) ensemble des points M x, v) vénfiant x° = 2x° +xy" +2) 0
¢4 x o+
Exercice 3 : Soit la fonction / ;x4 * i et (C) sa courbe représentative
0+

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen -1 et 0

2) Etudier les variations de f et tracer (C)
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Exerciced : / estune fonction définie et dérivable sur R telle que f(0)=0 et pour tout réel x,

1 ; .
f(x) =1 On admet que cette fonction existe et on ne cherchera pas a donner une expression de

f(x). (C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.
1) Justifier I'existence et I'unicité d’une primitive fde /' sur R telle que £(0)=0.
(on ne demande pas de la calculer).
2) gest la fonction définie sur R par: g(x)= f(x)+ f(-x)
a) Calculer g'(x) pour tout réel x.

b) Calculer g(0) et en déduire que f est une fonction impaire.
3) Soit I la fonction définie sur R* par/(x) = f(x)+ f (l)
X

a) Calculer la dérivée I'(x) de I pour tout réel x de R°*.

b) Démontrer que pour tout x deR*, f posséde une limite en +c0 qui vaut 2,/(1).
¢) Que peut - on en déduire pour la courbe (C) ?

4) On considére la fonction T définie sur ]—%.%[ par T(x)= f(tanx)—-x.

a) Montrer que T est dérivable et calculer T".
b) En déduire une expression simple de T.
¢) En déduire f(1) etla limite de f en +o. |

d) - Calculer £(3); f(%)

- Dresser le tableau de variations de f surR.
- Tracer la courbe (C), ses asymptotes et ses tangentes aux points d’abscisses -1 ; 0 et 1. |

Exercice 5 : Soit f la fonction définie par f(x)= ,/ix’ —6x+ 5| et (C) sa courbe représentative.

1- Exprimer f(x) sans le symbole « valeur absolue ».

2- Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition : (C) admet-elle des
tangentes aux points d’abscisses 1 et 5 ?

3- Etudier les variations de f.

4- Démontrer que les droites d’équations y =x-3 ef y =—x+3 sont asymptotes & (C)

5- Tracer (C) et démontrer qu’elle admet un axe de symétrie, dont on précisera I'équation.

6- Démontrer que, pour tout nombre réel x de Iintervalle [1,5], le point M(x, f(x)) est & une distance
constante du point ©(3,0). En déduire la nature de (C) sur I'intervalle [1 ; 5]

.

Exercice 6 : 1-a) Tracer la courbe représentative de la fonction x — tanx sur I'intervalle [() , 2/r] .

b) En déduire que I’équation tan x+x =0 admet dans cet intervalle deux solutions non nulles « et f

Déterminer une valeur approchée a 107! prés de ces solutions.
2- Soit f la fonction définie par : f(x) = xsinx.

On désigne par (C) sa courbe représentative, par (A)ef (A') les droites d’équations y = x et y=—x.
a) Démontrer que f est une fonction paire.
Déterminer les abscisses des points d’intersection de (C) avec (OI).
b) Démontrer que : Vx € R+, —x < f(x) < x. Donner une interprétation graphique de ce résultat.
¢) Déterminer les points d’intersection de (C) avec (A) (vespectivement (A')).
Démontrer qu’en chacun de ces points, (A) (respectivement (A')) est tangente a (C) .
d) Etudier les variations de f sur I'intervalle [0,27].

Tracer (C) sur intervalle [-27 ; 27].
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CORRIGE DEs EXERCICES

Exercice 1 : 1.a) Variations de h.
D, =R=]-c, +oo[. }Ln;h(x):—oo :
h est continue et dérivable sur R comy
h’(x) = 6x* —6x. h’(x)=0=sx=9 ou

,"ffl‘n h(x) = 40 ,

me fonction polyndme.

Tableau de variation XSERIC) =08 h(1)=-2 X |- 0 1 0
b) Résolution de I’équation h(x) = 0, h'(x) [
Pour tout x de I'intervalle =1

croissante. De plus, h(1) = -2 ¢t lim h(x) = 40

Donc I’équation h(x) = 0 admet une
¢) * Montrons que ¢ e 1567

Ona:h(1,6)=-0488 <0, h(1,7) = 3,046 > ¢
D’ou h(1,6) x h(1 \

B
N

+
]l.+oo[, h est continue et strictement h(x) /

solution unique o,

,7) <0, s d’aprés
) <0. Alors d apres le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢ ¢ 1,6 sl

* Une valeur approchée de o est l‘6ﬂ=l 65
2 ’

d) Signe de h(x)

Pour x € ]—03,(1] »h(x) <0 et pour x e [a, oo ,h(x) > 0,

2. a) Déterminons les réels a, b, ¢, d tels que f(x) = ax’+by + ¢ + Ll

x—1"
En faisant une division euclidienne, on trouve que f(x)= x*4x + |+—— et par identification
- x_l ’
a=b=c=d=l. ' !
b) Caleul de lim( £ (x) - p(x)) \
; l : :
f(x)=p (x)= s et lim f(x)— p(x) = lim #] =0,
2 f— L Ll ¥ l‘—
On peut conclure que (I") est une asymptote a (Cy).
¢) Position relative dg (Cp) et I’ X -0 1 +00
I1 suffit d’étudier le signe de f(x)— ,,(,\'):Ll x—1 kA ﬁ) 1
x—1

Ainsi, pour x € ]t i3 [ (Cy) estendessousde I' ; pour xe ] 1, + [ (Cy) est au dessus de I .
d) Calcul de f ’(x) et déduction des variations de f
) 3 (x=1)-x’-1 3x’=3x*-x'—=1 h(x)
f'(x) -)-_T — = . = =
(x—1) (x—1) (x—1)
Le signe de f(x) est celui de h(x).
f'X)=0 =>h(x)=0=>x=a : = -
f(@)=1(1,65) = 8,45 &

Signe de f° et tableau de variation : f'(x) -
¢) Construction de (Cy) et I' : o

S
i 00
voir figure page suivante f(x) \ \ ) /
P'(xX)=2x+1; p(x) =20 >x:-;- 8,45

11 3
/)[-—]__54]:—‘ p(0) l.

T N T T
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Exercice 2 :

A " . 2—x ¢ ;
1-a) f(x)existe si et seulement si g 20> xe]-2;2]. D, =]-2;2). Il!.lgf(.r) =-0 ; f(2)=0.
-—4,

v . 2—-x \9’:

b) f est continue sur D, et dérivable sur]-2;2[. Pour tout x de J-2, 2[ , f'(x)=.|= b))

+ X 9 [2-x
, 1 : —x*-2x+4

c’est-a-dire f'(x) = —,T(_z't- —4x+ 8) T T U el

2(x+ 2)",/“—_" (x+2) J=
24x 24x

f” est du signe de —x2—2x+4=—[(x+1)2—l—4]:—(x+l—\/§)(.t+l+ \/5).or

—1-V5 ]2 2 et-145 € ]-2,2[ . /(=1+45)=(~14/5) Y5 -2 ~0,6.

f est croissante sur ]—2;—1 + Jg[ et décroissante sur]—l + \/5;2[. -1 +\/§ =123 ; f(-])= ~\/j,

La droite d’équation x = -2 est asymptote a (C) . X |-2 145

2- Représentation graphique : - % i

voir graphique ci-dessous f'(x) ¢

3- Déduction graphique : f(x) 0,6

M(x,y)el & X’ -2 +x°+2y* =0 < / \
-0

¥ (x+2)=x*(2-x).
Pour x=-2,ona 0=16(impossible), d’ ol x # —2

@ Le Chenin de la Reusoite en Mathematiques au Baccalauvéat Cot & Tame / @




2-x : ’
ety’ ___xz(;+—2-)aunsens s1 et seulement si xe]—2;2] et y=x i ouy= 2—x
o

' e +2 x+2
Ainsi(I") est la réunion de (C) et du symétrique de (C) par rapport a I’axe des abscisses.

)Ur
J4
o G T ¢
I
+ ,//’—
/
I
(€)
Exercice 3 : 1) Etude de la continulté et de la dérivabilité de fen -1 et 0
x4+ x+1 1 —x2
*f(-1)=-  lim f(x)-lm)* » lim f(x) = i et Sl o et continue en -1.
E=llgemX o] 2 E '“",’ -x+1 2
i T L —xt=x+1 ¥ xtx .
£(0)=1; lu};f( x)= ',‘1‘3*_,”1 hmf(x)—hgg o1 |- Alors fest continue en 0.
X +x+1 1
f(x)~f (-1 T 2
: lim—(—‘l——g—-—)=lim =xtl 2 g 2x* +3x+1 S (2x+1)(x+1) 3 imﬁil—=—l
el x4 = x4l =20 +1)(=x+1) =1 2(x+1)(=x+1) =-12(-x+1) 4
-x=x+1 1
f(x)~f(~1 BT 2 — .
lim (#)=1( )tlim —x+1 2 _ \im 2y —x+l =i ﬂ—zg
==l x4l =) x+1 =1 2(x+1)(=x+1) = 12(-x+1) 4
Donc f n’est pas dérivable en -1.
-x —x+1 3
f(x)-f(0 i —x* e
* lun—(L(——l:' lim—-ﬂ—zlim a = lim & =0
0 X x=0 x 0 x(=x+1) =0-x+1]
X’ +x+1 ,
f(x)-f(0 7 : x* S
lim LJ(A_) T . s bl ol hmr—, =lim——=0. Alors f est dérivable en 0.
r0 X x-—og K X v(’) .Y(.\"fl)- x »If x+1
e, v ) o 2 T Y
2) - Pourx« ]-x‘;——l],f'(x) = —‘;H:—— <0. | =0 ) 0 +oo|
(—.\'+ l) ‘\"‘ + v\'. : i 0 =X O X’ X \
1_,) > 3 t { 1
- Pour x L[ I; 0] f'(x)= ———bT‘ >0 4 l‘l ' ~4 _ = Q x 1‘
—-X+ | " )
( ) vy | P rxdl =X" =X+l | XXl
) . x2+2.\‘ ,(\) | ———— 1) 5
‘[UUI'\E[U‘M[,/'(,(): 3 >0, -x+1 ;‘| —-X fl (l x+1 “
(x+1) \ Aol ‘
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* Tableau de variation :

X |-

-1 0
P - s ¥ § +
f(x)
\‘1/2/'1

D,y =-=x-2 est asymptote & —0.

+00

D, : y = x est asymptote & 40,

Exercice 4 :

S est la fonction définie par: f(0)=0ef f'(x)= -II—H A
: X
1- Justification de I’existence et 'unicité d’une primitive /de /'sur R relle que f(0)=0.
Existence :
f’ est continue sur R car f* est une fonction rationnelle, donc f* admet une primitive f sur R.

Unicité : Soient / et g deux primitives de /'sur R ;

alors [ f'(x)dx= f(x)+k et [fGydx=g)+k'. [ [ (W)de=[[(x)dx e [(x)=g(x)+k'-k,

or f(0)=0 etg(0)=0, donck =k’ et par suite g(x) = f(x) sur R . On conclut alors que / est unique.
2- Soit g la fonction définie sur R par: g(x)= f(x)+ f(-x).

a) Calculons g’(x) pour tout réel x.

VxeR,g'(x)=f'(x)-f'(-x)= :—l——L =0.DoncVxelR, g'(x)=0.
x+1 x*+1
b) * Calcul de g (0) : g (0) = f(0) + f{0) = 0.
* Déduisons — en que / est une fonction impaire.
g' =0 = g est constante. Comme g(0) = 0, g est une fonction nulle.

Donc f(x) + f(-x) = 0 c¢’est-a-dire f(-x) = - f(x). D’ou f est impaire.
3- Soit I la fonction définie sur R * par: /(x) = f(x)+ f(l J
X

I 1 1

a) Calcul de I'(x):VxeIR',I'(x)=f'(.r)—le-/"( J: =0.Donc I’(x) =0 VxeR".

1
x x+1 x?

b) Démontrons que Vx e R’, ]j'fl,f(") =2/(1).
Ona f(x)= l(x)—f(l) et lim f(x)= lim {l(.\')—/'(l) ] = lim /(x) = f(1) car I est une fonction
x X =40 X =p 4 \' i -hbx

constante et lim j'(l)=f(0)=0. Ainsi, /()= f(D)+ f(1)=2/(1), donc lim f(x)=27(1).
X4 X X hax

¢) On en déduit que la courbe (C) admet une asymptote horizontale qui est la droite d’équation
y = 2(1).
\ ol nr :
4) Soit T la fonction définie sur };.;{ par T(x)= f(tanx)-x.

& &

a) Montrons que T est dérivable et calculons sa dérivée T,

- :
et tan
"

: A /4
La fonction x > tan xest dérivable sur ]—5 —

o . 2
e ] R, or fest dérivable sur [R.

D’ou T = fotan est dérivable sur J—-;L : g[ ;

& 4L
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Vx e]—-g-. %r_[' T'(x) = (tanx)".f '(tan x) -1 =(1+tan2x) x

b) Déduisons — en une expression simple de T,
La dérivée de T est constante et vaut 0, donc T est une fonction constante.

T
Pour tout X € ’E'E[' ona:T(x) = 7'(0) = /(tan0)~0=0. Donc Vxe]—%.%[, T(x) = 0.

T =1=1=1=0. Donc 7'(x)=0.

¢) *Déduisons — en f(1) : on sait que tan - =1
n n
T|=|[=0,0r T| = |= Wil s e
e (4J (4) f(“’“‘;J 4_f(l)_Z'D°'”(”=%'

i .Ii'l’,f(-")=2f(l)=2x%=%. Donc jl_im}f(x):%.

d) * T(x)=/(tanx)=x=> f(tanx) =T(x)+x, or tnn% =3, d'ou f(tan f):f(ﬁ): r(£)+£ =l
3 3/ an3 N3
47 1
Doncf(sﬁ)=—.Dcplus.onatan(£)= .orf( | J:T(£)+£=£ 3 1)\ =
3 6 7; 3 5% 6carT(x)-O.Doncf e 7
* Tableau de variations de fsur R,
1 4
['(x)= T >0. Donc f est strictement L
croissante. x
* Tracé de la courbe (C) : 2
voir figure ci-contre r
X —00 0 400 - . 0 A A >
f'(x) + +
—}[ -
f(x) Ve o
Bt :

Exercice 5: f(x)=f|x" —6x+ 5|

1) Expression de f(x) sans symbole « valeur absolue »,
- Pour x € |~0,1]U[5; oo, f(x) =Vx*=6x+5 - Pourxe [1.5], f(x)=v=x* +6x~5
2) * Continuité de f sur D, =R,
f est continue sur ]7-1 ,l[\ ,:] l,S[u]S + 1[ comme composée de fonctions continues sur cet intervalle .
Continuité de fen 1 eten 5,
f(1)=0, im f(x)=lim \./\— ~6x+5=0;lim f(x)=lim V=X’ +6x-5=0
vl vl ' v’
f(5)=0, lim f(x)=lim \/—\: +6x=5=0:lim f(x)=limvVx’=6x-5=0.
= ) ) -5 5

fest continue en 1 et 5, donc f est continue sur [R.
* Dérivabilité de f sur Dy
f est dérivable sur / ] 1 ,l[l f]I,S[u]S; t "l comme composée de fonctions dérivables sur I .

y e e I =
ll"l /(l) ,“) . ““] _J‘ Ox+. — |““_ (‘ ’(_W‘ - _) — “n]_ ,\,_\. = -00
£l v -1 vl v—| =0\ (x=1) il x=1

Le Chemin de ba Reusoite en Mathematigues au Baccalauvéat Cet & Tame /




l-ll-w-qua.y-x-iaa‘.y-qosuuwt(c)-
l’-hd-!l-ll: -4

lim =3)|= bm = lim =0

m[ﬂ‘)‘(' )] v -GreSex=) o-:”l_".,,(,,”

b [ /() (0 3)) o e St S0 Y) gy o0
a3 e I —baeS-xe) Yl wbaeS-xe)

Donc A ywx=3et A" yw=x+ ) sont ssymplotes & (C) .
S- Tracé de (C) : vour graphigue ci-dexsows

Axe de symétrie :

f(a+x)=fla-x)
Qkﬂ’l)’-q.Ol)Q’I.'.-‘)‘-“.-])O*
<> 2ax~6x = ~2ax » b

cdxa~-3)=0 YieD 2a=)

Donc Ia dreite d'équation x = 3 oot axe de

symétrie & (C).
6- Montroas que (20 est constante .

M(x, f(x)).x cll.S]. ll‘l.\‘-z’ * b —S)d €2(3,0) :
oM’ s(.-J;‘.(J-:‘ .u-s)'

s =bx+9~x +6x~5=4 Do fIM=2

Nature de (C) dans [1.5)
Dans [1,5), (C) est un demb-cercle de centref2(3,0) of de rayon r = 2.

Exercice 6

1-a) Tracé de (C, )/ g (x) = tan x sur [0, 2x |
g est périodique de pénode n.

+o.foi] o]

* lim g(x)=+o; lim g(x)=-w;

§ == l S o
2 b
-
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« pourtout x€ D, , g'(x) =1+tan’ x,

« Tableau de variation de g : .
4
[(x [0 7 x :
g'(x) * i 2
[ = T 5 I
g(x) / ] B
o < —0 A O) - ;
b) Déduction des solutions de I'équation tan x 4 y = ( R
Posons /(x)=tanx+x. 0 2
h est continue et strictement croissante dans =
4

3
]_’;,%’Eli el dans ]7”.27r].puis hu%,%rD =R,
k} ¢
1,(]7,?.;1']) = ]-oo,2;r] 0OeRer0e ]—oo, 2;;]‘

x 3rn

Donc3!a € ]‘2"7[ Npe ]37”.211] tel que
h(a)=0et h(f)=0. Do, I'équation tan x+ x -
Valeurs approchées dea er #a10™' pras,
h(2,02) = —0.954 et h(2,03) = 0,007, donc a =2,0: h(5)
2) f(x)=xsinx, Aty=x A" y=—x

a) Montrons que f est paire.
vxeR,~xeR, f(-x)=-xsin(-x)=xsinx= f(x). D’oui f est paire.
Intersection de (C) avec (OI) :
xsinx=0¢>(x=00usinx=0)e> x=kr , keZ

0 admet deux solutions a et 4 dans [0, 27].

=1,6 et h(4,9) = -0,36, donc f} = 4,9

b) Montrons que Vxe R  -x< f(x)<x.

vxeR,~1<sinx<1 (1).

(e VxeR, x(-l)sxsinx<x(l) < VxeR,,~x< f(x)<x.

Interprétation graphique : Pour x e R, ,(C) se trouve entre les droites (A)er(AY).
c) Points d’intersection de (C) avec (A)er (A').

Avec A:xsinx=x <> x(sinx=1)=0¢ x=00u x = i 4 Zk/r(k € Z)
,

Avec A'; xsinx=—=x <> x(sinx+1)=0<> x=00u x = wad [ ?.k/r(k IS Z) :
)

Puisque (C) est entre (A)er (A'), en chacun de ces points A (respectivement A') est tangente a (C)
d) Etude des variations de f sur [0,27].

S'(x) =sinx+xcosx = cosx(tan x +x)
fl@)=f(2)=2sin2=1,9, f(B)=/(49)=4,9sin4,9~-438
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X 0 /2 o 3n/2 B 2n
cOS X + - - + +
tanx + X + T + - ar
(x) . b ) - s
A % G ;
f(x) n/2 -3n/2 \ /
o/ 4.8

Le Chiermin de ba Reusoite en Mathiematigues au Baccalauvéat Cet E Tame /




ENONCE DES EXERCICES

Exercice 1 : On veut entourer avec un minimum d’
525m et 285m. Les arbres
rectangle. Calculer :

a) La distance comprise entre deux arbres.

b) Le nombre d’arbres nécessaires pour entourer le ch

Rl arbres un champ rectangulaire ayant pour dimensions
S o4 e . ~ho ¢ :
regulicrement espacés ; de plus, il y aura un arbre a chaque sommet du

amp.
Exercice 2 : n désigne un entier relatif différent de | et g = a2

: i n—1"
[-a) Démontrer que a est entier si et seulement si n — 1 divise 6
b) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles a est un entier relatif.
,
" se pronose de déterminer lec valerre DAL= i
2) On se propose de déterminer les valeurs de n pour lesquels a = 2 ou p et q sont premiers entre cux.
q
2) Démontrer dunatillenteaiaiy 64
a) Démontrer que s’1l en est ainsi, alors n = | 4 ————
p'-q
b) Démontrer que p*-q?* et g* sont premiers entre eux.
c) l)gjlcrmlincr les couples (p, q) d’entiers relatifs non nuls premiers entre eux tels que p* - g* divise 6.
d) Déterminer les valeurs de n telles que a soit le carré d’une fraction irréductible.

Exercice 3 : On désigne par p un nombre entier premier supérieur ou égal a 7.
Le but de 'exercice est de démontrer que I'entier naturel n= p* —1 est divisible par 240, puis
d’appliquer ce résultat.
1- Montrer que p est congru a -1 ou & 1 modulo 3. En déduire que n est divisible par 3.
2- En remarquant que p est impair, prouver qu’il existe un entier naturel k tel que P?—1= 4k (k+1), puis
que n est divisible par 16.
3) En considérant tous les restes possibles de la division euclidienne de p par 5, démontrer que S divise n
4-a) Soient a, b et ¢ trois entiers naturels. Démontrer que si a divise ¢ et b divise ¢, avec a et b premiers
entre eux, alors ab divise c.

b) Déduire de ce qui précede que 240 divise n.

Exercice 4 : I- 1) Résoudre dans Z" 1'équation (E) : 45x—28y =1 d’inconnue (x ; y).
2) En déduire la résolution dans Z° de I’équation (E”) 1 45x—28y =6,
IT) A. Soit x un nombre réel
1) Montrer que : v 4= (x242)*—4x2.
2) En déduire que x* +4 est le produit de deux trindmes a cocefficients entiers.
B. Soit un entier naturel n, # > 2. On considere les entiers X =n* =2n+2 et Y =n*+4+2n+2.
On pose d = PGCD(X ;Y).
1) Montrer que »' 44 n’est pas premier.
2) Montrer que tout diviseur de X qui divise n, divise 2.
3) Montrer que tout diviseur commun de X et Y divise 4n,
4) Dans cette question, on suppose que n est impair.
a) Montrer que X et Y sont impairs. En déduire que 'd est impair.
Le Chemin de ba Reéusoite en Mathematigues au Daccalauvéat Cet £ Tame ]




b) Montrer que d divise n.

¢) En déduire que d divise 2 ; puis que X et Y sont premiers entre eux.
5),On suppose maintenant que n est pair.
~a) Montrer que 4 ne divise pas X,
b) Montrer que d = 2p ol p est un entier impair.

¢) Montrer que p divise n. En déduire que d =2 (On pourra s 'inspirer de la démonstration utilisée g l
question 4), g

ExerciceS:aetb désignent des entiers non nuls.
I- Démontrer que les diviseurs communs de aet @’ +b sont les diviseurs communs de a et b,
Qu’en déduit-on concernant PGCD(a, @ +5 ) et PGCD(a, b) ?

- Montrer que le plus grand diviseur commun de a+b et 2a + 3b est celui de a et b,

Exercice 6 : a est un entier naturel non nul. Démontrer par récurrence que, pour tout
1 R S
neN, (1+a)™ -a(n+1)-1 est divisible par a’,

Exercice 7 : 1- On considére I'ensemble 4, ={1;2;3;4;5;6} .

a) Pour tout élément a de A, , €crire dans le tableau ci-dessous I'unique élément de y de 4, tel que
ay=1(modulo7).

a | 2 3 4 5 6
6

b) Pour x entier relatif, démontrer que I'équation 3x =5 (modulo 7) équivaut & x = 4 (modulo 7)
¢) Si a est un élément de A, , montrer que les seuls entiers relatifs x solutions de 1’équation
ax = 0(modulo 7) sont les multiples de 7.
2- Dans toute cette question, p est un nombre premier supérieur ou égal a 3. On considére I’ensemble
A, ={1,23..;p- I} des entiers naturels non nuls et strictement inféricurs a p. soita un élément de 4, .
a) Vérifier que a”? est solution de I’équation ax = 1(modulo p).

b) On note r le reste dans la division euclidienne de a”~ par p. Démontrer que r est 1'unique solution
dans A, de I'équation ax = 1(modulo p).

¢) Soient x et y deux entiers relatifs, Démontrer que xy = 0(modulo p) si, et seculement si, x est un
multiple de p ou y est un multiple de p.

Exercice 8 : 1) Résoudre dans Z : x*—4x+2=0 [7]

k 3x-y=1 [5] (1)

2) Résoudre dans ZxZ le systéme
x+2y=0 [5] (2)

Exercice 9 : Soit £(n)=n"+n*+1 ol n est un entier strictement positif.

1. Ecrire £(n) comme produit de deux facteurs du second degré et démontrer que ces deux facteurs sont

premiers entre eux.

2. Le nombre E(n) peut-il étre premier ?

Exercice 10 : Le nombre n est un entier naturel non nul.
Onpose:a=4n+3, b=5n+2etonnotedle PGCDdeaetb.
|- Donner la valeur de d dans les trois cas suivants : n=1,n=11etn =15
2- Calculer 5a — 4b et en déduire les valeurs possibles de d.
3-a) Déterminer les entiers naturels n et k tels que 4n +3 = 7k.

b) Déterminer les entiers naturels n et k’ tels que 5n + 2 = 7k’

B 0000
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| 4- Soit r le reste de la division euclidienne de n par 7,

a) Déduire des questions précédentes la valeur de r pour |
b) Pour quelles valeurs de r, d est - il égal a 1 ? pour laquelle d vaut 7.

¢ 1) Déterminer tous les couples d’
PPCM(a, b) = 2590.
2- a) Montrer que I'entier 491 est premier.
b) Montrer que les entiers 491 et 624 sont premiers entre eux
¢) Résoudre dans ZxZ 1'équation : 491x — 624y = | :
3- On considére le nombre E(n) =n" +1* +1, n étant un entier positif non nul.
a) Décomposer E(n) en produit de deux facteurs du second degré
puis démontrer que ces deux facteurs sont premiers entre eux. ,
b) Le nombre E(n) peut il étre premier ?
4- Quel est le nombre de diviseurs positifs du nombre 1638 ?

entiers naturels (a, b) tels que : a x b= 12950 et

Exercice 12 : Pour ne€ N’ on appelle S(n) la somm d ivi :

1 Calculer : S(8) ; S(36) : S(152). ¢ de tous les diviseurs de n (y compris entre 1 et n)
On dit qu’un nombre est parfait si S(n) = 2,

2- Montrer que 28 est un nombre parfait,

3- Montrer que, si a et b sont premiers entre eux, alors S(ab) =

4- Montrer que P est premier si et seulement si é(p) 4 Pi] ') S(a)S(b).

5- Soit P un nombre premier et k & N*. Quels sont les diviseurs de P*?

: X —Pkol_l
En déduire que S(P")=—— |

6- Décomposer 4?6 en produit de facteurs premiers,
Déduire des questions 3-) et 5-) la valeur de S(496). Conclure.

Exercice 13 3 l.- Dcmonl‘rcr que pour tout entier naturel n, 23"
(on pourra utiliser un raisonnement par récurrence).
En déduire que 2*"*'-2 est un multiple de 7 et que 2°*2
2- Déterminer les restes de la division par 7 des pui

p es puissan

-1 est un multiple de 7

- 4 est aussi un multiple de 7.

ces de 2.

3- Le nombre P étant un entier naturel, on considére le nombre entier 4, =27 42 427,
a) Si P = 3n, quel est le reste de la division de A par 7 ? l
b) Démontrer que si P =3n + ], alors Ay est divisible par 7.
¢) Etudier le casou P =3n+ 2,

4- On considére les nombres entiers a et b écrits dans le systéme binaire

a=1001001000 e b =1000100010000 .

Vérifier que ces deux nombres sont des nombres de la forme Ap

Sont-ils divisibles par 7 ?

Exercice 14 :
1- On considere I'équation (E) : 8x + 5y = 1, ou (x, y) est un couple de nombres entiers relatifs.
a) Donner une solution particulicre de 1'équation (E)
b) Résoudre I’équation (E).
N =8a+1

2- Soit N un nombre naturel tel qu’il existe un couple (a, b) de nombres entiers vérifiant : {N Sh a2
=5b+2

a) Montrer que le couple (a, -b) est solution de (E).

b) Quel est le reste, dans la division de N par 40 7
3-a) Résoudre I’équation 8x + S5y =100, ol (x, y) est un couple de nombres entiers relatifs,

b) Au VlIlle siécle, un groupe compos¢ d’hommes et fernmes a dépensé 100 piéces de monnaie dans
une auberge. Les hommes ont dépensé 8 piéces chacun et les femmes 5 piéces chacune. Combien

pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le groupe ?
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| Exercice15: On considére I'équation (E) : 4x>+x*+x -3 =0
| 1) Montrer en étudiant la fonction numérique f définie sur R par : f(x) = 4x >+ x?+ x -3, que I"équation
(E) n’a q’une solution réelle, qui de plus appartient a I’intervalle |0, 1] .

2) Démontrer, que, si I’équation (E) admet une solution rationnelle /4 , Ou p et q sont étrangers, alors p
q

divise 3 et q divise 4.

\' Quels sont les nombres rationnels vérifiant cette derniére condition ?

! 3) Trouver une solution rationnelle de 1’équation (E) et achever la résolution de (E) dans le corps C deg
nombres complexes.

Exercice 16 : Soit x un entier naturel non nul, on considére les entiers suivants : N =9n+1et M =9n~]
! 1. On suppose que n est un entier pair ; on pose n=2p, avec p entier naturel non nul.

! a) Montrer que M et N sont des entiers impairs
;

b) En remarquant que N = M + 2, déterminer le PGCD de M et N.

2. On suppose que n est un entier impair, on pose n=2p+1, avec p entier naturel.
a) Montrer que M et N sont des entiers pairs.

& b) Déterminer le PGCD de M et N.

i 3. Pour tout entier naturel non nul n, on considére I’entier 81n? - 1

| a) Exprimer I’entier 81n? - 1 en fonction de M et N.

[0 b) Démontrer que si n est pair, alors 81n? - 1 est impair.

l' ¢) Démontrer que 81n* - 1 est divisible par 4 si et seulement si n est impair.

|

‘ Exercice 17 : Les suites d’entiers naturels (xn) et (yn) sont définies sur N par xo = 3 et Xn+1 = 2Xn-1.

‘ Yo=1 et Yn+1 =2Yn + 3.

1- Démontrer par récurrence que VneN, x, =2"" +1.

2-a) Calculer PGCD (xs ; x9) et pged (x2002, X2003). Que peut-on en déduire pour xs et xo d’une part, pour
X2002 et x2003 d’autre part.

| b) Xa+ 1 et Xn sont-ils premiers entre eux pour tout entier n?

| 3-a) Démontrer que pour tout ne N, 2x -y, =5.

H b) Exprimer Y» en fonction de n.
' ¢) En utilisant les congruences modulo 5, étudier suivant les valeurs de I’entier naturel P, le reste de la
division euclidienne de 2" par 5.
4- On note dn = pged (Xn, yn)
| a) Démontrer que dn = 1 ou dn = 5.
b) En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que Xa et yn soient premiers entre eux.

CORRIGE DES EXERCICES

Exercice 1 : a) L’espacement entre deux arbres est un diviseur commun de 525 et de 285. Comme le
nombre d’arbres doit étre minimal, il faut que I’espacement soit maximal, ce qui conduit & prendre pour
espacement le PGCD de 525 et de 285. 525=3x5"x7 et 285=3x5x19,
done le PGCD(525 ; 285) =15. L’espacement entre deux arbres sera donc égal a 15m.

b) 525 =15x35. Si I’on ne tient pas compte des sommets, il y aura 34 arbres sur chaque grand c6té.
285 =15x19. Si I’on ne tient pas compte des sommets, il y aura 18 arbres sur chaque petit coté.
En ajoutant les 4 arbres des sommets, il y aura au total : 2x34+2x18+4 =108 arbres autour du terrain.
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ercice 2 : n est un entier relatif différent de 1 et a = "_"'s

Exgre )

1-a) Démon.trons que a e.st. entier si et seulement si n — 1 divise 6.

Ona: aentier <> n=1 divisen+5 <5 n-1 divise (n+5) - (n— 1) <> n—1 divise 6.
b) péterminons les valeurs de n pour lesquelles a est un entier relatif.

Ona:a entier relatif <> n—1 divise 65 n—| e{-—6, =-3,-2,-1,1,2,3, 6} &one {-5, -2,-1,0,2,3,4,"

. 2
2) On veut déterminer les valeurs de n pour lesquelles a = (E) , avec p et q premiers entre eux.
q

a) Démontrons que il en est ainsi, alors n=1+ 6q,
pl_qa'
n+S 4 ,
Ona a=(_) @m=%@q’("+5)=p’(n-l)c>n= p!+5qr . pz-q’+q1+5ql i e 6q: .
q q pl__qz pz_qx p)_qz

b) Démontrons que p*—~q* et q* sont premiers entre eux .
OnaPGCD(p*~4*, q*)= PGCD( p?, q')= PGCD(p,q)=1.Donc p*-q* et q* sont premiers entre eux
¢) Déterminons les couples (p, q) e Z* premiers entre eux tels que p*-q* divise 6.
On a p et g premiers entre eux <> pAg =1 c'est-d-dire pr=q*e D(6).
On saitque p=qetp + qont la méme parité,
Do (p=g)p+q) € D(6) = {_(,S I’*‘ISGQ{—K Pl s pe{-3;-2i-1 1,213, 45 6}.
~6Sp-q<6 -6<g<3 qe{—6;—4;-3;-—2;—l;122;3}
Done (psa) € {(-2-1)5 (-2, 1)5 (-1, -2)5 (-1, 2); (1, -2); (1, 2); (2, 1); (2, -1)}.
d) Déterminons les valeurs de n telles que a soit le carré d’une fraction irréductible.

6q*

Onan=1+4 »I’v":_‘li y d'aprés ¢), p*—q*=3ou P-q*==3 et ¢*=1ouq*=4.

NP’ ~¢' =—3,0on 8 ¢1’=1:>n=l—§=—l ot pmdmn=l-2280 4,

*Pour p*~g*=3,0ona q’ —|:>H:l+-§=3 et q’=4:>n=l+%=9. Donc n e {-7; 9}.
Exercice 3 : 1) Soit P un nombre premier supérieur ou égale a 7 ;
Nécessairement, P =0[3] ou P =1[3] ou P = 2[3], or P est un nombre premier supéricur ou égal 4 7 ; il
ne peut pas étre un multiple de 3,d’o0 P=1[3] ou P=2[3]. Donc P=1[3] ou P=~1[3].
Déduisons-en que n est divisible par 3
Ona: n=p'-1=(p’-1)(p* +1) :(p—l)(p+l)(pz +l)

*SiP=1[3],alors P~1=0[3], d’on (P=1)(P+1)(P*+1)=0[3], soit n=0[3].

*Si P=-1[3], alors P+1 0[3], d’ou (p=1)(p+1)(p*+1)=0[3], soit n=0[3].
Donc n est divisible par 3.
2- En remarquant que p est impair, prouvons qu’il existe un entier naturel k tel que p*—1=4k(k +1)
On sait que p est un nombre premier supérieur a 7 ; nous avons p impair, c'est-a-dire qu’il existe k € N
tel que p=2k+1.On en déduit que
pr=1=(2k+1)?—1 = 4k + 4k +1—1 =4k*+4k =4k(k+1). Donc p* -1=4k(k +1).
- Montrons que n est divisible par 16
Ona: p*~1=4k(k+1), or les entiers k et k + | sont de parités différentes, donc le produit k(k + 1) est
divisible par 2. Par suite, p* - | est divisible par 8. Dautre part,

PP +1=(2k+1) +1=4k* +4k +1+]1 =4k*+4k+2 =2(2k*+2k +1), avec 2k*+2k+1eN.
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Donc p*+1 est divisible par 2 . Puisque n=(p*~1)(p*+1), on en déduit que n est divisible par 1,
3- Considérons tous les restes possibles de la division euclidienne de p par 5, démontrons que 5 divise n
p estun nombre premier supérieur ou égal a 7, d’ot p=1[5] ou p=2[5] ou p=3[5] ou p= 4[5].

*8i p=1[5], il existe kN tel que: p=5k+1 etona: p—1=5k,d’ou 5 divise p— 1.

Puisque u=(p-1)(p+1)(p*+ 1) avec p+1et p*+1 entiers, on peut affirmer que 5 divise n.

*Si p=2[5],ilexiste ke N tel que: p=5k+2 etona: p?+1=(5k+2) +1=25k>+20k +4+1,
d'ol p?+1=25k+20k +5=5(5k* + 4k +1), avec Sk*+4k+1eN, d’ou 5 divise p*+1 et donc 5
divise n.

*Si p=4[5], il existe kN tel que p=>5k+4 et p+1=5k+5=5(k+1) avec k+1€N, d’ot 5
divise p + 1 et donc § divise n.

*Si p=3[5], il existe k€N tel que p=5k+3.

Ona: .l”+l=(5k+3)2 +1=25k?+30k +10 =5(5k*+ 6k +2) avec 5k*+6k+2€N.

Dol 5 divise p*+1 et donc 5 divise n. Conclusion : 5 divise n .

4-a) Démontrons que si a divise ¢ et b divise ¢, avec a et b premiers entre eux, alors ab divise c.
a divise ¢ signifie qu’il existe m, €N tel que c=ma.

b divise ¢ signifie qu'il existe m, € N tel que : ¢ = myb.

On en déduit que ma=myb, d’od a divise m,b. Or a et b sont premiers entre eux, il s’en suit que a
divise m,. On en déduit qu’il existe m, € N tel que m, =m,a.

Ainsi, nous avons ¢ =m,b=m,ab, donc ab divise de c.

b) Déduisons de ce qui précéde que 240 divise n .
Nous avons montré que 3 divise n ; 16 divise n et 5 divise n, or 3, 5 et 16 sont 2 & 2 premiers entre eux,
par conséquent 3x5x16 divise n, donc 240 divise n.

Exercice 4 : I-1) Résolvons dans Z? I'équation (E):45x-28y =1.

45=28+17 I =6=(11=6)

28=17+11 =2(17-11)-11

17=11+6 =2x17-3(28-17)
11=6+5 = 5(45-28)-3x28

6="5+1 = 5x45-8x28

Une solution particuliére de (E) est (5, 8).
Comme 45728=1 => y=45ketx=28k keZ. Donc $={(28k+5;4d5k+8); keZ}.

2) Déduisons-en dans Z* la résolution de I’équation (E’) : 45x-28y = 6.
On a 45x — 28y = 6 => 6 =30x45—-48x28. Une solution particuli¢re de (E’) est (30, 48) .

Donc S ={(28k+30 ; 45k +48), k € Z} .

II- A) Soit xelR.

1) Montrons que x* +4 = (x2 +2)' —4x*,

Ona x*+4=x"+4x* —4x* +4=x' +2x2x* +4—4x* = (¥ +2) —dx*.

2) Déduisons-en que x' +4 est le produit de deux trindmes a coefficients entiers.
Ona x*+4= (xz + 2)2 —4x% = (xz +2- 2x)(x2 +2+ 2.\') = (.\'2 -2x+ 2)(.\'2 +2x+ 2).
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W) Soit nz2,ne€N.Ondonne X =n~2n+2 er ¥ =m+2n+2 et on pose d = PGCD(X ; Y). ‘
1) Montrons que 7' +4 n’est pas premier
Onan'+4=(n’=2n42)(F +2n42) = XY et X221 ¥22. Donc '+ 4 n'est pas premier.
2) Montrons que tout diviseur de X qui divise n, divise 2
Soit @ un diviseur de X qui divise n.
a divise n=>a divise n* et & divise 2n, donc a divise 721 .
On en déduit que a divise X ~(n*<2n) =2 Donc a divise 2.
3) Montrons que tout diviseur commun de X et Y divise 4n .
Soit /# un diviseur commun de X et Y, alors f# divise Y - X = 4n. Done /1 divise 4n.
4) On suppose que n est impair,
) * Montrons que X et Y sont impairs
On a:n’ estimpair, 2n est pair et 2 est pair. D'oi
Onendédutque X=n-2n+2etY = n! +2n 42
* Déduisons-en que d est impair,
X et Y étant impairs, on en déduit que d est im
b) Montrons que d divise n.
On addivise X et Y, donc d divise 4n. On en déduit que d divise n car d impair.
¢) Déduisons-en que d divise 2 et que X et Y sont premiers entre eux.,
* d est un diviseur de X qui divise n, donc d divise 2.
* d impair et divise 2, donc d = 1 et on en déduit que X et Y sont premiers entre eux.

=2n+ 2 et 2n + 2 sont pairs.
sont impairs.

pair, si non X et Y seraient pairs

5) On suppose maintenant que n est pair
a) Montrons que 4 ne divise pas X

Posonsn=2K, keZ ctona X =n*-2n+2 = (2 ) =22h)+ 2 =4k -4k + 2 .
On en déduit que X = 2[4], donc 4 ne divise pas X.
b) Montrons que d = 2p ol p est un entier impair
Comme X et Y sont pairs(car n pair), alorsd = 2k. ke N.
Si k est pair, alors d = 4q, g € N, ce qui est impossible car 4 ne divise pas X, done k est impatr.
On en déduit que d = 2p, p entier impair
¢) Montrons que p divise n, puis en déduisons que d = 2.
* p estun diviseur de X et Y, done p divise 4n et PGCD(4, p) = |, done p divise n.
* Comme p divise n et 2 divise n, alors 2p divise n ¢'est-d-dire d divise n
Ainsi, d divise n* et d divise 2n. Donc d divise o’ - 2n et d divise X ~ (n* - 2n) = 2.
D’ou d divise 2 et d est pair, donc d = 2,

Exercice 5 :

1) Démontrons que les diviseurs communs de a ¢t o + b sont les diviseurs communs de a et b,
Tout diviseur commun 4 a et b divise & (en tant que diviseur de a), done divise a® + 5 (en tant que
diviseur de @’ etb): les diviseurs de a et b sont done des diviseurs de a et o +b
Réciproquement, tout diviseur commun d a et @* +b divise @’ et @’ +b, dong leur différence

(u" +b)-a’, cest-d-dire b ; les diviseurs de a et @” +b sont done des diviseurs de aet b

* On en déduit que les diviseurs de a et b sont les diviseursdeaet @ +b, ce qui prouve en particulier
que le plus grand diviseur commun de a et b est égal au plus grand diviseur commun de a et a+b,
¢'est-a-dire PGCD (a, a” +b ) =PGCD (a, b)

2) Montrons que le plus grand diviseur commun de a + b et 2a + 3b est celuide a et b,

* Tout diviseur de a et b est un diviseur :

- de leur somme a + b ;

- de 2a et de 3b, donc également de 2a + 3b,

Les diviseurs de a et b sont donc des diviseurs de a + b et 2a + 3b.
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| * Réciproquement, tout diviseur commun & a + b et 2a + 3b divise :
|- 3(a+b)et2a+3b, donc la différence 3(a + b) - (2a + 3b) c'est-d-dire a ;

- 2(a+b) et 2a + 3b, donc la différence (2a + 3b) -2(a + b) c’est-a-dire b.
Les diviseurs de a + b et 2a + 3b sont donc des diviseurs de a et b.

| On en déduit que les diviseurs de a + b et 2a + 3b sont les diviseurs de a et b,
ce qui prouve : PGCD (a + b, 2a + 3b) = PGCD (a, b).

Exercice 6 : Pour n=0, (a+1)"' —a(0+1)~1=a+1-a-1=0=0a.
D’ou I'affirmation est vraie pour n =0
Hypothese de récurrence : Supposons que (a+1)"' —a(n+1) - 1 est divisible par a* et montrons que

(a+1)"* —a(n+2) -1 est aussi.
(eH-l)'"'2 —a(n+2)-1=(a+ l)'"l + (a+1)=a(n+2)-1, or(a+ l)'"l =a(n+1)+1+ka* ou k €Z d’apreg
I’hypothése de récurrence. Ainsi (a+ l)'"z —a(n+2)-1=(a+1)(an+a+1+ka*)—an-2a-1 =
na*+a*+a+ka’ +an+a+1+ka*—an-2a-1 =na*+a*+ka' + ka* = (n+1+ ka+k)a* .

Donc (a+1)"" —a(n+2)-1 est divisible par a’.

Conclusion : pour tout n €N : (a+1)"" —a(n+1)-1 est divisible par a%

Exercice 7 : a 1 2 3 2 5 6

) T ] e e I

b) Observons les
valeurs prises par 3x X (modulo7) | 0 1 2 3 4 6
(modulo 7) 3x(modulo7) | 0 3 6 2 5 1 4

On aainsi: 3x=5 (modulo 7) équivaut a x = 4 (modulo 7).
¢) ax=1 (modulo 7) équivaut & ax est un multiple de 7.
ax est un multiple de 7, a € 4, donc a n’est pas un multiple de 7. Ainsi x est un multiple de 7 d’aprés le
théoréme de Gauss. Finalement : v = 0 (modulo 7).
2-a) p est un nombre premier, a & A,,donc a et p sont premiers entre cux, a entier naturel. Donc @' =1

est divisible par p, d’aprés le petit théoréme de Fermat.

Ainsi, a’" ~1=0 (module p) ; puis @' =1(modulo p); et axa’ =1(modulo p) ;
finalement, "™ est solution de I'équation ax =1 (modulo p).
b) a”* est solution de I’équation ax =1 (modulo p). Donc axa”* =1(modulo p). Or, r est le reste de
la division euclidienne de a”™* par p ; il existe par conséquent un entier qtel que @ =gxp+r,
avec 0<r< p:ainsi re A, etrest unique.
On remplace dans I'équation et on obtient : ax (q x p +r)=1 (modulo p), aqp +ar =1 (modulo p),

ar =1 (modulo p), car agp est un multiple de p et donc agp = 0 (modulo p).
En conclusion, r est I'unique solution dans 4, de 'équation ax =1(modulo p).

¢) xy =0(modulo p) équivaut & x =0 (modulo p) ou y =0(modulo p), car p est premier équiv
x ou y sont des multiples de p.

aut a

Exercice 8 : 1) Utilisation d’un tableau de congruence modulo 7.

X o oun| dON| SIS B2 83 4RI 08H| 26
XeaidX 12 N2 H ORI RSNINORIF251R0RIN0

x2- 4x +2 =0 [7] & x =S [7] ou x=6 [7]
<>x=Tk+50ux=Tk+6 . Donc S = {7k+5, Tk+6 k GZ}
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* Réciproquement, tout diviseur commun a a + b et 2a + 3b divise :

- 3(a+b) et 2a + 3b, donc la différence 3(a + b) - (2a + 3b) c’est-a-dire a ;

- 2(a+b) et 2a + 3b, donc la différence (2a + 3b) -2(a + b) c’est-a-dire b.
Les diviseurs de a + b et 2a + 3b sont donc des diviseurs de a et b.

On en déduit que les diviseurs de a + b et 2a + 3b sont les diviseurs de a et b,
ce qui prouve : PGCD (a + b, 2a + 3b) = PGCD (a, b).

Exercice 6 : Pour n=0, (a+1)""' -a(0+1)-1=a+1-a-1=0=0.a".
D’ol 'affirmation est vraie pour n = 0
Hypothése de récurrence : Supposons que (a+1)"" —=a(n+1) - 1 est divisible par a* et montrons qyq !

(a+1)"? —a(n+2)-1 I'est aussi. :
(a+1)™ ~a(n+2)-1=(a+1)"". (a+1)-a(n+2)-1,or(a+1)"" = a(n+1)+1+ka* oit k €Z dapryy
I'hypothése de récurrence. Ainsi (a+1)"" ~a(n+2)~1=(a+1)(an+a+1+ka*) ~an—2a-1 =
na’+a*+a+ka' +an+a+1+ka*-an-2a-1 =na*+ a* + ka' + ka* = (n+1+ka+k)a*.

Donc (a+ l)'"2 —a(n+2)-1 est divisible par a’.

Conclusion : pour tout n €N : (a+1)"" =a(n+1)~1 est divisible par a%,

Exercice 7 : a 1 2 3 4 5 6
L S A e e S
b) Observons les
valeurs prises par 3x X (modulo7) | 0 1 2 3 4 S 6
(modulo 7) 3x(modulo7) | 0 3 6 2 5 1 4

On aainsi: 3x =5 (modulo 7) équivaut & x = 4 (modulo 7).
¢) ax=1 (modulo 7) équivaut a ax est un multiple de 7.
ax est un multiple de 7, a € 4, donc a n’est pas un multiple de 7. Ainsi x est un multiple de 7 d’aprés le
théoréme de Gauss. Finalement : x = 0 (modulo 7).
2-a) p est un nombre premier, a € A

,»donc a et p sont premiers entre eux, a entier naturel. Donc o’ ]
est divisible par p, d’aprés le petit théoréme de Fermat.
Ainsi, a""'~1=0 (module p) ; puis " =1(modulo p) ; et axa’? =1(modulop) ;
finalement, a”* est solution de I’équation ax =1 (modulo p).
b) a”* est solution de I"équation ax =1(modulo p). Donc axa”* =1(modulo p). Or, r est le reste de
la division euclidienne de a”~* par p ; il existe par conséquent un entier qtelque a"? =gxp+r,
avec 0<Sr < p:ainsi re A, etrestunique.
On remplace dans I'équation et on obtient : ax (q x p +r)=1 (modulo p), aqp +ar =1 (modulo p),
ar =1 (modulo p), car aqp est un multiple de p et done agp = 0 (modulo p).
En conclusion, r est 'unique solution dans A, de P’équation ax =1(modulo p).
¢) xy = 0(modulo p) équivaut a x =0 (modulo p) ou y =0(modulo p), car p est premier équivaut a
X ou y sont des multiples de p.

Exercice 8 : 1) Utilisation d’un tableau de congruence modulo 7.

| 0 8| N1 2N S AN RS MR 6
Re=IAX 2N RoN| RON| RSN oSN R28|ROR 80

x*- 4x +2=0 [7] <> x=57] ou x=6 (7]
& x=Tk+50u x=Tk+6 . Donc S = {7k+5, Tk+6 &k ‘z}
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solutions de Sn +2 = 7k’

4- Soit r le reste de la division euclidienne de n par 7, donc r €{0,1,2,3,4,5,6} .
a) cherchons la valeur de r pour laquelle d = 7.

Nous cherchons donc pour quelles valeurs de n, 7 divise a = 4n +3 et 7 divise b = 5n + 2. Nous devong

4n+3="Tk et

Sn+2=7k'

sin=T7A+lavec AeN etqueSn+2=7k"si n=Tu+lavec ueN,alorsr=1.

Nous en déduisons que 7 divise a et b si le reste de la division par 7 de n est 1.

Conclusion : d =7 si et seulement si le reste de la division de n par 7 est 1.

b) Valeurs de r pour lesquelles d = 1. g
Nous avons vu que d =7 oud = 1, or d = 7 si et seulement si r = 1, nous avons alors d = R

différent de'1, donc si r e {0,2,3,4,5,6} .
D’ou d = 1 si le reste de la division de n par 7 est 0 ou 2 ou 3 ou 4 ou5ou 6

donc avoir { . Or dans la question précédente, nous avons vu que 4n + 3=7k

Exercice 11 : 1- Déterminons tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que ab = 12950 et PPCM

(a, b) = 2590.

¢ ! . y gk ‘
On sait que PPCM (a, b) x PGCD (a, b) = ab < I’GC‘D(¢1.1J)=%);)%)'=5 d’ou il existe a” et b" premiers i
entre cux tels que a = 5a’ et b = 5b’,

A 2
nsi. uh=l2950¢:u‘b':l—";)%)-:518=2x7x37.

Dol a’=2 etb’=2590u a’=259et b’=7, a'=let b’=518;
a’=14etb’=37 ou a’=37 et b’=14,a’=518et b’ =1;
a’=74etb’=7 oua'=7 etb=74.

Donc, § ={(10;1295);(1295;10);(70;185); (185;70);(370:35):(35;370); (5:2590);(2590: 5);

2- a) Montrons que ’entier 491 est premier.
Tableau de résolution

d q 1 d? (d = diviseur, q = quotient, r = reste
2 245 | 4

3 163 N2 9

5 98 1 25  Le reste n’est pas nul et 23%> 491

7 70 1 49  D’ou 491 est un entier premier.

11 4 7 121

13 37 8 169

78 28 " 115188089
19 25 16 361
23 o1 - %8529

b) Montrons que 491 et 624 sont premiers entre cux par la méthode des divisions successives.

624 = 1x 491 + 133
491 =3x% 133 + 92

133 = 1% 92 + 41 On obtient 1 comme reste, done 491 et 624 sont premiers entre cux,
92=2x41+10 ™
4] =4% 10+ 1

¢) Résolvons dans Zx 7 I'équation : 491x — 624y = 1.
Cette équation a des solutions car 491 et 624 sont premiers entre cux. PGCD (491,624) = 1.
Recherchons une solution particuliére a 'aide de ce qui précede.
1=41-4x10et10=92-2x4]1;1=41-4(92-2x4])
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——:mf_4x92ct4l =133 -1x92

:=9x033_| x92)-4x92=9x133 13 %92¢t92=49] -3 x 133
-9 x133 ~13(491-3 x133) = 48 x133 ~13x 491 et 133 = 624 —1x 49|

| =48 (624 - 1 x491) =13 x 491 ¢>(-61)(491) — (- 48)(624) = |

Apres vérification, on a : (-61 ; - 48) solution particuliére.

Ainbl 491x — 624y = - 61 x 491 —(-48) 624, so_it 491(x + 61) = 624(y + 48).

491 divise 624(y +4§), or 42 I et 624 sont premiers entre eux, d'apreés le théoréme de Gauss,

401 divise y +48, d’ouil existe kde Z tel que y +48 =491k, y = - 48 + 491k et x + 61 = 624k ;

x=-61 +624k. Donc s={(‘61+624k;-—48+491k)oﬁkez}
A neN  E(n)=n'+n'+]

a) Décomposition de E(). £ (1) = (1 +1)" =20 40 = (0 4+ 1) =n 41

Montrons que ni+n+let n’: n + 1 sont premiers entre eux.

Soit @ un diviseur commun An*+n+letn’—n+l,

d divise n*nt1 = (nl=n +l)= 2",3

d divise n*nt1 + (" +1) =2n°+2

4 divise 2n? 42 = n(2n) = 2. Or, il est évident que n? +n+1 = n(n+1)+1 et n?=n +1 = n(n-1) +1 sont des

pombres impairs carn et ntl d"une part puis n et n-1 d*autre part sont de parité différentes en sorte que

n(n-1) et n(n 1) soient pairs.

Par conséquent 2 ne les divise pas, d'ou d = 1,

w P(:(‘l)(p’+n+l. n-n+1) =1 ¢’est-d-dire ces deux facteurs de E(n) sont premiers entre eux
b) Pour que E(n) soit premier, il est nécessaire que 'un de ses facteurs soit égal a 1, ¢’est-d-dire .

n+n+1=loun’-n+ I=1,soitn=00un=10rn#0, :

donc E(n) est premier si et seulement sin =1 et E(1) = 3,

4- Déterminons le nombre de diviseurs positifs de 1638,

par décomposition, 1638 = 213%x91' Ainsi, le nombre de diviseurs positifs de 1638 est

A+ D+ = 12,

L‘ﬂl'—‘-‘—l—z- : 1- Les diviseurs de 8 sont : 1,2, 4, 8. Alors S(8) = 1+2+4+8 = 15,

Les diviseurs de 36 sont : 1,2, 3,4,6,9, 12, 36. Alors, S(36) = 1+ 2+3+4+ 6+ 9+12+ 36 = 73.

Pour trouver les diviseurs de 152, il est commode de le décomposer en facteurs premiers :

152 = 2% % 19. Les diviseurs de 152 sont : 1,2, 4, 8, 19, 38, 76, 152,

donc S(152) = 1+2+4+8+19+38+76+152 = 300.

2- Les diviseurs de 28 sont : 1,2, 4,7, 14, 28. Alors S(28) = 14+2+4+7+14+28 = 56 = 2 x 28,

Le nombre 28 est bien un nombre parfait,

3- Si a et b sont premiers entre eux, alors tout diviseur de ab est le produit d'un diviseur de a par un
diviseur de b. S(ab) est donc la somme de tous les termes de la forme ds % do , ol dy est un diviseur de a
et dp un diviseur de b, C'est exactement S(a) x S(b).

4- Si p est premier, ses diviseurs sont | et p. done S(p) = p +1.

Réciproquement, tout enticr p admet au moins comme diviseurs | et p, done S(p) 2 p+1.

Si S(p)=p+1, alors p n"admet comme diviseur que | et lui-méme . p est donc premier.

s I)l'\_l

5- Les diviseurs de p* sont: 1, /);/)";/";....;/" S(p)=1+p+ pPPHp . +p
p-I1

(somme des k+1 premiers termes d'une suite géométrique)
6-496 = 24 x 31. 2% ¢t 31 sont premiers entre eux, donc S(496) = S(2')xS(31)

2’ -1 4
S2YH = P l 31: S(31)=31+1=32,car 31 est premier. Alors S(496) = 31 x32=992,

992 =2 x 496, ce qui prouve que 496 est un nombre parfait.

Exercice 13 : 1-Montrons par récurrence sur n, que pour tout n de N, 2° -1 est un multiple de 7
On remarque que 2°" -1 = 8" -1
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| * Pour n =0, 8" — 1 =0 qui est divisible par 7.

* Supposons que 8" -1 est un multiple de 7 ; il existe donc k € N tel que 8"-1 = 7k.
' Alors on obtient : 8"*' —1 =8x8" —1=8(8" —1)+8—1=8x7k+7="7(8k+1).

8"*' ~1 est un multiple de 7 et la propriété est démontrée par récurrence.
2-D’aprés 1-), 2°"-1 est un multiple de 7, pour tout entier n.

On en déduit qu’il existe k € N tel que 2" =7k +1. Le reste de la division par 7 de 2% est 1.
En multipliant par 2, on obtient : 2’ =14k +2 =7(2k)+2.

Le reste de la division de 2" par 7 est 2.

En multipliant de nouveau par 2, on obtient : 2*"** = 28k + 4 = 7(4k) +4.

Le reste de la division de 2*"** par 7 est 4.

; Cor_lclusion : Le reste de la division de 2° par 7 dépend du reste de la division de p par 3.

v S! p =3n, avec neN alors le reste de la division par 7 de 2" est 1.

* Sip =3n+1, alors le reste de la division par 7 de 2 est 2.

* Sip =3n+2, alors le reste de la division par 7 de 2" est 4.

3-4,=2"+2"+2", peN.

a)Si p=3n, alors A, = 2 a3y gLy

D’aprés la question 2-) le reste de la division par 7 de chaque terme de cette somme cst 1.

Il existe des entiers k, k', k™ tels que : A, =147k +1+7k'+1+7k"=3+7(k +k'+k").

Le reste de la division de A, par 7 est 3.

b)Sip=3n+1, 4, = 207 A O

D’aprés la question 2) les restes des 3 termes de cette somme dans la division par 7 sont 2, detl.
existe donc les entiers k, k', k" telsque: A, =2+7k+4+7k+1+7k" ,

Soit A,=7+ Tk+7k'+7k" =7 +k+k'+k"). Ap est donc divisible par i

. g ne 32 3(3Ine2
¢) Si p=3n + 2, Ap = 23724 26044 2302 Cela peut s’écrire 4, = QRERAEED (AR M),

Il

Toujours d’apres 2) il existe des entiers k, k', k™’ tels que :

A, =4+Tk+2+7k'+1+7k" etdonc 4, = T+ k+k'+k"). Ap est encore divisible par 7.
4- Par définition, on a : .

:2\ + 25 _*2';‘:2\ 4223 4.9 : : =24+2u+21: =4 44 4 ¥4 : ;

a= A, = A,,, donc le reste dans la division de A3 par 7 est 3 : a n’est pas divisible par 7.

b= A, =A,,, :b estdivisible par 7.

Exercice 14 : 1-a) Solution particuliére de (E) : 8x + S5y=1.
On voit immédiatement, en considérant la suite des multiples de 8 et de 5 que 'on a :
8x2+5(-3)=16-15=1, donc une solution particuliére de (E) dans Z est : (.\'l,;,\;,) - (2 3-3).
Remarque : Les entiers 8 et 5 ¢tant premiers entre eux, le théoréme de BEZOUT nous permet
d’affirmer, a priori, que I’équation (E) admet des solutions dans Z.

b) Résolution de I’équation (E) dans Z.
On a, compte tenu de a), 8x+5y=1<>8x+5y =8x 2+5(-3)=8(x-2)=-5(y+3) (1)
8 divise 8(x -2), donc aussi 5(y + 3).
Comme 8 est premier avec 5, il divise y +3 (théoréme de GAUSS), donc on a nécessairement
y + 3 = 8k(k € Z) ; en reportant dans (1), on obtient alors : 8(x -2) = -5x 8k, soit x -2 = -5k.

Finalement, les solutions de (E) sont les entiers relatifs : x =2 -5k, y=-3 + 8k, (ke /A)

2-a) Montrons que le couple (a, -b) est solution de (E).
Ona: 8a+ 5(-b) = (N-1) - (N-2) = 1, donc le couple (a, -b) est solution de (E).
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b) Détermination du reste dans Ia division de N par 40.
Le couple (a, -b) étant solution de (), on a nécessatrement 4 « 2 S5k, «b

obtient N = 8a+] = 8(2 ~SK) +1 = <40k + 17 s de |)|III On st que
k <0. De la relation N = 40(-k) + 17 (avec <4 2 0), on déduit que
de N par 40 est 17,
3-a) Résolution de I'équation 8x + Sy = 100 dans 2.,
Une solution particuliére de I'équation proposée est - (100, ; 100y, ) = (200; - 300)
8x+5y-100¢=8x+5y = 8% 200 + 5% (~300) ¢ 8(x ~ 200) Sy 300y,
un raisonnement analogue & celui fait en 1-b) montre que les solutions de "¢
200 -5k, y~J00+8k(k eZ).
b) Nombre d'hommes et de femmes dans le grouje.

Notons x le nombre d’hommes et y le nombre de femmes dang le groupe ; done x ¢
paturels non nuls vérifiant la seule condition : 8x 4 Sy = 100,

X = 2005k
On a alors, compte tenu de 3-a), { v = <3004 8k

X>0,y>0,keZ
Oron a: 200 -5k > 0 ¢> k< 40 ¢t 300 + 8k > 0 e k > 37, 5,
Donc les valeurs de K possibles sont k = 38 ¢t k = 19,
A k = 38, correspondent X =10 hommes et y = 4 femmes.
A k= 39, correspondent X = § hommes et y = 12 femmes,

V48K (K e 2): doneon
N ost un entier natursl, on o done
1o vesto do la divislon cuchidienne

QUALLON proposde sont « x =

Ly sont dos entiers

: 1) Démontrons que I'équation (E) : 4x '+ x* + x <3 = 0 n'n quune solution réelle, qui
appartient i [0,1].
La fonction /i x#> 4x’ + x* +x =3 est définie, continue et dérivable sur IR | car / est une fonetion
polynome. De plus lip_\ﬂf(ﬂ= .“31‘. 4x" =~ ot lim /(x) = lim 4x" w 40,
Signe de Ia dérivée : on a pour tout x ¢ R, /'(x)=12x" 4 2v ]
Al=l=12=~11. A'<0=> /'(x) > 0 sur R. La fonction / est donc continue et strictement crolssante
surR. / réalise donc unc bijection de R vers K.
Par ailleurs /(0) = =3t f(1)=3. f(0) et f(I)¢tant de signes contraires, I'équation f(x) = 0 admet
une seule solution réelle appartenant i Jo.1[.

B »

* W E) admet » solution rationnelle U p et qsont drangers,
2) ??ontrom que si I'équation (E) admet une solution rationnelle ; ol p et q sont Ctrangers
: ..,l se 3 et q divise 4.

) ]
Jution de (E), on a 4(!—’) -g-[ﬁJ .c-ﬁ— 3=0, ce qui donne 4p" + plg+ pg*=3q" = 0(1)
" q q q

alité (1) peut s’écrire p(4p*+pg+q*)= 3¢

du que p divise 3¢’.Comme p est premier avee ¢, p esl aussi premier avee ¢ Par suite p
De méme I'égalité (1) peut s'"écrire ap' = q(3¢*~ p*~ pq). 1l s'en suit que q divise ap', et
‘ e 4 car q premier avee p'.

les nombres rationnels P yévifiant p et q étrangers et p divise 3 et q divise 4 § et
q

y

pel-3,-1,1,3) ; qdivised = ge{~4,-2,~11,2,4)




|
l
|
|

Les nombres rationnels remplissant cette condition sont :

3) Résolution de I’équation (E) dans C.

. 3 . ,
On vérifie que 7 est la solution réelle. Par division euclidienne ou par toute autre méthode on écrit

’

&=

Hlw
N | —

4x* +x*+x-3 =(x—%)(4x’+4x+4)=(4.\'—3)(x’+x+l).
Résolvons dans C I’équation x* + x + 1 =0,

Ona A=1-4=-3, Les racines carrées de A sont —ix/3 et —iv/3 . Les solutions de cette équation son

-3 143 3 1-iV3 1+n/_}
2

2 4’ W2 2

alors . L’ensemble des solutions de (E) est S = {

Exercice 16: neN* M=9n-1 ¢t N =9n +].
1) On suppose que n = 2p, pe N *
a) Montrons que N et M sont impairs.
n=2p => N=9(2p) +1 =2(9p) +1 =2p’+ 1, p’e N " donc N est impair.
De méme n=2p = M =9(2p) -1 =2(9p) -1 =2p’-1, p’ =2pe N*, donc M est aussi impair.
b) Sachant que N = M +2, déterminons PGCD (M, N)
On a PGCD (N, M) = PGCD (M+2, M) = PGCD (2, M) = 1 car M est impair. §
2) On suppose que n = 2p +1 avec p € N
a) Montrons que N et M sont puns
Onan=2p+1=> N=9Q2p+1)+1 = 18p + 10 = 2(9p+5) = 2p’ (p’ = 9p +5), donc N est pair.
Demémen=2p+1=> M=92p+1)-1=18p+8=2(9p +4)= 2p’, donc M est pair.
b) Déterminons le PGCD (N, M)
PGCD (N, M) = PGCD(M+2, M) = PGCD(2, M) = 2 car M est pair.
3-a) Exprimons 81n* -1 en fonction de Net M ne N *
8In*-1=(9n-1)(9n +1) = Nx M.
b) Démontrons que si n est pair alors 81n* -1 est impair.
n=2p=> 81n?-1=324p* -1 =2p’ -1, donc 81n? - 1 est impair.
¢) Démontrons que sin=1[2] <> 81n*-1 =0[4].

n impair <> N = 2pi et M = 2p2 avec pi et p2 eN
&> NxM = 4pixp2¢> 81n* -1 = 4k (k=pix p2) <> 8In*-1= 0[4].

f_\'“ 7) . J.“(l = l

Exercice 17 : - 3 ; .
Exerclee 1l \x,, =25, -1 " | Yo =27, +3

p - oy Wl (P
1) Démontrons que Vi e N, x, =2""+1:(P)

1 - o= . P ect vraie
-Sin=0,x, =3 donc £ estvraie.
2"*! 41 et montrons que x,,, =2""+1.

-Soitn =0, supposons que x, =
$2~1=2"2+1.DoncVneN, x, =2"" +1.

o =2 4 let, =25, -1 =2(2" +1)=1=2

z-u)/)(;c‘/)(.\-,;_r.,)— /’(;('1)(2‘ +1;2° +1) = PGCD(2° +1;2°° +1-2° —1) = PGCD(2’ +1;2° ) =1 car
=1.

ces deux nombres sont conséeutifs. Donc pged(X,,3 X 40
2 Xy €1 X000 X200 SONME premiers entre eux.

On peut dire que x;
+1; 2" +1) -pged (2" +1; 2" )=1 VneN.

b) pged(x,;x,, )= pecd ( 2"
DoncVneN x, et x,  sont premiers entre eux.
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Wﬂonn’on’ que Vn EN’ 'zxn e =5:(B|)'
_Sin=0,0na2% =Y =6-1=5.Donc F, est vraie.
. Soit n2 0, supposons que 2x, -y, =5 et montrons que 2x, ~y, =5,

2x,,| _ynol - 2
b) Exprimons y, en fonction de n.

2X,,")’,, = 5=y =2):” —5=>y" =2(2nﬂ +l)—5=2"d—3 '
o 2=2[5);2* =4[5];2’ =3[5];2* =1[5]. Donc si p = 4k, alors2” =1[5] ;
sip= 4k+1 alors 2’ = 2[5] ;  sip=4k+2 alors2” = 4[5] R p = Ulrdalorg ) -3[5].
4) d, = peed(%,3,)-
a) Montrons que d =loud =5.
pged(x,;y,) = ped (2" +1;2"% ~3) = pged (2" +1;5)={5"""4k+1
1sin#dk+1"

b) x, et y,sont premiers entre eux si et seulement si n#4k+let keN.

(2x,,—l)—2)’,,-3=4x.‘2)’"‘5=2(2"'~‘yn)"5=l0'5=5' DoncVneN,2x, -y, =5.
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