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REPUBLIQUE TUNISIENNE Epreuve : MATHEMATIQUES
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EXAMEN DU BACCALAUREAT Durée : 4 h Goefficient : 4

~_ session 2016 ~ Session principale

Le sujet comporte cinq pages numérotées de 1/5 a 5/6
La page 5/5 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5 points)
Le plan est oriente.

Dans la figure 1 de 'annexe jointe, ABC est un triangle direct, rectangle en A et tel que AB < AC.
La médiatrice du segment [BC] coupe les droites (AB), (AC) et (BC) respectivement en E, F et G.
1) Soit f la similitude directe de centre A et telle que f(B) = F.

a) Determiner I'angle de f.

b) Montrer que l'mage de la droite (BC) par f est la droite (GF).

c) Déterminer f(C).
2) Le cercle % de diamétre [BC| et le cercle #; de diamétre [EF] se coupenten A et H.

a) Montrer que f( &) = &.

b) Soit | = f(H). Construire le point .

¢) Montrer que le guadrilatére HEIF est un rectangle.

d) La droite (FI) coupe la droite (AE) en un point J. Montrer que f(F) = J.
3) Soit g la similitude indirecte de centre A et telle que g(B)=F.

a) Montrer que g= S, o f.

b) Soit E =f(E). Montrer que E  est un point de la droite (AC).

c)Soit F = g(F) et H=g(H). Construire lmage par g du rectangle FHEL

1/5
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Exercice 2 (3 points)
On considére dans lensemble C l'équation (E) : z* - (1+2)m z — (1-i)m* = 0, oll m est un nombre
complexe non nul, d'argument 6 € ]0,x[.
1) a) Résoudre dans C I'équation (E).
On note z, et z, les solutions de I'équation (E).
b) Montrer que ( Z,Z, est un réel strictement positif) si et seulement si ( 0= ? J

Dans la suite de 'exercice on prend 6 = %E

2) Verifier que z,z, = |m|2 V2.

J{ Sn

3) Soit t un réel strictement positif et m = :‘\E e'"f. On se propose de construire les points M, et M,,

images des solutions z, et z, de ['équation (E), correspondant au nombre complexe m.

Dans la figure 2 de I'annexe jointe ,(O, ﬂ,\—f) est un repére orthonormeé direct ;

B et C sont les points d’affixes respectives ~% ett;
E est le point d'intersection du demi-cercle % de diametre [BC] avec 'axe ({],\7).
a) Montrer que OE? = OB.OC.
b) En déduire que [m| = OE.
4) a) Construire ie point A d'affixe m.
b) En déduire une construction des points M, et M, images des solutions z. et z, de I'équation (E).

(On convient que |z <|z,]).

Exercice 3 (4 points)
1) Soit a un entier tel que a=1 (mod 2“) et a=1 (mod 54). Montrer que a=1 (mod 10‘).

2) Soit b = (9217)°. Montrer que b=1(mod 5) et b =1 (mod 2%}

3) Pour tout entier naturel n, on pose b, = l::5ﬂ -1.
a) Montrer que pour tout entier naturel n, b, = (b, +1)5 -1.

b) En déduire que pour tout entier naturel n, b,,;=b’ +5b? +10b> +10b? +5b_.

4) a) Montrer que si 5™ divise b, alors 5™ divise b2
b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier natureln, b, =0 (mod 5”*1).

)500

5) a) Montrer que (9217)™" = 1 (mod 625).

b) Montrer que (9217)° = 1 (mod 10000).

¢) Trouver un entier dont le cube est congru a 9217 modulo 10000.
2/5
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Exercice 4 (8 points)

Jx
A) On considére la fonction f définie sur ]0,+w| par f(x) = Z—

=
On note (C;) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (OT])

1) @) Calculer lim f(x) Interpréter graphiquement.

x—>0"

f
b) Calculer lim f(x) et I|m (:) Interpréter graphiquement.

Hbtao

2) a) Montrer que pour tout x € ]0,+[, f (x) = L—)J_
b) Dresser le tableau de variation de f.
c) Tracer la courbe (Cy).
3) Soit i un réel de |0,1.On désigne par S, l'aire de la partie du plan limitée par (C¢). raxe des

abscisses et les droites d'équations x=1 et x=1.

Calculer S, en fonction de A et déterminer lim S,.
r—0*

B) 1) Soit g, et g, les restrictions de f respectivement a chacun des intervalles ]0,1] et [1,+co[.
Montrer que g, réalise une bijection de |0,1] sur un intervalle | que I'on déterminera et que g,
réalise une bijection de [1,+w[ sur lintervalle |

2) Soit n un entier naturel non nul.
a) Montrer que I'équation f(x) = e + % admet dans |0, +wo| exactement deux solutions notées

o, et B, tellesque 0 < a,< 1 < B,
On définit ainsi, pour tout entier naturel non nul n, deux suites réelles (a,) et (B,).

b) Montrer que les suites (a, ) et (B,)sont convergentes et déterminer leur limite.

Jx [f(x)—(e+%}} six >0
1 six=0.

3) On considere la fonction h définie sur [0, +w[ par h(x) =

On note (Ch) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (OT])

a) Montrer que h est continue a droite en 0.

b) Déterminer le signe de h(x) pour tout x e[0, +o].

3/5
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4) Soit H Ia primitive de h sur [0,+o0| quis'annule en 0.

X
a) Justifier que les fonctions u : ’“_’I efldt et v:x 2 4-2[\& v1) &' sont continues sur [0,+o0]
0

et dérivables sur ]0,+o|.
b) Montrer quepour tout x 20, u(x)=v(x).
c) Donner 'expression de H(x) pour tout x & [0, +oo|.
5) Soit A, l'aire de la partie du plan limitée par (Ch ) I'axe des abscisses et les droites d'équations

x=0etx= B, Montrer que lim A,= 2—%3.

fi—s 400
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f Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat \

Section : Mathématiques

Session principale 2016

N\ J

Exercice 1

1) a) eE(E,A—F)[zn] =2[2n).

b) On sait quef (B)=F et (GF) L (BC) car (GF) est la médiatrice de [BC], on en déduit que
I’image de (BC) est (GF).
c) Puisque f(A) =A et (AB) 1 (AC) donc I'image de (AC) est (AB).

C e(BC)n(AC) donc f(C)ef((BC))nf((AC)) donc f(C)e(GF)(AB)={E}.
Il en résulte que f(C)=E.
2) a) Le cercle ¢; est de diamétre [BC] donc son image par f est le cercle de diamétre [f (B)f (C)J
or f(B)=Fet f(C)=E, il en résulte que I'image de , par f est le cercle de diamétre [EF].
Ainsi f(C;)=C,.

b) (Voir figure)
c) Les points | et H appartiennent au cercle £, de diameétre [EF] privé de E et F donc

EIF = EHF = g , de plus les points A et F sont deux points de I’arc orienté 1H \ {I, H} situé sur¢,

donc (ﬁﬁ) = (m,ﬂ)[Zn] = g[zn]. Ainsi le quadrilatére HEIF admet trois angles droits donc
c’est un rectangle.
d) Fe(AF)n(HF) donc f(F)ef((AF))~f((HF)) donc (AE)(IF)={I}.
I en résulte que f(F)=1.
3) a) S( AC) of est la composée d’une symétrie orthogonale (similitude indirecte) et d’une similitude
directe donc c’est une similitude indirecte
Siac) °f(A)=A=9(A)
de plus S ac of (B)=F=g(B) , on en déduit queg =S(ac) °f-
A+B
b) Le point E e (AB)donc
E'=g(E)eg((AB))=(AF)=(AC).
¢) Voir figure.

Annales BAC @ Section : Maths
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Exercice 2

- L

1) a) A=(1+2i)*m? +4(1—i)m? =m2. Soit 5=m.

Zl:(1+2i)m—m Sim 2, :(1+2i)m—m

=m(1+i).
5 o (1+1)

arg(z,z,)=0(2 + =02
b) (z,z,est un réel strictement positif) <:>{ 9(z 2) [ n]@{arg(zl) arg(zz) [ n]

0 e ]0,n[ 0 €]0,7[
29+E+£EO[2TE] 295—3—n[2n] 9=—3—n+kﬂ,k€Z 51
S 2 4 = 4 = 8 <:>(6=Ej
0 e]O,n[ 0e ]O,TE[ 0 e]O,n[

5t . T
2) 7z, =m%i(1+i)= |m|2 e4e22e4 = |m|2 J2e?" = |m|2 V2.
3) a) Lepoint Ee @ {B, C} donc le triangle BEC est rectangle en E et les triangles OCE et OEB sont

rectangles en O.

oc =tan (OEC) = cotan| £~ OEC | = cotan (BEO) _OE , il en résulte que
OE 2 OB

OC OE

—~ =—— < OE® =0C.0B.
OE OB
.51
b) D’une partm = ﬁel 8 donc|m| = ﬁ , d’autre part OE? = OC.OB = tﬁ donc OE = ﬁ
2 2 2 2

Il en résulte que |m| = OE.
4) a) Voir figure.
it
a) Onaz, =m(1+i)= J2e 4m | il en résulte que M, est I’image de A par la similitude directe de

centre O, de rapport J2 et d’angle %

T

. s ) . . T
z; =im=e 2m, il en résulte que M, est I’image de A par la rotation de centre O et d’angle 7

Annales BAC Section : Maths
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Exercice 3

1)

2)

3)

4)

5)

a—le(modZ“)
a=1(mod2*
Ona donc Ja—1= O(mod 54) , on en déduit que a—1= O(mod 24 ><54) ou encore
azl(modS“)
24 AB* =1
azl(modlo"').
9217 = 2(mod5) donc b =(9217)" = 2* (mod5) =1(mod5).

9217 =1(mod2*) donc b = (9217)* =1(mod2*).
a) Pour tout entier naturel n, b, , =b% —1= (b5n )5 1= (b5" —1+1)5 ~1=(b, +1)° -1,
b) En utilisant la formule du bindme,
bper = (by +1)° —1=bJ +5bj +10b% +10b2 +5b,, +1-1=b? +5b? +10b% +10b? +5b,,.
a) Si 5" diviseb, alors il existe un entier k tel que b, =5""k , il en résulte que
bS = (5”*1k)5 =555 = gn+2 (5‘“‘+3 k5) ce qui prouve que 5" divise b> .
b) Vérification pour n = 0. by =b—1=0(mod5) Vrai (D’aprés 2)
Soit n un entier naturel. Supposons que b, = O(mod 5”+1) et montrons queb, ; = O(mod 5”*2) :
Puisque b, EO(mod 5”+l)c’est—é—dire 5" diviseb,, donc5""? divise b>, 5bi, 10b3, 10b3 et 5b,, il

en résulte que 5"*2 divise b +5bj; +10b3 +10b2 +5b, = b, ;. D’ou le résultat.
500

a) D’aprés 4)b) et pourn =3, by =b'® —1=9217°% 1= o(mod 54)donc (9217)™" =1(mod 625).
b) D'aprés 2) b =(9217)" =1(mod 2* )donc b'*® = (9217)*" =1(mod16).
Ainsi (9217)°® =1(mod16)et (9217)°® =1(mod 625) d’aprés 1) (9217)°® =1(mod10000).

500 501
)

c) onsaitque (9217)”" =1(mod10000)donc (9217)™" = 9217(mod10000), il en résulte que

)167

3
((9217)167) =9217(mod10000)ou encore le cube du nombre (9217)"" est congru a 9217

modulo 10000.

Annales BAC Section : Maths
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Exercice 4
A.
1) a) |II’EI f () =+o0. Ladroite x =0 est une asymptote a (C; ).
X—>
. f(x) O
b) lim f(x)=+wcet lim —= = lim = lim —— =+, (Cy ) admet une branche
X—>+00 X—+o X X—>+00 X\/_ X—>+00 (\/;)
parabolique infinie de direction celle de (O]) en oo
pVx A
S (R a)e
2) a) La fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ et f'(x) = 2Vx 24x =( 5 J)_ :
X X/X
. . x-1
b) Le signe de f'(x)est celui de/Xx —1= :
) 9 (x) Nra] U
0 +00 !

X 1
(%) -9
f(x) +w\e /oo

c) Voir figure

3) S _[ d —ZI 2\/_dx 2[ J—szz(e—ex)ua.

xI|_>r1)1+8x_kll_)n3 2(e e) 2(e-1). .

1) Lafonctiong, est continue et strictement décroissante sur ]0,1] donc elle réalise une bijection de]O,l]

sur g (0,1]) =[e, +o[.

La fonctiong, est continue et strictement décroissante sur [1,+c0] donc elle réalise une bijection de
[1,+oo sur g, ([L +oo[) =[e,+oo[.

2) a) Lafonctiong, est une bijection de ]0,1] sur [e,+o[. e +% e [e,+oo[ donc I’équation g; (X) =€ +%
admet une solution uniquea, €]0,1], or g; (1) =e=e +% il en résulte que o, € 0,1
. I 1 . . 1
La fonctiong, est une bijection de[1,+oo[ sur [e,+oo[. e+ e [e,+00[ donc I’équation g, (x)=e+ -
admet une solution unique,, €[1,+[, or g, (1)=e=e +% il en résulte que B, € J1,+o|.

. : 1 .
Conclusion : L’équation f(x)=e+= admet dans ]0,+oo[ exactement deux solutions a, et B,
n

telleque O<a, <1<B,.

b) Onsaitque g, (o, )=c+=<a, :gl‘l(e+—j.0r n>+e N done lim o, =1.
n n "mgl—l(x):l N—>-+o0
X—e

Annales BAC @ Section : Maths
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1 lim e+1:e
De méme on sait que g, (B, )=e+= < a, =g21(e+—j. Or¢">* N donc lim B, =1.
n I|mg£l(X)=1 n—+wo

X—€

3) a) lim h(x)= lim Ix (x)—(e+lj\/§: lim e¥x —(e+1j\/§:1:h(0) donc h est continue a
x—0" x—0" n X—0" n
droite en 0.

b) Pour tout x & [0,+o0[,h(x)=0<«> x =0ou f(x)=e+%<:>x=00u X = apou X =f,.

X 0 Oy Bn +00
()0 *o - ¢  +

4) a) Lafonction X — eV est continue sur [0,+o0[ et 0 &[0,+o[ donc la fonction u est la primitive de la

fonction x > e¥* qui s’annule en 0, il en résulte que u est continue sur[O, +oo[ et dérivable sur
10, o] .
Les fonctions x - e¥* et x - v/X —Lsont continues sur [0, +oo] et dérivables sur ]0,+[ , il en résulte
que la fonction v est continue sur [0, +oo[ et dérivable sur ]0,+oo[ .
I e I
=+ eV =eV*,
o WX

I en résulte que pour tout X e ]0,+o0[, u'(x)=V'(x) par suite pour tout X |0, +oo[,

b) Pour tout X & ]0,+o0[, u’(x) = eV et v'(x)

u(x)=v(x)+cou cestun réel, or les fonctions u et v sont continues sur [0, +oo[ donc
u(x)=v(x)+cpour tout x [0,+[ et comme u(0)=v(0)=0doncc=0.
Ainsi u(x)=v(x) pour tout x €[0,+o0] .

'\/;f(X)—'\/;(e-i-lj Six>0_ e&—«/;(e+%) six>0

n
1 six=0 |1 six=0

c) Pour tout x &[0,+[,h(x) =

i)

on en déduit que pour tout x €[0,+oo[ ,h(x) = eVx _ &(e + 1) par suite pour tout X &[0, +oo[,
n
_ et L) " gt = K21
H(x)__[oe dt—(e+ﬂ.|'0«/fdt_2+2(«/§—l)e —é[e+ﬂ[t\/f]
~242 ¥k -1)e -2 e
3 n

X
0

5) A, = h(x)|dx=[" (x)dx-+ [0 (x)dx = 2H(t,) ~ H (B ).

lim A, = lim 2H(o, )-H(B,)

N—+o0 N—-+o0
, . 4 1 v 2 1 2
:nll)Tw2+4(\/a—1)e*/—"—g(e+ﬁjan\/a—2(\/ﬂ—l)e*/_" +§(e+ﬁjﬁn B =2—§e.

Annales BAC Section : Maths
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(
REPUBLIQUE TUNISIENNE Epreuve : MATHEMATIQUES \
MINISTERE DE L'EDUCATION :
T T Section : Mathématiques
EXAMEN DU BACCALAUREAT Durée:4h Coefficient : 4
sessioN 2016 Session de contrdle
& = J

L.e sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6
Les pages 5/6et 6/6 sont a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté.
Dans la figure ci-contre ABCD est un rectangle direct de centre O

AOID et OCID sont deux losanges. Le point J est le milieu du
segment [CD|et le point L est le milieu du segment [BC].

J C
1) Soit R Ia rotation de centre | et d'angle g .
a) Déterminer R(O) et R(D). L
0
b) Montrer que R(A) =B.
2) Soit g = Sig;) © Sy © Sapy A B

a) Vérifier que g(A) =C et g(D) =B.

b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de g.
3) Soit h’homothétie de centre le point C et de rapport % etonposep=Roho 9‘1.

a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.
b) Soit K le milieu du segment [IC]. Montrer que ¢(B) =K.
c) Montrerque o =h o S(Ac).

4) Déterminer I'image par ¢du rectangle ABCD.

/6
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Exercice 2 (4 points)

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct, on désigne par(E) l'ellipse d’équation : x> + 9 y?= 9.

Dans la figure 1 de 'annexe 1 jointe, (C,)est le cercle de centre O et de rayon 1, (C,)est le cercle de

centre Oet de rayon3, Nest le point de coordonnées (cose , sine). P est le point de coordonnées

(3cos6 , 3sin6), ol O est un réel appartenant a ]Og[

1) Soit M le point de coordonnées (3cos# , sind).
a) Verifier que M est un point de l'elipse (E).

b) Placer le point M.

c) Justifier qu'une équation de la tangente T a (E)en M est x cosf + 3 y sin@ = 3.

2) Latangente T a (E)en Mcoupe I'axe des abscisses et 'axe des ordonnées respectivement

en Het K.
a) Determiner les coordonnées des points H et K.
b) Montrer que HK? = 9 el -
cos’0 sin’0

3) Soit f la fonction définie sur ]o, -’25[ par f(0) = HK>.

o , cos® 0 + 3sin’0
a) Montrer que pour tout 6 e ]0.5[- £(6) =2 (4sin0 - 1) ot Bene

b) En déduire que la distance HK est minimale si et seulement si 6 = g

¢) On désigne par D le point de I'ellipse (E) correspondant a =—g.

Construire le point D ainsi que la tangente en ce point & l'ellipse (E).

Exercice 3 (4 points)
Soit a un entier naturel non nul et premier avec 5.
1) En utilisant les restes possibles de la division euclidienne de a par 5, montrer que a* =1 (mod 5).
2) Soit p et q deux entiers naturels non nuls tels que p<q etq=p (mod4).
a) Montrer que a% =a” (mod 5).

b) Montrer que a%=a" (mod 2).
¢) En déduire que a® =a” (mod 10).

2/6
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3) Soit dans Z x Z I'équation (E) : 25 x-21y =4.

a) Verifier que (1,1) est une solution de (E).

b) Résoudre dans Z x Z 'équation (E).

c) En déduire 'ensemble A des solutions de I'équation (E) dans N x N.

d) Soit(e,B) un élément de A. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et premier avec 5,

n® et n”ont le méme chiffre d'unite.

Exercice 4 (7 points)

J2-in?

- :

Soit f la fonction définie sur [e*fz,eJi] par f(x) =

On note Cssa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (O, i, ).

1) a) Montrer que lim (l_nx;}/_i_) =e 2,
xseV2| x-e¥?

b) En écrivant montrer que Iim 5

x—e"2 xV2-In’x  x-e? ' xeV2)

f(X) . —(Inx+\/§) |nx_\/§ ( f(X) )=_w

X—e
Interpréter graphiquement le résultat.
-2

c) Montrer que f n'est pas dérivable a droite en €™“.

2) On donne, ci-dessous, le tableau donnant le signe de f (x), le signe de f (x) et les variations de

la fonction f. X o " - e b
e e

K I I I

f'(x)

Justifier queles points C et D, de coordonnées respectives (a, f(a)) et (B, f(B)). sont deux

points d'inflexion de Cs.

3/6
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3) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, (O, i, -i)est un repére orthonorme direct ;

A et Bsont les points de coordonnées respectives (\/'2- 0) et (-—J_Z-, 0);

C et D sont les points de coordonnées respectives (a, f(a)) et (B, f(B));

I" est la courbe représentative de la fonction exponentielle.

a) Construire les points de C; d'abscisses e"ﬁ, e et e‘fi.

b) Tracer la courbe c,dans le repére(O, i, j).

4) Soit g la fonction définie sur [—%%} par g(x) = sinx.

a) Montrer que la fonction g réalise une bijection de[—%,g] sur [-[‘3 g]

2 '

On note h sa fonction réciproque.

b) Montrer que Ia fonction h est dérivable sur[_ﬂ,%} et que h'(x) = L

2 1-x2
; ; y 4 _ [ Inx
c) Soit ula fonction définie sur [e ,e] par u(x) = h(TEJ

Montrer que pour tout x € I—e",e]. u'(x) = ——1———

- X2 -1In2x
. e dx n
d)En déduire uej i
) ] e'xy2-In?2x 2

5) Soit A l'aire de la partie du plan limitée parc,, I'axe des abscisses et les droites d'équations
x=e ' et x=e.

€ In*x
a) Montrer que A= 2 +j (——) dx
) 9 -1 \xv2-In2x

e
In2?x - 2
Xv2-In2x %2 -In?x

b) Vérifier que pour tout x & [e“,e], — (x).

c) En déduire la valeur de A.

il
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Annexe 1 (2 rendre avec la copie)
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f Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat \
Section : Mathématiques

Session de controle 2016

- J

Exercice 1

1) a) On sait que OCID est un losange donc DI = DO et OIDA est un losange donclO=1ID, il en
ID=10

résulte que DI = DO = Ol par suite le triangle DOI est équilatéral donc (ﬁ _.) T

i5,16)=2[2r]

prouve que R(D)=0.
Le triangle DOI est équilatéral et J est un centre de symétrie du losange OCID donc OCI est un
I0=IC
triangle équilatéral donc < /— —.
e (IO c)zg[zn]
b) Le triangle DAO est équilatéral direct (Le symétrique de DOI par (DO)) de donc son image par R

est un triangle équilatéral direct (Le symétrique de COI par (CO)) et puisque R(D)=0, R(O)=Cet

ce qui prouve que R(0)=C.

le triangle OBC est équilatéral direct donc I’'image du triangle DAO par R est le triangle OBC, on en
déduit que R(A)=B.

2) 3) g(A)= S(OL) ¢ S(0|) ° S(AD) (A)= S(0|_) ° S(0|) (A)= S(0|_) (B)=C.
9(D) =S(oL) °Sion) “S(ap) (P) =S(ov) *S(ar) (P) =S(or) (C) = B.

b) 9=S(01) °S(on) ° San) = Siov) °tzni = S(or) ° L €t puisque DC est directeur de (OL), il en
resulte que g est une symétrie glissante de vecteur DC et d’axe (OL).

3) a) ¢ estlacomposée de deux similitudes directes (R et h) de rapports respectifs 1 et % et d’une

Lo o Lo L 1 1
similitude indirecte (g’l) de rapport 1 donc ¢ est une similitude indirecte de rapport 1x E><1: 5

donc elle admet un centre et puisque (C) =R ohog™(C)=Roh(A)=R(0)=C, on en déduit que
Cestlecentredee.
b) ¢(B)=Rohog™(B)=Rch(D)=R(J)=K.

c) ho S( Ac) st la composée d’une similitude directe et d’une symétrie orthogonale (similitude

indirecte) donc c’est une similitude indirecte

hoSac)(C)=C=9(C)
de plus<heSiac) (B)=h(1) =K =o(B), on en déduit queg =hoS ).
CzB
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4) Soit D’ le milieu de [OB]. ABCD est un rectangle donc son image par ¢ est un rectangle
Q(A):hoﬁAq(A):O
¢(B)=K et OKCD’ est un rectangle, il en résulte que I’image du rectangle ABCD
9(C)=C
par o est le rectangle OKCD’.

Exercice 2

1) a) (3cos€))2 +9(sin 0)2 = 9(c039)2 +9(sin 9)2 =9 donc M est un point de (E).

0) {XM =Xp
Ym = YN
c) T:3(cosB)x+9(sinB)y=9 < xcos6+3ysin=3.

y=0 y=9

, . 3
_ & 3 ,ilenrésulte que Hl ——,0|.
XC0S0+3ysinf =3 X = cos 0O

2) a) H(x,y)eTm(o,T)@{
" cosh

=0 x=0

K(x,y)eTm(O,])@{ 1 ,ilenrésulte que K(Oij

) =
Xc0s0+3ysin6 =3 y=—-r sin®

" sin®
b)HKZ—( & j2+£ L jz— -
cos0 sind)  cos?0  sin?0

3) a) La fonction f est dérivable sur }Og{ et

f(0) = 18cos0sin® 2cosBsin® _ 18sin* - 2cos* 0 3sin® 6+ cos? O
cos* 0 sin* @ cos®0sin® 0

b) Le signe de f'(0) est celui de 4sin®0—1=(2sin0-1)(2sin0+1).

—2(4sin?0-1 .
( ) cos® 0sin® 0

f'(0)=0  [2sin6-1=0

P c>6—E
ee}o,f{ ee}o,ﬁ[ 6
2 2

N3
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D’apres le tableau de variation HK
est minimale si et seulement si 6 = —.
¢) Voir figure.
‘?'4.
\ g T \ h _// _i.— -
e AR /
\ ‘ L
\ [
Exercice 3 R . //
1) Soitr le reste de a (mod 5). el e T i
On a a est premier avec 5, donc r € {1,2,3,4} or r A5=1 et 5 est premier doncr® =1(mod5)

Puisquea’ =r*(mod5), il en résulte quea* =1(mod5).

2) a) g=p(mod4)etp<q<>q=4n+p,neN.
a’=a"""(mod5)=a"".a" (mod5)=a’(mod5).
b) Soit r le reste de a modulo 2, donc r  {0,1}
Si r=0alors a” =a’ =0(mod 2)et si r =1alors a* =a" =1(mod 2)
On en déduit que a® =a"(mod 2)

aP —a%=0(mod2)
{ap =a’(mod2)
c)Ona

a” =a%(mod5) D AB_1

encore a” =a%(mod10).
3) @) 25x1-21x1=4.

b) 25x — 21y = 25x1-21x1 donc 25(x —1)=21(y-1)(*)
25divise21(y—1)

25721=1
En remplagant y dans (*), on obtient x =21k +1,k € Z.

Ainsi S,,, ={(21k+1,25k +1),k e Z}
¢) A={(21k+1,25k+1),k e N|

donc 25divise(y—1)donc y =25k +1,k € Z.

donc 12" —a? =0(mod5), on en déduit que a” —a% =0(mod 2x5) ou

d) oo =21k +1etp=25k+Lke N, donc p—o =4k on déduit d’aprés 2) que n® =n’(mod10).

Exercice 4

1) a) Lafonction v:x > Inx est dérivable sur ]0,+oo[ en particulier en eﬁ, il en résulte que

Ng
. [Inx=+2 . v(x)—v(e ) (N2 1 )
lim| ——|= lim| ————~ =v(e )=—=e .
xoe yw_e2 | xoef|  y_gV2 eV?
Annales BAC
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b) lim f(x) lim —(Inx+J§) [Inx—\/?] or lim —(Inx+\/§) et
= . ) — =
xa(e‘ﬁ)? X—e\/E xa(e“ﬁ)? X\/Z—Inzx x—eﬁ x»(eﬁ)i x\/2—|n2x
lim [M] = e’ﬁ, il en résulte que
x»(eﬁ) x—eﬁ

im ) i ~(Inx++2) (InX—«/E
xa(eﬁ)i X— e“/z X%(eﬁ)i X\/Z - In2 X V2
d’abscisse e¥? une demi-tangente verticale.

-2

v(x)—v e

¢) lim Inx+v2) e —() :v'(e—ﬁ)zi—eﬁ.
x —e¥? x—e? x—e¥?

J: —o. La courbe (Cy ) admet au point
X—e

X*)Sfﬁ

f(x)

lim = lim :
x—>(e"ﬁ)+ X — e‘ﬁ x—>(e‘ﬁ)7 XN2— In? x
droite en e 2.

2) La fonction f est dérivable respectivement en o et B de plus f” s’annule respectivement en a et

_(InX—\/E) (mx_'_\/i

7 J = +00.0n en déduit que f n’est pas dérivable a

X—e

en changeant de signe donc les points C et D sont deux points d’inflexions de (C ).

3) a) Voir figure.
b) Voir figure.

4) a) Lafonction g est dérivable sur {—%ﬂ et g'(x) =cosX >0 donc g est continue et strictement

croissante sur [—%ﬂ par suite elle réalise une bijection de [—%,E}sur
2 2
g {_E,E} _ g(_z}g@ |2 V2|
4 4 4 4 2 2

ﬂ donc h est dérivable sur g[[—

~a
NI

g est strictement coissante su{—

b) <g est dérivable sur{—

|

~a

g9'(x)=0 sur[—

~la
IS
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h(x)=y 9(y)=x
h'(x) = ! _ avec{ X e —Qﬁ S ixe —Qﬁ &
g'(h(x)) cosy 22 22
i b
4'4 4'4
sin? y = x?
siny = x cosy = /1-x?
X e _Q,Q
{_i q 22 o {_i q
2 2 [ - n} 2 2
yel-77
[ i n} 4 4 [ T n}
ye|l-——>— Ye| =7
4’4 siny et x de méme signe 4 4
On en déduit que h'(x) = ! .
1-x2
. . Inx) 1 1 1 1
c) La fonction u est dérivable sur | e e | et u’(x :h'{—j = = .
[ } ) V2 )J2x A In2x V2x  x\2-In?x
2

ot e o B )
aa)Azﬁjum =

On pose 1 - xv2—In?x
V(X)_; v(x)=1Inx

A=[2Inx|nx} J'X;nx ZJ':X;nX

2 ) 2
b)PourtoutXE[e‘l,e]f(x): 2-In"x __2-In"x _ 2 __In°x il en résulte

X xV2-1n2x  xv2-In®x  xy2-In?x

In® x 2
ue = —f(x
xv2-In?x  xy2-In?x
In% x
c) A=2+ d =2+ dx x)dx=2+mn—A, il en résulte que
j X2 — I x\/2 '[

2A =m+2 ouencore A =[E+1]ua.
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REPUBLIQUE TUNISIENNE Epreuve : Mathématiques
MINISTERE DE L'EDUCATION Saction . MathematiGues
[ I JoI T }

Durée : 4h

EXAMEN DU BACCALAUREAT Coefficient : 4

SESSION 2017

Session principale

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6.

Les pages 5/6 et 6/6 sont a rendre avec la copie.
Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté.

Dans la figure 1 de Pannexe 1 jointe,

S,
ABC est un triangle équilatéral tel que (BC ; BAJ = g[Zn],

4

| et J sont les projetés orthogonaux de Q respectivement sur les droites (AB) et (AC),
D est le point de la droite (AC) tel que DA =DQ.

N, S
Q est un point intérieur au triangle ABC tel que (AB ; AQ] = E[2n],

—_
1) Montrer que (QJ ; QD] = g[Zn].

2) Soit R = S(QD) 0 S(QJ).

a) Justifier que R est la rotation de centre Q et d’angle 2?“

b) Soit F =R(J).
Montrer que F est un point de la demi-droite [©l). Construire le point F.
3) Soit h I'homothétie de centre Q et telle que h(F) =1 On pose f=hoR.
a) Vérifier que f(J) =1
b) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre et I'angle.
c) Calculer B o B T andonne sin(l = V3 -1 .
OA  QJ 12) 242

En déduire que le rapport de f est égala 1+ V3.
4) Soit g la similitude indirecte de centre Q telle que g(J) =1

a) Montrer que g=f o S(m).

b) Déterminer le rapport de g.

c) Montrer que I'axe de g est la droite (Q2D).

d) Montrer que g=ho S(QD).

e) La droite (QD) coupe la droite(BC) en un point K. On pose K'=g(K).

Vérifier que h(K)=K'. Construire alors le point K'.
1/6
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Exercice 2 (3,5 points)
£ H
L’'espace est orienté. '
Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d'arréte 1. F K &
e g e : G

(A, AB, AD, AE) est un repére orthonormé direct de I'espace. ' P. :
1) a) Montrer que EC A ED =AH .:

b) Montrer que I'aire du triangle ECD est égale a —22- i b R |

1,° t M
D O R P

¢) Calculer le volume du tétraédre AECD. P T | v

2) Soit h 'nomothétie de centre A et de rapport % B N 2

On pose M = h(D).

a) Le plan passant par M et paralléle au plan (DCG) coupe les segments |AC]| et [AG]
respectivement en N et P. Montrer que h(C)=N et h(G)=P.

b) Le plan passant par M et paralléle au plan (ECD) coupe la droite (AE) en un point K.

Calculer le volume du tétraédre AKNM.

3) Soit (S) la sphére de centre le point | (% -;: %] et de rayon R =’-\/2§.

a) Montrer que la sphére (S) coupe le plan (DCG) suivant un cercle dont on précisera le centre

et le rayon.
b) Soit (S') I'image de la sphére (S) par 'homothétie h.

Montrer que (S') coupe le plan (MNP) suivant un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 3 (4 points)
1) Soit x un entier non nul premier avec 53.
a) Déterminer le reste modulo 53 de X2,

b) En déduire que pour tout entier naturel k, x*%**! = x (mod 53).
2) Soit I'équation (E4): x?° = 2 (mod 53), oui x € Z.
Montrer que 2° est une solution de (Eq).

3) Soit x une solution de I'équation (E;).
a) Montrer que x est premier avec 53.

b) Montrer que x?6' = x (mod 53).

¢) En déduire que x = 2° (mod 53).
2/6
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4) a) Montrer que 2° =35 (mod 53).

b) Donner alors I'ensemble des solutions dans Z de I'équation (E;).
5) On considére dans ZxZ I'équation (E3): 71u-53v = 1.

a) Vérifier que (3, 4) est une solution de I'équation (E;).

b) Résoudre dans ZxZ I'équation (E,).

x =34 (mod 71)

6) Résoudre dans Z le systéme 29 .
x“* =2 (mod 53)

Exercice 4 (7,5 points)
Soit f la fonction définie sur [0,+| par f(x)=+ve* -1.

On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0. i ])

1) Déterminer lim f(x) et lim f—(zl Interpréter graphiquement.
X+ x>+ X

f .
2) a) Montrer que lim —(—ﬂ = +c0, Interpréter graphiquement.
x—0t X

ex

b) Montrer que pour tout x € J0,+«|, f'(x)= :
2\e* -1

c) Dresser le tableau de variation de f.

d) En déduire que eX —1 < VeX -1, si et seulement si, x <In(2).
3) Montrer que le point B(In2 , 1) est un point d'inflexion de (Cy).

4) Dans la figure 2 de I'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (0. i I) la courbe I de

la fonction x :+— e* 1.

a) Etudier la position relative de (Cy) par rapport a I'.

b) Tracer la courbe (C¢).
5) Soit g la fonction définie sur [0% [ par g(x)=tan(x).

a) Montrer que g réalise une bijection de [Og [ sur [0,+oo[. On note g'1 sa fonction réciproque.

b) Calculer (g ‘1)(0) et (g")(1).
c) Montrer que g~' est dérivable sur [0+oo{ et que (g“)' (x)= .

-1
d) Montrer que |im 9 '(x)
x>0t X

14+x2

=1.

3/6
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6) On pose pour tout x € [0,+x|, F(x)= J:f(t) dt et G(x)= 2( f(x) - (9"10 f)(x) )
a) Montrer que pour tout x € J0,+o[, F'(x)=G"(x).
b) En déduire que pour tout x € [0,+xo|, F(x)=G(x).
c) Soit A l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cf) la courbe I et les droites
d'équations x=0 et x=In2. Montrer que A =1+In2 - %
7) Soit n un entier naturel tel que n= 2.
On désigne par f, la fonction définie sur [In(n),+»[ par f,(x)= N

On note (C,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, i T)

a) Soit G, la fonction définie sur [In(n),+«| par G, (x)= z[fn(x) P 9—1(%};)])_

X
Montrer que pour tout x € [In(n),+o[ , G, (X)= I ; )fn (t) dt.
In(n

b) Veérifier que pour tout x >In(n), \/e" —-n < \/e" -1.
En déduire que pour tout x >In(n), f,(x) < e*-1.

c) Soit A, I'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cn) la courbe I et les droites

4 1 n
: i = t x =1 1). A= 2 0 G g [ s |1
d'équations x=In(n) et x =In(n+1). Montrer que A, =2 Vn g (\/E)+ (n+1)

d) Déterminer lim Ag.
N +00

a/6
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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat

Session principale 2017 Section : Mathématiques
Exercice 1

A N N
1) (QJ,QD)z(QJ,QA)+(QA,QD)[2n].
N
AQJ est un triangle rectangle en J tel que (AQ, AJ)E%[ZTE].

T T

2 12
AN N
DAQ est un triangle isocele (direct) en D tel que (AQ, AD)=(AQ, AJ)[2n] z% [2n].

Alors (mfﬁ)z(ﬁfﬁ)—(mfﬁl)[zn] [2n]

A A T W == T W i
Alors (QD, QA)=(AQ, AJ)[Zn]EE[Zn]. Par la suite (QJ, QD)==—-—— 27:]55[27:].

2) a) R estla composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants au point Q

4—»/\——.
Donc R est la rotation de centre Q d’angle 2; car 2(QJ, QD)= 23£[2n].

—N—— 27 —N = T T = 27
b) «F =R(J) donc(QJ, OF) = 3 [2n], de plus (QJ, Ql) = 3 + 12 + 1 [2r]= 3 [2n].
=N A N 2n 2n
«(QF , Ql)=(QF , QJ)+(QJ, Ql)[2n] = —?+?[2n] =0[2n] donc F [Ql).
3) a) f(J) = hoR(J) = h(F) =1
b) f estla composée d’'une homothétie et d’'un déplacement donc f est une similitude directe.
«f(©2) =hoR(Q) =h(Q) =Q. AlorsQ est le centre de f.

—A—
f(J)=1et (QJ, Q) 523—75[2n] donc f est d'angle 23—“
Remarques :
* f=h o R donc I'angle de f est celui de R car le rapport de h est positif car h(F)=1et F e[QI).
* h et R ont le méme centre Q alors Q estle centre def=hoR.

c) Le triangle QAl est rectangle et isocéle enl, o sin| X |= @
QA 4 2
OA 1 242

AN
Le triangle QQJAest rectangle en JetQAJ =%, donc —— = =

Qo nj V3 -1
12
Ql _0l QA 2 22 2 _ 5.

-f(J) =l . Donclerapportdefestégala — =—" —— - ‘= = _—__—=
) PP a0 ToA T 2 J3-1 3-1

4)a)- g est une similitude indirecte telle que g(Q)=Q et g(J)=1.
-fo S(QJ) est la composée d'une similitude directe et d'un antidéplacement( S(QJ) ),

donc f o S(QJ) est une similitude indirecte. (S(QJ) est une similitude indirecte).

On vérifie facilement que f 0 S, (Q)=Q et f 0 S (J) =1
Ainsi g etfo S(QJ) sont deux similitudes indirectes qui coincident en deux points

distincts donc g=f o S(QJ).
b)-Méthode1: g=f o S(QJ) et S(QJ) est une similitude indirecte de rapport 1.
Donc le rapport de g est celui de f c'est a dire V3 +1.

-Méthode2: g(J) =I alors le rapport de g est g% =3 +1.
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A\
C) g(J) =1 donc l'axe de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de I'angle 1QJ.

— N — N A
Or (QJ , QD |=| QD, QI |[2x],alors la droite (QD) porte la bissectrice intérieure de I'angle 1QJ
Ainsi I'axe de g est la droite (QD).

d) g est la similitude indirecte de centre Q, de rapport J3+1etdaxe (QD) donc la forme
réduite de gest g= h(Q, \/§+1) o} S(QD) = S(QD)oh(Q’ \/§+1)

h est I'hnomothétiedecentre Q, de rapport Q9

oF azx/gﬂ. Doncg =ho S(QD).
Oubien:g=fo S(QJ) :hoRoS(QJ) :hoS(QD)oS(QJ)oS(QJ) = hoS(QD)

e) K est un point de I'axe de g donc K'=g(K)=ho S(QD)(K) =h(K).
*h(K)=K eth (F)=1

* Le point K’ est donc le point d'intersection de la droite (QK) avec la droite passant pat | et
paralléle a la droite (FK).

[NE
=)

es 5

B

Exercice 2
1 0 0 0

1)a)§f 1|;ED| 1 |dou ECAED|1|or AH|1|donc ECAED = AH.
-1 -1 1 1

b) L’aire du triangle ECD est égale a: %||E6 A ED ||=%||;|H:g.
0
c) Le volume du tétraedre AECD est: v = %‘(EC Aﬁ)ﬁ‘ Avec EA| 0 |, On trouve v = —.

1
2) a)» Ce(AC)(DCG) doii h(C) h(AC) h(DCG).

h(AC) =(AC) car le centre de h appartient & (AC) et h(DCG) est le plan passant

Annales BAC Section : Maths



2017 - Session principale

par M et paralléle au plan (DCG).
Comme (AC)nh(DCG)={N} alors h(C)=N.
. C<(AG)n(DCG) d'oti h(G) eh(AG) ~h(DCG).
h(AG)=(AG) et (AG)nh(DCG)={P} alors h(G)=P.
b) h(E) est le point d’intersection du plan h(ECD) avec la droite (AE)= h(AE). Donc h(E) = K.
(h(ECD) est le plan paralléle a (ECD) et passant par M).
Ainsi l'image par h du tétraédre AECD est le tétraédre AKMN.

3
Par la suite V(AKMN):(?J X 1.

6
3) a) Méthode 1 : une équation du plan (DCG) est y-1=0 d’'ou d(I,(DCG)) =% ,
par conséquent : le plan (DCG) coupe la sphere (S) suivant un cercle (C) de rayon
3 1 2
r=,R%?-d(I,(DCG)) = |2 —— ==,
\/ ( ( ) 4 4 2

Le centre de (C) est le point H du plan (DCG) vérifiant IH=0aAD, acR.

2 2
Méthode 2 : Remarquons que les points D, C et G (qui ne sont pas alignés) appartiennent a
(S), alors le plan (DCG) coupe la sphere (S) suivant le cercle (C) circonscrit au triangle DCG

(Le vecteur AD est normal au plan (DCG) ). On trouveH(l, 1, 1)

(qui est rectangle en C). Le centre du cercle (C) est donc le milieu du segment [DG]

DG /2

c’est-a-dire le point de coordonnées (%1 %) et le rayon de (C) est > = ER

b) h(S)=(S’), h(DCG) = (MNP) et (S)N(DCG)=(C).
Donc le plan (MNP) coupe la sphére (S’) suivant le cercle (C’) = h(C).

(C’) est un cercle de centre le point H' = h(H) et de rayon R’ = %R = %
On trouve H' EEE .
848
Exercice 3

1) a) 53 est premier et x est un nombre premier avec 53 donc d’aprés Fermat :
x22 = 1(mod53). Le reste modulo 53 de x°2 est égal a 1.

k
b) Soit k un entier naturel, on écrit x2%k+1 = (x52) - X

Comme x22 =1(mod53) alors xO2k+1 _ (mod 53).

9\22 _ _ox29 Cpq .
2) (2 =2 et 9x29 =261=1+52x5. Comme 2 est premier avec 53,

29
alors d’aprés 1)b) (29) =2(mod53) d'ou 29 est solution de I'équation (E4).
3) a) Soit d=xA53.
d divise x donc d divise x22 et d divise 53 donc d divise 2. Car x2° = 2 (mod 53).

( x29= 2 (mod 53) alors il existe p € Z tel que x29 = 2+53p c'est a dire x29 -53p=2)
Doncd =1o0ud=2. Comme 2 ne divise pas 53 alorsd = 1.
3
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b) x une solution de I'équation (E1). D’aprés 3)a) x est premier avec 53.

261=5x 52 + 1 donc x?%1 = x (mod 53) d'aprés 1) b).

9
c)x est une solution de(E) alors x29 =2 (mod 53) d'ou (x29) =2° (mod 53). (1)

9
Or 29 x 9 = 261 donc (x29) = x?1(mod53). D'aprés : 3)b) x?%" = x(mod 53). (Il)

(et (1) donnent x = 2° (mod 53).
4)a)2% =512 = 9x 53 + 35 d'ou 2° =35(mod53)

b) « Si x est une solution de (E4) alors x = 29(mod 53), d'aprés 3)c)

)29

+Si x=2° (mod 53) alors x* =(2°}"" (mod 53)

29
et comme (29) =2 (mod 53) (car 29 solution de (Eq) )alors x29 =2 (mod 53).
D'oll x solution de (E4).
Conclusion : x solution de (E;) < x=2° (mod 53).
or 29 = 35(mod53) d'aprés 4)a), d'ou les solutions de I'équation (E;)
sont les entiers 53k + 35 avec k € Z.
5) a) 71x3-53 x4 =213 -212=1donc (3, 4) solution de (E,).
b) «Soit (u,v) une solution de(E, )
Des éqgalités: 71u—-53v = 1et 71 x3-53 x4 =1 on déduit que 71 (u—3) =53 (V—4)
Comme 71 A53 =1 alors il existe k € Z tel que v—-4 =71k (lemme de Gauss)
Ainsi S, < { (u, 4+71k), (uk)eZz? |
- Soit (u, k) e 22,
(u, 4+71k) est une solution de(E,) < 71u-53 (4+71k) = 1
< 71u-53 (4+71 k) = 71x3-53x4

< 71u-53-71k = 71x3
< u-53-k = 3
< u=3+53k
Par la suite { (u, 4+71k), (uk)ez? } c S, sietseulement siu=23+53k.
Conclusion: S, ={ (3+53 k, 4+71k), keZ |
Remarque :On pourra appliquer le lemme de gauss deux fois : On exprime u et v en fonction
de k et K’ puis on vérifie que k=k'.
6) Soit x € Z,
x =34 (mod 71) x =34 (mod 71) x=34 + 71u, ueZ
{ x2% =2 (mod 53) {xEss (mod 53) {x=35 +53v, veZ’
Alors 71u -53 v =1. Donc (u,v) est solution de I'équation (E,).
u=3+53k

v=4+71k
Ainsi X = 34 + 71(3+53 k)=247+3763 k, keZ.

Par la suite il existe k € Z tel que {
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réciproquement :
six =247 +3763 k, ke Z alors
eXx = 71x3 +34 +71x(53 k) =34 (mod 71)

ex = 35 + 53 x4 +53x(71k)= 35 (mod 53). On sait que 22° = 35 (mod 53).
Conclusion : I'ensemble des solutions du systéeme est Sy ={ 247 +3763 k, ke Z }.

Exercice 4
1) lim f(x)=+o.

X—>+00
o f(x) e*-1 e 1
e IIm —~== Ilim = lim —5——5 =+®.
X—>+00 X X—>+o | X X

X—>+oo X

(Cf) admet au voisinage de + «, une branche parabolique de direction (O, ]) .
X1 1

f(x X _ X _ _
2)a) lim FO) - i YO L e im & et dim e
x—ot X x—0* X x—0t \/; X x—0t X x—0" \/;
_f(x) . f(x)-f(0) (o Co
e lim —== |lim ———~= = +o00 donc f n'est pas dérivable a droite en 0 .

x—0*" X x—>0"  X-— ] ) _ )
La courbe (C;) admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente vertivale.

b) Pour tout x € ]0,+o[, f'(X) = —— .
2veX —1 '
u

En effet:la fonction dérivée de u:x — eX —1 est la fonction u': x > e* et(\/a)' ol
u

(u est dérivable sur ]0,+[ et u(x)>0, Vx € ]0,+[)

Cc) | x 0 +00
f(x) +
f 00

0
d) f (In(2)) = 1 et la fonction f est strictement croissante sur [O,+oo[ :

x<c[0In2] & f(x)<1 < JeX—1<1 eeX —1xyeX —1<1x\e* 1
s eX-1<+e” -1

( On sait que Ve* -1 > 0 pour tout x >0).

e (ex - 2)
3) On vérifie que pour tout x ]0,+x[, f"(x)= -
4( e* —1)
X 0 In(2) + o0
7(x)
- D +

f “(x) s’annule en In(2) en changeant de signe donc le point B(In(2),1) est un point

d’inflexion de (Cy).
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4)a) D'aprés 2)d): xe[0,In2] X ~1<f(x).  P)
Par la suite :
« six [0,In2] alors alors (C¢) au-dessus de T.

+si x €[In(2),+| alors (Cy) au-dessous de I. ©)

(Remarque: (C¢)N T ={B})

5) a) La fonction g est dérivable sur [0,” [ |

N

Pourtout x € [Og [,g'(x) =1+tan*x)>0

donc g est strictement croissante sur [Og [
Ainsi g réalise une bijection de {Og { sur gqo,g D
De la continuité g sur[O,;[ et des égalités g(0)=0et lim g(x)=+w.
{3
On déduit que gqo g D =[0,+0 [.
s /e
b) g71(0)=0 et g7'(1)= Z.Car 9(0)=0 et g£4j=1.

(1
c) Pout tout x e{ ﬂ[ g'(x) = 0 alors g”! est dérivable sur g[[o ; D =[0,+o0 [.
Soit x € [0,+0[ et y € [Og[ < (9(y)=x) < (tany =x ) ,ainsi :

\ 1 1 1
) g'(g” (X)) g'(y) 1+(tany)2 1+ x2
1
R Y €O - CO T B () S Ve
Y xI—I>r2Jr B x|—|>r2+ x-0 (9 ) (©)=1.

6) a) f est continue sur [O,+oo[ donc F est la primitive de f sur[0,+oo[qui s'annule en 0. (F(0)=0)
ainsi pour tout x € [0,+0[ F'(x) = f(x).

. G(x):2( f(x) - (g_1o f)(x) )

G est dérivable sur ]0,+o0[ et pour tout x & ]0,+oc[,

G'(x) = 2|:f'(x)_f'(x).(9—1)'(f(x)):|=2f'(x)l:1—(9_1)'(f(X))}

= 2f'(x) 1—12=2f'(x)(1— ! jzz. e’ {ex‘q: e —1=f(x).
1+(f(x)) T+e” -1 2Je* -1\ €*

_\

pour tout X & [0,+o0], (g
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Donc F'(x) = G'(x) pour tout X & |0,+o0[.

b) Pour tout x & |0,+o[, F'(x) = G'(x),
donc il existe k € R tel que ,pour tout x € ]0,+oo[, F(x)=G(x)+k .

Les fonctions F et G sont continues en 0 et F(0)=G(0) alors k =0.
(En effet lim F(x)= lim G(x)+k c'est a dire F(0)=G(0)+k)

x—0" x—0"

Congclusion: pour tout x € [0,+oc[, F(x)=G(x).
c) Pour tout x €[0,In(2)], e* -1<f(x).
A= jln(Z)(f(t)—(et —1))dt = G(In(2)) —[et —t}:(z) _ 2(1 _g! (1)) ~(2-In(2)-1) D'oti A =1+In2 —g.

0
7)a)La fonction G,, est dérivable sur |In(n),+o| et pour tout x & Jin(n),+oo,

X X
=2(f,)'(x)[1 - ; 2 °© ( © ;”J: e —n =1, (x).
1+e —-Nn 2\/ex_n e
n
X
La fonction u: x — f, (t)dt est dérivable sur[In(n),+oo[ et u'(x) =", (x).

In(n)
( Voir I'explication en 6)a))
Donc pour tout x € [In(n),+[, G',(x)= u'(x) .
Alors il existe k € R, tel que pour tout x € |In(n),+oo[,Gp, (x) = u(x)+k .

comme lim G,(x)= lim [ u(x)+k], de plus G, et u sont continues en In(n),
x—Inn x—Inn

alors G, (Inn)= u(Inn)+k et puisque G, (In(n)) =u(In(n)) =0 ontrouve k =0.

X

Conclusion: Pour tout n>2 et pour tout x € [In(n),+o[, G, (x) =I ( )fn (t) dt.
In(n

b) Soitn>2; n>1 alors —n <-1 d'ou e* —n < e*-1.

Commen>2et x>In(n), e —n >0et e*-1>0.

D'ou pour tout n>2 et pour tout x> In(n), \/ex -n < \/ex—1.

Or d'aprés 4)a), f(x) <e*-1 pour tout x e[In(n),+oo , car (In(n)=In(2)).

Donc f, (x) < eX-1, pour tout n>2 et pour tout x e [In(n), +oo].
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In(n+1)

¢)An = Lln(n+1)((ex _1)_fn(x)) dx = [ex _X} ~[Gn() ::E:;q)

n(n) In(n)
= (n+1-In(n+1)—n+In(n) ) -G, (In(n+1))

A S EY NS

d)« lim In(LJ:O car lim ———1et lim In(x)=0

n—+ow n+1 n—-+oo N+ x—1

a1 g (x)
o lim x/ﬁg — [= lim =1 car Ilim —_0 et lim=———==1 d'aprés 5)d).
n— oo \/E n— -+ i n—-+oo f x—=>0 X
Jn
D'od lim A,=2-1=1.
N— +00
8
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REPUBLIQUE TUNISIENNE Epreuve : Mathématiques
MINISTERE DE L'EDUCATION

[ 1 Jol 1 J
EXAMEN DU BACCALAUREAT
SESSION 2017 Session de contrdle

Section : Mathématiques
Durée : 4h Coefficient : 4

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6.
Les pages 5/6 et 6/6 sont a rendre avec la copie.

Exercice 1 (3 points)

Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante a la réponse
choisie. Aucune justification n'est demandée.

On représente une expérience aléatoire par I'arbre de probabilité ci-contre : ANB
1) La probabilité de I'événement B sachant A est égale a: 0,
a)0,7 b) 0,24 c) 0,11 A
2) La probabilité de I'événement ANB est égale a : - AnB
a) 0,11 b) 0,18 ¢) 0,92 AnB
3) La probabilité de I'événement A sachant B est égale a: A <
3 5 4 0.1 X ~8
a) 7 b) 7 c) 7 : ANB

Exercice 2 (6 points)
Le plan est orienté.

— Ny
Dans la figure 1 de I"'annexe 1 jointe, ABC est un triangle direct tel que [BC : BA} = %[211]

sy Iy
et [CA - CB)E -g—[zﬂ]. Les points 1, J et K sont les pieds des hauteurs du triangle ABC issues

respectivement des sommets A, B et C. Le point E est le milieu du segment [AC].
1) Montrer que le triangle AIE est équilatéral direct.

2) Soit S la similitude directe de centre A, de rapport J2 etdangle —%.

Onnote A est la médiatrice du segment [IE] et on pose f=8 0 Sp.
a) Montrer que S(1) =B. En déduire que f(E)=B.

b) Montrer que f est une similitude indirecte de centre A et de rapport V2.
c) Caractériser fof. En déduire que f(B)=C.

d) Montrer que 'image par f de la droite (BJ) est la droite (CK). En déduire que f(J) =K.

1/6
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3) Soit g la similitude indirecte telle que g(C)=A et g(K)=1.

a) En remarquant que le triangle BCK est rectangle, isocéle et direct, montrer que le point B
est le centre de g.

b) On pose D=g(A). Montrer que le point D appartient a la droite (BI).
—_—
c) Justifier que [AB , AD}.——. —2—[211] Construire alors le point D.

4)Onpose p=gof.
a) Montrer que @ est une similitude directe. Déterminer @(A) et @(B).

b) Montrer qu'une mesure de I'angle de ¢ est 7—;— ’

5) Soit Q le centre de .
a) Vérifier que D= 0 ¢ 0 (E). En déduire que [ﬁﬁ : !—)5} = —%[2“].

b) On pose F =@ 0 ¢ 0 @(J). Montrer les droites (FD) et (JE) sont perpendiculaires.

c) Vérifierque F=¢ 0 cp(l). En remarquant que IB =1E, montrer due FD=FA.

d) Construire le point F. En déduire une construction du point Q.

Exercice 3 (4 points)

3 .43

Soit dans C I'équation (E): 2 —{EH 7]2“2 0.

1) a) Justifier que 'équation (E) posséde deux solutions distinctes. (On ne demande pas de déterminer
ces solutions) .

b) Déterminer z, + z,. En déduire que les solutions de I'équation (E) ne sont pas conjuguées.

On désigne par z, la solution telle que |24| >1 et z, I'autre solution.
On considére, dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (o,‘,G ) les points A,B,letJ

d’affixes respectives z4, zp, 1 et -1.

] ESE]

2) a) Soit C le milieu du segment [AB]. Montrer que I'affixe du point C est z¢ =

o|%

b) En utilisant (z, - 21)2 = (23 +21)° - 42425, montrer que (2 - z1)2 = 4(2% —1).
g Ny | Ty
c) Montrer que | AB, Cl | +| AB, CJ | =0 [2m].

N
En déduire que la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de 'angle ICJ.

2/6
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3) Soit (C) le cercle circonscrit au triangle 1AJ. On note K le centre de (C) et z¢ I'affixe du point K.

a) Prouver que K est un point de I'axe (o,\?). On pose 2z =iy, olly est un réel non nul.

b) Soit M un point du plan d'affixe z. Justifier que (Me(C)) équivaut a ( |z—iy|2 =|1-iy|2 )
En déduire que (Me(C)) équivauta ( zz+iy(z-z)=1 )

c) En remarquant que z1=;1;-, montrer que le point B appartient au cercle (C).

4) a) Construire le point C dans le repére (O,G,Q )
b) Construire la droite (AB) et la médiatrice du segment [AB].

c) Déduire une construction des points A et B, images des solutions de I'équation (E).

Exercice 4 (7 points)

2
Soit f la fonction définie sur J0,+ | par f(x)= In(;x—J.
+

On désigne par (C;) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,T, 'j)

A) 1) a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.

x—0"

o f(x
b) Calculer lim f(x) et montrer que lim (—)=0. Interpréter graphiquement.
X—>+00 X—+0 X

X+2
x(x+1)'

2) a) Montrer que pour tout X € |0+, f'(x)=

b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que f réalise une bijection de ]0.+oo[ sur un intervalle J que I'on précisera.

3) a) Résoudre dans R I'équation X*=x+1.
b) On note a la solution positive. Vérifier que la deuxieme solution est égale a —%.
c) Montrer que la courbe (Cf) coupe I'axe des abscisses au point A d’abscisse a.

d) Montrer qu'une équation de la tangente T & (Cy) au point A est y= (1 + la)(x -a).
a a

e) Vérifier que la tangente T passe par le point B(o =1 —-15)
a

3/6

Annales BAC Section : Maths



2017 - Session de contréle

4) Dans la figure 2 de I'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (o,?,f), la droite D d’équation

y=x+2 etlacourbe I' de la fonction x: s X% +1.
a) Construire les points A et B.
b) Construire la tangente T et tracer la courbe (Cy).

B) Soit nun entier naturel non nul.

On pose pour tout x>1, G (x):jxf(t“) dt .
B
1) a) Montrer que pour tout X1, ln[%)(x—ﬁ < Gp(x) < f(x")(x—1).

X
b) Montrer que pour tout réel x > 1, Gp(x)= X f(xn)'|"(%)'n("‘1)‘j1 1:tn dt.

20 e L
n pose =N B .
PR L 1+t"

a) Montrer que lim Ya=1.

nN—+w

b) En utilisant B)1)a), montrer que lim Gn(%)=0.
N—+w

¢) Montrer que  lim %1_1=In(a).
N+ 1
n

d) Déterminer alors lim J,, .
N>+

a/6
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SeCHon S vasiaviie N° d’inscription:........... Sériel s Signatures des surveillants
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Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques

Annexe 1 a rendre avec la copie

Figure 1
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Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques
Annexe 2 a rendre avec la copie

D:y=z+42

-2 4

Figure 2
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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat

Session de controle 2017 Section : Mathématiques
Exercice 1
Il suffit de compléter I'arbre de probabilité : o AnB
0,:
1) a)0.7
0.8 . 4 =
2) b) 0.18=0.2x0.9 - AN
' . _ A~B
3) pP(ANB)__ 08x03 24 4 = .
P(B) 0.8x0.3+02x09 42 7 *
0.1 R ~B

Exercice 2
Le triangle AIC est rectangle en | et (N?E) = 2[211] car (a?a) = %[211], puisque | [CB).

De plus [IE] est une médiane dans ce triangle donc IE = AE donc AIE est équilatéral.

AIE est direct car (KijA_E')Eg[ZTr] .
2) a) ABI est un triangle rectangle en |, isocele et direct donc
AB=\2 Al et (Al, AB) =~ [2m] parla suite S(1)=B.
«S,(E)=I alors f(E)=S0S,(E)=S(I)=B.
b) f est la composée d’une similitude directe S de centre A et de rapport J2et d’une similitude

indirecte S, de rapport 1 et commeA € A alors f(A)=S 0S,(A)=A (f(A) = A) par la suite f est
une similitude indirecte de centre A et de rapport V2 x1=42.

c) fof estune homothétie de centre A et de rapport : \/52 =2.
* AC =2AE donc fof (E)=C.
*fof(E)=C dou f(f(E))=C or f(E)=B alors f(B)=C.
d)* (BJ) L (AE)et f(B)=C donc:
f (BJ) est la droite passant par C et perpendiculaire a la droite f(AE) = (AB). D’ou f(BJ) = (CK).
* Je(BJ)n(AC) donc f(J) e f(BJ)n f(AC) = (CK)n(AB) ={K}. Ainsi f(J) =K. ( f(AC)=f(AE) ).
3)a)Ona g(C)=A et g(K)=I.Onnote B'=g(B).

le triangle KBC est rectangle en K, isocéle et direct donc son image IB’A par g est un triangle
rectangle en |, isocéle et indirect. Or le triangle IBA est rectangle en |, isocéle et indirect.
D'ou B= B’ et par la suite B est le centre de g.

b) g(B) =B et g(K)=1 et A appartient a la droite (BK) donc D =g(A) est un point de la droite (BI).
c) g(C)=A, g(B)=B et g(A)=D ; g est une similitude indirecte d’ou

(AB, AD) = ~(CB ,CA)[2x] = (CA, CB)[2n] = £ [2n].
On construit un point T tel que (AB , AT) = g[Zn].

Le point D est l'intersection de la droite (Bl) avec la demi-droite [AT).
4) a) ¢ est la composée de deux similitudes indirectes donc c’est une similitude directe.

«o(A)=gof(A)=g(A)=D etg(B)=gof(B)=g(C)=A.
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b) ¢(A)=D et ¢(B)=A. Soit 6 une mesure de I'angle de ¢.
6= (ﬁfﬁj[zn] En+(ﬁjmj[2n]z T 2n).

5)« ¢(E)=gof(E)=g(B)=B, ¢(B)=A et ¢(A)=D.Donc ¢ o ¢o ¢(E)=D.
«@ 0 ¢ 0 @ est la complosée de 3 similitudes directes de méme centre 2 et de méme

angle m donc c'est une similitude directe de centre Q et d'angle 3x7—n = —E[Zn].
6 6 2

« 90 ¢o¢(E)=D donc (ﬁ?@)z —%[27:].
b)popo¢(E)=D et 9o ¢o¢(J)=F donc (@Aﬁj = —g[Zn], donc (EJ) L (DF).

c)eF=9009o00(J) et p(J)=gof(J)=g(K)=1I dot F=¢ o o¢(l)

poo(l)=F
«p0@(E)=A et comme IB = |E alors FD = FA.
®O00Q =D

d) -Pour la construction du point D :
On utilise le fait que FD =FA c'est a dire F e med[AD] et que (FD).L (JE).

. (EEAQTES) = —g[Zn] donc Q est un point du demi-cercle I', de diamétre [ED]. Voir figure

(mAﬁj = —%[27:] donc Q est un point du demi-cercle I', de diameétre [JF]. Voir figure

«Qel',NTl,.
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Exercice 3
1) a) Il suffit de vérifier que le discriminant de I'équation (E) est non nul.

73

b) z, + z, =g+i > ¢ R donc z, et z, ne sont pas conjugués.

_z1+22_1[3 \/5] \/5[\/5 .1}_\/5 i%
C=— = =7|=+ = |l—|=—¢€

2)a N
)a) z 2 2 2

2 2

2|2 2

b) (22—21)2 :(22+z1)2—4z122 =(2 zC)Z—4=4(z%—1). Car z,+z,=22z; etz;z,=1.

C) (Kgfaj N (Ké?aj _ arg( 1_ZC ]+arg(_1_zcj[2ﬂ]sarg( 1—2(; _1—ZCJ[2TI.]
V4 V4 V4

Zy =% Zy =% 274 274

=arg ZZ:S;:)Z [2m]= arguj[ZTr] =0[2m]

d'ou la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de l'angle ICJ.
3) a) Kest le centre d’'un cercle passant par | et J donc K appartient a la médiatrice du segment [IJ].

La médiatrice du segment [IJ] est I'axe des ordonnées.

b) (Me(C)) © KM=K o |z—iy|:|1—iy|<:>(|z—iy|2:|1—iy|2 )
& (z—iy)(2+iy) = (1-iy)(1+iy)
o zE+iy(z—E)+y2 =1+y?

& 22+iy(z—£):1.

— — 1 1 1 1
c) Ae(C) & z,z,+iylz;-z,)]=1& — —=+iy|— - = |=1
) A<(C) 141 Y( 1 1) z, 7, y [22 22]
=S " ( 1+iy (22 —22) )= 1z, 22+|y(z2 —22)=1 < Be(C).
T e — h', S
4)a) z = ﬁeI6 , Voir figure. oc=g - o /
2 //' \ ,/.
b) La droite (AB) porte la bissectrice / 5 /
A ~/ 3
intérieure de I'angle 1CJ. e / ‘-\,\
La médiatrice du segment [AB] est ,." TS !;’ \
la perpendiculaire en C a la droite | / -
(AB). L]
c) Les points A et B sont les points "-.\ :"“%Ted[,\al
\ 24
d’intersection du cercle (C) avec la \ RE - x'f =
droite (AB). (OA>OB car |z,| >1.) S Jf
r'lrIII
3
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Exercice 4
X2
A) 1)a) lim ——=0 et lim In(x)=—0donc lim f(x)=—o.
x—0" X+ x—0" w0

La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a (C;)
2

b)+ lim f(x)=-+e0car lim X Jim x=+wet lim In(x)= e,
X—>+00 X—+0X+1 x>+ X—>400
« lim M: lim ZM—M. ( pour x > 0,f(x):In(xz)—ln(x+1):2Inx—ln(x+1))
X400 X X—>+0 X X

¥ |lim M:0,
X—+o X

e tim MO 0D Xt 0T o (e t) =0 ot tim M)
X—>+0 X X+ X+1 X X—+0  X+1 X400 X400 X

dou tim 1) ¢

X—40 X

La courbe (Cf) admet au voisinage de +o0 une branche parabolique de direction celle de (O,T).

2) a) Pour tout x >0,

X2 X 0 +
f(x)=In| = |=2Inx-In(x+1). e

X+1 f(x) +
D'ou f'(x)=2 - = X¥2_ f 120

X x+1 x(x+1) y
b) Tableau de variation
-0

c) La fonction f est strictement croissante sur |0,+ o[ donc f est une bijection de 0+ o[ sur f(]0,+<c[).

De la continuité de f sur ]0,+oo[ et des égalités limf = —w et |
0+

145 L 1-5

imf = +o0 on déduit que f(]0,+oo[) =R.

+00

3) a) Ontrouve x'=——— et x"= 5
2 a  1+45 2
Soit M(x,y) un point du plan.
. x>0 XX>20 x>0,
Me(C)n(0f) e Y=TX) o {=—=1 o xF=xit,
y=0 y=0 y=0

Donc la courbe (Cf) coupe |'axe des abscisses en un seul point A d'abscisse a = 145
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d)T:y=f"(a)(x—a)+f(a).

f(a)=0 et f'(a)= a?a++21 = aa;1 puisque a® =a+1, d'ou f'(a)=%+al3_
. ) 1 1
Par la suite T: yz(a + 0_3 (x_q)_

e) B(O,—1—%) et [1+13j(0—a):—1—i2 alors Be(T).

a

4)a)et b)

B) 1) a) Soit x>1 et te[1x],
*1 <t <x et n>1 alors1 < t" < x" or fest strictement croissante sur [1,+o[

donc f(1) < f(t") < J' [ jdt jft”)dt If(x ) dt.
1
1) < G,

Donc pour tout x>1, In( j( ( )(x—1).
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b) G, (x)= .[Xf(t”) dt. On intégre par parties:
1
t"+2 n t"+2
n U't = ntn71 _—m
n=fey MO e (o)
v(t) =t
n\ X *t"+2 n X 1
Done G”(X):[tf(t )]1 —nL t" +1 dt_Xf(X )—f(1)—nL (1+t”+1jdt
1 *n
=xf(x") =In| = |- 1) — dt.
X (x ) n(zJ n(x—1) T

Autrement : vérifier I'égalité de deux fonctions (ont la méme dérivée et coincident en 1).

Posons

) =
t) =

u
\Y; 1

2)a) a>1donc Va > 1
D'aprés B)1)a): In(%) (%—1) < G, (Wa) < f((%)nj(%—1).

1 1

— —Ina n
or lim Ya=1 ; (Yo —an —en"%) et f((wa) j:f(q):o
N—>+o0
D'aprés le théoreme de comparaison des limites |lim G (%): 0.
N—>+o0
Q/— y %In(c) ’ x 1
c) lim Y22 = lim £ " in(a). Or lim ~in(a)=0 et limS—"-1.
n—-+oo 1 n—>+owo 1 n—+wo N x—0 x
— —In(d)
n n
n —
Par la suite |lim Ya 1:In(o().

n—-+oo

S|

d) Jn = Gy (¥a)+ Yo f((%)nj—ln(éj—n(%—ﬂ.
* lim Gy(Ya)=o0.

nN—>+o0

" lim Q/&f((Q/E)”j: lim Yo f(a)=1x0=0
n—+oo nN——+o0
n —_—
*lim n (Ya-1)= lim Yo 1 n(a).
N—>+o00 n—>+oo 1
n
o 1 2
D'ou Iim J, =-In(<)-In(a)= In(—}.
N—+o0 2 a
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‘| EXAMEN DU BACCALAUREAT Epreuve : MATHEMATIQUES
SESSION DE JUIN 2017 Durée :4H ****** Coefficient : 4
Section : Mathématiques SESSION DE CONTROLE

Corrigé proposé par : FARID ABIDI ****** |ycée Ibn Rachic - Ezzahra

Exercice 1 :

W=

OoTo

== ANB

h‘h‘_\_\_‘_‘\\_
/ _\‘_‘\"0.7
T~ AnB

Exercice 2 :

1.

AIC est un triangle direct et rectangle en I et E milieu de [AC] donc I est le centre du cercle
circonscrit au triangle AIC .

Il en résulte que : EA = EI et {E_;A, El] = Z[C_:Q,C_le[Zn] E%[Z‘]’E].

Ainsi le triangle AIC est équilatéral direct .

2. a) ABI est un triangle direct , isocele et rectangle en I donc AB = J2AI et (EAAE) = —E[Zn]
donc S(I)=B.
f(E)=S8s8, (E)=S(I)=B.

b)Ona f(A)=S=S,(A)=S(A)=A et f=ScS, estlacomposée d’une similitude

directe et de rapport J2 et d’une similitude indirecte de rapport 1 donc f est une similitude

indirecte de rapport ﬁ et de centre A.

c) fof est!’homothétie de centre A et de rapport (\/5)2 =2.

Ona: fof (E)=f(f(E))=f(B). Posons fof (E)=E', AE'=2AE=AC doncE’=C.
https://mathsecondairesite.wordpress.com/ Page 1-10
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Par suite, f(B) = C.

d) (BJ) est la droite perpendiculaire a la droite (AE) passant par B donc f((BJ)) est la droite
perpendiculaire a f((AE)) = (AB) passant par f(B) = C . Or la droite (CK) est perpendiculaire
a (BK) donc f((BJ) = (KC).

J e(BJ) donc f(J) € (CK) et J e (AE) donc f(J) € (AB). Comme (CK)n(AB)={K}

alors f(J) =K

3. gestla similitude indirecte telle que g(C)=Aet g(K) =1
a) Posons g(B) = B’, BCK est un triangle direct , isocéle et rectangle en K donc son image
par g est le triangle B’ Al indirect , isocele et rectangle en [. Or BAI triangle indirect, isocele
et rectangle en I, donc B’ =B d’ou g(B) = B. Ainsi, B est le centre de g.
b) Soit D = g(A), A €(BK) donc D e (BI).

¢)Ona: (@,a’)s—g[zn], g(C)= A, g(B)=Bet g(A)=D donc (H‘é.ﬁ]sg[zn].

Désignons T un point du plan distinct de A telle que (E, KT) = 2[211] , la demi droite [AT)

coupe la droite (BI) en D. (Voir figure ci-dessous).
4. a) ¢ estlacomposée de deux similitudes indirectes donc ¢ est une similitude directe.

o(A)=g=f(A)=g(f(A))=g(A)=D et ¢(B)=g-f(B)=g(f(B))=g(C)=A.
b) (AEZE)A)ER+(AB,AJ§)En+g[2n]z%[2n] donc I’angle de ¢ est —%T
5. Soit € le centre de ¢.
a) @ @(E)=¢o@ogef(E)=@ogog(B)=¢¢(B)=9(A)=D.
n 7

Comme 3x == 7“[27!:] = 211—%[211] = —g[2:rc] alors @o@o@ est une similitude directe de

centre Q et d’angle Ly
. e T T
Il en résulte que (QE,QD) = —E[Zn].
b) On pose F=@=po@(J), comme D=¢-¢-¢(E) alors (ﬁ,ﬁ)z—g[%{] donc (FD) L (JE)

) F=gogog(J)=¢opogef(J)=¢opog(K)=0o¢(I).
D’autre part, ¢o@(B)=¢(A)=D et @-¢@(E)=@-g-f(E)=¢-g(B)=¢(B)=A.
Soit k le rapport de la similitude directe @o¢ ,commeIB=IE alors FD=kIB=kIE =FA.

Ainsi, FD =FA.

F est le point d’intersection de la médiatrice du segment [AD] et de la perpendiculaire a (JE) issue de D.

https://mathsecondairesite.wordpress.com/ © 2017 Page 2-8
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Soit F,={M,MEP/(W,W)E—E[ER]} et r2={M,MePJ(m,ﬁf=)s—%[2n]},

{Ql=T,NT,.
A
38
J
B -
rl
E
. F
&
B |
7
Exercice 3 :
1. a) Soit I’équation (E): z’ —[%+i§}c+ 1=4).
2
Le discriminant de (E) est A= g+i£ -4 =2+31£—§—-4:—§-+3i3/——§- #0 donc
2 2 4 2 4 2 2
I’équation (E) admet deux racines distinctes z, et z,.
3 . . A

b)z +z,= E-HT' Comme Z, +Z, n’estpasréel,alors z, et z, ne sont pas conjuguées.

https://mathsecondairesite.wordpress.com/ 2017 Page 3-8
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2. a) Cest milieu de [AB] donc z :¥:%+i§:§[§+%ijzgeig .

b) (z, —zl)z =2z," =222, +2" =2, +222, +2, —42,2, =(2, +2, )2 —4z,z,
=(22.) —4=4z"—4=4(z.-1).

2 5 2 Z,—12 z.—1
©) (Zzh“zl) :4(Zc__l)¢>(zz_zl) :4(th_1)(2(‘.+1)¢> th-i-ll :42:_21

donc arg| 22—t |=arg| 4 Lolmd [2n] <> arg 2272 | arg| e - [27]
Raiv i B~ h ze +1 Zy— 2,

done (1€, AB| = (AB.IC)[2x] < (AB.C) +(AB.IC) = 0[2x]
c>n+(ﬁiha)+n+ —BA J)EO[Z::]
= (ABACI) + (AB CJ

[51,53]5[,4;3,@3][%] - [51,53)5[51,@}

donc (AB) porte la bissectrice intérieure de [’angle IEJ .

[ABIE }[ZTE] = 2(5?&1’3][%]

3. a) (€ ) est le cercle circonscrit au triangle IAJ et K son centre donc K appartient a la médiatrice
de [1J] . Comme [O,v] est la médiatrice de [1J] alors K appartient a (O, vj.

b) On pose z, =iy, yeR
Soit M un point d’affixe z,
Me(? ) & KM=KIl & KM’ =KI* < |z—2,[ =[l-z[ <=|z—iy| =|1-iy[
Dot Me () e |z—iy] =[l-iy| < (z—iy)(z+iy)=(1-iy)(1+iy)
< z2z+iyz—iyz+y’ =1+y> @rzEHy(z—E):l

o Ae(?) <:>z,z_,+iy(z| —z_|)=l<:>z]z_l:l—iy(z] —z_,)

Z, z, Z, Z Z,2, Z,Z, Z,z
- IY(Z'] Z_l)
Z,z
Donc B e((?f' ).
https://mathsecondairesite.wordpress.com/ 2017 Page 4-8
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0

4. a)Ona: zC:£e6: 3 + i ﬁ
2 4 4

b) K le centre du cercle (¥ ) est le point d’intersection de la médiatrice du segment [11] et la
droite (0, V)

mediatrice de [AB]

Exercice 4 :

2
Pour tout x >0, f(x):ln[ X ]
Xx+1

2

; X . —
A-1.a) lim =0" donc lim f(x)=—o0.
x=0" X + 1 x =0
https://mathsecondairesite.wordpress.com/ © 2017 Page 5-8
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La droite(o,?j est asymptote a (¢

2

. . X .
b) lim = lim —— =400 donc lim f(x)=+w.
X—>+0 X+1 X—>+00 1+ X—>+00
X
x? x>
In In

- f(x) x+1) . 1 | x+1
On a: lim —*=Im ———==Ilm — ———~

X—>+00 X X—>+00 X X~>+oox X

X+1

In( g ]
. 2 _ 1 _ o f(x
Or Ilim X =+o00 donc lim X—;L:O et Ilim 1=O donc Iim Q: 0.

x40 X 4+ 1 X—>+00 X X+ X—>+0 X
xX+1
Donc C;) admet une branche parabolique de direcﬁ@ﬁj au voisinage de
2xX(x+D)—- %  x*+2x
X +1)° x+1)° 2
2. a) Pour tout -0, f'(x)= ( 2) =( 2) | X +2)§ _()H;l}: X+ 2 )
X X (x+1) X X(x+1)
x+1 X+1
b
X 0 + 00

f'(x) |, "

D
)| /

c) f est continue et strictement croissante i;o,r+oo[ donc f réalise une bijection q@,+oo[
sur J =f (]O,+oo[) =Joo, (.

3.a)xX*=x+1<x*—x—-1=0

Le discriminant eSt\/g donc les solutions de 1’équation sont 1_2:/% et 1+2J§ }

Par suite, I’ensemble des solutions de I’équation x?=x+1 est {1_ \/3 l+f) }

https://mathsecondairesite.wordpress.com/ © 2017

Page 6-8
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. 1+/5 1 2 2(1—\/_5) 1-/5
b) Soit a = , ——=— =— = .
2 a 1+/5 —4 2

2 2
-0 |n[x—j=o X 1 {x2=x+1
= X+1 S Ix+1 = S X=0

f(x)
c) Pour toutx >0,

x>0 x>0
x>0 X>0

Donc la courbe (Ccoupe 1’axe des abscisses au point A d’abscisse o .

dOnaf(a)=0 eta’®=a+1 donc f'(a)= ((x+21):(a(+1);)1:1+ (1 1)=—1+—i.
oo+ oo+ o o\a+ a o

Ainsi, une équation de la tangertea (Cs) au point A est

y=t/(@)x-a) = 2+ 2 )(x-a).

(12

2
a o

e) SoitB(O,—l—ij, (£+%j(0—a) =—1——2 donc T passe par B.
(04

4.a) et b)

https://mathsecondairesite.wordpress.com/ © 2017 Page 7-8
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B- Soit n un entier non nul, On pas&ur tout X >1, Gn(x)z_[le(t“)dt .

1.a) Pour tout entier N>1 et pour toutx >1 ,

n n n n 1 n n
Istsx=l1st<x"= f()<f(t")<f(x ):In[z]sf(t )<f(x")

Donc len(ljdtsIxf(t”)dtsrf(x”)dt
1 2 1 1

donc In(%}(x—l) < lef(t”)dts F(x")(x~1) d’od In(%j(x—l) <G, (x)< f(x")(x-1)

n B _ n-lerfgeny tn+2 _} _n
b) On pose  u(x) 4‘r:(t) . wH=nt f(t )_nt(t"+1)_t(n+t”+1]

v(it)=1 , v(=t

Gn(x):J‘:f(t")dtz[t.f(t“ﬂj —Lx(m t”ilj dt= xf(x")- In(%)—J‘: ndt—f S d
=xf(x")=In (%)—n(x—l)—J‘: 1+ntn dt

1
1+t"

Yo
2.0n poseJ, = n_[l

1
. . =lna
a) lim Yo =limer =€’ =1.

b) In (%J(Q/a—l)s G, (¥or) < f(at)(¥or 1) doncln (%)(%—1)s G,(Yo)<0

Comme lim Yo =1 alors lim In (%j(?/a—l)zo et par suite lim Gn({‘/a)zo.

n—+ow n—+oo

1 1
=lna =lna

o tim Y2 iy € = €
n—+o0 4 n—+ow 4 n—>-+0 —ln(x
n n n
or m Zina=0 et im€ =121 donc lim ‘/__1=|na
n—>+x N Xx—0 X n—-+w <+
n
1 A 1
d)Ona :Gn(ﬁ)=ﬁ.f(a)—|n[5)—n(J&-l)-L T dt=- In(—zj— (Vo-3- 4
donc 3, =—in( 2]~ n(¥o -1~ g (va)=— 1 2| Y2=1 g (vq).
" 2 2 1
n
Par suite , lim J, :—In(%j— lim */al_l— lim G, (Ya)=2-Ino=In(v5-1)
n
https://mathsecondairesite.wordpress.com/ © 2017 Page 8-8
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MINISTERE DE L’EDUCATION Epreuve Section
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EXAMEN DU BACCALAUREAT
SESSION 2018 Durée : 4h [I:I Coefficient de ’épreuve : 4
—

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6.
Les pages 5/6 et 6/6 sont a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5 points)

C
Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre,
e DBC est un triangle rectangle en D tel que
T =
DB ,DC}EE[Z’K] et DB=2DC; 5
2 o B
« le point H est le milieu du segment [DB] ;
e le point | est le projeté orthogonal du point H sur
la droite (BC);
¢ le point E est le milieu du segment llD] i
 les droites (IH) et (CD) se coupent au point A.
1) Soit R la rotation de centre H et d'angle % A

a) Calculer tanCBD. En déduire que :g :1.

2
b) Montrer alors que R(l)=E.

2) Soit h ’homothétie de centre D et de rapport 2. On pose f=hoR.
a) Déterminer f(H).
b) Montrer que f(I)=I.
c) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
d) Montrer que f(C)=A.
3) a) La droite (CH) coupe la droite (AB) en un point F.

Justifier que les points B, |, H et F sont sur le cercle de diamétre [BH].

En déduire que

—a Ny w
IH,IF| =— 2.
4
b) Montrer alors que I'image par f de la droite (ID) est la droite (IF).
c) La droite (1D coupe les droites (CF) et (AB) respectivementen J et © . Montrer que f(J)=F.
d) Montrer que f(F)=1.

4) Montrer que le triangle CAQ est rectangle.

1/6
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Exercice 2 (3 points)

Soit 6 un réel non nul.
Dans la figure 1 de 'annexe jointe,

. (O, u, V) est un repére orthonormé direct ;

e ¥ estle cercle de centre O et de rayon 1;

s E estle pointde € tel que

G,E)E] =0[2n);

e FetG sontles points d’affixes, respectives, —1 et 1+/2 ;
o T estle demi-cercle de diamétre [FG]|;

e D estle point d'intersection de I" et l'axe (O,G )

1) a) Vérifier que OD2 =1 +2 .

) : ifo+ 2]
b) Soit A le point d’affixe Z, =l \/ 1+\/§ e’ Vérifier que z,=0D e ‘ ZJ. Construire alors le point A.

2 . £
2) On considére, dans C, I'équation (E): 2%+ ——— €'’ z +e?"=0.
i14v2
a) Vérifier que z, est une solution de I'équation (E).
b) On désigne par B le point d'affixe zg, ou zg est la deuxiéme solution de (E)

Déterminer zp .
3) a) Montrer que les points O,A et B sont alignés.

b) Placer le point C d'affixe zo=0D e®.
Aff(AC) 2

WM 5 (14i).

c) Montrer que

El[zﬂ].

S, -
En déduire que le triangle ABC est isocéle etque |[AB, AC 7

d) Construire alors le point B.

Exercice 3 (7 points)

o ) o f(x)=xInx six >0,
A) On considére la fonction f définie sur [0, + 00{ par f(O)- 0
On note (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,T.] )

1) a) Verifier que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement.
c) Dresser le tableau de variation de f.

2) Dans la Figure 2 de I'annexe jointe, on a tracé dans un repére orthonorme ( 0, ?I ) la courbe 1
de la fonction X— € et les droites A et A' d’'équations respectives y=x et y=—x.
a) Construire les points Aet B de (Cf) d’abscisses respectives e et %.

b) Déterminer la position relative de (C¢) et A puis la position relative de (C¢) et A"
¢) Tracer la courbe (Cy).
2/6

Annales BAC Section : Maths



2018 - Session principale

3) Soit S la partie du plan limitée par la courbe (Cy) et les droites A et A’

. . 3 . 1
Montrer que l'aire de la partie S est égale a 41 & —2]

B) Soit n un entier naturel.

i 1
On pose u, :f: t"e'dt et v, =j: t"e' f(t) dt.
e e

e

1) a) Montrer que Y, >0.

b) Montrer que 0 < u, < ;1-—6—1. En déduire lim u,.
+

N—-+00
1

e

c) Montrer que U, ;=€ —— — (n+1)u,.

d) Montrer alors que lim (n+1)u =e.
M—00

2) a) Montrer que _ U < v, < 0. Déterminer alorsnlim Vi
&

—

b) Vérifier que pour tout te 0,+ cof , f(t) = t f'(t)—t.

1
Montrer alors que Vv, = f: t"™e! f(t) dt —u,,,.
e
1
e
c) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que (N+2)V, = — 5 — Vo4 — Upy.
e

d) Montrer alors que lim (n+2) v,=0.

tel que f(o,)=—"2.

3) a) Montrer qu'il existe un seul réel o, appartenant a l'intervalle €’1

b) Montrer que Ilim Yo_ o
n—tou l‘n

c) Déterminer lim «o,.
=100

Exercice 4 (5 points)

A) Soit g un entier naturel.

1) Montrer que q? est impair si et seulement si q est impair.

2) Montrer que si q est impair alors §° =1 ( mod 8).

B) On se propose de déterminer ’ensemble A des triplets d’entiers naturels non nuls (m, n, q)
tels que 2°™4 32"=¢%

1) Vérifier que le triplet ( 2,1,5 ) est un élément de A.

Dans la suite de I’exercice on suppose que (m,n, q) est un élément de A.
2) a) Montrer que g est impair.

b) Montrer que q°—3*" =0(mod 8).
c) Montrer alors que m est différent de 1.

3/6
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3) On suppose que m > 2.

a) Justifier que les entiers (q—3") et (q+3")sont pairs.
b) Soit d =(q-3")A(q-+3").

Montrer que d divise 2q et que d divise 2°™. En déduire que d = 2.

c) Montrer que q—3"=2 et que q+3"=2""".

Endéduire que q =2°"24+1 etque 3" =2""7?-1
4) Déterminer n et q lorsque m = 2.

5) On suppose que m > 3.

a) Montrer que 3" =-1(mod 16).

b) Déterminer, suivant les valeurs de 'entier naturel k, les restes possibles de 3k dans la division
euclidienne par 16.
c) En déduire qu'il n’existe pas de ftriplets (m,n,q) éléments de 'ensemble A telsque m > 3.

6) Déterminer 'ensemble A.

4/6
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[ Eléments de correction & baréme (officiel)

Epreuve : Mathématiques BAC 2018 Corrigé et
Section : Mathématiques Session principale Baréme de notation
Exercice 1 (5 points)
Question Eléments de réponses baréme commentaires
Na) |, . A DC 1
Dans le triangle DBC rectangle en D, tan|CBD|= BB 0,5 2x 0,25
. A IH
* Dans le triangle HBI rectangle en |, tan HBI] = B
A A H 1
Comme CBD =HBI alors B = 5
1)b) | Dans le triangle IDB, H milieu de DB et E milieu de DI 0.5 ;g;g;ce
; o i T 0,25
Donc le point E vérifie : HE = EIB =HIl et HE // BI gl
— justifié
HI=HE 0.25
etcomme HI L Bl ona: {mA@]zj o dONCR | =E.
' 2
2)a) |fH=hoRH =hH =B. 0.25
2)b) | fl=hoRI=hE =Ll o
2) c) f est la composée d’'une homothétie de rapport 2 et d’une rotation 4x0.25
d’angle % donc f est une similitude directe de rapport 2 et d'angle%. 1
f(l) =1 donc | est le centre de f.
2) d) 0,5 2x 0,25
3)a) * Les triangles rectangles FBH et IHB ont la méme hypoténuse BH |,
donc les points B, |, H et F sont sur le méme cercle de diamétre [BH].
[IT-lAIT:JE[E—FIAB? 2w .(angles inscrits qui interceptent le méme arc). 0,25+ 0,5
[Bﬁ?ﬁ?]sg— HF HB| 2« 0,75
= o H—C‘/,H_D] 27
2
Or CDH est un triangle rectangle en D et DC=DH donc
—_— N 7 ", P N
[HC .HD]zi 2r et donc[IH,IF =T o,
4 4
3)b) | *L'image, par f, de la droite ID est la droite passant par | et
perpendiculaire a la droite IF . Le triangle HIE est direct, rectangle et
isocéle en H, d’ou [lB’,‘lﬁ 53 2% carR()=E 09
or [.B?.T:] E[.B?m] +[ m?ﬁ] 2r donc (B, F| =2 2n.
Donc I'image de la droite (ID) est la droite (IF).
3)c) |JeIDNCH doncfJelFNBA =F doncf(J)=F. 0,28

()
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[ Eléments de correction & baréme (officiel)

3)d) |[Fe CHNIF doncfF € ABNID = Q donc f(F)= 0.25
4) “f(F)=Q et f(C)=A donc AQ=2CF. 025
OrCF =CA car le triangle FCA est rectangle et isoceéle en F
*(FCA rectangle en F et ACF= %).
D'ou AQQ=2AF,(Fe AQ} ), et parsuite F est le milieu de A(.
FQO=FC=FA et ACF= % donc AQC est rectangle en C.
c . Q
T
E 7
Exercice 2(3 points)
Question Eléments de réponses baréme commentaires
1)a) 0,25
1) b) 05 2x0,25
2)a) z, solution de (E). 0,25
2) b) 0,25
3)a) Aff(CT‘\') 0,5 divisible
—FeR
Aff (OB)
3)b) * Ce OE tel que OC=0D. 0,25
3) C) Aff(/A—C) ‘/— 3x 0,25
2 2 A T
* —~t=——(1+i), AB=AC et| AB AC |=-—|[2x].
ez 1) (#8ac)=% ]
3)d) Construction de B. 0,25
L iLatad Sada
(gt =

MATHEMATIQUES - Section : Mathématiques - Session principale 2018
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Eléments de correction & baréme (officiel)

Exercice 3 (7 points)

commentaire

MATHEMATIQUES - Section : Mathématiques - Session princ?ﬁ&@ﬂb‘i;//auh&m e

Annales BAC

Question Eléments de réponses baréme o
A)1) a) lim f (x) = lim xIn x =0 =f(0) donc f est continue & droite en 0. 025
A)1)b) | f(x)—f(0) . 0,5 2x 0,25
Iim— =Ilimln x =—c0
x—0* ¥ — x—0*
donc f n'est pas dérivable a droite en 0. La courbe de f posséde au
point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale.
A) 1)c) | Pour tout xe 0,+c0 , f'(x)=1+In x . 0.5 - 0,25 dérivée
% - 0,25 reste
0 1/e -
rx) []] - ] %
-
| 0 /
\ -1/e
A) 2)a) | Voir annexe 0,5 2x025
A)2)b) | position relative de (C;) etA. (C;)eta. 0.8 2%025
A) 2)c) | Voir annexe 0,75 :).zaslétude de
a b.
0,5 courbe :
( 0,25 pour
tous les
éléments :
Demitgen O,
tgen B, point
A, position par
rapport a
Aet Al
0,25 allure)
NN A
Page 3/6
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Eléments de correction & baréme (officiel)

A)3) | g#= aire du triangle OBD + aire de la partie du plan limitée par la 0,5 ggg S;:C'm"
courbe (Cy¢), la droite A et les droites d’équations x =% etx=e.
1 2 1
= —|e ——|
*= 3 [ ez]
B) 1)a 0,25
)1a) Sur 1,1 , x"e*>0donc u, >0.
2
B) 1)b) lim u,=0 0.5 2x025
O<u, £——. n=x
n--
B)1)c) | Onpose u(x) = x™' - u'(x)=n+1x" 025
v'(x)=e" — V(X)) =¢€".
4
D'ol nit x| 3 n_x e; 1
Uy =[x € ]l_ n-+1 ,xe dx=e—F = A1 U
e e
B) 1)d) 1 0,25
e’ .
Uypy =@ = ——=— n+1 u, et nlm’cunz 0
donc lim n+1 u =e.
n—+oao
B)2) a — 0,5 2x 0,25
2)2) f est croissante sur 1,1 , donc ?1 < Tt <0,
e
1 1 Yt
t"e' >0 sur (—1| donc </ {"e' dt sﬁ t"e f(t) dt<0
e 1 A
e
dot - < v < 0.
)
~3h 2 v, <0 etlimu,=0donc lim v =0.
e n—-+o0 n—+00
B)2)b) | *pourtoutt€ 0,400, ft =tf't—t 05 2x 0,25
1 1
2 vn=\f1 t™e' £t dt — Upiq
e
B) 2)c) | * 0,25
intégration par parties :
tn+1 el — n_+_1 tne1+tn;1 el
f(t) — f(t).
1 1
e® e’
n=;m— n+1 Vn —Vn+1—un+| donc n+2 Vn= er\T_V"”_u"“'
B)2)d) | lm n+2 v,=0. 025
n—+o00
MATHEMATIQUES - Section : Mathématiques - Session princi Page 4/6
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Eléments de correction & baréme (officiel)

=2 = 0,25
Bire) ona: ;1un$ v,<0etu >0 alors —15 %s 0.
f est continue et strictement croissante sur [11
e
donc f(l:l,eD =[_—1,1] et Yo e[j,1] donc d'aprés
e e u, e
le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un seul
1 '
réel —,1 1 tel que f =1,
a, e[ - ] que f(x,) L
B)3)b) n+2v 0,25
« fim Yo jim 2 Y N+ gone im Ve —o,
—axy, rex n41Uu, n+42 n=+x U,
B) 3)c) 0,25
a,=f" ﬁ] donc lim o, = lim 'Y |
un N—4X N—=+X un
r‘lir_n :—“= 0 et !(ingf" x =1car f est continue en 1 alors
f~' est continueenOetf' 0 =1.
Donc lim o, =1.

Exercice 4 (5 points)

Question Eléments de réponses baréme | commentaires
A1) q2 est impair si et seulement si g estimpair. 0.5
A)2) q impair donc g = 2k+1 , k € N d'ou g>= 4k(k+1)+1 0,25
k(k+1) est pair donc g>=1 mod 8
S <
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Eléments de correction & baréme (officiel)

B) 1) 42 19" 52 0.25
B)2)a) | 4M 19" —q? et comme 4™ est pair et 9" impairalors g2 impair 0,25
et donc g impair ( d'aprés A)1).).
B)2)b) | ona: q2=1 mod 8 0,25
3*"=9"=1mod 8 d'oug?—3*"=0mod8 .
B) 2)c) | Sim=1 alors q?—3*"=4=4 mod 8 ce qui estimpossible donc 0.25
m=1.
B)3)a) | q est impair et 3" est aussi impair donc q—3" et q+3" 0.5 20,25
sont pairs.
i 5 o 3x0,25
B)3P) |+ 4 divise q-3" etddivise q+3" donc: X
ddivise q—3" + q+3" =2q etddivise q—3" q+3" =227
donc d est une puissance de 2, d= 2k,k € 0,12,....2m . 0,75
d divise 22™, d divise 2q et q est impair, donc d divise 2
d'otd=10ud=2etcomme (q—3") et (q+3") sont pairs
alors d= (q—3") A (q+3") =2.
B)3)) | ona: g-3" < q+3" Padee
d =2 donc il existe deux entiers a et b tels que :
q-3" =2a, q+3" =2b et aAb=1.
q-3" . q+3" =22 _4ab,m>2. Ona alors :
0,5
ab :22m—2
anb=1
a<b
donca=1 et b= 222 donc q—3" =2 et q43" =2.22M2
D'oi: q=22M2449 et 3" =22Mm-2_4
B) 4) m=2 donc n=1 et q=5. 0,25
B)5)a) | m>3alors 2m-2>4 donc 2°™2 =0 mod16 0.5
d'ot 3"=22"2_1=_1mod16
B)5)b) | 3k =1 mod16 sik=4a 025
Kk — 1k —
3k =3 mod186 S|.k_4a+1 - aeN.
3" =9 mod16 sik=4a-+2
3 =11 mod16 sik=4a+3
B) S)c) D’aprés B) 5) a) et B) 5) b), il n’existe pas de triplets (m,n.q) 0.26
éléments de I'ensemble A telsque m > 3.
B)6) | Conclusion m=2. Donc A= {(2,1,5)}. 0.25
-y N
/,/4t \(/ '-ILJLMA}/U ‘J‘-‘i"\‘h
MATHEMATIQUES - Section : Mathématiques - Session pr'ip.tﬁpaleﬁzm Page 6/6
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Un corrigé de ’épreuve de Mathématiques
Session principale 2018

Par Mohamed ATOUANI

Exercice 1.

1. (a) Par définition de la tangente d’un angle, tanCBD = % = % = % Par ailleurs,
le triangle I HB est rectangle en I, ce qui implique que % =tanCBD = tanIBH =
%. D’ou le résultat.
Attention, il est important de préciser que le triangle IHB est rectangle en I, sans

quoi tout le raisonnement tombe a 'eau.

Remarque : Je tiens a préciser qu’il est inutile de prendre les tangentes pour
prouver ce résultat et qu’il est essentiellement dé a la similarité des triangles
DBC et IHB. D’ailleurs I'égalité des tangentes d'un méme angle exprimé dans
deux triangles rectangles distincts est équivalente a I’égalité des quotients

DC _IH
DB IB’
qui elle aussi est conséquence de la similarité des triangles DBC et IHB et donc
du théoréme de Thales.

(b) Pour montrer que Z(I) = E, il suffit de montrer que HI = HE et que (I?I), PTE>) =
7 (mod 27). En effet, dans le triangle IBD, H est le milieu du segment [BD] et E
est le milieu du segment [ID ], ainsi d’apres le théoréme des milieux (HE) est pa-
rallele a (IB) et HE = %I B = IH d’apres ce qui précede. Le parallélisme de (HE)
et (IB) implique que (PTI) ,H_E>') = 7 (mod 27) car si deux droites sont paralleles
et si une troisiéme droite est perpendiculaire a I'une alors elle est perpendiculaire
a lautre.

2. (@) f(H)=(ho®)(H)=h(®(H))=h(H)=B car DB = 2DH.
() f(I)=h(2())=h(E)=1I car #(I) = E et DI = 2DE

(c) D’apres ce qui précede, f est la similitude de centre I, de rapport k = 2 et d’angle
— —
0 =% car f(I)=1,1B=2IH et (IH,IB) = 5 (mod 2m).

(d) Afin de montrer que f(C) = A4, il suffit de montrer que IA = 2IC et (R’), 3)4) =7

(mod 27). La derniére condition est évidente car (IA) est perpendiculaire a (I1C).
Par ailleurs, les triangles IAC et DBC sont semblables (pour les raisons évidentes)
donc

IA_ DB _

IC DC
Cela termine notre preuve.
Notez que I'on peut aussi utiliser les tangentes. En effet, dans le triangle IAC, la
somme des angles vaut 7, ce qui implique que

ﬁ:n—(ﬁ+@)=n—g—ﬂ:g—ﬂ.
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De méme, dans le triangle DBC on a CBD = %—I/CI\A Les deux égalités impliquent
donc que TAC = CBD. En particulier,

1 — — IC
— =tanCDB =tanIAC = —.
2 IA

Le résultat en découle.

3. (a) Le triangle IBH est rectangle en I et d’hypoténuse [BH], le cercle de diamétre
[BH] est donc le cercle circonscrit au triangle IBH et passe a fortiori par I. Le
méme argument montre que le point F appartient au cercle de diamétre [BH ],
il suffit pour cela de montrer que le triangle BHF est rectangle en F. En effet, le
point H est 'orthocentre du triangle ABC (point d’intersection des hauteurs) car
il est a l'intersection des deux premiéres hauteurs, a savoir [Al] et [BD], [CH]
étant la troisiéme hauteur, cela implique que (CH) L (AB) en F. D’ou le résultat.
L’angle FIH et I’angle FBH interseptent le méme arc de cercle, ils ont donc la
méme mesure. Par ailleurs, 'angle BHF est opposé par le sommet a 'angle DHC
donc sont égaux. La mesure de ce dernier vaut 7 car le triangle DHC est isocele
et rectangle en D. Le résultat en découle car le triangle BFH est rectangle en F.

(b) D’apres la premiere question £(I) = E, donc le triangle THE est isocéle et rec-
tangle en H, ce qui implique que I'angle HIE est de mesure égale a 7. L'angle

DIF est donc un angle droit. Le résultat tombe comme la pomme de Newton.

(c) L'angle IFH et IBH interseptent le méme arc de cercle donc sont de méme me-
sure et donc de méme tangente qui vaut % On en déduit que IF = 2IJ. La ques-
tion précédente implique alors que f(J) = F. Bien sir la similarité des triangles
permet aussi de conclure.

(d D aprés ce qui précede, (ﬁ*") m) = 7 (mod 27). Par ailleurs, l’angleB/ﬁ et Pangle
BHI 1nterseptent le méme arc de cercle donc sont de méme mesure Ceci im-

plique que FQI = HBI ainsi ont la méme tangente qui vaut ;. Le résultat en
découle. Méme chose ici, la similarité des triangles permet d’avo1r le résultat.

4. 1l suffit de montrer que FC = FQ = FA, ce qui impliquerait que le triangle CAQ est
inscrit dans le cercle de diametre [A2] et par conséquent que CAX2 est rectangle en C.
En effet, f (C) =Aet f(F) =, ce qui implique que AQQ = 2CF. Par ailleurs, CF = AF
car le triangle ACF est rectangle et isocéle en F car de plus, la mesure de l'angle
FCA vaut celle de I’'angle HCD qui est égale a 7 et ce parce que le triangle HDC est
rectangle et isocéle en D. Le résultat en découle.

Annales BAC Section : Maths
[Secton: Mathe ]



2018 - Session principale

Exercice 2.

1. (a) Par similarité : Les triangles ODF et ODG sont semblables donc
oD OG

OF OD’
3
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Cette égalité implique en particulier que OD? = OF x OG. Le résultat en découle
car OF =1et OG =1+ v2.
Méthode algébrique : On utilise ici ’équation d’un cercle et d’'une droite. Posons

a=1++/2,onaD=TnN(0y), il suffit donc de trouver I'équation de I'. En effet,

le centre de I a pour abscisse —1 + == 1+a = % (car son abscisse vaut xj + %) et

pour ordonnée y = 0. Ainsi l’equatlon de T s’écrit

a—1)? 5 (1+a)2
x — -+ = , => 0.
(x-557) +»*=(32). »
La droite (Oy) est d’équation x = O, on obtient ainsi
(a—1)2+ 2_(1+a)2
2 Y2
Y= 2
2_(1+a 1)(1+a a—1)
Y= 2 2

y?=1xa=a.

Le résultat en découle.

Méthode algébrico-géométrique : Notons y; = DF, y, = DG et x = OD. Le
triangle DFG est rectangle en D car inscrit dans le demi-cercle T, ce qui implique
que y,y, = x(1 + a)(*) (en calculant l'aire du triangle de deux maniéres diffé-
rentes). Par ailleurs le théoréme de Pythagore appliqué aux triangles ODG et ODF
donne a® + x? = y2 et 1 + x*> = y?. En multipliant les deux derniéres équations,
on obtient

(@®+x*)(A +x?) = (y152)°.
En élévant (*) au carré, on obtient

(a®>+x2)(1+x?)=x%(1+a)?
a?+a?x?+x2+x*=x%*(1+2a+d?
x*—2ax?*+a*=0
(x2—a)?*=0

x?=a.

D’ot le résultat.

Remarque : Plus généralement, ce procédé géométrique permet de construire
a la régle et au compas (régle non graduée) le nombre 4/a a partir d'un nombre
positif donné a.

(b) On a
2, =1V 14 V2! = ODie'® = ODe'Ze'® = ODe!(?*2),

Pour construire le point A, il suffit de tracer la perpendiculaire a (OE) passant
par O et de reporter la longueur OD a I’'aide d’'un compas (cercle orange).
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2. (a)

(b)

3. (a)

(b)
©

Annales BAC

En évaluant ’équation (E) en gz,, on obtient,

2 V2
+

22 ei®z, + e210 = OD2ei0+™ | /320 4 (200
iv1i+v2
=—(1+ v2)e?? + (1 + v2)e?°
= 0.
Ainsi z, est une solution de I’équation E.
On sait que z,2z; = €29, ainsi
2i0
Zg = € = —1 el(0=32),
Za OD

Pour ce faire, il suffit de montrer que i—g € R. En effet,

— 2,0 2
= S5 —OD% OD2.
oD

Zpg
D’ou le résultat.

Voir figure. (Il suffit de reporter la longueur OD sur la demi-droite [OE).

On a

ZC_

Zp — 2,

2210 1
ZOD2e2i0

OD?*(1 + 1)
oD 1
OD?
OD? +1
1++/2
2442
(V2+1)(V2—1)
2+ vV2)(V2—1)

%(1 +1).

x (1+1)

x (1+1)

x (14+1)

D’ou le résultat.
D’apreés le calcul précédent, on a

ZC_ZA ;

iz
w = — e 4

2B T 24
Ainsi |w| =1 et arg w = £ (mod 27). Le résultat en découle.

5
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(d) La construction est triviale. En effet, AB = AC signifie que B appartient au cercle
(mauve) de centre A et de rayon AC. Le point B appartient par ailleurs a la demi-
droite [AO) car le triangle AOC est rectangle et isocele en O.

Exercice 3.

Partie A

1. (a) Trivial car la limite de x Ilnx vaut O = f(0) (par croissance comparée) quand x
tend vers 0.

(b) On a

fG)=f(0) _ xInx _

x>0,
v x—0 x

Inx,

la fonction In tend vers —oo quand x tend vers 0%, ainsi la fonction f n’est pas
dérivable a droite en O et admet une tangente verticale en ce point.

(c¢) La fonction f est dérivable sur ]0O, +oo[ et
Vx €]0,+oc0[, f'(x)=Inx+1

Pour tout x > 0,f'(x) =0 < Inx>—-1 < x > %, ainsi f est décroissante
sur [0, %] et croissante sur [%, +o00o[. D’ou le tableau de variations

1
X 0 = +o00
e
f(x) — 0 +
0 +o00
£(x) T,

2. (a) Le point A est de coordonnées x, = e et y, = f(x,) = f(e) = e et le point B a
pour abscisse xp = % et pour ordonnée y; = f(xg) = —%. Afin de construire les
points A et B, il suffit d’utiliser la courbe ' pour mesurer e = ¢! et 1 = e~'. Je
vous laisse le soin de décortiquer mon schéma.

(b) Etudier la position relative de (Cf) et A revient a étudier le signe de la fonction
¢ définie sur [0,+00[ par ¢(x) = f(x)— x. En effet, Yx > 0,¢(x) = xInx —
x = x(Inx — 1). Ainsi le signe de ¢(x) est celui de Inx — 1 qui est positif si et
seulement si x = e. On en déduit que (C;) est en dessous de A quand x < e
et au dessus de A sinon. De plus, (C;) intersecte A en x = 0 et x = e (au
point A). De méme, la position relative de (C;) et de A’ est donnée par le signe
de la fonction v définie sur [0,+oo[ par Y (x) = f(x)+ x = x(Inx + 1). Or
Inx+1=>0 << Inx>—-1 < x> % Il en découle que (C;) est au dessus de

A’ quand x > % et en dessous sinon, points d’intersection O et B.
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()

A

3. La partie S du plan limitée par la courbe (C;) et les droites A et A’ est 'union du
triangle T dont les sommets sont O(0, 0), B(%, —%) et B’(%, %) le symétrique de B par
rapport a I'axe des abscisses et la partie S’ limitée par la courbe (C;), A, la droite

OBxOB’ __
2

verticale d’équation x = % et celle d’équation x = e. I'aire du triangle T vaut
e% et laire de S’ vaut

f (x—f(x))dsz xdx—J xInx

e e
e

1 1 1
= |:§x2]‘3l —[5x21nx]i + Ef xdx
e e l

1 1,, 1
R Gl

Le passage de la premiere ligne a la deuxieme se fait par intégration par parties. Le
résultat en découle.
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Partie B

1. (a) Soit n € N. La fonction t — t"e" est positive sur [%, 1] donc u,, = 0. Par ailleurs,
u, # O car sinon la fonction continue t — t"e’ serait identiquement nulle sur
[%, 1], ce qui n’est pas le cas.

(b) Ilreste a montrer que Vn € N,u, < . En effet, puisque t < 1, on obtient e’ <e

par croissance de la fonction exponentielle, ainsi t"e’ < t"e et

1 1
f t”etdtSJ t"edt
1 0
1
SeJ t"dt
0

e
n+1
Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la limite de (u,) vaut O.

(c) Une simple intégration par parties permet d’avoir le résultat.
1
(d) Ona (n+ 1u, =e— 255 —U,, la limite de (u,,,) vaut 0 donc ((n + 1)u,) tend
vers e a l'infini.
2. La fonction f est négative sur [%, 1], ce qui implique que v,, < 0. Par ailleurs, sur
ce méme intervalle, f est croissante donc
1 1 1
Ve=z—, f(O=zf(-)=—.
e e e
En passant aux intégrales on obtient le résultat. Par le théoreme des gendarmes,
la suite (v,,) tend vers 0 a l'infini.
On sait que Vt > 0, f'(t) =Int + 1, on obtient donc
Vt>0, tf'(t)—t=tlnt=f(¢t).

D’ou le résultat. On a alors, Vn € N
v, = f t"e' f(t)dt
= J the'(tf'(t)—t)dt

:J(tn+1eff'(t)—t“+1ef)dt.

Le résultat en découle par linéarité de l'intégrale.

(h) Il suffit d’intégrer par parties v,, +u,,,. En effet,

f t" el f/()dt = [t" e ()] — f FO[(n+ Dt"et —t" et ldt

1

e

e
= ont2 —(n+ 1)vn_vn+1'

1
Ainsi, on a montré que v, + u,,; = 5 — (n+ 1)v, —v,,;. D’otl1 le résultat.

8

Annales BAC Section : Maths



2018 - Session principale

(c) Les suites (u,,;) et (v,,1) tendent vers 0, ainsi la suite ((n + 2)v,) tend vers 0.

3. (a) D’apresla question 2)a, on a —u?” < v, < 0 ce qui implique en divisant par u,, > 0
1 Vn . 1 Vn . e s .
que —; < * < 0, autrement dit () < o =< f(1). Par continuité de la fonction f,
le théoréme des valeurs intermédiaires implique l'existence d’un réel a, € [3,1
pliq n€Lle
pour lequel :* = f(a,). Lunicité du réel a, découle de la stricte croissance de la

fonction f sur [%, 1]. CQFD.

(b) On a
v, (n+1y,

u,  (n+Du,
Or, d’apres la question 1)d, la suite ((n + 1)u,,) tend vers e et d’apres la question
2)d (n+1)v, = (n+2)v, —v,, ainsi la suite ((n + 1)v,) tend vers 0. Le résultat
en découle.

(c) Par continuité de la fonction f, on a

. Vn _ . _ .
0= tim, o= Jn S e = £ lim, au),

ainsi f( ligrn an) = 0. Or le seul réel  pour lequel f() =0est = 1. On en
n—+oo
déduit que la suite (a,,) tend vers 1.

Exercice 4.

Partie A

1. Si g est impair alors ¢ = 1 (mod 2) ce qui implique que ¢g> = 1 (mod 2), donc g2
est impair. Réciproquement, si g> est impair alors g> = 1 (mod 2) ce qui implique
que g2 —1 = 0 (mod 2), autrement dit (g — 1)(¢ + 1) = 0 (mod 2), ainsi 2 divise
(g—1)(g + 1) et donc par le lemme de Gauss 2 divise ¢ — 1 ou 2 divise g + 1. Dans les
deux cas, g est un nombre entier impair.

2. Siq est impair alors les restes possibles de la division euclidienne de g par 8 sont 1,3,5
et 7 car sinon g serait pair. Si par exemple ¢ = 3 (mod 8) alors g> = 32 (mod 8) =9
(mod 8) = 1 (mod 8). Les autres cas se traitent de la méme facon. Le résultat en
découle.

Partie B

1. On a 22*? + 32! = 2% + 32 = 25 = 52 ainsi le triplet (2,1,5) € A.

2. (a) Soit(m,n,q) € A. On sait que les puissances d’'un nombre pair est un nombre pair,
de méme les puissances d’un nombre impair est un nombre impair, ainsi 2™ est
un nombre pair et 32" est un nombre impair. La somme d’un nombre pair et d’'un
nombre impair étant impaire, on en déduit que g2 est impair et par conséquent
que q est impair par la premiere question de la partie A.
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(b) Par la deuxiéme question de la partie A, on sait que g2 = 1 (mod 8) car q est
impair. Par ailleurs,

32" =(3?2)" (mod8)=9 (mod8)=1 (mod 8).

Ainsi, g2 —32"=1—1 (mod 8) =0 (mod 8).

(c) Le résultat de la question précédente implique que 2™ = 0 (mod 8), ce qui n’est
pas le cas pour m = 1 car 22 = 4 (mod 8) # 0 (mod 8).

3. (a) 3" est un nombre impair, de méme pour g, ainsi g — 3" et g + 3" sont pairs.

(b) d divise g—3" et g+ 3" donc divise la somme des deux qui vaut 2q et leur produit

aussi valant g% — 32" = 22,
Les diviseurs de 22™ sont tous de la forme 2% pour un a € N, il en va de méme
pour d = 2% pour un a, = 1 (car d est pair, étant plus grand commun diviseur
de deux entiers pairs). Par ailleurs, 2% divise 2q, par conséquent 2%~ ! divise g,
ce qui n’est pas possible sauf si a;—1 = 0, soit a; = 1 car q est impair. Le résultat
en découle.

(c) Lentier ¢ — 3" est une puissance de 2 car il divise 22™ donc s’écrit sous la forme
2P et par conséquent q + 3" = 22™F_ ’inégalité g — 3" < q + 3" implique alors
que 2P < 22m=P ce qui implique que 8 < 2m — 3. Maintenant, si 1 < f3 alors
2m — 3 > 1, par conséquent 4 divise ¢ — 3" et q + 3". Contradiction, car le plus
grand commun diviseur de g — 3" et g + 3" vaut 2. Le résultat en découle.
Ona2q = (q—3")+(q+3") = 2+2?™"1, On obtient le résultat pour g en divisant
les deux membres de I'égalité par 2. De méme, 2 x 3" = (¢ +3")—(q—3") =
22m=1 _ 2 le résultat s’en déduit en divisant par 2.

4. Sim=2alors q =222 +1=5et3"=2%?2_1 =3, ce qui implique que n = 1.

5. (a) Puisque m = 3 alors il s’écrit sous la forme m = 3 + k ot k € N. Par ailleurs
31 =22B+0"2_ 71 — 242k _1 =24x 2%k _1=16x2%*—-1=—1 (mod 16). Dot
le résultat.

(b) Les restes possibles de la division euclidienne de 3* par 16 sont 1, 3, 9, 11.

(¢) On sait que 3" = —1 (mod 16) = 15 (mod 16), ainsi le reste de la division eucli-
dienne de 3" par 16 vaut 15, ce qui n’est pas d’aprés ce qui précede.

6. A={(2,1,5)}.

10
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Ne
CORRIGE DU SUJET DE MATHS ‘%4,

BAC 2018 SESSION PRINCIPALE \"’{477,
) e

PROPOSE PAR
M' SALAH HANNACHI

EXERCICE N1 :
TSI ..

1) a) Dans le triangle rectangle BCD on a : tanCBD = — = % . D'autre part dans le triangle

rectangle IHB on a : tanCBD = % alors i % (*)

b) Dans le triangle IDB on a : E=I*D et H=BxD alors (EH)||(IB) et EH= %IB
Or (IB)L(IH) et IH= %IB d'apreés (), alors IH=EH et [HE = ; donc le triangle IHE est

rectangle et isocéle en H et comme EHI est un triangle direct alors R(I)=E.
2) a) f(H)=hoR(H)=h(H)=B car H=B*D. D'ou f(H)=B
b) f(I)=hoR(I)=h(E) et h(E)=I car E=IxD, alors f(I)=I
c) f est la compose d'une homothétie h et d'un déplacement R alors f est une similitude
directe de rapport k=2 (le rapport positif de 'homothétie h), de centre I (car f(I)=I et

k# 1) et d'angle g (I'angle de la rotation R).
d) Dans les deux triangles IAC et CBD on a : CIA = CDB = 12[- et BCD = ICA (angle commun)

. IC Pa—
alors par conséquent IAC = CBD donc i tanCBD = % d'ou 1A= 2.IC

D'autre part (IA)L(IC), et comme le triangle AIC est direct alors (TC, ﬁ) = %[211’]

. (lA=21C
Ainsi {(ﬁ, Ui) = g[Zn] alors f(C)=A

I goeen T

3) a) On a : f(C)=A et f(H)=B alors f((CH))=(AB) d'ot1 (CH) L(AB) donc HFB = HIB = 3
et par la suite [ et F appartiennent au cercle de diameétre [HB]
Dans le cercle de diamétre [HB] les angles (TH,TF) et (BH, ﬁ) sont deux angles

inscrits interceptant le méme arc alors (IT?:]:F") = (ﬁ ﬁ) [27]
Or (ﬁl’, ﬁf) = (ﬁi ﬁ) [27] en effet : les deux triangles CDH et HBF sont semblables
car HFB = HDC = ;—t et BHF = CHD (deux angles opposés par le sommet)
et comme CDH est un triangle rectangle et isocéle en D (DC=DH= %DB) alors
(ﬁ, ﬁ) E%[Zn]. D'ou (m., ﬁ:) = %[ZH]
b) DIH = E[H = % car EIH est un triangle rectangle et isocele en H (R(I)=E)
et HIF = g alors DIF = DIH + HIF = g d'ou (ID)L(IF).
f((ID)) est la droite perpendiculaire a (ID) et passant par le point f(I)=I. Alors {((ID))=(IF)

c) On a f(C)=A et f(H)=B alors {((CH))=(AB)
et on a JE(CH)N(DI) alors f(J) ef((CH))nf((DI)) cela signifie que f(J)€(AB)N(IF)
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et comme Feg(AB) alors f(J)=F
d) f((IF)) est la droite perpendiculaire a (IF) et passant par le point f(I)=I, alors f((IF))=(ID)
Fe(CH)N(IF) alors f(F) ef((CH))nf((IF)) cela signifie que f(F)e(AB)n(ID). D'ou f(F)= Q
4) Montrons d'abord que F=Ax Q. Ce ci revient a montrer que J=F*C ?
s

Le triangle DCH est rectangle et isocéle en D (c'est déja justifié) alors ACF = 7

et comme CFA =§ (c'est déja montré) alors le triangle AFC est isocéle en F, d'out AF=FC

D'autre part AF=2.CJ ( car f(C)=A et f(J)=F) alors FC=2.CJ et comme de plus JE[CF]
alors J=FxC.

La similitude f conserve le milieu alors f(J) =f(F)*f(C), d'ou F=Ax Q et par conséquent (FC)
est un axe de symétrie dans le triangle A QC, ce qui implique que COF = CAF = %

D'ou le triangle CA () est rectangle en C.

c A

A

Vi
EXERCICE N2 :
1) a) Le triangle FDG est rectangle en D (car De I' et [FG] est le diamétre de I'), de plus O
est le projeté orthogonal de D sur [FG]. Alors 0D? = OF x 0G d'ou 0D? = 1 + 2
b) z, = i.v1++V2.e"9 =i.V/OD2 e = OD. e'z. e = OD.e'®*3)

.2 V2 g 2i0 _
2) (E) : z° +- +ﬁe z+e =0
2
./ i0 V2 e ./ i0 210 — _ 2i6 2i0 4 ,2i0 —
a)(l. 1++2.e ) +11+\/§e (L 1++v2.e )+e (1++2)e?? +2e%0 + ¢ 0

Alors z, est une solution de l'équation (E).

2i6 o216 AT

b) On sait que z,.zz = €2? alors cela signifie que zp = — = —— = —i ——
) q Ar=B g q B Zp i 1+v2.elf V142

e
Ainsi Zg = W
o T
Z 0D.e'®+2) ; —  —— ; ;
3) a) z_A = W = 0D?.¢'™ = —0D? € IR alors les vecteurs OA et OB sont colinéaires
B o G
oD

(et de sens contraires). D'ou O, A et B sont alignés.
b) Voir la figure

; o BE
Aff(AC) _ zc—za _ ODe!?-0D.c®*2)

Aff(AB) T mp=zg ei(e—g)
oD

A+ =20+ =201+10)

T
_ OD-ODe'2  0D-iOD _ iOD+0D _ op?

- _T = A = 2

. b 3 -iz T e —_— 1+0D
xLs 2 i i.0D +0D

0+ £ _ope'z 0D oD

c) (1+10) =

—0D.e

142
242

1+42
V2(14+v2)

A+ =
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_Aff(AC) _ V2 ) )
eOna: ARGAD) 2 (1+1i) alors:
Aff(AC)| _ v2 i VE - AC i i ; g
lAff(/TB') == 11+i] = 5 V2 = 1 cela signifie que T 1, d'otr le triangle ABC est isocele en A
et de plus (ﬁ, R’) = Arg (? 1+ i)) [27] D
= Arg(1 + i)[2n] X
Ainsi (‘A’B’, Kc‘) =2 [2n]

<4

d) Voir la figure

EXERCICE N3 : g
A)

1) a) xli"r(rjtj(x) = xli"r{#x. Inx = 0 alors xli'%zj(x) = f(0) d'ou f est continue a droite en 0

b) lim f@) _ lim Lo B lim Inx = —oo alors f n'est pas dérivable a droite en 0.
x—0t X x—0+t X x—0*

Donc la courbe () admet au point O(0,0) une demi-tangente a droite verticale
dirigée vers le bas.
c) f est dérivable sur ]0,4+o[ et on a: f'(x) = Inx + 1 pour tout x > 0.

1
x40 e +00

fix) = (0] +
0

T,

0| -

2) a) Voir la figure

x 0 e o
b) f(x) —x = x(lnx — 1) Vx > 0 et f(0) — 0 = 0 alors : el 3 ’
cr/A audessousde A | audessusde o
2N
/’_m=\ (A}
{O0.0)}
X 0 ;3 +00
fX)+x=x(lnx+1)vx>0et f(0)+0=0 alors : T+ — 3 Y
cfa au dessous de A' au dessus de A’
% Liig
/w& )

(0(0.0))

Annales BAC Section : Maths



2018 - Session principale

c) Courbe (Cf)

3) L'aire A de la partie S :
A = Ay + A, ou A, est l'aire du triangle OBB' avec B’ est le point de A d'abscisse i

et A, est l'aire de partie du plan limitée par (Cy), A et les droites d'équations x = % etx=le

2
==
A = [€ = I d_xze le € x21%\ _e? 1 e? 1 e? 1
2= (e = fO)dx = [~ mnydx = [F], - ([Fine]. - [£L. ) =5~ Gt o5+ )
e e e
e _ s
4 4e?

1 e? 5 e? 1 1 1
Alors A =—+———=———=—(e2 ——). u.a
e? 4 4e2 4 4e2 4 e? ( )

B) 1) a) La fonction t — t"e" est continue et strictement positive sur E 1] alors
u, = [i thetdt > 0.
e
1
b) Pourtout%ét$1 ona:0<ee<el<ealors 0<tle <e.t"

En intégrant sur l'intervalle E, 1], on obtient : 0 < u, < e. _f; t" dt cela signifie que :
e

1 1 ‘. . e
< —_—— —— < —_—
0< U s €. nl (mi)entt ce€ qui 1mp11que que 0< Uy = A

. e .
e lim — =0alors lim u,=0
n—+oo N+l n—+oo

)t ia.= f; tHetdt
e

1
ee

=[t"et]l - (n+ 1) [l tretdt = e — =7 — (n+ Duy,

n+1

1 i
d) lim (n+Du, = lim (e—e%—um)wcar lm g =0 et lim —o3=0

n—+co n—-+oo n—+oo e"tl
2) a) Pour tout réel ¢t tel que : is t<lona:f e) < f(t) < f(1) car f est croissante sur
E,l]. Alors —é < f(t) <0. Et comme t"e* >0Vt E E, 1] alors —ét“e‘ <the'f(t) <0
En intégrant sur l'intervalle E, 1] on obtient : —ZJ <v, <0
b) Pour toutt >0, tf'(t) —t=t(nt+ 1) -t =t.Int = f(t)
o v, = [i thetf(t)dt = [i tret(tf'(t) — t)dt

1 1
= i t"letf(e)dt — [i t™etdt = [i £ et F(£)dt — Unsq
e € e
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) v, = [ tPHietf'(E)dt — = [t FO)]E — i £ letF(E) + (n+ DEtPetf(E)dt — Upyy
= em-f t™ et f(D)dt ~ (n + 1)f thetf(£)dt — Unsy

1

ee
Alors v, = 7z~ Vn+1 — (n+ 1D)v, — Upyq
1
Vs ee
D'ot (n +2)v, = otz Vn+1 T Uny
1 1
d) ! ee - . _ ee
) ,limm(n + 2)v, = llm L 2 " Vnet ~Ungr = 0 en effet : nllm Upe1 =0, nl_Lsz e
et ltm L Unyy = 0 (pulsque —=L<y, <0 et lim ——+=0)

n—+oo e

3) a) f est continue et strictement croissante sur [;, 1] alors f réalise une bijection de E 1]

o () = @) ro] = -1

D'autre part : ——* < v, <0 signifie —- < — < 0 donc = E [—— 0]
Alors l'équation f x)=-" admet une unique solution «, dans [g, 1].
b) On sait que hm (n + l)un =eet lim (n+2)v, =0alors lim &2 _ g
n—+ow n—+oo (N+1)un
Or lim M—lalors lim =0
n—+oo (n+1) n—+oo Un
¢) On a : pour tout n € IN, f(a,) == alors a, = f! (:—")

Or f~! est continue sur [—;,0] car f est continue sur E, 1] et lim ? = 0 alors

n—+oo Un
lim ! (") = f-1(0) =1 D'ou lima, =1

R n—+0o0

EXERCICE N4 :

A) 1) (g est impair) équivaut a q = 1[2]
équivaut a q* = 12[2]
équivaut a q* = 1[2]
équivaut a (¢? est impair)
2) q est impair alors il existe k € IN tel que q = 2k + 1 donc (q% — 1) = 4k? + 4k = 4k(k + 1)
Or k(k + 1) est un entier pair car c'est le produit de deux entiers consécutifs tels que l'un
est nécessairement pair, alors 4k(k+ 1) =4 x 2t ou t € IN donc 4k(k + 1) = 0[8].
D'ou g% = 1[8].
B) 1) 22%2 4 32X1 = 25 = 52 alors (m,n,q) € A.
2) a) 22m + 3271 = qz
On a : 2%™ = 0[2] et 3*" = 1[2] (puisque 3 = 1[2]) alors g* = 1[2] c'est-a-dire g? est impair
et cela signifie que g est impair.
b) On remarque que : 3?" = 9" = 1[8] (puisque 9 = 1[8])
et on a de plus ¢% = 1[8] alors g% — 32" = 0[8]
¢) On a g% — 3*" = 0[8] signifie que 2°™ = 0[8] ce qui implique que 2m > 3, alors m > 2. D'ou
m#1
3)a) On a : q = 1[2] (car q est impair) et 3" = 1[2] (puisque 3 = 1[2]) alors q + 3" = 0[2]
et g —3" =0[2] d'ot1 g + 3" et g — 3™ sont deux entiers pairs.
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b) d= (¢ —3™) A (q + 3™) alors d divise (q — 3™) et (q + 3™) donc d divise (q — 3™) + (¢ + 3™)
et d divise (g — 3™)(q + 3™). D'ou d divise 2q et d divise g* — 32" = 2?™
e On a: d divise 2?™ alors d= 2” ou p € IN, par conséquent d A g = 1. Ceci implique que
d divise 2 (Lemme de Gauss). Or d > 2 car (q —3") et (¢ + 3") sont pairs alors d= 2.
c)Ona: (g —3")(q +3™) = 2?™ alors il existe (a,f) € IN> telque a>1,8>1, (q —3") = 2%
et (q+3") =2f. Ainsia+pf =2meta <f (car q—3"<q +3").
Supposons que a # 1 : alors f > a > 2. Ce qui est absurde car 2% A 2F =2
Ainsi a = 1 et par la suite f =2m —1
D'oll g — 3" = 2 et g + 3" = 22m-1
1 =
eOna: {Z _: :n ; ;m_l Eg alors (1) + (2) donne q = 1 + 22m~2
et (2) — (1) donne 3" =2?m"2_-1
4) Pourm=2:onobtient¢g=5 et 3"=3 alorsn=1
5) a) m = 3 alors 2m — 2 > 4 donc 22™72 = ([16] ce qui implique que 3" = —1[16]
b) On remarque que 3* = 1[16] alors :

k=..| 4p [4ptl|4pi2 | 4pi3

(o1 peE IN)

8% = ﬂ..[w]l 1 3 9 11

c) Si (m,n,q) € A tel que m > 3 alors 3" = —1[16] cela signifie que 3" = 15[16] ce qui est
absurde car 3" = r[16] ou r € {1,3,9,11}. Alors il n'existe pas un triplet (m,n,q) € A
tel que m > 3.
6) On sait que m > 2 et que 'hypothése (m = 3) est absurde, alors m = 2.
D'ou g =5 etn = 1. Ainsi si (m,n,q) € A alors (m,n,q) = (2,1,5).
Réciproquement : si (m,n,q) = (2,1,5) alors 22™ + 32" = 16 + 9 = 25 = 52. Alors (m,n,q) € A
D'ou A = {(2,1,5)}
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Corrigé de I'épreuve de mathématiques du baccalauréat

Session principale 2018 Section : Mathématiques
Exercice1 :
==\ DC DC 1
1.a. Le triangle BCD et rectangle en D donctan(CBD | = —=—-=—.
¢ g (6BD)- 55 = 2m6 =3
Le triangle BIH est rectangle e | donc tan(léﬁ) =:% et comme CBD =IBH alors :ﬂ = %

b. Les points E et H sont les milieux respectifs des segments [ID] et [BD] donc HE = %gl

donc HE = %Bl =HlI et (EAWE) - (I-TITETI)[zn) - (Iﬁfll—a)[zn] ainsi R(l) =E.
2a. f(H)=hoR(H) =h(H) =B.
b. f(l) =hs R(l)=h(E)=1.
c. f est la composée d'une homothétie de rapport 2 et d’'un déplacement d'angle %donc f est la similitude directe

de rapport 2, d'angle % et de centre |.
d. Le triangle ICA est rectangle en | et de sens direct
IA Ol ~r)_ DB —~\ o . B
donc - = tan(ICA) = tan(BCD) = oo=2 ¢ (IcTIA) =X2x] dlou £(C)=A.
3.a. f(C)=A et f(H)=B donc (éﬁfﬁﬁ) = g-[an d'ou les droites (FB) et (FH) perpendiculaires en F.

Les triangles BIH et BFH sont rectangles respectivement en | et F alors les points B, |, H et F appartiennent
au cercle de diametre [BH].

(B—H‘.‘B—F)ag—(l‘ﬁrf‘ﬁ)[h]

Eg ~(HC HD) 2n

Le triangle CDH est rectangle et isocéle en D et de sens direct en effet DH = %DB =DC et (I"JT-LA 56) =—[2n]

T
2
donc (Fl?:fﬁﬁ) - g [27] ainsi (Eﬁfél":) - %[27:].

Or (IF!TIT:) = (EI'T!ABT:) [2x] (deux angles inscrits qui interceptent le méme arc) d'ot (IT-I A IF) =—[2n].

&
4
b. R(l) =E signifie que le triangle HIE est rectangle isocéle en H et de sens direct d'ou (IE,AI'I:I) = % [27)

ainsi (IB.AI?) = {II_EAI?I) + (IﬁAIT:) [2n] = % + % [2n] = %[2:1] d'oul les droites (ID) et (IF) sont perpendiculaires.

Or I'angle de f est %d'ou I''mage de la droite (ID) par f est la droite passant par f(l) =1 et perpendiculaire a (ID).

Il en résulte que f((ID)) = (IF).

c.J €(ID)n (CH) donc f(J) e (IF) n (AB) = {F}| d'ou f(J)=F.

d. L'image de la droite (IF) par f est la droite passant par (1) =1 et perpendiculaire 2 la droite (IF)
donc f((IF))=(ID).
F € (CH)~(IF) donc f(F) € (AB)~ (ID). Or (AB)n (ID)={Q} dou f(F)=Q.

3. f(C)=A et f(F)=Q donc AQ=2CF.
(CF) L (AF) et ACF = % donc le triangle ACF est rectangle et isocéle en F d'ou CF = AF ainsi AQ = 2AF
Comme F [A Q] alors F est le milieu de [AQ].

On a : F est le milieu de [AQ] et FA =FC =FQ donc le triangle ACQ est rectangle en C.
Autrement :

f(C)=A et f(J)=F donc AF=2CJ

Or AF =CF d'ou CF =2CJ et puisque J <[CF] alors J est le milieu de [CF]
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La similitude directe f conserve le milieu alors F est le milieu de [AQ)].
Dans le triangle AC(), le milieu F de [A()] est équidistant des trois sommets A, C et Q alors le triangle ACQ

est rectangle en A.
Cc
Q
I
e\
D
F
b4
Exercice2 :

1.a. [FG] est un diamétre de I" et D est un point de I" donc le triangle FDG est rectangle en D et comme O est le projeté
orthogonal de D sur [FG] alors OD? = OF.0OD =1+ 2.
x P - —
b. 2, =1+ V2 7" =ODe' 2) gonc OA =D et (u, 0A)59+g[2n1.
Construction du point A.

2a. zi+i\/1{%e" z, +e* = -(1+2)e* +|\ﬁ{_\/§e W1+ 426" + €2 = -(14V2)e™ +(1+V2)e™ =

b.i2,2,=e® &2, = e“ — o= L e”
M = .
z, i1+ 2
aff(OA if
3a. (__) o T - 1:‘/5 (1 +/2 ) ¢ IR donc les vecteurs OA et OB sont colinéaires et par conséguent

aff(0B) 2 UH_J:

les points O, A et B sont alignés.
b. OC=0D et C <[OE).

aﬁ(lT(—:)-z ~Za _ J1+v2e* -1+ J2e" i 1+J‘ 2.
- a"(A_B_)—z:'z*- 1 e ifirv2er \/_(1 e J'(1+')' \Fi)
iV1+v2 1+\/§

aff(AC) V2 " 2.-2, n AC Z=ATz W

‘ 4 € _"A_et = g —=1 AB, AC|=—
aff( ) £ J2et=e donczB_zA e [1.4]dou et( ) 4(2n]
d'oll le triangle ABC est isocéle en A et (ABTAC):%[Z;:]

d. Voir figure.
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Exercice3 :
1a. lirg f(x)= Iin; xInx =0 =f(0)donc f est continue & droite en 0.
- f(x)-f(0) . .
b. "T ( )x ©) = Ilr? xl:x = IITLI In x = — =« donc la fonction f n'est pas dérivable a droite en 0.
x-»0" x-0" x-»0"

X=
La courbe (C, ) admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente d'équation : { y<0’

c. La fonction f est dérivable sur ]0, +=[ et pour tout x >0, f'(x)=1+Inx.
f'(x)=0 < Inx=-1c x=e' =%.
Jim f(x) =+,

z |0 1 +00
[ - ¢ +

0 +00
f \_!/

2.a. Voir figure.
b. Pour tout x €]0, +«[, f(x)-x=xInx-x=x(Inx-1).

Six [0, e) alors f(x)-x<0donc (C,) estau dessous de A sur [0, e].
Six e[e, +=[ alors f(x)-x >0donc (C,) estau dessus de A sur [e, +=].
(C)na =[O A(ee).

Pour tout x ]0, +ef, f(x)+x=x(Inx +1)

Six [0, —;—]alors f(x)+x <0donc (C,) est au dessous de A" sur [0, %].

Six e[% ,+=[ alors f(x)+ x = 0donc (C,)estau dessus de A' sur[%.ho[.

(C,) N A’ =<O.B(%.%J}.

c. Représentation graphique de la fonction f :

f(x
lim Q = ﬁ.nz’ InX =+ = donc la courbe (C, )admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées

X— 4+ X

au voisinage de +=.
https://sites.google.com/site/imedmaths/ Page 3 sur 6
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3. A, =j'°:2xdx+jf(x—f(x))dx =[x’]§ +[1x(1-Inx)dx.
On pose u(x)=1-Inx :>u'(x)=—l.

X
v'(x)=x :v(x):%

1 [ x*(1-Inx) * cex 1 1 1 e 1 1

Donc As=e—z+{T:ll+ %Ed)(:e—z-—-e—z--p-z[xz] =_(e2.—_J u.a
e

B] n est un entier naturel.

1.a. t— t"e' est continue sur [%, 1:] et t"e' > 0, pour tout t 6[2.1] donc j_:t“e'dt> 0 ainsi u, >0.
e

b. Pour tout t e[%,1:|, e' < e' =e donc pour tout t eEJ]. t"e' < e.t"

 tdt

Comme les fonctions t i t"e' et t — e.t" sont continues sur [%.1] alors L‘ t"e'dt < ej
e

. iy |— 1 1 e
douu, <e ainsi u, s @ — - ———— (<
n+1js n+1 (n+1)e n+1
e

Or:u, >0 dot O<u, <

. . e :
= Puisque nl_a'rq!m_o alors lim u, =0.

e u,, = [it"e'dt

On pose u(t)=t"" = u'(t)=(n+1)t".
vi(t)=e'= v(t)=¢'.

1

U, = [t""e‘]'1 = (n+1)'[1‘t"e'dt -e —%-(n +1)u

n

https://sites.google com/site/imedmaths/
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1
1

et -2 =0
d. (n+1)u"=e—F—u,,,, et {asim g™l " donc lim (n+1)u =e.
.,I!T,u"* =0
e e
t"e'
e

1 1
2.a. La fonction f est croissante sur [; 1] donc pour tout t = [—, 1] ,—l <f(t)<o0

< t"e'f(t) <0 par suite ——* < v, <0.

o|F

1 1
Pour tout te l:g 1] t"e' >0 d'ot pour toutt e [E 1]. =

Comme lim —>2 =0 alors _lim v, =0
n— 4o e n— 4w
b. Pour tout t €]0, +=[, tf'(t)—t=tint+t—t="F(t).
v, = [1te! (tf'(t)~t)dt = [{£ e ()dt - [ 'e'dt = [Tt 'e'f (t)dt—u, .
e e e e

c.Onpose u(t)=t""e' = u(t)=(n+1)t"e' +t""'¢'
vi(t)=f'(t) = v(t)=f(t)

1
e

= 1 1 e
v, =[t ‘e'f(t)]: —(n+1)I:t"e‘f(t)dt—j;t e'f(t)dt—u,,, = o —(n+1)Vv, =V, —Uu,,,

1
e

e
Onendéduitque: (N+2)v, =— -V, —U ..
e

1
(-]

' ) e
d.ona: lim u ,=lim v ,=0 et lim —=0donc lim (n+2)v, =0.
n - +x n—++x @' n - +x

n - $x

v v
3a. - ¢ v, <0etu, >0 donc . <" <0dou " e[—1.0].
e e u u, e

n

1 1
La fonction f est continue et strictement croissante sur l:;. 1] donc elle réalise une bijection de [; 1] sur

f[[l 1]] = [—1, 0] .Comme 2 ¢ [—1 0] alors il existe une unique réel a, < [1 1] tel quef(a,)= Yo
e e u, e e u,
i  (n+2)v, n+1 B

" V,
b. lim —/= lim T
n—o+xun n— 4= (n+1)un n+2

c.a, =f"(ﬁ), nelN.

Ona: lim ~==0et lim f "(x)=f"(0) =1 (car f est continue & gauche en 0)donc lim «, =1.
n— ¢y x 0 ’ N=p A%

Exerciced :
A] q est un entier naturel.
1. 2 est un nombre premier donc d'apreés le petit théoréme de Fermat, q° = q(mod2) signifie que q et g°ont le méme

reste modulo 2.
Ainsi, q° =1(mod2)si et seulement si q=1(mod2).

Par suite : q°est impair, si et seulement si, q est impair.
2. q=1(mod2) donc il existe k = IN tel que q=2k +1 ainsi q° = 4k” + 4k + 1=4k(k +1)+1
Or: k(k+1) e 2Ndou k(k+1)=2k", k' < INdonc q° =8k"+1.
Il en résulte que si q est impair alors q° = 1(mod8)
BJ1. 2%% +3%"'=2%+ 3% =57 donc le triplet (2,1, 5) est un élément de A.
2.a. (m, n, q) estun élément de I'ensemble A donc 2°" + 3" =q°.
Or: 2°™ =0(mod2) et 3*" =1(mod2) d'ou 2°" + 3*" = 1(mod2)ainsi g° = 1(mod2)
De la question A-1), on déduit que q=1(mod2).
b. g=1(mod2) d'ou d'aprés A-2), g° = 1(mod8).
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3% =1(mod8) donc 3*" =1(mod8)
q* =1(mod8) et 3*" =1(mod8) d'ou q° ~3*" =0(mod8).
c. (m,n,p) e Adonc g° - 3%" =2°",
Comme @’ - 3" =0(mod8) alors 2°" =0(mod8).
Si m=1 alors 2°" =4 (mod8) ce qui estimpossible et par conséquent m = 1.

3. On suppose que m > 2.
a. q=1(mod2) et 3" =1(mod2) donc q—3" =0(mod2) et q+3" =0(mod2) d'ou les entiers (q-3") et

(q+3")sont pairs.
b.d=(q-3")A(q+3").
d divise (q—3") etd divise (q+3") donc d divise 3" +q+3"etd divise (q—3")(q+3")
ce qui implique que ddivise 2q et ddivise q° — 3*" =2°",
d divise 2°" doncd=2° avecp = {0,1...,2m|.
ddivise 2q et dAq=2" Aq=1 (car q estimpair) alors d'aprés le lemme de Gauss : d divise 2.
On sait que 2 divise (q-3") et 2 divise (q+3") alors 2 divise d.
Puisque d divise 2 et 2 divise d alors d =2 (d > 0).
c. (q -3 ) A (q +3" ) =2 donc il existe deux entiers naturels non nuls aetbtelsque: q-3"=2a, q+3"=2b
etanb=1 dou q°-3" =4abainsi 2°" = 4ab par suite ab=2""? (m>2).
Or:q-3"<q+3"dou a<b.
On en déduit que a =1 et b =2°™ ? ce qui permet de conclure que q—3" =2 etque q+3" =2°"",
q-3"=2
q+3"=2"""

4. Lorsque m=2 alors q=5 et 3" =3 dou n=1.
5.a. On suppose que m > 3.
m = 3donc 2m -2 >4 d'ou il existe un entier naturel u tel que 2m -2=4 +u.

Or: 2* =0(mod16) d'ou 2*"* = 0(mod16) ainsi 2°™ 2 = 0(mod16) par suite 3" = 2°" ? —1=-1(mod16).
b. Soitk & IN.
3° =1(mod16), 3'=3(mod16), 3* =9(mod16), 3* =11(mod16)et 3‘ =1(mod16).

Sik =0(mod4) alors 3" =1(mod16).
Si k =1(mod4)alors 3" =3(mod16).
Si k =2(mod4)alors 3" =9(mod16)
Si k =3(mod4)alors 3" =11(mod16)
c.Sim>3alors 3" =—-1(mod16) donc si m > 3 alors 3" =15(mod16).

Or les restes possibles de 3"modulo 16 sont: 1, 3, 9 et 11 d'ou il n'existe pas de triplet (m,n,q) d'éléments

de I'ensemble A tel gque m > 3.
6. D'aprés ce qui précéde, on déduitque : (m, n, q) € A <> (m,n, q)=(215)

Par suite A= {(2,1, 5)} A

donc 2q=2"""+2et2.3"=2"""'_2 douq=2"?+1et 3"=2""2_1,
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Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté. Dans la Figure 1 de I'annexe jointe,

N

i
e ABC est un triangle équilatéral direct tel que [AB.AC] = E[ZN] :

e %4 estle cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre ;

e | estle milieu du segment [BC|;

e AICD est un rectangle direct.

1) Soit f le déplacement tel que f(A)=C et f(B)=A.

Montrer que f est une rotation dont on précisera son centre et une mesure de son angle.

2) Soit g l'antidéplacement tel que g(A)=C et
a) Justifier que g est une symétrie glissante.

a(B)=A.

b) Montrerque g = t5; 0 Sy, oU A est la médiatrice du segment [N]

3) Soit h I'nomothétie de centre A et telle que h(O)=I. On pose y =gohof.

a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de rapport %

b) Montrer que ¢(B)=C et ¢(0)=D.
4) Soit E=4(C).

a) Montrer que le triangle DCE est isocéle en D.

. —«} 2
3

b) Justifier que [DC,DE =——]2x].

c) Construire alors le point E.
d) Soit (2 le centre de .

Montrer que QB = % BE. Construire le point €.

5) On pose &> =¢( €1).

Le cercle & coupe le cercle &, au point ¢ et en un autre point M.On pose N=kp(N§.

Montrer que les points 2, B et M sont alignés. Construire alors le point N.
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Exercice 2 (3 points)

Une urne contient six pieéces de monnaie :
e quatre pieces sont équilibrées ;
« les deux autres piéces sont truquées de fagon que la probabilité d’obtenir « FACE » est égale

5 2
a—.
3
On tire, au hasard, une piéce de l'urne et on effectue n lancers successifs de cette piéce, n>1.

On considére les événements suivants :
e E : «lapiece tirée est equilibrée ».
e F, : «onobtient FACE pour les n lancers».

1) a) Déterminer p(E) , p(F,/E ) et p(F,/E).

b) Montrer que p(F,) =—g-.

n-1 n
2) Montrer que p(F,) =%{(%) + (g] }

. : g 3. : i3 : Xa=n si F, est realise ;
3) Soit X,, la variable aléatoire définie de la maniére suivante :

X,=0 sinon.

a) Donner la loi de probabilité de X,.
b) Déterminer 'espérance mathématique de X, .
c¢) Dans la figure ci-dessous,

o (O.T ]) est un repére orthonormé du plan,

. (C) est la courbe représentative de la fonction f définie sur [0,+ o

(x=1) o)X
+ 5] ,

o (C') est la courbe représentative de la fonction dérivée f' de f,

1

2

par f(x) =§[

« la courbe (C') coupe l'axe (O,T) en un seul point d'abscisse X,

o (T) est la droite d’équation y=f(x,).

b ()
(T)

©

Exploiter le graphique pour déterminer I'entier naturel n pour lequel 'espérance mathématique E (X, )
est maximale.

2/7
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Exercice 3 (7 points)
1) Soit g la fonction définie sur |0, +~c| par g(x)=1-x+xInx .
a) Etudier les variations de @.

b) En déduire que pour tout XE]O,-I-OO[ , T+ XxInx >x.
1
. ; : fiR)=e—er
2) Soit f la fonction définie sur [0,+oo[ par 1+ x Inx
f(0)=1.
on note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, i, ]).

a) Montrer que f est continue a droite en 0.

f{x)—1
b) Montrer que lim+ % = +o00. Interpréter graphiquement.
x—0

c) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.

1+ Inx

3) a) Montrer pour tout x € |0, +o0[, f'(x)= - (1+xInx)

b) Dresser le tableau de variation de f.

six> 0,

4) Dans la figure 2 de I'annexe jointe, on a tracé dans un repere orthonormé (O,T,} ) les courbes

(Cy) et (Cy) des fonctions définies sur |0,-+00| respectivement par x - Inx et X %

a) Construire le point A de (Cq) d’abscisse 1 ette point B de (Cy) d'abscisse 1- i
e e

En déduire une construction du paint C de (Cf) d'abscisse L
e

b) Déduire de la question 1) b) que pour tout x ] 0,+00f, f(x)< 1—.
. X
Déterminer alors la position relative de (C) et (Cy).

c) Tracer la courbe (Cf).
X
5) On considére la fonction F définie sur [1,4 o] par F(x)= j f(t) dt.
' 1
1
—— < f(t).
t+ tin(t) (t)
b) Montrer alors que pour tout x e ]1,+ oo[ In(1+Inx ) < F(x) <inx.
c) Déterminer lim F(x) et lim m

X4 X—s 4 X

6) Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que pour tout t € [1,+ oo,

a) Montrer que la fonction h: X +—Xx—F(x) est une bijection de [1,+00| sur [1,+00].

b) En déduire que 'équation h(X) =N admet dans [1,+oo[ une seule solution G-

c) Montrer que nIim o, =+00.
oo

(ln 1

- Oy
gio:m —_— = —— » . hm .
d) Vérifier que n F( ) Déterminer alors " "—n

3/7
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Exercice 4 (5 points)

1) On considére, dans C, I'équation (E): z* —(1+i)z — i=0.
Résoudre I'équation (E). On note z, et z,, les solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, \7), on désigne par A, B, M, et M, les
points d’affixes respectives 1, i, z, et z,.

Soit z un nombre complexe distinct de 1, i, z, et z,.

. ) , Z+i
On note Met M' les points d'affixes respectives z et z'= Sy

Justifier que les points Met M' sont distincts.
Dans la suite de I’exercice on prend z = i+2ei9, ou 6 est unréel.
3) a) Montrer que M décrit le cercle T de centre B et de rayon 2.

b) Montrer que z' =1+ g

1 SR
u, AM'

\

c) Montrer que AM'=1 et que = ——0 [2x].

N | =

d) Déterminer I'ensemble des points M lorsque le point Mdécrit le cercle T'.
4) Soit P le milieu du segment [MM'] et zp son affixe.

On désigne par Q le point d'affixe z , = e Zp.
1+i+2€? +ie ™
2

a) Vérifier que zZp=

iv2 + 2 ei[ 9+3] - e'_i[ﬁ‘“ﬁe]

b) En déduire que zq =

+ i ;

\[2_ 3 [ ‘n]
— + —sin| 8+ —
2 4

1
¢) Montrer alors que z 5= = cos[ (] +£ 5

5) a) Montrer que lorsque le point M varie sur le cercle T', le point Q varie sur 'ellipse £ d’équation

2
4x2+% y—l/—i—] =1,

2

b) Dans la figure 3 de I'annexe jointe, on a tracé dans le repére (O. u, \7) le cercle I I'ellipse &,

et on a placé un point Msur le cercle T tel que [G B_l\'ll] =0 [2n]. Construire les points M' et Q.
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Eléments de correction & baréme (officiel)

: MATHEMATIQUES BAC 2018 Corrigé et
Ewn;umuw Session de contrbie Baréme de notation
Exercice 1 (5 points)

Goestion “Eiieats de réponses Bardmo | commartalies
28
1) 2x Y 1 - ¥, 27 an -t 9, o 3x0
"’R[o'-?] a‘.’& o ' azah e, 2
2) a) ¢ est une symeéine gliissante. 025
2) b) 0.5
3)a) o.z: Nature
31b) | ¢(B)=goho!(B)=goh(A)=g(A)=C. $08 et
O)=gohol(O)=g(l)=5,01_()=S,(C)=D
4)8) |ona:E=¢(C) ,¢(B)=C ety (0)=D. 0.28
OBC est un triangle Isccdle en O donc son image par  estle
triangie DCE isocéle en D.
—t —— - — 0.25
" [oa,oc -%{zqm nc.oe].-%‘—ﬁ.}
4)c) | Construction de £ 025
4)d) 8 025
E=yoy B el goy est une homothétie de rappont %
s Qo= . om 4o 0.25
B -:%ns d'ob 118 =%BE.
construction de 12 : voir annexe. 0,26
S) *les points B. M et E afignés 025
*01, B et M alignés puisque E € (NB). 025
*N=¢M], MENBIN ¥ donc Ne(fc)n & 025

-
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Eléments de correction & baréme (officiel)

Exercica 2 (3 points)
[ Gosston Tiermnis da épcrses Garkme | comemenares
1 2 025
D) lpE)=Z, p(R/E)=7 P(R/E)=F
)b) 5 2% 0,25 :Formuh
p(F)= % fose
2) 1 1 -1 2 N 2x 0,25 | * Formule
Pour tout n21. p(&)-;((;) * (5) ] eongg
3)a) xﬂ(ﬂ).{o_n} . p(x"-O)-p(ﬁ;) et p(X, =n)=p(F,) 025
3)b) T 0.25
0= 32
3)c) n=2 0.25
Exercice 3 (7 points)
Guestion Eiments de réponies bardme oau::nuk
1)a) 2% 025 :f&ﬁ
1Hb) 025
025
2)e) limf(x) —1—-1ar km xin x =0.
r-o' 1+xIn x %0
d'ou xl!g_ f(x) = 1(0) et parsuite f est continue a droite en 0.
2) b) 1 i 2x0.25
N i, TS 01 s . . (SN
=3 X - X e XN x
.n.'.(_’q_l .4. f(:)_;(b) +o0o donc C, posséde au point
d‘nbsdsno 0 une demi-tangente verticale.
2) ) fim f(x)=0. 0.25
Xedors
La drolte y=0 es! asymptcte horizontale a Iz courbe de fen +co . 025
025
L xe|0, 4o | 1'(x)=-——,—’+ LA
14xin x
AL) [ * o T D [ e 2% 0,25 ;ggmdo
e
o) | Qe men. Ganclenes o hete
! 21
4) a) Voir annexe 3x 025
4)b) | pour tout x € |0, 4+, 14xIn{x) 2x 20,25
1
' 0 f =
Donc pour tout x € J0,+o, f(x)< =

Annales BAC
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Eléments de correction & baréme (officiel)

C; au-dessous de C .
05
4)c) {0,258
pour
chague
Gidmand
manguant
* Demidg
vorticale
* Position
)ta
S) a) 1 0.25
Pour tout t e [1,+ |, winm = f(1).
5) b) 026
~ . = 2x 0,25
B10) |~ F(x) 2 In 1+In(x) et lm In 1+In(x) =+ donc_lim F(x)=+oc
= In 14 In{x) In 14In(x) 14In(x) 2 Inx _
B e N R L. Ra-m
In 14In x Fx In x F x
et on a vx €I+ 00, - < — S —dob im —m(
' 025
©18) | pour tout x e 1400, NX)=1-10020 car f(x)s;-_<_1
h est continue et strictement croissante sur/1+oco d'o h réalise une | 0.25
bijection de [1-+oo (sur (L1400l s f-.»i-{'(d.:-»- & ,é.;k
6)b) 0.25
8)c) | Ka,)=ndonc a,=h"'(n). 0.25
lim h™'¢x)=+oo donc lim o, =+oo
e M=o
6)d) |oy__ « = i1 S, fim S8 = bm 1 2x 0,25
n _0."'F(Q.) 1~!(§§ .(n'— )..-oc n Moo 1_?]“.) .
% &,
)
Or Iim o, =+oc0 et llmfg—=0 donc Him Eﬂ-=1,
e b Lt D 4 a—ix N
9«5
e
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Eléments de correction & baréme (officiel)

Exerclce 4 (6 points)
Boesion ~ Elments de reponses bareme | commentaires
) [e giscaminant & Tequation el =6 7 ng
—={Ba+nk
1""/-(144) el z,= 2\[.(1*4) 24026
2) Si z=2' aiors 2= 2, ou z=2, ce qul est impossible. 0.25
3)a) | M décrit le cercle de centre B et de rayon 2. 2x 025
0.5
L) | 2=141e® Lioi AL
3)c) | T AM=l 2x0.25
-[a?m-]e;.-n,
3)d) M' décrit le cercle de centre A et de rayon 1 2x0.25
4)a) | .{1_,] » 025
4 2
P est miieu de MM’ donczp=1+'+° 2+°
4 b) Jul | RS 25
_V2+2 ‘]-—o A ]
e 2
4)e 025
') zo--ooa[u + l[—- + in:n[tn-]
S)a) ¥ V2 3 = 08
Q| - B4 —|, — ~8in| 84— |.
Cna [zm[ +4] 2 +2 [+4]
Pour tout réel 0 , les coordonnées de Q vérifient léquation de lellipssa.
Donoc lorsgue M varie sur [ le point Q varie sur £
5)b) Voir annexe 0,25

1) t.‘f
oo
) "-'\’:\'f‘-"'{-\ (e
-":)"'/ 1 :‘{ \
l'.:r.,:' I Yea
MATHEMATIQUES - Seclion : Mathématiques - smmaeuohrb’ae 2018 Page 4/5
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CORRIGE DU SUJET DE MATHS %
BAC 2018 SESSION DE CONTROLE Ql«%

-’

PROPOSE PAR _
_M" SALAH HANNACHI

EXERCICE 1:
1) (ﬁ) =m+ (ﬁf) [27]

= —2—"[21r] Ainsi f est un déplacement d'angle non nul — 2= d'ou f est une rotation
3 P g 3

d'angle —2_7” et de centre O car il est le point d'intersection des médiatrices des segments

[AB] et [AC] (O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC).
2)a)g(A)=Cet g(B)=A

1°" méthode :
Méd([AC])nMéd(|AB])= {0} alors Méd([AC])#=Méd([AB]) donc l'antidéplacement g est une
symeétrie glissante.
2¢me¢ méthode :
gog(B) = g(A) = C alors gog # idp (ou idp est l'identité du plan orienté P).
D'ou 'antidéplacement g n'est pas une symétrie orthogonale ce qui implique que g est
une symetrie glissante.

b) gog(B) = g(A) = C alors ziﬁ = BI est le vecteur de la symétrie glissante g.

g(A) = Cet g(B) = A alors 'axe A de g passe par les milieux des segments [AC] et [AB]
donc A et (BC) sont paralleles (droite joignant les milieux de deux cotés d'un triangle).
Par conséquent A coupe le segment [Al] en son milieu perpendiculairement ((Al) est
une meédiatrice dans le triangle ABC). D'ou A est la médiatrice de [Al].
Ainsi g = t5 0 5
3) a) ¢ = go hofestla composée dun antidéplacement g (similitude indirecte de rapport 1)
est d'une similitude directe h o f (composée d'une homothétie et d'un déplacement) de
rapport |k| ot k est le rapport de h. Donc ¢ est une similitude indirecte de rapport
|k| = % = % car O est le centre de gravité du triangle équilatéral ABC.

b) (B) =gohof(B) =goh(A)=g(A)=C

9(0) = gohof(0) = goh(0)=g(l) = tg;0Ss(1) = tz(A) = D
4) a) On a : E= ¢(C), C= ¢(B) et D= ¢(0) alors l'image par ¢ du triangle OBC est le triangle

DCE. De plus OBC est isocéle en O alors DCE est isocéle en ¢(0) =D.

b) On a : E= ¢(C), C= ¢(B) et D= ¢(0) alors (ﬁf ﬁ) = (ﬁ, ﬁf) [27] (la similitude
indirecte ¢ transforme une mesure d'un angle orienté en son opposé)
Alors (ﬁfﬁf) = —Z?H[ZII] (car (@’ af) =2 (ﬁ E) [27])

c) Voir la figure

d) ¢ est une similitude indirecte de centre ( et de rapport g alors la composée ¢ o ¢ est

2 9
une homothétie de centre () et e rapport G) =
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D'autre part : ¢ 0 ¢(B) = ¢(C) = E alors QE = % QOB

———

m&fzzﬂ_ﬁ équivaut a OB +BE=- Q0B

B0

équivaut a OB = %ﬁf
e Construction de 0 :
- On peut construire le point Q' tel que B = %ﬁf (en utilisant le théoréme de Thalés)
- Ensuite construire le point Q tel que = Sg(Q')
5) (MB, ME) = (MB,MC) + (m) [27]
Y e - 1 B e B,
= (A, Ac) +m —2(DE, Dc) [27]
n 1 2m

3+n—;x?[2n]

= n[2n] alors M, B et E sont alignés et par la suite ), B et M sont alignés.
e (), B et M sont alignés alors ¢(Q) = Q, ¢(B) = C et ¢(M) = N sont alignés.
De plus ¢(M) € ¢(C;) = C; (C; est le cercle de centre ¢(0) =D et passant par le point
@(B) =C)
alors Ne ({.C) n C, tel que N=C (car M#B et ¢ est une bijection du plan dans lui-méme).

EXERCICE N2 :

2

2

Ya)pE)=:=; , pF/BE=; , pF/B=3

3
1 5

b) p(F1)= p(F1/E).p(E)+ p(F1/E).pE)=; X+ x3 =2
2) Effectuer n lancers successifs, c'est effectuer n épreuves successives et indépendantes

alors p(Fa/E)= (p(F1/E)" = (1) et p(F1/B)= (p(F1/E))" = (2)’

pIFa)= P(Fa/E).pE}+ pE/B)pE)= (2) x2+ () x2= (D) x1+ () x2

Annales BAC Section : Maths
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3) a) X, () = {0,n}
B0y = 0 = p(Fp) = 1- $x [3)" "+ (2]
Pt =) =20 =3x[()" +6)'

3

b) EX,) =0xpX,=0)+nxpX,=n) ==X [(1)"—1 % (E)“]

3 2 3
c) Voici le tableau de variation de la fonction f :

x 0 &g +00

£'x) + (# -
J / N \
0

f est maximale sur [0,+oo[ siet seulement si x = x;.

X € [1,2] alors E(X,) =f(n) est maximale si et seulement si n€ {1,2}
On remarque dans le graphique que f(2)>f(1) alors

E(X,) est maximale si et seulement si n=2

EXERCICE N3 :

1)g(x)=1—-x+xinx ; x>0

3 £ 0 1 -
Wgw=inx , Umglx) =il_."ifo G-t I"x) =t g T

limg(x)=1 1 +00
b) Le réel g(1) = 0 est un minimum absolu de g alors 0

pour tout x > 0, on a : g(x) = 0 ce qui implique que

1+ xinx = x pour tout x >0

2) a) limf(x) =lim L —1= f(0), alors f est continue a droite en O
x—0t 1;11,6‘{

1
.. FE)—1 i ; - .
b) lim (X)Y = llm% = llm1+:;§x = +o . Alors (C;) admet au point A(0,1) une
x—0* x—0+ x—0*
demi-tangente verticale dirigée vers le haut.
1

1+xinx

X=—+00

c) limf(x) =lim

x—+00

=0. Alors l'axe des abscisses est une asymptote a ((;) au

voisinage de +oo.

_ ' _ v 1+
3) a) On pose u(x) = 1 + xlnx alors f'(x) = e =~ temmo? 0 Pour tout x > 0.

b) Tableau de variation de f :

1
X 0 e +00
£ + 9 -
f / ot \
1 0

4) a) e Le point A est l'intersection de (C,) et la droite d'équation y = In e) =-1

e Le point B est le point de (C,) dont le projeté orthogonal sur l'axe (0,7) est le point K
défini par : K= t;(H") o H' = So(H) tel que H est le point de 'axe (0,7) d'abscisseﬁ
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IA
Rl

b) Pour tout x > 0, 1+ xlnx = x implique que

1+xinx

D'ou f(x) < % pour tout x > 0

e Position de ((f) par rapport a (C,) :

X 0 1 +00

) - - 0 -

C &
(C/(C) % %

(Cn(C,)
= {A(1,1)}

c) La courbe (C) :

So(H) = H'
K =t-(H)

5)a)Pourtoutt>1,ona: t.int >0 alors t+t.Int>1+t.Int
1
< 'oU
t+tint = 1+t.nt 28 t+t.int

<f(t) < % alors flx

Cela signifie que < f(t) pour tout t > 1.

1

t+t.Int
1

signifie que _flx 1+?lnt dt < F(x) < Inx

signifie que [In(1+ Int)]} < F(x) < Inx
signifie que In(1+ Inx) < F(x) < Inx
c) lim[in(1 + Inx)] = 400 alors lim F(x) = +o

b) Pour toutt >1,0on a : dtsf:f(t)dtsf:%dt Vx=>1

t+t.int

X—+00 xX—+00

Pour toutx > 1,on a : Ms%")s%‘ etonadeplus In(1+nx)=>0, Yx=>1
(car 1 + Inx = 1 pour toutx = 1)

alorsOS?SlTnx VY x > 1. Par conséquent lim%x)=0 car limme=0

X—3+400 X—>+00
6) a) La fonction F est dérivable sur [1,+0oo[ car f est continue sur [1,+oo[ et on a F'(x) =f(x)
Alors la fonction h : x /— x — F(x) est dérivable sur [1,+o[ eton a : h'(x) = 1 — f(x)
Et comme f(x) < % Vv x > 0 alors f(x) <1 Vx> 1donc h est strictement croissante sur

|1,+oo[ et puisque h est continue sur [1,+o[ alors h est strictement croissante sur

[1,400].

Ainsi h réalise une bijection de [1,+oo[ sur A([1,+[) = |h(1), lim h(x)[ = [1, +oo
X400

Eneffet : h(1) =1—-F(1) =1 et lim h(x) = lim x(l—@) = +o0

X—+oo X—+0o
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b) Pour tout n € IN*, n € [1, +oo[ et comme de plus h est une bijection de [1,+oo[ sur
[1,+0o[, alors ¥ n € IN* I'équation h(x) = n admet une unique solution a, € [1, +oo|.
¢) h(a,) =n équivaut a a, = h™(n). Alors lim a, = lim h™(n)

n—+oo n—+co
h~1([1,+o[) = [1,+oo[ et h~! est strictement croissante sur [1,+oo[, alors lim h™!(n) = 4o
n—+oo
D'ou lim a, =+
n—+ow
d) On a : h(a,) = n cela signifie que a, —F(a,) =n
“ p F(ay) n
signifie que 1 ——=—
an an
ionifi Sw
signifie que —= = T Fa
an
. i _ 4 F(x) _ 4 F(ap) = i i g &
eOna: lima,=+x et lim —== 0 alors lim T 0 (c'est le principe de la limite
nore b 0
d'une fonction composée). D'ou lim % =

n—+0o

EXERCICE N4 :
1) (E): z2—=(1+i)z—i=0.0Onnote (a=1, b=—(1+1i) et c=—i)
A= b? —dac = (1 + D)% + 4i = 6i = [V3(1 + )]’
Une racine carrée de A est § = v3(1 + i) alors les solutions de 1'équation (E) sont :

7, = —b+s _ (14V3)(a+D) T, (1-V3)(1+0)
2a 2 2a 2

2 _jz=z+i

2) Pour tout z # i, 'équation z = j_j équivaut a z
équivauta z2—(1+i)z—i=0
équivauta z=2z, ouz =2z,

Ainsi pour tout nombre complexe z € {1,i,2,,2,}, le point M(z) et le point M'(z") sont

distincts.

3)a) z=i+2e" équivauta z—i = 2e"

lz—i| =2

Arg(z — i) = 0[2n]

o . BM =2

équivaut a {(ﬁ) = 0[2n]

Ainsi le point M décrit le cercle I' de centre B et de rayon 2 lorsque 6 décrit IR.

équivaut a {

F + 2042 i6 i i0 i N . I
b) z =%=’;—£=':; =e(i+e?)=1+ie"
c)z' =1+ie" équivauta z' —1=ie™"
équivauta z'—1=¢'G?
o (lIZ-1=1
équivaut a Arg(z - 1) = _125 — 0[2n]

AM' =1

(G,AM) = 2 - o[2n]

d) (0 décrit IR) signifie ( g- 6 décrit IR)

Alors l'ensemble des points M' est le cercle C de centre A et de rayon 1 lorsque M décrit le
cercle I'.

équivaut a {
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m+zye  1+i+2etf4ie—i0
4) a) z, = M . M — 5

> s .4 < 2 T I o —i8 . s 31 —itl
T 1+i42e04iei0 EVZed+2e04ie~0  VZe'z42eTef+ie'we iVZ+2e' 0D i
b)zg=et—————=e¢e* = =

2 2 - 2 2
iﬁ+2ei(e+§)+ei(37”“9) iﬁ+2ei(9+§)—ei(77n‘9) i\/_2‘+2ei(9+zll]—e-i(%+9)
- 2 - 2 - 2
i\ff+2ei(9+g)-—e_i(§+9) i\/'f+2ei(9+4z)+2e_i(§+g)—Be_i(§+9) ivZ  4cos(Z+0) 3e7IG+0)
€) zq = 2 = 2 T T
2 2
=12 T +9)—2[cos (= +8) - isin®
v 2cos (4 + 6) > [cos (4 + 9) Lsm(4 + 9)]
o § g W (TR SR
=cos (Z + 9) +i [T ot Esm(: + 6)]
5) a) On pose zq = xq + iyq ou (xq yq) € IR?
1 b1
XqQ=scos(-+86
Ona:zg= 2cos (E + 9) + i [E + isin(E + 9)] équivaut a 2 (4 )
2 4 2 2 4 . T
Q=5 t3sin(;+6)
2xq = cos (E + 6)
équivaut a : *
2yQ3— = sin (E + 9)
2 2
2 qu—\/f _ G . ) vz =
Alors (2xq)” + (T) = 1. Cela signifie que 4xq” + ;(yQ - ?) =1

2
Ainsi le point Q varie sur l'ellipse € d'équation : 4x? + g (y - \?) = 1 lorsque M varie sur le

cercle I'. (Remarque : Dans cette question il faut comprendre qu'on n'a pas demandé de
montrer que cette équation est celle d'une ellipse)

b) Les étapes de construction du point Q :

e 1- Construire le point M' (pour cela on peut se servir des méthodes de construction
des angles correspondants et des angles complémentaires).
e 2- Construire le point P milieu de [MM']

e 3- Construire sur l'ellipse € le point Q image du point P par la rotation de centre O
et d'angle %.
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REPUBLIQUE TUNISIENNE Session principale

MINISTERE DE L’EDUCATION
EXAMEN DU BACCALAUREAT Epreuve : Mathématiques||| Section : Mathématiques

SESSION 2019
CD Durée - 4h Coefficient de I'épreuve : 4

MR ®R®R®RE
Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4.
La page 4/ 4 est a rendre avec la copie

Exercice 1 : (5 points)
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct. Dans la figure ci-dessous,

¢ est le cercle de centre O et de diamétre[BC|, M est le point de [BC] tel que CM =%BC
et £ est le cercle de diamétre [CM]. | et I sont les milieux respectifs des segments[BM]et [CM].
A et A’ sont deux points du cercle £ tels que AMA'B est un losange et (AC AB) = %[217].

La droite (AC) recoupe le cercle £’ en H.

1) a) Montrer que les droites (AB) et (HM) sont
paralléles.
b) En déduire que les points H, M et A’ sont alignés.

¢) Montrer que HM = %AB et que HA? = AB? - HM?.

2) On désigne par S la similitude directe de centre H qui

envoie Aen M.

a) Préciser I'angle de S et montrer que son rapport

est égal a ‘/72

A
b) Déterminer les images par S des droites (Al) et (MH). En déduire S(A').
3) Montrer que S(I) =I' et en déduire que (HI) est tangente en H au cercle £’.

4) On pose §'=S5,,0508,,.
a) Veérifier que S’ est une similitude directe dont on précisera le centre et le rapport.

b) La droite (A'M) recoupe le cercle £ en N. Montrer que le triangle MCN est isocéle de

sommet principal C.
c) Déterminer S'(A). En déduire alors I'angle de S'.

1/4
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Exercice 2 : (4 points)

L'espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O,T,]’,E).
On considére les points A(2,0,1), B(-2,0,1), C(1,1,1) et D(-4,0,-1).

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) On désigne par P le plan (ABC). Montrer que P est d'équation z = 1.

2) Soit S I'ensemble des points M(x, y, z) de I'espace tels que x* +y* +2*-4z-1=0.
a) Montrer que S est une sphére dont on précisera le rayon et les coordonnées du centre (.
b) Soit le point I(0, 0, 1), montrer que S et P se coupent suivant le cercle ¥ de centre | et de

rayon 2.

3) SoitA€ R\ {2}, 2,(0, 0,1 ) et R, = (A - 1)2 + 4.

a) Montrer que la sphére S, de centre (1, et de rayon R, coupe P suivant le cercle &
b) Déterminer A, pourque D € S, .

c) Déterminer les homothéties de I'espace transformant S en S,
Exercice 3 : (5 points)

1) On considére dans Z* 'équation (E):29 x- 13y = 6.
a) Veérifier que (2,4) est une solution de (E).
b) Résoudre dans 7Z x Z I'équation (E).

Soit dans Z I'équation (E’): x"° =-2 [29)].

2) Justifier que 2% =1 (29| et en déduire que — 8 est solution de (E').

3) Soit x,une solution de (E’).
a) Montrer que x,n’est pas un multiple de 29 et en déduire alors que X, =129).
b) Montrer que x,” =—8 [29] puis que Xx,=-8 [29].

c) En déduire 'ensemble des solutions dans Z de I'équation (E').
d) Résoudre dans Z I'équation (x - 3)" = -2 [29)].

(x-3)°= -2[29),
4) Résoudre dans 7 le systeme
(x-3)° = -2[13].
2/4
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Exercice 4 : (6 points)

Le plan est muni d'un repere orthonormé (o,?, ;)

On considére la fonction f définie sur [0, +oc| par f(x)=v1—e*.
1) a) Montrer que f possede une fonction réciproque g définie sur [0, 1[.
b) Montrer que pour tout x €[0,1[; g(x) = —In(1—x?).
¢) Montrer que I'équation g(x) = x admet une solution o sur[0,7 ; 0,8].
d) On donne en annexe la représentation graphique ¢ de la fonction f dans le repére(O,?, })

la premiére bissectrice A et le point A(ct, o).
On désigne par ¢’ la courbe de g. Tracer #’ dans le méme repére.

2) Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1[ par (x) = j; gmf(t) dt.

2
a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0, 1] et que ©'(x) =12-x2‘
: . 2x? b ¢
b) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x appartenant a [0, 1[, Tl =a +ﬁ_+1_'
-X X 1-x

c) En déduire que ¢(x)=—-2x+In (11%), xe(o, 1.

d) On désigne par .% l'aire de la région du plan située entre les courbes # et #’ et les droites
d'équations respectives x =0 et x = a.
2
Montrer que .« = 2(@(0)-%).
n
3) Soit (u,) la suite définie sur N'par u, = Zk ;k .
k=1 R

Soit n > 1.0n pose pour tout t€ [0, 1[, S,(t)= 2> t*".
k=1

J3
a) Montrer que fo *S,(t)ydt=u,.
b) Montrer que pour tout te [0, 1[, S,(t)=(1-1t*")g'(t), ou g' est la dérivée de la fonction g
sur [0, 1[.

¢) Montrer que pour tout OStS\—?, (1—3—1,,)9'(t) < S,(t) < g't).

d) En déduire que (1—3—1“) g(—\é—g-) <W < g(if-).

4) Montrer alors que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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Epreuve : Mathématiques - Section : Mathématiques - Session principale (2019)

Annexe a rendre avec la copie

A
14
A C,
e 4
1
- 1
J :
I
]
1
L)
]
]
L}
)
]
L
L}
1
L
L}
]
! ” ;
9 o - a 1 .
i
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Lycée Rue Ahmed Amara Le Kef ELEMENTS DE CORRECTION
LORORO
Habib Gammar Session Principale.2019 | Mathématiques | 4°M | 4 Heures

>

C

Exercice 1

1)a) « (AB) L(AC)
e H+M,C et He"K(

(AB) L(AC)
(HM) 1L (AC)

= (HM) L(HC)

@ [McC))

= (AB) // (HM)

1) b) * AMA'B est un losange alors (AB)||(A'M).
* (AB)||(MH).
dou (A'M)| (MH) alors H,M et A’ sont alignés.

(AB) || (MH)
1) ¢) ¢ Dansle triangle ABC,ona < M € (BC) et CM _
He(AO)

CM MH 1 . . 1
= — d S e
CB AB 3 ou HM 3AB

* Dans le triangle M HA , rectangleen H.ona AM? = HM? + HA* < HA®? = AM*® -HM*
Or AB* = AM*® dou HA® = AB* - HM?
2)a) S=S,, (H,k0). S(A)=M
Ona HA? = AB? - HM? = (3HM)? - HM?* =8 HM? d'ou HA =22 HM .

- - - - —

alors

e HM HM 1 _ 2
S est dangle (HA , HM)=-"[2r] et de rapport = = =
& 2 PPOT THA 2J2HM 2J2 4

2) b) * S((AI)) est la droite perpendiculaire 4 (AI) passant par S(A)=M alors S((AI))=(BC)
-S((M{))est la droite perpendiculaire a (MH ) passant par S(H)=H alors S((MH)) =(AC)
e (AI)n(MH) ={A'} alors S((AI))nS((MH))={S(A")}
comme S((AI))NS((MH))=(BC)n(AC)={C} alors S(A')=C.

3)*Onal=A*A"alors SU)=S(A)*S(A")=M=*C=I1'" dou SUI)=1I'

e SU)=I"' alors (HI . HI') =~ [2n] dou (HI) L(HI").

Le cercle %' est de centre I’ et derayon I'H alors (HI) est tangentea @ ’'en H .
4)a) 8' =8 44y °S°8S amy

+ S’ est la composée de deux similitudes indirectes et d'une similitude directe
alors S’ est une similitude directe.

ﬁxl:—ﬁ #1
4 4

+ De rapport 1x

* Comme S'(H)=H alors S’ estde centre H .
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(MC" MN)=(MB ' MA") [2r]

—(BA'. BC)[2x] (A'BM isocéle enA')
4)b)

7 ) D —
=(NA',NC)I[2n] (Angles inscrits qui interceptent le méme arc)

- (NM,NC)[2n]
alors CMN estisocele en C.

4) ¢) * S'(A) =S ) ©S° Sz, (A) = S g ©S(A) = S gy (M) = N

— N s—
* 8'"(A)= N alors'angle de S’ est (HA, HN) E% [27]

1)a) A(2,0,1) ; B(-2,0,1) ; C(1,1,1) et D(-4,0,-1).

-4 -1 0
AB| 0 5 AC| 1 |et ABAAC| 0 |#0 alors AB et AC ne sont pas colinéaires.
0 0 -4

dou A, B et C ne sont pas alignés .

0 0
1)b) ABAAC| 0 | don 17; 0 | estun vecteur normal a P =(ABC) alors P:2+d =0
—4 1

or A(2,0,1)eP = d=-1 dou P:z2—1=0 ainsi P:z=1
2)a) S +y2+22-42-1=0 & 8:%%2 432 +(2-2)2-4-1=0 & 8:x2+y* +(2-2)2 =5

alors S est une sphere de centre ©Q(0,0,2) et de rayon R = JE .

2) b) d(Q,P):M:1<R:«/g = SAP estuncercle # derayon r =y R*—d? =J5-1=2

J1
0
Or 1(0,0,1)e P et IQ| 0 |=Np alors (QI) L P d'o1 # est de centre I.
1
3)a) LeR\{2}; Q,(0,0,0) et R, =y/(A-1)%+4
- ; _a-1l 2 2 B
+ S, =S(Q,,R,) ; d(Q,,P)= ey —|A-1l<R, car J(A-1)% <y(A-1)2+4 = |1-1I<R,
= S, NP estun cercle 7' de rayon r=\/R;_2—(l—1)2 =\/(7»—1)2+4—(k—1)2 =J4=2.
0
Or 1(0,0,1)e P et IQ, | 0 =(L-1)N, alors (Q, I) L P d’ou %" est de centre I ainsi &' =%
A-1

3)b) DS, ©DQ, =R, < 42+02+(,+1)? =\ -1)*+4
S16+A,% +2h +1=2,% —24 5 +1+4 &> 4%, =-12 &4, =-3
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3)e)+ S, =8, =5(Q,,R,;)=5(00,0,-3),R, =2J5) et S=5(0(0,0,2),R=+5)

Soit A s, .. 1) 'homothétie telle que 2(S)=S, alors |k|= 25 =2etJQ, =k JO

J5
—x -x x=0
donc k=2 ouk=-2et| -y =k| -y |alors k=2ouk=-2et{y=0
-3-z 2—-z 2(k-1)=2k+3

+Si k=2 alors J(0,0,7) + Si k=-2 alors J(0,0,%) d’'oux h’=h(d(0-0.-7);2) 0uh=h[ ,]’(00-1-)--2]
0.5

Exercice 3

1)a) (E):29x-13y =6.
29%x2-13x4 =58 -52=6 alors (2,4) est une solution de (&) .

1)b)* 29x-13y=29%x2-13x4 < 29(x-2)=13(y—-4)
= 13 divise 29(x —2) et 13A29=1 = 13 divise (x-2) => x—-2=13% ;keZ
= x=13k+2 dou y=29k+4
* Récoproquement : 29(13%k+2)—-13(29k+4)=6
donc S,,, ={(18k+2, 29k +4) ; ke Z}.

2) (E'): x" =-2(mod 29).

+ 29 est premier, ne divise pas 2 = (Fermat) 22° =1(mod 29).

e (-8)0 = (207 =((-2)%)" (-2)= (22*)” (-2) = -2(mod 29) alors —8 est solution de (£').
A,
=1(mod 29)
3) a) x, est solution de (£') < x," =-2(mod 29)
* Si x, est un multiple de 29 alors x, = 0(mod 29) donc x," =0(mod 29) absurde
d’'ou x, n’est pas un multiple de 29.
* 29 est premier, ne divise pas ¥, = (Fermat) x,? =1(mod 29)
3)b) ¢ x, est solution de (E') < x,"° =-2(mod 29)
o %7 =((x)"°)” =(-2)* =-8(mod 29)

* 5, E((xo ) e )2 x, =x,(mod 29) or x,”" =-8(mod 29) alors x, =-8(mod 29)
S
=1(mod 29)
3) ¢) * x, est solution de (E') = x, =-8(mod 29)
+ Réciproquement : x, =—8(mod 29) = x," =(-8)" (mod 29) = x," = —2(mod 29)
= x, est solution de (E')
¢ S,={-8+29k , keZ}.
3)d) (x—3)? =2(mod29) & x-3=-8(mod29) < x—3=-8+29%k ; kecZ

3)e)
<S> x=-5+29k ; keZ

3/6 "CORRIGE: Session Principale.2019 | 4M | Mathématiques |

Annales BAC Section : Maths



2019 - Session principale

4)+ (x-3)"¥ =—2(mod 29) & x-3=-8(mod 29)
e (x—3)"% = —2(mod 13) : 13 est premier, ne divise pas x—3 = (Fermat) (x—3)' =1(mod 13).
= (x—3)* =(x—3)(mod 13)

(x-3)" =-2(mod 29) x—3=-8(mod 29) x—3=-8+29k .
® & & sRER' el
(x—3)"® =—2(mod 13) x—3=-2(mod 13) x—8=-2+13%
-3=-8+29% =-5+29Fk
¥ E BB S s AT P Bk e
-8+29k=-2+13k' 29k -13k' =6

29k -13k' =6 < (k,k') estsolutionde (£) < k=13m+2 et k' =29m+4 ;meZ
Ainsi x =-5+29(18m+2)=37Tm+53 ; meZ

| Exercice 4 | z |0 1
l)a) f(x):\jl_e-x ’ x€[0,+00[. f'(m) _|_
 f est dérivable sur [0,+x[ et ['(x)= e >0
21-¢ f $
e lim f(x)=lim J1-e* =1 /
X—>—x X—>+0 0
« f(0)=0

[ est continue strictement croissante sur [0,+w[ donc réalise une bijection de [0,+x[ sur
£([0,4+[)=[0,1[ d’ou f admet une fonction réciproque g définie sur [0,1[.

Db) (gx)=y ; x<[0,1[) = (f(¥»)=x ; yel0,+x[)

f=xVJl-e? =x=>1-e?

< Vxel0,1] , g(x) =—In(1-x?).

=x’oe?=1-2o-y=In(1-x?) < y=-In(1-x?)

1)e) » Vxel0,1[ ; g(x)=x< g(x)—x=0 ,o0n pose h(x)=g(x)—x dou g(x)=x < h(x)=0
h continue sur [0,1[

e L R(0.7)=-0.026 alors h(x) =0 (g(x)=x) admet une solution o avec 0.7 <a<0.8
h(0.8) =0.221 .
1) d) La courbe (') de g. E
)| + a
..... gdmm e f : s o S
) ;
—— ;
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&(x)

2)a) o(x)=[ " f(t)dt , xel0,1l.
[ g est dérivable sur [0,1]
.

g(10,1[) =[0,+oo[

) = ¢ est dérivable sur [0,1[.
f est continue sur [0, +o[

0e[0,+x]
s 2 2
.(pl(x)zgl(x)xf(g(x))z 2x2 ’l_elnﬂ—x ) 2x2 ,1_1+x2 = 2x2 = (pl(x)= 2362
1-x 1-x 1-x 1-x
2) b) 2x? s B ;& :a(l—x2)+b(1—x)+c(1+x):a—ax2+b—bx+c+cx
1-x2 1+x 1-x 1—%x2 1— 2
) ) -a=2 a=-2
2x2 = % +(c—b)x2+a+b+c alors 1b=c <1b=1
L 1-% a+b+c=0 c=1
2
ainsi Vx €[0,1[ , 2x =94 1 + 1
1— 2 l1+x 1-x
2
2)e)Ona vVxel0,1 , ¢'(x) = 20”_ _ g, 1 1 alors @(x)=-2x+In(1+x)-In(1l-x)+c
1-x2 1+x 1-x
Or (0)=0=c¢=0 dou Vxe[0,1] ; (p(x)=—2x+1n(1+x)—1n(1—x)=—2x+ln(1+x).

1-x

glw)
0

(v o o 2
2)d) o = jo (F(x)-g(x))dx =:zj0 (Fx)-x)dx=2] f(x)dx—zjo xdx = 2(p(a)—2(a?—0]

ola)

a0
7 =2¢(a) 2(2 01=2| olar) 5 )

3) a) U,;Zﬁ; nelN' et S,(t)=2> ¢ ;te[0,1]

k=1 k=1

s
VSRR
=)

ol

o~

S

=

i

&

o~
S

Il

DO
il M:
D "
1
DN N‘m
| o=
| E—

. jgs (t)dt:‘[%(2i t‘”‘l]dt =2
0 C 0 =

ﬁ n 3k n 1
e (Fostose-${ )38 v

k=1 s\ k3%
2t
3)b) g'(t) = ;
8 1-#2
n n 2]] » .
S, () =23 21 =23 42 =3(t2x L= J= 2E (14 ) = (1" 5" (s}
k=1 t k=1 t 1—t 1_

2n
3)c)0$t$£:>0$t2"s(£) :>0$t2"s( 3." ):Ost2"siz>— 1 o 42 cp
3 3 32n 3n 3n
1

:>1—¥s1—t2" sl:(1—3%)g’(t)ssn(t)£g’(t) (car g’(t)ZO).
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3)d)Ona Vte[O,—-\/-g—] : (1——317)g'(t)sSn(t)Sg’(t)

J3 ~/—
:>j03 (1 = )g (t)dt<j 5 S, (t)dt<J’ g'@)dt :(1—3—)[ ®],® <U, <[g®)],?

:(pi](g(—”)—gm)]s (g(\' y- g(O)] ( ljg(—w)SUnsg(—w)
3" 3 37 )83 3
[(1-1 )3 3
[1 P ]g( 3 )sU,<g S

1.3 3y _ 4B M3 (3
4) hm[ = ]g( W 3)_ 3):>th g(3)—ln(2)

n—+% 3

llmg(J_)— \/3§)

=

n—s+x0
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Un corrigé de I’épreuve de Mathématiques
Session principale 2019

Par Mohamed ATOUANI

Exercice 1.

1. (a) Pour montrer que (AB) et (HM) sont paralleles, il suffit de montrer qu’elles sont
perpendiculaires & une méme droite, a savoir ici (AC). En effet, le triangle BAC
est rectangle en A car il est inscrit dans le cercle & dont I'un des c6tés est le
diametre de ce cercle. On en déduit que (AB) est perpendiculaire a (AC). De
méme, le triangle MHC est rectangle en H. Le résultat en découle.

(b) Les droites (AM) et (MH) sont paralleles car paralléles a une méme droite, a
savoir (AB). Ainsi, elles sont confondues car partagent le point M. D’ou I'aligne-
ment de H, M et A.

(c) Les droites (HM) et (AB) sont paralléles donc d’apres le théoreme de Thales

HM CM 1
AB  BC 3’
D’ou le résultat. Par ailleurs, le triangle AHM est rectangle en H donc d’apres le
théoréme de Pythagore on a HA? = AM? — HM?. L’égalité AB = AM implique le
résultat.

2. (a) On a (ﬁ,ﬁ/l) = —n/2 (mod 27). Par ailleurs, d’aprés 1/c HA? = (3HM)? —

HM? = 8HM?2. Ainsi
(HM)2 1
HA) 8

Le résultat en découle par passage a la racine carrée. Donc S est la similitude
directe de centre H, d’angle —mt/2 et de rapport v/2/4.

(b) L'image de la droite (AI) par la similitude S est la droite perpendiculaire a (AI)
passant par S(A) = M. Il s’agit de la droite (BC) car les diagonales d’un losange
sont perpendiculaires. De méme, I'image de la droite (MH) est la droite qui lui
est perpendiculaire, passant par 'image de H par S, a savoir H lui-méme. Il s’agit
donc de (AC). Par ailleurs A est a 'intersection de (AI) et (MH), ainsi son image
par S est a I'intersection de (BC) et de (AC), images respectives de (AI) et (MH).
Donc S(A') =C.

3. Iestle milieu du segment [AA’], donc son image par S sera le milieu de 'image de [AA],
a savoir I’ milieu de [MC]. Cela implique en particulier que (HI) est perpendiculaire a
(HI’). Ce dernier étant le rayon du cercle &', on en déduit que (HI) est la tangente a
&’ en H.

4. (a) S’ estla composée de 2 similitudes indirectes de méme rapport égal a 1 et d’'une
similitude directe de rapport égal & v/2/4. Il s’agit ainsi d’une similitude directe
de rapport égal a +/2/4. Par ailleurs, le point H est fixe par S’ car

S'(H) = (S(AH)) oSo S(AH))(H) = S(AH))(S(H)) = S(AH))(H) =H.
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(b) Pour montrer que le triangle MCN est isocele en C, il suffit de montrer que C est
équidistant a M et N ou encore que (CH) est la médiatrice de [MN]. Pour se faire,
on montre tout d’abord que (CH) est la bissectrice de MCN , la perpendicularité
de (CH) a (MN) permettra alors de conclure. En effet,

e l'angle BAA et langle AAM sont de méme mesure car (AA) est la bissectrice
de 'angle BAM.

e L’angle BCA et 'angle BA'A sont de méme mesure car ils interseptent le méme
arc de cercle.

e De méme, AAM et ACN sont de méme mesure.
On en déduit que BCA et ACN sont de méme mesure. Le résultat en découle.

(c) D’apres la question précédente S, (M) = N. On en déduit que
S'(A) = Sam(S(A)) = S (M) = N.

Par ailleurs, S'(H) = H, donc l’angle de S’ vaut (ﬁ, H_)N) = /2 (mod 27).

Exercice 2.

1. (a) Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB (—4,0,0) et
—
AC (—1, 1, 0) sont colinéaires. Ceci n’est pas le cas car (—4)/(—1) # 0/1.
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(b) On sait que z, = 25 = 3, = 1. Donc les points A, B et C appartiennent au plan
d’équation z = 1. Or par trois points non alignés de ’espace passe un seul plan,
ainsi '’équation de P est z = 1.

2. (a) Soit M(x,y,2) un point de 'espace.

M(x3ysz)es =S X2+y2+22_4z—1:0
— x*+y*+(z—2)*—-5=0
— x’+y*+(z—2)=5.

Ainsi S est la sphére de centre (0,0, 2) et de rayon /5.
(b) Soit M(x, y,z) un point de I’espace.

M(x,y,2)€PNS < z=1 et x2+y2+(z_2)2:5
= z=1 et x*+y*=4.

Le résultat en découle.
3. (a) Soit M(x, y,z) un point de I’espace.

M(x,y,2)€EPNS, < z=1 et x*+y*+(E—A)P =A—-1)*+4
& z=1 et xX*+y*+(1—-A)P=A1A—-1)*+4
& z=1 et x*+y*=4.

D’ou le résultat.

(b)
DeS, < (4P +(—-1—-A)P=A—-1)*+4
e 16+ A2 +2A+1=22—21+1+4
< 12+4A=0
— A =-3.
Ainsi A, = —3.

(c) Soit h une homothétie de rapport k et de centre G,(xg,, ¥g,,Z%g,)- Puisque h trans-
forme S en S_; alors R_; = |k|R, ou R désigne le rayon de S. On en déduit que
v/20 = |k|+/5. Ainsi |k| = 2 ou encore k = 2 ou k = —2. Par ailleurs, 'image de
Q(0,0,2) par h vaut 2_5(0,0,—3), donc G,Q_5; = kG, 2. En passant aux coor-
données on obtient

xg, = kxg,

Y6, = kka

Ainsi x5, = ¥, = 0 et 25, = (2k + 3)/(k — 1). 1l existe donc deux homothéties
de l'espace envoyant S sur S_,, a savoir 'homothétie de centre G,(0,0,7) et de
rapport k = 2 et ’homothétie de centre G_,(0,0,1/3) et de rapport k = —2.
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Exercice 3.
1. (a) Ona

29 x2—13x4=58—-52=6.
Ainsi (2,4) est bien solution de ’équation (E).

(b) D’apres ce qui précede, nous avons

29x —13y =6

29x2—13x4 =6
Ce systeme implique en particulier que 29(x —2)—13(y —4) = 0 ou encore que
29(x—2) =13(y—4) (*). On en déduit que 29 divise 13(y —4) et par conséquent
29 divise y —4 car 29 et 13 sont premiers entre eux. Il existe donc un entier k
tel que y = 29k + 4. L'équation (*) devient alors

29(x —2) =13 x 29k.
Il en résulte que x = 13k + 2. La vérification de la réciproque est immédiate car

29(13k +2) —13(29k +4) =29 x 2— 13 x 4 = 6.

2. Lentier 29 est premier et 2 # 0 (mod 29) donc d’apres le petit théoreme de Fermat
228 =1 (mod 29). Par conséquent

(—8)Y¥Y =—(2*) (mod 29)
=—2% (mod 29)
= 2228t (mod 29)
=—(2%®)?x 2! (mod 29)
=—2 (mod 29).
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Ainsi, -8 est solution de ’équation (E’).

3. (a) Lentier x, est solution de ’équation (E’) donc x, # 0 (mod 29) car sinon xég =
(mod 29) # —2 (mod 29). Ainsi, puisque 29 est premier, le petit théoreme de
Fermat permet d’affirmer que

x®=1 (mod 29).

(b) Lentier x, vérifie xé9 = —2 (mod 29) donc en élevant au cube on obtient
(x?)? =(—2)° (mod 29)=—8 (mod 29),

d’ott xJ7 = —8 (mod 29).

(c) Ona
x(5)7 = Xy X (xég)2 (mod 29) = x, (mod 29).

Le résultat en découle.

(d) Si x, est solution de I'équation (E’) alors x, = —8 (mod 29). L'ensemble des
solutions de (E’) dans Z est constitué d’élements de la forme x, = —8 + 29k, ou
keZ.

(e) Soit x € Z.

(x—3)Y?=—-2 (mod 29) <= x — 3 est solution de (E")
< il existe k € Z tel que x —3 = —8 + 29k
< il existe k € Z tel que x = —5 + 29k.

4. D’apres le petit théoréme de Fermat (x — 3)'® = (x — 3) (mod 13). Ainsi le systéme a
résoudre dans cette question est équivalent a

(x—3)Y =-—2 (mod 29)
x—3 =—2 (mod 13).
On en déduit que x s’écrit sous la forme x = —5 + 29k et sous la forme x = 1 + 13k’.

Cela implique en particulier que —5 + 29k = 1 + 13k’ ou de facon équivalente 29k —
13k’ = 6. Ainsi (k, k) est solution de I’équation diophantienne 29x — 13y = 6. Par
conséquent, il existe un entier s tel que k = 13s + 2 et k’ = 29s + 4. On obtient dans
ce cas que

x=1+4+13x(29s+4) =53+ 377s.

Exercice 4.

1. (a) Ilsuffitde montrer que f est strictement monotone et continue sur R, et f(R,) =
[0, 1[. En effet, la continuité est triviale. Par ailleurs, la fonction x — e~ est stric-
tement décroissante, ce qui implique que la fonction x — 1 —e™ est strictement
croissante. La stricte croissance de la fonction racine carrée permet alors d’af-
firmer que la fonction f est strictement croissante sur R, . De plus, f(0) = 0 et

lim f(x)=1. Le résultat en découle.

x—+00
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(b) Pour tout y € R,,
f)=x << Vvl—er=x

< 1—e ¥ =x? car x est positif

= eV =1—x?
< —y=In(1—x?)
<~ y =—In(1—x?).

Le résultat tombe comme une pomme mure.

(c) Soit v la fonction définie sur [0, 1[ par l’expression (x) = g(x) —x. On a
(0.7) < 0 et ¢(0.8) > 0, la continuité de ) et le théoréme des valeurs inter-
médiaires permettent d’assurer I'existence d’un nombre a € [0.7;0.8] vérifiant

y(a) = 0 ou encore g(a) = a.
16

1.4

1.2 c’ AN

0.8 A .
(&
0.6

0.4

0.z

g 02 04 06 D8 1 12 1la

2. (a) Soit F une primitive de f sur R,. Pour tout x € [0, 1[

g(x)

¢(x) = f(t)dt =F(g(x))—F(0).

0
Le résultat en découle par compostion. De plus,

@' (x)=g'(x) x f(g(x))
2x
- 1—x2 X
_2x?

o 1—x2

6
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(b) On a
2x? _ 2x% 2+2
1 x2 1 x2
21 x3)+2
B 1 x2
2
= 2+
1 x2

On en déduit que a= 2. Par ailleurs,

b L _C _ b1l x)+ c(1+ x)
1+x 1 x 1 x2
_(c b)yx+(b+c)
- 1 x2
_ 2
T 1 x2

Par identi cation, on obtient ¢ b=0etb+ c= 2. Ainsi, b=c= 1et

2x? 1 1
= 2+ + .
1 x2 1+x 1 X
(c) Pourtout x 2 [0, 1]
X
2t2
(X)) = dt
(x) , 1 t2
X.
1 1
= 2+ + dt
0 1+t 1 t
= 2t+In(l+t) In(1 t),
o <
1+
= 2x+1In X
X

(d) On présente ici deux méthodes pour évaluer cette aire.
Premiere méthode : Cette méthode exploite I'idée de la symétrie entre le graphe
d'une fonction et celui de sa réciproque. En effet
Z

A

(f(t) g(t))dt
pd
2 (f(t) t)dt
z° z
2 f(t)dt 2  tdt

0 0
Zg()

2 f(t)ydt 2 t?=2

0
2 () °*
€
=2"()

2S
7.

Annales BAC Section : Maths



2019 - Session principale

Deuxieme méthode : Cette méthode utilise I'idée qu'une primitive de la fonction
In est la fonction x — xInx — x.

(-a
o = | (f(t)—g(t)dt
Jo

ra a
= f(t)dt—f g(t)dt
(0] 0

rela) a
= f(t)dt+f (In(1 + &) +1n(1 —¢))d¢

Jo
=p(@)+[A+O)InA+)—A+t)—(1—6)In(1—t)+ (1 — t)]g
=p(a)+(1+a)ln(l+a)—(1—a)In(l —a) —2a
=p(a)+In(1+a)—In(1—a)+aln(l+a)+ aln(l + a)

= go(a)+ln(1i2)—2a+aln(1—a2)

=2¢p(a)+ aln(l —a?).

Or on sait que g(a) = a ou de facon équivalente —In(1 — a?) = a. Ainsi

o =2¢(a)—a’= 2((,0(0()— %2)

3. (a) Soitn=>1.

V3 3
3

f Sn(t)dt=f Zthk‘ldt
0 0

1
AN l(@)%
£ak\3
_ZHIL
£ 13k
:un
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(b) Pour tout t € [0, 1],

S, (t)= ZZ g2kt
k=1

=2(t+3++---+ 271
=2t(1+ 2+ t*+-- +t272)

n—1
=2tZ(t2)k
0
2\n __
t(t) 1
t2—1
1_t2n
1—t2°

=2

=2t

Or g est dérivable sur [0,1[ de dérivée égale a la fonction x — 2x /(1 — x?). On
en déduit que
Sp(t) = (1 —t2Mg'(t).

(¢) Linégalité de droite est triviale car quand on retranche un nombre positif a 1 le
résultat est plus petit que 1. L'inégalité de gauche découle du fait que

tgﬁ = tz”si
3 3n

(d) Lesinégalités de la question précédente impliquent en passant aux intégrales que

3 L3 3
1) [° ’ ’
(1 — —)J g'(D)dt < f Sy(0)dt < f g'(t)dt,
3n o 0 0

ce qui est équivalent a

car g(0) =0.
4. Le théoreme des gendarmes permet d’affirmer que la suite (u,) est convergente car

lim 1— 3% = 1. Ainsi

n—+00
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Session de contréle

I Epreuve : Matllématiquesl Section : Mathématiques

e 19 9e e e

REPUBLIQUE TUNISIENNE
MINISTERE DE L’EDUCATION
EXAMEN DU BACCALAUREAT
SESSION 2019

Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4.
La page 4/4 est a rendre avec la copie
Exercice1 : (3 points)

Soient ABC un triangle rectangle en A et A la médiatrice du segment [AB].

Répondre par « Vrai » ou « Faux » en justifiant la réponse.

1) 1,50 S, =150 Suq)-
2) Spg© Mz © Suey = hayy

3) Sif est une isométrie fixant les points A et B alors f'oS A0f est une symétrie glissante d'axe A,

Exercice 2 : (4,5 points)

Dans le plan P muni d’un repére orthonorme direct R(O,G.V). on considére les points |, C, D et K
d'affixes respectives 1 +1i, 1+ 21, 2i et 3i.
1) a) Placer les points |, C, D et K dans le repére R.
b) Montrer qu'il existe une unique similitude indirecte g qui transforme I en D et D en K.
c) Déterminer le rapport de g.
d) Déterminer I'image du triangle IDO.
2) Soit M un point du plan et M' son image par g.
On désigne par z et Z'les affixes respectives de Met M'.

a) Montrer que z'=- % 1+i)z+1+2i

b) Soit Q le centre de g. Déterminer I'affixe de Q.

c) Vérifier que K est le milieu du segment [QI].

d) Construire alors le centre Q et I'axe A de g.

3) Soit h = gog.
a) Montrer que h est une homothétie de rapport %
b) On considére la suite de points (A, ),., définie par: A, =| et pourtoutne N, A, =h(A,).
Déterminer et construire les points A, et A,.

c)Soit S, =AA, +AA, +...+A; A

Montrer que la suite (S,),.. est convergente et déterminer sa limite.

1/4
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Exercice 3 : (3 points)

Une entreprise fabrique des piéces électroniques pour une marque de voitures. Une étude statistique
a prouvé que 6% des piéces fabriquées sont défectueuses.

L'unité de contréle rejette 97% des piéces défectueuses et 2% des piéces non défectueuses.

On choisit une piéce au hasard et on la soumet a un test de contrdle.
On note D : " la piéce est défectueuse.” et R : "la piéce est rejetée par l'unité de contrdle."

1) Traduire la situation par un arbre pondéré de probabilités.

2) a) Calculer la probabilité que la piéce soit défectueuse et ne soit pas rejetée par l'unité de
contrdle.
b) On dit qu'il ya erreur de controle lorsque une piéce défectueuse est acceptée ou une piece
non défectueuse est rejetée. Calculer la probabilité pour qu'il y ait une erreur de controle.

3) Montrer que la probabilité pour que la piéce soit acceptée est égale a 0,923.

4) Pour la commercialisation de ses piéces I'entreprise décide de faire passer chaque piéce a
trois controles successifs mais indépendants :

» Sila piéce est acceptée par les trois contréles, elle sera commercialisée avec le logo de la
marque de voiture.
> Sielle est acceptée uniquement par deux contrdles, elle sera commercialisée sans le logo
de la marque de voiture.
> Sielle est acceptée uniquement par un contréle ou rejetée, elle sera détruite.
a) Montrer que la probabilité pour que la piéce soit commercialisée sans le logo de la
marque de voiture est 3x(0,923)?x(0,077).
b) Déterminer la probabilité pour que la piéce soit détruite.

Exercice 4 : (4 points)
Dans I'espace muni d’un repére orthonormé (O, i, J, E),on considére les plans P; et P, d’équations
respectives P, : 3x-2y-2z=1etP, : 4x- 11y + 2z =0.
1) a) Montrer que P4 et P, se coupent suivant une droite A.
b) Donner une représentation paramétrique de A.

Dans la suite de I’exercice, on se propose de déterminer les points de A a coordonnées
entiéres.

2) On considere dans Zx ZI'équation (E) : 7x - 13y = 1.
Veérifier que (2, 1) est une solution de (E) et résoudre I'équation (E).
3x-2y-2z=1

3) On considéredans ZxZxZ | steme (S) :
) s s {4x—11y+2z=0.

a) Soit (x,y,z)e ZxZxZ.

7x -13y =1,
2z =11y - 4x.
b) En déduire I'ensemble des points de A a coordonnées entiéres.

Montrer que (x, y, z) est solution de (S) si et seulement si {

2/4
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Exercice 5 : (5,5 points)
=1
Soit la fonction g définie sur R par g(x)=e®* si x=0 et g(0)=0.0n désigne par ¢ sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O, i, ]) du plan.

1) a) Montrer que g est continue sur R.

b) Etudier la parité de g. Interpréter graphiquement le résultat.

9()

2) a) Calculer Ium et en déduire que gest dérivable en 0.

9()

b) Montrer que gest dérivable sur R" et que g'(x) = ,pour tout x # 0.

c) Dresser le tableau de variation de g.
d) Montrer que g réalise une bijection de [0, + «| sur [0,1].
e) On désigne par g la fonction réciproque de g, expliciter g (x) pour tout x e [0. 1[.

3) a) Montrer que # admet deux points d'inflexions A et B que I'on déterminera.

(A désigne le point d'inflexion d'abscisse positive).

b) En annexe, on a représenté dans le repére (0. I ]) les courbes ¢'; et ¥, d'équations

respectives y =e*et y =x?, pour tout x € R,

Construire dans le méme repére les points A et B et tracer la courbe %

4) Soit f la fonction définie sur [0, +oc| par f(x) =g*(x). Justifier que f est croissante sur [0. +oof.
5) Soit un entier n>2. On pose V(n)= nj:f(t)dt.

a) Interpréter graphiquement V(n).

b) Montrer que V(n) > nﬁ,‘ f(t) dt.

c) En déduire que nl.iﬂl V(n) =+,

d) Montrer que V(n)<nTr.

()

e) Déterminer I|m
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Signatures des surveillants

Epreuve : Mathématiques - Section : Mathématiques - Session de contréle (2019)

Annexe a rendre avec la copie
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CORRECTION : EPREUVE MATHEMATIQUES Session de contréle 2019 BAC MATHS

Exercice N°1 :

-1 -1 _
1°) (frc oS(AC)) =(S(AC)) 0 (zfc)'zs(/,c) 01 et S o8, =t car Al|(AC)

-1
:>(f§5°SA)°(f;5°S(Ac)) = 13608, 0S40 Oty = lye 0Lz 01y =l = idlp
:}tB_CoSA ZIEOS(AC) = Vrai

S

Ou bien : 70§, A=l ol oS, =108 ¢ car 1,_(A)=(4C)

=lgie ° .
2

2°) Stas) © Paz) °Siac) = Stan) © Stac) © az) = Tam) © Mgy = Pagy = Vrai

3°) f est une isométrie qui fixe 4 et B donc f =idp ou f =5, d'ou f " =idp ou [ =5

o [=idp=foS,0f =S,

4B)

(4B) L A idp

4 —
e f= S(AB) = [ eS8 f = S(AB) °S, OS(AB) = S(AB) OS(AB) oS, =5,
Donc f'oS, o f =5, = Faux

Exercice N°2:
1°) a) figure 1
b) 1D et D=K donc il existe une similitude indirecte g quitransforme T en Det D en K
. DK - 3i-2i ] 1 2
c) Soit k le rapportde g ona: k= =|ZK ZD|= |.l l|. = |l| . :_:£
ID |ZD—ZI| |21—1—l| |—1+l| V22

d) IDO est un triangle rectangle et isocéle en I, on sait queg(I)=D et g(D)=K

= g(IDO) = DKg(O)est un triangle rectangle et isocéle indirecte en D d’ot g(IDO)=DKC
2°)a) g(M)=M'<2z'=az+b ,ona g(IDO)=DKC donc g(0)=C=b=1+2i
—1+i 1+

—2i 2

g(D)=K=3i=ax2i +b=3i=2ia+1+2i=-1+i=-2ia=a=
Donc z'=—%(1+i)?+1+2i

b) =, = axb +2b
1-d

. axb+b=—%(1+i)(1—2i)+1+2i

1 5.
=——+4+=i
2 2
1 2
2
ol—|a =1-|-=(1+i)| ==
of =1-f-5(1+1)
il en résulte que z, =-1+5i
=K est le milieu de segment [QI] \waxe de g
d) L’axe de g porte la bissectrice intérieur i b °0 7 '\ . 3

de 'angle 1QD
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forme réduite idp -
3°)a) gzh'[g’%]osA =S, oh’[Q%J :gog:h'(g’%)oSAoSth'[Q’%] :h[ﬂ,%), (h' homothétie)

b) A, =1=A, =h(AO)=h(I):>Q—A2=%§I=A2 =K
A,=h(A,)=h(K)=QA, =%£ﬁ = A, est le milieu du segment [QK ]

— 1 1
c) A,=h(A,) et A,=h(A,)= A,A, =§A0A2 = ALA, =EA0A2

3
A;=h(A,) et A;=h(A,)= AA, =%A4A6 = A A, =%A4A6 :Gj AA,

n-1
Engénéral: A, LA, = (%] AJA,

n-1
S, =AA, +AA, +AA L +HA, LA, =AA, +%A0A2 + +(%) AA,

1 I I_GJ
=(1+5+...+(5) JAOAzz—IK:Him S, =2xIK =25

1_1 n—+oo
2
Exercice N°3 :
1°) 2°)a) p(DNR)=0,06x0,03=0,0018
b) p DNR +p DNR
vor o (pN)+ (PN
=0,94x0,02+0,0018 =0,0206
0,06 D ¢ = (RAR =
: TOT~R 3°) p(R)=p(DNE)+ p(DNR)
=0,94x0,98+0,0018 = 0,923
0,94 D K\
0,98 R

4°) Soit X I'alea numérique qui pour valeur le nombre de fois ou la piéce est accepter au cours de
trois controles
X suit une loi binomiale de paramétre p=0,923 et n=3

p(X=k)=Ct(0,923)" x(0,077)"" avec k €{0,1,2,3}
a) p,=p(X=2)=C2(0,923)"x(0,077)" =3(0,923)* (0,077)
-0

b) p,=p(X=1)+p(X=0)=C}(0,923) x(0,077)"" +C2((0,923)'x0, 077)3

=3(0,923)x(0,077) +(0,077)’ = 0,0169
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Exercice N°4 :

3 4
1°)a) N, | 2|, N, | -11 | et §¢;21 P, et P, sont sécants
-2 2
3x—2y-2z=1 ()+(2)=7t-13y =1
b) M(x,y,z)eA < & pour x=teR
4x—-11y+2z=0 2z=—4t+11y

2°) e 7x2-13x1=14-13=1
o Tx—13y=7x2-13x1<7(x-2)=13(y-1)
<13 divise 7(x—2) et 7A13=1 donc lemme de Gauss
13 divise (x—2) Ainsi x—2=13k ; k€ Z par suite x=2+13k ; keZ
* 7.(13k)=13(y-1) = Tk=y-1o y=1+Tk ;keZ
Conclusion : S, , ={(2+13k,1+7k) ; ke Z}
) a) (S):{Sx—2y—2z=1 :>{(1)+(2):>7x—13y=1:>{7x—13y=1
4x—-11y+2z=0 (2):22=—4x+11y
Tx—13y =1 3{7)6—13)/:1 3{(1)—(2):3x—2y—2z:1
2z=—4x+11y 2z+4x—-11y=0 2z+4x—11y=0
(ou bien par équivalence)

2z=—4x+11y

Réciproquement : {

o Tx—-13y =1
3°) b) S x=2+13k ;y=1+Tk et2z=3+25k ; k=2p+1,peZ
2z=-4x+11y

Donc M (15+26p,8+14p,14+25p) ;peZ’

Exercice N°5 :

1°) a) OxHu(x)z—ziz

est continue sur R" et u(R")=]-,0[
x> v(x)=e" est continue sur R en particulier sur |-0,0[ d'oli g=vou est continue
sur R

. 1im[—21—2j =—0 et lime" =0:>1in3g(x) =0=g(0) donc est continue en 0
X —>

x—0 x—>—0 x
g est continue sur R” et en 0 d’ou elle est continue sur R
b) xeR, —xeR et g(—x)=g(x)= g est paire

Donc la courbe ¢ de g admet (0]) comme axe de symétrie
1 1 1
2°)a) On pose X=——2:>x2=——:>x= -—— ,X > — lorsque x —> 0"
X X X

1

|

~ lim| £ | = lim = lim (V=xe" |=0= g, (0)=0

lim (@J e
x—>0" X x—0" X X =0 1 X—>-
\/;

¢ admet une demi-tangente horizontale au point O par raison de symétrie (g est paire)
g'(0)=0
D’ou g est dérivable en 0
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b) x> u(x)= —21—2 est dérivable sur R" et u(R") =], 0[
X

x> v(x)=e" estdérivable sur R en particulier sur |-,0[ d'oul g est dérivable sur R’

1Y -5 1 L gx)
e pourtout x20 ona: g'(x)z( )e 257 =—e 22

2x? X X

c) g estpaire = on étudie g sur [0,+] ,g'(x)>0

. 1 . .
xlirgj(—z—xz}:o et lime =1:>X1Lr50g(x):l

d) g est continue et strictement croissante sur [0, +oo]

ot £([0, ) =| £(0),lim ] =[0,1] o) /
"~ 0
= g réalise une bijection de [0,+o[ sur [0,]]

1

e) ye|0,+[ ,xe]0,1 ,g’l(x)zyc)g(y):x@eiﬁ=xc>—21—2=1nx
y

=y’ or g (x)=ye]0,+o et g(0)=0<g"(0)=0

2lnx
1
Dot Vxe[0,1]: g7 (x)=,/-
xe[ [ & (x) 2Inx
3g(x) 2
3o () — 3% X -3x g(x) (1=352
3°) a) Pour tout x#0 ona:g"(x):xg(x) 6Xg(x): X’ - :g( )(6 )
X X X
1 1
Le signe de g"(x) estceluide (1-3x*) ,ona1-3x* =0 x=— oux=——
gne de g"(x) (1-3x") NG NG
g"(x) s’annule deux fois et change de ) )
signe donc ¢ admet deux points X — V3 V3 +00
N 1 -2 1 -2 signe de g"(x) o + O -
dinflexions A| —,e %> | et B| ——,e ? 9 9 -
[ﬁ ] ( V3 ]
b)
C
1
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4°) Vxe[o +oof , f(x)=g"(x ):>f'( )=2g'(x)g(x)=0=f est croissante sur [0,+]
I t)dt —ﬂj t) dt= comme g est continue et positive sur [0, 7]

Alors : V( ) estle volume(en unité de volume) engendré par rotation de la courbe ¢ au
tour de I'axe des abscisses

b) # [ f(t)di-x[ f(1)di=x (j dz+j dt) ﬂj £)dt>0
n)z;zjo"f(t)dt
c) o f est croissante sur [0,+oc] ; =i =f(1)2f (V)= [ f()de=7 (Vn)[ 1ar
=V (n)2 7 £(\n)(n=~n) =V (n)2 2dn £(Vn)(Vn-1)
* limg(x)=1= Jim (V) <12 lim oo (V) (V1) =0 = Jim ¥ (n) = o0
d) Pour tout réel ¢ de [0,+o[ , g(1)<1=f(t)<1= x| f(r)di< x| 1di

SV(H)_E(H—\/;)Sﬂ'n
e) ﬁf(\/;)(n—\/;)ﬁl/(n)ﬁﬁn(:)ﬂ f(x/ﬁ)(l—ijs V() <z

1
—

lim ﬂ'f(\/;)

n—>+0

=T= limM:ﬁ

n—>+0 n

{1 -
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REPUBLIQUE TUNISIENNE session principale
MINISTERE DE L'EDUCATION ]
EXAMEN DU BACCALAUREAT / Epreuve : Mathématiques [ Section: Mathématiques
SESSION 2020
Durée : 4h Coefficient de I'épreuve : 4
BRREBRE

Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.
La page 5/5 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 : (5 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure ci-contre, ABC est un triangle
direct, non rectangle et non isocéle.

GAC et EBA sont des triangles directs, rectangles
et isoceles respectivement en G et en E.

L, K, I et J sont les milieux respectifs des cotés

[BC], [GE], [EL] et[GL]. F et H sont les
symétriques respectifs de G et J par rapporta L.

. A T
On note I, et I, les rotations de méme angle 2

et de centres respectifs G et E. S| désigne la

symeétrie centrale de centre L.
1) a) Déterminer r, oS, or (A).
Caractériser r,oS of,.

b) En déduire que le triangle EFG est rectangle, isocéle.
c) Justifier que le quadrilatere LIKI est un carré.

2) Soit gpla symétrie glissante de vecteur LK et d’axe A passant par I.

Onpose g=¢@o S(LE), ou S(LE) est la symétrie orthogonale d’axe (LE).

a) Montrer que A = (IH).
b) Montrer que g(J) =1 et g(L)=E.

c) Prouver que g est la rotation de centre K et d'angle —g.
3) Soit f 'antidéplacement qui envoie J en | et L en E.

a) Justifier que f est une symétrie glissante.

b) Donner les éléments caractéristiques de f.

p H

 F

4) Soit M un point du plan. Soient M'et M" les images de M respectivement par f et g.
Montrer que M'et M" sont symétriques par rapport a une droite fixe que I'on précisera.

Page 1sur5
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Exercice 2 : (4 points)
On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O,G,Q).

Dans la figure 1 de 'annexe, (I") est le cercle de centre O et de rayon J2, A, BetCsontles

points d’affixes respectives 1, i~/2 et -i2.
Soit Q un point du cercle (I") d’affixe un nombre complexe a, distinct de iV2 et-iv2.

1) On désigne par R le point d’affixe a-+a.
a) Vérifier que Re(O, G). Construire R.

b) Déterminer les nombres complexes a pour lesquels O, R et Q sont alignés.
2) Soit P le point du plan d’affixe ia et M un point d’affixe z non nul.
a) Justifier que P est 'image de Q par une rotation que I'on précisera. Construire P.

b) Montrer que A, P et M sont alignés <> (i5+1)z +(la-1)z= i(a+5).
c) Montrer que (AP) L (OM) < (i 5+1)z —(ia—l)E =0.
d) Soit H le projeté orthogonal de O sur (AP). On désigne par Z,I'affixe du point H.
i(a + 5)
2(ia+1)
_ _ _ (a + 5)
3) Soit N le point d’affixe Z =——=.
(ia+ 1)
a) Veérifier que N est I'image de H par une similitude que I'on déterminera.

b) Construire le point N.
c) Déterminer 'ensemble sur lequel varie le point N lorsque Q varie sur le cercle (I')

privé des points B et C.

Justifier que Z,, =

Exercice 3 : (4 points)

On considére la suite (a, ) définie sur N par a, =2x5"+7.
1) a) Justifier que pour tout entier naturel n, a, estimpair.

b) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste modulo 8 de 5".
c) En déduire que pour tout neN, a, El(mod 8).

X = 1(mod 8)

alors x = 257 (mod 1000).
X = 7(mod 125)

2) a) Montrer que si {

b) Montrer que pour tout n=3, a, =257 (mod 1000).
c) Quels sont les trois derniers chiffres de (2><52020 +7)(2><52°21+7) ?
3) a) Vérifier que pour tout ne N, 5a,, —a,,,,; = 28.

b) Soitdle PGCD de a,, et a,,,,. Montrer que d est différent de 7.
c) Trouver alors d.
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Exercice 4 : (7 points)

1

—.
1+e*

I. Soit f la fonction définie surR par f(x)=

On désigne par (Q) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,T,]) du plan P.

_ e2x

(tre)Jirer

2) a) Déterminer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
X—>+00 X—>—00

1) Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout réel x, f'(x) =

b) Vérifier que pour tout réel x, 0 < f(x) < 1.

3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f réalise une bijection f*de IR sur un intervalle J que I'on précisera.
c) Montrer que I'’équation f(x) =x admet une unique solution atelle que 0,5<a <0,6.

d) Déterminer le signe de f(x)—x pour tout réel x. Interpréter graphiquement le résultat.
4) Dans la figure 2 de I'annexe, on a construit la droite d’équation y=x et on a placé le réel

, . N2 .
o sur 'axe des abscisses et le réel - sur I'axe des ordonnées.

a) Tracer la courbe (Q)

b) Tracer la courbe (Q')de f

5) a) Montrer que la fonction h définie surRR par h(x)=x— In(1+v1+e?¥) est
une primitive de f.
b) On désigne par A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C) 'axe des
abscisses et les droites d’équations respectives x=0 et x=o.

Montrer que A = a+|n(M).
a+1l

X
Il. Pour tout k e N*, on considére la fonction F, définie sur [O,+oo[, par F, (x) :J- (f(t))kdt.
0

1) a) Montrer que la fonction F, est croissante sur [0,+o],
b) Montrer que pour tout réel te[0,+x[, 0 <(f(t))* <e ™"

c) En déduire que pour tout x €[0,+[, 0< F (X) < %

d) Montrer alors que la fonction F, possede une limite finie 1, quand x tend vers +oo.
e) Montrer que liml =0.
k—+o0

2) a) En utilisant la question I.5.a) montrer que |, = - h(0).

b) Montrer que pour tout réel t e [O,+oo[, (f(t))2 —f(t) =f'(1).
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¢) En déduire que pour tout x>0, F,(x)=F, (x)+f(x)-f(0).

2

d) Montrer que I, = In(1+\/§)—72.
3) a) Montrer que pour tout x > 0et pour tout k=2,

Fora (X)) —Fy 1 () = Tl—l((f(x)) At (f(0)) 2"71),
b) En déduire que | -1

K
1
c) Montrer que | =1, - E , k=2
2k+1 3 L (2m—1)(\/§)2m71

L . 1
d) En déduire lim .
ke i (2m - (V2)*

k

Page 4 sur5
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Un corrigé de I’épreuve de Mathématiques
Session principale 2020

Par Mohamed ATOUANI

Exercice 1.
1. (@) Ona
ry 08y 01 (A) = 13(S.(r1(A))
=1,(5.(C))
= 1,(B)
=A.

L’application r, 0 S; or; est la composée de trois rotations (une symétrie centrale
est une rotation d’angle 7) qui fixe le point A, il s’agit ainsi de la rotation de
centre A et d’angle /2 + m + /2 = 2. Ainsi, r, 0 S, o r; est 'identité du plan.

(b) Pour montrer que le triangle EFG est rectangle, isocele en E, il suffit de montrer
que r,(F) = G. Or d’aprés la question précédente, r, oS, o r; = Id, cela implique
que r, =r; ' 0S;. On obtient ainsi

r(F)=r"(S,(F)=r;"(G)=G
D’ou le résultat.

(c) Le théoréme des milieux appliqué au triangle ELG implique que IK = %LG =LJ.
De méme, il implique que KJ = %EL = IL. On en déduit que le quadrilatere KILJ
est un parallélogramme. Pour montrer qu’il s’agit d’un carré, il suffit de montrer
qu’il a un angle droit et deux cotés consécutifs de méme longueur. En effet, le
triangle EFG est isocéle en E donc sa médiane et sa médiatrice sont confondues. Il
en résulte que (EL) est perpendiculaire a (FG), d’ou I’angle droit. Par ailleurs, EFG
est rectangle en E, ce qui implique que L est le centre de son cercle circonscrit.
Ainsi, EL = LG et du coup

1 1
IL=—-EL=-LG=1L1J.
2 2

2. (a) Par un point du plan, il passe une unique paralleéle a une droite donnée. Ainsi,
pour montrer que A= (IH) il suffit de montrer que (IH) est paralléle a (LK). En
effet, LK = /4 et LIH = 7'c/ 4 car LIH est rectangle, isocéle en L. On en déduit
donc que les angles ILK et LIH sont alternes-internes et égaux. Le résultat en
découle.

(b) On a
g)=v(Squpn))=eH) =1,

car A = (IH) et HI = IK puisque le quadrilatere LKIH est un parallélogramme.
Par ailleurs,

g(L)=¢(Sur(L)) =¢(L)=E

La derniére égalité est vraie car la translation de vecteur H( envoie L sur K et (IH)
est la médiatrice de [EK]. En effet, le théoreme des milieux appliqué au triangle
LEF implique que (IH) est paralléle a (EF) qui est perpendiculaire a (EK). De
plus, I est équidistant a E et K, le résultat tombe ainsi comme une pomme mure.

Section : Maths
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(c) L’application g est la composée de deux antidéplacements donc est un déplace-
ment. Par ailleurs,

g(K) = ¢(Sap(K)) = p(K) =K,
ou K’ désigne le symétrique de K par S p,. Par le théoreme des milieux K’ est le
—_— = —
milieu de [EF] et KE = HI = LK. Ainsi I'image de K’ par la translation de vecteur
H
LK vaut E, qui a K pour image par la symétrie d’axe A. On en déduit que g estla
— —
rotation de centre K et d’angle (KJ, KI) = —m/2 (mod 27)
3. (a) Lapplication f est un antidéplacement, donc il s’agit d'une symétrie orthogonale
ou d’une symétrie glissante. 'image de J par f vaut I donc si f est une symétrie
orthogonale, elle serait d’axe (LK) car cette derniére droite est la médiatrice de

[JI], ainsi elle fixe en particulier le point L, ce qui n’est pas le cas. L'application
f est donc une symétrie glissante.

(b) Limage de J par f vaut I donc le milieu N de [1J] appartient a ’axe de f. De
méme I'image de L vaut E donc I appartient a 'axe de f. On en déduit qu’il s’agit

H
de la symétrie glissante d’axe (JI) et de vecteur JI.

4. M” est le symétrique de M’ par rapport a (EI). Pour le prouver, il suffit de montrer que
(ED) est la médiatrice de [M’M”] ou encore que les points E et I sont équidistants a M’
et M”. En effet,

e g(J)=TIetg(M)=M" doncJM = IM".
o f(J)=1Iet f(M)=M'doncJM=IM".

D’ou IM’ = IM”. De méme,

e g(L)=E et g(M)=M" donc LM = EM”.
e f(L)=E et f(M) =M’ donc LM = EM’.

Le résultat en découle.
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Exercice 2.

1. (a)

(b)

2. (a)

(b)

©

Annales BAC

Un nombre complexe 2 € R < z =3z. Or

ata=da+a=d+a=a+a.

D’oti 'appartenance de R a (O, 7) Pour construire R, il suffit de remarquer que
a+a=22(a), ou Z désigne la partie réelle d'un nombre complexe. Voir figure
pour la construction.

O, R et Q sont alignés si et seulement si Q € (OR). Cette derniere condition est
équivalente a a € R car (OR) est I'axe des abscisses. Or le point Q appartient a
I, donc a =+v2oua=—v2.

On a
. i T
zp =1a =e'2a.

Cela implique en particulier que |zp| = |a| et arg(zp) = /2 + arg(a) (mod 27).
Ainsi, le point P est 'image du point Q par la rotation de centre O et d’angle 7t /2.
Voir figure pour la construction.

. .. .2—3
Les points A, P et M sont alignés si et seulement si P eR. Or

Z_ZA
z2—2g z2—3g z2—2
PR e P _ P
z—ia zZ+ia
— = =
z—1 z—1
— (z—ia)z—1)=(z—1)(z+ia) et z#£1
< zz—gz—iaz+ia =%z +iaz—z—ia et z#£1
& iaz+z—2z+iaz =ia+ia et z#1
— (ia+1)z+(ia—1z=i(a+a) et z#£1

Pour z = 1, auquel cas M et A sont confondus, la derniére égalité reste vraie car
(ia+1)x1+(ia—1)x1=i(a+a).

On peut maintenant (et seulement maintenant) conclure que A, P et M sont
alignés si et seulement si (ia + 1)z + (ia— 1)z = i(a + a).
z - ZA

Pour z # 0, la droite (AP) est perpendiculaire a (OM) si et seulement si €iR.

Or

P4

Zp— 2 . Zp— 2 Zp—Z
P2 iR p A:_( P A)
Z Z Z
ia—1 —ia—1
Z z

& (ia—1)z=(ia+ 1)z
< (ia+1)z—(ia—1)z =0.

Le résultat en découle.
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(d

3. (a)

(b)
(©

Annales BAC

Le point H est le projeté orthogonal de O sur (AP). Ainsi, A, P et H sont alignés
et (AP) L (OH). D’apres ce qui précéde Z,, vérifie le systéme d’équation

(ia+1)Zy + (ia—1)Z,; = i(a+a)
(ia+1)Zy; —(ia—1)Z; =0

En prenant la somme des deux équations on obtient
2(ia + 1)Zy = i(a + ).
D’otu le résultat.

On a

Ainsi, N est 'image de H par la similitude de centre O, de rapport 2 et d’angle de
mesure —7t/2.

Voir figure pour la construction.

Le triangle OHA est rectangle en H, O et A ne dépendent pas de Q, ainsi lorsque

Q décrit le cercle T privé de B et C, le point H décrit le cercle de diametre [OA]

privé de O. Puisque N est I'image de H par la similitude de centre O, de rapport

2 et d’angle —7t/2, il s’ensuit que N décrit le cercle de diametre [OG] privé de

O, ou G est le point d’affixe z; = —2i. Le centre de ce cercle est le point d’affixe

ZI == _i.

Afin de démontrer ce résultat algébriquement, il suffit d’évaluer |Zy—z,|. En effet,

nous avons

at+a .

_[ard

ta+1

a-+i

ia+1

i(—ia+1)
ia+1

i(ia+1)|
ia+1 |

|Zy — 2]

1

2

car |[i| =1 et pour tout g # O,

-1
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o o e

Exercice 3.
1. (a) Pour tout entier naturel n, a, = 2 x 5" + 7. Il s’agit de la somme d’un nombre
pair, a savoir 2 x 5" et de 7 qui est impair. Le résultat est donc impair.
(b) Si n est pair alors il s’écrit sous la forme n = 2k, ou k désigne un entier naturel.
I1 s’ensuit que
5" =52 (mod 8)
= (5%2) (mod 8)

= 25 (mod 8)
= 1% (mod 8)
=1 (mod 8).

Quand n est impair, il s’écrit sous la forme n = 2k + 1, auquel cas nous avons

5" =521 (mod 8)
=5% x5 (mod 8)
=1x5 (mod 8)
=5 (mod 8).

(¢) Soit n € N. Si n est pair alors

a,=2x5"+7 (mod 8)
=2x14+7 (mod 8)
=9 (mod 8)
=1 (mod 8).

Annales BAC Section : Maths
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Si n est impair, on a

a,=2x5"+7 (mod 8)
=2x54+7 (mod 8)

=1 (mod 8).
2. (a) Soit x un entier. Si
x=1 (mod 8)
x =7 (mod 125)

alors il existe un entier k tel que x = 1+ 8k et un entier k’ tel que x = 7+ 125k’.
Cela implique en particulier que 1+8k = 7+125k’, ou encore que 8k—125k’ = 6.
Autrement dit, le couple (k, k’) est solution de ’équation diophantienne

8z —125y =6.

Cette équation admet bien une solution car 8 et 125 sont premiers entre eux.
Afin de la résoudre, il suffit de trouver une solution particuliere de celle-ci en
appliquant 'algorithme d’Euclide étendu. En effet,

125=8x%x15+5

8=5x1+3
5=3x1+2
3=2x1+1.

En remontant ces calculs, on obtient

1=3—2x1
=3—(5—3x1)x1
=3x2-—5
=(8—5x1)x2-—5
=8x2—5x3

=8x%x2—(125—8x%x15)x 3
=8x47—125 x 3.

Ainsi 1 = 8 x47—125 x 3, donc en multipliant les deux membres de ’égalité par
6 on obtient
6=8x282—-125x18.

Du coup, (282, 18) est une solution particuliere de I'équation 8z — 125y = 6. Le
systéeme

8z —125y =6

8x282—125%x18=6
implique que 8(z —282)—125(y —18) = 0, ou encore que 8(z —282) = 125(y —
18). Cette relation est vraie dans Z donc 125 divise 8(z —282). Or 8 et 125 sont
premiers entre eux, ainsi le lemme de Gauss permet d’affirmer que 125 divise
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z—282. Il existe alors un entier t tel que z—282 = 125¢, ou encore g = 125t+282.
Cela signifie en particulier que k = 125t 4 282, ce qui implique que

x=1+8k
=1+8(125¢ + 282)
=1+ 2256+ 1000t
= 257 + 1000(t + 2).

Le résultat tombe alors comme la pomme de Newton.

Remarque : Sous les bonnes conditions, cette méthode s’applique aussi a un
systéme de 3 équations en réduisant les deux premiéres a une seule équation,
qui combinée avec la derniere donne un systeme de deux équations. Elle se gé-
néralise bien évidemment récursivement et de facon naturelle a un systéme com-
portant plus de 3 équations. Toutefois, elle n’est pas tres efficace et il existe un
fameux algorithme bien plus rapide, connu sous le nom du théoréme des restes
chinois.

(b) D’apres la question 1)c, pour tout n > 3,a,, = 1 (mod 8). Par ailleurs, sin > 3
on peut écrire n = 3 + u, ou u désigne un entier naturel. On obtient ainsi

a,=2x5"+7 (mod 125)
=2x5%"+7 (mod 125)
=2x5°%x5"+7 (mod 125)
=2x125x5Y+7 (mod 125)
=7 (mod 125).

La question précédente permet alors de conclure.
(c) On a

(2 x 52020 4+ 7)(2 x 522! + 7) = ay050 X Az021
=257 x 257 (mod 1000)
= 66049 (mod 1000)
=049 (mod 1000).

Les trois derniers chiffres de (2 x 52°2° + 7)(2 x 52°2! + 7) sont donc 0, 4 et 9.
3. (a) Pourtoutn €N,

5a2n—a2n+1:5X(2X52n+7)_(2x52n+1+7)
=2 x 52"l 4 35 _9 x 52+l _ 7
= 28.

(b) Pour tout n € N, 7 ne divise pas a, car sinon 7 diviserait a, —7 = 2 x 5". Ceci est
impossible par le théoreme fondamental de I'arithmétique (unicité de la décom-
position d’un entier en facteurs premiers).

(c) Le nombre d divise a,, et a,,,; donc divise 5a,, — a,,,; = 28. Les diviseurs de
28 sont 1, 2, 4, 7, 14 et 28. D’apres ce qui précede, d # 7 et ne peut pas étre un
nombre pair car a, est impair pour tout n € N. On en déduit que d = 1.
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Exercice 4.

Partie I

1. La fonction f est dérivable sur son domaine de définition car composée de fonctions
qui le sont. Plus précisément, Yx € R,1 + e** # 0, ce qui signifie que la fonction
x — v/ 1+ e2x n’a de probléme de dérivabilité. Par ailleurs, la dérivée de 1/+/u, ou
u désigne une fonction strictement positive vaut —u’/2u+/u. Dans notre cas, u est la
fonction x — 1 + e?* de dérivée égale a la fonction x — 2e?*. Ainsi pour tout x € R

—2e2X
2(1+e?*)vV1+e2x
2x
—e

(14 e2)VIFex

f(x)=

2. (a) xggnoof(x) =0et xgr_noof(x) = 1. Ainsi I'axe des abscisses est une asymptote de

oF: au \{oisinage de +oo et la droite d’équation y = 1 est une asymptote de C;
au voisinage de —oo.

(b) Linégalité f(x) > 0 est immédiate. Pour I'inégalité de droite, nous savons que
pour tout x € R, e?* > 0. Cela implique que 1 + e** > 1, donc par croissance
de la fonction racine carrée v 1 + e2x > 1. La stricte décroissance de la fonction
inverse (y — 1/y) sur R, implique I'inégalité désirée.

3. (a) La fonction f’ est strictement négative sur R, ainsi la fonction f est strictement
décroissante sur R. On obtient ainsi la tableau de variations

X —O0 + o0

f(x) -

1

£ T

(b) La fonction f est continue et strictement décroissante sur R telle que f(R) =
10; 1[. Ainsi, elle établit une bijection de R sur ]0; 1[.

0]

(c) Lafonction f est strictement décroissante sur R, donc ne peut croiser la premiere
bissectrice du repere (la droite d’équation y = x) qu’une seule fois. Plus rigou-
reusement, soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = f(x) — x. Cette fonction
est continue et strictement décroissante, étant somme de fonctions qui le sont.
Par ailleurs (apres calcul), ¢(0.5) > 0 et ¢(0.6) < 0, donc d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel a tel que 0.5 < a < 0.6 et
¢ (a) = 0. Le résultat en découle trivialement.

(d) La fonction ¢ est strictement décroissante sur R, ainsi elle est positive sur
]— oo; a] et strictement négative sur Ja;+oo[. On en déduit que la courbe de
f est au dessus de la droite d’équation y = x sur | — o0; a] et en dessous de
celle-ci sinon.
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¥

(j}

4. —6 1
5. (a) La fonction h est dérivable sur son domaine de définition et on a pour tout x € R

262x

i
h(x)=1——2¥1
1+ V1 +e>

1+ VIFexr— =

1+ vV/1+e2x
(1 + V14 e2)V1 +e2x —e*
T VIrer(1+ V1t
V14 e2x 142 —e*

VI e=(1+V/1+e2)
1

e
= F ().

Ainsi la fonction h est une primitive de f.
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(b) L’aire A est donnée par l'intégrale

Azf f(x)dx
0
= [h(x)]5
= h(a)—h(0)
=a—In(1+ V1+e2)+In(1 + v2).

Or on sait que f(a) = a, autrement dit /1 + e2® = 1/a. On obtient ainsi
A=a—In(1+1/a)+1In(1+ v2)
=a+In((a+1)/a)+1In(1 + v2).
Le résultat en découle.
Partie II

1. (a) Soit k € N*. La fonction F, est croissante sur [0, +oo[ par croissance de I'intégrale
et positivité de la fonction t — (f (t))~.
(b) Linégalité de gauche est triviale par positivité de la fonction f. Pour montrer
celle de droite, il suffit de montrer que pour tout t > 0, f(t) < e '. L'inégalité
1+e? > e

implique par croissance de la fonction racine carrée que v 1+ e2t > ve2t = e,
La décroissance de la fonction inverse sur R, implique de son c6té que

11
———<—=e".
v1+e2t et

L'inégalité souhaitée en découle.

(¢) De méme ici, 'inégalité de gauche est triviale. Soit x € R_, I'inégalité (f(t))* <

ekt implique par passage aux intégrales que

Fr(x) =J (f(e)kde

< f e ktdt
0

1 x
<[z ™),
< %(e—k’f—n
<1
Tk

La derniére inégalité découle du fait que e** — 1 < 1, qui est équivalente a

e ** < 2. En réalité on montre facilement I'inégalité plus fine e ™** < 1. En effet,
en composant I'inégalité —kx < O par la fonction exponentielle, on obtient bien
ce qu’il faut.

10
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(d) La fonction F, est croissante et majorée donc admet une limite finie au voisinage
de +o0.

(e) Les inégalités de la question c) impliquent par passage a la limite que

0<1I <1
_k_k.

Le théoréme des gendarmes permet alors d’affirmer que klim I, =0.
—+00
2. (@) Ona .
Fi(x)= J f(t)dt = h(x)—h(0).
0

Pour montrer que I; = —h(0), il suffit alors de montrer que ligrn h(x) = 0. Nous
X—>+00
avons en effet pour tout x > 0,

h(x)=x—In(14+ V1 +e2x)
=1In(e*)—1In(1+ V' 1+ e2x)

X
e
—in (—)
1+ V1+e2x
Notre résultat revient ainsi a démontrer que

. e
lim

I ——
x=+00 1 4 /T + e

Ce résultat est relativement simple a démontrer car nous avons pour tout x > 0

ex ex
1++v1+e2x ex(e—x + 1:28"2)()
_ 1
e +v/I+e2x
Le résultat en découle car lim e~ = lim e 2* =0.
x—+00 x—+00

(b) Pour tout t = O,

3_ — ! — L
(f(t)) f(t) (1 + er)(m) V1+e2x

. 1—(1+e¥)

(I +ex)VI+ex

_eZX
B (14 e2x)y/ 1+ e2x
= f'(o).
11
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(d) La fonction F) est croissante et majorée donc admet une limite finie au voisinage
de +oo.

(e) Les inégalités de la question c) impliquent par passage a la limite que

01 <1
_k_k.

Le théoréme des gendarmes permet alors d’affirmer que klim I, =0.
—+00
2. (@ Ona ;
Fi(x)= J f(t)dt = h(x)—h(0).
0

Pour montrer que I; = —h(0), il suffit alors de montrer que ligrn h(x) = 0. Nous
X—+00
avons en effet pour tout x > 0,

h(x)=x—In(14+ vV 1+ e2?x)
=1In(e*)—1In(1+ V1 + e2x)

X
e
—In (—)
14+ V1 +e2x
Notre résultat revient ainsi a démontrer que

. e
lim

L ——
x=+00 1 4 /T + e

Ce résultat est relativement simple a démontrer car nous avons pour tout x > 0

e e”
1+ +vV1+e2x ex(e—x + 1:‘2‘3:)()
_ 1
e + /1 +e 2%
Le résultat en découle car lim e~ = lim e 2* =0.
X—+00 x—+00

(b) Pour tout t > 0O,

3_ — 1 — !
GO —fO= s e~
_1-(0+e¥)

T (1+e2)/I+ex
—CZX
B (1 +e2x)v/1 + e2x
= f'(0).
11
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(c) D’apres la question précédente et par télescopage on a

k
Ljpn — I3 = E :12m+1 — Iy
m=2

k
Z:; 2m— 1)(«/_)2m T

m

Le résultat en découle.

(d) D’apres la question 1)a, klim I554+1 = 0, on en déduit que
—+00

k

1
lim =1
k—>+oomZ 2m—1)(v/2)2m-1 °

=2

=1n(1+ \/E)—g.

13
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Session de controle
REPUBLIQUE TUNISIENNE

MINISTERE DE L'EDUCATION

EXAMEN DU BACCALAUREAT Epreuve : Mathématiques ||| Section : Mathématiques
SESSION 2020
Durée : 4h Coefficient de I'épreuve : 4
Y]

Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.
La page 5/5 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 : (5 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure de I'annexe jointe, ABC est un triangle équilatéral direct de centre O.

I, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC], [AC] et [AB].

Soit S la similitude directe de centre B et telle que S(J)=C.

2\3

1) Déterminer I'angle de S et montrer que son rapport est égal & =

2) Soit (I') le cercle de diamétre [AB] et (I'") le cercle circonscrit au triangle ABC.
a) Montrer que S (K) = O.
b) En déduire que S(IM)=I".
c) Déterminer et construire le point A'=S(A).

3) La droite (OC) recoupe (I' ') en P et la droite (BP) recoupe (I') en Q.

On note S I'application réciproque de S.

a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de S™.
b) Montrer que S™(A)=Q.

¢) Quelle est la nature du triangle BJQ ?

d) Prouver que K est le milieu du segment [ QI].

4) Soit 0 =SoS ou S(AB)est la symétrie orthogonale d’axe (AB).

(4B)

a) Justifier que ¢ est une similitude indirecte et déterminer ses éléments caractéristiques.

b) Déterminer o(Q) et 6(J).
c) Ladroite (1J) coupe la droite (QB) en un point M.

Déterminer et construire le point M'=G (M).
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Exercice 2 : (4 points)
Soit ke N* et r le reste modulo 7 de k.

1) Montrer chacun des résultats suivants :
k®=1(mod 7), si et seulement si, r {1, 2, 4}.

k® =6 (mod 7), si et seulement si, r {3, 5, 6}.
k®=0 (mod 7), si et seulement si, r = 0.
2) Soit (x,y) € N*xN*, Déterminer les restes possibles modulo 7 de x® +y°.

3) Pour tout a € N*,on désigne par E_ :{ (x,y) e N*xN*, x> +y® =a }

Montrer que les équations x°+y*=3(mod 7) et x*+y® =4(mod 7) n'admettent

pas de solutions dans N*xN*,

4) On considere I'ensemble Egqy,. Supposons qu'il existe (x,y) e N*xN*tel que (X,y) € Egggq-
a) Montrer alors que x=0 (mod 7) ou y=0 (mod 7).
b) Déterminer Eggq,.

Exercice 3 : (5 points)

On dispose d’'une urne U; contenant deux boules noires et deux boules blanches et d’'une urne U,

contenant une boule noire et trois boules blanches. Toutes les boules sont indiscernables au

toucher. On procéde a I'expérience aléatoire suivante :

On tire au hasard une boule de U;.

- Si elle est blanche, on la remet dans U, et on tire simultanément deux boules de U, ,
- Si elle est noire, on la met dans U, et on tire simultanément deux boules de U, .

On considére les événements suivants :

A « La boule tirée de U, est blanche. »
B « On tire deux boules blanches de 'urne U, . »
C « On tire deux boules noires de 'urne U, . »

D « On tire deux boules de couleurs différentes de 'urne U, . ».

Page 2 sur 5
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1) a) Recopier et compléter I'arbre de choix suivant :

7

y A TT—_ A~D

KmB

/ —_
\K .
P

ANB

ANC

b) Déterminer p(B) et p(D).
c) Montrer que la probabilité qu’il ne reste aucune boule noire dans U, est égale a % .

2) Soit X la variable aléatoire ayant pour valeur le nombre de boules noires restantes dans U,.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Quelle est la probabilité qu’il reste au moins une boule noire dans U, ?

3) On répete n fois de suite (n>1) et de maniére indépendante I'expérience aléatoire précédente.

On désigne par F, I'événement : « Il ne reste dans U, aucune boule noire pour les (n-1)

premiéres épreuves et il reste au moins une boule noire a la n®™ épreuve ».

Quelle est la probabilité p, de F, ?

Exercice 4 : (6 points)
Soit f la fonction définie sur ]-1,+ oo par f(x) = %
X

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,T ])

A)
1) a) Montrer que Iim+f(x):+ oo, Interpréter graphiguement le résultat.

X—>—1
. . f(x . . .
b) Montrerque Iimf(x)=+ o et lim Q:O. Interpréter graphiquement les résultats.
X—>+o0 X—>+o X

2) a) Montrer que f est dérivable sur ]-1+ oo.

X +In(1+ x)

b) Montrer que f'(x) = 5
(1+x)

, X> -1,

c) Montrer que x+In(1+x) >0, si et seulement si, x > 0.

d) En déduire le tableau de variation de f.
e) Tracer (C).
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f(t)
t

B) Soit G la fonction définie sur [1, + o[ par G(x) :J- — dt.
1

n+l

Pour tout entier n>1, on pose Vn = j " f(t") dt et on considére la fonction F. définie sur[], + oo[
1

par F_ (x):J‘Xn %t) Wt dt.

1

1) Montrer que G(x) = %In 2(1+ X) —%In 2(2), x=>1.

2) Montrer que pour tout x>1, G(x")<F, (X)<xG(x").
3) Montrer que F, est dérivable sur [1, + o et que F'n(x):nf(x”), x>1.

+
4) En déduire que pour tout entier n>1, n V, = Fn(n—l).
n

5) a) Montrer que G{[n—ﬂj j nv, < (n_ﬂ)G([n_ﬂj j n>1.
n n n

n nin (12 n
b) Vérifier que (nTJrlj =e ( ”].En déduire que Iim[—j =e.

IA

n—>+o n

c) Déterminer lim nV puis lim V .

n—+o0 n—>+o0

Page 4 sur5
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Signatures des surveillants

Epreuve: Mathématiques - Section : Mathématiques
Session de contrble (2020)
Annexe arendre avec la copie

Figure
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Lycée Rue Ahmed Amara Le Kef ELéMENTS DE CORRECTION
RO OO
Habib Gammar Session de contrdle 2020 Mathématiques | 4°M | 4 Heures

Exercice 1

1) S lasimilitude directe de centre B telle que S(J)=C

*S est d’angle (BT]?B?) = —% [27]

BC 1 _ 1 _ 1 _ 2 _2J3
BJ

*S est de rapport

cos(C%J) cos(%) J3 3 3

)

2) a) Le triangle BKO est rectangle en K
- A\ .
- (BK , BO) = —% [2x]

. BO _ 1 1 _ 1 _2J3 = S&K=0
BK 3

cos(KJ/!\?O) cos(%) g

2) b) (I') est le cercle de centre K et passant par B alors S(I') est le cercle de centre S(K)=0
et passant par S(B)=B.
Comme (I'') est de centre O et passant par B alors S(I')=T".
2)e) SN =T'" ,S(B)=B et S(A)=A'
(I') est de diamétre [AB] alors (I'') est de diameétre [A'B]
Comme (I'') est de centre O alors O =B#*A' donc A' =S, (B)
3)a) S ! estlaréciproque d’une similitude directe S de centre B de rapport 2 et d’angle —%

V3
J3

alors S est une similitude directe de centre B de rapport o et d’angle = .

«(BA. BQ)=(BA . BP)[2n]=(CA.CP)= 2 [2x]

3)b) = 51(4)=Q
. Bg =cos(QBA)=cos(%)=—‘/2E
S1(A)=@Q
3)c) S est une similitudeet { S '(B)=B donc S (ABC)=QBJ
SIC)=dJ

Comme ABC est un triangle équilatéral alors BJQ est un triangle équilatéral.
A
3) d) * ABC est un triangle équilatéral et I = B*C alors AI B = %
A
e @ e (I') le cercle de diameétre [ AB] alors AQB = %

A A A
« IBQ=IBA+ABQ="+%_-T
Q el S N

alors AIBQ est un rectangle et comme K = A* B alors K = A*Q

1/6 || CORRIGE : Session de contrdle 2020 | 4 M | Mathématiques |
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% et d’'un

4)a) ¢ =S50S 45, alors ¢ est la composée d’une similitude directe S de rapport

antidéplacement (similitude indirecte de rapport 1) S ,p, alors o est une similitude indirecte.

¢ + ¢ estde rapport 2f x1l= 2\:45 #1

* Comme o(B) =88,z (B)=S(B)=B alors ¢ estde centre B.

A
* 6(A)=S:8,5,(A)=S(A)=A' alors I'axe de o porte la bissectrice intérieure de ABA’

Hb)* 6(Q) =SS 45 (@ =S(N)=C
* o(J)=S0S 45 () =S(Q) = A

K=Q+I

4)c) ® L) =0 = O0=I'"#C et comme O=P*C=1"=P
o(@)=C

o(l)=1'

o {M}=(UJ)~(BQ) alors {o(M)} =o(IJ)c(BQ)

c(B)=B
o(@=C [o(I)=(PA) N
oh=P = lo@@-@e) = M I=A4DNEO)

o(J)=A
(M)
Al
\\\ J
e I M
Jo
' ",
! 5 So
,' K..'. s\\
A i : 2 B
-' P
Q
(N
MI
4 M | Mathématiques |
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keN", r le reste modulo 7 de k. [kzr(mod7)]
1) k=r@mod7) alors £*=r”(mod7)

reste modulo 7 de k& 0 1 2 3 4 5 6
reste modulo 7 de k° 0 1 1 6 1 6 6

alors ¢ k% =1(mod7), siet seulement si, r e {1,2,4}
¢ k® =6(mod7) , si et seulement si, r < | 6

¢ k% =0(mod7) , siet seulement si, 7 =0

2) (x,y)eN"xN"

reste modulo 7 de x?
: 0 1 6
reste modulo 7 de yd
0 0 1 6
1 1 2 L
6 6 0 5
reste modulo 7 de x? + y?

alors les restes possibles modulo 7 de x® + y? sont {0,1,2,5,6}

3) aeN' et E, ={(x,y)e N*xN* 2% +33 =a}
Comme 3 et 4 ne sont pas des restes possibles modulo 7 de x? +y?
alors il n’existe aucun couple (x,y) e N* xN* tel que x° + y® =3(mod7) et x° +y® =4(mod7)
4)a) Ona a=9990 et 9990 = 1(mod7) alors x”? + y® =1(mod 7)
done (x3 =0(mod7) et y® El(mod7)) ou (y3 =0(mod7) et x® zl(mod7))
alors x=0(mod7) ou y=0(mod7)

4)b) (x,y)e Eyyy, alors x=0(mod7) ou y=0(mod7)

x=0(mod7) 7t 14 21 28
x% =0(mod7) 343 2744 9261 21952

¢ x% + 3% =9990 alors x <28
*Six=T7 ; (x? =343) alors y® =9647  donc y nexiste pas.
*Six=14 ; (x? =2744) alors y® =7246 donc y n’existe pas.
*Si x=21; (x?=9261) alors y* =729 donc y =9

¢ De méme pour y au lieude x.

¢ alors Ey,, ={(9,21) , (21,9)}.

3/6 || CORRIGE : Session de contrdle 2020 | 4 M | Mathématiques |
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U,:[2N +2B] et U,:[1N +3B]
: « La boule tirée de U, est blanche. »
: « On tire deux boules blanches de I'urne U, . »

: « On tire deux boules noires de I'urne U, . »

SaQw»

: « On tire deux boules de couleurs différentes de I'urne U, . »

B :(ANB)

) 0.5
1)a)op(B/A):g—?: :%:0.5 A <
0.5 0.5 D :(AND)

o |

3
4
. = 05 8
p(B/A)— B —‘1—0‘—0.3
e p(C/A)="2===0.1
= c: 10 95 - 0.1
0.6

1)b) ¢ p(B)=p(AnB)+p(AnB)=p(A)-p(B/A)+ p(A)- p(B/ A)

=0.5%x0.5+0.5x0.3=0.25+0.15=04=

¢ p(D)=p(AnD)+p(AnD)=p(A)-p(D/A)+p(A)- p(D/A)

B :(AnB)
C :(An0C)
D :(AND)
2

5

=0.5x05+0.5x0.6=0.25+0.3=0.55 = ;—(1)

1) ¢) La probabilité qu’il ne reste aucune boule noire dans U, est:

e p(AnD)+p(AnC)=p(A) p(D/A)+ p(A)-p(C/ A)

~05%x05+05x0.1=0.25+0.05=0.3= 1—?2)

2) a) X :Le nombre de boules noires restantes dans U, .

X(©Q)={0,1,2}
X; 0 1 2
p(AND)+p(AnC) p(AnB)+ p(AnD) p(AnB)
piX=x) 3 11 3
0.3=—- 0.5x0.5+0.5x0.6=0.55==-= [ 0.5x0.3=0.15=—=-
10 20 20

2) b) La probabilité qu’il reste au moins une boule noire dans U, est :

¢1-p(X=0)=1-0.3=0.7

3) F, : «il ne reste dans U, aucune boule noire pour les (7 —1) premiéres épreuves et il reste

au moins une boule noire a la niéme épreuve. »

e p,=[p(X=0]"x[p(X21]=(0.3)"1x0.7
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A Flay=202)  oor 9 sl

1+x
1)a) ¢ lim f(x)= lim M =+ ¢ La droite x =—1 est une asymptote a (%})
x(-1)" x>(-1)" +Xx

Db) ¢ lim f(x)= lim XA+ _ 4 (% ) In(1+x) =+
Xm0 >0 1+x x>0 14+x ——
N e +0

1

¢ lim Mz lim In(1 +x) = Y In(?) -0
X+ X Xr+x 1 + x 2—> 400 t

¢ (#;) admet une branche parabolique de direction celle de (O,z“') au voisinage de +o .

2) a) * x— 1+x est dérivable, strictement positive sur ]-1,+=][.
alors x — In(1+x) est dérivable sur 1-1,+ool.

X
1+x
alors f est dérivable sur |—1,+x].

* x> est une fonction rationnelle dérivable sur R\ {—1} done sur ]—1,+x].

2)b) Vxe]l-1,+x[

(1><1n(1+x)+11 xx](1+x)—1xxln(1+x) (ln(1+x)+1x )(1+x)—xln(1+x)
+x

] _): +:X. : _
Fe (1+x)? (1+x)?
_ (1+x)In(1+x)+x—xIn(1+ x) _ In(1+x)+xIn(1+x)+x—-xIn(1+x) _ x+In(1+x)
(1+x)> (1+x)? (1+x)?

2) c) ¢ Soit A(x)=x+1In(1+x).

x+2 -0

X+

¢ h est strictement croissante sur ]—1,+x[ et comme A(0)=0 alors x+In(1+x)>0< x>0

® h est dérivable sur 1-1,+x[ et Vxel—1,4+[, A'(x) =

2) d) Tableau de variation de f . xz |—1 0 +o0
() — O +
2) e) La courbe (#) de f .
+o0 +oo
3 f \ /
0

e L e e o
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« F(2) * tIn(1+1) x In2(1+¢t) |
B)1) Vxell,+0l, Gx)=[ "L ge= (" 200+ 4, In{isd)de=| R A2+E)
YD Vaelleel, G =[] = i S [r-L T xIn+0) { = l

= A 2 a2 ___i 2 _l 2
= 2(1n (1+x)-1In (2)) 21n (1+x) 2ln (2).

2)Ona Vx>1, 1sth”:>§‘/Ts<'/?s\/”x" 1<t <x = f(tt)sf(tt)'\‘/?gf(tt)x

= jxn & dtSJ"T" ﬂ%/t_dtsxr" & d¢ alors Vx>1, G(x")<F, (x)<xG(x").
1 t 1 t 1 t

G(x") F, (x) G(x")

B+ F@=[" @Wdt L x>1.

eu:x x" est dérivable sur [1,+oo[
e u([1,+0[) = [1,+]

= F, est dérivable sur [1,+x[
ol @ '\‘/t— est continue sur [1,+oc[ "

« 1e[1,+00]
et F’,,,(::c)=nx"'1 _f(x"") Yx" =nx"? _f(xn"') x=nx" _f(a;") =nf(x").
' x x
49+ V, j f(t ydt ; n=1.

n+l n+1

nsl
V= rar )dt_—j > nf@h)dE = lj n F',,(ﬂdt:%[F,,(t)l"

n n
0

n n n

alors Vn>1, nV, =Fn(n—+l).
n

5)a)Ona Vx>1, G(x")<F, (x)<xG(x")

alors pour x=1t*1>1 G((n_’Ll)" )Spn(nﬁ“l)g[ n+1)G((n+1)n)
n n n n n

done G((”—*l)" )SnVn s(”_”)G((”—*l)" ) n>1.
n

n n

aln(1+l)  m{a+d)
5)b) * e n—e [ n }:(1+l)n:(n+1)n
n n

i +L In(1+k)
o lim (L) _fim "™ —lime F  =e'=e
n-—»+=o n n—>+ k-0
5)c) ¢Ona G((L”)"' )S nV, S[ Lo ) G(( R+lyn j et comme G est continue en e
n n n
. n+1
+ Tim (2t Ly - Jim 6{ b =6
alors "% n = . = lim nV, =G(e)
- lim G(x) = G(e) -,}Lrg( nn (( Bt 14 ) Gle) b
X—e e ——

*Ona V, = l(nV) alors limV, = lim 2(nV,)=0
Uiy

n—s+x n—+x N
e

0
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MINISTERE DE L'EDUCI\TIDN
EXAMEN DU BDACCALAUREAT

Session de controle

Epreuve Mathémntigues

Gecton  Mathémntigues

SESSION 2020

Coeltcient de 'éprauve 4

Dutée -dh
Corripgé et bardme de notation
Exercice 1 (5 points)
»-3"55'-“’3 = Elements de reponse Commentaires :ozlg
[ . = n g
{ (BJ.BC)., glz"l
keBC__ V1 28
J cos(BC) cns; K| 0.25
2al 0.25
21e) 2025
k) 2x0.25
32l S est una similituds dirgcle 0.25 2x0.25
de rapport 1{? de canlie B el d'angle % 0.25
&
o (BA.60) « (8A,87)[2r 0,25
=(CACP)=S[25] dou S(A)=0
§g=cas(0éfs}=cnsg:—‘,§ - B
k) S'(A) =‘Q 0.25 nature 0.5
5'(B) - B donc S'(ABC)-0QBJ
SNCy= 0,25 justification
ABC est snuiateral dues) el S esl une simililude
tone QB est équilatéral i -
3 0.5
i) ‘
3)a) a sniblude ndirecld 0.25 0.75
2 2
Le rapport est :jj x1. JJ A -
S(B)=8 donc B esl le cenlie de o A
n (A=SIAEAT done Face A polle I bissectrice 0.25
intenenre de angls [ HABAS J
alb] o (@)=51I=C = 2x0.25
a (1140 = Be () C est éyuilatérat mehrect donc A
A 1.4 S| N
ax) Mo (O] (L) done n(h)e n((BQ)) (1) 2x0.25
oK) - O 125,100 maraagl) - S (G 1
Fi]
Done allld)) - (AF) d'on M| = (BC)(AP) e
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Exercice 2 (4 poinls)

‘Question Eloments do réponse Commentaires Noww )
1) Soil ke 01" @l t le reste modulo 7 da k. 3x0.25

les restes moduln 7 de k.
1 [0 |1 [2]3 & 5 Ts

de k2
2) P y, - f(ﬂ'IOd?) 125
d'ol Ies restes possibles sont 0, 1,2 5¢l 6.
3) 3 et 4 ne sont pas des restes possiles done )l 2x0.25 0.5

n'exste aucun couple(x,y) c ' <IN tel que
x>+ y' =3(mod?) el %1y =4(nod7)

) x* vy' « Ymod7) 0.25 03
x = O{moxt 7) 0.25 ’
y = 0{mxl 7) 0.23
) S1y=7 alors x'= 9647 alors x n'exisla pas. 0.25 3x0.25
Siy=14 alors x'= 7246 alors x n'exisle pas.
Siy=21 alors x*= 729 alors x =9 0,25
Méme travanl pour x au keu de Y
Alors Eziea= {(21,9). (9,21) ) 0.25
Exercice 3 (5 points)
Quostion Elomonts de reponse Commentaires Note
1
)a) y/ AB 5x0.25 1,25
85 M ToE— An
0.5 A —;‘Orl AcC .
0.6 = AnD SU L 2020
115) ] ~ 1.1y 0 2 Formule apphquee « 2x0.5
PlE) = piBAA) e p(BA) -:;‘5"5'(;? "5 calcul (2x0.25)
=: Teiy el e Formule appliquée -
plD =D A« plD e A) =5’5 ‘ 5'5‘?‘ caleul (7!0.25’
1K) 1 probatuité qu'lt ne reste aucune bou'e noire = Gs
dans U, st plC)+pDrA) Traduction 0,25
T 11 1t 3 Fatmule applquée D.25
“{C)'”D"A"E"E‘E'E'I‘ﬁ o
2)a) (L) - 10,12} 1
; 4 =13, 1.6
. L Jiod + T R Yo |
s A e A )
) = . 7 Tiaduction 0,25 05
Yo oiXanipiX o2 ' .
i plX st olX=Npl ) 10 Caleul 0,25
7 = 7 (3y" Traducton 0.5 0.75
P x0T ep(X 2 ) 10 ( IOJ Caleul 0,25
MATHEMATIQUES -Section : Mathématiques-Session de contrble 2020 Covenitl ok v da metation | Page 2 surd

Annales BAC Section : Maths



2020 - Session de contrdle

Eléments de correction & baréme (officiel)

Exercice 4 (6 points)

(‘))::’osuon Ellomonts de réponse | _Commentaires | Noie
.'.'.f_rl “Xl':.l.lm (x ;‘—.;‘.In(x V) = wen 05
= ANors la droile x= -1 ast yne asympléte verlicale & (C)
3%0.25 YA
29) l'eslle produst de deux fonchions denvables sur 0.25
]‘\ ""-I quisonl xi-. ;xT‘-uno fonclion rationnetle
dérivable surson dommne de définiton et x ws In(x « 1)
compasee fle la fonclion In avec xi-» x + 1 ausst
dérivable sur son domaine
21b) Frxy < (8200010 x) ¢ x — xin(T+ x) 0.25
Pour x»\ena (Vex)
_Xd In(1 x)
_ (14 %y
2K SOth(x)=xHIn(1+x) h est dénvable sur |-L v el pour 0.25
toul x=1ona h(x)= Ex:—f > 0 pour toul x > -1, alors
h est sitictement crossante sur |- 144 et puisque
h(0)=0 alors hix) >0 ssi x>0
2)d) o
-1 0 ‘o
r . (] ' 0.25
Yo Ll oy
‘ \‘ 0 /V
2e) - 0,25 pour chaque 0,75
Clement manguant
(branche +
Asymptole
tangente)
A
1V ¥ vve—
B) -
1) . o B e 1
1,5 1,3 1.3 0.25
X) = 2| = ZIn(1s %) - - e
G(x) 5 (1 )]‘ 2n( ' %) 2!n{2)
2 Pour x =1 1<t <x™ alors 1< 47 <Y . |0
alors 1« Wt < x alors '-“-l-)- < '('ﬂw'.: x 1‘# 0.25
.n '") & .n l(.)" . . .n '("
I alors l‘ ) { dt ..I‘ T.il i" _::!.—v ‘{- ol 0?5
]| Dénvatune 025 | s
i ) .l Déween 25 .

MATHEMATIQUES -Section : Mathematiques-Sessian do contrdlo 2020
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_4) [lo‘) 1 0'25
pourn21.v,‘=L "f(tnﬂﬂ—;[ "F'n(l)dt -
1 1 1
e 00 dy- IR =210 ) done vy =Fo(1+ ) WED
5)a) Daprés 2) on a G(x") <F,,(x) € xG(x") 0.3
1 1 1 1
lors G((14 =)")<F (1+ =)< (1+ =)G((1+=)"
alors G(( +=) )<Fu( *n) (+n) (( +n) )
alors G{(1 + %)")Snvn <(1 f%)G(U »F%)"), n>1.
| 2x0.25
5)b) (1 1)" ) In[[lun)") =en ln(h':-) 0,25
n
1
In"'ri)
n n(h-‘) -
alors lim (11--—)" = lim "=lime " =e 0,25
N-pex N-sé¢m N-reo
5)c) ) N _ 1.0 2x0,25
nIlm G((1+—) )=G( lim (1+-)") =G(e)
o0 n N=vin n
d'otr lim (nV,)=¢& (&)
M=t
1
Vn ’-'E(nvn)
d'ou fim (V,)=0xe=0
n-+4x
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EXAMEN DU BACCALAUREAT . ..
Session principale

REPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION 2021
. . Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques
MINISTERE DE L'EDUCATION
Durée : 4h Coefficient de I'épreuve : 4
* ¥ ¥ ¥ ¥

N° d’inscription | ‘ | | ‘ | |

Le sujet comporte quatre pages. La page 4/4 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5.5 points)
Le plan est orienté dans le sens direct.
Dans la figure de I'annexe jointe, OABC est un rectangle de centre I tel que

oc=1, (071,(%) = % [27] et D le point du segment [OA] tel que OD = OC.
1) a/ Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui envoie O sur I et D sur B.
b/ Montrer que f est une rotation d’angle %

¢/ On note Q le centre de f. Construire Q.
2) Soit g 'antidéplacement qui envoie O sur I et D sur B.
a/ Montrer que g est une symétrie glissante.

b/ Soit J le milieu du segment [OI] et K le milieu du segment [BD].
Les droites (JK) et (OA) se coupent au point E.
Montrer que g(E)=..

¢/ En déduire que g=Syxk) o 55
3) a/ Montrer que f'o g=S4). En déduire que f(E)=d.

b/ Comparer OFE et OJ. En déduire que les droites (OQ) et (JK) sont
perpendiculaires.

Dans la suite, on munit le plan du repére orthonormé direct (O,@ ,O_(f').
On note z; , z; et zg les affixes respectives des points I , J et K.

¥4
4) a/ Justifier que z; =e'6.
. T
b/ Montrer que zg —zg = cos(l”—z)elﬁ.
¢/ Déterminer une mesure de ’angle orienté ( O—D>,eﬁ{) ).

5) Soit M un point de la droite (JK) . On désigne par N le symétrique de M par
rapport a (OA) et par P I'image de M par g.

a/ Soit r la rotation de centre E et d’angle —%.
Montrer que r(M)=N.

b/ En déduire que f(N)=P.

-1/4 -
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Exercice 2 (4 points)
1) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N, 21" =1+ 20n (mod 100).
b/ En déduire les deux derniers chiffres de 'entier 2021292,

On note E I'ensemble des entiers x € Z tels que pour tout n € N,
x"=1+n(x—-1) (mod 100).

2) Vérifier que 21 est un élément de E.
3) Soit x un élément de E.
a/ Montrer que (x—1)2= 0 (mod 100).
b/ En déduire que x =1 (mod 10).
4) Soit g € Z. Montrer que pour tout ne N, (1+10 g)"=1+10 nqg (mod 100).

5) Déterminer ’ensemble E.

Exercice 3 (6 points)
1+Inx

1) Soit ¢ la fonction définie sur ] 0,+oc0 [ par ¢(x) = . On désigne par (%)

sa courbe représentative dans un repeére orthonormé (O,?,f) du plan.
a/ Calculer liI(I)l p(x) et xliIPoo @(x). Interpréter graphiquement les résultats.
x—0t =

—Inx
b/ Montrer que pour tout x >0, ¢'(x) = 5
x

¢/ Dresser le tableau de variation de ¢.
d/ Tracer la courbe (%), en précisant 'intersection avec ’axe des abscisses.

Dans la suite de I’exercice, n est un entier supérieur ou égal a 1.
1+In(x+n)

x+n
On désigne par (%,) sa courbe représentative dans le repere (O,i,)) .

a/ En remarquant que ¢,(x) = ¢(x +n), montrer que (%,) est I'image de (%)
par une translation que l’'on précisera.
b/ Tracer (%71) dans le repére (O,Z,f).
3) Soit A, la fonction définie sur ] 0,+oc0 [ par A ,(x) = ¢, (x) — @(x).
a/ Montrer que pour tout x =1, h,(x) <O.
b/ Montrer que pour tout x de 10,11, A/ (x) <O.
¢/ En déduire que I'équation A,(x) =0 admet dans l'intervalle ] 0,+oco [ une

2) Soit ¢, la fonction définie sur | —n,+oo [ par ¢,(x)=

unique solution «, et vérifier que — < a, <1.
e

4) a/ Montrer que n+ 1+ a,,1 > n+a,,.
b/ Comparer ¢(a,.1) et @(a,).
¢/ Montrer que la suite (a,),-1 est convergente. On note ¢ sa limite.

d/ Justifier que nl_iI}loo ¢(a,)=0. En déduire la valeur de 7.

- 2/4 -
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Exercice 4 (4.5 points)

1) Soit F' et H les fonctions définies sur [0, +ool par
x 4
F(x) = /1 e Vidt et H(x)=——2( 1+x)e V=
e

a/ Montrer que F est dérivable sur [0, +oo[ et donner F'(x).
b/ Montrer que pour tout x >0, F'(x) = H(x).
¢/ En déduire que F(0) = H(0).

2) Soit G la fonction définie sur [0, +oo[ par G(x) =/1x Vie Vidt.

a/ En remarquant que pour tout ¢ >0, = , montrer a ’'aide d’'une

t
2 vi
intégration par parties que G(x)=— —2xe~V* + 2F(x), pour tout x > 0.
e
2
b/ Justifier que G(0) = — + 2F(0).
e

3) Ci-dessous on a tracé , dans un repeére orthonormé, les courbes (467) et (¢,) des
fonctions f et g définies sur [0,+oc0 [ par f(x)=e V¥ et g(x)= xe V™.

=7l

Pour tout A = 1, on désigne par «7) I'aire en (u.a) de la partie du plan limitée
par (6}), (6,) etles droites d’équations respectives x =0 et x = A.

6
a/ Montrer que <] = — — 2.
e
b/ Montrer que pour tout A > 1, o) = @/ + G(1) — F(A).

¢/ Calculer Alim ).

—+00
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Signatures des surveillants

Epreuve: Mathématiques - Section : Mathématiques
Session principale (2021)
Annexe arendre avec la copie
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: . s | ) v Mathbmati :
ncipale 2021

Une correction possible proposée par Kool Mohamed Hechmc
Exercice 1

1) a) Dans le triangle OBC rectangleen C,on a:
sin(0BC) = sin (%) = 22 = 2 alors OB = 20C par suite 2/B = 20D donc IB = 0D = 1 # 0

alors il existe un unique déplacement f qui transforme O en I et D en B.
b) Soit a I’angle de f alors a = (_O_kaﬁ) [2m] = (571)’,\5)_3) [27] = g[ZTt]
alors f est une rotation d’angle %
c) On a 2 est le centre de f alors med[0I|l N med[DB] = {2}
d’ou la construction de £2.
2) a) On g est un antidéplacement alors g est soit une symétrie axiale soit une symétrie glissante et
comme med[O0I] +# med[DB] alors g est une symétrie glissante.
b) Soit Alaxede g, ong(0) =Ietg(D)=B alors OxI=Je€A e Dx*xB=KecA
par suite A= (JK).
On pose g(E) = E' etonag(0) =I1etg(D) =B alors (E’YAﬁ;’) =— (ﬁAﬁ) [21] = —w[27]
par suite E' € (IB) d’autre part E € (JK) alors E' € (JK) donc E' € (JK) n (IB) = {J}
alors g(E) =].
c) Soit i le vecteur de g alors g = t; 0 Syiy = Syk) 0 ty
9(E) =tz 0Syi)(E) = tz(E) =] E € JK) alorsu = EJ par suite g = t5i 0 Syk) = Syk) O tgj
3) @Onftog(0)=f1(g0)=f'D=0 carf(0)=1I
d’autre part f~1og(D)=f1(g(D))=f1(B)=Dcar f(D)=B
Sw0an(0)=0 et Sos(D)=D carD € (0A)
alors f~1 0 g(0) = S(94)(0) et f~' 0 g(D) = S(oa)(D)
Ona f~1o0 g estla composé d’un antidéplacement et d’un déplacement alors f~! 0 g est un
antidéplacement et on a S g4 est un antideplacement
f~1 0 g et S(oa) coincides en deux points distincts alors f~' 0 g = Sga).
flog=Som=>foflog=fo0Swas =9g=Ff0Swa
onag(E) =] alors f 0 Sg4 (E) =] alors f (S(OA)(E)) =Jdonc f(E) =]
b) Onag(E) =] et g(0) = I alors OE = IJ (tout antidéplacement conserve les distances)
etJ=0=«Talors0O] =1J

conclusion OE = 0].

Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/
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ona OE = 0] donc O € med|E]J]

ona f(E) = J alors 2E = 2] donc 2 € med|[E]J]

par suite (02) = medmed|[EJ] donc (0R2)_| (EJ) or K € (EJ)
alors (02)_ | JK)

4) a)OnOI = 1et (53,57) = Z[2m] alors

or=1 E
{(ﬁ)’,ﬁi) E%[Zn] ez =€

OB =20C =2 -

b) O”a{(ﬁ,ﬁ) ="[2m] <78 =2€°

Onazp=1

LT
+ 2e'6+1
onaK=Bx*D alors zx=""2=>""

SE]

i
Zotz z e
onaJ=0=x*I alors zj=%=;’=7
R L T 15( o134 o—i13
_2e'6+1  e'e _ e'e+1 _ eletel® €l e1ite —cos(”)e%
2 2~ 2 2 2 - 2

ZK — Z] = COS (%) ei%
c) Ona (ﬂ) =arg (ﬂ) [2m] = arg(zK - z,) —arg(zp)[2n] = % [2m]
(ﬂ) = % [27]
5) &) ON S(gx) (M) = N et E € (0A) alors EM = EN et (EM ,EN ) = —2 (0D ,JK) [2m] = — X [2n]
EMiEN
(W,ﬁ) = —g[Zn] or(M)=N
r(E)=E
b) On g = fOS(OA)
gM)=P o foSoy(M)=P < f(N)=P

0

b - - -

IN

Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/
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1) a)Onpour=0,21°+20x0 =1donc21° =1 + 20 x 0(mod 100)
Soit n € N supposons que 21™ = 1 + 20 x n(mod 100)
montrons que 21™*1 =1 + 20 x (n + 1) (mod 100)
211 = 21™ x 21(mod 100)
=21(1+ 20 x n)(mod 100)
=21+ 21 x 20n(mod 100)

=1+4+20+ (20 + 1) x (20n)(mod 100)

1+ 20 + 20n + 400n(mod 100)
=1+ 20+ 20n(mod 100) car 400n = 0(mod 100)
=1+ 20x (n+1)(mod 100)
Conclusion pour toutn € Nona21™ =1 + 20 X n(mod 100)
b) On a2021 = 21(mod 100) = 20212°21 = 212921 (;m0d 100) =
20212921 = 1 4 20 x 2021(mod 100) d’apres 1)a)
2021 = 21(mod 100) = 20 x 2021 = 20 x 21(mod 100) = 20 x 2021 = 420(mod 100)
= 20 x 2021 =20(mod 100) =1+ 20 x 2021 = 21(mod 100)
alors 20212921 = 21 (mod 100)
alors le chiffre des unités de 20212921 est 1 et son chiffre de dizaine est 2
2) On aE est I’ensemble des entiers x vérifiant x® = 1 + n(x — 1) (mod 100)
d’aprés 1) aon a 21™ = 1 + 20n(mod 100) ce qui donne 21™ = 1 + n(21 — 1)(mod 100)
alors 21 est un élément de E
3) a) On a x est un élément de E alors x™ = 1 + n(x — 1) (mod 100)est vrai pour toutn € N
spécialement pour n = 2 alors x2 = 1 + 2(x — 1)(mod 100) , x?> = 1 + 2x — 2(mod 100)
x? —2x+1=0(mod 100) , (x — 1)?> = 0(mod 100)
b) On a (x — 1)? = 0(mod 100) alors il existe un entier k tel que (x — 1)? = 100k = 10(10k)
alors (x — 1)? = 0(mod 10)

Soit a un entier, déterminons le reste modulo 10 de a?

Reste modulo 10 de a |0|1 |2 |3 |4 ‘5 |6|7 |8 ‘9 ‘
[5]e]o]4]

Reste modulo 10 de a? |0| 1|4 | 9|6 5

Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/
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alors a? = 0(mod 10) si et seulement si a = 0(mod 10)
par suite (x — 1)? = 0(mod 10) si et seulement si x — 1 = 0(mod 10) alors x = 1(mod 10)
4) Onapourtoutn € N
(1+10g9)™ = €%1™ x (109)° + €111 x (109)! + €C21™2 x (10q)? + -+ C*1° x (10q)"
=1+ 10qCL + (10q)2CZ% + (10q)3C3 + --- +(10q)"C"
=1+ 10qCL + 10% x g?C% + 1003 x g3C3 + --- +100™ x g™
=1+ 10nq + 100g%C2 + 100 x 100%2¢3 x C3 + ---100 x 100" 1g»
=1+ 10nq + 100(g%C% + 100%2¢3C3 + --- + 100" 1q™)
on a100(g%C2% + 100%2¢3C3 + --- 4+ 100" 1g™) = 0(mod 100)
alors 1 + 10nq + 100(q%C% + 100%¢3C3 + --- + 100" 1q™) = 1 + 10nq(mod 100)
par suite (1 + 10q)™ = 1 + 10nq(mod 100)
5) Onax€eE=>x=1(mod10)=>x=1+10q ,q € Z

vneN (1+10g)" =1+ 10ng(mod 100)

=1+ (1+ 10q — 1)n(mod 100)
alors 1 + 10q est un élément de E

I’ensemble des solutions de E de la forme +10q ,q € Z

1+inx

1) a) liror;rfp(x) = li1g_zF —— = —oo donc la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a ( G)

x—> xX—
limo(x) = lim 22 = [im 1 + ™ = 0 donc 1a droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale
X—+0 XxX—+w x xX—+w X x

a ('G) au voisinage de +oo

" lx—A+nx) - _
b) Onapourtoutx>0;<p’(x)=(1+i"x) = TP by Chix

X X X

c) Onapourtoutx > 0; ¢'(x) = _:;x alors ¢’(x) prend le signe de —In x sur |0, +oo[

P(x)=0,x=1

x |10 1 + o0
o' (x) + -
@ (x) 1
—00 0
Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/
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d)OnaM(x,y) € (0,i) N ( 6‘)@{"’;’6):,0

px)=0 @%:0 © 1+lnx=0 o Inx=-1 & x=e‘1=%alorslepointe,0)estle

point d’intersection de ( G ) et ’axe des abscisses.

15
1
i
0.5

1/e .
-05 © 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
-0.5
=1
2) a) Ona pour tout € N*, @, (x) = % X €]-n,+oof

=@(x+n) telquex+n>0

M(x, ¢(x)) €(G), M'(x, p,(x)) €( Gn) alors M’ = t_,;(M) par suite ( Gn) est 'image de ( G ) par

la translation de vecteur —ni ( notion vue en deuxieme année )

b) On a ( 1) est ’image de ( G) par la translation de vecteur —

0.5

1/e
-1 -05 @ 05 1 1.5 2 25 3

3) a) Onapourtout>0, h,(x) = ¢@,(x) —@(x)

pour tout > 1, h,(x) = ¢, (x) — @) = @(x +n) — @(x)

Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/
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onax+n = x or lafonction ¢ est décroissante sur [1,+oo[ alors @(x + n) < ¢(x) donc

o(x+n) — @(x) <0 parsuite h,(x) <0

_ In (x+n) Inx
(x+m)2 x2

b) On apourtoutx € 10,1], h',,(x) = @',(x) — @' (x) =
orxel0,1]etx+n>1alorslnx <0et In(x+mn) > 0donc pourtoutx € ]10,1] h',,(x) <0

b) * Sur Pintervalle [1,+o[ on a h,(x) < 0 alors I’équation h,(x) = 0 n’admet pas de solution
dans [1, +oo[
*On a h,, est continue et strictement décroissante sur 10, 1] donc h,, réalise une bijection de 10, 1]
sur h,(]0,1]) = [ h,(1),+o[ etcomme h,(1) < 0 (d’apres 3) a))
alors 0 € [ h,,(1), +oo[ par suite ’équation h,,(x) = 0 admet une unique solution a,, dans ]0, 1]
conclusion ’équation h,,(x) = 0 admet une unique solution a,, dans ]0, +co]
h, (%) >0 et h,(1) > 0 alors h, G) X h, (1) donc % <a,<1
4) Q) 0Na <ty <1o21+-<1+au1<2 = Lt >1+s (1)
etona %<an<1 = <1 (2
de@Qe@1+a,1>a, = n+l1+a,,1>n+a,

b)Onan+1+ a,,; >n+ a, > 1etlafonction ¢ est décroissante sur [1,+co[ alors on a
en+1+a,4) <pn+a,) or p(x+n)= @,(x)alorsen+ 1+ a,.1) = Pniq(Ani1)
donc [@nea(@nia) < @n(ay) (3)
d’autre part h(a,) = ¢,(a,) — ¢(a,) = 0 ce qui donne @, (a,) = ¢(a,)
donc @pi1(aniq) = @(a,q)
Pinégalité (3) devient @(a, 1) < @(a,)

c) On p(a,.+1) < @(a,) on aa, et a,,, sont dans Pintervalle ]0, 1] et la fonction ¢ est strictement

. . . - - ) 1
croissante sur ]0,1] donc a,.¢1 < a, alors la suite (a,,) est ,décroissante et minorée par - alors la

suite (a,,) est convergente et converge vers une limite ¢.

. T T 1+in (n+ay) _ 4. 1 In (n+ay)
d) lim g(a,) = lim @n(ay) = lim === = lim o+ =
limn+ a,, =+ donc lim L —o
n—+ow n-+oontay
lim 2% = 0 donc lim 2% — o
x—>+w0 X n-+ow N+ay
par suite li1+n o(a,) =0
n—>+oo
Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/
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la suite (a,,) converge vers une limite ¢, ¢ est continue en ¢ alors liT p(a,) =@(€)=0
n—->+owo

donc1+In(¢)=0 , In(¢)=-1, (==

, 1
alors lima,, = -
n-+w e

X
4
1) F(x)=f eVt dt et H(x):z—2(1+\/§)e“/5 X € R,
1
a) t — eVt est continue sur R, et 1 € R, alors x — F(x) est dérivable sur R, et F'(x) = e V*
b) Soit la fonction U définie sur 10, +oo[ par : U(x) = F(x) — H(x)

U est dérivable sur 10, +oo[ et U’ (x) = (F(x) — H(x)) = e™V* — (g -2(1+ \/E)e“ﬁ) '
—e V¥ 42 ((1 + \/E)e“ﬁ)l

= e V% L e vx_ L oVx
=e x+2(2ﬁe *—55€ x(1+\/§))

E E
CE e e m
e AT s e 0

donc U(x) =c,ceR orU(1)=F(1) —H(1) =0 alors c = 0 par suite F(x) —H(x) =0six>0
conclusion Vx > 0 F(x) = H(x)
on a F et H sont continues sur R, donc F et H sont continues a droite en 0

limF(x) = limH(x) = H(0) par suite F(0) = H(0)

2) G(x) = jxx/?e—ﬁ dt  x€[0,+oof
1

x -1
t X (—)e— tdt

X xt
a)soit t>0 G(x)=j\/?e“/?dt=J—e“dt=—2J
) 1 1Vt 24/t

1

on pose Uuit)=t v =1

V'(t) = %e‘ﬁ V() =eVt
_ _ —vil* _ ¥ o _ _ —vel* _ Vi
G(x) 2([te ]1 fl e dt) 2([te ]1 fle dt)
=-2 (xe“/; —e 11— flxe‘ t dt> =-2 (xe“/; - % - F(x))

2
=5 2xe V* + 2F(x)

alors pour tout x > 0ona G(x) = 3— 2xeV* + 2F(x)

Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/
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b) les fonctions G et F sont continues a droite en 0
alors limG(x) = 6(0) = lim 2 — 2xe™* + 2F(x) alors 6(0) = 2 + 2F(0)
x—0% x—0t e e

3) a) f(x) = eV* et g(x) = Vxe > pourx € [0,+oo[
1 1 1 1
A, = — g()ldx = — g(x) dx = dx — d
o= [ 11w - g@lax = [ g0 -genax= [ eax— [ guoax
1 1
=je"‘dx—J\/§e“/de
0 0
0 0
= —J e“/zdx+.[ VxeV* dx
1 1

2 2 2 4 6
=—-F0)+60)=—+F0)=—+HO0)=—+——-—2=—-2
e e e e e
alors 4, =§—2ua

b) Soit A > 1
A 1 A
4, = f F () — g ()| dix = f F () — ()l dx + f IF () — g ()l dx
0 0 1
1 A
- f (F(x) — g(x)) dx + f (g(x) — F(x)) dx
0 1

A A
=A1+f Vxe Vx dx—f e V¥dx
1 1
=A4,+GQ) - FA)
0)A;=A1+G)—F() =2—2+-—21e" + H(A)
or d’apreés 2) ¢) G(x) == — 2xe™V* + 2F(x) d’ou G(x) — F(x) =>—2xe™* + F(x) avecx >0

par suite 4, = S -2+ % —22e 1+ F(2)

= g —2-22e VA4 H(A) carpourtoutx >0 , F(X) = H(x)

=2-2-22eV+2—2(1+VA)e VA =Z -2+ —22e"V% — 2¢7VE — 27 V2

e

- %— 2 —41e V1 —2¢~V%

limA, = lim 2 —2—-4)e~V% — 2¢~V2

A—>+0 A—>+o0 € 3
donc limA; = Z_»
A—>+0 e
Kooli Mohamed Hechmi http://mathematiques.kooli.me/
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MATHEMATIQUES
Section : Mathematiques
Session principale 2021

Exercice 1 :
1/ a/ OABC estun rectangle de centre | donc 10 = IC et comme

(Si , @jzg—g[Zn] ou encore [a , O—Cjz%[Zn] alors 10C est

équilatéral.
Ainsi IB=10=0C et OD = OC alors OD = OB = 0, par suite il existe un
unique déplacement f tel que f(O) =1 et f(D) = B.

Y (@T@jEG@?;@)[ZR]E(m?@j[zn]zg[zn].

Comme % # 2kn donc f est une rotation d’angle g

¢/ Lecentre Q de f est le point d’intersection des médiatrices de [Ol] et [BD].
med([OI]) m med([BD]) = {Q}
2) al gestl’antidéplacement tel que g(O) = | et g(D) = B donc g soit une symétrie
orthogonale soit une symeétrie glissante et comme on a
med([Ol1]) = med([BD]) alors g est une symétrie glissante.

b/ g(O) = 1g(B) = D donc I’axe de g est la droite des milieux des segments [Ol]
et [BD] qui est (IK).
On sait que 1’axe de la symétrie glissante est globalement invariant ¢’est-a-
dire que g((JK)) = (JK).
Maintenant : E€(OD) donc g(E) (IB) et E<(JK) donc g(E) €(JK)
Il vient alors que g(E) €(IB) n (JK) ={J}, par suite g(E) = J.

¢/ g=t;08 ) =S(j)ot,; et comme E€(JK) alors g(E)=t;(E)=1J et par suite
u=EJ.
Conclusion : g =105 ;) = S(yk)0tg;-

3) a/ Ona flog estlacomposée d’un déplacement et un antidéplacement donc

c’est un antidéplacement.

e flog(0)=f"[g(0)]=f"[I]=0 et fog(D)=f"*[g(D)]=f"*[B]=D

L S(OA)(O):O et S(OA)(D):D car DE(OA)
Ainsi, f tog et S(OA) sont deux antidéplacements qui coincident en deux

points distincts O et D donc fog =S ).

Annales BAC Section : Maths
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f Zog =S(oa) donc g tof =S(OA) ou encore f = goS(OA).

Par suite f(E)=goS(OA)(E)=g[S(OA)(E)]:g(E)=J
b/ f(O)=1, f(E)=1J et fconserve les distances alors OE = 1J et comme

OJ=1J alors OE=0J

La rotation f de centre Q2 envoie E sur J donc QE = QJ

Les points O et Q sont equidistants des extrémités du segment [EJ] donc
(0Q)=méd[EJ], (OQ) L(EJ) et Ke(EJ) alors (OQ) L (JK)

4) a/ Z,=0le6=0Ceb=e6,

b/ sinE:E donc oszﬁzz et par suite Zg —26
sin ™
6
i* n
6 6
ZK:ZB;ZD :2e 2+1 et Z, :ZO+Z, _e alors
Zy = = = —cos| ~ |e12
2 2 2 12
om

mT——

c/ (@fﬂjs(@fﬁjpn]z 26 (27‘[)5%[27‘5]
5) a/ Sio)(M)=N et Ec(OA) alors EM=EN et

(W?ﬁ\l}z—Z(@?Rj[Zn]z—%[Zn] et par suite r(M)=N.

f et r sont deux rotations d’angles opposés donc for est une translation.
De plus for(E)=f(E)=J donc for = t;

f(N)zfor(M):tg(M)=t§(g_1(P)):tg(tEOS(JK)(P))zs(JK)(P)=P

Annales BAC Section : Maths
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Exercice 2 :
1) a/ Pourn=0, 21°=1et 1+20x0=1 donc 21° =1+ 20x0(mod100).
Soit n e IN. Supposons que 21" =1+ 20n(mod100) et montrons que
21" =21+ 20n(mod100).
21" =21x 21" (mod100) = 21x (1+20n)(mod100)
=21+ 20n +100 x 4n(mod100) = 21+ 20n (mod100)

D’apreés le principe de récurrence, pour tout n e IN, 21" =1+ 20n(mod100).
b/ 2021=21(mod100) donc

202179 = 217°%*(mod100) =1+ 20 x 2021(mod100) = 21(mod100).

Donc les deux derniers chiffres du nombre 2021?%?!sont 2 pour les dizaines
et 1 pour unite.

2) E={x,xeZ/¥neIN,x"=1+n(x-1)(mod100)}
Soit neIN, d’apres 1) a/, 21" =1+ 20n(mod100) ou encore

21" =1+n(21-1)(mod100) et ceci prouve que 21<E.
3) a/ Soit x<E.
x" =1+n(x—1)(mod100) est vraie pour tout entier naturel n.

En particulier, pour n=2 ; x* =1+ 2(x —1)(mod100)
sig x* =2x —1(mod100)
sig x* —2x+1=0(mod100)
sig (x —1)° =0(mod100)
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b/

Reste modulo 10 de a 01|23 |4
Reste modulo 10 de a2 Ol1|4 9|6 |5|6]9|4]1

o
o
~
o
©

Le tableau de congruence précédent montre que

a2=0(mod10) ssi a=0(mod10).

(x—1)° =0(mod100) sig (x —1)2=10x10k(k € Z) c’est & dire

(x —1)2=0(mod10) donc x —1=0(mod10) ou encore x =1(mod10).

Autrement :
On note r le reste modulo 10 de (x —1).

Si (x—1)n’est pas un multiple de 10 alors re{1,2,3,4,5,6,7,8,9} =A

Reste modulo 10 de x - 1 112 |3 |4|51|6 |7 |89
Reste modulo 10 de (x - 1)? 1149 65|69 4|1

Avec cette hypothese (x -1)2 n’est pas un multiple del10 par conséquent le
chiffre des unités de (x -1)2 est non nul par la suite (x -1)? n’est pas
divisible par 100.

Conclusion : x —1=0(mod10) ou encore x =1(mod10).
Ou bien :

Comme (x-1) 2_0 (mod100) alors chacun des entiers (naturels) premiers
2 et 5 divise (x -1)? par conséquent 2 divise |[x —1] et5 divise|x —1|
De plus 2x5 = 10 alors 10 divise [x —1] (car 25 = 1)
Ainsi x—1=0(mod10) ou encore x =1(mod10).
4) SoitgeZ
Montrons, par récurrence, que :
Pour tout neIN, (1+10q)" = (1+10nq)(mod100)
e Pourn= 0,(1+1Oq)0 =1=1+10x0xq d’ou
(1+10q)° = (1+10x0xq)(mod100).
e Soit neIN. Supposons que (1+10q)" =(1+10nq)(mod100) et montrons
que (1+10q)" " =(1+10(n +1)q)(mod100)

(1+10q)™*" = (1+10q)(1+10q)" = (1+10q)(1+10nq)(mod100)
=1+10q +10nq +100ng?(mod100).
=1+10(n +1)q(mod100)
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Conclusion : Pour tout neIN, (1+10q)" =(1+10nq)(mod100)
5) D’aprés 3) b/, Si xeE alors x=10q +1(q € Z).
La réciproque est assurée par la question 4).
Eneffet: x" =(1+10q)" =(1+10nq)(mod100)
sig x" =(1+n(1+10g —1))(mod100)
sig x" =(1+n(x —1))(mod100).
Conclusion : E={10q+1,q € Z}

Exercice 3 :
. . 1+Inx . .
1) a/ lim ¢(x)= lim =—oo donc la droite x = 0 est une asymptote a (&) .
x—0" x—0" X
lim @(x)= lim E+|n—X =0 donc la droite y = 0 est une asymptote a (&)
X—>+00 X—>+00 X X
au voisinage de (+o0).
(1jx—(1+lnx) |
b/ Pour tout x € ]0,+00[, ¢'(x)=~% - nXx
2 2
X X
c/
X 0 1 +o0
¢'(x) + 0 _
1
¢ / \
= 0
. 1
d/ @(x)=0sig x==.
e
* 1+1In n
2/ al nelIN . (pn(x):w ;X € |-, +oof
X+N
1+In(x+n)

Pour tout X e ]-n,+oo[ , @, (X) = =@(x+n) avec

X +n e 10,+0[ donc N(x,¢p(x))e(n) ssi M(x+n,e(x+n))e(&,)
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. —
et comme ¢ (x)=o¢(x+n) alors MN =—-n i c’est-a-dire que () est

%
I’image de (&) par la translation de vecteur —n i .

N
b/ (&) est 'image de () par la translation de vecteur — i .

3) a hp(x)=¢,(X)—¢(x) ;xe]0,+o0].
Soit x>1. h (X) =@, (X)—@(X)=0@(Xx+n)—@(x) et comme x+n>x>1
et que ¢ est strictement décroissante sur ]0,+oo[ alors h, (x)<0.

b/ Soit x€]0.1]. hy(x) = p'(x +n)—g'(x) = X D)
X (x+n)
Comme x €]0,1] et que x+n>1alors Inx<0 et In(x+n)>0 d’ou

h,'(x)<0
¢/ *Sur [1,+[, h,(x)<0donc I’équation hy, (x)=0 n’admet aucune solution.
* h,, est continue et strictement décroissante sur ]0,1], donc elle réalise une
bijection de 10,1] sur h,(]0,1])=[ hp, (1),+o| et comme hy (1) <0 ( 3)a/)
alors I’équation h,, (x) =0 admet une solution unique o, dans ]0,1].

Il reste a vérifier que %< o, <1.
Ona: h,(1)<0, il suffira alors de vérifier que h, (lj >0
e

1+In(1+n

hn@(pn@_@@%(glenlo r Lno
4+
e

4) al 1<0cn <let 1<ocn+1<1 donc 1+1<1+an+1<2.
e e e

. 1 :
Ainsi, 1+ oq >1+=>1 et comme o, <1 alors 1+ a1 >, etpar suite
e

N+1l+opn,>n+0a,.
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b/ n+l+oan,>n+a,>1et e estdécroissante sur [1,+oo[ donc
p(n+1+opg)<o(n+ay) (1)
Comme ¢(x+n)=¢,(x) alors @(n+1+0,1)=Pn1(0ns) €t
o(n+0op)=0¢p (o) done I'inégalité (1) s*écrit : @ q(0tni1) <@n(an) (2)
D’autre part, h, (ap)=¢p(0,)— (o, )=0 alors ¢, (o, ) =@(ay ) et aussi
®ni1(0ni1)=0(0n4q) et par suite 'inégalé (2) s écrit : @(on,1) <e(oy).

¢/ @(ons)<o(ay), lestermes de lasuite (o, ) sont dans ]0,1] et la fonction
¢ est strictement croissante sur cet intervalle donc o, <a,, .

La suite( o, ) est ainsi décroissante et minorée par = alors elle va converger
e

vers une limite |
d/ 1<ocn <1l donc -1<In(a,)<0 d’o0 0<1+In(ay)<1
e

: 1 : .
Par suite 0 <@(a, )<= etcomme lim L_oalors tim o(o,)=0.
n n—-+oo N Nn—>+c0

On pose B =¢(ap)
La fonction o réalise une bijection de Fl{ sur ]0,1].
e

lim o, = lim (P_l(Bn):(P_l(O):E'
N—+o0 N—+o0 e
Autrement :

(a,) , estconvergente alors tim (n+a, )=+

nN—+00

De plus  1im ¢(x)=0 alors fim g(n+a  )=0

X—>+00 n—>-+o0

De ’égalité o(n+a,)=¢(a,) ondéduit que |im o(o,)=0

nN—+00

lim ¢(o, )=0 .POSONS lim (o )=L

n—-+oo n—>-+o0

1 1 :
Comme L >~ (car a, >~ ) alors ¢ est continue en L
e e

D’ou  lim ¢(a  )=¢(L)=0. Parsuite ¢(L) = 0sig L=1
" e

N—-+o0

Exercice 4 :
1) o F(x):jxe'ﬁdt et H(x)=§—2(l+&)e‘&. X [0, +o0] .
1

ti>e V" est continue sur [0, +00[ etl e [0,+0] donc F est dérivable sur

[0, +00] et F'(x)=e"V%.
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b/ La fonction H est dérivable sur ]0,+oo[ etona:

H'(x):—ZL\l&e‘J——Z\F(H\/_) } e .

F et H sont dérivables sur ]0,+x[ etona F'(x)=H'(x) et comme
F(1) = H(1) = 0 alors F(x) = H(x) pour tout x& |0, +oo|

c/ Les fonctions F et H coincident sur ]0,+oo[ et sont continues & droite en
zero, doncona: F(0)= lim F(x)= lim H(x)=H(0)

x—0 x—0

2) al G(x):J.X\/Ee'ﬁdt ; X e[0,+0] .
1

Soit x >0. G(x):jlxﬁe'ﬁdt—le_ fdt_zj tX(Z\/_ f)dt

Onpose: U(t)=t—>U'(t)=1

V()= e V()=
G(X) 2[ -te” } +2j \/—dt— (E_Xe_&j"'ZF(X):S—ZX@_&+2F(X)

b/ G(x)=§—2xe‘&+2F(x) pour tout X >0.

La fonction x > = — 2xe X + 2F(x) est continue sur [0,+oo[
e

G(0)= lim G(x) = Iim+(§—2xe&+2F(x))=§+2F(0)

x—0" X—0

3) a/ f(x)=e et g(x)=+xe ¥
Soit A >1.

1 1 1
ﬂ1=J' (f(x)—-g(x)) dx=J g VX dx—j Ixe V" dx
0 0 0
0 0
=—J e Vx dx+I &e'& dx
1 1

:—F(o)+e(o)=3+F(o)=3+H(o)=3+f-z=g-z

e e e e
b/ Soit A >1.
»

= [ i 0-9(0) ax= [ (£(0)-a(x) ax+ [ “(a(x)~1 (x)) e

1

x x
ﬂx=ﬂ1+j \/;e'&dx—J— e'&dx=ﬂ1+G(k)—F(k).
1 1
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c/ D’aprés?2)al ona:
G(x)=§—2xe‘&+2F(x) donc G(x)—F(x)zs_zxe—&+F(X)
(x>0)
D’ou Ilim G(k)—F(k): lim E—Zke_ﬁ+F(k)

A—>+o0 A—>+o0 @

Comme lim Ae™Y* =0 et lim F(A)= lim H(k):g alors

A—>+00 A—>+0 A—>+0

lim G(x)—F(x)zg et par suite lim o, - 12 2

A—>+00 A—>+00 e
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EXAMEN DU BACCALAUREAT Session de controle
REPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION 2021
R . Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques
MINISTERE DE LEDUCATION
Durée : 4h Coefficient de I'épreuve : 4

N° d’inscription | | | | | ‘ |

* ¥ F F *

Le sujet comporte cinq pages. Les pages 4/5 et 5/5 sont a rendre avec la copie.
Exercice 1 (3 points)
Soit a € Z.
1) Déterminer les restes possibles modulo 6 de I'entier a?.
2) Vérifier que a® = a (mod 6).
3) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N, a?**! =a (mod 6).

b/ En déduire que pour tout entier n =1, a?" =a? (mod 6).

) 9 . x"—y® =0 (mod 6),
4) Résoudre dans Z“ le systeme
x2y? =1 (mod 6).
Exercice 2 (5 points)
Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure 1 de 'annexe jointe, ABC est
un triangle rectangle et isocele en A de sens direct, le point O est le milieu du
segment [BC] et les triangles AEB et ACF sont équilatéraux directs.
5
1) Soit 1 la rotation de centre A et d’angle EH Montrer que r1(B)=F et ri(E) =C.
2) Soit S la symétrie orthogonale d’axe (OA).
a/ Montrer que S([BE]) =[CF1].

b/ Les droites (BE) et (CF') se coupent en un point .
Montrer que les points A, O et Q2 sont alignés.

3) Soit f un déplacement qui envoie le segment [BE] sur le segment [CF'].
a/ Montrer que f =r; ou f est la rotation ry d’angle —% et de centre Q.
b/ Construire le point A’ = ry(A) et montrer que ACA'F est un losange.
4) Soit g 'antidéplacement qui envoie B sur F' et E sur C.
a/ Montrer que g est une symétrie glissante.
b/ Montrer que g(A)=A".

¢/ Soit I le milieu du segment [BE] et J = g(I). Montrer que g =S 0 t53.
-1/5-
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Exercice 3 (4.5 points)

Le plan est rapporté a un repeére orthonormé direct (O, ,0).

1
1) a/ Résoudre dans 'ensemble C ’équation : 22 +z + = =0.

On note z; et z5 les solutions avec Im(z;) > 0.
b/ Ecrire z; sous forme exponentielle.
Dans la figure 2 de 'annexe jointe , A et B sont les points d’affixes

51
respectives 1 et e'6 . A estla droite d’équation x = -3

2) La droite A coupe la droite (OB) au point C.
Montrer que l'affixe du point C est égale a z;.

1
3) Soit D le point d’affixe zp = i.
D 3v3
a/ Vérifier que zp = z‘;’
-1 2
b/ Montrer que ZD =—.
21— 1 3
¢/ Construire le point D.
4) Soit zeC.

1
Montrer que (22+z€R) équivauta (z€R ou Re(z) = —5) .

5) Pour ze C \{1}, on désigne par M et N les points d’affixes respectives z et z3.

a/ Déterminer ’ensemble des points M du plan tels que les vecteurs
AM et AN sont colinéaires.

b/ Dans la figure 2 de 'annexe, on a placé un point P de la droite A d’affixe «a .
Construire, en justifiant, le point @ d’affixe a3.

Exercice 4 (7.5 points)

Partie A

Dans la figure 3 de ’annexe jointe, on a tracé dans un repére orthonormé (O, Z,]’),
la courbe représentative (¢;) de la fonction g définie sur R par g(x) = xe®.

1
a et B sont les réels tels que g(a) =1 et g(B) = 3

1) En utilisant le graphique,
a/ donner le tableau de signe de la fonction dérivée g’ de g,
b/ résoudre dans R chacune des inéquations ci-dessous.
1
glx) < 3 et g(x)<1.

1
2) Montrer que a > 3"

-2/5 -
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3) Soit f la fonction définie sur R par f(x)=g(x)— (g(x))z.
On désigne par (47) sa courbe représentative dans le repere (O, f,f).

a/ Calculer f(a) et f(B).

b/ Calculer lim f(x). Interpréter le résultat.

c/ Montrer que lian f(x) = —oo . Déterminer la branche infinie de (¢7) au
X—+00

voisinage de +oo.

1
4) a/ Montrer que pour tout x e R, f'(x) = 2g'(x) (5 — g(x)).

b/ Dresser le tableau de variation de f.

c/ Tracer (47) dans le repere (O,Z,f).

5) Soit &7 l'aire en (u.a) de la partie du plan limitée par (¢7), (€,) et les droites

d’équations respectives x =0 et x =a.
a

1
a/ Montrer que < = 3 —f xe?*dx .
0

1 1 1
b/ En déduire que & = — — — + — .
4 2a 4a?

Partie B "
Pour tout entier n =2, on pose o, =f (@) dx.
0

1) a/ Montrer que 0<d, <
b/ En déduire lim /.

n—+oo

2) a/ Montrer que f . (g)"dx <, .

n+1

n

oo}

Inn
¢/ Justifier que {/n = e » puis montrer que

n
<d,<1.

1
b/ Montrer que —
n

-3/5 -
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MATHEMATIQUES
Section : Mathématiques
Session de contréle 2021

Exercice 1 :
SoitaeZ.

1) On note r; et r; les restes possibles modulo 6 respectivement des entiers a et a®.

ry 0 1 2 3 4 5

r 0 1 4 3 4 1

Donc les restes possibles modulo 6 de a2 sont 0, 1, 3 et 4.

2) On note ry, r; et r3 les restes possibles modulo 6 respectivement des entiers a, a2 et a3.

ry 0 1 2 3 4 5
r 0 1 4 3 4 1
r3 = r.ry 0 1 2 3 4 5

D’apres le tableau on a : r3 = ry, par suite a® =a(mod6)

3) a/ * Pourn =0ona: a”™ =a(mod6) donclapropriétéestvraiepour n = 0.
* Montrons que pour tout nelN, si a*"* =a(mod6) alors a*"** = a(mod 6)
Ona:a®*3 =a’*x a2donc a’"*"® =a”*""xa2(mod6) = a’*(mod6) = a(mod6)
Ainsi si la propriété est vraie pour n alors elle est vraie pour (n + 1).
Conclusion : Pour tout nelIN, a*""™ =a(mod®6)
b/ Ona:a®=axa®?!.
Pour tout n > 1, a*" V" = a(mod6) (d’apres 3) a/)
2n1

D’ou a*"* =a(mod6) par suite a*" =a2(mod6)

4) D’aprés 3) a/on a: X>*" = x(mod6) d’ou X’ = x(mod6)

x? = x(mod6) d’ou x° = x(mod6)
D’aprés 3) b/ on a: x”* =x2(mod6) d’ou x° = x2(mod6)
X" —y® = 0(mod6) o X y? = 0(mod 6) - X —Yy? = 0(mod 6)
x*.y? =1(mod6) X.y2 =1(mod6) y* =1(mod 6)

Annales BAC Section : Maths
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X =1(mod 6) X =1(mod6) X =1(mod6)
1y =1(mods) {y — 1(mod6) {y — 5(mod6)

Sz = {(1+6k,1+6Kk): (1+6k,5+6k) kezZ}
Exercice 2 :

1) Ona:AB=AC et AC = AF d’ou AB = AF.
(AB,AF) = (AB,AC) + (AC, AF) 2x

T T
—+—=2n
2 3

D’ou (@,Nz):? 27, par suite ri(B) = F.

Ona:AE=AB et AB=AC d’ou AE = AC.
(AE,AC) = (AE,AB) + (AB,AC) 2n

=2, T on

3 2
D’ou (E,Rf) :5(;: 2m ,par suite ri(E) = C.
2) a/ Ona: AB =AC et O milieu de [BC] donc (AQ) est la médiatrice de [BC].

D’ou S(B) = C.
On suppose que S(E) =E’.

Ona: (AB,AE)= (AC,AE) 21 d’ou (A_C',A—E')E;‘ om .

Or (Fc,ﬁ)zg 21 donc (AC,AE’) = (AC,AF) 2n d’ot (AF,AE)=0 21 (1)

Ona: S(E)=E’ donc AE = AE’, d’autre part AE = AB = AC = AF donc AF = AE’(2)
D’aprés (1) et (2)ona: F=E’,d’ou S(E) =F.
Ona: S(B) =Cet S(E) = F donc s([BE]) = [CF].
b/ Ona: (BE)N(CF) = {Q} et S((BE)) = (CF), S((CF)) = (BE)
Comme (BE)N(CF) = {Q} alors S(€2) = Q.
Par suite Qe (OA).

3) a/ Ona:f([BE]) =[CF]doncf(B)=Cetf(E)=Fouf(B)=FetF(E)=C.
o Sif(B)=Fetf(E)=Calorsf=r;carr est’unique déplacement qui envoi B en F
etEenC.

e Si(B)=Cetf(E)=F alors f est un déplacement d’angle 0 = (ﬁ,@) 2n .

Orona (ﬁ,ﬁ)zsg 21 (car ry(B) = F et ry(E) = C) donc ez%’t—n 2 E—g 2n

Comme 0 ==2kn, k € Zalors f est une rotation d’angle —g
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On considere la rotation r, de centre @ et d’angle —g

v Ona QB =QC (car Qemed([BC])) et (QB,QC) = (BE,CF) 2r donc
(QB,QC) = —% 21 par suite ro(B) = C.

v' On a QE = OF (car Qemed([EF])) et (QE,QF) = (BE,CF) 2 donc
(QE,QF) = —g 21 par suite ro(E) = F.

Par suite f = rpcar r; est 'unique déplacement qui envoi Ben C et E en F.

b/ Ona:ry(B)=C,ry(E) =FetryA)=A’alors CA’=BA = CA donc A’ est un point du
cercle { de centre C et passant par A, et A’ = A.
D’autre part on a : FA’ = EA = FA donc A’ est un point du cercle {’ de centre F et
passant par A et A’ = A.
Conclusion : (CNE) \{A} = {A’} (Voir Figure)
Ona:CA’=CAetFA’=FA et comme on a CA = FA alors CA’ = CA =FA =FA’
d’ou le quadrilatéere ACA’F est un losange.

4) On a g est antidéplacement tel que g(B) = F et g(E) = C.

a/ On a: med([BF]) # med([EC]) car (BF) et (EC) ne sont pas paralléles, donc g n’est
pas une symeétrie orthogonale par suite g est une symétrie glissante.

b/ On a: AEB est un triangle équilatéral direct alors son image par g est un triangle
équilatéral direct.
Comme on a g(B) =F, g(E) = C et A’CF est un triangle équilatéral direct alors
g(A)=A’.

c/ Soit A I’axe de g et u son vecteur, alors ona g=1t.0S, =S,ot.
g(A)=A’ et J milieu de [AA’] alors JeA (d’aprés 3) b))
g(l) = J alors le milieu de [1J] appartient a A d’ou A = (1J).
g()=J=toS,(N=Jet(=Jsu="N
Figure

Annales BAC Section : Maths



2021 - Session de contrdle

Exercice 3 :

1 i
1) a/ A=—==(—=)?
) 3 (Jé)

z ——1+ii et z ——E—Li
2 203 2 23
Sc=1{z1; 23}
1 1 . 1 &
bl z,=—>4+—F+i=—"=e€*
2 23 B
1 1 . 1 &
2)Ona.z=—-+—"ri=—"F¢°*
) 1 2 2\/5 \/5

Ainsi Ré(zl ) = —% et arg(z1 ) = arg(z

Par suite z_ =z,

5 ) [2n]=arg(z . )[27]

1.
3) a/ z,=—FI
) D \/§
1 = 1 & 1 .
z2)Y=(=e’)=——e? =—"—<i=1z
=53 N
_ 8 _ _ 2
b/ ZD lzzl 1:(21 1)(21 +Zl +1)2212+21+1
z-1 z,-1 (z,-1)
. ’s : 1 2 2
z; est solution de I’équation (E) donc z,2+2z, +1=22+72, +§ +§ =3
Par suite 22—+ _ 2
z—-1 3
¢/ Ona: _11:2 donc les vecteurs AD et AC sont colinéaires d’ou De (AC).
Z —

1

D’autre part z, = \/1§i donc le point De (O,V)

Par suite (AC) N (O,Vv)= {D}.

4) 24+zcRe2242=2242<(2—2)(z+2+1)=0<z=z0u2Re(z)=—1

1

D’ou 22+zcR«<zcRou Re(z):—E

5) a/ M(2), N(2).

3

_ ., Z
AM et AN sont colinéaires <

AM et AN sont colinéaires< z € R ou Re(z) = -

jER@(22+z+l)eR@(zz+z)eR

1

Par suite I’ensemble des point M tel que AM et AN sont colinéaires est AU (O, u) \{A}
b/ OnaPeA alors AP et AQ sont colinéaires.
De plus o # 0 alors (u,0Q) = arg(c®) 2n = 3(u,OP) 2=

Annales BAC
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Pl

Exercice 4 :

Partie A

1) a/ Ona: g’(x)<0pourtoutx<-1
g’(x) > 0 pour tout x > -1
g(-1)=0

X -00 -1 +00
g’ (x) — 0 +

b/ g(x)<%<:>xe —o0, B d’ou S, = —o0, B

g(X)<le xe —oo,a d’ou S, = —o0, @
2) On suppose que aﬁ% alors e* <+/e d’ou oe" g%\/é d’ou g(a)g\/g ce qui est

absurde car g(a) = 1 et par suite o> %

N -

Autrement : g(%):%e =0,82 <1 d’aprés 1)b)Ona: %E —00, O
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3) a/

b/ lim f(x)=

c/

4) af

11
44
om im [9(x) - (9(x))?]=0-0=0.

La droite d’équation : y = 0 est une asymptote horizontale a (£) au voisinage de (-)

f(a)=0 et f(B)=pe’ _(Beﬁ)z :%_

lim ) = lim [9() - @C0)] = lim ge0[L-g(x)] = (+0) x (~e0) ==,
tim T jim ex|:1—XeX:|:(+oo)><(—oo):—oo.
X—+00 X X—>+00

La courbe (£) admet une branche infinie parabolique de direction celle de (O, ]) au
voisinage de (+).

On a f(x) = gx) — (GOAY? donc £1(x) = g'() — 20'0)g () = 26'(x) E _ g(x)}

b/ £(x)=0'sig g'(x)=0 ou g(x):%

sig x=-1ou x=

@€ ~ —1 A" oo
g’ (=) — (o) . 2 -+
5 — (@) + + @ =
I'(x) — D =3 (0] —
0 1
d / ¢ \
14 e —
T a2
c/
C,
2 I——
| -
7 :
4 '
_l 5
: (o] 3 &
| R
Cy
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5) al 4 =Ioa|f(x) —g(x)|dx =j0a(g(x) —f(x))dx =I0a(g(x))2dx :joaxzezxdx.
On pose U(x) =x2— U'(x) = 2x

Vi(x) =% 5 V(x) = Ze”

1 a a 1 o
A= [— xzezx} —I xe?X dx = = o2e?* —I xe?X dx.
2 0 0 2 0

1 5 1 1
Ona: =1donc =o2e* == 2 _—
g(a) ¢ 2(g(oc)) >
: 1 o 2X
Parsmteﬂz——j xXe<” dx.
2 Jo

(03
b/ Par une intégration par parties de 1’intégrale J- xe?* dx. ona:
0

o o o o
ﬁzl—[lxezx} +I lezxdx=1—[1xe2x} +Fe2x}
2 127 |, 7 )2 2 127 | 7ls

2 2 4 4
= 1 — ia2e2a + GZeza
4 2 402
Comme 26 =L alors 4 ==+ 4 1
4 20 402

Partie B
X no

1) a/ Onapour tout xe[0, o], 1<e™ <e™ et x" >0alors 0<x"e™

no

<x"e
a n nx no o n

D’ou OSI X e dx<e I X dx
0 0

an+1 ne n+l _ na a\"
Ainsi OSJns—ldeplusa e =0L(0Le ) =axl=a
n+

Par suite 0<J <——
" n+1

b/ Ona 0<J <-—2 et lim -2 =0
" n+1 N—+o N +1
Par suite lim Jn =0
n—+oo

2) a/ Pourn>2ona OsOc—1 car a>%
n
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1 }
ona: 3, = (@oa)'ax= | "(ge) x| (@00)"ox

n

1
Ona OSa—% et (g(x))">0 pOUI’tOUtXE‘:O, a—%} doncj "(g(x))"dx >0
0

Par suite I L@(x)"dx <,

n

b/ Pourn>2ona j L (@(x))"dx gj (g(x))"dx < %
_= 0 n+1

n

(04
e — <1 (1
n+1 (1)

n
o I 1(g (x)) " dx ZJ. [g (a——)j dx, car g est croissante et positive sur

{a—i,a}. De plus on a Ia (g(a——)) dx=£[g(a—£)jn (2)
n - n n

n
Par suite d’aprés (1) et (2) ona : %(g(a —%)) <J,<1

1 In
¢/ Ona In(¥/n)= Innn:—lnn donc lim (&n)= lim e» =% =1

n—+oo n—+oo

lim (a——) o et g est continue en o alors lim g(a——) g(a)=1

n—-+oo n—-+oo

On a d’aprés 2) b/ Q/I(g(oc——)j <{J, <let lim Qﬁ(g(a—l)j =1
n n n—+oo \ N n

Par suite lim \/7 1

N—>+00
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EXAMEN DU BACGALAUREAT[ ¢ o0 o o
REPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION 2022 p p

. i Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques
MINISTERE DE V’EDUCATIN l—————"— el
| || Durée : 4h || Coefficient de I'épreuve : 4 |

N° d’inscription | | ’ | | | ‘

ESSSESESESS

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6

Les pages 5/6 et 6/6 sont a rendre avec la copie.

N.Exercice 1 (3 points)
Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (o,ﬁ,%).
Soit 6 € ] 0, [ On considére dans C I’équation (E) D22 —2e%z 4+ (e2i9 - 4) =0.
1) Reésoudre dans C léquation (E)_On note z; et z, les solutions de (E) z, est tel que %e( z, ) < 0.
2) On considere les points A,B,I,M, et M, d’affixes respectives 1, —1, eie, z, et Z,.
a) Montrer que I est le milieu du segment [Ml M, ]
b) Vérifier que I—M£Z AB.
¢) Dans la figure 1 de ’annexe jointe, on a placé dans le repére (O 7E7; )7 les points A, B et I.
Construire les points M, et M, .
3) a) Montrer que les droites (AM2> et (B Ml) se coupent au point J d’affixe (—eie).

b) Déterminer la valeur du réel 0 telle que l’aire du triangle JM,; M, soit maximale.
N.Exercice 2 (5 points)

Le plan est orienté. Dans la figure 2 de ’annexe jointe,

_— N

e OAB est un triangle rectangle et isocele en O tel que |BO , BA] = % [Qﬂ]_

A AB|= = foa]

e (CBA est un triangle isocele en C tel que

1) Soit R la rotation de centre B et d’angle [—g]

A

a) Vérifier que [ﬁ ,BO

% [27].

b) On note D = R(C). Justifier que les points O,D etB sont alignés et construire le point D.

c¢) Montrer que le triangle ACD est rectangle et isocéle en C.

1/6
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2) Soit f la similitude directe telle que f(B) = A et f(O) = C.
a) Montrer que f(A) =D.

b) Montrer qu’une mesure de l'angle de f est [_5%]

¢) Soit E = f(D). Veérifier que le point E est un point de la droite (AC)-

[N/ —

d) Montrer que [DA , DE] =T [27(} puis construire le point E.
6

RN/ SN

e) Soit Q le centre de f. Montrer que |QB, QE

=_1
3) On suppose OA = OB =1 et on rapporte le plan au repére orthonormé direct (0,0-K,aﬁ )

a) On note z,l'affixe du point C. Montrer que arg( 7, ) = E [211 ]
b) Soit z' = az + b Dexpression complexe de f o a et b sont deux nombres complexes.

Montrer que ai+b =1 et que z, =Db.

Z
c) On note 7z, l'affixe de 2. Vérifier que z, = 0 et montrer que

— AN

En déduire que |{QO0 , OB

z—g[%].

4) Montrer que le point € est le projeté orthogonal du point B sur la droite <OE) et le construire.

N Exercice 3 (5,5 points)
Partie A
Soit dans Z X Z 1’équation (E):19u+11v =1.
1)a) Vérifier que ( —4, 7) est une solution de (E).
b) Résoudre dans Z X Z ’équation (E).
2)a) Montrer que u =7 est 'unique entier appartenant a { 1,2,...,10}
tel que 19u=1 ( modll).
b) Montrer de méme que v =7 est 'unique entier appartenant & {172,...,18}
tel que 11v =1 {mod19 ).
On considére dans 7Z 1’équation (E209) x?=x (mod 209).
Partie B

1) Vérifier que les entiers 0 et 1 sont des solutions de (E209> .

2) Décomposer 209 en produit de facteurs premiers.
3) Montrer que 133 et 77 sont des solutions de (Ezog)‘

2/6
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4) Soit x une solution de (EQOQ) .

a) Montrer que 19 divise X(X — 1) et 11 divise X(X —1).
b) Vérifier que X et (X - 1) sont premiers entre eux.

5) Soit X une solution de (E appartenant & {2,3....,208}.

209)
a) Montrer que 19 divise x ou 11 divise x.

b) On suppose que x =19k ou k est un entier.
Montrer que 11 divise (X — 1) puis déduire que x = 133.
¢) On suppose que 11 divise x. Montrer que X — 77.

6) Déterminer les solutions de (E appartenant a {O, 1,...,208}.

209)
Partie C
Soit ¥ un entier et X son reste modulo 209.

1) Montrer que y est une solution de (E ) si et seulement si X est une solution de <E

209 209 ) :

2) Donner alors les solutions dans Z de I’équation <E209).

XExercice 4 (6,5 points)

Partie A

Soit f la fonction définie sur }1,4—00[ par f(x)= s’
nx

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, J)

1) Calculer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement.

X—+00 x—1t

-1

2)a) Montrer pour tout x>1, f'(x)= —
x In" x

b) Dresser le tableau de variation de f.

¢) Tracer (C) .

3) Montrer que I’équation f(x) = x possede sur

1,+OO[ une unique solution & et que a<e.

3/6
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Partie B

C(E)" db et H(x) = [ el g

Ina %

1) Soit n € N*. Pour tout x > 1, on pose F(x) = f

Q
a) Montrer que H est dérivable sur ]1,4—00[ et calculer H'(x).

b) En déduire que pour tout x >1, H(x) = F(x).

(¢]
2) On pose pour tout entier n >1, U = f (f(t))n dt.
«Q
erifi >1, U b g
a)Vérifier que pour tout n >1, U = j;na t—n

. a' —a e no1
b) En déduire que pour tout n >2, —— < U < (OL — 1).

n—1 "7 n—1
()Lrl
c) Montrer que lim —— = +00 puis déterminer lim U .
n—+0o00 1n n—-+00
. U
d) Calculer lim —X.
n—-+00 OLH
k=n
3) Pour tout entier n >1, on pose S = Z (k — 2) U,.
k=1

a) En intégrant par parties, montrer que pour tout n > 1, U, = e—a" 4+ nUnH.

OLH_H _ OL2

b) Montrer par récurrence que pour tout n >1, S =———— 4 (1 —n)e— U, .

. a—1

¢) Déterminer alors lim —%.
n—+00 "

a/6
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Signatures des surveillants

Epreuve : Mathématiques - Section : Mathématiques
Session principale (2022)

Annexe a rendre avec la copie
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Figure 1
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Ne rien écrire ici

e 3

Figure 2

6/6
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Un corrigé proposé par Mr Mechmeche Imed
du sujet de mathématique, section maths
de la session principale 2022

Exercice 1
(E):z2 —2e¥z+ (e —4) =0
1) A= (_2ei9)2 —4(e'?% — 4) = 16, donc une racine carrée de A est § = 4

d’ou les solutions de I’équation (E) sont :

2et0—4 i 2et014 i .
21=T=e‘9—2 et z,=="——"=¢% +2.0nabienR(z;) =cos6 —2<0
ZyM,+Z zZ1+z elf—2 4oty i
2) ) M12 M2= 122= > =619=ZI C>I=M1*M2
b)Ona ZMl_ZI=ZB_ZA:_2 <=>IM1=AB

c) Le point M, est le quatrieme sommet du parallélogramme BAIM,;
Le point M, est le symétrique de M; par apportal

3) a) Im(z,;) =sinf # 0 car 8 €]0, [ donc M; &€ (AB) donc (BM;) et (AM,) sont sécantes

deplusona —22=2€R =] € (AM;) et 2L =2€R =] € (BM))
AT4]

Zp—Zj
et par suite les droites (BM;) et (AM,) sont sécantes en |
b) MM, = 2M,] =2AB =2 x2 =4
soit H le projeté orthogonal de J sur la droite (M, M,) alors JH = 2 sin 6

= 4sin6

T JHXM; M
’ j—
ainsi I'aire(JM{ M,) = —

. . . Vs
Donc la valeur maximale de cette aire est 4 atteinteen 8 = 5
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Exercice 2
1) a)(8¢,80) = (§C,BA) + (§4,80) [2n]

S

(4B,AC) + (B4, BO) [2n]

S

= ? + T = — = [27'[]
b) R(y 0y (€) = D = (BC,BD) = % [2n]

donc (R/)TE—D)) (ﬁ) [27]

d’ou BD et BO sont colinéaires, de méme sens

donc les points B, D et O sont alignés.

c) Le triangle ABC est isocéle en C

et(m)zf—z[Zn]z(ﬁ)En—zlz

d’ou (ﬁ) = (ﬁ) + (ﬁ) =

| 3

51

=— [27]

5w
6

s

—Z+=>=7[21]

de plusona CD = CB = CA donc le triangle ACD est isocéle rectangle en C.

2) a) Le triangle BOA est isocéle rectangle en O, direct.
Le triangle ACD est isocele rectangle en C, direct.
etcomme f(B) = Aet f(0O) = Calors f(A) =D
b) Une mesure de I'angle de f est : (Wf,ﬁ) = (ﬁ)’,ﬁ) + (ﬁ, ﬁ) [2m]
T — —
= 2+ (AB,AC) — 1 [27]
=X 4 X _p=-X [2m]
4 12 6
c)D € (BO) = f(D) € f((BO)) d’ouE € (AC)
d)Ona (f(D)=Eetf(A)=D)= (ﬁﬁ) = _%” [2n] = (ﬁﬁ) =" x [27]
E% [27]
e) fofof(B)=fof(A) =f(D)=Eetfofof estunesimilitude directe de centre Q
, 51 - ) 3
et d’angle — = x 3 = = [27] dou (QB,QE) = [2n]
3) a)Ona(CB =CAet OB = 0A) = (0C) = med[AB]

et comme OAB est isocéle rectangle en O alors [OC) est la bissectrice de AOB

et par suite arg(z;) = (bz_‘f, 56) E% [27]

b)f(B)=A=zy=azg+b=1=ai+betf(0)=C=2,=b

. b
c) Soit Q le centre de f alors zg = 7 0,

(ﬁ) = arg (Zg—:) = arg (%) =arg(l —i) —arg(z,) = —% —% = -

Annales BAC
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d) On sait que (ﬁ) = _7” [27r] 2) e) et que (ﬁ) = _7” [27]
dou (00, 0F) = (00,0B) + (0B, QF) = = [2n1] donc 0 € (OF)

et comme (m)

_Tn [27] alors Q est le projeté orthogonal de B sur (OE)

Exercice 3

Partie A

Soit dans Z X Z I'équation (E): 19u + 11v =1
1)a)19x (—4) + 11 X 7 = =76 + 77 = 1 donc le couple (—4,7) est une solution de (E).
b) 19u+1lv=119u+11v =19 X (—4) + 11 X 7 < 19(u + 4) = 11(7 — v)
Donc 19]|11(7 — v) et comme 19 A 11 = 1 alors d’apreés le lemme de Gauss 19|(7 — v)
dou7 —v =19 ,keZ
19(u+4)=11(7—-v) = 19(u+4) =11 %x 1% = (u+4) = 11k
la réciproque est évidente, d’ou Szwz = {(—4 + 11k,7 — 19k) k€ Z}

2) a) 19 et 11 sont premiers entre eux donc I’équation 19u = 1 (mod 11) admet une
unique solutionu € {1,2,3,...,10},0or 19 x 7 =133 =11 x 12+ 1
donc 7 est cette unique solution

b) Exactement le méme raisonnement avec I’équation 11v = 1 ( mod 19), on trouve v = 7
Partie B
Soit dans Z I'équation (Eq9): x% = x (mod 209)

1) 02 =0 =0 (mod 209) et 12 =1 = 1(mod 209) donc 0 et 1 sont des solutions de (E,9)
2) 209=11x19
3) 1332 —133 =84 x 209 et 772 — 77 = 28 x 209 donc 133 et 77 sont des solutions de (E59)
4) a)x? = x (mod 209) & x(x — 1) = 0 (mod 209) < 209|x(x — 1)
On a 19|209 et 209|x(x — 1) donc 19|x(x — 1)
de méme 11|209 et 209|x(x — 1) donc 11|x(x — 1)
b) x — (x — 1) = 1 donc d’apres I'identité de Bézout x et (x — 1) sont premiers entre eux
5) Soit x € {2,3,...,208} une solution de (Eq9)
a)Onadapres4) 11|x(x — 1) et 11 est premier donc 11|x ou 11|(x — 1)
de méme 19|x(x — 1) et 19 est premier donc 19|x ou 19|(x — 1)
11 A19 = 1doncsi (11|x et 19|x) alors 11 X 19 = 209|x donc 209 < x absurde car x < 208
de mémesi (11|x — 1 et 19|x — 1) alors 209|x — 1 donc 209 < x absurde car x < 208

donc on ne peut pas avoir a la fois (11|x et 19]|x) ou (11|x —1 et 19|x — 1)
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conclusion : Deux cas seulement sont possibles, (19|x et11|x — 1) ou (19]x —1 et 11]|x)
On peut raisonner autrement, en montrant que si 19 ne divise pas x alors 11|x
Supposons 19 ne divise pas x, comme 19 est premier et 19|x(x — 1) alors 19|(x — 1)
doncx —1=19k ,k € Z,orx € {2,3,...,208} = k € {1,2,3,....,10} et par suite k A 11 = 1
(19A11=1etkAll=1) = 19% A11 =1
Onalllx(x—1) & 11|x X 19k et 19k A 11 = 1 donc d’aprés le lemme de Gauss 11|x
conclusion : six € {2,3, ...,208} alors 19]|x ou 11|x
b) On suppose que x = 19k donc 19|x et par suite 11|(x — 1)
doncx —1 =0(mod 11) etx = 19k = 19k = 1(mod 11) = k =7 doncx =19 X 7 = 133
c) On suppose que 11|x donc d’aprés ce qui précéde 19|(x — 1)
alorsonobtientx =11k =1(mod 19) =2 k=7=x =77
6) Six est solution de (E59) et x € {2,3,...,208} alors d’aprés 5) x = 133 oux = 77
et on sait que 133, 77, 0 et 1 sont des solutions de (E5g9)
Donc les solutions de (E,q9) appartenant a {0,1,2,3, ...,208} sont 0,1, 77 et 133

Partie C

1) Onay = x(mod 209) et x € {2,3,...,208} donc y? = x2(mod 209)

d’oli y?2 —y = x% — x (mod 209) donc y? = y(mod 209) ssix? = x (mod 209)
2) Soity € Z une solution de (E,q9) et soit x le reste de y mod 209

alorsy = 209k + x avecx € {0,1,77,133}

donc d’aprés 1) S; = {133 + 209k, 77 + 209k ,1 + 209k , 209k, k € 7}

Exercice 4
Partie A

1) lim f(x) = lim 2 =0 , donc la droite y = 0 est une asymptote a (C) en +oo

xX—+00 x—+oo Inx

. ! . .

lim f(x) = lim — = 400, donc la droite x = 1 est une asymptote a (C)
x-1t x—1t+Inx

1

2) a) f est dérivable sur |1, +oo[, et pour tout x €]1, +oo[, f'(x) = ——%— = —

(in x)? xIn2 x

b) Tableau de variation de f

1

e +o0
f'e) -
f +w\ .
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c) Tragage de (C)

3) Posons h(x) = f(x) —x,x>1
h est continue est strictement décroissante sur |1, +oo[, car h'(x) = f'(x) —1 <0
et h(]1,+oo[) = R, contient 0 donc I'équation h(x) = 0 & f(x) = x
admet dans ]1, +oo[ une unique solution a.
Deplush(e) =f(e)—e=1—e<0=h(a) >e>a

car h est strictement décroissante sur |1, +oo

Partie B
. " X n Inx et
1) Soitn € N*. Pour tout x > 1, on pose F(x) = fa f™(t)dt et H(x) = -~
a) La fonction In est dérivable sur |1, +oo[ et a valeurs dans ]0, +oo[
t
t— :—n est continue sur ]0, +oo[
etlna € ]0,+0o[ cara >1
L. , 1 elnx 1 n
Donc H est dérivable sur ]1, +oo[ et H'(x) = = X = = f"(x)

x  (Inx)n (Inx)n -

b) On a pour tout x €11, +oo[, H'(x) = fM(x) et H(a) = 0= H(x) = [ f*(t)dt = F(x)
2) Up =[] f"(t)dt, n>1

t
S dt

Ine et fl
Inatn

a) Pourtoutn >1,onalU, =F(e)=H(e) = [ ~—dt =

Ina tn

b)Onsaitquel <a<e=>0<lha<1

t LA 1 1oet 1oe
ha<t<l=a<e<e= < <5 =[ Sdt<[ —dt<[ —dt

t
car les fonctions t = % , te f—n ette tin sont continues sur [Ina , 1]
S T L 'S i L R
met®  ln—De1l  n—1\\Ina “h-1¢ car f(@) = a

n

a" —a

Donc pour tout n = 2, <U, < ﬁ (a™1-1)

n—1
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n 1 TL
c) ln— =nlna—Inn = n(lna — —) donc lim InZ = 4o
n n—+oco n
n a n
L — "% et lim e¥ = 400 dou lim & =+
n X—+o00 n—-+oo N
a’ «a
a—a . a-a . - n .
Ona < U, et lim = lim # = 400 donc lim U, = +oo
-1 n-+ow n-—1 n-+oo 1—— n—-+o
— e —
d)Ona, — n=1 _1)cara > 1donc, 0<Unsm(a”1—1)
N U n-1 1 1
d’ou0<—“SLxu=O< <= (———
amn n—1 amn an n—1 amn

donc0< et llle—L)—Odonc 11mﬁ=0

an _ n—1 n—-+oon 1 an n—>+ooa

3) OnposeS, = Yr_1(k— 2)Uk ,n=>1
1 , _ -n
u(®) = - {u ) =77

a) U, flnatn dt . On pose {v’(t) _ () = ot

et 1 a n+1 1
alors U,, = [t_"]lna +nf1n(“n+1 dt =e —m+nUn+1 =e—a«a +nUpsq car—=a

an+1

_ 2
b) Montrons par récurrencequevn =1, S, = Tla +(1—n)e—-U

pourn=1,S5 =(1—-2)U, ===

U, =—U; vrai

n+1_

2
soitn = 1, supposons que S,, = % +(1—n)e—-U,

an+2

et montrons que S, 1 = + (—n)e — Upyq

OnaS, = Xptilk —2)Up = Sp + (n — DUpy4

a—1

an+1 2

=a—+(1—n)e—U + (M —1Up4q

n+1

= T_la +(1—-ne—(e—a"™ ' +nU,1)+n— DU,

an+1_a2
=1 +a™! —ne — Upyq
a2 _g2?
=——Ft+(n)e—Unyy

an+1_a2

conclusion:vn=1, S, =T+(1—n)e—Un

S a a? 1 1 n U. U . 1 .
c) —”=———><—+(———)e——n et lim —= lim — = lim — =0
an a—1 a—1 an amn amn an n-o+oo a n—o+oo & n—+oo am

a

s
d'ou lim = =—
n—-+o a a—1
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Session principale

REPUBLIQUE TUNISIENNE
MINISTERE DE L'EDUCATION Epreuve : Section :
EXAMEN DU BACCALAUREAT Mathématiques Mathématiques

Session 2022

Durée: 4 h | Coefficient de I'épreuve : 4
Exercice 1: (3 pts)

E] (E): 22 —2e'%z + €2 —4 =0, 0 €)0, 7.
Ona:A = (-2e9)2—-4(e2? —4) = 4¢21? — 42 £ 16 = 42 donc § = 4 est une racine carrée de
A.

Les solutions de (E) sont donc z; =

zeiﬂ -4 i0 Zem +4
=e¥_2etz;=2_T"
3 e etz 3

Conclusion : (S¢ = {e'® —2,¢" +2} | (0.75)
Autrement :

=elf 42,

22-2e02 4+ e 4 =0 (z—-€0)2 =4
= z—e? =20uz—e®=-2
e z=e%+20uz=¢9-2

0 _ 0 _
2] £l ;Zz w2t E2 - z; donc | I est le milieu du segment [M;M,]|.  (0.25)

2
® aff(iM]) =2y —2; = € —2— ¢l = —2 et aff(AB) = z5 — 2 = —2
donc aff(IM7) = aff(AB) d'ot| IM; = AB | (0.25)
@© IM, = AB et I est le milieu du segment [M;M,). (0.5)
A
M Y] _\l Ml

s\%y/\ : s
J =

G aff(AM;)  e@4+2-1 @41 eif(eld yeid) vet? i
aff[EW) T e®-241 -1 _eig(eig—e"%]_ 2
donc les droites (AM;) et (BM,;) sont perpendiculaires
ainsi |les droites (AM;) et (BM; ) sont sécantes | (0.25)
f " i0 !
aftAMz) _e"+2-1 _, ¢ Rdonc[J€ (AMy)] (0.25)

aff@ 1+ el®

aff(BM;) e9—2+1 .
= =1le¢ leou-_J € (BM;)] (0.25)
af(jB)  e°—1 ’

Conclusion : Les droites (AM;) et (BM,) se coupent au point | d'affixe (—e'?).

(b) On note A(0) l'aire du triangle M M,.
Soit 0 un réel de |0, 7.

Prof : Mersani Imed # # 1/9 SP 2022
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Le triangle MM, est rectangle en | donc A(0) = M.
Or JM; = |2¢' - 2| = 2|e'® — 1| ot JM; = 2¢!? + 1|
. 4|e? — ll
d'otl A(0) = =2[e'%(e!® — e1%)| = 2|2i5in 0] = 4[sin 0] = 4 sin 6.
Ainsi | pour tout 0 €]0, 7tl, A(0) = 4sin 0|, (0.25)
A(0) est maximale 4= sin0 = 1
= 0= gcare €0, n(
(0.25)
Exercice 2: (5 pts) y
[1] @) verifier que : (BC, BO) = —%‘[Zn]. (0,25)
(BC, BO) = (BC, BA) + (BA, BO) 271
- 7t T([Z ]
= ——]—2- -— '4— 7t
E —g[znl
(b D = R(C) donc (BC,BD) = —2[27:] et comme (BC,BO) = —g[lﬂ]
alors ( B?, 1?8) = (B'é, ﬁ]lln] d'ou BB et B‘ﬁ sont colinéaires
et par conséquent les points B, O et D sont alingés |, (0.25)
Constuction du point D. (0.25)

BC = BD
R(C) = D signifie { ( ﬁal _ —glln] signifie que le triangle BCD est équilatéral

indirect.

(©) Le triangle BCD est équilatéral donc CB = CD et puisque CB = CA alors CA = CD

i

(CDB,CA) = (CD, BD) + (BD, BA) + (BA, CA)12n
~ (DC,DB) + (D, BA) + (AB, AC) (271

=3 + i ﬁ[2n]
= g[ZNI
CA =CD
Ona: { ( C—g,\EX) _ ngﬂl donc[le triangle ACD est rectangle et isocele en C}. (0.5)

E] f est la similitude directe telle que f(B) = A et f(O) = C.

Prof : Mersani Imed #1 #» 2/9 SP 2022
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On pose f(A) = A’.
Le triangle OAB est rectangle isocéle en O et de sens direct donc son image la similitude
directe f est un triangle qui lui est directement semblable
d'ou le triangle CA’A est rectangle isocele en C et de sens direct.
Comme le triangle CDA est rectangle isocele en C et de sens direct alors A’ = D.

On en déduit qu (0.25)

(b) Une mesure de l'angle de f est :

(B0, AC)27d = (BO,BA) + (AB,AC) + mi2n

= ;_r - % + m[27]
= 7—2[27r]
= —%[27(]
ainsi| une mesure de l'angle de la similitude directe f est _an L (0.25)
@ Les points B, D et O sont alinés donc les points f(B), f(D) et f(O) sont alignés d'ou les
points A, E et C sont alignés ce qui prouve que (0.25)
@ Ona: { 22]) :E donc (lﬁ/’-,?_ﬁ) = —5?7{[211}. (0.25)

— —

(DA, DE) = (DA, ED) + nf2n]

E —5?" +m2n]
= ’g‘[zm
Construction de E : E € (AC) et (DA, DE) = ’—g[zvﬂ. (0.25)
Soit Q le centre de f. (0.25)
((ﬁ) _ [fﬁ:\fﬁ) St (fﬁ] 7k ((ﬁ)un]
= I My
-
= —2en]
= -’E‘[zm

[3] @ OA = 0B er CA = CB donc (OC) est la médiatrice de [AB]
comme OAB est isocéle en O alors [OC) est la bissectrice intérieure de I'angle [(T/z, 53]

par suite (OA, OC) = ’Z‘[Zn] ainsi |arg(z¢) = 2[27:1 (0.5)
() f(B) = A signifie zx = azg + b signifie
f(O) = C signifie zc = azo + b signifie|zc = b| (0.5)
Prof : Mersani Imed # 4 3/9 SP 2022
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(©) Soitz’ = az + b l'expression complexe de f, ol (a,b) € C2. (0.75)
f(0) = C # O donc Q # O d'oli zq # 0.
z0-1 -1 b4ia—-i 1-i

zZ0 T-E_E b b

(@10, 08) = arg =22 (2n

= arg(1 —1i) —arg(zc)[2n]
non

= -7 - Jln
_om
= -—2-[271']

E] Montrer que le point () est le projeté orthogonal de B sur la droite (OE) et le construire. (0.5)

(Q0, OF) = (Q0, OB) + (QB, OF) (2]

n T
7~ z12m

= n[2n]

donc Q € (OE). De plus (OB, QF) = —’E‘(zm alors (QB) L (OF).
Il en résulte que[ Q) est le projeté orthogonal de B sur la droite (OE) ]

Prof : Mersani Imed 4 # 4/9 SP 2022
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Exercice 3 : (5.5 pts)

Iﬂ @ 19 % (—4) +11 x 7 = —76 + 77 = 1 donc le couple (—4,7) est une solution particuliére de
I'équation (E). (0.25)

() Soit (u,v) € Z2.

Pu+llv=1&= 1%+ 1Tv=19x (—4)4+ 11 x7
= 192(u+4) =11(-v+7)

On a 11 divise 19(u+4) et 11 A 192 = 1 donc d'apres le lemme de Gauss, 11 divise u+4
d'ou il existe k € Z telque u = 11k — 4.

19(u+4) =11 (-v+7)
ON&1 i FK— KEZ
dolv=—19%+7k e Z.

donc19x 1Mk =11(—v+7), ke Z

Réciproquement :
pourtoutk € Z, 19u+11v=19(11k —4) + 11(=19k +7) = 19x (—=4) + 11 x 7 =1
Conclusion : (S = {(11k —4,—19k +7), k € Z}| (0.5)

[2] @ 19A11 = donc il existe un unique entier u € {1,2,...,10} tel que 19u = 1 (mod 11).
De plus 19 x7 = 133 = 11 x 1241 alors 19 x7 = 1 (mod 11). On en déduit que

u = 7 est l'unique entier appartenant a {1,2,...,10} tel que 19u =1 (mod 11)|  (0.5)

() 11 A19 =1 donc il existe un unique entier v appartenant a {1,2, ..., 18}
telque 1Tv=1 (mod 19). Deplus 11 x 7 =19 x4+ T alors 11 x 7 =1 (mod 19).

D'ou |v = 7 est l'unique entier appartenanta {1,2,...,18} tel que 11v =1 (mod 19) [(0.5)

Partie B :
[1] 0* =0 (mod 209) et 1> = 1 (mod 209) donc [0 et 1 sont des solutions de (Exos) | (0.25)
[2] 209 =11 x19. (0.25)
[3] 1332 = 17689 = 209 x 84 + 133 donc 133% = 133 (mod 209)
d'ou | 133 est une solution de (E ) ) (0.25)
77% = 5929 = 209 x 28 + 77 donc 77 = 77 (mod 209)
ainsi | 77 est une solution de (E ) | (0.25)

[4] @) Soit x une solution de (Ex).

x2=x (mod 209) =3 x(x—1)=0 (mod 11x19)
= xX(x—1)=0 (mod1l)etx(x—1)=0 (mod 19)

On en déduit que : 11 divise x(x — 1) et 19 divise x(x — 1) | (0.5)
@ x — (x—1) = 1 donc d'apres le théoreme de Bézout, x A\ (x — 1) = 1. (0.25)

[5] Soit x une solution de (E.) appartenant a {2,3, ..., 208}.

Prof : Mersani Imed # # 5/9 SP 2022
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@ On suppose que 19 ne divise pas x et 11 ne divise pas x.

19 est premier et 19 ne divise pas x donc 19 A x = 1.
19divise x(x — 1)
Ona s joAx=1
ainsix—1=0 (mod 19)
11 est premier et 11 ne divise pas x donc 11 Ax = 1 et comme 11 divise x(x — 1) alors
d'aprés le lemme de Gauss, 11 divise x — 1 ainsix—1 =0 (mod 11).
Xx—1=0 (mod 11)

Ona:{ x—1=0 (mod 19) doncx—1=0 (mod 209) ce qui est absurde

donc d'aprés le lemme de Gauss , 19 divise x — 1

NA19=1
carx—1¢€ {1,2,..,207}.
Il en résulte que | 19 divise x ou 11 divise x . (0.25)

(b) On suppose que x = 19k, k € Z.
Onaxe€ {2,3,..,208} etx =19k, k € Zdonck € {1,2,..,,10}
comme 11TA19=1etllAk=1Talors 11 Ax = 1.
11divisex(x —1)
On® 1 f1Ax=1
D'aprés A-2-a), k = 7 et par suite x = 19 x 7 = 133. (0.5)

(©) 1 divise x etx € {2,3,...,208} donc il existe k’ € {1,2..., 18} tel que x = 11k’
19A11 =1et19Ak'=1donc 19Ax = 1.

Ona{ 'PdVise x(x=1) y5nc 19 divise x — 1 d'ol 11K’ = 1 (mod 19)

donc 11 divise x — 1 ainsi 19k = 1 (mod 11)

19Ax=1
D'aprés A-2-b) k’ = 7 et par suite x = 77. (0.5)
[6] L'ensemble des solutions de (Ej) dans {0, 1,..., 208} est {0,1,77,133}. (0.25)
[1] y € Z et x son reste modulo 209. 0.25)

y = x (mod 209) donc yz = x? (mod 209)

y est une solution de (Ezpe) <= y* =y (mod 209)
& x*=x (mod 209)
4= xest une solution de (E;p)

[Z] y € Z est une solution de (Ezg9), si et seulement si, y = 209k + x, k € Z et x € {0,1,77,133}.
Par suite | Sz = {209k, 209k + 1,209k + 77,209k + 133,k € Z} . (0.25)

\

W

E] f(x) = ﬁ. x €]1, 4o00|.

1 .
lim f(x) = lim — 0 donc la droite d'équation y = 0 est une asymptote a la courbe (€)

X—4+4-00 x—+00 |n X

au voisinage de +oo. (0.5)
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Ona: hm f(x) = nln ]—‘— +00 donc la droite d'équation x = 1 est une asymptote a la
courbe ((?) (0.5)
l
[2] @) Lafonction f est dérivable sur |1, +oc| et pour tout x > 1, f/(x) = = —]2— (0.25)
n
(b) Tableau de variation de f. (0.25)
p 4 1 +00
f'(x) -
+00
f \
0
(©) Tracer la courbe (€). (0.5)
5
4
3
2
4 (@)
j i
4 o[lo1] 2 3 4 5 & 7

-1

E] Soit g la fonction définie sur |1, +oc[ par g(x) = f(x) — x.
Dans |1, 400, I'équation f(x) = x est équivalente a I'équation g(x) =
La fonction g est dérivable sur |1, +oo[ et g’(x) = f'(x) — 1 < 0, pour tout x > 1.
La fonction g est continue et strictement décroissante sur |1, +oo[ donc elle réalise une bijection
de |1, +o0[ sur g(]1, +oc[) =] 1‘1{.12 g,llign gl=R
Comme 0 € R alors il existe un unique réel a« de |1, +oc| tel que g(«) = 0 et par suite I'équation
f(x) = x admet dans |1, +oo| une solution unique «.
Ona:gle) =fle)—e=1—e<0=g(x) et g est strictement décroissante sur |1, +oc|
alors « < e. (0.75)
Conclusion : | I'équation f(x) = x posséde dans |1, oo une unique solution « et que « < e/,

Partie B

x ~ In x est dérivabme sur |1, +oo|

t
[I] @ Ona:{ t f_n est continue sur 0, +o0o| donc la fonction H est dérivable sur
In(]1, +o0[) =0, +oclet In « €)0, +o0|
|1, 400| et pour tout x > 1 H’(x)—lem L (0.5)
' ; CoxIn™ xIn"x  In"x’ :
Prof : Mersani Imed # # 7/9 SP 2022
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(b) La fonction t — (f(t))"™ est continue sur ]1,+oc| et « €]1, +oc donc F est dérivable sur
11, +o0[ et pour tout x > 1, F/(x) = (f(x))" = H'(x).
d'ou il existe une constante réelle ¢ tel que pour tout x > 1, H(x) = F(x) + ¢
De plus F(a) = H(x) = 0 alors ¢ = 0 et par suite[ pour tout x > 1, H(x) = F(x)]. (0.25)

[2] u, = r(f(t))"dt, neN.

€

(@ Pourtoutn > 1, U, =J

o

In e et 1 et
(f(t))"dt = F(e) = H(e) = J —dt = I —dt. (0.25)
In e In @ tn

() Soitn € N tel que n > 2.
Ona:l<a<edonchha<1

ha<t<1=a<e'<e

«x et

€
t—“gt—“gt—“cart“>o

x
t— t_“
t
Les fonctions ¢ —; f;‘. sont continues sur [Ina, 1]
te
t— t_“
1 1 1 et 1 1
alors —dt < —dt<e —dt.
In « tt In tn In x “

1 . 1 n-1 . 1 n-1 _
t“"]m = —((fla)™" =) = —(a™" = 1)

n-1 _
](a 1).

1
1 -1
ij;nat—'"dt= —

dotl —X—(a™ ! —1) < Uy < —5
n-1 n-—

On en déduit que| pour tout n € N tel que n > 2, “n ' (M —l(a““' —1)].(0.5)

n enln o«

(® Pourtoutn € N*, = = :
n nlha "

e
Ona: lim nhna=+cccarlnax>0et lim —-lna = +oco
n—++o0 X—+00 X

Inx

an
donc| lim — = +4o0| (0.25)
n—=+o0 M
n_ n_ LS [—
Pourtoutn>2, Uy > et lim — = lim —-—&1 = 400
n—1 n—+o0 N — n—+o0 N ]_R
d'ou| lim U, = +o0| (0,25)
n—+oc
1- =
(@ Pourtoutn > 2, gUn € 3 1,
: n—1 a® n—1la at
1— ==
of dim DB i Sy odone| B R (0.25)
n—a+00 M—1 n—4+oon—1 & o n—+o00 "
n
Bl sa=) (k=2U,n>1.
k=1
Prof : Mersani Imed # # 8/9 SP 2022
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(@ Soitn € N".
1 /
Onpose { “t)= o alors{ wit) = t"+‘
v/(t) = e v(t) = et
t & 1 et
“—[t"]m“ lna_ t"Hdt c n “°‘+njlno¢t“T

Ainsulpour toutn € N*, U, = e — o™ +nl, 4y |

(0.5)

() «Pourn=1,8, = Z(k 2)Uy = U, et & +(1—|)e—u, U, =5,.
k=1
an+l_a2
e Soit n € IN*, on suppose que S, = = 4+ (1 -n)e— U, et on montre que
“n+2 0(2
Sny1 = - +(1=(n+1))e—Unpy.
n+1
St = Z(k 2)Ug = Sp+ (n+1-=2)Uy 4y
k=1
n+l _ .2
=%+(l—n)e—un+(n—l)u"+|
n+l _ 42
=%%»(l—n)e—ewka““—nUn+|+(n—l)Lln+1
n+l o2 Nl
_« o+ o™ (o ”+(l—n—l)e—un+]
ox—1
an+2_a2
=?+“_(n+”)e—un+l
anH aZ
Conclusion : | pour toutn € N*, S, = 3 +(1=n)e—Unl (0,75)
LS x—mm7 n Uy
(© Pourtoutn € N*, ~T = = Pl==Te=—
Ona:a>1ldonc lim F2=0
D'aprés B-2-c), hm “—=+oodou lnm 1-Oetoomme Jim &=0
‘ n oo " oo o
o - n, 1 Uy, U, &
A_ i i Y S - —
alors hmoo ] +o‘“(n 1)e e ]am5| B R =T (0.25)
Prof : Mersani Imed # # 9/9 SP 2022
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@60}
CORRIGE DE L'EPREUVE DE MATHS (o
SESSION PRINCIPALE BAC 2022 R
PAR M" SALAH HANNACHI

EXERCICE 1 :

1) A'= e™% — (26 — 4) = 4, alors 2 est une racine carrée de A’ donc
Sc ={ei9+2, ei9—2}.

Re(eie —2) =cosf—2<0alorsz, =e® —2 et z, =e'? +2

zZ1+z el 21042 i -,
2) a) 12 = . = e = 7, alors I est le milieu du segment [M;M,].

b) aff(IM;) = z, — e = =2 = =1 — 1 = af f(4B) alors IM, = AB

3) a) 6 ¢ {0,7} alors le point I ¢ {A, B} donc les points I, 4, B ne sont pas alignés
et puisque IM; = AB alors IABM, est un parallélogramme.

Et comme M, ¢ (IA) (I est le milieu de [M;M,]) alors les droites (AM,)
et (BM,) sont sécantes en un point J.

¢ Dans le triangle JM; M, on a I est le milieu de [M;M,] et (IA) et (JM;) sont
paralléles, alors d'aprés le théoréme de Thalés Al = % JM; et puisque

Al = BM, alors Al = JB donc les segments [AB] et [I]] ont le méme milieu
et par conséquent O est le milieu de [I]], donc z; = —z, d'oll z; = —e'?,

b) J appartient au cercle trigonométrique C de diamétre [AB] car 0] = |z| = 1
et ] ¢ {A,B}car] = S,(I) alors AJB = g
Donc le triangle /M, M, est rectangle en J, d'ou son aire A = w
i0_ io . .

_ |2e 2|>2<|2e +2| _ 2|(e‘9 _ 1)(619 n 1)|

= 2|e'?® — 1| = 2\/(cos26 — 1)2 + sin?26

= 2v2V1 — c0s26 = 2v/2V2sin?6 = 4sind car 0 € |0, x|
Ainsi A est maximale si et seulement si 6 = g

A
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EXERCICE 2 :

b) D = R(C) alors (BC,BD) = —Z[2x] donc (BC,BD) = (BC,B0) [2n])

—
—_— —

ce qui implique que (BD,BO) = 0[2n] d'ou O, B et D sont alignés.

c) On a le triangle ABC est isocele en C alors CA = CB
et onaD = R(C), alors BC = BD et CBD = g donc le triangle BCD est
équilatéral.
Ce qui implique que CA = CD et CDO = =
On a aussi CAO = CAB + BAO et comme 0AB est rectangle et isocéle en 0

alors BAO =ZdoncCA0 == +Z%2="C
4 12 4 3

Ainsi dans le quadrilatére CAOD ona: CDO + A0OD + CAO = = donc ACD =

Et par la suite le triangle ACD est rectangle et isocele en C.

2) a) On note A' = f(A).
Ona: (0A) L1 (0B) dlors f((04)) L f((0B))
signifie que (A'C) L (AC) donc A’ € (DC)
D'autre part, puisque 4, C et A’ sont les images respectives par f des points
B,0 et A et puisque f est une similitude directe, alors :

(ﬁ) = (ZE)’,—Z—A’)) [27] donc (Tm) = %[Zn]
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cela signifie que (ﬁ ﬁ) = (ﬁ E) [2] (car le triangle ACD est rectangle
et isocele en C),ce qui équivaut a (H ﬁ) = 0[2n] d'ou A’ € (AD)
Ainsi A" € (AD) n (DC) et par la suite A’ = D. Autrement dit f(4) =D

b) Ona f(B) = A et £(0) = C alors une mesure de |'angle orienté (B0, AC)
est une mesure de I'angle de f

(B0,4C) = (BG,B4) + (BA,4C) [2n]

i —

= (B0, E‘l)) + (ﬁ) — n[2m]
/s

c) Ona les points B,D et 0 sont alignés alors a f(B), f(D) et f(0) le sont aussi
donc E € (AC).

(DA DE)

(ﬁ, E) [27r] (conservation des mesures des angles orientés)

)+ (AEZ_D)) [27]
[2m] = - [27T]

l

%‘el

) C
rc
4

N|=l

e) (ﬁ) = (ﬁ) + (m) + (ﬁ) [27]
Or f(B)=A, f(A) =D et f(D) =E alors (ﬁ) =3 x( S
D'ol (QB 0F ) = - Z[2n] = -2 [2n]

3)a) arg (z;) = (O—A/fﬁ')) [27]

Les triangles OAD et ACD sont rectangles respectivement en O et C alors

ils sont inscrits dans le méme cercle C de diametre [AD], donc les points
0,4,C et D appartiennent au méme cercle C.

D'autre part, les angles orientés inscrits (04,0C) et (DA, DC)
interceptent le méme arc orienté AC, alors (ﬁ W) = (ﬁ ﬁ) [27]
donc arg (z¢) = (ﬁ, D_C)) [2m] = % [27]
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b) f:M(z)— M'(z') telque z’ = az+b
Ona:f(B)=Aalorsz, =azzg+bd'otai+b=1
Etona: f(O)=Calorsz. =azp+b=0»b

c) Supposons que Q = O alors (OT?B?) = —S[Zn] , donc E € [0A) et puisque
E € (AC) alors E = A ce qui est impossible car (m) = E[Zn]
D'ot Q # O et par la suite zg # 0
¢ O est le centre de la similitude directe f alors zy = %

donc zZo—i _ zg—i _ (1-a)(zq—i) _ (zg—azg)—it+ai _ b—i+(1-b) _ 1-i
zq b b o b - b b
1-a
. .zZo-l 1-1
Ainsi 22— = —
VA4o) b

¢ Ona: B(i) et C(b) alors :

Zo—1 1-i . . — = ]
ZQ == implique que (0.(2, B.Q) =arg(1—i)—arg(zy) [2m]

Cela équivaut a (55 ﬁﬁ) = —g[Zn]
4) Ona: (20,0B) = —Z[2n] alors (20) L (2B)
et (QB,QF) = —Z[2n] alors (2F) L (2B)

Donc (120) || (2E) et ayant un point commun d'ou 2 € (OF)
Et puisque de plus (2B) L (2E) alors 2 est le projeté orthogonal de B

sur la droite (OE).

T
2
T
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EXERCICE 3 :

Partie A
1)a)19x(—4)+11x7 =—-76+77 = 1 alors (—4,7) est une solution de

I'équation (E) : 19u+ 11lv =1

b) Un couple d'entiers (u,v) est une solution de (E) si et seulement si
19u + 11v = 19 x (—4) + 11 X 7 ce qui équivaut a 19(u + 4) = 11(7 — v)
alors 19 divise 11(7 — v). Et comme 19 et 11 sont premiers entre eux
alors19 divise (7 — v) ce qui implique qu'il existe k € Z tel que
7—v =19k. Donc v =7 — 19k.

Par conséquent 19(u + 4) = 11 x 19k ce qui équivaut d u = 11k — 4
Ainsi (u,v) = (11k—4,7—19k) ol k € Z

Réciproquement : Pour tout k € Zona:

19(11k —4) + 11(7 — 19k) = 19 x (—4) + 11 x 7 =1

alors (11k — 4,7 — 19k) est une solution de (E) pour tout k € Z
Ainsi |'ensemble des solutions de |I'équation (E) est

Syxz = {(11k — 4,7 —19k); k€ Z}

2)a) 19x7=133=11x%x12+ 1 alors 19 x 7 = 1(mod11) donc 7 est un
inverse de 19 modulo 11, d'ou 7 est |'unique entier u de |'ensemble

{1,2,...,11 — 1} tel que 19u = 1(mod11).

b) 11x7=77=19%x 4+ 1alors 11 X 7 = 1(mod19) donc 7 est un
inverse de 11 modulo 19, d'ou 7 est |'unique entier v de |'ensemble
{1,2,..,19 — 1} tel que 11v = 1(mod19).

Partie B
1) 02 = 0 = 0(mod209) et 12 = 1 = 1(mod209) alors 0 et 1 sont deux
solutions de I'équation (E5q9) : x% = x(mod209)

2) 209 =11x 19
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3) 772 —77 =5852=11x532 =19 x 308
alors 772 — 77 = 0(mod11) et 77% — 77 = 0(mod19)

11 et 19 sont premiers entre eux alors 772 — 77 = 0(mod11 x 19)
D'oll 77? = 77(mod209)

® 1332 —-133=17556 =11 X 1596 = 19 x 924
alors 1332 — 133 = 0(mod11) et 133% — 133 = 0(mod19)
alors 1332 — 133 = 0(mod11 x 19). D'ol 1332 = 133(mod209)
Ainsi 77 et 133 sont deux solutions de |'équation (Eq9).

4) a) x? = x(mod209) équivaut a x(x — 1) = 0(mod209)
équivaut a x(x — 1) = 0(mod11) et x(x — 1) = 0(mod19)
Ainsi 11 divise x(x — 1) et 19 divise x(x — 1)

b) x — (x — 1) = 1 alors d'aprés le théoréme de Bézout x et x — 1 sont
premiers entre eux.

5) x € {2,3,...,208} tel que x? = x(mod209)
a) 11 divise x(x — 1) et 11 est premier alors 11 divise x ou 11 divise x — 1

de méme 19 divise x(x — 1) et 19 est premier alors 19 divise x ou
19 divise x — 1.
Supposons que ni 11 ni 19 divise x, alors dans ce cas x — 1 est
divisible a la fois par 11 et par 19. Et comme 11 et 19 sont premiers
entre eux, alors x — 1 est divisible par 209.
Autrement dit : x = 1 + 209k oU k € Z ce qui est impossible car
x € {2,3,...,208}. Ainsi 11 divise x ou 19 divise x.

b) On a 11 divise x(x — 1). Supposons que 11 ne divise pas (x — 1) alors
11 divise x car 11 est premier. Donc x = 11q ol q € Z
Et puisque x = 19k ; k € Z et 11 et 19 sont premiers entre eux,
alors 11 divise k, donc il existe k' € Z tel que x = 19 x 11k’ = 209k’
ce qui est impossible car x € {2,3,...,208}. D'ou 11 divise (x — 1)
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e 11 divise (x — 1) alors il existe n € Z tel que x = 1 + 11n
Orx=19k ; k€ Zalors 19k =1+ 11n
cela signifie que 19k — 11n = 1, donc d'apreés la question 1) b) : il
existe q € Z tel que k = 11q — 4 et —n = 7 — 19q. Alors en particulier
x =19(11q — 4) = 209q — 76. Et comme |'entier 2 < x < 208 alors
l'em‘ier';—f9 <q< % donc g =1 et par la suite x = 209 x 1 — 76 = 133

c) On a 11 divise x, et puisque 11 divise x(x — 1) alors 11 ne divise pas
x — 1 (car x et x — 1 sont premiers enfre eux et 11 est premier)
Par conséquent 19 ne divise pas x (la contraposée de la question 5)b))
donc nécessairement 19 divise x — 1 car 19 est premier, alors :
il existe m € Z tel que x =1 + 19m.
D'autre part x = 11m’ ot m’ € Z alors 1 + 19m = 11m’ équivaut a
—19m + 11m' = 1 donc d'apreés la question 1) b) : il existe k € Z tel que

—m = 11k — 4 et m’' = 7 — 19k, alors en particulier x = 11(7 — 19k)
=77 — 209k

131

75
<k<—donck=0
209 209

Puisque |'entier 2 < x < 208 alors —

Et par la suite x =77 — 209 x 0 = 77

6) Ainsi : si x est solution de |I'équation (E,y9) dans I'ensemble {2,3, ...,208}
alors x = 133 ou x = 77 et comme 0 et 1 sont deux solutions de cette
équation alors les solutions de (E,q9) dans |'ensemble {0,1,2,3, ...,208}
sont 0,1,77 et 133.

Partie C

Soit y € Z et x € {0,1,2,3, ...,208} tel que y = x(mod209)

1) y est solution de (E,q9) équivaut a y? = y(mod209) alors y? = x(mod209)
Or y? = x2(mod209) alors x? = x(mod209) d'ou x est solution de (E,q)
Réciproquement : Si x est solution de (E,q9) alors x? = x(mod209)

Or y = x(mod209) alors y? = x?(mod209) donc y? = y(mod209) d'ol y

est solution de (E,q9).
Ainsi : y est solution de (E,q) si et seulement si x est solution de (E,q9)
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2)Onay=x+209 ; keZ etxe€{0,1,2,3,..,208}
Donc y est solution de (E,yy) dans Z si et seulement si :
y € {209k ,1 + 209k ,77 + 209k ,133 + 209k}
Ainsi S; = {209k ,1 4+ 209k ,77 + 209k, 133 + 209k tels que k € Z}

EXERCICE 4 .

Partie A
. o1 . g1
1) lxlffoo(x)— lim— =0 ef l}lCTLl){;(x)— lim — = +oo

x—+00 x—1¥

Interprétation graphique :
lim f (x) = 0 signifie que la droite des abscisses est une asymptote a la

X—+o00

courbe (C) au voisinage de +oo.

lim f (x) = +oo signifie que la droite D : x = 1 est une asymptote a la

x—1t

courbe (C) a droite.

1
1

A= Gy = "
b) 4 e c) \
(=) —_— \\ (c)
e \
0
I \\xaxh

3) On pose g(x) = f(x) — x pour tout x > 1 alorsona:
f(x) = x équivaut a g(x) =0
La fonction g est dérivable sur ]1,+oo[ (comme étant différence de
deux fonctions dérivables). g'(x) = f'(x) —1 <0, Vx> 1alors g est
continue et strictement décroissante sur |1, +o[ donc elle réalise une
bijection de ]1,+oo[ sur g(]1,4+o[) = ]—c0,+oo[ = IR et par la suite le
réel 0 admet dans ]1, +oo[ un unique antécédent a par g.
Ainsi |'équation f(x) = x admet une unique solution a dans |1, +oo[
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xgle)=f(e)—e=1—e < 0alors g(e) < g(a) et comme g est
strictement décroissante sur ]1,+oo[ alors a < e

Partie B

1) a) La fonction In: x — Inx est dérivable sur ]1,+o[ et onaV x € |1, +oo[
Inx € ]0, +oo].
La fonction t — :—; est continue sur ]0, +oo[ Vn € IN* (comme étant
rapport d'une fonction continue sur]0, +oo[ sur une fonction continue
et non nulle sur ]0, +o[). De plus on a lna € ]0,+oo[ car a > 1

t
alors la fonction ¢ : x +— f;af—n dt est dérivable sur]0, +ool.

t
Donc la fonction H : x — y(Inx) = flrzf—n dt est dérivable sur ]1, +oo|.

inx
.H’(x):%lp'(lnx) =1l _ z l)n pour tout x > 1.

x (Inx)™ (Inx

b) La fonction f est continue sur ]1,+o[ alors Vv n € IN* la fonction f™
est continue aussi sur |1, +o[. Et on a de plus a € ]1, +oo[ alors la

fonction F : x — [*(f(t))" dt est dérivable sur |1, +ool.

F'(x)=({(f0)" = (lnic)n Vx>1alors F'(x) =H'(x) Vx>1
ce qui implique que F(x) = H(x) + c ol c € IR.

OrF(a)=H(a) =0alorsc=0donc F(x) =H(x); Vx>1

2) @) un = [S(F ()" dt = F(e) alors u, = H(e) = [7¢ < dt

1 et "
Donc u, =flmf—n dt ;VnelIN

b)Onaa <ealors lna <1
Ina <t <1 équivautda a <et

IA

e
e
o

Slmﬂ
IA

z . by 24
equivauta — <

o~

t

Orilna<1 alors [* Ldt<[* S dr<[' £ at
Ina tn — Jlnatn — Jinatn

. o 1 1 1 1
Cela signifieque a [, — dt <u, <e /[, — dt
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fl 1 [ -1 ]1 _ 1 1
Ina ¢n ~ ln-1)en1 Ina T (n-1)(na)™1  n-1

1 1 1 a™1-1
Or f(a) = a alors lna = - donc ina m At = D

S a"1-1 a™1- . a—a e n-1
Dou «a <u,<e et par lasuite —<u, <—(@" ' -1)
n— n—1 n—1
. am . enlna . en/a 1
c) lim— =lim = lim — =400
n n n/a a
n—+oo n—-+oo n—+oo
. a-a . a™ 1-1/a™ 1 . _am® .
lim =limE Y% — im%E = +oo dlors lim U, =+
n—1 n 1-1/n n N 400
n—-+oo n—+oo n—+oo

(Notez bien que lim L —0cara>1)

an-1
n—+oo

n_ _ 1-1/a™ 1 1 1
d)Ona:=—=<u, <—(a"*—1) alors %Su—"gi(———)

n - 1 an n—-1 \«a amn
. 1-1/a™ 1 , e (1 1 .u
li / =llm—(———)=0 alors lim =2=0
n—1 n—1 \«a amn amn
n—+oo n—+oo n—+o

. 1 et
3)a)vneIN*, u, flmt—n dt
7 -n
u\x) = — u =
On pose { ) =5 alors { () = s
v'(x) =et v(x) = et
1
et 1 et Ina
u, = t_”]zna nf. . S dt=e— Tnayn T M
=e— (1/0;)71 +nu,; =e—a™ +nu,,
- 2 .- / /7 .
b)xPourn=1:8 = —u; == _‘I + (1 —1)e — u; (la propriété est vraie)
% On suppose que pour un certain rang n, ona:
S a,Tl+1_a2 1
n=—7tA—n)e—u,
an+2_a2
x Montrons que S, ;1 = — M€ —Upyg

Sp1 = Z;cl:%(k —2)uy = Z;cl=1(k —2)up+ (m—1) upyq
=5, + (Tl - 1) Un+1

an+1_a2
=T+(1—n)e—un+(n—1)un+1
atl_g?
= T‘" (1 —n)e —up + Npyy — Upygs

Or u, =e—a™?! +nu,,, alors nu,,, =u, —e + a™*?!
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an+1 2

Donc Sy =———+ A —nJe—u, +u, —e+ a™l — w4
a+1l_qg?
= T— ne + a”+1 — Unp+1
_ attl_g2pgn+2_gn+1 ne U _ a+2_ g2 ne y
o a-1 n+l — 54 n+1
. . a"+1_g2
AinsivneIN*, ona: S, =——+ ({1 —n)e —u,
a—1
atl_qg? 1-ne u u
&) St = pOme e (1 ny
a(a—1) amn amn (a— 1) amn
- — 2 _ ), _Un
o a+ (a" am amn
. Sn __ Un
lim ;— llm—a+(——5 6’—5
n—+oo n—+oo
., a® . Un , Sn
Or lim— =+oet lim— =0 alors lim = —«a
n—-+oo

n—-+oo n—-+oo
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EXAMEN DU BACCALAUREAT .
SESSION 2022 Session de contréle

Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques
Coefficient de I'épreuve : 4

N° d’inscription | | | | | | |

ESSSUESTSESY

Le sujet comporte cing pages numérotées de 1/5 a 5/5.

REPUBLIQUE TUNISIENNE

MINISTERE DE L’EDUCATION

La page 5/5 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5,5 points)

Le plan est orienté. Dans la figure de ’annexe jointe,

— AN

e Le triangle OEB est rectangle en B et tel que |OE, OB

= %[211].

—_— N

e Le triangle OEF est rectangle en E et tel que |FE,FO

™
= —|2x|.
5127l
e Le point I est le milieu du segment [OF}
1) On pose R=Sog)0S(oB, -

I8

3

a) Justifier que R est la rotation de centre O et d’angle

b) Montrer que R(E) =1
2) Soit h I’homothétie de centre O et de rapport 2. On pose f=hoR .
a) Montrer que f(E)=F.
b) Montrer que f est une similitude directe dont on déterminera les éléments caractéristiques.
3) La médiatrice du segment [ IE ] coupe la droite (BE) en un point A.
a) Montrer que {(B)= A.
b) Vérifier que EA = EO. Montrer alors que le quadrilatére AEIF est un losange.
4) Soit & la similitude indirecte telle que g(B) = A et g(E)=F.
On désigne par Q le centre de & et on pose K = g(F).

a) Montrer que le rapport de & est égal a 2.

ANe—

b) Justifier que |FE,FA

_ [ﬂﬁ] 2x]

¢) En déduire que FE , FK|= = [Q‘R] puis que F € [EK].

d) Montrer que le point § appartient a la droite (EF) privée du segment [EF].
e) En déduire 'axe de & -

1/5
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f) Construire le point 2.
5) a) Montrer que g((QI)):(QA).
b) Montrer que les points 2, B et I sont alignés.
Exercice 2 (3,5 points)
On dispose d’une urne contenant cing boules portant les numéros —1,0,0,1,2.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Une épreuve consiste a tirer simultanément et au hasard deux boules de 'urne.
1) On considére les événements :
A: «Les deux boules tirées sont de méme numéro.»
B: «Avoir au moins une boule numérotée 0.»

a) Calculer la probabilité de I’événement A.

b) Montrer que la probabilité de I’événement B est égale a %

2) On désigne par X la variable aléatoire égale au produit des numéros des boules tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer 'espérance et la variance de X.

3) Une expérience consiste a répéter 1'épreuve précédente n fois de suite (n > 2) en remettant a
chaque fois les boules tirées dans I'urne. On désigne par Y la variable aléatoire égale au nombre
de fois ot ’on obtient au moins une boule numérotée 0.

a) Déterminer P(Y =1).

b) Déterminer la plus petite valeur de n pour que le nombre moyen de fois ot 1’on obtient au moins

une boule numérotée 0 soit supérieur ou égal a 5.

Exercice 3 (4 points)

Partie A
Soit p un nombre premier tel que p>3 et p=2 (mod 3).

):X3 =1 (modp).

On consideére dans Z 1’équation (Ep
1) Montrer que si x =1 (modp) alors X est une solution de (E,)-
2) Soit x une solution de (Ep).

a) Montrer que x* ' =1 (modp).

b) En déduire que X =1 (modp).
3) Résoudre dans Z 'équation (E ).

2/5
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Partie B
Soit dans Z I’é¢quation (E,): x* =1 (mod43).
1) Montrer que x° =1 (mod43) si et seulement si x =1 (mod43) ou x> + x + 1 = 0 (mod 43).
( On pourra remarquer que x° —1 = (x —1) (x* +x + 1). )
2) a) Vérifier que (2x +1)* +3 = 4(x> + x+1) et que 30’ = —3 (mod 43).
b) Montrer que x? + x + 1= 0 (mod43) si et seulement si (2x +1)* = —3 (mod 43).
¢) En déduire que :
x +x+1=0(mod43) = (2x—29)=0 (mod43) ou (2x + 31)= 0 (mod43).

3) a) Vérifier que 22 est un inverse de 2 modulo 43.

b) Résoudre dans Z I’équation (E ).

Exercice 4 (7 points)

X
€

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e
1+e™

On note <Q) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).

Partie A

1) Montrer que f est paire.

2) Montrer que lim f(x) = 0. Interpréter.
X— 400

1— eZX X
3) a) Montrer que f'(x) = (7, pour tout réel x.
(1 4 e?x>2

b) Dresser le tableau de variation de f .

4) Tracer (Q)
Partie B

Soit F la fonction définie sur ]0,4-00[ par F(x) = folnx f(t) dt.

1) Montrer que F est dérivable sur }0,+OO[ et calculer F'(x) pour tout x > 0.

2) a) Montrer que la fonction g définie par g(x)=tanx est une bijection de sur 0,+OO[ .

N
0,—
2

On note g71 la fonction réciproque de g.

b) Déterminer g '(1) et lim g '(x).
X—+00

3/5
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et que (g7 ')'(x) = 1 , pour tout x > 0.

_1+X2

¢) Montrer que g~ ! est dérivable sur }0,4—00

3) Montrer que F(x) = g~ (x) — E, pour tout x>0.

4) Soit X > 0. On désigne par A(\) laire de la partie du plan limitée par la courbe (Q) , Paxe des
abscisses et les droites d’équations respectives x = —X\ et x =\,
a) Montrer que A(\) = 2F(e™).
b) Déterminer >\lim A(N).

—+o0

Partie C

1
Pour tout n € N, on pose I = L/; t" F(e') dt.

1)a) Montrer que pour tout réel t >0, 0< F(e') < 43
b) En déduire lim I_.
n—+4oo o
. . . . F(e) 1 1 n+1
2)a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que I = ——~——— | ¢ f(t) dt.
)a) g par p que I, == n+1f0 (t)

L1 . -1 T
b) En déduire quengriloo nl =g (e)— 1

4/5
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Signatures des surveillants

Epreuve : Mathématiques - Section : Mathématiques

Session de contrdle (2022)

Annexe a rendre avec la copie
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4

Exercice 1 I

@ @@ (OE)n(0OB)=1{0} etz(cﬁ,cﬁ’)z_g[zn],

Mathématique

4 Maths

Corrigé : Session de controle 2022

T
Donc R est la rotation de centre O est d’angle —— .

(b) Le triangle OEF est rectangle en B et I le milieu de [OF]| donc IE =10.
Deplusona: (FI,OT) = (ﬁ‘,(ﬁ) [27]
=m- ﬁ,ﬁ) [27]
=x- 6[27:] = %[27:]
Donc le triangle OIF est équilatéral direct.

Ainsi OE = OI et (OE, 01| = —%[2::]. Dot R(E)=1 .

@ @ f(E)=hoR(E)=h(I)=F.

® f=hog OR(O,,g) est la composée d’une homothétie de rapport strictement positif et
d’une rotation de méme centre donc c’est la forme réduite d’'une similitude directe

de centre O de rapport 2 et d’angle —g.

@® Le triangle OIE est équilatéral direct et (OA) est 1a médiatrice de [EI| donc [OA) est
la bissectrice intérieure de 'angle EOT alors ((ﬁ:ﬁ) = —% [27].
Do (0B,04| = (0B,0E) + (0,04 [2x] = -~ - % [22] = - = [2x].
6 6
A 1 1
Le triangle OBA est rectangle en B donc O— = = =2.

OB COoSs (m) COSs (%)

Il en résulte que f(B)=A .
(b] On a EOA = %

—

Le triangle ABO est rectangle en B donc BAO =

T
|
w|y
|y

Ainsiona:E/O\A:BA/\Ozg.

D’ou le triangle EOA est isocéle en E. Par suite EO = EA.

La droite (OA) étant la médiatrice de [EI| donc OE = OI et AE = Al
Orona EO=EA donc EO=EA =AE =AI d’ou OIAE est un losange.
Par suite OI = EA.

Le point I étant le milieu de [OF] donc O1 = IF.

Il en résulte que IF = EA.

1/11
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4

Mathématique

4 Maths

Corrigé : Session de controle 2022

Il s’ensuit que AEIF est un parallélogramme.

Or EI =EO et EO=EA donc EI =EA d’ou AEIF est un losange .

@ Soit & le rapport de g.

AF
B)=Aetg(E)=F d k=—-..
gB) et g(E) onc BE
AF
Or f(B)=A et f(E)=F et f est une similitude directe de rapport 2 donc — =2.

BE
Dou k =2.

(b)) AEIF est un losange donc le triangle AEF est isocéle en A.
D’ou (F—E,ﬁ) = (ﬁ,ﬁ‘) [27]
(¢) g étant une similitude indirecte donc elle change les mesures des angles orientés en

leurs opposés. Ainsi :

gE)=F

gF)=K } = (F—Z,I«—'I?) = —(ﬁ%,ﬁ?) [27].

gB)=A

(FE,FK) =(FE,FA)+(FA,FK)|2x]

= (EA,EF)- (EB,EF|[2]
= (EA,EF )+ (EF,EB| 2]
= (E4,EB) (27
=7 (27]

D’ou (ﬁ,ﬁ) =x(2x] .
Ainsi : FE et FK sont colinéaires de sens contraires et F ¢ [EK] .
() Ona:g(E)=F et g(F)=K donc gog(E) =K.
Or gog=hq4) donc OK =4QE.
Donc QK et QF sont colinéaires de méme sens.
Par suite Q appartient a la droite (KE) privée du segment [KE]|.
Or F € [KE] donc (EF) = (KE) et [EF| c [KE].
Comme Q¢ [KE] donc Q ¢ [EF]
Il en résulte que Q appartient a la droite (EF) privée du segment [EF| .

(e] Q appartient a la droite (EF) privée du segment [EF| donc la bissectrice intérieure
de Pangle EQF est portée par la droite (EF).

2/11
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4

Mathématique

4 Maths

Corrigé : Session de controle 2022

Comme g(E) =F et la droite (EF) porte la bissectrice intérieure de I’angle EQF donc
laxe de g est la droite (EF) .

& =h,2)°Sr) donc g(E) = hq2) °SEr) (E) = hqz)(E) .
Or g(E) =F donc h(q 5 (E) = F d’ot QF = 2QEF.
D’ou E est le milieu de [QF] .

Par suite Q est le symétrique de F par rapporta E .

@ AEIF est un losange donc S gr) (I) = A.
Qe (EF) donc S(EF) Q)=Q.
Dot s(EF)((m)) = (QA) .
Comme g = k(a2 °Sap) alors g((@QD))=hz)((@4)]=(04).
) g(B)=A et g(Q)=Q donc g((ﬂB)) - (QA).
Ainsi g((m)) - g((QB)).
Comme g est une bijection alors (1) = (2B).
Par suite Q, B et I sont alignés .

o8
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4

Mathématique

4 Maths Corrigé : Session de controle 2022
Exercice 2 I
w=2_1 i
@ p _C_g_ﬁ_ b L .
_ g’ 3
B)=1-pB)=1-—=1-— = .
@P( ) p( ) C? 10 0,7
@ @
X(0)={-2,-1,0,2}.
CIXCI 1
X=-2=—1_1-_-10,1
p( ) cz 10
p(X=—1)=CiXCi=l:o1. % | 2]-110) 2
C§7 10 pi | 0,1]0,1]0,7]0,1
p(X:O):p(B)zﬁ: 0,7.
C1><C1 1
X=2=—L1_1-__-/91.
p( ) Cg 10

) E(XX)=-2x0,1+(-1)x0,1+0x0,7+2x0,1= —0,1.
E(X?%) =(-2)%x0,1+(-1)2x0,1+0%x0,7+2%x0,1=0,9.
V(X)=E(X2%) - (EX))*= 0,89.

® X suit une loi binomiale de parametres n et p = p(B) =0,7.
7 1 3 n-1 7n 3 n-1
Y=1)=Clx|— — = —x|— .
p¥ =1 "x( )X(IO) 1ox(10)

10

(b] Le nombre moyen de fois ou I’'on obtient au moins une boules numérotée 0 est :

n
E(Y)= _m
¥)=nxp=15

E[Y)25<=>z—:;25<=>n2@.

7
La plus petite valeur de n tel que E(Y) =5 est n=8.

4/11
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4

Exercice 3 I

Partie A

Mathématique

Corrigé : Session de controle 2022

4 Maths

(1) x=1 (mod p) = x3=13 (mod p) = x®=1 (mod p).

Ainsi: Six =1 (mod p) alors x est une solution de (Ep) .

©) Soit x une solution de (Ep).
Supposons que p divise x alors x =0 (mod p) donc x® =0 (mod p) ce qui est absurde
car 23 =1 (mod p). Donc p ne divise pas x.
p est premier et p ne divise pas x donc d’aprés Fermat: ¥ 1=1 (mod p) .
() p=2 (mod 3) donc il existe q € Z tel que p =3q +2.
Orp>2—=3q+2>2 = q>0.Donc p=3qg+2avec qcIN*
x étant une solution de (E,) donc d’aprés la question a) on a :2P"1=1 (mod p).
Alors x37*1 =1 (mod p).
Orona:x®=1 (mod p) et x37*! = (x3)? xx donc x3¢"1 =x (mod p).

Il en résulte que x=1 (mod p) .

@Ona:

+ Si x est une solution de (E,,) alors x=1 (mod p).

¢ Six=1 (mod p) alors x est une solution de (E,).

Il en résulte que ’ensemble de solution de (E,) dans Z est :
SZ={x€Z tel que x=1 (modp)}={1+pk 5 keZ}

Partie B

@ Ona:x°—-1=(x-1)(x2+x+1) donc:
x3=1 (mod 43) <— x*-1=0 (mod 43)
= (x-1)(**+x+1)=0 (mod 43)

"=" car 43 est premier
< x-1=0 (mod 43) ou x%+x+1=0 (mod 43)

<" évident

<> x=1 (mod 43) ou x2+x+1=0 (mod 43)

Ainsi: x*=1 (mod 43) < x=1 (mod 43) ou x2+x+1=0 (mod 43)

5/11
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4

@ @x+1?+3=4a?+4x+1+3=4a? +4x+4= 4% +x+1).
302 =900 = 43 x 20 + 40 donc 302 =40 (mod 43) = -3 (mod 43) .

(®)
22+x+1=0 (mod 43) = 4(x?+x+1)=0 (mod 43)
= (2x+1)2+3=0 (mod 43)
= (2x+1)?=-3 (mod 43)
2x+1)?2=-3 (mod 43) = (2x+1)>+3=0 (mod 43)
= (2x+1)2=-3 (mod 43)

= 4(x2+x+1) =0 (mod 43)
2

Mathématique

4 Maths

Corrigé : Session de controle 2022

= x“+x+1=0 (mod 43) D’aprés Gauss car 43/ 4=1
Il en résulte que : %> +x+1=0 (mod 43) si et seulement si (2x +1)%2= -3 (mod 43)

@©
22 +x+1=0 (mod 43) = (2x+1)*=-3 (mod 43)
= (2x+1)%>=30 (mod 43)
= (2x+1)2-302=0 (mod 43)
= (2x+1-30)(2x+1+30) =0 (mod 43)
= (2x-29)(2x+31) =0 (mod 43)
= 2x-29=0 (mod 43) ou 2x +31 =0 (mod 43) car 43 est premier

(3) 22x2=44 et 44=1pmod43 donc 22 x2 =1pmod43.

Donc 22 est un inverse de 2 modulo 43 .

@ Soit x une solution de (E43).
D’apreés la question 1ona:x=1 (mod 43) ou 2% +x+1=0 (mod 43).

D’apres la question 2/ ¢) on déduit que :
x=1 (mod43) ou 2x-29=0 (mod 43) ou2x+31=0 (mod 43)
Or nous avons :
2x-29=0 (mod 43) — 2x=29 (mod 43)
= 22x2x=22x29 (mod 43)

— x =638 (mod 43)
— x=36 (mod 43)

6/11
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Mathématique

4 Maths
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2x+31=0 (mod43) — 2x=-31 (mod 43)
= 2x=12 (mod 43)
= 22x2x=22x12 (mod 43)
= x=638 (mod 43)
= x=6 (mod 43)
11 en résulte que :

Si x est une solution de (E43) alors x =1 (mod 43) ou x =36 (mod 43) ou x =6 (mod 43) .

Réciproquement :

e x=1 (mod 43) = x®>=13 (mod 43) = %=1 (mod 43).
e« x=36 (mod 43) = x° =363 (mod 43) = x°® =1 (mod 43).
Car 36 = -7 (mod 43) = 362 = (-7)2 (mod 43) = 362 =49 (mod 43) = 36%=6 (mod 43).
Donc 363 = -7x6 (mod 43) = 36 = -42 (mod 43) = 362 =1 (mod 43).
e x=6 (mod 43) = x? =36 (mod 43) — x?=-7 (mod 43) = %= -7x6 (mod 43) —
x3=1 (mod 43).
Conclusion :

L’ensemble des solutions dans Z de ’équation (E43) est :

Sz={48k+1; 43k +6; 43k +36 ; kcZ|

7/11
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4

Exercice 4 I

Partie A

Mathématique

Corrigé : Session de controle 2022

4 Maths

(1) D¢ =IR donc pour tout x€e Dy on a —x€Dy.

e ™ e %.e2* e*
Soit x € R. -x) = = = =f(x).
f==) 1+e 2% (1+e2%).e2r e2¥41 f)

Donc la fonction f est paire .

. . ¥ e* .
@ xlll-}lmf(x) - xl—l-l-Poo 1+e2x - xlll-flm ( 1 ) - xlll-flm 1 L
ev|—+e* —+e*
er er

Donc la droite d’équation y=0 est une asymptote a ¢y au voisinage de +co.

(3) [(a) f est dérivable sur R et pour tout réel x on a:
f’( , e* . (1 + e2x) _ 2e2x .e* e* (1 + e2x _ 2e2x) e* (1 _ e2x)
X) = = =

(1+ e2%)2 1+ e2%)2 (1 + e2%)2

(b) Le signe de f'(x) est celui de 1—e3*,

1-e>0 < e <1 < 2x<0 < x<0.

x —00 0 00
f'(x) + 0 -
1
@) / 2 \
0 0
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Partie B :

@Ona:

¢ f est continue sur R.

Mathématique

4 Maths

Corrigé : Session de controle 2022

e 0€lR

« La fonction u:— Inx est dérivable sur |0,+oo|

u(]0,+oo[) cR

Inx

F:x— f(®)dt est dérivable sur |0,+co| et pour tout x € ]0,+co[ on a:
0

Donc

1 Inx 4 1 1
F'(x)=f(Inx) = = — r 2

x 1+e2nx x 14+x2 x  1+a2

@ g est dérivable sur ]0, %[ et g'(x) =1+tan?x> 0.
Donc g est continue et strictement croissante sur |0,+oo|.
LR i 3 f E =11 i =
D’ou g est une bijection de ]0, 2 [ sur g(]O, 2 [) = ] l}){ng,llglpg[ = ]0,+oo[
T T Ty T PN 2
(») 1€ ]0,5[ et g(z) —tan(4) =1alors g '(1) = -

lim g(x) = +co donc lim g '(x)= i
x—2" x—+00 2

() g est dérivable et ne s’annule pas sur ]0, g [

Donc g1 est dérivable sur g (]0,%[) =]0,+00[ et pour tout x € ]0,+0o[ on a :

1 1

(g_l) @)= g'(y) "1 +tan?y

avec y= g_l(x)

y=gl(x) = g(y)=x < tany=nx.

Donc pour tout x € |0,+co[ ona: (g71) () =

1+a2
@) Pour tout x€]0,+co[ on a: F'(x) = (g71) ().
Donc il existe ¢ € IR tel que pour tout x € ]0,+0o[ on a : F(x) = g l(x) +ec.

Inl 0 T T
Or FQ1) = f(t)dt:f f®dt=0et g71(1)== doncec=-=.
0 0 4 4

D’ou pour tout x € |0,+00[ on a: F(x) =g (x) - N
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Corrigé : Session de controle 2022

4 Maths

(» (@ Soit1>0 (b) A(A)=2F(eﬂ)=2[g*1 (eﬂ)_%],
A
AM) =f |f@|dt lim e’
_)% /1—.>+oo o p — lim g—l (e/l) :f
= f f@®dt car f()>0vteR Aim g (@) = o Ao 2
)
A . T m\ X
:2f f()dt car f est paire D’ou AETWA(A) =2(§ - Z) =3

0ln(e’l)

= 2f f@®)dt car ln(e)”) =A
0

=2F (e?).

Partie C

. g1 i
(1) (2 Pourtoutx>0ona:g (x)E]O,Z[.
Or pour tout pour tout ¢ > 0; e’ >0 donc, g7 (e?) < % dou, g71(e’) —% < % .

T
Par suite pour tout £ >0 on a : F(e!) < T

In(e?) t
D’autre part F(e?) = f f(x)dx = f f(x)dx.
0 0
Comme pour tout x € R, f(x) > 0 alors pour tout £ > 0, F(ef) > 0.
T
11 en résulte que pour tout £ >0,on a: 0< F(ef) < B

T
(») Onapourtoutt}O,ona:OéF(et)éz.

b/ 4
Donc pour tout £ >0, 0 < " F(ef) < 1 .

P
Les fonctions ¢t — t"F(e’) et t — 1" sont continues sur [0,1] donc

1 T 1
0< f t"F(ehHdt <= f t"dt
0 4 Jo

1 tn+1 1

n+1

T
4n+1)

1
Orf t"dt = donc0<1I, <
0

n+1 0:n+1

pour tout neIN* ; 0<1I, <

T
dn+D) L —  lim 1,-0
n—-+oo

li -
n oo 4(n + 1)

t
(2) Soit k la fonction définie par h(f) = F(eb) :fo f(x)dx.

Comme f est continue sur R alors F est dérivable sur IR et pour tout £ € IR; h'() = f(¢).
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4 Maths Corrigé : Session de controle 2022
u(t)=F(e') u'(t)=f@)
On pose = n+l
v@E) =" v(t) =

n+1

Fe) 1 (.,
n+l n+l ot f@dt.

1
Done I, = ——
one In = i1

tn+lF(et)]1—Lf1 tn+1f(t)dt:
0 n+lJo

(3) Pour toutréel £ona 0 < f(#) <

DO | =t

1
Donc pour tout £€ [0;1] ona: 0<#"1f(#) < Et”*l.

1 1 1
Alors 0 < f t'”lf(t)dt<§ f t"tlde.
0 0

1 1
Par suite 0 < fo t"Lrdt < TP

1
Comme lim =0 donc n1i1+n / " (Bdt=0.
2 Jo

n—+oco 2(n +2)
F(e) 1 ! n n !
= - "l rwde d I,=F -— | " fr@de
""n+l1 n+1 0 f® onenin (e)n+1 n+1Jo f®

1
Comme lim —— =1let lim | #*'f()dé=0alors lim nl,=F(e)=g (e)- >
n—+oon+1 n—+oo Jo n—+oo 4

11/11
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Covrection exomen duw baccolowyéot section Mothématiques session controle

2022
Une correction possible proposée par Kooli Mohamed Hechmi
Exercice 1
1) Ona:R=Sg 0Rp
a) ona (OE) n (0B) = {0} et (0B ,0F) = — =
alors R est la rotation de centre O et d’angle 2 X (— g) = —g

R est la rotation de centre O et d’angle —g
b) Le tringle OFE est rectangle en E et (ﬁﬁ) = g alors (ﬁ"(_ﬁ) = —g[Zn] et comme I €

[OF] alors (ﬁ) = —g [2m] (1)

Le tringle OFE est rectangleen EetI = O x F alors I0 = IF = IE (2)

OE =01
) e y o _
de (1) et (2) le triangle OEI est équilatéral indirect donc {(TE ,—>01) = _g [27] d’ou R(E) =1

Z)h:h(o'z) f=hOR
a) f(E) =ho R(E) = h(I) or OF = 201 alors h(I) = F donc f(E) = F
b) On a f est la composée d'une homothétie de centre O et de rapport , et d'une rotation de centre

O et d’angle —g alors f est une similitude directe de centre 0, de rapport 2 et d’angle —g

3) a) On a (0A) = med [IE] donc (0A) est la bissectrice intérieure de EOI

T

par suite (ﬁ’,\ﬁ) = - [2n]

—

(0B, 04) = (0B, 0E) + (OF ,04) [2n]

= —g—g [2m]
= —g [27]

. 0OA 1 1
le triangle OAB est rectangle en B alors — = 455 = —=
OB on cosy

Il
NI R =

Il

N

OA = 20B
{ alors f(B) = A

(ﬁ,ﬁ) = —g [2m]
b) On a (ﬁﬁ) =-2[2n] & (ﬁﬁ) =2 [2m] or le triangle OAB est rectangle en B alors
(ﬁﬁ) =2 [2m] etcomme E € [AB] alors (ﬁﬁ) == [2n]

on a d’apreés (ﬁ’\m) = —g [2rr] & (ﬁ/\ﬁ) = % [27]
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par suite (E,A_d) = (EZUE) [27t] alors le tringle AEO est isocéle en E par suite EA = EO

f(B) =4
f(E)=F
b4 1

BE .
on OBE rectangle en B alors op = Sinc =2

Ona{ = AF =2BE (1)

donc OFE = 2BE (2)

de (1) et (2) AF = OE alors AF = AE
deplusonalO = IE = IF donc IE = EF = AF = AE par suite AEIF est un losange

4) on a g est une similitude indirecte g(B) =A , g(E)=F et g(F)=K
a)Onag(B) = f(B) =A et g(E) = f(E) = F alors g et f ont le méme rapport
alors le rapport de g est 2

b) On AEIF est un losange alors (ﬁ ﬁ) = (ﬁﬁ) [27]

gB)=A . .
c)On{ g(E) =F et g estunesimilitude indirecte alors (ﬁﬁf) = — (ﬁﬁ) [2m]
g(F) =K

E € [AB] alors (ﬁAﬁ)

(4E EF) [2n]
= (ﬁAﬁ) + m[2m]

= (ﬁz’Aﬁ) + (2] 4) b)

par suite (ﬁﬁ() =— (ﬁﬁ) + m[27] alors (ﬁﬁ) + (ﬁﬁ) = nr[2m]
@ou (FE FA) + (FA,FK) = n[2n] donc (FE,FK) = m[2n]
les vecteurs FE et FK sont collinaires et de sens contraire alors F € [EK]

d) On a g est une similitude indirecte de centre Q et de rapport 2 donc g o g = hg 4
gog(E)=g(F)=K = QK =40F = QK et QF sont collinaires et de méme sens
= Q € (EK)\[EK] = or (EK) = (EF) alors Q € (EF)\[EF]

c) Ona g(E) = F donc I’axe de g est porté par la bissectrice intérieure de (ﬁ"ﬁ")

or Q € (EF)\[EF] alors I’axe de g est la droite (EF)
c)Onag(E)=F= QF =2Q0FE = E = Q *F d’ou la construction de Q.

5) a)Onag = h, 40 Sy et on a AEIF est un losange donc S gr (1) = A
posons g(I) = I' donc g(I) = h(g 4)0 S(gry(I) = h(g 4)(A) =1I' d’ou I' € (QA) alors g(I) € (QA4) or
g(Q) = Qalors g(QI) = (QA4)

b) Supposons que Q, B et I ne sont pas alignés alors g(Q) = Q , g(B) = A et g(I) ne sont pas
alignésor g(I) € (Q4) donc g(Q) = Q , g(B) = A et g(I) sont alignés ce qui absurde

alors Q, B et I sont alignés
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Exercice 2
. 3 1
1) a)ona.p(A)Ic—§=1—0

b) p(B) = C3xC3+C€3 _ 2x3+1 _ 7

ct 10 10

autrement

_— L . . ¢ _ 3
Soit B « aucune boule numéroté 0 n’est tirée » p(B) =2 ==
G5

10
—1—-p(B)=1-2=-72

p(B) =1-p(B) =1 10 10

2)a)Onax(Q)={-2,-1,0,2}

X=-2)=S4_ 1 px=—1=9_1 px-0)=Tet (x=2) =241
pia = =T "1 PUAT TTa T PUTV T e~ T
d’ou la loi de probabilité de X

x; | -2]—-1] 0 [ 2 [total

p; | 1|17 1] 1

10 | 10 | 10 | 10
— -2, 2 _1
b)OnE(X)—Zx,p,— 10+10+0+10— 10
= =4
EX) = 10
3) a) Lavariable aléatoire Y suit la loi binomiale de paramétres n et 110
_ o 1 i n-1 _ 7_n i n—-1
p(Y =1) =Cy x 0% (10) BETES (10)
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P =1 =5x(3)"
b)Onp(Y) =5 < nx%ZS o nzgxs o n257—°z7,14
alors la plus petite valeurde ntel que p(¥Y) > 5 et n =8
Exercice 3
Partie A
1) Ona:pestpremier,p>3 et p=2(mod3) (E,): x* =1(mod p)

x = 1(mod p) = x% = 13(mod p) donc x3 = 1(mod p) d’ou x est solution de (Ep).

2) a) Supposons que p divise x alors x = 0(mod p) donc x3 = 0(mod p)
absurde car x3 = 1(mod p) donc p ne divise pas x et comme p est premier alors d’aprés Fermat
xP~1 = 1(mod p)

b) On x est solution de (E,) = xP~! = 1(mod p) et on ap = 2(mod 3) alors il existe k € Z*
(carp = 3) tel que p = 3k + 2 par suite x3**2-1 = 1(mod p) = x3**1 = 1(mod p)
= x3* xx=1(mod p) = (x¥)* x x = 1(mod p)

or x3 = 1(mod p) = (x¥)*=1(mod p) = (x®)* x x = x(mod p) par suite x = 1(mod p)

3) On ax est solution de (E,) = x = 1(anod p) alors il existe k € Z tel que x = 1 + pk

Partie B
1) Ona(Es3): x3=1(mod43) = x3—-1=0(mod43) = (x—1)(x*+x+ 1) = 0(mod 43)
= (x—1)=0(mod43) ou x%2+x+1=0(mod 43)

2)a)2x+1)?+3=4x*+4x+1+3=4(x*+x+1)
302 =900 = 21 x 43 —3 donc 30% = —3(mod 43)

b)Onax?+x+1=0(mod43) © 4(x* +x+ 1) = 0(mod 43) & (2x + 1)? + 3 = 0(mod 43)
o (2x+ 1)? = —3(mod 43)

c)Onax?+x+1=0(mod43) = (2x + 1)? = —3(mod 43) = (2x + 1)? = 30%(mod 43) 2) a)
= (2x+1)?2-302=0(mod43) > (2x+1—-30)(2x+ 1 + 30) = 0(mod 43)
= (2x—29)(2x+ 31) = 0(mod 43)
= 2x —29 = 0(mod 43) ou 2x + 31 = 0(mod 43)

3) d0Ona22x2=44=43+1 alors 22 X2 =1 (mod 43)
par suite 22 est inverse de 2 modulo 43
b) On a d’apreés 2) b) x est solution de (E43) alors x = 1(mod 43)
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On a d’apreés 2) ¢) x est solution de (E43) alors 2x — 29 = 0(mod 43) ou alors 2x + 31 = 0(mod 43)
x est solution de (E43) alors x est solution de (E43) ssi x = 1(mod 43) ou 2x — 29 = 0(mod 43) ou
2x + 31 = 0(mod 43)

*x=1(mod43) & x=43k+1, ke€eZ

*2x—29=0(mod43) © 2x=29(mod 43) © 2 x22x =22 x 29(mod 43)

o x=22x%x29(mod43) (car22x2 =1 (mod43) ) x =22 X 29(mod 43)
©x=14%x43+36(mod43) © x=36(mod43) = x=43k+36 , keZ

*2x+ 31 =0(mod43) © 2x = —31(mod 43) © 2x = 12(mod 43)

S 22 x2x=22%x12(mod 43) © x=22x12(mod43) © x =6 x 43 + 6(mod 43)

o x=6(mod43) =ox=43k+6 , kEZ

S; ={43k+1,43k + 36,43k + 6 k € 7}

Exercice 4
ex

fx) = 1+e2x

Partie A
1) OnaxeR & —x€R

Vx € R

—x 2x —-x X
VXER f(—x)=——=-2""¢__—_%_ — f(x) alors f est paire

1+e=2% ~ e2X(14+e72%)  1+e2*

e
X

e* e
2) lim x)=1lim —=1lim —=1lim ——=0
) x—>+oof( ) x—+o0 1+€2¥  xtoo €2 (e72¥+1)  xo+too e*(e2x41

Gy (il

+oco 1

alors la droite d’équation y=0 est une asymptote horizontale a ( G ) au voisinage de +oo

) avx eR;
oo ( e* )' _ef(1+ e?*) — 2e%* x e* e+ e3x —2e3% e - e3x _e(1— e%x)
F®=17e= 1+ e2)2 ST Atre? A+ er)2 (A+en)e
ex(l_EZX)

b)Onavx€eR, f'(x) = or e¥>0cet (1+e?)2>0

(1+ez")2
alors f'(x) prend le signe de 1 — e?* sur R
f(X)<0 > 1—-e¥* <0 =>e**>1=>x2=0

Ona lim f(x) =0 etcomme f estpaire alors lim f(x) =0
X——00

X—>+o0
X |—oo 0 400

f'(x) + -
1
2

f(x)

0 0
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4)

Partie B

Inx
Fx) =f £ dt ,vx€R

0
1) x — Inx est dérivable sur ]0,+oo[ etvx € 10,4+ onalnx € R
t — f(t) est continue sur R et 0 € R alors F est dérivable sur ]0, +oo].

elnx 1 elnx 1 x 1
X— ==X = — X =
1+e2nx x" 1+ (e?¥)2 x 14+2x%2 1+x2

vx €]0,4+] ,F'(x) = (Inx)' X f(In x) =%

vxe]o, JF'(x) =
x €]0,+00] ,F'(x) 152

2) a)Vx € ]0,;—’[ onag'(x) = (tanx)' =1+ tan?x > 0
g est continue et strictement croissante sur ]0 g[
e . an . w Vs
alors g réalise une bijection de ]0 'E[ sur g (]0 E[) =10, +oo[

) onag(5) =tan(f) =1 = g

onalim g(x) = limtanx = +o & lim g-1(x) ==
x_>72_t x_,g x—+00 2

c) On a g est dérivable sur ]0 g[ etvx € ]0 g[ g x) %0

alors g~1 est dérivable sur g (]0 g[) =10, +oo[

1

vx €]0,+oo[, (g7 (x) = 7™

posons pour tout x € 10, +oo[ et pour tout € ]0 g[ g )=y e gy =x

© tany = x alors tan?y = x

. —1v/ _ 1 1
par suite (g=")'(x) = 7o) = 12
1

pour tout € 10, +oo[ , (g1 (x) = )
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3) Onavx €]0,+oo[, F'(x) = =@ 2Fx)=g'(x)+c, ceR
n1

F() = g0 +c, F(1)= f f©) de = f fO =0

parsuitt0 = g '(1)+c c¢c=-g1(1) = _Z

Vx €]0,+[, F(x) = g 1(x) —%

In et

4) a) on a f est paire alors A(1) = f f(x)dx =2 f fx)dx = f f(x) dx = 2F(e*)
A(A) = 2F(e*)
b) On lim A(2) = lljxwaF(el)

llm e’ =400 et lim Fx) = limg1(x) - Z=2—
x—+00 x—+o00 4 2

A—+o00

LK

T

4
: PANE it 1 T T

alors lll?mF(e )= > bar suite alllflooA()“) 2%y

- _ ]
ll—ljl—nooA(A) - 2

Partie C
1

Pour toutn € N* on pose I,, = f t" F(e) dt
0

1) a) Onane]0,+00[,F(x)=g‘1(x)—§ et vx €]0,+o[ ona O<g‘1(3\c)<72—r

_r -1 _r_T_T _r T T
= —2<49 (x) <773 ° 4<F(x)<4 = F(x)<4

orv t>0o0na e'>0 parsuite F(e‘)<% = F(et)sf (1)

Inx

OnavxeR,f(x)>0etvx=>1 Inx=>0 = fOdt=0 = Fx)=0
0

orvt>1 ona e >0 donc F(e)) =0 (2)

de (1) et (2) pourtoutréel t=>0 0 < F(e") SE

b)Onavt=0 O0<F(e)<; = 0<t"F(e") <t"x

1 1 T 1
= 05] t"F(et)dt<j t"x—dt = 0<In—_ t" dt = 0<1n_4[ "+1]
0 0
> 0<I,<Zx—— et lim Zx—=0 alors limI,=0
4 n+1 n-o+oo 4 n+1 n—-+oo

1
2) a)Ona: I, =f t" F(e') dt
0

u(t) = F(eb) u'(t) =et xF'(et) = et

1 et
X Trezt  1veE Q)
V() = t v(t) = ﬁt’”l
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Inz[F(et)t"+1]l_ 1 fltn+1 e . _F@-F1 1

1
n+1
n+1 n+1), ft f@ de

X — —
1+ e2t n+1 n+1),

_F(e) 1 (!
n+1 n+1),

t"tf(t) dt

1
n
b)Ona: nI - t"+1tdt
)Ona: nl, = F(e) ——T f
1 1 1 1!
OnthZO,OSf(t)SE wOSt"*lf(t)SEt"“ wosf t"t1f(t) dtsif t"*1 dt
0 0

1

1 171 1 1 1
= 0< | t"If(¢t dts—[ t"+2] |:>0Sft"+1 t)dt <———
J;) r® 2ln+2 0 f® 2(n+2)
1 1
"y : n+1 —
On a nl—l>Too2(n+2) 0 dou nl_l)l}loo , t"t1f(t) dt =0
1
x  lim —F(e) = lim —F(e) = F(e)
n-+oon + n—+o 4
—n
1
. n 1 1 ! 1
*  lim —— t"+ f@®) dt= lim — | t"*1f(e) =0
no>+om+ 1 n—+oo 1
1+=70 )
—n 0
1
T
d'ou lim nl, =F(e) = g '(x) ——
n—-+oo 4
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4.5 :2021/2022 Epreuve : . Sesston controle

Mathématiques

“Mr. ABBASSI : E:camen du Baccalauréat
AYMEN © (‘Une correction)

A S A

Sectzon

Mathématiques

=
E]

WIS \‘l\ RS

EXERCICE N°1 : (5.5 points

Le plan est orienté. Dans ln figure de 'annexe jointe,

e Lo triangle OEB est rectangle en B et tel que [OE, OB] = -i?-z

e Le trinngle QEF est rectangle en E et tel que [FE 4 FO} = E[h]
* Le point | est le milicu du segiment lOFI

l) On posc R= S(OE)OS(OB)‘

&) Justifier que R est In rotation de centre O et d'angle | - = 0.5
3 :

.(08) N(E) =30}
. .?,Coé,oe) = _2(0€,08 6")[}.“]
-2 & [

__]1'_[3“']
dore RS
©8)° @6) R( -1

b) Montrer que R(E) = L.

letuaral. OEF of fenE et T wiliew d [OF] ofny IO=IE
done 4 triangle OEF ed Gocife en T

d_'—_#é @f?ﬁ‘@ (OF A?) [e7] con OT et OF OF Aont olincoires ef dememe Aens

0.5

=T -T2
= IL&WJ
Cl“* ‘en.-t'unna{n ext %ﬂka? dwect =55 {Z)EE OOI - = R(E) =T
) I - [Ln:l
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2) Soit h I'homothétie de centre O et de rapport 2, On posc f=hoR .

| a) Montrer que { (E)= F. | 0.25|
iﬂ(e) = =

AI)= F @an T=0sF = OF =201 = J2\(0,@@) =F
dore ()= $0R(O=P@ =F]

b) Montrer que [ cst une sisnilitude dirocte dout on déterminera les iéancnts carnctéristiques, | 0:5

g:'ﬁ oR = _R(O,Q)OR(O,-":‘!'_) 8 C&I' ‘e.x%ormt. reeduke 4"—-& .
donc § ed-wne gimi tihucde direck da @Afre. O, denapomt-2 e,yd'ma&g_;_)

3) La médiatrice du segment l 1E I coupe In droite lBE} en un point A.

n) Montrer que f{(B)= A. 0.5
OTE &l ol en O . n .
oy e O g

5

. = T (en)
donc (68, 08) = (08, 0F) +(0F; 0A) ]
=T -Ta
A _ 4 S
¢ . - -1 _4 _ ;
0B .%%-~ m@—jﬁi—;"z M 4(8)::“{
0.5

b) Vérifier que EA = EO. Montrer alors que le quadrilatére AEIF est un losange.
&m{.\.wma& OAB ona, Bao.‘.}.r%;w = BAQ =1£. — EAO =T
or BOA=T donc 4 thangl OAE etisoak en E => [EAED
{8’93 ""“J[E]j =) 0I =0F
J ?@A\Q A E(OA) AT=AE
Tw. OI A€ & un f»omgt:b(EA)// OT) et 0, T ek F sont algnes
obrs [BA)//(TF) ek = T > EA=TF.

R AEIF&MPJM%MM et TE=IF afows AELF ef un faongd

9_{: EA= EQ donc OI:IA:AE:EO
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4) Soit € In similitude indirecte telle que g(B) = A et g(E)=F.

On désigne par 02 le centre de 8 et on pose K = g(F).

n) Montrer que le rapport de & est égal a 2. 0.25
> . \
Onduuanefnn R 4 Jmffm\' da 9
\=F

(®)=A T A

%(a:F}’* k= %Fg=3‘ w140 =A
futdnappnl2,
b) Justifier que [Eﬁﬁlzlﬁﬁ 2] 0.25

Lo triangle AEF ekisocben A donc (B, FA)=(EA,EF)[en]

=7 {2:] puis que F € [EK] 0.5

¢) En déduire que lﬁ ‘ FK

B =A A A A
%%g)zc oo (FAVF) = - €6, €7 @) =A%) = EFE8) 121

6=k A
(FE,FE Egegmﬁﬂ) (2]
= EAEF +(E_F';EB) [ex)
= R E8) 2D
= T [an)
donc FE ek FK sont slincaire er de jens Conlromnes o FQ!EK“

0.5

d) Montrer que le point {? apparticut & la droite (EF) privée du segment |EF].

’°3§)'K}m&» f_ B=k > FE=LRE >

A CHY s s FIE T sk hiecines et mekiaesonn
=> 52 € EQ\EK)

or F E[EN] donc [ G.(EF)\[EF] con ERNER) CEPNER -

l ¢) En déduire Paxe de 8- l 0.25 ‘
Lane de g ab o bimechia infeciowre do .Q'm,?h ?’,,,mﬂrfatun ERF 3(5)-_4:
donc atLaxa Jn.al con 52 EEF)\[EF] =p ERF =0 -
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[ 1) Construire le point 0. | 0.25|

3= M 69 T e
ale)= F—>ﬁ Q,:F)@- _>£(ﬂ,z) -F = F=22E
=pE Slipzb.ﬂ.:seq:)l

5) a) Montrer que g((Q0))=(0A). | 05
Y\m, @D =21) Gn bdsik (@27) posse pon & arbre 2 eu\( »
S(a(ﬁlhz @A) %F)gz)—sz £ S @)=A.

€F)
e 9(21)= S 0%, 0 = @24
I b) Montrer que les poimaﬂ B et | sont alignés. 0.25
pt A
k@ﬂ O(S@F)) B %@L 5 9
3 A)~5 2%@ (EF)A) B ﬁﬂ(nyﬁm B =>RB=41%1

—E%-SZ.IAM"W = 2 & Eﬂ

¥ & PEY. v i
B— LA

E——F
0 F—skK
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EXERCICE N°2 : (3.5 points)
On dispose d'une urne contenant cing boules portant les numéros —1,0.0,1,2.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.,

Une épreuve consiste a tirer simultanément et au hasard deux boules de 1'urne.
1) On considdro les événements :

A s Les deux boules tirdes sont de méne numéro.»

" B:«Avoir au moins une boutle numdérotéde 0.»

a) Caleuler In probubilité de 'événement A. 0.5

P= 3= 4

b) Montrer que la probabilité de 'événement B est égale & ﬁ 0.5

5 Aummbm{l.ﬁw fnr"i'&.numm o>
TQE').. QL.— 3 donc 'F(B) =yl _F(B)zj‘—%: 3

A0

c*

2) On désigne par X la variable aléatoire égnle au produit des numéros des boules tirées.

| 1) Déterminer In loi de probabilité de X

Stk € Luniver docabexperionce, ofiotoure
XE)= {2,4 0, 2}

p(x =9 = QC4 L 1,9
px=-9= &q {4

=4

1

$(x=9= f(s) X
&

[1.25]

p(x=9) = CCC{ £ 4

|:b) Calouler espérance el la varinnce de X. 0.5
X |-2 | -4 Tobode.

poeny| £ [ £ L V(X) = E(x) —[E )

i M W% Ve -4 =099
'ZL'PO(“) % .E(X'9:
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3) Une expérionce consisto a répiter I'éprouve précédente n fois do suite (n > 2) en remottant a
chaque fois los boules Lirées dans 'urne. On désigne par Y la varinble aléatoire égale au nombre

de fols of) 'on obtient au moins une houle numérotée 0.

|| a) Détermiser P(Y = 1), | 0.25|
L'expevencs odiodvire e conghifuée de n eprevve ukn\wr«m independanty ef
nnﬂ;r:‘;c‘«n. qu;&u& Bau 6 bF ’ &f

ofes Y aut une en.. Lmorma&_ da W{r« net P P(B)
—'—T’(\/’k) Cn f’ @ )h.k Cn G‘&) Q) MCC ke{?iml /h}
i =G G =

» b) Déterminer la plus petite valour de n pour que le nombre moyen de fois oi 'on obtient au moins 05
une boule numérotée 0 soit supérieur ou égal a 3. :

E(Y):H-F: l’\:_."_
EN>5 & —n>‘3 E5ny EL o>y
donc ‘faf&a Pd,.}—wamd.o.n PO G L-:(X)>’5 alF 8

EXERCICE N°3 : (4 points)

Partie A
Soit p un nombre premier tel que p>3 et p=2 (maod 3).

On considére dans Z l'équation (Ep) X =1 (maxlp).

1) Montrer que si x=1(modp) alors x est une solution do (E"). 0.25
=4 [p] = x°= 1[p) = % &t une afihon ds 4 egunhon €9

2) Soit X une solution do (E,).

0.5

a) Montrer que x*™! =1 (modp).
5uﬂmm G p divse 2 ofa 2= ole) @x 0[}] @'X-f:-i[rj
donc x, na\'fm,une;v&,h”, olq_(E Ce cr..* at absinde .

et ;;rj::fm }@MS 151[,3]]

e Fermat

Prof. ABBASSI AYMEN Contrdle 2022 Page 6 sur 12

Annales BAC Section : Maths
265



2022 - Session de contrdle

| b) En déduire que x =1 (modp). [ 0.5
p=2[] = ifeiuk keN | p=2+ 3k con p>3
% exbure prbubin da B0) => 2= A[p) = &) =1[F]
2 2k
=% ksiil‘_pj = . X=42x[p]= 75_312*4':-.1 Ce]
donc 23"z 5 (5]

or 'z 10p) dm =1L
3) Résoudre dans Z I'squation (E,). 0.25
éb‘o-f:r{b 1) ek Yb) onay, (x3_=; ifpj)® Q(, =1 [P_D
o I ¥
> |--Z i4+PhJ kEZLg .

Partic B

Soit dans Z 1'équation (E,): x” = 1 (mod43).

1) Montrer que x* =1 (mod 43) si et seuloment si x =1 (mod43) ou x? + x 4 1 = 0 (mod43).

0.5
( On pourra remarquer que x° — | =(x=1)(x*+x+1). )

1’ = A[43) = -1z 013l & -1 (o2 +1) = o[43]
&= 143 divise G-1) (2 +4)

AL”S L3 :la.'viz,@-d) e L3 divise QL'?'+1+
Car 43 al F‘(m,&- <

%F'ogrﬁkwul,'
W3 XL v L3)odinsd ol 13] -t)(adin 44)
Conclupon; *=4[u8) & =101y o KX+l = 0[uy)

’ 2) o) Vérifier quo (2x +1)7 + 3 = 4(x’ + x +1) ot que 30” = —3 (mod 43). l 0.5 ’
&
@-X-\-ﬂ) +3 - '4'1.2'-\— L&')L+’].+3 = LD&'—‘- L‘X-\-Lﬁ = L\ (‘z_z'-(-x-}- 4.)
L
30 = fo o) =—3>+ L3x2UA c\onc, 30'2‘5__3, [qi)_l

b) Montrer que x? + x + 1= 0 (mod43) si ct seulement si (2x + 1)" = —3 (mod 43). 0.25
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P % BE I Lu3) = hL‘x."+1+1)E o(u3)] = @x+4"4+3 =0 3]
.o, . =|2x +4™= -3 [43)
4
2,
@x+1)"=-3 [43) =>le+1)”+3 =0l3 = L(a%x +1)=0LL.3]
e L‘3l L‘('K +'1+4) Lowmme 2
L3| > 'l.} =
u3nl=1 > Wl >[Eadoid
Gonclupen; (x"4x 44 = 0fks]) e ((Ens )= -3 (1)
¢) En déduire que :
X dx+1 =0 (mod43) = (2x—29)=0 (mod43) ou (2x + 31)= 0 (mod 43). 0.5
2w+l =olud = (9-14»‘1)2"-;—3&45]
] ’
Deprs B)ggona; 3¢°=-3[ug) cone @uyd)'e 30" [wl] = (@x41)% 30" o]
=>(x¥1-30) (0444 30) = 0[ug] = (@x-29) (22434 =043
S CETE T u+31_°@ on U3 e premiee
3) a) Veérifier que 22 est un inverse de 2 modulo 43 0.25

Lx2WW =4y = 4443 = WWx =1 [U3] donc W &b uninverse do 2

modudo Y3 .

b) Résoudro dans Z l'equation (E ;).

0.5

x”+1.1-4.=0&43]
donc 2x -29 = o[ug
=2a-1)=1 [13)
= &(1_41.) = 232813 con 2x22= Afig)
=2(2-1u-22) =013

)

fu 2 4+31= 0[_(43]

(41€) = 1 g

= Ax+46) = 222 [ ean 2122213
= 2(x16-24) = o[L3

‘>1(.T :‘) )Otus] = 2(x-¢)=olud
= L3|2n-2¢ Lemme
0 13| =2 L3|2(x—¢)
y3 AL=A1 du Gouss lx % ugll\i L }&-GWS ‘-!3"1—6
R OIE dins

TP e e 236
Lhe se’{u:ﬂ

= *=C g w3 64+30x43

= 4% +1= o L3)

iy

e e =2t b8
e 6 g

= 3ug

= "—l-r'l +1= o[L3)

Prof. ABBASSI AYMEN
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Conclusan &‘2’+’x+4 o) %26 [U3) s x=30[L3)
8&rr¢ 8)4ona, % i lus) & w=1]u3) wm x"+1+ifo&43]
& =1us) e xs6[ys) euxs 36 L3
2w [ £4+h3k, kez}uihh&k,ke&&U[SG«.-hsk,hwj

Z
EXERCICE N°4 : (7 points)

x
Sait  In fonction définie sur R par f(x) = - =
I+e

On note (() sn courbe représentative dans un ropére orthonormé (0-1. ])

Partie A
| 1) Montrer que { est paire. I 0.25‘
Prar bl « €R; 1) ER ek ona,,
=K. A £
x(l)_—, < - __e* - e

_e
M b e e et
J&Pm{,ndﬂﬂ e

[ 2) Montrer que um f(x) = 0. Interpréter.

B 40= Bn -] ﬁ.. (g) o
‘!—w@ &‘(é‘m)) x—..m 3 +e) g8 (g“)—
Alors %Gmlocfg) odme) une apympble ka& dequanhons *&_omw&m

0.5 |

(l o o?l) el

3) a) Montrer que f'(x) = o pour tout réel x. 0.25
g&&ummm& kvd-xeﬂlona
fl(‘!) e}(“_‘_& . = "~ _gix_— IL ‘su. (d ln) W
Q+e.'°‘) Q-\-e‘“‘) t)z U@
’» b) Dresser le tableau de varintion do f . I 0.5

x 'iL
foo= Oﬁ%méw\-c —0 &> 4= & x =0
ﬁé’",& —0 o a0

JC(*-)>O & I ﬂ(ﬁ) = ‘ —

e 1-€ >o®4>e_ {0
@O>&®X<O@XC}®;°[ O/ \‘O

| 4) Tracer () | 85 |
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/ (©)
Partie B
Soit. F Ia fonction définie sur |0.+<[ par F(x)= [ f(0) dt.
1) Montrer que F est dérivable sur ]0 +m[ et calculer F'(x) pour tout x > 0. 0.5
Atﬂ“jw‘ h—og@ et Confinus pun B obos F el dénvolble »un Jo, 4a] et prn
ok €70,
‘p.xondum‘l;_. e et diuvebd pun Jo,+oo F_,(x)l.cnjo f@[?nmﬂ ?nl
Pm ‘N"'X.E,JO,@[ "nxek o £( A 7(,4 e
. _4._x 7
x 4+(é""‘)"‘ 4_\,.!3.
2) a) Montrer que Ia fonction g définie par g(x) = tanx est une bijection de ]0,5 .+°0l . 0.5
3 atdouvobls ,u.m..}) ]L[_ et P“M %€ Jo, [ ona; ?'(,) 4+‘0}x>0
0 %1 %%\-Jr\d'tme-l' mmIO.AMJO, I[clonc. efle,
j(w.) — a— readise une bi ecjwnda.]o, [2un
%fk) /"“ 3 C'OJ'E[) JON'D[CNL 2 est un‘v'nu.m Jou E.[
On note g~' I fonction réciproque de g.
b) Déterminer g7%(1) et lim g"'(x). 0.5
=
3W=x _ (g0=1 { x=1 . An
eloi el ixegoy T B 3=
iﬁ:@_%{n)zq.oo e &»m%m: I
¢) Montrer que g™' est dérivable sur ]0,-&-00[ et que {g7')'(x)= = pour tout x > 0. 0.5
.Lo. by echow 3 u"“nivaun.aw\]o,%[-
Frn ok % €701 g0
Ju % H.cr vala&_m 300, [)ﬂo,«n[d \oml-n..\- x €Jo, %= ona,
1 - jp— €
@ &a«») )~ Tl 4=y ity
Ml@)@q- T
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3) Montrer que F(x) = g"'(x)--:-. pour tout x>(1 0.5
Prun dout 2 €Jo,40] ; F @) = @ ) @
donc Founlwd- xe]o,-o-oo[, FOo) = %"@q +C owee CER.
r FU-)— )4+C =
) {F(i) 3}{&)1 o ¢U+C=O=>C=—%
= AdF= =
o i donc F(’l)z 3’(&)—3‘-:—

4) Soit X >0 On désigne par A()) l'aire de Ia partie du plan limitée par I courbe () . Faxe des

abscisses ¢t les droites d’équations respectives x = =X\ et x =\

a) Montrer que A(\) = 2F(e™). 0.5

AN = &{m &’; ) 2 m dt con fekune Jondlon pivs
= Q'J’fg((%k =3 F{e).

(o)

b) Déterminer llm A(N).

A = zF(e:‘) -‘L(a @-5=23)-%

'&m e_)‘—.*.m
{mm%@ I} Q)—JL:;.«Q.,... @ (e"))
(‘onc, db‘) :g';

0.25

A —s 40

Partie C

3“ t
Pour tout n € N°, on pose lnzf.t F(c') dt.

1)a) Montrer que pous tout récl £ 20. 0< F(e') < 43 0.5
Pour taud £ € [0, +00[ ; ef' )e,—o = ée[ﬁ"’a{@ ‘31(5})63'&U "°°D
=78 e g
donc. prunted £ € [o, 40 ; L LY (E<I= o 431 - et
= |a F(C")éi
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b) En déduire lim 1, 0.5

Poun bt t€L0,17,; o<F(€*)<I- = oL Fle) LT wnt’>o
deplo gonctmn_.o,tr—m Fleebt oL st c.onhuum[o,ﬂ

done f 0“4 T FeY) A*éljt =0 <L<I[t“

TSP RSy

nwn budbnemN® 5 02 T <

U(n+4
o Q)=0 L ‘ abs [t (@) =0
O N—+400
u(m)) B
2)a) A l'side d'une intégration par partics, montrer que 1, = -n—!:i owy f **! f(e) dt. 0.5
U-(f):F(et —_ U!({ :'.é-hF:‘(Ct =€_ : o = =
n n ) ) N+t ) 1+ 4*°& {(q
V('t) L — VLt) .

h—H.

I f P FEleddr =t HA T t"*?(Q o — F@ 4 [m
n+4 ntl N+, Lt
(e}

n+4

‘ b) En deduire que_lim_n1, =g~ (e)- % 0.25

Posows U r't_ £x)
Pru fod £ €10y); 0GE LA = 0LBL L Lo =0 PG P& A
ek tomme {.,, gpndm L0t "2 et L1 44 * 2ot conkmu 2un [0, 1]

2l J O dt LJ S (PPl 41‘(' Tl = 0 Ul s

Pm hutn E_IN‘ 0<U gl(ﬂq&)
'Bm s O)=0 obow J&M U =0.
h—~+oo (2(n+a) e
r{:l Ml = %:m Qnuqe} e U, )
- f‘:m(\wq) T 5-) Flo= 3 @)——
§ b5
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