s Fomesoutra o

ca soalra .

1) Limites

1) Quelques limites usuelles

+o0o sinestpair
neN*, lim,, . ,x"=+c neN*, lim,__ x"={ , , ,
Xt xo=oo — oo si n est impair
1 1 0t sin est pair
ne N*,lim —=0% neN* lim,__ —={ _ . . .
X7+ xn Xm0 xn 0~ sin est impair
, . 1
llmx—>+oo \/E = +00 llmx_,+oo \/—; =0"
, 1 , 1 _
llmx_,a+m = 4+ ,a€lR llmx_,a—m—- o, a€lR
Remarque
X>at<=>x-aetx>a. X>a <=>x-aetx<a.

2) Ouelgues théorémes sur les limites

a) Théoréme de majoration

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage | de x,.
Si vV xel |f(x) =1 <gx) et limy,,,g(x)=0 alors lim, ,,f(x)=1.
Remarque

Le théoreme de majoration reste valable lorsque x, =+ ou x, = a, a € IR.

p cos X
Calculer lim,_, ;oo ——

x2

V X€IR, |cosx| <1letx? >0.0na !

cosx , 1 _ 4
< = llmx_)mx—z—o = 0 donc

x2

cosx

D’apres le théoréeme de majoration |lim,_, o = - 0

b) Théoréme d’encadrement ou théoréme des gendarmes

Soient f, g et h trois fonctions définies au voisianage | de x,.
Siv xel gxX)<f(x)<h(x) et lim, ,,gx) =lim,,.,h(x)=1,l1€lIRalors
lim,, .. f(x)=1.
Remarque

Le théoreme d’encadrement reste valable lorsque x, = +00 0U Xy =-00 0U X, = a, a € IR.
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. 3 —sinx
Calculer lim,_, =
V XEIR, -1<sinx <1 .-1<-sinx <1. —143<3 —-sinx <1+43.
. 2 3— sinx 4 . 2 . 4 s N
23 —sinx <4 SS——— <o Mo SliMeyos = 0" = 0.Donc d’apres
N , . 3 —sinx
Le théoréme d’encadrement lim,,_, , o — = 0

c) Théoreme de ’unicité de la limite

Si lim,._,, f(x) =1 alors|estunique.
Proprieté
» Si fest définie en x alors
lim,_,, f(x) =f(xq ) sietseulementsi  lim,_,, + f(x) = lim,_, - f(x) = f(xo) .
» Sif n’est pas définie en x, alors
lim,_, f(x)=1 sietseulementsi  lim,, +f(x) = lim,_ - f(x) =L

Calculer les limites suivantes.

e) Limite et composition de fonctions

Si f est définie au voisinage de x, avec lim,_,,, f(x) =1 et g est définie au voisinage de | alors
limx—>x0 gof(x) = limt—>l g(t) :

Démonstration

Posons t =f(x). gof(x) =g(f(x)) =g(). (1)

Six— xgdonct— lim,,, f(x)=1 .2) Dapres(l)et(2), lim,,,, gof(x)= lim., g(t).

1
x + 1

Calculer lim,._, ;o cos(

).

1

1 . ,
=0t=0 et limi_ocost=1 donc |lim, e cos(——

x +1

lim,_ ;o0

y=1,
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f) Théoreme du changement de variable

> lim,_,, f(x) =lim,of(xo +10)
> limy, o, f(x) =limy o+ f G)
> limy,_o, f(x) = limx—m‘f(l)

X
Démonstration:
limy .y, f(x) =lime,o f(xo +1)
Soit le changement de variablet=x - x, .t =x-xpdoncx=x, +t. f(X) =f(x, +1¢) (1)
Sixoxgalorst—>0  (2) Doncd’apres (1) et (2) limy_, f(x) =lime o f(xo +1).
limssyo f () = limygr f(5) € limeo f() = limyoo- £ (3)
Soit le changement de variable X = % X = % donc x = % . fx) = f(%) 1)
Si x—oalorsX >0  (2) Doncdaprés (1) et (2) iy f(X) = lime_o f (3) -

Calculer les limites suivantes :

. .1 . x -3
llmx_,+oo X sin " et llmx_>3 —2x_3
. .1 1 1 . +
llmx_,mxsm; PosonsX—;. Doncx-; . Six—>+oalorsX—- 0" =0
L1 1. . .1 . in X ; 1
xsin— = - sinX . limy,_ ;o xsin— = limy_,o % =1 donc lim,_ 40 xsin- = 1

limy,3————  Posonst=x-3.Doncx=t+3. Si x—>3alorst—>0
x2-2x -3

x—-3 _ 1 x -3 1 1 x -3 _ 1

= lim —— = lim == . [lim — = 4
x2-2x-3 t+ 4 X203 x2_2x -3 50, 44 T4 X23 42 oy _3 4

g) Limites des fonctions trigonométriques

sinx

> limx_)o =1

X

3) Opérations sur les limites

> Cas des formes indéterminéés (F1)

olo

— , +00— o0 , -00 + 00 , 0 X oo , o X0
(00}
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> Cas particuliers

0

-=0 , == , 2=w a€lR 2=0a€lR ,+0 X —0= —ow
co 0 o)

Remarque

» La limite en Uinfini d’un polynome est égale a la limite en ’infini de son monéome le plus haut
degre.

» La limite en Uinfini d’une fraction rationnelle est €égale a la limite en Uinfini du quotient des
mondmes de plus haut degré du numerateur et du dénominateur.

Exercice d’application Calculer les limites suivantes :
: 3 : (2x —7)"% [x+1-2
lim X Iim53++V2x+6) ; lim—— ; lim| ——— | ;
x—>3( /2X+3) x—>-3 ( ) -3 (x—4)" x-3|  x—3
2 —
lim 5-3&] dmEE2-n sl lim| 2+ X1
X—>-+o0 X—>+00 x> (2X 5) x> x° 4+ xX+2
2 1
. 3 [ =5x"+4x) [ XP+4x° ) : 2X2+X
lim X lim| ———| ; lim| ——1; lim | —— ;
X—>+00 \/; X—>—00 5Ex+3 x>0 —¥X° +5 x—>+0 | X° 4+3x—2
Exercice d’applicaion Calculer les limites suivantes :
. \/5x +4-2 V2x+1-3 , . f3x- J1-2x -5
(@) lim (b) im —— (¢)lim ———— (d) lim ———
X—>0 X—>4 X—4 X—>2 x2—4 X—>—2 X+2
2 _
@lim 22X o him, V2 —x+3
x—0 X

4) Interprétations gémétrigues des limites

a) Asymptote horizontale (AH) ou asymptote parlléle a (ox)

» Silimy_,.f(x)=a ,a € IR alorsy =aestune AH a (Cy) en + oo.
» Silimy,_,f(x)=a ,a € IR alorsy = aestune AH a (Cy) en - .

b) Asymptote verticale (AV) ou asymptote parlléle a (oy)

» Silimy_,f(x)=2c a € IR alorsx =aestune AV a(Cy).

¢) Asymptote obligue (AQO)

» Silim,_ .. (f(x) — (ax +b))=0 alorsy=ax+ b estune AO a(Cy) en + oo.
» Silim,,_,(f(x) — (ax +b))=0 alorsy=ax+ b estune AO a(Cy)en - .

Cette méthode est utilisée pour montrer que y = ax + b est est une AO a (Cy).
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Propriétél

Soit f une fonction et (C;) sa courbe représentative .

Si limy o f)=+00 etlim,,., 2=a,a € IR etlim, . ,(f(x)— ax)=b,b € IR
alors y=ax+bestune AO a(Cy) en + .

Cette méthode est utilisée pour déterminer 1’asymptote oblique a (Cy).
Remarque
Cette propriété reste valable lorsque x - — co.
Onauray = ax + b estune AO a (Cy) en - oo.
Propriété2

> Sif(x) =ax+b+g(x)etlim,_ ., g(x)=0alorsy=ax+ b estune AO a(Cy)en + oo.
> Sif(x)=ax+b+g(x)etlim,,, ., g(x)=calorsy=ax+ b+c estune AO a(Cy)en + oo,

Cette propriété reste valable lorsque x - — oo. On aura respectivement y = ax + b est une AO a (Cy) en
—ooety=ax+ b+ cestune AO a (Cs)en - co.

2x

v+ 1°

1) Soit f(x) =
Déterminer Dy et montrer que x = - 1 est une AV a Cy) .
2) Soit g(x) = V4x2 + 1+ 2x.

a) Montrer quey =0 estune AH a (Cy) en - .

b) Montrer que y = 4x est une AO a (C,) en + oo.

1) f(x) existe ssix+1>0.x+1>0=>x> —1douD; =]-1; +o [

lim,,_ 1+ f(x) == =-oofdonc x =-Testune AVacy) |

2) g(x) existe ssi4d x>+ 1>0.0rv x€ IR 4x*+ 1>0donc Dy =1IR .

) ) 1 ) 1
x - —oodonc|x|= —x .lim,,_,Vi4x2+ 1+2Xx= lim ———= lim —=0"=0
| | x>—® + x——00 V4x2%+ 1-2x x——00 —4Xx

Dot lim,_,_o g(x) =0

Par conséquent y = 0 est une AH & (C,) en - 9|

1 1
x - +oodonc|x| = x limy, 100 g(x) X xl—l>Too R TEN xl_LLr%o y> 0 0 donc

|limx—>+oo g(x) — 4x = O|

Par conséquent y = 4x est une AO & (C,) en + oo| .
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d) Branche paraboligue de direction (oy)

f&)

Si limy o f(x)=F00 etlim,,, — Tt alors (C;) admet une branche parabolique

de direction (oy) en + co.
Remarque
Cette propriété reste valable lorsque — — oo

e) Branche pparabolique de direction (0x)

Si limy o f(x)=d200 etlimy, f(x—x) =0 alors (Cy) admet une branche parabolique

de direction (0x) en + co.
Remarque
Cette propriété reste valable lorsque x — — oo .

f) Branche paraboligue de direction y = ax

Si limy_ o f(x)=*1o00 et limx_,+oo@ =a ,a € IR etlim,,.(f(x) — ax)= £ oo alors

(Cy) admet une branche parabolique de direction y = ax en + co.

Remarque

Cette propriété reste valable lorsque x — — oo .
g) Définition
» Etudier les branches infinies, c’est déterminer les asymptotes et les directions asymptotiques.

» On cherche la nature des branches infinies en calculant les limites aux bornes de I’ensemble de
définition.

Etudier les branches infinies des courbes représentatives des courbes des fonctions suivantes :

2x3 -1

> f(x):x_1
> gx)=vx? +1-x

_ ,x+1

> h(X)—X :
I11) Continuité
1) Définition

Soient f une fonction de domaine de définition D¢ et x, un nombre reel.

X0 EDf

limx—>x0 f(X) = f(xo) ~

» Si fn’est pas continue en x alors on dit que f est discontinue en x, .

» festcontinue en x, si et seulement si {
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Soitf(x) =vx?2 — x—1.
Etudier la continuité de fen 5 et en % .

f(x) existe ssi x* — x =1 > 0. Donc|Dy =]-0;

1++/5

2

1-+/5
2

Ul

5€D; . limy,sf(x) = V52— 5—1 =+/19 =f(5) [Donc f est continue en 5|

; +oof .

1 ' . N - . 1
> nappartient pas a Dy JDonc f est discontinue en >

2) Continuité a gauche et continuité a droite

Xg € Df
limx—mo_ f(x) = f(x0) °
X0 € Df
limx—>x0+ f(.X') = f(xo) ~

» fest continue a gauche en x, si et seulement si {

» fest continue a droite en xg si et seulement si {

» festcontinue en x, si et seulement
si elle est continue a droite en x, et continue a gauche en x .

X%+ 1

six <0

Soit g(x) = x
x +Vx2+ 1 six >0

1) Déterminer D,.

2) Etudier la continuité defen0 , en—1 ,en—2etenl.

Six < 0alorsg(x)existessix+1#0. DoncD; =]-00; —1[U] — 1,0[ |

Si x > 0alorsg(x)existessix?+ 1>0. Orx?+ 1>0V x€ IR. |DoncD, =]0; + oof

| Dy=D; UDy,=]-00; —1[U] = 1; 4 oo[] .

0€ D,. g(O)=E— 1 . lim_p+g(x)=1lim (x + Vx2+ 1) =1.
0+ x—0t

1_

. T
limy_o- g(x) = lim
x-0" X

11 =1 |Donc g est continue en 0

- | n’appartient pas a D, donc g est discontinue en — 1]

2
-2 € Dy. limy—p g(x) = lim xx—+11 =-5=g(- 2) JDonc g est continue en — 2 |

1€ Dy. limy,, g(x) = chi_r)r}(x +Vx2+ 1) =1 +42=9(1). \Donc g est continue en .
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3) Prolongement par continuité

» Soit f une fonction définie sur un voisinage | de x, .f admet un prolongement par continuité en
xo si et seulement si lim,_, f(x) = Il ,1€IR.

» Si fadmet un prolongement par continuité en x, alors son prolongement par continuité en x,

gx)=f(x)six # xg

est la fonction g définie ar:{
9 P g(xg) =1

Etudier le prolongement par continuité de fen x, .

RO Xo= =2
oA =22 y= 1
> f(x) = X =0
O E— X = 0
> )= =1

1) f(x) existe ssi x+2#0.x+2# 0=> x# —2 JDonc Dy =]-00; =2[U] — 2; +oo] |

x2—4  (x-2)(x+2) _ X
x+2 X+ 2 -

-2 . lim, ,f(x) = limy__,x—2 =—-2-2= —4

IDonc f admet un prolongement par continuité en -2. Le prolongement par continuité de f en -2 est

x2 -

glx) = — six # —2
9(=2) =—-4

2) f(x) existessi x> — 1 #0.x2 — 1#0=> x#*—loux #1

la fonction g définie par :

2 _
.‘DO”C Df :] -0 ; —1[U] —-1; 1[[U]1 s+ OO[ ] ‘limx—)—lf(x) = lim,,_, 2x% - 3x42 _ 7

- = 00
x2 -1 0

oo n’appartient pas a IR |donc f n” admet pas de prolongement par continuité en —1 |

4) Continuité sur un intervalle

» Soit f une fonction et I un intervalle donné. f est continue sur | si et seulement si f est continue
en tout point x, de I. C'est-a-dire pour tout xo € I, on alim,_,, f(x) = f(x,).
» festcontinue sur ]a ; b[si et seulement si f est continue en tout point x, de ]a; b[ .

f est continue sur]a; b|
> festcontinue sur [a; b ]si et seulementsi{ f est continue a droite en a
f est continue a gaucheenb

5) Continuité de fonctions usuelles

» X — sin x est continue sur IR X — C0s X est continue sur IR

» X — |x| est continue sur IR X — +/x est continue sur [0 ; +oo[

> X>apx" + a1 x™ ! 4+ a, x"?% +....o.....  + agx + ag estcontinue sur IR
» X i est continue sur IR\ {0}
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Propriéte

» Toute fonction polynéme est continue sur IR .
> Les fonctions rationnelles et les fonctions racines carrées sont continues sur leurs domaines

de définitions.

6) Opérations sur les fonctions continues

Si f et g sont continues en x, alors

» f+gestcontinue en x,
» f X gestcontinue en x

> 5 est continueenx, ssig(x) #0

7) Compositions de deux fonctions continues

Si f est continue en x, et g est continue en f( x, ) alors gof est est continue en x, .On dit que la
composition de deux fonctions continues est une fonction continue .

Exercice d’application
1) Soit f(x) = /|2x3|
Etudier la continuité de f sur IR.
2) Soitf(x) =xv1— x
Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

8)Propriété des fonctions continues sur un intervalle

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle .C’est a dire

f est continue sur I
I est un intervalle

M . f est continue sur [a ;b] alors
f([a ;b]) = [m ;M]
/\ m est le minimum de f sur [a ;b]
m M est le maximum f sur [a ;b]

a b

} alors f(I) est un intervalle

Théoréme

L’image d’un intervalle fermé et borné par une fonction continue est un intervalle fermé et borné .
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9) Image d’unintervalle par une fonction continue et stritement monotone

Lorsqu’une fonction f est continue et strictement monotone sur K, f(K) est un intervalle de méme

nature

que K et ses bornes sont les limites de f aux bornes de K.

Le tableau ci-dessous précise f(K) suivant la nature de K et le sens de variation de f.

K f(K) f(K)
f stictement croissante f strictement décroissante

[a; b] [f(a) ; f(b)] [f(b) ; f(a)]

[a 1b[ [f(a) ; limx—>b' f(x) [ ] limx—>b' f(x) : f(a)]

Ja; b[ 1lim,_,,- f(x) ; limy o+ f(x) [
] limx—>a+ f(x) ; limx—>b_ f(x) [

[a; oo[ [f(@) ; limy_, 0 f(x) [ 1lim,_, f(x) ; f(a)]

IR Jlim, o f(x) ; limy_, o f(X) [ Jlim, o f(x) 5 lim,,_o, f(x) [

2x +1
x —1

Soit f(x) =

Déterminer |’image par f des intervalles [- 2 ; 0] et]1 ; +oo].

Solution
f(x) existe ssi x — 1 = 0.

f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son doomaine de définition IR \{1} .

f'(x) = G 31)2 <0 Vx € IR\{—1}. Donc fest strictement décroissante sur IR\{1}.

f est continue sur [— 2; O]

} jalors f([- 2 ; 01) = [f(0) ;f(-2)] = [-1 ; 1]

f est strictement décroissante sur [— 2; 0]

f est continue sur |1; +oo[

f est strictement décroissante sur |1; +oo[ alors

fQL; +0o))=] limy oo f(x) ; Limy i+ fF(X)[=]2; +oof .
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10)Théoréme des valeurs intermediaries

» Sifest continue sur [a ; b] et y, compris entre f(a) et f(b) alors il existe au moins x, € [a ; b]

tel que f(xqg) = yo.

» Sifestcontinue sur ]a; b[ et yo compris entre lim,,_,,+ f(x) et lim,_,- f(x) alors il existe
au moins xg € Ja ; b[ tel que f(xg) = yo.

Soit f(x) =2x> + x2+ x — 8

Montrer que [’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [1 ; 2].

f est une fonction polyndme donc elle est continue sur IR en particulier sur [1 ; 2].

\ f(1)=-4 , f(2)=62 et -4<0 <62doncf(x)=0admetau moins une solution dans [1 ; 2]. \

11) Théoreme d’existence d’une bijection

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I alors f est une bijection de | vers J = f(l).

Soit f(x) =x3+ x2+ x+1

Montrer que f est une bijection de IR vers un intervalle J & préciser.

f est une fonction polyndme donc elle est continue et dérivable sur IR . (1)

fl(x)=3x2+ 2x+1.3x24+ 2x+1=0 A=-8<0/doncf'(x) >0Vx €IR]

ID "ou f est strictement croissante sur IR, (2)| .

ID 'apres (1) et (2), f est une bijection de IR vers f(IR) = IR

12) Théoreme d’existence et d’unicité d’une solution

» Si f est continue et strictement monotone sur [a ; b] et yo compris entre f(a) et f(b) alors il existe
un unique xg € [a; b] tel que f(xy) = yo.

» Si f est continue et strictement monotone sur ]a ; b[ et y, compris entre lim,_, .+ f(x) et
lim,_,- f(x) alors il existe un unique xo € ]a ; b[ tel que f(xg) = y,.

Soitf(x) =x3 + x— 1
Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur IR.

f est une fonction polyndme donc elle est continue et dérivable sur IR. (1)

If'(x) =3x2+4+ 1>0 Vx €IRdonc f est strictement croissante sur IR (2)
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limy,_of(x) =—o et limy,,of(x) =+ ,foo <0< oo (3)

ID apres (1), (2) et (3) I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur IR|

13) Encadrement de la racine a a € preés

Encadrer la racine a a € pres ,c’est trouver un intervalle Ja ; b[telquea < o« <betb—a=¢ .
€ est appelé ’amplitude de ’encadrement.

» Meéthode de balayage

Soit f(x) =x3 — 3 x + 1 .0n suppose que [’équation f{x) = 0 admet une unique solution a dans 10 ; 1[ .

Donner un encadrement de & a 1072 prés .

X 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Signede | + + + -
f(x)

Ona:0< a <1 .[f(0,3)>0 etf(0,4) <0 donc0,3<a <04 | Cetencadrement est un
encadrement de a a 107! pres .

X 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39
Signede | + + + + -
f(x)

(0,34)> 0 et £(0,35) <0 donc0,34 < a <0,35 .

Cet encadrement est un encadrement de o a3 1072 prés .

0,34 est la valeur approchée par défaut de a 3 102 prés|

0,35 est la valeur approchée par excés de a 3 102 prés|

» Meéthode de dichotomie

La méthode de dichotomie consiste a subdiviser ’intervalle Ja ; b[ progressivement par 2 a tel point
qu’on aith —a = ¢&.

Soit f(x) =- x> + 3x% — 3 .On suppose que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a« €] — 1;0].

Donner un encadrement de a d’amplitude 0,25.

-1 -0,75 -0,5 0
Ona:-1< a <0. f(-1)=1 ,f(-05)=-1,3 , f(0)=-3 ,f(-0,75)=-0,8 [donc-1< a« < —0,5

ICet encadrement est un encadrement de a d’amplitude 0,5
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F1< a <—0,75 . Cet encadrement est un encadrement de a d’amplitude 0,25|.

Soit f la fonction définie par f(x) =x3 — 3x + 1.

1) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations
2) Démontrer que f(x) = 0 admet 3 solutions.
3) Donner un encadrement d’amplitude 102 de chacune de ces solutions.

14) Calcul de f~1(y,)sans connaitre l'expressionde f~1

Soient f une bijection d’un intervalle I vers un intervalle J et f~ 1 sa bijection réciproque de J vers 1.
Pour calculer f~1(y,), on résoud l'équation f(x) = y, avecx € 1.
Soit f(x) = vx2 + 3x + x — 1.0n admet que f est une bijection de [0 ; +oo[ vers [—1; oo.

Calculer f~1(2).

Résolvons I’équation f(x) = 2 avec x € [0; +oo] .

3—x =20
fx)=2<=>Vx2+ 3x+ x—1=2 <=>+Vx2+ 3x =3—-x< >{x2+ 3x = (3—x)*

x24+ 3x= (3—x)?<=>x=1et 3-1=2>0 .0r1€[0; +oof donc 1 est la solution de

I"équation f{x) = 2. Donc f~1(2) = 1

14) Expression de f~1

Soient f une bijection d’un intervalle Ivers un intervalle J et f~1 sa bijection réciproque de J vers I.

Pour déterminer expression de f~1, on résoud l'équation f(x) = y avecx € lety€J

Soit f(x) = x — 2x + 5. On suppose que f est une bijection de ]1 ; o[ vers |4 ; +oo[ .

Déterminer £~ 1(y).

Résolvons [’équation f(x) =y avec x € ]1; +o[ety € ]4; +oof.

fx)=y<=>x2—-2x+5=y<=>x2—-2x+5-y=0 ,A=4(-4+y)>0cary >4"
|X1 =1— /y —4 n’appartient pas él]l;"'oo[‘ :
bk, = 1+ /y — 4 appartient pas a]1 ; +oof .

Donc x=x, =1+ Jy—4. Douf '(0=1+y—4.
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15) Bijection réciprogue d’une fonction continue et steictement monotone

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K. On a :

» fréalise une bijection de K vers f(K)
> f~1est continue sur f(K)
> f~1eststrictement monotone et a le méme sens de variation de f
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Exercicel

Etudier, dans chaque cas, la continuité de fen xp :

2 —
«/x +1 1; « 20

1) f(x)= X X% =0
f(0)=0

X
2) 10 =] x WEX#0 ¢ o
F(0)=2

sin(x? -1)

VT Xe]].;+oo[

cos(”xj
3) ()= X—_zl,Xe]—oo;l[, X, =1

f(1)=2

Exercice2
Etudier ’existence d’un prolongement par continuité pour les fonctions suivantes, en xg :

1 —cos 2x

Hfx)= 32 y Xo=

0.

COS (X 1
D10 =2 =3,

1+3x
X2+ X’

3)f(x) = Xo = 0.

ayf ) = S

X ,Xo—o.

5 f (x) = ——2 2.

X x—6' 07
Exercice3

Calculer les limites suivantes :

1) !(i_rQ(2x3—3x2+x+1) 2) lim (2x3—3x2+x+1)

X—>+00
2
x>l x2—x+3 x-1 (1-x)?
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X3 -1 X2+ x+1

5) lim 6) lim
x-lx2—-1 X2l x24x—-2
7) lim | X1 8) lim XFSinx
X—>+00 2X+3 x>+ 2 +1
9) lim x2sin (ij 10) lim Vx+1-+/x-1
Xx—0 X X—>+00
11) lim X2 +x —x 12) lim cos X
X—>+00 X—>+0 X2+X
13) fjm SN2 14) fjm 37X
x—>0  3x x—0 tan 5x
Exercice4

Déterminer, quand x tend vers X, la limite de la fonction f dans les cas suivants :

X+ 2+ 1 =5
1)fX’—’ X+'\/XT2—4 ,X0—2.

2 - \x?—3x—x ~0
N T R

sin x (I — sin x)
COS X !

3)f:x xozg.

208 + 3cosx—35
Sin2x

4Hf:x — , Xo=0

Indication : Poser u = cos x
Exerciceb

1) Etudier les branches infinies des courbes représentatives des fonctions suivantes.

» fX)=vx?2—x—6

x%2+3 ]
- - <

> g(x):{ X+ six =0
3vx+1 six >0

» h(xX) =x-4]x? —1|

3 ,
> r(x):{ —x+1+m six <0
—2x+1+Vx2+1 six =0

2) Calculer les limites aux bornes du domaine de définition de la fonction f dans les cas suivants.
_— 2 _ 3
> f(x) =/ (x+2) —

> fX)=vx2—3x+1— V2x2— x—1
> fx)=a(2-a)x®+ ax?+ (2—a)x + 1. On discutera suivant les valeurs du nombre réel a.

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 16



Exercice6
Dans chacun des cas suivants, déterminer les branches infinies de la courbe( C) .

o 5 S
H(C) :y=1—2x—x 2) (C) SR Sr—

2_ JE—
3)(c) sy==L 4)(C) 1y =¥ —3x
5 C) sy LEE

X
y_1_2x 6)(C)-y_m

¢ — 3% — 4x
() :y=2nx —x+1  8)(C):y= T

3 2
X~ — x” + 5X
NC) Y=y e F—1] OC) y=A¥—1 = +x—7

11)(C) :y=X¥—1 +\x¥*+x—7 12)(C) :y:\/4x2—3x+1+2x+%

X —5x—3
Y= I0x + 3

A — 3% + 2 — 2% + Bx

x—2

13)(C) :y=x—3tanx 14)(C)

X+ x — 7 —AX — 1
2x+1

15)(C) :y= 16)(C) :y=

Exercice7
Dans chacun des cas suivants, vérifier que les droites fixées sont asymptotes a la courbe ( C) .

(C) ty=35  (©:)ix=j (D2)y=2

ANC) Y=oy @ix=3  (Da)y=3 (Ds)y=l

2
9 (€) 1y=2T5 (D1):x=3 (Dr)y=3 (D3)y=x+3

X+ 4x° +3
4)(C):y:m (Dl):x=—]—\/§ (Dg):xz—]+\/§ (D3):y=x+2

1 1
5)(C) :y:\/4xz—3x+] +Xx+ (D1)iy=—x+1 (Dg).'y=3x—§

Exercice8

» Determiner la limite de f en x,,.

Z-1 -9 24+ 2x-3
D) == x= -1 ) === x =9 NN === x=1
V=13 VaFi-2 2(x—3
=2 =4 5)f(x) = o %0 =3 6) f(x) = j_(j% Xo =3
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—-x+1 _2x—+Vx+1-4 _ x2+x+1 _
7) f(X) \/W Xg = 0 8) f(X) = m Xg = 3 9) f(X) m Xg =
+o0
» Déterminer la limite de fen 0
__sin5x __ tan2x 1-cosx
1) f(X) " sin3x 2) f(X) " tansx 3) f( ) 3sin? x
sin2x _ V1-cosx __2sin?x -2 (1-cosx)
4) f( ) sin2 x 5) f(X) T tan2x 6) f(X) B 5 x2
2sinx + 3tanx _  tan2x __  sin3x
7) f( ) V8x3—2x2 8) f(X) ~ Vi-cosz2x 9) f(X) " Vi-cos3x
» Calculer les limites suivantes
D limy,_[Vx?+ x+1 —(x+1)] ) limyy[VxZ— x—1— (x—1)]
2) limy,_,[Vx2 — x — Vx2 — 1] 4) limy,_ [Vx*+ x2+ 2— (x*+ x+1)]
Exercice9
» Etudier le prolongement par continuité de f en x,.
1) f(x) = Xo = a N fx) =Y x,=0 3) ()=t =2
D) =272 =2 5)fx)=x?sint xp=0 6)f() =" =1

> Montrer que [’équation 2 x3 + x + 2 = 0 admet une unique solution a € [-1 ; 0]. Donner un
encadrement de a & 10~ 2 pres.
» Monter que [’équation 2 x® + x* — 1 = 0 admet une unique solution a € [0 ; +oo[. Donner un

encadrement de a« a 10~ 1 pres.
Exercicel0
> Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leurs ensembles de définitions.

3 )h(x)=v1— x2

x%—3x42
x2+ 7x—8

1) f(x) = (x% + 1)(3 — 2 cos x) 2) g(x) =

» Etudier la continuité de f en x,.0n discutera suivant les valeurs du nombre réel a

2 . Ll . <
1)f(x) =224 x, = —2 2)f(x):{x tAsix <2, 3)f(x):{ 2xrs XS0
3x+2six >2 x>+ x+asix>0
0
3, 3 x*=9
> Soit la fonction g définie par g(x) = {pou”‘ #3x # =3 g =

g(3)=g(=3)=6

1) Déterminer D, 2) g est-elle continue en 3 eten -3 ?
x? .
> Soit la fonction g définie par g(x) = {E stx <0
x—b six =20

Déterminer a et b pour que la fonction g soit continue sur son domaine de définition.
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Exercicell

» Déterminer la limite de f en x,.

3x+2 3+ 2x%2— 6x+3
1) f(x) = —x|+ Xo = 2 D) ="F— x =1
3)f(x) = \/1+Sinx; Vi-sinx X9 =10 A f(X) =vVx? +cos?x xy =+
5) fX) = ey X0 =0 6) f() = 5575 xo =0

» Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité en x, ?

x3-x2-2x+42
x—1

\/Sx

)= x =0 b)f(x) = 2 xo=2 0)f(x)= xo =1

> Démontrer que [’équation x3 + x + 1 = 0 admet une unique solution @ €] — 1; 0[.
Donner un encadrement de a d’amplitude 0, 01.

> Déterminer les réels A et B pour que la fonction f soit continue en = et en — ~.

. . T
—2sinx Six < -3

. . A A
f(x) ={Asinx +B si —— <x < 7

3

coSXx Six = >

Exercicel?

> Etudier les limites suivantes en x, :

D) =VaZ—3x+4+ x-2 xo= - 2 =xsin: -2 5 x;= 4w

3)f(X)=vVx2— 3x+4— Vx2+ 3x—4 x0:+oo4)f(x):% x0=%
: Nezre
> SOIth(x):fo—\/m_

1) Déterminer D, et calculer les limites aux bornes de Dj,.

2) Démontrer que la courbe de h admet une asymptote oblique et une asymptote
horizontale dont on précisera les équations

Exercicel3

> Etudier la limite de la fonction f aux points x, indiqués dans les cas suivants .

a) f(x )_”j—)‘:le en  x,=-1

b) f(X)=2x++x*+1 en x,=-

X2 —x+1

f(x) =2 Y2 27—
% 1) 2X x/4x + X
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Xsin x
1-cos X

e) f(x)=

f =208 oy 0

sin‘ 2x
Exercicel4

1) Démontrer que pour tout X € []; +oo[ : % <X <.

X+1

2) Endeéduire : lim i et lim ———

x—+0 X 41 X—>-+00 x/_(X-l-l)

Exercicel5
N-x=1 si xe]-o0;—1]
> Soit f lafonctionsur R définie par: f(x)={x*-1 si xe]-11]
2sin(x=1) si xe [L;+o0f
Etudier la continuité de f en-leten 1.
x2+ 1

: : s Al | x <
> Soit la fonction g définie par g(x) ={ x + 1 six =0

x +Vvx2+1 six >0

1) Déterminer D,.
2) Etudier la continuité degen 0, - 1 et — 2.

» Soit la fonction g définie par g(x) = vV4x2 + 1 + 2x.

Etudier les branches infinies de la courbe représentative de g.

X
<0
» Soit la fonction f définie par :  f(x) = Sirfx'si x> 0.
2,six=0.
Etudier la continue de fen 0.

] ) Vx?2 —x+2,six < -1
» Soit la fonction f définie par:  f(x) = -3 "
,SLX =2 — 1.

1)Déterminer Df.
2)Etudier la continuité de f en —1 eten 2
» Etudier la continuité de f définie sur [0 ; ], par f(x) = Vsin x.
(x+2)2
» Etudier la continuité de f au point -1 définie par f(x) = { 2x+1
x*+ 3x+1 six €] —1; +oo[

Six €]—o0; —1]
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Exercicel6
1)Etudier les branches infinies des fonctions suivantes :
> f(x) = \/Zm
> f(x) == ‘ljl“—z

2) Etudier les limites suivantes en x;, :

1 - cosx
> =" =
f(x) e 0

> f(X) =vx? + cos?x xy =+
1- sinx + cosx 4

> f(X) - Xog ==
1— sinx —cosx 2
1+ sinx —cosx

> f(x) = T =0
1- sinx —cosx
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I)Dérivation

1) Notion de nombre dérivé

Soit f une fonction définie sur un intervalle K contenant x,, .

f est dérivable en x, ou f admet un nombre dérivé en x, si et seulement

lim,_,,, w =1 ,l1€IR.lestappeléle nombre dérivé de fen x, et noté f'(x, ).
On aalors: lim,_,,, w =f'(x).

. _ x
Soit f(x) = v

Etudier la dérivabilité de f en — 1.

— fO)-f@) _ -1 . fG-f1) . -1 _
-1)=1. = 5 lim, ,_——— = llmx_>_1—2x — = 1

x +1 x+ 1

f est derivableen—1let f'(—1) =1

2) Dérivée a gauche et dérivée a droite

Soit f une fonction définie sur un intervalle K contenant x,, .

» festdérivable a gauche en x, ou f admet un nombre dérivé a gauche en x, si et seulement si

lim,_, - w = l; ,l; €IR.l; estappelé le nombre dérivé de f a gauche en x, et noté
fg(x0).
Onaalors : lim, - [0 - Fxo) _ fo(x,) -

X —Xo

» festdérivable a droite en x, ou f admet un nombre dérivé a droite en x,, si et seulement si

lim,_, + % = I, ,l, €IR.,estappelé le nombre dérive de f a droite en x, et noté
fa(xo0).
Onaalors: lim,_, + w = fa(x,) .
Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle K contenant x,, . f est dérivable en x,, si et seulement si

f est dérivable a gauche en x,, et f est dérivable a droite en x, et f;(x,) = fu(x,).
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Soit f(x) = x |x — 1]
f est-elle dérivableen 1 ?

W=0.  lime, 222D = i D ooy = -1

X —

donc fest dérivable a gaucheen Let f,(1) =-1 .

FE-F@ _ =1 _

lim,_ .+ o My o+ —— = lim,,;+x= 1.

donc f est dérivable & droiteen 1 et f£;(1) = 1|

Ona f, (1) # £}(1) donc f nest pas dérivable en 1.

2
Soit la fonction f(x) =2+ * 1
[x |+1

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en — 1 et en 0.
2) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

3) Interprétation géométrique du nombre derivée
> Si festdeérivable en x, alors f'(x, ) existe et (Cy) admet une tangente au point d’abscisse x,,.

L’équation de la tangente en x,est: y= f(x,) +f' (x,)(x —x,) .

> Si festdeérivable a gauche en x, alors fy(x,) existe et (C;) admet une demi- tangente a
gauche au point d’abscissex,,.

L’équation de la demi- tangente a gauche en x, est: y= f(x,) + fg(x,)(x —x,) avec X < x,.

> Si festdérivable a droite en x, alors f;(x,) existe et (C¢) admet une demi- tangente a droite
au point d’abscissex,,.

L’équation de la demi- tangente a droite en x,est: y= f(x,) + fy(x,)(x —x,) avecx > x, .

> Si fg(x,) # fa(x,) alorson adeux demi-tangentes de coefficients directeurs différents et le
point d’abscisse x, est un point anguleux de (Cy) .

> Sif'(x,) = 0 alors (Cr) admet une tangente horizontale au point Mo (x,; f(x,)) .

> Si fy(x,) =+ o0u fu(x,) =Fooalors (C¢) admet une tangente verticale au point
MO(xo;f(xo)) :

» Silatangente en x, traverse la courbe au point d’abscisse x,, alors My(x,; f(x,)) est un point
d’inflexion de (Cy) .

> Sif" s’annule et change de signe en x, alors My(x,; f(x,)) est un point d’inflexion de (Cy)

: VX2 + 2x— 3 si _
1)50Itf(X):{x+ x24+ 2x— 3 six < -3
x+ VxZ+ 10x + 21 six > =3
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Etudier la dérivabilité de fen — 3.
2) Soient f(x) = |x* — 5x + 4] et (Cy) sa courbe représentative.
Etudier si (Cr) admet au point M d’abscisse 2 et au point N d’abscisse 4 une tangente ou deux demi-
tangentes dont vous préciserez les équations respectives.
4) Dérivabilité et continuité
a)Proprieté

Toute fonction dérivable en x, est continue en x, .Ce pendant la réciproque n’est pas toujours vraie.

Soit f une fonction définie sur un intervalle K contenant x,,

fO&x) - f(xo)

X — Xo

Vx €K, f(x) =f(x,) + (X-x,) X

f est derivable en x, alors lim,_, L22=L&) = £1(x

X — X,
Donc \limx_)xo f(x)=1f(x,) +0x f'(x,) =1f(x,)doufestcontinueenq.
Contre-exemple : |a réciproque n’est pas toujours vraie

Soit f(x) = |x|

Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

la continuité de fen O :

f0)=0 . |[lim o+ f(x) = lim,_g+x =0 . [limy_o- f(x) =limyo-—x|=0 ,0€D; =IR

IDonc f est continue en 0 |

la dérivabilité de fen O :

. fx-f0) _,. x . fG) =) _ ;. -X
limysor =g — =limaaor 3 = 1) limyso- T g — = WMo 7 = =1

On alf;(0) # £,(0) donc f n’est pas dérivable en 0 |

IConclusion : la fonction f » ’est pas dérivable en 0 mais elle continue en 0 |.

b)Propriété

Toute fonction dérivable sur un intervalle K est continue sur cet intervalle K.

¢)Dérivabilité sur un intervalle

» Soit f une fonction et I un intervalle donné . f est derivable sur 1 si et seulement f est dérivable
en tout point x, € 1.
» festdérivable sur ]a; b[si et seulement si f est dérivable en tout point xy de]a; b[.
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» festdérivable sur [a ; b ]si et seulement si

5)Dérivéé des fonctions usuelles

f estdérivable sur]a; b|

f est dérivable a droiteen a

f est dérivable a gaucheen b

Fonction Fonction dérivée Ensemble de dérivabilité
k 0 IR
X nxn-1 IR
X 1 10 ;+oo[
2V/x
1 1 IR*
- =
X
1 R IR*
F xn+
COS X -sin X IR
sin X COS X IR
tan X 1+tan?x = — IR\{§+ kr |k EZ}

cosZx

6) Dérivée et opérations sur les limites

Fonction Fonction dérivée
ku ku'
u+v u + v
uv u'v+uv
u u'v—uv
v 12
1 —v'
v v?
u" nu'u™1
1 —nu’
F un+1
cosu -u'sinu
sinu u'cosu
!
tan u ul(l + tanz u) — uz
; cos“u
Vu u
2Vu
vou vou x u

Exercice d’applicaion

1) Pour chacune des fonctions suivantes déterminer sa fonction dériveée :

f(x):—gx5+lx7+2x+2 .
3 4

X+1
-x+3"’

f(x)=

f(x)= (x2 -3x +1)5 ;

f(x) =(-2x+3f(-5x+3)" ;

f(x)=

f(X)=v-2x*+x+1;

Jx-1
x+1’

2) SoitC la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O,1,J).

Ecrire une équation de la tangente a C au point d’abscisse a.

f(X)=x>—x>+1 a=1;

+1
1

X
X

f(x)= 2_

a=0:
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Propriéte

» Toute fonction polynéme est dérivable sur IR .
» Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition .
> |f] est dérivable sur | si et selement si f est dérivable surlet f(x) #0 VX€l.

> \Jf estdérivable sur I si et selement si f est dérivable sur l et f(x) >0 Vx€ .

7) Dérivée d’une fonction composée

Soit f une fonction définie sur un intervalle K et g une fonction définie sur un intervalle L contenant
f(K).

» Si fest dérivable en un élément x, de K et g dérivable en f(x) alors gof est dérivable en x, et
ona:

(gof)'(x0) = g'of (x0) X f'(x0) -
» Sifest dérivable sur K et g dérivable sur L alors gof est dérivable sur Keton a:
(gof) = g'of xf'.
Exercice d’application
f est définie sur J-o0; 1] par f(x) = xv1 — x
Etudier sa dérivabilité.

Posons J = ]-00; 1] . k=1 —x est dérivable sur IR donc sur J .(1)|

|\7’ X €J,1-x> 0 etx— +/x est dérivable sur]0 ;+oo[\ (2)

Donc d’apres (1) et (2) \x—> V1 — x est dérivable sur J car c’est la composition de deux dérivables sur |

x|—>x est dérivable sur IR donc sur J donc x— xv1 — x est dérivable sur ] par produitl

Dérivabilité de fen 1 |lim, - L2 = pim, - W2 = gim, 2= L= oo

|Donc f n’est pas dérivable en 1 et (C;) admet une tangente verticale au point d abscisse 1\ .

8)Dérivée successive

Soit fMla dérivée d’ordrende f.Ona: f@D(x) = (f*(x))’ Vv neIN*,
f(x) = fFO(x)
Exercice d’application
Soit f(x) = x* — 5x3 + 2x? + 3x + 2
Calculer f®(x) .

f est une fonction rationnelle donc elle est 5 fois dérivable sur IR.
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') = fD(x) = 4x3 — 15x% + 4x + 3
() = fP(x) =12x%2 —30x + 4
F(x) = F®(x) =24x - 30

f®x)=24

.

9)Dérivée de la fonction réciprogue

Soit f une fonction dérivable et bijective de 1-J et f~1 la bijection réciproque.
f:1-J f1:3-1
x=y =f(x) y-x= 1)
Onafof(=x => (flof(x) = (x) => fH(f))xf =1

> fUYOxf)=1=> 1y =—

e avec f'(x) # 0.

1
f'(x)

FORMULE : f~1'(y) =

avec f'(x) # 0 |

Proprieté
Soit f une fonction dérivable et bijective de 1-J et £~ la bijection réciproque.
f:1-J f1 -1
x5y = f(x) y-x= f1(¥)

f est dérivable sur I et
ff(x)0Vx el
f estdérivableenx, = f~(yo)et
f'(xo) =0

> f~1 estdérivable sur J si et seulement {

> f~1 estdérivable en y, si et seulement {

De plus £~ (yo) = — :

o) o)

Soit f(x) = sin? x
1) Montrer que f est une bijection de ]0 ;g [ vers un intervalle J a préciser.
2) 1 est-elle dérivable sur J ?

3) Donner [’expression de _1’()/).

1) f est continue et dérivable sur IR donc sur]0 ;[ . |f'(x) = 2cosxsinx >0 Vx €]0;-].

Donc f est strictement croissante sur ]0 ;g [.
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D ou ff est une bijection de]0 ;g[ vers J=]lim,_ o+ f(x); limxﬁg— f(x)[=1]10;1]

2) festdérivable sur]0 ;g[et f'(x) =2cosxsinx #0Vx €]0 ;g[.

Don £~ est dérivable sur J0 ;1] .

3) L expressionde f~* (y) .

Ona:f 1 (y)=

1

.E N 12 — .
ok x €]0 3 [ety€]0;1[ f'(x) =2cosxsinx.

Exprimons sin x et cos x en fonction de 'y
fx) =y=sin?x .y=sin’*x <=>y = m<=> .

cos?x+ sinx =1<=>cos?’x =1-sin®x =1-y .<=>Vcos?x = ,/1—y.
<=>lcosx=1—y .Ona:cosx=,T—y etsinx=./y .

1

—1! _ 1 _ 1 -1’ —
f1(y)_2mﬁ_zwdoncfl(y)_zm-
Exercice d’application

Soit f(x) = cos? x

1) Montrer que f est une bijection de ]0 ;g [ vers un intervalle J a préciser.
2) f~1 est-elle dérivable sur J ?

3) Donner [’expression de f _ll(y).

10) Inéqalité des accroissements finis (1AF)

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle K.S’ils existent deux nombres réels m et M tels que
pour tout x élémentde K, m < f'(x) <M, alors pour tous a et b éléments de K ona :
m(b-a) <f(b) - f(a) < M(b- a).
Proprieté

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K.S"il existe un nombre réel M tel que pour tout x
élément de K,

|f'(x)] < M, alors pour tous aet b élémentsde K,ona: |f(b) — f(a)] < M|b—a| .
Démonstration de l’inégalité des accroissements finis
Soit g la fonction de K—IR définie par g(x) = Mx —f(x) . Soita< b .
La fonction g est dérivable sur Ket g'(x) =M — f'(x) >0 Vx €K.

La fonction g est croissante sur [a ;b] donc g(a)< g(b) .

g(@)< g(b) => Ma — f(a) < Mb — f(b) => f(b) — f(a) <Mb — Ma => [f(b) - f(@) < M(b-a)] (1)
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Soit h la fonction de K—IR définie par h(x) = mx —f(x) . Soita< b .
La fonction h est dérivable sur Keth'(x) =m — f'(x) <0 Vx €K.

La fonction h est décroissante sur [a ;b] donc h(a)= h(b) .

h(2)= h(b) => ma — f(a) = mb — f(b) => mb — ma <f(b) — f(a) =>m(b-a) < f(b) (@) (2).

ID’aprés (1) et (2) , on a : m(b- a) < f(b) — f(a) < M(b-al).

Démonstration de la propriété

Dans le cas particulierou m=-M .Ona: -M(b-a)<f(b)-f(a) < M(b-a)

Dou [f(b) = f(@)| <M|b—a] .

1) Démontrer que V x € [0 ;g [[ x<tanx .

2) Démontrer que V X € IR, |sin x| < |x] .

3) Démontrer que V x,y € IR, |sinx —siny| < |x —y]|.

1) Démontrons que vV x € [0 ;7[, x <tanx .

Soit g la fonction définie par g(t) = tan t.

g est dérivable sur [0;>[et g'(t) = 1 + tan?t . Wte[0;-[ 1< g'(t).

Soitx € [0 ;% [, en appliquant /'inégalité des accroissements a la fonction g sur [0 ; X],0n a

1(x- 0) < g(x) —g(0) <=>x <tanx| doncVx € [0;Z[, x<tanx |
2

2) Démontrons que V x € IR, |sinx| < |x]| .

Soit g la fonction définie par g(t) = sin t.

g est dérivable sur IRet g'(t) = cost . NVt€IR, |cost| <1.NVteIR |g'(t)] <1].

Soit x € IR, en appliquant l’inégalité des accroissements a la fonction g sur [0 ; x],on a

lg(x) — g(0)] <11 —x| <=>|sinx| < |x| \dochXEIR, |sinx| < le\.

3) Démontrons que V x,y € IR, |sinx —siny| < |[x —y|.

Soit g la fonction définie par g(t) = sin t.

g est dérivable sur IRet g’(t) = cost . [VteIR,|cost| <1].vteIR |g' (®)] <1].

Soit x,y € IR, en appliquant l’inégalité des accroissements a la fonction g sur [X ; y],0n a

lg(x) = g)| < 1lx —y| <=>|sinx —siny| < |x —y|

| doncV x,y € IR, |sinx —siny| < |x —y]||
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2x— 3
-1

Soit f(x) =

X

1) Montrer que pour tout x € [2;3], < ffx)<1.

IS

2) Déduire un encadrement de f(x) — f(2) puis un encadrement de f(x) par deux fonctions affines

1) Etude de fonctions

1) Courbe de la fonction réciprogue

Soit f une bijection de I vers J et £~ sa bijection réciproque.
La courbe de f (Cy) et la courbe de f1 (Cf-1) sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice
(A) d’equation y = x.

2) Fonction paire

Soit f une fonction et Dy son ensemble de définition . f est dite paire lorsque pour tout x élément de Dy
Ona-x€ Dyetf(-x) =f(x) .

3) Fonction impaire

Soit f une fonction et D¢ son ensemble de définition . f est dite impaire lorsque pour tout x élément de
D
f

Ona-xe€ Dgetf(-x)=-f(x) .

4) Centre de symétrie

Le plan est muni d’un repére(0, 1, J). (Cy) est la représentation graphique d’une fonction f.
Pour démontrer que le point A(a ; b) est un centre de symétrie de (Cy) on peut procéder comme sulit :
1*" méthode

> On détermine la fonction g dont la représentation graphique est I’image de (Cy) par la

translation de vecteur A0, cette fonction g est définie par : g(x) = f(x +a) — b.
» On démontre que g est impaire

2eme méthode
Le point A(a ; b) est un centre de symétrie de (Cy) si et seulement pour tout x élément de Dy
Ona2a-xe€Dyetf(2a—x) +f(x)=2b.

Démontrer que le point A(2 ; 3) est un centre de symétrie de la représentation graphique (Cr) de la

x2—x-1

fonction rationnelle définie par : f(x) = —
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La fonction g dont la représentation graphique est I'image de (Cf) par la translation de vecteur E(-Z ;-
3)

x%+ 1
X

lest définie par g(x) = f(x + 2) — 3. Onag(x) =

Montrons que g est impaire

D, =IRY.XED;<=>x#0 .Xx#0 <=>-x#0 <=>}x €D, etg(-X) =-g(x)

\Donc g est impaire d’out A(2 ; 3) est un centre de symétrie de (Cf).\

5) Axe de symétrie

Le plan est muni d’un repére orthogonal (0, 1, J). (Cy) est la représentation graphique d’une fonction

f.

Pour démontrer que la droite (A) d' équation x = a est un axe de symétrie de (Cy) on peut procéder
comme suit :

1*" méthode

> On détermine la fonction g dont la représentation graphique est ’image de (Cy) par la
translation de vecteur A0, A étant le point de coordonnées A(a ; 0), cette fonction g est définie

par :
g(x) = f(x +a)

» On démontre que g est paire.
2eme méthode
La droite (A) d’ équation x = a est un axe de symetrie de (C) si et seulement pour tout x élement de D

On aZ2a-xE€ Dyetf(2a—x)=f(x) .

Le plan est muni d 'un repére orthonormé (O,1,J). On considére la fonction polynéme f définie par

f(x) = x? - 4x +7. On désigne par (Cy) sa représention graphique. Démontrer que la droite

(A) d' équation x = 2 est un axe de symétrie de (Cy).

X €IR<=>2(2) ~x =[x €IR

f4-x)=(4—x)2-4(4-x) +7 =x2 - 4x +7 =1(x)

Donc la droite (A) d’ équation x = 2 est un axe de symétrie de (C;)| -
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Propriéte

Le plan est muni d’un repére orthogonal (0, 1, J). (Cy) est la représentation graphique d’une fonction
f.

La fonction g, dont la représentation graphique est I'image de (Cy)

» par la symétrie orthogonale d’axe (OI) est définie par : §(X) = - f(X)

» par la symétrie orthogonale d’axe (0J) est définie par . 9(X) = f(- X)

» par la symétrie centrale de centre O est définie par : g(x) = - f(-x)

> par la translation de vecteur u(a; b) est définie par g(x) =f(x—a) +boug(x+a)=f(x) +b

Remarque
) f(x)six =0 . N
» Si g(x) =f(|x]) alors g(x) = { , construction voir Figurel
900 = f(lx) alors g0 = { 4 0 * 5 g
. f()sif(x)=0 . N
» Sig(x)=|f(x)|alors g(x) = { . construction voir Figure2
000 = IfCo)lalors gpo ={ 1SS0 g
¥
y = f(-) T
y = ()
-4 —3 3 P x
La courbe de g est la réunion |d&s parties des co ecYives v = f(x) et v = f(-x)
situées dans le demi-plan feprmo\de firontiere(

Figurel
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= -f
y=-f(x) y =10

!

La courbe de g est la réunion ves d'équation

respectives y = f(x) et y = -f(x)

situées au dessus de (OJ)

Figure2

6) Extremums d’une fonction

» La courbe d’une fonction f admet un maximum absolu au point d’abscisse x,, Si et seulement si
Vx € Dy, f(x) < f(x,) .

» La courbe d’une fonction f admet un minimum absolu au point d’abscisse x,, Si et seulement si
VX € Dy, f(x,) < f(x).

» La courbe d’une fonction f admet un maximum relatif au point d’abscisse x,, si et seulement si
il existe un intervalle | contenu dans Dy tel queV x € I,f(x) < f(x,) .

» La courbe d’une fonction f admet un minimum relatif au point d’abscisse x,, si et seulement si
il existe un intervalle I contenu dans Dy tel queV x € I, f(x,) < f(x) .

» On appelle un extremum un maximum ou un minimum.
» On appelle un extremum absolu un maximum absolu ou un minimum absolu.
» On appelle un extremum relatif un maximum relatif ou un minimum relatif.

Propriété
f est une fonction dérivable sur un intervalle K contenant x,,.

» f(x,) est un extremum relatif de la fonction f si et seulement si f’ s’annule en x,
en changeant de signe.
» Si fadmet un extremum relatif en x, alors f'(x,) = 0.

Soit f(x) = x3 — 3x . Déterminer les extremums de f.

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 33



f est une fonction polyndme donc elle est dérivable sur IR et f'(x) = 3x% — 3|.

2 est un maximum relatif de fcar[v x €] — o0;1] , f(x) < 2|.

- 2 est un minimum relatifdefcarv x € [-1;4+ o] ,-2 <f(x) .

X -00 -1 1 +00

f'(x) C} %
+ - +

f(x)

8) Périodicité
Soit fune fonction et D son ensemble de définition. Soit T un nombre réel strictement positif. On dit
que

T est une période de f lorsque pour tout x élément de Dy, on a :

> x+TeDy (1)
> f(x+T)=1(x) 2

Le plus petit réel T strictement positif qui vérifie (1) et ((2) est appelé la période de f.

9) Position relative d’une courbe et de son asymptote (A) :y=ax+b

Soient f une fonction et (Cy) sa courbe représentative. (A) :y=ax+b.
Posons g(x) = f(x) —( ax + b).

> Sig(x) >0 Vx € K, alors(Cy) estau-dessus de (A) sur K.
> Sig(x) <0 Vx € K,alors (Cy) est au-dessous (ou en dessous) de (A) sur K.
> Sig(x)=0 vx € K, alors (Cy) et A) se coupent sur K,

10) Position relative d’une courbe et de sa tangente au point My d' abscissex,

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle K et x, un élément de K.
O n désigne par (Cy) sa courbe représentative et par (T) la tangente a Cy) au point My d'abscissex,.
(T) a pour équation : y =f(xg) + f'(x9)(x — xp).

> Sif" >0vx € K, alors (Cy) est au-dessus de (T) sur K. On dit que f est convexe sur K.
> Sif" <0Vx € K,alors (Cy) est au-dessous (ou en dessous) de (T) sur K. On dit que f est
concave sur K.
> Sif" s’annule et change de signe en x, alors la droite (T) traverse la courbe (Cy) en M.
On dit que M est un point d’inflexion de (Cy) .
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PROBLEME

2x+|1—x?| six >0

—x+Vx?—2x six <0

1) Déterminer Df, les limites aux bornes et préciser les asymptotes et branches infinies éventuelles.
2) Etudier la dérivabilité de f en 0 et 1; interpréter géométriquement les résultats obtenus.
3) Calculer f'(x) 1a ou f’ est définie, puis dresser le tableau de variation de f.
4) Tracer la courbe de f.
5) Soit h la restriction de f a l'intervalle ] — « ; 0].
a) Montrer que h admet une bijection réciproque h™* dont on précisera I’ensemble de définition, I’ensemble
de dérivabilité et le tableau de variation.
b) Sans utiliser I'expression de h™~*(x) , calculer (h™%) /(2).
c) Déterminer explicitement h™ %,
d) Tracer la courbe de h™' dans le méme repére que celle de f.

1) e /|1 — x?| existe quel que soit x > 0, car une valeur absolue est toujours positive.
Pour x £ 0, — 2x est positif donc x> — 2x est positif et par conséquent, / x? — 2x existe.

Soit f la fonction définie par : f(x) = {

En résumé, f(x) existe pour tout x réel et D =

lim,,_, —x =+
[ ] i = 0,
lim x> —2x = lim x> = 400 = lim vx*—2x = + Donc ruglmf(x) +
xX——00 X——00 X—>—00

limy ;0 2x = +00

° Donc lim f(x) = +oco.
lim1— x*= lim —x*= —o lim |1 - x| = 400 = lim /|1—x2| = 4o I A fx)

X—+00 X—+00 X—+00 X—+00

elim, % = limy_ o —= ; 2 — lim —1-— % (car, pour x< 0, x = —+/x?).
X——00
Or, lim —=1i x—2=1= lim =1. Donc lim,_,_ Oof(x) —1—1=—2.
xX—>—00 X X—>—00 X—>—00 x? X
2_ (a2 _
lim [f(x) + 2x] =lim,_,_q (x + Vx?— Zx) = lim 2229 iy 2x =1.
X—>—00

X——00 X—+/x?-2x x——00 x[1+ ,1_12
X

|On en conclut que la droite d’équation y = — 2x + 1 est asymptote oblique a la courbe de f au voisinage de — oo| .

N1 _2
elim, o fix) = llmx_,_m% = liE_n 24|11 —x?| =
X—>+00

9
On en conclut que la courbe de f admet au voisinage de + o une branche parabolique de direction (O, j ).

2) e lim LSOy, ZXWFI i, (—1 - "tf") = lim_ (—1 - J1- %)

x—0 x x—0 x x—0 x—0
; 2 __2 . 2 . 2
Or, lim_—-=x« 0 » =+ co. Donc I|m_(1 ——) =+o0= lim_ [1—==+oc0.
x>0~ % x—0 x x—0 x
N 2 . 2
D'ou: lim — [1—==—0o = I|m_<—1— 1__>:_°°.
x—0 x x—0 x
— 0 B — -
Ainsi lim —f(x)xf( ) _ —‘oo et par conséquent f n’est pas dérivable a gauche en 0‘.
x—0

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 35




f(x)=f(0) - Iim 2x+f [1—x?|

X X

) Iim+
x—0

IAinsi f est dérivable a droite en O et f'4 (0) = 2‘ .

= lim, 2y[1-x*| =2.

x—0" x—0

. lim FEO-f() _ im me= lim 2x(1—x%) - lim _ (140 _ «—_+4 b= — oo
x—1~ ¥ x—1~ X1 x>l GmDVI= = VI 0
}f n’est pas dérivable a gauche en 1\ .
lim FEO-f(D) _ im me= lim 2x(x2—1) - lim 2x(xt1) _ «i+ bz oo
x—1"  *1 x—1" *¥71 x>l G DVP=T = VT 0

}f n’est pas dérivable a droite en 1\ .

o Interprétation géométrique des résultats :

A gauche du point origine 0(0,0), on a un point anguleux : une demi-tangente verticale a gauche et une demi-
tangente de coefficient directeur 2 a droite.

Au niveau du point A(1,0), on a un point de rebroussement.

3) e f est dérivable sur ]—co; 0] comme somme de deux fonctions dérivables sur cet intervalle (a savoir x —» —x et x

1/ x% — 2x, cette derniére I’étant comme racine carrée d’une fonction strictement positive et dérivable sur
]—o0; 0[).
2x—2 x—1

——— 1+ =
24/ x%=2x VJx?-2x

x—1
Or, six <0, (x—1) est aussi négatif, ainsi que \/? (fraction a numérateur négatif et 3 dénominateur positif).
xX°=2x

Pourtoutx<0, f'(x)=—1+

x—1
——— est également négatif.
Vx?i-2x

eSixe]0;1[, f(x) = 2x/1 — x*.

f est dérivable sur ]0; 1] comme produit de deux fonctions dérivables sur cet intervalle (a savoir x = 2x et x -

Doncf'(x)= —1+

V1 —x?, cette derniére I’étant comme racine carrée d’une fonction strictement positive et dérivable sur ]0; 1]).
-2x _ 2(1—x?)-2x* 2(1-2x?)

24/ 1—x? - v 1—x? - Ji-x%

Ainsi f'(x) a méme signe que (1 — 2x?) qui est un trindme négatif a I'extérieur de ses racines c’est-a-dire sur

Pourx € |0;1[, f'(x) =21 — x? +2x X

1 P . S s g 1
]\/_E’ 1[ et positif a I'intérieur de ses racines, c’est-a-dire sur]O,ﬁ[.

eSix e ]1;4oof, f(x) = 2xy/x* — 1.
f est dérivable sur ]1; +oo[, comme produit de deux fonctions dérivables sur cet intervalle (a savoirx - 2x et x —
Vx? — 1, cette derniére I'étant comme racine carrée d’une fonction strictement positive et dérivable sur
11; +oo]).
2x _2(x*-1)+2x* _ 4x?-2
2/x%—1 Ji-x? Ji-x?
Or, pour x> 1, 0nax?>1, d ol 4x? > 4, donc a fortiori 4x? > 2. f’(x) est donc positif comme fraction dont le

numérateur et le dénominateur sont tous deux positifs.
Le tableau suivant résume les variations de f :

Pourx € ]1; 4+oo[,, f'(x) =2vVx* —1 +2x X

X — o 0 — 1 + oo
f,(X) -_ ‘ + -_ ‘ +

f +Oo\0 /1\0/+oo
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4) ™,

5) a) D’apres I'étude précédente, h est continue et strictement décroissante sur ] — o ; 0], donc réalise une
bijection de ] — = ; 0] vers son image par h, a savoir, cf. tableau de variation, [0; +oo[. D’autre part, la dérivée h '
est strictement négative (donc non nulle) sur ]—oo; 0[, donc h™ " est définie et dérivable sur ]0; +oo[. h"'ale
méme sens de variation que h, donc est strictement croissante sur ]0; +oo[. Voici son tableau de variation :

X 0 +00

—1
h o\_

(00]

b) Cherchons d’abord 'antécédentde 2. h(x) =2 & —x + Vx> —2x =2 © x> —2x =2 + x.

x> -2 2 . L e . L.
= { © x = —=. D’apres le théoréme de dérivation d’une réciproque,
X2 =2x=x*+4x+4 3 P proq

(™ '(2)= . Apres calcul, on trouve h™ %) (2) = — at

h')
c) (h(x)=yetx € [~o;0[) = (x = h™*(y) et y € [0;+])
Or,
(h(x) = yetx € [-x;0) & (—x +Vx2—-2x=yetx € [—00;0[)

S (Vx2—2x=y+xetx €[—0;0)) © (x*—-2x=(y+x)?ety >—x =20) &
& (2 +2xy +2x=0ety >2—x =20)o (xQ2y+2)+y2=0ety >—x >20) &

(x=— 2;;2 ety = —x = 0). Notons que 2y + 2 est non nul, puisque y = 0.
. =1 ] . —1 _ yz
Ainsi h™ " est définie sur [0; +oo[ par h™ “(y) = 2y+2)

d) Voir figure.
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Soit la fonction g définie par g(x) =

(x+ 1)?2 . .

> . On note (C) sa courbe représentative.
X< + 2x

1) Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

2) Montrer que g est dérivable et calculerg'(x).

3) Dresser le tableau des variations de g.

4)a) Démontrer que la courbe (C ) a un axe de symétrie que l’on déterminera.

b) Déterminer l’équation de la tangente (T ) a (C ) au point d’abscisse 1.

5) Tracer la courbe (C) et (T ) dans un repere orthonormé d’unité Icm. On indiquera et on tracera les
asymptotes éventuelles a la courbe (C).

Exercice d’application

2 _
Soit f la fonction définie par : f(x):ixfes. On note par (Cf) sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O,1,J).
) . . . C
1) Déterminer les réels a,b et c tels que, pour tout x=1, on ait : f(x)= ax+b+—1.
X —

2) a) Montrer que la droite (D) :y=x-2 est asymptote oblique a (Cf).

a) Préciser les positions de (Cf) et (D).
3) Etudier les variations de f . Tracer (Cf)

4) Montrer que le point I(1 ; -1) est centre de symétrie de (Cf)
5) Montrer que (Cf) admet deux tangentes paralléles a la droite (A) :y=-3x+1
Calculer les coordonnées de chacun de ces points et écrire |’équation de ces tangentes.

Exercice d’application
Soit f la fonction définie par : f(x)=+/x2 -1

1) Etudier la parité de f puis calculer lim, . f(x) .

2) Montrer que : f(x)-x= . En déduire lim, . (f(x)-x).

-1
X+/x2-1
Quelle est l’interprétation graphique de ce résultat ?

3) Montrer que : f(x)+x= =1 Endéduirelim

(f(x)+x). Conclure
—X+/x2-1

X—>—00

4) a) Etudier la dérivabilité de fen -1 et en +1.

a) Etudier les variations de f sur son ensemble de définition
5) Tracer la courbe (Cf) représentant de f dans un repére orthonormé.
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Exercicel
1) Démontrer que V X,y € IR, |cos x — cosy| < |x — y|.

2) Démontrer que V X € [0 ; %], g x < sinx <x.

3) Démontrer que V x € [0;7],0 < sinx < x

4) Etudier la dérivabilité de fen x, :

1—x% six < -1

_ _ _ x%-2x _ _ _
afx)=|x—2| x,=2 b)f(x)—|x|+1 X =0 C)f(X)—{2x+2 ix>_1 X= 1
x+2

Exercice 2

Soit f:]0; g[ — R

X 1
Cos X
1) Montrer que f est bijective de ]0 ; % [ vers un intervalle J & préciser.
2) Déterminer (f~1)'(V2) et (f ~1)'(2).
3) Démontrer que £~ est dérivable sur J et que (f 1) (y) = ——— Vy €J.
) que f ue(fM=r== VY

Exercice 3

1
o

Soit la fonction f définie sur ]O ; +oo[ telle que f(1) = 0 etf '(x) =
1) Montrer que VX € ]1; +o[,0 < f'(x) < 1.

2) En utilisant l'inégalité des accroissements finis, montrer que V.x > 1,0< f(x) <x — 1.
Exercice4

Soit f la fonction définie par :

fx)=2x?+2x—3 et C sareprésentation graphique.

1°) Etudier f et en faire la représentation graphique.

2°) On désigne par g la restriction de f a {—%,+ool:.

L 1 7
Montrer que g est une bijection de [_E , +oo[vers ‘:—E,+oo|:.

3°) Soit g~/ la bijection réciproque et C ~’ sa représentation graphique.
a) Tracer C ~' sans déterminer g~
b) Déterminer une équation de la tangente a

C ~'au point A d’abscisse 9.
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c) Déterminer g~ en donnant I’ensemble de départ, ’ensemble d’arrivée et I'image d’un élément x.
d) Déterminer (™) ' et retrouver une équation de la tangente & C ~' au point d’abscisse 9.
Exercice5

Soit f la fonction définie par :

3x+1 , . .
X+ 2 et C sa représentation graphique.

f(x) =

1°) Etudier f et tracer C .

2°). Montrer que f est une bijection de

R | {—2} vers R | {3}. Soit g~ la bijection réciproque et C ~' sa représentation graphique.

3°) a) Tracer C ~’ sans déterminer f—'.

b) Déterminer une équation de la tangente a

C ~'au point A d’abscisse 2.

c) Déterminer =/ en donnant I'ensemble de départ, ’ensemble d’arrivée et I'image d’un élément x.
d) Faire I’étude de f~, retrouver C ~ et une équation de la tangente 8 C ~’au point A.

Exercice6
Soit f la fonction définie sur [ % 7] par:

f(x)=2cosx—cos 2x.

1°) Montrer que f admet une fonction réciproque, g, dont on précisera [’ensemble de définition et les propriétes.
1 .
2°) Calculer les valeurs de g et de sa fonction dérivée, pour les valeurs —\[2, — Set+1 de la variable .

Exercice?
Soit f I'application de [0; 2 ] vers R définie par : f (y) =y* + 2y — 3.

1°) Montrer que f définit une bijection de [0; 2] vers [ — 3, 5] et préciser ’application réciproque de cette
bijection ; on la notera ¢ .

2°) Montrer que ¢ est dérivable sur [— 3; 5] et déterminer sa fonction dérivée.

Exercice8
On consideére ’application ] 0; 2 [ — R définie par : f (x) = tan (EZ (x— 1)) :
1°) Montrer que f est une bijection de ]0; 2[ sur un intervalle que [’on précisera .

2°) Soit h la bijection réciproque de f . Montrer que h est dérivable sur R et que l'ona: h'(x)= m .

3°) Pour tout x non nul, on pose :
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¢(x)=h(x)+h(lx).

Calculer ¢ ' (x) et en déduire que ¢ est constante sur chacun des intervalles ] — o ;0 [ et] 0 ; + oo [ .Déterminer
chacune de ces constantes .

Exercice9

Soit f: x — sin®x et g la restriction de fa [0 ; %] .

1°) Montrer que g définit une bijection de [0 ; %] sur un intervalle J a préciser .

2°) Déterminer ’ensemble sur lequel la bijection réciproque g — ' est dérivable et démontrer que sa dérivée est la
1

X—X

fonction x ~

Exercice 10

—1)3
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = % On note (t) sa courbe représentative dans le plan muni d 'un
repere

Orthonormé d’unité 1 cm.

1) Montrer que f(xX) = ax + b + =——V x € IR.

2) Montrer que f est dérivable sur IR et calculer sa dérivée.

3) Dresser le tableau des variations de f.

4) Montrer que la droite (D ) d’équation y = x — 3 est une asymptote oblique a (7) en +w et en — .
Etudier les positions relatives de (D ) et de (7).

5) Donner I’équation de la tangente (T ) a (t) au point d’abscisse 0. Tracer (D ), (T) et la courbe (T).

Montrer que la courbe () a un centre de symétrie.

4) Montrer que [’équation f(x) = I a une solution unique a dans IR. Donner une valeur approchée de a a
1072 pres par exces.

Exercice 11

Soit la fonction f définie par: f(x)= (1— X)xll— X° et (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un
repere orthonormé direct unité 4cm.

1) Etudier la dérivabilité de f en-1eten 1. En déduire les tangentes & (C) aux points d’abscisses -1 et 1.
2) Dresser le tableau de variation de f .

3) Tracer lacourbe(C).

4) Justifier que f(Xx)=1 exactement deux solutions & et S (@ < f3).

Exercice 12
2
X +x-1 .
—1 si x<0
. . e X —
Soit f lafonction définie par : f(X) = y
si x>0
X% + X
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1) a) Déterminer le domaine de définition Dy de f , puis calculer les limites aux bornes D de f .
b) Etudier les branches infinies.

2) Etudier la dérivabilité de f en 0.
3) Calculer f'(x) dans les intervalles ou f est dérivable.

4) Tracer la courbe de f et ses asymptotes.
5) Soit g la restrictionde f a l'intervalle |0;+o0 .

a) Montrer que g est une bijection de ]0;+oo[ vers un intervalle & préciser.
. -1 SN -1 3 . . -1 ] 3
b) Soit g~ la réciproque de g . Calculer g > ) En déduire que g est dérivable en X, = 3 et calculer
1\ 3 1 A N
(g ) > c) Tracer la courbe de g dans le méme repére.

Exercice 13

Le plan est muni d’un repere (O;;;;') :

2
. . e +3x+3 , .
Soit / la fonction définie par : f(x) = % et (C) sa courbe représentative
X+

1) a) Déterminer le domaine de définition D; de / et vérifier que:

1
xX)=x+1+ , xe€D
() x+2 7

b) Calculer les limites aux bornes de D; .

2) Etudier les variations de /* et donner son tableau de variation.

3) a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x +1 est une asymptote a (C).
b) Etudier la position de (C ) par rapport a I’asymptote oblique (D).

4) Indiquer une équation de [’asymptote verticale (A).

5) Montrer que le point | intersection des asymptotes est centre de symétrie de (C ).

6) Tracer (C) dans le repére (O;;';;') ainsi que les asymptotes.

Exercice 14
x(x— 2)
On considére la fonction f définie par f(x)=4 X-1
X+ ‘xz—x‘ si x>0

si x<0

(Cf ) sa courbe représentative dans un repére ortho normal unité 1 cm.

1) Déterminer le domaine de définition de f puis calculer les limites aux bornes.
2) Etudier la dérivabilité de fen O et en 1.
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3) Montrer que f estdérivable sur R—{O;l} et puis calculer '(x) .

4) Résoudre dans I'intervalle ]0;1[ Vinéquation 2N X—X* +1—2x <0. En déduire le signe de f '(x) sur cet

intervalle.
5) Dresser le tableau de f .

6) Etudier les branches infinies de f , on précisera les positions relatives de (Cf ) et de ses asymptotes éventuelles.

7) Soit g larestrictionde f a lintervalle | =[1;+o0] .
a) Montrer g estune bijectionde | versunintervalle J a préciser.
b) Soit g~ laréciproque de g . Donner les variation de g~ sur J .
c) g est-elle dérivable en 2 ? si oui calculer (g™)'(2).

Construire C, et la courbe de g~ dans un repére.
Exercice 15

Soit la fonction f définie par f(x) = !
C

sur [O;Z{ a valeurs dans [1; +oo[.
0S X 2

1) Démontrer que f admet une bijection réciproque f .
1

N a 1

2) Déterminer I’ensemble sur lequel T~ est dérivable et démontrer que sa dérivée est ( f ‘1)'(x) =

Exercice 16
Soit la fonction f définie par f(x)=tan2x—2tanx et (Cf ) sa courbe représentative.

1) Déterminer D, ; justifier que I'ensemble d ‘étude de f peut étre réduit a 'intervalle [O; %}

2tan’ x(1+tan2 x)(:%—tan2 x)

2) Démontrerque V xe D,, f'(x)= .y
(1-tan® x)

3) Vérifier que sur [O; %} , (Cf ) présente deux branches infinies, dont on précisera la nature.

4) Dresser le tableau de variation de f sur {0%}

5) Tracer (Cf) sur lintervalle [—72';7r]
Exercice 17

1) Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée de la fonction f :

a) f(x) = (x2 — (x* + 2) b) f(x) = (x + 1)® (x — 1)° 0) f(x) = 2=

) =——— -2 e) f(x) = m f)f(x) = (1 - X)V2 — 3
_ cosx+xsinx _1-tan?x . __ c0Ss2x+sin 3x

g) f(X) - sinx—cosx h) f(X) - 1+ tan2 X I) f(x) - tan 6x

2) Dans chacun des cas suivants, préciser [’ensemble de dérivabilité de la fonction f, puis déterminer sa fonction
dérivée :

a) f(x) = L DW= i ) fx) = 2
0) 1) = 2L &) f(x) = 2xVx? — 1 ) = V5x =3
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Exercice 18

1) Etudier la dérivabilité de f en x :

a)f(x) =x3+ 3x2 x,= —1 b)f(x)=vx+5 x,=4 o) fX)=x|x—3] x,=3
dAfxX) =lx(x—1)] x=1 e)fX)=+/I1x2— x| xo=0 HfX)=x%— |x| x0=0

x*—1 six <1 3—2x six <0
g)f(x)—{ﬂ six >1 Xo =1 h)f(x)_{2x+3+\/§ six >0 ¥ =0

x+1

2) Soit la fonction g défini (x) {x3+x2+(m2—2)x+2 six <0
oit la fonction g définie par g(x) = x+2m .
e six >0

Déterminer m pour que la fonction g soit dérivable sur IR.

3x2+ ax+b
x2+1

5) Soitf(x) = . On note (7) sa courbe représentative.

Déterminer a et b pour que (7) passe par A (0 ;4) et admette une tangente en A d’équation y = 4x + 3.

Exercice 19

2x%4+3x + 2

1) Soit f(x) = Z0

a) Préciser les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer sa fonction dériveée.

b) Déduire que f détermine une bijection de ]1; +oo[ vers un intervalle J a préciser.
2) Soit g(x) = Vx2 + 8x.
a) Préciser les intervalles sur lesquels g est dérivable et calculer sa fonction dérivée.
b) Démontrer que g réalise une bijection de [1 ; g] vers un intervalle J a préciser.
¢) Démontrer que sa bijection réciproque g~ ! se définit ainsi :
g ] — » [3:3]
X —— JVx?+16 -4

d) Calculer (g~1)'(x) par deux procédés différents.

Exercice 20
(x—1)? .
Soit f Ia fonction définit par f(x) =  vez=x . X1 >1

x> —3x+2 silx] <1
1) Peut-on prolonger f par continuité en 1 eten—1?
2) Montrer que la fonction g restriction de f a l'intervalle J-1 ; 1[ définit une bijection de
]-1; 1[ vers un intervalle J & préciser.
3) g~ ! est-elle dérivable en % ? si oui déterminer (g~ 1)'(%).

4) Expliciter g~ 1(x) .
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Exercice 21
Soient a et b deux parametres réels. On définit la fonction f par :

ax+b six <3

f(x):{\/m -3 six >3
Déterminer a et b pour que f soit continue et dérivable en x, = 3.
Exercice 22
Soit f la fonction définie par f(x) = 3cos* x + sin* x — 1.0n note () sa courbe représentative.

1) Déterminer Dy et montrer que f est derivable sur IR.

2) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe (T) au point d’abscisse xy = % .

3) Montrer que f est paire et périodique puis justifier que [’ensemble d’étude de f peut étre réduit a l'intervalle
[0;371

4) Donner le tableau de variation de f sur [0 ; g].

5) Tracer la courbe (7).

Exercice 23

2 —
Soit la fonction f définie par f(x) = /% .On note () sa courbe représentative.

1) Déterminer son domaine de définition Dy.

2) Etudier la dérivabilité de f sur Dy et déterminer sa fonction dérivee puis dresser le tableau de variation de f.
3) Montrer que la courbe (t) admet deux demi-tangentes (T;) et (T,) dont on donnera les équations.

4) Déterminer les asymptotes obliques (D) en — « et (D,)en + o a la courbe (7).

5) Etudier la position de (z) par rapport a (D,) et a (D).

6) Tracer la courbe (7), (D;1)et (Dy).

Exercice 24

x% —1
Soit la fonction g définie par g(x) ={*— 2
|x2 —x| six <1

six >1

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0 et en 1.Interpréter graphiquement ces résultats

2) Soit h la restriction de g a ]J-o0; 0[.Montrer que h est une bijection de ]-o0; O vers un intervalle J & préciser.
3) Soit h~ 1 la réciproque de h. h~ 1 est —elle dérivable sur J ? Dresser le tableau de variation de h™ 1.

4) Montrer que h~ * est dérivable en /2 et calculer (h=1)'(v/2).

5) Expliciter h=1(x).
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Exercice 25

Etudier et représenter graphiguement les fonctions suivantes :

19)fx)=x*—2x"+1 29 f(X)=x* (x — 1)
)= x| +]3x¢—4| 4°)f(x)=%x4—2x2+2
o _ 342 +5x 2x3 + 6°) f _2x—3
5°) f(x) =sup(—x°+X X, 2 X° + X) ) (X)—3X+3
2

— + -
7yt = [ 2 87y () = XL

X+1 | x—1]
o oy = LEFX[+1 oy gy = XoFAX+3
O (0 ="x]+1 109 (0= Zrexss
o — Xs ° _ _3x+2
1100 =775 120 =75 13

139100 = [ 31 14°) f () = X 11:)’(‘ 15°) f (x) = X ]1:’;
16°) f (x) =\ /%X_i]ll 17°) f (x) = XA /’;2:11 18% f(x) = (1 — )T+ x

19°) f (x) = cos®x 20°) f(x) =sinx ++/3cosx  21°)2cos3x + 1
. R cos 3x . cos 3x
22°) f(x) = 3sin 2x + 2cos 3x — 3 23)f(x):m 24)f(x)=m
3 .
o ___ CosX o _ 1= 2sinx o _ Cos 2x
2S)f(x)_(cosx—l)2 26°) 1 () =\ T+ 2sin x 27°) 1 () = 5inx
. sin X + cos X
28°) f (X) =sin’x — 2cosx  29°) f(x) =x —sinx 30°) f(x) = T sin2x
Exercice 26
= . e X2+2x+1
On considére la fonction f définie par : f (x) = T x+2

1°) a) Déterminer [’ensemble de définition Ds de f.

b) Déterminer les limites aux bornes de Ds. En déduire queC ¢ admet une asymptote verticale.

b
2°) @) Montrer qu'il existe des réels a et b tels que f (x) = ax + X+ 2

En déduire que la droite A d’équation , y = x est asymptote oblique a la courbe de f.
b) Etudier la position relative de C ¢ et 4.

3°) Etudier les variations de f. Dresser le tableau de variation de f.

4°) Montrer que le point I(— 2 ; — 2) est centre de symétrie a C ;.

5°) Soit A le point d’intersection de C ¢ avec l’axe des ordonnées ; donner [’équation de la tangente T, au point A.
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6°) Construire la courbe C ¢ dans un repére orthonormé (O, 1, J).
7°) Expliquer comment, puis effectuer la construction de la fonction g définie par :
g (x) =|f(x)| pour tout x # 2.

Exercice 27

+2)Y—|x+
Soit la fonction g définie par : g (x) = x Z)X _ |1x 2 :

1°) Ecrire g (x) sans la barre de valeur absolue.

2°) Déterminer les limites, les asymptotes et leur position par rapporta C .
3°) Etudier la continuizé et la dérivabilité de g en — 2.

4°) Etablir le tableau de variation de g.

5°) Tracer C 4.

Exercice 28

X+ x?—2x—3
x?’—3

Soit la fonction f définie par : f (x) =

1°) Déterminer le domaine de définition de f, les limites et les asymptotes. Etudier la position relative de C ; par
rapport a son asymptote oblique.

2°) Montrer que le point (0 ;1) est centre de symétrie.

Déterminer I’équation de la tangente au point I et montrer que I est un point d’inflexion .

(= 1)(x*—06)

3°) Montrer que f'(x) = = 3) ; en déduire le tableau de variation de f.

4°) Tracer C
Exercice 29

— 2x? + 3x

On considére la fonction suivante définie par : f (x) = — ]

1°) Déterminer le domaine de définition de f, puis calculer les limites aux bornes de Dy ; préciser les asymptotes.
. c
2°) Trouver lesréelsa,betctelsquef(x) =ax + b+ 7

En déduire que la droite D d’équation , y = — 2x — 1 est asymptote oblique a la courbe de f.

Donner la position relative de D et C .

3°) Montrer que le point I d’intersection de D et de [’asymptote verticale est centre de symétrie a C .
4°) Etudier les variations de f, dresser le tableau de variation de f et construire C

5°) Déduire du graphique précédent la courbe représentative de la fonction g définie par :

g (x)=|f(x)|pourtoutx # 1.
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Exercice 30

Soit la fonction f définie par : f (x) = 21
oit la fonction f définie par : f (x) = Yt e+ 1
1°) Démontrer que f est paire.

2°) Etudier les limites aux bornes de Ds. Interpréter les résultats.

3°) Etudier les variations de f.
. b 1 . .
4°) Démontrer que I’équation f (x) = 2 admet une solution unique o dans [0 ; 1].

5°) Tracer la courbe de f.
Exercice 31

- . g 22+ 3x+1
On considére la fonction f définie par : f (x) = T x+2
1°) @) Déterminer [’ensemble de définition Dy de f.

b) Déterminer les limites aux bornes de Ds. En déduire queC ; admet une asymptote

verticale.

_y
X+2°

2°) Montrer qu’il existe des réels a, p et y tels que f (x) =ax + [+
En déduire que la droite A d’équation , y = 2x — 1 est asymptote oblique a la courbe de f.
3°) Etudier les variations de f. Dresser le tableau de variation de f.

4°) Démontrer que le point [(— 2 ; — 5) est centre de symétrie a C .

5°) Soit A et B les points d’intersection de C ¢ avec [’axe des abscisses ; donner les équations des tangentes T, et
Tg aux points A et B.

6°) Construire A, Tp , Tg €tC ¢ dans un repere orthonormé (O, I, J).

7°) Discuter suivant les valeurs de m le nombre de solutions de I’équation f (x) = m ou est un parameétre réel.
Exercice 32

1°) Soit g la fonction définie par : g (x) = 2x3 + 3x2 + 1.

a) Etudier les variations de g.

b) Démontrer que [’équation g (x) = 0 admet une solution unique o. € ] —2; — 1,5 [ ; en déduire le signe de g.

1+xX
1—x

2°) On considere la fonction f définie par : f (x) =

a) Déterminer Ds et les limites aux bornes de Ds. Préciser les asymptotes.
b) Etablir le tableau de variation de f.
c) Soit h la restriction de fsur ] 1 ; + oo [/, montrer que h permet de définir une bijection de

11, + o [ vers un intervalle J a préciser.
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d) Calculer h(2) ; en déduire () (—gj

e) Construire la courbe de f et la courbe de h™’ dans un méme repeére.
Exercice 33

3
= . axX =42+ 8 +tbh ,
On considére la fonction f définie par : f (X) = (xx_ C)zx , 0U &, b, ¢ sont des réels.

1°) Déterminer a, b, ¢ sachant que la droite (D) : x = I est asymptote verticale a la courbe de f, que f(0) = — 4 et
que la courbe admet, au point d’abscisse 2 une tangente paralléle a la droite d’équation y = — 4x.

X —4x2+ 8x—4
(x— 17

2°) Pour la suite, on donne f (x) =

a) Déterminer Dy, calculer les limites aux bornes de Dy.
b) Etudier les variations de f, dresser le tableau de variation de f.

3 N 1
x—1 (x—=1)?

C) Montrer que f(x) =x — 2 —

d) En déduire que la droites (D ') d’équation y = x — 2 est asymptote oblique a la courbe de f.
e) Etudier la position relative de (D ') et deC ;.
3°) Soit A le point d’intersection de (D) et (D).
Montrer que A est un centre de symétrie & la courbe de f.
4°) Soit B le point d’intersection de C ¢ et de l’axe des ordonnées.
Donner une équation de la tangente Tg en B.
5°) tracer la courbe de f dans un repére (O, I, J) unité : 2 cm.

6°) Soit g larestrictionde fa] 3, + o /. Montrer que g réalise une bijection de ] 3 ; + oo [ vers un intervalle J a
préciser.

7°) Construire C g*l dans le méme repére.

8°) Déduire de I’étude de C ¢ le nombre de racines de [’équation :

XC— (@ +mx?+2(4+mx—4—m=0,
Exercice 34
Le plan est rapporté a un repéere orthonormé .

3 2
. . s — "t 8x—4
A . Soit la fonction f de R vers R définie par : f (x) = s (xx_ ]))zc

P - ) b c
1°) Lorsque f est définie, déterminer a, b, c, réelstelsque f (xX) = x + a + ot o — 1)

2° Etudier la fonction f .

3°) Démontrer que C, courbe représentative de f, admet deux asymptotes, dont ['une est la droite D d’équation y =
x—2.

Préciser la position de C par rapport a D, et les coordonnées de leur point commun.
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4°) Construire la courbe C

B . En utilisant la courbe C , déterminer, suivant les valeurs de m, parametre réel, le nombre et le signe des
solutions réelles de chaque équation :

XC—@+m X +24+mx—4—m=0,

sin*u — (4 +m) sin“u+2(4 +m)sinu—4—m=0. (inconnue u telle que: —r<u < +1)
Exercice 35

Soit f la fonction définie sur R par : f(X) = x ++/| 4x"— 1 | .

Soit C sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

1°) Etudier la continuité de f .

2°) Etudier la dérivabilité de f . Calculer sa dérivée sur chaque intervalle ou f est dérivable .

3°) Démontrer les équivalences :

N[

1
\/4x2—1 +4x<0 <X E]—OO;—E] et \I—4Ix" —4x>0 =X €] —

.L]
] 2 \/E .
En déduire le signe de f' (X) .

4°)a) Calculer lim f et lim f .Dresser le tableau de variation de f .
X—— o0 X—>+ 00

b) Calculerx_l)imOO [f(x) +x] etx_ljipOO [f(x) —3x] .

En déduire que C admet deux asymptotes, d’équations y = — x ety = 3x .

Tracer la courbe C
. . . 1 . L. —
5°) a) Soit h la restrictionde fa ] — © ; — 5] . Démontrer que h admet une réciproque h™ * .

En préciser | 'ensemble de définition et la variation .

b) Calculer y Iim [Xx+h™'(X)] . En déduire que C et I, courbe représentative de h~— ',
—+ o

ont une asymptote commune . Tracer .
¢) Calculer h—’(0) . Déterminer une équation de la tangente & I” au point de coordonnées (0 ; W~ '(0)) .
Exercice 36

mx? — mx — 1

i Cmiy=
Soit dans le plan les courbes ~, :y W ———

1°) Déterminer m tel que 7, soit une droite . On suppose dans la suite:m € R| { —1;0}.

2°) Démontrer que A (0 ; — 1) est le seul point commun a toutes les courbes ,, et qu’elles sont tangentes en A .
3°) Déterminer les valeurs de m telles que -, ait trois asymptotes .

4°) Calculer a.# 0 tel que ' (o) = 0. Déterminer les valeurs de m telles que f (o) soit un minimum de f; un
maximum .

5°) Soit M [a.; f ()] . Déterminer E, ensemble des points M quand m varie .

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 50



6°) Tracer, dans un méme repere, la courbe E et les courbes -, correspondant a
1
m E{—Z;—E;3}.

Exercice37

Soit f la fonction définie par : f (x) = /| X’ — 6x + 5 | et ~sacourbe .

1°) Etudier le signe de xX* — 6x + 5 suivant les valeurs de x .

2°) En déduire |’expression de f sans valeur absolue .

3°) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en particulier aux points d’abscisses 1 et 5 .
~admet-elle des tangentes en ces points ?

4°) Démontrer que la droite D d’équation x = 3 est un axe de symétrie de .

5°) Etudier les variations de f .

6°) Démontrer que les droites d’ équation y =x — 3 ety = — x +3 sont des asymptotes a ~.

7°) Déterminer les coordonnées des points A et B, intersections de ~avec ses deux asymptotes .

8°) Montrer que f réalise une bijection de [5 ; + o [ vers un intervalle a déterminer .

9°) Représenter -

10°) Pour x €[5 ; + o [, représenter la courbe de f " .

Exercice 38

e, o x A=
SOItf.f.Xf—»z— "

1°) f est-elle dérivable en 1 ? Calculer la dérivée de f 1a ou elle est définie .
X .
2°) Pour x > 1, mettre f (x) sous la forme : f (x) = 5— I+te@xou lim &(X)=0.
X—>+ 0

Que peut-on en conclure ?
. . . \ , -
3°) Construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, i , j

).

Exercice 39

Soit f la fonction numérique définie par : f (x) = I+ X 4yl —x
' A1+ x —A[1—x

1°) Déterminer [’ensemble de définition Dy

1++/1—
2°) Démontrer que : V'x € Dy, f (X) = =

3°) Démontrer que la fonction f est impaire .

4°) Etudier la continuité de f .

f(x)—rf(@1)

5°) Calculer lim_
x—>1 x—1

. Que peut-on en déduire ?
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6°) Sur quelle partie de Dy la fonction f est-elle dérivable ? Déterminer sa fonction dérivée f' .

7°) Etablir le tableau de variation de f .

8°) Tracer la courbe -5 représentative de f dans un repere orthonormal ( O, T : T ) (unité : 5cm).
Exercice 40
. . XC— 4P+ 8 — 4 , , .
Soit la fonction f définie sur R\ {1} par : f(x) = o — 1Y et ~sacourbe représentative dans le plan

muni d’un repére orthogonal (unités graphiques : 2 cm sur (Ox) , 1 cm sur (Oy) .
1°) Etudier la fonction f (limites, variations) .

cx+d

2°) a) Déterminer les réels a, b, c et d tels que, pour tout réel x # 1, f(x) =ax + b + o — 1)2 )

b) En déduire que la droite © d’équation y = x — 2 est asymptote a la courbe - .

c) Préciser la position de la courbe ~ par rapport a la droite ~ et les coordonnées du point | commun a la
courbe ~etaladroite .

3°) Tracer ~ et = .

4°) a) Déterminer l’abscisse du point J de la courbe -, ou la tangente est paralléle & ~, puis [’équation de cette
tangente . Tracer cette tangente T .

b) En déduire graphiquement, suivant les valeurs de p, le nombre de solutions de ’équation f (x) =x +p .
5°) On se propose de retrouver par le calcul le résultat trouvé au 4°.

a) Montrer que les abscisses des points d'intersection de ~ et de la droite ~ d’équation
y =x + p sont les solutions de 'équation (E) : (p+2) X’ +x(—2p—7) +p+4=0.

b) Trouver, suivant les valeurs de p , le nombre de solutions de [’équation (E ) .

c) Pour quelles valeurs de p la courbe ~ et la droite d’équation y = x + p ont-elles deux points communs M et
N ?

d) Dans ce cas, calculer, en fonction de p, ’abscisse du milieu P de [MN] .
e) Montrer que lorsque p varie, le point P appartient a la courbe ~ ' d’équation

_ +7—4x
y=X+o0—2-

Exercice 41
—2
Soit f la fonction définie par : { f(x)= LECX__IZ six <0

f(x)= x+\/|x2—x| si x>0

- -
On note ~; sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i , j )(unité: 1cm)

1°) a) Déterminer Dy et calculer les limites de f aux bornes de Dy .

b) Etudier la continuité de fen 0 .
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¢) Etudier la dérivabilité de f en x; = 0 et x, = 1 .Que peut-on en déduire pour ~; aux points d’abscisses 0 et
17?

d) Montrer que f est dérivable sur R\ {0, 1} et calculer f' (x) dans les intervalles ou f est dérivable .

e) Résoudre dans 10 ; I/ l'inéquation : 2\ x —x* + 1 —2x <0.

En déduire le signe de f' (x) sur JO ;1[ puis étudier son signe sur les autres intervalles . Dresser le tableau de
variation de f .

2°) a) Montrer que ~; admet une asymptote oblique A en + o . Etudier la position relative de ¢ et A sur J1; + o

[.

b) Montrer que ~; admet une asymptote oblique ~en — oo . Etudier la position relative de -7 et ~ sur ] —
;0.

3°) Soit g la restriction de f'a lintervalle ] 1 ; + [ .
a) Montrer que g définit une bijectionde | =] 1, + oo [ sur un intervalle J a préciser .

b) La bijection réciproque g ~’ est-elle dérivable sur J ? Calculer g —'' (2) .

c) Expliciter g — (x) pour x € J .

. I \ - -
4°) Construire ~; , ainsique ~,_; danslerepere (O, i , j ).
Exercice 42
Soit la fonction numérique définie par :f (x) = ﬂ

q par it 00 =" e —1
Partie A .

1°) Déterminer le domaine de définition de f. On le notera Dy .

2°) Montrer que, pour toutx € Ds,onaf(x) >0.
3°) Etudier la parité de f . Que peut-on en déduire pour ~;courbe représentative de f dans un repére orthonormé ?
4°) Calculer f' (x) puis étudier le signe de f' (x) pour x> 1.
En déduire le tableau de variation de f pour x > 1. Construire ~%.
Partie B .
La fonction numérique g est définie par : g (x) = x\[x* — I .
1°) Donner [’ensemble de définition de g .
2°) Etudier la parité de g .
3°) La droite (D) a pour équation y = x . Déterminer les coordonnées des points d’intersection
de (D) et de la courbe représentative de g .
4°) Calculer g' (x) et exprimer g ' (x) en fonction de f (x) de A) .
5°) Soit h la fonction définie sur J1, + o [ par h(x) =g (x) .

a) Donner le tableau de variation de h .
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b) Montrer que h est une bijection de 11, + oo [ sur un intervalle que [’on précisera .
c) Tracer la courbe représentative de h .
d) Tracer la courbe représentative de h™’ dans le méme repére .

Exercice 43

sin 2x

Soit la fonction f: x —~ 77—~

1°) Déterminer [’ensemble de définition D de f et montrer que f est périodique .

2°) Montrer que, pourtoutx € D,ona:n7—x €Detf(r—x) =—f(x).

En déduire que la courbe représentative ~de f dans ( O, i T ) admet le point A (g ;0) pour centre de symétrie

3°) Etudier f sur l'intervalle | — g 151

NIy

4°) Tracer la courbe ~. Construire latangenteen Aa ~.

Exercice 44

sin®x

Soit la fonctionf: x » ————
sinx — 1

1°) Déterminer [’ensemble de définition D de f et montrer que f est périodique .

2°) Montrer que, pourtoutx € D,ona:n7—x EDetf(r—x) = f(x).

—
|

o]

En déduire que la courbe représentative ~de f dans ( O, ) admet la droite : x = % pour axe de symétrie .

3°) Etudier f'sur l'intervalle [ — g ; g [.

4°) Tracer la courbe -
Exercice 45
Soit m un réel non nul, f, la fonction définie par : f,, (X) =x + msin x.

1°) Montrer gque O est centre de symétrie pour .

. T (X s s
2°) Montrer que l’'on a . lim MX-Z = 1. Interprétation geométrique?

X—+
3°) a) Etudier fysur [0, /.

Tracer la courbe représentative I'y de la restrictiondef,a [ — 7z, ] .
b) Soit I'y’ensemble des points de -7 quisatisfonta : 2k — Dr <x<2k+ Dz, k € Z.
rad e
Montrer que I'yse déduit de I'y par une translation de vecteur 2kr (i + | ).

c) En déduire le tracé de la courbe représentative de la restrictiondef,a/—z,; 37 .

4°) Etudier f _,sur [0, /.
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Tracer la courbe représentative de la restrictiondef _, a/—x, 3x].

Exercice 46

Soit la fonction f : X ~ xsinx..
1°) Montrer que la droite y ' y est un axe de symétrie pour la courbe représentative ~de f.
2°) Déterminer la fonction dérivée f .

3°) a) Tracer la courbe représentative de la fonction tan pour étudier graphiquement le signe de tan x + x quand x
variede 0 a 2x .

b) En déduire le tableau de variation de f sur [0, 27/ .
4°)a) Tracer sur un autre graphique les droites d’équationy =xety = —x.

b) Montrer que la courbe ~est tangente a chacune de ces deux droites . Préciser les coordonnées des points de
contact .

c) Tracer la courbe représentative -7 de la restriction de fa l'intervalle ] — 2r ; 2xj .
Construire les tangentes & ~7 aux points d’intersection avec [’axe x ' X .
Exercice 47
1°) Soit la fonction g définie sur [0, ] par : g (x) =1 — 2 cos x .

Déterminer le signedegsur [0, /.

1 + cos 3x

2°) Soit la fonction f définie par : T oosx

a) Déterminer [’ensemble de définition Dy .
b) Montrer qu’on peut réduire l’étude de fa Di N [0 ; n] .

¢) Dresser le tableau de variation de f .

P

d) Construire la courbe ~ de fapres avoir précisé les points d’intersection avec [’axe (Ox).

Exercice 48
Dans chacun des cas suivants déterminer le domaine de définition ; les limites aux bornes de Ds et la
fonction dérivée de f :

° _ X2-5X+6 _ 2X+3 . _ 3x-8
1 /a)f(X)——X2+3X_4. b) f (x) 2 :C) f(x) =
3
2°/ @) f(x) = —3x® +6x2—5x +1;b) f(x) = 2x2—7x +3 C)f(x):% ;d)f(x):%

Exercice 49

Etudier la parité des fonctions suivantes :

1°/ a)f(x)=2x+5 ; b) f(x) =x® —6x ;C) f(x)=x2-3
x2—-4

. f — —

)£ =——,0) f() =x+x

3°/ a)f(x) =[x -2 ;b) f(x) =x(x2-1)

2°/ ) f(x) =

x2-1
X
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Exercice 50
Soit f une onction et (C) sa courbe représentative dans un repere (O;T;])

1°/ Montrer que (A) est un axe de symetrie pour (C).
a) f(x)=xz-4x-1; (A) : x=2
b) f(x)=-x2-2x+1 ; (4):x=-1
c) f((X)=|x+2| ; (4) : x=-2
1 . y—
d) f(x)= 1 (4) :x=1

2°/ Montrer que le point £2est un centre de symétrie pour (C).
(0= ; Q(‘lj 1b) f=—"— ; 9(‘1
X+1 3 -

2
X+2 4

1 1 .ot _x 51
C) 1‘(x):x—+m,Q[oJ,d)f(x)_x_1 ,Q[ j

+1 2
2X 1
fx)=—— : Q
e) 102 10 |
Exercice 51
Soit f(x) = X =4

X—-2
1) Déterminer Dy.
2) Monter qu'il existe trois réels a ; b et ¢ tels que pour tout réel appartenanta Dson a :

f(x)=ax+b+L.
X—2

3) Déterminer alors les asymptotes a la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.
4) Etudier les variations de f. Dresser son tableau de variation.
5) Construire la courbe (Cy)
Exercice 52
Soit f une fonction et (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormal. Déterminer le
domaine de définition de f et la tangente a ( C ) au point d’abscisse a. Puis trouver les asymptotes a (C).

a) f(x)=+v2x-3-x eta=2
1

1
f(x) = 2x ~1+ —— S
b) f(x)=2x L et a 1
Q) f(x)=-2 eta=0
x-3

d) f(x)= et a=-2

X2—XxX-2
Exercice 53
Soit f(x) =2x3 —x2+2x+6
a) Déterminer les limites de f.
b) Calculer la dérivée de f puis dresser son tableau de variations.
Exercice 54
X3 +2x2+4

(x +17

1) Montrer qu'il existe trois réels a ;b et c tels que f(x) = ax +L1+
X+

Soit f:x > et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O;T;]).

X+1P

—

2) Etudier les limites de f

3)

a) Calculer f’(x) puis montrer que f'(x)= (x - 1)(()(2 J;)gx +8)
X +

b) Etudier le signe de [ * (x). Puis en déduire le tableau de variations de f.
c) Endeduire le signe de f suivant les valeurs de x.
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d) Montrer que la droite (D ) d’équation y=x est une asymptote a C
e) Montrer que C admet une asymptote vericale que vous préciserez.
4) Donner une équation cartésienne de la tangente T a C au point d’abscisse 0.
5) Construire (C, ) ;(D) et T sur le méme graphique? On prendra pour unité 2 cm
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DPRIMITIVES

1) Activité
Déterminer dans chacun des cas suivants une fonction F dérivable sur un intervalle que [’on précisera
telle que F'(x) = f(x).
1) f(x) =2 2) f(x) = x 3) f(x) = \/i; 4) f(x) = cos x 5) f(x) = sin x

Solution

1)f(x)=2  [F(x) =2x Festdérivablesur IRet F'(x) = 2|.

2) f(x) = x F(x)= % + 7 Festdérivablesur IRet F'(x) = x .

3) f(x) = \/i; F(x) =2v/x — 100 F est dérivable sur]0 ; +oo[ et F'(x) = \/% :
4) f(x) = cos x IF(x) = sinx + 2 F est derivable sur IR et F'(x) = cos x |

5) f(x) = sin x IF(x) = -cos x + 63 F est dérivable sur IR et F'(x) = sinx] .

2) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle K. On appelle primitive de f sur K toute fonction F
dérivable sur K telle que F'(x) = f(x).

Exemple

Xx— 2+/x -100 est une primitive de x— \/% sur ]0 ;+oof .

X—2x est une primitive de x—»2 sur IR .

3)Condition d’existence d’une primitive
Toute fonction continue sur un intervalle K admet une primitive sur K.
Remarque
Soit f une fonction définie sur un intervalle K.
» Si f'n’est pas continue sur K, elle peut admettre ou ne pas admettre de primitives sur K.
> Si fest continue sur K, elle admet une admet une primitive sur K mais on ne sait pas toujours
en donner une formule explicite.
4)Ensemble des primitives d’une fonction
Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle K.
> Pour tout réel c, la fonction x—F(x) + ¢ est une primitive de f sur K.
» Toute primitive de f sur K est de la forme x—F(x) +c,c € IR.

Démonstration

1) Soit ¢ un nombre réel. La fonction x—F(x) + ¢ est dérivable sur K et a la méme dérivée que la fonction
x—F(x) .Donc, la fonction x—=F(x) + ¢ est une primitive de f sur K.

2) Soit G une primitive de f sur K. La fonction G — F est dérivable sur K etona:
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Vx €K, (G—F)'(x)= G'(x) — F'(x) = f(x) — f(x) =0;donc, G — F est une fonction constante
sur K. On en déduit que G est de la forme x—F(x) + ¢, ou c € IR.

Exercice d’application

Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur K :
1)f(x)=3x2 K=IR 2)f(x):\/i}+sinx K=1IR 3)f(x) =cosx+x K=IR

Solution

DFX)=x3+c ,celR  2)F(xX)=2Vx-cosx+c,c €IR. 3) F(x):sinx+§ +c,c €IR.

5)Primitive d’une fonction vérifiant une condition initiale

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle K.yq est un nombre réel et

X, est un élément de K. 1l existe une seule primitive de f sur K qui prend la valeur y, en x, .
Cette primitive est la fonction x— F(x) - F (x¢) +yo -

Démonstration

Soit F une primitive de f sur K .Toute primitive G de f sur K est telle que :

V xX€ K,GX)=F(X)+c ,c€ IR. Ona:G(xy) =y, -

G(xo) =F (xp) +Cc =y, <=> ‘C: -F(x) + 3’0‘ -

lLa fonction x— F(x) - F (x,) + y, estla primitive de f sur K qui prend la valeur y, en x| .

En plus elle est unique.

Exercice d’application

Déterminer la primitive F sur IR de f(x) = cos x qui prend la valeur -1 pour x = g .
De méme pour f(x) = sin x qui prend la valeur +/3 pour x = 0.

Solution

f(x) = cos xdonc[F(x) = sinx+d,c€ IR. FE) = -1

F(g) = -1 <=> sing +c=-1 <:>

La primitive de f sur IR qui prend la valeur -1 en g est la fonction x—sin x —2

f(x)=sinx [F(x)=-cosx+d,ce IR. F(0)=+3

F(O)=+v3 <=>-cos0+c=+/3 <=>

|La primitive de f sur IR qui prend la valeur 0 en /3 est la fonction x—- cos x + 1 +\/§\
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6) Primitives de fonctions élémenyaires

La connaissance des dérivées des fonctions élémentaires permet de dresser le tableau suivant ou ¢

désigne un nombre réel.

Fonction f Primitives de f Sur Uintervalle
X—a ,a€ IR X—ax + ¢ IR
n+1
Xx—>x® ,neN* Yo ++c IR
i n+1 i ] 0 ]0
— - -00; 0[U]O ; +oo
x- =, neN\1} e e [ [
xs L X— 2V/x +¢ 10+ oof
Vx
X=vx x—>§x\/§ +C 10 5+ oof
x> x" ; re Q\{-1} - A c [0;+ oo[si r=0.
r+1 ]0;+ oo sir<o
X— sin X X— —cosx+ ¢ IR
X—C0S X X—Sin X + C IR
xol + tan’x = X tan x + ¢ ]=+ km; ~+ kn[ , kezZ
cos? x 2 2

7) Formules de primitives

Fonction f Primitives de f
x—au' , a€ IR X—au + ¢
x->uv+uv X—Uv+ C
u'v—uv x— 24+ ¢
X—>— v
2
I..n n+1
x->u'u"® ,neN X— +c
n+1
u’ —
adl -4
X - wn ne N\{l} (n—1un-1 c
u' - +
vt X—2Ju +c¢
Vu
X - u’\/ﬂ X— gu\/a +C
LAY r+1
x-ouu , re Q\{-1} x>t
Tr
x — u'cos u X—= sin u+ ¢
x> u'sinu X—>CosSU+¢C
!
x> = w(1+tan?uw) X—>tanu+c
coscu
x> vou xu X— Vou + C

8)Détermination pratique des primitives
a)Utilisation directe des formules de primitives

Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur | :

1)) =2%+ 3x2 = 5x+ = 1=]0; +oo 2)f(x) =x+sinx I=IR
3)f(x) =cosxsin®x I=IR ) == 1=]0; +oof
5)f) === I1=IR 6)f(x):ﬁ | =1-2;0[
Solution

1)F(x):§+ 3(2—3)—5(2—2)—§+C=§+x3-§x2—% +c |ceIR.
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2 in4
2)F(x)==—cosx+¢ ,c€ IR . 3)FN)=—"= +¢ ,ce IR,
HFX)==; +d ,c€ IR . 5)F(X) =2 (VI+ x2) +c=V1+ xZ+c|c€ IR
1 -1 -1
G)F(X)—E(m)'FC—m'FC,CElR

Propriété

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle K.
On a f(ax + b) a pour primitive iF(ax +b)+c,celR.
Exemple

X—sin(2x + 3) a pour primitives x— _71 cos(2x+3)+c,c€IR.

X—cos (5x + 7) a pour primitives x— % sin(bx+7)+c,c€IR.

Exercice d’application

g est la fonction définie sur [—z ; #] par : 9(X) = cos x —x

1) Montrer que /’équation cos X = X admet une unique solution a appartenant a l'intervalle [— r ; n].

2) Montrer que% <a< %

3) Donner le signe de g(x) sur [—m; 7.

4) Déterminer la primitive G de g sur [— n ; ] qui s annule pour x = 0 et établir le tableau de variation de G.
SOLUTION

1)g est continue sur [— 1t ; 1] comme somme de deux fonctions continues sur , et a fortiori sur cet intervalle (a
Savoir X = cos x et x = —x).

g est également dérivable sur [— 1t ; 1] pour les mémes raisons et, pour tout x de cet intervalle,

g’(x) =—sinx—1=— (sin x + 1) est négatif (puisque sin x est toujours supérieura—1sur ):gestdonc

strictement décroissante sur [— 1t ; ).

Etant continue et strictement monotone sur [— 1t ; t], g réalise une bijection de cet intervalle vers son image par g,
asavoir [g(n) ; g(—n)]=[—1—m;—1+m)=J.0r0 € Jdonc 0 a un antécédent unique par g, en d’autres termes
I’équation g(x) = 0 a une solution unique a dans [— 1t ; t].

™\ V3 T lé n , . LU . _ P
2) g(g) = 1<0et g(z) =75 —1> 0. g étant continue sur [E' Z]' I’équation g(x) = 0 admet, d’apres le

- . s . . T . R .
théoreme des valeurs intermédiaires, au moins une solution dans [Z; Z] . Comme par ailleurs, d’apres la question
précédente, on savait que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique dans [— 1t ; m], il en résulte que cette

. . ; . PO AL
solution a appartient nécessairement a [E;Z] .
3) Le tableau de variation de g sur [—m ; ] est donc le suivant :

T 08 L

—1+n

—1—mn

Il en résulte que g est positive [— 1 ; a] et négative sur [a ; 1] .
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XZ
4) On a: G(x) =sinx —5tc (Appliquer les primitives usuelles). G(0) = 0 = ¢ = 0. Donc finalement G est la fonction

XZ
définie sur [— ; n] par : G(x) = sin x -5

Le signe de G’, donc de g, a été trouvé a la question précédente. D’ou le tableau :

X | —mn a n
G (a)

. / \ 2

— 2 2

2
a
G(a) =sina—=".Or,cosa=aetae E;ﬂ, donc sin a >0, d’oli sin a=+/1 — cos2a =1 — o

aZ
Par conséquent : G(a) =1 — o -5

I1)Fonctions logarithmiques

1) Logarithme népérien

On appelle logarithme népérien la primitive de la fonction x— % sur ]O ; +oo[ et qui prend la valeur 0
pour x = 1. Elle est notée In. Le logarithme népérien d’un nombre réel strictement positif x est

noté In x.

2)Conséquences de la définition

Soit f(x) = Inx. On a les propriétés suivantes :

> VX€EJ0; +oo, (Inx) = -

> Inl1=0
> InX existe si et seulementsi X > 0.

Exercice d’application

Déterminer D¢ le domaine de définition de la fonction f :

2x —1
1-3x

1) f(x)) = In(1 — 2x) 2) f(x) = In(|x]) 3)fXx) =In@x?)  4)f(x) ===

Solution

1 f(x))=1In(l—2x)  f(x) existe ssi1—2x>0.1—2x>0doncx<§.Df:]-oo;%[.

2) f(x) = In(]x]) f(x) existes si x# 0 . D; = IR\{0}

3)f(x) = In(x?)  [f(x) existe ssi x= 0 D; = IR0} |

2x—1
1-3x

4) f(x) = In( ). f(x)existessi2x—1+0et1-3x#0. Dy = IR\&; %} .
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3)Dérivée de la fonction In(u) et In(|ul])

» Si u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle K alors In(u) est
dérivable sur K et (In(u))' = ";' :

» Siu est une fonction dérivable sur un intervalle K sur lequel elle ne s’annule pas alors
In(Ju|) est dérivable sur K et (In(|u|))’ = ";’ .

Exercice d’application

Calculer f'(x)

D)) =In@? - 3x+2) 2f0=INC=) )X =m?Bx+1)  4)f(x) = In(lx + 1)
Solution

1) f(x) = In(x? — 3x +2) | Dy =]-00;1[U]2; +oo[ . f est dérivable surD; et f'(x)= o———|
2) f(x) = I”(ix;;) D; =1]-o0; —3[u]§; +oo[ , fest dérivable sur Dy et f'(x) = m :
39 f(x)=n>(Bx+1) Dy =15; +oo[ , fest dérivable sur Dy et f'(x) = =)

4)f(x) =In(lx + 1) Dy = IR\{(—1} , fest dérivable sur D, et f'(x) = —— .

Propriété

Pour tous nombres réels strictement positifsaetb,ona:

1)Ina=Inb<=>a=b 2)Ina>Inb<=>a>Db
3)Ilna<inb<=>a<b Hlna<0 <=>0<a< 1
5Ilha>0 <=>a>1 6) Ine=1avece = 2,718
Propriété

Pour tous nombres réels strictement positifsaetb,ona:

1) In(ab) = Ina + Inb 2)In@) = —Ina

3) In(%) = Ina - Inb 4) In(Va) = SIna

5 In(@*) =nin(a Vv ne N 6)In(a?)=pIn(a) vpeZz
7)In(@a") =rin(a) V reQ 8) |n(a3) = 5 Ina Vvqe Z*

Démonstration

1) In(ab) =Ina + Inb

!
(Inax)’ = —==— = % d ol (lnax)' = = . |Donc Inax=Inx + ¢, c € IR].

ax

Si x =1 alors Ina =Inl + ¢ d’onlc = Ina.0n a : Inax = Inx + Ina .Pour x = b, on obtient In(ab) = Ina +
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2)In@) = —Ina

1 . R 1 1 1 1
l=ax - Cequi entraine que In1 =In(a x - )=Ina+ In; donc Ina + In; =0d’ou In; =-1Inq.

3) |n(§) =Ina—Inb

. N 1 1 )
ce qui entraine que In% =In(a % ;): Ina + In; =Ina-Inb d’ouInab =Ina+ Inb

S

2=a x
2=

4) In(Va) = 3Ina

Lna =|In(va)?=2In(\a) d’oi:In(va) = Ina .

5 In(a®) = nin(a Vv ne N la démonstration se fera par récurrence

Pourn=0,0naln(@® =1In1=0 et0 x Ina =0 donc |la relation est vraie pour n = 0.

c'est-a-dire In(a®) = nln(a).

Supposons qu’elle est vraie a ['ordre n

In(@™*) =In(a™ x a) =In(a™) + Ina=nlna+ Ina=|(n + 1) Ina .Donc la relation est vraie a

[ordre

n+1. Do In(@*) =nin@ Vv neN .

6)In(a?) =pln(a) VvpeZz

Sip> Oalorsp € N d’oi In(aP) = pin(a).

Si p < 0 alors - p> 0. In(a?)= In(a%p) =-In(a~?) = -(-p)Ina = plna|. Donc In(aP) = pin(a) VpeZ|

7 In(@”) =rin(a) V reqQ

m
reQ <=>r :% avecme€ Zetn€Z*. hin(@)=In(a")" = In(an)" = In(a™) =m In q.

donc nin(a") = min(a) |d'oiIn(a”) ==In(a) =rlna.

Onadonc |In(@a") =rin(a) V req.

1
8) In(a?) = % Ina Vvqge Z*

1 1 1 1
Lna =1In(a?)? =qln (a?) d’ou In (a%) :é Ina. OnadonclIn(a?) = é Ina Vge Z*

3) Limites
» limy_,,Inx=+o00
lim,_o+Ilnx=- oo

s Inx
llmx_,+oo T =0t

>

>

> lim,_ ﬁ = 400
» lim,_j+xlnx=0"
>

Inx

limx_,1

x -1

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 64



In(x +1) -1

> limx_,o

In(1 —x) _

> limx_,o -1

Démonstration

» lim,,  Inx=+o

Sur]0; +oo[ , lafonction In est strictement croissante.Si elle est majorée sur ]0 ; +oo[ alors elle
admettrait

Une limite finieen + co  c'est-a-dire lim,_, . Inx =1, 1 € IR . Dans le cas général, on a :
limy_, o0 Inu=1. |Onposeu=2x.

limycolnu=1<=>lim,_ ,,n2x =1 <=>lim,,,,(IN2+Inx) =1

<=>1In2 + limy_ e Inx =1<=>1In2 + | =1 <=> In2 = 0 ce qui est absurde.

Donc sur ]0 ; +oo[ la fonction In n’est pas majorée ‘d ‘oul limy ;o Inx=+ 00 ‘

» lim,_g+Ilnx=- oo

1 . 1 1 .
Posons x = ~ .Puisque x = - donct=—. [Six - 0" alors t »+oo.

: . 1_ .
lim, o+ Inx = 1limyyooln - = limy 400 — Int = - (+00) =+ oo,

, Inx
> llmx_)_,_oo T =07

Soient f(x)= Inx et (c¢) sa courbe représentative. La fonction f est deux fois dérivables sur JO ; +oo[

Et f'"(x)= L <0 Vxe 10 ; +oo[ .\Donc (cr) est en tout point située au- dessous de sa tangente\.

x2

Une équation de la tangente & (c) au point dabscisse 1 esty = x — 1,

b’oﬁVX€]0;+w[ InxSx—l‘ :

Onax—1<x . Soitxunnombreréelx>1. x>1donc vVx >1 .

Ona: 0< Inx <x donc 0< In/x <+/x .cequiimpliqueque0<%lnx <+x .

Inx _ 2Jx

0< Inx <2vx donc 0< —=<== orx=(\x)?.D'oi0< lnx<ix

x oV

. 2 . b \ 4 N\ b
lim,_ ;0 N 0F et limy,,00=0=0" donc d’apres le théoreme d’encadrement on a -

, Inx _ 4+
llmx_)_,_oo ~ 0

X
> lim — =400
X240 1) x

B
[y

Inx _0+ =+

lim X = lim
X—+00 n x - X—+ 00

|
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> lim,_yp+xlnx=0"

1 . 1 1 P
Posons x = - .Puisque x= ~ donct=—. Six - 0* alorst »+od.
. . 1 1 . Int —
lim,g+xInx = lim4o-In=- = lim — L =-x0t=0
t t t—>+o t

Donc lim,_,g+xInx =07 .
x=0

Inx

> lim,_, — =1 On utilisera le nombre dérivé
. Inx _ . Inx—- Inl _ Y . Inx
llmx_ﬂﬁ = llmxﬁlT =In'(1) = 1= 1 donc llmx_ﬂﬁ =1 .
In(x +1) _

1

> ll.mx_,o

Posonst= 1 +x .Puisque x=t -1donct=1 +x. Six— 0alorst—1.

lim,,_, ln(>;+1) = lim,., in_t1 =1 ldonc lim,._, ln(az{+1) -1
> lim, 21 0= 4

Posonst= -x .Puisque x=-t |donct=-x. Six— 0alorst—0Q.

Lm0 "2 = limg o S = - i = - 1. DN limyo T2 = - 1]
Exercice d’application
Calculer les limites suivantes
1) lim,_o+( + In %) 2) lim,_, o (x — In X)
3) Lty ——— 4) lim,,_, —— In(x — 1)
Solution
1) lim,_g+(; + I x)
lim o+ (< +Inx) = 1) lim, o+ (—or) == ;+°+ ==+ donc [lim, o+ (= +Inx)=
.
2) lim,_,,(x—Inx)
iMoo (X = I X) = iy 0x(1 —25) = +00(1 = 0%) = +00 X 1 = +00
donc lim,_, 4o (x — In x) = +o0|.
3) lim, o ——
iMoo o = LMy X —— =0 x 1= 0% donc limy e ———= 0* =0
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4) llmx_,z ln( x—1)

Onposeu=x—1. u=x- ldoncx=u +1 Si x = 2 alors u —1].

limy, — ln(x 1= lmy— i = limy,,(u +1) % ’L“l =2x1=2

ln(x—l) 2

Donc llm,Hz

Primitives de %’

Soit u une fonction dérivable et ne s’annulant pas sur K.

La fonction ":’ admet pour primitive sur K la fonction In|uj.

Exemples

1) La fonction x — i a pour primitive sur J-oo; 0[ ou ]0; +oo[ la fonction x— In|x|.
2) La fonction x — tanx a pour primitive sur ]- g; g[ la fonction x— [ncosx.

a pour primitive sur 11; 2[ la fonction x— In (— x? + 3x — 2).

3) La fonction x — ——
x4—3x+2

4) Etude de la fonction In

Soit f(x) = Inx.  Soit (cr) sa courbe représentative.
1)Ona: Dy=]0; +oof

2) Etude des branches infinies de (cy) .

lim, o+ Inx=- 0o donc x = 0 est une AV & (cs)|.

Inx

limx_)+oo lTl X =+ oo et limx_)+oo T - O+

\donc (cr) admet une branche parabolique de direction (ox) au voisinage de + oo\ :

3) Dérivée

La fonction fest dérivable sur ]J0; +oo et |[f'(x) = % :

‘onrla fonction f est strictement croissante sur  ]0 ; +oof|

f'(x) >0 Vv xe ]0; +oof

f ()

)
/
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Une equation de la tangente a (cy) au point d’abscisse I esty =x - 1.

X

Une equation de la tangente a (cy) au point d’abscisse e est y =

e .

4) Tragons (cy)

oL y= Inx

La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0 ; +oo[ donc elle est bijective de ]O ; +oo[
vers IR.

1 € IR donc il existe un unique antécédent ¢ € ]0; +oo| telquelna=1.0Onpose a =e.

ID’oii Ine = 1 avec e = 2,71§ .

111) Fonctions exponentielles

1)Fonction exponentielle

La fonction exponentielle, notée Exp, est la bijection réciproque de la fonction In.
Exp: IR-]0; +oo[

X—EXpX
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L’exponentielle d’un nombre reel x est notée expx. De plusonaVv x € IR, expx >0.
NOTATION e*
Montrons que exp x = e*
Les fonctions In et exp sont des bijections réciproques.

Vv X € IR, In(exp x) = x = exp(In xX) or x = In(e*) donc In(exp x) = In(e*) d’ou exp x = e*.

Vx€EIR, expx=eY.

On redéfinit la fonction exponentielle : e:IR—=1]0; +oo|

X— e*

DeplusonaVvVx€eIR, e* >0 .

Propriété
Pour tout nombre réel a strictement positif et pour tout nombre réel b, on a

> Ina=bh <=>a=eb
» Ina>b <=>a>eb
> lna<b <=>a< eb

Propriété

Pour tous nombres réelsaetb, on a
> e?=¢eb <=>az=bh
> et> e <=>a>Db
> e*< e? <=>a<hb

Propriété

Pour tout nombre réel x, on a

> e*=1 <=>x=0
> ef>1 <=>x>0
> ef<l <=>x<0
Propriété
Pours tous nombres réels a et b, on a
1) e* x el = e*P 2)e % = ela
3) Z—: = e% b 4) (eMH"=e" VreQ
5 (e*)P=e? Vpe Z 6) (eM)"=e™ Vne N

2)Dérivée de la fonction exponentielle

In:]0; +oo[ = IR e:IR—- ]0; +oof

x— Inx x— e*
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La fonction In est dérivable sur JO ; +oo[ (1) (Inx)' = % #0 VXE ]0;+of (2)

ID’aprés ‘1) et (2) , la fonction exponentielle e est dérivable sur IR\ .

Onaf(x)=y=Inx. y=Inx donc e’ = e™ =xdon e =x

YW= (@) =55= 1=x=¢ fonc_ (" =¢’ .

| Onvientdemontrerque: Vye IR, (e¥) =e’ .

Propriété

Lafonction x— e* estdérivable sur IR et pour tout nombre réel x ,ona: (e*)’ =e*
Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K alors e* est dérivable sur Ket (e*)" =u’ e*
Exercice d’application

Calculer la dérivée de la fonction f

x + 1
1) f(x) = e**+ 2x+1 2) f(x) = ec0s* 3)f(x) = ex-2
Solution
1) f(x) = X+ 2x+1
. f est dérivable sur IR et \f’(x) = (2x + 2) e* +2x+1 \
2) f(x) = ecos*
. est dérivable sur IR et [f'(x) = - sin x e®5* |,
x + 1
3)f(x) = ex—z
A , _(_2)_ +1 x+1_ -3 x + 1
D, = IR\{2} . festderivable sur IR\{2} et |[f'(x) —x(x_—z()xz) ez = — ez |
3) Limites
1) lim,_ ., e* =+ 2) lim,_,_,, e*=0"
3) lim,_,, e—: =400 4) lim,_,, % =0*
5) lim,_, C -1 6) lim,_,_,xe*=0"

X

Démonstration

La fonction exponentielle est une bijection strictement croissante de IR vers ]0 ; +oo[ donc

lim,_,_,, e* =07 et lim,_ .. e* =+ .

, e*
3) lim,_,, — =+t
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x Inx

e A - "D =+

. e* T _ys x— lnx — 7:
limy,_ ;o ~= limy,_ 4o i lim,_ ;€ =limy,,n€

4) lim,_,, o j—x =0*

, x _ . 1 _[1 _ ~F
llmx_,+ooe—x— llmx_,_,_oog e 0.
X
. e -1
5) llmx_,OT: 1
. e¥ — 1 _ . eX — e _ o _
llmx_m ~ = llmx_,o ~—o e’ =1

6) lim,_,_,xe*=0"

Posonst=-X.[Six - —oo alors t -+ oo

. e 7: —t _[ E _ i~ o
limy,_cox €= 1lime 4o —te™" =limey0 —— = (0" =0

Exercice d’application

Calculer les limites suivantes

, 3e* - 2 ,
1) lim,_,, o3 2) lim,_,,(x— €%
, sin2x , n(1 + &
3) llmx_)o 1_or 4) llmx_,_oo T
Solution
, 3e¥ - 2
1) limy o St 1 3
Posons X = e* .[Si x = +oo alors X =+ oo,
li 3e¥ -2 _ li Xx-2 _ [ 3X _ 3
Myt sgres = WMxorefns = WMorege =5
2) lim,_,,(x— e*)
X
liMyspoo (X = €%) = |liMysyo0X(1 — =) = +00(—00)= -00| .
. sin2x
3) llmx_m 1ot
, sin2x , sin2x 2x , 2x
_— = —_— X = —_—_— = - .
limy 1-e* limye 2x 1-e* illrol 1 x —(e*—1) 2
, In(1 + €*
4) llmx_,_oo %

Posons X = e* .[Si x > —oo alors X -+ 0.

In(1 + &%)

eX

In(1 + X)
X

lim,__» limy_

Primitives de u'e*

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K.

La fonction u’e® admet pour primitive sur K la fonction e® .
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Exemples

. ey . A2 . 1 42
1) Une primitive sur IR de la fonction x - xe™*" est la fonction x —- e x

e tan

2) ) Une primitive sur ]- g; g [ de la fonction x — ~ est la fonction x —» et®"* |

cos?

4)Etude de la fonction exponentielle

Soit f(x) =e* .  Soit (cr) sa courbe représentative.
1)Ona: Dg=1IR

2) Etude des branches infinies de (cy) .

lim,,_,, e*=0% =0doncy=0 |est une AHa (c;) en - oo

limy,oe*=+c0 et limy, o e; = +o00 \donc (cs) admet une branche parabolique de direction\
(oy)

au voisinage de + oo .
3) Dérivée

La fonction x— e* est dérivable sur IRet f'(x) = e*.

f'(x) = e* >0 V x € IR|donc f est strictement croissante sur IR,

X -00 0 1 +00
feo + L + e +
f(x)
e —» +00
0 T

Les fonctions x— Inx et Xx— e* sont des bijections réciprogues, leurs représentations graphiques sont

symétriques par rapport a la premiere bissectrice (A) d’équation y = x.

4)Tracons la courbe (cy)
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y =Inx

5) Equations et inéquations avec logarithme

Résoudre les équations et inéquations suivantes
1) In(-2x + 1) = In(x + 4)

2) In(2x — 3) + 2In(x + 1) = In(6x — 3)

3) (Inx)? —6lnx+5=0

4) (Inx)*— 7lnx+6=0

5) In(-x +2) > In(x + 3)

6) In(x+ 2) + In(x + 4) < In(x + 8)

7) (Inx)?+ 2Ilnx —15 <0

Solution

1) In(-2x +1) = In(x + 4)

L ’équation existe si et seulement si -2x +1 > 0etx + 4> 0.D’ou Dy =] — 4; % [ ou Dy est le domaine

d’existence de |’équation.
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In(-2x + 1) =In(x + 4) =>-2x +1=x+4=>x=-1. Or-1 € Dy
d’ou S ={—1}
2) In(2x = 3) + 2In(x + 1) = In(6x — 3)

L équation existe si et seulement si 2x -3 > 0etx + 1> 0et 6x —3 > 0.D 'ou D = ]%; +oo[ oU Dy est le

domaine d’existence de |’équation.

In(2x — 3) + 2In(x + 1) = In(6x — 3) =>(2x — 3)(x + 1)? = 6x — 3=>2x3 + x2 — 10x = 0
:>x=Ooux=20ux:-§. Or2e€ Dg

Doi s={2} .

3) (Inx)? —6lnx+5=0

L "équation existe si et seulement si x> 0.D ot D = ]0; +o0o[ oU Dy est le domaine
d’existence de |’équation.

Posons X=Inx . X2 — 6X+5=0=>X=10uX=5.

Lnx=1oulnx=5=>x=eoux=e> .Oreete® appatiennent a ]0; +oo[ .

Dou S = {e; €%}
H(Inx) - 7lnx+6=0

L ’équation existe si et seulement si x> 0.D ’ott Dy = ]0; +oo[ ou Dy, est le domaine

d’existence de l’équation.
Posons X=1Inx . X3 — 7X+6=0=>X=1o0uX=20uX=-3.
Lnx=1oulnx=2o0ulnx=-3=>x=eoux=e?oux=e"3.0re e 3ete® appatiennent a ]0; +oo[

Do S = {e; e e~3)
5) In(-x + 2) > In(x + 3)

L ’inéquation existe si et seulementsi—x+ 2> 0etx +3 > 0.D’ou D; =] — 3; 2[ ou D; est le domaine
d’existence de l’'inéquation.

In(-x +2) > In(x + 3) =>-x + 2>X +3=>X < -2 =>X € | — 05—~

] = oo =5[] =3:2[=] = 3;— ;[

d’oi$=1—3;— |

6) In(x+ 2) + In(x + 4) < In(x + 8)

L inéquation existe si et seulement si x+2>0etx+4 >0etx+8 > 0.D’ou D; =] — 2;+oo[ oU
D; est le domaine d’existence de l'inéquation.

In(x+2) +In(x +4) < In(x +8) =>(x + 2)(x + 4) < x + 8=>x2+5x<0=>x€]—5;0[ .

1—=50[ N] —2;400[=]—2;0]

douS=1-2;0] .
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7) (Inx)?+ 2lnx—15 <0

L’inéquation existe si et seulement si x > 0.D ot D; = ]0; +o0o[ ou D; est le domaine
d’existence de [’inéquation.

Posons X=Inx . X2+ 2X —15=0=>X=-50uX=3.

X?+2X—-15<0 <=> -5<X <3<=>5<Inx <3<=> 7> < ™ <3

<=>e> < x <e¢3

Dot S=[e”% €3] .

5) Equations et Inéguations avec exponentielle
Résoudre les équations et inéquations suivantes :

1)e*3 =4 2) X6 = -2

3) 3% — 3e2¥ — X 4 3 =0 4)3e*+ 5 — = =0
5)3e* — 7e™*+ 20<0 6) e* 3 < 4

7) X6 > —2 8) jﬁiii = 2
Solution

Ne* 3 =4

e¥ 3 =4 =>Ine*3=mm4 =>x-3=In4 => x=3+1In4d

Dot S={3 + In4) .

2) e¥t6 = -2

e**¢ = —2  impossiblecarvV x€IR, e**®* >0 don S=0
3)e3* — 3e** — e*+ 3=0

Posons X = e*

X3—3X?-X+3=0 =>X=-louX=1ouX=3.

e* =-1(impossible)ou e* =1ou e* =3 =>x =0oux=1In3

D’onS= {0;In3)

4)3e"+5 - ==0

L’équation existe care* > 0 V X € IR.

2 _
Posons X = e* . 3X+5—§=0=> W= 0=> X =-2ou x=§

e* =-2 (impossible) ou e* =§ =>x = -In3

Dot S= {~In3}
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5)3e*— 7e7*+ 20<0

Posons X = e* .

=

3X-§+20SO => TR ) => X< -7 ou 0<X < 1

w

X >

=> -0 < X<-1In3

W

e* < —7 impossible ou O<e* <

Do S=]-00 ; —In3]

6) e* 3 < 4

e* 3 <4 =>x-3<1Ind => x< 3+1Ind.
Doii S=]-o ; 3+ In4|

7) et > -2

VXE IR,e*® >0 >-2 |dou S=IR

e 4+ 2
e2x — 1

8) > 2

L’inéquation existe si et seulement si e** — 1 # 0donc x # 0.D’ou D; = IR\{0} ol D, est le
domaine

d’existence de l’'inéquation.

2x 2x 2x 2x
et + 2 et + 1— 2e“*+ 2 3 — e

> 2 => =0 => > 0
e2x — 1 e2x — 1 e2x — 1

Posons X = e?¥

3 - X

— = 0 => 1<X <3=>1<e¥ <3=>0<2x <In3

=0<x < %lnB

Doii $=10;In3[

IV)Logarithme de besea,a > 0eta # 1

1) Fonction logarithme de base a

Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1. On appelle fonction logarithme de base a la

fonction notée log, et définie par log, x = I”Z

W .
log,: ]0; +o[—> IR

Inx
Ina

X—= log,x =
log, x se lit logarithme de base a de x.
Remarque
Soit f(x) = log, x
OnaDy = ]0; +oof

log.x = Inx d’ou le logarithme népérien est le logarithme de base e.
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Inx

log, est appelé le logarithme décimal et noté Log, ona : Logx =logqpx =

0
Définition

La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction : x — llr:'—l’; :

Propriété

La fonction x— log, x est dérivable sur ]0 ; +oo[ et (log, x)' = xllna :

2) Dérivée de la fonction composée log, u

Si u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle K alors log, u est dérivable

ul

surKet (log,u)' =

ulna
Propriété
Soit a un nombre réel strictement positif et different de 1. Soient x et y deux éléments de ]0 ; +oof.
1)log,xy =log,x+ log,y 2) logai = — log,x
3) logug = log,x — log,y 4)log,(x)" =1rlog,x VX€E Q
b

5 logs,x = b <=> x =a
6) log,x = log,y <=> x=y

x >ysia>1
x <y sio <a<l

7 log,x > log,y <=> {
Propriété

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et différents de 1 et pour tout nombre réel x
strictement positif, ona:  log,x = log,b X log,x.

Cette egalité est appelée la formule de changement de base.

3)Fonction exponentielle de base a, a > 0

La fonction exponentielle de base a est la bijection réciproque de la fonction exponentielle de base a,
elle est notée exp, et définie par exp, x = a* = e*'"@
exp,: ]0; +o[- IR
X— exp, x = a* = e*Ine
Propriété

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et différents de 1 et pour tous nombres réels x ety,

Ona:

a* x a¥ = a** 2)a* =~ 7) (@) = a
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) A 4) (ab)* = a* x bY

ayY
5) &)* = = 6) (a¥)? = a® Vp €Z

Propriété

La fonction x— a* est dérivable sur IR et (a*)’ = lna X a*.

Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K alors a* est dérivable sur Keton a :
(av)' = u' xlna x a*.

Propriété

strictement croissante sia > 1

La fonction x— a* est { , .. ,
strictement décoissantesi0 <a <1

Propriété

> at=ad <=>x=y
x >ysia>1
> a* Y <= .
a >a<>{x<ysw<a<1

4) Fonction puissance

Soit & un nombre réel différent de 0. On appelle fonction puissance d’exposant réel a application
fa: 10; +oo[- IR
X—= x“
Propriéeté
La fonction x— x® est dérivable sur IR et (x%) = a x x*~ 1.
Propriété
Soit u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle K alors u®
est dérivable sur K et (u®)’ = au' u*1.

Remarque : Nouvelles formes indéterminées .En tombant sur une des FI suivantes alors il faut lever
l’indétermination.

1° , 0® , 0° , oo° et oo?

5)Croissance comparée de Inx , x%, e*

a) Croissace comparée de Inx et x%

> En+ o
. Inx _ 4 . Inx _ 4
lim,_ . — = 0 lim,_, g 0" Va>0
, x _ , x% _
lim,_ e +00 lim,_ . e +o0o V a >0
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En + oo, la fonction puissance I’emporte sur la fonction logarithme népérien.
> EnoO*

lim,_p+xlnx=0" lim, o+x*Inx=0" Va>0

En 0% , la fonction puissance ’emporte sur la fonction logarithme népérien.

b) Croissance comparée de e* et x“

> En+ oo
. e* . e~
lim,_, . <= +00 lim,_, . i +o0 V a >0
. X _ + . x“ _ +
lim,_ pri 0 lim,_ . pri 0 Va>0

En + oo ,la fonction exponentielle I’emporte sur la fonction puissance.
» En-o
lim,,_.,xe*=0" lim,,_,x*e*=0" Va>0
En - oo L,la fonction exponentielle ’emporte sur la fonction puissance .
Propriétés
Soit a un nombre réel strictement positif. On a :

, Inx
»olimy o — = 0+

a
> lim,_g+x“Inx=0"
, e*
> lim,_ i +00
a

. X
»olimy 0= 0+

Démonstration

1) lim, o0 = = 0F

a

Posons X = x% .

l Inx®* _|,.

. nx . 1 1inX
llmx_)+oo x_a :llmx_)+oo ; o llmX—>+Oo " :O+
2) lim,_g+x“Inx=0"
Posons X = x% .
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lim,_o+x% In x =lim,_ o+ %[x“ In x%] =llimy_,o+ %XlnX =07 .

. er _
3) lim,_, ==t

X

Posons X = =
a

X

eX 1 ea 1 eX
lim —= lim — ()%= |lim —=(—)% =+ oo.
X—+00 X X400 a% ( g ) _)0+ al (X)

4) lim,yoo = 0F

lim, .. =|lim +=L1=o0t=0
x—>+00 x x—>+oo% +00
X

Exemples de calculs de limites

7 - - . ex
+ o0 =—
1) Déterminer la limite en de f(x) 2D
Solution
. e* _e¥ x2 x2+1
ona'vxeIR’ln(x2+1)_x2 ><xz+1 In(x2+1)°
. x . 2 . 241
Or llme—:+00, lim == =1 et lim =" =+
X—+00 x2 X—+o00 xZ2+ 1 x—+00 In (x2+ 1)

X

. e
Donc lim ———— =+
x—=+o0 ln (x2+ 1)

2) Déterminer la limiteen - o de g(x) =v1 — x e*

Solution

1
Posons X=-X.0na:V1i— x e*=VI+X e ¥=Xze % |1 +§

1
lim Xze"*=0et lim |1 +~=1 donc lim VI— x e*=0
X—+o00 X—+o00 X X—=—00

3) Déterminer la limite en 0 de h(x) = Vx In(sinx)

Ona:vxe]0; 2, V& in(sin)= |2~ x (sinx)zin(sinx)

. X
Orlim —=1
x—01 Sinx

1 1
De plus, en posant X = sinx, on : livg;+ (sinx)zln(sinx)= Xliv:)n)f(XElnX): 0
xX— -

lir(ﬁ\/} In(sinx) =0 .

, . .. er +1_ eX
4) Déterminer la limite en + oo de r(X) = 5——
x“—x+1
Solution
2x +1_ ,x x X+l _ q
Ona:VxelR*x &f——% =2 x &~
x?-x+1  x? 1-+=
X x
Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 80



i ex i ex+1 -1 i e2x+1_ ex
Or: lim w=+o0 et lim —5—— =+ [donc lim ————=+ o9,
x—+00 X x—>+ool—;+x—2 xo4+00 X°—x+1

Exercice d’application

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f (Préciser l’'intervalle de définition I de la
primitive).

- xIn(x? +1

D100~ 5 fg = —Li ) fo—tanx; 4) 100 = 25X 5) g = XD

3X°—x+5 xIn x 1+sinx X +1

3x? +4x-25 ] b c
6) f(X)= —5———— sur |2;+oo[ (décomposer f(x) = a+ ——+——).

X“+Xx—-6 X+3 X-2

X

7 g(x) = sur |2;3]:8) f(x)= : 9 X) = 2xe* +e* x? ;
) 9(x) X D(x-2)(x_3) 12;3[:8) f(x) T oosx ) 9(x) +
10) h(x) = : 11) k(x)=2¢"(x-1+n),neIN ; 12) g(x) = ——

1-e” 5-6e* +e

1
X

13) h(x):X—lze © 14) f(x)=2"—xe* ; 15) g(x):ex(%ﬂnxj;

3e” e*—e* —AX® +6X+2

—; 17) f(X)=——F. 18) g(X)=
e" —e e’ +e X—3

16) h(x)=

Exercice d’application

X

Soit f une fonction définie par : f(X) =X+ ———.
2(e" —2)

1. Déterminer le domaine de définition D, de f .
2. Etudier les limites aux bornes de son ensemble de définition D .
3. @) Montrer que la droite D, d’équation : y = X est une asymptote a la courbe représentative C,

de f . Préciser la position relative de C. par rapportaD, .
: 1
b) Calculer lim |: f(x)—(x+ E) . En déduire I’existence d 'une asymptote oblique D,a C., .

Donner une équation de D, ; ainsi que la position de C, par rapport a cette asymptote.

1
4. Montrer que le point 1 (In 2;In 2 + Z) est centre de symétrie de C, .

5. a) Montrer que f est dérivable sur D, et calculer f'.
(e"=1(e* -4)
e -2°

b) Montrer que pour toutX € D, , f'(X) =

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 81



c) Etudier les sens de variationde f surD. .
d) Dresser le tableau de variation de f .

6. Construire C, dans un repére orthonormal (O; i ])
7. Soit g larestrictionde f a!/ ’intervalle]— o0; O].

a) Montrer que g réalise une bijection de ]— 0; 0] vers un intervalle J a préciser.
b) Calculer g(0).

c) Soit g’1 sa bijection réciproque. Etudier la dérivabilité de g’len— —.
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Exercicel

Déterminer les primitives, en précisant sur quel(s) intervalle(s) elles sont définies, des fonctions suivantes :

2
Df:ix =X —2x+1 2) i X = sin 2x — 2 cos 2x 3)f:x~;z—%
2X 4x + 3 l—x
Afx=torvyy DX e X = &2 +37
V. S oy o X*3 : - 3
7f:x \/?T] 8)f:x T+ 312 9)f: X ~ sinxcos’x
. ) Cos X tan x . X s
10) f : x ~ sin 3x 1) f:x ~ sin’ 12)coszx 13)f:x ~ ( x4+1)
2 2 5 Cos \yX 2
14) f: x = x cos X ) fix—2x(x"— 1) 16)f: x ~ \/;( 17) f: x ~ tan"x

: 1 .1 : 3 : 1 . 3
18)f.x:—»;zsmX 19) f : x —~ tan x + tanx 20)f.x:—»1+m 21) f: x ~ c0os’x

Exercice2

Déterminer la primitive F vérifiant F(xo) = Y, pour chacune des fonctions f définies par :
Df(x)=@2x—1)?® et F0)=0.

2 f(x)=02x—D(x*—x+1)* et F1)=1.

3)f(x):(7zi—1)z et F2)=0. 4)f(x)=ﬁ et FQ)=4.

5)f(x) = 3siny — 2cosy etF(g):o 6) f (x) = x+;12 —\/% et F1)=1.

Exercice3

On considére la fonction f telle que :
f(x)= acosx+bcos®x.

1) Calculer f'(x) et f" (x) .

2) Comparer f (x) et f* (x) .

3) En déduire les primitives de f .
Exercice4

1) Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I .
.2 - . .
Montrer que la fonction 3Uu \Ju est une primitive sur I de la fonction u*fu .

2) Application : Déterminer dans chacun des cas suivants une primitive de f sur | .
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a)f(x)=X\/1+x2 I=R b)f(x)=X\/1—x2 I=]—1;1/[

Exercice5

. o . 1
1) Déterminer une primitive sur [0 ; %] de la fonction : x —» —=- .

COS“X

. . - T sin X
2) On considere la fonction G, définie sur [0 ; Z] par : G(x) = cosx
3 2

Montrer que G est dérivable sur [0 ; %] etque:G'(x) = cos™x — cosXx

s Lo T e fey
3) En déduire une primitive sur [0 ; 4] , de la fonction : f : x cos’x -

Exercice6

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive F de f sur | apreés avoir effectuée la transformation
d’écriture indiquée.

DX = é::f)xz I1=]1;+o [ Indication : Mettre f (x)sous la forme a + ﬁ
2)f(x) = %T—] I=]—2;+ow/[ Indication : Mettre f (x) sous la forme a + ﬁ :
S T I T,
Indication : Mettre f (x) sous la forme ax + b + X f 37 -
4Hfx)= %2)@_;13)% I=]—1;1][ Indication : Mettre f (X) sous la forme G i 7 + (x +b 1 -
Exercice7

Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur ['intervalle considéré :

2 2x+1
3_xsur]3;+oo[ Df X STy Sur]—o; o/

Df:x —

1
3)f:XHm sur]l; +ow/, puissur] 0;1[ 4)f:x ~ tanx sur]—%;O[

X — 1 1
5)f.xf—»m sur R 6)f.x'—»m sur]—oo;—z[
21n 2x°+x—1
7)f:Xf—»szur]0;+oo[ 8)f:x~% sur ]0, +oo/f
;- sin X + Cos X 0-Z 10)f - 1+ tan? x 0-Z
) X Sin x — cos x ur [ ’4[ Tix -~ tan x sur ] ’2[

1 2 1
11)f:XH(x+1)[In(x+1)]2 sur ]O, +oo/ 12)f:xH]_sz +In(1:)§() sur ] —1;1][
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Exercice8

. T 1 a cos X b cos x
: T = B + :
Trouver les reelsaetbtelsque: Vx €[0;, 1. 0c% S 7T—sinx © 1 +sinx

A o o . . 1
En déduire les primitives sur [ 0 ; 4] de la fonction f : x ~ Cos X -

Exercice9

Dans chacun des cas suivants, déterminer les nombres réels a et f annulant le polynéme dénominateur .Déterminer
des réels a, b et c tels que, pour tout x élément de ’ensemble de définition de f, on ait :

LG
x—o x—pf°

f(x)=a+

En déduire une primitive de la fonction étudiée .

XX —5x +6 1 e +4x— 5
19 f(x) =7 2)f(X)=7—= W=7
X+ 1 X2+ x+1 X2
AN =+ 3 SR w—" 6100 =% — 12
Exercicel0
3x+1

Soit f la fonction définie par f (x) = R

0 _a_
1°) a) Mettre f (x) sous IaformeX+2 + V x €Ds.

— 3
A oo . 1
b) En déduire la primitive sur | — 2 ; 3 [ de f qui s ’annule en K

. . e =2x—2
2°) Soit f la fonction définie par f (x) = %

. a bx + ¢
a) Trouver les réels a, b et c tels que : V x éDf,f(x)zx_I t et x 1

b) En déduire la primitive F de f sur ] — oo ; 1 [ de ftelle que F(— 1) =—In 2.
Exercicell

COS X sin X

SOt X~ Cosx +sinx €197 X~ Gosx +sinx-

1°) Donner une primitive sur [0 ; %] de chacune des fonctionsh; : x —f+g eth,:x —» f—g

2°) En déduire une primitive sur [0 ;g] de chacune des fonctions f et g.

Exercicel?
1) Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f sur R.

2X—3
(2x2 —6X +11)3

a) F()=5x(5x*~7)" b) f(x)=
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x(2x2+1)
g F0=—=
X+ x2+1

2) g(x) =cos (3x) — 3sin(x),

¢) f(x)=cos®xsin®x

Déterminer la primitive de g qui s 'annule pour x = g

Exercicel3

3x%2-6x+5

Soit la fonction f définie par : f(x) = T

1) Déterminer deux nombres réels a et b telsque
b
f&x)=a+ CEENE
2) En déduire les primitives de f sur ]1; +oo[
3) a- Déterminer la primitive Fde f qui s ‘annule en 2.

b-Déterminer la primitive de f dont la courbe représentative admet la droite
(4): y = 3x + 1pour asymptote au voisinage de +oo.

Exercice 14

Soit la fonction f ;: X +—

1-sinx

1+sinx
(1-sinx)(1+sinx)’

1) Montrer que f (X) =

2) Déterminer les primitives de f sur}—%;%[.

Exercicel5
1) En utilisant les formules de duplication démontrez que :

by =2 4+1 2+3
cos x—8cosx 2COS)C g

2) Déduisez —en la primitive F dela fonction x — cos* x, telle que F G) = 0.
Exercicel6

1 . P
On considére la fonction f définie sur [1 ; 2] par f (t) = T+0e et la fonction g définie par

1
9 =T+ ey -

oY & . o . _ bt ct
1°) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que pour toutt €[1; 2], f(t)=a + T+ + T+

2°) En posant t = €*, déterminer la primitive de g sur l'intervalle [1 ; In 2] qui s annule en 0.
Exercicel?

Déterminer la primitive F vérifiant F(x,) = y, pour chacune des fonctions f définies sur K.

_x%—ax+2 |, _ . _ PSR b ¢
1) f(x) = a2 K'=1]-0;3[, F(2) =5. Indication : Mettre f(x) sous la forme a +—+ )2
_x?-2x-2 ,, _ . oy — T a b x+c
2)f(x) === K=]-0;1[ F(-1) = -In2. Indication : Mettre f(x) sous la forme — + ———
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X%+ x—11

3) f(x) =

Exercicel8

K=1]12;+w[ F(3)=14 .Indication : Mettre f(x) sous la forme ax + b + —2

Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur K.

1)) =2x+ 3x—1,K =IR f()=2+%, K=10; +oof 3)f(x)= 2+ xVZ, K =]0; +

4)f(x) =5(4x — 1)6, K=IR 5)f(x) = m, K=11 4] 6)f(0 == , K=1-1;+x]
7) f(x) = K=]-55 4o 8)f(X) == K=]-0;4] 9)f(x) ==L K=13:2[

4- -6

10) f(x) = cosx cos3x, K=1R  11) f(x) = sinx sin5x, K= IR 12) f(x) = sin2x cos3x, K = IR
13) f(x) = cos? x, K= IR 14) f(x) = cos? x — 2sin* x , K=1IR 15) f(x) = cox3 x sinx + 3 sin®x, K=1IR

16) f(x) =2 sinx cos® x, K=1IR  17) f(X) = cos? x sin® x, K= IR 18) f(x) = sin® x cos® x , K=IR

19) f(x) = cos® x, K=1IR 20) f(x) = cos® x , K=IR 21) f(x) =sin x cos® x , K= IR
_cosx —1n. T __ sinx+cosx _qT. 1+ tan? x —_1n- =
22) f(X) ~ sinx’ - ]O' 2 [ 23) f(X) ~ sinx—cosx ' ]4- ' 2 [ 24) f(X) anx ' K= ]O’ 2 [
Exercicel9
1) Dans chaque cas déterminer une primitive Fdefsurl:
) = 25 1= VEVE [f () = o+ sinx, 1 =] =% [ et F(0) = 1

3 _
f@) === I=IR
2) Soit F(x) = (ax? + bx + c)Vx2 + 4 et f(x) = xVx2 + 4
Déterminer les réels a, b et ¢ pour que F soit une primitive de f sur IR.

3) Soit la fonction g(x) = 2(sinx)°(cosx)*
3-1) Démontré que “x € IR, g(x) = 2sinx[(cosx)® — 2(cosx)® + (cosx)*]

3-2) En déduire une primitive sur IR de la fonction g
Exercice20

Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur K.

1) f(x) = l”—x K=10; +oo[ 2) f(x) =$ K=1]0; +o[ 3)f(x)= |x|+ |x—1|,K=1IR
) == K=10;1 Indication: Mettre f la forme & + —2—
) f(x) = 1 =]0; 1[ ndication: Mettre f(x) sous la forme =T e

2x+1

5) f(x) = o——— K=1]1; +w[ Indication : Mettre f(x) sous la forme —— + D

(x-1)?

3 2
6) f(x) = “;‘% K=]1;+c[  Indication : Mettre f(x) sous la forme ax + b + —+ ﬁ

Exercice2l

Dans chacun des cas suivants, préciser sur quel(s) intervalle(s) la fonction f admet des primitives, et déterminer ces
primitives.

3
1)f(x)=3x%— 5x+4+ = 2) f(x) = (xz" e
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Exercice 22

Partie A
La fonction f est définie sur]0 ,; +o /par fix) = x-2 +%Inx
1)a) Calculer les limites de f aux bornes de [’ensemble de définition.

b) Calculer f’(x) et étudier le sens de variation de la fonction f.

2) a) Monter que [’équation f(x) = 0 admet dans ]0 ; +oo[ une solution unique e. Donner une valeur approchée de
ea10?

b) Etudier le signe de f(x) lorsque x décrit ]J0 ; +oo [/
Partie B

g(0)=0

. e -
La fonction g est définie sur [0 ,; +oo [par { 9(x) = —%xz b %lnx,pour fuout réel x > 0

1)a)Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

b)Déterminer la limite de g en +co.

2) Soit g’ la dérivée de la fonction g.

3)Pour tout réel x>0 calculer g’(x), puis vérifier que g’(x) =x (i)

4) En déduire le signe de g’(x) lorsque x décrit ]0 ; +oof. Dresser un tableau de variation de la fonction g.
5) Donner une équation des tangentes a la courbe (C) représentative de g aux points d’abscisses 0 et 1.
6)Tracer (C) et ses tangentes.

Exercice 23

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x -1 +(x2 +2) ™

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (o ;I ,J) (unité graphique 2cm).
Partie A Ftude d’une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 1 — (x* -2x +2) e*

1)Etudier les limites de g en -co et en +oo.

2)Calculer la dérivée de g et déterminer son signe.

3)En déduire le tableau de variation de g.

4)Démontrer que [’équation g(x) = 0 admet une solution unique t dans IR. Donner un encadrement de t d’amplitude
10?

5)En déduire le signe de g.

Partie B Etude de f

1)Etudier les limites de f en - ef en +o

2)Déterminer f’(x) pour tout x réel.
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3)En déduire a I’aide de la partie A, les variations de f et donner son tableau de variation.

4)Démontrer que f(t) =t (L +2¢e*)

S)Démontrer que la droite (D) d’équation y = x -1 est asymptote a (C) en +oo,
6)Préciser la position de (C) par rapport a (D).

7)Donner une équation de la tangente T a (C) au point d’abscisse 0.

8)Tracer (D), T puis (C).

Exercice 24

Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par :

{pour x €]0;1], f(x) = (1 —e™)Inx
f0)=0

Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
Exercice 25

x i
flx) = (;)\fzsi x#0
f(0)=0

1)a)Déterminer ’ensemble de définition de f.

Soit f la fonction définie par {

b) Démontrer que f est continue sur cet ensemble.
c)Etudier la dérivabilité de fen 0.

2) Etudier f et tracer (C) la courbe représentative de f .
Exercice 26

Soit la fonction f définie par f(x) = |x2— 1|*
1)Déterminer Df

2)Etudier la dérivabilité de f en 0.

3)Etudier f et tracer (C) la courbe représentative de f.

Exercice 27

Soit la fonction définie par f(x) =2x +3 +In(fc—j).
1)Déterminer Df.

2)Etudier la nature des branches infinies de f.
3)Calculer f°(x) puis dresser le tableau de variation de f.

4)Preéciser les tangentes horizontales de (C), courbe représentative de f.

5)Tracer (C).
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Exercice 28

Soit f la fonction définie par f(x) = ;_Jr:_xx et (C) sa courbe représentative.
1)Soit u la fonction définie par u(x) = -x -1 +e*.

a)Etudier les variations de la fonction u.

b) Déduireque Vx € IR, e* >x+1.

2) Etudier les variations de f.

3) Préciser les asymptotes de ( C).

Démontrer que ( C) coupe une seule de ses asymptotes, en un point | dont on calculera les coordonnées.
4)Déterminer une équation de la droite (D ) tangenteen 1 a (C).
5)Etudier la position de (D ) et de (C).

6)Tracer (C ), ses asymptotes et sa tangente en I.

Exercice29

PARTIE A

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = x? — 2 Inx.

1) Etudier le sens de variation de g.

2) En déduire le signe de g(x) sur ]0 ; +oo].

PARTIE B

1+inx
x

Soit f la fonction définie sur ]O ; +oo[ par f(x) = % +
On note (t)sa courbe représentative dans un repére orthonormé d’unité 2cm.
1) Déterminer la limite de f en +o0 et en 0*. Interpréter graphiquement le résultat.
2) Montrer que la droite (A) d’équation y = g est asymptote a (7).
Déterminer la position de (t) par rapport a (A) sur ]0 ; +oo[. (A) coupe (t) en un point dont on déterminera.
3) Dresser le tableau de variations de f.
4) Montrer qu’il existe un point B, et un seul de la courbe (t) ou la tangente (T) a (7) est paralléle a (4).
5) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a. Justifier que 0,34 < a < 0; 35.
6) Tracer la courbe (7) et les droites (T) et (A).
Exercice30 BAC 2010 Epreuve du 1° groupe.
PARTIE A
1) Etudier sur IR le signe de 4e?* — 5e* + 1.
2) Soit ¢ la fonction définie par : ¢(x)=Inx - 2vx + 2.

a) Déterminer son domaine de définition D,, et calculer ses limites aux bornes de D,,.
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b) Etudier ses variations et dresser son tableau de variations.
¢) En déduire son signe.

PARTIE B

ex

Soit f la fonction définie par : f(x) = Xt ey
1—x+ Vxlnx six >0

si x <0

On désigne par (t) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé d’unité 2 cm.
1) a) Déterminer Dy le domaine de definition de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de Dy et etudier les branches infinies de (7).
c) Etudier la position de (t) par rapport a I’asymptote non paralléle aux axes dans |- «; 0].
2) a) Etudier la continuité de fen 0
b) Etudier la dérivabilité de f en O et interpréter graphiquement les résultats.
3) Déterminer la dérivée de f et dresser le tableau de variations de f.
4) Construire (t) , les asymptotes et les demi-tangentes. On remarquera que f(1) =0 et f'(1) = 0.
Exercice 31

x(1-Ilnx)? six >0
9(0)=0

On note (t) sa courbe représentative dans un repere orthonormal (0,7, 7).

On considéere la fonction g définie par g(x) = {

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur son ensemble de définition.
2) Etudier les variations de g.

3) Tracer (7).

Exercice32

On considére la fonction f définie par :

f(x)=x+ln3;+_11| six €] —o0;—1[U] — 1;0]
flx) = x?e™ six € [0; +oof

On note (C ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé d’unité 2cm.
PARTIE A
1) Quel est le domaine de définition de f. Calculer f(-2) et f(3).
2) Montrer que la fonction f est continue en 0.
3) a) Calculer £'(x) sur [0; +oo[ puis sur ] —oo; —1[U] — 1;0[.
b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Justifier votre réponse.
4)a) Dresser le tableau des variations de la fonction f.
b) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une racine unique o comprise entre -1,6 et -1,5.
5) a) Justifier que la droite (D ) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C ) au voisinage de - .
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b) Etudier la position de (C ) par rapport a (D ) sur J-oo ;0[\{— 1}.

6) Tracer la courbe (C) en représant sur la méme figure les asymptotes , les demi-tangentes en 0 et les points
d’intersection avec les axes de coordonnées.

PARTIE B

Soit g la restrictionde fa [0 ; 2].

1) Montrer que g réalise une bijection de[0 ; 2] vers un intervalle J & préciser
2) On note g~ la bijection réciproque de g.

a) Résoudre I’équation g~ (x) = 1.
b) Montrer que (g~1)’ G) = e.

3) On appelle (7) la courbe représentative de g . Tracer (7).On placera sur la courbe () le point d’ordonnée I et

o .1
la tangente au point d’abscisse >

Exercice33 Exrait du bac 2006

1) On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = x (1 + e27*).0n note (7) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O,7,7) .(unité 2 cm).

2) Soit h la fonction définie par h(x) = 1 + (1 —x) e?™*.
a) Etudier les variations de h.
b) En déduire le signe de h(x) sur IR.
3) a) Etudier les limites de f en - o et en + oo,
b) Préciser la nature de la branche infinie de f en - co.
c) Calculer lim,_[ f(x) — x], puis interpréter le résultat.
d) Préciser la position de () par rapport a la droite (A) : y = Xx.
4) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f admet une bijection réciproque notée £~ définie sur IR.
c) f 1 est elle dérivable en 4 ?
d) Etudier la position de (1) par rapport a sa tangente au point d’abscisse 2.
e) Construire (7). (On tracera la tangente a (t) au point d’abscisse 2). Construire la courbe de f~1.

5) Soit a un réel strictement positif et (R,,) la région du plan limitée par les droites d’équations respectives x = () et
X = a et les courbes d’équations respectives y = f(x) et y = x. Soit a (a) ['aire de (R,) €n cm?.

a) Calculer a (a) en fonction de a.

b) Déterminer lim,_,., a () puis interpréter le résultat obtenu.
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Exercice34
PARTIE A

On considere la fonction g définie sur IR \{1} par :

g(x):ﬁ — — pourtoutx >0 etx+#1;g(0) =0

1) Montrer que g est continue & droite en zéro.

2) Etudier les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
3) Dresser le tableau de variations de g.

4) Etudier le signe de g(x).

PARTIE B

On considere la fonction f définie sur IR, \{1} par :

f(x) = % Six>0 erx#1;f(0)=0
1) Montrer que f est continue a droite en 0 et dérivable a droite en 0. En déduire [’existence d’'une demi-tangente a
la courbe représentative (t) de f au point d’abscisse 0.
2) Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
3) Comparer f'(x) et g(x). En déduire les variations de f et son tableau de variations.
4) Déterminer I’équation de la tangente (D) a la courbe (1) au point d’abscisse e?.
5) Soit M le point de (7) d’abscisse x et N le point de (D) de méme abscisse x.
On pose ¢(x) = NM.

x + e?

Montrer que ¢ (x) = f(x) + T

Déduire de la partie A le tableau de variations de ¢ '(x) puis le signe de ¢ '(x) sur ]1 ; +oo[. En déduire le signe
de @ (x) sur]1; +oo[ et la position de (t) par rapport a (D) pour les points d’abscisse x > 1.

6) Représenter dans le plan rapporté a un repére orthonormé la courbe (7) et la droite (D
Exercice35

In x

f:XHx—lnx

1°) Etudier les variations de g : X — x — In x . En déduire [’ensemble de définition de f .
2°) Montrer que [’on peut prolonger f par continuité a droite au point x = 0 .

Soit h ce prolongement . Etudier la dérivabilité de hen 0 .
3°) Etudier les variations de h .

4°) Donner une équation de la tangente a ~, au pointd’abscisse 1 et préciser la position de ~ par rapport a cette
tangente .

5°) Tracer ~y dans un repére orthonorme .
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Exercice36

Soit f la fonction définie par : {f ) =X Inx]| six#0
f(0)=0.

1°) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f' (0) .

2°) Etudier la dérivabilité de fen 1.

3°) Etudier les variations de f .

4°) Construire ~¢ dans un repéere orthonormal .

Exercice37

. . o 1 1
Soit la fonction f définiesur | = [, + oo/ par:f(X) = <t Inx.
1°) Etudier les variations de f sur I .

2°) Quelle est la limite en + o de la fonction : X — f(x) —Inx.

Représenter sur un méme graphique la fonction In et la fonction f (pour x €1) .
Exercice38

1°) Etudier les variations de cette fonction .

2°) On désigne par ~ la représentation graphique de f dans un repeére ( O, |_) , T) .
Déterminer [’équation de la tangente T & ~ au pointde ~ d’ abscisse e .

3°) Démontrer que la courbe ~ est entierement située au-dessus de T .

(Pour cela, on étudiera le sens de variation d’une fonction bien choisie) .

4°) Déduire de la question 3° la limite de f en + .

5°) Tracer la courbe ~ et ladroite T .

6°) La courbe ~ admet-elle une tangente de coefficient directeur 1 ?

Exercice39

Soit f la fonction numérique de la variable réelle définie par : f (x) = In (53:;() :

1°) Rechercher ’ensemble de définition de f et les limites de f aux bornes de cet ensemble .
2°) Etudier les variations de f .

3°) On appelle ~la représentation graphique de f dans le plan rapporté & un repére

P

(O, i, T) (unité de longueur : 1cm) .

- . . X
Rechercher le point A d’intersection de ~ avec ’axe (O, i ) et former une équation de la tangente Ta ~en ce
point .

4°) Démontrer que le point A est centre de symétrie de ~ . Construire ~ et T.
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Exercice40

Soit f la fonction définie par : f(X) = x + 4 + In

x—2
X+ 2

Soit ~sa courbe représentative dans un repére orthonormé , le centimétre étant ['unité de longueur .
1°) a) Etudier les variations de f .

b) Montrer que ~ admet trois asymptotes, dont ['une A d’équation y = x + 4 ; préciser la position de ~ par
rapporta A .

3°) Montrer que l'intersection de ~ et de [’axe des ordonnées est un centre de symétrie pour - .
d) Construire la courbe 7, On placera en particulier les points d’abscisses
—3,;,—1;0:1;3.

2°) Soit k un nombre réel . Etudier suivant les valeurs de k le nombre de pints d’intersection de la courbe ~ et de la
droite © d’équation y = x + k .Montrer que lorsque ~ coupe - en deux points distincts, d’abscisses x "etx ", le
produit x 'x " est indépendant de k .

Exercice4l

Soitlafonctionf: X — In (I —inx).
1°) Etudier les variations de f.Déterminer les limites aux bornes de ’ensemble de définition de f', Ds.

2°) Montrer que f est une bijection de Ds sur un ensemble I que [’on précisera .

3°) Construire la courbe représentative ~ de f dans un repére orthonormé ( O, |_) , T) (unité : 1cm).
Exercice42

. e In|x]|)
Soit f la fonction définie par :f (x) = K—IX—LL .

1°) Démontrer que f est une fonction impaire . Etudier les variations de f .Tracer sa courbe représentative dans un
- -

repére orthonormé (O, i , j ) .

2°) Montrer que f définit une bijection de ] 0 ;1] sur un intervalle a préciser .

Discuter suivant les valeurs du paramétre réel m, le nombre de solutions de [’équation :

[INX)]>=m.
Exercice43
. , . A - o . . e N
Soit ~la courbe représentative dans le repere (O, i , j ) de lafonction numérique fg définie sur R ™ * par :g
X In x
x) = 5+ 2+ -

1°) On considere la fonctionh : R — R

X —X2—2nx+2.

Etudier les variations de h et préciser le signe de h (x) . (On ne demande pas de tracer la courbe représentative de
h.)
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2°) Etudier les variations de la fonction g .

Montrer que la courbe “ a deux asymptotes que [’on déterminera .

Montrer que ~ coupe ['une de ces asymptotes en un point que [’on précisera .

Tracer la courbe ~

Exercice44

Dans ce probleme, on étudie la famille de fonctions f;, définies par: f, (x) =1+ in (1 +1x)
ot A est un nombre réel non nul .

(0, i T ) est un repéere orthonormé, ( ~,) est la courbe représentative de f et © est la droite d’équation y = x

1°) Donner l’ensemble de définition de f; .(On distinguera les cas A > 0 et 1. <0 .)
2°) a) Existe-t-il un lien entre les deux courbes ( ~;)et( ~_;)?
b) Soit (I') la représentation graphique de la fonction logarithme népérien .
Trouver, lorsque A > 0, une translation qui transforme (I') en ( 7).
3°) On pose ¢, (X) =f, (x) — x .
a) On suppose A < 0.
Etudier les variations de ¢, ainsi que ses limites aux bornes du domaine de définition .
En déduire le nombre de points d’intersection de ( 7;) et = .
b) On suppose 1. > 0.

Etudier les variations de ¢, ainsi que ses limites aux bornes du domaine de définition (on pourra par exemple
mettre x en facteur dans [’expression de @, (x) pour déterminer la limite a [’infini ) .

Etablir que la plus grande valeur prise par ¢, (x) , quand x décrit le domaine de définition de ¢; est
1
m(iA)= 7T ni.

¢) Etudier, quand A décrit | 0 ; + oo [, les variations de m ; en déduire son signe .
d) Combien, lorsque /. est positif, ( ~;) et < ont-elles de points communs ?

Exercice45
. - g + + 1
f est la fonction numérique définie sur R ™ par: pourtoutx € R ™ *: { f(x)=xlIn (x + ;)

f(0)=0
( ~) est sa courbe représentative

1°) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0 .

2°) On considere la fonction g définie pour x €[ 1; + o [ par g (x) = xIn x et on appelle

- -
(I ) sa courbe représentative dans le méme repére (O, | , | ) .Etudier g et tracer (I') .
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3°) Etudier la limite de f quand x tend vers + o .

Montrer que les courbes (I") et ( ~) sont asymptotes et préciser leurs positions relatives .
4°) Déterminer f' et f", puis étudier le sens de variation de f' et montrer que f ' est positive .
Achever [’étude de la fonction f .

Tracer la courbe ( ~) sur la méme figure que (I") .

Exercice46

1°)Soit f : x ~— +In|x— |

x— 1
a) Etudier f et dresser son tableau de variation .

b) Calculer f (0) ; en déduire le signe de f .

2°)Soitg : X —xIn|x—1].
a) Etudier g et tracer ( 7).
b) Soit A le point d’intersection de ( ~y) avec l'axe (Ox) , d’abscisse non nulle .
Démontrer que A est un point d’inflexion de ( ~) et écrire une equation de la tangente
(T)a(~g)enA.

3°) Soith =071, +w[ (c’est-a-dire la restrictiondega] 1; + o [ ). Démontrer que h est une bijectionde] 1 ; +
oo [ sur un intervalle & préciser et construire sur un autre graphique les courbes ( #) et (#,~").

Exerciced7
Soitf: x —» x+x° +1

1°) a) Déterminer Dy et démontrer que : V'x € D¢, f(X) >x + | x| .
b) En déduire le signe de f (x) sur Ds .

2°) Etudier f et tracer ( ~¢) .

Exercice48

Partie A

Soit la fonction numérique f définie par :
X1 G x<0
X+1 .
(2+x)e™ six=0

X
X+2+In

f(x) =

1°) Montrer que f est définie sur R\ {— 1.
2°) a) Calculer les limites aux bornes de Dsx.
Préciser les asymptotes paralléles aux axes de coordonnées.

b) Calculer lim [f(x)—(x +2)].
X—>—®
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Interpréter graphiquement ce résultat

3°) a) Etudier la continuité de fen 0.

. . e =1
b) Démontrer que  lim X =—1et
X—>—
. In(/—
lim Jx_xl =—1.
x—0

c) En déduire que f est dérivable & gauche et a droite en 0. f est-elle dérivable en 0 ?

4°) Calculer ' (x) pour :

ax €0, +mwf b)x €]—w,—1[ U]—1;0[.

5°) Etudier le signe de f' (x) pour x €10 ;+ o et pourx € J—oo ;— 1] U]—1;0[.

6°) Dresser le tableau de variation.

7°) Montrer que [’équation f(x) = 0 admet une solution unique a appartenanta ]— 3 ; 2[.
8°) Tracer C, courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O, |_) i
On mettra en évidence [’allure de C  au point d’abscisse 0 et les droites asymptotes
Partie B

Soit g la restrictiondefa]—o ; — 1/.

1°) Montrer que g définit une bijection de

11— ; — 1] sur un intervalle J a préciser.

2°) On note g~ sa bijection réciproque.

a) Calculer g(— 2). Montrer que g~ ' est dérivable en In 3.

b) Calculer (g~") * (In 3).

c) Représenter la courbe de g~ dans le repére précédent.

Exercice 49

f(x) = xIn(1+x) si x >0

Soit In(1+¢” _
. f(x):x+2In2—¥—ln(l+e*) si x<0
e

)] On pose h(x)=i+ln(1+ X).
1+Xx

1) Etudier les variations de h sur Dh.
2) Calculer h(0) et en déduire le signe de h(x).

1) 1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. Interpréter ce résultat.
2) a) Etudier la nature de la branche infinie de Cf en + 0.

b) Montrer que (D) : y = x + 2In2 — 1 est une asymptote a Cfen - c.

, ] ) d’unités 1 cm.
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c) Etudier la position de Cf par rapport a (D) sur /-co; 0/.
3) a) Calculer f * (x) sur [0, +co [ et préciser son signe a l’aide de celui de h(x).

In(L+e*)

eX

b) Montrer que sur J-c0;0/ f*(x) =

4) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
5) Tracer Cf.
Exercice 50

Soit ¢ la fonction définie de IR vers IR par : ¢ (x) = %In x-1
X

+1

1) a) Etudier la variation de @ .
b) Tracer C, courbe représentative de ¢ dans un repeére .

2) Soit y larestrictionde ¢ a /-1;1/.
a) Démontrer, sans calcul, que  admet une fonction réciproquey . En préciser

[’ensemble de définition.

b) Déterminery .

3) a) Soit x et 1 éléments de ['ensemble de définition de @ . Calculer ¢ (l ) en fonction
X X

de ¢ (x).
b) Déterminer v ‘0@,

Exercice 51

oo x1 et h(x) = In_2X_
X2 =2x+5 x+1

1) Etudier les variations de f puis construire sa courbe (2 cm).
2) Montrer que I(1 ;0) est un centre de symétrie de Cf.
3) Placer les points d’abscisses 0 et 2.
g(x)="f(x) six<l
4) On désigne par g la fonction : < g()=0
g(x) = h(x) si x >1
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 1.

b) Etudier les variations de g .
c) Montrer que g réalise une bijection de IR sur un intervalle J a préciser.

On considére les fonctions f et h définies par : f(x) =

d) Déterminer g‘l(—%) puis gl'(—%]. Pour x >0 expliciter g ~*(x).
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Exercice 52

1

Soit f la fonction définie par f(x) = (2x-1) e* si x =0 , f(0) =0.

1) Déterminer Df. 2) Etudier la continuité de f en 0. 3) Etudier la dérivabilité de f en 0.
1 1

4) Etudier les variations de f. 5) Vérifier que lim x(e* —1)=1et que lim x(e* —1)=1

Déduire que (D) : y = 2x + 1 est asymptote a ( Cf). Soit g la fonction définie par

! +In| 2x-1]|

gx) = ex six =0, g(0) =0.

Exprimer g(x) en fonction de f(x). En déduire le tracé de ( Cg) .

Exercice 53

X+1

Soit g(x)=1In

1) Démontrer que g est impaire. 2) Etudier les variations de g. 3) Montrer que [’origine du repére est
un point d’inflexion. 4) Tracer Cg.
Exercice 54
1) Montrer que la fonction f : x > xIn x est prolongeable par continuité en 0.
Définir le prolongement par continuité de f en 0.

Sﬂ.
a

o | T

, , : b—a
2) Démontrer que l’'on a pour tout réels aet b . si0<a <balors Y <In

3) On considere les applications fetgde 0 ; + o /dans IR avec
2

£(x) = x—%—ln(u X) g(x) = X — In(1+x)
a) Calculer f* (x) et g’ (x).

X
b) En déduire que pour toutx >0 : X Y < In(1+x) < x.

c) On considere la suite (Un) avec n entier naturel non nul tel que :

N _K“H(H%] ........ (y%ﬂ

Trouver la limite de Un lorsque n tend vers + co.
Exercice 55

Soit f la fonction telle que : x — x(x—2)e”.

1. Déterminer les limitesde f en + cweten - co.
2. Etudier le sens de variation de f .

3. Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé(O,i;i).
Tracez ( C) ainsi que la tangente a (C) en O.
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4. Lafonction f admet, quel que soitneIN”, une dérivée d’ordre n: ™.
Démontrez que : VnelN™, V xelR, f™(x) =(x* +a,x+b,)e* ol a, et b, sont des entiers

indépendants de x. Montrez que l’'ona . a,,=a,+2 et b _,=Db +a,.

Calculez a, en fonction de n.

n
Soit o, = Zak.CaIcuIez o, en fonction de n. Evaluez b, en fonction de o, ; et déduisez- en
k=1

I’expression de b, en fonction de n.
Exercice 56

mest un réel, on appelle f_lafonctionde O ; + o /dans IR définie par :

x? -1
f.(X) =

m . . o .
- Eln xet C, sa courbe représentative. On prendra 2 cm pour unité graphique.

1. Déterminer lim f_ suivant les valeurs de m, déterminerliron f,.
+ ©

2. Determiner la fonction dérivée de f ;.
Donner suivant les valeurs de m, les différents tableaux de variations possibles.

3. a)Soit M(' x,; ¥, ) un point du plan, avec x, >0 et x, = 1.

b) Montrer qu’il passe une seule courbe C_ par M.
Montrer qu’il existe un seul point A appartenant a les courbesC,.

4. Construire C,; C, et C_, sur un méme graphique.
Exercice 57

1. Etudier les variations de la fonction P définie sur R par : P(Xx) = x> —6x+5 .
2. Soit f lafonction définie sur IR” par: f(x)=(Inx)’ —6Inx +5.
a) Calculer les limitesde f enOeten + .

b) Etudier les variations de f .

c) Calculer la dérivée seconde ' de f . Pour quelles valeurs x, de x [’égalité
f"(x) = 0 est —elle vérifiée ? Déterminer une équation cartésienne de la tangente D
alacourbe I' de f au point Mg d’abscisse Xg -

3. On consideére la fonction g définie sur 0 ; + oo /par:

9(x) =(Inx)* = 6Inx +5- e£4x+5.

a) Calculer les dérivées premiéres et secondes de g.

b) Etudier le sens de variations de g * et en déduire le signe de g * (x).
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c) Etudier le sens de variation de g et en deduire le signe de g (x).
d) Determiner la position de T" et D.

4. Construire la courbe I' (on prendra Imm sur [’axe des abscisses et 1 cm sur [’axe des ordonnées).
On construira les points d’abscissese" , n entier ; la droite D et on précisera son point

d’intersection T avec [’axe des ordonnées.

5. Résoudre graphiquement f(x) >0 et f(x) <-3.
Exercice 58

Soit I’application de IR dans IR définie par .

f(x) =x+In

i—:‘ si x e oo;—1[U-1;0]

f(x)=x’e”* si X € [0;+00]

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé
(0,7 avec [ =] 5] -2om .

PARTIE A

1/ Quel est le domaine de definition de f. Calculer f(-2) et f(3).

2/ Montrer que la fonction f est continue en zéro.

3/ a) Etablir que la dérivée f'de f a pour expression

x2 +1

f'(x) = sixe |- -2U]-1;0[ et f'(x)=xe*(2-x) sixe J0;+of.

x? -1
b) La fonction f est elle dérivable en zéro ? Justifier votre réponse.
c) Dresser le tableau de variation de la fonction f .

4 / Démontrer que I’équation f(X)=0 admet une racine unique « comprise entre

-1,6etl,5.

5/ a) Justifier que la droite ( D) d’équation y = x est une asymptote a la courbe ( C) lorsque x tend vers -
0.,

b) Etudier la position de ( C) par rapport a ( D) dans J-o0;0[ - {~1}.
6/ Tracer la courbe ( C) en représentant sur la méme figure les asymptotes, les demi tangentes

et les points d’intersection de ( C) avec les axes de coordonnées.

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 102



PARTIE B
Soit g la restriction de fa [0,2].
1/ Montrer que g définit une bijection de [0,2 ] sur un intervalle J & préciser.
2/ On note g * la bijection réciproque de g.
a) Résoudre 1'équation g™ (x) = 1.

b) Montrer que (g ) ’(l) =e.
e

3/ On appelle ( C ) la courbe représentative de g ™*
Tracer ( C ) en utilisant la courbe ( C ) . ( On placera sur la courbe ( C °) le point d’ordonnée 1 et la

1
tangente au point d’abscisse =).
€

Exercice 59

A. On consideére la fonction u :

[0; +0[> IR
X+1 2X
X= In|—— .
Xx-1 x°-1

1) Déterminer [’ensemble de définition de u. Calculer u(0) et lim u(x).

2) Etudier les variations de u.

Dresser son tableau de variations (il n’est pas nécessaire de calculer la limite de u en 1).
3) Déduire des résultats précédents que :

a) v xel0;1[, u(x) > 0.

b) V xe ]1; +oo[, u(x) <0.
B. Soit g la fonction définie par

9:[0; +o[> IR

+1

faluite B
x—1

X~ xIn

1) Déterminer Dg (le domaine de définition de g) ; puis étudier la limite de g en 1.

x+1

x—-1 x-1 X

2) a) Vérifier que : 1+ 2 . Montrer que lim XT_l In (1+ij =1

x-1

b) En déduire que lim g(x) =1. Interpréter géométriquement ce résultat.

c) Dresser le tableau de variations de g.
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d) Montrer qu il existe un réel @ appartenant a 0;1[tel que g(e) = 0.

Donner un encadrement d’ordre 1 de a.

3) Tracer la courbe Cg de g dans le plan rapporté a un repere orthonormé (unité = 2 cm).
C. Soit f :[0;1[— IR, la fonction définie par f(x):(x2 —1)In /I—H
—X

Montrer que f est dérivable sur [0;1] et que f'(x)=g(x),V xe[0;1[

Exercice 60

L . oy 1
On se propose d’étudier la suite u, définie par : U, :E; u, =

1. Soit fla fonction de ['intervalle [O; 1] dans IR définie par :

X

)= —
X)= ——.
X+2

a) Calculez f “(x) ; f “(x).
b) Etudiez le sens de variation de f. Quelle est I'image du segment [0;1] par f?

c) Démontrez que, pour tout réel x de l'intervalle [0;1] % < f'(x) < 2

3
d) Etablissez que l'équation f(x) = x admet une solution unique dans [’intervalle
[0;1].
2. a) Prouvez que si la suite u admet une limite L, alors f(L) = L.
-L

- , u
b) En utilisant le 1.c), démontrez que, pour tout naturel n :0 < "+ —

2
<—.
u,-L 3

Déduisez — en que la suite u converge vers L et déterminez un naturel no tel que si
u,~L| <107,

n >n,alors
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1) Nombres complexes

1) Activité

Soit I’équation (E) © x* +1=0.

1) Résoudre (E) dans IR .

2) On introduit un nombre i appelé nombre complexe tel que i? = —1.
Vérifier que ( E) admet deux solutionsiet—i .

Solution

1) Résolvons ( E) dans IR .

x% +1=0<=>x? = —1 ce qui est impossible car le carré d’un nombre réel n’est jamais négatif.
. Dans l’ensemble des nombres réels, [’équation n’a pas de solutions.

3)On introduit un nombre i appelé nombre complexe tel que i2 = —1.

i> = —1 donc i n’est pas un nombre réel .

2)Vérifions que ( E) admet deux solutions i et —i .

x2 +1=0.

Six=ialors i? +1= —1+1=0.(donc i est solution de ( E) .

Six=-ialors (—i)> +1= —1+1=0.donc - i est solution de (E) .

ILe nombre i est appelé un nombre complexe).

2) Définition

On appelle un nombre complexe tout nombre de laformea+ib aveca€ IR, be IReti? = —1.
L’ensemble des nombres complexes est noté C.

Siz € Calors 7 s’6écritsous laformez=a+ib aveca€lIR,belIReti? = —1.

Exemple

2 + 3i,4—2i, 3i et 2 sont des nombres complexes.

3) Définition

Soit z un nombre complexetelquez=a+ib.

Le nombre réel a est appelé la partie réelle de z et on note : Re(z) =a.

Le nombre réel b est appelé la partie imaginaire de zeton note : Im(z) =b .
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» Remarque
La partie imaginaire d’un nombre complexe est un nombre réel .
Exemple
1) z=2+3i. Re(z)=2 et Im(@z)=3.
2) z=1-3i . Re(z)=1 et Im(z)=-3.
4) Definition
Ona: zeC <=>z=a+ib.

1)Sib=0alorsz=a.z=a, on dit que z est un nombre réel. Tout nombre réel est un nombre
complexe.

2)Sia=0alorsz=ib.z=1ib, zestappelé un nombre imaginaire pur .
L’ensemble des nombres imaginaires purs est noté i IR .

Remarque

0 est a la fois un nombre réel et un nombre imaginaire pur. C’ est a dire 0 € IRet0 € ilR.

Propriété

1) zelR<=>Im(z)= 0.

2)z€ilR<=>Re(z)= 0.

Propriété

Soient z et z' deux nombres complexes.

1)z=2z"' <=> Re(z) =Re(z') et Im(z)=Im(z") .

2)2=0<=> Re(z)=0 et Im(z)=0.

5) Forme algébrigue d’un nombre complexe

zeC <=>z=a+ib.
L’expression 7 = a + i b est appelée la forme algébrique de z ou la forme cartésienne de z .
Donner la forme algébrique de z, c’est écrire 7 sous la formez=a+ib.

6) Représentation géométrique d’un nombre complexe

Soit M(a ; b) . A ce point M, on peut faire correspondre un nombre complexe z tel quez=a + ib .

A tout nombre complexe z = a + ib, on peut faire correspondre un point M(a ; b) .

On dit que application de P dans € qui ,a un point M, fait correspondre son affixe est une bijection.
Le nombre complexe 7 = a + ib est appelé Uaffixe du point M .Onnote : z,, =a +ib.

M est appelé le point image de z . On le note M(z) .

OM est appelé le vecteur image de z . On le note O—M(z) .
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» L’axe des abscisses est appelé I’axe des réels.
» L’axe des ordonnées est appelé ’axe des imaginaires purs.

L'affixe est souvent
notée entre
parenthéses derriére le

point ou le vectenr.

Axe des imaginaires pus

Axe des reels

Exercice d’application

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O,U, V) . Placer les points suivants :
1)Atelquez, =1+1i.

2)Btelque zg =2 -3i.

3)Ctelquez, =2.

4)Dtelquezy =-1i.

Solution

Placons les points suivants : A(1;1), B(2;-3) , C(2;0)etD(0;-1).
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5,,
4,,
34
24
1+ A
‘ e ‘
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 x
-14P
_2,,
-3 +B
_4,,
_5,,
— 6L
6) Affixesde u + v, ku et AB
> Zuw = Zut Zp
> Ziu = kZﬁ
> Zz5= Zp— Z,
Axe des imaginaires purs
B(Zs)
i
¥ A(Zy)
ol = g = Axe des réels
u
7) Puissances de i
Activité
Sachant que i? = —1 .Calculer i3, i* et i .
Solution
iZ=—1. =i xi=-1xi=-i doncl® = —i.
i*=i3 xi=—i xi=1 (donci*= 1
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i®=i* xi=1xi=1i donc [i5=]i

Propriété

Les puissances de i sont périodiques de période 4 .

vn eNIpeNtelquen=4p+r avec0<r <4.
in

PAp+r ir .

Enparticulier: i*? =1, i*?*1=j et "2 =j2= -1
Exercice d’application

Calculer i37 |, i*7 et i?13¢,

Solution

i37 — i4X9+1 — il :i.
(47 = AX1143 — 3 —
j2136 — j4X53440 — ;0 — 1

8) Inverse de i

Démonstration

1 Ixi @

i iXi i2 -1

9) Opérations dans €'

a) Somme de nombres complexes

Si z;= aq+ lb1 etz, = a, + lbz a|0r521 + z, = (a1 + az) +i (b1 + bz) .
Démonstration

Z1 = a1+ lbl Zy = a2+ lbz
En additionnant,ona:z; + z, = a1+ iby + a,+ ib, = (a;+ ay) +i(b;+ by) .

b) Produit de nombres complexes

Si Z1 = q + ibl et Zy = Ay + ibz alors Z1Zy = (alaz - ble) +i (a1b2 + blaz) .
Démonstration
Sl Z1 = aq + lbl et Zy = 0y + lbz

Z1Zy = (a1 + lbl )( a, + lbz ) =aia, + ia1b2 + ib1a2 - b1b2 = (a1 + az) + | (b1 + bz )
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c)Inverse d’un nombre complexe

; : 1 —ib
Soitz=a+ib avecz#0 alors == ——
z a“+ b
Démonstration
i 1 1 1 (a-ib) a-ib _ a-ib
= =+ - = = = =
z=a+ib avecz# 0 alors pinlrearriil e by e Rl e

d)Opposé d’un nombre complexe

Siz=a+ib alors -z=-a-ib .
Démonstration
z=a+ib alors-z=-(a+ib)=-a-ib .
Proprieté
Pour tous nombres complexes zet z’, ona:
2z’=0 <=> z=0ouz =0
Proprieté
Pour tous nombres réelsaetb,ona:
> (a+ ib)(a- ib)= a? + b?
> (a + ib)? = a® + 2iab — b?
> (a— ib)? = a? - 2iab — b?

Il)Conjugué d’un nombre complexe

1) Définition

Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib . On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z

définipazz=a + ib =a - ib .
z se litz barre.

Interprétation géométrique du conjugué

Les points M et M’ d’affixes respectives 7 et Z sont symétriques par rapport a ’axe des réels

zy=a +ib et zyr=a-ib
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Axe des imaginaires purs

Axe des réels

Exercice d’application

Quel est le conjugué dez ?

1)z=1+3i 2)z= 1-i 3)z=2 4)z = -i
Solution

1)z=1+3i alors z= 1+43i =1-3i .
2)z=1-1i alorsz = 1—-i=1+ 1.

3)z=2 alorsz = 2=2

4)z=-i alors z = —i= i

Propriété

Soit z un nombre complexe non nul . On a:

1)z=1z 2)z+z = 2Re(2)

3)z -z =2ilm(z2) 4)1Z = Re*(z) + Im? (2)

5z€ IR <=> Z =12 6)z€EIIR <=> Z = -2
Propriéeté

Pour tous nombres complexes nonnuls z,z; et z,. Ona:

Dz1+ 2, = 21+ 23 2)212; = 71 X 73

@ = 2 Hd =

z2

5)z" = (Z)"

N| | =

Exercice d’application

Quel est le conjugué de z ?

14+ i
3 + 50

2)z = , 3)z=1,

1 -1 l

1) z=
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Solution

1+ i 1+ i 1+1 _ 1-i

1)Z:3+5i alors Z:(3+5i):3+5i_3—5i

_ 2 - 2 _ 2 _ 2
2)2_1—1' alorsz_(l—i)_l—i_1+l
3)2—i alorsz—(i)—f —
Exercice d’application
1) Déterminer la forme algébrique de z

a)z = 1 . b)Z=3+2i_

2 + 4i 1 - 5i
2)Soit f: P> P
M(z) = M(z") tel que z' = Zztll

a) Déterminer D.
b) Onpose z=x+iy et z' = x" +iy’
Exprimer x' et y' en fonction de x et y.
¢) Déterminer [’ensemble des points M tels que :
u) z’ soit réel v) z' soit imaginaire pur
Solution

1) Déterminer la forme algébrique de z

a)z =  alors 7= le4) _2-4 _ 2-4 _[T I,
2 + 4i (2 + 4D)(2 -4D) 22442 20 10 5
b)z= 13 t 25ii alors z = ((13 i 25ii))((111 Ssii)) — 3+1125i:2;2—10 — —72+617i _ ;_Z n % 7
2)Soit f: P - P
M(@) - M(z') tel que z' = 2
a) Déterminons Dy
z' = ZZ+11 .z' existe setseulementsiz -1#0.z -1+ 0alorsz=#1 .
Soit A le point d’affixe I . Ona|. Dy = P\{A}‘ .
b)Exprimer x' et y’ en fonction de x et .
2= P dors 2 = x+iy'= D = ST o R

x% -1+ y? , -2y

_ x? -1+ y?-2iy
(x—1)% + y? (x—1)2 + y?

0 152 donc x' +iy' =

par identification
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o x% -1+ y?
x = G017 et y

1 — -2y
(x—=1)2 + y?

c) Déterminons ’ensemble des points M tels que z' soit réel

z' estréel si et seulementIm(z')=y"' = 0.

(x—1)% + y?
<=> y=0et (x—1)?% 4+ y* #0

A est le point d’affixe I et B le point d’affixe — 1 .

\ L’ensemble des points M tels que z' est réel est la droite (AB) privée du point A( 1).

d) Déterminer I’ensemble des points M tels que z'_soit imaginai re pur .

z' est imaginaire pur si et seulementsi Re(z' )=x" = 0

x% -1+ y?

i 0 <=> x2 -1+ y2=0 et (x—1)% + y2 #0

x'=0 <=>

¥ -1+ y2=0 <=> x4 y’=1 <=> (x-0)* + (y-0)2= 1.

L ’ensemble des points M tels que z' soit imaginaire pur est le cercle de centre O et de rayon 1 privé du
point A d’affixe I .

III)Module d’un nombre complexe

1) Définition

Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib . On appele module de z noté |z| le nombre réel positif défini
par: |z|= Vzz= \/Rez(z) + Im?(z) = Va? + b? .

Interprétation géométrique du module

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O,U,V) .

O est origine du repére donc zg = 0 .

Si 7 est laffixe du point M alors |z| = OM .

Siz, et zg sont les affixes respectives des points Aet B alors AB=|zg —z,| .

Le module s’interpréte géométriquement en distance .
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Propriété

Siz, et zg sont les affixes respectives des points Aet Balors AB= |zg —z,|.
Le module s’interpréte géométriquement en distance.

Exercice d’application

Calculer le module de z

Dz=1+i 2)z=2-3i 3)z=2 4)z=-2i

Solution

Dz=1+i flors |zl = J(D2 + (1)2 = V2|

2)z=2-3i alors |z| = (22 + (=3)2 = V13|

3)z=2 alors |z| = /(2)2 = 2|

4yz="-2i alors |z| = /(=2)2 = 2|

Propriété

Soit z un nombre complexe non nul .

1)Siz=a+ibalors |z| = Va? + b? 2) |Re(2)| < |z|

3) [Im(2)| < |z| 4)0z| =1 <=> zz=1
5|zl =0<=>2z=0 6) 1z| = |z

Nzl = lz| = |-2| = |-z
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Propriété
Pour tous nombres complexes non nulsz , z; etz,, ona:

|z1]

|z2|

zZq _
Z2

1)|zy Xz | = |z4] X |zy] 2)

1 4)|z" = |z|* neN

5)|zy + 25 | < |z4] + |z2]  (Inégalité triangulaire)

Exercice d’application

1) Calculer le module de z

ayz=-v3+ i b)z=2(—/3+ i)* 0)z=(-V3+ (1 + i)?

1+

(—V3+ )3 )
1+ 0)2 T3+ 2i

dz=

2) Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O,U, V) .
Soient A, B et C les points d affixes respectives 1 — 31, 4 + 5i et -3 + 2i
Calculer AB, AC et BC .

Solution

1) Calculons le module de z

aQ)z=-vV3+ i

lz| = |[-V3+ i|= /(—\/§)Z+ 12=+4=2

b)z=2(—/3+ i)*

lzl= [2(=V3+ D* | = 12| x|(=V3+ )*|= 12l x |-v3+ i |'=2 x 2¢ =32

Q)z=(-V3+ DA + i)?

lzl = |(—V3+ )@ + D |=|-V3+ i | x [Q+ D? |=|-V3+ i | x[1+i]*
2
=2 x (V2)
=2X2=4
(—V3+1)
dyz= (1+ )2
o = |CBH0 | Z B ] a2 s,
A= 1avoz |~ "a+oz = wir w22 2
1+
e)Z_3+ 2i
2| = |1+i _ i+l V2 26
217 3y 2l ~ Brail Vis 13
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2) Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormé direct (O,u, v) .
zy,=1-3i Zg = 4 + 5i Zc= -3 + 2

AB=|zz— z4|=|4+5i—1+3i|= |3+8i]| = V32 + 8 = V73

AC =z — zal = |-3+2i —1+3i] = |-4+5i| = /(=4)% + 52 = V41|

BC=lzc— zl = |-3+2i—4—5i| = |[-7—3il = /(=7)2+ (-3)° = V58

Exercice d’application

Soitf: P- P

2iz -1

M(z) - M'(z") telque z' = —

1) Déterminer D

2) Déterminer analytiquement puis geometriquement [’ensemble des points M tels que :
a)l|z'| =2 b) |z'| =4

Solution

1) Déterminons D,
z' existe si et seulementsi3—iz# 0.
3—iz# 0 donc3 #iz douz+#-3i . Soit Ad affixe—3i.
.
2) Déterminons analytiquement puis geometriquement I’ensemble des points M tels que :
a)lz'| =2 b)|z'| = 4

Résolution géométrique

a)lz'|=2
. 1. . 1, 1.

, 2iz—1 2i(z+ El) _ |2i] x |Z+ El| _ 2|Z—(—El)| __ 2MB Y Y
Z1= 5% Si@rsn| | ixizesil | Jz—(sol  mc BYeC B(-3D etC(3D)|
|z'| =2 donc 2B —odon 2B=1,

MC MC

IL "ensemble des points M tels que |z'| = 2 est la médiatrice de [BC]|.

b) |z'| = 4

2MB . MB
|z'| =4 donc =—=4dou —=2.
MC MC

L ’ensemble des points M tels que |z'| = 4 est le cercle de diamétre [EF] avec E et F définis par :

E =bar {(B,1); (C,2)}et F=bar{(B,1);(C,—-2)}.
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Résolution algébrigue

Déterminons ’ensemble des points M tels que |z'| = 2
2iz —1 :
z'= =" Posonsz=x+iy.
3 —iz
5 = 2i(x+iy) -1 — - 2y—1+ 2ix
3-i(x+iy) 3+ y—ix

|- 2y—-1+ 2ix| _ /(—2y—-1) 2 + 4x?

|z'| = —— =
|3+ y —ix| JB+Y)2+ (—x)2
J(=2y-1) 2 + 4x2 —2y-1) 2 + 4x?
|ZI|:2 <=> (-2y-1) X =2 <:>( y-1) X —

B2+ (x)?2 GB+Y)2+ (—x)2
(=2y =12 + 4x* =4(B+v)*+ (—x)?) <=> 4y+7=0.

IL "ensemble des points M tels que |z'| = 2 est la droite d’ équation : 4y +7 =0].

Déterminons I’ensemble des points M tels que |z'| = 4

|- 2y—1+ 2ix| _ /(—2y-1) %2 + 4x2
I3+ y —ix| J@B+Y)2+ (—x)2

, JE2y-1) 2 + 4x2 (-2y—-1) 2 + 4x2
2] =4 V@B+Y)2+ (—x)? 4 (B+y)2+ (—x)? 16
143

(-2y—-1)% + 4x2=16(3+y)2+ (—0)?) <=> x2+y?+ Zy+ =0

1z'] =

143

23 23 23 100
<=> x-0’+ (y—- - (D*+ ;=0 <=> x-0’+ (y— D)=

36

<=> (-0’+ (- 2)P= )

L ’ensemble des points M tels que |z'| = 4 est le cercle de centre I(0 ; - 2?3) ou d’affixe - % i

et de rayon R :1?0 )

III) Argument d’un nombre complexe

1) Définition
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V) .
Soit z un nombre complexe non nul tel que z = x + iy .M son image dans le plan complexe .
On appelle argument de z noté argz toute mesure de l’angle orienté (ﬁﬁ) et on note

Argz = (4, OM) (2m) .
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Axe des Imaginzires purs

Axe des réals

2)Interprétation géométrique de ’argument

» Si z est laffixe du vecteur OM alors argz est Une mesure de I’angle orienté (U, W) et on note
argz =(ui, OM) (2m) .

» Soient A et B deux points d’affixes respectives z, et zg alors arg(zp - z4)est une mesure de
I’angle orienté (1, AB) eton note arg(zg - z,) = (i, AB) (2m) .

sire

Exemple

1) arg(-3) = n(2m)
2) arg(2) = 0(2m)
3) arg(2i)=—(2m)

4) arg(-3i) = - = (2m)
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Propriéte

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V) .

> Soit M le point d’affixe 7 alors argz = (U, O_M) (2m) .

> Soient A et B deux points d’affixes respectives z, et zg alors arg(zg - z4) = (U, Zﬁ) (2m) .

» Soient A, B et M les points d’affixes respectives z, , zg et zy; alors
arg( 22—y = (MA,MB)(2m) .

Zy — Zg

Propriété

» z€ IR <=>z=0 ou argz =0 (m)
> z€ilR <=>z=0 ou argz zg(n)

Propriété

> A, BetCsontalignés <=> ZC_—Z € IR* ou arg( L y=0(m)

ZB — Z4
> (AB) L (AC)<=> %= %4 ¢ jIR* ou arg( _—Z")z E(n)
Zp — Zp Zp — Zy 2
> A B, CetDsontcocycquues <=> X% - D" % ¢ |R* ou
Zc— zy Zp — Z4
Zp
arg( P arg( )(”)

Propriété

» ABCD est un parallélogramme <=> zp — z, = z,— zp .
» ABCD est un losange <=> ABCD est un parallélogramme et (AC) L (BD).
» ABCD est un rectangle <=> ABCD est un paralléelogramme et AC = BD .

» ABCD est un carré <=> ABCD est un paralléelogramme et (AC) L (BD)et AC=BD.

Propriété
> ABC est un triangle rectangleen A <=> Z:C__—Z € iIR*
» ABC est un triangle isocéle en A <=> % = ou AB=AC.
» ABC est un triangle rectangle et isocéle en A <=> % =iou-i
> ABC est un triangle équilatéral <=> % :i +i?ou %— i?.

Propriété

Pour tous nombres complexes nonnuls z,z, etz, ,ona:
> arg(ZZ1 z;) = arg(zy) + arg(zz) (2m)

arg(—-) = arg(zy) - arg(z,) (2m)

arg( ;) = - arg(z) (2m)

>
>
» arg(z) = - arg(z) (2m)

» arg(z") = narg(z)(2m) VneZ

Exercice d’application

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, U, V) .

1) Soient A, B, C et D les points d’affixes respectives 2, 4, 2i et 2 + 2i .
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Placer ces points dans le repére . Quelle est la nature de OBD ?

2) Soient E et F les points d affixes respectives I —i\/3 et 1+ i3

Placer ces points dans le repere . Quelle est la nature OEAF ?

Solution
L1
/ 57
al
5
E
24 D
4>
ry
‘ A B
—8 -7 -6 -5 —a -3 -2 -1 u 2 3 a B 6 7 8 x
1
_5 E
s
—al
s
sl

1) Déterminons la nature de OBD.

zgp— zp _4-2-2i _ 2-2i __ i(-2-2Q) _
z9—-zp  0-2-2i -2-2i = -2-2i

=1 \donc le triangle OBD est un triangle rectangle et isocele en D\

2) Déterminons la nature de OEAF
Zy —zp=2-1-iW3=1-i3
zg — zp=1-iW3-0=1-i3

IDonc OEAF est un parallélogramme).

l\/—ll\/—

(04, EF) = arg(ZE F )= arg( v3_ 3= arg(iv3) = Z (Zn)

) =arg(-

(04, EF) = g(zm donc (OA) L (EF).

Donc OEAF est un parallélogramme qui a ses diagonales perpendiculaires d’ou

OEAF est un losange .
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3) Détermination de I’argument

ol

Posons 6 = (i, OM) (2r) =argz. Doncargz=0 .

argz = 0

Soit z un nombre complexe non nul tel quez=x+1iy.Ona: { B .
z =x+1y
Re(z)

X =OM cos 6 or OM = |z| donc x = |z|cos 6 d’oticos O == .or x = Re(z) donc cos 8 = i

|z|

Re(2)

on obtient: cos @ = i

Im(z)

|z]

y=0Msin 8 or OM = |z| doncy = |z|sin & d’ousinf = % .0ry=1Im(z) doncsin 6 =

Im(z)

|z

on obtient: sin 0 =

Re) g sin g = @

|z| |z|

Finalementona: cos@ =

Ces deux formules permettent de déterminer @ qui représente I’argument de z .

Exercice d’application

Déterminer [’argument de z -

Dz=1+] 2z=-1+i2 3z=-V3+i Hz=14i2
— . N\2 . \4 _(—\/§+i)3

5)z=(—V3 + i)?(1 + i) 6) ="

Solution

Dz=1+i

z=1+1 Soit 8 l'argument de z .

Re(z) =1 Im(z) =1 |z = V12 +12=+/2
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cosezﬂ
cosg=Re@ -1 _ 2 sing=" -1 _ V2 4y 2
|z| V2 2 |z| 2 2 , V2
sm0=7
Donc @ =7 . Ona: arg(L+i)=7 (2m)
z=-14+ il
2 2
z= -% + i? Soit 8 ['argument de z .
R@ =2 Im@)= L 2= J- 2+ Q=1
-1
_1 V3 cos0 = —
CosB:RT(lz): 2 —% sinezhﬁz): n =§ d’ou \/25
z “ sin@ = =
Donc 6 =m—==2"0na: arg(-% + i) =2" (2m)
T3 T3 - angt-; 2/ =3 el
3)z=-V3+i
z=-/3+i Soit 6 I’argument de z .
Re(z) =-+3 Im(z) =1 |z|=\/(—\/§)2+12:\/1:2
cosez—ﬁ
cosg=Re@ -3 _ 3 sing="20 =11 pon 2
|z| 2 2 |z 2 2 , 1
smB—E
Donc 0:11—%:5?" Ona:arg(-\/§+i):5?"(2n)
Hz==-+ i—
==+ ? Soit 6 [’argument de z .
Re(z):% Im(z):‘/2—§ |z|:\/(%)2 _|_(\/2_§ 2=1
1
1 V3 cos 0 = =
Cosg=R2 -z 1 png=m@ - 2 B 4y 2
|z| 1 2 |z| 1 2 sinezﬁ
2

_ T . 1 3 _T
Donc 6 = 3 Ona: arg(z + |7)-; (2m)

5)z=(—V3 + i)2(1 + i)*
z=(=V3 + i)*(1 +i)*
argz=arg((—v3 + i)?(1 + i)*)=arg(—V3 + i)*+ arg(1 + i)*
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=2arg(—+v3 + i) +4arg(1+i)

=20+ 4P =7

arg((— V3 + )2(1 + )*) =2 (2m) .

I GRERAD)
6)z= (1+i)2

— (-V3+1i)3

z (1+1i)?

(-V3+i)®

(1+i)2 ) = arg((— V3 + i)3) -arg((1 + i)z)

argz = arg(
=3arg(—+v3 + i)-2arg(l + i)

=3() - 2() = 2n(2m) = 0 (2m)

4) Formule trigonométrique d’un nombre copmlexe

Soit z un nombre complexe non nul d’argument .

On appelle forme trigonométrique de z I’écriture 7 = |z|(cos @ +isin @) .
Remarque

z=x+iy et argz= .0Or x=0OMcos 0 =|z|cos@ et y=0OMsin@ =|z|sin O

doncz=x+iy =|z|cos@ +i|z|sin@ = |z|(cosO +isinB).

On obtient cette écriture : z = |z|( cos @ + isin @) appelée écriture trigonométrique de z .

Exercice d’application

Donner la forme trigonométrique de z :

)2=-+3 + i 2)z=1+] 3z=—2
4)z:%+i‘/2—§ 5)2:-%+i§ 6)z=1+cosf +isind , 6 € [0;2m[

7)z=-sinf® +icosH
Solution

Donnons la forme trigonometrique de z :
1)z=—+v3 + i

|—\/§ + i|=2 et arg(—+v3 + i) = 5?”(ZH)

z=—+3 +i =2(coss?” +isin5§)

2)z=1+Ii

|1+ il=v2 et arg(l + i) = 7 (2m)
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z=1+ i =V2(cos; +isin7)

-z
1-1i

I e P
=T -G -1 donc |

3)z=

-2

1 -1

-z

1 -1

|=1

arg(l_—_ﬁi) =arg(-V2) —arg(1—1i).
arg(vV2)= w(2n) et argl—i)=arg(1 +1)=-arg(l +i)= % (2m)

arg(—2 ) =arg(v2) —arg(1—i) = n— (- H=n + 2 == 2m) === (2n)

-2 -3
arg(—) ==~ (2m).
-z | _ —VZ\_ —3nm
=1 et ang)==" @2m).
;=2 =1( cos (—Z) + i sin( —2))|.
1 -1 4 4
1. .3
4)Z—E+|7
1 . V3 _ 1 .3 _ T
|E+ l7 |—1 et arg(5+|7)—§(2n)
7=21 i = 1(cosZ +isin®)
2 2 3 3
5= 14 i
1 V3| 1, V3, _2m
—st i |=1 et arg(- o+ i)=— (2m)
= -§+ i?z 1(cosZT” +isin27”).

6)z=1+cos@+isin@ , 8 € [0;2m|

|1 + cosO + isin6 | = /(1+cos0)2+ (sind)2= V2+2cosh = J2(1 + cos 8)

~ |2 x2osd) = [4(eos) =2 |cos?
= (cosz) = (cosz) =2 |cos 3

|1 + cos@ + isinf | =2 |cosg|

ler cas:

) 0
Si == Z alors cos==cos= =0
2 2 2 2

Donc z=0 .
2eme cas :
. 0 0
Si— € [0;7[ alors cos~ >0
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lz| = 2cos§ . Re(z)=1+cos 6 Im (z) =sin 6

Soit x [’argument de z .

0.2
__ Re(2) 1+ cos@ 2(cos3) ]
COS X = = T — 5— = COS —
|z| 2 cos — 2 cos— 2
2 2
0 . 0
. Im(z) sin @ 2cos2siny )
SIN X = = T = ] =SIn -
|z 2 cos— 2 cos— 2
2 2
6
Donc x = i

. 0 6 . . 0
Z:1+C089+ISII’19ZZCOSE(COS; +|S|n;)

3eme cas:

0 0
Si— € ]; n[ alors cos~< 0

0 .
|z| =-2cos; . Re(z)=1+cos6 Im (z) =sin 6
Soit x I’argument de z .
0 2
Re(z)  1+cosf 2(cos3) 6
oS X = = — = 2 = — (oS-
|z| - 2cos— 2cos~ 2
2 2
Im(z) in 6 2 cos 22 sin2 0
- m(z sin ) ) -
sinx = = — = A2 —=-3sin-
|z| 2cos > —2cos 2

0
Doncx:n+5 .

z=1+cosf +isiné :-Zcosg (cos(n+§) +isin(n+§))

7)z=-sin@® +icosB

|—sin® + icosB| =+ (—sinB)?+ (cosB)? = /(sinh )2+ (cos)?=+V1=1
lz| =1 Re(z) =-sin 6 Im(z) = cos 6

Soit x I’argument de z .

R —sing .

cosx = Re@ _Zsinb _ _ing
|z] 1

. I 0

sinx = M@ _ 050 _ 15
|z] 1

Donc x= §+ ]

=-sin6 +icosf =1(cosC+ 6) +isin(C+ 6))

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 125



Exercice d’application
Onpose:z; = V6 + iV2 ; Z,=1 +i z= =

1) Donner la forme trigonométrique de z

2) Donner la forme algébrique de z

3) En déduire cos — etsin — .
12 12

Solution

1) Donnons la forme trigonométrique de z

Z1 = V6 + IV2 ; Z, =1 +1i ; sz—l

2

_ Z_1_|Z1|_@_2\/E_ _
|z| = zZ__|22|_«/E__x/5_2 donc |z| =2.

argz = arg(j—:) = argz, - argz,

argz, =arg (1 +i) = % (2m)

Déterminons argz, = arg (V6 + iv2)

z7=V6+ iV2 |zl= V6+ iv2 |=2V2
Re(z))=v6 ; Im(z)) = V2 |zl=2V2
Soit x I’argument de z; .

Re(z) _ V6 V3

lz| ~ 2v2 2

COS X =

Im(z) _ V2 1

SN = = a2~ 2

Donc x = % d’ou argz, = arg (V6 + iV2)= % (2m)

o1l

argz = arg(j—;) =argz; - argz,== - - =-—(2m)

lzl=2 et argz=-— donc z=2(cos( -) +isin(— ).

2) Donnons la forme algébrique de z

zl=\/€+i\/§; Z, =1 +1i ; zzz—l
2
oz N6+ ivV2  (Ve+ iv2)1 —i) x/€+x/7+ N2 -6
T LT T 1+ T +rha-i) | 2 T2
Donc z:‘/g;ﬁ+ iﬁ;\/g

; - T - T
3) Déduisons cos — etsin — .
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5 :\/EJ;\/E_I_ iﬁ;\/g

z=2(cos( -%) +isin(—1—nz))

T |

donc 2( cos( -—) +isin(— —)) = + i

d’ou par indentification

2cos( - %)= Y2 ot ogip(— By=YEE
12 2 12
L T _ V6++2 .o _ V62
On obtient : cos— = —, sin— =
Propriété
» L’ensemble des points M tels que (W’,Mﬁ) = 0 (2m) estladroite (AB) privée du segment
[AB].
» L’ensemble des points M tels que (W,W) = 0 (mr) estladroite (AB) privée des points A et
B.
> L’ensemble des points M tels que (MA,MB ) = m (2m) est le segment [AB] privé des points A
et B.
> L’ensemble des points M tels que (MA,MB ) = g (r) est le cercle de diamétre [AB] privé des
points AetB .

Exercice d’application

Soit z un nombre complexe tel que z # 1 . On considére le nombre complexe z' défini par :

y_z+1

avec M(z), M'(z"), A(1)et B(-1).

1) Interpréter géométriquement arg z' pour z + letz # -1.

2) Déterminer et représenter [’ensemble des points M tels que :
a)z' € IR b)z" €ilR

Solution

1) Interprétons géomeétriqguement arg z' pour z # letz # -1.

z:zz_l1 arg z' arg( = D = arg( ‘ZB)_(MAMB)(Zn)

(1)

Donc argz’ = (Wﬁ)‘ :

2) Déterminons et représentons I’ensemble ( E) des points M tels que :
a)z' € IR

z'€IR <=> z' =0 ou argz =0(n)

_ z+1 _ 7 A A _
<=> — =0 ou(MAMB) =0(n)
<=>z+1=0etz-1#0 =0 ou (MAMB) =0()

<=>7z=-letz#1 =0 ou(MAMB) =0(n)

Si z=-1 alors z' =0 € IR donc B € (E).
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Si z=1 alors 2z' n’existepas donc A n’appartient pasa (E).

IL’ensemble ( E) des points M tels que z' € IR est la droite (AB) privé du point A d’affixe 1| .

2) Déterminons et représentons I’ensemble ( F) des points M tels que
b)z' €ilR

z €ilR <=> z' =0 ou argz :g(n)

_ z+1 _ = T _ T
<=> — =0 ou (MA MB) == (m)
<=>7z+1=0etz-1#0 =0 ou (MAME) =Z(n)

<=>z=-letz#1 =0 ou(MAMB) = (n)

Si z=-1 alors z' =0 € ilR donc B € (F).

Si z=1 alors z' n’existepas donc A n’appartient pas a (F).

L’ensemble ( F) des points M tels que z' €i IR est le cercle de diamétre [AB] privé du point A
d’affixe 1|.

RAPPEL

1) (a+b)" = YjoCkankbk

n!

Sy AvecO<p <n,C%=1, C"=1¢e Cl=n

2) Ch =

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 128



5)Formule de Moivre

Pout tout nombre réel x et pour tout entier relatif n, on a:

> (cosx +isinx)™=cosnx+isinnx
» (cosx—isinx)™=cosnx- isinnx

APPLICATION DE LA FORMULE DE MOIVRE

La formule de Moivre permet de calculer cos nx et sin nx en fonction des puissances de cos x et sin X .
(cos x +isinx)™ =cosnx +isin nx

D’ou ’on obtient:

» cosnx= Re[(cosx +isinx)"]
» sinnx= Im[(cosx +isinx)"]

FORMULES

Ces formules permettent de calculer :

1) cos nx en fonction des puissances de cos X .
2) sin nx en fonction des puissances de sin X .

cosnx = CY cos™x — C?% cos™ 2% xsin®> x + Cp cos™* xsin* x — C§ cos™ ® xsin® x +..........

n-5 5

sinnx = C} cos™ laxsinx — C3 cos™ 3 xsin3x + C3 cos™ 5 xsin®> x — C] cos™ 7 xsin” x +....
Exercice d’application

1) Exprimer cos 3x en fonction de cos x

2) Exprimer sin 3x en fonction de sin x

3) Exprimer cos 5x en fonction de cos x

4) Exprimer sin 5x en fonction de sin x

Solution

1) Exprimons cos 3x en fonction de cos X

cos 3x = CIcos3x — CZ cos xsin® x = cos® x — 3 cos xsin? x

=cos3x —3cosx (1 — cos?x) =cos®x —3cosx +3 cos? x =4cos®x — 3 cos x

lcos 3x = 4cos® x — 3 cos x| .

2) Exprimons sin 3x en fonction de sin x
sin 3x = Cicos? xsin x — C3cos® xsin® x = 3cos? xsinx — sindx

=3(1-sin?x)sinx — sin®x = 3sinx - 3sin® x - sin3 x = -4sin®x + 3sinx

sin 3x = - 4sin® x +3sinx .

3) Exprimons cos 5x en fonction de cos x

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 129



Cos 5x = Cdcos® x — CZcos® xsin? x + Cicos xsin* x
= cos® x - 10cos® xsin? x + 5 cos xsin* x
=cos® x - 10cos® x(1 — cos? x) + 5 cos x(1 — cos? x) ?
= cos® x -10cos® x + 11lcos* x +5c0s x - 10cos® x + 5cos® x

= 16cos® x - 20cos® x + 5c0s X

lcos 5x = 16cos® x - 20cos3 x +5c0s X .

_4) Exprimons sin 5x en fonction de sin x
sin 5x = C2cos* xsin x — C3cos? xsin® x + C2 sin® x
= 5cos* xsinx - 10cos? xsin® x + sin® x
=5(1 — sin? x)?sinx —10(1 - sin®x) sin® x + sin® x

=16sin® x - 20sin3 x + 5sin X

sin 5x = 16sin® x - 20sin3 x + 5sin x| .

6) Forme exponentielle d’un nombre complexe

a)NOATATION

Onpose cosXx+isinx=e® |, cosx-isinx=e i*
Exemple

1) cos 2x + i sin 2x = e?*

2) cos 5x - i sin 5x = e ~5*

3) cos10 x + i sin10 x = g0

b) Forme exponentielle d’un nombre complexe

Soit 7 un nombre complexe non nul d’argument 0 . On appelle forme exponentielle de 7 I’écriture
z=|z|e®.

Remarque

L’écriture trigonométrique de 7 est 7 = |z|(cos 0 + i sin 0) .

Orcos 0 +isin@=e" donc onobtient z=|z|e.

L’écriture 7 = | z|e" est appelée la forme exponentielle du nombre complexe z .

Exercice d’application

Donner la forme exponentielle de z

<|

Nz=-+3 + i 2)z=1+] Yz=1+ i Hz=-14+i2

5)z=1+iV3 6)z=-vV6+ iV2
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Solution

Donner la forme exponentielle de z
Nz=—-vV3 +i

|-V3 +i|=2 et arg(—V3 + i) = 5;”(2”)

5T
z7=—+/3 + i =2e'c

2)z=1+i

|1+ il =v2 et arg(l + i) = 7 (2m)

7=1 + i =+2e' .

=148
2 2
1 . V3 1, .V3
S+ i |= et arg(s+ i—-)== (2m)
_1, V3 _ iz
z=-+1— = les
Az=-14i8
2 2
1 3 | _ 1, .vV3,_2m
|_E+ l? |—1 et arg(-5+|7)—?(2n)
2m
7= -%+i?=1e‘3
5)z=1+iV3

lz| = |1 + V3] = /12+(\/§)2=\/Z=2

Soit 6 [’argument de z

cosfh = = sing=L donco==C
2 2 3

7=1+iV3 =2e'

6)z=-V6+ iV2

lz| = |-V6 + iV2| = \/(—\/€)2+ (V2)2 = 2v2

Soit 6 [’argument de z

—V3 . 1 2
cosg = =3 sinf=- doncO =p— =2
2 2 3 3

2]
7=-v6+ iV2 =22 e'3
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Propriété
Pour tous nombres réels 8,0, et 8, ,ona:
> ei01 X ei02 — ei(91+92)

et i6,-0
> 7 = el(01-62)
1 _ e
> w= €

> (e =¢P vpe Z

7) Formules d’Euler

Pour tout nombre réel 8 et pour tout entier relatif n, on a :

117} —if
> cos@ = ﬁ
> sing = Z—"— i‘%"’ »
> cosn@ = ﬁ
> sinn@ = %
Démonstration
Ona : cos@+isind=e® (1) , cos@-isingd=e"f (2
En faisant la somme de (1) et (2), on obtient: 2cos @ =e® +e® doncos @ = @
ei@_ e—i@

En faisant la différence de (1) et (2), on obtient : 2isin® =e® -e~ dousing = —

Exemple
1) coS 3X = ei3x 4 g—i3x 2) sin 5x = eisx_ g—isx
2 2i
i10x + —i10x ] i —ix
3) cos 10x = 2 29 4) sinx =" Zie

8) Linéarisation

O n peut transformer un polynéme en cos X et en sin x en une somme de cosinus et de sinus des
multiples de x. On dit qu’on linéarise le polynome donné.

9) Formules de linéarisation

Pour tout nombre réel 8 et pour tout entier naturel n, on a:

> cos" 0 = (—ew +2e—i0)n
> sinng = (ST
Exercice d’application
Linéariser

1) cos3 x 2) sin3 x 3) cos* x 4) cos® x

Solution
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1)Linérisons cos3 x

elX 4 p—ix

COSX= ———

COS3 X = (eix + e—ix)3 _ el3Xy 3pl2Xg—ixy 3 olx g—i2Xy o—i3X _ ei3X 4 3plXy 3p—ixy o—i3X
B 2 8 8
_(eB*+e7B%)+3(e*+e¥) _ 2cos3x + 3(2cosx) _ 2c0S3X + 6C0SX

1 3
= = = =-cos3x +=-cosx
8 8 8 4 4

3 _ 1 3
coS® x = Zc053x+zcosx

2) Linérisons sin3 x

A eix_ e—ix
SInX = -
21
. 3 eix_ e—ix 3 eisx_ 3ei2xe—ix+ 3 eix e—izx_ e—isx ei3x_ 3eix+ 3e—ix_ e—i3x
sinx = ( —)° = , =
20 —8i 8
ei3X_ o=i3X)_ 3(ol¥_p=ix) 2isin3x — 3(2isinx) 2sin3x — 6sinx 1. 3 .
=( ) . = : = =- -sin3x +-sinx
—-8i —-8i -8 4 4
. 1 . 3 .
Sln3x = - ZSln3x+ZSlnx .

3) Linéarisons cos* x

Onposez=cosx+ isinx. Donczz=1

1 _ 1 + z
Ona:z== et Z= -. Ona: cosx=22

V4 z 2

zZ+ Z 1 _ _ _ _
cos*x = ( > )t = 1—6[sz4+ Ciz3Z + C2z%7Z% + C3zz3 + Ciz*]

= 116 [2% + 4737 + 6227% + 4272° + 47%]
==[(z*+ 7 + 4(z* + 72) + 6]
z* + 7% =2 cos 4x z2 + 72 =2cos 2x

cos‘*x=1i6 (2cos4x +4(2cos2x) +6)= 1—16 (2cos4x + 8cos 2x +6)=%cos4x+ %c052x+ g

1 1 3
costx = Ecos4x+ Ecos2x+ a

4) Linéarisons cos® x

Onposez=cosx+ isinx. Donczz=1

1 _ 1 +z
Ona:z== et Z = -. Ona: cosx=2-=
z z 2
+ z 1 _ _ _ _ _ —
cosbx = (2 > = )6 = = [Cz° + Caz°z + Cz*2% + C32°7° + (22 + (§2°2° + (gz2°)

= 6—14 [26 + 62z% + 1522 + 20 + 1522 + 67* + 7°]

=—[(z° +2°) + 15(z2 + 22) + 6(z* + z*) + 20]
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7% + 7% = 2cos 6x 7% + 7% = 2cos 2x z*¥ + 7% = 2 cos 4x

cos® x = i [(2cos 6x) + 15(2 cos 2x) + 6(2cos4x) + 20] = %cos 6x + %cos 4x +
1532cos2x+ 516

6, _1 3 15 35
cos®x = —cos6x + —cos4x+ —cos2x+ —

Propriété

Pout tout nombreréel 8 ,ona:

, o if
> 1+ e =2cosEe‘2
‘)

i . . 0 iz
> 1- e = 2isin 5 ez
Propriété
Pour tous nombres réels aeth,ona:
. ; - b ..a+ b
> el + et = 2cos(aT)e'( 2 )
. . L. _ b ..a+ b
> el®— elb = —lem(aT)e‘( 2 )

Propriété

Soient M et A deux points d’affixes respectices 7 et Z, .

L’ensemble des points M tels que |z — z4] =R ,R> 0 est le cercle de centre A et de rayon R .
Exemple

L’ensemble des points M tels que |z — 1 + 2i| = 5 est le cercle de centre A d’affixe 1 — 2i et de rayon 5 .

Propriété : Affixe du barycentre de n points

Soient Al(ZA1)! AZ(ZAZ)'A3(ZA3) .An(ZAn) .
Soientay ,a, , 3,04 ... .. v o .... @, des nombres réelstels que a; + a, + az + ay ... ... +a,#0 .

L’affixe G du barycentre du systéme de points pondérés {(A, ay); (A3, a3); (A3, a3); ; (A, an)}

a12A1+azzA2+ ngA3+ tan zy,

est. Z =
G a1 +taztaz + + ap

Zp+ Zp

» L’affixe du milieu du segment [AB] est

> L’affixe du centre de gravité d’un triangle ABC est Z4+ zg+ z¢

Exemple

2Z4 + 5zp

1) Laffixe de G barycentre de {(4,2);(B,5)} est z; = -

2Z4 + 5zp+4zc¢
11

2) L affixe de G barycentre de {(A,2);(B,5);(C,4)} est z; =
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IV) Racine nieme d’un nombre complexe

1) Définition
Soient n € N* et Z un nombre complexe . On appelle racine niéme de Z tout nombre complexe z
telquez" =2Z.

2) Racine niéme d’un nombre complexe U non nul

Soit I’équation z" = U avec U € C* .

Le nombre complexe U admet n racines niéme de la forme :

argU 2km

ze= VU T ") aveck=01234,  n-l

Les points images de zg, Z1, Z3,Z3,ece00eceenne veee s Zy _1 Sont les n sommets d’un polygone régulier
inscrit dans le cercle de centre O et de rayon R =}/ |U| .

Soient My, M4, My, M3,... ... ,M, _1 les pointsimages respectives de zg, z1, 22,23, o0 »Zp_1 -
Ona:OM, =OM, =OM, =......... =OM,_; =Y/IU[ et (OMy,0My;y) = = (2m)

La somme des racines niéme d’un nombre complexe U est égal a 0 c'est-a-dire :
Zo+ Z1+ Zy + Zgt.eennnnns coes +Zn_1:O.
Proprieté

Soit I’équation z" = 1 ,n € N* . Les racines niéme de 1 sont les nombres complexes de la forme :

2km
z,=en avec k =0,1,2,3,4, n-1

Les racines nieme de 1 sont aussi appelées les racines niéme de l’unité .

Exercice d’application

Résoudre dans € les équations suivantes et placer dans le plan complexe les points images des solutions :
1)z3=1 )z =1 3zi=1-i

4) z° = 42(-1+1)

Solution

1)Résolvons I’équation z3 = 1

.2km

z3 =1, les solutions sont les nombres complexes z, = e"3  aveck=0,1,2

.2X0XTT

zo=¢e" 3 =e®=cos0+ isin0=1 |donc z, = 1

L2X1XTT 2_77.' 21 .. 2T 1 .\/§ 1 \/§

zi=¢e" 3 =e3 =cos—+ isin==--+ i=donc z; =— - + i—
3 3 2 2 2 2

L2X2XTT -4TC 41T . . 4T 1 .\/§ 1 \/5
z,=e 3 =e'3 = cos—+ isin—=--- i==(donc z, =—-— i—
3 3 2 2 2 2
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1 .V3 1 . V3 . , .
zZog= 1,21 =— ;t l% et z, = — 7= l\/z—— sont les solutions de I’équation z3 = 1

On pose : — % + i? =j. Ondit que les racines cubiquesde 1 sont1, j et j .

Les propriétés de j sont les suivantes : j= j* et 1+j+j% =0.

My, M, M,les points images respectives de z, ,z, et z, sont les sommets d’un triangle équilatéral .

2,
-8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 —E\L%(i_/{ 2 3 4 5 6 7 8 x
2
— 2
_3,
_4,
_5,
_6,

2)Résolvons I’équation z* = 1

.2km
z* =1, les solutions sont les nombres complexes z, = e"+  aveck=0,1,2,3

.2X0XTT

zo= e+ =e%=cos0+ isin0=1 donc z, = 1
2X1XTT v 4
zy=e + =€z =cost+isinZ=idonc oz = i
j2xexm . L
Z,= e + =e™ = cosm+ isinm=-1 donc z, = —1
L2X3XTT l3_71' 37T . . 31 . .
Z3 = e 4 =e 2 :cos7+|sm7:-|donc Zz3 = — |
Zo= 1,z,=i,2z,=—1 et z3 = —i sontles solutions de ’équation z* = 1 .

My, M, M,et Mles points images respectives de zq , 24 , Z, €t z3 sont les sommets d’un carré .
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y!
5.
4.
3
5.
&
"8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 —RM 2 3 4 5 6 7 8
_5
_3
_a
_5
_6

3)Résolvons z3 =1 — i

i( arg (1 — i) 2km

z3 =1—1i , lessolutions sont les nombres complexes z, = /|1 —ile s t3) aveck=0,1,2

arg(1-i) =arg(T+ 1 = — = 2m) et |1 —il=+2
., =TT 2X0XTT LT . TT
VV2ellz* 75 = YV2e iz donc z,=YV2e i
., =TT 2X1XTT 7T 7T
7, = Y22t T3 ) = YV2ez donc z = VV2e'n
. =T 2X2XT. .15T .157
z, = YV2e(zt 75 = YV2e'nz donc z, = VV2e'iz

Zy

3 — i 3 Lk 3 il . , .
Zg=VV2e iz ,z;=VV2e'z et z,=VV2e" "1z sontles solutions de I’équation z

3=1-1i.

My, M4, M, points images respectives de zq ,z4 , Z, sont les sommets d’un triangle inscrit dans le

cercle de centre O et de rayon R = 3\/ V2 .

4)Résolvons z® = 42(—1 + i)

4) z° = 4y/2(—1+ i) les solutions sont les nombres complexes

arg (&V2(—1+i) , 2km

z = 6\/|4\/§(_1 +0)]e'™ ¢ *6) aveck=012345

|[4V2(-1+1) | 4V2|-1+i| =8

arg(4vV2(—1+i) =arg(4v2) + arg(-1+i)= 0+ %’T = %” (2m)

2k

2 = V2e'Gt 5 aveck=0,1,2,34,5
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L’équation z° = 4N/2(—1 + i) admet six solutions zq, z4, Z,, Z3, Z4 et zs correspondant
respectivement aux valeurs 0,1, 2, 3,4, 5de k..

My, M, M,, M3, M, et M5 points images respectives de zy , 24 , Z,, Z3, Z4 et zs sont les sommets

d’un hexagone régulier inscrit dans le cercle de centre O et de rayon R =+/2 .

Propriété

Soit I’équation z" = U ,U € €*.Si un nombre complexe ¢ est une racine nieme de U alors on
obtient

toutes les racines nieme de U en multipliant par c les racines niemes de 1

2k
C'est-a-dire z" =U ,si c" =U alors z,=ce"n  aveck=0,1,234, n-1.

Exercice d’application

1) Soit I’équation z3 = 8i .

Calculer ( —2i)3 et en déduire les solutions de cette équation .
2) Soit I’équation z* = (5 + 4i)* .

Calculer (5 + 4i)* eten déduire les solutions de cette équation .
Solution

1) Soit ’équation z3 = 8i .

(—2i)® =-8 xi=38i .Lesracines cubiquesde 1sont1,jetj .

Les solutions de /’équation z® =8i sont: -2ix1, —2i Xj et —2iX J .

Les racines cubiques de 8i sont: -2i, -2ixj et -2ix j .

2) Soit ’équation z* = (5 + 4i)* .
(5 + 4i)* = (5+ 4i)* donc 5 + 4i est solution de I’équation .
Les racines quatriemesde 1sont: 1,i,-1et—i.

Les solutions de I’équation z* = (5 + 4i)* sont : 5+ 3ix 1,5+ 3ix i, 5+ 3ix —1 et 5+ 3ix —i

‘ Les solutions de I’équation z* = (5 + 4i)* sont: 5+3i ,-3+5i,-5-3iet3-5i.

2) Egquations dans €
a) Equationdutypez? =U, U €C

Résolution par la méthode trigonomeétrigue

L’équation z> = U admet deux solutions :

argU argU

zo= +/|Ule' 2 et zy= — J|Ule' 2
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Résolution par la méthode algébrique

Soit I’équation z*> =U (E)

Posons z = x +iy. Résoudre dans € I’équation z* = U revient a résoudre dans IR x IR le systéme

suivant :

x> + y*= |U|
x* — y> = Re (U)
2xy =Im(U)

Démonstration
Soit I’équation z> = U Posonsz=x+iy.
22 =U => |2%| = |U| => |z = U] => |x+iyl>= [U] =>(/xZ+ yD)? = |U]

Donc x*+ y2= |U]

z2 =U => (x+ iy)? =U => x*+ 2ixy+ y?> =U =>2x2+ y2+2xy =U

Donc  x?>+ y*> = Re(U) et 2xy= Im(U)

Exercice d’application

Soit ’équation z> =1+i (E)

1) Résoudre par la méthode trigonométrique puis par la méthode algébrique I’équation ( E) .

2) En déduire cosg et sin g .
Solution

Soit équation z* =1+i (E)

1) Résolvons par la méthode trigonomeétrique I’équation ( E) .

z2 =1+ . 1+il =2 arg(1+i)=§(2n)

Les solutions de I’équation (E) . z, = VV2e's et zy = — VV2e's

1) Résolvons par la méthode algébrique I’équation ( E) .

z2 =1+i , |[1+il=+2 Re(1+i)=1 et Im(1+i)=1

Posonsz = x + iy . Résoudre dans € [’équation z*> =1+ i revient a résoudre dans IR x IR le

systeme suivant :

x2 + y2= V2 Det x2 - y2=1 (2
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En additionnant (1) et (2) , on obtient : 2x2 = 1 + V2

2 _ _ 2 _ 1+v2 o _ _Vi+y2 _ V1+v2
2x2 =142 == x° = > = x= i ou X = =
Ona: 2xy =1
. N1+42 _ V2
Si x= N alors y—21+\/E
L, Vi1+V2 _ V2
Si x = N alors y = T
. . 1+vV2 | . V2 1+vV2 . V2
5 . — + = — -
Les solutions de l’équation (E) . z, 7z i i et z, 7z I .
2) Déduisons cosg et sin g .
. 3 T s N1+V2Z o 2 . _ iz
Ona:cosc>0 et sing>0 doi z9= =+ i —=— = zo= VV2e's
1++2 . V2 _ T, .. T
5t i— —\/\/E(COSB-l-lSLTlS) donc
1+vV2  _ T V2 _ .
7 —\/\/ECOSE et . —\/\/Esmg
Apres calcul , on trouve : cos = = Y2 * V2 et sin® = Y2- 2
8 2 8 2
COSE = 2 + V2 et Sinz = 2;\/2
8 2 8 2

Ona: tang =42-1

b) Equation du second degré dans €

On appelle équation du second degré dans € toute équation de la formeaz? +bz+c=0 avec

aeC*,belC etcel .

Résolution de ’équation a z® + bz +c=0

Pour résolution ’équation a z* + bz + ¢ = 0, on peut procéder comme suit :
1) On calcule le discriminant A = b? - 4ac.

2) On détermine ¢ défini par a*= A puis on calcule les deux solutions z; et z, définies par :

-b-o _ —-b +o0
et Z; =
2a 2a

Zq =

3)SiA=0 alors I’équation admet une solution double z, = % .
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Méthode de détermination de o

Soit A= b? - 4ac .
1)SiA >0 alors o = VA .

2)SiA <0 alors o =iv-A.

x? + y?=|A|
3) Si A n’appartient pas a IR alors 0 =X + iy avec x* — y>= Re(d) .
2xy =Im(A)
Exercice d’application
1) Résoudre dans €' les équations suivantes :
a)iz?+(1-5i)z+6i-2=0 b)z?-4z+5=0 C)-z2-3z+4=0

2) Soit I’équation (E ): z3 -3iz? -(3-i)z+2+2i=0
Résoudre I’équation ( E ) sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure .

3) Soit I’équation (E): z3+ z3 +z-3=0

Résoudre I’équation ( E ) sachant qu’elle admet une solution réelle.
Solution
1) Résolvons dans €' les équations suivantes :
a)iz?+(1-5i)z+6i-2=0
A= b% - 4ac = (1-5i)? - 4i(6i—2) =-2i . Donc

X%+ yr= |-2i| =2
x> — y2= 0
2xy = -2

A n’appartient pas a IR alors 6 =X + iy avec

x2+ y2= 2 (1) et x? — y?2= 0 (2) .Enadditionnant (1) et (2), ona :2x*=2

Donc x2=1cequientrainex=1 ou x= -1 . Or 2xy = -2
Six=1alors y= -1 . Six=-1 alorsy =1
Ona: o=1-i ou o=-1+Ii

Quelque soit le o que vous prenez, vous aurez les mémes solutions

Jeprendso =1 -1 .

2, = —l;;a _ - (1—521'2—(1—0 —i+3 et z, = —b2; o _- (1—5;): a-b _,
Les solutions de ’équation sont 1 +3 et 2 . S ={i+3;2}
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b)z2-4z+5=0

A= b? - 4ac = (—4)? - 4x1x5 =-4 . DoncA <0 alors o =i /—(—4) =2i.

2 = —i;;a: —(—42)—(2i):2 et oz, = —b2:a :—(—4;+(2i):2+i
‘ Les solutions de ’équation sont > 2 -i et 2+i . S={2-i;2+1i}

c)-z2-32+4=0

A= b2 - 4ac = (=3)2 -4x—1x4 =25 .Donc A >0 alors ¢ = 25 =5

‘ Les solutions de ’équation sont ©:1 et -4 . S ={1, -4}

2) Soit ’équation (E): z3 -3iz* -(3-i)z+2+2i=0
Résolvons I’équation ( E ) sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure .

Soit z, la solution imaginaire pure donc z, =ib avec b€ IR.

Z, estsolutionde (E)donc: (ib)® -3i(ib)? - (3—i)(ib) + 2+ 2i =0, en développant on ontient :

-b+2 +i(-b® +3b3-3b+2) =0cequientraine: -b+2=0(1) ou -b> +3b3-3b+2=0(2)

\ Avec (1)ona:b=2 et 2 estsolutionde (2). Donc z, = 2i

On peut aussi appliquer la méthode de HORNER pour factoriser le polynéme en z :
z3 -3iz?2 -(B-i)z+2+2i=(z+2(z%-iz-1+])
z2 —iz-14+i=0 A= b? - 4ac = (—i)? - 41)(-1+1i) =-4i+3

c=2 - z; = i-1 z, = 1

‘ Les solutions de ’équation sont - 21, i -1 et 1. S = {2i;i—1;1}

3) Soit ’équation (E): z3+ z3 +7-3=0
Résolvons ’équation ( E ) sachant qu’elle admet une solution réelle.

z3+ z3 +7-3=0 .Soit z, lasolution réelledoncz, = b avec be IR.

z, = 1.0n peut aussi appliquer la méthode de HORNER pour factoriser le polyndme en z :

z3+ z3 +7-3=(z-1)(2%+22+3)

z2427+3=0 A= b? - dac =(2)? - 4(1)(3) =-8. 0 =2V2i z = -1-iW2 z, =-1
+i/2
ILes solutions de I’équation sont: 1, -1-iW2Z et -1+ W2 . S={1,-1— iW2;-1+ ivV2 )

Collection Le Savant Cours Terminale S2

Page 142



V)Complexe et transformation du plan

1) Fonction dans € associée a une transformation u plan

Soit f: C-»C Soit F: P> P
z -f(z M(z) - M'(z")
f est une bijection de € dans C.
F est la transformation du plan associée a la bijection complexe f dans C'.

2) Transformations élémentaires du plan

Soient M, N, P et Q les points d’affixes respectives 7, Z , -2 €t -Z .

» La symétrie d’axe(OI) a pour écriture complexe z' = Z .
» La symétrie d’axe(0J) a pour écriture complexe z' = — 7 .
» Lasymétrie de centre O a pour écriture complexe z' = —z.

3)Translation

Toute transformation du plan d’écriture complexe z’ =z +b ,b € €, est une translation de vecteur
U d’affixe b .

Démonstration
ty  P-P

M(2) - tz (M) = M'(z")

t(My=M'  <=> &= MM <=> z3= 27—

Onpose: =zyz =b.
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Onobtient: b=2z"-z dou z'=z+Db.

Toute écriture complexe de laforme : z’ =z + b est une translation de vecteur U d’affixe b .
Exercice d’application

1) Donner la nature de la transformation du plan d’écriture complexe . z' =7 -3 + 2i.

2) Soit la translation de vecteur i d’affixe -2 + i . Donner son écriture complexe .

Solution

1) Donnons la nature de la transformation du plan d’écriture complexe . z' =z -3 + 2i.

1z'=z2-3+21 , b=-3+2i.

La transformation du plan est la translation de vecteur u d’affixe -3 + 2i .

2) Soit la translation de vecteur U d’affixe -2 + i . Donnons son écriture complexe .

Le vecteur U est d’affixe -2 +i doncb=-2+1i.

La translation de vecteur © d’affixe -2 + i est d’écriture complexe :z' =z -2 +i

4) Homothétie

Toute transformation du plan d’écriture complexez’ = az +b ,a€ IR\{0;1},be €, estune

homomthétie de rapport k = a et de centre @ fel que zo = — -
Démonstration
hQk : P-P
M (z) - h(Qk) (M)=M'(z")
hQk (My=M" <=> OM =kOM <=> zo.= Z. g
Zoi = Zegri = KZg <=>  zy — zp = K(zy— z9) . Orzy =2 ,zy = z

On obtient: z' -z, =k(z -z,) , z" -z7 =kz - kz, doncz' =kz+ (1-K)z, .

Posons k=a e b=(1-K)z, doncz’ =az+ b

b
—_ a )

k=a donch=(1-a)z, donc z, =

Toute transformation du plan d’écriture complexez' = az +b ,a€ IR\{0;1},be C,estune

homomthétie de rapport k = a et de centre Q tel que z, =
Exercice d’application
1) Donner la nature de la transformation du plan d’écriture complexe : z' =- % Z +3-6i.

2) Soit I’homothétie de rapport -2 et de centre A d affixe — 1 + i . Donner son écriture complexe .
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Solution

. i 1 .
1) Donnons la nature de la transformation du plan d’écriture complexe : z' =- 72 +3 - 6i.

b _ 3- 6i _ 3-6i

- 1, — 3
tme 1= 3

K=a=-> Db=3-6i. z5= =2 -4i .z,=2 —4i

. . 1 . . 1
La transformation du plan d’écriture complexe . z' =- X +3 - 6i est I’homothétie de rapport - 2

et de centre 2 d’affixe 2 —4i .

2) Soit I’homothétie de rapport -2 et de centre A d’affixe —1 + i . Donnons son écriture complexe .

k=a=-2, z=-1+i , b= -a)z =0 (-2)(-1+)=-3+3i ,b=-3+3i.

‘ L’homothétie de rapport -2 et de centre A d’affixe — 1 + i est d’écriture complexe :z' = -2z -3 +3i .

5)Rotation

Toute transformation du plan d’écriture complexez’ =az +b ,a€ C,|lal=1,b€e C estune

rotation d’angle 0 = arga (2m) et de centre R tel que z, = n f -

» Soitz' =az +b ,a€e C,|al =1,be Clécriture complexe de la rotation d’angle 0 et de
centre Q alorsa=e" et b=(1-a)z,.

Démonstration
rQee : P-r
M (z) = r(Q,0) (M)=M'(z"

OM = QM'

r(Q6) (M=M <=> {(W,W)=9

Zy1—Z
OM = OM' <=> |ZM— Z.Ql = |ZM,— Z_Ql <=> % =1 (1)
M—Z0
—_— — Z, 01— Z
(oM, oM’ ) = 9 <=> arg(-L—>) =49 (2)
ZM— Zg
Z, 01— 2 . ,
Daprés (1) et (2), ona: 2—2=1x eif =¢lf
ZM— Z
Z, 01— Z . ) ) )
—ZIZ[’—Z;Z:elg <=> Zyr — Zg :ele(ZM_ Zg) <=> Zy' — Zg = elG Zy - 616 Zg
Or Zy = z' WZy = Z . On obtient: z’ - Zg =eltz - eigZ!2 , Z' :€i92+(1-€i9)z_(2

Onpose: a=e® et b= (1-e)z,=(1-a)z, .
Onobtient:z' =az + b, a=e? et b=(1-a)z, .

Toute transformation du plan d’écriture complexez’ =az +b ,a€ C,|lal=1,be C, estune

rotation d’angle @ = arga (2m) et de centre 2 tel que z, = n f

Ona: a=e"? et b=(1-a)z,.
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Exercice d’application

1) Donner la nature de la transformation du plan d’écriture complexe : z' = % (1— iV3)z -/3+i.

. . B 2 , . , .
2) Soit la rotation d’angle - ?” et de centre A d’affixe — 2i . Donner son écriture complexe .
Solution

1) Donnons la nature de la transformation du plan d’écriture complexe : z' = % (1— iV3)z -V/3+i.

z'=-(1- iV3)z V3+i, a=(1- iV3), b=—V3+

- wW3e e [a- 3= J<§>2+ -D2=1

Donc cette transformation du plan est une rotation .

6 =arg(a) = arg; (1 — V3))= 2?"
b _ —V3+i

e i-da-w

Zn =

. . 1 . . . 2
La transformation du plan d’écriture complexe . z' = 2 (1 — iV3) z -V/3+i estla rotation d’angle ?n
et de centre centre 2 d’affixe 2i.

. . 2 . .
2) Soit la rotation d’angle - ?" et de centre A d’affixe — 2i . Donnons son écriture complexe .

0=-=, z3=2i, z =az+b,a=e" e b=(1-a)z .
3 2T
a=e® =¢™5 =-1- 2 p=(l-a)z =@-(1- 2)@)=-3i+V3.

Donc z’ =(—% — i\/z—g)z -3i++/3 .

. 2 . .
La rotation d’angle — ?n et de centre A d’affixe — 2i a pour écriture complexe :

7 =(—1 - i2)z-3i+v3 .

6) Similitude directe

On appelle similitude directe toute transformation du plan d’écriture complexe :
zZ =az+b ,ae C~b e C.
Les éléments caractéristiques de la similitude directe sont :

» Sonrapport: 1=|a|
» Son angle : 8 = arg(a) (2m)

» Soncentre :sia# 1 alors son centre est 2 tel que 2 =

1-a’
A, 0 et Q sontappelés les éléments caractéristiques de la similtude directe .

La similitude directe est souvent notée S .
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On dit S est la similitude directe de rapport A , d’angle 0 et de centre Q.

» Soit 2/ =az +b ,a€e C% b € C [Pécriture d’une similitude directe de rapport 1 ,
d’angle 0 et de centre Q alorsa=2e"® et b =(1-a)z, .

Remarque
Zg= ——— <=> b=(1-a)z, .
A=a| donc la|=42 , arg@) =0 dont a=2A x e'=2e'® .

Exercice d’application

1) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S d’écriture complexe -
zZ'=14+iz-2i.

2) Donner [’écriture complexe de la similitude directe de rapport 2 , d’angle - g et de centre Q d’affixe

1+,

Solution

1) Déterminons les éléments caractéristiques de la similitude directe S d’écriture complexe :
zZ =(1+iz-2i.

z' =(14+i)z-2i, a=1+i € C*,b=-2i € € doncS estune similitude directe .

A=la]l =|1+i] =2, 9:al’9(a)=arg(1+i):%(2n),zﬂ: b __-n o,

1-a 1- (1+)

Donc S est la similitude directe de rapport V2 , d’angle; et de centre Q d’affixe 2

2) Donnons écriture complexe de la similitude directe de rapport 2, d’angle - g et decentre Q d’affixe
1+ 1.

z =az+b,a=2"% etb=(01-a)z, .1=2, 9:-2 et zo=1+1i .

a=ae¥=2e5=1-i3 , b=1-(1-iV3))L+)=-v3+iV3

La similitude directe de rapport 2, d’angle - g et de centre Q d’affixe 1+ i est d’écriture complexe :

Z=(1-iV3)z- V3+iW3 .
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7)Nature d’une similitude directe

Soit la similitude directe S d’écriture complexez' =az +b ,ae C*b € C .

> Sia=1 alors lasimilitude directe S est la translation de vecteur U d’affixe b .On a son rapport
A =1,son angle @ =0 et la similitude directe S n’a pas de centre .

» Siae€ IR{0; 1} alors la similitude directe S est I’ homothétie de rapport k = a et de centre £ tel
que z, = ﬁ .OnasonrapportA=|al ,sonangle:08=0si k>0,0=msi k<0 etson

centre L est d’affixe

1-a

» Silal =1 alors lasimilitude directe S est la rotation d’angle 68 = arga (2m) et de centre Q tel
que zp = % .Onason rapport A =1, son angle @ =arg(a) et son centre £ est d’affixe
b

1-a’

» Silal # 1 alors lasimilitude directe S est la composition d’une rotation et d’une homothétie de
méme centre . S =hor =roh.

r est la rotation d’angle @ = arga (2m) et de centre  tel que z, =

h est I” homothétie de rapport k =|a| et de centre Q tel que z, =

-— a )

Son rapport est A = |a|, son angle angle @ =arg(a) et son centre Q est d’affixe

1-a
Propriété

Une similitude directe est soit une translation, soit une homothétie, soit une rotation , soit une
composition de rotation et d’homothétie de méme centre .

8) Points invariants d’une simlitude directe

» L’homothétie, la rotation et la composition d’une rotation et d’une homothétie de méme centre
sont des similitudes directes qui ont pour point invariant leur centre .
» La similitude directe qui n’a pas de points invariants est la translation de vecteur non nul .

Propriéeté
Soit la similitude directe S de rapport A , d’angle 0 et de centre 2 d’écriture complexe -
Z =az+b ,ae C*,b e C .
Ona: z — zp,= 2e¥%(z-z,).
Démonstration

Ona: z' =az+b (1), S(Q)=Q doncz, =az,+ b (2).

En faisant la difference de (1) et(2),ona:z' -z, = a(z-z,) donc a =2 %

Z—Zg

Z’ —Zn

=ld=21 @ ., ag(Z=2)=arg@=60 ().

Z—Zg
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D'aprés (3) et (4), ona 2 =)x el =j¢! |

Z—2Z0
! — . .
L2 — )¢9 donc z' — zy=Ae(z — zp)
Z—Z
Exemple

1) Soit la similitude directe S telleque z, — zp =2 eiZ(zC — Zg) .

Ona S(C)=4..=2 6=Z

e
S est la similitude directe de rapport 2, d’angle g et son centre est le point B .
L2TC
2) Soit la similitude directe Stelleque z; — zp =5e"3 (zz — zp) .
2
Ona S(F)=E. 1=, 9:?.

S est la similitude directe de rapport 5, d’angle 2?” et son centre est le point D .

9) Détermination d’une similitude a partir de ses éléments caractéristiques

a) A partir de deux points et de leurs images

Soit la similitude directe Stelleque S(A)=A" et S(B)=B' .

. . L. Z,—2
La similitude directe S est d’écriturecomplexe : 2 = az +b avec a=4+—E et b=z, — az,.
A~ 4B

Démonstration
z'=az+b ,S(A)=A" et S(B)=B'.
S(A)=A" donc z, = azyz+b (1), S(B)=B' zg = azz+b (2)

ZAI—ZBI

En faisant la difference de (1) et (2),ona z, — zgr = a(zy — zg) doua=

ZA— ZB
Zy = azg+b donc b=z, — az,.
Zgr—Zpgt
ZA— ZB

Donc z' =az +b avec a= et b=z, — az,.

b) A partir de son _centre, d’un point et son image

Soit la similitude directe Stelleque S(A)=A" et S(2)=2 .

. . .. zZ,—z
La similitude directe S est d’écriture complexe -z’ =az +b avec a= # et h=z,— az,.
AT 20

Démonstration
z'=az+b ,S(A)=A e S(Q)=2Q.
S(A)=A" donc zy = az,+b (1), S(Q)=Q z5,= az,+b (2)

:ZAI—Z_Q

En faisant la difference de (1) et (2),ona z, — z, =a(zy — z,) doua

ZA—Z0

Zo = azp+b donc b=z,— az,.
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ZA/—Z_Q

Donc z’ =az +b avec a= et b=z, — az,.

ZATZ0
Exercice d’application
1. Soit Z un nombre complexe, et : P(z) =z* -8(1+1i)z° +48iz* + 64(1—1i)z —80.

a) Verifier que I’équation P(Z) = 0 admet une solution réelle, Z,, et une solution
imaginaire pure, Z, . Les calculer.
b) Déterminera, b, des nombres complexes tels que :
P(z)=(z-2,)(z—2,)(z" +az+b).
C) Résoudre dans C I’équation P(2) = 0.
2. Dans le plan rapporté au repére orthonormé (O; i; I) soit les points : A(2,0), B(0,2),
C(2,4), D(4,2).

a) Déterminer 'affixe de G, I'isobarycentre de A, B, C, D.

. T ..
b) Soit R la rotation de centre G et d’angle + rR Donner une écriture complexe de R .

Déterminer : R(A), R(D), R(C)et R(B).

10) Similitude directe déterminée par son écriture complexe

Soit S lapplication du plan dans lui-méme d’écriture complexe . z' =3iz—-1-Ti.
1) Justifier que S est une similitude directe et préciser ses éléments caractéristiques .
2) Déterminer [’expression analytique de S .

3)Déterminer une équation de l'image par S de la droite(BC), B et C étant les points d’affixes respectives
2et3-1.

4) Déterminer une équation de (C'), image par S du cercle( C) d’équation : (x —2)?> + y?> =1.
Solution
1) Justifions que S est une similitude directe et précisons ses éléments caractéristiques .

z'=3iz-1-7i,a=3i€ €%, b=-1-7i € € donc S est une similitude directe .

b —-1-7i .
= — =2-1.
1—-a 1 - (30)

A=lal =13il =3, 6 =arg(a) =arg3i)=> (2n),z, =

Donc S est la similitude directe de rapport 3 , d’angleg et de centre 2 d’affixe 2- i

2) Déterminons ’expression analytique de S .
Soit M(x ; y) un point du plan et M'( x'; y") son image par S .
Ona: M'= S(M) <=> z'=3iz-1-Ti
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<=> x'+ iy’ =3i(x+iy)-1-7i

<=> x'+ iy'=-3y-1+i(Bx-7)

: , . = -3y-1
Donc, I’expression analytique de S est : { y =3x—7

3)Déterminer une équation de ’image par S de la droite(BC)
B(2;0) et C(3;-1) .L’image d’une droite par une similitude directe est une droite .
B et C ont pour images respectives par S les points B'(—1; —1) et C'(2; 2) .

(B'C') a pour équation : y =x

‘ L’image de la droite(BC) par S est la droite d’équation .y =X .

4) Déterminons une équation de (C'), image par S du cercle( C) d’équation - (x —2)* + y> =1,

Soit M(x ; y) un point du plan et M'( x'; y") son image par S .

) = Y7
Ona:{x . Sy-l o 3

y =3x—-7 _ =x'-1
Y=

Donc: M'e(C') <=> ME€e(C)

y'+7

<=> (x—2)2+y?=1 <=> ( -

—2)+ ()’ =1

<=> '+ 1D*+ @'+ 1D*=9

‘ L’image de ( C) par S est le cercle (C' ) d’équation (x + 1) + (y+ 1) =9

11) Similitude directe déterminée par son expression analytigue

Pour déterminer ’écriture complexe d’une application du plan dans lui-méme d’expression analytique
donnée, on peut procéder de la maniére suivante :

> Ecrirez' = x' + iy’ etremplacer x’ ety en fonction de x ety .

> Remplacer x par = ; Z vy par ==

et développer I’expression obtenue en fonction de z et Z.

Exercice d’application

Soit S I’application du plan dans lui-méme d’expression analytique

!

{ x'=x+y+2

y=-x+y-1

1) Déterminer [’écriture complexe de S.

2) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de S .
Solution

1) Déterminons ’écriture complexe de S.

zZ'=x"+ iy =(x+y+2)+i(-x+y-)=x(1-i)+yldL+i)+2—i
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_z + z

Nz - Z S T A o 1-1  1+i - . : .
=— -+ Y (1+')_(T+7)Z +(T_ 7)z+2—|—(1-|)z+2—|

Z = (1-i)z+2—i

‘ L’écriture complexede Sest : z' = (1 -i)z+2—i

2) Déduisons la nature et les éléments caractéristiques de S .
z' = (1-D)z+2-i ,a=1-1i€ €%, b=2-1i € € doncS est une similitude directe .

A=lal =11—i| =VZ , 6=arg(1-i) =arg@i)=- % (2m) ,zp= —— :1_221"_0 =1 -2i.

Donc S est la similitude directe de rapport V2 , d’angle— 7 et de centre Q d’affixe 1 -2i

Propriété
Soit S la similitude directe de rapportk .

» Lasimilitude directe S conserve : l’alignement, le parallélieme, I’orthogonalité, les angles
orientés, les barycentres et le contact .

> Lasimilitude directe S multiplie : les longueurs par k et les aires par k? .

> La similitude directe S transforme : les droites en droites, les demi-droites en demi-droites, les
segments en segments et les cercles en cercles.
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EXERCICE 1

Déterminer la forme cartésienne des nombres complexes suivants :

a)z=(1+i) (1 — 2i) b)z=@—3)@3)  oz=@+1)A+)GI—2)
Dz=(+4)G+7)2—3) @r=ipt Ni=i o 9)Z=£3;52i—xi_+i2

EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivants, déterminer la partie réelle, la partie imaginaire et le conjugué du nombre complexe
z:

. o 2i+3 3—=35i 1+i
1)z=5+3i— (2 +6i)@3i—4) 2)z=2|+3i 3)z=2+il 4)z=1_;.
EXERCICE 3
Trouver I’ensemble (S ) des points M dont [’affixe z vérifie:
a)|z—4|=|z+2i| b|z+I1+i|=|z—3]|
)|z—5+3i | =3 d)| 7 +5—i| =|z—4i
EXERCICE 4
Résoudre dans C:

2+i)z  1—i
D2—=iz=2+i 2°93z—5+2iz=2i—3z+4iz 3)(1_)1. =2+3fi

4) (2 +iz)(3—i) = (1 — 3i)(z — 2i) 5)@+3i)z+3(:z—i) =2i+5z
1 i

z—1 "7+

6)
EXERCICE 5

Résoudre dans C les équations suivantes :

— 14+ — —
a)(3—i) z =]—_Il. byz+ z —2=0c¢)3z—2iz =2—3i
d)Q2+iz+(1—=3) z =—1+2i e42+8|z)°—3=0

f) 7 == et représenter graphiquement les solutions .
9) 22— 2i z =0; pour cette question, soit O, A, B, C les images dans le plan complexe, muni du repéere

- -
orhonormé (O, u , v ) des solutions obtenues . Montrer que le triangle ABC est équilatéral .

h) (3 +i)z+ (1—3i) z +12—6i=0. (On trouvera une infinité de solutions).
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EXERCICE 6

OnposeZ=(z—2)(7 +i).

Soit les écritures algébriquesz=x+iy;x,yréelsetZ=X+iY; X, Yréels.
1) Exprimer X et Y en fonction de x et y . Trouve alors les ensembles suivants :

E; : ensemble des points M (z) tels que Z est réel .

E, : ensemble des points M (z) tels que Z est imaginaire .
2) Traduire a I'aide de Z que Z est réel, puis que Z est imaginaire .

Retrouver alors les ensembles E; et E, .

EXERCICE 7

OnposeZ=7*+ 2z — 3.

1) Soit Fy I’ensemble des points M (z) tels que Z est réel.
Reconnaitre F;.

2) Soit F, [’ensemble des points M (z) tels que Z est imaginaire.
Donner une équation de F .

EXERCICE 8

u est un nombre complexe donné .

Déterminer [’ensemble des points M (z) tels que le nombre complexe : a=—;__ soit :

a) réel b) imaginaire pur .

EXERCICE 9

Le but de I’exercice est de résoudre dans C1’équation (E ), d’inconnue z : P () =0, ou :

P(z2) =2z — 622+ 922 — 62 + 2.

1) Comparer P (z) et P (7 ) . (On indiguera avec précision les propriétés utilisées).
Montrer que si z, est racine de [’équation (E ), le nombre Z est aussi racine de (E) .

2) Déduire de ce qui précede que, si zo est racine de (E), il enest de méme de z, et — .
Zy

3) Montrer que [’équation (E) admet 1 + i pour racine.

Résoudre alors I’équation (E) .

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 154



EXERCICE 10

Pour tout nombre complexe z#1, on pose z' = et on appelle A, B, M et M ' les points d affixes 1, —

7 —1
. . —> —>

1,zetz"dans le plan complexe muni du repere (O, u , v ).

1°) a) Comparer |z— I |et| z — 1|, et en déduire | 7" .

b) Traduire géométriquement ce résultat pour le point M *.

. — z
2°) Calculer en fonctiondezet z lecomplexer =

~__; etendeduire que r est réel.

3°) Montrer que les vecteurs AM et BM * sont colinéaires.
4°) Utiliser ce qui précéde pour donner une construction géométrique de M ' connaissant M.
Faire une figure.
EXERCICE 11
A tout complexe z, on associe dans le plan les points M d’affixe z, M' d’affixe z + i et M " d’affixe iz.
1°) Pour quel nombre z les points O et M * sont-ils confondus ?
Pour quel nombre z les points M "et M " sont-ils confondus ?

1—i
2°) @) on suppose que z est distinct de 0, de — i et de 5

z+i

Montrer que les points O, M ' et M " sont alignés si et seulement si i, estun nombre réel.

b) Pour z € C*, on pose z = x + iy avec x et y reels.
. - Z+i .
Calculer la partie imaginaire de 5, en fonction de x et de y.

3°)a) Déterminer et représenter ['ensemble ~ des points M tels que O, M " et M " soient deux a deux distincts et
alignés.

2+3[3

1 .
b) en prenant z = —1~- " 1 I, placer dans le plan les points M, M "et M ",

EXERCICE 12

Calculer et écrire sous forme algébrique les racines carrées des nombres complexes suivants :
11=—3+4i Z,=—8i z3 =7 + 24i L=—8—6i

EXERCICE 13

1°) Résoudre dans C[’équationz> =5 + 12i

2°) En utilisant le 1°, résoudre, dans C, [’équation z? = 5 — 12i

(Indication : utiliser le conjugué de z)
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3°) Résoudre alors dans C[’équation (z?—5)2 + 144 =0

EXERCICE 14
1°) Résoudre, dans ¢, [’équation 22 =7 + 24i

2°) Résoudre, dans C, ['équation z* = 7 + 24i
EXERCICE 15
1°) Calculer (1 + 8i)2

2°) Résoudre dans C[’équation : (2 +i)z?— (9 +2i)z +5(3—1i)=0
EXERCICE 16

Résoudre dans C:
1922+ (i—5)z+8—i =0
29 z2—3R[3+0)z+3@2+i4/3)=0
EXERCICE 17
Soit P le polynéme défini par : P (z) = 2° — (11 + 2i)2* + 2 (17 + 7i)z— 42..
1°) Démontrer qu'il existe un nombre réel o solution de [’équation : P (zZ) =0 .

2°) Déterminer le polynbme Q telque - P (z) = (z— a) O (z)

3°) Résoudre dans C I’équation : P (z) = 0.

EXERCICE 18

Soit P le polynéme défini par : P (z) = 2° — 2 (1 + 2i)z* + 7iz + 3(1 — 3i).

1°) Démontrer qu’il existe un imaginaire pur if§ solution de I’équation : P (2) = 0.

2°) Déterminer le polynbme Qtelque : P (z) = z—if) Q (z)

3°) Résoudre dans C I’équation : P (z) = 0.

EXERCICE 19

SoitP (2) = 22— (6— 2i)2% + (10 + 4i)z— 16 — 4i.

1°) Montrer que P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure, puis résoudre cette équation.

On notera zo, 23, 2, les trois solutions avec | z; | < |z, | .

- —
2°) Dans le plan complexe de repere orthonormal (O, u , Vv ), placer les points A, B, C d’affixes respectives zg,
Z, et 2, , puis donner I’affixe du barycentre G des points pondérés (4, 2) (B, 1) et (C, 1).

EXERCICE 20
Soit P le polyndme défini par :
P@Q=2"+(3—20)2+2@8—10i)+ (6—16i)z — 12i.

1°) Vérifier que : P (2i) =P (— 3) =0.
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2°) Déterminer un polynéme Q du second degré tel que, pour tout nombre complexe z, on a :
P@z)=(E+B—2i)z—6i)0(z).

3°) Résoudre dans C I’équation : P (z) = 0.

EXERCICE 21

Soit P le polynéme définipar: P (z) = *— 42+ 92— 4z + 8z € C).

1°) Comparerf(? ) et ﬁ .

Calculer f(i). En déduire une, puis deux solutions dans C de [’équation f(z) = 0.

2°) Mettre f(z) sous la forme d'un produit de deux polyndmes du second degré a coefficients réels. Achever la
résolution de [’équation f{z) = 0

EXERCICE 22
Démontrer que, si les nombres complexes z; et z, ont pour module 1, le nombre complexe:

_utr
_1+2122

est réel.

EXERCICE 23

Déterminer et représenter [’ensemble des points M d affixe z telle que :

1°) (3z + 1)(7 — i) soitréel 2°) (7 + 2)(z — 2i) soit imaginaire pur

— N 2— .. -

3Nz+z =|z| 4)(2z+ 1)z —2)soitréel 5°) i+zZ soit imaginaire pur

NZ—I . ol stri itif
6 )Z + 1 soitun réel strictement positi
70 Z — ﬁ . b . g I Z < 0

)Z = Z_3 1, Soitimaginaire pur avec m(Z) <
EXERCICE 24

. .. . g g
Soit .~ un plan rapporté a un repére orthonormal (O, u , v ).

1°) Démontrer que I'ensemble ~ des points M de .~ d affixe z telle que :
|z—1—=2i|=|z—7+2i]|
est une droite dont on donnera une équation cartésienne.

2°) En considérant les points A et B d’affixes respectives 1 + 2i et 7 — 2i, retrouver géométriquement le résultat de
la question 1°.

EXERCICE 25

Déterminer [’ensemble des points M d’affixe z qui sont alignés avec les points d’affixe i et iz.
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EXERCICE 26

On considére le plan complexe .~ .

1°) Déterminer et représenter l’ensemble - des points M d affixe z telle que (z — 2i) ( 7 —1 )

soit un imaginaire pur.

2°) Déterminer et représenter [’ensemble ~des points M (z) telle que z— 2i) ( 7 —1 )
soit un nombre réel positif.

EXERCICE 27

On note M le point d’affixez =x +iy. Soitu =z + 7 +letv=z (7 + 1).

1°) Calculer Re(u), Im(u), Re(v) et Im(v) en fonction de x et y.

2°) Déterminer et représenter [’ensemble des points M du plan tels que > Im(u) = Im(v).
3°) Déterminer et représenter [’ensemble des points M du plan tels que : Re(u) = Re(v).
4°) Résoudre [’équation d’inconnue z : U= V.

EXERCICE 28

Donner une forme trigonométrique puis exponentielle des nombres complexes suivants :

=3 g lrl 12 B EINE g gy

9i 1—i i \[6 —i[2
3
o 6 ° __\8 ° __ 18 o JbL
6°) (3i) 7)(\/_3 )] 8°) (1—1) 9)(\/_3 —i)2
EXERCICE 29
1°) a) Déterminer une forme trigonométrique et la forme algébrique de S+3
9 q gebriq 1+i/3

b) En déduire les valeurs exactes de cos % et sin 1—7T2 .

3[3+i

. . . 5 ]
2°) Déterminer de méme les valeurs exactes de cos 1—72[ et sin 1—72[ al’aide de =

EXERCICE 30

1°) Déterminer Re(z) et Im(z).
2°) Déterminer | z | et arg(2).

. . o 11 .11
3°) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de cos 1—2” et sin 1—2” :
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EXERCICE 31

Exprimer en fonction de cos 6 et sin 6 :

a)cos 30etsin30 b)cos4fetsindd c) cos 56 et sin 56

EXERCICE 32

Linéariser :

a)cos’d b)sin*6 c)cos'® d)cos’Osin® e sin®Ocos O  f)sin® O cos? 0

EXERCICE 33
Soit 6 €10 ; 72—[ [ etles complexeszy = 1 + cos 260 +isin 20 et z, = 1 + cos 20 — i sin 26.

Déterminer en fonction de 6 le module et un argument de z; et z,.
EXERCICE 34

1°) Donner un argument de chacun des complexes suivants :
Zz;=Cc0sO—isinf; 1;=—sin6 +icosfh; zz=sinf+icosb;

Zy=—sin —icos et zs=—cos0—isin0.
- — .
2°) Dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, €, , €, ), placer le point My d affixe
cos 0 + i sin 6 (prendre 0 tel que 0 < 0 < g) et les points My, My, M3, My, Ms d affixes respectives 2, 25, 23, 24, Zs.
EXERCICE 35

Soit z = cos a + i sin a (avec a € ).

. 1
1°) Mettre sous la forme la plus simple 7

1
2°) Calculer 2" + 5 (avecn € N).

4
3°) Développer le complexe (z += | eten déduire une linéarisation de cos” a.
z

EXERCICE 36

Déterminer et construire ’ensemble des points M(z) tels que :

z—1 it réel b z—1i it ..
~— soitreel. ) 7+ Soitimaginaire pur c)

z— 1+ i

z+3 =1

a) Z

z—2+1 T z—1+2i z—2i . , . ..
d) arg (ﬁ) =5 (27) e) arg (z——,?ﬂ) =x(2n) f) S+ j soitun réel strictement positif

Qargz—i)=argz+1)+kn hargz—i)=% +argz+1)+2kn i)|*—
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EXERCICE 37

7+ 2
z—2i"

Soit f 'application de C | {2i} dans C définie par : f(z) = on pose Z = f(2).

1°) Soit A(— 2i) et B(2i). Déterminer et construire l’ensemble - des points m d’affixe z tels que | Z | = 1.

2°)Onrappelleque: Vz e |Z)P=22Z .

Déterminer et construire [’ensemble des points M(z) tels que Z €i

EXERCICE 38

z—1i
z+ 1

Pour tout complexez=x +iyavecx,y € et (x,y) # (— 1, 0), on considere le complexe u défini par u =

1°)Onnoteu=X+iYavec X,Y €

Exprimer X et Y en fonction de x et y.
2°) Déterminer les ensembles E;, E, et E; définis respectivement par :
E; : ensemble des points M(z) du plan tels que u soit imaginaire pur ;
E, : ensemble des points M(z) du plan tels que u soit réel ;
E; : ensemble des points M(z) du plan tels que u soit réel et strictement positif ;

3°) Représenter Ey, E; et Es.

EXERCICE 39
Soitf: .~ — A
. z—1
Mz=x+iy)~» M'(z") avecz'=m.

1°) Déterminer [’ensemble ~ ' des points M de .~ pour lesquels I’affixe de l'image M ' est un imaginaire pur.

2°) Déterminer [’ensemble - ,des points M de .~ tels que leur image M ' par f appartient au cercle de centre O

et de rayon L
y J2
EXERCICE 40
Soit f I'application de C | {i} dans C définie par : f(z) = - 57 . On pose Z = f(z).

1°) Soit A(i) et B(— i) et M(z). Interpréter géométriquement | Z | et arg(Z).
2°)Déterminer de deux facons (algébriquement et géométriquement) les ensembles
E.={M@®)/2€ }et E,={M@®/Z€i }

Construire E; et E,.
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EXERCICE 41

- —
Dans le plan complexe .~ rapporté a un repere orthonormé direct (O, i , j ), onconsidére les points : 4 (— i)

, B(2i) et I’application : f: .2\ {A} — .~

z—2i
Z+i

M (2) — i

. . 3 1 . .
1°) a) Soient M,(i) et M, (5 + l) ; determiner f (My) et f (M) .

b) Déterminer le point M de .~ \ {A} tel que f (M) = O et le point Q tel que f (Q) = N si
N est le point d’affixe 2 — i.
2°) Déterminer et construire :
a) L’ensemble /~des points M de .~ \ {A}dont les images ont pour affixe un imaginaire pur ;
b) L’ensemble . ~des points M de .~ \ {A}dont les images ont pour affixe un réel.

¢) L’ensemble < des points M de .~ \ {A}dont les images appartiennent au cercle ~ de centre O et de rayon

1.
EXERCICE 42

o . Z+i
Soit f'application définie sur C |{2i} par f (z) = T -

1°) Soitz € C[{2i}. On pose z—2i =p ei9 avecp>0etf €
Ecrire f(z) — I sous forme exponentielle a [’aide de p et 6.
2°) Soit A le point d’affixe 2i.
a) Déterminer l’'ensemble /1 des points M d’affixe z vérifiant | f(z) — 1 | = 3.

b) Déterminer [’ensemble /, des points M d’affixe z tels que % soit un argument de

flz) — 1.
c) Représenter les ensembles ~7 et /5.

EXERCICE 43

1°) a) Résoudre dans C I’équation z>— 2z + 4 = (.
On désigne par z; la solution de partie imaginaire positive et par z, ’autre solution.

b) Donner un argument et le module de chacune des solutions z; et z,. En déduire le module
et un argument des complexes z;2 et z,2, puis écrire ces 2 nombres sous forme
algébrique.

2°) @) Placer dans le plan les points A, B, A ' et B' d’affixes respectives 1 + i \/_3 ,1— i\/_?: ,
—2+2i\3 et—2—2i/3.

b) Déterminer la nature du quadrilatére AA' BB
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c) Montrer que le triangle A A' B ' est rectangle et qu’il en est de méme du triangle BB ' A’
En déduire que les 4 points A, A", B et B ' sont sur un méme cercle dont on déterminera
le centre Q et le rayon r.

EXERCICE 44

1°) Résoudre dans C les équations suivantes :
az2-22+5=0
b)z2-2(1++/3) z+5+2+3 =0
2°) On considére dans le plan de repere orthonormal (O, U) : v ) les points A, B, C et D d’affixes respectives :
Zy=1+42i; Zg=1+[3+i; Zc=1+~3—i; Zp=1—2i
a) Placer A, B, C et D dans le plan (P)
b) Vérifier que ﬁ =i+/3 , en déduire la nature du triangle ABD

c) Montrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle,( ~) dont on précisera le centre et le
rayon.

3°) On considere [’équation (E) : 72 - 2(1+ 2 cos §) Z+5 +4 cos 0 = 0
6 est un elément de

a) Résoudre (E) dans C

b) Montrer que les points images des solutions de (E) appartiennenta ( ) .

EXERCICE 45
7 N Y 7 —) _)
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O, u , v ).
. 2—1i
Soit fI’application de C | {1}dans C définie par : f(z) = 7 _ZZZ :

1°) Déterminer le module et un argument de f(z). Pour quelles valeurs de [’entier naturel k le nombre [f(2)] “ est-il
réel ?

2°) On pose z' = f(2).
a) Exprimer z en fonctionde z' .

b) Soient M le point d’affixe z (z # 1) et M ' le point d affixe z '.

M'A | . )
Montrer que OM = -z oU A et B sont des points dont on donnera les affixes.

) Soit ~ [’ensemble des points m du plan pour lesquels |z | = 1 etz # 1.
Montrer que si M appartienta ~, M " appartient a une droite ~ que l’on pourra

définir géométriquement. Tracer ~ et < sur une méme figure.
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EXERCICE 46

1°) Ecrire sous forme trigonométrique le complexe 1 + i.

2°) On pose z = p ele avecp €10, +w[fetd €[0; 27 [.

a) Calculer zzet (1 + i)? en fonction de p et 6.
b) En déduire la valeur r de p pour laquelle on a l’égalité : 72 = (1 + I)7 D).

2°) Déterminer les valeurs 6y, 0y et 8, de 0 telles que z = r ele verifie I’égalite (1).
on note respctivement z, z; et z, les nombres complexes de module r et d’arguments
00, 01 et 02.

3°) Soient A; et A, les points d’affixe respectives 7, — zq €t 7, — zo dans le plan complexe, et O le point d’affixe nulle.
Calculer sous forme trigonométrique le nombre complexe

Z —_ 7 - -
—221 _ZZ(:) . En déduire la nature du triangle OAA,.

EXERCICE 47  Calcul de 005751

Au nombre complexe z, on associe le nombre complexe Z=1+z+ 22 + 2+ 2,

1—2

11—z

1°) a) Verifier que siz # 1, alors Z =

2
27
b) Onposez= e ° ;calculer Z. En déduire la valeur de :

S=1+c0s2Z+c0s ¥+ cos & 4 cos I
= COS T+ C0S - +COS T +COS .
2°) Montrer que :

2 8x T
cos 5 + CO0S 5 = 4 c0s? (5) —2.

4r 6 T L 8n 2n 6n 4n
Cos g +C0S g =— 2 cosg . (Indication : remarquer que : 5 2n—§ et T = 2n—§)

Utiliser ces égalités et la valeur trouvée pour S au 1°b pour calculer cos % :
EXERCICE 48

soitz=1+6€% o6 cj—n x/

0

e
1°) Déterminer le module r et un argument ¢ de z (on pourra factoriser par € 2).

2°) Calculer z* partir de I’écriture - @)z =1 + el byz=r e'?.

3°) Etablir la relation : cos” 9 _Lios20+tcos0+3.
2 8 2 8
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EXERCICE 49

- —
Le plan .~ est rapporté au repére orthonormal direct (O, u , v ) (unité : 4 cm).
On désigne par A le point d’affixe 1 et par .~ " le plan .-~ privé de A.

Soit f'application de . ' dans .~ qui, a tout point M d affixe z associe le point M ' = f(z) d affixe Z telle que : Z
z—2

z—1"

1 3 .
1°) Soit B le point d’affixe 5 =i BZL . Déterminer B' =f (B).
2°) Déterminer les points | et J invariants par f. (on notera | celui d’ordonnée positive).

3°) a) Exprimer en fonction de z les affixes des vecteurs AM et AM’ .

b) Déduire du a) une relation entre AM ' et AM et prouver que l’'image du cercle ~ de

centre A et de rayon 1 est le cercle ~ . VérifierqueB &€ ~.
c) Tracer ~ et placer les pointsB,B ', I etJ sur lafigure.
EXERCICE 50
v

R —
Le plan .~ complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u

).
Soit fI’application qui, a tout point M daffixe z associe le point M ' d’affixe z ' telle que :

N |

On appelle ~ le cercle de centre O et de rayon 1.

1°) Placer sur une figure le point B d’affixe w = % (1 + i) et son image B ' par f (Unité : 4cm).

donner le module et un argument de chacun des complexeswetw ' .

2°) Soitz € C*. Comparer les modules et les argumentsde z etz".

3°) Quel est I’ensemble des points M pour lesquels M et M ' sont symétriques par rapport a [’axe (O, U) )?
4°) Soit M un point de la droite ~ d’équation x = % . Montrer que son affixe z vérifie :

|[I—z|=]|z]
EXERCICE 51

On définit les nombres complexes Z, de la maniére suivante : Z, = 1 et, pour n entier supérieurouégala 1, Z, +1

1 2.
—3Zn+3|.

1°) Pour tout entier n, on pose u, = Z, —i.

a) Calculer u,+; en fonction de u.
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. 1Y
b) Montrer par récurrence que, pour tout entier n, u, = (1 —i) (éj :

2°) a) Exprimer en fonction de n la partie réelle x, et la partie imaginaire y, de u.
Calculer les limites des suites (x,) et (Y).
On note A, le point du plan complexe d’affixe uy, et By, le point d affixe Z,.
b) Calculer le module et I’argument de u,. Montrer que les points A, sont alignés, ainsi que les points B,
EXERCICE 52

1
. N 42, =—
1°) Résoudre dans (2 le systéme : 2

z,+22,=+3
Donner les solutions sous forme trigonométrique.

2°)Ondonne: Sy =1 +cos @ +cos 260 + ..... +cosn@ et Sy, =sin0+sin26+ ... + sinnf .
ei(n+1)9_1

a) Montrer que si 0+ 2kn, (k € Z),alorsS=S; +i SZ:W

ing sin(nﬂ@)

b) En déduire que S= € 2 puis les valeurs de S; et S,.

sin —
2
EXERCICE 53

Soit (E) : z*— 4 (cos a cos b) 2>+ 2 (I + cos 2a + cos 2b)z> — 4 (cos a cos b) z + 1 = 0, oii a et b sont des réels
donnés.

1 , . N . .
1°) Démontrer qu’en posant u = z + > » 0N peut ramener la résolution de (E) a celle de deux équations du second
degré.

2°) Résoudre (E) en donnant en fonction de a et b une forme trigonométrique de chacune des solutions.

EXERCICE 54

Résoudre dans C les équations suivantes :

-\3 -\ 2 -
. Z—1 Z—1 Z—1
19z22=—35+12i 2° 2°=1+i 3°)(—j+(—j+[—_j+1=o

Z+Ii Z+i Z+Ii

49 22— (5—i\3)z+6—3i\3 =0
EXERCICE 55
On veut déterminer trois nombres complexes z; , z, et z; tels que leurs modules forment une progression

. . . . L. ) 27 , .
géométrique de raison 2, et leurs arguments une progression arithmétique de raison =~ . Déterminer z, z,, z

sachantquez; Xz, x 3 =4 (1 +1i \/§) et qu'un argument de z, appartienta 0 ; % [ . Donner les résultats sous

forme trigonométrique.
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EXERCICE 56

1°) 0 €[0; 2z [ . Résoudre dans C[’équation : z2 — (2" ' cos ) z + 2= 0 (1) .
Donner les solutions sous forme exponentielle.
2°) On consideére les points A, B d affixes les solutions de (1).

-
1

]

Déterminer 0 pour que OAB soit équilatéral dans un repére orthonormé direct ( O, ).
EXERCICE 57

1°)Ecrire sous forme exponentielle les racines cubiques de a=16 (1 — ).
2°) Pouri € ,onposez,=1+i+2+2 e =x+iy,.
a) Déterminer x; et y; en fonction de A .
b) Déterminer l’ensemble ~ des points M (X, , Y, ) quand 2 décrit [0 ; 2x [ .
3°) Montrer que les solutions de /’équation (z— (1 — i) )* = a sont des affixes de points de ~
EXERCICE 58
1°) Déterminer les complexes solutions de I'équation z* = 1.

2°) Déterminer sous forme trigonométrique les solutions de I’équation z* = 8(1 — i \/_3 ).

62 B2,
2 2 '

3°) Soita =

Vérifier que a* = 8(1 — i+[ 3). En déduire sous forme algébrique les résultats de 2°.

. s 11 11
4°) Des questions 2° et 3°, déduire les valeurs exactes de cos 1—2” etsin 1—2” .

EXERCICE 59

Le plan .~ est rapporté a un repére orthonormé direct ( O, u : v ).

1°) On consideére la transformation T de .~ dans .~ qui, au point M (x , y) associe le point M "' (x ',y ') tel que :
X'=x+1

{y' =y++3

Le point M a pour affixe zet M "a pour affixez".

a) Exprimer z' en fonction de z.

b) Donner la nature de T.

2°) SoitS: . - .~

Ml(Zl) — Mz(Zz) tel que z; = — (% +i BZE) Z1.

a) Donner la nature de f et ses éléments caractéristiques.

b) Définir analytiquement [’application S o T.
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B3

Quelle est I'image du point E (—l, —?J parSoT?

c) Soit ~:x++/3 y+2=0. Montrer queE € ~

Ve

Trouver l'image © 'de = par So T.

Quel est le point d’intersection de < et 2 ' 7.

EXERCICE 60

Soita € }—% ; %{ et f, application du plan complexe dans lui-méme qui, au point M d’affixe z associe le point M
" d’affixe z * définie par :

z'=(—1+itana)z—itana +2

1°) Déterminer le module et un argument du nombre complexe — 1 +itana.

2°) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f, .

. 1
3°) Soit hy I” homothétie de centre le point 2 d’affixe 1 et de rapport cosa

Donner une écriture complexe de la rotation r, telle que : f,=r; o h,.

EXERCICE 61

- — - \ y . . P
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, e, , €, ), on consideére [’application F qui a
tout point M d’affixe z associe le point M ' d’affixe z ' définie par -

z'=ulz+u—1,o0uu €C.
T
1°) Déterminer l’ensemble des complexes u pour lesquels f est une rotation d’angle 5

2°) Déterminer u tel que F soit une translation.

3°) Déterminer u tel que F soit une homothétie de rapport — 2.
4°) Caracteriser F lorsque u = 1 — .

EXERCICE 62

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O ; ©, ¥). Soit S; I’application qui, a tout point M(X, Y)
associe M'(x',y") définie par :
1) Déterminer I'affixe, z' = x" +iy', de M' en fonction de I'affixe, z = x + iy, de M. En déduire la nature et les
éléments caractéristiques de S;.

2) Soient les points A(1) et B (- 1).Déterminer [’écriture complexe de la similitude directe S, telle que S,(A) = O et

S,(B) = B puis caractérisers,.

3) On pose S=s,°s,. Déterminer l’écriture complexe de S.
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4) Déterminer [’image par S :
a) de la droite (D) d’équation 2x + y—1=0
b) du cercle (C) d’équation(x + 3)* + (y — 2)? = 4.
EXERCICE 63
1)Soit(E): z3—4iz?—(6+i)z+3i —1=0.
Démontrer que I’équation (E) admet une solution imaginaire pure noté zy.Résoudre [’équation (E).
2) Soit (E) : z3 — 1522 + 76z — 130 = 0.Résoudre (E) sachant qu’elle admet une solution réelle.
3) Résoudre dans C I’équation z3 = 1
4) a) Développer (v2 — iv2)?

b) Soit I’équation (E) 23 = 44/2(—=1 —i).En posant u =

sous forme trigonométrique les racines de [’équation (E) .

z 7 - 7 . .
NN déterminer sous forme algébrique puis

o 51 . 51T
En déduire les valeurs de cos(ﬁ) et de sin (E)'

EXERCICE 64

Soit I’équation (E)  z3 + (1 — 8i)z% — (23 + 4i)z — 3 24i = 0.Résoudre (E ) sachant qu’elle admet une
solution imaginaire pure. Soient les points A, B et C d affixes respectives 1 +2i, 3i et -2 +3l.

Soit G le barycentre des points A,B et C affectés de coefficients respectifs 2, -2 et 1.

_ —— —_— 1 311
1) Montrer que les vecteurs GA , GB et GC ont pour affixes respectives V2 e' , 2i et 2v/2 e"+ et que ces affixes
sont,

Dans cet ordre, en progression géométrique ; déterminer la raison de cette suite.

2) En déduire qu’il existe une similitude directe qui transforme A en B et B en C. Donner les éléments
caractéristiques de cette

EXERCICE 65
1) Soit I’équation (E) © z3 + (4 —5i)z? + (8 — 20i)z — 40i = 0.
Résoudre (E) sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure.
2) Soit I'équation (E) ©  z3 + 4z? + 2z — 28 = 0.
Résoudre (E) sachant qu’elle admet une solution réelle.
. 3) Soit I’équation (E) : z* — 523+ 6z2— 5z+1=0

1
u=z+ -
zZ

a) Démontrer que (E) est équivalente au systéme : {
u?—5u+4=0

b) Achever la résolution de (E).
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EXERCICE 66
Soit I’équation (E) : z3+ (3—20)z%+(1-4i)z -1-2i=0

1) Résoudre ( E) sachant qu’elle admet une solution réelle.

2) On donne les points A, B et C définispar: zy= -1 , zg= —24+1i , Ze =1
a) Calculer le module et [’argument de 28 _ 24
Zc —za

b) En déduire la nature du triangle ABC.
3) Déterminer le centre, le rapport et I’angle de la similitude directe qui laisse invariant A et transforme C en B.
EXERCICE 67
1) Résoudre I'équation > z3 — 2(1 + 2i)z% + 7iz + 3(1 — 3i) = 0 sachant qu’elle admet une solution
Imaginaire pure.
2) Soit I’équation (E) - z* — 523 + 622 — 5z+1=0

a) Démontrer que si z, est solution de (E ) ; alors Z; est solution de (E ).
b) Démontrer que (E) est équivalente au systéme : {

¢) En déduire la résolution de (E).
3)SoitP(z)=z*—- 23+ z—1
a) Resoudre I’équation P(z) = 0.
b) On appelle « la solution de partie imaginaire strictement positive.
Calculer a?, a3, a*, a®, a® puis a9
EXERCICE 68
Soit I’équation (E) : z3 — (2 +5i)z% + (4i—9)z—6+9i =0
1) Montrer que (E ) admet une solution entiére. Soit z; cette solution.
2) Veérifier que 3i est une solution de (E ). On pose z, = 3i. On note z; la troisieme solution de (E ).
3) Placer les points A, B et C d affixes respectifszy, z, et z3.
Montrer que le triangle ABC est isocele.
4) On désigne par S la similitude directe qui laisse le point A invariant et qui transforme B en C.
Soit M un point quelconque du plan. Donner un programme de construction de 'image M' de M par la
Similitude S.

5) Construire les points D et Etelsque : D =S(C) et E =S(D).
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EXERCICE 69

1) Soient les points A(1 + i), B(2 — i), C(-3 + 6i) et D(3 + 4i). Déterminer [’écriture complexe de la similitude
directe S

Telle que S(A) = Cet S(B) = D puis donner ses éléments caractéristiques.

a) Déterminer et construire l'image par S de la droite (D ) d’équation :y = 3x — 5.

b) Déterminer et construire l’'image par S du cercle de centre 1(2i + 3) et de rayon 2.
EXERCICE 70
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; U, v) .Soient A(1 + 2i), B(- 2 + i) et L(2 —i).

1) Donner les éléments caractéristiques de la similitude directe S; de centre L telle queS;(A) = B.

1-3i
2 -

2) Soit S, la transformation plane M(z) - M’ (z") telle que z' = (%) zZ+

caractéristiques de S, ?

Quelle est la nature et les éléments

3) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de S =S,°S,.

x'=x+3y—-1

4) a) Soit T la transformation quia M(z = x + iy) > M'(z' = x' + iy") définie par
) @) g ( y) ( y) p {y,: Byl

Déterminer I’écriture complexe de T.

!

b) Déterminer les complexes a et  pour que T, définie par T,:M(z) » M'(z")/ z' = a’z+ B soit

telle que S,°T, soit une translation de vecteur w d affixe 1.
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I)Calcul de primitives

1) Rappel de quelgues primitives

Soit ¢ un nombre réel .

x— + x— In|x| + ¢
X
1 1
X= — x—>;ln|ax+b|+c
!
x— L x— Injul+ ¢
u
x— u'e% x— e +¢

Exercice d’application
Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur I .
)=~ sur 1=]0;+oo[ ou I=]-00 ;0]

5
2x— 1

sur ]%;+oo[ ou I=]- ;%[

2) f(x) =
Solution

Déterminons une primitive F de la fonction f définie sur I .

DK== FE)=Inlx|+ c,celRfur 1=]0;+o] F(x)=Inx+d.

Sur1=7-0;0[ F(X)=In(-x) +d .

2
2x -1

2) f(x) =

5

_5 =5 -
vl f(x) =2 x F(x)—zlnIZx 1l +c,c€IR

Sur ]%;+00[ F(x)=§ In(2x—-1) + .

Sur 1=]-c0 ;5[ F(X)=2in(-2x+1) +¢ .

2) Linéarisation ou transformations des fonctions tigonométrigues

Pour déterminer les primitives des fonctions du type : cos™ x sin™ x , n, m € N*, on peut procéder
ainsi :

» Sim etnontlaméme parité alors il faut linéariser cos™ x sin™ x .

> Sim etnsont de parités différentes alors il faut utiliser la relation cos? x + sin? x = 1 puis
écrire cos™ x sin™ x sous la forme cos x P( sin X) si n est impair ,
cos™ x sin™ x sous la forme sin x P( cos x) si m est impair .
P désigne un polynéme .

Exercice d’application
Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur I .

1) f(x) = sin3 x cos? x I=IR 2) f(x) = cos?x sin? x I=1IR
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Solution

Déterminons une primitive F de la fonction f définie sur I .

1) f(x) = sin3 x cos? x I=IR

f(x) = sin3 x cos? x =sinxsin? x cos? x =sinx (1-cos? x ) cos? x =sin x(cos? x - cos* x)

f(x) = - (-sin xcos? x) + (- sin xcos* x)

F(x) = -“"f’x +98% ¢ celR
2) f(x) = cos?x sin? x I=IR
ix —ix ix_ ,ix ix —ix ix_ ,ix i2x_ ,i2x
f(x) = cos?x sin? x = (%)2 X (%)2 = ¢ +2e x 2 2ie ) 2= (%)2
i4x _ —i4x i4x —14x) _ _

_ e _216+e :(e +_616) 2 _ 2605_419:6 2 _ -%cos4x+%
f(X) = cos®x sin? x =- %cos 4x + =

F)= -2 (Gsin4x) + sX+¢ = -— sindx+=x+c, c€IR

F(x) = % sin4x+%x+c , CEIR
Exercice d’application
Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur I .
Dfx)=tanx =] -g;-g[ 2)f(x) = tan?x 1=] -g;-g[ 3) f(x) = sin5x cos 4x | = IR
Solution
Déterminons une primitive F de la fonction f définie sur I .
Df=tanx 1=]-7;-7[

f(x) = tan x = ZZ’; =- _Czlsnxx ., F(X)=-In(cosx)+c, ce€IR.F(x)=-In(cosx)+c , c€IR|

2)f(x) = tan*x 1=]-2;-7[

f(x) = tan?x =1+tan?x -1 , FX)=tanx - x +¢c ,c€IR.F(X)=tanx - x +c ,c€ IR

3) f(x) = sin5xcos4x I =IR

sinacosb == [sin(a + b) + sin(a — b)]

N |-

f(x) = sin5x cos4x =

N |-

[sin(5x + 4x) + sin(5x —4x)] = % ('sin 9x + sin x)

F(X):l(—lcos9x)+ l(—cosx)+c = -Lcos9x -Lcosx+c , CEIR
2 9 2 18 2

1 1
F(X)= -—cos9% --cosx+c, ceIR
18 2
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3) Décomposition de fractions rationnelles

Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur I .

_x3+ x%+ 2x+1 _ S a b
1) f(x) = Tar I=IR Indication: Mettre f(x) sous la forme =t 7
2) f(x) = L’”l)g | = ]1; +oo[ Indication: Mettre f(x) sous la forme —1 + %
_2x3- 3x%2+x+7 _ . T c d
3) f(x) = ST I = ]5; +oo[ Indication: Mettre f(x) sous la forme ax +b + — T
Solution
Déterminons une primitive F de la fonction f définie sur I .
_ox3+ x%4+ 2x+1 _ S a b
1) f(x) = Far 0t I= IR Indication: Mettre f(x) sous la forme = 7 Gr?
f(x) = X3+ x%+2x+1 _ x3+ (x+ 1)% _ x3 x+ 1?2 _ 1 + L
T X3 (x+ 1)2 T X3 (x+ 1)2 x3(x+ 12 x3(x+ 1)2 (x+1)2 x3
1
f(X):m x—3, F(X)—-—1-2—2+C celrR. F(X)—-_—1-2—2+C c€eIR
2) f(x) = Lﬁf | = ]1; +oo[ Indication: Mettre f(x) sous la forme —1 + %
f()_x4—3x+3 _x*-3(x-1) _ x* -3(x-1 _ 1 4+ =3
Toxt(x-1)  x*(x—-1)  x*(x-1 x*(x—1  x -1 x4
-1 1
F(xX)= In|x — 1] -3(§) +c = In(x—1)+x—3 +c ,c€IR
F(9=In(x-1)+= +c ,c€IR
- 3x%+x+7 . . L c d
3) f(x) = —12 I = ]5; +oo[ Indication: Mettre f(x) sous la forme ax+b + — T
2x3— 3x%+x+7
) ==z —
_ c d _ (ax+ b)(x-1)?+c(x+1)+ d _ ax®+ (-2a+b)x?+ (a—2b+c)x+b—c+d
f(x) = ax+b+ r—1 + x-1)2 (x —1)2 B (x —1)2
Par identification: a=2 , -2a+b=-3 ,a-2b+c=1et b-c+d=7
Ontrouvea=2, b=1,c=letd=7.
B 1 7 — .2 —1] = -
f(X)—2X+1+x_1+ Ty FX)= x“+ x+Inlx — 1] — tCc,CeIR

FX)=x?+ x+1ln(x —1) — xz

-+ C,CEIR
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I1) Calcul integral

1) Présentation

Soit f une fonction continue sur un intervalle K .f admet une infinité de primitives sur K . Soient F et G
deux primitives de f sur K. Il existe une constante ctel que vxe€ K, F(xX)= G(x)+c .

Soient a et b deux éléments de K .
F(a)=G(a) +c
F(b) =G(b) +c¢
Donc F(a) — F(b) = G(a) - G(b) .
Ona: F(a)-F(b) = G(a) - G(b) .
On dit que le nombre réel F(a) — F(b) est indépendant de la primitive de f choisie sur K .
2) Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle K. F une primitive de f sur K .

Soient a et b deux éléments de K. On appelle intégrale de f de a a b le nombre réel noté f: f(x)dx
défini par :

[2 fodx = [F(x)l = F(b) - F@).
f:f(x)dx se lit intégrale de a a b de f(x) dx .
[F(x)]% selit F (x) prisentreaceth.

f:f(x)dx = f: f®dt = f: f(uw)du . x est une variable muette. On peut remplacer x par toute autre
lettre saufaetb .

Exemple

2 5 _ x32_ 22 13 7
Dfiatde= 5] =5- 5=
Z)I:cosxdxz [sinx]¥ =sinm -sin0=0-0=0

T

LA B ™ . v
3)fo4smxdx— [—cosx]g—-cosz - (-COSO)—-; + 1

3) Interprétation géométrique de lintégrale

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, 1, J) et ’unité d’aire est I’aire du rectangles de dimensions
OletOJ. Onnote: u.a= Ol x0OJ.

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle K. ( ) sa courbe représentative .Soient a et b
deux éléments de K .

b . . s . . "y .
fa f(x)dx est I’aire en unité d’aire de la partie A du plan limiée par ( Cy ), I’axe des abscisses et les
droites d’équations x =a et x=D0b.
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a<x<b>b

M(x;y)e A <=> {OSysf(x)

Aire(A) = f:f(x)dx Xu.a .

Aire(p) = f:f(x)dx xu.a .

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle K . Soit a un élément de K . La seule primitive de f sur K
s’annulant en a est la fonction . X — f: f(tdt.

Démonstration

Soit F la primitive de f s ’annulant en a . Donc F(a) = 0.
Par définition de l’intégrale, on a : f;f(t)dt = [F(t)]X = FX)-F@)=FX)-0= F(@).
Doi F(x)= [ f(t)dt
On obtient : F: K- IR
X - [*f(Ddt
Exemple

. el . 1 ., .
La primitive sur ]O; +oo[ de la fonction x — —etquis annule en 1 est la fonction In .

VX€E ]0; +oof , Inx= [F1dt

1t
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4) Propriétés de lintégrale

Propriete 1
Soit f une fonction continue sur un intervalle K .Soient a,b et c trois éléments de K. On a :
a
> fa f(x)dx=0

> f:f(x)dx = — fbaf(x)dx
> f:f(x)dx = [ f(x)dx + fcbf(x)dx Relation de Chasles

Démonstration

Soit F une primitive de fsur K . Par définition de l’intégrale, on a -

[l fGodx = [Fx)]E = F@@)- F@=0  |donc [*f(x)dx =0

[P f@dx = [FIL = Fb) - F@)=- (F(a)- F(b))= - [* f(x)dx

Donc [ f(x)dx = - [ f(x)dx

[ f()dx = [F(0)15 = F(b) - F(a)

[Ffeodx + [0 feodx =[FGOIS + [F@IE = F(c) - F(a) + F(b) — F(c) = F(b) - F(a)

Doi [’ f(x)dx= [ f(x)dx + [ f(x)dx
Propriété2

Soient f et g deux fonctions continues sur K . Soient a et b deux élémentsde K, ¢ € IR, on a :

> [f)+ g)ldx= [ fdx+ [ gx)dx
> f:af(x)dxz a f:f(x)dx

Démonstration

Soit F une primitive de fsur K et G une primitive de g sur K. Ona:
[0+ gl dx = [F(x) + 615 = (F+G)(b)- (F+G)(a) = F(b) - F(a) + G(b) - G (2)
= [ fGdx + [ gdx donc [J[f(0) + g@)]dx = [} f(x)dx+ [, g(x)dx
[Paf@dx= [aF@); = aFb) -aF@=a (Fb)- F@)=a [, f(x)dx
Donc [ af()dx= a [, f(x)dx
Soient f et g deux fonctions continues sur [a ; b] .

> Sif >0 alors f:f(x)dx >0
> Sif>g alors ["fodx = [P g(0)dx
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On dit que ’intégrale conserve ’ordre .

Démonstration

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] , F une primitive de f sur [a; b] .

Ona: VvV xX€ [a;b] ,

F'(x) = f{x) d’ouF estcroissante sur [a;b] .

Donc [ f(x)dx= F(b) - F@= 0. Ona: [ f(x)dx >0

Soient f et g des fonctions continues sur [a; b] , tellesque : V x € [a;b] , f(X) = g(x) .

f(x) = g(x) donc f(x) —g(x) = 0 dou [ (f(x) —g(x))dx = 0

f:(f(x) —g(x))dx >0 donc f(ff(x)dx > f;g(x)dx

5) Technigue de calcul intégral

a) Utilisation des primitives usuelles

Calculer les intégrales suivantes .

1) [° ¢%dt
4) JFsin(2t + Z)dt

Solution

1,5 2 2t
2) [, (£ + 2t + Ddt 3) J2 5 dt
5) [° 162 — 1] dt 6) [, (6t + =) dt  7) [3cos®tat

Calculons les intégrales suivantes .

1) [0, dt

0

I, de :E] =§‘

-2

2) [ (£ + 2t + 1dt

INGE: 2t+1)dt=[ﬂ+ t2 + t]l =24+ 1+1= 2 donc | (¢2+ 2t+1)dt =
0 4 0o 4 4 0

1o
3) foz 5 dt

1

0¢t2-1

z . T
4) [¢sin(2t + 5t

1
[72= de = [In]t* — 12

_ 8 0 2 —
= S donc [ t*dt =

9

4

1

= In|l —1| - In|-1|=In2  donc 2 2L dt =1In2
4 4 4

0 t2 1

L T _ 1 T %_ 1 (3 T 1 T, _
f04Sln( 2t + E)dt = [— Ecos(2t+ 5)]0 = - Ecos(;+ 5) +Ecos(;) =

Donc

. T 1
Jgsin(2t + —)dt =+

1

2
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3
5) [,|t2 - 1] dt
3 -1 1 3
Jo 2= 1ldet= [ (t* = Ddt + [ (=t*+ Ddt + [[(t* — Ddt

- e, e -2

Donc f_32|t2 — 1|dt = 2?—8

6)f (6t + )dt

f(6t+ s dt=[3¢% + 7ﬂ =15 + 7(v3 — v2) donc f(6t+ —2)dt=15 +7(V3 — V2)

7) J3cos® tdt

) dt :E t+§sin2t]§

1+ cos2t
2

1+ cos2t

Ona: cos’t = ﬁ Ztalt—fg =T B
a:cost = ; cos = Jg( =3 5

Vs
Donc |f3cos®tdt = g +

Al

b) Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K telles que les dérivées u’ et v’ sont continues
sur K . Soient a et b deux éléments de K .

ona: [u@®v'(dt = [w@®v®)]Z — [ u'®v(t)dt

Cette méthode est connue sous le nom d’intégration par parties .

Démonstration

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K . Soient a et b deux éléments de K .

La fonction uv est dérivable et (uv)’ = u’ v + uv’ .Les fonctionsu’ et v’ sont continues sur K
alorsu’ v et uv' sont continues sur K .

ona: [ (uwn) (dt = [, wr')(®)dt + [ (u v)(t)dt ; donc:
[Ju®v'@Odt= @Ol - [ w' Ovdt

Exercice d’application

Calculer a I’aide d 'une ou de deux intégrations par parties les intégrales suivantes :

1) flz Intdt 2) Jitcostdt 3) fonsintetdt

Solution

Calculons a [’aide d’'une ou de deux intégrations par parties les intégrales suivantes :
1) [ Int dt ut)=Int, v'() =1 donc w(t)= 3 et v({)=t.

[lmtde =[int xt]} — [’t x zdt = [Int xt]? — [f1dt =[int xt]} - [¢]?
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= (@2In2-1nl) - (2-1)=2In2-1 (donc fflntdt:ZInZ—l

2) J2tcostdt uit)=t, v'(t) =cost donc u'(t)=1 et v()=sint.

b4 b4 T

i = T = T
Jetcostdt =[t xsint]y — [?1 Xsintdt =[t Xsint]; — [Zsintdt

T

V3
= 1 2 - J— E = E I E - (- E + e E -
[t Xsint]3 - [—cost]] osin - ( cosZ + c0s 0) > 1

-1

T
Donc [2tcostdt =

ST

3) [ sintetdt u(t)=sint, v'(t) =e’ donc u'(t)=cost et v()=e’.

fonsint et dt = [sint e']] — foncos tet dt = (sinme™ - sin0 e?) - fon costet dt
= -foncostetdt

On va faire une deuxiéme intégration par parties pour calculer fon —costetdt.

u)=-cost, v'(t) =e® donc u'(t)= sint et v(t)=et

fon—cos tetdt= [—coste']f — fonsin tetdt=e™+1- fonsin tet dt

e™+1
2

T . t T _ T ., t T . t _
J, sintetdt=e™+1- [“sinte'dt donc [ sinte*dt =

e™+1
2

fonsin tet dt =

¢) Changement de variable affine

Pour calculer I’intégrale f: fCat+ B)dt ,a + 0 ,on peut utiliser le procédé suivant :

» Faire le changement de variable : u= at+ B ; on obtient du = a dt
> Utliser égalité : [ f(at+ B)dt = [*0F lf > fwdu .

Démonstration

Soit f une fonction continue sur un intervalle K . Soit F une primitive de f sur K .

La fonction % F(at+ B) estune primitive de f(at + B)

. (b _J1 b 1
ona: [ f(at+ Bde _[Z Flat+ ﬁ)]a_Z Flab+ f) - = Flaa+ f)

1 aatp ab+f1

= [— F(u)]ab+[>’ = faa+ﬂ - fuw)du

a

Exercice d’application

Calculer les integrals suivantes:

1) [0, =t 2) [T+ tdt
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Solution

Calculons les integrals suivantes:

0 t IR 1
1) f_lﬁdt Posonsu=2t- 3. Doncdu=2dt doi dt=-du .

Sit=-1 alorsu=1. Sit=0 alorsu=3 .

0 32( gy = 13 3 1 [2 3 4

flw =1 5d —;fl(\/ﬂ—ﬁ)duz[gu u—6\/ﬂ]1_§—\/§
bone flw 3_‘/—

2)f01tV1+ tdt Posonsu=t+1 . Doncdu=dt dou dt=du .

Sit=0 alorsu=1. Sit=1 alorsu=2 .

ft\/1+ tdt —f(u—l)\/_du—f(u\/_ Vu)du = [ (uz—\/ﬂ)du

2

== (1+2)

1

5
uz 2
:[T - wu
2

Donc [ tvI+ tdt == (1 + V2)

d) Intégration de fonctions paires et impaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport a0 .

Pour tout a élémentde K, on a :

. . a a
> Sifestpaire alors {l_af(t)dt =2 [, f(bdt
> Sifestimpairealors [ f(t)dt=0

Démonstration
. Vs . ra _ 0 a
Soitaunélémentde K. Ona: [ f(t)dt = [ _f(t)dt + [ f(t)dt
Posonsu =-t .Sifestpaire alorsf(-u) =f(u) . Posonsu=-t. Doncdu=-dt d’ou dt=-du

Sit=-a alorsu=a. Sit=0 alorsu=0
[Cf@®at= [ f(—w) —du= [ f(wdu donc [° f(®)dt = [ fu)du =] f(t)dt
Donc [, f(©)dt =2 [ f()dt
Si f est imaire alors f(- u) = - f(u) .
[°f@®dt = []f(—u)—du=— [} fwdu donc [’ f(t)dt=— [ fdu=— [} f(t)dt
[ f@®dt= — [} f®)dt + [[f@®dt =0 donc [ f(t)dt =0 .
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Exercice d’application

Calculer les intégrales suivantes :

1) [*zcos 2t dt 2) [*xsin2t dt
4 4
Solution

Calculons les intégrales suivantes :

1) f_ZEcos 2t dt La fonctiont — cos 2t  est paire donc
4

1

f_z%cos 2tdt=2 [#cos2tdt= 2[%sin Zt]i =2()=1 donc f_zg cos 2t dt =1

T

2) f_zzsin 2t dt La fonctiont — sin 2t est impaire donc
4
“esin2tdt =0 donc |[*sin2tdt =0
4 4

e) Intégration de fonctions périodigues

Soit f une fonction continue sur IR et périodique de période p . Pour tous nombres réelsaetb,ona:

> [ fde= [ f(tat
> [P f@de =[] fOdt

Démonstration

Soit f une fonction continue sur IR et périodique de période p . Donc f( x + p) = f(X) .

Soient a et b deux nombres réels .

Posonsx=t—p; sit=a+p alorsx=a ; sit=b+p alorsx=b; dx

b+p

T F@de = [T f(x+p)dt =[] f()dx = [ f(t)dt

Donc [[7 f(t)dt = [ f(t)dt

Ona: [)f(tdt= f;7f()dt

a

Donc [ f(t)dt= [* f(®Odt+ [ f(©O)de +f T f(©)dt dou

a+p

On en déduit que : f;+pf(t)dt = fbb+pf(t)dt

Onposeb=0 , on obtient: f;+pf(t)dt = [V f(adt

Donc [[“*P f()dt = [ f(t)dt
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Exercice d’application

Calculer les intégrales suivantes :

5T 31

1) [ s% cos 2t dt 2) Jz* cos 2t dt
4 2

Solution

Calculons les intégrales suivantes :

51

1) f__g cos 2t dt
4

_sr L z 1 & V3 -2
[ S cos2tdt = 3,?+ cos2tdt = [fcos2tdt = [EsinZt]z ==
T T r 2 P

51

Donc [ 4§ cos2tdt =
4

N
4

31

2) [ cos2tdt
2

3 T

Ja* cos2tdt = fgﬂtcosZt dt = fOECOStht =Esin2t]0 =0
2 2

3T

Donc [ cos2tdt =0

6) Intégration de polynémes trigonométriques

Calculer les intégrales suivantes :

1) J2(cos® tsint + 3sin® t)dt 2) [2x(cos? t — 2sin* t)dt
6
3) [Pzcos? tdt 4) [ cos® tsintdt
6
Solution

Calculons les intégrales suivantes :

V3
1) J2(cos® tsint + 3sin® t)dt Ona:sin?t=1 -cos?t
cos3 tsint + 3sin® t =sint(cos3 t + 3sin?t) =sint (cos®t + 3(1 — cos?t))

=sint(cos3t + 3 - 3cos?t)

cos*t 2 9
+cos3t—3c‘ost] = -
0

4

fOE( cosd tsint + 3sin® t)dt = [—

T
Donc fOZ( cos3 tsint + 3sin® t)dt :%

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 182



2) f_gz( cos®t — 2sin*t)dt
6

1+ cos2t . et—e it
Ona:coszt=T sintt= (

)4= 2 cos At-= ~ Cos 2t + =

. 1 3 1
Donc cos?t— 2sin*t= -5 C0s 4t + > cos Zt'Z

[32(cos?t — 2sin*t)dt = [— SInAt L 3sin2t — 5]3 L = REAEIN
-3 16 4 4 -= 4 8
Donc f_gz( cos?t — 2sin*t)dt = _%5 - g
6
3) [Pzcos? tdt Ona: cos?t= #
6
f3 cos? tdt —[ t+ —stt] . = % + 73
s
Donc [3.cos?tdt = = + AE
- 4 4
4) [ cos® tsintdt cos3tsint = - (-sintcos3t)
f4 cosdtsintdt = [— cos” t] =2 donc  [*cos®tsintdt =
0 16 0 16|
7)Intégration de fractions rationnelles
1) Déterminer deux nombres réelsaetb telsque : v t € IR\{—1;2} ,tz_lt_z = - j -+ b_2
, . 1
En déduire [j m—— dt
, . . . 1 a bt + ¢
2) Déterminer trois nombres réelsa,betctelsque:vt e IR* |, ——— =—-+——
t(t% +1) t t2+ 1
En deduwef t(t2+1)
Solution
1) Déterminons deux nombres réelsaetb telsque : vV t € IR\{—1;2} , ! = 2 D
te—t—-2 t+1 t =2
1 _ a b a b _ a(t=2)+b(t+1) _ (a+b)t +b-2a
t2—t-2 t+1 @t -2 "t+1 0t -2 (t+1)(t-2) tZ-t-2
Par identification ,ona: a +b=0 et b-2a=1
Ontrouve : a=-- et b=1
3 3
1 -1 1
Donc t2—t—2  3(t+ 1) t 3(t -2)
1 _ 1 _ 1 1 L_ 2
e 4= LGy * sy d6= |- it 10+ S imle—21) =-2n2
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Donc fol L _dt=-21n2

t2— t—2 3

1 _ bt + ¢
t (t%2 +1) t  tZ2+ 1

[ES]

2) Déterminons trois nombres réelsa, betctelsque:v t € IR*

1 _a btte a bt+c _a(t?+1)+ (bt+ )t _ (a+ b)t’+ ct +a

E(E2+1) t t2+ 1 t 2+ 1 £ (62 +1) - t(t2+ 1)

Par identification,ona: a +b=0 ,c=0eta=1

On trouve : a=1, b=-1 et c=0
1 _l_ t

t(t2+1) ¢ t2+ 1

2 1 _ 2,1t _ 1 5 2 3 1

| ram = LG — ) de =|mlel = S imle + 1| = Jin2 — ] inS

z_ 1 -3 _1
fl TG dt = -in2 ~ In5

8)Inégalités de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] tel que a <b , met M sont des nombres réels .

> SiVxElfa;b] ,m<f<M alors m(b -a)< [ f)dx < M(b - a)
> Sivxelab] , If@ <M aors |[7f)dx] <M - a)

Démonstration
Les fonctions constantes x— m et x — M sont continues sur [a ; b]
Sivxel[a;b] ,m<f)<M alors [‘mdx < [ f(x)dx < [ Mdx
Donc [mx]} < [7 f(x)dx < [M x5 doi m®-a)< [ f(x)dx < M(b - a)
SiVXxE€ela;b] ,|f(X)] <M alors -M< fx) <M
Donc [ —Mdx < [ f()dx < ['Mdx doi [-Mx]} < [ f(x)dx < [Mx]}
Donc -M(b-a)< f) f(x)dx < M(b - @) d'ou|f; f(x)dx| <M - a)
Remarque
> Sifestcontinuesur [a;b] alors |f;f(x)dx| < f:lf(x)ldx :
Exercice d’application

. 1 41 1
- < — < =
1) Démontrer que = = fz S dt <

2) Encadrer ['intégrale fg sinx dx
6

3) Encadrer lintégrale [? x*sinx dx
6
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Solution

1) Démontrons que% < f:i dt <

t2

1
2

Soit f(x) = xiz , festdécroissantesur[2;4] ,t€[2;4] donc2<t <4

2<t <4 donc f(4)< () < fi2) doi — <f)<;

1 1 1 41 1 , 1 41 1
Te Sf(t)SZ donc E(4-2)S th—zdt < 2(4-2) d’ou 3 < fzt_zdt < 7

1 4 1 1
Donc - < [/ 5dt <
2) Encadrons [’intégrale fg sinx dx
6
Soit f(x) =sinx , f estcroissantesur [=;= ], x € [Z;2] donc =< x<=
6 2 6 2 6 2

x€[2;2]1  donc fE) < f(x) < G ) don 5 <f()< 1

1 1 m_m 2 i TN gon ® < (Zsi n
- <f< 1 donc - (3 6)ngsmxdx < 1G-¢) doi ¢ < fgsmxdx < 3

Donc = < [Zsinxdx < 3

6 = 3
3) Encadrons l'intégrale fgxzsin x dx
6
Soit f(x) =sinx , f estcroissantesur [=;=], x € [Z;2] donc =< x<=
6 2 6 2 6 2
x€[2;2]1  donc fE)< f(x) < G ) don 5 <)< 1
2

xe[g;g] donc x%2 >0 , §SSinxS 1 donc %sz sinx < x2

2 L)
Ona: = <x?sinx< x? donc [? = dx
6

A

6

T T T

x372 by x372 1373

2 < e anas 2 [

[6]E < [fx? sinxdx < |7|, donc ——
6 6 6

1373 z 2 s 1373

Donc —— < [fx? sinxdx <
648 z 324

9)Valeur moyenne d’une fonction

< [Zx? sinxdx < [Zx?dx

6

T

< [#x* sinxdx <
6

1373
324

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]telquea <b .

On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a ; b] , le nombre réel noté p défini par

1
b - a

n= [7 f(xdx.
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Remarque
D’apres l'inégalité de la moyenne , ona . m(b—a) < f: f(x)dx < M(b - a)
1 b
Donc m < —— [ ' f(x)dx < M

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a ; b] , f admet son minimum m et son maximum M
sur[a ; b]

etil existe unélémentcde [a; b] tel que : f( c):b_lafff(x)dx .
Onobtient: m < f(c) <M
A
Yo A L. N B R =
}L"{{_-j ________I__I ________ '(_'.I'
| D N AL C
F Y A i B
> ' -
O (1 C b

Ona: mpb-a)< [ f(x)dx < M(b - a)
Cette double inégalité signifie que [’aire du domaine coloré est minorée par l’aire du rectangle ABCD, et

majorée par celle du rectangle ABEF .

Ona: f(c):b#f:f(x)dx

-a
Cette égalité signifie que ’aire du domaine coloré est égale a celle du rectangle ABGH .
Exercice d’application

1) Calculer la valeur moyenne de la fonction x -1 - x% sur lintervalle [-1 ;1] .

2) Calculer la valeur moyenne de la fonction x = x - sinx sur lintervalle [0 ; m].
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Solution
1) Calculons la valeur moyenne de la fonction x -1 - x2? sur [intervalle [-1 ;1] .

fx) =1 - x? ,a=-1 eth=1

1
p=5T

1
1-(-D

L1~ xydx =i F] =2 — =2
Jo,a x?)dx == [x 3]_1— - [doncp == :

[ fedx =

a

2) Calculons la valeur moyenne de la fonction x = X - sinx sur ['intervalle [0 ; ].

fx)=x-sinx , a=0et b=mn
1 b 1 n . _ 1 [«x? T m2-4
u—b_afaf(x)dx—n_(o)fo(x—smx)dx—;[?+cosx]0— —

% — 4

21

Donc u =

111)Quelgues applications du calcul

1)Calcul d’aires

Le plan est muni d’un repére orthogonal ( O ,1 , J) .Soit f une fonction continue sur [a ; b] de
representation graphique ( Cy) .

L’unité d’aire est ’aire du rectangle de dimensions Ol et OJ, u.a=0I x 0OJ .

» Cas ou f est une fonction continue et positive sur [a ; b]

y

f est continue et positive sur [a ; b] .
A est la partie du plan limitée par ( C¢ ) , (OI) et les droites d’équations x =a etx=b .

a < x<b»b

M(x;y) <=> {os y <f(x)
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Aire (A) = f:f(x)dx X U.a

» Cas ou f est une fonction continue et négative sur [a ; b]

(ch

f est continue et négative sur [a ; b] .
A est la partie du plan limitée par ( C¢ ), (Ol) et les droites d’équations x =a etx=b .

MOxiy) <=> {f?x)gs xyssbo

Aire (A) = - f:f(x)dx X U.4
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» Cas ou f est une fonction continue et quelconque sur [a ; b]

(Cf)

f est continue et quelconque sur [a ; b] .

A est la partie du plan limitée par ( Cf ), ( OI) et les droites d’équations x =a etx=c .

Aire (A) = —f:f(x)dx X u.a + fbcf(x)dx X u.d
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2) Calcul de l’aire d’une partie du plan limitée par deux courbes

A @

\ 6

D- S

:
?a b

L’unité d’aire est I’aire du rectangle de dimensions Ol et OJ, u.a=0I x 0OJ .
Soient f et g deux fonctions continues sur [a ; b] de représentations graphiques (Cf) et (Cg) .
Lorsque f < gsur [a; b/ alors ’aire du domaine D limitée par (Cf) , ( Cg ) et les

droites d’équations x =a et x = b est :

pire (D) = ["[g(x) — f(x)] X u .q

Exercice d’applicationl

Le plan est muni d’un repére (O,1,]) telque ||[7]l = 1 et ||jIl = 3 , ['unité est le centimétre .

2 _
Soient : f(x) = *——=

et (D): y=x+1.

Calculer I’aire du domaine D limité par ( Cf) la droite ( D ) et les droites d’équations x = -3 etx =-1.
Exercice d’application2

Le plan est muni d’'un repere orthonormé (O, I, J ) (Unité graphique 2 cm ) .

( Cf) est la représentation graphique de la fonction définie par f(x) = x3 — 3x2 + 2

Calculer I’aire du domaine D limité par ( Cf) , ’axe des abscisses et les droites d’équations x = -1 et X =
2.
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Exercice d’application3

Le plan est muni d’un repére (O,1,]) tel que ||[7]l = 2 et ||jIl = 3 , ['unité est le centimétre .
Soient: f(x)=x? — e™ et g(x) = x2 .

Calculer I’aire du domaine D limité par (Cf ), ( Cg) et les droites d’équations x = -2 et X = 2.
Exercice d’application4

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J ) (Unité graphique I cm ) .
- 1 x2
Soient: f(x)=x , g(x) =~ et h(x) =~

Calculer I’aire du domaine D limité par (Cf ), ( Cg) et (Ch)
Solutionl

Le plan est muni d’un repére (O,1,]) tel que ||[7]l =1 et ||jll =3 , ['unité est le centimétre .

Z—x+2

Soient : f(x) == et (D): y=x+1.

x - 2
Calculons I’aire du domaine D limité par ( Cf ), la droite ( D ) et les droites d’équations x = -3 etx =-1.
u.a=1cm x 3cm = 3cm?

x%—x+ 2 4 . N
f(x):ﬁ :x+1+m ,(D): y=x+1estuneA.Oa(Cf)en+ooeten-oo.

Dans lintervalle [-3 ; -1 ], la droite ( D ) est au-dessus de ( Cf) .

Aire(D) = [[f(x) = (x+1D]dx x 3cm?=12InZcm? donc Aire( D)= 12 In Z cm?

L1
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Solution2
Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, 1, J ) (Unité graphique 2 cm ) .
( Cf) est la représentation graphique de la fonction définie par f(x) = x3 — 3x2 + 2

Calculons l’aire du domaine D limité par ( Cf ), [’axe des abscisses et les droites d’équations x = -1 et X
=2.

u.a=2cmx 2cm = 4 cm?

f(x)=0 doncx=1oux=1-v3 ou x=1++/3

1-+3

Aire(D)=- [TV f()dx x4em? + [ = f()dx x4cm® — [7 f(x)dx x 4em?

-1
1-+3

-1

2 1 4 3 1 2 1 4 3 z
X 4cm +[—x—x +2x] X 4cm +[——x +x—2x] X
4 1-v3 4

:[—ix4+ x3—2x] )

4cm?

Solution3

Le plan est muni d’un repére (O,1,]) tel que ||[7]l = 2 et ||jIl = 3 , ['unité est le centimétre .

Soient: f(x)=x2 — e™* et g(x) =x?% .

Calculons I’aire du domaine D limité par ( Cf), ( Cg) et les droites d’équations x = -2 et X = 2.
u.a=2cm x 3cm = 6¢cm?

vVxe [-2;2] , f(x) <g(x)

Aire (D) = f_zz[g(x) — f(x)] x 6cm? =6(e? — e~2) cm? donc Aire (D) = 6( e2 — e~2) cm?
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Solution4

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, 1, J ) (Unité graphique 1 cm ) .
- 1 x2

Soient: fX) =x , g(x) =~ et h(x) =~

Calculons I’aire du domaine D limité par (Cf), (Cg) et (Ch)
u.a=1cm x lcm = 1cm?

Le domaine D peut étre partagé en deux domaines D1 et D2 .

D1 est le domaine limité par ( Cf ), ( Ch ) et les droites d’équations x = 0 et x = 1 .

D2 est le domaine limité par ( Cg ), ( Ch ) et les droites d’équations x = 1 et x = 2.

D=D1+ D2 donc Aire (D) = Aire (D1) + Aire( D2)
) _r1 _ﬁ 2 _ 11 2

Aire (D1) = [ (x =) X lem? =—cm

- = (2l_x 2 = -7y em?
Aire( D2) —fl(x =) X 1em?=(In2 -—)cm

Aire (D) = Aire ( D1) + Aire(D2) = —cm? +(In2 -—)cm? = (In2+ =) cm?
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2)Calcul de volumes
L’espace est muni d’un repére orthonormé (0O, 1, J, K ) .

L’unité de volume est le volume du cube de dimensions 10, OJ et OK :

u.v=0I x0J x OK
(a< b).

> est le solide limité par les plans d’équations z =a etz =>b

S (z) est aire de la section de ) par le plan de cote 7 .
Si la fonction z » S(z) est continue sur [a ; b/ alors le volume du solide > est -

V=['S(z)dzx u.v

Section
d'aire 5(z)

]

Exercice d’application
1) Calculer le volume d’une sphere de rayon R .
2) Calculer le volume d’un cone de révolution de hauteur h et dont la base est un disque de rayon R .
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Solution

1) Calculons le volume d’une sphére de rayon R .

Lespace est muni d’un repére orthonormé ( O,3,7,k ) , unité graphique 1 cm .O est le centre de la sphére

Ona: R? = z2+r%? |, u.v=1cmxlcm x Icm=1cm?3

R? = z2+7r? donc r? =R?-—z% .

La section de la boule par le plan de cote z est un disque de rayon r .
L aire de ce disque est S(z) =nr? =m (R? — z?)

Soit V le volume de la sphére ,ona: V = f_RRS(z)dz X Uv= f_RR S(z)dz x1 cm3

34R
V:f_RR" (R*—2z*)dzxlcm®=n [Rzz - Z?] 1cm?3 =§nR3cm3
~R

4
V:; m R3cm?3

. 5 4
On retrouve la formule classique donnant le volume d’une sphére de rayon R . \V = 3T R3 .
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2) Calculons le volume d’un céne de révolution de hauteur h et dont la base est un disque de rayon R .

Lespace est muni d’un repére orthonormé (0,1, ],k ) , unité graphigue 1 cm .
u.v=1cm x lcm x 1cm =1 cm?3

La section du céne de révolution par le plan de cote z est un disque de rayon r .
L aire de ce disque est S(z) =nr? .

» N , N N r Z
D apres le théoreme de Thales , on a : = N
r z A Z ;o _ R ,
- = doncr—Rh dou S(z) meZ

Soit V le volume du cone de révolution :

V = thS(z)dzx u.v:thS(z)dz x1 cm3

ﬂth 3
cm

h R2 2 3 Rz h 2 3 Rz 23h 3
V=['m—=z?dzxlem®=n = ["z2dzxlcmP=n = |=| x1lcm®=
0 h2 hz J0 hz 131

TR2h
V= cm3

3

On retrouve la formule classique donnant le volume d’un cone de révolution de hauteur h et dont la
T R?h
3

base estun disquederayonR: V=

3) Calcul de volume par rotation

Soit f une fonction continue sur [a ; b] de représentation graphique ( Cf) .

Le volume obtenu par rotation de ( Cf) autour de I’axe des abscisses est

V= f:nfz(x)dx XU.V
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Exercice d’application

Le plan est muni d’un repére orthonormé ( O, 1,7 ), unité graphique 1 cm . On considére la fonction sinus
sur

[0; @] . Calculer le volume que [’on obtient par rotation de ( Cf) autour de [’axe des abscisses (Ox ) .

Solution

Tracons la fonction sinus sur [0 ; rr] puis tournons la courbe autour de ( Ox ) :Voir la courbe ci-dessus
En faisant tourner la courbe autour de (Ox ), on obtient un solide . .

La section de )’ par un plan perpenduculaire a ( Ox ) au point H d’abscisse x est un disque de rayon sin x

L aire de ce disque est égal a T r? =1 sin® x .

. T . 1 1 . n 2
Le Volume du solide ) est : V:fo nsin® x dx Xu.v :T[[Ex—ZSlTLZX] Xu.v:%u.v
0

2
T
VZTU.U

Exercice d’application

1) A 'aide d’une intégration par parties, déterminer la primitive F sur IR qui s ‘annule en g , de la
fonction f de IR vers IR définie par : f(x) =xsinx.

2) A laide d’une intégration par parties, déterminer la primitive G sur IR qui s annule en g , de la
fonction g de IR vers IR définie par : f(x) = x2 cos x .

Solution

1) La primitive F est la fonction de IR vers IR définie par : F(x) = fzx tsintdt.
2

Calcul de cette intégrale par une intégration par parties :

ut)=t , v()=sint ,Ona: u'(t)=1 et v(t)=-cost
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F(X)= [ztsintdt =[—tcost]¥ — [rcostdt =-xcosx+sinx—1
2 2 2

IF(x) = - xcos X + sin x — 1|

2) La primitive G est la fonction de IR vers IR définie par :  G(x) = fgx t?costdt.
2

Calcul de cette intégrale par une intégration par parties :
u(t) = t? , V() =cost ,Ona: u'(t)=2t et v(t)=sint

G(X)= [z t2costdt =[t?sint]¥ — 2 [z tsintdt= x2sinx -%2 -2 F(x)
2 2 2

2
= x2sin x 'HT +2(xcosx—sinx+1)

2
G(x) = x%sinx - = +2(xcos x—sinx+1)
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EXERCICE 1

Calculer les intégrales suivantes

11+e 1 /3 Sin X 2 . ne .
I j X ; .[Iex—lldx : _[ > dx ;j sinxcosdx ; .[ sin® xdx ;
0x+e 1 0 Cos” X 0 0

e
j‘)(e‘X +1 (1+e™)?

/2 .
-)dx ; cos’ xsin* xdx
0

EXERCICE 2

11/8 /8 .
On pose | =L/ e cos? tdt et J =j0/ e ' sin” tdt

8
1°) En intégrant successivement deux fois pat parties Calculer K = LH/ e ' cos(2t)dt

En déduire I-J

2°) Calculer 1+J ; 3°) Déduire des guestions précédentes 1 et J.

EXERCICE 3
. . . 1
1°) Déter miner les réels a et b tels que > = E+ b + ¢
X(x“=1) x x-1 x+1
2°) Calculerj —d
X(x? 1)
4
3°) A I’aide d’une intégration par parties Calculer .[ ( XIn ])32 dx
X
EXERCICE 4
. o 2X -3
Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = ——F———
Ix°—=3x/+4

1°) Calculer L i (x)dxoubestunréel positif

2°) Donner la valeur moyenne de f'dans ['intervalle [1,4]

EXERCICE 5

nt

1] . 1 e
Onpose |, = .[ot—ldt et pour tout entier naturel n 1 | =I —dt
e +

e +1
1°) Calculer I,; lo+1;. En déduire I
2°) Calculer I, et 1,1 .En déduire 1, et I3

3°) Pour tout réel t de I'intervalle [0,1] Comparer e™ et e™*3"
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. En déduire la variation de la suite (I,,) neN

EXERCICE 6

1

5 dx
COS“ X

11/4
1°) Calculer | = jo

. . e nx
2°) Soit la fonction f définie par > 3 X e {0, Z} s calculer f(x).
COS” X 4
/41 . )
3°) On pose J= j 7 dx -a) Déduire de 2°) une relation entre | et J.
0 cos” X
b) Calculer J.
EXERCICE 7
Pour tout ne IN ,onpose | = fx(ln x)"dx

1°) Calculer I, et 1,.2°) En intégrant par parties trouver une relation entre I, et I .1
3°) calculer I et I,.

EXERCICE 8

2x

1°) Démonter que pour tout réel x on a : =e" —
l+e

2x

1 €
En déduire l'intégrale | :J. dx

0] +e*
1
2°) On pose J = J;ex In(1+e”*)dx. En intégrant par partie ,calculer J.

EXERCICE 9

1°/ Soit f la fonction définie T (X) = xe'™. On note (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un
repére orthonormal (unité graphique 4cm)

1°) Etudier les variations de f
2°) Tracer la courbe (C)

3°) Soit a un réel structure positif, exprimer en cm? l’aire A(a) du domaine plan limité par (C) I'axe des abscisses,
lim A(a)

a— +o

les droites d’équations X =0 et X = a. Calculer

1

1I°/ Pour tout n € IN*, on pose |, = .[o x"e' *dx

1°) A I'aide d’une intégration par parties démontrer que | ., = (n+1)1, —1. En déduire I, et I5
1

2°)OnposeJ, = _[0 x"dx

a) Calculer J, en fonction de n
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b) Montrer que pour tout x € [0, 1] ; X" < x"e'™* < x"e

o lim |
c) En déduire un encadrement de || et "
n — +oo

EXERCICE 10

X

(C) la courbe représentative de g dans un repére orthonormal (0, F])

Soit la fonction définie par g(X) = i —,

(ill =1'j1 =1cm)
1°) Déterminer le domaine de définition de g

limg(x) 3 limg(x)
X—>—00 X—>+00

Calculer

2°) Etudier les variations de g

3°) Tracer la courbe (C)

—X

4°) a) D’montrer que §(X) = —1—

pour tout x#o

l+e™

b) Soit o, un réel supérieur a In2. On note par E,la portion du plan comprise entre la courbe (C) et les droites
d’équations X =IN2 , X =« y=-1

c) Représenter graphiquement E,

lim A(@)
o —> +00

Calculer A(a) ['aire de E, et

EXERCICE 11

3
Démontrer que VX € IR, x—% <sinx < x.

EXERCICE 12

Calculer les intégrales suivantes.

1) f, 2) [2(= x% + 4x + 1dx 3) [ %3 Vx dx
8) [ (22 + Vx+ - )dx 5) [ 5+ =+ ) dx 6) [ -——dx
2 Vx 0\2 ' 1+x  2x+2 -3 Vx2-1
0 2x+1 5 1 In2
7)) o dx 8) f; (2x—1- (m)z) dx 9) ["2(1 — 5e%)dx
EXERCICE 13

A laide d’une ou de deux intégration(s) par parties, calculer les intégrales suivantes.

1) flexz Inx dx 2) fozcojz ~dx 3) fOZ(Zx + 1)e?*dx
4) f:xz cos xdx 5) folxz e* dx 6) f_01(1 +x)? e ¥ dx
7) Jze* sinx dx 8) f_01(1+x)ze_xdx 9) flzx - x+3dx
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EXERCICE 14

1) [#tanx dx 2) Jgsin®xd 3) J# cos® x dx
4
4) [ cos® x dx 5) [# cos? x sin® x dx 6) [# sin® x cos® x dx
4 4 4
= ECOSX T
2 |oj 3 T 2
7) fg |sinx| dx 8)fg o ax 9) Jg cos? x dx
EXERCICE 15
‘ . 7 . _a b _ 2x+5
1) Déterminer les réels a et b tels que : pour tout x € IR\{— 1} , f(x) = ot ) avec f(x) = e
Calculer [ f(x)dx.
: i 2 . A - . b ¢
2) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que : pour tout x € IR\ {1; —3}, f(x) St ost 1) avec

_ 2x%+x-1

3
f(x) = DT . Calculer [ f (x)dx.

EXERCICE 16

f, est définie sur IR par : f,,(x) = x™ el et on pose I,, = fol x™ el™¥ dx.
1) Etablir une relation entre I,,,; et I,. Calculer I; et I,

2) Donner une interprétation géométrique de I,.

3) Montrer que pour tout réel x de [0; 1], x™® < x"el™ <ex™.

En déduire un encadrement de I,, puis la limite de I,,.

EXERCICE 17
On considere les intégrales | = [+ wslz —dx etJ=[r Co;x dx.
1) Calculer 1.
PP T sinx ) .
2) f est définie sur [0 ; Z] par f(x) = povc ol Calculer f’(x), puis J.

EXERCICE 18

Soient les intégrales | = fogsin2 xcos* xdxetd= f;f cos? x sin* x dx.

1) Calculer I + Jet I —J.

2) En déduire | et J.

EXERCICE 19

Déterminer en unités d’aire, [’aire de la partie du plan limitée par la courbe ( C) représentant la fonction f définie

par f(x) = x2 — x — 3, la droite d’équation y = 2x — 3 et les droites verticales d’équations x = I et x = 2. Faire un
dessin.
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EXERCICE 20

Le plan est muni d’un repére (O,1,]) tel que ||7]| = 2 et ||j]| = 3. Soit la fonction f définie sur ]0 ; + oo[ par
f(x) = % et la fonction g définie sur IR par g(x) = - x? + 4x + 1.

1) Représenter graphiquement la courbe de f et la courbe de g.

2) Etudier la position des courbes et calculer I'aire de la partie fermée du plan limitée par ces deux courbes.

EXERCICE 21
. o, 1 Vs
On considere ['intégrale : | = IO e cos [Z dex.
Calculer I a I’aide de deux intégrations par parties successives.
EXERCICE 22
. e 1
Soit la suite définie par I, = on”e‘x dx avecn eIN*

1) Montrer que I,;=1—2e™
2) a) Montrer que pour toutn e IN* on a :lp.; = (n+1)l,—e™ .
b) Calculer 1, . Vérifier que I; =6 —16e™".

1
¢) En déduire la valeur de I0(2x3 — X2+ x)eXdx .

3) a) Montrer que la suite (I, ) est décroissante .
b) Montrer que pour toutn € IN*etx e [0,1] ona: e™x" <e™x" <x"

1 .
<|_.<—— . Calculerlalimite de I, .

¢) déduire que : <
) | en+) " n+1

EXERCICE 23

Soit f la fonction définie sur IR par : f (x) = (2 —x) &* - 2.

1) Déterminer les limitesdefen — oo et en +oo .

2) Calculer f'(x). En déduire le tableau de variation de f.

3) a) Etablir que I’équation f'(X) = 0 a deux solutions, 0 et une autre notée  €]1; 2 [.
b) Préciser le signe de f (x) suivant les valeurs de x.

1
4) a) A I'aide d’une intégration par parties calculer I, = I (2—x)e*dx .
0

1
b)Donner une interprétation graphique de 1= I(Z —Xx)eX —2 dx et puis calculer I.
0

5) On appelle (C) la représentation graphique de f Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O,T, ]) On

prendra pour unité graphique 2 cm. Tracer (C)dans le plan muni du repére orthonormé (0,7, ])

6) Calculer I'aire A en cm ?du domaine limité par la courbe (C) , la droite D :y= -2 et les
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droites d'équationx =-1let x=0
EXERCICE 24

Soit la fonction définie sur ]—1, +oo[ par f(x) = Ln(1 + x) —x . On note C sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (o, i ]) (unité 2 cm).

. Ln(d+x .
1. Montrer que lim Ln@+x) =0. En déduire lim f(x) . dresser le tableau des variations de f.

X—>+0 X X—>+00
2. Soit la fonction h définie sur -1, +co[ par : h(x) = f(x) - x .
a) Dresser le tableau des variations de h.

1
b) montrer que l’équation h(x) = 0 admet dans ]—1, +oo[ deux solutions O et o tel que o < -E :

c) On déduire le signe h(x).
d) Etudier la position de C et la droite A:y=Xx.
e) Tracer C .

4. Soit g larestriction de fa ]-1,0].

a) Montrer que g est une bijection de ]-1,0]sur ]-0,0].

b) Construire dans le méme repére (0, i ]) la courbe C'de g™

0 0 X
5. On pose I:I Ln(1+x)dx et JZI mdx.

X 1
a) Vérifier que =1- puis claculer J.
X+1 1+x

b) A l'aide d’une integration par partie calculer | .
c) Calculer en cm? l’aire A de la partie du plan limitée par la courbe C et les droites d’équations resoectives
y=X;x=0et X=o.. En déduire [’aire en cm’> A'de la partie du plan limitée par les courbes Cet C' et

les droites d’équations : X=0o. etx = 0.
EXERCICE 25

On pose | = J.OZ(ZX +1)cos2xdx et J = .[OZ(ZX +1)sin2xdx .

1) Calculer | +J
2) Calculer a l’aide d’une intégration par parties I —J .
3) Endéduire les valeurs de | et J

EXERCICE 26

X
Soit f la fonction définie par :f(x) =e? -x- 1.
1) Dresser le tableau de variations de f.

2) a)Démontrer que I'équation f(x) =0 admet dans IR exactement deux solutions O et ¢ et que 2 < ¢ <3. En
déduire le signe de f(x) .

b) Tracer dans un repére orthonormé (o,T,]) la courbe (C) . (Unité=2cm).

3) a) Soit Ae€]-0 ,-1[ . Calculer en cm? [’aire A(Z) du domaine plan limité par :la courbe (C) et les droites
d’équations respectives x = -1 etx =14 et D :y = -x-1 .b) Calculer xlim A() .
——00

4) Soit g la fonction définie par :g(x) =2Ln(x+1)
a) Montrer que le réel o est solution de I’équation g (x) = x.
b) Dresser le tableau de variations de g .
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c) Tracer dans un repere orthonormé la courbe (C ') .

5) Calculer I'aire du domaine plan limité par . (C ') ,et les droites d’équations respectives x = 0, x = o ety =X. (
On montrera que X o 1 )
X+1 x+1

6) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g™ .

b) Tracer dans le méme repere orthonormé la courbe (C *1) de gt

¢) En déduire ['aire du domaine plan limité par : les courbes (C ') et (C ’1) , et

les droites d’équations x = 0 et x = Q. .
EXERCICE 27
1) Soit f la fonction définie sur IR par : f(x)= 1- (2x + 1)e™ .

a)Dresser le tableau de variations de f
b) Représenter graphiquement la courbe (C ) de f dans un repére orthonormée (o,i.j) (L unité = 2cm)

2) Pour tout nombre A strictement supérieur a 1, on appelle A(A) I'aire du domaine constitué des points du
plan de coordonnées (x,y) telles que :1<x< A1 et0<y<f(x)

a) Calculer A(4).
b) Etudier la limite de A(4) quand A tend vers +co.
EXERCICE 28

Soit f la fonction définie par : f(x) =¢* - 1.
1) Dresser le tableau de variations de f .
2) Tracer dans un repere orthonormé la courbe (C) .

3) Calculer I’aire du domaine plan limité par . la courbe (C ) , l'axe des abscisses et les droites d’équations
respectivesx =0 et x = 1.
EXERCICE 29

: . . : e 22t+3 L
Soit n un entier naturel non nul. On considére la suite (u,,) définie par : u,= 0 73z endt.

: : e 2t+3 . L
1.a) Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; 2] par ¢(t) = ;—+2.Etud|er les variations de ¢ sur [0 ; 2].

En déduire que, pour tout réel t dans [0 ; 2],% < @(t) < Z.

3 L t 7 L
b) Montrer que, pour tout réel tdans [0 ; 2],ona: Sen < @p(t)en < Zem

2 2
¢) En déduire que:% n(eﬁ — 1) <u, < Zn(ei - 1).

Montrer que, si (u,,) possede une limite L, alors 3< L <

2.a) Veérifier que, pour touttdans [0 ; 2],on a: 2% — 2 — L Endéduire l'intégrale I = 2243 gt
t+2 t+2 0 t+2
t 2 t
b) Montrer que, pour touttdans [0 ; 2],ona: 1< en < en.Endéduirequel < u, < enl.

C) Montrer que (u,,) est convergente et déterminer sa limite L.
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EXERCICE 30

1) On considere les intégrales: | = [" cos® x dx et = [ sin* x dx.

a) Montrer que | = fon cos x(cos x — cos x sin? x)dx et a [’aide d’une intégration par parties que
I:fonsin2 x dx — %].

b) Montrer de méme que J = f: cos? x dx - % I. En déduire les valeurs de | et J.

2) Calculer les intégrales suivantes :

1
(x+1)2

a) flz(x + 5)* dx b) fol (2x2 - 1- )dx c) f_zl(x + 1) (x%+ 2x — 7)dx

3) Calculer a l’aide de deux intégrations par parties les intégrales suivantes:

31

a) fol xZe* dx b) f_ol(l + x)%e™* dx ¢) [ % cos xe* dx

4
EXERCICE 31

Soit f la fonction définie par: f(x) = W

d’un repére (O,1,]) dont l'unité est de 2 cm.

.On note (7) sa courbe représentative dans le plan muni

1) Déterminer [’ensemble de définition Dy de f et trouver les trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout x de
D
[

c
ex—1"

Onaitf(x) =ax+b +
2) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.
3) a) Déterminer la dérivée de f.

b) Résoudre dans IR I’équation : 2e** — 5e* + 2 = 0.

c) En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f.
4) Démontrer que les droites d’équations respectives .y = 2X —1 ety = 2x — 2 sont des asymptotes de ()
respectivement en + oo et en - oo,
Préciser ['autre asymptote.
5) Soit x un réel de D, on considere les deux points M et M' de (t) d’abscisses respectives x et — X,
Déterminer les coordonnées du milieu I du segment [MM']. Que peut-on en deduire pour la courbe (7).

6) Tracer la courbe (7).

Be*

ex—1"

7) a) Trouver les réels a et g tels que, pour tout x de D, on ait f(x) = 2x + a +

b) Soit k un réel supérieur ou égal a 2.

Déterminer I’aire A(k) en cm? de ’ensemble des points du plan donts les coordonnnées (x }y) vérifient :
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In2<x <Ink et 2x—1 <y < f(x).
c) Calculer limy_, ;0 A(k) .
EXERCICE 32

1) Soientaetb (a < b) deux nombres réels de ['intervalle [0 ; g[

, 1 1 1
. . <
a) Démontrer que : VX € [a; b], — S = S -
b—a b—-a

b) En déduire que : <tanb —tana <

cos?a cos?b’

2) a) A l'aide d’une intégration par parties, déterminer la primitive F qui s ‘annule en g de la fonction f
définie par  f(x) = x sin x.

b) A I’aide de deux intégrations par parties, déterminer la primitive G qui s ’annule en g de la
fonction g définie par g(x) = x2 cos x.

3) Préciser sur quel(s) intervalle(s) la fonction f admet des primitives et déterminer ces primitives.

2x x-1

a) f(X):X 1— x2 b) f(X):m C) f(X):m

d) f(x) = cos x sin® x e) f(x) = cos* x sin? x f) f(x) = 2 sin® x cos* x
EXERCICE 33
1) Démontrer que : = < [Z—— dx < mz,

4 7 Sinx 4
. _ 2x+5 ; . . . _a b

2a) Soit f(x) = 7 .Déterminer deux réelsaetbtelsque: Vx € IR\{—1}, f(x)= — 1 TR

b) En déduire la valeur de f03 f(x)dx .

x3+ 3x%+ 5x+2

3a) Soit f(x) = .Déterminer quatre réels a, b, c et d tels que : V x € IR\{—1},

d

fx)=ax®+bx+c+ .
x+1

b) En déduire la valeur de f03 f(x)dx .
4) Calculer A = foz x?V2x+1dxetB= f_32(x2 + |x—1]dx .

5) Calculer C = [)|1 — x[3dx etD = [* [e* — 1| dx.
EXERCICE 34

1) On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = x (1 + e27*).0On note (t) sa courbe représentative
dans un repere orthonormé (O,7,7) .(unité 2 cm).

2) Soit h la fonction définie par h(x) = 1 + (1 —x) e?7*,
a) Etudier les variations de h.

b) En déduire le signe de h(x) sur IR.
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3) a) Etudier les limites de f en - « et en + o,
b) Préciser la nature de la branche infinie de f en - co.
c) Calculer lim,_,[ f(x) — x], puis interpréter le résultat.
d) Préciser la position de (t) par rapport a la droite (A) : y = x.
4) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f admet une bijection réciproque notée £~ définie sur IR.
c) f ! est elle dérivable en 4 ?
d) Etudier la position de (t) par rapport a sa tangente au point d’abscisse 2.
e) Construire (7). (On tracera la tangente a (t) au point d’abscisse 2). Construire la courbe de f~1.
5) Soit a un réel strictement positif et (R,) la région du plan limitée par les droites d’équations
respectives x = 0 et X = « et les courbes d’équations respectives y = f(x) et y = x.
Soit a (a) I’aire de (R,) en cm?.
a) Calculer a (@) en fonction de a.
b) Déterminer lim,_, ., a (@) puis interpréter le résultat obtenu.

EXERCICE 35

Soit la fonctionde dans  définie par :

1
f(x)=xeXsix<0
f(X)=xIn(@+x)six>0
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, i1 , j ) (unité graphique 2 cm)

On désigne par ( ~) la courbe représentative de f et (A) la droite d’équation y = x.
Partie A
1°)a) Montrer que f est continue en xo =0
b) Etudier la dérivabilité de f en 0.
2°) a) Montrer que pour x <0, f* (x) > 0.
b) Etudier les variations de f ' sur [0 ;+ oo .
En déduire que pour x >0, f* (x) >0.

c¢) Donner le tableau de variation de f.

1

. . ¥ 1

3°) a) Déterminer  lim X [ex 1} (on pourra poser u = ;).
X —> —
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b) Montrer que (D) : y = x + 1 est asymptote a (C ) au voisinage de — o . On admettra que ( ~) est
en dessous de (D).

4°) a) Construire ( ~), on précisera les coordonnées de I, point d’intersection de (C ) et (A ) pour x >0

a) Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe ( ~)en + o0 .

Partie B

X2

_ +b+L
x+1 & X+1°

1°) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout x de . :

2°) En déduire au moyen d’une intégration par partie que la fonction F telle que :

2
F(x):x In (1 +x)

1 o
> —Z(x2—2x) est une primitive de fsur 4

3°) Calculer ’aire A en cm?2 de la partie du plan limitée par (4), ( ~ ) et
les droites d’équations x = 0 et x = e — 1.

Partie C

1°) a) Montrer que f admet une bijection réciproque notée f~* .

b) f est-elle dérivable en 0 ? Préciser la nature de la tangente en 0 & la courbe représentative de f—*

2°) Construire ( ~ ') courbe représentative de f~* dans le repére (O, i T

).

3°) Déduire du B.3) [’aire du domaine (D) ensemble des points
X
M(y) telsque: | 0<x<e—1

f)<y<ft(x).

EXERCICE 36
PARTIE A
1) Etudier sur IR le signe de 4e?* — 5e* + 1.
2) Soit ¢ la fonction définie par : ¢(x)= Inx - 2v/x + 2.

a) Déterminer son domaine de définition D,, et calculer ses limites aux bornes de D,,.

b) Etudier ses variations et dresser son tableau de variations.

c¢) En déduire son signe.
PARTIE B

oX

_ ] <
Soit f Ia fonction définie par : foy = * 1 zer-1 St X =0

1—x+ Vxlnx six >0

On désigne par (1) la courbe représentative de fdans un repére orthonormé d’unité 2 cm.
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1) a) Déterminer Dy le domaine de définition de f.

b) Calculer les limites de f aux bornes de Dy et étudier les branches infinies de (7).

¢) Etudier la position de (t) par rapport a I'asymptote non paralléle aux axes dans |- «; 0].

2) a) Etudier la continuité de fen 0

b) Etudier la dérivabilité de f en O et interpréter graphiquement les résultats.

3) Déterminer la dérivée de f et dresser le tableau de variations de f.

4) Construire (1) , les asymptotes et les demi-tangentes. On remarquera que f(1) =0 et f£'(1) = 0.

5) Calculer en cm? [’aire du domaine limité par (t) , la droite d’équation y = x et

les droites d’équations x =-In8 etx =-1n4 .
EXERCICE 37

1) Calculer les intégrales suivantes :

T

a) J cos® x dx b) flz Inx dx
4

T

c) fonsinx e* dx d) J2x cos x dx

2) Déterminer une primitive de la fonction f sur K:

a) f(X) — x*—3x+3 K = ]1 ;—I—oo[

x*(x—1)

X34+ x%+ 2x+1
x3(x+1)2

b) f(x) = K =10 ;+w/ décomposer f(x) sous la forme
3) Calculer les integrales suivantes:

a) flzx\/—x+3dx b) J2 cos x cos 2x cos 3x dx

d) S°, (% + |x — 1Ddx 6) [ x? V2x + 1 dx

EXERCICE 38

1) Calculer les intégrales suivantes:

a) ff Inx dx b) J2 x cosx dx
c) fonsinx e* dx d) f—ow% dx

2)Déterminer les nombres reels a, b et ¢ tels que :

x3 + (x+1)2

o) [;11 —x|? dx

f) J2 cos® x dx

* 1 _a bt +c
VtEIR’t(t2+1)_ t o tZ2+41
s 2 dt
En déduire | @D
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3)Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
a) f(x) = cos*x sin’x
b) g(x) = 2sin®x cos*x

x34+ x%+ 2x+1
x3(x+1)2

c) h(x) = . On mettra f(x) sous la forme ;—3 +

(x+1)2°
EXERCICE 39
1°) Déterminer la solution de [’équation différentielle 9y " + 6y "' +y = 0 veérifiant les conditions initiales
y(0)=6¢ety’'(0)=0.
_X

2°) Dresser le tableau de variationdef: x —»2(x+3) e 3 .
3°) Soit g la restriction de f a lintervalle = ] — « ; 0] .

a) Montrer que g réalise une bijection de I vers un intervalle J que l’on précisera.

b) Prouver que la bijection réciproque g~ est dérivable en 0 et calculer g~ ”*(0) .

: . N N . - -
4°) Construire la courbe représentative ~~ de f dans un repére orthonormé (O, i , j ).

5°) Déterminer [’aire S (3,) du domaine compris entre la courbe 7, la droite ( O, i ) et les droites
d’équations x =0 et x = 1. (N.B. On sera amené a faire une intégration par parties).

Déterminer la limite de cette aire lorsque A tend vers + oo.

EXERCICE 40

Partie A
P 1 ...3
Soit I’équation différentielle (E ) : — PR AR '—y=20.

Déterminer la solution g de ( E ) dont la courbe représentative ( C ) passe par le point A (0, — 1) et
dont la tangente en ce point est paralléle a [’axe des abscisses.

Partie B

X

1°) Etudier les variations de f définie sur R par f (x) = e* — e*.
2°) Soit (I') la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormal
(O, T) T).;unitéZcm.

a) Déterminer l’équation de la tangente a (I') au point d’abscisse In 2 .

b) Calculer  lim HXXZ

. Interpréter géometriquement le résultat.
X — t o

3°)a) Tracer (1) .

b) Calculer l'aire A (a) en cm? du domaine délimité par (I') , les droites d’équations respectives : x = o,
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(0 <0),x=1In2 et !’axe des abscisses .

c) Calculer lim 4 (a) et interpréter graphiquement le résultat .
o — — o0

Partie C

Soit h la restriction de f a l'intervalle [0 ; + oo .
1°) Démontrer que h est une bijection de [0 ; + oo sur un intervalle J & préciser.

2°) Démontrer que h™" est dérivable en 3 puis calculer h™"* (3) .

3°) Déterminer h™ (x) pour x €J.

4°) Tracer (C ") la courbe représentative de h™* dans le repére ( O, i T

).

EXERCICE 41
PARTIE A

On considere la fonction g définie sur IR, \{1} par :

g(x) = mzl(x) — ﬁ pour toutx > 0 ez x# 7 ; g(0) =0

l
1) Montrer que g est continue a droite en zéro.
2) Etudier les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
3) Dresser le tableau de variations de g.
4) Etudier le signe de g(x).
PARTIE B

On considere la fonction f définie sur IR \{1} par :

fm:% Six>0 etx#1;f0)=0

1) Montrer que f est continue a droite en 0 et dérivable a droite en 0. En déduire [’existence d’une demi-
tangente a la courbe représentative (1) de f au point d’abscisse 0.
2) Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
3) Comparer f'(x) et g(x). En déduire les variations de f et son tableau de variations.
4) Déterminer I’équation de la tangente (D) a la courbe (T) au point d abscisse e?.
5) Soit M le point de () d’abscisse x et N le point de (D) de méme abscisse x.

On pose ¢(x) = NM.

x + e?
I

Montrer que @(x) = f(x) +

Déduire de la partie A le tableau de variations de ¢ '(x) puis le signe de ¢'(x) sur ]J1 ; +oo[. En déduire
le signe de ¢ (x) sur ]1; +oo[ et la position de (t) par rapport a (D) pour les points d’abscisse x > 1.
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6) Représenter dans le plan rapporté a un repére orthonorme (unité :2cm )la courbe (7) et la droite (D).

7) On note ( T) la courbe représentative de g .

Sans construire (T), calculer en cm? , I’aire de la partie plane comprise entre la courbe ( T) , I’axe des
abscisses et les droites d’équations respectives x = e et x = e2.

EXERCICE 42

On considére la fonction f définie par :

f(x)=x+ln|9;+_11| six €] —o0;—1[U] — 1;0[
fx) = x%e™™ six € [0; +oof

On note (C ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé d’unité 2cm.

PARTIE A

1) Quel est le domaine de définition de f. Calculer f(-2) et f(3).

2) Montrer que la fonction f est continue en 0.

3) a) Calculer f'(x) sur [0; +oo[ puis sur | — o0; —1[U] — 1; O[.
b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Justifier votre réponse.

4)a) Dresser le tableau des variations de la fonction f.
b) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une racine unique o comprise entre -1,6 et -1,5.

5) a) Justifier que la droite (D ) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C ) au voisinage de - o.
b) Etudier la position de (C ) par rapport a (D ) sur J-oo ;0[\{— 1}.

6) Tracer la courbe (C) en représant sur la méme figure les asymptotes , les demi-tangentes en 0 et les
points d’intersection avec les axes de coordonnées.

PARTIE B
Soit g la restriction de fa [0 ; 2].
1) Montrer que g réalise une bijection de[0 ; 2] vers un intervalle J a préciser
2) On note g~* la bijection réciproque de g.
a) Résoudre I’équation g~1(x) = 1.
b) Montrer que (g‘l)'(é) = e.

3) On appelle (1) la courbe représentative de g~*. Tracer (7).On placera sur la courbe (7 ) le point
d’ordonnée 1 et la tangente au point d’abscisse é .

PARTIE C

Soit J. un nombre réel strictement positif. On pose (1) = | OA f(x)dx .

1) a) Interpréter graphiquement 1( 1).

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 214



b) Calculer I( 1) en procédant a une integration par parties .
2) Quelle est la limite de I( 1) lorsque A tend vers + o .
3) On pose A =2 .

a) Calculer I( 2).

b) En déduire la valeur en cm? de [’aire limitée par (7) et les

. s 4
droites d’équatons y =0, x=0 etx ==
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1) Equations différentielles linéaires du 1° ordre a coefficients constants

1) Activite

Soit la fonction f définie par f(x) = e**.

Calculer la dérivée de f et démontrer que , pour tout nombre réel x , on a :
fr(x) -41(x)=0

Solution

f(x) =e** . f est dérivable sur IR et f' (x) =4 e** .

fl(x) -4f(x)=4e*™ -4e*™ =0 donc VX€EIR,onaf’ (x) -4f(x)=0 .

Onpose: y=f(x).

‘ On dit que f est solution de |’équation différentielle y' -4y =0.

2) Définition

On appelle équation différentielle linéaire du 1* ordre a coefficients constants sans second membre
toute équation de la forme ay’ +by=0, a€lR,belR et a+#0.

Remarque
L’expression sans second membre est un abus de langage qui signifie que le second membre est nul .

Exemple

1)2y' -3y=0 2)2y' +5y=0 3) y+y=0 4) y' =

Propriété

Les solutions de I’équation différentielle ay' +by =0 sontlesfonctions x > ke~ gx ,keIR.
Démonstration

Soit (E): ay’ +by=0

La fonction nulle est solution de (E) <=> y = o solution de (E) .

Soit y la solution de (E) différente de la fonction nulle .

! b b
ay’ +by=0 <=>ay’ =-by <=> = = —=- <=>3celRtelqueln|y| = — =x+c
—2x+c —Ex
<=>3celRtelque|y|= e @ =e® X e a . Posons k' = e°.
_b _b
<=>|y|=k' x e a* =k’ e "

La fonction y est dérivable et ne s ’annule pas sur IR donc elle est de signe constant .

b
On en déduit qu’il existe k € IR* tel que y =k e~ 2™ . En ajoutant la fonction nulle , les fonctions
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b
x—>ke a* ,kelR sontsolutions de (E).

Démontrons toute solution de ( E) est de la forme x — k e"gx ,keIR .

Soit y une solution de ( E) et z la fonction x - y(x) egx .

La fonction z est dérivable sur IRet z' (x ) = % @y’ (x)+by(x)) aveca=+0.

Oray' (x) +byx)=0 douz' (x) =0.

z' (x) =0 donc z est une fonction constante . IL existe k € IRtel que V x € IR , z(x) = k.
Donc y(x) egx =k dou y(x) :ke—gx ,keIR .

b
Toute solution de (E) estde laformex - ke~ a* | keIR .
Exercice d’application

Résoudre les équations différentielles suivantes

)2y -5y=0 2) y'-3y=0 3) 2y'-3y=0
4) y'+y=0 5) 2y +6y=0 6) y'=0
Solution

Résolvons les équations différentielles suivantes

1)2y -5y=0

! 5
2y'-5y=0 =>2y'=5y=>2 = 2 => yK=kez* ,kEIR .

5
Les solutionsde 2y’ -5y =0 sont les fonctionsx > kez* k€ IR

2) ¥y'-3y=0

Y -3y=0 :>3ﬂ:3y:>%;=23:> y=ke3* KEIR .

ILes solutions de ¥’ -3y =0 sont les fonctionsx > ke3* ke IR

3) 2y'-3y=0

2y -3y=0 =>2}V=3y:>%;= P o= yg=kes* kER .

3
Les solutionsde 2y’ -3y =0 sont les fonctionsx > kez* k€ IR

4) ¥y +y=0

y+y=0  => y'=-y=>

<=

= -1 => yKx=ke* KelR .

ILes solutions de ¥’ + y=0 sont les fonctionsx > ke=* k€ IR
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5) ;¥ +6y=0

2y +6y=0 =>2 y'=-6y=>L = F=.10 => y=ke % KelR .
5

Les solutions de% y'+6y=0 sontlesfonctionsx > ke~ 1°* kelIR

6) y'=0
y' =0 doncy(x)=k , kelIR

ILes solutions de y’ =0 sont les fonctionsx -k , k€ IR

Propriété  Solution vérifiant une condition initiale
L’équation différentielle ay' +by =0 admet une unique solution vérifiant la condition initiale

Y(xo)=yo avec xo€IR et yy €IR .

b
Cette unique solution est la fonction X — y, e a(*~*)

Démonstration

b
Ona:ay’ +by=0 et y(x)=ke a* ,k€IR
Cherchons la solution qui vérifiey (x5 ) = v,

b
Xo

b b
y(xy) = ke a = Y donc k=ypea™ don k=y,ea*®
En remplagant k par sa valeur dansy (x ) , on obtient :

b, b b, D)
y(x)=ke a® =yjea’ e ot =yje atT0

b
La solution qui vérifiey (xo) = yo est unique et ¢’est la fonction X — yg e a* =)
Exercice d’application

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur IR [’équation différentielle et déterminer la solution vérifiant
la condition initiale donnée .

1) 3y’ +5y=0 et y(1)=2
2) ¥ +-y=0 et y(ln4)=1
3)4y'-3y=0 et y(—-4)=1
4) y'-3y=0 et y(0)=1
Solution

Résolvons les équations différentielles avec condition initiale .

1) 3y +5y=0 et y(1)= 2

! 5
3y'+5y=0 :>3y’=-5y=>y7=— => y(x)=ke 3* ,kelR

wlu
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5
3

5 5
y(1)=2 => ke s =2 => k=2e d’ou y(x)=2e_§(x_1)

5
La solution vérifianty (1) = 2 est la fonction x - 2e 3(*~ D
2) y’+%y:0 et y(ln4)=1
14 1
Yy +5y=0 => y'=--y => y; = -~ => y(=ke2* kelR

n 4 1

1
y(ln4)=1 => ke z =1 => k=2 doin yx)=e 20X "D =2e73*

1
La solution vérifianty (In 4) = 1 est la fonction x — 2e” 27

3)4y' -3y=0 et y(—-4)=1

! 3
4y'-3y=0 =>4y'=3y=>2 =72 = yK=kei* KkelR

3 3
y(—4)=1 => ke 3 =1 => k=e3 doi yx)=les*+*® = ez(x*+ 9

3

La solution vérifianty (- 4) = 1 estla fonction x — ez(** %
4) y'-3y=0 et y(0)=1
y'-3y=0 y'=3y=>L =3 => yW=ke®* kel

y(0)=1 => ke =1 => k=1 dou yix)=1e3* = e3*

ILa solution vérifianty (0) = 1 est la fonction x — e3*|

3)Définition

On appelle équation différentielle linéaire du 1* ordre a coefficients constants avec second membre
toute

équation de laforme ay’ +by=¢@ (x) , a€lR,b€elIR et a=+#0 ete (x)estunefonction non
nulle .

Remarque

L’expression avec second membre est un abus de langage qui signifie que le second membre est non
nul .

4) Méthode de résolutionde ay’ +by= ¢ (x)

Soit(E{): ay +by= ¢ (x)
Soit (E,): ay’ +by =0
1) On détermine une solution particulieregde (E¢) .

2) On démontre qu’une fonction h est solution de ( Eq ) si et seulement si (h—g) est solution de (
Ey).

3) On pose f = h —g. On détermine la fonction f .
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4) La solution générale de ( E; ) est la fonction h=f+g.
Remarque

L’ensemble des solutions d’une équation différentielle est appelée la solution générale de I’équation
différentielle .

Exercice d’application

Soit(E;): 2y" +3y= 6x% -7x+2.80it(E,): 2y’ +3y=0

1) Déterminer un polynéme g du second degré solution de ( E; ) .

2) Démontrer qu 'une fonction h est solution de ( E; ) si et seulement si (h—g) est solutionde (E, ) .
3) En déduire les solutions de ( E; ) .

Solution

Soit(E;): 2y +3y= 6x% -7x+2.80it(E,): 2y’ +3y=0

1) Déterminons un polynéme g du second degré solutionde (Eq ) .

Le polyndme g est un polynéme du second degré donc g(x)=ax? +bx+c ,a€lR,b€eIR ,c€IR
et a+0.

La fonction g est dérivable sur IRet g’ (x) =2ax+b.

La fonction g est solutionde (E; ) donc 2 g’ (x) +3g(X)= 6x2 -7x+2.

29 (x) +39g(x)=2( 2ax+b)+3(ax? +bx+c)=3ax?+(4a+3b)x+2b+3c
Ona:3ax?+(4a+3b)x+2b+3c=6x% -7x+2.

Par identification ,ona:3a=6 , 4a+3b=-7 et 2b+3c=2.0Ontrouvea=2,b=-5etc=4..

Donc g(x)=2x% -5x+4 .

g(x)=2x% -5x+4

2) Démontrons qu’une fonction h est solution de ( E{ ) si et seulement si (h —g) est solution de (
Ey).

hestsolutionde (E;) <=> VX€IR ,2h' (x) +3h(X)= 6x% -7Tx+2.
En remplacant 6 x2 -7x+ 2 par2 g (x) +3g(x). On obtient :
hest solutionde (E;) <=> VX€IR ,2h' (x) +3h(x)= 2g (x) +39(X)
<=> VX€IR,2h' (x)-2g (x) +3h(x)-3g(x) =0
<=> VX€IR,2(h(x)- g (x)) +3(h()-g(x)) =0
<=> Vx€IR,2(h—g) (x) +3(h-g)(X)=0.
<=> (h-g)estsolutionde (E,).

3) Déduisons les solutions de ( E1 ) .
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Onposef =h—g.Or (h-g)estsolutionde ( E, ) donc fest solutionde (E, ) .

' 3
,)1 2y +3y=0. 2y’ +3y=0 =>2y'=-3y=>2 = -2 => y()=ke »* ke
(E,): 2y +3y=0. 2y +3y=0 2y '=-3 i - X)=ke z* ,keIR

Donc () =y(x)=ke :* ,kelR

Ona:f =h-g donch=f + g. hest lasolution générale de (E;) .

Donc h(x ) = f(x) + g(x) =k e 2% +2x% -5x+4 |

X

3
Les solutionsde (E;): 2y’ +3y= 6x2 -7x+2 sontlesfonctions x> ke 2% +2x2 -5x+4 .

5) Equations du type y’ = f( x) ou f est une fonction non nulle

1) Résoudre sur IR les équations différentielles suivantes :
a) y' = 6x%+5x-10 b)yxy' =1
)y +x+sinx=0 d (x2+ 1)y =x

2) Résoudre sur]-% ; g [ 'équation différentielle (E,): y' = 1 + tan®«x
Déterminer la solution de ( £, ) qui vérifiey (0)= 1.

Solution

‘ IL suffit tout simplement d’utiliser les primitives

1) Résolvons sur IR les équations différentielles suivantes

a) y = 6x%+5x-10

y'= 6x?+45x-10  donc y=6(3)+5(%) -10x+c, ¢ €IR

Dot y(x)=2x3 +§x2 -10x+c ,c €IR

b)yxy =1

xy'=1 doncy’=§ douw y =Inlx] +c, c €IR

Donc y(x)=In|x] +c, c €IR

)y +x+sinx=0

2
!

y +Xx+sinx=0 donc y'=- x-sinx dou y =-= +cosx+c ,c €IR

2
Donc  y(x)= - = + cosx+c ,c €IR
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d (x2+ 1)y =x

(x2+ 1)y'=x donc y' = =— = 1 x 2=

x2+1 2 x2+1

doi y = ~Inlx2+ 1| +c, ¢ €IR

Donc y(x):%ln|x2+ 1|+c, c €IR

2) Résolvons sur ]-g ; g[l’équation différentielle (E;): y' = 1 + tan®*x
y' =1+ tan®x doncy=tanx+c ,c €IR don yx)=tanx+c ,c €IR

Déterminons la solution de ( E; ) qui Vérifiey (0)= 1.

y(x) = tanx + ¢ donc y(0)=tanO0+c=1 dou 0 +c=1. Donc c=1.

ILa solution de ( E, ) qui vérifiey (0)= 1 est y(x)= tanx + 1 |

I1) Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants

1) Activité

Soit la fonction g définie par g(x) = 2e~>* + 3e%*
Calculer la dérivée premiére et la dérivée seconde de g et démontrer que , pour tout nombre réel x, on a:
g"(x)+ 39" (x) —10g(x)=0
Solution
Calculons la dérivée premiére et la dérivée seconde de g
La fonction g est deux fois dérivable sur IR eton a :
g (x)=-10e7 5 + 6e?* et g"(x)=50e 5 + 12e?%*

g'(x) + 39" (x) —10g(x) =50e™ 5 + 12e?* +3(-10e 5 + 6e?* )-10(Q2e 5 + 3
er)

=50e™5 -50e % +12e% - 12e%* =0
Donc vx €IR , g"(x)+ 3g'(x) —10g(x)=0
On posey =g( x) .
On dit que g est solution de ’équation différentielle y'" + 3y -10y=10
2) Définition

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants sans second membre
toute équation de laforme ay” +by" + cy =0, a€lR,belIR ,celR et a=#0.

Remarque

L’expression sans second membre est un abus de langage qui signifie que le second membre est nul .
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Exemple
12y" + 3y"+y=0 2) y" + 3y' -10y=0
3) y'" 4+ 3y"' =0 4) y"=10

3) Equation caractéristique

On appelle équation caractéristique de ’équation différentielle ay’’ +by' + cy =0 [Iéquation
d’inconnuer: ar® +br+c=0.

Démonstration

Ona:ay"” +by" + cy =0

Soit r un nombre réel ety la fonction définie par y(x) =e"*.

La fonction y est deux fois dérivable sur IRet y' =ry , y" = r?y

ay” +by' + cy =a@?y)+b(ry)+cy=y(@r? +br+c)

ay”’ +by' + cy =0 donc y(@r? +br+c) =0 dou ar®> +br+c=0

yestsolutionde ay” +by + cy =0 <=> ar? +br+c=0

L’équation d’inconnuer: ar* +br+ c =0 est appelée équation caractéristique de I’équation

différentielleay” +by" + cy =0.

4) Méthode de résolution de I’équation différentielle ay” +by + cy =0

Pour résoudre une équation différentielle du type ay” +by’ + ¢y =0, on résout I’équation
caractéristique ar? + br + ¢ = 0 puis on utilise le tableau suivant :

A= b? -4dac Solutions de I’équation Solutions de I’équation
caractéristiquear? +br+c=0 | différentielleay” +by + cy =
0
A=0 Solution double : r, y(x)= (Ax+B)e"0*
A€elR,BelIR
A> 0 Deux solutions réelles : ry etr, y(x)=Ae"*+ Be"*
A€elR,BelIR
A <O Deux solutions complexes y(x) =e** (Acos Bx + BsingBx)
conjuguées : zq; = a + i Bet A€elIR,B€IR
Z=a— if
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Exercice d’application

Résoudre les équations différentielles suivantes
1) y" -8y + 16y =0

2)y" +3y' — 10y =0

3) y" -4y" + 13y =0

Solution

Résolvons les equations différentielles suivantes

1) y" -8y + 16y =0

y" -8y" + 16y =0 ,  L’équation caractéristiqueest: r2 -8r+16=0
r2 -8r+16=0, A= (—8)2 -4(1)(16)=64-64=0 ,1,= —% = - 2=4 doncr,=4

yXx)= (Ax+B)e™* JA€IR,BEIR , yX) = (Ax+B)e**

\Lasolutiongénéraledey” -8y + 16y =0 est:y(x)= (Ax+B)e** ,A€IR,B€IR

2)y" +3y'— 10y =0
y" +3y'— 10y =0 , L’équation caractéristiqueest: r? +3r-10=0

r2 +3r-10=0 , A= (3)® -4(1)(-10)=49 , VA= 49 =7

_—b-VA _ -3-7 _-10 _-bh+VA _ -3+7 _ 4 _
n= "% o200 2 5 et = 2a o200 2 2
Donc n=-5 ¢ nrn= 2

y(X):AeT1x+ B e"2* ,AElR,BElR ’ y(x):Ae—5x+ Ber

‘Lasolutiongénéraledey” +3y' — 10y =0 esty(x)=Ae >*+ Be** ,A€lR,B€IR

3) y' -4y + 13y =0

y" -4y" + 13y =0 , L’équation caractéristique est: 72 -4r+13=0

r? -4r+13=0 , A= (—4)? -4(1)(13)=-36 donc 6 = iv—A =iV 36 =6i
-b-0o _4-6i _4-6i_ , .. _—-b+o _ 4 + 60 _ 4 +60

7= — = 2o T 3 =2-3i et z, = ”» = o T 2 = 2 +3i
Donc z;=2-3I et z= 2+3i Onprend a=2 et B =3

y(x)=e* (AcosBx + Bsinpx) , A€IR,B€IR ,y(x)=e? (Acos3x + Bsin3x)
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Lasolutionde y” -4y + 13y =0  esty(x)=e?** (Acos3x + Bsin3x) ,A€IR,B€IR

Propriété  Solution vérifiant des conditions initiales

L’équation différentielle ay’’ +by’ + cy =0 admet une unique solution vérifiant les conditions
initiales y(x¢) = yo €t ¥ (x'9) =y, avec xo ,¥yo., X'get y', sontdesnombres reels.

Exercice d’application

Dans chacun des cas suivants , résoudre sur IR [’équation différentielle et déterminer la solution vérifiant
les conditions initiales données .

1)y" -3y'—4y =0  y(0)=2 et y'(0)= 4

2)4y" +4y" + 65y =0 y(0)=1 et y'(0)= —

N |-

y" +4y' + 4y =0 y(0)=2 et y'(0)= -1
4) x”+%x:0 X(0)=x, et x’(0)= 0
Solution
Reésolvons les équations différentielles suivantes
y" -3y'—4y =0 y(0)=2 et y(0)= 4
y" -3y'— 4y =0
L *équation caractéristique est 7> -3r-4=0 , A= (=3)? -4(1)(-9)=25 , VA= V/25=5

Donc rn=-1 et n= 4 douy(x)=Ae*+ Be™* | A€IR,BEIR ,
y(x)=Ae *+ Be** . y' (x)=-Ae X +4Be*
y(0)=2 <=> A+B=2 ; y'(0)= 4 <=> -A+4B=4

On obtient: A+B = 2 et -A+4B=4 . Ontrouve Az% et Bzg

Doncy(x):g e~ + ge‘“‘

La solution de ’équation y" -3y — 4y =0 quivérifiey(0)=2 et y'(0)= 4

6
5

4x

. 4 _
est la fonction x — e *+-e

24y" +4y + 65y =0  y(0)=1 et y (0)= -2
4y" +4y' + 65y =0

L ’équation caractéristique est4r? +4r+65=0 , A= (4)? - 4(4)(65) =- 1024
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donc 0 = iv—A =iV 1024 =32i

Donc 21:-%+4i et z= —%—41’ Onprend a=—- et f =4

N |-

1

y(X)=e2* (Acos4x + Bsin4x) , A€IR,BE€IR ,y(x):e"%x(Acos4x + Bsin 4x)
y(x):e"%"(Acos4x + Bsin4x) ,

y' (x)z—%e_%x(ACOSZI-X + Bsin4x)+e‘§x (—4 Asin4x + 4 B cos 4x)

y(0)=1 <=> A=1

y'(0)=—-2 <=> —_A+4B= -

N |-

Onobtient: A = 1 et —%A+4B= — .Ontrouve A =1 et B=0

N |-

X

1
Donc  y(X)=e 2" cos4x

Lasolutionde 4y" +4y" + 65y =0 quivérifie y(0)=1 et y'(0) = —i

1
est la fonction x - e~ 2z* cos 4x

) y' +4y' + 4y =0 y(0)=2 et y'(0)= -1

y' +4y" + 4y =0

L’équation caractéristique est v*> +4r+4=0 , A= (4)? -4(1)(4) =0 ,doncry = —2
yx)= (Ax+B)e™* A€IR,BEIR , yXx) = (Ax+B)e 2%

yx)= (Ax+B)e™2* ; y' (x)=Ae?*¥ -2(Ax+B)e 2%

y(0)=2 <=> B =2

y(0)=-1 <=> -2A+B=-1

On obtient: B = 2 et —2B+ A= -1 .OntrouveA=3 etB=2

Y= (2x+3) e

Lasolutionde y” +4y" + 4y =0 quivérifie y(0)=2 et y'(0)= -1

est la fonction x — (3x+2)e 2%

4) x" +£x:O X(0)=xp et X’ (0)= 0

Remarque : Les solutions sur IR de I’ équation différentielle y” + w?y =0,w € IR sont les

fonctions x > Acoswx +Bsinwx , A€IR,B€IR
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Les solutions de cette équation sont les fonctions x — Acos \[% t + Bsin \/% t,AeIR,BE€IR
X(0)=xy <=> A=x, et x(0)=0<=> B=0

X(t)=x, cos t

HE

Lasolutionde x" +£x =0 quiVérifiex(0)= x, et x'(0)= 0 estla

. k
fonction x - x cos\/% t

5)Définition

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second membre
toute équation de la forme ay’’ +by" + cy = @ (x) , a€lR,belR et a+#0 ete (x)estune
fonction non nulle .

Remarque

L’expression avec second membre est un abus de langage qui signifie que le second membre est non
nul .

6) Méthode de résolutionde ay” +by’ + cy = @ (x)

Soit(E{): ay” +by" +cy = ¢@(x)
Soit (E,): ay” +by +cy =0
1) On détermine une solution particuliere g de (E; ) .

2) On démontre qu’une fonction h est solution de ( Eq ) si et seulement si (h—g) est solution de (
Ey).

3) On pose f = h —g. On détermine la fonction f .
4) La solution générale de ( E; ) est la fonction h=f+g.
Remarque

L’ensemble des solutions d’une équation différentielle est appelée la solution générale de I’équation
différentielle .

Exercice d’application
Soit(E;): y" -4y" + 7y = 2c0s2x
Soit (Ey): y" -4y" + 7y =0
1) Déterminer a et b pour que g(x) = acos 2x + bsin 2x soit solution de ( E; ) .
2) Démontrer qu’une fonction h est solution de ( E; ) si et seulement si (h—g) est solution de (E,) .

3) En déduire les solutions de ( E; ) .
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Solution
Soit(Ey): y" -4y" + 7y = 2cos2x ;Soit (E,): y" -4y" +7y =0
1) Déterminer a et b pour que g(x) = acos 2x + bsin 2x soit solution de ( E; ) .
g(x) = acos 2x + bsin 2x , g est deux fois dérivable sur IR
g'(x) = —2asin2x+ 2bcos 2x ; g"(x) = - 4acos 2x - 4 bsin 2x
La fonction g est solutionde (E; ) donc g"(x) — 4g'(x) + 7g(x) = 2cos 2x

g"(x)— 4g'(x) +79(X) = -4acos 2x - 4 bsin 2x - 4 (—2asin 2x + 2bcos 2x ) + 7 (acos 2x + bsin 2x
)=0

g"(x)— 4g'(x) +79(x) = (3a -8b)cos2x+ (3b+ 8a)sin 2x
Donc (3a -8b)cos2x + (3b+8a)sin2x =2cos2x ; par identificationona :

3a—-8b=2 et 3b +8a=0 . Ontrouve a:% etb:-%

ot -5 _16 -5 _16
D’ou g(x)—73COSZX 73S|n2x . g(x) — C0S 2X - —sin 2X

2) Démontrons qu’une fonction h est solution de ( E{ ) si et seulement si (h—g) est solution de (
E;)

h estsolutionde (E; ) <=> VXE€IR ,h"(x) — 4h'(x) + 7h(X) = 2cos 2x
En remplagant 2cos 2x par g"'(x) — 4g'(x) + 7g(x) . On obtient :
hestsolutionde (E;) <=> VX€IR ,h"(x) — 4h'(x) +7h(x) =g"(x) — 4g'(x) + 79(X)
<=> VXx€IR ,h"(x)—g"(x) 4h'(x) — 4g'(x) +7Th(x)-7g(x) = 0
<=> Vx€IR, (h"(x) —g"(x)) -4 (h'(x) = g'(x))+7(h(x)-g(x)) =0
<=> Vx€IR, (h—g) (x) -4 (h—g) X)+ 7(h-g)(X)=0.
<=> (h-g)estsolutionde (E;,) .
3) Déduisons les solutionsde (Eq ) .
Onposef =h—-g.Or (h-g)estsolution de ( E, ) donc fest solution de ( E; ) .
(Ey):y" -4y" + 7y =0
y" -4y + 7y =0
L’équation caractéristique est v> -4r+7=0 , A= (—4)% -4(1)(7) =-12
donc o = iv=—A =iV12 =2V3i
Donc 21=2-iV3 et z,= 2+ iV3 Onprend a=2 et B =43
y(x) =e?* (Acosv3x + BsinvV3x) , A€IR,B€IR ,y(x)=e? (Acosv3x + Bsin/3x)

y(x) = e?* (Acos+/3x + Bsin/3x) ,
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Donc  f(x) = y(X) = e2* (Acosv3x + Bsin+/3x)
Ona:f =h-g donch=f + g. hest lasolution généralede (E,) .
Donc h(x ) = f(x) + g(x) = e?* (A cosV3x + Bsinv/3x) + %cos 2X -%sin 2X

h(x) =e2* (A cosV3x + Bsiny/3x) + %cos 2X -;—:sin 2X

Lasolutiondey” -4y" + 7y = 2cos 2X

. . 6 16 .
sont les fonctions x — e** (Acosv3x + Bsinv/3x) + —5 €0S 2X - —=sin 2x

7) Equations du type y" = f(x) ou f est une fonction non nulle

1) Résoudre sur IR les équations différentielles suivantes :

a)y"” =sinx +x+3 b)1+6x2+y" =0

c)ycos2x+4y" =0 d)y" =2x

2) Résoudre sur IR [’équation différentielle (E) : y"”" = e~ 3%,
Déterminer la solution de ( E) qui vérifie y(0) = 1970 et y' (0)= 2

Solution

‘ IL suffit tout simplement d’utiliser les primitives

1) Résolvons sur IR les équations différentielles suivantes :
a)y’'=sinx +x+3

2
y" = sinx +x+3 <=> y’=—cosx+x7+3x+a,aelR
. 3 3
<=> y:-smx+%+;x2+ax+b,aelR b €IrR

Donc y(x) = -sinx+§ +%x2+ax+b ,a€IR ,b€IR

. . . . 3 3
La solution de y"" = sinx +x + 3 est la fonction X —>-smx+% +2 x*+ax+b,a€lR,b €
IR

byl+6x2+y" =0
1+6x2+y" =0 <=> y"=1+6x2 <=> y'=x+2x3 +a,a €IR

<=> y= x*+ax+b,a€lR ,be€IR

+
N |-

Donc y(x):xz—2+ %x4+ax+b ,a€IR ,b€IR
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2
La solution de 1+ 6x% +y" = 0 est la fonction x — % + %x4+ax+b ,a€IR ,b€IR

c)cos2x+4y" =0

1 1 .
cos2x+4y" =0 <=> y”=-Zc052x <=> y’=-§sm2x +a,a €IR
1
<=> y:-ECOSZX +ax+b ,a€lR ,be€IR

Donc y(X):-iCOSZX +ax+b ,a€lR ,b€IR

Lasolutiondecos2x+4y"”" =0 estlafonctionxa-%cost +ax+b ,a€IR ,b€IR

d)y" =2x

14

y" =2x <=> y'=x? +a ,a €IR

3

<:>y:%+ax+b , a€IR ,b€IR

Donc y(x):’;—3 +ax+b , a€lR ,b€IR

3
La solution de y”" =2x  est la fonction x —>x? +ax+b , a€lR ,b€IR

2) Résolvons sur IR ’équation différentielle (E) : y"' = e 3%
y'=e3 <=> y'= -§€_3x +a ,a€lR

<=>y =ce +ax+b ,a€lR ,be€lR
Donc y(x):%e‘“ +ax+b ,a€lR ,b€IR

Déterminons la solution de ( E) qui vérifie y(0) =% et ¥’ (0) =

wlu

+b=3 5 Y (0=

yo =5 <=>

O |-

1
<=> - +a=

wlu

Ontrouve: a=2 et b=1

Doncy(x):i e 3 + 2x+1.

Lasolutionde y" = e 3* qui vérifie y(O):% et y'(0)= g est la

. 1 _
fonction x->oe 3 + 2x+1
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Exercicel

Résoudre sur IR les équations différentielles suivantes avec les conditions initiales données

ay'+3y=0 avecy(l)=1

b) y ' = cos(3x) avecy(0) =1

c)y" =2x avecy(0)=1lety(1)=0
d2y"+3y'=0 avecy(0)=2ety'(0)=-1
e)dy"+9y=0 avecy(n)=2ety'(n) =0
Hy" =4y avecy(0)=2ety'0)=1

g) 4y" +4y'+ 65y =0 avec y(0)=1ety'(0) =-1/2.

h) y"+2y'+y=0 avec y(1)=0ety'(0) =1.
)y"-y'-2y=0 avec y(0)=2ety'(0) =1.
Exercice2

Résoudre sur IR I'équation différentielle : y " -4y '+ 4y =0

Déterminer la fonction f solution de cette équation dont la courbe représentative passe par le point de
coordonnées (0;1) et admet en ce point une tangente paralléle a I'axe des abscisses.

Exercice3

1) Donner la solution générale sur IR de I'équation différentielle 9y " + 4y = 0.

2) Déterminer la solution particuliére f, dont la courbe représentative dans le repére (OT]) passe
. o m . - . 2
par le point de coordonnées (E «/§j et admet en ce point une tangente de coefficient directeur -3

3) Montrer que pour tout x de R, on a I'égalité : f(x) =2 cos (% X — %j .

4) Résoudre I'équation f(x) = 0 et placer les extrémités des arcs solutions sur le cercle
trigonométrique.

Exerciced

Soit (E) I'équation differentielle  y " -3y '+ 2y =0.
1) Quelles sont les solutions de (E) ?

2) Quelle est la solution de (E) dont la courbe représentative C admet au point d'abscisse x =0 la
méme tangente que la courbe C' représentative de y = ¥ ? (On dit que C et C' sont tangentes).

3) Représenter dans un méme repére les courbes C et C', dont on précisera les positions relatives.
d) m étant un réel strictement positif, soit hy, les fonctions telles que :
hm(X) = -m%* + 2me® . Montrer que hy, est solution de (E).

4) Soit C, la courbe représentative de hp,,. Montrer que les courbes C, et C' sont tangentes et préciser
les positions relatives de ces deux courbes.
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Exercice5
Soit &un nombre réel tel que 0<0< g

1) Résoudre dans € I'équation z% cos® §- 2z sin #cos O+ 1 = 0.

Déterminer le module et un argument des solutions éventuelles de cette équation.
2) Résoudre I'équation différentielle (1 + cos26)y " - (2sin26)y ' + 2y = 0.
Exercice6

Trouver des fonctions vérifiant I'équation différentielle y* +y ' = 1.

Indication : dériver d'abord les deux membres, puis résoudre I'équation obtenue et vérifier si les
solutions conviennent.

Exercice7

On se propose de chercher les fonctions f de IR dans IR telles que pour tout x de R on ait :
(1)  f"(x)-4f'(x) + 3f(x) = 6x°+5x.

1) On désigne par g une fonction polynéme définie par g(x) = ax® + bx + ¢, ol a, b et ¢ sont des réels.
Déterminer a, b et ¢ pour que, pour tout x réel, on ait :

g "(x) - 49 '(x) + 3g(x) = 6x*+5x.
2) On pose F = f - g. Montrer que f est solution de (1) si et seulement F est solution de I'équation
(2 :F"-4F'+3F=0.
3) Résoudre I'équation (2) et en déduire les solutions f qui satisfont a (1).
Exercice8
1) Résoudre I'équation différentielle (E) :y" +4y =0

2) Soit (E1) I'équation différentielle : y " + 4y = 3 cos 2x. Montrer que (E1) admet une solution
particuliere f; du type f1(x) = k x sin 2x (k : constante réelle).

3) Montrer que les fonctions g = f + f; , ou f est une solution quelcongue de (E), sont solutions de
(E1).

Exercice9
1) Résoudre I'équation différentielle y " -y = 0 avec y(0) = a et y'(0) = b. Soit f la solution.
2) Chercher XIlr+noof(x) en fonction de a et de b.
ExercicelO
1) Résoudre I’équation différentielle E : y'+2y =0
2) Soit ’équation différentielle E’ . y'+2y = X.
a) Déterminer les réels a et b pour que la fonction g definie sur IR par g(x) = ax + b soit solution

de E".
b) En posant dans £’y =z + g, montrer que z est solution de E. En déduire les solutions de E.
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c) Déterminer la solution f de £ qui vérifie f(0) :%

3) Etudier les variations de la fonction f définie sur IR par f(x)=e** + % X —% (on ne demande pas
d’étude de limites).

-2X

4) a) Montrer que la fonction F définie par F(x) =—(%x+%)e est une primitive de la fonction

définie par x — xe >

2 —%ezx e 1

b) Montrer que f?(x)=e™* +xe~
) a () 4 4 16

1
c) Calculer I f 2(x)dx
0

Exercicell

Considérons les deux equations différentielles : E, : y'-2y =0, E,:y'=y

1) Résoudre E; et E,.

Deéterminer la solution particuliere f; de E; telle que ', (0)=4.

Déterminer la solution particuliere f, de E; telle que f,(0) =1.

2) Soit f définie sur IR par f(x) = f1(X) — f2(X). Résoudre dans IRl ’équation : f(x) = 0.

3) Etudier les variations de la fonction g définie sur IR par g(x) = 2e** —e*. On précisera les
coordonnées des points d’intersection de la courbe de g avec les axes du repeére.

4) Etudier les limites de g en -coet +co0 (On pourra écrire, en justifiant, que g(x) =e*(2e* -1).

Exercicel?

1) Résoudre I’équation différentielle E y"+é y=0.

2) a) Déterminer la fonction f, solution particuliére de E, telle que f (0) =—+/3 et f(%n) =1.

b) Déterminer un réel positif R et un réel ¢ appartenant a -z ; 7/ tel que l’on ait pour tout réel X

f(x)= Rcos(%x+<p).

3) Déterminer la fonction g, solution particuliére de E, telle que g(0) =2 et g(%n) =0.

4) Résoudre dans IR I’équation f(x) = g(x).
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Exercicel3

1) Résoudre sur IR I’équation différentielle (E;) : y" = sinx.

2) Résoudre sur]-~; = [ I'équation différentielle (E;) = y' = 1 +tan? x. Déterminer la solution de (E;)
vérifiant y(0) = 1.

3) Résoudre sur IR 1’équation différentielle (E3) : y = e 3*. Déterminer la solution de (E3) vérifiant la

solution  y(0) = % ety'(0) = g .

Exercice 14

Résoudre dans IR les équations différentielles suivantes.

14y + 3y =0 2)3y+5y =0 3)y —3y=0

Dy — 4y '+ 4y =0 5y — 4y + 3y=0 6)y'+y +y=0

7) y'+ 2y + 5y = 0, déterminer la solution vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = —1.

8) vy + y = 0, déterminer la solution vérifiant y(g) =3 et y(g) = 2.

Exercice 15
Soient les deux équations différentielles
y' =y —-6y=0 1)
y-—y—-6y=-6x-1 (2
1) Résoudre I’équation (1).
2) Montrer que la fonction g définie par g(x) = x est solution de (2).
3) Montrer qu 'une fonction h est solution de (2) si, et seulement si, h — g est solution de (1).
En déduire la fonction h solution de (2) vérifianth(1) =2et h' (1) = 4.
Exercice 16
Soient les équations différentielles suivantes
y+2y=0 (1) y' + 2y= e ¥ (2)
1) Résoudre [’équation (1).
2) Monter que la fonction g définie par g(x) = (x + 1)e~ 2* est solution de (2).
3) Montrer qu’'une fonction h est solution de (2) si, et seulement si, h — ¢ est solution de (1).

En déduire la solution h, solution de (2), qui vérifie h(0) = 3.
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Exercice 17

1) Déterminer la solution f de [’équation différentielle 9f'" + f = 0 sachant que :

f(?f(x)dx =0 et fonf(x)dx =3
2) Résoudre I’équation différentielle .  (m—1)y"" + y' — 2y = 0 ou m désigne un parametre réel.
3) Résoudre dans IR les équations différentielles suivantes :
a)yxy' =1 b)y'+ x +sinx =0 c)(x2+ 1)y’ =x

Exercice 18
Soient les équations différentielles suivantes:

y'"+ 6y +9y=0 (1) y"+ 6y + 9y =sinx  (2)
1) Soit f définie par f(x) = asin x + b cos x, a et b € IR. Déterminer a et b pour que f soit solution de (2).
2) Montrer qu 'une fonction h est solution de (2) si, et seulement si, h — f est solution de (1).
En déduire la solution h de (2) qui vérifie h(0) =0 et h'(0) = 0.
Exercice 19
1) Résoudre [’équation différentielle (E) . y"' — 3y’ — 4y =0

avec pour conditions initiales y(0) =2 et y'(0) = 4.

2)Résoudre I’équation différentielle (E) : 4y" + 4y' + 65y =0

avec pour conditions initiales y(0) =1 et y'(0) = — % :
3) Soient les équations différentielles suivantes :
(Ey): y'— 4y"+ 7y = 2 cos 2x. (Ey):y"'—4y'"+ 7y =0.
a) Déterminer a et b pour que g(x) = acos 2x + bsin 2x soit solution de ( E;).
b) Démontrer qu 'une fonction h est solution de ( E;) <=> (h —g) est solution de ( E;).

c) En déduire les solutions de ( E;).

4) Résoudre les équations différentielles suivantes :
a)xy =3 b)y + 2x+3sinx=0  c¢)(x*>+ 1)y =6x

Exercice 20

—X

e . . .
On considere [’équation différentielle (E) . y—Yy'=—-, et on cherche les solutions de cette équation
X

définies sur l'intervalle |0 ; +oo[.

X

1) Démontrer que la fonction u définie par u(x) = £ est solution de (E).
X
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2)

Montrer qu’une fonction v est solution de (E) si et seulement si la fonction h définie par

X

e e , . . L g . ’ s . P
h(x) =v(x) —— Vérifie [’équation : h'—h=0. En déduire les solutions de |’équation (E) définies sur
X

10; +of
, e s . e kx+1 ,
3) Pour tout reel k négatif ou nul, on considere la fonction fy définie sur J0 ; +od par f, (X)= e*.
Déterminer les limites de fy en O et en +co.
4) Calculer la dérivée de fy. Déterminer, suivant les valeurs de k le nombre de solutions a [’équation
f (x)=0.
5) Sur la figure ci-dessous, on a représenté les fonctions fo, f , f ., f o .5. 4 l'aide de la question 4,
expliquer quelle courbe correspond a quelle fonction.
A
Cl
20
1055
/// _
N \\\l | _\-_I l | | | AN}
U PN N 1 re
( 1N 2 3 4, 5 6 7 8
N N\ \
\
10 C3
C4
20+
Exercice 21

1) Résoudre I'équation différentielle (E) : y '+ 2y '+ y =10

2) Soit (E") I’équation différentielle : y" + 2y + y =x + 3

Déterminer les réels a et b tels que la fonction h définie par h(x) = a x + b soit solution de (E").

3a) Démontrer que g est solution de (E") si et seulement si g — h est solution de (E).

b) Résoudre alors (E") .

c) Déterminer la solution f de (E) telle que : f(0) = 2 et £'(0) =- 1.

4) Soit k la fonction définie par k(x) = (x + 2) e *. Etudier les variations de k.
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a) Déterminer [’équation de la tangente (T) a la courbe (T) de k au point d’abscisse 0.
b) Démontrer que le point I1(0 ; 2) est un point d’inflexion de la courbe (T) .
c) Tracer (1) et (T) dans le plan muni d’'un repére orthonormé (O,1,]).
Exercice 22
1) Résoudre les équations différentielles ci-dessous avec les conditions initiales imposées :
a)y -2y +5y=0, y(0)=1lety'(0)=3 b)5y '+ y=0, y(-5) =0
2) Résoudre les équations différentielles suivantes :
a)x3y' =1+« b) (x* + 1)y = x3 Oy + e *+cosx=3x3+5
3) Résoudre [’équation différentielle ci-dessous ou m désigne un parametre réel :
my'+ (m—1)y —y=0
4) Soit I’équation différentielle (E ) - -% y'+ % y —y=0.

Déterminer la solution g de (E ) dont la courbe représentative (C ) passe par le point A(O ; -1) et
dont la tangente en ce point est parallele a I’axe des abscisses.

Exercice 23

Résoudre dans IR les équations différentielles suivantes :

a) y'+2y=0 b)y —4=0 )3y —y=0
d)y"—y' —2y=0 e)2y"—12y'+18 =0 H—y"+y'—y=0
g) 4y"+6y=0
Exercice 24

Résoudre dans IR les équations différentielles ci-dessous avec des conditions initiales imposées.

a) -y +2y=0 ; y(3) =-2.

b) 2y"+3y'—=2=0  ; y(0)=1;y(0)=3.

c) 3y"—-2y'+7y=0 ; y(0)=1;y'(0) =-1.
d) 25y"+y=0 s y(m) =2; y'(0)=-1
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Exercice 25

1) Résoudre I'équation différentielle : y ' - 0,5y = 0.
Déterminer la solution qui prend la valeur e pour x = 1.
2) Soit la fonction f définie par f(x) = e >*"*°

Calculer a I'aide d'une intégration par partie : fol x f(x)dx
3) Résoudre [’équation différentielle (E): y"+y=0.
4) Déterminer la solution particuliére de ( E ) verifiantf (0) =1 etf' (0) = \/§ .
5) Résoudre :
a)dansIR:f(x)+\/§:0
b)dans [0;2x[:f(x)+~2=0
Exercice 26

Déterminer les solutions de I’équation différentielle y" — y' + % y = 0 sachant que sa representation

graphique passe par A(0; 4) et la tangente a cette courbe au point d’abscisse 2 est paralléle a [’axe des
abscisses.

Exercice 27
On donne [’équation différentielle .  y"+2y'+y =0 (E)
On pose : pour tout nombre réel x : h(x) = e* k(x)

1) Démontrer que k est solution de (E) si et seulement si, pour tout nombre réel x, h"(x) = 0.
2) Résoudre [’équation différentielle h"(x) = 0.
3) En déduire les solutions de (E) .
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SUITES NUMERIQUES

1) Rappel
1) Définition
On appelle suite numérique a valeur réelle toute fonction d’un sous ensemble I de IN vers IR .
u: I -IR
n — u(n)
» L’image de n par la suite u est noté u,, = u(n).
» u, estappelé le terme général de la suite u .
» nestappelé Uindice ou le rang du terme u,, .
» L’ensemble I est appelé I’ensemble des indices de la suite u .
» Lasuite u se note (U,)ner -
Exemple
1) u: IN{0} - IR 2) u: IN ->IR

2n% +1
n

n - n -n3+4n

2) Autres definitions d’une suite

» Une suite peut étre définie par une relation fonctionnelle
Soit la suite (u,)n ey définie par u, =vVnZ + 1
Onau,=f(n) avec f(x)=vaZ + 1
» Une suite peut étre définie a ’aide de son premier terme et d’une relation de récurrence

u0=2

Soit la suite (Up)ne iy définie par un={u —2u.43 - n>0
n+1 — n ’ =

3) Principe du raisonnement par récurrence

Pour démontrer qu’une proposition P( n ) qui concerne un entier naturel n est vraie
pour tout n > ng , on procede en deux étapes :

» On démontre P(ng ) est vraie .
» On démontre que pour tout entier naturel k> n, ,si P (k) estvraie alors P(k + 1) est vraie .

Exercice d’application

Soit S, =1+2+3+4+ n-1+n
Montrer que par récurrence que S,, = @ vVnx1
Solution
Montrons que la relation est vraie pourn =1
Ona S,=1 e pourn=1 §; = 1(12“) = % =1 donc la relation est vraie pourn=1.

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 239



Soit k un entier naturel telquek >1.

Supposons que la relation est vraie au rang k c'est-a-dire S, = @

Montrons que la relation est vraie au rang k + 1

Sep1=1+2+3+4+ k-1+k+k+1

_k(k+1)

Donc S, =S +k+1 or S >

Sk+1:@ +k+1:k+1(§ +1):(k+1)§k+2)

Sk+1 = W donc la relation est vraie au rang k + 1 .

_n(n+1)
— 2

Do n>1, S,

4) Monotonie d’une suite

Soit u une suite numérique et ny un entier naturel .

u est croissante a partir du rang ng si et seulementsi vn=>ngy ,u,,1 = u,

u est strictement croissante a partir du rang ng si et seulementsi vn>ng ,u, 1 > u,
uest décroissante a partir du rang ng si et seulementsi vn>ny ,u,,1 < u,

u est strictement décroissante a partir du rang n si et seulementsi Vh>ngy ,u, 1 < u,
u est constante a partir du rang ng si et seulementsivn=ny ,u, .1 = u,

YVVVVYY

5) Définition

» Une suite est dite monotone lorsqu’elle est ,soit croissante ,soit décroissante .
» Une suite est dite strictement monotone lorsqu’elle est ,soit strictement croissante ,soit
strictement décroissante .
6) Comment prouver la monotonie d’une suite

Pour étudier le sens de variation d’une suite numérique U, on peut utiliser I’'une des méthodes
suivantes :

» On peut chercher le signede u, .1 — u,

Exercice d’application
i . e 1
Soit la suite (u,)n e v+ définie par u,, = 113=1Z

Déterminer le sens de variation de la suite u .

Solution
ONa ty =142+ 24 S oo =
2 3 4 n
DONCUpyy =124 S S oo = +—
2 3 4 n n+1
1
Onaun+1—un=m>0 vn=1

ID 011 1a suite u est strictement croissante .
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» Siu, =f(n)oufest une fonction numérique . Alors la suite u et la fonction f ont le méme
sens de variation .

Exercice d’application

3n+2

Soit la suite (uy), ey définie par u, = po—

Déterminer le sens de variation de la suite u .

Solution

_ _3x+2
Onau, =f(n) avec f(x)—zx_1

. . . . , _ 3(2x-1)- Bx+2)(2) _ -7
La fonction f est dérivable sur [1; + oo et f' (x) = L) = Gy

Ona f’(X):m

donc f'(x) <0 VXE€[Ll;+ oo

Ce qui entraine que la fonction f est strictement décroissante sur [1 ; + oo[ .

ID ’oul la suite u est strictement décroissante & partir du rang n = 1|

» SiVn=ny,u, aunsigne constant alors on peut comparer u’;—“ etl

n

1)Siu, >0et =L > 1 alors lasuite u est strictement croissante .

Un

2)Siu,>0et ™ < 1 alors lasuite u est strictement décroissante .

Un

3)Siu, <0et =L > 1 alors lasuite u est strictement décroissante .

Un

4)Siu, <0et L <1 alors lasuite u est strictement croissante .

Upn
Exercice d’application
Soit la suite (u,), e v définie par u, = -2 (%)”
Déterminer le sens de variation de la suite u .
Solution
Ona Vvne€IN  u,<0
upaa _ —2 (3

Ona =

3
Un -2

B w

et %<1 donc 2t <1

Un

Ona u,<0et <1 alors lasuite uest strictement croissante

Un

» Si uyyq =f(u,) alorson peut utiliser un raisonnement par récurrence en s’appuyant sur
le sens de variation de f .

Exercice d’application

u():O

Soit la suite (u,), ey définie par u,, = {u T
n+1 — ) =
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Déterminer le sens de variation de la suite u .

Solution

uy=0 et pourn=0 u;=eYo=e=1 [donc u; > u,

Supposons que u, > u,_;
Puisque x — e* est strictement croissante , on a

u, > u,_, entraineque e“nr > e¥n-1  or u,,; = e'n etu, = e¥n-t

| Donc u,.; > uy

Do Vvn €IN ,u,.; > u, Alorslasuite u est strictement croissante]

7) Suites bornées
Soit (uy)n ey UNe suite numérique .

» Lasuite u est dite majorée s’il existe un nombre réel M tel que pour toutn € l,onau, <M.

» Lasuite U est dite minorée s’il existe un nombre réel m tel que pourtoutn € l,onam <
u,.

» suite u est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée . C'est-a-dire qu’ils existent des
nombres m et M tels que pour toutnel,onam < u, <M .

Remarque

» On dit que m est un minorant de u et M est un majorantde u .
» Si la suite u est positive alors elle minorée par 0 .

» Silasuite est négative alors elle majorée par 0 .

» Une suite est positive si tous ses termes sont positifs .

» Une suite est négative si tous ses termes sont négatifs .

Exercice d’application

1) Soit la suite (uy)n e v définie par u, =

nz+1
Démontrerque 0 < u, <1 .
. . fp - sinn
2) Soit la suite (u,), e v définie par u,, = —
Démontrer que la suite u est bornée .
Solution
2
1) Soit la suite (uy), e n définie par u, = #

Démontrons que 0 < u, <1 .

2

vneIN ,n? 20 etn®+ 1 >0 donc —— 20 <=> u, 20<=>

_ n?-n?-1_ -1 -1
2 1= 2 Y r 2 =
ne+ 1 n«+ 1 n«+ 1 ne+ 1

Donc u,— 1 <0 <=>

u,— 1=

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 242



Onobtient 0 < u, etu,<1 donc 0 < u, <1

IDonc la suite u est minorée par 0 et majorée par 1|

2) Soit la suite (u,), ey définie par u, = 531"2"
Démontrons que la suite est bornée .
sinn 1 1
|un| = 2 < 2 <==> |un| < nz
n>1 <=> n2>1 <=>1>—+ <=>-+<1
n? n2

1
Donc |un|sﬁs 1 <= Ju,| < 1 <=> —-1<u,<1

IDonc la suite u est minorée par — 1 et majorée par 1|

7) Suite périodigue

Soit (uy)ner UNe suite numérique . La suite u est dite périodique s’il existe un entier naturel p tel
que U, 4p=u, Vnel.

La période de u est le plus petit entier naturel ptel que u, 4, = u, Vn €1.
Exercice d’application
Soit la suite (u,), e v définie paru, = (—1)"
Déterminer la période de la suite u .
Solution

Ona wu,= (-1)" , un+2:(_1)n+2:(_1)n:un

ID "ol la suite u est périodique de période 2

8) Convergence et divergence

Soit (uy)n ey UNe suite numérique .

» Lasuite u est dite convergente si et seulement si lim,, _, , o, u, = | avec | € IR.Onditqueu
converge vers | .

» Lasuite u est dite divergente si et seulement si elle n’est convergente .C’est a dire si et seulement
lim, ,,,u,= +o ou lim, ,,,u,= - .

Exercice d’application

Etudier la limite de u, v et w définies par :

1 1-2n
= _ 4+ — =
2) v, =n-3 — 3) wy, —

Du,=2-

S|k

Solution

Etudions la limite de u, vetw

Du,=2-

S|k
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limy, oty = limy, o, (2 — 7)=2

ILa suite u est convergente et elle converge vers 2|

_ 1
2) Un—n—3+m

. . 1
lim, ,,,v,=lim, ., ,(n-3 + m) =+

ILa suite v est_divergente et elle diverge vers + oo|

1-2n
3)W"_n+1

1-2n
n+1

lim, _,,w,=lim, | ,( ) =-2

ILa suite w est convergente et elle converge vers - 2

9) Théoréme de la convergence
» Toute suite croissante et majorée est convergente .
» Toute suite décroissante et minorée est convergente .

Exercice d’application

. . TN 1
Soit la suite (v,),, e ;v définie par v, = }jzlk—z :

1) Montrer que v est croissante .

2) Montrer que V k € IN\{0; 1} % < pEp—

3) Montrer que V k € IN\{0; 1} ,

-k k-1 kK
4) E n déduire que v est bornée .

5) Démontrer que v est convergente .

Solution

. . P 1
Soit la suite (v,),, e ;v définie par v, = ﬁzlk—z .

_ 1 1 1
Ona %1—1'F;"FE§+‘“"”"m"”""”"+;;

1) Montrons que v est croissante .

1

(n+1)2 2 0<=> vp1-1, 2 0

—yn+1 1 _
Onav,, = Z’ﬁ;lp , donc v,4q-v, =

<=> wv,,; = v, doulasuitev estcroissante

2) Montrons que V k € IN\{(0; 1} , k—lz < 1

- k2-K
vkeIN{0;1} ,na k?-—k < k?
kK2—k < k? <=> L+ < 2
k2 k2 -k
. _ E
D’on k € IN\{0;1} = S 5
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3) Montrons que V k € IN\{0; 1} ,

K2-k k-1 k'

Ona 11 _ k—k+1 _ 1
k-1 k  k(k-1) k2-k
N 1 1 1
Dou VK€EIN{0;1} , 5— = —— 7
k< —k k—1 k
4) Déduisons que v est bornée .
Ona v, =Yi,— =1+—5+ =+ + = [donc v, >0<=>0< v
Un = k=137 = =t 5 R ey Uy = = S vy
1 1 1 1
. el = =
Ona VKeIN{0;1} , 5 < 5—=7—— ¢
1 1
- < 4
Donc —; — 7
1 1 1 1 1 1
— <—— - <=> no— <V (—— =
k2 — k-1 k k=2k2 - Zk:Z(k—l k)

1 1
k=2z S 1+ Yoo~ )

Ona v, =1+ Xi,—
1 1 1 1 1 1 1
1+Zg=2(m— E):1+(1-;)+(E—§)+ .............. +(m—;)
=1+1- % =2- % apres simplification
Onadonc v, 32-% dou v, <2 car 2-% < 2

Ona v, <2

Ona 0<wv, et v, <2 donc0< v, <2

5) Démontrons que v est convergente .
D’apres les questions précédentes on a ,
La suite v est croissante

La suite v est bornée

Donc d’apreés le théoréme de la convergence la suite v est convergente .

Elle converge vers un nombre réel | qui vérifie0 <1 < 2

Propriéte

» Toute suite croissante et non majorée a pour limite + oo .
» Toute suite decroissante et non minorée a pour limite - oo .

10) Suites adjacentes

Deux suites u et v sont adjacentes si et seulement si , [’une est croissante, I’autre est décroissante et la
limite de leur différence est égale a 0. C'est-a-dire
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u est croissante u est décroissante
v est décroissante ou v est croissante
lim, (U, — v,)=0 lim, (U, — v,)=0

1) lim,,q" , q € IR

» lim,,,,q" =+ siq>1.

» lim, ,.q" =0 si-1<qg<1.

» lim,,..,q" =1 si g=1.

» lim, ., q" n’existepassiqg< — 1.

Exemple

1) limy,,y0 2" =+00 car 2>1 5  2) limy,,(3)" =0 car 5 <1

3) limy,oo( — 3)" =0 car -1< — 3

1) Compléments

1) Propriété de comparaison

Soit (uy)n ey UNe suite numérique .

» S'il existe une suite (v,, ) telle que w,, > v, a partir d’un certain rang etsi lim,, _, , , v, =
+ o0 alors lim, U, = +00 .

» S'il existe une suite (v,, ) telle que u,, < v, a partir d’un certain rang etsi lim,, _, , , v, =
-oo alors lim, |, ,u, = -0 .

Exercice d’application
Soit la suite (uy,), ey définie par u,=n? + sinn
Déterminer lim,, _, ; o Uy
Solution
Ona u,=n?+sinn
Ona VnelIN, -1<sihnn<1 donc sinn=-1 VnelN

Donc u,=n?+sinn=> n?-1  <=>

lim, 540oM2-1) =+ |don  limy 10Uy = + o

2) Propriété
Soit (uy)n ey UNe suite numérique .

» S'ils existent deux suites (v, ) et (w, ) telle que v, < u,, < w,, a partir d’un certain rang
etsi lim, _, . v, = let lim, _, ,w,=1 alors lim, ,,,u,=1.
Elle reste valable lorsque | =+ o ou | = - o0 .

» S'il existe une suite (v, ) telle que |u, — l| < v, a partir d’un certain rang et si
lim, _,, v, = 0 alors lim, _, ,,u,=I
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Exercice d’application
1) Soit la suite (v,)n e v« définie par v, = 21’}=1n2_1k .
Déterminer la limite de v .

__sinn

2) Soit la suite (uy)pn e v+ définie par u, =

n2
Déterminer la limite de u .

Solution

1) Soit la suite (v,,),, e v« définie par v, = 2=1m .

Déterminons la limite de v .

Soit k un entier naturel tel que 1 < k<n

l1<k<n <=> 1+n2<k+n?<n+n? <=> —— < ——_ <
n + n? k +n? 1+ n?
=== 1147-1112 =Un = 1:112

limy o yeo—r—= limy 075 =0 DONC limy L4000y =0

2) Soit la suite (1) ¢ . définie par u, =2

Déterminons la limite de u .

al = 55| < 5 <=> < <=> - 0l<
liMy 4 w=3 =0 DONC limy, 4oy = 0

3) Propriété
Soient (u, ) et (v, ) deux suites convergentes .
Siu, < v, apartir d’un certain rang alors lim,, _, , ,u, < lim, _, , , v, .

4) Image d’une suite par une fonction

Soit f une fonction , D¢ son domaine de définition et ( w,, ) une suite d’éléments de Dy .
Si lim, _,,,u,=a et lim, _,f(x)=1I alors lim, |, of(u,)=1.
Exercice d’application

Soit la suite (vn)y e+ définie par v, = (1 + =)"

Déterminer la limite de v .
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Solution

Ona v, = (1 + l)n. Vp = (1 + 1)n= el"(“%) =e"”‘(1+%) = f(u, )

n n

Avec un:nln(1+%) et f(x)= e*

1
, . 1 . In(1+ ) , In( 1+x)
lim, L ou, = llmn_,+oonln(1+;) =limy 5 4o —7—— =limy — = 1

n

Donc lim, ,;ou, = 1

lim, 51 f(x)=lim, ,,e*=e! =¢e donc lim, 4V, =€

| Doti limy, | 4oV =€

Remarque
»  Cette propriété est utilisée pour démontrer qu’une fonction n’a pas de limite .

Exercice d’application
Montrer que la fonctionf: x — cos % n’a pas de limite en () .
Solution

Ona f(x):cosi

. 1 1
Soient a, = — et b, = , h € IN*
2t n T +2nn
Ona lim, ,400,=0 et limy, ,i0by=0

Ona f(a,) =cos2nmn =1 et f(b,) =cos(m+2nn) = -1
Si la fonction f admettait une limite en 0, on aurait
“imn —>+00f(an ) = limn —>+00f(bn): limx—>0f(x): I‘

Donc I=1 ou I=-1 cequiestimpossible .

| D’ou la fonction f n’admet pas de limite en 0
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5)Suite arithmétigue et Suite géométrique

Suite arithmétique

Suite géométrique

Premier terme

Uy

Uy

Raison

r avec r €1IR

g avec q €IR

Formule de récurrence

Upyr = Uy + T

Upy1 =q X Uy

Formule explicite

U,=upg tnr
un:up +(n—p)r

Uy =up X q"
u,=u, x q"°°F

Somme des n premiers termes
Ug + U Uy + eennennnnns +u,_q n (uo+up-1) 1-q°

X
2 o 1-¢q

avec q

+1

Remarque
» Si (up) est une suite arithmétique de premier terme uo et de raison r, alors :

> Sile premier terme estu; , alors : U, = +(n—=1)r
» Si la suite a pour premier terme uo , alors

_(n+1) (g + uy)

la somme S, = Ug + Uy + .....+ u, vaut : Sy 5
» Si la suite a pour premier terme u; , alors
lasomme S, =u;y + Uy + .....+ u, vaut: Sy = 5

Exemple
Soit (up) la suite définie par : up =2n — letu; =1. Alors (u,) est une suite arithmétique
car:up+1—U=2n+1)—1—2n—1)=2n+2—1—2n+1=2,

Donc: uy+1=u,+2 .Laraisonde la suite est 2 .

n+2n—1)

La somme des n premiers termes vaut : Uy + Uz ...+ uy = > n2.

Remarque

» Si la suite géométrique (u,) a pour premier terme U et pour raison g, alors : U, = Ug X qn
» Sile premier terme est ug, alors:  Up = Ug X qn_l
» Pour toute suite géométrique de raison q # 1, on a :

1_ n+1
1) Up+ Up + ... +Mn:U0xﬁq_
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Exemple

. 1
Soit Sp= 1+5 +5; + ..., +?

Remarque
> Les résultats concernant les opérations sur les limites de fonctions s 'étendent aux limites de suites.

Exercice d’application

3n® —5m2+1

1) Soit la suite (un) définie par - uy == 5 3 1

Déterminer la limite de u .
. . . 1 (1Y 1\
2) Soit la suite (v,) définie par : vn:1+§+ P +1=1 .

Déterminer la limite de v .

Solution

3n® —5m2+1

1) Soit la suite (un) définie par - uy == 5 3 5

. . 3
Alors lim  u,= lim o =2
n— + oo n— + oo n

. . s 1 (1Y 1™
2) 80|tIasmte(vn)defmlepar:vn:1+§+ 3 o +1=] .

, o .1
Vn est la somme des termes consécutifs d 'une suite géométrique de raison 3

1n
l_(3j 1 1Y 1 3
tVn=——=— , comme—1<3 <1 lim (—ij.D’oa: lim —— =5.
1_1 n— +oo n—+owq__=
3 3
: 3
Alors  lim Vn=5
n— +oo
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Remarque On a les résultats suivants

> lim n=-+o; lim n’=+ow; lim n*=+w.
n— +oo n— +oo n— +oo
) 1 . 1 . 1 . 1
> lim —F— =0; Iim = =0; lim — =0; lim —3 =0.
n— +oo \yn n— +ool n— +oo N n— +oo N

Exercice d’application

Le radium 266 est un corps radioactif dont 0,04% des atomes se désintégrent chaque annee.
1) En janvier 2000, un objet contient u, = 10 moles de radium 266, calculer le nombre de moles u; que
[’objet contient en janvier 2001.
2) Soit u,, le nombre de moles de radium 266 que contient l’objet en janvier 2000 + n.
Exprimer u,, en fonction de n en justifiant ce résultat.
3) Quelle est la limite de la suite (u,)?
4) La période d’un élément radioactif est égale au nombre d’années nécessaire a la désintégration de la
moitié des atomes du corps. A l'aide de la calculatrice, déterminer la période du radium 266.
Exercice d’application

2 _ n
Soit (u,)nen+ la suite définie par u, = %
1) Montrer que pour toutn > /ona l —n—lz < u, <1 + n_12
2) En déduire la limite de la suite (u, ).
Solution
1. Pourtoutentiernona: -1 <D <1
donc l+n2<(-1)"+n2<l+n?
n
ot 4 (1) +nm? 1+
n2 — n2 — n2
soit l—nizgun §1+ni2

2. lim %:Oet lim (1—%) = lim 1+i2= 1 donc d’apres le théoréme des gendarmes
n—+ o] n—o+ow n n—>+ow n

limu,=1

n—-+o

6) Etude d’une suite de la forme _u,., = f (uy)

Soit f une fonction et ( C; ) sa courbe représentative .
Soit (A) la droite d’équation : y = x.
Si Upyq = f(uy ) alors on construit les premiers termes de la suite a I’aide de ( Cy )

etdeladroite (A).
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A
y=%

41 ~

3 9 i ,-f"" :

24"

yd
i ”1; _ g Uiy te
-1 O i 2 3 4

La représentation des premiers termes de la suite permet de conjecturer ( supposer a l’avance) la
monotonie, la majoration, la minoration et la convergence de la suite (u,, ).

Pour démontrer la monotonie, la majoration et la minoration alors on peut utiliser un raisonnement
par récurrence en s’appuyant sur le sens de varition de f .

» Siuyyq = f(u,) etlasuite (u, ) converge vers un nombre réel | et la fonction f est
continue en |l alors la limite | est solution de I’équation f(x) = x .
Les solutions de I’équation f(x ) = x sont appelées les limites éventuelles de (u,, ) .

Exercice d’application

Soit la suite (u définie par n
(Un)dn emn p {un+1=un(2_ uT)

Soitf(x)=x(2 - z). Soit ( Cr ) sa courbe représentative .

1) Etudier les variations de f et tracer la courbe ( Cr) .

2) En déduire la construction des premiers termes de la suite u .

3) Que peut-on conjecturer pour la suite u .

4) Démontrer les comportements observés

5) Déterminer les limites éventuelles de la suite u puis la limite de u .

Solution

qul
Un

Upy1 = un(z_ -

Soit la suite (uy, ), ¢;n définie par {
4

Soitf(x)=x (2 - ). Soit ( C; ) sa courbe représentative .
2 f

Soit (A) la droite d’équation : y = x.

1) Etudier les variations de f et tracer la courbe ( Cr).
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Ona f(x)=x(2 - j}-‘).

La fonction f est une fonction polynéme donc elle dérivable sur IR en particulier sur [0 ; + oo] .

’ _ _f_4—x
Ona f'(x)= 2 5= 3

IDonc f est croissante sur [0 ; 4] et elle décroissante sur [4 ; + oo

X 4 + o0

f ® + 0 -

4
f( x) / \
0 -0

|La courbe (Cr ) et ladroite (A) se coupenten A(4; 4 )\

2) Déduisons la construction des premiers termes de la suite u .

y .

- .

4 (Cf)
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3) Que peut-on conjecturer pour la suite u .
On peut conjecturer que :

a) lasuite u est croissante
b) 0< u, <4
c) La suite converge vers 4

4) Démontrons les comportements observés

a) lasuite u est croissante

IMontrons par récurrence que Uy, .; = Uy

_ — _ Yoy R
Ona uy;=1 et U = ug (2 " 1(2 4) ”

Donc wu; = wuqy d’oularelation est vraie au premier rang n = 0 .
Supposons gue la relation est vraie au rang n , c'est-a-direu,, = u,_;, VnelIN
Ona u, = u,_, etfestcroissantesur[0; 4/ d’ou f(u,) = f (up_1)

Oor u,, =f(u, e u, =f(u,—;) donconaura u,,; = u,

Donc la relation est vraieaurangn + 1, donc  u,,; = u, VNneEIN

IDonc la suite u est croissante]

b)0< u, <4

IMontrons par récurrence que 0 < u, <4

Ona up=1 e 05 yy <4 <=> 0 1<4

d’ou la relation est vraie au premier rangn = () .

Supposons que la relation est vraie au rang n , c'est-a-dire 0< u, <4 v nelN

Ona 0< u, <4 et f est croissante sur [0; 4] d’oun f(0) < f(u,)<f(4).
Or f(0)=0 et f(4)=4 et u,,; =f(u,)

Donconaura 0< u,,; <4

Donc la relation est vraieau rangn+ 1, donc  0< u, <4 vnelN|

c)La suite converge vers 4

La suite u est croissante et elle est majorée par 4 donc d’apreés le théoréme de la convergence la suite u
est convergente .

Elle est convergente donc elle converge vers un nombreréell avec 0< [ <4 .
La fonction f est continue sur [0 ; + oo[ donc elle est continue en | .
Donc [ est solution de I’équation f{x ) = x .

Résolvons I’équation f{ X) = X . Les solutions de cette équation sont appelées les limites éventuelles de u .
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2
f(x ) = x <=> x(2-3)=x <=> x-=—=0 <=>x=0o0ux=4

Donc les limites éventuelles son : 0 et 4

Doul =0 oul=4

Or 05 u, <4 et u est croissante donc 1=4

| D’ou limn_,+ooun:4\

7) Méthode du point fixe

La méthode du point fixe est la détermination d’une valeur approchée d’une solution d’une équation
en utilisant les suites numériques .

On considere ’équation (E ) - In (X +3) =X

1) Démontrer que I’équation ( E ) admet dans [0 ; + co[ une unique solution e comprise entre 1 et 2 .
2) On désigne par f la fonctionx = In(x+3) et K=[1;2].

a) Démontrer que f(K) c K.

b) Démontrerque VX e K , |f' (x)| < %.

u():l

3) Soit la suite (u, ), ey définie par {un+1 =In(u,+ 3)

a) Démontrer par récurrence que u, EK VvnelN.

e o s ze s . . 1
b) En utilisant ’inégalité des accroissements finis, montrer que |u,.1 — a| < " lu, — «af .
. . 1
c) Démontrer par récurrence que |u, — a| < yr lug — «af .

d) En déduire que lim,, _, ; , u,, .

4) Déterminer une valeur approchée de @a 10~3 prés.

Solution

On consideére équation (E) :In (X +3)=Xx

1) Démontrons que I’équation ( E ) admet dans [0 ; + oo[ une unique solution e comprise entre 1 et 2.
Posonsg (x)=In(x+3)-x

In(x+3)=x <=> In(x+3)-x=0 <=> g(x)=0

La fonction g est continue et dérivable sur ]- 3 ; + oo en particulier sur [0 ; + oo

Donc g est continue sur [0 ; + oo (1)

-x—=2
x+3

, 1
Ona g9 (X) = m —-1=
Ona g'(x)< 0 V x € [0;+ o[ doncg eststrictement décroissante sur [0; + o[ (2)

Ona g(0)=In3 , limy,,09(x) =-00 e -0 <0 <In3 (3)
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D’apres (1), (2)et(3) [’éauation g(x ) = 0 admet un unique solution a« € [0 ; + oo

Montrons que a est comprise entre 1 et 2 .
Ona g(l1)=In4d -1 et g(2)=1In5-2 etg(a) =0

OnaIn5-2<0 < Ind-1 donc 1l <a < 2

Autrementdit a €[1;2]

2) On désigne par flafonctionx - In(x+3) et K=[1;2].
a) Démontrons que f(K) c K.
Ona f(x)=In(x+3) et K=[1;2]

La fonction f est continuesur [1;2] (1)

1
x + 3

La fonction f est dérivable sur [1;2] et f'(x) = > 0V Xxe[l;2]
Donc f est strictement croissantesur [1;2] (2)
D’apres (1) et (2), festune bijectionde [1 ;2] vers[f(1); f(2)]
Donc f([1;2])c [f(1); f(2)]
Ona f(1)=Ind>1 et f(2)=In5<2 donc [f(1); f(2)]c[l;2]

Onaura f([1;2])c [f(L1); f(2)]c[1;2]  donc f([1:2])c[1;2]

Do f(K)cK

b) Démontrer que v x €K , |f' (x)| < 7.

1
x + 3

La fonction f est deux fois dérivable sur [1;2] et f'(x)=

(x+3)2

Ona f" (x) = donc la fonction f’ est décroissante sur [1; 2]

X €[1;2] <=> 1< x <2 <=> f'(2)< f'(x) < f'(1)

On a f'(l):i et f’(2)=% ,on aura %s F(x) gi
Deplus f'(x)=0 donc 0 < f'(x) si onen déduit que |f' (x)] < i
Ondonc V x €[1;2], |f'(x)| < %
ug=1

3) Soit la suite (u, ), v définie par {un+1 —In(u,+3)

a) Démontrons par récurrence que u, €K vnelIN.
Onauy=1 et 1 €[1;2] donclarelationestvraie pourn=20.
Supposons que la relation est vraie au rang n c'est-a-dire u, € K

u, EK <=> f( u,) € f(K) or f(K)cK donc f( u,)€ f(K)cK
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Ona u,y; =f(u,) donc u,,; € Kd'oularelation est vraie au rang n + 1

| Donc u, €K vnelN|

Autrement dit u, € [1;2]|

b) En utilisant l’inégalité des accroissements finis, montrer que U, .1 — a| < % lu, — «af .
Onsaitqueu, € [1;2] et a€ [1;2] et |f' (x)| < %
En appliquant [’inégalité des accroissements finis a la fonction fsur [ « ; u, ] , on aura

| f(u) —f(a)| < i lu, — al or u,; =f(u,) etf(a)=a

1
Donc |up4q — a| < " lu, — «af

1
Ona |un+1_a| SZlun_al

‘ . 1
c) Démontrer par récurrence que |u, — a| < yr lug — «af .

1
Pourn=0,0na |u,— a| < 7 lug — al <=> |up— a| < |uy— «a
Donc la relation est vraie pourn =0 .

Supposons que la relation est vraie au rang n c'est-a-dire |u, — a| < — |uy — «af

ona fupy—al <5 hy—al  donc gy — al < 2% o fug— a
1

D’ou |un+1— 0(| < PrrTY

|lug — a| , larelation est vraie au rangn + 1

1
Ona donc |u, — a| < e luy — «af

d) En déduire que lim,, _, ;, , u, .
1
Ona |u,— a| < el luy — «af
. 1 1
Ona llmn_)+oo4—n =0 car - <1

. 1
Donc lim, S 4 »

4—n|u0— al=0 dou lim, ,, U, =«

Ona lim, 40U, = a

4) Déterminer une valeur approchée de @ a 10~3 prés.
1
Ona |u,— a| < e lug — al
, . . . 1 -
Déterminons le plus petit entier naturel n tel que |u, — a| < e lup — al < 1073

< 10°3

an =

Ona u,=1 e |ug—al=|1-—a <1 donc

4in < 10°3 <=> 103 < 4™ <=> In(10%) < In(4")
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31In10
<=> < <=> > <=> >
3In10< nlin4 n>=> — n > 4,98

ILe plus petit entier naturel n qui vérifien > 4,98 estn =5

ID’0it us est la valeur approchée de @ & 10~ 3 prég

Calculons us

Ona up=1 , yuy=mn(uy+ 3)=1In4d = 1,386
u,=In(u + 3)=1478

uz=In(u,+ 3)=1499

u, =In(uz+ 3)=1504

us=In(u,+ 3) =1504 donc wug=1,505

ID o 1,505 est la valeur approchée de @ & 10~ 3 preg

8) Propriété

. 8 Inn
» Sia >0 alors llmn_>+ooF:0
[74
> Sia>0 e a>1 alors lim, ,eo— =0
a
a
> Si O<a<let a< 0 alors lim, L o~ = +o

a
Exemple

Inn

1) limnﬁ+mn— =0 car2>0

2

. N -
2)llmn_>+oom = lim, S 4o

Vn — li 1
vy ot o many?
Vn

=+ o0

Exercice d’application

Etudier la limite des suites u , v et w de termes généraux

_Inn
U, = "
3n - 2"
3n 4 2n

Un =
w, = Tl3 _ 2n+2
Solution

Etudions la limite des suites u , v et w

Inn

D=2

Inn inn

OnalimnﬁﬁoF:O car 5 >0 , limn_>+oon—5:O
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31’1._ 2’)’1. _

Ona v, = 5
n
3+ 2 1 + (g)n

=1

Donc lim, S 4 o vy

| Ona lim, ,1ev, = 1

3) w,=n3 — 2n+2

3
Ona w,=n® — 2"*2 = 2"(;‘—n—4)

3
=0 car

OI’ llmn_>+002_n—

2>1 et 3>0

=400 car 2 >1

Onaaussi lim, _ ;2"

Donc lim, 4 0oW, = +0(0—4)= —o

Ona lim, . oW, =— o

Cours Terminale S2

1 - (2n
() , or lim, 4o (g)n:O car = <1
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EXERCICES

Exercicel

n 3(n+2)

On considere la suite (u,) définie pour n>1 par u, =1 u,, =

1) Démontrer par récurrence que pour tout n>1, u, >0.
2) Démontrer que (u,) est majorée par 3
3) Démontrer que (u,) est convergente. Déterminer sa limite.

u, + :
2(n+1) 2(n+1)

4) Cette question est indépendante de la précédente. On définit pour tout entier naturel n non nul la suite

(vn) par v, =n(3—u,) . Montrer que (v,) est ggéomeétrique de raison % :

5) En déduire I’expression de U en fonction de n et retrouver la limite de (u,) .
Exercice2

u0=0

Soit la suite (u définie par 1
(n)nEIN p {n+1:5un+2

Soit f(x ) = % x + 2. Soit ( Cr ) sa courbe représentative .

1) Etudier les variations de f et tracer la courbe ( Cr).

2) En déduire la construction des premiers termes de la suite u .

3) Que peut-on conjecturer pour la suite u .

4) Démontrer les comportements observés

5) Déterminer les limites éventuelles de la suite u puis la limite de u .
Exercice3

u0=\/_
1

2
Upy1 = 2 + —

Un

Soit la suite (u,, )y, ¢y définie par

Soitf(x)=2 + i . Soit ( C; ) sa courbe représentative .

1) Etudier les variations de f et tracer la courbe ( Cr).

2) En deduire la construction des premiers termes de la suite u .
3) Que peut-on conjecturer pour la suite u .

4) Démontrer les comportements observes

5) Déterminer les limites éventuelles de la suite u puis la limite de u .
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Exercice4

Soit la suite (uy, ),, ¢;n définie par {

u0=4‘
Upt1 = In(1+ uy)

Soitf(x ) =In(1+ x). Soit ( Cr ) sa courbe représentative .

1) Etudier les variations de f et tracer la courbe ( Cr) .

2) En déduire la construction des premiers termes de la suite u .

3) Que peut-on conjecturer pour la suite u .

4) Démontrer les comportements observés

5) Déterminer les limites éventuelles de la suite u puis la limite de u .

Exerciceb

1)

On appelle U :(un) la suite définie par u, =4n—10. Quelle est la nature de la suite U ? En
préciser les éléments caractéristiques.

e e : 1 A 3
2) On définit maintenant la suite V =(v,) par v, =4,v,,, :EV” +2n-1. Vérifier que v, =1, v, = >
et donner a l’aide de la calculatrice une valeur approchée de Vv, .
3) On pose enfin w, =v, —u,. Calculer w,,w,,w,. Démontrer que la suite W =(w, ) est géométrique,
en préciser les éléments caractéristiques.
4) Donner I'expression de W, , puis de v, en fonction de n. Quelle est la limite de (v, ) ?
5) Onpose pourtoutn: S, =V, +V, +...+V,. Donner I'expression de S, en fonction de n.
Exercice6
1) On appelle f la fonction définie sur J0;+oc[ par f(x)= %(x+gj. Etudier la limite de fen 0 et en
X
: 1 .
+oo. Montrer que la droite A d’équation 'y :EX est asymptote a la courbe de f. Préciser ['autre
asymptote.
2) Etudier les variations de f, dresser son tableau de variation.
3) Représenter, dans un repere orthonormal d’unité 2 c¢cm, la droite A, la courbe de f ainsi que la
droite D d’équation y=X.
— : 1 2
4) On définit, pour tout n, la suite U =(u,) par u,=2u,, :E[un +—]. Calculer u,,u,,u,.
un
Représenter les premiers termes de la suite sur le graphique précédent. Quel semble étre le sens de
variation de (u,) ? Sa limite ?
5) Dans toute la suite, on admettra que pour tout n: \/ESUn <2. Montrer alors que (un) est
décroissante.
2
(1 —2)
6) Montrer que, pour tout n, u, , —\/Ezz—.
un
7) Montrer que, pour tout n, u,,, —v2 < t _Zﬁ

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 261



8) En déduire que, pour toutn : u, —\/Esu‘);—ﬁ et la limite de (u, ).

n

Remarque culturelle : cette suite s 'appelle suite de Babylone. Elle était connue il y a 3000 ans par les
Babyloniens, et elle a la propriété de converger trés vite vers sa limite. Elle était utilisée pour donner une

. 1 Lo
valeur approchée de Ja (enprenant u,, = E[u“ +EJ bien sar).
u

n

Exercice7

4X+23. Etudier les variations de f.

1) On appelle f la fonction définie sur [0;+oc] par f(X)=

Résoudre I’équation f(X)=X.
2) Construire dans le repére ci-dessous la courbe représentative de f ainsi que la droite d’équation
y=X.
u, =0
3) On appelle (u,) la suite définie par _4u,+3. Calculer u;, up. La suite (u,) est-elle
n U +2

arithmétique ? Géométrique ?
4) Représenter les premiers termes de la suite (un) a l'aide du graphique de la question 2. Quel
semble étre le sens de variation de (u,) ? Sa limite ?

. u +1
5) Pour tout entier n, on pose v, = 3” . Calculer vg v, va.
_un

6) Démontrer que (v, ) est une suite géométrique de raison 5.

7) En déduire I'expression de (v,) puis de (u,) en fonction de n (on pourra démontrer que

3v, -1
u, = )
v, +1
Exercice8

Soit (un)n e & la suite réelle définie par son premier terme ug et par la condition :

pour tout n de A, Up+1 = Up2 + Up.
1) Démontrer que la suite (u,) est croissante.

2) Démontrer que si (un) n e v cONverge, alors  lim  u, =0
N—>+ oo

3) Démontrer que si Ug + Ug? > 0, alors la suite (un) n & diverge.
4) Démontrer par récurrence que si Up + Ug? < 0, alors pour toutnde A, ona:—171<u,<O0.

Conclure sur la convergence de la suite (Un)n e A
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Exercice9

1) Prouver que si a, b, c sont trois termes consécutifs d ‘une suite arithmétique, il en est de méme pour
a’—bc, b>— ca, ¢?— ab, et aussi pour b> + bc + ¢ ¢? + ca + a? a’ + ab + b>.

Montrer que la réciproque est vraie sia+b + ¢ #0.
2) On considére une suite géométrique de premier terme uy, de raison g, de somme S,,.

a) Calculer g et S, connaissant u; =5, n =6, u, = 160.
. 1
b) Calculer u; et u, connaissant q = 5. N= 6, S, = 63.

Exercicel0
1) Démontrer que pour tout réel x >0, et pour tout entier n>0,0na: (1 +x)" >1 + nx.

2) On dispose de n boules numérotées de 1 a n. On les place toutes au hasard dans n boites (chaque boite
pouvant contenir de 0 a n boules).

On désigne par P, la probabilité que chaque boite contienne exactement une boule.

n!
Montrer que P, = ra
3) En utilisant le 1°, montrer que pour tout entiern >0, 0n a : Pria >2.
n+
A 1
En déduire que : Py, <on=1
Quelle est la limite de P, quand n tend vers + o ?
Exercicell
Soit f la fonction définie sur]0 ; +oo [par : f(x) =x+ 1 -2 Inx.
1) Calculer f(v/e).
2) Montrer que pour tout x élément de [1,5 ; 2], |f'(x)| < %
3) On consideére la suite définie par : { o =0
) u par: Upir = f(w,) vn €IN

a) Démontrer par récurrence que pour tout n élément de IN, u,, appartienta [1,5 ; 2].
b)Utiliser I’inégalité des accroissements finis pour montrer que pour tout entier naturel n
1
|un+1 - ‘/E| = 3 |un - ‘/El

1
2 x 3"

c)Montrer pour toutn € IN : |u, — Ve| <

Déduire que u, est une valeur approchée de ve a 10~ 2 pres.
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Exercice 12

u0=0

n considere la suit finie par :
On considere la suite (u,) definie pa {un+1= \J4 + 3u, pourt tout n € IN

On pose f(x) = v'4 + 3x. Etudier les variations de f et tracer (C;), courbe représentative de f.

1) Tracer (A) : y = x et la construction des premiers termes de la suite.
Que peut-on conjecturer pour la suite (u,).

2) Démontrer les comportements observes.
3) Déterminer les limites éventuelles de (u,,) et la limite de (u,,).
Exercice 13 extrait du BAC 2009

1) a) Etudier les variations de la fonction f définie sur ]- 1 ; +oo/ par f(x) = 2In(x + 1). Tracer sa courbe
représentative (Cy) dans un repére orthonorme (O ; 7; 1), unité : 2cm.

b) Démonter que sur [2 ; +oof la fonction 1, définie par I(x) = f(x) — x, est bijective et |'équation l(x) =
0 admet une unigue solution a.

. . L. . . uO = 5
2) On considére la suite (uy,), ;v définie par : {unﬂ —20n( 1+ u,)
a) Sans faire de calcul, représenter les quatre premiers termes de la suite sur le graphique

b) Démontrer que pour toutn, u, = 2.
¢) Montrer que, pour tout x de l'intervalle [2 ; +x/, |f(x)| < g

Ly 2 2\" .
d) En déduire que pour toutn,ona |u,.; — al < 3 lu, — al, que |uyp — al <2 (5) et que la suite
(uy,) converge vers a.
e) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que|up - a| < 1072. Que représente wu, pour a.

Exercice 14
Soit g la fonction définie sur 0 ; +oof par : g(x) = x -2 + = Inx.
1) Prouver que [’équation g(x) = 0 admet une unique solution t dans [1 ; 2].

2) Soit f la fonction définie sur | =[1 ; 2] par f(x) =2 % Inx. Vérifier que t est [ 'unique solution de
[’équation f(x) = x .
a) Etudier les variations de f et montrer que , pour tout x de I, on a f(x) est dans I.

b) Montrer que, pour tout x de I, |f'(x)| < %

3) Soit u la suite définie par u, = 1 et pour tout entier naturel n, u,,,; = f(u,).

a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,, est dans I.
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b) Montrer que , pour tout entier naturel n, on a :|u,.; — t| < % lu, — tlet|u, — t| < (%)"
Déduire que u converge vers t.
c)Trouver le plus petit entier naturel m tel que |u,, — t| < 1072,
Déduire un encadrement de t d’amplitude10~2,
Exercice 15

1) Etudier la convergence de la suite u

sinn . 24 (—1)"
a)u, = — b) u, = n®+ sin2n ¢) u, = cos*n —ninn d)u, = sz )
2) Déterminer la limite de u
1-2n In (1+n) 2n2+n-3 3-2n
= — — — =
a) un n+1 b) uy, n2 C) up Tnta du, = en

2_ — —
e)un:ln("n—:“) fu, = /% 9 u, =2n— V4nZ+ 1, n>0

Exercice 16

Soit la suite numérique (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par : u,, = 7(17(111_41)12)
1) a) Montrer que pour tout entiern,0 < u,, < 1.
b) Etudier le sens de variation de la suite (u,,).
c) Calculer la limite de (u,) lorsque n tend vers plus [ infini.
2)Onpose X, =u; X Uy X Uz X weveee eeeee .. X Uy MoONntrerque Vn e IN*,ona X,, = 2(’;—:21)

Calculer la limite de X,, lorsque n tend vers plus [’infini.
3) On pose V,,= In( u,,). Justifier que la suite (1},) est définie pour tout entier naturel n non nul.
a) Déduire que la suite (1},) est négative.
b) Montrer que la suite (V;,) est croissante et lim,,_, ., V,.
4) On pose pour tout entier natureln < 0, Y, = V; + Vo + Vo + - ... + 1.
Exprimer Y,, en fonction de X,, et lim,,_, ;o Yy,.

On considere la suite (U ) définie par :

Exercice 17
n {

1) CalculerU etU .
2 3
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2) On définit la suite (V ) par V =U +3/2, n>1.
n n n

a) CalculerV etV .

1 2

b) Montrer que (V ) est une suite géométrique et préciser le premier terme et la raison.
n

c¢) Exprimer V puis U en fonction de n.
n

n

d) Montrer que (V ) et (U ) Sont des suites divergentes.
n n

Exercice 18

U, =2

On considére la suite (U ) définie par : 3

n U, =-U_+1

n+l n

1) Calculer U et U .
2 3

2) On définit la suite (V ) définie par V =U +2 .
n n n

a) Calculer Vv etV .
0 1

b) Montrer que (V ) est une suite géométrique et préciser le premier terme et la raison.

n

c) Exprimer V puis U en fonction de n.
n

n

Calculer S =V +V +........ +V en fonction de n, puis S’ =U0+U +os +U

n 0 1 n-1 n 1 n-1

Exercice 19
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (O,u,v) d’unité graphique Icm. On considére les

nombres complexes a =

J§+1+.J§—1
4

i 1 et z, =6+6i d’image A,.Pour tout entier n non nul on désigne

par A, le point d’affixe z, =a"z,.

1)

2)

3)
4)

5)

Exprimer z, et a® sous forme algébrique. Ecrire z, sous forme exponentielle et montrer que

215

2
Exprimer z, puis z,en fonction de z, et a’, en déduire I'expression de z, et z,en forme
exponentielle.

Placer les points A, A, A, A,, images respectives de z,,2,,2;,2,.

a

On pose maintenant, pour tout entier naturel n, |z,|=r. Montrer que, pour tout n, on a

N

n+l
r =12[7) . En déduire la nature de la suite (r,) et sa limite. Interpréter le résultat obtenu.

Déterminer le plus petit entier naturel p tel que OA, <107 et donner alors une mesure de I’angle

orienté (GO—AP)
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Exercice 20

2X+1

On appelle f la fonction définie sur [0 ; 2] par f(x)= .

X+2

1) Etudier les variations de f sur [0 ; 2] Montrer que si x €[1; 2] alors f(x) €[1; 2].

u, =1 Vp =2
2) (up) et (vy) sont deux suites définies respectivement par { ° fu)’ { ’

u —

n+l

Vn+1 = f (Vn) .

a) Le graphique donné en annexe représente la courbe de f sur [0, 2/. Construire sur l’axe des
abscisses les trois premiers termes de chacune des suites (up) et (v,) en laissant apparents les traits
de construction. A partir de ce graphique, quelles conjectures peut-on faire concernant le sens de
variation et la convergence des suites (uy) et (v) ?

b) Montrer a [’aide d’un raisonnement par récurrence que :

Pour tout entier naturel n, 1<v_ <2 et Pour tout entier naturel n, v, <v, .
On admettra que l’on a aussi :
Pour tout entier naturel n, 1<u, <2 et Pour tout entier naturel n, u, <u, ;.
: vV, —Uu -
c) Montrer que pour tout entier naturel n, v, ,—u ,=—"—"— En déduire que pour tout
(1+u)@+v,)
. 1
entier naturel n, v.—u, >0 et v, —u_, < Z(V" -u,) .
. 1
d) Montrer que, pour tout entier naturel n, v, —u, <—.
4n

e) En admettant que les suites (u,) et (vn) convergent, montrer qu’elles ont une méme limite.

Déterminer cette limite.
Exercice 21

Pour chacune des questions précédentes, plusieurs affirmations sont proposées. Vous devez dire si ces
affirmations sont vraies ou fausses, en justifiant votre réponse.

1)

e : 1
On définit deux suites (uy,) et (vn) par u, =1u, , = Eu” etv,=Lv =V, +

2n+l )

(un) est une suite géométrique
(vn) est une suite arithmétique

n

Pour tout entier naturel n, u, +u, +...+u, = 2[1—i)

n+1
2n+1

Pour tout entier naturel n, v, =1+

(vn) a pour limite 2.
Pour une suite réelle (u,) ,ona:
Si (un) converge, alors (u?) converge.

Si (u?) converge, alors (u,) converge.

Si (up) est borneée, alors (un) converge.
Si (un) converge, alors (un) est bornée.

Si (u?) est bornée, alors (un) est bornée.
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Exercice 22
n désigne un entier naturel.

1) Rappeler sans démonstration la valeur de S, =1+2+3+...+(n—-1)+n.
2) Onpose T, =1 +2°+3°+..+(n-1)°+n’.
a) Exprimer T, a l’aide du symbole 2.

n(n+1) jz

b) Démontrer par récurrence que, pour toutn, T, =( 5

Exercice 23

Parmi les affirmations suivantes, démontrer celles qui sont vraies et donner un contre-exemple pour celles
qui sont fausses.

1) Toute suite croissante est minorée.

2) Aucune suite croissante n’est majorée.

3) Toute suite convergente et majorée est croissante.

4) Si la suite (un) diverge, il en est de méme de Vo = Un+1 — Uy .

Un+1
Un

5) Si la suite (uy,) diverge, il en est de méme de v, =

. . . Up+1

6) Si la suite (u,) est croissante, alors ¥'n e N, T; >1.
n

Exercice 24

Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

1) i k(k+1)(k +2) = MO* 1)(”: 20+3) s
=]

2) (5" + 3n + 8) est divisiblepar9 ¥'n € N
Exercice 25

. e I —x
Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par : f (x) = 3 = ¢

On se propose d’étudier un algorithme d’approximation de la solution a de I’équation f(X) =X.

1) Etude de f
a) Etudier le sens de variation de f, et tracer sa courbe représentative (unité : 4 cm).

b) Prouver que [’équation f (x) = x admet une solution a et une seule appartenant a [0 ; 1].

1
c) Déterminer [’image de [0 ; 1] par f ; en déduire que a appartienta [0 ; §] .

2) On considere la suite (up) definie par : u,+1 = f (uy) et la condition initiale up = 3
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. o 1
a) Prouver que, pour tout entier n, u, appartient a [0 ; §] :

b) Montrer que uy <a ; en déduire que : [up—a | <ug— u1 <2,5. 102
c) Etablir, par récurrence sur p, que pour tout p, Uzp+1 <a < uyp .

3) Convergence de (un) vers a..
1
a) Démontrer que , pour tout élément x de [0 ; §] ,—0,16<f'"(X)<0;

en déduireque : | f(x) —f(a) | <016 |x—a].
b) Prouver que, pour tout entiern >1:|Uy—a | <(0,16)" |Up—a | ;
en déeduire que (u,) converge vers a..
¢) Calculer une valeur approchée de a & 10~ prés.
Déterminer un entier p tel que | up —a | < 10~"? (on ne demande pas de calculer Up )

Exercice 26

Partie A

: . e |
Soit f la fonction définie sur [0 ; + oo [ par : f(X) = X ni( etf(0)=0

X +

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0 En donner une interprétation graphique.

Déterminer la limite de f en + .

2) Soit ¢ la fonction définiesur J0; + oo [par: @ (X) =Inx+x+1.

Etudier les variations de ¢. Etablir que /’équation ¢ (x) = 0 admet une solution /5 et une seule et que
0,27 < <0,28 (on ne demande pas de construire la courbe de ¢ ) .

3) Pour x >0, exprimer f' (x) en fonction de ¢ (x). En déduire le tableau de variations de f.

4) Déterminer la limite en + o de [In x — f'(x)] . Qu’en déduire ?

5) Construire les courbes représentatives - de f et 7"de x ~ In x dans un repére orthonormé ( O, i :
T ) (unité : 4 cm) .
Partie B

On se propose d’étudier I’équation f (X) = 1. A cet effet, on introduit la fonction g définie par :

1

g(x)=¢e.ex
1) Montrer que [’équation f (x) = 1 admet une solution a et une seule et que - 3,5 <a <3,7.
Placer le pointde ~ d’abscisse a. .

2) a) Prouver que [’équation f (x) = 1 équivaut a [’équation g (X) = X,

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 269



b) Etudier la monotonie de g.

c) Prouver que, pour tout élément x de [3,5 ; 3,7], g (x) appartient aussi a [3,5; 3,7] .
. - 1 s
d) Etablir que, pour tout élémentxde [3,5;3,7], |9 x) | <|g' (3.5) | =3 .En déduire

1
que:|g(x)—a|§§ [ X—a].

3) Soit (Uy) la suite d’éléments de [3,5 ; 3,7] définie par la relation de récurrence

Un +1 = @ (up) et la condition initiale : up = 3,5.

. 1 1 g .
a) Montrer que, pour tout entier n >0, | Uy — a | =g X730 En déduire la limite de (up) .

b) Préciser un entier ng tel que

Up. —a| <10~° et donner la valeur de Up, .
0 0

En déduire une valeur décimale approchée de a. a 1 03 pres.

Partie C

On se propose d’étudier [’équation f (X) =n,oun € N*,
1) Montrer que, pour tout n, cette équation admet une solution a, et une seule.
(en particulier a1 = «) .

2) Comparaison de o, ae"

a) Etablir que f (e") <n. En déduire que : a, >¢€".

. n
b) Prouver que la relation f (an) = n peut s ’écrire sous la forme : In (%) = Q).
n

C) En déduire, a ['aide de 1), la limite de % lorsque n tend vers linfini.

3) Comparaison de a, ae” +n

On écrit a, sous la forme : oy =€" (1 + &), ot en >0 (2) .

1) A l'aide de (1) , exprimer (1 + &) In (1 + &,) en fonction de n.

. t?
2) Etablirque pourt>0:0<(l +1t)In (1 +t)—t§§.

2
3) Déduire de 1) et 2) que pour toutn>1:eg,<ne "<g + % , puis que :

2
n
OSne_n—gnSE e (3).

4) A I’aide de (2) et (3), déterminer la limite de € + n — ay lorsque n tend vers + o .
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Exercice 27
. s 1
f est la fonction définiesur ] 1; + oo [ parf(x) = —7 —\/;<
1) Prouver que [’équation f (x) = 0 admet une unique solution a.dans | 1 ;2 |.

1
2) Montrer que [’équation f (x) = 0 a méme ensemble de solutions que [’équation 1 + W =X
. i 1
3) Notons g la fonction définie sur] 0, + oo [ par g(x) = 1 + W

1
a) Montrer que, pour toutxdans] 1, +o /[ | g'(x) | =5

b) En déduire que pour toutxdans[1, +o /, |gx)—a|<|x—a .

4) On considere la suite (un) définie par up = 1 et la relation de récurrence : Up+1 =1+ \T .
n

. : . 1
a) Prouver, en utilisant la question précédente que : pour toutnde N: | Uy+1 —a | <5 |up —a .

b) En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.
Exercice 28

On donne un réel a > 0 et on considere la suite (uy) définie par uy > 0 et, pour tout n > 1, par -

1 a . u,—+va
u,==|u,, +—— | etlasuite (vy) définie, pour n >0, par :v, =—" Ja .
2 (VY u, +a

1) a) Calculer, pour n > 0, v, en fonctionde v, —; .
b) En déduire que : ¥'n € A, v, =v,2 .

c¢) Démontrer par récurrence que ’'n € N, 2" >n.
d) Prouver que | vo | < 1.

En déduireque: lim v, =0.
n—+ow

2) Démontrer que la suite (un) a pour limite \/5 .

3) On pose u, = \/5 (1 + &,). Calculer &, + 1 en fonction de &p.
Application numérique : On donnea =2 et up, =1,4.

Calculer les valeurs décimales approchés & 10~ * prés par défaut de uy, Uy, Us.

Donner a l'aide de us un encadrement de /2 .
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Exercice 29

Soit n un entier naturel non nul. On considére la suite (u,,) définie par : u,= f
: : e 2t+3 : L
1.a) Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; 2] par ¢(t) = E.Etudler les variations de ¢ sur [0 ; 2].

En déduire que, pour tout réel t dans [0 ; 2],

N | W

< o)< 2

, 3 ¢t t gt
b) Montrer que, pour tout réel tdans [0; 2], ona:~en < p(t)en < Len

2 2
¢) En déduire que:% n(eﬁ— 1) < u, < Zn(eﬁ— 1).

~N

Montrer que, si (u,) possede une limite L, alors3< L < -.

N

s g 2 L1 2
En déduire l'intégrale [ = 2 e,
0 t+2

2.a) Veérifier que, pour touttdans [0 ; 2],on a: CLAR R,
t+2 t+2

t 2 t
b) Montrer que, pour touttdans [0; 2],ona:1< en < en.Endéduirequel < u, < enl.

C) Montrer que (u,) est convergente et déterminer sa limite L.
Exercice 30

Montrer que (U,,) est une suite arithmétique :
a) U,=2+5n b)U,=-3—n c) U,=Upn41+3
Exercice 31
Soit (U,,) est une suite arithmétique de raison r :
1) U, = 2etr=-3; calculer Uy, et U,
2) Uy =10 etU;,= 28;calculerretU,
3) Uyp =13 etr=-2; calculer U, et U,
Exercice 32

La suite (U,,) est une suite arithmétique de premier terme U, = 1 et de raison r= 3/2
a) Calculer U,,, puislasomme S = Uy + Uy + -+ Uyg + Uy
b) Calculer T = Ug + Ug ...+ U5

Exercice 33
U, =4

Upsr1 = U, +2

1) Quelle est la nature de la suite (U,,) ?

2) Exprimer U, en fonction de n.

3) Calculer le centieme terme de la suite (Uy,) .

La suite (U,,) est définie par :{

Exercice 34
Montrer que les suites (U,,) sont géométriques :

a) U,=3" b) U, = 1,5(1,03)" ¢) Upss — U, = 1,5U,
Exercice 35

Soit (U,,) est une suite géométrique de raison q :
1) U, =32etq=1/4; calculer U, et Ug
2) Uy=1 etU; =1/3;calculer qet U,
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Exercice 36

La suite (U,,) est une suite géométrique de premier terme U, = 135 et de raison q=1/3

a) Calculer S=Uy+U; + -+ Uy;
b) Calculer T = Us + Ug ...+ Uy
Exercice 37

Soit la suite (U,,) définie par U, = —3 etpour n € IN Uy, — U, = U,
1) Déterminer U, en fonction de U,,.déduisez en la nature de (U,,).

2) Exprimer U, en fonction de n.

Exercice 38

Soient (u,)., et (v,).., deux suites numériques tels que

1) calculer les cing lers termes des suites (u,)

2) Montrer que (v,)

n>0

expressions de Yn® Vn en fonction de n.

3) Calculer alors 1im u, et lim v,

N—+ow nN—+owo

Exercice 39

U, =9

Soit (u,) la suite définie par : Y

n+1 n
Calculer uy ; up et ua.
Soit (v, ) la suite définie par: v, = u, —3.

Exprimer alors vy+1 en fonction de v,.

En déduire que (vn) est une suite géomeétrique de raison 3

Exprimer alors v, et u, en fonction de n.

Uy =—U,+=—Vn=0
n+l 5 n 5

est une suite géometrique preciser sa raison. En déduire les

et v,=u,-1 vn>0

Calculer S, la somme des n premiers terme de (v, ) ez S’, la somme des n premiers termes de la suite (u,)

en fonction de n.
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Exercice 40

Calculer les sommes suivantes :

S=1+34+5+7+--ceeeeee-+199 4+ 201.
S'=37+48+59 4 -ecereeeee-+1170 + 1081,
Exercice 41

On considere la suite (U,,) définie par U, = 8 et U,,, = 2U, — 3 pour tout n € IN.

1) Calculer U; ,U, et Us.
2) Soit (V) la suite définie pour tout n € IN par V,, = U,, — 3
a) Exprimer V,.,, en fonctionde U, .Puis exprime V,,,, en fonction de de U,,.
b) En déduire en fin [’expression de V., en fonction de 1;,.
c) Quelle est la nature de la suite (1},) ?
3) Donner l’expression de V;, en fonction de n, en déduire [’expression de U,, en fonction de n.
Exercice 42

o . o 1
On se propose d’étudier la suite u, définie par : U, :E; u, =

1) Soit fla fonction de I'intervalle [0;1]dans IR définie par :

) = —
X)= —.
X+ 2

a) Calculez f‘(x); f “'(x).
b) FEtudiez le sens de variation de f. Quelle est I'image du segment [0; 1] par f ?

1 2
C) Démontrez que, pour tout réel x de Uintervalle [0;1] 2 < f'(x) < 3

d) Etablissez que l’équation f(x) = x admet une solution unique dans [’intervalle
[0;1].
4) a) Prouvez que si la suite u admet une limite L, alors f(L) = L.
-L

- ) u 2
b) En utilisant le 1.c), démontrez que, pour tout naturel n : 0 < LL < 3
u,—

Déduisez — en que la suite u converge vers L et déterminez un naturel ng tel que si
n >nyalors |u, —L| <10,
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STATISTIQUES

> DEFINITION DE LA STATISTIQUE

La classe de Terminale S2 est une classe scientifique tournée vers les sciences expérimentales .En
conséquence, les statistiques y prennent une place prépondérante.

La statistique est la science qui a pour objet de collecter des données, de les traiter et de les analyser puis
de les interpréter .L’interprétation rigoureuse conduit a une prise de décision .

La statistique comprend trois parties : la statistique descriptive, la statistique inférentielle et la statistique
mathématique .

Dans le programme du moyen secondaire, on trouve exclusivement la statistique descriptive étudiée de
maniere étaler de la quatrieme a la terminale .

La statistique est aujourd hui présente dans beaucoup de domaines : finance, météo, assurance ,banque,
sociologie , médecine efc...

» INTRODUCTION

L’étude des séries statistiques a une seule variable s’avere lorsqu’il s’agit de certains phénomenes
aléatoires dependant au moins de deux variables. Dans ce cas, on est contraint d’étudier en méme temps
les deux variables mises en exergue .

L objectif est de trouver une liaison éventuelle entre les deux variables étudiées .Dans le cadre du
programme de la terminale S2, nous aller cibler notre étude sur les séries doubles a deux variables
quantitatives puis d’essayer de trouver une liaison linéaire entre ces deux variables .

Une série statistique a deux variables est appelée une série double .

1) Rappel
1) Moyenne, variance et écart-type
> Soit X une variable discréte dont les modalités xq , X3 , X3, ... cee v cvv v v Xy SONE
d’effectifs 1,0 , 0z, ..o vv e e Oy
X X1 X X3 xp
a; aq a, asz ap
Onposea = a3+ a + az+ ..o+ @y

On appelle série statistique de X I’ensemble noté Gy = {(x; a;) , 1 <i <p}.
On appelle moyenne de la série X , le nombre réel noté X et défini par X = % YPoxa;.
On appelle variance de la série X, le nombre réel noté V( X ) ou var ( X) et défini par
V(X)=X2 - (X)?2
<7 _ 1
Avec X2 = p 25;1 xizai
On appelle écart-type de la série X, le nombre réel noté ax ou & ( X) et défini par

8(X)=V(X)
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> Soit Y une variable discrete dont les modalites y1, ¥, Y3, v cve e ver vee 0. Y SONL

d’effectifs B1,B2,B3, e cs e By -
Yj b2 Y, Y3 Yq
Bj B, B, B, B,
Onpose B = B1+ B2+ B3+ v+ By

On appelle série statistique de Y ’ensemble noté Gy = {(y;; Bj) , 1 <j <q}.
On appelle moyenne de la série Y , le nombre réel noté Y et définipar Y = % Z;Lly]-ﬁj .

On appelle variance de la série Y, le nombre réel noté V(Y ) ou var (Y ) et defini par
V(Y)=Y2 - (V)2
o _ 1
Avec YZ= 5 YL.yiB;
On appelle écart-type de la série Y, le nombre réel noté oy ou & (Y ) et défini par

8(Y)=V(Y)

2) Tableau a double entrée

Le service social d’'une entreprise effectue une enquéte aupres de son personnel portant sur le nombre
d’années d’ancienneté X et le nombre de jours de conge Y .Les observations suivantes sont faites

Y o 1 2 3 4 5 Total (X )
X
0 7 1 1 0 0 0 9
1 6 4 15 8 5 3 4
2 0 0 0 1 2 7 10
3 0 0 0 0 0 2 2
Total (Y) |13 5 16 9 7 12 62

LECTURE DU TABLEAU A DOUBLE ENTREE
X est le nombre d’années d’ancienneté et Y est le nombre de jours de congé .
» 15 signifie que 15 personnes ont 1 année d’ancienneté et ont pris 2 jours de congé .

On dit que le couple (1, 2) est d’effectif 15.
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» 8 signifie que 8 personnes ont 1 année d’ancienneté et ont pris 3 jours de congé .
On dit que le couple (1, 3) est d effectif 8.

» 0 signifie que 0 personne ont 3 année d’ancienneté et ont pris 4 jours de congé .
On dit que le couple (3 ; 4) est d effectif 0.

» Ilya 62 personnes qui sont concernées par [’enquéte effectuée par le service social .
» 1ly a4l personnes qui ont 1 année d’ancienneté .
» 1ly a7 personnes qui ont pris 4 jours de congé .

VOCABULAIRE

n; est Ueffectif ou effectif partiel du couple (x;;y;) : n; estle nombre de personnes qui ont la valeur
X; du caractere X et la valeur y; du caractére Y . Pour notre exemple : n11 =7 ; nza =1 ; ny3 = 15 etc.

La somme de tous les effectifs donne Deffectif total n =62 .

3) Série marginale

Si on extrait de la série statistique ’une des variables de la série double alors on obtient une série
marginale .

» Sérié marginale de X

» Série marginale de Y

Y 0 1 2 3 4 5

B; 13 5 16 9 7 12

4) Série conditionnelle

» Sion veut étudier la répartition du nombre de jours de congé selon les personnes qui ont 1
année d’ancienneté alors on obtient une série conditionnelle

Y/IX=1 0 1 2 3 4 5
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» Sion veut étudier la répartition du nombre d’années d’ancienneté selon les personnes qui ont
pris 3 jours de congé

X/Y=3 0 1 2 3

n;y 0 8 1 0

1) Série double

1) Définition d’une série double

On appelle série double de variables X et Y ’ensemble des triplets (x;; yj; n;) oun; # 0avec ny;
est Ueffectif du couple (Xi VY ) On dit la série double ( X ; Y).

Exemple
Les triplets (1;2;15), (1;3;8) et (3;5;2)sontdeséléments de la série double (X ;Y).

2) Représentation graphique d’une série double

La représentation graphique d’une série double s’effectue a I’aide d’un nuage de points .

Dans le plan muni d’un repére orthogonal, le nuage de points est I’ensemble des couples (x;; y; )
tels que n;; # 0 avec ny; est effectif du couple (xi VY ) Au dessus de chaque point du nuage on

précise Ueffectif n;;.

Exercice d’application

A partir du tableau & double entrée précédent , représenter le nuage de points de la série double ( X ; Y).
Solution

Les éléments de la série double sont (1;2;15), (1;3;8),(3;5;2),(1;0,;6),(0;0;7),
(0;1;1), (0;2;1), (1;1;4) ,(1;4;5), (1;5:;3),(2;3;1),(2;4;1),(3;5;2)

Il faut placer les points de coordonnées (1;2), (1;3),(3;5), (1;0),(0;0),

(0;1),(0;2),(1;1),(1;4),(1;5),(2;3),(2;4) ,(3;5)enmettant au dessus de
chaque point son effectif .
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3) Point moyen

Le point moyen G d’un nuage de points associé a une série double (X, Y ) est le point de coordonnées
(X; Y)ou X etY sont les moyennes respectives des variables X et Y .

4) Covariance d’une série double

On appelle covariance d’une série double d’effectif n et de variables X et Y le nombre réel

noté COV( X, Y ) et défini par COV(X,Y)= = Sn;x;y; — X¥

274 1
Ona XY = ;an]xly]

On obtient ainsi la formule pratique de la covariance

COV(X,Y)=XY - XV

On dit que la covariance est égale a la moyenne du produit moins le produit des moyennes .

» COV(X,Y)estsouvent notée oy .
» La covariance peut étre positive ou négative .

5) Tableau linéaire ou cas particulier d’une série double injective

On appelle une série double injective une série double ( X ; Y ) telle qu’a chaque valeur de la variable
X, correspond une seule valeur de la variable Y.
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Exemple

Le tableau suivant indique X le chiffre d’affaire en millions d’une entreprise et Y le budget en publicité
en millions

X 1 2 3 4 5 6 7

Y 20 25 28 30 32 36 40

» (1;20) signifie que pour un budget en publicité d 'un million ,on a un chiffre d’affaire de 20
millions .

» (4, 30) signifie que pour un budget en publicité de 4 millions ,on a un chiffre d affaire de 30
millions

» (7, 40) signifie que pour un budget en publicité de 7 millions ,on a un chiffre d affaire de 40
millions

Exercice d’application

Le tableau suivant indique X le chiffre d affaire en millions d’une entreprise et Y le budget en publicité
en millions

Représenter le nuage de points de la série double (X ;Y ).

Solution

Ici chaque valeur de X est observée une fois et chaque valeur de Y est observée une fois .
Pour chaque couple ( x; ; y; ) son effectif est 1. Au dessus des points, on ne mettra pas (1)
Placons dans un repére orthogonal les points (1 ; 20), (2 ; 25),(3;28),(4;30),(5; 32)
(6;36),(7;40)

On prend comme échelle : En abscisse 1cm — 1 ; En ordonnée 5¢cm — 40
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6) Ajustement
> PRESENTATION

Dans la pratique les deux variables sont souvent liées d’une certaine maniere. Sur le graphique
représentant le nuage de points sur un repere orthonormé il est parfois possible de tracer une courbe
épousant au mieux [’ensemble des points : c¢’est la courbe d’ajustement. La courbe d’ajustement peut étre
linéaire, parabolique, logarithmique etc... ...

Un ajustement linéaire n’apparait nécessaire que lorsque le nuage de points associé au couple (X,Y ) a
une forme « allongée ».0n cherche dans ce cas a exprimer Y comme fonction affine de X .

Dans le cas contraire la méthode d’ajustement linéaire donnera toujours un résultat qui malheureusement
ne sera qu’'une tres mauvaise représentation mathématique de la réalité et donc ne sera pas exploitable

» Ajustement graphique
Effectuer un ajustement graphique d’un nuage de points , c’est tracer une courbe simple et réguliére
( continue ) qui épouse le mieux la forme du nuage de points associé a la série double étudiée .

» Ajustement linéaire

Effectuer un ajustement linéaire ou ajustement affine d’un nuage de points , c’est tracer une droite qui
passe le plus pres possible de tous les points du nuage de points .
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IL existe plusieurs méthodes d’ajustement linéaire .

7) Ajustement linéaire a main levée

A partir de Pobservation, on réalise a main levée une droite qui passe le plus prés possible de tous les
points du nuage de points .

Cette méthode est subjective car elle est relative a ’eil de I’observateur .
Remarque

Parfois on vous dit de faire un ajustement linéaire avec la régle , il faut réaliser avec la regle une
droite qui passe le plus pres possible de tous les points du nuage de points .

8) Corrélation linéaire

» PRESENTATION

Lorsqu’une variable Y est en corrélation ( liaison ) avec une variable X, deux problemes se posent

v Etablir la forme de la liaison statistique existant entre Y et X , en déterminant la courbe de
régressionde Yen X .
v Dans le cas ou celle-ci est une droite, mesurer intensité de la liaison par un indice appelé le
coefficient de corrélation linéaire .
a) Définition
Deux variables X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la courbe de régression de Y en X et la
courbe de régression de X en Y sont des droites .

b) Coefficient de corrélation linéaire

On appelle coefficient de corrélation linéaire d’une série double ( X, Y ) le nombre réel noté r et défini
par

_ cov(xy) _ _
r—m avec 6 (X)=yV(X)et 8(Y)=V(Y)

Le coefficient de corrélation linéaire permet d’apprécier la pertinence de I’ajustement linéaire .
Autrement dit r permet de savoir si un ajustement linéaire est envisageable ou pas .

Propriété

» Si |r| =0,87 alors on dit que la corrélation linéaire entre X et Y est tres forte . Dans ce cas ,
un ajustement lineaire est recommande ( justifié ).

» Si |r| <0,87 alors on dit que la corrélation linéaire entre X et Y est tres faible . Dans ce cas,
un ajustement linéaire n’est pas recommandé .

Remarque

» Le coefficient de corrélation linéaire est toujours compris entre —1 et 1. C'est-a-dire-1<r <1

» Le coefficient de corrélation linéaire est du méme signe que la covariance .
» Sir=0alorson dit que la corrélation linéaire entre X et Y est minimale .
» Sir=1our=-1alorson ditque la corrélation linéaire entre X et Y est maximale .

9) Ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés

> PRESENTATION
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On considére une serie double a deux variables X et Y qui sont en corrélation linéaire .

- y

vil T (D)

Xi

— 2 _ 2
Ona ej;=y;—y donc e;“= (y;— »)
'y 1
L’écart moyen entre y; et y; est ey = ~ Yngje; )’

Si on effectue un ajustement linéaire par une droite ( D ) d’équation cartésienne y = ax + b alors chaque
point du nage M;;sera substitué a un point M; de (D).OnaM; (x;; y; ).

Puisque ( D) passe le plus prés possible de tous les points du nuage de points, on est ramené a rendre le
plus faible possible I’écart moyen ey . Onay; =ax; + b

, . N 1 )
C’est pourquoi on cherche a minimiser la somme - xnj(y; —ax;— b)

On cherche a minimiser la somme des carrés des écarts d’ou ’expression méthode des moindres carrés .

La droite qui rend minimale la somme des carrés des écarts de I’ajustement linéaire du nuage de points
de la série double ( X, Y ) est défini par :

(D):y=ax+b Onnote Dyy:y=ax+b

CoV (X,Y)

et b=Y-aX
V(X)

Avec a=

( D) est la droite des moindres carrés ou droite de régression de Y en X .
De méme on définit la droite de régression de X en 'Y
(D'"): x=ad'y +b' Onnote Dy, : x=a'y +b’

cov (X.Y)

et b =X-adY
v (Y)

Avec a’' =

(D") est la droite des moindres carrés ou droite de régression de Xen'Y .
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Théoreme

» Si le nuage de points associé a la série double ( X, Y ) ou X est en abscisse et Y est en ordonnée,
les variables X et Y étant en corrélation linéaire alors il existe une droite d’ajustement (D ) du

nuage et une seule qui constitue le meilleur ajustement de ce nuage . Elle a pour équation :

(D):y=ax+b avec a:% et b=Y-aX

(D) est la droite des moindres carrés ou droite de régression de Y en X .

» De maniéere analogue, il existe une droite d’ajustement (D' ) de X en fonction de Y du nuage
et une seule qui constitue le meilleur ajustement de ce nuage . Elle a pour équation :

CoV (X))

T3 et b =X—-aY

(D'): x=a'y +b’ avec a' =
(D") est la droite des moindres carrés ou droite de régression de Xen Y .

Remarque

» De toutes les droites d’ajustement d’un nuage de points associé a une série double , celle qui
réalise le meilleur ajustement est la droite des moindres carrés .
» Les droites de régression (D ) et (D) passent par le point moyen . C'est-a-dire

G(X;Y)e (D) ; G(X;Y)e (D)
» Les droites de régression (D) et ( D') permettent de faire des prévisions sur les variables
étudiees.

C'est-a-dire (D):y=ax+b et (D'): x=dy +b' ,cesdeux équations permettent
d’estimer ’une des variables connaissant ’autre .

Remarque

» Soient les deux droites de régression (D) :y=ax+b et (D'): x=ady+b'
Ona r>’=a x a'
Démonstration

_ Ccov(XxYy) _ _
Ona r = 30 5(7) avec §(X)=V(X)et 6(Y)=V(Y)

Ona 82(X)=V(X) et  82(Y)=V(Y)

Ona a=Sov&xn o ) COV(XY)
V(X) V(Y)
, _ COV(XY) COV (XY) _ COV(XY) COV(XY) _ COVZ(XY) _ o
Donc a x a’= V(X) X V(Y) = 82(X) 82(Y)  82(X)82(Y)

Dou r*=axa
Exercice d’application

Le tableau suivant indique X le chiffre d’affaire en millions d’une entreprise et Y le budget en publicité
en millions

1) Calculer X, Y, XY puis COV (X,Y).
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2) Déterminer [’équation de la droite de régression de Y en X .
3) Déterminer l’équation de la droite de régression de X en Y .
Solution

Le tableau suivant indique X le chiffre d affaire en millions d’une entreprise et Y le budget en publicité
en millions

X 1 2 3 4 5 6 7

Y 20 25 28 30 32 36 40

1) Calculons X, Y, XY puis COV (X,Y).
X:§(1+2+3+4+5+6+ 7) = ?:4 donc X =4

= 1 _ =
Y—;(20+25+28+30+32+36+40)—30,14 donc Y =30,14

XY =—(1X20+2X25+3x28+4X30+5X32+6Xx36+7x40)= 2> = 132,86

Donc XY = 13286

COV(X,Y)= XY - X7 =132,86—4x 30,14 = 12,3

Donc  COV(X,Y)=123

2) Déterminons I’équation de la droite de régression de Y en X .
Ona(D):y=ax+b avec a:% et b=Y-aX
OnaV(X)=X2 - (X)?

Ona ﬁ:§(12+ 22+ 32442 4 524 62 4 72) =20
DoncV(X)=X2 - (X)2=20-42=20-16=4 d’oi

_Cov(XyY) _ 123 _ —
Ona a——V(X) == =3,075 donc [a=3,075

Ona b= Y-aX =30,14-3,075x4=17,84 |donch =17,84

On obtient (D) :y=3,075x + 17,84

| La droite de régression de Y en X est la droite d’équation (D) : y = 3,075 x + 17,84

3) Déterminer I’équation de la droite de régression de X en Y .

COV (X,Y)

et b =X—-adY
V(Y)

Ona (D'): x=a'y +b’ avec a' =

OnaV(Y)=Y2 - (Y)?

6629
7

Ona W:§(202+ 25% + 282 +30% + 32% + 36% + 40%) = = 947
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DoncV(Y)=YZ - (¥)2=947-(30,14)2=3858 d'oi V(Y)=3858

, _COV(XY) _ 123
Onaa’ = V(Y) 3858

Onab' =X—ad'V¥Y =4-0,32x%x30,14=-5,6 |donch=-5,6

On obtient (D"): x= 0,32y -5,6

=0,32 [donc a=0,32

| La droite de régression de X en Y est la droite d’équation  (D'): x= 0,32y -5

Exercice d’application

Le service social d’une entreprise effectue une enquéte aupres de son personnel portant sur le nombre
d’années d’ancienneté X et le nombre de jours de congé Y .Les observations suivantes sont faites

Y 0 1 2 3 4 5 Total (X)
X
0 7 1 1 0 0 0 9
1 6 4 15 8 5 3 41
2 0 0 0 1 2 7 10
3 0 0 0 0 0 2 2
Total (Y) |13 5 16 9 7 12 62

1) Calculer X, Y, XY puis COV (X,Y).
2) Déterminer [’équation de la droite de régression de Y en X .

3) Déterminer [’équation de la droite de régression de X en Y .
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Solution

Y |o 1 2 3 4 5 Total (X)
X
0 7 01 01 00 010 0 |0 0 |9 0

0 4 30 24 20 15 93
1 6 4 15 8 5 3 41

0 0 0 6 16 70 92
2 0 0 0 1 2 7 10

0 0 0 0 0 30
3 0 0 0 0 0 2 30

2

0 4 30 30 36 115 215

Total (Y) | 13 5 16 9 7 12 62

1) Calculns X, Y, XY puis COV (X,Y).

Ona XV =22=346 [donc XY =34

La série marginale de X est

0 1 2 3 Total( X))
Xi

2 9 41 10 2 62

Ona X=—(0x9+1x41+2x10+3x2) =2 =108 [donc X =108

Ona )7:612(9x 02+ 41x 12+ 10 x 22+2x32)=§=1,59

| Donc X%?=159

Donc V(X)=X2 - (X)2=1,59—-(1,08)2=0,43 Wd'on V(X)=043

La série marginale de Y est

0 1 2 3 4 5 Total(Y)
Yi
13 5 16 9 7 12 62
B;
Ona 7=—(0x13+1Xx5+2x16+3X9+4Xx7+5x12) = 16—522:2,45 ldonc ¥ = 2,45

Ona Y 25(13x 024+5% 12+ 16X 22+ 9x 32+ 4 x 42 + 5><122)=5g=9,06
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| Donc Y2 =9,06

DoncV(Y)=Y2 - (Y)2=09,06-(2,45)2=3,06 |d'oi V(Y)=3,08]

COV(X,Y)= XY - XY =3,46-1,08 x 2,45=0,82

| Donc  COV(X,Y)=0,82

2) Déterminer I’équation de la droite de régression de Y en X .

Ona(D):y=ax+b avec az%}f‘;) et b=Y-aX

Ona a=2 X0 282 _190 [donc a= 1,90

V(X) 043

Ona b=Y-aX =245-1,90 x 1,08 =0,4 [donch =0,4

Onobtient (D):y=190x+0,4

\ La droite de régression de Y en X est la droite d’équation (D ) :y =190 x + 0,4

3) Déterminer I’équation de la droite de régression de Xen Y .

Ona (D'): x=a'y +b’ avec a’=% et =X-aY
Onaa =20 _1%_062 [donc a=0,62

V(Y) 3,06

Ona b’ =X—a'¥Y =108 —0,62 x 2,45=-0,43 |donch =-0,43

On obtient (D"): x= 0,62y -0,43

‘ La droite de régression de X en Y est la droite d’équation (D'): x= 0,62y -0,43

10) Distributions marginales

» Effectifs marginaux
La somme des effectifs partiels contenus dans la ligne X; est égale a ’effectif des éléments dont
la valeur du caractére X est x; elle est notée n;.
n; =nu + n;; Al niq = Z;Izlnij .On pose n;. = a;
— — V4
Ona a; = ngy + n;, + -+ niq = Z]-:lni]-
L’effectif marginal associé a x; ot Q;
La somme des effectifs partiels contenus dans la ligne de y; est égale a leffectifs des éléments
dont la valeur du caractere Y est y; elle est notée n ;.
n] = nlj + nzj + -+ np]- = Zf=1n,-]- .On pose n] = ﬁ]
— — VP
Ona ﬁ] = n1]- + nzj + -+ np]- = Zizlni]-
Leffectif marginal associé a y; est B;
n; et n; sont appelés effectifs marginaux.
On a toujours :
n=37,n; =YL, n;;nestappelé effectif total.
Pour chaque couple (x; ; y;) du couple de variable ( X ; Y ), on donne Peffectif n;; observe .
» Distribution marginale

De la distribution du couple (X,Y), on peut déduire les distributions marginales :
(x;; a;) est la distribution marginale de X.
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(yj ; B;) estladistribution marginale de Y.
TABLEAU A DOUBLE ENTREE ()

X X1 Xy X3 Xy Xp Total( X)
Y
ni Na1 N3y N4y Np1 B1
V1
[EV) Naz N3y Nyo Np2 B
V2
ni3 Ny3 N33 Ny3 Np3 B3
V3
Yq Niq N2q N3q Naq Npq Bq
aq a, asj Ay (Zp n
Total(Y)
TABLEAU A DOUBLE ENTREE (II)
y Y Y1 Y2 V3 Ya Yq Total(Y)
ni ny2 Ni3 Nig Niq ay
X1
N2q N2z Ny3 N4 Naq a;
X2
N3q N3y N33 N34 N3q as
X3
Xp Np1 Np2 Np3 Npsa Npq Xp
B1 B Jo Ba Bp n
Total( X )
> Vous pouvez avoir un tableau a double entrée du genre :
TABLEAU A DOUBLE ENTREE (D ou
TABLEAU A DOUBLE ENTREE (1)
La série marginale de X est
Xi X1 X2 X3 Total ( X )
ai oy a, as n
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La série marginale de Y est

Yj

Y Y, Ys Y,

Total(Y)

Bj

ﬁl ﬁz ﬁ3 Bq

n

11) Eréguences marginales

>

>

Les résultats sont donnés en pourcentage pour les fréquences marginales et les fréquences

Fréquence marginale de X

la fréquence marginale de x; est f; = %
Fréquence marginale de Y

la fréquence marginalede y; estf ;= #
Fréquence du couple (x;; y;)

La fréquence du couple (xi 'Y )est fij= %

Fréquences conditionnelles
La fréquence de x; sachant y; notée fxi/y; ou f(xi/y; ) est définie par :
_ N
fxi/}’j T B
La fréquence de y; sachant x; notée fy;/x; 0OU f(y;j/x;) estdéfinie par :
ni]-
fJ’j/xi =

24}

Remarque

conditionnelles .

Exemp

le

Le service social d’une entreprise effectue une enquéte aupres de son personnel portant sur le nombre
d’années d’ancienneté X et le nombre de jours de congé Y .Les observations suivantes sont faites

% 0 1 2 3 4 5 Total (X)
X
0 7 1 1 0 0 0 9
1 6 4 15 8 5 3 41
2 0 0 0 1 2 7 10
3 0 0 0 0 0 2 2
Total (Y) |13 5 16 9 7 12 62
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Calculons f5.

_ az _10 _
f3.= =5 =1612%
Calculons f.,

fa=2=2=806%

Calculons f, /y.

nzs _ 7

fxz/ys = E— E = 58,33%

Calculons f, /x,
=5 _2 _ o0
fJ’S/x3 a3 10 = 20%

Calculons f5 4

fa="2= 2 =12,90%

12) Détermination du rang d’une année

Soit le réel a I’année de départ  — Soit le réel b I’année de d’arrivée
Soitrlerang de b

» N°0 C’estadire sila numérotation commence a partirde 0 alors r=b—a
» N°1 C’estadire sila numérotation commence a partirde1l alors r=b-a+1

Exercice d’application

L’évolution de 1985 a 1991 du salaire moyen d’un ouvrier dans un pays en voie de développement donné
est consigné dans le tableau suivant :

Années 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991
Salaire 1650 1760 1930 2020 2220 2450 2530
horaire

moyen en

FCFA

1) Représenter graphiquement les variations du salaire moyen .

2) Ajuster a la regle le nuage de points obtenu par une droite dont on déterminera une equation
cartésienne.

3) Déterminer [’équation de la droite de régression de Y en X .

4) En admettant que cette évolution se poursuive, donner une estimation du salaire horaire moyen d’un tel
ouvrier a l’an 2001 ?
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Solution

On désigne les annees par leurs rangs .L ‘année 1985 aura le rang 1, I’année 1986 aura le rang 2,
I’année 1987 aura le rang 3 et ainsi de suite ....

Soit x; le rang de [’année et y; salaire horaire moyen en FCFA en cette année .

On obtient ainsi une série double (X ;Y).

1 2 3 4 5 6 7
Xi

1650 1760 1930 2020 2220 2450 2530

Vi

1) Représentons graphiquement les variations du salaire moyen .

Cela revient a faire la représentation du nuage de points associé a la série double (X ; Y ).

Echelle : En abscisse 1 cm —1 En ordonnée 6 cm — 2530
Y 50 5 <
20 «
%8 < X
¢ g8 < X

2) Ajustons a la regle le nuage de points obtenu par une droite dont on déterminera une équation
cartésienne.

1l s agit de tracer a la régle une droite qui passe le plus prés possible de tous les points du nuage de
points

Soit (A):y=ax+b
La droite (A) passe par les points A (4 ; 2020) et B (7 ; 2530)
A(4;2020)€e(A) <=> 4a+Db=2020
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B(7:2530)€(A) <=> 7a+b=2530

En résolvant le systeme , on obtienta =170 et b =1340

ID’oii (A):y =170 x + 1340

3) Déterminons ’équation de la droite de régression de Y en X .

OnaX = %(1+2+3+4+5+6+7)= 2—78= 4 (donc X =4

X2= (12422432 +42+524+62+72)=20 [donc_ X2 = 20

Ona V(X)=X2 - (X)2=20-(4)%=4 [oa V(X)=4

OnaY = ; (1650 + 1730 + 1930 + 2020 + 2220 + 2450 + 2530 ) = 2080 |donc ¥ = 2080

XY = %(1>< 1650 + 2 X 1730 + 3 X 1930 + 4 X 2020 + 5 X 2220 + 6 x 2450 + 7 X 2530 ) =
8935,71 [donc XY = 8935,71]

COV(X,Y)= XY - XY =8935,71 -4 x 2080 = 615,71

Donc  COV(X,Y)=61571

4) Déterminer I’équation de la droite de régression de Y en X .

Ona(D):y=ax+b avec a:% et b=Y-aX

cov(XY) _ 61571
V(X) 4

Ona b= Y-aX =2080-153,92 x 4 =1464,32 |donc b = 1464,32

= 153,92 (donc a= 153,92

Ona a=

On obtient (D) :y= 153,92 x + 1464,32

| La droite de régression de Y en X est la droite d’équation (D) : y = 153,92 x + 1464,32|

4)Donnons une estimation du salaire horaire moyen d’un tel ouvrier a ’an 2001
L’année de départ est 1985 , I’année d’arrivée est 2001 et la numérotation commence a partir de 1

alors r=b—-a+1=2001-1985+1=17

IL ’année 2001 a le rang 17,

Si x=17 alors  y=153,92 x 17+ 1464,32 = 4080,96

‘ D’ou 4081FCFA est une estimation du salaire horaire moyen d’un tel ouvrier en [’an 2001
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EXERCICES

Exercicel

Afin de mieux gérer ses stocks, une entreprise décide d’estimer son besoin en matiéres premieres par
lintermédiaire d’une grandeur dont la valeur peut étre connue rapidement (chiffre d’affaires ou total des
salaires et primes). On note X la quantité, en tonnes, de matieres premieres, Y le chiffre d affaires en
milliers de francs, Z le total de salaires et primes en milliers de francs. Le relevé des 6 mois précédents est
le suivant :

Numéro des mois 1 2 3 4 5 6
X 0,9 1,2 0,6 0,5 14 1
Y 37 40 33 33 41 35
Z 3,9 3,7 3,2 3,3 3,6 3,7

1) a) Calculer les coefficients de corrélation linéaire r; entre X et Y er r, entre X et Z.
b) Est-ce un ajustement entre X et Y ou entre X et Z qui permettra la meilleure estimation de X ?

2) Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X et en déduire une estimation du besoin en
matieres premiéres quand Y = 39.

Exercice2 Extrait du BAC 2006 Série S2
Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A : Une étude du service des transports donne la distance de freinage d’une voiture sur une route
en bon état en fonction de sa vitesse.

Vitesse en km/h : X 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Distanceenm : Y 8 12 18 24 32 40 48 58 72

On désigne par X la vitesse et par Y la distance de freinage.

1) Représenter le nuage de points. On prendra 1 cm pour 10 km/h en abscisse et 1 cm pour 5 m en
ordonnée.

NB : On commencera en abscisse les graduations a partir de 40km/h et en ordonnée les graduations a
partir de 8m.

2) Déterminer [’équation de la droite de régression de Y en X.
3) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Avons-nous une bonne corrélation ?

4) a) On suppose que cette evolution se poursuit. Un automobiliste roulant a 150 km/h entame un freinage
a 85m d’un obstacle immobile. Percutera-t-il ['obstacle ?

b) Quelle devrait étre sa vitesse maximale au moment du freinage pour ne pas heurter [’obstacle ?

Partie B : Une autre étude sur les causes des accidents donne les résultats ci-contre :
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Type de transport : Y
Cause des

Particuliers y;

Transporteurs en commun y,

Accidents : X
Accidents liés a [’exceés de vitesse x4, 440 360
Accidents a cause mécanique x, 110 90

1) Déterminer [’effectif des accidents enregistrés lors de cette étude.

2) Déterminer les frequences conditionnelles f,,, /x, et fx,/y,

3) Déterminer les fréquences marginales f., et f5.

Exercice3

On donne [’évolution du chiffre d’affaires d 'une entreprise.

Années n° année x; Chiffre d’affaires en 10° francs y;
1985 1 32
1986 2 35
1987 3 37
1988 4 41
1989 5 45
1990 6 49
1991 7 51
1992 8 53
1993 9 54
1994 10 57

1) Tracer le nuage de points associé a la série double (X ; Y) .

2) Déterminer 1’équation de la droite de régressionde Y en X .

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

4) Si I’évolution continue ainsi, quel chiffres d affaires peut-on prévoir en 1995 ?

5) Si I’évolution continue ainsi, a partir de quelle année aura-t-on un chiffre d’affaires supérieur a

6 500 000 francs ?

Exercice4

Le tableau ci-dessous donne le cours moyen d’une action donnée a la bourse d’Abidjan :

Année Rang de l’'année x; Prix en FCFA y;
1991 0 550

1992 1 580

1993 2 640

1994 3 850

1995 4 1050

1996 5 1120

1) Représenter le nuage de points associé a la série double ( X ; Y) dans le plan muni d’un repére
Orthonormé d’unités : 1 cm pour une année en abscisse et 1 cm pour 100 FCFA en ordonnée.

Calculer les coordonnées du point moyen G et placer le sur la figure.
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2) Calculer a 1073 pres, le coefficient de corrélation linéaire de la série (X ; Y ). En déduire qu 'un
ajustement affine est justifié.

3) Déterminer une équation de la droite de régression de Yen X . On donnera les coefficients a 101 preés.
Tracer cette droite sur la figure précédente.
4) En supposant que cette tendance continue, estimer

a) le cours moyen de cette action au 1* janvier 2000 ;

b) a partir de quelle année, le cours moyen de [’action considérée dépassera-t-il 2000 FCFA ?
Exercice5

Cing éléves d’'une méme classe ont passé les épreuves de sciences économiques et sociales du
baccalauréat

et d’un concours. Désignons par x; la note obtenue au baccalauréat et par y; la note obtenue au
concours.

Note x; 7 10 11 13 16

Note y; 8 9 12 12 13

1) Représenter le nuage de points associé a la série statistique (X ; Y) .

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G et le placer sur la figure .

3) Déterminer [’équation la droite de régression de Y en X puis celle de Xen Y .
4) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y. Interpréter le

5) Deux autres éleves de cette classe ont passé ces epreuves

Papi a obtenu 12 au baccalauréat. Estimer sa note au concours générale a l’aide de la droite de
régression de Y en X.

Doudou a obtenu 10 au concours. Estimer sa note au baccalauréat a [’aide de la droite de régression de
XenY.

Exerciceb

Une étude sur le nombre d’années d’exercice X, des ouvriers d’une entreprise et leur salaire mensuel Y en
milliers

de francs, a donné les résultats indiqués dans la tableau ci-dessous avec des données manquantes
désignées par a et b.

X 2 6 10 14 18 22
Y
75 a 5 0 0 0 0
125 0 7 1 0 2 0
175 2 0 9 8 15 4
225 0 1 0 3 B 1
1) Déterminer a et b pour que la moyenne de la série marginale de X soit égale a % et celle de la série

. .. 8450
marginale de Y soit =
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Dans la suite, on suppose que a = 40 et b = 20. A chaque valeur x; de X on associe la moyenne m; de la
série conditionnelle : Y/ X = x;. On obtient ainsi la série double (X , M) définie par le tableau ci-dessous.
Les calculs se feront a deux chiffres apres la virgule.

X 2 6 10 14 18 22

M 80 113 170 189 199 185

a) Calculer le coefficient de corrélation de X et M puis interpréter le résultat.
b) Déterminer [’équation de la droite de régression de M en X.

¢) Quelle serait le salaire moyen d’un ouvrier de [’entreprise si son ancienneté était de 30 ans, si cette
tendance se poursuit.

Exercice7

On considére la série statistique double représentée ci-dessous

X
v 0 1 2 3 4 5
1 6 4 1 0 0 0
2 3 11 10 5 1 0
3 1 3 16 13 4 1
4 0 1 3 5 8 4

1) Déterminer le nuage de points de la série.
2) Déterminer les séries marginales.
3) a) Donner le tableau de la série conditionnelle de X/Y=4

b) Calculer les fréquences conditionnelles de la série X/Y=4.

¢) Calculer la variance et [’écart type de X/Y=4.

4) Pour chaque Y, , Déterminer la moyenne W, de la série conditionnelle X /Y, .
5) On considére la série double (W ;Y )avece W =(w )et Y =(Y,).

Calculer la covariance de W et Y .
Exercice8

Les résultats en math et P.C d’un groupe de 10 éléves d’une terminale S sont les suivants : x; désigne la
note en math et y; la note en P.C

Xi 14 13 9 10 11 5 4 13 16 5

Yi 15 12 8 11 7 10 6 15 16 10

1) Construire le nuage de points de cette série double.

2) Déterminer | équations de la droite de régression y en x par la méthode des moindres carrés et la
construire dans le méme graphique.

3) Calculer le coefficient de corrélation.
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Exercice 9

On donne la série double suivante

X 1.2 1,4 1,6 1,8 2

Y 13 12 14 16 a

Par la méthode des moindre carrés la droite de régression de Y en X a pour équation cartésienne
y=9x+0,6.

1) Calculer X puis exprimer Y en fonction de a. En déduire que a = 20.

2) Calculer le coefficient de corrélation pour cette valeur de a. Cette corrélation est elle forte ?
3) Estimer y pour x = 3,2.

Exercice 10

Le tableau ci-dessous donne le pourcentage des ménages possédant au moins une voiture entre 1958 et
1986. On désigne par X I’année et par Y le pourcentage.

X |58 |62 |66 |70 |74 |78 |82 |86

Y 255|357 (49 |56,5|62,1|668 |71 |747

1) Représenter le nuage de points
2) Calculer les moyennes, les variances et la covariance.
3) Déterminer la droite de régression de Y en X puis la tracer.

4) Faire une estimation pour [’an 2000. Conclure.
Exercice 11

On donne les notes Xi en mathématiques ( sur 20) et Yi en francais (sur 20) de 12 éleves a un concours.

X ) 7 8 9 11 12 14 16 17 18 19 19

Y ) 4 4 6 5 7 12 11 10 9 11 13

1)Dessiner le nuage des points.

2)Marquer le point moyen

3)Quelle est la nature de la corrélation linéaire entre les notes de mathématiques et celles de francais.
4)Déterminer la droite de régression A,

Exercice 12

Les importations d’'un pays se chiffrent en moyenne a 1 154 milliards de francs CFA par an. Le tableau
suivant donne en chiffres les importations de ce pays de 2000 a 2007.

Année 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007

Rang de [’année x 1 2 3 4 5 6 7 8

Montant en milliardsy | 907 | 1025 | 1025 | 1092 | 1095 | 1217 K 1469
FCFA des importations

1) Trouver la valeur de k sachant que Y = 25300
2) On suppose que k est égal a 1 402.
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a)

b)
c)

d)

Construire le nuage de points correspondants au tableau ci-dessus dans un repére orthogonal
avec x en abscisse et y ordonnée.

Echelle : abscisse : 1 cm pour 1 ; ordonnée : 1 cm pour 150.
Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X.

En supposant que [’évolution se poursuit de la méme facon, estimer le montant des
importations de ce pays en 2012,

Exercice 13

Le coiit Y d’une activité en fonction de la production X est donné par le tableau suivant :

X (unités) 10 12 15 6 18 20 21 25 30
Y (million de Frs C.F.A) 20 25 32 X 35 40 43 45 50

1) Déterminer x sachant que Y = 257

2) Construire le nuage de points associé a cette série statistique

3) Placer le point moyen.

4) Calculer les moyennes, les variances et les écarts types de ces deux variables.

5) Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X.

6) Déterminer le colt pour une production de 70 unités

7) Donner le nombre d’unités pour un coiit de 100 millions de francs.

Exercice 14

Dans une le tableau suivante donne la note obtenue en S.V.T (X) et en biologie (Y)

X 9 12 6 9 14 3 6 12 14

Y 10 13 10 13 17 5 8 16 16

1) Construire le nuage de points associé a cette série statistique.

2) Quelle est la moyenne de cette classe en S.V.T et en Biologie ?

3) Placer le point moyen de ce nuage.

4) Déterminer le coefficient de corrélation.

5) Un ajustement linéaire est il justifié ?

6) Donner [’équation de la droite de régression de X en Y.

7) Tracer cette droite dans le méme repére.
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Exercice 15
On a relevé les notes de Maths et de Physique de 160 candidats a un examen. Les caractéres étudiés sont
donc la note de Maths X et la note de Physique Y. Les valeurs des caractéres X et Y sont donnees par le

tableau a double entrée suivant :

Y 7 10 11 12 14 | 15

X Total(X)

7 5 7 2 0 3 5 22

8 1 4 0 6 2 3 16

9 8 9 10 13 5 4 49

10 0 3 7 12 10 | 11 43

11 1 1 3 2 0 4 11

13 2 6 2 3 5 1 19
17 30 24 36 25 | 28 n=160

Total(Y)

1) Calculer X, Y, XY puis COV (X,Y).

2) Déterminer I’équation de la droite de régression de Y en X .

3) Déterminer [’équation de la droite de régression de X en Y .

4) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Avons-nous une bonne corrélation ?

5)Construire le nuage de points associé a cette série statistique double (X ;Y).
Exercice 16

On considere la série statistique suivante qui donne les dépenses annuelles en millions de francs d 'une
société de 1996 a 2005 .

Années x; | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

Dépensesy; | 0,3 | 0,304 |04 |07 |09 |10 |13 |14 |15 |22

1) Calculer X, Y, XY puis COV (X,Y).

2) Déterminer [’équation de la droite de régression de Y en X .

3) Déterminer [’équation de la droite de régression de X en Y .

4) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Avons-nous une bonne corrélation ?

5)Faire une estimation de la dépense annuelle pour I’an 2009. Conclure.
6)Construire le nuage de points associé a cette série statistique double (X ;Y).
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Exercice 17

On fait une enquéte sur 100 familles portant sur :
- Le nombre d’enfants par famille (X)

- le nombre de pieces d’habitations par famille (Y)
Les résultats sont donnés par le tableau ci — dessous

Y |0 1 2 3 4 5

X
1 8 2 1 0 0 0
2 3 11 |10 |5 1 0
3 1 3 16 |13 |4 1
4 0 1 3 5 8 4

1) Calculer X, Y, XY puis COV (X,Y).

2) Déterminer I’équation de la droite de régression de Y en X .

3) Déterminer [’équation de la droite de régression de X en Y .

4) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Avons-nous une bonne corrélation ?

5)Construire le nuage de points associé a cette série statistique double (X ;Y).
Extrait du BAC 2005 Série S2

Une entreprise a mis au point un nouveau produit et cherche a fixer le prix de vente. Une

Exercice 18

Enquéte est réalisée aupres des clients potentiels ; les résultats sont donnés dans le tableau
suivant ou y; représente le nombre d’exemplaires du produit que les clients sont disposés a

acheter si le prix de vente, exprimé en milliers de francs, est x;.

X 60 80 100 120 140 160 180 200

Vi 952 805 630 522 510 324 205 84

On appelle X la variable statistique dont les valeurs sont x; etY celle dont les valeurs sont les y;.

1) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de X et Y. La valeur trouvée justifie-elle la recherche
d’un ajustement linéaire ?

2) Déterminer [’équation de la droite de régression de Y en X.

3) Les frais de conception du produit se sont élevées a 28 millions de francs. Le prix de fabrication de
chaque produit est de 25000 francs.

a) Déduire de la précédente que le bénéfice z en fonction du prix de vente x est donnée par 1’égalité :
z7=-5,95x% + 1426,25x — 59937,5 oU x et z sont exprimés en milliers de francs.
b) Déterminer le prix de vente x permettant de réaliser un bénéfice maximum et calculer ce bénéfice.

NB : prendre 2 chiffres apres la virgule sans arrondir.  Bénéfice = Prix de vente — Prix de revient.
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Exercice 19 Extrait du BAC 2009 Série S2

1) (X,Y) est unes série statistique double. Soit (D) la droite de régression de Y en X.

Soit (D,) la droite de régression de X en Y. On suppose que :

(D) :y=ax+b et (D, :x=a'y+b.

Soit r le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

Etablir que 72 =aa’.

2) Dans une entreprise une étude simultanée portant sur deux caractéres X et Y donnent les résultats
suivants :

la droite de régression de Y en X a pour équation : 2,4x -y =0

la droite de régression de X en Y a pour eéquation : 3,5y -9 x + 24 = 0.

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y, sachant que leur covariance est positive.
b) Calculer la moyenne de chacun des caracteres X et Y.

Exercice 20 Extrait du BAC 2010 Série S2 session de remplacement

Le tableau suivant donne le montant y en millions de dollars des droits de retransmission
télévisée des jeux olympiques d’été de 1972 a 1992 avec x le rang.

Ville et année Rang de I’année xi Montant yi

Munich 1972 1 15,2
Montréal 1976 2 29,5
Moscou 1980 3 92,6
Los Angeles 1984 4 288,0
Séoul 1988 5 402,0
Barcelone 1992 6 634,5

1) Représenter les nuages de points Mi (xi, yi) dans le plan muni d’un repére orthogonal. Unité
graphique : 2 cm pour un rang sur I’axe des abscisses et 1 cm pour 50 millions de dollars

sur I’axe des ordonnées.

2) On pose z = Iny.

Déterminer I’équation de la droite de régression de z en x par la méthode des moindres
carrés. Les valeurs zi de z, les coefficients a et b de la droite de régression seront arrondis

au centiéme prés.

3) Déduire de la question précédente une relation entre y et x de la forme y = a £*. Les
coefficients a et 8 seront arrondis au centieme prés.

4) A I’aide de la question précédente, donner une estimation de ce que devrait étre le montant
des droits de retransmission pour les jeux olympiques d’Atlanta en 1996.

Exercice 21 Extrait du BAC 2011 Série S2 session de remplacement

Historiquement, on avait décidé de numéroter les planetes du systeme solaire suivant leur
distance moyenne au soleil.

On considere la série statistique double (i, di) ou i représente le numéro d’ordre de la planete et
di la distance au soleil de la planéte i (en millions de kilomeétres).

Planetes Mercure | Vénus | Terre Mars | Céres | Jupiter Saturne Uranus
Numéro 1 2 3 4 5 6 7 8
d'ordre i

Distance di 57,94 108,27 | 149,60 | 228,06 | 396,44 | 778,73 1427,7 | 2872,4
ausoleil

1)Onposey; =In(d;— d,),aveci€{2,3,4,5,6, 7,8}
a) Compléter le tableau en donnant les valeurs de yi au dixieme preés.

[ 2 3 4 5 6 7 8

yi | 3,9
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b) Construire le nuage de points Mi (i, yi), 2 <i < 8, de cette série notée (i, y) dans un
repere orthonormal, unité graphique : 2 cm.

c) Déterminer par la méthode des moindres carrés, une équation de la droite de régression
(D)deyeni,i€{2, 3,4,5,6,7,8}.

Donner les formules, ensuite les résultats a 10-3 pres.

2) a) Sachant que y(i) = y;, déduire de ce qui précéde que : d; = 57,94 + 11,965 (1,958)" .
(les coefficients sont arrondis a 10-3 pres).

b) Calculer la distance moyenne probable au soleil d’une planéte numérotée 9.

(Ce résultat est connu sous le nom de loi de Titius — Bode du hom de deux astronomes
allemands qui permirent la découverte de Neptune n°9 en 1848)

Exercice 22 Extrait du BAC 2013 Série S2

.eme

Le tableau statistique ci-dessous donne le degré de salinité Y; du lac rose pendant le i"™° mois de pluie

noté X;
X; 0 1 2 3 4
Y; 4,26 3,4 2,01 1,16 1,01

Dans ce qui suit il faudra rappeler chaque formule le cas échéant, avant de faire les calculs. On donnera les
valeurs approchées par excés des résultats a 10~ 3 pres.
1) a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de cette série (X, Y) et interpréter le résultat.
b) Quelle est 1’équation de la droite de régression de Y en X.
c) Cette équation permet-elle d’estimer le degré de salinité du lac au 6ieme mois de pluie, le cas échéant ?
Justifier la réponse.
2)Onpose Z=In(Y-1)
a) Donner le tableau correspondant a la série (X, Z). Les résultats seront arrondis au millieme pres.
b) Donner le coefficient de corrélation linéaire de cette série (X, Z).
¢) Donner I’équation de la droite de régression de Z en X, puis exprimer Y en fonction de X.

d) Utiliser cette équation pour répondre a la question 1/c).

Exercice 23 Extrait du BAC 2009 Série S2 session de remplacement

Le tableau suivant indique les quantités de riz (en millions de tonnes) importées par un pays
pendant 7 années successives.

Rang de I’année 1 1 2 3 4 5 6 |7

Quantités importées Xi 615 597 | 580 510 | 500 | 498 | 487

Un riziculteur propose une politique agricole dénommée GOANAR (Grande offensive Agricole
pour la Nourriture et ’Abondance en Riz) dont I'objectif est de remplacer progressivement les
importations par du riz local de qualité.

Sa politique consiste a produire chaque année une quantité Yi, en millions de tonnes
proportionnelle au rang de I'année selon la relation : Yi =31

1) Dresser le tableau de la série statistique (Xi,Yi).

2) a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre les deux variables X et Y.

b) Interpréter le résultat du 2a).

3) Donner une équation de la droite de régression de Y en X.

4) On suppose que cette évolution se maintient, estimer le rang de I'année ou les
importations sont égales a la production.
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5) A partir de quelle année, I'importation représente les 10 % de la production, sachant que
la premiére année correspond a 2008.

Exercice 24

Un fermier doit embaucher des ouvriers agricoles. Lors de précédents recrutements analogues, il a
fait une étude statistique et a dressé le tableau suivant.Le salaire proposé est x ety est le nombre de
candidatures .

Salaires proposés enF CFA 60000 64000 68000 72000

Nombre de candidatures 11 17 20 25

1) Donner l’équation de la droite de régression de y en x.
2) En déduire une estimation du salaire que doit proposer le fermier s’il veut recruter trente ouvriers

Exercice 25

La série statistique ci-dessous indique I'évolution du chiffre d’affaires (en millions de francs
CFA) d’une entreprise suivant les années

Années 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006

Chiffre d’affaires(en millions de F CFA) 5 |8 10 13 16 | 18 19 20

1) Déterminer I'équation de la droite de régression de y en x par la méthode des
moindres carrés.

2) Quel est le chiffre d’affaires prévu en I'an 2007 ?

3) En quelle année I'entreprise atteindra-t-elle un chiffre d’affaires de 25 millions ?

Exercice 26

Le tableau suivant recense, par clinique, le nombre de postes de personnel non médical en fonction du
nombre de lits de la clinique :

Clinique C1l C2 C3 C4 |C5 | C6 C7 C8 C9 C10 Cl1
Nombre 122 177 77 135|109 | 88 185 128 120 146 100
lits X

Nombre 205 249 114 | 178 | 127 | 122 242 170 164 188 172
de postes

Y

1) Construire le nuage de points Mi(xi ; yi) correspondant a cette série statistique.

Unités graphiques :

en abscisse : 1 cm pour 10 lits

en ordonnée : 1 cm pour 20 postes.

2) Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage et le placer sur le graphique.

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire r. Un ajustement affine est-il justifié ?

4) Déterminer une équation de la droite de régression D de y en x par la méthode des moindres carrés.
Tracer la droite D sur le graphique. (Marquer les points utilisés pour tracer D)

5) Une clinique posséde 25 lits. En utilisant les résultats de la question 4, a combien peut-on estimer, par
calcul,le nombre de postes de personnel non médical ? Illustrer sur le graphique.

Exercice 27

Un hypermarché dispose de 20 caisses.
Le tableau ci-dessous donne le temps moyen d'attente a une caisse en fonction du nombre de caisses
ouvertes :

Nombre de caisses ouvertes X 3 4 5 6 8 10 12
Temps moyen d'attente (en 16 12 96 | 7,9 6 4,7 4
minutes) Y

1) Construire le nuage de points Mi(xi ; yi) correspondant a cette série statistique.
Unités graphiques :
en abscisse : 1 cm pour une caisse ouverte
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en ordonnée : 1 cm pour une minute d'attente.

2) Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage et le placer sur le graphique.

3) Un ajustement affine.

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire r.

b) Déterminer, I'équation de la droite de régression D de y en x par la méthode des moindres carrés.
Tracer la droite D sur le graphique. (Marquer les points utilisés pour tracer D)

c) Estimer a I'aide d'un calcul utilisant I'équation de la droite D :

i) Le nombre de caisses a ouvrir pour que le temps moyen d'attente a une caisse soit de 5 minutes.
ii) Le temps moyen d'attente a la caisse lorsque 15 caisses sont ouvertes.

Iii) Pensez-vous que, dans le cas de la question ii), I'ajustement affine soit fiable ?

4) Un ajustement non affine.

On considere la fonction #définie sur J0 ; +oo par : AX) :g

a) Déterminer A de facon a avoir : A3) =16.

b) Tracer alors la représentation graphique C de /dans le repére utilisé pour le nuage.
c) Estimer a I'aide d'un calcul utilisant la fonction /:

i) Le nombre de caisses a ouvrir pour que le temps moyen d'attente & une caisse soit de 5 minutes.
ii) Le temps moyen d'attente a la caisse lorsque 15 caisses sont ouvertes.
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DENOMBREMENT

1) Théorie des ensembles

1) Notion d’ensemble

On appelle ensemble toute collection d’objets définis sans ambiguité (c’est-a-dire que, pour tout
objet, on peut dire si oui ou non il fait partie de ’ensemble). Soit E un ensemble, On note x € E pour
indiquer que l’objet X est un élément de I’ensemble E.
On peut définir un ensemble de deux facons :
» En donnant la liste exhaustive de ses éléments.
Exemple: A={1,-1,0,3,4}
Aestunensembleetl,-1,0, 3 et4 sont des objets ou des éléments de A .
» En donnant une propriété caractéristique de ses éléments.
Exemple : E ={0, 2, 4, 6, 8}
On peut aussi dire que E est ’ensemble des entiers naturels pairs inférieursa 9.2 €E. 3 €E.
2) Ensemble fini

Un ensemble est dit fini si I’on peut compter ses éléments.
Il est dit infini dans le cas contraire .
3) Cardinal d’un ensemble fini

Le nombre d’éléments d’un ensemble fini E est appelé cardinal de I’ensemble E et noté Card(E) .
Exemple
1) Soit A={1,-1,0,3,4}
Ona Card(A)=5
2) Soit B ={a, b}
Ona Card(B)=2
4)Ensemble vide
Nous admettrons qu’il existe un seul ensemble qui ne contient aucun élément. Cet ensemble
est appelé ensemble vide et noté 2.

On pose par convention Card(g) =0
5)Inclusion

On dit qu’un ensemble A est un sous-ensemble ou une partie d’un ensemble B si tout élément
de A est également élément de B. On note A cB.
SiaeAet AcB alors a€eB

L’ensemble de toutes les parties d’un ensemble E est un nouvel ensemble noté JE).

6)Intersection de deux ensembles

On appelle intersection de deux ensembles A et B noté A N B, I’ensemble des eléments qui appartiennent
aAetaB.
Ona aeANB & a€ceA eta€eB

» SiANB=g¢g alors ondit que les ensembles A et B sont disjoints .
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7)Réunion de deux ensembles

On appelle reunion de deux ensembles de A et B notée A U B, I’ensemble des éléments qui sont dans A
ou dans B.

a€eAUB & a€A ou a€EeB

8)Propriété de intersection et de la réunion

» ldempotence :  Pour tout ensemble A: ANA=AetA UA=A.
» Associativité :  Pour tous ensembles A, B et C :
ANMBNC)=(ANB)NCetAUB UC)=(A UB) UC.
» Commutativité : Pour tous ensembles AetB: A UB=BUAetANB=BNA.
» Distributivité : Pour tous ensembles A, Bet C :
ANBUC=(ANB UMANC)etAUBNC)=(4 UB)N (4 UC).

9)Complémentaire d’un ensemble

Soit E un ensemble et A un sous ensemble de E .
On appelle complémentaire de A dans E I’ensemble des éléments de E qui ne sont pas
dans A. Onlenote E\A,ou 4, ou encore C4 .

Ona a€A & a€E e agA
» Ona ANA =g etAUA = E
10)Eormule de MORGAN

Soient A et B deux parties d’un méme ensemble E , Alors on a
> AnB=AUB
> AUB=ANB

11)Différence de deux ensembles

La différence de A et B (pris dans cet ordre) notée A\ B est I’ensemble des éléments qui sont dans A mais
pas dans B.
a €A\B & a €A et a £€8B

> A\B = ANB
» Card (A\B)=Card(A) - Card(ANB)

12)Différence symétrigue de deux ensembles

La différence symétrique de A et B notée A A B est I’ensemble des éléments qui
sont dans ’un et un seul des ensembles A et B.

[aeA4B)] <[(aeAet agB)ou(aeBeta gA)]

> AA4B=(A\B) U(B\A)
> AAB =(AUB)\(ANB)
» Card(A4B)=Card(AuB) - Card(4NB)
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13)Partition d’un ensemble

Soient A1, Az,...., Ann parties d’un méme ensemble E. On dit qu’elles constituent une
partition de E si et seulement si :
1) Elles sont tous non vides : Vi €{1, 2, ...,n}, Ai# @.
2) Elles sont disjointes deux a deux :
Vie{l, 2, ...n}, VjE{L2,..,n}aveci#j,on a Ai N Aj # O.
3) Leur réunionestégaleaE: AiUA2U...UAn=E.

14)Produit cartésien

On appelle produit cartésien de A et B noté A x B, I’ensemble de tous les couples de
la forme (X ; y), ou x est un élément quelconque de A et y un élément quelconque de B.

AxB={(xy)/x €Aety €B}

A xB on lit AcroixB
> AXB#BxA si A+B

> AxA = A?
» AXAXAXAXAX. oo . XA =AP vV p € IN*
p fois
Exemple

1)SiA={a, b,c}etB={1, 2}, alors A x B ={(a,1); (a,2); (b,1); (b,2); (c, 1); (c, 2)}.

2) Dans le plan muni d’un repeére (O, 1, J), ’ensemble des couples coordonnées des
points M(x,y) est le produit cartésien IR x IR .

15)Principes de dénombrement

a)Principe additif

Nous admettrons la propriété suivante, appelée Principe Additif :
Si A1, Ay,...., An constituent une partition d’un ensemble E | alors :
Card(E) = card(A1) + Card(A2) +...... + Card (An) =), Card (4;).

CONSEQUENCES

Soient A et B deux parties d’un méme ensemble fini E. On a les relations suivantes :
» Si A et B sont disjoints alors Card(A vB) = Card(A) + Card(B).
» Formule des 4 cardinaux
Si A et B sont quelconques alors : Card(A UB) = Card(A) + Card(B) — Card (A N B).
> Card( A4 ) = Card(E) — Card(A).

Démonstration

1) A et B étant disjoints constituent une partition de A U B. D ou, d’apres le principe additif :
Card(A uB) = Card(A) + Card(B).

2) (A N B) et (A\ B) constituent une partition de A. D ’ou :

Card(A) = Card(4A N B) + Card(4\ B) (1).

B et (A \ B) constituent une partition de (A UB). D ou:

Card(A uB) = Card(B) + Card(A \ B) (2).
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D’apres (1), on a donc : Card(A\ B) = Card(A) — Card(4A N B) et en reportant cette expression dans (2), on
obtient: Card(A UB) = Card(B) + Card(4) — Card (A N B), d’ou le résultat.
3) A et A constituent une partition de E donc Card(A) + Card( A ) = Card(E), d ot
Card( A ) = Card(E) — Card(A) .
Exercice d’application

Combien y a-t-il de carrés sur la figure ci-dessous?

Solution

Soit E ’ensemble de tous ces carrés. Notons A1, A2, A3, A4 respectivement

[’ensemble de ces carrés ayant pour cotés 1, 2, 3 et 4 carreaux. Les sous-ensembles A1, Az,
A3, A4 constituent une partition de E (puisqu’ils n’ont pas d’élément en commun et que leur
réunion est égale a E).D apres le principe additif,

Card(E) = Card(A1) + Card(A2) + Card(As) + Card(A4) =16 + 9 + 4 +1 = 30.

b)Principe multiplicatif

Nous admettrons la propriété suivante, appelée Principe Multiplicatif :
Soient n ensembles A1, Az,...., An donnés. Alors :
Card(A1x A2x ...x An) = card(A1) x Card(A2) X...... x Card (An) =[[iv;Card (4;)

» Dans la pratique, ce principe s’applique sous la forme équivalente suivante:
Si une situation comporte p étapes offrant respectivement ni, n, ... ,np possibilités alors
le nombre total d'issues est : N1 X N2 X ... veveeee X Np
CONSEQUENCES
Soient A et B deux ensembles finis . On a les relations suivantes :
» Card(AxB)=Card(A)x Card(B)
» Card(AP) =(Card (A))P vV p € IN*
Exercices d’application
» Le menu d’un restaurant propose un certain jour pour le repas de midi 3 entrées, 4 plats de
résistance et 2 desserts. De combien de fagons un client peut-il composer son menu ce jour la ?
Le choix d’un menu est une situation qui comporte 3 étapes :
choix d’'une entrée : 3 possibilités
choix d’un plat de résistance : 4 possibilités
choix d’un dessert : 2 possibilités.
D’apres le principe multiplicatif, le nombre total de choix possibles est : 3 x 4 x 2 = 24 menus différents.
» Un code comporte deux lettres distinctes suivies d'un chiffre non nul. Combien peut-on
former de codes distincts ?
Les trois étapes : choix de la premiére lettre, de la deuxiéme, puis du chiffre offrent
respectivement 26, 25 et 9 possibilités. Le nombre cherché est donc 26 x 25 x9 = 5850 codes distincts.
» Nombre d'itinéraires distincts menant de A a C ? Nombre d'itinéraires "aller retour” A-C-A
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n‘empruntant que des chemins distincts ?

) Gy —

Aller simple A-C:4 x3 = 12

Aller retour A- C-A:4 x3 x2 x3 = 72.

16)Factorielle n

Soit n € IN*, on appelle factorielle n noté n ! le produit de tous les entiers naturelsde 1 an .

Ona : n!l=n Xx(n=-1X(N-2)X(N-3)X cceeeerensn. Xx3x2x1
» On pose par convention 0! =1
n ! lire factorielle n et non pas n factorielle .
Exemple
1)51=5x4x3x2x1=120
2)101=10x9%x8Xx7Xx6X5x%x4x3x%x2x1=23628800

17)Anagramme d’un mot

L’anagramme d’un mot est un mot formé a partir de toutes les lettres de ce mot .

Le nombre d’anagramme d’un mot donné est le nombre de mots distincts que ’on peut former avec toutes
les lettres du mot initial .

Exemple

Donner le nombre d’anagramme des mots suivants :

1) FEMME 2) HOMME 3) ABABACAR 4) LAMPE
Solution

Donnons le nombre d’anagramme des mots suivants :

1) FEMME

Le nombre d’anagramme de FEMME est n = > 5:(2' =30

2) HOMME

Le nombre d’anagramme de HOMME est n = 25—|' =60

3) ABABACAR

Le nombre d’anagramme de ABABACAR est n = 8 _ =840

41 x21
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4) LAMPE

‘ Le nombre d’anagramme de LAMPE est n =5 =120

I1)Qutils de dénombrement

1)Notion de p-listes

On appelle une p- liste de E ou p- uplet d’éléments de E toute suite constituée par p éléments de E
distincts ou non ( Chacun des éléments de E peut étre pris autant de fois que I’on veut ) . Les p éléments
sont ordonnés .

Elle est notée (xq, X2, X3, e veo oo ven, Xp ) AVEC X; EE Vi€ {1,2,3,4, ........,p}
» Remarque

Une p- liste de E est un élément de EP donc le nombre de p- liste de E est le nombre d’éléments de EP .
» Théoréme

Soit E un ensemble de cardinal fini n. Alors le nombre des p-listes de E est n? .
Autrement dit le nombre de p- liste d’éléments d’un ensemble E a n éléments est nP .
Démonstration

Pour constituer une p-liste de E, on doit suivre les p étapes suivantes :

» choix du premier élément de la liste : n possibilités.

» choix du deuxiéme élément de la liste : n possibilités.

>

» choix du p-ieme élément de la liste : n possibilités.
En effet, comme il est possible de répéter les éléments de la liste, on a a chaque étape autant
de possibilités qu’il y a d’éléments dans E, soit n possibilités.
D apres le Principe multiplicatif, le nombre total de facons de constituer la p-liste est
NXNXNXNXN X e veeeee .. X, SOt NP .

p fois

Exercice d’application

Soit E={a,b,c}

1)Former les 1- listes d’éléments de E.
2) Former les 2- listes d’éléments de E.
3) Former quelques 4- listes d’éléments de E.
Solution
Soit E={a,b,c}
1)Formons les 1- listes d’éléments de E.

Le nombre de 1- listes d’éléments d’'un ensemble E a 3 éléments est 31 =3 .

LLes 1- listes d’éléments de E sont (a) , (b) et(c)
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2) Former les 2- listes d’éléments de E.

Le nombre de 2 - listes d’éléments d 'un ensemble E a 3 éléments est 32 =9 .

Les 2 - listes d’éléments de E sont :

(a,a), (a,b), (ac), (b,b), (ba), (bc), (c,c), (cb), (ca)

3) Former quelques 4- listes d’éléments de E.

Le nombre de 4 - listes d’éléments d 'un ensemble E a 3 éléments est 3* = 81

Les 4 - listes d’éléments de E sont :

(a,aaa), (ab,aa), (acaa), (b,baa), (bacc), (bchb)....

Situation d’utilisation de la formule n?

» SITUATION 1

Dans toute situation ou le résultat est caractérisé par ’ordre et 1a remise, on peut utiliser la formule nP.
» SITUATION 2

Dans toute expérience de tirages successifs avec remise , on peut utiliser la formule n?.
» SITUATION 3

Dans toute expérience ou le résultat correspondant a une application d’un ensemble vers un autre
ensemble , on peut utiliser la formule nP.

Le nombre d’applications d’un ensemble A vers un autre ensemble B est égal a ( Card ( B ))¢er4 (4)
» Remarque

Une utilisation fréquente des p — listes est le tirage successif avec remise .

Exercice d’application

Une urne contient 5 boules noires , 2 boules jaunes et 6 boules rouges . On tire successivement et avec remise

3 boules de ['urne .

1)Déterminer le nombre de tirages possibles .

2) Déterminer le nombre de tirages dont la premiére boule est rouge .

3) Déterminer le nombre de tirages ne contenant aucune boule rouge .

4) Déterminer le nombre de tirages formés de boules de méme couleur .

5) Déterminer le nombre de tirages formés de boules de couleurs différentes .

Solution

L’urne contient 5 boules noires , 2 boules jaunes et 6 boules rouges .On a donc 13 boules dans [’'urne

On tire successivement et avec remise 3 boules de ['urne .
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Ona: n=13 etp=3
1)Déterminons le nombre de tirages possibles .

Soit Q ’ensemble des tirages possibles .

Ona |[Card (Q)=13%= 2197

2) Déterminons le nombre de tirages dont la premiére boule est rouge .

Soit A ’ensemble des tirages dont la premiere boule est rouge .

Ona [Card (A)=6" x 13% = 1014

3) Déterminer le nombre de tirages ne contenant aucune boule rouge .

Soit B [’ensemble des tirages ne contenant aucune boule rouge .

Ona |Card(B)=7°= 343

4) Déterminons le nombre de tirages formés de boules de méme couleur

Soit C I’ensemble des tirages formés de boules de méme couleur

Ona |[Card(C)=5%+ 6+ 23 = 349

5) Déterminons le nombre de tirages formés de boules de couleurs différentes .

Soit D I’ensemble des tirages formés de boules de couleurs differentes .

Onja Card(D)=(6' x 5! x 21) x 6 =360

6 =3/ qui est le nombre d’anagramme de RNJ .

Exercice d’application

Papi veut ranger 7 livres dans 3 casiers . U n casier peut contenir 0 a 7 livres.
Déterminer le nombre de rangements possibles .

Solution

Le rangement correspond a une application de |’ensemble des livres vers |’ensemble des casiers .

ILe nombre de rangements possibles est 37 = 2187|

2)Notion de p - arrangements

On appelle un p- arrangement d’éléments d’un ensemble E toute suite constituée par p éléments de E
distincts ( Un élément de E déja pris ne peut plus étre repris ) . Les p éléments sont ordonnés .

Elle est notée (x4, X2 , X3, e v cvv evv v, Xp )

avec x; EE Vi€ {1,2,3,4, ......,p} et x; # x; Vi+#j.
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» Théoréme
Soit E un ensemble de cardinal fini n et p un entier naturel tel que 0 <p < n.
Le nombre d'arrangements de p éléments de E est :

AP = nx(n-1)X(N=2)X .euuueune X (n-p+1)
Autrement dit le nombre de p — arrangement d’éléments d’un ensemble a n éléments est
AP définipar AP = nX(N-1)xX(N=2)X .cceeru.. X (Nn-p+1)
|
On a la formule suivante A, = (n'_"p)' , avec p <n

Démonstration

Pour constituer un arrangement de p éléments de E, on doit
d’abord choisir le ler élément, ce qu’on peut faire de n fagons, puis le 2e élément, ce qu’'on
peut faire de (n — 1) facgons, car il doit étre distinct du premier, etc..., et enfin le p-ieme
élément ce qu’on peut faire de n — (p — 1) fagons.
D’apres le Principe multiplicatif, il y a au totaln X (n— 1) x ....x [n— (p — 1)] fagons de
constituer l’arrangement.

» Remarque
Pour former un p — arrangement d’éléments d’un ensemble a n , il faut que p <n.
Un p-arrangement (ou arrangement de p éléments) de E est une p-liste d*éléments distincts de E.
» Remarque

Sin =palors on dit que cet arrangement est une permutation . Autrement dit une permutation de E est un
arrangement de tous les éléments de E .

Une permutation de E est un arrangement des n éléments de E.

Le nombre de permutationsde E est: A7 =n!

Exemple

1) AP est le produit de p entiers consécutifs décroissant a partir de n.

A3 =8x7x6=336.

Ajoos = 2008 x 2007 x 2006 x 2005 = 16 209 006 133 680.
2) On obtient le nombre A" sur la plupart des calculatrices en utilisant la touche nPr

Exercice d’application

Soit E={a,b,c}
1)Former les 1- arrangements d’éléments de E.
2) Former les 2- arrangements d’éléments de E.
3) Former les 3 - arrangements d’éléments de E.
4) Former les 4- arrangements d’éléments de E.
Solution

Soit E={a,b,c}
1)Formons les 1- arrangements d’éléments de E.

Le nombre de 1- arrangements d’éléments d’un ensemble E a 3 éléments est Ay =3 .

ILes 1- arrangements d’éléments de Esont (a) , (b) et(c)|

2) Formons les 2- arrangements d’éléments de E.

Le nombre de 2 - arrangements d’éléments d 'un ensemble E a 3 éléments est A3 =6 .
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Les 2 — arrangements d’éléments de E sont :

(a,b), (a,c), (b,c), (b,a), (c,a), (cb)

3) Formons les 3 - arrangements d’éléments de E.

Le nombre de 3 - arrangements d’éléments d 'un ensemble E a 3 éléments est A3 =6 .

Les 3 — arrangements d’éléments de E sont :

(a,b,c), (acb), (bca), (b,ac), (ca,b), (chba)

4) Formons les 4- arrangements d’éléments de E.

Ceci est impossible car 4 > Card(E ) = 3|
Situation d’utilisation de la formule A",

» SITUATION 1

Dans toute expérience ol le résultat est ordonné sans répétition possible, on peut utiliser la formule A% .
» SITUATION 2

Dans toute expérience de tirages successifs sans remise , on peut utiliser la formule A? .
» SITUATION 3

Dans toute expérience ou le résultat correspondant a une injection d’un ensemble vers un autre ensemble ,
on peut utiliser la formule A% .

Le nombre d’injections d’un ensemble A vers un autre ensemble B est égal a AEZ:Z Egg

» Remarque
Une utilisation fréquente des p —arrangements est le tirage successif sans remise .
Exercice d’application
Une urne contient 4 boules noires , 2 boules jaunes et 6 boules rouges . On tire successivement et sans remise
3 boules de ['urne .
1)Déterminer le nombre de tirages possibles .
2) Déterminer le nombre de tirages dont la premiére boule est rouge .
3) Déterminer le nombre de tirages ne contenant aucune boule rouge .
4) Déterminer le nombre de tirages formés de boules de méme couleur .
5) Deéterminer le nombre de tirages formés de boules de couleurs différentes .
Solution
L’urne contient 4 boules noires , 2 boules jaunes et 6 boules rouges .On a donc 12 boules dans [’'urne

On tire successivement et sans remise 3 boules de ['urne .
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Ona: n=12 etp=3
1)Déterminons le nombre de tirages possibles .

Soit Q ’ensemble des tirages possibles .

Ona [Card (Q)= A3, = 1320

2) Déterminons le nombre de tirages dont la premiére boule est rouge .

Soit A ’ensemble des tirages dont la premiere boule est rouge .

Ona [Card (A) =4} x A%, = 440

3) Déterminer le nombre de tirages ne contenant aucune boule rouge .

Soit B [’ensemble des tirages ne contenant aucune boule rouge .

Ona |Card(B)=43= 120

4) Déterminons le nombre de tirages formés de boules de méme couleur

Soit C I’ensemble des tirages formés de boules de méme couleur

Ona [Card(C)=43+ A3 = 144

5) Déterminons le nombre de tirages formés de boules de couleurs différentes .

Soit D I’ensemble des tirages formés de boules de couleurs differentes .

Ona |[Card(D)=(AL x A} x A}) x 6=28§

6 =3/ qui est le nombre d’anagramme de RNJ .
Exercice d’application

Dans une ville, il y a 10 salles de cinéma .5 éleves désirent se rendre au cinéma en méme temps dans les
différentes salles .

Déterminer le nombre de tirages possibles .
Solution

Cette situation correspond a une injection de [’ensemble des éleves vers [’ensemble des salles de cinéma .

ILe nombre de tirages possibles est 4%, = 30240

» Remarque
Aumoinsx =>x =x,x+1,x+2,x+3,............... Too.
Auplusx=<x =0,1,2,3,4,ccceceeeeecc,x—1,x.

Aumoins x = Au plus x— 1. C'est-a-dire le complémentaire de Au moins x est Auplusx—1.

Au plus x = Aumoins x + 1. C'est-a-dire le complémentaire de Au plus x est Aumoinsx + 1.

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 316



3)Notion de p - combinaison

Soit E un ensemble donné . On appelle une p — combinaison d’éléments de E toute partie (ou sous
ensemble ) constituée par p éléments de E . Les p éléments sont distincts .

Elle est notée {xy,x;,%3,%4, X5, e cee cve e, Xp}
avec avec x; EE Vi€ {1,2,3,4, .......,p} et x; # x; Vi #j.
» Théoreme

Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier naturel tel que 0 < p < n.
Une p- combinaison (ou combinaison de p éléments) de E est une partie de E
ayant p éléments.

Aﬁ n!

Le nombre de combinaisons de p éléments de E est : € = = : avec p<n.
noop p!(n-p)!

Démonstration

Dénombrons les arrangements de p éléments d'un ensemble fini E de cardinal n.
Un arrangement est caractérisé par :

Le choix d'une partie de E a p éléments (Notons qu'il y a C? choix de telles parties)
La facon d'ordonner les p éléments de la partie choisie (p! fagons)

Le principe multiplicatif donne alors : A2 = C? x p |, d’oil le théoréme.

Interprétation importante : C représente le nombre de fagons de choisir p objets parmi n (I'ordre n’a pas
d’importance ).
» Remarque
1)Pour former une p —combinaison d’éléments d’'un ensemble a n, il faut que p <n.
2)Deux parties qui contiennent les mémes éléments sont égales.
Ainsi {a ; b} ={b; a}. (L'ordre dans lequel on écrit les éléments n'a pas d'importance).

3)CP est souvent noté (;‘)
4)On obtient le nombre C? sur la plupart des calculatrices en utilisant la touche nCr

Exercice d’application

Soit E={a,b,c}
1) Former les 0- combinaisons d’éléments de E.
2)Former les 1- combinaisons d’éléments de E.
3) Former les 2- combinaisons d’éléments de E.
4) Former les 3 - combinaisons d’éléments de E.
5) Former les 4- combinaisons d’éléments de E.
Solution

Soit E={a,b,c}
1) Formons les 0- combinaisons d’éléments de E.

Le nombre de 0- combinaisons d’éléments d’un ensemble E a 3 éléments est C9 =1 .
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ILes 0- combinaisons d’éléments de E sont : @

2)Formons les 1- combinaisons d’éléments de E.

Le nombre de 1- combinaisons d’éléments d’un ensemble E a 3 éléments est C3 =3 .

ILes 1- combinaisons d’éléments de E sont :{a} , {b} et {c}]

3) Formons les 2- combinaisons d’éléments de E.

Le nombre de 2- combinaisons d’éléments d’un ensemble E a 3 éléments est CZ = 3.

ILes 2- combinaisons d’éléments de E sont :{a,b} , {b,c} et{c, a}

4) Formons les 3 - combinaisons d’éléments de E.

Le nombre de 3- combinaisons d’éléments d’un ensemble E a 3 éléments est C3 =1.

ILes 3- combinaisons d’éléments de E sont :{a,b ,c}

5) Formons les 4- combinaisons d’éléments de E.

Ceci est impossible car 4 > Card(E ) = 3.
Situation d’utilisation de la formule C%,

» SITUATION 1
Une p — combinaison est caractérisée par ni ordre , ni remise .
Dans toute situation oit il n’ y a pas d’ordre dans le résultat, on peut utiliser la formule C? .
» SITUATION 2
Dans tous tirages simultanés , on peut utiliser la formule €% .
» Remarque
Une utilisation fréquente des p — combinaisons est le tirage simultané .
Exercice d’application
Une urne contient 3 foulards bleus et 4 foulards verts . On tire simultanément 2 foulards de l'urne .
1)Déterminer le nombre de tirages possibles .
2) Déterminer le nombre de tirages d’avoir au plus 1 foulard vert .
3) Déterminer le nombre de tirages formés de foulards de méme couleur .
4) Déterminer le nombre de tirages formés de foulards de couleurs différentes .
Solution
L’urne contient 3 foulards bleus et 4 foulards verts 4 .On a donc 7 foulards dans [’'urne
On tire simultanément 2 foulards de l’'urne

Ona: n=7 etp=2
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1)Déterminons le nombre de tirages possibles .

Soit Q ’ensemble des tirages possibles .

Ona [Card(Q)= C?= 21

2)Déterminons le nombre de tirages d’avoir au plus 1 foulard vert .
Soit A ’ensemble des tirages d’avoir au plus 1 foulard vert .
Auplus1=0 ou 1

Au plus 1 foulard vert = 0 foulard vert et 2 foulards bleus ou 1 foulard vert et 1 foulard bleu

Ona [Card(A)=C2+ C} x ¢} = 15

3) Déterminons le nombre de tirages formés de foulards de méme couleur .

Soit C I’ensemble des tirages formés de boules de méme couleur

Ona |[Card(C)=C}+ C? =9

4) Déterminer le nombre de tirages formés de foulards de couleurs différentes .

Soit D I’ensemble des tirages formés de boules de couleurs différentes .

Ona [Card(D)=(C! x C1) x 2= 24

> Propriétés des cF

1) Symétrie : Pour tout entier n et tout entier ptelque0<p<n,ona: ¢! =¢C, P
En particulier, €% =¢® =1etC} =c*1 =n.
2) Formule de PASCAL Pour tout entier n et toutentierptelque L<p<n—1ona:

P — P p—1
Cn - Cn—l + Cn—l

» Remarque
Les coefficients CE sont encore appelés coefficient binomiaux .
» Triangle de PASCAL

La formule de Pascal permet de calculer les coefficient binomiaux de la fagon suivante : pour
trouver un certain coefficient, on additionne dans le tableau suivant les coefficients situés"juste au dessus" et
"juste au dessus a gauche" entre eux :
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N 1 2 3 4 p-1| »p JSUN
0 1
1 1 1
2 1 2 1
; 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

n-1 ] 1 | a-1 |::";111'] .["';1] 1

" 1 H |:. :| L

Note historique

Le tableau est appelé triangle de Pascal en hommage a ce dernier qui
écrivit en 1654 son "traité du triangle arithmétique" dans lequel il expose d'innombrables
applications du triangle déja connu de Tartaglia (1556), Stiefel (1543) et des Chinois (1303).

> Formule du bindme de NEWTON

Pour tous nombres complexes a et b et tout entier naturel n non nul :
(a +b)*= X2 (CraPb™ P = ¥2_Cra™ PbP

» Tableau récapitulatif des outils de dénombrement

Soient n et p deux entiers naturels .

Les tirages de p boules , dans une urne qui en contient n , modélisent de nombreux problémes de

dénombrement .
Modélisation Les p éléments | Les p éléments Outil Nombre de tirages
sont ordonnés sont distincts
Tirages successifs avec oui non p- liste de E
remise n?
Tirages successifs sans oui oui Arrangement de
remise p éléments de E AP — n!
" (n—-p)!
Tirages simultanés non oui Combinaisons

de p éléments de P = n!
E " p'(n—p)!
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EXERCICES

Exercicel
D’un jeu de 32 cartes vous tirez quatre cartes ; de combien de maniéres différentes pouvez-vous le faire si :
a) le tirage est successif et avec remise ?
b) le tirage est successif et sans remise ?
c) le tirage est simultané ?
Exercice2
Une urne contient 6 boules rouges, 4boules noires, 2boules jaunes. On tire successivement et sans remise
3 boules de ['urne.
1) Déterminer le nombre de tirages possibles.
2) Déterminer le nombre de tirages dont la premiére boule est noire.
3) Déterminer le nombre de tirages contenant 3 boules de méme couleur.
4) Déterminer le nombre de tirages contenant 3 boules de couleurs différentes.
Exercice3
Une urne contient 12 boules. On tire trois boules de cette urne.
Déterminer le nombre de tirages dans les trois cas suivants :
a) les boules sont tirées [ 'une apres [’autre en remettant chaque fois la boule tirée dans ['urne ;
b) les boules sont tirées [ 'une apres [’autre sans les remettre dans ['urne
c) les trois boules sont tirées simultanément.
Exercice4

Une urne contient 3 boules rouges, 4 boules vertes et 5 boules blanches. On tire successivement et avec
remise 3 boules de cette urne.

Déterminer le nombre de tirages dans les deux cas suivants :
a) les trois boules tirées sont de la méme couleur ;
b) la premiére et la troisiéme boule tirée sont vertes.
Exercice5

Une urne contient 3 boules rouges, 4 boules vertes et 5 blanches. On tire simultanément 3 boules de cette
urne.

Déterminer le nombre de tirages dans les deux cas suivants :

a) une des boules au moins est blanche ; b) il y’a au plus deux couleurs distinctes dans le tirage.
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Exerciceb

Un jeu de 32 cartes est constitué de 4 couleurs : Pique, Ceeur, Carreau et Tréfle contenant chacune I’As, le
Roi,

La Dame, le valet, le 10, le 9, le 8 et le 7.il y’a donc 8 piques, 8 cceurs, Scarreaux et 8 tréfles.

On tire simultanément 5 cartes. Déterminer le nombre de tirages dans les cas suivants :

a) les 5 cartes sont quelconques b) il y’ a exactement 2 As parmi les 5 cartes
c) il y’a au moins 1 As parmi les 5 cartes d) les 5 cartes sont de la méme couleur
Exercice?

1)Une coopérative de 20 membres doit élire un bureau composé d’un président, d 'un secrétaire général et
d’un trésorier. Les statuts de la coopérative n’autorisent pas le cumul de postes.

Déterminer le nombre de bureaux possibles ?

2) On appelle anagramme d’un mot toute permutation des lettres de ce mot, en vue d’obtenir un nouveau mot
qui a un sens ou non. Par exemple, EBIN et BENI sont des anagrammes du mot BIEN.

Déterminer le nombre d’anagrammes du mot AFRIQUE.
Exercice 8

Une classe de terminale comprend 20 filles et 15 garcons. Pour participer au concours Génie en herbe a la
télévision, on veut former une équipe de 5 éleves.

1) Combien d’équipes peut-on former ?
2) Déterminer le nombre d’équipes comportant :

a) Exactement 3 filles ?

b) Aucun garcon ?

¢) Au moins un garcon ?
Exercice 9

1) Une classe comporte 9 garcons et 3 filles.

a)De combien de maniéres le professeur peut-il faire un choix de 4 éléves ?
b)Combien de ces choix comportent au moins une fille ?

c)Combien comportent exactement une fille ?

2) Une classe de 30 éléves dont 12 filles doit élire un comité comprenant un Président, un Vice-président et un
secrétaire.

Calculer le nombre de facons d’obtenir :
a)Un comité dont le poste de Secrétaire est occupé par une fille ?
b)Un comité pour lequel le Président est une fille et le Secrétaire est un garcon ?

¢) Un comité pour lequel le Président et le Vice-président sont de sexes différents ?
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Exercice 10

Un sac contient 10 boules blanches numérotées de 1 a 10 ; 2 boules rouges numérotées de 1 a 2 et 3 boules
noires numérotées de 1 a 3.

1) On tire simultanément 3 boules du sac. Calculer le nombre de tirages contenant :
a)3 boules blanches
b) 3 boules de méme couleur.
¢) 3 boules portant le méme numéro
2) On tire successivement sans remise 3 boules du sac. Calculer le nombre de tirages contenant :
a) 1 boule blanche, une boule noire et une boule rouge dans cet ordre.
b) Au moins une boule rouge
¢) Au plus deux boules blanches.
Exercice 11

Au jeu de poker, chaque joueur dispose d 'une main de 5 cartes, distribuées d’un jeu de 32 cartes (4
couleurs : trefle, pique, ceeur et carreau ; et pour chaque couleur, 8 valeurs de [’as au sept).

1) Dénombrer les mains de 5 cartes possibles.

2) Dénombrer les mains de 5 cartes contenant :

a) Un carré (4 cartes de méme valeur)

b) Deux paires

¢) Un full (trois cartes de méme valeur et deux autres de méme valeur : par exemple : 3 rois et 2 as)
d) Exactement une paire ( deux cartes de méme valeur)

Exercice 12

Un jury est composé de 7 membres tirés au sort parmi 12 hommes et 9 femmes.

1) Combien de jurys peut-on former ayant 3 femmes et 4 hommes.

2) Combien de jurys peut-on former ayant au moins une femme

3) Combien de jurys peut-on former sachant que Mademoiselle X refuse de siéger avec Monsieur Y ?
Exercice 13
A l’oral du bac, une éléve doit répondre a 8 questions sur un total de 10.

1) combien y a-t-il de choix possibles ?

2) Combien y a-t-il de choix possibles si elle doit répondre aux 3 premiéres questions ?

3) Combieny a-t-il de choix possible s’il doit répondre au moins a 4 des 5 premieres questions ?
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Exercice 14

Un éléve répond a un questionnaire a choix multiples (Q.C.M.) dans lequel il y a quatre réponses proposées
par question (désignées par A, B,C,D).

1) Combien y a-t-il de maniéres différentes de répondre si le Q.C.M. comporte 10 questions ?

2) Par jeu,il décide de répondre A a toutes les questions paires ; combien y a-t-il de réponses possibles pour
cet éléve en respectant ce critére ?

Exercice 15

Un fabriquant de chaussures réalise trois modeles différents. De plus, i/ peut faire chacun d’eux en trois
couleurs et en quatre tailles différentes.

Combien de paires de chaussures distinctes peut-t-il proposer a sa clientéle ?

Exercice 16

Une course comporte seize chevaux.

1) Combien peut-on jouer de tiercés possibles ?

2) On joue le cheval n° 10 a ['une des trois places. Combien peut-on jouer de tiercés ou figure ce cheval ?
Exercice 17

On donne un systéme de trois inéquations du premier degré a deux inconnues en faisant suivre : ax + by + c,
ax+by+c, a"x+b"y+c"del'un des signes < 0, > 0, <0, >0.

Combien peut-on former de tels systemes ?

Exercice 18

1) Sans répétition, combien de nombres de trois chiffres peut-on former a l’aide des 6 chiffies 2, 3, 5, 6, 7, 9 ?
2) Combien de ces nombres sont :

a) pairs ? b) inférieurs a 500 ? c) impairs ? d) multiples de 5 ?

Exercice 19

Combien y a-t-il de mots de 5 lettres prises parmi {4, B, C, ...., X,Y, Z} qui finissent par une voyelle ? par
deux voyelles distinctes ?

Exercice 20

1) Combien de nombres inférieurs a 2000 peut-on fabriquer avec les chiffres 1, 2, 4 et 7 :
a) si aucun chiffre ne peut étre répété ?

b) si les répétitions sont autorisées ?

2) Combien de ces nombres sont pairs ? impairs ?
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Exercice 21

Soit A ’ensembles des 9 chiffres autres que 0 et p un entier naturel non nul .
1) Combien peut-on former de nombres de p chiffres pris dans A ?

2) Parmi les nombres ainsi formés, combien y en a-t-il qui :

a) finissent par 2 ? b) sont pairs ?

c) contiennent un seul chiffre 2 ?

d) contiennent au moins un chiffre 2 ?

e) contiennent des chiffres tous distincts ?

N.B Pour e), on discutera suivant les valeurs de p .

Exercice 22

On jette trois dés A, B, C ayant chacun six faces . Les faces de chaque dé sont numérotéesde 1 a6 .
Dénombrer tous les résultats :

a) possibles b) ou les trois faces sont identiques c) ou les trois faces sont différentes deux a deux d) ne
comportant aucun chiffre 1 e) comportant au moins un chiffre 1 f) comportant exactement un chiffre 1 g)
comportant exactement deux chiffres 1 .

h) Indiquer les liens entre les questions d), e), f), g) et une autre question concernant le chiffre 1 qui n’a pas
été posee .

Exercice 23 Tirages avec ou sans remise

Une urne contient 5 boules vertes, 6 boules jaunes et 7 boules rouges.
1) On tire successivement avec remise 3 boules. Dénombrer les résultats :

a) possibles b) tricolores c) unicolores d) contenant 2 jaunes suivies d 'une rouge e) contenant 2 jaunes et
une rouge.

2) Reprendre les questions précédentes dans le cas de tirages successifs sans remise.
Exercice 24

Huit coureurs, 3 Sénégalais et 5 étrangers participent a une course et sont classés de 1 a 8.
1) Quel est le nombre d’arrivées possibles ?

2) Quel est le nombre d’arrivées lorsque la course est gagnée par un Sénégalais ?

3) Quel est le nombre de possibilités pour qu’il y ait un Sénégalais et un seul parmi les trois premiers
coureurs ?

Exercice 25

Les numeéros d’un réseau téléphonique sont tous formés de 7 chiffres choisis parmi les chiffres : 0, 1, 2, 3, 4,
56,7,8,9.
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Exemples de numéros théoriquement acceptés : 000 00 00 ; 961 52 87 ; 022 23 33 ; etc....
Calculer le cardinal des ensembles suivants :

: la capacité théorique du réseau.

: ensemble des numéros composés de 7 chiffres distincts.

: ensemble des numéros composés de 7 chiffres identiques.

: ensemble des numéros ne contenant aucun chiffre 0.

: ensemble des numéros contenant exactement un O.

: ensemble des numéros contenant au moins un 0.

: ensemble des numéros contenant au plus un 0.

: ensemble des numéros contenant au moins deux O.

I O T m O O W >» DO

: ensemble des numéros pairs, chaque numéro étant strictement inférieur a 7000000.

| : ensemble des numéros commencant par un chiffre pair et finissant par un chiffre impair strictement
inférieur a 7.

Exercice 26

On lance trois fois de suite un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Les résultats sont alors les
triplets (a, b, ¢), ou a, b et ¢ sont des entiersde 1 a 6 .

1) Dénombrer tous les résultats possibles.

2) Dénombrer les triplets (a, b, c) tels que :

a)a=b=c; bjatbetatc; c)a<bethb=c,; da<b.
3) Dénombrer les triplets (a, b, c) tels que :

a)a=1letb<c bya=2et2<b<c; c)as<bc<c.

Exercice 27

Une classe de 30 éleves, 18 filles et 12 gargons, doit élire un comité comprenant un président, un trésorier et
un secrétaire (sachant qu’il n y a ni cumul ni discrimination)

1) Combien de comités peut-on ainsi constituer ?
2) Quel est le nombre de comités comprenant [’éleve X ?
3) Quel est le nombre de comités pour lesquels le président est une fille et le secrétaire un gargon ?

4) Sachant que le président est un garcon, le secrétaire une fille, et que M.X ne veut pas faire partie du méme
comité que M*"® Y, quel est le nombre de comités possibles ?

Exercice 28

Soit le nombre 1234. On utilise les quatre chiffres de ce nombre et, en les permutant au hasard, on obtient un
nombre de quatre chiffres. On dit qu’il y a coincidence chaque fois qu’un chiffre retrouve sa place initiale.
Ainsi, par exemple : si on compose le nombre 4213 il y a une coincidence car le chiffre 2 a retrouvé sa place ;
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si on compose le nombre 1324 il y a deux coincidences ; si on compose le nombre 1234 il y a quatre
coincidences, etc.

1) Combien de nombres peut-on obtenir?
2) a) Existe-t-il des nombres présentant exactement trois coincidences ?

b) Combien de nombres présentent exactement deux coincidences ?
3) Dresser la liste des nombres qui présentent exactement une coincidence.
En déduire combien de nombres ne présentent aucune coincidence.
Exercice 29

On tire successivement 5 cartes dans un jeu de 32 cartes, en remettant a chaque fois la carte tirée dans le jeu,
apres avoir noté la couleur de cette carte.

On obtient ainsi une suite ordonnée de 5 cartes, non nécessairement distinctes.
1) Dénombrer tous les tirages possibles.
2) Dénombrer les tirages composés de :

a) 5 cartes de méme couleur ; b) 4 ceeurs et un pique ; c) 2 couleurs, dont ['une revient quatre fois ; d)
exactement 4 trefles et un roi .

Exercice 30

D’un jeu de 32 cartes, on tire successivement une premiere carte, puis une deuxieme et une troisieme, sans
remettre dans le jeu les cartes tirées.

1) Dénombrer tous les tirages possibles.
2) Dénombrer les tirages tels que :
a) les trois cartes tirées soient des piques ; b) la 2° carte tirée soit un pique ;

c) la 2° carte tirée soit un roi et la 3° un as ; d) la 2° carte tirée soit un roi et la 3° un pique ) les 1" et 3°
cartes tirées soient des piques et la 2° un roi.

Exercice 31

On constitue une grille de « Loto Sportif » en cochant ['une des 3 cases

1/N|2

pour chacun des 13 matches sélectionnés.
1) Dénombrer toutes les grilles possibles.

2) Une grille gagnante ayant été déterminée, dénombrer parmi toutes les grilles possibles, celles contenant n
résultats justes pour n =10, n=11etn =12.

Exercice32
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Lors d’un recrutement, un chef d’entreprise doit choisir 4 personnes parmi 20 candidats (13 femmes et 7
hommes).

1) Dénombrer les choix possibles de ce recrutement.
2) Dénombrer les choix de recrutement, si le chef d’entreprise désire embaucher -

a) trois femmes et un homme ; b) deux femmes et deux hommes ; c) au moins une femme ; d) au moins une
femme et au moins un homme.

Exercice 33

On extrait simultanément 5 cartes d’un jeu de 32 cartes ;0n obtient ainsi une main de 5 cartes .
1) Dénombrer les tirages possibles.

2) Retrouver parmi les réponses proposeées, celles correspondant au nombre de mains :

a) contenant au moins un as ;

b) contenant trois tréfles et deux piques ;

C) ne contenant que des Caeurs ou des carreaux ;

d) contenant exactement un as ;

e) ne contenant que des ceeurs ou ne contenant que des carreaux.

5 5 3 2 5 5 1 4

4

1. Ci xCqy 2 (cg Y 3.C
(N.B. Deux parmi ces sept réponses sont fausses et correspondent a des erreurs souvent commises ; a
méditer !)

Exercice 34

Coumba et Amadou font partie d 'une assemblée de 17 hommes et 12 femmes.

Cette assemblée doit choisir six de ses membres pour constituer un comite.

1) Dénombrer les choix possibles pour constituer ce comite.

2) Dénombrer les comiteés :

a) contenant Coumba et Amadou ;

b) ne contenant ni Coumba ni Amadou ;

c) contenant Coumba ou Amadou (de deux fagons).

3) Dénombrer les comiteés :

a) contenant deux femmes et quatre hommes ;  b) contenant au moins deux hommes ; c) contenant au plus
deux femmes ; d) contenant au moins une femme et au moins un homme.

Exercice 35

Au jeu de poker, chaque joueur dispose d’une main de 5 cartes, distribuées d’un jeu de 32 cartes (4 couleurs :
trefle, pique, ceeur et carreau, et pour chaque couleur, 8 valeurs de [’as au sept) .
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1) Dénombrer les mains de 5 cartes possibles.
2) Dénombrer les mains de 5 cartes contenant :

a) un carré (quatre cartes de méme valeur) ; b) deux paires ; c) un full (trois cartes de méme valeur et deux
autres de méme valeur ; par exemple : 3 rois et 2 as) ; d) exactement une paire (deux cartes de méme
valeur) ; e) un brelan (trois cartes de méme valeur, sans full ni carré) ;

f) une quinte (cing cartes de méme couleur, se suivant dans [’ordre des valeurs ; par exemple : 9, 10, valet,
dame et roi de pique).

Exercice 36
Au Loto, une grille simple est un choix de 6 numéros parmi {1, 2, ..... , 48, 49).
1) Quel est le nombre total de grilles que ’on peut jouer ?

2) Une grille gagnante ayant été déterminée, calculer, parmi toutes les grilles possibles, le nombre d’entre
elles comportant exactement n bons numéros pour n =5, n =4, puisn = 3.

Exercice 37
Dans un sac, se trouvent cing jetons verts numérotées de 1 a 5 et quatre jetons rouges numérotées de 1 a 4
.On tire simultanément trois jetons du sac .Combien y a-t-il de tirages :

a) possibles ? b) ne contenant que des jetons verts ? ¢) ne contenant aucun jeton vert ? d) contenant au plus
deux jetons verts ?

Exercice 38

On a un jeu de 32 cartes. On en prend huit, ce qui constitue une main .Dénombrer les mains qui contiennent :
a) Exactement un as b) Exactement deux as c¢) Aucun as d) Au moins un as

€) 2 Caeurs et 3 piques f) 2 Ceeurs, 3 piques et un tréfle  g) 2 Coeurs et 1 as

h) 2 ceeurs et 2 dames

Exercice 39

Un marchand de timbres constitue des pochettes de quatre timbres qu’il tire au hasard d’un paquet
contenant 10 timbres sénégalais, 20 timbres mauritaniens et 15 timbres gambiens.

De combien de facons peut-il constituer des pochettes :
1) qui contiennent quatre timbres d’'un méme pays ?

2) qui contiennent des timbres des trois pays ?

3) qui contiennent des timbres de deux pays seulement ?
Exercice 40

Un bana-bana présente en vrac un lot de 13 paires de chaussures. Les chaussures ne se différencient que par
leurs pointures ou par le fait qu’elles sont soit du pied droit soit du pied gauche. Parmi les 13 paires, il y a 4
paires de la pointure 40, 6 paires de la pointure 41 et 3 paires de la pointure 42.

Un client choisit au hasard 2 chaussures dans le tas des 26 chaussures.
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1) Combien y a-t-il de possibilités pour que les deux chaussures soient de pointures différentes ?
2) Combien y a-t-il de possibilités pour que les deux chaussures soient de la méme pointure ?

3) Combien y a-t-il de possibilités pour que les deux chaussures soient du méme pied ?

4) Combien y a-t-il de possibilités pour que les deux chaussures soient de pieds différents ?
Exercice 41

Un jury est composé de 7 membres tirés au sort parmi 12 hommes et 9 femmes.

1) Combien de jurys peut-on former ayant 3 femmes et 4 hommes ?

2) Combien de jurys peut-on former ayant au moins une femme ?

3) Combien de jurys peut-on former sachant que Mademoiselle X refuse de siéger avec Monsieur Y ?

Exercice 42

1) Démontrer que, pour tous entiers naturels n et p tels que 1 <p <n,ona:

p_ ~p—1
pC,=nC,_ 1.

2) En déduire que, pour tout entier natureln > 1, on a :
1 2 3 n_  .._1
C, t2C, +3C + ... +tnC =n2 :

Exercice 43
Soit x un réel et n un entier naturel non nul .
1) Ecrire le développement de (1 + x )" par la formule du bindme .

2) En choisissant x convenablement, démontrer que :

0 1 5 2 o ~P N 1

a)C, +2C +2°C + ... +25C, t +2°C =3
0 1 2 p n
b)C, —C,, + C + oo +(—1)an+ ...... +(—1)“Cn:0
Exercice44
1) Développer par la formule du binéme :
1 1 1

a) (4x+5y)* b) (x — % )° ¢) (¢ +3)°

Exercice 45
1) Montrer que, pour n et p entiers naturels, avecp<n—2,ona:

+2_ p+2
cPTe=cP

p p+1
n * n n+2-

Cn +2C

2) Montrer que, pour n et p entiers naturels,avecp<n—3,0na:
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P p+1 p+2 Pp+3 _ p+3
C,+3C, ~+3C, ~+C, ~=Cl .3

3) Montrer que, pour n et k entiers naturels, on a :

n n n n n+1
Cn+Cn+1+Cn+2+ ....... +Cn+k_cn+k+1'
Exercice 46

On considére la fonction numérique f définie par : f (x) = (1 + x)", ol n est un entier naturel .

1) En utilisant la dérivée de f,

1 2 3 k
Calculer 81:Cn+2Cn+3Cn+ ...... +kCn+ ........ +nC._.

2 3 k
2) Calculer S;=21C;, +32C, + ot kk — 1) Cp +.ooe. +0(1—1) C, .

Exercice 47
Simplifier les expressions suivantes:

n! (n+ 1)! n! (n+1)! (n+1)! n! (n— I)! n
=D nl =) =)= " —=0" n (+1)

Exercice48

Démontrer la formule suivante :

_ AP p—1
An _An—1+pAn—1'

En déduire la construction d’un triangle analogue au triangle de PASCAL dans lequel on fera apparaitre les

valeurs de Ag pour 1<n<8.

Exercice 49

Démontrer les relations : AP =n AP ~ 1 e AP = n+1) AP .
n n—1 n+1 n '

Exercice 50

Résoudre les équations :
3 2
1) C, +Cn=3n(n—1)

3

2
2)2C. +6C_ =9n.

1 2 3
3) C2n + C2n + C2n = 387.

Exercice 51
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1) En utilisant la formule du bindme de Newton, développer : (1 +i)*, (1 - v2)® , 2+ 1)°
2) Montrer queV n € IN\{0}, X} _; k(k) =(n+1)! - 1.

3) Montrer queV n, k € IN\{0}, Ck :% ckzl (a)

Déduire que sin> 2 et k > 2, alors C¥ = % Z—j Ck=z (b)
4) En utilisant (a) et (b), calculer les sommes suivantes :
S=Xk=okCy T=Xk=ok(k — 1)C¥ U=Xk-0k?Ch
Exercice 52

Simplifier les expressions suivantes :

8 151 nl (N+D! (n+i)!

O & oot (n —-2)!;(“) (- nl

(ii) Déterminer [’entier naturel n tel que
Ci=56;A; =20
Exercice 53

Sur 8224 voitures vendues par une société commerciale 5243 sont équipées d’un lecteur de cassettes tandis
que 4932 sont équipées d 'un climatiseur et 1927 ne possédent ni cassette ni climatiseur.

Combien de voitures sont équipées a la fois d’'un lecteur de cassettes et d’'un climatiseur.
Exercice 54

On appelle “mot’’ toute permutation de lettres données. Avec toutes les lettres du mot FATICK combien peut
on former de mots.

a) de 6 lettres ?

b) de 6 lettres commencant par 2 consonnes ?

c) de 6 lettres commencant par 2 voyelles ?

d) de 6 lettres commencant et finissant par une voyelle ?

e) de 6 lettres commencant par une consonne et finissant par une voyelle
Exercice 55

On considere un clavier d’un téléphone a 10 chiffres que sont 0-1-2-3-4-5-6-7-8-9
On veut former un numéro a 8 chiffres.

1) combien de numéro peut —on former ?

2) combien de ces numéros sont constitués de 8 chiffres tous distincts ?
3) combien de ces numéros ne comportent que des chiffres impairs ?
4) combien de ces numéros se terminent par un chiffre pair ?
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PROBABILITES

» INTRODUCTION

Le Calcul de Probabilités est une des branches les plus récentes des mathématiques .1l a pour origine [’'étude
des jeux de hasard, ’exploitation des données statistiques concernant divers secteurs d’activités .Condorcet
énonce le principe général du Calcul de Probabilités :

« Si, sur un nombre donné de combinaisons également possibles , il y’a en un nombre qui donne un
événement et un autre nombre qui donne l’événement contraire , la probabilité de chacun des événements
sera égale au nombre des combinaisons qui ['ameénent divisé par le nombre total. »

> ACTIVITE INTRODUCTIVE
Mettre en évidence les principes multiplicatif et additif au moyen d’un arbre.

Une classe comporte 40 éléves, dont 25 gargons.

Parmi les garcons, 12 apprennent

I'anglais et les autres I'espagnol. Parmi 40
les filles, 9 apprennent I'anglais et les T~
autres I'espagnol. On peut représenter G 25 E 15
ceci par I'arbre des effectifs ci-contre : ) )
i
A:l12 E 13 A:9 E:6

1) Les réponses aux questions suivantes seront données sous forme d‘une fraction, puis d'un pourcentage,
enfin d'un nombre compris entre 0 et 1.

1) a) La. Quelle est la proportion de filles dans la classe ? De garcons ?
1) b) Parmi les garcons, quelle est la proportion de ceux qui apprennent l’anglais ? L espagnol ?

1) ¢) Parmi les filles, quelle est la proportion de celles qui apprennent I'anglais? L'espagnol?

2) Complétez I'arbre des fréquences ci-
contre. ELEVES

3) a) Calculez la proportion de garcons

qui apprennent l'anglais parmi les @ i)

éléves de la classe.

3) b) Calculez la proportion de filles : AN

qui apprennent l'anglais parmi les Gargons Filles

éleves de la classe.

3) ¢) Calculez la proportion d’éléves

qui apprennent l'anglais.

3) d) Calculez la proportion d'éleves

qui apprennent I'espagnol. Anglai Espagnol Anglai Espagnol

Remarque : on fera découvrir aux éléves les principes multiplicatif (questions 3)a) et 3)b) et additif (questions
3)c) et 3)d)) des arbres. Par exemple, on pourra énoncer :

«Dans la classe la proportion de garcons qui apprennent I'anglais est égale a la proportion d'anglicistes chez
les garcons multipliée par la proportion de garcons dans la classe »

Et le traduire en terme de fraction : E = Ex§
40 25 40

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 333



I)Vocabulaire

1)Expérience aléatoire

Une expérience est dite aléatoire si I’issu est imprévisible .
Exemple

1) On lance un dé et on note le numéro de la face supérieure. On ne peut pas prévoir a l’avance le résultat de
cette expérience. On dit que c’est une expérience aléatoire.

2) On lance une piéce de monnaie. On ne peut pas prévoir a ['avance le résultat de cette expérience. On dit
que c’est une expérience aléatoire.

2)L ’univers des possibles

On appelle univers d’une expérience aléatoire noté Q2 , I’ensemble de tous les résultats possibles de cette
expérience aléatoire .

Exemple

1)Lancer d’ une piéce de monnaie .

L’univers associé a cette expérience est Q = {P, F}

2) Lancer un dé numéroté de 1 a 6.

L’univers associé a cette expérience est Q) = {L 2,3,4,5,6}.
3)Evénement

Soit Q I’univers associé a une expérience aléatoire . On appelle événement de £ toute partie ( ou sous
ensemble ) de Q.

Exemple

Soit le Lancer un dé numéroté de1a 6 .

L’univers associé a cette expérience est Q = {l, 2,3,4,5,6}.
A ={1, 2,3} est un événement de Q .

B = {5, 6} est un événement de Q .

4) Evénement élémentaire

Soit 2 Punivers associé a une expérience aléatoire . On appelle événement élémentaire de L2 tout singleton
de Q.

Exemple
Soit le Lancer un dé numéroté de 1 a 6.
L’univers associé a cette expérience est €2 = {l, 2,3,4,5,6}.

{1}, {4}, {6} sont des événements élémentaires de Q .
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5) Evénement_réalisé

Un événement est dit réalisé s’il contient le résultat de ’expérience .
Exemple

Soit le Lancer un dé numéroté de1a 6 .
L univers associé a cette expérience est Q= {L 2,3,4,5,6}.
A ={3,4,5} est un événement de Q .

Par exemple si a l'issu d’un lancé la face 5 apparait, on dit que A est réalisé.
Par exemple si a l’issu d’'un lancé la face 3 apparait, on dit que A est réalise.

6) Evénement certain

Soit 2 Punivers associé a une expérience aléatoire .Lorsqu’un événement est I’ensemble Q , on ’appelle
événement certain .

Exemple

Soit le Lancer un dé numéroté de 1 a 6.

L’univers associé a cette expérience est Q) = {ZL 2,3,4,5,6}.

L’événement « le numéro de la face apparue est inférieur a 7 » est {1,2,3,4,5,6} .C est [ 'événement certain.

7)_Evénement incertain ou événement impossible

Soit Q I’univers associé a une expérience aléatoire .Lorsqu’un événement est I’ensemble vide , on ’appelle
évenement impossible .11 ne se réalise jamais .

Soit le Lancer un dé numéroté de 1a 6 .
L univers associé a cette expérience est Q= {1,2,3,4,5,6}.

L’événement « le numéro de la face apparue est supérieur a 7 » est &. C’est [’événement impossible. Il ne se
réalise jamais.

8) Evénement_contraire

Soit 2 Punivers associé a une expérience aléatoire .Soit A un événement de 2 . L’événement contraire de A
noté A, est le complémentaire de A dans 9 .

Autrement dit 4 = €4 .

Exemple

Soit le Lancer un dé numéroté de 1 4 6 .

L univers assocCié & cette expérience est Q= {1,2,3,4,5,6}.
A={1;3;5} estun évenement de Q .

Ona z\={2;6;4}
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Ona:AUA=QeANA= O.

9) Evénements incompatibles

Deux événements sont incompatibles lorsque leur intersection est vide ; ils ne peuvent pas se réaliser en
méme temps.

Exemple
Soit le Lancer un dé numéroté de 146 .
L univers associé a cette expérience est Q= {L 2,3,4,5,6}.
A={1;3;5}etC={2; 6}sontincompatibles.
> RESUME

Le tableau suivant indique la signification des diverses expressions utilisées dans le langage des
évenements .

Vocabulaire des évenements | Signification ensembliste Notation
Ensemble Q Q

L)nivers ]

Eventualité Elément de Q w , WEQ

Evénement Partie de Q A |, AcQ

Evénement certain Partie pleine Q

Evénement impossible Partie vide %)

Evénement < A ou B >» Réunion des parties A et B AUB

Evénement <« AetB » Intersection des parties A et B ANB

Evénements A et B Parties A et B sont disjointes ANB=J

incomptibles

Evénement contraire de A Complémentaire de A dans Q A= C)

Evénement élémentaire Singleton w} ,wegQ

I1)Généralité sur la probabilité

1)Probabilité d’un événement

Soit le Lancer un dé numéroté de 1a 6 .

L univers associé a cette expérience est Q =1{1,2,3,4,5,6}.

L *événement E={2}a une chance sur six de se réaliser.On dit que la probabilité de cet événement re
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Onnote P(A) = %

L’ événement B = {3 ,4}a deux chances sur six de se réaliser.On dit que la probabilité de cet événement %
Onnote P(B) = 2=1
6 3

2)Probabilité uniforme

Lorsque les événements élémentaires ont la méme probabilité , on dit qu’ils sont équiprobables ou qu’il y a
une équiprobabilité .

Une probabilité est dite uniforme si tous les évéenements élémentaires sont equiproprables .

3)Formule de la probabilité uniforme

Soit Q univers associé a une expérience aléatoire .Soit P la probabilité définie sur Q .

Soit Q ={w;, Wy, W3, e cev e ..o .., Wy} .SUppOsONSs que la probabilité P est uniforme .
DoncP ({w; ) =P ({w,)) =P ({ws}) =P ({fw,}) = -+ i, =P ({w,})
Ona P(Q)=P({w ) +P({w)+P({ws}) +P{ws) + oo +P ({w,. )

D'oir P@)=nP ({(w;}).
OrP(@) =1 donc nP ({wi}) =1 doic P({w})=

On obtient donc pour touti, P ({w;}) = % = Cardl(m

cardA
cardQ

On en déduit que s’il y a équiprobabilité , P(A) = pout tout évenement A de Q .

Probabilité

» Si la probabilité est uniforme alors la probabilité d’un événement élémentaire est égale a Card (1)

» On en déduit que si A est événement de Q alors la probabilité de I’événement A est :
P(A) = cardA _ nombre de cas favorables

cardQ  nombrede cas possibles

Exercice d’application

Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher , numérotées de 1 a 6 .On tire une boule de cette urne et
on note son numMéro .

1)Quelle est la probabilité d’avoir un chiffre pair ?

2) Quelle est la probabilité d’avoir un chiffre plus grand que 4 ?
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Solution

L urne contient 6 boules indiscernables au toucher , numeérotées de 1 a 6 .On tire une boule de cette urne et
on note son NUMEro .

Les boules étant indiscernables au toucher donc elles ont la méme chance d ‘étre tirées .Autrement il y a une
équiprobabilité des évenements élémentaires .

L’univers associé a cette expérience est Q= {L2,3,4,5,6}.D0nc Card (Q) =6
1)Quelle est la probabilité d’avoir un chiffre pair ?

Soit A [’évenement avoir un chiffire pair donc A = {2 ,4,6}

cardA _3
cardQ ©

P(A) = = 2 donc P(A)=7

2) Quelle est la probabilité d’avoir un chiffie plus grand que 4 ?

Soit B [’évenement avoir un chiffie plus grand que 4 donc B = {5, 6}

_Card(B) _2 _ 1 _1
P(B) = card() "6 3 donc P(B) = 3
4)Définition

Soit Q univers associé a une expérience aléatoire .

On appelle probabilité sur un Univers Q toute application P : Q —>[O;1] Vérifiant

> p(QQ) =1
> Pour des événements A et B tels que AnB=® onaP(AUB)=P(A) + P(B).
CONSEQUENCES

» Pour tout événement Ade 2,ona 0< P(A)<1.
» La probabilité de ’ensemble vide est égale 0. P (J)=0 .

» La probabilité d’un événement A est égale a la somme des probabilités des événements élémentaires
qui le constituent.

C'est-a-dire si A={a, ,a,,as, ... ...........,a,} alors
P(A) =P {a;}) +P ({a;}) +P ({az}) + P ({ay}) + - coenennn.e. +P {a,})
Propriétés

Soient A et B deux événements de Q .

> P(A)=1-P(A)

> P(A—B)=P(A) -P(ANB)

» P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)

» Si AcB alors P(A) < P(B) ( Croissance de la probabilité )

Démonstration

a) Aet Asont disjoints AU A =Qdonc P(AU A) = P(Q) =1= P(A) + P(A)
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D’oi P(A) = 1- P(A)
b) A= (AnB)U(A-B)) donc P(A) = P(AnB) + P(A-B)car AnB et A—Bsont disjoints
d’ott P(A—B)=P(A) - P(ANB)
c)B=AnB uU(B-A)donc P(B) = P(ANB) +P(A-B) d ou le résultat

d) Si A c¢B alors B est I'union disjointe de A et de (B\ A) donc : P(B) =P(A) + P(B\ A)
Et comme P(B\ A) 2 0, on obtient bien : P(A) < P(B)

Exercice d’application

Une urne contient 15 boules numérotées de 1 a 15 .On tire au hasard une boule de cette urne et on note son
numeéro N .Les boules ont la méme chance d’étre tiréees .

On désigne respectivement par A et B les événements < N est pair > et << N est multiple de 3 >
Quelle est la probabilité des événements A, B, A, B,ANBetA UB?
Solution

Les boules ont la méme chance d’étre tirées .Autrement il y a une équiprobabilité des évenements
élémentaires .

L univers associé a cette expérience est Q ={1,2,3 4, ........,15}.Donc Card (2) = 15

A est I’évenement < N est pair »> donc A ={2,4,6,8,10,12,14}

Ona Card(A) =7 ; P(A)= cardA =Z=donc P(A):l
cardQ 15 15

Best ’événement <« N est multiple de 3> donc B ={3,6,9,12,15}

Ona Card(B)=7  ; P(B)z%:%:% donc p(B)=§

e _ 7 _ 8 —._ 8
Ona P(A)—l-P(A)—l-E—E donc P(A)—E

Ona P(B)=1-P(B)=1- ;== donc P(B)=

Ona ANB={612}

Card(AnNB ) _ 2

Ona Ona CardANB)=7 . PO =i T

donc P(AﬂB):%

OnaP(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =— +: - == =

15

Donc P (A UB)= -

I11)Epreuve de Bernoulli

1)Définition

On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience aléatoire qui n’a que deux issues possibles . L’une des
issues est appelée succés et ’autre issue est appelée échec .
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Exemple

» Passer un examen : réussite ou échec
» Lancer d’une piéce de monnaie : pille ou face
» Naissance d’un bébé : garcon ou fille

2)Probabilité sur une épreuve de Bernoulli

Soit une épreuve de Bernoulli. S i la probabilité du succes est p alors celle de I’échec est 1 —p .

3)Processus ou schéma de Bernoulli

On appelle processus ou schéma de Bernoulli une répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes .

Exemple

» Lancer d’une piéce de monnaie 15 fois de suite
» Subir un test de 50 questions ou on répond par oui ou par non

Propriété

Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves ou pour chaque épreuve la probabilité du succes est p et celle de
Péchec 1-p.

La probabilité d’avoir exactement k succés (0 < k < n) au cours de ces n épreuves est égale a Py, défini
par Py = Ckp*(1-p)"*

Autrement dit :
Py =Cip“(1-p)" "

> nestle nombre de répétitions de I’épreuve
> kest le nombre de succes
» p est la probabilité du succes

Exercice d’application

On soumet a un candidat 10 questions .Chaque question est assortie de 3 réponses dont ['une est exacte .
Le candidat répond au hasard aux questions .

1)Déterminer la probabilité pour que le candidat trouve 3 bonnes réponses .

2) Déterminer la probabilité pour que le candidat trouve 4 bonnes réponses .

3) Déterminer la probabilité pour que le candidat trouve au moins une bonne réponse .

Solution

Le nombre de répétitions de l’épreuve est 10 donc n = 10.

la probabilité du succes est % doncp = % Onal-p= 1-§= %

1)Déterminons la probabilité pour que le candidat trouve 3 bonnes réponses .

Ona k=3
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P(k=3)=C5 (5)* (3) =2 (3

La probabilité pour que le candidat trouve 3 bonnes réponses est %O (%)7

2) Déterminons la probabilité pour que le candidat trouve 4 bonnes reponses .

Ona k=4

2

P(k=4)=Cl, ()" (5)°=5(5)°

La probabilité pour que le candidat trouve 4 bonnes réponses est g (g)6

3) Déterminons la probabilité pour que le candidat trouve au moins une bonne réponse .
Soit B [’évenement < avoir au moins une bonne réponse >

Donc B est [’événement < avoir aucune bonne réponse >
P(B)=P(k=0)=Cf (3)° ()= ()P

P(B)=1-P(B)=1-()"

La probabilité pour que le candidat trouve aucune bonne réponse est 1 - (%)10

IV)Probabilité conditionnelle

Le concept de probabilités conditionnelles est un des concepts les plus importants en théorie de probabilités.
Commencons par un exemple illustratif.

Je lance a deux reprises un dé non pipé. Quelle est la probabilité pour qu’on ait au moins une fois la valeur
six ?

Soit Q ['univers de [’expérience card QQ = 36

. : . . 11
A ’événement « obtenir au moins une fois la valeur six » card A= 11 Donc p(A) = —

36

Maintenant je lance le dé deux fois en annongant I’information supplémentaire « la somme des résultats
obtenus est 8 ». Quelle est la probabilité que j aie obtenu au moins un six ?

On note d’abord qu’il y a 5 résultats possibles : (2 ,6),(3,5);(4,4);(06,2);((5,3)
Parmi ces résultats seuls (2 , 6) et (6, 2) contiennent 6. La réponse est donc é

Examinons la démarche d’un peu plus prés
A= {(1,2);(2.6);(3.6),(4,6);(5,6);(6,6)(6.5); (6,4); (6,3)(6,2)(6,1)}
B « la somme des résultats obtenus est 8 » B= {(2,6);(3,5); (4,4); (5,3);(6,2) }

ANB={(2,6) ;(6,2)}
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3 peut s’écrire sous la forme

La probabilité de A est ici modifiée car on dispose d’une information supplémentaire.
1)Définition
Soit Q ’univers associé a une expérience aléatoire . Soit P la probabilité définie sur £ .

Soient A et B sont deux événements de Q tels que P(B) #0.

On appelle probabilité de A sachant B est le nombre réel noté P( A/ B) ou Pg( A) et défini par :

P(ANB)

P(A/B)=P;(A) = P(B)

P( A/ B) est une nouvelle probabilité appelée probabilité conditionnelle sur Q .

1l s’en suit que toutes les proprietés usuelles des probabilités sont valides pour les probabilités
conditionnelles . Autrement la probabilité conditionnelle a toutes les propriétés d une probabilité .

Propriétés
Soit B un événement tel que P(B) > 0 alors

» Pour tout événement A, 0< P(A/B)<1
> P(@/B)=0 et P(Q/B)=1
> SOitA;; Asceiiiinnnnnn.. An une suite d’événements incompatibles deux a deux

P{UAI./B}:Z::P[AI./B]

i=1

> Pg(A) + Pg(A)=1

Proprieté
. . ar . card (AN B)
Dans une situation d’équiprobabilité ,ona Pg(A) = ~Card (B)

2)Probabilité de lintersection

Soient A et B sont deux evénements tels que P(B) #0 etP(A)#0.0na:

> P(ANB)=Pyz(A)P(B)
> P(ANB)=P,(B)P(A)

Exercice d’application

Une usine de conditionnement de café abrite deux machines qui travaillent en chaine . Les feves de café
décortiquées et séchées passent de la 1™ machine pour torréfaction, la 2° machine a alors pour fonction de
moudre les feves de café grillées .

Des experts ont estimé a :
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0,002 la probabilité pour que la 1™ machine tombe en panne ,
0,003 la probabilité pour que la 2° machine tombe en panne ,
0,6 laprobabilité pour que la 2° machine tombe en panne lorsque la 1™ est en panne.
Calculer
1)la probabilité pour que les deux machines tombent en panne simultanément .
2) la probabilité pour que la 1" machine tombe en panne lorsque la 2° est en panne.
Solution
Désignons par : T I’événement < la 1™ machine tombe en panne >
M [’événement < la 2° machine tombe en panne >

Donc TNM est I’évenement << les deux machines tombent simulténément en panne >

[Ona P(T)=0002 ; P(M)=0003 ; P;(M)=0,6

1)la probabilité pour que les deux machines tombent en panne simultanément .

P(TNM)

Ona Pr(M) = P (T)

donc P(TnM)= P(M) x P(T)

Cequifaitque P(TNnM)= 0,6 x 0,002 =0,0012

On obtient P(T N M) = 0,0012]

2) la probabilité pour que la 1" machine tombe en panne lorsque la 2° est en panne.

P(TNM)
P(M)

P(TnM 0,0012
donc Pyu(T) = IE(M)) = 003 =04

Ona Py(T)=

Do Py(T) =04

3)Evénements indépendants

Deux événements A et B sont dits indépendants si et seulement si P(AnB) =P(A)P(B).

Propriétés
Soient A et B sont deux événements tels que P(B) =0 et P( A) # 0 et qui sont indépendants , on a :

> Pp(A)=P(A)
> P,(B)=P(B)
» P(AuB)=P(A)+P(B)-P(A)P(B)

4)Définition

On dit que deux événements sont indépendants lorsque la probabilité de I’un n’est pas modifiée par la
réalisation de ’autre .
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Propriétés
Soient A et B deux événements indépendants . Alors on a :

> Aet B sont indépendants
» AetB sont indépendants
> Aet B sont indépendants

5)Eormule des probabilités totales

Soient By, Boeevvenrnnnns B, une partition de Q pour laquelle By, Bs............ B, nesont pas de
probabilités nulles .

» Pout tout évenement Ade Q,0n a :
P(A)=Pg,(A)P(B1)+Pp, (AP (By)¥ ceereueeeueennns +Pg (AP (B,)
> Pourtouti (1<i<n),P(An B;)=Pg(A)P(B;)
> Pout tout événement A de Q , on a :
P(A)=P(An B;)+P(AN B;)+P(AN B3) +..cccuu.u. +P(AN B,)

Exercice d’application

Dans [’entrepot d’une usine de fabrication de clous , 50% des clous sont fabriqués par la machine I, 30% par
la machine Il et 20% par la machine 111 . Parmi les clous fabriqués par la machine 1 ,3% sont défectueux.
Parmi ceux fabriqués par la machine 11, 5% sont défectueux et parmi ceux fabriqués par la machine 111, 8%
sont défectueux .On choisit un clou au hasard . Quelle est la probabilité pour qu’il soit défectueux. ?

Solution

On pose A= I’évenement « le clou est défectueux »

E, = l’événement « le clou provient de la machine | »

E, = I’événement « le clou provient de la machine Il »

Es = [’événement « le clou provient de la machine 111 »

Les informations données dans l’énoncé se traduisent de la fagcon suivante
P(E1) =05 P(A/E;)=0.03

P(E;) =03 P(A/E,)=0.05

P(Es)=0.2 P(A/E,;)=0.08

E;, E,, Es forment une partition de Q

D apres la formule des probabilités totale

P(A) = P(A/E,)P(E,) + P(A/ E,)P(E,) + P(A/E,)P(E,) = 0.03x0.5+0.05x 0.3+ 0.08x 0.2 = 0.046

Exercice d’application

Deux événements A et B sont indépendants telsque P (A) = % et P(B)= i :
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Déterminer P(An B) ,P,(B)et P(An B) .
Solution

A et B sont indépendants donc P(AnB)=P(A)P(B)

Donc P(AN B) :i X

ut| =

= d’'oi P(AN B) =—

A et B sont indépendants donc P,( B) =P(B)

Dot P;(B)=P(B)=

A et A forment une partition de Q . B est un événement de Q donc d’apres la formule des probabilités totales
ona P(B)= P(Bn A) + P(Bn A)|

P(B)= P(Bn A) + P(Bn 4) donc P(Bn A)=P(B)- P(Bn 4)

=2=1 gou |P(BnA)=:

Donc P(Bn A4)= % =< -

AR

6)Arbre des probabilités ou arbre pondére

1
. G
A
E P
6
G
B
19 p

20

» Au niveau 1, se trouvent les probabilités de A et de B c'est-a-dire P(A) et P (B).

Par lecture directe de ’arbre des probabilités ,ona . P(A) = %

P( B ) est donnée par larelation P(B)= 1 - P(A)

_ 1_5 , s _5
Donc P(B)—l-g—g D’ou P(B)—6

On obtient : P(A)=§ et P(B):g
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» Anniveau 2, se trouvent les probabilités conditionnelles ( sachant que A est réalisé ou sachant que
B est réalisé ) .

19

Par lecture directe de I’arbre des probabilités ,ona: P,(G) = i et Pg(P)= 20

P4( P)estdonnée par larelation P4(P)=P4(G)=1- P,4(G)

Donc Pyu(P) =1 - %:

Do P,(P)= 2

3
4

Pg( G) estdonnée par larelation Pg(G)=Pg(P)=1- Pg(P)

19 1 y —
Donc Pgp(G) :1-5:5 D’ou Pgp(G) = —

Onobtient: P,(P) = % et Pp(G)= %

» On peut calculer les probabilités des intersections P(GNA),P(PNnA),P(PNnB)etP(GNB)en
utilisant la définition des probabilités conditionnelles .

Ona: P(GNA)=P4(G)P(A)

Donc P(GNA)= 7 X = > doi P(GNA)=
Ona: P(PNA)=P,(P)P(A)

Donc P(PNA)=2x ¢= ==z doi P(PNA)= = = ]
Ona: P(GNB)=Pp(G)P(B)

Donc P(GnB):%x§=i ol P(GnB):i
Ona: P(PNB)=Pg(P)P(B)

Donc P(PNB)= 20 x 2= > doi P(PNB)=

» On peut calculer les probabilités P(G) et P(P) en utilisant la formule des probabilités totales .

Ona: P(G)=P(GNA) +P(GNB)

Donc P(G)= -+ >-=—  @oa P(G)= =

Ona: P(P)=P(PnA) +P(PNnB)

Donc P(P)= 2+ === |oa P(P)==

On obtient : P(G):% et P(P):%

FORMULE: P(P)=P(G) e P(G)=P(P)
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» Reégle d’utilisation des arbres de probabilités .
1)La somme des probabilités des différentes branches issues d’un méme nceud est égale a 1.
2)Les probabilités situées sur les branches de niveau 2 sont des probabilités conditionnelles .

3)La probabilité d’un événement est égale a la somme des probabilités figurant sur les différentes branches
qui ménent a cet évenement .

Exercice d’application

Une situation de probabilité est représentée par [’arbre ci-contre

C
A
0,3 0,1 D
C
B
0,8 D

Compléter cet arbre et donner les probabilités suivantes :
Solution

Par lecture directe de I’arbre des probabilités , on a :

| P(A)=03 ; Pi(D)=01 et Py(D)=08

P(B) est donnée par larelation P(B)= 1 - P(A)

Donc P(B)=1-03=0,7 Dot P(B)= 07

P,( C) est donnée par larelation P,(C)=P,(D)=1- P,(D)

Donc P,(C) =1-01=09 Do P,(C)= 09

Pg( C) estdonnée par larelation Pgz(C)=Pg(D)=1- Pg(D)

Donc Pz(C) =1-08=02 Do Pg(C)= 0,2
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Ona: P(AnNC)=P,(C)P(A)

Donc P(ANnC)= 09 x 0,3 = 0,27 d’on. P(ANC) = 0,27

Ona: P(CnB)=Pz(C)P(B)

Donc P(CNB)= 0,2 x 0,7= 0,14 o P(CNB)= 0,14

Ona: P(C)=P(CnA) +P(CnB)

Donc P(C)= 0,27 + 0,14 = 0,41

d'ou P(C)= 041

P(D) est donnée par la relation P(D)=P(C)= 1 - P(C)

Donc P(D)=1 - 041= 059 Do P(D)= 059

Pe(A) = P(C) 041 41 donc Pc(A) =

_P(ANC) _ 027 27 27
1

V)Variable aléatoire

1)Définition

On appelle variable aléatoire X sur un univers 2 , toute application de Q vers IR ,qui a chaque élément de
Q, on associe un nombre réel x; .

X(2)={x1,X3,X3, s cvn e , Xn} est appelé univers image de Q par X .
(X =x;) désigne I’événement < X prend la valeur x; >

2)Loi de proobabilité

Soit P une probabilité définie sur un univers 2 .0On appelle loi de probabilité de X sur Q , toute application
qui, a toute valeur x; prise par X, on associe P(X = x;) .

Déterminer la loi de probabilité de X, c’est -

» Déterminer X(22)
» Calculer la probabilité de chaque valeur de X
» Consigner le résultat dans un tableau appelé tableau de loi de probabilité de X

X X1 X2 X3 Xn
P(X=x;) P(X=2x1) [P(X=x3) |P(X=x3) P(X=x,)
Remarque

Lorsqu’on vient de déterminer la loi de probabilité de X , il est prudent de vérifier que :

P(X=21) +P(X= 23 ) + P(X= X3)Fueeeereerernerann +P(X=x,)=1
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3)Espérance _mathématique , Variance et Ecart-type

Soit X une variable aléatoire de tableau de loi de probabilité

X Xq X3 X3 Xn

P(X=x) |P(X=x1) |P(X=1x;) |P(X=x5) P(X= x,)

» Espérance mathématique de X
On appelle Espérance mathématique de X le nombre réel noté E( X ) et défini par :
E(X)= I, % P(X= x;)
» Variance de X
On appelle variance de X le nombre réel noté V( X ) ou Var( X)) et défini par :
V(X)=X",[x; —E(X)]?P(X=x;)
FORMULE PRATIQUE DE V( X)
E(X%2)=Y",x2P(X=x;)

V(X) =E(X?)- [E(X)]?

> Ecart-type de X

On appelle Ecart-type de X le nombre réel noté a( X ) ou o et défini par :

o(X)=V(X)

4)Fonction de répartition de X

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers 2 muni d’une probabilité P . L a fonction de
répartition de X est ’application de IR vers [ 0 ; 1] et définie par F(x) =P (X <x ).

Soit la loi de probabilité de X

X Xq Xy X3 Xn
P(X=x;) P(X=2x1) [P(X=x3) |P(X=x3) P(X=x,)
Six< x4 alors F(x)=0

Si x1 < x < xpalors F(x)=P(X=x1)
Si x, < x < xzalors F(x)=P(X=2x1)+P(X=x3)

Si x3Sx <x4a|0rs F(X)=P(X=x1)+P(X=x2)+P(X=x3)

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 349



Si x, < x alors F(x)=1

» Construction de la fonction de répartition de X

F(x)
A
1
—_C
g
C
v
c >
X1 X, X3 X4 Xn X

Exercice d’application

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules bleues . On tire simultanément 2 boules de ['urne .

On gagne 100F par boule rouge tirée .

Soit X la variable aléatoire , qui a chaque tirage de 2 boules , fait correspondre la somme gagnée en francs .
1)Déterminer la loi de probabilité de X .

2)Calculer E(X), V(X)et o (X).

3) Déterminer et construire la fonction de répartition de X .

Solution

L’ urne contient 3 boules rouges et 4 boules bleues . On tire simultanément 2 boules de | 'urne .

On gagne 100F par boule rouge tirée .
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Soit X la variable aléatoire , qui a chaque tirage de 2 boules , fait correspondre la somme gagnée en francs .

1)Déterminons la loi de probabilité de X .

On peut tirer 0, 1 ou 2 boules rouges et donc gagner OF , 100 F ou 200F .

Désignons par X la somme gagnée donc X( Q) ={0; 100;200}

P(X = 0) est la probabilité de |'événement < tirer 2 boules bleues >

P(X=0)=2=2=2 donc P(X=0)= 2

7

P(X =100 ) est la probabilité de |'évenement < tirer 1 boules bleue et 1 boule rouge >

donc  P(X=100)= 3

i

C3xCi 12 _ 4
cz2 21 7

P(X =100) =

P(X =200 ) est la probabilité de |’événement < tirer 2 boules rouges >

P(X=200)=% = 2 =1 donc  P(X=200)= 2

c2 21 7

Le tableau de la loi de probabilité de X est le suivant :

X 0 100 200

4
7

AN

P(X= x;)

+- +

Vérification :

NN
SRS

N

71
7

2)Calculons E(X), V(X)et a(X).

E(X)=0x2 +100 x> +200 x> = 2= done E(X)=

1 _ 80000 80000

E(X2)=0%2x2 +1002 X = + 2002 X -
7 7 7 7

donc E(X?)=

7

80000 600 __ 200000

V(X) =E(X?) - [E(X)]P= == - (2)2 =222

—_ 200000
49

_ _ [200000 _ 200000 _ 200 _ 200
o(X)=V(X)= / i — == 5 donc o (X)= - 5

3) Déterminons et construire la fonction de répartition de X .

Donc V(X)

Six< 0 alors F(x)=0

Si 0 <x < 100alors F(x):P(x:()):g
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Si100 < x < 200 alors F(x):P(x:0)+P(x:100):§+§:§
Si 200 < x alors F(x)=1
Construction de la fonction de répartition de X
)
1
6 C
7 “
2 _
7 \
- > X
0 100 200

5)Loi binomiale

Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves ou pour chaque épreuve la probabilité du succes est p et celle de
I’échec 1 —p . On lui associe la variable aléatoire notée X désignant le nombre de succes .

L’univers image de X est {0;1;2;3; ... ..........,n} .
L’application : {0;1;2;3;.............,m} > [0;1]
k »Cip*(1-p)"*
définie la loi de probabilité de X . Cette loi de probabilité est la loi binomiale de paramétres netp .
Propriété
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi binomiale de paramétres n et p . Alors

» E(X)=np
» V(X)=np(l-p)
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EXERCICES

Exercicel

Deux événements A et B sont indépendants. En utilisant la formule des probabilités totales, démontrer que :
a) A et B sont indépendants b) A et B sont indépendants c) A et B sont indépendants

Exercice2

Une urne contient 5 boules rouges, 6boules noires et 2 boules blanches.

On tire simultanément 3 boules de l'urne.

Soit X la variable aléatoire, qui a chaque tirage de 3 boules, fait correspondre le nombre de boules blanches.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Déterminer la fonction de répartition de X, et la représenter graphiquement.

3) Calculer ’espérance mathématique E(X), V(X) et a(X).

Exercice3

La porte- monnaie de Souleymane contient 6 pieces de 10F parmi lesquelles exactement 2 piéces fausses qui
ne valent rien. Souleymane regle un achat en choisissant au hasard 2 de ces 6 pieces. Soit X la somme
réellement déboursée par Souleymane.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Déterminer la fonction de répartition de X, et la représenter graphiquement.

3) Calculer ’espérance mathématique E(X), V(X) et a(X).

Exercice4 Extrait du BAC 1997

Un jeu de 32 cartes est constitué de 4 couleurs : Pique, Ceeur, Tréfle et Carreau. Chaque couleur est composé
de 8 cartes : I’4s, le Roi, la Dame, le Valet, le 10, le 9, le 8 et le 7.

1) On tire simultanément 3 cartes d’un jeu de 32 cartes. Calculer la probabilité de chacun des événements :
A : «les trois cartes sont des As » B : « il y’a au moins 2 couleurs parmi ces 3 cartes »

C: «ily’apas d’As parmi les 3 cartes »

2) On tire successivement avec remise 3 cartes du jeu de 32 cartes. Le nombre de cceur tirés définit une
variable aléatoire X. Déterminer ['ensemble des valeurs prises par X ; la loi de probabilité de X et son
espérance mathématique E(X).
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Exercice5
Un grossiste en appareils ménagers est approvisionne par trois marques, notées respectivement M, M, et
M. La moitié des appareils de son stock provient deM,, un huitieme de M,, les trois huitiemes de Ms.

Ce grossiste sait que dans son stock, 13% des appareils de la marque
M; sont rouges, que 5% des appareils de la

marque M, sont rouges et que 10% des appareils de la marque M3 le sont aussi.

On choisit au hasard un appareil emballé dans le stock de ce grossiste.
1) Quelle est la probabilité qu’il vienne de M5 ?

2) Quelle est la probabilité qu’il soit rouge sachant qu’il vienne de M, ?
3) Quelle est la probabilité que [’appareil choisi ne soit pas de couleur rouge ?

4) Apres examen, on s apercoit que [’appareil choisi est rouge. Quelle est la probabilité qu’il soit de la
marque M; ?

Exercice 6

En 2006, un laboratoire de recherche met au point un test de dépistage d 'une maladie responsable de la
disparition

d’animaux et fournit les renseignements suivants : La population testée comporte 50% d’animaux malades.

Si un animal est malade, le test est positif dans 99% des cas ; si un animal n’est pas malade, le test est positif
dans

0,1% des cas. On note M 1’événement « ’animal est malade », M [’événement contraire et T ['événement « le
test

Est positif »

1) Déterminer P(M), Py (T)et Py (T). En déduire P(T).

2) Le laboratoire estime qu’un test est fiable, si sa valeur prédictive, c'est-a-dire la probabilité qu’'un animal
Soit malade sachant que le test est positif, est supérieur a 0,999. Ce test est-il fiable ?

Exercice 7

On admet que la probabilité pour qu’'un individu pris au hasard soit né sous le signe du capricorne est égale
a—.

On considere un groupe de 6 personnes prises au hasard indépendamment les unes des autres et on note X

La variable aléatoire qui comptabilise le nombre d’individus de ce groupe qui sont nés sous le signe du
capricorne

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Calculer ['espérance, la variance et [’écart-type de X.
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Exercice 8 Extrait du Bac 2010

Un tiroir contient, péle-méle,5 paires de chaussures noires,3 paires de chaussures vertes et 2 paires de
chaussures rouges.Toutes les paires de chaussures sont des modeles différents, mais indiscernables au
toucher.

1) On tire simultanément 2 chaussures au hasard et [’on admet [’équiprobabilité des tirages.
a) Calculer la probabilité de I’événement A . « tirer 2 chaussures de la méme couleur »

b) Calculer la probabilité de I’événement B : « tirer un pied gauche et un pied droit »
c) Montrer que la probabilité de [’événement C . « tirer les deux chaussures d’un méme modele » est %.

2) On ne conserve plus dans le tiroir qu 'une paire de chaussures noires et une paire de chaussures rouges.

On tire successivement et sans remise une chaussure du tiroir jusqu’a ce que le tiroir soit vide.On note X la
variable aléatoire égale au rang d’apparition de la deuxieme chaussure noire.

a) Justifier que X prend les valeurs 2,3 et 4.

1

b) Montrer que la loi de probabilité de X est : P(X=2) = %; P(X=3) = .

P(X=4)=~,
c) Calculer son espérance mathématique et son écart-type.

Exercice 9

Un porte-monnaie contient quatre piéces de 500F et six pieces de 200F. Un enfant tire au

hasard et simultanément 3 pieces de ce porte-monnaie.

1) Calculer la probabilité de I’événement A « tirer 3 piéces de 500F ».

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de piéces de 500F figurant parmi les trois piéces tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer ’espérance mathématique de X et [’écart-type de X.

3) L’enfant pépéte 5 fois I’expérience en remettant chaque fois les trois piéces tirées dans le porte-monnaie.
Quelle est la probabilité que [’événement A se réalise trois fois a ’issue des 5 tirages ?

Exercice 10

Une classe comporte 10 garcons et 5 filles.

On choisit 3 éleves de la classe au hasard, |'un apres [’autre.

Quelle est la probabilité pour que :

1) Les deux premiers soient des gargons et le troisiéme soit une fille.

2) Le premier et le troisieme soient des garcons et le deuxiéme soit une fille.

3) Le premier et le troisiéme soient du méme sexe, et le second soit de sexe oppose.
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Exercice 11

Une urne A renferme 5 billes rouges et 3 billes blanches, et une urne B contient 2 billes rouges et 6 billes
blanches.

1) Si l’on tire une bille dans chaque urne, quelle est la probabilité pour que les deux billes soient de la méme
couleur.

2) Si l'on tire deux billes dans chaque urne, quelle est la probabilité pour que les quatre billes soient de la
couleur ?

Exercice 12

Le foyer d’un lycée doit élire son bureau composé d’un président, d’un vice président et d’un trésorier. Parmi
les 20 candidats se trouvent 12 filles dont 5 en terminale et 8 garcons dont 4 en terminale.

On suppose que les candidats ont la méme chance d’étre élu.
Calculer la probabilité des événements suivants :
A:« Les personnes choisies sont de méme sexe. »
B: « Le président est un garcon et les autres sont des filles »
C : « Le bureau est constitué de deux filles et d'un garcon »
D : « Le bureau comprend un président et un vice président de sexes différents. »
E : « Le bureau comprend au moins un éléve de terminal. »
Exercice 13
Une urne contient 12 fiches portant chacune une lettre du mot « BACCALAUREAT »
1) On tire successivement et au hasard les 12 fiches en les placant a la suite ['une apres [’autre.
Quelle est la probabilité d’obtenir :
a) Un mot commengant par une consonne ?
b) Un mot commencant par une voyelle ?
c) Le mot « BACCALAUREAT » ?
2) On remet les fiches dans ['urne et on en tire que 3 toujours successivement sans remise.
Quelle est la probabilité d’obtenir :
a) Le mot « BAC » ? b) 3 voyelles ? ¢) Un seul « A» ? d) Aumoins un « A »
e) Au plus une consonne ? °) Trois lettres distinctes deux a deux ?
Exercice 14
Une urne contient 20 boules numérotées de 1 a 20.
1) On tire au hasard une boule de l'urne . Calculer -

a)- La probabilité de I’événement
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A = « Le numéro de la boule tirée est multiple communa 2et3? »
b)- La probabilité de ['événement
B = « Le numéro de la boule tirée est multiple au moins de [’'un des nombres 2 ou 3 ?
2)- On tire au hasard 3 boules successivement et avec remise.
Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois un numéro multiple commun a 2 et 3.
Exercice 15

1) Le code PIN d’un téléphone portable est un nombre de quatre chiffres choisis parmi 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7.,8et9.

a) Quel est le nombre de codes possibles ?

b) Quel est le nombre de codes formes de quatre chiffres deux a deux distincts ?

2) Le téléphone portable étant éteint, le propriétaire voulant [’allumer sait que les quatre chiffres de ce
code sont 1, 9, 9 et 5 mais il ignore [’ordre de ces chiffres.

a) Combien de codes différents peut-il composer avec ces 4 chiffres ?

b) Si le premier code introduit n’est pas bon, il doit attendre 2mn avant de pouvoir tenter un.
second essai ; délai d’attendre entre le second et le troisieme essai est de 4mn ; entre le 3 et
le 4°™ essai est de Smn. (Le délai d’attente double entre deux essais successifs).

Combien de codes peut-il introduire au maximum en 24h.

Exercice 16
1)- Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un six en jetant 2 dés ?

- Méme question avec 3 dés ?
I1)- Une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5.

On en tire simultanément deux.
1) -Proposer un univers adapté a ce probleme.
2)-Calculer de deux fagons la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair.
3)-Quelle est la probabilité d obtenir :
a)- Deux chiffres de méme parité
b)- Deux chiffres de parités différentes ?
Exercice 17

A la kermesse du lycée, un jeu consiste a tirer simultanément deux enveloppes parmi cing dont une
contenant un billet de 2000 F CFA, deux enveloppes contenant chacune un billet de 1000 F CFA et les deux
autres contenant chacune une feuille sans valeur.

Les enveloppes sont identiques et non transparentes.
1) a) Quelle est la probabilité de tirer une enveloppe contenant chacune une feuille sans valeur.

b)Quelle est la probabilité de tirer une enveloppe contenant un billet de 2000 F CFA et une
enveloppe contenant une feuille sans valeur.

2) Pour participer au jeu, le joueur verse 200 F CFA.
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a) Quelle est la probabilité de perdre ?
b) Quelle est la probabilite de gagner 1800 F CFA ?
Exercice 18

Dans une publicité, une loterie annonce : « Un billet sur trois est gagnant. Achetez 3 billets »

Le texte de cette publicité suggere qu’en achetant 3 billets on est siir de gagner.

Faisons le calcul dans le cas ou la loterie comporte 30 billets et sachant qu 'un billet sur trois est gagnant.
1) Combien y a-t-il de billets gagnants ?

2) On achéte un billet. On suppose que tous les billets ont la méme probabilité d’étre achetés. Quelle est la
probabilité de ne rien gagner ?

3) Quelle est la probabilité d’avoir au moins un billet gagnant sur trois ?
4) Quelle est la probabilité d’avoir trois billets gagnants ?
Exercice 19

Une urne contient 10 boules : 6 boules rouges numérotés de 1 a 6 et 4 boules bleues numérotés de 1 a 4. On
tire simultanément 3 boules de [ 'urne.

On suppose que les tirages de 3 boules sont équiprobables.
1) Quel est le nombre de tirages possibles ?
2) Calculer la probabilité des événements suivants :

a) A:«Les 3 boules tirées sont rouges »

b) B : « L’une au moins des 3 boules tirées est bleue »

c) C:« Chacune des 3 boules tirées porte un numéro supérieur ou égal a 3 »

d) ANC: «Les 3boules tirées sont rouges et portent un numéro supérieur ou égal a 3 »

e) AuC : «Les 3 boules tirées sont rouges ou portent un numéro supérieur ou égal a 3 »
Exercice 20

Une urne contient 6 jetons blancs et 4 noirs.

1) On tire au hasard et simultanément 4 jetons de [ 'urne .Calculer les probabilités de événements suivants :
E; : « les jetons tirés sont blancs ».
E, : « au moins un des 4 jetons tirés est noir ».

2) On tire successivement, avec remise 4 jetons de ['urne. Calculer les probabilités des événements suivants :
F1 : le premier jeton tiré est blanc, les 3 autres sont noirs.

F2 : au moins un des 4 jetons tirés est noire
Exercice 21
Sept jetons portant les lettres A-1-E-O-R-T-S sont placés dans une urne.

1) on tire simultanément 4 jetons au hasard de ['urne .Calculer les probabilités des événements suivants -
E1 : « Obtenir 4 voyelles »; E2 : « Obtenir 2 voyelles et 2 consones » ;

E3 : « Obtenir au moins une voyelle ».
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2) On tire successivement sans remise au hasard tous les jetons que [’on place en ligne pour former un mot.
calculer la probabilité des événements suivants :
F1 : « obtenir le mot OTARIES »

F, : « obtenir un mot commencant par une voyelle »
F3 : « obtenir un mot commencant et finissant par une consone ».

3) On tire successivement avec remise 8 jetons pour former également un mot .Quelle est la probabilité
d’obtenir le mot « ARISTOTE » ?

Exercice 22
Une urne contient 3 boules noires numérotées de 1 a 3 et 4 boules rouges numérotées de 2 a 5.
On tire simultanément 3 boules de ['urne. Calculer la probabilité pour que le tirage contienne

1) « 2 boules noires exactement ».

2) «Plus de 2 boules noires ».

3) «Au plus 2 boules noires ».

4) « Exactement 2 boules numeérotées 2 ».
Exercice 23

Une urne contient dix jetons : 4 jetons verts portant chacun le N° 2, 3 jetons blancs portant chacun le N° 0, 1
jeton bleu portant le numéro 0.

1) On extrait un jeton de l'urne. Déterminer les probabilités des événements suivants :
a) «le jeton est vert »
b)  «le jeton porte le numéro 0 »
2) On extrait simultanément 3 jeton de [ 'urne. Déterminer les probabilités des événements les suivants -
a) «les jetons sont verts »
b) «ilyaau moins 2 jetons verts ».
3) On extrait enfin trois jetons de | 'urne mais successivement et sans remettre le jeton tiré dans [ 'urne.
Déterminer la probabilité des événements suivants :
a) « Tirer dans [’ordre un jeton vert puis un rouge et enfin un blanc »
b) « Tirer parmi les 3 un seul jeton portant le numéro 0 ».
Exercice 24

Dans le jeu télévise « chiffres et de lettres »,trois roulettes murales identiques sont alignés horizontalement
.Pour chaque roulette,peut apparaitre ['un des chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ou 9 et nous supposerons que
chaque chiffre a la probabilité de sortie.

A chague tirage (mise en rotation de trois roulettes) on lit le nombre de trois chiffres obtenu (on considéere
012,002, 000 comme des nombres a trois chiffres).

1) Déterminer combien de nombres différents on peut ainsi obtenir.

2) Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

A : « Le résultat obtenu est un nombre formée de trois chiffres distincts »

B : « Le résultat obtenu est un nombre comportant deux ou trois chiffres identique »
C : « Le résultat est un nombre commencant par 0 »

D : « Le résultat obtenu est un nombre ne commencant par 0 »
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Exercice 25
Dans une enveloppe, il y’a 44 timbres :8 du Sénégal et 6 de Cote d’Ivoire .On tire 4 timbres simultanément
et hasard de [’enveloppe.
1) Quelle est la probabilité de prendre 2 timbres de chaque pays ?
2) Quelle est la probabilité de prendre au moins un timbre ivoirien ?
3) Quelle est la probabilité de prendre au plus 3 timbre au sénégalo ?
On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.
Exercice 26
On dispose d’un jeu de deux dés parfaitement différentiable, chacun ayant ses faces numerotées de 1 a 6.
Simultanément on lance les deux puis on releve le numéro marqué sur la face supérieure des dés.
Calculer la probabilité des événements suivants :

1) les deux numéros relevés sont différents.
2) Lasomme des deux numéros est :
a) égaleav.

b) supérieure a 10.
c) inférieure a 6.
3) Ladifférence entre les deux numéros est égale a 3.
Exercice 27

Un sac contient 10 boules : 2 vertes, 3 jaunes et 5 rouges. Nous allons procéder a 2 épreuves, chaque fois
avec I’hypothese d’équiprobabilite.

1) 1% épreuve : on tire simultanément, au hasard 3 boules du sac.
a) Quel est ['univers Q; associé a cette épreuve ? Calculer son cardinal
b) Calculer les probabilités p(4) et p(B) si A est [’événement « On obtient 1 jaune et 2 rouges » et si B est
[’événement « On obtient au moins une rouge ».
2) __2éme épreuve :On tire successivement avec remise, au hasard ,3 boules du sac.
a) Quel est ['univers €, associé a cette épreuve ? Calculer son cardinal
b) Calculer les probabilités p(C) et p (D) si C est ['événement : « on obtient 1 jaune suivie de deux
rouges » et si D est [’événement . « on obtient 1 jaune ainsi que deux rouges »

Exercice 28
Une urne contient 20 boules numérotées de 1 a 20

1)  Ontire au hasard une boule de 'urne. Calculer les probabilités des événements suivants -
A : « le numero de la boule tirée est multiple commun a 2 et 3 »

B : « le numéro de la boule tirée est multiple au moins de ['un des nombres 2 ou 3 »

2) On tire au hasard trois boules successivement et avec remise. Calculer la probabilité d’obtenir au moins
une fois un numéro multiple commun a 2 et 3.
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Exercice 29

Les lettres du mot « ORGANISME » sont inscrites sur neuf plaques. On tire au hasard successivement et sans
remise 3 plaques que [’on dispose devant soit de gauche a droite dans |’ordre du tirage. On obtient ainsi un

« mot »de 3 lettres ayant un sens au nom.

1) Combien de « mot » différent peut-on formé ?
2) Quelle est la probabilite :
a) Pour gque le « mot » soit écrit avec trois consones ? .

b) Pour que le « mot » soit écrit avec trois voyelles ?
¢) Pour que le « mot » comporte au moins une voyelle ?
d) De lire le « mot » mer ?
e) D obtenir les lettres du mot mer ? »

Exercice 30

Le programme d histogénie d 'un candidat au baccalauréat se compose de 15 chapitres d’histoire et 12
chapitres de géographie.

Le candidat n’a que 11 chapitres d’histoire et 10 chapitres de géographie. 1l a fait |'impasse sur les 6 autres
d’ont il ne sait rien.

Le sujet comporte 2 question d’histoire et 2 question de géographie portant sur des chapitres distincts.
Lecandidat ne doit traiter qu’une seule question (au choix) dans chacun des deux disciplines. Déterminer
la probabilité de chacun des événements suivants :

1) A : « le candidat ne sait traiter aucune des 4 questions ».
2) B : « le candidat sait traiter les 4 questions ».
3) C : « le candidat sait traiter au moins un des 4 questions».

4) D : « le candidat sait traiter au moins une question d’histoire €t au moins une question de
géographie ».

Exercice 31

Une urne contient 7 jetons portant les lettres S, N, G, H, O, E et R. On suppose qu un mot est un
assemblage de lettres distinctes ou non, ayant un sens ou non.

1) On tire successivement 5 jetons de ['urne ; en remettant apres chaque tirage le jeton tiré dans ['urne.
On note dans [’ordre les jetons tirés pour formée un mot de 5 lettres.

a) Déterminer la probabilité de former un mot commencant par une voyelle.

b) Déterminer la probabilité de former un mot commencant par S, se terminant par R et contenant
exactement une voyelle.

2) On tire successivement 7 jetons de ['urne, sans remettre le jeton tiré dans [’'urne et on les aligne dans
["ordre du tirage pour former un mot de 7 lettres.

a) Determiner la probabilité de tirer un mot commencant par une voyelle et se terminant par une voyelle.
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b) Déterminer la probabilité de former le mot SENGHOR.
Exercice 32
Un sac contient 10 boules numérotées de 1 a 10 ; 2 boules rouges numérotées 1 et 2 et 3 boules
noires numerotees 1, 2 et 3

1) On tire simultanément 3 boules du sac. Calculer les probabilités des événements A, B, CetD
suivants :

A : « Tirer trois boules blanches ».

B : « Tirer une rouge et deux noires ».

C : « Tirer trois boules de méme couleurs ».

D : « Tirer trois boules portant le méme numéro ».

2) On tire successivement sans remise 3 boules du sac. Calculer les probabilités des événements E et F
suivants :

E : « Tirer une blanche, une noire et une rouge dans cet ordre ».

F : « Tirer deux blanches et une noire ».

Exercice 33

Une urne contient 10 jetons indiscernables au toucher sur lesquels on inscrit des nombres : 3 jetons
Portant le nombre 15 ; 5 jetons le nombre 10 et 2 nombres le nombre 20. On tire simultanément 2 jetons
de l'urne.

(N.B : tous les résultats seront donnés sous forme de fraction irréductible)

1) Calculer les probabilités des événements suivants :

A : « Obtenir 2 jetons portant le méme nombre »

B : « Obtenir 2 jetons portant des nombres pair »

C : « tirer 2 jetons portant des nombres de méme parité »

2) On effectue le somme des nombres obtenus. Compléter le tableau suivant, et calculer la probabilité de
[’événement D : « Obtenir une somme supérieure a 33 »

Nombres tirés 15et 15 15et 10 10 et 10

Somme des deux
nombres
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Exercice 34

5 formations politiques de méme envergure dont celui au pouvoir partent en compétition électorale. On
suppose la chance pour que deux parties politiques est le méme suffrage est nulle.

1) Quel est le nombre de classements possibles ?

2) Quel est la probabilité :

a) Py : pour que le partie au pouvoir gagne les élections ?

b) P, : pour que le partie au pouvoir soit parmi les trois formations politiques ?

C) P3 : pour qu’a l'issue des élections le partie au pouvoir ne soit ni premier ni dernier ?
Exercice 35

Pour une épreuve orale, trois professeurs d’histoire et de géographie X,Y et Z proposant chacun des
exercices :un de géographie et un d’histoire. Chaque éléve doit obligatoirement traiter deux de ces six
exercices pris au hasard (on aura une équiprobabilité).

1) Quel est le nombre de choix possibles pour un candidat ?
2) Doudou étant un candidat a cette épreuve , déterminer la probabilité :
a) Qu’il choisisse les deux exercices de [’enseignant Y.
b) Qu’il choisisse deux exercices géographie.
¢) Qu’il choisisse deux exercices proposés par deux enseignants différents.
Exercice 36
Une urne contient trois boules jaunes, 5 boules rouges et deux boules vertes.
1) On tire simultanément 3 boules de /'urne. Quelle est la probabilité :
a) d’avoir un tirage unicolore ?
b) d’avoir exactement deux boules de méme couleur
2) on tire successivement sans remise 3 boules. Quelle est la probabilité :
a) d’avoir des boules rouges uniquement ?
b) de ne pas avoir 2 boules vert au 2° tirage
Exercice 37

Un sac contient deux boules blanches numérotées de 1 a 2 et 3 boules noires numérotees de 1 a 3. On tire
successivement sans remise et au hasard 3 boules du sac. Calculer les probabilités des évenements suivants :

1) A: «letirage contient une boule noire »

2) B : «le tirage contient seulement des boules noire »

3) C: «letirage contient au moins une boule noire »

4) D : «le tirage contient une boule numérotée et une boule blanche exactement »
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Exercice 38

Un sac contient neuf jetons portant respectivement : 1, 2,3, 4, 5, 6, 7,8 et 9 .On suppose que tous les tirages
sont équiprobables.

1)  On tire successivement, sans remise, trois jetons du sac . On forme ainsi un nombre de trois chiffres ,
le premier jetons donne le chiffre des unités ,le second celui des dizaines et le troisieme celui des centaines
Calculer la probabilité pour que :

a) Le chiffre des unités du nombre obtenu soit 9.
b) Le chiffre 9 figure dans le nombre obtenu.
¢) Lasomme des chiffres du nombre obtenu soit 9.

2) On tire un jeton du sac, on note le chiffie qu’il porte puis on le remet du sac . On répéte trois fois cette
opération (autrement dit, on tire successivement avec remise trois jetons).On obtient ainsi un nombre
de trois chiffre de la méme facon qu’a la question N°I .Calculer les probabilités pour que -

a) le chiffre des unités du nombre soit 9.

b) Le chiffre 9 figure dans le nombre obtenu.

c) Le chiffre 9 figure exactement une fois dans le nombre obtenu.
Exercice 39

Une urne contient 5 boules blanches ,3 boules noires et 2 boules rouges, indiscernables au toucher.
18 épreuve : On tire simultanément 3 boules de ['urne. Calculer la probabilités événements suivants
A : « Obtenir un tirage unicolore ».

B : « Obtenir exactement 2 boules blanches ».

C : « Ne pas obtenir de boule noire ».

2fme épreuve : On tire successivement sans remise 3 boules de [ 'urne.
Calculer les probabilités des événements suivants :

D : « Obtenir deux boules blanches suivies d’une rouge ».

E : « Obtenir deux boules blanches et une boules rouge ».

Exercice 40

Un dé dont les faces sont numérotées de 1 a 6 est truquée de telle maniére que l’apparition du numéro du 5
est deux fois « plus probable » que [’apparition de chacun des autres numéros . On note P; la probabilité
du numero (i=1,2, 3,...6).

1. Calculer la probabilité d’apparition de chaque numéro.
2. Dans cette question on suppose que P1:P2:P3:P4:P6:% et Ps :% .Calculer les probabilités des

événements suivants :
a) « Obtenir un numéro pair ».
b) « Obtenir un numéro impair ».

Exercice 41

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 364



La fédération de lutte veut classer par ordre de mérite, sans ex-aequo les 3 meilleurs lutteurs de [’aréne de
[’année 2003, parmi 8 lutteurs choisie par les journalistes sportifs dont Bombardier Yékini et Tyson. On
suppose [’hypothese d’équiprobabilité verifiée.

1) Déterminer le nombre de classements possibles.
2) Calculer les probabilités de chacun des événements suivant s :
a) E :«Bombardier figure parmi les 3 lutteurs choisis »
b) F: «Bombardier est élus meilleur lutteur parmi les 3 lutteurs choisis »
c) G : «les 3 lutteurs choisis sont Tyson, Bombardier et Yékini dans le désordre.
Exercice 42

Le foyer d’un lycée doit élire sont bureau composé d’un président, d 'un vice- président et d 'un trésorier.
Parmi 20 candidats se trouve 12 filles dont 5 en terminale et 8 garcons dont 4 en terminal. On suppose que
les candidats ont la méme chance d’ étre élus :

Calculer les probabilités de chacun des événements suivant s :
A- « les personnes choisies sont de méme sexe. »
B- «le président est un garcon et les autres sont des filles. »
C- « le bureau est constitué de 2 filles et 1 garcon. »
D- « Le bureau comprend un président et un vice- président de sexes différents. »
E- « Le bureau comprend au moins un éleve de terminale »
Exercice 43

Une urne contient 9 boules indiscernables au toucher composées de 4 rouges et 5 blanches.

1) On tire au hasard sans remise 3 boules de ['urne. Calculer la probabilité des événements suivants
A 7 Obtenir 3 boules rouges’’

B’ Obtenir 3 boules blanches’’
C’’ 2 boules rouges et une blanche’’

2) Si le tirage a lieu avec remise, quelle est la probabilité des évenements A, B et C du premiére question.
Exercice 44

Un sac contient 10 boules indiscernables au toucher constituées de 2 vertes ; 3 jaunes et 5 rouges. On tire
simultanément au hasard 3 boules du sac . Calculer la probabilité des événement suivants :

1) A’ obtenir I jaune et 2 rouges’’
2) B’’obtenir au moins un rouge’’
Exercice 45

6 personnes choisissent séparément, au hasard, de déjeuner dans ['un des 6 restaurants d’une ville.
a) Quelle est la probabilité B, qu’il n’y ait aucune rencontre.

b) Quelle est la probabilité pour que 3 personnes se rencontrent et les autres ne se rencontrent pas.
Exercice 46

Une urne contient 6 jetons numérotés de 1 a 6. On tire au hasard un jeton de 'urne, on note P, la probabilité

de tirer le jeton numéroté i. On suppose que les nombres B, P,, P,, P,, P, et P, sont dans cet ordre en

progression arithmétique de raison %
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1
1) a) Montrer que P =—.
) a) que P, o

b) En déduire P,, P,, P,, P, et P,

2) On tire 3 fois de suite et avec remise un jeton de cette urne. On désigne par X la variable aléatoire égale
au nombre de jeton portant un numéro pair.

a) Determiner la loi de probabilité de X.
b) Déterminer [’espérance mathématiques de X puis son écart-type.

3) Un joueur tire simultanément 2 jetons et on note S la valeur absolue de la différence des numéros que
portent 2 jetons tirés.

a) Déterminer la loi de S ?
b) On gagne a ce jeu si S >4. Déterminer la probabilité de gagner.
Exercice 47

Un appareil fabriqué en trés grande série peut étre défectueux a cause de 2 défauts seulement, que [l’on
désigne par A et B.

Dans un lot de 10 000 appareils, on a constitué que 1000 appareils présentaient le défaut A, 800 appareils
présentaient le défaut B, 400 appareils présentaient a la fois les défauts A et B un client acheté un de ces
appareils.

1) Compléter le tableau suivant :

Défaut B | NonB | Total
A

Non A
Total

2) Quelle est la probabilité pour que cet appareil présente le défaut A seulement ? le défaut B seulement.
3)Les évenements A et B sont — ils indépendants.
Exercice 48

Dans une entreprise on fait appel a un technicien lors de son passage hebdomadaire, pour ’entretien des
machines. Chaque semaine, on décide donc pour chaque appareil de faire appel ou non du technicien. Pour
un certain type de machine, le technicien constate :

- Qu'il doit intervenir la premiére semaine.

me semaine, la probabilité qu’il intervienne la (n+1)*™

s . . , . 3
- Que s’il est intervenu la n semaine est égale a )

- Que s’il n’est pas intervenu la n"®™ semaine, la probabilité qu’il intervienne la (nJr])iéme semaine est eégale

1
a —
10

On désigne par E, "’I’événement le technicien intervient la n"*™

semaine’’ et par p, sa probabilité.
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1) Déterminer P(E,)=p, ; P(E,,/E,) et P(E /En). Puis exprimer en fonction de p,, P(E,,,NE,)

n+1 n+1

n+1

et P(E,,NEn)
_— 13 1
2) En déduire que =—0p +—.
) 8 Pra =55 P 0
3) Onpose g, = p, —%.Montrer que (q,) est géométrique. En déduire p, en fonction de n.
ieme

4) Pour quelles valeurs de n, la probabilité que le technicien intervienne la n™"™ semaine, est-elle inférieur a

2,

10
Exercice 49

On dispose de 2 dés cubiques en apparence identique dont ['un est parfait et [’autre truqué. Les faces de
chacun d’eux sont numérotées de 1 a 6. Avec le dé truqué la probabilité d’obtenir la face portant le chiffre 5

lors d’un lancer est égale a % .
1)a) On lance le dé parfait 3 fois de suite et on désigne par X la variable aléatoire donnant le nombre de fois
ou la face portant le chiffre 5 apparait. Quelle est la loi de probabilité de X.

b) On lance le dé truqué 3 fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement 2 fois la face portant
le chiffre 572

2) On choisit au hasard ['un des deux dés, les choix étant équiprobables. On le lance 3 fois de suite. On
considére les événements suivants

A obtenir exactement 2 fois la face portant le chiffre 5’

B’’Choisir le dé truqué™

C’’Choisir le dé truqué et obtenir exactement 2 fois la face portant le chiffre 5’

D ’Choisir le dé non truqué et obtenir exactement 2 fois la face portant le chiffre 5"
Calculer p(A), p(B), p(C) et p(D).

Exercice 50

Un tireur a l’arc envoie 5 fleches sur une cible. On admet que chaque tir est indépendant des précédents et
que la probabilité d’atteindre la cible lors d’un tir est égale a 0,75.

1) On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de fois ou la cible est atteinte.
a) Déterminer la loi de probabilité des événements suivants : (X <1) ; (X >3) et (2< X <5)

b) Calculer I’espérance mathématique de X et sa variance.
2) Définir et représenter graphiquement la fonction de répartition F de X.
Exercice 51

Un joueur de tennis effectue une mise en jeu. Pour cela il a droit a 2 tentatives . un premier service suivi, s’il

n’est pas réussi, d'un second service. La probabilité que le premier service réussisse est égale a 3 S’il a

échoué, la probabilité que le deuxieme service réussite est egale =

Lorsque les 2 services échouent, il a “’double faute’’. Sinon, la mise en jeu réussie.
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1) a) Donner la probabilité que le second service ne soit pas réussi sachant que le premier service n’est pas
réussi.

b) Montrer que sur une mise, la probabilité que ce joueur fasse une double faute est égale a %

c)En déduire la probabilité que la mise en jeu soit réussie.

2) Ce joueur fait un pari avec un de ses camarades. Il effectue 10 mises en jeu successives (de maniere
indépendante). S’il réussit 10 ou 9 mise en jeu, il gagne 107 par mise en jeu réussi. Sinon il perd 507. On
appelle X la variable aléatoire représentant la somme gagnée ( comptée positivement ) ou perdue
(comptée négativement) par ce joueur.

a)Exprimer en fonction de k (k e{O,l, 2,...,10}), la probabilité p, que le joueur réussisse k mise en jeu.
b)Calculer P(X =100) ; P(X =90) ; P(X =-50)

c)Calculer I’espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de X

Exercice 52

Un sac contient six boules rouges numérotées de 1 a 6 et trois boules blanches numérotées de 1 @ 3. On
extrait simultanément deux boules ; on note a et b les numéros portés sur ces deux boules. On admet
[’équiprobabilite de toutes les paires de boules.

1) Quelle est la probabilité pour que /’on aita =b ?
2) Quelle est la probabilité pour que les deux boules tirées soient de couleurs différentes ?
3) A chaque tirage de deux boules, on associe la variable aléatoire X définie par :
— si les deux boules sont blanches, X prend la valeur a + b
— si [es deux boules sont rouges, X prend la valeur | a — 5 |
— si les deux boules sont de couleurs différentes, X prend la valeur 0.
a) Definir la loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance mathématique de X.
c) Représenter graphiquement la fonction de répartition de X.
Exercice 53

On teste un médicament parmi un ensemble d’individus ayant un taux de glycémie anormalement élevé. Pour
cela 60% des individus prennent le médicament, les autres recevant un placebo® et I’on étudie a I’aide d’un
test la baisse du taux de glycémie.

Chez les individus ayant pris le médicament, on constate une baisse de ce taux avec une probabilité de 0,8 ;
on ne constate aucune baisse de taux pour 90% des personnes ayant le placebo. On appelle :

M [’événement « avoir pris le médicament », M [’événement contraire.

! Substance que 1’on substitue & un, médicament (sans que la personne testée le sache ) pour tester les effets de celui-ci par
comparaison.
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B [’événement « avoir une baisse du taux de glycémie » ; ‘B [’événement contraire.

1) Utiliser [’égalité B = (M N B) U (V M B) pour montrer que la probabilité P(B) de [’événement B est
0,52.

2) On soumet au test un individu pris au hasard.

Quelle est la probabilité pour qu’il ait pris le médicament si on ne constate pas de baisse de son taux de
glycémie ?

3) On contrdle cing individus au hasard. Quelle est la probabilité d’avoir au moins un individu dont le taux
n’a pas baissé ?

Le résultat sera donné sous forme décimale & 10~ 3 preés.
Exercice 54

On tire deux cartes simultanément d’un jeu de 32 cartes .Calculer la probabilité pour qu’il y ait : a)au
moinsunas b)exactementunas c)deuxas.

Exercice 55
Dans une ville, il existe deux lycées, |'un de gargons, I’autre de filles .

Chaque lycée a une classe de Terminale S1, une classe de Terminale S2 et une classe de Terminale L . Une
bourse de voyage est offerte par la ville a six éleves parmi les éléves des six classes terminales .

Pour cela, on choisit les six meilleurs éléves de chaque classe, soit, en tout, trente-six éleves, et les noms des
six boursiers sont alors déterminés par tirage au sort parmi ces trente-six éléves . On demande de calculer les
probabilités :

a) pour que les six boursiers soient les six éleves de la Terminale S2 gargons .

b) pour que les six boursiers soient des éléves de la Terminale S2 .

c) pour que les six boursiers soient six filles .

d) pour que les six boursiers soient trois garcons et trois filles .

e) pour que, dans les six boursiers, il y ait moins de trois garcons .

Exercice 56

Une urne contient 12 boules noires et 2 boules blanches .

1) On tire simultanément boules . On suppose I’hypothése d’équiprobabilité .

Quelle est la probabilité d’avoir deux boules blanches ? d’avoir au moins une boule blanche ?

2) Combien de boules faut-il tirer, au minimum, pour que la probabilité d’avoir au moins une boules blanche

, - )
Solt superieure a 6 ?

Exercice 57

Dans une urne, il y a dix jetons portant le numero 3 et cing jetons portant le numéro 2 . on consideére
[’épreuve qui consiste a tirer simultanément deux jetons . Tous les tirages sont équiprobables .

Collection Le Savant Cours Terminale S2 Page 369



1) Calculer la probabilité de [’événement A : « la somme des points marques sur les jetons est égale a 4 ».
2) Calculer la probabilité de ['événement B . « la somme des points marques sur les jetons est égale a 5 ».
3) Calculer la probabilité de [’événement ¢ : « la somme des points marqués sur les jetons est paire ».
Exercice 58

On associe au jet d’un dé pipé, dont les faces sont numérotées de 1 a 6, ['univers Q = {1, 2, 3,4, 5, 6 } et la
probabilité p satisfaisant aux conditions suivantes :

a) les evénements {4}, {5} et {6} sont équiprobables .
2
b) p(2) = p(3) =3 p(1) .

c) la probabilité de [’événement {1, 2, 3 } est égale aux 5 de l’événement contraire .

1) Donner les valeurs de p pour les événements elémentaires .

2) Quelle est la probabilité d obtenir un résultat impair par le jet de ce dé ?
3) Quelle est la probabilité d obtenir un résultat inférieur a 5 ?

Exercice59

1) Un joueur tire simultanément quatre cartes d’'un jeu de trente-deux .

En supposant que les tirages soient équiprobables, calculer la probabilité p; de ’événement « le joueur tire
l’as de coeur » .

2) Ce joueur étant tricheur utilise un jeu de cartes biseautées (*) ; ce qui lui permet d’obtenir exactement
deux as pour tout tirage de quatre cartes .

En supposant que ces nouveaux tirages soient équiprobables, calculer la probabilité p, de I’événement « le
Jjoueur tire l’as de coeur » .

(*)biseautées = coupées obliqguement
Exercice 60
Une urne contient six boules blanches et quatre boules noires .

On appelle « tirage » la prise simultanée de deux boules dans cette urne, et [’'on admet que tous les tirages
sont équiprobables .

1) On procede a un tirage unique . Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : on obtient deux boules blanches ;

B : on obtient deux boules noires ;

C : on obtient deux boules de couleurs différentes ;

Quelle est la somme de ces trois probabilités ?

2) On procéde a deux tirages successifs en remettant dans [ 'urne, apreés le premier tirage, les deux boules
tirées .On appelle « succes » la sortie de deux boules blanches lors d 'un méme tirage . Calculer :
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a) la probabilité d obtenir deux succes ;

b) la probabilité d’obtenir un seul succes ;

c) la probabilité de n’obtenir aucun succes ;
Quelle est la somme de ces trois probabilités ?
Exercice 61

On veut construire une grille de mots croisés ayant cing lignes et cing colonnes . on noircira, au hasard, huit
des vingt-cing cases de la grille et on considérera que les choix des cartes sont équiprobables .

1) De combien de manieres peut-on choisir les huit cases noires de la grille ?

2) Quelle est la probabilité, lors d’'une épreuve, d’obtenir un tableau ainsi constitué . une case noire au centre
du carré et une a chacun des sommets, les trois autres cases noires étant a une place quelconque ?

3) Quelle est la probabilité d’obtenir, lors d 'une épreuve, une grille dont une colonne est entierement
composée de cases noires, les trois autres cases noires étant a une place quelconque ?

On donnera, des probabilités demandées, des valeurs décimales approchées exprimées avec cing décimales .
Exercice 62
Une urne contient cent billets numérotées de 1 & 100 .

1) On extrait de ['urne un billet . sachant que chaque billet a la méme probabilité d’étre extrait, quelle est la
probabilité d’obtenir un billet dont le numéro est terminé par le chiffie 2 ?

2) On tire deux billets de ['urne simultanément . Donner le nombre de tirages différents possibles .

3) Ces hillets sont utilisés pour une tombola .Chaque billet dont le numéro est terminé par un chiffre 2 donne
droit a un lot . On extrait simultanément deux billets de ['urne .

Les événements élémentaires attachés a cette expérience sont équiprobables .
Soit A I’événement « gagner un lot et un seulement » ;

Soit B /’événement « gagner deux lots» ;

Soit C [’événement « gagner au moins un lot» ;

Calculer la probabilité des événements A, B, C.

Exercice 63

On dispose de 26 jetons identiques. Sur chacun d’eux, on inscrit une des 26 lettres de I’alphabet (deux jetons
ne portent pas la méme lettre). On les met dans un sac et on en tire 3 successivement sans remise. Quelle la
probabilité de tirer :

a) Trois consonnes ?  b) Trois voyelles ? c¢) les lettres B, A, C dans cet ordre ?
d) les lettres B, A, C sans tenir compte de l’ordre ?

Exercice 64
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On met dans une urne les lettres mobiles susceptibles de former le mot économie et [’on tire successivement
cing lettres au hasard. Quelle la probabilité pour que, dans [’ordre de [’obtention, ces lettres forment le mot
moine :

a) Si ['on remet la lettre aprés chaque tirage ?
b) Si I’on laisse la lettre hors de [ 'urne aprés chaque tirage ?
Exercice65

On partage un cercle en six parties égales . On obtient les points A, B, C, D, E, F qui sont les sommets
consecutifs d’'un hexagone régulier . On considere, d’autre part, [’ensemble U constitué par ces six lettres .

1) On tire au hasard et simultanément deux lettres dans U . Quelle est la probabilité pour que ces deux lettres
designent deux sommets consécutifs de [’hexagone ?

2) On tire maintenant, au hasard et simultanément, trois lettres dans U . Quelle est la probabilité pour que
ces trois lettres obtenues désignent les sommets :

a) D’un triangle équilatéral(les trois cotés égaux) ?

b) D un triangle isocéle non équilatéral (deux cotés égaux) ?

) D 'un triangle rectangle(un coté du triangle doit étre un diamétre du cercle) ?
Exercice 66

Une cible circulaire est divisée en dix régions par dix cercles concentriques de rayons 1, 2, 3, ...., 10 cm .
Aucune balle ne pouvant sortir de la cible, on appelle événement /’impact d 'une balle dans le disque central,
ou dans une des couronnes circulaires ainsi tracées . On suppose que la probabilité pour que la balle atteigne
une régiozn de la cible est proportionnelle a I 'aire de cette région .On rappelle que I’aire d'un disque de rayon
Restz R".

1) Quelles sont les probabilités respectives d’atteindre le disque central et chacune des couronnes ?

2) On donne dix points si la balle atteint le disque central, neuf si elle atteint la premiére couronne de rayons
1 et 2, huit si elle atteint la seconde couronne, etc., et un point pour la derniere couronne . Calculer la
probabilité d’un score supérieur ou égal a 8 .

Exercice 67

On utilise deux dés supposés parfaits, dont les faces sont numérotéesde 1 a 6.

1) On lance simultanément les deux dés . Calculer la probabilité :

a) d’obtenir deux fois le numéro 6

b) d’obtenir une fois et une fois seulement le numéro 6 ;

c) de ne pas obtenir le numéro 6 .

2) Un joueur procede a [’expérience suivante - il lance simultanement les deux des et :
a) sil obtient deux fois le numéro 6, il a gagné ;

b) s’il obtient une fois seulement le numéro 6, il relance le dé qui ne marquait pas 6 : Si celui-ci donne 6, le
joueur a gagné ;
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¢) s’il n’obtient pas de numéro 6, il relance les deux des ; s’il obtient alors deux fois le numéro 6, il a gagné .
Calculer la probabilité pour que ce joueur gagne .

N.B. On exprimera les résultats sous forme de fractions irréductibles.

Exercice 68

Une école élémentaire possede trois classes dans chacun des cing niveaux (CP, CE1, CE2, CM1, CM2) .
Chacune des quinze classes accueille vingt-cing éléves. Chaque année, les soixante-quinze éleves d’un niveau
donné sont répartis au hasard dans les trois classes de ce niveau. Oumou et Fatima entrent au Cours
Préparatoire et sont admises chaque année dans la classe suivante.

1) Quelle la probabilité pour qu’elles soient dans le méme C.P ?

2) Quelle la probabilité pour qu elles restent ensemble pendant les cing années de leur scolarité ?
Exercice 69

On dispose de dés cubiques dont les faces sont numérotés de 1 a 6.

1) Calculer, & 10~2 prés, la probabilité d obtenir au moins une fois le « Six » en quatre lancers successifs
d’un dé.

2) On lance deux dés simultanément, n fois de suite.

a) Quelle la probabilité d’obtenir au moins une fois le « double Six » ?
I - L1
b) Pour quelles valeurs de n cette probabilité est-elle supérieure a 5 ?

Exercice 70

Au cours d’une expérience sur le comportement des animaux, des rats doivent choisir entre quatre portes
d’apparence identique, dont ['une est dite « bonne » et les trois autres sont dites « mauvaises ». Chaque fois
qu il choisit une mauvaise porte, le rat recoit une décharge électrique désagréable et est ramené a son point
de départ, et cela jusqu’a ce qu’il choisisse la bonne porte.

1) Le rat n’a aucune mémoire.

Il choisit a chaque essai de facon équiprobable entre les quatre portes. Déterminer la probabilité des
événements suivants :

a) le rat sort au bout de la troisiéme fois ;
b) le rat sort au bout de la septieme fois ;
2) Le rat a une mémoire parfaite.

A chague nouvel essali, il eévite les mauvaises portes choisies préecédemment et il choisit de facon
équiprobable entre celles qu’il n’a pas encore essayées. Soit k le nombre d’essais effectués par le rat.

Déterminer les valeurs possibles de k, ainsi que les probabilités pour que le nombre d’essais soit égal a
chacune de ces valeurs.
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Exercice 71

On lance trois dés D,, D, et D3, cubiques équilibrés. Les faces de chacun d’eux sont numérotées 1, 2, 3, 4, 5 et
6.

1) Calculer les probabilités des événements suivants :

A : «les trois dés donnent 1 »

B : « les trois dés donnent le méme résultat »

C : « deux dés seulement donnent 1 »

D : « deux dés donnent le méme résultat et [’autre un résultat différent »

Pour chaque résultat, on donnera la valeur exacte, puis une valeur décimale approchée & 10~ * prés.

2) On répete n fois l’expérience et on note Py la probabilité d’obtenir au moins une fois trois résultats
identiques sur les trois dés (n est un entier naturel non nul).

n
Montrer que P, =1 — (ﬁ] .
36

Déterminer le plus petit entier n tel que P, >0,3.
Exercice 72

Ismaila posséde un jeu électronique. Une partie est un duel entre Ismaila et un monstre choisi par la machine.
Deux choix équiprobables sont possibles :

La machine choisit soit le monstre M, soit le monstre M.

Les événements « Ismaila choisit le monstre M; » et « Ismaila choisit le monstre M, » ont la méme probabilité
1

2 .
Les deux monstres sont de forces inegales et on admet que, si Ismaila combat M, la probabilité pour qu il

. 1 . - : 1
gagne la partie est 5 ; si Ismaila combat M,, la probabilité pour qu il gagne la partie est 1

1) Ismaila joue une partie. Soit G [’événement : « Ismaila gagne la partie ».

Calculer la probabilité des événements AN G et B N G.
: -y 7
En déduire gque la probabilité de G est 24

2) Ismaila joue cing parties. Quelle la probabilité pour qu il gagne exactement trois fois ?
Donner ce résultat a 0,01 pres.
Exercice 73

Un éléve doit répondre a un QCM comportant dix questions. A chaque question, trois réponses sont
proposées dont une seule est correcte.
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L’éleve ne peut cocher, au plus, qu’une réponse. A la correction, il est attribué un point par bonne réponse,
zéro point en l'absence de réponse et — 1 point par réponse erronee.

L ’éleve connait la bonne réponse a cing des dix questions. Pour les cing autres, il hésite entre ne pas
répondre et répondre au hasard.

1) L’éleve décide de ne pas répondre aux questions dont il ignore la réponse.

Quelle sera sa note ?

2) L’éleve décide de répondre au hasard a chacune des questions dont il ignore la réponse.
a) Etablir qu’on est en présence d’'un schéma de Bernoulli.

b) On note X la variable aléatoire indiquant la note de [’éléve.

Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique E(X).
Exercice 74

1)Lors d’un concours d’équitation, un cavalier effectue un parcours de 1500 m a la vitesse de 10 km/h et
franchit sur ce parcours six obstacles indépendants les uns des autres. Pour ce cavalier, la probabilité de

. 2
franchir « sans faute » un obstacle est 3

Le passage sans faute d’'un obstacle ne ralentit pas le cavalier, tandis qu’'un passage avec faute lui fait perdre
une minute.

Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre d’obstacles franchis sans faute.
Quelle est la nature de la loi de probabilité de X ?

Calculer [’espérance mathématique de X.

En déduire la durée moyenne du parcours.

2) Ce cavalier doit ensuite effectuer a cheval deux sauts indépendants ['un de [’autre. Pour chaque saut, il lui
est attribué 0, 2 ou 5 points.

_ 2 1
La probabilité d’avoir cing points est 3 celle d’avoir deux points est 5 celle d’avoir zéro point est 5

On considére la variable aléatoire qui, aux deux sauts effectués, associe le nombre de points totalisés.
Quelles sont les valeurs prises par Y ?

Déterminer la loi de probabilité de Y.

En déduire la probabilité de /’événement (Y >5).

Exercice 75

Un jardinier decide de planter des graines de salade. Le pouvoir germinatif de chaque graine est 0,8.
1) 1l séme huit graines. Quelle est, & 10~ 2 prés, la probabilité pour que :

a) cing graines exactement germent?

b) au moins sept graines germent ?
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2) Quand une graine a germg, la probabilité pour que les vers détruisent le jeune plant est 0,5.
a) Calculer la probabilité pour qu’'une graine semée donne un plant bon a repiquer.

b) Combien faut-il semer de graines pour que la probabilité d’avoir au moins un plant a repiquer soit
supérieure a 0,99 ?
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