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BAC BLANC TSM SESSION 2025 COMPLEXE SCOLAIRE LA PLUME

MEPU-A BACCALAUREAT BLANC
DCE : RATOMA EPREUVE DE MATHS
DSEE : KOLOMA NIVEAU : TSM
COMPLEXE SCOLAIRE LA PLUME DUREE : 4Heures

SUJET :

Exercice 1 : NOMBRES COMPLEXES ET ARITHMETIQUE 4points

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J)
Unité graphique 1 cm. On considére la transformation f du plan qui a tout point M

d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que : z' = —(\/§ + i)z -1+ i(l + \/3_’)

1) Montrer que f est une similitude directe dont le centre Q a pour affixe i. En déduire

le rapport et I'angle

2) Soit M, le point d'affixe : zy =2 + 2

Calculer QMo et donner une mesure en radians de angle (i; QM,)
3) On considére une suite de points (Mn) défini pour tout entier naturel n par

Mn+1=f(Mn). On appelle z, l'affixe du point Mn.
a- Placer les points Q, Mo , M1, M2, M3 et M4

.7NTI

b- Montrer par récurrence que, pour tout entier natureln ; z, —i = 2"e" 6 (z, — i)
c- Pour tout entier naturel n, calculer QMy, puis déterminer le plus petit entier
naturel n tels que : MQ,, > 102
4) a) On considére l’équation : 7x — 12y =1 (E) ou x et y sont deux entiers relatifs.
Apres avoir vérifié que le couple (-5 ;-3) est solution, résoudre ’équation (E).
b) Soit (A) I'ensemble des points M du plan d’affixe z telle que Im(z) =1
et Re(z) = 0. Caractériser géométriquement (A) et le représenter.
Déterminer ’ensemble des entiers naturels n tels que My appartienne a la demi-droite
droite d’origine Q dirigée par le vecteur u. Préciser son plus petit élément.
Exercice 2 : PROBABILITE 3points
Une urne U; contient n boules numeérotées 1 et 2 boules numeérotées 2
Une urne Uz contient 2 boules numeérotées 1 ; 3 boules numérotées 2 et une boule
numeérotée 3
Une urne Us contient n — 1 boules numérotées 2 et une boule numeérotée 3
On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2
On tire une boule dans 1'urne U; ; deux boules dans 1'urne U et une boule dans I'urne
Us

3

1) Montrer que la probabilité d’avoir les mémes numeéros est B, = 52:&_:2))
2) Montrer que la probabilité que la somme des numéros soit S est : B, = 157(1:2)
)

Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage, associe la somme des numeéros tirés
a) Donner les valeurs possibles de X
b) Déterminer la loi de probabilité de X

c) Calculer l'espérance mathématique de X

229

d) Déterminons la valeur de n pour laquelle E(X) = 10

Exercice 3 : BARYCENTRE 3points
ABC est un triangle équilatéral de mesure 4cm et I le milieu du segment [AC], G est le
centre de gravité de ce triangle et A’ le point défini par A" = bar ‘11 _Bz

1) Soit E le point défini par CE = %E
Construire le point puis écrire le comme barycentre de A, B et C
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2) M est un point appartenant a I’ensemble (E) défini par : IM-1B =8
a) Montrer que le point E appartient a (E)
b) Déterminer la position de M puis représenter (E)
3) On sait de plus que M appartient a ’ensemble (F) défini par : MA*> — 2MB* = 8790
a) Montrer que le point E appartient a (F)
b) Déterminer la position de M puis représenter (F)
4) On sait encore que M appartient a lensemble (G) défini par : MA? + MB2 + MC? = =2
a) Montrer que le point E appartient a (G)
b) Déterminer la position de M puis représenter (G)
c) En déduire la position de M
5) Calculer MA* —2MB? + M(?
6) Utiliser les questions précédentes pour calculer la valeur approchée a 102 preés des

distances MA, MB et MC puis vérifier sur la figure ( On donne V7 = 2,65 ; V19 ~ 4,36 )
PROBLEME : FONCTION ET INTEGRALE 10 points

On considére la fonction f définie sur |-1; 1] par f(x) = éln (g)

On note (C) la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (O, I, J) . Unité

graphique 2cm

Partie A :

1) Calculer les limites de fen -1 et en 1. Interpréter graphiquement les résultats
obtenus

2

)
b) En déduire le tableau de variation de f
c) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse O
) Soit g la fonction de R vers R définie par g(x) = f(x) — x
a) Déterminer le sens de variation de g
b) Calculer g(0) et en déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x
c) Déterminer la position de (C) par rapport a (T)
4) Construire dans le méme repeére (C) et (T)
5) a) Démontrer que f est une bijection de |—1;1[ vers R
b) On désigne par f~! la bijection réciproque de f et par (C’) sa courbe représentative
dans le repére (O, I, J). Construire (C))

e?y-1
e?¥+1

a) Démontrer que : Vx € |-1;1[, f'(x) = 1_1xz

c) Démontrer que Vy € R, f~1(y) =
Partie B :
1) Soit ¢ une primitive de f~! sur R ( on ne cherchera pas a déterminer ¢(x))

a) Démontrer que @of est une primitive de la fonction x = xf'(x) sur ]-1;1[
b
b) Démontrer que pour tout élément a et b de |—1;1], f;(( )) “1(t)dt = pof (b) —
pof (a)

c) En déduire que f;(( )) “1(t)dt = f; tf'(t)dt

d) Démontrer que pour tout élément x de ] ff( *) “1(t)dt = fox tf'(t)dt

(On pourra utiliser B1.c)
1
2) a) Démontrer que pour tout élément x de |—1; 1[; fOx tf'(t)dt = — Eln(l —x?)

(On pourra utiliser B1.c)

PROF DAOU-BANGS



BAC BLANC TSM SESSION 2025 COMPLEXE SCOLAIRE LA PLUME

ey+e‘y)

b) En déduire que, pour tout élément y de R, | Oy fl(®)dt = ln(

3) Soit A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C’) de ! et les droites
d’équations respectives x=0 et x=1. Calculer A en unités d’aires

4) a) Hachurer sur le graphique 'ensemble D des points dont les coordonnées (x ; y)
vérifient 0<x<1; 0<y<1l et f7lx)<y<f(x)

b) Calculer l'aire de D en cm?

RESOLUTION

1) Montrons que f est une similitude directe dont le centre Q a pour affixe i. En
déduire le rapport et I’angle

Comme |a| = |-(¥3+1i)| = 2 # 1 alors f est une similitude plane directe.
Le centre a pour affixe : w = —— = _1+i(1+\,/§) = [_1+i(1+\/§)1(1+\/§_i)
1-a 143+ (1+v3) " +12
_—1—\/§+i+i(1+\/§)2+1+\/§_i(5+2\/§)_ _
v 5+ 2v3 B
Donconaw=1i
Le rapport :k = |a| = |- (V3 +i)|=2, k=2
L’angle :0 = arga = arg[—(x/? + L)] =r+ arg(\/§ + i) =r+ % + 2km
T
0 = = + 2km

Soit M, le point d’affixe : z, = \1_5 + Zi

Calculons QM) et donner une mesure en radians de 'angle (4; QM) ;

v3 3. | W3 1| 1
'QMO_|ZO_W|— T‘l'zl_l = T_Zl _E
Donc la distance cherchée est : QM, = %
Mes (u; QMO) = arg(zo —w) = arg <T—Zl> =—¢t 2km

Donc 'angle cherché est : Mes (Ti; QMO) = —% + 2km

2) On considére une suite de points (Mn) défini pour tout entier naturel n par Mn+1=f(Mn).
On appelle z, ’'affixe du point M.

a- Placons les points Q, Mo , M; , M2 , M3 et M4

On a donc : zy4y = —(V3+1i)z, — 1+ i(1+V3)

on=0; on a: Zl=—(\/§+i)zo—1+i(1+\/§)

zl=—(\/§+i)<?+%i>—1+i(1+\/§)=—1+i

en=1; ona: z,=—(V3+i)z; —1+i(1+V3)
z,=—(V3+i)(-1+ D) —1+i(1+V3)=V3+2i

en=2; ona: zz=—(V3+i)z,—1+i(1+3)
z3=—(V3+1)(V3+2i))—1+i(1+V3)=-2+i(1-2V3)
en=3; ona: Z4=—(\/§+i)23—1+i(1+\/§)
zo=—(V3+i)(—2+i(1-2V3)) - 1+i(1+3) = 9%
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M,

M;

2¢éme méthode :
Pour construire ces points, on place d’abord Q, Mo

- M; est I'image de Mo par la SPD de rapport 2, d’angle 7?” par rapport au centre Q
- M- est I'image de M par la SPD de rapport 2, d’angle 7?” par rapport au centre Q
- Mzs est I'image de M2 par la SPD de rapport 2, d’angle 7?” par rapport au centre Q
- M4 est I'image de M3 par la SPD de rapport 2, d’angle 7?” par rapport au centre Q

.7nm
b- Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n ; z, — i = 2"e" 6 (z5 — i)
.INT

Soit p(n) = {Zn —i=2""% (20— i)} cette proposition
Initialisation :
2 707
n=0: p(0)= {ZO — i'_2°el s (2o — i)}
p(0) ={zy —i = (zo — i)} Vraie
Heéréditeé :

eSupposons que p(n) est vraie au rang n :

i

p) = {z, —i = 2" (2, — D)}

eDémontrons que p(n+1) reste toujours vraie au rang n+1 :
7(n+1)m

p(n+1) = {Zn+1 - iiZ"“el 6 (zy— i)}
Or z,41 = —(V3+1i)z, — 1 +i(1+3)
Zni1 =—(V3+ 1)z, —i+1)—1+i(1++V3)
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Zni1=—(V3+i)(z, — ) —iV3+1—1+i(1+V3)

7N

Orz,—i=2""6 (zo—i),ona:
.7nm
Zpeq = —(\/§ + i) (2"elT(ZO - i)) +i
7T
Or=—(vV3+i)=2e"s;ona:

i AL ; i
Zny1 =2e 6 (2e 6 (zp—0) |+i=

] 1 RGN )
—i=2""e" s (zo—1)

Conclusion : pour tout entier naturel n, p(n) est vraie
c- Pour tout entier naturel n, calculons QM,,

.7nm
OM,, = |z, —w| = |z, — i = [2"e" s (20 — D)| = 2"I(z0 — D)

Or |zy — i =§ ;on a :QM, = 2"%= 21 = oM, = 2nt

Déterminons le plus petit entier naturel n tels que : MQ,, > 107
MQ,>102=2"1>102=(n—-1)In2>2In10 =

2(2,3)
n—12= 07 =n—-1>2657=>n=>757

)

Donc n =8
3) a) On considére I’équation : 7x — 12y =1 (E) ou x et y sont deux entiers relatifs.
Apres avoir vérifié que le couple (-5 ;-3) est solution, résolvons I’équation (E)
7(=5) —12(=3) = =35+ 36 = 1 Vraie
7x — 12y =1
- {7(—5) —12(=3) =1 7(x+5) =12(y+3)
7x+5)—-12(y+3)=0=

,n L X+5 _ y+3 x+5=12k
D’aprés Gauss, on a : = =k {y+3=7k

12 7
{lez"‘s donc ona:§={(12k—5; 7Tk =3)} k€Z

y=7k—3
b) Soit (A) I'ensemble des points M du plan d’affixe z telle que Im(z) =1 et Re(z) = 0.
Caractérisons géométriquement (A) et le représenter.

>
On pose Z=x+i ,(A) est définie par : {; _ (1), donc (A) est la demi-droite de repére (Q; u)

z

Q

»
>

Déterminons I'ensemble des entiers naturels n tels que My appartienne a la demi-droite
d’origine Q dirigée par le vecteur 1.

N 7N
On pose (QMn; Ti) = 0[27] = arg <2”e‘T(z0 — i)) =0[2n] =

e .(7n-1)m
arg (Z"el ¢ e ls) = 0[2n] = arg <2"‘1el 6 ) = 0[2m]
AN Tn—1
(7n—Dm = =2k=7"n—-1=12k=7n—-12k =1
e = 2km 6

Comme 7(-5)—-12(-3)=1=
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n—12k =1
— {7(—5) —12(=3)=1  7(n+5)=12(k +3)
7Tn+5)—12(k+3)=0=

" Dré .5 _ k43 _ n+5=12d

D’aprés Gauss, on a : THERE _k:){k+3=7d
n=12d -5 S B
{k=7d—3 donc ona: n=12d —5 avec d € Z

Précisons son plus petit élément.
On pose d=1 ; on a : n=7

1 boule /;ges 1 boule
n (1) 2 (D
3 (2)
2 (2) 1 (3)

Mules Mes Us n boules

Soit Q 'univers : card 2 = Cl,, X C2 X Ct = (n + 2)%5(71) = 15n(n + 2)

card 2 = 15n% + 30n
1) Montrons que la probabilité d’avoir les mémes numeéros est
_2(n-1)
" 5n(n+2)
La possibilité : {(2;(2;2);2)}
_GXCEXChy  6(n—1)
" 15n(n+2)  15n(n+2) =

_2(n—-1)
" sn(n+2)
2) Montrons que la probabilité que la somme des numéros soit Sest: B, = 157(17:2)

La possibilité : {(1;(1;1); 2)}
P X CixChy  n(n—1)
" sn(n+2)  S5n(n+2)
n—-1
ARCES))
3) Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage, associe la somme des
numeéros tirés
a) Donner les valeurs possibles de X
1+1+1+2=5; 1+1+2+2=6 ; 1+1+3+2=7 ; 1+1+2+3=7 ;
1+1+3+3=8 ; 1+2+2+2=7 ; 1+2+3+2=8 ; 1+2+2+3=8 ; 1+1+1+3=6 ;
1+2+3+3=9 ; 2+1+1+2=6 ; 2+1+2+2=T7 ;
2+1+3+2=8 ; 2+1+2+3=8 ; 2+1+3+3=9 ; 2+2+2+2=8 ; 2+2+3+2=9 ;
2+2+2+3=9 ; 2+1+1+3=7 ; 2+2+3+3=10
Dou|X={5;6;7;8;9; 10]
b) Déterminons la loi de probabilité de X

p(x=5)=——_1
~ 7/ 7151+ 30
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CrXCIXCIXCl, +CIxCExCl +ClxC2xC

e P(X=6)=

5n(n+2)
_6en(n—-1D+2(n—-1)+n_6n*—3n-2
- 15(n + 2) ~ 15n% + 30n
Plx = 7 G X CyXCI X Cry +CyxC3 X C3 X Cl+ Cy X CEXCrg+C3 XCy X C3XChy+C3 xXCFXCL
cP&X=7)= 5n(n+2)
_2n(n—-1D+6n+3nn-1D+12m-1)+2 5n°+13n—10
B 15(n + 2) ~ 15n% +30n
Plx = G XX CEXCl+Ci X C3 X CE X Cuy + Ci X CFXCL+C3 X Cy X CE X Ch_q +C3 X C3 X C3 X C +C) X C X Cp_y
P =8)= 5n(n + 2)
_2n+3n(n—1)+3n+12+4(n—1)+6(n—1)_3n2+12n+2
B 15(n + 2) ~ 15n%+3n
CIXCLIXCIXCE+CyXxCHXCEXCL+CIXCixCEXCry+C)xCExCY
eP(X=9) =
5n(n+ 2)
_3n+4+6(m—-1)+6  In+4
B 15(n + 2) ~ 5n%+10n
C; xCixCixci 6 2
«P(X =10) = - S
5n(n + 2) 15n(n+2) 5n*+ 10
X; 5 6 7 8 9 10
e N
e | T le + | £ g
N R L N R S R
PX=x)| ||+ | o+ [ol+ [ SF [+]14 |4
"'E NI T% +‘:§ + L% §N§ N:
S | ~ |y N: — LN LN
N3] s 5

c) Calculons I’espérance mathématiques de X

5(n—1) 6(6n%>—-3n-2)
E(X =Z P, =
(X Y= 30t T s 30n T

75’ +13n-10) 83w’ +12n+2) 9On+4) 20
15n% + 30n 15n% 4 3n 5n’4+10n  5n%+ 10n
)\ — 100n+245n+26
Dou [E(X) = 15n%+30n

d) Déterminons la valeur de n pour laquelle E(X) = 2

30
100n? + 245n + 26 229 o
15n2+30n 30
300012 4+ 7350n + 780 = 3435n% + 6870n &

—435n2 + 480n + 780 = 0 &
—-29%+32n+52=0=>
A= 322 — 4(—29)(52) =
A= 7056 = 84 = /A= 84

—-32-84 -—116
n, = = =

-58 ~ —58
_ —32+84 52 -0
™M =" "5g T sg
D'ou

1) Soit E le point défini par CE = %ﬁ
Construisons le point E puis écrivons le comme barycentre de A, B et C
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Comme CE = gﬁ insérons le point E :

—

—_— 2 —_ g —_— —_ —_— —_ —_ -
CE=§(AE+EB)<:>3CE=2AE+2EB<=>3CE—2AE—2EB 0

2EA—2EB—3EC =0

D’ou E=bar{(A ;2) ;(B ;-2) ;(C ;-3)}

2) M est un point appartenant a ’ensemble (E) défini par : IM-1B =8
a) Montrons que le point E appartient a (E)

— =7
On pose : M=E : [E-IB 8

Insérons le pointC:ﬁ-ﬁ=m(ﬁ+ﬁ)=ﬁ-ﬁ+ﬁ-ﬁ
0
OrC_E=§E, ona:ﬁ-ﬁ=§ﬁ-ﬁ
— = 2 L 2 T
IE -IB = §BI X ABcos B = §B1 X ABcos g
3 43
2 3
D’apres la propriété de Pythagore dans le triangle ABI ; on a :
AB? = AI* + IB*> & IB*> = AB* — AI* = 4* — 2 =12
IB=+V12=2V3

1E-13=§2x/§=>

—_— — 2
IE-IB=§BI><

IE-1B =8 CQFM

b) Déterminons la position de M puis représenter (E)
IM-1B =8
Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (IB)

_ — 8 — — 8 __
IH-IB=8<]|H=—IB< IH=—IB< IH=—=IB
IB? 12 3

(E) est une droite passant par H et perpendiculaire a la droite (IB)

3) On sait de plus que M appartient a ’ensemble (F) défini par :

80
MA? — 2MB? = )

a) Montrons que le point E appartient a (F)
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On pose M=E :
2 80
EA? — 2EB*’ —
=9
Comme CE = gAB ; insérons le point A :
CA+ AE =-AB < AE = —CA+-AB
3 3
— — 2—> 4‘ 4‘ ~
AE = AC +§AB & AE? = AC? +§AB2 +§AB .AC cos A
4 4 1 288+128+ 192 608
AE? =42 + —4* + 4% = = =

9 3 2 18 18

A = 304
9

Comme CE = EE ; insérons le point B :
CB + BE =§AB < BE = —CB+§AB

P —_ 2—) 4‘ 4’ EN
BE = BC +§AB & BE? = B(C? +§AB2 +§BC .AB cos B
) 4 4 1 288+128—-192 224
BE? = 42 4+ —42 — —42_ = -

9 37 2 18 18
112
BE® = —=
EA? _ JER 304 ¢ (112)  304—224 80
9 9 ) 9 9

80
D'0UEA? — 2EB? = 5 COFM

b) Déterminons la position de M puis représenter (F)

80
MA? — 2MB? = 3

Insérons le point A’ :
80 80
(1-=2)MA? + f(A) = 5 & —MA? + f(A) = 5

—2AB?

Or f(A) =—= 2(4)% = 32
MA’2+32—80=)MA’2—80 32—80_288— 208@
9 9 B 9 9
208 4
MA? =" — < MA’' :5«/13

(F) est un cercle de centre A’ et de rayon 3\/13 ou EA’

4) On sait encore que M appartient a 'ensemble (G) défini par :

160
MAZ -|']WB2 +MC2 = T
a) Montrons que le point E appartient a (G)

On pose M=E :
1

(o))

0

?
EA> + EB* + EC*

I w

Or AE* =22 ; B2 =22,
9 '’ 9 ’
., 2 4, 64
CE =-AB & EC? = —4? = —
3 9" " 9
304 112 64 480

EA? + EB*> + EC? = + +
9 9 9 9
0

Dot EA*+ EB? + EC? = % CQFM
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b) Déterminons la position de M puis représentons (G)
Insérons le point G :

, 160

3MG? + f(G) = —-
Or f(G) _ ABZ+A3CZ+BC2 _ 42+432+42 — 16

160 160 —48 112

3MG? 4+ 16 = — <& 3MG? = = =
3 3 3
112
MG? =T=EBZ < MG =EB

(G) est un cercle de centre G et de rayon EB

c) En déduisons la position de M

Comme E € (E); E € (F) etE € (G) ; alors M=E

5) CalculonsMA? — 2MB? + MC?

Dans MA* — 2MB? + M(C?, insérons le point I :
MA? — 2MB? + MC? = [A? — 2IB* + IC? + 2MI(—2IB)
MA? — 2MB? + MC? = 22 — 2(12) + 2% + 4IM - 1B
OrW-ﬁzS;ona:
MA? — 2MB? + MC? = —16 + 4(8) = 16
IMA? — 2MB? + MC? = 16|
6) Calculons la valeur approchée a 102 prés des distances MA, MB et MC puis
vérifions sur la figure

160
MA? + MB* + MC? = ~N

80 =
MA?% — 2MB? = 3

MA% — 2MB2 + MC? = 16
160
[ Ma? + MB? + MC? = —— (D)

80
MA? — 2MB? = — (E,)

9
—MA? + 2MB? — MC? = —16 (E3)
De (E1)+(Eg);ona:3MBZ:1%—16:1603‘48:%
112 Vv112 447
Bz'—_—c)MB:—:i@
9 3 3
MA2 (112)_80 2_80 224_304
9/ 9 9 "9 "9
304 4V19
A= o5 - 3 = 5,81 =[MA = 5,81

2 2 , _ 160 2 ) , . 160
MA? + MB? + MC? = — & MC? = —MB? - MA? + —
160 112 304 480 —112-304 64

MC? = =
¢ 3 9 9 9 9
64 8
MC = 3=§=2,67=>

Preuve : Comme M=E ;on a :

. 304 . 112 ., 64
MA“ =EA :T ; MBZZEB :T et MCZZEC :?

PROF DAOU-BANGS
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On consideére la fonction f définie sur |—1; 1[ par f(x) = —1 (1+i)

On note (C) la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (O, I, J) . Unite
graphique 2cm

Partie A :

1) Calculons les limites de fen -1 et en 1.

1-1y 1 _
hm flx) = —1n< >=§ln(0)=—oo(=>xll)r£11f(x)=—oo

1+1
hmf(x) = —ln(

L+ _ 1) _ ' B
1= 1) =3 n(+o) = +0 < xl_r)r%f(x) = +0o0
Interprétons graphlquement les résultats obtenus
Les droites d’équations x=-1 et x=1 sont des asymptotes verticales

2) a) Démontrons que : Vx € |-1;1[, f'(x) =
1 1 1
(%) = 5( ( i x)) = = (In(x + 1) = In(1 — x))’

1— 2
, 1—x+x+1
f(x)— +— x)—

2(1—x2)

f =12
b) En déduisons le tableau de variation de f

vx € ]-1;1[; f'(x) = 1_1x2

X -1 1
f'(x) +
+oo

c) Déterminons une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse O

y = f(x0)(x — x¢) + f(x0)

y = f'(0)x+ f(0)
1 1 1+0
f@=r—m5=1 et f(0) _—1n(1 0)
D’ou (T) :
3) Soit g la fonction de R vers R définie par g(x) = f (x) —x
a) Déterminons le sens de variation de g
1-1+x*

! = f' -1 = = =
IO =fW-1=1—0 P e

vxel-1L1[ g'(0) =52
b) Calculons g(0)

g(0)=f(0)—0=0 alors g(0) =0
En déduisons le signe de g(x) suivant les valeurs de x

X -1 0 1
f(x) +
f(x) /e/
Signe g(x) - \ +

PROF DAOU-BANGS 11
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{Vx €]l-1; 0[; gx) <O
vx€0; 1[; g(x)>0
c) Déterminons la position de (C) par rapport a (T)
- Vx€e]-1; 0[; f(x) —x<0; (C) est en dessous de la droite (T)
- Vx€el0; 1[; f(x) —x>0; (C) est en dessus de la droite (T)
- x=0; f(x) —x=0; (C) et (T) se coupent
d) Construisons dans le méme repére (C) et (T)

x=-1

4) a) Démontrons que f est une bijection de |-1;1[ vers R

Comme f est continue et strictement croissante sur |—1; 1[ alors f réalise une bijection de
1—1;1[ vers f(]—-1; 1) = IR

b) On désigne par f~! la bijection réciproque de f et par (C’) sa courbe
représentative dans le repére (O, I, J). Construisons (C’)

(C) et (C) Sont symeétriques par rapport a la droite d’équation y=x

Voir figure

e2¥-1

e?y+1

c) Démontrons que Vy € R, f1(y) =

1+x

1
Onposef(x)zyﬁ;ln(a):y:;,
l (1+x)_2 :>1+x_ 2y
\T—x) =Y 71=x~°¢
ey —1 f_l: ]R_)]_l;l[
e? —1

X=——"=
e? +1

D'ou  f'(y)=—5——

PROF DAOU-BANGS
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Partie B :
1) Soit ¢ une primitive de f~! sur R ( on ne cherchera pas a déterminer ¢(x))
a) Démontrons que @of est une primitive de la fonction x — xf'(x) sur |-1;1]
On pose ¢’ = f71
(pof) = f'(¢'of) or ¢' =f"Yona:
(pof) =f'(f~tof) or f~lof =x
Donc (gof)" = xf'(x)

b) Démontrons que pour tout a et b de |-1; 1], ff(b)f L(®)dt = pof(b) — @pof(a)

f(b) f(b)
| r@de= | o@de= o@D = o(f®) - o(f(@)
f(a) f(a)

Doa [/ F1(t)dt = pof (b) ~ gof (a)
c) En déduisons que ff( )f L(tdt —f tf' (t)dt
b

f tf' (t)dt = f (pof) dt = [(pof)(D)5ey = 9 (f (b)) — 9 (f (@)

a

a
Donc f]f(( )) “1(t)dt = f;’ tf'(t)dt

d) Démontrons que pour tout élément x de |-1; 1], f({(x) Fl(Hdt = f: tf' (t)dt

£ ) .
J fH(®dt = ftf’(t)dt
f(a) a
Onposea=0et b=x;0na:
f(x) X
f fH®)dt =]tf’(t)dt or f(0) =0
f(0) 0
@) .

Donc j f~i(t)dt = j tf'(t)dt
0 0
5) a) Démontrons que pour tout élément x de |-1; 1[; f: tf'(t)dt = —%ln(l — x?)

x x x
—2t

t 1 1
! = = —— = —— —t)]x
jtf (tH)dt j1—t2 dt 2]1 - dt 2[ln(l t)13
0 0 0

X

1
Dot j tf (O)dt = —5In(1 - x?)
0
b) En déduisons que, pour tout élément y de R, foy “I(H)dt =1In (e +2e y)
f() x
J f1(t)dt = f tf'(t)dt
0

0

PROF DAOU-BANGS
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On pose f(x) =y @ x = f~1(y)
')

ff-l(t)dt = f tf'(t)dt = _%m (1 _ (f_l(y))z)

‘ 1 _ 1 e — 1\ _ 1 (e¥” —1)
Off (B)dt = —=1n 1_<e23’+1> _—§1n<1 (e2y+1)>
1 (e +1)% — (e¥ — 1)?
jf (t)dt - _El < (eZy + 1)2 >

ff L)t = —Eln <(e2y +14e” -1)(e¥ +1-e¥ + 1))

(e¥ + 1)?

_ 1 4% (2e)2
ff l(t)dt 9 (( 2y 4 1) > B ln\/((ew + 1)2)

.ff H(Bdt = —ln( e—i 1) N _1n<e3’+ze‘3’)

ey+e_y)

D'ou [)f 1(t)dt=1n(

6) Soit A I’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C’) de f! et les droites
d’équations respectives x=0 et x=1. Calculons A en unités d’aires

: -1
=ff_1(t)dt=1n<e +2e )ua

Ou ua = 2cm X 2cm = 4cm?

e+el\
A=4In 5 cm

7) a) Hachurer sur le graphique ’ensemble D des points dont les coordonnées (x ;
y) vérifient 0 <x<1 ; 0<y<1 et fIlX)<y<f(x
Voir le graphique

b) Calculons ’aire de D en cm?

On constate que ua = A+ D + A" or Aet A' symétriques par rapport a la droite y=x

ete !
2

AlorsA=A’;ona:4cm2=2A+D<:)D=4cm2—2A<:>D=4cm2—81n(

o (S e
D =|4—-8In 5 cm

BONNE CHANCE AU BAC 2025
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