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Les intentions 
À _ Les auteurs ont tenu à être au plus près des recommandations et de l'esprit du programme (B.0. n° 4, 30 août 

2001, hors série) et à répondre à plusieurs exigences : 
 — s'inscrire dans la progression des apprentissages du lycée pour faciliter l'introduction et l'assimilation des 
nouveaux concepts et connaissances de terminale S ; 

permettre un travail réel d'apprentissage, de recherche et de réflexion de tous les élèves ; 
- familiariser les élèves avec une démarche scientifique par des phases d'observation, d'expérimentation 

suivie de modélisation et de démonstration ; 
- amener les élèves à l'autonomie nécessaire pour répondre aux exigences des nouvelles épreuves du 

. baccalauréat. 
NOT PNSENETTÉ 

. Lo 

La structure du manuel 

14 chapitres en un seul tome pour une appropriation progressive du programme durant l'année scolaire : 

- en prenant appui sur les connaissances de la classe de première et en les prolongeant ; 

- en dégageant et en mettant bien en valeur les nouveautés de la classe de terminale ; 

- en mêlant dans des situations-problèmes les phénomènes discrets et continus. 

_— On y trouve les rubriques suivantes : 

æ Activités d'approche. Très diversifiées, elles permettent au professeur d'introduire le cours de manière 

simple et efficace pour que tous les élèves puissent l'aborder sans difficulté. 

B Cours. Une présentation claire pour repérer aisément les résultats essentiels. Les pages de droite contiennent 

des démonstrations et des exercices d'application rédigés de façon très détaillée et accompagnés de points- 

méthode pour favoriser un travail autonome de l'élève. 

j & Travaux pratiques. Des niveaux variés et des situations suffisamment riches pour développer ou approfon- 

dir les nouvelles notions. On retrouvera ceux explicitement mentionnés dans le programme. 

m Exercices résolus. Une solution très détaillée et des commentaires aident l'élève dans son travail. 

m Exercices. Classés par rubriques : Entraînement, Approfondissement, Problèmes, et « Objectif Bac » : 

M 18 certains exercices sont corrigés en fin de manuel 

eŒITTM les exercices guidés pour aider l'élève, en dégageant des méthodes, à mettre en œuvre les 

compétences de base dans des situations plus riches 

A] avec ROC | pour préparer l'élève à réinvestir les démonstrations du cours en situation 

A vu au BAC) pour permettre à l'élève de se situer par rapport à l'examen du baccalauréat 

Outils TICE 
Conformément au programme, l’utilisation de calculatrice, logiciel de 

les chapitres ; ils sont en relation avec le CD-Rom. 

géométrie ou tableur accompagne tous 

m Calculatrices : 9 pages en fin de manuel aident les élèves à se familiariser avec les fonctions utiles. 

& CD-Rom : disponible pour une utilisation en établissement, avec des animations illustrant les situations 

étudiées ou les notions du cours 

Les auteurs 
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Chapitre 

OBJECTIF 

Rentrer en douceur ! 

OBJECTIF 

Mettre en place la 

démonstration par 

récurrence. 

Suites 
et fonctions : 
étude globale 

% Des chevrons 

Un carré ABCD de côté 4 est coloré à l’aide de chevrons bleus et jaunes de 

largeur 1 (unité : 1 cm). 

Pour chaque x de [0 ; 4], on trace le carré AMNP de côté x comme sur la 

figure ci-contre. 

(AM=MNE=NP= AP =x;) etrLonnotess(#) 

l'aire de la partie du carré AMNP qui est colorée 

en jaune. x 

1. Faire une figure et calculer S(x) pour cha- | 

cune des valeurs suivantes dex:0,4:1,5;2,3. P| N 

2. a. Expliciter S(x) en fonction de x (on dis- | | 

tinguera plusieurs cas). 

b. Tracer la courbe [représentant la fonction S | | 

dans ün repère orthonorme avec pour unité gra- ND LC 

phique 2 cm. 

3. Quelle est l’aire du carré AMNP ? 

Déterminer graphiquement puis par le calcul les valeurs de x pour lesquelles 

exactement la moitié du carré AMNP est colorée en jaune. 

4. En déduire par lecture graphique pour quelles valeurs de x la moitié du 
carré AMNP au moins est colorée en jaune. 

D'après une 1dée du CREEM. 

Pas à pas 

A s Situation 1 

En reliant deux points d’un cercle par un segment, on détermine deux régions 
dans le disque. (Voir figure page suivante.) 
En reliant deux à deux trois points d’un cercle, on détermine quatre régions. 

1. Dessiner un cercle, placer quatre points dessus puis tracer tous les seg- 
ments les reliant deux à deux. Combien de régions compte-t-on ? 

2. Combien de régions peut-on penser obtenir avec cinq points ? Vérifier sur 
un dessin. De même avec six. 

6 = chapitre 1 Suites et fonctions : étude alobale 
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B x Situation 2 

: 1 1 il 1 1 Il Soit TEA UE Ep in PES 2000 253. SP AE MER CE TT 
1 1 il 1 
© + — éné : te x à 3x4 *4xs (tplus généralement : 

Il 1 1 1 
D > nn nes ann D EL 
1. Calculer sous forme de fraction irréductible Uj> Us Us Ug Et Us. 

2. Que peut-on attendre pour u, ? Calculer u,. 

_ 3. Quel résultat est attendu pour ,,, ? Ce résultat est-il certain ? 

Quelqu'un a eu le courage de calculer w,, ug, u9, etc. jusqu’à #,59 Et a trouvé 

U 100 = de . Calculer U 101 - 

4. Plus généralement, si pour un entier k, k = 1 , on a calculé w, et trouvé que 

k ; : , 
Uy = nl” quelle sera l’expression du terme suivant u4,, ? 

5. Connaissant u, , quel terme peut-on en déduire grâce à la question 4 ? 

Puis quel autre terme ? Comment connaître #,6 ? 4, 000 ? 

6. Quelle conclusion peut-on en tirer ? 

Activité 3 æ Le symbole Y 

1 l 1 1 
1. Le nombre & = —— + — + += est une somme de térmes qui OBJECTIF 

EPSON ET ER CR 

1 | ; S'assurer de la 
sont tous de la forme A1) Pour quelle valeur de k obtient-on le pre- compréhension du 

ce SE 44 symbole >. 
mier terme de « ? le deuxième ? le troisième ? le quatrième ? 

Notation 4 Le symbole Ÿ se lit 

la f L Cette écriture désigne la somme ie à écrira & sous la forme _———— . Cette écritur On écrira ÿs D DAEAe rl) 

de tous les termes UP URRL obtenus en remplaçant successivement = par 1, 
kRX(Rk+1) 

par 2, par 3 et par 4. ; 

2. a. Écrire, sans le symbole », le nombre > 172 

k=1 

b. Écrire, avec le symbole },, la somme : 

3x42+4X52+5x62+6 x 72+7X 872. 

chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale =  Z 



OBJECTIF 

Représenter 

graphiquement sur 
un axe une suite définie 
par une relation de 
récurrence du type 
u, ,1= f(u,) à l'aide de 
la courbe représentant 
la fonction f. 

1 
n 

3. Soitu,= D ——. " 2 Ex: D 

a. Écrire sans le symbole X les nombres us et u6. 

b. Déterminer u,,, en fonction de u,. 

6 
L 1 1 : 

c. Écrire sans le symbole Ÿ le nombre 2 Ë - = puis le calculer. 

d. Montrer que Re Tee pour tout ke N*. 
3 FACE NU) SN EPP 

Entdédures#/sen fonction de 7. 

4. Pour aller plus loin 

n n 209 q 

da. Calcul D TDR ED LUE DS, dat 2 

k=1 k=0 k=3 k=p 

b. Les égalités suivantes sont-elles vraies ou fausses ? 

12 11 n 
1 1 DR- Dar): Dir) Dell: DamsrY us: 

= k=0 = k= 1 Ra 

n n n n ir n 

D '(u+to)= D ug+ Die D (usvr)= Dre DIT E 

R=si k= k= RE R= RE 

À, u,, v, désignent des réels et 7 un entier naturel non nul. 

Activité 4 % Tracé en toile d'araignée 

On considère la suite uw définie par: Uuÿ5=-0,5 et, pour tout n=0, 

AE 1 
uU,,1=J(4,) où f est la fonction définie sur R par f(x) =- à x2+2x+2. 

1. Exprimer w,,, en fonction de u,. 

2. Le plan est muni d’un repère orthonormé (unité graphique : 2 em). Tracer 
très soigneusement sur [—1 ; 9] la courbe P représentant la fonction Jr etila 
droite À d’équation y= x. 

3. Construction des premiers termes de la suite sur l’axe des abscisses 

a. Placer , sur l’axe des abscisses. Sachant que u, =f(u), placer w, sur 
l’axe des ordonnées. 

Soit À, le point de À d’ordonnée u, . Quelle est son abscisse ? 
Placer u, Sur l’axe des abscisses. 

b. Sachant que u, = f{u,), expliquer comment placer u, Sur l’axe des abscisses. 
Effectuer la construction. 

c. Expliquer comment placer w, sur l’axe des abscisses. 

d. Effectuer de même la construction pas à pas des termes Ugs Uss ss Ug SUT 
l’axe des abscisses. 

4. Quelles conjectures peut-on faire sur la suite (u,) à Paide de cette repré- 
sentation graphique ? 

8 chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 



Activité 5 = Monotonie 

Le plan est muni d’un repère orthonormé (unité graphique : 2 cm). 

1. Représenter la fonction f définie sur [2 ; +o[ par HX)= NX +2. 

_ 2. Représenter sur l’axe des abscisses les premiers termes des deux suites # et 
v définies par : 

*uÿ=6 et, pourn=0,u,,,=f{u,)= UN 25 

Morel Et pourioun=O0,u,,,=f{e,)= Dh 2. 

3. a. Que penser de l’affirmation suivante : « Si fest croissante, une suite (u,) 
telle que uw, , , =f(u,) est une suite croissante » ? 

b. Quel sens de variation de (u,) peut-on conjecturer selon les valeurs de Up ? 

Activité 6 = Nombre de diagonales 

Problème posé : Quel est le nombre de diagonales d’un polygone convexe 

à 30 côtés ? 

1. Observation 

Déterminer graphiquement d; , di, ds, dé; d3. 

Quelle relation peut-on conjecturer entre d, et d,,,? 

2. La relation de récurrence 

a. Un cas particulier : Reproduire le pentagone ABCDE ci-dessous et ses 

diagonales en bleu. Tracer l’hexagone ABCDEF. 

Tracer en rouge les diagonales de ABCDEF qui n’étaient pas diagonales de 

ABCDE. Quelles sont-elles ? 

EF 
X 

B C 

b. Généralisation : Quelles sont les diagonales du polygone NPA AA 

autres que celles du polygone A,A,...A, (n = 3) ? 

En déduire que d,,,=d,+n-1 pourtoutn= cp 

3, Expression de d, en fonction de n 

La connaissance de 4, et de la relation de récurrence permet de le calcul 

pas à pas de d;,. Plus généralement, d,, peut s’exprimer en fonction de n. 

a. La relation d,,,=d,+k-—1 est valable pour tout À = 3. 

Écrire cette relation successivement pour RÀ=3, PEAAIP = eR — 0; 

k=7 puis ajouter membre à membre les égalités ainsi écrites. Quel 

terme cela permet-il de calculer ? 

Fr e A Li £ Ci 
= 

b. Déterminer par le même procédé d, en fonction de # pour n = 4. 

c. Résoudre le problème posé au départ. 

DEJEGT Es 
Prévenir certaines 

idées fausses. 

RICE rs 
Résoudre un problème 
en introduisant 

une suite récurrente. 

Utiliser un procédé 
de simplification 
en cascade. 

Vocabulaire 
Un polygone est dit 
convexe si tout 
segment dont les 

extrémités sont à 
l’intérieur du polygone 
est entièrement situé à 
l'intérieur du polygone. 
On peut faire un dessin 
et. compter, ou s’inté- 
resser à la suite (d,), 
où d, désigne le nom- 
bre de diagonales 
d’un polygone convexe 
à ncôûtés. 

chanitre 1 Suites et fonctions : étude globale =  ® 
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Notation 

f:E=R 

xe fo 

antécédent image 

Notations 
La suite vest aussi 
notée (,) cequiselit 
suite de terme 
général y, indice y. 
On pourra noter 
(ie Es une suite 4 

définie pour tout 
LETE 

10 = chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 

Fonction. Courbe représentative 

Une fonction numérique f de la variable réelle est déterminée par la don- 

née d’une partie E de R (appelée ensemble de définition de f) et d’un pro- 

cédé qui permet d’associer à chaque x de E un nombre réel et un seul, 

noté f(x). 

Dans le plan muni d’un repère, la courbe C représentative d’une fonction 

f définie sur E est l’ensemble des points M(x ; f(x)) où x décrit E. Pour 

chaque x de E, il existe un unique point d’abscisse x sur la courbe. 

: (We 
Exemple : Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 2x si x< 1 et f(x) = . SI X = 

La courbe C représentative de f coïncide avec la droite D d’équation y=2x sur 

J-+ ; 1[ et avec l'hyperbole H d’équation y=> sur [1 ; +cl[. 

Égalité de deux fonctions 

Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si : 

- elles ont le même ensemble de définition E ; 

pour tout xdeE, f(x) = g(x). 

Exemple : Les fonctions f: R—R et g:[0; +œ[—R ne sont pas les mêmes 
x x? x x? 

puisque leurs ensembles de définition sont différents. 

Notion de suite 
En associant à tout entier nr = 3 le nombre réel u, = \n-—3, on définit une 
fonction w d’une partie de N dans R. 

Une suite réelle est une fonction de N ou d’une partie de N dans R. 

Représentations graphiques d’une suite : 
* Sur un axe, on place les premiers termes de la suite sur l’axe réel $ 
* dans le plan muni d’un repère, on place les points de coordonnées (4) 

Une suite (4,) peut être définie soit par la donnée de son terme général en fonc- 
tion de n soit par une relation de récurrence et la donnée de premiers termes. 

Exemples : 

05 = SET pourtour ue 224 25 Alors Uy = uses" 
° Vi = 2ret,-v;=21Met pountouten="1 Ve EVA NICE ASS 

Remarque 
Il est équivalent d’écrire : 

*pourtout n=1,2,,,=2%,- 
Vn+1 5 

* OU, pour tout rn= 2,00, , = 20, SU 



ILLUSTRATION 
| Représentations graphiques d’une suite 
: 1. Dont le terme général u, est donné en fonction de n 
4 _ Après avoir calculé les premiers termes de la suite, on peut les représenter graphiquement : 
De * Sur un axe 
RP, U u HUE Us 0 Ug U 
Exemple : u,= /n pour n>0. 1.  U  U3 Uy Us U6 U7 Us Uo 

# 0 LT V3 V5 Vo Vies 
e ou dans le plan muni d’un repère | : 

Exemple : u,=/n pour n=0. 

Les termes de la suite Sont représentés par les points de la courbe 

d'équation y= /x qui ont une abscisse entière. 

2. Dont le terme général vérifie u, , , = f(u,) 

Le plan étant muni d’un repère, on peut repré- 

senter graphiquement les premiers termes de 

_ cette suite sans les calculer à l'aide de la 

_” courbe C représentant la fonction f et de la 

: droite À d'équation y= x. 

Programme de construction 

+ placer u, sur l'axe des abscisses ; 

+ placer le point A, de C; d’abscisse u, ; 

+ placer le point B, de À de même ordonnée 
que À, ; 

e placer u, l’abscisse de B; sur l'axe des abs- 
cisses. 

Recommencer à partir de u, les mêmes étapes 

pour placer u, , etc. 

> APPLICATION 

ETC Simplifier une fonction rationnelle 

Ayant affiché sur une calculatrice la courbe C d’équation 

_ 2x2 — 8x — 10 
2x + 2 

Reconnaître la courbe ( 

, on a obtenu le graphique ci-contre. 

Solution 

Le trinôme du second degré 2x2 - 8x — 10 a pour racines 

_] et 5 donc se factorise en 2(x + 1)(x — 5). 

ADP ES)Ee 

2(x +1) 

La fonction fn’est définie que sur R\1-1} alors que la fonction affine g : x > x — 5 est définie sur R. 

Elles ne sont donc pas égales. La A représentative de f n’est pas la droite d’équation y = x — de 

Elle coïncide avec cette droite sur R \{-1}. 

Par suite f(x) = X= 5-pourtout X 7 l. 

€ NPC ENNEMI" chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 



3. Suites arithmétiques 
et géométriques 

que pour tout 7, 

Le réel g s’appelle la raison de la suite. Le réel r s’appelle la raison de la suite. 

Représentation 

graphique 
Sur Un axe =} 

Pour tous entiers p et n, 

En particulier, u,= 4" X Uo 

Suites (q4“), = 9 avec g=10 

Pour tous entiers p et n, 

En parier MX. 
Suites (u,), =) 

Terme 
général 

Représentation 

graphique 
dans le plan 

Sir>0 Sig>l Si0<g<1 

Somfe-de 
termes 

consécutifs => 

La somme de termes consécutifs |La somme de N termes consécutifs d’une 
d’une suite arithmétique est égale au | suite géométrique de raison q différente 
produit du nombre de termes de lalde 1 est égale au produit du premier 
somme par la demi-somme des 2e 
termes extrêmes, soit : terme de la somme par SISOIC: 

— raisonn0mbre de termes 
nombre 1% terme + dernier terme 1 

de termes D : (EMermex 
1 — raison 

Exemple : Pour tout ne N*, Exemple : Pour tout ne N*, si GA, 

l+n n(n+1) 
Æ 1 1+2+...+1n=nXx = Fo L+q+qi+.+gr= 

12 = chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 



A chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 

1. Calculer le premier terme et la raison de la suite. 

— APPLICATIONS 

Utiliser les formules concernant les suites arithmétiques 

La suite (u,), e N Sst une suite arithmétique dont on connaît deux termes : Uj5s = : et U37 = # 7 

2. Calculer une somme de termes consécutifs de cette suite. 

Solution 

1. La formule du terme général, donnée à la page précédente, permet d’écrire la relation 

U37 = Us + (37 — 15)r dans laquelle r est la raison de la suite. On en déduit r = î ; 

La même formule nous donne w,, = u,5 + (0 — 15}r soit Up = ES 

+ Us + 
. 4 Fr 

u 2100110 — Es u} . Par propriété S = Nombre de termes x (=) s 

Pts 

Détermination du nombre de termes de la somme : U,, .…., Ujy, Us; +, Um. 
EE  ) 

14 termes p 
Raisonnement 

37 termes De façon générale, de 

La somme contient donc 37 — 14 = 23 termes. u,àau, (p<n),ilya 
5 " 49 n—(p-1) termes. 

D'où $ = 23 x| | -°%. 
… voir aussi exercices n° 20,22 

Utiliser un changement de suite inconnue 
Le > NE 1 

On considère la suite (u,) définie sur N par u, = 1 et pour tout n de N, u,,, , = 5 Un = 2. 

On pose v, = u, + 4 pour tout n de N. 

1. Montrer que la suite (v,) est géométrique. 

2. a. En déduire v, puis , en fonction de n. 

b. Quelle est la limite de la suite (w,,) ? 

DOHon Méthode 
1. Pour tout r de N, Pour exprimer ®,,, en 

DU. +4 d'ou Un Li 4ALE Un 42. fonction de v,, on peut 

s’aider du schéma suivant : 

DNU de 4 

1 1 
Comme uw, = v, — 4, on obtient Ro oran ; 

ne ; 1 
La suite (v,) est donc géométrique de raison 5° 

sk 
Uy +]1 : Un 2 D 

2. a. Par propriété, v, = (3) Dh AVEC Vo = Uo + 4 = 5. 

1 # 1 # Un É————————— Vn si 

Par conséquent, v,, = 5(;) tu, = 4+ s(;) ; Rs 

s ; IN? 1 
b. On sait que lim 5) OS IESS TE 

n 5 +o è 

n — +0 
Par théorème d’opérations sur les limites, lim v,=-4. voir aussi exercices n° 23, 24 



4. 

Démonstration 

par récurrence => 

Vocabulaire 
Un axiome est une 
proposition placée 
au départ d’une théorie 
et qui n'est pas déduite 
d’autres propositions. 

Point Info 

Une des traces 
les plus anciennes 
de mise en œuvre 
d'unraisonnement 
par récurrence 
se trouve dans le 
Traité du triangle 
arithmétique 
de Blaise Pascal 
(1623-1662). 

Principe de 
récurrence fort =» 

14 = chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 

La démonstration par récurrence 

Pour démontrer qu’une propriété dépendant d’un entier # est vraie 

pour tout n > n, (n, entier naturel donné), on procède en trois étapes. | 

1. Initialisation : on montre que la propriété est vraie quand n = ñ,5. 

2. Hérédité : on montre que St la propriété est vraie pour un entier 

kRZ=n, (c’est l'hypothèse de récurrence), ALORS elle est vraie pour 

l’entier suivant À + 1. 

3. Conclusion : la propriété est vraie pour tout n = ñnj. 

Le principe de récurrence est un axiome de la construction de l’ensemble N 

des entiers naturels. Il ne se démontre donc pas. Le mécanisme d’un raison- 

nement par récurrence est détaillé à la page ci-contre. 

Exemple : Soit (u,) donnée par u, = 0 et, pour tout n= 0, u,,,=u5+1. 
Montrons par récurrence que, pour tout n=4,u,z= 21. 

1. Initialisation : Montrons que la propriété est vraie pour n = 4, c'est-à-dire que u, = 2%. 

Calculons u,. On a successivement : 

Du ri END EU + 1-2) 0 ele bebeninr eee 26€ 

Comme 2%= 16, l'inégalité u, = 2 est bien vraie. 

2. Hérédité : Supposons que l’on sache que, pour un entier X= 4, la propriété est 
vraie, c'est-à-dire que u, = 2* (c'est l'hypothèse de récurrence). 

Montrons qu'elle est vraie pour l’entier suivant k+ 1, c'est-à-dire que u,,, =2K+1. 
Pour comparer u,,, et 2*+1, étudions le signe de u,,,-2*+1 c'est-à-dire de 
u2+1-24+1 
k . 

Par hypothèse de récurrence, u, = 2*. Donc, en élevant au carré ces nombres positifs, 
u? = (2k)2 et, en ajoutant 1-2k+1 à chaque membre, 

te ne oi D D'ORDRES 

Or ,22k4+1-2#+1=2Kk(2k25)+1. Comme K=1, 242" ét" posttit, donc 
2K(2K-2) aussi et 2k(2K-2)+1 également. 
On a donc : 

Ux:1-2*1æ0 ouencore u,,,=2K+1. 

La propriété est héréditaire à partir de l'indice 4. 

3. Conclusion : La propriété étant vraie pour n= 4 et héréditaire à partir de 4, elle est 
vraie pour tout n= 4. 

En pratique 

Dans la partie « Hérédité », on doit utiliser à un moment donné l'hypothèse de 
récurrence. 

Si une propriété dépendant de l’entier naturel n vérifie les conditions 
suivantes : 

* elle est vraie quand n = np» 
* pour tout n > ñn,,SI la propriété est vraie pour tout entier 2 compris 
entre ñn, et ñ, ALORS elle est vraie pour n + 1, 
on peut en déduire que la propriété est vraie pourtoutn = n,. 



we 

: 

= RAISONNEMENT PAR RÉCURRENCE 
f. 
# Si l’on calcule 57 - 27 pour différentes valeurs de me NE: : 
“1 D 22 pr ver e te Raisonnement 

5 k Fm es 211723. %80 Attention ! Des exem- 
_ il semble que l’on obtienne toujours un multiple de 3. ples ne permettent pas 
D Nous allons démontrer par récurrence que la proposition « 57 — 2 estmul- d’être sûr que la pro- 
_  tiple de 3 » est vraie pour tout entier n = 1. position est bien vraie 

: pour tout entier (voir 
_ + Etape 1 (initialisation) : Nous montrons que la proposition « 5” — 27 est activité 2, situation 1). 
multiple de 3 » est vraie quand # = 1. 

Sin=1,5"-27%=3. C'est bien un multiple de 3. 

La proposition est vraie quand n prend la valeur 1. 

+ Etape 2 (hérédité) : Supposons que l’on sache que la proposition est vraie quand # 
est égal à un entier k, k = 0. Montrons que la proposition est encore vraie quand ” 
est égal à k + 1. 

at‘ . . A k LA 1 

Supposons donc que la proposition est vraie pour cet entier k (c’est l'hypothèse de 
récurrence). 

_ Ceci signifie que 5* — 2* est un multiple de 3 : il existe donc un entier a tel que k 
HELE ET 
58 x 2h (5 2) 52,2 x 2h 
USINE 01) =D Xe (5E+r2a) 

où 5% + 2a estun entier. 
Ainsi 5* + ! - 2% +1 est un multiple de 3 et la proposition reste donc vraie quand n prend la valeur À + 1. 

. Étape 3 (conclusion) : Nous allons combiner les étapes 1 et 2. 
dE : ; Illustration 

La proposition est vraie quand n# = 1 (étape 1) 

Par l’étape 2 (avec dans le rôle de = la valeur 1 pour laquelle 

on sait que la proposition est vraie) 

La proposition est vraie quand n = 2 

Par lé > (avec dans le rôle de = la valeur 2 pour laquelle Comme dans le principe de 

D PC on vient de prouver que la proposition est LÉCORERSE deux conditions 
vraie) doivent être remplies : 

+ le premier domino tombe ; 

la chute de tout domino 
ition est vraie quand n = 3 $ é 

LAS q entraîne la chute du suivant. 

Par l'étape 2 | (avec dans le rôle de k la valeur 3 ...) 

La proposition est vraie quand n = 4 

Petit à petit | on arrivera par exemple à : 

La proposition est vraie quand n = 2 152 

et on pourra de même atteindre tout entier n = 1. 

Conclusion (étape 3) : la proposition est vraie pour tout entier n = 1. 

ta chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 



SE 

Propriété 1 

En repère 

orthonormé, 

MN = [f{x) — g(x)| . 

Définition 1 

Vocabulaire 

M est un majorant et m 
un minorant de la suite 

ou de la fonction. 

On peut bien sûr 

faire des remarques 

analogues sur la 

notion de 

minorant. 

16 — chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale EE ———— 

Comparer 

A m Comparer deux nombres | 

Soit deux réels aetb:azbea-b=z0,a<be a-b<0.Pour compa- 

rer deux nombres, on peut étudier le signe de leur différence. 

a<b&é a+tk<b+k (quel que soit le signe de À). 

Ab ES RXa=EXbSik Va be RXa- REX bSTR EN 

+ On peut ajouter membre à membre deux inégalités écrites dans le 

même sens : si a < bet c < d alors a + c < b + d. 

B m Comparer deux fonctions 
Soit f et g deux fonctions définies sur E. 

On dit que f=g sur E si et seulement si 

pour tout x de E, f(x) = g(x). 

Interprétation graphique 

Dans le plan muni d’un repère, « C; est au-dessus 

der 8 ? SUT E: 
De même, si f<gsurE, C; est « en dessous » 

de C g Su É: 

C; 

10-26 

C = Suite ou fonction majorée, minorée, bornée 

Soit m et M deux réels. | 

* Une suite (u,,) est majorée par M si, pour tout n, u,, < M. À | 

Une fonction f est majorée par M sur E si, pour tout x de E, f(x) = M. | 

* Une suite (u,,) est minorée par m si, pour tout n, m = u,,. | 

Une fonction f est minorée par m sur E si, pour tout x de E, m <= f(x). 

* Une suite est bornée si elle est à la fois majorée et minorée. 

Une fonction est bornée si elle est à la fois majorée et minorée. 

Remarques 

* M est un nombre réel fixé (indépendant de # ou de x). 

+ Si une suite (ou fonction) est majorée, elle a une infinité de majorants. | 

* Soit M un majorant d’une fonction f sur E. S’il existe & dans E tel que M=f{a), 
M est le maximum de f sur E (il est unique). 

* Pour montrer qu’une suite (,) est bornée, il suffit de montrer que, pour tout », 
lu,) < M. De même pour une fonction. 

Exemple : une suite à termes positifs est minorée par O. 

Représentation graphique d’une suite bor- 
née par m et M : + Se  — —— 
° sur un axe : tous les termes de la suite sont m M 4 
compris entre " et M ; 
* dans le plan : tous les points sont situés dans 
la bande délimitée par les droites d’équations 
y=m et y=M. 



— APPLICATION 
ET] Majorer une suite 

Comme k = 2,ona 0 < k — 1 < k ; comme À > 0, on peut multiplier cha- 

que membre de l’inégalité par k, d’où 0 < k(k — 1) < k2. La fonction 

inverse étant strictement décroissante sur ]0 ; +[, pour tout À = 2, 

RE nl ol ul. 
(k—1)k Z2 kR—1 k  k2 

* Montrons que la suite est majorée. 

Pour cela on écrit l'inégalité = < —l 
k2 k-]1 

prenant chacune des valeurs de 2à n: 

_ - (valable pour À = 2) pour = 

1 > il 1 

rl 7 

On ajoute membre à membre toutes ces inégalités : 

1 1 1 ec LE à ten 1 1 
— + — = <=-=+=-=+.. + — —. Sr de no un 3 Elie, 

En simplifiant le membre de droite, on obtient : 

1 1 LP AL 
Te MO Te " 

et en ajoutant 1 à chaque membre de l'inégalité : 

D ne pour tout n > 2. 
n 

Or 2 - : 2 dou < 24 < 2 et par conséquent #,, < 2 pour tout nr = 2. 
n n 

La suite (w,) est donc majorée par 2. 

rhaniîtreo 1 Guitoc et fonctions - étude alobale 

est croissante. 

Méthode 

Pour majorer une 

PATTES : = 1 1 1 e définit la suite (u,), =) paru, = 1 + 52 + 32 + + 72 pour tout n = 2. 

1. Etudier le sens de variation de la suite (Re 

2e 1 1 1 27 DIDHTTCPQUE, DOUr TOUT R => 2 0 Te en 
r . : : . , k? k “* 1 R 

En déduire que la suite (u,,) est majorée. 

Solution 

1. Par définition de la suite, 

1 1 1 1 
u EEE HS + + —— © = y ————. n+1 22 * 32 nine me) 

1 
Comme REG Z 0,onau,,, = u, pour tout n = 2. La suite (u,), LS 

2. Soit k = 2. 

æ 1 1 fan ae Ne “| 1 | ro R2 et Le ES est-à-dire 22 et FRET 

fraction - (= 04 

suffit de minorer son 

dénominateur a par b 

strictement positif : 

SOUPE a; 

alors et 
DE 

Méthode 

Pour majorer une 

somme, on peut majo- 

rer chaque terme de la 

somme puis ajouter 

membre à membre les 

inégalités (si elles sont 

écrites dans le même 

sens). 

Raisonnement 

On ne peut pas conclure 

1 , 
que 2 — - est un mMmajo- 

n 
rant de la suite car ce 

n’est pas un réel indé- 

pendant de n. 



6. 

Propriété 2 

La même propriété 

s’applique aux suites. 

Propriété 3 

18. » chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 

Sens de variation d’une fonction 

A a Sens de variation et opérations 

Si u et v sont deux fonctions définies sur un même intervalle I, on peut définir 

sur I les fonctions u + v et ku (ke R). De la propriété 1, on déduit : 

+ Si À > 0 , les fonctions w et ku ont même sens de variation sur ] ; 

si À < 0, les fonctions et ku ont des sens de variation contraires sur pb: 

+ Si u et v sont croissantes sur un même intervalle I, u + v l’est aussi ; 

si u et v sont décroissantes sur un même intervalle I, u + v l’est aussi. 

Exemple : La fonction f définie sur [O ; +[ par f(x) = x2 + ,/x est la somme des 

fonctions de référence u:xx2 et v:x-,./x toutes deux croissantes sur 

[O ; +o[ . Par suite, fest croissante sur [0 ; +ce[. 

Ne pas « inventer » des propriétés analogues pour le produit et le 
quotient. Par exemple, les fonctions f et g définies sur R par f(x) = g(x) = x 

sont croissantes sur R- et leur produit fg : x x2 est décroissant sur R_. 

B Sens de variation d’une composée de deux fonctions 

- Notation et schéma 

v © u est la composée de y suivie de v : 

a HG) ER ee XIE) = To) 

Soit les fonctions w et v telles que u soit définie sur un intervalle I, à 

valeurs dans un intervalle J, et v définie sur ] : 

*-siu et v sont toutes les deux croissantes ou décroissantes sur leurs inter- 
valles de définition respectifs, alors vd o u est croissante sur I ; 
*siu et v sont, l’une croissante et l’autre décroissante sur leurs inter val- 
les de définition respectifs, alors v o u est décroissante sur I. 

On obtient des propriétés analogues avec la stricte monotonie. 

* Interprétation graphique 

Courbe représentative de Courbe représentative de v Courbe représentative de v © w 

Pour tout x =-2, u(x) est positif. Pour représenter vo u(x), on utilisera 
donc la courbe représentative de uniquement sur [0 ; +ol[. 
Pour trouver le sens de variation de 0 u, le sens de variation de + sur 
J- ; O0] n'intervient pas. 



= — APPLICATION 
J 

4 

. ET Étudier le sens de variation d’une composée 

D o] . ea ; 

4 Remarque : R* n’est pas un intervalle. Il faudra considérer les intervalles ]J-c ; O[ et ]0 ; +ool. 

4 Étudier le sens de variation de la fonction f définie sur R* par j(x) = 

: _ Solution 1 

« À la main » Traduction en termes de composée 

tp lune Gex ri fest la composée de la fonction carrée suivie de la 
de fonction inverse. 

+ Soit a et b appartenant à ]-c ; O[. “On$e place sur I ==> 01. 

4 Sia<b, car la fonction carrée est es 
3 3 décroissante sur ]-° ; 0[ La fonction carrée est décroissante sur I = ]-c ; 0[, 

âlors a? = b2 

avec a? et b2 strictement positifs, et à valeurs dans J = ]0 ; +, 

| . l Es la fonction inverse eSt ||]a fonction inverse est décroissante sur J = |0 ; +. 
on dr décroissante sur ]0 ; + 

al a2 b2 

| c'est-à-dire /(a) < f(b). 

Donc f est croissante sur |-c ; O[. Donc f est croissante sur |—-c ; O[. 

La fonction f étant paire, on en déduit son sens de variation sur ]0 ; +c[ ; déterminons néanmoins 

directement ce sens de variation. 

- Soit a et b appartenant à |0 ; +. + On se place sur I = ]0 ; +o. 
EU Sia<b, car la fonction carrée est . ; 

croissante sur ]0 ; + La fonction carrée est croissante sur |0 3 +, 

alors a2 = b2 

avec a2 et b? strictement positifs, et à valeurs dans J = ]0 ; +, 

car la fonction inverse est 

décroissante sur |0 ; + 
1 1 la fonction inverse est décroissante sur } — |0 ; +1. 

dou -— 
a b 

c’est-à-dire f(a) = f(b). 

Donc f est décroissante sur ]0 ; +cof. Donc f est décroissante sur ]0 ; +cof. 

Remarque. On peut aussi traduire cette solution sous la forme suivante : 

PRE 
+ si x est positif, quand x augmente, x? augmente en restant positif et donc — diminue ; 

x 
—. _. 1 

« si x est négatif, quand x augmente, x? diminue en restant positif et donc —; augmente. 
x 

Solution 2 

On déduit le sens de variation de f du signe de sa dérivée. 

, 2 : 2 
La fonction f est dérivable sur R* et f'(x) = - E (Expliquer pourquoi.) 

Sachant que x? a même signe que x, on en déduit que : 

‘Sur |; Of; x < 0-donc x3 < O0 et f’(x) > 0. Par suite, la fonction f est croissante sur ]-c ; O[ ; 

+ sur ]O 3 +cf,x > 0 donc x3 > O et f’(x) < 0. Par suite, fest décroissante sur ]0 ; +cf. 

RE ne 0 chanitre 1 Suites et fonctions : étude globale 



Définition 2 — 

Il existe des suites 

qui ne sont ni 

croissantes ni 

décroissantes. 

20 = chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 

CuSens de variation d’une suite 

Exemples : 

ACL EME 1 1 
e La suite | — est décroissante car, pour tout n>0, ——<-. 

n+l n 
n>0 

tee k tenti ln e La suite | -————- n'est pas monotone car, pour tout entier non nul nñ, 
DEN 

sismestpair, d,,,<0<u,,etsimestimpalr uv; 010; 

En pratique 

Pour déterminer le sens de variation d’une suite, on peut : 

+ déterminer le signe de la différence u,,, -u, ; 

u 
* comparer le rapport DE 1, lorsque u,, > 0 pour tout n : 

n 

— Si, pour tout 7, = ] alors #,,,=u,et(u,) estcroissante: 

— Si, pour tout n, < L alors u/}7 = 4; et (4 )lestdécroissanre 
n 

+ montrer par récurrence que, pour tout 71, Un +1 Z u, OÙ U, ,: = u, 

D s Variation de suite et de fonction 

* Soit (u,,) une suite telle que u,,=f(n) où f est une fonction connue. 

Si fest croissante sur RŸ, n+1>n = f(n+1)= fn) d’où u,,,2>u, ;la 

suite y est croissante. 

Si f est décroissante sur RT, la 

suite y est décroissante. 

La réciproque est fausse comme le 

montre le contre-exemple ci-contre 

où f(x) = x + sin (mx) 

etu,=f(n)=n. 

* Soit (u,,) une suite telle que u,,,,=f(u,,). 
La monotonie de f n’assure pas celle de . 

Exemple : 

Soit U,,1=,/u,+2, c'est-à-dire : 
UM =NI(L ) avec oO) EN XP 

La fonction f est croissante sur = 
[-2 ; +o[ mais suivant la valeur de 
Ub, la suite est croissante ou . ds 
décroissante. 

(Voir exercice 7, page ci-contre.) 



p= 7 +5 CATIONS 
E- 

2 4 Étudier le sens de variation d’une suite définie par u, 2 
4 Rte É sens de variation des suites (u,) et (v,) définies par we = Un -3 et Ve NT ——— pour bras tg 

An + 2 

- Solution 

ue = J(n) Où J(x)= Nx - 3. La suite est représentée par les points rouges sur le graphique ci-dessous. 
nm La fonction racine carrée étant croissante sur R*, la fonction f . 
: l’est également. De ce fait, 
i RL ER IO =n + 1) = /(n). 

. Ainsi u, , 1, = U, pour tout ». La suite est donc croissante. 

+ Étudions le signe de DT AU 

3 3 
Ÿ Ne || ne Re 
nr A{n+1)+2 (r+-2) 

12n+6-12n-18 An? + 8n 
(An +6)(4n+2) (2n+3)(2n +1) 

_ Le numérateur est une somme de deux termes positifs ou nuls (car 

n = 0) donc est positif ou nul. Le dénominateur est un produit de 
deux facteurs strictement positifs (comme n = 0, 2n +3 > 3 et 
DRAU = 1 ), il est donc strictement positif. 

On en déduit que v,,, — v, = 0 pour tout x = 0. 
3 

La suite (v,) est donc croissante (alors que f: x x + “DES a 

l’est pas sur [0 ; +oo[). 

Étudier le sens de variation d’une suite (u,,) telle que u,,, = f(u,) 

Soit f la fonction définie sur [—2 ; +c[ par f(x) = 4x + 2. 

Étudier le sens de variation des suites w et v définies sur N par : 

Va =—1 0 
et 

Hair 2e N Der 2. M CAN 

Solution 

La fonction f est croissante sur [—2 ; +o[ (si -2<a<b,0<a+2<b#+ 2 donc /a + 2 < NOtEEN: 

Montrons par récurrence que : Montrons par récurrence que : 

DOUrIOUt 0; 2€ 4, ," < u,. pOur (OUEN) 0 A 0 00; 

1. Initialisation : u, = 6, u;, = 8 = 2,8 donc 1. Initialisation : v, = - 1 Ts 1 donc 

-2<u,,, < u, est vérifié pour n = 0. DIE 1 70, =t—2.éstivérifié pour #.= 0, 

2. Hérédité : supposons que, pour un entier k, 2. Hérédité : supposons que, pour un entier k, 

k=O0,onait-2 <u,,1 © Ug:. ki=0Jonaitv, 0 2. 

Alors f(-2) € f(u4, 1) < f(u,) car fest crois- Alors /f(u,,1) =7(09) =7(-2) car fest 

sante sur [—2 ; +c[. Comme f(-2)=0,ona croissante sut [= 2 ; +c[ : Comme f(—2) = 0; 

bien -2 < uz ,2 € Upy4- ona bien v, ,2 7 7417 2. 

La propriété est héréditaire. La propriété est héréditaire. 

3. Conclusion : pour tout n = 0,u,,1 = 4U,: 3. Conclusion : pour tout n = 0,%,,, = v, 

La suite (u,,) est décroissante. La suite (v,,) est croissante. 

Remarque : L'ordre de leurs deux premiers termes détermine le sens de variation de chacune des 

suites ; du fait de la stricte croissance de f, cet ordre se transmet en effet aux termes suivants (hérédité). 

OO NES rhanitre 1 Suites et fonctions : étude alobale 



a 1. Une somme de deux fonctions 

OBJECTIF : Travailler sur des équations ou inéquations du second degré, sur la somme de deux fonctions de 

monotonie différente et sur l'interprétation graphique d’une expression de la forme f(x) - g(x) à partir d'une 

situation géométrique. 

Soit G un point d’un segment [AB]. Sur deux demi-droites perpendiculaires à [AB], on place les 

points M et N tels que MGN soit un triangle rectangle en G. | 

On note x la distance AM et S(x) l’aire du triangle MGN. | 

Données numériques : AG = 1, GB = 4. | 

| 

B 

1. Faire la figure pour x = 10, x = 2 et x = 0,4, l’unité graphique étant le centimètre. | 

2. Montrer que les triangles MAG et GBN sont semblables et en déduire que : | 

SX) 2% ER 2 pour tout x > O. 
de 

3.4 Peut-ontrouver xtelque S(x) =? Î{ 

17 

a 
b. Résoudre S(x) = 4. Que représente 4 pour la fonction S ? 

Pour quels réels x a-t-on 5 = S(x) = à 

4. On note H le point de [GM) tel que GH = x et K le point de [GN) tel que GK = 4. 

a. Justifier que les points H et K appartiennent aux segments [GM] et [GN]. 

b. Quelle est l’aire A(x) du triangle HGK ? 

Tracer la courbe C, représentant la fonction A dans un repère orthonormé avec pour unité gra- 
phique 2 cm (placer l’origine du repère en bas à gauche de la feuille). 

c. Quelle est l’aire B(x) de MHKN ? 

Tracer la courbe C3 représentant la fonction B sur le graphique précédent. 

d. Exprimer S(x) en fonction de A(x) et B(x) et en déduire le tracé point par point de la courbe 
C$ représentant S. | 

5. Interpréter graphiquement S(x) — A(x) à l’aide des courbes C Sac Ge 
Quelle est la limite de S(x) — A(x) en + ? en O0 ? 

Interpréter pour la situation géométrique étudiée. 

6. Reprendre la question 5 pour S(x) — B(x). 

1 
7, Montrer que [+ = S(x) et que Af=) = B(x) pour tout x > 0. 

Comment aurait-on pu déduire les résultats obtenus à la question 6 des résultats obtenus à la 
question 5 ? 
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TP 
2. Entre la Terre et la Lune 

OBJECTIF : Modéliser une situation d'attraction gravitationnelle à l’aide d’une fonction rationnelle ; en étudier 
les variations sans recourir à la dérivée. 

d 

Une masse ponctuelle m placée en M entre la Terre et la Lune subit de la 

part de la Terre une force d’attraction gravitationnelle : 

Gn-RRNTES 
Eten 2 

r 
où r est la distance de M au centre T (Terre), m- la masse de la Terre, G la 

constante de gravitation universelle et % un vecteur unitaire orienté de T vers M. 

De même la Lune exerce sur la masse "m une force d’attraction gravitationnelle : 

né G : ML M Isaac Newton 
ane se nr 1642-1727 

Pre 2 # 
P 

où m, est la masse de la Lune et p la distance de M au centre L de la Lune. 

On note d = TL, r- le rayon de la Terre et r, celui de la Lune. On a doncrr <r<d-r;. 

Gmrm  Gmim\., 
Tee es) ü 

1e he) 

£ ens de variation de chacune des fonctions qui à , 2: Quebesties q Méthode 
Gmym Gm,m 

1. Justifier que la résultante des deux forces est F = -( 

t ? Interpréter. On pourra s’aider d’une appli- 

É _. (dr)? 0 du cours (exercice5, 

3: Onnote f(r) = D 3 FAT 

Quel est le sens de variation de fsur [rr ; d—r;]? 

4. Tracer la courbe [ représentant f sur une calculatrice (*). 

5. a. Résoudre l’équation f(r) = 0. (On parle alors d’équigravité.) 

b. En déduire le signe de f(r). 

6. Exprimer l'intensité F de F en fonction de f. En déduire le sens de variation de F en fonction 

de r et tracer sa courbe représentative. Interpréter. 

(*) Pour l’application numérique, on prendra 77 =%6,37 X 106 m, r, = 1,74 X 10%%ms 

tout r de [r- ; d — r,] associe 

1 + _ o 
mr = 6 X 102 kg, mL = as de #80010%m,G—06,0607* 10 LLST et mn = 1,02 kg. 
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3. Une décroissance exponentielle 
Prise en main du tableur 

OBJECTIF : Explorer les aspects numériques et graphiques d’une décroissance exponentielle et prendre en main 

le tableur en établissant une feuille de calcul automatisé. 

On administre à un patient un médicament par une injection intraveineuse (de courte durée). La 

concentration du médicament dans le sang est immédiatement maximale, puis elle diminue en 

fonction du temps. On fait l’hypothèse (H) suivante : 

la diminution de la concentration entre deux instants £, et £, est pro- Sous cette hypothèse, on 

portionnelle à la fois à la durée r, — tr, et à la concentration à l'instant £,. D deermseance 
; À SE Q . exponentielle. 

On note C, la concentration initiale et C,, la concentration au bout de 

n minutes. On prendra pour unité de temps la minute et pour unité de 

concentration la concentration initiale ; ainsi C, = 1 (à la fin de l’injection). 

1. Mise en équation 

Expliquer pourquoi l’hypothèse (H) conduit à la relation C,,, , —- C, = -RC,,, où k est une cons- 

tante positive. Expliciter, pour tout n = 0, C, ,, en fonction de C,. 

2. Étude du cas où 2 prend la valeur R, = 0,034 

On souhaite calculer les premiers termes de la suite C,, à l’aide d’un tableur, puis la représenter 

graphiquement. La feuille de calcul que l’on va créer sera analogue à celle figurant ci-dessous, où 

sont présentés différents éléments. 

Référence de la Barre d'édition Assistant graphique 
cellule active 

& _Fichier/ Edition Affichage Jnsertion Format Outils Données Fenêtre Aide 

CETERRE CECI CE 
r | == +0 .0 | := 

RE gs À | 6 TS === 58 % NÉ. 00 #0 | 

57 M  =[ “2 
= = — —= Décroissance exponentielle = 

join Cn HS EE à RÉ ME AE 

F3 | 

3 O  , 1 ,00E+00 
Le) 1 9 ,66E-01 
7 | 2 | 9,33E-01 
| 6. 3] 9,01E-01 
CE 4} 8,71E-01 
CS S]  8,41E-01 

IL A1 RL MIN Feuit1s£Feuit2 7 Futé 7 
ans TERRIER CRIER DORE NON = : 

ES 

| ue, 

Cellule SS Onglets de feuilles 
active 

a. Programmer sur tableur le calcul de C, en fonction de n pour 
0 < n < 300. On fera afficher les termes C, en format scientifique Méthode 
avec deux décimales. Suivre le mode d’emploi A 
(Voir la suite de ce TP à la page 26.) page ci-contre. 
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Lancer le tableur de votre choix : Excel, Lotus. pour obtenir une feuille de calcul vierge. 

Mode d’emploi A 

Entrer des données et des formules 
Pour entrer la liste des indices en colonne A : sélectionner la 
cellule A1 (en cliquant avec la souris) et taper le titre n à 

sélectionner la cellule A3 et taper le premier indice EH : 
sélectionner A4 et taper la formule SAS ; valider 

- (touche entrée). 

Le calcul se fait automatiquement. 

Utilisation d’un tableur 

Fichier Edition Affichage 

pensasise 

Recopier une formule 

Pour recopier cette formule vers le 

bas, sélectionner les cellules A4 à 

A303 destinées à recevoir la suite 

& Fichier EXT Affichage Insertion Format Outils Données Fenê 

É Annuler frappe de "=1+A3"en A4 3%7Z 
Impossible de répéter 

des:indices (cliquer sur A4 et glisser Couper 

jusqu’à A303 en maintenant le bou- re 

ton de la souris enfoncé) : les cellu- Collage spécial... 

les sélectionnées se trouvent en sur- 

brillance. Ensuite, cliquer sur 

Edition, Recopier, En bas. Cliquer 

successivement sur les cellules A5, 

A6, etc. et observer la barre d’édition. Quelles formules contiennent ces cellules ? 

Coller comme lien hypertexte 

Recopier- 

Effacer 

Supprimer... 

On dit que, dans la formule StTrA3. contenue dans A4, la référence A3 est une référence 

relative (elle repère en fait la cellule située immédiatement au-dessus de celle dans laquelle on 

entre la formule). Lors d’une recopie vers le bas, cette référence relative se transforme en incré- 

mentant le numéro de ligne (le 3 devient successivement 4, 5, etc.). 

En cellule B1, taper le titre je Indiquer ensuite la valeur Es CENX] 2096665 

de C, : M dans la cellule B3. Dans la cellule B4, taper la for- ee —— 

mule 

en surbrillance les cellules B4 à B303. 

et la recopier vers le bas après avoir mis 

=0,966483 
5 = © 

Choisir un format de cellule En ie = 

Pour afficher les éléments de la 

colonne B en format scientifique, 
Bordure 

Nombre 

mettre la colonne en surbrillance RTMYTE outits Données Fenêtre | | Catégorie: Le Re 
Cellule... 4 (] 

(en cliquant sur son nom «B ») et une > named de ET 

utiliser le menu Format. Feuille >» E 

Mise en forme automatique... 

Mise en forme conditionnetie.. 

Style. 
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b. Tracer le graphique donnant l’évolution de la concentra- 
x ; Méthode 

tion sur cinq heures. 
Suivre le mode d’emploi B page 

ci-contre. c. La demi-vie 

Observation 

Au bout de combien de minutes la concentration initiale aura-t-elle été divisée par 2 ? 

Quelle est la concentration au bout de 30 minutes ? 

Au bout de combien de minutes aura-t-elle été divisée par 2 ? 

Que constate-t-on ? 

Tester cette conjecture sur d’autres durées. 

Justification 
Exprimer C, , + en fonction de C,.. 

Justifier le résultat observé précédemment. 

3. Étude du cas où 2 varie 

a. Créer une nouvelle feuille de calcul dans laquelle on entrera 

la valeur de k dans la cellule D1 et les termes C, seront recal- 

culés automatiquement lorsque l’on changera k. 

Méthode 

Suivre le mode d’emploi C page 

ci-contre. 
b. Reprendre la question 2 c avec pour valeurs de À : 

k; =0,015 puis k;= 0,045. 

4. Calcul d’une somme 
OBJECTIF : Déterminer expérimentalement une formule de calcul possible d’une somme ; différencier conjec- 
ture, test de validation et démonstration. 

1 nl 

Soit u, => 53 R(k- 1) pour nr = 1. 

kE=1 

On cherche à expliciter , en fonction de ». 

1. Calculer à la main les termes Uj> Us U3s Ua. 
Méthode 

2. Montrer que, pour tout n = 1, DER — Laits u,+n. Pour l’utilisation de la calculatrice, 
n +1 voir page 437 et suivantes selon la 

Entrer la suite sur la calculatrice. Quelles valeurs de u,,, calculatrice utilisée. 
U0> U30 donne-t-elle ? 

3. Représenter graphiquement sur la calculatrice les termes u, pour 0 & n = 30. 
Ces points sont situés sur une courbe d’allure familière. Quel est le type de la courbe ? 
Quel type d’expression de u, en fonction de » peut-on conjecturer ? 

à L] e 
"2 LA 4 LA L r e r ® A 4. À l’aide de valeurs de u,, calculées précédemment, déterminer précisément quelle pourrait être 

l'expression de u,. 

Vérifier pour d’autres valeurs de n. 
Méthode 

Attention ! On se rappellera 
lPactivité 2. 

5. Quelle est l’expression de u, en fonction de n ? 
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* Utilisation d’un tableur (suite) 

Mode d’emploi B 

Faire un graphique 

Pour tracer le graphique, mettre en surbrillance les colonnes A et B (en cliquant sur le nom « À » et 

. en glissant sur le nom « B »), puis sélectionner l’assistant graphique W compléter les différents 

écrans de l’assistant graphique comme indiqué. Utiliser le bouton ur | 

)| = Assistant Graphique - Étape 3 sur 4 istant Graphique orne. ail 

Titre du graphique: 

Axe des ordonnées (x) 

Axe des ordonnées (Y): 

C sur une nouvelle feuille: Graph1 

Plage de données: [eut 1$A$1:$6$304 

Série en: ( Lignes 

@ Colonnes 

@ en tant qu'objet dans: { Feuil1 

Mode d’emploi C 

Utiliser une adresse absolue 

À l’aide des onglets, passer en feuille 2. Entrer He 

en cellule C1 et la valeur de = en cellule DI. 

Remplir la colonne A et les cellules B1 et B3 comme 

précédemment. Reprendre alors la méthode utilisée 

dans le À en tapant dans la cellule B4 la formule 

. Recopier cette formule vers le bas et observer les formules contenues dans les 

cellules B5 ou B6. Correspondent-elles à nos besoins ? 

Ici on a besoin que la référence à la valeur de À soit bloquée lors de la recopie. C’est ce que 

l’on appelle une référence absolue. On utilise pour cela le symbole $ (disponible au clavier). La 

désignation D1 est remplacée par $D$1. 

Corriger la formule de la cellule B4 et la recopier vers le 

bas. Mettre successivement en D1 les valeurs k,, k, et 

k; (la feuille sera automatiquement recalculée) afin de 

répondre à la question 3 b du TP3. 
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5, Un problème de calculatrice 
OBJECTIF : Connaître le principe de dichotomie (partie A) qui sera utilisé dans des démonstrations du chapitre 2; 

comprendre comment fonctionne un programme (avec boucle et test) en le faisant « tourner à la main » 

(partie B). 

La touche {\} | de ma calculatrice ne fonctionne plus et j’ai besoin d’une valeur approchée de /19. 

Les autres touches semblent fonctionner correctement. Comment faire ? 

A. æ L'algorithme 

1. Étape 1. Je sais que N19 appartient à l'intervalle I, = [4 ; 5]. (Pourquoi ?) 

Je coupe I, en deux intervalles de même longueur : [4 ; 4,5] et ]4,5 ; 51.-Il est sûr que N19 

appartient à l’un des deux. Je calcule 4,52 (ouf, la touche puissance fonctionne !). 

Dans quel intervalle I, puis-je localiser N19 ? 

2. Étape 2. Je sais que AIDE 1,. Je vais donc couper I; en deux intervalles de même longueur 

et, comme précédemment, localiser N19 dans l’un de ces deux intervalles que j’appellerai I, 

Quel est l’intervalle I, ? 

3. Généralisation. On a trouvé que N19 appartient à un 

intervalle I, (#7 € N) dont on note a, et b, les bornes : 

I, = [a, ; b,l. Expliquez comment construire un intervalle 

L de longueur moitié contenant 19. 

Vocabulaire 

Cette méthode porte le nom de 

dichotomie (du grec dikhotomos, 

coupé en deux). n +1 

4, Exprimez en fonction de » la longueur de l’intervalle T,. 

Quelle est l’amplitude de l’encadrement de /19 obtenu en calculant Lo ? 

Pas mal comme précision, mais le calcul de I,, paraît bien long ! Voyons comment on peut pro- 

grammer ce calcul sur la calculatrice. 

B. * La programmation 

On connaît I, = [a, ; b,] = [4 ; 5] et on souhaite calculer les bornes a 

entier p = 0. 

Écrire un programme sur la calculatrice, c’est écrire une suite d’instructions que la calculatrice 
effectuera une par une de façon automatique lorsqu’on lancera le programme. 
Pour comprendre un programme, le tester et trouver d'éventuelles erreurs, il est souvent intéressant 
de le faire « tourner à la main », c’est-à-dire de se « prendre pour la calculatrice » et d’effectuer les 
unes après les autres, à la main, les instructions rencontrées à chaque ligne. 
C’est ce que nous allons faire en prenant comme valeur de l’indice de fin la valeur 3, c’est-à-dire 
qu’à la fin du programme, la calculatrice doit nous donner I; = [a; ; b;]. 

p. €t b, de Ï, pour un 

1. Sur la page ci-contre, un tableau récapitule les instructions du programme, des commentaires et 
l’état des variables. 
Le début du tableau est rempli. Lisez-le attentivement, recopiez-le puis complétez les colonnes 
Etat des variables ligne par ligne. Continuez ainsi le tableau jusqu’à ce que vous arriviez à la fin 
du programme. Que représentent les valeurs de a et b affichées alors par la calculatrice ? 

2. Entrez le programme dans la calculatrice (aide page 444). 

3. Faites tourner le programme pour obtenir l’intervalle Lo = Lao 5 bo]. 
Comparez avec la valeur de /19 affichée par une calculatrice. 
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Commentaires 

Entrée des données 

La calculatrice va donc afficher à l’écran : 

valeur de ao ? 

Ranger la valeur entrée par 1e L'utilisateur va taper la valeur de ao ; 4 dans 
Putilisateur dans la variable a notre exemple, et la calculatrice va la ranger 

dans une case de sa mémoire (imaginez une 

boîte aux lettres) qui portera l’adresse a. 

La calculatrice va donc afficher à l’écran : 

valeur de b, ? 

Demander « valeur de b, » 

Ranger la valeur entrée par 

l'utilisateur dans la variable b 

L'utilisateur va taper la valeur de b,,5 dans 

notre exemple, et la calculatrice va la ranger 

dans une case de sa mémoire (une autre 

boîte aux lettres) qui portera l’adresse b. 

Ranger la valeur entrée par L'indice de début est 0 dans notre exemple. 

Putilisateur dans la variable » 

L7 Demander indice defin» «indice de fin » ie D 

RE . la valeur entrée par 

Putilisateur dans la variable p 

Test d'arrêt 

La calculatrice compare les valeurs 

contenues dans # et p. Pour l’instant, n est 

différent de p. Donc on passe aux lignes 

suivantes (les valeurs des variables sont 

inchangées). 

Test 1 : n est-il égal à p ? 

Si oui, afficher a et b ; fin du 

programme. 

Sinon, effectuer les instructions 

qui suivent 

Boucle 

L10 2 2 
Test 2: Si (£ A ?) > 19, ranger | La calculatrice calcule (==) avec les 

valeurs contenues dans a et b. 
la valeur de © LE dans b. > 

; a+b 4+5 
Ë Pour l'instant, an =20/25; 

Sinon, ranger la valeur de > À 

dans a Comme (< : 2) > 19, la calculatrice range 

la valeur de (L£) so oit 2 =4,5 dans baà 

la place de la valeur 5 qui y figurait. 

L11 |Ranger la valeur n +1 dans n La calculatrice calcule n + 1 avec la valeur 

contenue dans 7 (soit 0 + 1) et range le 

résultat dans n (ce qui efface la valeur 

précédente). 

L12 |Revenir à l'instruction de la La calculatrice va effectuer à nouveau 

ligne L9 l'instruction de la ligne L9. At 

Test d’arrêt re 

D | =. 
Boucle (second passage) 
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> EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT "7 LAENUINRED V'ENIRAINENMENT —— 

Dans toute la suite, le plan est rapporté à 
un repère orthonormé (O0 ; 2,7). 

Courbes 

EI La courbe ci-dessous représente une fonction f. 

r 

ï 
= ' 

| 1 
Î ï 

ls lee. 
| | i | | ï 

1 +— ET 
' Î { 1 

Î | | ï 
= Re eau are 

Î | 1 
| | } ï 

: 
+1 

1 
’ 

Réal 
1J 

ie 

Déterminer par lecture graphique : 

a. f(4) et f(0) ; 
b. l’ensemble de définition de f ; 
c. les solutions de f(x) =0 ; 

d. le signe de f(x) ; 
e. le signe de f(x) —2 ; 

f. le signe de f(x)-x-1 (on tracera la droite 
d’équation y = x+ 1 ) ; 

g. le nombre de solutions de l’équation f(x) = x. 

2. Résoudre graphiquement à l’aide des courbes 
des fonctions de référence : 

a x2=0.; b. x2 = 100 ; 

UT de. 
x x 
1 

Et 7 0 f. Nx>x-2. 

3 Représenter graphiquement la fonction f définie 
Par y(x)=x7 six 1 étt/(x) les 1. 

El Définit-on une fonction sur R en associant à 
tout x réel 1 si x est positif ou nul, — 1 s’il est négatif 
ou nul ? 

5. Représenter graphiquement la fonction À qui à 

tout réel x associe max +? —x—5; £) où max(a, b) 
X 

désigne le plus grand des deux nombres a et b. 

30 = chapitre 1 Suites et fonctions : étude globale 

6 | Attention aux bornes ! a 

1. Représenter la courbe d’une fonction f définie 

sur [0 ; 4] sachant que : 

— elle est croissante sur [0 ; 2], 

— elle est décroissante sur [2 ; 4]. 

La fonction f admet-elle nécessairement un 

minimum ? un maximum ? 

2. Représenter la courbe d’une fonction g définie 

sur [0 ; 4] sachant que : 

— elle est croissante sur [0 ; 2[, 

— elle est décroissante sur ]2 ; 4], 

— elle n’admet pas de maximum sur [0 ; 4]. 

Des points communs 

Soit P la courbe d’équation y=x2+1 et D, la 
droite d’équation y=kx (ke R). 

1. Déterminer suivant les valeurs de = le nombre de 
points d’intersection de P et D,. 

2. Soit + la fonction de R dans R qui à tout k associe 
le nombre de points d’intersection de P avec D,. 
Représenter graphiquement la fonction ç. 

E Faut-il faire confiance à la calculatrice ? 

1. Tracer sur une calculatrice la courbe d’équation 
y= cos (27x) pour -3 <x< 7. 

2. On a représenté cette même courbe sur une 
calculatrice TI 92 pour : 

=30=x<208 tt _ 15=3y=<153 

et l’écran suivant a été obtenu. 

Est-ce la courbe attendue ? 

3. L'écran d’une calculatrice est composé de points 
(pixels) qui sont marqués ou non suivant le tracé à 
afficher (c’est un tracé « point par point »). L’écran 
de la TI 92 comporte 103 lignes et 239 colonnes de 
pixels. Expliquer l'affichage obtenu ci-dessus. 

4. L'écran d’une TI 82 comportant 62 lignes et 
95 colonnes de pixels, proposer un intervalle sur 
lequel le même phénomène se produirait. 

9 | Donner à l’aide d’une calculatrice l'allure de la 
15 10 Courbe "d’ÉQUATION => 

PENERET toute la 

courbe. 
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Fonctions polynômes et rationnelles 
Rappel : Une fonction f définie sur R est 
une fonction polynôme si on peut trouver 
desréels àa,, &;; …, a, (ne N\) tels que : 

f(x)=a,x"+a, n—1 
_1X +..+aix+a, 

pour tout x réel. 

Une fonction est une fonction rationnelle 
si on peut l’écrire comme un quotient de 
deux fonctions polynômes. 

Ho Dire si chacune des fonctions suivantes est une 
fonction polynôme ou non. 

TX) 2x2 5 b. 169 =3 

PA 2 Te ; d rires 

& Ho 5 169 = 2x4 43x24 ; 

g. f(x)=2x+ sin x ; h. /{x)=(3%—4)". 

H1| Dire si chacune des fonctions suivantes est une 

fonction rationnelle ou non : 

LES - + x er — : b. {O= RE ; 
C: f)=3 x-4 ; d. are 

5 _ A3 SAT FLE SE ; £. fe) = 

Opérations sur les fonctions 

12] Déterminer u o v(x) et vou(x) pour: 

a. u(x)=x2-3 et v(x)=2 x ; 

b. u(x)= 2 et v(x) = 3x + 5.; 

c. u(x)=2 sin x et v(x)=2x2-1. 

13] Écrire les fonctions suivantes comme des som- 

mes, produits, quotients ou composées de fonc- 

tions. 

a. f(x) = 2x + x ; 

Ho ARR 
(EE Le LEE ElS 

d'/(x)= Sin. (2x) ; 

e.-f(x)=(2x +4) ; 

em, peste g- = 5; 

LL) = COSANE 

EUCODEXNVESSS 

& 7. 
h. JG)= 3x; 

j. f(x) = 2x cos x. 

#7 

EXERCICES 

14] Parmi les fonctions suivantes, quelles sont cel- 

les dont on peut trouver le sens de variation en uti- 
lisant les résultats sur le sens de variation d’une 
somme, du produit par une constante ou d’une 
composée ? 

a. f(x) = x? + 3x sur R* ; 

b. f(x)=x2+3x sur R- ; 

CHE HS sur |O ; +oo![ ; 
w 

d. 169 =2./k+° sur ]0 ; +oo[ : 

e. f(x) = /2x-4 sur [2 ; +o[ ; 

Lee SUEDE cc [ES 
20 2) 

« 1(X) = Sim (2%) sur 10 5 à : 

an 

(ie) 

3 
h. f(x) = ————— sur …. (on ne va quand même pas f(x) Grp ( qu P 

tout vous dire : à vous de trouver les intervalles….). 

Suites, écritures 

15] On connaît le premier terme ”, d’une suite et 

on sait que chaque terme est égal à la somme de 4 
et du terme précédent multiplié par 3. 

1. Calculer w,, u3, Uy. 

2. Écrire la relation de récurrence sous différentes 

formes : 
= Uy1=.. Pour tou n = … 

U, =... pour tout n =. 
— = re . pour tout n = … 

Hé] Écrire, à l’aide du symbole Ÿ, les sommes sui- 

vantes. 

2 oo (2) 

é DE (n > 2) ; 

Cr 
Calcul à la main 

Déterminer les cinq premiers termes de la suite 

(u,) dans chacun des cas suivants. 

LHC) URE D 

2 
a. CHE pourtoutr ue; 

b. uy=1 etpourtoutnÆ=0,u,,,=-2u,+1; 

= NUy_1 ; 

d. pourtoutn=1,u,= Se R(k + 1). 

kR=0 

C.u,—3 etpour tout #=3, 4, 
n 
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Suites arithmétiques, géométriques 

E Par quel chemin ? 
On construit des chemins successifs pour aller de À 

à B, formés de demi-cercles. 
Le premier chemin en vert comporte un seul demi- 
cercle, le second chemin en rouge comporte deux 

demi-cercles de même rayon, le troisième en bleu 
comporte quatre demi-cercles de même rayon, etc. 

À B 

On note L,, la longueur du n-ième chemin (n = 1). 

1. Exprimer L, , L, et L, en fonction de a = AB. 

2. Que peut-on dire de la suite (L,) (Gustifier) ? 

19 La main verte 
Le 1‘ janvier 2002, on a acheté un ficus et un cac- 

tus de hauteurs respectives 0,50 m et 1,50 m. La 

hauteur du ficus augmente de 20 % par an et celle 
du cactus de 4 %. 

On note u, et v, les hauteurs respectives en 
mètres du ficus et du cactus le 1° janvier de l’année 
(2002 + n). 

1. Donner les valeurs de u, et v,. Calculer w, et v.. 

214. Exprimer U,,1 en fonction de u, et v,,, en 
fonction de v,,. 

b. En déduire u, et v, en fonction de n. 

3. En calculant les premiers termes des deux suites, 

déterminer en quelle année le ficus rattrapera le 
cactus. 

20] Un coureur de fond décide de s’entraîner pour 
le marathon. La première semainé, il court sur sa 
distance habituelle de 10 000 m. $ 

1. En supposant que chaque semaine il allonge sa 
distance d’entraînement de 1 500 m, au bout de 
combien de semaines atteindra-t-il les 42,195 km 
d’un marathon ? Quelle distance totale aura-t-il 
alors parcourue à l’entraînement ? 

2. En supposant maintenant qu’il augmente cha- 
que semaine la distance parcourue à l’entraînement 
de 10 %, déterminer à la calculatrice au bout de 
combien de semaines il atteindra la distance du 
marathon. Quelle distance totale aura-t-il alors par- 
courue à l’entraînement ? 
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21] Anneaux de Newton 

Ce phénomène d’interférence en optique fait appa- 

raître des anneaux sombres successifs délimités par 

des cercles dont les rayons r, sont proportionnels 

à la racine carrée des nombres entiers : r,= ak. 

Étudier la suite des aires des disques succéssifs. 

[22] Soit (u,) et (v,) les suites définies sur N par : 

_2-4n+3 _2#+4n-3 
RESTES SE D 

+ 

1. Démontrer que la suite de terme général 
Dy=Unt Un (respectivement OU Un) est une 
suite géométrique (respectivement arithmétique). 

2. En déduire les sommes : 

Up FU FU t. FU, Et Up FU Ft Ur... F0, 

23| La suite (u,) est définie pour tout # de N par : 

Uo=1l et u,,,=3u,-6. 

On pose v,=u,-3 pour tout r de N. 

1. Montrer que (v,) est géométrique. 

2. Exprimer v,, puis #, en fonction de n. 

3. Quelle est la limite de la suite (w,,) ? 

(u,,) est la suite définie par , = 0 et pour tout # 

deN:4,,1=3 He 11e 

1. On pose v,=u,+a. 

Montrer qu’il existe une valeur de «à pour laquelle 
(v,) est une suite géométrique. 

2. Exprimer alors v, et u, en fonction de n. 

3. Etudier la convergence de la suite (u,). 

25 Faut-il faire confiance à la calculatrice (bis) ? 

On considère la suite (u,) définie par Uo = = et, 

n Elle T00u, 0" 

1. Quelles sont les valeurs de Uj; U, Us, : 
données par la calculatrice ? 

pour tout n = 0, 

LEE] U10 

2. Calculer à la main Us U). 

Quelle est la valeur de U,0 ? 

3. Que s’est-il passé sur la calculatrice ? 



EXERCICES 

Suites majorées, minorées 

| Montrer que la suite (u,) est bornée par m et M. 

Fa. u,=2+ 2 POUMMOUE = m1, M=3 : 

b. 2, = 2 + sin (%) pour tout n > 1m LM. 

1 
EH Soit w, TGS routes 1. 

1. À l’aide Hé calculatrice, dire si la suite (u,) 
. Semble monotone, minorée, majorée. 

2. Étudier le sens de variation de (4,5): 

3. Montrer que la suite est minorée. Est-elle majorée ? 

28| La suite v est donnée par w,= 1 et, pour tout 
A Lu = (SD) C2 ue 

1. Calculer Us Us Uzs Ugs Uso Use 

Quelle conjecture peut-on faire sur la suite (w,,) ? 
et sur la suite (w,,, 1) ? 

2 Exprimer U,41 en fonction de w,, puis #,,, en 

fonction de u,_,. 

3. Démontrer les conjectures faites à la question 1. 

LE n 

E soit u,-2- = 
1. Représenter graphiquement les premiers termes 
de la suite et la droite D d’équation y = 2. 

2. Exprimer |, - 2] en fonction de n et interpréter 
graphiquement cette expression. 

3. Montrer que la suite (4,) est bornée. 

pour 7 = 0. , 

_4. Que se passe-t-il quand n tend vers +co ? 

Récurrence 

[ r . . & 

#7] On définit la suite (u,),_, par w, =1 et, pour 

toutn=1l,u,,,=2u,+1 

1. Calculer w, , U3, Uys Us» Ug: 

2. Démontrer par récurrence que, pourtoutn=z 1, 

ui 271: 

31 Soit (u,) la suite définie sur N par w,=0 et 

u,,1= 1 +42 pour tout # de N. * 

1. Émettre une conjecture sur l’expression de u, 

en fonction de 7. 

2. Démontrer cette conjecture. 

XE On considère la suite (v,) définie sur N par 

v, = 0 et, pour tout # de N, Vr1= 2 +2n+2. 

1. Calculer v,, 2; V3. 

2. A-t-on v,=n(n+1) pour tout 7 de N ? 

33| Observer la figure ci-dessous formée de 
n colonnes et 7 rangées de points. 
1. Exprimer en fonction de n RES 
le nombre total de points. ee à : 2 ; ; 
En déduire le nombre de CRC 

points bleus et le nombre de ns NOURRIR 
points rouges. Pete 
2. En déduire l’expression en se 
fonction de n de la somme QE MONT 
1+2+...+n,pourn= 1. 

Redémontrer cette formule par récurrence. 

V4 Un grand classique 

Montrer par récurrence que, pour tout = 1, 

n(n+1)(2n+1) 
env 12+22+32+4,..+n2= 

35) On définit la suite w pour tout # = 0 par: 

Un+1 7 Un 

Montrer que la suite est bornée par 1 et 2. 

Up = 2 et 

36 On considère la suite (u,) définie sur N par 

2 
u, = 1 et, pour tout n de N, w,,, = 2H ec 

1. Étudier le sens de variation de la fonction f définie 

2 
0 3; +o = ; sur | [par®/(x) D 

2. En utilisant un raisonnement par récurrence, 
démontrer que la suite (4,) est bornée par O et 1. 

E On considère la suite (u,) définie sur N* par 

Uy+1—= J4+u,. 

1. Démontrer que, pour tout # de N*,u,, 

u,=-1 et, pour tout n de N#, 

1 c Uy 

2. Qu’en déduit-on pour la suite (u,) ? 

38 On donne ci-dessous une liste de propriétés. 
Pour lesquelles peut-on envisager une démonstra- 
tion par récurrence (que l’on ne fera pas) ? 
(A) Pour tout entier naturel n, 27 — 1 est un mul-, 

tiple de 7. 
(B) Pour tout x réel positif, x? + 1 = x 
(C) Pour tout x réel, (1 + x) = 1 +6x. 
(D) Pour tout entier naturel », pour tout réel posi- 

titx, (LEx)= A rx 

139 Pour démontrer que, pour tout ne N*, 

2 2 2 3 
1 +2 +..+n <n 

Max a fait une jolie démonstration par récurrence. 

1. Retrouver la démonstration de Max. 

2. Expliquer le commentaire du professeur : 

«Correct, mais bien maladroit ! » 
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Bhiectif BAC 

> Que sais-je ? 

Vrai ou faux ? 
On justifiera les réponses données aux exercices 

40 à 56. 

40] Pour toute fonction f définie sur [0 ; 1],ona: 

soit (0) < f(x) < (1) pour tout x de [0 ; 1] ; 
soit (0) = f(x) = f(1) pour toutx de [0 ; 1]. 

41 Une fonction f majorée sur un intervalle I 

admet un maximum sur I. 

42 Une fonction croissante sur I ne peut pas être 

majorée. 

[43] Si f n’admet pas de majorant sur un 

intervalle I, alors f est croissante sur I. 

ET] La fonction f définie sur R par f(x) = 
est bornée par — 1 et 1. 

45 La fonction f définie sur J]-;2] par 
f(x) = /4-2x est décroissante sur |—-c ; 2]. 

x2+1 

[46 Si u et v sont deux fonctions décroissantes sur 

[- 1: 0], vo uw est croissante sur [- 1 ; 0]. 

La suite (,) définie par w,= 1 et, pour tout 
nZz0,u,,,=u0,+n+5, est une suite arithmé- 

tique de raison n +5. 

[48 La suite géométrique de premier terme —2 et 

de raison 3 a pour limite +c en +c. 

ET] La somme 5+7+9+...+1 213 comporte 

605 termes. 

E] Une suite croissante ne peut pas être majorée. 

51] Une suite croissante est minorée. 

[52 Une suite à termes tous positifs ne peut pas 
être strictement décroissante. 

153] La suite (u,) définie par u,=2 et, pour tout 

n deN, u,,,=2u,-—3, est croissante. 

54] La suite (u,) définie par #,=5 et, pour tout 

n deN, v,,,=24,-3, est croissante. 

n n+l 

Œ 5 (22+3)- Ÿ (2842). 
k=0 Ra 

I56| Pour tout # entier naturel non nul, on note 71! 

le produit des n premiers entiers non nuls, c’est- 
Adite ni 1x2. x. 

Pour ne N*, n! admet 2*-1 diviseurs positifs. 

QCM 
Dans les exercices 57 à 60, choisir la ou les 
réponses justes. 

157 Soit f la fonction dont la courbe représenta- 
tive est donnée ci-dessous. Alors : 

À. l’équation f(x) =3 a une seule solution ; 

B. il existe a et b tels que ab et f(a) =f(b) ; 

CTa)= Nb) abs 

D.27% /(a)z1(3);; 
EE a=0— /f(a)=f(b). 

SR en |. 
: 1 s 

on D B. lim U,=+c ; 
1—> +co 

C. lim w,=- ; D. (u,) n’a pas de limite. 
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159 On définit (4,) par u, =2 et, pourtout n => 1, 

1 
Un+1 © Un 1. Onpose,pourn => 1,v,=u, +2. 

n 

À. (v,) est géométrique ; B. v,- a(;) : 

1 
on-3 ? 

E. pour tout n = 10, —2<u,<-1,09, 

(Ex: ui =-2+ D. (u,) converge ; 

60 La suite (u,) LN est telle que, pour tout 
nZ0,u,,,=f{u,) où fest la fonction représen- 
tée par la courbe C dans le repère (O ; z,7). 

À. Si uy=-2, la suite (u,) est convergente. 
B. Si uo = 1 , la suite (4,) est croissante. 
C. Si uÿ<-5, la suite (u,) est décroissante. 
D. Si u, >3, la suite (u,) est décroissante. 



Objectif BAC 

+ Un sujet vu au BAC (extrait) 

E , . x 2 
É« f 1 [61] On considère la suite (u,) définie par a 

: Un11=U,+2n+3 
1. Etudier la monotonie de la suite (,). 
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, > n2. 

pour tout entier naturel n. 

3. Conjecturer une expression de «,, en fonction de », puis démontrer la propriété ainsi conjecturée. 

1. Pour comparer u,, et U, 4 1; étudions le signe de Uhr U. 
Pourtoutn=0,u,,,-u,=2n+3.Commenest positif, 2n +3 
l’est aussi, donc u,,,-u, = 0, c’est-à-dire Uy:1 = 4, pour tout 
n de N. La suite (u,) est donc croissante. 

2. a. Montrons par récurrence que, pour tout n=0,u,>n?. 
* Imtialisation. Il s’agit de montrer que la propriété est vraie 
pour n=0, c’est-à-dire que w, > 02. Comme UQ = 1 , par énoncé, 
et 02=0, la propriété est bien vérifiée pour 7=0. 
* Hérédité. Soit À = 0. On suppose que la propriété est vraie 
pour n = k et on veut démontrer qu’elle est vraie pour n=k+1. 
Hypothèse de récurrence : u, > k?. 
A démontrer : u,,,>(R+1)?. 

Par énoncé, u,,,=u,+2k+3. 
Par hypothèse de récurrence, u, > k2. On en déduit que : 

Up,1>R2+2R+3 

ce qui s’écrit encore u,,1,>(k+1)2+2. 
Comme (R+ 1)2+2>(k+ Pond. (rer). 
La propriété est héréditaire. 
+ Conclusion. Étant vraie pour 0 et héréditaire à partir de 0, la 
propriété est vraie pour tout entier naturel #, c’est-à-dire que, 

pour tout r deN, u,>n?. 

3. On sait que #, = 1 ; on calcule alors les premiers termes suivants : 

u;,=4,u,=9,u,;=16, u,=25. Dôns Rtiste 1,24, 916725 

on reconnaît les carrés des premiers entiers non nuls. On conjec- 

ture que : 
pourtout n=>0,u,=(n+1)?. 

Démontrons-le par récurrence. 

° Initialisation. Il s’agit de montrer que la propriété est vraie 

pour n=0 c’est-à-dire que u,=(0+1)?. 
Or u,=1 et (0+ Tire 1 

On a donc bien u,=(n+1)? pour n=0. | 

° Hérédité. Soit À = 0. On suppose que la propriété est vraie pour 

n = k et on veut démontrer qu’elle est vraie pour n=k+1. 

Hypothèse de récurrence : u, =(k+1)°. 

À démontrer : u,,, =(k+ 2)2. 

Par énoncé, u,,,=u,+2k+3. Ayant u,=(R+ 1)2 par hypo- 

thèse de récurrence, on en déduit que : 

Us (Er 1)2+2k+3=Rk2+4k+4 

c’est-à-dire u,,,=(k+2)?. 
La propriété est héréditaire. | 

e Conclusion. Étant vraie pour 0 et héréditaire à partir de O0, la 

propriété est vraie pour tout entier naturel n, c’est-à-dire que, 

pour tout # de N, u,=(n+1). 

Épreuve nationale, juin 2004. 

le jour du BAC 

Question 2: La suite étant 
définie par récurrence, on ne peut 
obtenir un terme qu’à partir du 
précédent. De ce fait pour 
démontrer qu’un terme quelconque 
de la suite vérifie une certaine con- 
dition, on doit penser à un raison- 
nement par récurrence. 

Question 3 : Pour conjecturer 
expression de u, en fonction de 
n, on a besoin des premiers termes. 

Leur calcul conduite à la liste 1, 4, 

9, 16, 25 où l’on reconnaît 1°, 
22,32 AS 
On sait donc que u,=(n+ 1)? 
pour n= 0, 1,2, 3,4 et l’on con- 

jecture qu’il en est de même pour 
les termes suivants. 
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> EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

Fonctions 

162| [cn Le chapiteau 
Le carré ABCD a pour côté 4. 
Le point M part de A et parcourt le carré dans le 
sens ABCD. On note x la distance parcourue par 

M depuis À et f(x) = AM. 

D @ 

a 
A AS) B 

1. Déterminer f(x) pour xe [0 ; 4]. 

2. Déterminer f(x) pour xe [4; 8]. 

Quel est le sens de variation de f sur [4 ; 8] ? 

3. Tracer la courbe [représentant f sur [0 ; 8]. 

4. Justifier par des considérations géométriques 
que la courbe [' admet la droite d’équation x =8 
pour axe de symétrie. 

5. Construire la courbe l' sur [0 ; 16]. 

163| Soit a et b deux réels positifs. 

a? + b2 É - > 
et : 1. Comparer les nombres 

2. Interprétation graphique du résultat 
On considère les points À, B et J de la parabole Ÿ 

d’équation y = x? qui ont pour abscisses respectives 

a + b 
a, b et —. 

a. Ouelles sont les coordonnées du milieu I de 
[AB]? 

b. Interpréter graphiquement le résultat de la 
question 1. 

3. Par lecture graphique sur les courbes de réfé- 

rence, comparer, pour a et b réels strictement 
positifs : 

a +b Nate. 
a. nn. et Er 

b. cos( 25?) # cos (a) + cos(b) 

2 2 

i0<a<b<T ; 

Pre 2 
"2a 2b À bi 
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Œ] [CD Un peu d’espace 
On coupe le cube H 

ABCDEFGH par un 
plan P parallèle au 
plan (EBG) et on 
s'intéresse au périmè- 
tre et à l’aire de la sec- 
tion obtenue. 
On pose a = AB. C 
1. Cas où le plan 
coupe l’arête [EF] en 

un point K. 
a. Dessiner la section du cube. Quelle est sa nature ? 
b. On note x la distance FK. Exprimer en fonction 
de x le périmètre p(x) et l’aire a(x) de la section. 
2. Pour aller plus loin : cas où le plan coupe 

l’arête [HE] en un point]. 
a. Dessiner la section du cube. Quelle est sa nature ? 
b. On note x la distance HJ. Exprimer en fonction 
de x le périmètre g(x) et l’aire s(x) de la section. 
3. Quelle est la section d’aire maximale ? 

A 

Sens de variation d’une suite 

165] Étudier le sens de variation des suites définies par : 
a. U,= 2, /n pour tout n = 0 ; 

101 (-1)" 
bu,=1-=+-+...+— 

ln 2) + 1 
3 pour tout 7 = 0. 

1 Même exercice que le 65 avec : 
a. u,=2"-npourn=z0; 

b.u,=n?-4n+3 pour n>0 ; v,=n2-4n+3 
pour n = 2. 

Suites majorées, minorées 

167] Montrer que la suite (u,,) est bornée par = et M. 
2. 

a. AR nr pour tout n=0, m=-1, M=5 : 

b. u,= "20 pour tout # > 1,m=0, M=2. 

1 
Soit = RE È 68] ot u, 24 CHF DRE S) Pour 2 > 0! 

1. Calculer Ugs Uys Us U3. 
2. Montrer que, pour 4 = 0, 

1 nt 1 
(2k+1)(2k+3) 2(2k+1) 2(24+3): 

3. En déduire que la suite (u,) est majorée par s: 



EXERCICES 

Suites arithmétiques, géométriques 

169] Résoudre dans R l’équation : 

x+l x+1Y2 f[x+1\ 
1+[— |+ = 
Er | ù As É X — 

(On posera qg= miel 
x—l 

à A Calculez le nombre d’ascendants à la 
10° génération, que vous possédez. 

Un triangle arithmétique 
Dans ce triangle, chaque nombre est la somme des 
trois nombres situés au-dessus (celui situé immé- 

diatement au-dessus et ses deux voisins). 

Quelle est la somme des nombres de la n-ième rangée 

de ce triangle ? Justifier. 

7218 suite (4,),_n St définie par u,=2 et, 

deN DU 
our tout # de u = —— . 

P D u,+3 

1. Montrer que, pour tout de N, u,#1. 

2. On pose v, = y POUr tout ne N. 
n 

a. Montrer que (v,),-{j €St une suite arithméti- 

que dont on précisera la raison et le premier terme. 

b. Exprimer v, puis #, en fonction de 7. 

EE] La suite (u,) est définie par w,=2 et, pour 

Um 

u, +1. 
tout # de N, ,,1= 

1. Montrer que, pour tout # de N, 1<u,<3. 

ee) 

u, =] 
n 

, pour tout 7€ N. 2. On pose v,,= 

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique ; en 

préciser le premier terme et la raison. 

b. Exprimer v, puis #, en fonction de n. 

Programmation 

Programme à décrypter 

On retrouve cet ancien programme. 

1. Demander un nombre ; le ranger dans la 
variable X. 

2. Demander une valeur entière ; la ranger dans la 
variable p. 

3. Ranger 0 dans la variable n. 
4. Effectuerletest: =? ? 
5. Si oui, afficher n et X. Fin du programme. 

Si non, augmenter de 1, 
remplacer X par X2-2X +3, 
revenir à la ligne 4. 

1. Quelles sont les trois variables utilisées dans ce 
programme ? 

2. En s'inspirant du TP 5, faire tourner ce pro- 
gramme à la main en prenant comme valeur 1 pour 
X à la ligne 1 et comme valeur 4 pour p à la ligne 2. 

3. Quel calcul est ainsi automatisé ici ? 

Programme à créer 

On considère la suite (w,) définie par : 

M l+5 ta tete pour tout n > 1. 

Créer un programme permettant de faire afficher le 

premier entier 7 pour lequel la valeur de , donnée 
par la calculatrice sera supérieure à un nombre réel a 
donné. Quel est cetentierpoura=2?a=4?a=6? 

Tableur 
Sur la feuille de calcul ci-dessous, on a affiché les 

deux formules entrées dans les cellules B3 et C3. 

| B F 

üfn) | - wn)_ 
4 

-B2+2*C2  =2*B24+C2 

wo s| 

1. Quels nombres figureront dans les cellules B3 et 

C3? 

2. On recopie vers le bas ces deux formules sur les 
trois lignes suivantes (c’est-à-dire sur la plage de 

cellules B4 : C6). 
Quelles formules figureront dans les cellules B4 et 

C4? 
Quels seront les nombres affichés dans ces cellules ? 

3. Reprendre les mêmes questions pour B5 et C5. 

4. Quelles sont les suites # et v dont on calcule ici 

les premiers termes ? 
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[80 On définit les fonctions polynômes P, pour 

n > 0 par P,(x) =x et pour tout n = 0 : 

PA CC) x PE CP NE 

Montrer que P,(x)=x(x+1)(x +2)... (x+ n) 

pour tout 7 = 0. 

Récurrence 

77 1. Comparer 2” et n? pour différentes valeurs 

de 7. 

2. Résoudre l’inéquation 2n? = (n+1)?. 
5 £ un axe muni d’un repère, deux 

3. Démontrer par récurrence que, pour tout n>3, 81) On place, sur père, 
points A et B d’abscisses respectives a et b telles que 

PATENT AR 
. 2e de D. 

4. Pour quelles valeurs de # a-t-on 27 = n° : On pose A,=A, B,=B eton construit pour tout 

n > 1 les points À, et B,, barycentres respective- 

s ; à menti es Ben) etides(tAnE 
Pour un entier À >= 1, on note k! (ce qui se lit (B ss n-17 3)» (B,_1 2) (A, 21728 

. . . . n— 1° . = 

« 4 k») le produit des k premiers entiers On'note a, et b, les abscisses des points À, et B,,. 

Vire lie 1. Dans cette question a = 1 et b—6. Calculer a, , 
ES PO E EA At b,, a, b,, a;, b, et placer les points correspon- 

n 
dants. 

! — ! = . . 

2 gb) 1 2. Donner l’expression de a, et b, en fonction de 

o a, 1 et D, APourtOut #1 
#4 3. Montrer par récurrence que, pour tout n= 0, 

(a, (79) Montrer que, pour tout entier naturel n, 4-1 a, =0,. 
est un multiple de 3. En déduire le sens de variation des suites (a,,) et (b,,). 

[82 a. Montrer par récurrence que, pour tout n = 1, 17+23+33+...+n3=(1+2+3+...+n)2. 
b. La « preuve sans mots » de cette égalité a été proposée en 1984 par Solomon Colomb. Expliquer pourquoi 
son dessin permet bien de montrer la formule établie ci-dessus. (Indication : k3 = À x k2.) 

Source : Feux mathématiques et mathématiques des jeux, J.-P. Delahaye, Bibliothèque pour la science 
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Œ Inégalité de Bernoulli 
On considère dans le plan muni d’un repère la 

courbe C,, d’équation 27 (1+x)" et la droite D° 
d’ équation Y=1l+nx où n est un entier naturel. 

_ 1: Quelles sont les courbes C, et D, ? 
2. Déterminer la position relative sur R* des cour- 
bes C, et D;. 

3. Faire de même pour C, et D; 

4. Comparer ren (1 a et 1+4x, 
(1+x)> et 1+5x pour x> 0. 

5. Démontrer par récurrence que, pour tout 
nZ=0,(1+x)" = 1+nx pour x réel positif. 

E] Diviseurs de n! 

1. Ecrire les diviseurs positifs de 1!=1,2!=1x2, 
31=1X2X3,41=1x2x3x4. 

2. Emettre une conjecture sur le nombre de divi- 
“us posiis den! 1lxX2Xx... xXn (ne N®). 
3. Infirmer ou démontrer cette conjecture. 

[85] Montrer que les deux propositions « 10” — 1 est 
multiple de 9 » et « 10” + 1 est multiple de 9 » sont 
héréditaires à partir de n=0. 
Sont-elles vraies pour tout n = 0 ? 

ON VIENT DE DÉMONTRER QUE 
+ |N POINTS QUELCONQUES DU PLAN 

SONT TOUJOURS ALIGNÉS. 
Voici le texte de la démonstration : 

1. Initialisation : la propriété est vraie pour n =2. 

2. Hérédité : Supposons que k points quelcon- 
ques du plan sont toujours alignés. Montrons que 

k+1 points du plan sont toujours alignés. 
Notons A,,A,,…, A,,, des points quelconques 

du plan. 
Par hypothèse de récurrence, les À points 
A ,, A, …, À, sont alignés sur une droite que lon 

notera D. 

De même, les À points A;, A;,…., A,,, Sont ali- 

gnés sur une droite que l’on notera D’. 

Or les points A,, …, À, appartiennent à la fois à 

D et D’. 
Donc D et D’ sont confondues et ainsi les points 

AA. À sont alignés. 

3. Conclusion : la propriété étant vraie pour n=2 

et héréditaire, elle est vraie pour tout 7 = 2. 

Que penser de cela ? 
D’après la revue Tangente. 

E71 La copie de Zoé 

Zoé devait résoudre l’exercice suivant : 

«Montrer que la suite (uw,) définie par 

pour n = 0, est majorée par 2.» 1 
=] + 

7 n+l 

EXERCICES 

Sa réponse est rédigée ci-dessous. 

RS per re. duerence que, DIE 

pur tout h > Dur Fe EE CAE 

… Tu hkolisahon : ue 7 

le popuété at voue pour h= 0. 

Te calule w:u,=1+4=2 donc l'ine- 

golite u, 42 et vérifiée pue n 20. 

o Hé dite i-Sopo ns -que la pe priéte 

+ Vraie fpeuc Un. euher. k >0 

c'ot-à- dire que Uy £ 2 et 

Has das = k+1 

Je sas me sr = 
LL. 

doter are 
ER z 

EEE DE que A2 x 
re 2 

c'at-à-dr que : Up & 
(lo 

Grue 362, où à bien ue, 62. 
e Cœnclusions la puo puëk” eat Vraie 

pour n=0 et héeditaire à Perhr 

ou rang 0, donc elle et vrae pour 

out 5 dede outre que 

le Suite et majouce par 2. 

Expliquer pourquoi le professeur n’est pas satisfait 

de la réponse de Zoé. 

Pour chercher 

Soit (x,),- | une suite de nombres réels telle que, 

pour tout nombre entier naturel n : 

es se 2 X5 + XI] PR RE OUR Mitbe. EN Je 

Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un 

entier naturel " tel que : 

_m(m+1) 
KE Eee 20e 

Concours général 1991. 
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— PROBLÈMES 
—————————— | 

[89 Soit (u,), - x €t (HNPENe deux suites réelles 

définies par : 

u, = 13 

res pour n > 1 

et 

v,=1 

7 pue pour n > 1 

Partie A. Conjectures 
1. a. Calculer les quatre premiers termes de cha- 

cune des deux suites. 
b. Les représenter graphiquement sur la droite réelle. 
2. Quelles conjectures peut-on faire sur chacune 
des suites (sens de variation, majorant, minorant, 

comparaison, limites) ? 

Partie B. À l’aide d’un raisonnement 
par récurrence 

1. Démontrer que, pour tout n=1,u,Z=%, 
2. En déduire que les suites (u,), : \+ et (v 
sont monotones. 
3. Démontrer qu’elles sont bornées par 1 et 13. 

Partie C. À l’aide de suites auxiliaires 
1. On pose, pour tout n de N*, w,=v,-u,. 
a. Démontrer que (w,), =, Est une suite géométri- 
que. 
b. Exprimer w, en fonction de n pour tout 7 de N*. 
2. On pose pour tout n de N*, :,=3u,+8v,. 
Démontrer que la suite (r,) est constante et pré- 
ciser la valeur de £, pour tout r de N*. 
3. En déduire les expressions de w, et v, en fonction 

de n, puis préciser la limite des suites (4,) et (v,). 

90] [cn Un problème d’emprunt immobilier 

Pour financer l’achat d’une maison, Marc 

emprunte un capital C à sa banque à un taux fixe r. 
Chaque mois, il va rembourser une mensualité fixe 
m sur une durée de N mois. 

La mensualité m payée le n° mois (1 < n < N) se 
compose de deux parts : 
* le remboursement d’une partie du capital notée 
CS 

* le paiement des intérêts notés I, calculés, pour 
une durée d’un mois, sur le capital restant dû au 
début du n° mois. 
On notera R,, le capital restant à rembourser à la 
fin du n° mois. 

1. Observation d’un tableau d'amortissement 
Sa banque a simulé un prêt de 120 000 € sur 
15 ans à un taux de 5,1 %. 

(Voir le tableau ci-après.) 
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nn‘; 
Immobhier. NRA RLSS L. D à e A 4 m À 3?! T À _ (+ 3 _* 

Taux = 5,1% api runté (en euros) = 120000 
LE pe rer ba Durée = 180 

119554,78 955,22__|___510,00 5,2 
119107,68 955,22 508,11 447,11 
118658,67 955,22 506,21 449,01 
118207,75 955,22 504,30 450,92 
117754,92 955,22 502,38 452,83 
117300,17 955,22 500,46 454,76 | 
116843,48 | 955,22 498,53 _ 456,69 
116384,85 _ 955,22 | 496,58 458,63 

__ 115924,27 955,22 494,64 460,58 ! 
__115461,73 5 _ 492,68 462,54 

eut 2 Fest J Fouit J Fous Feu | ER BR frames ons 

Îs 
a. Vérifier que 1,=Cx- et que I, =R;Xx:5. | 

b. Que vaut I,+C, ? 
c. Comment varient I, et C,, au cours du temps ? 

d. Quel lien ya-t-ilentreR,,,,R, et C,,1 ? 

2. Étude théorique 
a. Exprimer R,,,1,,C, et R, en fonction de C, £, m. 

b. Justifier que pour tout # de N* : 

Rs 5 C;=m-LC=mn— 

CR Er Re 

c. En déduire que, pour tout # de N*, 

É 

Cugr Cn= Cu 

de 
12 

puis que (C,) est une suite géométrique. 

d. Le remboursement s’arrêtera lorsque tout le 

capital aura été remboursé, c’est-à-dire quand : 
N 

Dre 
n=1 

N 

Calculer D: C,, puis montrer que : 

PE 

e. Vérifier le montant de la mensualité annoncée dans 
le tableau d'amortissement donné à la question 1. 
Quel est le coût total de ce crédit (c’est-à-dire la 
somme des intérêts versés) ? Quel pourcentage du 
capital emprunté cela représente-t-il ? 
f. Inversement, déterminer la durée du prêt per- 
mettant à Marc d’emprunter le même capital au 
même taux mais en limitant sa mensualité à 870 €. 
3. Prolongement possible sur tableur 
Réaliser un tableau d’amortissement analogue à | 
celui présenté à la question 1. 

a] Nombres triangulaires et carrés 
Les pythagoriciens associaient des figures aux nom- 
bres. Nous nous intéressons ici à des nombres figu- | 
rés particuliers (voir schéma ci-après). | 



el 

is 

\ 

NE PEN 

à 04 
v 

Nombres carrés 
eee 

: eee eve 

.e LH] 0e 

e .e ..e .0e.e 

1 4 9 16 

Nombres triangulaires 

e “ 6e 

e LE] e.….e ..ee 

il 3 6 10 

On note Gi nombre figuré par un carré dont le 
côté comporte n points et T, le nombre figuré par 
un triangle dont la base comporte # points. 

- Le but du problème est de trouver des nombres à 
la fois triangulaires et carrés. 

Partie A. Quelques exemples 

a. Expliciter en fonction de n les nombres C, et T mn. 
b. Déterminer à l’aide d’une calculatrice deux 
nombres à la fois triangulaires et carrés. 

c. Vérifier que 41 616 est à la fois triangulaire et carré. 

Partie B. Une condition nécessaire et suffisante 
1. Supposons que l’entier N soit à la fois le nombre 
C, et le nombre Le où p et g sont dans N*. 

Montrer que les nombres x et y tels que x=p et 

y=2gqg+1 sont des entiers naturels non nuls tels 
QUEN = xt —8x2—1 ! 
2. Soit N un entier naturel non nul. 
Supposons qu’il existe deux entiers naturels non 

nuls x et y tels que N=x2 et y2-8x2=1. 
a. Montrer que y? est impair et que y? = 9. 
b. En déduire qu’il existe un entier naturel g non 
nul tel que y=2q+1. 

c. Montrer que N est à la fois carré et triangulaire. 
3. Enoncer une condition nécessaire et suffisante 

pour qu’un entier naturel N non nul soit à la fois 

carré et triangulaire. 

Partie C. D’autres solutions 
On considère les deux suites (x,) et (y,) définies 

par x%1=1;Y9=3 et, pourtoutrZ=0, 

ÉANN=SX +, et V1 = 0x, F3, : 

On note alors N, = x2. 
a. Vérifier que N,, N,, N, sont des nombres à la 

fois triangulaires et carrés. 

b. Montrer que, pour tout 7 =0, x, et y, sont 

des entiers naturels non nuls tels que y? — 8%? 1 

Que peut-on en déduire pour N, ? 

c. Déterminer trois nouveaux nombres triangulai- 

res et carrés. 

L'équation y2- 8x2 = 1 aux inconnues entières x et y 

est une équation connue en arithmétique sous le nom 

d'équation de Pell-Fermat. On montre que toutes ses 

solutions sont données par les entiers x, et y, COns- 

truits précédemment. Ceci permet de démontrer que 

les seuls nombres à la fois triangulaires et carrés sont 

les nombres N, trouvés ici (ne N*). 

EXERCICES 

[92] Estimation d’une aire 

Soit f la fonction définie sur ]0 ; +c{[ par: 

2 
x 

et C sa courbe représentative dans un repère ortho- 

normé (O ; 1,1). 

On prendra pour unité graphique 1 cm. 

f(x) = 

1. Déterminer le sens de variation de fsur ]0 ; +. 

2. Tracer soigneusement la courbe C sur [1 ; 9]. 

3. On cherche à estimer l’aire notée A, de la por- 
tion du plan colorée en vert. 

Pour tout À = 1, on note M, le point de la courbe 
d’abscisse k et r, le rectangle délimité par les droites 
d’équation x =, x=k#+ 1, l’axe des abscisses et la 

parallèle à l’axe des abscisses passant par M, .,. 

a. Placer les points M,, M,, …, M, sur la figure et 

tracer les rectangles r,,r;, …, ra. 

b. Déterminer l’aire de r, , de r, , et de façon géné- 

rale l’aire de r, pour kAZ 1. 

4. Soit u, = + 2 per pour n = 2. 
\ENES Nn 

a. Interpréter graphiquement u,. 

b. Montrer que, pour tout entier À, k=1,ona: 

1 toile it 
NE RICE NE 

c. En déduire, pour tout À = 1 , l’encadrement : 

1 1 
OL 

Ne+1 VR 

d. En déduire que, pour tout n = 2, 

(nr IP) =, 2(Nn- 1) 0(R): 

5. On considère maintenant les rectangles R,, déli- 

mités par les droites d’équation x=n, x=n+l;, 
l’axe des abscisses et la parallèle à l’axe des abscis- 

ses passant par M, 

a. Tracer sur la figure les rectangles R,, R;, …, Rs. 

b. Calculer l’aire de R,,. 

c. Montrer que la somme des aires des rectangles 
— >= RSR. R°netu, — l+u,_, pourtoutn > 2. 

d. De l’encadrement (R), déduire que : 

DA N MEET 

6. Donner un encadrement de À, en fonction de 

n. Quelle valeur approchée de À;59 peut-on 

proposer ? avec quelle précision ? 
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Chapitre 

DEEE 
Mettre en commun les 
idées apparues à propos 

de la notion de suite 
convergente ; 

en débattre 
pour l’affiner peu à 
peu et faire comprendre 
la définition. 

ALES 
introduire la notion 

de limite finie 

d’une fonction 

en un réel. 

Suites et fonctions 

Étude locale 
et asymptiotique 

Activité 1 = Notion de convergence 

Vous connaissez les trois formulations suivantes, vues en classe de premières, 

elles ont la même signification. 

+ La suite (u,) converge vers 5. 

+ La suite (u,) a pour limite 5 quand n tend vers +co. 

* u, tend vers 5 quand n tend vers +. 

Proposez une définition de la convergence (sans utiliser les formulations équi- 

valentes citées ci-dessus). 

Activité 2 Limite finie en 0 

On considère la fonction f définie par f(x) =—— pour x 0, et sa courbe 
se 

représentative C dans un repère orthogonal du plan. 

1. a. Tracer C sur votre calculatrice pour -10 < x < 10 et -1,5 <y< 1,5. 

b. Quelle propriété de symétrie semble posséder la courbe C ? 

Le démontrer. 

2. a. Graphiquement, quel semble être le maximum de f sur l’intervalle 
É551e 

b. Afficher la table de valeurs de f à partir de x=-5 avec un pas de 1. 
La conjecture sur le maximum de f semble-t-elle vérifiée ? Expliquer. 

3. a. Faire un zoom autour du point A(0 ; 1). 

b. Trouver en utilisant la fonction Trace de la calculatrice un nombre a tel 
que pour —-a < x < à, avec x # 0, il semble que : 

0,9 < f(x) <1. 
De même proposer un nombre f tel que pour -B < x < GB, avec x 0 ,ilsem- 
ble que : 

0,99 = f(x) = 1. 

c. Conjecturer la limite de fen 0. 
(Ce résultat sera démontré au chapitre 3.) 

4. Soit L un réel et g une fonction définie sur ]-5 ; 5[ - sOpe 
Proposer une définition de « la fonction g a une limite L quand x tend vers 0. » 

42 = chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et asymptotique 



À Activité 3 æ Lecture graphique de limites 

Sur le graphique situé à la fin de l’activité figurent la courbe représentative 
. d’une fonction f, en bleu, et des asymptotes à cette courbe, en vert. 
1 Le tracé est supposé significatif, c’est-à-dire que l’on peut prolonger la courbe 

en dehors de la zone de tracé en conservant la même allure. 
Par lecture graphique, répondre aux questions suivantes : 

1. Déterminer si possible les images de —4, 0 et 2. 

2. Quel est l’ensemble de définition de f? 

3. En quels réels semble-t-il pertinent de chercher une limite de f? 

. 4. Déterminer la limite de fen +. 

La courbe admet-elle une asymptote en +c ? 

5. Déterminer la limite de fen —. 

La courbe admet-elle une asymptote en —-c ? 

6. Quelle est la limite de fen —3 ? 

7. a. Quelle est la limite de f quand x tend vers 2 par valeurs supérieures ? par 

valeurs inférieures ? 

b. La fonction j a-t-elle une limite en 2 ? 

8. a. Quelle est la limite de f quand x tend vers 0 avec x < 0 ? avec x > 0 ? 

b. La fonction j a-t-elle une limite en 0 ? 

9. La fonction j a-t-elle une limite en 1 ? 

10. La phrase suivante vous semble-t-elle juste : 

«si une fonction g est définie en a, g(x) tend vers g(a) quand x tend vers a » ? 

(Justifier.) 

11. Tracer différentes courbes représentant une fonction définie sur [0 ; 2] 

et n’ayant pas de limite en 1. 

chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et asymptotique = 43 



1. 

Définition 1 

Définition 2 et 
propriété 1 

Notation 

lim u,=L 
1 +0 

OUUU, —_—L" 
n— + 

Limite finie en l'infini 
x + + 

Dans tout le chapitre, le plan est muni d’un repère (O ; 1, 1e 

A s Suites convergentes 

1. Définitions 

La suite (u,) converge vers un réel L si, et seulement si, tout intervalle 

ouvert I contenant L contient tous les termes de la suite à partir d’un cer- 

tain rang. 

Autrement dit, pour tout intervalle ouvert I contenant L on peut trouver 

un indice n, tel que u,, € I pourtoutn = n,. 

Interprétations graphiques 

* dans le plan - sur la droite réelle 

—  —————"#—  —— — — 
Eee ee ee Re ee L 

(u,) converge vers L si, et seulement si, tout 

intervalle ouvert I contenant L contient tous les 

70 D u, Sauf un nombre fini d’entre eux. 

* Si une suite (u,) converge vers un réel L, L est unique. On l’appelle la 

limite de la suite. 

+ Une suite est convergente si, et seulement si, elle converge vers une 

limite finie L. Dans le cas contraire, elle est dite divergente. 

En pratique 

* Tout intervalle ouvert contenant L contient un intervalle centré en L du type 
IL-a;L+a[ (ae R**).Il suffit donc de considérer ce type d’intervalle. 
+ Pour montrer qu’une suite converge on revient rarement à cette définition. 
On utilise les théorèmes d’opérations (voir page 56) ou de comparaison (voir 
page 50). 

Exemples : 

e Les suites (+) | (:) (à) Me ü 

f n>0 n n>0 nk #0 € (q DE pour ie conver 

gent vers CO. 

e La suite (U,),,,0 de terme général u,=(- 1)" n’a pas de limite. Elle diverge. 

Remarques 

* (u,) converge vers L si et seulement si la suite (lu, - L}) des distances entre w, et 
L converge vers 0. : 
OL) suite (un) converge vers L si et seulement si la suite (uU,,1) converge vers L (voir 
exercice n° 6, p. 68). 

* La suite (w,) définie dans N converge vers L si et seulement si les suites (4>,)1êt 
(U2h+1) Convergent vers L (voir exercice n° 87, Di16)! 

44 = chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et asymptotique. 5 ne messe nns 



Propriété 1 : unicité de la limite 
posons que la suite (u,) ait deux limites distinctes L ——+# << —— 

et L’.Let L’ étant distincts, on peut déterminer deux inter- L L’ 
_valles ouverts 1, et l; contenant respectivement L et L’ et L I 
_d’intersection vide. 

l'existe un rang No à partir duquel tous les termes de la suite (U,) Sont dans l'intervalle |, contenant L et un rang 
_N, à partir duquel tous les termes de la suite (U,) Sont dans l'intervalle |; contenant L’. 

| Alors pour n>max(N,, N) tous les termes de la suite (u,) devraient être à la fois dans les intervalles lo et 15 
_ Comme |, et |, ont une intersection vide, cela est impossible. 

28 Conclusion : la suite (u,) ne peut pas avoir deux limites distinctes. 

oo EU EAP RE SE PRESENT ES PR EE PE ES D TRES RU ESP JP ME LE EE OC DNS BOOTS NES 

> — APPLICATIONS 

re Et 
2} n 

F CETTE] Soit (u,) la suite définie sur N par , = 4 et, pour tout n de N, x 

On admet que (#,) converge. 
Déterminer sa limite. 

\ 

Solution 

Supposons que lim (u,) = L. 
n — + 

Par théorème d’opération, lim Le AE L Hill cest diérquenlimen 1 pe + 1. Or 
PRE TA 2, PR ? 

D hm u,,, =E. 
n — +c 

Par unicité de la limite, L = SL + l'd'oùE =2; 

voir aussi exercices n° 9, 10 

Utiliser la définition pour démontrer 

Démontrer qu’une suite (w,) converge vers O si et seulement si la suite (lu, ) converge vers 0. 

Solution 

Si (u,) tend vers O alors dans tout intervalle ouvert de centre 0, c’est-à-dire tout intervalle de la forme 

]J-a ; a«[ (a > 0), on trouve tous les termes de la suite (,) à partir d’un certain rang. 

Or dire qu’un terme , de la suite se trouve dans |-a ; a[, æ« > 0, signifie que [u,| < «à, donc |u,] 

est aussi dans l’intervalle J-a ; «[ à partir du même rang. 

Il en résulte que la suite (lu, ) tend aussi vers 0. 

Réciproquement : Si (QU'A ) tend vers 0, alors tout intervalle ]J-a ; «[ (a > 0) contient tous les ter- 

mes |#,| de la suite à partir d’un certain rang. 3 F 

Or si |u,,] est dans l’intervalle ]-a ; æ[, alors |u,,] < à, donc u, est aussi dans | intervalle ]-a ; a[ à 

partir du même rang. 

Donc la suite (u,) tend vers 0. 

En _— 
2/1 u,, (0) lu, | œ 

voir aussi exercices n° 3 à 6 
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TOUS Toute suite convergente est bornée. 

2. Limite finie et ordre 

AUAERS 1. Soit (4,) une suite de réels, convergente vers L et majorée par un réel 

Théorème des 
gendarmes 

Théorème 2 

ADMIS 

Propriété 4 = 

Suite monotone 

convergente 

M à partir d’un certain rang, alors L < M. ; é 

2. Soit (u,,) une suite de réels, convergente vers L et minorée par m à 

partir d’un certain rang, alors m = L. 

3. Soit (u,,) et (v,) deux suites de réels, convergentes respectivement 

vers L et L’ avec u, = v,, à partir d’un certain rang, alors L < 12 

Cas particuliers 

Soit (#,) une suite qui converge vers L. 

+ Si les termes w, sont positifs à partir d’un certain rang, alors L 

+ Siles termes w, sont négatifs à partir d’un certain rang, alors L 

Soit (u,,), (x,) et (v,) trois suites de réels définies dans N telles que : 

° à partir d’un certain rang, u, < X, = v,, ; 

* les suites (u,,) et (v,) convergent et ont la même limite L. 

Alors la suite (x,,) converge et a pour limite L. 

Exemple : 
Æ n 

Soit (u,) la suite définie dans N* par ee à ; 

Nous ne pouvons pas appliquer les théorèmes d'opérations sur les limites pour cette 

suite. En remarquant que, pour tout n dans N*, — <u,< = et en appliquant le 
n 

théorème des gendarmes, nous en déduisons que la suite (u,) a pour limite O. 

== 

3. Suites monotones convergentes 

1. Toute suite croissante et majorée converge. 

2. Toute suite décroissante et minorée converge. 

Remarque 
Ce théorème permet de démontrer la convergence de certaines suites sans avoir à 
déterminer la limite. 

| Une suite décroissante et minorée par m converge, mais pas for- 
cément vers M | 

Si # 1 
Ur Le (n>0), (u,) est minorée par 0, décroissante, mais , ) 

converge vers 1. 

Soit (z,) une suite de réels définie dans N convergente vers L. 
* Si (u,) est croissante, alors pour tout n dans Nu, <L. 
* Si (u,) est décroissante, alors pour tout n dans N,u, = L. 

46 = chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et ESYMPIOIIQUE D ns 



= :L—1 et L+1. 

. + Si certains termes de la suite sont en dehors de |, comme ils sont en nombre 

_ L'intervalle 1=1L-1 ; L+1[ contient tous les termes de la suite sauf un ee _—— 
_ nombre fini d’entre eux. M 
+ Si aucun terme de la suite n'est en dehors de |, la suite est bornée par L-1 L'L+1 

icim = u, < M pour tout n 

de fini, l’un d'eux est plus petit que tous les autres, et l’un d'eux est le plus grand. 

+ 
F= 

VOIRE 

FRA 

. Alors tous les termes de la suite sont plus grands que le plus petit des deux “4 RAT ie 
réels met L—1 et plus petits que le plus grand des deux réels M et L+1. ; : 
La suite est donc bornée. icim=<u,=L+1pourtoutn 

. Notons mle plus petit et M le plus grand de ces termes n'appartenant pas à I. —— ee _— 
; M 

æ Propriété 3 
1. Soit (u,) une suite convergeant vers L et telle que, pour tout n= Nos Un <M. I 

Supposons que M < L et considérons un intervalle | ouvert contenant L et ne contenant ————— —— 

pas M. Il existe un entier n, tel que pour tout n> n,, u,e | ; de ce fait pour n= n,, M TL 
onau,>M. 

_ Pour un entier n à la fois plus grand que n, et n,, on aurait donc u,< M et u,>M. 

C'est impossible. On en déduit que L<M. 

Æ 
: 

PRE "chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et asymptotique 

2. La suite (—-u,) converge vers -L et est majorée par -m, donc d’après 1 -L <-m, soit LZ m. 

3. Supposons L >L”. Let L’ étant distincts, on peut déter- = Es = Co 

miner deux intervalles ouverts |, et |, contenant respective- 
ment L et L’ et d'intersection vide. l JF 

e Il existe un rang N, à partir duquel tous les termes de la 

suite (u,) sont dans l'intervalle |, contenant L et un rang N, à partir duquel tous les termes de la suite (v,) sont 

dans l'intervalle |; contenant L’. 
e |! existe un entier P tel que, pour n>P, u,=< v,. Pour n supérieur à la fois à N;, N, et P on a donc u,> v, et 
u, = V,, Ce qui est impossible. Donc L< L”. 

a Théorème 1 : théorème des gendarmes 
Soit | un intervalle ouvert contenant L. 

À partir d’un rang N,, tous les termes de la suite (u,) sont dans | car (u,) converge vers L. 

À partir d’un rang N, , tous les termes de la suite (v,) sont aussi dans | car (v,) converge vers L. 

À partir d’un rang P, nous avons, pour tout n>P,u,=<Xx,< v,. 

Donc, pour n supérieur à la fois à N;,N,,Ponau,el, Peletu ex en, 

Il en résulte que x,e | pour tout n>max(N;, N,, P). La suite (x,) converge donc vers L. 

x Propriété 4 : suite croissante convergente 

1. Supposons qu'il existe un entier p tel que u, > LA = ; E 

U 

La suite (u,) étant croissante pour tout n>p,u,ZU,. CES u, 7 

On considère l'intervalle ouvert 1=]1L-—a ; u,[ où ae R**.1 contient L, et pour n>p, u, | . C'est impossible 

car la suite (u,) converge vers L, donc à partir d’un rang N tous les termes de la suite doivent être dans |. 

Conclusion : tous les termes de la suite (u,) sont donc tels que u,<L. 

2. La suite (u,) est décroissante et converge vers L donc la suite (- u,) est croissante et converge vers —L. 

Nous en déduisons : pour tout n, -u, <—L c'est-à-dire, pour tout n, u, 7 L. 



Définition 3 

Suites 

adjacentes 

Théorème des 
suites adjacentes 

Définition 4 

Notation 

e Jim f{x)=L 
X— +0 

ou lim f=L. 
+ co 

°e lim #{x)=L 
X— 0 

ou lim f=L. 
— co 

4. Suites adjacentes 

On dit que deux suites de réels (,,) et (v,) définies dans N sont adjacen- 

tes si et seulement si les trois conditions suivantes sont réalisées : 

1. (,,) est croissante et (v,,) est décroissante ; 

2. pour tout entier n dans N, u, = v, ; 

3. lim (4, -v,)-0. 
n — +00 

Exemple : 

Les suites (: — :) et Gi + :) sont adjacentes. 
N/n>0 n>0 

Si (u,,) et (v,) sont deux suites adja- 

centes, elles convergent vers une 

même limite L. 

De plus, si u, < v, pour toutn,ona HE 1 Le UN ET 00e 

u, < L < v, pour tout n de N\. 

Remarque 
Dans la définition 3, on peut se restreindre aux conditions 1 et 3, car la condition 2 

est en fait une conséquence des deux autres conditions. 

B æ Fonctions 

+ Soit f une fonction définie 

dans un intervalle ]a ; + L-B<fG <L+B 
dès que x > A 

(ae R). E A 

La fonction f à pour limite un SEL 

réel L quand x tend vers +c si, L 

et seulement si, tout intervalle 

ouvert contenant L contient 

aussi tous les réels f(x) pour x 

assez grand. 

* La droite À : y = L est alors 

appelée asymptote (horizontale) à la courbe de fen +. 

Exemples : 

il ll 
"NIMES Or lime== 0 lim PO res. 
X— + 00 Nx X—+o X Xe 

(ce) (— ce) 

Remarques 

* On énonce de même cette définition quand x tend vers —co. 

* Dire que lim f(x) = L, c’est dire que, pour tout intervalle 
X — +0 

JL -B ; L + BI (B > 0), il existe un réel A tel que, pour tout x > À, 

f(x) e IL-B;L+BI 

48 = chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et SE 



D  DÉMONSTRATION 

| mThéorème 3 
1 La suite (u,) étant croissante, pour tout n dans N. US Uy <= V,: 

_ Lasuite (v,) étant décroissante, pour tout n dans N, DEV EVS 
E. La suite (u,) est donc croissante et majorée par v, et la suite (v,,) est décroissante et minorée par Uo: 

D? après le théorème 2, les suites (u,) et (v,) convergent donc respectivement vers des réels L et L’. 

4 La suite (U,—V,) converge alors vers LL”, or (u,— V,) converge vers O, donc par unicité de la limite, L=L’. 

. Conclusion : Les suites (u,) et (v,) ont la même limite L. | 

La suite (u,) est croissante et converge vers L, la suite (v,) est décroissante et converge aussi vers L, d’après la 
À . propriété 4 nous en déduisons : 

ne, u, =L=V," 

= D 
s mes EE k 

—> APPLICATION 

Montrer que deux suites sont adjacentes 

_Soit (,) et (v,) les suites définies dans N* par: 

; ne) retaqmonsl ue {5e que dry) 20 Br 
Hopn el tr 42 2n LS Ne OR 2n 

Montrer que ces suites sont adjacentes. 

Solution 

- Étudions le sens de variation des suites WRJenDe. 

Pour tout # dans N* : 

M es dl 
non) 

ns 
RL 2 Ath 2e cale. 2 

7 1 il 

PR D nil 27602 

Comme = — , la suite (w,) est croissante. 

+ De même : 
1 : 1 1 

Mo rt 2h20 
—3n — 2 

|” n(2n+1)(2n+2) 

Commerz 0,0, , 1, < 0, la suite (v,) est décroissante. 

1 
*% 

UC donco, = u, POUrTOUt # € NE 
nl Point Info 
1 ; : | 

*v,-u,=- donc lim (v,-4,)= 0: On montre que ces suites ont pour 

“ is 4 . limite In(2), avec In(2)=0,693 à 

On en déduit que ces deux suites sont adjacentes. 10-3 près. 

Elles convergent donc vers une même limite É 

me PNR RER > chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et asymptotique 



2. 

Définition 5 = 

Notation 

lim u,=+. 
1 + 

Théorème 4= 

Théorème de 
comparaison 

Pa ee OC ENTES, SSYMPLOIQUE RE 

Limite infinie en l'infini 

A u Suites 

Soit (u,) une suite de nombres réels. On dit que la suite (w,,) a pour 

limite + ou encore qu’elle diverge vers ++ si et seulement si tout inter- 

valle JÀ : +o[ (À € R) contient tous les termes de la suite (u,) à partir 

d’un certain rang ñn,. 

Remarque 

On définit de même lim ,—=-—c. 
n — +0 

Exemples : 

e Les suites (n*), ke N*, et (a), a> 1, divergent vers + ce. 

e La suite (—./n) diverge vers —-c. 

En pratique 

Pour montrer qu’une suite diverge vers +, on utilise en général les théore- 

mes d’opérations (voir page 56) ou de comparaison (ci-dessous). 

Soit deux suites (u,) et (v,) telles que u,, < v,, à partir d’un certain 

rang. 

1. Si lim u,,=+c alors lim ©, = +. 
n — + n — +0 

2. Si lim v,=-c alors lim UT mo 
n = +o F7 00 

Exemple : 

Si v,=n+sin n pour tout n>0, alors v,= n—1 pour tout n. 

De lim (n-1)=+, on déduit que lim v 
N— +00 N— +00 

he, 

1. Si (u,) est une suite croissante de nombres réels non majorée, alors 
(u,) tend vers +. 

2. Si (u,,) est une suite décroissante de nombres réels non minorée, alors 
(u,) tend vers —-c. 

| Une suite qui diverge vers +co 

n’est pas forcément croissante à partir d’un 
certain rang. 

Exemple : 

Siu,=n+2x(-1}?, u,=n-—2 donc: 

lim u,=+0 
N— +00 

par théorème de comparaison, mais (uF)Enest 

pas croissante à partir d’un certain rang comme 
l'illustre la représentation graphique ci-contre. 



à 

2 

: 

me: 

de ‘la suite 6, Je à 0 d' un certain rang N. FR UV, à pe ETS LD PR da F +0 

ang P, pour n> max (N, P), tous les termes de la suite. (u,) sont dans |. La suite (u,) tend donc vers +. 
suffit de considérer les suites (4 U;) et (—v,). Nous avons -v, — + et-u,>—v, à partir d’un certain rang. 

A penauant 1:-u,—+, donc u,—-0c. 

x Théorème 5 

1. Soit un intervalle ]X ; +[ (Xe R). La suite (u,) n'étant pas majorée, il existe un entier p tel que UL>X. 
… La suite (u,) étant croissante pour tout n> p, u,>X. Donc tout intervalle IX ; + of BREL, tous les termes de 

_ la suite (u,) à partir d'un certain rang. La suite (U,) tend donc vers +. 

Si (u,) est une suite décroissante non minorée, (— U,) est une suite croissante non majorée. 

pos le 1:-u,—+, donc u,—-. 

+ APPLICATION 

ET] Utiliser des théorèmes de comparaison 
37 

53 
k u 

Soit 4, = 2 
n 

, pour n e N*,et v, = , pour n € N*. 
n 

3 
1. Montrer que v, = 3(1 - —_— et en déduire Lim © 4, . 

n 5 1 n — +oco 7 

2. a. Montrer que pour tout n = 7,7%, Z 2. 

b. En déduire que, pour tout n = 8,0, X 2, X…Xv,_, > 2-7, puis que #, > 2"-7u;. 

3. Quelle est la limite de la suite (w,,) ? 

Solution 

+ 1 3 + 1 3 3 3 

7, x 3 x f 2) =3x{1- : 1e 

OR ET à CR Le 3n x (n + 1)? n + n +1 

De lim = 0, on déduit par théorèmes d’opération que lim v,=3. 
n = +o N + ; n — +00 

2.a. Sin =7,n+1z 8 donc Le à et 1 — — 1 d’où ?, = (7) par croissance de 
"ES 5 n +1 8 n +1 8 L 8 

3 
la fonction cube. Or 3(2) > 2, donc 2,>2 pour n = 7. 

DT OC UE XP RUE À 2 x … x 2, produit de n — 7 facteurs. 

== n — 7 
Done AU 1 2 s 

u u u ü U, 

Or DIX X Dn_y= Xe Xe X one 0 27 erpar suc u, — 219 0u- Car 

Home UT eu U7 

u7 > 0. 

2 . 1 ; 
dla 2400 — lin :—x2/% + car,2.> 1. 

; 7 
n — +oo oran 

Par théorème de comparaison, lim #,, = +. 
n — +6 

. : SE 
voir aussi exercice n° 23 

RE >” chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et asymptotique = 51 



Définition 6 = 

Notation 

lim AX)=+0c 
X— + 00 

ou lim f=+c. 
+ co 

e lim ÂAX)=-0c 
X— + 

ou lim f=-<. 
+ co 

Définition 7 = 

Asymptote 

Propriété 5 = 

B Fonctions 

1. Définitions 

1. La fonction ftend vers + quand x tend vers + siet seulementsitout 

intervalle ]À : +œ[ (À € R) contient toutes les valeurs de f(x) pour x 

assez grand. 

2. La fonction ftend vers -> quand x tend vers ++ si et seulement si tout 

intervalle J- ; À[ (À E R) contient toutes les valeurs de f(x) pour x 

assez grand. 

Exemples : 

e lim X=+; + lim X=+o (ne N*)s ne. lim J/x=+0. 
X— + co X— + 00 X— + 00 

En pratique 

On utilise les théorèmes d’opérations (voir page 56) ou de comparaison 

(propriété 5). 

Soit f une fonction définie dans un 

intervalle I=JÀ ; +oœ[ (XXE R). La 

droite d’équation y=ax+b (a, b D 

réels) est une asymptote à la courbe @ 

représentative de f en + si et seule- 

ment si : 

f(x) = ax + b + h(x) 

où À une fonction définie dans I telle D est asymptote à € en + © 

que lim A = 0. 
+ co 

Remarques 

*Sia=0 on obtient l’asymptote horizontale d’équation y = b. 

* Dire que la droite D d’équation y=ax+b (a, b réels) est asymptote à la courbe 

représentant f en +, c’est aussi dire que lim (f(x)—-(ax+b))=0. 
X — +00 

+ On a des définitions analogues en —-c, 

2. Comparaison et limites 

Soit f et g deux fonctions définies dans un intervalle I = ]a : +æ[ (ou 
I=]->;al),ae R, telles que, pour tout x dans I, f(x) = 2 (x): 

1.Si lim g=+c,alors lim f=+0, | + o0(— 00) + 00(— 0) | 

2. Si lim f = -, alors lim g = —c, 
+ 00 (— co) + © (— 00) 

Exemple : 

Si f(x) = x2 + sin x, pour tout xréel, x2 - 1 < f(x). 
De lim (x?- 1)= +0 on déduit que lim f(x) = +co. 

X — +o 
or dc ie = 

=) (—c) 

32% chapitre 2 Suites et fonctions. Étude cale et 2symptoti 



DÉMONSTRATION 

s Propriété 5 Li 

1. Si g(x) — +, tout intervalle ]X : + co[ (NE R) contient toutes les valeurs de g(x) pour x assez grand. Comme 
…_ 2 Z=g(x dans l'intervalle de définition | des fonctions fet g. i È e f RE , à & il en résulte que toutes les vale 
assez grand sont aussi contenues dans JX ; +co[. : PR Se NCA 

2. Nous avons — x) <-g(x) pour tout réel x dans l'intervalle de définition | et -f ” | j'a] 80 +, ee (X) — + donc d'après 1 : 

= — APPLICATION 

. EF Montrer qu'une courbe admet une asymptote 
/ 2 

DSoit x) = “+ 10 
x — 4 

; 1. Montrer qu’il existe des réels a, b, c tels que f(x) = ax + b + - 2 
J un 

* 2. Montrer que la droite D d’équation y = ax + b est asymptote en + et — à la courbe € représen- 
tative de f dans un repère (O ; ,7) du plan. 

POUr NW 4. 

3. Étudier la position de € par rapport à D. 

Solution 

CRAN _ ax? 4ax+bx-4b+c 
x — 4 x — 4 

On cherche donc a, b, c réels tels que, pour tout x réel, x # 4, 

ax2 + (Aa + b)x = 4b + c = x2 —- x — 10. 
Il suffit de trouver a, b, c tels que : 

Gin] CAE | 

Aa +b=—-1 c’est-à-dire = 11443 

Ab+c—=—10 CLOUD 

- pour tout x # 4. Par conséquent, f(x) = x + 3 + : 

= 0. 2._lim (x-4)=+c donc lim 
X — +0 RP UE 4 

; 2 
On a donc f(x) = x + 3 + h(x) où lim (x) =0 lavec RLIE= 2). 

X — +00 x — 4 

La droite D : y = x + 3 est asymptote à 6 en +. 

De même, lim 4H(x) = 0 et D est asymptote à € en —-c. 
x — —co 

3. La position de ‘ par rapport à D est donnée par le signe de f(x) — (x + 3) c’est-à-dire de 

2e 

° sur ]—c ; 4[, x < 4 donc x — 4 < 0 et h(x) < 0 et 6 est en dessous de D, 

+ sur ]4 ; +oo[, x > 4 donc x - 4 > O et (x) > 0 et € est au-dessus de D. 

voir aussi exercices n° 37 à 39 

ce NE 7” “chapitre 2 Suites’et fonctions. Étude locale et asymptotique = 53 



3. Limite d’une fonction en a (ae KR) 
Soit a un réel et I un intervalle ouvert contenant a ou dont a est une borne, f 

une fonction définie dans I sauf peut-être en a. 

A g Limite infinie en a 

ETES On dit que la fonction f a pour limite + | LL 
. ul . Y| f(x >m dès que: || | 

quand x tend vers a si et seulement si 'acr<ata 

Notation tout intervalle Im;+>[ (me R),  — 
Pi #0) = + contient tous les réels f(x) pour tout 

ou lim f=+. réel x dans I et assez proche de a. 
a 

Remarques 

+ De même, f a pour limite - en a si, et seulement si, à pi a acc M Las de À = 

tout intervalle ]-c ; m[ (me R) contient tous les réels Rest 
f(x) pour tout x réel dans I et assez proche de a. De En 2 = ji | 

+ On doit parfois distinguer les cas où x tend vers apar | | | 1 3 : | 
valeurs inférieures à a ou par valeurs supérieures à a. | | 

Ainsi : | 

lim -=+c et lim -=-—0c 
x—0 X x—0 X 

x>0 END) 

HER La droite d’équation x = a est asymptote (verticale) à la courbe de fen a 
si et seulement si f(x) a pour limite + ou —- quand x tend vers a 

(éventuellement seulement à droite ou à gauche de a). 

B x Limite finie en a 

UNNLE On dit que la fonction f tend vers L quand x tend vers a si et seulement si 
tout intervalle ouvert contenant L contient aussi toutes les valeurs de 

Notation f(x) pour tout réel x dans I et assez proche de a. | 
lim #0) =L | 
X— 4 

PAT Exemple : 
ou lim f=L. en SITE 

XxX=0 X 

Ce résultat sera démontré et approfondi au 
chapitre 3. 

54 = chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et asymptotique 



APPLICATIONS 

EM étudier une limite en a 
De -. SE AA SENTE 
à. HE ne Mer définie dans ]-co ; -2[ LU ]-2 ; 1[ U ]1 ; +olf. 

_ Étudier la limite de fen 1 et en -2. 

* Pour x — 1, x? — 1 — O et x2 + x - 2 — O donc on ne peut 
pas déterminer immédiatement la limite de la fonction f en 1. 

» n-1=(x-1)@2+x+1)etx+ x 22 (x 1)(x + 2). 
: 2 

D J'en résulte que, pour x # 1, f(x) = 3 Sa ae 
“4 x +2 

… or lim (x2+x+1)=3 et lim (x+2)=3. 
D " x 1 x — 1 

Donc lim = — 1e 
SE | 3 

… + Pour x — -2, x? + x + 1 — 3 etx +2 — 0. 
MO Six < —2, x + 2 < 0 etsi x > —2, x + 2 > O donc lim f(x) =- et lim f(x) = +0. 

[e x ——2 x — —2 

x < —2 x > —2 

28 | voiraussiexercicen®32 

Utiliser la définition de la limite finie en a 

; À l’aide de la définition, montrer que lim x = 0. 
x — O0 

Solution 

Il s’agit de montrer que tout intervalle ouvert ]J0 - x; 0 +a[ (œe R**) contient tous les réels x 

pour x suffisamment proche de 0. 

Or /x = 0 pour tout x = 0. 

Donc /xel0 a;0+a & -a< x<as 0<x<a es 0<x<a?. 

Pour x € [0 ; œ2[, x e J-a; al. 

Pour tout intervalle ]J-a ; «| contenant 0, on a bien montré que Nx € ]-a ; a[ à condition de 

prendre x assez proche de 0 (x dans l’intervalle [0 ; a2[). 



4. Théorèmes 

A s Théorèmes d'opérations 

Les tableaux ci-dessous rassemblent les théorèmes d’opérations, admis, rela- 

tifs aux suites et aux fonctions. 

Let L’ y désignent des réels ; a désigne un réel ou + ou —c ; 

(u,) et (v,) sont deux suites réelles et f et g deux fonctions. 

Le symbole ? signifie qu’on ne peut pas conclure (on parle de forme indéter- 

minée). 

* Limite d’une somme 

lim (f+2g) 
+oo (—c0) 

Phnaen n +oo si k>0 
corse <Ot Eco se <0 

avec À constante réelle 

DRE 
LÉ ee 

+ co 

Ie + co + co — CO — co 

+ co . ; ; 
ee Le > OIL < O0 MERS ONE 0 

Alors 0 + co LS — Lee 

AUTRES 1. Toute fonction polynôme non nulle admet en -æ et +co même limite * 
que son terme de plus haut degré. 

2. Toute fonction rationnelle non nulle admet en — et + même limite 
que le quotient du terme de plus haut degré de son numérateur par le 
terme de plus haut degré de son dénominateur. 



COURS 

> » DÉMONSTRATION 
m Propriété 6 

| L: Soit PO POE E ie l4+..+ax+ do » OÙ 4p: à, do, .…, a, Sont des réels, a,#0 , ne N. 

Fa : as En 40 a _ Pour xX#0, P(X) = a,x n+® + — HU à + + 5 |: Par théorèmes d'opération lim [1 + — fn=1 re | 1 
: 4h anX77 a, X®, *S Lil anX axe 

(ce) 

Donc PGO a même limite que a,x" en +oo et -. 

# DE 8x7 + .… + 41X+ do f 
: (oil j'e HE Sr a;eR, be R(1<i<n,1<}j<p)avec a, #0, b,# 0. Alors pour x£ 0 : 

a a a n—1 de ve +... + A EE #09 = an x anX ÉpS gl an re 

b,xP ; b bn 
DNA EE sas e0, f 

b,x HOXPE b XP 

a x 
Par théorèmes d'opérations, f(x) a même limite en + et - que 

4 b XP 

> APPLICATION 

Lever une indétermination 
Déterminer les limites suivantes : 

a n 

nn (x 21). Ronan 
5e es n — —c n? — ] 

Solution 

a. On est en présence d’une forme indéterminée du type « co — c ». 

| 222 x=x2l1-2 . 2[1 + pour x > 0. Méthode 
x Pour lever la forme 

lim x2=+00 indéterminée 4 co — co }, 
X — +c 1: : : 3 on a mis l’infiniment 

2 d’où lim (x2- 2x V/x)=+00, RAT OUSE 
Hrn. x — +donc lim 1-“<=I1 na So PORC ORNE 
Ses Lee x facteur. 

b. La suite ((—-1)”) n’a pas de limite en +. 

Mais pour tout # de N, (-1)* = —-1 doncn+(-1)}"=n-1. 

: 2 = Es déduit ar comparaison ue De nn (n — 1) = + on édui p p q Méthode 

lime 7 +(—-1)"=+. Comme lim (n2 - 1) = +, on est en pré- Pour lever la forme 
n — +c n — +0 CA 

RE ee es indéterminée « — » on 
sence d’une forme indéterminée du type « = ». 7 

a mis les infiniments 
1 Te (— 1 je 1 a (— 1 Je £ z 

n +(-1)" ie n 1 n grands prépondérants 

OO = —_—— "7. *x noirs au numérateur et au 
n2 - 1 1 n : : 

2[1 = — es dénominateur en fac- 

“ : teur. 

slim .—=0; lim li 
n — +oc n n — +6 n 

7 : 1 . 1 ER 
Pour nn >0 a) < sa < 2 avec lim == lim -=0 donc par «théorème des 

À n n n—+to n n — +oo N 

: —1)* 
gendarmes» lim Ce 0 

n—+e  N 

: ; n +(-1)" 
Par théorèmes d’opérations, lim —-—— = 0. 

2 ns+e n?-]1 voir aussi exercices n° 20, 22, 25, 29 
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B = Théorème des gendarmes 

HOUSE Sia désigne un réel ou + ou -> etIun intervalle ouvert contenant a ou 

dont a est une borne, si f, g, h sont trois fonctions définies dans I sauf 

peut-être en a telles que : 

- pour tout x dans I, f(x) < h(x) < g(x), 

+ fet g ont la même limite L en a (L pouvant désigner un réel ou + ou 

mS F 

alors lim A = L. 
a 

C = Théorème de composition 

LAUCUEZ Les lettres &, B, À désignent ou des nombres réels ou +c ou —. 

ADMIS 

RE ET 

x f(x) = go f(x) 

Corollaire = 

Image d’une suite 
par une fonction 

58 % chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et I 

I est un intervalle ouvert contenant « ou dont « est une borne. 

J un intervalle ouvert contenant f ou dont f est une borne. 

fune fonction définie dans I sauf peut-être en @. 

g une fonction définie dans J sauf peut-être en $. 

Si, pour tout réel x dans I, f(x) est dans J alors g o f est définie sur I et : 

si lim f = f et HI alors lim gof=a. 

Exemple : 

lim x2-2x+3= lim x2=+0 (propriété 6), lim /x=+c. 
X — + 00 X— +0 X — +00 

Par théorème de composition, lim Yx?-2x+3=+0. 
X — +00 

Les lettres f, À désignent ou des nombres réels ou +c ou —c. 

* (v,,) est une suite définie dans \ telle que HER RE 
n — +o 

* l'est un intervalle ouvert contenant f ou dont f est une borne tel que, 
pour tout n dans N, o, € I ; 

* j est une fonction définie dans I sauf peut-être en f telle que lim f= À. 
B 

Alors la suite ( f(v,)) a pour limite À en +. 

Remarque 

Le résultat de ce corollaire est très utile pour déterminer les limites possibles d’une 
suite définie par une relation de récurrence u,,1 =j(&,). 

. . r 
n (Voir l’exercice résolu 1, p. 66.) 

Exemple : 

Soit (v,), ne N, la suite définie par dore (V,) a pour limite 2 en +oo, 

La fonction x /x a pour limite ,/2 en 2, donc la suite ( 2) a pour limite ,/2 
n + É 



DÉMONSTRATION 

Théorème 6 
aussi, nous allons utiliser un raisonnement semblable à celui utilisé dans 

e théorème 1 pour les suites. Soit un intervalle J contenant L, pour x suffi- (CARE h Ge | 
samment grand ou pour x suffisamment proche de a, f(x) et g(x) sont dans J. 
Comme #0) < S h(0 < g(»), h(») est aussi dans J. Donc h a aussi pour limite L. 

BREST D AE PEER A SD SEEN 

/ => APPLICATIONS 

… EX] Utiliser le théorème des gendarmes 
Déterminer : 

? Fou f-] : Ï 
a. lim Vsin(=) : | Aube Fes Mn 

LC AC) X Ko 

Solution 

» a. Soit f la fonction définie dans ]0 ; 1[ par f(x) = /x sin (:) 

Pour:tout x dans ]0 ; 1[,-1 = sin (:) < 1 donc: 

= dx < f(x) < x. 

Comme lim /x= 0, nous obtenons lim f= 0. 
x — 0 0 

b. Soit f la fonction définie par sur 

J-c ; O[ LU ]0 ; +c[. Pour tout x dans ]0 ; +ol : 

sur «| (1) 

X X 

22 
x 

— 1 : ; : 
Pour x — +c, “a — 0 et > — 0, il en résulte d’après le 

x 
théorème des gendarmes que lim f = O0. 

+ co 

La fonction f étant paire, lim f = 0. 

Remarque : L’encadrement (1) s’interprète graphiquement par le fait que la courbe représentative de 

: : 1 1 
f est située entre les hyperboles d’équation y = = et y = — = sur ]0 ; +cof. 

voir aussi exercices n° 21, 31 

ET Utiliser le théorème de composition 

Déterminer lim 1x? + 3x — 4. 
X —> —c 

Solution : Aÿé riens , 
+ lim x2+3x-4= lim x2=+0, par la propriété sur la limite d’un polynôme en +c. 

x — —c Lee 

+ lim VX =+0. 
X Si . ; ë, *. 

Par théorème de composition, lim x? + 3x — 4 = +oo, 

ETS. Voir aussi exercice n° 28 
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1. Apprendre à bâtir des contre-exemples 
OBJECTIF : Bien connaître certaines suites simples pour pouvoir bâtir des contre-exemples prouvant qu'une 

proposition est fausse. 

A. æ Des suites classiques 

1. Des suites monotones convergentes 

Cette partie est à faire sans calculatrice. 

a. Représenter graphiquement les premiers termes de la suite (w,) définie sur N* par u, = 
Sir 

(Unités graphiques : 6 cm en ordonnée et 1 cm en abscisse.) 

b. Expliquer comment en déduire les représentations graphiques des suites v et æ définies sur N* 

1 1 
part, 1 += et#/ "1 "pour 7 10 

n n 

c. Donner le sens de variation et la limite de chacune de ces suites. 

2. Des suites alternées convergentes 
n 

a. Représenter graphiquement les six premiers termes de la suite (w,) définie sur N par u, = 5) ; 

(Unités graphiques : 4 cm en ordonnée et 1 cm en abscisse.) 

b. Expliquer comment en déduire les représentations graphiques des suites v et æ définies sur N 
n n 

par v =(-;) et w =1+(-;) : 

3. Des suites divergentes 

On considère les suites #, v et æ définies sur N par : 

HN) ENT = 2, X (=) ENT, un FOX (LEE 

Pour chacune, représenter graphiquement les premiers termes, étudier leur monotonie et leur 
limite. 

B. = Bâtir des contre-exemples 

Chacune des propositions suivantes est fausse. 

Établir un contre-exemple (sans utiliser les suites de la partie A) pour le prouver. 

a. Une suite qui diverge vers + est croissante à partir d’un certain rang. 

b. Une suite strictement croissante a pour limite +0, 

c. Une suite bornée est convergente. 

d. Une suite croissante majorée par 2 converge vers 2. 

e. Soit une suite (4,) convergente. 
Alors (u,) est, à partir d’un certain rang, soit croissante majorée soit décroissante minorée. ! | 

f. Si(u,) est une suite divergente dont tous les termes sont non nuls, alors la suite (+) converge. | 
n 

g. Si tous les termes d’une suite appartiennent à l’intervalle 10,99 ; 1,011, à partir d’un certain 
rang, alors la suite converge vers 1 | 



2. Courbes et asymptotes 
| OBJECTIF : Déterminer des asymptotes à une courbe représentative de fonction. 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé. 

A. æ Fonction rationnelle 

+2 

x — 4 

1. a. Étudier le sens de variation de f. 

Soit f la fonction définie par f(x) = pour tout x # 4. 

- b. Déterminer la limite de f quand x tend vers 4 par valeurs supérieures et quand x tend vers 4 par 
valeurs inférieures. 

2. Étude en l'infini 

a. Déterminer la limite de f quand x tend vers + et quand x tend vers —co. 

b. Déterminer des réels a, b et c tels que f(x) = ax + b + £ ñ pour tout x # 4. 
26 = 

c. En déduire que C admet une même asymptote D en + et en —c. 

Préciser la position de C par rapport à D. 

3. Tracer C en utilisant tous les renseignements connus. 

B. = Une fonction composée 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = V/x2 + 2x + 3. 

1. a. Écrire f comme une composée de deux fonctions. 

b. Déterminer les limites de f en —-c et +c. 

2. a. Rappeler le sens de variation de la fonction carré sur [0 ; +. 

En déduire que f a même sens de variation que la fonction f?. 

b. Dresser le tableau de variation de f. 

3. Asymptote en + 

Quand x tend vers +c, x? + 2x + 3 a même limite que x2. On peut penser que f(x) va « se com- 

porter comme » /x?, c’est-à-dire comme x. 

Cherchons donc la limite en + de f(x) — x. 

a. Les théorèmes d’opération permettent-ils de déterminer cette limite ? 

b. Justifier que, pour x > 0, 

3 
2+— 

(x? +2x+3-x)(dx?+2x+3 + x) _ x 
f(x) - x= | 

x? +2x+34+xX hpmez pires j 
X x2 

c. En déduire la limite de f(x) — x en +. 

d. Quelle asymptote de C peut-on en déduire ? Vérifier à la calculatrice. 

4. Asymptote en — 

En reprenant la même démarche qu’à la question 3, déterminer une asymptote à C en -c. 

Vérifier à la calculatrice. 
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3. Un petit peu plus, encore et encore 

FRE 1 
A. CHROME CEE RER SRE 1 

1. Première approche de la suite (,,) 

a. Calculer les trois premiers termes de cette suite. 

DOUÉ VAUT HU, RENE 

Quelle est la limite de (u,,) ? 

pour nr = I. 
1 

c. Montrer que h,,, =h, + PRET 

d. Déterminer n, tel que w = 10-2 et préciser 

Le à l’aide de la calculatrice. 

e. Donner une conjecture sur la convergence de la suite (h,). 

2. Étude mathématique 

a. Étudier la monotonie de la suite (A sjjs 

b. Exprimer h,, - h,. Quel est le plus petit des termes qui composent cette somme ? 

c. En déduire que #}, - 4, > 3. 

d. La suite (k,) peut-elle converger ? (Utiliser la remarque p. 44.) 

e. En déduire que h, — +c. 
n — +0 

B. On construit un toit de tuiles plates de la façon 

suivante : à la verticale du milieu de la première tuile, on 

met la deuxième ; si l’on a mis n tuiles, on met l’extrémité 

de la (n + 1)-ième au-dessus du centre de gravité du toit 

jusqu'alors construit, afin que ce toit ne s’écroule pas. 

Chaque tuile a une longueur de 2 unités et est affectée 

d’une masse égale à 1. 

Soit 7 un entier naturel non nul. On appelle G, le centre 

de gravité du toit formé de n tuiles et I, le centre de gra- 

vité de la n-ième tuile. On choisit sur un axe horizontal 

une origine telle que G, ait pour abscisse 1. On note 

alors X,, l’abscisse de G,. 

i. Calculer A5 

2. Déterminer l’abscisse de I, ,, en fonction de er 

3. Sachant que le centre de gravité du toit formé de 
(n + 1) tuiles est le barycentre de (GP INETEUE 
LS udDr 

a. montrer que (n + 1)0G, +417 nOG, OL 

1 

n +1 

n + 1 

b. en déduire que X, ,, =X, + 

4. Démontrer par récurrence que, pour tout n = 1,. X 

5. Que peut-on en déduire concernant la longueur d’un tel toit ? Est-ce réalisabl 

=l+= += +... 
7 3 à 

1 grain de sable + 1 grain de sable + … 

G 

x2 - | 

X2 X3 X4 X5 

: si 

e 



e 4. Approximation de x : 
la méthode d’Archimède 

Une unité de longueur étant choisie, on considère un cercle € de Point Info 
rayon 1 dont on note O le centre. Son périmètre est donc 27 et son 
demi-périmètre 7. En allant jusqu'à des 

L'idée d’Archimède est d’encadrer ce cercle par des polygones réguliers Me ru 
N Ar . 5 ; Archimède (ie siècle n a 3 x 27 côtés (voir dessin ci-dessous). avant J.-C.) a établi la pro- 

position suivante (deve- 
nue célèbre depuis) : 

«Le périmètre de tout 
cercle est égal au triple du 
diamètre, augmenté d’un 

segment compris entre les 
dix soixante et onzièmes 
et le septième de son 
diamètre. » 

3 côtés 3 x 2 côtés 3 x 22 côtés 

On notera P, le polygone intérieur à 3 x 2” côtés, p, son demi-périmètre ; 

Q, le polygone extérieur à 3 x 2” côtés et g, son demi-périmètre. 

On admet que tout polygone régulier inscrit dans un cercle a un périmètre inférieur à celui du cercle 

et tout polygone régulier circonscrit à un cercle a un périmètre plus grand que lui. 

On aura donc, pour tout n = 0,p,<Tm<g,. 

On s’interdira bien sûr d’utiliser la touche 7 de la calculatrice. 

1. Conjecture 

Quelles conjectures peut-on faire sur les suites (p,) et (q,) ? 

2. Étude des polygones intérieurs 

a. Construction des polygones P, 

P, est un triangle équilatéral (nommé ABC sur la figure ci-contre). Pour 

construire l’hexagone P, (nommé ADBEC-F sur la figure) à partir du trian- 

gle ABC, on a ajouté les sommets F, D et E, seconds points d’intersection 

du cercle avec les médiatrices des côtés du triangle ABC. Chaque polygone 

P, engendrera de même le polygone D 

Calculer c, puis p,; on rappelle que p, est le demi-périmètre de P, etc, 

la longueur de son côté. 

b. Justifier géométriquement que la suite (p,) est croissante. 

Pourquoi est-elle convergente ? 

c. Exprimer p, en fonction de c, et montrer que la suite (c,) converge vers 0. R 

d. Passage de P, àP, , : Fee 

Sur la figure ci-contre, les points R et S sont deux sommets consécutifs du T4) 

polygone P, ; les points R, T'et S sont trois sommets consécutifs de P,,, qn 

et donc (OT) est la médiatrice de [RS]. On note H le milieu de [RS], Ÿ 

H’ le milieu de [RT] et V le point diamétralement opposé à T sur le ! 

cercle €. 
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Notons a, l’apothème de P,,, c’est-à-dire la distance de O à un côté der? 

On a donc OH = 27, OH = 0 ARS EC CN EC 

Montrer que les triangles VHR et OH’T sont semblables. 

É : lee D il : ra 1 
En déduire que a, , , = or à HÉrTe À ps: AA 

3. Étude des polygones extérieurs 

On construit R’ et S’ sur [OR) et [OS) tels que (R’S’) soit tangente en 

T au cercle €. RE 
; ET mn : 278 RS EL 

a. Justifier que (R’S’) est parallèle à (RS) et en déduire que RSS 
n 

r , r . . G T 

b. Montrer que [ R’S’] est bien un côté d’un polygone régulier Q, circonscrit È 

; FU ? ; 
au cercle 6. Montrer que le demi-périmètre de Q, est q, = — SNS 

dy 

2a | 
c. En déduire que et Fe "_ puis étudier le sens de variation de la suite (gq,). | 

a 
n 

Montrer qu’elle converge. 

4. Approximation de T 

a. En considérant le triangle ORH, exprimer a, en fonction de c, et montrer que la suite (a,) 

converge vers 1. 

b. En déduire que les suites (p,) et (g,) sont adjacentes de même limite w. 

c. Calculer, a; et gj"puis recopier et"compléter le 

tableau suivant à l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur. 
Méthode 

> Utiliser un tableur est très judicieux 

dans Ce cas : voir JPtableur p.25 

D Avec la calculatrice, on programme le 

calcul, de p, et de q,, grâce à p,. "guet 

aux relations de récurrence qu’il faut réé- 

crire pour TI sous la forme : 

d. Traduire en termes d’encadrement de x la proposition d’Archimède (citée au début du HET 
comparer avec les résultats obtenus pour les polygones à 96 côtés. 

Après Archimède, d’autres valeurs de x ont été calculées par des méthodes 
géométriques utilisant des polygones ayant un nombre suffisant de côtés. 
Par exemple vers 500, en Inde, Aryabhata obtient : 

62 83231416 avec 3x 27 côtés. 
2 000 

En 1424, à Samarcande, AI-Kashi obtient ce qui correspond à 16 décimales 

exactes avec 3 x 228 côtés. 

En 1609, en Allemagne, Ludolphe de Cologne en obtient 35 avec 262 côtés. 

À partir du xvie siècle, les approches deviendront analytiques. 
Bassin polygonal à 48 côtés. 

————— TT 



ee 5. Histoire de moyennes 
OBJECTIF : Étudier différentes moyennes de deux nombres. 

- À. æ Quelques situations 
Dans chacune des situations suivantes, calculez la moyenne demandée. 

._ 1. Sur une distance de 200 km, vous avez roulé à 120 km : h-! la moitié du temps et 80 km : h-! 
_ le reste du temps. Quelle est votre vitesse moyenne ? 

2. Sur une distance de 200 km, vous avez roulé à 120 km : h-1 la moitié de la distance et à 
80 km - h-! sur l’autre moitié. Quelle est votre vitesse moyenne ? 

3. Le prix de l’essence a augmenté de 5 % au premier semestre puis de 15 % au second. 
Quel est le taux moyen d’augmentation par semestre pour cette année ? 

B.” Différentes moyennes 
Soit a et b deux réels strictement positifs. 

a +b 1 
me ARS ab et h tel que : = : + 5 sont appelés respectivement la moyenne arit 

2 
tique, la moyenne géométrique et la 1 
1. Dans chacune des situations de la partie À, reconnaître le type de moyenne que l’on a calculé. 

ique de a et b. 

2. Interprétation géométrique 

On suppose 0 < a < 6. 

* Soit À et B deux points tels que AB = a + b, 

H le point de [ AB] tel que AH = a, 

C le cercle de diamètre [ AB], O son centre, 

P un point de C tel que (HP) soit perpendiculaire à (AB), 

et K le projeté orthogonal de H sur [OP]. 

a. Justifier que OP = »". 

b. Montrer que les triangles AHP et PHB sont semblables. 

En déduire que HP2 = HA x HB puis que HP = g. 

c. Montrer que PKH et OPH sont semblables. En déduire que br ee. puis que PK = #. 

d. Classer par ordre croissant m, g et h. 

C. = Encore une autre moyenne 
On définit les deux suites (a,) et (b,) (avec 0 = < b) par a, = a, bÇ = b et pour tout n de N : 

a, : , est la moyenne arithmétique de a, et DHRÈT . . est leur moyenne géométrique. 

1. Montrer que, pourtoutrdeN, a<a,<a,;,;< DRE, = 

2. Prouver que, pour tout deN, b,,,-4a,};1< ; (brad 

b-a 
3. En déduire que, pour toutrdeN, b,-a,= Dre 

4. Montrer que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes. 

Leur limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b. 
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El Passage à la limite 

Soit (v,) la suite définie dans N par v,= 1 et, pour tout 7 dansN, 2,,,=4/12+%,. 

1. Montrer par récurrence que (v,) est minorée par 1, majorée par 4 et croissante. 

2. En déduire la limite de (v,,). 

1. a. Initialisation : v,=1 donc 1=<4,<4. 

Hérédité. Soit n e N, supposons que la propriété est vraie pour », c’est-à-dire 1 < v, = 4 et montrons 

qu’elle est vraie pour n + 1, c’est-à-dire que 1 < v,,, <4.Si 1 <v, < 4 alors 13 < 12+v,< 16 ;il 

en résulte 1£ 12+v,<4;,soitl=,,,=<d4. 

Conclusion. Le principe de récurrence nous permet d’écrire que, pour tout 7 dans N, 1 < 2, < 4. 

La suite (v,) est donc minorée par 1 et majorée par 4. 

b. Montrons par récurrence que, pour tout # dans N, 2, <v,,1. 

Initialisation : v, = /13 donc v, <= v,. 
Hérédité. Soit n e N, supposons que v, < v,,, et montrons que 7,1 = 7,32. 
Siv =, alors 1270, = 1240, 
La suite (v,) étant minorée par 1, on en déduit que 12+7,2> 0 et 12+v,,, > 0, la fonction racine 

Carrée-étant croissante sur [0 ; +o[, J12+v0,= 1240, 750ib0/, 150,0. 

Conclusion. Le principe de récurrence nous permet d’écrire que, pour tout # dans N, v, <= v,,,. 

La suite (v,) est donc croissante. 

2. La suite (v,) étant croissante et majorée par 4, elle converge vers une limite L par le théorème 2. 

Comme pour tout # dans N, 1 < v, < 4, on aura 1 <L<A4. 

(v,) ayant pour limite L, la suite (v,,,) a aussi pour limite L. 

La suite (12+v,) a pour limite 12 +L, avec 12+L = 0. Par composition, il en résulte que la suite 
(912+v,) admet pour limite /12+L. 

Les suites (v,,,) et (,/12+v,) étant égales, nous en déduisons par unicité de la limite L= /12 +L 

avec 1 < L < 4. L est donc une solution de l’équation x = /12 + x dans l’intervalle [1 ; 4]. 

Cette équation équivaut à x2 = 12 + x sur [1 ; 4], et encore à x2-x-12=0. 
L’équation x? - x-12=0 a pour discriminant À = 49. 

RE 2 ES 7 
2 

… voir aussi exercices n° 11 à 15 

Elle admet donc dans R deux solutions distinctes : 

EA Suite croissante majorée 

Montrer que la suite (u,) définie dans N par u,, = 1 + à +... + 2 est convergente. 
! n! 

u donc w,,, = u, pour tout n = 0. La suite (u,) est croissante. 
1 

AN ue 1) 

Pourtout RAM Eh x 20 RCE 

Si À = 2, les entiers 2, 3, …, k sont supérieurs ou ÉgaAUXx à 2 d'Où £l= 28218 

ne 
2 

1e 

nie lé 1 TETAN D 2) = + ———— + ts OÙ, Si 7 ;U, 11454 tnt nr OP) 

1 
On a ee à donc, pour tout # dans N, u, < 3. 

La suite (u,) est croissante et majorée par 3, elle converge donc vers une limite L et L=<3. 

à —————————— 



EXERCICES 

3 Passage à l’expression conjuguée 
… Soit la fonction définie dans R par f(x) = 4/x2 + x + 1 et sa courbe dans un repère du plan. 
. 1. Etudier la limite de fen + et en -c, 

_ 2. Déterminer : a. lim Jf{x)-x; b. lim f{x)+x. 
” XI =SioS X —> — co 

3. En déduire que la courbe ‘@ admet deux asymptotes que l’on précisera. 

; 
1. Par la propriété sur la limite d’un polynôme en -oœ et +0, lim x2+x+1= lim x2=+ et 

X — + oo X — + co 

lim x2+x+1= lim x2=+o, 
AIS X — —co 

Comme lim 4/X=+, par théorème de composition, lim f(x)=+c et lim f(x)=+c. 
X — +0 X — +0 X — — co 

2. a. Déterminons lim f(x) -x. Il s’agit d’une forme indéterminée. 
X — — co 

Utilisons l’expression conjuguée de /x2 + x + 1-x. 

Pourtout x>0, Jeræsl-x-(étxtl-a)(?+xt1+x) 

CRD EE 1 x+l 

Nx2+x+1+x Wx2+x+1+x 

x(1+2) (+2) 

RP Lhteiroe munie ele ve À 
l,2 
+ rs x 1454 +) Lee + M 

EE x x2 

Or 

lim 1+ L + £ =1 donc lim /1+ à + L + 1=2 par théorèmes de composition et d’opérations. 
SOLE sa X 5.4 LT) 

Comme lim HELE nous obtenons, d’après le théorème sur la limite d’un quotient, 
X — +00 

RNA CURE 
Le D 

: (x2+x+1)-x_ x+l 
b. De même f(x) + x = =>. 

Nx2+x+1-x Wx2+x+1-x 

X 142) pod 

X 55 
Pour x<0, /x2=|x)=-x MORE me 

=x [J+=+—-x - [1+-+—=-1 
Lu XOux2 

ù : 1 
Par théorème de composition et d’opérations, lim f(x) + x = 5 

PIRE 

k : 1 : 1 

3. On en déduit par théorème d’opération que Ma) Er Det in EEE 07 

' 
X > ie CO À X — — 00 D) 

| | cl nee 
La droite D : y=x+ 5 est asymptote à 6 en ++ et la droite D’: y=-x 5 est asymptote à €” en —c 

Remarque : En repère orthogonal D et D’ sont symétriques par rapport à la droite À d’équation 

X— a dont on peut montrer que c’est un axe de symétrie de €. 
2 
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— EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Avec les définitions 

1| Soit (u,) la suite définie sur N* par u,=— 
n 

1. Quelle est la limite de cette suite ? 

2. Déterminer à partir de quel entier tous les ter- 
mes w, appartiennent à l’intervalle : 
El (0 EDS AE b. ]-0,01 ; 0,01! ; 

C1 10 10 pe 

2| Soit u,, = nee pour tout # de N. 

1'Expomend/-2r 

2. Quelle est la limite de la suite (u,,) ? 

3. Déterminer à partir de quel entier tous les ter- 

mes %, appartiennent à l’intervalle : 

a 120157205110 
b. 12 - 0.01 ; 2+0,01[ ; 

c.]J2-10:; 2+10°1[. 

(E Exercice guidé 
Soit (4,) une suite qui converge vers —1. 
En revenant à la définition d’une suite convergente, 

démontrer qu’à partir d’un certain rang, u, <0. 

F ae: : dire qu ((u,) converge vers — 1», 
c’est dire +4 tout i tervalle pue sue 
res ». gs As > + 4 

L ci c’est a FL. tout se ouvert conte- 
Laure 1, est rai pour ul un intervalle particulier, 
a il suffit de bien choisir He qu'il ne contienne 

e des réels s négatifs. “dar Fred 

E En revenant à la définition d’une suite conver- 
gente, démontrer qu’une suite (w,) converge vers 
L si, et seulement si, la suite (w,-L) converge 
vers 0. 

5 | EUAULS En revenant à la définition d’une 
suite convergente, démontrer que si (u,) est une 

suite convergente à termes positifs ou nuls, sa 
limite est positive ou nulle. 

[6 Soit (u,),-N une suite réelle. 

1. Montrer que si la suite (uU,),:N converge vers 
un réel €, il en est de même pour la suite 

(CPR 1e N ° 

2. La réciproque est-elle vraie ? 

En revenant à la définition d’une suite conver- 

gente, montrer que si la suite (,) est telle que, 

<v, où lim 2,=0, pour tout r de N, 0< 
n — +00 

alors lim #,=0. 
n + 

E Un peu de logique pour mieux comprendre 

1. Chaque salle du lycée possède sa propre clé, dif- 

férente de celle des autres salles. 
Ÿ a-t-il une différence entre les deux phrases (A) 
et (B) suivantes ? Si oui, expliquer laquelle. 
(A) Pour toute salle, il existe une clé qui permet 

d’ouvrir la salle. 
(B) Il existe une clé qui, pour toute salle du lycée, 
ouvre cette salle. 

2. Soit (u,) la suite définie sur N par u,=n?-1. 
a. Quelle est sa limite ? 

b. Les phrases suivantes sont-elles vraies ou 

fausses ? 
A. Pour tout n, il existe un entier M tel que 

u, < M. 
B. Il existe un entier M tel que pour tout , 
UN UVE 

Unicité de la limite 

E Soit la suite définie par w,= 12 et par la rela- 

tion 13 u,+1 pour ne N. 

1. Si (4,) converge, quelle est sa limite # ? 

2. On pose alors v, = u, -{€ pour tout entier natu- 
rel n. 
Montrer que la suite (v,) est une suite géométri- 
que dont on donnera la limite. 

3. En déduire que la suite (u,) converge. 

: 1 
4. a. Tracer la droite D : y= 5 * +1 dans un 

repère du plan et construire les premiers termes de 
la suite sur l’axe des abscisses. 

b. Interpréter graphiquement les résultats des 
questions 1, 2 et 3. 

ET Soit la suite définie par uÇ=3 et par la relation 
Uy:1=3u,-4 pour ne N. 

1. Si (u,) converge, quelle est sa limite ? 
2. On pose alors v,=U,—{ pour tout entier natu- 
rel n. 
Montrer que la suite (v,) est une suite géométri- 
que dont on donnera la limite. 

3. En déduire que la suite (u,) ne converge pas. 

| 
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EXERCICES 

Convergence monotone 

nil Soit (4,) la suite définie dans N par uQj=4 et 

pour tout # dans N, me THEME 

1. Démontrer par récurrence que la suite (u,) est 
croissante et majorée par 7. 

2 En déduire que (u,) est convergente et déte- 
rminer sa limite. 

12] Soit la suite w définie par son premier terme 
_Uÿg=4 et par la relation w,,,=,/5+ u, pour 
ne N. 

1. Représenter les premiers termes de la suite sur 
l’axe des abscisses d’un repère à l’aide de la courbe 
ÆLY= ND FX. 
Quelles conjectures peut-on faire ? 

2. Montrer que pour tout entier n, 0 <u, <4. 

3. Prouver que la suite w est décroissante. 

4. En déduire qu’elle converge et déterminer sa 
limite. 

13] Soit (w,) la suite définie sur N par u,=3 et, 

u2 — — pourtout##0,4,,;=7 ce 

1. Si la suite converge, quelles sont les valeurs pos- 
sibles de sa limite L ? 

2. Montrer que, pourtoutn =0,ona0<u,<3. 

3. Étudier le sens de variation de cette suite. 

4. Prouver que (4,) converge et préciser sa limite. 

14] de, N1+4/1+ 4... ou le nombre d’or 

Soit (4,),-N la suite définie par : 

g = il 

Uri Ni+u, 

1. Montrer que la suite (u,),,- N est croissante et 

majorée. 

2. Montrer que (u,),,. | converge et déterminer 

sa limite. 
Expliquer le titre de l’exercice. 

M5] On considère la suite de premier terme uw, = 0 

et définie, pour tout entier positif, par la relation de 

N2 
récurrencemu, = nu EU 

1. Montrer que, pour tout entier # strictement 

: 2 
positif, on a l’encadrement FR eu le 

2. Étudier le sens de variation de la suite et en 

déduire qu’elle converge: 

3. Déterminer la limite a de cette suite. 

Suites adjacentes | 

ET Les suites ns et iso sont- 
n+l 

elles adjacentes ? 

Donner deux suites adjacentes de limite com- 
mune —2. 

18] Exercice guidé 
On définit les suites (a,) et (b,) par: 

apo=1l,; b,=7 et, pour tout nr de N, 

n+ le 

1 225 
An+1=3 Ca, +b,) ét o 3 (a, +2b,). 

Soit D une droite munie d’un repère (O ;1). 

Pour tout ne N, on considère les points À, et B, 
d’abscisses respectives a, et b,. 

1. Placer les points A,, B,, À,, B,, À, et B.. 

2. Soit u,=b,-a, pour tout ne N. 

Démontrer que (u,) est une suite géométrique de 

: 1 1 : 
raison 3 dont on precisera le premier terme. 

Exprimer w, en fonction de n. 

3. Comparer a, et b,. 
Etudier le sens de variation des suites (a,) et (b,,). 
Interpréter géométriquement ces résultats. 

4. Démontrer que (a,) et (b,) sont adjacentes. 

5. Soit (v,) la suite définie par v,=a,+b, pour 

tout n de N. 
Démontrer que (v,) est constante. 
En déduire que les segments [A,B,] ont tous le 

même milieu I. 

6. Justifier que (ay) et (b,) sont convergentes et 

calculer leur limite. 
Interpréter géométriquement ce résultat. 

3. On conjecture d’après la première question 

que, pourtoutrn=0,a,<b,. 
Ces suites étant définies par récurrence, on peut 
essayer de démontrer ce résultat par récurrence. 

On peut aussi utiliser le signe de u,. 

6. La limite de la suite (v,) peut être calculée de 

deux façons … mais elle est unique ! 

19) Vrai ou Faux ? 
Soit (#,) une suite décroissante, à termes stricte- 

ment positifs, et de limite 1. 

S 1 Ë 
Les suites (u,) et (+) sont adjacentes. 

nl 
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Limites de suites 

20 Étudier la limite des suites suivantes. 

s: PL b Neon Fans. 

mt n 7e 7e (nr 
27159 

d. x RE PTT 
Mn+1-n Th) 

21| Quelle est la limite des suites suivantes ? 
1072 

a.u,=n+(-1)}";  b. = 1+ TZ ; 

C.u,=Sinn-n. 

F7] Étudier la limite des suites suivantes définies 
pour n > 1. 

nelle à ee n + sin # | 

n 2n + cos (n) 

FX] On pose, pour n > 0 : 

se 1 1 

FE n2 (n+1)2 + (n+n)?2 

1. Montrer que, si 0<R<n : 

LI lens els 
(n+n)? (n+k)? n2 

2. En déduire un encadrement de u,,. 

3. Quelle est la limite de cette suite ? 

[24] On pose, pour n > 0 : 

UE  —. 
0 p2 Nn2 4 n+n 

En s’inspirant de l’exercice précédent, déterminer 
la limite de la suite (4,,). 

25] Montrer lquemma suite ee déhnie pare 

PSE L 
U=——— "pour toutNentier naturel: 

37 +4 
converge vers 2. 

Déterminer la limite des suites définies sur N 
par : 
a. u, = Nr? + 6 \/n2 +2 s 

b.u,=nvn+2-/n+1. 

27] avec ROC | Soit (u,) et (v,) deux suites con- 
vergeant respectivement vers {, et {,. Soit a un 
réel strictement positif. 

1. Montrer qu’il existe un entier N, tel que, pour 

nZzN,, 

70 = chapitre 2 Suites et fonctions. Étude locale et asymptotique 
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2. Montrer qu’il existe un entier N, tel que, pour | 

a a 

3. Trouver un rang N à partir duquel on ait : 

{,+t,-a<u,+v,<t;+t{t;+a. 

4. En déduire que lim (w,+v,)={,+%2. 
n — +00 

Limites de fonctions 

28| Déterminer les limites en —- et de + de: 
aN2x2 48%. b.-x?+4x+1 ; 

c. Vx++3x+2 ; d. Vx2=x+5. | 

[29 Étudier la limite lorsque x tend vers +c ou —c 

dés: 

2x" 5x2 +3 ee 
——— ; b. ——— ; CC. | —. 
nes x2 (x—1)2 

EU Étudier la limite lorsque x tend vers + ou —c 
de: 

b. /x2+2x+2-2% ; a. NX? +2x 3; 

CNX PI UDE M 

El Déterminer la limite en + de : 

: 1 COS x 
a. X + Sin X ;  ——— ; Ce —. 

X + Sin x x+l 

E7] Étudier la limite de f(x) en a dans les cas sui- 
vants. 

.2x?-x-1 *. b 6x2+5x-—4 = se 
CE 

x2 4x5 2x+1 A 

7 x3+1 À (x 212) 20 SR 

:Ælon rappelle que lim re 
DU) 

Calculer les limites en « de : 

in (4 sin(4x) b: sin(+), &=+e : 
À 

= TELE à 
sin x 

s Î 
C. sin(-©), a=+e ; d. xsin[=), a=+e. 

x se 

EX] AEUUS En s'inspirant de la démonstration 
donnée pour les suites, montrer que si #{ x) tend vers 
un réel € lorsque x tend vers O, alors £ est unique: 

35 En s’inspirant de la démonstration 
faite pour les suites, montrer que si f(x) =0 sur 
l'intervalle ]a ; +œ[, (ae R) etsi lim TE) 

X — +00 
(€ réel), alors £ = O0. 



EXERCICES 

MAS DIOtEs DE met en 
. Dans les exercices qui suivent, le plan est 
… rapporté à un repère orthonormal (O ; 2,7). 

(Er? Démontrer que la droite d’équation 
x+1 est np à la courbe définie par 

l'équation y=  —— = it) 

2. Étudier la nas de la courbe par rapport à son 
asymptote. 

3. Quelle autre asymptote possède cette courbe ? 

2137) Montrer que la courbe associée à la fonction 

x$+x2+1 

Ar 1)? 

tote horizontale et deux asymptotes verticales. 

définie par f(x) = admet une asymp- 

av ET Montrer qu’il existe des réels a, b et c tels que, 

: 
pour tout es = 

al e hip re 
EST 2x+1 

el 

2x+1 
admet la même droite pour asymptote au voisinage 

de +c et —c. 
Préciser la position de la courbe par rapport à son 

* asymptote. 

En déduire que la courbe d’équation y= 

(é ‘E Montrer que, pour tout réel x différent de 1 : 

x 3 1 
a 
(x—1) x=-1 (x-1) 

me 

LD 
admet pour asymptote en + et en —-æ une droite 

dont on déterminera une équation cartésienne. 

Quelle est la position de la droite asymptote par 

rapport à la courbe ? 

En déduire que la courbe d’équation y = 

© [40] Démontrer que la droite d’équation y=2x est 

à . ë 2 
asymptote à la courbe d’équation y=x+ 1x + 1 

en +. 

Avec des suites auxiliaires 

41] Soit la suite réelle de premier terme #,=3 et 

2 
définie par la relation de récurrence u,,;— fers 

n 

pour tout entier naturel n. 

1. Calculer u,, , et u;. 

2. Tracer dans un repère du plan la courbe 

2 : : 
CL y = ne et construire les premiers termes de la 

suite sur l’axe des abscisses. 
Quelles conjectures peut-on faire ? 

3. Démontrer que tous les termes de la suite sont 
positifs. 

4. Si la suite (u,) est convergente, démontrer que 
la limite € est solution de l’équation x2+x-2=0. 

UN 
5. Soit la suite de terme général v, = G pour 

n 

tout entier naturel . 

Démontrer que la suite (v,) est une suite géomé- 
trique convergente et préciser sa limite. 

6. En déduire que la suite (u,) est convergente et 
préciser sa limite. 

EF] On définit la suite réelle par #, = 2 et la relation 

u2+5 
1000 POUE ne N. 

ñn 

u,, = N5 
pour tout # de N. 

u, + 5 

1. Montrer que, pourtoutneN,u,>0. 

(7) 

On pose v,= 

2. Si (u,) converge vers une limite L, quelle valeur 

peut prendre L ? 

3. a. Montrer que o, 72. 

b. Conjecturer rs de v, en fonction de 7. 

c. Démontrer cette conjecture. 

il 
4. Prouver que v, =- et que [v,] < 1e 

l 

(CAE), 
5. En déduire la limite de la suite (v,), puis celle 
de la suite (u,). 

43 Soit (u,) la suite définie sur N par: 

Uo > 0 
pour tout # dans N. 

u l1+u n+1 ñn 

1. Soit la fonction définie sur R par: 

fn) = N1 + x? 
En utilisant f, montrer que (u,) est divergente. 

2. Soit (v,) la suite définie dans N par v,= pe 

a. Montrer que (v,) est arithmétique. 

b. Calculer v, puis #, en fonction de 7 et ,. 

c. Déterminer la limite de (4,,). 
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Bbliecti: 

> Que sais-je ? 

Vrai ou faux ? 
. . . n Si . . t ue 

Pour les exercices 44 à 51, dire si la proposition Dans les exercices 52 à 59, on ne justifiera q 

est vraie ou fausse et justifier. dans le cas d’une proposition fausse. 

3x2 +4 152] Une suite bornée est convergente. im 22+4- 
taie 

153] Toute suite croissante positive converge. 

x? +2x-5 2x æ 5 
. y . age 

5 lim = re 54| Toute suite décroissante positive converge. 

3x—7 55) Une suite non majorée a pour limite +. 
L a Z— 

x2(x-2)? E] Une suite ayant pour limite +c n’est pas 
majorée. 

lim Vx2+2x-5-x=+0. 

ne La négation de la proposition «pour tout #, 

u, = 37 » est « pour tout n, u, > 3" ». : 1 
48] La droite d’équation y = 5 * + 3 est asymptote 

211110 [58] Si la suite (42) converge, la suite (4,) con- 
en +c à la courbe d’équation y = F5 ae verge. 

ET] La suite (-2”) diverge vers —c. 159] Si la suite (u,) tend vers +, il existe au 
moins un entier naturel n tel que w,<u, ,,. 

n’ + sin #\ .. 
EÙ La suite Es Si ) diverge vers +co. 

51 La suite (sin (=) n’a pas de limite. 

QCM 
Dans les exercices 60 à 63, choisir la ou les 62| Suites convergentes 

réponses justes (on ne demande pas de justifica- À. Si une suite (,) converge vers une limite 
tion). réelle L, tous les termes w, à partir d’un certain 

rang sont dans l’intervalle ]L—0,1 ; L+0,1[. 

60 Formes indéterminées B. Si une suite ne converge pas vers le nombre 
Si lim w,=+æet lim v,=-0 : réel L, tous les termes à partir d’un certain rang 

n —> +00 n— + sont en dehors de l’intervalle ]L—0,1 ; L+0,1[. 

À. lim (u,+v,)=0 ; B. lim (u,v,)=-c ; C. Si une suite (u,) converge vers une limite Let 
Ce a si L>0, alors, à partir d’un certain rang, u, > 0. 

U U . . de Ge bn 2. D. in 20. D. Si une suite convergente vers L a tous ses ter 
n—+e V, n— + V2 mes strictement positifs, alors L>0. 

61 On considère une suite (w,) définie par Uo Et 63] Pour toute suite réelle (u,) on a: 
A. Si (u,) n’est pas minorée alors elle est majorée. 
B. Si (u, ) prend un nombre fini de valeurs alors 
elle est convergente. 

C. Si (u,) est positive et strictement croissante 

alors lim w,=+0. 

es u, +3 pour tout n de N. 

A. Si la suite converge, sa limite est 6. 

B. Siu,e [0 ; 6], la suite est croissante. 

: : : r n — +0 OU E s + ù C. Si ue [6 ; +. , la suite est minorée D. Si (u,) converge alors (u,) est bornée. 
: UE . 1 D. La suite (4, — 6) est géométrique de raison = E. Si (u,) converge vers un tél L non nul alors 

la suite (2"u,) diverge. | 
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Objectif BAC 

+ Un sujet vu au BAC (extrait) 
[64] Cet exercice constitue une restitution organisée de connaissances. 

Partie À. Question de cours 
On suppose connus les résultats suivants. 
(1) Deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes lorsque l’une est croissante, l’autre décroissante et 
u, —%, tend vers 0 quand n tend vers +o. 
(2) Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes telles que (u,) croissante et (v,) décroissante, 
alors, pour tout » appartenant à N, on a PAR 
(3) Une suite croissante et majorée est convergente ; toute suite décroissante et minorée est 
convergente. 

. Démontrer alors cette proposition : « Deux suites adjacentes sont convergentes et elles ont la 
même limite. » 

= Partie B 

On considère une suite (u,), définie sur N, dont aucun terme n’est nul. 

On définit alors la suite (v,) sur N par v, = _ : 
n 

Pour chaque proposition ci-dessous, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une démons- 
tration pour la réponse indiquée. Dans le cas d’une proposition fausse, la démonstration consis- 
tera à fournir un contre-exemple. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point. 
1. Si (u,) est convergente, alors (v,) est convergente. 
2. Si (u,) est minorée par 2, alors (v,) est minorée par - 1. 
3. Si (u,) est décroissante, alors (v,) est croissante. 
4. Si (u,) est divergente, alors (v,) converge vers 0. 

= Partie A 

Soit (4,) et (v,) deux suites adjacentes telles que (w,) croissante 

et (v,) décroissante. 
+ Par (2), pour tout n, u,<v,. Or (v,) étant décroissante, 

V, < V9 donc pour tout 7, u, = 7, € Vo: 
La suite (w,) étant croissante et majorée par 76, par (3) on 

déduit qu’elle converge. Soit L sa limite. 
+ De même pour tout n, uj<u,=<v,. La suite (v,) est 

décroissante minorée par w,, donc converge. Soit L’ sa limite. 

+ Par théorème d’opération lim (u,-v,)=L-L’.Orpar (1), 
n — +0 

lim (u,-v,)=0. Par unicité de la limite, EE =0rsoi 
n — +0 

L=L’. Deux suites adjacentes ont donc la même limite. 

Partie B 

1. Faux. Soit w, = nr pour tout # de N, la suite (w,) est bien à 
n 

termes tous non nuls et elle converge vers 0. Alors v,=-2(1+1) 

et la suite (v,) a pour limite —ce donc n’est pas convergente. 

2. Vrai. Supposons que la suite (u,) est minorée par 2. C’est dire 

1 
que pour tout # de N, w, = 2. Alors pour tout #, A < 5 donc 

n 

—2 

Uy 

3. Faux. Le contre-exemple donné à la question B1 le prouve. 

4. Faux. Comme contre-exemple, prenons w,,=(— 1)". 

= 1, soit v,=-1.(7,) est donc bien minorée par —1. 

Juin 2005. 

le jour du BAC 

Question A1 : Il faut bien avoir 
compris que lorsqu'on recherche 
un majorant de (u,) (ici, on a 
pris v,), celui-ci doit être plus 
grand que tous les réels u,, et indé- 

pendant de n. 

Question B1 : Si (u,) converge 

vers L, () a pour limite u st 
u, E 

LZ0. C'est le cas L=0 qui pose 
problème. Pour bâtir un contre-exem- 
ple, on examine des suites simples 

convergentes vers 0 : () ou (q”) 

avec O0 <g< 1. la, la suite devant 

être défime sur N, on a pris (=) à 

Question B3 : Il faut bien hre 

l'énoncé : quand la réponse est 
fausse, on demande un contre- 

exemple. Il ne s’agit pas de tenter 
une démonstration générale en 
manipulant des inégalités. 
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— EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

Calcul de limites 

(QG: 1,1) est un repère du plan. 

Œ Démontrer que les droites d’équations y = 8x 

et y=2x sont asymptotes à la courbe définie par 

l’équation y = 5x + 34x21. 

Étudier la position de la courbe par rapport à ses 

asymptotes pour |x| suffisamment grand. 

66 Étudier les limites en a de : 

TE b. NE TE 
x—1 x2—x 

: L67| Déterminer la limite en +c de : 

xr xt x x. 

ee : : x2 —4 UT 
{ A Soit la fonction f : x+> ——— définie sur 

fe x2+3x—10 

Rat 5527 

Étudier les limites de fen —c, +0, —5 et 2. 

E] Mêmes questions que l'exercice précédent 

avec : 

2-4 

(x—2)<(x+5) 

452 
Soit la fonction f définie par f(x) = LES 

x2—6x+5 

pourxeR\{1;5}. 

Étudier les limites de fen —c, +, 1 et 5. 

71) On pose f(x) = x + x? +.x+ 1 pour tout réel x. 
à ; : il 

Montrer que les droites d'équations y = 2x + 5 et 

1 : 7 : 
es sont asymptotes à la courbe d’équation 

y= f(x). 

72] On rappelle que lim 0 
x—0 X 

Étudier les limites de : 

1 ,/2 cos x T T 
A. —— , a—=— (on pourra poser u=x+— 

1— ,/2 sin x 4 “ 
et utiliser les formules de trigonométrie) ; 

b. 2” sin (Z) quand n tend vers + co. 
on 

A Soit la fonction f définie sur ]0 ; + | par: 

ft) =2x2-x+1+" (ae R). 

1: Étudier la limite de f quand x tend vers + c». 

2. Étudier la limite de f quand x tend vers 0 (discu- 

ter suivant les valeurs de a). 

e [74 Soit la fonction f définie par : 

fx) = Vx2+5x+1+ax+ b. 

1. Étudier la limite de f quand x tend vers + en 

fonction des valeurs des paramètres réels a et b. 

2. Étudier la limite de f quand x tend vers —-æ en 

fonction des valeurs des paramètres réels a et b. 

/ . ER 
CA 75] Soit la fonction f définie par : 

ax? +bx2+x-1 

4) - 

1. Étudier la limite de f quand x tend vers + en 

fonction des valeurs de a et b. 

2. Étudier la limite de f quand x tend vers —c en 

fonction des valeurs de a et b. 

1. Montrer que, pour x>—l1 : 

AT M es 1 PR Le 
x+ 1 x + 

En déduire la limite de la fonction f définie par 
F2 XI + x + X 

X) = ——— 
fx) x+l 
2. Quelle est la position de la courbe d’équation 

Dore 
x+1 

d’équation y = x2 + 1 pour x = 3? 
Représenter l’allure de ces deux courbes. 
On dira que la parabole d’équation y= x? + 1 est 

asymptote à la courbe de f. 

— (x2 + 1) quand x tend vers + co. 

par rapport à la branche de parabole 

[77] Pour aller plus loin 

On considère une fonction f définie sur [0 ; +c[ 

telleque-Him-jx)=6 
X — +00 

1. Supposons que la droite À d’équation carté- 
sienne y = ax + b (a Z 0) soit asymptote à la courbe 

d’équation y =f{(x). 

Posons alors g(x) = f(x) — (ax + b). 

On sait que lim g(x)=+c. 
X — +00 

a. Montrer que a= lim fG) 
x—+o X 

b. Montrer que b= lim (f(x) - ax). 
X — +00 
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2. On suppose qu’il existe deux réels a et b (az0) 

tels que a= lim 1 cb ne (f(x) — ax). 
X — +00 

En déduire que la Hrôite A a L cartésienne 
Y=ax+b est asymptote à la courbe d’équation 
Y=Î(x). 

_ 3. Application : Montrer que la courbe d’équa- 
+ 

2x+1 
on déterminera une équation cartésienne. 

D} c- 
s D ne) 

tion y = admet une asymptote oblique, dont 

Étude de suites 

2 

[78] On pose u,= —— Pour tout entier naturel n. 

1. Calculer ies six premiers termes de cette suite. 
n+l 

u 2. Montrer que u,,,= Sr; 

3. Montrer que la suite (u,) est décroissante à par- 
tir du rang 2. 

4. Montrer que (u,) converge. 

5. Déterminer la limite de la suite. 

[79] Soit y la suite définie par #, = 0 et la relation de 

Técurrence u,,, 1 — 2 +u, Pour 7 entier naturel. 

1. Montrer que, pour tout entier naturel 9, 

0=w,= 2: 
2. Montrer que la suite est croissante. 
En déduire qu’elle admet une limite finie 4. 

3. Montrer que {# vérifie { = ,/2 +4. 
4, En déduire la valeur de #. 
5. Soit v la suite définie par v, = 3 et la relation de 

récurrence v, , 1 =,/2 +, pour n entier naturel. 

En s’inspirant de la méthode utilisée pour (u,), 
montrer que (v,) converge et déterminer sa limite. 

EU Soit 6 un réel de 10 8 =. Parsuite”(4,). est 

définie par #9=2cos8 et, pour tout n de N, 

U,31—= PACE, 

1. Démontrer que pour tout x réel : 

X 
1 + cos x=2 cos? > 

2. Montrer par récurrence que pour tout 7 de N : 

= cos 
on 

3. En déduire la limite de la suite (u,,). 

81 Soit z la suite définie par w, = 1 et la relation de 

1 . 
récurrence u,,,,=1+-— pour 7 entier naturel. 

u 
n 

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 
Eu, = 2. 

2° Méritrer que la suite (w,,) est croissante et que 
la suite (w,, ; ,) est décroissante. 

3. En déduire que les deux suites (w,,,) et (u,,, 1) 
convergent respectivement vers deux réels #, et #, 

4, Montrer que {, et #, sont solutions de 
léquation : 

x= 1 + — : 

1+- 
x 

En déduire la valeur de €, et €, 

5. Montrer alors que la suite (#,) converge vers 

_1+W5 
2 

[82 Suite (sin n) 

1. Donner une valeur approchée de cos 1 et sin 1. 

2. Des formules de trigonométrie 
a. Justifier que pour tout n de N : 

sin (7 + 1) = cos 1 sin n + cos nsin 1. 

b. Justifier que pour tout # de N : 

sin (#7 + 1) — sin (n — 1) =2 sin 1 cos #. 

3. Des suites 

On pose, pour tout # de N, u,=sinn et 
V,= COS n. 
On supposera désormais que (,) a une limite finie L. 
a. Déduire de la relation établie en 2b que (2, 

converge et préciser sa limite. 
b. Déduire alors de la relation établie en 2a que 

EE 
c. En considérant u2 +2 
Qu’en déduit-on ? 
d. Montrer que la suite (sin #) n’a pas de limite 

(finie ou non). 

2s#montreniquett2= 1 

[83] CD L’indécis a deux amis 

Monsieur L’indécis se trouve à mi-chemin entre 2 

de ses ami(e)s 4 et À. Il décide d’aller voir s mais 
arrivé au milieu du chemin, il change d’avis et 

décide d’aller voir À. Au milieu du chemin, il 

change d’avis et décide d’aller voir 4, au milieu du 
chemin, il change d’avis et décide d’aller voir , et 

ainsi de suite. 
On notera À et B les points représentant les positions 
de s et B, I, le milieu de [AB], [; le milieu de 

HA}; L cet de [1,B], I, celui de [IAT, etc. 

1 de (AB) étant ie durépère (As; AB), 

on note x, l’abscisse de I, 

1. En prenant 20 cm pour AB, représenter les 

DOI Se ENERS MNT Calculer exe, "415 "Se 

2. La suite (x,) est-elle monotone ? 

3. Donner les premiers termes de la suite (x,,). 

Semble-t-elle être monotone ? et la suite (x,,,, 1) : 

4. Montrer que pour tout # = 0 : 

1 
Xon+1 3 72 Et Xoyy2— 

il 
2n 5 UF X2n+ 1): 
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$. a. En déduire x,, ,, en fonction de x,,. 

b. Montrer que pour tout # = 0: 

c. Étudier le sens de variation de la suite (x2,). 

6. En déduire que la suite (x, , ,) est croissante et 

er 1 
majorée par 3. 

7. Monsieur L’indécis pourra-t-il arriver chez 

ou À ? 
8. Pour connaître plus précisément le sort de Mon- 

sieur L’indécis, montrer que, pour tout 7 0, 

220) 
To à 
En déduire le comportement de Monsieur L’indé- 

cis quand n devient grand. 

Prolongement : Qu’arrive-t-il à l’indécis s’il part 

d’un point quelconque situé entre AetB? 

Suites adjacentes 

[84 Soit les deux suites # et v définies par la donnée 

de u, et vo (49 < Vo) et les relations de récurrence : 

_2uy+7y _Unt20y 

UE 3 n+1l 3 

1. Démontrer que la suite vw est une suite géo- 

métrique. 
Donner la limite de cette suite. 

2. Prouver que, la suite w est croissante et que la 

suite v est décroissante. 

3. Montrer que les deux suites # et v sont adjacen- 

tes. 

4. Montrer que la suite v+ est une suite cons- 

tante. 

5. En déduire la valeur de la limite commune des 

deux suites u et v. 

185) On pose : 

al COLA EE * es 5*3 es ,ne NX. 

1. Soit v,=u;,. 
Montrer que (v,) est croissante. 

2. Soit w,=U5,4 1. 
Montrer que (w,) est décroissante. 
3. Calculer, pour tout entier # non nul, v,-%,. 

En déduire que la suite (v, — æ,) converge vers 0. 

4. Montrer que (w,) et (v,) sont adjacentes. 
5. On appelle # la limite commune de ces deux suites. 

Prouver que, pour tout ne N*,u,, <{<u,,,:]. 
En déduire une valeur approchée de € à 10-6 près 
en utilisant la calculatrice. 
6. Montrer que la suite (w,) converge vers €. (On 
utilisera l'exercice n° 87.) 

Avec les définitions AVEC COS — 

[86| Soit (z,) une suite réelle. Soit p un entier 
n/ne N 

naturel non nul. 

1. Montrer que si la suite (u,),- N CONVETSE vers 

un réel £, il en est de même pour la suite 

(us ar Fee e N° 

2. La réciproque est-elle vraie ? 

1. Soit (4,,) une suite réelle. On pose, pour tout 

entier naturel n : 

D U2n et 9 Uon+1 

Montrer que si la suite (u,) converge Vers f; den 

est de même des suites (p,) et (q,). 

2. Réciproquement, on suppose que (P,) et (q,) 

convergent vers la même limite €. 

Soit I un intervalle ouvert contenant {. 

Trouver un rang à partir duquel tous les termes de 

la suite (u,) sont dans I. 

En déduire que (,) est une suite convergente de 

limite €. 

3. Application : Montrer que ((1)7) est diver- 

gente. 

Montrer que si (w,) est une suite convergente 

de limite £ > 0, tous les termes de la suite sont stric- 

{ 
tement plus grands que 5 pour n assez grand. 

En déduire que, si (v,) est une suite tendant vers 

+0 , la suite (uv), =N tend vers +c. 

Suites définies par sommation 

FR] 

n 

[89] On note, pour tout n = 1, u,= D 

RE 

Partie A. Convergence de la suite (,,) 

1. Calculer les trois premiers termes de cette suite. 
2. Montrer qu’elle est croissante. 

| = re 

k-1 
En sommant ces inégalités membre à membre pour 
2<k<n, montrer que la suite (u,) est majorée 

par 2. 

4. Justifier que la suite (4,) converge. 

Euler a démontré en 1748 que la suite (u,) 

2 
TT 

converge Vers On admettra ce résultat dans la 

suite de l’exercice. 

bi 

3. Montrer que, pour tout k = 2, 
ol D 
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EXERCICES 

| 2 
: Partie B. Encadrement de ee 

On considère alors les suites RES ACTE 

définies par v,=u, + - et w,=u, Ps 
n+l n 

1. Déterminer les limites des suites (v,) et (æ,). 
2. Montrer que : 

Fi 

(n+1)2(n+2) 
En déduire le sens de variation de la suite CU 
3. Montrer que les suites (2,) et (æw,) sont adja- 
centes. 

nl ne 

2 
4. En déduire que, Vn = 1,v,< Fe I ë 

a. Montrer que, Vn = 1,0<%w,-7,< — 

b. En déduire un entier p tel que pour n=p, 

encadrement v,< — < % 
6 n 

inférieure ou égale à 1072. 

ait une longueur 

c. À l’aide de la calculatrice, donner des valeurs 

décimales approchées à 10-2 près de v, et w,. En 

2 EE T 
déduire un encadrement de TG PA deux nombres 

décimaux à deux chiffres après la virgule. Préciser 
la longueur de cet encadrement. 

2 ; T . 
Comparer avec la valeur approchée de = fournie 

par la calculatrice. 

90! Suites adjacentes et aire 

1. Construire précisément la courbe C représen- 

; ; T 
tant la fonction sinus sur [= 10 : à ; on prendra 

un repère orthogonal avec 5 cm pour unité en 
r T BE: : 

ordonnée et 8 cm pour = unités en abscisse. 

On désigne par À l’aire de la partie du plan com- 
prise entre la courbe et l’axe des abscisses sur I. 

2. Pour ne N*, 

OR 27, 
Pour ke {0,1,..,2*-1}, on construit sur cha- 

que intervalle [a, ; az, 1] les rectangles R, et R; 

de hauteurs respectives sin (a,) et sin (az, ;). 

T 
on pose Fonbsnei avec 

a. Construire R, et R, pour n=1, puis n=2 et 
n =3. 

b. Soit ne N*. 
Quel est le nombre de rectangles R a 
3. a. Montrer que, pour ne N*, a somme des 

aires des 2” rectangles R, est le nombre : 

2=2t 1 

DR res Y sin(a). 
k=0 

b. Exprimer la somme V, des aires des 
2” rectangles R;. 

c. Calculer à 10-1 près : 

ÜUys Us Us Vis Vo et V3 

4. a. Montrer que : 
p=27-1 

ha | DT 
ist nee > sin (227) 

p=0 

M du p+l)r 
+ >>. sin ( STE ) 

p=0 
b. En déduire que pour tout nr dans N* 

p=2"-1 
T caen 22 5 1 

EPS SE rrre » sin (TE) 

i p=2"-1 ; 
; DT 

# Y sin (227)! 
p=0 

puis que U,,, = U, pour tout n de N*. 
5. En reprenant une démarche analogue, montrer 

que V,,, < V, pour tout n de NX. 
6. On admet que, pour tout ne N*, 

UNE 

a. Montrer que les suites (U,) et (V,) sont adja- 

centes. 
b. Quelle est leur limite commune ? 
7. Déterminer un encadrement de longueur 10-1 

de 

] Pour aller plus loin 
Le théorème « toute suite croissante et majorée est 

convergente » est-il vrai dans Q ? Autrement dit : 
une suite de rationnels strictement croissante et 

majorée a-t-elle une limite rationnelle L ? 

[92 Montrer qu’une suite périodique non constante 

ne peut pas converger. 
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— PROBLÈMES 

[93] D’après Bac 

: ; + 2x+1 
Soit f la fonction définie par f(x) = rude pour 

x#-1. Le plan est muni d’un repère orthonormé 

(unité graphique : 4 cm). On note F la courbe 

représentant f. 

Partie A. Étude d’une fonction 

1. a. Étudier les limites de fen -æ,+c eten-1. 

b. Interpréter graphiquement les résultats obtenus. 

2. Étudier le sens de variation de f et dresser son 

tableau de variation. 

3. Justifier que si xe [1 ; 2], TAYELES 21 

4. Tracer la courbe [. 

Partie B. Étude de deux suites 

On considère les suites (w,) et (v,) définies sur N 

par : 
up = 1 et, pour tout 7 deN, u,41 Ju); 

v, = 2 et, pour tout # deN, v,,1=#7,). 

1. a. Construire sur l’axe des abscisses du repère 

les trois premiers termes de chacune des deux sui- 

tes (on laissera apparents les traits de construction). 

b. Quelles conjectures peut-on faire sur les suites 

(u,) et (v,) ? 

2. Montrer par récurrence que : 

a. pour tout n deN, 1=<u,=<2 ; 

b. pourtoutn deN,u,=<u,,153 

c. pour tout n de N, 1 = v, = 28 

d. pour tout n de N, v,,, <7,. 

3. Montrer que, pour tout entier naturel n, 

3 DENT 
n+l ® (on D) (42581) 

En déduire que, pour tout # de N, 

De pont 

1 
— = = = == vue DUT UP î (or 

n 

4. Montrer que, pour tout # de N, v,-u, = (3) ; 

5. En déduire que les suites (4,) et (v,) conver- 

gent vers un même réel «. 
Déterminer la valeur exacte de a. 

[94 Suite de Babylone 

Soit a un nombre réel strictement positif. 

Soit la suite (u,), - N définie par : 

Uo > 0 

u L Lu + 2) po z 0 +] => 7 + UL= 
n 2) () ue 

Partie A. Conjectures 

1. À l’aide d’une calculatrice ou d’un tableau, con- 

jecturer la limite de (w,) pour a= 1,2, 4,9, 16. 
2. Quelle conjecture peut-on faire sur la limite de 

(u,) pour ae R**? 

Partie B. Étude de la suite 

1. Démontrer que, pour tout n, 4,7 0. 

Pour quelle valeur de 45 la suite (u,),-N est-elle 

constante ? 

2. On suppose, dans toute la suite du problème, 

que uÿ-a#0. 

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n : 

1 
NU RENeEE (4, Va): 

n 

1 
UN (una) 

u 
n 

b. Montrer que la suite (u,),_N ©St strictement 

décroissante pour #7 = 1. 

En déduire que la suite (u,), - admet une limite 

(on ne demande pas de calculer cette limite dans 

cette question). 

3. On définit la suite (v,),, : N Par la relation : 

nt 
TNT. 

a. Calculer v,,, en fonction deg. 

b. Calculer v,,., en fonction de v, et de 7. 

En déduire la limite de la suite (v,), _ N- 

4. Trouver la limite de la suite (u,,) 3 
neN 

L2) 

[95 Soit (u,) une suite définie dans N, bornée, et 

telle que u,,, 4, — 0 lorsque # +: 

Le but du problème est de savoir si une telle suite 

est convergente. 

On admet que la suite (sin 7) n’a pas de limite 

(voir exercice n° 82). 

1. Donner des exemples de suites (,) bornées et 

les quetnate 20) 20 
n — +0 

Sont-elles convergentes ? 

2. Soit (v,,) la suite définie dans N par 2, = sin (Vn). 

a. Exprimer v,». 
b. Si (v,) admet une limite L, quelle est alors la 

limite de la suite (v.) ? 
A n 

c. La suite (v,) a-t-elle une limite ? 

3. Montrer que la suite (v,) est bornée. 

4. a. Soit p et q deux réels, a tbe 

Calculer a + b et a—b. En déduire : 

sin p— sin g=2sin (855) cos (854), 

b. Montrer que : 

En sinf ————| M ee cos( ET 

En déduire Que” ina 07)=0; 
n = +0 

5. Conclure. 
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196| Théorème des suites adjacentes = toute 
suite croissante et majorée par un réel M 
converge. 
Soit (u,),=, une suite croissante et majorée par 
un réel M. 

Nous allons montrer qu’une telle suite est conver- 
gente en deux étapes : 

Partie À. Nous construirons par dichotomie une 
suite (a,) formée de certains des termes de la suite 
(u,) et une suite (b,) de majorants de la suite (u,); 
qui convergeront vers une même limite L. 

Partie B. On montrera que la suite (u,,) elle-même 
converge vers L. 

Partie A 

Définition des suites (a,) et (b,): a,=u, et 

b,=M, et, pourtout n=> 1, 

a+ 0. ) } 
°si Hoi- est un majorant de la suite (4,), alors 

a, +6 
E # n n 

dur1 dy et LS 2 2 

* sinon, a est le premier terme de la suite (x.) k n+l P n 

7: 2 212 
supérieur à or et b,,1,—=0,. 

Si - (a, +b,) est un majorant de (u,) 2 

(a, +b;)eta,;=a, Alors on pose : b, = : 

—_— + — 
1 

Si ; (a, +b,) n’est pas un majorant de (u,,) 

Alors on pose : b, =b, et a, est le premier terme 

de la suite supérieur à : (a, +b;) 

07 

| + — 
1 

a =; 5 (a, +b;) 

b,=b,-=M 

1. Un exemple pour commencer 

Soit Tee - 
12 22 

La suite (u,),=, est croissante et majorée par 

M =2 (voir l'application p. 21 du chapitre 1). 
Nous admettrons que cette suite (u,) converge vers 

à 
une limite étonnante : — 

1 
+— pour n= ]I. 

n2 

a. Déterminer à l’aide de la calculatrice des valeurs 

approchées de w, pour 1 < n < 8. Représenter ces 
termes et M sur un axe avec pour unité graphique 
20 cm. 

a; +b , Eee 
b. Calculer et représenter sur l’axe ny qu Déter- 

miner a, et b.. 

; a2 + b, ; 
Calculer et représenter sur l’axe EE Déter- 

miner a, et b, en admettant que 1,75 est encore un 

majorant de la suite (4,). 

b,-a b,-a 27 Pr 
c. Justifier que 0 < 5 ba 

2. Cas général 

a. Justifier par récurrence que pour tout => 1, 
<< CS EE, 
ET — UE a Se b, 

CRUE = (Lu) = a 

En déduire que lim (b,-a,)=0 
n — +00 

b. Montrer que (a,) et (b,) convergent vers une 

même limite L. 

Partie B 

Soit I un intervalle ouvert contenant L. 
1. Expliquer pourquoi on peut trouver un entier N 
tel que a, et b, appartiennent à I pour tout 7 = N. 

2. Soit P l’entier tel que #p = aN où N est l’entier 

déterminé à la question précédente. 

Justifier que pour tout n=P, ag <u, <bK. En 

déduire que pour tout n=P, u,elI. 

-3. Conclure. 

Remarque : une suite croissante et majorée par un 
réel M converge — théorème des suites 

adjacentes : démonstration faite dans le cours. 

Le théorème des suites adjacentes est équiva- 

lent au théorème : « Toute suite croissante 

majorée converge. » 
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chapitre Continuité, 

dérivation 
et études 
de fonctions 

eo = Une fonction particulière 

OBJECTIF Un fabricant de gommes expédie ses gommes ue à ft 

Une activité dans de petits cartons d'emballage rectangulaires 

de recherche de périmètre 21 cm, avec une largeur { et une | 

et de découverte. longueur L. 
| 

Sachant que chaque gomme est posée sur sa base 

qui est un carré de côté 1 cm, et que les gommes | 

sont rangées en une seule couche, représenter la 

fonction N donnant le nombre N(€) de gommes 

que peut contenir un carton en fonction de la largeur 4. 

* Fonction partie entière 

Pour tout réel x, il existe un unique entier n dans Z telquen<x<n+1. 

n est le plus grand entier relatif inférieur ou égal à x. 

Cet entier n est appelé la partie entière du réel x et noté E(x). 

1. Donner E(2,41), E(2), E(-3,1), E(-3), E(0), E(0,008), E(0,87), 
E(0,999). 

2. Représenter graphiquement la fonction x E(x) dans [-3 ; 3]. 

3. Montrer que x > Ex) est croissante sur R. 

4. Montrer que, pour tout réel x, x — 1 < E(x) = x. 

% Équations f(x) = k 
La fonction j est définie sur l’intervalle I=[-2 ; 5], telle que “ft 2)==3; 

f5)=3. 
1. Tracer une courbe représentant f sachant de plus que : 

a. l'équation f(x) =2 a pour unique solution 3 ; 

b. l’équation f(x) = 2 a exactement trois solutions ; 

c. fest croissante sur I et l’équation f(x) = 2 a au moins pour solutions 2 et 3 ; 

d. l'équation f(x) =2 n’a pas de solution. 

2. Donner des conditions suffisantes, sur f, pour être sûr que l’équation 

f(x) = À admette exactement une solution sur I, quel que soit le réel À compris 
entre /(- 2) et). 
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1 
- Activité 4  Tangente : aspect graphique 

<$ 

FREE 

ANAL LUE 
LI 

LU x TEE ” 

1. La courbe ci-dessous représente une fonction  dérivable sur R et certaines OBJEQIE _de ses tangentes. MU pe 
Revoir l’interprétation _ Lire graphiquement f’(-2), EM ATÉ(O) FL): HAS) ee 5): graphique de f”(a). 

Tracer une allure possible de la courbe représentative de f en utilisant tous les 

renseignements donnés dans le tableau. 

Activité 5 = Dérivable ou non ? 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal (0 ; 1,1). OBJECTIF 

1 interpréter 

AmSoit f: x - graphiquement 
X des cas de dérivabilité 

1. Représenter graphiquement f sur ]0 ; 2]. et de non-dérivabilité. 

2. Soit g la fonction définie par : 

g(h) 

Wecyies] Us 0lrTO0 ; 0[ 

a. Soit deux points M et À : 

M(1+h;f(1+h)) et A(l;1). 

À quoi correspond g(h) ? 

b. Déterminer la limite L en 0 de g. Tracer la droite A de coefficient directeur 

L passant par À. Que peut-on dire de À ? 

_ fu +4) -f0) 
h 
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ESS 
Donner un sens à 
l'expression « meilleure 
approximation affine ». 

B m Cas de la fonction racine carrée 

Soit f(x) = Nx pour x > 0 et [la courbe représentant J. 

Le point M est un point de T d’abscisse non nulle x. 

a. Exprimer le coefficient directeur de (OM) et déterminer sa limite en 0. 

b. Qu'en déduit-on sur les droites (OM) lorsque x tend vers 0 ? 

C m Un problème en 0 

: Lee _ 

Soit f la fonction définie par f(x) = x sin À si xÆO0 et f(0)=0. 

1. Représenter graphiquement sur l'écran d’une calculatrice la courbe 

|” ; val 
d’équation y = xsin =. 

; mel 
2. Soit M, un point de coordonnées (4 ss RISIN (2)): RE0 à 

a. Donner une équation cartésienne de la droite (OM;). 

b. Tracer une droite (OM,) pour k=0,1 ; k=0,001 sur l’écran d’une cal- 

culatrice. 

c. Faire des zooms successifs centrés sur ©. Les droites (OM) tracées sem- 

blent-elles se confondre avec (C) ? 

d. La courbe (C) admet-elle une tangente en O(0 ; 0) ? 

Activité 6 = Développement limité 
et meilleure approximation affine 

Le plan est rapporté à un repère 

orthonormal (O ; :,7). On consi- 

dère les fonctions : 

ire als 

Heu Esint(t)}; 

fs: x x+ cos(x). 

1. Représenter graphiquement 

ces trois fonctions sur l’écran 

d’une calculatrice. 

2. En effectuant deux zooms suc- 

cessifs centrés sur le point de 

coordonnées (0 ; 1), qu’observe- 

t-on ? 

3. Que peut-on dire de la droite d’équation y = x + 1 pour chacune des cour- 

bes représentatives des fonctions f,, f, ? Justifier. 

4. Ecrire les développements limités respectifs d’ordre 1 en 0 des fonctions 

Ps 3. 
5. En déduire la limite en O0 de : 

XD —— pour 2<Rk<3. 
x 

On dit que f,(x) — x - 1, avec 2 < k < 3, est négligeable devant x au voisinage de O. 

82 = chapitre 3 Continuité, dérivation et études de fonctions 



6. Cherchons s’il existe une fonction affine £':xr>ax+b autre que 
f(x) — (x) 

X 

xr> x + 1 telle que x ,; pour 2< À <3, ait pour limite 0 en 0. 

Pour cela : 

_ a. Vérifier que, pour xe 0, Ds D TC ue tn 
X X 

b. Sachant que : 
x) — re A £ g(x) on 2 4 X+ 20) 

JCx) — g(x) 
x 

déduire que —> 0 pour x — 0 si et seulement si a=1 et b=1. 

€. Que peut-on en conclure ? 

On dit que x x + 1 est la meilleure approximation affine au voisinage de O 
de chacune des fonctions f, et fa 

Activité 7 = Symétries d’une courbe 

La courbe C représente une fonction f dans un repère orthogonal (O ; z,j). OBJECUIE 

22 ; Établir des relations 
A m Axe de symétrie en repère orthogonal fonctionnelles 

traduisant une symétrie. 
I. Un exemple 

La droite D a pour équation x=3. 

On a tracé la partie de la courbe C située 

« à gauche » de D. 

1. Reproduire et compléter la courbe C 

sachant qu’elle est symétrique par rap- 

port à D. 

2. Quel est l’ensemble de définition E de f ? 

Par rapport à quel réel, E est-il symétrique ? 

3. Placer le symétrique M’ de M par 

rapport à D. Quelle est son ordonnée ? 

son abscisse x” ? 

4. Justifier que, pour tout x de E, f(6-x)=f{x). 

II. De façon générale 

On suppose qu’une fonction f a un ensemble de définition E symétrique par 

rapport au réel a et que, pour tout x de E, f(2a—x) = f(x). 

‘Soit M(x ; y) un point quelconque du plan. 

1. Quelles sont les coordonnées du point M” symétrique de M par rapport à 

la droite À d’équation x = a ? 

2. Justifier que M€ C; si et seulement si M’€ C}: Qu’en déduit-on pour la 

courbe ? 

B s Centre de symétrie 

1. Déterminer les coordonnées (x’ ; y’) du point M” symétrique du point 

Mx ; y) par rapport à ((a ; b). 

2. Énoncer des conditions nécessaires et suffisantes sur / pour que la courbe C 

admette le point Q pour centre de symétrie. 
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1. Dérivabilité 

A m Fonction dérivable en a. Nombre dérivé 

PTS Soit fune fonction définie sur un intervalle I contenant le réel a. 

| . f(a + h) - f(a 

+ La fonction f est dérivable en a si et seulement si fa +h) he) a une 

fe fa) 
limite finie quand h tend vers 0 (ce qui équivaut à A 

limite finie quand x tend vers a). 

+ Sifest dérivable en a, on appelle nombre dérivé de fen a, le nombre réel 

f'(a) défini par : 

fia+h)-J{a) _ jm 0) 0). 
0 h x a X—a 

Ca) =" um 
h = 

B m Interprétation graphique. Tangente 

Soit C la courbe représentant f dans 

le plan muni d’un repère orthogonal. 

On considère les points A(a ; f(a)) 

et M{x ;f(x)) de C avec x#a. 

Alors 1 -Ao représente le coeffi- 

cient directeur de la droite (AM). 

1. Cas où fest dérivable en a 

Les droites (AM) «tendent vers 

une position limite» quand x tend 

Vers a. 

DANUAPAS Si f est dérivable en a, on appelle tangente à la courbe C au point 
propriété 1 > 

84 % chapitre 3 Continuité, dérivation et études de fonctions 

A(a ; f(a)), la droite passant par A et de coefficient directeur f’(a).Une 

équation de cette tangente est y = f’(a)(x — a) + f(a). 

2. Cas où fn’est pas dérivable en a 

Si lim OCDE (ou Si HR ce PSE Emse) peut ne pas avoir de 
EX IQ x—a x—a 

— œ ), on dit que C admet en À |à droite et à gauche, distinctes, | limite en a, même à droite ou à 

une tangente verticale. on dit que C admet « deux gauche (voir activité 5). 
demi-tangentes ». 



ù N'ES ju 

FAN 

ar ES 

EU 
ve 

_ Soit f(x) = x pour x = 0 : 

=> APPLICATIONS 

Déterminer une tangente verticale 
. Soit (O ; 1,1) un repère orthogonal du plan. 
Montrer que la courbe C d’équation y = /x a une demi-tangente verticale en ©. 

Solution 

f@)-f0) 1 
x—0 x x 

Or ie x = 0 avec ,/x positif, donc lim OPEN ORE 
x — 0 x — 0 

La be ü admet donc une demi-tangente verticale en ©. 

Étudier une dérivabilité ; déterminer des demi-tangentes 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 1 - x? et P sa courbe représentative dans un repère ortho- 

| gonal (O ; À 7). Soit g la fonction définie sur R par g(x) = |1 — x2| et L sa courbe représentative. 

EEE chapitre 3 Continuité, dérivation et études de fonctions 

1. Tracer P et préciser les tangentes aux points À et B de P d’abscisses respectives — 1 et 1. 

2. a. Tracer l.. 

b. Etudier la dérivabilité de g en —1 et en 1. Interpréter graphiquement pour |. 

Solution 

1. P est une parabole « orientée vers le bas » de sommet S(0 ; 1). S 

La fonction polynôme f est dérivable sur R et f(x) = -2x. 

Ainsi la tangente T, en A a pour coefficient directeur f’(—1) = 2 etla 

tangente T} en B a pour coefficient directeur f’(1) = -2. A 0|E:2B 

2. a. TL s’obtient en gardant la partie de P au-dessus de l’axe des abscisses 

et en prenant la symétrique par rapport à cet axe de la partie de P située 

en-dessous de l’axe. P 

Dir 1-1] /(x) = 0 donc g(x) = (x): On en déduit que : 

lim DCR N) © lim het er de Be 

Re L) ere rl) 
x > —1 x >-1 

On dit que g est dérivable à droite en —1 et de nombre dérivé à droite 

g4(-1) = 2. 
De même, sur ]J-c;-1], f(x) < O0 donc g(x) = -f(x) ; ainsi g est 

dérivable à gauche en -1 et de nombre dérivé à gauche 

g/(-1)=-f (D =-2. 
Les nombres dérivés à droite et à gauche étant distincts, g n’est pas 

dérivable en — 1, mais | admet deux demi-tangentes au point À de coef- 

ficients directeurs respectifs 2 et —-2. 

De même g est dérivable à gauche en 1 avec 8, Dev Che 22eE à 

droite en 1, avec g;(1) =-f"(1) = 2. 

À nouveau g n’est pas dérivable en 1 mais | admet deux demi-tangentes en B. 



Propriété 2 et 

définition 3 

Définition 4 
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C = Développement limité 

Soit fune fonction définie sur un intervalle I contenant leréela 

+ La fonction f est dérivable en a si et seulement si : 

f(x) = f(a) + (x - a)f'(a) + (x - a)e(x) avec lim EX) 0 

(ce qui équivaut à (a + h) = f(a) + hf'(a) + hç(h) 

avec de oh} — 0): 

+ f(a) + (x — a)f'(a) + (x — a)e(x) avec dim e(x) = 0 

(ou f(a) + hf'(a) + he(h) avec Au œ(h) =0) 

est appelé le développement limité d’ordre 1 de f en a. 

Remarques 

+ ho(h) où p(h) tend vers 0 quand } tend vers 0 est négligeable devant # quand k est 

assez proche de 0 car to tend vers 0 quand # tend vers 0. 

+ La fonction xr- f(a) +(x-a)f’(a) est l’approximation affine de fen a ; la droite qui 

la représente est la tangente à la courbe de fau point A(a ; f(a)). 

D m Fonction dérivée 

Soit E un intervalle ou une réunion d’intervalles. La fonction f est dériva- 

ble sur E si et seulement si f est dérivable en tout réel a de E. 

La fonction f’ définie sur E par x f'(x) est appelée la fonction 

dérivée de f. 

Remarque 

Il peut arriver que f”’ soit elle-même dérivable sur E et on note f” sa dérivée ; dans 

ce cas on dit que f'est deux fois dérivable sur E et que f” est la dérivée seconde de f. 

Si, à son tour, f” est dérivable sur E, on note fG) sa dérivée, et ainsi de suite, sous 
réserve d'existence ; on note alors f(7) la dérivée d’ordre n de f (ne N*). 

Rappelons les dérivées des fonctions usuelles vues jusqu'ici. 

se He 
cos? (x) 

| +'tan2 (= 

= nx re 



+ DÉMONSTRATIONS 
F 

_ ma Propriété 2 
… Supposons f dérivable en a : soit & la fonction définie au voisinage de O par : 

(a+ h)- f(a) 
(= EE po pour h#4O et e(0)=0. 

_ Nous en done he(h) = f(a+ h)- f(a)- F(a)h, soit (a+ h) = f(a) + f’(a)h+ he(h). 

Avec pour h—0, e(h) 0, car CO) —— f/(a). 
h=0 

Réciproquement : 

. si (a+ h) = (a) + F(a)h+ he(h) avec pour h— 0, e(h) — 0, alors pour hAzO, GED pe 2 et. 

Pour h—0, e(h) — 0 donc, pour h=0, 
fla+h)-f nc) OR 

_ mPropriété 3 

Læ 

sin (x) 

COS (X) 

dans | et la fonction cosinus ne s’annule pas dans I. 

# . . TT TT . . . 

Ne LAC) — est dérivable dans l'intervalle | = F3 ; 2| car les fonctions cosinus et sinus sont dérivables 

2 En appliquant la règle de dérivation du quotient de deux fonctions dérivables, nous obtenons : 

EEE chapitre 3 Continuité, dérivation et études de fonctions 

tan’ (0 = cos (x) cos(x) — sin(x) (— sin(x)) _ cos2(X) + Sin 00e 1 

cos2(X) cos2(X) 7 cos2(x) 

cos? (x) + sin? (x 2 
En remarquant que D = (ae) , On obtient aussi : 

tan’(x) = 1 + tan2(x) pour tout x de |. 

—> APPLICATION 

Donner trois interprétations de la dérivabilité 

Interpréter de trois façons différentes le nombre dérivé de la fonction sinus en 0. 

Solution 

On sait que la fonction sinus est dérivable sur R avec sin'(x) = cos x d’où 

sin‘ (0) = cos 0 = 1. 

+ En termes de limite : 

Conseil 

Cette limite 

«indéterminée » est 

à connaître : 

sin'(0) = lim Re ln SET im SG) _] 
x — 0 =) x — 0 X “hs _ Ê 

+ En termes de développement limité au voisinage de 0 : 

sin(x) = x + xe(x) avec lim e(x) = 0. 
x — O0 

Remarque : on en déduit que sin(x) = x pour x voisin de O. 

° Graphiquement : 

la tangente à la courbe d’équation y = sin x au point O a pour 

coefficient directeur 1. 



E « Théorèmes d'opérations et de composition 

fet g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I alors : 

Corollaire 1 > 

Théorème 2 

Corollaire 2 

f+g, Rf(R ER); fg le sont aussi. 

Si de plus g ne s’annule pas sur E, : e f sont dérivables sur I. 

Fonction 

dérivée 

Les fonctions polynômes et rationnelles sont dérivables sur tout intervalle 

de R où elles sont définies. 

Exemple : Soit f(x) = z pour x#-—2 et xz2. 
x? — 

à 2(62-4)-(2x-1)(229 -2xX2+2x-8 
DÉCO ST NC D pour XF HE AA 

u est une fonction dérivable sur un intervalle I et v est une fonction 

dérivable sur un intervalle J avec u(I) € J. 

Alors f = v o u est dérivable sur I et, pour tout x de I: 

F'(x) = u’(x) : v'(u(x)). 

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. 

1. Pourtoutentiern,n =2,(u") = nu'u"=1. 

2. Si u est strictement positive alors /u est dérivable et ( Ju)’ = 
2 Ju 

F m Notation différentielle 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et f” sa dérivée. 

Pour tout x e I ettout Atel que x+he I : 

(1) f(x+h)=f{x) + hf/(x) + ho(h) avec D 0" 

Posons Ax=(x+h)-x=h, Ay=f'(x)Ax + Axp(Ax) et Ay=f{(x +h)=f(x). 

(las éertalorse 

CEA RO) AT PA ROUAS)E 

Sih—0, p(h) — 0 donc hp(h) — 0. Lorsque Ax devient infinitésimal, (2) 
S écrit dy JR de ‘ 

dy=f'(x) dx est l'écriture différentielle de (2). On note aussi f’ = os dx 

Remarque u 
En utilisant l’écriture différentielle-pour f = v o u : 

df _ dv du di __dv du 
PE Fi. soit Ge (u(a)) de (a). 
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_ => DÉMONSTRATIONS 
a Théorème 1 
Vu en 1'eS. 

_ m'Théorème 2 
4 à u et v sont telles que fest définie sur un intervalle 1, u est dérivable sur |, vest dérivable sur un intervalle J avec 
: ul) e)J. Soit 4e |, u est alors dérivable en a et v dérivable en b= u(a). 

+ Le but de la démonstration est d'arriver à écrire : 

f(a+h)=f#(a)+Lh+he(h) avec L= u’(a)v'(u(a)) et Li E 0 

: ice qui entraîne que f est dérivable en a d’après la définition de la dérivabilité . une fonction en un point et 
f’(a) = u’(a)V (u(a)) pour tout ae |. 

+ L'idée est d'utiliser les développements limités d'ordre 1 de u en a et de ven b, et de regrouper en un Ex terme tous les 
termes négligeables devant h. Une démonstration est donnée à titre indicatif ci-dessous. 

ES u étant dérivable en a, pour h tel que a+hel,ona: 

(1) u(a+h)=u(a)+hu’(a)+ ha(h) avec Hi a=0. 

v étant dérivable en b, pour tout réel ktel que b+ke J, on peut écrire : 

(2) wWb+k)=v(b)+kV(b)+4kB(hX) avec B(k—0 pour k—0. 

É u(a+ h)-u(a) a pour limite O quand h tend vers O, u(a+ h)— u(a) est aussi proche de O qu'on le veut pour tout 
_ h assez proche de O. 

En choisissant h convenablement, on peut remplacer k par u(a+ h)-— u(a) et b par u(a) dans (2), on obtient : 

É (3)  v(u(a+ h)) = v(u(a)) + (u(a+ h) - u(a))V'(u(a)) + (u(a + h)- u(a))B(u(a+ h) - u(a)) 

soit v(u(a+ h)) = v(u(a)) + (hu’(a) + ha(h))v’(u(a)) + (hu’(a) + ha(h))B(hu’(a) + ha(h) 

ce qui donne : 

(4) f(a+h)= fa) + hu’(a)v (u(a)) + ha(h)v’(u(a)) + (U’(a) + a(h))B(hU’(a) + ha(h))]. 

À hu’(a) + ha(h) — O pour h - 0 et pu B=0, donc, d’après le théorème sur la limite de la composée de deux fonc- 

tions pour h — 0 , on a B(hAU’(a) + ha(h)) — 0. 

Comme, pour AH—O, a(h) tend aussi vers O, en désignant par e(h) l'expression entre crochets on obtient : 

e(h) = 0 pour h— 0. Il en résulte : 

(5) fÂa+h)=f#(a)+hu’(a)V(u(a)) + he(h) avec Ji UE 

æ Corollaire 2 

Il suffit d'appliquer le théorème 2 à vo u avec : 

eV: x x7 pour obtenir la dérivée de u" ; 
ey: x /x pour obtenir celle de Ju. 

D 

= — APPLICATION 

ET Dériver une composée 

Dériver la fonction f définie sur [1 3 +c[ par f(x) = Nr ile 

Solution | 

f= Nu où u(x) = x? - 1. La fonction u est dérivable sur R et la fonction racine carrée sur ]0 ; +co[. 

Or u(x) e 10; +oœ[ & x2> 1. 

Ainsi f est dérivable sur ]1 ; +c[ avec f'(x) = Pre = 

EEE chapitre 3 Continuité, dérivation et études de fonctions 



2. 

Définition 5 = 

Notation 
E(x) est la partie 
entière de x 
(voir activité 2). 

Théorème 3 — 

Propriété 4 =} 

90 = chapitre 3 Continuité, dérivation et études de fonctions 

Continuité 

A s Définition 

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant le réel a. 

+ fest continue en a si et seulement si lim f(x) = f(a). 
SAC (0 

+ fest continue sur I si et seulement si elle est continue en tout réel de I. 

Interprétation graphique 

Dire que fest continue sur Ï signifie que l’on peut tracer la courbe représenta- 

tive de f sur l'intervalle I sans avoir à lever le crayon. 

Exemples : 

1 La fonction x |x est continue sur R. | 2 La fonction partie entière est disconti- 

nue en tout entier. 
3 e 

2 &—— 

x E(x) 

1 ___ SUMUE 

B « Dérivabilité et continuité 

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant le réel a. 

+ Si fest dérivable en a alors f est continue en a. 

+ Si fest dérivable sur I alors f est continue sur I. 

EXT ON La réciproque est fausse. 
Dans l’exemple ci-contre, la courbe C représente 

une fonction continue en 1 mais non dérivable en 1. 

Remarques 

+ Les fonctions qui, à tout x réel, associent x, x2, x” (ne N*), cos x, sin x, étant 

dérivables sur R, sont continues sur R. 

à a ; ù pag! 
+ Les fonctions qui, à tout x réel non nul, associent —, = 10 N*) sont dérivables, 

ee à 

donc continues sur |—-c ; O0[ et sur ]0 ; +. 

+ De même, les fonctions polynômes et les fonctions rationnelles sont dérivables, JS 
continues sur tout intervalle contenu dans leur ensemble de définition. 

La fonction racine carrée est continue sur [0 ; +. 

Remarque 

La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0 mais elle y est continue. 



D DÉMONSTRATIONS 
4 at Théorème 3 ? 

Si fest dérivable en a, (a+ h)= f(a)+ hf(a)+ he(h) où sn e(h)= 0. 

1 Quand h tend vers O, ii ht 0, nr he(h)=0 , ne Lis f(a+ h)= (a). 
ES 

_ Autrement dit, Dre . f(a) ; la br fest continue en a. 

1 “mn Propriété 4 | He 

2 

RELEASES EP RRE EDR RTE UE LEON PRES CREER UOTE CES EAU ER NEA FE ES REV ESRI RP SSP PE FORT RE ER DENIS SRE 

La fonction racine carrée étant dérivable sur ]0 ; +, elle est continue sur ]0 ; +c[. Montrons qu'elle est aussi 

continue en O, c’est-à-dire que lim /x= 0. 
x 0 

Pour tout intervalle ouvert ]J-a ; «[ contenant O, /x appartient à ]-a ; a[ si et seulement si /x< «&, c'est-à-dire 

0 < x< «2. Donc ,/x appartient à tout intervalle ouvert contenant O à condition de prendre x assez proche de O. 

C'est dire que is Jx= 0 ou encore que la fonction racine carrée est continue en O. 
NET 

=> APPLICATION 

Dexercice 5 Étudier une fonction définie de facon particulière en a 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ue ce dat QU Li 

1. Montrer que f est continue en 0. 

2. On admet que, pour tout x = 0, x - — < sin x < x. 

Étudier la dérivabilité de f en O. 

Solution 

SE] (voir exercice 9, application du cours, p. 59). 1. On sait que lim 
LE 0 

Ainsi lim f(x) = f(0) et par conséquent lim f(x) = f(0). 
0 x — 0 
K 710 

fest continue en 0. 

2. Cherchons la limite en 0 de 
EDEN A sin x — x 

x re 

x3 , 1 f(x) — #(0) 
e id — < nt < < 0. Pour x 0 ir x < 0 donc * ne pe 

1 1 C0 
Comme lim —- x= 0, parle « théorème des gendarmes», lim GATE (1 

= 0-D x — 0 X — 
>) 

Ainsi f est dérivable à droite en 0 et f;(0) = 0. 

+ Pour x < 0, on remarque que la fonction f est paire dont f sera aussi dérivable à gauche en 0 avec 

/ — 10120: 
Finalement f est dérivable en 0 et f (0) =°10". 

voir aussi exercices n° 28, 62 
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Cm Théorèmes d'opérations et de composition 

Des théorèmes d’opérations sur les limites on déduit les propriétés. 

MALE - Si u et v sont des fonctions continues sur un intervalle I, u + v, Ru 

REURe ; 

(k réel), uv le sont aussi ; si l’on suppose de plus que v nes annule pas 

1 u ë 
sur Ï, - et — sont continues sur IL 

DIPET 

. Siuest une fonction continue en a et v est
 continue en #(a),alors vou 

est continue en a. 

« Siu est une fonction continue sur un intervalle I, à valeurs dans un inter- 

valle J sur lequel v est continue, alors v o u est continue sur I. 

+ Si une suite (w,,) converge vers une limite L et si f est continue sur un 

intervalle contenant L alors la suite (f(,,)) converge vers JE). 

D m Théorème des valeurs intermédiaires 

Soit fune fonction continue sur un intervalle I contenant a et b, avec a < b. 

Pour tout réel À compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel c 

de [a ; b] tel que f(c) = R. 

Autrement dit, f prend au moins une fois sur 

[a ; b] toute valeur comprise entre f(a) et 
FO) E-------- 

f(b). k : s ML 

f@ 3 A 
i; 

O a c; 

Si f est une fonction continue et strictement mono- 

tone sur [a ; b]|, alors pour tout réel k compris entre 

f(a) et f(b), l'équation f(x) = k a une solution uni- 

que dans [a ; b]. 

Dans un tableau de variation, une flèche vers le haut (vers le bas) signifie que 

la fonction est continue et strictement croissante (décroissante). 

On pourra donc visualiser le nombre de solutions d’une équation f(x) = À 

(ke R) sur le tableau de variation comme dans l’exemple ci-dessous. 

Exemple : 

Dans le tableau de variation ci-contre, 

l'équation f(x) =2 admet exactement 

deux solutions sur [-3 : 6]. 

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I ; 
ADMIS À, p les limites de f aux bornes de I ; \, 1 désignant des réels, ++ ou ee 

alors pour tout réel À strictement compris entre À et pm, l’équation 

f(x) = À admet une solution unique dans I. 
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=> DÉMONSTRATIONS 

æ Théorème 4 
Supposons 4< b et f(a) <k< f(b). 

Nous allons définir par récurrence une suite (4) crois- 
Sante avec a,= a et une suite (b,) décroissante avec 
b, = b telles que, pour tout n dans N, 
4, < D}, (a,) <k< (b,) et (P}- 8) = 2-"(b5 - 0). 

Pour n=0 : 

* 4 <bQ Ca a<b ; 

° (8) <k< b,) car (a) < k< F(b) ; 

_ * (bo-&)=2%b5- 80) car 20=1. 

Soit ne N et supposons construits les éléments dr 4; 
sr dy €t D): Op D, tels que : 

en D 4, =D, -.<pb, < D, ; 

epour O<p<n, 

f(a,) <Kk< f(b;) et (hi ap) = 27P(Bo — äo) . 

Pour construire les termes 4,,, et b,,,, nous allons procéder de la façon suivante : 

Me 
Alors on pose : Pari = 5 (ant D) et'a,.;=4,. Alors on pose : ans 1 = 5an+ bset-D,55 =b;. 

+" + — À ————— #7 + — 
b 

1 l 
n+1=5(änt bn) An+1 = 5 (An + Dr) br,1=b; 

| nn en ane 
fas:n=fa)  k bp 1) = 3@n + bi) fan à 1) = (5 (n+ b,)) fb, = f(b,) 

Dans les deux cas, 4,<a,,, <b,,, <b,, fa,,1)<Kk<#(b,,) et: 

11 1 ac 
byr1-n+1=5 (bn-m=5X2 "bo-80) d'où by,1-an41=270* (bo 20). 

Conclusion : D’après le principe de récurrence (voir chapitre 1), (a,) est une suite croissante de [a ; b], (b,) une 

suite décroissante de [a ; b] telles que, pour tout ne N, (b,-a,)=2""(b5-&0). 

La suite de terme général 2-"(b, - &) est géométrique de premier terme b,-& et de raison ; elle a donc 

pour limite O. La suite (b,-a,) a donc pour limite O. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes. Elles ont 

alors la même limite, que nous noterons c, et pour tout n dans N, a,<c< b, (voir le théorème des suites 

adjacentes du chapitre 2). Il en résulte a< c< b. fétant continue en c, (f(a,)) et (Ab,)) convergent vers #(c). 

Les suites (f(a,)), (k) et (f(b,)) sont telles que, pour tout n dans N, f(a,) < k< f(b,) avec (fa,)) et (Kb,)) 

de même limite f(c). Il en résulte k= f(c) (théorème des gendarmes). 

Lorsque f(b) < k< f(a), on raisonne comme précédemment : 

si (5 (ARE b))= k, on pose En. 1 = (a,+b,)etb,,,=2b, ; 

es (É (a+ b))<k, on pose 4,, 1 = dy €t bre (G92200)7 

ms Corollaire 3 
D'après le théorème 4, l'équation f(x) = k aau moins une solution € dans [a ; b]. fétant strictement monotone 

sur [a ; b], pourtout xe [a; b]etx#c, #00 # f(c). cest l'unique solution de f(x) = k dans [a ; b]. 



3. 

Théorème 5 — 

Théorème 6 > 

Extréma 

Théorème 8 

Corollaire 5 = 

94 % chapitre 3 Continuité, dérivation et études de fonctions 

Étude du sens de variation 

A m Fonctions monotones sur un intervalle 

Rappelons les théorèmes suivants vus en classe de première et admis. 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. 

1. Sifest croissante sur I alors, pour tout x dans I, F-61007 

2. Si f est décroissante sur I alors, pour tout x dans I, f(x) =°0% 

Dans la pratique, on utilise souvent les réciproques énoncées ci-dessous. 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. 

1. Si pour tout x € 1, f(x) Z 0 alors f est croissante sur I. 

2. Si pour tout x e 1, f’(x) < 0 alors fest décroissante sur I. 

3. Si pour tout x dans I, f’(x) = 0 alors f est constante dans I. 

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. 

Si fa un maximum ou un minimum en a € I alors f’(a) = 0. 

Remarque 

La réciproque est fausse. En effet f: xx? est 

dérivable sur l'intervalle ouvert ]-1 ; 1[ et f(0)=0, 

mais f n’admet ni minimum ni maximum en 0 sur 

l'intervalle ]-1 ; 1[. 

B æ Fonctions strictement monotones 

Rappelons que f est strictement croissante sur un intervalle I si et seulement si 

pour tous a et b de I, 
d bi Ja) JU0)e 

De même j est strictement décroissante sur I si et seulement si pour tous a et 

b de I, 
Gb) >=) CO) 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. 

1. Si pour tout x e I, f’(x) > 0 (sauf peut-être en un nombre fini des 

réels où f” s’annulerait) alors f est strictement croissante sur I. 

2. Si pour tout x € I, f’(x) < 0 (sauf peut-être en un nombre fini des 

réels où f” s’annulerait) alors f est strictement décroissante sur I. 

Ce théorème a été vu en 1'°S. Il reste encore vrai avec des hypothèses un peu 

plus faibles comme énoncé dans le corollaire suivant. 

Soit f une fonction continue sur [a ; b] et dérivable sur ]a ; b{. 

1. Si pour tout x dans |a ; b[, f’(x) > 0 alors fest strictement croissante 

sur [a ; b]. À 

2. Si pour tout x dans Ja; b[, f'(x) <0 alors f est strictement 

décroissante sur [a ; b]. 
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DS RDS GE Le 

} DÉMONSTRATIONS 
Les théorèmes cités à la page précédente ont été admis en 1ère. 

_ Le corollaire 5 est démontré à l'exercice n° 75, page 110. 
; 

f 

= APPLICATION 

Utiliser une fonction auxiliaire 
On considère la fonction P définie sur R par P(x) = 2x3 - 3x2 - 1. 
1. Etudier les limites de P en —-c et +, son sens de variation ; dresser son tableau de variation. 

2. Montrer que l’équation P(x) = 0 admet une solution unique a, et que 1,6 < a < 1,7. 
En déduire le signe de P(x). 

1 — x 
3. On considère la fonction f définie sur E = ]J-1 ; +c[ par f(x) = + 

1 +x 
Déterminer le sens de variation de f. 

Solution 

1. Le polynôme P(x) a même limite en -e et + que son terme de plus haut degré 2x3. 

Aunsilim Pfx)=+ce lim P(x) =-c. 
X — +oo X — —c 

P est dérivable sur R comme fonction polynôme avec P’(x) = 6x2 — 6x = 6x(x — 1) : 

* sur |—-c ; O0] etsur [1 ; +o[, P’(x) = 0, P’ ne s’annulant qu’en 0 et 1, donc P est strictement 

croissante ; 

- sur [0 ; 1], P’(x) < 0, P” ne s’annulant qu’en 0 et 1, donc P est strictement décroissante. 

On en déduit que P est strictement décroissante sur [0 ; 1]. 

La fonction P est dérivable sur R et continue sur R. On peut donc dresser son tableau de variation. 

2. + Sur ]-c ; 1], P admet pour maximum —1 donc P reste toujours négative et ne s’annule pas. 

Sur l’intervalle [1 ; +c[ , l’équation P(x) = 0 admet une unique solution (lexistence vient de la 

continuité de P et l’unicité de la stricte croissance de P). 

L’équation P(x) = 0 admet donc une unique solution a dans KR. 

De P(1,6) = —-0,49 et P(1,7) = 0,15, on déduit que : 

POPON Pom PAT) donc, 1.6 <a < 1,7. 

* Par stricte croissance de P sur [1 ; +c[ , on sait que P(x) < 0 pourx e [1 ; «[ et P(x) > 0 pour 

x > a. Finalement, P(x) < 0 pour x < a, P(x) = 0 pour x = a et P(x) > OPOUE x 0 

3. La fonction fest une fonction rationnelle dérivable donc continue sur tout intervalle de son ensem- 

ble de définition E. 

: Re DURS x 2x0 1377 1 | sos 

PASS (1 +x3)2 Re) en le) 

On en déduit que, sur E = ]-1 ; +o[, f ! a même signe que P. Par conséquent, f est strictement 

décroissante sur ]- 1 ; & ] et strictement croissante sur [a ; +oof. 
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a 1. L'éternel problème du rangement... 

OBJECTIF : Étudier la continuité et la fonction partie entière. 

Un fabricant de gommes en plastique expédie ses gommes en les rangeant en une seule couche dans 

de petits cartons d’emballage de périmètre p = 22 cm, de largeur { et de longueur L, avec { = L. 

Il cherche à déterminer € pour que le remplissage du carton soit optimal, c’est-à-dire avec le plus 

grand nombre de gommes en laissant le moins d’espace libre possible. 

Chaque gomme est schématisée par un carré de 1 cm de côté. 

1. Déterminer l'intervalle que peut décrire €. 

2. Représenter graphiquement dans le plan rapporté à un repère orthogonal (0 ; 1, 7) la fonction 

À qui à £ associe l’aire du carton. 

3. Déterminer le nombre de gommes rangées dans un carton lorsque £ vaut en centimètres : 

DÉROMESPAIMIEMES EEE DAS D 0130 

4, Dans le repère (O ; 1, j), représenter graphiquement la fonction N qui à £ associe le nombre de 

gommes contenues dans la boîte. 

5. Déterminer les points de discontinuité de N. 

6. Peut-on trouver une expression de N(4) à l’aide de fonctions connues ? 

7. Quelle valeur de € optimise le rangement ? 

a 2. La réfraction d’un rayon lumineux 

OBJECTIF : Utiliser l’étude des variations d’une fonction. 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal (0 ; 1, j). Les points 

A, L, B ont pour coordonnées respectives (0 ; a), (x ; 0), (d ; —b) 

où a, d et b sont des constantes positives et 0 < x = d. 

Un rayon lumineux se propage du point À au point B, situés dans 

deux milieux distincts. 

Il se déplace à la vitesse v, dans le milieu 1 de A à T ; et à la vitesse 

v, dans le milieu 2 de I à B (voir figure ci-contre). 

On note £(x) le temps mis par le rayon lumineux pour effectuer le 

trajet AIB. 

12 2 RTE) 2 
1 Montrer que (vi) un + ESS Dour er 0 Ie 

1 2 

2. Déterminer les fonctions dérivées £” et r” de £. 

3. En déduire que £” est strictement croissante sur [0 ; d] et s’annule en un unique point x, de 

UP Nelque PRE A — (on ne cherchera pas à calculer x,). 
Mae, V3 /(xo — d)? + b? } 
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sin(i;)  v, 
; sin(i,) V 

: On désigne par c la vitesse de la lumière dans le vide, n, et n, les indices de réfraction respectifs 
._ de la lumière dans les milieux 1 et 2. 

Sachant que n,v, = n,v, = c, en déduire la loi de Descartes : 

n\sin(z;)=n, sin(i,). 

3. La fonction tangente 
OBJECTIF : Étudier la fonction tangente. 

Sur le cercle trigonométrique, la tangente d’un réel x 

est définie comme ci-dessous : 

sin x 
LAMINE— 

COS x 

1. Pour quels réels x peut-on définir tan x ? 

2. Montrer que tan est impaire et interpréter sur le cer- 

cle trigonométrique représenté ci-contre. 

T 
3. Comparer pour x # 5 + km, ke 7, 

Tan Ear) AUCT 2 Lan: (x): 

4. En utilisant les questions 2 et 3, on peut réduire 

l'intervalle d'étude à 10 : : |: 

2 : ee T 
a. Étudier les variations de tan sur [0 à 3 É 

are À ) De 
TT 

b. Déterminer la limite de tan x quand x — 5 

hp TT 
c. Dresser le tableau de variation de tan sur 10 e 2 L 

5. Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O ; 1,7). 

a. Déterminer une équation cartésienne de la droite À tangente en O à la courbe (T) représenta- 

tive de la fonction tangente. 

b. Déterminer la position de (T) par rapport à À sur L0 $ - | et en déduire la position de (T') par 

rapport à À sur 5 70 

Après avoir tracé (T) sur 10 P 5 | avec À et son asymptote, en déduire le tracé de (T) sur 

2.0 1 ele: SE | puis sur 5 25 A AE D 
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a 4. Étude de fonction 

à l’aide du logiciel Geoplan-Geospace 

OBJECTIF : Étudier la fonction f qui à tout x de 

en particulier si cette aire admet une valeur maxi 

Remarque : Aucune connaissance du logiciel n’est nécessaire. 

La situation géométrique étudiée 

Le plan étant rapporté à u 

sidère un cercle C de centre O et de rayon R qui coupe j* 

cisses en A(R ; 0) et l’axe des ordonnées en B(0 ; R). On construit 

un rectangle OMPN avec M sur [OA], N sur [OB] et P sur le 

cercle C. Pour tout point M, on note x = OM. 

A. æ Construction de la figure à l’aide du logiciel 

On prendra, pour la construction uniquement, R=T4* 

Constructions Mode d’emploi 

1. Ouvrez le logi- 

ciel. Vous obtenez 

une feuille de dessin 

analogue à celle-ci : 

n repère orthonormal de centre O, on con- 

axe des abs- 

[0 ; R] associe l'aire f(x) du rectangle OMPN en se demandant 

male pour une position particulière de M. 

Commentaires 

2. Faites apparaître 

lerrépère. 

Cliquez avec la souris sur l’icône repère de la 

barre d’outils. 

Ps 

Ligne des menus 

déroulants. 

Barre d’icônes 

contenant 12 icônes. 

Il s’agit d’une bascule 

(un autre clic sur 

l’icône fait disparaître 

lérepère): 

3. Créez le point A 

de coordonnées 

(AR O0) cliquez sur dans le plan. 

[&r GEOPLANY - [SansNom n°0] 

98 = chapitre 3 Continuité, dérivation et études de fonctions 

Cliquez avec la souris sur le menu Créer, sélec- 

tionnez avec la souris Point, puis Point repéré, puis 

Une boîte de dialogue s’affiche. Entrez comme 

abscisse : 4, comme ordonnée : 0, comme nom 

du point : À, puis validez en cliquant sur OK. 

Attention ! Respectez majuscules et minuscules. 

La flèche } en fin de 
ligne indique l’exis- 

tence d’un sous- 

menu. 

Vous pouvez vous 

déplacer dans les boî- 
tes de dialogue avec la 

souris ou à l’aide des 

flèches T et | du 

clavier. 
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Da ed ve tin. 

| 5. Créez le cercle te 
ANTON 

ment [OA]. 

(OA). 

B(O ; 4). 

de centre O 

et rayon 4. 

6. Créez le point M 

mobile sur le seg- 

7. Créez la droite 

orthogonale en M à 

8. Créez le point P. 

9. Créez la droite 

parallèle à (OA) 

passant par P. 

De même par le menu Créer, Point, Point repéré, 
dans le plan. 

Allez dans le menu Créer, choisissez Ligne, puis 
Cercle, puis cliquez sur Défini par centre et rayon. 
Entrez le centre : O, et le rayon : 4, le nom du 
cercle : C, puis validez par OK. 

Par le menu Créer, Point, Point Libre, sur un seg- 
ment. Entrez le nom du segment : OA, puis le 

nom du point : M, et validez en cliquant sur OK. 

Par le menu Créer, Ligne, Droite(s), perpendicu- 
laire. 

Perpendiculaire 

Validez en cliquant OK. 

Par le menu Créer, Point, Intersection droite-cercle, 

2 points. 

Entrez le nom de la droite : d1, le nom du cercle : 

C, le nom des deux points d’intersection : P Q 

(tapez les deux lettres séparées par un espace). 

Validez par OK. 

Par le menu Créer, Ligne, Droite(s), Parallèle. 

Entrez alors la droite passant par : P, et parallèle 

à : OA, nommez cette droite d2 et validez par 

OK. 

10. Créez le point 

N. 

Par le menu Créer, Point, Intersection 2 droites. 

Entrez le nom de la première droite : d2, celui de 

la deuxième droite : OB, du point : N. 

Validez par OK. 

Mode 'esmploi 
4. Créez le point En cas d’erreur : 

+ Pour modifier un 

objet : cliquez sur 
lPicône 

puis indiquez le nom 

de l’objet (par 

exemple : B) que 

vous voulez modifier 

et validez par OK. 

+ Pour supprimer un 

objet : Allez dans le 

menu Divers, choisis- 

sez Supprimer. Une 

liste des constructions 

effectuées apparaît. 

Cliquez sur la ligne 

correspondant à 

l’objet que vous 

voulez supprimer, 

puis validez en cli- 

quant sur OK. 

11. Créez le rectan- 

gle OMPN. 

Par le menu Créer, Ligne, Rectangle, Défini par une 

diagonale. Entrez comme diagonale : OP, et 

comme nom du rectangle : R. Validez par OK. 

12. Quelques régla- 
ges pour finir. 

. Cliquez (plusieurs fois) sur l’icône ou sur 

pour agrandir ou réduire la figure. 

+ Vous pouvez effacer les droites d1 et d2 pour 

cliquez sur avoir une figure plus claire: 

l'icône . Une boîte de styles apparaît. 

Cliquez sur non dessiné, puis Sur un point quel- 

conque de d1, puis sur un point quelconque de 

d2, puis sur Fermer pour fermer cette boîte de 

styles. 

Pour faire réafficher 

un objet non dessiné, 

cliquez sur cette 

même icône puis sur 

dessiné et choisissez 

dans la liste l’objet 

que vous voulez 

revoir dessiné. 
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8. æ Étude expérimentale de la fonction 

Allez dans le menu Piloter, cliquez sur Piloter au clavier. Cliquez sur la phrase M point libre sur le seg- 

ment [OA], puis validez en cliquant sur OK. 

Appuyez sur l’une des flèches — ou « du clavier pour déplacer M sur le segment [OA]. 

1. Amenez M en O. Que valent xet f(x) ? Et quand M 

est en À ? 
Rappel 

x=OM et f(x) est l'aire de OMPN. 

2. Amenez à nouveau M en ©. En déplaçant M, observez la façon dont varie l’aire du rectangle 

OMPN en fonction de OM. 

Quelle conjecture pouvez-vous faire sur le sens de variation de f ? 

3, Précisons cette conjecture en faisant afficher les valeurs de x et de f(x). 

Mode d'emploi 
13. Créez la variable x. | Par le menu Créer, Numérique, Calcul géo- | La variable x est créée 

métrique, Longueur d’un segment. Entrez le | mais n’est pas affichée. 

nom du segment : OM, et le nom de la 

longueur : x. 

Par le menu Créer, Affichage, Variable 

numérique déjà définie. Entrez le nom de la 

variable à afficher: x, et le nombre de 

décimales : 2: 

15. Calculez l’aire a du | Par le menu Créer, Numérique, Calcul géo- 

triangle OMP. métrique, Aire d’un triangle. Donner le nom 

du triangle : OMP, et le nom de l’aire : a. 

14. Affichez x. 

Le seul calcul d’aire dis- 

ponible est celui d’un 

triangle. 

La variable aire est créée 

mais pas affichée. 
16. Calculez l'aire du LPar le menu Créer, Numérique, Calcul algé- 

rectangle OMPN (égale | brique. Entrez comme expression du 

224): calcul : 2*a, puis comme nom du calcul : 

aire. 

17. AFS aire du | ; ; . Affichez l'aire du | Par le menu Créer, Affichage, Variable 

rectangle. numérique déjà définie. Entrez comme nom 

de variable à afficher : aire, précisez le 

nombre de décimales : 2. 
Las 

Déplacez à nouveau le point M. Quel tableau de variation pouvez-vous conjecturer pour la 

fonction f ? 

C. æ Courbe représentative de f 
Il s’agit de l’ensemble des points » de coordonnées (x ; f(x)). 

Cliquez avec le bouton droit de la souris n’importe où 

sur l’écran, et en maintenant le bouton enfoncé, Méthode 
déplacez la souris. Vous pouvez aussi réduire la figure (voir 

Amenez ainsi votre repère en bas de l’écran de telle construction 12 de la page précédente). 
sorte que le point de coordonnées (0 ; 8) soit visible à 

l'écran. ; 
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18. Créez le point m: (x ; f(x)) 
c’est-à-dire (x ; aire). 

e 

19. Gardez la trace du point ". 

par OK. 

| 20. Tracez la courbe point par 
point. 

21. Tracez la courbe globalement. 

Par le menu Créer, Point, point repéré, dans le plan. 
Entrez l’abscisse : x, l’ordonnée : aire, le nom : m. 

Allez dans le menu Afficher, Sélection trace. La liste des 
objets construits apparaît. Cliquez sur la dernière ligne m 

point de coordonnées (x ; aire) dans le repère R, x, Validez 

Amenez le point M sur le point ©. 

Cliquez sur l’icône puis déplacez le point M jusqu’en A. 

Cliquez sur l’icône pour sortir du mode « Trace ». 

Par le menu Créer, Ligne, Courbe, Lieu d’un point. 

Entrez le pilote : M, le nom du point qui décrit le lieu : m, 

le découpage : 1 000, et le nom de la courbe : g. 

Mode d’emploi 

Lorsque vous déplacez M, le point "m parcourt la courbe g. 

-Ee menu Fichier, Imprimer, vous permet d’imprimer éventuellement la figure. 

Le menu Fichier, Quitter, vous permet de quitter le logiciel Geoplan-Geospace. 

D. = Étude de fpar le calcul 
1. Montrez que f(x) = x /R2 - x2 pour x e [0 ; R]. 

2. Justifiez que f a même sens de variation que la fonction f 2 qui, à tout x de [0 ; R}, associe 

({x))2. 

3. Étudiez le sens de variation de la fonction f? puis déduisez-en le tableau de variation de f. 

4. Pour quelle position de M obtient-on le rectangle OMPN d’aire maximale ? 
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El Déterminer un maximum 

Un marchand de frites confectionne ses cornets de frites de la manière pe 

disque de papier de rayon R qu’il entaille
 selon un rayon ; il enroule ensuite le papier sur lui-même 

pour former un cône en recouvrant un secteur angulaire. Amateur de mathématiques, il se 

suivante : il découpe un 

demande comment confectionner un cône de volume maximal. 

On note : 

+. 27 - x l’angle de recouvrement, 
B 

° h la hauteur du cône, 

& « r le rayon de la base du cône. 
2h 

Rappel : Le volume du cône est donné par la formule V = = 3 

À 1. Préciser l’ensemble des valeurs possibles de h pour que le problème ait 

un sens. 

2. Exprimer r2 en fonction de hk? et de R? , puis le volume V du cône en 

fonction de 4. 

CCE 3. Étudier les variations de la fonction : hr V(h) dans l'intervalle 

[0 ; R], puis déterminer la valeur de h pour laquelle V est maximal. 

R 4. Montrer que x=27T = 

5. En déduire la valeur de x (en radians) correspondant au volume maximal. 

Donner une valeur approchée en degrés de l’angle x. 

1. h désignant la hauteur du cône ainsi formé, h est une grandeur variant entre 0 (x=27m) et R (x= 0): 

2. Le triangle OO’A est un triangle rectangle en O” donc h2+r2=R2. 

n(R2-h2)h 
RSS CNE 

pour h variant entre 0 et KR. 

Par suite, r2 = R2 - 2. Le volume du cône correspondant est alors V(h) = 

2 1y2 
3. On étudie alors la fonction définie par V(h) = TRS 

Cette fonction polynôme est dérivable, donc continue, sur [0 ; R] et V'(h)= nue —3h2). 

R 
h 0 = R 

\3 
V'(h) <e 0 — 

M 

(0 0 

V admet donc un maximum pour h = & et M= v(+) ET 2R° = 27 /3R? 
3 NEVERS 27 

4. Les longueurs du grand arc de cercle AB et du cercle de centre O” coloriés en bleu sont égales, donc 

RP TraDioux 2 ir (bace TE 

Re (=) 

5. Le volume maximal correspond donc à un angle x tel que x=27 Ne a =2T L 
R où 

Ce qui nous donne, à l’aide de la calculatrice, les valeurs approchées suivantes : 

x = 5,13 rad ou encore x = 293,94°. 

Le marchand de frites doit donc recouvrir un secteur angulaire de 66,06°. 
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MA] 

. —æ EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Dans toute la suite, le plan est rapporté à Fi Traduire en termes de limite, de développe- 
un repère orthogonal (O ; z,7). ment limité et interpréter graphiquement les ren- 

seignements suivants. 
a. f est dérivable en 3 et f’(3)=-1 ; 

Définitions et graphiques b. la fonction carrée est dérivable en 1 de nombre 
dérivé 2. 

1 La fonction f est définie sur [—4 ; 6]. 
[4] Représenter la courbe d’une fonction f définie 
Sue SES telle que : 

f-5)=-1; 0)=0, f(3)=-2, f(3)=-1, 

ide, 
Le 

met) =25 0 
x—-2 x— 0 

et Â5+h)=2+3h+he(h) où dim e(h)=0. 
— 0 

5 Donner le développement limité d’ordre 1 de la 
fonction racine carrée au voisinage de 1. 
En déduire une valeur approchée de ./1,02. 

Par lecture graphique, répondre aux questions sui- 
vantes. 

1. Quel est l’ensemble de définition de f ? M En physique, on utilise souvent les approxima- 
2: fest-elle dérivable sur [4 ; 6] ? tions suivantes pour x voisin de 0 : 

Re Rae sn x=xettanx=x. 
3. Préciser les nombres dérivés connus. x 

Justifier cet usage. 
4. Déterminer lim f(x). 

x — 0 

fx) - 1 EA 1: fonction f, deux fois dérivable sur [0 ; 2], __— = 5. Déterminer lim à ae 
est représentée ci-dessous. x— 0 

6. Le quotient rot _ a-t-il une limite en 2 ? ST SI blond on 

51 On se donne la représentation graphique dans 
un repère orthonormal de la fonction f définie 

sur R. 

Par lecture graphique, répondre aux questions ci- 

dessous. 
1. Quel est le signe de f” ? 
2. Quel est le sens de variation de f” ? 
3. Quel est le signe de f” ? 

[8 Davec ROC 
1. Montrer que si f(x)=a+fBx+xe(x) où à, B 

| 

| 

sont deux réels et lim e(x)=0,fest dérivable en 0 
x— 0 

En utilisant le graphique, répondre aux questions 

suivantes : 

a. f est-elle continue en tout point de R ? DRE 

b. f est-elle dérivable en -2 ; 1; 3; 6? Si oui, 

peut-on donner le coefficient directeur de la 

tangente ? 
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avec f'(0)=$. 

2. En déduire, sans calcul, que les fonctions 

suivantes sont dérivables en 0. 

a. f{x)=1+2x+x ; 

b. fx) = 6 3x + xx] . 



EXERCICES 

M5 Les fonctions suivantes sont-elles dérivables en 0 ? 

a. f:xr xlxl ; b.j: xx 

c. fixe dx? + 2x2. 

Calcul de dérivées 

E1 Donner la fonction dérivée de chacune des 

fonctions suivantes. 
£ 

e 

ERERTEMEEN CEML
ET —xi + à —5x ; Xl Des conditions nécessaires ou suffisantes ? 

x+2 
1. Des exemples 

CE 5 5 d. x Vx+5x2. a. Soit f(x) = xx pour x e [0 ; +ol. 

Montrer que f'est dérivable en 0. 

re . Soi e [1 ; +ol: 

EU Préciser les ensembles de dérivabilité des fonc- b. Soit pour xe [1 ; 

tions suivantes et déterminer leurs fonctions u(x) = dx 1, v(x) = x2— 1 et f(x) = u(x)v(x). 

dérivées. ar ER : 
Étudier la dérivabilité en 1 des fonctions w, v et Fe 

; ele DÉS : , L 

AN” dE Lo CEE 2. Un peu de logique 

1 On considère deux fonctions y et v définies sur un 

DJ A CES (x —1)2 ; intervalle ouvert contenant a. 

Dire si chacune des phrases suivantes est vraie ou 

d. f:x sin x+ 1 a 1 ; fausse ; on donnera un contre-exemple pour cha- 

COS EX cune des phrases fausses. 

A. Siuet v sont dérivables en a alors uv est dériva- 

ble en a. 
Dériver une composée B Si : Ab | - 

Étudier la dérivabilité et calculer la dérivée de la  Siuou v n’est pas dérivable en aa ess 
pas dérivable en a. 

fonction f définie par : À se = : 
C. Siuet v ne sont pas dérivables en a alors uv n'est 

ax) sm (3 + J sur R ; pas dérivable en a. 

3 D. Si uv n’est pas dérivable en a alors u et v ne sont 

b/C)= (x? pee 4)3 sur R ; pas dérivables en a. 

E. Si uv n’est pas dérivable en a alors v ou v ne sont 

c. f(x) = Vx2-3x+6 sur R; pas dérivables en a. 

d. fx) = 2x2 H3x Sur) 20 Ë +0|. 

Tangente à une courbe 

12] Existence et calcul des dérivées des fonctions : 

a. fx sin X + COS x nb 1 — tan? x : M7] Déterminer une équation de la tangente à la 

sin X— COS x 1 + tan? x courbe représentant la fonction jf, au point d’abs- 

cf:xr (x 1) 2x1; ds Ro: 
DES; a. f(x)= x? +2x-—3, xo= 1; 

e. f:xr>(x-2)(x-4)2. b. f(x) =2 cos x + L x0=T; 

2x+l1 
LE f(x) = 25 > Xp — 

13 Déterminer les limites suivantes. 

ne N1i+h-1 nn ra 1 — cos x é 8) Déterminer en quel(s) point(s) la courbe 

ES h PRET x d’équation y=/f(x) a une tangente de coefficient 

nn. pl 12002) directeur "1. 
el —_—— ; : = ——— F CD ne LOTRRE a. f(x) =x5—2x-3,m = 1; 
1 x b. J)= cos (2x) r= 2: 

c. FO = RFI, m2 2 
14 Déterminer la limite en x, des fonctions sui- 

vantes. 
UE 0 Ras 19 Soit f la fonction définie pour xÆ4-—5 par 

OR EREUR fu = 72x43 Oo lle C RE 
De cer sin x mat TT 5 n appelle C la courbe repré- 

7 1 sentative de la fonction f. 

serres X— : _. ie. _1. Donner une équation de la tangente à la 
xX=T 3 courbe € au point d’abscisse 1. 

de N2x +3 - EX el 2. Existe-t-1l des tangentes à C admettant —7 pour 
coefficient directeur ? 
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D: EX] Montrer que les courbes représentatives des 
fonctions suivantes admettent la même tangente au 
point d’abscisse — 1. 

…_ a. f(x)=x5-x2- 4x sur R ; 

Et. PU x) = sin(Fx) +x+4 surkR; 
2 

j c. A(x) = 24/x +2 sur [-2 ; +o[. 

A 

Ba 

21| Les courbes représentatives des fonctions f et £ 
définies sur [O0 ; +c[ par: 

f(x) =%x2 +x-3 ‘et CO 

"ont-elles une tangente commune en 1 ? 

[22| Soit f la fonction définie sur R par 
f(x)=-x4+2x5 et (C) sa courbe représentative. 
1. Déterminer les tangentes à (C) aux points d’abs- 
cisses respectives O0 et 1. 

2. Montrer que (C) traverse sa tangente en chacun 
de ces deux points. On pourra vérifier que : 

HG 2xFI= (x 1) (NTI): 

Axes, centres de symétrie 

23| Montrer que la courbe représentant la 
fonction f admet la droite À pour axe de symétrie. 

2 (x)i= sin x + cos 2x" sur À; Avec À : x=5 F 

x2-2x+3 
b. f(x) = —— 

F9) —2x2+4x+6 
Dourmr Petxz3,avec Arx=1. 

[24 Montrer que la courbe représentant la fonction f 
admet le point ( pour centre de symétrie. 
a. f(x) = x? -3x+4 sur R, avec (Q(0 ; 4) ; 

3 
: = 2x + 3 + —— 
20) 4 x+2 
sur R—-{-2}, avec (Q(-2 ; -1). 

Théorème des valeurs 

intermédiaires. Continuité 

25] La fonction f admet le tableau de variation : 

Par lecture du tableau, répondre aux questions sui- 

vantes. 
1. Quel est le nombre de solutions de l'équation 

f(x)=0 ? Quelles sont les propriétés de la 

fonction f qui permettent de l’affirmer ? 

EXERCICES 

2. Discuter suivant la valeur de m le nombre de 
solutions de l’équation f(x) =". 

26 1. Justifier que, pour tout ae ]0 ;1[, lPéqua- 
ton cos x=a admet exactement deux solutions 

sur [-2:3 DL 
2. Donner des valeurs approchées à 10-2 près des 

$ Tam : : solutions sur EE ; . de l’équation cos x = e 

Déterminer le nombre de solutions de l’équa- 

tion : rx x rl 0. 

Étude de fonctions 

28| Exercice guidé 

Soit g la fonction définie sur R par : 

/ 27e 
gx) = EE — 

On note C sa courbe représentative. 
1. Etudier la parité de g. 
2. Montrer que g est continue en (0. 

3. La fonction g est-elle dérivable en 0 ? 
Interpréter graphiquement. 
4. Déterminer les limites de g en —-c et +0. 
Interpréter graphiquement. 
5. Etudier le sens de variation de g sur [0 ; +. 

6. Tracer la courbe C. 

2. Il suffit de montrer que lim g(x) = g(0) = 
x — 

DOUTE 0e 2 (0)EIOE 

” 
xÆ0 

La forme indéterminée obtenue et la forme de 

l’expression g(x) peuvent orienter vers l’interpré- 
tation en termes de nombre dérivé. PA 

3. Il s’agit ici de chercher la limite de —— | 

quand x tend vers 0. On pourra poser # = ne. 

[29| Soit f la fonction définie sur [-1 ; 4] par 

f{x) = V- x2 + 3x +4 et C sa courbe représentative. 

. Vérifier que f peut bien être définie sur [—1 ; 4]. 

. On pose x=-1+#. 
. Exprimer f(x) en fonction de h. 
. Étudier la dérivabilité de fen -1. 
. Interpréter graphiquement. 
. Étudier la dérivabilité de f en 4. 

a. Justifier que f est continue sur [- 1 ; 4]. 

. Étudier le sens de variation de f sur [-1 ; 4]. 

. Tracer la courbe C. 

. La courbe C admet-elle un axe de symétrie ? DT BY 0 JE D m 
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> Que sais-je ? 
oo
 

Vrai ou faux ? 
Le plan est muni d’un repère CO 1, 7) orthogonal. 

24+x-—1 ; 
ET Soit (x) = VEN Fhour tout x réel: 

x2 +3 

La tangente à la courbe représentative de fen son 

; 3 1 
point d’abscisse 0 est la droite T :y= T0 lines 

Et 
x+2 

DX 
HO 
+ (x+2)24/x2 +1 

E] Si f(x)=(x2+1)5 pour tout x réel, alors 

f'(x) = 3(x2 + 1)2 pour tout x réel. 

pour tout x#-—2, alors 

pour tout X#—2. 

: tan x TT 
= —————— En ] 5 

338 f(x) mors sur I | Rial alors 

PRE pt 1 
pour tout x de IL, f(x) = LRO 

EM] Ga +x)8=1+8x+xe(x) où lim e(x) = 0. 
x — 

35 Si f est dérivable sur R* et f’(x) <0 sur R* 

alors f est strictement décroissante sur R*. 

r 

Ed La courbe d’équation y=sin x— 3 cos? x : 

xe R, admet pour axe de symétrie la droite 

A:x=T. 
2 

Ex Si JU)=2 JO) f est décroissante 

sur [1 51% 

[38 Si fest continue sur [-— 1 ; 1] avec f(—-1)=3 

et f(1)=-2, il existe un unique x de [- 1 ; l'ftel 

que f(x) = 0. 

[39 Si f est continue sur Es 15 IT avé 

f(-1) == 1 et f()=1 , pour tout x de [-1 ; DR 

GC) = x. 

(40! Si f est strictement décroissante sur [-1:;1] 

avec f(—-1)=5 et f(1)=-3, il existe un unique 

x de [-1 ; 1] tel que f(x) =0. 

41) La fonctionf définie sur R par: 

fx) = cos (mx);.s1 x<1; et f{x)=x2-2x, si 

x > 1, est dérivable sur R. 

[42 La dérivée troisième de la fonction inverse f 

sur R* est donnée par f(3)(x) = _ À 
x 

QCM 
Le plan est muni d’un repère (O ; 1,7) orthogonal. 

Dans les exercices, choisir la ou les réponses 

justes (on ne demande pas de justification). 

EF] La courbe ci-dessous représente la fonction 

dérivée d’une fonction f dérivable sur [—5 ; 6]. 

A. f possède un extremum relatif en 5. 

B. f possède un maximum relatif en 2. 

C. L’équation f(x) = k (k réel) possède au maxi- 

mum trois solutions. 

D. lim C0) -_; 
x— 5 x—5 j 

ET] Soit k un réel. On définit la fonction f, sur R 
par A) = PRT EN 

A. L’équation f,(x) = 0 a toujours au moins une 

solution. 
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B. Le point ((0 ; -1) est centre de symétrie de 

la courbe représentant f, dans un repère du plan. 

C.Sikz=0,léquation f,(x)=-1 a une unique 

solution. 
D. L’équation f,(x) =-1 peut avoir exactement 

deux solutions. 

5] La fonction f définie sur [—-4 ; 6] est repré- 

sentée avec certaines de ses tangentes. 

A. fest dérivableen 0; B. f’(-2)<0 ; 

Dim 
x—>0 X 
Xe 10 

C. f est continue en 4 ; 

46 Il existe une fonction définie sur R telle que : 
A. f est continue en 1, non dérivable en 1 ; 

. B. f'est dérivable en 1, non continue en 1 ; 

C. f est non dérivable en 1 et continue en 1 ; 

D. f n’est ni continue ni dérivable en 1. 



Objectif BAC 

+ Un sujet vu au BAC (extrait) 

Une fonction a sur [0 ; +c[ le tableau de variation suivant. 

1. Soit » un entier naturel supérieur ou égal à 2. Montrer que Péquation f(x) = à admet deux 
n 

solutions w, et v,, respectivement comprises dans les intervalles [0 ; 0 00 à CPS SE 
2. Déterminer le sens de variation des suites Gun -Ctto 

3. Montrer que la suite (w,) converge et trouver sa limite. Procéder de même pour la suite (ot 

1 
Le POUL 7 = 2, 0 < = < — < 1. Par le tableau de variation, on peut 

Dir 

: : : 1 : : 
alors dire que l’équation f(x) = - admet une unique solution u, 

n 
dans [0 ; 1] et une unique solution v, dans [1 ; +cof. 
De plus f(1)=0 donc 1 n’est pas solution ; il y a donc bien exac- 
tement deux solutions , et v, avec 0<u,<1<®,. 

2. Par définition de la suite (4,), pour tout n = 2 : 

°u, et u,,, appartiennent à [0 ; 1] ; 

1 + fa,)=e et fus )= er d'où fluys 1) <J,) : 
La fonction f étant strictement décroissante sur [0 ; 1], on en 

déduit que ,,,>4u, pour tout n = 2. 

La suite (u,) est croissante. 

De même, fv,) => et fo D = ou (ve 70) 

avec v, et 2,,, Compris dans l'intervalle [1 ; +c[ sur lequel f 

est strictement croissante. On peut en déduire que : 
= V,:1<7, Pourtoutnz2. 

La suite (v,) est décroissante. 

3. La suite (u,) est croissante et majorée par 1 donc converge. Ayant 

0 <u, < 1, on sait que la limite L de (u,) appartient à [0 ; 1]. 

La fonction f étant continue sur [0 ; 1], la suite (f(4,)) converge 

vers f(L). Mais comme jf{(u,) = - la suite (f(u,)) converge vers 0. 

Par unicité de sa limite, on a donc f(L)=0. 

On sait que f(1)=0 ; de plus sur [0 ; 1], f est strictement 

décroissante, donc si 0 <x<1, f(x) >f(1) c’est-à-dire (x) >10*. 

On en déduit que, sur [0 ; 1], ÂL)=0 & L=I. 

La suite (4,) converge donc vers 1. 

De même, la suite (v,) est décroissante minorée par 1 donc con- 

vergente vers une limite L” appartenant à [1 ; + el - À nouveau la 

suite (f(v,)) converge vers f(L7) par continuité de f sur 

[1 ; +co[. Comme précédemment on en déduit que f(L' )=0, 

puis que L’=1. 

La Réumon, juin 2004. 

le jour du BAC 

Question 1 : Il faut se rappeler 
qu’une flèche vers le haut ou vers 
le bas dans un tableau de varia- 

ion signifie que la foncnon est 
continue et strictement monotone 

sur l’intervalle correspondant. 

Question 2: Comparer deux 
nombres revient à comparer leurs 
images par une fonction stricte- 

ment monotone. 

Question 3 : La seule hmite que 
lon puisse calculer directement est 

celle de (3) ; qui n’est autre que 

(J(u,)). 
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=} EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

Études de fonctions 

[48 1. Représenter graphiquement la fonction sinus 

T 
sur LO s LL 

2. a. Justifier que, pour tout 7€ N*, l'équation 

; | à T 
sin x = L admet une unique solution dans Lo s 2 , 

n 
On la notera x, . 

b. Construire x, ; X2; X3 SUT l’axe des abscisses. 

c. Déterminer le sens de variation de la suite (ESS 

: : T 
3. Soit f(x) = x — sin x sur Lo S A 

a. Dresser le tableau de variation de f. 

b. Résoudre l’équation sin x=x. 

4. Démontrer que la suite (x,) converge et donner 

sa limite. 

[49 On considère la fonction f définie sur R par 

f(x) = cos? x et [la courbe représentant f. 

1. Montrer que [admet l’axe des ordonnées pour 

axe de symétrie. 

2. Comparer f(m-x) et f(x). Interpréter graphi- 

quement. 

3. Étudier fsur LO ; cl et tracer TL sur [-27 ; 2m]. 

50] Avec une dérivée seconde 

Soit la fonction définie sur R par : 

J(x)=x2 sn +. 

1. Déterminer les limites de fen —c et +. 

2. a. Déterminer f’(x). 

b. Déterminer les limites de f” en —-c et +. 

c. Étudier son sens de variation. 

d. Justifier que l'équation f’(x)=0 admet une 

unique solution dans R et en donner une valeur 

approchée à 107! près. 

3. Dresser le tableau de variation de f. 

51 Avec une fonction auxiliaire 

1. Soit P(x) = —4x3—3x2+2 pour tout x réel. 
a. Étudier les limites de P en —c et + et déter- 

miner son sens de variation. 
b. En déduire le nombre de solutions de l’équation 

P(x)=0 ; puis le signe de P(x)-: 

2. Soit fla fonction définie sur R—-{-1} par: 

2x+1 

JG) x3+1 

a. Déterminer les limites de f aux bornes de son 

ensemble de définition. 
b. Montrer que f’(x) a même signe que P(x). 
c. Dresser le tableau de variation de f. 
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[52] Des variations au signe 

Soit f(x) = tan x-x et g(x) = tan x-2x pour 

xe[0:7|. | 

1. Étudier le sens de variation de f et de g. 

T 
2. En déduire que, pour x € Lo û | : 

x < tan X < 2X. 

153] Soit f la fonction définie sur [0 ; 2] par: 

HG) = RESTE 

1. Donner le tableau de variation de f. 

2. Montrer que, pour tout élément y de, F-15287 

il existe un unique élément x de [0 ; 2]etelique 

FC) =7 . 
3. En partant de la relation y — x2+x— 1 ,exprimer 

x en fonction de y. 

Si fest une fonction telle que : 

etout x de [0;:2] a une unique image dans 

= 1 ; 5], 

e tout y de [-1; 5] aun unique antécédent dans 

[0 27 
on dit que f est une bijection de [0 ; 2] sur 

EE db51* 

La fonction qui, à tout y de [- 1 ; 5], associe son 

antécédent x dans [0 ; 2] s'appelle la bijection réci- 

proque de f, noté f-!. 

[0:21 (-1;5] 
> M 
k_/ 
f- 1 

[54 Soit f la fonction définie sur R par : 

IC)E RESTE 

1. a. En étudiant les variations de f, montrer que 
l'équation (E) : f(x) = 0 admet trois solutions réel- 

les et qu’elles appartiennent à [—2 ; 2]. 
b. Donner une valeur approchée de chacune 
d’elles à 10-2 près. 
2. Montrer que, pour tout réel a : 

cos 3a = 4 cos? à — 3 cos &. 

3. a. Montrer que x =2 cos a est solution de (E) 

si et seulement si cos(3a)= : ; 

b. En déduire les solutions de (E). 

EE Soit f la fonction définie pour x #1 par: 

2 x2 Cie x +5x+l 

(x + 1)2 



EXERCICES 

1. Trouver trois réels à, b, c tels que : 

f(x) = a + . Ve dy 
X+1 (x+1)2 

2. Trouver un point A en lequel la tangente à la 
courbe € est une droite % parallèle à la droite 
d’équation 3x-y=0. Calculer les coordonnées 
du point B, intersection de ® et de €. 

Continuité, dérivabilité 

Soit la fonction f définie sur R par : 

| fe) = SE si x#0 et f(0)=0. 

1. fest-elle continue sur R ? 

2. f est-elle dérivable en 0 ? 

(Utiliser 1 — cos x= 2 sin? : D 

3. f est-elle dérivable sur R ? 

2 
On pose, pour xÆ0, f(x) = on ê 

1. Simplifier l’expression de f(x) pour x>0. 
L’expression ainsi obtenue admet-elle une limite 
lorsque x tend vers 0 ? 

2. Simplifier l’expression de f(x) pour x<0. 
L'expression ainsi obtenue admet-elle une limite 

lorsque x tend vers 0 ? 

3. Tracer la courbe d’équation y=f{(x) pour xÆ0. 

4. Peut-on trouver un réel a tel que, en posant 
g(0)=a et pour xZ0, g(x)=f(x), la fonction g 

soit continue en 0 ? 

[58] 1. Étudier la continuité sur R des fonctions 

suivantes : 
a. xel+x+lixl ; b. x xl +|x+2]. 

2. Sont-elles dérivables en 0 ? 

E] Étudier la continuité de la fonction f définie 

sur R par f(x) =sup(2x- 1 ; 4x+5),où: 

esup(a;b)j=asia=b, 

esup(a; b)=bsia<b. 

Œ] On considère la fonction f définie sur R par : 

= EGx)-sin(T x): 

1. Exprimer f(x) à l’aide de sin(mx) lorsque x 

appartient à l’un des intervalles [—1 ; OPRLO TS 

21e 

Fe re que f est continue sur [—1 ; 21. 

2. Étudier la dérivabilité de fen x=0 eten x=1. 

Étudier les variations de f sur [-1 ; 2{. 

3. Tracer la courbe représentative de / dans un 

repère orthonormal (O ; 4,7). 

G] On considère l’application f définie de R sur R 
par f(x)=x2(2-x) si xe [0 ; 2{ et, pour tout 
réehaniheyr2): 

1. Etudier la restriction de f à l’intervalle [0 ; 2[ et 

tracer la courbe représentative de fsur cet intervalle 
dans un repère orthonormal. 

2. Comment peut-on en déduire la courbe repré- 
sentative de la restriction de f à [2n ; 2n+2[ où n 

est un entier relatif ? 

3. Démontrer que, si xe [2n ; 2n+2[, 

f{x)=(x-2n) (2n+2=x). 

4. Est-ce que f est continue sur R? dérivable 
sur R ? 

G1 Pour ne N*, f{x)=x" sin (2) pour xÆ0 et 

ONE 

1. fest-elle continue sur R ? 

2. f est-elle dérivable sur R* ? 

3. Pour quelles valeurs de n, f est-elle dérivable 
en 0 ? 

Œ Dans tout l’exercice, n désigne un entier naturel 

non nul et f, la fonction définie par : 

ÉG=x N1= x pour x= 1. 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de HE 

2. Déterminer l’unique élément a, de ]0 ; 1[ tel 

que f,(a,)=0 pourn=1. 

3. Donner le tableau de variation de jf, pour 
n = 1, en distinguant les cas » pair et n impair. 

4. Représenter dans un même repère f, et f,. 

64] Pour aller plus loin (1) 

Soit la fonction f(x) =E(x)+[x-E(x)]? définie 
sur R. 

1. Montrer que (Vxe R) flx+1)=f{x)+1. 
Qu’en déduit-on pour les points M(x;f(x)) et 
MAG 7 (CE) ? 

2. Tracer la courbe d’équation y=f{(x) pour x 

appartenant à [0 ; 1]. 

3. En déduire la représentation graphique de f pour 

x appartenant à R. 

4. La fonction f est-elle continue sur R ? 

(65) Pour aller plus loin (2) 
Soit la fonction définie sur R par : 

f(x) = E(x) + Vx-E(x). 
1. Montrer que (Vxe R) fx+1)=f{(x) +1. 

Que peut-on dire des points M(x;7(x)) et 

M'(x+1:;/f(x+1)) ? 

2. Tracer la représentation graphique de f sur 

Le Diuissur 5.5). 

3. La fonction j est-elle continue sur R ? 
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EXERCICES 

Dérivées successives 

66| Soit la fonction f:x- . définie pour x#0
. 

1. Calculer f’(x), f’(x), f(x) pour xÆ#1. 

2. Déterminer f(x) pour x#1 et ne N*. 

soit 9 = pour x#1. 

Déterminer f(")(x) pour xÆ0 et ne NY. 

68] 1. Démontrer que, pour tout réel x, la dérivée 

_ ; T 

n-ième de la fonction cos est xr> cos(x SE 4 5 @E 

: > : T 
celle de la fonction sin est x sin( x +n 5) ; 

2. En déduire la dérivée n-ième de la fonction 

xt cos(ax + b) où a et b sont des réels fixés. 

3. Déterminer la dérivée n-ième de la fonction 

xr sin2(x). 

Œ soi P(x)=2x"=x2#3x7;: 
Démontrer que pour tous réels x, et A: 

2 3 

P(x9 +4) = P(xo) + AP'(xo) + 2107) + TP" (0). 

Donner une valeur approchée par défaut de 

P(3,002) à 10-4 près, puis à 1077 près. 

Théorème des valeurs 

intermédiaires 

Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par: 

HG) MERS 

1. Donner le tableau de variation de f. 

2. En déduire que, pour tout élément y de 

[- 1 ; 0], il existe un unique élément x de [0 ; 1] 

tel que 7x) =. 

3. En partant de la relation y=x4-2x?, exprimer 
x en fonction de y appartenant à [—1 ; 0]. 

71 Soit n un entier naturel. 

Montrer que l’équation tan x = x admet une unique 

solution dans l’intervalle £ +AT ; : + (n + Da|. 

x(x+1) 

à EE) 
1. Étudier et représenter graphiquement cette 

fonction. 
2. Utiliser la courbe précédente pour déterminer, 

suivant les valeurs du paramètre ", le nombre de 

racines de l’équation x2+(1-m)x+2m=0. 

[72 Soit la fonction f: x 
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3. Déterminer, suivant les valeurs du paramètre ";, 

le nombre de solutions de l’équation : 

cos(2u) + 2(1-m) cos(u) + 4m+1=0 

où u appartient à [0 ; 2m. . 

Pour démontrer POV VON 

Soit f et g deux fonctions définies sur R et 

dérivables en x, 

1. Montrer que : 

fx) 0) — (%o)8 (0) 
= [f(x) - fo) 1£ Ge) + Lg() — 8(Ko) Pro) - 

2. En utilisant la définition 1, montrer que la fonc- 

tion produit fg est dérivable en x, et déterminer 

(8) (xo) - 

[74] En s’inspirant de l’exercice précédent, montrer 

que si f et g sont deux fonctions définies sur R et 

dérivables en x, telles que g(xo) # 0 

a. il existe un intervalle I de centre x, sur lequel g 

ne s’annule pas ; 

1 
b. la fonction - est dérivable en x, et: 

£ 

Pa L'Eroda(o) fo) (0) 
(£) Go)= MENT | 

(75) Soit f une fonction continue sur [a ; b] et 

dérivable sur Ja ; b[. 

En résolvant cet exercice on démontre le corollaire S lié 

au théorème 8. 

Partie À 
f! est strictement positive sur ]a;b[, donc, 

d’après le théorème 8, f est strictement croissante 

sur |a ; b. 
1. Supposons qu’il existe un réel « dans ]a ; b[ tel 
que f(x) <f(a) et soit f tel que a<B<a. 
a. Montrer que, si a<x<f, alors : 

f(x) <f(B) < (a) . 
b. En déduire que cela est en contradiction avec le 

fait que f est continue en a. 
c. De a et b, déduire que, si a<x<b, alors: 

J(a) < f(x). 
2. Supposons qu’il existe un réel À dans |a ; b[ tel 

que f(b) < f(X) et soit pi tel que À<m<b. 

a. Montrer que, si pu < x < b, alors : 

JO < Ch) <J(x) . 
b. En déduire que cela est en contradiction avec le 

fait que f est continue en b. 
c. De a et b, déduire que, si a <x<b, alors : ! 

f(x) <f(b) . 
3. Conclure. 

Partie B 

f’ est strictement négative sur ]a ; b[ , en utilisant 

—f", montrer que f est strictement décroissante sur 

La ; b]. 



EXERCICES 

VRP | 

4 
s Comparaison 

Démontrer que pour x € Lo ÿ | s 

2 à 
ARS SX = X. 
T 

Soit un réel positif. On cherche à comparer : 

cos(sin x) et sin(cos x). 

On pose f(x) = cos (sin x) — sin (cos x). 
1. Montrer que f est paire, périodique de période 27. 

2. Soit xe Lo 5 ne Montrer que : 

sin (cos x) < cos x et cos (sin x) = cos x 

(on pourra utiliser l’exercice n° 78, 3b). 
Conclure. 

3. Soit xe E 3 "|. Montrer que : 

sin (cos x) < 0 et 

Conclure. 

4. Quel est le signe de la fonction f ? 

cos (sin x) = 0. 

EE] Position d’une courbe par rapport à ses 
tangentes 
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, 
dérivable sur I. Le but de ce problème est d’étudier 
la position de la courbe représentative (1) de la 
fonction f par rapport à ses tangentes. 

1. Soit a un point de l’intervalle I qui n’est pas une 
borne de I. Donner une équation de la tangente 

(D,) à (T°) au point d’abscisse a. 

2. On suppose que f” est croissante sur I 

a. Étudier le signe de la fonction w définie sur I par 

p(x) = f(x) — [f'(a)(x — a) +f(a)]. 
b. En déduire la position de (1) par rapport à 

(Dar 

c. Exemple : On pose f(x) = tan x pour xe Lo ; A 

2 

le plan rapporté à un repère orthonormé la courbe 
T 
2 

3. On suppose ici que f’ est décroissante sur I 

a. Déterminer la position de (l°) par rapport à sa 

tangente en a. 

b. Exemple : On pose f(x) = sin x pour x € [0 ; 2 

TT 
Prouver que sur 10 5 5 nue Xl racer.dans 

représentative de f et ses tangentes en 0 et en 

TT : 
Prouver que sur 10 É à PSE 

Tracer dans un repère orthonormé la courbe de la 

: TT 

fonction f, ses tangentes en 0 et en 2 

4. On suppose que f est deux fois dérivable 

sur I 

a. À quelle condition la fonction f sera-t-elle convexe 

sur I ? concave sur I ? (Voir Point Info ci-après.) 

b. Supposons qu’il existe un point a de I qui ne soit 
pas une borne de I tel que f”’(a)=0 et, pour tout 
x appartenant à I, f”(x) < 0 six < a et f”(x) = 0 
DETTE 

On pose g(x)=f(x) si x appartient à let x< a. 
Montrer que la courbe de g est située en dessous de 
sa tangente en a. 
On pose (x) =f{x) si x appartient à I et x> a. 
Montrer que la courbe de h est située au-dessus de 
sa tangente en a. En déduire que la courbe de ftra- 
verse sa tangente en a. 
On dit alors que f a un point d’inflexion. 
c. Exemple : On pose f{x)=x5-3x2+5x pour 
DSERS 9)! 

Montrer que f admet un point d’inflexion que l’on 

déterminera. Déterminer une équation de la tan- 
gente en ce point ? 

Lorsque la courbe de f est située au-dessus de cha- 
cune de ses tangentes, on dit que la fonction f est 
convexe sur |. 

Si la courbe de fest située en dessous de chacune de 
ses tangentes, on dit alors que fest une fonction con- 
cave sur |. 

Pour chercher 

[CD Montrer que la dérivée d’une fonction 
impaire est une fonction paire. 
Si f est une fonction dérivable, de dérivée paire, 

peut-on en conclure que f est impaire ? 

[80 [CD Montrer que la dérivée d’une fonction paire 

est une fonction impaire. 
Soit f est une fonction dérivable sur R, de dérivée 
impaire. On pose g(x)=f{x)-f(-x) pour xe R. 

Montrer que g est une fonction constante. Quelle est 
la valeur de cette constante ? Qu’en déduit-on sur f ? 

81| Un alpiniste commence l’ascension d’une mon- 

tagne à 8 heures du matin et atteint le sommet à 
8 heures du soir. Il redescend le lendemain matin à 

8 heures en suivant le même chemin. 

Montrer qu’il existe un point du chemin où l’alpi- 
niste s’est trouvé à la même heure à la montée et à 

la descente. 

7] Soit f une fonction continue de [0 ; 1] dans 

[O 5 1] ù . . Là 

1. Montrer qu’il existe un réel x de [0 ; 1] tel que 

f(x) = x. 
2. Pour tout entier naturel non nul, on note f” la 

fonction fo fofo. of où f est répétée n fois. 

Montrer qu’il existe un réel x compris entre 0 et 1 

tel que, pour tout entier naturel 7 non nul, 

FC) =x. 
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EXERCICES 

— PROBLÈMES 

[83] Optimisation d’une aire 

Partie À. Étude d’une fonction 

Soit la fonction définie, pour tout x detfr280 hp 

par f(x) =x\/4 _ x2. On désigne par C la courbe 

représentative de f dans un repère orthonormal ; on 

prendra pour unité graphique 4 cm. 

1. Intervalle d’étude 

Expliquer pourquoi on peut limiter l’étude de f à 

l’intervalle [0 ; 2]. 

2. Dérivabilité de f 

a. Étudier la dérivabilité de fen 2 et interpréter gra- 

phiquement le résultat obtenu. 

b. Justifier que f est dérivable sur l'intervalle 

[0 ; 2[ et calculer sa dérivée f”. 

c. Étudier les variations de f et dresser son tableau 

de variation sur [0 ; 2]. 

3. Représentation graphique de f 

a. Déterminer une équation de la tangente T à C 

au point d’abscisse 0. 

b. Justifier que, pour tout x de [0 ; AIS T(X) = 2% 

En déduire la position de C par rapport à T, sur 

lOS21F 
c. Tracer C et T sur [-2 ; 2]. 

4. Solutions de l’équation (E) : f(x) =1 

Prouver que l’équation (E) admet exactement 

deux solutions dans l’intervalle [—2 ; 2]. 

Donner un encadrement de ces réels à 107? près. 

Partie B. Étude d’une aire 

Soit L un cercle de rayon r= 1 et ABCD un rectan- 

gle inscrit dans [. 

On pose AB=x et on associe, à ce réel x, Paire 

A(x) du rectangle ABCD. 

1. Préciser quel intervalle J peut décrire le réel x et 

calculer A(x). 

2. Déterminer, à l’aide des résultats de la partie A : 

a. pour quelle valeur de x l’aire du rectangle ABCD 
est maximale ; préciser dans ce cas, la valeur de 

l'aire et la nature de ABCD ; 

b. pour quelle(s) valeur(s) de x, l’aire du rectangle 

ABCD est égale à 1. 
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[84] Avec des dérivées successives 

Partie À 

On définit sur [0 ; æ] les fonctions f,gethpar: 

2 

f(x) =x- sin x, g(x)=-1 ne cos xLet 

3 
h(x)=-x + + sin is 

1. Étudier le sens de variation de fet en déduire son 

signe. 

2. Reprendre la question 1 pour la fonction g, puis 

la fonction A. 

3. En déduire que, pour tout x de [OST 

x3 : 
FER Fo 

Partie B 

On pose, pour tout # de N* : 

u ne 
1 n? n2 n2 

Se ne 
* n2 n2 n? 

a. Déduire de la partie À que, pour tout # de NX : 

Ur UE 

b. Justifier que, pour tout 7 de N*, 

151204 Ln =. 

En déduire, à l’aide de la partie À que, pour tout # 

LT 
de Néoun See 

: 1 PE 
c. Montrer que lim v,=> ; en déduire que la 

n — +0 2 

suite (4,) converge. 

[85| Le plan est rapporté à un repère orthonormal 

(O ; 2,7). Nous allons étudier la fonction définie 

sur R par f: x xsin x. 

1. Montrer que, pour x # à +kTm, RE 

; f'(x) = cos(x)(x + tan(x)). 
2. a. Étudier les variations de la fonction 

x>tan(x)+x pour x= 0 et x#T+kT, ke N. 

b. Montrer que xt tan(x)+x s’annule, sur cha- 

que intervalle Ê +RT ; à +(k+ QUE en un uni- 

que point a,, et en déduire le signe de f’(x). 

3. Etudier la position de la courbe (C) représenta- 

tive de f par rapport à sa tangente en ©. $ 

4. Montrer que les points M(T +kT;f E + kx) 

appartiennent à une des droites y =x ou y=-—x et, 

qu’en ces points, la courbe (C) est tangente aux 

droites précédentes. 

S."Tracern(@)e 
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EXERCICES 

[86| Equations du second degré et fonctions 
Pour tout à réel non nul, on considère l'équation, 
à l’inconnue réelle x, (E,,) : œx? — 2x + 1 = 0 
1. Des exemples 
Résoudre les équations HÉIDOUT OURS] 2: 

_ 2. Résolution générale 
_a. Déterminer les valeurs de à pour lesquelles 
(E,,) admet deux solutions réelles (préciser si elles 
sont confondues ou distinctes). 
b. Exprimer les solutions de (E,,) en fonction de a. 
CaOne définit. Sur D =] :; 0[W1]0 ; 1], les 
fonctions f et g par : 

f(x) = 

. 

1 1 

1+/1-a le fee: 
Montrer que, pour tout « de D, fa) et g(a) sont 
les solutions de (E,,). 

3. Étude de la fonction f 
a. Déterminer les limites de fen —- et en O. 
Interpréter graphiquement. 
b. Etudier le sens de variation de f et dresser son 
tableau de variation. 
c. Tracer sa courbe représentative C; dans le plan 
muni d’un repère orthonormé avec pour unité gra- 
phique 4 cm. 

4. Étude de la fonction £ 
Reprendre la question 3 pour la fonction g. 
On tracera sa courbe représentative C à dans le 
même repère que C;. 

et g(a)= 

5. Réciproquement 
a. Justifier que tout x non nul est solution de 

léquation (E,,) avec a =æ(x) où y est la fonction 

2x—1 

x2 
b. Étudier le sens de variation de +, ses limites en 

O0, +c et —c., | 

c. Tracer la courbe l° représentant 4 sur le même 
graphique que C; ét C À d’une autre couleur. 
Quelle conjecture peut-on faire sur la courbe [par 

rapport à la réunion de C; boQ 2 ? 

définie sur R* par (x) = 

[87 Le plan est rapporté à un repère orthonormal 

(OS 1,1). Le but du problème est de représenter 

graphiquement la fonction f définie par : 

Sin x 

JG) = + sin x)2 

On appellera (C) la courbe représentative de LL 

1. Déterminer l’ensemble D, de définition de f. 

2. Montrer que f est périodique, de période 27. 

3. Calculer, pour x élément de D;, f(n-x) en 

fonction de f(x). En déduire que la courbe repré- 

t nt fsur | Der senta st 
FR ) 

que l’on précisera. 
TT 

4, On pose I = Le : e 

| admet un axe de symétrie 

a. Montrer que f est dérivable sur I. 
b. Déterminer le signe de f’(x). 
c. Donner le tableau de variation de f sur I. 
5. a. Tracer la courbe (C) , pour x élément de I, en 
indiquant les points à tangente horizontale. 
b. En utilisant la question 3, compléter la courbe 

T On 
(C) pour xe = : | : 

c. En déduire (C) pour x élément de D;. 

Partie A 

On considère la fonction définie par : 

sin x COs x 
f(x) = 2: POUrIOUte tel que cos xÆ-1. 

(1 + cos x) 

On nomme C sa courbe représentative ; on prendra 
pour unités graphiques 2 cm en abscisse et 10 cm 
en ordonnée. 

1. Réduction de l’intervalle d’étude 
a. Préciser l’ensemble de définition E de f. 

b. Montrer que, pour tout x deE, f(x +27T)=f{x). 
Interpréter graphiquement. 
c. En déduire que l’on peut restreindre l’étude de f 
à l'intervalle [0 ; m[. 

2. Étude de f sur I1=[0; x 

a. Montrer que, pour tout x de I, 

f(x) = RE 
(1 + cos x)? 

En déduire le sens de variation de f sur I. 

sin À cos x 

b. Montrer que, pour tout x de I, f(x) = : 
X 

D sé | cos > 

En déduire lim f(x). Interpréter graphiquement. 

VER 
c. Résoudre sur I l’équation f(x) = 0. Interpréter 

graphiquement. 

3. Représentation graphique 
Tracer C sur ]-7 ; m[U]7 ; 37[. On précisera 

tous les éléments connus par l’étude précédente. 

Partie B. Des triangles de même périmètre 
On considère les triangles ABC isocèles en À de 

périmètre 6 cm. Re 
On note AB=AC=a, x=ABC=ACB et A(x) 

l'aire du triangle. 

1. Vérifier que x appartient à lo ï à 

2. a. Exprimer BC en fonction de a. 

b. Exprimer a en fonction de cos x. 

3. Exprimer A(x) en fonction de f(x), où f est la 

fonction étudiée dans la partie A. 

4. Montrer que À est maximale pour une valeur x, 

de x que l’on précisera ; calculer ce maximum et 

préciser la nature du triangle ABC dans ce cas. 

5. Montrer qu’il existe deux triangles isocèles de 

périmètre 6 cm et d’aire 1 cm2. Donner une valeur 

approchée des côtés de ces deux triangles. 
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Chapitre 

OBJECTIF 
Traduire la décroissance 

radioactive et introduire 

la notion d’équation 
différentielle. 

Fonction 
exponentielle 

* La loi de décroissance radioactive 

Le contexte 

Le nombre de noyaux (ou d’atomes) d’une source radioactive diminue au 

cours du temps, tout noyau étant instable et susceptible de se désintégrer. 

S’il est impossible de prévoir la date de désintégration d’un noyau donné, on 

admet que la probabilité qu’il se désintègre pendant une unité de temps est la 

même pour des noyaux identiques et reste inchangée au cours du temps (un 

noyau ne vieillit donc pas). 

Cette probabilité de désintégration, que l’on note N, est donc une caractéristi- 

que propre au type de noyaux. C’est la constante radioactive : plus À est 

grand, plus le nucléide est radioactif. 

On désigne par N, le nombre initial de noyaux de la source radioactive et par 

N(+) le nombre de noyaux restants (non désintégrés) à l'instant t. 

A sm Évolution du nombre de noyaux 

1. Exprimer la proportion de noyaux se désintégrant entre les instants £ et 

HirltallaidedenN(r) ét de NIET)" 

Justifier qu’une approximation de N(:+ 1) est donnée par: 

N(t+1)=(1—-X)N(r). 

2. On suppose dans cette question que N, = 10 000 et À =0,1. 

a. Dresser le tableau de valeurs de N pour te [0 ; 20] avec un pas de 1. 

b. Donner la représentation graphique correspondante point par point. 

B s Relation entre N et N° 

On suppose la fonction 1+> N(t) dérivable sur R. 

1. Justifier que, pour tout réel r, on a : 

N(+1)=N(r) + N'(t). 

2. Déduire des questions A 1 et B 1 que la loi de décroissance du nombre de 

noyaux peut être modélisée par N’(1)=-AN(:). 

Cette équation N’=-AN, où l’inconnue N est liée à sa dérivée, est appelée 
équation différentielle. 
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Activité 2 = Équation y’ = y avec y(0)=1 
| On cherche une fonction f solution de l'équation différentielle y’ = y, c’est-à- 
dire dérivable sur R avec, pour tout x réel, J'(x) = f(x), et telle que (0) = 1. 
On note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthonormé. 

_ On prendra 1 cm pour unité graphique et on laissera un espace de 12 cm au- 
dessus de l’axe des abscisses. 

A s Avec un pas de 1 

1. a. Préciser le point A, de C d’abscisse 0 et le coefficient directeur de la 
tangente à C en ce point. 

b. Tracer cette tangente sur [0 ; 1]. 

* On obtient un segment [AA] qui approche la courbe C sur [0 ; 1]. 

c. Quelle est l’ordonnée de A, ? 

On la prend pour valeur approchée de f(1) qui reste inconnu. 

d. Quel est le coefficient directeur de la tangente à C au point de C d’abscisse 1 ? 

Par quelle courbe peut-on approcher € sur [1 ; 2] ? 

Quelle valeur approchée de f(2) obtient-on ainsi ? 

2. Plus généralement 

a. Rappeler l’approximation affine de f au voisinage d’un réel a. 

b. En déduire que, pour tout réel a, f(a+1)=2/f(a). 

c. Connaissant f(0)= 1, quelles valeurs approchées de (1), (2), (3) 

obtient-on ? et pour f(—1), f(—-2), f(—-3) ? 

d. Achever le tracé de la courbe approchée pour C sur [-3 ; 3]. 

B = Avec un pas de 0,5 

a. Montrer que f(a+0,5) = 1,5 (a). 

b. Quelles valeurs approchées de (0,5), (1), f(1,5),…, f(3) obtient-on ? 

et pour f(—-0,5), f(—-1),..…., f(—3) ? 

c. Tracer, sur le même graphique que précédemment, la courbe approchée 

que l’on obtient ainsi pour C sur [-3 ; 3]. 

C = Avec un tableur 

En réduisant le pas à de la subdivision, on obtient les quatre courbes ci- 

dessous. Que peut-on observer ? 

ORIECUEe 
Construire pas à pas une 
solution approchée de 
l'équation y = y 
(méthode d’Euler). 

chapitre 4 Fonction exponentielle = 115 



em 

1. Fonction exponentielle 

A m L'équation différentielle (E) : y” = ÿ avec y(o)=1 | 

On cherche les solutions de (E), c’est-à-dire les fonctions f dérivables sur R 

telles que : 

_ e R, f(x) = f(x) 

JO)EX 

La méthode d’Euler, dont la démarche « pas à pas » permet de construire la 

courbe d’une solution approchée de l’équation (E) sur un intervalle de R, 

amène à conjecturer l’existence d’une telle solution. 

10 

pas utilisé : 0,05 | 

Si f est une solution de (E) alors, pour tout réel x, 

HCXYIXY= 1” € NX) 70. 

Théorème 1 et 
Lo ÉUNUNREZ 11 existe une unique fonction f dérivable sur R telle que : F (0) =1 

Elle est appelée fonction exponentielle ; on la note exp. 

Autrement dit : 

+ exp est dérivable sur R et, pour tout x réel, exp’(x) = exp(x) ; 

EXD (U) = 

B a Les relations fonctionnelles 

1 
1. Pour tout réel x, exp(—x) = : 

exp(x) 
2. Pour tous réels x et y, exp(x + y) = exp(x)exp(y). 

3. Pour tous réels x et y, exp(x — y) = aa) : 
exp (y) 

4. Pour tout réel x et pour tout entier relatif p, 

exp (px) = (exp(x))?. 
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mLemme 1 
. Pour tout x, {x)f(-x)=1 et fne s’annule donc pas sur R. 

On pose, pour x réel, (x) = A) x) ; étant dérivable sur R, & l'est aussi et, pour tout réel x, on a : 

| DÉMONSTRATIONS 

4 P'O9 = FO 2 + OF 2) = FO (20 - FOX = 0. Set x tq & G:e)=0 
4 g est donc constante sur R et 6(0)= 1 donne, pour tout réel x, p(%) = 1, où A A-x)=1. ctnn Le) xp (=x)= + 
La propriété est établie d'où, pour tout réel x, {2 #0. dem à © x {(-u):4 

Ale 

RE asude 

4 La méthode d'Euler a permis de conjecturer l'existence d’une solution fde (E) telle queseret /(0)= 1. 
Cette existence est dorénavant admise. 

£. Par contre, l’unicité de cette solution peut être établie. 

+ On suppose qu'il existe une fonction g qui soit également solution de (E) et on cherche à établir f=g. 

_ D'après le lemme 1, montrer que, pour tout réel x, f(x) = g(x) équivaut à montrer que, pour tout réel x, #—x)g(x) = 1 
(on multiplie chaque membre de la première égalité par le réel non nul #(-— x) ). 

e Soit h la fonction définie sur R par h(x) = f(-x)g(x) . > k=C Lee 2 

h est dérivable sur R et h’(x) =- f/(- x)g(x) + —-x)g (0) == x)g(20 + f(-)g(X) =0, donc hñ est constante sur R 

et A(0)= 1 ; d'où, pour tout réel x, f(—x)g(x) = 1 . Alors f=g et fest unique. 

. mThéorème 1 

! 

a Théorème 2 

Relation 1 
Cette propriété a été établie (voir lemme 1). 

Relation 2 : relation fondamentale de transformation de somme en produit 

Soit a un réel quelconque. Il suffit d'établir, pour tout réel x, exp(x+ a) = exp(x) exp(a), que la relation 1 permet 

_ d'écrire encore : exp(x+ a) exp(— x) = exp(a). 

- Pour cela, on définit la fonction h, qui à tout réel x associe h,(x) = exp(x+ a) exp(— x). 

Z a est dérivable sur R et pour tout réel x : 
h°(X) = exp(x+ a) exp(- x) + exp(x+ a)(— exp(-x)) = 0 

d'où h, est une fonction constante et, comme h,(0)= exp(a), l'égalité souhaitée est établie. 

__ Relation 3 

Pour tous réels x et y: 

exp(x= y) = exp(x+(-y))=exp(x) exp(-y) d'après la relation 2 

exp(x) exp(— y) = . d'après la relation 1 

# Relation 4 

/ e Soit P(n) la propriété définie pour ne N par exp(nx) =(exp(x))". 

* P(O) est vraie car exp(0)= 1 et (exp(x))°= 1. 

* k étant un entier de N, on suppose P(k) vraie, c'est-à-dire exp(kx) = (exp(x))# et on veut établir que P(K+1) 

est vraie, c'est-à-dire exp((k+ 1)x)=(exp(x))K+1. 

Or, d’après la relation 2, exp((k+ 1)x) = exp(kx) exp(x) et, d’après l'hypothèse de récurrence, 

exp(kx) = (exp(x))K. 

On en déduit exp((k+ 1)x) = (exp(x)) exp(x) = (exp(x))#+1. 

* Le principe de récurrence permet de conclure que P(n) est vraie pour tout n eN | 

e Lorsque pe Z\N, on peut poser p=-1n" avec n dans N*. Alors, d'après la relation 1, 

exp(px) = exp((- 1) = XP) = ES: 

- Run. d'après ce qui précède car ne N,e = (exp(x))-7=(exp(x))?. 
1 

= Trees 

Qt exp(nx) (exp(x))7' (exp(x))” 



e= exp(1) = 2,718 28 

(voir TP 2 p. 125). 

obtenir e. 

Cu Nombre e et notation « puissance » 

1. Conventions 

+ D’après la relation 4 établie précédemment, on 2 : 

pour tout entier relatif p, exp (p)= EXP (pX1)=(exp(1)}?. 

| 

TPE On note « e » le nombre exp(1). 

+ On obtient, pour tout pe Z, exp(p)= ep. 

On décide de prolonger cette égalité, vraie sur Z, à l’ensemble des nombres 

réels par la convention d’écriture suivante. 

Convention : Pour tout xe R, exp(x) =e*. 

Exemples : 

° exp(—1)=e à. 

e exp(2x-1)=e2*-1. 

2. Incidence 

On peut observer que les relations fonctionnelles de la fonction x e* 

gagnent en naturel et simplicité lorsqu'on adopte cette notation « puissance ». 

Pour tous réels x et y : 

D m Caractérisation fonctionnelle de la fonction exponentielle 

+ La fonction exp est une fonction dérivable sur R qui vérifie : 

pour tous réels x et y, exp(x + y)= exp(x) exp(y). 

+ L'étude du problème réciproque « quelles sont les fonctions f dérivables sur 

R telles que, pour tous réels x et y, f(x+y)=f{x)f(y) ? » conduit au résultat 

suivant. 

Il existe une seule fonction f dérivable sur R telle que : 

118 = chapitre 4 Fonction exponentielle 

* pour tous réels x et y, f(x + y) = f(x) f(y) ; 

r Je 
Il s’agit de la fonction exponentielle « exp ». 

Remarque 

PES théorèmes 1 et 3 sont équivalents ; chacun énonce une propriété qui caractérise la 
fonction exponentielle. 

f dérivable sur R f dérivable sur R 

f=f & f=exp & {pour tous réels x et y, f(x +y)=f(x)f(y) 

J(0)=1 (0) 1 



LS 
_ Théorème 3 

4 Quelles sont les fonctions fdérivables sur R telles que, pour tous réels x et y, f(x+ y) = f(0y) ? 
___e Soit f une telle fonction. Pour a réel quelconque, on considère la fonction (D ie, à : ! ; qui associe, à tout réel #, le réel 
W(D = f(t+ a) - f(Df(a). £ 

e fétant dérivable sur R, y, l’est également et W/(#) = f(t+ a) - f'(bf(a). 
. ÿ, est bien sûr nulle et donc sa dérivée w!, l’est aussi. 
Pour t=0, on obtient alors, pour a réel quelconque, 0=f(a)- f’(0)(a). 

1 Cette égalité étant vraie pour n'importe quel réel a, on peut écrire, pour tout réel x r FO)=F (0) (x. 

… : + Comme f’(0)=1, pour tout réel x,  f’(x)= fx). 

_ Alors fest solution de l'équation différentielle y’= y et vérifie aussi #(0)= 1. 

D'après le théorème 1, fn'est autre que la fonction exponentielle. 

on rm GO 

= APPLICATION 

. -ETTTAI Calculer avec l’exponentielle 
f L x 2 

1. Pour x réel quelconque, calculer (e2) et en déduire le signe de e*. 

2. Montrer que la fonction f qui à tout réel x associe f(x) = (e* + e-*)2 — e*(ex* + e-3*) est constante. 

ES | ; j 
est impaire. 

eX* + ] 
3. Montrer que la fonction g définie dans R par g(x) = 

NE. ( 4. Résoudre, dans R, l'équation e2* - 3e* +e = 0. 

Solution 

LB 

1. D’après les relations 2 ou 4, on a (ei) = e* et donc e* = 0 ; mais comme exp ne s’annule pas sur 

R, on déduit à l’aide du lemme 1 que e* > 0 pour tout réel x. 

2. Pour tout réel x, 

fx) = [(e)2 + 267e * + (e-*)2] — [etex + e*e- 3%] = e2* + 2:+e-2%- 62% - e72x = 2, 

3. + g est bien définie dans R (car e* > O d’après la solution de la question 1 et donc-e#+2150). 

FEES Rx. R et: 

1 1 —- e* 

STE = sas e* [re él e 
Æ a — = = = — = £g(X 

ER RD np lies lve e*+l1 

e* e* 

d’où g est impaire. 

Autre solution : EE, LR PNEUS VS M 2 
nid (entr) ner, 21#7C" 

x)2 _ 3e* + e = 0 et on peut prendre X = e* comme inconnue auxi- 

CR 

X2E5X +e=0 
— 9 - 4e qui est négatif. Cette équation n’a 

4. Cette équation peut s’écrire (e 

liaire. L’équation équivaut alors au système 

Mais le discriminant de l’équation X2 — 3X + e = 0 est À 

donc pas de solution et le système, bien sûr, non plus. 
voir aussi exercices n° 7, 16, 38 

chapitre 4 Fonction exponentielle =, 119 



2 

Propriété 1 

Propriété 2 > 

120 % chapitre 4 Fonction exponentielle 

Étude de la fonction x — e* 

As Sens de variation et limites 

On sait déjà que exp est dérivable sur R, donc continue sur R. 

+ Pour tout x dans R, e* > 0. 

- exp est strictement croissante sur R. 

+ lim e*=0. 
X — —c 

lim e*=+0. 
X — +0 

Tableau de variation 

Remarques 

* Il résulte de la stricte croissance de exp que, 

pour x et y dans R : 

Si ÈS: CE SEUS 

e*>e ss x>y; e*-e ee x=7. 

+ L’axe des abscisses d’un repère du plan est 
asymptote à la courbe (C) : y=e* en —ce. 

B a Étude locale au voisinage de 0 
On sait que exp’(0)=exp(0)= 1. 

On en déduit : 

° lim cote 1, par définition du nombre 
x—0 X 

dérivé en O0 ; 

° exp a pour approximation affine x x+1 

au voisinage de O ; 

° la tangente à (C) : y=e* au point A(0 ; 1) 

est la droite (D) d’équation y=x+ 1. 

On montre de plus que (C) est au-dessus de (D), c’est-à-dire, pour tout x 

réel, e* = x + 1 (voir l'exercice n° 2, page ci-contre). 

Ce Autres limites de référence 

à (E%* 
lim —=+0 ; im xe* =0;: 

X — +o X X — —0c 

Remarque 

: ea : 
Dire que _ tend vers + quand x tend vers + signifie que « e* écrase x » quand x 

tend vers +co. 



De … 

né as DÉMONSTRATIONS 

m Propriété 1. 

Le On a déjà établi que e*>O pour tout réel x, à partir des relations fonctionnelles (voir exercice 1, p. 119). Mais la 
_ continuité de exp permet de retrouver ce résultat à l’aide du théorème des valeurs intermédiaires : 

= la fonction exp est continue sur R et ne s’annule en aucun point de R, elle garde donc un signe constant sur R (en 
_ effet, s’il existait a et b réels tels que exp(a) exp(b)< 0, le théorème des valeurs intermédiaires conduirait à l'exis- 

tence d’un réel c tel que exp(c) =0, ce qui est faux) : à 

EE - comme, de plus, exp(0) >0, on en déduit exp(x) > O pour tout réel x. 

NS 

Sens de variation 

. La fonction exp est strictement croissante sur R car sa dérivée exp est strictement positive sur R ! 

__ Limites en l'infini 

_ On montre que, pour tout réel x, 

e* = x+ 1 (voir exercice 2 ci-dessous), on a, par théorème de comparaison, lim e*=+0, 
X— +00 

1 
e lim e*= lim e-*= lim 0 et (D) d'équation y=0 est asymptote à (C) d'équation y=e*. 
Xe X= + X— +00 ' 

ee Propriété 2 
+ 
x 

; : 

ex. Je? À ol pe 
e—=|—| ; comme e*>= x+ 1 pour tout x (voir exercice 2 ci-dessous), eZ = x+ 1 et a fortiori e‘ = D NT donc : 

# 
nl 
pour +0 

+. 
x 2 

e*_ 1 é 
On obtient donc — = = x et, par comparaison, lime = #0 

X 4 X— +00 

= 
: 2 — X . x x e 

e lim xe*= lim —-—-= jim -—= lim (©) 0: 
X— —00 KE x re MC x +60 \X 

> APPLICATION 

ERA Étudier les variations d’une fonction pour prouver une inégalité 

En considérant la fonction d définie sur R par d(x) = e* —- x - 1, montrer que, pour tout x Ice 

er x + 1. 

Solution 

d est dérivable sur R, et d’(x) = exp(x) — 1: 

d'(x) = 0 & exp(x) = 1 x = 0 

d'(x) <= 0 & exp(x) < 1 & x < 0 

Ainsi d'est décroissante sur ]J—- ; 0 | et croissante sur 

[O 3 +co[ . Alors la fonction d admet sur R un mini- 

mum égal à d(0). Comme d(0)=0,0ona donc 

d(x) = 0 pour tout réel x, c’est-à-dire e* = x + 1. 

On a donc le tableau de variation ci-contre. 

chapitre 4 Fonction exponentielle 
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Propriété 3 

Théorème 5 = 

122 » chapitre 4 Fonction exponentielle 

Équation différentielle y" = ky 

A s Dérivée d’une fonction x — eu(x) 

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction 
. 7 + r e 2: \ 

x e"(x) est dérivable sur I et sa fonction dérivée est x 7 w (jee ; 

Exemples : 

ef: x e0:5* est dérivable sur R et f(x) = 0,5e0:5*, 

°g:xe * est dérivable sur R et g (x) =-e"*. 

h:xe* est dérivable sur ]0 ; +[, comme la fonction racine carrée, et 

1 
h'L=—= ex. (7 ie 

B m Résolution de l’équation y’ = ky 

La fonction xr- e**, où k est un réel fixé, est dérivable sur R et sa fonction 

dérivée est x keÂ*. 

La fonction x e**, où k est un réel fixé, est solution de y ==Yy. 

On démontre le théorème suivant. 

Une fonction f dérivable sur R est solution de l'équation différentielle 

y’ = ky, où À est un réel fixé, si et seulement si, pour tout réel x, 

f(x) = Ce** où C désigne une constante réelle. 

Exemple : 

L'équation différentielle y’ =0,5y admet pour solutions les fonctions x Ce0:5*x, où 

C est une constante réelle quelconque. 

€ m Équation y’ = Ky avec condition initiale 

Soit x, et y, deux réels ; il existe une fonction unique f solution de l’équa- 

tion différentielle y’ = ky et vérifiant (xs) = yo. 

Autrement dit : 

Il existe une fonction unique j solution de l’équation différentielle y” = ky 

dont la courbe, dans un repère donné, passe par le point M(xo 3 Yo). 

Exemple : 
Parmi les solutions x-> Ce0:5* avec C réel quelconque, de l'équation différentielle 

y’=0,5y, il en existe une et une seule dont la courbe passe par le point A(1 ; e) ; 
il s'agit de la fonction x+> e0.5x+0.5, ‘ 

Remarque 

Au chapitre 6, on verra que e** peut s’écrire sous la forme (e*)* = a*. 
Les fonctions solutions de l’équation différentielle y” = ky avec y(0) = 1, données 
par f(x) =e}*, seront alors appelées fonctions exponentielles de base a, où a=eÀ 
généralisant la fonction exponentielle exp. é 



= Propriété 3 
4 Soit u une fonction dérivable sur un intervalle | : comme x+- e* est dérivable sur R, alors la fonction composée 
_ x eu est dérivable sur | (voir théorème 2 de la dérivée de la composée du chapitre 3) et sa fonction dérivée est 
- xelou(x). 

1 
3 

: 
4 
2 

3 
F 

2 

Eu Théorème 4 
1. La fonction x+ CekX, avec C constante réelle, est dérivable sur R et admet pour dérivée x+> Ckek* ; il s'agit donc 

bien d’une solution de l'équation différentielle y’= ky. 

2. Réciproquement, considérons une fonction f solution de l'équation différentielle y’= ky et posons, pour tout 
préel x -g(xX) = f(x)e” A. 

Alors, pour tout réel x : 

g(2= fe + f(x)(- ke kX c'est-à-dire g'(x)=e-X(F (x) - kF(X)). 

Or fétant une solution de y’= ky, nous avons, pour tout réel x, f(x)-kx)=0. 

4 Nous en déduisons que, pour tout réel x, g(x)=0 ; gest donc une fonction constante sur R. 

AN AMOR 

\ CNUR 

a 

EE chapitre 4 Fonction exponentielle 

: 

Donc il existe un réel C tel que, pour tout réel x, g(x)=C c'est-à-dire f(x)e-{*=C. 

En multipliant les deux membres de l'égalité par eX*, on obtient f(x) = Ce“. 

De 1 et 2, il résulte que : 3 

Toute solution fde y’= ky est définie sur R par f(x) = Ce“* où C est une constante réelle. 

a Théorème 5 
e Soit fune solution de l'équation y’= ky, où kest un réel 

F0 = yo ekx= 7e" 0), 

fixé. D'après le théorème 4, f est de la forme x Ce“, RUN A 7) f FA k Fa | À 

avec C réel. ie +7 Ù 17 ET air] Î a Î 71 

+ Mais f(x) = Yo équivaut à Ce“0= y. nn Ou 2 mn à à m4 D F0 CN D RE D € Do us 1 | 

Ce qui revient, en multipliant les deux membres de l'éga- DA der Al | 

lité par e**, à C=ype “*. ERP EA NE de di dan. MA | | 

Il en résulte qu'il existe une unique fonction fsolution de LL COR | 

y = ky et vérifiant la condition initiale f(x) = Yo - CA | 

C'est la fonction f définie dans R par : ds 

x! 

/ 
=} APPLICATION 

Résoudre une équation y’ = Ky avec condition initiale 

Déterminer la solution de l’équation différentielle y” = 2y telle que y( he 

Solution 2 CEE 

Les solutions de (E) : y’ = 2y sont les fonctions f définies sur R par f(x) = Ce‘* où C est une 

constante réelle. 
: SE e Æ 29 

Alors f(1)=3 siet seulement si Ce2=3 c’est-à-dire . Der. 

La solution cherchée est la fonction f telle que f(x) = 3e-2e2*, soit : 

f(x) = 3e2*-2 pour tout x réel. 



TP 
a 1. Courbes à sous-tangente constante 

OBJECTIF : Rechercher les fonctions dérivables dont la courbe représentative possède une certaine propriété 

géométrique. 

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I de R dont la dérivée f” ne s’annule pas surlet (C) | 

sa courbe représentative dans le plan rapporté à un repère orthonormal (O ; 1,7). 

En tout point M de (C), d’abscisse ", on considère la tangente À,, en M à (CG): 

A, coupe l’axe des abscisses (Ox) enunpoint T. 

Si l’on désigne par N le projeté orthogonal de M sur (Ox), le segment [TN] est appelé sous- 

tangente en M à la courbe (C). 

Il s’agit de déterminer les fonctions f dont la courbe représentative (C) admet des sous- 

tangentes [| TN] de longueur constante. 

1. Justifier que A,, coupe l’axe (Ox) en un Dointinet 

QUENTIN 

2. Déterminer les coordonnées de T en fonction de "1 et 

JC) 
fm) 

3. Soit À un réel strictement positif. 

montrer que TN = 

a. Montrer que : 

TN=ke (Fm) = à 6m) ou f'(m) = 7 0) 

b. Résoudre chacune des équations différentielles 

suivantes : 

1 4 = 2 y 2 CE) 

c. En déduire l’ensemble des fonctions dérivables dont la courbe représentative a des sous-tangentes 

de longueur constante k. 

4. a. Montrer qu’il existe exactement deux fonctions f et g, dérivables sur R, dont la courbe passe 

par le point A(0 ; 1) et admet des sous-tangentes de longueur 2. 

b. Construire ces deux courbes dans le même repère ainsi que quelques sous-tangentes et vérifier 

que la propriété géométrique évoquée est bien satisfaite. 

Point Info 
C'est par ce type de problème que Leibniz (1646-1716) a vu la nécessité 
d'introduire « le calcul différentiel » et qu'il inventa le calcul infinitésimal. 

En effet, le calcul algébrique ne permettait pas d'y apporter une réponse. 

424 » chanitre À Eonction eynonentielle 



2. Encadrement de x -> e* sur J-æ;0]et 4 approximation de e 
OBJECTIF : Établir et utiliser un encadrement de la fonction exponentielle par des fonctions polynômes. 

A. æ Positions relatives de trois courbes 
É Le plan est rapporté à un repère orthogonal. 

1. Etudier les variations de J, définie sur R par x > e* — (1 + x) puis en déduire son signe. 
ch ; Fr A S 

2 Procéder de même avec la fonction JUNE (: FORTE 
2 

2. En déduire que, pour tout réel x € ]-c CUNPA EE MIS 
2 

li x Het 
ir 

3. Montrer que les courbes C,, let C,, représentant respectivement les fonctions x > 1 + x, 

tangentes au point d’abscisse 0). 

2 a x : î | 
x enetxe>l.+x + 5” admettent la même tangente au point d’abscisse 0 (on dit qu’elles sont 

Sur la figure ci-dessous, on a construit C,, C, et l’, en se limitant à l’intervalle [-1,5 ; 1,5]. 

et L 
PRE PEEEE TELL LL 
sé HIT 

se=cstnl 
LE 

/ 
B. = Amélioration de l'encadrement 

et approximation de e 

1. À l’aide de nouvelles fonctions f,, f,, f; et f bien choi- 

sies, établir, comme dans les questions A1 et A2, que, pour 

tout réel x € ]-c ; 0], on a successivement : 

53 LDN NET ARENS 
l+x+ +R SE <l+x+ + HAT 

+, LENCO ne 
PERTE UE 7 nu 31 TT NMTTISEr eut 31 

2. En donnant à x une valeur particulière, donner un encadrement de 

En déduire une valeur approchée de e à 10 2 près. 

Le nombre e, comme le nombre *, 

fait partie des constantes les plus 
célèbres des mathématiques. Ces 
nombres apparaissent dans la célè- 
bre formule d’Euler, el =- 1, que 
l'on a désignée comme « la pré- 

sence de la main de Dieu ». 

Les nombres e et x ont en commun 

de ne pas être rationnels (ils ne 
peuvent pas s'écrire sous forme 

fractionnaire), mais aussi de n'être 

les racines d'aucun polynôme à 
coefficients entiers (on dit qu'ils 

sont transcendants). 
Ils se distinguent en cela du nom- 
bre ./2, qui est également irration- 

nel mais qui n’est pas transcendant 

(il est en effet racine du polynôme 

x2-2). 
La transcendance du nombre e a 

été démontrée en 1872 par Charles 
Hermite et celle de x par Ferdinand 

Von Lindemann en 1882. 
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3. Changement de milieu 
érentielles dans un contexte de 

OBJECTIF : Mettre en œuvre des fonctions exponentielles et des équations diff 

biochimie. 

Deux milieux À et B sont séparés par une membrane poreuse. À l'instant : = 0, on injecte 10 cg 

d’une substance S dans le milieu A. Cette substance diffuse en permanence entre les deux milieux, 

une partie étant éliminée vers l'extérieur. 

<— 

Le réel positif £ désignant le temps exprimé en heures, on appelle a(+) la quantité de substance S 

dans le milieu A à l'instant set b(t) la quantité de substance S dans le milieu B à l’instant £. 

On admet que les fonctions a : 1 a(t) et b:11- b(r) sont définies et dérivables sur [O ; +ol 

et vérifient a’(r)=-5a(1)+2b(r) et b’(t)= datt)Er2 De 

De plus, on admet que a(0) = 10 et DO) 0 

A. æ Explicitation des fonctions « quantité de substance » 

On considère les fonctions w et v définies sur [0 ; +cl respectivement par : 

u(t)=a(t)+2b(t) et v(r) = -2a(r) + b(t). 

1. Calculer u(0) et v(0). 

2. Montrer que # et v sont respectivement solutions de y’ = —y et y” = -6Y. 

3. Résoudre ces équations différentielles sur [0 ; + | et déterminer les expressions des fonctions 

u et v, en tenant compte des conditions initiales. 

4. En déduire que a(t) = 2(4e-ft + et) et b(t) = 4(e° — er 6€). 

B. = Étude comparée des quantités de substance 

1. Déterminer les limites des fonctions a et b en +. Interpréter. 

2. Calculer a’(t) pour r = 0 et en déduire les variations de la fonction a. 

3. Calculer b’(r) pour : = 0 et montrer que b’(r) est du signe de f(1) = 6 — et. 

Étudier les variations de f et prouver que l’équation f(r) = 0 admet une solution unique t, dont 

on donnera une valeur approchée à 1071 près. 

En déduire le signe de f(t) puis les variations de b. 

4. Prouver que c’est à l’instant £,, et à cet instant seulement, que les quantités de substance des 

miheux À et B sont égales. 

5. Recopier et compléter le tableau ci-dessous en arrondissant au dixième le plus proche. 

t (0 os 

a(t) 

b(t) 

6. Construire dans un repère orthogonal, d'unités graphiques 10 cm pour 1 h en abscisse et 1 cm 

pour 1 cg en ordonnée, les courbes des restrictions de a et b à l’intervalle [0 ; 2]. 

7. Commenter l’évolution des quantités de substance des milieux À et B en fonction du temps. 
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; El Tangentes aux courbes des fonctions exp et _ 
] exp 

_1. Soit C, et C, les courbes d'équations y=e* et y= 2 dans un repère orthonormal (O ; 1,7). 
. 5 2 . E _ Justifier qu’elles sont symétriques par rapport à l’axe des ordonnées et les construire. 

_2. Soitae R. On désigne respectivement par M, et N, les points de C, et de C, d’abscisse a, 
et par (T,) et (T°) les tangentes à CG RéTAIC ES en MPRer NS 

a. Construire les tangentes (T,) et COJe Durs CIE (T;). Que peut-on conjecturer ? 
… b. Prouver, dans le cas général, que les droites (T a) et (T°) sont perpendiculaires. 

3. Les droites (T,) et (T}) coupent respectivement l’axe des abscisses en P HETIOQCS 
a. Déterminer le milieu I, du segment [P aQ,] et calculer la longueur du segment [P Qi: 

- b. En déduire une méthode de construction des tangentes à CTÉRES TE LMERPINE 

LA il 

1. Comme, pour tout réel x, on a —=e-*, les NC 
( AUDE 

_ courbes C; et C, ont respectivement pour équa- … 1/1 

MON er —-exp X Ct Ye *—exp (—-x). Ces ja | 

courbes sont donc symétriques par rapport à l’axe | 1 Œ). 

des ordonnées : C, est une courbe de référence ; | | se ReneEn Vu . RSS . 

C, s’en déduit par symétrie. | ee ‘ sin à 
| z me 
E Le 2. a. Les tangentes (T,) et (T;), d’une part, et L se Ne 

les tangentes (T,) et (T;), d’autre part (voir 

figure), paraissent perpendiculaires. 

de 

ner 
| 
À 

l | Le 

per. b. (T,) et (T;) sont perpendiculaires si et seu- 

lement si un vecteur directeur de l’une et un vec- 
teur directeur de l’autre sont orthogonaux. Les 

fonctions x e* et x e-* ayant pour dérivées 

Meier xe-e *, (I.) et (L7) ont respecti- 
er où } 

si 

vement pour coefficients directeurs e% et —-e”£. 

Ainsi #(1 ; e‘) est un vecteur directeur de (T,) 

+ —- 

{88 
A RER RS SA En CS 

Comme %-#-1xX1+ex(-e 2)=1-1=0, Lai 

(T,) et (T;) sont orthogonales. LE à 

3. a. Une équation de (T,) est y=et(x-a)+e® et une équation de (T;) est y==e"(x—a)+ er: 

“D L'abscissexde P, vérifie e(x— a) + e*=0 soit encore e%(x-—a+1)=0 ; e* étantnonnul, x=a-—1. 

M abscisse x de Ovéritie- ent(x-a)+e *=0 soit encore e-4(—-x+a+1)=0 ; e-* étant non nul, 

K= 4 +1: LA 

En conclusion, on a P,(a—1 ; 0) et Q,(a+ 1 ; 0). D’où les coordonnées du milieu I, He lPAO IE 

(= 1+a+l. 
D 2 

Deplus; P,Q;=|(a+1)=(a- 1) =2. La longueur du segment [P,Q,] est donc constante. 

et D(1 ; — F2 un vecteur directeur de (T7). 

o) soit encore (a; 0). 

b. On déduit des résultats précédents la démarche de construction suivante. 

* Sur la droite d’équation x= a, on dispose des points M,, N, et I, . I, étant le milieu de [P,Q,] et 

P,Q, ayant pour longueur 2, on peut construire sur l’axe des abscisses les points P, et Q, tels que 

PE 0 =. | 

+ Les tangentes cherchées sont alors les droites (P,M,) et (Q,N,): 
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EXERCICES RES 

ee 

Î | 

21 Des fonctions associées 

On considère les fonctions j et g définies sur P par f(x) = xe* et g(x) = “ : 

On désigne respectivement par C et C’ leurs courbes représentatives dans le plan muni du repère 

orthogonal (O ; 1,7). 

1. Calculer les limites des fonctions / et g en + et en —%. 

2. Étudier le sens de variation de chaque fonction. Préciser leur tangente en O. 

3. Prouver que C et C’ admettent une tangente commune A en O. 

4. Construire C, À et C’. Quelle conjecture peut-on faire sur C et C” ? 

5. Justifier algébriquement la propriété observée. 

1. lim x=+c et lim e*=+ donnent lim f(x)=+®. 

ares METEO Fer CD 

X 

+ lim =+0 (propriété 2) donc lim = =0,c'est-à-dire lim g(x)=0. 

x— +0 X KT oies x — +00 

x 

* lim f(x)= lim x%e*=0 (propriété 2). 
X — — 00 X — — 0 

‘lin £(x)— lim Xe c°par théorème d’opération (car lim e*=+c). 

X — — 0 X — — 0 X —> — 00 

2. fet g sont dérivables sur R comme produit et quotient de fonctions dérivables sur R (avec e*Z0). 

f(x)=e*+xe*=e*(x+ 1) et, en écrivant g(x)=xe *, on a: 

2x) =enre A eC(IEx) 

Comme e*>0 pour tout réel x, f’(x) et g’(x) sont respectivement du signe de 1+x et 1x. Her 

résulte les tableaux de variation suivants. 

3. Comme A0)=g(0)=0 et f’(0)=g(0)=1, C 
et C’ admettent pour tangente en O la même droite 

À d’équation y = x. 

4. Tracé des courbes et conjecture : C et C” sem- 

blent symétriques par rapport à O. 

5. La courbe C ayant pour équation y=/f{(x), 

xe R, on sait que la courbe S,(C) symétrique de 

C par rapport à l’origine du repère a pour équation 

y=-f{-x);, xe R. 
Pour prouver que S,(C) = C”, il suffit donc d’éta- 

blir, pour tout réel x g(x)=-f{-x). 

On TE) = Er EER EE PP C)NCOMUIDIOUTE 

la symétrie des courbes C et C” par rapport à O. 



a 
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- 
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e 

4 

Courbes associées 

EI 1. Représenter graphiquement la fonction 
exponentielle dans un repère orthonormal. 
2. Utiliser la courbe C obtenue en 1 pour construire 
celle de chacune des fonctions suivantes : 
CRIE ET SES bar) = ls 
c. h(x)= el ; d. k(x)=e*-1. 

Propriétés algébriques | 

Dans les exercices 2 à 5, simplifier les 
expressions données. 

FA 2. exp(5)exp(2) sb exp(2): exp(-2) ; 

: Le = d. (exp(x))°. 

3 Simplifier les expressions suivantes, pour x € R : 

a. (exp(x))? - (exp(—2x))? ; 
b. exp(—3x+ 1):(exp(x))°. 

E 2. exe ; 

[5 E 

6 | Établir, pour xe R, les égalités suivantes : 
e2*_ I 71 en zr 

e2*+1 l+e-2* 

b.exeS ; c.(e2)7xe. 

ere 

* (e-x}2 ? De es) ce ‘(Ce 7+e *). 

Vérifier que # fonction f définie sur R par 

f(x) = (ex + ex) (e*—e-*)2 est constante. 

E vérifier que la fonction g définie sur R par 

Ce : : 5 
g(x) = est impaire, comparer g'(x) et 

ere 
(x). 

9 L'avec ROC | On rappelle que la fonction expo- 

nentielle, notée exp, a les trois propriétés suivantes : 

+ exp est une fonction dérivable sur R ; 

+ sa fonction dérivée, notée exp’, est telle que, pour 

tout réel x, exp’(x) = exp(x) ; 
° exp(0)=1. 

En n’utilisant que ces trois propriétés de la fonction 

exp, démontrer successivement que : 

— pour tout nombre réel x, exp(x) : exp(—x) = N° 

— pour tout nombre réel a et tout nombre réel b, 

exp(a + b)= exp(a) : exp(b). 

Équations, inéquations et systèmes 

Dans les exercices 10 à 22, résoudre sur R 
les équations ou inéquations données. 

x à. exp(x)=e ; b. exp(x)= 1 ; 
CHEN) 2" 

XÜ] à. exp(—x)=0 ; b. exp(-x)=1 ; 
c. EXp(—x)=e. 

EH 2. e2x-1=6e3 b. e*?= 1 : 
c ex le 

e 

13E% éco 0 b. e*+e-*=0. 

14PR e-*+4=(e-x)4 ; D. e**-4=(ex+2)2, 

xiE e2*-2e*+1=0 (on pourra poser X =e*). 

DB e2* +3e*-4-0. 

EM 2-1 teje"+e-0. 

À 
18È% e2<e ; 

19E% e-*+3>e ; 

20| e2*+3e*-4>0 (on pourra poser X =e*). 

be *> 1" 

b. e*° < (e*)2. 

PAT 62° -(1+e)e+e>0. 

KE +e:22. 

23 1. Question de cours 
La fonction exponentielle est la fonction dérivable 

sur R, solution de l’équation différentielle y”= 7, 

telle que exp(0) = 1. On sait de plus que, pour tout 

1 

exp (x) 
a. Démontrer que pour tous x, y réels : 

exp(x + y) = exp(x) : exp(y). 

Pour cela, on pourra introduire la fonction g définie 

sur Rpar (x) =.exp(x+7)exp(—x). 

b. En déduire que, pour tout x réel : 

(exp(x))? = exp(2x).. 

2. Application 

Résoudre dans R l'équation e2*+e*-2=0. 

x réel, exp(—x) = 
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Limites et asymptotes 

Pour les exercices 24 à 31, calculer les 

limites et interpréter graphiquement. 

la Mimte +10, /b. limsexi. 
X — +00 x — — co 

x : Fa 
M25 4 lim —; b. lim —. 

X — +00 ex NEC E* 

L 
_ 

0126] me Mio ES b'tlimee 

x 0 x 07 

27% a dt (Co D de 
X — — 0 

bin (x+lenc 
x — +00 

” 1: =e* 
Aa. im — ; cg PE ne 

x—0 X x — —c 

: 1-e* 
Clim 

JE 2. lim e*-x+1 ; 4 lim e*-x+l 
55 Re X — — co 

(que peut-on dire de la droite D :y=x-1 2e 

% E] à. lim e2*-5e*+l1; 
x — +00 

b. lim e2*-5e*+]1. 
X — — co 

D LE K 

51 PNR a er ne lim _< 2 
x—>+o eX*+ 1] 

Études de fonctions 

Le plan est muni d’un repère orthonormal 

CORIT) 

XX E] Soit f la fonction définie sur R par: 
f(x) = (e*- 1)2 et C sa courbe représentative. 

1. Calculer les limites de f en +c et en —-c. 

Interprétèr graphiquement. 

2. Étudier les variations de f et construire C. 

C x 33 Soit f la fonction définie sur R* par 

1 
x) x F9 = — 

1. Calculer les limites de faux bornes de E = R* eten 

déduire l'existence de trois asymptotes à C : y = f(x). 

2. Étudier les variations de f et tracer C. 

34] Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x + e-*. 

la Calculer elinies/(x);: 
X — +00 

b. Prouver que la courbe C qui représente f admet 

une asymptote D et préciser leur position relative. 
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XE Soit j la fonction définie sur R par f(x) = 

2. Calculer lim f(x) (on pourra mettre es” en 

Eu 9) Gide 
3. Étudier les variations de f. 

4. Construire C et D. 

E On es la fonction f définie sur R par 

FX) = X Le le 

nette “hit graphique : 2 cm). 

1. Montrer que cette fonction est impaire. 

2. Montrer que, pour xe R,ona: 

et on désigne par C sa courbe 

Panne re 
e*+1 e" +1 

3. Calculer les limites de f en +c et —c 

4. Prouver que les droites D:y=x+l et 

D’:y=x- 1 sont asymptotes à la courbe C. 

$. Étudier les variations de la fonction f. 

6. Tracer la courbe C. 

+ | 

et C sa courbe représentative. 

1. Justifier que, pour xe R, f(x) = 
Te 

2. Calculer les limites de f en +c et en —®, et 

interpréter graphiquement. 

3. Étudier les variations de f et tracer C. 

4. Prouver que 1(0 : ;) est centre de symétrie de C. 

5. Déterminer une équation de la tangente T à C 

CHE 

6. Pour xe R, on pose (x) = 1%+5-/0). 

(ÈS 1 
A(e* + 1)2 

b. Donner le sens de variation de +. 
c. Calculer w(0) et en déduire le signe de (x). 
Quelle interprétation graphique du signe de ç peut- 

on donner à l’aide de C et T ? 

a. Prouver que æ’(x) = 

37| Soit f la fonction définie sur R \{-1} par: 
et +1 

I0)= SE 
: n , x+l 
Étudier la fonction f et tracer sa courbe représenta- 
tive dans un repère orthonormal. 

38 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x2e-* 
et C sa courbe représentative. 

1. a. Déterminer la limite de fen —-c, 
Po 

b. Montrer que, pour tout réel x, f(x) = 4| — 2 &ù 
X 

. e? 

en déduire la limite en + de f. 

2. Montrer que, pour tout réel x, f'(x) = x(2 — x)e=* 
et en déduire le tableau de variation de f! 
3.41racen 0e 



EXERCICES 
A 

nt 

r 

VI # 

E ” 

E] Soit fla fonction définie sur R par f(x) = me 
. . . r . € L. Justifier que la fonction f est bien définie sur KR. 

On pourra argumenter graphiquement en suppo- 
sant connue la position relative des courbes repré- 
sentant les fonctions x x et x ex. 

2. Calculer les limites de fen +c et en - etinte- 
rpréter graphiquement. 

3. Etudier les variations de f et construire C. 

1. Résoudre dans R l’équation (E) : e*-e-*=0 
et étudier le signe de D(x) = e*-e-x*. 

-2. On considère la fonction f définie sur R* par 

e* + e7* 2 : 
FCY= PE et on désigne par C sa courbe repré- 

sentative dans un repère orthonormal (unité 
graphique : 2 cm). 
a. Prouver que f est impaire. 

b. Dans la suite de l’exercice, on étudie f sur 
10 ; +c[. Calculer la limite de fen 0*. 

1+e-2* 
c. Prouver que, pour x#0,ona f(x) = Es et 

— ce 

en déduire la limite de fen +. 

d. Justifier que C admet trois asymptotes et cons- 
truire C. 

Équations différentielles 

El Méthode d’Euler 
On cherche une fonction f dérivable sur R telle que 
MR (x) =27(x) et) (0) =1": 
En appliquant la méthode d’Euler à partir du point 
A(0O ; 1), avec un pas de 0,5, quelles valeurs 

approchéesde(0,5); Cf 1),. (1,5) et. (2) 

obtient-on ? 

EF] Résoudre sur R nn différentielles 

suivantes : 

a. y =-2)7 ; 

b.y’-y=0 ; 
C:,2ÿ4—=3y= 01; 
d. y=-27. 

143] Déterminer dans chaque cas une équation dif- 

férentielle de type y’ = ay, avec a réel, admettant f 

pour solution. 
Ar X)- 2e 5 
b.u{x) = 3e 0:1x: 

44] Les équations suivantes comportent une condi- 

tion initiale. Les résoudre sur R en s’efforçant 

d’écrire leur solution f sous une forme simple. 

a. y +2y=0 et HLOEENE 
b.y=7y et J(0)= ES 
c. 2y +3y=0 et fC2)= 1: 
d. 2y-5y =0 et f—1)=e0. 

45 On a construit dans un même repère les cour- 
bes représentatives de quelques solutions de 
l'équation différentielle (E) : y’ =. 

1. Donner toutes les solutions sur R de l’équation (E). 

2. Quelles sont les cinq solutions de (E) représentées 
ci-dessus ? 

46 Exercice guidé 
On considère l’équation différentielle : 

y'-2y=e?* (E). 
1. Démontrer que la fonction définie sur R par 
u(x) = xe2* est une solution de (E). 

2. Résoudre l’équation différentielle y” — 2y = 0 (E,). 

3. Démontrer qu’une fonction v définie sur R est 
solution de (E) si et seulement si v — est solution 

de (E,). 

4. En déduire toutes les solutions de l’équation (E). 

5. Déterminer la solution de (E) qui prend la 

valeur 1 en 0. 

6. Le plan est muni d’un repère orthonormé 

(O ;27). Soit f la fonction définie sur R par 

f(x) = (x + 1)e2*. On note C la courbe représenta- 

tive de f dans le repère (0 ; 1,7) 5 

a. Étudier les variations de f puis dresser son 

tableau de variation. 

b. Tracer C. 

1. Il s’agit de vérifier que « est dérivable sur R et 
que, pour tout x réel, w’(x) — 2u(x) = e2*. 

3. Attention, il s’agit de démontrer 

équivalence |! 
Dire que, (vu) est solution de (E,), c’est dire 
que (v—u)'(x)—(v-u)(x)=0 pour tout x réel, 
c’est-à-dire v’(x) — u’(x) — v(x) + u(x) = 0. 
On se rappellera que # est solution de (E,) c’est- 

à-dire que u”’(x) — u(x) =... 

4. Il faut faire la synthèse des questions 2 et 3 : les 

solutions de (E) sont les fonctions v telles que 

vu soit une solution de (E,) , c’est-à-dire par la 

question 2, v(x) — u(x) = …. 
Connaissant (x), on trouve v(x). 

une 
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[47 1. On considère la fonction f définie sur R par : 

169 = 2e" +3 CRETE 

Calculer f’(x)+f(x) et en déduire une équation 

différentielle de la forme y’+y=ax+b dont fest 

solution. 

2. On se propose de trouver toutes les solutions de 

: ) 1 
l'équation différentielle (E) : y += 5 * + 1. 

; l 
a. Prouver que la fonction affine ç: x 5 (x+1) 

est une solution de (E). 

b. Prouver qu’une fonction f dérivable sur R est 

solution de (E) si et seulement si la fonction 

f-# est solution de l’équation (E’}:7 +y=0. 

c. Résoudre l’équation (E’) et en déduire toutes 

les solutions de l’équation (E). 

Applications 

48] vu au BAC On admet que la charge qg d’un 

condensateur est donnée, en fonction du temps £ 

exprimé en secondes (1 = 0), par g(1) = 6(1 — e- 0:21), 

1. Démontrer que la fonction g est croissante sur 

l'intervalle [O ; +c[ (le condensateur se charge). 

2. Calculer la limite Q de la fonction g lorsque t 

tend vers + (Q étant la charge maximale du 

condensateur). 

3. a. Tracer la représentation graphique C de la 

fonction g dans un plan muni d’un repère ortho- 

normal (unité graphique : 1 cm). 

b. Justifier qu’il existe un instant £, unique tel que 

g(to)=5,7. En donner une valeur approchée à 

102%pres. 
c. Au bout de combien de secondes la charge du 

condensateur sera-t-elle supérieure à 5,7 ? 

[49 TTELT:ZS Dans un laboratoire agroalimen- 

taire, une population de bactéries évolue selon le 

modèle défini par la fonction P d’expression : 

P(r) = 300e0:12: 

où £ est exprimé en jours et compris dans l’inter- 

vatte [0,281 

1. Étudier les variations de P sur [0 ; 28] et tracer 

la courbe représentative de P dans le plan rapporté 
à un repère orthogonal avec l’échelle suivante : 

- sur l’axe des abscisses, 1 cm représente deux jours ; 

sur l'axe des ordonnées, 1cm représente 

500 bactéries. 

2. Le service d’hygiène doit intervenir lorsque le 

nombre de bactéries dépasse 5 000. 
a. Déterminer graphiquement au bout de combien 

de jours il devra intervenir. 

b. Déterminer ce nombre de jours en utilisant le 

théorème des valeurs intermédiaires et en donnant 

une valeur approchée arrondie à l’unité inférieure. 
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[50 Une décroissance radioactive 

Les noyaux radioactifs sont des noyaux instables ; 

ils se désintègrent spontanément. 

On souhaite étudier l’évolution au cours du temps 

d’une population de noyaux d’iode 131 comportant 

à = 0, début de l'observation, Nÿ= 10/7 noyaux. 

Au temps f, exprimé en jours, on note N(t) le 

nombre de noyaux observés. 

Première étape : expérimenter en physique 

En mesurant le nombre de désintégrations entre les 

instants ‘et :+ At, on se rend compte que ce nom 

bre fluctue d’une expérimentation à l’autre, mais 

que, en moyenne, pour de petits intervalles de temps 

N(z+Ar)-N(r) bl tant. NO x A: semble constan Ar, le rapport 

Seconde étape : modéliser 

Pour modéliser cette situation, on fait lPhypothèse 

que, pour de petits intervalles de temps A : 

N(t+Ar)-N(r) 2x 

N(s) x At 

où À est une constante réelle. 

On cherche donc une fonction N, dérivable sur 

[O0 ; +[ satisfaisant cette condition. 

Partie A. Vers une équation différentielle 

1. De la situation physique étudiée, déduire le signe 

de À (À est appelée constante de radioactivité). 

2. a. Montrer que l’hypothèse faite équivaut à la 

relation N(r+Ar)-N(r)=-AN(r) x Ar. 

(On dit que le nombre de désintégrations entre 

deux instants est proportionnel au nombre de 

noyaux et à la durée.) 

DUT 
At 

3. Faisons tendre l’accroissement Ar vers 0. 

N(t+At)-N(t) 

At 
a. Donner les limites de 

—XN(:). 

b. En déduire que N vérifie la relation : 

N'(t)=-XN(t). 

et de 

Partie B. Expression du nombre de noyaux 

1. a. Résoudre l’équation y’ =-X\Y. 
b. Expliciter N(r) en fonction de tr et de À. 

2. Soit [la courbe représentant la fonction N dans 
le plan muni d’un repère orthogonal. 
Sachant que pour l’iode 131, À = 0,086 jours_!, 
représenter L' sur [0 ; 60]. 

3. Estimer le nombre de noyaux au bout d’un an. 
Quel commentaire peut-on faire ? 

Point Info 

L'iode 131 est très utilisé à petites doses en méde- 
cine où il sert d’abord à l'étude du fonctionnement de 
la thyroïde, puis au traitement des hyperthyroïdies et 
des cancers de la thyroïde. 



EXERCICES 

51] Un corps radioactif se désintègre en transfor- 
mant une partie de ses noyaux. On désigne par N(r) 
le nombre de noyaux (ou atomes) à l’instant r (t est 
le temps exprimé en jours). 
On peut établir (voir l’activité 1 de ce chapitre) que 
la fonction N est solution de l’équation différentielle : 

N’(t)=-AN(:) 
où À est un réel positif appelé constante radio- 
active du corps. 
1. Soit N, le nombre de noyaux à l’instant :=0. 
Déterminer N(r) en fonction de N,;etz. 
2. On appelle période ou demi-vie du corps radio- 
actif le temps T au bout duquel le nombre d’atomes 
de ce corps a diminué de moitié. 
a. Prouver que e\T=2, 
b. Justifier qu’il existe un nombre réel unique a tel 
ue 2. 

A l’aide de la fonction Table de la calculatrice, don- 
ner un encadrement de a de longueur 1075. 

c. Déduire de a et b l’approximation ÀT = 0,693. 
d. Déterminer la constante radioactive de 
lPiode 131 sachant que sa période est de 8,06 jours. 
Déterminer la période du stentium 90 sachant que 
sa constante radioactive est de 6,66 x 10-5. 

\ 

F1] Méthode d’Euler 
Un ballon stratosphérique est constitué d’une 
enveloppe gonflée d’un certain volume d’hélium, 
d’une nacelle et de divers capteurs et instruments 
permettant de transmettre au sol les mesures effec- 
tuées. L’ensemble a pour masse ». 
On se place dans un référentiel terrestre où l’on 
considère un axe (Oz) vertical, orienté vers le 

haut. L'origine O représente la position du bas de 
la nacelle à l’instant = 0, instant auquel on lâche 

le ballon sans vitesse initiale. 
Le temps £ est exprimé en spfades et les distances 

en mètres. 
On nomme v.(1) la composante de la vitesse sur 

axe (Oz). c’est-à-dire la vitesse ascensionnelle du 

ballon, à l'instant r (= O0). 

Modélisation 

En faisant différentes hypothèses, on peut modéli- 

ser la force de frottement FR de l’air sur l’enve- 

loppe par FR=k1v? où k est un coefficient qui 

dépend du ballon. 

Le bilan des forces projeté sur l’axe (Oz) permet 

d’obtenir la relation : 

da ke PoV ) 
a — — Je 

dt m = m 80 

où V désigne le volume de l’enveloppe, supposée 

sphérique de rayon r, et p, la masse volumique de 

Pair. 
On prendra pour l'application numérique : 

80 “9,81m-s 2, po = 1,22 kg-m ”, 

m = 8,00 kg, r=1,30 met R— 7-01 kKp-me 

1. Écrire une équation différentielle dont v, est 

solution. 

2. On utilise maintenant la méthode d’Euler avec 
un pas de 0,25 s. 

a. Montrer que l’approximation affine de OO 
Pinstant r est : 

V 
v,(t+ At) = v,(t) + (-2 v2 + ( - 1 }go Jar. 

m m 

b. On appelle v, la vitesse à l’instant : 

t=nXx 0,25 secondes. 

Montrer que v,,, = v,-0,091v2 +0,99. 
c. Représenter par une courbe approchée l’évolution 
de la vitesse v, en fonction du temps pour 
O<r= 3, 

d. Estimer une valeur approchée de la «vitesse 
limite » du ballon. 

Remarque : Pour effectuer cette modélisation, on 

a, par exemple, supposé que le volume de 
l'enveloppe était constant. 
En fait, ce volume augmente avec l’altitude, suite à 

la baisse de pression atmosphérique ; de même 
d’autres paramètres supposés constants ici sont 
modifiés avec l’élévation du ballon, et ce modèle 

doit donc être modifié au bout d’un certain temps, 
le ballon finissant même par exploser à une altitude 
comprise entre 20 et 30 km... 

Suite et exponentielle 

53 On considère la suite (u,), _ \ définie par : 

Up = 3 

—U 
DOUT tOUL A0, ur 2er 

1. Montrer que cette suite est définie et la représen- 

ter graphiquement. 

2. Montrer que cette suite est bornée. 

3. Montrer qu’elle est monotone. 
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> Que sais-je ? 
PR Pr A RE 

Vrai ou faux ? 
On justifiera les réponses données aux exercices. 

[54 Pour tout x réel, 
e2*(e* = 1)? CA (e2* É e*)2 =}. 

X 

M6».  Æ p(0,5=5. 
Ê 

[57 Pour tout réel a, e = Ve24. 

E La droite d’équation y=x-1 est une tan- 

gente à la courbe C de la fonction x €", 

59] Ce raisonnement est juste : « Comme e*> 0 

pour tout x réel, on a e-*>0 pour tout X réel. » 

60 Soit f la solution de l’équation différentielle 

y’ =2y vérifiant la condition initiale y(0) = LE 

En approchant f par la méthode d’Euler à partir 

de x=0 , avec un pas de 0,5, on obtient 16 pour 

valeur approchée de f(2). 

Gi xt>e-* est l’unique solution de l’équation 

différentielle y =-—7y prenant la valeur 1 en 0. 

L62| La solution de l'équation différentielle 

y=-3y, vérifiant y(2)=1, est la fonction f 

définie sur R par f(x) = e6-3*. 

163] Toute solution f, définie sur R, de l’équation 

différentielle y=ky, où k est une constante 

réelle, est telle que pour tout réel a et tout réel b : 

f(a+ b)=f{a)f(b) 

[64] La fonction f définie par f(1)=2(1— 2e pe 

pour tout t de R, est solution de l’équation diffé- 

rentielle y’ +3y=6. 

L E 1 im ——-=+0. 
RE NT 

Cr et 
x— 0 X 

169] Le raisonnement suivant est juste : 

«Comme lim (-x+3)=-c,et e *>0 pour 
LEFC0 

tout x réel, on en déduit que : 

lim (—-x+3)e *=-—0c.» 
x — +00 

D
 

QCM 
Dans les exercices 70 à 73, choisir la ou les 

réponses Justes. 

[70] Soit f et g les fonctions définies sur R par : 
56 =X ar 

JO & = 
A. g est impaire. 
B. Pour tout xe R, g(x)=-f{-x). 
C. Pour tout xe R, g(x)+f(x)> 0. 
D. Pourtout xe R, f(x)2-g(x)?2=1. 
E. Pour tout xe R, 2f(x)g(x) = g(2x). 

Source : ESIEE 2001. 

Un peu de logique 
A. Il existe un réel x tel que e*+e-* = 2. 
B. Pour tout réel x, e*+e=*= 2. 

C. Il existe un réel x tel que e* + e7*< 2. 

D. Pour tout réel x>0,e *-e*<0. 

(72) Soit f la fonction définie sur R par : 
Le e2* 

(= É 
. 1 + e2* 

A. f est impaire. 

B. J{x)=1- BE pour tout x réel. 
l'en” 
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X 

1 rs 2 
GC 1) — D pour tout x réel. 

1+e 2 
D. Dans un repère du plan, la courbe C représen- 
tant la fonction f admet une unique tangente de 

coefficient directeur —1. 

[73 Soit f la fonction définie sur R par : 

de Sert huit 

(X) = COS x ST x 20 

On appelle C sa courbe représentative dans un 
repère du plan. Soit [la représentation graphique 
de la fonction exponentielle (x-e*) dans le 
même repère. 

À. Dans la portion de plan correspondant aux 
points d’abscisse négatives, C est l’image de [par 
la symétrie axiale dont l’axe de symétrie est l’axe 

des abscisses. ù 
B. f est continue en 0. 
C. f est dérivable en 0. 
D. L’équation f(x) = 0 possède une unique solu- 
‘tion dans [0 ; |. 

Source : concours FESIC. 



Objectif BAC 

+ Un sujet Vu au BAC (extrait) 

On désigne par f une fonction dérivable sur R et par f” sa fonction dérivée. 
Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes : 
(1) pour tout nombre réel x, [ f’(x)]2 — [ f(x)]2=1 ; 
(2) f(0)=1 ; 
(3) la fonction f’ est dérivable sur R. 

1. a. Démontrer que, pour tout réel x, f’(x) #0. 
b. Calculer (0). 

2. En dérivant chaque membre de l’égalité de la proposition (1), démontrer que : 
(4) pour tout nombre réel x, f”(x) = f(x), avec f” la fonction dérivée seconde de sa 

3. On pose u=f"+f et vu=f"-f. 
a. Calculer (0) et v(0). 
b. Démontrer que w’=u et =. 
c. En déduire les fonctions u et 2. 

d. En déduire que, pour tout réel x, f(x) = = 

1. a. Par (1), [f/(x)1?= 1 +[ f(x)]2 donc [ f’(x)]? = 1 pourtout 
réel x et, par conséquent, f’(x) 0 pour tout x réel. 
b. On applique la relation (1) vraie pour tout réel x, à x= 0 : 

[f(0)12-[A0)12=1. 

Par (2), on déduit que [ f(0)]J2=0, soit f(0)=0. 

2. Les fonctions f et f” étant supposées dérivables sur R, la 
fonction £ qui à x associe [ f’(x)]2—[ f(x)]? est aussi dérivable sur 

R et g’(x) = 2f(x}f"(x) —- 2f"(x)f(x) . 
Or par (1), g(x) = 1 pour tout x rgel, donc g’(x) = 0, c’est-à-dire : 

pour tout réel x, 2#/(x)[ f”(x) —f{(x)] = 0. 

Comme d’après 1a , pour tout x, f(x) Z 0, nous en déduisons : 
pour tout réel x, f”(x) f(x) =0, soit f”’(x) =f(x) pour tout x. 

3. a. u(0)=f (0)+f(0)=1+0=1 ; v(0)=f(0)-#(0)=1. 
b. Les fonctions w et v sont dérivables sur R. ; 

+ Pour tout réel x, w’(x)=f"(x)+f'(x) soit u’(x) =f{x) + f(x) 

d’après 2. 
Ainsi, pour tout x réel, u’(x) = f(x) + f(x), c’est-à-dire u =u”. 

* De même, pour tout réel x, v’(x) =f”(x) -f’(x) = f(x) - f(x) 

d’où v’(x)=-( f(x) —f{x)) =-v(x). On a donc v’=-v. 

c.-u/=u et u(0)=]1, donc est la solution de l’équation diffé- 

rentielle y’ =y prenant la valeur 1 en 0. Par définition, w = exp . 

°y/=-v et 2(0)=1, donc v est la solution de l'équation diffé- 

rentielle y=-y prenant la valeur 1 en 0. Les solutions de 

l’équation différentielle y’ =-7y sont les fonctions définies sur R et 

de la forme x Ce-*, avec C constante réelle. Celle qui prend la 

valeur 1 en 0 est telle que Ce°=1, soit C=1. 

Il en résulte que v est la fonction définie sur R par v(x)=e *. 

4. Pour tout réel x, u(x) — v(x) = 2f(x). 
| 

u(x) 16) . e*—e * 

On en déduit que, pour tout réel x, fx) = —=—— 2 
p#] 

La Réunion, juin 2004. 

le jour du BAC 

Question 2 : Pour comprendre 
lPindication donnée par l'énoncé, 1l 
faut interpréter l’égahité (1) en 
termes de foncnion : la fonction qui 
à x associe [f’(x)]2-[f(x)]? 
est la fonction constante égale à 

1. Ces deux fonctions ont donc la 
même dérivée. 

Question 3 : Penser à interpré- 
ter une relation entre une fonc- 

ion et sa dérivée en termes 

d’équation  différenuelle : par 

exemple, dire que v'=-v signi- 
fie que v est une solution de 
l'équation différentielle y’ =. 

Question 4 : Si on connaît la 
somme S=a+b et la différence 
D=a-b de deux nombres a et b, 

on peut trouver chacun de ces deux 

nombres ;1l suffit d’utihiser les rela- 
ons S+D=2a et S-D=26. 

Le même principe est utilisé ici 

pour trouver f. 
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> EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

Résoudre dans R? les systèmes suivants : 

ERA E 

a. e2y 1 

e* € 
EN (0 

b. (on posera e*=X et e?=YŸ). 

C6) 

Continuité et dérivabilité 

De Étudier la continuité et la dérivabilité en zéro des 

fonctions suivantes et interpréter graphiquement. 

“1 
TC) 2100 

J(0)=0 
a. f définie sur [0 ; +c[ par 

2 

: h(x) = —— si x # 0 
b. À définie sur R par e*—1 

h(0) = 0 

x2 

[77] Soit f la fonction définie sur R par f(x) =e 2 

Soit f*), ke N, la dérivée kifme de jf, on pose 
08 ' 

1. Montrer que f(*)(x)=H,(x)e ?, pour tout réel 

x, où H, est un polynôme de degré k de même 

parité que = et vérifiant la relation de récurrence : 

pour tout réelx) H>,1(x)=H,(x)-xH;(x): 

Les polynômes H, portent le nom de polynôme de 

Hermite. Charles Hermite est un mathémancen 

français (1822-1901). 

2. Montrer par récurrence que pour tout # dans N : 

H”(x) - xH,(x) + 2H, (x) = 0. 

Études de fonctions 

[78 Soit f une fonction définie et dériva- 

ble sur R. 

On suppose que pour tout réel x : 

— f(x) < f’(x) € f(x) . 
On désigne par g et h les fonctions définies sur R 

par : 

g(x)=e*f(x) et h(x) = e-*f(x) . 
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1. Montrer que get h sont dérivables sur R et déter- 

miner leurs fonctions dérivées. 

2. Montrer que g est une fonction croissante et que 

h est une fonction décroissante sur R. 4 

3. Déduire que, si (0) = 0, alors pour tout réel x: 

f(x) = 0. 

NN 7° 1. Étudier la fonction f définie sur R 

Pa JC) =r EU et 

Représenter graphiquement cette fonction dans un 
2 

repère orthonormal et préciser l’asymptote oblique. 

2. Soit À un nombre réel et la fonction f, définie 

sur R par f(x) = À(x+1)-e. 

a. On note [| la courbe représentative de j,. 

Trouver l’ensemble des valeurs de À pour lesquelles 

f, admet un maximum. 

b. Soit M, le point d’ordonnée maximale de [',. 

Donner une équation de l’ensemble des points 

M, . 

E] Soit f la fonction définie sur [0 ; +c[ par: 

Î 
FX} = RES E 0 

f(0)=0 

1. Prouver que f est continue et dérivable en 0. 

Interpréter graphiquement. 

2. Calculer lim f(x) et lim [f(x)-— xl]. 
x — + co X > Foo 

En déduire que la courbe représentative C de f 

admet une asymptote D. On écrira : 

1 : 

xe* nie 

Justifier que C et D n’ont aucun point commun. 

3. Construire C et D dans un repère orthonormal. 

El Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e°%*. 
1. Justifier que f'est paire et périodique de période 27. 
En déduire qu’il suffit d'étudier et de représenter f 
en se limitant à l’intervalle I=[0 ; Tr]. 

2. Déduire le sens de variation de f sur I de ceux des 
fonctions cos et exp ; en dresser le tableau. 

3. Calculer la dérivée de f et retrouver les résultats 
de la question 2. Préciser de plus en quels points la 
courbe C, qui représente f sur I admet des tangen- 
tes parallèles à l’axe des abscisses. 

4. Construire C, et en déduire la courbe de f sur 
l'intervalle [-7 ; 37]. 



EXERCICES 

| + PROBLÈMES 
1 

Œ 
Partie À 
Soit la fonction définie sur l’intervalle [O ; + par 

- _f(t)=8,25re !. On appelle C sa courbe représenta- 
tive dans un repère orthogonal (unités : 4 cm sur 
l’axe des abscisses et 2 cm sur l’axe des ordonnées). 

1. Déterminer la limite de f en +, Que peut-on 
en déduire pour C ? 

2. Étudier les variations de VE 

L.- 3. Recopier et compléter le tableau suivant (on don- 
nera pour (1) des valeurs arrondies à 10-2 près). 

MIOCOCICONEAEE 
mL CE 
4. Construire C ainsi que ses tangentes aux points 
d’abscisses 0 et 1. 

Partie B 
Un médicament est injecté par voie intramuscu- 
laire. Il passe du muscle au sang puis est éliminé par 
les reins. La quantité de médicament présente dans 
le sang, (exprimée en cg) en fonction du temps 

(exprimé en heures) est f{1) =8,25te ! pour 1 = 0. 

1. Calculer la quantité de médicament présente 
dans le sang au bout de 2 heures 30 minutes. 

2. Le médicament n’est efficace que si la quantité 

est supérieure ou égale à 1 cg. 
Par lecture graphique, en faisant apparaître les 

constructions utiles, résoudre f(1) = 1. 
En déduire l’intervalle de temps durant lequel le 

médicament est efficace (r sera BTE en heures 

et minutes). 

NE TETE On considère les fonctions f et g 
définies sur R par : 

1 
9 =; KPmPXE TE let g(x)=; RENE 

On notera C; et C. les courbes représentatives de 
ces fonctions dans un repère orthonormal (unité 

graphique : 2 cm). 

Partie À. Étude de f aux bornes de son inter- 

valle de définition 

1. Montrer que f(x) peut s’écrire sous la forme : 

HE es G xe*— e* + 1). 

En déduire la limite de f en —c. 

2. a. Déterminer la limite de f en +ce. 

b. On considère la fonction À définie sur R par 

h(x) = f(x) -g(x). Déterminer la limite de h en 

+0. 
Donner une interprétation graphique de ce résultat. 

c. En utilisant le signe de A(x), étudier la position 

relative des courbes C; et Ce 

Partie B. Sens de variation de f et courbes 
1. a. Calculer la dérivée f’ de f. 
Montrer que, pour tout nombre réel x : 

fx)= (=D -Ee*). 
Etudier le signe de f(x). 
b. Dresser le tableau des variations de f. 
2. Donner le tableau des variations de g. 
3. Tracer C; et Ces 

2 
X 

84 Soit f la fonction définie sur R par f(x)=e 2. 

Partie À . Étude de Î 

1. Étudier la parité de f et en déduire une propriété 
de sa courbe C. 
2. Calculer la limite de f en +. En déduire celle 
en — et interpréter graphiquement. 

3. Etudier les variations de f (on proposera deux 
méthodes : sans ou avec dérivée). 

4. Déterminer une équation de la tangente à C au 

: : L 
point d’abscisse 1 (on rappelle que e-°:5 = —), 

= 
5. Construire C et ses tangentes aux points d’abs- 
cisses ll, 0et +1. 

Partie B. Position par rapport à une tangente 
On se propose d’étudier la position de la courbe C 
par rapport à sa tangente T au point d’abscisse 1. 
On considère pour cela la fonction + définie sur R 

par (x) = /(x) - ES _. _ 

1. Calculer æ’(x) et w”(x) pour x réel. 
2. Étudier les variations de la fonction œ’, calculer 

w’(0) et en déduire le signe de +. 
Faire de même avec la fonction w et conclure. 

[85 ETES Soit l’équation différentielle (E) : 

js 
VE 7 : 

On cherche l’ensemble des solutions de cette équa- 

tion définies sur |0 ; +cf[. 

1. a. Démontrer que la fonction # définie sur 

]0 ; +c[ par u(x) = est solution de (E). 

b. Démontrer qu’une fonction v définie sur 
]0 ;+c[ est solution de (E) si et seulement si la 

fonction v — u définie sur ]0 ; +{ est solution de 

l'équation différentielle y — y" = 0. 

c. En déduire toutes les solutions définies sur 

]0 ; +c[ de l’équation (E). 

2. Pour tout réel À négatif ou nul, on considère la 

fonction f, définie sur ]0 ; +o|[ par: 

f(x) = kRx : 1 

a. Déterminer les limites de f, en 0 et en +c. 

ei 
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b. Calculer f(x) pour tout réel x de l'intervalle 

]0 ; +[ et déterminer le nombre de solutions sur 

10 ; +o[ de l'équation f,(x) = 0. 

3. On note C, la courbe représentative de la 

fonction f, dans un repère orthonormal (O ; 2,1): 

On a tracé sur le graphique ci-après les courbes 

C_1» C_o25> Crous €t Co: 

En utilisant la deuxième question, reconnaître cha- 

que courbe (les réponses doivent être justifiées). 

[86 ELU: On considère la fonction numérique 
2 

PE) Va DNA RER 1) ; 
Le graphique ci-après est la courbe représentative 

de cette fonction telle que l’affiche une calculatrice 

dans un repère orthonormal. 

f définie par 

Partie A. Conjectures 
À l’observation de cette courbe, quelles conjectures 

pensez-vous pouvoir faire concernant : 

a. le sens de variation de f sur [—3 ; 2] ? 

b. la position de la courbe par rapport à l’axe (x’x) ? 

Dans la suite du problème, on se propose de valider 

ou non ces conjectures. 

Partie B. Contrôle de la première conjecture 
1. Calculer f’(x) pour tout x réel, et l’exprimer à 
l’aide de l’expression g(x) où g est définie sur R 

PAP) CRE 
2. Étude du signe de g(x) pour x réel 
a. Calculer les limites de g(x) quand x tend vers 

+ puis quand x tend vers —c. 
b. Calculer g’(x) et étudier son signe suivant les 

valeurs de x. 
c. En déduire le sens de variation de g et dresser 

son tableau de variation. 
d. Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une uni- 

que solution dans R. On note « cette solution. 

Montrer que 0,20 <œ<0,21. 
e. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs 

de x. 
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3, Sens de variation de f sur R , 

a. Étudier, suivant les valeurs de x, le signe de 

f(x). Les | 

b. En déduire le sens de variation de la fonction f. 

c. Que pensez-vous de votre première conjecture ? 

Partie C. Contrôle de la deuxième conjecture 

Soit (C) la courbe représentant la fonction fo dans: 

le plan muni d’un repère orthogonal (O ; 11 

_ a? 

1. Montrer que f(a) = a +2 

2. On considère la fonction # définie sur [0;1] 

25 

2(x+2) 

a. Déterminer le sens de variation de A. 

b. De l’encadrement de «à trouvé à la partie À, 

déduire un encadrement de f(@). 

c. Que pensez-vous de votre deuxième conjecture ? 

3. a. Montrer que la courbe (C) coupe l'axe (x’x) 

en O et en un autre point d’abscisse f. 

b. Donner un encadrement de f8 d’amplitude 105 

par A(x) = 

Partie D. Tracé de la courbe 

On se propose de tracer la partie [ de la courbe (C) 

correspondant à l'intervalle [-0,2; 0,4] dans le 

repère orthogonal (O ; 1,7) avec les unités suivantes : 

+ sur l’axe (x’x), 1 cm représentera 0,05 ; 

+ sur l’axe (y’y), 1 cm représentera 0,001. 

87] Partie À 
Soit f, la fonction définie sur R par : 

f(x)=e*-x. 

1. Étudier les variations de f, et tracer sa courbe 

représentative dans un repère orthonormal. Pré- 

ciser l’asymptote. 

2. Déduire des variations de f, que, pour tout 

réel x, 1+x=< e*. 

3. On définit sur N* la suite (u,) par: 

e 1 1 1 
a=(+3)0+s)eex (es). 

a. Étudier le sens de variation de cette suite. 

b. En utilisant la question 2, démontrer que, pour 

tout n dans N*, zu,<e. 

Justifier la convergence de la suite (u,,). 

4, Vérifier que, pour tous réels x et y, 

fGx+y)+x+y=T f(x) + xIT  ) + y]. 

Partie B 
Dans cette seconde partie, on se propose de déter- 

miner l’ensemble E de toutes les fonctions f, dériva- 
bles sur R et vérifiant pour tous réels x et y : 

f(x +y) +x+y=T f(x) + xIL (y) +5] (Di 

RUE 
1. a. En posant x = y = — , démontrer que : 

pour tout f dans E et pour tout réel X, {(X)+X = 0. 

b. Démontrer que si f appartient à E, alors 
nécessairement f(0)=0 ou f(0)=1. 

2. Déterminer la fonction f lorsque f(0)=0. 



EXERCICES 

3. a. Démontrer que s’il existe un réel +, telique 
| f(xo) + x9 = 0 alors : 

pour tout réel x, f(x)+x=0. 
_ On pourra, par exemple, remarquer que 

x=(x-x5)+x, et utiliser la relation (I). 
b. En déduire que, si f(0)=1, alors, pour tout 
réel x f(x) + x > 0. 
c. On suppose que (0) = 1 et on pose f(1)+1=a. 
Démontrer par récurrence que : 

pour tout # dans N, f(n)+n=a" (a°=1). 

En déduire que, pour tout » dans Z, f(n)=a"-n. 
4. On pose pour tout f dans E, f’(0)+1=k. 
Soit c un réel donné quelconque. 
En dérivant par rapport à x les deux membres de la 
relation : 

fx +c)+x+c=[ f(x) + x] fc) + c], 
démontrer que, pour tout f dans E et pour tout réel c, 

f'(c)+1= 2 fc) + c]. 

5. La question 4 prouve donc que toute fonction f 
de E vérifie la relation (II) : 

pour tout réel x, f’(x) + 1 = k[ f(x) + x] 

avec kÀ=f'(0)+1. 
On pose pour tout f de E et pour tout réel x : 

g(x) = f(x) + x. 
a. Exprimer g’(x) en fonction de = et g(x). 
b. Trouver les fonctions g vérifiant cette dernière 
relation et en déduire les fonctions fsolutions de (I). 

Fonctions hyperboliques et trigonométrie 

hyperbolique 
Pour tout réel r, on pose : 

EE CCS 
- Er "Suite Sa) 

t 

2 2 7. 
ch est l’abréviation de cosinus hyperbolique et 

sh l’abréviation de sinus hyperbolique. 

Partie A. Étude des fonctions 
1. a. Sur l’écran d’une calculatrice, tracer les cour- 

bes représentatives des fonctions ch et sh. 
b. Étudier la parité des fonctions ch et sh. 

c. Étudier les variations des fonctions ch et sh et 

leurs limites en +c et en —c. 

2. Soit f et g les fonctions définies sur : 

E=]-c;-1]U[I;+0l 
par f(x) = Vx?-1 et g(x)=-f{x). 
a. Etudier la fonction f et tracer sa courbe repré- 
sentative [dans le plan rapporté à un repère ortho- 
normal. On montrera que la droite À : y=x est 
asymptote à l'en + et que A’: y=-x est asymp- 
tote à | en -c. 

b. En déduire la courbe représentative [’ de la 
fonction g. On admet que F LU l” est une hyperbole 

(H). 
c. Montrer que M{x ; y) e (H) si et seulement si : 

No — Le 

3. a. Montrer que, pour tout réel t, le point de 

coordonnées (ch (r) ; sh (:)) est un point de (H). 

b. Quelle partie de la courbe (H) parcourt le point 
Mch(r) ; sh(r)) lorsque t décrit R ? 

Partie B. Trigonométrie hyperbolique 

1. a. Pour tous réels a et b, démontrer que : 

ch(a+b)=ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b) ; 

sh(a+b)=sh(a) ch(b)+sh(b) ch(a). 

b. En déduire ch(a-—b) et sh(a—b). 

2. a. Pour tous réels p et g, montrer que : 

+ ch(p) + ch(g)=2 ch{29) ch[254) 

+ ch(p)-ch(g)=2 sh(25S sh[=4) 
Te 

+ sh(p) + sh(q) = 2 sh( 4 : 
+ Q 

Re 
(@) 
EN 

& 

2 

+ sh(p)-sh(g)=2 sh[P—4 ch(259) à 

(on pourra utiliser a = — = __ D 

b. Relever les différences avec la trigonométrie 

circulaire. 
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Chapitre 

OBJECTIF 
Faire comprendre par un 

exemple concret la 
notion de bijection 

réciproque. 

OBJECTIF 

Dans un repère 

orthonormal du plan, 
déterminer une relation 

entre les courbes 
représentatives d’une 
bijection et de sa 

bijection réciproque. 

Logarithme 
népérien 

Go back Terry 

En l'absence de facteurs d’inhibition, l’accroissement d’une population de 

bactéries cultivées en laboratoire est proportionnel à la population et à la durée 

suivant la loi P’(5=0,1P(:) où P(+) désigne le nombre de bactéries à l’ins- 

tant : exprimé en Jours. 

1. Sachant qu’à l'instant r1=0, la population initiale est donnée par 

P(0)= 2 x 108, exprimer P(:) en fonction de 7. 

2. Dresser le tableau de variation de la fonction P sur [0 ; +c[ et la représen- 

ter graphiquement dans un repère orthogonal sur [0 ; 15] (on prendra 1 cm 

pour un jour en abscisse et 1 cm pour 108 bactéries en ordonnée). 

3. a. Déterminer graphiquement un instant , tel que P(1,)=2P(0). 

On arrondira au jour près. 

b. Déterminer graphiquement un instant #, tel que P(t,) = 4P(0). 

c. Déterminer graphiquement un instant t, tel que P(43) = 3P(0). 

4. Montrer que l’on peut définir une fonction sur [P(0) ; +[ en associant à 

tout »m = P(0) un réel positif r tel que P(r) =m, ce qui correspond à la repré- 

sentation ci-dessous. 

[ 
7 

[O ;+o[ —[P(0);+[ | | 
t— m=P(t) | 

| se | 
| ù | 
| ne … | 

vité 2  Symétrie axiale 
et bijection réciproque 

(O ; 2,7) est un repère orthonormal du plan. \ 

A m Symétrie axiale d’axe la première bissectrice À : y= x 

Montrer que les points Mix ; y} et M'(x’ ; y’), avec x, y, x”, y’ réels, sont 

symétriques par rapport à À si et seulement si y’=x et x” =. 

(Voir la représentation graphique ci-après.) 
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B a Bijection réciproque de x x2 
Pour tout a de [0 ; +c[, l’équation x? = 4 admet pour unique solution dans 

[0m + : Na. On dit que xx? est une bijection de [0 ;+c[ dans 
[O ; +co[. La fonction x /x de [O ; +c[ dans [0 ; +c[ est appelée la 
bijection réciproque de x x2. 

[O 5 +oo[— [0 ; +o!f 

xt x2 

JET a 

1. Dans le repère (O ; 1,7), représenter graphiquement, sur [0 ; +c[, À et 

les courbes € et À d’équations respectives y = x2 et y= x. 

2. On note s la symétrie d’axe A. 

a. Soit M un point de €, montrer que s(M) est un point de À. 

b. Soit P un point de À, montrer que P est l’image d’un point de €. 

c. Que peut-on en déduire pour les courbes € et À ? 

C = Bijection réciproque de x e* 
1. a. Dresser le tableau de variation de x e* en faisant figurer les limites en 

—c et en +. 

b. Pour tout réel a > 0, que peut-on en déduire pour l’équation e*= a ? 

c. En déduire que x e* admet une bijection réciproque g : ]0 ; +œ[ —R. 

2. a. Montrer que les courbes représentatives (E) de x+ e* et (L) de gsont 

symétriques par rapport à À : y=x. 

b. Représenter graphiquement ces deux courbes avec leurs tangentes T et T” 

aux points À de coordonnées (0 ; 1) pour (E) et A’ de coordonnées (1 ; 0) 

pour (L)- 

On admettra la propriété « une symétrie axiale s conserve la tangence » (c’est- 

à-dire qu’elle transforme la tangente à une courbe [en un point À en la tan- 

gente à la courbe image de [’ au point s(A), image de A). 

John Neper - ou Napier — (1550-1617), mathématicien écossais, construisit, en 

vue du calcul numérique, les premières tables de logarithmes dits naturels où 

népériens de base e = 2,718 281 828 … destinées à simplifier les calculs de 

trigonométrie sphérique alors essentiels pour l'astronomie et la navigation. 

Henry Briggs (1561-1631), mathématicien anglais travaillant sur les logarithmes, 

suggéra à John Napier d'utiliser 10 comme base des logarithmes. Briggs conçut 

une table de logarithmes où il calcula les 14 premières décimales pour les 

31 000 premiers entiers. 
oo 
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1. 

Théorème 1 et 

définition 1 = 

Vocabulaire 
1. On dit que la fonction 
exp est une bijection 
de R dans ]0 ; + of. 
2. La fonction In est 
elle-même une bijection 
de ]0 ; +[ dans R. 
On dit qu'il s’agit de la 
bijection réciproque de 
la fonction exp. 

Corollaire 1 > 

Corollaire 2 

La fonction In 

1. L’équation exp(x) = é,où test un réel quel- 

conque strictement positif, admet une solu- 

tion unique dans R. 

2. Il existe une fonction définie sur 10 ; +oo[ 

qui, àtoutréelt, t > 0, associe l’unique réel x 

tel que exp(x) = t. 

Cette fonction est appelée fonction logarithme 

népérien, elle est notée In. 

In est donc la fonction définie sur ]0 ; + telle que, pour xe R et 

tente 

exp(x)=t x =In(ét) ou encore EST EX — HULL): 

+ In(x) existe si et seulement si x est 

strictement positif. 

«Pour x>0,In(x)=0 = x=1. 

Pour x>0 ety>0, 

nent) e rev 

+ Pour x>0, exp(In(x)) = x 

ou encore eln(x) = x 
*Pourxe R, In(exp(x))=x 

ou encore In(e*) = x. 

En repère orthonormal, les 

courbes  C : y = exp(x) et 

FT :y=In(x) sont symétriques 

par rapport à la droite 

Au:y= x. 

2. Relations fonctionnelles de In 

1. Pour tous réels x > 0 et y > 0 : In(xy) = In(x) + In(y). 

2: Pourtout réel Xe 20%: in(+) In (xs 
À 

3. Pour tous réels x > 0 et y > 0 : in(#) = ]In(x) - In(y). 
37 

4. Pour tout réel x > 0 et pour tout entier relatif p : In(x?) = p In(x). 

1 
5. Pour tout réel x > 0 : In( /x) = 3 In(x). 
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d + DÉMONSTRATIONS 

__ sThéorème 1 
| , : ; ; + co + © 
* La fonction exp est continue et strictement croissante sur R. exp 
e Ses limites en - et + sont respectivement O et +0. x t 
Le théorème des valeurs intermédiaires (chapitre 3, p. 92), permet alors d'affirmer que In 
l'équation exp(x)=t, avec te ]0 ; +[, admet une solution unique x dans je ee 0 

_ mCorollaire 1 

Le schéma ci-dessus résume entièrement la définition de la fonction « logarithme népérien ». 

Chaque conséquence en résulte immédiatement (utiliser le schéma !). 

Fr Corollaire 2 

Soit C : y=exp(x), xeR et T :y=InQ, XE JO ; +oof. 
ue En x'= 

On rappelle que la symétrie S\ d'axe A : y= x est définie analytiquement en repère orthonormal par À et on 

se propose de montrer que S\(C)=T. Er 

Une équation de C est y= exp(x) avec xe R et donc une équation de S,\(C) est x’ = exp(y’) avec Ye R, soit encore 

y =In(x) avec x > 0 ou si l'on préfère y=In(x) avec x> 0. On peut donc affirmer que SA(C) n'est autre que T°. 

_m Propriété 1 

Relation 1 : Comparons, pour x>0 et y>0, les réels a=In(xy) et b=In(x) +In(y). 

Comme la fonction exp est une bijection de R dans 10 ; +, il suffit de prouver que exp(a) = exp(b). 

Or exp(a)= exp(in(xy)) = xy et, d’après la définition du logarithme, 

exp(b) = exp(In(x) + In(y)) = exp(In(x)) + exp(In(y)) = xy.. 
Il en résulte exp(a) =exp(b) et donc a=b. 

Relation 2 : De la relation 1, on déduit pour x>0O, n(s)+ In(x) = n(sx)= INn(9=0? 

Relation 3 : Elle se déduit des relations 1 et 2 : pour x>0 et y>0, 

(2) = in(xs)= In(Xx) + nf) = |n(x) — In(y).. 

Relation 4 : Posons, pour x> 0 et p dans Z, a=In(xP) et b=p In(x). 

Il suffit de prouver l'égalité : exp(a) = exp(b). 

Or exp(a)=exp(In(x?))=x? et par ailleurs exp(b) = exp(p In(x))=[exp(In(x))1P= XP. 

Relation 5 : Pour x>0, In(x=In((/x)?)=2 In(/x) d'où l'égalité cherchée. 

ET 
ELLE RAR 

=> APPLICATION 

ECTS Résoudre dans R: a.exp(x) = 8; b.2 In?(x) - 3 In(x) - 2 = 0. 

Solution 

a. E=R ; x = In(8) ou encore x = 3 In(2). 

b. E = ]0 ; +c[ ; on pose X = In(x) ; l'équation devient 2X2 - 3X - 2 = O que l’on résout : 

XX -2 = In(x)=-2 5 x=e? 

ou 1 
1 = 

dd rIntxk)= == » x=e ?. 
2 2 

Les solutions sont donc e? ete 2. 



ya 3,7 EXP) 

3. Dérivabilité de In 

A m Approximation affine au voisinage de 1 

Étude graphique : La courbe C d’équation y = exp(x) admet en A(0 ; 1) 

une tangente (T), parallèle à A : y=x et d’équation y =x + Fe 

La courbe T : y=In(x), symétrique de C par rapport à À, admet en BEA 

une tangente (T’) qui est parallèle à (T) et qui a donc pour coefficient | 

directeur 1. 
| 

Cela permet de conjecturer la dérivabilité de In en 1 avec pour nombre dérivé 

(In)’(1)= 1. De ce résultat, il résulte la propriété suivante : 

#Y=X 

Propriété 2 
° lim In(1 + h) = { ouencore lim = 

h 0 h PRE EEE 1 

» Pour tout réel > —1, In(1 + 2) = À + he(h) avec lim E(k) = 0. 
_— 

Ou encore : 

pour tout réel x > 0, In(x) = x — 1 + (x — 1)e(x) avec lim Ex) = 0 
x — 1 

Remarque : Pour k voisin de O0, In(1 + h)=h. 

B æ Fonction dérivée 

Propriété 3 PRE 1} 

In est dérivable sur ]0 ; +1[ et, pour x > 0, (In)’(x) = =. 
x 

AMENEEZ + 1n est strictement croissante sur ]0 ; +oof. 

+ Pour tous réels a > 0 etb >0:1In(a) >In(b) & a > b. 

« Pourtoutréela>0:n(a)>0& a>1;ln(a)<0&é0<a< \ he 

AETEVEN Soit I un intervalle de R. Si u est une fonction dérivable sur I et stricte- 

ment positive sur I alors f = In o uw est dérivable sur Il et, pour tout réel x 

dE Ce) u(x) 

4. Limites 

EDMEMPE + lim In(x)=+3; lim In(x) =-0 ; 
x — 0 X — +00 

° lim 0e nent Er: 
x — 0 

Conséquence 

L’axe des ordonnées est asymptote à 

v=h) 
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LA 

pi 

= Propriété 2 
Les deux limites et les deux égalités traduisent chacune la dérivabilité de In au point 1. 

e ll en résulte les approximations : pour h voisin de O, In(1 + h) = h et, pour x voisin de 1, In(x) = x- 1. 

vor 

Le 

DÉMONSTRATIONS 

m Propriété 3 

ue l+- 
Soit a>0 ; calculons lim T(h) avec Th) MG TM) INC) 277 

h=0 h h 

rh _<In(1 PP 1 Or lim -=0 et | — == ee e “x Fe = 1 (voir la propriété 2) donnent en composant : di MCR)= à 

Cette limite étant réelle, la fonction In est dérivable en tout point a> 0 et In’ (a) = È s 
a 

æ Corollaires 3 et 4 

1. e In est dérivable sur 10 ; +[ et (In)(x) >0 ; In est donc strictement croissante sur ]0 ;: +o[. 

_ + Les équivalences résultent de la stricte croissance de In sur ]0 ; +œ[ et de In(1)=0. 

2 u est dérivable sur | Rire ER 
2. Les hypothèses et la dérivabilité de In sur ]0 ; +cf[ donnent la dérivabilité 

u prend ses valeurs dans ]0 ; +o[ 

u'(X 
es MO TC : de la fonction In o u, et fa pour dérivée f” : x In’(u(x)) - U’(x) = —— 

a Théorème 2 

e Montrons que lim In(x)=+. 
X— + 

I| s'agit de prouver que, pour tout réel À >O fixé (aussi grand soit-il), on peut trouver x, tel que pour tout x> xs, 

In(xX > A. Or In(x) > A équivaut à x>eÂ. En prenant x, =eÂ, on a donc l'assurance d’avoir In(x) > A pour tout 

X> Xo ; d'où la limite attendue. 

e Montrons que lim In(x) =- 
x 0 

Por 07 Inc9 == In(z), on a lim Lee et lim -In(x)=-<, d'où lim In(x)=-c. 
X x= 0 X=> DIX X — +00 

x>0 

In (x 
e Montrons que lim US 

X— +00 X 

On a ue (en posant X= In x). 
LORIE * 

im In(M=+ et que lim <Z=+ d'où lim —-=0 
po dique sie @ . Ko X— + EX 

Te ie In(x 
Par théorème de composition, pl 72 -0 

e Montrons que lim x In(x) = 
x=—0 

| 1 
n x In(x) RU 

“ 1 0), | x In(x) = 0 a alim feet lim a D dCMIIM 
En écrivant x In(x) I He se F pus 

x 
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a 1. À la suite de Képler (TP tableur) 

OBJECTIF : Conjecturer une loi. 

Le tableau ci-dessous donne pour chaque planèt 

rayon de son orbite considérée comme circulaire. 

sentant la période en fonction du rayon. (Voir mode d’ 

Planète r (en m) T{ens) 

Mercure  579E+10 | 7 60E#6 

Terre 149E+11 | 3,16E+07 
Mars 228E+11  5,94E+07 

Saturne 142E+12 9,30E+08 

Uranus 287E+12 : 2/66E+09 

Neptune : 4,50E+12 5,20E +09 

Pluton 591E+12 : 7,82E+09 

1. Combien de points apparaissent sur le graphique ? 

Expliquer ce phénomène. 

2. Pour contourner ce problème, on peut soit représenter les données sur un papier spécial (papier 

logarithmique) soit représenter non plus T en fonction de rm 

Vénus | 108E+#11 | 194E +07 | 

Jupiter | 7,78E+11 | 3,74E+08 

1,00€+10 + 
8,00E+09 + 
6,00E+09 + 

% 4,00E+09 + 
 2,00€+09 

0,00E+00 

ode 

rayon 

Période en fonction du rayon 

a. Entrer sur une feuille de calcul les données des colonnes À, B et C. 

b. Afficher en colonne D les valeurs de In(r) eten col 

0,00E+00 5,00E+12 1,00E+13 

pour combien de planètes ? 

e du système solaire sa période de révolution et le 

Ces valeurs sont reprises dans le graphique repré- 

emploi du tableur page 212) 

ais In(T) en fonction de In(r). 

onne E les valeurs de In(T) correspondantes. 

c. Faire afficher le graphique donnant In(T) en fonction de In(r) (style nuage de points). 

Combien de points apparaissent Sur ce nouveau graphique ? 

3, Étude expérimentale. Les points semblent à peu près alignés. Déterminons à l’aide du 

tableur l’équation d’une droite À qui permet d’ajuster les points représentés. 

a. Entrer en F3 la formule EŒ3-E2)/D3-D2) et la recopier vers le bas jusqu’à la cellule F10. 

Interpréter graphiquement les résultats figurant dans les cellules F3 à F10. 

Quel coefficient directeur "1 peut-on retenir expérimentalement pour À ? 

b. Faire afficher en colonne G les valeurs de In(T) — #7 In(r). 

Quelle équation peut-on proposer pour A ? 

4, Conclusion. En déduire que, pour les neuf planètes étudiées, 

T=Rk( Nr) où À est une constante. 

La relation T = k(/n° est la troisième 
loi de Képler. 
À l'époque, Képler (1571-1630) n'avait 
pu utiliser que les six planètes alors con- 

nues du système solaire. Uranus ne fut 

découverte qu’en 1781, Neptune en 

1846, Pluton en 1930. 
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- 

e 

R : 

. 2. Aire sous l’hyperbole 
OBJECTIF : Étudier une interprétation graphique de la fonction In. 

Dans le plan RE d’un repère orthogonal (O ; # j), on considère la branche d’hyperbole H 

d’équation y = a avec x > 0. Pour tout r = 1, on désigne par (+), l’aire de la portion de plan 

limitée par H, l’axe des abscisses et les droites d'équations x = 1 et x = : (en mauve ci-dessous). 
L’unité d’aire associée au repère est l’aire d’un rectangle de côtés ||7|| et (711, c’est-à-dire ll x [7]. 

A. æ Exploration 

1. Quelle est la valeur de 4(1) ? Quel est le signe de (tr) pour tout r > 1 ? 

2. Quel est le sens de variation de 54 sur [1 3 +o[ ? 

3. Sur une feuille de papier millimétré, tracer avec soin la courbe H sur ]0 ; 6] (on prendra un 

repère orthonormal avec pour unité graphique 4 cm). 

En utilisant le quadrillage de la feuille, déterminer une valeur approchée de chacun des réels : 

(2), 4(3), 4(4), 4(5) et (6). 

B. æ Un encadrement 

1. Colorier l'aire sous l’hyperbole qui est égale à (2). 

Encadrer cette aire par celles d’un rectangle et d’un trapèze (voir 

figure ci-contre) et démontrer que 0,5 < 4(2) < 0,75. 

2. Plus généralement, montrer de la même façon que, pour tout 

h (2+h)h 
h>0,—— < A1 +h) =< =—————— D) 

1+h ) 2(1 +h) (4 

Remarque : on admettra que sur JO ; +[, tout segment reliant deux points de la courbe H est 

situé au-dessus de la courbe. 

C.æ Une relation fondamentale 

Soit a et b deux réels tels que 1 < a et 1 < b. On pourra supposer que 1 <= a = D: 

1. Placer les points I(1 ; 0), A(a ; 0), B(b ; 0), C(ab; 0) et lÉMDOINL ME A DEeLC CCE 

d’abscisses respectives 1, a, b et ab. Dessiner les trapèzes LIB'BIEMAA CIC” 

Calculer les aires de ces trapèzes. Que constate-t-on ? 
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2. On admet que l’aire sous l’hyperbole H vérifie la même 

propriété, c’est-à-dire que les aires des parties hachurées en 

rouge et en bleu sur la figure ci-contre sont égales. 

a. Exprimer à l’aide de 4 les aires des parties hachurées en 

rouge et en bleu. 

b. Montrer que, pour tous a et b de [1 ; +oo[, (ab) = (a) + A(b) (2) 

D. = Détermination de la fonction :4 

1. Dérivabilité en 1 

Soit À un nombre positif. En utilisant l'encadrement (1), montrer que 4 est dérivable en 1 et 

préciser #H’(1). 

2. Dérivabilité ent (t = 1) 

a. Montrer à l’aide de la relation (2) que, pour tout h 205 | Point lnron 

(ct + h) = (rt) + af + 2 C'est en 1647, dans 

U l'Opus Geometricum, que 

Grégoire de Saint Vincent, 

puis que 4(t+h) - 4) = 1 x SCI + €) avec £ = h jésuite belge, s'est inté- 

h E U ressé aux aires de por- 

b. En déduire que s4 est une fonction dérivable en tout £ de[1;+co[et tions de plan sous une 

préciser sa fonction dérivée. a sn Sr 

Quelle est la dérivée de la fonction qui à tout £ de [1 ; +cl associe tionnelles. 

4(r) — In (r) ? En déduire s(r). 

no sn forerers pet LN  ÉIt more HN mnfiorrpe nù ubée ete mener POSER ere EE 
CS 

3. Logarithme décimal 
OBJECTIF : Introduction d’une autre fonction logarithme. 

In(x) 

In(10) 

1. Calculer log(1), log(10), log(100), log(10-2), et plus généralement log(10”) pour n € #2 

2. Montrer que la fonction log a le même sens de variation que la fonction In et les mêmes limites. 

On définit la fonction log sur ]0 ; +c[ par log(x) = (log est appelé logarithme décimal). 

3. Comment peut-on tracer point par point sa courbe représentative à partir de la courbe d’équa- 

tion y = In x ? Effectuer cette construction. 

4, Choisir une des relations algébriques de In (relations 1, 2, 3, 4 ou 5 p. 00) et vérifier que le loga- 

rithme décimal possède la même propriété. On admettra qu'il en est ainsi des autres relations. 

5. Le pH d’une solution aqueuse est défini par la relation pH = — log [H;,0°*] où LES ONINdeSE 

gne la concentration en ions H,O* (en mol : 1e 

a. Calculer le pH correspondant à [H;O*] = 4,0 x 10? mol: Re 

Calculer la concentration en ions H;O* d’une solution dont le pH est CLalerde 

b. Comment évolue le pH quand la concentration diminue ? 

c. Que devient le pH quand la concentration est divisée par 10 ? par 100 ? 

d. Que devient la concentration quand le pH diminue de 1 ? de 2? 
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Q 4. Distance à L : y = In(x) 
OBJECTIF : Montrer qu'il existe un point M, de T, et un seul, tel que la distance AM, , dans le plan muni d'un repère orthonormal, soit minimale avec A(3 ; 0). Cette distance est alors appelée di i < 
LÉ LT SNEUT m ppelée distance du point A à la 

Approche expérimentale 
Reproduire la courbe dans un repère orthonormal d’unité graphique 4 cm. 3x 

À l’aide d’une règle graduée, évaluer d(A, FE). 

PE 

APPEL ET El JE EN et 
- 5 _ 74 | ir | —— 

ET 

| 

| | ue | 
S. 

(ll 

- ia ï 
4 TRS a De fa  PRUUNT m 

où ue En 40 n 
MOI. F Pie | ES À Î 

An Fa € RÉPAe 
ES 7 TS QUE tt ML . 

P | 1 1 | | | À | 

Sp 2 D D 1 D 22 
Re Lun) ls Le 
Er HER LE Led 16h 212 Fr] 

A. = Étude d’une fonction auxiliaire 

1. Démontrer que, pour tout x > 0, on a In(x) < x2 + 1. 

2. Soit f la fonction définie sur ]0 ; +c{[ par f(x) = x — 3 + HE 

a. Calculer les limites de f. 

b. Étudier les variations de f (on pourra utiliser l’inégalité obtenue à la question 1). 

c. Prouver qu’il existe un réel « > 0 unique tel que f(æ) = O0 et déterminer un encadrement de « 

de longueur 10-1. 

d. Déduire des questions b et c le signe de f(x). 

B. = Distance du point À à la courbe [' 

1. On considère la fonction d qui, à tout x réel strictement positif, associe la distance AM, où À est 

le point de coordonnées (3 ; 0) et M le point de [ d’abscisse x. 

a. Exprimer d(x) en fonction de x ; calculer d’(x) et montrer que HAÉendusisne de Cr) 

b. En déduire que la fonction d admet un minimum en «. 

2. On note M, le point de [” d’abscisse « et (T;) la tangente à l'en M,. 

a. Montrer que (AM) est perpendiculaire à (T,). 

b. Montrer que In à = -a? + 3. 

À l’aide de let d’une autre courbe de référence, placer «, puis M, et (T,). 
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5. À la manière de Képler 
OBJECTIF : Découvrir une méthode de calcul de In(x) pour x > 1. 

Voici une méthode utilisée par Képler pour calculer In(x) pour un réel x > 1 donné : 

1. Il prend la racine carrée de x plusieurs fois 

< 

A 

de suite. 
a Ne soil 

2. Il soustrait 1 au résultat obtenu. 
| 

3. Il multiplie par 2 autant de fois qu’il a pris 

la racine carrée. Ju 2 C2 (HER) LEA 

A, æ Expérimentation 

Appliquer ce procédé à x = 2 en appliquant 10 fois la racine catrée. 

Comparer avec In (2) le résultat ainsi obtenu. 

Tester ce procédé pour d’autres réels x, x > 1navec 774108 

B. æ Justification théorique 

Soit x > 1 un réel donné. On considère les suites u et v définies par : 

Uo = X 
us vu aésen et v, =27(u, — 1) pour # =.0. 

1. Exprimer x en fonction de u,, de u,; de u; et plus généralement den 

2. Étude de la suite (u,,) 

a. Montrer que, pour tout n = 0,u, = 1. 

üu, =] 
b En montiantique ral = hrouvenRQUR LE. lu, — 1l). 

2 He +el 

c. En déduire que, pourtoutn = 0,0<u,-1< 6) & "1 )" 

3, a. Étudier le sens de variation des fonctions f et g définies sur [0 ; + œ|[ par: 

f(E) =An(i +) 10et0 2) MINCE) EEE RL 

b. En déduire que, pour tout h = 0, h — 5 h2 < In(1+h) < }. 

4, De l’encadrement précédent, déduire successivement que pour tout # = 0 : 

(u, — 1)2 
Qi) je SIN (u,) = (UD) 

(2 TE, nl jé AC) PROD CE 

(3) nn (x 1)2 < In(x) - v, < 0 (on utilisera la question 2e) 

5, Justifier la méthode de Képler. 

6. Quelle valeur de n choisir pour obtenir une approximation de In(2) à 10-! près de In(10) ? 

de In(100) ? 
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EX Soit fx) = In(x2 - 1). 

1. Exprimer /(3) en fonction de In 2. 

2. Préciser l’ensemble de définition E de f (le plus grand possible !). 

3. Peut-on écrire « pour tout x de E, f{x) = In(x+ 1)+In(x-1)»? 

1. f(3)=In8=31n2 d’après la relation 4. 

ex 10 d'où E-]-;:le 1 UNI ; er. 

3. Non ! Cette égalité n’est vérifiée que pour x + 1 >0 et x-1 >0, c’est-à-dire lorsque 

2 Étudier le signeédet/(x)= 2 In(x =1)+3. 

Commentaire 

2 In(x DE 3 +3 existe si et seulement si x — 1 >0 SOIN. Étudier le signe d’une expression, 

On résout sur | ; +[ l’inéquation 2In(x-1)+3>0. c’est la comparer à 0. Résoudre 
3 3 l’équanon f(x) =0 ne permet pas 

A RO D SE PE tre. de Jconnaîire leLSiEne Ne NC )EUR 
à faut aussi résoudre une inéquation 

3 3 FR) = ONU (NEO 

+ De même, f(x) <0 & x<l+e 2 et f(x)=0 S x=l+e 2. 
3 

En résumé, f(x) > 0 sur |1+e 2340, f(x) < 0 sur |1 ;l+e 4e SERRES 

Es Étude de fonction à l’aide d’une fonction auxiliaire 

Soit f la fonction définie sur ]0 ; +[ par f(x) =-x + = et (C) sa courbe représentative dans le 

plan rapporté à un repère orthonormal. 

1. a. Montrer que (C) admet deux asymptotes. 

b. Étudier la position de (C) par rapport à son asymptote oblique. 

2. a. Étudier les variations de la fonction + définie sur ]0 ; +c[ par @(x)=-x?+ 1 —In x. 

(On ne cherchera pas à tracer la courbe représentative de 4.) 

b. Calculer w(1) et en déduire le signe de (x) en fonction de x. 

3. Dresser le tableau de variation de f. 

4, Tracer la courbe (C). 

1. 2cPour tout x>0, RE Or lim Ed et lim In(x)=-. 
BE X x — 0 X x — 0 

x>0 

Par théorème d’opération, po f=-c. Il en résulte que la droite d’équation x = 0 est asymptote à (C). 

De plus, f(x) =-x+ se avec lim ne 0. Ainsi la droite À d’équation y =-x est asymptote à (C). 

x x—>+o X 
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b. Pour 0<x<1,linx<0 ; pour x-1, nx>-0; nlt=0: 

Il en résulte que : 

pour 0 <<, f(x)+x<0 ; 

— pour x> 1, f{x)+x>0 ; 

— f(1)+1=0. 

Donc la courbe (C) est en dessous de À sur ]0 ; 1[, elle est au- 

dessus de À sur ]1 ; +l[, et le point de coordonnées (1 ; -1) est 

commun à la courbe (C) et à À. 

2. a. Les fonctions xr>-x2+1 et xr>-In(x) sont dérivables 

sur ]0 ; +c[ donc la fonction , somme de ces deux fonctions, est 

dérivable sur JO 3;+o[. Pour tout x dans ]0 ; +cof, 

g()=-22 5; donc æ’(x) <0 sur 10 ; +of. 

La fonction 4 est donc strictement décroissante sur ]0 ; +col. 

b. Signe de + : 

@(1)=0 car In(1)=0. Il résulte de la stricte décroissance de  : 

_ gi O<x<1 alors (x) > p(1), c’est-à-dire p(x) > Os 

_ si x> 1 alors p(x) < (1), c’est-à-dire (x) < QE 

3. + Dérivée 

mn) avec u(x)=In(x) et v(x)=x. Comme y et v 
v(x) 

sont dérivables sur ]0 ;+o[ avec v(x) Æ0, — est dérivable sur 
v 

]0 ; +[. Alors f est une somme de deux fonctions dérivables sur 

10 ; +œ[ donc fest dérivable sur 10 ; +o[ et pour tout x > 0 : 

u” —An(x) #1 
Fo enr OEM t)E 4x _ px) 

v(x)? +. x2 

°. Sens de variation 

Comme x2 est strictement positif, f/(x) a même signe que (x). 

De la question 2b, on déduit le tableau de variation suivant. 

X il + co L 0 

PAC? “à 0 F4 

— ] 

4. Courbe représentative 
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Commentaires 

Question 1b: Pour étudier la 

position respective de Cet de AÀ,on 

étudie le signe de la différence 

f(x) - (x) = fx) x: 

Question 2a : La fonction æ est 

une somme de deux fonctions. La 

fonction In est croissante Sur 

10 3+0[ mais la fonction qui, à x 

associe —-x2+1, est décroissante 

sur ]0 ;+o[. On ne peut donc 

pas conclure directement. Le sens de 

variation de @ est donc donné par le 

signe de sa dérivée. 

Question 3 : La foncnon ç est une 

«fonction auxiliaire » dont seul le 

signe nous intéresse. Îl était donc inu- 

ile de chercher ses limites en 0 et + ce. 

Question 4 : Pour tracer la courbe : 

1. On trace les asymptotes connues : 

axe des ordonnées et droite d’équation 

V= x 

2. On trace les tangentes connues : 

ici f(1)=0 donc la courbe admet 

au point d’abscisse | une tangente 

horizontale. 

3. On place des points remarquables 

trouvés au cours de l’étude. 

4. On trace la courbe en respectant le 

sens de variation de f et en s’aidant 

des tangentes et asymptotes connues. 



_— EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Définition, courbe X [EX Même exercice que le 7 avec : 

X El Résoudre : 

aste*= |; 

dde = 3=12; 

F 02 2 Résoudre : 

a. In(x)=3 ; 

c.2In(x) =1=6 : 

1 
€. inf )- 1 5 

E Déterminer l’ensemble de définition de cha- 
cune des fonctions suivantes. 

a. 16)=1n (2x1); byfr)=iln(et-1)S 

b. e*=14 ; 

e. e2*-1—9 

Creer 

NÉ Ce = 

Dinar) 0 

d'In(2x- 1)=3 ; 

f: In (%*) =4); 

Con d. fo) = 1 BaS TES SE In (x) ‘ 

1 À partir de sa mise en culture, l’évolution d’une 
population de bactéries en fonction du temps est 
donnée par P(r)=106e0-%7 où s est exprimé en 
heures. 
Calculer : 
a. le nombre de bactéries mises en culture à 5=0 ; 

b. le nombre de bactéries obtenues au bout d’une 

heure ; 

c. le temps au bout duquel la population initiale 

aura été multipliée par 2, par 4. 

E Expliquer comment tracer dans un. repère 
orthonormé du plan chacune des courbes suivantes 

à partir de la courbe C représentant la fonction In. 

a. C, : y= In(x) + 4:53 :1b..C,:7=1n(x+4) ; 

cn: VIN x); d. C,:7=|lIn(x). 

\ 6 | Exprimer en fonction de In (2) les réels : 

1 
ji) RC: in(2 à 4.106.) :..D. in[ 

d. 4 In(42)-3 In(4) ;_e.-In(2ei) ; 

f. in( à) ; g. 2In(4)-In(4e?). 

x EZ Sans calculatrice, comparer les nombres, u et v. 

a. u=In(4)+In(3), v=In(7) ; 

b. z=In(9)=In(2);v=In(7) ; 

c. u=2+1n(3).v=H(15): 

a. u=3In(e”), u= 13-in[5); 
e 

b. u=1-n(S), hier: 

c. Z—log@0?), 2=In(107). 

1 

XE Exprimer plus simplement les réels : 

4x 

In(e2*), In(2e), inf) -2 In(2e2:+1). 

EU Les réels a et b étant strictement positifs, avec 
a>b, mettre chacune des expressions suivantes 
sous la forme In (a). - 
a. 2In(a) +In(b) ; 

c. In(2a) +3 ; 
b. In(a) —3 In (b) ; 
d. 4in(a)-2. 

EE] Etudier la parité de la fonction f définie sur 

[= 164ipar OPTE El 

12] Soit j la fonction définie sur R par : 

f(x) = In(-x + 4x2 + 1) + In(x+ Wx2+ 1). 

Tracer la courbe représentant f sur une calcula- 
trice. Que se passe-t-il ? Expliquer. 

13 Expliquer comment tracer dans un repère 
orthonormé du plan la courbe d’équation y = In(x?) 

à partir de celle représentant In. 

Y 14 Décroissance radioactive : demi-vie 
On modélise l’évolution du nombre de noyaux 
radioactifs présents à l’instant r dans un échantillon 

par une fonction N, définie et dérivable sur 
[O ; +oo[, telle que N’(:)=-AN(:) où À est une 
constante réelle. f 
Le temps r est exprimé en secondes et À en s- 1. 
1. Exprimer N(r) en fonction de \, de r et du nom- 

bre N,; de noyaux présents à l’instant £=0. 

2. a. Exprimer, en fonction de À, le temps £,,;; 

temps au bout duquel la moitié des noyaux pré- 

sents à := 0 se seront désintégrés. 

Remarque : t,,, est appelée la demi-vie de l’élé- 

ment radioactif étudié. 

Il 
b. Montrer que, pour 1 = 0, N(t+t,,,)= 5 N(t). 

Interpréter cette relation. 

c. Pour tout entier naturel k, on note N, le nom- 

bre de noyaux à t=hkX1,,,. 

Quelle est la nature de la suite (N;) ? 
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E Résoudre les équations suivantes puis vérifier 

les solutions trouvées à l’aide de la calculatrice. 

a. In(4x2-1) =In(x+2) ; 

b. In(2x-1) +In(2x+1) =In(x +2). 

H6| Résoudre les équations : 

x In(x)= 0% 

Int ti)=mé=Xx); 

ntx-13)=2hE+53),; 

.In(x-1)-In(3x+4)=Im(5x) ; 

(In x)2+In(x)-2=0. ceosp 

17 Résoudre les équations : 

a. 2e2*-l=3e* ; 
b. e2*-5e*+4=0 ; 
c. —e *+3e*-2=0. 

18] Résoudre les systèmes : 

— 
2n(x)-3InG)=4 | EEE 

* | in(x) + In(y) =3 dée 
eY 

In(x+y)=1 
19] Résoudre le système 

In(x) +In(y) = 0 

gloo. nu $ 

[20 Déterminer pour quelles valeurs de x : 

a. In(x)>10; b.in(x)> 102 ; 

c. In(x) = 100. 

21 Déterminer un entier p tel que, pour n = p : 

à 221004. UMedl0 ec. (nl4) 10 

[22 Résoudre les inéquations suivantes. 

a. Ntx)r24 

ben) MES 
C..n(x= 13) 24h68) 

23 Même exercice que le 22 avec : 

a. (nx)}?2-5Inx+6>0 ; 
b. In(x2+1)<0 ; 
c. In(x—1) +In(x+1) <In(x2-1). 

24] Résoudre les inéquations suivantes. 

Fée Se s5:; 
. 2e2*-4<0 ; 
é2x=7e*+12>0); 

. e2*-3e*+1 <0. 20 gp 
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\ EE] Déterminer sur quel(s) intervalle(s) chacune 

‘dés fonctions suivantes est dérivable et calculer sa 

dérivée. 

a. (4) =*x (x) 

c. f(x) = In(e*-—x) ; 

b./(x) = h(2x= LE 

x—1 
d. f(x) = In(x)’ 

Ÿ Même exercice que le 25 avec : 

Pa) nl D 
4 

b. f(x) = note ; 

€.) = 222 (cb) in (x24 100 

d. f{x)=In(x+ 1x2 + 1). 

27] avec ROC On rappelle que, pour tous x et y 

réels strictement positifs, In(xy) = In(x) + In(y) . 

1. Démontrer que, pour tout x > 0, In (à =—In(x)e 

2. Dans le plan muni d’un repère orthonormé, 

tracer les courbes C et l' d’équations respectives 

1 
ya=ln(xhmet:y= inf) 

3. Montrer que les tangentes respectives à ces deux 

courbes en leur point d’intersection sont orthogonales. 

Limi 

28| Déterminer la limite de f en «a. 

a. f(x)=2In(x-3)+x, a=+e et a=3 ; 

bj(x)= m(e+ 1) a tete, 

C: fa) =x (1 +2), a=+. 

29| Déterminer la limite de f en 0 et en +. 

a» f09=2®, a =0 : 

b. = 2®, @=+0 ; 

C. fo-LO+V) 20. 
NE 

EU Déterminer les limites aux bornes de son 

ensemble de définition de la fonction f définie par : 

x+l 1 
: = In| =—— = ; +o! ; a. f(x) af) sur |: + |: | 

b. f(x)=(1-x)In(1-x)-xIn(x) sur ]0 ; l'E 

EX] Soit f(x) = In(e* + 1). Montrer que : 

: J(X)=x"+An(l#ert); 

En déduire que la courbe représentative de f admet 

une asymptote en +c. 



EXERCICES 

À E] 1. a. Tracer sur une calculatrice la courbe 
_ d’équation y= /x pour 0 <x< 1 000 000. 

b. Comment doit-on choisir y pour que la courbe 
soit tracée en plein écran ? 
c. Tracer alors la courbe représentant la fonction In 
sur cette même fenêtre. 
Que constate-t-on ? 
d. Quelle limite peut-on conjecturer pour le rap- 

(in x) 
x 

2. Déterminer 

h= x). 

Pe occr 

Le plan est rapporté à un repère orthogonal 

10,1): 

port quand x tend vers +co ? 

; In(x) 
lim —— (on pourra poser 

X — +00 x 

| 33] 1. Étudier la fonction f définie sur ]0 ; +co[ par 

f(x) = (In x)? : limites en 0 et +, sens de variation. 
2. Tracer la courbe représentative de f. 

E7] Même exercice que le 33 avec : 

f)=2x2-1=Hh(x) surt]0 ; +. 

35] On considère la fonction f définie sur ]0 ; +co![ 

paf f(x) = /x-In(x). 
* 1. a. Étudier le sens de variation de f. 

b. En déduire que, pour tout x>0, /x> ne 

(In x) 2 

. De 
EM ERcr 

2. a. Montrer que, pour tout x > 1, 0 < -—— 

In(x) 

% 
b. Retrouver ainsi la limite de 

CHE Soit f la fonction définie par : 
>= x x—1 

f(x) = - 5 + In[&—) 

et C sa courbe représentative. 

1. Montrer que fest définie sur ]—c ; O[ U]I ; +. 

2. Étudier le sens de variation de f. 

3. Déterminer les limites de f aux bornes de son 

ensemble de définition. 

4. Dresser le tableau de variation de f. 
; : : Æ 

5. Montrer que la droite À d’équation y = > est 

asymptote à la courbe. Étudier la position de C par 

rapport à À. 

) [37 Soit. la fonction définie sur J0;2[ par 

HEC xE=Xx “ et C sa courbe représentative. 

1. Étudier les variations de f et dresser son tableau 

de variation. 

{ 

2. a. Montrer que la droite D, d’équation x= 1, est 
un axe de symétrie de la courbe C. 
b. Tracer la courbe C. 

XE Soit f la fonction définie sur ]- co 
par : 

:—10U]25++l 

Pol 

1. Etudier les variations de f ainsi que les limites de 
f aux bornes de son ensemble de définition. 

2. Montrer que la courbe C représentative de f 
admet deux asymptotes verticales et une asymptote 

FC == S x+ In[iS +) 

oblique À d’équation y = ; x 

3. Tracer la courbe C avec ses asymptotes. 

[39] Avec une dérivée seconde 
Soit f la fonction définie sur ]0 ; +c[ par: 

f(x)=x2 (x 41) In x 

On note C sa courbe représentative. 
1. a. Déterminer ia limite de fen +. 
b. Déterminer la limite de f en 0 et interpréter gra- 
phiquement ce résultat. 
2. a. Calculer f’(x) et f”(x) sur 10 ; +. 
b. Etudier le sens de variation de f’. 
cCalculeref (l) ec en déduire la signe den 10) 
suivant les valeurs de x. 
3. Dresser le tableau de variation de f et tracer la 
courbe C avec pour unité graphique 1 cm. 
= 

x ET Avec une fonction auxiliaire 
* On considère la fonction f définie sur ]0 ; +c{[ par: 

n-.InCx) 
ur x+1 

Soit [sa courbe représentative. 

1. Étude d’une fonction auxiliaire 
Soit g la fonction définie sur ]0 ; +c[ par: 

2(x)= x In(x) x 

a. Étudier les sens de variation de g. 
b. Déterminer les limites de g en 0 et en +c. 
c. Justifier que l’équation g(x)=0 a une unique 

solution « dans ]0 ; +cf. 

Donner une valeur approchée de a à 107? près. 

d. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de 

%. 

2. Étude de f 
a. Déterminer les limites de f en 0 et +c. 
b. Montrer que la fonction dérivée f” de fa même 

signe que £. 
c. En déduire le sens de variation de f et dresser son 

tableau de variation. 

3. Tracer la courbe [°. On précisera la tangente au 

point de [' d’abscisse 1. 
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> Que sais-je ? 
me 4 

Vrai ou faux ? 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé

. 

3 
EM] 6 int./2)- in(&) into 

A] e2*_1=-3 & x=In(2). 

EF] pour tout x>0, 2+In(x)=In(2x). 

[44 Pour tout réel x, eM()= x. 

45| Pour tout réel x, In(e*) = x. 

46 Pour tout réel x, In(x2)=2 In(x). 

[47 | In(e*- 1) est défini pour x>0. 

48] n(x)=3. x=e. 

Er In(x2)>2& x<-eoux>e. 

50] Pour tout x réel, 

In(e2*+1)—In(l+e-2*)=2x. 

51 lim RE: 
X — +o x+l 

F1 im ces fie 

x 1 In(x) 

0 

QCM 

G] Soit f la fonction définie sur ]0 ; +c[ par 

f(x) = (In x)2. Alors : 

A. f(x) =2 In(x) pour tout x>0 ; 

B:77:(x)= e pour tout x >0 ; 
x 

C. f est strictement croissante sur ]0 ; +oof ; 

D. il existe a et b réels strictement positifs tels que 

f(ab) = f(a) +f(b) ; 
E. pour tous a et b réels strictement positifs, 

f(ab)=f(a) + f(b). 

Soit À un réel. La fonction f est la solution de 

l'équation différentielle y'=Xy qui prend la 

valeur 1 en 0. 

A. f est une fonction décroissante si et seulement 

si À est négatif ; 

—-InX\. 
D bp] 

C. pour tout réel #" strictement positif, l'équation 

f{t) = m a une unique solution ; 

B. 0 =; — 

D. pour tout # de N*, on note w, l’unique solu- 

tion de l’équation f(t) = ; . Alors la suite (u,) est 

arithmétique. 
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im (x-1) m(x2-1)=0. 
x — 1 

EM] im RER? 
x— 0 

55 La courbe d’équation y=In(e*- 1) admet la 

droite d’équation y =x pour asymptote en +. 

56 La courbe d’équation y=x In(x) —-x admet 

en son point d’intersection avec l’axe des abscis- 

ses une tangente de coefficient directeur — 13 

F1 La fonction f définie sur [O ;+c[ par f(0)=0 

et f(x) = x? In(x), si x > 0, est dérivable en 0. 

58] Pour tout réel x, In(x) <= x-—1. 

159] Pour tout réel x de ]J-1 ; +, 

2 
In(1 4 ou s 

60! La suite (w,) définie par 5 = 0 et, pour tout 

ndeN, u,,,=In(u,+3) est une suite conver- 

gente. 

163] Soit, pourtoutx deR, f(x) =1In(x?+1)-x. 

Alors : 

A. pour tout x de R, f(x) = 
x2+1 

B. f est décroissante sur R ; 
C. il existe un unique réel a tel que f(a)=0 ; 

D. lim J(x)=-< ; 
x — +00 

E. lim f(x)=+. 
XIIe 

Source : ESIEE 1995. 

1] soit f la fonction définie sur R par 

1ve* OP 
dans un repère orthonormal. 

1 
ANR (X)= ; POS 

B lin Sr. 
x —+oo X 

C. la droite d’équation y=x-—2 est asymptote à 

la courbe C ; 

}; de courbe représentative C 

-D. la droite d’équation y =-In 2 est asymptote à 

la courbe C. 

Source : Sélection FESIC. 



Objectif BAC 

= Un sujet vu au BAC (extrait) 

65 Soit fla fonction définie sur ]0 ; +[ par (x) = x2 + x - HAEER On désigne par C la courbe 
x 

représentative de f dans un repère orthogonal (O ; 1,1). 
1. On considère la fonction auxiliaire + définie sur ]0 ; + œ[ par (x) = 2x3 +x2+In(x). 
a. Etudier le sens de variation de +. 

r b. Démontrer que l’équation @(x) =0 a une solution unique qu’on appellera «. 
c. En déduire le signe de (x) suivant les valeurs de x. 
2. a. Déterminer la limite de la fonction fen +c, 
b. Déterminer la limite de f en 0. Que peut-on en déduire pour la courbe représentative C ? 
c. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation. 

1. a. Sur ]0 ; +1[, les fonctions de référence x x3, x x2 et 
In sont toutes les trois strictement croissantes, donc 4 l’est éga- 
lement. 
b. Par théorèmes d’opération, 

Him @(x)=-c et lim (x)=+0. 
x— 0 X — + 

La fonction w est continue sur ]0 ; +[ comme somme de fonc- 
tions continues sur ]0 ; +c| de limite —- en 0 et + en +c, 
donc elle s’annule au moins une fois sur l’intervalle ]0 ; +co[ 
(théorème des valeurs intermédiaires) et, de la stricte croissance 
de w, on peut déduire qu’elle ne s’annule qu’une seule fois sur 
]J0 ; +cof. 
c. La fonction w étant strictement croissante sur ]0 ; +co{ : 

P esix<aœ, p(x) <yp(a), c’est-à-dire p(x) < 0 ; 
| °six>aœ, p(x) >yp(a),c’est-à-dire @(x) > 0. 

2: Ge lim x2=+0, lim x=+0 
X X X — +0 X — +00 

; 4 l 
et lim =OUDe plus, par le théorème 2, lim HO 

X— +oo X X — +co X 

Par théorème d’opérations, on en déduit que lim f(x) =+c. 
X — +00 

b. Compte tenu de l’ensemble de définition de f, x tend vers O en res- 

tant strictement positif. D’une part, lim (x2+x)= 0, et d’autre part, 
x— 0 

ur mo (1 +In(x)) avec lim ÉSTER lim 1+In(x)=-c. 
% X x—0 X x— 0 

LD 

Par conséquent lim ds to ED MIDAT SCHNE 
x— 0 

lim f(x)=+c. La courbe C admet donc l’axe des ordonnées 
x— 0 
comme asymptote en 0. 

c. Sur ]0 ; +œ[ la fonction f est dérivable et : 

= }e-Q +In(x)) x 1 
2 

Amérique du Sud, novembre 1999. 

le jour du BAC 

Question 1a : En hsant 
l’énoncé, repérer la formulation de 
la question 1b qui oriente a priori 
vers l’utiisanion du théorème des 
valeurs intermédiaires. 

On sait alors que l’on aura besoin 
de la stricte monotonie de @ pour 
pouvoir conclure à l’unicité de la 

solution de l’équation @(x) = 0. 

Question 2a et b : Les recher- 
ches de limites conduisent à une 
forme indéterminée. 
Essayer de faire intervenir les for- 
mes indéterminées données en 
cours, quitte à transformer l’écri- 
ture de la fonction si nécessarre. 

Question 2c: La foncnon 
n'est qu’une fonction auxiliaire 
dont on détermine le signe pour 
pouvoir étudier celui de la dérivée 

f” dej. 
De nombreuses foncnions faisant 
intervenir fonctions polynômes et 
logarithme ont, de la même façon, 

une dérivée dont on ne sait pas 
étudier le signe directement, et 
nécessitent l’étude d’une fonction 

auxiliaire. 

2 __ {1 
Æ 

me 2 XNI0 (1 . 

£ . ? — 2 

Ainsi f/(x) est du signe de p(x). On en déduit que : | F'(x) 0 

sur ]0 ; @], f’(x) < 0, f’ ne s’annulant qu’en a, f est stric- LE ET 

tement décroissante ; f(x) SE se 

f(a) sur [a ;+o[, f(x) =0, f’ ne s’annulant qu’en a, f est 
Le strictement croissante. 
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> EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

Courbes EN ——— 

66 1. Pour tous réels strictement positifs a et b, 

a+b In(a) +In(b) 
Comparer in CRE 2 2 

2. Tracer la courbe représentative de la fonction 

logarithme népérien, placer deux points M et N, 

d’abscisses respectives a et b, et interpréter alors 

graphiquement l’inégalité obtenue. 

L67| Soit À le point d’abscisse à de la courbe [ 

représentant la fonction In. 

1. Écrire une équation de la tangente à Ne 

2. Déterminer en quel point celle-ci coupe l’axe des 

ordonnées. 

3. En déduire une construction géométrique de la 

tangente en À à la courbe [. 

Étude de fonctions 

(O :2,7) est un repère orthonormé du 

plan. 

68 Soit f la fonction définie sur 10 ; 1 [U]I ; +oof 

F0) = —— LS In(x) 
1. Etudier les limites de fen Oeten I. 

2. Étudier le sens de variation de f. 

3. Représenter graphiquement f. 

T(x a 
4. Montrer que x ni) a pour limite 0 en +c 

X 

et interpréter ce résultat. 

Combien y a-t-il de nombres premiers inférieurs ou 

égaux à un entier x ? Cette question a été si souvent 

posée que les mathématiciens ont donné un nom à ce 

nombre : (x). En 1896, Hadamard et De La Vallée 

Poussin ont démontré que, pour de grandes valeurs 

X ho : & 
de x, m(X) = Fe Plus précisément la limite de re 

In x 

est égale à 1 quand xtend vers + . (On pourra voir à 

ce sujet le manuel de spécialité page 41.) 

169 1. Pour tout réel x, on pose u(x) = x + 1 +e*. 

Montrer que, pour tout réel x, u(x) > 0. 

2. Pour tout réel x, on pose f(x) =In(x + 1 +e-*) 

et on désigne par C la courbe représentative de f. 

Étudier le sens de variation de f. 
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3. a. Montrer que pour tout Tél Xe 

f(x) =-x + In(xe” + e*+1). 

b. En déduire que la droite À d’équation y =—x est 

asymptote à C en -®. 

c. Étudier la position de C par rapport à À. 

d. Montrer que, pour tout réel x>0, 

0 < f(x) — In(x) < (+2) . En déduire la limite 

en + de x f(x) - In(x). Préciser la position de 

C par rapport à la courbe vint) 

e. Tracer C,l'etA. 

[70] Exercice guidé 

On considère la fonction f définie sur [0 ; + co| par 

110) 01Et fo =E (int -2) pour tout x>0. 

Soit C la courbe représentant f. 

1. a. Montrer que f est continue en 0. 

b. f est-elle dérivable en 0 ? Interpréter ce résultat 

pour la courbe C. 

2. Déterminer la limite de fen +. 

3. Étudier le sens de variation de f sur ]0 ; +c. 

4. Tracer C. 

1. a. Dire que f est continue en 0, c’est dire que 

lim f(x) =f(0). Il s’agit donc de prouver que 
x— 0 

2 
lim f(x) =0, c’est-à-dire lim + (in "A 3)=0. 
x— 0 x—0 2 2 
x>0 0 

La recherche de cette limite conduisant à une 

forme indéterminée, on essaye de transformer 

f(x) pour faire intervenir la limite de x In(x) en 

0, connue par propriété du cours. 

2.b.La fonctionf étant définie de façon 

particulière en 0, il est impossible d’appliquer un 

théorème d’opération et l’on revient à la 

définition : 

fx) -f(0) 
TA le rt rappo 5 a-t-il une limite finie en 0 ? 

71] On rappelle que lim LE 0. 
X—+o XX 

1. Rappeler lim x In(x) et démontrer ce résultat. 
x — 0 Es 

2. On nomme fla fonction définie sur [O0 ; +c[ par : 

IA= XI) Se Or 0)E 0 

a. Déterminer le sens de variation de fsur ]0 ; +c 

et préciser sa limite en +c. 
b. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en O. 
Interpréter graphiquement les résultats obtenus. 
c. Tracer la courbe représentative de f. 



L 

De 

in et la piste de ski 
Soit f la fonction définie sur ]0 ; 12[ par : 

fo=3 (2 je 
On note C sa courbe représentative dans un repère 

_ orthonormal du plan (unité graphique : 1 em). 
1. a. Étudier les variations de SE 
b. Montrer que le point I(6 ; 1) est un centre de 
symétrie de C. 

c. Construire C et préciser le point d’intersection 
dec'et (O x)! 
2. La courbe C” représentative de la restriction de f 
à l’intervalle [2 ; 10] représente le profil d’une 
piste de ski. 

a. Prouver que la pente de cette piste ne dépasse 
jamais 30 %. 

b. Pour quelle valeur de x, cette pente est-elle 
minimale ? 

[73] On cherche une fonction f telle que, pour tous 
x et y de son ensemble de définition, on ait : 

f(xy) = f(x) +fO)  (R). 
1. Un cas trivial 

Si f est définie en 0, en appliquant (R) àx=y=0, 
déterminer f(0). En appliquant (R), avec y=0, 
déterminer f(x) pour tout x réel. 
Quelle fonction f obtient-on ? Vérifie-t-elle bien la 
relation (R) ? Semble-t-elle pertinente ? 

2. Une solution plus intéressante 
On supposera donc dorénavant que f n’est pas 
définie en 0. Plus précisément, on cherche une 
fonction f définie et dérivable sur ]0 ; +[ qui 

vérifie (R). 
a. En appliquant (R) à x=y= 1, déterminer f(1). 

b. Fixons un réel a>0. 
Quelles sont les dérivées des fonctions qui, à x, 
associent f(a), f(x) +f(a) et f(ax) ? 

c. En SA DS que si f vérifie (R), ra TOUL A US 

È (ax)== f' (x), puis que f (a)=° 

d. Que peut-on en déduire pour la TRCHSA Je 

, À constante. 

Logarithme et suite 

[74] Étudions la suite ( u,) définie par : 
ne N 

puis la suite (Sn) . 
Uy= 1 

DU CERN DOUr 10 
n 

définie par S,, = dE u, Pour tout entier 7. 

p=0 

EXERCICES 

1. a. Montrer que, pour tout entier n, u, est positif. 
b. Montrer que la suite CE NT eSt décroissante. 
c. En déduire qu’elle nn . trouver sa limite. 
2. Démontrer que, pour tout entier naturel ñ, 

Uy:1= e Ÿ" et en déduire que S, tend vers +c 
quand n tend vers +. 

75] Dérivées successives 

Soit f la fonction définie sur ]0;+o[ par 

19 = ee 

1aCalculer (x )etm)e 

2. Pour tout » de N*, on note f{”) la dérivée 

d'ordrendef(ainsisf{h= fan" "ete. 
Montrer par récurrence que, pour tout # entier, 

u +0, IX) 
Rp 

deux suites définies par w, = 1, v, 

LE JS ACIE où (u,) et (v,) sont 

= — 1, et pour tout 

rer otes(rteb)0r. 

3. Exprimer v, en fonction de n puis montrer par 
récurrence que, pour tout # de N*, on a: 

= LE ENTER 

ua (> D) En! (agsu+i). 

(76| Soit x un entier naturel non nul. 

1. Donner une condition nécessaire et suffisante en 
termes d’encadrement pour que l’écriture décimale 
de x comporte exactement » chiffres. 
2. Déterminer le nombre de chiffres de l’écriture 

décimale de 1225, 
3. Exprimer en fonction de x le nombre de chiffres 

de son écriture décimale. 
4. Évaluer le nombre de chiffres de 2350402457 _ 1], 
plus grand nombre premier connu à la fin de 

l’année 2005 (record du 15 décembre 2005). 

1. Démontrer que, pour tout x strictement 

positif, 

1 

1+x 
< In(1+x)-In(x) < - 

2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : 

Re pes D, — DD DE 

n 

2n+1 
a. Déduire de 1 que inf | < y, < In(2). 

b. Montrer que la suite v, converge et déterminer 

sa limite. 
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— PROBLÈMES | 

EE Soit f la fonction définie sur ]0 ;+o[ par 

2 x2+1—In x 
Le = —————— f(x) FU 

représentative dans un repêre 

; on désigne par C sa courbe 

orthonormal 

(O ; 1,1) (unité graphique : 2 cm). 

1. Étude d’une fonction auxiliaire 

Soit g la fonction définie sur JO ;+c[ par 

g(x) = x? + In x-2. 

a. Étudier le sens de variation de g et ses limites 

enOet en +. (On ne demande pas sa représen- 

tation graphique.) 

b. En déduire que l’équation g(x) = 0 admet une 

solution et une seule notée a ; en déterminer une 

valeur approchée à 5 x 107? près. 

c. Étudier le signe de g. 

2. Étude de f 

a. Étudier les limites de fen 0 et en ++ et préciser 

les asymptotes éventuelles. 

b. Exprimer f’(x) à l’aide de g(x). 

En déduire le sens de variation de f. 

3. Construction de C 

a. Soit D la droite d’équation y=x. Déterminer 

les coordonnées du point d’intersection B de D et 

de C ; préciser la position de C par rapport 2 1). 

Vérifier que D est une asymptote de (m2 

b. Construire la courbe C et la droite D en pré- 

cisant la tangente à la courbe C en B. 

X [79] Le plan est rapporté à un repère orthonormal 

(O ; 1,7) (unité graphique : 4 cm). 

Soit f l'application définie sur R* par: 

J(0)=0 

fo = 2 a x =Û 

On appelle F la courbe représentative de f. 

On se propose d’étudier f et de construire |’, après 

avoir précisé sa position par rapport à la courbe 

représentative de In et par rapport à l’une de ses 

tangentes. 

Partie À. Préliminaires 

Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes. 

1. On donne les valeurs approchées : 

in 2520,60%In5 110 m0 10020 

En déduire des valeurs approchées de In 0,2 et 

In 0,3. 
2. Soit g la fonction définie sur R** par: 

g(x)=x+1+in x: 

a. Étudier les variations de g, et calculer ses limites 

en 0 et en +. 
b. Montrer que l’équation g(x)=0 admet une 

solution unique «. 
Prouvenqueé0?2 <o<0,5: 
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c. En déduire le signe de g sur R**. 

3. Soit À la fonction définie sur R** par: 

2 

6) 
“RQ LA Qëx 

ss 4 

a. Calculer ses dérivées première et seconde : À et 

ke, 

h(x)=xInx 

. b. Étudier les variations puis le signe de h° sen 

déduire les variations et le signe de h. 

Partie B. Étude de f 

1. Montrer que fest continue en 0. 

FC) . 
2. Calculer Aime" 

x—0 X 

pour f ? Interpréter graphiquement. 

3. Calculer la limite de f en +. 

4. Montrer que f(a)=-a (on utilisera la ques- 

tion A2b). 

5. Étudier le signe de f’ (on utilisera la ques- 

tion A2c) et donner le tableau de variation de f. 

que peut-on en déduire 

Partie C. Construction de F 

1. a. Pour tout x > 0, on pose p(x) = f(x) — In x. 

Étudier le signe de @(x) en fonction de x, et calculer 

la limite de æ en +ce. 

b. On note L la courbe représentative de la 

fonction In. 

Interpréter graphiquement les résultats obtenus à 

la question 1a. 

2. Déterminer une équation de la tangente À à L'au 

point d’abscisse 1. 

Étudier la position relative de let de sa tangente À 

(on utilisera la question A3b). 

3. Construire L, A et donner l’allure de [". 

X ET Suite de fonctions 

Pour tout entier naturel #, on considère la 

fonction f, définie sur [0 ; +o|[ par: 

f,(x)=x(n- 1+1n x) six>0 et f,(0)=0. 

On note C, sa courbe représentative dans un 
repère orthonormal du plan (unité graphique : 

SC): 

1. a. Étudier f, (continuité en 0, dérivabilité, 

variations, limites). 

b. Construire C,. 

2. Étudier de même jf, et tracer C, sur le même 

graphique. 

3,,a-ÆEtudier je: 
b. On note I, le point de C, où la tangente est 
parallèle à (Ox). 

Montrer que, lorsque » varie, tous les points {, 

appartiennent à une même droite D. 

c..Montren que. ©, 44e est l’imare desc /"nar 

l’homothétie de centre O et de rapport d : 
e 

Tracer alors C, dans le repère donné. 



D 0 ex ê et on appelle C 5 obe représen- 
_ tative de f dans le repère (O ; 1,1). 
1. Étudier les variations de Jet ses limites en - et 
+. Dresser le tableau de variation de f. 

_ 2. Déterminer le signe de f(x) en fonction de x. 
3. Tracer la courbe C et la tangente au point 
 d’abscisse 0. 

» 4. Soit "m un réel. Résoudre graphiquement, sui- 
- vant les valeurs de m, l’équation f(x) =". 
» Sim=1, résoudre algébriquement l'équation f(x) =1. 

_ Partie B 

Dans cette partie, on se propose d’étudier la fonc- 
x 

tion £ définie sur JO ; +{[ par g(x) =In (ere). 

On note F la courbe représentative de g dans le 
repère (O ; ,j). 
5. Préciser les limites de g en 0 eten +. 

6. Calculer g’(x) et déterminer le signe de g’(x) en 
utilisant le signe de f’(x) et le signe de f(x). 

- Dresser le tableau de variation de £. 
7. Démontrer que, pour tout réel x strictement 
positif : 

g(x)— x = In[1 rfi) ; 

Montrer que la droite D d’équation y=x est. 
asymptote à la courbe. 
Etudier la position de la courbe T° par rapport à D. 
8. Construire [et D. Préciser le point d’intersec- 
tion de T avec l’axe des abscisses. (On utilisera un 

graphique différent de celui de la partie A.) 

[82] Dans le plan rapporté à un repère orthonormé 

(O ; 7,7), on considère la courbe [' d’équation 

= in( x) (unité graphique : 5 cm). 

1. Tracer soigneusement la courbe [sur ]0 ; 2]. 

Placer le point À de F qui semble être le plus pro- 
che de l’origine du repère. Quelle est environ la 
plus petite distance entre O et un point de T? 
2. Soit æ la fonction définie sur ]0 ; +{[ par: 

@(x) = x7 + In(x). 

a. Déterminer le sens de variation de œ. 

b. Montrer que l'équation ç(x) =0 admet une uni- 

que solution « sur LP 5 ; 1]. Donner une valeur 

approchée de « à 107? près. En déduire le signe de 

g(x). 
3, Pour tout x de ]0 ; +1[, on considère le point M 

de F d’abscisse x. 
a. Soit f(x)=OMZ. 

Montrer que f{x)=x?2 + (In x)?. 

b. Déterminer le sens de variation de f. 

c. En déduire que la distance OM entre O et un point 

M de T est minimale pour le point T(a ; In(æ)). 

Placer T sur le graphique. Montrer que la tangente 

en T à la courbe F est orthogonale à T°. 

EXERCICES 

Partie A. 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In (1 + e*) 
et Cy sa courbe représentative dans le plan muni 
d’un repère orthonormé (O ; r, 7) (unité graphique : 
2 cm). 

1. Etudier le sens de variation de f sur R. 

2. Calculer les limites de fen - et +0, 

3. Montrer la relation (R) : 

pour tout x réel, f(x) = x+ In (1 +e-*). 

En déduire l’existence d’une asymptote à C, 
en +, 

4. Déterminer une équation de la tangente Ta 

courbe C, au point À de coordonnées (0 ; In 2). 

5. Tracer la courbe C, en utilisant tous les rensei- 
gnements obtenus précédemment. 

Partie B 

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = In (1 +e-*) 
 C , Sa courbe représentative. 

1. Montrer que, pour tout x réel, g(x) =f(—x). 

2. Par quelle transformation la courbe C, se 
déduit-elle de la courbe C, ? 

Tracer C z Sur le même graphique que C;. 

3. Pour tout réel x, on considère le point P, milieu 

du segment [MN], où M et N sont les points res- 
pectivement de C, et C à de même abscisse x. 
Donner une équation de la courbe T° décrite par P 
quand x décrit R. 
La tracer point par point sur le même graphique 
que C; Ce 2 

Partie C 

Pour m réel, m#-—1, on note f,, la fonction définie 

f(x) + mg(x) 
sur R par FN ET Te et C,, sa courbe 

représentative. 

1. Reconnaître les courbes C,; et C;. 

2. Pour x réel, on note M, N, G,, les points d’abs- 

cisse x respectivement sur C;;  @ 2 € Ce 

Que représente le point G,, pour les points M et N ? 

3. Vérifier que toutes les courbes C,, passent par le 

point A(0 ; In 2). 

4. À l’aide de la relation (R), montrer que : 

f,(#) = +in(l re) (D): 

e*—m 

(1+m)(1+e*) 

6. Déterminer le sens de variation de f,, en distin- 

guant les cas m<-1,-1<m<0 et m > 0. 

7. De (1), déduire que C,, admet une asymptote 

en —©. 

5. En déduire que f(x) = 

8. Montrer que f,,(x) = ] 2 : + In (1+e-*). 
RÉ Le 

Que peut-on en déduire quand tend vers +c ? 

9, Donner l'allure des courbes C_, et C;. 
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Chapitre 

OBJECTIF 
Reprendre contact avec 
les formules relatives 

aux puissances, 
à l’exponentielle 
et au logarithme 
puis introduire une 
nouvelle notation. 

OBJECTIF 

introduire l'équation 
x1=2 et la racine 

dixième. 

En 

De l'expone
ntiel 

L 

hp eV tb 

croissances comparees 

En puissance 

A Vrai ou Faux ? 
67+5 1 

213502" 007 b. —2n+3 (ne Z) ; c. em2=8 
3n 

d.e-2mV/2=-2 ; e. e2Ma= 42 pour tout a réel. 

B « Vers de nouvelles puissances 

1. Écrire plus simplement e5"*, e-4R* pour x>0. 

2. Écrire sous la forme e* chacun des réels suivants : 

1, RER QT “S : pour x>0. 
% 

3. Plus généralement 

Pour quels réels a et b peut-on définir le réel ePma ? 

Dans ce cas, en s’inspirant des cas précédents où b était un entier, quelle autre 

notation sous forme de puissance peut-on envisager pour le réel ebma 

4. Écrire alors sous forme e les réels suivants : 

21:6 ; FEU 10-76. 

C = Des puissances aux racines 
1 

1. Écrire sous forme e® le réel x2 pour x > 0 et en déduire son carré. 

Comment peut-on encore exprimer ce réel en fonction de x ? 

2. Soit nr un entier naturel non nul et x un réel strictement positif. 
1 n 

En reprenant la même démarche que dans la question précédente, calculer (s" 

Intérêts composés 

On place une somme de 5 000 € à : % par an, cette somme étant bloquée pen- 

dant 10 ans. Les intérêts sont capitalisés tous les ans. 

On note C, le capital initial et C, le capital obtenu au bout de 7 années (7 = 1). 

1. Dans cette question uniquement, on prend : % = 4 %. 

a. Déterminer la nature de la suite (C,,) puis exprimer C, en fonction de ». 

b. Quel est le capital obtenu au bout de 10 ans ? 
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2. Montrer que, de façon générale, Pour r = 0 CN Co(1 + x) 
100 

3. On cherche quelle doit être la valeur ) de ? pour que le capital ait doublé 
au bout de 10 ans. 

a. Montrer que i, est solution de l’équation (E) à l’inconnue : : 

(1 ne, +——|] =2. TT 
b. À la calculatrice, trouver une valeur approchée de 10 à 0,1 près. 

c. Par le calcul, on pose x = 1 + __ 
100 

Montrer que, sur ]0 ; +o[, x10=2 équivaut à 10 In x= In 2 ; en déduire x 
puis to. 

Activité 3 = Une équation différentielle 
en chimie 

Lors d’une réaction d’oxydoréduction, on note x le volume de solution versé 

à l’instant r de la réaction (r est en secondes) et a la valeur limite de x corres- 

pondant à la réaction totale (a > O0). 

x est donc une fonction du temps telle que, pour tout £ positif : 

Satan Eterx(0) =0 : 

On sait que la fonction x vérifie l’équation différentielle (1) : 

où K est une constante dépendant des réactifs mis en présence. 

On veut déterminer x en fonction de £. 

1. Nous allons effectuer un changement de fonction inconnue. 

Posons y=a-—x, y représentant le volume de solution restant à verser pour 

que la réaction soit complète. 

a. Calculer y(0). 

b. Calculer n en fonction de = . En déduire que y est solution d’une équa- 

tion différentielle plus simple que (1). 

c. Résoudre sur [0 ; ++[ l’équation différentielle (2) : 

d. Donner la solution de (2) qui vérifie y(0)= a. 

2. Déduire de ce qui précède que x(#)= a(1-e-K'). 

Étudier les variations de x sur [0 ; +o. 

3. On a obtenu expérimentalement x(10)= 4,2 et x(20)=7,5. 

a. Montrer que a vérifie la relation : 

(a=A42)2=a(a 7,5). 

En déduire la valeur de a. 

b. Tracer la représentation graphique de la fonction x dans un repère en 

prenant a = 19,6. 

SRE 
introduire une équation 
différentielle 
y'=ay+b,etla 
résoudre. 
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1 Équation différentielle 
= ay + D 17 

Les solutions de l’équation différentielle y'=ay+b (ae R*,be R) 

Propriété 1 

Théorème 2 

164 » chapitre 6 Applications de l'exponentielle 

b 

sont les fonctions définies sur R par f(x Ceres F avec C € R. 

Soit deux réels x, et Yo : il existe une seule solution f de y = ay +b | 

(ae R*,be R) vérifiant F(Xo) = Vo- 

Exemple : 

Cherchons la fonction g, solution de (E) : y’'=2y-3 , telle que g(0)= 1 . 

On sait que g(X) = Ce2*+ ! où Cest une constante réelle. 

Alors g0)=1 = 5: 

Donc g est définie sur R par g(x) > e2X+ : : 

Croissances comparées 
Il s’agit de comparer le comportement des 

fonctions exp et In à celui des fonctions 

définies sur R par x x” (ne N*). 

Si nest un entier strictement positif : 

É In x : 
° | = 0 et lim x” In x = 0 ; 

x +œ X" x 0 

$ E* ; 
° lim —=+tœet lim x’e*= 0. 

x — +o X/ CS ENREES 

On peut retenir qu’au voisinage de + : 

e«toute puissance x deux,. ne N*, 

l'emporte sur le logarithme » ; 

«la fonction exponentielle l'emporte sur 

toute puissance x” de x, ne N* ». 

Application 

Pour les suites (,) et (v,) considérées sur le graphique ci-dessous, pour u, 

: : v 
à gauche de v,, lim —=#+0. 

n — +o U 

Vin LUE (nn)? = , nr? 22 ex 10” 

logarithmes puissances exponentielles 
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_ mThéorème 1 et propriété 1 

Pour a#0,(E) V'= ay + b équivaut à y'=ay+ 2). ; 

— DÉMONSTRATIONS 

a 

| Si on note z=y+2 alors z’= y’ et (E) équivaut à (E’) : z'= az. 

M Les solutions de (E’) sont les fonctions g définies sur R par g(x) = Ces 2CER- 

Les solutions de (E) sont donc les fonctions f définies sur R par f(x) + == gtx) , c'est-à-dire f(x) = Ce2*- È , C étant 
a 

une constante réelle quelconque. 

b 
CREER 

De plus, x) = Yo & C= TER Il y a donc une seule solution de (E) vérifiant x) = Jo. 
e 

# Théorème 2 
Pour x>0 et ne N* 

n * . “ . . n 

e pans pur, On sait que lim x?=+ et lim LPS (chapitre 5) donc lim l'est par théorème de 
FU Ton X— +00 fase. 1 Soon XI 

‘composition. Par suite, lim LR 
X—+o X1 

L — 

° xin x=-— À, On sait que lim ER donc, en utilisant le résultat précédent, lim x'In x=0O par théorème 
À Ÿ x 0+ X x= 0 

F4 

de composition. 

. Ge 2 =e*-ninx, De x-nin x= 1-7 1x) et lim re on déduit que lim x-nlnx=+c puis, 
x1 eninx EX EST CS X— +oo 

A nr Se 

2 : e 
par composition, que Im —=+o, 

NS Eæ x 

Pour tout x réel et ne N* 

xrex= CC, Comme lim (-x)=+, on déduit, par composition, en utilisant le résultat précédent que 
> 

X— —c 

; Ex : — x)" : . 
im ——=+ et donc que lim ia puis que lim x'e*=0. 

X— — co (—x)1 Xe Fes, Ce X— — © 

=> APPLICATION 

ETTTAI Déterminer une limite 

5 i i 2e Inix: : Déterminer > ce = x x Méthode 

Solution Les croissances com- 

1 Inx parées en l'infini per- 

Dot 0 Ex In x = x?|1 Pr ÉRNECIE mettent de savoir quel 

é terme « l'emporte » sur 

i l i In x _ les “autres et de le 
De lim CE NRCE lim es re) 

=> ee re le mettre en facteur pour 

on déduit par théorèmes d’opérations que : eine mdétennines 

lim x2-x-In x=+0. tion. 
x — +00 



3. 

Définition 1 = 

Propriété 2 = 

Règles de calculs 
algébriques 

Propriété 3 et 
définition 2 => 

Racine énième 

d'un réel positif 

Propriété 4 et 
définition 3 

La fonction 

racine énième 

166 = chapitre 6 Applications de l’exponentielle 

Puissance d’exposant réel 

A æ Notation al avec b réel et a réel strictement positif 

r . ee . . In _ 

On sait que, pour tout x réel strictement positif et p entier relatif, ePMx= x?. 

Si a est un réel strictement positif et b un réel quelconque, on appelle 

a « puissance » b et on note ab leréel ePMme : 

ab= era), pour ae R' DE R. 

Soit a, b, cet d des réels tels que a > 00 AUE 

in (ab) = bit ai dati atab ia 
a 

ANGES 
+ (ac) = acd ; °(ab})° = a°b° ; (2) re 

Remarque : Ces formules sont analogues à celles que lPon connaît déjà avec des 

exposants entiers. 

B Racines énièmes 

. Soit n un entier naturel non nul. Si a est un réel positif, l'équation 

x" = a admet une solution unique dans [0 ; +[, cette solution est 

appelée racine énième de a et notée n Ja. 

. Si a est un réel strictement positif, n Ja = a”. 

Exemple : 

1 
Pour x>0, x2 est une autre écriture de x: 

— 3 
aè=[4?) A CAC 

Si n est un entier naturel non nul, on appelle fonction racine énième la 

fonction f définie sur [0 ;+c[ par f(x) = x. 

1 1 

Sur ]0 : +o[, f(x) = x” et fest dérivable avec f’(x) = . 
n 

Remarques 

* fest strictement croissante sur [0 ; +col. 

Sin=1, f(x)=x,/fest dérivable en zéro et sa courbe repré- 
sentative est une demi-droite. à 

Sin =2,/fn'est pas dérivable en 0 mais sa courbe représen- 
tative admet une tangente verticale à l’origine du repère. 

°SipeZ,-ge Z*, la fonction f définie sur ]0 ; +[ par 

p LE 
f(x) = x4 est dérivable avec f(x) =? 9 pour x>0. 

q 



+ DÉMONSTRATIONS 

_ mPropriété 2 
4 En utilisant les propriétés des fonctions logarithme et exponentielle népériennes : 
+ In(a&?)=In(eb"2)= bin a pour a>0 ; 
si y=at+d avec a>0, alors y>0 et : 

AE Iny=(c+d)ina=cina+dina=lin(a)+1n(ad)=1In(acad) d'où y= acad : 
_ si y= (ab) avec a>0 et b>0, alors y>0 et: 

1 é In y=c In(ab)= c(in a+1n b)=cina+cin b=In(aCbe) d'où y= acbc. 

4 Les trois autres égalités se démontrent de la même façon. 

4 

. m Propriété 3 
_ Soit l'équation (E) : x7= a sur [O ; +[ où a est un réel positif ou nul. 

__ eSi a=0, la seule solution de (E) est alors x=0. . 

eSia>0, alors x>0O et on sait que si bet c sont deux réels strictement positifs, b=c& In b=Inc. 

1 
On a donc (E) & ninx=In a d'où (E) & In *== In a et par suite (E) & x=en"?. 

1 
(E) a bien une solution unique dans ]O ; +[ qui est Va=en"?, et si on utilise la définition de la puissance d’un 

1 
- réel positif, V/a= an. 

e Conclusion : (E) admet une solution unique dans [0 ; +[, pour tout az 0, et si a>0, cette solution peut 
1 

s'écrire ?/a= an. 

m Propriété 4 
1 

fL0 = e” MX_ eut avec u(x) = In x. 

La fonction u est dérivable sur ]0 ; +c[ et la fonction exponentielle est dérivable sur R, donc la fonction composée 

exp o u est dérivable sur ]0 ; +c[ et f’(x) = u’(x) x expou(x). 

1 

res il x à APR 
Ce qui donne f’(x)=e Dr 

il == OF - pour x> 

RE EP SERIE RS SR 

—> APPLICATION 

ETF Utiliser des exposants rationnels pour résoudre des équations 

Résoudre dans [0 ; +[ l’équation (E) : 5x(x? + x) = 3(1 + x5). On posera X = x x. 

Solution 

(E) peut aussi s’écrire 2x + 5x /x - 3 = 0. 
1 3 

Posons X = xx, X peut aussi s’écrire x! x? c’est-à-dire x? et de plus X = 0. 

(E) peut alors s’écrire 2X2 + 5X — 3 = 0. Cette équation a pour solutions : 

1 

WIL 

2 
1 AG REA “L 

Seule X, convient. Il faut alors résoudre, sur [0 ; +o[, x = 5° ce qui équivaut à X° — (3) nel 

1 
a (3) 

par suite à x =|3) 
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4. 

Définition 4 

Propriété 5 + SES 

168 = chapitre 6 Applications de l'exponentielle 

Fonctions exponentielles 
Les solutions de l’équation différentielle y=ay, «€ R* +, sont les fonctions 

f définies sur R par f(x) = Ge 

Il existe une unique solution telle que f(0)= 1, donnée par HTC AMO 

peut désormais écrire f(x) = (e*)* puisque e“ > 0. Autrement dit, f(x) = a* 

avec a=e*. 

Ces fonctions sont aussi appelées des fonctions exponentielles. 

On retrouve la fonction exp comme cas particulier pour & = Î ; c’est-à-dire a=e. 

Soit a un réel strictement positif, on appelle fonction exponentielle de 

base a la fonction f définie sur R par f(x) = a* = e* ha, 

Cas particuliers 

+ Sia=1,fest la fonction constante égale à 1. 

. Sia=e, fest la fonction exponentielle népérienne exp. 

La fonction fexponentielle de base a définie sur R par f(x) = a* est la compo- 

sée de la fonction linéaire x (In a)x suivie de la fonction exp. 

On obtient immédiatement par théorème de composition les résultats suivants : 

+ fest dérivable sur R avec f(x) =a*In a ; 

si a > 1, fest strictement croissante sur R et : 

lim a*=+c et Hm 00 
x — +00 X — — © 

«si0<a<l,fest strictement décroissante sur R et : 

Ho = OMRCE lim a=+. 
on CO LR 0 

On résume ces résultats dans les tableaux de variation suivants. 

Remarques 

+ Dans le cas où a > 1, le comportement est analogue à celui de la fonction exp qui 
correspond au cas où a=e. 

+ Dans le cas où 0 <a < 1 , le comportement est analogue à celui de la fonction qui à 

x associe e-* qui correspond au cas où a = à 
e 

° Pour a>0 et az 1, de la stricte monotonie dej; on déduit aï*=77=" x=. 
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=> ILLUSTRATION 
- N ; r: 

É = Fonctions exponentielles et suites géométriques ( q”) 
‘4 Pour g>0, et nentier naturel, qg7= exp,(n) où exp, désigne la fonction exponentielle de base q. 

La représentation graphique de la suite (q”) est donc formée, pour q>0, des points d'abscisses entières de la 
courbe représentant la fonction exponentielle de base q. 

Pour0<g<1 

=> APPLICATION 

EH Étudier des positions respectives des courbes C aix 

Le plan est rapporté à un repère (O ; z, 7) orthogonal. Me Va Fou 

1. Soit a et b deux réels strictement positifs avec a < b. | 

a. Étudier la position de C, et C, d’équations y = a* et y = b*. 

b. Quelle précision supplémentaire peut-on apporter sur ces deux 

à 1 
courbes dans le cas où b = - ? 

a 

2. On a représenté ci-contre les courbes d’équations suivantes : 

DZ np U0 2,0 v— 1,2" “et. y = 0,57, 

Retrouver l’équation de chacune des courbes. 

Solution 

1. a. La position respective de C, et C, est donnée par la comparaison de b*=e*Mbera*=exma, 
Or, pour tout x réel, b - a*=e*mb _exha, 
De 0 < a < b, on déduit que In a < In b. On distingue ensuite deux cas : 

six = 0,xin a < x In b puise*he<exhn b, soit a* < b* car exp est strictement croissante sur R ; 

six <0,xinaz>xinb d'oùe*Ma > ex, c’est-à-dire a* = BY. 

La courbe C, est donc au-dessus de la courbe C,, sur [0 ; +c[ mais en dessous sur IS SION 

PE . . . x 

b. Si b = 41 De (5) = a-*, Si on note exp, et exp, les fonctions exponentielles de bases respectives 
a a 

a et b, on a, pour tout x réel, exp,(x) = exp,(—x). 

Les courbes C, et C, sont donc symétriques par rapport à l’axe des ordonnées. 

2. Les courbes C, et C, représentent des fonctions croissantes. Ce sont les courbes d’équation 

Ml 27eiv 2% comme,l.2<2,0n déduit de la question 1 que la courbe C, est celle d’équation 

y = 2* et C, celle d’équation y = 1,27. 

Les courbes d'équations y = 2* et y = 0,5* étant symétriques par rapport à l'axe des ordonnées, on en 

déduit que C; a pour équation y = 0,5*. Pour finir, C, a pour équation y = 0,2*. 



1. Une utilisation en statistiques 

OBJECTIF : Réaliser un ajustement par la méthode de Meyer. 
| 

Au cours d’une expérience de physique, on a mesuré les variations de l'intensité I d’un courant | 

: , : 

(en mA) dans un circuit pendant qu’on augmentait la tension U (en V) aux bornes d’une lampe. 

Les résultats obtenus figurent dans le tableau suivant (k représente le numéro de la mesure). | 

1. Dans le plan muni d’un repère orthogonal, placer les dix points M, de coordonnées (1, ; U}) ; 

ce sera la figure 1. 
| 

Le but du TP est de trouver une fonction dont Ja courbe passe le plus près possible de ces dix points. 

2. Pour chaque valeur de À, on pose x}, — In I, et y, = In UP 

a. Recopier et compléter le tableau suivant (les résultats seront arrondis au millième le plus proche). 

b. Dans le plan muni d’un repère orthonormal, placer les dix points N,(x, ; y,) Sur une figure 2. 

c. Les dix points précédents sont pratiquement alignés, on va donc chercher une équation de droite 

passant le plus près possible de ces dix points. 

Déterminer les coordonnées de G isobarycentre des points N,, N,; N3; N, et N5; puis celles de 

H isobarycentre des cinq points restants. 

Placer G et H sur la figure 2 et tracer (GH). 

Donner l’équation réduite de la droite (GH). 

On dit que la droite (GH) ajuste linéairement le nuage formé par les points N,,..., N,5. 

La méthode utilisée est appelée méthode de Meyer. 

3. Dans la suite, on prendra comme équation de (GH) la « forme approchée » : 

V—2,012% 07495 

a. En posant x = In I et y = In U, déterminer a et f tels que UE I 

b. Soit la fonction f définie sur [0 ; +c[ par f(1) = 7,5 x 10-512-012. 

En remplaçant 1212 par e2012 h 1, étudier les variations de J. 

c. Tracer la courbe représentative de f dans le repère de la figure 1. 

Remarque : La formule théorique de physique correspondant à ces mesures est U = RIZ où 

R est la résistance de la lampe. 



TP 
2. La calculatrice a-t-elle raison ou tort ? 

OBJECTIF : Comprendre les calculs de racines énièmes faits par la calculatrice. 

1 Étude de la fonction racine cubique 
On appelle f la fonction x > 3/x sur [0 ; + |. 

a. Étudier le comportement de f aux bornes de son ensemble de 
définition. 

b. Calculer f’(x) sur ]0 ; +c[, en déduire le sens de variation de se 

c. Étudier la dérivabilité de fen O. 
.- On obtient la représentation graphique ci-contre (figure 1). Figure 1 

2. Tracé à la calculatrice 

Représenter la fonction f sur une calculatrice graphique. Pour de nom- 

breux modèles, la courbe qui apparaît sur l’écran est celle de la figure 2. 

Il y a évidemment une contradiction ! 

3. Explication 

Montrer que l’équation x? = a admet une solution unique x, dans R 

pour tout réel a (on pourra utiliser les variations de g(x) = x° sur R). Figure 2 

Soit la fonction h définie sur R par a > h(a), h(a) étant l’unique 

solution dans R de l’équation x? = a. C’est la fonction À que représentent les calculatrices et 

non la fonction f. Cela se produit pour toutes les fonctions racines énièmes pour n impair. 
1 

Remarque : Théoriquement, (-8)5 n’a pas de sens, pourtant la plupart des calculatrices 

donnent (-8) (1 = 3) = -2 (car -2 est la solution de x? = -8). Dans ce cas, il vaut mieux 

utiliser la notation ?/-8. 

3. Croissance comparée de n! et 5” 
OBJECTIF : Comparer n! et 5”. 

; , HA n! 
On veut étudier la suite (u,), ii» définie par u,, = He pour n = 0. 

1. En programmant une calculatrice, donner une valeur approchée à 10-° près des dix premiers 

termes de la suite. Que peut-on conjecturer ? 
Uy + 3  v Eve 1 

2. Soit la suite de terme général v, définie par v, = a pour n = 0. 
n 

Montrer qu’à partir d’un certain rang, on a v, > l.En déduire le sens de variation de la suite (u,,). 

3. a. Montrer qu’il existe un rang n, à partir duquel v, > 2. 
EC r à L&1(0 

b. Montrer que, pour tout 7 supérieur ou égal à 10, w,, > 2” UT: 

En déduire la limite de la suite (u,). 

4. Généralisation 
| 

n! AE _n! -. 

Reprendre les questions 2 et 3 pour la suite dont le terme général est æ, = D pour n = 0,pétant 

un entier naturel tel que p = 1 (il faudra bien sûr changer la valeur de n,). 
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A. Une application des ET 

différentielles à la biologie 

OBJECTIF : Utiliser une équation différentielle y = ay + b. 
| 

Une étude sur le comportement d’organismes vivants placés dans une enceinte close dont le milieu 

nutritif est renouvelé en permanence a conduit à modéliser l’évolution de la population par une 

fonction N telle que : 

(1) N(DE2N EE 0,0045(N(1))? 

où test le temps exprimé en heures (1 = 0), N(+) représente le nombre d’individus présents dans 

l'enceinte à l'instant r, et N(0) = 1000 est le nombre initial d'individus. 

Le but de l’exercice est de déterminer la fonction N. 

1. On se propose de remplacer (1) par une équation différentielle plus simple puis de la résoudre. 

a. On suppose que la fonction N ne s’annule pas sur [0 ; +[ et on pose, pour tout t = 0: 

1 
t)= ——. q(r) No 

Calculer la dérivée de la fonction g. 

b. Montrer que N est solution de (1) si et seulement si g est solution de : 

(2) g’(e) = -2q(c) + 0,0045. 

c. Donner la forme générale des solutions de (2), en déduire la forme générale des solutions de (1 }: 

d. Montrer que la solution de (1) vérifiant les conditions initiales est : 

1 
NE) = —< . 
@ 000225 20 00125 

2. Étude de la fonction trouvée 

On appelle (FF) sa courbe représentative dans un repère orthogonal (5 cm pour une unité sur l’axe 

des abscisses et 1 em pour 100 sur l’axe des ordonnées). 

a. Étudier les variations de N sur [0 ; +. 

. Montrer que ([') admet une asymptote (d) au voisinage de +c. 

. Donner une équation de (T) tangente à la courbe au point d’abscisse nulle. 

. Déterminer graphiquement puis par le calcul l'instant £ où la population initiale aura diminué 

b 

c 

d. Représenter (T°), (d) et (T) dans le repère. 

3 
de moitié. 

D'après BTS Analyses biologiques, 1998. 
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3 
1 

: 
{ 

} 

7 

EE Déterminer la limite des fonctions suivantes quand x tend vers + co : 

a; fx) = x2/x- In x pour x>0 ; b b. COTE 

(x) — x fx x) pour x>0. 

dpt 2 : 
lim — = 0, par propriété, et lim Nx=+, donc lim CES 

XD +o X X — +oo X — +00 x2 

. Comme lim x2=+0, Par théorème d’opération, lim _ JG) = +0, 
X — +00 

b e*n1,1 e*hl1 1 

Lx) = = x (In 1,1) 
11 (xIn 1,1)!1 

; ex 
Or lim xln1,1=+®,car in 1,1>0,et lim ——-=+ par propriété. 

X — +0 X—+> X11 

Ar) Le e*hnl, il 

Par théorème de composition, lim ———=-+,On en déduit que lim g(x)=+c. 
x—+ (xIn 1, te X — + 00 

24) 1. Dresser le tableau de variation de la fonction j définie sur R par f(x) = x + 1 — 2*. 

2. Résoudre l’inéquation 2* < x + 1 sur R. 

mn (x) =. him +1) car lim 2*=+0 et 
e* 

X — +co X — +oo In 2 2% FRE 

+ ; L'alr sip 1 A SITE ; t 
lim = Jim ——x——=0 (utilisation de la limite usuelle lim —=0). 

X 4e e*M2 %;_;+x e*M2 In2 Etre 

. lim/(x)=—c.car lim2*=0 et. lim (x+1)=-c 
X — —c X — —c X —> — co 

+ La fonction f'est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables et f’(x) = 1 —In 2 -2*. 

In(In 2) 

nn ! 
| RE D rs VE re E 

FF(x) =0 équivaut à 2*= BRL est-à-dire e*in2— ro” soit x In 2 = inf) et donc x=- 

; In(In 2 Dé 
f'(x) > 0 équivaut à 2*< _ , c’est-à-dire x < — me car In 2 est positif. 

On obtient alors le tableau de variation suivant (on remarquera que f(0)=f#(1)=0). 

Xo 1 se __In(n2) 

0 — 2 In? 

j— 

f(Xo) 

nn 

2. L’inéquation 2*< x+ 1 équivaut à f(x) 7 pes 

Par la réponse à la question 1, yes) Z 0 siet ds sixe [0 ; 1] et, par suite, l’ensemble des solu- 

tions de 2* < x +1 est S=[0 ; 1]. 

voir aussi exercices n° 39, 78,79 
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E Un problème de mélange 

Un réservoir contient dix litres d’air composé de 20 % d’oxygène et de 80 % d’azote. ; 

On injecte de l’azote, dans ce réservoir, à raison de 0,1 litre par seconde ; le même débit de gaz 

s'échappe du réservoir. Le mélange des gaz est supposé homogène. 

On appelle x(#) la proportion volumique d’azote contenu dans le réservoir à l’instant t et V(+) le 

volume d’azote contenu dans le réservoir à l’instant 1 ; t est exprimé en secondes et V(:) en litres. 

1. Quelle relation lie V(r) et x(r) ? 

2. Quel est le volume d’azote entrant dans le réservoir entre les instants f et £+ At» 

Quel est le volume d’azote sortant du réservoir dans le même temps ? 

3. En déduire la variation AV du volume d’azote contenu dans le réservoir entre les instants £ et 

1+ At ; puis la variation Ax du pourcentage d’azote. 

4. En faisant tendre At vers 0, montrer que la fonction x vérifie x/(t)=0,01(1 —-x(t)). 

5. Déterminer la fonction x(1). 

6. Au bout de combien de temps le réservoir contiendra-t-il 99 % d’azote ? 

1. Le réservoir contenant dix litres de mélange, par définition, on a V(E) =10%x(6); 

2. Le débit d’azote valant 0,1 L/s, le volume d’azote entrant dans le réservoir entre r et 1 + Ar est de 

0,1Ar. Le débit de sortie étant identique, le volume d’azote sortant du réservoir dans le même temps est 

0,1x(t)Ar car la proportion d’azote dans le mélange de sortie est x(t). 

(On suppose que At est suffisamment petit pour que l’on puisse considérer que la concentration en azote 

ne change pas entre les instants £ et + At.) 

3, La variation du volume d’azote entre 1 et 1 + Àt est: 

ANV=CLEX(T) )OATE 

Celle du pourcentage d’azote est : 

_AV_0.1 
TOME 

4. Comme x(1+ Ar) x(1)=0,01(1-x(r))Ar, la fonction x vérifie la relation : 

Ax (1—x(t))Ar. 

x’(1)=0,01(1—x(t)). 

Cela signifie que x est solution de l’équation différentielle y’ =0,01(1-Y), que l’on peut encore écrire 

y=—0,01y+ 0,01" 

$. En résolvant l'équation différentielle précédente, on trouve que x(1) = 1+Ke- lt où K est une 

constante réelle. Comme x(0) = 0,80, on trouve K en résolvant 1 + Ke? = 0,80. Donc : 

xt) —1= 02e 00% 

6. On résout 1 —0,2e-0.01:= 0,99 ; soit encore e- 011 = e donc 1=—100 in(>) = 100 In(20). 

Le réservoir contiendra donc 99 % d’azote au bout de 100 In(20) secondes , c’est-à-dire approximati- 

vement cinq minutes. 
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— EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Équations différentielles 

Résoudre les équations différentielles : 
a. y =4y+2 ; b-2y =51=23; 

F2 Lavecroc 
1. Résoudre l’équation différentielle (E’) : y =5%. 

*2. En posant z=- 2, déterminer les solutions de : 

y"=5y-2 (E). 

E Pour chacune des équations ares sui- 

vantes, donner la solution vérifiant f(a) = 

a. y —-3y=2, d= 0, b=1 ; 
DAT MHAMU= IE ai, D 3: 
CyY=2(VT 1), . b=4 

[4 | 1. Résoudre l’équation différentielle (E,) : 

y'=Rk(y-1) (ke R). 

2. Trouver k pour que (E,) admette comme solu- 

tion une fonction f telle que f(0)=2 et f(1)=4. 

E Suite à un incident nucléaire, on relève à l’ins- 

tant : (en heures) le nombre y(r) de particules 

radioactives recueillies par un appareil de mesure 
radioactive pendant une seconde. Une étude 
approfondie amène à faire l’hypothèse que y est 
solution de l’équation différentielle : 

(ŒE) y'=a(y-2) 
où a est une constante positive. 
1. Déterminer la solution générale de l’équation (E). 

2. Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = 170. 

3. Sachant que y(6) =9 , déterminer la valeur de a. 

6 | Dissolution 
On dispose d’une substance soluble dans l’eau. 

À l'instant = 0, on en verse 50 grammes dans un 
volume d’eau suffisant pour qu’elle se dissolve en 
totalité. On note x(:) la quantité dissoute à 

l'instant r ; x(£) est exprimée en grammes et £ en 

secondes. 
1. Modèle : on admet que la vitesse de dissolution 

de cette substance est proportionnelle à la quantité 

non encore dissoute. 

a. Justifier l’existence d’un réel X tel que : 

x’(t) =X(50 — x(r)). 

b. De quelle équation différentielle (E) la fonction x 

est-elle solution ? 

2. a. Montrer que x(1)=-50e-\+ 50. 

b. Sachant que les dix premiers grammes se dissol- 

vent en quatre minutes, déterminer À et exprimer 

x(r) en fonction de £. 

Effet Joule 
On se propose d’étudier l’échauffement d’un con- 
ducteur parcouru par un courant électrique 
d’intensité constante. Par effet Joule, le conducteur 
s’échauffe et sa température 8(r) (en °C) est fonc- 
tion du temps r (en secondes). 
À Pinstant := 0 de la mise sous tension, la tempé- 
rature du conducteur est 8(0) = 0 °C. 
Dans les conditions de l’expérience, le bilan 
énergétique se traduit par l’équation : 

0”(r) + 20X8(r) =2 

où À est une constante dépendant du conducteur et 
des conditions de l’expérience. 
On prend À=5x10-3s-1. 
1. Exprimer 6(:) en fonction de . 

2. Quel est le temps nécessaire pour que la tempé- 
rature du conducteur atteigne une valeur de 
10e 
3. Calculer la température limite du conducteur, 

c’est-à-dire lim A@(r). 
1— +00 

4. Tracer la courbe [représentative de 8 dans un 
repère du plan. 

184 La cuisson du jambon 

Une société produit des jambons industriels. Les 
jambons sont d’abord moulés, puis cuits à tempé- 

rature constante par convection. 
Chaque jambon est moulé à T,=10 °C avant 
d’être introduit dans un four maintenu à tempéra- 
ture constante de 75 °C. La température T(r) (en 

°C) au cœur du jambon vérifie à chaque instant t 

(1Z 0 en heures) l’équation différentielle : 

(E) + RSS IK 

K étant une constante positive dépendant des condi- 

tions de cuisson. 
1. Déterminer T en fonction de £, c’est-à-dire la 

solution de (E) qui vaut 10 en = 0. 
2. Au bout de neuf heures, la température à cœur 

atteint 62 °C. Déterminer la valeur de la constante K. 

3. Étudier la fonction 1— T(:) sur l’intervalle 

[1 ; 15] et tracer la courbe représentative de cette 

fonction. 

Ki On considère l’équation différentielle : 

(Ejev.-v=2e, 

1. Montrer que la fonction g définie sur R par 

e(x)= (2x 1 )e* * est solution de (E). 

2. Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si 

et seulement si f-g est solution de l’équation dif- 

férentielle (E’) : y -y=0. 
3. Résoudre (E’). 

4. En déduire toutes les solutions f de (E). 
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Ho) Soit (E) l’équation différentielle y+3y=X. 

1. a. Si P est une fonction polynôme solution de 

(E) , quel doit être le degré de P ? 

b. Déterminer une fonction polynôme P solution 

dé’(E)- 

2. Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si 

et seulement si f-P est solution de Péquation : 

(E’) y’+3y=0. 

3. Résoudre (E’) et en déduire les solutions de (E). 

M1 On considère l’équation différentielle : 

(EP ANIME 

1. a. Démontrer que la fonction w définie sur R par 

u(x)=xe2* est une solution de (E). 

b. Résoudre l’équation différentielle : 

(ES eeue 250 

c. Démontrer qu’une fonction v définie sur R est 

solution de (E) si et seulement si v —w est solution 

de (E;). 

d. En déduire les solutions de l'équation (E). 

e. Déterminer la fonction f, solution de (E), qui 

prend la valeur 1 en 0. 

2. Le plan est muni d’un repère orthonormal. On 

considère la fonctionf définie sur R par 

fx) = (x + 1)e2* et on note (C) la courbe repré- 

sentative de f dans ce repère. 

a. Étudier les limites de faux bornes de son ensem- 

ble de définition. 

b. Étudier les variations de f, dresser son tableau de 

variation et représenter (C). 

Croissance comparée 
Étude de fonctions 

12 Déterminer les limites suivantes. 

a. lim x2-3xinx;b. lim -x?2+1In(x+1); 
0 Dr Eee) X — +00 

l e*+l 

cs Im. 2et-x2+x; dim 
X — +o X à +oo 2% 

13 Déterminer les limites suivantes. 

a. lim x2Inx; b. lim xin- ; 
x — 0 x— 0 pe 

… mx ; 
c. lim — ; d. lim V/xinx. 

x—0 X x — 0 

Er] Déterminer les limites suivantes. 
! 5€ : Ÿ 

a. lim —— ; b. lim 
X — + 00 Inex X — + 00 In x 

c. lim xe *; d. lim x?2e*. 
X — — co X — +00 

») 
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e* In(2x) . 
i s b. l 

# sis x2—4 | LANDE en 5 +1 
C. lim : à Le] d. l Le ) 

X — +00 In X Cr Ma ce) er 

H6| Déterminer les limites suivantes. 

a. lim Vxin(2x5) ; b. lim xIn(x2+x); 
x — 0 

x— 0 ; 

c. lim (x7+1)e*; d. lin ÊTRE 
X — — co KA OS) 

H17| Soit f la fonction définie sur 10 ; +oof 

par /(x)=3x2-x#1-1Inx 

1. Étudier f (variation, limites). 

2. Donner une représentation graphique de f. 

Dans les exercices 18 à 20, étudier la 

fonction f et tracer sa courbe représenta- 

tive dans un repère orthogonal du plan. 

LE f0) = #2{1n x-3) sur JO ; +cof. 

19 fCO)E=x ES SunR. 

x 
Æ xx)= 2 sur 10 ; +1. 

21] avec ROC ; ; _— Ines 
1. On prend pour prérequis la limite de —— en + ce. 

Déterminer alors lim xinx. # 
x— 0 

2. Soit f la fonction définie par f(0)=0 et 

Ho ns 0! 

a. Étudier la continuité et la dérivabilité de fen 0. 
b. Dresser le tableau de variation de f et tracer sa 
courbe représentative dans un repère du plan. 

22| Pour tout # entier naturel non nul, on appelle 

f, la fonction définie sur ]0 ; +c{[ par: 

FO 1 + LE x 

55 
et C, sa courbe représentative dans le plan muni 
d’un repère orthonormé (unité graphique : 5 cm). 
Toutes les courbes seront tracées sur le même gra- 

phique. 
1. Etudier le sens de variation et les limites en 0 et 
+ des fonctions f, et f.. | 
Dresser leurs tableaux de variation. 
2. Tracer les courbes C, et C, . 
3. a. Etudier le sens de variation de f, et ses limi- 
tes en O et +c. 

b. Etudier le signe de f,,,(x)—f,(x) en fonction 
de x. Interpréter graphiquement. 



EXERCICES 

_ Racines énièmes 

[23 Résoudre dans ]0 ; +co[ : 
D D D 100. €. (x 1) —2. 

[24] Résoudre les équations : 

1 2 1 
a. x°=3;  b.x=5 ; c. (x+2)1=3, 

25| Résoudre les inéquations : 
5 2 

Man =2);e0 b:(x-2) <3,. 

26| Ecrire sous la forme d’une puissance rationnelle 

dex. : 
> 1 2 3 = en Me 2 VER 

a. (2 3) sb, xxx + cc : - d. Nx?22 

Simplifier les expressions suivantes. 
2 

A Va8C//4) 53300) 
JP 42713) 

28| En utilisant la formule : 

a—b3=(a-b)(a? + ab + b?), 

transformer l’expression de telle sorte que 

14=7/5 
son dénominateur soit un entier. 

[29 Calculer la dérivée de f. 
1j 5 

a. Go) = 53/x ; b. FL) = x4 + xd ; Ca) ES 
5) 

És ul 

d. (x) — x 1(x= 1)? de deux façons différentes. 

E] Soit la fonction f définie par : 

f)=#/(x-1)2 sixzl1. 

1 Calculer //(x) pour x > 1° 

2. Étudier la dérivabilité de fen x, = 1 ; interpréter 

graphiquement. 

31| Étudier les fonctions suivantes : 
4 

a. fx) = x° sur JO ;+c[ et f(0)=0 (étudier la 

dérivabilité en O) ; 
ñ 

b. f(x)=x? sur JO ; +oœ[ et f(0)=0 (étudier la 

dérivabilité en O0) ; 
2 

c'Hx)= x sur J0 ES f- 

Fonctions exponentielles 

r . b ++ 

E] Écrire sous forme a ,avecaeR etbeR : 
Fr} 

e2in5 ; e-n3 ; eTinz ; e(n5) k 

[33] Comparer sans calculatrice les réels : 
4 

1 : A. 2 Pet b. 165 et 23. 

Pour les exercices 34 à 36, résoudre les 
équations données dans KR. 

ET] à. 102*-5 = 100 : 
co 75=2— ]4 

DEC. 
d'il 

LE 6 B5ES A: — 32x-3 : 

SON 2 
b.2-52-*-5.23:+2; 
d. 2*+1.3*=62x, 

ET à. 4% 0%] = 8% (poseriX #2"): 
b:97= 8 550 
C: 2x+149x+2-5x-1,5x-2. 

137] Résoudre dans R : 

222 10 

CHOB)EMIOE 

b. 5x+1 — 52x+3 ; 

d. (0,2}° = (0,2)-*+2. 

38 Étudier sur R les fonctions définies par : 
1 

a. f(x) =4* ; b. g(x) AE ; 

c. A=fÎ+£. 

[39 Soit les fonctions f et g définies sur R par : 

BEAIBEE SF= 3 fD=— —- 
On note respectivement (C) et ([') les courbes 

représentatives de f et g dans un repère orthonormal. 
1. Etudier la parité de f et g. Etudier les variations de 

fet g et dresser leurs tableaux de variation complets. 
2. Déterminer les limites de f(r)-g(r) en —-® et 

+ co, Interpréter graphiquement. 
3. Représenter (C) et ([°) dans un même repère. 

et 2(:)= 

El La croissance d’une culture de bactéries est 

modélisée par la fonction C définie sur R° par 
C(t)=15,9t où r désigne le nombre d’heures 

écoulées depuis le début de l’observation et C(+) le 

nombre de bactéries à l’instant r (1= 0). 

1. Combien y aura-t-il de bactéries au bout d’une 

heure ? au bout de 15 minutes ? 
2. Au bout de combien de temps le nombre initial 

de bactéries aura-t-il doublé ? aura-t-il été multiplié 

par 1 000 ? 

3. Peut-on dire que la population de bactéries aug- 

mente à une vitesse proportionnelle à la population 

présente ? 
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> Que sais-je ? 

Vrai ou faux ? 
Pour chaque affirmation, la justifier par une 

démonstration ou exhiber un contre-exemple. 
3,4 

El pour a>0,on a [a?a à a, 

42 Si une population augmente de 0,3 % par an, 

alors, elle augmente de 3 % en dix ans. 

EE] La fonction xr> 3-* est définie si et seule- 

ment si x>—In 3. 

44] Si la fonction y est solution de l'équation dif- 

férentielle y’ = y+ 1, alors la fonction =" véri- 

fie w +u+u2=0. 

ET La fonction définie sur R* par #(x) 4/3 

est dérivable en 0. 

460 fonction définie sur R par u(x) = 2xe-* 

est une solution de l'équation différentielle 

D'HIVER. 

sir est définie sur ]O ;+c[ par f(x) = EL 
x 

alors f’(x) =— 
1 

3x3/x 

QCM 
Indiquer les réponses justes pour chaque ques- 

tion (il peut y en avoir plusieurs). 

[7] Positif ? 
2 

Pour x > 0, on définit u(x)=5- x. 

Alors u(x) > 0 équivaut à : 

AL O0S 02,25 : 

C0 2:25 15. - 

1 Une population 
Une population augmente de 9 % par an. Alors 

elle double approximativement en : 
A. 8 ans; B. 10 ans; G12;an$s. 

1] Dérivabilité 
La fonction f est définie sur [0 ; +c[ par: 

5 

f(0)=0 et f(x)=x? pour x>0. 

A. f n’est pas dérivable en 0; B. f’(0)=0 ; 

C. f'(x)=x4/x pour x>0 ; D. f'(O)=2. 
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48 RE ES 
Oo HCX)e 

49] lim x2e-Mx*=0. 
x — +00 

50] La fonction f étant définie sur [O 3 +o[, par 

f(x) = 3x3/x, la tangente à la courbe représenta- 

tive de f au point d’abscisse x= 1 a pour coeffi- 

cient directeur 4. 

51] La fonction f:xr>2*-4x est définie sur R. 

In(In 2) 
3 +oof. 

In 2 [ Elle est croissante sur |2 — 

F1 La limite en 1 de la fonction f, définie sur 

. co — A 11 34e par A9 = 
égale à +, lorsque a < 0. 

, où « est un réel, est 

53h existe au moins un réel x tel que 

34x92 x 32*+42 soit nul. 

1 

57 Équation différentielle 

On considère l’équation différentielle (E) : 

V+2V— 1 

A. La fonction t—>e-2t+e-M2 est solution de 

(E). 
B. Les solutions de (E) sont les fonctions 

tr ke2t + : avec À réel. 

C. La solution g de (E) telle que g(0) = -; est la 

1-2e72 
fonction g(t) = ; 

58] Trois écritures 

Soit (E) l’équation 4y’-y=0. 
Les solutions de (E) sont les fonctions f de: la 
forme : 

A. f(x) = ke4* avec À réel ; 

Br = Rex avec À réel ; 

Cu) = avec À réel. 
e ba 



Objectif BAC 

+ Un sujet vu au BAC (extrait) 
159) L'étude en laboratoire d’une population de petits rongeurs montre que sa croissance est expo- 
nentielle. En réalité, dans le secteur observé d’une région donnée, un prédateur empêche une telle 
croissance en tuant une certaine quantité de rongeurs. On note u( t) le nombre des rongeurs 
(exprimé en milliers) vivant au temps r (exprimé en années) dans cette région et on admet que la 
fonction ainsi définie satisfait aux conditions suivantes : 

VHS SREOTS (E,) 

(E) 12 
u(0)=1 (E;) 

1. On suppose que, pour tout réel positifs, on a u(t)>0. On considère, sur [0 ;+c[, la 

fonction k définie par h= =. Démontrer que u satisfait aux conditions (E) si et seulement si k 

satisfait aux conditions : 

; 1 1 ’ 
h'(t)=-=h — (E) (ar AG D (ÆEn 

h(0)=1 (E;) 

2. Déterminer l’expression de h puis de u. 
3. Comment se comporte la population quand t tend vers l’infini ? 

Bac S national, 2005. 

Question 1 : L’énoncé demande 
1 1 : squival, I di- 

1. ° On pose A=- = u ==. Supposons que  satisfasse les con- EEE AO EN 
P u h BE CHEF ions (E) et (E’). Il faut donc 

#5 ira de Re , : démontrer les deux implications : 
ditions (E). On a (0) = (0) = 1. La condition (E;) est remplie. (E) = (EEE) 

1 h' Il faut aussi penser à vérifier à 

*u=-— donne u’=-—.On remplace dans (E,) qui devient : chaque fois les conditions 1 et 2. 
h h? L'hypothèse de l’énoncé u(t) > 0 

pour tout t assure que tous les cal- 
culs sont définis. 

HÉPETS SRE 
CAG)I2 4 kG) 12 [x 

1 sn 
E Itipliant par —[h(t)]2, on a h’(t)=—- h(t) + — soit (E'). 

+ on a se M mnt 12 2 Question 2 : Voilà le but de l’idée 
Réciproquement, supposons que  satisfasse les conditions un peu « magique » du changement 

/ 

(E”). On en déduit u(0) = —— = 1 (E;) et h’= == : de variable h =: : se ramener à 
u 

(2) jury 1 une équañon du cours du type 

D'où - — => ——+—. En multipliant par -[w(1)]?, on y’=ay+b, qu’on sait résoudre. 
LEADI2 4u(G) 12 

2 

obrient u/(5)= #00 - HOL soit (E,). 4 Question 3 : Contrairement au 

: ; 7 À 1 
2. D’après le cours, les solutions de l’équation (tr) = — 2 h(t) + 

£ t 

sont les fonctions y=ke + 5 avec À réel quelconque. La condi- 

12 

Ë ; AS EEE" 102 
tion initiale A(0) = 1 implique FRS d’où RD => F5 4; 

étre PTE 
On en déduit u(t) = PES TTL 

}J+2e + 
L 

3. Quand s tend vers +, e 4 tend vers 0 et u(t) tend vers 3. 

1 modèle «sans prédateur » où la 
population de rongeurs tend vers 
l’infini de manière exponentielle, 
la population tend ici vers une 
himite fime : elle triple ! 

chapitre 6 Applications de l’exponentielle = #79 



=> EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

LA 

Equations différentielles 

[60 Retard à l'allumage 

On s'intéresse à l’intensité : du courant électrique 

dans un circuit RL soumis à une tension constante 

E à partir de l’instant :=0 (où on ferme l’interrup- 

teur). 

Le circuit est représenté ci-dessous. 

On établit en physique que 7 est une fonction du 

temps £ qui vérifie la relation : Sie a +Ri,où E, 

Let R=r+7r sont des constantes positives. 

1. Déterminer les solutions de cette équation diffé- 

rentielle. 

2. Sachant que (0)=0, déterminer l’expression 

de i(t) en fonction de L,Ret E. 

3. Déterminer la valeur limite I, de z(1), corres- 

pondant au régime permanent. 

4. Donner une allure de la courbe représentant z en 

fonction de r. Expliquer le titre. 

$. Exprimer le temps #,,, auquel l'intensité du 

24 courant est 2 0: 

61} Le thé d’Isaac 

Isaac se verse une tasse de thé brûlant (80 °C) et 

s'intéresse à la température T(:) du thé : minutes 

plus tard. T(r) est exprimée en ‘C. 
On admet que la loi de refroidissement de Newton 

peut s'appliquer à cette situation : la vitesse de 

refroidissement d’un corps inerte est proportion- 

nelle à la différence de température entre ce corps 

et le milieu ambiant. 
1. Sachant que la température ambiante est de 
21 °C, écrire une équation différentielle vérifiée par 

la fonction T. 
2. Résoudre cette équation différentielle. 

3. Sachant qu’au bout de cinq minutes, le thé est 
encore à une température de 70 °C, montrer que : 

t 

49 3 a =59(5) DILE (t) 59 HDil 

4. Au bout de combien de temps la température du 
thé sera-t-elle inférieure à 40 °C ? 
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O1 MEN On se propose de résoudre l’équa- 

tion différentielle (E) : »’+y=x+1,y étant une 

fonction réelle de la variable réelle x. 

1. a. On pose z=y-x ; écrire l'équation différen- 

tielle (F) vérifiée par z. 

b. Résoudre (F) puis (E). 

2. On appelle y, la solution de (E) telle que 

y,(0)=a (ae R) et (C,,) la courbe représentative 

de y, dans le plan muni d’un repère orthonormal. 

a. Étudier les variations de y, et donner l'allure de 

(C,) dans les trois cas suivants : 

a < 040) 4707 

b. Montrer que, pour tout réel a, la tangente 4 (2) 

au point d’abscisse — 1 passe par l’origine des axes. 

3. Plus généralement, nous allons montrer que tou- 

tes les tangentes aux courbes (C,) en un point 

d’abscisse x, donnée se coupent sur (Co): 

a. Donner une équation de (T,) , tangente à (C,) 

au point d’abscisse x, . 

b. Déterminer les coordonnées du point d’inter- 

section de (T,) et (T,) pour a # b et conclure. 

Œ On cherche une fonction jf définie et strictement 

positive sur R+ qui soit solution de équation dif- 

férentielle (E) : y =2y-7? et vérifie f(0)= 1. 

1. Montrer que f'est solution de (E) si et seulement 

: : 1 : 
si la fonction g = î est solution de : 

(FT 2 TETE 

2. a. Résoudre (E”). 
b. Calculer g(0) et en déduire g(t). 

c. Déterminer f(r) et vérifier que f{(r) > 0 sur R*. 

1. Traduire « f est solution de (E) », «g est solu- 

tion de (E°) ». 

Ütlser tes dou res 
E 

Avec des fonctions puissances 

[64] Sans utiliser de valeurs approchées, classer les 

nombres suivants par ordre croissant : 

328 AIS NIS ET SO O0 

CA Soit a = 3/25 + 10./5 + 3/25 - 10,5. 
On veut montrer que a est un réel très simple. 
1. Grâce à la calculatrice, quelle hypothèse peut-on 

faire sur la valeur de a ? 
2:Calculer 4 454t 
3. Montrer que l’équation x? — 15x — 50 =0 admet 
une unique solution réelle. Conclure. 



EXERCICES 

Œ Soit f la fonction définie sur R+ par f(x) = ; 
1 + Re 

1. Étudier et interpréter la dérivabilité de fen 0. 
2. Étudier les variations de 1: 

67 Soit la fonction f définie sur [-1 ; +1] par : 

3 1 
(1-x)2(1+x)2sixe]-1;1l 

f-1)=0 
On note (C) sa courbe représentative dans un 
repère orthonormal. 

| 1. Etudier la dérivabilité de f en -1 et +1 ; que 
- peut-on en déduire pour la courbe (C) ? 
2: Calculer la dérivée de f sur ]-1 ; +1[ ; en 

déduire le sens de variation de fsur [-1 ; +1]. 
3. Représenter (C). 

68] Soit, dans un même repère orthonormé, les courbes : 

° (T) d’équation y=eln x, pour x>0 ; 

* (C,) d’équation y = n'x,pourn>=0etne N*. 

1. On pose f,(x) = n'/x-elnx, DOUr RS UrET 
ne N*. 
a. Etudier les variations de f, ; en déduire le signe 
de jf, ; interpréter graphiquement. 

b. Montrer que (C,) et (l°) ont un point commun 
et que leurs tangentes en ce point sont identiques. 
2. Tracer (C,), (C,) et (T°), ainsi que leurs tan- 
gentes remarquables. 

é 169] Soit la fonction f définie sur R par : 

f(x) = x2erT 
1. Étudier les limites et les variations de f. 

2. Étudier la position relative de la courbe (C) qui 
représente f et de la courbe (E) qui représente la fonc- 

tion x e”. Construire (C) et (E) dans un même 
repère orthonormal. 
3. Soit un réel m tel que m>e. La droite d’équa- 
tion y =" coupe la courbe (C) en un point À et la 

courbe (E) en un point B. 
Déterminer "= tel que AB = 1. 

70 Des fonctions puissances à exposant réel 
1. Soit la fonction f définie sur [0 ; +c[ par 

fx) = x°2 si x>0 et f(0)=0 
a. Six>0, f(x) peut alors s’écrire e/2inx, 

Étudier le sens de variation de f sur ]0 ; + #5 3 

b. Étudier la limite de fen +c. 

c. Étudier la dérivabilité de f en 0 et en tirer une 

conséquence graphique. 

2.On définit sur [0 ;+c[ la fonction g par 
1 

Lx) x x2 si x>0 et g(0)=0 

Reprendre la question 1 pour étudier £. 

3. On définit sur [O0 ;+c{ la fonction h par 

h(x) = x 2 , étudier les variations de k et ses limi- 

tes aux bornes de ]0 ; +c{. 

4. Représenter dans un même repère orthonormal 

les courbes de f, g et A. 

Fonctions xt x" où « réel 

Soit à un réel et f, la fonction qui à tout x>0 
associe TONER 

1. Ecrire f(x) sous forme exponentielle. 
2. On suppose a < 0. 
a. Étudier le sens de variation de Te 

b. Déterminer la limite de 1e en + eten 0. 
c. Tracer dans un même repère orthonormé du plan 
les courbes C,, représentant f, pour : 

a ==0 "a =] et a=- 1,7. 

3. On suppose a > 0. 

a. Etudier le sens de variation de f, et ses limites 
enOet +c, 

b. On pose g,(x)=x% si x>0 et g,(0)=0. Justi- 
fier que la fonction g, est continue en 0. Est-elle 
dérivable en 0 ? 

c. Tracer sur le graphique de la question 2 que les 
courbes [°, représentant les fonctions g, pour : 

a 

GES (NT ET = AN = 7 or, 

[72] In et les puissances réelles 

Partie À 

On sat que, Sur ]0 5 el a Cour0env=In x 

est située sous la courbe C, : y= x. 

: 2 
Etablir cette propriété, à l’aide de la fonction dtelle 

que d{x) = 4/x- In x, pour x>0. 

Partie B 
On souhaite, plus généralement, étudier la position 
relative sur ]0 ; +œ[ des courbes C, :y=x® et 

F : y=In x, selon les valeurs du réel strictement 
positif «. Pour cela, on définit pour « > 0, la fonc- 
tion d,, telle que d, (x) =x®-— In x, pour x> 0. 

1. Étude du cas a = ; 

a. Étudier les variations de la fonction d , ©t montrer 

3 

que l'équation d,(x) =0 admet deux solutions a et b 

3 
dont on déterminera un encadrement de longueur 0,1. 

b. En déduire le signe de d, et interpréter graphi- 

quement. ; 

2. Étude du cas général 

a. Étudier les variations de la fonction d, et en 

_1 

déduire qu’elle admet au point x=a % un mini- 

mum 7”, que l’on calculera. 

b. Étudier le signe de m 4 Suivant les valeurs de @ 

et préciser pour quelle valeur «&, de à, m,=0. 

c. En déduire le nombre de points d’intersection 

des courbes C,, et [selon les valeurs de a. 

d. Justifier que C, et [sont tangentes (c” est-à- 

dire, admettent une tangente commune C1) 

3. Construire, dans un même repère orthogonal, 

les courbes l”, C,, C;; C, et la tangente Ce 

FAT e 
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a contre b } 

a et b étant deux nombres réels strictement positifs, 

on veut comparer ab et b sans recours à la calcula- 

: 10 T 
trice (par exemple, comparer T et /10 ). 

1. Établir l’équivalence : 

d>be Bet 

2. Soit la fonction f définie sur ]0 ; + | par: 

In x 
f(x) = pe 

a. Étudier le comportement de f aux bornes de 

]0 ; +oof. 

b. Étudier les variations de f. 

3. À l’aide de ce qui précède, comparer a et b4 

dans les cas suivants : 
O<a<b=enuete=a<0v. 

[74 (1+x)" contre 1 + x” 

Soit r un nombre rationnel positif ou nul. 

Soit la fonction f définie sur ]0 ; +c[ par: 

FC) RX) EE XEAIE 

1. Étudier les variations de f dans le cas où 

re ]0 ; 1[. En déduire le signe de f. 

2. Étudier les variations de f dans le cas où 

re ]1 ; +o[. En déduire le signe de f. 

3. Étudier les cas où r=0 etr=1. 

4. En déduire que pour tout x strictement positif : 

(1+Ex) = L+ x" sire [0 11; 

(1x) xt sine (15; ol 

75 Une famille encerclée 

Soit 7 un entier naturel et f, la fonction définie sur 

ne : 
NN INSE NA) TE ES EN 

(0) = ,(1)=0. 
Le plan est rapporté à un repère orthonormal 

(unité graphique : 10 em). On note (C,,) la courbe 

représentative de la fonction },. 

1. Montrer que (C,) est un demi-cercle dont on 

précisera le centre et le rayon. 

2ASOit HU. 

a. Calculer f} (x) pour 0 <x< 1 et montrer que 

JAbier ( + ;) —(n+1)x ont le même signe. 

b. Étudier la dérivabilité de 1 ET OIL: 

c. Donner le tableau de variation de f,. 

(On ne demande pas le calcul du maximum de j,.) 

3. a. Soitre DURE 70 

Étudientesionedef er, (x); 

b. En déduire les positions relatives des courbes 

(G;) et (2 1) Q 

c. Tracer (C,), (C,) et (C,) dans le même repère. 
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Exponentielles de base a 

Pour tout X réel, on pose : 

P(X)= 3X2-10X +3. 

1. Factoriser P(X). . 

2. En déduire les solutions des inéquations suivantes : 

10 
a. 32:-10x3*+3>0; b. DÉERIE N 

Soit l’équation différentielle sur R : 

(E) y’+yIn3=2*Mm6. 

1. Montrer qu’il existe un réel strictement positif a 

tel que la fonction xr> a” soit une solution 

particulière de (E). 

2. Soit une fonction dérivable sur R. 

On pose f(x) = u(x) x 2*, pour x réel. 

a. Prouver que f est solution de (E) si, et seule- 

ment si, v est solution de l’équation différentielle : 

(E) y’+yIn6=In 6. 

b. Résoudre (E’) et en déduire toutes les solutions 

de (E)- 

c. Déterminer la solution jf, de (E) telle que 

f(0)=0. 

3. Étudier la fonction x 2*-3-* et dresser son 

tableau de variation complet. 

78] Par l’absurde 

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2* + x. 

1. a. Étudier les limites de f aux bornes de son 

ensemble de définition. 

b. Étudier le sens de variation de f. 

2. Montrer que, pour tout ne N, l’équation 

2*+x=n admet une solution unique dans R que 

lon notera u,. 

3. On considère la suite (u,), : \- 

a. Montrer que cette suite est strictement croissante. 

b. Montrer que si on suppose que cette suite admet 
une limite finie €, on aboutit à une contradiction. 

c. En déduire la limite de la suite (u,), : \- 

[79] Solutions non triviales 

Le but de l’exercice est de déterminer si l’équation 
2*+3*=5* admet d’autres solutions dans R que la 
solution évidente x=1. 

1. Expliquer pourquoi passer au logarithme (...) ou 
à l’exponentielle (...) ne donne rien d’intéressant. 

2 Onposé (x) = 2255257" pour reel Retro 
cherche à savoir comment varie la fonction +. Câälcu- 
ler @’(x) ; l'étude de son signe paraît-elle réalisable ? 

2) nf 3) 
3. On pose fa = (5) +0) , pour x réel. 

a. Justifier que f est une fonction décroissante. 

b. Déterminer les limites de fen +c et en —c., 

c. En déduire le nombre de solutions de (E). 



Fi 
“# — PROBLÈMES 

EXERCICES 

[80 fvu au BAC] On se propose de résoudre l’équa- 
tion différentielle (E) : y -2y=2(e2*- 1). 

1. Montrer que la fonction À définie sur R par 
h(x) = 2xe2*+ 1 est solution de l’équation diffé- 
rentielle (E). 

2. On pose y=z+}. 
a. Montrer que y est solution de (E) si et seule- 
ment si z est solution de l’équation différentielle 
2e 2m): 
b. Résoudre cette dernière équation différentielle 
et en déduire les solutions de (E). 

3. Démontrer qu’il existe une solution et une seule 
de (E) s’annulant en O. 

4. On considère la fonction g définie sur R par : 

g(x) = (2x - 1)e2*+1. 

a. Déterminer le sens de variation de la fonction g 
et ses limites en +c et —c, 

b. Tracer la courbe représentative de g dans un 
repère orthogonal du plan. 

[81| Une réaction chimique 
On considère la transformation de l’iodure de tertio- 
butyle en hydroxyle de tertiobutyle et iodure 
d’hydrogène. On note c(r) la concentration 
molaire en hydroxyde de tertiobutyle obtenue dans 

la réaction à l’instant r. 

On émet l’hypothèse que la vitesse de formation “ 

d’hydroxyde de tertiobutyle en fonction du temps 

vérifie l’équation différentielle : 

(E) “ +0,33c= 0,034 32. 

1. a. Donner la solution générale de cette équation 

sur l'intervalle [O0 ; +c[. 

b. Préciser la solution particulière vérifiant c(0) = 0. 

2. On note x(r) le degré d’avancement de la réac- 
tion à l'instant £, c’est-à-dire le quotient de c(£) par 
la concentration molaire initiale de l’iodure qui 

vaut ici 0,104 mol - L-!. 
a. Vérifier que x(r) = 1 -e035t. 

On note (C) la courbe représentative de x dans un 

repère orthogonal (unité graphique : 1 cm sur l’axe 

des abscisses et 5 cm sur l’axe des ordonnées). 

b. Étudier le comportement de x en +®, préciser 

l’asymptote (D) à la courbe (C). 

c. Déterminer le sens de variation de x sur 

[O ; +c[ puis dresser son tableau de variation. 

d. Représenter (D) et (C). 

3. Déterminer, par le calcul, le temps à partir 

duquel on peut prévoir que le degré d'avancement 

de la réaction sera supérieur ou égal à 0,98. 

[82| Analyse thermique 

Lors de la réalisation d’une analyse thermique, la 
différence de température 6 entre le four et un 
échantillon, considérée comme une fonction du 

temps, vérifie l’équation différentielle : 

(E):50"+K0 =V,. 

0 est en °C;restens, V, qui représente la vitesse 

de montée en température à l’instant initial est en 
°C:s-! et K qui représente le coefficient de diffu- 
sion thermique est en m?-s-1. 

1. Donner la solution générale de (E) sur [0 ; +cof. 

2. a. Sachant qu’à :=0 on a 6=0, montrer que : 

V 
= (1-e &), 

b. Exprimer alors £ en fonction de 6, V, et K. 

c.ÆEnmprenant Vi= 0er Rx 10, 0mdete 
rminer, pour 0 = 40, la valeur exacte de z puis une 
valeur approchée à une seconde près. 

3. Soit la fonction 6 définie sur [0 ; +c[ par 
5 

O(r) = . Chers TON), 

Faire l’étude complète de la fonction 8 et dresser 
son tableau de variation. 

[83] Taux d’alcoolémie 

Une personne absorbe, à jeun, une certaine quantité 
d’alcool. Son taux d’alcoolémie, noté a(t), est fonc- 

tion du temps £ écoulé depuis l’ingestion (1 = 0). 
On exprime t en heures et a(r) en g-L-!. 
On admet que a est solution de l’équation différen- 

tielle (E) : y’ +y=Xe *, 
où À est une constante qui dépend de la personne 

et des conditions d’expérimentation. 

Partie À. Résolution de l’équation (E) 
On pose, pour tout £ appartenant RT, h(r) = Xte-". 

1. Montrer que la fonction k est solution de (E).. 

2. Montrer que la fonction f est une solution de 
(E) sur R* si et seulement si f—h est solution de 

(Er EVE O0. 

3. En déduire toutes les solutions de (E), puis que 

alt) =Nté. pour. = 0. 

Partie B. Étude de fonction 
On suppose dorénavant que À =5. 

1. a. Dresser le tableau de variation de la fonction a. 

b. Déterminer le taux d’alcoolémie maximal et le 

temps au bout duquel il est atteint. 

2. a. Tracer sa courbe représentative dans le plan 

muni d’un repère (O ; 1,1) ; on prendra pour unité 

graphique 2 cm en abscisse et 5 cm en ordonnée. 

b. Au bout de combien de temps (arrondi à cinq 

minutes près) cette personne aura-t-elle un taux 

d’alcoolémie qui restera inférieur à 0,5 g: etre 
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[84 Évolution d’une quantité de bactéries 

Dans un milieu de culture, une population micro- 

bienne évolue au cours du temps. Elle passe de N;, 

éléments à N, éléments au bout de 15 heures. 

Si on note N(r) le nombre de bactéries au bout de 

t heures, on admet que N(r)=N,: ekt où À est une 

constante dépendant du type de bactéries et Z est 

exprimé en heures. 

1. En utilisant N(15)=N,, exprimer ken fonction 

de N, et de N, puis démontrer que : 

ND =N (NT 
2. On suppose que la population a triplé au bout de 

15 heures. 

a. Exprimer N(r) en fonction de :, étudier les 

variations de N sur [0 ; 15] et dresser son tableau 

de variation. 

b. On prend dorénavant N,=1 000. Tracer la 

courbe représentative de N sur l'intervalle [0 ; 15]. 

c. Au bout de combien de temps la population 

dépasserait-elle 10 000 bactéries ? 

3. Au bout des 15 heures, on verse dans le milieu 

un antibiotique qui détruit les bactéries. On admet 
t—15 

que, pour 1 15, N(t)=3 000 (à F0 

a. Étudier les variations de N sur [15 ; +cœ[ et 

compléter la courbe de la question 2b. 

b. Au bout de combien de temps les bactéries sont- 

elles toutes mortes (N(r) < 1) ? 

[85 Nombre de solutions 

On se propose de déterminer le nombre de solu- 

tions dans R de l’équation 2*=2(x +1). 

Soit f la fonction définie par f(x) =2*-2(x+1), 

pour tout réel x. 

1. Déterminer les limites de fen + et —c. 

2. Calculer f’(x) et étudier son signe (on donnera 

la valeur exacte et une valeur approchée à 1072 

près du réel x, tel que f’(x,) = 0). 

3. Dresser le tableau de variation de f (on ne calcu- 

lera pas f(x,) mais on montrera que f(xç) = 0 } 

4. En déduire que l’équation 2*=2(x+1) admet 

deux solutions a et fi, avec a <x,<. 
Montrer que f est un entier naturel et donner un 

encadrement de longueur 10-2 du réel «. 

5. Applications 
a. Justiier que, pourtout.x=3,2%=2(x+ 1)" 

b. On admet que lorsqu'on lance nfois, n=2, 

une pièce de monnaie bien équilibrée, la probabi- 

nt 
on 

Combien de fois doit-on lancer la pièce pour que 

lité d’obtenir au plus une fois Pile est p,, = 

«tes +1 nr sise La 
p, soit égale à 5 ? supérieure à 5 ? inférieure à ; o 
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(86) Optimisation 

Une entreprise a décidé de mener une campagne 

publicitaire par correspondance. Le but du pro- 

blème est de déterminer le nombre d’envois per- 

mettant à l’entreprise de réaliser le bénéfice maxi- 

mal. 

1. Soit la fonction R définie sur [0 ; + co|[ par: 

Rx) - 10% 0:85". ze 

a. Déterminer la limite de R quand x tend vers +. 

b. Étudier les variations de R et dresser son tableau 

de variation. 

2. Si x représente le nombre d’envois, en dizaines 

de milliers, une étude préalable a montré que le 

montant total en euros des recettes attendues à 

l'issue de cette campagne peut être estimé par 

R(x) pour xe [0 ; 10]. 

a. Représenter R sur l'intervalle [O0 ; 10]. On choi- 

sira comme unités 1 cm pour 1 sur l’axe des abscis- 

ses et 1 em pour 5000 sur l’axe des ordonnées. 

b. On suppose qu’il y a au moins 10 000 envois. Le 

coût de la campagne publicitaire pour les 

10000 premiers envois est de 3000 euros, chaque 

envoi supplémentaire coûte 0,23 €. Montrer que le 

coût total en euros de cette campagne est : 

C{(x) = 700 + 2 300x pour xe [1 ; 10]. 

Représenter le segment de droite correspondant 

sur la même figure que la courbe de la fonction KR. 

3. Le bénéfice tiré de cette campagne publicitaire 

est donné par B(x) = R(x) - C(x). 

a. Calculer B’(x) et B’(x) et montrer que 

B’(x)<0 sur [1 ; 10]. En déduire que l’équation 

B’(x) = 0 admet une solution unique a dans [1 ; 10]. 

b. Dresser le tableau de variation de la fonction B 

sur [1310]. En déduire le nombre d’envois 

nécessaires pour obtenir un bénéfice maximal et ce 

que vaut alors ce bénéfice. 

D'après BTS Comptabilité et gestion. 

[87| Famille de fonctions 

IL plan est muni d’un repère orthonormal 

(O 5 53): 

Partie À 
On considère la fonction f, définie sur [0 ; +cel 

par f(x) = x" et on appelle (C,) sa courbe 

représentative. 
1. Etudier les variations de f;. 
2. Calculer la limite de f, en +ce. 
Interpréter graphiquement le résultat. 

3. Dresser le tableau de variation de f,. 
4, On appelle (A) la droite d’équation y= x. 
Déterminer la position de (C,) par rapport à (A). 
Que représente (A) pour (C,) ? 
5: Tracer (GC: )'ettae 

Partie B 

On considère la fonction f, définie sur [0 ; +c[ par 

f(x) us x$e-* et on appelle (C3) sa courbe repré- 
sentative. 
1. Montrer que, pour tout réel x positif, f(x) a le 
même signe que 3 — 2x2. 



En déduire le sens de variation de He 
2. Calculer la limite de Ja en +. 
Interpréter graphiquement le résultat. 
3. Déterminer les positions relatives des courbes 

(Cr) et (CG): 
4. Tracer (C;) dans le même repère que (GG 

Partie C 

On désigne par n un entier naturel non nul et on 
considère la fonction JF, définie sur [O0 ; +c[ par 
F,(x) = xe-**, On note (C,) la courbe représen- 
tative de f,. 

1. Montrer que pour tout entier n = 1, J, admet un 

: [nr ; 
. Maximum pour x= |=. On note a, ce maximum. 

2 

2. On appelle S, le point de (C,) d’abscisse el 

Montrer que, pour tout 7, (C,) passe par S, . 
Placer S,,S, et S, sur la figure. 

3. Soit la fonction g définie sur ]0 ; +c[ par: 

SG) EXD : (- 1+1n (3): 

a. Étudier le sens de variation de £. 
b. Montrer que, pour tout entier n = 1, a,=g(n). 
En déduire que tout point S, a une ordonnée 
supérieure à celle de S, . 

Comparaison de deux moyennes 

Partie A 

Soit a, b et c trois réels strictement positifs. On appelle 

a+b 

2 

moyenne géométrique de a et b le nombre Nab. 

1. En utilisant une identité remarquable usuelle, 

a+b 

moyenne arithmétique de a et b le nombre et 

2 
démontrer que ( ) Z ab, en déduire que 

HLSRSETE 

?) 

2. Cas de trois réels 
a. Soit la fonction f définie sur ]0 ; +c[ par: 

7 
a + 2x 

TUE Écre a3x3. 

Étudier les variations de fet en déduire que pour tout 

x>0, f(x) = 0, l'égalité n’ayant lieu que si x a. 

b. Déduire de la question précédente que : 

nl 
etre 2 [Peas 

5 2 

c. En utilisant la question 1, déduire que : 

a+b+c 

3 

Partie B. Pour aller plus loin 
Soit a, ,.…., a, n réels strictement positifs, le but du 

problème est de montrer la relation : 

Cbislone ne 
Ton EE + = = = died HE DE 

Cet exercice est basé sur une démonstration due à 

Cauchy. 

J 

> (abc). 

1. Démontrer que P(2) est vraie. 

2. On suppose n=4. 
4j + d : az +ay 

aj+d)+a3+ay 2 2 

4 a 2 
et en utilisant P(2), montrer que : 

RUE 1 2 É) 4 | [ 
2 5 4 Jai; CETTE 

b. En déduire que P(4) est vraie. 

a. En écrivant 

3. Généralisation 

a. En écrivant : 

adj+.….+a, lys te ty 

———— + RES É 424 ñn ñn 

2n 2 ; 

montrer que si P(n) est vraie, alors P(2n) est 
vraie. 

b. En déduire alors que P(2), P(4), P(8), …, 
P(2?) sont vraies pour tout entier p strictement 

positif. 
4. En supposant que P(#n) soit vraie, montrer que : 

Gi. Paie 
PE ——— © n-1 À 

En déduire que : 

ay+….+a,_ 1 fa ça .a, rl 
nd 0,0 nl ——— 

n-1 Ja 22" 1 n-1 

puis que P(n-—1) est vraie. 
5. En considérant que P(4) est vraie et en utilisant 

la question 4, déduire que P(3) est vraie. 
6. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
Déterminer un entier naturel p non nul tel que : 

PP=n<2rrl, 

En utilisant le fait que P(22 +!) est vraie, montrer 

que P(#n) est vraie. 
7. Conclure. 
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Chapitre 

Calculs d’aire 

intégrales 

Primitives 

* Aire sous une parabole 

GC est la courbe représentant, dans un repère orthogonal, la fonction f définie 

sur [0 ; 1] par f(x) _ 2, On cherche à évaluer l’aire A du « domaine E 

situé sous la courbe C », c’est-à-dire limité par C, l’axe des abscisses et les 

droites d'équations x=0 etx=1;,en fonction d’une certaine unité. 

A æ En utilisant le quadrillage 

1. Donner un encadrement de l’aire a de E, expri- 

mée en « petits carreaux ». 

2. Donner un encadrement de l’aire À de E, expri- 

mée en unités d’aire (aire du rectangle unité). 

3. Si on prend pour unités graphiques 10 cm sur 

l’axe des abscisses et 8 cm sur l’axe des ordonnées, 

donner un encadrement de l’aire A” de E, expri- 

mée en cm2. 

B æ Avec d’autres rectangles 

On subdivise l'intervalle [0 ; 1] en » intervalles de longueur =. oùne N*,a 
n 

1 k 
l’aide des nombres a, = 0, a; = Te ap = Le a,y= 1. 

On construit sur chaque intervalle [a, ; a,,,1oùRkE {0,1,..,n— 1 } les rec- 

tangles R, et R, de hauteurs respectives (GA EC CAE 

On note U, et V, les sommes respectives des aires des rectangles R, et R;. 

1. Pour n = 4 

a. Exprimer les sommes U, et V, en fonction des 

réels f(ao) ; f(a;), f(a); f(a;) et J(aa). 

b. En déduire un encadrement de À par deux 

décimaux d’ordre 2 (voir figure ci-contre). 
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; 
2. Pour n quelconque 

n 

_c. Etablir par récurrence que Ÿ° k2= 

Ron que, dans le cas général, on a : - 

U, == Lao) +fa)+ + fa, 1)1 et V,= 1 [f{a,)+fas)+ + fan. 
b. Quel encadrement de l’aire À peut-on écrire ? 

Li HO rm 
k=1 

d. Calculer U, et V, en fonction de n et prouver que ces deux suites conver- 
gent vers la même limite. 

e. En déduire la valeur exacte de A. 

_ Activité 2 æ Primitives et calcul intégral 
Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a ; b]. 

On donne ci-contre sa courbe, C dans un repère orthogonal du 

plan. L’unité d’aire est l’aire du rectangle unité, hachuré. \'es 

À tout réel x, de [a ; b], on associe l’aire S(x,) du domaine NE 

limité par C, l’axe des abscisses et les droites d'équations x=a. x 

SHISCAS Ÿ 
On reproduira la figure ci-contre. 

A s Étude de la fonction aire S de 
1. Soit À un réel strictement positif. 

a. Hachurer le domaine dont l’aire est S(x, + h) - S(xo). 

b. Encadrer S(x, + h)-S(x,) à l’aide de la fonction f. 

c Calculer lim SX TR) SEX). 

2. Soit À un réel strictement négatif. 

a. Hachurer le domaine dont l’aire est S(x,)—S(x, +h). 

S +h)-S 
b. Procéder de même et calculer lim SERRES. 2 

h—0— h 

3. En déduire que la fonction S est dérivable en x, et préciser S’(xo). 

On dit que la fonction S est une primitive de fsur [a ; b]. 

_——. 2 
B = Application au calcul de | nr dt 

1. Que représente géométriquement cette intégrale, par définition ? 

X . 

2. À tout réel x de [-1 ; 2], on associe l’aire S(x) af: 12 dt du domaine 

situé sous la courbe de la fonction f: 11° entre -1 et x. 

a. Que peut-on dire de cette fonctions, d’après l’étude faite en partie À ? 

1 re É2 
b. Montrer que la fonction F :1r 3 1 est une primitive sur R de jf. 

c. En déduire qu’il existe un réel C tel que, pour tout x de [-11;:2];: 

S(x) = F(x) + C. 

d. Justifier les égalités : 

ff & dr=S(2)-S(-1) puis E SEGA). 
1 

ge 
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1. 

Propriété 1 et 
définition 1 > 

ADMIS 

Définition 2 => 

Définition 3=> 

188 = chapitre 7 Calculs d'aire. Intégrales. Primitives 

Intégrale d’une fonction 

A m Aire sous la courbe et intégrale 

Soit f une fonction définie sur [a ; blet C sa courbe représentative dans un 

repère orthogonal du plan. 

. Sifest continue et positive sur [a ; D]; 

alors le domaine E situé sous la courbe 

C admet une aire. 

+ On appelle intégrale de a à b de la 

fonction f, l’aire, en unités d’aire, du 

domaine E situé sous sa courbe. 

On note [ #6) dx='A(E): 

Remarques 

a<x<b 

* E est l’ensemble des points M(x; du plan tels que P (x; y) du p q pee 

+ On peut aussi écrire A(E) = f() ou A(E) =[ f(u) du ou … 

On dit que la variable apparaissant dans l’intégrale est « muette ». 

Si f est continue et négative sur [a ; b], 

on appelle intégrale de a à b de f, 

l'opposé de l’aire, en unités d’aire, du 

domaine E situé entre C et l’axe des 

abscisses. 

On note {L f(x) dx = -A(E). 

Remarque 

Pour englober les cas f= 0 et f< 0 des définitions 1 et 2, on peut dire que l’intégrale 

de a à b de fest « l’aire algébrique » du domaine E situé entre C et l’axe des abscisses 

(aire comptée positivement si f = 0 et négativement si f< 0). 

Si f est continue et de signe non constant 

sur [a ; b], alors l’intégrale de a à b de f 

est la somme des « aires algébriques » des 

domaines situés entre C et l’axe des 

abscisses : 

b 
[ f(x) dx = A(E;) - A(E;) + A(E;). 



FR 

EE opitee 7 Glcuis d'arc: 1ntégroles PTIT 

y 2 
-1. Calculer les intégrales I = [ f(x) dx et J = £ f(x) dx. 

— APPLICATIONS 
EXT Calculer des intégrales d’une fonction affine 

_ Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —-0,5x + 1. 

6 
2. En déduire la valeur de K = je HLEDUC ER 

Solution 

1.- Par définition, f étant continue et positive sur [0 ; 2], 

; l'intégrale I est l’aire, en unités d’aire, du domaine E, situé sous sa courbe C ; ce domaine E, est un 

2601 
triangle rectangle d’aire A(E,) = = 1 On uonc 1 =.1. 

* Sur intervalle [2 ; 6], fest continue et négative ; par définition, l’intégrale de fsur [2 ; 6] est l’oppo- 

sée de l’aire du domaine E, situé entre C et l’axe des abscisses ; or E, est un triangle rectangle d’aire 

4 x 2 

2 

2. Sur [0 ; 6], f ne garde pas un signe constant ; la définition 3 conduit à calculer K en sommant les 

= 4. Il en résulte J = -A(E,) = -4. 

aires « algébriques » des domaines E, et E, : 

K=A(E,)-A(E,)=1-4=-3. 
… voir aussi exercices n° 2,3 

1 
EI Calculer L = | s Ni tdi 

Soit g la fonction définie sur [—1 ; 1] par g(x) = V1 - x2 et C sa courbe représentative en repère 

orthonormal. 
Reconnaître C et en déduire le calcul de L. 

Solution 

+ La courbe C a pour équation y = 1 — x? avecxe [-1;11]. 

Cela équivaut à y2 = 1 — x? ou encore x? + y? = 1 avec y = O0. 
C est donc le demi-cercle supérieur de centre O et de rayon I. 

- La fonction f' étant continue et positive sur [—1 ; 1], l’intégrale de 

fest l’aire du domaine situé sous sa courbe. 

1 12 

Il en résulte L = | N1 —r2 d= = 5. 
fi 

b ; 
ET] Calculer 1, = L k dx, pour kréel 

IUA. 

Solution 
RP) 

La fonction constante x > k est bien continue sur [a ; b]. 

+ Pour À = 0, I, est l’aire d’un rectangle de côtés k et b — a ; d’où a O 1 b 

1, = AE) = k(b — a). 

+ Pour k < 0, I, est l'opposé de l’aire du rectangle de côtés |k| = -k 

ét b a; d’où 1, =—A(E") = -(-#k)(b- a) = k(b — a). 

Conclusion : pour tout réel k, [ kdx = k(b — a). 
a 



B m Extension de la notation (convention)
 

Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors pour tous réels a et b 

der: 

*siaZ=b,alors f f(x) dx=-[ (x) dE; 

-sia=b, alors [ #0 dx 0 

2. Propriétés de l'intégrale 

A s Relation de Chasles 

MALE Si f est une fonction continue sur un inter- 

valle I, alors, pour tous réels a, betcdel: 

St) dx l f(x) dx + [. HR) dx 

B x Linéarité 

TAXE Si f et g sont deux fonctions continues sur EL 

Linéarité alors, pour tous réels a et b de I et pour tout 

(admise) réel À : 

: (f + g)Cx) dx = [ f(x) dx+ ” g(x) d&: 

. f(x) dx = x [" S(x) dx. 

C « Positivité et ordre 

LQUXEEZ f et g étant continues sur [a ; b]: 

. . . b 

° si f est positive, alors [ JIÉX} ax = 0; 
a 

Li 4 . b 

si f est négative, alors | J(X dE 0 
a 

e si ji == g sur [a ; b|, ÉE RE, 

b 
alors iL (x)tdx= F g(x) dx. 

| Les réciproques sont fausses | 
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_— DÉMONSTRATIONS 

mPropriété 2 
d Cas où fest continue et positive Sur [2 ; b], avec 3< c < b : dans ce cas (voir figure) : la relation de Chasles résulte 

2 immédiatement de la relation intuitive — admise — sur les aires : A(E1 LV E,)=A(E;) +A(E)). 

D" Cas où f est continue et positive sur [a;b], avec a<b<c: comme dans le cas précédent, on a ste A ; c 

je FX) dx +[ f(x) dx si f(x) dx d'où [ f(x) dx 1 I(X) OX -| f(x) dx, et par extension de la nota- 
"a b a a a b 

_ tion (voir B), on a bien [ f(x) dx “A f(x) dx +[ f(x) dx. 
a a C 

On admet la validité de cette relation dans tous les autres cas (signe de fet réels a, bet c quelconques). 

_ Propriété 4 
_e Si fest continue et positive sur [a ; b], son intégrale | sur [a ; b] est, par définition, une aire ; d'où | > O. 

e Si fest continue et négative sur [a ; b], | est l'opposée d’une aire et donc | < O. 

LORS En Co ds y 

AU "7 2 à 1 

. 0 a . b b b ; 

eSi f<g sur [a; b], f-g est continue et négative d’où J (f- g)(X) dx= | (x) ax-] g(x dx est négatif. 
” a a a 

= APPLICATION 

1 
Dans les exercices 4 et 5, on s’intéresse à I = js Intranet fi Int )dr er R = ik In (Cora 

: L 
e 

ETTTEÆ] Comparer. 

1. Préciser, si possible, le signe de I, J et K. 

2. Comparer, sans calcul, I et L = ['@ — 1) dx. 
1 

Solution 

1. In étant continue et positive sur [ 1 ; e], continue et négative sur [= ; 1|, la propriété 4 donne I = O et 

K = O0. Par contre, elle ne renseigne pas sur le signe de J car In ne garde pas un signe constant sur È 3 e| : 

2.Inetx = x — 1 sont continues sur [1 ; e] et telles que, pour x > 0, In (x) < x — 1 car la courbe 

de In est située sous sa tangente en A(1 ; O0). La propriété 4 donne alors I = L. 

Calculer. 
IP 2 

On suppose connues les valeurs des intégrales I et J : I = 1 et J = … 

En déduire les valeurs des intégrales K (voir ci-dessus) et M = [ [1 + In(x2)] dx: 

Solution 
1 e 1 Fons 2 

+ La relation de Chasles donne Ê In(x) dx = fe In(x) dx + h In(x) dx, d’où K = J-I = AN de 

e e 

+ Pour x > 0, In(x2) = 2 In x, d’où M = fa + 2 In x) dx ; puis, par propriété de linéarité, on a : 

4 
M= |. 1dx + 2f'In «dx d'où M=(e-1)+2K=e+2-3. 

1 



Définition 4 

Propriété 5 

Inégalités 
de la moyenne 

3. 

Définition 5 = 

Propriété 6 => 
Existence de 

fonctions primitives 
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D m Valeur moyenne d’une fonction 

Si f est une fonction continue sur [a;b]l, a # b, on appelle valeur 

; 1 
moyenne de f sur [a ; b] le réel p = Fa re dx. 

Remarques 

il à | 
b : : . 

= — [ f(x) dx généralise la moyenne x — : Se x;, d’où son nom. 

= a? . 
poil 

+ Lorsque f est continue et positive sur [a ;b], l'aire du domaine situé sous la | 

courbe C de f coïncide avec celle du rectangle de dimensions b—a et | 

Si f est une fonction continue sur [a ; b|, 

telle que m < f < M, alorsona: 

m(b - a) = [ JG) dx < M(b- a) 

qui s’écrit aussi : 

a 0 i 

Exemple : 

Sur la figure ci-dessus, en admettant que C soit la courbe d’une fonction f continue 

sur [- 2 : 4] telle que, pour tout xde [-2 ; 4],0n ait 2 < f(X) < _ on peut écrire : 

2 f 10 
6xXE= 5 18) dx<6x—. 

Intégrale et primitives 

A æ Notion de primitive 

Soit fune fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de f 

sur I toute fonction F dérivable sur I telle que F’ = f. 

Exemple : 1 3 

La fonction f: x x? admet F : x 3* comme primitive sur R. 

Si fest une fonction continue sur un intervalle I et si a appartient à I, alors 

la fonction 6: x fe Jf(t) dt est une primitive de f sur I. 
a 

Exemple : . 
® définie sur R* par w(x) = |. Nt dt est une primitive de x /x. 



+ DÉMONSTRATIONS 

_mPropriété 5 

“ 

3 À: mdx= [ fax = Mdx. En intégrant les constantes (voir exercice 3 des applications du cours, page 189), 

É 

_ f'étant continue sur [a ; b], a<b, et ayant, pour tout réel x de [a ; b], m< f(x <M, la propriété 4 donne x 

È nn 
_ on obtient ls mdx= m(b-a) et fe Mdx=M(b-2a) d'où les inégalités mb a [| f(x) dx = M(b- a). 

y a 
a 

4 
| ; m Propriété 6 

Dans l’activité 2 page 187, on a établi dans le cas particulier où fest continue, strictement croissante et positive, que 

É- « la fonction aire » $, définie sur [a ; b] par S(x <f f(t) dt, était une primitive de f. 
; a 

—- z z ,: A . rs X 
On admet, plus généralement, qu'il en est de même pour la fonction + définie sur | par (x) =] #(t) dt dès que f 

a 

est continue sur | et cela, quel que soit le réel a de I. 

T 

=> APPLICATIONS 

ETTIMA Encadrer avec les inégalités de la moyenne 

n+2 - 
Pour n e N*, on définit l'intégrale J, = Ï Cr. 

n 

Déterminer un encadrement de J, et en déduire la limite de J, en +. 

Solution 
1 

* La fonction f définie sur ]0 ; +c[ par f(x) = e* est continue et strictement décroissante ; pour 

par 1 
xe [rn;n+2], on a donc e**2 = f(x) <e”, d’où, par les inégalités de la moyenne, 

1 1 ——— n +2 . 
[(n+2)-nle"*2< | f(x) dx &< [(n +2) - nle”. 

n 

nie 1 
Il en résulte l'encadrement 2e**2< TJ , < 2e”, pour tout # non nul. 

1 1 

De lim e*= lim e”*+2= 1, on déduit, parle théorème des gendarmes, que la suite (J,) converge 
n — +0 n — +0 

vers 2. | voiraussiexercicen°7 

Déterminer une primitive de forme connue 

Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = x2e-* admet sur R une primitive F de la forme 

F(x) = (ax? + bx + c)e-*, où a, b et c sont des réels. 

Solution 
| 

Fest dérivable sur R et, pour tout x réel, on a F’(x) = (2ax + b)e * + (ax? + bx + c)(—-e *), soit 

encore F’(x) = [—-ax? + (2a-b)x+b-cle *. ne 

+ F sera une primitive de f sur R si et seulement si —a — Pb —-0ietb ec 0, cest-a-diresiet 

seulement sia=-1,b=-2 et c=-2. me 

En conclusion, f admet bien une primitive F sur R de la forme voulue, définie par 

Ftx) ==(x2+2X 10) 



B m Ensemble des primitives d’une fonction 

PMETIET - Toute fonction continue sur I admet une infinité de primitives sur 

Propriété 8 

Primitive 

sous condition 

Corollaire — 

Propriété 9 > 

. Si F est l'une d'elles, alors l’ensemble des primitives de f sur Jest 

l’ensemble des fonctions G telles que 
G(x) = F(x) + k,avec k réel. 

Exemple : 
… 

F:xr>-cos x est une primitive sur R de f: x sin x. Les primitives sur R de i 

sont donc les fonctions G telles que G(xX)=-cos x+ k, avec k réel quelconque. 

Si fest une fonction continue sur un intervalle I, « un réel de Iet fun réel, 

alors il existe une unique primitive F de f sur I te
lle que F(@) = B. 

Exemple : 

Une primitive F sur R de f: xr> sin x est de la forme F(x)=-cos x+ k, avec k réel. 

F(æ)=2 si et seulement si —Cos 7 + k= 2, c'est-à-dire lorsque k= 1. 

La primitive de f cherchée est donc la fonction Fo: Xe le cos x" 

Si f est une fonction continue sur L, et a un réel de I, alors la fonction 

X { 

ei ( f(é) dt est l’unique primitive de f sur I s’annulant pour 

a 

= €. 

Exemple : 
X 

Sur ]0 ; +æ[, la fonction x | L dt est la primitive de f: x = qui s’annule 

pour x= 1. Tout comme la fonction In | 

Le , NL A 
Cette primitive étant unique, il s'agit donc de In et pour x> OAI x= | F dt. 

1 

C = Calcul d’une intégrale à l’aide d’une primitive 

Si fest une fonction continue sur un intervalle I et si a et b sont deux réels 

de I, alors, pour toute primitive F de fsur I, f f(x) dx = F(b) - Fa). 

Exemples : 

+ La fonction continue f: x-> x? admettant F : x à x3 comme primitive sur R, 

. re 1 LA x 

l'intégrale [. x2 dx est égale à F(1)- F(O) = 2 (voir activité 1 page 186). 

: e 6 

e Le calcul de l'intégrale K =" f(x) dx, avec f(x) =-0,5x+ L a été effectué dans 

l'exercice 1 (applications du cours) page 189, par un calcul d’aires ; on a trouvé K ae 

Désormais, en utilisant la propriété 9, il suffit de trouver une primitive F de f sur 

[O ; 6] et de calculer K=F(6)-F(0). 

Or une primitive F de fest donnée DanE (0 == 0, 25x27. 

Comme F(6)=-3 et F(0)=0, on obtient bien, à nouveau, K =-3. 
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= — DÉMONSTRATIONS 
_ mPropriété 7. | 

Pour toute fonction f continue sur |, l'existence d’une primitive est assurée, d'après la propriété 6, par la fonction 
Do : x [ f(t) dt. Mais alors, toute fonction @ + k, avec k réel, est encore une primitive de fsur |. 
L mn - a . . ps 

; É Réciproquement, si F et G sont des primitives de fsur |, on a G/=F’=#f, d'où (G-F)’=0.G-F étant dérivable et 
FA de dérivée nulle sur |, il en résulte que G-—F est une fonction constante sur |. D'où G = F+k. 

: _m Propriété 8 
* Soit fune fonction continue sur | et F l’une de ses primitives. D’après la propriété 7, toute primitive G de fest de la 
C4 forme F + k avec k réel. G(a)=$B équivaut donc à F(«) + k=B ou encore à k= B—-F(a). 
: L'unicité de k assure l’unicité d'une primitive G vérifiant la condition G(o) = B 

_ mCorollaire 

La fonction  : x f f(t) dt est une primitive de fsur |, d'après la propriété 6, et elle vérifie 6(a) = 0 d’après la 
a 

convention (B page 190). D'après la propriété 7, elle est la seule primitive satisfaisant cette condition. 

x Propriété 9 
D'après le corollaire de la propriété 8, + : x [ f(t) dt est la primitive de f sur | qui vérifie 6(a) = 0. 

’ a 

D'après la propriété 7, les primitives F et 4 sont liées par @ =F + k, où kest un réel. 
b 

L'intégrale ( f(x) dx, égale à w(b), vaut encore @(b) -w(a), qui coïncide en effet avec le réel F(b)—F(a). 
a 

—> APPLICATIONS 

Parler d’une fonction que l’on ne connaît pas vraiment ! 

Que peut-on dire, sans calculs, de la fonction h définie sur R par h(x) = je (312 +e-?) dr ? 

Solution 

+ fit 312 + e7t étant continue sur R, k est une primitive sur R de la fonction f (propriété 6). 

+ Toute primitive de fsur R est donc de la forme k + k, où k est un réel quelconque (propriété 7). 

+ Comme #(—1) = 0, k est la seule primitive de f sur R s’annulant pour x = —-1 (propriété 8). 

+ Ayant » = fet f > 0 surR, hest croissante sur R ; k(—-1) = 0 donne # > 0 sur ]-1 ; +o[ et h < 0 

sur |-c ; —-11.. 

… voir aussi exercices n°5, 41,45 

ET Déterminer l'expression d’une fonction (dont on a déjà parlé !) 

Calculer A(x) = F (312 + e-’) dr, pour x réel. 
Es 

Solution 

fit 3r2 et g:11e! admettant pour primitives : 

F:rm netG:t-e!, 

on en déduit que F + G:11 1 -e-! est une primitive de f + g sur R. 

D'où : 
mn VOA L 

Pise) ("l-e)=x. ce "+cesx 1. | 
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4. Aide au calcul intégral 

A s Des formulaires 

Deux approches sont désormais possibles pour calculer une intégrale : soit par les aires 

(voir définitions 1, 2 et 3), soit par les primitives (voir propriété 9). LS 

Cependant la recherche de primitives, qui s’appule Sur les formules de dérivation, 

n’est pas toujours aisée ! On pourra s’aider des formulaires ci-dessous. 

Formulaire 1 (primitives usuelles) 

X'HAVÈCE 

OR. 

(ü) =>; OPou J05 = 

(iii) JO ; +ool 

(i) rentier naturel non nul 

LR nr = R 
ii) rentier relatif, r < —2 
D Ÿ 

r+l1 

(iii) r rationnel et r #1 

1 (i) 10 ; +oof (Gi) In(x)+k:;kEeR |dansles deux cas: 

x (ii) J-o ; 0[ GDIn(-x)+k;keR In |x| + 

x? 
x 

J0 ; +oe 2/x+k;kEeR 

FR | detre 

uPu’ (pe Z,p#-1)| une s’annule pas sur I lorsque p <= -2 

DE 

La 

u ne s’annule pas sur I 

u>0 surlI 

(Gi) u>0 surI 

(ii) u<0 surI 

(G) In(u) 
(Gi) In(-u) 

dans les deux cas : 

In |u| 

u’eu 

u’ sin u | uw cos u 
= 

sin 

B « Une méthode d'intégration par parties 

TNLSIÉES Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, telles que uw” 

et v’ soient continues sur I, alors : 

b 
. u(x)v’(x) dx = [u(x)v(x)]? — F u’(x)v(x) dx. 

Remarque : avant d'utiliser cette formule, il convient de se demander si la substitution 
de uv’ par u’v dans l'intégrale facilite la recherche de primitives. 
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( 
L 

| + DÉMONSTRATION 

[= Li Propriété 10 
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle |. On a (uv) = u’v+ uv’, avec u’ et v’ continues sur |, et donc 

4 uv et uv” aussi, ainsi que leur somme (uv). 

EA 3 En intégrant chaque membre, il vient, par linéarité : [ (UV) OT OX 1 (vx) dx+ [° u(x)v’ (x) dx soit encore 
EE: a a 

a. Lung [ u'(X)v(x) ax+ [° u(x)v’(x) dx, qui n’est autre que la formule d'intégration par parties. 
24 : aq - 

__ — APPLICATIONS LE - 

ETTTAN Chercher des primitives pour calculer des intégrales 
Calculer — si possible — les intégrales suivantes : 

1 21 1 2 
1= | 2234 08dxe J=| (2143-2349) JR les ou CA RO 

0 2) t DÉCO 0)? e t 

r Solution Col 

+ x 223x2006 étant continue sur [0 ; 1], A ee drone 

2007- 1 
on peut écrire I = 223 F nee 223 ie ns = =; 5 le calcul de [ f(x) dx, 

1 il faut s’assurer que la 

° Sur [-2; -1], > = admet pour primitive la fonction 1 In (-r) ; fonction f est bien 
L € définie et continue sur 

d’où J = [2 1315 IN(e 3 23; 5n (2). HR EANANECONtENEnC 
1427 a et b. 

° En écrivant . Me = 22° fest de la forme k . qui se « primitive » en k(- :) . Pourtant, 
u D) 15 (5x 

il serait vain de poursuivre : f n’est pas continue ni même définie sur [0 ; 1], K n’existe pas. 

° Pas de problème de continuité cette fois et f est de la forme u’u avec u(r) = In (r) ; une primitive de 

È ne ns 2) Des u’u étant = u“,ona L | In OI in(e=) n?(e) À 
… voir aussi exercices n° 18321 

EXT Utiliser la méthode d'intégration par parties dans un calcul d’aire 

Calculer laire du domaine E sous la courbe C d’équation y = xe-°:5* pour x € [0 ; 2], en unités d’aire. 

Solution 

La fonction x > xe-0:5* est continue et positive sur [0 ; 2] ; par définition, l’aire du domaine E coïn- 

cide avec l’intégrale E xe-0.5x dx. Le produit xe-0:5* ne pouvant être ramené à une forme connue, 

DCR TX pa =] 

il paraît intéressant d’intégrer par parties en posant e à 
P & Pa v'(x) = e-0.5x v(x) = Der 0,5x 

Ces quatre fonctions étant continues sur [0 ; 2] > 

2 2 = es 4 05 #) 2, 4 1 

[ mer05x dx = [x(-2e 0x)? — [ ide gel2e Lee a[ - 1| 

4 | = 1,06 (u.a.). 

… voir aussi exercices n° 26 à 29 
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1. Quadrature de la parabole 
par Thabit Ibn Qurra 

OBJECTIF : Déterminer l'aire d'un domaine situé sous une courbe. Étpoint Infos 4 

On note € la courbe représentative dans un repère orthonormal de la Thabit Ibn Qurra, méde- 

foncHon tee x sur R+ et ® le domaine défini par DIE tTaREet cin, philosophe, linguiste, 

astronome et mathémati- 

0 < y < x , où a est un réel positif fixé. 
Cien” dorina toutes les 

connaissances de son 

époque (1x€ siècle). 

A. æ Question préliminaire 

Montrer que D: (2p + IDE 

DE 

n(4n2 + 12n + 11) 
Re Lan À 

B. = Méthode historique 

On note A le point de coordonnées (a ; 0). Étant donné un entier naturel # non nul, on définit sur 

lé segment [OA] les # + 1 points (A;), = ,<, d’abscisses respectives (a), :,<, telles que 

: : à a 
a, = 0, et pour tout : compris entre Oetn-1,a;,,=a;+(2i+1)# où h = 72 ; on appelle 

GS ES les n + 1 points de mêmes abscisses que les points (À,), 2,2, et situés sur la 

courbe <. 

1. Dans cette question, on suppose que #7 = 4. Recopier le schéma ci-dessus et représenter les 

Dont (A) er 2 ainsi que les points (B;), © ; = 4: 

2. On revient maintenant au cas général. 

a. Déterminer les coordonnées des points (À,), =; 2, €t CB Er 

b. Soitpunentiertelque0<p<n-l. 
LR Di 

Quelle est l’aire du trapèze (A, À, Le 1B, r 1B;) ? 

c. Déterminer l’aire, que l’on notera S,,, obtenue en sommant l’aire des trapèzes précédents pour 

tout entier ptelque0=<p=<n-tl. 

d. En déduire l’aire du domaine Ÿ. 

C. = Méthode moderne 

Retrouver le résultat précédent en utilisant les calculs d’intégrale à l’aide de primitives. 



2. Calcul approché d’une intégrale 
OBJECTIF : Utiliser des suites adjacentes pour encadrer une aire. 

1 

x2 +1 

1 1 
On considère l’intégrale I = 1 dx 

À défaut de connaître une primitive de la fonction continue TTC, (qui en admet pour- 2 ei | 
tant une infinité !), on se propose d’évaluer l’aire À du domaine situé sous sa courbe C, dans un 
repère orthogonal, en unités d’aire. 

1. Construire, avec précision, la courbe C. 
e 

2. Encadrement de A 

On subdivise l’intervalle [O0 ; 1] en 2” intervalles de longueur mn où ne N*, à l’aide des nom- 

bres a, = Ê où À est un entier, 0 = À = 2, 

n On considère sur chaque intervalle [a, ; a, ; ,] pour 0 < k < 2” - 1 ,le rectangle R, de hauteur 

f(a}) et le rectangle R; de hauteur f(a, , ,). 

On note V, la somme des aires des rectangles R, et U, la somme des rectangles R;. 

a. Exprimer U, et V, en fonction de n et des réels f(a;). 

b. Quel encadrement de A peut-on écrire ? 

3. Étude des suites (OPEN er 

on 

| L k ; ù ; 
a. + Montrer que, pour n e N*, U,, = _ »E 1e ; puis en regroupant les termes où est pair 

A 
2pn-1 Gp} 

: ; 1 2p — 1 
et ceux où = est impair, montrer que U,, = a | DL f(22 2) + 2 (2 P }| 

“gi = 
DA pn-1 

- Justifier que D (2) > 2 (2) CHÉNdedUIteqQue DOLUIONT TE UE EU PRET 

Ai = 
Phi] = 0 = 

1 2 2p Eu 
b. Montrer de même que, pour ne N*, V, = — | >: j(22) ie DE f( puis 

k k= 

due pourri 2,Ve = V,.. 

il 
c. Montrer que, pour tout n = 1, V, - U, = TA 

d. Justifier que les suites (U,,) et (V,) sont adjacentes et que leur limite commune est À. 

4. Une valeur approchée de A (et donc de I) 

On rappelle que, pour tout n € N*, U, = À = Ve 

a. Déterminer à partir de quel rangp,ona0 <= V, -U, = 10e 

b. À l’aide d’un tableur ou d’une calculatrice, donner une valeur approchée de À, donc de I, à 107 près. 

Remarque : on pourra déterminer la valeur exacte de I en faisant l’exercice n° 57, p. 212. 
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a 3. Lien entre volumes et intégrales 

OBJECTIF : Retrouver des formules de volumes usuels et généraliser. 

A. æ Volume d’un cône 

Soit un cône régulier de sommet S, de hauteur h et de base circu- 

laire de rayon R. On note V le volume de ce cône. tal 

On construit un repère orthonormal (O::%, 7 0k)tebPqUuE 

OS = hÀ (voir figure ci-contre). 

Soit ze ]0 ; A[, on coupe le cône par le plan parallèle à (xOy) 

passant par le point (0 ; 0 ; z), la section obtenue est un disque 

de rayon r(z). 

On note Az un petit accroissement de la variable z. 

On définit ainsi un tronc de cône de hauteur Az et de bases de 

rayons respectifs r(z) et r(z + ANA 

On note AV le volume de ce tronc de cône. 

1. En assimilant le tronc de cône à un cylindre de rayon r(z)ret 

de hauteur Az, donner une expression de AV. 

2. Démontrer que r(3) = à (h — z), en déduire que : 

2 
AV= 2 (HE) AE" 

On admet que l’on peut en déduire : 

Foire) et V=f + (dx. 

3. Calculer l'intégrale ci-dessus et vérifier que l’on retrouve bien la formule usuelle du volume d’un 

cône. 

dv : 
4% (z) = 

B. = Volume d’une sphère 

Soit une sphère de centre Oet de rayon R. On note V le volume de cette sphère. On construit un 

repère orthonormal (O ; :, 7, k) (voir figure ci-dessous). 

On utilise la même méthode que dans la partie A. 

Soit y e ]-R ; +RI, on assimile la « tranche » de sphère 

de largeur Ay à un cylindre de rayon r(y) et de hauteur 

Ay. d 

1. Calculer r(y) en fonction de R et de y et en déduire 

que AV = m(R? - y?)Ay. 

2. En admettant que : 

dV ) RUN ca > DRE = Lee de (y) = æ(R? = y”) et que PS Fe (y) dy, 

calculer V et montrer que l’on retrouve la formule usuelle 

du volume d’une sphère. 
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"42 

Leu} 
22 

F2 $ 

BE” 4 On fait tourner E autour de l’axe x”’x et on cherche le 

L. 
AA 
4: 

D /_mal (O ; 1, 3, R) de l'espace. 
Le 

 C.= Volume d’un solide de révolution 
Soit f une fonction continue positive sur l'intervalle 
[a ; b] (a < b).On note (C) sa courbe représentative 

. dans un repère orthonormal (O ; % Tr 
On note E le domaine du plan limité par (EC), l’axe 

té ” . » r . . x x et les droites d'équations respectives x = a et 
m=" D. 

volume V du solide engendré, en unités de volume. 
Pour cela, on complète le repère en un repère orthonor- 

1. Une formule générale 

Soit x € ]a ; b[. On assimile la tranche de solide d’épaisseur Ax à un cylindre de rayon f(x) et de 
hauteur Ax et on note AV son volume. 

On a alors AV = m(f(x))2Ax et on admet que : 

V—= [ m(f(x))2 dx (en unités de volumes). 

2. Applications 

a. Déterminer le volume, en unités de volume, du solide engendré par la révolution autour de 

> : L s. 
l'axe x’x de la courbe d’équation y = - sur l’intervalle [1 ; 5]. Donner ce volume en cm dans 

< 
le cas où l’unité graphique est 2 cm. 

b. Reprendre l’énoncé de la question 1 avec la courbe d’équation y = e* sur l’intervalle [—2 ; +2]. 

4. En moto 
OBJECTIF : Calculer une distance parcourue par un mobile à l’aide d’une intégrale. 

Pour comparer l’efficacité des reprises à bas régime de deux motos, on mesure leur vitesse instan- 

tanée toutes les deux secondes pendant une accélération. La vitesse instantanée de chaque moto 

est croissante. On a obtenu les résultats suivants (les vitesses sont exprimées en km-h-1): 
_— 

t en secondes 0 2 4 6 8 10 
= EN EE 

Vitesse moto À 12 38 50 57 68 92 

"| 

Vitesse moto B 12 18 21 39 54 72 

On cherche à calculer maintenant les distances parcourues, exprimées en mètres, par chacune des 

motos pendant cette période d’accélération. 

1. Sur l’intervalle de temps [0 ; 2] 

a. Quelle distance, en mètres, aurait parcourue la moto À pendant ces deux secondes, si SH 

avait été constante et égale à 12 km-h-! ? Et si sa vitesse constante avait été de 38 km-h°7 2 

Quel encadrement de la distance, en mètres, parcourue par la moto À peut-on en déduire ? 

= +] 
b. Faire de même pour la moto B, avec les vitesses 12 km:h=het 18 km-h:!. 
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2. Sur l'intervalle de temps [0; 10] 

Le plan est rapporté à un repère orthogon
al (0 ; 1, j) (unités graphiques : 1 cm pour 1 seconde en 

abscisse et 1 em pour 2 m:s-l en ordonnée). 

a. Convertir toutes les vitesses du tableau en m-s-! et placer les points (1; v(£)) correspondants 

(utiliser des couleurs différentes pour les motos À et B). 

b. Montrer que les encadrements obtenus à la question 1 peuvent s’interpréter à l’aide d’aires de 

rectangles que l’on précisera et construira (utiliser plusieurs couleurs). 

c. Construire de même sur les autres intervalles [2 ; 4], [4:6]1:[6; 8] et [8 ; 10], les rectan- 

gles dont les aires encadrent les distances parcourues par chaque moto. 

d. Par quelles sommes peut-on alors encadrer la distance, en mètres, parcourue par chaque motard 

sur l'intervalle de temps [0 ; 10] ? 

Déterminer ces encadrements, à l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur. 

3. Sur un intervalle de temps [f ; t + At] 

On désigne par d(r) la distance en mètres parcourue par une moto entre les instants 0 et £ et par 

v(r) sa vitesse instantanée en m:s"1 à l'instant t. 

d(t + At) — d(t) 

a. Donner, pour Ar > 0, un encadrement de d(t + At) - d(t)etcalculer lim v 
At = 

b. On admet qu’il en serait de même avec At < O0. Que peut-on dire de la fonction d? 

En déduire que la distance parcourue en mètres par une moto au bout de t secondes est : 

d(t) =[ vx) dx. 

4. On suppose connues les vitesses instantanées 74 et Up respectives des motos À et B, en km:-h=!: 

5) 23 
PO Ru ire © et (D =S ++ 12. 

a. Vérifier que v, et vR correspondent bien aux données du tableau initial. 

b. Calculer les distances d, et dR, en mètres, parcourues respectivement par les motos À et B pen- 

dant ces 10 secondes. 

5, Encadrements, majorations d'erreurs 
OBJECTIF : Obtenir et utiliser des encadrements d’intégrales 

A. = Majorations d'erreurs 

1. Cas général 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a ; b] (a < b). On suppose qu’il existe un réel 

k > 0 tel que, pour tout x de [a ; b], f'(x)] <\k (Où 8 ETC RP); 

Montrer que, pour tout x de [a ; b]: 

CNE Û f'G) de et -k(x- a) < | f'(r) di < k(x = 0). 

En déduire sur [a ; b] un encadrement de f(x) — f(a), puis une majoration de \f(x) — f(a)|. 
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TP 
L 2. Quelle erreur commet-on en donnant 10 comme valeur approchée de ;/101 ? 

Soit f:x f(x) = /x sur [100 ; 121], majorer 
_ question 1, montrer qu’un majorant de l’erreur com 
L_ de /101 est 0,05. | 
| 4 | 
A _3. Quelle erreur commet-on en donnant ; comme valeur approchée de sin 31° ? 

D <- Soit g définie sur Fe 5 >| par g(x) = sin x et soit h définie sur [30 ; 90] par A(x) = es x. 

d Justifier que la fonction f = g o h est la fonction qui, à tout angle donné en degrés dans l’intervalle 

f'(x))] sur [100 ; 121] et, en utilisant la 
mise en prenant 10 comme valeur approchée 

| | 

| 

|: 

| 
| 

[30 ; 90}, associe son sinus. 

b. Calculer f'(x) et montrer qu’un majorant k de 

c. En utilisant la question 1, donner sous forme d’un 

f'(x)| sur [30 ; 90] est e e = 

décimal d’ordre 3 un majorant de l’erreur com- 
y + 1 s : 
|_ mise en prenant 5 comme valeur approchée de sin 31°. 

»_ B. = Convergence de certaines suites 

Soit les suites définies sur N* par : 

ET nl n l 

4 pourtoutr,u,= Ÿ et 2,= ÿ nes 

On définit sur [1 ; +{ les fonctions f et g par : 

1 l 
—— T = — , es SE 

a. Étudier le sens de variation des suites (z,)1et (0, )e 

b. Encadrer les fonctions f et £ sur l’intervalle [k ; À + 1] (k e N*) et en déduire que pour tout 

entier À non nul : 

1 k+1 1 1l R+1 À î 
# S Ë < 2 et ——< RARE pour tout n EN Deer, [. An Œ+1ÿ [. 2 72 

Gex 1 21] LUE 

c. Calculer, pour n € N*, les intégrales TI, = [, > CRC = Î 2 dx! 

d. En utilisant la relation de Chasles sur les intégrales, montrer que, pour tout entier naturel # non 

nul : 
EME Æ ni rl, = 4, SRE IAE ee 

e. Déterminer lim I, eten déduire que la suite (#,) diverge. 
n —= + 

f. Montrer que la suite (J,) est majorée par 1 ; prouver que la suite (v,) converge vers un réel 

compris entre 1 et 2. 
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EE 
3_3x— 4 

ner : 

1. Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout x € ce ; +o[, on ait (x) = ax + + love 

El Soit la fonction f définie sur ]1 ; +ce[ par f(x) = 

2. Calculer Ê Éd 

b axe 1) 2b(x DEC 

1. On cherche a, bet ctels que, pour x> 1, FO ANS nc D se DCE 

3 = 
al . . . 

. 
. 

Soit encore, f(x) = ax? +x(a+tb+e)+(c—b) Par identification des coefficients, on obtient le sys- 

X2Æ 1 

GA 
A = 

: 3 

tème /-a+b+c=-3, ce qui donne, après résolution b=19- Donc fee Tien 

c—b=-4 
c=-3 

: .p 1 5 ne 2 ? 

2. L 169 dx=[, Ge) |5 in C0) Bd D| 

(2 + To 5n4)- G+n3-3m1)-% 52. 

Re NE ES RE Re 

2 En utilisant la formule d’intégration par parties, déterminer les primitives de : 

xr> h(x)=xIn x sur ]0 ; +æ[ et x p(x)=In (x+1) sur ]-1 ; +oof. 

+ Une primitive de 4 sur ]0 ;+[ est définie par H 1 (X) =[ tin « dr. Calculons cette intégrale par 

12 

parties : on pose uw(r) = In : (donc w (= 7) et v’(t)=1 (donc on peut choisir v(t) = = 

u et v sont bien deux fonctions bte sur ]J0 ;+[ et leurs dérivées sont continues, d’où 

HG) = [Sin | af Ex dés c’est-à-dire H G=[5ine] -5f Lite 

2 2 2 1 1 2 2 

Donc H, [5 Inr- cl (5 2-61 + el 
(x) es ele SUD Es PMR RE finalement H,(x)=% nx-7 +2. 

Comme les primitives sont définies à une constante près et que : est une constante, on peut dire que 

. . . 
0 2 2 

les primitives de 4 sur ]0 ; +[ sont les fonctions H telles que ACGIE = In x — = +k(kRER). 

+ Une primitive de w sur ]J-1 ; +c[ est définie par (x) =[ In (4+ 1) dr. Pour calculer cette inté- 

, 1 , 
grale, posons uw(t)=In (r1+1) (donc u'(r)= AL et v’(t)=1 (donc on peut choisir v(r) =1 ou mieux 

encore v(t)=1+1, pour avoir uv’ le plus simple possible). Les fonctions w et v sont bien dérivables à 

dérivées continues donc D,(x) =[(£+ 1) In (5+ 1)16 #16 (t+ 1) dr c’est-à-dire : 

P,(x)=[(c+1)In (+ DA dé= [en Eee d’où P,(x)=(x+1)In(x+1)-x. 

Conclusion. Les primitives de + sur ]-1 ; +c[ sont les fonctions ® telles que : 

P(x)=(x+l)In(x+1)-x+k (kE R). 

| voiraussiexercicen®84 
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EXERCICES 

. décroissante sur ]0 ; +c[, que 0 < 

EJ Soit la suite d'intégrales (1,) où 1, = j' ne N*. 
FA 

1. Montrer que la suite (HE en SSt croissante et majorée par 1. Que peut-on en conclure ? 
l 5 2. a. Montrer que, pour tout ne N*, ls ds T9'avec,], = | É 

| 0 1] 4x7 

b. Montrer que, pour tout ne N*, 0 = = Et . En déduire lim Ppuselime 1 
(an à n = + n — +00 

1. Pour tout x de l’intervalle [0 ; 1],ona 0<x< 1 donc 0 < x"+1 < x” (1j et 0O=x?=4" (2). 
Sur [0 ; 1], on déduit de (1) que 1<1+x*+1<1]1+x%" et par suite, la fonction inverse étant 

= AR BE < 
4 Dee Lan 

En utilisant le lien entre intégrales et ordre, on obtient : 
1 

0=<] à dx<[ ni dx = [ 1 dx, c’est-à-dire .0 < I, <I < 1] 
0 1+x” 0 1+x7+l 0 7 ; 

Donc la suite (1,), 2 N est croissante et majorée par 1. On peut en déduire que la suite est convergente. 
AU ENT n 

HP LEE a" _, En uti- 2. a. Pour tout réel x de [0 ; 1] et pour tout entier naturel n : = 
+ x7 1 +x7 1+x è 

lisant la linéarité de l’intégration, on obtient [ - rm spi ax-[ - . = dx ce qui donne I,=1-J,. 
% +x 

b. De (2), on déduit que pour tout entier naturel n, 1 + x” > 1 et donc que 0 < < 1, puis que 
dhet 0 à 

TE : 7 ! Me l 
< x”*. D'où, en utilisant le lien entre ordre et intégrales, 0 <]J, < i MAAICACE 

0 1 + x’ 

1 
Comme Ï 4 dx=| 

0 

0 <= 

x+171 1 LS l 
tr te OT : 
PES Te RUE DEEE 

En utilisant le théorème des gendarmes, on déduit que lim J,=0 etque lim I,=1. 
n — + oo Mr 

4. Dans un repère orthonormal d’unité graphique 1 cm, on considère les courbes C et D 

d'équations respectives y = x+1+e * et y=x+ 1 pour xe [0 ; +cl[. 

1. Montrer que C admet D pour asymptote et que C est au-dessus de D. 

2. Calculer, en cm2, Paire À, du domaine E, délimité par C, D et les droites d’équations respec- 

tives x=0 etx=}X (À >0). Calculer lim A). 
À — +00 

1. On pose f(x) =x+1+e* et A(x)= f(x) -(x+1)=e 7. 

Comme lim A(x)=0 et A(x)>0 pour tout x z 0, C admet D pour 
X — +00 

asymptote en + et C est au-dessus de D 

À À À 1e 

2} AQ= [ CE) de-[ (x+1) dx=| ( f(x) — (x + 1)) dx. Donc, en unités 

Ps ee st a 
d’aire, soit ici, en cm, AQ=[ email er] SC E 7). 

Ona lim AE rap ES & 
À — + À — +0 

Remarque : le domaine situé entre C et D est illimité et a cependant une aire finie | 
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> EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Aires et intégrales 

FA On considère la fonction f paire et périodique 

de période m, définie sur R dont la courbe sur 

Gi 2 £ : 
LO 5 | est représentée ci-dessous : 

On admet que l’aire de la surface colorée en vert 

est égale à une unité d’aire. 

1. Calculer les intégrales suivantes : 

a.1=[ 0) dx : eee dx : 
-5 

2 TT 

c. K= fx) dx. 

2. a. On considère la fonction g=3f définie sur 

Calculer LS e(x}dxe 
0 

b. Les unités graphiques sont 2 cm sur l’axe des 

abscisses et 1 cm sur l’axe des ordonnées. 

Que vaut, en cm?, l’aire de la surface limitée par 

la courbe représentant £, l’axe des abscisses, l’axe 
2 : r: : Gt 

des ordonnées et la droite d’équation x = 3 (à 

12. La fonction f, définie sur [-3 ; 3], a pour 

courbe représentative la courbe ci-dessous : 

,B 

1. Interpréter graphiquement et déduire les 
valeurs des intégrales suivantes : 

0 4) 

a. is fx) dx ; b. Dei, fx) dx ; 

L2 

c. =] f(x) dx : d. L=[ fx) dx. 
3 

2. a. Quelle est la valeur moyenne de fsur [0 ; 2] ? 

b. Quelle est la valeur moyenne de f sur [—3 ; 3] ? 

206 = chapitre 7 Calculs d’aire. Intégrales. Primitives 

3. Le repère est orthonormal et l’unité graphique 

est égale à 0,8 cm. 

Que vaut, en cm?, l'aire de la surface limitée par 

la courbe représentant j, l’axe des abscisses et les 

droites d’équation x=-2 et x=2 ? 

| OÙ El z: courbe constituée des deux segments [AB] 

et [CE] et d’un quart de cercle BÈ représente une 

fonction Fa 

1. Calculer les intégrales suivantes : 

A 
4 

a. LES f Hd b. fs Lt dx: 

2. Quelle est la valeur moyenne de fsur [0 ; 3] ? 

sur [0 ; 4] ? 

[4 1. On donne les points AfS ; à et B|T : 1 | 

dans le repère orthonormal (O ; 1,7). Soit get h les 

fonctions respectivement représentées sur l’inter- 

valle I = LO ; a par les segments [OA] et [OB]. 

TU T 

a. Calculer f oder F h(x) dx 

£ f 0) ADI 

Interpréter graphiquement la dernière intégrale. 



EXERCICES 

_. b. L’unité graphique est égale à 2 cm. 
Que vaut, en cm2, l’aire de la surface limitée par 
la courbe représentant h, l’axe des abscisses et la 

droite d’équation x = : ? 

Primitives et intégrales 

Pour les exercices 8 à 14, donner une pri- 
mitive de chacune des fonctions f sur 
l'intervalle I. 

VE 1=R. 
a. NET pire. 3 b. f(x) = (x +3)2 ; 

c. f(x)=(4-x)? ; d. f(x) = x2(x3 + 12 007. 

| 2. On admet que la courbe C;, représentant une 
_ fonction jf, est au-dessous de la droite (OA ;tet 

au-dessus de la droite (OB), sur Lo $ mn. 

, T 

En déduire un encadrement de I = in FN) Ar. 
0 

CE 1 = 10 : +o/. 
: SE Dans un repère orthonormal, on considère les ne x a de a. f(x)=x+1+-+— ; Det ; 

_ points A(-—2 ; 2) et B(3 ; 0) et la fonction f définie *% x? a 2 
sur R dont la représentation graphique est la droite CU X) — “: à d J(x) = Dern : 
(AB). (re (x2 + 14 

1. Soit M un point du segment [AB] d’abscisse x. 
a. Calculer l’aire F(x) du trapèze IPMA. 

b. Vérifier que, pour tout x € [-—2 ; 3], F’(x)=/f{x). 

2. Calculer l’aire G(x) du triangle BMP. 

Calculer G’(x). 

3. Expliquer les résultats obtenus. 

6 | 1. Soit f la fonction définie sur R par : 

AND) =sm (rt): 

a. Vérifier que f est impaire et périodique. 

b. En déduire 1e | f() dt et et fo dr. 
2 

2. Calculer K= J g(x) dx après avoir étudié la 
0 

parité et la périodicité de la fonction g(x) = sin (mx). 

On connaît le tableau de variation d’une fonc- 

tion j : 

Donner des encadrements des intégrales suivantes : 
5 

a. Ef fx) dx :; b. Tail fx) dx ; 

3 
c. K=] HANEOXS 

ET 1-10 ; +1. 

a. fx) = 5/52 b. fx) = 4x 3 3 

hi) Cr DT de) T 
[en 

EM 1-11: +1. 
2x+l1 a. f(x) =— MERDE PSE Le 

x +x+l 5e 

CH) Ci x) x 

d'Pfçx) = Le, 
î C2) 

EE :=R. 
A. (x) CR b' (x) ce PE 

c. f(x) = SA ; d. f(x) = e* /e*+2. 
e* +1 

LE 1=R. 
AU cost, | b'JG)=SmOxIE 

c. f(x) = sin? (x) ; à JCh= = sin x+2 

141E:E 
a. f(x) =cos2 x ; 

Cf) = sin? (x) 

(Indication : sin? x+ cos? x= 1.) 

à 

b. Jx)= cos xsnPxs 

Pour les exercices 15 à 17, déterminer la 
primitive de chacune des fonctions f sur 
l'intervalle I, vérifiant la condition indiquée. 

EE 1=R. 
150) C++). /(0)=51 

b. f(x) = 3x(x2 + 1)4, f(V2)=1. 
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EXERCICES 

GE 1= 10 ; +c1. 
a. D = 

an feet ES) DE 
b. f(x) = xe*° 101) 2e; 

Calculs d'intégrales 

Pour les exercices 18 à 23, calculer les inté- 

grales proposées en lisant une primitive. 

2 
(AE 2. | (2x + 1) dx ; 

F 

b. [. (+212 -4r#1) dr ; 
3 
2 D} 

& || (x +1)? dx ; a. | 1(12 + 2) dt. 
2 = il 

T 

b. [ sin? t dt ; 
E 
6 

ED à. js COS 0) A0 

TT. | 1 
D) TT 

d. [ 2 cos (nt+ 5) due 

4 ë 

l 

C. F sin 0 cos 0 da ; 
0 

( L de 

PET E 
C: [ cs 3 a. [ NP Didie 

0 /Jx+l —1 

laix 4 a. | “ax; b. [ re” dr 
1 X 0 

1 e* 

"| —— dx ; 
o (e*+1)2 

Ga 

e: e an CL f. | 

Z 4 

22E% Ï.. (2:+2- dt; b. Î. 
5 > 9 

c. fx? dx ; d. | (x +1)4/x dx. 
1 1 

É re 

[23 Calculer les intégrales suivantes : 
4 

a. | (lx=—1|+1x-3l) dx ; 
0 

b. F Nico rdrs. 
0 
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cf. 12 + 31+ 2] di ; 

a. | max (1,c) dt. 

@. 

24 Pour xe R, soit : 

16) =] cos: dt et JC) o=[ s sin? t dr. 
0 

Calculer I(x)+J(x) et CI(x) J(x). 

En déduire la valeur de QG). Ve 

À 25| Soit f et g les fonctions définies sur [0;1] 

par : 

flx)=x2(1-x)5 et g(x) = x3(1-x)2. 

On désigne par C; et C, les courbes de f et g 

dans un repère ne 

1. a. Vérifier que, pour tout x appartenant aL[O UE 

f(x) = g(1 — x). 
b.Que peut-on en déduire pour les points 

Mix ; f(x)) et N(1 = x 3 g(1 —x)) ? 
Et pour les courbes C; et ÈE ? 

2. Montrer que : 

f f(x) ax=[ 2) dx 

a. à l’aide de la question 1 ; 

b. par le calcul. 

Intégrations par parties 

Pour les exercices 26 à 29, calculer les inté- 

grales proposées en utilisant une ou plu- 

sieurs intégrations par parties. 

XEB 2. e“(x+ 1) dx ; b. [ x 

27 EN In £ dt (remarque : nr=1xInc); 
1 = 

x2e2* dx. 

b. [ Int dr pour ne NX. 
1 

x [ In (+1) 

0 (EH D)? 

\ 2 : 
Da. f % SIN Axa o. [ (x2 + 1) cos x dx. 

/E] Soit 1 = F étoile F SN he ET 

1. À l’aide de intégration par parties, expri- 

mer I en fonction de J puis J en fonction de I. 

2. En déduire let]. 

X El Soit I, 4 D de, où ne N. 

a. Calculer I, à l’aide d’une intégration par parties. 
b. Calculer lim lb 

n — +0 



EXERCICES 
A 

CE TEEN 1. Soit g la fonction définie sur 

_  l’intervalle ]1 ; +c[ par g(x) = _— 
x(x2—1) 

D 2. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que 

_ lon ait, pour tout x> 1, nee Pipe ; REX PL OCT 
b. Trouver une primitive G de g sur ]1 ; +. 
2. Trouver une primitive F de la fonction f définie 

"7 

(x2= 12 
3. En utilisant les RE obtenus précédem- 

In x dx. 

sur l’intervalle ]1 ; +c[ par f(x) = 

ment, calculer I = L — ———— 
(x2- 1 

On donnera le résultat exact sous la forme 

pin 2+gln3 avec p et g rationnels. 

D'après Bac S, septembre 2004. 

: 

Aire, valeur moyenne, volume 

[33] 1. Dans un repère  orthonormal 

graphique : 2 cm), dessiner la parabole (P) d’équa- 

tion y = x2 3x et la droite (d) d’équation y = ; DE 

2. Calculer l’aire, en cm?, de la portion de plan 
limitée par la parabole, l’axe des abscisses et les 
droites d'équations respectives .x = 0 et x =3. 
3. a. Déterminer les coordonnées des points 
d’intersection de (d) et (P). 

7 

b. On pose I=4 É G xx?) dx. 
0 

Calculer I. 
De quelle portion de plan I représente-t-elle l’aire 

en cm? ? 

E] Pour tout x de l’intervalle I — EE ; : ; 

on pose f(x) = sin x. 
1. Dans un repère orthonormal (unité graphique : 

3 cm), dessiner (C), la courbe représentative de f. 

2. Calculer la valeur moyenne de f sur 10 ù = 

3. Calculer l’aire de la portion de plan limitée par 

(C), l’axe des abscisses et les droites d’équations 

| respectives x = = x E 
| à 2 2 

|  E Soit la fonction f définie sur I=]1 ; +o[ par : 
| x )=* . 

1. Déterminer trois réels a, ; c tels que, pour tout 

1 

2. Donner la forme générale des primitives de fsur I. 

3. Donner la primitive F de f vérifiant F(2) = 4 

4. Calculer la valeur moyenne de fsur [2 ; 4]. 

| 

| réel de I, on ait FC) = ax + b+ 

| 

à N436 Soit la fonction f définie sur R par f(x) = = 
e 

(unité 

2% 

X 

1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour ne | 
be* 

(QE 
2. Donner la forme générale des primitives de fsur R. 
3. Donner la primitive F de f vérifiant F(0)=0. 
4. Calculer, en unités d’aire, l’aire du domaine 

limité par l’axe des abscisses, l’axe des ordonnées, la 

courbe de la fonction f représentée ci-dessous et la 
droite d’équation x=1. 

réel de R, on ait f(x) = ae* + 

1. Calculer la distance parcourue par un train 
entre les instants :=0 et r=10 mn lorsque sa 
vitesse est définie en km/h par : 

si.0 &t<l, 20) = 

SET OL) EE 

Si 2=1<0,v(c)—2 

si9 <r<10,v(1)=-21+ 20 

Indication : on admet que, sur un intervalle 

[, 5 &] où la fonction v est continue, la distance 

2 

parcourue est donnée par fé U(L)FA re 
tj 

2. Quelle est la vitesse moyenne sur ce parcours ? 

JE Soit f la fonction R. Sun DS 2/|ipar 

EE 2. 
(1. Dresser le tableau de variation de f et tracer la 
courbe (C) de f dans un repère orthonormal 
d’unité graphique 2 cm. 
2. Soit D le domaine limité par la courbe (C), l’axe 

des abscisses, l’axe des ordonnées et la droite 

d’équation x = 2. 
Calculer l’aire du domaine D en unités d’aire, puis 

en cm?. 
3. En faisant tourner le domaine autour de l’axe des 
abscisses, on engendre un solide S. On admet que 

le volume de S est donné par : 
2 

V=r | (x)? dx. 
0 

a. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout 

be* 
+ ——— . 

au ste (e*+1)2 
b. En déduire la valeur de V en unités de volume, 

puis en cm”. 
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> Que sais-je ? 
6 

mm 
ES 

Vrai ou faux ? 
Pour chaque affirmation, justifier par une 

démonstration ou exhiber un contre-exemple. 

[39] La valeur moyenne d’une fonction impaire 

continue sur R est égale à O sur n’importe quel 

intervalle de la forme [-a ; a] où a réel, a> 0. 

401 > ax=[-;] =-1-1=-2. 

1 
El on ose, pour x > 1 fw=[ ——— di. 

run ; 1 J1+t+l 

Alors la limite de one quand x tend vers 3 

est 6 ea 8 en 

[42] Soit fune fonction définie sur ]0 ; + co[ , posi- 

tive, qui tend vers 0 quand x tend vers +c. 

14 

Alors F: re | f(x) dx tend vers une limite 
1 

finie quand t tend vers +co. 

T 

2 eu 143] [ cos2 (21) dx = à. 

, 

44] Il existe des fonctions f, telles que £ admet 

pour primitive In (— 1): 

ES La fonction F définie sur ]-; 1[ par 

t 

F(x) = _©_ dr est décroissante. 
21 CA 

ET La suite numérique définie par : 

ie 
4 

ap tan” (6) d8, pour n = 1 

est une suite décroissante. 

Soit fune fonction impaire, continue sur R. 

Alors, pour tout a positif : 

[60 &e=2 [ PG dr. 

h2 dx 4 n2 ex ë. 4 

y, a a 

149) La valeur moyenne de In sur [2 ; 4] est: 

=S1n27" 

D
 

QCM 
Indiquer les réponses justes pour chaque 

question (il peut y en avoir plusieurs). 

E] À partir d’une courbe 

Soit f la fonction 
définie sur [0 ;3] 

dont la courbe est 
reproduite ci-contre. 

On: posé, pour 

ee [0:31 

FG=f {0 de. 

ASF(5)>0: 

B. Fest croissante sur [0 ; 3]. 

C. La fonction F admet un minimum en 0,5. 

D. La valeur moyenne de f sur [0 ; 3] est posi- 

tive. 
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€ 

51] Soit 1,= | (In x)” dx, pour ne N*. 
1 

A. Pour tout nEeN*,1,2z0. 

B. La suite (1,) est croissante. 

C. PourtoutneN*,L,,.,=e-(nTt)t,; 
D. (1,) converge vers 0. 

152] En composant 

On pose, pour xEe ]-1 ; 1[ : 

1 Éé)— (x) | ue de. 

A. La fonction F est paire. 

Pour ei. : nt on pose G(t)=F 0 sin (t). 
2 2 

B. La dérivée de G est égale à 1. 

C. Pour x e]-1; 1[, G(x)=x. 

: 1 TT 
DRE 

F(;) SE 



Objectif BAC 

- > Un sujet vu au BAC (extrait) 
53 On considère les fonctions f et £ définies, sur l'intervalle [O ; +o[ , par: 

f(x) = In(x+ 1) et g(x)=e*-1. 

On désigne par C 1. et C, les courbes représentatives de f'et g dans un repère 
orthonormal (O ; 2 1) ie ci-contre). 

1. Vérifier que C, et C, ont une tangente commune au point O. 
2. Démontrer que C, et C, sont symétriques par rapport à cette tangente. 
3. Soit a un réel strictement positif. On se propose de calculer le nombre 

I(a) = ” In (x+ 1) dx de deux façons différentes. 
a. Par des considérations d’aires, montrer que I(a)= a ln (a+1)— [ Fe” 
En déduire la valeur de I(a). 

In (a+1) 
— 1) dx. 

b. Retrouver la valeur de I(a) en effectuant une intégration par parties. 

1. O appartient à C, et à C, car f(0)=g(0)=0. Pour x>=0, 

mn il 
Ame 

C, et C, ont donc bien À : y=x pour tangente en O. 

ePrxi=edonnent./(0)}=#"(0) = 1. 

| 2. + Si M(a ; b) est un point quelconque du plan, alors N(b ; a) 

est le point symétrique de M par rapport à A. 

En effet, le milieu I de [MN], de coordonnées ( 
nn) né 

2 AI 

un point de À et MN(b-a;a—b) est normal à Asi azb. 

+ M(a ; b) appartient à C, se traduit par b=f(a) avec a Z O0 soit 

In (a+b)=b avec b=0 ou encore a+b=e? qui équivaut à 
N(b ; a) appartient à C, . Il résulte de cette équivalence que C,; 

et C, sont symétriques en rapport à À. 

3. a. I(a) est l’aire du domaine compris entre C,, l’axe des abs- 

cisses, et le segment [AM] ; elle est égale à la différence entre 

l'aire du rectangle OAMB (axIn (a+1)) et l’aire du domaine 

limité par l’axe des ordonnées, la courbe C, et le segment [BM\]. 

Mais par la symétrie d’axe À, cette ernièce aire est aussi celle du 

domaine limité par la courbe C, , l’axe des abscisses et le segment 

[CN], qui se calcule par : 

A 7 (SPA 
In (a+1) 

Ï g(x) dx =[e*- 
0 

Donc I(a)=aln(a+1)-a+ln(a+l). 

b. Intégrons I par parties avec, sur [0 ; da] £ 

U(x)=n(x+1), U'()=—— ere es rene 
1e 

On en déduit I(a) =[(x+ 1) In (x+ 1) [; 1 dx soit 

I(a)=(a+l)In(a+1)-a. 

La Réunion, 2005. 

le jour du BAC 

Question 1 : La tangente est 
entièrement définie par la valeur 
de la fonction et de sa dérivée. On 
calcule l’équation de la tangente 
parce qu’elle est nécessaire plus 
loin. 

Question 2 : Les deux propriétés, 
le nulieu de [MNT] appartient à A 

et MN orthogonal à À, traduisent 

bien la symétrie de M et N par rap- 

port à À. 

Question 3a : Le raisonnement 
est à noter : on passe d’une 1nté- 

grale à son interprétation en terme 
d’aire puis en retour d’une aire à 
l’intégrale qui la calcule. 

Question 3b : Ne pas oublier de 
préciser que ces quatre foncnons 

sont continues. 
Retenir surtout l’astuce qui consiste 
à prendre x + 1 plutôt que x comme 
primitive de V'(x) = 1 pour simplhi- 
fier le calcul de la dernière inté- 

grale. 
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ne 

> EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

Aires et intégrales 

[54 Soit R un réel strictement positif, on considère 

la fonction f définie sur [0 ; R] par f(x) = JR 

On note (C) sa courbe représentative dans un 

repère orthonormal. 

1. Étudier les variations de f sur [0 ; R]. 

2. a. Soit 1(0 à s). Montrer que pour tout point M 

de (C), OM=R. Quelle est la nature de (C)? 

R 
b. En déduire Ï NR2=x%x2 dx: 

0 

55] Intégrales de fonctions en escalier 

Soitne N. 
1 

1 n+3> 

1. Calculer [ ECG 'dx 

2. On pose fx) = E(x) pour xefn;n+ll et 

f(n+1)=n7. 
n + 1 

Justifier que [ f(x) dx existe et la calculer. 
n 

+1 

On se permet de noter Fi E(x) dx à la place de 
n 

n + 1 

[ Ted 
n 

3. En utilisant la relation de Chasles, calculer le 

n 

réel a, = | E(x) dx représentant l’aire de la sec- 
0 

tion du plan comprise entre les droites x=0, x=n 

et la représentation graphique de la fonction E. 

EN . Soit x un réel positif. On pose g(x) = le E(b) dr. 
0 

. Calculer g(x) sixe[0;1!. 

. Calculer £(x) si xe [l 5 2/7 

. Calculer g(x) en fonction de x, E(x) et ag, . 

. Donner la représentation de g sur [0 ; 3]. 

D’après cette représentation graphique, g est- 

elle continue ? dérivable ? 

Q g' 9 

6e à 

Primitives et intégrales 

4 56 Le but de l’exercice est de trouver les primitives 

sur R de f et g définies par f(x) = cost x et 
g(x) = sint x puis d’utiliser les résultats obtenus. 

1. a. En utilisant les formules de trigonomeétrie, 

montrer que pour tout x réel : 

1 1 3 
4 = — = = COS 8 cos (4x) + 5 cos (2x) + a: 

b. Donner les primitives de f sur R. 
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2. Par une méthode analogue, déterminer les pri- 

mitives de g sur R. 

3. a. Montrer que pour tout réel x, on a : 

f(x) + g(x) = 1 -2 cos? x sin? x. 

T 

b. En déduire F cos? x sin? x dx. 
0 

[57] avec ROC | 1. Soit f une fonction continue et 

croissante sur [a ; b]. Démontrer que la fonction 

définie sur [a ; b] par F: x [ f(x) dt est une 
a 

primitive de f sur cet intervalle. 

2. Soit f la fonction définie sur [O0 ; +c[ par: 

7 
1 +14 

On pose, pour x = 0, F(x) = JC) dr- 

a. Calculer la dérivée de la fonction ur F(tan (u)) 

définie pour w appartenant à Lo & À : 

. b. Démontrer que F(tan (u))=u pour tout u. 

1 

c. En déduire la valeur exacte de Ï : 
0 + 12 

58] Soit x un réel positif. 
et 

On pose f(x si —— dr. pose f(x) er 

1. a. Montrer que pour tout réel x positif : 

e* 

x+1 

b. En déduire que (2) = 1. 
2. a. Montrer que f est continue sur R*. 

b. En déduire qu’il existe un réel c appartenant à 

[ER TMtElAUE NOEL 
c. Calculer f’(x). En déduire que f est croissante. 
d. Démontrer que, pour tout x positif, f(x) = x — 1. 
En déduire la limite de f quand x tend vers +c. 

159] Calcul approché d’une intégrale 

Soit la fonction f définie sur LO à ;] par f(x) = —- . 
— X 

On se propose de déterminer une valeur approchée 
1 

à 10-2 près de l’intégrale I = F fCordxs 
0 

1. a. En étudiant les variations de la fonction f, 

montrer que, pour x € LO à | Lx) = de. ; 
\e 

b. En déduire un encadrement de I. 
Cet encadrement permet-il d'obtenir une valeur 
approchée de I à la précision voulue ? 



EXERCICES 

2. a. Prouver que, pour tout réel x de 10 $ 5] 4 

1 
—=1l+x+——, 

À 1-x 
En déduire que : . 

1 1 
I = 2 1 x (2222 F (Ie dx+ x2f(x) dx. 

sis 

2e 

1 

c. Calculer l’intégrale ep (ssx)esr'dxt 
0 

1 
1 2 

b. P —— 2 —_ rouver que 54 [ HALO 

d. En déduire une valeur approchée de I à 10-2 
près. 

Suites et intégrales 

60) 1. On pose, pour tout entier naturel #7 non nul : 

cl 
= — [ (1-x)e-* dx. 

n! 0 

a. À l’aide d’une intégration par parties, calculer I. 
b. Prouver que, pour tout entier naturel r non nul : 

ETS ON LES EL. * dx. 

En déduire lim I, 
n — + 

c. Montrer, en utilisant une intégration par parties, 
que, pour tout entier naturel # non nul, on a : 

1 
= ——— -1],. 

(n +1)! 

2. On considère la suite réelle (a,) définie sur N* 

par a, =0 et, pour tout entier naturel # non nul : 
= 1 Le +1 

(n+1)! 

a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier 

n+l 

a = x n+1—%n 

naturel # non nul, a, = - +(-D)'I, 

b. En déduire lim a, 
n — +0 

Gi Pour ne N*, on pose : 
1 

jÉ = | x" tan x dx. 
F Jo 

1. Montrer que, pour tout x de [0 ; 1] : 

%" tan x = x” tan 1. 

2. En déduire que la suite (1,) converge vers 0. 

3. En effectuant une intégration par parties, prou- 

ver que, pour tout entier naturel 7 : 

1 

(n+1)I,= tan pets (1 + tan? x)x7+1 dx. 

4. Déterminer lim Ef tan x) 1x. 
SIN 

En déduire la Hnite de (nE,). 

En déduire que -x 

62] On définit la fonction f sur ]0 ; +co[ par: 

In x 
f(x) = | he 

1. Etudier les variations de f. 
2. Pour tout entier n = 8, on pose : 

U,,=f(8) +f(9) +. +/f(n). 

a. Démontrer que pour tout entier k = 8 : 

Hd 
CR + 1) <[ fD.dr = /f(R). 

il 

b. En déduire U, , ; —{(8) < É fo) dt <U 
c. À l’aide d’une intégration par parties, calculer : 

+1 

ef fo dr. 

d. Montrer que lim U,=+0c. 
n — +0 

Œ Soit 7 un entier naturel. On pose, pour n=0, 
1 

uo= |], 1'dX: pour 7-0, u,=[ (QEr bre honte 

1. Montrer que uw, = 0. 

2; Déterminer le signe deu, ne 
En déduire que la suite (,) est monotone. 

3. Montrer que la suite (4,) est une suite conver- 

gente etque lim ,2> 0. 
n = +0 

4. En effectuant une intégration par parties, mon- 
trer que u,,,=e-(n+1)u,, pour tout n de N. 
5. À l’aide ‘de cette relation, montrer que la limite de 
la suite (w,) ne peut pas être strictement positive. 
En déduire la limite de la suite (u,). 

64 On considère les deux suites de nombres réels 

GER (C) AR ETES par 

RER a NE + sin Z 
n 2 2 ER #È 

a “nel 
UE LE 2 72 

; : l 
1. Démontrer que la suite v converge vers 5 

2. a. Démontrer que pour tout x réel positif ou nul : 

"eh cos t dt = x 
0 

Sin XX. 

b. Déduire du 2a que, pour tout x réel positif ou 

nul : 
D 2 2 x 

—— <1-cos x=< —. 
2 2 

3 3 : Ce ; Se 
Puis que es £<x-sin X<— 

c. Justifier alors, que pour tout x réel positif ou nul : 

5 
dv ei ie 

3. a. Prouver que pour tout n = 1 

15+23+33+..+n<n 
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b. Déduire du 2 l’inégalité : 

lei 
he Se NN IE) 

n | 6 ùy2 n n 

pour tout entier naturel non nul. 

c. Démontrer que la suite (u,,),, - x St convergente. 

Quelle est sa limite ? 

Œ Suites adjacentes et In 2 
2 

Soit l'intégrale 1=| = dx. On désigne par f la 
j 

; 1 
fonction définie sur [1 ; 2] par f(x) = = et par C 

sa courbe représentative dans un repère orthonor- 

mal du plan. 

Partie À 

1. Calculer I et en donner une interprétation géo- 

métrique. 

2. Soit À l'aire du «domaine situé sous la 

courbe C », en unités d’aire. 

On subdivise l'intervalle [1 ; 2] en” intervalles de 

1 : e ; 
longueur -, où 7€ N*, à l’aide des nombres 

n 

1 k n 
dope apbheor te TT LE 

Pour À entier, 0O<k<n-1l, on construit sur 

las le rectangle R, de hauteur (as )rer 

le rectangle R; de hauteur (az) 

On note U,, la somme des aires des rectangles R} 

et V, la somme des rectangles R;. 

Partie B. Encadrement de À 

1. Construire la courbe C (unité graphique : 8 cm), 

ainsi que les rectangles R, et R, lorsque 7=4. 

2. Exprimer les sommes U, et V, en fonction des 

réels f(ao); f(a1); f(a2); (az) et (aa) ; 
en déduire un encadrement de À par deux 

décimaux d’ordre 2. 

3. Montrer que, dans le cas général, on a : 

U,= 2 an) +f(a) +. +fa,)] 
1 

CINE = Lao) +J(a1) + … FC RAI 

Quel encadrement de l’aire À peut-on écrire ? 

Partie C. Étude des suites (US Re, Let (NAS 

1. Montrer que, pour k entier, 0£<k<n-1l : 

n n—1 

1 1 
\B] — —— == 

ie > n+k A > n+k 
Ru k=0 

2-àa. Calculs pout 7 107 Ur, 

en déduire le sens de variation de la 

suite QUE 2 

b. Procéder de même pour la suite (V,) 

3. Calculer V, =Ù,, , pour 7 = 1%; 

en deduire clim @iV 0”) 
| TE VA 

4. Justifier que les suites (U,), _, et (M sont 
>] 

adjacentes et que leur limite commune est le nombre I. 

= NN 
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Partie D. Une valeur approchée 
de In 2 

a. Déterminer, à partir de quel rang p, On a : 

Va Ur =h0g 

b. Montrer que U, = 0,5; puis à l’aide de 2b,
 défi- 

nir par récurrence la suite (U,) = 1€ 

À l’aide de la calculatrice, en mode RECURRENCE,; 

donner une valeur arrondie à trois décimales de 

U, » puis de V,: 

En déduire une valeur approchée de In 2 à 10
7 2 près. 

66| Suite rationnelle de limite e 

Pour n entier naturel non nul, on définit sur [1 ; el] 

n 

la fonction f, par f,(x) = Les 

On pose alors I, = f,(x) dx: 
1 

1. Montrer que = GTS. 

1 Mons 
2. Prouver que = [,= 1-2 De Bi 

k=0 

3. En encadrant (In x)" sur [1 ; e], montrer que 

0<]I, < 1. En déduire que lim = 3 
n + N: 

n 

1 
4. Prouver que lim Ds Le e 

k=0 
n — +0 

Suite rationnelle de limite e (bis) 

1. Soit ne N*. On considère l’intégrale : 

17 5 
I, =| — e * dx. 

o A! 

a. Calculer l'intégrale I, en utilisant l’intégration 

par parties. 

b. En utilisant les théorèmes de comparaison, 

’ 1 
démontrer que, pour tout n, 0 <I, « Te 

n: 

2. a. Soit n, ne N*. Calculer et simplifier la déri- 

vée de la fonction définie par h,,(x) = > : 
n! 

b. On considère la fonction jf définie sur [0 ; 1] par: 
2 n 

= —X cs X% X° IX) = (1 + PAT =). 

Justifier que la fonction f est dérivable et démontrer 

que oe. ie 

c. En déduire que I, =f(0) -f{(1). 

3. a. Déduire de tout ce qui précède que, pour tout 
n entier naturel : 

1 l 1 e 
0<e- — + — — — E Hspigtess)s£ 

b. Calculer enfin lim (spenress s 
Hess Lan n! 



MTS avec roc 
as 

- En déduire que F(a/#+ 1) = 

Partie A 
Démontrer la formule d’intégration par parties 
pour deux fonctions # et v dérivables sur Lab] 
telles que #’ et v’ soient continues sur [a s ble 

; . Partie B 
Soit a et n deux entiers naturels non nuls. On pose 

1 1 
I(a, n)= | x4(1— x)" dx et I(a, 0)=| xa dx. 

0 0 
1. À l’aide d’une intégration par parties, montrer 

1 
ue I(a+1,n)= A es q (a n) ns (ent). 

2. Prouver que I(a,n)-I(a,n+1)=I(a+1,n). 
n+l 

PL AE Dohe 
3. Calculer I(a, 0). 

4. Montrer que : 

ISCZXEX (nr 
A 

(a+1)X(a+2)X...x(a+n+l1) 

5. En déduire que I(a, DER 

Application : Calculer I(2, 7). 

Applications du calcul intégral 

69] Puissance et énergie 

Si la puissance P d’un système est constante pendant 
un temps Az, l’énergie qu’il fournit pendant Ar est : 

AN= PAS: 

On admet que lorsque la puissance fournie par un 

système 1 P(r) est une fonction continue sur 

l'intervalle [z, ; £,], l'énergie fournie dans l’inter- 

L 
valle [r, ; £,] est o=| P(r):dr- 

f 

1. Déterminer l’énergie calorifique dépensée pen- 

dant une période T dans une résistance R traversée 
par un courant alternatif d’intensité 2 = I., sin (wt), 

sachant que la puissance calorifique est, à l’instant r, 

PU =R:Z. 

2. On définit l'intensité efficace I, comme étant 

l'intensité continue qui, dans la même résistance, 

pendant la même durée T, produirait la même 

énergie calorifique. 

1e 
a. Montrer que I, =—. 

2 
T . 

b. Calculer J sin? (wt) dt. 
0 

ae las 
En déduire que L=T [ 1-6) dr 

I. -est donc la valeur moyenne de 2 sur [0 ; T]. 

EXERCICES 

Volume 
On a représenté ci-dessous, dans un repère ortho- 
normal (O ;2,7), la courbe représentative de la 
fonction f dérivable sur R, solution de l’équation 
différentielle (E) : y’ += 0 et telle que f(0)=e. 

La DS 
1. Déterminer f(x) pour tout x réel. 

2. Soit t un réel donné de l'intervalle [1 ; e]. 

Résoudre dans R l’équation d’inconnue x :el-*=#. 
3. Soit A le point d’abscisse 0 et B le point d’abs- 
cisse 1 de la courbe. 
On considère le solide obtenu par rotation autour 

d EN 

de l’axe des ordonnées de l’arc de courbe AB 

comme représenté ci-dessous. 

On admet que son volume V se calcule par : 

Mr [ (no) 2e, 
1 

Calculer V à l’aide de deux intégrations par parties 

successives. 

D'après Bac S Amérique du Sud, 2004. 

Prolongement du cours 

FA] Soit f une fonction continue croissante sur 

l’intervalle [a ; b]. 

1. Montrer que : 

= < fa)< = [fo dr =). 
2. En déduire qu’il existe un réel c de [a ; b] tel que : 

[A0 de= fe a). 

[72 Soit f une fonction continue sur [a ; b]. 

1. Montrer que pour tout réel x de [a ; b] : 

| fo] < f6) < [FC] : 
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2. En déduire que : 

]. 60 dx <f Cx)| dx. 

Soit fune fonction continue sur [a ; b] etsoitg 

une fonction continue positive sur [a ; ll. 

On appelle M un majorant de | fl sur [a ; b]: 

1. Prouver que : 

—M f g(t) a f()g() dt < M f eUL) LES 

a a a 

2. En déduire que : 

[. f()g() di < M Î. g(r) dt. 

3. Application : Soit f une fonction continue bor- 

née sur [0 ; 1], montrer que [ et f(t) dt —> 0: 
a n — + 0 

EZ] 1. Soit f une fonction continue sur [a ; b] telle 

que son intégrale sur [a ; b] soit égale à O. 

A-t-on f= 0 sur [a ; b] ? Peut-on trouver un contré- 

exemple ? 

2. Soit f une fonction continue positive sur [a ; b] 

telle que f Fx)idx= 0; 
a 

Montrons qu’alors f=0 sur [a ; b]. 

a. Soit F une primitive de fsur [a ; b]. 

Démontrer que F est croissante sur [a ; GIE 

b. Démontrer que F est une constante sur [a ; BIS 

puis conclure. 

3. Application : Soit g une fonction continue sur 

[a ; b]. En étudiant le signe de |g -g, montrer que 

si f g(x) ax= | lg(x)| dx, alors g est une fonc- 
a a 

tion positive sur [a ; b]. 

[75 Soit f une fonction impaire, continue sur KR. 

À tout réel positif a, on associe @(a) fs CE) dr. 
— 4 

1. Déterminer la fonction 4 lorsque f(x) = sin x. 

2. On revient au cas général. 

Notôns F une primitive de f sur R. 
a. Exprimer (a) à l’aide de la fonction F. 

b. En déduire que w est dérivable sur R° ; 
calculer ’(a) pour tout réel a positif. 
c. Montrer que pour tout réel a positif : 

[è He te 

216 = chapitre 7 Calculs d’aire. Intégrales. Primitives 

On vient de prouver le résultat suivant : 

si f est une fonction continue impaire sur R, 

alors pour tout réel a > 0, (es fé) dt=0: | 

—a 

5 
3. Application : Calculer [ ; sin xIn(x?2 + 1) dx. 

(76| Soit fune fonction paire, continue sur R. 

Soit a un réel positif ; on pose : 

g(a) = ft) dr-2[ ft) de. 

1. Déterminer la fonction y lorsque f(x) = cos x. 

2. On revient au cas général. 

Notons F une primitive de fsur R. 

a. Exprimer w(a) à l’aide de la fonction F. 

b. En déduire que 4 est dérivable ; calculer æ’(a) 

pour tout réel a positif. 

c. Montrer que pour tout réel a positif : 

Te fn) ar=2 [ 0 dé. 

On vient de prouver le résultat suivant : 

si fest une fonction continue paire sur R, alors 

a + 

pour tout réel a > 0, F Jf{(t) dé=2 [ N f(t) dt. 
—a 0 

5 
3. Application : Calculer Ï (x2+|x|) dx. 

[77] Soit fune fonction périodique sur R de période T.. 

+T 

On pose g(a) =} f(c) dt pour tout réel a. 
a 

1. Soit F une primitive de fsur R. 

Exprimer g(a) à l’aide de F. 

2. La fonction g est-elle dérivable sur R ? Si oui, 

calculer sa dérivée. 
3. En déduire que, pour tout réel a : 

fine f(t) ar= [ Hitinehe 

On peut en tirer le résultat suivant : 
l'intégrale d’une fonction continue périodique 
sur un intervalle de longueur une période ne 

dépend pas de l’intervalle choisi. 

27 

4. Application : Calculer | sin? x dx. 
0 



EXERCICES 

> PROBLÈMES 

Avec des suites adjacentes 

Partie À. Étude d’une fonction. 

Soit f la fonction définie sur R* par : 

ei rx fee. 
1. Limites 

a. ROC 

Prérequis : la fonction exp est l’unique solution 

de l'équation y’ = y telle que y(0)=1. 
x 

. Démontrer que . a — 
- 1] 

b. Calculer les rie. . fen —-c et +, 

2. Variations de f 

a. On pose, pour xe R, p(x)=e*(1-x)-1. 
Étudier les variations de w et en déduire que w est 

une fonction négative sur R*. 

b. Montrer que la dérivée f” de f est du signe de w 
sur R*. 
Dresser le tableau de variation de f. 

Partie B. Aiïre sous une courbe exponentielle 

Soit g la fonction définie sur [0 ; 1] par g(x) = ee 
et C sa courbe représentative dans un repère ortho- 
normal (O ; 4,7) (voir figure ci-dessous). 

On s'intéresse à l’aire À, en unités d’aire, du 

domaine situé sous la courbe C. 

Pour obtenir un encadrement de À, on partage 

[O0 ; 1] ennparties, ne N* ; puis on construit sur 

Ë è a les rectangles R, et R' de hauteurs res- 
n 

pectives {—) et di) DOUT 0 = 1="# 1" 

On note S, la somme des aires des rectangles R, 

ets, celle des rectangles R'. 

3. Reproduire la courbe C et construire les rectan- 

gles R; et R; , lorsque 7=5. 

4. Retour au cas général 

a. Quel encadrement de À peut-on écrire dans le 

cas général ? 

b. Expliciter les sommes S, et S;. 

1 

L s1 
c. Justifier que S, = CR 

(1 -e") 

(1-1) 
En déduire lim Ds 

n —) + 00 

et montrer que 

d. Montrer de même que : 

s,=(1 - :) f-;) et calculer lim S;. 
(œ n — +00 

e. En déduire la valeur de A. 

Partie C. Étude des suites (S,)ret (5) 

Démontrer que les suites (S,) et (S’) sont adja- 
centes. 

[79] Par rotation et par parties 

Soit f la fonction définie sur [0 ; +c[ par: 

El ex. 

On désigne par C (voir ci-dessous) sa courbe repré- 
sentative dans le plan orienté P rapporté à un 
repère orthonormal (O ; 1,7). 

Partie À. Quelques propriétés de f 
1. Par lecture graphique, donner le tableau de 

variation de f. 

2. Prouver que lim 
x— 0 

(poser Nx=t). 
Que peut-on en déduire pour f ? pour C ? 
3. Montrer que f est continue en 0, puis sur l’inter- 

valle [O ; +oc[. 

Partie B. Interprétation de l’intégrale 

= + co f(x) — (0) 
X 

1 
= | f(x) dx comme aire de deux domaines 

0 

1. Justifier que I est l’aire A(E), exprimée en unités 

d’aire, d’un certain domaine E que l’on précisera. 

2. On considère la rotation R de centre O et 

T 
d’angle — 2” 
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a. Soit M un point du plan d’affixe z=x +yi et 

M' son image par R, d’affixe z’= x" + Vi. 

Exprimer z’ en fonction de z et en déduire que 

x =7y et y =-xX. 

En déduire x et y en fonction de x’ et y”. 

b. Soit À le point de C d’abscisse I ; donner les 

coordonnées de A et de son image A” par R. 

Prouver que si M(x ; y) est un point de C, son image 

M'(x’ ; y’) par la rotation R appartient à la courbe 

C’ d’équation y=-(In x)? pour xe [1 ; +cl. 

On admet que C’ est l’image de la courbe C par la 

rotation R. 

c. On désigne par E’ l’image du domaine E par la 

rotation R (voir graphique). 

Justifier que I est aussi Paire A(E’) du domaine E”. 

Partie C. Calcul de I 

1. Justifier que A(E’)=e-J, où J désigne l’inté- 

grale =. (In x)? dx. 
2. Prouver que la fonction G définie sur ]0 ; + co| 

par G(x)=x2 In? (x)-2Inx+2x est une primi- 

tive de la fonction g définie sur ]0 ; +c[ par 

g(x) = In? (x). | 
3. En-déduire le calcul de J et la valeur de I. 

; E Suites d’intégrales 

Soit la suite (w,) définie sur N par : 

1 1 u= | 
0 ,/1 + x2 

dx pour n=0 

x" 

Nil + x2 

1. a. Soit fla fonction définie sur [0 ; 1] par; 

f(x) = In (x + V1 + x2). 

Calculer f’(x) et en déduire 4, : 
b. Calculer v,. à 

2. a. Démontrer, sans chercher à calculer u, , que 

(u,) est décroissante. 

b. Démontrer que pour tout x appartenant à [0 ; 1]: 

1=N14+x2= 5 J 

En déduire que pour tout #7 = 1 : 

1 1 
—<u,<—— (1). 
(n +1) V2 TEEN 

c. En déduire que (u,) converge et déterminer sa 

limite. 
3. Pour tout entier n = 3, on pose : 

1 
e EN 2 En 3% 1x dx 

a. Vérifier que pour tout entier n=3,0na: 

de 
1 

etpour n> |, u,= | 
0 

us + bia fe £ 

Par une intégration par parties portant sur I,, 
montrer que pour tout entier 1=3,0na: 

nu, +(n-—-1)u,_,= Nas 
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b. En déduire que pour tout entir =3,0na: 

Creuse 

c. À l’aide des inégalités (1) et (2); démontrer que 

la suite (nu,) est convergente et calculer sa limite. 

|‘ f Approche par un polynôme 

Soit a appartenant à l'intervalle [0 ; +c[. Le but 

de l'exercice est d’approcher In (1 + a) par un 

polynôme de degré 5. 

On note Ita) = [ _ dt et pour ke N*, on 

pose : 

(= a}} I, (a) ï eo 

1. Calculer I,(a) en fonction de a. 

2. À l’aide d’une intégration par parties, exprimer 

I,(a) en fonction de a. 

3. À l’aide d’une intégration par parties, démontrer 

que * 
ei Le +108k+1 

PERRET 
pour tout ke NX. 

4. Soit P le polynôme défini sur R par : 

P(x)= 3 5-2 xh+3 =; Ai de 

Démontrer, en calculant I,(a), I,(a) et I,(a) 

que : 
I;(a)=In (1+4a) — P(a). 

5 Soi J(a)= [ (a) dr, 

Calculer J(a)-- 

6. a. Démontrer que pour tout 1e [0 ; a] : 

Re 
LR (t- a). 
(1 +9 

b. Démontrer que pour tout ae [0 ; +ol : 

J(a) <1,(a) <0. 
7. En déduire que pour tout a € [0 ; + : 

[In (1+a)-P(a) _ 

8. Déterminer, en justifiant votre réponse, un 

intervalle sur lequel P(a) est une valeur approchée 

de In (1+a) à 1075 près. 

D'après Bac S Antilles-Guyane, juin 2004. 

82] vu au BAC] On considère la fonction f définie 
sur R par : 

1 
f(x) = 

ÉRIC : 

et on désigne par |’ sa courbe représentative dans 
un repère orthogonal (O ; 1,7). 

Partie À 
1. Etudier la parité de f. 
Que peut-on en déduire pour la courbe [° ? 

2. Démontrer que, pour tout réel x = 0, e-* < e*. 

= 



EXERCICES 
u 

2 

Le 

3. a. Déterminer la limite de fen +c. 
b. Etudier les variations de fsur [0 ; +co[, 
c. Tracer l dans un repère adapté. 

Partie B 
Soit (1,) la suite définie sur N par : 

n +1 * 

DRM) da 
n 

Le Justifier l’existence de I, et en donner une inter- 
prétation géométrique. 
2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n : 

HOSRIÉES RES 0) 

b. En déduire que la suite (1,) est décroissante. 

c. Démontrer que la suite (1,) est convergente et 
. déterminer sa limite. 

Partie C 

Soit (J,) la suite définie sur N par J, = F FA) dx | 
0 

1. a. Démontrer que, sur [0 ; +®[ , on a: 

1 1 
— < f(x) < —. 
DES fx) ce. 

b. En déduire que, pour tout entier naturel n : 

1 
5 PE) NET Cr = Te CR): 

2. Démontrer que la suite (J,) est croissante. 

En déduire qu’elle converge vers un réel L et 
déduire de (R) un encadrement de L. 

3. Soit z la fonction définie sur R par w(x) = E 
+x2 

On note 7 la primitive de u sur R telle que v(1) = 7 

On admet que la courbe représentative de v admet 
; : T 

en + une asymptote d’équation y = 3: 

a. Démontrer que pour tout réel x, f est la dérivée 

de la fonction xr= v(e*). 
b. En déduire la valeur exacte de L. 

A. 2. a. Le repère doit être « adapté » aux valeurs 

prises par f(x), bien sûr. 
B. 1. Penser à toutes les propriétés nécessaires. \ 
B. 2. a. Utiliser les propriétés de comparaison de 

l'intégrale. 

B. 2. c. Revoir les théorèmes concernant la con- 

vergence des suites. Que faut-il de plus à une suite 

décroissante pour qu’elle soit convergente ? 

C. 1. Toujours la comparaison entre intégrales. 

C. 2. Cette fois la suite est croissante. Auraïit-elle 

une autre propriété ? (Voir (R)). 

C. 3.. Comment se traduit pour v, en termes de 

limite, la propriété de l’asymptote ? 

C. 3. b. Il s’agit bien ici d’une déduction, pas 

d’un calcul. Exprimer d’abord J, à l’aide de 2. 

[83] vu au BACRE plan est rapporté à un repère 

orthonormal (O ; 1, j) (unité graphique : 1 cm). 

La courbe (C) représente la fonction f définie par 

f(x) = sin? x, x étant élément de l’intervalle [0 ; m]. 

Le domaine (D) est l’ensemble des points M(x ; y) 
du plan tels que 0 <x<m et 0 < y < f(x). 

1. a. Exprimer sin? x en fonction de cos 2x. 
b. Calculer l’aire en cm? du domaine (D). 
2. a. Exprimer sin+ x en fonction de cos 2x et 
cos2 2x1. 
Puis en utilisant cos 4x = 2 cos? 2x — 1, exprimer 
sin? x en fonction de cos 4x et de cos 2x. 

bdd a lee F rare 

3. Le nombre x étant élément de l'intervalle 

[0 ; mr], on considère les points A et B d’abscisse x, 

B appartenant à la courbe (C). Le segment [AB] 
” pivotant autour de l’axe (O ;:) engendre un dis- 
que dans l’espace: 

Exprimer l’aire en cm? de ce disque en fonction de x. 
4. En déduire le volume en cm du solide obtenu par 
rotation de la courbe (C) autour de l’axe des abscisses. 

E] MEME on considère la fonction f définie 
sur [0 ; +c[f par: 

f(0)=1 

9 =3 x (3=2in x) LuSix 0 

On désigne par (C) sa courbe représentative dans 

un repère orthonormal (O ; 1,7). 

1° a. Calculer lim j(x): 
x— 0 

Que peut-on en déduire pour la fonction f ? 
b. Déterminer la limite de f en +c. 
2. a. Déterminer une équation de la tangente (D) 

à la courbe (C) au point d’abscisse x=1. 

b. On pose, pour x > 0, g(x) = f(x) - 2x — ; ; 

Étudier le sens de variation de g”’ et son signe pour 

XESOA 
c. En déduire le sens de variation de g puis la posi- 
tion de la courbe (C) par rapport à la tangente (D). 
3. a. Soit nr un entier naturel non nul. Exprimer, en 

1 

fonction de n, le réel 1,= |, x?1n x dx. 
1 
n 

b. En déduire, en fonction de », l’aire À, limitée 

par la courbe (C), la tangente (D) et les droites 

» ; : 1 
d'équations x=-etx=l. 

n 

c. Calculer lim. A, et interpréter le résultat obtenu. 
n — +oo 

D'après Bac S national, septembre 2003. 
f 
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(85) Suite et fonction primitive 

Partie À 
Soit f la fonction définie sur [0 ;+c[ par 

1x) = Jxe!-* et C sa courbe représentative, dans 

un repère orthonormal. 

1. Calculer la limite de f en +< ; interpréter gra- 

phiquement. 

2. Calculer f’(x) pour x>0 ;en déduire les varia- 

tions de f. 
3. Tracer la courbe C (unité graphique : 2 cm). 

Partie B 

On considère la suite (,) définie pour tout entier 

n+l 

naturel # non nul par u, = | TEE 
n 

1. Interpréter graphiquement u, . 

2. Démontrer que, pour tout entier naturel # non 

nul, fn+1)<u, <f(n). 

3. En déduire que la suite (u,) est décroissante. 

4. Prouver la convergence de la suite (w,) et déte- 

rminer sa limite. 

Partie C 

On considère la fonction numérique F de la varia- 

ble réelle x définie sur [1 ; +œ[ par: 

FG=[ f() dt. 

1. a. Montrer que F est dérivable sur [1 ; + œ| et 

calculer F’(x). 
b. En déduire le sens de variation de F. 

2. a. Démontrer que, pour tout réel r positif : 

LE CNP 
b. En déduire que, pour tout x de l'intervalle 

: + oo mile RE None: L FG)< EE J (+236! ds 

c. À l’aide d’une intégration par parties, montrer 

que, pour tout x appartenant à [1 ; +o : 

l (+2)el-t dr=4-(x+3)el *. 
1 

d. En déduire que, pour tout x appartenant à 

[13+0[, 0€ F(x) € 2. 
3. On note, pour tout entier naturel 7 non nul, S, 

la somme des n — 1 premiers termes de la suite (u,,). 
Exprimer S, à l’aide d’une intégrale. 
Montrer que la suite (S,) converge et donner un 

encadrement de sa limite. 

Source : Base de données, Inspection générale. 

[86 Un résultat utilisé en probabilité 
T 

Partie A. Étude de L, = F cos” x dx pourne N 

1. Montrer, à l’aide d’une intégration par parties, que : 

(n + 2), ,2= (ro) I" 

2. Montrer quevlawsüite c(l)Mèst unensuite 

décroissante positive (sans calculer I, ). 

3. En utilisant les questions précédentes, prouver que : 

n+l ls 

n +2 Il 
SA 

n 
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I 
LE ë n+l 

En déduire la limite de la suite ( ) à 
I neN 

4. On pose t,=(#+1)1,,1l,. : 

a. Montrer que la suite (1,), : A eSt une suite COnS- 

tante. 
T 

b. En déduire que t#, = à pour tout entier naturel n. 

12 
5. On pose v,=n1;. 

En écrivant la forme Li qe, . ous = t, ——— 
a. En écrivant v, S AT 

déterminer lim 2,. 
n — +00 

b. En déduire lim Vn1,. 
n — +o 

Re 
Partie B. Encadrement de [ e 2 dt 

0 
1. Montrer que, pour tout réel u>—n : 

mfi+f)<f. 
ñn n 

En déduire que pour tout réel u>—n : 
n 

(+5) ENEX, 
n 

2. Montrer que, pour tout réel : appartenant à 

[O ; Va] : 

puis que 

3. En déduire alors l'encadrement suivant : 

fe: ee. ar< [” = a= [” RS dE 
0 n 2 È 

ee n 
7 2 

Partie C. Autre expression de (he (: - si dt 
0 

2! 

Soit F une primitive de 1 (1 - LP Sur \n] : 
n 

On pose @:[0:7]—R 

ur \nsinu. 

À hr me 1. Exprimer [” (i : LP De dede RiO 
0 n 

2. Montrer que Fo est dérivable sur LO 3 D et 

prouver que (Fo w})’(t)= /n(cos r)"*!. 

3. En déduire que : 

né Ê cos + l'y du = E(y/#)- E(0). 
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Lx 

ENST 

FSC 

ce À 

|. 

# 

Æ 

_ 1. Exprimer (be 

Fe 

* 

: Partie D. Majoration de LE SE 
0 £2 Le 

HS) n 

he - Logis. 1 
D G une primitive de 1 NET Sur OS Nn]. 

‘ 2 

la n 
Onpose 0:|0:T]R 

ut Jntanu. 

dr à l’aide de G. 
0 DNS 

Énes: n 

2. Montrer que G o 8 est dérivable sur Lo à 3 et 

calculer sa dérivée. 

3. En déduire que : 

a f cost=2°y du = G(/n) - G(0). 
Fe 

4. Prouver alors que Ï É 

t2 

L2 r - . . n CT 

Partie E. Détermination de lim e 2 dt 
n—+c +0 

1. Déduire des questions précédentes que, pour 

tout entier naturel n = 2 : 

spi Le 
ri, < [°° : ; dr< /nl,_2. 

t2 
ISLE 

2. Démontrer que Ï e 2 dr est conver- 
0 ne N 

gente et déterminer sa limite. 

La courbe C 
x2 

ci-dessous ayant pour équation 

y=e 2, la limite obtenue dans ce problème est 

l'aire du domaine (pourtant illimité) hachuré en rouge. 

EXERCICES 

t 
RES NE , : 

Si on note J : e 2 dt ceréel, on obtient par symétrie, 

#2 r F2 
co _— + ©° ES É 

(F e 2 dt=,/2*= et donc Ï _. e 2 dt=1. 
Ee DES TT 

2 
é Fe VE; 

La fonction + définie sur R par p(9 =—— e 2, 
Nr 

dont l’aire sous la courbe vaut 1, jouera un grand rôle 
en probabilité. 

87 L’énergie d’un signal 

Un signal u a dans le repère (O ; #7) la représen- 
tation graphique suivante sur [-7 ; w] : 

Partie À 

1. Le signal w étant un signal pair, périodique de 
période 27, recopier et compléter le graphe précé- 
dent pour £ variant entre —-m et 3". 

2. Exprimer (tr) en fonction de £ pour tout nom- 

bre réel de [0 ; ]. 

3. Calculer la valeur moyenne 7 du signal sur 
Enr; T|;: 

4. On appelle énergie transportée par le signal u, 

le réel E(u) défini par Eu) = | (AO) Ur 

a. Montrer que E(u) = | 12 dt. 
Ur 

b. Quelle est la valeur exacte de E(u) ? 

Partie B 
On considère le signal V, défini, pour tout réel £, par : 

T À 
= ——— LE Vo = 5 + cos (1) 

Ce signal est appelé signal polynôme trigonométri- 
que de Fourier d’ordre 1 approximant le signal u. 

1. Vérifier que V, est un signal pair, périodique de 

période 2T. 

2. Calculer la valeur moyenne Ve de V, sur 

[-T ; Tr]. 

3. Calculer la valeur exacte E(V,) de l'énergie 

transportée sur l’intervalle [—m ; m] par V;. 

E(V;) 
4. Calculer la valeur au centième près de ti 3 
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Chapitre 

TP et problèmes 
de synthèse 

1. Comparaison des termes 

e deux suites 

OBJECTIF : Comparer des suites géométriques et arithmétiques. 

Zoé cherche du travail. Elle reçoit les trois propositions suivantes : 

1. Salaire brut annuel Augmentation 
Proposition RS : 

première année | annuelle 

| Fe: LL 27 000 euros : 2 | 

P, | 25 000 euros 3 D Ca 

P, 25 000 euros | 850 euros 

A. æ À l’aide d’un tableur ou d’une calculatrice 

1. Déterminer le salaire que Zoé touchera la deuxième année, la cinquième année, la dixième 

année, si elle accepte la proposition P,, la proposition P,, la proposition P;. 

2. Au bout de combien d’années le salaire de la proposition P, dépassera-t-il : 

a. celui de la proposition P, ? b. celui de la proposition P, ? 

B. = Par le calcul 
On appelle respectivement u,, v, et w, (n€ N°) le salaire annuel brut perçu la n-ième année pour 

les propositions P,, P, et P;. 

1. Exprimer u,, v, et w, en fonction de 7. 

Retrouver à l’aide de ces expressions les résultats de la question A1. 

er 125 102) TE 
2. Montrer que v, = u, équivaut à = = (5) : 

21 1:03 

Retrouver la réponse à la question A2a. | Rappel 
| 1.03*= e* Mn 1,03 

e = : —_— 

3. Pour retrouver maintenant, par le calcul, la réponse à la question A2b, on se propose de résou- 

dre l’inéquation v, = w, d’inconnue n (ne N°). 

Vérifier que v, = w, 25 000 x 1,03? L=850(7 1) =25 1000107 

Soit u(x) = 25 000 x 1,03* — 850x — 25 000. 

Étudier les variations de et démontrer que l’équation (x) = 0 possède une seule solution qui est 

dans l'intervalle [9 ; 10]. En déduire le signe de (x). Conclure. 
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TP 
2. Un problème de refroidissement 

.# OBJECTIF : Comparer deux modélisations d’un même problème (un modèle discret (suite) et un modèle continu 
(fonction de la variable réelle)). 

1 vo 

- La situation étudiée 
_ Le système de refroidissement d’une machine est constitué d’un circuit 
_ contenant 20 litres d’eau. Dès que l’eau atteint une température de 

80 ‘C, le circuit est rafraîchi par un courant d’eau froide à 16 °C :ilentre 
. très rapidement autant d’eau qu’il en sort à raison de 2 litres d’eau par 
Seconde. L’eau entre à vitesse constante par de nombreux points ce qui 
permet de considérer que la température reste constamment homogène 
(c’est-à-dire qu’on a la même température en chaque point du circuit). 

Li 

À. æ Calcul préliminaire 
Si on mélange de façon homogène un litre d’eau à 16 °C et un litre 

d’eau à 80 ‘C, quelle sera la température du mélange obtenu ? 

Et si on mélange 2 litres d’eau à 16 °C avec 18 litres d’eau à 80 °C ? 

(On admettra que, pour un mélange effectué sur un intervalle de temps petit, la température du 

mélange est la moyenne des deux températures, pondérées par les volumes correspondants.) 

B. = Modélisation par une suite 
On note T,, = 80 la température du circuit lorsque se déclenche le refroidissement et T,, la tem- 

- pérature » secondes après, exprimée en degrés Celsius (n € N). 

16H60 TE 
1. Montrer que T,,, = TO 

2. Montrer que la suite u définie par u,, = T, - 16 pour n = O0 est une suite géométrique. 

En déduire l’expression de ,, puis de T,, en fonction de ». 

3. Quand l’eau atteindra-t-elle une température de 30 °C ? 

C. æ Modélisation par une fonction 
On note 1 le temps écoulé depuis que le refroidissement a été déclenché, et T(r) la température à 

l'instant t, t étant exprimé en secondes et T(r) en degrés Celsius. 

1. Quelle quantité d’eau entre en At secondes ? 

Montrer que pour Àr petit : 

CORP AN) TT) EE2 X ATX A6 
T(c + Ar) = 20 

| De APT) I () 16 
| DURE 25 Une LOU Le 

| 2. En déduire que T’(r) = TE, puis que la fonction @ qui à £ associe T(r) — 16 est 

| 

| solution de l’équation différentielle y” = —-0,1y. 

| 3, Déterminer œ(r), puis T(r) en fonction de z. 

4. Quand l’eau atteindra-t-elle une température de 30 °C ? 
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D. = Comparaison 

1. Représenter graphiquement dans le plan la suite (T,) pour 0 < n = 20. On prendra pour uni- 

tés graphiques 1 cm pour 1 seconde en abscisse et 1 cm pour 5 °C en ordonnée. 

2. Tracer sur le même graphique la courbe représentant la fonction T. Commenter. 

| 
D'après Serge Mehl, hit -/Ichronomath.irem.univ-mrs.fr. 

Des mathématiques dans le monde réel 

« Modéliser, c'est convertir un problème concret, issu du monde réel, en termes de nature mathématique. 

C'est transformer un besoin, plus ou moins bien exprimé, en équations, en essayant de rendre compte de 

toutes les contraintes. 

Le mathématicien, qui ne voit que l'aspect mathématique, s'imagine toujours que la modélisation est 

chose facile : pour lui, l'étape glorieuse est la résolution du problème mathématique une fois formalisé. 

Mais cette conception des choses est absolument erronée : c'est l'étape de modélisation qui est la plus 

délicate, la plus longue, et la plus périlleuse. Elle relève plus de l’art que de la science ; il faut parvenir, 

par de nombreuses discussions avec les utilisateurs, à bien comprendre leurs problèmes. On leur soumet 

un premier modèle, qui en général ne répond pas à leurs attentes, et on le modifie petit à petit, jusqu’à 

y parvenir aussi complètement que possible. Si on ne s'occupe pas de l'étape de modélisation, si on la 

néglige, si on la bâcle, et qu'on se précipite sur la résolution, on parvient immanquablement à “une excel- 

lente solution à un mauvais problème”, et l'utilisateur est rarement prêt à payer pour une solution qui ne 

répond pas à ses attentes. » 
Bernard Beauzamy, P.D.G. de la Société de Calculs mathématiques, 18 février 2001. 

EE ———…—…—…
—… 
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3. Écriture décimale d’un réel 
OBJECTIF : Étudier deux suites liées à un réel et les reconnaître. 

Soit x un nombre réel. Les suites (u,), : N €t (2,), 2 N Sont respectivement définies par : 

2 4070 E(10*x) + 1 
QE EU, = — 

107 107 

On rappelle que E(x) est la partie entière de x, c’est-à-dire le plus grand entier inférieur ou égal à x. 

1. Un exemple : x = V2 

Déterminer alors U5; Uj> Us U3 puis Vos Vis Vo» V3: 

Que représentent Up; Ujs Up» Us PUIS Vo V1 V25 V3 POUT 00e 

2. a. Justifier que, pour tout réel x, on a E(x) < x < E(x) + 1. 

b. En déduire que, pour tous entiers n et p, u, = X < v,. 

c. En déduire ensuite que, pour tout entier naturel n : 

10E(10%x) < E(102* lx) + 1 et ECO 1x) S'I0EMO07%X) PALOE 

puisque "tu, DER, 2: 

d. Démontrer que les deux suites sont adjacentes. 

e. À partir de la question 2b, déterminer la limite commune de ces deux suites. 

Remarque : (u,) est la suite des approximations décimales à 107” près par défaut de x et (v,) 

celle des approximations décimales à 10-7 près par excès de x. : 

Er D men sin A € RE 
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nombre minimum de coups. Un coup consiste à déplacer une 

4. Les tours de Hanoï 
Le but de ce jeu (inventé par Édouard Lucas en 1883) est de 
déplacer n rondelles (n € N) de la tige 1 à la tige 3 en un 

rondelle située au sommet d’une pile au sommet d’une autre 
pile. 

Les règles du jeu sont les suivantes : 

° on ne déplace qu’une seule rondelle à la fois ; 
* une rondelle ne doit jamais se trouver au-dessus d’une ron- 
delle plus petite qu’elle. 

À. æ Pour de petites valeurs de n 

1. Pour n = 1 : déterminer le nombre minimum de coups permettant de déplacer la rondelle de 

la tige 1 à la tige 3. 

2. Pour n = 2 : reproduire et compléter les dessins ci-dessous matérialisant les trois étapes per- 

mettant de déplacer deux rondelles de la tige 1 à la tige 3 en un minimum de coups. 

a 
Position initiale Position finale 

3. Pour n = 3 : utiliser les dessins ci-dessous et le résultat trouvé pour n = 2 pour déterminer le 

nombre minimum de coups permettant de passer de la position initiale à la position finale. 

ni. 
ition initi ition finale Position initiale Positio 

Nombre de Nombre de Nombre de 
coups : ? coups : ? COUPS : ? 

B. æ Cas général 

Le même procédé (celui de la question A3) permet de passer du cas 7 au cas n + 1 : il suffit de 

traiter un lot de n rondelles lorsqu’il y en a 7 + 1 comme celui de deux rondelles dans le cas où il 

y en avait trois. 

Reproduire et compléter le schéma suivant : 

ition initi ] Position finale Position initiale ps 

Nombre de Nombre de Nombre de 

coups : ? coups : ? coups : ? 

ini s permettant de déplacer # rondelles de la tige 1 à la 
En appelant u, le nombre minimal de coups p p 

tige 3, exprimer 4%, ,; , en fonction de u,,. 
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€. æ Étude de la suite (u,), - \\* 

i c ites respectivement définies par : 
Soit (u,), en (ue — les suite p p 

pour n = PURE USE IUE letu, = 1; 

SDOUR MIS El OU, UP it 

1. La suite (w,) est-elle arithmétique ? géométrique ? 

2. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et 

la raison. 

3. Exprimer v, en fonction de n. En déduire l’expression de w, en fonction de 7. 

4. Déterminer #,,. Sachant qu’il faut une seconde pour déplacer une rondelle, combien faut-il 

d’années pour déplacer 64 rondelles ? 

Une légende qui remonte à la nuit des temps 

Dans le fameux temple de Bénarès, sous le dôme marquant le centre du Monde, trône un socle de bronze 

sur lequel sont fixées trois aiguilles de diamant, chacune d'elles haute d’une coudée et fine comme la 

taille d'une guêpe. Sur une de ces aiguilles, à la Création, Dieu empila soixante-quatre disques d'or pur, 

du plus grand au plus petit, le plus large reposant sur le socle de bronze. Il s'agit de la tour de Bramah. 

Jour et nuit, inlassablement, les moines déplacent les disques d’une aiguille vers l’autre tout en respec- 

tant les immuables lois de Bramah qui obligent les moines à ne déplacer qu’un disque à la fois et à ne 

jamais le déposer sur un disque plus petit. Quand les soixante-quatre disques auront été déplacés de 

l'aiguille sur laquelle Dieu les déposa à la Création vers une des autres aiguilles, la tour, le temple et les 

brahmanes seront réduits en poussière, et le Monde disparaîtra dans un grondement de tonnerre. 

"lu 

a 5. Quand on affine les suites 
OBJECTIF : Étudier la convergence des suites (u,),: \ vérifiant u,,,= au, + b (ae R* ; be R) avec u, donné. 

A. æ Un cas particulier 

Existe-t-il un réel u, pour lequel la suite (w,,), : À St Constante lorsque : 

AU PTS OUT EAIS (NTM EN PS 2 

B. # Conjecture 

1. Utiliser la calculatrice ou le fichier CD-Rom pour 

conjecturer la convergence éventuelle de chacune 

des suites (u,), _\ vérifiant w,,,, = au, + b, les 

valeurs de #,, a et b figurant dans le tableau. 

En cas de convergence, quelle semble être la limite ? 

2. Certaines suites « semblent » avoir une limite. 

Pour quelles valeurs de a cela arrive-t-il ? 
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2 

j 3. Maintenant, pour des valeurs fixées de a et de b, 

_ Emettre une nouvelle conjecture. 

TP 
4 

on choisit différentes valeurs de (re 

; C.æ Étude graphique 
On a tracé dans un plan rapporté à un repère orthonormé deux droites, D d’équation y = ax + b 

et À d’équation y = x. 

1. Expliquer pourquoi, sur la figure 1, le terme w, = au, + b 

se trouve à l’extrémité du trajet partant de w, sur l’axe des abs- 

cisses. 

2. En itérant cette construction, indiquer si la suite est mono- 

tone et si elle semble converger. Si oui, vers quelle valeur ? 

3. Reprendre la même démarche pour les figures 2, 3 et 4. 

Figure 2 Figure 3 

D. = Démonstration 
(7) =iau CE 

n +1 

On considère la suite (u,), : N\ définie par JE _ 

1. Étudier la convergence de la suite (,) dans le cas où a = 1. 

2. On suppose maintenant que a # 1. 

Lorsque (#,) n’est pas constante, on pose 7, — 4, pour tout entier 7. 
PTE 

Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison a. 

Exprimer alors v,, puis #, en fonction de a, b, u, et n. 

À quelle(s) condition(s) (4,) converge-t-elle ? 
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6. Accélération de convergence 

OBJECTIF : Comparer des vitesses de convergence. 

A, æ Une suite bien lente 

; 1 1 
A LE AR ne 

js 0: n? 

Nous avons déjà montré que cette suite est croissante et majorée. Elle converge donc. 

us =. 

1. Observation 

Euler a prouvé en 1748 que sa limite { est 

1 6,4493E-01 On a calculé sur tableur les valeurs dem et def - u, et 

2 1,25 3,9493E-01 extrait les résultats donnés dans le tableau ci-contre. 

3 1,561111111-)"2,8382P-01 D’après ces résultats, comment doit-on choisir n pour 

- ee EL que n soit une His approchée de € à 107! près ? à 

A | D 01] 10° près?à 107 près ? 
7 | 1,511797052 | 1,3314E-01 , | 
8 1527422052 | 1,1751E-01 | 2. Justification 

o | 1,539767731 | 1,0517E-01 | Soitpunentier, p > 1. 
1,549767731 9,5166E-02 

1,625132734 1,9801E-02 a. Exprimer pour n > p la différence u, — u,. 

1,633884456 1,1050E-02 b. Montrer que pour tout À = 2 : 

1,634571465 1,0363E-02 

1,634677746 | 1,0256E-02 1 a 1 

1,63478187 1,0152E-02 LR SE LEURS 

1,6348839 1,0050E-02 Fee 
1,6349839 0,9502E-03 c. En déduire que pour n > p = 1 : 

1,63508193 9,8521E-03 1 ïl 1 1 

1,635178047 | 9,7560E-03 FRE Su, RU F7 

1,639946546 4,9875E-03 

1,642936066 1,9980E-03 3 1 

1,643684848 | 1,2492E-03 d. En déduire que FCO dam F 

1,643823573 | 1,1105E-03 a | 
1,643930555 1,0035E-03 e. Comparer avec les résultats trouves a la question 1. 

1,643931561 | 1,0025E-03 f. Comment choisir p pour que w, soit une valeur 
1,643932565 | 1,0015E-03 approchée de £ à 10-6 près ? . 

1,643933567 1,0005E-03 ; 

1,643934567 | 9,9950E-04 Cette suite converge si lentement qu’elle semble inex- 

1,643935565 9,9850E-04 2 

1,643936561 9,9751E-04 ploitable pour trouver des valeurs approchées de . k 

C'est ainsi qu'en 1730, le mathématicien anglais James Stirling (1692-1770) remarque dans la préface 

de son Traité sur la sommation et l'interpolation des séries infinies : « Comme il arrive très souvent que 

les séries convergent si lentement vers la vérité, qu'elles ne conduisent pas plus au but proposé que, Si 

elles étaient en réalité divergentes j'ai montré quelques théorèmes (...) par lesquels on accède rapidemént 

aux valeurs de ces séries. » 

Nous allons étudier de nouvelles suites construites par la méthode de Stirling et comparer leur 

vitesse de convergence à celle de (u,,). 
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(Ur - B.= Accélération de la convergence 

1. Soit (v,) et (2,) les suites définies par v, = u, + ét v, = UE - pour tout p = 1. 
? D p+l D D 

a. Montrer que (v,) Et (2,) sont des suites adjacentes de même limite #. 

- b. Montrer que O0 < 2’- y __. 
? D 2 

- c. Comment choisir p pour être sûr que v é soit une valeur approchée de # à 10-6 près ? 

1 , 1 
+ 2 EU, = V, + ———— se Chen) Col 2) à lerien teen run) 

| On pourrait à nouveau montrer que (w 5) et (æ,) sont des suites adjacentes. Admettons-le. 

= +. 
D D? 

2. Soit (w,) et (w,) les suites définies par w, = 

a. Quelle est leur limite commune ? Montrer que 0 = w x — W 

b. Comment choisir p pour être sûr que w » Soit une valeur approchée de € à 10-6 près ? 

3. Soit (z,) et (z,) les suites définies par : 

2 2 
BED, + 20et ? — EE 

| 2? 3(p+1)b +2) +3) PPT 3pp+DE+2 
A nouveau (2 ») = 14 és sont des suites adjacentes de limite commune #. 

a. Montrer que 0 = er z, < 4 
D 

b. Comment choisir p pour être sûr que z D soit une valeur approchée de £ à 10-6 près ? 

C.æ Comparaison 

Avec quelle précision 

Recopier et compléter : 

est-elle une valeur approchée de € ? De même pour v, ? à des 2 ? 

z, est une valeur 

approchée de { à 

? 

v, estune valeur | w, est une valeur 

approchée de { à | approchée de { à 
u, est une valeur 

approchée de { à 

w(n)  [f-w(n))  z(n) 
1,583333333335|6,2E-02 1,611111111111/|3,4E-02 

1,644464700864|4,7E-04 1,644853201252|8,1E-05 

1,644933424549|6,4E-07 1,644934052824|1,4E-08 

1,644934066184|6,6E-10 1,644934066847|1,5E-12 

1,000000000000 | 6,4E-01 | 1,500000000000 1,4E-01 

1,549767731167|9,5E-02|1,640676822076 4,3E-03 

1,634983900185 | 1,0E-02 | 1,644884890284 4,9E-05 

1,643934566682 1,0E-03 1,644933567681 |5,0E-07 

2 ; T À 1 , 
Comparer avec la valeur approchée de es donnée par une calculatrice. 
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7. Une suite qui converge vers 2 
OBJECTIF : Approcher ./2 à l'aide d’une suite de nombres rationnels définis par un algorithme géométrique. 

On considère le rectangle OAÇB9C tel que OA = 1et:0G; =°2: On 

le note R,.On construit ensuite extérieurement aR, 
le carré BoCoÂ1 I; 

puis le carré A,1,B,C,. Le rectangle OA,B,C, est noté R.. 

De la même manière, à partir du rectangle R,,on construit extérieure- 

ment le carré B,C,A,l,, puis le carré A,1,B,C,. Le rectangle 

OA,B,C, est noté R,. Et ainsi de suite. 

Pour tout entier naturel n, on note respectivement L, et {, lalongueur A, 

I G 

et la largeur de R,,. Le rapport q, — ra est le format du rectangle R,,. “Ro 

n 

A. æ Relation de récurrence 

1. Déterminer les six premiers termes de la suite (n,en tea donner une valeur approchée à 

10-4 près. Comparer ces nombres 2 

2. Exprimer les dimensions du rectangle R, , , en fonction de celles du rectangle R,,. 

En déduire que qg,,, = 1 + pour tout entier naturel n. 1 

l1+9q 
n 

B. = Étude de la suite (q,),  \ 
Dans l'imprimerie, les 

On considère la fonction f définie sur l'intervalle [1 ; 2] par standards usuels du 

1 . ; ; apier, désignés par AO, 

HAS Ta et sa courbe représentative C dans le plan rapporté < AS ie han 

de telle sorte qu'une 

feuille et une demi-feuille 

1. a. Étudier les variations de f et tracer la courbe C. aeoIe MémenEs 
Quel est ce format ? 

à un repère orthonormal (unité graphique : 9 cm). 

b. Vérifier que, pour tout réel x élément de l'intervalle [1 ;2],ona: 

1 (x)=2" 

En déduire que, pour tout entier naturel n, on a 1 <q, = 2. 

c. Utiliser la courbe C et la droite À d’équation y = x pour représenter les premiers termes de la 

suite (q,), : N SUT l’axe des abscisses. 

2. a. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de C et de À. 

b. Démontrer que, pour tout réel x de l’intervalle [ 1 ; 2] différent de V2,ona ESS mt) < 0 

In+1— N2 V V2 

heart 
rise) 

Que peut-on dire des différents termes de la suite (q,) 

En déduire que, pour tout entier naturel #, on a 

ne N Par rapport 48/02 
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ci 3. a. Vérifier que, pour tout réel x de l'intervalle [1 ; 2], on a l'égalité : 
l 

fx) 2) = 2x 
(1 + x)(1 + V2) 

| 4 Démontrer que | f(x) - f(/2)| < : |x _ M2]. 

__ b. En déduire que, pour tout entier naturel nLONA à 

1 : ass <a V2 puisque |9,- 2] < (2) les - V3] 
L c. Justifier que la suite (ah), e N COnverge vers 52 

8. Suite de Fibonacci et tableur 
OBJECTIF : Étudier une suite de Fibonacci de façon expérimentale à l’aide d’un tableur, puis de façon théorique. 

Les parues C et D peuvent être traitées indépendamment de la partie B. 

A. æ Suite de Fibonacci 

Problème étudié : De combien de façons peut-on mesurer une capacité de n litres à l’aide d’un 

récipient de 1 litre et d’un récipient de 2 litres ? 

Soit F, ce nombre de façons. Déterminer F, et F,. Montrer que F, = 3. Déterminer F,. 

Justifier la relation : 

ER >, rh; pouf 7 = 1". 

On appelle suite de Fibonacci une suite vérifiant une telle relation de récurrence. 

Cette relation de récurrence permet de calculer de proche en proche les termes de la suite. Le but du TP est 

de déterminer l'expression de F, en fonction de n. 

B. = Étude expérimentale sur tableur 

1. Entrer les noms «n» et « F(n) » : 
Aide 

dans A4 et B4. Le A A Ne 

Entrer la valeur 1 de n en A5. evoir lé mode d'emploi B page 2). 

£ a Compléter ensuite la colonne A par les valeurs de n jusqu’à n = 25. 1 1 
© : Entrer en colonne B les valeurs de F, et F, dans les cellules B5 et B6. 
3 3 
4 5 Entrer en B7 la formule permettant de calculer F;. 

à È Compléter alors la colonne B par le calcul des termes F, jusqu’à F,. 

7 21 , : £ … 2. Représenter LOpRiGUenent | la Aide 

9 55 suite (F,) pour 1=<n<25 äl aide , 
10 gg né L à ; Revoir le mode d’emploi À page 25. 
1 CET de l’assistant graphique (style : nuage 

12 233 de points). 
13 377 

3, Quel type de croissance peut-on conjecturer ? 

4, En colonne C, faire afficher In(F,) et représenter graphiquement la suite (In(F,)). 

Que remarque-t-on sur le graphique obtenu ? 

(1 par exemple), en El la lettre b, en E2 une valeur réelle 
5. Entrer en DI1 la lettre a, en D2 une valeur réelle pour a | AVE 

pour b (2 par exemple). 
| Revoir le mode d'emploi C page 25. 
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Programmer en colonne D (à partir de D5) le calcul des termes an + b de telle sorte qu’ils soient 

automatiquement recalculés lorsque l’on changera les valeurs de a et b en D2 et E2. 

(Attention : certaines adresses devront donc être absolues.) 

6. Représenter sur un même graphique les suites (n(F,)) 

et (an + b). 

En modifiant les valeurs de a et b, déterminer deux valeurs 

pour lesquelles les graphiques sont pratiquement superposés. 

7. Quelle approximation dela (te) on obtenue ? 

Quelle approximation de F, en déduit-on ? 

Aide 

Sélectionner les valeurs de 7; mainte- 

nir la touche Ctrl du clavier enfoncée 

et sélectionner les valeurs de In(Fn) 

et de an+b correspondantes, puis 

aller dans l'assistant graphique 

(nuages de points). 

C. = Étude théorique 
1. Déterminer les suites géométriques (k'), = 1 qui vérifient la relation de récurrence (R) : 

Un >= Up, lp: On notera g et g” les raisons obtenues Ce qe 

2. a. Montrer que toute suite v telle que v, = ag" + Bg’" vérifie la relation (R). 

b. Réciproquement, supposons que (w,), =, est une suite vérifiant la relation (R). 

Déterminer a et B de telle sorte que les deux premiers termes de la suite (œg" + Bg'") soient les 

mêmes que ceux de la suite w. 

Qu’en déduit-on pour les suites (wA)ren (agir Bgq’”") (on admettra qu’une suite vérifiant (R) est 

entièrement déterminée par ses deux premiers termes) ? 

c. Quelles sont les suites vérifiant la relation (R) ? 

3. En déduire l'expression de F, en fonction de n, puis comparer avec l'expression obtenue expé- 

rimentalement. 

D. = Méfiance ! 

Sur la feuille de calcul, modifier les premiers termes F, et F, en remplaçant F, par 2'ÉCEPA DA 

1 — 5 . On obtient ainsi en colonne B les termes de la suite y définie par u, = 2, u, = 1 — 5 = 

la relation de récurrence (R). 

1. Observer les termes w,, (aller au moins jusqu’à 7 = 100) ; que peut-on conjecturer sur le com- 

portement de la suite dans ce cas ? 

2, Déterminer l'expression de u, (on déterminera les valeurs « et B à l’aide de la question C2b). 

Quelle est la limite de la suite ? 

3. Quelle raison peut-on trouver pour expliquer la mise en défaut du tableur ? 

D'après une idée du groupe Math&lnfo de l’académie de Bordeaux. 

re Point Info 

Léonard de Pise, dit Fibonacci, est un mathématicien italien (1180 env.-1250 env.). Son père, commerçant 

toscan qui dirigeait le bureau des douanes de Bougie en Algérie pour le compte de l’ordre des marchands 

de Pise, le fit venir près de lui et lui fit suivre les meilleures leçons sur les méthodes de calcul indo-arabes 

Lors de différents voyages, il put également rencontrer des mathématiciens en Égypte, en Grèce, en Syrie, 

en Sicile. Convaincu de la supériorité de la numération de position arabe et désireux de mettre à la disposi- 

tion de tous les connaissances ainsi acquises, il écrivit à son retour en Italie le Liber abaci. . 

Dans cet ouvrage de 459 pages, il présente la nouvelle numération indienne et le chiffre O, les opérations 

sur les entiers et les fractions, le critère de divisibilité par 9, les méthodes pour déterminer le plus grand 

commun diviseur ainsi que de nombreux problèmes d'achat et de vente et des méthodes de résolution 

d'équations. C'est également dans ce livre qu'il introduisit la suite devenue célèbre et qui porte son nom 

D 
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9. Dynamique des populations 

OBJECTIF : Mettre en œuvre des modèles discrets ou continus pour étudier l’évolution d’une population. 
Une population (animale ou végétale) peut croître, décroître ou rester stable. Elle est donc en géné- 
ral dynamique ; cette dynamique résulte de différents processus (décès, naissance, immigration, 
émigration, consommation). Elle peut être décrite à l’aide de tableaux statistiques, de diagrammes 
mais elle peut également être modélisée à l’aide de fonctions mathématiques. 

A. æ Le modèle de Malthus : un exemple discret 
En 1798 dans sa publication An Essay on the Principle of Population, Thomas Malthus développe une 

» vision particulièrement pessimiste du futur : l’accroissement de la population mondiale beaucoup 
plus rapide que celui des moyens de subsistance conduirait le monde à une situation désastreuse. 
Il y pose l’hypothèse suivante : « Lorsque la population n’est arrêtée par aucun obstacle, elle double 
tous les 25 ans et croît, de période en période, selon une proportion géométrique ». 

1. On note P, la population mondiale en 1800 et P, la population en l’année 1800 + n x 25 

pour n1'= 0: 

Exprimer P, ,, en fonction de P, suivant l’hypothèse de Malthus. 

2. On estime P, à environ 0,91 milliards d’habitants. Suivant ce modèle, quelle population mon- 

diale était alors prévisible pour l’année 2000 ? Comparer avec la situation actuelle. 

3. Malthus supposait également que « les moyens de subsistance ne peuvent jamais augmenter plus 

rapidement que selon une progression arithmétique ». Expliquer son inquiétude. 

4. Dans cet exemple, on s’est intéressé à la population aux instants £, = 0 (pour l’année 1800), 

PAU 2 

P 
n 

changement relatif de la population entre les instants , et £, , | en prenant pour unité de temps Ar. 

PU A2 1, "tt Nr... avec At—25tans. On note alors r(c,) = © le taux de 

Montrer que, dans ce modèle, r est constant. 

B. = Passage à un modèle continu 
L’intervalle At entre deux observations de la population peut être réduit à 10 ans, 1 an, 1 mois, 

1 jour, 1 heure, … On considérera donc la population à chaque instant £ notée P(1) où P est une 

fonction définie sur [0 ; +|[ , strictement positive, que l’on supposera dérivable. 

Montrer que quand Az tend vers 0, le taux de changement relatif de la population par unité de 

P(r + Ar) —- P(r) 

PÉAT 
temps a une limite finie notée r(r) (appelée taux de changement relatif ins- 

ee FH Ed 
dt tantané) et que P est solution de l’équation différentielle (E) : 

C. = Modèle de Malthus continu 

Comme précédemment, ce modèle se caractérise par r constant : r(t) = a, a constante. 

1. Exprimer P(r) en fonction de a et de P(0). 

2. Déterminer l’évolution de la population si a < 0. 

3. Si a > O0, montrer que dans le modèle de Malthus, la population croît sans limitation. 
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D. = Étude d’un exemple 
Les tableaux suivants donnent la population des États-Unis de 1790 à

 1980 en millions d’habitants. 

sn TE | Année | Population | 
Der rio [Too | 1800 | 62,980 

EE CO LILI 
Son UN De PR | 

[30 | 1920 | 106,020 
[0 | 1950 | 12320 | 
[150 | 1940 | 1321604 

one ao A) LAN 
1860 Ur To | 0 Live 

ES 180 Las) Ca 70 
00 OL 180 some] Les RES 
1. Supposons que la population suive le modèle de Malthus. À l’aide des deux premières données,

 

déterminer la valeur de a arrondie au 3° chiffre après la virgule, puis l'expression de P(5). 

2. Représenter sur un même graphique (à la main ou sur tableur) la courbe de P sur [0 ; 190 | et 

les données relevées dans le tableau ci-dessus. Que penser du modèle choisi ? 

Le modèle de Maithus peut s’appliquer lorsque la population peut se développer sans contrainte ou parfois 

sur une courte période d’« explosion démographique ». Si les ressources sont limitées, l’accroissement de la 

population diminue quand la population augmente. Cherchons un modèle dans lequel r est une fonction 

décroissante de P la plus simple possible : une fonction affine. 

E. æ Le modèle logistique : r fonction affine de P 

On cherche donc une fonction affine r de P avec r(P) = à + BP et les contraintes suivantes : 

(1) rest une fonction décroissante de P. 

(2) Si P est petit, r = a (constante) comme dans le modèle de Malthus. On considérera donc que 

si P tend vers 0, r(P) tend vers a. 

(3) Quand le temps passe, la population P tend vers une limite K (appelée capacité limite) et le 

taux de changement instantané r tend vers 0. 

1. Déterminer r(P), puis montrer, en utilisant (E), que P est solution Point Info 

de l’équation différentielle Se = a(1 - Re). En 1845, le mathémati- 

U 1 cien belge Pierre-François 

Soit Q = =. Montrer que Q est solution de l’équation différentielle : EU IARIC Ie 
P à proposer un tel modèle 

don. a de restriction de la crois- 
> = -aQ + =. s > 
dt K sance appelé « modèle 

, « . —. ? . ) logistique ». 

2. Déterminer la solution générale de cette équation, puis montrer que : 

K 

3. Etude de la fonction P. Pour a > 0, K > P(0), déterminer le sens de variation de P et la 

limite de P en +. Donner l’allure de sa courbe représentative. 

4. Application à l’exemple de la partie D. La contrainte (2) permet de garder la même valeur 

de a qu’à la question D1. Déterminer K de telle sorte que P(190) = 226,550, puis représenter P 

sur le graphique de la question D2. 

Dans la réalité, d’autres contraintes (des interactions entre espèces par exemple) sont aussi à pren- 

dre en compte et conduisent actuellement à des modèles beaucoup plus complexes. 

P(r) = 
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EXERCICES 

_ Modéliser pour résoudre El Étections 
Lors de l’élection présidentielle française, en 2002, 

un certain nombre de candidats sont en présence 
au premier tour. 

Chacun d’eux réunit exactement deux fois moins de 

El On met un certain nombre de grains dans la 
première case d’un damier. Dans la seconde case, 
on met le même nombre de grains que dans la pre- voix que celui qui lui est immédiatement supérieur. . mière case plus cinq grains. Ainsi de suite. La question est: un deuxième tour sera-t-il 
Dans la n-ième case, on met le même nombre de nécessaire ? 
grains que dans la (n—1)-ième plus cinq grains. 
On a ainsi réparti 352 grains et utilisé plus d’une 
case. EX La fermière va au marché 

Combien de cases a-t-on utilisées et combien de 1. En chemin elle rencontre trois amis. 
grains a-t-on mis dans la première case ? Au premier, elle donne la moitié des œufs que con- 

(Aide : on sera amené à vérifier que » est un entier tient son panier plus un demi-œuf. 
inférieur ou égal à 12.) Au second, elle donne la moitié de ce qui lui reste 

plus un demi-œuf. 

Idem pour le troisième. Il ne lui reste alors plus 

Al Château de cartes Ann 

Combien de cartes sont nécessaires pour fabriquer 
un château de cartes à # niveaux (n7 = 1) comme 
celui représenté ci-dessous ? 

Combien avait-elle d’œufs au départ sachant 
qu’elle n’en a cassé aucun ? 
2. Généraliser à n amis. 

FE Dans une pièce à température constante de 
20 ‘C, à l’instant initial la température d’un liquide 
est de 70 C. Cinq minutes plus tard, elle est de 

60 “C. On admet que la vitesse de diminution de la 
température est proportionnelle à la différence 
entre la température du liquide et celle de la pièce. 
Quelle sera la température du liquide 30 minutes 
après l’instant initial ? 

FA Un médicament s’élimine dans le sang à une 

vitesse qui est proportionnelle à la quantité de 
médicament présente dans le sang. 
Sachant que 3 heures après l’injection la moitié du 
produit a été éliminée, combien de temps faut-il 

attendre après l’injection pour que 90 % du pro- 

duit soit éliminé ? 

El jeu, set et maths 
On désire placer quatre sets rectangulaires identi- 
ques sur une table ronde de rayon KR. Ils ne peuvent 

ni se chevaucher, ni dépasser de la table. 
Ils sont disposés comme indiqué sur la figure. 8 | Diffusion de nouvelles technologies 

On veut que ces sets soient d’aire maximale. La diffusion de nouvelles technologies est en géné- 
Quelles doivent être leurs dimensions ? ral progressive et suit des lois assez semblables 

d’une technologie à l’autre. 
Au début la diffusion est lente, les coûts étant éle- 

SA vés et les consommateurs peu enclins à changer 

: 

: 
1 

Î 
l 

l leurs habitudes. Puis la diffusion s’accélère avant 

de ralentir. On constate que l’augmentation du 

nombre d’utilisateurs entre deux années consécuti- 
ves est proportionnelle au nombre d’utilisateurs 
déjà existants et au nombre d’utilisateurs restant à 

convertir à l’usage de cette technologie. 

K J On s'intéresse à l’évolution du nombre d’utilisa- 

teurs sachant que la première année, ils ne sont que 

400 000 et que la deuxième année leur nombre 

| 

| 
| EX augmente de 200 000. Le nombre d’utilisateurs 

| P M potentiels à long terme est évalué à 40 millions. 

| Combien d’utilisateurs peut-on prévoir 15 ans plus 

Source : Rallye d’Alsace. tard ? 
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— PROBLÈMES 

[9 [vu su sac 
Partie À 

On considère la suite (w,) définie par : 

pour tout entier naturel # non nul, 

1 

u,= | (1 re dr. 
0 

1. Montrer que la fonction f: 1 (2- t'ekestune 

primitive de g:t(1 —t)et sur [05411 

En déduire la valeur de w,. 

2. Montrer à l’aide d’une intégration par parties que, 

pour tout 7 non nul, 4,,1— (n+1l)u,-1 (R). 

Partie B 
On regarde d’abord ce qu’affichent deux calculatri- 

ces différentes pour les valeurs approchées des 

25 premiers termes de la suite (w,) en utilisant pour 

le calcul la relation de récurrence (R) ci-dessus. 

Voici les résultats affichés par ces deux calculatrices : 

Valeur de u,, Valeur de u,, 

affichée affichée 

par la première par la deuxième 

calculatrice calculatrice 

LS Lneoreosion | nesoreiei20e on 
pers ve 1,2332346869E-01 

DL noonaisesE on | noven1sessoE 0 | 
L 

9,0272128000E-02 

12 8,3265536000E-02 

14 1,5432755200E-01 
1,3149132800E+00 

7,2131811612E-03 | 3,3965641216E+02 

_8,7016273909E-01 | 6,1128154189E+03 

19 | _1,7533092042E+01 | 1,1614249296E+05 
Æ 

m2 -3,5166184085E+02 | 2,3228488592E +06 | 

Ra JORERENCTe 4,8779825043E+07 
7 =) 22 | -1,6249077047E+05 | 1,0731561499E+09 

23 |-3,7372887209E+06 | 2,4682591448E+10 

on 5,9238219474E+11 
Re Cl 

| 25 _2,2423732585E+09 | 1,4809554869E+13 
SE NS 
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Quelle conjecture peut-on faire sur la convergence 

de la suite (#,) quand on examine les résultats 

obtenus avec la première calculatrice ? et les résul- 

tats obtenus avec la deuxième calculatrice ? 

Partie C 

Dans cette partie on se propose d'étudier la suite 

(u,) à partir de sa définition : 

pour tout entier naturel # non nul, 

1 
” =| (1-c)'e’ dr. 

7 do 

1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul # : 

u=10r 

2. a. Montrer que, pour tout réel £ de l'intervalle 

[0 ; 1] et pour tout entier naturel non nul # : 

(lEcre er (LEE 

b. En déduire que, pour tout # non nul s 

VUE 
2 n+l 

3. Déterminer la limite de la suite (u,). 

Partie D 
Dans cette partie, on se propose d’exploiter la rela- 

tion de récurrence (R) vérifiée par la suite (u,,) : 

us (n+ du, 

Étant donné un réel a, on considère la suite (v,) 

définie par : 

v,=a et, pour tout entier naturel non nul n, 

D, = (00 1e 

On s'intéresse à l'influence du terme initial a de 

cette suite sur son comportement à l'infini. 

1. En utilisant le raisonnement par récurrence, 

montrer que, pour tout entier naturel non nul 7, 

V,=Uy+ (n!)(a + 2 —e) où n! désigne le produit 

des n premiers entiers naturels non nuls. 

2. Étudier le comportement de la suite (v,) à 

l'infini suivant les valeurs de a. (On rappelle que 

lim n!=+0.) 
Er a D) 

3. En déduire une raison susceptible d’expliquer 

les résultats affichés par les deux calculatrices. 

Ho Sans exponentielle ni logarithme 

Le plan est rapporté au repère (O ; 1,7) ortho- 

normé. 
On considère le point A(-—1 ; 0) et la parabole l 

d’équation y= x?2. 
Pour tout a de [0 ; +, on note D, la droite pas- 

sant par À et de coefficient directeur a, M, et N, 

les points d’intersection de D, avec [” (éventuelle- 
ment confondus) de telle sorte que M, ait une abs- 

cisse inférieure ou égale à celle de N,. 

On construit le point P, tel que APESMIN 
Le but du problème est de déterminer l’ensemble E 

décrit par P, quand a décrit [0 ; +o[. 



EXERCICES 
Le 

* Partie A. Construction point par point 
1. Tracer précisément l sur [-2 ; 4]. 
2. Tracer D, M, N,:etP,. pour : 
4205 «4 L; Al. ut. 4-25 etaz3l 

Partie B. Étude de fonction 
Soit f la fonction définie sur [0 ;+c[ par 

f(x) = x(4 + x2 — 2), et C sa courbe représentative. 
1. Étudier la limite de fen +, son sens de varia- 
tion et dresser son tableau de variation. 
2. Préciser la tangente à C au point O. 
3. Justifier que, pour tout x=0, /4+x2-2< x. 
Quelle est la position de C par rapport à L?. 
4. Tracer C sur le graphique fait à la partie A. 

Partie C. Ensemble des points P, 
1. Déterminer les coordonnées des points M,, 
N,: P, pour a=0. 
ps FA Montrer que tout point P, 
courbe C” d’équation y = f(x + 1). 
b. Comment obtient-on C’ à partir de C ? Tracer 
C” sur le graphique fait à la partie A. 
c. Qu’en déduit-on pour l’ensemble E ? 
3. a. Montrer que, pour tout «a = 0, l’équation 

Na?+4a=a à l’inconnue réelle positive a admet 
une unique solution. 
b. Qu’en déduit-on sur E ? 

rive au 8ac 
Les trois parties sont dans une large mesure indépen- 
dantes. 

Pour tout entier naturel #, on définit sur R la fonc- 

tion numérique jf, par: 

appartient à la 

1 ; 
ee ; ©t pour * entier naturel non nul, 

J, (x) = 
æ + x2 ; - 

On note |’, la courbe représentative de f, dans le 

plan rapporté à un repère orthonormal (O ; 1,7) 
(unité graphique : 4 cm). 

1 
On désigne par I, l’intégrale I, = [ Hide 

Partie A 
1. a. Étudier les limites de f, en +c et en -c. 

Quelle est la conséquence graphique de ces résultats ? 

b. Étudier les variations de Pre 

c. Tracer la courbe Î', 

d. Calculer I, 

2. a. Étudier e limites de f,; en + et en —c. 

b. Étudier les variations de },. 

c. Tracer la courbe F, sur le des obtenu en 1c. 

3. Calculer I, +1,. En déduire la valeur de I, 

4. Calculer, sa nt d’aire, l’aire du ie 

limité par les courbes l',, l', et les droites d’équa- 

tonx—0 ét x— 1: 

Partie B 

Pour cette partie, on dessinera la figure demandée 

dans un nouveau repère orthonormal (0 ; 1,7) 

(unité graphique : 4 cm). 

1. a. Étudier les limites de f, en +c et en —c. 

b. Étudier les variations de Lo 
2. Soit (a,) la suite définie, pour n entier naturel 
non nul, par : 

1 
a, = dt 

L ik 17 
a. Interpréter graphiquement a, 
b. Montrer que la suite (a,,) est ane 

1 
c. Montrer que, pour tout réel £, FE < | eten 

SP È 

déduire que a, <1. 

d. Montrer que, pour tout réel : non nul, 
19e el 

1+12 2 

naturel # non nul, F— 
1 

et en déduire que, pour tout entier 

del 
n Fe, 

e. Montrer, en ne je questions précédentes, 
que pour tout entier naturel # non nul, a, <2. 

Que peut-on en déduire pour la convergence de la 
suite (a,) ? 

Partie C 
Soit F la fonction telle que : 

F(0)=0, F dérivable sur R et F’(x) = 
1+2x2 

1. On pose, pour tout x de e = - he: : 

CV Can CON) 

a. Calculer H(0). 

b. Montrer que H est dérivable sur 12 É A et 

calculer H’(x). 

c. En déduire que, pour tout x de Fe $ LE 

HÉDEE 

d. Montrer que F(1)= : à 

2. On pose, pour tout x réel positif ou nul : 

R(x) = F(—) È F(- = ) | 

a. Montrer que la fonction k est dérivable sur R* 

et déterminer k’(x). 

b. En déduire la valeur de F(;) + F(:) : 

M2 e est irrationnel 

Soit f la fonction définie sur [0 ; 

x2 x? 

f(x) = e” ist n+. 4) 
n! 

1] par: 

pour un entier naturel n, nz> 1. 

1. Montrer que f est dérivable sur [0 ; 1] et que 

SAC 2 
Pere ET 

2. Montrer que pour tout x de [0 ; 1] : 

puis que 0 <f(0)-f(1)< — 
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3. Soit u la suite définie par w,= 1 + 5 + 

pour tout entier naturel , n = 1e 

Déduire de la question précédente que : 

È 
or e . O<é-u, " 

4. Montrer que la suite (,) converge et déter- 

miner sa limite. 

- = , 
5. On pose pour tout nZ 1,v,=u,+ or 

a. Montrer que (w,) est strictement croissante et 

(v,) strictement décroissante, puis que les suites 

(u,) et (v,) sont adjacentes. 

b. Montrer que, pourtoutn=l,u,<e<v,. 

c. Supposons que € = LP avec pet g entiers naturels 
q 

non nuls. 
Montrer qu’alors qu, <pgl<aqqlu, + LE 

Que peut-on en déduire quant à la nature du réel e ? 

E Une suite qui converge vers Na 

Soit a un nombre réel strictement positif. Soit la 

suite (u,),-N définie par : 

uo > 0 

1 a 
= Ut pour n = 0 U n+l 

2 n 

1. Démontrer que, pour tout #, u,>0. 

Pour quelle valeur de w, la suite (u,), est-elle 

constante ? 
2. On suppose, dans toute la suite du problème, 

que uÿ-a#0. 

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n : 

1 
noi Vas (u,- da) ; 

n 

l 
M Ce = (u, + Va)?. 

n 

b. Montrer que la suite (7) N St strictement 

décroissante pour n = 1. 
En déduire que la suite (u,), admet une limite 

(on ne demande pas de calculer cette limite dans 

cette question). 
3. On définit la suite (v,), NA Par la relation : 

ua 
re 

a. Calculer v,,, en fonction de v,. 
b. Calculer v,,, en fonction de v, et de 7. 
En déduire la limite de la suite (v,), A (on pourra 
montrer que In (v,,,) tend vers —- quand n tend 

vers + co). 

4. Trouver la limite de la suite (u,) : 
neN 

° u 

T 

5. Dans cette question, on fixe u,=2 et a=2. 
Calculer w,, u, et u; (on donnera les résultats 

sous forme de fractions). 

Démontrer que u, 4/2 <10-!. 

En déduire que w, — 1 : 1072. 
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Trouver une majoration de l’erreur commise en 

prenant #3 comme valeur approchée de 2x 

1. Soit a un réel strictement positif. La fonction f 

Les ax + 1 
est définie par f(x) = UT 

a. Démontrer que, pour toute valeur de a, l’équa- 

tion f(x) =x admet une seule solution positive. 

On note ® cette solution (® est appelé « nombre 

d’or »). 

(x£l-a),. 

b. Vérifier que ® = 1 +5 

2. Soit la suite (x,),_N définie par : 

Xo=1 

1 
LES 

X} 
Xy + 

a. Vérifier que x, , 1 = £(X,), g étant la fonction 

obtenue en remplaçant a par 1 dans l’expression de Fa 

b. Vérifier que, pour tout entier naturel n non nul : 

DEXx, 

Px 

c. Démontrer que, pour tout entier naturel n, x, 

est un nombre rationnel supérieur à 1. 

d. En déduire que : 

+ les termes de la suite (x,), - À Sont situés de part 

et d’autre de ® ; 

| 

(en) 

* la suite (|x, — D), : N est décroissante. 

x, = P= 
n—1 

pour tout entier 7 non nul ; x, — D] < 

e. Conclure 

( Xn— di e N° 

3. Démontrer successivement que, pour tout entier 

naturel n : 

sur la convergence de la suite 

|*o — P| 
(OZ 

En déduire la limite de la suite (x,,) 

n 

HDi , puis que |x, — D| < (5 

neN° 

4. En utilisant une calculatrice (ou un tableur), 
déterminer le rang à partir duquel 

PAIE 10-1. 

Quel renseignement obtient-on sur la même ques- 
n 

tion en utilisant l’inégalité x = d| < (5 ? 
U = 

Comment expliquer cette différence ? 

15] Le plan est muni d’un repère ortho- 

normal (O ; ,7) (unité graphique : 1 cm). | 

Partie A 

Soit f la fonction définie sur KR par 
f(x) = (x2 - 3x + 1)e* et soit € la courbe représen- 
tative. 



2 

‘ 1. Déterminer les limites de f aux bornes de son 
ensemble de définition. 

2. a. Étudier le sens de variation de f et donner le 
tableau de variation de f. 

b. Tracer €. | 

| - 3. Soit ef. site Ha a 

a. Interpréter graphiquement I. 
b. En utilisant l’intégration par parties, calculer 

[ xe* dx, puis f° x2e* dx. 
3 3 

c. En déduire la valeur exacte de I. 

- Partie B 

1. Soit a et b deux nombres réels et g la fonction 
définie sur R par : 

g(x) = etx?+ax+b) 

Quelles sont les valeurs de a et b pour lesquelles le 

tableau de variation de g est celui donné ci-dessous ? 

2. Soit h la fonction définie sur KR par 
h(x) = et" -3x*+1) et T sa courbe représentative. 

; ë ss : 3 
a. Démontrer que la droite D d’équation x = 5 est 

axe de symétrie de T°. 
b. Justifier l’affirmation suivante : «3,2 est une 
valeur approchée à 10-! près d’une solution de 

l'équation A(x) =5 ». 
c. Soit «à un nombre dont 1,7 est une valeur appro- 

chée à 0,5 près. 
Établir que 0,28 < h(a) < 0,47. 

Partie C 
Soit une fonction dérivable sur R dont le tableau 
de variation est donné ci-dessous (a, b, c étant trois 

nombres réels). 
Soit v,, v,, v, les fonctions définies par : 

Déx)=e"4 ; v,(x) = u(e*) ; v,(x) = u(x)e*. 

1. Déterminer le sens de variation des fonctions 7; 

et 2, (en justifiant la réponse). 

2. Indiquer un intervalle sur lequel il est possible de 

donner le sens de variation de la fonction v, ? (Jus- 

tifier la réponse.) 

EXERCICES 

Héfvu au sac 
Partie A. Lectures graphiques 

On donne dans un repère orthogonal les courbes C 
et F représentatives de deux fonctions définies et 
dérivables sur R. On sait que l’une de ces fonctions 
est la fonction dérivée de l’autre, on peut donc les 
noter g et £g’. 

1. Associer à chacune des fonctions get g” sa repré- 
sentation graphique. On justifiera le résultat en 
donnant un tableau où figurera sur l'intervalle 

5 5 | le signe de g’(x) et les variations de g. 

2. Quel est le coefficient directeur de la tangente à 
C au point d’abscisse 0 ? 

Partie B 
Soit l'équation différentielle (E) : 

VIE V=2(X +UI)er. 

1. Montrer que la fonction jf, définie sur R par 
f(x) = (x? + 2x)e-* est une solution de l’équation 
(ŒE). 
2. Résoudre l’équation différentielle : 

(E”) y’+y=0. 

3. Soit une solution de (E’). Montrer que la 
fonction jf, +4 est une solution de (E). 
On admettra que, réciproquement, toute solution f 
de (E) est de la forme f=f,+u où u est une solu- 

tion de (E”). 
En déduire, pour x € R, l’expression de f(x) lorsque 

fest solution de (E). 
4. Sachant que la fonction g de la partie À est solu- 

tion de (E), déterminer g(x) pour xe R. 
5. Déterminer la solution k de l’équation (E) dont 
la représentation graphique admet au point d’abs- 

cisse 0 une tangente de coefficient directeur 0. 

Partie C 
Soit f la fonction numérique définie sur R par : 

1) =CGÈ+ 2x 42)er- 

1. Déterminer les limites de f en + et en —-<. 

2. On sait que f est dérivable sur R : déterminer sa 
fonction dérivée et étudier son signe. 
Donner le tableau de variation de f. 
3. Dans un repère orthonormal (O ; 1,7), (unité 

graphique : 2 cm), on note C’ la représentation 

graphique de f. 
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a. Déterminer une équation cartésienne de la tan- 

gente T à C’ au point () d’abscisse —1. 

b. Tracer avec soin la courbe C’ et la tangente T 

dans le repère (O ; 1,7). 

4. a. Déterminer trois réels a, b et c tels que la fonc- 

tion F définie par F(x) = (ax? + bx + c)e* soit une 

primitive de la fonction J. 

b. Soit à un réel positif. Calculer en cm? l’aire 

notée A(a) de la zone du plan comprise entre l’axe 

des abscisses, la courbe C’ et les droites d’équa- 

tions respectives x=0 et x=«. 

Le plan est rapporté à un repère 

orthogonal (O ; 1,7). L’unité graphique est 4 cm sur 

l'axe des abscisses et 2 cm sur l’axe des ordonnées. 

Partie À 
Soit f la fonction définie sur R par : 

f{x)= (2 + cos x)el x. 

On note € la courbe représentative de f dans le 

repère (O ; 1,1). 

1. Montrer que, pour tout x de R, f{x) > 0. 

2. a. Montrer que, pour tout x de R : 

V2 cos(x-T)= cos XF SIN x. 

b. En déduire que, pour tout x de R : 

2 + cos x + sin x > 0. 

c. Montrer que fest strictement décroissante sur R. 

3. a. Montrer que, pour tout x de R : 

CEE (= Se 

b. En déduire les limites de fen +c et en —<. 

c. Interpréter géométriquement le résultat obtenu 

lors du calcul de la limite de fen +. 

4. a. Montrer que, sur l'intervalle [0 ; x], l’équa- 

tion f(x) =3 admet une solution unique «. 

b. Donner un encadrement de « d'amplitude 1072. 
5. Représenter la courbe € sur [0 ; 4]. 

Partie B 

On veut calculer l'aire sl, exprimée en unités 

d’aire, du domaine limité par la courbe €, l’axe des 

abscisses, l’axe des ordonnées et la droite d’équa- 

ton Le 
1 

1. Montrer que #4=2e-2 | (cost)el-! dr. 
0 

2:0n pose: 
1 

1= | (cost)el-t dé etJ=| (Sint)el-#dr. 
0 0 

a. À l’aide de deux intégrations par parties, mon- 

trer que I=-cos 1+e-—TJ ;J=-sin 1+I. 

b. En déduire la valeur de I. 
3. Déterminer la valeur exacte de 5 en unités 
d’aire, puis donner une valeur approchée de 4 à 

10-2 près par défaut. 

Partie C 
Soit À la fonction définie sur R par : 

he) = rer ST Pres 

2 + cos x 
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1. a. Montrer que la fonction # admet des primiti- 

ves sur R. 

b. Calculer la primitive H de la fonction #, qui 

prend en 0 la valeur (1 + In.) 

2. a. Déterminer In (f{x)) pour tout x de R. 

b. Étudier le sens de variation de la fonction H. 

c. Déterminer le tableau de variation de H. 

3. On appelle F la courbe représentative de la fonc- 

tion définie sur R par x 1-x+ln (2+ cos x) 

(On ne demande pas de représenter [..) 

On appelle À la droite d’équation y=-x+1. 

a. Étudier la position relative de et de A. 

b. Déterminer les abscisses des points communs 

a let À 
4, a. Établir une équation de la tangente T à F'au 

point d’abscisse 0. 

b. Étudier la position relative de let T. 

5. Montrer que la courbe [est contenue dans une 

bande du plan limitée par deux droites parallèles 

dont on donnera des équations. 

8 [vu au sac 
Partie A. Résolution de l’équation différen- 

tielle (1) : y’—-2y=xe* 

1. Résoudre l’équation différentielle (2) : y'—2y= 0, 

où y désigne une fonction dérivable sur R. 

2. Soit a et b deux réels et soit z la fonction définie 

sur R par u(x) = (ax + b)e*. 

a. Déterminer a et b pour que soit solution de 

lPéquation (1). 

b. Montrer que v est une solution de l’équation 

(2) si et seulement si #+ v est solution de (12 

c. En déduire l’ensemble des solutions de (1). 

3. Déterminer la solution de l’équation (1) qui 

s’annule en 0. 

Partie B. Étude d’une fonction auxiliaire 
Soit g la fonction définie sur R par : 

g(x)=2e%= x 21 

1. Déterminer la limite de g en —c et la limite de g 

en + oc». 
2. Étudier le sens de variation de g, puis dresser son 

tableau de variation. 
3. On admet que l’équation g(x) = 0 a exactement 

deux solutions réelles. 
a. Vérifier que 0 est l’une de ces solutions. 

b. L'autre solution est appelée a. 
Montrer que -1,6=<a<-—1,5. 

4. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs 

duréelx 

Partie C. Étude de la fonction principale 
Soit f la fonction définie sur R par : 

f(x) = e2*-(x+1)e. 

1. Déterminer la limite de fen —-< et la limite de f 
en +. (On pourra mettre e2* en facteur.) 

2. Calculer f’(x) et montrer que f’(x) et g(x) ont 
le même signe. Etudier le sens de variation de f. 

a?+2a 
3. Montrer que f(a) =- 2 , Où «@ est défini 

dans la partie B. 



EXERCICES 
4 

, 
ré, 

En déduire un encadrement de f(a). (On rappelle 
que —-1,6<a<-1,5.) 
4. Etablir le tableau de variation de f. 
5. Tracer la courbe (€), représentative de f dans le 
plan rapporté à un repère orthonormal (unité 
graphique : 2 cm). 

Partie D. Calcul d’aire 
1. Soit m un réel négatif. 

r . 0 Interpréter graphiquement l’intégrale Î IX )Ld x 

(On justifiera la réponse.) Vu 

2. a. Calculer fs xe* dx à l’aide d’une intégration 
k m 

par parties. 
, 0 

b. En déduire Ï f(x) dx. 
0 

3. Calculer la limite de Ï f(x) dx, lorsque "» tend 
Vers —co, 77 

9 [vu au sac 
Partie A 
On se propose de résoudre l’équation différentielle : 

2 
E) y -2y=-——. (Œ) y -2y TR 

1. Déterminer la solution de l’équation y’—2y=0 
qui prend la valeur 1 en 0. 
2. Soit f une fonction dérivable sur R, telle que 
f(0) = In (2), et soit g la fonction définie par 

légalité : 

f(x) = e7*g(x).. 
a. Calculer g(0). 
b. Calculer f’(x) en fonction de g’(x) et de g(x). 
c. Montrer que f est solution de (E) si et seule- 

ment Si : 
Den 2% 

1+e-2x 
d. En déduire l’expression de g(x), puis celle de 

f(x) de telle sorte que f soit solution de (E). 

g'(x) = 

Partie B. Étude sur R de la fonction f définie 

par f(x) =e2*iIn(1+e-2*) 

1. On pose (x) = In (1 +e-2*)- 1 

e2*+1 
a. Étudier la limite de h en +c. 

b. Étudier le sens de variation de h. 

c. En déduire le signe de A(x) pour tout x réel. 

2. Calculer f’(x) et montrer que eestadu 

signe de A(x). 

3. Étudier la limite de fen +. 

Montrer que f(x) = e2*[-2x + In (1+e2*)]. 

En déduire la limite de f en —-c. 

4. Dresser le tableau de variation de f. 

5. Représenter graphiquement la fonction f. dans 

un repère orthonormé en prenant 5 Cm pour unite. 

Préciser la tangente au point d’abscisse nulle. 

Partie C 
2% 

1. En remarquant que dia, cer Pc , déter- 
Pre rules 

miner une primitive de la fonction x — ser : 
1+e72x 

2. Calculer, à l’aide d’une intégration par parties, 
l'aire (en cm?) de la portion de plan comprise entre 
axe des abscisses, la courbe représentative de la 
fonction f définie à la partie B, et les droites 
d'équations x=-—1 et x=0.On donnera la valeur 
exacte de cette aire, ainsi qu’une valeur approchée 
à 10-35 près. 

Partie D 

On définit la suite (,) par u, =0 et u,,,=f{u,) 

pour tout n =0 (où f est la fonction définie à la 
partie B). 

1. Montrer que f([0 ; 1]) [05 1], et en déduire 
que, pour toutn=0,onau,el[0;1]. 

2. Montrer, par récurrence, que la suite (w,) est 
croissante. 
En déduire qu’elle converge. 

3. Soit a sa limite. 
Montrer que f(a)=aetae[0;1]. 

4. Grâce à la représentation graphique de j, donner 
une valeur approchée de a à 1071 près. 

20| Le plan est rapporté à un repère orthonormal 
direct (O ; ä, 2). Toutes les courbes demandées 

seront représentées sur un même graphique (unité 
graphique : 2 cm). 

Partie A. Étude d’une fonction f 

On définit la fonction f sur ]0 ; +[ par: 

f(x)= In (/1+x—-1). 

1. Calculer les limites de f en 0 et en +c. 
2. Étudier le sens de variation de f sur ]0 ; +cof. 

3. Soit @ la courbe représentative de f dans 

(O ; 4,2%) et A le point de € d’abscisse 3. 
Calculer l’ordonnée de A. 

Soit B le point de € d’abscisse 2 Pble-projete 

orthogonal de B sur l’axe (O ; 4) et H le projeté 

orthogonal de B sur l’axe (O ; d). 

Déterminer les valeurs exactes des coordonnées 
des points B, P et H. Placer les points A, B, P et H 

dans le repère (O ; #4, d) et représenter la courbe €. 

Partie B. Utilisation d’une rotation 
| . | Ti ; 

Soit r la rotation de centre O et d’angle 2° À tout 

point M du plan d’affixe z, la rotation r associe le 

point M’ d’affixe zx’. 

1. a. Donner z’ en fonction de z. 

On note z=x+iy et z/=x"+1iy (x, y, x’, y” 

réels). Exprimer x’ et y’ en fonction de x et y, puis 

exprimer x et y en fonction de x’ et y”. 

b. Déterminer les coordonnées des points A’, B° 

et P’ images respectives des points À, B et P par la 

rotation r. 
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2. On appelle g la fonction définie sur R par 

g(x)=e"2*+2e"* et | sa courbe représentative 

dans le repère (O ; %, d). | 

a. Montrer que lorsqu'un point M appartient à 6, 

son image M’ par r appartient a T. 

On admet que lorsque le point M décrit 6, le point 

M' décrit |. 
b. Tracer sur le graphique précédent les points À”, 

B’, P’ et la courbe [' (l’étude des variations de g 

n’est pas demandée). 

Partie C. Calcul d’intégrales 

On rappelle que l’image d’un domaine plan 
par une 

rotation est un domaine plan de même aire. 

In 

1. Calculer l'intégrale [. g(x) dx. 

Interpréter graphiquement cette intégrale. 

2. a. Déterminer, en unités d’aire, l'aire 4 du 

domaine plan limité par les segments [AO], 

[OH] et [HB] et l’arc de courbe € d’extrémités B 

el'À 
3 

b. On pose 1= |, In (/1+x-—1) dx. 

4 
Trouver une relation entre sf et I, puis en déduire 

la valeur exacte de l’intégrale I. 

21 [vu au Bac 
Partie À. Étude préliminaire : mise en place 

d’une inégalité 

1.Le plan est muni d’un repère orthonormal 

(O ;1,7). On désigne par À la droite d’équation 

y=x+1 et par [ la courbe d’équation y = e*. 

a. Que représente la droite À pour la courbe r? 

b. Tracer dans le repère (O ; 1,1) la droite À et 

donner l’allure de F. 

2. a. Démontrer que, pour tout réel £, eZ 1+ (ee 

Interpréter graphiquement ce résultat. 

b. En déduire que, pour tout réel 1, e"+1+1Z 9, 

1 
et que, pour tout x de R+*,ona-+Inx+12z2. 

X 

Partie B. Étude d’une fonction 

On considère la fonction g définie sur ]0 ; + par: 

g(x)=(x+1)ln x. 

On appelle C la courbe représentative de g dans le 

plan muni d’un repère orthonormal (O ; ü, d) 

(unité graphique : 2 cm). 

1. a. Étudier le sens de variation de g en utilisant la 

partie À. 

b. Déterminer les limites de la fonction gen 0Oeten 

+0. 
2. a. Déterminer une équation de la tangente D 

à C au point d’abscisse 1. 
b. On appelle h la fonction définie sur ]0 ; +c{[ par : 

h(x)=200)22% #2 

Étudier le sens de variation de h. (On pourra utili- 

ser la question A2b.) 
En déduire le signe de h(x) suivant les valeurs de x. 

c. Étudier la position de C par rapport à D. 
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3. Tracer C et D dans le repère COSNTME 
“ 

4. Pour tout # de N*, on pose U,, = 1h gx). AXE 
n 

a. Donner une interprétation géométrique de U, . 

b. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, 

on a g(n) <U,<g(n+1). 

c. En déduire le sens de variation de la suite (U:)4 

d. La suite (U,,) est-elle convergent ? 

Partie C. Étude d’une primitive 

G désigne la primitive de g sur l'intervalle ]0 ; + 

qui s’annule en 1. 

On a donc, pour tout x appartenant à l'intervalle 

10 ; +oo[, G=[ g() de. 
1. Quel est le signe de G(x) suivant les valeurs de x ? 

2. Calculer G(x) à l’aide d’une intégration par pa
rties. 

3. Déterminer les limites de G en 0 et en +. 

Pour l’étude en +, on pourra mettre x2 en fac- 

teur dans l’expression G(x). 

Pour l’étude en 0, on admettra que He x In x =0* 
Lu 

[22| MEL Dans tout le problème, # désigne un 

entier naturel non nul. On considère la fonction Je 

de R* vers R définie pour tout réel positif x par : 

f(x) =x7e *. 

On appelle C, la courbe représentative de f, dans 

le plan muni d’un repère orthonormal (unité 

graphique : 3 cm). 

Partie À 

1. Étudier les variations de la fonction jf, et déter- 

miner sa limite en +. Tracer C, en précisant la 

tangente à l’origine. 

2. Pour n entier supérieur ou égal à 2, étudier les 

variations de la fonction f, et déterminer sa limite 

en +. Tracer C,; sur une nouvelle feuille, en pré- 

cisant la tangente à l’origine. 

3. On note s, la réflexion par rapport à la droite 

d’équation x=n et C} l’image de C, par s,. 

a. M étant le point du plan de coordonnées (x ; y), 

calculer les coordonnées de son image par 5, . 

b. Montrer que C} est l’ensemble des points M 

dont les coordonnées (x ; y) vérifient : 

XÆOn et V—J,(2n- x). 

c. Tracer C; sur la même feuille que C; . 
Pour x < 2n, on pose g,(x) =f,(2n -x). 
d. En interprétant géométriquement les intégrales, 

justifier l’égalité : 
2n n 

[ f,@) dr=| g,(®) dr. 
n 0 

4. Pour x élément de ]|0 ; 27], on pose : 

a. De l’étude des variations de h, , déduire le signe 
de x, (0) ù 
b. Montrer que, pour tout x appartenant à l’inter- 

valle [0 ; #],ona f,(x) < g,(x). 
c. Déduire de ce qui précède l’inégalité : 

le f,() di = ile 7 CCE 



| 
|‘ Partie B 
. Pour tout réel positif —x, on pose : 

EL. F,()=[ 7,0 dr. 
2 1. Démontrer que la fonction F, est croissante sur 
[0 ; Fo. 

2. À l’aide d’intégrations par parties : 
_ a. calculer F,(x) ; 

b. ohne que, pour tout réel positif x et pour 
tout entier # supérieur ou égal à 1, on a : 

À F,4100 = (2+ DE, -f,: 100). 
; 3. En déduire, à l’aide d’un raisonnement . par 
? récurrence, que pour tout réel positif x et tout 
_ entier # supérieur ou égal à 1 : 

&- Et) =n|1 re (142 + _ “2 #5) . HP | n! 

4. a. Démontrer que lim F,(x)=n!. 

b. Démontrer que, pou tout réel x positif ou nul, 
on a : 

; FX) Em! 

Partie C 
+ 

1. Démontrer que, us tout entier 7 supérieur ou 

égalà l,onaF ,0n + [°° TCPdr=nT. 

2. Déduire des résultats des parties A et B que, 
pour tout entier 7 supérieur ou égal à 1, on a: 

EE (n)= 

[23 Dans tout le problème, n désigne un entier naturel 

supérieur ou égal à 2. 

Partie À. Une équation différentielle 
On considère l’équation différentielle (1) : 

x+l 

n(n+1) 

1. Déterminer, en fonction de n, deux réels a et b 

tels que la fonction affine qui à x associe ax + b soit 

solution de l’équation (1). 
2. Résoudre l’équation différentielle (2) : 

PE ; y=0. 

3. Montrer qu’une fonction 4 est solution de (1) si 

et seulement si la fonction qui à x associe 

(x) = p(x) — (ax + b) est solution de (2). 

4. En déduire toutes les solutions de (1). 

5. Déterminer la solution de (1) qui prend la valeur 

0 en 0. 

Partie B. Étude d’une famille de fonctions 
On définit sur R la fonction jf, par: 

f,(x)=1 a exp (ä). 

On note C, la courbe représentant f, dans un 

repère orthogonal du plan. 

5 
EE SO Le Sms 

n 

EXERCICES 
x 

En représentant à la calculatrice les fonctions D 
pour ne {2 ; 3 ; 4} avec pour fenêtre graphique 
-6<x<4, #1 <y<0,3, on obtient l’écran 
suivant : 

1. Conjectures 

D’après le graphique ci-dessus, que peut-on conjec- 
turer pour : 
* le sens de variation des fonctions f, ? 
*les points d’intersection des courbes C, avec 
l'axe des abscisses ? 
P2 Étude de cas particuliers 

a. Étudier le sens de variation de la fonction ét 

sa limite en +c. 
b. Faire de même pour f,. 
3. Étude générale 
a. Déterminer la limite de f, en +. 
b. Étudier le sens de variation de f, et dresser son 

tableau de variation. 
c. Justifier que f, admet un maximum en un réel «,. 
Quelle est la limite de a, quand n tend vers +c (on 

pourra poser h = 15 ? 

4. Intersection avec l’axe des abscisses 
a. Justifier que la courbe C, coupe l’axe des abs- 
cisses en O et en un autre point À,. 
On appellera x, l’abscisse de ce point. 

b. De l'étude des variations sur ]1 ; +c[ de la 

À — ù 2 x—1 
fonction s qui à x associé s(x)=- + In | — |; 

X x+l 

déduire que j,(- 2) < 0. 

c. De l’étude des variations de la fonction tr qui à 

tout x>0 associe LE EE + | ë ) 
_ 2x(x F1) x +1). 

déduire le signe de s, (22 In _ ) : 

d. En déduire que pour tout n = 2 : 

n 
-2<x,<2nln( ee). 

e. En déduire que la suite (x,) converge et préciser 

sa limite. 
f. Quels commentaires peut-on faire sur les conjec- 

tures graphiques faites à la partie À ? 

7] On considère une suite réelle (p,) satisfaisant 

la relation de récurrence (1) : 

1 
Pn+4— 7 CRE D, 0 yet Ph): 
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Partie A. Étude des suites géométriques 

vérifiant (1) 

1. Montrer que la suite géométrique de terme 

général p,=r" (où r est un réel quelconque non 

nul) vérifie la relation (1) si et seulement si r est 

racine du polynôme P(x) = 4x4 - x3-x2-x-1. 

2. Montrer que P(x) est divisible par (x-1) et 

préciser le quotient. 

3. a. Étudier le sens de variation de la fonction Q 

définie par Q(x) = 4x3 + 3x2 + 2x + 1. Préciser ses 

limites en —c et +. 

b. Représenter graphiquement la fonction Q. 

c. Prouver que Q s’annule une fois et une seule en 

une valeur a dont on donnera une valeur approchée 

à 10-! près (on pourra s'intéresser d’abord à 

l'intervalle [—1 ; 0]). 

4. Déterminer les réels r tels que les suites géomé- 

triques de terme général p,=1" vérifient la 

relation (1). Étudier la convergence de ces suites. 

Partie B. Expérimentation 

Dans cette partie uniquement, on pose : 

p = ] LA myrsch pl et Loitals 

PAP Sa 21 10 Mel el 
Expliquer comment calculer des valeurs appro- 

chées des termes de la suite jusqu’au terme p, soit 

à l’aide d’un tableur soit en écrivant un programme 

sur une calculatrice. 

Donner des valeurs approchées (à la précision de la 

calculatrice ou du tableur) des termes Dj; Pis + 

Pio- 
Que peut-on conjecturer quant à la convergence de 

cette suite ? 

Partie C. Convergence de la suite (p,) 

Dans le reste du problème, (p,) est à nouveau une 

suite quelconque vérifiant (1). On lui associe deux 

suites (m”,) et (M,) définies par : 

°m,= min (P»PDy+ L DERPD, 23) c’est-à-dire le 

plus petit des quatre termes Dp,, Pyy1> Pn+2» 

Dn+3” 

° M, = max (D, n41 Dn +2 Pn+3) c’est-à-dire le 

plus grand des quatre termes p,, Pyi1> Dr+2 

Dn+3: 

1. Montrer que m, est inférieur ou égal aux nom- 

bres Pn+1 > Pn+2 Pn+3 Et Py+4- 
En déduire que la suite (m,) est croissante. 

Établir de même que la suite (M,) est 

décroissante. 

2. Prouver que, pour tout entier naturel n : 

mem ep,<M,S<M,; 

3. Prouver que les suites ("”,,) et (M,,) sont conver- 

gentes et que leurs limites respectivement notées "1 

et M vérifient m <= M. 

4. Montrer que pour tout entier naturel n : 

5 Il 3 1 
Prta= 3 Mt M, MEET Pra = Mytz m. 
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En appliquant la dernière inégalité à p,455 Pn+6° 

3 1 
Py+7 Montrer que Mer M, + A utÉ 

5. En déduire que M <=", puis que M=m et éta- 

blir la convergence de la suite (pile Xr 

Pour chercher : peut-on exprimer la limite de 

(p,) en fonction de po» Pi» Pa Et P3 ? 

QCM  — — —_— 

Chaque question est pourvue de plusieurs 

réponses qui peuvent être vraies ou fausses. 

L'utilisation de la calculatrice est interdite. 

25| Gaël écrit à Gaston : « Dans le port de Logique 

il y a au moins 100 bateaux. 

Si un voilier a un seul mât alors il a une coque blan- 

che. 

Deux chalutiers verts sont en réparation. 

Aucun chalutier rouge ne pêche ni la sardine ni le 

maquereau. » 
Gaston peut en déduire que dans le port de 

Logique : 

A. Il pouvait y avoir un voilier ayant deux mâts. 

B. Tous les voiliers ayant une coque blanche 

avaient un seul mât. 

C. Aucun voilier n’était en réparation. 

D. Si un chalutier pêchait la sardine alors il n’était 

pas rouge. 
E. Si un chalutier pêchait le bar alors il était rouge. 

EMA. {re R,lx-11>3-2x}=12; +el. 
B.{xeR,x2-4x+5>0}=R. 

C. Pour tout couple de réels non nuls (x, y) : 

LES 
À <Y EN 

Mr 

D. Pour tout couple de réels (x, y) : 

x2-2xy+32Z> 0. 

E. Pour tout couple de réels (x, y) : 

xy=x2=3y2= 0. 

27| Soit f une fonction définie et dérivable sur 
[-4 ;+o[ dont la représentation graphique est 

donnée ci-dessous. On précise que : 
epourtout xE [3 ;+c[ f(x) >0 ; 

+ la droite y = 0 est asymptote à la courbe de fen +c. 



pret 

À. L’équation f’(x)}=0 admet au moins trois 
solutions sur [—4 ; +c. 
B. f” change de signe en x=1. 
C. {xe [-4; 6], f(x) >x} est un intervalle. 
D. Pour tout ae [0 ; +œ[, l’équation JCx)=e 
admet une solution dans l’intervalle [-4 ; 6]. 

_E. Il existe deux réels a et b tels que ab et 
f(a)=fb). 

28| Soit f une fonction définie et dérivable sur 
R\{1} dont le tableau de variation est : 

Alors : 

À. Pour tout ae R, l’équation f(x) =a admet au 
moins une solution. 
B. Pour tout ae ]-c ;0[, l’équation f(x)=a 
admet exactement une solution. 

C. La courbe de f admet deux asymptotes horizon- 
tales. 
D. L’équation f’(x)=0 possède au moins une 
solution. 
E. Pour tout x € ]3 ; +[, f’(x)<0. 

[29] On considère la fonction f dérivable sur R dont 
la courbe représentative dans un repère ortho- 

normé est donnée ci-dessous. 

(On précise que lim f(x)=- et que pour tout 
X 

C0) 

Alors : 
Rest (Lt) 2. | 

B. L'ensemble des solutions de l’équation f(x) = 0 

est {—3}. 

C. L'ensemble des solutions de l’inéquation 

f(x) = = est inclus dans [0 ; +. 

D. L'ensemble 

Ixel-351l7 Getz 25 : 

E. L'ensemble des solutions de l’inéquation 

f(x) = - 1 est ]-> ;-3]. 

EXERCICES 

30 La fonction f « affine par morceaux » est définie 
sur [—-3 ; 3] et a la représentation graphique ci- 
dessous : 

3 OLE ASE? ar 

\ 

DÉ-------------- MER Û 

A. Il existe a € 10 ; 3[, f([-a ; al) [0 ; a]. 

B. Pour tout a € ]0 ; 3[, f([-a ; al) c[0 ; a]. 

C. Pour tout &e [0 ; 2], il existe Be [-2 ; 2], 

a =f(B). 
D. Pour tout «e [0 ; 2], il ekiste Be [-2 ; 2]; 

B =j(a). 
E. Pour tout a e [-3 ; 3], pour tout B e[-3 ; 3], 

f(La ; BI) Ca) ; S(B)1. 

El Pour toute fonction f dérivable sur R et 
vérifiant : 

pour tout xe R, f(x)=4-f(-x-2), 
on a : 
AA )= 2" 
B. La courbe représentative de f admet un centre 

de symétrie. 
C. La courbe représentative de f traverse sa tan- 

gente au point d’abscisse x=-1. 
D. Pourtoutxe R, f(lx-1)=4-f(-1-x). 
E. Pourtout xe R, f’(x)=-f"(-x-2). 

EP] Soit % l’ensemble des fonctions fréelles, dériva- 
bles sur R et vérifiant : 

2 à el: VGDeR, 1<)=; Lt +/0) 
Alors, pour toute fonction fe #,ona: 

A. f(0)=0. 

B. VxeR, fs) = 245). 
C. fest impaire. 

D. VxrneR?, FO). 
E. f’ est une fonction constante. 

EF] On considère la fonction f définie sur [0 ; 10] 

par f(x)=-x2+6x-5. 
On note C la courbe représentative de f dans un 

repère orthonormé, et T}, la tangente à C au point 

M'de C: 
Alors : 

A. Il existe un point M de C tel que T}, soit paral- 

lèle à l’axe des abscisses. 

B. Il existe un point M de C tel que T}, soit paral- 

lèle à la droite (IJ) où I(1 ; 0), J(4 ; 3). 

C. Il existe un point M de C tel que T}, ait pour 

coefficient directeur 8. 
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D. Il existe deux points distincts M et N de C tels 

que Ty, et TN soient parallèles. 

E. Il existe deux points distincts M et N de C tels 

que Ty et TR soient perpendiculaires. 

E] Soit fune fonction définie et deux fois dérivable 

sur R. On note € la courbe représentative de fdans 

un repère orthonormal. 

Soit T, la droite d’équation y=x+1 et T la 

droite d’équation y = 1 -x. 

Alors : 
A. Si T, est tangente à @ au point d’abscisse x= 1 

alors j (1) — 1: 

B. Si T, est tangente à @ au point d’abscisse x = 1 

alors (1) = 1. 

C. SiT, est tangente à @ au point d’abscisse x = 3 

alors (3) = 4. 

D. SiT, esttangente à @ au point d’abscisse x = 1 

et T, est tangente à @ au point d’abscisse x = 3 

alors il existe ae ]1 ; 3[ tel que f’(a)=0. 

E. Si T, est tangente à @ au point d’abscisse x= 1 

et T, est tangente à @ au point d’abscisse x = 3 alors 

f admet un maximum localenunpoint be [1 ; 3]. 

ES Les fonctions suivantes sont dérivables en x = 0. 

A. x x|x|. 

B. x |x| sin x. 

C. x sin |x|. 

| > x2 +2 

XE> XI XP Si x 0 

Re six >= 0 

XE>x 2six<0 

si x = 0 

E] Soit f la fonction définie sur R par : 

pour tout x de R, f(x) = : sin 3x — sin x. 

Alors : 
A. Pour construire la courbe représentative de f, il 

suffit d’étudier f sur [0 ; w|. 

B. f est dérivable sur R et pour tout x de KR, 

Gr) = 4dicos x since 

C. fest décroissante sur Lo ? 2 

D. fest décroissante sur $ o|. 

E, Pour tout £ de N, É 2 kr) =f{er É J 

[37 Soit fla fonction numérique définie sur R par : 

rene Nx2 +1 

Lx] +1 
Alors : 

A. fest paire. 

B. lim f(x)=-1. 
X — — 0 

C. fest dérivable en x=0. 
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D. fest croissante sur [O 3 +ol. | 

E. f admet un minimum en x— 0ù. | 

[38 Soit f la fonction numérique définie sur R par : k 

f(x) = - + sin X. 

On note ‘€ la courbe représentative de f dans un 

repère orthonormé. 

Alors : 
A. fest périodique. 

B. fest impaire. 

C. Pour connaître € il suffit d’étudier f sur [O-r]: 

D. lim-fx)="#10;" 
x — +0 

: T 
E. fest croissante sur Lo ë Al e 

R—=R 

Soit l’application £ : s Dscirappiiaons: | tr 
Alors : 

A. gest continue en-x= 0 eten x= L. 

B. g est dérivable en 0. 
C. gest dérivable en 1. 

D. Vxef-5:0|, #0 > 0: 

[40] Soit la fonction définie sur R par : 

fx)=x+1+NVx2+x+1. 

On note C la courbe de f dans un repère orthonor- 

mal. Alors : 

: 1 
A. fest croissante sur Fe 3 + «|. 

B. Pour tout xe Le ÿ =; TX) = 0€ 

C. La droite d’équation y = 2x + 1 est asymptote à 

C au voisinage de +c. 
D. La droite d’équation y = 0 est asymptote à C au 

voisinage de —-c. 

E. La droite d’équation y = : est asymptote à C au 

voisinage de —c. 

41] Pour toute fonction f définie et dérivable sur R, 
telle que sa courbe représentative, dans un repère 
orthonormal, admette la droite d’équation 

y=x-1l comme asymptote en +, On a: 

A. lim f(x)=+0. 
X — +00 

B. lim j(x)=-. 
KDE cs 

C. lim f[f(x)-x|=0. 
X — +0 

D. Il existe ae [0 ;+c[ tel que, pour tout 

ve [a re) =S" 
E. Il existe be [0;+c[ tel  que,!pour! tout 
xe [b;+o[, f(x) < x. 



PC" 

4] 

1 

Let 

_ A. VxeR*t f(x)>0. 

E Soit R*+-{xe R,x>01. | 
Pour toute application f de R*+ dans R, dérivable 
sur R** etvérifiant lim f(x)=+, on a : 

X — +00 

B. Il existe M > 0 tel que : 

Vxe[M;+o[ f'(x)=0. 
Dans le cas où f’(x) admet une limite finie # 
quand x tend vers + : 

C. Il est possible que £ soit nulle. 

D. Il est possible que # = : î 

E. Il est possible que {=-1. 

4 _ 

B.e2 xe 
C. Pour tout xe R : 

In(e*+1)=x+In(e-*+1). 

D. Pour tout xe R-{-1} : 

In(x3 + 1)2=2 In(x5+1). 

E. Pour tout xe R : 

In(e$*+1)2=2 In(e3*+ 1). 

ET] À. Pour tout AR TDE sin (2) =x1n:2. 
B. Pour tout x e ]0 ; +c[, In x=21In /x. 

C. Pour tout xEe ]0 ; +! : 

In( 4/5 + 1—/x)=-—In(/x + 1 + x). 
D. Pour tout xEe ]0 ; +o! : 

In(x2 + 4x +4)=2 In(x+2). 

E. Pour tout x € ]0 ; +ol : 

[iIn(x+1)]2=In(2x +2). 

45] Soit f la fonction définie sur R par : 

fx)= = In (1 + sin? Se 0s ELA O0)= O0 

A. fest continue sur R. 

B. fest dérivable en 0 et f’(0)=1. 

C. fest périodique de période 7. 

D lim j(x)=0. 
x — +0 

sin 2x 
En vVxe R*. f'=E | fx) : 

1 + sin? x 

ET Pour # entier naturel, n = 1, on considère la 

fonction f, définie sur PET FS|[Vpar : 

f,(x) = x" In (1 + x) 

et on désigne par €, , la courbe représentative de j,. 

A. Pour tout n > 1, la courbe €, passe par le 

point À de coordonnées (1 ; In 2). 

B. Pour tout n = 1 et pour tout xe [0 ; 1],ona: 

Ja + 1x) Z f,(x) 

C. Pourtoutrn=1,ona f,(0)=0. 

EXERCICES 

Pour tout n = 1, on désigne par a, le coefficient 
directeur de la tangente à €, au point d’abscisse 1. 
D. La suite (a,), =, est géométrique. 

Pour tout réel m, on considère l’équation (E,,) 
suivante, d’inconnue réelle x : 

(Een 2e 70 

À. L’unique valeur de m pour laquelle x=0 est 
solution de l’équation (E,,) est m=0. 
B. Pour toute valeur de m, l'équation (E,,) admet 
au moins une solution. 
C. Si -1<m<0, l'équation (E,,) a deux solu- 
tions positives. 
D. Sim > 0, l'équation (E,,) a une unique solution. 

[48 Soit f et g les fonctions définies sur 
I=]-1;+01[ par: 

1G)=n Dee et rt) CC PE 

À. La fonction g est positive sur I. 
x 

B. Pour tout xe I,ona f’(x)= = 2x )e 

C. La fonction f est bijective de I sur ]0 ; +. 

D. Il existe un unique réel « dans I tel que f(æ) = 0. 

ET Pour x>0,on pose F(x) = [| ee cn 
À 

À. Pour tout x>0,ona: 

Fee _ In (2). 

B. Pour tout xe |; 1] on a Ge) SO 

C. Pour tout x>0,ona: 

a Rite ienes n 
X À 

D'Or  F(G)=1n(2)+1" 
x +0 

] On considère la parabole ® d’équation 

y=x2-4x+4.Onnote M(0 ; 4), N(3 ; 1),9 la 
tangente à Ÿ au point N, I l’aire du domaine com- 

pris entre la parabole et (MN) et les droites 

d’équations x=0 et x=3 (domaine rouge sur la 
figure), J l’aire du domaine compris entre la para- 
bole et T et les droites d’équations x=3 et x = 4 

(domaine bleu). 
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EXERCICES 

Alors : 
A. L’équation de J est y=2%x-— (2 

B. L’équation de la droite (MN) est y=—x+ 4. 

(8 1=[ (x 3 2)ide 
0 

D. ii (x—3)2 dx. 

27 
FE THE 

51] Soit F la fonction définie sur I=[0 ; +c[ par: 

FCO = [ Mre-' dr. 

On ne cherchera pas à calculer directement F. 

A. La fonction F est positive et strictement crois- 

sante sur I. 
1 

B. Pour tout: =0,ona J<i+. 

C.Ona f (+3) ar=3-fx+2)e x. 
0 

D. PourtoutxeIl,ona F(X)< 2. 

[52] Soit fune fonction dérivable sur R, on note € sa 

courbe représentative dans un repère orthonormal, 

On 
Alors : 

A. Si est symétrique par rapport au point 

2 
I(1 ; 0) alors [ fx) dt=0. 

0 
B. Si @ est symétrique par rapport au point 

2 1 
I(1 30) alors [ JA] dr=2 [ [A0] dr. 

0 0 

Si @ a l'allure ci-dessous sur [0 ; 2]: 

2 

© |] ft) dr <0. 
0 

2 

D. ( ft) di = -4. 
0 

1 
= 1 

E. lÉ JU) dr=2 je CIE 

2 

[53] Soit la fonction f définie sur R par : 

f(x) = 4'sin 2x cos? " 

248 = chapitre 8 TP et problèmes de synthèse 

On donne ci-après sa représentation graphique sur 

[0 ; mr]. 

NE) 

On a les résultats suivants : 

A. [ f(x) dx >= 0. 

B. je fx) ar=[" f(x) dx. 

C. (F fx) dx=0. 

D. pi [Ax)| ax=[ Lx) der 

E. f 16) dal = FLAC) dx : 

TT T 

EF] à. [ ee dx= |) SR ER 
0 —2T 

B. fer as-f 
—T 

e cos x dx x 

0 il 

G: [ x(x2+ 1) dx=-| x(x2+ 1) dx. 
1 0 

D. La valeur moyenne de la fonction cosinus sur 

[0 ; mr] est égale à 0. 

E. La valeur moyenne de la fonction exponentielle 

sur [0 ; 1] estégaleàe. 

55 On considère l’équation différentielle : 

y'(x)-2y(x)=0 (E;). 
A. Les solutions de (E,) sont les fonctions 

X. 

y(x)=Ke2,oùKEeR. 
B. L’équation (E,) admet une unique solution 
vérifiant la condition y(0)=2 et c’est la fonction 

y(x)=e2*+1. 
On considère l’équation : 

(VreR) Wat) =2e 0) 
C. Une fonction f vérifie l’équation (E,) si et seule- 
ment si la fonction g définie, par g(x) = e5*f#(x) + 1, 
est solution de l’équation (E,). 
D. La fonction f(x)}=2e *-e-?* est l’unique 
fonction w vérifiant l’équation (E,) et la condition 

YUON=LE 

56| A. y=Rke 2*, kReR, est solution générale 
réelle de l’équation différentielle y -2y=0. 

1 ; 
B. PR x? est solution de l’équation différen- 

tielle y -2y=x2=x. 



Le en sn) 1 | 
EC. D (x?+e-2*) est solution de l'équation 

différentielle y’ —2y=x2- x. 

D. y=-—2 cos x + sin x est solution de l'équation 
_ différentielle y’ - 2y=5 cos x. 

Les suites suivantes sont divergentes : 

A. (cos J F 
n+l 

Mo) 
e’ 

CG. S). 

D (nes D) 
E. G) m@+. 

58] Pour toutes suites réelles (u,) et (v,), stricte- 
ment positives, On a : 

A. Si (u,) et (v,) sont décroissantes alors (u,v, 
est croissante. 

B. Si (u,) est croissante et (v,) est décroissante 
alors (w,+v,) est monotone. 

C. (u,v,) ne peut converger vers 0. 

D. Si (u,) converge vers 2 et (v,) est croissante 

alors (u,, + v,) est croissante. 

E:Si pour tout r7EN, u,=1 et (u,) 

décroissante alors (w,) converge vers 1. 

est 

159] Pour toute suite numérique (4,), on a: 

À. Si pour tout » de N, 1 < u, < 2 alors (u,) est 
convergente. 

B. Si pour tout n de N, u,-3 < = : alors (u,) 
+1 

converge vers 3. 

: : Le dE ; 1 
C. Si (u,) est une suite géométrique de raison — 5 

alors (4,) converge. 
: ; _ , 1 

D. Si (u,) est une suite arithmétique de raison —- 

alors (z,) converge. 
2 

E. Si (,) converge vers 0 alors (#,) est une suite 

croissante et négative ou décroissante et positive. 

EXERCICES 

[60 Soit (u,) la suite numérique définie par : 

uÿ=0 etpourtoutneN,u,,,=,/6+u,. 
Alors : 
À. La suite (u,) est croissante. 

B. VreN, u,,=<u,,,1- 

CVneN,u,,=u,,,2. 
* D'VneNr 2e Sr Pre 

* E. VrneN*,u,,,1=<2. 

Soit (u,),:N+ Une suite géométrique de raison 

1 à 
3 et de premier terme w, =2. 

Pour tout entier n = 1, on pose v,=In(«,). 

A. Pourtoutrn=1,ona Te 
n 

B. La suite (v,),=, st arithmétique, de raison 
-In(3). 

C. Pourtout n = 1,ona: 
n 

1 
5? Mt + u,=3(1- ES). 

kR=1 

D. Pour tout 7=1,on2: 

n 

1 1 n 2 = (V1+02+..+0,) =In(2)-5In(3). 

B1 soit a un nombre réel et soit (u,) la suite 

an + (—-1)"/n 
définie, pour tout ne N, par u,, = el 

Alors : 
A. Pourtoutae R, (u,) est monotone. 
B. Pourtoutae R, (4,) est bornée. 
C. Pourtoutae R, (u,) est convergente. 

D. Il existe ae R telque lim ,=3. 
n — +0 

E. Il existe ae R telque lim ,=0. 
n — +0 

Œ Pour toute suite réelle (4,) on a: 
A. Si (u,) n’est pas minorée, elle est majorée. 
B. Si (,) prend un nombre fini de valeurs, elle est 

convergente. 

C. Si (u,) est positive et strictement croissante, 

lim 
n — + 

D. Si (u,) est bornée, (u,) converge. 
E. Si (u,) converge, (u,) prend un nombre fini de 

valeurs. 

He RO E 
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Chapitre 

OBJECTIF 
S'assurer des 

connaissances de base 

en trigonométrie. 

* Un peu de trigonométrie 

Le plan orienté est rapporté à un repère orthonormé (0 ; ü, d). 

1. Choisir la ou les réponses justes. 

Si M(0 ; -1), une mesure de (ü, OM) en radians est : 

TT 37 97 
70 . — 3 . — ; d. - —. 

a Dr b G c 5 g 

2. Choisir la ou les réponses justes. 

Si M(- : 3 — ;) , une mesure de (ä, OM) en radians est : 

tan Daue Te 197 
CE 61 5 b. HT 5 CS 3 5 d. 6 . 

3. Déterminer à l’aide du cercle trigonométrique des réels & tels que : 

JE 
a. 0 = — ere 

b. sin 0 =- 2 : 

, 1 
t O—=—- ; et sin 5 

C. COS pes 
2 

4. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? 

a. COS (= COS (2) = 

° 12/0 125 
b. sin (5 )= sin Es : 
fs 12508 5 

d. cos (2) Sin ( 
12 122 

5. Le réel a de [0 ; mr] est tel que cos a=0,2. 

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? 

a. Sila— 0 81; b'Sma-00s 

C. COS 24a=04.; d'Cos 24 —-- 0:02 

250 chapitre 9 Nombres complexes 



4 Rappels de trigonométrie 
L_ Valeurs remarquables des cosinus et cosinus 

Angles associés 
Pour tout réel r : 

+ cos (—-1)= cos t ° COS(1+T) =— COS £ 

sin (—-:)=-sint sin(£+m)=-sint 

e T pa J cos 3 —L|=sint 0e] première 

M bissectrice 
M M 

° COS(T—-1) =—-COS D 

sin (m—-1) =sint nr 

Formules d’addition 

cos (a + b) = cos a cos b— sin a sin b sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b 

cos (a—b) = cos a cos b + sin a sin b sin (a — b) = sin a cos b — cos a sin b 

Formules de duplication 

cos (2a)= cos? a- sin? a=2cos2a-1=1-2sin? a 

sin(2a)=25sinacosa 
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RENE En 
introduire 

les nombres 

complexes. 
ER SR 

Activité 2 = Un nouvel ensemble 

A um Insuffisance de R 

1. Rappeler la signification des ensembles de nombres N, Z, D, Q et R, et les 

ordonner à l’aide du symbole d’inclusion « © ». 

2. En fait, chaque inclusion peut être motivée par le besoin de dépasser un 

obstacle. Proposer une équation (des plus simples) que l’on peut résoudre 

dans Z mais pas dans N, une autre que l’on peut résoudre dans D mais pas 

dans 7, une troisième ..…., une quatrième …, et enfin une cinquième que l’on 

ne peut pas résoudre dans R. 

B = Vers un nouvel ensemble 

En 1545, le mathématicien italien Jérôme Cardan publie /’Ars Magna, ouvrage 

d’algèbre dans lequel il établit des formules de résolution pour certaines équa- 

tions de degré 3. 

À sa suite, Raphaël Bombelli, essayant d’appliquer ces formules à d’autres 

types d’équation de degré 3, est amené à introduire de nouveaux « nombres », 

comme « del » dont le carré serait … —1 ! 

Au xvir siècle, Descartes qualifie ces nombres d’imaginaires » et au 

xvure siècle Euler adopte la notation 1 en remplacement de Ne , symbole qui 

pose des problèmes de calcul (aurait-on RE Et (ES Fe —-—] ou 

1x E1=/CDED=4"1=17 
On désigne donc par i un nouveau « nombre » tel que i2=-1. 

1. En utilisant les mêmes règles de calcul que dans R, calculer : 

(252, C2i)2, (42, (CD) CN) AUER NE IRL 

2. Montrer que si l’on se place dans un ensemble contenant tous les nombres 

réels mais aussi ces petits nouveaux comme i, 21, —51, 1 + 2i, etc. et en con- 

servant les mêmes règles de calcul que dans R, on peut désormais trouver des 

solutions aux équations suivantes qui n’ont pas de solutions réelles. 

a. x2+4=0 (trouver deux solutions) ; b. x2+1=0 ; 

c. x2+2=0 ; d'23#5-0% 

e. (x+1)2+4=0 ; f. (2x+1)2+4=0. 

C sm Une légitimité graphique 

Il a fallu attendre le début du xix® siècle avec Wessel, Argand et Gauss pour 

que ces nouveaux nombres gagnent leur « légitimité ». Tout comme, à tout réel 

x, on associe le point d’abscisse x sur une droite munie d’un repère, à tout 

nombre s’écrivant a + bi (avec a et b réels), on associe le point M de coordon- 

nées (a ; b) dans le plan muni d’un repère orthonormal. ; 

1. Placer les points correspondant aux nombres 1+21, 1—21, —1+21, 

— ] —2i. 

2. Placer les points correspondant aux solutions trouvées à la question B2. 
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Activité 3 % Repérage dans le plan 

Q Fr Q L] A 2 . + — Le plan orienté est muni d’un repère orthonormé direct (OS 40): 

._ Am Coordonnées polaires 

1. Lire graphiquement les coordon- 
. nées polaires des points À, B, C, D, 

12.1 RAC pe à À 

_ 2. Quel est l’ensemble des points M 
; de coordonnées polaires [r ; 0] tels 
que : 

ar=2; DT 

c. P=+ (27); d.6=7 (27) ? 

3. Caractériser par des conditions 

sur r ou 6 l’ensemble des points 

Mr ; 0] suivant : 

a. le cercle de centre O et de rayon 1 ; 

b. la demi-droite ]OH)) ; 

c. l’axe des ordonnées privé de O. 

B a Coordonnées polaires et cartésiennes 

1. a. Construire, à l’aide d’un compas et d’une règle non graduée, les points 

TT 37 
A2; 7 | | =: | 6 et B|3 7 

b. Déterminer les coordonnées cartésiennes de A et B. 

2. Soit C(-1 ; — N3) et D(; 5 — 5): Déterminer les coordonnées polaires de 

ces deux points. 

C s Coordonnées polaires et affixes 

Soit M un point d’affixe z et M’, 

d’affixe z’, son image par la rotation 
TT 
2” 

1. Dans cette question, on prend 

2=N2+ 1. 

R de centre O et d’angle 

a. Déterminer les coordonnées polai- 

res de M et M’. 

Dans son Traité des quaternions 
(1867), Peter Tait écrit : « Nous som- 
mes ainsi en droit de conclure que 
N=1 est un opérateur, dont l'applica- 
tion agit d'une manière analogue à celle 
d'une manivelle qui ferait tourner d’un 
angle de 90° dans le sens positif. » 

b. En déduire les coordonnées cartésiennes de M. 

c. Déterminer z’ et vérifier que z’=iz. 

2. Soit [r ; 8] les coordonnées polaires de M. 

Montrer comme à la question 1 que z’=iz. 

3. Soit z” l’affixe de l’image M” de M” par KR. 

Exprimer z” en fonction de z” puis en fonction de z. 

Quel résultat retrouve-t-on ? 

SIC 
Revoir le repérage 
polaire. interpréter 
géométriquement 
la multiplication par i. 
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1h: 

Théorème 1et 

définition 1 

ADMIS 

Notation 
a = Re(z) 
b=1Im(2) 

Définition 2 

Définition 3 — 

Notation 
Si M a pour 
affixe Zz, on 
note M(Z). 

Propriété 1 > 

Forme algébrique 

A m Ensemble C des nombres complexes 

Il existe un ensemble noté C, contenant R, tel que : 

+ C possède un élément noté i dont le carré i? est égal à —1 ; 

. tout élément de € s’écrit de manière unique a + bi avecaet bréels. 

Les éléments de C sont appelés les nombres complexes. L'écriture d’un 

nombre complexe z sous la forme a + bi avec a et b réels, est appelée la | 

forme algébrique de z ; a est la partie réelle de z
 et b sa partie imaginaire. 

Exemples : 

e z=A-2i a pour partie réelle Re(z)=4 et partie imaginaire Im(z) =-—2 ; 

eSiiIm(z2=0 et Re(22=-3,0na z=-3+0i que l'on écrit z=-3. C'est un réel. 

e Si Re(z)=0 etim(z22=2,0na z=0+2i, que l'on écrit z=21i. 

On définit sur C une addition et une multiplication dont on admet qu’elles 

possèdent les mêmes propriétés que celles de R (elles « prolongent » celles 

de R à C). En pratique, il suffit d’appliquer les propriétés de calcul usuelles 

dans R en remplaçant i? par -1. Par exemple : 

(1-ÿ(2+3)=2+3i-2i-32=2+i+3=5+i. 

Siz= a + bi et z’ = a’ + b’i avec a, b, a’, b’ réels, on définit : 

z+z=(a+a)+(b+b')i et zz=(aa- bb’) + (ab° + a’b)i. 

B s Représentation graphique 

Désormais le plan est muni d’un repère orthonormé direct (O ; 1, d). 

+ À tout nombre complexe a + bi où a et b 

sont réels, on associe le point Ma; b) 

appelé point image de z. 

+ Réciproquement, à tout point M(a ; b),on 

associe le nombre complexe a + bi appelé 

affixe de M. 

Fr 

1 
1 
1 
1 
' 
1 
1 

' 

a 

Deux nombres complexes sont égaux : 

- si et seulement si ils ont même partie réelle et même partie imaginaire ; 

- si et seulement si ils ont le même point image. 

Remarques 

Q Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle, ce qui 
revient à dire que son point image est situé sur l’axe des abscisses. 

° Un nombre complexe est dit « imaginaire pur » si et seulement si sa partie réelle est 

nulle, ce qui revient à dire que son point image est situé sur l’axe des ordonnées. 

+ Soit M(z), M’(z’) et « et B des réels tels que à + B Z 0. L’affixe du barycentre de 

; az + Bz’ Menus L 
(M, a), (M, f) est __ ; en particulier, l’affixe du milieu de [MM] est = = = 

254 % chapitre 9 Nombres complexes 



+ APPLICATIONS 
4 
ETTTEI Représenter des nombres complexes, calculer des affixes 

4 1. Placer les points A, B, C, D, E d’affixes a = 3 + ; DORE = Loue 21, e— = V2 + i di 

2. Calculer l’affixe du milieu I de [BD]. é : 

g- Solution 
_ 1. On connaît les coordonnées de ces points : 

À Af3 : 5)» Be2-1)70(4; 0) D(0:-2). 

0 Comme IE : A ON reconnait que 

4 T ZT , 4 
. E| cos 1 sin we ; ses coordonnées polaires 

sont donc É : ] ce qui permet de placer E. 

b+d 
2. L’affixe de I est =: 

Calculer dans C 
Écrire chacun des nombres complexes sous forme algébrique. ae 

Les propriétés de cal- 
1.2 = (1 - 1)(1 — 2i) ; DU (2 — 31) dd (1 + 21)(1 — 21). cul de l’addition et de 

D On (li) 27= (l:+ 1)1 000. la multiplication dans 
C prolongeant celles 

de R, on peut utiliser, 

comme dans R, les 

identités remarquables. 

Remarque 

Solution 

nn 21 1 2-12 = — 1 — 3; ; 
RO M2 9 5 J?iete"—1-4i2=5;. 

D Dr ii Di; = 2 2—(2i)7-4i = -4 ; 

2 = (1 + i)4 250 = /250 = (—4)250 = 4250. | voiraussiexerdces n°133 | 

Reconnaître des ensembles de points 

Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que: a. 2? soit réel; b. z2 soit imaginaire pur. 

Solution $ 

Soit M{x ; y), alors z = x + yi avec xet y réels et z? = (x + yi)2 = x2 — y2 + 2xyi. Comme x? - y? 

et 2xy sont réels, z2 est sous forme algébrique et Re?) = x7 2 et Im(z2) = 2xy. 

a. 22 est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Or 2xy = 0 équivaut à x = 0 ou y = 0. 

L'ensemble des points M tels que 22 est réel est la réunion des deux axes de coordonnées. 

b. z2 est imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est nulle c’est-à-dire x2 — y? = 0. L'ensemble 

cherché est la réunion des droites d’équatiôns y = x et y = —x. 

chapitre 9 Nombres complexes 



2. Forme trigonométrique 

A Module et argument 

TTVES Soit z un nombre complexe et M son 

point image. 

+ On appelle module de z le nombre 

Notations réel positif égal à la distance OM. 

I4 estle ° Si z + 0, on appelle argument de z 

Dr sh Da tout nombre 8, mesure en radians de 

argument de z. l’angle (t, OM). 

Exemples : 

° Le point image de i est A(0 ; 1eRbar 

conséquent : 

MHÉCAE 

et arg(i)=(& OÀ)=5 (27) . 

ST OBe 2 SES es |-08-2 - ar (-> i)= D (27). 

TANT VET Deux nombres complexes z et z’ non nuls sont égaux si et seulement si 

|zl = |z’| et arg(z) = arg(z”) (2%). 

Remarques 

°0 n’a pas d’argument. 

+ |21=0 si et seulement si OM=0 c’est-à-dire M = O ou encore z= DE 

«Siz40, |2l et arg(z) sont les coordonnées polaires du point M image de z. 

+ Si z est un réel, le module de z est égal à la valeur absolue du réel z ; ceci justifie la 

notation employée. Un argument d’un réel z est 0 si z>0,et msi z<0. 

Cas particuliers 

* z est un réel non nul si et seulement si arg(z)=0 (T). 

, re . À TT 
+ z est imaginaire pur non nul si et seulement si arg(z)=— (m). 

ONE Soit z = a + bi (a et b réels). 

+ Son module est r = a? + b?. Heron OLA IRIS M 

+ Si z est non nul, un argument 0 

de z est tel que : 

d:= riCOS OP MÉtT ED = Sini0) 0 = arg{£) 

256 = chapitre 9 Nombres complexes 

-— pp 



de 
\ 4 
E 
| re 

x Cat ii 

COURS 
aé DÉMONSTRATIONS 

= Propriété 2 
Soit zet z’ deux nombres complexes non nuls. Leurs points images M et M’ sont donc distincts de! OYAÏOrTS Z7=7" 
Si et seulement si M et M’ sont confondus, ce qui équivaut à dire que OM =OM’ et (ä OM)=(ü, OM’) (27). Ainsi 
Z=7Z" si et seulement si |A =|z’| et arg(z) = arg(z’) (27). 

= Propriété 3 
‘ @ Soit M le point image de z. Alors M a pour coordonnées (a ; b) donc r=O0M = ,/a2 + b2. 

Si zZ0, M est distinct de O et a pour coordonnées polaires [r ; 0]. 

Un résultat de première S donne alors a=rcos 6 et b=rsine. 

_ — APPLICATIONS 

EX] Déterminer des ensembles de points 

Quel est l’ensemble des points M d’affixe z tels que : 

al. =5-? b:targ(z) = 22 (27) ? c. arg(z) = = (Tr) ? 

_ Solution 

A ORRT— OM = 5. L'ensemble de ces points M est le cercle ie centre 22) et LE rayon 5, 

b. arg(z) = (2%) & (ä OM)-= (2m). | 

L'ensemble des points M est la demi-droite 

JOA }, avec A le point de coordonnées (-—1 ; 1). 

Prae(z) — : (T) équivaut à : 

(4, ne ou (27m). 

L'ensemble des points e est ce des ordonnées 

privé de l’origine ©. ES 3 : 

voir aussi exercices n° 14à 17 

Déterminer les module et argument d’un nombre complexe 

Déterminer les module et argument de 2 : 

AE 3 2 ; b. z = sin à + i cos @. 

Solution 

NC 2) + Cl)2=2. 
Si 8 est un argument de z, — N3 = 2 cos 8 et -1 = 2 sin 8. 

ne 
Donc cos 6 = — + et sin 0 = - ;- On en déduit, à l’aide du cercle 

: 1m 
trigonométrique, que 0 = TE (27). 

D'2— cos (7 _ a) +1 sin( -a) donc : 

TT ; . . 

= beam) -- Ke (2T)- voir aussi exercices n° 18 à 21 

CA VII M 



Propriété 4 et 
définition 5 

Corollaire 1 > 

Définition 6 — 

Propriété 5 et 
définition 7 =» 

258 » chapitre 9 Nombres complexes 

B = Forme trigonométrique 

+ Pour tout nombre complexe non nul Z; 

z = r(cos 8 + i sin 0) avecr = |zl et 0 = arg(z) (27%). 

Cette écriture est appelée la forme trigonométrique de z. | 

. Réciproquement, si z = (cos 6 + i sin 0) avec r et 0 réels et r > 0, 

alors r = |z| et 0 = arg(z) (27). 

Pour tous nombres complexes z et z',1zz| = [2111 . 

Sizet z’ sont non nuls, arg(zz') = arg(z) + arg(z’) (2m). 

Remarque 

On en déduit que |z2|=|2l? et, si z #0, arg(z2)=2 arg(z) (27). 

De manière générale, on montre par récurrence que, pour n € N*, | 2" +2 rer 

arg(z")=n arg(z) (27), A2 AUÛE 

C = Notation exponentielle 

Posons f(8)= cos 8+isin0 pour 8e R. 

D'une part, du corollaire 1, on déduit que (8) x(8") =f(9 + (SE 

D'autre part, si on admet que l’on peut prolonger les propriétés de la dérivation 

de la façon suivante — une fonction g donnée par g(x) = a(x) + 1b(x), où a et 

b sont des fonctions réelles de la variable réelle x dérivables sur R, est dérivable 

sur R avec g’(x) = a/(x) +ib’(x) — on obtient f'(8)=- sin 8 +icos 0 =1/(8). 

Ainsi, f serait solution de l’équation différentielle y’=iy avec f(0)= 1. 

Par analogie avec le cas réel, on notera f{(0) = eio, 

Pour tout réel 6, on pose : 

ei = cos 0 + i sin 6. 

Autrement dit, ei® est le complexe de 

module 1 et d’argument 6. 

Exemples : 
i ui 7 

eei0=1:-eet-= _l;ee 2=i;e.e 2 = | 

Remarque 

ei = ei9 équivaut à 6=0" (27). 

+ Tout nombre complexe non nul z s’écrit 

sous forme exponentielle : 

z = rei9 où r = |z| et 0 = arg (z) (2%). 

+ Réciproquement, si z = rei avec r et 8 

réels et r > 0,r = |z| et 0 = arg (z) (2%). 

Pour tous réels 8 et 8”, ei x ei,” = ei(8 +07), 
Pour tout entier relatif n, (ei°)" = ei”. 
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> DÉMONSTRATIONS 

r Propriété 4 
_ Soit Z un complexe non nul de module r et d’ argument 0. Alors z=a+ib avec a=rcos6 et b=rsin0. Donc 
_ Z=rcos8+irsin6 soit Z=r(cos 6+isin8). 

Réciproquement, supposons que z=r(cos 8 +isin 8) avec r>0. 

- Alors z=rcos 6+irsine donc |zl=./r2 cos? 8 + 72 sin2 6 = Nr =r car r>0. On a donc bien r=[z|. 
De plus, z est non nul donc z s'écrit sous forme trigonométrique r(cos 8’ + i sin 0” ) où 0’=arg(z) (27). 

Ona alors zZ=r(cos 8+isin8) et z=r(cos 8’ +isin 0’) avec r40. 

On en déduit que cos 8+isin8=cos 8’+isin@” puis, par unicité de l'écriture sous forme algébrique, que 

cos 6 = cos 4” et sin 6= sin 8’. Finalement 6=6’ (27) c'est-à-dire 6=arg(z) (27). 

æ Corollaire 1 
Si zou z’ est nul, l'égalité |zz’|=|z1z’| est vérifiée car les deux membres sont nuls. 

. Supposons zet z’ non nuls et notons r, r’, 6 et 0’ leurs modules et arguments respectifs. : 

Alors zz’= r(cos 8 + i sin 8) x r’(cos 6’ +i sin 0’) 

donc zz’= rr'(cos 8 cos 8’ — sin 8 sin 0’)+i(cos 8 sin 8/+ cos 8’sin8). 

On reconnaît que zz’=rr'(cos (6 +0’) +i sin (8+8’)) où rr’>0 puisque r>0 et r’>0. 

Par la propriété 4, on en déduit que |zz’|=rr’ et arg (zz’)=0 +0’= arg (z) + arg (z’) (27%). 

8 Propriété 5 
Il suffit de réécrire la forme trigonométrique de z en utilisant la notation exponentielle. 

æ Propriété 6 
Par le corollaire 1, 

= leit|eis’| = 1 x1=1 et arg(eifei®”) = arg(eif) + arg(ei®”) donc arg(eitei®")=6 +6 (2m). 

Par conséquent eifei®’ = 1 x ei(8+9°) = ei(8+9°), Par récurrence, on montre que (ei9)”=ein® pour ne N*. 

—> APPLICATION 

ECM Écrire sous forme trigonométrique et sous forme exponentielle 

1. Écrire sous forme exponentielle les nombres complexes 8 ; -3 ; 51; -31. 

AE 2 : : : 1 ; ; 
2. Écrire sous forme trigonométrique et sous forme exponentielle : j = — 5 + 1 En ie 2 + 21. 

Solution 
AUX chi) 

; f . = J 2 2 

Pa-sc023-Mem;5i-5e ? ;-i=e À | EC 

Pour déterminer le module et un argument de ces différents nombres complexes, nécessaires à l'écriture 

de leur forme exponentielle, on utilise la position de leurs images respectives dans le plan complexe. 

2 
1 — 

3 
2. On reconnaît j = cos[ 27) +1 sin( 27) sous sa forme trigonométrique, soit j = € qui est sa 

forme exponentielle. 

É ET 

PE D H21= 2 [2e 4 car [2 + 2i| = 18 = 2 /2.Si 6 est un argument de 2 + 2i : 

ne deu et Sep ere donc 2=7 [27]. 

+2 
au 

nee i tri = 2 /2e 4 sous forme exponentielle. 
Donc z = 24/2| cos à +isinz sous forme trigonométrique et z p 

a 2 chapitre 9 Nombres complexes 



3. 

Définition 8 > 

Propriété 7 => 

Propriété 8 = 

Propriété 9 = 

Théorème 2 et 

définition 9 — 

Propriété 10 = 

260 chapitre 9 Nombres complexes 

Conjugué, inverse et quotient 

A m Conjugué 

Soit z = a + bi avec a et b réels. 

Le nombre complexe conjugué de z, noté Z, est le nombre complexe 

a — bi. 

Exemples : 

°233-2-3iet 2-31=2+3i. Plus généralement, le conjugué (Z) de Z est z 

lui-même. Pour cette raison, on dit que zet Z sont conjugués l’un de l’autre. | 

e 5-5, et de même le conjugué de tout réel est lui-même. 

°ej=-;i,et plus généralement, le conjugué d’un imaginaire pur est son opposé. 

Un nombre complexe z est réel si et seulement si z = Z. 

Il est imaginaire pur si et seulement si z + z = 0. 

+ Pour tout nombre complexe z, les points 

d’affixes z et z sont symétriques par rap- 

port à l’axe des abscisses. Par suite, 

121 = |zl 
et are(z) = arg(z) (27) si z20. 

+ Pour tout réel 6, ei = e-i®, 

Pour tous complexes z et z° : 

°zz = |22; g+3=2Re(z); 2-z7=2ilm(2). 

°Z+2 =2+2z ; zz = 22. 

B = Inverse 

Si z est un nombre complexe non nul, il existe un unique complexe z° tel 

que zz° = 1. Ce nombre complexe z” est appelé inverse de z et noté 2 
2 

CA A 
En pratique, pour écrire = Sous forme algébrique, on multiplie le numérateur 

et le dénominateur par le conjugué du dénominateur. 

Exemple : 

EE SD Er 
ESP ENP EI TICEU AN TE 

° Siz est non nul, (5 _ L 
z z 

+ Pour tout réel 6, e = e-i0, 
ei9 
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td DÉMONSTRATIONS 

n. ET ere 7 
 “ Soit z=a+ib _. a et bréels, alors Z=a-ib. 

+ Z=Z équivaut à 2ib=0 soit encore à b=0. On en déduit que z=7 si et seulement si zest réel. 
_ + De même, z=-7 équivaut à a=0 ce qui revient à dire que zest imaginaire pur. 

_ mPropriété 8 : 
_Siza pour image M(a; b),Za pour image M” Lg — b). Les propriétés annoncées-sont les conséquences des pro- 
priétés de la symétrie axiale. 

. mPropriété 9 

Soit z=a+ib. Alors zz=(a+ bi)(a- bi)=a2-(bi)2= 42 + b2=|72. 

Les autres propriétés s'obtiennent de la même façon en considérant zet z’ sous forme algébrique. 

& Théorème 2 

Sizz0,ZZ40. Alors zz’=1 équivaut à Zzz’=Z qui s'écrit encore |z|2z’=z. 

Comme z4#0,|zl240 et finalement zz/=1 équivaut à z’=— : PE E Z. Ainsi, z’ existe et est unique. 

- mPropriété 10 

“soit 7220. Calculons de deux façons I2x et arg( 2x 2) : 

— d’une part 2x2= 1 donc l2x _E —\wet are( zx 2) PT) 

x 21-12 x 2 et arg( 2x >) arg(2) + are (2 :) (27). 
2 

: À 1 rec el ne 
Par suite, |z|x|2|=1 et arg(z) +arg 2)=0 (27) d'où Enr et arg| - |=-arg(z) (2m). 

2 Z zl 012 e 

GA ps F3 M Se tue l'on dé t (2)=2 
e ()x2= ; XZ Par la propriété 9. Par suite ()xz=3xz 5 *XZ= T= 1 d'ou l'on déduit 2 = >. 

° On en déduit que l'inverse de ei® a pour module 1 et argument —0 ; il s'agit donc de e-i?. 

—> APPLICATION 

ET Découvrir j ; utiliser les propriétés du conjugué 

RARE 
On note j le nombre complexe — 5 +1 Æ 

1. Déterminer |j| et arg(j). 

2. Comparer j? et j puis en déduire le calcul de 1 + j + j2 et j?. 

Solution : 
à : TT 

1.j= cos 27 + i sin 2€ , donc fjil:= 1 et arg() = (27) 

2e ds 
Fr) =(-5+i 2 A DR an endb 2 

5 : 1 
.1+j+ÿ2=1+j+i=1+2Re()= 1 + 2(-5)- 

+ j3 = jj2 avec j2 = j, donc j? = jj = |jl? = 1.  voiraussiexercicen®37 



Définition 10 

Propriété 11 => 

4. 

Cm Quotient 

/ 

: 2 
Si z est non nul, on définit le quotient _ par 

Pour rendre réel le dénominateur d’un quotient, on multiplie numérateur et 

dénominateur par le conjugué du dénominateur. 

Exemple : 

1 De L ER 21) CPI JRRLENS IE? RS 
D EE) ee 2 DM 2 

Siz40 Æ)-£i = 1. 
FU 2 °|z |z 

*Siz-0etz’ #0, are(T) = arg(z’) - arg(z) (2%). 

ei9” RAR 

+ Pour tous réels 8 et 0”, —= = 10779), 
e 

Exemple : 
D : T 2 Mr 

Re 1e 
RO NZ 2 à 

2e er 

Équation du second degré 
TNACSYEZS Pour tous complexes z et z’,2z = 0 si et seulement si z = 0 ou LASUQE 

Exemples : 

e72-4 & (z-2)(z+2)=0.L'équation possède deux solutions réelles 2 et -2. 

° 72=-_A équivaut successivement à z?=(2i)* puis à (Z-2i)(Z+ 21) = 0° 

Cette équation, sans solution dans R, a deux solutions complexes 2i et —21i. 

TNTICNENS L’équation az2 + bz + c = 0, où a, b, c sont des réels et a 4 0, admet 

262 = chapitre 9 Nomb 

toujours des solutions dans C. Soit À = b? - 4ac le discriminant. 

+ Si À > 0,l’équation a deux solutions réelles : 

DR _=b+ NA 
t ==, 

24a à : 2a 
2, = 

ne. 

+ Si À < 0, l'équation admet deux solutions complexes conjuguées : 

— b-i./-A 2200 FANPA 

2a 2a 

+ Si À = 0, l'équation a une unique solution réelle z = 

Exemple : 

L'équation z2 + z+ 1 =0 a pour discriminant A = 1 -4=-3. Elle a donc deux solu- 

tions complexes conjuguées : Sins et =it+is On reconnaît j et j (voir 

exercice 7 des applications du cours, p. 261). 

res complexes 
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+ DÉMONSTRATIONS 

nm Propriété 11 
EN “ra La les propriétés déjà établies pour le produit et pour l'inverse, on obtient les résultats annoncés pour le 
_ quotien 

| Siz#0, (E=zxiez (De = 7x2 À- |z' x -E 4x à 2121 
z z z 17 

i) 
2) = sets = ol =arg(z)- arg(z) (2m). 

Z 
X 
Ni 

Il 

ne FLAN 
Sizz0etz'#0, arg( 2) = are(z' x 

Ée ARR ER eau à es 
De même, = = ei9 x — = ei0 x e-i8 = ei(8”—0) 
te eit ei : 

m Propriété 12 
zz'=0 si et seulement si |zz’|=0 ou encore |z|{z| = 0. Ce produit de deux réels est nul si et seulement si l'un des 
deux est nul, c'est-à-dire |z|=0 ou [z1=0, ce qui équivaut à z=0 ou z’=0. 

= x Propriété 13 
s ; 2 

La forme canonique du trinôme az2 + bz+c (a, bet créels, 240) est al(z+ >) = = $ 

_eSiAZO, on retrouve les résultats vus en classe de première. 

e Si A<O alors -A>0. On peut écrire -A=(,/-A)? 

Onaalors az? À bz+c= a](z+ 2) + 162] | 2a 2a 

2 CR 
az? + bz+c= al(z +2) - fe = | 

2 24 

DTA EX 2 LP AE LES CURE az< + bz+c= d2+> 53 i 5a (27 5ati 52 | 

Les solutions de l'équation sont donc 5 +i sa et ane =} si : 
2a 24 2a 24 

| chapitre 9 Nombres complexes 

=> APPLICATIONS 

Résoudre une équation du premier degré dans € 

Résoudre dans C l’équation d’inconnue z : (1 — i)z — 3 + 2i = 22. 

Solution 

Hd 321 2: équivautàa (= i)z = 3 — 21 SOI. 

DS no d'+ril —1+r5i 

Dee (21 A) (EN + i) DR. 

—————."…""—"——"—.""  —"—""## 2 

EEE Résoudre une équation du second degré dans C 

Résoudre l’équation z2 + 3z + 5 = 0 à l’inconnue complexe z. 

Solution 

Le discriminant est À = b2 - 4ac = —-11. L’équation a deux solutions complexes conjuguées : 

ile 3 _; A1 Me = ES du 
DT PR IN ED 2 Te 2 2 



5, Opérations et géométrie | 

| A s Affixe d’un vecteur 
| | 

PTE . À tout vecteur w(a ; b),on associe le nombre 

complexe a + ib appelé affixe du vecteur w. 
TE me © 

+ Réciproquement, à tout z = a + ib avecaet b 

‘réels, on associe le vecteur tas b) appelé vec- 

teur image de z. 

TENTE - Si z est l’affixe de w, pour tout À réel, Àz est l’affixe du vecteur À w . 

+ Sizet z’ sont les affixes de w et w’,z+ 7’ est l’affixe de w + W’ 

Exemple : 

Si z est l'affixe du vecteur OM, -z est 

l'affixe de -OM. C’est donc aussi l’affixe du 

point M’ symétrique de M par rapport à O. 

On retrouve géométriquement que, pour 

Z A0 

afg(—z) = arg(z)+m (2m) 

AMIENS Inégalité triangulaire 

Pour tous nombres complexes z et z”, 

242 = [2 + 12, 

Remsrune 

Il n’y a pas de formule générale simple don- 

nant le module et un argument de z+z° en 

fonction de ceux de z et z’. 

B m Applications : calculs de longueurs et d’angles 

Soit a et b les affixes des points À A et B. 

°b-aest ns du vecteur AB. 

*[b - al = 
° Pour À +7 … 

arg(b - a) = (ü, AB) (2%). 

Exemple : 

SIA DetB(= SD al0ms 

AB= 11-3127 #1 PIE: 

Si a, b, c, d sont les affixes des points À, B, C et D (A z B et C # D): 

(AB, CD) = arg( D e (2%); 

264 %» chapitre 9 Nombres complexes 



+ DÉMONSTRATIONS 
’ # 

_ Propriété 14 | 
_ Soit z=a+ib et z’=23/+ib avec à, b, 4’, b' réels. 

Alors XW a pour coordonnées (Xa ; Xb) et donc pour affixe Xa+ À bi c'est-à-dire \(a+ bi) qui n’est autre que xz. 

De même, de W(a - b) et W’(a’ : b”),on déduit que W+W’ à pour coordonnées (a+ a’ ; b+ b’) et donc pour affixe 
a+a+(b+b')i, c'est-à-dire z+ 7’. 

m Corollaire 2 
Soit M, M’ et M” les points images respectifs de z, z’, z+2"’. 

. Alors z, z’, z+7z’ sont aussi les affixes des vecteurs OM, OM’, OM”. 

- Comme z+ 7’ est aussi l'affixe de OM + OM’, on a OM’=-OM+ONM’. 

On en déduit que OMM”M’ est un parallélogramme. 

Par l'inégalité triangulaire dans le triangle OMM”, OM” <OM +MM”. 

Comme OM”=}|z+ 7’, OM=1|z| et MM”=0OM’=1z"|, cette inégalité se traduit par |z+ z <|z| +|z'|. 

Propriété 15 
4 Soit Axa ; Ya) et B(Xg ; Ya). 

e b—a= (Xe + iÿg)—(Xa + iYa) = (Xe — Xa) + (VB — Ya): Il s'agit de 

l’affixe du vecteur AB de coordonnées (xa — Xa ; Ya — Ya). 

e Si M est le point d’affixe b-a, OM=AB. 
Par conséquent, 

lb-al=0M=AB et  arg(b-a)=(ü OM)=(ü AB) (2x). 

a Propriété 16 
En appliquant les propriétés 11 et 15, on obtient : 

à d-c\_ RM 
: arg[ TS) arg(d- 0) -arg(b-2)=(& CD) (U, AB) (27%). 

Par conséquent, arg(Ÿ£) =(i, CD) + (AB, ü)= (AB, CD) (2%) par relation d'addition des angles orientés. 

=> APPLICATION 

ETTTAN Démontrer un alignement 

3 : ê : =) Te 
Prouver que les points À, B, C d’affixes respectives a = — 5 + gis be 5 +ietc= 5 sont alignés. 

Solution 

pis TRE 
AB a pour affixe DEUST Es 1. 

= 3 
AC apouraffixe c-a=3- 5 1: 

On constate que c — a = 3(b — a), ce que l’on peut interpréter de 

deux façons : 

. AC = 3AB (propriété 14) donc les points À, B et C sont alignés ; 

(AB, AC) = are! $ — 2) = arg(3)=0 (27m) en utilisant la 
b-a 

propriété 16, ce qui prouve aussi que À, B, C sont alignés. 

chapitre 9 Nombres complexes 



Propriété 17 > 

Ca Transformations 

Translation 

Soit & un vecteur d’affixe ©. 

Soit M et M’ deux points d’affixes z 

et z’. 

M' est l’image de M par la translation S. 

de vecteur & si et seulement si : 

M(2) w 

M'(>3+2-—i) 

z'=Z2+0. 

Exemple : 

Siz'=z+2-i, le point M’ d'affixe z’ est l'image du point M d’affixe z par la trans- 

lation de vecteur W d'affixe 2 —i, c'est-à-dire W(2 ; —1). 

On dit que z=z+2-i est l'écriture complexe de la translation de vecteur W. 

ONNAMERA Homothétie ; M(2) 

Soit @ un point d’affixe w et k un réel 

non nul. Soit M et M’ deux points 

d’affixes z et z’. 

M’ est l’image de M par l’homothétie 

de centre Q@ et de rapport À si et seu- 

lement si : 

z’ — w = k(z - &). 

Exemples : 

e z'=-3z est l'écriture complexe de l’homothétie de centre O et de rapport —3. 

e Si M’ est l'image de M par l'homothétie de rapport -2 et de cenire Q d’affixe |, 

ON'=-20M ce qui se traduit par l'égalité des affixes : z'—-i=-2(Z- 1). 

Remarque 

D'une relation du type z’-«w = k(z-w) avec À réel, on peut déduire que les points 6: 

M et M sont alignés. 

MONA MERS Rotation 

266 = chapitre 9 Nombres complexes 

Soit Q un point d’affixe w et «& un réel. 

Soit M et M’ deux points d’affixes z 

et z’. 

M' est l’image de M par la rotation de 

centre Q et d’angle « si et seulement 

si : 

g' — © = elt(z — w). 

Exemple : 
TT 

. 12 « LS 

z'=iz peut s'écrire z'=e 2z. 

Il s'agit donc de l'écriture complexe de la rotation 

T 
de centre O et d'angle 5 



4 F4 DÉMONSTRATIONS 

4 | | Propriété 17 
- : 2 4 M’ est l’ image de M par la translation de vecteur w si et seulement si MM’ et w sont égaux où encore ont même 

; affixe. Ceci équivaut donc à z°-z=«a ou encore à z=z+a. 
"4 

__ mPropriété 18 
À M’ est l’image de M par cette homothétie si et seulement si QM’'=Z2QM ce qui équivaut à dire que OM et kQM 
…_ ont la même affixe, c'est-à-dire z’-w = k(z-«). 

æ Propriété 19 

…_. +Si MZQ, M’ est l'image de M par cette rotation si et seulement si 1e Su c'est-à-dire 
, (QM,AQM)=a (27) 

\z 20 212 0 Ze) -1 
DU. . % 20 FA — O . 

SN . Ceci équivaut à ou encore à ze, 
are }=a (27) FAT) Z—w 

Z-w arg Re (27) 

, Ainsi M’ est l’image de M par cette rotation d'angle «a si et seulement si Z’-w=elt(z-«). 

eSi M=Q l'équivalence est encore vérifiée puisque dans ce cas, Z-w=0 et M’ est l'image de M si et seulement 

si M'=0Q, c'est-à-dire z'-w=0. 

—> APPLICATIONS 

ET Utiliser l'expression complexe d’une rotation 

d On considère les points A et B d’affixes respectives a = 1 + 1 et b = 2 —:1. 

Déterminer l’affixe du point C tel que ABC soit équilatéral direct. 

Solution 

C est l’image de B par la rotation de centre A et d’angle . 

Ch LE im 
Son affixe c vérifie la relation c — a = e 5(b — a). On en déduit que : 

e1+i+(l+i Pc -2n soit e= (+ 5)+i 8. 

EEE Montrer qu’un triangle est rectangle isocèle 

Soit À, B, C les points d’affixes respectives a = 1 — 1, bE2AHiEet 

c (3 = 21: 

Montrer que le triangle ABC est rectangle isocèle. 

Solution 
| 

On conjecture que ABC est rectangle isocèle en À. Or : CG —2i) 

PSE latente nislur-i(l FA) he mocis 

DENAIN F2 1 + 2i | 

—] Li . » 2] TT - 

Ainsic—-a=e 2(b — a) ; C est donc l’image de B par la rotation de centre À et d’angle — 5 ce qui 

prouve bien que ABC est rectangle isocèle en À. 
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m1. Équations du troisième degré 
r'4 

1: 4 # 

OBJECTIF : Mettre en œuvre la méthode de Cardan pour résoudre une équation de degré 
3 ; comprendre l'intérêt 

de l'introduction de i par Bombelli. 

A. = Équation x? = à, aréel 

1. Justifier que pour tout a réel, l'équation x° = a admet une unique solution réelle. 

3 3 
2. On note cette solution 3 /a. Donner la valeur exacte de 3/8, 5/21, N125, N— ROO0E 

B. = Équation x? = 6x + 6 (1) 

1. Conjecturer graphiquement le nombre de solutions de cette équation et don 

approchée à 10! près de chacune d'elles: 

2. Soit u et v deux réels et x = u + v. 

a. Si u et v sont positifs, illustrer à l’aide du puzzle ci-dessous l'égalité x? = 

b. Démontrer cette même égalité pour tous réels w et v. 

3. En déduire que s’il existe deux réels u et v tels que (x ; v) soit solu- 

tion du système : 

(S) É 0 0 

Ho 2 

alors x = u + v est solution de l’équation (1). 

4, On pose U = u? et V = v? 

a. Montrer que (u ; v) est solution de (S) si et seulement si (U ; V) 

est solution de : 

Ur V= 6 

UIVEESS 

b. Déterminer U, V, u et v puis une solution de (1). 

c. Retrouver cette solution à l’aide de la formule de Tartaglia-Cardan 

donnée ci-dessous : 

OO A CRE) 
268 = chapitre 9 Nombres complexes 

ner une valeur 

BUVX + U? + VI 

Point Info 

En 1545, Jérôme Cardan 

publie l’Ars Magna, 
ouvrage d’algèbre consi- 

déré comme fondamental 
à l'époque de sa paru- 

tion. L'auteur résout les 
équations du troisième 

degré dans l’ensemble 

des réels positifs. || met 

au point des règles précé- 

demment connues, du 

moins partiellement, par 
Scipio del Ferro et Tarta- 

glia. Par exemple, pour: 

l'équation du type 

xX3=px+q, la règle 
revient à la formule de 

Tartaglia-Cardan donnée 

ci-contre. 



nl LV à, C.æ L'équation cruciale x? = 15x + 4 (2) et les nombres imaginaires 

à LR le nombre de solutions de l’équation x5 = 15x + 4, et préciser le signe de chacune 
elles. 

2. a. En utilisant une démarche analogue à celle de la partie B, montrer que pour trouver une 
solution de (2), il suffit de trouver U et V solutions de l'équation X 21-14 X° +125 = 10! 

b. Vérifier que l’équation X2 - 4X + 125 = O n’a pas de solution réelle. 
La méthode proposée par Cardan paraît donc inapplicable ici, bien que l’équation semble posséder 
une solution réelle positive. 

_ C’est en examinant ce cas que Bombelli (1526-1572) invente « quelque chose » dont le carré est 
— 1 afin de pouvoir poursuivre le calcul, ce que nous allons faire à notre tour. 

3. a. Résoudre l’équation X2 — 4X + 125 = O0 dans C. 

b. Calculer (2 + i)* et (2 — i)5 et en déduire des expressions simples possibles de w et v puis de 

a =uU+T. 

c. Vérifier que a est bien solution de l’équation (2). 

4. Montrer que x? — 15x — 4 = (x — a)(ax?2 + bx + c) où a, b, c sont des réels ; puis déterminer 

toutes les solutions de l’équation (2). 

2. Cercles et complexes 

OBJECTIF : interpréter géométriquement des affixes de la forme w + rei°. 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O ; %, d). 

- : T T TT 
1. Placer les points À, B, C, D, E d’affixes 2e1° respectivement pour 8 = 0, 3° 5° T, — 3” 

Justifier que ces points sont tous situés sur un même cercle de centre O. 

2. Soit { le point d’affixe w = 4 + 31. 

À tout point M d’affixe 2ei°, on associe le point M” d’affixe 4 + 31 + 2eïit, 

a. Expliquer comment construire le point M” à partir des points O, Q et M. 

b. Placer les points A’, B’, C’, D’, E’. À quel cercle appartiennent-ils ? 

3. Quel est l’ensemble des points d’affixe 4 + 31 + 2ei° quand 8 décrit : 

A | 4:11: 

b. [05 re 
TNT T 
=, 1e 

C. | 2 L] . , 

4. Généralisation 

On donne le point ( d’affixe w, un réel r strictement positif et 8 un réel. 

a. Illustrer par un dessin la construction du point N d’affixe w + rei. 

b. Quel est l’ensemble des points N d’affixes @ + reit : 

- quand 8 décrit ]-7 ; T] ? + quand 8 décrit [0 ; m] ? 

a chapitre 9 Nombres complexes = 269 



a 3. Nombres complexes : 

un outil pour la trigonomètrie 

OBJECTIF : Utiliser l’exponentielle complexe pour trouver des formules de trigonométrie dont certaines ont déjà 

été vues en classe de première. 

1. Exprimer cos (#0) et sin(n0) en fonction de cos (6) et sin(0) 

(eit)2 = e2i9, 
a. Démontrer que, pour tout réel 6, 

En exprimant de deux façons différentes la forme algébrique de (ei9)2, retrouver les formules de 

duplication donnant cos(26) et sin(28) en fonction de cos 8 et sin 0. 

b. De même, en considérant (ei9)3, exprimer cos(36) en fonction de cos 8 et sin 6. | 

En déduire que cos(30) = 4 cos? 6 — 3 cos 0. 
| 

: ; ne à 3 T TT 15% 

Démontrer que les solutions de l’équation 8x? — 6x — 1 = 0 sont cos TÉ cos et cos TG 

2. Linéariser cos” (6) et sin” (6) 

L'objectif de cette question est d'apprendre à exprimer cos” 0 et sin” 6 en fonction de cos 6, 

sin 8, cos(28}), sin(28),…, cos(n0), sin(n6). 

a. Soit z un nombre complexe. 

Exprimer Re(z) et Im(z) en fonction de setde-2 

En déduire cos 8 et sin 6 en fonction de ei? et e-if. 

b. À l’aide de la formule établie précédemment pour cos 0, démontrer que : 

LEE LE cos (20) 
2 

De manière analogue, démontrer que : 

Pages = ee? 

c. En procédant de la même façon, démontrer que : 

Sin 0 — 16 sin 0 — sin(306)). 

En déduire une fonction f dérivable sur R telle que f”(0) = sin 0 et (ml: 

y = cos 28 

y= sin? 0 : 

y = cos 0 

270 = chapitre 9 Nombres complexes 



2 4. Nombres complexes : 
FE un outil pour la géométrie 
4 OBJECTIF : interpréter géométriquement le module et un argument de 

À, B et C sont trois points du plan dont on note a, bet cles affixes respectives dans le repère ortho- 
normal direct (O ; %, d). 

ÿ ba 
- A.” Quand FRE est un réel non nul 

Posons (1) _— = À où À est un réel non nul. 

1. Quelles sont les affixes de AB et de AC ? 

2. Traduire (1) par une relation entre AB et AC. 

4 3. Que peut-on en déduire pour les points A, B et C ? 

4. Application 

12 
NI OL) 

; . 1 
DRE = Vthess + 

b-3a M. 
B. = Quand —s est un imaginaire pur non nul 

é 1. Quelles sont les valeurs possibles de arg ; 9 
a 

2. Quelle conséquence peut-on en déduire 

pour (AB) et (AC) ? 

3. Dans le cas particulier où _ = 1, déterminer son 
C = 

module. Interpréter géométriquement ce résultat. Quelle 

est la nature du triangle ABC ? 

4. Application 

ee GE 
Ares MER EE IOENBET 3c 

C. = Quand"? f 
li 

w| a 

Ut! b 
1. Calculer le module et un argument de 

2. Interpréter géométriquement ces résultats. 

3. Quelle est la nature du triangle ABC ? 

4. Application 

3 
a=i,b=itic=;+i(1- À) 
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5. Découvrir une curieuse transformation 

OBJECTIF : Découvrir les surprenantes propriétés d’une nouvelle transformation : l’inversion. 

| 
| 

Le plan complexe est muni du repère orthonormé (0 ; ä, d). À tout point M d’affixe z Z 0,on 

associe le point M’ d’affixe z” = Le On définit ainsi une application f sur le plan P privé de O. 

Z 

A. æ Calculs préliminaires 
16 x ; 16y 

CU EE MP oû (a y +0 y Je N° montrer que X’ = ———— et y = ———;. | 

B.æ Construction de la figure avec le logiciel Geoplan 

1. Ouvrir une figure Geoplan. Faire apparaître le repère en cliquant sur l’icône ££. 

2. Créer un point libre M par le menu Créer, Point, Point hbre, Dans le plan. 

3. Créer l’abscisse x de M par le menu Créer, Numérique, Calcul géométrique, Abscisse d’un point dans 

le plan. Créer de même l’ordonnée y de M. 

4. Créer x’ par le menu Créer, Numérique, Calcul algébrique 

et renseigner la boîte de dialogue comme sur la copie d’écran 

ci-contre. Créer de même y’. 

5. Créer le point M’(x’ ; y’) par le menu Créer, Point, Point 

repéré, Dans le plan. Si M’ n’apparaît pas, déplacer M à la souris en l’éloignant du point O. 

C. æ Des conjectures aux démonstrations 

1. Déplacer le point M à la souris. Que peut-on conjecturer sur la position du point M ? 

2. Points invariants 

Dans le menu Afficher, Sélection Trace, sélectionner la ligne relative à M' et valider par OK. 

Dans le menu Piloter, Piloter au clavier, sélectionner la ligne relative à M et valider par OK. 

Activer l’icône (tal de Trace à la demande. 

En déplaçant M à la souris ou avec les flèches du clavier, chercher un point M tel que M’ = M (on 

dit que M est invariant) puis valider cette position par la touche |ENTRÉE) du clavier. 

Recommencer jusqu’à avoir suffisamment de points invariants pour conjecturer la nature de 

l’ensemble E des points invariants. Cliquer sur l’icône de Trace à la demande pour la désactiver. 

3. Image d’une droite 

Créer dans le plan deux points libres A et B (voir B2), puis créer la droite (AB) par le menu Créer, 

Ligne, Droite(s), Définies par deux points en entrant AB comme nom de la droite. 

Créer un point libre sur cette droite par Créer, Point, Point libre, Sur une droite et le nommer M ; on 

répondra Oui à la question « voulez-vous redéfinir M ? ». Activer l’icône Trace puis, en déplaçant 

M, conjecturer l’image de la droite (AB). | 

Désactiver l’icône Trace, déplacer A et B et recommencer la manipulation pour conjecturer l’image 

de (AB). Quelle conjecture peut-on faire sur l’image d’une droite par cette application ? 

4, Démonstration 

Faire l’exercice n° 145 p. 291. 

M Le A 



E Soit les nombres complexes Z,=1+ i/3 et So == Qi). Onpose Z=2,2,: 

1. Ecrire z, et z, sous forme trigonométrique. 

2. a. Déterminer dép algébrique de Z et son écriture trigonométrique. 

b. En déd se ue uire COS 5 et SIM = 12: 

1. Ecriture A. de z, et de z, 

21] =2; cos(arg(z,)) ==> 5 © sin(arg(z,))= 2, d’où arg(a1)= 3 —.L2H) et = 2 (cos © 3 +isin 5} 

2 
|2l = ; er et sin(arg(z,)) ee HOUR £ (cos (-5) + isin(-T)). 

rar Écnure algébrique de Z: Z= (+35; ee nr 

+ Écriture trigonométrique de Z 

IZl = EAIEZ| = /2 et arg(Z)= arg(z,)+ arg(z)= 2 + $ n)= 5 fr donerz'= Naf cos ptisin =). 

b. Par suite 4/2 cos Æ+i/2sin == 148; ; 821 d’où 4/2 cos TL = LE ex 2 sin = J3-1 
12 12 #} 2 12 Eos, 

On a donc cos TZ = 1+5 t sin RNREÉEAR 
1222200 12  2,/2 | voir aussi exercice n°114 

F4 Dans le plan complexe de repère (O ; %, d), on considère les points A, B, C et D d’affixes 

_ V3 
respectives PESTE —— 1; 4 3e $ 24 É. 

1. Démontrer que le Re ABCD est un parallélogramme. 

Zp —Z , ; 
2. Démontrer que B est un imaginaire pur. En déduire la nature du parallélogramme ABCD. 

Ze —2Z S A 

1. + Affixe de AB — LÉSTOETAURE i. À (2+ 3i3) 

tire delDC senc 24 =; 

AË et DC ont même affixe, donc AB=DC. 

ABCD est donc un parallélogramme. 

152 | 5 ) 2e. 
1— — 2 + 1 

2D -2B 5 132 L DUE 

VENTES CIE ONETECTE] £ SE 

2-28 _1,,G=iv3)0 -i93) _ =i3 
F9 4 sg On en déduit 

2e =znte9 

Par suite arg(= = à) =_T [2% d’où (AC, BD)= _ Are C(-453iN5) 
Zc—2a 2 

(AC) et (BD) sont perpendiculaires, donc ABCD est un losange. | voir aussi exercices n° 87,127 
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EE 

El Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé
 direct (O ; %, d). 

Soit les points À, B et C d’affixes respectives i, 1 +i et — 1 + i. Soit fl’application qui, à tout point 

; , à ; - 12 + 

M du plan différent de À, d’affixe z, associe le point M” du plan d’affixe z tel que z°= TEE 

1. a. Déterminer les images de B et C par l'application f. 

b. Démontrer que, pour tout nombre complexe z différent de i, on a la relation (z-i)(z-1)=1. 

c. Soit D le point d’affixe 1 + 21. Placer les points À, B, C et D sur une figure. Déduire de la ques- 

tion précédente une construction du point D’ image de D par l’application f. 
| 

2. Soit r un réel, r>0. Quelle est l’image par f du cercle [de centre A et de rayon r ? | 

3, a. Montrer que si l’affixe d’un point M est un imaginaire pur différent de i, l’affixe 
du point M’ | 

est un imaginaire pur. Que signifie ce résultat pour l’image par f de l’axe imagin
aire privé de À ? | 

b. Soit (A) la droite passant par le point -A et de vecteur directeur #. Déterminer l’image de la 

droite (A) privée du point À par l'application f. 

1. a. L'image de B a pour affixe nue 1 +1, donc /(B)-B" Demème HOME 

: ; No 

b. 2-1 _ mit? et Par conséquent (z/-i)(z-1i)=1. 

c. Soit det d’ les affixes respectives de D et de f(D). Sachant 

que (d’-i)(d-i)=1,;onen déduit que : | 

Hd Set 

ét arg(d’-i) + arg(d-i) = arg(1)=0 rl: 

ROUTE 

Or a-isisis 2(2+i fe 4 avec /2>0. 

Par suite |d—i| =./2 et arg(d-i) = [27]. On en déduit que : 

. ei = 2 2/2 c’est-à-dire ap'=“2-1 ap ; 
Ep 2 

. arg(d'-i)=-7 [2] c’est-à-dire (&, AD')=-7 [2r]. 

On remarque que D’ est le centre du carré OABI (où I(1 ; 0)), autrement dit le milieu de [OB]. 

2. M(z) appartient à [si et seulement si AM=r c’est-à-dire |z2—il =r. 

Ceci équivaut à dire que |z’—il = L c’est-à-dire que AM’= + 
r r 

L'image par f du cercle de centre A et d = ge p et de rayon rest donc le cercle de centre À et de rayon -. 
r 

3:14. Soit 2= 1b avec bréel, b# 1. Alors iz+2=-b#+72 est réel, et z—1=i(b- 1) est imaginaire pur, 

donc z’ est imaginaire pur. Si M appartient à l’axe imaginaire pur privé de À, M” appartient donc 

aussi à cet axe. 

On en déduit que l’image par f de l’axe imaginaire privé de À est inclus dans l’axe imaginaire. 

b. M appartient à (A)—{A} si et seulement si z=x+iouxe R*. Alors : 

Mix ee ltplise ; 
g’=———=-+i=X+: ou LE 

7 x % 

Quand x décrit R*, X décrit également R*, donc M” décrit (A) privé insi l’i x L privée de A. Ainsi l’im 

(A) privée de À est (A) privée de A. os 
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— EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Premiers calculs dans C 

Dans les exercices 1 à 3, écrire chacun des 
nombres complexes sous forme algébrique. 

MN 20 D 25. bi 2). 

2. G-:i» ; bts) (2 -3;i). 

2. c-5G:+406-5à : 
b.1(1—=3i)2(—8 + 61) : 
tre) 2 
d. (2+i)5. 

E 1. Déterminer i5, i4, i puis i” suivant les 
valeurs de 7. 

2 Calculer A + Eri TE i +... +17. 
3. Calculer 1+i+i2+1i9+...+i7 
valeurs de n. 

suivant les 

Affixe d'un point 

Dans tout ce chapitre, le plan est orienté et 
rapporté à un repère orthonormé direct 

(O ; &, vd). 

E 1. Donner les affixes 
des points À, B, C, Det 

O placés sur la figure ci- 
contre. 
2. Placer dans le plan les 
pointe FAC, et K 

d’affixes respectives : 
Lo 2 +4 02 +31, 
—4i et —-1. 

eus 1. Placer les points À, B, C et D d’affixes res- 

: à DE 3 : 
pectives za= 5 Etes t-il: 2 et 

DE) 

Zp = hi re 1 
< % 4 2 | } à 1. 

2. Déterminer les coordonnées du milieu I de 

[AC] et du milieu J de [BD]. Qu’en déduit-on ? 

EA Les points E, F et G ont comme affixes respec- 

tives 2+i, 3—i et 5 + 3i. Soit H le barycentre des 

points pondérés (E ; 1), (F ; 2) et (G ; -1). 

1. Faire une figure. Construire le point H. 

2. Déterminer l’affixe de H. 

E Soit À et B les points d’affixes respectives 

S 1257 
=2-ietb=-=+-i. a - ni 1i 

1. Placer le barycentre G de (A ; 1), (B ; 4). 
2. Montrer que G appartient à l’axe des ordonnées. 

9 | Déterminer l’affixe du centre de gravité du 
triangle ABC où les points À, B et C ont pour 
affixes respectives a=2+i, b=-—1-—4i et c=8. 

Ho À tout point M d’affixe z, on associe le point 
M' d’affixe z=2232- 3iz. 
1. a. Placer les points À, B, C, Det E d’affixes res- 

HN 1+2 Re! 
b. Déterminer les affixes des points A’, B’, C’, 
D’, E’ et O” associés aux points À, B, C, D,E et 
O ; placer ces points. 
2. En associant à chaque point M(z) du plan le 
point M’(z’), on définit une fonction f. 
Conserve-t-elle : 
— l’alignement ? 

— l’orthogonalité ? 
— le milieu ? 

3. On nomme (x ; y) les coordonnées du point M. 
a. Exprimer les coordonnées (x” ; y’) de M” en 
fonction de x et y. 
b. Déterminer et construire l’ensemble L des 

points M tels que z” soit réel. 
c. Quelles vérifications peut-on faire ? 

Module et argument 
Forme trigonométrique 

EX] Placer le point M image de z sachant que : 

a. 2 l'etrarg (2)=7 (2m); 

b. |z]=2 et arg (=? (27). 

12 Lire graphiquement un argument des affixes 

des points A, B, C, Det E placés sur la figure ci- 

dessous. 
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13] Déterminer par lecture graphique le module et 

un argument de z. 

A 2-1: 2-1; 8 1. 

: 4 : 
b. PE 5 2=—3 Se TS he 

14 Représenter l’ensemble des points M d’affixe z 

tels que : 

a. |21=3; -b.|4<2; . lol 2e 

M5 Même exercice que l’exercice 14 avec : 

a arte (2) OL (2m); b. arg(z)=7 (27); 

3 
c. arg(2)= 5 (27) « d. arg(2)= (2m). 

16 Même exercice que l’exercice 14 avec : 

a. arg(z)=0 (x); b. arg(z)= 5 (n). 

Déterminer et représenter l’ensemble des 

points M d’affixe z telle que : 

a. arg(z)= + (2m); b. arg(z)= 27 (27) ; 

Ce arg(z)=- 2 (T). 

Dans les exercices 18 à 21, déterminer le 

module et un argument de z. 

2 2 

D --l11 ee daiNDe 

1: PEREE PTE 

{7 à. z= A+4i; 2 546. 

b. 213-350; Ein. 

ET] a. z=3-i ; D 
On donnera dans chaque cas une valeur approchée 

d’un argument à 10-2 près. 

a. :-i(-i L = b.z=(-1+i3) ; 

c. (1—i)(3 +i). 

Dans les exercices 22 à 24, écrire z sous 

forme trigonométrique. 

Pa. z--4 ;,2=-i3 ele. 

Hire Seth. 
3 

23P% g=4+4i; z=-2+2iN3: 

b'2=(1-D)E Dre) 
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EX] à. z=-2(cos O+isin0), 6e R. Ni 

Lee z=5 (sina-icosa),ae R. 

[25] Déterminer par lecture graphique la forme tri- 

gonométrique des affixes respectives des points À 

B, C et H de la figure ci-dessous. 

inverse, quotient, conjugué 

26| Écrire sous forme algébrique : 

1 1 1 1 
—— ; : 5 à — ; d. -. 

3 +21 1 ni 

27| Même exercice que l’exercice 26. 

L. 2; RE 1 Le 7 TN — 3 

1 Si PS MDI AR IT PEACE ENS 

28| Soit z,=1+i et z,=—21i. Écrire sous forme 

algébrique chacun des nombres suivants. 
3] Z1 + 22 

Éd PROG 1 2 : t#25 TE 
2 lez 

29] 1. Déterminer le module et un argument de 

1+iet de 1-1. 

2.En déduire la forme trigonométrique de 

1+1i 
Le =. 

1 —1 

3. Écrire z sous forme algébrique et retrouver le 
résultat obtenu à la question 2. 

XEÙ] Soit 73 +i 
2H 2 

1. Déterminer la forme trigonométrique de x. 

2. Déterminer un argument de z. 

El] Que pensez-vous de laffirmation suivante : 
« Pour diviser par i, on peut multiplier par —1i »? 

Er] Déterminer les conjugués des complexes : 

a. i(1-i); b. (21-C)HE2DENCAEN) 2e 



EXERCICES 

| Même exercice que l’exercice 32. 
l+:i ; 119) 

er jl =} 1 b. Lee 

AN TIS 

E] 1. Écrire z2=6-— 6i/3 sous forme trigonomé- 
trique. ù 

2. En déduire la forme trigonométrique de : 

= 6:+ 6143 ; 6 + 6i./3! ;:=6- 61/3. 

ES On considère dans le plan complexe les points 
M et M” d’affixes respectives z et z’ telles que : 

2'=22+(1+i)z2+33z-2. 

Soit z2=x+iy etz’=x"+iy" avec x, y, x’, y’ réels. 

1. Des exemples 

a. Déterminer les points A’ et B’ correspondant 
aux points À et B d’affixes respectives a=2+i et 
b=-i. 
b. Déterminer l’affixe À du milieu K de [AB]. 

En déduire l’affixe k” du point K’ associé à K. 
c. En associant à chaque point M(z) du plan le 
point M'(z’), on définit une application f. 
Conserve-t-elle le milieu ? 
2. Exprimer x” et y’ en fonction de x et y. 
3. Déterminer l’ensemble E des points M tels que 
z” soit réel. 
4. Déterminer l’ensemble des points M tels que z” 
soit imaginaire pur. 

36| EUMTAUUS Dans tout l’exercice, z est un com- 
plexe non nul. 
1. On rappelle que si z et z’ sont deux nombres 

complexes non nuls : 

arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) (27). 

Démontrer que arg( =) =-—arg(z) (2m). 

: > : (ee 
2. Soit P et Q les points d’affixes respectives > et:£: 

Pour chacune des questions, on justifiera la 

réponse. 

; ; 1 
a. Est-il possible que arg( — atg(2) (27) ? 

1 2. 
b. A-t-on pour tout z #0, arg( =) —ars(s) (27) ? 

c. Peut-on trouver z de telle sorte que les points O, 

P et Q ne soient pas alignés ? | 

d. Peut-on trouver z tel que O appartienne au seg- 

ment [PQ] ? 

e. Quels sont les nombres complexes z pour les- 

quels P et Q sont confondus ? 

Soit z un nombre complexe non nul. Dire, pour 

chacun des nombres complexes À, B et C, s’il est 

réel ou imaginaire pur : 

Œ L—=Z 
A=22+2z2 ;, B= CE 

ET à. z2-27-4-0 ; 

{1 à. Fee lt 

438 À tout nombre complexe z 4 1, on associe le 

nombre complexe z’ = Le : 
2 — 

1. Exprimer z’ en fonction de z. 
2. Montrer que pour z41, 

BUST CSST. 

3. On nomme M le point d’affixe z et (x ; y) les 
coordonnées de M. 
Déterminer une équation de l’ensemble E des 
points M tels que z’ est réel. Représenter E. 

Équations dans € 

Dans les exercices 39 à 48, résoudre 
dans C les équations proposées. 

Eda.iz:2 0-0 ph ai) =. 

EU à. (2:25(2z-3+i=0: 
br 32i)(le 0e 473) 0 

41 RÉEL Eee pe Hood 
z—i z—i 

ET] à. 1711; 

b. (iz+1)(z2+31)(z -1+21)=0. 

2 

a. 2+27-3-2i; b.z27+z7+7-4. 

Ea. 2:+iz-1-i; b.z2+25-3 2i. 

EG à. 4-0 b. 22=-4. 

b. 22 =22+4=0. 

b. z22-3z+4=0. 

b. z4+22-6=0. 48E% g4=09=0" 

49 À tout point M d’affixe z différente de 2, on 

: . —3+2z 
associe le point M’ d’affixe z” = et 

Existe-t-il des points invariants ? 

] Soit (E) l'équation 23+422+2z-28=0. 
1. Déterminer un entier naturel a qui soit une solu- 

tion « évidente » de (E). 
2. Déterminer deux réels a et b tels que l’équation 

(E) soit équivalente à l’équation : 

(z-a)(z2+az+b)=0. 

3. Finir la résolution de (E) dans C. 
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51 1. Déterminer trois réels a, b, c tels que : 

23=1=(2-1)(az2+b2+c). 

2. Résoudre dans € l’équation z°=1. 

3. Résoudre de même l'équation 32° =-1. 

Forme exponentielle 

[52] Sans calcul, placer les points À, B, Creer D 

d’affixes respectives : 

ME) 
os | = 

a Dre ne Ce 2e à d. 3eiT. 

[53 Lire graphiquement la forme exponentielle de 

3250 1.8 

54] 1. Écrire sous forme exponentielle — NEEE 

2. En déduire la forme exponentielle de — 3 +910 

63e 3 31. 

55] Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z : 

Mrs AE AURAI EE 
EL 82€ AVE | 5 à = : 

b. z=2eit où 6 décrit [0 ; |. 

I56| Écrire sous forme exponentielle : 

MD. -— 2c0/ nc: z=-3ie i, 

/ 157 1. En utilisant la notation exponentielle, déter- 

miner le module et un argument de 
= 

NES 

2. En déduire les valeurs de cos E et sin . 

E] Vrai ou Faux ? 

Soit z,=2-2i,z,=1+i43 et z,=(1+i)7. 

ji _; 7m 

A. 2e 12e 12 ; B. 2,2, = 42e 12 ; 

2 Me 
C. —= 2e LS D,%,55=-4>;. 

F1 vrai ou Faux ? 
à if 

A. Ne FE 
1 +1 | 

. : . 27 

C. 1 +1 Re TR DL Ds 

EE 

EX] Soit 8 un réel de l'intervalle 1=[0 ; 27]. 
On considère l’équation (E) à l’inconnue com- 

plexe z: 22-62 cos 80 +9=0. 
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1. Résoudre (E) dans € ; on notera 3; et z, les 

deux solutions. 

2. Écrire sous forme exponentielle les solutions 

de (E): | 

3. Placer les points images des solutions pour : 

TR Ubu ar 
= 6 5» 0= 4 et () 6 Û 

4. Quel ensemble décrivent les points images de z; 

et z, quand 8 décrit I ? 
| 

Gi Démontrer, par récurrence, que; pour tout | 

ne N et tout 8 réel, (ei)"= ei. | 

162] 1. Résoudre, dans €, 22-2z+4=0. | 

2. Soit la solution de partie imaginaire positive. | 

Calculer w2007. 
| 

L63| Soit le nombre complexe u = 1 +1 et son con- 

jugué. 

1. Mettre et # sous forme exponentielle. 

2. Soit » un entier naturel. 

. 5.) ss 
a. Montrer que u"+u"= X,, COS ( J où À, est un 

réel à préciser en fonction de 7. 

b. Pour quelles valeurs de 7 a-t-on u*+u”"=— 0 ? 

c. Prouver que, si n est pair, S,, est un entier relatif. 

64| Un peu de trigonométrie 

1. Démontrer que pour tout 8 réel, 

in $ 
cos 8 = = (ei + e7 19). 

2. a. Calculer cos? 8 en fonction de eïif et de 

ÉLe 
b. En déduire une expression de cosi 8 en fonc- 

tion de cos(38) et cos 6. 

3. En adaptant la démarche précédente, déterminer 

une expression de sin? @ en fonction de sin 6. 

R 
> 
| 
E 
+ 
+ 
Le 
ao 
oo 
LL 

Léonhard Euler et sa célèbre formule : 

e'®= cos®+isinp 



Affixe d’un vecteur 
Calcul de distance et d'angle 

EE La figure est celle de l’exercice 5. Lire les affixes 
des vecteurs AB , AC , CB, OC. 

(66| Soit À, B et C les points d’affixes respectives 3, 

1 et 2 + 3i. Soit D le point du plan tel que ABCD 
soit un parallélogramme. On On appelle d son affixe. 
1. Déterminer l’affixe de BC. 

. 2. En déduire d. 

Constructions 

1. Les points A et B d’affixes respectives z et z’ 

étant donnés, construire les points C d’affixe 
z+2”, D d’affixe -z’,E d’affixe z- z’, F d’affixe 
2z-32". (Illustrer par une figure.) 
2. Sur la figure ci-dessous, M a pour affixe z, 

OMAM’ et OBMM sont des parallélogrammes. 
Quelles sont les affixes des points M’,I, Aet B? 

Œ] Soit M(z) et M'(z’). 
1. Construire le point M” d’affixe z + z’. 
2. Reconnaître le vecteur d’affixe 3° x. 
3. Donner une condition nécessaire et suffisante 

sur les points M et M’ pour que |2+2z’|=|2 -2|. 

x Soit À et B les points d’affixes respectives 

dA=-2+1etb= 31. L+ 
1. Donner l’affixe du vecteur AB. + 

2. Calculer AB et une mesure de l’angle (%, AB). 

[70] Placer les points À, B et C d’affixes respectives 

3+i, E È et 2-i2. 
Done que À, B et C sont situés sur un même 

cercle de centre I d’affixe 2 dont on précisera le 

rayon. 

FAT Les points © À,;° B ‘et C ont pour affixes 

respectives 2, 4-—4i et 4+i. 

Démontrer, en utilisant un argument d’un nombre 

complexe bien choisi, que les droites (AB) et 

(AC) sont perpendiculaires. 

EXERCICES 

Les points E, F et G ont pour affixes : 

BREST otre 525 Me bis 

1. a. Donner une mesure en radians de l’angle 
(EÉ, EG). 

À Que peut-on en conclure pour les points E, F et 
? ; 

2. Comparer les affixes des vecteurs EF et EG :; 

quelle information supplémentaire en déduit-on ? 

(X [73] Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z 
télleiques 

dl 

b: |z2+1-—2il=5 

CEE EE TIE 

d'= 221127 

x [74] Même exercice que l’exercice 73. 
a. (Z-1+3il=[1-2] ; 
b. liz\=|1-2 ; PÈE 
c.|z2+4-2i=|2-i-7|. 

24 [75] Soit À le point d’affixe z, =— 1. Pour tout réel 

0, on considère le point B d’affixe 28 =-1 + ei° et 

le point C d’affixe z2<=-1 +24. 

’ : 2C 7 ZA 
1. Déterminer la nature du nombre ———. 

2B ZA 

2. Interpréter géométriquement. 

Construction de points 

76 Soit A le point d’affixe a=-2 et B le point 

d’affixe b= 1. À tout point M d’affixe z4-2,on 
z 

z2+2. 
On considère les points D, E et F d’affixes d=4, 

e=i et f=-2 +31. 

1. Écrire sous forme algébrique les affixes d”’, e’ et 
f’ des points D’, E’ et F” associés aux points D, 
EFetF: 

2. a. Exprimer z’- 1 en fonction de z. 

b. Quelle relation y-a-t-il entre les modules et argu- 

ments de 2-1 etdez+2? 

c. Interpréter géométriquement ces relations à 

l’aide des points À, B, M et M’. 

d. Vérifier les résultats de la question 2c, avec les 
points D et D’, puis avec les points E et E’. 

associe le point M’ d’affixe z”= 
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X On note A le point d’affixe 1+2i et B celui 

d’affixe —2 +1. 

À tout point M d’affixe z, autre que B, on associe 

g—-1-2i 

EEE 

1. Donner une signification géométrique de |Z'| et 

de arg(Z’) à l’aide des points M, A et B. 

2. En déduire sans calcul les ensembles suivants : 

a. E ensemble des points M tels que VAE: 

b. F ensemble des points M tels que Z” est un réel 

strictement positif ; 

c. G ensemble des points M tels que Z’ est un ima- 

ginaire pur non nul. 

le nombre complexe Z’= 

On considère.le point À d’affixe 2 et 

le point B d’affixe — 2. À tout point M différent de 

A, et d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z’ 

2z-—4 

2) 
1. a. Démontrer que |z’|=2. 

b. En déduire une indication sur la position de M. 

2. Déterminer l’ensemble E des points M d’affixe z 

(z42) tels que M’=B. 

3. Soit M un point n’appartenant pas à E et distinct 

de À et B. 

donnée par z°= 

z—2 

z'+2 
b. Interpréter géométriquement ce résultat. 

c. Donner une construction de M”. 

a. Démontrer que est réel. 

1. a. |z| est le module d’un quotient, donc aussi 

le quotient des modules. 

Que peut-on dire des modules des deux nombres 

complexes conjugués z—2 et z-2 ? 

1. b. Quelle est la définition géométrique du 

module d’un nombre complexe ? 

2. Il s’agit de résoudre une équation à l’inconnue z. 

z—2 $ 
GE mas 

ensuite, la propriété 9 peut éviter des calculs 

supplémentaires. 

3. b. Revoir l’exercice 10 (application du cours, 

DA265) 

3. On n'’évitera pas le calcul de 

Transformations ; configurations 

[79 Le point À a pour affixe z4 =2+i. 

1. Construire les points : 
+ B, image de À par la translation de vecteur w 

d’affixe 1 — 31 ; 

+ C, image de A par l’homothétie de centre Q de 
coordonnées (3 ; 2) et de rapport —2 ; 

+ D, image de A par la rotation de centre O et 

d’angle de 

2. Déterminer les affixes des points B, C et D. 
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[80 ETUIS On nomme z et z! deux nombres 

complexes. : 

1. Compléter le tableau ci-dessous. 

| Écriture complexe 

Translation de 

Transformation 

Symétrie de centre (} 

d’affixe w = 2 + 4i 

2. a. Tracer la droite D d’équation y=-1 et son 

image D’ par la translation de vecteur 30 

b. Déterminer l’affixe z4 d’un point B de Det 

l’affixe zc d’un point C de D’ tel que BOC soit un 

triangle rectangle isocèle direct en O. 

On désignera par x la partie réelle de zg$ et par xt 

la partie réelle de z<. 

c. Construire le triangle BOC. 

3. Recommencer la question 2 avec BOC triangle 

rectangle isocèle en O et indirect. 

CAE] 
i 

EX 1. Construire le point À d’affixe z=1+e ?, 

sans calcul. : 

2. Calculer |2|. 

3. Déterminer géométriquement un argument 

de x. 

[82] Reprendre l'exercice 81 pour : 
it te 

al 0 

bé 

[83] Quel est l’ensemble des points M d’affixe z : 

a. z= 3 +eit, où & décrit R ? 

b. z=- 1 +2ei°, où 8 décrit [0 ; m] ? 

c. z = 3 + 4e2i®, où 6 décrit LO : 5 ? 

El Rotations et triangles particuliers 
Les points À et B ont pour affixes respectives 

Za=2+i, 2p=1-2i. On considère les points : 
+ C tel que ABC soit rectangle isocèle en Bet 

direct ; 

+ D tel que ABD soit rectangle isocèle en D et 

direct ; 

*Eet F tels que ABE et ABF soient équilatéraux. 

1. Construire les points C, D, Eeet E. 

2. Déterminer leurs affixes. 



d’affixes respectives za = 3 +6i, 2p= 3 - Gi, 

1 : 
RER et zp=3+2i, et le vecteur w 

5 
d’affixe Z53=—1 #5 1°: 

1. Placer les points À, B et C puis construire les 
_ points suivants : 

Aer image de B par la translation £ de vecteur & ; 
* R, image de P par l’homothétie h de centre C et 

de rapport 3 5 

_+S, image de P par la rotation r de centre A et 

d’angle -T. angle 5 

2. Déterminer les affixes des points Q,RetsS. 

3. a. Démontrer que PQRS est un parallélo- 
gramme. 

ER 20 POIL 
b. Calculer NT En déduire la nature du 

Pro 
parallélogramme PQRS. 

4. La droite (AP) est-elle tangente au cercle l' cir- 
conscrit au triangle PQR ? 

E Déterminer, dans chacun des cas suivants, la 
transformation géométrique qui au point M 
d’affixe z associe le point M” d’affixe z” telle que : 

a. z/+2=0 ; be 01; 

eee 120} d. +5 2=0. 

X 1 On considère les nombres complexes z,, z, et 

z, tels que : 

: : 2+61,. __—4i 
B=(1-D(1+ 25 DT =. 

On désigne par M,, M, et M, les images respec- 
tives de z,, z, et z, dans le plan complexe. 

1. Calculer les parties réelles et imaginaires de z,, 
Zeb es. Flècer M; M, et M. 

Zi —Z 
2. Calculer + ; en déduire la nature du trian- 

rl 

gle M,M,M; . 

3. Déterminer l’affixe du point M, tel que le qua- 

drilatère M,M,M;,M, soit un carré. 

Soit À et B les points d’affixes respectives 

a=1+i3 et b=1-i3. 

1. Montrer que À et B sont sur un même cercle de 

centre © puis construire ces deux points. 

EXERCICES 

- EE On considère les points A, B, C,P | 2. On note O’ l’image de O par la rotation r, de 

centre À et d’angle n. et B’ l’image de B par la 

rotation de centre À et d’angle 5 : 

Construire O’ et B’ et calculer leurs affixes. 
3. Soit I le milieu du segment [OB]. 
a. Que peut-on conjecturer pour la droite (AI) 
dans le triangle AO’B’ ? 
b. Calculer les affixes des vecteurs AÏ et O’E’. 
c. Qu’en déduit-on sur la conjecture faite en 3a ? 

QCM 
On considère les points A et ( d’affixes respectives 
a=-1] PRET Eto—- 1 H21r 

On appelle r la rotation de centre ( et d’angle a 

et À l’homothétie de centre {1 et de rapport -; à 

1. Placer sur une figure les points A et (, l’image B 
du point À par r, l’image C du point B parret 
l’image D du point A par k#. 

2. On note b, cet d les affixes de B, C et D. Dans 

chaque ligne du tableau, choisir la bonne réponse. 

la rotation Le point D la translation | l’homothétie de 

est l’image de vecteur centre À de centre B 

de Q par : _—_—. et d’angle 
RTS ‘ AQ et de rapport 5 Fe : 

6 

ET] Soit r la rotation de centre O et d’angle 

à radians et t la translation de vecteur %. 

1. Soit M un point d’affixe z. On appelle M, 
d’affixe z, l’image de M par ret M’ d’affixe 2” 
l'image de M, part. 
a. Exprimer z, en fonction de z. 

b. Exprimer z’ en fonction de z, puis de z. 

2. Soit T la transformation géométrique qui, au 

point M d affixe z, associe le point M” d’affixe 

=iz rl. 
a. Déterminer l'affixe 2; 

LODEL 
b. En déduire que z°-z,=i(z-2,). Donner la 
nature et les éléments caractéristiques de T. 

du point I tel que 
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Objecti 

> Que sais-je ? 
——————— 

Vrai ou faux ? 
Le plan est muni d’un repère orthonormé direct 

(O ; 4,0). 

; Ho 21 
91 L’équation ] = 

plexe z a pour unique solution 1 + 1. 

192] Si les points À et B ont pour affixes les solu- 

tions de l'équation 22- NB= M = 0er Ie 

point C a pour affixe —i, le triangle ABC est 

équilatéral. 

93 Soit trois points distincts A, B et C d’affixes a, 

bet c, alors arg (=) =_(AB, OC) (27). 

[94] La rotation de centre À d’affixe 2 et d’angle = 

a pour écriture complexe : 

ete Per : 

Dans les exercices 95 à 97, les points À, B et C 

ont, pour affixes respectives : 
T 

Eli be lei 2e oc (ER VOIS 

QCM 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé 

direct (O ; 4,0). 

Dans les exercices 103 à 109, une seule des pro- 

positions est juste. 

ETS La forme algébrique de — est : 

HO fl O$e 
As 1 B 22:G@--- m0. i. as! B.-2 ;C TT 10 : D. -1+3: 

104 La forme exponentielle de — 2 — 2i3 est : 
27 D. _j 27 

3 

FAIT HR 

A4 DB io 3 PCMES PDU 

105 | Le nombre complexe — sin & +icos à, où @ 

est un réel, a pour argument : 
TT 

À. —a ; B.7-a ; C. ST DES ; a GES 3 LL 

A Le nombre conjugué de z2+2iz (ze C) 
est : 

Ne + 2is he Dizs VC 'ae7ie 
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—=|+;j à l’inconnue com- : 
Z 

f BAC 

95h53 appartient au cercle de centre A et de 

rayon 2. 

EN (3, AB)-7 (2). 
[97 | Le triangle ABC est un triangle rectangle. 

Dans les exercices 98 à 102, À est le point 

d’affixe 1 et B celui d’affixe -1. On nomme f 

l'application qui à tout point M d’affixe 241 

associe le point M’ d’affixe z’ donnée par 

FR 
PA STE 

98] Le point Q d’affixe 2 — i est le seul antécédent 

du point Q’ d’affixe 1. 

199) Le point B a pour seul antécédent 0. 

[100 Tous les points de la droite d’équation x= 1 

et distincts de À ont la même image par f. 

01 M’ appartient au cercle de centre O et 

rayon 1. 

EA si MzA et M'#B, (AM) et (BM’) sont 
orthogonales. 

D 

107 Soit A le point d’affixe 1 +i. L'ensemble des 
points M d’affixe z telle que |[z-— 1 —i| =|z| est: 
A. un cercle de centre À ; 

B. la droite d’équation y=-x+ 1 ; 
C. le cercle de diamètre [AO] ; 

D. une droite privée d’un point. 

L’ensemble des points M d’affixe z=x+1y 

(x, y réels), tels que arg (=) = (27) est: 

A. un cercle de centre O ; 

B. une droite passant par O ; 

C. une demi-droite issue de O et privée de O ; 
D. un cercle de centre O privé de deux points ; 
E. un demi-cercle de centre O. 

109 Soit f la transformation d’expression com- 
plexe z'=iz-4. 
À. f a un unique point invariant ; 
B. f est la translation de vecteur © =-4% ; 

C. f est une rotation d’angle m/2 ; 

D. f est une homothétie de rapport i. 



Bblectrif BAC 

+ Un sujet vu au BAC (extrait) 
EM Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormé (O ; ä, d), on considère l’application 
J qui, à tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ tel que z/=22-42. 
1. Soit À et B les points d’affixes 3, = 1 - i et Zp=3+i.: 
a. Calculer les affixes des points A’ et B’ images des points A et B par f. 
b. On suppose que deux points ont la même image par f. Démontrer qu’ils sont confondus ou que 
l’un est l’image de l’autre par une symétrie centrale que l’on précisera. 
2. Soit I le point d’affixe —3. 
a. Démontrer que OMIM' est un parallélogramme si et seulement si 22-3z+3=0. 
b. Résoudre l’équation z22-3z+3=0. 
3. a. Exprimer (z’ +4) en fonction de (3-2). 
En déduire une relation entre |z° + 4| et |z- 2| puis entre arg(z’ + 4) et arg(z-2).. 
b. Soit les points J et K d’affixes z,=2 et zx =-4. Démontrer que tous les points M du cercle C 
de centre J et de rayon 2 ont leur image M” sur un même cercle que l’on déterminera. 
c. Soit E le point d’affixe 24 = - 4 -3i. Donner la forme exponentielle de (3 + 4) et, à l’aide di 
a, démontrer qu’il existe deux points dont l’image par f est le point E. 

L_Solution | 
1. a. za=(1-i)2-4(1-i)=-4+2i et zp=-4+2i. 
b. M(m) et N(n) ont la même image si et seulement si m’=n". 

Orm=n = m'-4m=n?-A4n 

& (m-n)(m+n-4)=0 

S (m=n)ou(m+n=4). 

C’est dire que M =N ou que le milieu de [MN], d’affixe L : 

est le point P d’affixe 2. Ainsi M et N ont la même image si et seu- 
lement si ils sont confondus ou symétriques par rapport à P. 
2.a. OMIM’ est un parallélogramme si et seulement si 
MI=OM’ c'est-à-dire z,-z=2-0, ce qui équivaut à 
22-32+3=0. 

b. Le discriminant de z22-3z+3 est A=-3=(i/3)? ; l’équa- 

en. 3+iV3 
5 t 2, = 2 tion a deux solutions conjuguées : z, = 

3.a. z/+4=-22_423+4=(2-2)2. 
Par suite, |z°+4|=|z-2|2 et arg (z°+4)=2 arg (z-2) (27). 

b. SiMe C,]JM=2 donc|z-2|=2 et|z°+4[=22=4, c’est-à- 

dire KM’=4. M’ appartient au cercle de centre K et de rayon 4. 
PTE 

= D . r . 

c. zz+4=-3i=53e 2 sous forme trigonométrique (car 3 >0). 

Un point M(z) a pour image E si et seulement si 

zp + 4=(2z- 2)2. Comme 2% + 4 #0, ceci équivaut au système : 

EEIENS 

arg (2-2)=-7 (m) 

BR 21725 
+ puis à 

2 arg CES (27) 

LUE ; 27 

Autrement dit, z-2=4/3e “4 ou 3e 4. On en déduit deux 

646 +6 4/6 
points solutions d’affixes 2-24 6 1er, 2 2-18 +5 À 

Nouvelle-Calédonie, novembre 2004. 

Question 1b : 
Pour reconnaître que M et N sont 
symétriques par rapport à BD il faut 
savoir exprimer ceci en termes 
d’affixes, ce que l’on peut faire de 

deux façons : 

° P est le milieu de [MN] : 

m+n 

Question 3b : 
On peut traduire qu’un point 
M(z) appartient au cercle C de 
centre Ÿ (3j) et de rayon r=2 : 
°en termes de distance donc de 

module : 
MeCs JM=r 

& [2-2] =r ; 
° en termes d’affixe (voir T P2) : 
Mecs z=zj+rei,8e R. 
Ici la question 3 a faisant interve- 
nir |z—2|, on unlise la première 
idée. 

Question 3c : 
Il faut se laisser guider par 

l’énoncé et utiliser 3a. On obtient 
alors le module et un argument du 
nombre z—2 ; on connaît donc 

sa forme trigonométrique. 
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— EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

Différentes formes 

11 ei0 

D Soit z - = avec 0e ]=Tm; FT. 
1 + ei? sr 

1. Montrer que z est un imaginaire pur. 

. () 
2. Exprimer |z| en fonction de >. 

2 

A TEEN Qc 
Pour chaque question, une seule réponse est 

exacte. On pose PER Te à DNS 

1. La forme algébrique de z? est : 

À 2N 2: b2 2212; 

D DE D id 2 22. 

2. z2 s’écrit sous forme exponentielle : 

ÿZ st 

a. 4e * ; b.4e 4; 

91 . 37 
i — -i — 

ce 4e T'; d. 4e ‘. 
3, z s'écrit sous forme exponentielle : 

A, 26 07: b. 2e 8 ; 
ST. ST 
Ê— 

LE 

C2 d. 2e 8 

4. ee et Le sont les cosinus et sinus de : 

Fm 57 
LÉ b. — 

She CHE 
ST T 

bites d. Te CRT 8 

113 | Vrai ou Faux ? 
Pour tous nombres complexes z et z,ona: 

(A) Si |z=|z2"| alors z2=2° ou z2=-2". 

(B) Si z/40 et Hi, il existe 0€ [0 ; 2m tel 

que z= ei0z’. 

(GhSilal=letiz2t7|=16 alors e1=0! 

D dar ne : ER ; ee 

I soir «, = = 12 etz,=1-i. 

1. Écrire, sous forme trigonométrique, z,, z,, Z = 
S Per 

[ee] 

2. En déduire que : 

UT SNCEN2 
12 4 CAO 7 Ê 
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3. On considère l’équation d’inconnue réelle bc; 

(6 + /2) cosx (V6 V2) sinx2 

a. Résoudre cette équation dans R. 

b. Placer les points images des solutions sur le 

cercle trigonométrique. 

[TA Vrai ou Faux ? 

Soit z=1-cos 8+isnBoù 8€ [8 ; mr]. 

140 
(A) |zl=4V2-2cos8; (B) lz1= 2 sin; ; 

CO) arte) = À (2m); Dam)= Te (7). 

Équations | 

16 | 1. Résoudre dans C l’équation d’inconnue Z : 

72 (NES DZ = 0 

2. Résoudre dans € l’équation d’inconnue z : 

b. z2+ LL — N3. 
z z 

3. Soit P le polynôme défini, pour tout complexe z, 

par : 

P(z)=24+(/3-1)25+(2- 3)z2+(45-1)2+4" 

a. Vérifier que l’équation P(z) équivaut à : 

P(2) _ —5 =0 

ui 5 

Z 

1 : à 
b. En posant Z = z + -,exprimer en fonction 

Zz 
P(2) 
ne 

de Z. En déduire les solutions de P(z)= 0. 

17 | 1. Pour tout nombre complexe Z on pose : 

P(Z)=77-1" 

a. Factoriser P(Z)- 

b. En déduire les solutions dans C de l’équation 
P(Z)=0 
c. Déduire de la question précédente les solutions 

z—1 
2. a. Le plan complexe est rapporté à un repère 

orthonormé direct (O ; 4,2%) (unité graphique : 
5-cm). Placer les points À Bet Cdafhsese 

RES LE eee 
SOS mes ot 

b. Démontrer que les points O, À, B et C sont sur 
un cercle que l’on définira. 

4 
dans C de l’équation d’inconnue z : (Z É :) = 

A2: 

18 Donner sous forme algébrique les solutions 
dans € de l’équation z2z2+2z+3=4. 



EXERCICES 

Configurations" 
119 | Soit À et B deux points distincts. 
On note A’ l’image de A par la rotation de centre 

O et d’angle = B” l’image de B par la rotation de 

centre O et d’angle er et I le milieu de [A/B/]. 
Démontrer que la médiane (OI) du triangle 

OA’B’ est une hauteur du triangle OAB et que 
1 

OI=; AB. 

D [120 | Dans le plan complexe rapporté au repère 
orthonormal (O ; #, ), placer les points À, B et C 
d’affixes respectives : 

TEbI M b== Adise:c= "Ai: 

1. a. Ecrire chacun des complexes sous forme tri- 
gonométrique. 

b. Démontrer que le triangle ABC est rectangle 
isocèle. 

2. La rotation de centre O et d’angle T transforme 
Aen A’,Ben B’ et Cen C’. 3 

a. Construire les points A’, B’ et C’. 

b. Soit a”, b” et c” les affixes respectives des points 
ER Bret": 
Établir que b/=-2(1 + /3)+2i(1—./3). 
Caleuler.a.et.c. 

3. a. Déterminer les affixes p, g et r des points P, Q 
et R, milieux respectifs des segments [A’B], [B’C] 

et [C’A]. TT iT 
b. Démontrer que r-p=e 5(q-p). 

‘En déduire la nature du triangle PQR. 

H21 Dans le plan complexe, les points À, B et C 

ge: respectivement pour affixes : 
in 

REY. WF STAR 6: c=2 C3 +2). 

1. Recopier et compléter la figure. 

2. Vérifier que les points O, C et B sont alignés. 

; ; CO 
3. Déterminer CE et AB 

4. Comparer arg( 2€) et arg(?=£) Ë 

Interpréter géométriquement ce résultat. 
Quelle propriété de la bissectrice intérieure d’un 
angle peut-on conjecturer ? 

(x 122 | ABC est un triangle quelconque. Extérieure- 

ment à ce triangle, on construit les carrés ABB’B” 
et CBA’A”. 

On se propose de démontrer que la médiane (BI) 

issue de B dans le triangle ABC est hauteur dans le 
triangle BB’A” (et que de façon symétrique la 
médiane (B1l’) issue de B dans le triangle BB’A’ 
est hauteur dans le triangle ABC). 
1. Dans le plan complexe d’origine B, on appelle a 
et c les affixes respectives de À et de C. 

Déterminer successivement les affixes des points I, 

A’ et B’, puis celles des vecteurs BÏ et BA’. 

(Aide : pour les affixes des points A’ et B’, on 

pourra utiliser les écritures complexes des rotations 

de centre B et d’angles : et — 

2. En déduire une mesure de (BI BA’). 

Conclure. 

3. Questions supplémentaires. 

a. Comparer B’A’ et BI. 

b. O et O” étant les centres respectifs des deux car- 

rés ABB’B” et CBA’A”, démontrer que le trian- 
gle OO'T est rectangle isocèle puis que le quadrila- 

tère OI’O'I est un carré. 

— 1 
ee 133 | Pour tout z 4 1, on considère z’= 

in 

1. Montrer que |z|=1. 
/ 

fil ; 
est réel. 2. Montrer que - 

g’'+1 
3. Déterminer la nature de RU 

4. Soit M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe 
z’. Interpréter géométriquement les résultats précé- 
dents et en déduire une construction géométrique 
de M’ connaissant M. On illustrera par une figure. 
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H24 | Vers une nouvelle transformation 

Soit À, Bet C les points d’affixes z4 = 3—i, Zp=2 

Éter. Ag: 

À chaque point M du plan d’affixe z, on associe le 

point M’ d’affixe z°=(1 +i)z—2-1. 

1. Déterminer les points A’, B’ et C’ associés aux 

points A, Bet C. 

Placer les points À, B, C, A’, B’ et en 

2. a. Calculer les longueurs des côtés des triangles 

ABC et A’B’C”. 

b. Que peut-on dire de ces deux triangles ? 

3. Montrer qu’il existe un unique point M tel que 

M'=M. On notera ce point ( et w son affixe. 

a. Pour M # Q, calculer = 

b. En déduire l’expression de OM’ en fonction de 

OM et une mesure de l’angle (AM, OM"). 

4. De la question 3, déduire une construction géo- : 

métrique de M’ à partir de M (on réalisera cette 

construction et on l’expliquera). 

H25 | Soit a un nombre réel tel que ee <a< 7 On 

considère l’équation d’inconnue complexe z : 

(1+iz)3(1-itana)=(1-iz)(1+itana) (E) 

1. Soit z une solution de (E) 

a. Montrer que |1+iz|=|1-iz|. 

b. En déduire que z est réel. 

2. Soit z un nombre réel 

a. Justifier qu’il existe un réel @ et un seul dans 

# CUT 
l'intervalle 25 ë ai telquersz=1tan ©; 

1 +itan 

1 —-itan 

c. Montrer que z est solution de (E) si et seule- 

ment si est solution d’une équation (E”) que l’on 

précisera. 

d. Résoudre (E”). 

3. Résolution de (E) 
Déduire des questions 1 et 2 que l’équation (E) 

admet trois solutions z,, 2,23 (on détaillera bien 

le raisonnement). 

1126 | [cn Le plan complexe est rapporté à 
un repère orthonormal (O ; ä, vd). 
On considère le point À d’affixe 1 et pour tout 0 

appartenant à [0 ; 2m{ , le point M d’affixe z = eio. 

On désigne par P le point d’affixe 1 +z et par Q le 

point d’affixe 22. 

b. Exprimer en fonction de ei?. 

1. À partir du point M, donner une construction 
géométrique du point P et du point Q. Les points 
O, À, M, P et Q seront placés sur une même figure. 

2. Déterminer l’ensemble des points P pour 8 appar- 
tenant à [0 ; 2m{. Tracer cet ensemble sur la figure. 

a. Soit S le point d’affixe 1 +2+2z2 où z est tou- 
jours l’affixe de M. Construire S. 
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b. Pour quels points M, le point S est-il confondu 

avec O ? er 

c. Dans le cas où S est différent de O, tracer la 

droite (OS). Quelle conjecture apparaît, relative- 

ment au point M ? 
ER 2 Fa ; 

Démontrer que le nombre est réel, quel 

que soit 0 appartenant a[0%%27 LL 

Conclure sur la conjecture précédente. 

Pour chercher 

27 | Configurations 

Le plan complexe est muni d’un repère orthonor- 

mal direct (O ; %, d). 

On considère : 
+ un quadrilatère convexe ABCD (figure ci-dessus) ; 

+ extérieurement au quadrilatère ABCD), le point 
M, (respectivement M;,, M;,; M,) tel que le 

triangle AM,B (respectivement BM,C, CM;D, 
DM,A) soit rectangle et isocèle de sommet M, 
(respectivement M, , M; , M,). 
Démontrer que les segments [M, M] et [M,M,] 
sont orthogonaux et ont même longueur. 

Soit À, B, C trois points du cercle trigonomé- 
trique (C), deux à deux distincts. On note a, b, c 

leurs affixes respectives. 
Montrer que les points M, N et P d’affixes a +b, 
b+c et c+a sont sur un même cercle [' dont on 

donnera le centre et le rayon. 

129 | On note j le nombre complexe de module 1 et 

d’ 2T Soi : L : 
argument Es oit trois points À, B et C dis- 

tincts, d’affixes respectives a, b et c. 

1. Montrer que ABC est équilatéral direct si et seu- 
lement si a+bj+cj2=0. 
2. Montrer que ABC est équilatéral si et seulement 
Shah Po ab be Cr 0! 



EXERCICES 

- Ensemble de points 

; 1130 | Le plan complexe est muni d’un repère ortho- 
_ normal direct (O ; 4,2%). On note A le point 

d’affixe i. À tout point M du plan, distinct de A et 

d’affixe z, on associe M’ d’affixe >=. 
z—i 

1. a. Déterminer les points M du plan tels que l’on 
ait M =M. 
b. Déterminer le point B’ associé au point B 
d’affixe 1 ; déterminer le point C tel que le point 
associé C” ait pour affixe 2. 

- 2. Etant donné z complexe, distinct de i, on pose 

Z=x+iy ét z'=x" +iy avec x, x’, yet y” réels. 
a. Déterminer x” et y’ en fonction de x et de y. 
b. Déterminer l’ensemble l' des points M, distincts 
de À, pour lesquels z’ est réel. 
c. Placer À, B, B’,C, C’ et l'sur une figure (unité 
graphique : 4 cm). 
3. Soit z un nombre complexe différent de i. 

a. Montrer que z/-i= EE k 
z—i 

b. On suppose que M, d’affixe z, appartient au cer- 
cle [” de centre A et de rayon 1. Montrer que M’ 
appartient à |”. La réciproque est-elle vraie ? 

LE Le plan complexe est rapporté à un repère 

orthonormal direct (O ; 4,%) (unité graphique : 
4 cm). On note À, B et C les points d’affixes res- 

pectives 21, —1 et i. On considère l’application f 
qui, à tout point M différent de A et d’affixe z, asso- 

z+l 

2-21 
1. a. Faire une figure que l’on complétera au cours 

de l'exercice. 
b. Déterminer l’affixe du point C”, image de C par f. 
Quelle est la nature du quadrilatère ACBC” ? 
c. Montrer que le point C admet un unique anté- 
cédent par f, que l’on appellera C”. Quelle est la 

re du triangle BCC” ? 
2. Donner une interprétation géométrique du 
module et d’un argument de z” (lorsque celui-ci 

existe). 
3. Déterminer, en utilisant la question précédente, 

les ensembles suivants : 

a. l’ensemble E, des points M dont les images par A 

ont pour affixe un nombre réel strictement négatif ; 

b. l’ensemble E, des points M dont les images par ÿ 

ont pour affixe un nombre imaginaire pur non nul ; 

c. l’ensemble E, des points M dont les images 

appartiennent au cercle de centre O et de rayon a 

cie le point M” d’affixe z” tel que z’= 

x 132 | Le plan complexe est muni d’un repère ortho- 
normal direct (O ; 4, à) (unité graphique : 2 cm). 
À tout nombre complexe distinct de 4, on associe 

le nombre Z = 22 - , 
“ue 

On note À le point d’affixe 4 et on considère 
l’ensemble C des points M du plan, distincts de A 
et d’affixe z tels que Z soit réel. 
On se propose de déterminer et de construire cet 
ensemble C par deux méthodes différentes. 

1. Méthode algébrique 

a. On pose z2=x+iy et Z=X+1Y avec x, y, X et 
Voréels. ’ 
Exprimer X et Ÿ en fonction de x et y. 
b. Ecrire une équation cartésienne de C ; caracté- 
riser et construire C. 

2. Méthode géométrique 

On considère le point B d’affixe — 41. 

ee 1z — 4 LH € e 
a. Vérifier que à est réel si et seulement si le 

FA — 

nombre est imaginaire pur (on pourra 

remarquer que iz—4=1(z+4i)). 

b. En interprétant géométriquement le résultat ci- 
dessus, retrouver l’ensemble C. 

133 lon] Soit C et C’ deux cercles de centres res- 

pectifs À et A’ et de même rayon R tangents exté- 

rieurement en ©. 

À tout point M de C, on associe le point M’ de C’ 

tel que (AM, AM') => et le point H milieu de 

[MM]. 
On choisit pour repère le repère orthonormé direct 

(O ; 4, d) tel que A’ ait pour affixe a’=R. 

1. Quelle est l’affixe a de À ? 

2. Soit une mesure en radians de l’angle (4%, AM). 

a. Exprimer en fonction de R et de r l’affixe z de M. 
b. Exprimer de même l’affixe z” de M’. 

3. En déduire l’affixe de H et l’exprimer sous forme 

trigonométrique. 

4. Quel est le lieu géométrique des points H quand 

M décrit C ? 

Remarque : Cet exercice est traité par une autre 
méthode, dans le manuel de spécialité, dans 

l'exercice 44, chapitre 4, p. 131. 
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— PROBLÈMES 

134 | Le plan complexe est rapporté à un 

repère orthonormal direct (O ; ä,9) (unité gra- 

phique : 4 cm). On appelle B le point d’affixe 1 et 

M, celui d’affixe : 

21 = — tn 
1. Déterminer le module et un argument de z,. 

2. Soit M, le point d’affixe z,, image de M, par la 

, T 
rotation de centre O et d’angle 2: 

Déterminer le module et un argument de Z,. 

Montrer que le point M, est un point de la 

droite (D) d’équation y=x. 

3. Soit M, le point d’affixe z;, image de M, par 

l’homothétie de centre O et de rapport RENE 

ee 

2 
a. Montrer que Z; = (1 +i). 

b. Montrer que les points M, et M; sont situés sur 

le cercle de centre B et de rayon N2* 

4, Construire, à la règle et au compas, les points 

M,, M, et M;, en utilisant les questions 

précédentes ; on précisera les différentes étapes de 

la construction. 

135 | Le plan est muni du repère orthonormé direct 

(Ok, 0): 

Soit À, B et C les points d’affixes respectives 

QG = 4, RS PES et ET D 

1. a. Écrire b et c sous forme exponentielle. 

b. Placer A, B et C en laissant apparents les traits 

de construction. On complétera cette figure au fur 

et à mesure des questions. 

2. Montrer que le triangle ABC est équilatéral. 

3. Construire le point D, point d’affixe d= /3 +1. 

4. On nomme E l’image de B par la translation de 

vecteur OD. 
a. Déterminer l’affixe e de E. 
b. Démontrer que ODEB est un carré. 
5. On appelle F l’image de D par la rotation de cen- 

tre O et d’angle = 

a. Déterminer l’affixe f de F. 
b. Vérifier que F et D sont symétriques par rapport 

à l’axe des abscisses. 
6. Soit G le symétrique de E par rapport à l’axe des 

abscisses. 
a. Quelle est la nature du quadrilatère OCGF ? 
b. Quelle est la nature du triangle AGE ? 
7. a. Que peut-on dire des trois points À, B et E ? 

et des points À, C et G ? 
b. Justifier qu’il existe une homothétie 4 transfor- 

mant le triangle ABC en AEG et déterminer son 

rapport. 
c. Quelles sont les aires des triangles ABC et AEG ? 

Quelle vérification peut-on faire ? 
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1136 | Le plan est muni du repère orthonormé direct 

(O ; 4,0). 

L'unité graphique est 2 cm. 

On note À le point d'affixe 1 et B le point 

d’affixe 3 + 21. 

On appelle f lapplication qui, à tout point M dis- 

tinct de À et d’affixe z, associe le point M’ 

g—1+2i 

PE iTro 
1. Calculer les affixes des points O’ et B”, images 

respectives des points O et B par Je 

Placer les points A, B, O’ et B’ dans le plan. 

2. a. Calculer, pour tout complexe z différent de 1, 

le produit (z°—-1)(z-—1). 

b. En déduire que, pour tout point M distinct de À, 

on a les deux relations suivantes : 

(i) AM-AM'=2 

(ii) (, AM) + (& AM')=5 +2km, keZ. 

3. Démontrer que, si M appartient au cercle Grde 

centre À passant par O, alors M’ appartient à un 

cercle C’ dont on précisera le centre et le rayon. 

Construire C et C’. Le R 

4. a. Déterminer une mesure de l’angle (4, AB). 

b. Démontrer que si M est un point autre que À de 

la demi-droite (d) d’origine À passant par B, alors 

M' appartient à une demi-droite que l’on précisera. 

$. On appelle P le point d’intersection du cercle C 

et de la demi-droite (d). 

Placer, en le justifiant, son image P” sur la figure. 

d’affixe z’ définie par z°= 

IE Le plan est muni du repère orthonormé direct 

(O ; 4, d). 
On appelle À le point d’affixe —21. 
À tout point M du plan d’affixe z, on associe le 

point M’ d’affixe z=-223+ 21. 
1. On considère le point B d’affixe b = 3 — 21. 
Déterminer la forme algébrique des affixes a” et b” 
des points A” et B’ associés aux points À et B. 

Placer ces points sur un dessin. 
2. Démontrer que, pour tout point M d’affixe z, 

|g’ + 2il = 2|z+ 2il ; interpréter géométriquement 
cette égalité. 
3. Pour tout point M distinct de À, on appelle 8 un 
argument de z +21. 

a. Montrer que M’ est distinct de A. 
b. Justifier que 8 est une mesure de l’angle (4, AM). 
c. Démontrer que (z2+2i)(z’+2i) est un réel 
négatif ou nul. 

d. En déduire un argument de z’+2i en fonction 
de €. 

e. Qu’en déduit-on pour les demi-droites [AM ) et 
[AM') ? 
4. En utilisant les résultats précédents, proposer 

une construction géométrique du point M” associé 
à M. Illustrer par une figure. 



L-4 1138 | EE plan est rappoue à un repère orthonormal 
fi crect (0 ; & je 
4. Soit # application qui, à tout point M d’affixe z, 

associe le point M’ d’affixe z/= 22-423 2i, 
1. On appelle E, l’ensemble des points M tels que 
(M) none à l’axe des abscisses. Démontrer 
que M appartient à E, si et seulement si ses coor- 
données (x ; y) vérifient y(x—-2)=1. 
Tracer E, 

2. D une équation de l’ensemble E, des 
points M pour lesquels #(M) appartient à rise des 
ordonnées. 

Vérifier que cette équation peut s’écrire : 

(x 22 )?=5y2= 4). 

3. On se propose de tracer E,._ 

Soit g et À les fonctions définies pour tout réel x 
n’appartenant pas à l’intervalle ]0 ; 4[ par: 

g(x) = Vx(x-—4) et h(x) =—2(x). 
a. Étudier les variations de £ puis tracer sa courbe 
représentative C, dans le repère (O ; %, d). 

b. En déduire la courbe C, représentative de h 
dans le repère (O ; %,%). 

c. Justifier que E,=C, LC, 

04139 Juu au BAC| Le plan complexe est muni d’un 
repère orthonormal direct (O ; 4, vd). 

1. On veut résoudre dans C l’équation (E) : 

234+4z2+2z-28-0. 

a. Déterminer deux réels a et b tels 
l'équation (E) s’écrive (z2-2)(z22?+az+b)=0 

b. Résoudre (E). 

2. On note (H}) l’ensemble des points M du plan 
complexe d’affixe z vérifiant 22 - 4=4 - 22 

a. On note x et y les parties réelle et imaginaire de 

l’affixe z d’un point M. Montrer que M appartient 
à H si et seulement si x2-y?=4. 

b. Eh Er CL CO SE points d’affixes respectives 2, 

2495 , _3+i5 

Te que A,Bet e appartiennent à (H). 

que 

! L T 
3. Soit r la rotation de centre O et d’angle — T 

a. Déterminer les affixes de A’, B’ et C”, images 

respectives de À, B et C par la rotation r (on don- 

nera ces affixes sous forme algébrique). 

b. On note M l’image par r du point M d’affixe z. 

On note z’ l’affixe de M’. Les parties réelle et ima- 

ginaire de z sont notées x et y, celles de z” sont 

notées x’ et y’. On note (H”) l’ensemble des points 

du plan dont l’antécédent par r est un point de ( T1}: 

+ Exprimer x et y en fonction de TS ne 

- En utilisant la question 2 a, prouver que : 

M’ appartient à (H”) si et seulement si Le 

4. Faire une figure sur laquelle on placera les 

points À, B, C, A”, B'; C’, la courbe (H”), puis 

la courbe (H). 

140 | Le plan complexe est rapporté à un. 
repère orthonormé direct (O ; #, d). 

1. a. Résoudre dans C l’équation (1) : 

b. Résoudre dans C l’équation (2) : NE 

On donnera la solution sous forme algébrique. 

2. On prend pour prérequis le résultat suivant : 
pour tous nombres complexes non nuls z et z’, 

arg(zz”) = arg(z) + arg(z’) (2%). 

a. Démontrer que : 

are( à) = arg(z)— arg(z’) (2m). 

b. Démontrer que si les points P, Q, RetS d’affixes 
D'arerssonttels que P£OQetRZS,; 0ona: 

(PQ, RS)= arg[ IE (2T). 

3. Soit M, À et B les points d’affixes respectives z, 

LEE 

a. Interpréter géométriquement le module et un 

g—2 
argument de ——. 

et _ 

b. Retrouver géométriquement la solution de (2). 

4. a. Montrer, à l’aide d’une interprétation géomé- 

trique, que toute solution dans € de l’équation 
z 2 n 

( +) = i, où n désigne un entier naturel non nul 
PA — 

} “Re 5 
donné, a pour partie réelle 5: 

b. Résoudre alors dans C l’équation (3) : 

er) là) Lis 

J-F. Colonna a créé cette image à partir de la spirale d'Ulam 512 x 512 

(spirale de nombres premiers). Il a utilisé la transformation du plan 

complexe qui, à tout point d’affixe z, associe le point d’affixe z'=1/z. 

Il a ensuite appliqué sur le résultat un filtre qui a produit les couleurs. 
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Hat | Pentagone régulier 

Partie À. Un résultat préliminaire 

On rappelle que ei? = cos 6+isin0. 

1. Démontrer en utilisant cette définition que pou
r 

ous réels 0 et D. ei cel—eltt) 

2. En déduire que pour tout n de N*, (ei? 

Partie B. Construction d’un pentagone régulier 

i 2T ; 

je eir0, 

On pose w=e 
3. a. Calculer w°. 
b. En déduire que 1+w+w2+&6?+@t=0. 

4. Montrer que pour tout nombre complexe non 

nul 3, 

1 met 1e 1 
—(1+2+32+27+23")=|2+-) HT —1. 
32 AR z 

5. a. Résoudre dans C l’équation Z2+Z-1=0. 

b. En déduire la valeur de cos (2) , 

6. Le plan est rapporté au repère orthonormé 

(O ; #, 2). Soit K, A et B les points d’affixes res- 

pectives 2 ; i et w, et C le cercle de centre K 

passant par À. 

a. Déterminer une équation du cercle C. 

b. C coupe l’axe (O ; 4) en deux points H et H°3 

H désignant le point d’abscisse positive. 

Montrer que H a pour abscisse cos (2). 

c. En déduire une construction simple du point B. 

d. Achever la construction du pentagone régulier 

de centre O dont B est un sommet (expliquer et 

justifier). 

142 Fvu au BACÈEE plan est rapporté à un repère 

orthonormé direct (O ; #4, %) (unité graphique : 

2m) 

On considère les points À, B et C d’affixes respec- 

tives za =— 1 nes = NE et Zc=2. 

1. Placer ces points sur un dessin. 

7e 2B 
2. a. Vérifier que ———=e .i. 

ETC 
b. En déduire la nature du triangle ABC. 
c. Déterminer le centre et le rayon du cercle |, 
circonscrit au triangle ABC. Tracer le cercle [',. 

3. a. Établir que l’ensemble [', des points M 
d’affixe z qui vérifient 2(z + z) + 2z= 0 est un cer- 

cle de centre ( d’affixe —2. Préciser son rayon. 

b. Construire |’, . 
c. Vérifier que les points À et B sont éléments de 

5e 

4, On appelle r, la rotation de centre À et d’angle :3 

a. Quelles sont les images des points À et B par la 

rotation r, ? Construire l’image C, du point C par 
la rotation r, puis calculer son affixe. 
b. Déterminer l’image du cercle [”, par la rotation r;. 
$. Soit r une rotation. Pour tout point M d’affixe z, 
on note M’ l’image de M parret z’ l’affixe de M’. 

290 % chapitre 9 Nombres complexes 

On posera z=az+b, avec a et b des nombres 

complexes vérifiant |a| = 1 et a # 16 

On suppose que r transforme le cercle l, en le cer- 

clert ; : 2 

a. Quelle est l’image du point Q par r ? En déduire 

une relation entre a et b. 

b. Déterminer en fonction de a l’affixe du point 

r(C) , image de C par la rotation r ; en déduire que 

le point r(C) appartient à un cercle fixe que l’on 

définira. 

: Vérifier que ce cercle passe par C;. 

D On considère le cercle C de centre O et de 

rayon 1. À partir d’un point À, de C, on construit 

A, tel que le triangle OAÇA: soit direct, isocèle et 

rectangle en À, . En procédant de même, on cons- 

truit successivement les points À,;, À3; Ag» -… 

comme sur la figure ci-dessous. 

On définit ainsi une suite de points (A,)où ne N ; 

pour chaque n, l’affixe du point À, est notée z,. 

Partie À. Étude de À, 

1. Montrer que l’affixe de À, est z, = ee 20 

2. On rappelle que le point À, appartient au cercle 
C et on désigne par 0 une mesure de l’angle 

(4, OA). 
En déduire l'écriture sous forme exponentielle de 2,. 

3. Déterminer l'écriture sous forme exponentielle 

de — . En déduire celle de z,. 

Partie B. Une spirale 
Plus généralement, on peut montrer de même que, 

pour tout # dans N : 

n+l 

_l+i 
& MEET Zh- 

1. a. En déduire ES 1l en fonction de z,l = 

b. Préciser la nature de la suite (1z,) et en déduire 

que, pour ne N':| (] Sn A EN ES RE 
c. À partir de quel entier n,, tous les points À, 

appartiennent-ils au disque de centre O et de rayon 
0,001 ? 
2. On s'intéresse désormais à la longueur L, de la 
ligne brisée A,A,...A,. ; 



EXERCICES 

* 

cran tathé LÉ: 

RUE 
x 

RES sr 

ve ie 

| 1 
a. Justifier que, pour ne N, AA — (=) ? 

1 
b. Calculer, en fonction de n, la longueur 

n-1 

Ly=AoÂi +A1A+..+A, jA,= Ÿ A,A,,:. 
kR=0 

c. En déduire la limite de L, quand n tend vers 
linfini et interpréter géométriquement le résultat. 

© Suites et complexes 
Le plan complexe est muni d’un repère orthonor- 
mal direct (O ; 4, d). 

On note C le cercle de centre O et de rayon R>0 
et À le point de C d’affixe R. 
Etant donné un entier n = 2, on note r la rotation 

de centre O d’angle =. 

On considère la suite des points (M,) roade:C 
définie par la relation de récurrence M, , , =r(M;) 
et la condition initiale M, =A. 
On note z, l’affixe de M... 
1. a. Pour tout k Z 0, exprimer z,,, en fonction 
de 2,. 

L ; 22m 
b. Démontrer que z,=Re ” , pour tout kz 0 

(on fera un raisonnement par récurrence sur k pour 

montrer que fe 7 He 

c. Comparer M, et M,. 
d. Faire la figure lorsque #7 = 16 
(on prendra R=4 cm). 

2. a. Prouver que, pour tout kÀZ= 0, 

fe 
M,M:,:,=2Rsin (=) : 

b. On note L,=M,M,+M,M,+...+M,_,M, 

le périmètre du polygone régulier (M,M,M,...M,,). 
Déterminer la limite de L,, lorsque n tend vers + ce. 
SNS Ar le résultat ainsi obtenu. 

Inversion 
Ce problème peut être préparé par le TP 5 page 272. 

Dans le plan muni d’un repère orthonormé direct 

(O ; %, à) on considère l’application T qui à tout 

point M d’affixe z non nulle associe le point M’ 

daitixkez — 3 où z désigne le conjugué de z. 
ë 

On fera une figure avec pour unité graphique 1 cm 
et on la complétera au fur et à mesure de l’exercice. 
1. a. Soit P le point d’affixe 1+i. Déterminer 
Pimage P’ de P par T puis l’image P” de P’ par T. 
b. Montrer que, pour tout point M autre que O, 
TMS) = Mr 
2. Pour M ZO, montrer que : 

(OM, OM’)=0 (27). 
Que peut-on en déduire pour la position des points 
O, M et M’ ? 

3. Soit I l’ensemble des points invariants par T, 
c’est-à-dire des points M tels que T(M)=M. 
Montrer que M(z) est invariant par T si et seule- 
ment si |2| = 4. En déduire l’ensemble I. 
4 Soitiz=x+1) et 2=x0+1Vv où x, y, x” et y’ 
sont des réels. 
a. Exprimer x’ et y’ en fonction de x et y. 
b. De la question 1b, déduire que : 

A0 10% 
x 243 étety + ya 

5. On note D la droite d’équation x +y=2 et [le 
cercle d’équation x2+y2-8x-8y=0. 
a. Déterminer le centre Q de T° et son rayon. 

M'er 

M'40 

Pimage T(D) de la droite D par T. 

c. En déduire (sans calcul) que l -{O} a pour 
image D par T. 
6. Soit N le point de [ diamétralement opposé à O. 
a. Justifier par des résultats précédents que 
N'e (ON) et que N’e D. 
b. Exprimer l’affixe z,: de Q’=T(Q) en fonction 
de l’affixe z4 de N’. 
c. En déduire une construction géométrique de (Q”. 

b. Montrer que MeDe Préciser 

BR TE Re DE 
| | | | | 

EL EP AE 

Un damier transformé par inversion ressemble à une rosace. 
L'’extérieur se retrouve au milieu et 

la case centrale s'étale sur la périphérie. 
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Chapitre 

OBJECTIF 

Lire et calculer 
les coordonnées 
d’un point dans un 
repère de l'espace. 

OBJECTIF 

Mettre en œuvre 

l'expression vectorielle 
du barycentre. 

Barycentires 
Droites et plans 
de l'espace 

= Repérage dans l'espace 

On considère le cube ABCDEFGH de centre O, 

représenté ci-contre. 

Déterminer les coordonnées des points À, B, C; D H 

D, E, F, G, H et O dans chacun des repères 

suivants : 

a. (A ; AB, AD, AË) ; D 

b. (B ; BC, BA, BE) ; B 

c. (0% OÀ,OB, OC). : 

æs| 

“ Somme de vecteurs 

Soit ABCD un carré. On appelle G le barycentre du système de points pondes 

rés (Al), (Bal) (CE 2): (DS 2) eme de [AB]. 

D | à, Se 

1. Construire le point G. 

D . Pour tout point M du plan, on définit les vecteurs : 

Ü = MA + MB +2MC-2MD et V= MA-MB+2MC-2MD. 
. Exprimer Ü en fonction de MG. 

. Montrer que V est indépendant de M. 

. Déterminer l’ensemble des points M tels que : 

. Ü et V soient colinéaires ë 

. [OI = IV. g © Oo" D 
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LS 

> Activité 3 æ Représentation paramétrique 
HOE: +; 7, À) est un repère orthonormal de l’espace. OBJECTIE 

x=1-R __ Caractériser 
Pour tout réel k, on considère le point M 4 de coordonnées À y=2k analytiquement 

une droite dans l’espace. 

On nomme E l’ensemble des points M L lorsque À décrit R. 

A s Une conjecture 

1. Calculer les coordonnées des points A= M, et B=M, obtenus pour 
_k=Oet=k=1. 

2. Calculer les coordonnées des points M_, et M, et montrer qu’ils appar- 
tiennent à (AB). 

3: On considère les points C(3 ; —-4 ; -3) et D(0 ; 1 ; 0). 

Appartiennent-ils à la droite (AB) ? à l’ensemble E ? 

4. Quelle conjecture peut-on faire sur E ? 

B = Une caractérisation 

1. Montrer que pour tout réel k, AM, = kRAB. 

Qu'en déduit-on pour l’ensemble E ? 

2. a. Donner l’abscisse de M, sur la droite (AB) munie du repère (A ; AB). 

b. Quel est l’ensemble des points M, si k décrit [0 ; 1] ? [0 ; +oef ? 

CRT EN A 4 RE 

Remarque : le réel À est appelé « paramètre » du système. 

Activité 4 = Barycentre et espace 

Soit À, B, D qxaire points non coplanaires de l’espace. On nomme E le OBJECTE 

barycentre ge ; 1) et (B ; 2), G le centre de gravité du triangle ECD, I le Réinvestir les positions 

milieu de CDI. de droites et de plans 
et l’associativité 

1. a. (BI) est-elle dans le plan (AEG) ? du barycentre. 

b. (AC) et (EI) sont-elles sécantes ? PERTE 

c. (AG) et (BI) sont-elles sécantes ? On 

nomme H leur point d’intersection. 

2. a. Montrer que le barycentre L de 

EME B- 2) 1(C;S)et.(D ;3) est 
confondu avec G. 

b. Soit K le barycentre de (B;2), 

(Cr )et (De): 

Montrer que GE (AK). 

c. Montrer que H=K. 

3. En déduire AH en fonction de AG et BH en fonction de Bi. 
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1. 

Théorème 1 et 

définition 1 = 

“Propriété 1 > 

294 = chapitre 10 Barycentres. Droites et plans de l'espace 

Barycentre de n points pondérés 

A mExistence et unicité 

Soit (A, ; a); (À 5 @)5+ (A, ; 4) npoints pondérés (avec n > 2. 

dan 

Si la somme >. a; + 0 est non nulle, il existe un unique point G de 

i=1 
| 

izn 

l’espace tel que > a;GÀ, = 0. 

Da 

G est appelé le barycentre de ces n points pondérés. 

Remarques 

+ Le barycentre est indépendant de l’ordre des points. 

. Si tous les coefficients a, , 4, ;..…., 4, SOnt égaux et non nuls, G est l’isobarycentre 

des points À,, À, ;.…. AE 

-n=2, Gest le milieu de [A,A,] ; 

-n=3, G est le centre de gravité du triangle A,AA3. 

+ Homogénéité : on ne change pas le barycentre de n points pondérés en multipliant 

tous les coefficients par un même nombre non nul. 

Exemples : 

e Soit un carré ABCD de centre O. D C 

Le barycentre E de (A ; 1), (B ;-1), (0 ; 2) est défini 

par EÀ -EB +2E0=0, c'est-à-dire OÉ-> BA. E 

E est le milieu de [AD]. 

A B 

e Soit G le barycentre de (A " 2 (8 : a (c ; 21 
À 

En multipliant tous les coefficients par 12, G est aussi le barycentre de (À ; 6), 

(B :-4) et (C ; 9). 

B & Réduction d’une somme vectorielle 

Soit (A, ;a,), (A, ; a), .…, (À, 5 a,)-npoints pondérés (avec n > 1). 

1.S8i Ÿ a;#0 alors pour tout point M de l'espace, 



> DÉMONSTRATIONS 
_ sThéorème 1 

Pour tout point M de l’espace, on peut écrire en utilisant la relation de Chasles : 

LE IE MA; +2MA +..+4MA,= (a +2, +... +a,) MA: +4 A À, +...+a A À, . 
: 4 MA; +a,MA,+..+a,MA,=0 équivaut à a, A À, + + a, A ,=(a1 + &+...+ 4.) AM. 
Comme 4 +a,+...+a,#0, nous obtenons : 

2 % x] 

‘4 AM DEEE (8 AA; no An a, AA). 

? Le 1 + TR 4 Le vecteur NS dira (8: A1A,+...+a,A,A,) est déterminé par les réels a, 4,,…., a, et les points 

D De A A... A. | 

_Ilexiste donc un seul point M de l’espace tel que A, M = ü. 

Ce point M, en général noté G, est le barycentre des n points pondérés. 

æ Propriété 1 

. +Sia,+4+.…+a,#0 

à a MA, aux a,MÀ, ant z a,MÀ,= (a; sf CE] AR RLEE a,)MG + aGÀ, Cia a,GÀ, Sn Geo An a GÀ, . 

G étant le barycentre de (A; ; 41), (Ao 3 42), …, (A, 3 &n), a GA + & GA, + … + a GA, =0 d'où: 

a MA, 5 a,MÀ, 2 to an a.MA,= (a, ch CL) ÉHAETE a,)MG. 

Si 4,+4,+.….+a,=0 

Comme a, MA, + 3,MA, +. + a,MÂ,=(a, + a, +. + a,) MA, + & A À, ++ a À À, il reste : 
a MA, + 4,MÀ, +. +a,MÂ,=& A À, ++ a,AÀ,, pour tout point M, vecteur indépendant de M. 

—> APPLICATION 

ET Rédüire une somme vectorielle 
Soit un parallélépipède rectangle ABCDA’B’C'D". 

I est le centre de la face AA’D’D et K le barycentre de (B ; 1), (D’ ; 2). 

1. a. Montrer que IB + 2ID’ = IC’. D’ 

b. Calculer IB + 2ID’ en fonction de TK. ei 

DZ Que peut-on en conclure ? A’ 

C 
A 

B 

Solution 
—>+ 

1.a. ABC’D’ est un parallélogramme donc AD’ = BC’.Ilen résulte IB + 2ID’ = IB + BC’ = IC’. 

b. Par la propriété 1, IB + 2ID’ = 3IK. 

2. Delaetibontire IC’ = 31IK, donc I, K, C’ sont alignés. 
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Cm Coordonnées et affixe 

1. Coordonnées 

(OR 1,1) est un repère orthonormal du plan. 

MIAGE Soit A,,A,,...À, n points du plan, a;,a;,.…,a,n réels de somme non 

Propriété 3 

Propriété 4 = 

Propriété 5 = 

ADMIS 

296 w chapitre 10 Barycentres. Droites et plans de l’espace 

nulle (n = 2) et G le barycentre de (À; ; a); (A3 3 As (An sante 

Soit (x, 3 V1); (X2 3 V2). (x, 3 Yh) les coordonnées respectives de À,;, 

À, À, Et-ÜXG ; Ya) les coordonnées de G. Alors : 

aiXi + Xp + + a,Xy OPA TENTE ue 
RL CV a 

atat.…+ta, at+tat.….+ta, 

Remarque 

Dans un repère (0 ; 1,7, k) de l’espace, la troisième coordonnée est : 

_djZ1 + 2222 + Ann 
G = . 

ay+td+…+a 

2. Affixe 

(OF 1,7) est un repère orthonormal direct du plan. 

Soit ZA,» ZA,»- ZA, les affixes respectives de À,, À,,..., À, et Z l’affixe 

de G. Alors : ë 

diZa, + AZ, t + +a,Zza 

a +4 +.….+a 

D æ Associativité du barycentre 

Dans la recherche du barycentre de trois points A 

massifs ou plus, on peut remplacer des points dont 

la somme des masses est non nulle par leur bary- C 

centre affecté de la masse totale de ces points. 

E Conservation du barycentre 

Soit f une transformation du plan, l’image f(G) du barycentre G des 

points pondérés (A, ; a;), (À, ; a;),.…, (À, ; a,) est le barycentre de 

(f(A;) ; a;);, (J(A;) ; a), .…. (f(A,,) ; du}: 

On dit que f conserve le barycentre. 

Exemple : 

Soit ABCD un parallélogramme de centre ©. D 

L'image du centre de gravité G du triangle ABD par 

la symétrie de centre O est le centre de gravité G” du 

triangle CDB. 

A B 



| DÉMONSTRATIONS 

 m Propriété 2 
Soit (0 ; Î j) repère du plan, 

h 4 - 1; 2. .…, 4, Sont n réels (n > 2) tels que a, + 4,+...+4,#0, G étant le barycentre de (A; ; a,), (A, ; &), 
447: 2). par la propriété 1 : 

(4 +2, +..+a,)0G=a,0À; +a,0Â,+...+a OA, 
à 1 X1 + doXo + … D'où Xe = 19 22 +4nXn et y RS PRÉ RE M A 

d+4+.….+a, afhas+ira 

Lorsqu'on a un repère (0 ; j, j, k) de l’espace, on déduit de même Ze : 

| Propriété 3 
Par la propriété 2, (a, + a, +. + a,)0G = a, OÀ; + a OÀ, + + a, OÀ,. 
Soit (41 + 4, +... + dn)Z = Zn, + A2Zn, +... + anZa,» COMME 4j + 4 +... +4,40 

_ d1Za, + d22a, ++ + dnZn, 

ay +4+...+a, 

m Propriété 4 
Soit (A3 ; &), (À; ; &), …, (A, ; 4,), n points pondérés (n > 3) tels que à, + a, +. +a,#0. p de ces points, 

” avec 2<p<n-1, sont tels que la somme de leurs coefficients est non nulle, soit H le barycentre de ces p points. 

Le barycentre G de Ai : 4), (À ; &), …, (À, ; &,), étant indépendant de l’ordre des points, on peut revoir la 

numérotation des n points et de leurs coefficients de telle sorte que les p points deviennent (À; ; a,), (A, ; &), 

Lee (Aÿ a p) ; NOUS obtenons alors s par la propriété de réduction vectorielle : 

rh ee HELENE PGA )= SU .+8,)GH. 

D'où a,GA, + a,GA, +. + a,GÀ,+ ee. 1GÀ,4  Hohacn — Ô équivaut à : 

(8,+8,+..+8,)GH+a,,1GÀ it. +a,GÀ,=0. 

Posons y=241+4+...+4,, Y+4,,1+..+4,=4 +4 +...+4, donc y+4,,,+..+4,#0. 

G est donc le barycentre de (H ; y) et des (n—p) points (ÀA,,1 3 4,1), (A:6°4-)5 

—> APPLICATION 

ET Étudier des droites concourantes 
On considère un tétraèdre ABCD. I est le milieu de [AB], J le milieu de [BC], K le barycentre de 

(C'; 1) et (D ; 3), L le barycentre de (A ; 1) et (D ; 3). G est le centre de gravité du triangle ABC 

et P le barycentre de (A ; 1), (B;1),(C ; 1), (D ; 3). 

1. Montrer que P est le milieu de [DG]. 

2. Montrer que P est le point de concours des droites (DG), (IK) et ant 

œ 
Solution 

1. En utilisant l’associativité du barycentre, on trouve que P est le barycentre 

de (G ; 3) et (D ; 3), donc le milieu de [DG]. 

2. En utilisant l’associativité du barycentre, on trouve que P est le barycentre 

de (1;2)et(K ; 4). Il est aussi le barycentre el 2 EE (LEE) : 

Il est donc situé sur les droites (IK) et (JL). 

Par 1, P est le milieu de [DG], il est donc aussi sur la droite (DG). 

Conclusion : P est situé sur les droites (IK), (JL) et (DG), distinctes 

deux à deux. C’est donc le point de concours de ces trois droites. 



2. Caractérisations barycentriques 

A s Droite et segment 

À et B sont deux points distincts de l’espace. 

+ L'ensemble des barycentres des points À et B est la droite (AB). 

+ L'ensemble des barycentres de (A ; a) et (B;b),;oùa+bz0etaet 

b de même signe, est le segment [AB]. 

Exemples : 

+ Soit M le point de (AB) tel que AM=- 1.5AB, M est le barycentre de (À ; 5) et 

(Ba 3) 

a NU 

M A B 

e Le barycentre G de (A ; 1), (B ; 2) estun point du segment [AB] : 

A G B 
——————— 

B m Plan et triangle 

Soit À, B, C trois points non alignés de l’espace. 

« L'ensemble des barycentres des points pondérés (À ; a), (Bb); 

(C ; c) avec a, b, c décrivant R tels que a + b + c z 0 estle plan (ABC). 

+ L'ensemble des barycentres des points pondérés (À ; a), (B ;b), 

(CE ; c), avec a, b, c, réels de même signe et de somme non nulle, est la 

réunion de l’intérieur du triangle ABC et de ses côtés. 

Exemple : Triangle RVB 

On considère un triangle équilatéral ABC, de côté égal à 1. 

Par un point M intérieur au triangle, on trace les parallèles aux côtés. On obtient ainsi 

trois triangles équilatéraux de côtés respectifs a, b, c comme sur la figure ci-contre. 

Alors M est le barycentre de (A ; a), (B ; b) et (C ; c). 

En effet, C.MB,A, C,MAB, A;MB,C sont des parallélogrammes donc : 

a+b+c=1et 

aMA + bME + cMC = a(MC, + MB.) + b(MC, + MA) + c(MA, + MB). 

MC, =cCÀ, MB,=bBÀ, MC;=cCB, MA, =aAB, MA, = aAC ; ( 

MB, = bBC. 

D'où : 

aMA + bMB + cMC = acCÀ + abBÀ + bcCB + baAB + caAC + cbBC=0. 

Ce triangle est le triangle équilatéral de couleurs utilisé par Young puis Forbès et Maxwell pour représenter 
les couleurs obtenues en mélangeant trois couleurs primaires, ici bleu (B), vert (V) et rouge (R). 
Chaque point M représente une couleur composée de trois masses placées aux trois sommets et de valeurs 
égales aux côtés des triangles équilatéraux obtenus par le tracé des parallèles passant par M. 
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À: 

“; 4 

L: 4 2 _ # 1 7 

_ æ Propriété 6 

+ Caractérisation barycentrique de la droite (AB) LR TNT LE Le 

> DÉMONSTRATIONS 

_ Soit a, b deux réels tels que a+bZ0 et M barycentre de (A ; a), (B : b), alors Ame AB, donc Me (AB). 
; a+b 

Réciproquement : soit M e (AB), alors il existe un réel {tel que AM = fAB. 
Il en résulte AM = {AM +MB), c'est-à-dire O=(1-#MA+1ME avec (1-H+t#0 donc M est barycentre de 

(A ; 1-b, (B 3 1 

+ Caractérisation barycentrique du segment [AB] 
er 

. Soit a et b deux réels de même signe tels que a+ b40 et M barycentre de (A : a), (B ; b). 

Alors AM = re AB. aet b étant de même signe, a, bet a+ b sont de même signe et O < _—. < 1, donc M est 

un point du segment [AB]. É 

Réciproquement : soit M un point du segment [AB], alors il existe un réel t tel que AM=tAË, avec O<t<1. 
Comme dans le cas de la droite (AB), M est le barycentre de (A ; 1-H,(B:1.0<t<1,doncO0<1-t. 

M est donc le barycentre des points À et B affectés de coefficients de même signe. 

m Propriété 7 

+ Caractérisation barycentrique du plan (ABC) 

À, B, C sont trois points non alignés. Soit a, b, c trois réels tels que a+b+c20 et M le barycentre de (A ; a), 

(BSD) en(C 0). 

Alors par la propriété 2 (a+ b+ c)AM = bAB + cAC. Comme a+b+c#0, AM= 
M est un point du plan (ABC). 

Réciproquement : soit M un point du plan (ABC) alors il existe des réels « et B tels que AM = aAB + BAC. 
Il en résulte (1 — à - B)MA + aMB + BMC=0. 

(1-a-B)+a+B=1, donc (1-a-B)+a+BÆ#0 et M est barycentre de (A ; a), (B ; b) et (C; c), avec 

dla pl b=a et cp 

Conclusion : le plan (ABC) contient l'ensemble des barycentres des points À, B et C et tout point du plan (ABC) est 

barycentre de A, B et C. Le plan (ABC) est donc l’ensemble des barycentres des points A, B et C. 

DR NC AC, donc 
a+b+c a+b+c 

e Caractérisation d’un triangle. Voir exercice n° 81, page 318. 

—> APPLICATION 

FATTCE] À, B, C sont trois points non alignés. a, b, c sont trois réels tels que a + b + c # 0 avec 

4 0. b<0,c> 0.et ble ce 

Dans quelle région du plan (ABC) est situé le point M ? 

Solution 

M, étant le barycentre des trois points non alignés À, Bet C, A ; 

est d’après la propriété 7 un point du plan (ABC). 

b+cÆ0 car |bl <c, désignons par N le barycentre de % 

(B ;b) et (C ; c). Comme b et c sont de signes contraires, N 

est à l'extérieur du segment | BC] sur la demi-droite [ Cu ), por- 

tée par la droite (BC), car lb] < c. 

Par lassociativité du barycentre, M est le barycentre de (A ; a) et (N ; b+c).Onaa> 0 et b +c>0 

car c > O et |b| < c. M est donc un point du segment [AN]. Il en résulte que M est à l’intérieur de la 

bande délimitée par les deux demi-droites parallèles [ Az) et [Cu) à droite du segment [AC]. 

B (e N 



3. Représentation paramétrique 
La 

LA A A 
es A cn k 

L'espace est rapporté à un repere orthonormal (O ;2,7,R). 

AONHACERAIS Soit Xo> Yo Zo > b et c des réels donnés avec a b, c non tous nuls. 

définition 2= 
x=xp+at 

L'ensemble des points M de coordonnées 43 = Yo + bt (te R) est à 

= 20 cu CC 

droite D passant par A(xs 5 Yo; Z0) et dirigée par le vecteur 

u(as"0cC): 

Ce système d'équations est appelé une représentation paramétrique de D. 

Remarques 

+ À chaque réel r, appelé paramètre, correspond le point M tel que AM=tüû ;ainsit 

est l’abscisse du point M sur la droite de repère CAGAT. 

+ Une droite n’a pas une unique représentation paramétrique. 

Chaque choix d’un repère (A ; 4) sur la droite correspond à une représentation 

paramétrique. 

Exemples : 

1. La droite D passant par A(O ; 1 ; -1) de vecteur directeur HÉROS NE TOUT 

x=-t 

représentation paramétrique (1) 4y=1+2t (te R). 

Z=-1 +15 

xX=2=?21 

2. La droite A de représentation paramétrique (2) 4y=-3+4t (te R) 

z=-4+3t 

est la droite passant par B(2 ; -3 ; -4) et de vecteur directeur ÿ(-2 ; 4 ; 3). 

On remarque que ÿ=2ù donc D et À sont parallèles. 
De plus, B correspond au paramètre t=-2 dans (1) donc B appartient à D. 

On en déduit que D et A sont confondues. 

Dans la représentation paramétrique (1) associée au repère (A ; à), 

B a pour paramètre t=-2 ce qui signifie que AB=-2ü ; 

mais dans (2) associée au repère (B ; ÿ), B a pour paramètre t=0. 

Remarque F 

De manière analogue, on obtient une représentation paramétrique d’une droite 

dans le plan muni d’un repère (O ; 7 nie 

x=-2+1 

y=3-2t 

passant par A(-—2 ; 3) et de vecteur directeur #(1 ; -2). 

Par exemple, (1€ R) est une représentation paramétrique de la droite 
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= Propriété 87 le 
| Soit (0; L 1. K) ‘un repère de l’espace, ü(a ; b; c) un Éd non nul et A(x, ; Yo ; Zo) Un point de l'espace. 

Soit (d) la droite passant par AC i Jo : Zo) et de vecteur directeur ÿ. 

Me y ; Z) est un point de la droite (d) si et seulement si il existe un réel {tel que AM = fü avec : 
| F4 AMGX-X5:Y-YoiZ-29) et tüta:tb;to). 

L'égalité AM=#ÿ, te R, équivaut à : 6 

" 

X=Xp+at Dre 

Y=Yo+bt, tek. 

Z=Zo+ct 

— APPLICATION 

L’espace est rapporté à un repère orthonormal (O ; 1, 7, À). 

1. Donner une représentation paramétrique de la droite (d) passant par A(O0 ; 1 3-1) de vecteur 
directeur 4#(— 1 ; 2 ; 1,5). 

—1-MDt 

2. Déterminer la droite À dont une représentation paramétrique est 4 y = 4:,t1e R. 

2 

Est-elle parallèle au plan (xOy) ? 

Solution 

Ni 

1. (d) a pour représentation paramétrique 4 y = 1 +21,1e KR. 

& = = Lot 1,55 

2. La droite À est la droite passant par le point de coordonnées (1 ; 0 ; 2) et dont un vecteur direc- 

teur est le vecteur 2(2 ; 4 ; O) ; elle est incluse dans le plan équation z = 2, donc parallèle au 

plan (xOy). 

Méthode 

Traduction analytique Traduction 

barycentrique 
Traduction 

vectorielle 

M appartient à la droite (AB) si et seulement si 

il existe un réel r tel que l’espace étant rapporté à un | il existe un réel t tel que M 

AM=1tAB. repère (O ; i,J,k) , il existe | soit barycentre des points 

un réel t tel que pondérés 

X=X) +14 (APE) (B; 7) 

Y=Y0 + tb 

2= 20 LC 

avec A(Xo 5 Vo 5 Z0) » 

AB(a:b:x)-et 
M{x ;y;2). 

voir aussi exercices n° 32, 33, 34 
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1. Alignement et intersection de plans 

OBJECTIF : Utiliser l’homogénéité et l’associativité du barycentre. 

ABCD est un tétraèdre. Les points E et F sont définis respective- A 

ment par BE = £ BD et AF = : AC. Iest le milieu de [EF]. 

1. a. Montrer que E et F sont respectivement les barycentres de 

(BL) (D5 2) ERA 22) CCD 

b. En déduire que, pour tous réels a et b non nuls, E et F sont 

respectivement barycentres de (B ; 3a);, (DS 24) en(A%20) 

(OST) 

2. a. Montrer que I est barycentre de (E ; 5a) et (F3 2)isret 

seulement si 5a = 3b. 

b. En déduire que I est barycentre de (À ; LOCBAON RCE CD E LOUE 

3. Soit J le barycentre de (A ; 10), (B ; 9) et K le barycentre de (€ ; 5), (D ; 6). 

B 

a. Montrer que les plans (ABI) et (CDI) sont sécants. 

b. Montrer que I, J et K sont alignés. 

c. En déduire la droite d’intersection des plans (ABI) et (CDI). 

g 2. Barycentre : constructions et lieux 

OBJECTIF : Utiliser l’homogénéité et l’associativité du barycentre, l'appartenance à un plan, à une droite, à un 

segment. 

On considère un cube ABCDA’B'C'D”. A' 

I est le centre de la face A’B’C’D”. 

Soit un réel m et G,, le barycentre des points pondérés B' 

(BE mm) (CT; 4m) (D En) (BE rOSN0 7 

1. a. Justifier l’existence de G,, pour tout réel ". 

b. Reproduire la figure et placer G,, G;,, G, et G,. D 

2 

. Montrer que G,, appartient au plan (BA”C”). e 

D ND «Soit G, le barycentre dés points (B°;: 1) (CS 24) (CDS 1 

[ss . Montrer que pour tout réel "m non nul, G,, est barycentre des points B et G.. 

b. Déterminer l’ensemble des points G,, quand » décrit R. 

c. Quel ensemble doit décrire m pour que G,, décrive le segment [BG] ? 
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TP 
: 3. Intersection de droites 
| et de plans de l’espace 

OBJECTIF d Étudier l'intersection de deux droites, d’une droite et d’un plan par l'utilisation des représentations 
paramétriques. 

ABCDEFGH est un cube d’arête égale à 1. Onnotel et J les milieux respectifs des segments [AB] 
et [CG]. On prend pour repère orthonormal de l’espace le répère (A ; AB, AD, AË). 

1. a. Reproduire la figure et la compléter au fur et à mesure. 

b. Donner les coordonnées des huit sommets du cube et des points I et J. 

c. Écrire une représentation paramétrique des droites (BH) et (IJ). 

d. Étudier l'intersection de ces deux droites. 

2. Soit L le point d’intersection du plan (FIJ) et de la droite (BH). 

a. Justifier l’existence de réels À et 1 tels que FL = ÀFÏ + pF]. 

Montrer que les coordonnées (x ; y ; z) du point L sont : 

ET ete ee x = 1 — 5 D 

b. En utilisant les questions 1c et 2a, déterminer les coordonnées du point L. 

3. a. Écrire une représentation paramétrique de la droite (FL). 

b. Déterminer les coordonnées du point d’intersection des droites (IJ) et (FL), que l’on notera P. 

c. Montrer que P est le centre de gravité du triangle ABJ. 



a 4. Utilisation de Geoplan-Geospace 
OBJECTIF : Placer le barycentre de trois points non alignés A, B, Cen fonction des masses respectives de chacun 

des trois points. 

A. æ Situation 
On dispose de trois récipients À, B, GC de contenances respectives 8, 5 et 3 litres. Le premier est 

plein, les autres vides. 

En versant de l’eau d’un récipient dans un autre (sans perdre la moindre goutte), peut-on obtenir 

4 litres exactement dans l’un des récipients ? 

1. Effectuez quelques versements et donner l’état des récipients à chaque étape. 

2. Essayez d’obtenir 4 litres (en pas plus de 2 fiutes à 

Si vous les avez obtenus, cherchez une autre façon d’arriver au résultat. 

B. = Méthode 
On se donne un triangle équilatéral ABC. La situation où À, B et C contiennent 

a, bet c litres est repérée par le point M barycentre dettATu) (BTE D): (GC; c): 

1. Soit M le barycentre de (A ; a), (B;b),(C;c). 7 

Exprimer AM en fonction de AB et AC. 

Faire un dessin sur papier (côté du triangle : 16 cm) pour : a = 5, DES C0 

45, b= 0, c-,3:a DER CNIT 

2. Soit E le barycentre de (B ; b), (€ ; c), soit F le barycentre de (GS c) :(AS'a)tet Gilèbans 

centre de (A ; a), (B ; b) lorsqu'ils existent. 

Dans chacun des cas précédents, placer E, F, G. 

3. Avec le logiciel sont affichées les valeurs de a, b, c. On note Mabc le point barycentre de (A ; a), 

(B ;b),(C ; c). Le point de départ est le point M521. Appuyer sur la touche B pour piloter b au clavier. 

Comment se déplace le point M quand on modifie b ? 

a. Revenir au point M521. Appuyer sur la touche C pour piloter c au clavier. 

Comment se déplace le point M quand on modifie c ? 

b. En faisant varier b et c, observer les positions prises par M à l’intérieur du triangle. 

4. Justifier les observations précédentes. 

5. Les touches suivantes permettent de simuler le versement d’un récipient dans un autre. 

MOUCHE verser À dans B ; verser À dans C ; "touché 3°" verser B dans A ; 

MOUCHE verser B dans C ; Mtouché 5" verser C dans A ; ktouche 6%" verser C dans B. 

En simulant différents versements à partir de différents points, déterminer quel trajet peut effectuer le point 

M lors d’un versement (on pourra matérialiser la Zone des points M possibles en appuyant sur la touche P). 

6. Justifier ces observations. 

7. En déduire une solution. Y en a-t-il d’autres ? 
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DS re à 

TR DRE: A D « 

a —_— — ——— —— —————————— pe A 

El Soit À, B et C trois points non alignés. 
1. G est le barycentre de (A ; 2)! (BAR CECS3 3)! 
Montrer que la droite (AG) coupe la droite (BC) en L barycentre de (B ; 1), (C ; 3). 
2. a. H est le barycentre de (A ; 2), (B ; 6), LOS 
Montrer que la droite (AH) est parallèle à (BC) 
b. Montrer que B, G, H sont alignés. 

3. Cas général 
On suppose maintenant que G est barycentre de (A ; a), (B ; B),{C ; y) avec a+B+y20. 
. que si B+7yÆ0, la droite (AG) coupe la droite (BC) en L barycentre de (B ; GB), 

5 Y). 

_b. Montrer que si B +y=0, la droite (AG) est parallèle à (BC). 

LP -otlbarycentre de (B;:1),(C:3);1estün point de la droite (BC). 

D’après l’associativité du barycentre, G est le barycentre de (A ; 2), (L ; 4). 

Donc L est aussi un point de la droite (AG). 

L est donc le point d’intersection des droites (AG) et (BC). 

2. a. 2HA - 3HE + 3HC =0 équivaut à 2HA + 3BC = 0, c’est-à-dire AH-; BC: 
Donc les droites (AH) et (BC) sont parallèles. 

b. Comme G est barycentre de (A ; 2), (B;1), (C ; 3) et en remarquant que B est barycentre de 

(B: 3); (B 4), on peut écrire que G est barycentre de (A ; 2), (B ; 3), (C ; 3), (B ; 4) d’après 

la propriété du barycentre partiel. 
Il en résulte que G est barycentre de (H ; 2), (B ; 4). 

Donc les points B, G, H sont alignés. 

3. a. Soit L barycentre de (B ; B), (C ; y), L est un point de la droite (BC). 

D’après l’associativité du barycentre, G est le barycentre de (A; a), (L;fB+7y). 

Donc L est aussi un point de la droite (AG). 

L est donc le point d’intersection des droites (AG) et (BC). 

b. Comme B+y=0, aGA + BGB +yGC = 0 équivaut à aGA+BGB-BGC=0, c’est-à-dire 

AG=-P BC soit AG=7 BC car a #0 puisque a+B+y=aeta+B+y#0. 
œ a 

Donc les droites (AG) et (BC) sont parallèles. 



FA L'espace est muni d’un repère orthonormal, on considère quatre points non coplanaires 

A(1:2:2),B(1:0;0), C(2;2:2) et D(2;-3:0)- 

Soit les Dole I milieu de [AB] ; Gisobarycentre de À, B, Cet D ; J barycentre de (A2) Cr) 

et K barycentre de (B ; 1), (D ; 2) 

Les droites (IG) et (JK) sont-elles sécantes ? 

*_ Cherchons un système d'équations paramétriques de (1G). À (1; 23 2) 

1 
D’après la propriété 2, I(0 ; 1 ; 1) et c{1 0 1). 

Par suite TG {1 : 2 : 0). 4 3: 

HASSORINOE 4IG) est donc un vecteur directeur 

de (IG). 

Un système d’équations paramétriques de (1G) est : 

x=4t 

y=1-3:,teR. 

Sal 

+ Cherchons de même un système d’équations paramétri- D (2;-3;0) 

ques de (JK). 

ROM ui ee. 
AJ=7 AC, d'où J(3 : 2: 2). 

ER -° BD, d’où K(1; 2;0)et R(-5:-4:-2). 

Donc (151058) (d=-4JK) est un vecteur directeur de (JK). 

x=1l+R 

Un système d’équations paramétriques de (JK) est 4 y =- 2+16k,kEeR. 

EUR 

+ Si les droites (IG) et (JK) se coupent, les coordonnées (x ; y; z) de leur point d’intersection 

X—4t 

VUS 

vérifient le système + (Se 
x=1+kR 

y=-2+16k 

F0 

La troisième et la sixième équation de (S) donnent k = : à 

Ce résultat utilisé dans la première et la quatrième équation donne = 5 : 

= 2° utilisé dans la deuxième et la cinquième équation, donne 1 = : s 

On obtient deux valeurs différentes de r ce qui est impossible. 

Donc (S) n’a pas de solution. 

Conclusion : les droites (IG) et (JK) ne sont pas sécantes, comme elles ne sont pas non plus paral- 

lèles (vecteurs directeurs non colinéaires), ces deux droites sont non coplanaires. 



EXERCICES RES 
re 

= 
D - 

" 
; E Soit A,Bet C trois points non alignés du plan (P). 
» D désigne le milieu de [AC], C’ le milieu de [AB] et D le barycentre de (A ; 3), (B ; 2). 
D Soit I le barycentre de (A ; 3), (B.; 2), (C: BA 

is Montrer que I est barycentre de (B’ ; 1), (C’ ; 2) et également celui de (DS SAC) 
En déduire que I est le point d’intersection des droites (B’C’) et Werni 
2. La droite (AI) coupe la droite (BC) en E. 
Déterminer la position de E sur la droite (BC). 

3. B et C restent fixes. Le point A se déplace dans le plan (P), le segment [AE], où E est le point 
défini dans la question 2, conservant une longueur constante. 
Déterminer les lieux géométriques des points I et D. 

1. En utilisant l’associativité du barycentre aux points I et D, on déduit directement que I est barycentre 

de (D ; 5), (C ; 1) et donc que I est sur la droite (DC). 

En remarquant que l’on peut écrire : 

mhiestharmyeentrede(As2))(B:;32)1(A ;:1),.(C ; 1) 

à + B’est barycentre de (A ; 1}, (C ; 1) 
“Cest barycentre de (A ; 2), (B ; 2) 
et en utilisant les barycentres partiels, on déduit que I est barycentre de (B’ ; 2), (C’ ; 4) puis de 

(B:;.1).-(C°:;2)et que I est:sur (B’C°). 
En résumé, I est sur (DC) et (B’C”’), c’est donc leur point d’intersection. 

2. Soit À l’homothétie de centre A et de rapport 2. I est barycentre de (B” ; 1), (C’ ; 2) d’après 1. Donc 

h(1) est barycentre de A(C”) = B, affecté du coefficient 2 et de h(B’) = C, affecté du coefficient 1. Donc 

h(1) est sur (AI) et (BC), soit A(I)=E. 

Il en résulte que E est barycentre de (B ; 2)et (C ; 1). 

3. On note KR la distance constante AE, A décrit 

donc le cercle (C) de centre E et de rayon R privé de 

ses points d’intersection M et N avec la droite (BC). 

En utilisant l’associativité du barycentre, on peut 

écrire que I est barycentre de (A ; 3), (E ; 3), 

c’est-à-dire que I est le milieu de [AE], soit 

Ei-; FA. 
Considérons l’homothétie k’ de centre E et de 

rapport ; , alors I = k’(A) et donc I décrit l’image 

de (C) privé de M et N par #’. 

I décrit donc le cercle (C’) de centre E et de 

rayon à privé de M’ = h’(M) et de N’= #"(N). 

D'autre part, on sait que I est le barycentre de 

EDS)" C 1) donc ci-? CD et par suite 

cD-? Ci. 

Soit k” l’homothétie de centre C et de rapport ; , D décrit l’image de (C’) privé de k’(N) et (M) par 

” … PE 6 —— 3R Ge > 

h”, c’est-à-dire le cercle (C”) de centre F=# (E) (soir GE 5 CE) et de rayon C: privé de 

M”=h"(h"(M)) et de N° =#%”"(}"(N)). 

… voir aussi exercices n° 9, 59, 76. 
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EXERCICES 

— EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

BEA CE LE gene + 

El A et B sont deux points distincts du plan. 

Construire les points suivants : 

a. C barycentre de (A ; -5) et (B52): 

b. D barycentre de (A ; 2) et (B ; -3) ; 

1 
c. E barycentre de (a s ;) et (B É 1) 3 

d.F barycentre de (A; m) et (B ; -3m), avec 

m #0. 

2| A, Bet C sont trois points du plan. 

Dans chaque cas, écrire C comme barycentre des 

points AetB: 

2 CA 2CE- 0, 
b.BA+2BC-0: 
c. AB-3BC+5AC=0. 

E Soit À, B et C trois points non alignés du plan. 

Construire les points suivants : 

a. D barycentre de (A ; 2), (B ; 3), (C ; 1) ; 

b. E barycentre de (A ; -2), (B ; 3), (Gr hrs 

c. F barycentre de (A ; -2),(B ;-3), (C ; 1) ; 

1 1 1 
d. G barycentre de (a 2 -;) (8 ë -;) fc s &) 

[4 | Soit À, B et C trois points du plan. 

Exprimer C comme barycentre de A et B dans cha- 

cun des cas suivants : 

1 2AC+A4Gb 0. 
b. 3AC +4AB=0 ; 
C1BC 2AbB 5AC, 

[5 | Soit D le barycentre de (A ; 3),(B ; -2),(C ; 1). 
1. Déterminer des coefficients qui permettent de 

considérer À comme barycentre de B, C et D. 

2. De même, écrire B comme barycentre de A, C et 

D, puis C comme barycentre de A, B et D. 

lé. Soit À, B, C et D trois poins de l’espace tels que : 

AB + 2AC + 3AD =4BD. 
Exprimer successivement chacun de ces quatre 

points comme barycentre des trois autres. 

KA ABC est un triangle rectangle isocèle en A. 
Déterminer trois réels a, b et c pour que le point D 

barycentre de (A ; a), (B ; b), (C ; c) soit tel que 

ABDC soit un carré. 

E ABCDS est une pyramide régulière de base car- 
rée ABCD. On note O le centre du carré et I le 

milieu de [SO]. 

Déterminer cinq réels a, b, c, det s pour que I soit bary- 

centre tee) NC; c) (Dr 4) (555) 
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[9 | Soit ABCD un parallélogramme du plan. On 

considère l’application f du plan dans lui-même qui 

à tout point M associe le point M' défini par : 

M' est le barycentre des points pondérés (A ; 1), 

(B22), (0:23), 2) (Me Se 

1. Soit I défini par AÏ = : AB et G l’isobarycentre 

de I, C et D. Montrer que M’ est barycentre des 

points G et M. 

2. Reconnaître f. 

Déterminer l’image de la droite (AB) par f. 

Ho ABCD est un tétraèdre. Soit G l’isobarycentre 

de À, B, Cet D;etI et J les milieux respectifs de 

[AD] et [BC]. 

1. Montrer que G est le milieu de [1J]. 

2.On considère H le centre de gravité du 

triangle BCD, exprimer G comme barycentre de H 

ELA: 

M1] Soit ABCDEFGH un parallélépipède rectangle 

de centre ©. 

Soit K le centre de la face BCGF et L le barycentre 

dé (LCI OU) UE EEE 
Montrer que O, K et L sont alignés. Quelle est la 

position de K sur le segment [OL] ? 

12 Soit un triangle ABC. I est le milieu de [BC] et 
E le symétrique de À par rapport à B. G est le bary- 
centede (A:-1l), (B:2)er(C52); 
1. Montrer que G appartient à (AI). 
2. Déterminer des réels a et b tels que E soit bary- 
centre de (A: a) et (B:0)- 

En déduire que C, G et E sont alignés. 
3. Construire G. 

13] ABCD est un tétraèdre, I est le milieu de [ AB] 

et J le milieu de [CD]. 

1. Construire G l’isobarycentre de ABCD. 

2. Déterminer l’ensemble (E) des points M de 

l’espace vérifiant |MÀ + MB| = |MC + MD|. 

Le point G appartient-il à (E) ? 

3. Déterminer l’ensemble (F) des points M de 

l’espace vérifiant |MA + MË| = |MC - MD|. 



EXERCICES 

H14| EME Soit A,, A,, …, A, npoints du 
Dénes ts js .…, a, nréels de somme non 
nulle (nZ=2). Le barycentre G de (Aa), 
ENST a8),276 (À, ; a,) est alors défini par : 

1=n 

t=1 
1. Montrer que pour tout point M de l’espace : 

SA in 

SAME D MG 
il td 

2. Soit À, B, C trois points non alignés et I le milieu 
de [BCI. 

a. À l’aide du résultat du 1 et d’un barycentre bien 
choisi, réduire la somme : 

2MÀ +3MB-4MC. 
b. Déterminer l’ensemble des points M de l’espace 
tels que les vecteurs : 

ü = 2MA +3MB - 4MC et 3=2MÀA-MB-MC 
soient colinéaires. 

ÊE soit ABC un triangle, on note I, J et K les 
milieux respectifs de [AB], [AC] et [BC] ; Gle 

centre de gravité de ABC et H le milieu de [I]J]. 

Soit M un point de l’espace. 

A 

B K (@ 

Réduire les sommes suivantes : 

a. MA+MB+MC ; b. MI+M]J+MK ; : 

c. Mi+MjÏ+2HK ; d.2MH+MK-3MG. 

ET] 1. Soit un triangle ABC et A’, B’, C’ les 
milieux respectifs des segments [BC], [CA] et 

[AB]. 
a. Par la propriété d’associativité, justifier que les trian- 

gles ABC et A’B’C” ont le même centre de gravité. 

b. Déterminer V = AA’ + BB’ +CC. 

2. ABC et PQR sont deux triangles de centres de 

gravité respectifs G et H. 

a. Pour tout point M du plan réduire : ; 

MÂ + MÉ+MC et MP+MQ+MR. 

b. En déduire que G=H si et seulement si : 

AP+BQ+CR=06. 

ETS On considère un tétraèdre ABCD 
ainsi que les points I, J, K et L définis par : 

I est le milieu du segment [AB], K est le milieu du 

segment [CD], AL =; AD et Bj=; BC 

Soit G'le barycentre de (A3), (B15), (CSD); 

(D; 
1. Déterminer le barycentre de (A ; 3), (D ; 1) et 

Jébarycentre def Bi) C1) 

2. En associant les points À, B, C et D de deux 
façons différentes, montrer que les points G, I, J, K 

et L sont coplanaires. 

Nouvelle-Calédonie, décembre 2001. 

18] Vrai ou faux 

Soit IJK un triangle rectangle-en I. O est le milieu 

de [TK], G le milieu de [OI]. I” est le symétrique 
de I par rapport à O. A tout point M, on associe les 

points P et Q définis par : 

MP=-2MIi+M]J+MRK, 

MQ=2Mi-Mj-MK. 
A Crésrilebanveentre de (LS 2): 0]; LACS DE 

B. GP=3MG. 
C. MG =4Gi. 
D. Si M décrit le cercle circonscrit à IJK alors P 

décrit ce même cercle. 

E. Si M décrit le cercle circonscrit à IJK alors Q 

décrit ce même cercle. 

Source : ESIEE 2001. 

Coordonnées 

L'espace est rapporté à un repère (O ; 7, ). 

Pour les exercices 19 et 20, calculer les 
coordonnées du barycentre G. 

19 les ponts AQU 1 B@T1;:71";:10) et 

COTIDEMIE 

4. Gbarycentre de (A: 1), (BP; 2), (6:23) 

b. G barycentre de (A ; -3),(B; 1) et (C ; 1). 

ET] Soit les points A(1:13;1), B(2;1:0), 
CPEOESNELDCLZ 2551). 

$) 
G est le barycentre de (a È 5); CHÉEALIES fc e -) 

etED 4) 
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EXERCICES 

Le tableau suivant donne les résultats obtenus à 

partir de 10 essais de laboratoire cherchant à lier 

la charge de rupture d’un acier à sa teneur en car- 

bone. x, et y; (1=1,2,.…, 10) représentent res- 

pectivement la teneur en carbone (en %) et la 

charge de rupture (en kg) pour un même essai 1. 

a [rofsofes[eslée[es]62[70/74/ 62) 
Ca enr fra ju [ee sfr 
1. Dans un repère, représenter les 10 points 

M;(x;;y;), on prendra 1 cm pour une unité en 

abscisse à partir de la valeur 60 et 1 cm pour 2 kg 

sur l’axe des ordonnées à partir de 70. 

2. On veut trouver une droite passant le plus près 

possible des 10 points pour pouvoir faire des esti- 

mations. 

a. On note G, l’isobarycentre des cinq points de 

plus petites abscisses et G;, lisobarycentre des 

cinq autres. 

Calculer les coordonnées des points G, et G, puis 

déterminer une équation de la droite (G;G;). 

b. En utilisant comme relation entre x et y l’équa- 

tion trouvée à la question 2a, estimer la teneur en 

carbone d’un acier ayant une charge de rupture de 

92 Kg. 

Remarque : la droite (G,G,) est appelée droite 

de Mayer de l’ensemble des points M;. 

[22| Trapèze et barycentres 

On considère dans le plan un trapèze ABCD. 

Les droites (AD) et (BC) se coupent en I avec 

ADI cube lCIRer lestdroiesAtAGIEET 

(BD) se coupent en J. K est le milieu de [AB] et 

L le milieu de [CD]. On va montrer l’alignement 

des points I, J, K et L. 

il 

E D 

1. Montrer que À est le barycentre de (I; 1), 

(D a) où 4 5 Montrer de même que B est 

lebarycentre de(I141)s. (C5 a)" 

2. a. Montrer que J est le barycentre de (I ; 1), 

(ON a ) ee DEfa)T 

b. Montrer que la droite (IJ) passe par L. 

3. a. Montrer que K est le barycentre de (I ; 2), 

(EC ; a), (D; a). 
b. Montrer que la droite (IL) passe par K. 

Indication : on pourra utiliser que (I ; 2) est le 

baryeentre de (le ie 0hr "10 
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Equations de droites | 

Pour les exercices 23 à 34, l’espace est rap- 

porté à un repère orthonormal (0 ;:,7,hk). 

Donner un système d’équations paramétriques 

des droites de repères (O ; 115 (0%: 1) EL OS) 

qui sont les axes du repère (Os 1, 3, R). 

[24 Écrire un système d’équations paramétriques 

de la droite passant par le point A(1 ; —2 ; 3) et de 

vecteur directeur Z4(1 ; 5 ; -4). 

FT Écrire un système d’équations paramétriques 

de la droite passant par les points A(—2 ; 5 ; 4) et 

B(3:0;=6). 

F1 Soit léstpoints AU 2658) BTS 0er 

CET SEA) 

1. Déterminer une représentation paramétrique de 

la droite (AG) où G est le centre de gravité du 

triangle OBC. On désignera par 1 le paramètre. 

2. Quelle est la valeur de z associée : 

CR VE 
b. au milieu I de [AG] ? 
c. au symétrique H de I par rapport à À ? 

EH] Une droite (d) admet pour système d’équa- 

tions paramétriques : 

XP TO 

y=-1l+1,1eR. 

2127 

Donner un vecteur directeur de cette droite et deux 

points distincts lui appartenant. 

F] Une droite (d) admet pour système d’équa- 

tions paramétriques : 

RE =; 

y=-2 . te R. 

g=—3 +21 

Donner un vecteur directeur de cette droite et deux 

points distincts lui appartenant. 

[29] On considère les 

BUS) 
22 12 EM 
1. Donner une représentation paramétrique de la 
droite d de repère (A ; 4). 

2. Donner une représentation paramétrique de la 
droite d’ de repère (B ; 2). 
3. M(6 ; -8 ; -2) appartient-il à d ? à d’ ? 
4. Les droites d et d’ sont-elles sécantes ? 

points AUS 12) 
ÉLUS AVECLOUTSR AIS MENTO RCE 



1 30 Soit la droite d admettant pour système d’équa- 
_ tions paramétriques: 

L f. XxX=—-1+7 

4 YV=5-21,teR. 

= CT 

-_ 1. Donner un système d’équations paramétriques 
à de d’ passant par A(1 ; -2 ; 0) et parallèle à d. 
" 2. Montrer que les points B(-4;11;6) et 
:. ee 0 ; 1) appartiennent respectivement à d 

ét, d:. 
_ 3. Donner un système d’équations paramétriques du 
_ segment [AB], puis des demi-droites [AB) et [BA). 

El EX L’espace est rapporté à un repère 

orthonormal (O ;2,7,R). 
1. Soit x, ; Yo Z0 > 4; b, c des réels donnés avec a, 
b, c non tous nuls. 

Montrer que l’ensemble des points M 

de coordonnées 4y=y,+bt (1e R) 

Z2=20+ct 

est la droite D passant par A(x, ; Yo 5 Zo) et diri- 

gée par le vecteur #(a ; b; c). 

2. Application 
À est la droite de vecteur directeur #(1 32; -—1) 

passant par le point A(6 ; 1 ; 1) et À’ est la droite 
% de vecteur directeur d(-— 1 ; 1 ; 2) passant par le 

point B(3 ; -3 ; -6). 
a. Déterminer un système d’équations paramétri- 
ques pour À et pour A’. 
b. Démontrer qu’il existe un point C sur À et un 
point D sur A” tel que I(1 ; -2 ; 3) soit le milieu 
de CDI 

E7] Soit les droites : 

x=—1+3t 

pe y=1-31,, 1€ER ; 

g=2t 

x=-4-31 

LV 2T LE, 

g==5+#+1t 

EL 

x=—61 

d; :4y=61,, te R. 

g=-4At 

Étudier les positions relatives de d, et d,, puis de 

d, et d, et enfin de d, et d:. 

33] Droites concourantes 

On considère les trois droites d,, d,, d; dont les 
représentations paramétriques sont les suivantes : 

x=l-t 

d :{y=2+1t, teR; 

De 

XL A2 

d, :4y=2-21,, 1teR; 

g=—-1-41 

et 

x=-2+4t 

d; :4y=1+41,, .teR. 

= | 

1. Montrer que ces trois droites sont concourantes. 

2. Sont-elles coplanaires ? 

34] Vrai ou faux ? 

1. Si I est le milieu du segment [AB] (A ZB) alors 

Aestlé barycentre dé (l:2)(B;71). 

2. (O ;1,7,k) est un repère orthonormal de 

l’espace, soit 

RES 

de: y=-2+2, teR 

2 = 

et 

LOL 

d':{y=1-1, 1eR. 

525 

Les deux droites d et d’ sont confondues. 

3. Si À, B, C et D sont quatre points tels que 

AB -2AC +3AD=0 alors C n’est pas barycentre 
des points À, B et D. 

4. Si MÂ-5MB=0 alors M est un point de la 

demi-droite [ AB). 

5. Soit À, Bet C trois points non alignés, si M véri- 

fie MÂ -5MB-MC=-3AB alors M est à l’exté- 

rieur du triangle ABC. 

6. Si ABCD est un tétraèdre, G le barycentre de 

Ar D) BD) (C5 D, 4(D"=2) el le"miieu 

de [BC] alors les droites (AG) et (DI) sont 

parallèles. 

chapitre 10 Barycentres. Droites et plans de l'espace = 311 



Objecti f BAC 

> Que sais-je ? 
a —— 

Vrai ou faux ? 
Dans le plan on considère ABC un triangle rec- 

tangle en A, I le milieu du segment [AB] etJle 

centre de gravité de ABC. 

; dr 1 
Pour tout réel m, différent de — 3? on note G,, le 

barycentre du système de points pondérés 

S,={(A;31),(B;m)(C;2m);. 
Pour tout point M du plan, on note : 

+ V,,=3MÀ-MB-2MC. 

35] G, est le milieu du segment [CI]. 

ET G, est le barycentre de {a a fe 5 2)|. 

El Pour tout point M, VA = AB +2AC. 

ET AG, est colinéaire à ve ; 

es 1 — : 
[39] Pour tout "”, distinct de +3: AG,, est coli- 

néaire à AG _,. 

ET IBG , est un triangle rectangle. 

= 

EE] Pour tout point P de (AG_,), il existe un 

réel m tel que P=G,, . 

D'après exercice 1 du Baccalauréat S 

Amérique du Nord, mai 2004. 

Dans le plan, on considère trois points non 

alignés : R, S, T. 

On désigne par G le barycentre de (RD 

(S;1),(T;-4) etparile milieu de [RS]. 

Pour tout triangle RST : 

G est situé sur la médiane passant par T.. 

143] G est sur la médiatrice du segment [ST]. 

44] Tous les points M du plan vérifient : 

2GM + 4MT = MR +MS. 

45| Les points G, R, S sont alignés. 

MT est le milieu de [IG]. 
D'après ESIEE 1990. 

D 

QCM 
Une ou plusieurs réponses peuvent être justes. 

[47| Représentations paramétriques 

L'espace est rapporté à un repère orthonormal 

(O5 1,7, À). On considère les points A(3 ; 1 ; 3) 

et. B(2;=1%4)l'amsi quetla droite (D) de 

l’espace passant par À et de vecteur directeur 

ü(1;:2;-1) et la droite (D’) d'équations 

x=3+2t 

paramétriques 4y=3+1, te R. 

2 

A. Le point B est sur la droite (D). 

B. Le point B est sur la droite (D”). 
C. Les droites (D) et (D’) sont parallèles. 
D. Les droites (D) et (D’) sont sécantes. 
E. Les droites (D) et (D’) sont non coplanaires. 

48 Réduction de sommes vectorielles 

Soit À,, À,, À;,, À, quatre points fixes de 

l’espace et M'un point variable. 

À. MA, + MA, + MA;,+MA, est un vecteur 
constant. 
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B. MA, - MÀ, - MÀ, . MA, est un vecteur 

constant. 

C. MA, + MÀ, + MÀ, + MA, =4MG où G est 
l’isobarycentre des points À,, À,, À;, À,. 

i=4 

D. Ÿ (2i- 1)MÀ,=16MG où G est le bary- 
i=1 

centre de (A: 151040: 2) UNSS SARA Rene 

[49] Caractérisation 

Soit À, B, C trois points non alignés de l’espace. 

L’ensemble des points M de l’espace tels que M 
ést le ”Darvcentre, de MAS) SUP tr 

décrivant l'intervalle [0 ; 1], est : 

À. la droite (AB) ; 
B. la demi-droite [ AB) ; 

C. le segment [AB]. 

L’ensemble des points M de l’espace tels que M 
est” lé "barÿcentré "de MAS 7 tb 7) 
(C ;1’),ret rs’ décrivant R, est : 
D. le triangle ABC ; 
E. la droite (AI) où I est le milieu de [BC] ; 
Ftéphan (ABC): 



Objectif BAC 

- = Un sujet vu au BAC (extrait) 

50] On considère le cube ABCDEFGH ci-contre. 
O; et O, sont les centres des carrés ABCD et EFGH, et I est le centre de gravité du triangle EBD. 
Soit »m un nombre réel et G,, le barycentre du système de points pondérés : 

1(E;1),(B;1-")(G ;2m-1), (D ; 1-m)}. 
1. Justifier l’existence du point G,,. 
2. Préciser la position du point G;: 
3. Vérifier que G, = A. En déduire que les points A, I et G sont alignés. 
4. Démontrer que AG,, = mAO, . En déduire l’ensemble des points G,, 
lorsque m parcourt l’ensemble des nombres réels. 
5. a. Vérifier que les points À, G,,, E et O, sont coplanaires. 
b. Déterminer la valeur de m pour laquelle G,, Se trouve sur la droite (EI). 

Partie À de l’exercice 2 du Baccalauréat S Nouvelle-Calédonie, mars 2004. 

1.1+1-m+2m-1+1-m=2, la somme des coefficients est 

non nulle, G,, est donc bien barycentre du système. 
NL 'Csbuvcente de LS LL (B 0) (G;; 1): (DS'OYE, 

c’est-à-dire le barycentre de {(E ; 1),(G ; 1)}, donc le milieu 
de [EG]. D’où G, =0O,. 
penser bascentre dE AE.) CB s1):(G ;1- 1), (D: }, 

donc d’après la propriété de réduction d’une somme 
vectorielle : 

2AG,= AB + AD+AË-AG=AC+CG-AG=0, d’où G,=A. 
En utilisant l’associativité du barycentre, G, est le barycentre de 
(=) -parveente de TE, 1)(B;1):(D; D} ét de(G ; - 1). 

Comme G, = À on en déduit que A, I et G sont alignés. 
4, En procédant comme dans 3 : 

2AG,,=AË+(1-m)AB+(2m-1)AG+(1-m)AD. 

Soit 2AG,, = AB + AD + AË - AG +2mAG - m(AB + AD), 

c’est-à-dire 2AG,, = 2mAG - mEG = mAG + mAÂË = 2mAO, ; 

Il en résulte AG,,=mAO,. 
Comme "1 décrit R, l’ensemble des points G,, est donc la droite 

(AO;). 

5. a. AO,O,E est un rectangle, la droite (AO,) est donc une 

droite du plan (AEO,). L'ensemble des points G,, étant la droite 

(AO,), À, G,,, E et O, sont donc dans le plan (AEO,). 

b. ECS (1- m)EB + (2m 1)EG+(1- m)ED soit 

2EG,,=(1-m")(EB+ED)+(2m-1)EG. | 

I est le centre de gravité du triangle EBD donc EB + ED =3EÏ, 

d’où 2EG,,=3(1-m)Ei+(2m-1)EG. 

1 suffit donc que m= 5 pour que G,, soit sur la droite (EI). 

le jour du BAC 

Question 2 : Penser que l’isoba- 
rycentre de E et G est le milieu du 
segment [EG]. 

Question 3 : Penser à utihser le 

barycentre G, de 

LE LL BSD GEST E), 
(D; 1)} 

et la somme des coefficients égale 
à 2 pour réduire la somme : 

AB+AD+AË-AG. 
Ne pas oubher que le barycentre de 
deux points est toujours aligné 
avec ces deux points. 

Question 4 : Encore le cours : 

O, est le milieu de [EG], donc 

AG+AË=2A0,. 

Question 5b : Voir ic1 aussi 
la réduction d’une somme vecto- 
rielle avec I isobarycentre de 

{CE ; 1), ; 1), (D ; 1); «æ: 
EË + EB + ED = EB + ED. 

On peut remarquer que G; est 
Go) 

le point d’intersection de (EI) 

et (AO). 
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EXERCICES 

> EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

51PN:Te est un triangle équilatéral. On note A” le 

milieu de [BC], le point A’ se projette orthogona- 

lement en I sur [AB] et en J sur [AC]. 

1. Déterminer trois réels a, b et c tels que : 

«I soit barycentre de (A ; a), (Bb), 

+ Jsoit barycentre de (A ; a), COTE 

2. Soit G le milieu de [IF]. 

a. Écrire G comme barycentre de À , B et C. 

b. En déduire G comme barycentre des points À 

et À’. 
3. Soit O le milieu de [AA]. 

Montrer que le quadrilatère OJA'T est un losange 

de centre G. 

152) À, B, C sont trois points non alignés. 

Soit G,, le barycentre de AU) BU) 

(Ci dm) : 
. Montrer que G,, existe pour tout réel m. 

. Existe-t-il un réel " tel que : 
G,, soit sur la droite (ENST 

G,, soit sur la droite BC)? 

M Soit le milieu de [AB] ? 

G,, soit à l’intérieur du triangle ABC ? 

. Déterminer les points M du plan tels que : 

MA + 3MB - MC|=2 sé ; e 

. [MA - 2MB + 4MC| = MA - 2MB + MC| . srHpRpsgphE 

© 

53 Soit ABCD un tétraèdre. On note G, le bary- 

centre de (A ; a), (B ; 2a), (C ; -a), (D ;2) et 

I, celui de (B ; a), (D ; 1), a étant un réel diffé- 

rent de —-1. 

1. Déterminer I, et G;. 

Montrer que I1,G, = ; CA 

2. Montrer que les vecteurs 1,G Aiet AC sont coli- 

néaires. 
Quel est l’ensemble des points I, et G, quand a 

décrit R privé de —1 ? 
3. Déterminer, suivant les valeurs de a, 

l’ensemble (E) des points M de l’espace tels que : 

|a MA + 2aMB - aMC + 2MD|=a. 

F1] soit ABCDEFGH un cube. 
1. Placer le point I milieu de [BC] et le point J 

barycentre de (A ; 1), (B; -1), (C ; -1). 

2. Déterminer l’ensemble des points M de l’espace 

vérifiant : 

IMÀ - ME - MC| = |2MA - MB - MC|. 

55 Montrer que deux tétraèdres ABCD et 
A’B'C’D" ont le même centre de gravité si et seu- 
lement si AA’+BB’+CC'+DD’=0, relation 

qui s’écrit aussi : 

AB'+BC’+CD’+DA’=0. 
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I56| L'espace étant muni d’un repère, on considère 

les points A(1 ; O0 ; 2), B(1 ; 1 51)et C(0521 2): 

1. Vérifier que ces trois points ne sont pas alignés. 

2. Soit M le barycentre de (A; a), (B ;b), 

(C'NC)aveC ar mDIEC ET 

Donner une condition sur a, b et c pour que M soit 

à l’intérieur du triangle ABC. 

3. En déduire la forme générale des coordonnées 

des points situés à l’intérieur du triangle ABC. 

157] On considère un triangle ABC. Soit 

G le barycentre de (A ; 3), (B ; 1); (GDS QUE 

barycentre de (A ; 3), (C; 1) et R le barycentre 

de (A5); 1(B; 1); 

1. Démontrer que les droites (BQ) et (CR) pas- 

sent par G. 

2. Soit P le milieu de [BC], démontrer que les 

points À, P et G sont alignés. 

Exprimer PG en fonction de PA. 

3. On suppose que B et C sont fixes et que le point 

À décrit un demi-cercle E de diamètre [BC]. 

Déterminer alors l’ensemble F décrit par le point G. 

58] L'ELELNS L'espace est rapporté à un repère 

orthonormal (O ; 1,7, k). On considère les points 

À, Bet C de coordonnées respectives (1 ; 0 ; 2), 

(0 a a 5 eZ ge ot) et un réel positif £. 

Soit G le barycentre des points À, B et C affectés 

des coefficients respectifs 1, 2 et £. 
1. Justifier l’existence de G pour tout réel positif £. 
2. Soit I le barycentre des points À et B affectés des 

coefficients respectifs 1 et 2. 
a. Déterminer les coordonnées du point I. 
b. Exprimer le vecteur IG en fonction du 

Vecteur ie 
3. a. Montrer que l’ensemble des points G, lorsque 
t décrit l’ensemble des nombres réels positifs ou 
nuls, est le segment [IC] privé du point C. 
b. Pour quelle valeur de r, le milieu J du segment 
[IC] coïncide-t-il avec G ? 

Pondichéry, juin 2005. 

E1 Dans le plan, on considère un carré ABCD. 

Soit O le centre du carré et I et J les milieux respec- 
üts de LAB] et ICDIS 
1. On considère G, le barycentre du système 

LCA D), (B523) (G D,(D 55); 
Déterminer et construire G;. 

2. a. On considère G, le barycentre du système 

LAS DB UTC ES END EEE 
Déterminer et construire G,. 
Déterminer l’ensemble (E) des points M du plan 
tels que : 

MA? + MA.MB-3MA.MC-3MA.MD=0. 
Construire (E). 



EXERCICES 

b. Soit f l'application du plan dans lui-même qui à 
tout point M associe le point M’ défini ni par : 

MM’ = MA - 3ME + MC -3MD. 
Reconnaître f et en donner les éléments caractéris- 
tiques. 

60] Soit MNP un triangle, on note I le milieu de 

[NP] et J le point défini par Mj=- MP. 
OI 

M 

N I E 

Pour tout réel a différent de —-1, on note G, le 
barycentre des points (M ; 2), (N : ant P> a). 
G, est le barycentre des points (M ; 2), (N;1), 
æ ; 1) en particulier. 
Alors : 

À. Pour tout réel a différent de —-1, G, € (MI). 
B. Il existe un réel a différent de —1 tel que G,=I. 

C. G, est le centre de gravité du triangle MNP. 
D. N, Jet G, sont trois points alignés. 
E. G_, est le point tel que : 

GG = 2 (MN + NP). 
Source : ESIEE 1999. 

61] Soit À, B et C trois points non alignés. 
Soit les points I, J et K définis par : 

AR-S AB, Bi-:BC, Cj-: CA 
1. Soit G le point d’intersection des droites (AT) et 
(BJ). Exprimer G comme barycentre des points A, 

BetC. 
2. En déduire que (AI), (BJ) et (CK) sont con- 

courantes. 

l62| Soit un tétraèdre ABCD. 
1. Placer les barycentres : 
4 Ede(A:=2)<t(B;::5) ; 

DE de (BB: 5) et (C5: 2) ; 

c.Gde(CS.22}etr(D;;5).; 

d'HPdET(D 75 )ÉP CAS 2) 

e. Ode (A ;-2),(B ;5),(C ;-2), (D ; 5). 
2. En associant de deux façons différentes les 

points pondérés À, B, C et D, montrer que EFGH 

est un parallélogramme de centre O. 

3. a. Soit I le barycentre de (B ; 5), (C ; -2), 

(D ; 5). 
Montrer que la droite (AO) coupe le plan ( BCD) 

énl 

b. Exprimer AÏ en fonction de AO. 

Complexes et barycentres 

Pour les exercices 63 à 66, le plan com- 
plexe est muni d’un repère orthonormal 
direct (O ; %,%). 

TELL ANS 1. Résoudre dans l’ensemble C des 
nombres complexes l’équation suivante : 

_8z,/3 +64=0. 
2. On considère les points À et B qui ont pour 
affixes respectives les nombres complexes : 

a=413 - 4i et b=4,/3 + ai. 
Calculer les distances OA, OB, AB. 

En déduire la nature du triangle OAB. 

3. On désigne par C le point d’affixe c=- 3 +i 
et D son image par la rotation de centre O et 

d’angle te . Déterminer l’affixe d du point D. 

4. On appelle G le barycentre des trois points pon- 

détés (O0: =T1:(D; 1) .{B6 D: 

a. Justifier l’existence de G et montrer que ce point 

a pour affixe g = 4/3 + 6i. 
b. Placer les points À, B, C, D, G sur une figure. 
c. Montrer que C est le barycentre de (D ; 5), 

(G ; —-1),en déduire l’alignement des points C, D, G. 

d. Montrer que le quadrilatère OBGD est un 

parallélogramme. 
Septembre 2004. 

[64] On considère les points À, B, C d’affixes res- 
pectives —1—-1,-1+31, 3-1. 

On désigne par I, J, K les milieux respectifs des seg- 
ments [BC], [CA] et [AB]. 

1. Calculer les affixes des points I, J, K et placer ces 

points. 
2. Soit E l’ensemble des réels a pour lesquels les 

points pondérés (A ; a+2),(B;l)et (C;a+l) 

admettent un barycentre G. 
a. Déterminer E. 
b. Soit a un élément de E. 
Montrer que OG, est colinéaire à OÏ. 
c. Déterminer l’ensemble des points G, lorsque a 

décrit E. 

[E] 
i . . 

65| On pose a=e * etonnote À, (kentier variant 

de 0 à 7) le point d’affixe a*. 
1. Placer les points A, dans le plan complexe. 

2. a. Montrer que : 

GAL 

TU 
b. Déterminer l’isobarycentre des points A,. 
3. Déterminer puis construire l’ensemble des 
points M du plan complexe tels que : 

1 + aæta2+a3+at+ a5+ a +a7=°© 
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EXERCICES 

EH Ac est un triangle direct. À l'extérieur de ce 

triangle, on construit les triangles équilatéraux 

ACIB DA CIEUCDIN 

1. Soit a, b, c les affixes respectives des points À, B, 

Cet get g’ les affixes respectives des centres de 

gravité G et G’ des triangles ABC et ABC 

Montrer que g=£g". 

2. a. Montrer que si ABC est équilatéral alors 

A’'B’C’ est lui aussi équilatéral. 

b. Étudier la réciproque. 

Utilisation de transformations 

1 soit ABC un triangle équilatéral direct. 
On désigne par (C) le cercle de centre O circons- 

crit à ABC, par I le milieu de [AB] et par F le 

milieu de [OI]. 

(OA) et (OC) recoupent (C) en D et E. 

1. Placer les points sur une figure 

graphique : OA =4 cm). 

2. Soit G l’isobarycentre des points À, B:GHDY}E: 

a. Exprimer OG en fonction de Ob mn. 

b. Exprimer OG en fonction de OJ et OD. 

c. En déduire que (OB) et (DJ) se coupent en G. 

Placer G sur la figure. 

3. À tout point M du plan, on fait correspondre le 

point M’=f(M) défini par : 

MM’ = MÀ + MÉ + MC + MD +ME. 

a. Montrer que f est une homothétie dont on pré- 

cisera le centre et le rapport. 
b. Quelles sont les images par f de B et D ? 

(unité 

68] ABCD est un carré de côté a. 

1. Construire le barycentre G de (A ;, 2),(B;-1) 

eL(CEt)e 
2. Construire l’ensemble (C) des points M du plan 

tels que : 

|2MA - MB + MC| = a. 

3. Soit f l’application du plan qui à tout point M 

associe le point M” tel que : 

GM' = 2MÀ - ME + MC. 
Montrer que f est une homothétie dont on donnera 

le centre et le rapport. 
4, Construire l’image de (C) par f. 

Représentations paramétriques de droites 

Pour les exercices 69 et 70, l’espace est rap- 

porté à un repère orthonormal (O ; 1,7,k). 

E1 on donne : 

X=l +1 x=3t 

d, :4y=2-t ,teR et d, “y=1+2#1eR. 

2 O0 g=2-t 
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1. Montrer que d, et d, ne sont pas coplanaires. 

2. Déterminer par un point et un vecteur directeur 

une droite d, parallèle à d, et sécante à d, . 

3. Donner une représentation paramétrique de d;. 

1. Donner une représentation paramétrique : 

a. de la droite d, passant par AIS "15 =2)erdE 

vecteur directeur #(0 ; 1 5-1) ; 

‘b. de la droite d, passant par B(3; 0; 0) et de 

vecteur directeur d(2 ; 0 ; 1) ; 

c. de la droite d, passant par C(0= 16 Æier de 

vecteur directeur #(1 ; 1 3 0) ; 

2. Les droites d,, d,, d, sont-elles concourantes ? 

Pour les exercices 71 à 73, étudier suivant 

les valeurs des réels a et bles positions rela- 

tives des droites d'et d’ de repères respecti- 

ves (A ; ä) et (A’ ; &’). 

HaAc1:0:1)etä(1;a;a+2), A'(1:323b) 
et Z'(1 3-3; -1). 

El AG : 1: 5) et #(2 5 a; -3), A(-15 138) 
et.4 (b5—1%"2) 

HÆlAt1:2:1) et ä(a+b;2a+2b;-a-2b), 
At UE bemaQe2r = De 

[74] On considère les droites (d) et (d’) suivantes : 

C2 

(d\):4y=3-41,1EeR, 

g=1 

xXE=1 1 

()E Mye DE TOTE RS 

z=3t +4 

1. Montrer que (d) et (d’) sont sécantes en un 
point À dont on donnera les coordonnées. 

2. SOL BE 2 5) 

.a. Montrer que B n’est pas dans le plan déterminé 
par les droites (d) et (d’). 
b. À tout point de (d) de paramètre r, on associe 
f() =BM?. Calculer f(r) et déterminer pour 
quelle valeur 1, der, f(r) est minimal. à 
SE peut-on dire du point H de (d) de paramètre 
to : 
c. En procédant de même, déterminer le point K 
de (d’) dont la distance à B est minimale. 

3. Montrer que le tétraèdre ABHK est inscrit dans 
une sphère que l’on déterminera. 



EXERCICES 

| — PROBLÈMES 

Partie À 
Soit, dans le plan P, quatre points À, B, C et D dis- 
tincts deux à deux. 
1. Montrer que ABCD est un parallélogramme si 
et seulement si D est le barycentre du système : 

MoN LCR), (QC: 1)E. 
2. On suppose que ABCD est un parallélogramme. 
Déterminer l’ensemble (S) des points M de 
lPespace E tels que : 

IMA - MB + MC| = BD. 
»- 3. a. En utilisant MA=MD+DA et le produit 

scalaire dans le plan, montrer que pour tout point 
M du plan : 

MA? = MD? +DA2+2MD.DA. 
b. En procédant comme en a avec MB? et MC2, 
montrer que pour tout point M du plan : 

MA? - MB? +MC?2=-MD:. 

c. En déduire la construction de l’ensemble des 
points M du plan tels que : 

MA? - MB? +MC?2-BD2. 

Partie B 

On considère dans l’espace E deux parallélogram- 
mes ABCD et A’B’C’D’ ainsi que les milieux I, J, 

K et L de [AA’], [BB’]1, [CC”] et [DD”] respec- 

tivement. 
1. Montrer que L est barycentre des points I, J et K 

affectés de coefficients que l’on précisera. 
En déduire que IJKL est un parallélogramme. 
2. Soit O, Q et P les centres respectifs des parallé- 

logrammes IJKL, ABCD et A’B’C'D’. 
Montrer que O est le milieu de [PQ]. 

On considère le tétraèdre ABCD ; on 

note I le milieu du segment [ AB] et J celui de [CD]. 

1. a. Soit G, le barycentre du système de points 

pondérés {(A ; 1), (B ; 1),(C ; -1), (D ; 1)}. 

Exprimer IG, en fonction de CD. 

Placer I, J, G, sur une figure. 

b. Soit G, le barycentre du système de points pon- 

dére 4(A: 1). (B;; 1), (D ; 2)}. 

Démontrer que G, est le milieu du segment [ID]. 

PC Cr. 

c. Démontrer que IG, DJ est un parallélogramme. 

En déduire la position de G, par rapport aux 

points G, et]. 

2. Soit m un réel. On note G,, le barycentre du 

système de points pondérés : 

{(A;1),(B;1),(C;m-2), (D ; m)}. 

a. Préciser l’ensemble € des valeurs de » pour les- 

quelles G,, existe. 

Dans les questions qui suivent, on suppose que le 

réel m appartient à l’ensemble €. 

b. Démontrer que G,, appartient au plan (CD) 

c. Démontrer que le vecteur mJG,, est constant. 
d. En déduire l’ensemble % des points G,, lorsque 
m décrit l’ensemble €. 

Anulles-Guyane, juin 2004. 

Le plan P est rapporté au repère 
orthonormal (O ; %, d). 
Lorsqu'un point de P est désigné par une lettre 
majuscule (A, B,G,M,,..., M',..), on convient 
de désigner son affixe complexe par la lettre minus- 
cule correspondante (a, b,g,m,,.….,m',….). 

Soit À, B, C trois points du plan P. On note G leur 
isobarycentre. 

À tout point M du plan P, on associe les points 
M,, M, et M, isobarycentres respectifs de 

UM: BCE AME AS CEA A SD 
On ‘note ‘enfin M’ :lisobarycentre de 

{M; 5 M; 5 M; } Ê 
1. a. Tracer le triangle ABC et son isobarycentre G 
sur une figure. 

Exprimer OG en fonction de OA , OB et OC. 
En déduire l’expression de g en fonction de a, bet c. 
b. Exprimer de même m,, m,, m3 puis m’ en 
fonction de a, b, cet m. 

2. Soit f la transformation qui, à tout point M de P, 
associe le point M’. 

a. Démontrer que m’-g= : (m—g). 

b. En déduire la nature de la transformation f et ses 

éléments caractéristiques. 
c. Placer sur la figure l’image A’B’C’ du triangle 
ABC par la transformation f. 
d. Déterminer le rapport des aires de ces deux 

triangles. 

Soit trois points de l’espace À, B, C 

non alignés et soit À un réel de l’intervalle [— 1 ; 1]. 

On note G, le barycentre du système : 

(AS MR2+ 1) (B5 2), (CEA) h 
1. Représenter les points À, B, C, le milieu I de 

[BC] et construire G, et G_;. 

2. a. Montrer que, pour tout réel k de l’intervalle 

Bi ; 1], on a l'égalité AG,= BC. 

b. Établir le tableau de variation de la fonction f 

définie sur [—1 ; 1] par f(x) = — : 
x +1 

c. En déduire l’ensemble des points G, quand À 

décrit l’intervalle [— 1 ; 1]. 
3. Déterminer l’ensemble E des points M de 

l’espace tels que : 

|2MÀ + ME - MC| = |2MA - MB + MC]. 
4. Déterminer l’ensemble F des points M de 

l’espace tels que : 

I2MA + ME - MC] = |2 MA - ME - MC]. 
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EXERCICES 

Soit un tétraèdre ABCD et a, b deux réels. On 
note G, , le barycentre du système : 

1(AG a) (Bo) (C% atb 2)(D;6-2a-2b)y. 

1. Pourquoi G, , existe-t-il quels que soient les 

réels aetb? 

2. a. Montrer que pour tous réels a et b: 

= D adbent + 06-2420 
AGo,6= 7 BE ge AO Er AD. 

b. Pourquoi, pour tous les réels a et b, G, 

n’appartient-il pas à l’arête (AB) ? 

3. Déterminer, s’ils existent, les barycentres Ga 

qui appartiennent à : 
a. l’arête (AC) ; 
b. l’arête (AD) ; 
cl'arète (BC); 
d. l’arête (BD) ; 
e. l’arête (CD). 

Dans toute la suite de l’exercice, on notera 

H=G5, 0; K=G, 2» L=G; 0: 

4. a. Placer les points H, K et L sur le tétraëdre 

ABCD. 
b. À quelle condition G 24 appartient-il à la fac 

(BCD)? LE PRE 20 

c. Montrer que pour tout réel b, HG, = 5 HR 

et en déduire l’ensemble des barycentres G; , 

quand b décrit R. 

5. a. Montrer que, pour tous réels a et b: 

HG, ,=3 HR +5 HL. 
b. En déduire l’ensemble des barycentres G 2 D 

lorsque a et b décrivent R. 

[80| On considère un triangle ABC. 
1. a. Construire les points suivants : 
I barycentre de (A ; 3) et (€ ; 1), 

Jbarycentre de (A; 1) et(B:5), 
K barycentre de (C ; 1) et (B ; -9): 

b. Montrer que B est le barycentre de (C ; 1) et 

CIO 
2. a. Montrer que J est barycentre de (A ; 3), 

(OS) Tente" 
b. Montrer que J est barycentre de (I ; 1), (K ; 2). 

Que peut-on en déduire concernant les points I, J, K ? 
3. Soit E le milieu de [AC] et D le barycentre de 

(ÉrSIIeTUR 2 
a. Montrer que IJDE est un parallélogramme. 
b. Soit O le centre du parallélogramme IJDE, mon- 

trer que (CO) coupe [AB] en son milieu. 

Caractérisation barycentrique d’un triangle 

Soit ABC un triangle. 
On dira qu’un point M est un point du triangle 
ABC si et seulement si M est situé sur un côté du 
triangle ou à l’intérieur du triangle. 
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Le but de cet exercice est de démontrer la propriété 7 du 

cours relative au triangle. 

1. M est le barycentre de (A ; a), (Bb) (Ce) 

où a, b, c sont trois réels de même signe tels que 

a+b+cÆ#0,un ou deux d’entre eux pouvant être 

nuls. 

a. Sib+c=0, montrer que M=A. 

b. Sib+c+0,ense reportant aux démonstrations 

des caractérisations barycentriques d’un plan et 

d’un segment dans le cours, montrer que M est un 

point du triangle ABC. 

2. Réciproque : 

M est un point du triangle ABC. 

a. Dans les cas où M est un sommet du triangle, 

déterminer des coefficients a, b, c tels que M soit le 

barycentre de (A ; a), (B;b), (HS) 

b. M n’est pas un sommet du triangle. 

Montrer que la droite (AM) coupe le segment 

[BC] en un point N. 

En déduire qu’il existe des réels a, b, c de même 

signe tels que M soit le barycentre de (A ; a), 

(B;6), (C; c), l’un des deux réels b, c pouvant 

être nul. 

3. Conclure. 

[82] Bissectrices dans un triangle 

Soit un triangle ABC. On pose a= BC, b=CA et 

CAB? 

1. On définit les points D et P par: 

AD=° AC et AP=AB+AD. 

a. Déterminer la nature du quadrilatère ADPB et 

en déduire que la droite (AP) est la bissectrice 

intérieure de l’angle À, c’est-à-dire la bissectrice 

de l’angle BAC. 

b. Soit I le barycentre de (A ; a), (B ; b), (C : c). 

Montrer que I est un point du triangle ABC et qu’il 

appartient à la droite (AP). 

c. En déduire que les bissectrices intérieures du 

triangle ABC sont concourantes en I. 
— 

2. Soit E le point défini par CÉ=* AC et Q le 

point défini par CQ=CB+CE. 

a. Déterminer la nature du quadrilatère BQEC. 

En déduire que la droite (CQ) est la bissectrice 

extérieure de l’angle e , c’est-à-dire la bissectrice 

de l’angle BCEN 

b. Soit J le barycentre de (A: =), (BB ;"6), (CS:0); 

Déterminer dans quelle partie du plan est situé le 
point J. ù 
Montrer que J appartient aux droites (AP), (CQ) 

et à la bissectrice extérieure de l’angle B. 

& 
b 



EE] Barycentres et représentations paramé- 
triques de droites + : ‘ L'espace est muni d’un repère orthonormal 

i (O;27A) Soit les points A(0 ; 0 ;2) ; 

B(350:0) ;C(035:0) eL{0:0:5). 

H est l’isobarycentre des points O, A, B, C. 
Let J sont les milieux respectifs des segments [OA] 
ctBEl|:. 

G est le centre de gravité du triangle BOC. 
1. Faire une figure. 

2. Montrer que H est le milieu du segment [IJ] et 
que HA +3HG=0. 

3. Montrer que la droite (LH) est incluse dans le 
plan AOT et que les droites (LH) et (OJ) sont 
sécantes. 
4. On désigne par P le point d’intersection des 
droites (LH) et (OJ). 

Déterminer une représentation paramétrique pour 
chacune des droites (LH) et (OJ) et en déduire 
les coordonnées de P. 
Quelle est la nature du quadrilatère OBPC ? 
5. Montrer que la droite (LH) coupe le plan 

- (ABC) en un point Q dont on déterminera les 
coordonnées. 

[84] M est un point intérieur à un triangle ABC. La 
droite (AM) coupe la droite (BC) en A”, la droite 
(BM) coupe la droite (AC) en B’ et la droite 
(CM) coupe la droite (AB) en C’. 

On cherche à savoir s’il existe un point M intérieur 
au triangle ABC tel que la somme : 

S= MA n MB & MC 

” MA’ MB’ MC’ 
soit minimale. 

1. Montrer qu’il existe des réels a, b, c strictement 

positifs tels que M soit le barycentre de (À ; a), 

(B;6),(C;:c). 

2. Montrer que aMA + (b+ c)MA’ = 0, en déduire 

LAN et 
MAMA à : , 

de ma fc ot <) 
3. En déduire que S=[2+%)+(2+2)+[2+5) 

1 
4. Montrer que, pour tout réel x>0, x+ = Z 2. 

5. En déduire que la somme S est minimale si et 

seulement si a=b=c. | 

6. En déduire la position de M pour que S soit 

minimale et déterminer alors la valeur minimale des. 

D’après Exercices de géométrie, IREM de Nantes. 

[85] Barycentre et aires 

(O ; 1,7) est un repère orthonormal direct du plan 
orienté. + 
Soit U(x ; y) et V(x’ ; JE ) ; on appelle déterminant 

du couple de vecteurs (Ü, V) dans la base (4,7) le 

réel xy’-x’y que l’on notera A(Ü, V). 

1. Montrer que A(V, U) (0: VD* 

2. Si (x: y)#(0 ; O0), soit Ü’(-y; x), montrer 

que [U1=IU et (D, U)=7 (25). 
3. Montrer que Ü’.V = A(Ù, V). 
Sachant que _U”.V- [O'IVI cos (Ü”, V), en 
déduire que A(O, V) = |Ü||V] sin (Ü, V). 

4. Soit ABCD un parallélogramme, montrer que 

l’aire de ABCD est égale à [A(AB, AD). 

5. Soit trois points Aa; ;a), B(b,;b,), 
C(c, ; c)) non alignés et M{x ; y). 
a. Montrer que : 

A(MB, MC) MA + A(MC, MA)MB 
+ A(MÀ, MB)MB-06. 

JA 

B C 

b. En déduire que si M est à l’intérieur du triangle 
ABC, M est le barycentre des points À, B, C affec- 

tés respectivement de l’aire du triangle MBC, de 
l'aire du triangle MAC, de l’aire du triangle MAB. 

6. Application 
Soit ABC un triangle et I le point de concours de 
ses bissectrices intérieures. On désigne par P, Q, R 

les pieds des hauteurs issues de I dans les triangles 

BIC, CIAHAIB: 

B P (@ 

a. Montrer que IP=IQ=IR. 

b. On note BC=a, CA=b et AB=c. 

En utilisant la question 5, montrer que I est le bary- 

centre des points pondérés (A ; a), (B ; b),(C ; c). 
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Chapitre 

L L Produit scalaire 
dans l'espace 

* Produit scalaire dans le plan 

OBJECTIF Le triangle ABC est isocèle en À avec : 

AB=5 et BC=6. Les points H et K 
Revoir le calcul Ye 
de produit scalaire sont les projetés orthogonaux respec- K 

dans le plan. tifs de À sur (BC) et B sur (AC). 

A Dans un repère 

1 + 1 =— 
|. Justiner que (H 53 HEC, 4 HA LE 

est un repère orthonormé du plan. B H E 

2. Des coordonnées de A, B et C dans ce repère, déduire AB.ACe BA.BC: 

B m Sans repère 

1. Déterminer cos BAH, puis en déduire cos BAC et AK. 

2. Sans utiliser de repère, comment peut-on retrouver AË.AC et BA.BC ? 

Une utilisation 
du produit scalaire dans le plan 

Soit ABC un triangle rectangle isocèle en À et ABD 

un triangle équilatéral tels que C et D soient du 
même côté de (AB). On note a la longueur AB. 

1. a. Calculer les produits scalaires BD.BA et 

BD.AC en fonction de a. 

b. En déduire BD.BC. 

2. a. Donner une mesure en radians de l’angle 
EE t —— 

CBD. 

D 
b. En déduire que cos _ = EE 
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On nomme O le centre du cube, LIRE 

| Activité 3 % Vers l’espace 
A 

ABCDEFGH est un cube de côté 4. OBJECTIF 

Vérifier des prérequis 
et introduire 
le produit scalaire 
dans l’espace. 

les milieux respectifs de [AD], [AB], 
[BF] et [GH]. 

A æ Pour faire le point 
Dire si chacune des affirmations suivantes 

est vraie ou fausse. 

1 

1 
1 
0 
1 
: 
3 
1 
1 
1 
! 
1 
1 
0 

> 
L 

#1 
1 

Vs e: 
NS 

Lou Dress L 
$ 

A il B 

1. Repères 

a. Le repère R= (A ; AB, AD), AË) est orthonormé. 

b. Le repère R’= (D : : DA, : DC - DH) est orthonormé. 

2. Vecteurs coplanaires 

a. Les vecteurs AB et DH sont coplanaires. 

b. Les vecteurs AB , DL et DH sont coplanaires. 

c. Les vecteurs BD , BG et BK sont coplanaires. 

3. Plans et droites 

On nomme (x ; y ; z) les coordonnées de M dans le repère R’. 

a. Les points M tels que z = 4 sont les points du plan (HEF). 

b. L’ensemble des points M tels que x = 2 est une droite. 

c. Le plan (BFG) est l’ensemble des points M tels que x=4. 

4 
d. L’ensemble des points M{x ; y ; z) tels que É . est une droite. __ 

e. L'ensemble des points M{x ; y ; z) tels que y = x est une droite. 

4. Orthogonalité 

a. Les droites (AF) et (FG) sont orthogonales. 

b. Le plan (AFG) est orthogonal à la droite (EB). 

c. La droite (AG) est orthogonale au plan (EBH). 

B = Produit scalaire dans l’espace 

On rappelle que les résultats de géométrie plane sont valables dans tout plan de l'espace. 

1. En vous plaçant à chaque fois dans un plan que vous préciserez, calculer les 

produits scalaires suivants : 

2 AB AP; 

b. AC. AG ; 

c. HB.CG ; 

HTC 
e. OA.OB 

2. De la même façon, calculer ABTAG: ABeCL et AB AL. 

Quelle relation peut-on conjecturer entre ces trois produits scalaires ? 
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322 » chapitre 11 Produit scalaire dans l’espace 

1. Produit scalaire : du plan à l'espace 

A æ Rappels dans le plan | 

Soit à et à deux vecteurs du plan. Si #4=0 ou d=0,4.0=0. 

Pour les autres cas, on dispose de plusieurs expressions du produi
t scalaire # . v. 

e Avec le cosinus 

Pour #40 et 240 : 

ü.d=|#| x|d| x cos(ä, Tv) (1). 

| 
ÿ 
; 

Remarques 

+ Pour bien visualiser un angle de vecteurs, on doit tracer ces vecteurs à partir d’une 

même origine. 

+ Pour tout x réel, cos(-x)= cos(x), donc l'orientation de l’angle (%,%) n’a pas 

d'incidence sur le résultat ; on a ainsi la formule particulière ci-dessous. 

SiAZB et AZC alors: 

AB.AC-ABxACxcos(BAC) (1). 

° Avec une projection orthogonale 

Si À z B, et si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) : 

AB.AC-AB.AH (2). 

SRE NE 
AB.AC=ABxAH 

C 

e Avec des coordonnées en repère orthonormé 

Si ä(x ; y) et d(x’ ; y’) dans un repère orthonormé du plan, alors : 

u.TU=xx +yy" (3). 

Remarque : ce résultat est indépendant du repère choisi. 

e Avec des normes 

* Pour tous vecteurs % et v : 

a.5=3(l&+02-lal2-1512) (@). 

+ Pour tous points A, Bet C: AB. AC - ; (AB? + AC2- BC2) (4). 

Remarque : Avec les notations usuelles dans un triangle 
ABC, on peut déduire la formule d’Al-Kashi : 

a2=b?+c2-2bccos À. 



= APPLICATIONS 

. EMI Déterminer un ensemble de points 
Soit A et B deux points téls que AB = 4. 

Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que -8 < AM.AB<S8. CIE Lt 

4 Solution 

4 Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (AB). 
_ On distingue alors deux cas : 
4 + si He [AB), AM. AB = 4 x AH et dans ce cas, 
D 8-AM.AB<8S -2<AH<2 
A & 0 < AH < 2 car AH est positive ; 
e.. ist FE € TAB), AM . AB =-4 x AH et dans ce cas, 

EU AM ABS =172<-AH<2 

CS ARE=:2, 

L’ensemble des points M cherchés est la bande du plan colorée 
en vert sur la figure, frontières comprises. 

- Déterminer un projeté orthogonal 

Le plan est muni d’un repère orthonormé. 

Déterminer les coordonnées du point H projeté orthogonal de C(1 ; 2) sur la droite (AB) où 

A(-—1 ; -1) et B(1 ; 3). 

Solution 

+ Déterminons une équation de la perpendiculaire À à (AB) passant par CG: 

. _unpoint M(x; y) appartient à A si et seulement si CM . AB = 0. | 
: Comme CM(x-1;y-—2) et AB(2 ; 4), M(x ; y) appartient à A si, H AS 

et seulement si, 2(x — 1) + 4(y — 2) = O c’est-à-dire x + 2y — 5 = 0. FR PS 

+ Déterminons une équation de (AB) : 

TB À — 2, donc (AB) a une équation 
Ph A 

(AB) a pour coefficient directeur 

de la forme y = 2x + b. 

Comme y\ = 2x, + b, on obtient b=-1-2X(-1)=I1. La droite 

(AB) a pour équation y = 2x + 1. 

y=2x+I ne 
+ Les coordonnées de H sont solutions du système 3 2. qui équivaut successivement à 

x + 2y — 5 = 

2x + 
y=2x + 1 Me ne li 

puis 3 . Par suite, H a pour coordonnées 555) 
x+2(2x+1)-5=0 X= = 

e | voiraussiexercicen®16 

Calculer un angle géométrique 

Donner une valeur approchée à 0,1° près de l’angle B du triangle ABC, où AB = 5, BC = 7, AC = 8. 

Solution si » 

Par la formule d’AI-Kashi, AC? = AB? + BC? -2AB x BC x cosB d’où 64=25 + 49 -70 cos B. 

On en déduit que cos 8 = - puis que B = 81,8 à 0,1° près. 



Définition 1 et 
propriété 1 > 

Définition 2 => 

Propriété 2 > 

Propriété 3 => 

B m Extension à l’espace : définition et propriétés 

1. Définition 

Soit # et d deux vecteurs de l’espace et des points À, B et C tels que = 

ä-AË et 3 = AC. Il existe au moins un plan (P) contenant A,BetC. 

On définit le produit scalaire de à et Ÿ comme étant le produit scalaire à 

ü . d dans le plan (P). # ES 

Le résultat est indépendant des représentants AB et AC, et du plan (P) 

choisis. 

2. Extension des expressions planes à l’espace 

e Avec le cosinus 

Les expressions (1) et (1°) peuvent s’étendre à l’espace, 

en sachant bien que l’angle (4, %) ne peut être défini 

qu’au signe près, mais ceci n’affecte pas cos(%, d). Re 

e Avec une projection orthogonale 

L'expression (2) s’étend à l’espace en prenant pour H le projeté orthogonal 

de C sur (AB) ainsi défini : 

Le projeté orthogonal du point C sur la droite 

(AB) est le point d’intersection de (AB) et du 

plan perpendiculaire à (AB) passant par C._ À 

e Avec des coordonnées 

L'espace est rapporté à un repère orthonormé. 

+ Si a(x : y ; z) alors |ü]| = 4x2 + y2 + 22; 

Si A(XA I VA; ZA) et B(xg > VB ; ZB); 

AB = (xp - xa)2? + (Yp Ya)? +(&p — za)? 

Si x(x :; y; z) et ü(x’ ; y’; z°) alors ü . D = xx’ + yy° + 22°. 

Remarque : #2=%.ù est appelé le carré scalaire de # et #2? ={|4|2. 

° Avec les normes 

Les expressions (4) et (4”) sont encore valables dans l’espace. 

3. Propriétés algébriques 

Pour tous vecteurs %, d et w de l’espace et tout réel \, on retrouve les 

propriétés suivantes : 

symétrie: 4.07. 0; 
% 

bilinéarité:u.(V+rw)=uU+u.wWetu.(X0) = NX (u,u), 

d’où par symétrie, (D + ©) . ü = d.u + w . ü et (\D) . u = À X (D. ü) ; 

+ identités remarquables : (2 + d) . (ù —- à) = |\ü||2 - ||d||2 ; 

Qu +5)? = [ul ? + 2(&. 3) + ||51|?; 
Qu — 3)? = [ul? - 2(ù. 5) + ||d||2. 
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+ DÉMONSTRATIONS 
| mPropriété 1e 
à ü. ÿ est le produit scalaire calcuié dans un plan (P) contenant À, B et C, par l'expression utilisant les normes du 

| produit scalaire dans le plan, ÿ 1e (lé+ 412-112-1712). 

Ce résultat ne dépend que de ü et V, donc ne dépend ni des représentants ni du plan (P) choisi. 

_m Propriété 2 
Les formules de calcul de la norme et de la distance AB sont des conséquences du théorème de Pythagore, vues en 

” classe de première S. 

-. De .5=7 (Iü+ W2-ul2-Ivl2), on déduit que : 
div a mere ct ro 0 

x Propriété 3 

Deux vecteurs de l’espace étant toujours coplanaires, toutes les formules se déduisent de celles connues dans le plan 
é Rue on re ETES DR PRE É ù É 

| sauf l'égalité .(V+ w) = ü.vV+0.Ww qui fait intervenir trois vecteurs, non nécessairement coplanaires. On peut la 

; démontrer en se plaçant dans un repère orthonormé et en exprimant les deux membres en fonction des coordonnées 

de ü,vÿet w 
Fa ? x 

ÉD PR A ER ER OS PEER RO RER ARRETE D SERA ERA RSR 

—> APPLICATION 

__ ET Calculer un produit scalaire et un angle dans l’espace (1) 

ABCDEFGH est un cube de centre O et d’arête a. 

1. Calculer OA . OC en fonction de a. 

2. En déduire une valeur approchée de l’angle AOC a 0,01 près. 

Solution 

1. Les longueurs OA, OC et AC étant facilement calculables dans le rectan- 

gle ACGE, on peut utiliser OA . OC = 5 (OA? + OC? - AC?). 

On a AC = a ./2 (diagonale d’un carré) et AG = a V3 (théorème de Pytha- 

LE 
gore dans le triangle ACG), d’où OÀ = AG - = 

2\4 4 

2. On sait que OA . OC = OA x OC x cos AOC (tt) 

Or OA= - AG avec AG2=AC2 +CG2=2a2+a2, c'est-à-dire AG = a3. Par suite 

= ru Lu 1 
rene OC eve A rHaiOd-0C= 16 RS LE 2a?) = a, 

OÂ=; _ TE: On aurait de même OC = - ; a. 

ET 1l à 

De A rn: a? cos AOC A a2 d’où cos AOC Re et AOC = 109,47 
A: 

Remarque : le théorème d’AI-Kashi dans le triangle OAC permet aussi de déterminer cos AOC. 

voir aussi exercice n° 23 



2. Applications 

A æ Orthogonalité dans l’espace 

NEA Deux vecteurs PQ et RS sont orthogonaux si et. 

seulement si l’un des vecteurs est nul ou si les droites 

(PQ) et (RS) sont orthogonales. 

Remarque : Ô est orthogonal à tout vecteur. 

PP Deux vecteurs # et à sont orthogonaux si, et seulement si, 4 . U = 0. 

B Vecteur normal à un plan 

Dans toute la suite, on dira, par abus de langage, qu’un vecteur uü est un vec- 

teur du plan (P) pour signifier qu’il existe deux points A et B de (P) tels que 

ü= AB. 

TUE Un vecteur # est dit normal au plan (P) si et seu- 

lement si il est non nul et orthogonal à tout vecteur 

de (P). 

TNVES Pour qu'un vecteur non nul # soit normal à un 

plan (P ), il suffit qu’il soit orthogonal à deux vec- 

teurs non colinéaires de (P). 

Remarques 

+ Si A est un point de (P), # est normal à (P) si et seulement si la droite passant par À 

et dirigée par # est orthogonale au plan (P). 

* Il existe une infinité de vecteurs normaux à un plan, tous colinéaires entre eux. 

+ Deux plans sont parallèles si et seulement si ils admettent des vecteurs normaux coli- 

néaires. 

Soit À un point de l’espace et # z Ô. 

L'ensemble des points M de l’espace tels que 

AM . ñ = 0 est le plan passant par A et orthogonal 

à la droite (A, ñ). 

Exemple : 

Soit AZB et | le milieu de [AB]. 

L'ensemble des points M tels que IM.AB=0O est le plan 

orthogonal à (AB) en |, appelé plan médiateur de [AB]. 

C'est aussi l’ensemble des points équidistants de A et B. 
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= DÉMONSTRATIONS 

x Théorème 1 
_ Deux dun étant toujours coplanaires, c'est une conséquence directe de la propriété vue dans le plan en 
_ première 

æ Propriété 4 
Soit ÿ=AB et 7=AC deux vecteurs non colinéaires de (P). 
Supposons 7 non nul et orthogonal à ÿ et ÿ. 

Comme ü et Ÿ ne sont pas colinéaires, (A ; ü Ÿ) est un repère de (P) donc pour tout 
vecteur wW de (P), il existe a et B réels tels que W=aû+ BY. 

Alors .wW=1.(ai+Bñ=anñ.ui+Bni.w=0. 

On en déduit que ri est orthogonal à tout vecteur de (P). 

x Propriété 5 
AM.ñ=0 si et et seulement si les vecteurs AM et ñ sont orthogonaux. Comme 40, ceci revient à dire que soit 
AM =0 , soit AM 40 et les droites (AM) et (A ; ñ) sont orthogonales. 

Ceci équivaut donc au fait que M appartient au plan perpendiculaire en À à (A ; ñ). 

— APPLICATION 

Calculer un produit scalaire et un angle dans l’espace (2) 
Soit ABCD un tétraèdre régulier d’arête a, G le centre de gravité de BCD), I le 

milieu de [CD]. 

1. Montrer que (AG) est orthogonale à (BCD). 

2. En exprimant de deux façons différentes IA . IB , calculer une valeur 

approchée par défaut à 0,1° près de l’angle AIB. 

Solution 

1. Dans le plan (BCD), G est aussi le centre du cercle circonscrit au triangle 

équilatéral BCD donc GB = GC = GD. De plus AB = AC = AD. 

Les points À et G appartiennent donc aux plans médiateurs des segments [BC], [CD] et [BD]. 

Or (BC) est orthogonale à son plan médiateur donc à toute droite de ce plan, en particulier à (AG). 

De même (CD) est orthogonale à (AG). 

La droite (AG), étant orthogonale à deux droites sécantes du plan (BCD), est orthogonale à ce plan. 

. On sait que IA . IB = IA x IB x cos AIB. IA et IB sont les hauteurs de deux triangles équilatéraux 

es 2 
de côté a, donc IA=IB=a e De ce fait TA . TE = © cos AIB. 

D'autre part, G appartient à la médiane (BI) du triangle BCD, et (AG) étant orthogonale à (BCD), 

(AG) est orthogonale à (BI). Le point G est donc le projeté orthogonal de A sur (BI). 

Re EE 5. 
Par suite IA . IB = IG .1IB. Ayant IG = = IB, on obtient IA . IB = - 1B2= 0 rien 

Fa: az ss AL , ot ALB = 705° à 0.1° 
De ces deux calculs, on déduit que FE cos AIB = 34 > puis cos AIB = 3 et AIB = 70,5° à O0, 

près par défaut. 
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Propriété 6 

Propriété 7 

Propriété 8 et 
définition 5 = 

Propriété 9 et 
définition 6 => 
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Cm Équations de plans en repère orthonormé 

2 

Soit un repère orthonormé de l’espace. ÉTÉ 

« Si a, b, c, d sont des réels tels que (a:b;c)#(0;0; 0), l’ensemble se 

des points M(x ; y ; z) tels que ax + by + cz + d=0 est un plan de 

vecteur normal #(a ; b; c). 

On dit que ax + by + cz + d = 0 estune équation de ce plan. 

+ Réciproquement, tout plan admet une équation de cette forme. 

Exemples : 

Équations de plans de coordonnées : 

x=0 est une équation du plan yOZ 

y=0 est une équation du plan zOx 

z=0 est une équation du plan xOy 

Si (a: bre) 2 (0:00) l’ensemble des points M{(x ; y ; z) tels que 

ax +by+cz+d>0 (ou ax+by+cz+d< 0) est un demi-espace 

ouvert de frontière le plan (P) d’équation ax + by + cz + d = 

D a Calculs de distances 

Rappelons que dans le plan muni d’un repère orthonormé, toute droite (D) 

admet une équation de la forme ax +by+c=0,avec (a; b)Æ(0 ; 0). 

De plus, ä(—b ; a) est un vecteur directeur de (D) et ñ(a ; b) est normal à (D). 

Soit M, un point et (D) une droite du plan. 

+ La distance de M, à la droite (D) est la distance Mo Go 3 30) 

M,H , avec H projeté orthogonal de M, sur (D). 

+ En repère orthonormé, si M(x, ; Yo) etsi (D) a pour 

équation ax + by + c = 0, avec (a ; b) 4 (0 ; 0), la 

[ax + by, + c| 

Na? + b? 
distance de M, à (D) est égale à 

Soit M, un point et (P) un plan de l’espace. 

+ La droite perpendiculaire à (P) passant par M, 

coupe (P) en un unique point H, appelé projeté 

orthogonal de M, sur (P). 

+ La distance de M, au plan (P) est la distance M,H. 

* En repère orthonormeé, si M,(x, ; Yo ; Zo) etsi (P) 

a pour équation ax + by + cz + d = 0, la distance 

[ax + bys + czo + d| 

Na? + b? + c? 
de M, à (P) est égale à 



E DÉMONSTRATIONS 

m Propriété 6 
“4 ° Comme (a; b; c)#(0 ; O ; O), il existe des réels x,, Yo et Z) tels que aXp + DYo + CZo+ d=0. 
à Alors pour un point M(x ; y : 2) : 

_ aX+by+cz+d=0 & a(x-x,)+ B(Y- Yo) + c(Z-Z5)=0, puisque d=- ax) -byo- CZ: 

ax+ by+cz+d=0 & AM.ñ=0, en posant A(X ; Jo: 2).et-r(a bic) 

L'ensemble des points M(x ; y ; z) tels que ax+ by + cz+ d=0 est le plan (P) passant par À et de vecteur normal ñ. 
+ Soit (P) un plan, A(X ; Yo : Zo) un point de (P) et a ; b; c) un vecteur normal à (P). 
me, « à —— 
4 M(X ; y ; 2) appartient à (P) si et seulement si AM.nñ=0 soit a(x- Xo) + D(Y- Yo) + C(Z-Z,)=0, ce qui s'écrit 
_ bien sous la forme ax+ by+cz+d=0 en posant ne aX0 — DYo- CZo: 

æ Propriété 7 
Voir exercice n° 90 p. 348. 

æ Propriété 8 
Soit M(x ; y) un point quelconque de (D), (a ; b) un vecteur normal à (D). 

Par projection orthogonale, MQM . ñ est égal à MSH x |] ou -MSH x |ñ . 

3 FES MON. 
- Par conséquent IMoM : ñ| =MHXx|ñl et Mo = Moi 

Or MM. = a(x- x9) + b(Y- Yo) = aX+ by - 4x, -— by =- 8x0 - by — C, les coordonnées de M vérifiant l'équation 

de (D), ax+by=-c. 

-8X%- bYo-d _|8%0 +bÿo+c| 

fr /a2 + b2 
Par conséquent |MQM. ñ| =- ax - by, -c et MH = 

x Propriété 9 

MM . ne M x 
Comme pour la propriété 8, pour tout point M(x ; y ; z) de (P), MH à, 2 où A(a ; b; c) est normal à (P). 

M.n 

Ir] 

De MM. = a(x— Xo) + D(Y-— Yo) + C(Z-Zo) = - 8X0 — by - CZ) -— d, on déduit la formule annoncée. 

ES PP A ET RES ER A ONE RE DR SR EDIT RER SRE 

—> APPLICATION 

EMA Écrire une équation du plan (ABC) 

à est muni Les repère orthonormé. On admet que les points 

ASS; 54), B(2 ; 1 ; 4) et C(3 ; —2 ; O0) ne sont pas alignés. 

7. une équation c4 EE (ABC). 

Remarque 

Un plan admet une 

infinité de vecteurs 

normaux tous coli- 

néaires entre eux. Le 

choix arbitraire de c 

revient à choisir l’un 

des ces vecteurs. Un 

Solution 

+ Cherchons un vecteur #(a ; b ; c) non nul, normal au plan (ABC). 

Il faut et il suffit que ñ soit non nul et de ss 0er 7. AC U. 

Comme AB(-1:;2;0) et AC(0: - 16e on obtient : a on 

HABE== a +2b= 0er ACE=- b—Ac=O. à une autre équation 

Si on choisit c = 1, on obtient b= 4, puis a = -8 soit #(—8 ; -4; 1). de ne équivalente 
à celle-ci. 

+ Un point M(x ; y ; z) appartient à (ABC) si et seulement si AM. n— 0 

c’est-à-dire — 8(x — 3) — 4(y + 1) +(z-4)= 0. 

Le plan (ABC) admet donc pour équation — 8x — 4y + z + 16 = 0. 



TP 
1. Tétraèdre régulier 

OBJECTIF : Démontrer des orthogonalités dans l’espace et calculer des angles. 

ABCD est un tétraèdre régulier d’arête a. À 

On nomme I le milieu de [AB] et J celui de [CD]. 

L Lé 
ii 

A. æ Des orthogonalités 

1. a. Exprimer, en fonction de a, les produits scalaires AB.AC et D 

AB . AD. B 

b. En déduire que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales. J 

c. Exprimer Ij en fonction des vecteurs BA, BC et CD, puis en 

déduire que (IJ) et (CD) sont orthogonales. 

2. En considérant le plan (ABJ), retrouver sans calcul les résultats des questions 1b et 1c. 

B. æ Centre du tétraèdre 

Soit G le centre de gravité du triangle BCD et O le centre du tétraèdre, 

c’est-à-dire l’isobarycentre des points À, B, C et D. 

1. a. Justifier que G est équidistant de B, C et D. 

b. En déduire que (AG) est orthogonale au plan (BCD). 

2. Démontrer que O appartient à [AG] et à [IJ] ; préciser sa posi- B 

non sun | AG].et [IT 

3. Prouver (sans calcul) que O est équidistant de À, B, C et D. 

C.æ Calcul d’angles 

1. a. Que peut-on dire des triangles OAB, OAC et OAD ? 

b. Justifier que les produits scalaires OË.OÀ, OC. OA et OD . OA sont égaux. 

2. En calculant de deux façons différentes (OA + OB + OC + OC). OÀ, déterminer cos AOB, 

puis donner une valeur approchée de l’angle AOB à 1° près par défaut. 

Point Info 
La molécule de méthane CH, est compo- 
sée de quatre atomes d'hydrogène, situés 

aux sommets d’un tétraèdre régulier, et 

d'un atome de carbone situé au centre du 

tétraèdre. 

L'angle entre deux liaisons C — H est 

donc d'environ 109,5°. 
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2. Équations de droites et de plans 
OBJECTIF : Déterminer et utiliser des équations cartésiennes et paramétriques pour des intersections. 
On considère ABCDEFGH, un parallélépipède rec- 
tangle, tel que BF = BC = 1 et AB = 2. 

Soit K tel que BK = ; BC et J le milieu de [EH],on 

note (P) le plan (BDH)). 

On munit l’espace du repère (A ; %, 7, À) avec : 

+ 1 nu x FRS TS nest 

1=3 AB, La ALh Let k=AE, 

1. a. Déterminer un vecteur 7% non nul orthogonal à la 

fois à DB et à DH, en déduire une équation cartésienne de (P). 

b. Donner un système d’équations paramétriques de (JK). 

c. Déterminer les coordonnées de (, point d’intersection de (P) et (JK). 

Lu 

3 ÀB- 2. Soit L le projeté orthogonal de Q sur le plan (ABC) et I tel que AÏ = 

_a. Montrer que I, ( et L sont dans le plan (II) d’équation x = : et vérifier que L e (P). 

b. Pourquoi les plans (P) et (II) sont-ils sécants ? Quelle est leur droite d’intersection ? 

c. Donner un système d’équations paramétriques de cette droite. 

L 
ñ Le ; : 57 ; FT : - 

d. Le système (S) 2 est-il un système d’équations paramétriques de la droite d’inter- 

Xe 2y— 2 

section de (P}y et (IT) ? 

Remarque 

Le système (S) caractérise cependant la droite (LQ), c’est un système d’équations cartésien- 

nes de (LQ). En effet, une droite est aussi caractérisée par un système de deux équations carté- 

siennes de plans qui se coupent suivant cette droite. 

3. Soit M un point de [DC] ; on pose DM = aDC,avecaef[0;1]. 

a. Déterminer un système d’équations paramétriques de (EM). 

b. Pour quelle valeur de a les droites (EM) et (LQ) sont-elles sécantes ? 

Préciser dans ce cas leur point d’intersection (”’. 

3. Intersection de deux plans 
OBJECTIF : Savoir déterminer ou reconnaître l'intersection de deux plans. 

L’espace est muni d’un repère orthonormal. 

1. Soit (P,) et (P,) les plans d'équations respectives : 

Menez 5.0. et (BAS x 57-674 12,0, 

a. Déterminer des vecteurs normaux à (P,) et (P;). 

b. Quelle est la position relative de (P,) et CP 



2. Soit (PHP EEE ES 0. 

a. Déterminer la position relative de (P,; ) et (P;). 

x-y+22z=3 

Que peut-on en déduire pour le système 2er ? 

b. Parmi les systèmes suivants, quels sont ceux qui caractérisent la droite À d’intersection (P,) et 

(P3) ? 
| 

A7 61 
lire 

LR TRE a Tr 

y= + (te R) = tord (te R) AE À (ce R) 

4 g = 31-74 = 

4. Intersection de trois plans 
OBJECTIF : Étudier et imaginer les positions relatives de trois plans. 

L'espace est muni d’un repère orthonormé. 

1. Les figures ci-dessous illustrent des positions possibles de trois plans deux à deux distincts. 

Préciser dans chaque cas l’intersection de ces trois plans. 

Figure 2 

2. Déterminer l'intersection des trois plans donnés par leurs équations dans chacun des cas suivants : 

a. (QT): x - 714220 (00r 0% 0e Aer ONE pr 

b(Rijh:x+y 25 I (Re 2% PAR ETS ENS" 

Co (ST) x = y +22 1, (80) RER EPS EC En 

Si l'intersection est réduite à un point, donner ses coordonnées ; s’il s’agit d’une droite, en donner 

une représentation paramétrique. 

3. Y-a-t-il d’autres cas possibles pour la position de trois plans deux à deux distincts ? 

Si oui, les illustrer par une figure et donner des équations de trois plans correspondants à chacun 

des cas trouvés. 
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L_ 5. Produit scalaire et maximum 
OBJECTIF : Optimiser un angle en jouant sur une distance. 

ABCDEFEGH est un cube d’arête a. 
M est un point de la grande diagonale [HB]. 
Comment déterminer la position du point M sur [HB], 
pour que l’angle AMC soit maximum ? 

À. æ Conjecture à l’aide du logiciel 
Geoplan-Geospace 

Ouvrir le logiciel Geoplan-Geospace pour obtenir une 

feuille de dessin en haut de laquelle se trouvent une ligne de 

menus déroulants et une barre d’icônes. 

Créer le cube Aller dans le menu Fichier, Pour avoir une vue comme sur la 

= ABCDEFGH. choisir Charger une figure figure ci-dessus : 

et ouvrir le fichier cubel dans 

le répertoire Classics 

de Geospace. 

Créer le segment [HB]. | Menu Créer, Ligne, Segments. On n'utilise pas de crochets pour 

nommer le segment. 

Créer le point M surle | Menu Créer, Point, Point hbre, 

segment | HB]. sur un segment. a 

Calculer la mesure en Menu Créer, Numérique, Calcul | On choisira le radian comme unité et 

radians de AMC. géométrique, Angle géométrique. | on pourra nommer AMC cette mesure. 



On choisira par exemple trois 

décimales. 
Faire afficher cette Menu Créer, Affichage, Variable 

mesure. numérique déjà définie. 

Utiliser la souris et Déplacer M sur le 

segment [HB]. observer la modification 

de l'affichage. Déterminer la position 

pour laquelle la mesure de 

AMC semble maximale. 

Relever la valeur du 

maximum observé. 

Créer le triangle AMB. 

Observer AMB en vraie 

grandeur en plaçant le 

plan AMB de face. 

Dès lors, ne plus modifier la position 

du point M. 

Menu Créer, Ligne, Polygone On pourra nommer t ce triangle. 

convexe, défini par ses sommets. 

: n om d | pan 

Nombre a étapes 2 à 50): 

A . Q VUE . x 

Comment semble être | En cas de doute, faire calculer, | Cliquer sur permet de revenir à 

l’angle AMÈ lorsque puis afficher la mesure de la vue précédente. 

AMC est maximal ? AMB comme vu plus haut. 

Que représente donc 

le point M sur la droite 

(HB)), pour le point À ? 

B. = Démonstration 

1. a. Montrer que MA = MC. 
22 

MA? 

2. a. Déterminer les variations de la fonction x —> 1 — cos x sur [0 ; w]. 

b. On pose x = AMC, montrer que MES (CE 

b. En déduire que x est maximal lorsque MA est minimale. 

Que représente alors le point M sur la droite (HB), pour le point A ? 

2 
c. Montrer que x est maximal pour MA? = 2e 

d. En déduire l’angle maximal AMC. 

D'après un exercice de l’'IREM de Toulouse. 
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EL Utiliser le produit scalaire (sans repère) 

On considère un cube ABCDEFGH d’arête 1. Le nombre a désigne un réel 
strictement positif. —, e 
On considère le point M de la demi-droite [AE) défini par AM = - S AE. : 
1. Déterminer le volume du tétraèdre ABDM en fonction de a. 

2. Soit K le barycentre du système de points pondérés : De C 

(MS 42), CDD) P À 

a. Exprimer BK en fonction de BM et BD. 

b. Calculer BK.AM et BK. AD , puis en déduire l'égalité BK.MD=0. 

c. Démontrer l'égalité DK.MB=0. 
d. Démontrer que K est l’orthocentre du triangle BMD. 

3. Démontrer les égalités AK.MB=0 et AR.MD=-0. Qu’en déduit-on pour la droite (AK) ? 

Na? +2 
2a 

b. Déterminer le réel a tel que l’aire du triangle BDM soit égale à une unité d’aire. 
Déterminer la distance AK dans ce cas. 

unité d’aire. 4. a. Montrer que le triangle BDM est isocèle et que son aire est égale à 

D'après Bac, La Réunion, 2003. 

1. Comme (AE) est orthogonale à (ABD) , [AM | est la hauteur du tétraèdre ABDM issue de M. 

Le volume V de ABDM est donc donné par V = : aire (ABD) x AM. 

Sachant que ABD est rectangle en À, on en déduit que : 

A pop AM Le Le unité de volume. 
5e? OM Tr (0), 

2. a. Par la propriété de Pos du barycentre, a2BM + BB+BD=(a2+2)BK. 

BM+- BD. 
7e 2+2 

BD). AM = 

On en déduit que BK = 

AE entre DIS”, 
b. Ainsi mm BM + 

a2 +2 a2 +2 
1 Van 1 

Comme B a pour projeté orthogonal À sur (AM), BM. AM-=AM.AM- ne = — AE2= . 
a a 

BM. AM += BD.AM. 
a 15 n 

De plus (AM) étant ee au plan (ABD), elle est orthogonale à (BD) et BD.AM=0. 

1 1 
BK.AM- X — = ———. Par conséquent Poe 272 

De même BK.AD - BM. AD +- = BD AD 0: AD ADI (BM) et (AD) 
a? +2 2 a2+2 

sont orthogonales et le point B a pour er orthogonal A sur (AD). 

a 1 1 : ; : : AD = AD?2=- : On en déduit que BK. À EN) a2+2 
_ > > — — > ——— — —— l il Fs 

Par suite BK.MD=BK.(MA+AD)=-BK.AM+BR.AD=- + SE 

> > > + > _—_—— > il Est ee L 

c. De même DK.MB=DK.MA +DK.AB avec DK= AD M + ; DB par la propriété de 
a 

réduction. Comme précédemment, on calcule : 
° _—_— a TS a2 

DM DB.MA-=- AM?+0=- 
ed dre a2+2 a2+2 

+ — 

+ DK.MA-= F) 

si donna ane enen2S 



Par conséquent DK.MB=0. 

d. Dans le plan (BMD), DK est orthogonal à ME et BK est 

orthogonal à MD . On en déduit que (DK) et (BK) sont les hau- 

teurs issues de D et B dans le triangle MBD. Le point K commun 

à ces deux hauteurs est donc l’orthocentre du triangle. 

3. Calculons AK.ME et AK.MD. 

+ AK.ME=-AD.ME+DK.MB-=0 car (AD) est orthogonale 

à (ABE) doncà(MB)etDK.MB=0. 

+ De même, AK.MD-AB.MD+BK.MD-=0. 

La droite (AK) est donc orthogonale à (MD) et (MB) qui sont 

deux droites sécantes du plan (BMD), elle est donc orthogonale 

à ce plan. 

4, a. M appartient au plan (EAC) qui est le plan médiateur de 

[BD] donc MB = MD. Nommons O le milieu de [BD]. 

Dans le triangle isocèle MBD, la médiane (MO) est aussi hau- 

teur, donc l’aire de MBD est s = ; BD x MO. 

En appliquant le théorème de Pythagore dans le triangle AOM 

rectangle en À, on obtient : 

4=; BD x /MA?2 + AOZ. 

Comme BD =AB./2= /2 et AO = 

D\2 2 22 
D THE _N2,2+a_ 4/2, Ja2+2 Cara > 07 

2 TONER LD TE 

Na? +2 

2a 

sl= 
Di Q 

Par conséquent & = unité d’aire. 

Na2 +2 

2a 
5. 4-1 = =] /a2+2=2a 8 a2+2=4a? carles 

deux membres sont positifs. Ainsi 4 =1 & a= L ; 

Sachant que (AK) est orthogonale au plan (BCD), le volume du 

tétraèdre ABDM est aussi égal à ; x #4 x AK. 

De la question 1, on déduit que : x 4 x AK = . Avant) 
a 

on a dans ce cas, Ness 
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Commentaires 

Question 2 : En prouvant dès le 

début, par la propriété d’associa- 

tivité, que le  barycentreK 

appartient à la médiane (MO) ; 

puis en justifiant que (MO) est 

une hauteur du triangle isocèle 

BDM, on pouvait se contenter de 

la question 2b et ne pas traiter la 

question 2C. 

Cette démarche est plus habile mais 

cet exercice est un sujet de 

baccalauréat et l’ordre des questions 

a été respecté. 

Question 4b : 

Pour calculer la distance d’un point 

à un plan : 

— si on possède une équation du plan 

dans on repère de l’espace, on peut 

utiliser la formule de la propriété 9 ; 

— sinon, on rencontre souvent la 

méthode employée ici : évaluer de 

deux façons différentes le volume 

d’un tétraèdre. 



EXERCICES 

 B Soit (O ; :, 3, À) un repère orthonormal de l’espace. On SRG ès points AC 0" 07" 

af: _ s0)e cf: <) 
1: Re que OABC est un tétraèdre régulier et donner les coordonnées de son centre de 

DS at de 

4 gravité G. 

. 2. Déterminer l’ensemble Ÿ des points M de l’espace tels que MO? + MA? + MB? +MC2= È 
1 3 
ÿ 3. Montrer que Ÿ est tangent aux quatre faces du tétraèdre OABC. 

1. oae=1, om2=(1)"+(5) LOC G) + +(e) ne nrEe 
2 

2 2 À 2 2 

2 2 2 6 3 6 2 5 

D il) -2.. re : 
ï BCr=3 as +35 Soit BG£=5 a +3=1l.Ilen résulte OA=OB=0C=AB=AC=BC-1 

- Les quatre faces du tétraèdre sont donc des triangles équilatéraux. Le tétraèdre OABC est donc régulier. 

Comme G est l’isobarycentre de O, À, B et C, on 2: 

na (list) vo-a(2 +6) si ()-S wropiés à) +=+-|=- 
Ne DORE 2 6 6 ? 3 AN) 

2. Un point M{x ; y ; z) appartient à Ÿ si, et seulement si : 

m+y+at+(e1P+y2+z2+(x 1) 4 5) 42-14 cs +(.-8) 5 
2 3 

Ceci équivaut à 4x2 + 4y2 + 422 - 4x . BE 2 2 . En mettant les trinômes sous forme cano- 

nique, on obtient l’équation de Fer 

ro aider 
Par conséquent, MO? + MA2 + MB? + MC?= : équivaut à 

1 , V6 
7), = = —— , MG 5à soit MG 12 

6 
L'ensemble Ÿ est donc la sphère de centre G et de rayon == D : 

3. Le plan (AOB) est le plan d’équation z=0. 

6 
| ne au A + QE 

La distance de G au plan (AOB) est donc égale à ré soit D: 

La distance du centre G de la sphère Ÿ à la face (AOB) étant 

égale au rayon de la sphère >, celle-ci est tangente à la face 

(AOB). La sphère X de centre G étant, par définition (voir 

question 2), l’ensemble des points M tels que 

MO? + MA? + MB? + MC?=7, on obtient alors, par per- 

mutations, que » est aussi tangente aux faces (DAC), (OBC) 

et (ABC). 
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On considère le cube ABCDIJKL de côté 1 dessiné ( Ci- 

contre et on munit l’espace du repère (À ; AB, AD, AÏ)
. 

1. Soit G le centre de gravité du triangle IBK, calculer les 

coordonnées de G. 

2. Donner un système d’équations paramétriques de la 

droite (JD) et vérifier que G est sur cette droite. 

3. Montrer que JD est orthogonal aux vecteurs BK et 

Bi, en déduire une équation cartésienne du plan (BIK). 

4. Calculer la distance du point J au plan (BIK). 

Comparer les distances JG et JD. 

1. Les coordonnées des points I, B et K sont : I(0 ; 0 ; DB O0 ORIRCIE MINE 

XLESBHNREZ D VENIR TRS SR 21 TBE 

Se toi role ROC 00 

2. Les coordonnées des points J et D sont: J(1 ; 0 ; 1) ; DO le OÙ): 

Comme (JD) passe par J et a comme vecteur directeur JD(-1 ; 1; -1), un système d’équations 

) 
2 

Les coordonnées de G sont : xG = 
= =. 

x=1l-t 

paramétriques de la droite (JD) est Ver (te R) 

EE: 

: 1 É ; re : 
Si on prend 1 = 3° on obtient que le point de coordonnées 35353 est sur la droite, donc G est sur (JD). 

3. Les vecteurs BK et BÎ ont pour coordonnées : BK(0 ID) BIC LE UE 

D'où JD.BK=1-1-0 et JD.BÎ=1-1=0.On en déduit que JD est orthogonal à deux vecteurs 

non colinéaires du plan (BIK) donc JD est orthogonal au plan (BIK). 

Soit M(x ; y ; z) un point quelconque de l’espace : 

Me (BIK) & BM.JD=0 

Me (BIK) & -l1(x-1)+y-2=0 

donc une équation cartésienne du plan (BIK) est x-y+z-1=0. 

4. En utilisant la formule du cours, la distance du point J au plan (BIK) vaut: 

Hrl=1le 5 
ne 

D’après ce qui précède, G est le projeté orthogonal de J sur (BIK) donc JG = £ . D'autre part, on sait 

quetD= V3 (grande diagonale du cube) donc JG = 5 12 

U 
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F 

… — EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Produit scalaire dans le plan 

Soit (O ; 1,7) un repère orthonormé du 
plan. 

A ABCD est un carré de côté a et de centre O. 

Les points I, J, K, L sont les milieux des côtés 
comme sur la figure. 
Exprimer en fonction de a : 
PAlAB, DA. B] ; D K C 

Di. AÏ- 
2 AB. AD; ‘AB. AC ; 
AC BD. J 

O0). OA; AB.Bl; 
B.KD. 

A I B 

a ABCD est un carré de côté a. On place les 
points E et F tels que BÉ=:BC et CF=:CD, où 
test un réel donné. 
1. Faire une figure et émettre une conjecture sur les 
droites (AE) et (BF). 
2. Démontrer cette conjecture : 
a. en se plaçant dans un repère orthonormal ; 
b. sans repère, à l’aide d’une rotation. 

EX Soir A(1 ; -2), B(2 ; 1) et C(5 ; 2). 
1. Déterminer une équation de la hauteur issue 
de À dans le triangle ABC. 
2. Déterminer les coordonnées de l’orthocentre du 

triangle ABC. 

El on donne les points A(0 ; 4), B(-3 ; 0) et 

C(250);.et les droites diet. d’, respectivement 
perpendiculaires à (BC) en B et C. La perpendi- 

culaire à (AB) passant par O coupe d'en P, la per- 
pendiculaire à (AC) passant par O coupe d’ en Q. 

1. Faire une figure. 

2. Prouver que le point H(0 : :) est l’orthocentre 

du triangle ABC. 

3. Déterminer les coordonnées des points P et Q. 

4. Étudier l’alignement des points P, Q et H. 

15 Soit deux points À et B et I le milieu de [AB]. 

1. a. Démontrer que : 

MA? + MB2=2ML +; AB2. 

b. En déduire l’ensemble l des points M du plan 

tels que MA? + MB? = AB°. 

2. Dans cette question on prend A(1:;2) et 

BGr35)- 
Retrouver analytiquement le résultat obtenu à la 

question 1b. 

Produit scalaire dans l’espace 

Soit (O ;2,7,À ) un repère orthonormé de 
l’espace. 

lé Calculer le produit scalaire #.% dans chacun 
des cas suivants. 

as U(=1 2429), 0(22); 2 2)6; 
b. 4(5511525)%(15;1258 8) 
ce (25 43; 1), 5(-43 ; V2 51). 

FA Dans chacun des cas suivants, déterminer des 

réels x et y pour que % et 2 soient orthogonaux. 

a. CRIS ES} 02 10:72) 
b. 4(2;x;-—3), D(y;-2;4) ; 
c, 46 SAR SEP) 

E Soit les vecteurs %(1 ; 2 ; 3) et 2(4 ; —2 ; O). 
1. a. Vérifier que % et d sont orthogonaux. 
b. Déterminer un vecteur é, de norme 1 colinéaire à 4. 
c. Déterminer un vecteur £&, de norme 1 colinéaire à 
D. 
2. a. Soit le vecteur %(x ; y ; z), donner le sys- 

tème de deux équations à trois inconnues vérifié 
par x, v et z pour que w soit orthogonal à % et à v. 
Résoudre ce système. 
b. Soit O un point quelconque de l’espace, déter- 
miner é, tel que (O ;&6,,6,,ëé,) soit un repère 
orthonormal de l’espace (deux solutions). 

EX Soit les points A(1 ; 131), B(2;0;-2) et 
Cle 252): 
1. Montrer que le triangle ABC est rectangle. 
2. Donner une mesure en radians à 10-2 près des 
angles autres que l’angle droit de ce triangle. 

ET] Soit les points A(2 ;-1:0);B(3;2;-1)et 
COTON 
1. Montrer que ABC est isocèle. 
2. Donner une mesure en degrés à 0,1 près des 

angles de ce triangle. 

EE Soit les points AO 4) BONE; =) et 

CH2N O2 __—— 

1. Calculer AB. AC et en déduire cos (BAC). 
2. Soit H le pied de la hauteur issue de A dans le 

triangle ABC, calculer AH et en déduire l'aire du 

triangle ABC en unités d’aire. 

EF] Soit les points A(5:2558)1B (le 2% 11098 

C(Srabdet D(25185% 12); 

1. Montrer que AC =BD et AB LAC. 

2. Quelle est la nature du quadrilatère ABDC ? 
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EXERCICES 

FE soit les points O(0:0;0), A(2:0;0) et 

B(1 ; 43 ; 0). 
1. Vérifier que OAB est équilatéral. 

2. Déterminer les coordonnées d’un point C tel 

que OABC soit un tétraèdre régulier. 

E] Soit B(0 : 1 : 1), C(2 3 0 3 -4) et D(1 3 3; 1). 
1. Vérifier que B, C et D ne sont pas alignés. 

2 Soit A = 16 lala droite (OA) est-elle 

orthogonale au plan (BCD) ? 

3. Montrer que O est le barycentre de B, GerD 

affectés de coefficients que l’on déterminera. 

4. Quel est le projeté orthogonal de À sur le plan 

(BCD) ? 

EE Soit A(2 ;: 1 ; 5) et B(-1 ; 3; 1). 
1. Montrer que AOB est un triangle rectangle. 

2. a. Déterminer un vecteur directeur de la droite D 

passant par O et orthogonale au plan (OAB). 

b. En déduire un système d’équations paramétri- 

ques de D. 

3. Montrer qu’il existe deux points de D tels que le 

tétraèdre ait pour volume 6 ; donner les coordon- 

nées de ces deux points. 

6) Projeté orthogonal sur une droite 

Soit (d) la droite passant par A(2 ; 0 ; 1) etde vecteur 

directeur ä(1 ; 1 ; 1) et soit le point B(3 ; 2 ; 4). 

1. Déterminer une représentation paramétrique de (d). 

2. Déterminer les coordonnées du projeté orthogo- 

nal H de B sur (d), c’est-à-dire du point de (d) tel 

que BH 'L 4° 

Sans repère 

Dans les exercices 17 à 21, on considère un 

cube ABCDEFGH de côté a. 
Les points I, J, K, L et O sont les milieux res- 
pectifs de [BF],[FG], [CD], [BC]et [AG]. 

EN Déterminer, en fonction de a, les produits 

scalaires 4, 

a. AL AB Al. AP PANBARS 
b. KC.KB ; DK.BL ; EB.DG. 
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E 1. Déterminer le projeté orthogonal de J sur 

(AB). En déduire AJ. AB. 

2. Déterminer de même : 

a. Dj. DC ; HA.HB ; Bi.BH. 
b. Bj.BL ; FG.EG ; DK.DI. 

19 1. En écrivant. Bj sous la forme BF+F]j, 

déterminer BK.Bj. 

2. Exprimer en fonction de a les longueurs BK et BJ. 

3. En déduire une mesure approchée de l'angle 

KB] à 0,1° près. Cette mesure dépend-elle de a ? 

EX] 1. Justifier que HDSÉB-0. 

2. Démontrer que (FD) est orthogonale au plan 

(EBG). 

3. Le plan (EBG) est-il le plan médiateur du seg- 

ment [FD] ? 

21) 1. Exprimer en fonction de a les longueurs OF 

et OG. Er 

2. Dans le triangle OFG, en déduire OF.O0G. 

3. a. Justifier que le repère (a : ; AB, - AD, - AË) 

est un repère orthonormé du plan. 

b. En se plaçant dans ce repère, retrouver les résul- 

tats de la question 2. 

[22 ABCD est un tétraèdre régulier d’arête a. 
1. Exprimer en fonction de a les produits scalaires : 

AË.AC ; AB.DA ; BC.AD. 
2. Soit I, J, K, L les milieux respectifs de [AB], 

[ADI IDé let IER Ir 
Justifier que IJKL est un parallélogramme. 

Que peut-on en dire de plus ? 

23| Soit ABCDEFGH un cube d’arête a, O le centre 

du cube, I le milieu de [EF] et J le milieu de [GH]. 

H J G 

Donner une mesure en degrés approchée à 0,1 près 

des angles AOB, BOG, IOJ, TB]. 



EXERCICES 
4 

£ l [24 Soit OAB un triangle rectangle en O, soit (A) 
la perpendiculaire en O au plan (OAB) et soit C 
un point de (A) distinct de O. 
1. Calculer les produits scalaires : 

OC .AË ; OAÀ.CB et OB.CA. 
2. Soit H le projeté orthogonal de O sur [AB], 
montrer que (CH) est orthogonale à (AB). 

\et=hi  RU 

. " 

Ensemble de points 

# 25] On considère deux points distincts À et B tels 
que AB =4. 

. - Quel est l’ensemble des points M de l’espace tels que : 
a. MA = MB ? b. MA.AB=0 ? 
c. MA.MB=0 ? d. AM.AB=-8 ? 

U 

26| On considère un triangle ABC de centre de 
gravité G. Quel est l’ensemble des points M de 

_ l’espace tels que : 
. a. GM.AB=0 ? 

b. GM.AB=-GM.AC-=0 ? 
c. |MA+MB+MCI< 6 ? 

[27| Soit À, B et C trois points distincts de l’espace, 

déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels 

que : > + > LÀ 

a. AB.AM=AC.AM ; 
DIABEEM=BC-BM: 

EX] soit A et B deux points distincts de l’espace et I 
leur milieu. Soit M un point quelconque de l’espace. 
1. Montrer que MA.MB=MI2-IA2. 
2. En déduire l’ensemble des points M tels que 

MA.MB=-0. 

[29 Soit À et B deux points de l’espace tels que 

AB=2 etIle milieu de [AB]. 
1. Démontrer que pour tout point M de l’espace, 

MA?2-MB2=2IM.AB. 
2. Déterminer l’ensemble des points M de l’espace 

tels que MA? - MB?=12. 

EU Soit À et B deux points de l’espace et 

I le milieu de [AB]. 

1. Établir que pour tout point M de l’espace, 

NA NUP2 2MIZE 5 AB2. 

2. Quel est l’ensemble des points M de l’espace tels 

que : 
a. MA2+MB?2=AB? ? 

b. MA2+MB?= > AB°? 
3. Soit (O ; 4,7, À) un repère orthonormé de l’espace. 

On considère A(1 ;--2 ; 0) et B(3 ; 1 ; 1). 

Retrouver par le calcul les résultats de la question 2. 

Équation de plan 
Vecteur normal 

L'espace est muni d’un repère orthonor- 
mal (O ;1,7,hR). 

31] Dans chacun des cas suivants, déterminer un 

vecteur normal aux vecteurs % et d. 

a.4(-25;56), 2(1; 0 ; 5) ; 
b. (05: =21,3)002;1% 5)" 

EU SLR ee 
c 53334) 82:34). 

E] Pour chacun des plans suivants définis par une 
équation cartésienne, donner un vecteur normal. 
a. (P}2x=6»222:27=0% 

b:(Q).:,5=x=0" 
c. (R) : x+2y=5-3z. 

33 Donner une équation cartésienne du plan (P) 
passant par le point À et de vecteur normal 7 dans 
chacun des cas suivants. 

AAA E SLI) ILES A4); 

b.A(;1;1),M25:353);: 

ho na OR ee 

Déterminer une équation cartésienne du plan 
passant par A(-2:;0;5) et parallèle au plan 

d’équation 2x-7y+5z=1. 

35] Déterminer une équation du plan médiateur de 

IAB MavecrA (25 Silmil)ret BOSS: 

Ed Dans chacun des cas suivants, déterminer un 

vecteur normal au plan ABC puis une équation car- 

tésienne de ce plan. 

a. A(2:::0,;,-1),.B(0,;,3,;:4):C(:,50)s; 
b. Abe 2) (MAO 0) AG 28U0D) | 

[37| Soit le plan (P) d’équation 5x-2y=7. 
Dans chacun des cas suivants, donner un système 
d'équations paramétriques de (d) passant par À et 
de vecteur directeur # et déterminer l’intersection 

der(a)rent(Pir 

MAS 5e 171): 

NO MRe EARSERNTE 

CAS Tdi 2)ieteu(0" D 5) 

38 Soit A(-1:4;7), déterminer l’ensemble (E) 

des points M de l’espace tels que OA. AM=22 

Déterminer les coordonnées du point d’intersec- 

tion de (E) et (OA). 
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EXERCICES 

[39] Soit (P) le plan d’équation 2x — y + 322412=10% 

1. a. Déterminer les points d’intersection de (P) 

avec les axes du repère. | 

b. Montrer que (P) admet aussi pour équation : 

LAPS RES 10e 
6° A2%%4 

2. On considère les points : 

A(as0.; 0), B(0;; b:; 0) et GO: 105616) 

où a, bet c sont trois réels non nuls. 

Montrer que le plan (ABC) a pour équation : 

LENS. 
Ar 

Distance d’un point à un plan 

Soit (O ; 2, J, k) un repère orthonormé de 

l’espace. 

[40 Soit le point A(1 ; 2 ; 0) et (P) le plan d’équa- 

tion x—-y+2z-2=0. 

1. Déterminer les coordonnées du projeté orthogo- 

nal H de A sur (P). 

2. Calculer la distance de A au plan (P) de deux 

façons différentes. 

EX Soit AG ; 1: 1). 
De quel plan (P), (Q), (R) A est-il le plus proche, 

avecr 
(P) :3x-2y+7=0, 

(Q) :x+2y-3z-10=0, 

(R) : 4y+3z-5=0 ? 

EF] Soit les points A(4 ;-2;4), B(4:13;1) et 
C(-1 ; 2 ; 2). On considère le tétraèdre OABC et 

on cherche à calculer la distance d du point O au 

plan (ABC). 
1. a. Prouver que le triangle BCO est rectangle. 

b. Calculer son aire. 
2. a. Prouver que (AB) est perpendiculaire au 

plan (BCO). 
b. Calculer le volume V du tétraèdre OABC. 
3. a. Calculer l’aire du triangle ABC. 
b. En déduire la distance d cherchée. 

4. a. Vérifier que le plan (ABC) a pour équation 

2x+5y+5z-18=0. 

b. Retrouver la distance d. 
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FF] soit ABCDEFGH un cube d’arête 1. 

G 

1. a. Démontrer que AG-BD=0. 

b. Calculer AG.BÉE. 

c. En déduire que (AG) est orthogonale au plan 

(BDE). 

2. Soit I le centre de gravité du triangle BDE. 

Démontrer que (AG) perce le plan (BDE) en Het 

préciser la position de I sur le segment [AG]. 

3. On considère le repère (A ; AË, AD, AË). 

a. Écrire une équation du plan (BDE). 

b. Déterminer le projeté orthogonal J de H sur le 

plan (BDE). 

c. En déduire la distance de H au plan (BDE). 

Quelle vérification peut-on faire ? 

1. a. Il n’y a ni projeté orthogonal ni angle facile 

à déterminer ; il faut donc penser à décomposer 

l’un des vecteurs de façon à faire intervenir des 

vecteurs orthogonaux à l’autre. Ici AG peut être 
décomposé en deux vecteurs dont les directions 

sont orthogonales à celle de BD. 

b. Une autre décomposition de AG … 

2. On sait que I appartient à (BDE) ; il reste à prou- 
ver qu’il appartient à (AG) ce qui se fait vectorielle- 
ment en prouvant que AG et AI sont colinéaires. 
Pour exprimer AÏ où I est un barycentre, on doit 
penser à la propriété de réduction du barycentre. 

Remarque : on peut aussi utiliser une représentation 
paramétrique de (AG) et les coordonnées de I. 

3. a. AG est un vecteur normal au plan (BDE). 

b. J est le point d’intersection du plan (BDE) et 
de la droite À passant par H et orthogonale à 
(BDE). Ayant une équation de (BDE), il suffit 

d'écrire une représentation paramétrique de À 
pour pouvoir trouver le point J. 

c. On a deux façons de calculer cette distance, 

l’une servant de vérification à l’autre : soit calcu- 
ler JH à partir des coordonnées de J et H, soit 
appliquer la formule de la propriété 9 page 328. 

44] Soit A(1 ; 2 ; 3) un point de l’espace et (P) 

le plan d’équation x +/3y+2,/3=0. 

Montrer que la sphère (S) de centre À et de 

rayon 1 coupe le plan (P) suivant un cercle dont 
on donnera le rayon. 



l 

A 

=) 
=. 

LA e. 

Régionnement de l’espace 

(O ; 2,7, R) est un repère orthonormé de 
l’espace. 

45] Déterminer l’ensemble des points M{x ; y ; z) 
. vérifiant la condition donnée. 

a.x=0 ; : ; 
YyZ= 0 z>0 

ex y = 0. 

Z 0 
». : . : 

dx-y+2<0 ; 

[46| Caractériser par un système d’inéquations les 
points M{x ; y ; z) situés à l’intérieur du parallélé- 

pipède rectangle OABCDEFG où A(2:;0;0), 
(25:45: 0}rer D(2 ; 0 ; 2). 

Caractériser par un système d’inéquations les 
points Mix ; y ; z) situés à l’intérieur du tétraèdre 
OABGoeu AZ: 0"; 0) B(0 ; 4; 0)et E(0 ; 0 ; 2). 

48| On considère les points : 

LEO OMS I 0) nets K(030; 1). 

Caractériser à l’aide d’un système d’inéquations 

l’intérieur de la pyramide OIJK.: 

y-xz0 

49 On considère le système 40 <y<2 

0<Z3<3 

Dessiner dans le repère la partie de l’espace ainsi 

définie. 

Intersection de plans 
Systèmes 

LE CES ; , 
(O ;1,7,Rk) est un repère orthonormé de 
l’espace. 

50 Soit les plans (P) et (Q) d’équations respecti- 

ves x—3y+22=5 et 2x+y+7z=1, donner un 
système d’équations paramétriques de leur droite 
d’intersection. 

51 Déterminer la position relative des trois plans 
suivants. 
(P):x-2y+2z-1=0;:(Q):2x-4y+2231—=0; 
(R):3x+4y-5z+6=0. 

Quelle est l’intersection de ces trois plans ? 

[52 Déterminer la position relative des trois plans 
suivants. 
(PJ x -29+2-1=0; 

(R):x-3y+2z+2=0. 

Quelle est l’intersection de ces trois plans ? 

(Q):2x+y-3z3+4=0; 

53 L’espace est muni d’un repère orthonormal. 
SOITHIESDDOMIS AIS 2-1) BOITES TE) 

C(0 ; 2; 4). Déterminer l’ensemble des points 

Mx ; y ; z) de l’espace tels que : 

AM.AB=-0 et BM.AC-=0. 

71 On considere les points A (IE D ERODE 

BOT) COMME DEAD (2F 0 
1. Donner une équation cartésienne des plans 
médiateurs de [AB], [AC], [BC] et [AD]. 
2. Montrer, en résolvant le système : 

y+z-1=0 

2x-1=0 
>) 

2x-2y-2z3+1=0 

x+z-2=0 

que ces quatre plans ont un seul point commun (). 
3. Que peut-on dire des distances (A, QB, QC, 
QD ? Pourquoi ( appartient-il aux plans média- 
teurs de [BD] et [CD] ? 

4. Soit (S) la sphère circonscrite au tétraëdre 
ABCD), quels sont son centre et son rayon ? 

55 Soit les plans : 
(P): x F23=0; 

(Osez UE 
(RAIN EE Al Cr E R). 
1. Déterminer une valeur m, du réel "»m pour 
laquelle (R,,) est confondu avec l’un des deux 

autres plans. 
2. Déterminer l'intersection des trois plans (P), 

(Q er (RS) : 
a. pour M=Mo ; b. pour m£m;. 
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Bblecti f BAC 

> Que sais-je ? 

Vrai ou faux ? 
L'espace est muni d’un repère orthonormé 

(O;27,k). 
Pour les exercices 56 à 60, on considère 

A Clens 1e (02 SL AG(OE DEL); Er 
er D(2 : : "TL 

56 (ABC) a pour équation 2x-y+z-1= 0. 

157| La droite (AD) est orthogonale au plan (ABC). 

6 
58 La distance de D au plan (ABC) est . : 

[59 L’intersection des plans (P) et (P’) d'équations 

respectives y = 2 et 2x + z — 3 = 0 estla droite (AB). 

60 L’angle géométrique BAD mesure = radians. 

x=-—4Àt 

O La droite A : y=1+3t (te R) etle plan 

g=2 +21 

(P):x-2y+5z-1=0 ne sont ni orthogonaux 

ni parallèles. 

L62| L'ensemble des points M équidistants des 

points A(2 ; -3 ; 0) et B(-4 ; 1 ; 2) est le plan 

d’équation 3x+2y-3+4=0. 

QCM 
L'espace est muni d’un repère orthonormé 

(O :2,7,R). 

169 Plusieurs réponses peuvent être vraies. 
Soit ABCD un tétraèdre régulier et L, J, K, L, M, N 
les milieux des arêtes [AB], [AC], [AD], 

[BC]; [BD]; [CD]. On pose a= AB. 
Pre Sécet posa 2 

A. AB+AC=T ; B. BD.DA=T ; 

C. AB.CD=0 ; D. AB.IN=0 ; 

EL KE 0. 
Pour chaque exercice suivant, une seule des 

quatre réponses proposées est exacte. 

On donne le point S(1 ; —-2 ; 0) et le plan (P) 

d’équation x+y—-3z2+4=0. 

[70] Une représentation paramétrique de la droite D 

passant par le point S et perpendiculaire au plan (P) 

ÉSE: 

X—l Er ART 

A. 4y=1-21(1ER); B.i4y=-1+1(1e R); 

2=— 3 215 
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M] soit AG ; 0-2) et B(2 3-1 ; 1). Il existe 
un plan contenant (AB) et orthogonal à (Oz). 

El] a. si (4 + 12 = 11412 + ol? + 21l - Id alors % 

et d sont colinéaires. 

b. Si À et 9 sont colinéaires alors : 

a + al? = 112 +112 + 21 - 1] - 

Dans les exercices 65 à 68, on considère trois 

plans (P,), (P,) et (P3); deux à deux distincts. 

Œ si P,)n(@P,)#9 et (P,) Nn (P3) # © alors 
(P,)A(P;)0(P:) ER 

Œ si P)n@P,)n(P;)#9 alors 
(P,)Nn@P,)= (P,)N(P3): 

Œ si (P,)n(P,)=(P;) n(P;) alors 
(P,)N(P,)nN(P;) est une droite. 

[68] Si (P,)Nn(P,)n(P;) est réduit à un point 

alors (P,)"N(P,) est une droite. 

Source : ESIEE. 

D 

RerleEr KR LTIÉ 

C.ly=-2-2:(1e R); D. y=-1+r (reR) 

Poe fe Se 51 

71] Les coordonnées du point H d’intersection de 

la droite D avec le plan (P) sont : 

A. (-4:0;:0); B. (2 25) RSC ACT 
TU ONE Bat en 0 

c($:-2:5);: (ris 
9 2373 Dr ec 

(72) La distance du point S au plan (P) est égale à : 

AR e 3 D. Tes rare 

“11 ir 11 

73 On considère la sphère de centre S et de rayon 3. 

L’intersection de la sphère et du plan (P) est égale 
Aiau point I(L: 50): 

2 

B. au cercle de centre H et de rayon r= s.f0 ; 

_C. au cercle de centre S et de rayon r=2 ; 

D. au cercle de centre H et de rayon r = 4e É 



ROBE: f BAC 

+ Un sujet vu au BAC (extrait) 
EI L'espace est rapporté à da repère PE 05 (O ;z 3, k). Soit les 
points A(3 ; -2 ; 2) ; B(6; 

Partie A 
1. Montrer que le triangle ABC est un triangle rectangle. 
2. Soit (P) le plan d’équation cartésienne x+y+23-3=0. 
Montrer que (P) est orthogonal à (AB) et passe par A. 

19} et C\6-3 FES DE 

3. Soit (P”) le plan orthogonal à la droite (AC) et passant par le point A. 
a. Déterminer une équation cartésienne de (P’). 
b. Déterminer une représentation paramétrique de la droite À, droite Treo des plans (P) et (P”). 
= Partie B 
1. Soit D (0 ; 4; -1). Montrer que la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC). 
2. Calculer le Glume V du tétraèdre ABCD. 

3. Montrer que l’angle géométrique BDC a pour mesure . radians. 

4. Calculer l’aire du triangle BDC. En déduire la distance du point A au plan (BDC). 

= Partie A 
1. De VAN :TENR 3: 3) et AC(3;0: —3) on déduit que 
AB.AC=0.Le M More ABC est rectangle en À. 
2. (P) admet pour vecteur normal #(1 ; 1 ; 1), colinéaire à AB, 
donc (AB) est orthogonale à (P). 
De plus x1 + ya +24 —3=0 donc À appartient à (P). 

3. AC(3 310:;:=3)'est normal à. (P’};donc!#(1:; O0 ; —1) l’est aussi. 

Une équation de (P”) est alors de la forme 1:x+0-y-1-z+d=0. 
Les coordonnées de A vérifient cette équation d’où d=-1. Ainsi 
(P”) a pour équation x-z-1=0. 

Un point Mix ; y ; z) appartient à À si et seulement si ses coor- 

: Lo , x+y+z-3=0 
données vérifient le système (S) . En posant 

x—-z-1=0 

LT 

z=t, on obtient cette représentation de À : y=2-2t (te R). 

SE — 

= Partie B 

1. AD(-3 ;,6;-3)d'où AB.AD=0et AC.AD=0. Alors (AD) 
est Lo -ondlce à deux droites sécantes de (ABC) donc à (ABC). 

2. D’après B1, (AD) est une hauteur du tétraèdre et donc 

V=; aire(ABC) x AD avec aire(ABC) = AB XxAC car ABC 

est rectangle en À. Or AB=4Y37+3?7+ 32-33, de même 

AC = 312, AD = 3/6 d’où V = 27 (unités de volume). 

3: DB(6 ; 2970) "6 DC(6 ; _6;0) donc DB.DC=54, 

DB=9 et DC=6/2.De DB.DC=DBxDE x cos DC, on 

déduit que cos BDC= . et donc que DC a pour mesure £ 1 

4, Dans BDC, la hauteur Dhs de CG mesure DC x sin BDC donc: 

27 aire (BDC) = - 5 DB XDCXx— 

Si h est la distance RTS CN vel ; aire(BDC) X#. 

Connaissant V ét aire(BDC), on déduit que h =3. 

Asie, juin 2003. 

Question A1 : On ne sait pas a 
priort quel est l’angle droit. Obser- 
ver les coordonnées des vecteurs 
AB, AC « BC et constater 

que c’est AB.AC qui est nul. 

Question A3 : Pour trouver une 
représentation paramétrique de la 
droite d’intersection de deux plans, 
prendre l’une des inconnues pour 
paramètre. (Ce procédé ne doit 
plus être une astuce le jour du 

bac...) 

Question B2 : Le volume d’un 

tétraèdre est : 

V= 5 base X hauteur. 

Mais il y a quatre bases et quatre 
hauteurs correspondantes. Ce sont 
les propriétés d’orthogonalité déjà 
connues qui permettent de choisir 

le bon couple. 

Question B3 : Penser que le 
produit scalaire permet de déter- 
miner des angles géométriques en 

calculant leur cosinus. 

Question B4 : Se laisser guider 
par l’énoncé … ne pas chercher 
une équation du plan (BCD) 
pour appliquer ensuite la formule 

de la distance d’un point à un 

plan. 

(Voir exercices n° 42 à 44.) 
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EXERCICES 

EN EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT — EXERCICES D'APPROFONUBSEMENT  —— 

(O ; 1, J, k ) est un repère orthonormé de 

l’espace. 

Équations de plans 
Systèmes 

Résoudre les systèmes : 

x+y+z+t=1l 
: 2x+6y-2z+1=-3 

x+3y+22=2 
a. b. x—-y+2z-1=2 

x+2y-21=3 
—x3y+32+21=5 

x+2z+3t=-4 

[76 L'espace est muni d’un repère orthonormal. 

Soit les plans : 
(P):x+y-2=1 ; 
(Q,) mx 2y=2z=2*; 

(RE (3-m)x+y+(m+2)z=-5 (me R). 

1. Déterminer la position relative de ces trois plans 

quand m=2. 
2. Déterminer la position relative de ces trois plans 

quand m #2. 

Le but de l'exercice est de déterminer une 
équation cartésienne d’un plan sans utiliser un vec- 

teur normal. 
Dans l’espace muni d’un repère orthonormal, on 

considère les points A(1 ; 2 ; 3); B(-4; 5 ; -6); 

CIDRE) 
1. Sachant que ax+by+cz+d=0 est la forme 

générale d’une équation cartésienne du plan 
(ABC), écrire un système de trois équations à qua- 

tre inconnues vérifié par a, b, c et d. 

2. Résoudre le système obtenu. 
3. En déduire une équation cartésienne de (ABC) 

aux coefficients entiers. 

78] Déterminer en utilisant la méthode du 77 une 

équauonsdu plant ABO) avec A2 0)E 

BD Se 2)en Cle st) 

EZ] Soit les points A(3 ; O0 ; 3) et B(1 ; —-1 ; 4). 
1. Donner une équation cartésienne de (P), plan 

médiateur de [AB]. 

2. Soit (II) le plan d’équation x-y+2z+3=0, 
déterminer le point C tel que (II) soit le plan 
médiateur de [AC |. 

3. Déterminer l’ensemble des points équidistants 
de A tBet(. 
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EU Soit le plan (P) déterminé par les points 

AGS2LE5)6 BUS 0; 1) et C(1526mDbEET 

SOINS (BEBE) 

1. Déterminer une équation cartésienne du plan (Pà 

et vérifier que S n’est pas dans (P). 

2. Calculer la distance } de S au plan (P). qésk 

3. a. Calculer cos BAC, en déduire sin BAC 

(BAC étant un angle géométrique, son sinus est 

positif). 

b. Calculer l'aire du triangle BAC en unités d’aire. 

4. En déduire le volume du tétraèdre SABC en uni- 

tés de volume. 

[81] Soit les plans (P) et (Q) d’équations respectives : 

x+2y-2-1=0 et 2x 520207 

1. a. Vérifier que ces plans ne sont pas parallèles. 

b. Donner un système d’équations paramétriques 

de (A), droite d’intersection de (P) et (Q). 

c. Vérifier que (A) passe par A(-1:;:1;0)eta 

pour vecteur directeur 4(6 ; —1 ; 4). 
2. a. Soit B un point de (P) différent de A tel que 
AB.%=0, déterminer le point B répondant à ces 

conditions et ayant comme abscisse 0. 
b. Soit C un point de (Q) différent de A tel que 
AC.#=0, déterminer un point C répondant à ces 
conditions et ayant comme abscisse 0. 
3. Déterminer une mesure en degrés à 0,1 près de 

l’angle BAC. 

[82] Soit les droites (d) passant par A(5 ; 0 ; 5) et 
de vecteur directeur #(1 ; 1 ; 0) ; (à) passant par 

B(4 ; 4 ; 0) et dé vecteur directeur u(0 162) 
1. Vérifier que (d) et (8) ne sont pas coplanaires. 

On cherche une équation cartésienne du plan (P) 

contenant (d) et parallèle à (à). 
2. a. Soit C le point tel que AC =%. 
Montrer que C est dans (P). 
b. Soit D le point tel que AD =5. 
Montrer que D est dans (P). 

3. Déduire de ce qui précède une équation carté- 
sienne de (P). 

Distance dans le plan et l’espace 

[83] Le plan est rapporté à un repère (O ; 
orthonormé. 

1. Placer le point S(1 ; 1) et tracer la droite D 
d’équation y=-x+1. 

2. À la règle et au compas, placer plusieurs points 
situés à la même distance de S et de D (expliquer la 

1,3) 

méthode de construction utilisée). 

Peut-on conjecturer l’ensemble de ces points ? 



EXERCICES 

5 3. Déterminer une équation de l’ensemble des 
_ points équidistants de S et de D. Reconnaître la 
._ nature de cet ensemble et le tracer sur la figure déjà 

construite. 

El Le plan est rapporté à un repère orthonormé 

DE 
1. Soit a et b des réels strictement positifs ; on con- 

sidère les points A(a ; 0) et B(0 ; b). 

Calculer la distance du point O à la droite (AB). 

- 2. Soit a, b, c des réels strictement positifs. Dans 
l’espace rapporté au repère orthonormal (O ;4,7,À), 

on considère les points A(a ; 0 ; 0),B(0 ;b;0)et 
D C(0 ; O0: c)- 

a. Calculer la distance du point C à la droite (AB). 
b. Démontrer la relation : 

[Aire(ABC)]? =[Aire(OAB)]? + [Aire(OBC)]? 

+ [Aïire(OCA)]? 

85| 1. Déterminer une équation du plan 

(P) passant par A(1 ; O0 ; 1) et de vecteur normal 

(il ST: 1): 
2. Soit (P’) le plan d’équation x +2y-—24+1=0 et 
M le point de coordonnées (0 ; 1 ; 1). 
a. Démontrer que les plans (P) et (P’) sont per- 

pendiculaires (voir ci-dessous). 
b. Calculer les distances d et d’ du point M aux 
plans (P) et (P”’) respectivement. 
3. a. Donner une représentation paramétrique de 

* Ja droite d'intersection des plans (P) et (P”). 
b. Déterminer les coordonnées du point H de D tel 

que la droite (MH) soit perpendiculaire à la droite D. 

c. Vérifier que MH?2= 42 +d'2. 

Deux plans (P) et (P’) sont dits perpendiculaires si 
et seulement si l’un contient une droite orthogonale 

à l’autre. Si (P) et (P’) admettent respectivement 

ñ et n” pour vecteurs normaux, (P) et (P’) sont 

perpendiculaires si et seulement si 7 et 7” sont 

orthogonaux. 

[86 À égale distance 

L'AO ï,j) est un repère orthonormé du plan. 

a. Tracer les droites D, et D, d’ équations respec- 

tives y=2x-1 ety=-x+2. 

b. Exprimer la distance d; d’un point M(x, ; Vo) 
à la droite D, et la distance d, de MàD, 

ee D une équation te l’ensemble (E) des 

points M du plan situés à égale distance des droites 
Deep: 

d. Montrer que (E) est la réunion de deux droites 
que l’on tracera. Que représentent ces deux droites ? 

a: 1 espace est rapporté à un repère orthonormé 

(O ;4,7,R). On considère les plans (P,) et (P,) 
d'équations respectives x—y=0 et x+y=0. 

a. Représenter dans l’espace ces deux plans. 

b. Donner une équation de l’ensemble (F) des 
points M de l’espace situés à égale distance des 
deux plans. 

c. Montrer que (F) est la réunion de deux plans 
que l’on précisera. 

[87 Points équidistants de deux plans 
Soit le plan (P) : x+2y-2z+3=0 et le plan 

(Q) : 4x-3y+5=0 ainsi que M(x;7y;z) un 

point quelconque de l’espace. 

1. Montrer que M est équidistant de (P) et (Q) si 

et seulement si M appartient à la réunion de deux 
plans (R,) et (R,) dont on donnera pour chacun 

une équation cartésienne. 

2. a. Déterminer deux vecteurs #, et #, normaux 

respectivement à (R,) et(R;). 

b. Vérifier que #%, et #, sont orthogonaux et donc 

que (R,) et (R,) sont perpendiculaires. 

(R,) et (R,) sont appelés les plans bissecteurs 

der) (Q). 

ATAUS Distance d’un point à un plan 

Soit (P) un plan d’équation ax +by+cz+d=0. 

Soit A(xA ; Ya ; ZA) un point de (P) et (A 10210) : 

On considère un point M,(x, 3 Yo 5 20) de l’espace 

et son projeté orthogonal H sur (P). 

1. Le but de cette question est d’établir la formule 

donnant la distance de M, au plan (P). 

a. Montrer que AM, .#= ax) +byo+cz0+d. 

chapitre 11 Produit scalaire dans l’espace = 347 



EXERCICES 

b. Montrer que AM,.#=HM;.#, puis que 

JAM, - | = HM, x Wa? + b? + c?. 

c. En déduire la distance de M, au plan (P). 

2. Application 

On considère la sphère S de centre ((2 ; —-1 ; 3) 

et de rayon 2, et le plan (P) d’équation 

2x-2y+2z-3=0. 

Étudier la position du plan (P) par rapport à la 

sphère. 

[89 Perpendiculaire commune à deux droites 

Soit (d) et (5) deux droites non coplanaires de 

l’espace. On veut déterminer la perpendiculaire 

commune (A) à ces deux droites (c’est-à-dire la 

droite (A) coupant (d) et (à) orthogonalement). 

1. Soit (P) le plan contenant (à) et parallèle à (d) 

et soit (d’) la projetée orthogonale de (d) sur (P). 

Montrer que (d’) et (à) sont sécantes. 

2. Soit À le point d’intersection de (d”) et (à) et 

soit (A) la perpendiculaire à (P) passant par À. 

Montrer que (A) est orthogonale à (d) et à (à). 

3. Soit B le point de (d) se projetant orthogonale- 

ment en À, démontrer que (AB)= (A) et conclure. 

AB est la distance entre les deux droites (d) et (à). 

4. Application 
SOPMEOS OU) O0 20) eARCNIE 0) 

a. Montrer que les droites (d)=(PQ) et 

(8) = (OR) sont non coplanaires. 

b. Déterminer la distance entre ces deux droites. 

Régionnement de l'espace 

[90 Caractérisation d’un demi-espace 
Soit (P) le plan d’équation ax +by+cz+d=0 

avec (a; b;c)Æ#(0;:0;0) dans l’espace muni 

d’un repère orthonormal. On note A(x, ; Yo 3 Zo) 

un point de (P) et B le point tel que AB(a;b;c) 

soit normal au plan. 

B 

H f 

ax +by+cz+d=0 

La SoitM Le) a unSpontédemlEspace 

n’appartenant pas à (P), calculer AB.AM à 
l’aide du projeté orthogonal H de M sur (P). 

b. Montrer que AB.AM=ax+by+cz+d. 

2. Montrer que M est dans le demi-espace conte- 

nant B si et seulement si ax+by+cz+d>0. 

3. Montrer que M est dans le demi-espace ne conte- 

nant pas B si et seulement si ax +by+cz+d<0. 
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4. Application 

Caractériser le demi-espace de frontière -(ABC) 

contenant D, en prenant A(1; 2 ; -3), B(Ob hs1293 

CPE D ct CE = IT 

Tétraèdre orthocentrique 

EX] Soit À, B, C et D quatre points distincts de 

l’espace. 

1. Montrer que : 

AB+CD=AD+CE et AD+BC-AC+ED. 

2. En déduire que : 

AB GD2:2AB CD 
“AD24BC2%2AD) BC 

*AC2+BD2+2AC.BD : actes 
“AD BC2r2AD BC: 

3. En déduire qu’un tétraèdre ABCD 2 ses arêtes 

opposées (AD) et (BC), (AC) et (BD), (AB) et 

(CD) deux à deux orthogonales si et seulement si 

AB2 + CD?2= AD? +BC2=AC?2+BD?. 

On dit dans ce cas que le tétraèdre est orthocentrique. 

7] Soit ABCD un tétraèdre. 
1. Montrer que : 

DA:BC+DB.CA+ DC ADD: 
2. Démontrer que si deux couples d’arêtes opposées 
sont constitués d’arêtes orthogonales, alors le troi- 

sième couple est formé d’arêtes orthogonales. 

Le tétraèdre est alors orthocentrique. 
3. a. Soit H le projeté orthogonal de A sur 

(BCD). 
Montrer que si ABCD est orthocentrique alors H 

est l’orthocentre de BCD. 

b. Que peut-on en déduire pour les projetés ortho- 

gonaux de B, C et D sur leurs faces opposées 

respectives ? 



EXERCICES 

- Problèmes 

2. ŒE On se propose d’étudier une modé- 
- lisation d’une tour de contrôle de trafic aérien, 

_ chargée de surveiller deux routes aériennes repré- 
_ sentées par deux droites de l’espace. 

L'espace est rapporté à un repère orthonormal 

(O ; 1,7, R) d’unité 1 km. Le plan (O ; 2,7) repré- 
sente le sol. 

Les deux routes aériennes à contrôler sont repré- 
sentées par deux droites (D,) et (D,), dont on 

connaît des représentations paramétriques : 

x=3+a 

(D,) :{7=9+3a,aeR ; 

z=2 

x= 0,5 + 2b 

(D;) : 4y=4+b sbEeR. 

z=4-b 

1. a. Indiquer les coordonnées d’un vecteur 4, 
directeur de la droite (D;,) et d’un vecteur #, 

directeur de la droite (D,). 

b. Prouver que les droites (D,) et (D;,) ne sont 

pas coplanaires. 

2. On veut installer au sommet S de la tour de con- 

trôle, de coordonnées S(3 ; 4 ; 0,1), un appareil 

de surveillance qui émet un rayon représenté par 

une droite notée (R). Soit (P,) le plan contenant 

S et (D,), et (P,) le plan contenant S et (D). 

a. Montrer que (D,) est sécante à (P,). 

b. Montrer que (D,) est sécante à (P,). 

c. Un technicien affirme qu’il est possible de choi- 

sir la direction de (R) pour que cette droite coupe 

chacune des droites (D,) et (D,;). 

Cette affirmation est-elle vraie ? Justifier la réponse. 

194] Coin de cube 

On considère un tétraèdre OABC tel que OAB, 

OBC et OCA soient des triangles rectangles en O, 

avec OA=2, OB=-2/3 et OC=3. 

Partie A. Orthogonalité dans l’espace 

1. Faire une figure. 

2. Soit K le projeté orthogonal de O sur (AB). 

Justifier que (AB) est orthogonale au plan (OCK). 

3. Soit H le projeté orthogonal de O sur (ABC). 

a. Justifier que H appartient à (CK).. 

b. Calculer AH.BC. 
c. Que représente le point H pour le triangle ABC ? 

Partie B. Dans un repère 
On considère le repère : 

1 — 1 
O ; = OA, — (0:,08.- = 

1. Justifier que ce repère est orthonormé. 
2. a. Déterminer une équation cartésienne du plan 
(OCK) dans ce repère. 
b. Déterminer les coordonnées de K. 

c. Calculer l’angle OK. 

3. a. Déterminer l’aire du triangle ABC. 
b. En calculant de deux façons différentes l’aire du 
tétraèdre OABC, déterminer la distance OH. 
4. a. Montrer que les plans médiateurs des arêtes 
[OA], [OB] et [OC] ont un point commun { 
dont on précisera les coordonnées. 

b. Justifier qu’il existe une sphère circonscrite au 
tétraèdre et calculer son rayon. 
5. a. Déterminer les coordonnées de l’isobarycen- 
tre G des points O, A, Bet C. 
b. Que peut-on dire de la position des points G, O 
et ( ? 

2. | 
OE, ; OC). 

95] Distance entre deux droites non coplanaires 
Le plan est muni d’un repère Aro Soit les. 

deux droites : (d) passant par A(1 ; — 1) et de 
ae directeur utile 2 0), et . passant par 

BCP )Retdevecreur Mieceur DO: AENDE 

1. ape que (d) et (à) ne sont pas Se fon 

2. a. Déterminer un vecteur # tel que : 
n.u=n. 0-0: 

b. Soit (P) le plan contenant le point À et les 
points C et D définis par AC = à et AD = x, déte- 
rminer une équation cartésienne de (P). 

3. Soit E le point d’intersection de (P) et (à), cal- 

culer les coordonnées de E. 

4. a. Soit (A) la droite passant par E et de vecteur 

directeur #, donner un système d’équations 

paramétriques de (A). 
b. Vérifier que (A) est orthogonale à (d) et à (à). 
c. Montrer que (A) et (d) se coupent en un point 

F dont on déterminera les coordonnées. 

5. (A) est orthogonale à (d) et à (à), elle coupe 

(d)en F et (à) en E. 
Calculer la distance entre (d) et (à), c’est-à-dire la 

distance EF. 
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Chapitre 

Pour n fixé, observer 

la fluctuation 

des fréquences. 

Pour n devenant 

grand, observer 

la stabilisation 

des fréquences. 

Modéliser une 

expérience aléatoire, 

c’est préciser : 

* l’univers 

des possibles Q, 

- la loi de probabilité 

sur (. 

La loi est dite 

équirépartie 

lorsqu’elle associe 

à chaque issue la 

même probabilité. 

Activité 1 = Pour se rappeler 

Soit € l'expérience aléatoire consistant à lancer deux pièces de monnaie bien 

équilibrées. 

A m Choix d’un modèle 

1. Après expérimentation ou simulation. On considère l’événèment 

«obtenir 2 Pile», que l’on code: 2P. La simulation, sur calculatrice ou 

tableur, de dix séries de n lancers de deux pièces a permis d'obtenir, pour dif- 

férentes valeurs de n, les RequeRsS de 2P suivantes. 

eee 
Si on choisit Q={2P ; 2F ; PF} comme ensemble des résultats possibles 

(univers des possibles), quelle loi de probabilité sur { peut-on proposer au vu 

des données expérimentales ? 

2. En recherchant une situation d’équiprobabilité 

Si l’on choisit 0 FPP)SCP PF) (CP) CERF) COMME UHiVerS (DSi 

de différencier mentalement les deux pièces), expliquer, à l’aide d’un tableau 

ou d’un arbre, en quoi le choix d’une loi équirépartie sur (Q” paraît pertinent. 

Ce modèle permet-il de retrouver le précédent ? 

B m Ope érations su 

D 

== 

Soit D l’événement « DR un double » 

nement « obtenir au moins un Pile ». 

Calculer les probabilités des événements : D, E, DAE et DLE. 

ur 2 Pile ou 2 Face) et E l’évé- 

4 y, nrnbln 12282: 
atio n o une VarlaDie aleatoire Ce Utile 

Pour une mise de 1 €, un joueur est invité à lancer deux pièces de monnaie. 

‘Il gagne 1 € pour chaque Pile obtenu et perd 1 € s’il n’obtient aucun Pile. On 

désigne par X la variable aléatoire associant à chaque lancer le gain algébrique 
du joueur. | 

1. Déterminer la loi de probabilité de X. 

2. Combien le joueur peut-il espérer gagner ? 

D = chapitre 12 Conditionnement et indépendance 



L Activité 2 Des probabilités 
Sous condition 
Dans un lycée, la répartition des élèves de terminale S en fonction du sexe et 
de la spécialité choisie est donnée par le tableau ci-dessous. 

| Garçons 

On tire au hasard la fiche d’un élève de terminale S. 

A s Probabilités simples et conditionnelles 

Toutes les probabilités demandées seront données sous forme de fraction irré- 

ductible. 

1. Quelle est la probabilité de chacun des événements suivants ? 

F : « l’élève est une fille », M : « l’élève est en spécialité maths », FN M. 

2. On rencontre un élève au hasard, et c’est une fille. 

Quelle est alors la probabilité qu’elle soit en « spé maths » ? 

On appelle probabilité de M sachant F cette probabilité (conditionnelle) et 

on la note P-k(M). Quelle égalité faisant intervenir P(FR M), P(F) et 

PK(M) peut-on écrire ? 

3. Donner la signification de P,,(F) et calculer cette probabilité. 

Quelle nouvelle égalité peut-on écrire ? 

B = Construction et utilisation d’un arbre pondéré 

1. Rappeler la signification des deux probabilités (ou poids) apparaissant sur 

cet arbre et achever de le compléter après l’avoir recopié. 

7 M P(FNM) . 
13 

13 FT; PFNQ) = 
25 PSS Re 
; RAP TG OM = 

— Q P(GNQ) =. 

MIS M P(G NS) =": 

2. Quels chemins conduisent à la réalisation de l'événement M ? 

Comment peut-on alors retrouver P(M) par le calcul ? Vérifier. 

C s Indépendance de deux événements 

1. Comparer P-(M) et P(M) d’une part, puis P,\,(F) et P(F) d’autre part. 

La réalisation de F influence-t-elle la probabilité de M ? Et inversement ? 

2. Comparer de même PA(Q) et P(Q), puis PQ(G) et P(G). 

Que peut-on dire des événements G et Q ? Quelle égalité faisant intervenir 

P(GNQ), P(G) et P(Q) peut-on écrire dans ce cas ? 

ECTIF 

introduire les 
probabilités 
conditionnelles à partir 
d’un tableau de 
répartition. 
Construire et exploiter 
un arbre pondéré. 
Aborder la notion 
d'indépendance de deux 
événements. 

« Emprunter le 

chemin rouge », c’est 

réaliser l'événement 

FAOM etla 

probabilité de cet 

événement s’obtient 

en multipliant les 

poids rencontrés. 
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DBIRTE 
Préciser les règles 
de fonctionnement 
d’un arbre pondéré. 
Amener la formule 
des probabilités totales. 

Activité 3 Des arbres pour illustrer, 

pour calculer... 

Sur sa console de jeux, Xavier engage une partie où il doit affronter en duel 

l’un des trois monstres nommés AIk, Buk et Cok. 

Ces trois monstres sont de forces inégales et les probabilités que Xavier 

1 

l'emporte lorsqu'il joue contre AIK, Buk et Cok sont respectivement v 5 et 3 

De plus, le choix du monstre n’appartient pas à Xavier et celui-ci observe que 

dans 50 % des cas, il lui faut affronter AIk et qu’il rencontre Buk aussi souvent 

que Cok. 

On désigne par G l’événement « Xavier remporte le duel » et par A, Bet C les 

événements « Xavier combat Alk », « Xavier combat Buk », « Xavier combat 

Cok ». 

1. Deux arbres pondérés peuvent être associés à la situation décrite. 

Arbre 1 - à Arbre 2 me. 

pb Re 

G tie 

Don 7 u EC +2 CG 

At ui 
? LÉ ? re 

ET: —8 Fe DORE ES 

a. Proposer une signification et une notation pour chaque « poids » inscrit sur 

les branches de ces arbres : p, q; …, y. 

b. Préciser par quels poids on peut remplacer les points d’interrogation. Jus- 

tifier. 

Recopier et compléter la règle 1 ci-dessous. 

ès : La somme des probabilités affectées aux branches issues d’un 

même nœud est … 

c. Quels sont les poids dont la valeur numérique est donnée dans l’énoncé ? 

d. Quel arbre paraît le plus pertinent pour résumer une partie jouée par 

Xavier ? Reproduire et compléter cet arbre. 

2. a. Sur cet arbre, repérer (à l’aide de couleurs) les chemins qui correspon- 

dent aux événements ci-dessous et calculer leurs probabilités : 

« Xavier affronte AIK et l’élimine » ; « Xavier affronte Buk et est vaincu ». 

Recopier et compléter la règle 2 ci-dessous. 

: La probabilité d’un événement représenté par un chemin est 

EPA. 

b. Repérer de même les chemins qui conduisent à l’événement « Xavier sort 

vainqueur du duel ». Calculer la probabilité de cet événement. 

Recopier et compléter la règle 3 ci-dessous. 

Règle 3 : La probabilité d’un événement représenté par la réunion de plu- 

sieurs chemins est égale … 

En reprenant la démarche de calcul adoptée ci-dessus, recopier et compléter 

l'égalité : PCGY=PEMFER EP (ES) 

puis : P(G) = PACS P CAMERA IPC PME DA EPE 

3. Comparer P(G) avec P,(G), PA(G) et P<(G) successivement. 

Interpréter. 
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 ] Activité 4 % Enchaînement 
- d'expériences « indépendantes » 

A s Trois expériences aléatoires 
©, : On tire au hasard une boule de l’urne U, , et on note son numéro a. 
6, : On tire au hasard une boule de l’urne U, , et on note son numéro b. 
63 : On tire au hasard une boule de l’urne U; , et on note son numéro c. 

Recopier et compléter les tableaux des lois de probabilité modélisant ces trois 
expériences. 

B x Réalisation enchaînée 

On considère l’expérience consistant à réaliser successivement 6 62 et 83: 

On cherche dans cette partie à définir une loi de probabilité P sur l’ensemble 

des résultats (a, b, c) de €, à partir des lois P,,P, et P, ci-dessus. 

1. Recherche d’une probabilité associée à l’issue (1, 1,1) 

+ Approche par une simulation. À l’aide d’un tableur, on a simulé 10 fois 

la répétition de 10 000 réalisations de l’expérience 6 et on a obtenu les fré- 

quences de l’événement {(1, 1, 1)} suivantes. 

Série 2 | Série 3 | Série 4 | Série 5 | Série 6 | Série 7 | Série 8 | Série 9 | Série 10 | Moyenne 

0,1023 | 0,0989 | 0,1001 | 0,0966 0,1012 | 0,1008 | 0,0995 | 0,0900 | 0,0981 | 0,0998 

Quelle probabilité peut-on retenir pour cet événement ? Quel lien pourrait-il 

y avoir avec les probabilités P,({1}), P,({1}) et P,({1}) ? 

+ Approche par un arbre. Si on note A, l’événement « la boule tirée de U, 

porte le n° 1 », pour 1 < À < 3, on peut écrire : 

OUT = AT M ASIA 

Cet événement peut se représenter par la branche pondérée ci-dessous, avec 

les règles habituelles : p, = P(A,), p, = Pa (A2) Pi À, D À) P3 A3 

D na nA, (3) et P(A/ NA; NA3)=p;ip2p3. ! 

En tenant compte de l’indépendance (au sens intuitif) des expériences 61; 

€, et 6;, donner les valeurs des nombres p,, p, et p; et en déduire 

RÉCENTES 

2. Quelle règle simple donnant P({(a,b,c);) en fonction de P,({a}), 

P,({b}) et P;({c;) peut-on énoncer ? 

3. En utilisant cette règle, calculer la probabilité des événements suivants : 

+ E : «on obtient 4, 2, 1 dans cet ordre » ; 

°F: «on obtient 4, 2, 1 dans un ordre quelconque ». 

4. a. Si À, Bet C sont des événements quelconques (pas nécessairement élé- 

: Le Le € ce 

mentaires) liés respectivement aux épreuves indépendantes €,, 6, et 63» 

quelle égalité obtiendrait-on en reprenant la démarche de la question 1 ? 

b. Calculer la probabilité d’obtenir trois nombres impairs. 

PEAU 
Modéliser une suite 
d'épreuves dites 
« indépendantes ». 

On dit, en langage 

courant, 

que plusieurs 

expériences 6 Æ 

sont 

indépendantes 

pour exprimer que 

le déroulement 

d’une expérience 

s’effectue dans 

des conditions qui 

ne dépendent pas 

des résultats 

des expériences 

précédentes. 

68 
& CE) = 

6 

B 
P(ANBnNC) ? 
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1. Probabilités conditionnelles 

A s Probabilité de A sachant B 

Soit À et B deux événements, B étant de probabilité non nulle. 

La probabilité de A sachant que B est réalisé (ou de A sachant B) estle 

nombre noté Pa(A), défini par : P5(A) = —prp) jar 4), 

Remarque : La probabilité conditionnelle PR(A) se note encore parfois P(A/B). 

B m Probabilité d’une intersection 

Soit À et B deux événements de probabilités non nulles : 

P(A NB) = PZR(A)P(B) (2a) 

P(A NB)= P,A(B)P(A) - (2b). 

Illustration par un arbre pondéré 

P,(B) Le chemin rouge représente l’événement A NB. 

5 / La probabilité de ce chemin (ou de l’événement AN B)-est le 

_ a produit des probabilités de ses branches. 

C = Formule des probabilités totales 
+ Étude du cas particulier n = 3 

E 

, ete 
à EEAB, 

ee B, 
E F ENB; 

ce. 

E 

L'événement E est ici représenté par la réunion des trois chemins rouges. 

P(E) est la somme des probabilités de ces trois chemins : 

P(EH)=PEOQB) )HP(E PB) FPE RE) 

P(EIE P8 (E)P(B;) + P8,(E)P(B;) + P8,(Æ)P(B;) : 

+ Enoncé du cas général 

Vocabulaire Soit B,,B;,….,B, n événements tels que : 
On dit dans ce cas 
que les événements : — chaque B, a une SRE non nulle, 

B,, B,, … B, forment — deux quelconques d’entre eux sont incompatibles, 

une partition — leur réunion est l’univers des possibles (. 
de l’univers ©. 

Quel que soit l’événement E, on a : 

P(E)= Ps (E)P(B;) + PB, (E)P(B;) +... RES 0, DO) 
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+ APPLICATIONS 
4. Déterminer une probabilité conditionnelle 
. É On tire au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes : c’est un trèfle. 
_ Quelle est la probabilité qu’il s’agisse d’un roi ? 

Solution 

Prenons pour univers des possibles l’ensemble ( des 32 cartes. En désignant 
respectivement par R et T les événements « obtenir un roi » et « obtenir un 
trèfle », la probabilité cherchée est P+(R). 
+ Un calcul direct est ici envisageable : comme Test supposé réalisé, re 

_ des possibles n’est plus (, l’ensemble des 32 cartes, mais T l’ensemble des 
__ . 8 trèfles. La probabilité d’obtenir un roi est alors celle d’obtenir le roi de trèfle 

| lorsqu’on tire une carte au hasard dans l’ensemble T,, soit P+(R) = : : 

- L'utilisation de la définition 1 page ci-contre est également possible. 

P+CR) = Ft où R N T est l’événement « obtenir le roi de trèfle » de 

probabilité et où T a pour probabilité > = 3. D'où 
1 

Pr(R)= 3 X4= 8. 

Conseils 

Quand on cherche à 

déterminer une proba- 

bilité conditionnelle 

PR(A), on doit se poser 

quelques questions. 

'Gelte probabilité 
n'est-elle pas donnée 

dans l’énoncé ? 

* Un calcul direct par 

simple restriction de 

l’univers des possibles 

est-il approprié ? 

+ Se ramener au calcul 
des P(ATB)est-1l 

avantageux ? 

L'utilisation de cette 

formule est pertinente 

quand les réponses à ces 

questions sont non/non/ 

oui ! 

Utiliser un arbre pondéré 
On dispose de trois urnes contenant chacune cinq boules, rouges 

* ounoires (voir dessin ci-contre). Julien lance un dé bien équilibré. 

S’il obtient « 1 », il extrait au hasard une boule de l’urne 1. 

S’il obtient « 3 ou 5 », il extrait au hasard une boule de l’urne 2. 
à 3 À Urne 1 

S’il obtient « 2, 4 ou 6 », il extrait au hasard une boule de l’urne 3. 

a |æ | lot 
Urne 2 Urne 3 

1. Quelle est la probabilité que la boule tirée soit rouge et provienne de l’urne 1 ? 

2. Quelle est la probabilité que la boule tirée soit rouge ? 

Solution 

1. Illustrons cette situation par l’arbre pondéré ci-contre, où U,, avec 

ke {1, 2, 3}, et R désignent respectivement les événements : 

« la boule est extraite de l’urne = » et « la boule obtenue est rouge ». 

La probabilité cherchée est P(R N U,;), et surtout pas 652 CR); 

R N U, est représenté par la branche supérieure de l’arbre. 

D’après la propriété 1, on a: 

P(R N U;) = Py,(R) x P(U,) et donc P(R N U;) = | OO 
ni Li 

SONO. 

R CT 

U 515 

4 L2/50N 
1/6 

2/57 R 
1/3—U,<, 

3/ SN 

1/2 
aie 1/5 R 

2. La réalisation de l’événement R est dans ce jeu conditionnée par celle des événements U,, U, et U:. 

Dans l'arbre, l'événement R est représenté par la réunion des trois chemins qui y conduisent. 

DORE CR OU EP (RE DE ) + P(R N U) 

PR) PERIP(UT)T Pu,(R)P(U,) + P OS RUSE) 
On a alors : 

puis : 

(qui est la formule des probabilités totales associée à la partition {U,, U,, U;,} et appliquée à R) d’où 

DAT ol 1 ol 
ÉORP(R)=EE XX CARRE 5 3" 
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2. Indépendance 

A m Indépendance de deux événements 

Intuitivement, deux événements sont indépendants (en probabilités) si la 

réalisation de l’un des deux événements n’influence pas les chances que l’autre 

se réalise. 

Soit © un univers et P une loi de probabilité sur Q. 

Étant donné deux événements À et B de probabilités non nulles, il est 

équivalent d'écrire : 

P,(B)=P(B); Pe(A)= P(A); P(ANB)=P(A) x P(B). 

UTP Lorsque l’une de ces égalités est vraie, on dit que les événements À et B 

Vocabulaire 
L'espérance de X 
est la moyenne m 
des valeurs possi- 
bles x; de X, pon- 

dérées par les 
probabilités p;. 
C'est la valeur 
théorique que l’on 
peut espérer 
obtenir en 
moyenne si l’on 
répète l'expé- 
rience un grand 
nombre de fois. 

La variance de X 
est la moyenne 
des carrés des 
écarts (x;- m)? 
pondérée par les 

Pi: 

L'écart type de X 
renseigne donc sur 
la fluctuation 
moyenne des x; 
autour de m. 

Définition 3 

356 = chapitre 12 Conditionnement et indépendance 

sont indépendants (relativement à la probabilité P). 

B x Indépendance de deux variables aléatoires 

1. Rappels sur les variables aléatoires réelles (v.a.r.) 

Soit Q un univers et P une loi de probabilité sur Q. 

+ Une variable aléatoire réelle X définie sur { est une fonction de ( dans R. 

+ Déterminer la loi de probabilité de X, c’est préciser 

l’ensemble X(Q) des valeurs x, prises par X, puis cal- 

culer pour chacune d’elles P(X = x;) souvent noté p,. 

q 
(Penser à vérifier que Ÿ p;=1.) 

til 

+ On peut alors (selon les besoins !) calculer : 

q a 
— l’espérance de X : E(X) = D x;p;, encore notée X ou"; 

i=1 

— |a variance de X : 

q F3 ; Eu 

V(X)= Ÿ (x;-X)?p; qui s’écrit encore V(X)= Ÿ x?p;,-X? ; 
i=1 CES 

— l’écart type de X : o(X) = /V(X). 

2. Indépendance de deux variables aléatoires 

Intuitivement, deux variables aléatoires sont indépendantes : 

- si la loi de probabilité de l’une est sans influence sur celle de l’autre ; 

* ou encore si, pour toutes valeurs x et y respectivement prises par X et Y, les 

événements (X = x) et (Y =y) sont indépendants. 

Soit Q un univers et P une loi de probabilité sur ©. 

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si pour toute valeur 

x prise par X et pour toute valeur y prise par Y : 

P(X = x et Y = y) = P(X = x)P(Y = y). 



_— DÉMONSTRATIONS 

_. Propriété 2 

= * PAB)=P(B) s'écrit FPE) P(B) soit encore P(AN B)=P(A)P(B). 
_ L Eur ob) F e P£(A)= P(A) s'écrit PE) =P(A) soit encore P(ANnB)=P(A)P(B). 

_ Les trois propositions sont donc équivalentes. 
3 

4 

a 
Æ 
Ma NI 

= APPLICATIONS 
U 

Étudier l'indépendance de couleurs et de numéros 
On extrait au hasard un jeton d’un sac contenant les six jetons représentés ci- 
contre. On désigne respectivement par R, U et D les événements : 
« le jeton est rouge », « le numéro est 1 » et « le numéro est 2 ». 

Les événements R et U sont-ils indépendants ? Et les événements R et D ? 

» Solution 

-+ L'univers des possibles ( est l’ensemble des six jetons. Le tirage s’effectuant 

au hasard, la loi de probabilité P sur ( est la loi équirépartie. 

* Pour savoir si les événements R et U sont indépendants, il suffit de comparer 
: est différente dans 

les réels PR(U) et P(U), ou bien PH,(R) et P(R),ou for PCR set ra ip 

P(U) x P(R). Si l’on choisit de calculer P(U) = . HP 2 ER 
2 ; 

observe que la réalisation de R influence la probabilité que U se réalise. se pouls ___. 
* la proportion des «2» 

R et U ne sont pas indépendants relativement à la probabilité P. TR 

» + De même, pour étudier l’indépendance des événements R et D, on peut calcu- 
; re deux ensembles. 

ler P(R N D) = P («obtenir un 2 rouge ») = & ÉCP(RIPCD)= 5 X Re 

R et D sont donc indépendants (relativement à la probabilité P). lvoiraussiexercices n°15, 17,18) 

ro 
] 

EN 

Était-ce prévisible ? 
Oui, car : 

* la proportion des «1 » 

ET Étudier l'indépendance de deux variables aléatoires 
On lance un dé parfaitement équilibré. On considère les variables aléatoires X et Y définies sur 

255% 5455 3:06 Lpar: 

+ X prend la valeur 1 si le résultat est pair, et la valeur —1 sinon ; 

+ Y prend la valeur 2 si le résultat est 2 ou 5, et la valeur 1 sinon. 

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? 

Les probabilités calcu- 

lées peuvent être pré- 

sentées dans un tableau 

à double entrée. 

1 HE 
1/3 | 1/6 

| 1/3 | 1/6 

Solution 

Les lois de probabilité de X et de Y sont données par les tableaux suivants. 

x; 1 1 Y; 1 De 

P(X=x;) | 1/2 | 1/2 P(Y=Yy,) | 2/3 | 1/3 | 

Calculons : 

PO der) = 1) PES) 

Il s’agit de la loi de 

l probabilité du couple 

2: PX=-leY=2)= PUS) =; (K5Y). 
il 

P(X = ler Y =1) = P({4 6) =3 : P(X=1etY=2)=P({2)=5: 

Il est facile de vérifier que pour tout x e {-1;1} et pour tout yE€ HIRPAT RON d Diene 

P(X = x et Y = y) = P(X = x) x P(Y = y). 

D'où l’indépendance des variables X et Y. 
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3. Modélisation d'expériences 

Vocabulaire 
On admet que la loi P 
ainsi construite est 
bien une loi de pro- 
babilité sur l’ensem- 
ble des résultats 
(4,945, 4,) 

de €. 

Cette loi de proba- 
bilité P est appelée 
« loi produit ». 

358 = chapitre 12 Conditionnement et indépendance 

« indépendantes » 

A m Expériences enchaînées 

Il est fréquent qu’une expérience aléatoire & consiste à enchaîner plusieurs 

expériences (ou épreuves) 61; Cr, ce 

Si chacune d’elles se déroule dans des conditions qui ne dépendent pas des 

résultats des épreuves précédentes, on dit en langage courant que ces épreuves 

€, sont indépendantes. 

Exemples : 

e On lance un dé équilibré puis on tire au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes. Un 

résultat est un couple (n° dé, carte) ; par exemple : (3, roi cœur). 

° Trois archers tirent sur une cible, de façon indépendante. 

Un exemple d'issue est le triplet (a, a, a) signifiant : « les deux premiers tireurs attei- 

gnent la cible mais pas le troisième ». 

Modélisation : Soit & une expérience aléatoire consistant à réaliser successi- 

vement n épreuves indépendantes 6,. 

Un résultat de & est la donnée dans l’ordre des résultats a,,a;,,.…,a, obtenus 

aux épreuves 1, 6; …, ©, 3 C’est donc une listé (a,, a. .…, 4,). reste à défi- 

nir sur l’ensemble de ces listes une loi de probabilité P. 

En accord avec la simulation d’une part et avec les règles de fonctionnement 

des arbres pondérés d’autre part (voir l’activité 3), on adopte la convention 

suivante. 

Soit € une expérience aléatoire consistant à réaliser n épreuves 

Éj, Ep 6, ayant pour modèles (Q,, P.), (95, P>), (Q,, Po 

Dire que les n épreuves €, sont indépendantes, c’est modéliser 6 par la 

loi de probabilité P qui à chaque résultat (a;, a, …, a,) associe le pro- 

dutP,ttfa Pa). P,(ta, pr): 

Exemples : 

e Le contexte du premier exemple ci-dessus laisse penser qu'il s'agit de deux expé- 

riences indépendantes. On modélise donc la situation par la « loi produit » et la pro- 

babilité d'obtenir un 2 et un as est : 

rh) 
P({(2, as)}) = & X ci 

e Dans le deuxième exemple, si les probabilités que les tireurs atteignent la cible sont 

respectivement 0,6 ; 0,75 et 0,9, la probabilité que la cible ne soit pas atteinte est : 

PCETS, 4, 4)) 20,4 0/25 O0/R=0);01 

B = Expériences répétées 

Il s’agit du cas particulier où les expériences 6,, 6,, …., 6, sont les répétitions 

d’une même épreuve e. 

Exemple : 

La probabilité d'obtenir dix Pile en lançant dix fois une pièce de monnaie équilibrée 

AS CO 
Me = 

F () 024: 



. > APPLICATIONS 

Définir et utiliser une loi « produit » 
On dispose d’un dé tétraédrique dont les probabilités de sortie des faces sont 

_ proportionnelles aux numéros 1, 2, 3, 4 qu’elles portent et d’un dé cubique 
équilibré dont trois faces portent le numéro 1, deux faces le numéro 2 et une 

_ face le numéro 3. 
Quelle est la probabilité d’obtenir une somme égale à 5 lorsqu'on lance les 
deux dés ? 

Solution 

Modélisation de l’expérience : 
On précise tout d’abord les lois de probabilité P’ et P” associées isolément à chaque lancer. 

D Pou - dé Ktrédrique,on, a: P/({LH)= Rx 1, P(L24)= 82x22, PB) = 8x 3 
P'({4}) = À x 4, où k est le coefficient de proportionnalité ; mais la somme de ces quatre probabilités 
est 1 (probabilité de l’univers (), on en déduit : 

1 
IURGZ = | et To: 

D'où la loi de probabilité P” sur { 1, 2, 3, 4} (tableau). 

+ Pour le dé cubique, la loi de probabilité P” est donnée par 

le tableau Sue * : ds - 
Le contexte laisse penser que les deux lancers sont P'({c}) 216 1/6 

indépendants ; on choisit donc, pour modéliser cette expé- 

rience, la loi de probabilité P qui associe à chaque couple 

Mende Pince) = (irl)P”({cr). 
On résume cette loi par le tableau ci-contre. 

Remarque : En sommant en lignes et en colonnes les probabi- 
lités obtenues, on retrouve les lois de P” et de P”. La somme 
des probabilités du tableau est bien égale à 1. 

: Calculs dans ce modèle : LR 

L'événement « obtenir une somme S égale à 5 » s’écrit encore 8/60 | 4/60 | 4/10 

D 02); 1)t. 
” nl D'où 0 0 2 

ET Calculer dans un contexte d’épreuve répétée D 'AAN 

Arthur, féru de foot, a placé dans un sac six cartons portant les lettres de son joueur æ \ 

fétiche : T, H, U, R, À, M. Il tire au hasard un carton de ce sac, note la lettre obtenue è 

et remet le carton dans le sac. Il répète six fois ce tirage. r 

Arthur a-t-il plus de chances d’écrire son prénom ou le nom de son idole ? a 

Solution 
L'expérience décrite consiste à répéter 6 fois l'épreuve « tirer au hasard un carton du sac », en se replaçant 

à chaque fois dans les mêmes conditions (tirages avec remise). fe | ñ TIHlIUIR | AN 

tirage d’un jeton s’effectuant au hasard, la loi de probabilité P sur 

l’ensemble des six lettres est équirépartie (voir tableau). FT 1/6 |1/6|1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 

Les six épreuves étant voulues indépendantes, la situation se modé- 

lise en adoptant la « loi produit » P sur l’ensemble des listes possibles de la forme (£,, £,, €, Ua, 5 C6). 

1 6 

PCT, H, U, R À M) = pUTHPAHDPAUPEURDIUADIUMN = (4) + 2-10 
1\5 - 

PCA, R, T, H U, R)}) = PUAHPUR PAT HPUHHNPUUHEUERT =(;) = 2.10 
er ; À 

Arthur a donc autant (et aussi peu) de chances d’écrire son prénom que le nom de son idole ! 
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TP 
1. Du langage courant au langage 

probabiliste, du tableau à l'arbre 

OBJECTIF : Traduire une situation en langage formalisé, distinguer probabilité simple et conditionnelle, utiliser 

les propriétés des probabilités et les règles de fonctionnement des tableaux et arbres. 

Monsieur Texio, responsable commercial d’une marque de calculatrices 

bien connue, souhaite savoir dans quelle proportion les élèves de termi- 

nale savent utiliser leur calculatrice pour programmer et comment ils se 

répartissent selon les séries. 

De passage dans un lycée comportant des terminales L, ES et S, où cha- 

que élève possède une calculatrice programmable, il a recueilli différen- 

tes informations auprès des professeurs de mathématiques : 

* un élève de terminale sur deux est en série ES ; 

+ AO % des élèves de terminale sont en série ; 

* un élève de terminale L sur cinq sait programmer sa calculatrice ; 

* en terminale S, on ne trouve qu’un élève sur deux sachant programmer ; 

+ 14 % des élèves de terminale sont en série ES et savent programmer. 

On prend pour expérience aléatoire le tirage au sort d’un élève de terminale, et on désigne respec- 

tivement par L, E, S et C les événements : « l'élève est en L », « l’élève est en ES », « l'élève est en 

S » et « l'élève sait programmer sa calculatrice ». 

Le 

1. Traduire en termes de probabilités chacune des affirmations précédentes. 

2. Recopier et compléter le tableau à double entrée ci-dessous à partir des résultats de la question 1. 

ST 
E S Total 

Total | | 
A 

On sera amené à calculer — en justifiant — les probabilités : 

PL) AC 0 L), PCA ALIE SMECCA SIP COMME) 

3. Reproduire et compléter l’arbre pondéré ci-contre à par- 

tir des résultats de la question 1 (et sans utiliser ceux de la L 

quesuon2) Endedure PIC)" 

On sera amené à calculer — en justifiant — les probabilités : 

P(L) PH(C)ARO) PE (OC) ECO? \ AA 
4. Vérification : Comment peut-on retrouver le tableau à partir de l’arbre ? 

Et l’arbre à partir du tableau ? 

5. À quel type de questions le tableau (respectivement l’arbre pondéré) paraît-il le mieux adapté ? 
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ui LS 

Lt ie NS w REVENE 

At 
da hé ‘is 

_*B est un dé pipé et son lancer est modélisé par la loi sur Q 

_E: «a est pair » ; F : « a est strictement supérieur à 4 » ; 

TP 
2. Une indépendance toute relative 

OBJECTIF : Se familiariser avec l’indépendance en probabilités de deux événements et com 
se résume pas à « être » ou « ne pas être ». RS 

_ On dispose de deux dés cubiques A et B. 
< 2 est un dé « honnête » et son lancer est donc modélisé par la loi équirépartie sur l’univers 
QE=" 1,2, 3,4, 5, 6}. 

décrite dans le tableau ci-contre. 

Dans chaque modèle, on s’intéresse aux événements : 

SEEGENTE 
Ad gs ect 
201 20! 20! 20! 20] 20 

1. Dans le modèle associé au dé A 

Etudier si les événements E et F d’une part, F et G d’autre part, G et E enfin, sont indépendants. 

G : « a est multiple de 3 ». 

2. Dans le modèle associé au dé B 

Reprendre la question précédente. 

_3. Pour tenter un bilan 

Peut-on compléter le tableau ci-contre à l’aide de FeéG Cette 

« oui » ou « non » ? Que peut-on dire de l’indépen- 

dance de deux événements ? indépendants ne. 

3. Parfois « deux sans trois » ! 

OBJECTIF : Se familiariser avec l’indépendance de deux événements, de deux variables aléatoires et apprendre 

à se méfier de certaines généralisations hâtives. 

Deux couples d’amis, Arthur et Zoé, et Barnabé et Yvette, attendent chacun la naissance d’un 

enfant dont ils ignorent le sexe. Ce peut être un garçon ou une fille, avec d’égales chances. 

1. On considère les événements : 

E : « Zoé met au monde une fille », G : « Yvette met au monde un garçon » et O : «les deux enfants 

sont de sexes opposés ». 

Étudier l'indépendance des événements F et G, puis celle des événe- 
es O f lle des événements O et F On dit encore que l’on étudie 

ments ECS ELEC LE 1 l'indépendance deux à deux 

Peut-on en déduire que P(F NA G N O)=P(F) x P(G) x POOUE aciévénement Prier OS 

2. On considère les variables aléatoires X, Ÿ et Z : 
re On pourra vérifier que X, 

* Z prend la valeur + 1 si Zoé a un garçon et — 1 sinon ; + Pc en 

+ Y prend la valeur +1 si Yvette a un garçon et — 1 sinon ; Dhodut Yo. 

+ X prend la valeur + 1 si les enfants sont de même sexe et — 1 sinon. 

a. Déterminer la loi de probabilité de chacune de ces variables aléatoires. 

b. Étudier l’indépendance des variables X, Y et Z prises deux à deux. 

c. A-t-on pour tous réels x, y et z pris dans dis Et 

P(X=xe Y=yerZ =z2)=P(X= x) x P(Y =>) x P(Z = 2)? 
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a 4. Le dépistage de la « probacytose » 
OBJECTIF : Utiliser les probabilités conditionnelles en exerçant son esprit critique. 

Le virus de la probacytose atteint chaque année une partie de la population des élèves de première 

et de terminale scolarisés en France. 

Un test spécifique de dépistage, qui peut être soit positif, soit négatif, donne les résultats suivants : 

chez les individus atteints, 99 % des tests sont positifs ; 

+ chez les individus non atteints, 99 % des tests sont négatifs. 

Pour un élève pris au hasard dans cette population, on désigne respectivement par V et T les 

événements : « l’élève est porteur du virus de la probacytose » et « le test est positif ». 

A. æ Étude d’un cas particulier 

Supposons que cette maladie touche 3 % de la population ciblée. 

1. Illustrer la situation par un arbre pondéré. 12 valeus 

Por Er ; Dé diagnostique n’est 

2. Quelle est la probabilité qu’un élève ait un test positif ? notion 

ea . 6 intrinsèque au test 

3. Quelle est la probabilité qu’un élève dont le test est positif soit atteint par la | lui-même : elle varie 

probacytose ? 
fortement selon la 

nm” - : k lation cible. 
Cette probabilité est appelée valeur diagnostique du test dans la population. Pme 

4, Quelle est la probabilité qu’un élève non malade ait un test positif ? (On parle dans ce cas de 

« faux positif ».) 

À l'inverse, quelle est la probabilité qu’un élève malade ait un test négatif ? (On parle alors de « faux 

négatif ».) 

En déduire la probabilité que le résultat du test subi par un élève ne soit pas conforme à son état 

de santé. 
Point Info 

B. æ (as général Pour une maladie rare, un 
test de dépistage systéma- 

On désigne par p la valeur décimale du pourcentage d’élèves malades tique de toute une popula- 
dans la population ciblée par le test. HORREUR majeur de fournir beau- 

1. Calculer les probabilités suivantes, en fonction de p : COUPURES SES 
ces derniers, l'inquiétude 

a. v(p) = P+(V) ; liée à la découverte d’un 
b. w(p}= PV). test positif peut être 

grande : c'est là un des 
problèmes éthiques liés à 
la mise en place des tests 

2. Recopier et compléter le tableau suivant par des valeurs approchées CAO RO 
à 10-4 près. d'une maladie rare. 

0,000 | 0,001 0,010 | 0,100 0,300 0,500 | 0,700 0,900 | 0,990 | 0,999 

| | 
Comparer v(1 — p) et w(p) pour p € [0 ; 1]. Interpréter graphiquement. 

Construire dans un même repère orthonormal les courbes de v et w. 
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5. Appariement aléatoire en génétique... 
… OBJECTIF : Modéliser et établir la loi d'équilibre de Hardy-Weinberg. 

Pour ce TP, on se place dans les cas simples où un gène peut prendre, dans une population, deux 
_ formes (ou allèles) A et a, de fréquences identiques dans les deux sexes. On admet que la formation 
_ des couples de parents se fait au hasard et que chaque enfant d’une génération hérite, à sa naïis- 

2 > x r +. . Cao nee d un allèle de chaque parent, chaque allèle étant choisi au hasard. Un individu présente donc 
lPun des trois génotypes suivants AA, Aa, aa. 

A. æ Les lois de Mendel 
Montrer que : 

* si les génotypes des parents sont AA et Aa, la loi de probabilité 

pour le génotype de l’enfant est donnée par le premier tableau ; 

* si les génotypes des parents sont Aa et Aa, la loi de probabilité 

pour le génotype de l’enfant est donnée par le deuxième tableau. 
R RASE ; Probabilité 

Remarque : Les lois de Mendel ont été énoncées en 1866. 

; f Lé 4 e x e 

B. = D'une génération à la suivante Cond EoU pes Génotype 
: des parents de l’enfant à la 

Pour n € N, on note r, (respectivement 5, , £,) la proba- à la génération n génération n + 1 

bilité qu’une personne ait, à la génération n, le génotype AA 
4 (CN AA 

(respectivement Aa, aa), avec r, +5, +1,= I. 

PO. note. par exemple L(AA Aa)" lercouple de AA 

génotypes des parents, avec AA celui du mâle et Aa celui (AA, Aa) te 
de la femelle. 2e 
Justifier qu’à la génération n, la probabilité qu’en pre- 

nant un couple de parents au hasard, son couple de "=-- 

génotype soit (AA, Aa)estr,XS5,. 
2 s f ; > lee ñn 

2. En complétant l’arbre ébauché ci-contre, montrer que r, ; ; = fr, . 2) : 

3. Exprimer de même r,,,ets,,, enfonction der 5,2 EtInOon Point Info 

D OU MON Teen near Ta Tin Cette loi d'équilibre, formu- 
lée en 1908 par un mathé- 

° , maticien anglais, Hardy, et 

C > Lol de Hardy-Weinberg un médecin allemand, 

: Due ; Weinberg, est le modèle 

On donne dans une population (génération 0) les fréquences r;, 55; to théorique central de la 

des trois génotypes AA, Aa et aa, avec ro + So + to — 1. génétique des populations. 
Dans une population — 
idéale — de grande taille où 

1. On pose à = ro — to: Montrer que : les individus s'unissent 

| aléatoirement (hypothèse 

1+a\? EE de é À rule À ie a? d'appariement au hasard), 

CN | 7 ) D ED Mie les fréquences des 
génotypes restent stables 

— de génération en généra- 
2. Montrer que, pour tout ne N,r,-1, =. en 

: 4 7 des fréquences de la géné- 

3. En déduire que les suites (r,), (s,), (#,) Sont constantes à partir de  niidle 

ni= "I: 



ES  — — —"—"——— —" ——"—"—"—"—" —"——"—"—" | 

Fi Un groupe de 22 personnes décide d’aller au cinéma deux samedis de suite pour voir deux 

films A et B. 

Le premier samedi : 8 personnes vont voir le film À, et les autres vont voir le film B. 

Le deuxième samedi : 4 personnes décident de revoir le film À, 2 vont revoir le film B, et les autres 

vont voir le film qu’elles n’ont pas vu la semaine précédente. 

Après la deuxième séance, on interroge au hasard une personne du groupe. 

On considère, pour ke {1 ; 2}, les événements À, : «la personne a vu le film A le k° samedi » et 

B, : «La personne a vu le film B le k° samedi ». 

1. Illustrer la situation par un arbre pondéré en justifiant chacune des probabilités inscrites. 

En déduire le calcul de P(A,). Retrouver cette probabilité par un calcul direct. 

2. Le prix du billet est de 5 € pour le film À, et de 4 € pour le film B. On appelle X la variable 

aléatoire égale au coût total, pour la personne interrogée, des deux séances de cinéma. 

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X. 

1m 
. . A . 2 Te LA e 2 

1. La situation peut être illustrée par l’arbre pondéré ci-contre. A1 . 1 

+ À, est l’événement « la personne interrogée a vu le film A le premier 4 #6 DR 

samedi ». On choisit au hasard une personne parmi 22 ; il y a équipro- a 11 À 

babilité des choix, 8 personnes ont vu le film, donc : “A cu 6, 24.08 

8 _4 * RL 
P(A,)===— t P(B )=1=P(B,)=—. L 
UE cree 0 ARTE, FR 

+ Calcul de Pa, (A) . Parmi les 8 personnes qui ont vu le film A la 

première semaine, 4 personnes l’ont revu la seconde semaine. On a donc PA (ÀA;)= = = :. 
1 

+ Calcul de PB, (A) . Parmi les 14 personnes qui ont vu le film B la première semaine, 2 l’ont revu la 

deuxième semaine. On a donc Ps, (B2) = 5 = =. 

. 4 Aer rer “E 1 6 
Les deux dernières SU s’obtiennent en écrivant : Pa, (B2) = 1 - AC) 5 et PB (A) 5: 

+ A, et B, formant une partition du groupe, la formule des probabilités totales donne alors : 

P(A;)=P(A; NA,)+P(A, NB;)= Pa (A2)P(A) + PB, (A2)P(B;) 

. LE ou Toi Sn 
SOIT P(A) = SX +SX 

. Par un raisonnement direct. Le deuxième samedi, 4 personnes ont revu le film A et 12 personnes 
l’ont vu pour la première fois. 16 personnes ont donc vu le film A le deuxième samedi. 

D RO 
RE 

2. Loi de probabilité de X : les différentes valeurs prises par X sont 8, 9 et 10 ; X(Q)={8;9;10}. 

+ (X=8) est l’événement « la personne a vu deux fois le film B ». P(X=8)=P(B, nB,)= cle X ui. 

+ (X=9) est l’événement « la personne a vu une fois le film A et une fois le film B ». 

PIX) PA BAPE cd OO DR 
LABS REET CREER SE ST 

+ (X=10) est l’événement « la personne a vu-deux fois le film A », d’où P(X = 10) = 2 TE 
il 

La loi de probabilité de X est donc décrite |x, DA ROANELO 
par le tableau ci-contre. , 

le 
— PNA EEE 

MEET 
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A si . r r ; 

É E Le urne U, contient 2 jetons numérotés 1 et 2. Une urne U, contient 4 jetons numérotés 1, 
2 2,3et4. | 

- 1. On choisit au hasard une urne, puis on extrait un jeton de cette urne, toujours au hasard. 
_ a. Calculer la probabilité de l’événement A : « obtenir un jeton numéroté 1 ». 
b. On a tiré un jeton portant le numéro 1. Quelle est la probabilité qu’il provienne de l’urne U, ? 

2: On tire désormais au hasard un jeton de chaque urne. On désigne par X, (respectivement X,) 
la variable aléatoire prenant pour valeur le numéro du jeton extrait de l’urne U, (respectivement U,). 
a. Justifier l’indépendance des variables aléatoires X, et X,. 

b. Calculer la probabilité de tirer 2 jetons identiques. 
c. Soit S la variable aléatoire qui, à chaque tirage, associe la somme des numéros des 2 jetons tirés. 

. Déterminer la loi de probabilité de S. 

d. Deux joueurs, Grégoire et Zora, décident que si la somme des numéros tirés est supérieure à 4, 
Grégoire donne 10 euros à Zora et que, dans le cas contraire, Grégoire reçoit « euros de Zora. 
On note Z la variable aléatoire qui, à chaque tirage, associe le gain algébrique de Zora. 

Calculer l’espérance mathématique de Z en fonction de «à puis déterminer « pour que le jeu soit 

équitable. 

1. On peut illustrer cette première expérience aléatoire par un À 
arbre pondéré. ss, 
L’équiprobabilité des choix opérés (choix de l’urne et choix du U A: É 
jeton dans cette urne) conduit aux probabilités portées sur l’arbre. es bi - 

a. L'événement A n’est autre que la réunion des événements a 

pe U, NA et U,"NA (U, et U, réalisant une partition de l’univers). 

On a donc (formule des probabilités totales) : re 

PC P(U;0A)+P(U, n A) = Puy, (A)P(U;) _ Py,(A)P(U;) É- =. : 

PHARE ARE 113 4 
DST DITAINS . 

b. On suppose ici A réalisé, et on cherche P,(U,). 

Le conditionnement de U, par À n'étant pas dans la « logique » de notre arbre, utilisons la formule : 

P{U,,nA RE ) qui nous ramène à des probabilités déjà calculées : P(U, N À) =: et P(A)= : à 

Ainsi, PA(U5)=5 - 

PA(U;)= 

2. a. Le contexte permet d’affirmer que le tirage d’un jeton dans l’urne U, n’a pas d’influence sur celui 

effectué dans l’urne U, . | 

Il s’ensuit que, pour chaque valeur x, € {1 ; 2} prise par X, et chaque valeur ne EU E ORNE} prise 

par X, , la réalisation de l'événement « X, = x, » n’influe pas sur la probabilité que « X, = x, » se réalise 

(autrement dit, les événements « X, =x, »et« X,=x, » sont indépendants). 

Par définition, les variables aléatoires X, et X, sont donc indépendantes. 

b. Notons D l'événement « tirer deux jetons identiques ». 

On a D=(X,=1etX;= 1) ou (X, =2 et X, = 2). 

Ces deux événements étant incompatibles, on a : 

PO) P(RE= Het X, = 1) +P(X,=2"et X,=2); 

ce qui donne, compte tenu de l’indépendance des variables aléatoires X, et X, : 

lasil 
P(D)=P(X, = 1)XP(X, = 1)+P(X,=2)XP(X,=2)=5X3+ 
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EXERCICES 

c. S peut prendre les valeurs 2 ; 3 ; ASE O: 

Calculons P(S =) pour chaque ke {2;3; 4ye5%,6 be 

TPE 

1 
LP(S=-3)=POI=- De) OTEE et X, = PE SP* 

En procédant de même pour les autres valeurs, on obtient 

le tableau ci-contre. 

d. Z prend la valeur 10 si S >4 et la valeur -a sinon. 

On a donc P(Z=10)=P(S=5 ou $=6)=À 

=: P(Z=-a)=P(S =2 ou S=3 ou S=4)=2. 

Le jeu est équitable si l'espérance de gain de Zora est nulle. 

5 3 __30-5a 
Or BAS Care UE a 

Le jeu est donc équitable lorsque a = 6. 

Remarque : Si E(Z)>0 c’est-à-dire si à <6 , alors Zora est favorisée par ce jeu. Si à > 6, elle est au 

contraire défavorisée. 

E L’axe central d’une ville traverse quatre carrefours 

munis des feux tricolores F,, F,, F, et F,. 

Lorsqu'un véhicule se présente à un feu, celui-ci peut 

être soit vert, soit orange, soit rouge, avec les probabilités 

ci-contre. 

Notations : Pour 1<k<4, on désigne par 6, 

l’épreuve aléatoire « se présenter devant le feu F, » dont 

les résultats sont les trois états 7v,, 0, et r, (vert, 

orange et rouge). 

Ces issues seront différenciées des événements V,, O, et R, : « F, est vert », « F, est orange », 
« F, est rouge ». 

1. On suppose dans cette question qu’un automobiliste a une chance sur deux de pouvoir traverser 

les deux premiers carrefours au vert et qu’il a une chance sur dix de devoir s’y arrêter deux fois de 

suite au rouge. 

a. Les événements V, et V, sont-ils indépendants ? Et R, et R, ? 
b. Les expériences 6, et 6, sont-elles indépendantes ? 

2. On suppose désormais que les 4 feux se comportent indépendamment les uns des autres (il n’y 

a aucune synchronisation) et qu’un automobiliste se présente successivement devant les 4 feux. 

a. Proposer une modélisation de cette expérience (préciser ( et la loi de probabilité P). 
b. Calculer les probabilités des événements suivants : 

* A: «les deux premiers feux sont verts, le troisième est orange et le dernier rouge » ; 
+ B : « seul le troisième feu n’est pas vert » ; 

+ C : «l’automobiliste rencontre un seul feu l’obligeant à s’arrêter (orange ou rouge) ». 
c. Sachant que l’automobiliste s’est arrêté une seule fois lors de la traversée des quatre carrefours (à 
l’orange ou au rouge), quelle est la probabilité que cet arrêt ait eu lieu au troisième carrefour ? 
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: 
1. a. + Par définition, les événements V, et V, sont indépendants (relativement à la probabilité P) si 

l’on a : 

L Or P(V:) x P(V)=2 SE 
P(V;NV,)=P(V,)xP(V,). 

1 
X PE P(V;, N V;), d’où l’indépendance de V, et V,. 

+ De même, on a P(R,NR,)=0.1 et P(R, )X P(R2) = + xa= Le 
R, et R, ne sont donc pas indépendants. 

b. Les deux épreuves ê: et 6, ont pour univers des possibles respectifs : 

Q;={., Ori} et Q;,={7;, O>; Ti}: 

: Elles sont indépendantes si, pour tout couple (x,, x) de résultats de €, et €, 

P({(xc,x2)) = P(x; DP({x}). 
Or cette égalité est vérifiée pour le couple (x,,x,)=(1v,,v,) d’après la. 
Mais elle ne l’est pas pour le couple (x,, x,)=(r;, r,), toujours d’après 1a. 

Les deux expériences aléatoires 6, et 6, ne sont donc pas indépendantes (ce qui signifie que les feux 

F, et F, ne fonctionnent pas de manière indépendante). 

2. a. Considérons l’expérience aléatoire € consistant à enchaîner les quatre épreuves 6,, 6, 63 et 64. 
Ces épreuves étant, par hypothèse, indépendantes, on en déduit que la loi de probabilité P sur l’ensem- 

ble des résultats possibles (x,, x, x, x,) de & est définie par : 

PL (x %2: X3, X4)}) = PUX DPAX HP (x HP (EXT) - L 
b. En particulier : 

P(A) = PTE D; 03; r4)}) 

= P({v, DP({2DP(o3H)P(r4) 

D sl 
SAP AUS Ce 140 

P(B)= P({(v:; 22 Vz 04)5) 

P(C)=P(4(D,, 02, 03 V4) D) + P(L(U, 22 V3 04) + P((U 2 V3 24)}) + P((UL V2 V3, 04) 5) 

= Es MP PREERRES 
SUR 75 2 0 0, 2 

c. La probabilité cherchée est : 

PBQC)RE BE 

RO pe) deP(C)cos 

Remarque ee ee (Es 

Dans cet exercice, on a désigné par P plusieurs probabilités pourtant définies sur des univers différents. 

Cet abus d’écriture est courant, dans un but de simplification. 



> EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Modélisation et calculs élémentaires 

E Astragale : de l’expérimentation au modèle 

Les Grecs et les Romains utilisaient à la place des 

dés des osselets d’agneaux appelés « astragales ». 

Ces astragales pouvaient retomber sur l’une de 

leurs 4 faces, numérotées ici de 1 à 4. 

p; désignant la probabilité qu’un astragale retombe 

sur la face n° 5, des expériences statistiques ont per- 

mis d’établir que : 

Di=D25 D3-Pa et D =4?3. 

On lance un astragale. 
1. Déterminer la loi de probabilité sur : 

1 IDE AATE 

2. Calculer les probabilités des événements : 
À : «obtenir un n° pair » ;B :« obtenir le 1 ou le 4» ; 

CECE, 

[2 Dé pipé : de la convention au modèle 
Un dé pipé est tel que la probabilité d’obtenir cha- 
cun des numéros de 1 à 6 est proportionnelle à ce 
numéro. On lance ce dé. 
1. Par quelle loi de probabilité sur 
He 22554055 6Ghapeuton. modéliser Cette 

expérience ? 
2. Calculer les probabilités des événements : 
E : «obtenir un numéro strictement supérieur à 3 » ; 

F : «obtenir un multiple de 3 » ; 

I=EUF. 

E Carte au hasard : loi équirépartie 

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. 

On considère les événements suivants : 
À : «la carte tirée est un pique » ; 
B : « la carte tirée est rouge (carreau ou cœur) » ; 

GTA Carte tirée estrunertisure (ro, dame où 

valet) ». 

1. En proposer une modélisation (univers et loi). 
2. Calculer les probabilités des événements : À ;B ; 

(CS AUS 18 Er 2 AUS SAUCE. 

3. Calculer la probabilité de l’événement : 

E : «la carte tirée n’est ni un pique ni une figure ». 

4 Répartition et rencontre au hasard 
Dans un centre aéré, différentes activités sont pro- 

posées, dont le tir à l’arc et l’escalade. 
Parmi les 60 jeunes présents ce jour, 45 se sont ins- 

crits au tir à l’arc et 24 à l’escalade. 

Sachant que 6 d’entre eux ne se sont inscrits à 

aucune de ces activités, déterminer la probabilité 
qu’un jeune rencontré au hasard dans le centre pra- 
tique aujourd’hui : 

a. letir a l'arc; 

b. l'escalade ; 
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c. aucun de ces deux sports ; 

d. le tir à l’arc ou l’escalade ; 

e. le tir à l’arc et l’escalade. 

Utilisation d’une variable aléatoire 

E Nombre moyen de lettres 

Chacun des dix mots de la phrase « Rien ne sert de 

courir, il faut partir à point » est inscrit Sur un Car- 

ton. Les dix cartons, indiscernables au toucher, 

sont placés dans un sac. On tire un carton au 

hasard. 

On désigne par X la variable aléatoire qui, à chaque 

tirage, associe le nombre de lettres obtenues. 

1. Déterminer la loi de probabilité de X. 

2. Quel est, en moyenne, le nombre de lettres que 

l’on peut obtenir à ce jeu ? 

L6| | CD | Deux stratégies à la roulette 

Au jeu de la rou- 

lette, la bille 

s’immobilise au 

hasard sur l’un des 
37 numéros : 
015226: 
+ Xavier mise 1 € 
sur ( rouge » :siun 
numéro rouge 

sort, il gagne 1 € 
CL TÉCUDCr RSA 
mise; sinon äül 

perd sa mise. 

* Yoann mise 1 € 

sur le numéro 7 : 

si le numéro 7 
sort, il gagne 35 € 
et récupère sa 
mise ; sinon il perd sa mise. 

Les gains (qui peuvent être négatifs) réalisés res- 
pectivement par Xavier et Yoann définissent deux 
variables aléatoires X et Y. 

Comparer les espérances de gain de Xavier et de 
Yoann. Calculer les écarts types et interpréter. 

IMPAIR | IMANQUE 

cp | Écart de deux dés cubiques 

On lance deux dés cubiques bien équilibrés. 
Soit D la variable aléatoire qui associe à chaque 
couple (a, b) de numéros obtenus la distance 
la — b]. 

1. Déterminer la loi de probabilité de D. 
2. Calculer son espérance et son écart type. 
3. Quelle est la probabilité que, lors d’un lancer, la 
distance des deux numéros obtenus soit stricte- 
ment supérieure à trois ? 



EXERCICES 

< A 

1 

Probabilités conditionnelles 

1 5 Juu au sac Groupes sanguins et facteur 
rhésus (du tableau à l’arbre) 

. Voici le tableau de répartition en pourcentages des 
principaux groupes sanguins des habitants de la 
France : 

. Les résultats numériques demandés seront, s’il y a 
lieu, arrondis à trois décimales. 
1. L'objectif de cette question est de compléter à 
l’aide des données de ce tableau l’arbre suivant que 
lon recopiera. 

L’expérience consiste à choisir une personne au 
hasard dans la population donnée. 
On note Rh+ l’événement « la personne a le fac- 
teur Rh+ » et O l’événement « la personne appar- 

tient au groupe O ». 
a. Déterminer p, et p, et reporter ces résultats sur 

l'arbre (on détaillera les calculs). 
b. Compléter le reste de l’arbre en remplaçant cha- 
que point d'interrogation par la probabilité corres- 
pondante (on ne détaillera pas les calculs). 

2. a. Comment peut-on, à partir de 
complété, déterminer la probabilité de O ? 
Vérifier ce calcul avec le tableau. 
b. Quelle est la probabilité pour qu’une personne 
appartenant au groupe O ait le facteur Rh+ ? 

l’arbre 

4° | Étude de marché selon deux critères K 
(du tableau aux arbres) 

Un organisme de sondage a effectué pour une 

société une étude de marché sur un nouveau pro- 

duit. Les résultats de l’enquête sur un échantillon de 

400 personnes sont donnés par le tableau suivant. 

Moins |Plusde 
de 30 ans | 30 ans 

Intéressé par le produit 75 25 

Non intéressé par 175 125 

le produit 

On choisit au hasard une personne de l’échantillon. 
On désigne respectivement par I et J les événements : 
*«la personne interrogée est intéressée par le 
produit » ; 

+ «la personne interrogée a moins de 30 ans ». 
1. Nommer et calculer les probabilités devant figu- 
rer sur les douze branches des arbres pondérés sui- 
vants. 

= | 

2. Calculer les probabilités P(In]J), P(IN]J), 
POLE S eL POP 
a. à partir de l’arbre 1 ; 
b. à partir de l’arbre 2 ; 
c. à partir du tableau initial. 
Vérifier la concordance des résultats. 

EU Des cases grises 

(vérification de formules) 
Un damier comporte 16 cases . 
dont six sont grisées. 

On choisit au hasard une case du 
damier (par exemple en lançant 
deux fois un dé tétraédrique bien équilibré et en 

associant au couple (7,7) obtenu la case située à 
l'intersection de la 1 ligne et de la ÿ* colonne). 
On désigne par G l’événement « la case désignée est 

grisée » et par L, , pour ke {1 ;2 ;3 ; 4}, l’événe- 

ment « la case désignée est située sur la ligne n° k ». 

1. Par un calcul direct, déterminer les probabilités : 

P(G);", P(B,)52Pr (Ge Pr (Gsm EN G)s 
P,,(G); P(GOL NSP (GATE) PGA) 

P(GAL,); PA); Ps); Ps); P6A). 

2. Quelles formules du cours peut-on vérifier avec 

ces différents résultats ? 

11 Des serviettes et des tiroirs 
Une commode possède 3 tiroirs contenant chacun 

des serviettes rouges et jaunes. 

Un enfant ouvre un tiroir au hasard et y prend deux 

serviettes, toujours au hasard. 
Pour Ass 2:53} 10ntnornl/mlévénement: 

« l'enfant ouvre le tiroir n° À» et D l’événement : 

«les serviettes obtenues sont de couleurs diffé- 

rentes ». 
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EXERCICES 

1. Illustrer la situation par un arbre pondéré. 

2. On considère les probabilités suivantes : 

PDA MECS PCT) POS) 
E(D A Du PDO) MED 

PRD) 5; PrtD); Pr (D): 
13 AC n ET 
a. Parmi ces probabilités, indiquer celles que 

l'énoncé (ou l’arbre) permet de donner sans calcul. 

b. Calculer les autres probabilités. 

12 TETE: 2 Fiabilité 

Trois machines fabriquent des ampoules électri- 

ques dans les proportions suivantes : 20 % sont 

fabriquées par la machine A; 50% par la 

machine B ; 30 % par la machine C. 

Les probabilités que les ampoules fabriquées par 

les machines A, B et C soient bonnes sont 

respectivement : 0,9 ; 0,95 ; 0,8. 

1. Calculer la probabilité pour qu’une ampoule soit 

bonne. 

2. On achète une ampoule : elle est bonne. 

Quelle est la probabilité pour qu’elle ait été fabri- 

quée par la machine À ? 

13 Du tricheur à l’as, de l’as au tricheur 
On admet qu’un joueur sur trois est un tricheur, et 

que pour un tricheur, la probabilité d’obtenir un as 
en tirant une carte d’un jeu de 52 cartes est égale 
à 1. Pour un non-tricheur, le tirage se fait, honné- 

tement, au hasard. 
1. Un joueur tire une carte. Quelle est la probabi- 

lité que ce soit un as ? 
2. Un joueur tire une carte et c’est un as. Quelle est 
la probabilité que ce soit un tricheur ? 

Indépendance de deux événements 

14 Le parapluie de Xavier 

Une étude météorologique a permis de dégager 

une loi régissant le temps qu’il fait en début de 

matinée dans la ville de Xavier : 

0,2 05 OS Probabilité 

En partant le matin, Xavier prend son parapluie : 

- à coup sûr s’il pleut, 
- une fois sur deux si le temps est nuageux, 

- une fois sur dix s’il fait beau. 
1. Quelle est la probabilité que Xavier emporte son 

parapluie demain matin ? 
2. Les événements «le temps est nuageux» et 

« Xavier prend son parapluie » sont-ils indépendants ? 
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E Tennis ou golf ? 

Dans un club de loisirs, différentes activités de 

découverte sont proposées dont le tennis et le golf. 

Sur les 48 adhérents, on compte 12 inscriptions 

pour le tennis et 16 pour le golf, 4 adhérents étant 

inscrits à la fois en tennis et en golf. 

On sort au hasard la fiche d’un adhérent. 

On désigne par T l’événement « l’'adhérent est ins- 

crit en découverte tennis » et par G l’événement 

« l’adhérent est inscrit en découverte golf ». 

1. Les événements T et G sont-ils indépendants ? 

2. Les événements T et G sont-ils indépendants ? 

Pour une généralisation, voir exercice n° 1 6. 

n6 Indépendance et passage au contraire 

1. Justifier l’égalité (1) : 

P(ANB)=P(A)-P(ANB). 
2. On suppose que À et B sont deux événements 

indépendants. 

a. Prouver, à l’aide de (1), qu’il en est de même 

des événements À et B. LS 

b. Que peut-on en déduire pour les événements A 

et B, À et B ? 

M7] Confection et indépendance 

Les deux ateliers À et B d’une entreprise de confec- 

tion produisent respectivement 40 % et 60 % de la 

production de l’entreprise. 
Dans l'atelier À, on produit 25 % de chemisiers, 

40 % de jupes et 35 % de vestes. Dans l’atelier B, 

on produit 30 % de chemisiers, 40 % de jupes et 
30 % de vestes. Un vêtement est prélevé au hasard 

dans la production. 
1. Calculer les probabilités P(J) et P(V) que le 
vêtement soit respectivement : une jupe, une veste. 
2. On note A (respectivement B) l’événement « le 

vêtement provient de l’atelier À (respectivement B) ». 
Etudier indépendance des événements À et J, et 
des événements B et V. Etait-ce prévisible ? 
3. On prélève au hasard une jupe dans la 
production ; quelle est la probabilité qu’elle 
provienne : 
a. de l’atelier A? b. de l’atelier B ? 

18 Indépendance 2 à 2 mais pas plus ! 
La duchesse d’Aquitaine et la duchesse de Bourgo- 
gne attendent chacune l’héritier de leur duché. 
1. Calculer la probabilité de pouvoir faire une 
alliance en mariant les deux enfants attendus. 
2. Etudier l’indépendance 2 à 2 des événements 
suivants : 
À : «l’héritier d'Aquitaine est un garçon » ; 
B : « l’héritier de Bourgogne est un garçon » ; 

C : «les deux héritiers sont de même sexe ». 
3. A-ton: PA MBOC) = PPE)P(O)R 

D’après Exercices ordinaires de probabilités, Ellipses. 



EXERCICES 

aléatoires 

19] Couleurs et numéros 

Une urne contient quatre boules : deux rouges por- 
tant les numéros 1 et 2, une verte numérotée 1 et 
une jaune numérotée 2. 

On extrait au hasard une boule de l’urne. 
- On considère les variables aléatoires X, Y, et Z 
associant respectivement à chaque tirage : 
* le numéro porté par la boule ; 

* le nombre de boules rouges obtenues (0 ou 1) ; 

* le nombre de boules jaunes obtenues (0 ou 1). 

1. Déterminer la loi de probabilité de chaque varia- 
ble aléatoire. 

2. a. Etudier l’indépendance des variables aléatoi- 
res X et YŸ. 

b. Etudier l’indépendance des variables aléatoires 
X et Z. 

20| Distance et parité 
On lance un dé cubique bien équilibré et on lit le 
nombre À porté par la face supérieure. 
On définit les variables aléatoires suivantes : 
+ X associe au lancer le nombre 2 si k est pair et le 

nombre 1 sinon ; 
+ Y associe au lancer la distance du nombre k au 
nombre 2,5, c’est-à-dire [22,5]. 

1. Déterminer les lois de probabilité de X et Y. 

2. Étudier si les variables aléatoires X et Y sont 

indépendantes. 

21 Longueur contre largeur 
Une boîte contient des jetons rectangulaires de 

quatre types dont les dimensions en cm sont : 1 et 
3-{type LD), l'et 4 (type 2),.2 et 3 (type 3), 2 et 4 

(type 4). 
Ces quatre types de jetons sont respectivement pré- 

sents dans la boîte dans les proportions suivantes : 

10 %, 20 %, 30 % et 40 %. 

On extrait un jeton au hasard et on mesure ses 

dimensions. Sa largeur définit une variable aléa- 

toire X et sa longueur une variable aléatoire Y. 

1. a. Déterminer les lois de probabilité de X et de Y. 

b. Justifier que X et Y ne sont pas indépendantes. 

2. Quelle aurait dû être la répartition des différents 

jetons dans la boîte pour que les variables aléatoires 

X et Y suivent ces mêmes lois (voir question 1a) 

mais soient indépendantes ? 

Expériences indépendantes 

[22 Le problème du duc de Toscane 

Lorsqu'on lance 3 dés, il est possible d’obtenir une 
somme S égale à 9 (les décompositions y condui- 
sant étant: 1+2+6:; 1+3+5; 1+44+4 ; 

2+2+5:;2+3+4 ;3+34+3).Ilest aussi possi- 
ble d’obtenir S = 10. 

Est-il plus probable d’obtenir S=9 ou S=10 ? 

Point Info 

Au xvié siècle, ce type de questions préoccupait 
beaucoup les joueurs de dés. Le duc de Toscane, 

constatant le même nombre de décompositions en 
sommes amenant S=9 et S=10, s'étonnait 

d'obtenir plus souvent un résultat que l'autre. C'est 
Galilée qui donna une explication à ce problème. 

23 Un jeu bien indécis 
Xavier dispose d’un dé cubique, bien équilibré. 
Yoann dispose d’un dé tétraédrique pipé dont le 
lancer est modélisé par la loi suivante... 

HORREUR 2 
20 20 205% 20 

Les deux dés sont lancés de façon indépendante. 
On désigne par X et Y les numéros respectivement 
amenés par le dé cubique et le dé tétraédrique. 
Yoann est déclaré gagnant s’il obtient un numéro 

strictement supérieur à celui de Xavier. 
1. Calculer la probabilité d’avoir : 
A X=) et YŸ=35 bb. XX) Cr ae 

2. Qui, de Xavier ou de Yoann, a le plus de chances 

de gagner à ce jeu ? 

[24 Le singe dactylographe 
1. Un singe frappe 24 fois sur les 40 touches d’un 

clavier de machine à écrire. 
Quelle est la probabilité P qu’il écrive la phrase : 

« LE HASARD GUIDE LE MONDE » 

(avec les espaces) ? 

2. Le singe répète cette épreuve n fois. 

Calculer la probabilité P, que l’événement précé- 

dent se produise au moins une fois, et calculer la 

limite de P, lorsque n tend vers +c. 

Ce résultat vient accréditer l’idée d'Émile Borel, 

(1871-1956), selon laquelle un événement, aussi 

rare soit-il, a toutes les chances de se produire à 

condition de répéter l'expérience un assez grand 

nombre de fois ! 
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> Que sais-je ? 
A pme og ee 

Vrai ou faux ? 
Pour les exercices 25 à 30, se référer à la situa- 

tion décrite par l’arbre suivant. 

A P,(D)=0,24. 

EM P(CnE)=0.03. 

P(D)=0,56. 

[28 Bet E sont indépendants. 

129) A et B sont incompatibles. 

EX] P,(C)=0,125. 

Re Se Ce 

QCM 
Pour les exercices 35 à 38, choisir la ou les 

réponses justes. 

EF] On lance un dé cubique bien équilibré. 
Soit les événements : 
I : «le numéro sorti est inférieur ou égal à 3 » ; 

M : « le numéro sorti est un multiple de 3 ». 

A. POUM=25  B.Pu(+P(M)=> 5 
C. I et M sont incompatibles ; 

D. I et M sont indépendants. 

36! Un enfant choisit au hasard un chiffre parmi 

1, 2, 3 et 4. Les variables aléatoires X et Y asso- 

cient au chiffre choisi le nombre de lettres figu- 

rant dans son écriture littérale en anglais et en 
français, respectivement. 
A PR DEP =D eh ECO SEN)S 
CPC T EVE) = 025" 
D. X et ŸY sont indépendantes. 

Ex Quand Max appelle Zoé sur son portable le 
soir, à 18 heures, elle répond une fois sur deux 

quand ce n’est pas le samedi et seulement une fois 
sur cinq quand c’est le samedi ! 

372 = chapitre 12 Conditionnement et indépendance 

que l’on a obtenu n fois 6 est r, = 

31) On admet l’équiprobabilité des sexes à la nais- 

sance. Une famille de deux enfants a au moins 

une fille. 

La probabilité que l’aîné des enfants soit un gar- 

j a 
çon est égale à 3: 

[32] On extrait au hasard une boule d’un sac qui 

contient deux boules, chaque boule pouvant être 

rouge ou noire avec d’égales chances. 

La probabilité d’obtenir une boule rouge est 0,5. 

33 On lance trois fois une pièce de monnaie bien 

équilibrée. 

Les événements A: «obtenir au plus une fois 

pile » et B : «obtenir au moins une fois pile et au 

moins une fois face » sont indépendants. 

34 Chloé écrit aussi souvent PAPA que 

MAMAN ; pourtant, c’est PAPAN et non PAPA 

qu’elle écrit deux fois sur trois, et MAMA au lieu 

de MAMAN, quatre fois sur cinq. 
La probabilité qu’elle écrive correctement PAPA 

ou MAMAN est égale à È 

Max appelle un certain soir, à 18 heures. 
Soit les événements S : « c’est un samedi » 
et T : « Zoé répond au téléphone ». 

A. P(SAT)= 2 3 BP 07. 

1 C. PH(S)= 2 3 D. Pr(S)= 

38| Une urne contient trois dés cubiques bien 

équilibrés, mais l’un d’eux est truqué : il possède 
deux numéros 1 et quatre numéros 6 ! 

On prend un dé au hasard dans l’urne et on effec- 
tue, avec ce dé, n lancers indépendants (n = 1). 

A. P(«obtenir 1 au premier lancer ») = à : 

3 

C. Avec le dé truqué, la probabilité d’obtenir,au 

321 

32. 
D. La probabilité d’avoir tiré le dé truqué sachant 

: 3 il n 2 n 

B. P («obtenir n fois 6 ») p, = (2) F (5) ; 

moins une fois 6 est q, = 

n 

Amp. 



Mblectif BAC 

- > Un sujet vu au BAC (extrait) 
39 Un employé se rend à son travail en bus. S’il est à l’heure, il prend le bus de ramassage gratuit mis à 
disposition par l’entreprise ; s’il est en retard, il prend le bus de ville qui lui coûte 0,50 €. 
° Si 1 employé est à l’heure un jour donné, la probabilité qu’il soit en retard le lendemain est 1/5. 
*S’ilesten retard un jour donné, la probabilité qu’il soit encore en retard le lendemain est 1/20. 
Pour tout entier non nul n, on désigne par R,, l’événement « l'employé est en retard le jour n » et 
on note p, la probabilité de R, et g, Celle de R,. On suppose que p, =0. 
1. Détermination d’une relation de récurrence 
a. Déterminer les probabilités conditionnelles suivantes : DR OUR et PRO): 

b. En déduire p(R,,, NR,,) en fonction de r, et p(R,,NR,) en fonction de Qu 

C:. ÉLUS Py+1 ©n fonction de p, et q,, et en déduire que Pyr1= : — s De 

2. Etude de la suite (p,,) 

Pour tout entier naturel non nul », on pose ,=p,- : 73 te 

a. Démontrer que (v,) est une suite géométrique ; exprimer v,, puis p, en fonction de ». 

b. Etudier et interpréter la limite de la suite (p,,). 
Afrique, juin 2004. 

L Solution 
; ° 1 1 Question la: La première , =» — He : . 

1. a. L'énoncé donne PR (Ry+ D 20 et PR (R, + = 5: bonne idée à avoir est d'illustrer 

b. Par propriété : cette situation par un arbre pon- 
déré, le reste en découle. 

1 
É DER. à DR, )= PR (Ry+ 1) XPR,) = 55 Dh 

DR OR) = PR (Rys 1) XPR,)=S Qn- ne _. 
c. La formule des probabilités totales donne alors : : + 

EU /OR,)r2R,.,,n0R,) : Ris 

5 1 1 
DRn+1) = PR (Ra + 1) X PR) + PR Ras 1) X PRE 35 Pate In * _ à 

Comme g,=p(R,)=1-p(R,)=1-p,,ilen résulte : RS 

1 1 : LS 
Pnri PR) = 55 Prts (-P) Soit Phr1 3 20 Ph (2). RE 

2. a. Les relations (1) et (2) donnent, pour » dans N* : 

02) PASS 460} 3 
Vn+1 Pn+1 33 É 20 D) Ho 20 A Question 1b : Il faut bien lire 

l'énoncé : ici (comme souvent), on 

(2,) est donc géométrique de raison 50 et de premier terme connaît pA(B) et on cherche 

" AR ET p(ANB) ! 

Essen FE Pare Question 1c: Cette formule 

4 Sie 4 À Sel peut s'appliquer car R, et R, 

On a alors v,=- 33 (- +) PU 222 (- +) ; forment une partition de (. 

3 3 NS Question 2 : C’est désormais un 

b. Comme -1<-—<1, lim  . = 0 exercice classique sur les suites ! 
20 n — +c 20 (Voir par exemple exercices n° 63, 

et donc lim p,= 53° 
65 pp. 378-379.) 

ÈPESES 

Au bout d’un grand nombre de jours, la probabilité d’être en 

2 4 
retard le jour n se stabilise autour de 53: 



EXERCICES 

+ EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 

Variables aléatoires 

[40 La cible 

Un tireur à l’arc s’entraîne sur une cible constituée 

de trois cercles concentriques de rayons respectifs 

10 cm, 20 cm et 30 cm (voir dessin ci-dessous). 

On suppose que ce tireur atteint la cible dans 90 % 

des cas et que lorsqu'il l’atteint, la probabilité qu sl 

plante sa flèche dans l’une des trois zones est pro- 

portionnelle à l’aire de cette zone. 

On note X la variable aléatoire indiquant le nombre 

de points obtenus lors d’un tir (lu sur la cible). 

1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Combien de points peut-on espérer marquer 

lors d’un tir ? 

41] D’une tombola à l’autre 

1. Dans une tombola, on dispose de cent 

enveloppes : une enveloppe contient 20 €, cinq 

enveloppes contiennent 10 €, dix enveloppes con- 

tiennent 5 € et les autres sont vides. 
Une personne donne 2 € et prend une enveloppe 
au hasard. Le gain algébrique du joueur est une 

variable aléatoire X. 
a. Déterminer la loi de probabilité de X. 
b. Calculer l’espérance de gain du joueur. 
Qui ce jeu favorise-t-il : l’organisateur ou le 

joueur ? Quel devrait être le coût d’une enveloppe 

pour que le jeu soit équitable ? 
2. Dans une autre tombola, on procède de même, 
mais avec cent enveloppes dont deux contiennent 

10 €, cinquante contiennent 2 €, les autres étant 

vides. 

a. Montrer que l’espérance de gain du joueur est 

inchangée d’une tombola à l’autre. 

b. Calculer l’écart type du gain dans chaque cas et 

interpréter les résultats. 

ET] La stratégie familiale de Sam et Julie 
Sam souhaite avoir un garçon, un seul... et il est 

prêt à y mettre le temps qu’il faudra. Mais Julie, 

elle, ne veut pas avoir plus de trois enfants. . 

374 = chapitre 12 Conditionnement et indépendance 

Aussi s’accordent-ils en adoptant la règle suivante : 

si le premier enfant est un garçon, il sera fils uni- 

que. Sinon, ils auront un second enfant, puis un 

troisième si le second est une fille. 

Ils écartent l’hypothèse de naissances multiples et 

supposent que les deux sexes sont équiprobables à 

la naissance. 

On désigne par X, Y et Z, respectivement, les varia- 

bles aléatoires indiquant le nombre d’enfants, le 

nombre de garçons et le nombre de filles que lon 

pourra compter chez Sam et Julie. 

1. Illustrer la situation par un arbre pondéré. 

2. Déterminer la loi de probabilité de chaque varia- 

ble aléatoire. 

3. Combien Sam et Julie peuvent-ils espérer avoir 

d’enfants ? de garçons ? de filles ? 

4. Si cette règle était adoptée par toutes les familles 

d’une même population, conduirait-elle à un 

déséquilibre dans la répartition filles/garçdns ? 

Probabilités conditionnelles 

143] Prise d’information 

Un sac contient trois jetons : un rouge, un noir et 
un bicolore (une face rouge et une face noire). 

On tire au hasard un jeton et on ne regarde qu’une 
face ; cette face est noire. 

Quelle est la probabilité d’avoir en main le jeton 

bicolore ? le jeton noir ? le jeton rouge ? 

[44 Des oranges et des clémentines 

Lors d’une promotion, un hypermarché vend par 
paquets d’un kilogramme des clémentines et des 
oranges en provenance de l’Union européenne 

(Italie, Espagne) et du Maroc. Le nombre de kilos 
mis en vente est donné par le tableau suivant. 

Gimentnes 2 n 
Oranges 

Un client prend. au hasard un paquet de fruits. 
1. Illustrer cette expérience aléatoire par deux 
arbres pondérés : 

* l’un comportant 2 x 3 branches ; 
+ l’autre comportant 3 x 2 branches. 

On utilisera la première lettre des mots clés (I, E, 

M, C, O) pour désigner les événements. 

2. En « oubliant » le tableau initial et en partant de 
Pun des deux arbres, montrer qu’il est possible de 
retrouver le second (on dit que l’on inverse un 

arbre lorsque l’on réalise cette démarche). 



EXERCICES 

Germera, germera pas. 
Un mélange de graines de fleurs contient : 
* 50 graines de type A, 
* 90 graines de type B, 
* 60 graines de type C. 

_ Toutes les graines n’ont pas le même pouvoir de 
germination. On conviendra qu’une graine germe 
correctement si celle-ci donne naissance à une 
plante qui fleurit. 
On considère que la probabilité qu’une graine 
germe correctement est égale à: 
* 0,5 pour une graine de type À, 
* 0,8 pour une graine de type B, 

* 0,6 pour une graine de type C. 
. On sème une graine prise au hasard dans le 
mélange. 
Donner ou calculer : 

a. la probabilité que ce soit une graine de type À ; 
b. la probabilité que ce soit une graine de type A et 
que celle-ci germe correctement ; 
c. la probabilité que la graine germe correctement ; 
d. la probabilité que la graine soit une graine de 
type C qui ne germe pas correctement ; 
e. la probabilité que la graine ne germe pas correc- 
tement s’il s’agit d’une graine de type C ; 
f. la probabilité que la graine soit une graine de 
type C sachant qu’elle n’a pas germé correctement. 

CE Le dépistage 
Une maladie atteint 3 % d’une population donnée. 
Un test de dépistage donne les résultats suivants : 
- chez les individus malades, 95 % des tests sont 

positifs (les autres sont négatifs) ; 
* chez les individus non malades, 99 % des tests 

sont négatifs (les autres sont positifs). 
1. Quelle est la probabilité d’avoir un test positif ? 

d’avoir un test négatif ? 
2. Quelle est la probabilité d’être malade alors que 

le test est négatif ? 
Quelle est la probabilité d’être non malade lorsque 

le test s’est révélé positif ? 

[47] Au diable les répondeurs ! 
Quand on téléphone chez Camille, on a 9 chances 
sur 10 de tomber sur son répondeur. 

Elle l’utilise systématiquement lorsqu'elle s’absente, 

et une fois sur trois lorsqu’elle est chez elle. 

1. Quelle est la probabilité de pouvoir parler avec 

Camille lorsqu’on l’appelle ? 

2. Luc appelle Camille et ïl 

répondeur. 

Quelle est la probabilité qu’elle soit pourtant chez 

elle ? 

tombe sur le 

48] Où est donc le pépin du prof ? 

Il y a 2 chances sur 3 pour qu’il ait laissé son para- 

pluie dans l’une des trois salles du lycée où il s’est 

trouvé aujourd’hui : salle des professeurs, salle OI 

ou salle 10, avec d’égales chances qu’il soit dans 

l’une ou l’autre. 

« 

1. Quelle est la probabilité que le parapluie ait été 
oublié en salle des professeurs ? en salle 01 ? en 
salle 10 ? 
2. Ayant cherché, en vain, son parapluie en salle 01 

et en salle 10, quelle est la probabilité que le profes- 
seur retrouve son pépin en salle des professeurs ? 

en 40) Mentir pour réussir ? 
Avant le bagçcalauréat, on estime que les trois 
quarts des candidats révisent, et qu’un candidat a 
neuf chances sur dix d’être admis s’il a révisé, et 

seulement deux chances sur dix s’il n’a pas révisé. 

Après le baccalauréat, tous les reçus font les fiers en 
prétendant qu’ils n’avaient même pas révisé et tous 

les refusés crient à l’injustice et affirment avoir tra- 
vaillé jour et nuit... 
On rencontre au hasard un candidat après l’exa- 
men. 
On note respectivement À, R et M les événements : 
«le candidat est admis », «le candidat a révisé » et 
«le candidat est un menteur ». 

1. Quelle est la probabilité que le candidat rencon- 
tré soit admis et ait révisé ? 
2. Quelle est la probabilité qu’il s’agisse d’un can- 
didat refusé n’ayant pas révisé ? 
3. Quelle est la probabilité que ce candidat soit 
admis ? 
4. Quelle est la probabilité d’avoir affaire à un 

menteur ? 
5. Le candidat est admis. Quelle est la probabilité 
que ce soit un menteur ? 
6. Quelle est la probabilité que ce soit un menteur 

sachant qu'il est refusé ? 
7. Y a-t-il plus de chances d’avoir affaire à un men- 
teur si le candidat est admis ou si le candidat est 

refusé ? 
8. Peut-on dire que le fait d’être menteur augmente 

les chances d’être reçu ? 

Indépendance de deux événements 

EE] Indépendance et incompatibilité 
On lance un dé « honnête » (c’est-à-dire non pipé). 

1. On considère les événements : 

À : «obtenir un numéro inférieur ou égal à 3 » et 

B : « obtenir un multiple de 3 ». 

Les événements À et B sont-ils incompatibles ? 

Les événements À et B sont-ils indépendants ? 

2. Proposer un événement C tel que À et C ne 

soient ni incompatibles, ni indépendants. 

3. Prouver qu’il est inutile de chercher un événe- 

ment D (non impossible), tel que À et D soient 

indépendants et incompatibles. 

151 L'indépendance est dans l’arbre 

Soit À et B deux événements associés à une même 

expérience aléatoire. 

chapitre 12 Conditionnement et indépendance = 375 



EXERCICES 

1. Peut-on compléter entièrement l’arbre pondéré 

ci-dessous ? 

1/3 ÊTE die 

2. On pose PA(B)=a. Montrer que les événe- 

ments À et B sont indépendants si et seulement si 

a prend une valeur a, que l’on précisera. 

Compléter dans ce cas l’arbre pondéré après Pavoir 

recopié. 

3. Imaginer une expérience aléatoire qui puisse être 

illustrée par cet arbre pondéré. 

[52 Des multiples en somme 

On lance deux dés bien équilibrés et on considère, 

pour k entier fixé, l’événement M, : «la somme 

des numéros obtenus est un multiple de k ». 

1. Étudier l'indépendance de M, et M; . 
2. Étudier l’indépendance de M; et M,. 

53 Indépendance et nombre d’enfants 

On suppose dans cet exercice qu’un enfant naît 

garçon ou fille avec des chances égales. 

A. On choisit au hasard une famille ayant 2 enfants : 
1. Quelle est la probabilité que les 2 enfants soient 

des garçons sachant que : 

a. l'aîné est un garçon ? 
b. l’un au moins est un garçon ? 
2. On considère les événements : 
M : « la famille a des enfants des deux sexes » et 
F : «la famille a au plus une fille ». 

a. Calculer la probabilité des événements : 
M Fet MN EF: 
b.M et F sont-ils indépendants ? 

B. On choisit au hasard une famille ayant 3 enfants : 
Reprendre les questions de la partie A. 

C. Expliquer pourquoi il est dangereux de dire de 
deux événements qu’ils sont ou ne sont pas indé- 

pendants. 

Indépendance de deux v.a.r. 

[54 Tirages avec ou sans remise 

Un sac contient six jetons indiscernables au tou- 

cher. Trois d’entre eux portent le numéro 1, les 

trois autres portent le numéro 2. 
1. On extrait successivement et sans remise deux 

jetons du sac. Soit X, et X, les v.a.r. indiquant 
respectivement les numéros portés par le premier et 

le second jeton. 

a. Illustrer la situation par un arbre pondéré et en 
déduire les lois de X, et X, . 

376 = chapitre 12 Conditionnement et indépendance 

b. Étudier l’indépendance des v.a.r. X, et X,. 

2. On extrait successivement et avec remise deux 

jetons du sac (le premier jeton est réintroduit dans 

le sac avant de tirer le second). 

Soit Y, et Y, les v.a.r. indiquant respectivement 

les numéros portés par le premier et le second 

jeton. 

a. Illustrer la situation par un arbre pondéré et en 

déduire les lois de Y, et Y:. 

b. Étudier l'indépendance des v.a.r. Y, et Y2. 

55] La loi de Max 

On place au hasard un jeton 

sur l’une des cases de ce 

damier et on désigne par X 

et Y les variables aléatoires 

indiquant respectivement 

les numéros de la ligne et de 
la colonne où se situe le 

jeton. 

1. Déterminer les lois de probabilité des v.a.r. X et Y. 

2. On définit la variable aléatoire M associant à 

chaque case la plus grande des valeurs prises par X 

et Y (on peut noter: M =Max (X ; YŸ) ; lorsque 

X=Y, on prend pour M la valeur commune). 

a. Déterminer la loi de probabilité de M. 
b. Étudier si les v.a.r. X et M sont indépendantes. 

Expériences indépendantes 

ET Fléchettes sur cible 
Une épreuve consiste à jeter une fléchette sur une 
cible partagée en trois cases notées 1 ; 2 ; 3. 

Deux concurrents À et B sont en présence. 
On admet qu’à chaque lancer, chacun atteint une 
case et une seule et que les lancers sont indépen- 

dants. 
Pour le concurrent À, les probabilités d’atteindre 

: 1 ler 
les cases 1, 2, 3 sont respectivement : D RS D: 

Pour le concurrent B, les trois éventualités sont 

équiprobables. 
Les résultats demandés seront donnés sous forme 

de fractions irréductibles. 
1. Le concurrent A lance la fléchette trois fois. 

Les résultats des trois lancers sont indépendants. 
a. Quelle est la probabilité pour qu’il atteigne à 
chaque fois la case 3 ? 

b. Quelle est la probabilité pour qu’il atteigne les 
cases 1, 2, 3 dans cet ordre ? 

c. Quelle est la probabilité pour qu’il atteigne les 
cases 1, 2, 3 dans n’importe quel ordre ? 

2. On choisit un des deux concurrents. 

La probabilité de choisir À est égale à deux fois 
celle de choisir B. 

a. Un seul lancer est effectué. 

Quelle est la probabilité que la case 3 soit atteinte ? 

b. Un seul lancer a été effectué et la case 3 a été 
atteinte. 



EXERCICES 

Quelle est la probabilité pour que ce soit le 
concurrent À qui ait lancé la fléchette ? 

Triple contrôle de qualité 
Un produit industriel est soumis à trois tests de 
qualité T set T3; totalement indépendants, 
destinés à noie si trois Caractéristiques indé- 
pendantes du produit satisfont les normes de qua- 
lité N js Net N3s respectivement. 
Mais le test T, n’est efficace qu’à 95 % (ce qui 
signifie que 5 % des produits ayant subi positive- 
ment T,ne sont pas conformes à N 1 
De la RER façon, LaËt T; sont NE à 97 % 
‘et 98 % a recu 

Un produit est accepté s’il a subi positivement les 
trois tests T,, T, et T, 
1. On choisit au hasard un produit parmi les pro- 
duits acceptés. 

a. Calculer la probabilité que ce produit soit : 
* conforme à N, mais pas N, ni N, ; 
* conforme à N, et N, seulement ; 

* conforme à une seule norme ; 

* non conforme (c’est-à-dire non conforme à l’une 
au moins des trois normes). 

b. Sachant qu’un produit est non conforme, quelle 
est la probabilité qu’il ne soit pas conforme à N, ? 
2. On considère un échantillon de 10 produits 
acceptés choisis au hasard (on admet que la popu- 
lation des produits acceptés est suffisamment vaste 
pour assimiler le choix de cet échantillon au tirage 
de dix produits avec remise). 
Prouver qu’il y a plus de deux chances sur trois que 
cet échantillon contienne au moins un produit non 

conforme. 

[58] Qui veut gagner des euros ? 
Dans une fête foraine, pour une mise de 10 €, un 

joueur est invité à lancer 10 fois de suite une pièce 

de monnaie. 
Si le joueur obtient 10 faces, il reprend sa mise et 
empoche 10 000 €. Dans le cas contraire, il ne 

gagne rien et abandonne sa mise. 
1. Quelle est l’espérance de gain du joueur ? 
Ce jeu vous semble-t-il équitable ? Joueriez-vous ? 
2. Devant la trop faible participation à ce jeu, 

l’organisateur décide de diviser par 5 la mise et la 

somme à gagner. Joueriez-vous ? 

[59 Pan ! 

Une perdrix se pose sur un fil téléphonique. 

Un chasseur, en visant la perdrix, peut l’atteindre 

avec une probabilité de 0,5 et peut couper le fil avec 

une probabilité de 0,2 ; les deux peuvent se pro- 

duire avec une probabilité de 0,1. 

1. Un chasseur tire sur la perdrix. 

Soit les événements À : « la perdrix est atteinte » et 

C : «le fil est coupé ». 
Calculer la probabilité : 

a. de voir la perdrix atteinte ou le fil coupé ; 

b. de voir la perdrix indemne et le fil intact. 
2. Trois chasseurs tirent ensemble sur la perdrix. 
a. Calculer la probabilité : 
* de pouvoir encore téléphoner ; 
* de voir la perdrix s’envoler ; 
* d’avoir le fil indemne et la perdrix en bonne santé. 
b. Prouver l’indépendance des événements : 
«le fil est coupé » et « la perdrix est touchée ». 

D’après Exercices ordinaires de probabilités, Ellipses. 

1. a. P(AGE)=P(A) + P(C)ZP(A NN CY" N 
b. ANC=AUC. CE dir 
2. a. Penser au schéma de Bernoulli : un chasseur 
coupe le fil ou ne le coupe pas. L* épreuve est. 
ensuite répétée trois fois. st Fi TEE 
Rs aa Femme domaine x 
b. «Le fil est coupé » es! est l'événement contraire de 
«pouvoir « encore téléph oner ». De même avec «la 
perdrix est touchée ». D AE Cr Man 
L'événement « le fil est coupé et la perdix est 
touchée » est l'événement contraire de «pouvoir 
encore téléphoner » OU « Voir la perdrix s s’envoler ». 
Penser a'UULSErI D ME EE 

E] ] obtenir 4 2 1 
1. On lance trois dés bien équilibrés. 
Quelle est la probabilité d’obtenir 421 ? 
2. On répète n fois ce lancer (n entier, n = 2). 

a. Quelle est la probabilité p, d’obtenir au moins 

une fois 421 ? 
b. Pour quelles valeurs de # a-t-on p, = 0,99 ? 

we: 7h Le eu LÉ Le 

— 

G] [CD Le problème du chevalier de Méré 

Monsieur de Méré (homme de lettres, ami de Pas- 

cal) est très étonné : s’il parie qu'avec un dé cubi- 
que, il est capable d’obtenir au moins un six en 

quatre lancers, il lui semble qu’il gagne plus sou- 

vent qu’il ne perd. Mais s’il parie qu’avec deux dés 
cubiques, il est capable d’obtenir au moins un dou- 
ble six en vingt-quatre lancers, il lui semble au con- 

traire qu’il perd plus souvent qu’il ne gagne. 

0: : : Il 
Or la probabilité d'obtenir un six avec un dé est 6° 

celle d’obtenir un double six avec deux dés est & 

et 4 fois . est bien égal à 24 fois - ! 

Donner les résultats sous forme de fractions. 

1. En quatre lancers d’un dé 

Quelle est la probabilité de n’obtenir aucun six ? En 

déduire la probabilité p d’obtenir au moins un six. 

2. En vingt-quatre lancers de deux dés 

Quelle est la probabilité de n’obtenir aucun dou- 

ble-six ? En déduire la probabilité p” d’obtenir au 

moins un double-six. 

5 1 
3. Comparer p, p et 5 

Cela conforte-t-il les impressions de M. de Méré ? 
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EXERCICES 

PROBLÈMES CS | MR 
62 TELL Théâtre et photo 

Dans une classe de 30 élèves sont formés un club 

photo et un club théâtre. Le club photo est com- 

posé de 10 membres, le club théâtre de 6 membres. 

Il y a deux élèves qui sont membres des deux clubs 

à la fois. 

1. On interroge un élève de la classe pris au hasard. 

On appelle F l’événement « l'élève fait partie du 

club photo » et T l’événement « l’élève fait partie du 

club théâtre ». 
Montrer que les événements F et T sont indépen- 

dants. 
2. Lors d’une séance du club photo, les 

10 membres sont tous présents. 

Un premier élève est tiré au sort. Il doit prendre la 

photo d’un autre membre du club qui sera lui aussi 

tiré au sort. 
a. On appelle T, l’événement «le premier élève 
appartient au club théâtre ». Calculer p(T';). 

b. On appelle T, l’événement «lélève pris en 

photo appartient au club théâtre». Calculer 

Pr (T2) puis B+ (1) . En déduire p(T, N T,) et 

p(T, NT,). (On pourra utiliser un arbre.) 
c. Montrer que la probabilité que l’élève pris en 
photo appartienne au club théâtre est 0,2. 
3. Toutes les semaines, on recommence de façon 
indépendante la séance de photographie avec tirage 
au sort du photographe et de la personne photogra- 

phiée. Le même élève peut être photographié plu- 
sieurs semaines de suite. 
Calculer la probabilité qu’au bout de 4 semaines, 
aucun membre du club théâtre n’ait pris en photo. 

Œ Prévisions météo 
Dans un pays imaginaire, on admet qu’un jour 

donné soit il fait beau, soit il pleut ! 
S’il fait beau un jour, alors il fera beau le jour sui- 

1° LA T4 à] il 

vant avec une probabilité égale à 5: 

S’il pleut. un jour, alors il pleuvra encore le lende- 

, Le 2 
main avec une probabilité égale à 3 

Aujourd’hui il pleut. 
On s'intéresse à la probabilité qu’il fasse beau 
demain, dans 2 jours, dans 3 jours, .…, dans n 

jours. 

1. Pour n = 1, on désigne par B,, l'événement «il 
fera beau dans n jours ». 

a. Illustrer par un arbre pondéré l’évolution possi- 
ble de la météo pour demain et après-demain. 
Donner P(B;) et calculer P(B;). 

b. Donner, pour n = 1 , les valeurs de P, (B,,.) 

et P5,(B,::1) é ‘ 

Exprimen LP (Em B ere (E re B,) en 
fonction de P(B,,). 
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1 1 
Prouver que, pour n > 1, P(B,,1)=2 PB HE 54 

2. On pose désormais, pour # > 1, r,=P(B,) et 

2 
Uy = D} a 5 5 

a. Prouver que (,) est une suite géométrique. 

b. En déduire l’expression de w,, puis de p, en 

fonction de n, pour n > 1. 

c. Étudier le sens de variation de la suite (p,) et 

montrer que cette suite admet une limite que l’on 

calculera. Comment peut-on interpréter ces 

résultats ? 

[64] Comment tu dis ? 

Un même individu peut être atteint de surdité uni- 

latérale (portant sur une seule oreille) ou bilatérale 

(portant sur deux oreilles). 

On admet que, dans une population donnée, les 

deux événements : 
D : « être atteint de surdité à l’oreille droite » et 
G : « être atteint de surdité à l’oreille gauche » 
sont indépendants et tous deux de probabilité 0,05, 

ce que l’on note p(G) = p(D)= 0,05. 
On considère les événements suivants : 
B : «être atteint de surdité bilatérale » ; 

U : «être atteint de surdité unilatérale » ; 
S : «être atteint de surdité (sur une oreille au 

moins) ». 
On donnera les valeurs numériques des probabili- 
tés demandées sous forme décimale approchée à 
10-4 près. 
1. a. Calculer p(D N G) et en déduire p(D NG), 

p(D nG) et p(DnG). 
b. Vérifier l'indépendance des événements D et G, 
D et G, et D et G. 
C. Calculen (BP) 265) reste 

2. On suppose qu’un sujet pris au hasard dans la 
population considérée est atteint de surdité. 
Quelle est la probabilité : 
a. qu’il soit atteint de surdité à droite ? 
b. qu’il soit atteint de surdité bilatérale ? 
3. Calculer p(D NU), puis p(D NU). 
En déduire P,,(D) , ainsi que P£(D). 
4. Calculer la probabilité que, sur 10 personnes de 
cette population prises au hasard, au moins l’une 
d’entre elles soit atteinte de surdité bilatérale. 

65] [cD| D'un sac à l’autre 
On désigne par # un entier naturel supérieur ou égal 
à 2. On imagine n sacs de jetons DS Dom Us . Au 
départ, le sac S, contient 2 jetons noirs et 1 blanc, 
et chacun des autres sacs contient 1 jeton noir et 
1 jeton blanc. On se propose d’étudier l’évolution 
des tirages successifs d’un jeton de ces sacs, effec- 
tués de la façon suivante : 
+ 1€ étape : on tire au hasard un jeton de S1S 



+ 2 étape : on place ce jeton dans S); et on tire, 
au hasard, un jeton de SE 
* 3° étape : après avoir placé dans S; le jeton sorti 
dé S, , on tire, au hasard, un jeton de S 3 et ainsi 
de suite. 

Pour tout entier naturel X tel que 1<k<», on 
note B, l’événement «le jeton tiré de S, est 
blanc ». 
1. a. Déterminer P(B;,), et les probabilités 

_ conditionnelles : PB. (B;) et Pg (B;) . En déduire 
P(B;). 
b. Pour tout entier k tel que 1 <k<n, la proba- 
bilité de B, est notée p je 

Justifier la relation de récurrence suivante : 

eu 1 
Ph+1 3 PET: 

2. Étude d’une suite (uz) . 

On note (,) la suite définie par : 

1 
PE 

1 
net pour À=Z 1. 

a. On considère la suite (v,) définie par, pour tout 
élément k de NY, v,=u,-0,5. 

Démontrer que la suite (v,) est géométrique. 

b. En déduire l’expression de #, en fonction de k. 
Montrer que la suite (,) est convergente et pré- 

ciser sa limite. 
c. Dans cette question, on suppose que #7= 10. 

3. Déterminer pour quelles valeur de k on a: 

0,499 < p,< 0,5. 

166] Le jeu de quinquenove 
Le jeu de quinquenove est un jeu de dés du 
xvIrIre siècle, dont le principe est étudié par Pierre 
Rémond de Montmort dans son Essay d’analyse sur 

les jeux de hazard de 1708. 
Ce jeu nécessite la participation d’au moins deux 

joueurs; dont l’un est appelé le banquier. 
On suppose ici qu’il n’y a que deux joueurs : 

Franck, le banquier, et Karine. 

Le banquier lance deux dés : 

. s’il obtient un doublet (2 chiffres identiques) ou 

un total de 3 ou de 11, il gagne et la partie s’arrête ; 

s’il obtient un total de 5 ou de 9, c’est l’autre 

joueur qui gagne et la partie s’arrête. 

Dans les autres cas, il n’y a pas de gagnant et le 

banquier lance à nouveau les dés. 

1. Calculer la probabilité qu’à l’issue du premier 

lancer : 
a. Franck soit gagnant ; 
b. Karine soit gagnante ; 

c. il n’y ait aucun gagnant. 

2. On suppose qu’à l'issue du premier lancer, le 

banquier n’a pas gagné : quelle est la probabilité 

que Karine ait gagné ? 

EXERCICES 

3. Franck décide que la partie se joue en 10 lancers 

au plus. Calculer la probabilité : | 

a. que Karine gagne à l’issue du second lancer ; 

b. que Karine gagne en deux lancers au plus ; 

c. que 10 lancers soient effectués ; 

d. que Karine gagne en 10 lancers ; 

e. que Karine gagne cette partie ; 

f. que personne ne gagne cette partie. 

La chaussure de Marc 

Partie A. 

Dans une soirée où l’on s’amuse, # personnes 
(n = 2) ont déposé leur chaussure droite dans une 

grande boîte. Marc, dont c’est la fête aujourd’hui, 
est invité à tirer au hasard, fois de suite, une 

chaussure de la boîte, chaque chaussure prélevée 
étant replacée dans la boîte avant le tirage suivant. 
On s'intéresse à la probabilité p, que Marc n’ait 
jamais obtenu sa chaussure (de marque) lors des 
n tirages effectués. 

1. On suppose dans cette question que 7=6. 
Comment pourrait-on simuler l’expérience aléa- 
toire décrite à l’aide d’un dé cubique équilibré ? 
Calculer p, et en donner une valeur approchée à 

10-4 près. 

2. Désormais, # est un entier quelconque (n = 2) 
et la soirée peut accueillir autant de personnes que 

l’on veut ! 
Exprimer p, en fonction de n puis recopier et 

compléter le tableau suivant (valeurs approchées à 

1074 près). 

n |610/100/500|1 0005 000!10 000|50 000!100 000 

», | | 
Quelles conjectures peut-on faire sur le sens de 

variation et la convergence de la suite (p,) ? 

Partie B 

On considère la fonction j définie sur [2 ; +{[ par 

x— 1] 
= x In —. HCEin , 

1. Calculer f” puis f”. Étudier les variations de 

f’, calculer lim f” et en déduire le signe de f”. 
+ co 

2. Montrer que /(x) peut s’écrire sous la forme 

- anti 
CEE) avec u 29 et calculer lim (te): 

u X ü — 0 u 

En déduire la limite de fen + et dresser le tableau 

de variation de f. 

3. Établir un lien simple entre p, et f(n) pour 

n = 2. En déduire comment varie la suite (p,) et 

quelle est sa limite en +. 
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Chapitre 

13 Lois de probabilité 
et combinatoire 

[cn Qui a raison ? 

OBJECTIF Un jeu consiste à lancer deux dés bien équilibrés et à calculer l’écart (positif) 

5 entre les numéros obtenus. On gagne si l’on obtient « à = 3 ». Aziz, Brice et 
Comprendre que la ; xt 
modélisation est une Chloé cherchent à évaluer leurs chances de gagner. 

phase essentielle ! 1. Modèle A 

Les dés sont bien équilibrés. Aziz écrit que les six écarts possibles —0 ;1:2;3; 

4 et 5 — ont les mêmes chances d’être obtenus et les tient pour équiprobables ; 

il décide donc de choisir pour modèle la loi équirépartie sur cet univers Q,. 

a. Recopier et compléter le tableau ci-contre donnant sa loi de probabilité. 

b. Calculer dans ce modèle la probabilité d’obtenir « à = 3 ». 

2. Modèle B 
Brice conteste l’hypothèse d’équiprobabi- | à 

lité prise par Aziz sur les six écarts et se dit 5 

persuadé que l’on obtient plus facilement 

Résultats amenant Ô 

1152 2 RS TS SAS SES G 

O0 que5. D'ailleurs il inscrit dans un CRÉES Er. 

tableau tous les résultats du lancer qui 3,1; 4,2; 5,3; 6,4 

conduisent à chaque valeur possible de à. 4,1; 5,23; 6,3 

Ces 21 cas composent l’univers (, et 

sont pour lui équiprobables. 

a. Quelle loi de probabilité sur (Q: 

obtiendra-t-il alors ? 

b. Quelle est dans ce modèle la probabilité d’avoir « à = 3 » ? 

3. Modèle C 

Chloé n’est toujours pas convaincue et b Ë 

elle affirme que 1 apparaît plus souvent r : | 4 

que 0... Certes, les deux dés utilisés sont ici 

parfaitement identiques (indiscernables), | ; 

mais elle préfère respecter l’identité de LES 

chaque dé en imaginant qu’il y en a un a 

rouge et un bleu, et que chaque lancer Su [21[42| 

conduit à un résultat (r;b). Aussi 5 |5%1)52)5; 

adopte-t-elle la loi équirépartie sur 6 [61] 6,2 | 6,3 | 6,4 

l’ensemble des 36 couples du tableau ci- 

contre qui composent l’univers Q... 

a. Préciser le modèle de Chloé. 

b. Quelle est ici la probabilité de l’événement « à = 3 » ? 
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A _: 4. Simuler pour savoir ? 
On simule avec un tableur un échantillon des écarts associés à 2 500 lancers 

- de deux dés bien équilibrés. On fait afficher la distribution des fréquences de 
ces six écarts. Ces données statistiques permettent-elles de pencher en faveur 

_ d’un modèle ? 

Activité 2 Codes d'accès 

L’entrée d’un immeuble est protégée par un code d’accès 
se composant de quatre symboles choisis parmi les deux 
lettres A, B et les dix chiffres de O à 9 (par exemple : 

- 1A2B, 122A, 7707, AA66, ABBA). 

1. Xavier se présente à l’entrée de l’immeuble et il ignore 

le code. 

Quelle est la probabilité qu’en composant un code au hasard : 

a. il ait tapé le bon code ? 

b. il ait tapé un code se composant des chiffres 1, 7, 8 et 9 ? 

c. il ait tapé un code comportant au moins un chiffre ? 

2. Yoan se présente à l’entrée et se souvient que le code commence par une 

lettre et contient trois chiffres distincts. Il compose au hasard un tel code. Cal- 

culer la probabilité : 

a. qu’il ait tapé le bon code ; 

b. qu’il ait tapé un code commençant par À et se terminant par 9 ; 

c. qu’il ait tapé les quatre bons symboles mais dans un ordre erroné. 

Activité 3 % Des trios et des podiums 

Lors de la fête du lycée, dix élèves volontaires participent à une course de 

2 000 mètres. À l’issue de cette épreuve, les trois premiers formeront un 

podium (en respectant l’ordre d’arrivée) et constitueront le groupe des sélec- 

tionnés (trio) pouvant participer à une rencontre inter-académique. 

On se propose de déterminer à la fois le nombre p de podiums possibles et le 

nombre t de trios pouvant être sélectionnés. 

1. a. À priori, existe-t-il plus de podiums ou plus de trios ? 

b. Déterminer le nombre p. 

c. Déterminer le nombre de podiums pouvant être constitués à partir d’un trio 

quelconque {x ; y ; z} fixé. 

d. En déduire une relation entre les entiers p et r, puis calculer t. 

2. a. Avec quinze participants au lieu de dix, quel aurait été le nombre de trios 

possibles ? 

b. Toujours avec quinze participants, mais avec quatre sélectionnés au lieu de 

trois, combien de groupes différents auraient pu être retenus ? 

PBJECIE. 
Mesurer l'importance 
du dénombrement dans 
un modèle équiréparti. 
Calculer des probabilités 
par « cas possibles » 
et « cas favorables ». 

Des supports 

visuels bien utiles 

Po MP? SRE 

DBJECE... 
Voir les limites 
des outils graphiques 
de dénombrement. 
Apprendre à dénombrer 

« sans ordre ». 

Deux peignes pour 

dénombrer 

Quels nombres les 

arbres simplifiés (ou 

peignes) suivants 

permettent-ils 

d’obtenir ? 
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SÉJEUIE.. 
Organiser le calcul 
de (a+ bn. 

a+b= 

1 Activité 4 = La formule du binôme 

A s Observation 

On a écrit les développements de 

(a+b), de (a+b)? et de (a+b)° en 

respectant l’ordre des lettres a et b et 

en ne cherchant pas à simplifier les 

écritures. 

Recopier et compléter le schéma ci- 

contre en développant (a + b){. 

Simplifier les développements et les 

porter dans le tableau suivant. 

(9) On se gardera 

bien de tous les 

| écrire ! Par contre, 

un arbre peut aider 

à les dénombrer. 

B = Bilan 

On a pu observer, pour 1<n<4, que le développement de (a+b)" 

s’écrivait : 

+ comme somme de tous les produits possibles de n facteurs égaux soit 

à a, soit à b ; 

+ puis après simplification, comme somme de termes du type N,a*b"-# 
avec ke {0, l,...,#} et N, coefficient entier de a*b7%#; 

C m Généralisation 

On admet que les observations faites dans la partie B s’appliquent encore lors- 

que 7 5. 

1. (a+ b)° est la somme de tous les produits de la forme X1X2X3X4X 

avec x,€e {a,b}. 

Combien de produits différents de cette forme existe-t-il ? (*) 

Parmi eux, combien s’écriront après simplification : 

a? 59 Gb ab PNG be PNG be 

T'enter de dégager une démarche de dénombrement utilisant les « p parmi n ». 

En déduire le développement de (a +b})°. 

2. (a+b)" est la somme de tous les produits de la forme XX ve X, 
avec x,€e {a,b}. 

Combien de produits différents de cette forme existe-t-il ? (*) 
Parmi eux, combien s’écriront après simplification a*b"-À ? 

Que peut-on dire du coefficient N, ? 

En déduire la formule donnant le développement de (a+ b)" : (c’est la 
formule du binôme de Newton). 
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. Activité 5 = Augmente-t-on ses chances 
_ en repetant ? | 

À s Une question 
Avec un dé bien équilibré, obtient-on plus facilement un multiple de 3 en un 
lancer ou deux multiples de 3 (exactement deux) en quatre lancers ? 

1. Conjecture 

Peut-on, a priori, apporter une réponse à cette question ? 

2. En un lancer 

On désigne par e l’épreuve aléatoire consistant à lancer une fois le dé. 
On s'intéresse à la sortie d’un multiple de 3 et c’est pourquoi on décide 
d’appeler « succès » et de noter S l’issue de e suivante : « le dé amène un mul- 

= tiple de 3 ». 

S’intéresser à S, c’est aussi s’intéresser à l’issue contraire, appelée « échec » et 

notée E : « le dé n’amène pas un multiple de 3 ». 

On retient pour univers des possibles l’ensemble ( ={S ; E}, bien adapté à 

la situation. Donner la loi de probabilité sur ( qui modélise le lancer du dé. 

3. En quatre lancers - : 

L'autre situation à étudier est celle consistant à répéter quatre fois l’épreuve e 

précédente, dans les mêmes conditions. Les quatre épreuves répétées sont 

donc indépendantes (voir le cours, chapitre 12, p. 353) et constituent une 

expérience aléatoire 6. 

a. Comment peut s’écrire un résultat de € ? 

En proposer un et calculer la probabilité de l’obtenir. 

b. On désigne par M, l’événement « obtenir deux multiples de 3 » lors de . 

Proposer un résultat qui réalise M, et calculér la probabilité de l’obtenir. 

En proposer deux autres et calculer de même la probabilité associée à chacun. 

Que remarque-t-on ? Quelle explication peut-on donner ? 

c. Combien de résultats différents réalisant M, existe-t-il ? Justifier. 

d. En déduire la probabilité de l’événement M,. 

4. Conclusion 

Quelle réponse peut-on maintenant apporter à la question posée ? 

B = Prolongement 

Dans la situation des quatre lancers, on désigne plus généralement par M, 

l'événement « obtenir k multiples de 3 ». 

1. Quelles valeurs peut-on donner au nombre À, si l’on ne veut pas que M} 

soit l'événement impossible ? 

2. Reprendre et adapter les questions b, c et d ci-dessus, et calculer la proba- 

bilité des événements M, pour les différentes valeurs de À. Quelle vérification 

peut-on faire ? 

3. On considère la variable aléatoire X associant à chaque résultat de 6 le 

nombre de multiples de 3 apparus. Déterminer la loi de probabilité de X. 

4. Calculer l'espérance E(X) et la variance V(X). Vérifier que ces caractéris- 

tiques de X peuvent s’écrire simplement comme produits à partir des nombres 

n, pet 1-p (avec n=4 et p=P(S)). 

DIEU. 
Se familiariser 
avec la répétition 
d’une épreuve 
comportant deux issues. 

TE 

+ L’épreuvee a 

exactement deux 

issues : 

le succèsS, 

de probabilité p 

ebléchecie, 

de probabilité 1 -p. 

On dit que cette 

épreuve est 

une épreuve 

de Bernoulli 

de paramètre p. 

+ L'expérience € 

consiste à répéter 

quatre fois, dans les 

mêmes conditions, 

l'épreuve de Bernoulli 

précédente. 

On dit que cette 

expérience est 

un schéma 

de Bernoulli 

de paramètres 

n=4 etp. 
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1. Loi équirépartie 
A a Le contexte 

Lorsqu’une expérience aléatoire se prête au choix d’un univers Q dont les 

issues (en nombre fini) ont les mêmes chances de se produire (indications de 

l'énoncé, conviction, étude statistique, …), on peut décider de modéliser la 

Vocabulaire 
Des expressions telles 
que « tirages au 
hasard », « tirages de 
boules indiscernables 

au toucher », 
« lancers de pièces 
équilibrées, de dés 
parfaits », etc. sont 
autant d'indices 
conduisant à une telle 
loi sur un univers des 
possibles bien choisi. 
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situation par une loi équirépartie. 

B m Le modèle 
+ Modéliser une expérience par une loi 

équirépartie sur un univers fini 

DER RNMAE c’est choisir la loi 

de probabilité P associant à chaque résultat 

DRE. 

an 
. Si À est un événement réalisé pour k issues de cet univers, alors : 

w, la même probabilité : (voir tableau). 

k nombre d’issues réalisant A 
PA) = == 

n nombre total d’issues 

Remarque 

Dans ce modèle, le calcul de la probabilité d’un événement repose sur deux 

dénombrements. Il est donc important de bien savoir manipuler outils et 

méthodes de dénombrement (voir la suite des cours, p. 386). 

Exemples : 

1. La naissance d'un enfant est en général modélisée par la loi équirépartie sur 

OEAIGTE 

Cependant, un démographe peut souhaiter disposer pour ses prévisions d’un modèle 

plus fin et décider de prendre sur Q={F ; G} la loi P=(0,48 ; 0,52). 

2. Le lancer de deux dés équilibrés se modélise par une loi équirépartie sur 

OO ISPUPO) ASSET. LP CASE RIM 

3. L'écriture au hasard d'un mot de trois lettres distinctes (ayant un sens ou non) peut 

se modéliser par une loi équirépartie sur l'ensemble Q = £{(A,B, C) ; (A,B, D) ; ...} 

de tous les triplets de lettres distinctes prises parmi les 26 lettres de notre alphabet. 

4. Le rangement aléatoire des quatre tomes d’une encyclopédie sur une étagère peut 

se modéliser par une loi équirépartie sur l’ensemble ( des dispositions possibles que 

l'onpeubtcoden (lat, 715,12)5 CRT 

5. Le tirage simultané de cinq cartes d’un jeu de 32 cartes bien battu peut se modé- 

liser par une loi équirépartie sur l’ensemble Q des « mains » de cinq cartes : par 
exemple : {9-cœur, V-carreau, As-cœur, R-trèfle, V-pique}. 

C x La validité du modèle 

Pour savoir si la modélisation d’une expérience & par une loi équirépartie est 

pertinente, on peut répéter » fois l'expérience et chercher à comparer la distri- 

bution (f,;, f; ..…., f,) des fréquences des issues de # avec la distribution 

Rte Del 1 
théori =), us — è que (3 E :) du modèle. 

é 2 
En mesurant leur écart par le nombre d tel que d2 = je | Fe ;) s reste 

r . . ; = 1 

apprécier cette distance sur une échelle de référence, et déciser si l’on adopte 
ou non le modèle (voir TP 4). 



+ ILLUSTRATIONS 
m Le lancer de deux dés équilibrés 

. + Modélisation : On peut supposer les dés 
 discernables (par exemple, un rouge et un bleu) 

et illustrer la situation par le tableau ci-contre. 
_ Chaque case du tableau représente une issue 

A (r ; b) de l’expérience. Les dés étant bien équi- 
- librés, on peut supposer que les 36 couples du 
tableau ont les mêmes chances d’apparaître. 

_ Cela se traduit par le choix d’une loi équiré- 

_ partie sur l’univers Q des 36 couples (ce modèle 

associant à chaque issue la probabilité >) 

° Un calcul : Quelle est la probabilité d’obtenir une somme égale à 10 ? 

Si on note À cet événement, il suffit de dénombrer les issues favorables à la réalisation de A. 

Ce sont (4 ; 6), (5 ; 5) et (6 ; 4) et dans ce modèle d’équiprobabilité : 

= 3 1 
P(A) = = = —. 

: a S0 012 

m BAC et les autres 

* Modélisation : Par convention, l’expression « écrire au hasard un mot zu 

de trois lettres distinctes » conduit à considérer que les issues de l’expé- Méthode 

rience (les mots de trois lettres distinctes) sont équiprobables et qu’une Combien de 
loi équirépartie sur leur ensemble ( est un bon modèle. mots de trois 25 
Pour connaître le nombre d’éléments de (, on peut utiliser un arbre de lettres 24 

” _dénombrement simplifié (voir ci-contre). distinctes ? 
Cet arbre évoque le principe multiplicatif et donne un nombre total d’issues 

égal à : 26 x 25 x 24 = 15 600. C’est le nombre de « cas possibles ». 

+ Un calcul : Quelle est la probabilité d’obtenir un mot contenant la > 

lettre Z ? Parmi les 15 600 mots possibles, combien sont favorables Méthode 

à la réalisation de cet événement B (trois lettres distinctes dont un Z) ? > 5 > 

+ je méthode : 3 x 25 x 24 = 1 800 (voir ci-contre) d’où : 
1 800 3 Combien de mots avec un Z ? 

ECBIS 15 600 HDE a. Plaçons le Z : 

+ 2e méthode : B est l'événement « le mot ne contient pas Z » et : - POSER. 
b. Complétons les deux cases 

DDEGLTES 232 2) 3 
P(B)=1- P(B)=1-—————-z1-—=-=—. restantes avec deux lettres 

15 600 26 26 distinctes autres que Z : 

25 x 24 possibilités. 

m La place des tomes 

+ Modélisation : Cette fois encore, l’énoncé conduit à modéliser la 

situation par une loi équirépartie sur lPensemble de tous les 

«rangements » possibles des tomes (à l'endroit !) sur une étagère. Cha- 

que rangement peut se coder par un quadruplet (par exemple : 

Ge 1;)} Et il en existe : 4 x 3 x 2 x 1 = 24. 

+ Un calcul : Quelle est la probabilité que le tome 3 soit à sa place ? 

Notons C cet événement ; plaçons T, et oublions-le (1 possibilité), 

plaçons les trois autres (3 X 2 X 1 possibilités) d’où : 

2 5 1 

nm. 2 

SE D chapitre:1 19e Sens CEA 



2: 

U contient n boules 
numérotées de 1 
x 

n. 

Notation 

factorielle = 

Théorème 1 

386 » chapitre 13 Lois de probabilité et combinatoire 

Dénombrement | 

A s Reconnaître une situation de référence 

De nombreuses expériences aléatoires peuvent s’assimiler à des tirages de 

boules dans une urne et se modélisent par une loi équirépartie. 

Ce sont des situations de référence. 

. Tirages successifs avec remise 

On tire une boule de l’urne U, on note son numéro, puis on la remet dans U. 

On effectue de la sorte p tirages (dits 

ni n2 TD 
n et p entiers 

n choix quelconques 

non nuls 

Le nombre de listes de longueur p formées de numéros de U est n° (1). 

. Tirages successifs sans remise 

On tire une boule de l’urne U, on note son numéro et on ne la remet pas dans 

l’urne. On effectue de la sorte p tirages avec p < n, (dits successifs sans remise). 

n1 n2 "D 
.. net p entiers 

n choix … n-p+1choix non nuls 

n — 1 choix ie 

Le nombre de listes formées de p numéros distincts pris dans U est égal 

an(n-1)..(n-p+1) (). 

Cas particulier : Lorsque p = n, toutes les boules sont tirées une à une. 

Le nombre de listes formées des 7 numéros de U est égal à 

nn =T1):, 2% 116) 

Pour ne N,n=>2,1le nombre n(n — 1) … 2 x 1 est noté n! (il se lit 

« factorielle n »). 

Par convention : 1! = 1 et 0! = 1. 

° Tirages simultanés 

On tire simultanément p boules de l’urne U (p < n). On obtient ainsi un 

ensemble de p numéros pris parmi », que l’on appelle combi I 

. . - n : 

Le nombre de combinaisons de p objets parmi n(p = n) est noté ( ) et 

est égal à nn=1).(n-p+1)_ n' 
p' : plin -p)l 

On le lit « p parmi n ». 



+ DÉMONSTRATIONS 
À 

a 

_ sm Théorème 1 
Reprenons l’urne U et ses n boules numérotées. Le nombre de parties de U compre- 

2 n 
. nant p boules est noté (Fi) ; c'est ce nombre que nous cherchons ! 

A Les dénombrements de listes ne posant pas de problème, revenons-y ! 
… Pour fabriquer une liste de p boules de U, toutes distinctes, on peut imaginer deux 

dispositifs : 

Z + soit on choisit p boules, une à une, dans un certain ordre (voir la formule (2)). Par 
= simple lecture sur un arbre, on dénombre alors n(n-— 1) … (n-p+1) listes ; 

+ soit on choisit simultanément p boules de U que l’on ordonne ensuite : 

+ 

2 ARE n u 
_ —ilexiste () parties comprenant p boules de U ; 

n \ , 
— chacune de ces () parties conduit à p! listes d'après la formule (3). 

DE n L : 
-  Îlexiste donc ( }* p! parties que l'on a ordonnées. 

p 

Comme les deux dispositifs conduisent à fabriquer le même nombre de listes (toute 

Û liste est une partie ordonnée et toute partie ordonnée est une liste), on en déduit : 

(Jxpt=nçn-n … (n-p+l). 

D'où : 

DRAC IR Del) 001)... (0 px 1) (n-p) 22x11 - n! 

Co} p! E p! (n=D 21 pl(nsp} 

=> APPLICATIONS 

PATTCET On tire au hasard simultanément 5 cartes d’un jeu de 32. Quelle est la probabilité que la 

main de 5 cartes obtenue contienne exactement 2 cœurs ? 

Solution à 

° Une issue est une main de 5 cartes. Le tirage s'effectuant au hasard, toutes ces issues sont équiproba- 

32 32! 
i i eu — 201 37106. bles et il en existe ( ; ) 5127) 

+ L'événement A : «la main contient 2 cœurs » se réalise en choisissant 2 cœurs parmi 8 d’une part et 3 cartes 

[24 8 : : 
parmi les 24 « non cœur » d’autre part. Il existe (.) x ( ) = 28 x 2 024 = 56 672 mains favorables à A. 

_—. O0 Marc 
+ Dans notre modèle d’équiprobabilité, on a donc p(A) = 501 376 809 0,28. 

PAPE] Dans une course de chevaux réunissant 17 partants, combien de tiercés faut-il jouer pour 

être sûr de gagner (dans le désordre au moins) ? 

tion ONE ei DATÉE OR CASE | 
Le nombre de combinaisons de 3 chevaux est « 3 parmi 17 », soit : : = 

Il suffit de les jouer toutes ! 

EE chapitre 13 05 de probabé et comme 



nt L n éléments 

Propriété 1 = 

n 
B Propriétés des (,) 

+ pour p < n, est un nombre porteur de sens : L 

R | _ Cest le nombre de combinaisons de p éléments parmi ñ, 

h _ C’est le nombre de choix possibles de p objets parmi # ; 

+ se lit « p parmi n » ; il se note encore parfois C?. 

n n n 
Pour tout entier naturel » non nul : [® ) = 1 ; ( }=1: en: 

n n 
TES Pour tous entiers naturels n et p tels que p = n : ( ) = ( ) . 

D 

TOILE S Pour tous entiers naturels n et p tels que 1 = p <= n : 

MÉÉTENERES 
EEEIUENEIENER 

° La formule du binôme de Newton (voir l’activité 4) 

tr Un 
100 7100 63 0/53 

see L 2100. ( }-( }=0. 
MAS E 1 ) 005 5) Log 

+ Le triangle de Pascal [©] 
Construction du triangle : 
n 
(,) se trouve à l’intersection de la ligne 

n et de la colonne p. 

La propriété 1 permet de placer tous les 

A 

La propriété 3 permet de compléter les 

autres cases. 

La propriété 2 permet de vérifier la 

symétrie des coefficients obtenus. 

(a+b)l=1a+1b 

(a+ b)2 = 1 a2 + 2ab + 1b2 

(a + b)5=1aÿ+3a2b + 3ab2 + 1b3 

Si a et b sont des nombres 

réels ou complexes, on a 

les développements ci-contre. 

On remarque sur ces exemples que les coefficients intervenant dans le déve- 
n 

loppement de (a+b})" sont les nombres Re el re fe figurant sur la 
n 

ligne n du triangle de Pascal. 

LUOUPEZ Pour a et b réels ou complexes et n entier naturel non nul : 

388 = chapitre 13 Lois de probabilité et combinatoire 

(a + b)" = S ce arbr-k, 

kR=0 



+ DÉMONSTRATIONS 

| mPropriété 1 
…. Soit n un entier naturel non nul. 

n° () se lit « O parmi n» ; or il n’y a qu une possibilité de choisir « O objet parmi n » (c'est celle qui consiste à ne 

prendre aucun de ces objets !) ; ce nombre est donc égal à 1. 

e (1) se lit « 1 parmi n> ; or il y a n possibilités de choisir « 1 objet parmi n » (autant que d'objets !) ; ce nombre at 
L: est donc égal à n. 
FA 2 n à 4 a ET F me KR? ne - se lit « n parmi n > ; or il n’y a qu'une possibilité de choisir « n objets parmi n » (c'est celle qui consiste à 
"” À “ 

prendre tous ces objets !), ce nombre est donc égal à 1. 

__  mPropriété 2 
Soit n et p deux entiers naturels tels que p<n. 

n choisir 
e ( ) est le nombre de choix possibles de p objets parmi n. p objets 

P , parmi n 

.- C 2) est le nombre de choix possibles de np objets parmi n. 

Choisir de prendre p objets parmi n, c'est choisir de délaisser n— p objets parmi n, 

d'où l'égalité de ces deux nombres. 

x Propriété 3 
Soit E un ensemble à n éléments dont l’un d'eux se nomme a. 

Si p est un entier non nul tel que p<n-—1, les parties de E à p éléments sont de 

deux types : 

e il ya celles qui contiennent l'élément a (et donc aussi p- 1 éléments autres que a, 

: : n—1 
pris parmi n—1):il en existe ( 3 ; 

P- 

e il y a celles qui ne contiennent pas l'élément a (et qui contiennent donc p éléments 

— 1 
pris parmi n—1):il en existe dr ). 

n TS 
Le nombre total de ces parties étant () on en déduit l'égalité : 

n n-1 n-1 

marais Ph Xp -À P 

a Théorème 2 
Elle peut s'établir par récurrence. 

Application : Calculer (2 +i). 

(2+i)5= 5 (orne (Oyz0is + (yauie : (j22r “ (25e : (es: + (asie 

(2+5=i+5x2x1+10x4x(-i)+10x8x(-1)+5xX16xi+32=-38+4
1i. 

Ne EE, PERRIER CNE 
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Épreuve de Bernoulli : 

Loi de Bernoulli et loi binomiale 

A m Contexte et modélisation 

On appelle épreuve de Bernoulli de paramètre p, toute épreuve aléatoire 

e admettant exactement deux issues : 

. 4 AR SEE * l’une appelée « succès », notée S, dont la probabilité d’apparition est p ; 

E échec de probabilité1-p  * l’autre appelée « échec », notée E, dont la probabilité est 1 -p. 

Schéma de Bernoulli : 
(Cr IEC E).:1e 

<< n fois + 

Théorème 3et 

définition 1 —> 

Épreuve et loi 
de Bernoulli 

Théorème 4et 

définition 2 

Schéma de Bernoulli ; 

loi binomiale 

390 = chapitre 13 Lois de probabilité et combinatoire 

On appelle schéma de # épreuves de Bernoulli de paramètre p (ou 

encore schéma de Bernoulli de paramètres n et p), toute expérience aléa- 

toire € consistant à répéter n fois, dans les mêmes conditions, une même 

épreuve de Bernoulli e de paramètre p. 

+ Dans une épreuve de Bernoulli de paramètre p : 

- a variable aléatoire X, prenant la valeur 1 siS | 

se produit et la valeur 0 sinon, a la loi de proba- 

bilité ci-contre ; 

- son espérance est E(X) = p et sa variance est V(X) = p(1 - pb). 

P(X=R)| 1-p |? 

+ On dit que X est une variable de Bernoulli de paramètre p (ou encore 

que X suit une loi de Bernoulli de paramètre p). On note : X suit #(p). 

+ Dans un schéma de n épreuves de Bernoulli de paramètre p : 

- un résultat est une liste de n issues, exemple : (S, S, E, …, S) ; 

- la variable aléatoire Y associant à chaque issue le nombre de succès a 

pour loi de probabilité : 

POYERY= Ce }pta L'p}rrR pour RE USD re 

— son espérance est E(Y) = np et sa variance est V(Y) = np(1 - p). 

+ On dit que Ÿ suit une loi binomiale de paramètres n et p. 

On note : Y suit B(n, pb). 

B m Reconnaissance d’une loi 

+ L'épreuve aléatoire : « on lance un dé cubique équilibré et on s’intéresse à la 

sortie d’un multiple de 3 » est une épreuve de Bernoulli, de paramètre la pro- 

babilité du succès S : « obtenir un multiple de 3 » soit P({S1)=— 222 

La variable aléatoire X, qui prend la valeur 1 si le résultat est S S. Fe valeur 0 

sinon, suit une loi de Bernoulli de paramètre : 

* L'expérience aléatoire : «on répète quatre fois l’épreuve de Bernoulli 

précédente » est un schéma de Bernoulli de paramètres n = 4 et p= . 

La variable aléatoire Y : «nombre de succès (multiples de 3) ere lors des 

quatre lancers » suit une loi binomiale de paramètres n = 4 et p= 2. Lu 
Pour ke {0,1,2,3,4},0na P«x=#)= ("à G) nu 

k 



| EÉCO=0x(1-p)+1xp=p et 

= VO9=(0-p}?(1-p}+(1-p}2p=p(1-p}{p+(1-p}l=p(1-p). 

COURS 
_— DÉMONSTRATIONS 

"1 

_ m Théorème 3 
_ Une épreuve de Bernoulli de paramètre p admet deux issues : S et E, av ë se 6 AVEC Fo). ÉL ON FE Del per 
loi de probabilité de la variable X est définie par : dure Le os 

PX=1)=P({SH=p et P(X=0)=P({E})=1-p. 
Cette loi peut être résumée par le tableau ci-contre. On peut alors calculer : 

_mThéorème 4 
Lorsqu'on répète n fois l'épreuve de Bernoulli ci-dessus, les résultats possibles sont les listes de longueur n formées 
des issues des épreuves (par exemple : (S, S,E, S, …, E),(E, S,E, E, …, S). 

Les n épreuves répétées étant indépendantes (l'issue d’une épreuve n’a aucune influence sur les issues des épreuves 

qui suivent), la loi de probabilité P sur l'ensemble de ces listes est la « loi produit » telle que l'on ait, par exemple : 

P((S,S,E,S, ….,E)})=pxpx(1-p)x px... x (1—p)=p nombre de $ x (1 — pjnombre de E, 

Si Y est la variable aléatoire qui « compte » les succès obtenus lors des 
n épreuves, l'événement Ÿ = k, avec kfixé entre O et n, est l'ensemble des Œ =k) est l’ensemble des 

listes de longueur n où S apparaît k fois exactement. résultats de la forme : 

_- Oril existe autant de listes comportant k fois S que de choix possibles om ET Se, dE. 1e. ss 8) 
des k places destinées aux S parmi les n places de la liste ; le nombre de + kfoisSet n-—k fois E 

listes comportant k fois S est donc él . Mais la probabilité d'obtenir une 

telle liste est pX(1 — p}7-* (c'est ici le nombre de S qui importe et non leurs places !). 

On en déduit : PY=#=(}) LÉO D)'ER pour ke FO, 1,2 n}. 

On dit que Y suit une loi binomiale de paramètres n et p. 

De plus, on admet : E(Y)= np et V(Y)= np(l -p). 

De MOSSENNNNNE 7 2, Pr RER 

—> APPLICATION 

Pile ou Face 

On lance cinq fois de suite une pièce de monnaie bien équilibrée. Les variables aléatoires X, « nombre 

de Pile obtenus » et Y, « rang du premier Pile obtenu » suivent-elles une loi binomiale ? 

Solution 

* Il s’agit d’un schéma de Bernoulli (avec n = 5 et p = ; , le succès S d’un lancer étant « obtenir Pile »). 

+ La variable aléatoire X (nombre de succès obtenus) suit une loi binomiale de paramètres n = 5 et 

ee 
D 2% 

4050 6 Î 
OT = = _ = = X — Our re 1001 2, 340}. 

D'où P(X = #)=(, ](3) (3) DNS À 
+ Ce n’est pas le cas de Y qui ne compte pas les succès et dont la loi de probabilité est : 

k 
1\5 

P(Y=4)=(;) pouradli=rki=:5: niet P(Y=6)=(;) 

(en convenant que Ÿ = 6 sion n'obtient que des Face). 

Il suffit pour cela de recourir à un arbre. 



TP 
1. Loi équirépartie et dénombrement 

OBJECTIF : Se familiariser avec différentes situations de dénombrement. 

Dans un centre de vacances, le groupe des ados se compose de six garçons et de six filles. Max et 

Léa, les moniteurs responsables du groupe, commencent à organiser les activités et à répartir les 

tâches pour la semaine. | -nès | 

Les résultats numériques seront donnés sous forme de nombre entier ou de fraction irréductible. 

1. Max propose pour le lendemain une séance d'initiation au tir à l’arc pour six jeunes, dont 1l choi- 

sit les noms au hasard. 

Les autres iront au mur d’escalade avec Léa. 

a. Combien de groupes « tir à l’arc » différents Max peut-il obtenir ? 

b. Calculer la probabilité qu’il ait dans son groupe autant de garçons que de filles. 

c. Soit À un entier compris entre O0 et 6. 

On note p, la probabilité que Max compte dans son groupe exactement À filles. 

62 

Ü 
Lo 6 

6 6\2 

En déduire une simplification de la somme Ÿ .) 
k=0 

Prouver que = 

2. Léa affiche une liste comportant six noms d’ados — tous distincts — que son ordinateur a délivrée 

aléatoirement. Il s’agit de ceux qui, l’un après l’autre, tiendront le stand d’échange Livres et Jeux 

pendant les six jours à venir. 

a. Combien de listes différentes Léa peut-elle obtenir avec son ordinateur ? 

b. Quelle est la probabilité que trois garçons exactement précèdent la première fille ? 

c. Quelle est la probabilité que filles et garçons alternent sur la liste ? 

3. Quant à Max, il lance six fois son dé à douze faces (dé 

dodécaédrique) bien équilibré pour désigner les jeunes 

qui animeront tour à tour les six soirées (un même ado 

peut être sollicité plusieurs fois si « dé » le veut !). 

Chaque ado est repéré par un numéro de 

1 à 12 attribué dans l’ordre alphabétique 

des noms. 

a. De combien de façons Max peut-il répartir les six animations ? 

b. Quelle est la probabilité que six filles différentes aient été désignées ? 

c. Quelle est la probabilité qu'aucun garçon ne soit impliqué ? 

d. Quelle est la probabilité que les trois premières soirées soient animées par des filles et les trois 
dernières par des garçons ? 

e. Quelle est la probabilité que les six soirées soient animées par trois filles et trois garçons ? 

f. Si la loi binomiale a été déjà étudiée en classe. 

Justifier que « l’attribution au hasard d’un rôle d’animation à un ado » peut être considéré comme 
une épreuve de Bernoulli dont le succès est « l’ado est une fille ». 
En déduire que la variable aléatoire indiquant le site de soirées animées par une fille suit une 
loi binomiale que l’on précisera. 

Quels résultats des questions précédentes peut-on retrouver en utilisant cette loi ? 

392 = chapitre 13 Lois de probabilité et combinatoire 



© 2. Avec ou sans remise ? 
OBJECTIF : Comprendre que les tirages sans remise ne sont pas les plus simples. 

À. æ Une urne U contient deux boules rouges et trois boules noires 
1. On tire au hasard trois boules simultanément 
Soit X la variable aléatoire indiquant le nombre de boules rouges obtenues. 
a. Montrer que cette expérience peut être modélisée par la loi équirépartie. 

b. Déterminer la loi de probabilité de X. 

2. On tire au hasard trois boules successivement et avec remise 
Soit Ÿ la variable aléatoire indiquant le nombre de boules rouges obtenues. 

a. Justifier que cette expérience est un schéma de Bernoulli. 

b. Quelle est la loi de probabilité de Y ? 

3. Comparaison des caractéristiques de X et de Y 

_ a. Déterminer l’espérance, la variance et l’écart type de chaque variable. 

b. Comparer et interpréter les résultats obtenus. 

B. = Une urne V contient 2n boules rouges et 3n boules noires (n = 2) 

1. On tire au hasard trois boules simultanément 

Soit X,, la variable aléatoire indiquant le nombre de boules rouges obtenues. 

a. Montrer que l’ona P(X, = 2) = 
18n(2n — 1) 

SDS r 2) 

b. Calculer de même les autres probabilités intervenant dans la loi de X,. 

2. On tire au hasard trois boules successivement et avec remise 

Soit Y, la variable aléatoire indiquant le nombre de boules rouges obtenues. 

Justifier que Y, suit la même loi que la variable Y définie dans la question A2. 

3. Comparaison des deux modèles 

a. Recopier et compléter le tableau suivant à 

l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur. 

k BAS 

P(X = k) 

1 E 3 

P(X,9 = À) fe: 
P(X;90 =#) | 

P(X290 = À) ; 

P(X:99 = À) Æ 

P(Y =) ï 

b. Comparer, pour chaque valeur de k, 
n — +co 

C 

Application aux sondages 
=] 

Pour estimer la proportion p des individus présentant un certain 

caractère Q sur une population donnée, on calcule la fréquence f 

de Q sur un échantillon de taille # dont les éléments sont choisis 

au hasard. 

Lorsque le prélèvement s’effectue avec remise (une même 

personne peut être choisie plusieurs fois), un théorème de 

probabilité affirme que p a de grandes chances de se trouver dans 

1 
la fourchette de centre f et de rayon N- : 

n 

Lorsque le prélèvement s’effectue sans remise (échantillon 

exhaustif), on ne remet pas ce principe en question si l’effectif de 

la population est suffisamment grand par rapport à celui de 

l'échantillon prélevé. 

lim P(X, = k) et P(Y =). 

c. Quel intérêt y a-t-il à adopter le modèle avec remise lorsque n est grand ? 

chapitre 13 Lois de probabilité et combinatoire = 393 



TP 
a 3. Hasard et QCM 

OBJECTIF : Comprendre qu’un schéma de Bernouilli n’appelle pas toujours une loi binomiale. 

Un questionnaire à choix multiples est composé de dix questions numérotées de 1 à 10. Pour cha- 

cune d’elles, il est proposé quatre réponses possibles dont une seule est correcte. Un candidat 

répond entièrement au hasard à ce QCM en cochant pour chaque question l’une des quatre 

réponses données. 

1. Justifier que répondre au hasard à une question de ce QCM est une épreuve de Bernoulli ; en 

préciser le succès et la probabilité que celui-ci se produise. Que peut-on alors dire de l'expérience 

consistant à répondre au hasard aux dix questions du QCM ? 

Donner trois exemples de résultats possibles (éléments de l’univers () et calculer les probabilités 

associées. 
Combien cette expérience admet-elle de résultats ? 

Peut-on la modéliser par une loi équirépartie ? 

2. On désigne par X la variable aléatoire indiquant le numéro de la première question où le candi- 

dat a répondu de façon exacte (on convient que X prend la valeur 11 si toutes les réponses sont 

fausses). 

a. Préciser quelles valeurs peut prendre X (X(Q) est l’ensemble de ces valeurs). 

b. Calculer P(X = ») pour chaque valeur k de X({). 

Quelle expression générale de P(X = k) peut-on proposer ? 

c. X suit-elle une loi binomiale ? 

Doit-on s’en étonner ? 

3. On décide d’attribuer au candidat un point par réponse exacte. 

Soit Y la variable aléatoire associant aux réponses la note sur dix qui en résulte. 

a. Justifier que Y suit une loi binomiale et en préciser les paramètres. 

b. Quelle est la probabilité qu’un candidat obtienne la note maximale ? 

c. Quelle est la probabilité que le candidat obtienne la moyenne (au moins) ? 

d. Quelle note le candidat a-t-il le plus de chances d’obtenir ? 

e. Quelle note le candidat peut-il espérer obtenir (c’est-à-dire, quelle serait sa note moyenne s’il 

remplissait au hasard un grand nombre de QCM) ? 

4. On suppose que 7 candidats sont invités à répondre à ce QCM et que tous le font uniquement 
guidés par le hasard. 

a. Quelle est la probabilité p, qu’au moins un élève obtienne la note 10 ? 

b. Combien doit-il y avoir de candidats pour que cela se produise avec une probabilité supérieure 
à 0,99 ? 

5. Pour pénaliser davantage les candidats qui répondent au hasard, on décide de modifier le SYS- 
tème de notation : on accorde toujours un point par réponse juste mais on soustrait un demi-point 
dans le cas contraire. | 

Prouver que la variable aléatoire Z qui indique la note (éventuellement négative) obtenue par un 
candidat ayant répondu au hasard s’exprime par Z = 1,5Y -5. 
En déduire la probabilité qu’avec ces nouvelles règles, un candidat obtienne au moins la moyenne 
en répondant entièrement au hasard. 
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_@ 4. Adéquation à une loi équirépartie 
… OBJECTIF : Étudier la pertinence du choix d’un modèle équiréparti. 
_ Le problème étudié 

Un dé a été lancé 200 fois avec les résultats suivants (les nombres 28, 33, 34... indiquent les nom- 
_  bres de sorties de chaque face). 

Z | 
à 
Æ , 

- On se demande si, d’après ces résultats, il est possible de dire que ce dé est « honnête » ou « pipé ». 

L’idée 

On nomme (H) l’hypothèse : le dé est « honnête ». 

Sous cette hypothèse, on peut modéliser le lancer du dé par la loi équirépartie sur l’univers 

Dole 2 vas tdsss5 50. 

Pour savoir si le dé est honnête ou non, on compare alors les résultats observés aux résultats théo- 

riques sous l’hypothèse (H) d’équirépartition. 

Si l’écart est trop important, on aura envie de rejeter l’hypothèse que le dé est « honnête » et de le 

considérer comme « pipé ». 

A. æ Étude du cas d’un dé « honnête » 

1. Les résultats théoriques 

Quelles sont les probabilités p,, p,, p3, …, p, d'apparition de chaque face sous l’hypothèse 

d’équirépartition (H) ? 

2. Les résultats observés 

On a simulé sur un tableur dix expériences de 200 lancers d’un dé cubique bien équilibré et obtenu 

les distributions de fréquences suivantes. 

| 

al 

les 

DIN ICO |E 

fues ff Oo) 

“expérience 4 

expérience 5 

(ra 

_— ESS En 

n | LA 

expérience 2 

expérience 3 

Con} Len 

[Rà 

1[ 
EE 

Lee À | em | = [= [ho MO Oon|o olo Res, [au (an) 

expérience 

expérience à 

expérience 4 

expérience 10 

expérience 6 

Les résultats observés différent des résultats théoriques. À quoi cela est-il dû ? 

3. Un calcul de distance 

Pour mesurer cette différence entre les résultats observés et théoriques, on a besoin d’introduire 

6 
er , LU ne 

une notion de distance. Considérons la distance d donnée par Ge UTC) » (f — p;)°. 

DE 
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Remarque : On a choisi de multiplier par 1 000 uniquement pour faciliter la lecture des résultats. 

Pour les dix expériences précédentes, on obtient les résultats du tableau ci-dessous (les valeurs de 

d? sont arrondies au centième). 

(| 
FES 

[us] [=] 

Lo } Len} Lun EN EE Dit Q|oio 

Les différences dans les valeurs de d2 sont dues à la fluctuation d’échantillonnage. 

Quelle est la plus grande valeur de d? observée ici ? la plus petite ? 

Recommencer éventuellement pour d’autres expériences à l’aide du CD-Rom. 

B. = Test : le dé est-il pipé ? 

1. Calculer pour le dé que l’on veut tester la valeur de d? mesurant l’écart entre la distribution des 

fréquences observées et la distribution de la loi équirépartie. 

2. Il faut maintenant se prononcer sur cette valeur : est-elle suffisamment grande pour penser 

qu’elle n’est pas due à la seule fluctuation d’échantillonnage mais qu’elle est plutôt significative 

d’un dé pipé ? 

On a besoin pour cela d’avoir une « échelle de distances ». En 

renouvelant 1 000 fois la simulation effectuée précédemment 

pour un dé non pipé, on obtient 1 000 valeurs de d? pour un 

dé non pipé, ces distances étant dues uniquement à la fluc- 

tuation d’échantillonnage. 

On a représenté par une boîte à moustaches cette série de 

1 000 valeurs de 42. 

a. Le 95° centile, marqué en rouge sur le graphique, est de 

8,88. 

Que signifie cette valeur ? 

b. D’après les résultats obtenus en 1, peut-on penser que le 

dé est pipé ou non ? 

Est-ce une certitude ? 

On dit qu’au risque d’erreur 5 %, on rejette l’hypothèse que 

le dé est « honnête ». 

c. Au risque d’erreur 1 %, peut-on rejeter l’hypothèse que le 

dé est « honnête » ? 
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Da EE ne ses ss aé) Le un appareil comporte quatre roues, chacune portant à sa périphérie 
ruits différents : ananas ne , bananes, cerises, dattes, fraises, groseilles, poires, 

a mise de 1 € déclenche le fonctionnement de l'appareil pour une partie. 
3 acune des quatre roues affiche au hasard dans une fenêtre un de ces huit fruits. 

Exemple d’affichage : On admettra l’équiprobabilité de 
tous les affichages. 

1. Calculer la probabilité des événements E : « on obtient quatre fruits identiques » ; F: «on 
_obtient trois fruits identiques et trois seulement » ; G : «on obtient quatre fruits distincts ». 

2. Certains résultats permettent de gagner de l’argent : 50 € pour quatre fruits identiques, 5 € 
pour trois fruits identiques, 1 € pour quatre fruits distincts et 0 € pour les autres résultats. 
Soit X la variable aléatoire qui à chaque résultat associe le gain du joueur (mise non comprise). 
a. Quelle est la probabilité de l’événement « obtenir un gain nul » ? 

b. Déterminer et interpréter l’espérance mathématique de X, notée E[X]. 

De Soit Y la variable aléatoire associant à chaque résultat le nombre d’images de poires obtenues. 

Justifier que Y suit une loi binomiale et préciser le nombre moyen de poires apparaissant dans 

une partie. 

Commentaires 

1. Un résultat est une liste de quatre fruits (distincts ou non), cha- Dre que l'espérance de X est 

cun étant choisi parmi huit. Il en existe: d'environ 0,78€ signifie qu’un 

é 8x8x8x8=81—4 096. Tous ces résultats étant supposés équi- joueur effectuant un grand nombre 

| probables, on adopte la loi équirépartie sur leur ensemble (1. de parties gagnerait en moyenne 

° Il existe huit résultats réalisant l'événement E (autant que de 0,78€ par partie (ce nombre 

fruits) et donc : théorique est appelé espérance de 

8 1 gain du joueur). 

P(E) = 006 512 0,002. Le gain moyen étant inférieur à la 

«+ Ilexiste 8 x 4 façons de choisir un fruit et dele placer dansune  nise de 1 €, le jeu est défavorable 

fenêtre, et 7 façons de choisir un second fruit pour occuper les 44 joueur (perte moyenne de 0,22 € 

trois fenêtres restantes. par partie). 

8x4x7 224 7 
‘où P D'ou PP) 12008 = 1006 128 = 0,055. 

+ Ilexiste 8 x 7 x 6 x 5 = 1 680 listes de quatre fruits distincts. 

< 1 680 105 ? nr pdt P Es NUE À D'où P(G)= 1 006 256 0,410. 

2. a. La probabilité d’obtenir un gain nul est donné par : 

PE O1 PNEU) P(X=5)=P(XE= 50) 

(210 +28 + 1) 

Dies 512 

et donc P(X=0)= D =) SAS 

La loi de probabilité de X est présen- 5 [50] 50 

tée dans le tableau ci-contre. 
ETS E De 1 

b. On 2 alors : 

273 210 28 1l 25 
te) = \()) 781. 

ER) OX EE SRE TS O0 X SE 32 



EXERCICES 

3. On peut considérer que l'apparition d’une image dans une fenêtre est une épreuve de FE dont 

née d à j cire SOA 
le succès est « poire » avec une probabilité de 3° et l’échec « pas poire » avec une probabilité de FÉ 

L'affichage des images se faisant exactement dans les mêmes conditions et de façon indépendante qe 
Franc x r gs es . 7 

les quatre roues, on peut assimiler cette expérience à la répétition, quatre fois, de l’épreuve de Bernoulli 

définie ci-dessus. 

Ÿ étant le compteur du nombre de succès au cours de ces quatre épreuves, Y suit une loi binomiale de 

paramètres n = 4 et p= : , et sa loi de probabilité est donnée pour ke {0, 1, 2,3, 4} par la formule : 

4\/1 k 7 4—k r-0-(9 
Le nombre moyen de poires apparaissant lors d’une partie est l’espérance de Y, soit : 

E(Y)=nxp=4x2=5 

FA Une urne contient six boules bleues, trois boules rouges et deux boules vertes, indiscernables au 

toucher. 

1. On tire simultanément et au hasard trois boules de l’urne. 

a. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants : 

° E, : «les boules sont toutes de couleurs différentes » ; 

* E, : «les boules sont toutes de la même couleur ». 

b. On appelle X la variable aléatoire qui, à tout tirage de trois boules, associe le nombre de bou- 
les bleues tirées. Etablir la loi de probabilité de X. 

2. On procède cette fois de la façon suivante : on tire au hasard une boule de l’urne, on note sa 

couleur, puis on la replace dans l’urne avant de tirer la boule suivante. 

On effectue ainsi n tirages successifs. 

Quelle est la valeur minimale de 7 pour laquelle la probabilité de ne tirer que des boules bleues 
est au moins mille fois plus grande que la probabilité de ne tirer que des boules rouges ? 

1. Le prélèvement des trois boules s’effectuant au hasard, cette situation se modélise par une loi équi- 
répartie sur l’univers ( de tous les tirages possibles. Un tel tirage n’est autre qu’une combinaison de 
trois éléments de l’urne pris parmi 11. 

LAS 
165% 

252) E 

x 11 
Il en existe donc | ) 

Ë 

a. + Les tirages qui réalisent l’événement E, sont les combinaisons de trois boules comportant une 
bleue, une rouge et une verte. Le prélèvement d’une boule de chaque couleur peut s'effectuer de 
6x3xX2=36 façons différentes. On en déduit : 

368 Le 
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EXERCICES 

É: € la même couleur c’est O 1 Î 1 1 i 

Les évé : tro: : ; 
L nements B : « obtenir trois bleues » et R : « obtenir trois rouges » étant incompatibles, on a : 

À PCEST=P(B) PE PR): 

was Be ler - PR sale À pr 165 QUE RS 

Z = 2er 
2 D où P E a  — # ( 2) 165 55 (LST 

Æ- _b. «+ Les valeurs que peut prendre X sur l’ensemble ( de tous les tirages possibles sont : O0, 1, 2 et 3. 

° Les combinaisons de trois boules qui réalisent l'événement X=0 sont celles qui ne comportent 
“ aucune bleue. Il s’agit donc de prélever trois boules parmi les cinq « pas bleues », ce qui peut se faire de 

S 
0) = 10 façons. 

On en déduit, dans notre modèle de loi équirépartie : 

LOud F2 
eng 0,06. 

. L'événement X=1 est réalisé par le tirage d’une boule bleue parmi six et de deux boules « pas 

bleues » parmi cinq. Le nombre de résultats favorables réalisant cet événement est donc : 

(x (0)=6% 10-60. 

| P(X=0)= 

x 60 + 
D? PES AI = — = — = 2 

es np 
= + __ En procédant de même, on obtient : 

C)0) : 271 » : 4 
PIX=2)— =—= =) nr ( ee 1 Dpt, FX) SE, 0,12, 

si 
33 

EARIEUES 
D 22 id Le 

331) 3311032 

2. L'expérience consiste maintenant à répéter n fois, dans les mêmes conditions, le tirage d’une boule 

de l’urne. 

Les n tirages étant indépendants, la probabilité de n’obtenir que des boules bleues (respectivement que 

+ On peut résumer la loi de X par le tableau ci-contre. 

des boules rouges) est (5) (respectivement (à) ). 

Il reste donc à rechercher le plus petit entier ” tel que l’on ait : 

6 \” SA : 0 =) 
| ce = — — | Z 1000 (5) 1000 (À ) soit (5) x(2 

soit encore 27 = 1000. 

On peut alors utiliser la fonction In : 

2n=>1]1000 équivautà #in2= 1000 

à 1000 
c’est-à-dire n = DACRe 

In 2 

Il en résulte #7 = 10. 

car In 2 > 0. 



EXERCICES 

FE On dispose d’un quadrillage « 4x4 » rapporté au repère 

CAT 1,7) comme l'indique le schéma ci-contre. B est le point de 

coordonnées (4 ; 4). On désigne par O le centre du carré. 

1. On appelle chemin minimal de longueur 4, tout trajet AM asso- 

cié à une suite de quatre vecteurs 1 Ou /. 

a. Reproduire le schéma et représenter les chemins associés aux 

suites : (2,7,2,7) et G,7,7, 2). 

b. Combien existe-t-il de tels chemins ? Quels sont les points M 

possibles ? 
c. On choisit au hasard un chemin minimal de longueur 4. 

Quelle est la probabilité P(O) que ce chemin conduise en O ? 

2. On appelle chemin minimal de A à B, tout trajet associé à une suite de huit vecteurs 1 OU 7 

dont la somme est AB. 
+ + + + + 

a. Représenter sur le schéma le chemin associé à la suite (2,7, j, 1 

Déterminer le nombre de chemins minimaux de À à B possibles. 

b. On choisit au hasard un chemin minimal de A à B. 

Quelle est la probabilité P’(O) que ce chemin passe par O ? 

1. a. Les chemins associés aux deux suites sont tracés sur le schéma. 

b. Il existe autant de chemins minimaux de longueur 4 que de suites formées 

de 4 symboles z ou 7. Le nombre de ces suites étant 24= 16, il existe donc 

16 chemins minimaux AM de longueur 4. Ces chemins conduisent aux 

points décoordonnees (06 AJ) 20) O0 et 0): 

c. Le choix au hasard d’un de ces chemins se modélise par la loi équirépartie 

sur l’univers des 16 chemins. Un tel chemin passe par O si et seulement si la 

suite qui le code comprend exactement deux 7 et deux 7. Or il en existe 
CET ET } 

+ + + 4 k + ++ 
_ = 6 (choix de 2 emplacements parmi 4 pour y placer les z par exemple). Gt) 

Tee; 
D'où la probabilité cherchée : P(O) = 16%: 

+ + + 

2. a. Le chemin associé à la suite (7, 7, 7, 2, 7, 2, 1,1) est celui représenté ci-contre. 

Comme AB = 4: + 47, un chemin minimal de A à B correspond à une suite 

(unique) de huit vecteurs 7 et 7 comportant quatre 7 et quatre 7. Il en existe 

8 
donc () = 70 (nombre de façons de réserver 4 places parmi 8 pour y placer 

les 7, par exemple). 

b. Le choix au hasard d’un de ces chemins se modélise par la loi équirépartie 
sur l’univers des 70 chemins. 
Un tel chemin passe par O si et seulement si il correspond à une suite dont (20) 8hj) TASER JIISIES 

les 4 premiers symboles d’une part et les 4 derniers symboles d’autre part 

comprennent exactement deux 7 (les autres symboles étant des 7). 

4 4 
Leur nombre est donc (.) + f.) = 36. D'ou la probabilité cherchée : 

P(0)=2= =. 
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+ EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Modèles de dénombrement 

EI Répartition 
Dans une classe de neige réunissant 32 élèves, 13 
ont déjà pratiqué le ski de descente, 9 le ski de fond 
et 14 n’ont aucune expérience du ski. 
1. Combien d’élèves ont déjà pratiqué le ski ? 
2. Combien d’élèves ont la double expérience du 
ski de descente et du ski de fond ? 

EE À table 
La cantine d’un lycée imaginaire propose au choix : 
3 entrées, 4 plats chauds, 2 fromages et 3 desserts. 
1. Combien de menus différents comportant un 
plat de chaque type sont ainsi proposés aux élèves ? 
2. Même question si un élève peut ne pas prendre 

un ou plusieurs types de plat, mais doit obligatoire- 
ment manger quelque chose. 

[3 | Anagrammes 

1. Combien existe-t-il de mots de 6 lettres, ayant 
un sens ou non, formés avec les 6 lettres du prénom 
hélène (par exemple : heénlè) ? 
2. Même question avec les 6 lettres du prénom 
HELENE (attention, les trois E ne sont plus 

accentués !). 

E À vos marques 
12 élèves de terminale sont au départ d’une course 
de 200 m ; les 3 premiers seront sélectionnés pour 

une finale académique. 
On suppose qu’il n’y a pas d’ex aequo. 
1. Combien peut-on imaginer d’arrivées différen- 

tes possibles des 3 premiers ? 
2. Combien de groupes différents peuvent-être 

retenus pour participer à la finale ? 

EF Grilles 
Pour construire une grille de mots croisés de 

8 lignes et 6 colonnes, on noircit 6 cases. 

1. Combien de grilles différentes peut-on obtenir ? 

2. Même question si les cases noïircies ne peuvent 

appartenir à une même ligne ou une même colonne. 

ot 6 Codes 

x ‘1 

Combien existe-t-il de codes comprenant 3 lettres 

distinctes suivies de 4 chiffres distincts ou non ? 

‘HA Détégués 
1. Une classe de 32 élèves choisit un délégué, un 

suppléant et un responsable du cahier de textes. 

Combien y a-t-il de choix possibles ? 

2. Une classe de 32-élèves choisit 3 délégués. 

Combien y-a-t-il de choix possibles ? 

Techniques de calcul 

E Avec ou sans calculatrice 

Calculer à la main puis vérifier avec une 
calculatrice : 

1 10! x5! (9!)2 x 10! 
A ———— ;  ——— . 

8! x 4! 12! x(7!)2 

100 1 

2 Een aalaE fru 99 100 13 13 12 

[9 Simplifier … 
.… pour » entier naturel non nul : 

(2n)!_. 
a. (n+1)!-(n+1)n! 5 Don Éd 

= IS 0 aix 7 d. Gm+1)!xX(m= 1)! 

n! (n +1)! (n!)2 

EU Résoudre dans N 
a. n!=120 ; b.(n-2)!=5 040 ; 

n 

c.(n+1)}!=132(n-1)!; d. ()=28. 

EN Avec la formule du binôme 

1. Développer : 
a. (x+1)9 ; 
bia): 
c. (1 +2i)°. 
2. Donner le coefficient de : 
a b. x° dans (x+1)!13 ; 
c d. x?y7 dans (x+)°. 
3 

x edans, (et 1) 2e 
x3y7 dans (x+y)!0 ; 

. Calculer (habilement) : 

SONNAPHOMNAPENE 
(Ge 0) 0-00) 
4 Calculer A UL + PI) SDOUs 
ne {0,1,2,3,4,5}. Que peut-on conjecturer 

pour À, ? 

Loi équirépartie 

12] Une face au hasard 

or 
On lance un dé ayant la forme d’un polyèdre con- 

vexe régulier. Ce dé, parfaitement équilibré, pos- 

sède au moins une face rouge. 
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EXERCICES 

Combien de faces et combien de faces rouges pos- 

sède ce dé sachant que la probabilité qu’il se stabi- 

lise sur une face rouge est 0,15 ? 

On rappelle qu’il existe seulement cinq polyèdres convexes 

réguliers (solides de Platon) comportant respectivement 

4 faces, 6 faces, 8 faces, 12 faces et 20 faces. 

13] Deux délégués au hasard 

Dans la classe de Quentin et de Claire, on a placé 

dans une casquette les 30 papiers portant les noms 

des 30 élèves de la classe. £ 

Le professeur tire au hasard deux de ces papiers 

pour désigner les délégués provisoires, sous le 

regard attentif de Claire et Quentin qui ne 

souhaitent ni l’un ni l’autre avoir cette responsa- 

bilité. 
1. Préciser le modèle de probabilité retenu (univers 

et loi) et calculer la probabilité des événements : 

À : « Quentin a été choisi » ;B : « Claire a été choisie ». 

2. Écrire les événements suivants à l’aide de À, B 

et de leurs contraires À et B, puis calculer leurs 

probabilités : 

a. « Quentin et Claire ont été choisis » ; 

b. « ni Quentin, ni Claire ne sont délégués » ; 

c. « Quentin a été choisi, mais pas Claire » ; 

d. « Claire sera déléguée mais pas Quentin ». 

Quelle vérification peut-on faire ? 
3. Calculer de deux façons différentes 1 probabi- 

lité de l'événement À LU B. 

14 Trois lettres au hasard 

Un sac contient 26 jetons portant les lettres de 

l'alphabet. 
1. Zoé extrait successivement 3 jetons du sac, 

qu’elle dispose côte à côte dans l’ordre des tirages 

pour former un mot. 
a. Combien de mots différents peut-elle obtenir ? 

b. Quelle est la probabilité qu’elle obtienne : 

- son prénom ZOE ? 
+ les 3 lettres de son prénom ? 

° un mot commençant par une consonne ? 
° un mot comprenant exactement une consonne ? 
2. On extrait successivement 3 jetons du sac, mais 

en replaçant à chaque fois le jeton obtenu avant de 

tirer le suivant. 

Reprendre les questions du 1. 

15 Quatre boules au hasard 

Une urne contient 5 boules noires, 4 boules blan- 

ches et 1 boule verte. On tire simultanément et au 

hasard 4 boules de cette urne. 

1. Combien y a-t-il de tirages possibles ? 

2. Quelle est la probabilité d’obtenir : 

a. aucune boule noire ? 

b. autant de boules vertes que de boules blanches ? 

c. au moins une boule noire ? 

d. exactement 2 boules noires et 1 boule verte ? 

e. 4 boules d’une même couleur ? 

402 = chapitre 13 Lois de probabilité et combinatoire 

N416| Cinq cartes au hasard 

On tire au hasard, simultanément, 5 cartes d’un jeu 

de 32 cartes. On obtient ainsi une main de 5 cartes. 

- 1. Combien de mains différentes peut-on obtenir ? 

2. Calculer la probabilité que la main comporte : 

a. exactement 1 as ; b. au moins 1 as; 

c. exactement 3 as ; 

d. exactement 3 cœurs et 1 pique ; 

e. exactement 3 cœurs et 1 as ; 

f. un carré (4 cartes de même hauteur). 

Six places au hasard 

Les 6 élèves du club de théâtre d’un lycée (3 filles 

et 3 garçons) sont invités à se placer côte à côte sur 

une seule rangée pour faire une photo. 

1. De combien de façons les 6 acteurs peuvent-ils 

se placer ? 

2. On suppose que les élèves se positionnent tota- 

lement au hasard. Calculer la probabilité : 

a. que Kévin et Laure se retrouvent côte 4,C0tEr 

b. que garçons et filles alternent ; 

c. que les 3 filles se retrouvent ensemble à gauche 

des 3 garçons. 

18] AIl6 docteur ! 

Dans une ville, il y a trois médecins. 
Un même après-midi, trois touristes malades relè- 
vent au hasard dans l’annuaire le numéro de télé- 
phone de l’un des médecins et l’appellent. 
1. Proposer un univers permettant de modéliser 
cette expérience aléatoire par une loi équirépartie. 
2. a. Calculer la probabilité que les trois touristes 

aient appelé le même médecin. 
b. Calculer la probabilité que les trois touristes 
aient appelé trois médecins différents. 
c. En déduire la probabilité que deux (exactement) 
des trois touristes aient appelé le même médecin. 

19 À la loterie 

Dans une loterie de 100 billets, deux d’entre eux 

sont gagnants. 
1. Quelle est la probabilité de gagner au moins un 
lot si l’on achète 12 billets ? 

2. Combien faut-il acheter de billets pour que la 
probabilité de gagner au moins un lot ne soit pas 
inférieure à 0,8 ? 

20 Adéquation à une loi équirépartie 

Les guichets d’une agence bancaire d’une petite 
ville sont ouverts au public 5 jours par semaine, du 
mardi au samedi. Le tableau ci-dessous donne la 
répartition journalière des 250 retraits d’argent 
liquide effectués au guichet une certaine semaine. 

EMPPOCPORE 
Rues oo 

Me J 

2 s) 

N 
de retraits 60 



On veut tester Phypothèse « le nombre de retraits 
est indépendant du jour de la semaine ». On sup- 
pose donc que le nombre de retraits journaliers est 
L4 = x" jl 

égal à 5 du nombre de retraits hebdomadaires. On 

i=5 
De é Dose dé. = D (r- :) où Jj, est la fréquence 

i=ûl 

des retraits du 7-ème jour. 
1. Calculer les fréquences des retraits pour chacun 
des 5 jours de la semaine. 
2. Calculer alors la valeur de 1 00042 obs * 
Remarque : La multiplication par 1 000 permet 
d’obtenir un résultat plus lisible. 

3. En supposant qu’il y a équiprobabilité des retraits 
journaliers, on a simulé 2 000 séries de 250 retraits 
hebdomadaires. | 
Pour chaque série, on a calculé la valeur du 
1 00042, correspondant. On a obtenu ainsi 
2 000 valeurs de 1 00042. Ces valeurs ont permis 
de construire le diagramme en boîte ci-dessous, où 
les extrémités des « pattes » correspondent respecti- 
vement au 1% et au 9€ déciles. 

À 

O1 10 

Lire sur le diagramme une valeur approchée du 

9€ décile. 
4. En argumentant soigneusement la réponse, dire 

si pour la série observée au début, on peut affirmer, 
avec un risque d’erreur de 10 %, que « le nombre 
de retraits est indépendant du jour de la semaine ». 

D'après Bac ES, juin 20083. 

Loi binomiale 

21] Forages gagnants 

Dans une région pétrolifère, la probabilité pour qu’un 

forage conduise à une nappe de pétrole est de 0,1. 

1. Justifier que la réalisation d’un forage peut être 

assimilée à une épreuve de Bernoulli. 

2. On effectue 9 forages. 

a. Quelle hypothèse doit-on faire pour que l’on 

puisse assimiler cet enchaînement de 9 épreuves à 

un schéma de Bernoulli ? 

b. Sous cette hypothèse, calculer la probabilité : 

+ qu’au moins un forage conduise à une nappe de 

pétrole ; 

+ qu’un tiers exactement des forages conduisent à 

une nappe de pétrole. 

c. On désigne par X la variable aléatoire définie par 

le nombre de forages conduisant à une nappe de 

pétrole. 

+ Donner la loi de probabilité de X. 

+ Combien de forages « gagnants » peut-on espérer 

en moyenne sur les 9 tentés ? 

[22 Composants défectueux 
Un constructeur de composants produit des 
résistances. La probabilité qu’une résistance soit 
défectueuse est de 5x10-35. Dans un lot de 
1 000 résistances, quelle est la probabilité d’avoir : 
a. au moins une résistance défectueuse ? | 
b. exactement deux résistances défectueuses ? 
c. au plus deux résistances défectueuses ? 
d. au moins deux résistances défectueuses ? 

23| Au tableau ! 
Une classe de terminale compte 30 élèves dont 
20 filles. À chaque cours de mathématiques, le pro- 
fesseur de cette classe interroge au hasard un élève. 
D'un cours à l’autre, le professeur ne se rappelle 
pas de l'élève interrogé au cours précédent, ce qui 
fait qu’à chaque cours le choix de Pélève par le pro- 
fesseur est indépendant des choix précédents. 
1. Quelle est la probabilité, à un cours donné, que 
l'élève interrogé soit une fille ? 
2. Soit 7 un entier positif non nul. On appelle X la 

v.a.r. correspondant au nombre de filles interrogées 
durant # cours de mathématiques consécutifs. 
a. Quelle est la loi de probabilité de X ? 
b. Quelle est la probabilité que 4 filles soient inter- 

rogées durant 10 cours consécutifs ? 
c. Quel doit être le nombre minimal de cours con- 
sécutifs pour que la probabilité qu'aucune fille ne 

soit interrogée soit inférieure à 0,001 ? 

24) TEL:Z(S À vos montres ! 
Une usine d’horlogerie fabrique des montres. 

Au cours de la fabrication peuvent apparaître deux 
types de défauts, désignés par a et b. 2 % des montres 
fabriquées présentent le défaut a et 10 % le défaut b. 
Une montre est tirée au hasard dans la production. 

On définit les événements suivants : 
À : «la montre tirée présente le défaut a » ; 
B : «la montre tirée présente le défaut b » ; 

C : «la montre tirée ne présente aucun des deux 

défauts » ; 
D : «la montre tirée présente un et un seul des deux 

défauts ». 
On suppose que À et B sont indépendants. 

1. Montrer que la probabilité de l’événement C est 

égale à 0,882. 

2. Calculer la probabilité de l’événement D. 

3. Au cours de là fabrication, on prélève au hasard 

successivement cinq montres. On considère que le 

nombre de montres fabriquées est assez grand pour 

que l’on puisse supposer que les tirages se font avec 

remise et sont indépendants. 

Soit X la variable aléatoire qui, à chaque prélève- 

ment de cinq montres, associe le nombre de mon- 

tres ne présentant aucun des deux défauts a et b. 

On définit l’événement E «quatre montres au 

moins n’ont aucun défaut ». 

Calculer la probabilité de l’événement E. On en 

donnera une valeur approchée à 107? près. 
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Objecti f BAC 

> Que sais-je ? 
—————_———— 

Vrai ou faux ? 

25 Les Bastroyens (habitants de Bastroyie) écri- 

vent en base 3 (ils n’utilisent pour écrire les 

entiers naturels que les chiffres 0, 1 et 2). 

Ils peuvent former 18 nombres différents de 

3 chiffres (ne commençant bien sûr pas par 0). 

26| Dans une course comportant 12 partants, le 

nombre de tiercés dans le désordre est le triple du 

nombre de tiercés dans l’ordre. 

Avec un jeu de 32 cartes, le nombre de mains 

de 5 cartes comprenant au moins un as est égal à : 

FE) =125,500;: 

FX] Lors d’un tirage simultané de 5 cartes d’un 

jeu de 32, la probabilité d’obtenir 1 as et 2 piques 

WOX) 
# 

est égale à : 

QCM 

35 Un caractère de l’écriture Braille est 

formé de points en relief obtenus en 

trouant au moins un des six points de la 

grille ci-contre. 

Alors il y a exactement : 
À. 6 caractères Braille formés avec 5 trous ; 

B. 15 caractères Braille formés avec 4 trous ; 

C. 6 caractères Braille formés avec 3 trous ; 

D. 63 caractères Braïlle. 

36 Un enfant dispose de 3 têtes de poupées X, Y, 
Z-et de 3 perruques : une blonde notée B, une 

brune notée N et une rousse notée KR. 
Il couvre au hasard chaque tête d’une perruque. 

À. Il y a 6 cas possibles, tous équiprobables. 

B. La probabilité que X porte R est égale à 2. 

C. La probabilité que X porte R et Y porte B est 

1 
égale à —. égale à >= 

D. La probabilité que X ne porte pas R sachant 

que Ÿ porte B est égale à s: 

404 % chapitre 13 Lois de probabilité et combinatoire 

ET] Dans une famille de 2 enfants, la probabilité 
qu’il y ait 2 enfants de même sexe est égale à celle 

qu’il y ait 2 enfants de sexes différents. 

EU Dans une famille de 3 enfants, la probabilité 

qu’il y ait 3 enfants de même sexe est égale à celle 

qu’il y ait des enfants de sexes différents. 

El Lorsqu’on lance 4 fois une pièce, on a moins 

de chances d’obtenir « 2 fois Pile » que « 3 fois Pile ». 

[32| Dans une classe de 35 élèves, il y a plus d’une 

chance sur dix qu’au moins 1 élève ait la même 

date d’anniversaire que le prof de maths (on ne 

tient pas compte des années bissextiles). 

EX Dans une classe de 35 élèves, il y a moins de 

3 chances sur 4 qu’au moins 2 élèves aient la 

même date d’anniversaire (on ne tient pas compte 

des années bissextiles). 

E] Lorsqu'on lance 72 fois 3 dés cubiques bien équi- 
librés, on peut espérer obtenir 2 fois les numéros 4, 2 

et 1 (peu importe dans quel ordre). 

E Un QCM comporte 10 questions offrant cha- 
cune trois réponses possibles, dont une seule est 

juste. Une bonne réponse rapporte un point et 

une mauvaise réponse n’en rapporte aucun. Marc 

répond au hasard aux 10 questions. 

À. Il a moins d’une chance sur 10 000 d’avoir 
tout bon. 

B. Il a plus de chances d’avoir 4 que 2. 

C. Il a plus d’une chance sur quatre d’obtenir la 
moyenne (au moins 5 points). 

D. La probabilité qu’il obtienne une note stricte- 
ment supérieure à 2 est 0,7 à 10-? près. 

El] On extrait au hasard 3 boules d’une urne qui 
contient 8 boules blanches et 2 boules noires. 

A. Si les 3 boules sont tirées simultanément, la 

probabilité de n’obtenir aucune boule noire est 
supérieure à 0,5. 

B. Si les 3 boules sont tirées successivement et 

avec remise, la probabilité de n’obtenir aucune 
boule noire est supérieure à 0,5. 

C. Pour chacun des modes de tirages précédents, 

espérance du nombre de boules noires est 0,6. 

D. Pour chacun des modes de tirages précédents, 
la variance du nombre de boules noires est 0,48. 



Objectif BAC 
E". 

- s Un sujet vu au BAC (extrait) 
A Une ie de transport désire optimiser les contrôles afin de limiter l’impact des fraudes 

£$ pertes occasionnées par cette pratique. Cette compagnie effectue une étude basée sur deux 
trajets par jour pendant les 20 jours ouvrables d’un mois, soit au total 40 trajets. On admet 
que les contrôles sont indépendants les uns des autres et que la probabilité pour tout voyageur 
d’être contrôlé est égale à p. 
Le prix de chaque trajet est de 10 euros ; en cas de fraude l’amende est de 100 euros. 
re fraude systématiquement lors des 40 trajets soumis à cette érude. 
oit X; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si Claude est contrôlé au 1-ième trajet et la 

valeur 0 sinon. Soit X la variable aléatoire définie par X=X,+X,+X, +. + X 40: 

1. Déterminer la loi de probabilité de X. 

2. Pour cette partie, on suppose que p = che 
20° 

a. Calculer les probabilités p(X = 0), p(X= 1) et p(X=2). 
b. Calculer à 10-# près la probabilité que Claude soit contrôlé au plus 2 fois. 

3. Soit Z la variable aléatoire qui prend pour valeur le gain algébrique réalisé par le fraudeur. 

Justifier légalité Z = 400 — 100X , puis calculer l’espérance mathématique de Z pour p = à : 

1. L’expérience aléatoire consiste à répéter 40 fois l’épreuve « trajet 
de Claude » de façon indépendante. Chaque épreuve a exactement 
deux issues : « le contrôle de Claude », succès de probabilité p, et « le 

non-contrôle de Claude », échec de probabilité 1 —-p. 
La variable aléatoire X=X, +. +X,, est le compteur du nom- 
bre de succès dans ce schéma de Bernoulli ; X suit une loi bino- 

miale de paramètres 40 et p: 
40 

pour 0 <k< 40, PX=#)= (7 )p#(- po à 

2. a. La loi binomiale de X, précisée à la question 1 donne, avec 

Es 

a A | 0 40 40 AO\f 1 19 19 
e == = — — —— = .128 5 

A0) ( nl a =. GE TR 
1 39 39 

; PX=1)=(T x) (2) =2{ 5) = 0,270 6 : 

40 
2 
ne) 250710 
nee LE 

b. La probabilité que Claude soit contrôlé au plus 2 fois est alors : 

POP-2I-PX=0)FP(K= LE P(X= 2) 

d’où, à 1074 près, P(X & 2) = 0,676 7. 

3. Z prend pour valeur le gain algébrique de Claude lors des 

40 trajets ; Claude, qui ne paye aucun de ses trajets, économise 

400 euros, diminués d’autant d’amendes de 100 euros qu’il s’est 

fait contrôlé. X indiquant le nombre de contrôles, il en résulte bien 

7 = 400 — 100X. Par linéarité de l’espérance mathématique, on a 

E(Z) = 400 - 100E(X). Comme X suit une loi binomiale de para- 

mètre n = 40 et p= > on a E(X)=1p=8 et donc E(Z)=-400. 

Nouvelle Calédonie, mars 2005. 

Question 1 : Bien étudier et 
comprendre le contexte, pour 
reconnaître les lois de probabilités 
des variables aléatoires X; et X, 

remarquer que : 
*chague variable aléatoire X,; 
prend la valeur 1 avec la probabi- 
hté p si Claude est contrôlé lors du 
i-ème trajet et la valeur O avec la 
probabilité 1-p sinon: X; suit 
une loi de Bernoulli ; 

X=X,+..+X4 indique 
combien de fois Claude est contrôlé 
au cours des AO trajets indépen- 
dants : X suit donc une loi bino- 
miale de paramètres 40 et p. 

Question 2 : L'interprétation de 
l'espérance mathématique est sou- 

vent demandée au baccalauréat. 
Ici, on pourrait dire que «en ima- 
ginant ces 40 trajets répétés un 
grand nombre de fois, Claude serait 

contrôlé en moyenne 2 fois ». 
Claude peut donc « s’attendre » à être 

contrôlé 2 fois lors de ses 40 tragets. 

Question 3 : Bien lire l’énoncé ! 

Il serait maladroit d’étudier la 
variable aléatoire Z, d’en déter- 

miner la loi puis de calculer 
E(Z).. sans voir la relation 

affine existant entre X et Z ! 
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EXERCICES 

— EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT — EXERCICES D'APPROFUNUBSEMENT ——— 

Dénombrement 

Sens des formules 

En Nombre de parties 

Soit E un ensemble comptant n éléments (n e N*). 

1. Combien E admet-il de parties à O élément ? à 

1 élément ? à À éléments (k fixé, 0 <k<n)? 

En déduire que le nombre total de parties de E est 
n 

égal à S, = De Fa 

2. Calculer cette somme à l’aide de la formule du 

binôme de Newton. 

3. Vérifier le résultat obtenu pour #7=3, en écri- 

vant toutes les parties de l’ensemble {a, b, c}. 

_ 2 
Fi] Calcul de Da é 

kR=0 

1. Une urne contient 20 boules : 10 blanches et 

10 noires portant des numéros tous différents. 
On extrait simultanément 10 boules de cette urne. 

a. Combien de tirages différents peut-on réaliser ? 
b. À étant un entier de [0 ; 10], combien de tirages 

comportant exactement À boules noires existe-t-il ? 
10 

102720 
c. En déduire l'égalité : ( ) =| ). = 2 200 
2. Une urne contient 2n boules : » blanches et » 
noires numérotées de 1 à 2n (n entier fixé non nul). 

En reprenant la démarche de la question 1, donner 
n n 2 

une expression simple de ( ) « 24 
D EU 
1. Démonstration de cours 
Démontrer que, pour tous entiers naturels » et k 

tels que l<k<n-1,.ona2: 

ue dre a 
- = 

k-1 k k 

2. En déduire que pour tous entiers naturels n et k 
tels que 2<Rk<n-2 : 

n—2 n—2 n—2 n 

Verbe AR EMEA k-2 k—1 k k 

3. On considère deux entiers naturels n et k tels que 
2<k<n-3. On dispose d’une urne contenant 
n boules indiscernables au toucher. Deux des boules 

sont rouges, les autres sont blanches. On tire au hasard 

et simultanément k boules de l’urne. On appelle A 
l'événement « au moins une boule rouge a été tirée ». 
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a. Exprimer en fonction de n et k la probabilité de 

l'événement À , contraire de A. En déduire p(A). 

b. Exprimer d’une autre manière la probabilité de 

l'événement À et montrer, à l’aide de la formule 

obtenue à la question 2, que l’on obtient le même 

résultat. 

43 Stratégies de placements 

Un enfant dispose de 
9 jetons numérotés de 
1 à 9 et d’une feuille 
reproduisant la figure ci- 
contre (sans les jetons !). 
Il doit placer 5 jetons 
dans l’hexagone dont 2 

dans le triangle. 

1. Calculer le nombre 

de répartitions possibles suivant qu’il adopte l’une 

ou l’autre des stratégies suivantes. 
Stratégie 1 : choix des 2 jetons à placer dans le 
triangle puis choix des 3 jetons à placer en dehors 

du triangle. 
Stratégie 2 : choix des 5 jetons à placer dans l’hexa- 
gone et choix parmi ceux-ci des 2 à placer dans le 

triangle. 
Que peut-on observer ? 

2. a. Reprendre la démarche précédente avec 
jetons, dont p sont à placer dans l’hexagone, À 

d’entre eux prenant place dans le triangle. 

b. En déduire, pour 0 <k<p<n, 

CCE El pÂR) \k/p-Rk) 
Vérifier cette égalité par le calcul. 
c. Utiliser cette égalité et la formule du binôme de 

Newton pour établir, pour 0 <p<n, 

£ (=) 

Lois discrètes usuelles 

44] Le cube en bois 

1. On considère un cube en bois, peint en blanc, de 

4 cm d’arête ; on le découpe régulièrement suivant 

des plans perpendiculaires aux arêtes, distants les 
uns des autres de 1 cm. On obtient ainsi des petits 
cubes de 1 cm d’arête dont certains ont une ou plu- 

“sieurs faces peintes en blanc. 
Ces petits cubes sont placés dans une urne eton en 
tire un au hasard. 



EXERCICES 

On désigne par X la variable aléatoire associant au 
cube tiré le nombre de ses faces peintes. 

- a. Déterminer la loi de probabilité de X. 
b. Combien de faces peintes un cube pris au hasard 
a-t-1il en moyenne ? 

2. On reprend l’expérience précédente, mais avec 
un cube de r cm d’arête (n entier ; n >= 3 1 
a. Déterminer la loi de probabilité de la variable X_ : 
«nombre de faces peintes du cube tiré au hasard ». 
b. Ecrire [(n—2)+2]5 comme somme de puis- 

__ sances de (7-2) à l’aide de la formule du binôme. 

Fes ETES te 2 Lu À t 

‘ 

fe 2 
- En déduire l'égalité: Ÿ p(X,=k)=1. 
< “#s k=0 

Source : APMEP. 

45 Super Mastermind 

1. On dispose d’un grand nombre de fiches, de 
8 couleurs différentes, et de 5 trous numérotés. 

+ a. On place une fiche dans chaque trou et on s’inté- 
j resse à la disposition des couleurs. 

Quel est le nombre de dispositions possibles ? 
b. Même question s’il est possible de laisser des 

trous vides. 
c. Sur l’emballage, on lit : «5 fiches, 8 couleurs, 

59 049 combinaisons ». , 
Êtes-vous d’accord avec le résultat ? Etes-vous 

d’accord avec le vocabulaire utilisé ? 

2. Un enfant a placé une fiche dans chaque trou, au 
hasard, sans se préoccuper des couleurs. On sup- 
pose que le nombre de fiches disponibles est le 

même dans chaque couleur et qu’il est suffisam- 
ment grand pour que toutes les dispositions soient 

équiprobables. Calculer la probabilité que l’enfant 

ait placé : 
a. 5 fiches de la même couleur ; 

b. 2 fiches rouges exactement ; 

c. 2 fiches rouges, 1 blanche, 1 verte et 1 bleue. 

l46| D'un modèle à l’autre 

Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules noires. 

1. On tire simultanément et au hasard 3 boules. 

X est la variable aléatoire définie par le nombre de 

boules rouges obtenues. 

a. Déterminer la loi de probabilité de X. 

b. Combien de boules rouges peut-on espérer 

obtenir à ce jeu en moyenne ? 

2. On tire 3 fois une boule, au hasard et avec remise. 

Y est la variable aléatoire définie par le nombre de 
boules rouges obtenues. 

a. Déterminer la loi de probabilité de Y. 
b. Combien de boules rouges peut-on espérer 
obtenir à ce jeu en moyenne ? 

3. Calculer les écarts types © et o’ de X et de Y. 
Quels commentaires peut-on faire ? 

Dominos 

Un jeu de dominos est fabriqué avec 7 couleurs : 
violet, indigo, bleu, vert, jaune, orange, rouge. 

Un domino se compose de 2 cases portant chacune 
l'une des 7 couleurs. 

Chaque couleur peut figurer deux fois sur le même 
domino : c’est un double. 

1. Montrer que le jeu comporte 28 dominos diffé- 
rents. 

Les 28 dominos, indiscernables au toucher, sont 

mis dans un sac. 

2. On tire un seul domino de ce sac. 
Calculer la probabilité des événements suivants : 
* J, : «le jaune figure deux fois » ; 
° J, : «le jaune figure une seule fois » ; 
* J: «le jaune figure au moins une fois ». 

3. On tire deux dominos du sac. 
a. Calculer la probabilité qu’ils puissent s’associer 
par la couleur jaune (cela signifie que le jaune 
figure sur chaque domino). 
b. On considère l’événement À «les 2 dominos 
tirés peuvent s’associer » (cela signifie qu’ils ont une 

couleur en commun). Montrer que P(A) = = { 

4. On effectue 5 tirages successifs et indépendants 
de 2 dominos, en replaçant dans le sac à chaque 
tirage les 2 dominos tirés avant de procéder au 

tirage suivant. 
a. Calculer la probabilité que l’événement A soit 
réalisé au moins une fois. 
b. Calculer la probabilité que l’événement À soit 

réalisé exactement 3 fois. 

48 Pile pareil ! 

1. On lance 8 fois une pièce de monnaie parfaite- 

ment équilibrée. 
Calculer la probabilité P(4) d’obtenir autant de 

Pile que de Face. 

2. A-t-on plus de chances d’obtenir 4 Pile en lan- 

çant 8 fois une pièce ou d’obtenir 6 Pile en lançant 

12 fois une pièce ? 
a. Quelle conjecture peut-on faire ? 

b. Calculer P(6) et comparer. 

3. On lance 2n fois une pièce de monnaie parfaite- 

ment équilibrée (n entier naturel non nul). 

a. Calculer la probabilité P(n) d’obtenir autant de 

Pile que de Face. 
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EXERCICES 

P(n+1)_ 2n+1 

P(n) 2(n+1) 

En déduire comment varie P(n) lorsque 7 grandit. 

c. Reproduire le tableau suivant. À l’aide d’une cal- 

culatrice ou, mieux, d’un tableur, le compléter par 

les approximations décimales à 107 3 près par défaut 

b. Prouver que, pour n € N*, 

des nombres P(n) et ces, 
Nan 

On démontre que P(n) = et que cette appro- 

ximation est d’autant meilleure que # est grand. 

1,2ct3. a. Observer que les expériences consistent 

à répéter, de façon indépendante, une même 

épreuve de Bernoulli ; en préciser le succès. 

3. b. Attention ! 

Qn+2 | (2n+2)x(2n+1)X...x(n+2) 

A Ve LE (n+1)! | 
Au numérateur il y a + 1 entiers consécutifs. 

Utiliser (n+1)!=(n+1)Xn!. 

3. c. Sur une calculatrice, on pourra tabuler la 

fonction Y=nCr(2x,x)702 (2x) 

Lois discrètes 
et conditionnement 

[49 Dans quelle urne ? 

Une urne U, contient 7 boules blanches et 
3 boules noires. Une urne U, contient 3 boules 

blanches et 7 boules noires. On choisit une urne au 

hasard et on en extrait 4 boules, encore au hasard. 

On considère les événements suivants : 

* U:«lurne U, a été choisie » ; 

° V:«lurne U, a été choisie » ; 

°N : «on obtient exactement 1 boule noire ». 

1° a: Calculer P(U)SPM)5 PEN) EEE (N): 

b. En déduire P(N). 

2. On réalise cette expérience et on obtient exacte- 

ment 1 boule noire. Quelle est la probabilité que le 
tirage ait été effectué dans U, ? 

EN MEN rir à l'arc 
Les participants à une compétition de tir à l’arc 

sont constitués pour moitié de tireurs entraînés et 
pour moitié de tireurs amateurs. 
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Un tireur entraîné a 80 % de chances d’atteindre la 

cible, à chaque tir. 

Un tireur amateur a 50 % de chances d’atteindre la 

cible, à chaque tir. TI 

Au cours de la compétition, chaque participant 

lance 10 flèches et obtient un point pour chaque 

flèche atteignant la cible. 

On donnera les valeurs approchées par défaut à 

10-3 près pour les probabilités demandées aux 

questions 2, 3 et 4. ù 

On considère les événements suivants : 

A : «le participant est un tireur entraîné » ; 

B : «le participant est un tireur amateur » ; 

C : «le participant obtient 7 points ». 

1. Déterminer la probabilité de A, puis celle de B. 

2. Déterminer la probabilité qu’un tireur entraîné 

obtienne 7 points et la probabilité qu’un tireur 

amateur obtienne 7 points. 

3. Calculer la probabilité de l’événement C. 

4. Sachant qu’un participant à la compétition a 

obtenu sept points, quelle est la probabilité que ce 

soit un tireur entraîné ? 

51] La clé du succès 

1. Un singe cherche à ouvrir une porte avec un 
trousseau comportant 10 clés, dont une seule est 

adaptée à la serrure. 
Il teste les clés une à une, sans remise, jusqu’à 

l’ouverture de la porte. 
On note X le nombre de clés essayées. 
a. Illustrer la situation par un arbre pondéré. 
b. Déterminer la loi de probabilité de X. 
X suit-elle une loi équirépartie ? 
c. Combien d’essais faut-il au singe en moyenne 

pour ouvrir la porte ? 
2. Un autre jour, le singe, muni du même trous- 

seau, essaie à nouveau ses clés une à une pour 
ouvrir la porte ; mais ayant trop bu de lait de noix 

de coco, il procède à 10 essais sans mettre de côté 
les clés qu’il teste. Il effectue ainsi ses 10 tests d’une 
clé de façon totalement indépendante. 

a. Justifier que cette expérience aléatoire est un 
schéma de Bernoulli (préciser n et p). 

b. On désigne par Ÿ la variable aléatoire qui associe 
aux dix essais le rang de celui qui permet l’ouver- 

ture de la porte si cela se produit et la valeur 11 
dans le cas contraire. 

+ Y suit-elle une loi binomiale ? 
+ Déterminer la loi de Y. 

+ Quelle est la probabilité que la porte ne s’ouvre 
qu’au 9€ essai ? 

3. On suppose qu’en fait, le singe est ivre de noix 
de coco 1 jour sur 3, et que lorsque c’est le cas, il 

ne teste plus ses clés une à une sans remise (comme 
dans la question 1), mais avec remise (comme dans 
la question 2). 
Ce jour, le singe ne parvient à ouvrir la porte qu’au 
9€ essai. Quelle est la probabilité qu’il soit ivre de 
noix de coco ? 



DÉS (EUR 

Adéquation à une loi équirépartie 

[52] m et ses décimales 
Les 1 000 premières décimales de 7 se répartissent 
de la façon suivante selon leurs nombres 

- d’apparitions : 

Avec un tableur on a simulé 1 000 expériences de 
1 000 tirages aléatoires d’un chiffre compris entre 0 
et 9. Pour chaque expérience, on a calculé : 

k=9 

= (,-0,1)? 
k=0 

où jf, représente, pour l’expérience, la fréquence 

observée du chiffre k. 
On a alors obtenu une série statistique, pour 
laquelle on calculé le 1 et 9£ décile (d, et d,), le 

premier et troisième quartile (Q, et Q,) et la 
médiane (Me) : 

d, =0,000 422 ; Q, = 0,000 582 ; 
Me = 0,000 822 ; Q;, = 0,001 136 ; d, = 0,001 45. 

1. En effectuant le calcul de d? sur la série des 
1 000 premières décimales de w, obtient-on : 
a. 0,000 456 ? 
b. 0,004 56 ? 
c. 0,000 314 ? 
2. Un statisticien, découvrant le tableau et ignorant 

qu'il s’agit des décimales de #, fait l’hypothèse que 

la série est issue de tirages aléatoires indépendants 
suivant une loi équirépartie. Il prend un risque de 
10 % de rejeter cette hypothèse quand elle est 

vraie. Accepte-t-il cette hypothèse ? 

a. oui ; 

b. non ; 
c. il ne peut pas conclure. 

D'après Antilles-Guyane, septembre 2004. 

EE] Un meunier a besoin, pour sa farine, d’un 

mélange de 4 variétés différentes de grains de blé, 

d’égales quantités chacune et notées 1, 2, 3, 4, 

1. Il veut savoir si, dans son silo, les différentes 

variétés sont bien mélangées. Pour cela, il prélève, 
à la sortie du silo, un échantillon de 100 grains de 
blé rendus radioactifs par des marqueurs différents 
selon les variétés. Il obtient les résultats suivants. 

Le meunier veut savoir si ces données sont vraisem- 
blables lorsqu'on fait l’hypothèse d’un mélange 
homogène des quatre variétés, ce qui correspond à 

un quart des marqueurs pour chaque variété. 

On appelle f, la fréquence dans l’échantillon de la 

eu et éne GD2 
variété 7 et on pose d? = 400 > (r- ) ; 

Lil 

Calculer la valeur de 42. 
2. On suppose l’équiprobabilité de la présence 
d’un grain de blé de chaque variété et on simule 

10 000 séries de 100 tirages de grains de blé. 
Pour chaque série de 100 tirages, on calcule d2. 
Le tableau suivant donne le nombre de séries pour 
lesquelles la valeur de d2 est strictement supérieure 
à l’entier 7. 

PR ua 0 
Nombre 

2618 |1715 | 1 114 

8 9 10 

de séries pour 

467 | 306 | 180 

3 915 

lesquelles d?>j 

Nombre 
de séries pour 

lesquelles d?>j 

Lire la valeur du 9° décile, arrondie à l’entier le plus 

proche, puis celle du 95° centile. 
3. Si l'hypothèse d’équiprobabilité est vraie : 
a. peut-on affirmer au risque d’erreur de 10 % que 

le mélange étudié à la question 1 est homogène ? 

b. même question avec un risque d’erreur de 5 % ; 

c. que peut-on dire si quelqu'un demande un ris- 

que d’erreur de 0 % ? 

Extrait de la banque d’exercices 
de l'Inspection générale. 
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EXERCICES 

S'PROBLÈMES OLIS | ORNE 
154] Techniques d’oral 

Partie À 

Lors de la préparation d’un examen, un élève n’a 

étudié que 5 des 10 leçons. 

Un interrogateur a placé dans une corbeille 

10 papiers contenant chacun une question, ces 

questions portant sur des leçons indépendantes. 

Le candidat doit tirer au hasard 2 papiers et il peut 

le faire soit en une seule fois (stratégie 1), soit en 

deux fois, avec remise du premier papier tiré dans 

la corbeille après lecture (stratégie 2). 

Les probabilités demandées seront données sous forme 

décimale arrondie à 1072 près. 
1. Y a-t-il une stratégie paraissant a prion plus favo- 

rable au candidat ? 

2. On suppose que le candidat tire les deux papiers 

simultanément. 

Calculer la probabilité : 
a. qu’il ne connaisse aucun de ces sujets ; 

b. qu’il connaisse les deux sujets ; 
c. qu’il connaisse un et un seul de ces sujets ; 

d. qu’il connaisse au moins un de ces sujets. 
3. On suppose que le candidat tire un papier, note 

la question, le remet et tire un second papier. 
Reprendre les questions du 2. Comparer. 

Partie B 

On considère maintenant que le candidat a étudié 
n leçons parmi les 10 au programme (7 étant un 
entier naturel inférieur ou égal à 10). On note P, 

et Q, les probabilités que le candidat connaisse au 
moins l’un des sujets tirés respectivement avec la 

stratégie 1 et avec la stratégie 2. 
TACaICuleRE Reno 
2. Déterminer, dans chacune des stratégies, pour 
quels entiers » le candidat a au moins 85 % de 
chances de ne pas être complètement « sec » le jour 

de son oral. 

55] Tirs au but 

Un entraîneur d’une équipe de football a étudié les 
statistiques de tir au but (pénalty) de ses joueurs. Il 
a remarqué que, sur une série de 5 tirs au but, un 

joueur pris au hasard dans son équipe marque : 

+ 5 buts avec une probabilité de 0,2 ; 

* 4 buts avec une probabilité de 0,5 ; 

+ 3 buts avec une probabilité de 0,3. 

Chaque joueur, à l’entraîinement, tire 2 séries de 

5 ballons. On admet que les résultats d’un joueur à 
chacune des 2 séries sont indépendants. 
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirs 
au but réussis par un joueur au cours d’un entraî- 
nement. 

1. a. Calculer la probabilité, pour un joueur pris au 

hasard, de réussir tous ses tirs au but lors d’un 

entraînement. 

410 = chapitre 13 Lois de probabilité et combinatoire 

b. Préciser les valeurs possibles pour X et établir sa 

loi de probabilité (on pourra s’aider d’un arbre). 

c. Calculer l’espérance de X. 

2. L'entraîneur considère que le joueur a réussi 

l'épreuve des tirs au but lorsque X = 8. 

Montrer que la probabilité pour un joueur de réussir 

cette épreuve lors d’un entraînement est égale à 0,61. 

3. Chaque joueur participe à 10 séances d’entraî- 

nement. On admet que les épreuves de tirs au but 

sont indépendantes les unes des autres. 

On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre 

de succès d’un joueur à l'épreuve des tirs au but au 

cours de ces 10 entraînements, c’est-à-dire le nom- 

bre de fois où il a marqué au moins 8 buts. Si au 

cours d’une séance d’entraînement, il ne marque 

pas au moins 8 buts, on dit qu’il a eu un échec. 

Les résultats seront donnés par défaut, avec 3 chiffres 

après la virgule. 

Calculer pour un joueur : 
a. la probabilité de n’avoir aucun échec lors des 

10 séances ; 
b. la probabilité d’avoir exactement 6 succès ; 
c. la probabilité d’avoir au moins 1 succès. 
4. Calculer le nombre minimal d’entraînements 
auxquels doit participer un joueur pour que la proba- 
bilité d’avoir au moins 1 succès soit supérieure à 0,99. 

© MEME QcM 
Lors d’un examen, un questionnaire à choix multi- 
ple (QCM) est utilisé. On s’intéresse à cinq ques- 
tions de ce QCM, supposées indépendantes. 
À chaque question sont associées quatre affirmations, 
numérotées 1, 2, 3 et 4, dont une seule est exacte. Un 

candidat doit répondre à chaque question en donnant 
seulement le numéro de l'affirmation qu’il juge 
exacte. Sa réponse est correcte si l’affirmation qu’il a 
retenue est vraie, sinon sa réponse est incorrecte. 

Dans cet exercice, les probabilités demandées seront 
données sous forme de fraction irréductible. 

1. Un candidat répond à chaque question au 

hasard, c’est-à-dire qu’il considère que les quatre 
affirmations correspondantes sont équiprobables. 
a. Calculer la probabilité des événements suivants : 
À : «le candidat répond correctement à la première 
des cinq questions » ; 

B : «le candidat répond correctement à deux ques- 
tions au moins sur les cinq questions ». 

b. On attribue la note 4 à toute réponse correcte et 
la note (—1) à toute réponse incorrecte. : 
Calculer la probabilité de l’événement C : « le can- 
didat obtient une note au moins égale à 10 pour 
l’ensemble des cinq questions. » 
2. On suppose maintenant qu’un candidat connaît 
la réponse correcte à deux questions et qu’il répond 
au hasard aux trois autres questions. Quelle est 
alors la probabilité de l’événement C décrit en 1b ? 



EXERCICES 

“4 C1 Le lièvre et la tortue 
_ Rapid le lièvre et Dosman la tortue lancent un dé. 

LELEALLAZ ALL E ELLES 

Si celui-ci tombe sur 6, le lièvre gagne. S’il tombe 
sur un autre nombre, la tortue avance d’une case. 

Pour que la tortue gagne, elle doit avancer de » 
cases (7 entier naturel non nul). 
Les lancers se poursuivent jusqu’à ce que l’un des 
deux joueurs soit gagnant. 
On note P,(L) (respectivement P,(T)) la proba- 

bilité que le lièvre (respectivement la tortue) gagne. 

Partie À. Dosman propose de prendre n = 4 

1. a. Conjecture : qui du lièvre ou de la tortue 
paraît favorisé ? 

b. Calculer P,(T) et en déduire P,(L). 
À qui la règle du jeu profite-t-elle ? 
2. On désigne par X la variable aléatoire associant 

à une partie le nombre de lancers nécessaires pour 
obtenir un vainqueur. 
a. Déterminer la loi de probabilité de X. 
b. Combien de lancers en moyenne nécessitera une 

partie ? 
3. Dix parties sont jouées, indépendamment et 
dans ces mêmes conditions : 
a. Quelle est la probabilité que la tortue gagne 

5 fois exactement ? 
b. Combien de parties la tortue peut-elle espérer 

gagner à ce jeu ? 

Partie B. La valeur de n n’est plus fixée 

1. Calculer P,(T) et déterminer pour quelles 
valeurs de n le jeu est favorable à la tortue. 

2. Calculer l’espérance du nombre de parties rem- 

portées par la tortue dans une série de 10 parties 

jouées. Pour quelles valeurs de n le lièvre peut-il 

espérer gagner 9 parties sur 10 au moins ? 

F3] Bi, tri ou quadri ? 
Un avion biréacteur B et un avion quadri- 

réacteur Q sont équipés de réacteurs d’un même 

type. 
Les réacteurs se comportent de façon indépen- 

dante et ils peuvent chacun tomber en panne avec 

une probabilité p. Or, un avion ne peut achever son 

vol que si la moitié au moins de ses réacteurs fonc- 

tionne normalement. 

On désigne par XR (respectivement XQ) la varia- 
ble aléatoire qui donne le nombre de pannes d’un 
biréacteur (respectivement d’un quadriréacteur) au 
cours d’un vol donné. 
1. Donner les lois de probabilité de XL et de X,. 
2. Calculer la probabilité PR que le biréacteur 

achève son vol et la probabilité PQ que le quadri- 
réacteur fasse de même. 
3. Vérifier que P3- Pa =p(1=p)(5p- 1)" et 
comparer, selon les valeurs de p, la fiabilité des 
deux appareils. 
4. Actuellement, p est de l’ordre de 1074. 
Pour cette valeur de p, calculer P;, Po et la pro- 
babilité P- qu’un triréacteur équipé de réacteurs 
de ce type achève son vol. Quel classement peut-on 
établir ? 

[59] Des amis à l’appel 

Manon cherche à joindre trois de ses amis au télc- 
phone. On suppose que les appels sont indépen- 
dants et que lors d’un appel, la probabilité de join- 

dre un correspondant est égale à : ; 

1. Soit X la variable aléatoire indiquant le nombre 
d’amis que Manon a pu joindre lors d’un premier essai. 
a. Quelle loi suit X ? 
b. Calculer et interpréter E(X). 
2. Après ce premier essai, Manon essaie de rappe- 
ler les amis qu’elle n’a pas pu joindre, dans les 
mêmes conditions que lors du premier appel. 
Soit Y le nombre d’amis joints lors de ce second 

essai. 
a. Calculer les probabilités : 
Px9(Y=0),; Px-6(Y=1), Px-6(Y=2) et 

Px;_-09(Y=3), puis Px_,(Y=0), Px_,(Y=1), 

PAR) Pre (MEI0), PE (1 1Lretenan 

Px_3(Y=0). 

b. Présenter tous les résultats obtenus dans un 

arbre pondéré et en déduire la loi de Y. 
c. Calculer et interpréter E(Y). 
3. Soit Z le nombre total des amis joints par Manon 

à l’issue de ces deux séries d’appels (Z = X + Y). 

a. Déterminer la loi de probabilité de Z. 

b. Vérifier que Z suit une loi binomiale de paramè- 

1 
ets tres net 4 

c. Quelle relation peut-on établir entre E(X), 

ÉPOUIS ELZIEe 

4. a. On considère l’épreuve aléatoire e: Manon 

appelle un ami et renouvelle son appel en cas 

d’échec. Justifier que cette épreuve est une épreuve 

de Bernoulli et préciser son paramètre p. 

b. Manon répète cette épreuve e trois fois, de façon 

indépendante. 

Retrouver directement la loi de probabilité du 

nombre Z d’amis joints par Manon. 
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DBJECLE 
Traduire une situation 

d’équiprobabilité 
lorsque l'univers 
est un intervalle. 

P({x}) =? 

Activité 1 Loi uniforme sur [0 ; 1] 

On choisit au hasard un nombre réel dans l’intervalle [0 ; 1]. 

Par quelle loi de probabilité sur [0 ; 1] peut-on modéliser ce choix ? 

Préciser quel univers {( se trouve associé à cette expérience. 

En quoi se distingue-t-il des univers déjà rencontrés ? 

= 

Lorsque ( est un ensemble fini {a,, a, …, a,}, définir une loi de probabilité 

P sur (, c’est se donner les réels P({a,}), P({a,}), …, P({a,}), tous positifs 

ou nuls et de somme 1. 

Voyons si cette approche « point par point » est généralisable ici. 

1. Conjectures 

Lequel des événements paraît le plus probable : 

ci ES , 
« obtenir 0 », « obtenir 5 », «obtenir . » ou « obtenir T » ? 

Quelles probabilités pourrait-on leur associer ? 

2. Raisonnement par l’absurde 

Les issues devant être équiprobables, on pose, pour tout réel x de [0; 1], 

P({x}) = À avec k réel fixé. À l’évidence, À est soit nul, soit non nul ! Supposons que 

l’on ait À 4 0. Pour n e N*, on considère l’événement E,={1/n,2/n,….,n/n}. 

Exprimer P(E,) en fonction de k et de n, et montrer que pour n suffisamment 

grand, on a P(E,,) > 1. Que peut-on en déduire pour À ? 

3. Bilan 

P étant une loi de probabilité modélisant le choix au hasard d’un réel dans 

[0 ;.11; donner Pix lorsque x 2110" "M retlorsque re UEuE 

Peut-on envisager de définir P en se donnant P({x}) pour tout réel x de [0 ; 1] ? 

É<| 

1. Conjectures 

On admet que les réels sont uniformément répartis dans l’intervalle [0 ; 1] 
(comme dans tout intervalle, d’ailleurs !) 

Quelle probabilité serait-il naturel d’associer à l’événement « obtenir un réel 
Are 3 gi 
inférieur ou égal à ii ? On notera P{[0 s 5) cette probabilité. 
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AN Éd Lie: 

DUR Ed, AK 

NA À 

+ 

Que pourraient valoir de même : 

r(fo iDP P{[s 5): P([0,45 ; 0,55]) et P([3 ; 41) ? 

2: Construction de P 

On généralise les résultats intuitifs précédents en convenant que la pro- FUZRURE 
. babilité d’un intervalle [a ; $] inclus dans [0 ; 1] est proportionnelle à ++}, 
_ sa longueur B - ©. 0 -« B 1 

En déduire les probabilités : 

P(La ; BI), P(La ; BI), P(I-c ; a]), P(IB ; +). 

D = Notion de densité 

D’après les parties B et C, la probabilité d’obtenir ; et celle d’obtenir 7 sont 

nulles. Pourtant, la probabilité d’obtenir un nombre voisin de 5 (par exemple 

compris entre 0,45 et 0,55) ne l’est pas, alors que celle d’obtenir un nombre 

voisin de T (par exemple compris entre 3 et 4) l’est ! 

On dira qu’il existe des réels affectés d’une densité de probabilité nulle — 

ceux qui sont en dehors de l’intervalle [0 ; 1] — et des réels affectés d’une 

densité de probabilité non nulle — ceux de l'intervalle [0 ; 1]. 

De plus, la loi devant être équirépartie sur [0 ; 1], il est nécessaire 

d’associer la même densité à tout réel de [0 ; 1]. 

1. Soit f: x À ; quelle valeur faut-il donner au réel À pour que l’aire 

sous la courbe de f soit égale à 1 (en unités d’aire) ? 

2. Pour cette valeur de \, comparer la probabilité P([a ; B]) d’un inter- 

valle [a ; B] inclus dans [0 ; 1] et l’aire sous la courbe de la fonction f, P ([a ; B]) = ? 

limitée par les droites x = a et x=f. (rc ms 
X X = : 

3. Faire de même avec les intervalles ]J-c ; a], [BB ; +cf. 

_ Bilan Le choix au hasard d’un réel dans [0 ; 1] se modélise par la loi de probabilité 

P qui associe à tout intervalle [a ; B] de [0 ; 1] le réel P([a ; B]) -f f(x) dx 

où fest la fonction constante égale à 1 sur [0 ; 1]. 

Activité 2 Vers la densité d’une loi 

de probabilité 

On choisit au hasard, indépendamment, deux nombres réels x et y dans OBJECTIF 

intervalle [0 ; 11. Définir la probabilité 
Soit S la variable aléatoire associant au couple (x, y) la somme x+y. Quelle d'un intervalle à l'aide 

est la loi de S ? d’une fonction densité. 

1. Que dire de S ? 

Préciser l'univers ( associé à cette expérience, ainsi que l’univers image SAN 

Une variable aléatoire X est soit discrète (finie ou non) soit continue. 

Proposer trois exemples et préciser le sens de chaque qualificatif. 

À quelle catégorie appartient S ? sa | vs 

Rappeler comment on détermine la loi de probabilité d’une variable aléatoire 

X discrète finie. Cette démarche peut-elle être reconduite ici pour S ? 
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Croroi | vs | 

[0,5 ; 0,6[ 0,057 

[0,6 ; 0,7[ 0,064 

[0,7 ; O,8[ 0,077 

PES AP 

[1,4 ; 1,51 

NÉS 

HE GAS 

Here 0,026 

MeSH 0,014 

[1.9 ; 2] 0,005 

2. Simulation 

À l’aide d’un tableur, on a simulé un échantillon de 10 000 valeurs de S, que 

l’on a regroupées en classes d'amplitude 0,1. L’histogramme des fréquences 

est présenté ci-dessous : 

Pa 

0,5 1 155 pre 2 

L'unité graphique de l’axe des ordonnées a été choisie de telle façon que l’aire 

de chaque rectangle ait pour mesure la fréquence de la classe correspondante. 

a. Que vaut alors la somme des aires des rectangles de l’histogramme ? 

b. Recopier et compléter le tableau ci-dessous en calculant les fréquences. 

Événements DBSSSN2I05<S<LEÉ0TSSS ENS 

Fréquences 

3. Modélisation 

L’histogramme précédent peut être ajusté par la courbe C, tracée en rouge, 

réunion des deux segments [OP] et [PQ] où P(1 ; 1) et Q(2 ; 0). 

Déterminer la fonction f dont la représentation graphique sur [0 ; 2] est la 

COUDE Cr 

Que vaut l'aire située sous cette courbe C ? 

En s'inspirant du calcul des fréquences par les aires de la question 2, exprimer 

la probabilité de chaque événement du tableau ci-dessous à l’aide d’une inté- 

grale de la forme fi es) Che 

Calculer ces intégrales, puis recopier et compléter le tableau ci-dessous. 

Evénements 

Probabilités 

Bilan et vocabulaire On a obtenu une loi de probabilité pour la variable continue S 

dont l’univers image est l'intervalle [0 ; 2] en se dotant d’une fonction fcontinue 

et positive sur [0 ; 2] telle que l'aire sous sa courbe soit égale à 1. î 

Cette fonction f, qui donne la probabilité de tout intervalle [a ; B] de [0 ; 2] par 

P([a ; B]) = f f(x) dx, est appelée densité de probabilité de la loi de S. 

Remarque : On peut considérer que cette fonction densité est définie sur R en posant 
f(x) = 0 pour tout x pris hors de l'intervalle [0 : 2]. 

414 » chapitre 14 Exemples de lois continues 

- de. 



Activité 3 % Tomber pile 
On lance une pièce de 1 euro bien équilibrée plusieurs fois de suite et on  OBJECIIF 
s’arrête dès que Pile est obtenu. 
On désigne par N le nombre de lancers nécessaires à l’obtention de Pile. 

- An Expérimentation 

Rencontrer une loi 

exponentielle. 

1. Effectuer successivement dix parties et noter les valeurs de N correspon- 
dantes. 

2. Calculer les fréquences des valeurs de N obtenues et représenter cette série 
statistique par un diagramme en bâtons. 
Comparer avec ceux obtenus par les autres élèves. 

B = Étude théorique de N 

1. a. Préciser les valeurs susceptibles d’être prises par N. 

Calculer P(N=1), P(N=2), puis p,=P(N=X) pour 

ke N*. 

b. Vérifier que le diagramme en bâtons ci-contre illustre la 

distribution de probabilité (k, p,). 

2. Calculer P(N < #7) pour ne N*. 

Calculer et interpréter lim P(N<"7). 
n — +0 

3. Calculer la probabilité de chacun des événements : 

NUS eN= EN = 3. 

Ca Utilisation d’aires 

1. À partir du diagramme en bâtons, on a construit l’histo- 

gramme dont les rectangles, notés R,, ont pour base 

[k— 1 ; À] et pour hauteur celle des bâtons, c’est-à-dire p,. 

a. Que vaut l’aire A, d’un rectangle R, ? 

b. Écrire les probabilités des événements N < 3, 3 < NI= 7 

et N = 3 comme somme d’aires de rectangles R,.. 

2. Sur cet histogramme, on a tracé la courbe représentant 

In 2 

2x 

a. Justifier que f(x) est de la forme Xe, avec À > 0. 

la fonction f définie sur [0 ; +c[ par f(x) = 

b. Calculer, pour x = 0, intégrale F(x) — | EAN 

Calculer la limite de F(x) quand x tend vers +c. 

En donner une interprétation en termes d’aire. 

2 ‘ FES 

c. Calculer L f(x) dt, É f() dret lim 16 ) dr. 

d. Comparer ces résultats avec ceux de B3 et commenter. 
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Définition 1 

416 = chapitre 14 Exemples de lois continues 

Loi de probabilité continue 

(ou à densité) 

A s Quand l'univers est un intervalle 

+ Jusqu’à présent, chaque expérience aléatoire conduisait à un univers fini et 

chaque variable aléatoire prenait un nombre fini de valeurs. 

Il s’agissait donc toujours de définir une loi de probabilité P sur un ensemble 

fours il suffisait pour cela de se donner ou de déterminer 

les n réels P({x,}), P({xX,}), … PORC 

+ Cependant, il arrive aussi que les issues d’une expérience ou les valeurs prises 

par une variable aléatoire puissent être n’importe quel nombre d’un inter- 

valle I de R, par exemple : la durée d’une communication. 

Dans ce cas, il n’est plus question de définir une loi P sur I en se donnant la 

probabilité de chaque élément de I (elle serait d’ailleurs nulle !) et de plus, les 

événements intéressants ne sont plus « obtenir tel ou tel réel », mais plutôt 

«obtenir un nombre compris entre a et b». 

La définition d’une loi P sur un intervalle I repose donc sur la notion 

de probabilité d’un intervalle quelconque de I. 

B = Densité et loi de probabilité sur un intervalle | 

Soit I un intervalle de R. 

+ On appelle densité de probabilité sur I 

toute fonction f définie sur I vérifiant les trois 

conditions suivantes : 

— f est continue sur T ; 

— f est positive sur I (pour tout réel x de I, 

102) -20)% 
— l’aire située sous sa courbe C est égale à une 

unité d’aire . TORTUE 

+ On définit la loi de probabilité P de densité f 

sur l’intervalle I en associant à tout inter- 

valle [a ; B] inclus dans I le réel : 

P(La ; BI) = [” (x) dx. 
On dit que P est une loi de probabilité à densité sur I ou une loi con- 

tinue sur I ; P([aæ ; B]) se lit « probabilité de l’intervalle [a ; B]». 

Exemple : La fonction cos définie sur l=|0 : 2 est une 

densité de probabilité sur | car : 

1. fest continue sur |; 2. fest positive sur | ; 
T 

5: js cost Sin x IR 

Si P est la loi continue de densité cos sur |, on a alors, par 

exemple : 
1 

e_P(TOr iD=[ COS XX | SIN xlo = sin 1 - sin 0 = 0,84 : 

° P([E AIDE cos x dx= [sin x]? = 2-1 2 0,21. 
2 

OA BI 



= ILLUSTRATIONS 

__m Avec l intervalle borné 

EE — 1 

4 En particulier, on a : P([-à :]) : jé 1x) dx: 

73 

._ * fest positive sur [—1 ; 1] (C est au-dessus de À : y = 0) ; 

Montrer qu’il est possible de définir une loi de probabilité P sur l’intervalle I = [-1 ; 1] ayant pour 

_ densité la fonction jf définie par f(x) = 1 — |x| et calculer p{[-1 8 1]) : 
DRE 

_ 1. Représentons graphiquement la fonction Je 
BnlorSquen € [1 ; 0], f(x)-= 1: + x ; 

D lorsque x E[0 1], f(x) = 1 - x. 

Soit C la courbe obtenue. 

2. Vérifions que f est une densité de probabilité : 
* f est continue sur [—1 ; 1] (C a un tracé sans rupture) ; 

* l'aire située sous C est égale à 1 (aire d’un triangle). 

On peut donc définir une loi P sur I en posant pour tout 
intervalle [a ; ff] de I: 

P([a ; BI) = |” J(x) dx. 

He) 

f étant une fonction paire, C est symétrique par rapport à 

l'axe des ordonnées et : 

P([- : 1) = 2 F He) de © F HR 

æ Avec I intervalle non borné 

Soit X la variable aléatoire prenant ses valeurs dans l’intervalle I = [1 ; +[ dont la loi de probabilité 

P sur I admet pour densité la fonction g:x _ à 
æ 

Justifier l’existence de la loi continue P, puis calculer de deux façons la probabilité P(X Z 2). 

1. - gest continue et positive sur l’intervalle I. 

° Il reste à voir si l’aire sous sa courbe l'est égale à 1. 

Pour cela, on admet qu’il suffit de calculer Paire du 

domaine E, limité par [', l’axe des abscisses et les droites 

d’équation x = 1 et x = k, où k est un réel, À > 1, puis de 

faire tendre k vers +. 

1 re 1 
On a : A(E,) si = dr 5 =1-;, 

d’où l’aire du domaine E sous la courbe : 

A(E)= lim £ -;)- 1. 
— +o \ 

2. En procédant de même : 

k ] a MR el 
De) PSS ee Am ke = ax=|-=)= “Pre G-s)=3 

k = +o 

FE 2221 1201 

Mais on peut aussi écrire : P(X = 2)=1-P(X<2)=1-|]  de=1-[-"f=s. 
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Définition 2 

Définition 3 > 

418 = chapitre 14 Exemples de lois continues 

Deux exemples de lois continues 

A æ La loi uniforme 

Contexte et modèle 

Le choix au hasard (le tirage au sort) d’un élément x 

de l'intervalle I=[a ; b] de R se modélise par la loi 

continue sur I dont la densité est constante. 

L’aire sous la courbe devant être égale à 1, cette 

6 a! l 

constante est égale à rurk 

+ On appelle loi uniforme sur l'intervalle I = [a ; b],la loi de probabilité 

continue sur I dont la densité f est la fonction constante égale à Le 

+ Pour cette loi, la probabilité d’un intervalle [a ; B] inclus dans I = [a ; b] 

est égale au quotient de la longueur de [a ; B] par celle de [a ; bT2 

B <B — 

P(la:8D = f D dx =. 

Exemple : Le choix au hasard d’un nombre réel dans l'intervalle [- 1 ; 4] se modélise 

par la loi uniforme P sur [-1 ; 4] de densité constante 2. 

Les probabilités d'obtenir un réel égal à 7, un réel positif, 

un réel inférieur à æ sont respectivement : 

m +1 

b 
= 0,83. P(m)=0, P(IO ; 41)=$ et P(I-1 ; ml)= 

B = La loi exponentielle 
Contexte et modèle 

La durée de vie d’un appareil est une variable aléatoire X prenant ses valeurs 

dans R*. 
Si l’on suppose que cette durée de vie ne dépend pas du temps pendant lequel 

l’appareil a déjà fonctionné (on dit que la durée de vie est sans vieillissement), 

on démontre que la loi de probabilité de X admet une densité f de la forme 

f(x) = Xe avec À > 0, pour tout réel positif x. 

+ On appelle loi exponentielle de paramètre } la loi continue admettant 

pour densité la fonction f définie sur R* par f(x) = Xe-}\* où X est un réel 

positif fixé. 

° Pour cette loi, la probabilité d’un intervalle [a ; B] inclus dans R* est 

égale à P([a : BI) = | Ae-\* dx = en] 
di 

Exemple : Pour À= 1,5, 

1 
P(LO ; MS 1,5 e-1.5x dx 

per) =1-e-i5=0,78. : 



a 

En À 

APPLICATION 

Trouver la probabilité d’un ensemble de solutions 
1. On choisit au hasard un nombre réel x dans l'intervalle I = LOr:101: 
Quelle est la probabilité que x soit solution de l’inéquation x2 — 4x + 3 > 0 ? 
2. On suppose que le tirage d’un nombre réel : dans R* suit la loi exponentielle de paramètre 1. 
Quelle est la probabilité que : soit solution de l’inéquation x2 — 4x + 3 > 0 ? 

Solution 

1. + Le choix au hasard d’un réel dans l’intervalle I = [0 ; 10] se modélise par la loi uniforme P sur cet 

_ intervalle : pour tout intervalle J inclus dans I, on a donc P(]J) = ISpenC Usa SRsRon En asie] : 
longueur de I 10 

+ Les racines du trinôme x? — 4x + 3 étant 1 et 3, l’ensemble des solutions dans I de cette inéquation est : 

Di OI TURC 

* La probabilité cherchée est P(S) = P([0 ; 1[ L ]3 ; 10 ]) , et comme [0 ; 1[ et ]3 ; 10 ] sont des 

événements disjoints, P(S) = P([O : 1[) + P(]3 ; 10]) = ci + = 0,8. 

2. + Comme dans la question précédente, il s’agit de calculer P(S”), où S”’ est l’ensemble des solutions 

dans R* de l’inéquation x2 — 4x + 3 > O. 
+ On a cette fois S’ = [0 ; 1[ LU 13 ; +o[ et P est par hypothèse la loi exponentielle de paramètre 1. 

On a donc : 
1 

P(S’) = P([0 ; 1[ U ]3 3 +oo[) = P([O 3 1[) + P(]3 3 +oo[) = | e-* dx+ lim e-* dx 
0 kR— + +3 

E ex] + Jim RC =(Ce-l+1)+ lim (Cef+e)=(-e1+1)F(0+e2 
0 R — + 3 R — + 

Ds 
ÉRALEES 

Néanmoins, il est plus habile d’utiliser l'événement contraire de S”, S’=1[1 ; 3], dont la probabilité est : 

ferar-fePicessen 
1 

ce’ 2 1 1 

On en déduit alors P(S’)=1-P(S’)=1+e3-e-lt=1 FRE 5 = 0,68. 
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1. Des modèles continus 

OBJECTIF : Mettre en œuvre des lois continues dans un cadre de conditionnement. 

Une entreprise achète des puces électroniques par lots à trois fournisseurs différents A, B et C. Le 

taux de puces défectueuses dans un lot ne devrait pas dépasser 5 %, mais ce taux est en fait une 

variable aléatoire continue, prenant ses valeurs dans l'intervalle [4 ; 6], que l’on note T';, T£ ou 

T, selon le fournisseur. 

Une étude statistique a conduit à modéliser la loi de T, par la loi uniforme sur l'intervalle [4 ; 6] 

et celles de TA et de Tc par les lois de densités fn et fc définies sur [4; 6] par 

Je (x) 5 PAPE ee ice 4) C6 où b et c sont des réels fixés. 

(x 2)? 

1. a. Déterminer de façon précise les densités des trois lois. 

b. Représenter graphiquement ces trois densités dans un même repère. 

c. Calculer, dans chaque modèle, la probabilité qu’un lot présente moins de 5 % de pièces défectueuses. 

2. Un technicien prélève de son stock un lot de puces électroniques. 

Ce lot provient de l’un des trois fournisseurs, avec d’égales chances. 

a. Quelle est la probabilité qu’il contienne moins de 5 % de pièces défectueuses ? 

b. On suppose que ce lot contient effectivement moins de 5 % de pièces défectueuses. 

Quelle est la probabilité qu’il provienne du fournisseur B ? 

2. Durée de vie sans vieillissement 

OBJECTIF : Définir et caractériser le non-vieillissement ou absence de mémoire de la durée de vie d’un appareil. 

La durée de vie d’un certain appareil depuis sa fabrication est une variable aléatoire X dont les 

valeurs sont dans KR. 

A. æ Explicitation de la notion 

On dit que la durée de vie d’un appareil est sans vieillissement ou sans | 

mémoire lorsque la probabilité qu’il fonctionne encore au moins #, heures ne C'est en pe 
; e ne L : des composants 

dépend que de r, et aucunement du temps t, durant lequel il a déjà fonctionné. électroniques. 

1. Étude sur un exemple 

Pour un matériel dont la durée de vie X est supposée sans vieillissement : 

a. justiner que PE = 1507200) RERO 

b. en déduire une relation entre P(X= 150) PES 0) eLRES CON 

2. Traduction dans le cas général 

Montrer que la durée de vie X d’un appareil est sans vieillissement si et seulement si sa loi de 
probabilité P vérifie la propriété (H) suivante : 

Pour tous réels positifs £, et 1, P(X > t, + t) =P(X=t4)XxP(X =:1i,). 
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B. ”# Cas d’une durée de vie de loi exponentielle 
qu suppose que la durée de vie X d’un appareil suit une loi exponentielle de paramètre \, avec À > O0. 
Prouver que cette durée de vie est sans vieillissement. 

C. æ Loi d’une durée de vie sans vieillissement 
On suppose maintenant que la durée de vie X d’un appareil est sans vieillissement et on se propose 
de voir quelle peut être la densité f de la loi de probabilité de X. 
Pour cela, on considère la fonction R définie sur R+ par 

REX) PIX = x). Vocabulaire 

1. Interpréter et calculer : R(0) et lim R(x). . Se RS Sue . ser 
ee lité ou de survie de l’appareil. 

2: Justifier que, pour x e R*, R(x) = 1 - is CENTS 
0 

En déduire que la fonction R est dérivable sur R *. Que vaut R’(x) pour x e R* ? 

3. Justifier que, pour tous réels a et b de R* on 2: 

Ga D) —=R(a) X R(b). 

En déduire qu’il existe un réel « tel que, pour tout x dans R* : 

EWrh= ex, 

4. Utiliser un résultat de la question 1 pour prouver que « est 

strictement négatif. 

On pose alors à = —-À, avec À > 0. Comment s’écrit alors 

R(x) pour x e R* ? 

5. Déduire des questions précédentes l’expression de f(x) pour x € R*. 

Rappel 

Les fonctions g dérivables sur R 

telles que g(x)0 0 et pour tous 

LÉCISFAEME 

g(x + y) = g(x) x g(y) 
sont les fonctions de la forme 

x e%* où « est un réel. 

6. Que peut-on en conclure pour la loi d’une durée de vie sans vieillissement ? 

Quel bilan peut-on faire des parties B et C ? 

3. Désintégration 
Comme nous l’avons vu au chapitre 4, le nombre N d’atomes en acti- 

vité d’une substance radioactive est lié au temps £ par la relation 

= = _1N, où À est une constante dépendant de la substance. 

æ Partie À 

1. a. Calculer N en fonction de £, de À et du nombre initial d’atomes N,. 

b. Vérifier qu’à un instant t, la proportion d’atomes désintégrés est 

—Xt égale à 1 -e 

2. On admet que la proportion d’atomes désintégrés par rapport à la quantité initiale, calculée ci- 

dessus, représente, pour un atome donné de la substance, la probabilité d’avoir été désintégré avant 

l’instant £. RE 

Soit X la variable aléatoire égale à l’instant où un atome donné se désintègre. 

Justifier que la loi de probabilité de X est une loi exponentielle. 

Quel est son paramètre ? 
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TP 
æ Partie B 

Période d’un élément radioactif (ou demi-vie) : 

temps nécessaire pour que la moitié des atomes d’un échantillon donné se soit désintègrée. 

1. Soit T la demi-vie d’un élément. On admet que pour un atome donné de la substance étudiée, 

cela signifie que p(X < T) = 0,5. Que représente T pour la variable X ? 

2. Le phosphore 32 a une demi-vie T égale à 14,2 jours. 
1 est exprimé en jours. 

a. Calculer le paramètre de la loi X pour le phosphore 32. 

b. Calculer la probabilité qu’un atome de phosphore 32 se désintègre : 

+ durant la première semaine ; 

+ après 30 jours. 

c. À partir de quelle durée de vie peut-on considérer que la probabilité qu’un atome de 

phosphore 32 se désintégre est supérieure à 0,95 ? 

Le phosphore 32 est un indicateur isotopique. En remplaçant dans une molécule un ou plusieurs atomes 

stables par un de leurs isotopes radioactifs (dans l'exploration fonctionnelle d'un organe par exemple), on 

marque la molécule et on peut la suivre dans les processus physiques et chimiques auxquels elle participe. 

Le phosphore 32 peut être détecté à moins de 101$ g. 

3. a. Dans le cas de l’uranium 238, le paramètre de la loi exponentielle est | 

estimé à 1,54 x 10-10. 

Calculer la demi-vie de cet élément. 

rest exprimé en années. 

b. L'âge de la Terre a pu être évalué à quelques 4,5 milliards d'années. 

Quelle est aujourd’hui la probabilité qu’un atome d’uranium 238 

soit encore actif ? 

c. On peut penser qu’au moment de la formation des roches, 

l'uranium 238 et l’uranium 235 étaient présents dans la même 

proportion ; pourtant, aujourd’hui, la probabilité qu’un atome 

d'uranium 235 soit encore en activité n’est plus que 0,7 % de celle 

d’un atome d’uranium 238. 

Quel est le paramètre de la loi exponentielle correspondante ? 

Calculer la période de l’uranium 235. 
Henri Becquerel a découvert la 

radioactivité naturelle de l'uranium 

4. Hasard et calcul d’aire 
Une cible de fléchettes de base carrée est découpée en trois zones par la courbe 

(C) et un segment vertical. 

Dans le repère ayant pour origine le coin O du carré et pour unité graphique 

155 
la moitié du côté, l'équation de (Cest =) 

(x + 1) 
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A. æ Simulation 

1. Avec une calculatrice 

On simule le Es d’une fléchette à l’aide de la fonction rand d’une calculatrice. Les coordonnées 
x et y du point d’impact de la fléchette sont Y, et Y,. L’expression de f(x) est donnée par Y;. 
* Indiquer dans les quatre cas suivants la partie de la cible atteinte par la fléchette : 
a. Ya 05 Dep uhc Mate 0, Ets haies dY,;=0ouY,=I1. 
* Déterminer avec la fonction TABLE vingt valeurs de MrrYsoctese: 

Sur Casio Graph 35/65/80 Sur TI-82/83 

Aller dans le menu TABLE et entrer les Aller dans le Menu Y-VARS, sous-menu 
fonctions suivantes : FONCTION et entrer les fonctions 
Y,=2*rand# (pour trouver rand#, suivantes : 

voir page 443) Y, = 2*rand() (pour trouver rand(), 

Y, = 2*rand# voir page 443) 

2-15 /(Y, +1)2 Y, = 2*rand( 

(pour obtenir Y, aller dans choisir VE -l5/(r 61) 
GRAPH). Aller ensuite dans la table de valeurs. 

Calculer les fréquences des impacts situés respectivement dans les zones 1, 2 et 3 et de ceux ayant 

atteint exactement la courbe (C) ou le segment. Puis grouper les résultats obtenus dans la classe 

pour obtenir un échantillon de grande taille. Quelles sont les fréquences correspondant aux quatre 

parties du plan considérées ? 

On suppose bien sûr qu'aucune fléchette ne rate la cible. 

2. Avec un tableur 

On a simulé à l’aide d’un tableur les résultats de 10 joueurs ayant lancé chacun 1 000 fléchettes. 

Calculer les fréquences moyennes des trois zones. 

711 761 153 | 

204 209 1981 

85 30 5 

Courbe (0) . 0 0 
DEEE 

B. = Calcul intégral 
: . 2 x 3 . LA B) 

1. Calculer l’aire des zones 1, 2 et 3. Quelles sont leurs proportions par rapport à l’aire du carré : 

2. En comparant les résultats trouvés ci-dessus, quelle conclusion peut-on tirer sur les probabilités 

d’atteindre les trois zones de la cible ? 

Dans le lancer de la fléchette, la détermination du point d’impact ne dépend que du hasard. 

Le tirage au sort du point de coordonnées (x ; y) se modélise par le couple (Y; 3 Y:); chacune de ces 

variables étant uniforme sur le segment [0 ; 2 |. Comme la loi uniforme sur un segment se traduit par des 
Sn à PANIER 

rapports de longuëurs de segments, la loi uniforme dans le plan se traduit par des rapports d’aires. 
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EXERCICES K:° 

2 

au Un exemple de loi exponentielle 

Une étude sur la durée du service à la çaisse d’un 

marché d’alimentation a donné les résultats ci-contre. 

p est la proportion de clients servis en une durée inférieure à r (en secondes). 

1. a. Représenter dans un repère les points de coordonnées (1; _In (1-p)). Vérifier que les 

quatre points sont sensiblement alignés avec l’origine du repère. | hay 

b. En déduire que la variable aléatoire X égale à la durée du service est distribuée selon une loi 
x 

exponentielle. Quelle valeur peut-on attribuer au paramètre de la loi exponentielle ? 

2. On admet qu’on peut prendre comme valeur du paramètre 0,003. 

a. Quelle est la probabilité que la durée du service soit comprise entre une et trois minutes ? 

b. Un client n’a pas été servi au cours des trois premières minutes. 

Quelle est la probabilité qu’il le soit pendant la minute suivante ? 

1. a. Le calcul de -In(1 -p) donne pour les 4 valeurs de p : 

CR CT EU 
0 pl 

240 

05 

—In(1-p) 057 0,693 1,204 1,386 

Sur le graphique, on constate bien l’alignement prévu. men 

b. Soit y= at l’équation affine de la droite D passant par O 0,5 

je In (1 —-p) 

et le point moyen du nuage de points. 

Il a pour abscisse 1 = 10H20 LOUE LE =300 0 

0352-0;695-1202#15386 = 0.91. 

+ ATTENTION |! | 

; : ; 0,91 kr 
Le coefficient directeur de la droite D est a= ET 0,003. Do ee LE 

t 

100 200 300 400 500 

et pour ordonnée y = 

Admettons que pour d’autres valeurs de r, la proportion p de clients servis dans l’intervalle [0 ; c] vérifie 

de même -In(1 -p)=0,003:. 

On en déduit successivement In(1-p)=-—0,003:, puis 1—p=e0003: etenfin p([0 ; 1])=1—e-0:005:, 
La densité de cette loi de probabilité est la dérivée de la fonction + 1 — e-0:0031 soit 0,003e-0:0037, 
Il s’agit donc bien d’une loi exponentielle de paramètre 0,003. 

2. a. Par définition, p([60 ; 1801) = fé 0,003e-0.003: ds = [—e-0.00317180 = e-0.180 _ e-0.540 & 0,253. 

b. Notons respectivement À et B les événements « le client n’a pas été servi pendant les trois premières 
minutes » et « le client est servi pendant la minute suivante ». 

On doit calculer la probabilité conditionnelle P,(B) = PR ; 
? 

+ Calculons p(A)=p([180 ; +[) . Utilisons l’événement contraire : 

p([180 ; +o[)=1-p([0 ; 1801)=1- [07 0,003e-0-003: dr = 1 -[—e-0:003:j180 

D'où p(A)=1-—(1-—e-0:540) = e-0,540 = 0,583 . 
Remarque : p([0 ; 180[)=p{([0 ; 180]) 

‘De meme, PB OM) = DB) CARE 

D'où (B NA)=p([180 ; 240])= [F4 0,003e-0003 ds =[—e- 0008458 

Donc p(B N A)=er0:540 _ e-0,720 = 0,096. 

Finalement, P,(B) = 0 583 = 0,165. 
; voir aussi exercices n° 13,17et19 
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EXERCICES RES: 

2 Quelques propriétés d’une loi exponentielle 

— Une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramètre À, À >0. 
— 1. Déterminer le mode et la médiane de X. 

: 2. Calculer l'espérance de X. 
A à | se | y 3. Soit (C) la courbe représentant la densité de X dans un repère d’origine ©. La tangente (T) à la 
_ courbe au point À d’abscisse 0 coupe l’axe des abscisses en B. Vérifier que le segment [AB] partage 

la surface limitée par la courbe, l’axe des abscisses et l’axe des ordonnées en deux parties d’aires égales. 

RS Solution 

1. + On appelle mode toute valeur de X pour laquelle la den- 
sité f admet son maximum. 

La fonction f étant décroissante sur [0 ; +[ , le mode est 0. 

Commentaire 

Questions 1 et 2 : Les défininions 

concernant les lois continues de den- 

sité f découlent directement de celles 

énoncées pour les lois dont l’univers 

* La médiane est la valeur t de X telle que P(X < r) = . ; ne Lier 
2 En particulier, pour l'espérance, la 

t 
Æ si Eh ES DRE EX k P(X = #) Ein DERAOX= IEP TEE "VE tet en prenant-le formule E(X)=Ÿ xp, devient 

logarithme des deux membres, t vérifie e- M = : s SOI 1 — fie ; = Ge 
? À E(X) =[ xx) déc 

2. On admet que dans le cas d’une loi exponentielle de paramètre 
+ co 

À, l'espérance est donnée par E(X) =] Niem Ar dx 
0 

Cette intégrale se calcule en deux temps. 

* Pour t réel positif, 

on calcule d’abord (= Axe Eux À {e te 0x. 

+ _ On fait ensuite tendre r vers l’infini. On procède par intégration 

D) mali (x) SA 

ar parties : Nr D IOU 
| mtd NE) = EE; V(x)=-— 

—)x-t — À t 

É : 2. =.  dx=re M+ | ex dx 
À 0 0 À 0 

À [ xe-Àx dx =A|-x 
0 

— xt 1 

=2(1-e-M-Are-M), = " « ) e 
une 

D’après les propriétés de la fonction exponentielle, on a, puisque, 

D nec Oer lime rest lims.ler ! =0MOn*a 0 
1— +o 1 — +o T — + 

donc E(X) = k à 

L’abscisse de B est 

égale à E(X). 

3. Soit f la densité de X. Par définition de la loi exponentielle, on 

a fx) = Xe". La dérivée de fest f(x) = RÂZe-À% er le nombre 

dérivé de f en 0 est égal à —\?. Le point À a pour coordonnées 

(0 ; X). Une équation de (T) est donc y=-\2x+À. On en 

; > : l 

déduit l’abscisse du point B qui vérifie -X*x+À=0 soit x= F- 

1 He, fnac 
L’aire du triangle OAB est 0 x S F6 unités d’aire. 

Or l'aire de la surface limitée par la courbe, l’axe des abscisses et 

l’axe des ordonnées est égale à 1 car fest une densité de probabi- 

lité. Le segment [AB] partage donc bien la surface en deux. | voiraussiexercicesn°20et43 
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EXERCICES 

— EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Densité d’une loi de probabilité 

El Vérifier que la fonction f définie par 

IX) — = + : est la densité d’une loi de probabilité 

sue 2.2). 

EL: fonction f définie par f(x) = = est-elle la 
3 

densité d’une loi de probabilité sur [0,5 ; 1] ? 

Existe-t-il un réel À tel que À x f soit une densité de 

probabilité sur ce même intervalle ? 

E La fonction f définie par f(x) = e est-elle la 
AE 

densité d’une loi de probabilité sur [0,25 ; +c[ ? 

E Soit £ un réel positif. X est une variable aléatoire 

définie sur [1;+o[, dont la loi de probabilité a 

pour densité la fonction / définie par /(x) = +. 
X 

1. Quelle est la valeur de tr ? 

2. Calculer alors la probabilité p(t< X < 21). 

Es) Soit À un réel. On définit la fonction f sur R par : 

TCDENSMx Sex EL ON CT 

ee Six CUS T] 

1. Calculer À pour que j soit la densité d’une loi de 

probabilité. 

2. Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi de 

probabilité a pour densité f. 
Calculer la probabilité des événements : 

240 0). b.(X>5); c. (x=3) 

Loi uniforme 

16. 1. Le choix d’un réel x ‘dans lintervalle 

[— 1 ; 5] se fait suivant la loi uniforme. 

a. Quelle est la probabilité que l’on ait [x] < 2 ? 
b. Quelle est la probabilité que l’on ait 2x2 1 >0 ? 

2. Soit > 0e choix d’un réel x'dans [275 41N4se 

fait suivant la loi uniforme. 

a. Calculer £ sachant que p([-0,25 ; 0,5])= . 

bCaKuleralosw (226811) 

426 = chapitre 14 Exemples de lois continues 

Christophe vient chez Karine tous les matins 

entre 7 heures et 7 heures 45 pour prendre un petit 

café. 

1. Sachant que Christophe ne vient jamais en 

dehors de la plage horaire indiquée et qu’il peut 

arriver à tout instant avec les mêmes chances, 

quelle densité peut-on attribuer à la variable aléa- 

toire X : «heure d’arrivée de Christophe » ? 

2. Calculer la probabilité que Christophe sonne 

chez Karine : 
a. après 7 h 30 ; 
b. avant 7 h 10; 
c. entre 7h 20et7h 22; 

d.à7h pile. 

E Deux personnes A et B se donnent rendez-vous 

entre midi et treize heures. À arrive à 12 h 20. 

a. Quelle est la probabilité que B arrive exactement 

à la même heure ? 

b. Calculer la probabilité que la première personne 

arrivée attende l’autre plus de 10 minutes. 

E On choisit au hasard un nombre réel x dans 

l'intervalle I=[-2 ; 7]. 

Quelle est la probabilité que x soit solution de : 

a. l’inéquation 2x2-4x-6<0 ? 
b. l’inéquation 2x2-4x-6<0 ? 

10 Dans un repère orthonormal d’unité graphique 
1 cm, on tire au hasard entre —1 et 1 l’abscisse 

d’un point M de la parabole d’équation y = x?. 
Soit À et B les points de coordonnées (— 1 ; Ü) et 

(1,0). 
1. On appelle S l'aire du triangle AMB. 
Calculer la probabilité que S soit : 
a. inférieure à 0,5 cm2? ; 
b. supérieure à 2 cm2. 

2. On sait que la probabilité p(S < 1) = 1, 

Calculer r. : 

M1| On tire au hasard un réel x dans l'intervalle 
IDESUIE 

Soit D la variable aléatoire égale au premier chiffre 
non nul de l’écriture décimale de x. 

1. Calculer la probabilité d’avoir D =5. 

2. Calculer la probabilité d’avoir D > 1. 

12] Soit une variable X, à valeurs réelles, de loi uni- 
forme sur [a ; b]. 

On appelle médiane de X le réel x tel que 

P(X< 525. 
Quelle est la médiane de X ? 



Loi exponentielle | 

E Une variable X suit une loi exponentielle de 
Prametre À = 1.5. 
1. Construire la courbe de la densité f de la loi de X et 
hachurer les domaines représentant les événements : 
2 X <0S ; DS XEeS" 
2. Calculer à 0,01 près leurs probabilités. 

14] Soit une variable aléatoire X suivant une loi 
exponentielle de paramètre X positif. 
1. a. Le mode de X est le réel x pour lequel la den- 

__sité est maximale. Quel est le mode de X ? 
b. La médiane de X est le réel x pour lequel 
D(X < x) = p(X > x). Quelle est la médiane de X ? 

2ePour \= > calculer la probabilité des événements : 

dAA2=X<3) ; bUKE=S);.: CACXEN 

E une variable Y suit une loi exponentielle de 
paramètre À = 2. 

1. Calculer r tel que p(X >1r)=0,95. 
2 Calculer tel que p(X<t)=0,05. 
»- Lalculer : - tel'que p(X = r”)=0,5. 
Comment appelle-t-on ce nombre 1” ? 

EH Une variable X suit une loi exponentielle de 

paramètre À. 

1. Calculer À sachant que p(1 <= X = 2)= s- 

2. Calculer alors p(2 = X < 4). 

La durée de fonctionnement, en heures et sans 

panne, d’un appareil de grande diffusion est une 
variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle 

de paramètre . Calculer la probabilité que la L'r 
1 600 vi 

durée de fonctionnement de l’appareil soit : 

a. supérieure à 1000 heures ; b. égale à 1 200 heures ; 

c. inférieure à 1 500 heures. 

EE On admet que l’espérance mathématique d’une 

variable aléatoire X de loi exponentielle de parame- 

tre À est égale à E(X) = e On estime qu’un chêne 

pédonculé vit en moyenne 240 ans. 

1. La durée de vie, en années, d’un chêne est une 

variable aléatoire X dont la loi de probabilité peut 

être approchée par une loi exponentielle. 

Quel est son paramètre ? 

2. Un chêne produit ses premiers glands à 50 ans. 

Calculer la probabilité qu’un chêne produise des 

glands. 

3. Un chêne grandit jusqu’à 200 ans. Calculer la 

probabilité qu’un chêne termine sa croissance. 

4, Calculer la probabilité que la durée de vie d’un 

chêne soit comprise entre 200 et 500 ans. 

19] L’ordinateur 

Un ordinateur fonctionne tant bien que mal 
avant... de tomber en panne. 

1. La variable aléatoire X, qui désigne le nombre de 
jours pendant lesquels cette machine fonctionne 
avant de tomber en panne, suit une loi exponentielle. 
Sachant que la probabilité qu’il n’y ait aucune 

è AL Ë ui 
panne durant les dix premiers jours est égale à -, 

e 
calculer le paramètre de la loi. 

2. Déterminer alers ia probabilité que : 
a. il n’y ait aucune panne durant les 30 premiers 
jours ; 
b. la première panne survienne durant le quatrième 
jour. 

3. Sachant qu’il n’y a pas eu de panne pendant sept 
jours consécutifs, calculer la probabilité qu’il n’y en 
ait pas pendant les sept jours suivants. 

20| L'EURL Durée de vie moyenne 
On s'intéresse à la durée de vie, exprimée en semaïi- 
nes, d’un composant électronique. On modélise 
cette situation par une loi de probabilité p de durée 
de vie sans vieillissement définie sur l’intervalle 
[O0 ; +c[ . La probabilité que le composant ne soit 
plus en état de marche au bout de r semaines est : 

th 

p(E0 ; D=[ Rex dx. 

Une étude statistique, montrant qu'environ 50 % 
des composants d’un lot important sont encore en 
état de marche au bout de 200 semaines, permet de 

poser: p([0,; 2001) =0.5.. 

In 2 
1. Montrer que À = 500” 

2. Quelle est la probabilité qu’un de ces compo- 
sants pris au hasard ait une durée de vie supérieure 
à 300 semaines ? On donnera la valeur exacte et 

une valeur décimale approchée au centième près. 

3. On admet que la durée de vie moyenne d,, de 

ces composants est la limite, quand A tend vers +0, 
A 

de J Xxe- À dx. 
0 

a. Montrer que : 

-XAe A -e-\A +1 
TR EUT 

b. En déduire d,,. On donnera la valeur exacte et 
une valeur approchée décimale à la semaine près. 

Juin 2004. 

À 

[ hxe-À* dx= 
0 

1. x e-* a pour dérivée x>-Xe-", 

p([0 ; 200[)=0,5 équivaut à: 

200 
[ he dx=0,5. 

. 0 

2. Penser à l'événement contraire. 

3. Intégrer par parties. 
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Objecti f BAC 

> Que sais-je ? 
—_—_————— 

Vrai ou faux ? 

21| La fonctionf définie par f(x) =6x(1- x) 

lorsque | xe [0:11], et. tx 0 lorsque 

x& [0 ; 1] est une densité de probabilité sur R. 

1 
221 fonction g définie par g(x)=— est une 

x 

densité de probabilité sur [1 ; +c[. 

23| La demi-vie d’un élément radioactif est la 

moitié du temps nécessaire pour que tous les ato- 

mes d’une quantité donnée soient désintégrés. 

Dans les exercices 24 à 26, on choisit au hasard un 

nombre réel x dans l'intervalle [1 ; 101. 

[24 La probabilité que x soit compris entre 2 et 5 

est égale à L £ 3 ? 

25| La probabilité que la partie entière de x soit 

égale à 3 est égale à 0,1. 

26| Les événements « x=7 » et « x est un entier » 

ont même probabilité. 

QCM 
Dans les exercices 33 à 40, choisir la ou les 

réponses justes. 
Le contexte suivant concerne les exercices 33 à 36. 

À un feu tricolore, le signal destiné aux piétons est 
vert pendant 45 secondes et rouge pendant 
105 secondes, en alternance. À 12 h, le feu se met 

au rouge et un piéton se présente entre 12 h et 

12 h 05 pour traverser. 
La variable aléatoire T qui donne en secondes le 

temps écoulé entre 12 heures et l’heure d’arrivée 
du piéton suit une loi uniforme sur I=1[0 ; 300]. 

33 La densité de T est la fonction f définie sur I 
Dar (te: 

Il 
At. B. = ; C5 : D. = 5: 

EX] La probabilité que le piéton trouve le feu vert 

et traverse sans attendre est égale à : 
A.10:2;: B:02: C. 0,4 ; D°0;5: 

35 La probabilité que le piéton n’attende pas le 

feu vert plus de 15 secondes est égale à : 

A. 0,2; B:0:3; C. 0,4; D. 0,5. 

ET La probabilité que le piéton attende le feu vert 
plus de 30 secondes est égale à : 
A 10,2 B. 0,3 ; C. 0,4 ; D. 0,5. 
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APRES) 

Dans les exercices 27 à 29, la variable aléatoire X 

suit la loi exponentielle de paramètre À = id 

L 

F1 Pour re NT PX<9=[ e* dx. 

FT] P(X > 1) = 

M Pxz2)xP(X > 5)=P(X2> 10). 
ol 

Dans les exercices 30 à 32, la variable aléatoire Y 

modélise le temps d’attente, en minutes, à la caisse 

d’un supermarché ; elle suit la loi exponentielle de 

paramètre 0,1. 

30 La densité de probabilité de Y est la fonction f 

définie sur [O0 ;+o[ par f(r)=e"01f. 

El La probabilité d’attendre moins de trois minu- 

tes à cette caisse est, à 0,01 près, égale à 0,16. 

32| Il y a plus d’une chance sur deux que l’attente 
à cette caisse soit supérieure à 7 minutes. 

EEE 

Le contexte suivant concerne les exercices 37 à 40. 

La durée de vie, en années, d’un appareil ména- 

ger avant sa première panne est modélisée par 
une variable aléatoire X qui suit une loi exponen- 
tielle P de paramètre À. 

EF1 Pour 1=0,P(X= T1) estégalea: 
A..1-e=Mt;:,B, 1468: Ce; D et, 

38 Le réel tel que POX <= PECE= 7) EStER 
A. la demi-vie de l’appareil ; 

In12% NT À 
a C. Se D. 5: 

[39 Si la probabilité que l’appareil tombe en 
panne avant la fin de la première année est 
bp=0,18, alors la valeur exacte de À est : 

0e AT 
À. In A1 B. in 50 ? 

"nee In (100) 
In (100) ” H'ie2 

El Sachant que l’appareil n’a connu aucune 
panne au cours des deux années suivant sa mise 
en service, la probabilité qu’il ne connaisse 
aucune panne l’année suivante est : 

BPM 
C. PRESS D:P(2=X = 

D'après Bac, Amérique du Nord, juin 2003. 



Bblect if BAC 

+ Un sujet vu au BAC (extrait) 
re as physique d’un lycée dispose d’un parc d’oscilloscopes identiques. La durée 

> en années, d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la loi de « durée de 
vie sans vieillissement » ou encore « loi exponentielle de paramètre À », avec À > 0. 
Toutes les probabilités seront données à 10-3 près. 
1. Sachant que p(X > 10) = 0,286, montrer qu’une valeur approchée à 10-35 près de À est 0,125. 
On prendra 0,125 comme valeur de À dans la suite de l'exercice. 
2. Calculer la probabilité qu’un oscilloscope du modèle étudié ait une durée de vie inférieure à 
six Mois. 
3. Sachant qu'un appareil a déjà fonctionné huit années, quelle est la probabilité qu’il ait une 
durée de vie supérieure à dix ans ? 
4. On considère que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres. Le res- 
ponsable du laboratoire décide de commander 15 appareils. 
Quelle est la probabilité qu’au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure à dix ans ? 
5. Combien l’établissement devrait-il acheter d’oscilloscopes pour que la probabilité qu’au moins 
l’un d’eux fonctionne plus de dix ans soit supérieure à 0,999 ? 

10 

1. P(X>10)=1-P(0<X< 10)=1-] ke dr 
(0) 

= | lt D — 1 —(—e- 10 + 1)=e-l0ù, 

L'égalité P(X >10)=0,286 équivaut donc à e-101=0,286, ce 
qui donne — 10X = In (0,286) ou À =-—0,1 In (0,286). 

D'où À = 0,125, à 10 près. 
2. La probabilité demandée est P(X < 0,5) = 1—e-0:625 Æ 0,465. 
3. Deux démarches sont possibles. 

P(XZ=8etX= 10) 
- Par le calcul : PSE e(X Z 10) = PRES) | 

PURE NO) es | 
DPOC=aN ess 0S | è HONOR 

+ Par la propriété d’une loi de durée de vie sans vieillissement : 
2 

PY-2(X = 10)=P(X=2)=1 - | 0,125e-0:125t dr=e- 025, 

es 0 
4. Pour un oscilloscope donné, on sait par hypothèse que 

P(X > 10) = 0,286 et donc que P(X = 10)=0,714. 

Pour 15 oscilloscopes, la probabilité que l’un au moins d’entre 

eux vérifie « X > 10 » est égale à : 

1-P(«aucun des 15 oscilloscopes ne vérifie X>10 ») soit 

encore 1 — P («les 15 oscilloscopes vérifient X = 10 »). 

Comme ces 15 oscilloscopes se comportent de façon indépen- 

dante, la probabilité cherchée est alors p = 1 — 0,7141$ = 0,994. 

5. Pour n oscilloscopes, on obtient de même : 

P(« au moins un oscilloscope vérifie X > 10 ») = 

1 — P («les n oscilloscopes vérifient DU TOMNE 1 0,714 

Il reste à chercher n tel que 1-0,714* > 0,999 soit encore 

0,714< 0,001 qui équivaut à In (0,714) & In (0,001) soit 

In (0,001) 

In (0,714) 

Il faudrait donc acheter au moins 21 oscilloscopes. 

encore à 7 = qui donne n = 21. 

Polynésie française, juin 2004. 

Question 1 : On sait que X suit 
une loi exponentielle de paramètre \. 

Il en résulte que, pour 0 = a < b : 

P(a=<X <= =] NE de. 
a 

En calculant cette intégrale, on peut 
établir une bonne fois pour toutes : 
P(a=X<b)=eT\t-e-Xb 
d’où, en particulier : 
P(OÜ=X<r)=d-e te 
PRET = 

Question 2 : Les résultats géné- 
raux obtenus en 1 dispensent main- 
tenant de nouveaux calculs. 
Il faut aussi avoir présent à l'esprit 
que, pour une loi continue, 
P(X=R)=0 ; car peu importe 
ensuite que les bornes des interval- 
les soient comprises ou non ! 

Question 3 : Il va de soi que la 
seconde démarche est préférable 
(bonne compréhension d’une loi 

sans vieillissement) et efficace ! 

Questions 4 et 5 : Il s’agit ic 
de se souvenir que l’indépendance 
de plusieurs épreuves se modéhse 
par la loi de probabilité « produit ». 
Le recours à une loi binomiale 
serait possible ici, mais plutôt 

lourd et inutile ! 
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EXERCICES 

— EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT 
"2 

Densité d’une loi de probabilité 

[42] Soit une variable aléatoire T, à valeurs réelles, 

de densité de probabilité : 

NP) Msbre leu 

[em 0, si té [-151] | 
1. Calculer À. Construire la représentation graphi- 

que de f. 

2. Déterminer graphiquement la médiane de T. 

3. Calculer la probabilité de l’événement (T z ;) 

Représenter cette probabilité sur le graphique pré- 

cédent. 

4. On admet que l'espérance de T est donnée par 

E(T) = (!, (1) dr. Calculer E(T). 

43 1. Déterminer un polynôme f du second degré, 

s’annulant en — 1 et 2, positif sur [—1 ; 2], tel que 

fi f(x) dx= 1. Représenter graphiquement f. 

2. On considère la variable aléatoire X dont la loi 

de probabilité sur [— 1 ; 2] admet pour densité de 

probabilité la fonction f. 
Calculer la probabilité des événements : 
a 0:5<X<10,5) = DbA2(R< 1) C0 < X )r: 

3. a. On appelle mode de X tout réel x pour lequel 
la densité est maximale. 
Préciser le ou les mode(s) de X. 

b. Soit te R. Calculer la probabilité de l’événe- 
ment (X<t). Pour quelle valeur de 5 a-t-on 
pi < 1) = 0,5 ? Vérifier graphiquement ce résultat. 

44) 1. Soit f la fonction définie sur R par : 

| 
Hurt si Es = Vs } D) 

N| 
2 

N| 
ME 0: ie |- 

Étudier les variations de la fonction re 

2. Vérifier que f est une densité de probabilité sur R. 

3. Soit une variable aléatoire Y, à valeurs réelles, de 

densité de probabilité f. Le mode de Y est la valeur 
de y pour laquelle la densité est maximale. 

Quel est le mode de Y ? 

La médiane de Y est la valeur de y pour laquelle 

pÜY <y)=p(Y > y). 
Quelle est la médiane de Y ? 

4. Calculer la probabilité de l’événement ÉY > £), 
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45 Soit f la fonction définie sur R° par: 
ne 

x->X EXP (- =) 

1. a. Étudier les variations de f et tracer sa courbe 

dans un repère orthonormal. 

b. Justifier que f est une densité de probabilité. 

2. Soit X une variable aléatoire, à valeurs réelles, de 

densité de probabilité f. Préciser le mode de X. 

3. Calculer les probabilités des événements : 

A (De X 2) D EUR 
4. Calculer la médiane de X. 

Loi uniforme 

46 La dureté d’une pièce mécanique est distribuée 
uniformément entre 80 et 90 sur l’échelle de Rockwell. 

1. Quelle est l'expression de la densité de probabi- 
lité de la variable aléatoire continue « dureté » ? 

2. Quelle est la probabilité que la dureté d’une 

pièce soit inférieure ou égale à 80 ? 

3. Quelle est la probabilité qu’une pièce mécanique 
présente une dureté supérieure à 83, mais infé- 

rieure à 88 ? 

4. Quelle est la probabilité qu’une pièce présente 
une dureté supérieure à 86 sachant que la dureté de 
la pièce est supérieure à 82 ? 

[47] Sur un axe réel d’origine O, on considère les 

points À et B d’abscisses respectives — 1 et 1. Soit 
M un point du segment [AB], d’abscisse x. 

1. Calculer en fonction de x les longueurs des seg- 
ments [AM], [MB] et [OB]. 

2. Calculer la probabilité que les segments [AM], 
[MB] et [OB] soient les trois côtés d’un triangle. 

Rappel : Dans un triangle, la longueur de chaque côté 

est inférieure à la somme des longueurs des deux autres 

côtés. 

48 Dans un repère orthonormal d’origine O, on 
tire au hasard entre —1 et 1 l’abscisse d’un point M 
du demi-cercle d’équation x2 + y2= 1 avec y = 0. 

Soit AE] ; 0). Calculer à 0,01 près la probabilité 
que l’aire du triangle AOM soit supérieure à 0,4. 

[49 Soit X une variable aléatoire dont la loi de pro- 
babilité est uniforme sur ]0 ; 1]. On appelle Y la 
variable aléatoire définie par Y = X2. 
1. Calculer en fonction du réel : la probabilité de 
Pévénement (Y < 5). 
2. En déduire la fonction densité de Y. 
Remarque : si une variable X a pour densité f, X2 
n’a généralement pas pour densité f2. 



… Loi exponentielle 

L Ex et Y sont deux variables aléatoires de lois 
Fr exponentielles. Leurs paramètres sont À et À’ res- 

pectivement. 
à Exprimer les densités f et g de X et Y en fonction 
A 

2. Pour quelle valeur r, f et g sont-elles égales ? 

51] Soit À € R*. La variable aléatoire Y suit la loi 
exponentielle de paramètre À. 
1. Calculer p(1 < Y <2) en fonction de \. 

2. Pour quelle valeur de À cette probabilité est-elle 
maximale ? 

[52] Une variable aléatoire X suit une loi exponen- 
tielle de paramètre À. Soit (y),ye N Une suite arith- 
métique dont le premier terme et la raison sont tous 
deux positifs. On pose, pour tout neN, 
Pa= p(X > 1,). Démontrer que la suite (p,) est une 
suite géométrique. 

[53] Les composants 

On a mélangé dix composants de fabrication carac- 
térisée par une durée de vie suivant une loi expo- 
nentielle de paramètre À =a et cinq composants 
d’une fabrication caractérisée par une durée de vie 
suivant une loi exponentielle de paramètre À\’=6. 
On choisit au hasard un élément de ce mélange ; 
soit X la variable aléatoire égale à sa durée de vie. 

1. Soit £ un réel positif. 
Calculer la probabilité de l’événement (X <t). En 
déduire la densité de X. 

2. On prend a=; CDD 

| = Calculer le réel x tel que p(X < x) — 5: 
ND 

[54] Durée de vie 

La durée de vie, exprimée en heures, d’un compo- 

sant électronique, choisi au hasard dans une fabri- 

cation donnée, est une variable aléatoire T de den- 

sité exponentielle de paramètre À = 2 x 107. 

1. Calculer les probabilités P, de l’événement 

(T <2 500) et P, de l'événement (T = 7 000). 

2.En posant, pour simplifier, P,=0,39 et 

P,=0,25, calculer la probabilité de trouver, dans 

un lot de dix composants choisis indépendamment : 

a. cinq composants de durée de vie inférieure à 

2500h; 

b. au moins un composant de durée de vie supé- 

rieure à 7 000 h. 

155] Une vie de robot 

La durée de vie, exprimée en heures, d’un robot 

jusqu’à ce que survienne la première panne est 

modélisée par une loi de probabilité p de durée de vie 

sans vieillissement définie sur l'intervalle [0 ; +co| 

(loi exponentielle de paramètre À = 0,0005). 

Ainsi la probabilité que le robot tombe en panne 
avant l’instant t est : 

p([0 ; D=f Xe” dx 

Déterminer, pour chaque question, la bonne réponse. 
1. La probabilité qu’un robot ait une durée de vie 
supérieure à 2 500 heures est : 

_ 2500 5 _2 500 _2000 

AE PRE SC Te 2000 PT) TES 
2. La durée de vie moyenne d’un robot ménager est 
donnée par la formule : 

E= lim è Axe x dx. 
1— +00 

a. L'intégrale [ : Axe” dx est égale à : 

2 
A. À 5 e-M ; 

C. \te-M_Xe-M_}; D. Eee. 

b. La durée de vie moyenne des robots, exprimée 
en heures, est : 

AM3S00 5 B 12000053 124#0D 5000! 

La Réunion, juin 2004. 

Les exercices 56 et 57 sont tirés des Exerci- 
ces ordinaires de probabilité, Gérard Fru- 
gier, Ellipses. 

156] La Belle au bois dormant 

La Belle au bois dormant est assise devant la che- 
minée, sa quenouille à la main. L’intervalle de 
temps T (en minutes) qui sépare l’instant où elle a 
pris place pour filer la laine de celui où elle va se 
piquer avec le fuseau suit une loi exponentielle de 

paramètre À = j 
10 

1. Exprimer la densité de probabilité de T. 
2. Sachant qu’il ne lui est rien arrivé pendant les huit 
premières minutes, calculer la probabilité pour qu’elle 
ne se pique pas dans les cinq minutes qui suivent. 

I57| Duke live 

Duke Ellington a com- 

posé son Diminuendo in 
blue and crescendo 1n 
blue pour enregistrer 
sur un disque 78 tours. 
La durée est donc limi- 

tée à 3min 30s. D. 

Lorsqu'il l'interprète en public avec son orchestre, 

cette durée de 3,5 minutes est prolongée de 

X minutes par les chorus des solistes. La variable 

aléatoire X suit une loi exponentielle de moyenne 

3 minutes. 

Au festival de New Port, il interprète Diminuendo in 

blue and crescendo in blue en public. 

1. Calculer la probabilité pour que le morceau 

dépasse sept minutes. 

2. Sachant qu’il dépasse 7 minutes, calculer la pro- 

babilité pour que le morceau dépasse 10 minutes. 
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58] [CD Roméo et Juliette 

Juliette et Roméo se sont donné rendez-vous au buf- 

fet de la gare de Vérone entre 17 heures et 19 heures. 

Chacun d’eux peut arriver à n’importe quelle heure 

de façon équiprobable durant cette plage horaire. 

On appelle X et Y les temps écoulés, en minutes, à 

partir de 17 h avant l’arrivée de Juliette et Roméo 

respectivement. On leur associe le point M de coor- 

données (X;Y) dans un repère orthonormal 

d’unité graphique 0,1 cm. 

1. a. Dessiner l’ensemble auquel appartient M. 

Quelle est son aire a ? 

b. Quelle est la partie du plan correspondant à 

l'événement E : « Roméo et Juliette arrivent tous 

deux durant la première heure » ? Quelle est son 

aire PB ? 
c. Calculer la probabilité de E et vérifier que : 

_B 
P(E)= 

2. Juliette a décidé qu’elle m’attendrait pas plus de 
10 minutes, Roméo, lui, attendra jusqu’à 20 minutes. 

a. Sachant que Roméo arrive à 18 h 50, quelle est 
la probabilité qu’il ne rencontre pas Juliette ? 
b. Sachant que Roméo arrive à 19 h 20, quelle est 

la probabilité qu’il rencontre Juliette ? 
3. a. On suppose X < Y . Ecrire les conditions sur X 

et Y traduisant l’événement : « Roméo et Juliette se 
rencontrent ». Hachurer la partie du plan décrite par 
les points M correspondants. Quelle est son aire ? 
b. On suppose Y < X. Reprendre la question pré- 

cédente dans ce cas. 
c. Calculer la probabilité que Roméo et Juliette se 

rencontrent. 

[59 La diva 

1. À 23 h, heure à laquelle finit la représentation de 
Tosca, la diva qui chante le rôle-titre prend son 

temps pour quitter l’Opéra-Bastille. La variable 
aléatoire T égale au temps (exprimé en heures) 

qu’elle met pour quitter l'Opéra est approchée par 

Ë : : 1 
une loi exponentielle de paramètre 3: 

a. Calculer la probabilité qu’elle sorte avant minuit. 

b. Calculer la probabilité qu’elle sorte après 1 h du 
matin. 
2. Après chaque représentation, un admirateur 

attend la diva à l’extérieur pour lui offrir des fleurs. 
Si elle sort avant 1 h du matin, il peut prendre le 
métro pour rentrer chez lui. Sinon, il doit prendre 
un taxi. 

a. Calculer la probabilité qu’il rentre en métro 
après une représentation. 

b. Cette année, Tosca est à l’affiche pour une série 

de 15 représentations. Soit X la variable aléatoire 

égale au nombre de jours où l’admirateur rentre 

chez lui en métro. Quelle est la loi de X ? Son 
espérance ? Sa variance ? 

3. Le retour en métro revient à 1 €. En revanche, 

le taxi lui coûte 10 €. Soit Y la variable aléatoire 

432 = chapitre 14 Exemples de lois continues 

égale au coût de son retour chez lui durant la série 

de représentations. 

a. Déterminer la loi de Y. 

b. Calculer son espérance. 

60] Bertrand 

Dans un plan muni d’un repère orthonormal 

d’unité graphique 5 cm, on considère le cercle (C) 
de centre O et de rayon 1. On appelle À et B les 

points de coordonnées respectives (1;0) et 

(OT 
1. On inscrit dans le cercle un triangle équilatéral. 
Calculer la longueur du côté de ce triangle. 

2. À tout réel re [0 ; 2x], on associe le point M du 

cercle tel que l’arc AM ait pour mesure algébrique r. 
On appelle X la variable aléatoire égale à la lon- 

gueur de la corde [AM]. 
a. Calculer X en fonction de t. 
b. Calculer la probabilité p(X > ./3). 
3. À tout réel yef[0;1], on associe le point 

P(0 ; y) du segment [OB]. On appelle Y Ia varia- 

ble aléatoire égale à la longueur de la corde passant 
par P et perpendiculaire à [OB]. 
a. Calculer Y en fonction de y. 

b. Calculer la probabilité p(Y > ./3). 

Dans les questions 2 et 3, on calcule la probabilité d’ins- 
crire dans un cercle une corde de longueur supérieure à 
celle du triangle équilatéral. 
Chaque méthode est très générale : 
+ Pour la question 2, le calcul à partir de n'importe quel 
point du cercle donnerait le même résultat. Le choix de 
À ne nuit pas à la généralité. 

+ Pour la question 3, le calcul à partir de n’importe quel 

rayon du cercle donnerait le même résultat. Le choix de 
[OB] ne nuit pas à la généralité. 

Et pourtant la probabilité n’est pas la même... 
c. Ce paradoxe dû à Joseph Bertrand illustre la néces- 

sité de définir de façon très précise la façon dont le 
hasard intervient dans le choix de la corde. 

Point Info 

Joseph Bertrand (1822-1900) fut un mathématicien 
brillant et précoce (il obtint un doctorat à 17 ans). 

- Son activité s'exerça en analyse, en arithmétique et 
en probabilités, domaine dans lequel son traité 
Calcul des probabilités (1899) fit longtemps autorité. 



N RL: 

— PROBLÈMES 

G] En série ou en parallèle 
La transmission d’un signal se fait par l’intermédiaire 
de deux composants électroniques. On désigne par 
X, et X, les durées de vie, exprimées en heures, des 
composants 1 et 2, et on suppose que chacune suit 
une loi exponentielle de même paramètre À. 

Partie À. Montage en dérivation 

ne — 
Dans ce montage, le signal continue donc à se 

transmettre tant que l’un au moins des deux com- 
posants reste en état de marche. Soit X la durée de 
vie de ce système. 

1. On se propose de démontrer que la probabilité 
que la transmission du signal s’arrête avant l’heure 
test donnée par : P(X <r#)=(1-e-M)2. 
a. Méthode 1 
+ Donner, pour 1 = 0, les probabilités : 

PORT) P(XSE 1) - 

+ En déduire P(X < 1). 
On justifiera avec soin chaque étape. 
b. Méthode 2 
+ Donner, pour 1 = 0 , les probabilités : 

EX > tiet FX 1). 

° En déduire P(X > tr), puis P(X < 14). 

On justifiera avec soin chaque étape. 
2. En déduire la densité f de la loi de probabilité de X. 

Partie B. Montage en série 

Dans ce montage, le signal cesse donc de se trans- 
mettre dès que l’un au moins des deux composants 

tombe en panne. 
Soit Y la durée de vie de ce système. 

1. Établir, comme dans la partie A, par deux 

méthodes différentes que, pour 10, on a 

DORA SRE TE 

2. En déduire la densité g de la loi de probabilité de Y. 

Partie C. Comparaison des deux systèmes 

1. Quelle conjecture peut-on faire sur le signe de 

œ@(t)=P(X<6-P(Y <t), pour 1Z 0 ? 

Vérifier par le calcul. 

2. On admet que l’espérance de X et l’espérance de 

Y sont respectivement données par : 
X 

E(X)= lim [ tf(r) dt 
x—+co+%(0 

et 

E(Y)= lim la te(t) dt. 
KE tie 

Comparer les durées de vie moyennes des deux sys- 

tèmes. 

[62 Composants défectueux 

Les parties À et B sont indépendantes. 

Alain fabrique, en amateur, des appareils électroni- 
ques. Il achète pour cela, dans un magasin, des 
composants en apparence tous identiques mais 
dont certains présentent un défaut. On estime que 
la probabilité qu’un composant vendu dans le 
magasin soit défectueux est égale à 0,02. 

Partie À 

On admet que le nombre de composants présentés 
dans le magasin est suffisamment important pour 
que lachat de 50 composants soit assimilé à 
50 tirages indépendants avec remise, et on 
appelle X le nombre de composants défectueux 
achetés. Alain achète 50 composants. 

1. Quelle est la probabilité qu’exactement deux des 
composants achetés soient défectueux ? 
Donner une valeur approchée de cette probabilité 
à 102 près. 
2. Quelle est la probabilité qu’au moins un des 
composants achetés soit défectueux ? 
Donner une valeur approchée de cette probabilité 
à 10-2 près. 
3. Quel est, par lot de 50 composants achetés, le 
nombre moyen de composants défectueux ? 

Partie B 

On suppose que la durée de vie T, (en heures) de 
chaque composant défectueux suit une loi expo- 
nentielle de paramètre À, =5 X 104 et que la 

durée de vie T, (en heures) de chaque composant 
non défectueux suit une loi exponentielle de para- 
metieN AUS. 
1. Calculer la probabilité que la durée de vie d’un 

composant soit supérieure à 1 000 heures : 

a. si ce composant est défectueux ; 
b. si ce composant n’est pas défectueux. 
Donner une valeur approchée de ces probabilités 

1072 près. 
2. Soit T la durée de vie (en heures) d’un compo- 

sant acheté au hasard. 
Démontrer que la probabilité que ce composant soit 
encore en état de marche après r heures de fonction- 

nement est : 

P(T > #)=0,02e- 5 * 10714 0,98e- 10 
(on rappelle que la probabilité qu’un composant 

vendu dans le magasin soit défectueux est égale à 

0,02). 
3. Sachant que le composant acheté est encore en 

état de fonctionner 1 000 heures après son installa- 

tion, quelle est la probabilité que ce composant soit 

défectueux ? 

Donner une valeur approchée de cette probabilité 

à 1072 près! 
Amérique du Sud, novembre 2005. 
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Exercices corrigés 

Chapitre 2 | 

6 | 1. Pour tout intervalle I contenant #, il existe Ne N tel que 

pour tout nZ=N,u,el, alors pour tout 7nZ=N,u,,1€ 1 

Donc (u,,1) €. 

2 Out 

El. + ; b.1; c. -c car u, <1-n. 

n ñn 
1 car n }<u <n(#). 

pu n2+n ik 2 

s(2+—) 
37 

(144) 
37 

[31 RER b058C70; 

Œ..:; 55 

b. -; CA a a pour limite en 0 le nombre dérivé 
X _ 

25| Oui ; en effet u,= 

de x /x+1 en0et x a pour limite —-1 en 0. 

Chapitre 3 

Ed 0-50 =#0 1=2 et 

MOD AO ACDEL 

ET = 7 (0)=0 2. f'(0)=3 3 Ou. 
0 

58] 1. a. Continue surR; b. continue sur R. 

2.a.non; b.non. 

[70ÈR et2: 

3. On résout x4-2x2-y=0 dans [0 ; 1] en posant X=x?, 

x=N1-/1+7. 

Chapitre 4 

E 2. 

148 b. 4, —2. 
3 

EL 5 posant Xe A (1) X=MouXx-e sx 0 

OURS 

[19] : see 
bAI0E21E 

27 FRS 
b. (ni) Ce PIE ; pOur X— +00 ; SPRICE 

e* e* e* 

45] 1. xr> Ce*, C constante réellé ; 

2 LED Per > UERxIE e*,xr-e*, 

75 y=d et-x+2y==3Sx= let y= 2} 

LEE) CAMES 

434 % Exercices corrigés 

Chapitre 5 

EL. B:+el ; 

b. ]0 ; +o ; 

CAlOseliete els 

d. ]J0 ; 1[U]I ; +of. 

19 ET y>0. 

Solutions : (x ; y) = 
—_———————— 

2 
e-Ne?-4 et =) un 

2 2 

2, 

e+ = = 
Ce 
21PPETE b.p=26 ; c. p=7. 

2 1 
* _—— RS co| : Ba mxr1suR 5 be sur |55+ |: 

ee sur R ; dénrErshs sur R*/{1}. 
e*—x x(In x)2 

c. 

Chapitre 6 

E,-cc.:, CeR. 2-fx=e"m54 1. 

15 EE b. 0; C. +o ; d. O. 

14 17 _31 
26 RE ; b.x20; c x 15; d.x 

Chapitre 7 
2 

10 PERSERE b. xt 6x. 

DNS 3 2 
c. Écrire f(x) = x2 +x2, primitive : x 2 /x (E = = 2 

1 

d. Écrire f(x) = 3x2 + x 

b. xr>l e3x-5 ; 
3 

C2 lS 12 EESRSE ; 
4 

Cr In teen de x 2 (e*+2)3. 

T T 

195 F cos 30 as=[; sin 36 |? ] 5 
0 3 3 Q) 

Di , primitive : x 2 /x (x+1). 

ÿ T 
3 rs 1 112 3 v. | sin? r dre; 1-5 Qi : 1 t 5 t 5 Sin2t\r 12: 

6 6 

232 (l (Ix=1|+|x-—3|) dx 
0 

1 

-| (4—2%x) dx+ [2 4x4 f° (2x2) GSM à 
0 1 3 

TT 

v. | N1= cos? x dx=[- cos xif=2 ; 
ï 0 

2 
c: | k2+3:+02] = [ Nr 

=? 2 2) 



27ESE In rs di=[rins-#]$=1 S 
à 1 L 
» 1 b. [mine ar-[2 on feih 

1 n+l (n+1)2 1 

| 

Exercices corrigés 

: ner+l 1 

(n+1)2 (n+1)2 

1. unité graphique : 3 cm. 

2. Valeur moyenne sur Lo 5 = : Er 
T 

3. Aire : 2 unités d’aire ou 18 cm2. 

Chapitre 9 | 

LE. à - 1 : ag(=Ss si; arg(-i)=-S ; 
H1|=1 ; arg(-1)=7. 

b. [2i=2 ; De 254. rl l2il 5 arg(21) 2 © -i 3 ? atg SE 

FACE Bel | 2 fier 

1 0) RE T FES 

E | Di=1 5 a(3-i D) 7: ac) 

me)" 
À 4 

b. |1+il= 2 ; arg(1+i)= +: [1 +i,/3| = 

arg(—1+i)3)= 2€. 

EE : _2 =1+5 pen 4 1=22= LE pete c. 212, =4 ; 

d en 2, 

TER DENT 

41 RESTE 

b. Pas de solution. 

(72) 1. a. (EF,EG)=0 (2®%). 

b. E, F et G sont alignés. 

2. 2(EF)=7,5-1,5i et z(EG)=5-i. 
On a donc F image de G par l’homothétie de centre E et de rap- 

Port L:5- 

Chapitre 10 

| 2 PR CADENCE 2) 

DS DAS) 

C: (A, 3), (B:2)- 

9 FR I barycentre de {(A, 1), (B,2)} donc nous avons : 

+ G barycentre de {(A, 1), (B, 2), (C, 3), (DS): 

+ M’ barycentre de {(G, 9), (M, 5)}. 

RENTE Ê GM donc f est l’homothétie de centre G et de 

rapport e ; la droite parallèle à (AB) passant par =): 

10 Théorème du barycentre partiel 

1. G est barycentre de {(1,2), (J.2)}. 

2. Gest barycentre de {(H,3), (A.1)}. 

15È 3MG ; b.3MG ; c.2MRK;: d.6. 

x= 1 +4 

[24 VS INTER. 

2=9 Er 

M 6 :1:-2), 40 ; 171), BG; 0: 20. 

Chapitre 11 

| 6 PR b:=—13 ; c. 1. 

12È AB+AC=AD et AB-AC=0 ; 
2. ABDC est un rectangle. 

El. «25 : 16: 3): DCS DEC TES EN): 

EX] 2x-7y+5z-21=0. 

1085 NT b.S— 2 : 2 LS 
{2 20 4052 

ET] 1. a. AB -AM=AB-HM ; 

b. AB: AM=ax+by+c2-(axp + bYo + C0) 

=ax+by+cz+d. 

2. AB-HM>0 & ax+by+cz+d>0. 

AB-HM<0S ax+by+cz+d<0. 

Chapitre 12 

18 19 1 :2x-0-Ë; rœ- 0-2; 5-2 
GOSEAUR 

1 36 1 
e. = = — ; Y = =— ; = ; P(Y =35) 37 ? ei 1) 37 E(Y) 37 

o(Y) = 5,8. 
Même espérance de gain pour Xavier et Yoann, mais prise de 
risque plus importante pour Yoann, qui peut gagner « gros » | 

E 1. a. 0,821 ; 0,426. 
b. 0,179 ; 0,464 ; 0,076 ; 0,034 

0,503 ; 0,402 ; 0,067 ; 0,028 
2. a. P(O)=0,440 ; b. PO(Rh*)=0,795. 

ñ 1 23 
cd SA De EE — = 0, 23h CET b 6 c Si 

2. C’est Yoann qui a le plus de chances de gagner à ce jeu 

(0,45 contre 0,38). 

EE. 2 : 2: 

343 | (LOUE 
Mi 7; bus: 72: 

Un I D 
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Exercices corrigés 

Chapitre 13 

E:. ee 271512 ; 2. 12271336. 

El :. a. x6+ 6x5 + 15x4+20x3+15x2+6x+1. 

ill 
2. a. ( }=55 

9 

3, a. 26-64 4. A,=2 ; Aj=2 ; A,=6 3. 
À, paraît entier pour tout n € N. 

21] 1. L'épreuve « forage » a deux issues : 

+ le succès « Pétrole » de probabilité 0,1 ; 

+ l’échec « Non pétrole » de probabilité 0,9. 

2. a. L'indépendance des 9 forages ! 

b. 1-(0,9)° 3 [5)(0.1)(0,9). 
c. * Il s’agit de la loi binomiale définie par : 

P(K=k) =(5)c0.040.9)9 -+ pour ke {0,1,..:97. 

° E(X)=nxp=9x0,1=0,9 (à peine 1 sur 10). 

[50 0,5 ; 0,5. 

10 
7 

7e (2 )0.8)702 = 0,201 ; ( J0.5)7(0.5» 0 LE 

BMP(C)E0 1597 

4, PG(A) = 0,632. 

436 = Exercices corrigés 

Chapitre 14 | 

E. Vxe [0,25 ; +oœ[, f(x) >0. 

° lim f(x) dx=4#1 ; donc la fonction f n’est pas 

X +0 J0,25 

une densité de probabilité. 

1188 P(D=5)=5. 

2, D = 1)=1. 

| Ne dis, Na ou À=In3. 
: 9 2 

Re ne De 2.8iA=h5 :P2<X<4)=2 ; 

SIN IT :PA<X<4)= 2. 

E:. X = pour +e [80: 20): 
2. Si X est la v.a.r. « dureté » : P(X < 80)=0. 

3. PBs<x<8s)=[" ddr. IT LS 
P(X > 86 et X = 82) 

PE RO) — 4. P(X > 86/X > 82) AR 

_P(X = 86) 
_ P(X > 82) 

Din 

90 1 

avec P(X > 86)- | — dx=4 
86 10 

90 1 

et P(XZ 82)= | dors RAT 
À 

61. P(1<Y<2)=e À -e-212È _ e2À 
24N—= In2; 

t 

56 T-s e 10, 2. P(T=13/T>8)=e" 05 = 0,6. 



Utilisation 
des calculatrices 



CALCULATRICES 

Étude de fonctions et calculatrices TI 82/82 STATS/83/34 
TZ se 

1. Graphe et table de valeurs 
Exemple :f:xx . - 5 

Dans [MODE } régler les paramètres. 
apne : 

À 
| 

Aller dans l’éditeur et entrer la fonction en Y,. Régler la fené- 
| 

tre de tracé dans [WINDOW | [GRAPH] permet d’obtenir le tracé. | 

Pour avoir la table de valeurs, régler les paramètres dans 

puis faire afficher la table par [2nd] [TABLE | 

Nombre de solutions de f(x) =0 : une solution négative ; 

on effectue un zoom pour savoir s’il y a des solutions positives. 

2. Utiliser les zooms Choix de la fenêtre puis 

ns = ne - = 

+ Zoom Box : dans [ZOOM | choisir ZBox pour choisir la fenêtre de 

tracé (positionner le curseur au coin supérieur gauche de la fenêtre 

Il y a deux solutions positives. 

de tracé souhaitée à l’aide des flèches du clavier et valider par 

ENTER |, puis positionner le curseur au coin inférieur droit et vali- 

der). 

+ Zoom In : dans[ZOOM | choisir Zoom In, déplacer à l’aide des flè- Choix du centre puis 

ches le curseur pour le mettre au centre de la fenêtre de tracé sou- 

haitée puis valider. (Les facteurs d’agrandissement peuvent être 

réglés dans [ZOOM | MEMORY SetFactors.) 

e D’autres options du menu Zoom suivant les modèles : 
ZSquare (obtenir un repère orthonormé), ZDecimal (le curseur se déplace avec un pas de 0,1 sur les abscisses), Zoom Out (faire un zoom 

arrière, même procédure que Zoom In), MEMORY ZPrevious (revenir à la fenêtre précédente). 

3. Analyser la courbe , Lecture des solutions de 
Si plusieurs courbes sont tracées, sélectionner la courbe à étudier à f(x)=0 avec la fonc- 

l’aide des flèches À et Y du clavier. tion Trace : 

— la fonction Trace : pour afficher les coordonnées d’un point de la 

courbe, aller dans [TRACE | choisir la courbe et déplacer le curseur 

par les flèches du clavier Æ et D. 

La plus grande est à peu 
— le menu CALC | permet également de trouver racines, extrema, intersection de deux courbes. près égale à 1,3. 

4, Calculer un nombre dérivé : f’(œ) Calcul de f”’(2) : 
Dans sous-menu MATH, choisir nDeriv pour taper l'expression nDeriv(Y,, X,2) 
(pour avoir f”(2)). to De der 

— sur TI82/83, dans [Y-VAR | choisir Function puis Y:. 

— sur TI82 STATS/84, dans [VAR } choisir Y-VARS puis 1 : Function et Y.. 

Le menu dans permet également de calculer un nombre dérivé. 

(0 
5. Calculer une intégrale Ï f(x) dx Calcul de f f(x) dx : 

a 0 

Dans [2nd ][CALC | choisir Ï f(x) dx. Aux questions « Lower Limit ? » et « Upper Limit ? », donner les 

valeurs de a et $ en positionnant le curseur. L’aire est automatiquement hachurée et la valeur de l’inté- 
grale affichée. Remarque : on peut se placer en zoom décimal. 

Autre méthode : dans [MATH | choisir fnint et taper l'expression fnint(Y,, X, valeur de a, valeur de f). 

438 = Calculatrices _——— — 



is s 

Étude de fonctions et calculatrices Casio Graph 35/65/80 
1: Graphe et table de valeurs Exemple: f:xr-x3-6x +3 
os Re choisir GRAPH. ts  . les réglages : 
Dans régler les paramètres : Xmin =-5 
Draw Type = Connected, Graph Func=On, Derivative = Off, Angle = Rad. max =5 | 
Retourner dans GRAPH et entrer la fonction en Y1. scale = 1 

_ Régler la fenêtre de tracé dans [Vwindow | Tracer la courbe par [F6] (Draw). Ymin =-5 
Pour avoir la table de valeurs, aller dans choisir TABLE, régler les paramètres par 

(RANG), valider puis faire afficher la table par (TABL). LL 

2. Utiliser les zooms 
e Ajuster le tracé à l’écran : 
Zoom Auto : dans Zoom (par choisir AUTO. 

_ Le tracé est ajusté à l’écran (ymin, ymax sont ajustés aux valeurs de x). 

Apres un Zoom Auto 

+ Faire un zoom sur une partie du tracé : Choix de la fenêtre de tracé puis EXEI 
Zoom BOX : dans Zoom (par [SHIFT ][F2 |) choisir BOX. 
Pour choisir la fenêtre de tracé, positionner le curseur au coin supérieur gauche 

de la fenêtre de tracé souhaitée à l’aide des flèches du clavier et valider par 

[EXE | puis positionner le curseur au coin inférieur droit et valider par [EX |). 

Zoom IN : dans Zoom (par [F2 )). déplacer à l’aide des flèches le cur- 
_ seur pour le mettre au centre de la fenêtre de tracé souhaitée puis choisir Choix du point central puis (IN). 

EN). | SÉRIE ; 
(Dans l'exemple, les coefficients d’agrandissements sont réglés dans FACT 

(par [F2)) sur Xfact=2 et Yfact = 2.) 

+ D’autres options du menu Zoom à connaître (dans Zoom, faire dérouler les sous-menus supplémentaires par [F6 )): 

PRE (revenir à la fenêtre précédente), ORIG (revenir à la fenêtre d’origine), SGR (obtenir un repère orthonormé), OUT (faire un zoom 

arrière, même procédure que IN). 

3. Analyser la courbe 
Si plusieurs courbes sont tracées, sélectionner la courbe à étudier à l’aide des flèches A et 

Y du clavier. 
e la fonction Trace : pour afficher les coordonnées d’un point de la courbe, aller dans 

(par [FT )). choisir la courbe et déplacer le curseur par les flèches du clavier 

(quand dans on a activé la dérivation (Derivative = ON), le nombre dérivé 

dy/dx=f'(x) est aussi affiché). 

e le menu G-Solv permet également de trouver racines, minimum, maximum, intersection de deux courbes. 

Exemple : dans |G-solv | (par {SHIFT | F5 |), choisir ROOT (= racine) par F1} Après un temps de calcul, le curseur parcourt la courbe et 

s’arrête à la première racine. Le relancer par la flèche B pour trouver d’autres racines. 

4. Calculer un nombre dérivé f’(@) Exemple : calcul de f’(1). 

Dans le menu RUN par la touche [OPIN} choisir CALC, puis d/dx par[F2] 

Finir d'entrer d/dx (f(x), «). Remarque : la variable est toujours x. 

5. Calculer une intégrale [ #0 dx Exemple : calcul de ( Hi 
0 

Dans le menu RUN, taper [OPIN } choisir CALC, puis J dx par|[F4|. 

Finir d’entrer J (f(x), a, b). Remarque : la variable est toujours x. 

Autre méthode : si a<b, ayant tracé la courbe de f, choisir le menu G-Solv puis 

puis [F3] Positionner le curseur de telle sorte que x=a (LOWER). valider, position- 

ner le curseur de telle sorte quex = b (UPPER) puis valider. 

PT 2, Calculatrices = 439 



Étude de fonctions et calculatrices TI 89/voyage 200 

1. Choix du Mode : Dans le menu MODE, sous-menu Graph, choisir FUNCTION. 

2. Entrée d’une fonction, Table de valeurs, Graphe, Trace, Zoom : comme sur les autres calculatrices TI, p. 438. 

3. Zooms supplémentaires disponibles dans l'écran graphique. 

Par choisir : . . 

ZoomTrig (par 7:ZoomTrig) : la fenêtre de tracé est adaptée aux fonctions trigonométriques. 

ZoomFit (par A:ZoomFit) : les bornes de la fenêtre ymin et ymax sont ajustées automatiquement aux valeurs de x pour que la courbe 

soit tracée en plein écran. 

4, Outils mathématiques dans l'écran Graphe 
Dans l’écran graphique, on obtient par le menu ci-contre. 

Choisir l’outil à utiliser. Valider par LS S’il y a plusieurs courbes, sélec- 

tionner la ou les courbes concernées avec les flèches À et Y du clavier. Quand 

le curseur désigne la courbe choisie, valider. Préciser si nécessaire les bornes 

de l'intervalle d’étude (choisir chaque borne (lower bound, upper bound) en 

déplaçant le curseur et valider la position de chacune). 

Exemple : choisir 6 : Derivatives ; un seul choix est proposé (1:dy/dx), valider. Placer le curseur sur un point (x ; f(x)) de la courbe ; vali- 

der. Le nombre dérivé dy/dx=f'(x) est affiché. 

5. Outils de calcul sur les fonctions 
Dans l’écran [Home | par Calc on obtient le menu ci-contre. 

e Calculer une limite : Choisir 3:limit( . 

Pour obtenir lim f(x), entrer : limit(expression f(x), variable x, a), 
X—a 

où a peut être un nombre réel ou (pour + )ou — (le symbole + est dis- 

ponible au clavier). 

Exemple : limite de ,/x2 — 1 - x quand x tend vers +. 

e Calculer une dérivée : Choisir 1 : d( differentiate . 

Entrer : d( f(x), variable x par rapport à laquelle on dérive) 

Exemple : f’(x) avec f(x) = 2x3 - 3x /x. 

+ Calculer une intégrale, une primitive : Choisir 2 : Ï (integrate 

Entrer : Î ( f(x), variable d'intégration x, borne inférieure, borne supérieure) 

Pour obtenir une primitive de f, ne pas préciser les bornes d'intégration. 
1 

Exemple : [ (2x3-3x,/x) dx et primitive. 
0 

+ Résoudre une équation différentielle (ordre 1 ou 2) : Choisir C : deSolve(. 

Entrer : deSolve(équation and condition initiale, nom de la variable, nom de la 

fonction). 

Le symbole ” pour y” est disponible au clavier, and est disponible dans le 
menu | MATH | (au clavier) sous-menu Test. 

Exemple : Résolution de y’=y+3 avec y(0)=1. : 

Si on ne précise pas de condition, on obtient la solution générale. 

Exemple : Résolution de y’=y+3 (#1 désigne une constante). 

440 = Calculatrices 



LE. 

Suites et calculatrices TI 82 et Casio Graph 35/65/80 
Table de valeurs et représentation graphique 

TI 82 

Dans [MODE | choisir Seq et Dot puis quitter par [QUIT |. 

+ Suite récurrente simple 
1. Entrer l’expression de u, en fonction de u 

Aller dans l'éditeur | Y = | 
Exemple: u;=-2 etu,=0Su,_,+3 pour n >2. 

n-1 

On obtient au clavier par [2%] CU} 

ie CUBE EI LEE 
Pour entrer une deuxième suite, uti- 

liser Vn. 

2. Table de valeurs 
a. Entrer dans : 
UnStart = premier terme de la suite 

nStart = son indice 

b. Régler dans : 
Tblmin = indice du premier terme 

à afficher dans la table 

ATbl= pas entre les indices des 

termes affichés. 

3. Représentation graphique dans le plan 
Dans finir de régler les 

paramètres 

nmin (nmax) = indice du premier 

(dernier) terme représenté. 

Xmin, Xmax, … pour régler la fené- 

tre de tracé. 

c. Quitter ee aller 

dans [TABLE | [TABLE | 

Dans | WINDOV |sous-menu Format. 

Choisir Time puis aller dans [GRAPH | 

+ Si u, est connu en fonction de n 

1. Entrer l'expression de u, dans l’éditeur | Y - 

cie u,=n?-n.On obtient [n ] Eja au clavier par [2rd | Pr]0] 

= PIRE EE 
2. 3. Table de valeurs et graphe 

Suivre les mêmes procédures 2b, 

2 c, 3 que pour une suite récurrente. 

Casio Graph 35/65/80 

Dans choisir l'icône RECUR puis valider par [EXE | 

* Suite récurrente simple 
1. Entrer l'expression de u,,, en fonction de u, 
Choisir ce type de suite (a, ,1) par[F3]puis 
Exemple: u;=-2 etu,,,=0.Su,+3 pour n = " 

On M a, AE [F4 | puis [F2 | DT 

arte [F4] [F4][F21[+] 

valider EE te 

Taper [F5] (RANG) pour régler les PR 
2. Table de valeurs 

Start et End : indices des premier et 

dernier termes à afficher dans la 

table ; choisir si le premier terme est 

a, ou ai par[F1]ou[F2]; (anStr sert 
pour un autre type de graphique). 

Valider par [EXE | 
Par (TABL), 

afficher la table. 

3. Représentation graphique 
Dans [V-Window | régler les para- 

mètres de la fenêtre de tracé, puis 

valider par [EXE | 

Retourner par dans 

l’écran Table puis choisir 

(G-PLT). 

* Si u, est connu en fonction de n 
1. Entrer l’expression de u, 
Choisir ce type de suite (a,) par puis [F1 | 

Exemple: u,=n°-n 
On obtient n par [F4] 

an= [F4][]CIOIF 
Valider par [EXE |. 

2. 3. Table de valeurs et graphe 
Comme pour une suite récurrente (seules les valeurs de Start et 

de End sont à entrer dans RANG). 

spl: sur le gr: nu, COMME S 1e courbe représentative de fonction. 
Par [Trace |; on peut se déplacer sur le graphe obtenu, comme sur une Pp 
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suites et calculatrices TI 82 STATS/83/84 et TI 89/Voyage 200 

Table de valeurs et représentation graphique 

TI 82 STATS/83/84 
RE Re 

Dans [MODE | choisir Seq et Dot. Quitter par [QUIT| Après 

avoir entré 4, On se reportera aux explications de la page 441 

sur la TI 82 pour obtenir la table de valeurs (2b, 2c). 

« Suite récurrente simple 
1. Entrer u, en fonction de u,_; 
Aller dans l'éditeur [Y = ] 
Exemple : u,=-2 etu,=0.Su,_,+3 pour n >2 on obtient 

a, par ne QE 80 
u(n) = EE EE 

Entrer de plus le premier terme 

dans u(rMin) et le premier 

indice dans 7Min. 

2. Répresentation graphique dans le plan 
Démarche similaire à la TI82, mais dans PlotStart est 

le rang du premier terme représente, PlotStep est le pas entre 

deux indices. 
Le menu est accessible par : 

* Si u, est connu en fonction de n 
Entrer l’expression de u, : aller dans l'éditeur [Y= | 
Entrer l’indice du premier terme dans 7Min et l’expression de 

u, en fonction de 7, on obtient n par la touche IX, T, 6,n |. 

Exemple: u,=n?-n pour tout n 0 

CCD ue I AE SLT 

Calculatrices sans menu « suite » 

Pour obtenir les termes d’une suite définie par u,,,=f(u,),il 

faut alors entrer un programme. 

TI Casio 

Input "PREMIER INDICE", D | "PREMIER INDICE" : ?-D 
Input "PREMIER TERME”, X | "PREMIER TERME" : 2X 

Input "INDICE N", N "INDICE N"' : 2N 

Lbl 1 Lbl 1 

MIX VMI=X 

D+1—D D+1—D 

If D<N If D<N 

Then Then Goto 1 

Goto 1 Else “U=" : XA 
Else IfEnd 

Disp “U=",X 

End 

Attention : le Y de Y1, n’est pas la lettre Y du clavier mais 
s’obtient dans ou et x par 

Utilisation du programme : entrer la fonction fen Y1. Lancer le 

programme. Entrer les trois valeurs demandées par la calcula- 

trice suivies chacune de ou [EX | 

La calculatrice affiche le terme uy. 

TI 89/Voyage 200 

Dans choisir dans le menu Graph … l’option 

4:Sequence ; valider. 

+ Suite récurrente simple 
3. Définition de la suite : Aller dans l'éditeur pes 

Entrer dans ul l’expression de u, en fonction de u,,_;, et le 

premier terme de la suite dans uil. 

Exemple: u,=-2 etpournz2,u .=0.5u, - 12 

u= MOTOR 

4. Table de valeurs 
a. Entrer l’indice du premier terme 

(nmin) dans ete 
b. Régler dans E 
TblStart = indice du premier terme 

à afficher ; 
ATbl= pas entre les indices des 

termes à afficher 

c. Aller dans [TABLE | 

5. Représentation graphique 
Dans l'éditeur par la touche [F7] dans le menu Axes... 

choisir TIME. 

Régler les paramètres dans [WINDOW | 
nmin = indice du premier terme de la suite 

nmax = indice du dernier terme représenté 

plotStrt = rang du premier terme représenté 

(premier, deuxième, troisième, terme) 

plotStep = pas entre les indices des termes 

construits 

Aller dans [GRAPH | 

* Si u, est connu en fonction de n 
1. Entrer l’expression de u, dans l’éditeur Y=} 

Exemple: u,=n?-n 
u1= n][f]{2][- JP ][ENTER 

2. Table de valeurs et graphe 
Suivre les mêmes procédures 2 b, 2 c et 3 que pour une suite 
récurrente. 

Par [Trace |, on peut se déplacer sur le graphe obtenu, comme sur une courbe représentative de fonction. 
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n 
d 

4 

4 
Le 

L 2 Caeuler « p parmi» |" 

Probabilités et calculatrices 

… Casio Graph 35/65/80 

Dans choisir le menu RUN puis (disponible au clavier). Par 
. obtenir les sous-menus supplémentaires et choisir PROB par 

1. Calculer une factorielle : n! 
Taper la valeur de n puis pour choisir x! et valider par [EXE | 

P 
Taper la valeur de n puis pour choisir nCr puis la valeur de p et valider. 

3. Obtenir un nombre pseudo-aléatoire entre 0 et 1 
Taper [F4] pour choisir Ran# puis valider par [EX] 

TI 82/82 STATS/83/84 

1. Calculer une factorielle : 7! 
Taper la valeur de n, dans le menu [MATH | sous-menu PRB, choisir 4 : ! puis vali- 

der par [ENTER 
2. Calculer « p parmi n » : | F | 

P 
Taper la valeur de n, dans le menu [MATH | sous-menu PRB, choisir 3 : nCr puis 

entrer la valeur de p et valider par 

3. Obtenir un nombre pseudo-aléatoire 
Dans le menu [MATH } sous-menu PRB : 

pour obtenir un nombre réel entre 0 et 1, choisir 1 : rand et valider. 

Sur TI 82 STATS/83/84 : 

pour obtenir un nombre entier, entre deux bornes données, dans le menu [MATH } 

sous-menu PRB, choisir 5 : randInt puis finir d’entrer randInt (borne 1, borne 2) 

puis valider. 
Exemple : randInt(1, 50) renvoie un entier entre 1 et 50. 

Exemples 

Remarque : | ; est entré sous la forme 6 nCr 4 

et affiché sous la forme 6C4. 

Remarque : | 6 | est entré sous la forme 6 nCr 4. 
4 

TI 89/92 

1. Calculer une factorielle : n! | 

Taper la valeur de n puis dans le menu [MATH] (obtenu au clavier par (5) 

choisir 7 : Probability puis choisir 1 : ! et valider par [ENTER | 

2. Calculer « p parmi 7 » : | é | 
P 

Dans le menu [MATH | choisir 7 : Probability puis 3 : nCr(. 

Finir d’entrer nCr(valeur de n, valeur de p) puis valider. 

3. Obtenir un nombre pseudo-aléatoire , ? 

Dans le menu [MATH | choisir 7 : Probability, puis 4 : Ran as, 

e pour obtenir un nombre réel entre 0 et 1, finir d’entrer Rand ) puis valider. 

* pour obtenir un nombre entier entre 1 et (neN,n>1),finir d'entrer Rand(n) 

et valider. 

Remarque : | 6 | est entré sous la forme 
4 

nCr(6, 4). 

Calculatrices = 443 



Programmation et calculatrices 
T1 82/82 STATS/83/84, Casio Graph 35/65/80 

Exemple : le programme de dichotomie GLPS'/p:32) 

Étape 1. Créer un nouveau programme 

TI 82/82 STATS/83/84 Casio Graph 35/65/80 : 

e Choisir dans l'icône PRGM ; valider par [EXE | 
e Aller dans le mode PRGM par (au clavier). 

° Choisir NEW puis valider par [ENTER | 
En face de NAME =, taper le nom du programme 

DICHOTO puis valider par [ENTER | 

e Choisir [NEW | 

Le curseur clignote entre 

deux crochets. Taper le nom 

du programme DICHOTO 

puis [EXE | 

Étape 2. Taper la liste des commandes 
Pour taper les lignes du programme correspondant à votre calculatrice (voir tableau ci-dessous) : 

° les commandes (ou relations) écrites en gras sont chacune sur un fond de couleur ; pour savoir où les trouver sur votre calculatrice, 

consulter la ligne de même couleur dans le tableau de la page ci-contre. 

° après avoir tapé une ligne de programme, taper sur ou pour passer à la ligne suivante. 

Programme TI 

T1ét19 Demander « valeur de A, » et ranger la valeur entrée | :Input"valeur de AO",A "valeur de A0". 1e : 

| par l'utilisateur dans la variable A | ? > A AE | 

No5) re 

Lignes Programme 

RS | Demander « valeur de Bo » et ranger la valeur entrée | :Input" valeur de B0",B "valeur de B0" 

par l’utilisateur dans la variable B DER 15 

15 ét16 Demander « indice de début » et ranger la valeur entrée | :Input"indice de début",N "indice de début" 

par l'utilisateur dans la variable N AN 

Demander « indice de fin » et ranger la valeur entrée par | :Input"indice de fin",P 
L7 et L8 Re : S 

l'utilisateur dans la variable P 

“indice de fin" 

TANT QUE N <P 

hen 
(A+B)/2= DES 

: A :(A+B)/2—A 

Ranger la valeur N +1 dans N. 

Afficher le message « À » puis la valeur contenue dans la | :Disp"A!",A 

variable A. 

Afficher le message « B » puis la valeur contenue dans la | :Disp"B",B 

variable B. 

ranger la valeur de(A +B)/ 2 dans B 

Étape 3. Utiliser le programme 
——- 

TI 82/82 STATS/83/84 JE Casio Graph 35/65/80 

Aller dans le menu PRGM par [PRGM| Choisir EXEC puis Par [EXIT | (2 fois) revenir à la liste des programmes, sélectionner 
sélectionner le programme DICHOTO et valider par [ENTER |. le programme DICHOTO puis le lancer par [EXE | Entrer 
Entrer chacune des valeurs demandées par la calculatrice suivies | chacune des valeurs demandées par la calculatrice suivies de 
de ENTER | [EXE |. Lorsque la calculatrice affiche Disp après le premier 

résultat, taper pour continuer. 
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Programmation et calculatrices 
11 82/82 STATS/83/84, Casio Graph 35/65/80 

Le menu programmation 

. TI 82/82 STATS/83/84 

Choisir ce menu par [PRGM | au clavier. Choisir : 
| pour écrire un nouveau programme 

pour exécuter (c’est-à-dire pour l’utiliser) et 

pour éditer un programme (lire les commandes qui le 
composent pour le modifier par exemple). 

Sélectionner son nom puis valider. 

Pour effacer un programme, aller dans (par [): 

choisir Delete (sur TIS4, choisir 2: MemMgmt/Del) puis 

PRGM, sélectionner le nom du programme et valider par 

(sur TIS84 par 2 : YES). 

Casio Graph 35/65/80 

Dans [MENU | choisir l’icône PRGM. Si la calculatrice ne 
contient aucun programme, le seul choix possible à l'écran est 

[NEW] 
Sinon, sélectionner le nom d’un programme, choisir : 

pour l’exécuter (c’est-à-dire pour l’utiliser) 

pour l’éditer (lire les commandes qui le composent pour 
le modifier par exemple) 

pour l’effacer 

pour écrire un nouveau programme. 

Instructions de programmation : où les trouver ? 

TI 82/82 STATS/83/84 Casio Graph 35/65/80 
Commandes de programmation 

|" "au clavier par Des instructions d’entrée et de sortie M dans SYBE | par la 
touche [F6] dans l'écran | APHAÏ pour: re | 

|, touche[]du — demander une valeur à l'utilisateur et la| "valeur" d'édition. Si on a été dans 
reve-nir à cet écran 

(1 ou 2 fois 

clavier ranger dans une variable A DA 

" 

— afficher des messages "message" 

4 |dans PRGM 

—afficher la valeur contenue dans la|A A 

variable À et arrêter le déroulement du 

(disponible 

au clavier par 

programme après affichage. 

(SHIFTI[VARS) 

—> : touche |STOB I A Une instruction d’affectation pour ranger | valeur > À ue : touche ET 

disponible au clavier Fu une valeur dans une variable A. disponible au clavier 

Input"valeur",A 

He dus [Des tests conditionnels dont la structure 

_ [SI une certaine condition est remp 
= (exprimée par des relations : =, # 

3 . 

<ou >), 

[ALORS faire telle chose 

_ [SINON füire telle chose 

ENS 

Des Ducies. Il existe plusieurs instruc- While, WhileEnd, For, To, 

tions dont : While condition |Step, Next : 

- TANT QUE condition dans [PRGM | choisir 
While condition 

faire telle chose WhileEnd [COM | 

aie ce End FIN Faire défiler les choix en 
Goto : 5 : _ 

pr” _POURI ALLANT DE n, À n, AVEC|For n, 1 To en [F6] 

UN PAS DE k n Stepk (1 ou 2 fois) 
(While = Whle , et 

faire telle chose dans [PRONT 
CIL FIN Next WhileEnd = Wend ) 

choisir 
= 

- ÉTIQUETTE k Lbl k Pr 

faire telle chose > k : dan 

ALLER à l'ÉTIQUETTE k Goto k PRGM | choisir il 

Calculatrices # 445 



Programmation et calculatrices T1 89/Voyage 200 

Exemple : le programme de dichotomie (TP 5 p. 28) 

e Créer un nouveau programme 
Ouvrir l'éditeur de programme par [APPS | choix : Program Editor. 

Choisir 3 : New. Valider par [ENTER | Renseigner la boîte de dialogue qui apparaît en choisissant 

main (choix du répertoire principal ; on peut créer d’autres répertoires pour ranger ses programmes) ; taper dans Variable : dichoto (nom 

du programme). Valider deux fois. 

dans Type : Program ; dans Folder : 

e Entrer le programme 
La liste des commandes est donnée ci-dessous 

quent le début et la fin du programme en vous aidant du tableau de droite qui vous indique où trouver sur v 

tions ou relations écrites en gras (vous repérer à l’aide des correspondances de couleurs). 

Les instructions 
d'entrée et sortie 

dans la colonne programme. Entrer ces lignes entre les lignes Prgm et EndPrgm qui indi- 

otre calculatrice les instruc- 

Où les trouver ? 

Disp, Input : par [F3] 1/O=in/out) des Ex PE de 

" ": Jes guillemets " sont disponibles au clavier s 

(sur TI Voyage 200 par [2"][L | et sur TI 89 par Er D. 

: la ne est FR par la touche |, 

‘Input "valeur de a0",a 

:Input "valeur de b0",b 

‘Input "indice de debut",n 

:Input "indice de fin",p 
L'instruction 

d’affectation 

Wlhile..EndWhile est accessible par 

[F2] [F2 | (Control). Les deux instructions sont écrites simultanément 

dans le programme séparées par des blancs à compléter. 

For...EndFor est accessible par (Control). 

Le tions de 

boucles 

Remarque : on peut aussi retrouver toutes les instructions dans le menu | Catalog | (disponible au clavier). q P g P 

+ Lancer le programme 
Aller dans l’écran [Home | Vérifier que le nom du répertoire en bas à gauche de l'écran est celui dans lequel le programme est enregistré 
(main ici). Taper le nom du programme suivi de parenthèses : dichoto(), puis [ENTER |. Entrer chacune des valeurs demandées par la 

calculatrice suivie de [ENTER | 

° Éditeur de programme (par [APPS | choix 7:Program Editor) 
Choisir 1 : Current pour revenir au dernier programme édité (pour le modifier par exemple) 

2 : Open pour éditer un programme déjà enregistré (pour le modifier par exemple) ; 

3 : New pour créer un nouveau programme 

* Effacer un programme : dans le menu [Var-Link | (disponible au clavier) sélectionner le nom du programme puis dans [F1] (Manage), 
choisir 1 : Delete. Valider par 

e Transmission des arguments lors de Lépnl d’un programme. 

Il est possible d'indiquer les valeurs utilisées pour a, b, n et p lors de l’appel du 

programme, ce qui évite de taper les quatre premières lignes du programme. 

Le début du programme est alors modifié de la façon suivante : 

Lors de l’appel du programme, on tapera alors dans l’écran Home : 

DICHOTO(valeur de a, valeur de b, valeur de n, valeur de p) 

446 = Calculatrices 
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Adjacentes (suites) 48 

Aïffixe d’un point, d’un vecteur 

254 

Aire (calcul d’) 186 

Aléatoire (variable) 350 

Algébrique (forme … d’un 

complexe) 254 

Approximation affine 82 

Arbre 351, 352 

Argument d’un nombre 

complexe 256 

Arithmétique (suite) 12 

Associativité du barycentre 296 

Asymptote 48, 52, 61 

Axe de symétrie 83 

Axiome 14 

E 
Barycentre 294 

Bernoulli (loi de) 390 

Bernoulli (schéma de) 390 

Biection 140 

Bijection réciproque 140 

Binôme (formule du) 382, 388 

Binomiale (loi) 390 

Bissecteur (plan) 347 

Bornée (suite, fonction) 16 

Calculatrice 28, 29, 437 

Caractérisation barycentrique 

298 

Centre de symétrie 83 

Chasles (relation de) 190 

Codes 381 

Combinaison 386 

Combinaisons (nombre de) 386 

Comparaison de fonctions 16 

Comparaison de limites 46 

Comparaison de nombres 16 

Complexe (nombre) 254 

Composée (dérivée d’une) 88 

Composée (limite d'une) 58 

Index 
Composée (monotonie d’une) 
18 

Composition (schéma de) 18 
Conditionnelle (probabilité) 
354 

Conjugué d’un nombre 

complexe 260 

Continue 90 

Continue (loi) 416, 418 

Continuité 90 

Convergence monotone 

(théorème de) 46 

Convergente (suite) 44 

Coordonnées polaires 253 

Courbe représentative 10 

Croissances comparées 

(fonction, suite) 164 

Croissante (fonction) 18, 94 

Croissante (suite) 20 

Densité (loi de probabilité à) 

413, 414 

Décroissante (fonction) 18, 94 

Décroissante (suite) 20, 46 

Dénombrement 386 

Dérivabilité 84 

Dérivé (nombre) 84 

Dérivée d’une composée 88 

Dérivée (fonction) 86 

Dérivée n-ième 86 

Dérivée seconde (fonction) 86 

Développement limité 82 

Dichotomie (méthode de) 28, 

444, 445 

Différentielle 88 

Divergente (suite) 50 

e (nombre) 118 

Entière (fonction partie) 80 

Espérance (variable aléatoire) 

356 
Euler (méthode d’) 115 

Exponentielle (fonction) 116 

Exponentielle (forme … d'un 

nombre compiexe) 258 

Exponentielle (loi) 418 

Exponentielles (fonctions) 168 

Ecart type 356 

Écriture décimale d’un réel 224 

Égalité de deux fonctions 10 

Équation cartésienne 331 

Équation différentielle 

y'=ay +b 164 

Équation différentielle y’ = ky 

122 

Équation logistique 234 

Événement 350 

Fonction (notion de) 10 

Forme algébrique d’un com- 

plexe 254 

Forme exponentielle d’un 

complexe 258 

Forme trigonométrique 

d’un complexe 258 

Formule du binôme 382, 388 

« Gendarmes » (théorème des) 

46, 58 

Géométrique (suite) 12 

Geoplan-Geospace 98, 304, 333 

H 
Hérédité 14, 15 

Homogénéité du barycentre 

294 

Homothétie (écriture complexe 

d'une) 266 

Imaginaire (partie) 254 

Indépendants (événements) 

353, 356 

Indépendantes (variables aléa- 

toires) 356 

Inégalité de la moyenne 192 

index = 447 



Initialisation 14, 15 

Intégrale 192 

Intégration par parties 196 

Inversion 291 

Limite finie en l’infini 44 

Limite finie en un point 54 

Limite à gauche, à droite 55 

Limite infinie en l’infini 50, 52 

Limite infinie en un point 54 

Linéarité (de l'intégration) 190 

Logarithme décimal 148 

Logarithme népérien 142 

Loi de Bernoulli 390 

Loi binomiale 390 

Loi continue 416, 418 

Loi de probabilité 356 

Loi exponentielle 418 

Lois d'équilibre de Hardy- 

Weinberg 363 

Loi équirépartie 384 

Loi uniforme 412, 413 

Majorant d’une suite, d’une fonc- 

tion 16 

Majorée (suite) 16, 46 

Majorée (fonction) 16 

Majorer un quotient, une somme 

17 

Maximum d’une fonction 16 

Médiateur (plan) 336 

Minimum d’une fonction 16, 94 

Minorant d’une suite, d’une fonc- 

tion 16 

Minorée (fonction) 16 

Minorée (suite) 16, 46 

Modéliser 350, 358, 380 

Module (d'un nombre complexe) 

° 256 
Monotonie d’une fonction 94 

Monotonie d’une suite 20 

Moyenne (valeur … d’une fonc- 

tion) 192 

{ 

n-ième (racine) 166 

Négligeable 82 

Nombre complexe 254 

Nombre complexe conjugué 260 

Normal (vecteur) 326 

Opérations et limites 56 

Ordre et limites 46 

Ki 
Partie entière (fonction) 80 

Partiel (barycentre) 305, 307 

Perpendiculaire commune 348 

Plan médiateur 326 

Polaires (coordonnées) 253 

Primitive 192, 194, 196 

Produit scalaire 320, 322 

Programmation (calculatrice) 

28, 29, 444, 445, 446 

Projection orthogonale 324 

Puissance réelle a? 166 

Racine n-ième 166 

Raison d’une suite arithmé- 

tique, géométrique 12 

Relation de Chasles 190 

Réciproque (bijection) 140 

Récurrence (démonstration 

par) 14, 15, 20 

Récurrence (relation de) 14 

Réduction d’une somme de 

vecteurs 292 

Réelle (partie) 254 

Représentation paramétrique 

300 

Rotation (écriture 

d’une) 266 

complexe 

[s | | 
Scalaire (produit) 320, 322 

Schéma de Bernoulli 390 

Sigma (2) 7 
Suite affine 226 

Suite arithmétique 12 

Suite géométrique 12 

Suite (notion de) 10 

Suite (représentations graphiques 

d’une) 11, 441, 442 

Suites adjacentes 48 

Symétrie (axe d'une, cenire 

d’une) 83 

Tableur 24, 25, 26, 27 

Tangente 82, 84 

Tangente (fonction) 97 

Tirages simultanés 387 

Tirages successifs avec remise, 

sans remise 386 

Totales (formule des probabili- 

tés) 354 

Translation (écriture complexe 

d’une) 266 

Trigonométrie 250 

Unicité de la limite 44, 45 

Valeur moyenne d’une fonc- 

tion 192 

Valeurs intermédiaires 

(théorème des) 92 

Variable aléatoire 350 

Variance 356 

Variation d’une fonction 18, 19, 

94 

Variation d’une suite 18, 20, 21 

Volume (calcul de) 200, 201 
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