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Avant-propos

Cet ouvrage est un recueil d'épreuves et de corrigés des concours d'entrée aux Grandes

Ecoles d'Ingénieurs, de 'année 2024, destinés aux filieres MP et MPI, avec également

quelques sujets des filieres PC et PSI. Il couvre des concours majeurs tels que :
CENTRALE-SUPELEC, X-ENS, MINES et PONTS, CCINP, CNC et E3A.

Chaque sujet est accompagné d'un corrigé détaillé comprenant :

e les rappels des théorémes et des résultats du cours.

La vérification des hypothéses de chaque théoréme utilisé.

Des explications pas a pas du raisonnement et des calculs effectués.

Dans certains cas, des représentations graphiques ou des schémas explicatifs pour

mieux visualiser les concepts abordés.

Des conseils pour identifier les erreurs fréquentes et éviter les pieges.

Cet ouvrage est adressé principalement aux étudiants des filieres MP et MPI, qui préparent
les concours d'entrée aux Grandes Ecoles d'Ingénieurs.
Il est également adapté aux étudiants des cycles universitaires ainsi qu'aux candidats au

concours de l'agrégation.

L'auteur de ce recueil est un professeur agrégé avec une grande expérience d'enseignement
dans les classes de MP et de MP”*.
Vous pouvez envoyer vos remarques, vos questions ou un message a ladresse mail

suivante : m.laamoum2@gmail.com .

Il est conseillé aux candidats de bien travailler le cours et les TD avant d'aborder ce
recueil.

Chaque sujet peut étre traité indépendamment, en fonction des chapitres et des themes
abordés en cours.

Les corrigés fournissent une aide précieuse pour évaluer les erreurs et affiner la méthodologie.
Les étudiants sont invités a traiter les sujets de maniére progressive, en commencant parles

problémes les plus accessibles, avant de s'attaquer aux questions plus complexes.

[T]Cet ouvrage est distribué gratuitement. Tous les droits sont réservés.
Pour avoir une version en blanc et noir contactez l'adresse mail : lambdaprof@gmail.com .
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Durée: 4 heures

Inégalité de Carleman

On s'intéresse dans ce probléme a une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ay),c- est une suite de

n 1/n
réels strictement positifs telle que > a, converge, alors la série de terme général <H ak> converge et
k=1

+oo

n 1/n +o00
5 (H) 265
n=1 \k=1 n=1

Le probleme est constitué de trois parties largement indépendantes. La premiére partie commence en démontrant

un analogue intégral de cette inégalité : l'inégalité de Knopp. La deuxiéme partie s'intéresse a la démonstration
originale de l'inégalité de Carleman, utilisant du calcul différentiel. Enfin, la troisieme partie étudie l'inégalité

de Carleman-Yang, qui est un raffinement de l'inégalité de Carleman.

| Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre l'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de l'inégalité

de Carleman (on justifie cette appellation en fin de partie).

I.A - Deux inégalités intégrales

I.A.1) Inégalité intégrale de Jensen

Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux a valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ une fonction

continue et convexe sur J. Démontrer que

so(bia/abf(wdt) <ﬁ/ﬂb<ﬁ0f(t)dt




On pourra utiliser des sommes de Riemann.

I.A.2) Une autre inégalité intégrale

Soit f: Ry — R, une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable.

Pour tout = > 0, on pose

xT

@)= [ 70 dt ethia) = ote) = [ era

Déterminer la limite de g(x) lorsque z tend vers 0 .

Déterminer la limite de g(z) lorsque z tend vers +o0.
|
CHE() Lo (Bt

Notant 1, la fonction indicatrice de [0, x], on pourra remarquer que g(x) = /
0 x

+o00
En déduire que l'intégrale / h(z)dx converge et que
0

0

On pourra utiliser une intégration par parties.

I.B - Démonstration de l'inégalité de Knopp

Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R..

Démontrer que, pour tout z > 0,

exp <é /Oz 1n(f(t))dt> < %/Oz tf(t)dt

On pourra remarquer que In(f(t)) = In(¢tf(t)) — In(¢).
En déduire que = — exp (i/() ln(f(t))dt> est intégrable sur RY et que

/O+°O exp (1 /OI ln(f(t))dt) dr<e [ f@)de

z 0

I.C- Application a l'inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (an),cp+ €st une suite décroissante de réels strictement positifs. On
note f la fonction en escalier qui, pour tout k£ € N*, est égale a ay sur lintervalle [k — 1, k[.

Soit k dans N*. Démontrer que la fonction vy définie sur [k — 1, k] par



() = éZln(ai) + i(m —k+1)In(ar) sik>=2

est minimale pour x = k.

@ Démontrer que, pour tout k£ dans N*,

/1:1 exp (i /Of” 1n(f(t))dt> dx > exp (% zkzln (ai)>

=1

On pourra utiliser la question précédente.
En déduire l'inégalité de Carleman dans le cas ot (an), ¢y« est une suite décroissante.

Expliquer comment on peut retirer l'hypothése de décroissance.

Il Inégalité de Carleman

On démontre dans cette partie l'inégalité de Carleman d'une maniére indépendante de la partie I.

La sous-partie Il.A établit l'inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui
permettent de se familiariser avec celles qui seront utilisées dans la sous-partie [l.B pour démontrer l'inégalité
de Carleman.

La sous-partie I.B est indépendante de IL.A. L'inégalité arithmético-géométrique sera utilisée dans la partie Ill.

Soit n dans N*. On note U,, l'ouvert (IRi)". Son adhérence, notée U, est (R;)".

Il. A - Inégalité arithmético-géométrique

Soit s > 0. On définit les fonctions f et gy sur U, en posant, pour tout z = (1,...,2,) € Uy,

fx) = Hwk et gs(x)= <Z$k> — s
k=1 k=1

On note X, le sous-ensemble de U,, constitué des zéros de g, : X, = {az SVl ()= 0}.

On admet que f et gs sont de classe €' sur U,. Donner lexpression de leur gradient en un point
T Hije i TSI E

Démontrer que la restriction de f a X, admet un maximum sur X et que ce maximum est en fait atteint
sur X;NU,.

On pourra vérifier que f est strictement positive en certains points de X N U,,.

On note a = (ai,...,a,) un élément de X, N U, en lequel la restriction de f a X, atteint son maximum.



Démontrer qu'il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k dans [1,n],a; = %a)'

n 1/n n
Démontrer alors que, pour tout (z1,...,2,) € U, N X, <H 3:@) <4 7—11 > x; et en déduire l'inégalité

=1 =
arithmético-géométrique

Il. B - Démonstration de l'inégalité de Carleman

On consideére lapplication F, de U, dans R, définie par

V(z1,. o ) €EUny, Fn(x1,...,25) =21+ (x1x2)1/2 + (w1x2m3)1/3 + o+ (21 --:L‘n)l/"

On note h,, Uapplication de U,, dans R, définie par

V(z1,...,xn) €EUn, hp(x1,...505) =21+ 425, —1

On admet que F, et h, sont toutes les deux de classe ¢! sur U,,.

On note H,, lensemble H,, = {(x1,...,2,) ER" |21+ -+ 2, = 1}.

Déterminer le gradient de F), et le gradient de h,, en tout point de U,,.

Démontrer que la restriction de F}, a U,, N H,, admet un maximum.

On admet que le maximum de F), est en fait atteint sur U, N H,.

On note M, le maximum de F}, sur U, N H, et on note (ay,...,ay,) un point de U, N H, en lequel il est atteint.

Pour k entre 1 et n, on note y, = (a1as - - - az)/*.

Démontrer qu'il existe un réel A > 0 tel que

,
A —
,-)/1+_2+...+% )\al

%4_...4_%:)\&2

12 = Ny

aptag+---+a,=1

En déduire que :
a) )‘:71+’Y2+"'+’7n:Mn

b) pour tout k dans [1,n], 7% = Awgag , ou



wk:k<1—“2—:1) sike[l,n—1]

Wn =1

L'objectif des trois questions suivantes est de démontrer que A < e. On suppose par l'absurde que A > e.

1 1 k+1
Vérifier que, pour tout & dans N, = < <—: i 2) ¢

1
Démontrer que w; < — et que, pour tout k dans [1,n],wy <
e

A
7 —k
On pourra démontrer, pour k € [1,n — 1], que w’,:ﬁ = %w’,j (1— %),
(OPFN Aboutir & une contradiction sur w,. En déduire que, pour tout n dans N*, pour tout (z1,...,2,) € ([Ri)n

telsque z; +--- 4+, =1

n
(xla;g 000 Ik)l/k <e
k=1

En déduire l'inégalité de Carleman.

lll Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette derniére partie est d'établir l'inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de l'inégalité

de Carleman.

Ill. A - Un développement en série entiére

Soit ¢ la fonction définie par

Vi e ]-1,1[\{0}, ()= (1—t)'"/ (11.1)

On définit aussi la suite (by,),,cy par

I~ 1
Vn € N ) bn:_E;k‘——i—le_k

Justifier que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0. On
notera toujours ¢ ce prolongement.
Démontrer que, pour tout n dans N*,|b,| < 1. En déduire une inégalité sur le rayon de convergence de

la série entiére Zbktk.
k>0



Démontrer que, pour tout ¢ dans |—1,1[, ¢ (t) = @(t)¥(t), ol

+00 1
Vte]-1,1[, o) =-— " (11.2)
gn—i-Z

puis que, pour tout n dans N*,

n—1
' (n—1 e
(P(”)(O)=— k—+2< ) )(P(n k 1)(0)
=0

Conclure alors que

Vte]-1,1[, ot)=e (1—+Zocbktk) (111.3)
k=1

Ill. B - Démonstration de lU'inégalité de Carleman-Yang

Soit (an),en+ €t (cn)pen- deux suites de réels strictement positifs.

Démontrer que

+o00 n 1/n +o00 +o00 1 n —1/n
S| DRI

n=1 \k=1 k=1

- n+1)" T Ay o
En considérant ¢, = % en déduire l'inégalité de Carleman-Yang :
i

L) B (et

emontrer que, pour tout n dans , 0, =2 U. n quot tthegalite precedente est-elle un rarmnemen e
P} Démontrer que, pour tout n dans N*,b, > 0. En quoi l'inégalité précédente est-ell ffi td

linégalité de Carleman?

FIN



Concours Centrale-Sup Elec

Corrigé de U'épreuve de Mathématiques 1

Session 2024 - Filiere MP - MPI

Inégalité de Carleman

| Inégalité de Knopp

LA - Deux inégalités intégrales

I.A.1) Inégalité intégrale de Jensen

Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux a valeurs dans un intervalle J. La somme de Riemann uniforme

est donnée par

b
on sait que R, (f) N / f)de .
n oo a

@ est continue et convexe sur J, donc

-12 -



I.A.2) Une autre inégalité intégrale

Soit f : Ry — R, une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable.

Pour tout > 0, on pose

/ L) db et h(z) = ;g(:r')=;/owtf(t)dt

0

f est bornée sur [0,1] , soit M = sup f(x), donc pour tout = € [0,1] on a
z€[0,1]

donc Q€3] —>OO :
T—

+oo
Ecrivons g(z) = / ©,(t) dt avec ¢, : 1 .
0 t = —tf() Log(t)

e [ est strictement positive donc |, (t)| < f(t) , par suite @, est intégrable sur ]0, +oo] .

Lie)

R — R

e Pour tout ¢ > 0 et n € N* tel que n >t on a @, (t) =

0 sur R** .

donc la suite de fonction (¢,,),, o converge simplement vers

Le théoréme de la convergence dominée donne g(n) — 0
n——+o00

1 [N+
e Soitx >0et N=FE(z), ona0<g()<ﬁ/ tf(t) dt
)

Remarquons que lapplication z / tf(t)dt est continue mais pas dérivable sur Rt elle est dérivable en tout point
0

de continuité de f .

Notons A = (an),,cy la suite croissante des points de discontinuités de f dans R** , 'application
T / tf(t)dt est dérivable sur R*T\ A.

Soit [y, z] C R*T\A4, on a

/y () du = [—i /U utf(t)df} / Flu)du = g(y) / F(u)du

xr
la continuité de g et = — / f(t)dt donne :
0

/a.,,,+1 h(w)du = g(an) — ganst) + /“'"-+1 fu)du et /ao h(uw)du = —g(ao) + /”0 f(u)du
n 0

an, 0

in

Soit z € R**\ 4, la relation de Chasles donne

+oo +oo +0oo
Ainsi l'intégrale / h(xz)dx converge et / flx)de = / h(z)dx
0 0 Jo




1.B - Démonstration de l'inégalité de Knopp

Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R;..

La fonction exponentielle est convexe, d'aprés Q1 on a pour tout z > 0,

exp (i /0 1n('tf(t))dt> < % /0 tf(t)dt
oxo (1 /O:t ln(tf(f))dt) = exp (1 Aw ln(f(f))df + 1/(;1 ln(t-)df)

écrivons

= exp (1 /0 In(f(t))dt + In(z) — 1)

= Lo (1 /O ln(f(t))dt>

ce qui donne S99 (i /l ln(f(t))dt) < ;r% /L tf(t)dt
> Jo = Jo

1 x
Pour tout > 0 on a exp (/ ln(f(t))dt) < eh(x), h est intégrable sur R* donc la fonction
z Jo

1 T
X > exp (/ 1n(f(t))dt) est intégrable sur R* et
Z Jo

d’'oll le résultat .

1.C- Application a lUinégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (an), o~ €st une suite décroissante de réels strictement positifs. On note f la

ne

fonction en escalier qui, pour tout k € N*, est égale a ay sur lintervalle [k — 1, k].

Soit k> 2, on a pour z € [k — 1, k]

k—1

, 1 ,
vg(T) = = Z (In(a;) —In(ag)) +1
" i=1
k-1
or (an),cn- est décroissante donc ) (In(a;) —In(ax)) > 0 par suite vy est décroissante sur [k — 1, k] et elle est minimale
=1

pour x = k.

14 -



Soit k dans N*et z € [k — 1,k] , on a

1 k=l 1 [
3 / n(f)de+ [

T Jk—1
15 1
- > In(a;) + —(@ = (k= 1))Ina;)
gt

v ()

donc

k 1 ‘ A k AN
/k_l exp <1 /0 1n(f(7‘,))dt) dx = /k_l exp (vg(x)) dz

> exp (vg(k))  (d'aprés Q.7)

Soit (a")new est une suite décroissante et strictement positive, telle que E a, converge , donc la fonction f est

+o0 +oo
intégrable sur RT et / flz)dz = Zan .
0 n=1
On a

1
d'aprés Q.6 la fonction z — exp <

xr
7/ ln(f(t))dt> est intégrable sur R% , donc la série )V}, converge , par suite la série
Z Jo

1
K %
> (H ai> converge et

=1

nen+ converge vers 0 et

Soit (an), - UNe suite strictement positive, telle que la série ) a, converge , donc (a,)

elle est bornée .

e On construit une o permutation de N* telle que la suite (ag(n))new est décroissante .

En effet il n" existe qu’ un nombre fni d’ indices n > 1 tels que a,, > aj, sinon la série > a, ne serait pas convergente.

Il existe donc un indice ny tel que Vn > 1,a, < a,, , on pose alors (1) = ny. On définit ensuite de proche en proche
o(k) = ny tel que ng & {ny,...,np_1} eta,, = max an -

n¢{ni,....n_1}
e La famille (an), - est sommable donc ) a, est commutativement convergente, ainsi la série ) a,(,) converge et

+o0 +0o0o
Z Ao (n) = Z Ay, -
n=1 n=1

_15 -



D'apres la question Q9 appliquée a la suite (as(n)), . ON @

+oo n 1/n +00 +o0
Z (H af"(’»’)) geza’tf(u) :eza’n
k=1

n=1 n=1

e Pour n € N* on ordonne les termes de la famille (ak)1<k<n, de facon décroissante, et on les note aj; ,, > ... > anp
, pour ordonner de méme la famille (ax); <, . Soit chaque a;, garde sa valeur soit il est remplacé par un terme plus
grand , donc a;, < a;ni1, Cce qui donne aussi a;, < ay(;) pour tout i € [1,n] .

Par conséquent on a

d'oli

Il Inégalité de Carleman

Il. A - Inégalité arithmético-géométrique

On a pour tout = (21,...,%,) de Uy,

grad (o) = 5

et

gradg, (z) =

Ona X, = g; 1 ({0}) et X, C [0,s]" donc il est fermé et borné , par suite X est compact , donc f est bornée sur
X, et atteint ses bornes .

On a (%, vy %) € X;NU, et f(%, vy %) > 0 et f(X:\X;NU,) = {0}, donc la valeur maximale de f sur X, est strictement
positif et atteinte sur X N U,.

On note a = (as,...,a,) un élément de X, NU, en lequel la restriction de f a X, atteint son maximum.

a est un maximum de f dans U, sous la contrainte gs;(z) = 0, le théoréme du multiplicateur de Lagrange assure
qu'il existe un réel A € R tel que: gradf(a) = Agradg(a) donc

ay an

<f(“) f(“)) —A(L,...1)




fa)

ainsi A > 0 et pour tout &k dans [1,n], ax = 3

e Onaac X;NU, donc g(a) =0 ce qui donne pour tout k dans [1,n], ar = 2
n
Soit x = (x1,...,2,) € U, N X,, ona f(x) < f(a) donc

. 1/n
or z € X donc s = Z z; d'ot H T <1 Z
t

=1

e Soit (71,...,m,) € (Ry)" Sl lun des z; es

ul llnégalité est évidente .

Supposons que (xl, ceyTp) € ([Ri) ~ ,posons A = Z xz; et y; = SZ pour tout ¢ dans [1,n] , alors (y1,...,yn) € Uy, N X;

et le cas précédent donne :

par suite

Il. B - Démonstration de l'inégalité de Carleman

On a gradh,(z) = (1,...,1) et gradF, (z) = ((ZF (), ... (;RL(¢)) avec
4o L

1 / ] 1 1/n
— (:1:1;L‘2173)l/3 +.oo+ — (v120 - - ;17,,)1/
1 nIry

B A _
e (1 xp) ", VEE[2,n—1]

On a F, est continue et U, N H, = X; N U, qui est compact ,d'aprés Q.12 , donc F,, admet un maximum dans
U, N Hy

On admet que le maximum de F,, est en fait atteint sur U, N H,.

On note M,, le maximum de F, sur U, N H, et on note (ay,...,ay,) un point de U, N H, en lequel il est atteint. Pour k&
entre 1 et n, on note v, = (a1as - - - ak)l/k.

D’aprés le théoréme du multiplicateur de Lagrange il existe un réel A € R tel que:

gradF, (ay,...,a,) = Agradh,(ai,...,a,) , qui se traduit par

17



les a; sont strictement positifs donc A > 0, or (aq,...,a,) € H, donc a; +as +---+ a, =1, ce qui donne le résultat.

Q18.
a) On écrit
A= Xa1 + Aag + -+ + day,
=nm+L+ - 4+) 4.+

=7+t +T

or v = (arasg - - -ak)l/k pour tout k donc vy +vo + -+ -+ yn = Fn(ay,...,an) = M, .

DR \ = 1 + 72 + -+ = M.

b) On résout, par récurence, le systéme suivant:

L'équation (n) donne v,, = Ana, = A\wya, , supposons pour k € [1,n —2] et i € [k + 1,n] que
Y = Aw;a; avecwi:i(l—“;—fl> siiZnetw,=n.

Alors de l'équation (k) on a

Wp—1

——Qn-1— A—
n—1 n

= Aag + A (ak+2 — ak41) + oo + A(an — an_1) — Aan,

= A(ak — ar+1)

ainsi v = Awgayg , d'oti le résultat .

soit ¢ : ,on a ¢ (r) = —— , ¢ est croissante et p(0) = 0 donc ¢ est positive sur
x = z—In(l+2) 1+
[0,1] .
Soit k dans N on a ¢(;25) > 0 donc In(£+2) < 1= qui s'écrit (k + 1)In(EEL) > —1 on en déduit S
RSP k1) = i k+2) = s

On suppose que A > e.

e Ona~y =a; = Awja; doncw; = — <

> =
o=
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1/k

e Puisque v = (a1az---ax) " et vy, = Awgay alors

k+1 _ Lk
Vi1 = 01 Qk+1 = Vg Ok+1

par suite
k+1 k
(Awkt1ar41)" " = (Awgar)” agq1
qui donne
k+1 K k k
AWk gy = Wiay,
- Gkl 1 ﬂ K+l
or = =1 donc [RASEEES
k
e Montrons par récurence que : Vk € [1,n],wr < Rk

Onaw; < % <1 5 . la relation est vraie pour k = 1. Supposons qu'elle est vraie pour k € [1,n — 1] , donc

k+1 k+1
or % < (M) donc wit1 < m, d'oti le résultat .

Q21.
n .
e Onaw, =netw, < — < 1 ce qui est absurde , donc forcement A < e
n
e La question Q.18 donne A = M,, qui est la valeur maximale de F,, sur U, N H,, donc pour tout n dans N*, pour tout

(r1,...,mn) € (IRj_)" telsque xy +---+z, =1ona

mn
0Q22. | Soit (ay, . une suite de réels strictement positifs telle que ) a,, converge, pour tout n € N*, posons S,, = ak
kEN p | ge, | [
k=1

a
etz = S—k pour tout k € [1,n] .
n

Ona (21,...,2,) € ([Ri)” etx;+ - +x, =1, le résultat de la question Q.21 s'écrit

+oo
1 k 1/k .
par suite E / <e E ap < e E ay , la série a terme positifs E (a1---ag) /% est donc convergente , d'oli par
k=1 k=1 k>1

passage a la limite




Remarque : On motre que la constante e est la meilleure possible, en effet :

1
: — sik<n 1/k : o
Soitn>1letay=<{ k ,ona (ay---ag)’" = (k)~/* la formule de Stirling donne
0 sik>n
k . 1
(KDY* ~ = par suite Z(k’!)_l/k ~ e —,ceci montre que e est la meilleure constante possible.
k—+oo € n—+o00 k

k=1 k=1

lll Inégalité de Carleman-Yang

Ill. A - Un développement en série entiére

Soit ¢ la fonction définie par

vt € =L 1\{0}, (t)= (1)

On définit aussi la suite (by,),,c, par

Pour t € ]-1,1[\{0} on a

donc ¢(t) e et ¢ est prolongeable par continuité en 0, avec ¢(0) = e .
t—
Q24.
e Par récurrence sur n :

On a |b1] < 1, supposons |bg| < 1 pour tout k € [1,n — 1] , alors

e 1 I~ 1
b‘l, < - 71)':,—7 < - — <1
|l+1|_n’;k+1|' k|_n;k+1_

d'ot le résultat .

e On a |b,| <1 pour tout n > 1 donc RCV(Z btt) > RCV(Z thy=1.
k>0 k>0

025.
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e Soit ¢ dans |—1,1[ et t # 0 on a

o) = ((1 - %)mu - f))lexp ((1 - %)ln(l - f))

donc ¢'(t) = @(t)1(t) avec ¥(t) = <(1 - %)ln(l - t)) ,or In(1 —t) = — Jff; nht”“ donc

et
+oo 1
CRUUREIOSY v € |—1,1(, o(t)=—> ——
n=0
e On a ¢ est continue sur ]—1,1[ et de classe €*sur ]—1,1[\ {0} et ¢'(¢) A %e , le théoréme du prolongement de la
t—

fonction de classe ¢! assure que ¢ est €*sur |—1,1[ et ¢/(0) = %e , la relation est donc vraie pour ¢ = 0.
Finalement ¢ est de classe ¢'sur |—1,1] et ©'(t) = p(t)¥(t) pour tout ¢t € |—1,1] .

e Ona ¢ (t) = p(t)Y(t) pour tout t € |—1,1[, o est de classe €' sur |—1,1[ et 1 est développable en séries entiéres
]=1,1[ donc elle est de classe € sur |—1,1[, ce qui donne ¢’ est de classe € et ¢ est de classe €2 sur |—1,1[, par
récurrence on obtient ¢ est de classe 4> sur |—1,1].

La formule de Leibnitz donne pour tout ¢t € |—1,1[ et n € N*

n—1

P (1) = (p(B@) " = ( R 1)¢’<’*’><t>d"-’“-”<t>

k=0

1
on a A TEDK ce qui donne pour t =0

026.

e La relation précédente s'écrit

Q(n—k—l) (0)

() (o
avec p(0) = e . Considérons la suite (uy)nen définie par : w, = e‘le + b,, on a alors
n!
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1 « 1
= —— Z ﬁun—k ,Vn S IN*
n k=1 '+

() (0
2 . z ®
Par une récurrence simple on trouve Yn € N wu,, = 0, par conséquence on a '( ) = —eb, Vn € N .
n!

0)

e Ceci prouve que la série de Taylor, Z i ———=t" , associée a ¢ converge simplement sur |—1,1[, par suite ¢ est DSE

en 0 de rayon de convergence R >1, donc poul tout t € ]—1,1]

Ill. B - Démonstration de l'inégalité de Carleman-Yang

Soit (an),cp+ €t (cn), - deux suites de réels strictement positifs.

Ecrivons

soit N € N* on a

remarquons que (1<n<Netl<k<n)& (1<k<Netk<n<N)donc

- —1/n —1/n
1
Si la série Z — (H ci) converge et la série Z CLak Z (H Q) converge alors la série
n n

n>1 p=il n==k i=1

1/n
ak> converge et

Le cas de divergence est trivial .
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(TL + 1)n
nn—l

Soit (an),cp+ Une suite de réels strictement positifs telle que Z ay converge . Posons ¢, =

n>1

On a

donc

ainsi

k—+o0 k—+co

1\" cLay +oo n ~1/n
de plus ¢ = k (1 4k k) ~ ek donc Tr L. eak et la série Z Ckak Y % (H c,L-> converge, par suite
K

n>1 n=Fk (=1
D 1/n

E H ag converge et

n>1 \k=1

qui s'écrit
+oo b

remarquons que ¢, = mp(n—_lH) =en|l— (n+*”1)k ,ce qui donn l'inégalité de Carleman-Yang :
k=1
Q29.

e Par récurrence surn > 1:
1
Onaby=—-1letbh = 5 » Supposons que by, > 0 pour tout k dans [1,n] .

La relation de définition des b,, s'écrit




par suite

(n+1)(n+2)by41 =1

donc

S /n+l n+2 n+2
(n+1)(n+2)bnt1 —n(n+1)by = ,,Z_l <Ic +1 A+2) kT g e
i n— n+ 2
Z bn—k - 71)71
(k+ 1)(k +2) 2
n—1
par hypothése de récurrence on a kZ::1 mb _x > 0 donc

2 1
(n+1)(n+2)by41 > (n(n +1)— 77,—2i- ) b, = <n + = 5 n— 1) by,

ce qui donne b,4+1 > 0. D'oli pour tout n dans N*, b, > 0 .
+00 by 1

S S g .
e D’aprés ce qui précede on a1 k§—1 wior <1 - 3mm donc

Z(Hw)l/" eZ(l—Z T >an<ezan

n=1 n=1

n=1

ce qui signifie que l'inégalité Carleman-Yang est plus fine que l'inégalité de Carleman.

Fin
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NOTATIONS

Dans tout le probléme, K désigne R ou C.

On note K[X] le K-espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K.

— Pour tout d € N, K4[X] désigne le K-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a d.

On note U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1.

Objectifs du probléme

Soit h une fonction de K dans K. On dit qu'une fonction f de K dans K est solution de l'équation (E}) sur K si

| Vzek, f(@+1) - f(z) = ha) (En)

Le but du probléme est l'étude de l'équation (Ep).

La partie | de ce probleme étudie l'existence de solutions dans le cas ou & est polynomiale.

La partie Il introduit la définition et établit quelques propriétés des fonctions entiéres.

La partie Il définit les polynémes de Bernoulli et explicite une solution polynomiale a lU'équation (E}), ainsi
qu’une application analytique de ces polynomes.

La partie IV étend la résolution de (E}) au cas ol h est une fonction entiére.



| Etude de lUopérateur différence finie

On considére l'application A définie par :

K[X] = K[X]
P(X) ~ P(X +1) - P(X)

Montrer que A est un endomorphisme de K[X].

Soit P € K[X]. Déterminer le degré de A(P) en fonction de celui de P.

Montrer que, pour tout d € N*; A induit un endomorphisme sur K[ X].

On note A4 lendomorphisme de K4[X] induit par A.

Déterminer Ker (A4) et Im (Ay) pour tout d € N*.

En déduire Ker(A) et Im(A). Appliquer les résultats obtenus a l'étude de l'équation (E},) dans le cas ou
h est une fonction polynomiale.

On suppose (pour cette question seulement) que & est la fonction = — z. Déterminer une solution de (E})
dans Ko[X], puis toutes les solutions polynomiales de l'équation (E},).

Soit d € N*. Déterminer un polynéme annulateur de Ay. L'endomorphisme A, est-il diagonalisable?

Il Fonctions entiéres

On note w l'application de [0, 1] dans C définie, pour tout ¢ € [0, 1], par w(t) = e

IILA - Généralités

On note &£ l'ensemble des fonctions f : C — C développables en série entiére de rayon de convergence infini.
@ Justifier que si (f,g) € £2 et (A, ) € C?, alors A\f + ug € € et fg € £.
Soit f € € dont on note ) a,z" le développement en série entiére.

2imt

Montrer que, pour tout k € Z :

[ st a=1 S
0

0 sinon



Il. B- Une intégrale

Pour tout p € Z, on pose

1 tp+1
Ip=/ WO

0 e“’(t) -1

Vérifier que cette intégrale est bien définie pour tout p € Z.
Montrer qu'il existe une fonction § € £ et une constante C' € ]0, 1] telles que, pour tout { € U,

e —1=((1+¢B() et [BOI<C

En déduire que pour tout ( € U et tout p € Z,

%
e —1

+oo
=D _(-1I¢IB(C)

J=0

Montrer que Iy = 1 et que, pour tout p € N*, I, = 0.

[l Polynomes de Bernoulli

Pour tout n € N et tout z € C, on définit dans cette partie :

ezw(t)

1
Bn(z) = n!/o @0 1)l dt

lll. A - Lien avec l'équation (E,)

Montrer que, pour tout n € N et tout z € C,

n ok

2
Bn(z) = n! E ij—n
k=0

En déduire que B,, est un polynéme unitaire de degré n.

Montrer que, pour tout n € N*, B, = nB,,_1.



Montrer que, pour tout n € N* et tout z € C,

Bn(z+1) — Bp(2) = nz"?

En déduire l'expression d’'une fonction polynomiale vérifiant U'équation (Ej) sur C lorsque h est une

fonction polynomiale.

Ill. B - Unicité

Montrer que (B,),cy est lunique suite de polyndmes vérifiant

By=1
Vn € N*, B, = nBp_4

1
Vn € IN*,/ By (t)dt =0
0

[OFK] Soit (Hy),en la suite de polynémes définie par: Vn € N, H,(X) = (-1)"B,(1 — X). Montrer que pour
toutn € N, H, = B,.

Ill. C - Une application analytique

Soit ¢ la fonction de R dans R telle que, pour tout x € R,

() = exx_ stz #0

1 sinon

Soit de plus u la fonction de R? dans R telle que, pour tout (z,t) € R?,

u(z,t) = P(z)e’®

0040 Montrer que u est de classe € sur R2.

ou
Pour tout (z,t) € R?, calculer E(x,t) puis montrer que, pour tout n € N*,

9 0"u O"u oty
E@x” (m7t) = xaxn (:E:t) + n@q}n—l (:Ea t)
+ : % )
Pour tout n € N, soit A4, la fonction de R dans R telle que, pour tout t € R, A,,(¢) = (OE A

dan



Montrer que, pour tout n € N, A,, = B,,.

IV Solution entiére de l'équation (E})

IV.A - Une inégalité de contréle

On se propose dans cette partie de montrer par l'absurde la propriété P :

Jc>0,YneN,VzeC,(|z| =2n+1)m=|e* - 1| = ¢)

On suppose que P est fausse.

(00283 Montrer lexistence d'une suite d'entiers naturels (np)peN et d'une suite de nombres complexes (zp)peﬂ\l

telles que :

e — letVpeN, |z =0C2np+1)m

p—+00

Pour tout p € N, on note a, = Re(z,) et b, =Im(2).

Montrer que a, — 0Oet|z|—|b — 0.
p—r+oo p—>+00
Pour tout p € N, on note

+1sib, >0

Ep =
—1sib, <0

En étudiant exp (z, — igp |2p|), aboutir a une contradiction et conclure.

IV.B - Une solution & (E))

Pour tout n € N, on définit maintenant

0,1 — C

In - ,
t = (2n+1)me?n

Pour tout n € N et tout z € C, soit



ez’Yn (t)

1
Qn(z) = n!/o e 1) @ dt

Montrer que, pour tout n € N, Q,, € £.
(0074 Montrer que

VneN*VzeC, Qunlz+1)—Qn(z)=nz""

Montrer qu'il existe deux constantes a,b € R’ telles que, pour tout n € N* et tout z € C,

|Qn(2)| < ae”

En déduire lexistence d’'une solution dans £ a l'équation (E},) lorsque h € E.

I\
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On considére lapplication A définie par :

A | KX o KX
| Px) = P(X 1) - P(X)

Pour tout P € K[X], P(X) et P(X+1) sont des polynémes a coefficients réels, donc A(P) est un polynéme
a coefficients réels et A est une application de K[X] dans K[X]. De plus, pour tout (P, Q) € K[X]? et pour tout

A €K, on a:

AP +Q)= AP+ Q)X +1) — (AP + Q)(X)
—AP(X +1)+ Q(X +1) = AP(X) — Q(X)
=APX +1) = PX)] +[Q(X +1) - Q(X)]

= \A(P) + A(Q),

donc A est linéaire, ce qui permet de conclure que A est un endomorphisme de K[X].

Soit P € K[X] de degré n, écrivons P(X) = Zaka , donc

k=0

et on a deg (X +1)" — X*) =k — 1 pour tout k € [1,n] donc

deg(A(P)) =deg((X +1)" - X")=n—1

de plus si P est un polynéme constant (P € R) alors A(P) =0 et deg (A(P)) = —0 .

deg(P)—1 si deg(P)>1

—00 si PeK

HEN deg (A(P)) = {




Soit d € N*, pour tout P € K4[X] on a A(P) < deg (P) donc A(P) € Ky4[X] , le sous espace vectoriel

K4[X] est donc stable par A, ainst A induit un endomorphisme sur Kq[X].

e Soit d € N*et P € Ky[X]

PeKer(Ay) ©P(X+1)—P(X)=0

Ce qui donne , pour tout k dans N, P(k) = P(0) , ainsi le polyndme P(X) — P(0) admet une infinité de racines

, donc il est nul et P est un polynéme constant , par suite Ker (Ay) C Ko[X] .
L'inclusion Ko[X] C Ker (Ay4) est évidente . Donc REIAHIENGIRIN -

e On a dimKer (Ay) =1, le théoréme du rang donne dimIm (Ay) =d .

D’aprés Q.2 on a Im (Ay) C Kg—1[X] d'ot piniARYENCEIRG].

e On a Ko[X] C Ker(A). Soit P € Ker(A) , il existe d € N* tel que P € Ky4[X] donc P € Ker (A,;) = Ko[X]

PEIES N C VAV Rl IR Il Ker (A) = Ko[X] B

e Soit d € N*on a Im(Ag) C Im(A) , donc pour tout d € N*, Kg—1[X] C Im (A) ainst K[X] C Im (A) d'ot
|

e Soit i une fonction polynomiale , qu'on peut confondre avec le polyndéme associé , donc h € Im(A) et il
existe P € K[X] tel que P(X 4+ 1) — P(X) = h(X) , ainsi l'équation (E}) admet une solution .
St @ sont une autre solution de (E}) ,alors P—@Q € Ker (A) par suite il existe une constante c telle que @ = P+-c.
On conclus que (E}) admet une infinité de solutions polynomiales .
Si P une solution polynomiale de (Ej) avec h :  — x ; donc P(X +1) — P(X) = X , forcement on a
deg P =2 . Posons P(X) =aX? +bX + ¢, donc

PX+1)—P(X)=a(2X +1)+b=X

ce qui donne

1
Ainsi les solutions polynomiales de l'équation (E}) sont de la forme PH@OES §X(X —1)+c,ceK)

Soitd € N*et k € [1,d] , on a

deg Ay(X*) =k —1,deqg A2(X*) =k —2,...,deg Ag_l(Xk) =1 et deg Ak(X*) =0

donc le polynéme Ak (X*) est constant et ASH(X’“) =,
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Ainsi pour tout k € [1,d] AGT (X*) =0, ce qui signifie que PAUEEIEKINEPEE et X +! est unpolyndme annulateur
de Ay .

Si d > 2 alors l'endomorphisme A, est nilpotent et non nul donc non diagonalisable .

Sid=1, Az =0 donc il est diagonalisable .

Il Fonctions entiéres

247t

On note w l'application de [0, 1] dans C définie, pour tout ¢ € [0,1], par w(t) = e*™ et€ l'ensemble des fonctions

f: € — C développables en série entiére de rayon de convergence infini.

ILA - Généralités

Soit (f,g) € £?, posons pour tout z dans C : f(z Zanz et g(z Zb 2"

e On a pour tout (\,pu) € C? | RCV(Z()\an + pby)z") > min(Rev( Zanz Rcv Zb 2", donc

+o0
RCV(Z()\an + pby)z") = 400 et pour tout z dans C (Af + pg) (2) = Z(Aan + pby)z™  dol Af + ug € € .
n=0
e Posons ¢, = Zakbn_k , pour tout z dans C les séries Zanz” et anz” convergent absolument, le
k=0

théoréme du produit de Cauchy de deux séries assure que E cpz" converge absolument et de somme f(z)g(z),

donc fg est développable en série entiere de rayon de convergence infini ce qui donne fg € £.
+oo
SoithSetf:zHZanz"

Pour k € Z on a : f(w(t))w(t)™* Zanw(t —* _ Comme ’anw(t)"_k‘ = |an| et > |a,| converge alors la

série de fonctions Z anw(t)"*
n>0

séries de fonctions permet Uintervertir les symboles }" et [, ainsi

converge normalement et uniformément sur [0,1] , le théoréme d'intégration des

1 ar Sin=k 1 _ ] ap Stk éeN
eton a / w(t)"kdt = donc Flw)w®)™* dt =
0

0] sinon v 0 sinon

Il. B- Une intégrale

Pour tout p € Z, on pose
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Low(typtt

) e® 1"

Pour tout ¢ € [0,1] on a |w(t)| = 1 donc w(t) ¢ 2inZ et e*®) # 1, ainsi la fonction ¢ — WP st définie

ew(®)—1

et continue sur [0, 1], ce qui prouve que I, est bien définie pour tout p € Z.

Soit ( € U, on a

+oo

. +00
avec [(B(¢)| < C < 1 donc LS ¢Pt Z(—CB(C))j = Z(—l)jcjﬂ)_l/ﬁ(f)j
=0

o —1
Soit p € N,on a

j=0

+o0

D (D w(ty P Bw(n) dt

=0

etpourtout j € Nett € [0,1], |(—1)w(t) P~ B(w(t))?| < C7 donc la série de fonctions Y- (—1) w(t)7 P~ B(w(t))
J
converge normalement et uniformément sur [0,1] , le théoréme d'intégration des séries de fonctions permet

d'écrire

co (| 1 (0P Bl0) i )

j=
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d'aprés Q.8 on a pour tout j € N, la fonction 37 € £, la question Q.9 donne

1 sip=753=0

/lw(t)”pﬂ(w(t))jdt =
0

0 sinon

d'ott Ip =1 et I, = 0 pour tout p € N*.
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Il Polynomes de Bernoulli

Pour tout n € N et tout z € C, on définit dans cette partie :

Ill. A - Lien avec l'équation (Ej)

SoitnED\IetzeC,ona

zk w(t)k—n—l—l

< el 1 dt

comme dans la question Q.12 on a pour tout ¢ € [0, 1]

k—n +oo
] = S0ty B

=0

+oo
<> ¢
§=0

ew®) — 1

W(t)k_n-i_l
donc m .VIL & [OH 1] (Q].—l ].)
: . Sk w(t)k—n-!-l 1 |z|k . ) ) . , ok t)k n+1 :
par suite | 37 =2m——| < =g zr Ce qui prouve la convergence normale et uniforme de la série Xk: T eom T Sul

[0,1] , le théoréme d'intégration des séries de fonctions permet d'écrire

too Lk "1 k—n+1
z w(t)
B.nz:!— —— dt

d'aprés Q13 I, =0sik>n-+1, ainsi e

Le polynome B,, s'écrit alors

donc B,, est unpolynome unitaire de degré n.

- 36 -



Q15

e Soitn e N* ona

e Autre méthode :

Rx[0,1] — C
Soit n € N* et la fonction f: erw(t) ,ona f estde classe €1 sur Rx [0, 1]
(z,t)
(ew(t) _ 1) w( )n—l
of
t — = 5
et o (z,8) = w(t)f(z,?)

Soit a > 0, l'inégalité (Q.14.1) donne pour tout = € [—a, a]

e;rcos( 27t)

<—<
1-C —

Puisqu'on intégre sur le segment [0, 1] ,les fonctions constantes sont intégrable [0,1] , donc (1) est une relation
de domination, le théoreme de dérivation des intégrales dépendant d'un parameétre assure que B,, est de classe

€' sur [—a,a] , pour tout a > 0, donc elle est de classe € sur R et

On a B/ (z) = nB,_1(z) pour tout z dans R donc .

SoitneN*etzeC,ona

e(z—i—l)w(t) _ ezw(t)

1
B, 1) — Bp(z) = n! —— dt
(Z + ) ( ) n /0 (ew(t) _ 1) w(t)"_l

1 .
n!/ w(t) e ® dt
0
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la question Q.9 donne

GWWl B, (2 + 1) — Bu(2) =nz""t  (Q.16 1)

n ‘ 1
Soit h: z +— Zakzk , pour tout k € [1,n] on a 2* = Tl (Bi+1(2 +1) — Bgt+1(2)) donc
k=0

Ce qui donne une solution polynomiale de (E}) sur C définie par , les autres solutions

sont de la forme f+cavecce C .

Ill. B - Unicité

Q18

e Montrons que les polynémes (By,), o Vvérifient les relations

1) By=1
2) Vn € N*, B, = nB,_,

1
3) ¥n € N, / Bp(t)dt =0
0

De la relation (Q.14.2) ona Bo=1p =1 .
1
La question Q.15 donne pour tout n € N*, B/, = nB,,_1 donc / By (t)dt = n (Bp—1(1) — B,—1(0)) et la relation
0

(Q.16 .1) asure que /1 B,(t)dt =0 .
Ainsi (Bn),en vériﬁelgt les relations 1) 2) et 3) .
e Soit (P,),c) une suite de polyndmes qui vérifient les relations 1) 2) et 3) . Montrons par récurrence que
P, =B, Vn € N.
On a Py = By =1, supposons que c'est vrai pour n > 1 et montrons le pour n+ 1 .
La relation 2) donne P}, = (n + 1)P, , par hypothése récurrence on a P, = B, donc P}, = B}, , ce qui
signifie que P41 = B,4+1 + ¢ avec c € C.
De la relation 3) on a /1 B y1(t)dt = /1 Py1(t)dt =0 donc ¢ =0 et P41 = Byy1.
Ainsi P, = B,, Vn € N. ’ ’
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Dot (By),,cn est Lunique suite de polyndmes qui vérifient les relations 1) 2) et 3).
Soit pour tout n € N, H,(X) = (—1)"B,(1 — X). Montrons que (H,), c,, vérifie les conditions 1) 2) et 3)
de la question précédente .
Soit n € N* , on a
oﬂmm=@mmu—m=
o H (X ( )"+1B’ 1—-X)=n(-1)""'B, 1(1 - X) =nH, 1(X).
/ Hy( i) /01 Bn(1—t)dt "= (—=1)" /01 By (u)du =

ce qui donne VYn € N, H,, = B,,.

Ill. C - Une application analytique

Soit ¢ la fonction de R dans R telle que, pour tout z € R,

stz#0

sinon

Soit de plus u la fonction de R? dans R telle que, pour tout (z,t) € R?, u(x,t) = ¢ (x)e'® .
400 n

1 e —1 x
Pour tout  # 0 on a o) = = Z Tl)' ,qui est une série entiére de rayon de convergence
x x (n

; . 1
~+00 , cette relation est aussi valable pour x = 0. Donc v est de classe € sur R, de plus elle ne s'annule pas,

ce qui prouve que 7 est de classe € sur R .
On en déduit que u est infiniment dérivable par rappoet a = et par rapport a ¢ et ses dérivées partielles sont
continues , donc u est de classe €> sur R2.

o
Soit (x,t) € R?, on a 0—:(1‘ BIEFINENI. Soit n € N*, par application de la formule de Leibniz on trouve

on ou Iy n an—lu
o (Gren) =S+ (1) Gt -

0

a‘n
qui donne B <

5t \gan &1

Pour tout n € N, on pose A,(t) = o
Montrons que (Ap), ¢, est une suite de polynémes qui vérifient les conditions 1) 2) et 3) de la question
Q.18 :
Soit n € N*.

e Ona Ay(t) =u(0,t) =

e D'aprés (Q.21 1) on a pour z =0, A, (t) = nA,—1(t).

De cette relation, on déduit, par récurrence , que A,, est un polyndme .
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1 o™
e Pour z # 0 calculons —(x,t)dt .
0 (91:”

: , , 0"u
La fonction u est de classe € sur R x [0, 1] donc les dérivées partielles o sont bornées sur tout compact
5

1
[a,b] x [0,1] C R x [0,1] donc la fonction z — / u(z,t)dt et de classe € sur R et
0

o 1 1 o"u
J/’(/O u(l,,t)dt)—/o P (O

donc

par continuité en 0 on a

1
ainsi / Ap(t)dt =0 .
0

Ce qui prouve donc que pour tout n € N, A,, = B,,.

IV Solution entiére de U'équation (Ej)

IV.A - Une inégalité de contréle

Soit P la proposition : 3¢ > 0,Vn e N,Vz € C, (Jz| = 2n+ 1)m = |e* — 1| > ¢)

On suppose que P est fausse.

P est fausse donc Ve > 0,3n € N, 3z € C tels que (Jz] = 2n+ 1)7 et |[e* — 1| < ¢)

Soit p € N*, prenons ¢ = ]19 alors 3n, € N etdz, € C tels que (|zp| = (2n, + 1)1 et |e® — 1| < %) , ce qui donne

e — letVpeN,|z| = (2n,+ 1) 7 QUG ERSE NI RO IR N SN 1 AN

p——+0o0

Q24

e Onae® — 1ldoncle®| — 1,commee® =e%e alorse®” — 1 ce quisignifie que [(ENESSENIN.
p—+0o0 p—+o0 p—r—+00 p——+o00

|bp| — O

e D'apres l'inégalité triangulaire on a Vp € N, ||z, —|bp|| < |2p — ibp| = |ap| ,ce qui donne JEMES »
p—r+o00

+1sib, >0
Soit Ep = ?

—1sib, <0
e D’une part on a exp (—iep |zp|) = exp (—ie, (2np, + 1) 1) = —1, donc

exp (zp —igp [2p]) = —exp(zp) — —1 (1)

p—r+00
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e D’autre part, pour tout p € N, on a

exp (2p — lep [2p]) = exp (ap + 1 (by — €p |2p])) = exp (ap + L p(epbp — [2]))

comme epb, = |by| alors

exp (zp — iep |2p]) = exp (ap + 1 p(|bp] — [2p]))

oragp, = o 0 et |zp| — |by] :>_OO 0 donc exp (2p — iep |2p]) p_)—]roo 1, ce qui contredit (1) .

LRI YR aTe Ty Ne (IR [T A ALY Jc > 0,Vn € N,Vz € C, (|2| = 2n+ 1)r = e* —1| >¢) (Q.25 1)

IV.B - Une solution a (Ej)

Soitn € N, ¢t €[0,1] et z € C, posons

(t) : (2n + Drw(t) et Qn(z

ez'Yn(t)
(@~ 1) 3T
On a pour tout n € N |7, (t)| = (2n + 1)7 et 4, (¢) € C\ (2iwZ), donc la fonction g : (¢, z) — (

Pour tout t € R et z € C, notons g(t,2) =

e?Tn (t)
eTn [©) —]_) Tn (t)n_l

est

définie et continue sur [0,1] x C . La fonction @,, est donc bien définie et on a

Les fonctions ¢y, sont, définies et continues, donc intégrables sur [0,1] .

D’apreés (Q.25 1) il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢t € R ‘e%(t) = 1‘ > ¢, ce qui donne

< F(@nt Dm)r " (20 + Hm)h—rt

e (Q.26 1)

1
donc la série E / |pk(t)| dt converge , d'aprés le théoréme d'intégration d'une série de fonctions, sur un

intervalle quelconque, on peut intervertir les symboles ) et [ et on obtient :

'n,(t)k_"—i_l
eTn (t) =1

Ainsi pour tout D\I, Qn eé.
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Ona

e(3+1)7’n (t) — ez')"n (t)
—_— ¢t
(e')"n(t) _ 1) ,-y“(t)n—l

1
Qn(z+1) —Qn(z) = n!/o

1
= n!/ q/n(t)l_”e“"(t) dt
0

la question Q.9 donne

+oo

1 1
n(t 1—n zyn(t) dt = ((2n + 1 1-n W)™
@y =me s a = (a4 )t [ Z—

k=0

ONW e[S TR V1o <« N* V2 € C, Qn(z+1) — Qn(z) = nz"—1
D'apres (Q.25 1) il existe ¢ > 0 tel que pour tout t € R ‘e%(t) = 1| > ¢, donc

Q) <t | 1 i J e Yo g
n(2)] < nl -—_— | dt < — e ‘t
" Jo | (e7®) — 1), (1)1 c(n+1)m)" "t Jo

n!
ona —— < 1et |ez%(t)| = eRe(=m () | comme

(2n+ D))"t ~

[Re(27n (t))] < 270 (t)]

et

()] = 2n+ 1)x

alors

Ainsi il existe a,b € R telles que, pour tout n € N* et tout 2 € C, [[ONE RN Il 8

Q29
+o00
e Soit h € £, écrivons pour tout z € C, h(z) = Zanz” etona (n+1)z"=Qnti(z+1) — Qnyi(z) donc
n=0

(Qn—l—l(z +1) — Qn—i—l(z))

an

- Qnt1(2) converge pout tout

comme |Qn(2)] < ae’l et 3 a,z" de rayon de convergence infinie alors 3

nC:T_LlQ,,LH(z) ,elle vérifie f(z+ 1) — f(z) = h(z) , donc f est solution de (E}) .
e Montrons que f € & .

+oo
z € C, posons f:z E
=0

_ 4D _



Soitze C,ona

— : ! %z(t)k_n—'—l k
10 = 3 770 et Qulo) - ) 2
Sy opn ot [* ()
écrivons f(z %%Un k, avec Uy = Gy ./o o 1 dt.
Pour intervertir les deux symboles ) , dans lUexpression de f, on doit montrer que la famille (U"Jf)(k,n)ew est
sommable .
On a

jau] nlJ2F (20 + Dm)F—rt
(n+ 1Dkl ¢

|an| |Z’L (2n + 1)m)* ] .
< e (@ g < 1)

‘Un,kl <

donc pour n fixé dans N la série E U, converge et
keN

Op = Z |Un kl < — I |@nt-1)m

et la série E |a,| €#1"™ converge donc E oy et (Unvk)(k.n)eNQeSt sommable .

neN neN
On peut écrire alors

+00 +00 400 <-I—oo

_ _ ann! 1 ,.yn(t)k—n—i-l p zk:
10 =23 =3 (3 gty [ )
n=

k=0 n=0 k=0

ce qui montre que f €& .

Fin
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CONCOURS COMMUN CINP
EPREUVE DE MATHEMATIQUES 1

SESSION 2024 - FILIERE MP

Durée: 4 heures

L'utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

Le sujet est composé de deux exercices et d’un probléme, tous indépendants.

EXERCICE |

X est une variable aléatoire a valeurs dans N d'espérance finie

Exprimer, pour k non nul, P(X = k) en fonction de P(X >k — 1) et de P(X > k)

n n—1
Démontrer que pour tout n € N, Z BR (PG =ki)— Z P(X > k) —nP(X >n)
k=1 k=0

“+oo
Démontrer le résultat de cours : E(X) = Z P{Xe="L].
k=0

Soit n € N. Une urne contient n boules numérotées de 1 &4 n. On effectue, p tirages successifs avec remise
et on note X le plus grand nombre obtenu.

Calculer, pour tout entier naturel k,P(X < k) ,puis donner la loi de X .

n—1

ez el e\ = . y : o e
(0XF Calculer lLT — E — | ,puis en utilisant la question Q 1, déterminer un équivalent pour n au voisinage
n—+oo N n
k=0

de +o0o de E(X).

EXERCICE I

On consideére les équations différentielles:

(B): z%y"+4ay +(2-x)y=1
(H) : 2% +4zy/ +(2—- 22y =0

On note I = 1]0,+00[, S;(FE) l'ensemble des solutions de l'équation (E) sur l'et S;(H) lensemble des solutions

de l'équation (H) sur 1.



Donner, en justifiant, la dimension de l'espace vectoriel S7(H)

(063 Démontrer qu'il existe une unique solution f de (E) sur I développable en série entiére sur R .

h(z)—1
Vérifier que pour tout z € I, f(x) = &

o

o h

On note pour x € I, g(z) = —5 et h(x) = > <2:U)
T X

On admet dans cette question que g € S;(E) et h € S;(H). Donner, sans calculs, l'ensemble S;(E)

(OV4 Quelle est la dimension de l'espace vectoriel Sg(H) (solutions de (H) sur R )

PROBLEME

+oo
Il existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur de g —. Ce probléme propose deux méthodes
n

o=l
différentes de recherche de la valeur de cette somme

@ Question préliminatire
+o0

Si on admet que 7;) m =

71_2 +o00
—, que vaut la somme E —
8 n

n=0

Partie |

™

2
On note, pour tout entier naturel n,W, = / (sin(z))" dz. Calculer la dérivée de la fonction =
0

(sin(x))™*!, puis déterminer une relation entre W, 1o et W,.
En déd l 1% 22(n')
n déduire, pour tout entier naturel n,que S
' - e e )
It
(OFN0} Déterminer sur U'intervalle |—1, 1] le développement en série entiére des fonctions 2 — = T et
=

x +— Arcsin () .

En déduire que pour tout z € [0, g[,

+oo
_ (2n)! in(z))2n+1
x_n;m I s ) ST

Justifier que

Z [£oo +o0o .z
2 (2n)! . 2n+1 _ 2 (2n)! (22 do
/0 [Z 22" (n')2 (277, + ]_) (Sm(x)) ' ] dw o nzz%)/o 227L (’I’L')Q (2n + 1) (S ( )) + d °

n=0

+00 1
Q13 En déduire la valeur de Z o
n

n=1



Partie Il

il
(OFER Donner sur lintervalle ]—1,1] le développement en série entiére de la fonction z — oo ,puis calculer
I Lt

1
1

l'lntégrale/ ;1(3:) dx.

o T -1

On donnera le résultat sous la forme de la somme d’'une série numérique.
+°° Arctan(xt)

On pose pour z € [0, 400, f(x) :/ AT e
0

Démontrer que la fonction f est bien définie et est continue sur l'intervalle [0, +oof .

Etablir que cette fonction f est de classe €' sur lintervalle ]0, 1] et exprimer f/(z) comme une intégrale.
2

t z°t
(OFVA Réduire au méme dénominateur Uexpression = et en déduire que pour tout x € ]0,1] ,
@ e
In(z
!/
apir— ==
+o00
: o~ if
Calculer f(1), puis en déduire la valeur de %
n
n=1

FIN
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EXERCICE |

X est une variable aléatoire a valeurs dans N d'espérance finie

Soitk:EIN*.

e Ona[X>k—-1]=[X>klU[X =k]et[X >klN[X =k] =2, donc

PIX>k—-1)=P(X >k)+P(X =k)

PEIEUE P (X = k) =P(X >k—1)—-P(X > k)

e SoitneNona

n n

S RP(X =k) =) k(P(X >k-1)-P(X >k))

k=1 k=1
n n
=Y EP(X >k—1)=) kP(X > k)
k=1 k=1

n—1

=> (k+1)P(X > k) - ikﬂ’(?&’ > k)
k=1

k=0

dans la premiere somme on change k en k£ — 1 et dans la deuxiéme on rajoute le terme k = 0, on obtient

n—1 n

=k)=> (k+1)P(X >k) - kP(X > k)

k=0

e Montrons que nP(X >n) — 0.

n—-4o00
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OnaP(X >n)= Z P(X = k) donc

k=n-+1
400 +00
0<nP(X>n)=n Y PX=k< > IPX=k)
k=n+1 k=n+1
+0o0
X admet une espérance donc la série Zn[P(X = n) converge par suite le reste Z kEP(X = k) tend vers 0
k=n-+1

en +oo.

Par comparaison on a nP(X >n) — 0.
n—-+00

Ainst la série E P(X > n) converge et par passage a la limite on a

SoitnElNetpElN*.

e Posons pour i € [1,p], Y; la variable aléatoire qui donne le résultat du i eme tirage .

On a alors pour tout k € [1,n]

k
k:
les Y; suivent la loi uniforme U ([1,n]) donc P (Y; < k) = E P (Y; — , doli
n
=1

=k)=P(X <k)—P(X <k-1) donc

1 n—1 P
e Remarquons que — E <—> est la somme de Riemann d'ordre n de la fonction x — 2P sur l'intervalle
n n

k=0
[0,1] donc
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e La question Q1 donne E(X)

n
K\ pn
de la relation (1) on a g - ~ D dou E(X) ~ Gy
- n n—+oo p 4+ 1 n—+oc p+ 1
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EXERCICE I

On consideére, sur I =]0,4o00[, les équations différentielles:

(B): 2%y +4xy + (2 -

(H) : 2%y +4ay + (2 —

0 , v _ 2 ) , : . o ) n
Sur I léquation (H) sécrit : ¢ = 741/ + 2$—§y , Cest une équation homogeéne linéaire d'ordre 2 a

coefficients définis et continus sur I, donc S;(H) est R espace vectoriel de dimension 2.

+o00
Soit f une solution de (E) développable en série entiére , écrivons f(z) = E apx" de rayon de
n=0

convergence R > 0, donc on a pour z € |-R, R]

o0
"(z) = E annz" ' et f(x) = E anpn(n — 1)z 2

n=0 n=0

par suite

et

dans la deuxieme somme on change n+ 2 en n, ce qui donne

+o00
(2—2%)f(x) = 220,11' Zan_zaz”

n=0 n=2
+oc0
= 2aqg + 2a1 + Z (2an — ap—2) "

n=2

ainst

22" (x) + dxf'(x) + (2 — 2?) f(x) = 2a0 + 6arx + Z [an (n(n — 1) +4n+2) — ap_o] 2"
n=2

oo
= 2ap + 6a1x + Z [an (n+1)(n+2) — ap—o] 2"

n=2
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f une solution de (E) , donc

o0
Ve €]-R,R[ , 2ap — 1+ 6aix + Z [an (n+1)(n+2) —ap—2]z" =0

n=2

par suite

260 —1=0

(1,1=0

ann+1)(n+2)—ap2=0 , Yn>2

ce qui donne

Ap—2

= ,n>2
i n+1)(n+2) ’ "=

a2p—1
(2p+2)(2p+2)

a2(p—1)
(2p+1)(2p+2)

e Sin=2p+1alors agp+1 = , comme a1 = 0 alors agp41 = 0 pour tout p > 1.

e Sin = 2p alors ag, = pour tout p > 1, ce qui donne

1

. Ce qui donne R = 400 par suite f est solution de (E) sue I .

1 +oo 1 1 +00 1 Too )
_ 2p+2 2p _ _ 2p
— xgpgg —(2p+2)!:€ = x2; —(2p)!x , or ch(z) = ]; (Qp)!:n donc

On note pour z € I, g(z) = _—21 et h(z) = sh (233) .On admet que g € S;(F) et h € S;(H).
X X

Une solution de (E) est la somme d’une solution particuliére de (E) et d’'une solution de (H).
ch (z)
e

Une autre solution de (H) est donnée par ¢ = f — g, donc ¢(x) =

Le Wronskien de la famille (¢, k) est donné par

~|a(z)  h(=)
¢ (z) h(x)

cosh(z) (_ 2sinh (z) | cosh (zr)) _ sinh(z) (_ZCLW) - Sinh (@)

3 22 22 3
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W(z) # 0 pour tout x € I ce qui assure que (g,h) est un systéme fondamental de solutions de (H) donc
S1(H) = Vect(q, h) .
LB S/ (E) = {y=g+aq+Bh, (o,8) € R*} B

Soit y € Sg(H) .

e La restriction y; ,de y sur I, est une solution de (H) sur I, donc il existe (a, ) € R? tel que yir = aq+ph,

ainsi pour tout z € I (=10, +0o0])

sh(z)  o(l+ %172 +o(z%) + Bz + %x3 ol
-

2

qui n‘admet de limite en 0 que sta =3 =0doliy=0.

e La restriction y_r) ,de y sur |—o0,0[ donne une solution z de (H) I par z(z) = y;—p(—) = y(—x) ,pour
tout x € ]0,+o0o[ . Donc y;_y) admet une expression de la forme (*) , par le méme raisonnementon trouve
Y= = 0. Donc y = 0 sur R par suite Sg(H) = {0} .

La dimension de Sg(H) est zéro et pas 2 car on ne peut pas écrire l'équation (H) sous la forme v = a(z)y’ +b(x)y

avec a et b des fonctions définies et continues sur R.
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PROBLEME

On écrit

donc

Partie |

On a ((sin(w))”“)/ = (n+ 1)cos(x) (sin(z))™ , par une intégration par parties on trouve

(sin(z))" " dx
‘ (—cos(z))’ (sin(z))" ™ dz
= {—cos(a:) (sin(a:))"’“] + (n+ 1)/ cos?() (sin(z))" dz
0

:(n+1%£ (1 — sin?(z)) (sin(z))" dz

=(n+1)(W, = Wyi2)

ONWEWI (1 + 2)IV,, 10 = (n+ 1) W), B

Par suite (2n + 1)W1 = (2n)Wa,—1 ce qui donne

2n 2n—2 2__

Wop 1 = Liwy
T o 1o —173 !

: n+2 i (2x4x..x2n)2 227(n!)?
= =1d fopt]l—m—————————
Wi /0 (sin(x))" " dx onc NGl Gnt 1) @11
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Q10

e Soitz €]—1,1[,0on a =(1- :1:2)_% donc

1
Vv1—z2

avec

.. (—% —n+ 1)

alXx3x..(2n—1)

n!
(2n)!
(2 x4 x...x2n)n!
— (_ )71 (277')!
22n(nl)?

— (_1)77,

ainsi on a

+o0
. 2n)! .‘
e Par intégration entre 0 et 2 on obtient PAGCINNEIES Z WMQ:Z"H Ve e ]-1,1]
=Ll (e

n=1

Soit x € [O, %[, on a sin(x) € [0, 1] la question précédente donne

+o00
x = Arcsin (sin(z)) = Z (2n)!

n=0

(sin(z))"*1.

221 (n))? (2n + 1)

Utilisons le théoréme d'intégration des séries de fonctions sur un intervalle quelconque qui permet
linterversions des symboles et [ .
’ T _ (2n)! : 2n+1
Posons pour tout z € [O, 5 [ , fn(x) = W(sm(w)) ns
™
e Pour tout n € N, f,, est continue intégrable et positive sur [O, 5[ .

Rt ) ™ ) :
e Le série Y f, converge simplement sur |0, — | vers une fonction continue.

(2n)! 221 (12 /
° n(x)| de = Wo, ,or Wop11 = Z5——=5 donc
/[o, g /N = o gy g gy o et = ey o0

5 par

M)l de = s

)

suite la série Z/ | fn(x)| dz converge .
0.7

Ainsi par le théoréme d’intégration des séries de fonctions on a
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d'oti U'on a

n=0 n=0

T[40 too .z
2 S L) L—R e LS = @Y )t e
/0 [Z 22n (71!)2 (2n+1) (sin(z)) ] b= Z/o 22n (71!)2 (2n +1) (sin(z)) dr.

Les questions Q11.et Q12.donnent

2n)! )
( ) %% 2n+1-

(n))? (2n +1)

+0oo 1 71-2 +oo 1 7T2
donc ——— = — et d'aprés Q8. ona — = —.
2 Gy B ! 2=
n=1 n=1
Partie Il
Q14
Pour tout z € ]—1,1] ! Jrzojc n
e Pour tout z € |— on a = —z".
’ 72— 1 n=0
; In(x)
e Soit f:x— — pour tout z € ]0,1] .
e —1
+o0
La relation précédente donne pour tout z € ]0,1] f(z) = >, —In(z)2?" . Posons f,(x) = —In(z)x?" .

n=

=0
e Pour tout n € N, f,, est continue et positive sur |0,1] . On a \/z f(x) —J>r 0, par la regle de Riemann
n—-+09
fn est intégrable sur ]0,1] et sur 0, 1].

e Soitz €]0,1],0n a

dt = —In(x)

2n+1 . 2n+1

! 2nt1 1 1 2n -2n+1 .2n+1
21 ¢ t . 1 x
/ In(t)t*"dt = [111(75) ] _/ 1 1
T r

n+1 (2n+1)2 i (2n +1)2

x

par suite

. 1 ‘ )
()| dt = / n(B) dt = lim / —In() 2" dt = .
[ ol = [ il = i [ nna

Donc la série Z/ | fn(t)| dt converge .
10,1]

Le théoréme d'intégration des séries de fonctions sur un intervalle quelconque donne

o0 Arctan(zt
On pose pour z € [0, +o0[, f(x) :/ %ﬁg) dt .
0
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Arctan(xt)

Soit pour (z,t) € ([0, +c])?, g(z,t) = e

e Pour tout (z,t) € ([0,+0c[)? on a

‘ Arctan(zt)

1+t2

la fonction

Arctan(xt)

T est intégrable sur [0, +oo[ pour tout = € [0, +o0f.

est intégrable sur [0, +o00[ donc la fonction ¢ —
Donc f est bien définie sur [0, +o0] .

e Ona g est continue sur ([0, +oc])? et |g(z,t)] < @(t) pout tout (z,t) € ([0, +00[)?, avec ¢ intégrable sur
[0, +o0 .

Donc f est continue sur [0, +o0|.

On a g est de classe €' sur ([0, 400[)? et

2 ( t) — ;
ar7\ " T T ) (1 + 222)

St (z,t) €1]0,1] x [0, 4+o0] alors

2
et —y est intégrable sur [0, +oo] .
s

Ce qui prouve que f est de classe € sur]0, 1] et MG /0 mdt :

On vérifie facilement que

t z*t (1—a?)t

1+82  14+t222 (222 +1)(2+1)

De la question précédente on a pour tout z € ]0,1|

1 /+°° t %t "
B 22) Jo 1+82 1+t222)




ce qui donne par passage a la limite

t 72t

) dt = —In (z)

1+2 14222

On en déduit que pour tout z € ]0,1]

Q18

e On a

“to° Arctan(t) 1 9

e La fonction f est de classe ¢! sur]0, 1] et pour tout z €]0,1[ , f'(z) =

la continuité en 1 donne

e La question Q14 donne

“+00 2
, \ q T
d’aprés la question Q8 on a E 2=
n
n=1

Fin
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CONCOURS COMMUN CINP
EPREUVE DE MATHEMATIQUES 2

SESSION 2024 - FILIERE MP

Durée: 4 heures

L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée pour cette épreuve.

Le sujet est composé de deux exercices et d’un probléme, tous indépendants.

EXERCICE |

-4 2 -2
Justifier que la matrice A = LTS e M est diagonalisable et déterminer une matrice P telle que
=K Ra===3,

P~ AP soit diagonale.

(028 Application: On considére trois suites réelles (un),cp s (Vn)nepn €t (Wn),cp telles que:

Upt1 = —4dun + 20, — 2wy,
Vpg1 = —6up + 4v, — 6wy, pour tout n € N
Wpt1 = —Up + Vp — 3wy
Un, Qp,
Pour tout n € N, on pose X,, = | v, |etY,=P'X,=1] 8,
Wn In

Pour tout n € N, exprimer Y;, en fonction de «g, 5o, Y0 et n.
A quelle condition sur (ug,vo,wp) les suites (un),cp > (Vn),en €t (Wn),en convergent-elles simultanément?

Expliciter alors ces suites.

EXERCICE 2

Pour n € N*, on note S,, le groupe des permutations de l'ensemble [0,7 — 1]. Une permutation de S, sera

représentée en Python par une liste, dont l'élément d’indice i est l'image de i par cette permutation.



Par exemple, la liste [3,1,0,2] représente la permutation o € Sy définie par
0(0)=3,0(1)=1,0(2)=0 et 0(3)=2.
Dans tout l'exercice, on pourra utiliser librement les tests Python du type x in L (respectivement x not in L)
permettant de vérifier si x est présent dans la liste L (respectivement de vérifier si x n'est pas présent dans la
liste L) .

(0FF Si s est une liste Python représentant une permutation de Sy, quelle instruction Python permet de trouver
l'image de 1 par cette permutation?
Quelle liste Python représente la transposition (2 3)e &, ?

Ecrire une fonction Python comp(s1, s2) prenant en entrée deux listes représentant des permutations
o1 et o2 du méme groupe de permutations et renvoyant la liste représentant la
permutation o1 o os.

Ecrire une fonction Python inv(s) prenant en entrée une liste représentant une permutation o et
renvoyant la liste représentant o1

On souhaite tester si un sous-ensemble G de §,, est ou non un sous-groupe de S,,. Ecrire une fonction
Python groupe (G) prenant en entrée une liste de listes, ol chaque sous-liste représente une permutation de S,
et renvoyant True s'il s'agit bien d'un sous-groupe de S,, False sinon.

(OF4 Ecrire une fonction Python eyelique(s) prenant en entrée une liste s représentant une permutation o
de S, et renvoyant le sous-groupe de S,, engendré par o sous la forme d'une

liste de listes.

PROBLEME

Le but de ce probléme est de démontrer et utiliser plusieurs critéres pour prouver qu'une matrice symétrique

réelle est définie positive. On rappelle que, pour un entier naturel non nul n, une matrice M € ., (R) est dite

défine positive si et seulement si :

VX € M1 (R\{0}, X 'MX >0

@ Démontrer, en utilisant directement la définiton précédente, que la matrice A = est défine

positive .

Caractérisation spectrale

Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres d'une matrice

symétrique réelle pour que celle-ci soit définie positive.



Application: Démontrer que le polynome P(X) = X3 —-6X2+9X —3 admet trois racines réelles distinctes

(on ne cherchera pas a les déterminer).

=01
Démontrer alors que la matrice B=] (0 2 1 | est définie positive grace a la caractérisation spectrale.
TP

Un critére en dimension 2

Dans cette partie, on souhaite démontrer la caractérisation suivante :

Une matrice symétrique M € ./5(R) est définie positive si et seulement si sa trace et son déterminant sont
strictement positifs.

Démontrer qu'une matrice définie positive M de taille quelconque vérifie toujours Tr(M) > 0 et det(M) >
0.

Démontrer qu'une matrice symétrique M € .#>(R), dont la trace et le déterminant sont strictement
positifs, est définie positive.

(OF 3 |e résultat de la question précédente reste-t-il vrai pour les matrices symétriques de #3(R) ?
Application: Utiliser le résultat précédent afin de démontrer que f : ([Ri)2 — R définie par f(z,y) =

z+y+ w—ly admet un extremum local. Préciser s'il s'agit d'un minimum local ou d’'un maximum local.

Le critére de Sylvester

Dans cette partie, on étudie le critére de Sylvester, valable en toute dimension.

Pour une matrice carrée quelconque M = (m; ;) 1€ AM(R) et un entier k£ € [1,n], on définit le k-ieme

i,j€[1,n

mineur principal comme étant le déterminant de la matrice M} = (miJ)z’je[[l K € M (R). On précise qu'une

matrice carrée de taille n posséde m mineurs principaux.

e (R li
Par exemple, les trois mineurs principaux de la matrice B = (0) = 1L de la question Q10. sont les
1R L)
i S AR
)
déterminants des matrices By = (1), By etBs=B=| 0 2 1
0 %2
I g b

On dit qu'une matrice vérifie le critére de Sylvester si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs. On

souhaite alors démontrer la caractérisation suivante :

Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si elle vérifie le critére de Sylvester.



Par exemple, pour la matrice B de la question Q10. on constate que :

det(By) =1>0,det(By) =2>0etdet(Bs)=3>0

La matrice B vérifie le critéere de Sylvester, elle est donc définie positive.
z1

On fixe une matrice M € .#,(R), un entier k € [1,n], ainst qu'un vecteur colonne X; = : €

Tk
M1 (R). Déterminer un vecteur colonne X € ., 1(R)\{0}, tel que :

XM X, = X"MX

Démontrer que toute matrice symétrique réelle définie positive vérifie le critére de Sylvester.
Dans les deux questions suivantes, il s'agit de démontrer la réciproque, c'est-a -dire que toute matrice symétrique
réelle vérifiant le critére de Sylvester est définie positive. Pour cela, on va raisonner par récurrence sur la taille
n de la matrice.

(OFVA Soit n > 2 et soit une matrice symétrique M € #,(R) telle que det(M) > 0. On écrit cette matrice par

blocs sous la forme suivante :

My_1|U
M = avec My € M1 (R), UeMp-11(R)etaeR
U |«
On suppose que la matrice M,,_; est définie positive.
Justifier lexistence d'un vecteur colonne V € .#,_11(R) tel que M,,_1V +U = 0.
M1 ‘ On—1,1
Dim=1 ‘ B

Démontrer par récurrence que toute matrice symétrique réelle vérifiant le critéere de Sylvester est définie

avec 3 > 0.

En notant Q = , démontrer alors que QT M@ s'écrit par blocs

positive.
2 Ilmel(l)

Pour quelles valeurs de = € R la matrice C(x) = | 1 1 =z | est-elle définie positive?

0. 73l
2o ndme iy e’y
2 3 -1 1 -1
La matrice e %3 1 est-elle définie positive ? Justifier.
L e ki Y )
5 —1 1 0 1

Démontrer que pour tout (z,y, z) € R3\{0} :



4 + 92 + 22 + 20y — 322 > 0

Pour quelles valeurs de n € N* la matrice S, = 0 € Mn(R) est-elle définie

positive?
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EXERCICE 1

e Polyndme caractéristique de A :

X+2
X+2
0

Ch <—C_'1 +Co

-1

(X +2)
X+3

(X +2)(X?+X —2)

N 4 (X) = (X +2)2(X — 1) BECI RIS

e Sous espaces propres de A :
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» E_2<A)

—4x 42y — 22 = -2z

EE2(A) & ¢ —6r+4y —62=—2y

—r+y—3z=-22
—2x+2y—2z=0
<4 —6zx+6y—62=0
—r+y—2=0

Sr—y+2=0

x Y—z
ainsi | ¢y | = y E_5(A) = Vect
z z
> Ei(A)

Az +2y—-2z==2x
—6x 4+ 4y —62=1y

o[falell /1 (A) = Vect

e Diagonalisation de A :

A est diagonalisable car chaque sous espace propre est de dimension égale a la multiplicité de la valeur propre

associée , donc A = PDPlavec




2 1
» Posons v = 6 |,v= 1 |,v3=
1 0

v] = 2e1 + 6es + €3
Vg =e1 + e

v3 = —e1 te3

1
I Pl=_
donc 3

Application:

—1 1 0]
0 ete; = 0 , 60 = 1
1 0] 0

€y = Vg — €1

€3 =v3+ e

= 2e; +6(v2 —e1) + (vs + e€1)

V1

—v1 + 6v2 + v3)

Wl Wi Wl

(
= 3 (v1 — 3vg — v3)
(—vy + 6v2 + 4vs)

» Pour toutn € N, on a X,y = AX,, , comme Y;, = P~'X,, alors PY, | = APY, et Y,,,; = P"'APY,, or

A= PDP~! donc Y, = DY, et

ce qui donne

Qnt1 = Qp
/3n+1 - _2/371
Tn+l = —27,

» Si les suites (un),cp s (Vn),en €t (Wn),en convergent alors (X;,), o converge , l'application de .Z3(R)

qui a une matrice M associée P~1M est linéaire en dimension finie donc elle est continue , ce qui assure la

convergence de la suite (Yy,), o = (P_lX”)nelN

On a clairement (Y,),,, converge si et seulement si By =y =0 .

Si Bo = v = 0 alors pour tout n € N, on pose X,, =P | 0

(o) 2
=ap| 6
0 1
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EXERCICE 2

En Python, cela se fait avec s[1].
La transposition (2 3) est une permutation qui échange les éléments 2 et 3 et laisse 0 et 1, donc la liste

Python représentant la transposition (2 3) dans S; serait [0, 1, 3, 2].

Fonction comp pour la composition de permutations :

il def comp(sl, s2):
2 n = len(sl)

3 result = [0] * n

4 for i in range(n):

5 result[i] = s1[s2[i]]

6 return result
Fonction inv(s) pour l'inverse d'une permutation :

@ def inv(s):
2 n = len(s)

3 result = [0] * n

4 for i in range(n):

5 result[s[i]] = i

6 return result

Pour vérifier si un sous-ensemble G de S,, est un sous-groupe, nous devons vérifier trois conditions :
U'élément neutre (l'identité) est-il présent, est-il stable par la composition et l'inversion. Voici une fonction Python

groupe pour cela :

il def groupe(G):
2 n = len(G[0])

3 # Verifier 1'identite

4 identity = list(range(n))
3 if identity not in G:

6 return False

8 # Verifier la stabilite par composition
9 for s1 in G:

10 for s2 in G:

11 if comp(sl, s2) not in G:

12 return False

14 # Verifier la stabilite par 1'inversion
15 for s in G:

16 if inv(s) not in G:
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return False

return True

Pour trouver le sous-groupe engendré par une permutation, nous devons composer successivement la
permutation jusqu'a ce que nous revenions a la permutation initiale. Voici une fonction Python eyelique pour

cela :

eyelique(s):

subgroup = [s]

current = s

while True:
current = comp(s, current)
if current == s:

break

subgroup . append (current)

return subgroup

NB: les fonctions Python sont données seulement d titre indicatif .
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PROBLEME

(08) Soit X = [ * | € 4,1 (R)\{0} on a

20 +y
()

T+Yy
=222 + 2xy + 3

=22+ (z 4 y)?

donc X"TMX >0 etsi X'MX =0 alors z = y = 0 ce qui est absurde, donc X"MX > 0 et A est définie

positive .

Caractérisation spectrale

M1 (R) est muni du produit scalaire usuel : (X,Y) = XTY et de la norme euclidienne ||X| = VX TX.
Soit M € #,(R) une matrice symétrique, montrons que M est définie positive si et seulement si
Sp(M) C R*" .
M est symétrique et réelle, d’aprés le théoreme spectral elle est diagonalisable dans une base orthonormée .
Posons Sp(M) = {A1,..., Ay} et (Vi,...,V,) une base orthonormée de .7, 1(R) formée de vecteurs propres de
M , avec MV; = \;V; pour tout i € [1,n].

e Si M est définie positive :
Pour tout ¢ € [1,n] on a V; # 0 donc ViTM'V,- > 0 de plus ViT]V[VZ- = )\iVZ—TVi = X\ ||Vl|\2 , donc A\; > 0 ainsi
Sp(M) C R* .

e SiSp(M)CR*":

n
Soit X € #,1(R)\{0},il existe des réelles zy, ..., z,, non tous nuls tels que X = Zxﬂ/; , on a donc
i=1
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et

- 1sii=j
or V.'V; =(V;, V) = donc
0siij

ce qui donne X "M X >0 et M est définie positive .

Application:

e P(X)=X3-6X2+9X -3, ,ona P/(t)=3(t>—4t+3)=3(t—1)(t —3) . On obtient le tableau des

variations

le théoréme des valeurs intermédiaires assure que P s'annule sur les intervalles |—oo, 1], |1, 3[,et |3, +o0] .
De plus P(0) = —3 donc P s'annule sur lintervalle ]0,1[, ainsi P admet trois racines positives .

Les racines de P sont approximativement : 0.46791 ; 1.6527 et 3.8794 .
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1 0 1

e Soit B=| 0 2 1 | clestune matrice symétrique réelle , calculons son polyndome caractéristique de A :

I

— (X —1)
—1 X -3 -1

= (X —1)(X?=5X +5)— X +2

= X3 -6X%2+9X —3

B est une matrice symétrique réelle et Sp(B) C R*"donc elle est définie positive .

Un critére en dimension 2

Si M de taille n est symétrique définie positive donc Sp(M) C R** etona Tr(M)= Y A >0 et
AESP(M)
det(M)= [ A>0.
AESP(M)

Soit M € .#>(R)une matrice symétrique vérifiant Tr(M) > 0 et det(M) >0, on a
Sp(M) ={A,pu} CR,donc A+ u >0 et Ay > 0, par suite A et pu sont non nulles et de méme signe de plus A,
i et A+ p sont de méme signe d'olt A >0 et u > 0, ce qui prouve que M est définie positive.

Soit M = diag(3,1,—1) , det(M) = 3 et Tr(M) = 3 mais elle n'est pas définie positive.

Application:
Soit f: ([R:‘L)2 — R définie par f(z,y) =x+y+ xiy

Les points critiques de f sont solutions du systéme (S) suivant

on a alors




f admet un seul point critiques dans ([Ri)2 qui est (1,1) .

La nature de ce point est déterminée par la matrice Hessienne de f en (1,1) .

On a

et

donc

Comme detH¢(1,1) =3 > 0 et TrH¢(1,1) =4 > 0 alors Hf(1,1) est définie positive donc (1,1) est un minimum

local.

Le critére de Sylvester

1
Soit M € M, (R), k € [1,n] et X, = € M1 (R).
Tk
I
xr
e Si X}, #0, posons alors X = " le M1 (R)\{0} gu'on va noter par blocs X =
0
0
My | B
M = avec A € #,_;(R) , B € Myn—1(R) et C € M, 1(R), on a alors
C|A

et

Xy

On—kz,l

, et posons



Y
e Si X;;=0,o0onprend X = |—— | avec Y € Ker (My) \{0}.
On—k,l
Ce qui donne XTMX =Y"M,Y = X,CT]\lka =0.

Ainsi il existe un vecteur X € ., 1(R)\{0}, tel que X;] My X}, = XTMX

Soit M € #,(R) une matrice symétrique réelle définie positive et k € [1,n] .

On a My, € #,(R) est une matrice symétrique réelle , soit X;, € .#j;1(R)\{0}. D'aprés la question Q15. il existe
X € Mp1(R)\{0}, tel que X, My Xy, = X" MX or M est définie positive donc X "MX > 0 d'oti X, M Xy, >0
et My symétrique réelle définie positive, ainsi M vérifie le critére de Sylvester.

Soit n > 2, M € .#,(R) une matrice symétrique telle que det(M) > 0. On pose

avec My, € M1 (R), Uec Mp_11(R) etaeR

avec M, _; définie positive.
e On a det(M,_1) > 0 donc M,_; elle est inversible, soit V = — (Mn_l)_1 U e My-11(R), il vérifie alors
M, 1V +U=0p-1, .

I,1 |V
e Soit Q) =

, 0N a




On sait que detM > 0 et det(M,, 1) > 0, du fait que detQ = 1 on a det(Q" MQ) = detM = Bdet(M,_;) d'o
g>0.

N TIENLNRe N Q| M Q s'écrit par blocs : avec 5> 08

Posons Py, : "Toute matrice symétrique réelle d'ordre n vérifiant le critére de Sylvester est définie positive”.
Piest évident , soit n > 2 supposons P, vrai , soit M € .#,(R) une matrice symétrique vérifiant le critére
de Sylvester , donc pour tout & € [1,n + 1] on a detM) > 0, en particulier pour k € [1,n] donc M, qui est

symétrique réelle d'ordre n vérifie le critere de Sylvester, par hypothése de récurrence elle est définie positive.

D'aprés la question Q17 il existe une matrice Q et un réel 3 > 0 tels que QTMQ = avec

I
Q= - , Q est donc inversible .
01, | 1

Soit X € Mpn+11(R)\ {0} posons Y = Q71X alors Y # 0 et

X'TMX=(QY) M (Qv)=Y" (QTM Q) Y

VA
posons Y = |— | avec Z € #,,1(R) ety € R, donc
Y

XTMX = [ 77 ‘ y ]

=770y ]

=Z"M,Z + By?

comme (Z,y) # (0,1,0) B > 0 et M, est symétrique définie positive alors X "M X > 0, d'oti M définie positive

ce qui montre P41, d'ou le résultat pour tout n > 1.

2 1 0
Solt:rE[RetC(m): 11 = |,
0 = 1

C(z) est symétrique , elle est définie positive si elle vérifie le critére de Sylvester. Les mineurs principaux de

C(x) sont :
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et

detC(x) =2

no

On a detC(x) > 0 si et seulement si x € ]—4, %[ :

Ainsi C(z) est symétrique , elle est définie positive si et seulement st x € ]—‘/75, ‘/TE[
2 2 1

On remarque que le mineur principal dordre 3, | 2 3 —1 |= —7, donc la matrice n'est pas définie
1 -1 1

positive.

Soit (x,y,z) € R¥\{0}, posons f(z,y,z) = 42% + y? + 2% + 2xy — 3xz on a

f(w.y.2) = o(dz + 2y — 32) + ¢ + 22
4 2 -3
=(zy.2)| 01 0

mais la matrice A n'est pas symétrique ! , la relation reste valable si on passe au transposée, donc

T

flx,y,2) = (z,y,2) AT | y | par suite

z
T 4 1 %
1
f(z,y,2) = (2,9, 2) (5(14 + AT)> y | avec - A + AT = 1 1 0 |[,quiestsymétrique.
3
z —3 0
4 1 T 3
Les mineurs principaux de cette matrice symétrique sont : 4, =3 et det( (A+A")) = 1 donc elle est
11

définie positive , ainsi f(x,y,2) > 0 pour tout (z,y, z) € R3\{0} .
Soit n € N* et A, = det(S,,) , le développement suivant la premiére ligne donne :
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0 = \/gAn—l —Ap 2

1

Ap = \/gAn—l —Ap o

inTw —in

Par suite A,, = ae’ 6 +fe 6 pour tout n € N* avec o, 8 € C. Ona A} = V3 et Ay =2 donc

ae's + Be s =+/3

aes + /3(—3‘%’” =2

—im T
V3 e es /3
—iT 3
_ 2 e 1—4iv3 es 2 1+4iV3 e _ —in
par suite a = = et 5 = _ _ = , donc = —iec et B =1ies
im —im 2 im —im 2
e6 e e6 e 6
im —4T T —im
es e 3 es e 3

ainsi on a

. i(n+1)m —i(n+1)w A n 4+ 1
i(—e” 6 +4e 6 )=2sin T

parsuiteAlz\/g,A2=2,A3=\/§,A4=1etA5:O

Ainsi S,, est symétrique définie positive si et seulement si n € {1,2,3,4} .

Fin
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CONCOURS COMMUN CINP
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

SESSION 2024 -FILIERE PSI

PROBLEME 1

File d'attente

Le sujet est composé de deux problémes et d'un exercice indépendants.

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (£, A, P).

On s'intéresse a une file d’attente & un guichet. A linstant 0, la file contient un client. On suppose qu'a chaque instant
k € N* il peut arriver au plus un nouveau client dans la file.

Pour tout & € N*, on note Xy, la variable aléatoire qui vaut 1 si un nouveau client arrive a linstant k et 0 sinon.

On suppose que (Xj), - est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon une loi
de Bernoulli de paramétre p € 10, 1].

On repére chaque client par un indice qui donne son ordre d'arrivée dans la file : par définition, le client initialement
présent a pour indice n = 0, le premier nouvellement arrivé a pour indice n = 1, etc.

On rappelle que la fonction génératrice d’'une variable aléatoire X a valeurs dans N est la fonction notée G x définie par :

+00o
Gx(t) = P(X = j)
j=0

Partie | - Temps d’'arrivée du n-iéme client

On note T3 la variable aléatoire égale au temps écoulé entre le temps 0 et le temps ol arrive le client d'indice 1 .

Justifier que pour tout k € N*,P (T1 = k) = (1 — p)*~1p.

On note A l'événement « aucun nouveau client n‘arrive dans la file ».

Exprimer A en fonction des événements [T} = k], k € N*. En déduire P(A). Interpréter.

Déterminer le rayon de convergence R de la fonction génératrice de 77, puis calculer sa somme.

En déduire l'espérance et la variance de T;.



Pour tout n € N*, on note T;, la variable aléatoire égale au temps écoulé entre l'arrivée du client d'indice n — 1 et le

client d’indice n. On admet que les variables aléatoires T, sont indépendantes et de méme loi.
On note D,, =131 + ...+ T, la variable aléatoire qui donne le temps d'arrivée du client d’indice n.

Calculer l'espérance, la variance et la fonction génératrice Gp, de D,,.

Rappeler le développement en série entiére de (1 + z)* au voisinage de = = 0 pour o € R.

En déduire le développement en série entiére de Gp, en 0 et montrer que pour tout (k,n) € (D\I*)2 ;

0 sik<n

P(D,=k)= <k - 1>pn(1 —p)F="  sinon.

k—n

Partie Il - Etude du comportement de la file

Il. 1 - Une suite récurrente

R—R
Soienta >0et f:

x +— exp(a(z — 1))

On s'intéresse au comportement de la suite (z,,),, ¢y~ définie par

21 €10,1[ et VYneN* z,41 =7 (2n)

Montrer que pour tout n € N*, z, € |0, 1] et 2,41 — 2, est du méme signe que 2o — 21.
m En déduire que (2,),,c- converge vers une limite £ € [0, 1] vérifiant f(¢) = .

0,1 —» R
Soit la fonction 7 : 10, 1]

z+— In(z) —a(z —1) :

Montrer que pour tout z > 0,0na: 0 < ¢Y(x) & f(z) <z etP(r) =0« f(z) ==

On suppose dans cette question que a < 1.

Etudier le signe de % et montrer qu’elle ne s'annule qu'en x = 1. En déduire que z, — 1.

On suppose dans cette question que a > 1.

Etudier le signe de 1) et montrer que l'équation f(z) = x d'inconnue z € [0, 1] admet exactement deux solutions o
et 1 avec a € ]0,1[ qu'on ne cherchera pas a expliciter. En distinguant les cas z; € ]0,¢] et z; € |a, 1, montrer que

e, = TGE
n—+00



Il. 2 - Groupes de clients

On suppose que les clients de la file d'attente sont servis suivant leur ordre d'arrivée par un unique serveur et que la

durée de service de chaque client est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 : pour tout

—AAE

k € N, le service a une durée k avec la probabilité e 45.

On rappelle qu'initialement, la file contient un unique client : le client d'indice 0 .

On note S la variable aléatoire égale a la durée de service de ce client : comme a chaque instant il arrive au plus
un nouveau client, il peut arriver entre 0 et .S nouveaux clients pendant le temps de passage au guichet du client

d'indice 0 . Les variables S et (X,,), ., sont supposées indépendantes.
On appelle « clients du premier groupe » les clients qui sont arrivés pendant que le client d'indice 0 était servi.

Par récurrence, pour tout & > 2, on définit les clients du k-iéme groupe comme étant les clients qui sont arrivés

pendant que ceux du (k — 1)-iéme groupe étaient servis.
Pour tout £ > 1, on note Vj, la variable aléatoire égale au nombre de clients du k-iéme groupe.

Par construction, pour n € N*, si le n-iéme groupe est vide, alors 'événement [V}, = 0] est réalisé pour tout k > n.

Quelle est la situation concréte décrite par l'événement Z = U V., =0]?
neN*

Quelle est la loi du nombre N, de clients qui sont arrivés dans la file d'attente dans Uintervalle de temps [1,n] ?
Pour tout (n, k) € N2, calculer P (V4 =k | S = n).
En déduire que V; suit une loi de Poisson dont on précisera le paramétre

On note z, = P (V, = 0). Montrer que (z,), ¢, converge et que P(Z) = ET N
n o0

Justifier que pour tout (j,n) € N2, P (V41 =0 | Vi = j) = P (V,, = 0)’. On distinquera le cas j = 0.
Montrer que pour tout n € N*, 2,41 = exp (Ap (2, — 1)).

Déterminer, suivant les valeurs de Ap, la limite de la suite (z,) Interpréter.

neN"

EXERCICE

Equivalent de Stirling

—+o0
Soit x € R. Montrer que / t*~te~! dt converge si, et seulement si, z > 0.
0

Pour tout = > 0, on note



Montrer que pour tout z > 0,T'(z + 1) = zI'(x). En déduire que pour tout n € N* :

s A o —tz ' \/77—
On admet que lintégrale e " dt converge et qu'elle vaut =y
0

(2n)!
22np)

Montrer que pour toutn € N: T’ (n+ 3) = V.
k+
Pour tout £ € N* on note py = Ink — / In(¢) dt. Montrer que pour tout n € N*

k-

=

n—% n—1
In'(n) = / In(t)dt + Z Pk
2 k=1

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des py, est nulle.

Montrer que pour tout & € N* :

1

2 % g
Or = / (2Ink — In(k + t) — In(k — t))dt = / —In <1 - ,;) dt
0

0

En déduire que E pr converge.
kEN*

Montrer qu'il existe ¢ € R tel que, lorsque n — 400 :

InT(n) = (n - ;) ) — 1o 4 @2 o)

En déduire que lorsque n — 400 :

t n
Pour tout = > 0 et tout n € N*, on admet que ¢ — t*~1 (1 = ) est intégrable sur ]0,n] et on note.
n

I‘n(x)=/0 ot (1—2) dt

Montrer que pour tout > 0 et tout n € N* :

1
T, (z) = n*/ w1 —w)" du
0



Montrer que pour tout n € N* :

n*n!

vz >0, Tn(l’)=x(x+1)...(x+n)

1site|0,n],
On définit la fonction 1) [ sur R, en posant 1) ,((t) = 197

0 sinon.

+o0 Z
En remarquant que T'y(z) = / Lyo,n(t) o (1 - ) dt, utiliser le théoréme de convergence dominée pour
0 n

montrer que pour tout z > 0

I,(z) — T(x)

n—-400

En déduire que pour tout > 0 :

x

non!
I'(z)= Ll
(@) . z(z+1)...(x+n)

I'(z )
Montrer que pour tout z > 0, M e
T'(n) n® n—oo

En déduire que e® = /27 ol ¢ est défini a la question Q25.

On pourra faire appel aux résultats des questions Q19 et Q20.



PROBLEME 2

Blocs de Jordan

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note .#,(R) l'ensemble des matrices carrées de taille p a coefficients

réels. Pour tout A € R, on définit la matrice Jy € .#Z,(R) par :

1 0 0

1 A
=0 1

0 0o 1 X

Les matrices J, dites « matrices de Jordan », sont particuliéerement importantes dans la mesure oli on peut montrer
que si le polynéme caractéristique d'une matrice est scindé, alors elle est semblable a une matrice diagonale par

blocs dont les blocs sont formés de matrices de Jordan.

On se propose de montrer dans un premier temps une propriété d'irréductibilité des blocs de Jordan. Dans un second

temps, on étudie le caractére borné des solutions du systeme différentiel linéaire associé a une matrice de Jordan.

Une matrice M € .#,(R) est dite nilpotente s'il existe k € N, tel que M* = 0. Dans ce cas, le plus petit entier naturel

k, tel que M* = 0 est appelé indice de nilpotence de M.
On note & = (e1,...,e,) la base canonique de R.

On dit qu'un sous-espace vectoriel V' de RP est stable par un endomorphisme f de R? si pour tout z € V, f(z) € V.
T
On note £ = .#,1(R) et pour tout A = (ai;),; ;<, € #p(R) et tout X = : € E, on définit :

Tp

[SIE

1
P P 2
2 2
Y= (330w e b= ()
i=1 j=1 i=1
On admet que N et || - || définissent des normes respectivement sur .7, (R) et E.

Partie | - Irréductibilité de J,

Soit A € R. On note uy € £ (RP) l'endomorphisme canoniquement associé a Jy.

Calculer u2 (e;) pour tout j € [1,p] et en déduire J3.

A -1 ’ . . ’. 3
Calculer de méme J§ et JI. En déduire que Jy est nilpotente d'indice p.



Montrer que Sp (uy) = {/\} et déterminer le sous-espace propre associé.

Soit V' un sous-espace vectoriel de RP. Montrer cue V est stable par uy si, et seulement si, V est stable par u.

Soit V' un sous-espace vectoriel de R? stable par uy, de dimension &k € [1,p]. On note v 'endomorphisme induit par

uy sur V et (el, it ek> une base de V, que l'on compléte en une base B = (el, e, ep) de R”.
33 Quelle est la forme de la matrice de u) dans la base B ?

©L8 En déduire que le polyndme caractéristique de v divise le polyndme caractéristique de uy et que e, € V'

©%) Déduire de la question précédente qu'il n‘existe pas de décomposition R = V& W ot V et W sont des sous-espaces

vectoriels de RP stables par uy non réduits a {0}.

Partie Il - Stabilité du systéme linéaire associé

On s'intéresse dans cette partie aux solutions du systéme différentiel :

(S) X'=J, X
Une solution de (S) est une fonction :
R — E
1 (%
X 1)
t
7p(t)

de classe ¢! telle que pour tout t € R, X'(t) = J\ X(t).

Pour tout t € R, on définit la matrice carrée de taille p notée exp (tJy) par :

p—1 £k
exp (tJ,) = e Z 7 ik
k=0

Montrer que si X est un vecteur propre pour Jy associé & la valeur propre ), alors X : ¢+ e’ X| est une solution

particuliére de (.5).

R — ,(R
On définit la fonction ¢ : o(R)
t — exp (tJy)

Montrer que ¢ est dérivable et que pour tout t € R, ¢ (t) = Jyexp (tJa) = exp (tJy) Ja.

400 L1
t
Justifier que pour tout ¢t € R,exp (tJy) = T g i Jé“. Montrer que pour tout t € R, exp (¢Jy) est inversible, d'inverse
E—ORe=
exp (—tJy).



3

BB
-\

S

Montrer que X : t +— X (t) est solution de (5) si, et seulement si, Y : ¢t — exp (—tJy) X (t) est constante.

En déduire que les solutions de (S) sont exactement les fonctions X : t — exp (tJy) Xo ol X, € E.

Montrer que si A > 0, (S ) admet une solution non bornée sur R*.

Montrer que pour tout A € #,(R) et tout X € E, on a |AX|| < N(4)||X].

En déduire que si A < 0, toutes les solutions de (S ) sont bornées sur R*.

Que dire concernant l'existence de solutions de (S) non bornées sur R*, si A =07?

FIN



Concours Commun CINP

Corrigé de l'épreuve de Mathématiques

Session 2024 - Filiere PSI

PROBLEME 1

File d'attente

Partie | - Temps d’'arrivée du n-iéme client

On note 77 la variable aléatoire égale au temps écoulé entre le temps 0 et le temps ol arrive le client
d’indice 1 .

On a T1(2) = N* et pour tout k € N*

k—1

«le premier client arrive

«aucun client n'arrive entre
a l'instant k»

les instants 0 et k-1»

les variables aléatoires indépendantes (X}), - et suivent une loi de Bernoulli de parametre p € ]0,1[, donc

Ainsi Tysuit une loi géométrique de paramétre p et pour tout k € N* [IENUAE IR G EEALEE
A est l'événement « aucun nouveau client n‘arrive dans la file » , A se réalise si tous les événements

([T1 = K])pep+ ne se réalisent pas , donc




les événements ([T1 = kJ), ¢y sont deux a deux disjoints, on déduit que

+00
PSR i 1 . 5
la somme de la série géométrique E (1—p)*!vaut = ce qui donne P (A) = 0. Donc presque stirement on aura
p

k=1
un client au moins qui arrive dans la file a un certain instant k € N* .

Q3| La fonction génératrice de T} est donnée par la série entiére P(Ty =k)t* , onaP(Ty =k) = 1—p)k—1p
g [

k>1
P(Th=k+1 1
donc ﬁ =1 —p la régle de D’Alembert donne :
Soit t € |-R,R[ on a

d'ou pout tout t € |-R, R[,

e Ona R > l,donc Gryest définie et dérivable en 1, comme G, ( Z/{:[P = k) t*~1 pout tout

€ ]-R, R],

alors

. . 1
et on a GTl( ) (]__(]_p;_p)tf ce qut donne [E(Tl) = ]—) .

e La formule de Koenig-Huygens donne V(1) = E(T?) — E(T1)? , avec E(1?) = Zk2 =k).
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On a pout tout t € |-R, R], Zk —1)P(Ty = k) t*=1, donc

donc E(T}) = G7, (1) 4+ E(T1).

. 1" 2p(1 —P) " 2(1 _p) 2 2(1 —P) 1 2 - P
Puisque G7. (t) = ————— alors G/, (1) = t E(TT) = +-= :
disque G, (1) = o =i alors G (1) = ZE P et (r) = 2

1_
INGER V(7)) = )‘,p .
e

Pour tout n € N*, on note T;, la variable aléatoire égale au temps écoulé entre l'arrivée du client d'indice
n — 1 et le client d'indice n.

o loide T, :
On a T,,(©2) = N* et pour tout k € N*

ce qui donne LUMEERDIENGIREALERYA ot 7), suit une loi géométrique de parameétre p .

e les variables aléatoires T}, sont indépendantes et de méme loi que 77 , donc
n(l —p)

)

p

Dyp) = E(T1) + ... + E(T},) = ;—; et V(Dy) = V(T1) + ... + V(Ty) =

e La fonction génératrice Gp, est donnée par :

n
Gp, (t) = H Gr,(t) , pour tout t € |—R, R|

k=1

+
—1).(a—k+1
Pour touta € Retzx €]—-1,1[ona (1+2)* = (Z)xk avec <Z> = zie ) k('a +1) et <(g> =1 .

On a donc pour t tel que (1 —p)t € |-1,1]

8

S
Il
o

Gp,(t) = (pt)" (L= (L=p)t)™"

— (pt)" @Z (7)o —p)t)‘ﬂ)
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—n
lcul :
calculons < ) )

_—n(-=n—1)..(—n—k+1)
k!
nn+1)..(n+k—1)
k!
B p(n+k—1)!
=(=1) El(n —1)!

- ()

ce qui donne

+o0
Comme Gp, (t) = Z[P(Tl = k) t* alors par unicité du développement en séries entiéres on obtient pour tout
k=1
(k,n) € (N*)? :
0 stk<n

E—1
)p’”(l —p)¥™  sinon

k—n

Partie Il - Etude du comportement de la file

Il. 1 - Une suite récurrente

R—R
Soienta >0 et f: et (zn)pep- définie par 23 € 0,1 et Vn e N*, z,11 = f(2a)

x — exp(a(x — 1))

e Par récurrence sur n : on a 21 € |0, 1] supposons z, € ]0,1[ donc z, —1 < 0 et 0 < f(z,) < 1 par suite

Zn+1 € ]0, 1[

D’oli pour tout n € N*, 2, €10, 1] .
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e Soitn>2 o0n a

Zn+1 — Bn = f (.Z.n) - f (Zn—l)

= exp(a(zp — 1)) — exp(a(zn—1 — 1))

= exp(a(zn—1 — 1)) (exp(a(zn — zn-1)) — 1)

comme exp(x) — 1 est du méme signe que x alors z,4; — 2, est du méme signe que z, — z,_1.
Ainsi par récurrence sur n on a zp+i — 2, est du méme signe que z3 — 23.

On déduit de la question Q7. que (2,),,c)~ st monotone et hornée , donc converge vers une limite £ € [0, 1] .

La fonction f est continue, par passage a la limite dans la relation z,+1 = f (25,) on obtient : f(¢) = /.

10,1] = R
Soit la fonction 9 :

z— In(z) —a(x — 1) .

ce quidonne 0 < Y(z) & f(z) <z etyp(r) =0< f(z) ==

On pour tout > 0, on a exp(¥(z)) =

On suppose que 0 < a < 1.

On a ¢/(z) = — — a, donc v est strictement croissante sur |0,1[, de plus 9(1) =0 et l'Lm+ Y(x) = —o0
X z—0

f(z)

Donc v est négative sur |0, 1] et elle ne s'annule qu'en x = 1. On en déduire que 1 est l'unique solution, dans

[0,1], de f(xz) =z, ainsi 2z, — 1.

On suppose que a > 1.

; 1 : 1 : 1 _
e On a ¢/ s'annule en z = — et 9 est croissante sur |0, — | ,decroissante sur |—,1| , ce qui donne
a a a

a
Ce qui donne que l'équation f(z) = z admet exactement deux solutions « et 1 avec a € ]0,1]

1 1
Y < > > (1)=0. Or lir(]}1+ (x) = —oo donc ¥ s'annule en un unique o € ]0, - [ :
r— a

e Siz; €]0,a] : 1 est négative sur |0, af par suite f(x) >z pour tout z € |0,a[, donc z2 > 21 et (2n), e

est croissante , de plus f est croissante donc f(]0, ) = Je™% [ C |0, ] et pour tout n € N*, z,, € ]0,[ , on en

déduit que (2p),cp« converge vers l'unique point fixe qui est dans [0, o] ainsi z, RONLE
n——+00
e Siz €]a,1], ¢ est positive sur |a, 1] par suite f(z) < 2 pour tout = € Ja, 1] donc 2o < 21 et (2p),, o

est décroissante , et f(Ja, 1[) = Ja, 1] et pour tout n € N*, z, € Ja, 1[,ainsi (2,),,c« converge vers un des points

fixes qui sont dans [a, 1], puisque 2z, < z; <1 donc z, — «.
n——+00
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Conclusion : pour tout z; € ]0,1{ona z, — a.
n—

Il. 1 - Groupes de clients

L'événement Z = |J [V, = 0] se réalise dés que l'un, au moins, des événements [V, = 0] est réalisé. Ceci
neN*

signifie qu'au moins un des groupes est vide, c'est-a-dire qu'aucun client n'arrive pendant le service d'un des

groupes, par suite tous le événements [V, = 0] et k > n se réalise , et le service est terminé (par exemple fin de

journée de travail ou une longue pause) .

Pour chaque instant k € [1,n] il ya X% ( 0 ou 1) clients qui arrivent , donc N,, = X; + ... + X, .

n
Par indépendance des (Xy,), o ona Gy, (1) = H Gx, (t) or pour tout k on a X, ~ Z (p) donc Gx, (t) = (1—p)+pt
k=1

PEIENSY Gy (t) = ((1 — p) +pt)" , N, suit

ce qui donne pour tout k € [1,n] NONSENES (:>pl‘(1 —p)nk

la loi de Bernoullt £ (n,p). (Sik>n, P (N, =k)=0).

e Soit (n,k) € N2. Quand S = n, il y a n instants pendants lesquels des clients peuvent venir avant que le
second client ne soit servi, V; est alors le nombre de clients arrivés pendant n instants, avec pour chaque instant
une probabilité p d'y arriver et ceci indépendamment, on peut écrire dans ce cas : Vi = X; + ... + X, , (égalité

conditionnée par S = n) , par le méme raisonnement que la question Q13. elle suit la loi de Bernoulli & (n,p) ,

F1—p)"FetP(Vi=k|S=n)=0sik>nf

k
Remarquons que si S = 0 alors la durée de service est nulle, le groupe est vide et P(V; =0| S =0) = 1.

donc pour tout k € [1,n] on a JQAIENERCEEENES (n
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e Comme ([S =n]),c est un systeme complet d'événements, par la formule de probabilité totale on a

+oo
PVi=k) =Y P(Vi=klS=n)P(S=n)
n=0

—+oo k—1

n:k n=0

=0

)\TL
S suit la loi de Poisson de paramétre A > 0, donc pour tout n € N, P(S =n) = e_)‘—', par suite
n!

Donc pour tout (n, k) € N2, ainsi V3 suit une loi de Poisson de paramétre Ap .

On note z, =P (V,, =0).

e Par construction, pour n € N*, si le n-iéme groupe est vide, alors 'événement [V}, = 0] est réalisé pour

tout £ > n, donc si [V, = 0] est réalisé alors [Vj411 = 0] est réalisé , ce qui signifie que [V = 0] C [Vi41 = 0] par
conséquent la suite (2,),c)- est croissante et elle est majorée par 1 donc elle converge .
e OnaZ= |J [Vh,=0]etlasuite des événements ([V;, = 0]),,c~ est croissante , le théoréme de la limite

neN*
monotone donne

lim P(V,=0)= Llim z,

n—-+o0o n—-+o0o

Notons G}, le k-iéme groupe de clients .

Soit n € N et j € N*,supposons V; = j , c'est le nombre de clients du premier groupe , posons G; = {cy, ..., ¢;} .
Soit i € [1, 4] , pendant que le client ¢; est servi un groupe de clients arrivent et vont engendrer un autre groupe
de clients et ainsi de suite jusqu’a l'instant n+ 1, posons G,11,; ce groupe de clients, (c'est le groupe constitués
a partir du clients ¢; jusqu’a linstant n+ 1 ),posons U; = Card (G, 41,) -

Atlnsi on a :
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J

o Gpi1 = U Gr+1,i ,réunion disjointe .
i=1

o V1= Card (Gn—i-l) =Uy+ ...+ Uj .

DR

o [Voy1=0]= [U; = 0] et les U; sont indépendantes .
i=1

(2
P(U;=0)=P(V,=0) ( car Gy, est construit par le méme processus que G,, ,c'est sans considérer

le groupe engendré par le client 0,il y a donc n groupes et le dernier est vide )
J

Donc P (Viy1 = 0| Vi = j) = [[P (Ui = 0) = P (V,, = 0)’.
i=1

On a aussi P (V41 =0 | V4 =0) =1, donc le résultat est vrai pour j = 0.

ST R TR IR RO R ORGP (V1 =0 | Vi =j) =P (V,, =0) .
La famille ([Vi = n]),,c, est un systéme complet d'événements, la formule de probabilité totale donne

“+o00
P(Var1=0)=> P (Voy1 =0|Vi =k)P (Vi =k)

k=0

onalP (Vo1 =0|Vi=k)=P(V, =0)" = 2* et d'aprés la question Q14. V; suit une loi de Poisson de paramétre

Ap donc

P(Vig1=0)=e Z
n=0

=exp (Ap(z, — 1))

ainsi, pour tout n € N* [ESREEESIOVIEHME )N

D'aprés Q10. et Q11. on a

e Si \p <1lalorsz, — 1,doncpresque surement le service s'arréte quand n devient grand .
n—+oo

e St \p>1lalorsz, — «c]0,1] définie dans Q11.
n—-+00

La durée de service de chaque client est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0,
et d'ésperance égale a A .
Ainsi A est donc le temps de service moyen. Si le temps de service moyen est élevé , avec le temps on a peu de

chance que tous les clients soient servis .
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EXERCICE

Equivalent de Stirling

RxRy =R
Soit f et pour tout z € R et f, : RY = R, t — f(x,1)..
(z,t) > tile™t

e EnO: fi(t) donc f, est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si z > 0.

t50 $1-@
1 o
e EnO: +oo: fi(t)=o0 2 donc f; est intégrable sur [1,4o00[ pour tout x.

+oo
Finalement f, est intégrable sur ]0, +oo[ si et seulement si z €]0, +oo[ , et donc / t*le~! dt converge si, et
0
seulement si, z > 0.
Q20

e Soit z > 0 et [a,b] C]0,4oc0[. Par une intégration par parties on a

b b b b
/ tTetdt = [— tl"e—t] + :1:/ Lo tdt = —pTe Pl + gTe T + x/ t* e tqt
a a a

a

Quand a tend vers 0 et b tend vers +oo, on obtient la relation fonctionnelle

N(z+1) =a2(x).

+oo
e Onal(l) = / e” ! dt =1, par récurrence, on obtient alors
0

Vn e N,I'(n+1) =n!

IR WIS VRGN Vo € N*, T'(n) = (n — 1)!
La relation fonctionnelle permet d'écrire pour n € N*: T" (n 4 %) = (n = %) T (n = %) et donc,

p(pi )21 2m-3
n B = 5 5

C(2n)x(@2n—-1)x...x3

Co2r(2n) x (2n—2) X ... x 2
o (@2n) (1
N ‘ZQ"nIF 2
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FCI =0
Onarl (%) = / dt. , posons u = V't et donc t = u? et dt = 2u du on obtient
0

Vi

La relation reste vrai quand n = 0.

Soit n € N*,on a

n—1

hl(t)dt + Z Pk
k=1

pp = In(k) — |tin(t) — ¢ ] |
=1In(k) — | (k+ %)ln(k

V4

=In(k) —

— In(k) — /_ * In(k + t)dt

= In(k) — /O “In(k + t)dt —

1
2

ce qui donne py = / (2Ink — (In(k +t) — In(k —t))) dt, que l'on simplifie par
0




La fonction ¢ — —In(1 — ¢) est croissante sur [0,1] donc, pour tout k € N* on a

comme _11 1 ! ! lonc la série Z _11 1 ! conve ar com ison la série
om —In(l-— ~ ——= donc la séri —In(l1-— onverge , par araison la séri
2 12 ) kotoo BK2 247 452 ge . p P

Z Pk converge.

keN*
Q25
n—% n—1 n—1
e D’aprés la question Q22. on a InI'(n) = / In(t)dt + Zpk , posons Zpk = S donc Zpk =S+0(1)
_ L k=1 k=1 k=1
, par sutte

[tln(t) ¢ ]_ + 5+ o)

(n——)lnn —72+3+S—|—0()

posons ¢ = g S ICIERNEN (0] () = (n — 3) In(n) —n+c+o(1)

e Ce qui donne

T(n) =n""2e" e M et e’ — 1

n——4oo

. t
Soit n € N*, posons u = — alors pour tout z > 0 on a
n

1
Lp(z) =n" / w1 —u)" du
0

Soit n € N*et > 0, une premiére intégration par parties donne :
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1
+—n / u®(1—u)" du
T Jo

Cn®(nn—1)...(n—k+1) (1 o

n*(n(n —1)...1) !

1
r=——"——""— 'U,‘T+n_1 du et / 'U,I'+n_1 du
z(z+1)..(x+n—-1) J 0

ce qui donne PRSERES

+00 w
Ecrivons T'y(z) = / fa(t)dt, avec f(t) = Ly n((t) 71 (1 — i) .On a alors
0

n
e Domination et intégrabilité :

: 0,1[ =R ; . i
Soit g : on a ¢'(t) = —— , g est donc croissante sur [0,1[, g(0) = 0 donc g est positive
ts —t—In(1 —¢) 1—t

sur [0, 1].
t t 0g t\" —i
Donc pour tout J0,n[ona g(—) >0etnln(l — =) < —tdoti (1 ——] <e7’.
n n n
Ainsi pour tout |0, +oo[ , 0 < f,,(t) < e et la fonction ¢ : t — e~ ¢ est intégrable sur ]0, +-o00[ .

Par suite f, est intégrable sur |0, +oo[ .
e Convergence simple :

Soit z > 0 et ¢t € ]0,+o00[ , pour tout n > ¢ on a

fn (t) = tl:_l <
=t""lexp (nln(l - %))

=1*"texp (=t + o(1))

donc f,(t) — t*le™t, ainsi la suite de fonction (fn)nen converge simplement vers f : ¢ — tr=le t .
n—oo 2

Le théoreme de convergence dominée donne




par suite pour tout z > 0 JRNEA] T I(z) .
n——+0oo

n*n!
Et le ti 27. d - tout z > 0 ENEIIEEAL -
a question Q donne pour tout z (z) n—yroo P PR s B P

Q29
e Soit z > 0,on a I'(x + 1) = 2I'(z) donc I'(x + n) = (z +n — 1)I'(x + n — 1) par récurrence on a
MNz+4+n)=(x+n—1).2(z).

Donc

I'z+n) (v+n-— 1)...;1‘F L_n ( T(x))

T(n)n*  (n—1)!n* Yt n

D’aprés la question Q28. on a pour tout x > 0,

e D'aprés la question Q25 on a I'(n) ~ en3e—
n—-+00
, 1 (2n)!
La question Q21. donne T' (n 4 5) = 22”n!ﬁ donc

par suite
L'l +n) VT ef(2n)? e n 9% /re—°
I'(n) pa ntoo 2201 (ecn"’_%e—")zn% n—r+oo
INCE
Comme (5 ) — 1 alors e = V27 et PNEGHNEEN 2" 2e M,
['(n) n® n—oo n—+o0
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PROBLEME 2

Blocs de Jordan

Partie | - Irréductibilité de J,

RP — RP
Soit A € R. On note uy : U'endomorphisme de £ (RP) canoniquement associé a J).
X = L X
Q30
eip1sijel,p—1 eip1sij€El,p—2
e Onauwgle) = st ey =1l donc ud (e;) = s stg ey =2 , et pour p =2 on a
0sij=p 0 sije{p—1p}

ug (e1) = ug (e2) = 0.

e On en déduit en déduire :

et JE=0sip=2.
e Par récurrence on a ul) ' (e;) = et ub (e;) = 0 pour tout j € [1,p] .
0 sisije2p]
Ainsi

JP =0 et JV~" #0 donc Jy est nilpotente d'indice p.
Q31.

e La matrice J) de uy, dans la base canonique , est triangulaire avec A sur la diagonale donc Sp (uy) = {\}.
e Ona Jy— A\, =Jyet Jyestderang p—1, donc dimKer(uy — Aid) =1 et on a ug(e,) = 0 ce qui donne :
Ex(uy) = vect {ep} .

Soit V' un sous-espace vectoriel de RP.
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e SiV eststable par uy , V est aussi stable par \id donc il est stables par uy — Aid = ug .
e SiV est stable par u, , V est aussi stable par \id donc il est stables par up + Aid = u), .
Soit V' un sous-espace vectoriel de RP stable par uy, de dimension k& € [1,p]. On note v 'endomorphisme

induit par uy sur V et By = <21, . .,Ek> une base de V, que l'on compléte, par une famille €, en une base
B — ('él'é,,) de RP.
On a pour tout j € [1,5] ux(e;) = v(e;) € V cad uy(e;) € Vect{gl, . .,Ek} , ainsi la matrice de uy

dans la base # est triangulaire par blocs :

J\i(Lt;?(u,\) =

Q34

e Le polynome caractéristique wu) s'écrit

ce qui donne Xy, (X) = det (X1, — Matg, (v))det (XI,_p — A), par suite de x, divisexy, -
e Ona xu (X)=xs(X)=(X—-A)P, le polynéme Y, divise x,, et degx, = dimV =k donc
Xo(X) = (X — \)¥ . Ainsi Sp (v) = {\} donc Ej(v) # {0} or Ex(v) C Ex(uy) = Vect{e,} , par suite
Ey\(v) = Vect{e,} C V dolie, €V .
Si on suppose que R =V @ W ol V et W sont des sous-espaces vectoriels de R stables par uy non
réduits a {0}, d'apres la question précédente e, € VNIV ce qui est absurde. Une telle décompositions est donc

impossible.

Partie Il -Stabilité du systéme linéaire associéUne suite récurrente

On rappelle la propriété suivante : Soit E,F et G trois espaces vectoriels de dimensions finies, I C R un
intervalle, f : I - E,g:1 — F et B: ExXF — G bilinéaire, si f et g sont dérivables sur I alors l'application
@t B(f(t),g(t)) est dérivable sur I et ¢'(t) = B(f'(t),g(t)) + B(f'(t),9(t))

Soit X est un vecteur propre pour Jy associé a la valeur propre \, et )N( (bt eMX .

OnaX /(t) = XeM Xy (on a dérivé les coordonnée de )N() et JyXo = AX( donc X /(t) = eMJ\ Xo = Jy X , ainsi

X est une solution particuliére de (5).

o : ’ , R — 4p(R)
Pour une matrice M = (m;;) € #q(R) notons [M]; ; =m;; . Soit ¢ :
’ t — exp (t.Jy)
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On a ¢ est dérivable si et seulement si, pour tout (i, ) € [1,p]? et t € R, [p(t)]; ; est dérivable.

De l'expression de ¢ on déduit que

pour tout (i §) € [1,p]? , donc ¢ est dérivable .
Soit ( € [1,p]?ett€Rona

—AeMF 4 peMhl
SRS
J

donc

p—1 NeMgk 4 peAtph—1
————————ﬁ

k=0
p—1 k p—1

= )\e)‘tz X JE +e)‘tz

p—2 k—
At k+1
) +e Z A 1) Jy

+e)‘tz ) JEt (car JP=0)

= Ap(t) + Jop(t) (= Ap(l) +¢(t)Jo )

= (AL + Jo) (1) (= Ap(t) + ()0 )

RINSELNIRINRRN I ' (() = Jyexp (tJ4) = exp (1)) Iy |
Q38

e Ona J§=0donc J& =0 pour tout k > p ains pour tout ¢ € R,

e Soitt € R, remarquons que

n
exp (tJy) = eMI, + e Z o Jb

k=1

et les J¥ sont des matrices triangulaires de diagonales nulles donc exp (tJy) est triangulaire de diagonale

(eM, ..., eM) ce qui donne det (exp (t.J))) = €™ # 0 donc exp (t.J) inversible .
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o Soit g: ¢+ ¢(t)p(—t), le produit de matrices est bilinéaire donc g est dérivable et pour tout ¢ € R

g'(t) = & (t)e(—t) — o(t)' (—1)

— Jnexp (£3) exp (—tJ3) — exp (3) Jaexp (—t.3)

or Jy et exp (tJy) commutent donc ¢'(t) = 0 et g est constante sur R, donc pour tout ¢t € R on a g(t) = g(0) = I,.
Ainsi exp (tJy) est inversible et son inverse est exp (—tJy) .
Q39

e L'application qui a une matrice et un vecteur associe leur produit est bilinéaire, donc pour tout t € R

Y'(t) = (exp (—tJx)) X (8) +exp (—t.3) X'(t) = —Jx (exp (1)) X (t) + exp (—tJ5) X (t)

Jy et exp (—tJy) commutent ce qui donne

Y'(t) = exp (—tJy) (X'(t) — hX(1))

On a donc X est solution de (5) si et seulement si Y'(¢) = 0 pour tout ¢ € R, ainst X est solution de (S) si et
seulement si Y est constante sur R .

e De ce qui précédent on a : X est solution de (5) si et seulement st Y (¢) = Y (0) pour tout ¢t € R, ce qui
est équivalent a X (¢) = exp (tJ)) Xo avec Xy =Y (0) .
Supposons A > 0, soit X : ¢+ exp (tJ)) e, , rappelons que Jye, =0, donc pour tout t € R

d'ott X (t) = eM ¢, , par suite | X ()| =e* — +oo donc X non bornée sur R*.

t—+o00
Soit A € #,(R) et tout X € E .

e Ona, pour tout i € [1,p] on a [AX], Za”xj donc

lAX? = Z Z @i, T

=1 =

2
P

P P
B e ) p p :
L'inégalité de Cauchy Schwartz donne E a;jxrj | < E (aij) E ()" ,par conséquent
i=1 =1 =1

44X||2<ZZ azg) Z lj = ) ||X||

i=1 j=1
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CRVRNIEN || AX || < NV (A)]| X 8
e Soit A <0, et X solutions de (S ), donc pour tout t € R, X(t) =exp(tJy) Xy avec Xp € E .

Soit t > 0, l'inégalité précédente s'écrit

X (@) < N (exp (£73)) [ Xoll

et on a

donc

p—1

k
t 3
IX(@) < eM( Hon () ||X0||>
—

polynomiale

par suite X(¢) — 0, ainsi X est bornées sur RT.

t—+oo
p—1 +k
Si A =0 alors il existe X € F tel que pour tout t € R, X(t) = exp (tJy) Xo = Z 2 JE Xy ,qui est une
k=0 "

fonction polynomiale, elle n'est bornée sur Rt que si Xy = 0. La solution nulle est l'unique solution bornée sur

RT.
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CONCOURS NATIONAL COMMUN
EPREUVE DE MATHEMATIQUES 1

SESSION 2024 - FILIERE MP

Durée: 4 heures

L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée pour cette épreuve.

Le sujet de cette épreuve est composé d'un exercice et d'un probléme indépendants entre eux.

EXERCICE

Noté 4 points sur 20

+oo +oo
On pose Iy = / e 3%dz et pour tout entier naturel non nul n, I, = / e 3%dz.
0 0

Montrer que Iy est une intégrale convergente et que Iy = %
Vérifier que, pour tout entier naturel n ,2"e 3" = o0 (Z) quand z tend vers ~+oco.
En déduire que, pour tout entier naturel n, I, est une intégrale convergente.

Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout entier naturel n et pour tout réel positif
AI

A A
/ xn+1e—3xdx _ _An+1 e—3A + (TL + 1) / x”e_?"nda:
0 3 3 0

Montrer que, pour tout entier naturel n , I, = (";rl)ln.

n!

En déduire que, pour tout entier naturel n , I,, = ST

Soit X la variable aléatoire de densité la fonction f définie par,

@)

siz <0
f(@) =

(1+x)e™ siz>0

|

Déterminer lespérance E(X) de la variable aléatoire X.

GN:) Déterminer la variance V(X) de la variable aléatoire X.



Probléme.

Pour tout réel strictement positif ¢ , on considére les deux fonctions f; et g, qui sont définies sur R par,

z2 0 siz <0
tefi(x) siz>0

400 =2 -
On rappelle que / e 2dr= \/;

0

Dans toute la suite du probléme, on prend t un réel strictement positif

Partie 1: Etude d’'une variable aléatoire

On rappelle qu'une fonction f de R vers R continue par morceaux est une densité de probabilité si f est

positive sur R, l'ensemble des points de discontinuité de f est une partie finie de R, f est intégrable sur R et

“+oo

2.b

3.a

3.d

d N Y
o N L=

Rl Va4~

+oo
Montrer que, pour tout entier n tel que n > 0, l'intégrale I, = / x" fy(x)dx est convergente.
0

Déterminer Iy en fonction de ¢, (on pourra faire le changement de variable (u = zv/t ).

Déterminer I; sous forme d'une expression simple de ¢.
Montrer que, pour tout entier n tel que n > 2 et pour tout réel u € [0, +o0],

n—1

/Ou 2" fi(x)dr = —ut fi(u) + n ; ! /Ou "2 fy(x)dx

En déduire que, pour tout entier n tel que n > 2,1, = "T_lln_g.

Montrer que g; est une densité de probabilité. Dans la suite, on note X; une variable aléatoire
définie sur un espace probabilisé (2, A,P) admettant g; , pour densité.

Déterminer F; la fonction de répartition de la variable aléatoire X .

Montrer que la variable aléatoire X; admet une espérance E (X;) et déterminer sa valeur.
Montrer que la variable aléatoire X; admet une variance V (X;) et déterminer sa valeur.

Déterminer la valeur de t pour que l'écart type o (X¢) de X; soit egal a 1.

Pour tout entier naturel k, on note les deux événements A, et By de la fagon suivante:

Ak=<\/ﬁ<Xt§ 2k+1) etBk:(M<XtSM)

Déterminer P (Ay) et P (By).



Montrer que ) P(A,) est une série convergente et déterminer sa somme.
n>0

Montrer que > P (B,) est une série convergente et déterminer sa somme.
n>0

+oo +oo
Est ce qu'on peut avoir P ( U An> =P < U Bn> ? Justifier votre réponse.
n=0

n=0

Partie 2: Calcul d'une intégrale impropre

—tx)k
Pour tout entier n tel que n > 0 et pour tout réel z, on pose S,(x) = Z %ft(l’) Pour tout entier n tel
k=0 ;
+o0
que n > 0, on définit le moment d'ordre n de la fonction f; par, m, = / x" fy(x)dx, (on rappelle que m,,
—0o0

dépend de t).

Déterminer pour tout entier k tel que k > 0, moy, et mog. 1.

+oo
Montrer que, pour tous réels a, b et c tel que a > 0, / e~ (@ +b2+¢) 42 ast une intégrale convergente

—oo
+oo
e 2 (I A
et que / e (ezbzte) g, — \/jew ol A = b% — 4ac
a
—00

+oo
Montrer que l'intégrale / e ™ f,(x)dx est convergente et déterminer sa valeur.
=00

8O

Déterminer, pour tout réel z, lim S, (z).

n—+0o00
00 400 tk
Montrer que / e~ fi(x)dx = Z(—l)kmk—.
k!
= k=0
+oo 12k

S

En déduire la valeur de kz_omgkm.

N

1
1
Montrer que l'intégrale / —_e2dt est convergente.
0 Vi

1 too
1=, 1
Montrer que A %e%lt = kEZO W

Partie 3: Produit de convolution et une transformé

Dans la suite du probléme, on note E l'ensemble des fonctions h continues sur, R a valeurs réelles, telles qu'il

existe un réel positif M et un réel strictement positif A vérifiant Vo € R, |h(z)| < M fi(Az).

On admet le résultat suivant : si ¢ une fonction continue de R? dans R telle qu'il existe deux applications

$1 et ¢o continues sur R et intégrables sur R, vérifiant ¥(z,y) € R, |p(z,y)| < ¢1(x)02(y), alors les deux
+oo +oo +oo “+oo

expressions / ( oz, y)d:c) dy et / ( o(z, y)dy) dx sont bien définies et elles sont égales.
—0o0 —00 —0o0 —o0



On rappelle que l'ensemble des fonctions continues sur R a valeurs réelles, noté % (R, R), muni des deux lois”

+" et "” usuelles est un R-espace vectoriel.

Montrer que (E, +,.) est un R-espace vectoriel et que la fonction f; est un élément de E.

Soient ¢ et ¢ deux éléments de E. On note ¢ * ¢ l'application définie, pour tout réel z, pour lequel
+o0o

lintégrale existe, par (¢ * ) (z) = / o(u)Y(x — u)du.
—00

Montrer que ¢ * 1 est définie sur R.

Montrer que @ x ¢ = ¥ *x ¢.

Déterminer f; * f;.

Montrer que ¢ * 1 est un élément de E.

+oo
Soit ¢ un élément de E. On définit la fonction ¢ par @(z) = / e "o(u)du.

Montrer que @ est bien définie sur R.

Montrer que @ est de classe €2 sur R et déterminer, pour tout z de R, les expressions de @'(z) et

@"(x), chacune a laide d'une intégrale.

Soient ¢ et ¢ deux éléments de E.
Montrer qu'il existe un réel strictement positif o tel que, pour tout couple (z,u) de R?,
u? + (z—u)? > a (v + 7?)

+oo “+o0o +oo

Montrer que / (ax U)(T Jda— Y(x)dz. Y(x)dx.

—00 =,

Partie 4: Une suite de fonctions construite a partir du produit de convolution

+oo
On note E; l'ensemble des fonctions ¢ de E telles que Y(xz)dr = 1. Pour toute fonction ¢ de E;, on

==C3
considére la suite (¢n)n21 définie par ¢1 = ¢ et pour tout entier n > 2, ¢, = dp—1 * @1
Montrer que, pour tout entier n > 1, ¢, est un élément de E;.

Déterminer, pour tout entier n > 1 et pour tout réel x, @(w) en fonction de qg(:v) et de n.

Dans cette question, on prend ¢ = (1/%) fu, ou f; est la fonction définie au début du probléeme.



Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un réel C,(t), a déterminer, tel que
mz
ViR -3, =FC,, (tes iz
Montrer qu’il existe une constante réelle v strictement positive, tel que pour tout entier n > 1 et

. T 2
pour tout réel u, ¢, (u %) = "

Soit ¢ un élément quelconque de E;. On pose pour tout entier naturel non nul n

+oo +oo
M, = / upy (u)du, My = / Wohn(u)du et V, = Mo — M2,

—00 — 00

Montrer que la fonction ¢, admet un développement limité a l'ordre 2 en 0 dont on précisera les

coefficients a l'aide de M,, 1 et de M, .

En déduire que M, 1 = nhMi et V, = nVi.

On suppose de plus dans cette question que la fonction ¢ vérifie M1 = 0. Déterminer liT On (u %)
n——+00

z

FIN DE 'EPREUVE



Concours National Commun

Corrigé de U'épreuve de Mathématiques 1

Session 2024 - Filiere MP

Quelques rappels sur les variables aléatoires a densité :

e Une variable aléatoire X est dite a densité si il existe une fonction f définie de R dans R, continue par morceaux
+oo

et admet un nombre fint de points de discontinuité , intégrable sur R et / f(z)dz = 1 telle que pour tous réels
— 00

b
a<bona [P(a,ngb):/ f(z)dz.

x
e La fonction de répartition de f, notée Fl, est définie par Fx : x — / f(t)dt.
— 00
Pour tous réels a < bon a P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) . En tout point = ot f est continue on a Fi(z) = f(z).

+oo
e Si la fonction ¢ — ¢f(t) est intégrable sur R alors l'espérance de X est donnée par E(X) = / tf(t)dt.

— o0

e Si la fonction t > t2f(t) est intégrable sur R alors la variance de X est donnée par

V(X) = E((X - E(X))?) = E(X?) - E(X)?

et l'écart-type est égale a ox = /V(X).

Exercice

A —34
l1—e :
On a pour A >0 / e 3 dy = — donc l'intégrale Iy converge et Iy = 3.
Jo

i} On sait que, pour tout entier naturel n , z"™2e™3* — (0 doncz"e™* = o(%).
z——+o00 z——+o00 L

Soit n € N . La fonction z — — est intégrable au voisinage de linfinie , donc la fonction z x"e 3% est intégrable
x

sur [0,4+o00[ , d'oti la convergence de l'intégrale I,,.

A A
/ " le 3%y = / ke
Jo Jo

— ;1 [1,7L+le—3w :I"

3




SoitneNetA>0

une intégration par parties donne

A )
/ 2" Hle 3%y = z" >
0

ainsi

(n+1)
—— .
3

. Dans la relation précédente on fait tendre un A vers +o0o , on obtient pour tout entier naturel n

In—i—l —

Soit n € N . De la question précédente on a

puisque Iy = % EIIS [, —

Soit f(x) = stz <0

, dont une représentation graphique :
21+az)e® siz>0

o

f est une fonction de densité car

D'aprés 1.b) on a zf(z)

T—r+00

0 (5z) donc la fonction z — zf(z) est intégrable sur [0,+oo| donc intégrable sur R
par suite X admet une espérance
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On a

EISE (X))

I
— .
w“““

)] De méme la fonction x > 22 f(x) est intégrable sur R donc X admet une variance .

On a

[ 23
V(X) = E(X2) — E(X)? - _
8 V() = E(X?) —E(X)? = 1
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Probléme.

Pour tout réel strictement positif £, on considére les deux fonctions f; et g; qui sont définies sur R par,

Une représentation graphique dans le cas t = 2 :

Dans toute la suite du probléme, on prend ¢ un réel strictement positif

Partie 1: Etude d’'une variable aléatoire

172 . Y — 11'2 . 7
Soit t > 0. La fonction z — z"e™"" est continue sur [0, 40 et z"e™*2 = o(Zz), donc elle est intégrable sur
T—>—+00

+oo
[0, +00], ainsi l'intégrale I,, = / x" f:(x)dx est convergente , pour tout entier n .
0

5] On a

Ona




1
t

Soit n > 2 et u € [0,+0o0], on a

ainsi

_un—l
Puisque ; fi(u) —J>r 0 et les intégrales sont convergentes, alors par passage a la limite on trouve
U— 100

Ainsi pour tout entier n > 2,

—+oco —+oco
Uintégrale / tz fi(x)dx est convergente donc l'intégrale / g:(z)dz est convergente , par passage a la limite
0

—00

on a

00 ~+00
/ gi(x)dx = / tefi(x)de =th =1
0

J—o0

Ainsi g; est une densité de probabilité.

5] Soit z €R, on a

" T
/ gi(u)du
—0

- )
—fu
= / tue T du
0
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ainsi

Pour tout x > 0, on a xg;(x) = ta? f;(x) donc la fonction x + xg;(x) est intégrable sur R, par suite X; admet une

espérance et

'+(X:
E(X;) = / g (x)dx

= t/o.—bo 22 fi(x)dx

=tl

Comme précédemment la fonction z +— 2%g,(z) est intégrable sur R , donc X; admet une variance V (X3) .

On a

[4- 14—
Onao(Xy) = TW , donc o (X;) =1 si et seulement si .

Pour tout entier naturel &, on note les deux événements Ay et By de la facon suivante:

Ak:(mdfg«m) etBk:(m<Xf§\/M)
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Ona

P(Ay) = P (\/ﬁ < X, < V2k+ 1)

gi(x)dx
V2k

= F,(vV2k +1) — F,(V2k)

N‘l\?

t

on sait que Fi(z) =1 — e t%5 , donc |HE IR0

De méme P(By) = Fi(v2k +2) — Fy(v2k + 1) et IR0 RGP

La série > e ' est géométrique est convergente donc la série Y P(A4,) est convergente
n>0 n>0

“+o0
De méme on a la série Y P (B,) est convergente et NI

1
n>0 n=0 1
—+00 —+o0 1
Les événements (Ay),~o sont deux a deux disjoints donc P |J A, ) = > P(4,) = Tre?
2 n=0 n=0 +e 2
+oo o0 e_%
De méme on a (By),~, sont deux a deux disjoints et P ( |J Bn) =5 P(B,) = :
— n=0 n=0 1+e 2
-0 400
Donc on a P ( U An> =P ( U Bn ) sietseulement sit=0, ce qui contredit le fait que ¢ > 0.
n=0 n=0

40 1 +o0 +oo 1
Remarquons que P ( U A,L> > 3 et P ( U Bn> =1-P ( U An) < 3 ce qui justifie le résultat .
n=0 n=0 =0

+oo N +oo
Les deux réunions ne sont pas complémentaires car ( U An> U ( U B,L> UR  =RetP(R7)=0.
n=0 n=0

n

Partie 2: Calcul d’'une intégrale impropre

ft(x). Pour tout entier n tel que n > 0, on

n k
=1z
Pour tout entier n tel que n > 0 et pour tout réel z, on pose S, (z) = ( ' )

k
k=0

+o0
définit le moment d'ordre n de la fonction f; par, m, = / z" fi(x)dx .
— 00

+oo
Soit k € N . D'aprés la question 1)a) de la partie 1 l'intégrale / 2¥ f,(2)dx est convergente , par parité de f, on a
0

0

la convergence de l'intégrale / 2¥ f,(z)dz , ce qui justifie l'existence de my .
oo

e Ona

i

z2 .
la fonction 2 +— 22*e~t5 dx est paire donc
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d'apreés la question 2)b) de la partie 1 on a

2A‘t 1 L.
2k — 12k -3
t t
(2k)!
Otk (2k.(2k — 2)...2)
(2k)!

1
o 0

Iy

/ 2k)!
comme Iy = % alors Iy, = (\(F%)l’fk" ainsi Fupe

+oo ) %
e De méme mop 1 = / 22 +H1e=t2 4z et la fonction z — z2¥Tle~"% est impaire donc TR -

J —oo

Soit a, b et ¢ des réels tels que a > 0. Pour tout réel « écrivons

. b
ar’+bx+c=a ((;1: + —
2a

avec A = b? — 4ac , ce qui donne pour A >0

+A o, A +A b
/ e—(al:“—i—bz—i—c)dm — ola / e—a(fl‘r-‘rx
_A —A

b
on fait le changement de variable u = +/2a (m 4 2)
a

2
= u—
dx = ea e 2du

+A JIE (Al
/ e—(a;7:2+b,7:+c) 1 A ( _a,)
A V2a. Jyza(-arg)

+o0 2 +o0
oz _uf o8z —(az? 5 —
Uintégrale / e” 2 du converge donc lintégrale / e~ (@ +b74¢) g est convergente , par passage a la limite on

J —oo J —o0

+oo 5
/ ef((l:l"er:l?JrC)

J —o0

obtient

~+00 2 +oco 2
et / e zdu= 2/ e zdu= V2w, dol
]

J —00

00 N
/ e—(n.1‘“+h.1‘+

J —00

e Ona le ™ fi(z)] <|fi(z)| , la fonction f; est intégrable sur [0, +oo[ et elle est paire donc elle est intégrable sur
—+oo
R, par suite la fonction z — e ™' f,(x) est intégrable sur R et l'intégrale / e ' f,(x)dz est convergente .

J —00

e Remarquons que

oo : 2
e~ (527 H2) gy




En suite appliquons le résultat de la question précédente avec a = % ,b=tetc=0, ce qui donne A =2 et

+oo
/ e " fi(z)dx =

— 00

—tx)k
Soit z € R, la série Z ( ]f)
- !

~% donc

converge et de somme e

D'aprés la question précédente, la suite de fonctions (S,,),, ., converge simplement sur R vers la fonction z — e =" f;(x).

Et on la majoration

"‘2 . Ly . r
la fonction ¢ : z — el**le=**z est continue sur R vérifie p(z) = o (%) etp(z) = o (%) , donc elle est intégrable
T—+00 & T——00 &
sur R.
+o00o +o0o
Le théoréeme de la convergence dominée permet d'écrire :/ ( lim Sn(T)) dr = (/ Sn(m)dm> , donc
—9 n——+oo —63
40 n
—tx H
e z)dr = lim
Loo ft( ) n%+ooZ _
k=0
+oo +o0o t}‘,
Ainsi on a / e ' fy(x)dx = (—1)]"m;\.ﬁ
—es Pt 5]

+oo

ce qui donne E Moy, oF
k=0

1 1 1
1 1 u?
on en déduit que l'intégrale / —e3dt est convergente et / —eidt = 2/ ez du.
0o Vi o Vit 0

5 oo 2k 1 4 T p1 2k
u” i . . . ’ S (!
@ On a pour tout u € R, ez = 5 SRl donc / ezdu= E / Wdu , puisqu'il s'agit d’'une série entiére ,
Y 0 0 ot
k=0 k=0

ce qui donne
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Partie 3: Produit de convolution et une transformé

e On a E C?(R,R) et il contient la fonction nulle, donc E # @.
Soit ¢, dans E et o, 8 dans R, donc il existe M, My, A,, Ay dans R tels que

M, >0,My > 0,0, >0, Ay >0 et Va € R, |o(z)| < M, fi(Apz) . [b(2)] < Myfi(Apz) (1)

Pour z € R on a

lap(x) + B (x)] < |af My fi(Apm) + | 8] My fr(Ap)

soit 6 = min(Ay, Ay) alors fi(Ayx) < fi(dz) et fr(Ayx) < fi(dz) , par suite

lap(x) + Bp(x)] < (|l My + |B] My) fi(d)

donc ap + By € E . Ce qui prouve que est E est un sous espace vectoriel de (R, R) .
e Sion prend M = XA =1 on obtient f; € E .

Soient p et ¢ deux éléments de E, on garde les notations (1).

Soit z,u € R on a |p(u)y(x — u)| < My,My fi(Au) fir(Ay(z — u)) et

u—+00

FOGROWE =) = o) et AR - )

donc la fonction u — fi (A u) fi(Ay(z — u)) est intégrable sur R par suite © — p(u)Y(x — u) est intégrable sur R.

Ainsi ¢ * 1 est bien définie sur R.

)] Ecrivons

+A
(p*x)(z) = lim / o(u)(z —u)du

A—+4oc _A

et posons v = x — w alors pour tout A > 0

+A ~z+A
/ ow)(z —u)du = / oz — v)Y(v)dv
—A T

r—A

par passage a la limite on trouve

Y(v)e(x —v)dv

Ainsi @ x 9 = Y * .
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Soit;vE[Rona

+x

fe(u) fe(z — uw)du

/ > —L(u?+(u—=)? )du

e —(tu® —tzutita’ )du

—0C

d'aprés la question 2) de la partie 2 on a

"o 2 \ T 2
e~ (az tbete) o el avec A = —(tr)?
e V t

donc (fy * fi) (z) = \/Fe -5’ = = /5 fi(x) ainsi

On garde les notations de la question 1) . Soit x € R on a

+oo
o v@l < [ lelu) oo~ u)ldu

+oo
< MyMy, / fr(pu) fi(Ay(z —u)) du

—0oC

Soit § = min(Ay, Ay) , on a fr(Apu) fi(Ap(z —uw)) = fi(du) fi(d(x —w)) donc

+oo
lp * ()| < ]\@J\Q,/_ fe(ou) fi(0(z —w)) du

le changement de variable v = Ju donne

J . ) _i(s2)?
la question précédente donne |¢ * ¥ (z)| < %ﬂf%(éx) et remarquons que f:(0z) =e ? (ﬂ) = ft(%) .
M, M,
5

Il suffit donc de prendre My, = \/? et Ay = %, ce qui justifie que ¢ * 1 est un élément de E.

+o0
Soit ¢ un élément de E. On définit la fonction @ par @(z) = / e~ "o(u)du.

—00

Soit z,u € R on a

comme e~ %% f; (A, u) O (L) ete ™ fi(N,) = o (%) alors la fonction u — e™*" f;(A,u) est intégrable sur R

, par suite la fonction u — e~"p(u) est intégrable sur R, ainsi @ est bien définie sur R.
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RZ - R
Soit h : , les dérivées partielles de h par rapport a z existent et sont continues sur R? .
(z,u) — e "p(u)
a2h 2 —zu 2
On a W(bz,u) =u“e ““p(u) et pour tout (z,u) € R
7

Soit A > 0, on a pour tout (z,u) € [-A4, A] X R

‘azh v

ﬁ(;mu) < u?el™ |p(u)| < Mou?e? fi(\ u)
x

la fonction u +— M uZel®l f,(\,u) est intégrable sur R ( comme dans a) ), c'est donc une fonction de domination.
Par le théoréme de dérivation des fonctions définies par une intégrale , § est de classe 62 sur [—4, A] , ceci est

valable pour tout A > 0 donc ¢ est de classe ¢ sur R et

“+oo
Ue_l"u‘\,‘?(u)du ) [;2”(17) =/ 1[2e_"‘”"gp(u)du Vr eR

— 00

Soient ¢ et ¥ deux éléments de E.

Pour tout (z,u) de R?, ||(x,u)|| = vu2 + 22 désigne la norme euclidienne de R?, posons

n vérifi ilement qu est une norme de mme on est en dimension finie ce ux norm ont équivalentes,
On vérifie facilement que NV est orme de R?, comme on est en dimension finie ces deux normes sont é lentes

d'oli Uexistence de 8 > a > 0 tel que ||(z,u)|| o < N(z,u) < B||(z,w)].

Ainsi il existe un réel strictement positif « tel que, pour tout couple (z,u) de R?,
Soit (z,u) de R? on a
lp(u)b(a — )l < MMy fi(Apw) fr(Ap(a — u))

soit § = min(Ay,, Ay) donc

lp(u)h(x —u)| < My My fi(du) fi(d(x —u))

remarquons que

ta

i 2
St on pose @ : (z,u) — p(u)Y(x —u) . Soit ¢ : z — J\Iwe*%ﬁ et ¢g : & = Mye™ 2" deux fonctions intégrables

sur R, on a alors

[D(x,u)] < ¢1(x)p2(u)
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Le résultat admis au début de la partie permet d'écrire

o ) () = / = ( /+oo () — u)du) do

— 00 —00

-/ (/7 et - we) o

+o0 00
le changement de variable z — u = v donne Y(x —u)dz = Y(x)dx , par suite
— o0 —00

Soit w € R, posons ¢ : & — e~ “Tp(x) et ¥y : & — e~ “%(x) . Avec les notations de la question b) on définies les

fonctions suivantes :

tas? 2 as?

P1:x = Moe 2T 9T etgyix = .Mwe_t o’ —we qui sont intégrables sur R .

Le résultat de la question b) appliqué a ¢g et ¥y donne

00 +o0 —+oo
/ (o * o) (x)dx = / wo(x)dz. / o (x)dx

J —0C —00 J =00

qui se traduit par

+o0 +oo ¢ +o0
/ </ e “Up(u)e @My (z — u)du) dx ¢ pu)(z — u)du) dx

oo
e o(z)d. / e Y (z)de

—00

Ainst pour tout réel w on a (m’)(u.)) = @(w)@(w) '

Partie 4: Une suite de fonctions construite a partir du produit de convolution

+o0
On note E; l'ensemble des fonctions v de E telles que / ¥(x)dx = 1. Pour toute fonction ¢ de Ey, on considére la suite

oo
(6n),>, définie par ¢ = ¢ et pour tout entier n > 2, ¢, = Pp,—1 * 1

Montrons le par récurrence sur n.

On a ¢1 € E; , supposons que ¢, € E;, d'aprés la question 2) de la partie 3 on a ¢, 11 = ¢ *x 1 €EE .

La question 4)b. donne

/+°° Gny1(2)de = /Jﬂx (én * &1) (2)d

— 00 — 00

_ /_ j b (2)de. /_ :o b1 (2)dx

=1

donc ¢,4+1 € E . D'ou pour tout entier n > 1, ¢, € E;.
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Soit z € R et n € N* , d'aprés la question 2) de la partie 3 on a

Gn (@) = dp1 % 61(2) = Gn1(2).01(2) = dn(2).

par suite g/')\n(l) = (5(;1:‘))”
On prend¢:< i)ft.

Par récurrence sur n > 1.

e Ona ¢i(x) = Cy(t) e~ avec Ci(t) = \/227r

e Supposons que ¢, (x) = C’n(t)e_t% , alors

¢n.+1(17) = (¢71 * ¢) (I')

t oo w2 (11—71.)2
= ‘—C’n(t)/ et Tt duy
2 Jo
t +oo ¢ 2 2
— ‘70”(1,)/ efﬂ((n+1)u —2nux+nx du
2m oo

simplifions l'exposant

. : t(n+1
la question 2) de la partie 2 nous donne, avec a = % et A =%

Nous obtenons le résultat pour n + 1 avec Cp11(t) = Cn(t)y /757 -

e Cette relation permet d'avoir C),(t) = /21, / Z:f...\/gCl(t) par suite C,,(t) = \/%

e Finalement on a pour tout entier n > 1 et tout € R

)] Soitn>1letueR,ona

t Foo —uq/ta t Foo — Loy z2
&n (u ) :/ e ‘\/jléﬁn(w)da: = \/ e w/% e tendx
n J_oo 2nm J_o

le changement de variable s = \/%x donne

— t 1 +oo - s2 1 1.2 oo
®n 11,\/7 = 1/ e"“eTTds =/ —e2" /
n 2 J_ o 27 —o
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et on a

Soit ¢ un élément quelconque de E;. On pose pour tout entier naturel non nul n

+oo +oo
M, = / ugn (w)du, M, = / W, (u)du et Vi, = Mo — M7,

J —oco J —oo

La question 3) de la partie 3 permet d'établir par récurrence que ¢, est de classe ¢ de plus
1

Mo == (8n) (0) et Moz = (52) )

Donc ¢,, admet un développement limité a l'ordre 2 en 0 :

out) =1+ (62) O + % (32)" @)+ o) =1~ Myt + %]\[2,,11‘2 +o(t?).

)] On a la relation :b;(t) = <$(t)>n et

n

(5)" = (1 Myt Mot + o(t2))

n nn—1) 5\ o .
=1 - nMt+ (ZM-M + "<"2)z\41%1) 12+ o(12).

Par unicité du D.L, on en déduit : M, =nM; 1 et My, =nMs; +n(n—1) ]\11271,

donc Vn = Afg’n — Aflzn = 71]\4-2)1 — 77,]\/112_1 = nV1 , ainsi 17\[1_,1 = ’7117\[1‘1 et an = 71‘/71 0

P 1 n
Si ]V[I,l =0 alors (bn(t) = (1 =F §M2’1t2 aF O(t2)> 5

Soit t € R, pour n assez grand on a
My 112 V"
(1 +=2 4o <>>
2n n

, 2
= exp (nln <1 + Maat +o0 <1>>>
2n n

=exp|n . +o| —
2n n

FIN
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CONCOURS NATIONAL COMMUN
EPREUVE DE MATHEMATIQUES 2

SESSION 2024 - FILIERE MP

Durée: 4 heures

L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée pour cette épreuve.

Le sujet de cette épreuve est composé d'un exercice et d'un probléme indépendants entre eux.

EXERCICE

Noté 4 points sur 20

On désigne par .#3(R) l'espace vectoriel des matrices carrées réelles d'ordre 3. On note # = (ey, €2, €3)

a base canonique de R? et par I3 la matrice unité de .#3(R). On considére dans .#3(R) les matrices

suivantes:

3 -1 1 1 0 2 2 2 =2

1
A:5 -2 92 2|, P=|2 1 -1 etQ=] -3 -1 5
-1 -1 5 1 1 1 1 -1 1

Vérifier que PQ = 413.

En déduire que P est une matrice inversible et calculer sa matrice inverse P!,

On consideére les vecteurs suivants :

1 0 2
U = 2 |,v= 1 etw= —1
1 1 1

Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre «
correspondante.
Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés a la méme valeur propre

£ dont on précisera sa valeur.

Montrer qu'il existe une matrice diagonale D & préciser telle que A = PDP~ 1.



Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A» = PD"P~1.
“8°) Déterminer, pour tout entier naturel n, D" en fonction de n.

En déduire pour tout entier naturel n, l'expression de A™ en fonction de n sous forme d'un tableau.

PROBLEME.

Dans tout le probleme K = R ou C, on désigne par E un espace vectoriel sur K de dimension n, n > 1 et
par Z(E) le K-espace vectoriel des endomorphismes de E. On note ., (K) l'espace vectoriel des matrices
carrées d'ordre n a coefficients dans K, GL,,(K) le groupe des matrices inversibles de .#,(K) et I,, la matrice
unité de ., (K). Pour f € Z(E), on note fO = idg et pour tout entier naturel k, f**! = f¥o f ot idg désigne
l'application identité de E. On note xf(X) = det(X idg — f) le polynéme caractéristique de f et on rappelle
que xf(f) = 0 oli 0 désigne l'application nulle de E. Pour une matrice M € .#,(K), on pourra introduire le
polynéme caractéristique de M défint par xa(X) = det (X1, — M).

On dit que f est un endomorphisme nilpotent s'il existe un entier naturel non nul p tel que f? =0, le plus

petit entier naturel non nul p vérifiant cette propriété est appelé indice de nilpotence de f.

Partie 1: Noyaux itérés

Soit f € Z(E), on note pour tout entier naturel k, NV}, = Ker (f*) et Z, = Im (f*).

Montrer que la suite (N}),cy est croissante et que la suite (Zy), oy est décroissante pour l'inclusion.
En déduire que (dimA}),cy est une suite croissante d'entiers naturels.

Justifier l'existence d'un plus petit entier naturel ¢ tel que Ny = Ng41.

Montrer que Z, = Z;41.

Montrer que Ny, & Z, = E,

On considere pour tout entier naturel k, ¢, la restriction de f a Z.

Montrer que dimZ;, — dimZ; = dim (Ker(f ) N Zy).
En déduire que la suite (dimN;4; — dimNy ),y est décroissante.

Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de .#,(C), de rang n — 1. On note u 'endomorphisme de E canoniquement associé a U.



Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

Vérifier que Im(v) = Im (u*").
Montrer que Ker(v) C Ker (u®).
Montrer que dim (Ker (u"*%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u%)).

En déduire que pour tout entier naturel 4, dim (Ker (u’)) <.

On suppose de plus que U" = 0.

Montrer que pour tout entier i tel que 1 < i < n,dim (Ker (u)) = i.
Montrer que l'indice de nilpotence de u est égal a n.
En déduire qu'il existe un vecteur e de E tel que Z. = (e, u(e),...,u"*(e)) soit une base de E.

Ecrire la matrice de u dans la base Z..

Montrer que deux matrices nilpotentes de .#,(C) de rang n — 1 sont semblables.

Partie 3 : Réduction d’'un endomorphisme particulier

Dans cette partie K = C. Soit f un élément de .Z(E) vérifiant ('LdE, T ,f"_l) est libre.

p

On considére x¢(X) = J] (X —Xx)™ le polynéme caractéristique x s de f, oli A1,...,\, sont les valeurs
k=1

propres distinctes de f de multiplicités respectives my,...,mp.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — A\;idg)™")
Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel Fj est stable par f.
Montrer que E=F1 & ... D F,.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considére l'endomorphisme ¢ de Fj tel que, pour tout z € Fy,
or(r) = f(z) = M.

Montrer que pour tout entier k tel que 1 <k < p, i est un endomorphisme nilpotent de Fj.
Déterminer, pour tout entier k tel que 1 <k < p, la dimension de F.

Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, l'indice de nilpotence de @y, est my.

Montrer qu'il existe une base % de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs, tel que

Al e o 1)

1

chaque bloc est une matrice de .#,,, (C) de la forme Aj = 0
0




Partie 4: Cycles

Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu’'un endomorphisme f de E est cyclique d'ordre un entier naturel

non nul p s'il existe g de E vérifiant les conditions :

o fP(x0) = mo.

. (:vg, = e (xo)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (zo, f (z0) ..., fP~! (z0)) est un p— cycle de f.
Soit (g, f (o), ..., fP~ (x0)) un p— cycle de f.

Montrer que f? = idg.
Montrer que l'ensemble F,, = {k € N* | (:z:o,f G, e i (:1:0)) est une famille l'lbre} admet un

maximum noté ~.
Montrer que pour tout entier k tel que k >, ¥ (z0) € Vect (zo, f (z0), ..., [77* (20)).
Montrer que v = n.

(11} Déterminer le nombre des valeurs propres distinctes de f.

SOUR o T (05 1620 e " (o)) un n-cycle de f.

Justifier que %, est une base de E.

28] Déterminer la matrice G de l'endomorphisme f dans la base By,.

el
—2k
;2™ w N — 7 . . 7
On pose w = e'n et pour tout k € Z, Uy = . , ol w~ désigne le conjugué de w.
w—nk

Pour tout entier k tel que 1 < k < n, vérifier que Uy est un vecteur propre de GG associé a une

valeur propre ay, a déterminer.

Soit M = (Mi,1)1<s i<, de #n(C), telle que my; = w*. Onnote M = ( T e i 0L T Lestale

conjugué de my, ;.

EX¢] Calculer M M .
En déduire que M € GL,(C) et calculer M1

R e S S

T =
Soit (b, b1,. .., bn_1) € C" et H =

bp—2 e Ty

D U o r b)) == 0)



Montrer que H est diagonalisable.

Déterminer les valeurs propres de H et une base de C" formée de vecteurs propres de H.

Partie 5 : La dimension maximale d’'un sous-espace vectoriel

des matrices nilpotentes

On note T le sous-espace vectoriel de .#,(R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est
composée seulement par des 0 . On désigne par S,(R) lensemble des matrices symétriques de .7, (R) et

par N lensemble des matrices nilpotentes de ., (R).

Déterminer la dimension de 7.

Montrer que toute matrice nilpotente est semblable a une matrice appartenant a 7.

Montrer que #,(R) = S,(R)® T.

Soit F un sous-espace vectoriel de .#,(R) contenu dans N telle que dim(F) > "("T_l) Montrer que
dim ( Sp(R)N F) > 0.

En déduire la dimension maximale d'un sous-espace vectoriel de .#,(R) contenu dans N.

FIN DE 'EPREUVE
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Exercice

On vérifie que : PQ = 41Is.
[H:] Donc P~1 = %Q

Pl Ona Au=udonca=1.
A} On a Av =2v et Aw =2w donc =2 .
On a Sp(A) = {1,2} ,dimE; (A) = 1 et dimEy(A) =2, donc E;(A)® Ez(A) = R? par suite A est diagonalisable .

Soit P est la matrice de passage de la base canonique vers la base des vecteurs propres .

Soit D = Diag(1,2,2), on a alors A= PDP~ .

C'est vrai pour 1, supposons le pour n , alors

Arl+1 — 44.4471'

= (PDP™") (PD"P™)

_ (PD71+1P—1)

d'ot le résultat pour n+ 1. D'ot pour tout entier n, A” = PD"P~1.

E¥) On a D" = Diag(1,2",2") .

Apreés calcul on trouve
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Probléme.

Partie 1: Noyaux itérés

Soit f € .Z(F), on note pour tout entier naturel k&, N, = Ker (fk’) et 7, =Im (fk)

Le noyau etl'image d'une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels.

e Soit k € N etz € M. Ona f*(z) = f (f*(x)) = f(0) =0 donc = € Nj41. D'ols

e Soit y € Z41. Il existe z € E tel que y = fF¥*1(z). Pour a = f(x) € E on a alors f*(a) = fE¥*!(z) = y et donc
y € Zy. Ainsi .

Soit k € N . Ny C Niy1 implique dimNj < dimAj1; donc la suite (dimN), o, est croissante.

e Comme (dimN}), .y, est une suite d'entiers naturels croissante et majorée par n, celle-ci est nécessairement constante
a partir d'un certain rang kg < n .

o Soit A = {k € [0;n] | dimN}y, = dimNjy11}. A est une partie non vide de N donc elle posséde un plus petit élément
q-

On a N, C Nyji et g € A donc dim NV, = dim N1 par suite [YSESNVSEY .

OnaZyi C Z, et dim Z, = n — dim N = n — dim Njy1 = dim Z,4, donc | LY

Soitz € NyN I, Ilexistea€ E tel que x = f Y(a)et f 9(x) = Odonc f4¥'(a) =0 dolia e Ny 1 = Ny par
suite z = f %(a) = 0. Ainsi N yN I, ={0}. De plus, par le théoréme du rang : dim Ny + dim Z , = dimE donc

Pour tout entier naturel k, 7, est un sous espace stable de E soit i = fiz, € Z(Zy).

Le théoréme du rang donne dimZ;, = dimKer (@) + dimIm (¢y) .
On a:

o Im (¢x) = @i (Zi) = f(Zk) = T+

o Ker(pp) ={z €L | op(x) =0} ={z €L | f(x) =0} donc Ker (pr) = Zp NKer (f) .
Ainst dimZ;, = dim (Z, N Ker (f)) + dimZy+1 qui s'écrit FaivAsEdinvASSIER G (VAN CdEa))

N/ Par le théoréme du rang on a

(n — dimA}) — (n — dimN, 1) = dimAj 1 — dimAj, = dim (Z N Ker (f))

On sait que Zy41 C Zp, donc dim (Zy4+1 NKer (f)) < dim (Z NKer (f)) , par suite on a

dimNj1 2 — dimNg 1 < dimNg 1 — dimNj

Donc la suite (dimNj11 — dimNj, ), est décroissante.
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Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de .#,(C), de rang n — 1. On note u l'endomorphisme de E canoniquement associé a U.

Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u*® a Im (u").

(Xed On a Im(v) = v(Im (u")) = v*(Im (u")) = Im (u**7).
(B On a Ker(v) = Im (u") N Ker (u®) C Ker (u®).

De la question a) on a dim(Im(v)) = dim(Im(u**")) , le théoréme du rang donne :

dimIm(u**") + dimKer(u*") = n et dimIm(v) + dimKer(v) = dimIm(u")

donc

n — dimKer(u*") = dimIm(u") — dimKer(v)

comme dimIm(u") = n— dim (Ker (u")) alors

dimKer(u*"") = dim (Ker (v")) + dimKer(v)

CIO) N C (TR NG G RR N CIMSIETEN dim (Ker (v %)) < dim (Ker (u")) 4 dim (Ker (u*)) §

(@) On prouve le résultat demandé par récurrence sur i.
o Initialisation : le résultat est vrai pour ¢ =1 car v est de rang n — 1 et donc dim(Ker(u)) =1 .
e Hérédité : soit i € [0;n — 1] tel que le résultat soit vrat jusqu’au rang i.

La question précédente indique que

dim (Ker(u'*1)) < dim(Ker(u*)) + dim(Ker(u))

Comme u est de rang n — 1 alors Ker(u) est de dimension let l'hypothése de récurrence donne

dim(Ker(u")) <i+1

ce qui prouve le résultat au rang ¢ + 1.

Sii>n+ 1 le résultat est évident . Ainsi pour tout i dans N , [EENGCITRIESEA .

OnaU" =0, donc u™ =0 et u* =0 Vi > n par suite dim(Ker(u')) =n Vi > n.
On prouve le résultat demandé par récurrence sur i.
e Initialisation : le résultat est vrai pouri=1.
e Hérédité : soit i € [0;n — 1] tel que le résultat soit vrat jusqu’au rang i.

D'apreés la partie 1 la suite (dim(Ker(u')));en est croissante , donc

i = dim(Ker(u')) < dim(Ker(u'™")) <i+1
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Si dim(Ker(u*!)) < i + 1 alors forcement

dim (Ker(u")) = dim(Ker(u'*"))

par suite Ker(u’) = Ker(u'*?!) .
Remarquons que si z € Ker(u'*?) alors u(x) € Ker(u'*!) = Ker(u’) et u**l(x) =0 donc
r € Ker(u*!) , ainsi Ker(ui™2) C Ker(u‘*!) d'ot Ker(u*t?) = Ker(u't?) .

Par récurrence on a donc Ker(u') = Ker(u'*!) = ... = Ker(u™) = E ce qui est absurde .
Donc dim(Ker(u")) =i+ 1. D'ou le résultat pour i + 1.

Ainsi on a Vi € [0;n], [KINGCCIOMER] -

PR Soit i dans [0;n — 1], on a dim(Ker(u')) =i, donc u’ # 0 .
Ainsi on a u™ = 0 et pour tout i < n — 1 u’ # 0 donc l'indice de nilpotence de u est égal a n.

PHe On a u"~! £ 0, il existe donc e € E\ {0} tel que u"~1(e) # 0.

Montrons que (e, u(e),...,u""!(e)) est libre. Pour cela, on suppose que

En composant par «™ %, on a alors

Puisque u* = 0 pour tout k > n alors apu~1(e) = 0 ainsi ag = 0.

& i aru™ u" 0 L, i & 5
A chaque fois on compose par u™ 2, u" 3 on obtient par un processus récurrent
a1 = 0] = ... = Qp_1 = 0.

La famille Z. est donc libre et posséde n = dim(E) éléments donc c'est une base de E.

La matrice de u dans la base %, est donnée par

Soit A et B deux matrices nilpotentes de .#,(C) de rang n — 1 , posons f4 et fp les endomorphismes de E
canoniquement associé a A et B , il existe donc deux bases %, et %, de E dans lesquelles les matrices de fa

et defp sont identiques a la matrice de la question d) , ce qui prouve que A et B sont semblables .

Partie 3 : Réduction d'un endomorphisme particulier

Soit 1 <k <p,onsaitque fo(f— )™ = (f—X)™ of doncKer((f — A\ridg)™") est stable par f .
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Les p polynémes (Ay — X)™* sont deux a deux premiers entre eux, on déduit par le théoréme de décomposition des

noyaux, que

P
Ker [ [ (Asidg — /)™ = Ker ((Asidg — )™ ) @ @ Ker (Apidg — )™ )

k=1

p
et d'aprés le théoréme de Cayley Hamilton on a Ker [] (Axidg — f)™ = Ker(xs(f)) = E .
k=1

Ainsi on a S IRCINGCYIN

Pour tout entier k € [0, p], posons ¢r = fir, — Aiidp, € £ (Fy) , on a pour tout @ € Fy, pr(x) = f(z) — Mgz

Soit k € [0,p], pour tout = dans Fj, on a ¢;"*(x) = (f — Axidg)™* (2) = 0 donc ¢ = 0 et ¢}, est un endomorphisme

nilpotent de Fj, .

E¥:] Remarquons que o, = fip, — Akidp, et (X — Ak)™* est un polyndme annulateur de fiF, donc
Sp(fir,) = {Ak} on en déduit que Xy, (X) = (X — )\k)dika :
F}; est un sous espace stable par f donc xy,,, [xy . ce qui donne dimF}, < my.
Le degré du polynéme caractéristicque xs est égale a m; +mg + --- +m, = n et on a aussi
dimF} 4+ dimF; + ... 4+ dimF,, = n, si on suppose qu'il existe 7 € [1,p] tel que dimF; < m; alors

dimF} 4 ...+ dimF, < m; +--- + m, ce qui est absurde , ainsi pour tout k dans [1,p] on a .

Montrons que ™~ # 0. Supposons par l'absurde que que ¢} ™' = 0 et considérons le polyndme

mp—1 £ m; Xf<X)
QW) = (X = a0 = agm = 50

i=1
i#k

On a

p
Q(f) = (f — )\kidE)7'lk_1 o H(f _ )\i.ldE)mi

=1
1#£k

Les polyndmes d'un méme endomorphisme commutent , donc pour tout € Fj, on a

P

[ICF = xiide)™ | | (&} (@) ) =0

et pour tout z € F; avec j # k on a

P

QU w) = |(f = Niide)™ Vo | T (F = Niide)™ | | (9] (@) =0

i=1
ik, ik

Comme E=F, & --- & F,, on a alors pour tout z € E il existe (z1,...,x,) € F1 x --- x F}, tels que

r=a1+..+x,,donc Q(f)(z) = Q(f)(z1) + ... + Q(f)(zp) = 0.

Ainsi Q(f) =0 avec @ de degré n — 1, Q(f) est donc une combinaison linéaire non nulle de (idg, f, -+, f*~!) ce
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qui est contraire a I'hypotése stipulant que (idg, f,---, f*~!) est une partie libre. Donc gazl’“_l #0.

On en déduit que pour tout entier k dans [1, p], l'indice de nilpotence de @y est my.

Pour tout entier & dans [1,p] ,¢r € Z(F) est nilpotente d'ordre my = dimF}, , d'aprés la partie 2 la matrice de

@k dans une base %, de Fj est de la forme

Soit B = HBey, UHBe, U...UHB,, la base de I adaptée a la somme directe £ = F; @& --- @ F, , la matrice de f dans #

est diagonale par blocs de la forme Matg(f) = Diag( A1, A2, ...Ap) .

Partie 4: Cycles

Soit (2o, f (o) ,...., [P (z0)) un p— cycle de f.

Pour tout entier k dans [1,p — 1] on a fP(f*(xq)) = f*(fP(z0)) = f*(x0) , comme (zo, f (z0),..., fP* (xq)) est
une famille génératrice de E alors fP(xz) = x pour tout x € F , ainsi .

E est de dimension n, par conséquent, une partie libre de £ a au plus n éléments. De plus g # 0 donc 1 € F,.

Montrons par récurrence que Yk >~ f*(z0) € Vect(wo, f(z0), -, f7 (o))
e v+ 1¢ F,, donc (zo, f(x0), -, [T (zo), f7(x0)) est lide, comme (x, f(x0), -, [ (z0)) est libre alors

Ainsi F, est une partie non vide et majorée de N donc elle admet un maximum noté ~.

(o) € Vect(zo, f(20),--, £ (z0))

e Supposons que f¥(xq) € Vect(zo, f(z0), -, £~ (x0)), alors

fk+1(f[7(]) c Vect(,f(il’o)» f2 (;170), Ty, fﬂl’(a"O))
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et comme

f’)/(.’IT()) € VeCt(éI?(), f(l’i()), cee 7]07—1(:1)0))

on a bien

FFH (o) € Veet(wo, f(wo), -+, [ (w0))-

Finalement pour tout entier k& >~ , [ EETYRSACENCTNSECS IOUN R AN

ii)| (zo, f (z0),..., [P~ (o)) est une famille génératrice de E et

Yk > 7. fF(x0) € Vect (ato, F(xo), ..., [t ('170))

donc

E = Vect(zq, f(x0), -, {27 (x0)) = Vect(zo, f(z0),- -+, £ (o))

comme (zq, f(x0),--, 71 (x0)) est libre alors c'est une base de E et dimE = n = ~.

iii)| D'aprés la question a) f? = idg avec p = n = v, donc X" — 1 est un polyndme annulateur de f , par suite le

polynéme minimal s divise X" —1 .

Posons
(X)) = X'+ ag 1 X 4+ ... +agavecd<n
on a alors
o) + ag 1 Ywo) + ... +apzo =0
donc la famille (g, f(w0), -+, f4(z0)) est liée, par suite d + 1 ¢ F,, et forcementd+1 >n , ainsid =n .

On sait que les valeurs propre de f sont exactement les racines de m¢ , donc

Sp(f) = {e**™ k€ [1,n]}

et f admet n valeurs propres distinctes .

Soit By, = (w0, f(z0)...... "1 (w0)) un n-cycle de f, ce qui signifie &,, est une famille génératrice de E de
cardinal n = dimFE donc elle constitue une base de E.
fi(mg)sil<j<n-—2

(B On a f(f7 (o)) = , ce qui donne
o stg=n—1
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—nk

Soit k € [1,n] . On a GUy, = = w *Uy . Donc Uy, est un vecteur propre de G associé a la valeur

w—(n—l)k
propre @ *.

Soit M = (myr);<p pe,, de #,(C), telle que my, = w*“. On note M
de mg. ¢.

(M k) <p o< OU T ke est le conjugué

Posons M M = (ak,e), <}, <,,- Pour tout (k,?) € [1,n]? on a

;1= (o.)e_k)"
Sit=kalorsayy=netsil#kalorsayy=w"r*—"——"—

AN i\ l—k
Tk —0(car(o/’ k) = (w™) =1).
On conclus que pi¥s M =nl, B

PR Ainsi M € GL,,(C) et JUEES i §
n

bo  bni ... by b
bl b2

Soit (bg,bl,...,b,,b_l)EC” et H =
bn—2 b'rL—l

bp—1 bn—o ... b bo

Remarquons que G* = Matz, (f?) et
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de méme pour tout k € [3,n — 1]

Nous avons alors H = byly + 01G + ... + b, 1 G* L.
Comme G admet n valeurs propres distinctes alors elle est diagonalisable, elle s'écrit de la forme
H = PDP~! avec D matrice diagonale et P matrice inversible, par suite G¥ = PD*P~! pour tout k € [1,n], ainsi
H est semblable a la matrice diagonale : bgly + by D + ... + b, D"~ ! . H est donc diagonalisable .

BH)) D'aprés la question 1) on a D = Diag(@,@ 2,...,w ") , si on pose Q(X) = by + by X + ... + b, 1 X" lalors H est
semblable a la matrice Q(D) = Diag (Q (w),Q (@?),...,Q (@™)) , ce qui donne

NN NN (SR IO RORY ot on a (U, ...,U,) est une base de C" formée de vecteurs propres de .

Partie 5 : La dimension maximale d'un sous-espace vectoriel des matrices nilpotentes

_ . n
1| Une base de 7 est la famille E;:)i~; qui est est de cardinal WG RRTNE (im7 —— |
j)i>j 2 ;

Soit M une matrice nilpotente, donc mp(X) = XP avec p € N* , ce qui donne Sp(M) = {0} et xa(X) = X™ qui est
scindé , donc M est trigonalisable et elle est semblable a une matrice triangulaire de diagonale nulle .

1
On a S, (R)NT = {0} donc la somme S,,(R) + T est directe et on a dim(S,,(R)) = % alors

dimS,,(R) + dim7 = n? ce qui prouve que

Soit F' un sous-espace vectoriel de .#,(R) contenu dans N tel que dim(F') > w

St on suppose que dim ( S, (R) N F) = 0 alors S,,(R) et F' sont en somme directe et

dim(S,(R) ® F) = dim(S,,(R)) + dim(F')

on a dim(S,(R)) = w

ANSE dim ( S,,(R)NF) > 08

Soit F' un sous-espace vectoriel de .#,(R) contenu dans A tel que dim(F) > % d'aprés la question 4) on
a dim ( S,(R)NF) > 0.

Soit M € S,(R)NF , M est symétrique et réelle donc diagonalisable et elle est nilpotente donc

et dim(F) > % donc dim(S,,(R) & F) > n?, ce qui est absurde .

Sp(M) = {0} ,on en déduit que M =0 et S,(R) N F = {0} ce qui est absurde.

Ainsi tout sous-espace vectoriel F' de .#,(R) contenu dans N vérifie dim(F) < % . Or T est un sous-espace
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. o —1 0 ° ° ’ .
vectoriel de .7, (R) contenu dans N et dim(7) = % , donc la dimension maximale d'un sous-espace vectoriel

de #,(R) contenu dans N est % .

FIN
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Durée 4 heures

Le sujet est composé de quatre exercices tous indépendants .

Exercice 1

Pour tout réel z, on rappelle que la partie entiére de z, notée |z|, est Uunique entier relatif k vérifiant :

k<z<k+1

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre p avec p €]0, 1] sur lespace probabilisé
(Q,A,P).

Le but de l'exercice est de déterminer la loi de Y, la variable aléatoire définie par :

-5

Représenter dans un repére orthonormal la fonction = — | ZEL| sur Uintervalle [-2,2].

Déterminer Y/(Q2).

Soit k un entier naturel non nul.

Ecrire l'événement (Y = k) a laide d'événements (X = j) oli j est un entier naturel non nul.

Déterminer la loi de Y.



SO0

&)

SN0

Exercice 2

Question préliminaire.

En utilisant l'égalité cos(26) = 2cos?(0)—1 pour § € R, démontrer que la suite (cos(n)),en ne converge pas vers 0.

On considére la série entiére E ap,z” ol :
n>1

cos(n)

Vn eN*, a,=
On note R son rayon de convergence.
Montrer que R > 1.
Prouver que la série de terme général cos(n) diverge.

En déduire la valeur de R.

Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiére définie pai

complexe usuel tel que i = —1.

En déduire une expression simple de f/(z) pour tout x € |—R, R].

Déterminer alors une expression de la somme de la série entiére proposée

cos
En déduire le rayon de convergence et la somme g(x) de la série entiére E

+oo
= g ex"™, ou i désigne le nombre

n=0

a l'aide de fonctions usuelles.

‘@) .

n

n>1

Exercice 3

Soient n € N* et A € .#,(R) tel que AT =342 — A — 1, ot AT désigne la matrice transposée de la matrice A.

Démontrer que la matrice B = 343 — A% — A est symétrique réelle.

Montrer que les valeurs propres de B sont réelles, positives ou nulles.

On pourra étudier le signe de YT BY pour un vecteur Y de R™.

Montrer que lona: A =3 (AT)2 — AT —T..

En déduire que le polynéme P(X) = (3X2 - X — 1)2 — X2 est annulateur de la matrice A.



Déterminer un polyndme unitaire annulateur de AT.

Factoriser P en un produit de polynémes irréductibles dans R[X].

La matrice A est-elle inversible?

Etablir que la matrice A est diagonalisable et préciser ses valeurs propres possibles.

Soit A une valeur propre de A et V un vecteur propre associé.Montrer que V est aussi vecteur propre de A'.

Sooo0®

On note oy =1, g, av3, g les racines du polynéme P.
On appelle & = (L1, Lo, L3, Ly) la famille des polynémes de Lagrange associés a cette famille de scalaires,
c'est-a-dire les polyndmes (Li)ie[[l 4] de R3[X], espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3

a coefficients réels, tels que :

o , ‘ 0 sij=i
V(i,j) € [1,4]°, L; (o) =0;; old;;= (symbole de Kronecker).
1 sinon

(/AN Déterminer Ly sous forme d'un produit de polyndmes irréductibles de R[X].
Vérifier que £ est une base de R3[X].
Soit R € R3[X]. Déterminer les coordonnées du polynéme R dans la base .Z.

Etude des puissances de A

(AR Soit k € N*.

(EBAA Exprimer le reste de la division euclidienne de X* par le polynome P dans la base .Z.
(A8 ®] En déduire une expression de A*.
Démontrer que la suite (A¥)

Exprimer cette matrice a l'aide de la matrice A et des (L;);cpy 4p-

ken- Converge vers une matrice de projection.

Exercice 4

Questions préliminaires

Démontrer qu'une fonction f de classe C' sur un segment J est lipschitzienne sur J.

Démontrer qu’une fonction k-lipschitzienne sur un intervalle I est uniformément continue sur cet intervalle.



* kX k k kK Xk k x Kk x Kk %

Soient E l'espace vectoriel des fonctions continues par morceaux bornées sur R a valeurs dans R et F' l'espace
vectoriel des fonctions continues par morceaux a valeurs dans R et intégrables sur R.
o0
On rappelle que : Vg € F,|glp = / lg(t)|dt et Vf € E,|fllo = sup,eg |f(t)| définissent des normes
—o0

respectivement sur les espaces F et F.

Soient g € F et f € E.

Montrer que la fonction
+oo
x> (f*g)(e) = flz —t)g(t)dt

J—oo
est bien définie sur R.
Démontrer que fxg=gx* f.

1 size[-3,3]

On pose fi:z € R—
0 sinon.

Représenter la fonction f; dans un repére orthonormal.

La fonction f; est-elle continue sur R ?

Etude de f; x g.

Montrer que fi % g est bien définie sur R.

Si g est k-lipschitzienne sur R, prouver que la fonction fi % g est uniformément continue surR.

Démontrer que pour tout z réel :

z+%
(heg)@) = [ gtwdu

B=y

Si g est continue sur R, prouver que fi x g est de classe C! sur R et calculer sa dérivée.

Etude de fi  f1.

Justifier que fi x fi existe.

Déterminer Uexpression de (f1 * f1) () suivant les valeurs du réel z.

Représenter la fonction fi x fi dans un repére orthonormal.

La fonction f; % f1 est-elle continue sur R ?

Soit a un réel strictement positif.

On note hq, la fonction définie par : Va € R, hq(2) = 1 f; (2).



Représenter graphiquement la fonction hy dans un repére orthonormal.
+oo

Vérifier que l'on a / Jie) dae="1,
—o0
Soit zg un point en lequel la fonction g est continue.
Montrer que : (ha * 9) (z0) = g (z0).

lim
a—0

Etude d'une norme subordonnée.

Montrer que pour tout h dans E : ||k * glloc < ||g]l1]|7]]co-
Montrer que lendomorphisme @ de (E, || - ||oo) qui & tout h associe a h *x g est continu.

En déduire une majoration de |||®||| (norme subordonnée de @ ).

On suppose dans cette question que g est une fonction bornée, continue par morceaux et que f vérifie la
propriété

JA > 0 tel que Vx vérifiant x| > A, f(z) = 0.

Montrer que f % g est uniformément continue sur R.

**x Fin du sujet x x %
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Exercice 1

Jzk)@k§¥<k+1

S2k—-1<z<2k+1

La représentation graphique de f sur [—2,2] est :

X ~ G(p) donc X(Q2) = N* et
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Si k£ € N* alors

P sitk=2p

p+1 sik=2p+1

Ainsi

Soit kK € N*, on a :

—(2k—1<X <2k+1)

= (X =2k—1)U(X = 2k)

PSR Vi c N*, (Y =Fk)= (X =2k—1)U (X = 2k)

Pour tout k£ € N*, Les deux événements (X = 2k — 1) et (X = 2k) sont disjoints donc

P(Y =k) =P(X =2k — 1)+ P(X = 2k)

= pg”" 2 +pg®* " (avec g=1—p)

= pg®* (1 +q)

- 146 -



CORNCY

Exercice 2

Par Uabsurde, si cos(n) — 0 alors cos? (Z) — 0 donc
D)
n—-+oo n—-+00

cos(n) = 2cos? (g) -1 — -1

n—-+o0o

c'est une contradiction. Ainsi la suite (cos(n)),en ne converge pas vers 0 .
1 a./.'n :L.n
Pour tout n € N*, on a |a,| < = donc R > Rev —), or Rev —) =1 donc F=lN.
o o < & done R 2 Rev(3" ) ar Rev(3° )

n>1 n>1

D’aprés la question 1, (cos(n)),en Ne converge pas vers 0 donc la série cos(n) diverge grossiérement .
) €
n>1
On sait que la série E anz’ et sa série dérivée E cos(n)z" !
n>1 n>1

ont méme rayon de convergence R.

La série E cos(n) diverge grossierement donc la série entiére dérivée diverge en z = 1; donc R < 1. Ainsi

n>1
R=1
Pour tout x € Retn € N, on a e™z" = (mei)n donc la série E e x™ converge si et seulement si, a:ei’ <1,
n>0
c'est-a-dire si et seulement si, |z| < 1. Donc Rev( E ex") =1.

n>0

+00 1
Pour tout € |—1,1], on a E ey = T el
_ zei
n=0

Pour tout x € |—1, 1] non nul, on a :

+o00
Z cos(n)z" !

n=1

1|
- [Z cos(n)x" — 1]

n=0

+00 ‘
Re (Z e""’;r”) — 1]
n=0

cos(1l) — z
2 — 2zcos(1) +1°
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cos(l) —x

comme f’(O) = COS(l) alOI'S Y S ]—1, 1[, f/((l‘) = m 5

Pour tout € ]-1,1[ on a

T cos(l)—t
J0)+ /0 t2 — 2tcos(1) + 1 d

1 [® 2t — 1
__/ _2t—cos(l)
0

2 Jo t2—2tcos(1)+1

—%111 (2® — 2zcos(1) + 1) .

@ On montre comme en 4 que le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1.

Par ailleurs, pour tout n € N*, on a cos? (%) = Lcos(n) + 5 donc, pour tout z € |—1,1]
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Exercice 3

On a

B=(3A-A-1,)A=ATA

donc BT = (ATA)T = W = BTl 13 st symétrique réelle |

La matrice B est symétrique réelle et, pour tout Y € R”, on a

YTBY =Y TATAY = (AY)TAY = |AY|2 >0

donc la matrice A est symétrique positive. Par caractérisation spectrale des matrices positives, on a

Sp(B) C |R+ .

On a, pour tout k € N, (Ak)T = (AT)k donc, en transposant lidentité AT = 342 — A — I,,, on obtient
A=3(ATY-AT -1,

En remplacant AT par 342 — A — I,, dans l'identité précédente, il vient :

A=3(BA2-A-1,)° - (B3A2-A-1,) 1,

— 97TA* — 1843 — 184%2 + TA + 31,

aprés simplification on a [EVSEY:RISY CINEDY. IR MY conc 9.X% — 6X°2 —6X2+2X +1 est un polyndme
annulateur de A.
On vérifie simplement que ce polyndme est égal a (3X2 - X - 1)2 - X2

IR P(X) = (3X2— X —1)° — X2 annule 4 §

Si P est un polyndme annulateur de A, alors P est annulateur de AT. Puisque son coefficient dominant est

égal a 9 alors §P est un polynéme annulateur unitaire de A"

Par une identité remarquable, on a :

P(X)=(3X*-2X —1) (3Xx*-1)

ISl P(X) = 9(X — 1) (X +
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On a 941 — 643 — 6A% + 24 + I, = 0 donc

A(—9A% +6A% + 64 —2I,,) = I,

Gl A € GL,,(R) et A=! = —9A43 4642 + 64 — 21,

@ P est un polynéme annulateur de A scindé a racines simples donc A est diagonalisable .

Les valeurs propres de A sont parmi les racines de P, ainsi Sp(A) C { ,— 3, — 5, —} .

Ona

ATV =(3A2-A-1,)V
=3A%V — AV — I,V
=32V - AV -V

=(BN-A-1)V

et V est non nul car c'est un vecteur propre de A donc V est un vecteur propre de A'.

On note a; = 1, ag, a3, a4 les racines du polyndme P.

Ona

(X — QTQ) (Xv — (Mg) (X — af4)

Li(X) = (1 — a2) (a1 — ag) (1 — ag)

apres simplification , il vient :

Soient ¢y, co, 3, c3 des réels tels que ZCZ'LZ'(X) =0.
i=1
Pour tout j € [1,4] on a

4 4
ZCL'L,L'(CYJ‘) = Zcié,-,,j =Cj = 0
i=1 =1

Ainsi la famille ( Ly, La, L3, Ly ) est libre dans R3[X] qui est un espace de dimension 4, donc

Z est une base de R3[X] |§
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Soit R € R3[X], soient ¢y, c2,c3,c3 des réels tels que R(X) = ZciLi(X) , alors pour tout j € [1,4] on
i=1

a

Soit k € N,

11.1.1| On effectue la division euclidienne de X* par le polynéme P, il existe @, R € R[X] tels que R € R3[X]

X*=PQ+R

En évaluant cette égalité en les oy, il vient :

tel que

4
d'aprés 10.3, on a PHEOSES Zaf’L,'(X) )
i=1

11.1.2| Puisque P est annulateur de A, en évaluant l'identité X* = PQ + R en A, on obtient

e Puisque a; =1 et |oy| < 1 pour i € [2,4] alors on a

e Montrons que la limite est une matrice de projection.

Puisque A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P telle que

A= Pdiag(1,...,1,\,...,2) P!
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avec |A\;| < 1 pour tout i € [1,p].
Alors

— PDiag(1,...,1,0,...,0)P7!
——,e,—

k——+o0
M

CNIEWV/EEW VI im A, est une matrice de projection |

k—+o00
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Exercice 4

Soit [a,b] est un segment et f € €1([a,b]), alors f’ est continue sur [a,b] donc f’ est bornée sur [a, b].
On note || f'||, la borne supérieure de |f’| sur[a, b].

L'inégalité des accroissements finis donne

V(z,y) € [a,b]”,  [f(2) — fWI < ]| |z — vl

donc f est lipschitzienne sur [a, b].

Soit f une fonction k-lipschitzienne sur un intervalle 7, avec k£ > 0.

Soite >0eta= % > 0. Alors pour tout (z,y) € I?,

|z —yl <n=|flz) - fW)| <klz—yl=kn=¢

donc f est uniformément continue sur 1.

Produit de convolution :

Soit x € R. Puisque f est continue et g est continue par morceaux, t — f(x — t)g(t) est continue par
morceaux sur R.

D’autre part, pour tout ¢ € R, on a :

[f (@ =)g(®)] < [Iflloo l9(2)]

comme g € Z1(R) alors t — f(z —t)g(t) est intégrable sur R.
Ainsi V(f,g) € E X F, f g est bien définie sur R.

Soit z € R. Le changement de variable u = x — ¢, donne

+o0 +oo

gx @)= [  fl)g(z—t)dt = (z —u)g(u)du = (f *g)(x)

—0o0

Ceci étant valable pour tout z € R, alors [ESENENE .

1 sizel[-31
OI1|305ef1:x€R,_> tx [22}

0 sinon.
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La représentation graphique de la fonction f; est:

B4 |a fonction f; est continue par morceaux sur R mais n 'est pas continue, car elle est discontinue en —%

1
et en 5 -

Etude de f1*g.

Puisque f; € E et g € F, alors d'aprés la question 3 on a

f1 % g est bien définie sur R.

Supposons que g est k-lipschitzienne. Soit (z,y) € R?, comme f; g = g* f1 alors on a:

+oo
(fr%9) (@) — (1 % g) (4)] = \ | ityate =0 - gty - var

—+o00
< / A0~ 1)~ gy~ )] di

l'expression de f; permet d'écrire

+oo "1/2
| @0 - gw-opldi= [ " gl -1) - gly - vl
o0 —-1/2
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par suite

1/2

(f1%9) (1) — (Fr*9) )| < / ot =0 — gy — 0t

1/2
s/ Bl — ) — (y — t)|dt
2

1/
1/2
<|z-— y|/ k dt
~1/2

< klz —y|

ANSREEF RS W BN (v NIHIW NIl /| + g est uniformément continue |8

Pour tout z réel, on a :

] (z —t)g(t)dt

avec ]1[_;;
29 2)

Comme

alors :

Si g est continue sur R alors elle admet une primitive G de classe %€ !surR.

D’apreés la question précédente et le théoreme fondamental de l'analyse, on a :

Vo € R, (fl*g)(lr):G(:v—l—%

ainsi par composition

Par dérivation des fonctions composées, on a : N ENEETINEIERACEEE S I CEE

Etude de fi  fi.

On a f1 € E et f1 est nulle en dehors du segment [—%, %] sur lequel elle est continue; elle est donc
intégrable sur R.

Ainsi, f1 € EN F et, d'aprés la question 3 :

f1* f1 est bien définie sur R.
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4 D'aprés la question 6.3, on a, pour tout z € R,

Tdt=xz+1

stz € [-1,0]

st z €]0, 1]

PSR Ve € R, (fixf1)(z) =

stz >1

V] | o représentation graphique de la fonction fi * f1 est

Ji1* fi(x)
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La fonction f; est continue sur chacun des intervalles |—oco, —1[ ]—1,0[ ]0,1[ et |1, +ool.

Par ailleurs

0= llm (fix ) (@) = llﬂjﬁ(l +z)= lim (fixf1)(x)

rz——17+

FO)=1= tim (fixfi)(@)= lim (1—z)= lm (fixfi) (@)
fF)=0= llm (fixfi)(2) = lim (1-2)= lim (fixf1)(2)

donc pour tout a € {~1,0,1} on a f(a) = lim (f1*f1)(z) = lim+ (f1* f1) (z) donc (f1 * f1) est continue

en a , ainsi f; x f1 est continue sur R .

8

1
hy:x € R— Efl(g) donc pour tout ha(z) =

DN | =

stz € [—1,1]

0  sinon.
La représentation graphique de la fonction hg est :

he est nulle en dehors sur segment [—%, %} ot elle est continue et constante égale a % Elle est donc

intégrable sur R et :

+o00
Ainsi / ho(z)dz =1

J —o0

Soit z¢ un point de continuité de g.

Pour tout a > 0, par une méthode analogue a celle de la question 6.3, on obtient
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posons G : x —» / g(t)dt , alors

(ha * g) (z0)

T
Puisque ¢ est continue en g, le théoreme fondamental de l'analyse assure que la fonction x — / g(t)dt
0

est de classe €' en z( et de dérivée en z( éqgale a g (wg) , comme

CRIMININVE Lim (7, * g) (20) = g (z0) B
a—0

9

Soit h € E et g€ F. Pour tout x € R, on a :

o0 +o0
|(h*g)(w)|=‘/_ " e~ t)g(t)ds g/_‘ Iz — £)g(t)dt

h est bornée sur R, donc V(z,t) € R? |h(z —t)| < ||h||, , par suite

+o0 400
/’ M@—UﬂmﬁSwa/ 9(0)lde = [1ll, gl

—00 — 00

Donc pour tout x € R, on a JENIFSSII!

Soit g € F fixée

e L'inégalité obtenue a la question précédente montre que hx g € E pour tout h € E , donc l'application

5o 1911 §

est bien définie .

- 158 -



La linéarité de l'intégrale assure la linéarité de ®, donc ® est un endomorphisme de E .

o L'inégalité obtenue a la question précédente s'écrit
vhe B, 19l < gl 7]

donc @ est une application linéaire continue sur (E, ||.||s)-

U] Puisque lon a :

Vhe B, [[®()lloc < llglly 7llo

alors

D(h)|lso
ol = sup L= < g,

Notons U = [-A, A] , on a U est un compact et f(z) = 0 pour tout z € R\U , f est donc bornée intégrable

sur R et sup |[f(t)| = sup|f(t)]
teR teU
Soit (z,y) € R?, supposons |y —z| <1 .

Les applications t — f(x —t) et t — f(y —t) sont intégrable sur R, donc

+o0

(f % 9)(@) = (f % 9)®)] s/ e — 1) — fly — 1) Jg(t)] dt

+oo
<loll [ 10—0 - fta-0ldr ()

—0o0

par le changement de variable u =y — ¢ on a

+oo +o00
/ 1) fly—t)di = / @ -yt u) — fu)|du

—0 —00

L'ensemble D des points de discontinuité de f est de cardinal fini donc

+oo
[ st sw-oldt= [ 15— yru) - f@ldi= [ ey tu) - ) du ()
0 R R\D

L'application (v,u) — |f(v +u) — f(u)| vérifie :
[flo+u)— f(u)] = 0 YueR\D
v—0

et

2sup |f(t)] stue[-A—1,A+ 1] etve[-1,1]
[fo+u) = flu) < <R
0 stu € R\[-A—1,A+ 1]etv € [-1,1]
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Le théoréme de la convergence dominée donne

/ |f(v+u) — f(u)du — 0
R\D v—0

Alors pour € > 0, il existe 0 < a < 1 tel que :

[v| < a = lf(v4+u) — f(u)|du < s
R\D ||g||oo

( on suppose ||g||., # 0, car le cas g = 0 est trivial ) .

s

Les relations (*) et (**) donnent alors

V(r,y) R, o —yl <a=[(f*g)() = (frg) () <e

(GCHGUMGIRINYI f « g est uniformément continue sur R

FIN
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E3A POLYTHECH
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

SESSION 2024 - FILIERE MPI

Durée 4 heures

Le sujet est composé de quatre exercices tous indépendants .

Exercice 1

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur R a valeurs réelles.

On note, pour f € E, No(f) = supg | f]-

Questions de cours

Rappeler l'ensemble de définition, la parité, l'ensemble de dérivabilité et la dérivée de la fonction z — arctan(x).

En déduire le tableau des variations de la fonction arctan ainsi que l'allure de sa courbe représentative dans

un repére orthonormal en faisant apparaitre sa tangente en 0 et ses éventuelles asymptotes.
Justifier que arctan est élément de E et donner Ny(arctan).

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
Calculer la dérivée de la fonction ¢ — arctan(v(t)).
On rappelle que la dérivée de la fonction composée de deux fonctions u et v dérivables est la fonction définie

par (uwow) () =v'(x) x v (v(x)) sur un intervalle correctement choisi.

Déterminer une expression simple de la fonction ¢ ~ arctan(t) + arctan (1).

*x kK ok kK ok Kk ok Kk k kx Kk &k

Soit f une fonction de E.

f(t)
1+ ¢2

Montrer que pour tout z réel, la fonction ¢ — arctan(xt) est intégrable sur [0, +oo.

On pose, pour tout réel x :

“+o0
O(f)(z) = /0 arctan(xt) 1f_‘<_t22 dt

Montrer que ®(f) appartient a E.



Montrer que l'on peut se restreindre a Uintervalle [0, +oo[ pour l'étude de la fonction ®(f).
Montrer que l'on définit ainsi un endomorphisme ¢ de E.
E Montrer que pour tout f € E, ®(f) est de classe € sur ]0, +oo].

Soit (hn), ¢y une suite de fonctions de E qui converge uniformément sur R vers une fonction h.

Justifier que h est continue sur R.

Montrer que h appartient a E.

Soit fy la fonction constante égale a 1 et g = @ (fy).

(JIFN Déterminer la limite de g en +oc.

Les théorémes utilisés seront cités avec précision et on s‘assurera que leurs hypothéses sont bien vérifiées.

Pour tout réel x strictement positif, exprimer ¢’(x) sous forme intégrale.

1
Pour tout réel x de |0, +oof, simplifier l'expression : g(x) + g ( )

T

Une autre expression de ¢'.

AN On fixe x, réel de ]0,1[U]1, +oo].

1
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : F(T) =

1+22T)(1+T)

1
X4 Montrer que sur ]0,1[U]1, +oo[, ¢'(z) = ;ﬂ

= ale
([iX¥] Donner alors Uexpression de g’ sur ]0, +ool.

({1853 Donner le tableau des variations et l'allure de la courbe représentative de g sur R.

On précisera ses éventuelles asymptotes et son comportement au voisinage de 0 .

Exercice 2

Notations pour U'exercice :

e i désigne le nombre complexe usuel vérifiant i2 = —1.

e Pour tout entier naturel non nul n, on notera E,, = C,[X], le C-espace vectoriel des polynémes a coefficients

complexes de degré inférieur ou égal a n.

e U désigne l'ensemble des nombres complexes de module 1 .



Questions préliminaires

Soit f une fonction continue de R dans C. On note g = Re(f) et h = Im(f) ainst f = g + ih.

Montrer que /0+<><> f)dt = /0+<><> F(t)dt.

N

Soit P un polynéme de C[X]. On suppose que lon a : Vz € U, P(z) = 0.

Justifier que P est le polynéme nul.

Soit z € C*. Montrer que z € U si, et seulement si, z = AL

=0

- M

Soit P=1+4+iX etfeRr

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de P (e%).

o

Soit A une matrice de .#,(C). Justifier que la trace de la matrice A est égale a la somme de ses valeurs propres

comptées avec leur ordre de multiplicité.

*x kK ok ok ok ok ok ok ok ok Kk Kk

Soit n un entier naturel non nul.

Pour tout couple ( P, @ ) d’éléments de E,,, on pose :

2
PPQ =3 [ PlemQ(e)

Soient k et ¢ deux entiers naturels de [0,n]. Evaluer ¢ (X*, X¥).

Soient a € C et P, @, R trois éléments de E,. Montrer que lon a :
e ¢(aP+Q,R)=ap(P,R) +¢(Q,R)
* o(P,aQ+ R) = ap(P,Q) + ¢(P, R)
e 9(Q,P)=¢(P,Q).

Soit P € E,. Montrer que (P, P) est un réel positif ou nul.

Soit P € E,. Prouver 'équivalence : ¢(P, P) =0 < P = Oc|z].

=l

Soit Qo un polyndme de E,, avec Qo = X" + Zaka. On note M = sup |Qo(2)]*.
k=0 z€U

Calculer ¢ (Qo, Qo) a l'aide des coefficients de Q.

On pourra utiliser les questions 6.2 et 6.1 .
Démontrer que M > 1.
Prouver que M =1 si, et seulement si, Qo = X".



Exercice 3

Question de cours

Soit (un), - Une suite vérifiant la relation de récurrence u, 41 = au, +b ol a € R\{1} et b € R.

Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, u, en fonction de n, de @, de b et de wu;.

(4 Préciser le comportement de u & Uinfini.

*x ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Soient n € N* et N € N\{0,1}. Un joueur lance successivement et de fagon indépendante n boules au hasard
dans N cases numérotées de 1 a N.
B e
Chaque boule a la probabilité N de tomber dans chacune des N cases.

On cherche a étudier la variable aléatoire 7}, égale au nombre de cases non vides apres n lancers.

Déterminer en fonction de n et de N les valeurs que peut prendre T,.

Donner les lois de T et de T5.

Pour la suite, on prendra n > 2

Déterminer les probabilités P (T, = 1) et P (T3, = 2).

Calculer P (7,, = n).

On pourra distinguer les cas n < N et n > N.

6. Prouver que, pour tout k appartenant a [1,n], on a :

P(Tpi1 = k) = —P (T, = k) +

On considére dans cette question la fonction génératrice :

+oo
Gn(z) =Y P (T, =k)a*
k=0

Montrer que G, (z) = Z P kR

M

Soit z € R. Montrer que :

Grsi(z) = — (z — x2) G, (x) + 2Gp(2)



En dérivant 'expression précédente, démontrer que:

En déduire la valeur de E[T},] et déterminer sa limite quand n tend vers +oc.

7#63 Retrouver le résultat directement avec les variables aléatoires X; = 1 si la i-éme case est pleine, 0 sinon.

Exercice 4

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et A = (ai,j)(ij)e[l nj2 € Mp(K) ot K=R ou C. On dit que A est
équitable si :

V(i,j, k) (= [[1, n]]3, Qi = Q4 kAL 5

Donner deux exemples de matrices équitables pour n = 3.

Déterminer U'ensemble des matrices A pour lesquelles: A est équitable et —A est équitable.
Démontrer que si A est équitable, alors sa transposée AT est aussi équitable.

On suppose que A est équitable. Montrer que pour tout (i,j) € [1,n]?, a;; = aj ;.

On suppose désormais que A est une matrice équitable non nulle.

Soit k € [1,n]. Calculer ay .
Soit B une matrice équitable non nulle. Montrer que A + B n'est pas équitable.
Montrer que pour tout (i, ) € [1,n]?% a;; # 0.

Pour tout (4,7) € [1,n]? exprimer a;; a Uaide de a;1 et a; 1.

ol R~No Mo

Quelques résultats remarquables.

Montrer que A est de rang 1.
Calculer A2.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

Montrer que la matrice A est semblable a Diag(n,0,...,0).



Montrer que la matrice A est semblable a la matrice J dont tous les coefficients sont égaux a 1 .
Démontrer que A est symétrique si, et seulement si, A est a coefficients dans {—1,1}.
Déterminer le cardinal de l'ensemble des matrices équitables symétriques non nulles.

Si G est un sous-groupe fini de (K*, x), déterminer le cardinal de l'ensemble des matrices équitables a

coefficients dans G.

Déterminer toutes les matrices carrées équitables de taille 2 a coefficients dans le groupe Us.

FIN
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Exercice 1

La fonction arctan est définie sur R, impaire de classe €° et

1

Vo € R, arctan’(z) = T2
x

La fonction arctan’ étant strictement positive sur R, le tableau de variations est donnée par :

L'équation de la tangente en 0 est y = arctan(0) +arctan’(0)z, c'est-a-dire y = x. Le graphe de arctan posséde

deux asymptotes horizontales, la droite d'équation y = —5 en —co et la droite d'équation y = § en +oo.
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L'allure de la courbe représentative dans un repére orthonormal est donnée par la figure suivante :

La fonction arctan étant €°° sur R, elle est continue et

Yz € R, —g < arctan(z) < g

donc arctan est bornée et Ny(arctan) < 7. Puisque lim arctan(x) = 7, alors sup arctan(x) = § ainsi
T——+00 2€R

Ny(arctan) = g

Si v est dérivable sur I C R, alors arctan o v est dérivable sur I par composition de fonctions dérivables et,

pour toutt € I, on a :

v'(?)

d
7 [arctan(v(t))] - Tv(ﬂ?

1
5| La fonction f : ¢+ arctan(t) + arctan [ = | est définie et ¥®surR* par composition. Pour tout ¢ € R*, on a
7 [ [
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donc f est constante sur chaque intervalle du domaine de définition de f, et donc constante sur |—o0, 0] et
sur ]0, 4+o0[.

Puisque f(1) = 2arctan(1) = g et f(—1) = 2arctan(—1) = —g alors on a :

1
Vt € R*, arctan(t) + arctan <?>

Soit f € FE.

t
Soit x € R. La fonction h, : t — arctan(xt).lfi 22 est définie et continue sur [0, +oo[ par opérations

T

1
élémentaires sur les fonctions continues, n a : |h,(t)] < ]\/li.m donc

La fonction t — o) est intégrable sur [1,+o00[ , par le théoréme de comparaison la fonction h, est aussi

intégrable sur [1, 400 .

D'autre part, h, est continue sur le segment [0, 1] donc intégrable sur ce segment, ainsi

f(t)

s L]0, 4-00]).

Ve € R, hy:t+— arctan(xt)

t
e Pour tout t € R4, la fonction z — arctan(xt). 1f_|(_ 3‘2 est continue sur R , et

£(t) Mn

\V/ZB c [R7 arctan($t) 1+ y m

M
2(1+12)
D’aprés le théoréme de continuité des intégrales dépendant d'un paramétre l'application

posons ¢ : t — ,onapcL'(Ry) .

f(@t)
1+ﬂﬁ

O(f):x— /0+0C arctan(xt)

est continue sur R.
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e On a pour tout z € R

e ft)
tan(xt
arctan(zt) e

ft)
142

g

arctan(xt)

i

comme

lim [arctan(t)]

A—+o00

2

y

alors |®(f)(z)] < M

. Ainsi

(] Pour tout x € R, la fonction arctan est impaire donc

—+oco
B(f)(—x) = /O arctan(—at) ff;,_,

—+oc0
= — /0 arctan(zt) 1‘2(22 dt

dt

ainsi RIEIRSEIMDPENRN et on peut restreindre U'étude de @ a lintervalle [0, +oof .

D’aprés la question 6.2 on a ®(E) C E.
Soit (f,g) € E? et (a, ) € R2. Puisque E est un espace vectoriel, \f + g € E et donc ®(\f + g) est bien

définie, d'apres la question 6.1 et on a, pour tout x € R :

O(af + Bg)(x) = /0-+oo arctan(xt) %dt

f(t)
1+ t2

o0
=« / arctan(zt)
0

= a®(f)(x) + BD(g)(x)

+oo
dt + 3 / arctan(zt)
0

Ce qui donne ®(\f + g) = A®(f) + ®(g) et donc .

@ Par application du théoréme de dérivation des fonctions définies par une intégrale a parametre .
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Soit

g :[0,400[x[0, 40| —

x,t — tan(xt
(x,t) arctan(xt) e

e La fonction g est continue sur [0, +00[Xx [0, +00] .
e Pour tout x € [0, +o0], la fonction t — g(z,t) est intégrable sur R4 d'aprés la question 6.1 .
0
e Pour tout t € Ry, la fonction = + g(x,t) est de classe € sur [0, +oc[ et sa dérivée z —g(x, t) avec:

ox

(]
wn
o.
-
S
\%
)
o
=
o

Puisque t — 3 est intégrable au voisinage de +o0o, donc ¢ est intégrable sur [0, o0 .
Le théoréme dérivation des fonctions définies par une intégrale a parameétre assure que ®(f) est de classe
&L sur [a,+oo].

Ceci étant valable pour tout a > 0, alors ®(f) est de classe ¢! sur ]0, +oo] et

d +o00 ’ 1

dzx

—— ——5dt
1+ 2262 (1+t?)

La suite (hy),,cp converge uniformément vers h sur R .

Chaque h, étant continue sur R et la suite (hy),.n converge uniformément sur R vers h , donc h est

continue sur R .

La convergence de suite (h;,),cy vers h sur R est équivalent a :

No(h—h,) — 0

—+00
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Pour e =1 il existe ng € N tel que
Yn>ng ,No(h—hy) <e

en particulier on a Ny (h — hy,) <1, donc h — hy,, € E .
Comme E est un espace vectoriel , h — hy, € E et h,, € E, alors h =h — hyy + hpy € E .

XU (72,),, o converge vers h dans (E, Np) B

Soit fy la fonction constante égale a 1 et g = ®(fp).

[X/AN Pour tout x > 0, on pose

RE — R
he : ; arctan(zt)
" 142
alors
"0 arctan(zt) too
g(z) = ®(fo)(x) = /0 Wdt = /0 hy(t)dt
On pose

e Pour tout t €]0,400[, on a

e Pour tout z > 0 et tout ¢ € ]0, 400, on a |hy(t)] < h(t) et h est intégrable sur ]0, +ool.

D’apreés la version aux paramétres continus du théoréme de convergence dominée , on a :
+o00 r+-00 7T2
lim / hy(t)dt = / h(t)dt = —
0 0 4

T—>+00

Ainsi

D’apres le résultat de la question 8 applique a ®(fy), on a

d®(fo) t

+o00
Vz €10, 400 , ¢'(z)= (x) = /0 (—dt

dx 14+ 22t2) (1 +¢2)
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Soit z > 0, on a

1+ t2 1412

1 o0 arctan(zt +o¢ arctan (L
_) :/ arctan(z )dt—i—/ (‘””)dt
Y 0 0

, 1 g
le changement de variable u = 2 dans la seconde intégrale donne :

donc

! arctan(zt) + arctan ! dt
Tt — AA
1+ t2 xt

D] . 1 T ;
d’aprés la question 5 on a arctan(zt) + arctan i)~ g v cequi donne
x

Ainst

Une autre expression de ¢'.

1
A1+22T)1+T)
La fraction rationnelle F' se décompose en éléments simples de la forme :

10.4.1| Soit € ]0,1[ U |1, 4+o00[. Posons F(T) =

avec

et B = [(1 + T)Fw(T)]

T=—1

Atnsi
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10.4.2| Pour tout z € ]0,1[U |1, +oo], il suit de 10.2 et du calcul précédent que :

o 00 t
9@')—/0 aren o™

00 )
= / tF (1%) dt
0

1 /+°° z’t t
= — ———— | dt
2 -1 J 1+ 222 1+ ¢2

Soit A>0on a
222t 2t
1+ 222 1+¢2
1+ 222 A
1+t2

dt

0

et on fait tendre A — +o0
72t t

Tra2e m) dt = In(z)

NSl Vo < [0, 1] U1, +oof,

10.4.3| D’apreés la question 8 on a g = @ (fy) € €*(R) donc

) . In(z) . In(I4+w) 1
/ . T — — —
g)=limg(w) = lim ~— ey = M e 2

par suite

Vz €10, +oo[,

e Sizcl0,1],In(z) <0 etz —1<0 donc ¢'(z) > 0.
Si z €]1, +oo[,In(z) > 0 et 22 — 1 > 0 donc ¢'(z) > 0.

e On a g(0) = 0 et daprés la question 10.1 (x) = %2 . Puisque limog’(m) = +oo, la courbe
r—>

lim
z—>+oog
représentative de g admet une tangente verticale au point d'abscisse 0 établie a la get g est impaire , on

en déduit le tableau de variations et la courbe représentative de g :
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Exercice 2

L'intégrale d'une fonction a valeurs complexes est définit par :

2

27 27 I
f(t)dt:/o Re(f)(t)dt—Fz/O Im(f)(t)dt

0

puisquef = Re(f) — ilm(f) alors :

2

2

7TIm(f)(t)dt= ; f(t)dt

2 27
F)dt = /0 Re(f)(t)dt — i /0

0
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Soit P € C[X]. St P s'annule en tout point de U, alors P admet une infinité de racines distinctes, donc il

est nul.

e SizcU, alors il existe € R tel que z = e et

e Réciproquement, si =1, alors 1 = zz = |2|> donc |z| = 1 et z € U.

Ailnsi, on a ERERVRSSAE
SoitOE[RetP:1+iX. On a

P (e?) =1+ ie®
=1—ije ™
=1 —i(cos(f) — isin(h))

=1 —sin(f)) — icos(0)

XSl P (e?) = (1 —sin(0)) — icos(0) B

Soit A € #,(C) .

o Méthode 1 : Le polyndme caractéristique x4 de A est scindé dans C[X] , il s'écrit donc
n
xa(X) = H(X — Ak), ou les A; sont les valeurs propres de A comptées avec leurs multiplicités.
k=1
On sait que

n
les relations entre les coefficients et les racines donne alors ENEEYES Z N
=1

e Méthode 2 : Le polynéme caractéristique x4 de A est scindé dans C[X] donc A est trigonalisable dans

C[X]. Il existe donc P € GL,(C) telle que

tn— 1,n

An
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Puisque la trace est invariante par conjugaison, alors ENEVEMNVAES Z Ai

Soit (k,¢) € [0,n]? On a

donc ol 6, désigne le symbole de Kronecker, ainsi [NACRARSE VNN ENEREI0. GG Y

Soita € C et P,Q,R € E,,.

1
27T

/ ” aP (&) + Q ()R (ej9> df

& [ aPTe® R () + QMR (o) a0

““Jo
= (P, R) + o(Q, R)

BINY ©(aP + Q,R) = ap(P,R) + ¢(Q,R) §
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I (P Q) = 2(Q, P) |
Soit P € E,. On a

et pour tout 0 € [0, 27, ‘P (ew) ’2 BRI VP € £, o(P,P)cR; |

Soit P € E,. Si P est nul, on a évidemment ¢(P, P) = 0.
N |2 :
P <e19)‘ df = 0 . Puisque la fonction , 6 — ’P (e19)|2 est

2w
Réciproquement, st (P, P) = 0, alors /

0
continue et positive sur [0,27], alors P (ele) = 0 pour tout 0 € [0, 2x]. Par suite P s'annule sur U, d'apreés
la question 3, P est le polynome nul.

R VP c B, o(P,P)=0& P = Ocrx) §

Les propriétés des questions 6.3 et 6.4 permettent de dire que ¢ est une forme hermitienne définie positive

sur E,; elle définit ce quon peut appeler un produit scalaire complexe sur cet espace .

n
On note Qo = Zaka avec a, =1 et M = sup |Qo(2)|*-

zeU

k=0

D’aprés les questions 6.1 et 6.2, on a :

or ¢ (X*, X*) = ;¢ donc

n—1
NCEW & (Q0,Q0) =1+ |ax*

k=0
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n—1

D’'une part, ona =1+ Z lag|* > 1, d'autre part

k=0

1 2T 0 2 1 21
{ - ¢ 1 < — A dl = M
2 (Q0. Qo) = o /0 Qo <e ) a0 < 5 /0 Mdo = M

Ainsi, 1 < ¢ (Qo, Qo) < M et :
Soit Qo = X", pour tout 6 € [0,27], on a |Qo (em)‘2 = |ei"9‘2 =1donc M =1.
Réciproquement, supposons M = 1, puisque ¢ (Qo, Qo) < M et ¢ (Qo, Qo) > 1 donc ¢ (Qo, Qo) = 1.

Ce qui donne

n—1

9 (Qo, Qo) =1+ |axl* =1

k=0

et

donc, pour tout k € [0,n — 1], ar = 0. Autrement dit, Qyp = X™.

Al V[ = 1< Qo= X" B

Exercice 3

Dans cet exercice posons pour tout k € [1,n], Y la variable aléatoire discréte qui donne le numéro de la case
dans laquelle tombe la k-iéme boule lancée.

Les (Yi)geq1,n Suivent la lot uniforme U([1, N]) et elles sont mutuellement indépendantes .
Soit (Un),cn- Une suite vérifiant : uy11 = aup, +bolia € R\{1} et b e R.

La suite (uy),cn- est arithmético-géométrique de raison géométrique a € R\{1} et arithmétique b.

e On cherche une solution constante : soit a € R tel que a = aar + b donc a = .
—a
e Soit la suite (”n)new* définie par v, = u, — v, elle verifie v,+1 = av, Vn € N* , elle est donc géométrique

de raison a , par suite

-179 -



, b b
GON VY € N, w, =a™ ! (ul — ) + 1
—a

1—a

De lexpression précédente on distingue les cas suivants :

e siu = , alors la suite (uy,) est constante;

b
o siac]-1,1] lasuite (a"") . converge vers 0 donc (uy),cy- converge vers T

e siacR\|-1,1], la suite (uy), - diverge.

Au minimum, T}, = 1 si toutes les boules tombent dans la méme case. Deux cas se présentent :
e Sin > N, toutes les cases peuvent étre occupées donc T,,(2) = [1, N].

e Sin < N, au minimum une case est occupée et au maximum n cases le sont, dans ce cas, T,,(2) = [1,n].

ISl 7, (2) = [1, min(n, N)]

o loide T} :sin=1,doncTi(Q2) = {1} ainsi T3 = 1, cest la variable aléatoire certaine .

e Loide T} : sin=2, on lance deux boules , qui vont occuper une ou deux cases.

L'événement (T, = 1) est réalisé quand les deux boules tombent sur une méme case. Une fois connu la case

1 1
de la premiére boule la probabilité que la deuxiéeme boule tombe dans cette case est ~ doncP(Th =1) = —

1
T

1 .
MR ERGIN PN SR NINIIIETE 7>(Q) = {1,2} , P (T =1) = N et P(Tr =2) =

N
par conséquent P(T, =2)=1—-P(Th =1)=1—
N —

N
Autre méthode : On a

Par o-additivité et indépendance des Yj on a :

N
P(Tr=1)=) P(Vi=kP((a=Fk) =
k=1 .

d'oti le résultat et

On remarque que ce résultat englobe le cas N =1 .
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e Exprimons événement (7}, = 1) a l'aide des variables aléatoires Y} , l'événement (7}, = 1) se réalise si

toutes les boules tombent dans la méme case donc,

les événements m (Y; = k) sont disjoints donc
i=1

par l'indépendance des Y}, on a

S TIP@=0=3 (%

k=11i=1 k=1

) 1

e L'événement (7, = 2) se réalise si toutes les boules tombent dans deux cases différentes.
Pour construire (7, = 2) on prend une partie a deux éléments {i,j} C [1,N] et une partie A C [1,n] telle
que A # @ et A # [1,n] de sorte que lors des lancers d'indice k € A la boule tombe dans la case i, bien
sur la boule tombe dans la case j sinon .

On a donc

{i,5}C[1,N] —!C[[l n] (L’EA
—175[[1 n]]
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les événements considérés sont disjoints et les Y}, sont indépendantes , ce qui donne

PT=2= > | X (HIP(Ykzz')

{i.5}CILN] | Acin)
A%
A#[1,n]

keA

1 Card(A)+Card(A)

- > 1) |

{i,5}C[1,N] | AC[1,n]
A+o
A;élllvn]]

= <%)nCard{ {i,j} C [[1,N]]} Card{A C[1,n]|A#a,A#[1,n] }

On sait que

Card{A C [1,n]|A# @,A#[1,n] } —on_9

e Sin > N, l'événement (T, = n) est impossible car il ne peut y avoir plus de N cases occupées , donc
P(T,=mn)=0.
e Sin < N, l'événement (7,, = n) se réalise si, et seulement si les n boules tombent dans des cases
distinctes.
Pour construire (7,, = n) on prend une partie a n éléments A C [1, N], c'est 'ensemble des numéros des n
cases ol les n boules tombent , mais il faut tenir compte de l'ordre d'apparition de ces numéros , pour cela

consdérons S(A) l'ensemble de tous les n—uplets d’éléments de A . On a donc :

m-n- U [ U (m 0 =ak>)

k=1

AC[1,N] \(ai,....,an)ES(A)
CardA=n
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le méme raisonnement que précédement donne

P(T, =n)= Z Z (H P (Y = ak))

AC[1,N] \(a1,...,an)ES(A)
CardA=n

1
= mCard{A C [1,n]|CardA =n }.CardS(A)

k=1

on sait que
Card{A C [1,n]|CardA =n } = (

et

donc

OGSl P (7, =n) =

La famille (75 = @)y <;<min(n,n) €St un systéme complet d'événements .

Soit k € [1,n] , la formule de probabilité totale donne

min(N,n

)
P(Tosi=k) = D Prrymiy (Tuyr = k)P (Tr = 1)
i=1

D'une part on a, pour tout i € [1, min(N,n)] , st (75, = i) est réalisé alors soit (T,+1 = i) soit (T,—1 =i+ 1)

est réalisé , donc pour k #i etk #i+1ona Pi,—;) (Thy1 =k) =0, par suite

P(Ths1 = k) =Pr—p) (Tat1 = k)P (T = k) + Pg—p—1) (Tnp1 = B) P (T, = k — 1)

et d'autre part :

e Si (T, = k) est réalisé, k cases sont occupées donc la probabilité que la ( 7 + 1 )-iéme boule tombe

k k
dans Uune des cases déja occupées est N donc Pp,—p) (Tht1 = k) = N
e Si (T, =k—1) est réalisé, k — 1 cases sont occupées donc la probabilité que la (n + 1)-iéme boule
N—-(k-1 N-k+1
tombe dans une cases non occupée est # donc [P(T,,,:k—l) (Th+1=k) = - N

k N-—-k+1

Ainsi M3 1.n|, P Tn, =k)=— T’n:'lC
insi € [1,n], (Tt ) N ( ) + N
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OnaP(7,=0)=0et P(T, =k) =0 pour tout k > n, donc pour tout z € R

(W4 Pour tout x € R, en utilisant l'identité établie en 6 , on obtient

n+1
Gny1(x) = Z P(Tht1=k) z*
=1

N-k+1 '
t—x P@=k- 1)) a

n+1 n+1 n+1

1
= — = k " = K — ”k— o —_ - = K — ;,k
=~ k:1 kP (T, = k) 2" + 1;1 P (T =k—1)a*— = k:l(k WP (T, =k—1)z

1 n ) n ) 1 n )
=¥ Y EP(Th = k)b + > P (T, = k) 2" - ~ > kP (T, = k) 2"
k=1 k=0 k=0

—fcww+mcgg—fcwﬂ
—_— N 7n ” ; 777/ 3 N 711 L ).

1
ISl V2 € R, Goii(x) = ~ (z — 2%) Gl (z) + 2Gn(z) §

Les séries génératrices impliquées étant polynomiales, elles sont ¥ sur R donc, pour tout x € R, on a :

f1(@) = (1= 200G (@) + 5 (2~ 27) C(a) + Cule) + 2G ()

donc, en évaluant en 1, il vient :

1

= 57 On(1) + Gu(1) + GL(1)

on sait que G,(1) = 1,G},(1) = E[T},] et G}, (1) = E[T,,11] donc : YESSYE <1 - %) E[T.+1§

2 " L ; Lqoe . ; o _ 1 o
La suite (E[T}]),cpn- est arithmético-géométrique de raison géométrique a = (1— 37) et de raison

arithmétique b =1 donc

= N, d'apres la question 1, on a :
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Puisque E[T] = 1, alors

)"_1 (1-N)+N=N <1 - (%))

Puisque

‘<1,ona: lim E[T,]=N§

n—r—+00

Si on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si la case numéro ¢ est pleine voir "non vide” aprés n lancers

et 0 sinon, le nombre de cases non vides est

On a X; (2) = {0,1} donc X; est une variable aléatoire de Bernoulli. Déterminons son parameétre.
L'événement (X; = 0) se réalise si, et seulement si, toutes les boules tombent dans des cases aux numéros

autres que ¢ donc ,

Par linéarité de l'espérance, on a

N N
E[T,] =L ZX'i :Z[E[X'i] -y

=1

donc
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Exercice 4

Les matrices

sont équitables.

Soit (i,7) € [1,n]* Si A € 4, (R) est équitable, pour tout k € [1,n], on a a;; = a; pay.;.

Et si —A est équitable, alors

—aij = (—aik) (—ak;) = aikar,; = ai

ainsi, a; ; = 0. Ceci étant valable pour tout (i,7) € [1,n]% donc A = 0,,.

Puisque 0,, est une matrice équitable, on peut conclure :

VA € #,(K), A et —A sont équitables si et seulement si A =0.

Soit A € #,(K) équitable.

Notons A = (a; j)1<i<n et AT = (bi j)1<i<n avec b; ; = aj; pour tout (i,7) € [1,n] .
T 15<n " 1<5i<n ‘ ‘
Soit (i,7,k) € [1,n]° on a :

bij = aj; = ajrar; = bg jb; = b; kb j

donc la matrice AT est équitable.

XSl A équitable < ATéquitable [

Soit A € ., (K) équitable. Pour tout (i,5) € [1,n]% on a :

OBE A équitable = V(i,5) € [1,n]? ai; = a;;
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Soit A équitable non nulle et k € [1,n].

En prenant ¢ = j = k dans la relation de définition d’'une matrice équitable, on a :

2
Ak = OkkQk k = Qf

donc a i € {0,1}.
Si il existe k € [1,n] tel que ax, =0, alors, d'aprés la question 4, A est a diagonale nulle.

Ce qui donne, pour tout (i, j) € [1,n]? :

donc A est la matrice nulle, contradiction.

PSR Vi € [1.n], a;; =1

Soit B équitable non nulle. D'apreés la question 5, comme A est équitable non nulle, les coefficients diagonaux
de A et de B sont égaux a 1.
Mais les coefficients diagonaux de A+ B sont égaux a 2, donc A + B ne peut pas étre équitable.

Ainsi : la somme de deux matrices équitables non nulles n'est pas équitable.

Si il existe (4,7) € [1,n] tel que a;; = 0, alors

a;; = a;jag; =0,

ce qui contredit le résultat établi en 5.

Xl v (i, ) < [1,n]?, a;j 70§

Soit (i,7) € [1,n]%

On a:

et

aijaji =an =1

1
REINER (i, j) < [1,n]?
CL]71

d'aprés la question la question 7 a;j1 # 0 donc a1 ; =

Quelques résultats remarquables .
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Soiy j € [1,n] , d’aprés la question 8 la j iéme colonne de A s'écrit

A est non nulle donc forcement C; # 0, par suite

rg(A) =1g(C1,Co, ...

Ainst ;

Remarque : on peut exprimer donc les matrices équitables de tailles 2 et 3 sous la forme :

1 a ab
/a1 b avec ab # 0
1/ab 1/b 1

1 a

1/a 1

¥4 Posons A% = (c; j)1<i<n - Pour tout (i,j) € [1,n], on a:
1<j<n

U] |a relation précédente montre que le polyndme X2 —nX = X (X —n) est annulateur et A il est scindé &

racines simples, donc A est diagonalisable.
Comme X (X —n) annule A, alors Sp(A) C {0,n}. Soit p € [0,n] la multiplicité de la valeur propre 0,
donc la multiplicité de la valeur propre n est n —p .

On sait que

or ai, = 1 pour tout k € [1,n] donc
Tr(A) =px0+(n—p)xn=n

ENSRERERWIE A est semblable a Diag(n,0,...,0) §
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Soit A une matrice équitable . Notons J la matrice de .#,(K) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

On a J? = nJ donc X (X —n) annule J. Il s'ensuit que J est diagonalisable, Sp(J) C {0,n} .
Comme Tr(A) = n alors , comme dans la question 9.4, la multiplicité de 0 est n — 1 et la multiplicité de n
est 1.

Donc J semblable a Diag(n,0,...,0). Par transitivité A est semblable a J.

Si A est symétrique, alors pour tout (i, ) € [1,n]% on a:

9

i.j

1= ;3 = a,i,jaj,-, =a

donc a;; € {-1,1}.
Réciproquement, supposons que A est symétrique et tous ces coefficients sont dans {—1,1}.
Soit (i,7) € [1,n]* Puisque a;;aj; = a;; =1, alors a; ; et aj; sont de méme signe, et donc égaux.

IOl A € S, (R) < V(i,j) € [1,n]% ai; € {—1,1} }

Soit A équitable symétrique non nulle. Donc ses coefficients sont dans {—1,1}.

e D’aprés la question 9.1 on arg(4) =1 et

chaque colonne est égale a la premiére ou a son opposé.
La matrice A est entiérement déterminée par la premiére colonne Cy. Puisque le coefficient a;; est égal a
1, on a 2"~! choix pour les autres coefficients de C; et donc au plus 2”1 choix pour A.

e Réciproquement : supposons que C; = T(am,am, ...,ap1) estfixée dans {—1,1}", avec a;; = 1.
;1

Pour tout (¢,7) € [1,n], on pose a; ; = € {—1,1}, alors, pour tout (4,7, k) € [1,n]?

as,1

Qi1 Qg1 G4

= a;;

donc la matrice A ainsi construite est équitable non nulle a coefficients dans {—1, 1}; elle est donc symétrique.

Conclusion : Il existe 2"~! matrices équitables symétriques non nulles.

Soit G un sous-groupe fini de cardinal g de (K*,.).
Une matrice équitable a coefficients dans G est de rang 1 et entierement déterminée par sa premiére colonne,
dont le premier coefficient est 1, le méme raisonnement que celui effectué a la question 11 montre qu'il existe

n—1

q matrices équitables a coefficients dans G.
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OnalU;={z€C|z2=1} ={-1,1} il y a 227! = 2 matrices de taille 2 & coefficients dans U, :

Un autre exemple avec Us = {z €eC|2= 1} = {1,4,5} , de la remarque 9.a les matrices équitables de

taille 3 a coefficients dans Us sont :

—_

— S
[

J
J
1
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Durée: 3 heures

L'usage de la calculatrice ou de tout dispositif électronique est interdit.

Généralisation d'une intégrale de Dirichlet et application

Le but de ce sujet est de calculer lU'intégrale de Dirichlet généralisée

too 1 (Cos(t))zp—H ;
0 t2 '

et d'utiliser ce calcul pour évaluer une espérance.

Partie | : Calcul d'une intégrale

Dans tout ce qui suit,  est un élément de ]0, 1] fixé.

Montrer que pour tout 6 € |—m, 7, la fonction f définie par

10,400f — C
f 5 ; tm—l
1+ tet

est définie et intégrable sur |0, +o00].

Soit r la fonction définie par

|—m, @] C

—
r: +o00 t:r—l
6 — / o dt
0 1+ te?



Montrer que la fonction r est de classe ¢! sur |-, 7| et que :

. +oo T
Vo € |—m x[, 7'(0)= —ieze./ t—z dt
0o (1+te?)

Indication : soit B € |0, [, montrer que pour tout 6 € [—3; 3] et t € [0, +00],
|1+ te®)? > |1+ te®®|” = (¢ + cos(8))? + (sin(B))2.

Soit g la fonction définie par

|-m, 7] — C

g: wo [T T
9 — elwe./ —Odt
0 1+teZ

Montrer que la fonction g est de classe ¢! sur |—m, 7| et que pour tout 6 € |—m, 7|,

ol h est la fonction définie par

Calculer h(0) et lim h(t) .

t—+o0

En déduire que la fonction g est constante sur |—m, 7|

Montrer que pour tout 6 € |0, 7|,

tI

]

] ; too
9(0)sin(z0) = 21 <9(_0)em6 B g(e)e_me) - sin(@)/o 2 + 2tcos(6) + 1

En déduire que :

8 €10,7[, ¢(8)sin(6z) = / o (usin6) = cos(@))”

cotan(6) 1+ u?

ol cotan(f) = Z?rf((g))

dt



Montrer, en utilisant le théoreme de convergence dominée, que :

+oo U
lim g(6)sin(z6) / d

0—m— oo 14 u?

En déduire que

/-I—oo tw—l T
dt = —
o 1+t sin(mz)

Partie Il : Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que z est un élément de |0, 1] fixé.

E Montrer que.

—+o0 t:L‘—l 1 tx—l ==
/ dt = / + dt
g L4 o \1+t 14t
Montrer que :
1 4z—1 too n
t —1
/ dt=3 (-1)
0 1+t =0 n-+x

Etablir lidentité

1 42—1 +oo n too n
t (=1) (1)
dt =
/0 1+t T;)n+a:+zn+1—:n

n=0

En déduire que l'on a

T 1 +Z°° 2(=1)"z
sin(mz)  x — n? — z2

En déduire enfin que :

too -
weoal, 3 20y

n=1

sin(y)
— n2x2 Y



Partie Il : Calcul d'une intégrale de Dirichlet généralisée

Montrer que l'intégrale

/+oo 1— (COS(t))2p+1 @
0
converge et que :

sin(t)
t

dt

/+oo 1— (cos(t))zP'H
0

2 dt = (2p+1) /0+Oo(cos(t))2p

Montrer que pour tout n € N* :

2 _ n2n2

/’2‘+mr (cos(t))2psm(t) dt = /g(cos(t))zpw dt
z 0

En déduire que :

€9 i z —+00 s
/+ (cos(t))zp&t(t) gt = /2 (cos(t))? ( 2(—1) tsm(t)) gt

12 — n2x2
0 n=1

En déduire que :

/0+Oo(cos(t))2p@ dt = /Og(cos(t))2p dt

Dans le cas p = 0, cette intégrale est communément appelée “Intégrale de Dirichlet”.

Montrer que :

(cos(t))? = 2_;) <<2;D) + 21§ (if) cos(2(p — k)t)>

, g 2]7
[ [ 7 it —it
Indication : On pourra développer (e te ) :



En déduire que :

20 1 — (cos(t))?PH! . m.(2p + 1)!
9 +2 o 22p+1'(p!)2

Partie IV : Calcul de [E <|Sr,l|)

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).

Soient (Xj),cp+ des variables aléatoires indépendantes, de méme loi donnée par :
P(Xi=-1)=P(X1=1)=

n
Pour tout n € N*, on note S,, = ZXk'
k=1

K2} Déterminer, pour tout n € N* E(S,) et V(S,).
[

Soient S et T deux variables aléatoires indépendantes prenant toutes deux un nombre fini de valeurs

réelles. On suppose que T et —7 suivent la méme loi.

Montrer que :
E(cos(S + 1)) = E(cos(S))E(cos(T))
En déduire que pour tout n € N*, et pour tout ¢t € R :
E (cos (tSn)) = (cos(t))"
Soient a,b € R tels que a # 0 et || < |a]. Nontrer que

la + b| = |a| + signe(a)b

ol signe(x) = ﬁ pour x réel non nul. En déduire que :

Vn € N*, E (lSQnD = [E(|Sgn_1|)



Montrer que pour tout s € R

En déduire que pour tout n € N* :

Conclure que :

2n — 1)!
Vi€ W', E(|Shul) = E (|Senos]) = mgin— 1)

- 22n—2((n _ 1)!)2
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Généralisation d'une intégrale de Dirichlet et application

Partie | : Calcul d’'une intégrale

Dans tout ce qui suit,  est un élément de |0, 1] fixé et

Soit § € |—m, 7, on a e #£ —1 et 1+ te' # 0 pour tout ¢ € |0, +-00[, donc f est bien définie et continue sur
10, +oo| .
e EnO0:

: 1 . . ,
, comme 1 —x < 1 alors la fonction ¢t — e est intégrable au voisinage de 0 par suite

Ona |f(t)]

t—0 tl—=

f est intégrable au voisinage de 0 .
o En +oo:

1
Ona |f(t)] , puisque 2 — z > 1 donc la fonction ¢ — prmy est intégrable au voisinage de +o0

t—;;-oo t2—z
par suite f est intégrable au voisinage de +oo .
Ainst f est intégrable sur ]0,+oo .

Soit r la fonction définie par
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|-, w[ x]0,+00] —> C

Considérons la fonction w : po—1

0,1 ———dt
(0,1) — T ie®

e Soit B € 0,7, 0 € [-5,0] ett €[0,+00] on a

12 . .
‘1 n te”e‘ _ (1 n tew) (1 n te"“")

=1+ 2tcos(d) + t*

= (t 4 cos(h))? + (sin(#))?

la fonction cos est pair et décroissante sur [0, 3] , donc cos(€) > cos(/3) pour tout § € [—3, 5] , par suite

012 ) 12
‘1 +te”| > 14 2tcos(fB) +t“ = ‘1 + te?’

CINEN |1 + i.Fe"'9|2 > 1+ te'iﬁ‘2 = (t +cos(B))? + (sin(B))? (1)
_Z'eieta:

0,t) = ——
) (1 + teit)?

e La fonction u est de classe ¢ sur |—m, 7[ x [0, +-00[ et a—;(

Soit 8 € ]0, x|, en utilisant 'inégalité (1) on trouve, pour tout § € [, 3] et t € [0, +00]

t* t* 1
la fonction ¢ : t — T teiﬁ\Q = T cos(B))E 1 (sm(B) 2 est définie continue sur [0, +o00] et p(t)

avec 2 —z > 1, donc ¢ est intégrable sur [0, +00] .

~Y
t—too {277

On obtient ainsi une relation de domination de — , le théoréme de dérivation des intégrale dépendant d'un

00

paramétre sur un intervalle quelconque assure que r est de classe € sur [—f3, 5] pour tout 3 € ]0, 7|, par
tl‘
(1 + tei®)®

dt

e OnaViec]-mx[, g(d) = e®r(d), donc g est de classe €' sur |-, [ et pour tout § € |—m, 7]
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g/( )_eue /( )_i_,ixeinT(e)

l.rG/ 10tx i ;'lftx_l‘e dt
(1t te? " 1xte

/
(1 +te‘9> dt

T

+oo
SNl o (0) = ie™™? B (1) dt B R e G —
8 (0) = e [ w0 —
ei9

e Ona h(0) =0 et h(t) , comme 1 — 2 > 0 donc . liT h(t)=0.
— 400

~ -
t—4oo0 t1—%

e L'expression de ¢’ s'écrit

q'(6) =ie™® lim /A B (t)dt = ie'’ ( lim Rh(A) - h(()))

A—+o00 Jg A—+o00

d'ott ¢’(#) = 0 pour tout 6 € |—m, [, on en déduit que g est constante sur |—m, 7.

D’aprés la question (3) g est constante sur |—m, [ donc pour tout § € |—7, 7| on a

_ +00 eirtpr—1 - +o00 e—ixﬂtl’—l
On sait que = ——— | dt ce qui donne = —dt = g(—0) , par suite on a
ait que g(6) /0 (1+te19> q 9(0) /0 =" g(=0) .| a

(9>Im( —“9) sin(26)g(6)
écrivons

= - (s(0)e7* — g(-0)e™)

1 +o00 t;‘l}—l lL;'lZ—].
2 J, <1 Ftei? 1+ te—w) ‘

1 400 tm(e—w _ eiﬂ)
T2 /0 (1 + te®)(1 + te—i0)

= —sin(6) /0 5 2tcos(@) 11 %

dt

Ainsi pour tout 6 € ]0, 7|

t."l’

1 ixh \ —ixf\ __ ‘ e
g(@)sm(LH) 2[ ( ( 9)9 ((9)@ > = Sln(9)/0 m dt

Soit § € ]0,7[, on a

+o0 T x
g(0)sin(x0) = sin(@)/o (t— dt = — t— dt

t + cos(f))? + (sin(6)) t+cos(9) |
sin(0) ) +1
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t—+cos(0)
sin(0)

+00 PR o -

g(0)sin(fz) = / M

posons u = alors t = usin(f) — cos(#) et dt = sin(f) du ce qui donne

du

cotan(6) 14 u?

En s’inspirant de la question précédente, on écrit

Y(0,u) du

avec ¢ la fonction définie de |0, 7[ x R vers C par :

(usin(f) — cos(0))”
V(0,u) = 1+ u?
0 st u€]—o0,cotan(d)]

st u € [cotan(f) , +oo]

on applique en suite le théoreme de la convergence dominée a l'intégrale de cette fonction :
e Convergence :

Soit u € R, on a cotan(f) st il existence donc un « € |0, 7[ tel que V 6 € Ja, [, cotan(f) < u, ce qui
— T

donne
(usin(6) — cos(#))*
14+ u?

"#(07 U) =

, VO € o, 7|

1
on en déduit ¥(0,u) — .
1/}( ) 6—r— 1+ u?

e Domination :

Pour tout u € [cotan(f) ,+o0[, on a

0 < usin(f) — cos(A) = |usin(f) — cos(0)| < 1+ |u]

donc (usin(f) — cos(0))” < (1 + |u|)* , par suite

1 * 1 z
ﬂ ~ —— et2—x > 1 donc la fonction u — M
1+ u2 wu—stoo y2—= 1+ u2

+00 , par parité elle est intégrable sur R .

De plus est intégrable au voisinage de

On obtient ainsi une relation de domination de la fonction % sur |0, 7] X R par une fonction intégrable.

Le théoréme de convergence dominée permet d'écrire

+o0 +o00
lim / 1/)(9,u)du:/ lim (0, u)du
0—7~ J_xo oo O—7—
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c'est-a dire

lim
O—m—

/+°° (usin(6) — cos(9))"7(’u

otan(6) 1+ u?

+oo )
ainsi KN g(é))sin(;p()):/ du
O0—m—

—00

D’apreés la question (3) la fonction g est constante sur |—m,#[, donc g(0) = lim g(0) .

O—m—
too pz—1 T
On a g(0) = dt et la question précédente donne lim ¢(f) = ——— d'ou
o L1+t g—7— sin(7z)

+o0 t,T—l
/ dt
Jo 1+t

Partie Il : Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que z est un élément de |0, 1] fixé.

@ On a
“+o00 t:l?—l 1 tw—l +OO t;l:—l
/ dt =/ dt—l—/ dt
o 1+t o 1+t L 14t

1 +oo yz—1 1 u="
dans la deuxiéme intégrale on pose u = 7 ce qui donne / dt = / du , d'ou la relation
1 0

1+t 1+u
/+oo t"T_l /1 t:v—l T
dt = +
Jo T+t Jo \I1+¢t "1+t

N 1— (—t)N+1
Pour tout £ € ]0,1[ et N € N , on a Z(—t)” = ———— , donc
n=0

1+t
\N+1
>dt+( 1) /0 —

var [TV
— + (-1 —dt
(=1) /0 1+t

. T 2N+ z+1)
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oo yz—1 L /pz—1 T
On utilise la relation de la question (8) / dt = / dt et on montre de la méme
o 1+t o \1+t 1+t

facon qu /1 e (=1)" insi ol )" S (1"
aco e —E—,aw on a E E
; l o 1+t n+1-—=x . n+7 ; On,—i—l—:r,
“+o00 t:E—l T
D’aprés la question (7) on a / dt = — donc
o 1+t sin(7x)

2( 1)"ysm(J) 1 sin(y)
Y

Partie Ill : Calcul d'une intégrale de Dirichlet généralisée

Soit [ : ¢ — 1 — (cos(t))?+!

t2
e EnOona:
1— (1— 5 +o(t?) %+
t2
_1-(1-(@2p+ D5 +o(t?)

t2
2p+1
= 1)2 +o(1)

2 1
ainsi f(t) — P+

/el la fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc elle est intégrable sur |0, 1] .
—>

e En +ooona:




donc f est intégrable sur [1, +o0] .

+00 1 _ (cos(t))2Pt!
Par conséquent f est intégrable sur |0, 4+o00[ et l'intégrale / ( t§ )
0

dt converge .

e Soit [a,b] C ]0,+o0[ . Une intégration par partie donne :

/b 1 — (cos(t))?H!

t2
b
— 2p+1 . — 2p+1 . .. .
et on a % =tf(t) donc llm0 [—%} =0, par passage a la limite on obtient :
=5
bi)—i-oo “

/*’O 1 — (cos(t))?+!
0

o0 ;
> dt = (2p+ 1) / (cos(t))z> S0t
0

/ o (cos()? 22 gr —

3 Hn—-1)m t

ainsi /2+m (cos()) () H_/ﬂé(cos(t))%w at

S+(n=1)m t2 — n2m2

+o0

(cos(e) 20 gy — 3 / T osteyr il g

n—1 +(n— 1)7r
o 2(—1)"tsin(¢
2(-D)"sin(t)

72

e n
pour tout ¢t € [0, 5] on a n?n? — a1 < n’r* — t* donc ’(COS(t))%ﬁz—z(t 1_),:5,1:1(7‘) = ,Tr _11/4

2(—1)"tsin(t)

, . 1 ) ;. . 2p
La série > wr=171 converge donc la série de fonctions E (cos(t)) PP

converge normalement et

7
uniformément sur [0, 5] .

On peut donc intervertir les symboles " et [ ce qui donne

0o . \ g +o0o N\t
' (cos(t))zp%(t) dt = /~ (cos(t))? <Z M) dt
: ’ 0

n=1

t2 —n2n?
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D’apres la question (12) la derniére formule devient :

ce qui donne

2p
= D (25) ) etHhe
22p ;

k=0
1

L[ (2 N~ (2 oi2(k—p)t (2 oi2(k—p)t
= | ) T2 2 %

k=0 k=p+1

dans la deuxiéme somme on fait le changement h = 2p — k , ce qui donne
1

P
(cos(t))Qp— 7 (( )+ (21’) 2(k— p)t+z (2p> i2(p— h)t)
k=0 h=0

p—1
: o1 !
en regroupant les termes on obtient JIHGIREES 5% (( > + QZ ( )COS(Q k)’«‘))

D’apreés la question (16) on a

/+oo (co (t))2psm dt = / (cos(t))?P dt
0

la formule de la question (17) donne

jus

2 e t 1 (2 2p)!
or pour tout n € N* on a /2 cos(2nt)dt = 0 , donc / (co (t))zl’sm( ) p= 2 ( p) = 92:1(1—]2)')2
0 Jo 24Pt you

t 292

+OO _ 2p+1
De la question (13) on a / 1 — (cos(?))
0

/*’O 1 — (cos(t))?P+1 P T(2p+1)!
0

e op SN (t)
= (2p + cos(t t , on en deduit alors
. dt = (2 1)/0 (cos()» =52 el al

) T 22t (pl)2
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Partie IV : Calcul de [E(|.5,|)

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé .

Soient (Xj),ep+ des variables aléatoires indépendantes, sur (€2,.A,P) , de méme loi donnée par :

Donc pour tout k € N*, X, (Q) = {-1,1} et P( Xy =-1) =P (X =1) =1

n
Pour tout n € N*, on note S,, = ZXk , donc S, (R2) = [—n,n] .
k=1

Soit n € N*.

e Pour tout kK € N* on a

Soient S et 1" deux variables aléatoires réelles indépendantes telles que S(Q2) et T(2) sont égaux et finis,

donc S et T admettent des espérances .

T et —T suivent la méme loi, ce qui revient a dire que sit € T'(?) alors —t € T'(Q) et P(T' =t) = P (T = —t).

On a

E(cos(S + T')) = E(cos(S)cos(T")) — E(sin(S)sin(T"))

comme S et T sont indépendantes alors cos(S) et cos(T") sont indépendantes, de méme que sin(.S) et sin(7")

sont indépendantes, donc

E(cos(S +T')) = E(cos(S)) E(cos(T")) — E(sin(S)) E(sin(7"))
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par le théoréme de transfert on a

e[ TMASTAVANENIRIN [ (cos(S + 1)) = E(cos(.S)) E(cos(T")) B

Soit t € R . Montrons par récurrence sur n € N* que E (cos (tS,,)) = (cos(t))" .
e Initialisation :

Soitt € R, on a S = X7, le théoréeme de transfert donne

E (cos (tX1)) = Z cos (tx) P (X1 =) = cos (—t) P (X7 = —1) + cos (t) P (X7 = 1) = cos(t)

z€X1(Q)

ainsi E (cos (t51)) = cos(t) . Le résultat est donc vrai pour n = 1.
o Hérédité :
Supposons le résultat vrai pour n > 1 .

Ona Sp+1 = Sp+ Xp+1, d'apres le théoréme des coalitions les variables S, et X,,11 sont indépendantes, de

plus X,,+1 et —X,, 41 suivent la méme loi, la question (20) donne alors E (cos (£5,,+1)) = E (cos (£5,,)) E (cos (tXy+1)).

Les variables X; et X1 suivent la méme loi donc [ (cos (t.X,,4+1)) = E(cos (tX1)) = cos(t) , par hypothése
de récurrence on a [ (cos (tS,)) = (cos(t))™ , par suite E (cos (tS,11)) = (cos(t))"*1, d'ot le résultat est vrai

pour n 41 .

Ainsi on a pour tout n € N* et tout t € R, | E{NIAIENNGNE -

e Soient a,b € R tels que a # 0 et |b| < |a|. On a

la + 0] =| |a|signe(a) +b | =] |a| + signe(a)b |

comme |a| + signe(a)b > |b| + signe(a)b > 0 alors JEEEAEEIAEINTIE(AL)

e Soit n € N* on a |Sy,| = |Son—1 + Xon| et Sop—1 est la somme d’'un nombre impair de variables qui

prennent les valeurs 1 ou —1, donc 0 ¢ Sa,—1 () et [Sop—1| > 1, ainsi | Xo,| =1 < |Sop—1]-
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Le résultat précédent donne |Sa,| = |San—1 + Xon| = |S2n—1]| + signe(S2,—1) X2, , donc

E (lSQn—l |) + L (Siglle(s2vz—1)4Y271,)

E (lSZ'n—1|) + Signe(SZn—l)[E (XZ'IL)

E([S2n-]) (car E(Xan) =0)

FNETININNE Vi € N, E(|S2,]) = E(|S20-1]) B

SoitsE[R*etAEOona

41— cos(s A1 1) uss sl g :
/ c?s(st) df — / cos(|s|t) g v |S|/ cos(u) du
0 Jo 0

12 t2 u2

T2 1 — cos(st
d'aprés la partie Il l'intégrale / —()

0 t2
00 1 — cos(st) T
———— dt = —|s
/ 2 i

Le cas s = 0 est trivial .

Soit n € N*.

7T A . . .
dt converge et vaut 5 par passage a la limite on obtient

+o00 1— Yoo 1
e Pour tout w e Qon a / cos(;tSn(w)) dt = E|Sn(w)\ qu'on écrit / CO;(tSn) dt — z|5n| '
0 t 2 0 t 2
2 [T 1-E S,
e Montrons que E(|S,|) = _/ (Ct‘z)s( Sn)) di
T Jo

Comme S,(Q2) = [—n,n] , alors on peut écrire

> KPS, =k)

ke[—n,n]

SNV

ke[—n,n]

“+00 ]_—COS(tk/)
> —&
0 ke[—n,n]
2 [ EW- ookt
™ Jo

P dt

2 [T°°1—E(cos(tSy))
/0 dt |

ce qui donne alors E (|S,]) = = 2
m

400 1 __ n
e D'aprés la question (21) on a E (cos (tSy,)) = (cos(t))™ donc JESMIES %/ 1= (eos(®)" dt
0

t2

too 1 $))2p+1 2 1)
D’aprés la question (18) on a (cos(?)) dt = m(2p+1) et la question (22) permet de conclure
; 2 22+ (p])?

que :
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2n — 1)!
Vi €N, E(|Sonl) = E(1Son_i]) = spman = 1)

Fin
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CONCOURS COMMUN MINES ET PONTS

EPREUVE DE MATHEMATIQUES 2
SESSION 2024 - FILIERE MP

Durée: 4 heures

L'usage de la calculatrice ou de tout dispositif électronique est interdit.

Phénoménes de seuil dans les graphes

Dans ce probleme, n désigne un entier supérieur a 1.

On désigne par [1,n] lensemble des entiers compris entre 1 et n.

Le groupe symétrique des permutations de [1,n] est noté S,.

L'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients réels est noté ., (R).
Le cardinal d'un ensemble fint E sera noté card(E) ou |E|.

Un graphe G est un couple (S, A) o :

e S désigne un ensemble fini non vide d'éléments appelés sommets du graphe G

e A désigne un ensemble éventuellement vide d'éléments appelés arétes du graphe G, une aréte étant
/ Y / G LD
un ensemble {s, s’} ot s et s’ sont des sommets distincts de S.
Un sommet n‘appartenant a aucune aréte est dit isolé.
Par convention, le graphe vide est le couple d’ensembles vides (&, @).

On peut représenter un graphe non vide dans un plan a laide :
e de disques schématisant les sommets du graphe

e de segments reliant ces disques pour les arétes du graphe.

Par exemple, on a représenté sur la figure 1, le graphe G = (S, A) avec :

S =[1,9] et A ={{1,2},{1,5},{1,6},{2,3},{2,9},{2,8}}



Figure 1- un graphe a 9 sommets et 6 arétes

On remarquera que les arétes sont constituées de deux sommets distincts, ce qui interdit la présence
de «bouclesy reliant un sommet a lui-méme.

De plus, une méme aréte ne peut étre présente plusieurs fois dans un graphe.

Un type de graphe utilisé dans ce probléme est l'étoile.

Une étoile de centre s et a d branches avec d entier naturel non nul, est un graphe (S, A) ou S =

{s,s1,82,...,84} est de cardinal d + 1, et A est du type

A= {{5, 31} ) {37 52} pooog {'97 Sd}}

On a représenté figure 2 une étoile de centre 4 a 5 branches avec S = {1,3,4,5,6,8}.

Figure 2 - une étoile a 5 branches

Soient G = (S, A) et G’ = (5', A") deux graphes; on dit que :

e (' estinclusdans Gsi S CcSetA' Cc A



e (' est une copie de G s'il existe une bijection o de S’ dans S telle que :
V(s,t')eS xS {dt}ed={o(s),0)}ed

Par exemple, le graphe de la figure 1 contient plusieurs copies d'étoiles a une branche (correspondant aux
segments), plusieurs copies d'étoiles a deux branches, mais aussi une copie d'une étoile a 3 branches (de
centre 1) et une copie d'une étoile a 4 branches (de centre 2).

Dans une premiére partie, on étudie quelques propriétés algébriques des matrices d'adjacence.

On introduit ensuite la notion de fonction de seuil en probabilité des graphes aléatoires.

Les deux parties qui suivent la premiére partie sont indépendantes de celle-ci, et sont consacrées a l'étude

de deux exemples.

Partie | : Quelques propriétés algébriques des matrices d'adjacence

Soit G = (S, A) un graphe non vide ol |S| = n. Indexer arbitrairement les sommets de 1 a n revient a

choisir une bijection (appelée aussi indexation) o entre [1,n] et S. On pourra alors noter :

S={o(1),0(2),...,0(n)}

oli 0(i) est le sommet d’index i.
Une indexation o étant choisie, on définit la matrice d'adjacence Mg, du graphe G associée a o comme

étant la matrice de ., (R) dont le coefficient situé sur la i€ ligne et la j¢ colonne est :

1 si{o(i),o(j)} €A
(]\'[G,a)i,j =
0 sinon

On remarquera d'une part que la matrice Mg, est toujours symétrique (car pour tous ¢ et j entiers,
{i,j} = {j,i} ) et d'autre part que les termes de la diagonale sont tous nuls (pas de boucle dans un
graphe).

Voici par exemple la matrice d'adjacence Mg i¢ du graphe G représenté sur la figure 1 :

@
=%
|
O O © B = O O ~ o

- = O O O O = O =
e e e e e 9 e = e
e e o e e e e 9@ e
S O O O ©O O o o =
SO O O O O o o o =
e e e e e oo e 9o e
o O O O o o o = o
e e e e e e @ = e

Soit p une permutation du groupe symétrique S,, et M = (mi,j)1<”<n une matrice de ., (R).



Montrer que les matrices M et (mp(i)vp(j))gi,jgn sont semblables.

En déduire que si G = (S, A) est un graphe non vide, et si o et ¢’ sont deux indexations de S, alors

Mg s et Mg o sont semblables.
Justifier qu'une matrice d'adjacence d’'un graphe non vide est diagonalisable.
Montrer qu'une matrice d'adjacence d'un graphe non vide n'est jamais de rang 1.

Montrer qu'une matrice d'adjacence d'un graphe dont les sommets non isolés forment un graphe de
type étoile est de rang 2 et représenter un exemple de graphe dont la matrice d’adjacence est de rang

2 et qui n‘est pas du type précédent.

St G = (S, A) est un graphe non vide et si o et ¢’ sont des indexations de S, comme les matrices Mg,
et Mg, sont semblables, elles ont méme polynéme caractéristique (ce que l'on ne demande pas de

démontrer).

On notera x¢ ce polyndme caractéristique commun et on dira que x g est le polyndme caractéristique

du graphe G.

Par convention, le polyndme caractéristique du graphe vide est le polynéme constant égal a 1.

Soit G un graphe et G’ une copie de G. Justifier que xyg = x¢-

n—1
Soit G = (S, A) un graphe avec |S| =n > 2. On note xg(X) = X"+ Y ap X*.
k=0

Donner la valeur de a,_; et exprimer a,,_o a laide de |A]|.

En déduire le polynome caractéristique d'un graphe a n sommets dont les sommets non isolés forment
une étoile a d branches avec 1 < d <n — 1.

Déterminer alors les valeurs et vecteurs propres d’'une matrice d'adjacence de ce graphe.

St G = (S, A) est un graphe non vide et si s appartient a S, on définit le graphe G\s comme étant le
graphe dont lensemble des sommets est S\{s} et l'ensemble des arétes est constitué des arétes de A

qui ne contiennent pas s.

Voici par exemple figure 3 un graphe G et le graphe G\2 :



Le graphe G Le graphe G\2

Figure 3

Soient G; = (51,4;1) et G2 = (52, A2) deux graphes non vides tels que S; et Sy soient disjoints,

c'est-a-dire tels que S1 NSy = @. Soit 1 € 51 et soit so € So.

On définit le graphe G = (S, A) avec S = S1USz et A = A3 U A2 U {{s1,s2}}-

E Montrer que :

XG = XG1 X XGo — XGl\sl X XGg\sz

Déterminer le polynome caractéristique de la double étoile a d1+d2+2 sommets, constituée respectivement
de deux étoiles disjointes a d; et d2 branches, a qui l'on a ajouté une aréte supplémentaire reliant les

deux centres des deux étoiles.

Quel est le rang de la matrice d'adjacence de cette double étoile?

Dans toute la suite de ce probléme, on suppose que n est supérieur a 2 et on notera :

, n n(n—1)
N lentier =—
. entier (2> 5

e O, l'ensemble des graphes de sommets S = [1, 7]

e p, un réel dépendant de n appartenant a lintervalle |0, 1] et g, = 1 — pp,.

Pour tous ¢ et j appartenant a S = [1,n] avec i # j, on note X5y Vapplication de €, dans {0,1}

telle que pour tout G € €, avec G = (5, A) :

1 sifijteAd

X3 (G) = 0 sifi,jlgA



Ainst, (X{i,j} B0 = feertk Xy (G) = 1} est lensemble des graphes de €, dont {i,j} est une

aréte. Réciproquement, on remarquera aussi que pour G = (S, A), on peut écrire

{Gt= N Eun=1 [ Kuzn=0

{ij}eA {ijr¢A

On admet l'existence d'une probabilité P sur (2,,P (2,)) telle que les applications X{; ;3 soient des
variables aléatoires de Bernoulli de paramétre p,, et indépendantes. On note &, = (2,,P (Q,),P)

lespace probabilisé ainsi construit.
Autrement dit, pour un graphe G donné appartenant a ,, la probabilité qu'une aréte {i,j} soit
contenue dans G est p,, et les arétes apparaissent dans G de facon indépendante.

Soit G = (S, A) € Q,. Déterminer la probabilité P({G}) de l'événement élémentaire {G} en fonction
de ppn,Gn, N et a = card(A).
Retrouver alors le fait que P (€,) = 1.

Dans la suite du probléme on étudie la notion de fonction de seuil pour une propriété P, vérifiée sur

une partie des graphes de €,.
Une fonction de seuil pour la propriété P, est une suite (3);~, de réels strictement positifs tels que :

® si = o (t,,) alors la limite, lorsque n tend vers +oco, de la probabilité pour que la propriété P
n n n

soit réalisée vaut 0

e sit, =o(py) alors la limite, lorsque n tend vers 400, de la probabilité pour que la propriété P,

soit réalisée vaut 1.

Partie Il : Une premiére fonction de seuil
Section A - Deux inégalités

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, 4, P) a valeurs dans N et admettant

une espérance E(X) et une variance V(X).
Montrer que P(X > 0) < E(X).

Montrer que si E(X) # 0, alors P(X =0) < ——55

ndication: on remarquera que [X = 0] C [|X — E(X)| > E(X)].

Section B - Une fonction de seuil

Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire A, représentant le nombre d'arétes d'un graphe de

%

1
Montrer que si p, = o <ﬁ> au voisinage de +oo, alors lim P (4, > 0) =0.

n—-4o00



1
Montrer que si — = o(p,,) au voisinage de 400, alors lim P (A, >0)=1.

n2 n——+0o

En déduire une propriété P, et sa fonction de seuil associée.

Partie lll : Fonction de seuil de la copie d’'un graphe

St G = (S, A) est un graphe, on note s¢ (resp. ag ) le cardinal de S (resp. A ) .

Soit Gy = (S50, Ao) un graphe particulier fixé. Par commodité d'écriture, on note sp = sg, le cardinal

de Sp, a0 = ag, le cardinal de Ay et on suppose que sp > 2 et que ap > 1.
On va étudier la fonction de seuil de la propriété P, : «contenir une copie de Go».

On note X0 la variable aléatoire réelle discréte définie sur l'espace probabilisé &, telle que pour

G € Q,, lentier X2(Q) est égal au nombre de copies de G contenues dans G.

On introduit :
e l'ensemble %y des copies de G dont les sommets sont inclus dans [1,n] :

%o = {H | H est une copie de Gy et H = (Sy, Ay) avec Sy C [1,n]}

e pour un graphe H = (Sy, Am) avec Sg C [1,n], la variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli

X définie par :

1 siHCG
VG e Q, XH(G) =
0 sinon
e le réel wy défint par :
. SH
wop = min —
HCGo ag
apg>1
Montrer que
E(Xu) = py

Soit S, un ensemble fixé de cardinal so. On note ¢y le nombre des graphes dont l'ensemble des sommets

est S|, et qui sont des copies de Gj.

Exprimer le cardinal de % a laide de ¢y et en utilisant un majorant simple de ¢, justifier que le

cardinal de %, est inférieur a n.

Exprimer X0 & l'aide de variables aléatoires du type Xy, et montrer que :

E(XD) = Y P(HCG) < npp
He%,



NN N
) & &

En déduire que si p, = o (n"0), alors lim P (X2 > 0) =0.
n——+00

Indication : on pourra introduire Hy C Gy réalisant le minimum donnant wy.

On suppose dorénavant que lim (n“°p,) = +oc.
n—-+o0o

Montrer que l'espérance £ <(X2)2> vérifie :

(X)) = Y PHUHcG)= Y penow

(H.H")e%} (H.H")e%}

Pour k € [0, so], on note :

k= Y, 6 P(HUH CG)
(H,H"e6?
S =k

Montrer que %o < (E (XS))%

Soit k € [1, s0]; montrer que :

k
s0\ /1 — sg _
<Yy <k><80_k)cop72bopn ’

et en déduire que pour k € [1,s0], on a £ =0 ([E (X2)2> lorsque n tend vers 4-o00.

V(X2
Montrer que lim ()

——=— =0 o0 V(X)) désigne la variance de X}.
Garneoot L (R )

Montrer alors que la suite (k7“°),, est une fonction de seuil pour la propriété P,,.

Retrouver le résultat de la question 16 et déterminer une fonction de seuil pour la propriété «contenir

une copie de l'étoile a d branches» avec d entier fixé supérieur a 1.
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Partie | : Quelques propriétés algébriques des matrices d’adjacence

Soit p une permutation du groupe symétrique S, et M = (miaj)1<ij<n une matrice de .#,(R).

e Soit (Vj),.,.,la base canonique de .#;,1(R) , et P, la matrice de .#,(R) vérifiant P, V; = V,;)
( P, matrice de permutation, on vérifie pour tous p,p' € S, : P,Py = P,y et P,_; = (Pp)_1 ) .

On a

P,MV; =P, <Z mi,jvl) =

=1

p étant inversible donc

P, MV = my-ii) Vi
=1

de méme on trouve

n
MP,V; = MV, =Y mj Vi
i=1

ainsi

n n
Pp-1t MP,Vj = Fp1 (Z ’mvf,p(j)Vi) =D Mip)Vorr(o
=1 i=1

par suite

n
(PoiMP,) Vi = myy o) Vi
1=1

comme P,1 = (Pp)_1 alors P,.1MP, = (Pp)_1 MP, = (mpg) 0()) , ce qui prouve que les matrices M

1<i,j<n

et (mp(i)vﬂ(j))lgi,,jgn, sont semblables.

o Par définition si Mg id = (i), j<, alors Mg o = (ag(i)ﬁ(j))lqjq , donc Mg, = (P,)”" Mg P>

ce qui donne

-]\'IG,U = (Pg)_l <PU/.Z\'IG,O'/ (PU’)_l) Py = cr*lcr’JWG’U/ (Pffflal)_l

ainsi Mg, et Mg, sont semblables.
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Une matrice d'adjacence est symétrique réelle, le théoréme spectral assure qu'elle est diagonalisable.

Soit une matrice d'adjacence M non nulle telle que rg(M) = 1.
0 est donc valeur propre de M d'ordre supérieur a n — 1, soit A l'autre valeur propre de M .

OnaTr(M)= > «a=X=0doncSp(M)={0}, comme M est diagonalisable alors elle est égale a la
a€S, (M)
matrice nulle, ce qui est absurde, par suite rgM > 2.

( Autre méthode : M est la matrice d'adjacence d’un graphe non vide, il existe donc i < j tels que m;; = 1,

w : Mii M U
et par symétrie, m;; = 1. La sous matrice = est de rang 2 donc rgM > 2.)
Mji M. 10
e Soit M = (mivj)1<7ﬁj<n la matrice d’'adjacence d'un graphe dont les sommets non isolés forment une
étoiles.
Il existe alors des entiers distincts i, i1, ...,ig dans [1;n] tels que
1sii=igetje {i1,...,la}
Osii=igetj¢ {il,...,id}
0 si i # i
Posons C1,Cs, ..., C, les vecteurs colonnes de M, alors on a pour tout j € [1;7]

Vi, sij € {1, ... vid}
Vi, +--+ Vi, sij=i

0 sinon

avec (Vj)1<j<nla base canonique de ., 1(R).
Remarquons que Vect (C1, Cy, ..., Cy) = vect Vi, Vi, + -+ -+ V;,) et la famille (Viy, Vj, + -+ +V;,) est libre,
donc rgM =rg (C4,Cy,...,Cp) = 2.

e Soit G=(S,A) avec: S=11,4] et A={{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}} ,on a

Le graphe G

le graphe G n'est pas étoilé et sa matrice d'adjacence Mg g est de rang 2 .
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Soit G' = (A’,S") une copie de G = (A, S) , donc par définition il existe une bijection o de S’ dans S telle

que

v (s',t') e s”? {s',t'} c A «— {U (s’) , O (t’)} €A

Ce qui signifie

donc

Mg g = Mg,

d'aprés la question 1) les matrices Mg iq et Mg g sont semblable d'ot PRel=RYe,

O ot ) LT, B = K o Xt .

e Mg est a diagonale nulle donc SR VEC/RIEIN.

X sit=]

e Posons Mg g = (mid’)lgi,jgn et XI, — Mgia = (P;j) avec P; j =

1<i,j<n

—Mmy 5 st 75]

Par définition du déterminant on a

Remarquons que , pour tout o € S;, on a

deg (H P,,;ya(i)> = Card{i € [1;n] | o(i) =i}
i=1

n n
Pour o = id le degré de [] P, 5(;) est n et si o est une transposition alors le degré de [] P; ;(;) est exactement
i=1 i=1
n
égal a n — 2, dans les autres cas le degré de [] P, ,(;) est strictement inférieur a n — 2.

i=1

Soit la transposition 7 = (i j) de S, , avec i < j , alors

Ainsi en considérant toutes les transpositions le coefficient de X"~2 sera donné part donné par

2
an—2 = — 5 my; ;

(ij)€[Ln]?
1<J

Dans cette somme il ne reste que les coefficients m; ; =1 et i < 5, donc ceux qui représentent une aréte

dans A, d'ou [l
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e Une autre méthode :

n

Mg 4 est symétrique et réelle donc son polynéme caractéristique est scindé : xg(X) = [[(X — \;) , les
i=1
relations entre les coefficients et les racines donnent : a,—2 = > A\A; qu'on écrit
1<i<j<n

mais A\ + ...+ A\, = Tr (]V[G,id) =0et XN+ ..+ =Tr ((]\Jg,idf) donc

Mg iq est symétrique alors Tr <(MG,td)2> =Tr (]\/[G,id.Mg,-m) . Sur #,(R) le produit scalaire usuel s'exprime

par (A, B) = Tr (A.BT) , ce qui donne pour toute matrice M = (ai7j>1§i,j§n , Tr (MMT) = Z szz,j
(&.7)€[1;n]?
donc

-1 9 9
In—2= 75~ Z Mij =~ Z mg; = —|A|

(i,5)e[1;n]? (i,9)€[1;n]?
i<j

Soit G = (S, A) un graphe a n sommets dont les sommets non isolés forment une étoile a d branches avec

1<d<n-—1

Reprenons des notations de la question 4) , M = Mgig = (m;;) la matrice d'adjacence de G et

1<i,j<n

10,101, -.,1q dans [1;n] des indices distincts tels que

1sii=igetje {i1,..., 0}
mij=mji =4 0sii=jigetjé¢{i,...,iq}

0 si i # 4o

e D'apres la question 4) on a rgM = 2 donc dimKerM = n — 2 et 0 est une valeur propre de M de

multiplicité au moins n — 2, le spectre de M est donc de la forme Sp(M) = {0, \, u} par suite

Xe(X) = X"2(X = A) (X —p) = X" = A+ ) X" 4 auX"

d'aprés la question 6) on a A+ =0 et Au = —|A|, sachant que les sommets non isolés de G forment une

OIS WA ENIICITEN VR RSENEN  ; = X" 2 (X? — d) et Sp(M) = {O, Vd, —\/(_l}

Un calcul direct donne :
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Z

e Soit X=| : | € Eyp(M),ona

donc

T j 6R,j¢{i07i17~~,id}

OO0 £ (M) = Vect ({V, j ¢ {io,i1,...,ia} }U{Vi, — Vir,j € [2:d]})

x1
e Soit A€ {ﬁz, —JE} et X =| : | e Ex(ar), donc

In

Tiy + o+ Ty = AT, N2z, = dx;, (évident)

MX =)\X & Ty = /\117.1'1 =..= /\:If.id <~ LTiy = 0. = Tjy = %’Lm

:Uj:(),jﬁ{io,'il,...,‘id} T eR,j¢ {ig,i1,...,04}

ce qui donne X =V, + %Vil SO0 SE %V,d IS )\ (M) =

Soient G1 = (51, A1) et Go = (52, A2) deux graphes non vides tels que S1 NSy = &, s1 € 51 et sg € Ss.

On définit le graphe G = (S, A) avec S = S1U Sz et A = A1 U Ay U {{s1,s2}}.

Posons S1 = {s1,1,...,5p,1} et Sa = {s12,...,5q2} avecn =p+¢q, s1 = 51,1 et s =512 .

Au début nous allons définir une nouvelle indexation de G qui va nous simplifier le travail :

e Soient g; et g2 deux indexations de S; et Sy définies par :

o1(i) = s;1 st i € [1;p]

O‘g(‘i) = $i2 sit € [[1;(]]]

ce qui donne deux copies de G et de Gy , notées G| = (5], A}) et G5 = (55, A5) , avec A} = [1;p] et

Ay =[1;4] .

- 222 -



Une indexation de S = 51 U Sy est donnée par

o1(k) st k € [1;p]
oo (k—p) sikep+1;n]

o(k) =

on obtient donc une copie G' = (5’, A’) de G telle que S = S1 U S5 et A=A UA, U{{l,p+1}} .

e La matrice d'adjacence s'écrit alors

avec Ey1 = (01,i01,5)1<i,j<n est la premiére matrice de la base canonique de .#, ,(R).

Ce qui donne

et XI, — Mg o = [C1 — Vp41|Ca]...|Cpy1 — Vi|...|Cy] . avec (V) la base canonique de ., 1(R).

1<j<n
Le déterminant est n—linéairie donc

XG(X) = det ([C1]...|Cy 1) — det (Vi1 |Ca]..|Cn 1) — det ([C1]..[Va]o.|Co 1) + det (Vi1 |Cal oo Vi -] Cra ])
_— e
Ay . Az Ay

> Le déterminant A; est diagonale par blocs donc Aj=x¢, (X)xa, (X)=xa, (X)xa, (X)
» Ay et Az sont les déterminants d'une matrice et de sa transposée donc ils sont égaux.

Remarquons que la famille (Vp41,Cpt1, ..., Cp) est liée, car on a

[%)+1|Cp+1|~-|C’n ] =

le bloc d'en haut est nul et ce lui d’en bas contient g+ 1 vecteurs de //l%l(ﬂ?), donc ils sont liés, ce qui donne

Ay = Az =0.
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» On développe le déterminant A4 par rapport a la premiére colonne, le terme d’indice (p+1, 1) vaut
1, on obtient un déterminant d'ordre n — 1, puis on développe ce nouveau déterminant par rapport a la p
ieme colonne , le terme d'indice (1,p) vaut 1, ce qui revient a éliminer la premiére et la p + 1 iéme ligne

ainsi que la premiére et p 4+ 1 ieme colonne du déterminant Ay, ce qui donne

avec | XL, — Mgy 5, la sous matrice de X1, — Mg ,, obtenue en éliminant la premiére ligne et la premiére
k) 1 1 k)

)

colonne , ce qui revient a éliminer les arétes de G} qui contiennent le sommet {1}, donc c'est une matrice

d'adjacence de G\1 par suite

) = xay\1(X)

,1

comme G%\1 est une copie de G1\s; alors X@/\1 = XGi\s, » de méme on a

det ([XL, _ MGW] 1.1) = XGa\ss(X)

ce qui prouve que Ay = —Xg;\s; (X) X@z\s0(X)

OL W LT Vaaa[TaTel  ; (X) = X, (X) X XGo (X) = Xap\s1 (X) X X@a\s0 (X)

Soient G; et G deux étoiles disjointes de sommets respectifs s; et s2 et soit G la réunion des deux graphes

en ajoutant laréte {si,s2}. Selon la question précédente

XG(‘Y) = XG1 (X) X XGo (‘X’) — XG1\s1 (X) X XG3\sz (X)

e Onaxg (X)=X4"2(X2—d)) et xg,(X) = X%~2 (X2 — dy)

o Les graphes G1\s1 et Ga\s2 sont de sommets isolés, donc leurs matrices d'adjacences sont nulles

ce qui donne xg,\s, (X) = X1 et XGia\so (X) = X1,

Par conséquent on a x(X) = XN~ (X2 — dy) (X2 — dp) — XD +%R=2  dou

XG(X) = XN+t (X1 — (dy +dy +1) X* + didy )

e La matrice M , d'adjacence de G est diagonalisable , donc Ker (M) est de dimension égale a la

multiplicité de 0 dans ¢ , ainsi dimKer (M) = dy + da — 4 par suite ESOVIENGIEENIES W CIC/AERT .
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e Pourtousi,j, i, 7 €S, les événements | Xy, » =1 | et | Xy s = 0] sont mutuellement indépendants,
{i.7} {i',5'} [

de l'expression

Gr=1 N Eep=111N{ N Key=0]

{i,j}€A {i,j}€A

on a

avec P (X3 =1) =ppsi{i,j} € A, P(X50=0) = gu si {i,j} ¢ A,

Al =a et ‘I‘:N—a,donc

P{G}) = pray "

e Pour tout k € [0; N], posons

A ={G=(S,4) €Q,|CardA =k }

on a

qui est une réunion disjointe ( (Ak)ke[[o-n]] est une partition de €2,,) donc

N N
P(Q) =) Y PHGYH = plqg) *CardA;
k=0

k=0 GeAy,

Posons D l'ensemble de toutes les parties de cardinal 2 de [0;n] et pour tout k& € [0;n] Pr(D) lensemble

de toutes les parties de cardinal £ de D .

Pour tout k € [0;n] , lapplication qui a G = (S, A) associe A est une bijection de Ay vers Py (D) donc

N
Cal’dAk = Carde(D) = <k)

Ainsi
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Partie Il : Une premiére fonction de seuil

Section A - Deux inégalités

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, 4, P) a valeurs dans N et admettant une

espérance E(X) et une variance V(X).

Ona

+oo
E(X) =) nP(X =n)
T
> P(X =n)=P(X >0)

n=1

Gl P (X > 0) < E(X) B
Supposons que E(X) #0 .

Pour tout w € 2 on a st X(w) =0 alors | X (w) — E(X)| = E(X) par suite [X =0] C [ |X — E(X)| > E(X)].

On en déduit que P(X = 0) < P(|X —E(X)| > E(X) ) et linégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

Section B - Une fonction de seuil

La variable A,, s'écrit

oll D désigne l'ensemble de toutes les parties de cardinal 2 de [1;n] , CardD = N.

Les variables Xy; ;7 sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la loi de Bernoulli de parametre p;, .

Pout tout t € [-1,1] , la fonction génératrice de A,, est donnée par
Ga, (f) = H GX{.L:J'} (t)
{i.j}eD

= ((Zn + pnt)N

N
N\ 1 Nk
= () Jphar ke
k=0 N

donc la variable 4,, suit la loi binomiale de paramétres (N, py,) .
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1
On suppose que py, = o <—2 ,on a
n—-+0o

P(A,>0)=1-P(A4,=0)=1—(1—py)"

n(n—1)

5 alors

comme N =

n? + o(n?)
2
_pnnz

2 (140

(~pn + o(pn»)

ainsi (1 —pp)Y = 1 dov NS

n—~+00 n—r—+00
On suppose que LI 0 (pn)
n2 n—-+o00

D’aprés la question 12. on a

La variable A, suit la loi binomiale £ (N, p,) donc

E (An) = an et V (A'n) = an (1 - pn)

ce qui donne

Comme — = o(p,) alors n?p,

1
= et donc = — .
72 nos +00 dor N 0]

%
n—+00 pn n(n —1)p, no+oo

On en déduit que P (A, =0) — 0 et puisque P (A, >0)=1—P (A4, =0) alors liT P(A,>0)=1]
n——+0oo

n——+0oo

L'étude de l'événement [A,, > 0] nous impose la propriété suivante : &, « Un graphe G choisi aléatoirement

; . A . . , 1
possede au moins une aréte » . La fonction de seuil de 2, est la suite | — .
n
nz2

Partie Ill : Fonction de seuil de la copie d'un graphe

Rappelons que €,, l'ensemble des graphes de sommets S = [1,n] , donc pour tout G € ©,, on a

HCG<+= Ay C Ag < Ag=ApgUB avec BC D\Ay
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ce qui permet d'écrire

Xp=1]={Ge€Q, | Ag =AxgUB avec B C D\An}

N—ay

= U {Ge|Ae=45UB}
k=0 | BCD\Agy
|B|=k

la réunion étant disjointe donc

—apy

P(Xy=1)= Z Y P{(S.AzUB)})

k=0 BCD\Agn
|B|=k

ag+|B| N—ag—|B
Pl | I(In |B]

d’aprés la question 10) on a P({(S, Az U B) }) = , et on sait que

Card {B C D\Ay | |B| =k} = (N_k“’H)

par suite

N—ag—k
an

N_ aH CLH+I\
k )p

ap
ak N—a k
’ )pn G T

Donc la variable X suit une loi de Bernoulli de paramétre p2# , ainsi | NOCIEREZE .

e Lensemble %) des copies de Gy dont les sommets sont inclus dans [1,n] s'écrit

% = U {H | H une copie de Gy et H = (S, An) }

Sc[1,n]
|S|=s0

on a Card {H | H une copie de Gy et H = (S, An) } = ¢y donc Ik (n>(:0
50

e On sait qu'un graphe H = (S(, Ap) est une copie de Gy s'il existe une bijection o de S telle que

V(s,t) € Sy xSy, {s,t} € Ay <= {o(s),0(t)} € Ag,

ainsi l'application de {H | H une copie de Gy et H = (S(, Ai) } vers lensemble des bijections o de Sj, qui

a H associe o est surjective , donc Card {H | H une copie de Gy et H = (S}, Ag) } = co < so!.
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On en déduit que

1 siHCAG
On a pour tout G € Q,,, X2(G) est le nombre de copies de Gy contenues dans G et Xy (G) =
0 sinon
donc
et
d'aprés la question 17) E(Xy) =P (Xy = 1) = P(H C G) par suite
E(X))= Y PHCG)
He%y
=D w
He%y
= > Py
He%,
= i’ [ %o
la question 17) donne alors [HOCES Z P(H C G) < npgo
He%o
s
Puisque lensemble {H C Gy | ag > 1} est fint alors la valeur wy = bl[nig 2 oxiste et elle est atteinte en
CGo a
aHZf H
s
un Hy C Gy , donc wy = Ho
am,

e Définissons sur &, , la variable aléatoire réelle discréte Y, telle que pour G € Q,, lentier Y,,(G) est
le nombre de copies de Hy contenues dans G. Les variables Y;, et X se comportent de la méme maniére

vu qu'on a changé Gy par Hy .

Puisque Hy C Gy alors toute copie de Gy contient au moins une copie de Hy , par conséquent on aX? < Y,,.

L'inégalité démontrée dans la question 19) et la croissance de l'espérance donne :

E (Xg) <E (}/;7) < ’I‘LSHUPZ'HU

nHopy 10 = o (nHo 0%y ) = o(1)

- 229 -



on en déduit que IS (Xg ) =
n—-+00

e Ecrivons

ce qui donne [EITIENIE ()x,(f >0)=0.

n——+o00
Ona X?= 3 Xy donc
HEe%

et par linéarité de l'espérance

Xy Xpg suit aussi une loi de Bernoulli et

={Ge|HCG}IN{Ge, |H CG}
={GeQ, |HUH' cG}

= [Xpgum =1

d'aprés la question 17)

P(XugXp =1)=P(Xpgup =1) = ppHYH’

Par définition ag gy = |Ag U Agr| donc

agup = |/ 4 |—‘AHﬁAH/| =ayg +ayg —agny

comme H et H' sont dans ¢ alors ag = agr = ag , doli agug = 2a0 — agny’ -

On en déduit que P(Xgyugr=1)=P(HUH' CG) = pROTHOH insi

S PHUH cCG)= Y paTwn

(H,H€E? (H,H')€C?
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Ona

So= Y. PHUH CG)= Y protwon

(H.H"e%} (HHEE?
SAp =0 Sgap =0

remarquons que sgngr =0 agng =04 HNH = @, donc

2a, 2a, 2
Yo = E PR’ < pp”° |C€O|
(H,He6E
sgnr =0

dans la question 19) on a établi que E (Xg ) = p20 |%p| d'oli l'on a PHIES ([E (Xg) )2 :
Soit k € [1,s0]; on a

2a0—a /

Y = E E Pn i
He%y H'c%
Sgnm =k

Remarquons que dans la deuxieme somme les agngr ne sont pas forcément constants !.

Par définition de wp on a

puisque p,, € |0;1[ alors

ce qui donne

H'c%
SHAH =k

2a0— K-
“ ‘“OCard{ H' € %o | SHNH' = k‘}

2a0— -
"0 Card{ H' €6 | |Su N Sy =k}

Soit A € Py, ([1,n] ), posons Fy ={B € Py, ([1,n] ) | |[ANB| =k} .

On a la partition

{H' €% |1SunSw |=k}= ] {H €%|Sy =B}

BeFg,,
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donc

Card{ H €6 | |Su NSy |=k} = Y  Card{ H €% | Sy = B}

BEFSH

d'aprés la question 18) on a Card{ H' € 6, | Sy» = B} = ¢p , ce qui donne

Card{ H' ¢ %o | |SH NSy |: k} = ¢oCard (FSH)

Remarquons que

B e Fy < 3(C,D) € Pr(A) x Psy—i([1,n] \A) tel que B=CUD

ce qui définie une bijection entre Fy4 et Pr(A) X Psy—r([1,n] \A) , donc

CardFy = Card (P4 (A)) Card (Poy_x([1,n] \A)) = <'20> <ZO__82)

on en déduit

Card{ H/ S %0 | |SH ﬂSH’ |: A} — (SA?) (:O__SIZ)CO

; n—=s 2a0— -
= > (0)(, 3w

Heéy

On suppose que lim (n“9p,) = +o0.
n—-+0o0

e On a pour tout g et r vérifiant 1 < g <r

On sait que E (X2) = p2 |%| et |6o| = (n)co donc
S0
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n — 50) _ (n _ So)so—k nSo—k

puiscue
| | <So _k

1 1 -1\
l'inégalité (2) donne ———— < —-s¢! <1 _ % ) donc

Par hypothése lim (n“°p,) = +oo donc PAA
n—+00

e La formule de Koenig-Huygens donne =

D’aprés la question 21) on a

donc




D’aprés la question 24) on a

e Calculons Xy :

On suit la démarche des questions 22) et 23) , on a syngr =0 < agngpr =0 HNH' =@ donc

2 )
EO = E pn,aU E 1
He% H'e%y
spnp’ =0

=Y piCard { H' € %y | sunm =0}
He%

= Z paCard{ H' € 6y | Sy NSy =2}
He%

= Y piCard {H' € %) | Sy € Psy(Su) = @}
He%,

On a la partition

{H/€%0|SHOSH/:@}: U {H’E%’0|SH/:B}
BePsy( Su)

donc

Card {H' €%y | SynSp=2}= >  Cad{H €%| Sy =B}
BePy,( Su)

d'aprés la question 18) on a Card {H’ € 6y | Sg» = B}) = ¢y, ce qui donne

Bien siir si § < sg alors ¥y = 0, mais dans notre cas on fait tendre n vers +oc et sq est fixe, on prend donc

n assez grand ( n > 2s¢ ) par suite g > 0.

e Ce résultat permet d'écrire




20

n 50 n — sgp n — sp)°° 50
comme ~ et ~ (n=s0)? ~ CIGISNIE ———— — 1 (3)
Sp/) n—+oo 8g! So n——+oo sp! n—+oo $q! (E (X;I’D“ n——+oo

e Finalement les relations (1), (2) et (3) donnent

V(X3
D’aprés la question 12) on a P(XY =0) < V{(Xa) donc P(X2=0) — 0, par suite

T (E(X9))° i
PX2>0)=1-P(X{=0) — 1.
n——+00
Ainsi on a :
i) —Wo — a. . wo _ . . |
e Sin . o(pn) (cad nglroo (n“°p,,) = +o0 ) alors P(X? > 0) = 1

e Sip,=o0(n"“") daprés la question 20) on a P(X? > 0) .0

Donc la suite (k7%°), -, est une fonction de seuil pour la propriété &7,

e Soit Gy le graphe formé de deux sommets et une aréte. Dans ce cas, les variables A, et XY sont
identiques et le seul graphe H C Gg qui contient au moins une aréte est Gg lui méme et par suite wy =
. SH
min — = 2.

HCGo ag
ag>1

On retrouve ainsi le résultat de la question 16.
e Si (G est une étoile a d > 1 branches , soit H un graphe contenu dans Gy, on a deux cas :

» H ne contient pas le centre s de G donc il est a sommets isolés et ag = 0.

» H contient le centre s de G donc il est une étoile a k branches avec k € [2,d] donc ag =k —1,
SH — k.
Ainsi
k

wo = min
o<k<d k — 1

__d_ . . o Ak c . TV .
et la suite <k d—l) est une fonction de seuil pour la propriété «contenir une copie de 'étoile a d branches»
k>2

avec d entier fixé supérieur a 1.

Fin
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CONCOURS X-ENS
EPREUVE DE MATHEMATIQUES A (XLSR)

Session 2024 - Filiéres MP - MPI

Durée: 4 heures

L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée pour cette épreuve.

Le probléme comporte deux parties qui sont indépendantes.

NOTATIONS

On note N l'ensemble des entiers naturels et N* l'ensemble des entiers naturels non nuls.

Soit n un entier naturel non nul. On note &,, le groupe des permutations de {1,...,n} et e(o) la signature d'une
permutation o € G,,.

Si o € &, on appelle point fixe de o un élément ¢ € {1,...,n} tel que o(i) = i. On note v(o) le nombre de points
fixes de 0. On appelle dérangement une permutation o € &,, n‘ayant aucun point fixe. On note ©,, l'ensemble des
dérangements de &,, et D,, son cardinal.

Si k est un entier naturel tel que k£ < n, on note L le coefficient binomial correspondant au nombre de parties a

k éléments d'un ensemble a n éléments. Par convention, on pose (Z) = 0 pour un entier naturel & > n.

On note R[X] lensemble des polyndmes a une indéterminée et a coefficients réels. Si de plus n > 0 est un entier
naturel, on note R,[X] lensemble des éléments P € R[X] de degré inférieur ou égal a n.

Sin >0 etd>1sont deux entiers naturels, on note d | n la relation « d divise n ». St = est un réel, on note E(x)
sa partie entiére, c'est-a-dire l'unique entier E(z) tel que E(z) < z < E(z) + 1.

Si p est un nombre premier et n un entier naturel non nul, on note
vp(n) =max{r e N:p" |n }.

Soit n un entier naturel non nul. On note .4, (R) lensemble des matrices carrées de taille n a coefficients réels.
Pour tout ensemble E, on note P(FE) l'ensemble des parties de E.
On note Iny la fonction de |1, +oo[ dans R définie par Ing(x) = In(In(x)).

Si (an),cp+ désigne une suite de nombres réels, on note, pour tout nombre réel z € R,

B(x) E(x) BE(x)
E ay = E an, g ap = E ap, H ap = H ap
n<z n=1 p<z p=1 p<T p=1
p premier p premier p premier p premier

avec la convention que la somme indexée par l'ensemble vide vaut 0 et le produit indexé par l'ensemble vide vaut 1.



On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’il existe un réel v tel que

ii =i >+7+0<i)

Premiére partie

Soit un entier naturel n > 2. Pour tout nombre réel z, on considére la matrice de ., (R) suivante

z 1 1 1
T 1 1
M, =
1 1 z 1
1 1 1 =z

Montrer que la matrice —Mj, est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres et ses sous-espaces

propres.

En déduire que pour tout z € R, on a

Calculer

Etablir que

Card{c €6, :¢(0)=1}=Card{c € 5,,: ¢(0) = -1}
et en déduire la probabilité qu'une permutation de &, tirée uniformément au hasard soit de signature prescrite.

Pour o € &, préciser a quelle condition sur v(o), on a 0 € ©,,. En déduire que

Card{o €D, :e(0)=1}=Card{0 €D, :e(0) = —1 } + (=1)"(n—1).



Soit m € N. On considére la matrice

@ 0 0
@ @ o
M= | € M1 (R).
) (nop) 0

)

Justifier que les familles (1,X,...,X™) et (1,(X —1),...,(X —1)™) sont des bases de R,,[X].

Montrer que la transposée de M est la matrice de l'application linéaire identité

dans les bhases (1, X,...,X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a larrivée.
Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.
En déduire que pour tous (ug,...,Um), (Vo, ..., V) € R™*L,
g : k
i Vk < = . al Vk < m, =) (-1)F* :
si m, u ;(Z)W’ alors m, Vg Z( ) ( )w

14
— =0

Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

n
(=D*
Dn:nlz o
k=0

Pour n un entier naturel supérieur ou égal a 2, on considére l'espace probabilisé (D,,P (D,)) muni de la

probabilité uniforme. On définit une variable aléatoire Y,, par Y, (o) = ¢(0o).

Expliciter la loi de Y.

g7} Calculer, pour tout e € {—1,1}, lim P (Y, =¢).

n—-+oo

Pour n un entier naturel supérieur ou égal a 2 , on considére l'espace probabilisé (&,,P (&,))muni de la

probabilité uniforme. On définit une variable aléatoire Z,, par Z, (o) = v(o).

Expliciter la loi de Z,.

Calculer, pour tout entier naturel k < n, lim P(Z, = k).

n——+0o0



Déterminer le nombre moyen de points fixes d'une permutation aléatoire ainsi que sa limite quand n tend

vers —4o0.

Soit n un entier naturel non nul. Pour toute permutation o € &,,, on rappelle qu'il existe, a Uordre pres, une
unique décomposition o = c1cy -+ Cy(r), OU w(o) € N* et c1,...,¢u) sont des cycles a supports disjoints de
longueurs respectives £1 < la < -+ < ly(o) €t £1 + 42 + -+ L) = n. En particulier, on prendra garde au fait
que lon prend ici en compte les cycles ¢; de longueur 1, qui correspondent aux points fixes de o, auquel cas ¢;
est l'identité.

Par exemple, si o est la permutation identité de {1,...,n}, ona w(o) =n et £, = 1. Et si o est la permutation
(1,2) de {1,2,3}, on a 0 = ¢1 0 cg ou ¢; est l'identité et c; = (1,2) de sorte que w(o) = 2.

On obtient ainsi une application w : &, — N. On se propose de montrer qu’en moyenne, w(c) est de l'ordre de
In(n) dans un sens que l'on précisera.

Pour un entier k inférieur ou égal a n, on note s(n, k) le nombre de permutations de &,, telles que w(o) = k.

On considére alors, sur l'espace probabilisé (&,,,P (&,,)) muni de la probabilité uniforme, la variable aléatoire

X, définie par X,,(0) = w(o).

1
Calculer, pour n € {2,3,4}, la quantité o Z w(o).

‘oes,

Préciser s(n,n) et s(n,1) puis montrer que, pour 2< k<n—1,0n a
s(n,k)=s(n—1,k—1)+ (n—1)s(n — 1, k).

Pour o € &,,, on pourra distinguer les cas o(1) =1 et o(1) # 1.

n—1 n
Etablir que, pour tout réel z, H(x L= Z s(n, k)",
=0 k=1

S|

Démontrer que E[X,] = In(n)+~vy+0 <

n——+00

(BN} Montrer que

)

En déduire que



Montrer que

% Z w(@)? = In(n)®+(2y+1)ln(n) +c+ 0 <ln(n))

n—>_+:>o n
O’EGn

pour un réel ¢ a préciser.

Montrer que

% Z (w(o) —In(n))> = In(n)+c+O <ln(n)) .

4 n—>_+oo
O'EGn

Justifier qu’il existe un nombre réel C' > 0 tel que, pour tout réel € > 0 et tout entier n > 1, on a

P (|X,, — In(n)| > eln(n)) < 521nc(n)

Deuxiéme partie

Pour tout entier naturel n non nul, on pose

w(n) = Card {p premier :p|n}= Z 1.

pln
p premier

Par exemple, w(6) = w(12) = 2

Soit (@), une suite de nombres réels. Pour ¢ € R, on pose A(t) = Z ai. Soitb: [2,4+00[ = R une fonction
2<k<t
de classe €.

Montrer que pour tout entier n > 2,

S agb(k) = A(n)b(n) — / "y At
k=2 2

L'objectif de cette question est de démontrer que si n est un entier naturel non nul, alors H p < 4™

p<n
p premier

(VAN Traiter les cas n € {1,2,3}. On suppose a présent n > 4 et le résultat connu au rang k pour tout entier k

compris entre 1 et n — 1.
(V43 Etablir le résultat au rang n si n est pair.

2 1 2 1
Soit n = 2m + 1 avec m € N. Justifier que H p divise ( mn;i— ) et montrer que ( mm—i- > L 405

m+1<p<L2m+1
p premier



Conclure.

+o0
n
Soit n un entier naturel non nul et soit p un nombre premier. Justifier la formule v,(n!) = g E <k> et montrer
p

k=1
que

n

+

n n
——1l<yn)<—4+—-—.
p o(n) p plp—1)

(X7} Par comparaison avec une intégrale, établir que

> " In(k) _=__nin(n) —n+ O(In(n)).
k=1

—+oo

Justifier que n! = H p"?(") et en déduire que

p<n
p premier

Z M —nln(4) <In(n!) < n Z lnl()p) +n Z 7ln(p)

p<n p<n p<n p(p — 1)
p premier p premier p premier
In(k

Justifier que la série Z (kn(—)l) converge.

k>2

. In(p)
Conclure que Z S In(n) + O(1).
PN
p premier

On pose, pour tout réel ¢ > 2,

Riy= S 20 .

p<t p
p premier

Montrer, en utilisant le résultat de la question 16, que

1 R(n) " R(t)

PN
p premier

t
Justifier que la fonction t — SR est intégrable sur [2, +o0].
t(In(t))?
e 1 1 , o
Etablir que Z = = I;pm)+a+0 (), pour un réel c; € R & préciser.
= p n—+oo ln(n)
p pzie?mler

Soient z un réel positif supérieur ou égal a 1 et ¢ € N*. Justifier que la quantité
Card {n € NN [1,z] : n = 0(modq) } — g

est bornée en valeur absolue par un réel indépendant de z et de q.



1
Démontrer, a l'aide d'une interversion de sommes, que — Z wn) = Ing(z)+ O(1).
T

T—>—+00
Montrer que

n<zx

Montrer que
Zw(n)2= Z Z Card{n e N*:n < a,p; |netps|n}

n<T p1<z p2<z
p1 premier po premier

Montrer que

Z Card{n e N*:n<z,p1 |netpy | n}| —zlny(2)? = O (alny(x)).
P1,p2<T Toee
p1#£p2 premiers

On pourra estimer le cardinal de l'ensemble des paires de nombres premiers (p1, p2) tels que p1ps < x quand

x tend vers —+oo.

1
Conclure que 5 ; (w(n) — Iny(z))? e O (Inz(z)).

OnposeS:{n>3: B

> (lnz(n))1/4}. Montrer que

1
lim —Card{n<z:neS}=0.
r—+00 T
On pourra commencer par écrire Card(S N [1,z]) > Card(S N [z, z]) + O(y/x) et remarquer que dans la
T—=>r1-00
somme du membre de droite, la différence |Ina(n) — Iny(x)| reste bornée.
On dit alors que l'ensemble S a densité 0. De méme que pour les permutations, on obtient que, en dehors d'un

ensemble de densité nulle, w(n) = In(In(n))(1 + o(1)).



Concours X-ENS

Corrigé de l'épreuve de Mathématiques A (XLSR)

Session 2024 - Filiere MP . MPI

Le probléme a pour sujet les théorémes de Mertens et de Hardy et Ramanujan

Premiére partie

e les matrices M, sont symétriques réelles donc elles sont diagonalisables , en particulier My et —M, sont
diagonalisables.
e Remarquons que I, + M, est de rang 1 donc 1 est valeur propre de —M;, d'ordre supérieur ou égal a n — 1, par
suite —Mjy admet au plus une autre valeur propre A, et on sait que Tr(—Mp) = (n—1)x 1+ A=0ainsi A=1—n
et 1 est valeur propre de —M;, d'ordre égal a n — 1.

Finalement Sp(—Mp) = {1,1 —n}.

e Ei(—Mj) est U'hyperplan de R™ d'équation z1 + ... + 2, = 0 et By_,,(—My) = Ey(—My)*+ = Vect( : >

Soit z € R, posons M, = (a; j)i<i<n - Le polyndme caractéristique de —Mj est donné par
1<i<n

X(- ) (z) = det(M,) = (z —1)" "z +n—1)

par définition du déterminant on a

remarquons que pour o € Gn

" n n
H“‘f o(i) = H Qi o(i) H a; o(iy = a7
i=1 »

i=1 i=1
o(i)=i o (i) #i

d’'oli

X(=Mpo)(T) = Z e(0)z"?) = (z—1)" Nz +n—1).

ceS,,
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e Pour z =1 on obtient SESEIENI].

e Par dérivation on a

. Osin=>3
Pour 2 = 1 on obtient

2sin=2

e On a par intégration

/1 X(—Mo) (7)dr = Z ﬂ
o ¢ V(o) + 1

gEeS,,
1
= / (x—1)" +n(x—1)""'da
0

1
(. — 1)"’+1 "
= |:n+1 + (T — 1)
g 0

ainsi

D'aprées2ona ). e(o)=0,etona
o

€S,

Z e(o) + Z (o)

ceG, eSS,
e(o)=1 e(o)=—1

= > 1- > 1
ceS,, ceS,
e(o)=1 e(o)=-1

=Card{oc €&, :¢(c) =1} —Card {0 € &,, :

d'oti

Cad{c €6, :¢(0c)=1}=Card{oc € 6G,,: ¢

Posons A= {0 €&, :¢(c)=1} ,0ona &, = AUA et CardA = CardA = %’ , ainsi la probabilité qu'une permutation

de &,, tirée uniformément au hasard soit dans A ( ou dans A) est % :

Soit 0 € &, on a évidement o € D, si et seulement si (o) =0, on a . Dans la question 1b on a

X(_MO‘)(}E) = Z 5(0);’1?”(”) =(x— 1)"—1(.7‘ +n—1).

0’6671

le coefficient constant est donné par

et on a

Z g(o)=Card{c €9, :¢(0) =1} —Card {0 € D,, : £(0) = —1}

cED,

- 245 -



d'oti

Card{c €D, :¢(0) =1} =Card{c € D, : e(0) = =1} + (=1)" 1 (n—1).

. - : (i) stj<i
5| Soit m € N. On considére la matrice M = (@i j)i<i<m+1 avec a; ; = I
1<jSmt1 0 sii<j

Les familles (1,X,...,X™) et (1,(X —1),...,(X —1)™) sont de degrés strictement croissants , donc elles sont

libres dans R,,[X], de plus elles ont m + 1 éléments , donc elles forment deux bases de R,,[X].

Soit j € [1,m] on a

donc la j ieme colonne de la matrice, N, de l'application linéaire identité dans les bases (1,X,...,X™) au départ

et (1,(X —1),...,(X —1)™) a larrivée est

qui est la transposée de la j ieme ligne de la matrice M , doll N = ‘M .

Glel N estinversible car elle est la matrice de l'application identité qui est bijective et N~! est la matrice de l'application
linéaire identité dans les bases (1, (X —1),...,(X —1)™) au départ et (1, X,..., X™) a larrivée , comme N = M
donc M est inversible .

De la relation

{)X"‘(—l)j—i

1

on a la j ieme colonne de la matrice N—! est

246 -



et

(_1) m—1 (‘711)

| (-1 (G2 st <
IXOB® /' = (b; j)1<i<m+1 avec b; j = (;—1)
15j<m+1 0 sii<j

SRl Soit (ug,...,Un), (Vo,---,Um) € R™FTL posons U = * (ug,...,um) et V.= "*(vy,...,05,)

appelée formule d'inversion de Pascal .

Ecrivons 6, = |J {0€6, : v(o) =k}, cest une réunion disjointe donc

0<k<n

n! = CardS,, = ZCard {0 €6, : vio)=Fk}
k=0

Pour tout k£ € [1,n] , posons P l'ensemble des parties a k élément de [1,n] , on établie une bijection par :

{c€6, : vio)=k} — PipXDu_k
o —  (F(o),0)

avec F(o) ={i € [1,n] : o(i) =i} et ¢’ la restriction de o sur F(o) le complémentaire de F(o) dans [1,n] (support
deo) .

On en déduit

Card{c €6, : v(o) =k} = (Z) Dy

Ce qui revient a dire : pour déranger n — k éléments dans un ensemble a n éléments, il faut choisir les n — k éléments

A , p . n aMafans . . 2 2012 . I
devant étre dérangés, soit 3 possibilités, puis effectivement déranger ces n — k éléments, soit D,,_ possibilités. Il

n 7 z 7 7 7
y a donc (kz) D,,—j, facons de déranger n — k éléments dans un ensemble de n éléments.

On a donc




la formule d'inversion de Pascal donne

Alinsi pour tout entier naturel n non nul ,

Y] Onav, (D,)={1,1} et P(Y, = 1)

_ Card{c € D, :¢(0) =1}
B D,

D, =Card{c €D, :¢(0c) =1} +Card{oc € D,, : £(0)

et d'apres 4

Card {0 €D, :e(0) =1} =Card {0 € D, : e(0) = =1} + (=1)" " (n —1).

donc

Dn -1 n=l(p _ 1
Card {0 € D, :e(0) =1} = w

n k n—1
@5l Ona D, =n! > (_kll) donc D,, ~ e lnlet % — 0, d'oti pour tout
k=0 : n—+00 w n——+00

_ Card{o € &, :v(0) =k}

On a Z, (6,) = [0,n] , pour tout k € [0,n] ona P (Z, =k)

n!

D'aprés la question 6 on a Card{o € &,, : v(o) =k} = <Z> D,,_;, donc

X)) Pour tout entier naturel k < n (fixé et ne dépend pas de n ) on a

Z, converge en loi vers la lot de Poisson de paramétre 1.

Le nombre moyen de points fixes d'une permutation aléatoire est égale a l'espérance de Z,,, on a

simplifions cette somme




on a Z ( ) =L~k = n(z — 1)1 donc Zk(g)(—l)”_k =0, ainsi E(Z,) = E(Z,_1) , et on a

k=0
E(%2) = 1 (DR (7,) =1

Le calcul de l'espérance de Z, se fait aisément en remarquant que Z, est la somme des variables aléatoires de

1
Bernoulli Z,, =X; +--- 4+ X,,, oli Xx (o) prend la valeur 1 si k est un point fixe de o et 0 sinon. Ona P(X; =1) = —

dot E(Z,) = 1.

e n=2,dans S, on a l'identité et une transposition ce qui donne & Y w(o) = 2.

oeG,
e n =3, dans Ss on a l'identité ,trois transpositions et deux 3-cycles ce qui donne % > w(o) = %.
T oeG,
e n=4,dans Sy on a l'identité ,six transpositions, huit de 3-cycles, trois produit de deux transpositions disjointes

49

et six 4-cycles ce qui donne & > w(o) = 3.

ceES,

e |'identité est l'unique permutation qui se décompose en produit de n cycles a supports disjoints , donc E(RIENE.

e s(n,1) est le nombre des n—cycles de &,, , un n—cycle de &,, s'écrit (n,ay,...,a,_1) avec

n—1
ay,...,an—1 € [1,n] et est une permutation de G,,_; , ce qui établit une bijection entre l'ensemble

des n—cycles de G,, et 6,,_1 , par suite EGENERGENI]

e pour 2 <k <n—1, posons E(n,k) l'ensemble des permutations de &,, qui se décompose en produit de & cycles
a supports disjoints.
Ecrivons E(n, k) = A(n,k) U B(n, k) avec A(n,k) ={0 €&, :0(1)=1}et Bn,k)={0€ &, :0(1)#1}.
Soit 0 € E(n,k) , 0 = c1ca...c;; , on a deux cas :
» Sio € A(n, k) alors 1 est un point fixe ( on suppose ¢; = (1) ) donc la restriction de o a [2,n] est une permutations
de &,,_1 qui se décompose en produit de k — 1 cycles a supports disjoints, on etablit ainsi une bijection entre A(n, k)
et E(n— 1,k — 1) donc CardA(n, k) = s(n — 1,k — 1).
» St 0 € B(n,k) posons o(1) = j # 1, 1 et j sont dans un des cycles ¢; posons ¢; = (1,7,0(5),,...,0P(4)) (il
correspond a lorbite de 1) .

Ona (1,5)c1 = (J,0(4),, ..., 0P(j4)) donc (1, j)o € E(n—1,k) , ainsi U'application qui a o associe le couple (o(1), (1,0(1))o

o) est une bijection de B(n, k) vers [2,n] xE(n— 1,k) ce qui donne CardB(n,k) = (n—1)s(n — 1,k), d'ol la relation
s(nyk)=s(n—1,k—1)+ (n—1)s(n—1,k).(1)

T
. Posons P, (z) = Z s(n, k)z* , la relation de récurrence (1) donne

n—1 n—1

+(n—-1) J—}-Z (n—1,k—1)z* —|—(n—1)2>(n—1 k)ax®
k=2
n—2

=2"+(n—-1)lx+ Z s(n—1,k) 2" + (n — 1)(Py_1(z) — (n — 2)2)
k=1

=2"+(n—Da+2(P,i(z) =2 +(n—-1)(P,1(z) — (n—2)lx)

(x4+n—1)(Py_1(x)

249



Donc P, (z) = (x +n—1)..(x +2)Py(x) , avec Py(z) = 2% + 2, d'ou

Les s(n, k) sont appelés les nombres de Stirling de premiére espéce « non signés » .

OnaX( n) = [1,n] et P(X,, = k) = %clonc[E[X”— 'stnk

D’apres la question 11 on a :

donc iks(n,k) =n! i% et E[X,] =
k=1 i=1

On dérive la relation (1) :

n—1

Z k(k —1)s(n, k)zt=2 = H (x +1).

k=1

pour x = 1 on obtient

(k—1)s(n,k)

13.b KoIE

ce qui donne

n'

Ecrivons




par suite

et on a

L 2 = 2 ; In(n)
¢ W X W) 2 () + (27 + 1)in(n) + c+ 0 ()
e L Y wo)=E[X,] = hmn)+y+0(L)

C 0€6, n——+oo
] # > In(n)? = In(n)?

€6,

i)

Soit € > 0, remarquons que P (|X,, —In(n)| > eln(n)) = P ((Xn —1In(n))? > 521n(n)2> , l'inégalité de Markov donne

E (X0~ In(n))?)

|P (|Xn — ll](‘I'L)| > 5]1‘1(71.)) < W

On a
n

E ((Xn, - 111(77))2) = STP(X, = k) (k — In(n))?.
k=1

= % i (k — 111(71,))2 .s(n, k)
T k=1

=3 Y (wlo) -~ n(m))?

" k=1 06,
w(o)=k

1' Z (w(o) — In(n))?

oeS,

In(n) +c+ O <1n(n ) il existe donc un ng > 2 tel que E ((X,,L - ln(n))2> < 2In(n) pour

n——+o0o

donc E ((X,,L — ln(n))z) =

tout n > ng , posons C' = max({2} U {(X#I;())) i€ [[2,n]]} , alors pour tout entier n > 1, on a

Cv

P (|0 —In(n)]| > eln(n)) < pom.

le cas n =1 est trivial.
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Deuxiéme partie

Soit (an), s, une suite de nombres réels. Pour t € R, on pose A(t) = > aj. Soit b: [2,+00[ — R une fonction de

2<h<t
classe 1.

Pour tout n > 2, on a

> arb(k) = azb(2) + Y (A(k) — A(k — 1)) b(k)
k=2 k=3

= axb(2) + Z A(R)D(E) — ST ARk + 1)

k=3 =2

n—1

= A(n)b(n) + Y A(k) (b(k) = b(k+1))  ( A(2)b(2

k=2

remarquons que

k+1

k+1 .
A(k) (b(k + 1) — b(k)) = A(k) /L b (t)dt = /A AV (£)dt

la relation de Chasles donne

n

> " ab(k) = A(n)b(n)— [ " Y (£)A(t)dt.

k=2

Il sagit d'une généralisation de lintégration par parties, appelée formule sommatoire d’Abel .

17.a JIE [T p=1<4 I p=2<4, J] p=6<43
p<l1 p<2 p<3
p premier p premier p premier
On suppose a présent n > 4 et le résultat connu au rang k pour tout entier £ compris entre 1 et n — 1.

Sinestpairalors [[ p= [I p<4" <4

p<n p<n—1
p premier p premier
17.c
; . 2m +1
e Soit n =2m + 1 avec m € N. Pour tout p € [m + 2,2m + 1] , p divise (2m + 1)! = m!(m + 1)!
m
2 1 2 1

et il est premier avec m!(m + 1)! donc il divise ( m > par suite H p divise ( mt ) .

m m
m+1<p<2m+1
p premier

2m—+1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
e Ona m + met < E met = 22"+L comme s — (" Al alors
m m—+1 m m m—+ 1

k=0
<2m—|— 1) < 4m.

m
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(W&:) Pour n > 2 posons P(n) = « H p<4f pour2<k <no»

p<k
p premier

P(2) est vrai et on suppose que P(n) est vrai, il résulte de ce qui précéde que P(n + 1) est vrai .

Ainsi pour tout n > 2 H p < 4"

p<n
p premier

. n 2 0 . ; -
e Pour k suffisamment grand E <k = 0, la somme évoquée existe car elle ne comporte qu'un nombre fini de
p

termes non nuls.

Onan!=1x2x...xn, parmi les entiers allant de 1 a n, il y en a exactement E (%) divisibles par p, £ (p%) divisibles

par p?, etc..donc

S e 1_1<E(’;>g1donc ”_1<E(1> et
p p p p p

n _n __— 1 dq
de plus p T oD = poi d'oli

= nln(n) —n+ O(In(n)) (1).

n——+o00

e Soitp <n,onauvy(n!)=max{veN:p”|n!}doncp»™) |nletprr+1inl ce quidonne [[ p»™ |nl
p<n
p premier
Réciproquement si n! = [] ¢™<, la décomposition de n! en produit de nombres premiers , alors les ¢ < n et
q premier
. ! . . n!
my < v,(n!) parsuite n! | [ p»™), ainsi [ H prr (™))
p<n p<n
p premtier p pran'ter

e Onaln(n!) = Z vp(n!)n(p) , l'inégalité de la question 18 donne

PN
p premier

In(p) In(p)
n Z . Z In(p) < In(n!) <n Z n]()p_i_n Z p(;l(i)l)

p<n ' p<n p<n p<n
p premier p premier
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et > In(p)=In IT p| ., daprésla question 17 ona [] p<4”

psn p<n p<n
p premier p premier p premier
donc > In(p) < 4In(n) , ainsi
p<n

P premier

In(p) In(p)
n —4In(n) < In(n!) <n oy
Z D (n) (n!) E - +

p<n p<n p<n
p premier p premier p premier

On a k(llril(f)l) = o< I:i) donc la série Z k(llrgl(f)l) converge.

k22
La relation (2) donne

Z In(p) < < In(n!) + 4In(n)

X
p(p—1 e n
p<n I (1 ) p<n

p premier p premier

In(n) — 1+ oY)

n—-+oo n

)

In(p) In(k) - In(k) In(p) ; _ .
de plus > -1 < >, Fe—T) ' L@ série > r—1) converge donc > »p—1) est bornée par suite
PN k<n k>2 PN
p premier p premier

R = ) +00)

Z ——~— = In(n)+0(1) et 1

= p(p— 1) n—+oo n

p prem ier

p<n
p premier

Ce résultat est le premier théoréme de Mertens démontré en 1874 .

P{IXe) Posons pour n > 2, S(n) = Z In(p) et a, =9(n)—S(n—1),0na

psn p

p premier

In(n) . .
——— st n est premier
an = n

0 sinon

écrivons

PN
p premier
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20.b

d'aprés la question 16 on a, avec b(t) = () ’
n

>

PN
p premier

1_
p

R(n)
= In(n)
p premier

=1+ In(ln(n)) —

o
2

R(n)
In(n)

}: 1_
P

p<n
p premier

d'ou l'on a 1+ Iny(n) — Ina(2)+

D'aprés la question 19d on a R(t) O(1) , donc

" 1
comme /2 H(In(2))?

Ecrivons

t—+o00

/nr R(f) B /+oo
Jo tIn(®)2 7y
avec

Jn t(In(t))?
ot ﬁén; =0 (1n(1n)> , ce qui donne Z PR

p<n
P premier

e R(t
avec ¢; = 1 —Inp(2)+ /2 1?(111((753)2 dt

Ce résultat est le deuxiéme théoréme de Mertens

Soitx > 1 et g€ N*. On a

A(n)

+ /,L Ldz‘
Jo tin(t)

alors la fonction ¢ —

+oo
dt = O( /

R(n)

In(In(2)) + in(n)

R(t)

t(In(t))2 dt.

R(t)
t(In(t))? t->+oc

R(t)

R(1)
t(In(t))2

Ing(n) + ¢ + O <

+/2 f

In(#))2*

n
+ /
2

O(t

#(In(t))?

r+oo
dt + /

1 i 1
i L im0

R(t)

R(t)
t(In(t))?

L
(In(2))?

est intégrable sur [2,4+o0].

).

Hin() 2 =

{n € NA[La):n=0(modg)} = {kg -k ENN[L7]}

donc Card{n e NN [1,z] : n = 0(modq)} = E(Z) et on sait que ’E(%) _
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21.b BN

> > 1

n<r  pln
p premier

> 2!

p<zx n<z
p premier p|n

= Z Card{n € NN [1,z] : n = 0(modp)}

p<x
p premier

o Z E (ZL‘)
p<z p
p premier

Ce qui donne

p<x
p premier p premier

et

p<z
p premier

d’aprés question 20c on a

Clest le théoréeme Hardy et Ramanujan, il donne Iny(z) comme un ordre moyen de w(z) .

Ecrivons

Ing ()

(w(n) — Iny(z))? = % Z w(n)* -2

n<e
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22.b IR A e

2| X

n<x piln p2|n
p1 premier p2 premier

)OEDDEND IR

n<e  pi|n p2|n

p1 premier pa premier

PIEED S

<z pa<x n<x
p1 premier ps premier pi|n et ps|n

Z Z Card{n e N*:n < x,p; |netpy|n}

p1<zT p2<z
p1 premier po premier

22.c foh

Card{n e N*:n<a,p; | netps|n}= Card{n e N*:n < a,p1p2|n}

-
p1#£p2 premiers

p1.p2<z
p1#p2 premiers

donc

p1, x
P17#p2 pr pP1p2<ZT
p1F#p2 premiers

ce qui donne E O(1) = O (zlny(x)) .
T—400
P1,p2 S
p1p2<zT
P1#p2 premiers
e Lasomme > O(1) est dominée par > 1etona
p1,p2 <@ p1,p2 <@
p1p2<w p1p2 <@
p1F#p2 premiers P1,p2 premiers

2 2!

pilz P
: P II%ETT]'IGI‘S P2=5;
25T pP1 P po premiers

p
Pp1,p2 premiers
< > X

pi<ac =

p1 premiers

5>

p1<z
P1 premiers

ce qui donne Z o(1)

p1,p2<z
P1p2<x
p1#p2 premiers
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e lLa somme ) T_ g'écrit
1P2
p1,p2<T
p1p2<xT

p17#p2 premiers

p<z
p1p2<E p’<e
P1,p2 premiers p premiers

- 2 . .
et > G <z ) 1 < Z-z donc elle est aussi dominée par zlny(z) .
p<z n<lxz
p’<z
p premiers

Remarquons que {(p1,p2) : p1,p2 < V& } C {(p1,p2) : p1,p2 <z et pips <z} C {(p1,p2) : P1,p2 < z } donc

p<VT .
p premier pip2<w p premier
P1,p2 premiers

et on a

Iny(v/z) +¢1 + O ( ln(lr))
p<VT ‘

p premter 1n(2) 1

Iny(z) + In(1 — m) +ea+0 < ln(aﬁ))

Iny(z) +¢1 +0 ( 111(11)>

ce qui donne

1

])1])2 x —)_-F [e e}

p1,p2<T
pip2<z
P1,p2 premiers

et
T .
Z = zlny(2)? + O (zIny(2))
p1,p2<z P1p2 wtee
p1p2<z
p17#£p2 premiers
d’otl > Card{n e N*:n<z,p; | netps|n}| — xlny(z)? = O (zlng(x)) .
aB= o0

p1,p2 <@
Pp17#p2 premiers

22.d IENERL)

Z w(n)? = Z Z Card{n e N*:n < z,p; |netps|n}

nLT plx pa<x
p1 premier po premier

Z Card{n e N*:n < a,p; |netps|n}t+ Z Cad{neN*:n<axpl|n}

p1,p2<zT pS:{*
p1#p2 premiers p premiers
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or > Cad{neN‘:n<z,p|ln} = O (zlny(z)) donc
p<w T—+00
p premiers

Z w(n)? T zlng(z)? + O (zlng(x))

et de la question 22a on a S Z (w(n) — 1112(1‘))2 o O (Ing(x)) .

- n<ax

_ .| w(n)—Ina(n) 1/4
On pose S = {n >3 ‘ 7\/ﬁ > (Ing(n)) }

e On a Card(SN[L,z]) = Card(S N [y, z]) + Card(S N [1,/z]) et Card(S N [1,/z]) < /x
donc Card(S N [1,z]) = Card(S N [z, z]) + O(V/x).

T—r

e Remarquons que

x
neSN[/z,z]

et pour tout n € SN [/z,z] on a

w(n) — Ing(n) < w(n) — Ing(x) n Inz(n) — Ina(n)

V/Inz(n) - v/Inz2(n) Ina(n)

et 0 < Iny(2) — Ing(n) < Ing(x) — Iny(y/7) = —In(1 — 123) donc

w(n) — Ing(n) < w(n) — Ing(z) In(1 — }2((?)))

v/Ina(n) T VIne(Va)
par suite

(lnz(ﬁ))1/4 Card(S N [V, z]) < Z w(n) = Inz(n)

neSN[Vz,z] Iny (n)

I LI In(1 - %)

neSN[vz,x] 1112 (ﬁ) h lng(ﬁ)

l'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

o\ 1/2
w(n) — Ing(x) < ﬁ( Z w(n) — Ing(x) ) _ VT

nesSN[vz,z) lﬂz(\/E) neSNIVE,a] 1n2(\/§) 1n2(\/5
donc > %h:}(r) = O(z) ce qui donne (lng(ﬁ))1/4 Card(S N [y/z,2]) = O(x).
nesnivz,) | Vin(Va)
Finalement

Card(S N [1,2]) e Card(S N [z, 2]) + O(Vx) i
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ainsi

1
lim ;Card{n <z:neS}=0.

T—>+o00 I
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ECOLES POLYTECHNIQUE
EPREUVE DE MATHEMATIQUES B (X)

SESSION 2024 - FILIERES MP - MPI

Durée: 4 heures

L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée pour cette épreuve.

Le sujet comporte quatre parties. La premiére partie est indépendante des trois autres.

On note N l'ensemble des entiers naturels, N* l'ensemble des entiers naturels non nuls, Z l'ensemble des entiers relatifs,
R l'ensemble des nombres réels et C l'ensemble des nombres complexes. On note également C* l'ensemble des nombres
complexes non nuls.

Si F désigne un R-espace vectoriel et si vy,...,v; sont des éléments de E, on note Vect (vy,...,vx) le sous-espace
vectoriel de E engendré par les vecteurs vy, ..., vg.

Si k > 1 est un entier et si E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie, on note €*(R, E) l'ensemble des
fonctions de classe €* de R dans E.

Soit (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé de dimension finie. Si U est un ouvert de E et f : U — E une fonction
différentiable, pour tout € U on note df () la différentielle de f en z. On rappelle que df (z) est alors un endomorphisme

R-linéaire de E. Si g est un endomorphisme R-linéaire de E, on note ||g|| sa norme d'opérateur, c'est-a -dire

lgll = sup{llg(®)|l | v € B, [|v]| < 1}

Pour a € E et r > 0 un nombre réel positif, on note B(a,r) la boule ouverte de centre a et rayon r et B(a,r) la boule
fermée de centre a et rayon r.

On note Idg lapplication identité de E dans E.

Si p et ¢ désignent deux entiers naturels non nuls, on note .4, ;(C) l'ensemble des matrices & p lignes et g colonnes
a coefficients dans C. Si p = ¢, on note .#,(C) pour .#, ,(C) et GL,(C) lensemble des matrices inversibles de .#,(C).
On identifie également le C-espace vectoriel C? avec le C-espace vectoriel des vecteurs colonnes .#, 1(C).

Si A € #,(C), on note exp(A4) € #,(C) l'exponentielle de la matrice A.

Premiére partie

Soit ¢ : R — R une application continue, périodique de période 7" > 0. On considére l'‘équation différentielle

y' +qy=0. (1)



Justifier Uexistence de deux solutions y; et yo dans €2(R,C) a (1) telles que :

Justifier que Vect (y1,%2) est lensemble des solutions de (1) dans ¢?(R, C).

Montrer que :

VEER, yi()ys(t) — vi(t)y2(t) =1

Montrer que si y € €%(R, C) est une solution de (1), alors la fonction t — y(t + T') lest aussi. En déduire que pour
toutt € R:

y(t+T) = y(Tyi(t) + v (T)y2(t)

Soit p € C*, et soit A € C tel que u = e*”. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.

i) L'équation (1) posséde une solution y € €*(R,C) non nulle qui vérifie :

VieR, yi+T)=py(t)

ii) Le nombre complexe p est solution de l'équation d'inconnue z :

2? — (i (T) + yy(T) z+1=0

iii) L'équation différentielle (1) posséde une solution y € €*(R, C) non nulle telle que :

VteR, y(t) = e u(t),

ol u € €*(R,C) est une fonction T-périodique.

Z8 Soient 1, b2 les racines complexes de l'équation d’'inconnue z :
9

@® = (yu(T) + ya(T) 2 +1=0.

Montrer que si ju; # po et si A est un nombre complexe tel que 1 = e*7T, alors pour toute solution y de (1), il

existe deux fonctions T-périodiques w; et wy, ainsi que deux nombres complexes « et § tels que

VtER, y(t) = aeMw (t) + fe Mws(t)



Supposons que g1 = pe. Montrer que uy = ps = 1 et que l'équation (1) admet une solution non nulle et

périodique dans ¢%(R,C).

Deuxiéme partie

Soit @ € E et soit U un ouvert de E contenant a. Soit f : U — E une application de classe ¢ sur U telle que

Soient V un ouvert convexe de E et h une fonction de classe ¢ de V dans E.
On suppose qu'il existe un réel C' > 0 tel que pour tout z € V, ||dh(z)| < C.

Montrer que pour tous x; et 25 dans V, on a ||h (z2) — b (21)|| < C|lz2 — 21].

Montrer qu'il existe un nombre réel 7 > 0 tel que B(a,r) C U et

—_-— 1
Vai, 2z € Bla,r),  [If (21) = f(@2)]l = 5 llen — |-

Nous fixons désormais un réel r > 0 vérifiant ces conditions dont la valeur sera utilisée dans la suite des

questions de cette deuxiéme partie.

Montrer que pour tout « € B(a,r), Uapplication linéaire df (x) est injective.

Soit yg € F tel que |lyo — f(a)] <

ol

Montrer que l'application

B(a,7) —> R

z =y~ f@)I

admet un minimum atteint en un point zo de B(a,r).
Montrer que f (x0) = yo.

Onnote W ={ye€ E||ly— fla)| <%} etV =f"YW)nB(a,r).

Justifier que V' et W sont des ouverts de E.
Montrer que

Vv — W
fiv:

v — f@)

est une bijection continue de V sur W dont la réciproque est une fonction continue sur W.



Troisiéme partie

Soit A € #,(C). On note C[4] l'ensemble des éléments de ., (C) de la forme P(A) ot P € C[X] est un polyndéme.

On note

(C[A])* = {B € C[A]NGL,(C) | B~ € C[A]}

Justifier que C[A]* est un sous-groupe abélien de GL,(C).
Montrer que (C[A])* = C[A] N GL,,(C).

Montrer que exp(C[A]) C (C[A])*.
Pour a € R, on définit l'application

Za:{ 0,1 —» C

t o ttiat(l —t).

Montrer que l'application

0,1[xR — C
(t,a) +— Z(t)

est injective.

Soient M; et My deux éléments de (C[A])*. Montrer qu'il existe a € R tel que
Vi€ 0,1, M(t) = Za(t)Mi + (1 — Za(t)) My € (C[A])"

En déduire que (C[A])* est connexe par arcs.

Montrer qu'il existe un ouvert U de C[A] contenant 0 et un ouvert V' de C[A] contenant la matrice identité I,

tels que la fonction exponentielle induit une bijection continue de U C C[A] sur V dont la réciproque est une

fonction continue sur V.
En déduire que exp(C[A]) est un ouvert de C[A].
Montrer que exp(C[A]) est un fermé de (C[A])*.

On veut montrer que exp(C[A4]) = (C[A])*. On suppose que exp(C[A]) # (C[A])* et on fixe My, M5 € (C[A])* telles
que M; € exp(C[A]) et My ¢ exp(C[A4]).



Montrer qu’il existe une application continue f de (C[A])* dans {0,1} telle que f (M) =0et f (M) =1.

fe8:3 Conclure.

Conclure que exp (#,,(C)) = GL,,(C).

Quatrieme partie

Soient T' > 0 un nombre réel et n € N* un entier naturel. Soit

R — #,(C)
t — A(Y)

A

une application continue sur R et T-périodique. On considére le systéme différentiel

X'(t) = AW)X (1) (2)

oll X est une fonction de R dans C”, de classe € sur R.

Montrer qu'il existe € C* et une solution Y € € (R,C") non nulle de (2) tels que

VteR, Y(t+T)=puY(t)

Soit S lespace des solutions dans ¢! (R,C") de (2). Soit (Y1,Ya,...,Y,) une base de S.

Pour ¢t € R, on note M(t) la matrice dont les colonnes sont Y (t),...,Y,(¢). On dispose ainsi d'une application M

de R dans #,(C).

Montrer que pour tout nombre réel ¢, M(¢) € GL,(C) et M'(t) = A(t)M (t).

Montrer que la matrice (M (¢))"*M(t + T) est indépendante de t € R.

En déduire qu'il existe B € .#,(C) telle que :

VteR, M(t+T)= M(t)exp(TB)

En déduire qu'il existe une application @ : R — GL,,(C) continue sur R et T périodique telle que

VieR, M(t)=Q(t)exp(tB)



(On appelle cette identité la forme normale de la matrice M ).

On admet qu'il existe deux matrices D et N de .#,,(C) telles que D est diagonalisable, N est nilpotente et

B=D+ N et DN = ND.

Il existe donc une matrice P € GL,(C) et une matrice diagonale A telles que D = PAP~?,

Pour t € R, on note Zy(t), Za(t), ..., Z,(t) € C" les colonnes de la matrice M (¢)P. Montrer que (Z1, Zs, ..., Zy)

est une base de l'espace S.

Soient Aq,..., A\, les nombres complexes tels que A = Diag (A1, Aa,...,An). Pourtous0<i<n—1,1<k<n

1 ‘
ett € R, on note R; (t) la k-ieme colonne de la matrice S Q(t)N'P.
il

Montrer que pour tout k € {1,2,...,n}, on a

n—1
Zi(t) = et (Z tiRi,k(t)>
=0

et vérifier que les applications R; ; sont continues sur R et T-périodiques.

En déduire que si les parties réelles des \; pour 1 <4 < n sont strictement négatives et si Y est une solution
quelconque de (2), alors

lim Y(t) =0

t—+o0

2km
Montrer que st B a une valeur propre de la forme A = i—T avec k € Z et m € N*, alors (2) a une solution
m

mT -périodique non nulle.
On suppose qu'il existe m € N* tel que (2) posséde une solution mT-périodique non nulle. Montrer que exp(T'B)
posséde une valeur propre qui est une racine m-ieme de lunité.
Dans cette question, on suppose que (2) posséde une solution 7”-périodique X avec 77 ¢ QT.

Montrer que pour toust € Retu € R, on a

On pourra utiliser sans démonstration le fait que si G est un sous-groupe de (R,+) qui n'est pas de la forme (Z a)

pour a € R, alors G est dense dans R.
On suppose dans cette question qu'il n‘existe pas de sous-espace vectoriel V- C C", différent de {0} et C™, tel que,
pour tout t € R,V est stable par A(t).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et sur B pour que (2) ait au moins une solution périodique non

nulle.



Soit le systeme différentiel

X'(t)=A@)X (@) +b(t) (3)

ol1 b: R — C™ est une fonction continue sur R et T-périodique.

On suppose que 1 n'est pas valeur propre de exp(T'B). Montrer que (3) posséde une unique solution T-périodique.

Résoudre le systéme différentiel

et déterminer sa forme normale (voir la question 16d).

Fin



ECOLE POLYTECHNIQUE

Corrigé de l'épreuve de Mathématiques B (X)

Session 2024 - Filiere MP . MPI

Premiére partie

On note S l'ensemble des solutions de (1) sur R.

[Red D'aprés le théoréme de Cauchy linéaire, les deux problémes de Cauchy

y'+qy=0 Yy +qy=0
(1) y(0)=1 et () ¢ y(0)=0

y'(0) =0 y'(0)=1

admettent respectivement une unique solution y; et yo dans ¢?(R,C) .

1 0
Le Wronskien de la famille (y1,y2) en 0 vaut W(0) = = 1 ainsi (y1,y2) est un systéme fondamental de

0 1
solutions de (1), donc c'est une base de l'ensemble S, qui est de dimension 2.

RETTHTY S = Vect (y1,y2) est lensemble des solutions de (1) dans €%(R,C) §

Posons pour tout t € R, o(t) = y1()y4(t) — L (£)y=(t), on a

©'(t) = yr()ys (£) — yi ()y2(t) = y1(£)(a(0)y2(t)) — 7 () (q()y1(t)) =0

donc ¢ est constante sur R et ¢(t) = ¢(0) = W(0) =1, d'oli RASENERVIGIAGESTAGIAGENY .

L'application ¢ : t = y(t + T) est de classe €2 sur R et on a :

VteR, o7(t) =y (t+7) = —q(t+ 1)yt +T)

Or q est T-périodique, donc:

VtER, @7(t) = —qt)y(t +T) = —q(t)pr(t)

ce qui démontre que ¢4 est solution de (1) sur R.

D'apres la question 1.a, Uapplication ¢ est donc combinaison linéaire de y; et s, soit (o, 3) € C? tel que :

or = ay1 + PBya.
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En évaluant en O cette égalité, ainsi que celle obtenue par dérivation ¢} = ayj + By, , on obtient:

DENVRINYNCTRN Vi c R, y(t+T) = y(T)y1(t) + v (T)y=(t).

On note &7 l'endomorphisme définit par

S —- 8
y = (pr:it—=yt+T))

(I)TZ

i) <ii) L'existence d'une application non nulle y vérifiant (i) est équivalent a p est valeur propre de ®p .

D'apres la question 2) on a

n(T)  y2(T)

Mat(y, yo) (P7) = _
yi(T) ya(T)

ce qui donne

Xap (X) = X% — (y1(T) + y5(T)) X + (y1(T)y5(T) — y1 (T)y2(T)).

D'apreés la question 1.b) on a y1 (T)y5(T) — y4y (T)y=(T) = 1, donc

o (X) = X2 = (1 (T) + y5(T)) X + 1.

Ainsi
i) & pueSp(dr)
S Xo, (1) =0
& = (T) +y5(T))p+1=0
& i)
i) <ii)

Supposons i). Soit y € S non nulle telle que: V¢ € R, y(t + T) = uy(t), et posons pour tout t € R, u(t) =e y(t).
Donc Vt € R, y(t) =eMu(t) et

1
VtER, u(t+T)=e M Myt+1T)= e‘”;.,uy(t) = e My(t) = u(t),

u est donc T-périodique, ainsi i) implique iii).
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Réciproquement si iii) est vraie, alors u est T-périodique et

VteER, y(t+T)=eeMu(t+T)=e e Mu(t) = uy(t),

et y est une solution non nulle de (1) par hypothése: d'ol i).

Ce qui donne l'équivalence des trois assertions.

On a Sp(®r) = {uq, 1y} avec puy # py . P est diagonalisable et S admet une base (y1, y2) formée de vecteurs
propres de @ .
La question 3. assure l'existence de deux fonctions w; , wy de €%(R, C) et T-périodiques telles que y; : t e w, (¢)
et yo : t —>er2twg(t) .
La forme de x4, donne jy.15 =1 et on a py =e*T, donc p, =e *T |, par suite \; = X et Ay = —\.

Par conséquent, pour toute solution y de (1) il existe a et (5 tels que :

VteR, y(t) = ay(t) + Bya(t) = aeMw (t) + Be Mwq(t)

Si p; = ps, alors par les relations coefficients-racines on a: p? = 1, donc: pu; € {1,—1}.
Soit y vecteur propre de ®7 associé a p, donc y vecteur propre de ®2. associé a 1, alors Vt € R, y(t + 2T) = y(t),

donc y une solution non nulle et 2T-périodique de (1) €*(R,C).
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Deuxieme partie

GX«] On suppose qu'il existe un réel C' > 0 tel que pour tout z € V, ||dh(z)|| < C.
Soit v l'application définie sur [0,1] par ¢ — x1 + (x5 — x1). V est convexe donc ( [z1,22]) C V et v est de classe
%*donc ho~ est une fonction vectorielle de classe € sur [0, 1], et par la formule de la différentielle de la composée

de deux fonctions on a

"(t) = (dh (y(£)) ) (w2 — 21)

donc

-1

h(w2) — h1) = /

0

1

(ho~) (t)dt = / (dh (1(0)) ) (22 — 1),

0

et par l'inégalité des normes :

1
[h(z2) — h(z1)|l </O [ (dh (v(t)) ) (z2 — x1)[|dt

l'application linéaire dh (y(t)) est continue donc

I (dh (v(D) ) (22 = @) | < ldR(YO)] Ny = 2l] < Cellas — s

(ol || 2(22) — h(z1)]| < C.ljlzr — 22| }

BN Considérons l'application h = Idg —f .

Onahe € UE) et

dh=df —d(ldg) = df —Idg = df — df(a)

par suite dh(a) = 0. (p).

Comme dh est continue en a, alors il existe r; > 0 tel que:

Ve € UN B(a,r), ||dh(z) — dh(0)]] = ||dh(x)]] < -

r1+ 72 —

U est ouvert donc il existe 5 > 0 tel que B(a,r3) C U. Soit r = ,on a B(a,r) CUNB(a,r1) et donc

Va € B(a,r),|dh(z)| <

la question précédente appliquée au convexe B(a,r) donne :

2 1
V(z1,22) € B(a,r) , ||h(z1) — h(x2)|| < §||11 — 2|

Par l'inégalité triangulaire (bis) on a

—2

V(z1,z2) € B(a,T) |h(z1) — h(za)|| = ||(z1 — 22) — (f(21) — f(22))]|

> oy — ol — £ (1) — f(a2)]
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donc MEFEEDINS B(a,r)2, IIf(x1) — f(x2)]| = %

Gqe Soit = € B(a,r) et h € Ker(df(x)) donc df(z)(h) = 0g.

Soit € € R tel que |leh|| <7 — ||z —al .

Pour tout ¢ € ]0,¢] on a

o+ th — all < llz — all + l¢h]| < | — al| + [lch]| <r

donc z + th € B(a,r) et par la question précédente on a

e+ th— ] _ |l
2t 2

L - s >

comme % (f (z+th) — f(x)) e df(xz)(h) = 0g, donc ||h|| =0 et h = 0p.

AMEE Ker(df(z)) = {0g} et df(z) est injective B

, T
Soit yg € E tel que |lyo — f(a)] < 1
Les fonctions f et || - ||sont continues donc g est continue sur le compact B(a,r) ( car fermé et borné en dimension

6.b

finie) donc admet un minimum et latteint en un zo sur B(a,r) .

Montrons que ce minimum est atteint sur B(a,r). Soit z vérifiant ||z — a|| = r, alors

lyo = ()| = llyo — f(a) + fa) = F(@)I| = £ (a) = f(2)] = llyo — f(a)]

comme [|yo — f(a)|| < 7 et [[f(a) — f(2)]| > 5lla — xdonc

=~ 3

r

1
llyo — f(2)|| = §||517 —all - 1

par suite

o = F(@)ll < 7 < llyo = F(@)]

donc g(z) = g(a).
Si ||zo — a|| = r alors g(a) = g(xo) et le minimum est aussi atteint en a. On en déduit que g atteint son minimum en

un point de B(a,r).

Par Uabsurde, supposons que yo # f(zo).

D'apres la question 5.c df(zg) est un endomorphisme injectif d’'un espace vectoriel de dimension finie, il est donc
bijectif.

Soit h € E\ {0} tel que df(zq) (h) = (yo — f(x0))

Pour tout 0 < t < r_””q;;h_a” ( car zp € B(a,r) ) on a xg + th € B(a,r), la différentiabilité de f donne

f(zo +th) = f(xo) + df(xo).th + ||th||e(th)
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avec (th) e 0. Donc
t—

lvo — fzo + th)|| = llyo — f(x0) — tdf(zo)(h) — te(t)]]

= (1 =t)(yo — f(xo)) — te(t)]]

< @ =)llyo — f(@o)ll + (@)

on a |lyo — f(zo)|| > 0, alors pour t suffisamment proche de 0 on a ||(t)|| < |lyo — f(x0)|| et donc

lyo — f(wo +th)|| < lyo — f(wo)]l

donc g(zo + th) < g(zo) , ce qui est contredit le fait que g admet un minimum en zgsur B(a,r) .

DIIVR ) = f(x0) |

On a W = B(f(a), ;) est une boule ouverte donc c'est un ouvert de F .
Comme f est continue de U vers E alors f~1(W) est un ouvert de U , il existe donc un ouvert A de E tel que

f7YW)=UnA, par suite V=UNANB(a,r) . Ainsi V est un ouvert de E.

Vv — W
) Rappelons que  fiy :
z — f(z)
e OnaV=f"'(W)nB(a,r) donc f(V)C W et fy est bien définie de V vers W.
e fjv est continue car f lest.
e Surjectivité :
Soit yg € W, alors |lyg — f(a)| < 2 et par la question 6 il existe zy € B(a,r) tel que yo = f(zo) € W , donc

29 €V = fY(W)N B(a,r) ety = Jiv(xo) ainsi

e Injectivité :

1
Soit 21,22 € V C B(a,r), daprés 5.b on a [[f(z1) — f(z2)| = §||x1 — x2|| donc f(z1) = f(z2) = x1 = x2, ainsi

fiv est injective |8
EEIRCNELIENIE f1 est bijective |

e Continuité de (f|v)_1 :

Soit y1,y2 € W et w1 = (fiy) ™ (1) 22 = (fiy) " (v2) €V € Bla,7).

La question 5.b donne

()™ ) = ()™ )| = Nl = 22l < 20£G0) = F@2)l = 2ln = el

(f|v)_1est 2-lipchitzienne donc elle est continue.

S /|1 un homéomorphisme de V' sur W.
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Troisiéme partie

Rappels sur l'exponentielle de matrices :

Soit A, B € .#,(C)
+oo

o exp(A Z k,Ak € M, (C). En particulier exp(0_z, c)) = In.
k=0

o det(exp(A)) =e!"(A)

o exp(A) € GL,(C) et (exp(A)) ™" = exp(—A)

* Spc(exp(A4)) = {e* | A € Spc (4)} .

e Si )\ ESpec(A) et V € Ex(A) alors exp(A)V = eV

e Si B=PAP ! avec P € GL,(C) alors exp(B) = Pexp(4)P~".

e exp(Diag(Ai,...,\,)) = Diag(e?t, ...,eM) .

e si AB = B.A alors exp(A+ B) = exp(A) exp(B) et A.exp(B) = exp(B).A

d
e |'application ¢ — exp(tA) est de classe > et %(exp(tA)) = A.exp(tA) = exp(tA).A .

(8)

On sait que C[A] est une sous-algébre commutative de .#,(C) et donc (C[4],+, X) est un anneau commutatif, par

suite (C[A])" est le groupe des unités de cette anneau. Donc (C[A])" est un sous-groupe abélien de GL,(C).

¥i] o Par définition de (C[A])* on a l'inclusion (C[A])* C C[4] N GL,(C) .
o Soit M € C[A] N GL,(C). Par le théoréeme de Cayley-Hamilton, on a

On écrit x,, = XP + ag, avec P € C[X]. L'égalité x,,(M) = 0.4, (c) donne |, = —-P(M).M.
On en déduit SOl , donc M ' € C[M] C C[A] et M € (C[A])",

RNERHEIREY C (4] N GL,(C) = (C[A))"

+o00o

Soit M € C[A]. On sait que exp(M) = Z ! M’7 est une matrice inversible et (exp(M))~" = exp(—M) , donc

n= 0
N

1
exp (C[A]) € GL,(C) .On a exp(M) = NllT Z M”, ce qui montre que exp(M) est limite d’'une suite a valeurs
—+00

dans C[A]. Or C[A] est un sous-espace vectoriel. cle dimension finie de ., (C), donc c'est un fermé ( il est donc stable
par passage d la limite),

on en déduit que exp(M) € C[A].

Ainsi: exp(M) € C[A] N GL,(C) = (C[4])", d'ot X} EeR(P)M.
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(KX} Posons O : " . Soient (¢,a) et (t',a’) dans ]0,1[xR. On a

(®(t,a) = @(t',d")) & (Zu(t) = Zo (1))
& (t+iat(l —t) =t +iat’' (1 —t))
t=t
at(l—t)=d't'(1-1t)

=

(t(1—t)=t'(1—t)#0 car t €]0,1])

Ce qui prouve que l'application @ est injective .

(I8 Soit « € R. Posons pour tout ¢t € [0,1], M(t) = Z,(t)M; + (1 — Z,(t)) Ma. Cest un élément de C[A] pour tout
t € [0, 1], puisqu'il est combinaison linéaire d'éléments de C[A].

Considérons l'application P : z +— det (zM; + (1 — z) M3) .On a pour z € C*

det (zM; + (1 — z2)M2) = (—2)" det (M) det (In —(1-=

= (—2)" det (M,) X(M;IMZ) (

Comme P(0) = det (M3) # 0 et P(1) = det(M;) # 0, alors on a

1
P(z) =0&1— = € Sp(M; ' M>)

sze {1_1A A€ Sp(M;lMg)\u}}

A
B ={aeR, 3t€]0,1], Z,(t) € A} est fini ( éventuellement vide ).

Soita > maxB si B# & (eta=1si B=@ ) on a pour tout ¢ € [0,1], det M (¢¥) # 0 et M (t) € GL,(C).
DYVEYNE TN RCNS 't < [0,1], M (t) € C[A]NGL,(C) = (C[A])" }

L'ensemble A = {11, A€ Sp (MM \{1}} est fini, ® est injective donc l'ensemble

[{/Xe) |'application t — Z,(t) est continue car polynomiale, donc 'application ¢ +— M (t) est continue aussi, & valeurs dans
(C[A])" et vérifie: M(0) = M, M(1) = M;. Cela montre que M; et My sont reliés dans (C[A])" par un chemin
continu.

Ceci étant valable pour tout couple d'éléments de (C[A])", donc (C[A])" est connexe par arcs.

(W] Par application du résultat démontré dans la deuxiéme partie.
Considérons C[A] comme R espace vectoriel et montrons que l'application exp : C[A] — (C[A])" est de classe € au

voisinage de 0 4, (¢ et de différentielle en 0 4, (¢c) égale a l'identité.
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On choisit sur C[A] une norme | - || d'algébre, elle vérifie : VA, B € 4, (C)||AB| < ||A|/||B]|
et |47 < JA|I"

o Différentiabilité sur C[A] :
Soit M et H dans C[A] tel que ||H|| < 1. M et H commutent, on peut donc écrire

exp(M + H) = exp(M) exp(H)

400
= exp(M) (In +H+ Y :,Hk>

k=2

=exp(M) + exp(M)H + exp(]\[) H*

=1
< k!

remarquons que H — exp(M)H linéaire et
+oo +oo Hk,
exp Z\[)ZA'H‘ < |lexp(M))] ZF

k=2

par continuité de la norme on a

“+oco
1
2
<|H] E 7l (car [|H|[ < 1)
=2

2
<elH]|

et

“+00o
1
exp(M) Z 1°| < ellexp(an) [l

ainsi exp(M) Z %Hk =o(H)

On en déduit que SIS NIERSGIOVAERICIOVAY:ERIUZN ot donc exp est différentiable en M avec
d(exp)(M) : H — exp(M).H §

e Classe ¢* sur C[A] :
La fonction exp est différentiable sur C[4] , donc elle est continue sur C[4] .
Montrons que d(exp) est continue de C[A] vers Z (C[A]), sur £ (C[A]) on utilise la norme d'opérateur associée a
une norme sur le R-espace vectoriel C[A4] .

Soit B, C' et H dans C[A] on a

[ (d(exp)(B) — d(exp)(C)) (H)|| = || (exp(B) — exp(C)) .H|| < [| (exp(B) — exp(C)) ||| H||
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donc la norme d'opérateur vérifie

ld(exp)(B) — d(exp)(C)]| < l|exp(B) — exp(C)]

ce qui prouve la continuité de d(exp) .
( pour H = I,, on obtient ||d(exp)(B) — d(exp)(C)|| = || exp(B) — exp(C)||)
e Finalement, exp est de classe ¢ sur C[A] et d(exp)(0) = Id¢p-

Le résultat démontré dans la deuxiéme partie 2 assure l'existence d'un ouvert U de C[A] contenant 0 4, () et un

ouvert V de C[A] contenant exp (04, (c)) = In tels que exp soit bijective et bicontinue de U vers V' .

Soit M € exp(C[A]) montrons qu'il existe un voisinage W de M tel que W C exp(C[4]) .
Soit C € C[4] tel que: M = exp(C). Posons W =exp ({C} +U) , on a

W ={exp(C+B) / BeU}
={Mexp(B) / BeU}

={MC/CeV}
=MV
o S ) Cl4 — C[4] . e e
On a M~' € C[A] donc lapplication ¢ : est bien définie, bijective et elle est linéaire en

B +— M'B
dimension finie donc continue, ce qui permet d'écrire W = M.V = ¢~ 1(V) , ainsi W est un ouvert. Comme I,, € V

alors M € W.
On déduit que W est voisinage ouvert de M tel que W C exp(C[A]) par suite exp(C[A]) est ouvert dans C[A4] .

Montrons qu'il existe un fermé F' de C[A] tel que exp(C[A]) = Fn (C[A])*
e Montrons que F = exp(C[4]) est un fermé de C[A4] :

Soit B € C[A] \ F. On a Bexp(C[4]) est un ouvert de C[A] content B (comme dans 11.b).
Montrons que Bexp(C[A]) est contenu dans C[4] \ F .

Si il existe D € F tel que Bexp(D) € F, comme exp(D),exp(—D) et Bexp(D) sont dans exp(C[A]) alors
B = [Bexp(D)]exp(—D) € exp(C[4])
ce qui est absurde, donc

Bexp(C[A]) c C[A]\ F.

Ainsi C[A] \ F' est un ouvert et F' est un fermé de C[4] .

e D'aprés la question 9. exp(C[A]) C (C[A])* , donc exp(C[4]) = Fn (C[A])*par suite exp(C[4]) est un fermé de
(ClA])".

Remarque : (C[A])* n'est pas un sous espaces vectoriel de C[4] , et il n'a pas de structure d’espace vectoriel normé

mais une structure d’'espace métrique .

- 277 -



On suppose que exp(C[A]) # (C[A])* soit My, M5 € (C[A])* telles que M; € exp(C[A4]) et Ma ¢ exp(C[A4]).

[BX¢] Soit f la fonction indicatrice de (C[A])" \ exp(C[A]), cest-a-dire:

{0,1}

si M ¢ exp(C[A]),
si M e exp(C[A]).

Ona f(M;) =0et f(Ms) =1 donc f ((C[A])") = {0,1}.

Montrons que f est continue en vérifiant que l'image réciproque de tout fermé de {0,1} est un fermé de (C[A])"

Les fermés de {0,1} sont les fermés de R inclus dans {0, 1}, ce sont donc toutes les parties de {0,1}.

Ona:

f=H@) =0

F71({0}) = exp(C[A])

F7H{1}) = (C[A])" \ exp(C[A])
e f71({0,1}) = (C[A)" (C[A])" est un fermé de (C[A])")

Donc f est continue de (C[A])"vers {0,1} .

(0 est un fermé de (C[A])")
exp(C[A]) est un fermé de (C[A])* (question 12)) )

(
(
(
(

exp(C[A]) est un ouvet de C[A] donc ouvert de (C[A])* (question 11.b) )

La fonction f : (C[A])" — R est continue et (C[A])" connexe par arcs ( question 10.c), donc limage directe

f((C[A)*) = {0,1} est une partie connexe par arcs de R, absurde car les parties connexes par arcs de R sont

les intervalles .

La supposition du départ est fausse d'oti ESGIGIENER(AZI)M.

On a déja exp (A4, (C)) C GL,(C).
Réciproquement, soit A € GL,,(C). Alors A € (C[A])", donc par la question précédente A € exp(C[A]) o
exp(C[A4]) C exp (4, (C)) donc A € exp (4, (C)). D'oli l'inclusion réciproque et 'égalité :
exp (4,(C)) = GL,(C) §

Quatriéme partie

D’aprés le théoréme de Cauchy linéaire, lensemble S des solutions de X'(¢t) = A(¢t)X(¢) (2) est un sous espace

vectoriel le dimension n de ¢* (R,C") .

Comme dans la partie 1, on vérifie que l'application:

S = S
\I/T:
Y —» Yr:t=Y(W+T))

est un endomorphisme de S .

W admet donc au moins une valeur propre dans C, et 0 ne peut pas étre valeur propre car Ur bijectif et (\I/T)_1

— U

D'oli l'existence d'une valeur propre non nulle € C*de ¥ et Y € S est un vecteur propre associé, l'égalité U(Y) = pY

RICHUIEN Vi c R, Y(i+T)=uY(t)



. Soit (Y1,Y5,...,Y,) une base de S. Pour ¢t € R, on pose M(t) = [Yl(t)
sont Yi(t),... ,Yn(t)

Yg(t)’...

Yn(t)} la matrice dont les colonnes

e Par définition, le wronskien de la famille de solutions (Y7,...,Y,) est le déterminant de M (¢).

Or (Y1,...,Y,) est une bhase de solutions, donc le wronskien n'est jamais nul, donc RARSNNSVACHRSK (D))

e Ona

M'(t) = |Y{(t)|Yy (t)‘ LY (t)}

- [aoviojuonol... [ aoy.
— A(p). {yl( ) |Ya(t )‘ Yn(t)]

VRIS Vi < R, M'(t) = A(t)M(t)
Les solutions de (2) sont de la forme ¢ — M(t) X, avec Xg € #,,1(C) .
En général %exp( (t)) # X'(t) exp(X(t)) , on ne peut pas dire que M(t) = exp([ A(t)dt) .

Soit k € [1,n], Uapplication t — Y3 (¢t + T') est élément de S (question 15) .

Alors il existe (aik);;c, € C" tel que :

n
VEER Vi (t+T) = aiYi(t)

Posons (E4, ..., E,) la base canonique C", donc Yy (t) = M (t)Eg, pour tout ¢t € R.
On a pour tout t € R et j € [1,n]

M@)'ME+T)E; = M@®#)~'Y;(t+T)

M(t)™! i:aijy'i(t)

ce qui prouve que la j iéme colonne de M (t)~"*M(t + T) est éqgale & T (av j, @2 j, ..., n ), par suite

WIOMIVICEVEN NP /(1) ' M(t + T) est indépendante de t € R |8

On a pour tout ¢ € R M(t)"M(t + T) = M(0)~*M(T) , posons P = M(0)~*M(T) alors P € GL,(C).
D'aprés la question 14, il existe C' € .#,(C) telle que exp(C) = P, soit B = +C alors exp(T'B) = P.
INORN v/t € R, M (t -+ T) = M () exp(TB) |§

16.d S

Q: R — GL,(C)

t +—— M(t)exp(—tB

- 279



on a Q(t) = d(M(t),exp(—tB)) avec

My(C) x Mp(C) — M, (C)

(M, N) —s  M.N

Comme M et t — exp(—t¢B) sont continues et ® bilinéaire en dimension finies alors @ est continue .

Pour tout ¢t € R on a
Qt+T)=M@t+T)exp(—(t+T)B)

= M(t) exp(TB) exp(—TB) exp(—tB)

= M(t) exp(—tB)
=Q(f)

donc @ est continue sur R et 7" périodique de R vers GL,,(C) telle que KRS SVAIENOICARSGICIZIN .

On admet la décomposition de Dunford : Il existe deux matrices D et N de .#,,(C) telles que D est diagonalisable, N

B=D+ N et DN =ND.

Il existe donc une matrice P € GL,(C) et une matrice diagonale A telles que D = PAP L.

est nilpotente et

(WAe) Soit (E1,...,E,) la base canonique de .#, 1(C).

Z5(t) Zn(t)]
e Vérifions que les Z; sont dans S.

Soit ¢ € [1,n]. On a pour t € R M(t)PE; = Z;(t) donc

Pour t € R, on pose M (t)P = [Zl(t)

Zl(t) = M'(t).PE;

— A(t)M(t)PE,
= A(t)Zi(t)

donc Z; vérifie (2).
e Le wronskien de la famille de solutions (Zi,...,2Z,) est le déterminant de M (¢)P qui est non nul, donc

(Z1,...,Zp)est une base de S .

(WA Soient \i,..., )\, les nomhres complexes tels que A = Diag (A1, Ao, ..., Ap).
1 )
Pourtous 0 <i<n—1,1<k<netteR, onnote R; x(t) la k-iéme colonne de la matrice f’Q(t)NlP.
1!
Soient k € [I,n] ett €R. On a
Z3,(t) = M(t)PE,

= Q(t) exp(tB)PE},

= Q(t) exp(tD + tN)PF},
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SN EY gl AN TN I [Ma[oTaIel X (tD + tN) = exp(tN) exp(tD) |

(CMIINWIEN AV oxp(tD) = Pexp(tA)P~! = P Diag (e'*1, ez, ... et*) P~1 K

Zi(t) = Q(t) exp(tN) exp(tD)PEy
Q(t) exp(tN)Pexp(tA)P~'PE},
Q) exp(tN)P exp(tA)Ey,

Or exp(tA)Ey, =e* E;, donc

Z(t) = e Q(t) exp(tN) PE},

1=

On en déduit :

n—1 ,;
t ; t?
Zi(t) = e " —Q(t)N'PE;, = e ) “Rik(t).

!

i!
i=0 i=0

Ainsi

La continuité et la périodicité des R; ; découlent de celles de @ .
[W&e On suppose que Vi € [1,n], Re()\;) <O0.
n
Soit Y une solution de (2), alors il existe ay,...,a, € C tel que Y = Z TYA

k=1
Or

+oo
Vk € [1,n], Vt € R, [Zk(t)] < RN 1" R, k(1)

1=0

les R; 1 sont bornées sur R car elles sont continues et périodiques et les Re (A;) < 0, donc

Vk € [1,n], Zk(t) t—>_+>oc 0, par suite PE@) f_:gx 0B

Supposons qu'il existe A € Sp(B) tel que A = z?f—; avec k € Z et m € N*. Soit V' un vecteur propre de B associé a
A
L'application Y : ¢ — M(t)V est solution non nulle de (2) ( car M'(t) = A(t)M(t)).
My(C) X M1 (C) — M, 1(C)

Par continuité de l'application on a pour tout £ € R
(M, X) —  M.X

—t'
exp(tB)V = Z ﬁB1V
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donc Y (t) = Q(t) exp(tB)V =eMQ(t)V .

Comme mTI'\ = 2iknw € 2inZ et (Q est T périodique alors pour tout ¢ € R,

Y (t+mT) = X DQt + mT)V = eMQ(H)V = Y (t)

Ainsi Y est une solution non nulle de (2) et mT-périodique.

Soit Y une solution mT-périodique et non nulle.
Il existe Xo € 4, 1(C) non nul tel que: Vt € R, Y (¢) = M ()Xo = Q(t) exp(tB)Xo.
Comme Y (mT') = Y (0) alors M (1) Xy = M(0)X, et

Q(mT) exp(mTB)X, = Q(0)Xp.

Comme @ est T-périodique donc Q(mT") = Q(0) et
Q(0) exp(mTB) Xy = Q(0)X.

or @ est a valeurs dans GL,,(C) donc

exp(mT B)Xo = exp(TB)" Xy = Xo.

cela montre que 1 est une valeur propre de exp(7'B)™.
Or Spc (exp(T'B)™) = {A\™ | X € Spe(exp(TB))} ( car toutes les matrices de #,(C) sont trigonalisables ) donc il
existe A €Spg(exp(T'B)) tel que A™ =1, d'ou le résultat .

Pour tout (k,¢) € Z%, on a X et X’ sont T-périodiques et T'-périodiques de X et A est T-périodique, donc X et X’

sont kT + ¢T’-périodiques par suite

X' (t+ kT +0T") = A(t + kT + 0T X (t + kT +0T") = A(t + kT + ¢T") X ().

Posons G = ZT' + ZT , qui est un sous-groupe de R, engendré par T' et 77, on a :

VteER, Vge G, X'(t)=A(t+g)X(t).

donc

VEER VgE G, AMX(H) = Alt+9)X(®) ()

Le sous groupe G est soit dense dans R soit de la forme Za .

Si il existe a € R tel que G = Za alors il existe (k,¢) € Z% tel que T = ak et T" = al , de plus (k,¢) # (0,0) car
(T, T") # (0,0) .

On en déduit que T % € Q ce qui contredit U'hypothése sur 7”. Ainsi G est dense dans R .

k
Soient ¢,u € R et (gm),,cn € G™ une suite convergeant vers u — t, alors par continuité de A

A(t+ gm) e At+u—1t) = A(u)

par suite

At +gm) X(t) —  AW)X(D),

m——+oco
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mais pour tout m € N, A(t)X(¢) = A (¢t + gm) X (t), donc

Alt+gn) XE) —  ABX(®).

m——+oc

ETRI [Tk Wa MW TVTREWICN V7, « € R, A(t) X (t) = A(u) X (1)

» Cas1: Sin=1.
A = a une constante complexe, l'‘équation devient scalaire 2/(¢t) = ax(t) et admet comme solutions les fonctions
t — e,

A . ; um

on n‘a une solution 7”- périodique avec 7" > 0 si et seulement st a € ?Z . Dans ce cas on peut prendre ) = A et
B =a.

» Cas2: Sin>2.

e Cherchons les solutions T’-périodique non nulle avec 77 ¢ QT.

Soit X une solution T"-périodique non nulle avec 77 ¢ QT. Posons V = Vect(X(¢) ;¢ € R), clest un sous espace de

dimension finie de C" , il est donc fermé.

Soit t € R. Pour tout h € R*on a

1

FX(E+n) - X(0) eV

or V est fermé, donc X'(¢) € V. Comme V¢ € R, A(t)X (¢) = X'(t) alors A(t)V C V (V est stable par A(t) Vt € R).
Par hypothése et puisque V # {0} on a donc V = C”". Soient ¢1,...,t, € R tels que (X (t1),...,X (¢,)) soit une base
de C™.

Alors d'aprés la question 19 on a, pour tout u € R et pour tout 7 € [1,n],

Ainsi, A(u) est déterminé sur une base de C™ de fagon indépendante de u, donc A est constante.
Soit Y un vecteur propre de A(0). Alors CY est stable, par A(t) pour tout ¢ € R, qui est différent de {0} et C™, ce qui
contredit l'hypothése sur A .

Donc il n'existe pas de solution T’-périodique non nulle avec 7" ¢ QT .

e Cherchons les solutions T’-périodique non nulle avec 77 € QT.
Soit X une solution 7"-périodique avec 77 = %T ., m,q € N*, donc X est mT'-périodique et d'apres la question 18.b),

il existe k € Z telle que:

2ikT

=" € Sp(exp(TB)) = {e™; X € Sp(B)}

Il existe donc A € Sp(B) tel que e —e”n" donc il existe £ € Z tel que

Donc une condition nécessaire a l'existence de solutions T”-périodiques non nulle avec 77 € QT est : B posséde une

valeur propre de la forme \ € 2’%@ :
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21w

Réciproquement si B posséde une valeur propre de la forme A € 57Q , la question 18.a assure l'existence d'une
solution non nulle et m7T'-périodique .

Finalement l'équation (2) admet une solution périodique non nulle si et seulement si :

oy
n=1cet Ac 7,7 >0

T /

24

n—9 B
n et Sp( )ﬁT

Q+ 2

2tk
(CNINSRIACIIN B admet une valeur propre de la forme Z/“ avec k € Z et m € N* |

Le théoreme de Cauchy assure lexistence des solutions de (3) et que l'ensemble S3 des solutions de (3) s'écrit de la

forme

S3 = {Xp} + S

avec X, est une solution particuliére de (3) et Sy l'ensemble des solutions de (2) .

Soit X € S3 donc il existe V € C™ tel que

X(t)=M@H)V + X,(t) = Q(t) exp(tB)V + X, (t)

e Si X est T-périodique alors X (0) = X(T) et
QO)V + X, (0) = Q(T) exp(TB)V + X,(T) = Q(0) exp(TB)V + X,(T)

donc

Q0)[exp(T'B) — I,]V = X,(0) — X,(T)

Par hypothése on a 1 ¢Sp(exp(T'B)) , alors exp(T'B) — I,, est inversible et

ce qui prouve l'unicité sous réserve d'existence.

e Soit V' définit par la relation (*) et X : t — M (£)V + X, ().
On a X (0) = X(T') par construction de V. Soit Y : t — X (¢t +1T) , elle est donc dérivable.

Pour tout t € R on a
Y'(t)=X'(t+T)

=At+T)X{t+T)+b(t+T)

=A@)Y(t) +b(t) (A etbdsont T-périodique)

Donc X et Y sont solutions du probléme de Cauchy formé par Z’ = AZ + b et la condition initiale
Z(0) = X(0). Par unicité de la solution de ce probléme on a ¥ = X , donc X est une solution de (3) T-périodique,

d'ot l'existence.

Finalement, (3) posséde une unique solution 7-périodique.
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x(t) 1 — cos(t) ;
Posons X (t) = et A(t) = , le systéme s'écrit X'(t) = A(t) X (¢).
y(t) cos(t) 1
0 —1
Notons J = . Alors A(t) = Iz + cos(t)J.
1 0

On a x,;(X)=X2+1, donc J est diagonalisable, un petit calcul donne

donc

1+ i cos(t) 0
0 1 —icos(t)

Vte€R, A(t)=PDP'=P PL

Posons X = PY alors

u
Notons Y (t) = donc

u'(t) = (1 4 ¢ cos(t))u(t)

Y'(t) = DY (t) &
v'(t) = (1 —icos(t))v(¢)

)\et+isi|1(t) )\et+i51nt + H‘et—isint

ainst il existe A, u € C tels que REGIES . -
_i/\ef-ﬁ-z sint + i’uef—1 sint

t—isin(t)

we

e Une forme normale complexe

et—i—z sint et—z sint )\

On a X(t) = on prend donc
_iet-i-islnt Z-et—'isint

ef-‘r'? sint ef.—z sint ez sint e—z sint

_,l'et+z, sint ,Z'et—z sint —jetsin t je—tsin t

eisinf e—islnf isint 0 ]
(RSN WIS B = |, et Q (1) = =P J2Rl pour mettre M sous la

ezsmt ie—zsmt 0 e—Lsmt

—1

forme M (t) = Q(t) exp(tB) avec @ : R — GL,(C) continue et 2m-périodique.

e Une autre forme normale réelle :
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On a

ef()\eisint +’u/e—7‘,sint) ef()\eislnf _,’_ﬂe—isinf)
et(_i)\eisint 4 i‘uye—isint) o et(_i/\eisint +,i'ue—isint)

. ( (A4 ) cos(sint) +i(A — ) sin(sint) )
=e

i(—A + p) cos(sint) + (A + p) sin(sint)
. [ cos(sint) —sin(sint) A+
= e'
sin(sint)  cos(sint) i(=A+p)

on prend donc BICC] ( et cos(sin(t)) —e'sin(sin(t)) ) B, et Q) = (cos(sin t) —sin(sin t))

elsin(sin(t)) e’ cos(sin(t)) sin(sint)  cos(sint)

)
N
oo
(@))
|
|



ECOLES NORMALES SUPERIEURES
EPREUVE DE MATHEMATIQUES C (ULSR)

Session 2024 - Filiéres MP - MPI

Durée: 4 heures

L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée pour cette épreuve.

NOTATIONS

Soit £ une partie de C.

Atoute suite (uy),, o @ valeurs dans E, ce que l'on note (uy),, ¢ €EM, on associe la suite (0n)pen des sommes partielles

€
de Cesaro définie par

1 n
V >07 TL:
n ag n+1,§=0u;c

et la suite (en), oy des écarts définie par
Vn 2> 0,e, = Un41 — Un

A ) N . . . o -
A toute série ) a, avec (a,),c €E™, on associe la suite (S5,),,, des sommes partielles définie par
n=0

Si la série > a,, est convergente, on note S sa somme définie par
n=0

+oo
S=>a,= lim Sy
N—+o00
n=0

et (Ry),cy la suite des restes définie par

—+o0
Vn>0,R,=S5—-S5,= Z ak
k=n-+1

A toute série entiére Y a,z" avec (an), oy €EY, de rayon de convergence R > 0, on associe sa somme f définie sur
n=0

D(0,R) = {z € C;|z| < R} par

+o0
Vz € D(0,R), f(z) = Z anz"
n=0

e A



Etant donné un intervalle I de R, on note

€°(I)={f:I—R; fcontinuesur I} , €2(I)={f:I—R; f continue et bornée sur I'}

l. Lemme de Cesaro

Le but de cette partie est de démontrer le lemme de Cesaro, voir question 1, d’en proposer des applications et d'établir

certaines variantes puis des réciproques partielles.

Soit (un),cn € CV et £ € C. Démontrer que

( lim wu, = E) = ( lim o, = €> . (Cesaro)

n—-+oo n—r—+4o0o

Si (un),cp est & valeurs réelles, démontrer que le résultat subsiste si £ = 400 ou £ = —oo0.
Application
n
En utilisant (Cesaro), calculer la limite de la suite (vy,),,, définie par v, = ﬁ Puis, a l'aide d’'une comparaison
> k=1

série-intégrale, donner un équivalent de (vy,),;-
=

Soit (tn),c € RN et a € R*. On suppose que l'm+1 en = a. En utilisant (Cesaro), donner un équivalent de
n—-+4oo

(un),en- Retrouver ce résultat par un théoréme de comparaison de séries a termes positifs.

o N g Un+t1 __ A NS H n -
Soit (un),cn € ]0,+00[" et £ € ]0,4+00[. On suppose que nng—W = (. Démontrer que RETOO W =17
Démontrer que le résultat subsiste si £ =0 ou £ = 4+co. En déduire lim /nlet lim §/Z%%.

n—-+oo n—-+oo

Soit (an),en € CV, (bn),,cn € CV,a € C et b € C. On suppose que lim a,=aet lm b, ="b
n——+0o0

n—-+4oo
Démontrer que

1 n
lim —E apbn—r | = ab
n—-+oo nk—O

Soit Y a, et > b, deux séries de nombres complexes, convergentes de sommes respectives A et B. On note
n=0 n=0

n
(€n)nen la suite de terme général ¢, = kzo arbn_i et (Cp), o la suite des sommes partielles associées définie par

n
Cn = > ck. Démontrer que
k=0

n

, 1
lim EZC,C = AB. (Cauchy)



Raciproques partielles

Vérifier que la réciproque de (Cesaro) n'est pas toujours vraie en exhibant une suite (uy),c\ € RN qui ne converge

pas et telle que (0y,),, converge dans R.

E Soit (un),cp € RN et £ € R. Démontrer que

( lim o, =Let (un),cp monotone> = < lim wu, :€>

n—-+o0o n—-+4+oo

Démontrer que le résultat subsiste pour ¢ = 400 ou ¢ = —c0.

Soit (un),cn € CV et £ € C. Démontrer que

1
( lim o,="%ete, =0 ( )) = ( lim w, = €) . (Hardy faible)
n—-+oo n n—-+4oo

Indication : on pourra démontrer que pour tout n > 1,

n n
g ke = nup41 — E U,
k=0 k=1

Soltisine "€ CN et £ € C. Le but de cette question est de démontrer que

1
( lim o,="%ete,=0 ()) = ( lim w, = E) . (Hardy fort)
n—+00 n n—+00

On suppose que lim o, =Clete, =0 (3).
n——+oo T

Soit 0 < n < m. Démontrer que

m m—1
> uk— (m—nuy, =Y (m—je;
k=n+1 j=n

En déduire qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tous 2 < n < m, on a

<Cln(m_1>
n—1

' (m+1)om, — (n+1)o,

m—n T
et
—1 1
|un—€|<Cln<m )+m+ (15 — £ + |on — €])
-1 m-—n

(14 En déduire (Hardy fort).



Indication : on pourra prendre m = 1+ [an] avec un paramétre oo > 1 & choisir, oli [z] désigne la partie entiére de

Il. Théoréme d'Abel

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme d’Abel, voir question 11, d’en proposer des applications et

xR

d'établir certaines variantes et des réciproques partielles.

Soit ) anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 1 et de somme f. On note
n>=0

Ao, ={z€C;lz|<letIp>0,30 €[-n/2,7/2],z=1 fpeie}

pour 6y € [0, 7/2].

Le but de cette question est de démontrer que

+oo
E a, converge | = | Llim f(z):E an | - (Abel)
z—1
n=0 z€A, n=0

(NHe) Démontrer (Abel) pour R > 1.

A partir de maintenant, on suppose que R =1 et que Y a, converge, et on se donne un 6y € [0,7/2]
n=0

(EB73 Démontrer que pour tous N € N* et z€ C,|z] <1, 0na

N N-1
Zanzn - Sn=(2-1) Z R,z" — Rn (zN — 1)
n=0 n=0
En déduire que pour tout z € C,|z| < 1, on a
+oo
f(z)=S=(2-1)>_ Rn2"
n=0

Soit € > 0. Démontrer qu'il existe Ny € N tel que pour tout z € C, |2] < 1

|z —1]
1—|z]

No
1f(2) =S| <|z=1])_ |Rnl+e¢
n=0

(AR Démontrer qu'il existe p () > 0 tel que pour tout z € Ag, de la forme z =1 — pe? avec 0 < p < p (), on a

|z — 1] 2
<
1—1z| = cos(bp)

En déduire (Abel).



Démontrer que

Exhiber une série entiére Y a,z™ de rayon de convergence 1 et de somme f, telle que f(z) converge quand
n=0

z — 1,]|z] <1 et telle que la série > a, ne converge pas.
n=>0

Soit Y a,2" une série entiére de rayon de convergence 1 et de somme f. Soit S € C. Le but de cette question
n=0

est de démontrer que

+oo
1
lim f(z)=Seta,=o0 () = Z a, converge et Z an, =05 |. (Taubérien faible)
acl—éR " n>0 n=0

|=

Dans la suite de cette question on suppose que lim f(z) =S et que a, = 0(
gp=Il

w)-

Démontrer que pour tous n € N* et 2 €]0,1], on a

" sup (k|axg|)
k>n
S = F < (=03 kel + 52—

(EX En déduire (Taubérien faible) en spécifiant z = x,, = 1 — 1/n pour n € N*.

Soit ) anz™ une série entiére de rayon de convergence 1 et de somme f. Soit S € C. Le but de cette question
n=0

est de démontrer que

x—1" n
z€R n>0

+oo
1
lim f(z)=Seta,=0 <) = Z a, converge et Z a, =S5 |. (Taubérien fort)
n=0

(X7 Démontrer que, sans perte de généralité, on peut supposer que S = 0.

On suppose désormais que lim f(z) =S et que a, = O (%) avec S = 0.
LML
r€R

(¥ On définit © de la maniére suivante

+oo
©=<0:[0,1 = R;Vz € [0, 1[,2 anf (") converge et lim Z anf (2") =0
n=>0 o= le n=0

Démontrer que © est un espace vectoriel sur R.

Soit P € R[X] tel que P(0) = 0. Démontrer que P € O.



Démontrer que

+o0o 1
VP eR[X], lim (1—-2)) a"P(a") :/ P(t)dt
0

On définit la fonction g : R — R par

1 size[},1]
g(z) =
0 sinon

Démontrer que pour établir (Taubérien fort), il suffit de démontrer que g € ©.

Soit

-1 siz=0
g(z) —z
_ AN 2 1
h(z) 2(1—2) stz €]0,1]
1 sizx=1

Etant donné & > 0, démontrer qu'il existe s, s, € €°([0, 1]) vérifiant
1
s1 <h<sget / (s2(x) — s1(x))dr < e
0

Représenter graphiquement & et deux telles fonctions si, s2.A partir de maintenant, € > 0, s1 et s2 sont fixés.

Démontrer qu'il existe Ty, T, € R[X] tels que

sup |Thi(z) —s1(zx)| <e et sup |Ta(z) — s2(z)| < e
Qfe[ovl] xE[O,l]

On pose, pour tout z € [0, 1]

P(z)=z+z2(1—2)(Ti(x) —¢), Py(z) =+ 2(1 —2) (Ta(z) + &) et Q(z) =
Démontrer que
Pl(O):PQ(O):O,Pl(l):PQ(].):].,Pl<g<P2 etOi/lQ(x)dng)s
0

Démontrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout = € ]0, 1],

+oo “+o0
S ang (@) = 3 anPi (")
n=0 n=0

+oo
<SM1-12)) 2"Q (")

{ISHA Conclure.



Ill. Variantes continues du lemme de Cesaro

et du théoréme d’Abel

Le but de cette partie est d'étudier des versions continues du lemme de Cesaro, du théoréme d’Abel et de leurs

réciproques partielles.

Soit f € €°(]0, +o0[) et £ € R. Démontrer que

(ims=e)= (3 [ soa=c)

A l'aide d'un contre-exemple, démontrer que la réciproque du résultat de la question 16 est fausse.

Soit f € €°(]0, +o0[) et £ € R. Démontrer que

f(x)

( lim f(x+1)—f(a:):€> :>< lim —zf)

T—>+00 T—+00 I

Soit f € €([0,4+00[). On définit la transformée de Laplace de f par la fonction

“+o0
Z(f) :t€]0,+oo['—>/0 e " f(x)dx

Démontrer que .Z(f) est bien définie et de classe ¢! sur ]0, +oc, et exprimer sa dérivée.

Soit f € €°(]0,+00[). Le but de cette question est de démontrer que

( /O " (o) converge ) N (ti“?)l L)) = /O o f(x)dm>

+oo
On suppose que / f(z)dz converge.
0

Démontrer que la fonction

F:o e [0, +oo] = /m F6)dt

est bien définie, continue et bornée sur [0, +oo|, de classe ¢! sur |0, +oo[ et vérifie F = —f.

+oo
218, Démontrer que l'Lm+ AR )= / f(z)dz par une intégration par parties.
t—0 0
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Démontrer que

Soit f € 6°([0,+c[) et S € R. Démontrer que

( lim Z(f)t)=Setf(t) = O (%)) = (/O+<><> f(z)dz converge et /O+<><> f(z)dz = S)

t—0+ t—4o00

Pour cela, en utilisant les notations de la question 15 de la section 2, on pourra démontrer qu'il existe M > 0 et

A > 0 tels que pour tout t > 0

=@

+oo
< M/ Qe™)e " ——dx

xT

/%mﬂ@g@4ﬂdx—/+mf@ﬂﬁ@4ﬂdx

A A

A
1
<M/Qmm
0

Fin du sujet
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Ecoles Normales Superieures

Corrigé de l'épreuve de Mathématiques C (ULSR)

Session 2024 - Filiere MP . MPI

Le probléme a pour sujet les théoremes d’Abel et de Hardy et les théoremes Taubériens

l. Lemme de Cesaro

e Cas lim w,=¢€cC.

n—-+0o

Soit € > 0, an a, par hypothése sur la convergence de (uy,) :

dng € N,Vn > ng, |u, — [

D’autre part, pour tout entier n > ng :

n

1 & 1 : (n—mp+1)e
— e — 1| < — =" <
n Z [k < n Z 2n -

k=no c=n




Ce qui donne, d'apreés la définition de la limite:

1
dny € N,Vn > nq, |—
n

en posant N = max (ng,n1), on obtient :

Vn > N, oy — 1

Ainsi on a

Ve>0aNeEN/n>N=lo,—1|<e

Ce qui permet donc d'écrire:

e Cas lim wu, =-+c0.
n—-+o0o

Soit A > 0. La suite u tend vers +oo, il existe donc un rang ng a partir duquel les termes de la suite sont

supérieurs a 2A. On a, pour tout n > ng :

no—1 1 B no—1
et kz_;l up + 24210 — 24 4 — avec B = kz_jl up +2(1 —ng)A€R.

, . : B B ,
Il existe un rag n; a partir duquel on a |[—| < A et donc — > —A. En posantSoit N = max (ng,n1 ) on

n n
obtient
Vn>N,o, >2A—-A=A

Ainsi on a

VA>0INEN/n>N=o0,>A

lim o, =400

Ce qui permet donc d'écrire:

n—+00

e Cas lim wu, =—0c0.
n—-+oo

IL suffit d’appliquer le résultat précédent a la suite —u.
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Application

Soit u = (l)n>1, ona lim wu, =0. En utilisant Cesaro ona lim v, =0.

w n—-+oo n——400

La fonction z — 1 est décroissante sur [1,+00[ , donc pour tout k > 1 on a

et pourn > 2

ainsi

n——+00

n
ce qui donne > &~
k=1

a Up+1 — UQ .
e Onae, =uyr1 — u, donc o, = Yoep = ol = 70 On suppose que llT en = a € R* le lemme
n—-+0o0

1
n+1 =0 n -+ 1

by . un—i—l; . .
de Cesaro donne lim = « ainsi [N
n—+oon + 1 n——+00

an

e Ona lim e, =a€R*donce, ~ «a,a partirdun certainrang e, et a sont de méme signe et la série
n——+o00 n—-+00
n
> ey diverge, le théoréme de comparaison de séries a termes de signe constant donne > e, ~ (n+1)a
k=0 n—-+oo

soit upy1 —ug ~ (n+Dadotu, ~ an.
n—-+0o0 n—-+

e Soit (un),en €10, +oo[M et lim =il — 0 €]0,+o0[ , composons par In
n— n

—+00

n—+400 Un, n——+00

lim In (lL"'H) = lim In(upy1) —In(uy) = In(¥)

La question précédente donne

oVl lim  /u, =
n——+00

e Si{ = +oo (respectivement { =0) alors lim In <“ZJ> = 400 (respectivement —oo) , d’prés la question
n—+oo @

1ona

Unp

n—+oomn + 1

R U
lim Z In ( "+1> =400 (respectivement — o)
k=0
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donc

n (uy)

o .
RBTOO = ngToo In ({/u,) = +oo (respectivement — co)

C o Ungd . . 1 .
Ainsi lim —= =0= lim In({uy) =0 et Llim =+4o00= lim In({u,) = —+o0
n—+00  Up n—+00 n—+00  Up n—+oo

. Un+1 .
e Soitu, =n!,ona 4L —n+tl — +oo donc IRTHIRAN

Un, n—-+o0 n—-+o0o
. n" Vpt1 n-+1)" 1 .
e Soit v, = —,on a % = ( ) =(1+—-)" — e donc ity
n! Wiy i n’  no+oo n—s4o00

51| Soit (ay). eCN, (b € CN,a € C et b e C. On suppose que lim a,=aet lim b, =0
neN n/neN P oo

n——+0oo

> _ 1
Posons wy, = = Z apb,_r , on a

Z (akbn—k - (Lb)

k=0
n

1
n41 Z (apbp—p — abp_p + ab,_y, — ab)
’ k=0

n n

n -1i- 1 Z(ak ~ @)bn- n+1 Z(bn—k —b)

=0 k=0

1
n+1

, donc

(bn),en converge donc elle est bornée , soit M = sup
k>0

n n
le lemme de Cesaro on a lim -1 ar —al = Llim by — bl =0 donc lim w, =ab, dol
n—s+oo "1 kZ::0| ¥ | n—s+oo M1 /?:%l b | n—+too

n
Soit Y a, et > b, deux séries convergentes de sommes respectives A et B, ¢, = > agb,—i , posons

n=0 n=0 k=0
n n
Anzzaka 7,—Zbketc7,=ZCk.
k=0 k=0 k=0

n k
OnaC,= > > ajbg_;, comme
k=04=0

(0<k<net 0<i<k)e(0<i<n et i<k<n) (x)
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alors apres interversion des sommes

ce qui donne pour tout N > 0

(d'aprés (%))

ainsi

N
d’apres la question 5. on a > An_iBr = AB , d'oli
k=0

T -
N—+o00 N+1

Réciproques partielles

_ . 0 sin estimpair _
Soit up, = (—1)" , on a 0, = . - - (un)pen diverge et (o,), ¢y converge .
711 St est pau

@ e On suppose que (uy), ¢y est croissante et lim o, = ¢, si (un), N'est pas majorée alors elle tend vers
n—-+o00
+00 par suite (0y,),c, tend aussi vers 400 ce qui est absurde , donc (uy),,c, est majorée et elle converge
- / N _ . J R _ o
vers (', le lemme de Cesaro donne £ = (. Si (un),, ), est décroissante alors (—uy), ) est, le cas précédent

donne le résultat . Finalement on a

n—-4o0o

(nETOO op =L et (uy), oy mMonotone ) = < lim u, = [,’)

o Si = +00, (un),cy est forcement croissante, car si elle est décroissante alors soit elle converge soit
elle tend vers —oo ce qui contredit £ = 400, si elle est majorée alors elle converge vers une limite finie ce

qui contredit £ = 400, donc (uy),,c) tend vers +oo.
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le cas ¢ = —oco est similaire .

Soit (up),ey ECNet €€ C, ona lim o, ="Lete, =0(2) donc lim n(upy1 —uy)=0.

n

n—-+o00 n——+oo
Ecrivons
n n
(k, (uk+1 — uk)) = Z kuk+1 — Z kuk.
k=0 k=0
n+1 n
= Z(k — Dug — Z kug,
k=1 k=1
n
= — Z U + NUp4+1 + Ug
k=0
Ainsi,

par hypothése et par le lemme de Cesaro,

lim
n—+oo n + 1

En passant a la limite dans (*), nous obtenons que lim w,, = .
+o00

n—
On suppose que HETOO op="FCete,=0 (%)

[[Xed Soit 0 < n < m. Démonstration. Posons, pour n € N, z, = u, 1 — up. Soient 0 < n < m.

m m
Z up — (m—mn)u, = Z (u — up)
k=n+1 k=n+1
m k—1
- 3 (S
k=n+1 \i=n
comme
mM+1<k<metn<i<k—1l)eonm<i<m-1eti+l1<k<m) (%)
alors

m m—1 m m—1

Z ug — (m —n)u, = Z Z e | = Z (m —1i)e,.

k=n+1 i=n \k=t+1 i=n
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g C
(23] ¢ Onae,=0 (%) donc il existe une constante C' > 0 telle que |e,| < —,donc pour tous 2 < n < m, on a
n

m
1
E U — Up| =
m-—-n

k=n+1

1 Codt
L'inégalité —= < / — =
2 i—1

m m—1

m 1— n Z u — | < O Z (In(é) — In(i — 1))

k=n+1 i=n

< Chn (m— 1) .
n—1

Par ailleurs

(m+1)om —(n+1)oy,
m-—n

d’oli pour tous 2 < n <m

(m+1)om —(n+1)oy,
m-—-—n

e Par l'inégalité triangulaire, pour tous n < m,

g — ¢ < | om =t How w_f‘
m—-n m-—-n
<Cln<m‘1> + M‘

n—1 m-—n
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<a et (a—1)n <m—n, par suite

({4 Soit o > 1 etm =1+ [an]. Onaan <m < an+1 donc 12—
n
m+1< an + 2 <a+1.
m—-n_" (a—1)n  a-1
Nous avons donc pour tout n > 2 et a > 1

1 v+ 1
|un, — ¢ < Cln(ar) — Cln(1 — ;) + Z+

1 X (|0'1+[an] —E‘ +|on — ()|) .

Soit € > 0. Comme lim1 Kln(a) = 0 alors, il existe e a > 1 tel que Cln(a) < 5.
(0% d

Comme lim [—C’ln(l — )+ 25 X (|o14jan) — 4| + lon — €|)} =0 alors

n—-+40o0 @

1 1
INeN/V¥neN,n>N = |-Cln(l — E) + Zt T (|o14am) = €] + lon — 1)) | <

On a donc prouvé que

Ve>0,ANeN /n >N = |u, — | < e.

Le suite (uy,) converge donc vers ¢ .

Il. Théoréme d’Abel

On note pour 0y € [0, 7/2[.

Ny, = {z €Cilzl<letIp>0,30 € [—00,60,2=1— pew}

D'ont la représentation graphique :




Si R > 1 alors f est définie et continue en 1, ainsi pour tout 6y on a

A partir de maintenant, on suppose que R =1 et que »_ a, converge, et on se donne un 6y € [0, 7/2].
n=0

(KB Soit N € N* et z € C, |z| < 1, on a va réaliser une transformation d’Abel en écrivant pour tout

n>1,a, =R,_1— R, Donc

N—1
—Sy=(z-1) Z R,z" — Ry (zN

n=0

(ffeg Ona Ry — OetzY — 0 pourtoutz€C,|z| <1, ce qui prouve la convergence de Y R,,2" pour
N—+o0 N—+o00

Soit £ > 0. Puisque R, — 0, on peut fixer Ny > 0 assez grand tel que |Rg| < € pour tout £ > Ny, on a
pour tout z € C, 2| < 1,

No +o00
1f(2) = S| < |z = 1> [Rezk[+ [z —1] > Rzl
k=0 k=No+1
No “+oo
<|e=1> |R|+ |z — 1

]V() —+o0
2= 1D [Rel + [z — 1]y |2
k=0

k=0
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(AF e Pour z € Ag, on écrit z =1 — pe®.

Onalz—1]=p et |2]> =22 =1—2pcos(f) + p?, donc

comme 6y € [0, %[ alors cos(6g) > 0, prenons p(6y) € ]0,cos (6p)[ , on a pour tout z € Ay, de la forme

z=1-pe? avec 0 < p < p (o)

e Preuve du théoréme d'’Abel :

. € 2t .
Soit € > 0 et &’ = ———— , on définie Ny pour &’ comme dans la question d) et prenons o > 0 assez
cos(fo)

No
petit pour que |z — 1| 3 |Rk| < &' pour tout [z — 1| < o .
k=0
De la relation (*) , pour €', on obtient alors la majoration suivante pour tout z € Ag, tel que |z — 1| < a:

Ainsi on a

—1)"
La série entiere 22( +)1Zn est de rayon de convergence 1 et Z
n

=" ,
o+ 1 (par le CSSA) , d'apres (Abel)

pour 8p =0 on a

=

T n o _

a B—Tl 2n + 1$
;re](),][nzo n=0

+o00
—1)»
par dérivation intégration on a Z 2( 4_)1:5” = arctan(z) pour tout z|—1,1[, d'ou
n
n=0

La série entiére > (—1)"2" est de rayon de convergence 1, de somme f(z) =

,ona lim f(z) =1 et
) 1 ¢ z—1 f( ) 2

la série > a, ne converge pas.
n=>0
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. Soit Y anz" une série entiére de rayon de convergence 1 et de somme f. On suppose que lim f(z)=S¢€C
n=0 r—1"

z€R
eta, =o0 (%) .

(K&} Soientn e Netxel0,1],0na

remarquons que (1—2*) = (1—2)(1+2+..+2*1) < k(1 —x), de plus na, 2 0 donc la suite (nan)nen
n—-—+00

est bornée , ce qui permet d'écrire

+o0

D

k=n+1

<suplklagh) = 3 ot
k>n " k=n+1
sup (k |ax|)
k>n

~— n(l-x)

n sup (l” |a’k|)

Ainsi on a Sn - f(l)’ < (]‘ - :E) Zk |ak| v AZTE]-—_F)

[EZ?) Pour n € N*, choisissons « =z, = 1 — + et posons M,, = sup (k |a|) .
k>n

Ve>03IN>0/Yn>N = |na,| <e¢

Ve>0dN >0/Vn> N =sup(klax|) <e
k>n

On ana, — 0 donc
n—-4o0o

par suite

dot M, — O.

n—-+o0o

Pour z =2, ona ——— = M,, — 0. De plus, par le théoréme de Cosaro,
n(l —z) n—+o0

On a donc prouvé que
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Par ailleurs,

Sp — f(l"n,) + f(xn) -S=5,-5.

on a par hypothése lim f(xz) =S, la caractérisation séquentielle de la limite donne lim f(z,)—S =0,
z—1~ n——+o0o

ainsi la suite (S,), ¢, converge vers S .

On en déduit que la série > a, converge et

Quitte a remplacer ag par ag — S on peut supposer lim f(z) =0 sans perte de généralité .

r—1~

On suppose désormais que lim f(z) = S et que a, = O (), avec S = 0.
T—1"
z€R

%3] Ona: O C .Z ([0,1],R), © contient la fonction nulle et évidement stable par combinaison linéaire , donc

c'est un sous espace vectoriel de .Z ([0, 1], R).
Soit P € R[X] tel que P(0) = 0, pour montrer que P € O , il suffit de montrer que X* € © pout tout
ke N*.

Soit k € N*, si z € [0,1[ alors z* € [0,1[ et 3 a,, (z*)" converge et par composition

donc X* € © . Par suite XR[X] C © .

(BX:) Par linéarité, il suffit d'établir le résultat pour P = X* , avec k € N, on a alors

+oo +o0 n
(1—-2x) Z 2"P(x™) = (1 —1x) x Z <xl+"’)

n=0 n=0

=(l—x)x
1

1 — gltk

—+00 1
donc (1-2) 3 a"P(z") — — /O P(t)dt .

z—1— 1+k’:

n=0

+oo
PINEENIEN VP < R(X], lim (1 —2) Z

z—1~

2E€R n=0

- 3006 -



+o0
[EXg) Remarquons que g € O si et seulement si Vx € [0,1[, > a, converge et lim

E ap = 0
n>0 r—1—

CJC”Z% n=0
Ona 2" > % dés que n < _EE?E;’ posons N, = [—}Eg] , alors

Ng

lim Zan = 0. Soit m € N* et posons o, = exp (—
r—1— =0

Supposons que g € ©, dans ce cas

Ng,, =m et

In(2)

= ) on a
lim «,, = 1. Alors, par caractérisation séquentielle de la limite, nous obtenons
m——+00

N,

am

E ap, — 0.
m——+o00
n=0 n=0

m
5 ap =

ainsi, la série ) a,, converge vers 0.

Ona

dont la représentation graphique
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Etant donné & > 0, on choisit «, a et b tels que les fonctions s et sy définies sur [0,1] par

1

vérifient : s1(3 +a) = h(3 + ), s2(3 — @) = h(5 — ) et / (sa(z) — s1(x))dx < e .
0

on obtienta =1 (h(§ +a)+2) etb=1(2-h(3 —a)).

Les fonction s et s9 coincident sur [0,% — a] u [% + a, 1} donc

1
remarquons que —2 < sj(x) <2 et —2 < s9(x) <2 Vz € [0,1], donc / (sa(z) — s1(x)) dx < 8ar, il suffit
0

de prendre o = £. D'oli lexistence de sy, s5 € €°([0, 1]) vérifiant

1
s1 < h<sget / (s2(z) — s1(z))dxr < e
0

(BX¢d Soit = > 0, 5] et s2 sont fixés. D’aprés le théoréme de Stone et Weierstrass s; et sy sont limites uniforme
de suites de polynéme sur [0,1] ,

donc il existe T, T € R[X] tels que

sup |Ti(x) —s1(x)| <e et sup |Ta(x) — so(z)| < e

xz€[0,1] z€[0,1]
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R Pour tout x € [0, 1],

Py(z) — Pi(a)

P(z)=z+z(l—2)(Ti(x) —¢), Po(x) =x+z(l —2) (Ta(x) +¢) et Q(x) =

(1 —x)
On a:
e P(0)=P(0)=0et P(1)=P(1)=1.
el —e<s1<Ti+teetTy—e<sy<ThtedoncTi—e<h<Th+e. Sur](),l[,h(x):%
—x

donc P; < g < P», qui est aussi vérifiée pour 0 et 1.

OQ(x)zw=T2($)—T1(x)+25,0|‘T2§52+5 et -T1 < —s1+¢,donc0<Q < 59— 51 +4e

ce qui donne

Soit z € ]0,1[. Par hypothese, il existe M € R tel que, pour tout n € N,|an| < £ etona P < g < P

donc

—+00

oo +00
D ang(@") = 3 anPr(a")| < 3 o] (9(e") = Pi(a")

n=0 n=0 n=0

+oo
<MY (PG - BiE™) (90) = A1)

n=1

+oo
1 , .
<SMxy: ~a" (1= 2")Q(a").

n=0

Or 1 —2z" < n(l—=x) donc
+o00 +o0

—+o00
> ang (@) =Y anP (") < M1 -1)> 2"Q(a")

n=0 n=0 n=1

[BF] Soit ¢ > 0 et &’ = 7537 reprenons les étapes de la question 5 avec €’ .

La question i) donne

+o0o +00 “+o0o
Z ang (z")| < Z an Py (™) + M(1 —x) Z 2"Q (=) (1)
n=0

n=0 n=1

D’apres la question d)

+o00o 1
Zl_i)nf_(l—z) x> 2"Q(") = /0 Q(t)dt

n=0

1
et la question h) donne 0 < / Q(t) < 5¢’,donc il existe 0 < a < 1 tel que
0
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00 1
Vo el—a1, [(1-2)) 2"Q(") - / Q)| < &'
JO

n=0

par suite

+00
Vee[l—a,l], M(1—x) ZI"Q(I‘”) < 6Me (2)

n=0

De plus, P, € XR[X] ainsi, d'aprés c) ,

Dong, il existe 0 < 8 < 1 tel que

+o00
Vo e l-3,1][, Z anP1(2")] <€ (3)

n=0

Soit n = min(a, B) les relations (1), (2) et (3) donne

~+00
Vo € [1 -, 1[, Z(l;ng (;17") < 5, (1 + 6]\[) =&

n=0

Ainsi g € © ce qui prouve le théoréeme Taubérien fort .

Ill. Variantes continues du lemme de Cesaro

et du théoréeme d'Abel

Soit f € €°([0,+00 [) et lim f(x) =¢ € R. Soite > 0, il existe A > 0 tel que , pour tout =z > A on a

T—>+00
|f(x) —£] < § . Donc

T A 1 [®
‘%/0 f(t)dt—ﬁ‘ g%/o !f(t)—ﬁ]dtJrg/A |f(t) — | dt

x—Ae 1 [A
< — — “(t) — 2| dt
2+$/0 [f(t) —¢|dt

rA
= MICRTE

1 = 1 A
comme —/ |f(t) —¢|dt — 0 alors il existe B > 0 tel que , pour tout z > A on a —/ |f(t) — | dt <
x Jo T Jo

T—r—+00

N ™

T

1 [* 1 [
Ainst pour pout x > max(A, B) on a —/ ft)dt — E‘ SN lim — [ f(t)dt =( B
T Jo

T—>+00 T 0
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f @ — cos(x) est un contre-exemple que la réciproque du résultat de la question 16 est fausse.

Tout d’'abord, on peut se ramener au cas ot £ = 0 en changeant f par la fonction z — f(z) — ¢z,

posons ¢(z) = f(x + 1) — f(x) .

On a pour xz > 0

q est continue soit Ay = sup |g(z)|. Comme Llim ¢(z) =0 alors pour € > 0 il existe A > 0 tel que
w€[k,k+1] F=Ared)

x> A= |q(x)|] <e, ainst pour tout k > A onaVz € [k, k+1] |g(x)| <e donc A < e doli Ay i 0.
—400

Pour tout k € [0,[z] — 1] on a = — [z] + k € [k, k + 1] donc

[z]—1
d’aprés Cesaro, lim ——— E Ar = 0 de plus M < Ao donc Llim M = 0 ce qui donne
z—+oo [x] — 1 — x x z—+00 G
lim @ =0.
r—+o00 X

Alnsi ( lim f(:r+1)—f(‘zv):e'> ;»( jim £

T—400 r——+oco X

Soit f € 62([0, 400 [) et M > 0 telle que |f(z)| < M pour tout z € [0, +o0 | .

On a pour tout (z,t) € t € (]0, +00[)? le™™ f(x)| < Me™" , la fonction t — e'* est intégrable ]0, +oo[ donc

la fonction ¢t — e~ ™ f(z) est intégrable |0, +oo[ et Z(f) est bien définie sur ]0, oo .

Soit [a,b] C ]0,400[, 0n a

0
P (e_mf(x))‘ = |—ze ™ f(x)| <bMe™ , donc Z(f) est de classe € sur [a, b]
, ceci est vrai pour tout [a,b] C ]0, +oo[ donc .Z(f) est de classe € sur ]0, +oo] et

vt € )0, +oo] z(f)'(t)zf |

0

Soit f € €2([0, +00]).

+o0 T z
P{I¥} Pour tout x € [0, +oo[ on a F(z) = / f(z)dz —/ f(z)dz , f est continue donc x / f(t)dt est de
0 0 0

classe ¢! sur [0, +oc[ de dérivée f, par suite F de classe ¢! sur [0, +oc[ et F/ = —f .

Puisque F' est continue et tend vers 0 en 400 elle est donc bornée sur [0, 400] .
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Pl Soit A > 0. Les fonctions u : 2 — —F(x) et v : x = e ' sont de classe € sur le segment [0, 4] donc,

par intégration par parties,

A , A
/ e " f(x)dr = [—e_wF(*’T’)M)4 N t/ e " F(z)dx
0 0

A
= F(0) —e M F(A) - t/ e " F(x)d.
0

La fonction F est bornée sur [0, +oo [ donc e t4F(A) " — 0 ainsi par passage a la limite quand A tend
—+00

vers +o0o on obtient

/0+00 eE f(z)dx = /0'+00 f(x)dx — t/0+oo eE T F(2)dx.

Soit € > 0, comme lim F(z)=0 alors
T—r+00

3B >0 /Vre[0,+[, 2> B = [F(z)| <

ainsi

+00 B o0
‘t/ e " F(x) dr| < t/ e | F(2)| do +t/ e | F(x)| dx
0 0 .

< tB( sup |F(1)|> +
[

z€[0,+00

<tB ( sup |F(1)|> +
[

x€[0,400

par suite

| ™

Or lim [tB sup |F(z)]] =0donc3da>0/Vte|0,a] ,tB sup |F(z)l <
t—0 z€[0,400 | z€[0,+00 |

“+o00
vt e0,af , ‘z‘/ e~ F(z) do| <e .
0

t—0t+

+oo
ainsi lim t/ e " F(z) dr =0 et
0

. 1 .

sin(x sin(x

La fonction = +— (z) est prolongeable par continuité en 0 donc / ( )dx existe .
T 0 T

Soit A > 0on a

/1‘4 sin(z) dx = cos(1) — cost4) _ /1‘4 de

x?

T A
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A
cos(x cos(z
la fonction z +— g ) est intégrable sur [1,+o0o[ donc lim / (2 )dx existe d'oli la convergence de
XT A—+o00 1 a5
+00 o3
sin(z
Uintégrale / de
0 X
sin(x
: : (=) stz >0 ; ,
Par ailleurs, la fonction f : z — x est continue sur [0, +00[ et y est bornée.
1 siz=0
: " e : o9 sin(z)
Le question précédente permet d'affirmer que lim Z(f)(t) = dx.
0

t—0+t T

La fonction .Z est de classe ¢ sur |0, 4+o0[ donc pour tout ¢ €]0, +00] on a

400

L)) = —/ sin(x)e” “dx

0

+oo
— Im (/ e(—t-i-i);r)
0

Par conséquent, il existe C' € R tel que pour tout ¢t > 0, Z(f)(t) = —arctan(t) + C.

+00 1
[ est majorée par 1 sur [0, +oo] par suite | .Z(f)(t)] < / e Mdr = " donc . liT Z(f)(t) = 0 ce qui
0 — 400

T
donne C = 5

s
Par conséquent, pour tout ¢t > 0, EAGSIGES 7= arctan(t) |

On en déduit que

Soit f € €2([0,4+0o0]) et S € R.

M
e Ona f(x) e O(2) donc qu'il existe A > 0, M > 0 tels que |f(z)| < — pourx > A. Alors F est bien

définie pour t > 0, et on suppose que F a une limite en 0t.

Soit € > 0 fixé, et les polyndmes P;, P» et @) de la question 15, on a




!
onaOSU— <1 VYu €]0,1] donc

In(uw)

400 400 1
f(z)g(e™™)dx — f(z)Py(e ™) dx| < J\VI/ Q(u)du < 5Me
A 0

A

D’autre part on a

A A A
/ f(z)g(e ™) dx — / f(z)P(e ) dx = / f(z) (g(e_m) - Pl(e_m)) dx
0 0 Jo

la fonction g — P est bornée sur [0,1] donc la (z,t) — f(z) (g(e™**) — Pi(e™*)) est majorée sur

[0, A] x [0, +00],le théoréme de la convergence dominée donne

il existe donc «a € ]0, 1] telle que

par conséquent

+o0o 400
vVt €]0,af , f(x)g(e™™)dx — / f(x)Py(e™™)dx| < (1 +5M)e
0 0

ni

e Posons Pi(z) = Y apa®, (P1(0) = 0) donc
k=1

ni

+o00 n1
“)dx = Z a / f(x)e Frds = Z ap L (f)(kt)

k=1

par conséquent

ni

—+oc0
t£|81+/0 f(z)Pi(e™")dx —Zak lim Z(f)(kt)

t—0t

ni

= SZ ag
k=1

= SPh(1)

=S
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il existe donc 8 € ]0, 1] telle que

Soit 7 = min(a, ) , les (1) et (2) donnent
Flate)dn = 5| < (24530 @)

donc

e Onag(e®) =1 si et seulement si z < 122 donc

A +o0 +0o0
ce qui prouve lim / f(z)dz =S, ainsi / f(z)dz converge et / flz)dz =S .
0 0 0

A—+o0

Fin
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CONCOURS X-ENS
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Durée: 4 heures

L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée pour cette épreuve.

NOTATIONS

e Dans toute la suite, d désignera un entier strictement positif. On désignera par .#;(R) Uespace vectoriel sur R

des matrices carrées de taille d x d a coefficients dans R. Pour tous A, B € .#4(R) on notera

(A,B)=Tr (A" B)
d
ol Tr(M) = ZM“ est la trace de la matrice M € .#,(R) et AT sa transposée. Selon la convention habituelle,

i=1
M;; désigne le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme colonne de la matrice M pour tout 1 < 4,5 < d.

e Pour tout vecteur u € RY, on notera |u| sa norme euclidienne canonique. Un tel vecteur sera considéré comme un

vecteur colonne et u' sera le vecteur ligne associé. On notera (u,v)ge = u'v le produit scalaire usuel sur R?

lorsque u et v sont dans R%. En particulier on aura |u|? = (u, u)gs = u ' u.

e On notera I, la matrice identité de .#;(R). On désignera par

04(R) = {M € My(R) | MTM =1,}

le groupe orthogonal sur R? et par

SO4(R) = {M € O4(R) | det(M) =1}

le groupe spécial orthogonal, oli det(M) désigne le déterminant de M € .#;(R). On notera

Dep (R?) = R* x SO4(R)
e Pour toute famille (a;),;, de vecteurs de R, on notera A = (ai]...|aq) la matrice de .#;(R) dont la i-éme
colonne de A est formée des coordonnées du vecteur a;.

e Pour toute famille de réels (i), ;< 4 on notera Diag(a1,...,aq) la matrice diagonale de .Zy(R) de coefficients

diagonaux (a;); ;-
e -



1. PRELIMINAIRES

Soit R € O4(R). Vérifier que det(R) € {—1,+1}.

Vérifier que (A, B) — (A, B) est un produit scalaire sur Uespace vectoriel .Z;(R).
On notera | 4| = v/(A, A) la norme associée.

Montrer que pour tous u,v € R? et A € .#,(R), on a (u, Av)ge = (wv', A).
Montrer que Tr(AB) = Tr(BA) pour A, B € #;(R).
En déduire que pour tous A, B et C dans .#4(R) on a

(A,BC)=(BTA,C)=(ACT,B)
Soit D = Diag (o, ...,aq4) une matrice diagonale a coefficients positifs et soit R € O4(R).

Montrer que pour tout 1 < i < d, on a |R;;| < 1 olt R;; est le i-éme coefficient diagonal de R.

En déduire que (D, R) < Tr(D).

2. ENSEMBLE DES DEPLACEMENTS DE R¢

Pour tout g = (7, R) € Dep (R?), on note ¢, : R” — R? l'application définie par

¢g(x) =Rz +T

remarquera qu rsque 7 = une rotation v ri f ! rsqu = ur
On remarquera que lorsque 0, ¢, est une rotation vectorielle de lespace R?, et lorsque R = Iy, ¢, est une

translation. Dans le cas général, on dira que ¢, est un déplacement de l'espace R%.
Vérifier que pour tous a,b € R? et g € Dep (R?), on a |¢g4(a) — ¢g(b)| = |a — b].
Montrer pour tous g,g’ € Dep (R?), on a ¢, = ¢ si et seulement si g = g'.

Montrer qu'il existe un unique e € Dep (R?) tel que ¢, soit l'application identité sur R? c'est-a-dire que ¢.(z) = =

pour tout z € R%.

Vérifier que pour tous g, ¢’ € Dep (R?), il existe un unique g” € Dep (R?) tel que ¢y = @y 0 ¢,. On notera ¢'g

cet élément dans la suite.

Vérifier que pour tous g1, g2 et g3 dans Dep (R?) on a g1 (9293) = (9192) 9s-



Soit g € Dep (R?).

Montrer que ¢, est bijective. On note ¢g_1 son application réciproque.

Montrer qu'il existe un unique ¢’ € Dep ([Rd), que l'on explicitera en fonction de g, tel que ¢4 = q&;l. On notera

S

Vérifier que ge = eg = g puis que gg ' =g lg=c.

a Pour quelles valeurs de d a-t-on gg’ = ¢g’g pour tous g, g’ € Dep ([Rd) ?

3. DISTANCE A DEPLACEMENT PRES

On considére n un entier strictement positif et
n _ _ d .
EFR) = {z = (2i)1¢icn | 2 €ERLL <P <}

7

. . : - Y / 2

l'espace vectoriel des familles de n points dans R muni de la norme ||z|| = /> |z;|". Pour tous g € Dep (R?) et
o=l

z € £}(R) on note

g-z= (9 (zvi))1<i<n (1)

Xt

Montrer que pour tous g,¢’ € Dep (R?) et z € E7(R), ona g- (¢ - 2) = (99) - 2.

Montrer que pour tous x,y € £}(R) et tout g € Dep ([Rd), siz=g-yalorsy=g! x.

Pour tous x,y € £7(R), on note

(z,y) =inf{|ly —g- | | g € Dep (R?) }

Montrer que pour tous @,y € £ (R) et tout g € Dep (R?), on a
lg-y—g- =] =lly—=|
En déduire que é(z,y) = i(y, z).
Montrer que pour tous (z,y,2) € £7(R)? et (g,4') € (Dep ([Rd))2, on a
lz—g-zll <llz—(99") -yl +lg" vy —=|

En déduire que §(x, z) < d(x,y) + (y, 2).



Pour tout z € £7(R), on note c(x) = {y € E}(R) | 3g € Dep (R?) ,g- = = y}.

Montrer que si ¢(z) Nc(y) # 0 alors c(x) = c(y).
Montrer que si c(x) = c(y) alors é(x,y) = 0.

4. UN PROBLEME D'OPTIMISATION

On fixe dans cette partie =,y € £7(R) et on introduit pour tout (7, R) € Dep (R?)

J(rR) = |y, — (R +7)° = |ly — g - |
i=1

ol g = (7, R).

n
Onnotez=1Ya;ety=1
i=1

Y-

It

Montrer que J(7, R) = (Z ly, —y— R (z; — m)|2) +nly — Rz — 7|2
i=1

En déduire que pour tout R € SO4(R), Uapplication 7+ J(7, R) de R? dans R a un unique minimum, noté 7(R),

que l'on explicitera.

On munit .#4(R) de la topologie associée a la norme || M| = \/(M, M).

Montrer que Uapplication f : .#4(R) — .#4(R) définie par f(M) = AT M est continue.
Montrer que SO4(R) est un sous-ensemble fermé borné de .Z;(R).
Montrer qu'il existe R, € SOq4(R) tel que J (7 (R.), R.) < J(7, R) pour tout (7, R) € Dep (R?).

(EX Montrer que R, n'est pas forcément unique.

ly; —gl” alors

-

Montrer que si Vy(z) = 1 " |@; — Z|* et Vy(y) = L
i=1

=l

5(:”7 y)2 = nVn(m) + nVn(y) -2 sup <Z(:l:, y)a R>
ReS04(R)

ol Z(x,y) est une matrice que l'on précisera.

5. CALCUL DE e 6(z,y) DANS LE CAS OU det(Z(z,y)) > 0.

Soit Z € .#4(R) une matrice inversible. On note S = Z T Z.



Montrer qu'il existe une famille décroissante (\;); ;< de réels strictement positifs et une base orthonormée
e S

(u1,...,uq) de R? telle que Su; = A\u; pour tout 1 <4 < d.

On appellera valeurs singuliéres de Z la famille (v/A1,...,vAq).

On considere v; = —i=Zu; pour tout 1 <i < d.

(WA} Montrer que (v1,...,vq) est une base orthonormée de R<.

Vérifier que si U = (u1]...|uq),V = (v1|...|va) et D = Diag (vA1,...,/Aq) alors Z=VDUT.

Mettre sous la forme précédente Z = VDU, en spécifiant vos choix de U,V et D, les matrices Z; =

0 1
=200

et Zz =
On considére que det(Z) > 0.

Montrer que si R € SO4(R) alors VT RU € SO4(R).

Montrer que

sup (Z,R)= sup (D,R)
RESO04(R) RESO,4(R)

Donner la valeur de §(xz,y) en fonction de V,,(x),V,(y) et des valeurs singuli¢res de Z(xz,y) dans le cas ol
det(Z(x,y)) > 0.

6. LE CAS OU det(Z(z,y)) < 0

On considére R € O4(R).
Montrer que si A est une valeur propre de R alors A € {+1,—1}.
Montrer que det(R + I) = det(R)det (I + R").
En déduire que si det(R) = —1 alors det(R + ) = 0.

On suppose dorénavant que det(R) = —1.
Montrer qu'il existe une base orthonormée (ug,...,uq) de R? telle que l'on a Ruy = —uq et u}Rm = 0 pour

tout x € Fy olt By = Vect (uy,...,uq—1).

En déduire que R (F,) C E; puis que R (E,) = E;.

On considére une matrice D = Diag (v, ..., aq) € #4(R) diagonale de coefficients diagonaux «; > 0 décroissants.

On note U = (uy] . .. |ug).



Vérifier que (D, R) = (S,R') o " =UTRU et S =U' DU

Montrer que si Ry = (R};) € My—1(R) alors Ry € O4-1(R).

1<i,5<d—1

On pose So = (Sij)1<; j<a—1 € Ha-1(R).

Montrer que (D, R) = Tr (SoRo) — Sqa.
Montrer que Tr (SoRo) < Tr(Sp).
Montrer que Tr (Sp) + Sqa = Tr(D) et en déduire que (D, R) < Tr(D) — 2544.

d
Montrer que Sqq = Y, a;UZ; ol U = Uij)i<ijca
J:l KOS

d—1
En déduire que (D, R) < <Z ai) — ayg.

=il

Donner la valeur de §(x,y) en fonction de V,(x),V,(y) et des valeurs singuliéres de Z(z,y) dans le cas ol
det(Z(xz,y)) < 0.

FIN
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1. PRELIMINAIRES

Soit R € 04(R) donc RTR =1, , par suite
det (RTR) = det (RT) det(R) = det(R)* = 1

AXOSN det(R) € {—1,+1} |
Soit (A, B) € #;(R) on a

c'est l'expression du produit scalaire usuel sur .Z;(R) .

BXe] Soient u,v € RY et A € #y(R).

/'11 jUVj

onauv' € #y(R) et [uv']; ; = ujv; donc

d d

d d
Ajuiv; = Agjluvij = (Auv’
(Auo’)

=1

i=1 j=1

=13

CINEHN (v, Av)ga = (uv', A).
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BN Soit A, B € .#4(R), on a

d

Tr(AB) = Y [ABli,

i=1

d d
= Z Z A.,'ij.,‘

=1 j=1

d d
=D By

j=1i=1

d
= [BA);
Jj=1

=Tr(BA)

Exel Soit A, B ,C ¢ .#4(R) on a

(A,BC) =Tr (ATBO)
=T ((B74) C)

—(BTA,C)

et

ANl (A, BC) = (BT A,C) = (ACT, B) §

Soit D = Diag (ag,...,aq) a coefficients positifs et R € O4(R).

d
R € 04(R) donc les colonnes de R sont orthonormées, pour tout 1 <i <d ona RZ < ) R,?j = 1 ce qui donne
=1

|Rii| < 1
d
“%) On a: (D,R) = Tr(DR) et [DR]”. = a;R;; donc (D,R) = Y a;R;; comme o; > 0 et |R;;| < 1 pour tout 7 alors
’ =1

d d
(D,R) < > a; |Rii] < 3 v ainsi KUBNESMV IR .
i=1 i=1
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2. ENSEMBLE DES DEPLACEMENTS DE R?

GXe] Soient a,b e R? et g= (7, R) € Dep (R%), on a

[¢g (a) = dg(b)| = |Ra+7 — Rb— 7|

— |R(a - b)|

R est une matrice de SO4(R) donc elle conserve la norme ce qui donne JloMEAESCHIENIEIE .

6¥)) Soient g = (7,R),g’ = (7'.R’) € Dep (R?).
<) Supposons g = ¢, alors 7 = 7' et R = R’ donc ¢4 = ¢
=) Supposons ¢, = ¢4, alors pour z =04, 0N a :
¢g (Oga) = ¢4 (Oga) donc 7 = 7.
On en déduit pour tout = de R?% on a Rz = R'z donc R = R’ par suite g = ¢'.

Ainsi pour tous g, g’ € Dep ([R‘i), on a ¢g = ¢y si et seulement si g = ¢’

e = (Oga,I4) est une solution , montrons qu'elle est unique .

Soit (7, R) tel que Vx € R%,¢p(x) = x , en particulier pour x = Oga on a ¢ (Oge) = 7 = Oga , par suite

donc R =1, , dol (7, R) = (Oga,Iq) .

[(Xe] Soit g,9' € Dep (RY) etz € R? , on a

bgr =g 0y =R (Rx+7)+7 =RRr+R't+7

soit ¢ = (R't+ 7', R'R) € Dep (Rd) donc ¢y = ¢y 0 @y

L'unicité découle de la question 5.b . On note FEIENUIEEEEEWAIN .

Soit g1, 92, g3 € Dep (R?) , posons g1 = (11, R1) , g2 = (72, R2) et g3 = (73, R3) , on a

9293 = (Ro73 4+ 72, RyR3) et g1 (9293) = (R1(R273 + 72) + 71, RiRoR3)

et

9192 = (Ri12 + 71, R R2) et (g192) g3 = (R1R273 + Ri72 + 71, R1R2 R3)

(LW UM LINAIN o1 (g293) = (9192) 93 B
Soit g € Dep (R?).

Soit z,y € R? on a

pg(r)=y<= Rr+7=y<=r=R'(y—-7)<=r=R (y—1)

l'équation ¢4(z) = y admet une solution unique donc ¢, est bijective.
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YA)) Soit ¢ = (—R'7,R") € Dep (R?) .la question précédente donne pour tout z,y € R?

Pg(x) =y =z = dy(y)

d'oti ¢’ est lunique élément de Dep ([Rd) tel que ¢y = qﬁg‘l.

Notons g~ ! = (—R"7, RT).

Soit g = (7, R) on a e = (Oga, l4) donc
ge = (ROga + 7, Rly) = (1,R) =g

et

eg = (Iy7 + Opa+,I4R) = (T,R) =g

do -

Et on a

gg_1 = (R (—RTT) + 7, RRT) = (~lam +7,1a) = (0,14) = e

de méme

97'g=(R'r—R'7,R'R) = (0,1g) = e

@ Soit g,¢" € Dep (R?) on a

99’ =9'9g = Gg0 Qg =dg 0y

Ve eRLRRr+R1+7 =RRz+ R +7

Pour z = 0 on trouve R'7 + 7 = R7’ + 7 donc

(99 =d9)= (Rr+7 =R’ +7)et (Vo € R, R Ry = RR'x)

= (R'r+7 =Rr"+71) et (RR=RR)

la réciproque est évidente , ainsi

99 =99 (Rr+7" =R’ +71) et (RR=RR') (1)

Sid > 2, dans SO4(R) il existe R’ # 14, soit 7 € R? tel que R'7 # 7, prenons g = (7,1,) et ¢ = (0, R) alors gg’ # ¢'g.
Si d =1 alors SO4(R) = {1} la condition (1) est vérifiée et pour tous g, ¢’ € Dep (R?) gg’' = ¢'g.

Ainsi Dep ([Rd) est commutatif si et seulement si d = 1.
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3. DISTANCE A DEPLACEMENT PRES

Soient g = (7, R),g' = (7', R') € Dep (R?) et z = (2:);;<,, € EF(R), 0n a

g- (g/ z) = bg ((gl-z)i)lgign
= [¢g (¢g/ (zi))hgign,

= [¢g © (/59/ (zi)]lgig'n,
= [(f)gg’ (Zi)hgign

=(99') =

SV g - (9'-2) = (99') = |

Soient z,y € £7(R) et g = (7, R) € Dep (R?). Supposons que = g.y. La question 9.a et le fait que g7'g = e

donnent

=gt (gy=("9)y=ey=y

Soient z,y € £/(R) et g = (7, R) € Dep (R?).
On a

lg-y—g-a| = | D 1bg (W:) — by ()]
i=1

Puis par la question 5.a, on a pour tout 1 < i < n,
09 (yi) — &g ()| = [yi — i
Donc :

n
2
lg-y—g-zll= D> lyi—al” = |y —<|
i=1

Soit z,y € £}(R) et g € Dep (RY).

1

Posons z =g~ -y, alors y = g.2, de la question précédente on a

ly—g-zl[=lg-z—-g

= |lz — 2|

oty a

=lz—g7" -9l
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Dep (R?) — Dep (R?
or l'application P ( ) P ( ) est bijective, alors
g—g!

{ly =g =l lgeDep (R} = {f]z g™yl |9 € Dep (R')}

= {ll& —g-yll | g € Dep (R) }

on en déduit que RJERNERICTREAN .
[[!Xq Soient (z,y,2) € E7(R)® et g.¢' € Dep (RY).

Ecrivons

lz—g-z|=1z-(99")-y+(99) - y—g- x|

U'inégalité triangulaire donne

|z—g x| <lz—(99") -yl +(99") -y — g x|
<llz—=(99") -yl +lg(¢g"-y) —g-=|| (voir la question 6.)

<lz—1(99) yll+1l¢ y—=x| (daprésla question 10.b)

[AX:} D'aprés la question précédente on a pour tous g, g’ € Dep (RY),

lz—g-z| <llz—(99") -yl +llz— g -yl

donc

0(x,2) <z —g-=l <llz = (99") -yl + = -9 -y

soit g” € Dep (R%)prenons g = g” (¢') " alors

0@, z) < llz—g" -yl +llz—g -yl

cette relation étant valable pour tout ¢/, g” € Dep (R?) , fixons ¢ alors

oz, z)—lx—g -yl <llz—g" vl

§(x,z) — ||& — g’ - y| est un minorant de {[lz —g” -yl | ¢’ € Dep (R?) } par suite

8(z,2) — & — ¢ -yl <inf{llz—g¢" -yl | ¢ € Dep (R*) }

(car " inf est le plus grand des minorants) donc

oz, 2) <o(z,9) + e —g -y

par suite d(x, z) — 0(z, y) est un minorant de {|ly — ¢’ - | | ¢’ € Dep (R%) } donc

S(@,2) — 5(z,y) <inf{|ly —g-al| | g € Dep (R?)}

EINEE O(x, z) < 0(x,y) + 0(y, 2).
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Pour tout = € £7(R), on note c(x) = {y € E7(R) | 3g € Dep (R?) ,g-x = y}.

Supposons que c(xz) Nc(y) # 0. Soit z € c(x) Ne(y).

Par conséquent, il existe g1, g2 € Dep ([Rd) tels que : z = g1 - ¢ = g2.y donc

r=g7"(92y) = (97"92) -y (1)

y=05"(g1-2)=(95'qn) = (2)

e Montrons que ¢(x) C ¢(y): Soit t € ¢(x), donc il existe f € Dep (R?) tel que f-a =t , par la relation (1) on a

comme f (g; 'g2) € Dep (R?) alors t € c(y) et c(z) C c(y). o Montrons que c(y) C ¢(x): De la méme maniere la
relation (2) donne le résultat .

La double inclusion donne ¢(x) = c(y).

Supposons que ¢(x) = ¢(y). En prenant g =¢, on a @ € ¢(x) et y € ¢(y), donc « € ¢(y) et y € ¢(x) , ainsi il existe
g € Dep (R?) tel que y =g'.@ , donc 0 € {|ly —g- x| | g € Dep (R?)} , ce qui prouve que d(z,y) = 0.

- 328 -



4. UN PROBLEME D'OPTIMISATION

On fixe dans cette partie @,y € £7(R) et on introduit pour tout (7, R) € Dep (R?)

J(r.R) = |y, — Rai +7)]° = |ly — g -z
=1

n n
Onnote =, > x; ety = %Z;yi.
Rappelons que pour tous u et v dans R? :
o (U, V)ga =u'v .
o [ul?>={(u,u)ga=u' u.

o Ju+v]* = |ul® + v]* + 2(u, v)a .

[(PXed Pour tout i € {1,...,n} on a

ly; — (Bx; +7)]> = |ly; ~ 9 — R(z; — ®)] + [§ — Rz —7]|?

=y —y—R@xi -z +y—Re—7"+2(y;, — 9 — R(x; — F),§ — RT — T)ga

remarquons que :

3

comme Yy, —ny=y r—nzx=0alors ) (y,—yY—R(x; —),y— RT —7)pa =0, ce qui donne
i=1 i=1 i

Il
-

JrR) =Yy~ 5 - B(w: —Z)|* +nlg— Rz — 7> (1)

(PA] Soit R € SO,(R), la relation (1) s'écrit

J(r,R) = J(§ — R&,R) +nl§ — RT — 7> (2)

donc

J(T,R) ZJ(Q—RE,R)

R — R
ainsi l'application admet a un minimum, en 7(R) = § — RZ . La relation (2) devient
7= J(7,R)

J(r.R) = J(7(R), R) +n|r(R) — 7|?
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Si T # 7(R) alors n|T(R) — 7|> > 0 et J(r, R) > J(7(R), R), d'oti lunicité de 7(R) comme minimum .

: S R — R : -
Ce qui prouve que l'application a un unique minimum en 7(R) = § — RZ.
7+ J(7, R)
On munit .#4(R) de la topologie associée a la norme ||M| = /(M, M).

My(R) — Ay (R)? MR = (R
[ 13.0 JEIE al®) = ARy, | A a(R)
M (MT,M) (A,B) s AB
On a f = hog , f est continue car g est linéaire en dimensions finies et A est bilinéaire en dimensions finies donc

elles sont continues .

e On a SO4(R) = O4(R)N{M € #y(R) | detM =1}, O4(R) = f~ {14} ,c'est l'image réciproque du fermé {1} par
f qui est continue donc c'est un fermé de .#4(R), {M € #4(R) | detM = 1} est l'image réciproque du fermé {1} par
det qui est continue, car polynomiale, donc c'est un fermé de .Z;(R) .
SO4(R) est intersection de deux fermés donc il est fermé dans .#;(R) .

e Si M € SO4(R), alors :

M| = (M, M) = /Tt (M"M) =Vd

Donc SO4(R) est bornéAinsi SO4(R) est un fermé borné de .#;(R) donc il est compact.

Considérons lapplication

n .
avec 7(R) = § — RE et J(r(R),R) = > |y, — 7 — R (x; — @)|*.
i=1
f est donc continue, SO4(R) est un sous-ensemble fermé borné, en dimension finie , donc il est compact , par
conséquent f est bornée sur SO4(R) et atteint ses bornes . Donc il existe R, € SO4(R) tel que

J(r(R),Re)= | ol J(r(R). F)

et d'aprés la question 12.b on a pour tout (7, R) € Dep (R?), J(7(R),R) < J(7,R) .
On en déduit qu'il existe R, € SO4(R) tel que J (7 (R.), R.) < J(7, R) pour tout (7, R) € Dep (R?).

[EX? Prenons le cas ou, pour tout 1 < k < d, o, = yx = 1 alors J(7(R),R) = 0, qui est la valeur minimale , elle est

atteinte en toute matrice R et R, n'est pas forcément unique.

Soit R € SOg4(R), on a

J(r(R),R) = |y; —§ — R(m: — @)’
=1

=3 (= 9P + R (= D) ~ 23 (s~ 5. R (2~ D)
=1 i=1
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R € SO4(R), elle conserve la norme donc |R (z; — Z)|> = |z; — Z| pour tout i et d’aprés la question 3a on a

ce qui donne
(R, B =3 (lvi = 9 + |2 = 2?) - 23" (|wi—0)@-2)"] . R)
i=1 i=1

=nVo(y) + nVu(x) — 2 <Z (yi —9) (v — f)T ~R>

i=1

"

posons Z(x,y) = > (yi — ) (; — %) donc
u=ll

J(T(R), R) = nV,(y) + nVy(z) — 2({Z(z,y), R)

la continuité du produit scalaire et la compacité de SO,4(R) assure Uexistence de sup (Z(z,y),R) , ce qui donne :
ReS04(R)

0z, y)? = inf J(1, R
(2,y) B (1, R)

= inf J((R),R
Reslgd(na) (7(R), R)

SN 0 (2, y)2 = nV,(y) +nVp(z) —2 sup (Z(z,y),R) .
ReSO,(R)
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5. CALCUL DE e §(z,y) DANS LE CAS OU det(Z(z,y)) > 0.

16| Soit Z ¢ .#,(R) inversible et S = Z7 7 .
16

Montrons que S est symétrique définie positive

e La matrice S = Z T Z est symétrique réelle , donc diagonalisable dans une base orthonormée , il existe donc une
base orthonormée (uy,...,uq) de R* formée de vecteurs propres de de S et il existe une famille de valeurs propres

réelles telle que Su; = A\u; pour tout 1 <@ < d.
Quitte a changer les indices on peut supposer que A\; < Ay < ... < Ay

e Soit z € R%, on a

2" Sr=2"2"Zz

donc zTSz >0 et
' Sr=0 & |Zz|=0
& Zx=0

< x =0 (car Z est inversible )

On en déduit que : Vo € R¥\ {Oga}, 2T Sz >0 .

S est symétrique définie positive donc P(S) C R*T, d'oli il existe une famille décroissante (A;); ;< de réels strictement
NI

positifs et une base orthonormée (uy,...,uy) de R? telle que Su; = \;u; pour tout 1 <i < d.

On considére v; = \/%Zui pour tout 1 < i < d.

(VA Soit 1 <i,j7<d ona

or Su; = Aju; donc

1sii=j

D i . - -maé ). . —
Puisque (u;); ;<4 est orthonormée alors (v;, vj)ps = -
Osii=#j
Par suite la famille (v;), ;. est orthonormée, donc elle est libre, de plus elle est de cardinal d , ce qui prouve que
RN

) - 4 d
(vi)1<i<q €St une base orthonormée de R“.
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WA Soit U = (ui]...|uq),V = (v1]...|va) et D = Diag (v/A1,...,v/Aq) on a

ZU = (Zu1|...|Zuq)

= (\/)TZ-UJ . /\7"07')

=VD

( Car pour toute matrice A, DA = (VA Aij)1<ij<a €t AD = (\/AjAij)1<ij<a )
U € O4(R), donc U est inversible d'inverse U "alors /=R

0 1 0 1
SoltZ1:< )etZgz( ),ona:
2 0

-2 0

4 0 1 0 2 0 0 1
05’1:Z;—Z1: , donc Uy = , D1 = et Vh = .
0 1 0 1 0 1 1 0
4 0 1 0 2 0 0 1
.S2ZZ;—ZQZ , donc Us = , Dy = etV = .
1 0 1 0 1 -1 0

0
On suppose que det(Z) >0 .

Supposons que R € SO,4(R) :
e Montrons que VT RU € O4(R) :

Les familles de colonnes de U et de V sont orthonormées donc U,V € O4(R) et R € SO4(R) C Og(R) .

(04(R), x) est un sous groupe de (GL4(R), x) donc: VT RU = V-1RU € O4(R) .

e Montrons que det (V' RU) = 1.

On a : det (V' RU) = det(V)det(R)det(V)

et detR = 1 donc det (V' RU) = det(V)det(U) .

La relation Z = VDU T donne det(Z) = det(U)det(V)det(D), avec det(D) = ﬁ vV Ai > 0 et comme det(Z) > 0, alors
det(U)det(V) > 0 . =

La matrice UV € O4(R) donc det(UV) € {—1,1} , comme det(UV') = det(U)det(V) > 0 alors det(U)det(V) = 1 d'ou
det (VTRU) = det(V)det(U) = 1.

On en déduit que RUNAUSSIOFINN -

[X:] Soit R € SO,(R), on a

T .. SO4(R) — SOa(R) e .
donc (Z,R) = <V RU, D> , de plus lapplication est bien définie , d'aprés a), et elle est
R —~ VI'RU

bijective donc VT RU décrit SO4(R) quand R décrit SO4(R) ,ce qui donne SISO/ ARSI SERUINIIAY .

ReS0,4(R) ReS04(R)
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Cas ou det(Z(x,y) > 0.

Pour Z = Z(x,y) , on définie les valeurs singuliéres (\/)\1, e \/)\d) et la matrice D.

D'aprés la question 4.b on a (D, R) < Tr(D) et si R = I, alors (D, R) = Tr(R' D) = Tr(D) par suite

d
sup (Z(z,y),R)= sup (D,R)=Tr(D)= Z VA
RES04(R) RES04(R) =

D'apreés la question 15 §(z,y)? = nV,,(z) + nV,(y) =2 sup (Z(z,y),R)
REeS04(R)

CINSN 0(x,y) = <nV,l (z) +nV,u(y) =2
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6. LE CAS OU det(Z(z,y)) < 0

On considére R € SO4(R).

AN Soit \ valeur propre de R et o un vecteur propre associé , R est la matrice d'une isométrie qui conserve la norme

donc

|Rz| = |\||z| = |x|

x est non nul par suite |A\|=1et A € {+1,-1}.
OnaR+I=R+RR" =R(I+RT), donc det(R + I) = det(R)det (I + RT).
Supposons que det(R) = —1 alors

det(R+I) = —det (I + R") = —det ((I + R)T) = —det(R+ 1)

Ol det(R+ 1) =0
On suppose que det(R) = —1.

PP On a donc det(R + I) = 0, ce qui signifie que —1 est une valeur propre de R.
Notons u, le vecteur propre associé a —1 de norme 1, |ug| = 1, en suite on le compléte, par ug,...,uqs—1, €n une
base orthonormée ,(uy, ..., uq) ,de R%

On a Rug = —ug et RRT = I donc

ug =R Rug =R (Rug) = R" (—uy)

par suite RTug = —uy et u{IR = —u;—.
; i
Soit z € Ey = Vect (uq,...,uq—1) = (Rug)™ , donc
ug Rr = —ujz = — (ug, x)ga = 0
Ainst il existe une base orthonormée (uy,...,uq) de R? telle que l'on a Rug = —u4 et ul Rz = 0 pour tout z € E; =
Vect (ug, ..., ug—1) .

Soit z € By on a u) Rx = (ug, Rx)gs =0 ,donc Rz € (Rug)™ = Ey,ce qui donne R (E;) C E; .
R est inversible donc dimR (E;) = dimE; d'oti R (E;) = Ej.
Soit D = Diag(ay,...,aq) € #4(R) diagonale de coefficients diagonaux «; > 0 décroissants.

On note U = (u1]. .. |ug).

D'aprés 3.c, pour tous A, B et C dans .#4(R) on a

®

(B,Ac™Y Y (BC, 4y 2 (¢, BT A)
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Ona U € 04(R), donc UUT =1, et

(D,R) = (D,RUU")
(D, R) = (DU, RU)

(DU,RU) = (UU " DU, RU)

l'égalité (1) donne

de méme

l'égalité (2) donne

(D,R) = (UTDU,UT RU)

D'ott (D, R) = (S,R') avec R' =UTRU et S =UTDU . Remarquons que R’ € O4(R) et S € Sy(R) .

PN Soit f l'endomorphisme canoniquement associé a R . D'aprés 22.b ona: B = (uy,...,us) est une base orthonormée
de R?, f(uq) = —uq et f(FEy) = E; . U est la matrice de passage de la base canonique de R? vers % , donc

R=UMatg(f).UT par suite R = Matg(f) , et on a

Comme R’ € 04(R), RTR =14, alors R Ry =141 et Ry € 04_1(R).

Ona

(D,R) = (S,R') =Tr (ST R')

écrivons le produit par blocs :

donc (D, R) = Tr (STR’) =tr (S(—)'—Ro) — Saa , or S est symétrique réelle et donc Sy l'est aussi d'ot
(D, R) =Tr (SoRo) — Saa |

PEN) On a Sy est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral il existe Dy une matrice diagonale et P € Oy_1(R)

telles que Sy = P DyP, donc :

Tr (SoRo) = Tr (P' DoPRy) = Tr (DoPRyP")

et PRyPT € O4-1(R), la question 4.b donne tr (Dy (PRyP ")) < Tr(Dy) or Tr (Dy) = Tr (Sp) donc ENEITYESIETIN.
e Ona Tr(S)=Tr(Sy) + Sqa , or S =UTDU donc Tr(S) = Tr(D) ce qui donne Tr(Sy) + Sgq = Tr(D) .
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e L es questions a. et b. donnent

<D,R> = Tl‘( 'OR()) — Sgq <Tr (So) — S4d

et Tr(Sp) = Tr(D) — Sgq ,d'ol

Ona U= (Uij)<; ;<q € S=UTDU, ce qui donne

or [UT],; =Uja et Dj; = a;d,; donc

d d

Sad = Z Z Uj.a (i ;) Uia

PN On a U € O4(R) donc UUT =14, le coefficient d'ordre (d,d) de UU " s'écrit

v, Z Uz =1

on sait que les a; sont décroissants donc :

d
Sad = E ;U > ag E &= aa
j=1

d’apreés la question 24.c on a :
<Dv R> <T ( 2S(Id (Z O—z) — 20y

on en déduit que

Cas oui det(Z(x,y) < 0.

On lutilise la méme démarche que la partie 5. Pour Z = Z(x,y) , on définie les valeurs singuliéres (v/Aq,...

et la matrice D = Diag (v/A1,...,vAa).
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D’apres la question 15 on a

§(z,y)? = nVy(y) +nVu(x) =2 sup (Z(x,y),R) .

ReS04(R)

D'aprés la question 19.b , si R € SO4(R), ona Z =VDU" et (Z,R) = (V' RU,D) .

det(Z) < 0 donc det(V)det(UT) < 0 par suite VT RU décrit O4(R)\SO4(R) quand R décrit SO4(R) ce qui donne

sup (Z(z,y).R) = sup (D, R)
ReS04(R) Re04(R)\SO4(R)

d—1
D’aprés la question 25. (D, R) < <Z \/X> — v/ Aq et pour la matrice Ry = Diag(1,...1,—1) on a égalité , ce qui donne
i=1

5z, y) = (nVIL(I) +nV,(y) — 2 (dil Vi — \/)\7)> ’
i=1
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