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Avant-propos

Cher lecteur, cheére lectrice,

Le livre que tu tiens entre tes mains est le fruit de cing années d'un travail
laborieux, intense, obstiné mais avant tout passionné. C'est done avec émotion et
fierté que je te le présente aujourd hui.

Motivations

Plus jeune, je passais des heures incalculables dans les librairies, flinant patiem-
ment entre les allées, ouvrant délicatement quelques livres au titre aguicheur ou i
la couverture élégante, humant discrétement certaines pages exhalant un parfum
unique de fibres naturelles et d’encre. Mais si ces déambulations étaient au debut
insouciantes, elles prirent au fil du temps un caractére plus grave et plus sérieux.
Il n’était plus question de dénicher un roman de littérature particuliérement bien
écrit, mais de partir quasi-exclusivement a la quéte d’un livre de mathématique
qui me donne entiére satisfaction, c¢’est-a-dire un ouvrage réunissant a lui seul les
critéres suivants :

— un livre proposant un contenu mathématique & 'esthétique léchée mais épu-
rée, de type université ou classe préparatoire ;
— un livre dont le contenu est d'un niveau de rigueur mathématique irrépro-

chable ;

— un livre qui se suffit & lui-méme, c'est-a-dire suffisamment détaillé et complet
pour qu'un éléve le possédant n’ait pas a chercher des explications ou des
exercices complémentaires ailleurs.

Cette quéte ardue me mena & feuilleter inlassablement un grand nombre de
livres mathématiques de tout style et de tout niveau. Mais alors qu'une multitude
d’ouvrages du supérieur me contenterent au dela de toute espérance — ouvrages
qui contribuérent significativement & mon éducation mathématique et qui m’ac-
compagnent encore maintenant —, s'agissant du lycée, je rencontrai peu de livres
réunissant les critéres susmentionnés et qui forment pourtant, a mes yeux, les
ingrédients indispensables a la création d'un bon livre de mathématique.

C’est au cours de cette quéte que 'idée germa dans mon esprit de eréer pour
mes futurs éléves de lycée un polycopié de cours qui cocherait toutes les cases,
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dans la mesure de mes moyens. Je m’attelai done a la tiache sans tarder. A travers
les années d'enseignement, ce cours s'étoffa et s'Taméliora sans cesse. Si le polycopié
n’avait pas du tout vocation i étre publié, certains encouragements répétés d'un
certain nombre d’éléves et de collégues me déciderent a le publier sous la forme
d’un livre, mon souhait profond étant qu’il puisse étre profitable au plus grand
nombre.

A qui s’adresse ce livre 7

Ce livre touche volontairement un trés large public au sein de ceux qui sont
concernés par l'enseignement de la spécialité mathématique en terminale.

Ce livre sera un gage de réussite pour I'éléve ne souhaitant pas poursuivre des
études de mathématiques tout en ayant I'ambition d’obtenir une excellente
note au baccalauréat. Il y trouvera un cours complet et clair, une sélection
réfléchie d’exercices de type bac corrigés, ainsi que des conseils pratiques
pour améliorer nettement sa rédaction.

Ce livre sera une solide passerelle pour I'éléve souhaitant continuer des études
supérieures a majeur mathématiques. Il y trouvera un cours trés rigoureux
digne du niveau de rigueur exigé a 'université ou en classes préparatoires,
ainsi que des exercices exigeants introduisant des notions incontournables du
supérieur.

Conseils d’utilisation

Je te propose quelques conseils d’utilisation de cet ouvrage afin que tu puisses
en tirer le meilleur profit. Ces conseils dépendent de ton profil et de tes aspirations.

Si tu souhaites obtenir une excellente note au baccalauréat sans pour autant
poursuivre des études de mathématique, tu mettras l'accent dans 'ordre :

— sur la CONNAISSANCE parfaite des éléments du cours : énoncés des définitions
et des propriétés (sans démonstration), compréhension des exemples, des
remarques et des rubriques de mise en garde;

— sur les applications qui jalonnent réguliérement le cours : d'une importance
capitale, elles vérifient ta capacité a appliquer correctement le contenu du
cours via des petits exercices classiques ;

— sur les annales bac proposées en fin de chapitre : trés variées et de difficultés
progressives, ces annales te permettront de t’entrainer sur les différents types
d’exercices susceptibles de tomber le jour .J, mais aussi de te confronter a des
exercices un peu moins classiques afin d’améliorer ta capacité d’adaptation
a la nouveauté.

Si tu souhaites continuer des études supérieures a majeur mathématique, je
t’exhorte, en plus, & mettre 'accent sur la COMPREHENSION profonde du cours.
Cela passe bien siir par la lecture approfondie des démonstrations. Cette pratique
est indispensable si tu souhaites élever drastiquement ton niveau de mathématique
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car elle te permettra de te familiariser avec les rudiments de logique et les raison-
nements mathématiques fondamentaux. Elle exigera de ta part patience, rigueur
intellectuelle et méthode. Tu pourras également composer les exercices d’appro-
fondissement qui se distinguent par le marquage du symbole # — ces exercices
piquent un peu! Trés exigeants et dépassant allégrement le programme de ter-
minale, ces exercices te feront habilement découvrir des notions importantes du
supérieure.

Plus généralement, les applications de cours, exercices et démonstrations mar-
qués par le symbole # sont relativement difficiles et /ou hors programme, et peuvent
étre sautés en premiere lecture.

Note enfin que le symbole 0, situé systématiquement & la fin d'une démons-
tration, signale simplement la fin de cette derniere.

Tréves de bavardages, je te souhaite une agréable lecture et j'espére sincérement
que cet ouvrage te sera utile.

A Paris, le 1°* novembre 2023
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Chapitre1

Suites

1.1 Raisonnement par récurrence

On utilise le raisonnement par récurrence lorsque 'on cherche i démontrer
qu'une propriété est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a un entier
naturel ng (en général ng = 0 ou ng = 1).

1.1.1 Principe

Théoréme 1.1. Principe de récurrence (admis)
Soit une propriété qui dépend d’'un entier naturel n, notée P(n), et soit ng € N.
5i Uon démontre les deux propriétés suivantes :

— P(ng) (initialisation) ;

pour tout entier n = ng, P(n) implique P(n+1) (hérédité),

alors pour tout entier n > ny, la propriété P(n) est vraie.

Remarque. Le principe de récurrence peut étre schématisé de la facon suivante.
On considére une file illimitée de dominos placés cote a cote. Les deux conditions
permettant de s’assurer que tous les dominos tombent sont :
— le premier domino tombe (initialisation) ;
si un domino quelconque tombe, il renverse le domino suivant (hérédité).

Remargue. 1. Dans I'hérédité, on suppose que P(n) est vraie pour un entier n >
ng (cette hypothése s'appelle I’hypothése de récurrence), et on montre
que P(n+1) est également vraie. Formellement, I’hérédité consiste & montrer
la propriété suivante :

Yn > ng, (P(n) = P(n+1)).

2. Une propriété P(n) qui vérifie I'étape de 'hérédité est dite héréditaire a
partir du rang ng car sa véracité se transmet du rang n & son « héritier » de
rang n + 1.



Chapitre 1. Suites

La section suivante propose deux exemples d’application du raisonnement par
récurrence. On prétera une attention particuliére a la rédaction.

1.1.2 Exemples

Exemple. On note (u,) la suite définie par uy = 1 et pour tout entier naturel n :
HUn41 = Un + 2n+43.

On souhaite démontrer par récurrence que pour tout n € N, on a u,, = (n + 1)2.
Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété « u, = (n+ 1) ».

— Initialisation. On a d’une part : ug = 1, et d’autre part : (0 + 1) = 1, done
ug = (0 + 1)? et ainsi P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, c’est-a-dire tel que u,, = (n+1)?
(c’est I'hypothése de récurrence, en abrégé H.R.). Montrons que P(n+1) est
vraie, ¢’est-d-dire que wu,; = (n + 2)2.

Omn a:

Upt] =Up+2n+3
=(n+1)24+2n+3 par HR.
=n?+2n+1+4+2n+3
=n®+4n+4
= (n+2)%

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : ¥n € N, (P(n) =
P(n+ 1)), done P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Ezemple. On note (uy) la suite définie par ugp = 2 et pour tout entier naturel n :

Un41 = E'ﬂ'u + 2.

On souhaite démontrer par récurrence que la suite (u,) est croissante sur N, ¢’est-
a-dire que pour tout n € N, on a uy, < upyy.
Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété « u, < u,yq ».

1
Initialisation. On a d'une part : uy = 2, et d’autre part : u; = U0 +2 =

1
3 X 242 =3, donc up < u; et ainsi P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, c’est-a-dire tel que u,, < .
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-i-dire que uy 4 < tn40.



1.1. Raisonnement par récurrence

1 1

Par hypothése de récurrence, on a : u,, < ty4q, done : aun < §u“+]’ et

1 1 ) S
done : o Un +2< o Un+1 + 2, c'est-a-dire : up41 < Unyo.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : Yn € N, (P(n) =
P(n+ 1)), done P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Remarque. Notons qu’au début du raisonnement par récurrence, la propriété P(n)
est écrite entre guillemets car ¢’est une propriété qui reste i démontrer. A ce stade,
on ignore si elle est vraie.

/2\ Attention !

Dans un raisonnement par récurrence, 'initialisation est indispen-
sable! En effet, une propriété uniquement héréditaire peut étre fausse. Par
exemple, la propriété « 2™ est divisible par 3 » est héréditaire, mais elle n’est
jamais vraie!

/2\ Attention !
1l exaste deux erreurs Irequﬂnt-ﬁﬁ de redaction dans |'heredite.

1. Commencer I'hérédité par la phrase : « Supposons que pour
tout entier n > 0, P(n) est vraie, et montrons que P(n + 1)
est vraie » est une erreur fondamentale ! Si I'on suppose que P(n)
est vraie pour tout n € N, il n’y a plus rien a prouver...

2. Débuter I’hérédité par les phrases : « Supposons qu'il existe
un entier naturel n tel que P(n) est vraie... » ou « Supposons
que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n... » est une
erreur plus subtile. En effet, dans ce cas, on montre uniquement la
propriété : dn € N, (P(n) = P(n+ 1)).

Pour éviter toute erreur, il est conseillé de commencer 'hérédité par la for-
mulation : « Soit n € N tel que P(n) est vraie... ».

Application 1. Les deux questions de cette application sont indépendantes.

1. On note (uy,) la suite définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n :

Uny1 = V0, 5u2 + 8.

Démnntrer par récurrence que pour tout entier I'lﬂ.t.l.ll'ﬂ] T, On a :
{] E Uy E Un41 E 4*

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1, on a : n! > 2771,

m



Chapitre 1. Suites

1.1.3 Inégalité de Bernoulli

Propriété 1.2. Inégalité de Bernoulli
Soit a un réel positif. Alors pour tout n € N, on a :

(1+a)" 21+ na.

Démonstration. Soit a un réel positif. Pour tout entier naturel n, notons P(n) la
propriété « (1+a)™ > 1+na ».

Montrons par récurrence que la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel
n.

— Initialisation. On a d’une part : (1+a)? =1 et d’autre part : 1 +0 x a = 1,
done (14 a)? =1+ 0 x a, et ainsi P(0) est vraie.

— Heérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, c’est-a-dire tel que (1+4a)™ > 1+
na. Montrons que P(n+1) est vraie, ¢’est-a-dire que (14+a)"*! > 14 (n+1)a.
Par hypothése de récurrence, on a : (14 a)™ > 1+ na, donc : (1 +a)"*! >
(1 + na)(1 +a) car 1 +a > 0, soit : (1 + a)**! > 1+ na + a + na?, soit :
(1+a)™*! > 1+ (n+1)a+na?, donc : (1+a)"*! > 14 (n+1)a car na® > 0.
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : Yn € N, (P(n) =
P(n+ 1)), donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

a

1.2 Limite de suite

1.2.1 Limite infinie

Définition 1.3. 1. On dit qu'une suite (u,) a pour limite +o0o, et on note

lir{r_m U, = +o00o, si pour tout réel A > 0, il existe ng € N tel que pour tout
n—too

entier n = ng, on a u, > A.

2. On dit qu'une suite (u,) a pour limite —oo, et on note li:ﬂ Uy = —00, §i
N—100
pour tout réel A < 0, il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng, on a
Uy < A.

Remargque. Autrement dit :

une suite (u,) a pour limite +o00 lorsque pour tout réel A > 0, l'intervalle
JA; 00| contient tous les termes de la suite & partir d’un certain rang ng ;

— une suite (u,) a pour limite —oo lorsque pour tout réel A < 0, 'intervalle
| — 0o; A[ contient tous les termes de la suite & partir d'un certain rang ny.



1.2. Limite de suite

A -. &.! Mo
® e o () ° >
™ . A é
A [ ]
.T ~ ...'
O‘,.. o ..

De maniére vulgarisée, on a lim wu, = 400 si le terme u,, est aussi grand que

n=—k400

l'on veut lorsque n est suffissamment grand, et ona lim u, = —oo si le terme u,,

n—++o0o0
est aussi grand que l'on veut dans les négatifs lorsque n est suffisnmment grand.

On donne ei-dessous les limites infinies de quelques suites usuelles.

Propriété 1.4. Suites de référence de limite infinie (1)

1. Im n=4co

n—4o0
2, lim n®=+4o00
T = 3
3. Plus généralement, pour tout entier k > 1, on a : lim n* = +oo0.
n—too
e e

Démonstration #. Soit un réel A > 0.
1. On note (uy,) la suite définie pour tout n € N par u, = n.
Ainsi, en posant ng = |A] + 1 on a bien, pour tout n > ny, u, > A.

2. On note (uy) la suite définie pour tout n € N par u, = n®.

Pour tout n € N : 4, > A < n > VA,
Ainsi, en posant ng = L\/EJ + 1, on a bien, pour tout n > np, u, > A.

3. Cette limite est admise.

4. On note (uy) la suite définie pour tout n € N par u, = /n.
Pourtout n € N: uy, > A < n > A%
Ainsi, en posant ng = LAQJ + 1, on a bien, pour tout n > ng, u, > A.

On peut montrer de maniére analogue les limites infinies snivantes.

Propriété 1.5. Suites de référence de limite infinie (2)

1. lim (-n)=-o0
n—+4oo
2. lim (—n?) = -0
n—+oo
3. Plus généralement, pour tout entier k > 1, on a : lim (—n*) = —oc.
fni—+oco
4. ﬂl:{lt_lm(—\/ﬁ) = —00

Application 2 &, En utilisant la définition, montrer que : ]iI_f_l (3n + 6) = +o0.
=100

9
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1.2.2 Limite finie

Définition 1.6, On dit qu'une suite (u,) a pour limite un réel { si pour tout réel
g > 0, il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng, on a |u, — €| < ¢.

A
Remarque. Autrement dit, une suite . a
(#,,) a pour limite un réel £ si tout f+e s . =
intervalle ouvert contenant £ contient |, ‘[T "~ 8" S s
tous les termes de la suite i partir . . :
. ; 5 >
d’un certain rang ny. D? ==

De maniere vulgarisée, une suite (u,) a pour limite un réel £ si le terme u,, est
aussi proche que 'on veut de £ lorsque n est suffisamment grand, c’est-a-dire si les
termes de la suite (u,) finissent pas s’accumuler autour de £.

Propriété 1.7. Unicité de la limite

Si une suite a pour limite un réel, ce réel est unique.

Démonstration #. Supposons qu’'une suite (u,) a pour limites deux réels £; et f5,
et montrons alors que £; = f2. Raisonnons par 'absurde, et supposons que £; # £5.
1

Posons ¢ = §|€g — £y > 0.

Puisque (u,) a pour limite ¢, il existe un entier N, tel que pour tout entier
n>= Ny, |lu, — 6| <=

Puisque (u,) a pour limite f5, il existe un entier Ny tel que pour tout entier
n > Na, |u, — ] < &.

I“"-u'_fl|‘:5

En posant N = max(N, ; Ns), on obtient pour tout n > N :
[un — €| <€

Par conséquent, pour tout n > N, on a :
2
|f.’2 - fll — |fg — Up + Up — fll < |fg - 'H-n| + |Hn —fll < 2= —|f2 - f1|:
S, YR R R 3
< E < E

ce qui est absurde. Donc £; = £ et ainsi la suite (u,,) a pour limite un unique réel.
a

Remargue. On peut désormais noter licitement : iit_rl_l u, = £ pour signifier
n—4|oo

qu’une suite (u,) a pour limite un réel £.

On donne ci-dessous les limites nulles de quelques suites usuelles.

Propriété 1.8. Suites de référence de limite nulle

1
1. Im —=0

n—4oo N

1
2. lim — =0
n—=4oo 1




1.2. Limite de suite

o g . 1
3. Plus généralement, pour tout entier K > 1, on a: lim — =0
n—+oo N
1

4. lim — =0

=00 ﬁ

Démonstration #. Soit un reel £ > (0.

1
1. On note (u,) la suite définie pour tout n € N par u,, = —.

1 1
<& = ;{E:}n};.

Pour tout n € N : |uy| < £ <=

e 1 :
Ainsi, en posant ng = |_EJ + 1, on a bien, pour tout n = ng, |u,| < <.

T 1

2. On note (uy,) la suite définie pour tGllt-HENP{LI'Hn=—2.
n

1 , 1 1

Pourtout neN: |u,| <& &= 5 <e <= n e e Wy

n

N7

% 1 :
Ainsi, en posant ng = [—J + 1, on a bien, pour tout n = ng, |u,| < €.

VE

3. Cette limite est admise.

1

4. On note (uy) la suite définie pour tout n € N par u, = 7
n

1 1 1

Pourtout ne N: |u,| <¢c < — < < ,/ﬁ::-g = n>

Jn

- 1 3
Ainsi, en posant ng = [EJ + 1, on a bien, pour tout n > ng, |u,| < .

Remarque. Notons (t,,) la suite définie pour tout n € N par ¢, = (—1)".

Tous les termes de la suite (¢,,) valent
soit 1 soit —1. Ils ne s’acecumulent
done jamais définitivement prés d’un + _—

réel. La suite (f,,) n’admet donc pas
de limite (ni finie ni infinie).

Définition 1.9. 1. Une suite est dite convergente si elle a une limite réclle.

2. Une suite est dite divergente si elle n'est pas convergente, ¢’est-a-dire si elle
a une limite infinie ou n'a pas de limite.

1
Application 3 #, En utilisant la définition, montrer que : lim (5 + —) = 8.

n—r+o0 iy

21



Chapitre 1. Suites

1.3 Regles opératoires sur les limites

Dans toute cette section, I'abréviation F.I. signifie « forme indéterminée ». Cette
appellation est utilisée pour signifier que l'on ne peut pas conclure immédiatement
sur la limite de la suite. Il s’agira alors, lorsque la limite existe, de lever l'indéter-
mination en changeant habilement I'éeriture (voir la sous-section 1.3.4).

1.3.1 Somme de limites

Propriété 1.10. Somme de limites (admise)
Soient (uy) et (v,) deux suites, et soient [ et €' deux réels.

lim un = £ (4 £ 400 | —c0| 400
e )
lim wvn = ¢ 4oo| —oo| 400 | —00| —o0
e
lim (n+vn)= | £4+¢ | +00| —o0| 400 | —c0| F.L
L e e

Ezemple. 1. Ona lim (n?+n) = +oc.
n—+00
Eneffet : lim n? = 4ooet lim n = +oo, donc par somme de limites, on
=400 T=d 00
a lim (n?+n)=+oo.
n—++o0

2. Ona lim (l +4) =4,

n—+oo \ n?
Eneffet : lim — =0et lim 4 =4, donc par somme de limites, on a
=40 T =400

lim (iz N 4) —
n—+oo \ N1

1.3.2 Produit de limites

Propriété 1.11. Produit de limites (admise)
Soient (uy,) et (v,) deux suites, et soient £ et I deux réels.
_l::r U, = { >0 | £>0 | £<0 | £<0 | 00| 40| —oo| O
lim wvn = £ 400 | —o0 | 400 | —o0 | 40| —o0| —o0| *eoo
n— 00
uETm(u“xu"}: Exe | +oo -0 | —oo | +eo +o0| —oo| +oo| FL
Ezemple. 1. Ona lim (—2n?) = —oc.
T=b =00
En effet : lim n® = +oo et lim (—=2) = —2 < 0, donc par produit de
n—++oo n—+too
limites, on a lim (—2n?) = —co.

=00



1.3. Régles opératoires sur les limites

i 8 —
2. Ona “lit_ll:l.m(n 1)y/n = +o0.
En effet, d’'une part on a lim n* = 4oc, done lim (n* — 1) = +oc par

n—r4oo n—rtou

somme de limites. D’autre part : ET vn = +oc, done par produit de
n o

limites, on a nll;r_}_lm{ns —1)y/n = +o0.

7
= JNE e 2 _ -
3. Ona “El_{lm (ﬁ + a) (n® —4) = +o0.
1
] C, — i . i
En effet, d'une part on a nliTm 7= 0, done ngrfm 7 0 par produit
7
de limites, et ainsi lim (— +-5) = b par somme de limites. D’autre
Rt 400 \/ﬁ
part : lim n? = 4oc, done lim (n® —4) = 400 par somme de limites.
=400 n—+4oo
T
Finalement, par produit de limites : lim (“— 2 2 5) (n® — 4) = +o0.
n—Ffoo ﬁ

1.3.3 Quotient de limites

Propriété 1.12. Quotient de limites (admise)
Soient (u,) et (v,) deuz suites, et soient £ et {' deux réels.
1. Cas ou lim v, #0.
= 00
lim wn = £ { 400 400 —00 —o00 +o0
T— o0
lim vn= 20 | +o0 P00 | #<D | &0 | #F <0 +o0
n—r4oo
lim = | £ 0 400 | —o0 | —o0 | 400 | FL
Th=bden * T
2. Cas o lim v, =0.
n—+oo
lim ttn= | £ > 0 ou | £ > 0 ou | € < 0 ou | € <« 0 ou |0
ot +-o0 +oc —og —o0
lim v, = | 0 enrestant | 0 en restant | 0 en restant | 0 en restant | 0
B positif négatif positif négatif
2= too —00 ~00 +00 F.L
A=bon Vo
Ezemple. 1. Ona lim — = (0.
n—t+oo 71° + 1
En effet : lim n? = 400, donc lim (n®+41) = +oo par somme de limites,
=400 n—4o0
et donc lim = 0 par quotient de limites.

n—+oo 112 +1

23
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EY
2.0Ona lim 2 y ==
n—++o0 8
o
n
; .5 : 5
En effet, d'une partona lim — =0,donc lim | —+ 7] = 7 par somme
n—++oo 1 n—too \ N
2 2
de limites. D’autre part : lim — =0, done lim (S + --) = 8 par somme
=40 11 =40 T
]
=47
n o

de limites, et ainsi, par quotient de limites : lim

3+ 5p3
3. Ona lim a2 i (e™™ —2) = —00
n—+oo
e =
. 1
En effet, d’une part, on a lim (3 + 5n%) = +o0 et lim (1 - —2) =1,
n—+o00 n—++oo T
, - . . 3+5n8 .
done par quotient de limites, on obtient lim = +oo. D’autre part,
n—=4+o0 — _1“
n?
onal! lim e™=0,donc lim (e ™ —2) = —2 par somme de limites et
n——oo n—+oo
.. .. 3+5n° : . =
ainsi  lim (e7™ — 2) = —o0 par produit de limites.

Tl=p =30

n2

Application 4. Déterminer chacune des limites ci-dessous.
1
1. lim (2n - —)
n—too T

2. lim (SRﬁ -5+ ?\/E)

n—e4oo

3. lim (5—%) (2—e")

1.3.4 Formes indéterminées

Les quatre cas de formes indéterminées sont, par abus d’écriture :

00 0
o—00, Oxoo, — et =,
00 0
1. Voir 'exemple qui suit la propriété 1.19 qui indique que —ET e™ = 400, done par quotient
i o

de limites : lim e ™= lim 1/e™=0.
n—r 400 n—+o0



1.3. Régles opératoires sur les limites

Dans chacun de ces cas d’indétermination, il n’est pas possible de déterminer,
en 'état, la limite éventuelle de la suite en question.

Il existe plusieurs méthodes pour lever les indéterminations. Ces méthodes
consistent pour l'essentiel a modifier habilement I'éeriture de la suite afin d’obte-
nir une forme dont les théorémes d’opérations présentés ci-dessus permettent de
déterminer la limite éventuelle.

Ezemple. 1. On cherche i calculer lim (n? — 3n + 2).

n—++to0

m n? = +oo et —3n + 2) = —o0, nous avons une indé-

li lim (
n—-+o0 n—+00
termination de la forme « + oo — 00 ».

Afin de lever 'indétermination, on factorise par le terme prépondérant, com-
prendre qui tend «le plus vite » vers l'infini. Il s’agit ici du terme de plus
haut degré, soit n®.

On obtient, pour tout entier n > 1 :

Puisque

9
n2—3n+2=n2(1—§+%).
n o n

On a lim E='f]t:1; lim —2--=ﬂ,dunc lim (1—§+£§)=lpnr

n—s+o0 71 n—s+4oo 72 n—s oo
somme de limites.
Par ailleurs, on a lim n? = +o00.

= +00

3. 2

# - a ) Wi - = ® s
Par conséquent nlﬂlmn (1 = + nz) +00 par produit de limites.

Finalement, lim (n® —3n+2) = 4oc0.
n—}400

2 4+ 4
2. On cherche a calculer lim L
n—++oo 3ﬂvfﬁ +1

Puisque lim (2n%+4) = 4+ocet lim (307 + 1) = 400, nous avons une
n—+oo 400

indétermination de la forme « »,

De la méme manieére, afin de Ie\?eci‘ I'indétermination, on factorise le numé-
rateur par le terme prépondérant (ici n?) et le dénominateur par le terme
prépondérant (ici /n).

On obtient, pour tout entier n > 1 :

4 4
2n? + 4 n2(2+;) TR 2+E n?
- T 3
30y/n+1 ﬁ(3u+ 1 ) 30 + NG

On a “ETM (2 + %) =2et nETm (3[} + %) = 30, done par quotient
4
2+ 5
de limites, on obtient : lim 7”"1 <7
Ti=b== 130 30 G L
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Par ailleurs, on a lim ny/n = +oo.
n—++oo0

1
94 —
Par conséquent, lim ny/n x —nl = 400 par produit de limites.
n—r4oo 3':] 3
Vn
2n® 44
Finalement : lim —— ks +00.

n—too 30/n+1
3. On cherche i calculer lim (n —+vn? +1).
n—-+4oo

Puisque lim n = +oc et lim vVn? +1 = 4002, nous avons une forme
n—4oo n—+00

indéterminée de la forme « + 00 — 00 ».

Cette fois-ci, pour lever l'indétermination nous allons multiplier et diviser
le nombre n — v/n? 4 1 par sa quantité conjuguée n + v/n? + 1 (strictement
positive).

On obtient, pour tout entier naturel n :

_(n- VRZ ¥ D (n+ Va2 +1)
ek L o

n? — (n? +1)

n+ V?zg—l—i
-1
n+vnZI+1

: : -1 _
Ona “HT_EM{R'I'VRE + 1) = +oc0, donc nll}l:ll_lm R-l-—\/m = () par quotient
de limites.
Finalement : lilf (n—+vnZT+1)=0,
To=—k =00
/2\ Attention !

Une forme indéterminée ne signifie pas une absence de limite, mais
plutot une impossibilité, en 'état, de coneclure sur 'éventuelle limite. Ces
formes sont dites indéterminées, précisément dans le sens ol tous les com-
portements sont possibles! Voici quelques erreurs fréquentes chez les éleves.

1. La forme indéterminée co — oo ne donne pas forcément 0!
Par exemple lim (n+1)=+ocoet lim n=-+oo, mais lim ((n+
n—+too n—-+o0

n—rtoo
1)—n)=1.
Onaaussi lim 2n=+4occet lim n=+4o0, mais lim (2n—n)=
n—++oo n—r+too n—r+4o0
+0o0.

Notons enfin que ]_.1}14]&1 (n 4+ (—1)")
lim n = 400, mais (n + (=1)") —n = (—=1)" n’a pas de limite.

n—t+oo

+oo (voir la section 1.4) et

2. Cette limite est obtenue ici uniquement par intuition. Elle est obtenue rigoureusement dans
la section suivante i I'aide du théoréme de comparaison ou en utilisant la propriété de composition
de limites (voir exercice 2.3.)
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2. La forme indéterminée 0 X oc ne donne pas forcément 0!

1 1
Ona lim —=0et lim n=-+o0, mais lim —xn):l.
n—r-+oo 71 n—+oo n—toc \ N

1 1
Ona lim — =0et lim n?=4oc, mais lim (—— xnﬂ) = +00.
ni—to0 7 n—+o00 n—+to0 \ N

(="

On a lim = 0 (voir la section 1.4) et lim n = +oc, mais
n—-too T n—+00
1" o
( ﬂ] x n = (—1)" n'admet pas de limite.
= 4 = 4 +m -
3. La forme indéterminée T ne donne pas forcément 1!
oo
P . e R
Ona lim n*=+4occet lim n=+o00, mais lim — = +oo.
n—-+too n—-+oo n—+oo 71
n
Ona lim n=+occet lim n?=+4oc, mais lim — =0.
n—++oo n—-00 n—t+400 T
Application 5. Déterminer les limites suivantes.
1. lim (—=7n*+5n+ 3) 4. lim (vV2n+1-+/2n-1)
n—4oo n—r4oo
5n’ +n E il
: 5. lim
“ NHI-II}M nd +4dn n=+oo yn+1+vn+2
3. lim (nyn—n?) 6. lim vVn®+2n—(n+1)
n—+oo n—+oco

1.4 Limites et inégalités

1.4.1 Théoréme de comparaison

Théoreme 1.13. Théoréme de comparaison
Soit ng € N et soient deux suites (u,,) et (vy,) telles que pour tout entier n > ny,
on a iy < Un.

1. 5i lim wu, =+4oc, alors : lim v, = +oc.
n—4oo n—4o0

2.8 lim v,=—o00, alors: lim wu, =—o00.
= =0 Th=—b =3

Démonstration #. Soit ng € N et soient deux suites (uy,) et (v,) telles que pour
tout entier n = ng, on a U, < vs.

1. Soit un réel A > 0. On suppose que liE'l U, = +o00, done il existe n; € N
=k 0o0

tel que pour tout entier n > nj, u, = A.

On pose N = max(ng; nq). Il vient alors que pour tout entier n > N,
U, < v, et u, > A.

Finalement, on a montré que pour tout A > 0, il existe N € N tel que pour

tout entier n > N, v, > A. Par conséquent : lim v, = +o0.
n—++o0

2. Se démontre de fagon analogue. O

21
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Exemple. 1. Soit (u,) une suite telle que pour tout n € N, u, > n®+1. Comme
lim (n® + 1) = +o00, d’apres le théoréme de comparaison, on déduit que

fi=r4=00
lim u, = +oo.
n—+4o0
2. Soit (v,) une suite pour laquelle il existe ng € N tel que, pour tout n > ny,
tp < —3n. Comme Hlill_l (—3n) = —oo, d’aprés le théoréme de comparaison,
n—k 00
on déduit que lim v, = —oc.

n—+4oo

3. On souhaite calculer lim +n? + 1.
n—-too
Pour tout n € Nyonan®+1>n? > 0,donc vn2+1 > vVn2 =ncarla
fonetion x + |/ est strictement croissante sur R .

Puisque lim n = +oo, alors lim +/n? + 1 = 400 d’aprés le théoréme de

=400 =400
comparaison.

Application 6. Déterminer lim (n? — (—1)").
n—}-oc

1.4.2 Théoreme des gendarmes

Théoréme 1.14. Théoréme des gendarmes
Soit ng € N et soient (uy), (vn) et (wy) trois suites. On suppose les hypothéses

suivantes :
— les suites (uy,) et (w,) convergent vers un réel £ ;
— pour tout n = ng, Uy < v, < Wy,

Alors la suite (v,,) est convergente, et sa limite est également égale a (.

[ ]
i ..
o gi-.--nt
=== G'ijf)OGOO
.IIIIIIS_'
0 |
o'
| ]

Démonstration #. Soit £ > 0. La suite (u,,) converge vers £, done il existe N; € N
tel que pour tout entier n > Ny, |u, — ] <.

La suite (w,) converge vers £, donc il existe N € N tel que pour tout entier
n> N, |lw,—£ <e.
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Up S Up < Wy
En posant N = max(ng, Ny, Na), on a pour tout entiern > N, { |u, — ]| <=

lw, — €| < &
donc —e < U, —£€<v, — £ <w, — € <e,donc —¢ < v, — € <¢, soit |v, —f] <e.
Ainsi, la suite (v,,) converge vers ¢ par définition.

O
Remarque. 1. Les suites (un) et (wy) sont assimilées i des gendarmes et la suite
(vn) est assimilée & un suspect qui est pris en étan par les gendarmes.
2. Dans les pays anglo-saxons, le théoréme des gendarmes est appelé théoréme
du sandwich.

Ezemple. Notons (u,) la suite définie pour tout n € N* par : u, = = (ﬂ}.
n
1 1
Pour tout n € N*, on a —1 < sin(n) < 1, done : = S < =
D’aprés le théoréme des gendarmes, puisque lim (— l) = lim - 0, il vient
n—4oco i n—4co 1
que lim wu, = 0.
T = =0
Application 7. Déterminer les limites suivantes.
24+(—1)" . cos(n) 4+ 2sin(n
L lim (1+#) 5, f S8 T BE0R)
=00 T +] n—4oo T

Application 8. On note (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

Up = 3In — Vn?2 +1.

/ 1
1. Montrer que pour tout entiern > l,ona : u, =n (3 —4/1+ —2)
n

2. (a) Etablir les inégalités strictes ci-dessous valables pour tout entier n > 1 :

[ 1 1
1<4/14 F <1+ F
(b) Déduire la limite lim /14 —.
=400 T

3. Déterminer alors la limite de la suite (uy).

1.5 Suites majorées, minorées, bornées

1.5.1 Définitions

Définition 1.15. 1. Une suite (uy,) est dite majorée s'il existe un réel M tel
que pour tout entier naturel n, on a u, < M. On dit que M est un majorant
de (uy,) ou bien que (uy,) est majorée par M.
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Une suite (u,) est dite minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier
naturel n, on a u, > m. On dit que m est un minorant de (u,) ou bien que

(uty,) est minorée par m.

Une suite (uy) est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Ezemple. 1. La suite (uy,) définie pour tout n € N par u, = n? est minorée par

.

0. Cette suite n’est pas majorée.

Notons (u,) la suite définie pour tout n € N par u, = cos(n).
Puisque pour tout n € N on a —1 < u, < 1, la suite (u,) est minorée par
—1 et majorée par 1 : (u,) est donc bornée.

Remargue. Une suite majorée posséde une infinité de majorants. En effet, si le réel
M est un majorant de (u,,), alors tous les réels supérieurs 4 M sont également des
majorants de (u,). De méme, une suite minorée posséde une infinité de minorants.

Application 9. On note (u,) la suite définie par :

Hu=2

1
VreN, uny = éun + 2

Démontrer par récurrence que la suite (u,) est minorée par 0 et majorée par 4.

1.5.2 Convergence des suites monotones

Propriété 1.16. 1. Toute suite croissante et non majorée tend vers 4oc.

2. Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Démonstration #. Soit une suite (i, ) et soit un réel A > 0.

1. On suppose que (un) n’est pas majorée. En particulier, elle n’est pas majorée

par A. Il existe done p € N tel que u, > A.

On suppose de plus que la suite (u,) est croissante. Donc pour tout n > p,
on a iy = Uy

Ainsi, pour tout n > p, on a u, > A, et done u, > A.

Finalement, nous avons montré qu’il existe p € N tel que pour tout entier

n > p,onau, > A, cest-d-dire : lim wu, = +o00.
n—4o00

2. Se démontre de fagon analogue.

O

Ezemple. La suite (u,) définie pour tout n € N par u,, = n? est croissante et n'est

pas

majorée, done : lim n? = +oo.
n—+0o0
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Théoréme 1.17. Théoreme de convergence monotone (admis)
1. Si une suite est croissante et majorée, alors elle converge.

2. 51 une suite est décroissante et minorée, alors elle converge.

! !
M
. e®® eoe o ®
L e °
. AR N RN NN
e m
0 >
2 d 0
Ezemple. 1. La suite (v,) définie pour tout entier n = 1 par v, = 4 est dé-

) . n
croissante sur N* et est minorée par 0. Le théoréme de convergence monotone

permet alors d’affirmer que la suite (v,) est convergente.

2. Notons (u,) la suite définie par vy = 2 et pour tout n € N :

1
Up4l = FUp + 2.

2

On a déji vu que la suite (u,) est croissante sur N (voir la section 1.1.2)
et qu'elle est majorée par 4 (voir l'application 9). La suite (u,) est done
convergente.

éAttention !

| Le théoreme de convergence monotone ne donne pas la valeur de
la limite de la suite, il assure simplement son existence!

Proprieté 1.18. 1. Si une suite est majorée par un réel M et converge vers
un réel €, alors : £ < M.

2. Si une suite est minorée par un réel m et converge vers un réel €, alors :
£>m.

Démonstration &.

1. Soit (u,) une suite majorée par un réel M et telle qu'elle converge vers un
réel £. Montrons que £ < M.
Par I'absurde, supposons que £ > M. Il existe alors un réel £ > 0 tel que
£—e> M.

Puisque HT u, = £, il existe ny € N tel que pour tout entier n > ny,
n—1T00

lun — €] < g, c'est-d-dire £ — ¢ < u, < €+ €.
Par conséquent M < u,, ce qui est en contradiction avec I’hypothése selon
laquelle (u,) est majorée par M. Done £ < M.

2. Se démontre de maniére analogue. O

A
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Remargue. Autrement dit, si une suite est majorée par un réel M, minorée par un
réel m et convergente vers un réel £, alors : m < £ < M.

Remarque. Le théoréme de convergence monotone ne fournit certes pas explicite-
ment la limite de la suite, mais donne toutefois un majorant ou un minorant de
cette limite.
Exzemple. Notons (u,) la suite définie par up = 2 et pour tout n € N :
1
Unt1 = "2'1':11 + 2.
On a vu que la suite (u,) est minorée par 0 et majorée par 4 (voir I'application 9)

et qu'elle est convergente (voir I'exemple précédent).
Par conséquent, la limite de (u,) est comprise entre 0 et 4.

Application 10. Notons (u,) la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N :

br+ 4
+2

1. Démontrer que la fonction f : x — définie sur U'intervalle [0; 400

est strictement croissante sur [0; +oc|.

2. (a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :
0 i Uy E Un41 E 4.

(b) Justifier que la suite (u,) converge vers un réel £ € [0; 4].

Application 11 &, Montrer que si une suite est croissante (resp. décroissante) et
converge vers un réel £, alors la suite est majorée (resp. minorée) par £.

1.6 Limite d’une suite géométrique

1.6.1 Limite de la suite (¢")nen 01t ¢ € R

Propriété 1.19. Soit ¢ un réel. Alors on a :

+oo st g>1
ﬂhl_ilqu 0 si —1<g<l.
1 st g=1

Démeonstration. Soit g un réel.
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- Supposons que g > 1. Il existe done un réel @ > 0 tel que g =1+ a.
D’apres l'inégalité de Bernoulli, on a pour tout n € N, ¢" = (14+a)" = 1+na.
Mais puisque lim (1+na) =+oocara>0,ona lim ¢"+ co d’aprés le

n—400 n—+oo

théoréme de comparaison.
— Supposons que —1 < ¢ < 1. Procédons par disjonction de cas.
— Si g = 0, alors la suite (¢"),>; est constante égale a 0, donc on a

lim ¢" =0.

fl—b 00

. 1 N . o
— Si0 < g < 1, alors = > 1 car la fonction inverse est strictement décrois-

sante sur 'intervalle |0 ; +ocl.

3 » g ; " : 5 1
D’apres le cas précédent, il vient :  lim (—~) = +4o00,80it: lim — =
n=rtoc \ g n—+oo gh
+00. Par quotient de limites : lim —- =0, soit: lim ¢" =0.
=400 a n—r+o0

— 51 —1 < g < 0, alors 0 < —q < 1 et donc d’apreés le cas précédent, on
obtient lim (—q)" = 0.
n—+oo

Par ailleurs, pour tout n € N, on a :
—-1<(-1)"<1 <= —(—¢)" < (-1)"(—¢)" < (—q)" car (—q)" =20
= —(—q)" <q" < (—q)".

D’aprés le théoréme des gendarmes, puisque lim (—¢)" = lim —(—q)" =
n

—++o0 n—+oo
(0, il vient que lim " = 0.
n—+o0

— Supposons que g = 1. Alors la suite (¢"),>1 est constante égale a 1, donc on

. o
anhrqu =k

O

Remarque. Si g < —1, la suite (¢") n’admet pas de limite.

Ezemple. 1. lim €™ =+cocare > 1.
n—+oo
2. lim 11u—[lcaur—l-nilt::l
" n—4oo | 3 o 3 )
3. lim 0,75" =0 car —1 < 0,75 < 1.
=400
- — - - n i 1
4, ﬂngn "=0Qcarpourtoutn €N, e™ = (e7!)" et e~ = a €] —1;1[.

Application 12.

1. Déterminer la limite de la suite (u,) géométrique de raison g = 0,5 et de
premier terme ug = —2.

2. Caleuler lim (3>< (1) +ﬁ).
n—+oo 4

33
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1.6.2 Limite de la somme des termes d’une suite géomé-
trique

Propriété 1.20. Soit (u,) une suite géométrique de raison un réel g €] —1; 1[.
Pour tout n € N, posons Sy, = up +uy + -+ + . Alors :

Démonstration. (u, ) est une suite géométrique de raison ¢ # 1, done par propriété,
pour tout n € N, on a :

1__qu+1 i

— _ontl

Sﬂ=uﬂ+u1+"'+uu=uﬂx

Puisque —1 < g < 1, d’aprés la propriété 1.19, on a : liT g" = 0, et done :
n—r4+o0
lim g x ¢™ = 0 par produit de limites, ¢'est-d-dire : lim ¢"*! =0.
n—+oo n—+00
Par produit et somme de limites, on obtient : l]']il (1—¢™*1) = 1, et par produit
TL— =00
de limites, on a :
: Up
1 i nt+ly _
n-lll-r-lljlm 1- q[ 4 }

s s _
soit, nl.l}]-lll_lmsﬂ = =

]

1-q’

O

Ezemple. Notons (t,,) la suite géométrique de raison g = 0, 2 et de premier terme
to =4. On pose, pour tout n € N : T, = tp + 1 + -+ - + t,.

" 3 et t[} s 4 s
ﬁlom.nHTan—l_q— 1—[),2_5'

Application 13. Calculer la limite suivante.

li 1 . 12
[P Tatig) T

1.7 Exercices

o)

Exercice 1.1 (Sujet bac, Métropole, 2016). Un loueur de voitures dispose
au 1°" mars 2022 d’un total de 10000 voitures pour I’Europe. Afin d’entretenir
son parc, il décide de revendre, au 1°¥ mars de chaque année, 25% de son pare
automobile et d’acheter 3000 voitures neuves. On modélise le nombre de voitures
de 'agence i 'aide d'une suite (u,) oti, pour tout entier naturel n, u,, est le nombre
de voitures présentes dans le parc automobile au 1°" mars de 'année 2022 + n.
On a done ug = 10000.

1. Expliquer pourquoi pour tout entier naturel n, u, 4y = 0, 75u,, + 3000.
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2. On note (v,,) la suite définie pour tout entier naturel n par :
U = u, — 12000,

(a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0, 75.
Préciser son premier terme.

(b) Pour tout entier naturel n, exprimer v, en fonction de n.
Déterminer la limite de la suite (v,).

(e) Justifier que pour tout entier naturel n, on a :

u, = 12000 — 2000 x 0, 75™.

(d) En vous appuyant sur les réponses données aux deux questions pré-
cédentes, que pouvez-vous conjecturer sur le nombre de voitures que
comptera le parc automobile de ce loneur au bout d’'un grand nombre
d’années ?

3. Montrer que la suite (u,,) est croissante.

4. On aimerait déterminer 'année a partir de laquelle le pare automobile comp-
tera au moins 11950 voitures.

(a) Recopier et compléter le programme Python suivant afin qu'il permette
de répondre au probléeme posé.

'

U 10000
N =20

A

o
H
[
=]
ct
—
—t

(b) Déterminer I'année recherchée.

Exercice 1.2 (Sujet bac, Nouvelle-Calédonie, 2017). On note (u,,) la suite
définie par ug = 3, u; = 6 et, pour tout entier naturel n :

5 1
Unta = Zun+l - Eun~

Le but de cet exercice est d’étudier la limite éventuelle de la suite (uy).

Partie A. Conjectures

1. Recopier et compléter la fonetion Python ci-dessous nommée u prenant en
argument un entier naturel n et renvoyant la valeur de u,,.

a5
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1 IrF«ina»:l? ul(n):
2 if n ==
3 return 3
| elif n ==
5 return 6
i else:

7 a =23 #valeur de u_0

8 b =26 #valeur de u_1

0 for i in range(2, ....):

10 L #valeur de u_n
11 B R R R L R e R T R R R TR R R SR
12 B I e ) B
1."."L return(....)

2. On fait appel & la fonction u pour quelques valeurs de la variable n. On
PP p quelq
présente les résultats dans le tableau ci-dessous, tronqués au milliéme.

n 4 5 6 21 22 23
Un | 6,984 | 6,996 | 6,999 | --- | 6,999 | 6,999 | 6,999

(Que peut-on conjecturer i propos de la convergence de la suite (u,)?

Partie B. Etude de la suite

On note (v,) et (w,) les suites définies pour tout entier naturel n par :
Up = Uptl — z_lu“ et w,=u,—1T.

1. (a) Démontrer que (v,) est une suite constante.
1 21
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, on a : u, 4 = 7ln + i
2. (a) En utilisant le résultat de la question 1.(b), montrer par récurrence que,

pour tout entier naturel n, on a : u, < 4,4+ < 15.

(b) En déduire que la suite (un) est convergente. Que peut-on dire concer-
nant la limite £ de la suite (u,)?

3. (a) Démontrer que la suite (wy) est géométrique dont on précisera le pre-
mier terme et la raison.

1 n—1
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, on a : u, =7 — (E) :

(e) Calculer la limite de la suite (u,).

Exercice 1.3 (Sujet bac, Am. du Nord, 2017). Le but de cet exercice est
d’étudier les suites de termes positifs dont le premier terme est strictement supé-
rieur 4 1 et possédant la propriété suivante : pour tout entier n > 1, la somme des
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n premiers termes conséeutifs est égale au produit des n premiers termes consécu-
tifs.
On admet qu'une telle suite existe et on la note (u,). Elle vérifie done trois pro-
priétés :

— Up = ]-:

— pour tout n = 0, u, = 0,

— pourtout n > 1, wg+ug+ -+ tp_] =Up XUy X+ X Up_1-

1. On choisit ug = 3. Déterminer u; et wus.

2. Pour tout entier n > 1, on pose s, = wp+uy+-«Ftp_1 = UpX U X+ KUp_1.
On a en particulier : sy = uyp.

(a) Vérifier que pour tout entier n > 1, s, 11 = 8, + u, et s, > 1.

(b) En déduire que pour tout entier n > 1, on a :

Sn

Up = .
Sp— 1

(¢) Montrer que pour tout entier n > 0, u,, > 1.

3. (a) Compléter le programme Python ci-dessous afin qu'il affiche, pour une
valeur entiére positive de n donnée, le terme u,,.

r )

1|n int (input ("Entrer une valeur entiére positive n

||))

2lu = 3
J|g =1
| i in range(1, n+1):

=1
I

---------------------------------------------

by =)

=

[N
=]

ot
—

(b) Le tableau ci-dessous donne des valeurs arrondies an millieme de u,
pour différentes valeurs de l'entier n :

n 0 ] 10 20 30 40
in 31,140 | 1,079 | 1,043 | 1,030 | 1,023

Quelle conjecture peut-on faire sur la convergence de la suite (u,)?
4. (a) Justifier que pour tout entier n > 1, s,, > n.

(b) En déduire la limite de la suite (s, ) puis celle de la suite (uy,).

Exercice 1.4 # (Suites adjacentes). Deux suites (u,) et (v,) sont dites adja-
centes si (u, ) est croissante, (v, ) est décroissante et liT (v —u,) =0.
Fi=—F 00
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Partie A. Premiers exemples

Dans chacun des cas ci-dessous, montrer que les suites (u,,) et (v, ) sont adjacentes.

{#t: i‘J‘n=

1. Pour tout n € N, u, = 5% .

n — 1 1
2. Pour tout n € N *“11:;@913%:“11"“;-

Partie B. Propriétés

Soient (uy,) et (v,) deux suites adjacentes.
1. On note (wy,) la suite définie pour tout n € N par : w, = v, — uy.
(a) Montrer que (wy,) est décroissante.
(b) En utilisant le résultat de I'application 11, montrer que pour tout n € N,
on a: wy, = 0.
2. (a) Montrer que, pour tout n € N, on a : u,, < vg et v, > ug.
(b) Déduire que les suites (u,) et (v,) sont convergentes.
3. Montrer que les suites (u,) et (v,) ont la méme limite. On note £ leur limite
commune.

4. Montrer ensuite que pour tous les entiers naturels m et n, on a :

e X £ < Uy,

Partie C. Application

Notons (uy) et (v,) les suites définies par up = 2 et vop = 10 et pour tout entier

naturel n :
2u, + v, Uy + 3V,

thypy = g e e s

1. Notons (wy,) la suite définie pour tout entier naturel n par : w, = v, — u,.
4

(a) Montrer que la suite (w,,) est géométrique de raison 1"]—2
(b) Pour tout n € N, exprimer w,, en fonction de n.
(¢) Déterminer la limite de (w,,).
2. Démontrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est décrois-
sante.
3. Déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. On note ¢ leur limite
commune.
4. On note (t,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

ty = 3uy, + 4v,.
(a) Montrer que la suite (£,,) est constante.

46
(b) En déduire que la limite des suites (u,) et (v,) est égale a -
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Limites de fonction

2.1 Limite en l'infini

Dans cette section, on considére une fonction f définie sur un intervalle Dy de
R. On supposera que f est définie au voisinage de +oo (¢’est-a-dire qu'il existe un
réel a tel que [a; +oo[C Dy) et au voisinage de —oo (c’est-a-dire qu'il existe un
réel a’ tel que | — 00; @] € Dy).

2.1.1 Limite infinie en ’'infini

Définition 2.1. On dit que [ a pour limite +0c quand x tend vers +oo, et on

note HT f(z) = +o0, si pour tout réel A > 0, il existe un réel B > 0, tel que
E—F D0

pour toul x € Dy, six > B, alors f(x) > A.

Remarque. Autrement dit, on a £(

lim f(zx) = +oo si pour tout réel
T—¥+oo

A > 0, lintervalle [A; 4oc| contient
toutes les valeurs f(z) pour x assez
grand.

o\ :ni'l.ft

De maniére vulgarisée, on a lirj_} f(z) = +o0 si f(x) est aussi grand que 'on
T o0
veut lorsque x est suffisamment grand.

Remargue. On introduit de maniére analogue les limites suivantes : lim f(z) =
x—+o0

—00, liIEl flz) =+oc0 et lilll Tlz) = —o00;

Ezemple. Notons f la fonction définie pour tout réel z par : f(x) = 22,

39
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— Il semble ci-contre que f(x) est aussi grand A
que Pon veut lorsque x est suffisamment 10°
E['ﬂﬂd R
On a donc lim f(z) = +o0.

|

E=+00 :

Il semble ci-contre que f(x) est aussi grand |
que l'on veut lorsque z est suffisamment :
grand dans les négatifs. |
On a done lim f(x) = 4o0. !
T——00 1

ER

(}3 O

—

Propriété 2.2. Fonctions de référence de limite infinie en I'infinie

1. Pour tout entiern>1 : lim z" = 4co.
=40

2. Pour tout entiern >1: lim z" =

L=

- +o0 st n est pair
—oo  sin est impair

3. lim =+

E=d4=00

Démonstration &,

1. Soit n € N*. Notons f la fonction  + x™ définie sur [0; +o0l.
Soit un réel A > 0. Pour tout = > {/A, on a 2" > ( ﬂ) car la fonction f

est strictement croissante sur [0; +ool, c'est-i-dire f(z) > A.
Ainsi, en posant B = /A on a bien pour tout x € [0; +oof, si > B, alors
f(z) > A. Par conséquent : lim z" = +o0.
I—++40o0
2. Ces limites sont admises.

3. Se démontre de maniére analogue & 1 en posant B = A2,

2.1.2 Limite finie en l'infini et asymptote horizontale

Définition 2.3. On dit que f a pour limite un réel f quand x tend vers +o00, et

on note li]il f(x) = £, si pour tout réel € > 0, il existe un réel B > 0, tel que
T—r+00

pour tout x € Dy, six > B, alors |f(z) — £] < &.

Remarque. Autrement dit, on a /.i'

zlﬂ]m f(z) = £ si tout intervalle E-i-i I

ouvert contenant f (aussi petit i i w .

soit-il) contient toutes les valeurs

flx) pour x assez grand. >
0 B




2.1. Limite en l'infini

De maniére vulgarisée, on a lil_P f(z) = € si f(x) est aussi proche de £ que 'on
E—t1 O3

veut lorsque = est suffisamment prand.

Remargque. On introduit de maniére analogue la limite suivante : lim f(z) = £.
T 30

Ezxzemple. Soit f une fonction définie sur
R\{0} dont la courbe représentative est A
donnée ci-contre. Il semble que f(z) est

aussi proche de 1 que 'on veut : 1

R A ) S S S ——

— lorsque z est suffisamment grand, on =~ T———_

a done I_lﬂlilw F(z) =1; —10° 10°

— lorsque = est suffisamment grand
dans les négatifs, on a donc
Mo f@) =1,

Propriéete 2.4. Fonctions de référence de limite nulle en 'infinie

1 1
1. Pour tout entiern>1: lim — = lim — =0.
z—+oo M x—+—oo T

1
2 lim —=0

r—4o0ou \/54_"

Démonstration &.

1
1. Soit n € N*. Notons f la fonction z o7 définie sur |0; +o0[.

. 1 :
Soit £ > 0. Pour tout x > —=, on a z" > 2 car la fonction x — z™ est

Ve

1
strictement croissante sur |0; +oo[. On a alors — < égcar la fonction inverse
est strictement décroissante sur |0; 400, ¢’est-a-dire | f(x)| < e.
Ainsi, en posant B = —=, on a bien pour tout x €]0; +oo, si > B, alors

e
|f(z) — 0] < . Par conséquent, lim f(z)=0.
T—+o0

1
On admet la limite : lim — =0.
r——oo TH

. . 1
2, Se démontre de maniere analogue en posant B = =

O

Définition 2.5. Lorsque 1i1_}_1 flz) =€ ou £ € R, on dit que, dans un repére
T—00

orthonormé, la droite d’équation y = € est asymptote horizontale a la courbe

représentative de [ en +oc.

On définit de méme une asymptote horizontale en —oco lorsque lim f(z) = L.
I——0



Chapitre 2. Limites de fonction

Exemple. Dans le repére orthonormé ci-contre, on représente la courbe représen-
tative ¢y d’une fonction f définie sur R.
Il apparait graphiquement que :

— lim f(z) = 2, donc la droite y=2 A
:rj-l—m . #___=_
d’équation y = 2 est asymptote ho- € 1
rizontale 4 €y en +o00;
lim f(z) = -1, donc la droite s 71
T=p—00
d’équation y = —1 est asymptote y=—1

horizontale & €’ en —oo.

2.2 Limite en un réel

2.2.1 Limite infinie en un réel et asymptote verticale

Définition 2.6. Soit f une fonction définie sur un ensemble Dy et soit a un réel

de Dy (éventuellement, a est une borne de Dy). On dit que f a pour limite +oo

lorsque x tend vers a, et on note lim f(x) = 400, si pour tout réel A > 0, il existe
r—+a

un réel § > 0, tel que pour tout x € Dy, si |z — a| < 9, alors f(zx) > A.

Remarque. Autrement dit, on a lim f(x) = +o0 si pour tout réel A, 'intervalle
T—+

[A; +o0o| contient toutes les valeurs f(z) pour x assez proche de a.

De maniére vulgarisée, on a lim f(z) = +oc lorsque la valeur de f(z) est aussi
=¥

grande que 'on veut dés que z est suffisamment proche de a.

Remarque. On introduit de maniére analogue la limite suivante : ;E}I'll f(z) = —o0.

Ezemple. Soit f une fonction définie sur l'inter-

valle | — oo ; 3[ dont la courbe représentative est

donnée ci-contre.

Il semble que f(zx) est aussi grand que 'on veut

lorsque x est suffissamment proche de 3.

On a done lim f(z) = +oc. - iy
T3

k

] IO I I ]
Ezemple. Soit f une fonction définie sur l'inter-
valle | —2; +oo[ dont la courbe représentative est
donnée ci-contre.
gatifs que 'on veut lorsque x est suffisamment = [

proche de —2.

I
I
I
I
Il semble que f(z) est aussi grand dans les né- I : T
I
I
I
On a done lim_f(z) = —cc. I
T—¥—12 1
I



2.2. Limite en un réel

Remarque. Si f est définie sur | — oo; a[U]a; +o0of, on étudie les limites «a
gauche» et «a droite» en a, que |'on note 11'_1}'1,1 f(z) et %1_11;':1 f(z), ou plus

E<la >0
simplement lim f(z) et lim f(x).
r—ra- xr—rat
A A
I I
lim f(z)=— : ]im f(z) = +o0 :
Tl
Ilm f(z) = 40 [ llm flz) = 4cc I
z—at | z—rat I
—_— 1 < I -
o 1 v o
: : a ’ / IHL
[ I
I —_— I
I

Propriété 2.7. Fonctions de référence de limite infinie en un réel (ad-
mise)
Soit a un réel quelconque.

1. Pour tout entiern>1: lim ——— = +4oc0.
z—at (&'.T — ﬂ)
X 1 +oo  sin est pair
2. Pour tout entiern>1: lim ——— = ) P L.
z—a- (T —a)® —oo  sin est impair
5 1
3. lim = 400
rz—at /T —a
e A
Ezemple. 1. lim — = —coet lim — = +o0.
z—0- T =0t T
1 1 1
2. lim — = lim —5 = +00, soit hm ) g o= = +00.
x—=0= T =0+ T 0T
1
3. lim — = +oco.
w30 \f.’l—.‘-‘ ¥
Définition 2.8. Lorsque lim f(x) = 400 ou lim f(x) = —o0, on dit que, dans un
T=4a Tkl

repére orthonormé, la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe
représentative de [ en a.

Ezemple. Dans le repére orthonormé ci-contre, on EIT
représente la courbe représentative ¥ d'une fonc- 5
tion f définie sur | —4; 2[.
Il apparait graphiquement que :
— lim f(z) = 400, done la droite d’équation x = >
=2 —4

2 est asymptote verticale a € en 2;

— lim f(x) = —o0, done la droite d’équation +
r——d

& = —4 est asymptote verticale a €5 en —4.
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Chapitre 2. Limites de fonction

Application 14. Voici le tableau des variations d’'une fonction f.

= —00 -1 0 1 2 +00
+o0 2 +00 10
f P /N N /
—00 —o0 —00 4

¢ est la courbe représentative de [ dans un repére orthonormé.
1. Préciser le domaine de définition Dy de la fonction f.
2. Préciser les limites de f indiquées dans ce tablean.
3. Quelles conséquences graphiques peut-on déduire pour ¢ ?
4

. Tracer, & main levée, une allure possible de la courbe €.

2.2.2 Limite finie en un réel

Définition 2.9. Soit f une fonction définie sur un ensemble Dy, soit a un réel
de Dy ou une borne de Dy et soit un réel £. On dit que f a pour limite { quand

x tend vers a, et on note lim f(x) = £, si pour tout réel ¢ > 0, il existe un réel
T—ra

d > 0, tel que pour tout x € Dy, si|x —a| < 8, alors |f(z) — ] <e.

Remarque. Autrement dit, on a li_1§1 f(x) = £ si tout intervalle ouvert contenant ¢
T—Fd

(aussi petit soit-il) contient toutes les valeurs f(r) pour z suffisamment proche de
a.

De maniére vulgarisée, on a on a lim f(x) = £ si f(x) est aussi proche de £ que
=il

I'on veut dés que x est suffisamment proche de a.

La propriété suivante est une conséquence immédiate de la propriété 3.2.

Proprietée 2.10. Soit a un réel.
1. lim |z| = |a]

o ]

. Sia>0, lim/xr = ./a.

2
3. Si P est une fonction polynéme, }:ﬂ P(z) = P(a).
4. 8i F est une fonction rationnelle définie en a, :IEH; F(xz) = F(a).

lim e* = e®
E=Fil

pa

Ezemple. Notons f la fonetion polynomiale @ — 22 — 1 définie sur R.



2.3. Régles opératoires sur les limites

On prend a = 2. Lorsque x est trés proche de 2, f(z) -
x? est trés proche de 22 = 4, done f(z) =22 — 1 4
est trés proche de 4 — 1 = 3. T
On a done zhl:% Filz) = §(2) =3.

-8 F_5 B 1
!. 0 ]1 — —_— e— s
Fremie ol G 145 6 3

2.3 Regles opératoires sur les limites

En toute généralité, les propriétés relatives aux opérations sur les limites de
suites restent valables pour les fonctions.

Comme pour les suites, 'abréviation F.I. signifie « forme indéterminée ». Elle
est utilisée pour signifier que I'on ne peut pas conclure immédiatement sur la limite
de la fonction (voir la section 2.3.4).

Dans toute cette section, a désigne un réel, +00 ou —oco.

2.3.1 Somme de limites

Propriété 2.11. Somme de limites (admise)
Soient f el g deux fonctions définies sur le méme ensemble de définition, et
sotent { et €' deux réels.

Jiﬂﬂf{m} = 4 £ ¢ +oco| —oo| +oo
lim g(z) = v +oo | —oo | +o0| —oo | —oo
im{j[z} +glz))= | £+¢ | 400 | —oo| oo | —oc | F.L

Ezemple. 1. Ona t_llrfm (:r: +3+ i) = +00.

1
En effet : lim (z +3) = 4+oc et lim — = 0, donc par somme de limites
F o e %) r—=r+too I

y 1
lim (z4+84 -] =+4c.
T—+oo ]
2. Ona lim (2*+z —5) = +co.
Tp 00

Eneffet : lim 22 = +ooet lim (z—5) = 400, done par somme de limites
400 r—+too
lim (z2+z —5) = +oo.
F—+400
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3. Ona lim (E —.’B) = —00.

z—0- \ &
e 3 c . 3
En effet : lim — = —o0 et lim(—z) = 0, done lim (— —a:) = —o0 par
x=0— T x—0 r=0- \ T
somme de limites.

2.3.2 Produit de limites

Propriété 2.12. Produit de limites (admise)
Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ensemble de définition, et
soient { et €' deux réels.

lim f(z) = £ >0 | >0 | <0 | <0 | 4o0| 40| —c | 0
x]i-r."a g(x) = e 4oo | —o0 | 400 | —0o | 400 | —00 | —oo | oo
lim f(z)xg(x)= | £xt | +00 [ —00 | —00 | 400 [ +00| —00| +00 F.L

1
Ezxemple. 1. Ona lim z2 (1 + E) = +o0.

L — 00

1
En effet : lim 2? = +oo et lim (1+—) = 1, donc par produit de
%

T——o0 T—F—o0

limites lim 2 (1 - %) = 400,

T——00
2. Ona liI_P (—2z+3)(dz+1) = —c0
Eneffet : lim (—2x+3) = —occet lim (4x+ 3) = +oo, done par produit
T—++00 T—+o0
de limites lim (—2z 4+ 3)(4x + 1) = —o0.
r—+too

2

3. Ona lim 2y =+c0
r—too
En effet : lim 2? = 4+oo0et lim /T = 400, done par produit de limites
L=k =0 E=d =00
: -l -
:tl:]-:lt—looln VT = +oo.
: 1 B
4. OnazETM(F —2) (vz — e°) = —oa.
1 1
1 ' — 1 T —
En effet, d'une part on a xHTm - 0, done xll}]fll_lm (J:? 2) = —2 par

somme de limites.
3 w s = - — Y ; :
D’autre part : I_l:l_it_lw V& = +o0, done ¥ ETm(ﬁ €”) = +o00 par somme de

limites. .
Finalement, on obtient : :llrfm (;5 — 2) (v — €°) = —oo par produit de
limites.



2.3. Régles opératoires sur les limites

2.3.3 Quotient de limites

Propriété 2.13. Quotient de limites (admise)
Soient f et g deuz fonctions définies sur le méme ensemble de définition, et
soient { et €' deux réels.

1. Cas ou i_l_l}r;g(m} # 0.

lim flz) = £ £ +oo +o0 —00 —00 +oo
xli_rﬁnﬁg(m]: #£0 | oo | >0 | <0 | €50 | <0 | oo
imf8 - | £ 0 +00 | —o0 | —oo | 400 | F.L
2. Cas ou lim g(x) = 0.
T—ra
lim f(x) = £ >0 ou|é > 0ou|f < 0Doul|lé& < 0 oul|0
S +o0 +o0 —00 —00
lim g(z) = 0 en res- [0 en res- | 0 en ves- [ 0 en res- | O
aora tant positiyf | tant négatif | tant positil | tani négatif
im 82 — — —
lim o5 = +oo 00 0o +00 F.IL

2
Ezemple. 1. Ona lim (e* + 2) = 2 (propriété 2.17) et lim (—3 +. ﬁ) =8,
T—r—o0 T—y—00 T
T+2 2 1
done par quotient de limites : lim 62 el N =.
T——00 6 3
= 46
>
2. Ona lim z? = 4. Par ailleurs, on a : lim (z —2) = 0 en restant positif (on
z—2+ z—+2+ )
notera alors : lim (z —2) = 0%), donc lim = en,
z—2+ 2t T — 2

Application 15. Déterminer chacune des limites ci-dessous.
1. lim (2% -x)

T=)—00
1
. 2

1 1
3 lm [z24+3z+ et lim (z?2+3z+
r—1 o r—1

=1t

4. lim v —

22— 2 —4

[24]
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2.3.4 Formes indéterminées
A linstar des suites, les quatre formes indéterminées sont :

o0 0
co—00, O0xo00, — et =—.
o0 0

Dans chacun de ces cas d’'indétermination, il n’est pas possible de déterminer,

en |'état, la limite éventuelle de la fonction en question.

Il existe plusieurs méthodes pour lever les indéterminations. Ces méthodes
consistent pour l'essentiel & modifier habilement I'écriture de la fonction afin d’ob-
tenir une forme dont les théorémes d’opérations présentés ci-dessus permettent de
déterminer la limite éventuelle.

i
Ezemple. 1. On cherche i calculer lim K roE¥l
Shtes DaP—3

Puisque lim (32* 4+ 2z +1) = +oc et lim (222 — 3) = 400, nous avons
=00 =400

A S +Cco
une indétermination de la forme « ».

Dans le cas d'une fonction rationnelle, on factorise le numérateur et le déno-
minateur par la puissance de = de plus haut degré.
On obtient ici, pour tout réel = # 0 et tel que 22> —3 £ 0:

2 1 2 1
4 S 2 PLIGPN| RR St
3£“‘+2$+1_$ (3+$3+$4)_$ (3+$3+$4)

— =
= mﬂ(g_i) o8

x2 x?

2 1
On a lim (3 O —4) =3.0r lim 2% = 400, done par produit de
r—+oo T T T—r+o0

2
limites, il vient : lim «* (3 e % 5 l‘l) = 400,
T T

=00

Par ailleurs, on a lim (2 - i) = 2, done lim

400 :1:2 T—4oo 3 =
2-—
T
+00 par quotient de limites.
4
Finalement : lim =ik =
r—+oo Q2 — 3
% A ]- — T
2. On cherche a calculer lim :
oo ﬁ -1
Puisque lim (1 —z) = —occ et lim (/z — 1) = +0oc, nous avons une
=400 T340

indétermination de la forme «
+co

Pour lever l'indétermination, on factorise le numérateur et le dénominateur
par le terme prépondérant, comprendre le terme dont la croissance (ou la
décroissance) est « la plus rapide » en +o0.

*,



2.3. Régles opératoires sur les limites

On obtient ici, pour tout réel x > 0 et distinct de 1 :

1 1
[D’une part, on a lim (— - 1) =—let lim (1 - —) = 1, done par

r=+co \ T

quotient de limites, il vient : lim i —1.
E=d 00

D’autre part, on a lim /T = +oc.
T=r+00

Par conséquent, on a ].iI.P VT x =£——— = —o0 par produit de limites.
EE == OO0

) ) l1—=x
Finalement : Iklllw 74 =

2_92z+1
3. On cherche a caleuler lim u
r—+1+ Tr— 1

Puisque lim (z>—-2x+1)=1-2+4+1=0et lim (z—1)=1-1=0, nous
-1t z—1+

—00.

5 v o rus 0
avons une indétermination de la forme « 5 »,

Afin de lever cette indétermination, il suffit simplement de remarquer que
pour tout réel x, 2 — 2z + 1 = (z — 1)?. Par conséquent, il vient :

2_2r+41 —1)?
i F AL e UL Tl
o1t r—1 r=1+ T —1 z—1t
. i |
4. On cherche a calculer lim
z—=0 T
Puisque lim(e* — 1) = ¢ — 1 = 0 et lim = = 0, nous avons une indétermi-
x—+0 x—0

. 0
nation de la forme « 5>

Afin de lever cette indétermination, il suffit de se rappeler que la fonction
x ++ exp(x) est dérivable en 0, done! :

i & 1 _ lim exp(r) — exp(0)
x—0 T x—+0 o ||

=exp'(0) = 1.

1. Soient | un intervalle de R, f une fonction définie sur [ et @ € [. On rappelle que f est

dérivable en a s'il existe un réel £ tel que lim M

E—Fil T — i

= £. Dans ce cas, £ est appelé le

nombre dérivé de f en a et est notée : £ = f'(a).
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Chapitre 2. Limites de fonction

/2\ Attention !
A l'instar des suites, une forme indéterminée ne signifie pas une
absence de limite, mais plutét une impossibilité, en 1'état, de conclure!
En somme, on peut se rappeler qu'une forme indéterminée est plutot
une forme a déterminer !

Application 16. Déterminer chacune des limites ci-dessous.

L -3z -1
" gm0 —5z2 + 1 — 2
23 -3
2. 1
22rH60 vz +1
s & 472 — 4z + 1
# 1111
z—(1/2) (2x — 1)(x + 3)
4 _16
4, lim £

=3+ I -2

. Vz+5-56
lim —mMm———
=+l T

on

2.4 Limites et inégalités

2.4.1 Théoréme de comparaison

Théoreme 2.14. Théoreme de comparaison
Soit a un réel, et soient f et g deux fonctions définies sur Uintervalle I = [a; o0
telles que pour tout x € I, f(x) < g(z).

1. §i lim f(z)= +o0, alors lim g(z)= +oo.

T—++00 T—4+o0
2 5 mH]j_lmg(I} = —ox, alors zlil_il_lm f(z) = —o0.

Démonstration .

1. Soit A > 0. Puisque zHTm fl(z) = +o0, il existe un réel B > 0 tel que pour
tout z € I, si z > B, alors f(z) > A.
Or, pour tout = € I, g(x) > f(x), done si x > B, alors g(z) = f(x) > A, et
done g(z) > A.
Nous avons done montré qu'il existe B > 0 tel que pour tout x € I, siz > B,
alors g(z) > A. Do : IETM g(z) = +ox.

2. Se démontre de maniére analogue.

Remarque. 1. On a un énoncé équivalent en —oc avee I =] — oo} al.

2. On a également un énoncé équivalent en un réel b avee un intervalle ouvert
contenant b.



2.5. Fonction exponentielle et limites en l'infini
Ezemple. Notons f la fonetion définie pour tout = € [0; 00| par f(z) = z+cos(z).
Pour tout réel > 0, on a cos(z) > —1, done x + cos(z) > = — 1, soit :

flz) 2z -1.

Or lim (z—1)= +o0, done d’apres le théoréme de comparaison, lim f(z) =
=00 =00

+00.

Application 17. Caleuler lim 22 + 2.

T—r400

2.4.2 Théoréme des gendarmes

Théoréme 2.15. Théoréme des gendarmes (admis)
Soit a un réel, et soient f, g et h trois fonctions définies sur Uintervalle I =
[a; +ool. On suppose les hypothéses suivantes :

1. zl&l}l@g{a‘] = ml}t_ll_lm hiz) =€, ou £ est un réel;

2. pour tout x € I, g(x) < f(z) < h(zx).

Alors Uassertion suivante est vraie : lim f(z) = £.

T4oo
Remargue. 1. On a un énoncé équivalent en —oo avee I =| — oo ; al.
2. On a un énoncé équivalent en un réel b avec un intervalle ouvert contenant
b.
e cos(z)
Ezemple. Notons f la fonction définie pour tout = €]1; +oo| par f(x) = e

Pour tout réel z > 1, on a —1 < cos(z) < 1, donc en divisant par z +1 > 2 > (0,
on obtient :

-1 {cos[z){ 1 " -1 < fl@) < 1
soit : —— ) < ——.
s+l xz+1 T z+1 e+ —z+1
-1
Or lim (z + 1) = +oc, donc par quotient de limites, on a lim =
T3 +00 ot T+ 1
1
lim = 0. D’apreés le théoréme des gendarmes : lim f(x) = 0.
z—r+oo L+ 1 =400

2 cos 1
Application 18, Calculer lim mﬁi
T—F—00 e+ 1

2.5 Fonction exponentielle et limites en ’'infini

2.5.1 Limites de la fonction exponentielle

Lemme 2.16. Pour tout réel x, on a :

e >+ 1.

al



Chapitre 2. Limites de fonction

Démonstration. Notons f la fonction z — e® — x — 1 définie et dérivable sur R.
Pour tout € R,ona: f'(z) =e* - 1.
Pour tout z € R, on a :

0

J(z)>0 <= e -1>0 <= " >1 <= " >e" <= >0

On dresse alors le tableau de signe de f' sur R et on déduit le tableau des variations
de f sur R.

I — 00 0 +00
f'(x) = 0 +
ez w10

f \D/

Il apparait done que 0 est le minimum de la fonction f sur R, ¢’est-a-dire que pour
tout z € R, f(z) = 0, soit : € —x — 1 = 0, soit encore : ¥ > z + 1.

O

Proprieté 2.17. 1. lim €* =+o0
T=rrO0
2 lim =0
T—r—0o0

Démonstration.

1. D’aprés le lemme 2.16, pour tout réel =, on a e* > z + 1.

Mais puisque lim (z + 1) = +o0, il vient que lim e* = +oo d’aprés le
x—rtoo E—r+to0

théoréme de comparaison.

1
2 0Ona lim e* = +4ocet lim — = 0, done par composition de limites
E——00 T—r+oo I

(exercice 2.3.) : lim 3 =0, s0it : lim e” =0.
r—=—oo g% T——00

2.5.2 Croissances comparées

Propriété 2.18. Théoréme des croissances comparées avec exp (1)
Pour tout entiern > 1, on a :
EJ}

im — = +4oo.
z—400 T




2.5. Fonction exponentielle et limites en l'infini

Démonstration. Soit un entier n > 1 et soit & €]0; +o0l.

x &
+ 1, et donc e=+1 > ——,
n+1 —n+1

Puisque la fonction = ++ 2™ ! est strictement croissante sur 0 ; +ool, il vient que :

D’apres le lemme 2.16, on a entl >

(E"L“)RH > o = soit : T > “__}“m x 1
“A\n+1 T (n41)ntl '

T

€
En posant k = on a e* > kx"t! avee k > 0, et done — k.

(n+ 1)nt+1’ T
Or : liril kx = 400 (car k > 0), donc d’aprés le théoréme de comparaison :
Al = P90
.
lim — = +4oc0.
r—r+o0 M

O

5 ik L R ., +oO 2
Remarque. A premiere vue, la limite est de la forme indéterminée ——, mais c’est
00

sans compter le fait que la fonction exponentielle tend beaucoup plus rapidement
vers +oo que la fonction x — z". Pour un réel  donné suffisamment grand, le
nombre e est bien plus grand que le nombre ™, done le quotient e* /2™ reste trés
grand ! Bref, on retiendra qu'en +oco, 'exponentielle remporte la bataille contre
n’'importe quelle puissance de z.

Remarque. Par quotient de limites, ona: lim — =0, soit : lim — =0.
T—rtoo 'f_.?f r—r+oo T

Ezemple. On souhaite calculer lim (e — z%).
T—++o0

3
2 T
Pour tout réel z, on a ¢* — z* = ¢* (I - —I)
c

; , gy P g 5
Par croissance comparée, on a lim — = 0, donc lim {1—— | = 1 par
r—++oo % T—+o0 ex

3
x
somme de limites, Mais puisque lim e* = +o0, il vient lim €* (1 - —) =
r—++o0 T—+oo er
400 par produit de limites, soit : lim (e* — 2%) = 4oc.

=00

Propriété 2.19. Théoréme des croissances comparées avec exp (2)
Pour tout entiern > 1, on a :

lim z"e® =0.

= =00

Démonstration. Soit un entier n > 1. On a —1 < (—=1)" < 1, donc pour tout réel
x>0, —z™ < (—z)" < 2", et donc on obtient :

-, 1 T b f]
P ) i O |
eT T eF T e*

a3



Chapitre 2. Limites de fonction

. . = J:" - _:Eﬂ 1 ~ ey -
Mais puisque THTW = :clii—ll-loo e 0 d’apres la propriété précédente, on a
—z)" . P : :
lim =) = () d’aprés le théoréme des gendarmes, soit : lim (—z)"e ™ = 0.
F=bfg EF E=b400
Puisque lim (—z) = +oo et lim (—z)"e™* = 0, alors par composition de
T—3—00 r—+4-00
limites (exercice 2.3.) : lim z"e® =0.
[ T

0O

Remarque. A l'instar de la limite précédente, I'exponentielle remporte encore la
bataille contre n’importe quelle puissance de z en —oc.

Application 19. Calculer les limites suivantes.
1. lim (e*—22+2x+3)et lim (e* —2%+2x+3)

T—F—00 T—r4oo
2. lim (z%e*+xz-1)
T=r400
. re® 4+ 2eT — 5
3. lim —————
T——00 e —3
2x 3.
. e=T — rie
4. lim

z=to0 €Ttz

2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Sujet bac, Antilles-Guyane, 2014). On note f la fonection
définie pour tout réel x par :

f@)=a+1+—.

On donne dans le repére orthonormé ci-dessous la courbe € représentative de la
fonction f ainsi que la tangente T a la courbe € au point A.

Partie A. Lecture graphique

Dans cette partie, on répondra aux questions uniquement par lecture graphique.

1. Déterminer thm flz) et :HT«J flx).



2.6. Exercices

2. Préciser la position relative de € et T.
3. Déterminer en justifiant 'équation de la droite T'.

Partie B. Démonstration

=

. Notons g la fonction définie pour tout z € R par : g(z) =1 —z + €".
(a) Déterminer la limite de g en —cc et en +oc.
(b) Dresser le tableau des variations de la fonction g sur R.
(¢) Déduire le signe de la fonetion g sur R.
. Déterminer la limite de f en —oo puis la limite de f +oc.
. Démontrer que pour tout z € R, on a : f'(x) = e "g(z).
. En déduire le tablean des variations de la fonction f sur R.
(a) Montrer que I'équation réduite de la tangente T est y = 2z + 1.
(b) Etudier la position relative de € et T.

LR L

Exercice 2.2 (Sujet bac, Antilles-Guyane, 2013).
Partie A
Notons f la fonction définie pour tout réel = par : f(z) = (z + 1)e*.
1. Caleculer la limite de f en 400 et —oc.
2. Démontrer que pour tout réel z, on a : f'(z) = (z + 2)e”.
3. Dresser le tableau des variations de f sur R.

Partie B

Soit m un réel quelconque. On note g,, la fonetion définie pour tout réel = par :

=

gm(z)=z+1—me ™.
On note %, la courbe représentative de la fonction g, dans un repére orthogonal
du plan.
1. (a) Démontrer que pour réel z, gm(x) = 0 si, et seulement si f(x) = m.
(b) Déduire de la partie A, sans justification, le nombre de points d’inter-
section de %, avec ['axe des abscisses en fonetion du réel m.
2. On a représenté ci-dessous les courbes %5, €. et ¥_..

A

- /._
Identifier chacune de ces courbes sur la figure en justifiant.

a5



Chapitre 2. Limites de fonction

3. Etudier la position de la courbe %, par rapport i la droite D d’équation
y = = + 1 suivant les valeurs du réel m.

Exercice 2.3 (Composition de limites). Avant d’entamer cet exercice, il est

nécessaire de lire la section 4.1.1.
Notons que la propriété de composition de limites énoncée ci-dessous est au pro-
gramme de 'éerit du baccalaurdat. Sa démonstration est toutefois hors-programme.

Propriété. Soient a, £ et ¢’ trois réels quelconques, valant éventuellement —co ou
+o¢. Soit u une fonetion définie sur un intervalle I et a valeurs dans un intervalle
J, et soit v une fonction définie sur J.

) xh—rﬂ. u(x) = £ .
i lin} ) =¥ ° alors : il_l:}l}l(tr ou)(z)=~¢.
z—+

Partie A . Démonstration

Le nombre de cas a justifier étant assez nombreux, démontrer le résultat énoncé
ci-dessus uniquement lorsque (les autres cas se démontrent de maniére analogue) :

1. a=+4co, £ = +co et £/ = +o0.
2. a=+4o0, f=4+xet ' cR.
3. aeR,{=+occet ¥ =+oco.

Partie B. Exemples

Déterminer les limites suivantes.

1. ltm et +2z-1 9
) T=b4 00 3 liﬂl
z=1t Y . —1

1

2, lim ———
r—+o0 \/x2 — 2z + 1



Chapitre 3

Continuité

3.1 Notion de continuité

3.1.1 Définitions

Définition 3.1. Seit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R.

1. On dit que [ est continue en un réel a de I si f admet une limite en a égale
a f(a), ¢’est-d-dire si : lim f(x) = f(a).
X—ril

2. On dit que [ est continue sur I si f est continue en lout réel a de I.

Remargque. 1. Une fonction f non continue en un réel a est dite discontinue
en a. On dit aussi que a est un point de discontinuiteé de f.

2. Graphiquement, la courbe représentative d'une fonction discontinue en a
présente un « saut » en a. Par conséquent, la courbe représentative € d’'une
fonction f continue sur un intervalle I est en «un seul morcean» sur I,
comprendre % peut se tracer sans lever le crayon sur [.

A J continue en a I discontinue en a

Remarque. Soit f définie sur [ et a € I. Notons que : lim f(z) = f(a) équivaut
I—a
i : pour tout réel h tel que a+ h e I, Ai_z)r%}f{a—i—h} = f{a).

3.1.2 Opérations et fonctions continues

La propriété admise ci-dessous assure que les fonctions usuelles sont continues
sur leur ensemble de définition.

af



Chapitre 3. Continuité

Propriété 3.2. Continuité des fonctions de référence (admise)

1.

e B f= lo

Pour tout n € N, la fonction x +— z™ est continue sur R. Plus généralement,
les fonctions polynomes sont continues sur R.

La fonction x — |z| est continue sur R.

La fonction x +— /T est continue sur [0; +oo].

1
La fonetion x +— — est continue sur | — oo; 0 et sur]0; +ool.
x

La fonetion x — €* est continue sur R.

Ezemple. Etudions la continuité de la fonction f

définie pour tout x € R par :

flz) =

z+1 siz<0’ } L
—/—1 1 1
-1

Conjectures graphiques. La fonction f semble continue sur les intervalles
| —o0; 0] et ]0; +o0[ car la courbe se trace sans lever le crayon sur ces deux
intervalles.

La courbe présente un saut en 0 (on doit lever le crayon en 0), done la
fonction f n’est visiblement pas continue en 0.

La fonction f n'étant pas continue en 0, elle n'est pas continue sur R,

{:.:2+:n si x>0

Preuve. La fonction f est continue sur | — oo ; 0] en tant que fonction affine

et est continue sur |0; +oc| en tant que fonetion polynéme.

La fonction f est-elle continue en 0? On a : lim f(z) = lim (2? +z) =0

r—0t x—+0t

et f(0)=0+1=1, donc: IiI}]]+ flx) # f(0) et ainsi, la fonetion f n’est pas
T

continue en (.

Par conséquent, f n’est pas continue sur R

Ezemple. Etudions la continuité de la fonction f 0
définie pour tout x € R par : 15+
6 si <3 ]}
-+ 8l T <
afirtans
: - =
-3 3 6

Conjectures graphiques. La fonction f semble continue sur R car la courbe
est en un seul morceau.



3.1. Notion de continuité

- Preuve. La fonction f est continue sur | — oo 3] en tant que fonction affine
et est continue sur |3; +oc| en tant que fonction polynéme.
La fonction f est-elle continue en 37 On a : linﬂw flz) = ]j:? (z +6) =
L . o

3+6=9et hm fle)= hm z2=32=0.
Deplus,nna f(}_3+ﬁ 9, done :

[lim f(z) = lim f(z) = f(3), soit: lim f(z) = f(3).

Ainsi, f est continue en 3 et donc sur .

La propriété ci-dessous indique que la somme, le produit et le quotient de
fonctions continues sont des fonctions continues.

Propriété 3.3. Somme, produit et quotient de fonctions continues
Soient f et g deux fonetions continues sur un intervalle I de R.

1. La fonction f + g :zw— f(zx)+ g(x) est continue sur I.
2. La fonetion fg:x— f(z) x g(x) est continue sur I.

3. Sipourtoutx € I, g(x) # 0, la fonection i Sad fE'.i‘]]
g glr

est continue sur I.

Démonstration. Soit a € [. Puisque f et g sont continues sur I, elles sont continues
en a, done par définition on a : lim f(z) = f(a) et lim g(x) = g(a).
T=3a Teba

1. On a lim (f+ g)(z) = lim(f(z)+ g(x)) = f(a)+ g(a) par somme de limites,
T—ra T
done lim (f+ g)(x) = (f + g)(a), et ainsi la fonction f + g est continue en a.

2 Ona iﬂuq)(f} = lﬂ”tf) x g(z)) = f(a) x g(a) par produit de limites,

done ll_lbn{ fa)(x) = (fg)(a), et ainsi la fonction fg est continue en a.
Ll

3. On suppose que pour tout x € I, g(x) # 0. On a lim (i) () = lim —= =

=i g

f(a) (f ) (f ) _—

r quotient de limites, done lim [ = | (z) = | = ] (a), et ainsi la
G = I_mg(] g(}
fonction = est continue en a.

g

Ceci étant vrai pour tout a € I, on a bien montré que les fonctions f + g, fg et =
sont continues sur [.
O

Remarque. Les fléches obliques d’un tableau de variation traduisent la continuité
(et la stricte monotonie) de la fonction sur l'intervalle considéré.

a9



Chapitre 3. Continuité

Ezemple. La fonction f: z — 2% + /T est continue sur [0; +ool.
En effet, les fonctions = + x? et x ~ /T sont continues sur [0; +oo|, donc par
somme de fonctions continues sur [0 ; 400/, la fonction f est continue sur [0; +o0l.

Application 20. On note f la fonction
définie pour tout réel z par :

(z+1)e” si <0
flz) =41 si z=0.
Vz(z+1)+1 si >0

On donne ci-contre la courbe représenta-
tive ¥y dans un repére du plan.

et
-4 -3 -2 -1

1. Par lecture graphique, la fonction f semble t-elle continue sur R 7
2. Dans cette question, on valide la conjecture faite a la question précédente.
(a) Etudier la continuité de f sur | — 0o; 0 et sur ]0; +o0l.

(b) La fonction f est-elle continue en 07 Conclure.

3.1.3 Dérivation et continuité

Propriété 3.4. Dérivabilité implique continuité
Toute fonction dérivable sur un intervalle I de R est continue sur I.

Démonstration. On considére une fonction f définie et dérivable sur un intervalle
I de R. Soient a € I et h un réel non nul tel que a+h € I. Alors on a :

fla+h) — fla) = f(”"i_f(“) % h.

Par hypothése, f est dérivable sur I, done elle est en particulier dérivable en a, et

fla+h)— f(a)

done Jlm‘:] 0 = fiek:
o
Comme jlirr#. h = 0, par produit de limites on obtient r];m}z (f(a+ h) — f(a)) =0,
1= =3

soit Alrrb f(a+ h) = f(a), ce qui signifie par définition (voir la remarque qui suit
—3

la définition 3.1) que f est continue en a.
Ceci étant vrai pour tout a € I, nous avons done bien montré que f est continue

sur .
a



3.2. Le théoréeme des valeurs intermédiaires

/2\ Attention !

Une fonction continue sur I n’est pas forcément dérivable sur I'!
Par exemple, la fonction valeur absolue est continue sur R mais n'est pas
dérivable sur R, car elle n'est pas dérivable en 0.

3.2 Le théoreme des valeurs intermédiaires

3.2.1 Cas général

Théoreme 3.5. Théoreme des valeurs intermédiaires
Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction continue sur
Uintervalle [a; b]. Alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), l'équation
f(z) = k admet au moins une solution dans [a; b].
~
T} o rmomm i
I
/\ |
|
y=~Fk !
I I Il
I [ i
I [ ] :
fl@1--1 3 X
L] . =
O la a b

Démonstration . Cette démonstration fait I'objet de 'exercice 3.3.
O

Remarque. 1. On peut utiliser aussi des limites si f n'est pas définie en a ou b,
ou bien encore des limites en —oo et +00.
2. Dans le cas ol 0 est compris entre f(a) et f(b) (c’est-i-dire si f(a) et f(b)
sont de signes contraires), alors I'équation f(x) = 0 admet au moins une
solution dans I'intervalle [a ; b].

Remarque. Dans le repére du plan ci-dessus, la droite d’équation y = k coupe i
trois reprises la courbe représentative de la fonction f, done 'équation f(z) = k
admet trois solutions dans 'intervalle [a; b]. En particulier : f(a) = k.

Ezemple. Soit f une fonction définie et continue sur U'intervalle [—1; 3] telle que
f(-1)=—-2et f(3) =2.

Pour tout réel k € [—2; 2|, le théoréme des valeurs intermédiaires assure que
I'équation f(x) = k admet au moins une solution dans [—1; 3].

6l



Chapitre 3. Continuité

/2\ Attention !

Dans le théoréme des valeurs intermédiaires, ’hypothése de conti-
nuité de la fonction f est primordiale!

T S
Dans l'exemple ci-contre, la fonction f n'est )/
pas continue sur lintervalle [1;5]. On a 3 € -3

[f(1); f(5)] mais I'équation f(z) = 3 n’admet pas /——'
|

de solution sur l'intervalle [1; 5]. J(1)-

|

|

|

|

|
- —
g1 5

éAttention !

Le théoréme des valeurs intermédiaires ne permet pas de déterminer le
nombre de solutions de l'équation f(x) = k, ni de calculer explicitement
sa ou ses solutions !

3.2.2 Cas des fonctions strictement monotones

Corollaire 3.6. Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires
Soient a et b deux réels tels que a < b, et soit f une fonction continue et
strictement monotone sur lintervalle [a; bl. Alors pour tout réel k compris
entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet une unique solution dans [a; b].

Y

fla)

Démonstration. Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction continue
strictement monotone sur 'intervalle [a; b], k un réel compris entre f(a) et f(b).

— Existence. La fonction f est continue sur l'intervalle [a; b], done d’apres
le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel a € [a; b] tel que

fl@) = k.

Unicité. Supposons qu'il existe deux réels a et 3 dans Uintervalle [a: b] tels
que f(8) = f(a) = k, et montrons alors que : a = .



3.2. Le théoréeme des valeurs intermédiaires

Par I'absurde, supposons que 8 # «, par exemple 8 < a. Puisque f est
strictement monotone, alors soit f(3) < f(a) (si f strictement croissante),
soit f(8) > fla) (si f strictement décroissante). Dans tous les cas, on a
f(8) # fla), ce qui est une contradiction. Ainsi 8 = a.

O

Remargque. 1. On peut aussi étendre ce corollaire aux intervalles ouverts en
utilisant les limites.

2. Dans le cas ou f(a) et f(b) sont de signes contraires (c’est-a-dire f(a) < 0
et f(b) > 0, ou bien f(a) > 0 et f(b) < 0), 'équation f(x) = 0 admet une
unique solution dans l'intervalle [a; b.

Remarque. Dans le repére du plan ci-dessus, la droite d’éguation y = & coupe a une
seule reprise la courbe représentative de la fonction f, done I'équation f(x) = k
admet une unique solution « dans l'intervalle [a; b].

Ezemple. Notons f la fonction définie pour tout = € [0; +oo| par : f(z) = e®.
On donne ci-dessous son tablean des variations sur [0; +ocf.

T 0 a +00

400

/"

2

e

1

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0; +oc[. De plus, f(0) =
e’ =1et ET f(xz) = +o00. Or 2 € [1; 400, done d’aprés le corollaire du théo-
x o

reme des valeurs intermédiaires, 'équation f(z) = 2 admet une unique solution
@ € [0; +oal.

Application 21. On donne ci-dessous le tableaun des variations d’une fonction
continue f sur R.

x —00 —:31 1 :Z
f / \ /
—00 ==

1. Déterminer le nombre de solutions de 'équation f(x) = 0 sur R en justifiant.

2. Résoudre l'inéquation f(z) > 0 dans R.
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3.3 Fonctions continues et suites

Propriété 3.7. (Admise) Soit f une fonction continue sur un intervalle I et
soit (u,) une suite d’éléments de I. Si (u,) converge vers un réel £ € I, alors :

Jim fn) = £ (Jim wn ) soit: limfun) = £(0).

Exemple. 1. Notons [ la fonction définie pour tout réel = par : f(z) = (z+1)%
La fonction f est continue sur E.

L
n+1

Notons (uy) la suite définie pour tout n € N par : u,, =2+

Ona lim wu, =2.]1l vient done :
TL=b =30

lim flug,) =f( lim un) = fi2) =28,

n—+4oo n—+4o0

2. On souhaite calculer : lim —0,5".
n—+o0

Notons f la fonetion = — / et notons (u,) la suite définie pour tout n € N
pat : i, =1— 0,58,

La fonction f est continue sur Ry, (un) est une suite d’éléments de Ry et on
a lim u,=1¢€R;. Il vient donc :

n—3+o0
lim /1-0,5" = lim f{un}zf( lim un) =f(1)=1.

n—+4oo n—foc n—foo

/2\ Attention !

L’hypothése de continuité est indispensable! En effet, reprenons la
suite (u,) de 'exemple précédent mais considérons cette fois ci la fonction

— H <
fdéﬁniepnurtnutzeﬂzpar:f{x]:{-‘15 1 5%:1:_2-
T siz> 2.

f n’est pas continue sur R et on a ; li]_Ii_l f{u,,]:?#f( lim un)=

n—40o

Définition 3.8. Soit f une fonction définie sur R et soit I un intervalle de R. On
dit que I est stable par f si pour tout x € I, f(x) € I.

Théoréme 3.9. Théoréme du point fixe
Soit f une fonction continue sur un intervalle I qui est stable par f. Soit (u,)
une suite a valeurs dans I définie pour tout n € N par :

= I
Upyl = f(un:'

Si (uy,) converge vers un réel £ € I, alors f(f) = L.




3.3, Fonctions continues et suites

Démonstration. On a lim f(u,)= lim w,4y1 = lim u, =L
n—+oo n—4oo n—4+o0

Mais d’aprés la propriété 3.7, on a 2141_1 flus )= f( lim uﬂ) = f(€), d’'ou

n—4-co

f(€) = £ par unicité de la limite de (u,).

Remarque. Autrement dit, £ est une solution sur I de 'équation f(z) = x.
Ezemple. On note (uy) la suite définie par :

Ug = 2

1
VneN, wnq =§ﬂn+2

— On a vu dans le chapitre 1 que pour tout n € N, u,, € [0; 4] et que la suite
(un) est convergente vers un un réel £ € [0; 4].

1 PR :
- Notons f la fonction x 3% + 2 définie sur [0; 4]. La fonction f est done
telle que pour tout n € N, un+1 = flun).

[ est continue sur [0; 4]. De plus, f est strictement croissante sur [0; 4],
done pour tout = € [0; 4], on a f(z) € [f(0); f(4)] = [2; 4]. Puisque [2; 4] C
[0 4], I'intervalle [0; 4] est bien stable par f.

D’aprés le théoréme du point fixe, la limite € de (u,) est solution sur [0; 4] de
I'équation f(x) = .
Pour tout = € [0; 4], on a :

f(z) =2 &= %.1:+2=.-1: = %m:? = z=4.
Finalement : £ =4 et ainsi lim u, =4.
n—rto0

Application 22, On note (u,) la suite définie par :

up =1

.+ 1
YrnelN, un+1=3—u’ =

€ T

g g o : z+1
. Etudier les variations de la fonction f:z+— 3 — -
[

ay

sur R.

k2

(a) Montrer que I'équation f(z) = x admet une unique solution a € R.

(b) Déterminer, a 'aide de la calculatrice, un encadrement de o a4 102
pres.

. Montrer que pour tout z € [0; a], on a : f(z) € [0; al.

= L

. Montrer que la suite (u, ) est positive, croissante et majorée par a.

o

. Justifier que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite.
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3.4 Exercices

Exercice 3.1 (Sujet bac, Polynésie, 2010).
Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire

Notons g la fonetion définie pour tout z € [0; +oo[ par : g(x) = €* — ze* + 1.
1. Déterminer la limite de g en +oo0.
2. Dresser le tableau des variations de la fonetion g sur l'intervalle [0; +ocl.

3. (a) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution notée a sur

[0; +o0.
(b) A I'aide de la calculatrice, donner une approximation de a & 10~2 prés.
1
Mont =
(¢) Montrer que e —

4. Déduire le tableau de signe de la fonction g sur [0; 400l

Partie B. Etude des variations d’une fonction

Notons A la fonction définie pour tout € [0; +oo[ par : A(z) = — =
e

1. Démontrer que pour tout = € [0; +oc[, on a :

' _ 4g(x)

2. Déduire le tableau des variations de la fonetion A sur [0; +ool.

3. Montrer que la fonction A admet pour maximum sur [0; +oo[ le nombre
4(ax —1).

Partie C. Etude de la position d’un point sur une courbe

4
e 41
On note € sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O i, j).
Pour tout réel = positif ou nul, on appelle M le point de ¢ d’absecisse x, P le point
de coordonnées (z; 0) et () le point de coordonnées (0; f(x)).
a désigne le réel obtenu dans la partie A.

On note f la fonetion définie pour tout = € [0; +o0[ par : f(z) =




3.4. Exercices

1. Pour tout réel > 0, exprimer I'aire du rectangle OPM ) en fonction de x.

2. Démontrer que I'aire du rectangle OPM(Q est maximale lorsque M a pour
abscisse a. Donner la valeur de cette aire maximale.

3. Pour tout = € [0; +oc[, déterminer f'(z).

4. (a) Déterminer le coefficient directeur de la tangente T i la courbe € au
point M d’abscisse «.
(b) Déduire que la droite T est paralléle a la droite (PQ).
Exercice 3.2 (Type bac).
Partie A. Etude d’une fonction

On donne ci-dessous la courbe ¢ représentative de la fonction f définie pour tout
réel x par :

fl@) =2 = 3(e+1)e,

ainsi que la droite d d’équation y = .

. (g

Y

1. (a) Déterminer I'expression algébrique de la fonction f’, puis I'expression
algébrique de la fonetion f”, fonction dérivée de la fonetion f’.

(b) Déduire les variations de la fonction f’ sur R.

(¢) Démontrer que I'équation f'(x) = 0 admet une unique solution « telle
que —1,21 < o < —1,20.

2. (a) Déduire de la question précédente les variations de f sur R.

(b) Démontrer que si x appartient i l'intervalle I = [—1; 0], alors f(x)
appartient également a [.

Partie B. Etude d'une suite

On note (un) la suite définie par up = 0 et pour tout n € N, uny1 = flun).

1. En utilisant la représentation graphique ci-dessus, que peut-on conjecturer
concernant le sens de variation et la convergence de la suite (u,)?

7
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2. (a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul, on
a:—-1<u, <0

(b) Démontrer que la suite (u,) est décroissante.

(¢) Déduire que la suite (uy,) converge vers une limite réelle £ i déterminer.

Exercice 3.3 # (Théoréme des valeurs intermédiaires). La partie C est
indépendante des parties A et B.

Partie A. Un résultat préliminaire

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur l'intervalle
[a; b] telle que f(a) x f(b) < 0.
On souhaite montrer dans cette partie qu'il existe alors a € [a; b] tel que f(a) = 0.

1. Que se passe-t-il si f(a) =0 ou f(b) =07

On suppose done dans la suite que f(a) x f(b) < 0, par exemple f(a) < 0 et
f(b) >0 (le cas f(a) > 0 et f(b) < 0 se traite de la méme maniére).

On note (ay,) et (b,) les suites définies par ap = a, by = b et pour tout entier
naturel n :

ay + by

n gif 2 >0
&n+l=4an+bn Slf ﬂn+bﬂ i
L 2 2
i b b
2 2
e . o fantb
bn si f =] <0
| 2
2. Montrer que pour tout n € N, on a :
an — by
Onty — bu-l-'l = 9
3. Notons (wy,) la suite définie pour tout n € N par : w, = a, — by,.
a—>b
(a) Montrer que pour tout n € N, on a : w, = 5
(b) Déduire que pour tout n € N, a, < by,.
4. Montrer que la suite (a, ) est croissante et que la suite (b, ) est décroissante.

(a) Etablir que les suites (ay,) et (b,) sont adjacentes ',
On note a la limite commune de (a,,) et (b,).

o

(b) Pour tout n € N, montrer que a, € [a; b] et b, € [a; b], puis montrer
que « € [a; b].

1. Voir l'exercice 1.4.



3.4. Exercices

(¢) En utilisant la propriété 3.7, montrer que :

lim f(an) = lim_f(bn) = f(e)-

=400

6. Démontrer par récurrence que pour tout n € N, f(an) < 0et f(by) = 0.
7. Déduire que f(e) = 0.

Partie B. Le théoréme

Soient a et b deux réels tels que a < b, soit f une fonction continue sur 'intervalle
[a; b] et soit un réel k compris entre f(a) et f(b).
On souhaite montrer dans cette partie qu'il existe alors a € [a; b] tel que f(a) = k.

1. Que se passe-t-il si f(a) =k ou f(b) =k?

On suppose done dans la suite que f(a) < k& < f(b) (le cas f(b) < k < f(a) se
traite de la méme maniére).

2. Notons g la fonction = — f(z) — k définie sur [a; b].
(a) Montrer que g est continue sur [a; b].
(b) Montrer que g(a) x g(b) < 0.
(¢) Conclure en appliquant le résultat préliminaire de la partie A.

Partie C. Algorithme de dichotomie

Soient a et b deux réels tels que a < b, et soit f une fonction continue et strictement
monotone sur l'intervalle [a; b] telle que f(a) x f(b) < 0.

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique
a € [a; b] tel que f(a) = 0 (voir corollaire 3.6).

En s’inspirant des suites (a,) et (b,) définies i la partie A, on peut fournir un
algorithme, appelé méthode de dichotomie, qui détermine une approximation de
a avec une précision donnée?.

Voiei le principe de la méthode de dichotomie :
— on calcule le milien m de 'intervalle [a; b] puis le nombre f(m);
~ on distingue trois cas :
— si f(a) x f(m) = 0, c’est-d-dire si f(m) = 0, 'algorithme s’arréte et
retourne m ;
— si f(a) x f(m) > 0, alors @ € [m; b], et on change I'intervalle [a; b] en
I'intervalle [m; b];

2. Plus précisément, les suites (an) et (bn) & la base de la méthode de dichotomie sont définies
par :ag =a, by = b et pour tout n e N :

si f (Ea—;-"L) f(an) > 0, alors a4y = 28388 et by yy = bn;

- f(“—‘%b“) f(an) <0, alors ant1 = an et byyy = 2ntin,
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si f(a) x f(m) < 0, alors @ € [a; m], et on change I'intervalle [a; b] en
I'intervalle [a; m];
— on réitére ce processus tant que 'amplitude de l'intervalle obtenu est stric-
tement supérieur au seuil que l'on se fixe ;

— l'algorithme renvoie la moyenne arithmétique des deux bornes du dernier
intervalle obtenu.

Cas f(a) x f(m) >0 Cas f(a) x f(m) <0
N

O e 1)

f(m)

fﬁn}-":i:;;;J’/ﬁ
fla) - f(a)

1. Compléter la fonction dichotomie(f, a, b, p) ci-dessous afin qu’elle ren-
voie une approximation de « & 1077 prés, p étant un entier naturel non
nul.

i

Y

Erdef dichotomie(f, a, b, p):
2| while b - a > 10**(-p):
3
i

M ™ abasndon s s s s a 5% 8 5 8 6@ s 840 88 6o 588 k6 a b &8 a8+ 040 8 6885883

if f(m) == 0:
; ERLEUTRE s s e e R R R S
f elif f(a) * £(m) > O:
7 B e TR se s b R R e e, B e e
8 else:

10 return (a + b) / 2
L r,

2. Faire appel i la fonction précédente pour déterminer une approximation a
0,001 prés de la racine de la fonction f : 2 — %% + 22 — 4 sur l'intervalle
[0; 2].
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Chapitre 4

Complément de dérivation
et convexité

4.1 Complément de dérivation

4.1.1 Fonctions composées

Définition 4.1. I ef .J sont deur intervalles de E. Soit uw une fonction définie
sur I et a valeurs dans J, et soit v une fonction définie sur J. La composée de u
par v est la fonction, notée vou (lire «v rond w»), définie pour tout * € I par

(v ou)(x) = v(u(z)).

Ezemple. Notons u la fonction x + z° + 1 définie sur R (a valeurs dans R;), et
notons v la fonction x — /& définie sur R, (a valeurs dans R, ).

La fonction u o v est définie sur R, et pour tout r e R, on a :
(wov)(z) =u(v(z)) =v(z)’ +1= (Vo)) +1=z+ 1

— La fonction v o u est définie sur R, et pour tout réel x, on a :

(vou)(z) = v(u(z)) = Vu(z) = Va2 + L.

&Attention !

1. En toute généralité, onavou £ uouv.

2. On veillera i ne pas confondre la fonction vou : z +— (vou)(z) = v(u(z))
définie sur I avec la fonction vu : x — (vu)(z) = v(z)u(z) définie sur
Im.

n
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Application 23. Notons f la fonction z = e*/(#=1) définie sur R\ {1}.
Décomposer la fonction f sous la forme v o u en précisant les fonctions u et v.

4.1.2 Dérivée d’une fonction composée

Propriété 4.2. Dérivée d'une fonction composée

I et J sont deux intervalles de R. Soit u une fonetion définie et dérivable sur [
et a valeurs dans J, et soit v une fonction définie et dérivable sur J.

Alors la fonction v o u est dérivable sur I et pour tout x € I, on a :

(vou)(x) =u'(z) x (v ou)(x).

Démonstration #. Soit un réel a € I. 1l s’agit d’établir 'égalité suivante :

(vou)(x) — (vou)la)

jl,l_rﬂ, — =u'(a) x v'(u(a)).
v(y) —v(u(a))
Pour tout y € J, on pose 7(y) = y — ula) siy # u{a}‘

v'(u(a)) siy = u(a)
Pour tout = € I on a : 7(u(x))(u(x) —u(a)) = v(u(z)) —v(u(a)), donc pour r # a,
on obtient :

u(z) — u(a) _ v(u(@)) - v(u(a))

r—nun r—a

7(u(z)) x
D’une part, la fonction u est dérivable en a, done :

lim 'U-(i'} S 'L!-(ﬂ.} - u:{a)
T+a T —a
D’autre part, u est continue en a (puisque u est dérivable sur I), done 1'51 u(xr) =
T—ril
u(a). Comme v est dérivable en u(a), on a : linE }T(y) = v'(u(a)), donc par
y—-{\'u. i

composition de limite (voir exercice 2.3.) :

lim 7(u(z)) = v'(u(a)).

Il vient par produit de limites : lim v(u{m]i —#ila)) = u'(a) x v'(u(a)).
T—ra — 1

O

La fonction dérivée de chacune des fonetions dérivables ci-dessous est déduite
de la propriété 4.2.

Propriété 4.3. Dérivées de fonections composées usuelles
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

1. (Eu].r p— u.fct.l
2. Pour tout entiern > 1 : (")’ = nu'u™"1.

u!

3. Siwu est strictement positive sur I : (\/u)' =

2/u




4.1. Complément de dérivation

Ezemple. 1. Notons f la fonction x — ¢*" =3 définie sur R.
Pour tout réel z, on a : f(z) = e*® ol u(z) = 22 — 3.
La fonction u est dérivable sur R, donc la fonction f est dérivable sur R par
composition et, pour tout réel x :

f(z) = v (z)e™™ = 2ze® 3,

2. Notons g la fonction =+ (z* — 1)* définie sur R.
Pour tout réel =, on a : g(z) = u(z)? ol u(z) = 2* — 1.
La fonction u est dérivable sur R, done la fonction g est dérivable sur R par
composition et, pour tout réel x :

g'(z) =4 x v'(z) x u(z)*! = 122%(=® - 1)>.

3. Notons h la fonction =+ +/2x — 4 définie sur [2; +o0l.
Pour tout = €]2; +oc[, on a : h(z) = Ju(zx) ot u(z) =2z —4 > 0.
La fonction u est dérivable sur |2 ; 4+00], done la fonction h est dérivable sur
]2; +o0[ par composition et, pour tout x €]2; +o0f :

u'(z) 2 1

Ehor= 2ul) 2v2z—-4 2z-4

Application 24. Notons f la fonction définie pour tout réel = par :

flz) =zv222 + 1.

Déterminer la dérivée f/ de la fonetion f sur R.

4.1.3 Dérivée seconde

Définition 4.4. f est une fonction dérivable sur un intervalle I de R. La fonetion
f est dite deux fois dérivable sur I si la fonction dérivée f' est elle-méme dérivable
sur I. La dérivée de f', notée ", est appelée dérivée seconde de f.

Ezemple. Notons f la fonetion polynomiale définie pour tout x € R par :
f(z) =42 + 22 + 132+ 9.

f est dérivable sur R en tant que fonction polynéme et, pour tout réel x, on a
f(z) = 1222 + 42 + 13.

f’ est dérivable sur R en tant que fonction polynéme et, pour tout réel &, on a
f(z) =24z + 4.

Remargue. Pour tout n € N, on note f™) la dérivée n-iéme de la fonction f. En
particulier, on a f@ = f, f) = f, f(B) = " et ) = ™,

13
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4.2 Convexité

4.2.1 Définition

Définition 4.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Notons €
sa courbe représentative dans un repére du plan.

1. La fonction f est dite convexe sur I si, pour tous points distincts A et B de
€, le segment [AB] est situé au-dessus de la courbe €.

2. La fonction f est dite concave sur I si, pour tous points distincts A et B de
¢, le segment [AB] est situé en-dessous de la courbe €.

Fonetion conveze Fonetion concave

A A
'3

& B

Y
Y

(@) 0]

Remarque. Le segment [AB] s’appelle une corde de f. Ainsi, f est convexe (res-
pectivement concave) sur I si € est située en-dessous (resp. au-dessus) de toutes
ses cordes (voir 'exercice 4.4 pour une définition formelle).

Exemple. La fonection valeur absolue x +— || A
est convexe sur R car il apparait graphique-
ment que sa courbe représentative est située
en-dessous de toutes ses cordes (la courbe est
éventuellement confondues avec ses cordes). -

O

Remarque. Etudier la convexité d’une fonction [ sur un intervalle I, c'est
déterminer si la fonetion f est convexe, concave, ou ni convexe ni concave sur [.
Dans ce dernier cas, étudier la convexité de f sur I consiste a déterminer les plus
grands intervalles inclus dans I sur lesquels f est convexe ou concave.

4.2.2 Caractérisations des fonctions convexes dérivables

Propriété 4.6. Premiere caractérisation de la convexité
Soit f une fonetion dérivable sur un intervalle I de R.
1. La fonction f est conveze sur I si, et seulement si sa courbe représentative
est située au-dessus de toutes ses tangentes sur I.

2, La fonetion f est concave sur I si, et seulement si sa courbe représentative
est située en-dessous de toutes ses tangentes sur I.




4.2, Convexité

Démonstration #, La démonstration du sens réciproque fait 'objet de 'exercice

4.4, le sens direct étant admis.
O

Remargue. En pratique, pour étudier graphiquement la convexité d’une fonetion
dérivable sur un intervalle donné, il suffit d’'imaginer les tangentes a la courbe sur
ce méme intervalle, puis conclure selon leur emplacement (au-dessus ou en-dessous
de la courbe).

Ezemple. Les fonctions carré et exponentielle sont convexes sur R car il appa-
rait graphiquement que leurs courbes représentatives sont entierement situcées au-
dessus de toutes leurs tangentes sur K.

A A

- (} ‘, - - O -
Exemple. La fonction racine carrée est A

concave sur |0 ; +oo| car il apparait graphi-
quement que sa courbe représentative est
entierement située en-dessous de ses tan-
gentes sur |0; +ocl. 4

O

Y

&ﬁttentiﬂn !

La fonction racine carrée n’est pas convexe sur Ry tout entier,
mais uniquement sur RY ! En effet, sa courbe représentative n’admet pas
de tangente en (.

Ezemple. Il apparait graphiquement que la
fonction inverse est :

Y

concave sur | — oo ; 0[; 0

— convexe sur |0; +ool.

Ezemple. 1l apparait graphiquement que la
fonetion cube est ni convexe ni concave sur
R. Par contre, il semblerait gu’elle soit : -

— concave sur | —oo; 0]; (0]

convexe sur [0; +ool.

15
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Propriété 4.7. Deuxiéme caractérisation de la convexité
Soit une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle I de R.

1. La fonction f est convexe sur I si, et seulement si, sa dérivée f' est
w } Al - - - - - - _fr
croissante sur [, c’est-d-dire si, et seulement si sa dérivée seconde " est
positive sur I.

2. La fonction f eslt concave sur I si, et seulement si, sa dérivée f' est
décroissante sur I, c¢’est-a-dire si, et seulement si sa dérivée seconde f"
est négative sur 1.

Démonstration. Soit une fonetion f deux fois dérivable sur un intervalle I de R
et soit @ € [. Dans un repére du plan, on note % la courbe représentative de la
fonction f et T, la tangente & € au point d’abscisse a. Notons que l’équation
réduite de la droite T, est donnée par y = f'(a)(z — a) + f(a).

Dans cette démonstration, on démontre uniquement le sens réciproque, le sens
direct étant admis.

1. Supposons que pour tout x € I, on a f”(x) > 0 et montrons que la fonction
f est convexe sur /.
Notons ¢ la fonction définie sur I par :

p(@) = f(z) — (f'(a)(x — a) + f(a)) = f(z) — f'(a)(z — a) — {(a).

La fonction ¢ est deux fois dérivable sur [ et, pour tout x € I, on a :

¢'(x) = f'(z) — f'(a) et ¢"(z) = f"(2).

Pour tout x € I, puisque f”(z) > 0, alors ¢"(z) > 0 et done la fonction ¢’
est croissante sur [.

Or ¢'(a) = 0, donc la fonction ¢’ est négative sur l'intervalle | — oo ; a] et
positive sur I'intervalle [a; +oo]. Par conséquent, la fonetion ¢ est décrois-
sante sur l'intervalle | — 0o ; a] et croissante sur I'intervalle [a ; +o0.

Or ¢(a) = fla) — f'(a)(a — a) — f(a) = 0, done le minimum de la fonetion
¢ est égal a 0, donc pour tout = € I, ¢(z) = 0, c’est-d-dire :

f(@) = f'(a)(x — a) + f(a).

Cette inégalité traduit le fait que la courbe € est au-dessus de sa tangente
T, sur l'intervalle I. Ceeci étant vrai pour tout a € I, on a donc montré
que €y est au-dessus de toutes ses tangentes sur /. D’apres la premiére
caractérisation de la convexité, f est convexe sur 'intervalle [.

2. Se démontre de maniére strictement analogue.
0
Remarque. En pratique, pour étudier la convexité d'une fonction f deux fois dé-

rivable dont expression est donnée, on détermine sa dérivée seconde f” puis on
conclut selon son signe.

(]
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Ezemple. 1. On note f la fonction carré z + ° définie sur R.

(&

La fonction f est deux fois dérivable sur R et pourtoutz € R: f"(z) =2 > 0.
On peut donc déduire que la fonction carré est convexe sur R.
On note f la fonction exponentielle x +— e* définie sur R.

La fonction f est deux fois dérivable sur R et pour tout = € R : f"(z) = €.
On peut done déduire que la fonction exp est convexe sur R.

3. On note f la fonction racine carrée x —» /x définie sur R,.
Lai fonction f est deui{ fois dérivable sur R’ et pour tout x € R} : f'(z) =
—— et f'(z) = ———= < 0.
57 )= 75 <
On peut donc déduire que la fonction racine carré est concave sur R .
e |
4. On note f la fonction inverse x — — définie sur R*.
%
, 1
La fonction f est deux fois dérivable sur R* et pour tout x € R* : f'(z) = ——
x
2
et f'(z) = —.
I
On dresse le tableau de signes de f" sur R*.
—00 0 +00
2
= +
On peut done déduire que la fonetion inverse est concave sur | — co; 0[ et
convexe sur |0; +ool.
5. On note f la fonction cube x + x* définie sur R.
La fonction f est deux fois dérivable sur R et pour tout z € R : f"(z) = 6.
On dresse le tableau de signes de f" sur R.
T —00 0 +0o0
G s 0 +
On peut donc déduire que la fonction cube est concave sur | — oo; 0] et
convexe sur [0; +ool.
Ezemple. La fonction f : x — x* est convexe A

sur R. En effet, pour tout z € R, on a f'(z) =
42 et f"(x) = 1222, donc f"(x) > O car T
12 > 0 et =2 > 0.

Graphiquement, il apparait clairement que f
est convexe sur R car sa courbe représentative +
se situe entierement au-dessus de toutes ses

tangentes sur R. 0

n
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Application 25. On a tracé ci-dessous la représentation graphique ¢ de la
dérivée seconde f" d’une fonction f définie sur [0; +o0o.

et

L J

1o} I
_1 _._\/‘2

Parmi les propositions suivantes, préciser laquelle est vraie en justifiant.

1. f est concave sur [1; 2. 3. f est convexe sur [0; +ocl.

2. f est convexe sur [0; 2]. 4. f est concave sur [0; +o0l.

4.2.3 Point d’inflexion

Définition 4.8. Un point d'inflevion de la courbe représentative d’une fonction
est un point oii la courbe traverse sa tangente.

Ezemple. La tangente a la courbe représen-
tative de la fonction cube  — x% au point
O(0: 0) est I'axe des abscisses. 4
Il apparait graphiquement que la courbe re-

présentative de la fonction cube traverse sa 0
tangente en O. Le point O est done un point -+
d’inflexion de la courbe représentative de la
fonction cube.

Remarque. 1. Au point d’inflexion, la fonction change de convexité. Une courbe
peut admettre plusieurs points d’inflexion.

2. Une fonction convexe ou concave n’admet pas de point d’inflexion.

Propriété 4.9. Caractérisation d’un point d’inflexion

Soit [ une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I de R, et soit a € 1.
Le point A(a; f(a)) est un point d’inflexion de la courbe représentative de f si,
et seulement si, f"(a) =0 et f" change de signe en a.

Démonstration. Dire que f” s’annule en changeant de signe en a équivaut a dire
que f’' change de sens de variation en a, qui équivaut a dire que f change de
convexité en a d’aprés la propriété 4.7, qui équivaut a dire, par définition, que le
point A(a; f(a)) est un point d’inflexion de la courbe représentative de f.

O
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Ezemple. On note f la fonetion cube z +— % définie sur R.
On rappelle le tableau de signes de f” sur R.

T —00 0 +00

() - & &

On a f"(0) = 0 et f" change de signe en 0, done le point O(0; f(0)) c’est-a-dire
0O(0; 0) est un point d’inflexion de la courbe représentative de la fonction cube f.

éAttenticm !

La seule condition f”(a) = 0 n’implique pas en générale que le
point A(a; f(a)) est un point d’inflexion! C’est vrai si en plus f”
change de signe en a. Par exemple, la fonction f : z — z? est telle que
f”(0) = 0, mais la courbe représentative de f n’admet pas de point d'in-
flexion en 0 car f est convexe sur R.

Application 26. Notons f la fonction définie pour tout réel = par :
f(z) = 522>,

La courbe représentative € de f est proposée dans le repére orthogonal du plan
ci-dessous.

1 1 1 1 1 I
] 1 ! I I I ! I

—8 = =6 =5 -4 =3 =2 —1

Y

1. Par lecture graphique, conjecturer la convexité de f sur R ainsi que 'existence
d’éventuels points d’inflexion.

2. Calculer EI._I] f(x) et lim f(x).

—++o0
3. (a) Pour tout réel z, montrer que : f'(z) = Sz(z + 2)e”.
(b) Etudier le signe de f' sur R.

(¢) Déterminer le sens de variation de f sur R et dresser son tableau des
variations complet.

4. (a) Pour tout réel x, montrer que : f"(z) = 5(z® + 4x + 2)e*.
(b) Déterminer le signe de la fonction f” sur R.

(¢) Retrouver les résultats conjecturés a la question 1.



Chapitre 4. Complément de dérivation et convexité

4.3 Exercices

Exercice 4.1 (Sujet bac, Métropole, 2021). Les deur parties de cet exercice
sont indépendantes.

Partie A

On donne ci-dessous, dans le plan rapporté a un repére orthonormé, la courbe %"
représentant la fonetion dérivée f' d'une fonction f dérivable sur R.

Répondre aux questions suivantes par lecture graphique uniquement.
1. Conjecturer le sens de variation de la fonetion f sur E.

2. Conjecturer la convexité de la fonction f sur E.

Partie B

On admet que la fonetion f mentionnée dans la partie 1 est définie pour tout réel
x par :

f(@) = (x +2)e ™.
On note € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
1. Déterminer la limite de f en —co.
2. (a) Montrer que, pour tout nombre réel z, on a : f(x) = Ex; + 2e7%,
(b) En déduire la limite de f en +cc.

(c) Justifier que la courbe ¥ admet une asymptote que 'on précisera.

3. (a) Montrer que, pour tout nombre réel =, on a :
(@) = (—z—1)e=.

(b) Dresser le tableau des variations de f sur R.

(¢) Montrer que I'équation f(z) = 2 admet une unique solution a sur
l'intervalle [-2; —1].
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4. (a) Déterminer, pour tout nombre réel x, 'expression de f"(z) et étudier
la convexité de la fonction f sur R.

(b) Que représente pour la courbe % son point A d’abscisse 07

Exercice 4.2 (Type bac). On note f la fonetion définie pour tout réel z par :

et —1

f(z) = ze® +1°

On désigne par ¢ sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.

Question préliminaire. Montrer que pour tout réel x, xze® +1 > 0.

Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire
Notons g la fonction définie pour tout réel par :

glz) =z +2—€".

=

. Déterminer la limite de g en —o0 et en +oco.

[

. Dresser le tableau des variations de g sur R.

e

(a) Montrer que I’équation g(x) = 0 d’inconnue = € R admet exactement
deux solutions sur K.
On notera « et 3 les solutions avec e < f3.

(b) Déterminer un encadrement de 3 a 1072 pres,
4. En déduire le signe de g sur R.

Partie B. Etude de la fonction f

1. (a) Déterminer la limite de f en —co et en +o0.
(b) Interpréter graphiquement les résultats trouvés.

2. (a) Montrer que, pour tout réel x, on a :

Fz) = e*g(x)

— (ze® 4+ 1)2°
(b) En déduire le tableau des variations de la fonction f sur R.
3. (a) Etablir que f(8) = ,-Bm-lri-

(b) En utilisant 'encadrement de 3 établi dans la question 3 de la partie
A, donner un encadrement de f(3) d’amplitude 102,

b

. Déterminer une équation de la tangente T' a % au point d’abscisse 0.

o

(a) Etablir que, pour tout réel z, on a :

_ (z + Dw(x)

@) -z zeT +1

avec w(x) = €* — ze* — 1.
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(b) Etudier le sens de variation de la fonction w sur R.
(¢) En déduire le signe de w sur R.

(d) Déduire des questions précédentes la position relative de la courbe ¢
et la droite T'.

6. On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur R et on donne dans le
repére orthogonal ci-dessous la courbe € représentative de la fonction f”.

A

Par lecture graphique uniquement et en justifiant, étudier la convexité de f
sur R.

Exercice 4.3. Soit n un entier naturel. On note f, la fonction définie pour tout
réel x par :

o) = =

On note %, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonorme.

+ nx.

- o . . e . * 3 . s - i i
1. Déterminer les expressions algébriques des fonctions f], et f.
2. Déduire que si n = 1, alors la fonction f,, est strictement croissante sur R.

3. Démontrer que la courbe %, admet un seul point d’'inflexion dont on déter-
minera les coordonnees.

Exercice 4.4. # (Théoréme des accroissements finis). Pour les besoins de
cet exercice, les deux propriétés ci-dessous seront admises.
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Théoréme des bornes atteintes'. Soient a et b deux réels tels que a <
b. Si f est une fonction continue sur l'intervalle [a; b], alors f admet un
minimum et un maximum sur [a; b|.

— Condition nécessaire d’existence d’un extremum local?. Soit f une
fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et soit @ € I. Si f admet un
extremum local en a, alors f'(a) = 0.

Partie A. Théoréme de Rolle
Soient a et b deux réels tels que a < b, soit f une fonction continue sur [a; b],

dérivable sur |a; b[ et telle que f(a) = f(b).
On souhaite démontrer dans cette partie qu'il existe ¢ €|a; b tel que f'(¢) = 0.

Jie) =

Fla} = f{b) [-=e

Y

e e

I
[
I
1
a

(@)

= ——

1. Examiner le cas ol f est constante sur [a; b].

2. On suppose dans cette question que f n’est pas constante sur [a; b]. Il existe
done ty € [a; b] tel que f(tg) # f(a), c’est-d-dire tel que f(ts) > f(a) ou
f(to) < f(a).

On supposera dans la suite que f(ty) > f(a) (I'autre cas se traite de maniére
analogue).

(a) Montrer qu’il existe ¢ € [a; b] tel que pour tout = € [a; b, f(z) < f(e).

(b) Déduire que f(a) < f(c) puis que ¢ €]a; bl.

(¢) Conclure en sachant que la fonction f admet un maximum local en e.
Application. Soit f une fonction dérivable sur [—1; 1] et telle que f’ est continue

sur [—1; 1)
Notons g la fonction définie pour tout = € [—1; 1] par :

g(x) = 2z 4+ = + f(z).

On suppose que f(—1) = f(0) = f(1) =0.
Montrer qu'il existe x €] — 1; 1] tel que g¢'(¢) = 0.

1. Dans le supérieur, le théoréme des bornes atteintes s’@nonce élégamment en ces termes ;
toute fonetion continue sur un segment y est bornée et atteint ses bornes,

2. On rappelle qu'une fonction f définie sur un intervalle I admet un maximum loeal en
un réel a de [ s'il existe un intervalle ouvert J inclus dans I contenant @ tel que, pour tout
ze J, flz) < f(a). On définit de méme un minimum local en inversant le sens de I'inégalité. Un
extremmum local est un maximum ou un minimum local,



a4

Chapitre 4. Complément de dérivation et convexité

Partie B. Théoréeme des accroissements finis

Soient a et b deux réels tels que a < b, soit f une fonction continue sur [a; b] et
dérivable sur |a; b[.
On souhaite démontrer dans cette partie qu'il existe ¢ €|a; b| tel que :

Fio=10-1@

0

f(b) — f(a)

Pour ce faire, on note g la fonction z — f(xr) — —————(z — a) définie sur

b—a
[a; b].

1. Montrer que la fonction g vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle.

2. Appliquer alors le théoréme de Rolle a la fonction g puis conclure.
Application. Soient [ un intervalle de R, a € I et f une fonction définie sur [ a
valeurs dans R. Montrer que si :

— f est continue sur [,

— f est dérivable sur I'\{a},

— f" admet une limite € en a,
alors f est dérivable en a et f'(a) = £.

Exercice 4.5. # (Convexité). L'objectif de cet exercice est de transerire formel-
lement la définition graphique de la convexité d'une fonetion (définition 4.5), de
démontrer le sens réciproque de la premiére caractérisation de la convexité d'une
fonction dérivable (propriété 4.6), puis de démontrer 'inégalité de Jensen.

Partie A. Définition formelle

1. Soit I un intervalle de R, soit f une fonetion définie sur I et soient x et y
deux réels de [.

(a) Montrer que le segment d’extrémités x et y est 'ensemble des réels de
la forme (1 — M)z + Ay, ol A € [0; 1].
On montre de maniére strictement analogue que le segment d’extrémités

f(z) et f(y) est 'ensemble des réels de la forme (1 — A) f(z) + Af(y),
on A€ [D;1].
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(b) En notant A et B les points de coordonnées respectivement (z; f(x))
et (y; f(y)), déduire 'ensemble des points définissant le segment [AB].

| I — %

FA=Nz+ M) F-——+
(1= N)f(2) + M) |-~
J(x) =

L J

I
I
I
I
I
I
I
I
1
O T (1 —MNa+ Ay y

2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Notons % sa courbe
représentative dans un repere du plan. Par définition :

— f est convexe sur I si € est en-dessous de toutes ses cordes sur [,
c'est-a-dire, d’apres la question 1, si :

Vz,ye I, YA€ [0;1], f((1-A)z+ M) <(1-A)f(z)+ Af(y);

(I=Xf(=) +Af(v) F————=

f(A=Nz+dy) f=m==
1 |

0] T (1=Az+ My

|
I
|
|
|
|
I
|
|
u

[ est concave sur I si % est au-dessus de toutes ses cordes sur [, ¢'est-
a-dire, d'apres la question 1, si :

Ve,yel, YAe[0;1], f((1—Nz+My) = (1-N)f(z)+ Af(y)

En utilisant la définition ci-dessus, montrer que la fonction :

(a) = — |x| est convexe sur R;

1
(b) @ +— — est convexe sur R}.
T

Partie B. Premiére caractérisation des fonctions
convexes dérivables

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

La premiére caractérisation de la convexité (propriété 4.6) prétend que f est
convexe sur [ si, et seulement si la courbe représentative de f est située au-dessus
de toutes ses tangentes.

Montrer le sens réciproque de cette propriété (le sens direct est admis).
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Partie C. Inégalité de Jensen

1. Soit f une fonction convexe sur un intervalle [ de R et soit n € N*.
Montrer que pour tous z1, ..., zn € I et A1, ..., An € [0; 1] tels que
)L] +'**+)'tn,= | B

I (z )\k-'rk) < Z}\kf(xk)-
k=1 k=1

2. Application. Les deux questions qui suivent sont indépendantes.

(a) Etablir I'inégalité suivante valable pour tout n € N* et pour tous a;,
ey y €]0; 1) telsque ay + -+ +a, =1:

n 2 2 2
5 (o ) 2 €222
im1 13 il

(b) Montrer que pour tous n € N*, a €]0; +oc[ et b€ [0; +o0 :

Ll

1 1
— > (n+1) ;
J.:Z:l]a—'_kb ﬂ+gb




Chapitre 5

Fonction logarithme
népérien

5.1 La fonction logarithme népérien

5.1.1 Définition

Définition 5.1. Pour tout réel a > 0, U'unique solution' de Uéquation ¢* = a
d’inconnue x € R est appelée logarithme népérien de a et est notée In(a).

Ezemple. L'équation €* = 5 d’inconnue x € R admet une unique solution par
définition. Il s’agit de In(5). A 'aide de la calculatrice, on peut obtenir une valeur
approchée de In(5) : In(5) = 1, 61.

Définition 5.2. On appelle fonetion logarithme népérien, notée In, la fonction
définie sur |0; +oo| qui, a tout nombre réel x > 0 associe le réel In(z).

In: ]J0; 400of — R
z — In(z)

Remargue. 1. Pour simplifier, on note parfois Inz au lien de In(x). Cependant,
pour éviter toute ambiguité, la notation avec la parenthése est i privilégier.

2. Par abus de langage, on parle souvent de « fonction logarithme » au lien de
fonction logarithme népérien.

&Attentiun !

Le logarithme népérien d’un nombre réel négatif n’a pas de sens ! Le
logarithme népérien d’un réel strictement positif peut étre toutefois négatif.

1. Pour tout réel a > 0, I'existence et 'unicité de la solution sur R de I'équation e* = a
proviennent de "application du corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires 4 la fonection
T et
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Par exemple, a l'aide de la caleulatrice, on trouve : In(0,5) =~ —0,7 < 0 et
| n(0,0002) ~ —8,5 < 0.

5.1.2 Conséquences de la définition

Les propriétés suivantes sont des conséquences immediates de la définition de
la fonetion logarithme népérien.

Proprieté 5.3. 1. Pour tout x € R et pour tout réel y > 0, on a :
=y = o=Tnly)

2. Pour tout réel z > 0, on a : ™®) =z,

3. Pour tout x € R, on a : In(e*) = z. En particulier :

In(1) =0, In(e)=1 et In (%) = -1,

Ezemple. €™? =2 et In(e?) = 2.

5.1.3 Représentation graphique

La représentation graphique %), de la fonction logarithme népérien sur l'inter-
valle ]0; +oo[ est donnée ci-dessous dans un repére orthonormé :

p)

1 SR ﬁﬂ
b : —

P 2¢ 4 6 8

-9

-5

Cette courbe représentative %, se déduit simplement de la courbe représenta-
tive de la fonction exponentielle grice au résultat suivant :

Propriété 5.4. (admise) Les courbes représentatives des fonctions exponen-
tielle et logarithme népérien sont symétriques par rapport d la droite d’'équation
y = x dans un repére orthenormé.
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5.2 Propriétés algébriques du logarithme

5.2.1 Relation fonctionnelle

Propriété 5.5. Relation fonctionnelle
Pour tout réel x > 0 et pour tout réel y >0, on a :

In(z x y) = In(z) + In(y).

Démonstration. Soient x et y deux réels strictement positifs.

On a d'une part :
(@) +in(y) _ In(x) o n(y) _ o o y (1)

et d’autre part :
Ehl(a-xyj —Tx7, (2}

il vient donc de I'égalité entre (1) et (2) que e™(**¥) = (@) Hn(¥) goit 2 In(zxy) =
In(z) + In(y), d’ot le résultat.
O

Remarque. On peut généraliser la propriété 5.5 : pour tout entier n > 1 et pour
tous réels strictement positifs 1, xo,...,zn, on a:

In(zy x 3 % -~ x,) = In(zy) + In(zs) + - - - + In(z,).
Ezemple. In(6) + In(3) + In(2) = In(6 x 3 x 2) = In(36).

éAtt.entiﬂn !

Il faut veiller 4 ne pas confondre la relation fonetionnelle de la fonetion In
avec celle de la fonction exponentielle qui est :

pour tous z, y € R, €Y = e x €Y.

Remargue. On dit que la fonction logarithme népérien transforme les produits en
sommes tandis que la fonction exponentielle transforme les sommes en produits.

5.2.2 Propriétés algébriques

Les propriétés algébriques de cette section sont des conséquences de la propriété
9.9,

Propriété 5.6. Pour tout réel x > 0 et pour tout réel y > 0, on a :

1. In (g) = In(x) — In(y)

2. In (é) — —In(z)

2. On utilise le résultat suivant : pour tous réels T et y, e =¥ — z = y.
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Démonstration. Soient = et y deux réels strictement positifs.

1. En utilisant la propriété 5.5, on a :

In(z) = In (E X y) =In (E) + In(y),
y y

T
done In (-) = In(x) — In(y) et la premiére égalité est établie.
u
2. La deuxiéme égalité se déduit immédiatement de la premiére :

In (%) =In(1) — In(z) = 0 — In(z) = — In(z).

Propriété 5.7. Pour tout réel x > 0 et pour tout n € £, on a :

In (z") = nln(z).

Démonstration. Soient x un réel strictement positif. Montrons par récurrence que
tout entier naturel n, on a In (z") = nIn(z).
Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété «In (z") = nln(z) ».

— Initialisation. On a d’une part In(z°) = In(1) = 0 et d’autre part 0 x In(z) =
0, donc In(z") = 0 x In(x) et ainsi P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n+ 1) est vraie,
c’est-i-dire que In (z"*!) = (n + 1) In(z).
On a:

In (z"*!) = In(z"™ x )
= In(z") + In(x) d’aprés la propriété 5.5
= nln(x) + In(x) par H.R.
= (n + 1) In(zx)-

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : ¥n € N, (P(n) =
P(n+ 1)), done P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Sin< -1,onaln(z") =In 8 = —In(z™ ") d'aprés la deuxiéme égalité

.'.E_“
de la propriété 5.6. Or —n = 1, donc en faisant appel au cas précédent, on a

In(z™) = —nlIn(x), d'ou In(z") = = In(z™) = nln(z).

Finalement, nous avons montré que |'égalité est verifiée pour tout n € £Z.
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Remargque. De maniére plus générale, on admet 'égalité In(z¥) = ylIn(x) pour
tout réel > 0 et pour tout réel y. Cette propriété sera utilisée pour résoudre des
équations et inéquations comportant des puissances (voir application 29).

Propriété 5.8. Pour tout réel x >0, on a :

o) %ln{z].

Démonstration. Soit x un réel strictement positif. En vertu de la propriété 5.5, on
a:

In(z) = In(vz x Vx) = In(vz) + In(vz) = 2In(v/z)

et ainsi In(y/z) = % In(zx).

O
Ezemple. 1. In (%) = —1In(2) 3. In(v/5) = %ln{ﬂ}
3
2. In (1) = In(3) - In(4) 4. 2In(3) = In(32) = In(9)

Ezemple. In(3 — v/5) + In(3 + v/5) = In [(3 — v5)(3 + V5)] = In (3% — (v5)?) =
In(9 — 5) = In(4).

Application 27.

1. Simplifier les expressions ci-dessous.

(a) 3In(2) + In(5) — 2In(3) (b) In(e?) — In (‘g‘)

2. Vérifier les identités suivantes.
(a) VzeR, In(e* +1) —z =In(1l + ™)
(b) Vz € R, In(z + V1 + 22) = —In(v1 + 22 — )

5.3 Etude de la fonction logarithme népérien

5.3.1 Continuité et dérivabilité

Propriété 5.9. Dérivabilité de In
La fonction logarithme népérien est dérivable sur Uintervalle |0; +oc| ef, pour
tout = €]0; +o0[, on a :

In'(z) = %

9N
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Démonstration. On admet que la fonction logarithme népérien est dérivable sur
I'intervalle |0 ; +o0|.
On note [ la fonction définie pour tout réel = > 0 par :

flz) = @) _ o

D’apreés la propriété 5.3, puisque pour tout réel x > 0, e'™(*) = z, la fonction f est
la fonetion nulle. Sa dérivée est également la fonction nulle.
On note In’ la fonction dérivée de la fonction In. Alors, pour tout réel = > 0 :

f'(z) = In'(z)e™= —1 =0,

i 2 . 1
c’est-a-dire In’(z)e™(®) = 1, soit In’(z) x & = 1, soit encore In'(z) = =
O

Remarque. D’apres la propriété 3.4, puisque la fonction In est dérivable sur |0; +oc0,
elle est continue sur |0; 4+ocof[. Par conséquent, pour tout réel a > 0, on a :
lim In(z) = In(a).

=¥l

Ezemple. Notons f la fonction x — o) définie et dérivable sur |0; +oo.
T
Pour tout z €]0; +o0f, on a :
1
" ;xfc—in[m}xl 1 — In(z)
fay=2— 5 =170

5.3.2 Variations, équations et inéquations

Propriété 5.10. Variations de In
La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur lintervalle
10; +ool.

Démonstration. On note f la fonction x — In(z) définie sur J0; +oc[. Alors, pour

1 2
tout = €]0; +oof, on a f'(x) = — d’aprés la propriété 5.9. Or, pour tout = €
T

1 : ; .
]0; 400, = > 0, done la fonction f est strictement croissante sur |0; +oof.
T
O

La propriété ci-dessous est une conséquence de la stricte croissance de la fone-
tion In sur l'intervalle |0 ; +oc].

Propriété 5.11. Pour tout réel x > 0 el pour tout réely >0, on a :
1. In{x) =In(y) <=z =1.
2 In(z) <In(y) =z <y.
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Ezemple. On souhaite résoudre I'équation 3In(z) — 4 = 8 d’inconnue z € R.

— On commence par déterminer 'ensemble de définition £ de I'équation : il
est nécessaire que = > 0, done E =]0; +o0].

On résout ensuite 'équation sur E =]0; +o0c| en se ramenant & une équation
de la forme In(u(z)) = In(v(x)) ol u et v sont deux fonctions & déterminer
strictement positives sur E.

Pour tout z € F,on a :

3ln(z) —4=8 < 3In(z) =12

— ln(x):%:ﬁl

&= In(z) =In(e') (forme souhaitée)
> z=c¢lek.

Finalement, 'ensemble S des solutions de 'équation est S = {el}.

Ezemple. On souhaite résoudre I'équation e3*~! = 3 d’inconnue z € R,

Pour ce faire, on compose par la fonction In de part et d’autre de I'égalité.
Pour tout réel x, on a :

31 =3 = In(e**~!) = In(3)
<> Jz—-1=In(3)

. In(3) + 1

— T 3

Finalement, 'ensemble & des solutions de I'équation est & = {% }

Application 28, Résoudre les équations et inéquations ci-dessous d’inconnue x €

R.

In(1 + 3z) = In(z + 1).
In(1 - z) = In(z — 2).
In(6z — 1) > 2.

e +e*—6>0
(2—z)In(z+3)>0

e el oy s

o

Application 29. Résoudre les équations ci-dessous d'inconnue = € R.

1. 65 =2 9. e¥etetl =9
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5.3.3 Limites

Propriété 5.12. (admise)

1. lim In(z) = —oco. 2. lim In(z) = +oo.
x—04 T—r+o0
Remarque. 1. Par symétrie, ces limites se déduisent graphiquement de celles de

la fonetion exponentielle.
i 1i151+ In(z) = —co signifie que la droite d’équation = = 0 (c’est-a-dire 'axe
Az

des ordonnées) est une asymptote verticale i la courbe représentative de la
fonetion In.

Remarque. On peut dresser le tableau des variations de la fonction logarithme
népérien sur l'intervalle J0; 400 :

T 0 1 e +0o0
In’(z) +
1= el
&

A partir du tableau des variations ci-dessus, on déduit alors le signe de la fonction
logarithme népérien sur l'intervalle |0 ; +o0f :

x 0 1 +00

In(x) — 0 +

Application 30. Calculer les limites suivantes.

1. lim(In(z)? — In(z)) . 3+In(z)
s * o Thale)
2. m_l_ililm(ln{a:}z — In(z)) 4. x-liTm(]n('r)z —2In(z) + 1)

Propriété 5.13. 1. lim zln(z) =0
z—0+

9 lim 2

T—rtoo L

=1




5.3. Erude de la fonction logarithme népérien

Démonstration.
1. Ona: lim zln(z) = lim €™®) In(z).
z—0+ =0t
Puisque lim In(z) = —ocet lim ze® = 0d’aprés la propriété 2.19, il vient
z—0+ T—4—00

par composition de limites (exercice 2.3.) : Ii]:lr]lI zIn(z) = 0.
=T

2. Ona: lim g} = lim ln(i}.
z—+oo I z—r+oo elnl(F)
-
Puisque lim In(x) = 400 et lim — = 0 d’aprés la propriété 2.18, il
E—r00 x—r+oo T
. . o . In(x) :
vient par composition de limites (exercice 2.3.) : L Ty = 0, s=oit :
=400 I
(W]
e b : . In(z
Remargue. Ona lim — = 4ooet lim In(z) = —oo, done lim = —00 par

=0t T =0+ z—=0t T
produit de limites.

Le théoréeme de ecroissances comparées suivant genéralise la propriété préce-
dente.

Théoréme 5.14. Théoréme des croissances comparées avec In (admis)
Soit un entier n strictement positif.

1. lim z™Iln(z) =0 2 lim In(x) =0

0t

T—p0on T

Application 31. Calculer les limites suivantes.

1. lim (2% -3z —In(z)) 9 i n)

r—r4o0 Z—+00 T + 1

5.3.4 Convexité

Propriéte 5.15. Convexité de In
La fonetion logarithme népérien est concave sur Uintervalle |0; +ocl.

Démonstration. On note f la fonction x + In(z) définie sur |0; +o00[. Alors, pour

1 1
tout z €J0; +oof, on a f'(z) = = iz = g 0, donc la fonction f est

concave sur |0; +ool.
O
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5.3.5 Dérivée de In(u)

La propriété suivante est une conséquence immeédiate de la propriété 4.2.

Propriété 5.16. Dérivabilité de lnou
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I de R.
Alors la fonetion Inou : = — (Inou)(z) = In(u(z)) est dérivable sur I et sa
dérivée est la fonction définie sur I par :

L
(now) = =

Ezemple. Notons u la fonction x — z* + 1 définie et dérivable sur R & valeurs dans
. et notons f la fonction x + In(u(x)) définie sur R.
u'(z) 2z

Alors f est dérivable sur R et pour tout € R, on a f'(x) = @ =
u(x x

Application 32 (Etude de fonction). Notons f la fonetion définie pour tout
z € |-1/2; +oo| par :

f(z) = 2% — 5z + In(2z + 1).

On donne ci-dessous, dans un repére orthonormé, la courbe représentative €y de
la fonetion f, ainsi que la tangente T i la courbe % au point d’abscisse 0.

A

i

1. On répondra dans cette question uniquement i I'aide du graphique.

1
(a) Conjecturer la limite de f en —= et en +oc.

2
(b) Conjecturer le sens de variations de f sur 'intervalle |—1/2; +oo0l.

(¢) Déterminer graphiquement une équation de la droite T'.

2. Cette question vise & démontrer par le calcul les résultats précédents.



5.4. Exercices

(a) Calculer lim f(z)et lim f(z).
z(—1)t z—r+oc

4z — 8z — 3
(b) Justifier que pour tout z € |-1/2; 4+oof, on a : f'(z) = T?a’:T

(¢) Déduire le tableau des variations de f sur |—1/2; 4o0].

(d) Déterminer une équation de la droite 7.

5.4 Exercices

Exercice 5.1 (Sujet bac, Métropole, 2023). On note f la fonction définie
pour tout réel = par :
flz) =In(1+e77).

On note ¢ sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan. La courbe
¢ est tracée ci-dessous.

1. (a) Déterminer la limite de la fonetion f en —oc.

(b) Déterminer la limite de la fonction f en +oo. Interpréter graphiquement
ce résultat.

(¢) Pour tout nombre réel z, montrer que :

-1
1+e*

f(@)=

(d) Dresser le tableau des variations complet de la fonetion f sur R.
2. On note Ty la tangente a la courbe % en son point d’abscisse 0.
(a) Déterminer une équation de la tangente Tj.

(b) Montrer que la fonetion f est convexe sur R.
(¢) En déduire que, pour tout nombre réel z, on a : f(z) > —%:r: + In(2).

3. Pour tout nombre réel a différent de 0, on note M, et N, les points de la
courbe ¥ d’abscisses respectives —a et a. On a donc : My(—a; f(—a)) et

Nala; f(a)).
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(a) Montrer que pour tout nombre réel z, on a : f(z) — f(—z) = —=z.
(b) En déduire que les droites Ty et (M,N,) sont paralléles.

Exercice 5.2 (Sujet bac, Métropole, 2007). On note f la fonction définie
pour tout z €] — 1; +o0[ par :

In(1 + x)

==y

On note ¢ la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du plan.
Partie A

1. Montrer que pour tout & €] — 1; 4o0[, on a :

In(z+1) + 2% + 22
LY 0 -
A e e

2. Notons N la fonction définie pour tout = €] — 1; +o0| par :
N(z) =In(z + 1) + z* + 2z.

(a) Déterminer la limite de N en —1 et en +oc.

(b) Montrer que la fonction N est strictement croissante sur | — 1; 4o0].
(¢) Caleuler N(0) puis déduire le signe de la fonction N sur | — 1; +o0].
(d) Dresser le tableau des variations de f sur | — 1; +o0.

3. Caleuler les coordonnées du point d’intersection de la courbe %" et la droite
d’équation y = x.

Partie B

1. Démontrer que si « € [0; 4], alors f(z) € [0; 4].
2. On note (u,) la suite définie par ug = 4 et, pour tout n € N, wu,4y = fluy).

(a) Montrer que pour tout n € N, on a :

0 “E 'Lln_+1 ‘:_: Up ‘7'_: 4.

(b) Démontrer que la suite (uy) est convergente. On désigne par £ sa limite.
(¢) Déterminer la valeur de £.

Exercice 5.3 (Sujet bac, Nouvelle-Calédonie, 2019). On note f la fonction
définie pour tout z € [0; +oo[ par :

f(:.c):]_u(3m+1).

x+1

On note ¥ la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.



5.4. Exercices

A ¢
A t
0 1 2 3 4 5

Partie A
1. Déterminer HI_!I_I f(z) et en donner une interprétation graphique.
I o O

2. (a) Démontrer que, pour tout nombre réel x positif ou nul :

2
(z+ 1Bz +1)

f'@) =

(b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo.

Partie B
Notons (u,) la suite définie par uy = 3 et, pour tout entier naturel : u, 1 = f(uy,).

; z ; h
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 5 < Uny1 < Up.

2. (a) Démontrer que la suite (u,) est convergente. On notera £ sa limite.

(b) Montrer que f(£) = £.

Partie C

L’objectif de cette partie est de déterminer une valeur approchée de £.
On introduit pour cela la fonction g définie pour tout = € [0; +o0| par :

g(z) = f(zx) — .
On donne ci-dessous le tableau des variations de la fonction g sur [0; +oc| ol
Tp = —“2%/‘? ~ 0,215 et g(zp) = 0,088, en arrondissant & 1073,
x 0 To +oo
g(xo)
’ / \
0 —00

1. Démontrer que 'équation g(z) = 0 admet une unique solution strictement
positive, On la note a.
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2. (a) Recopier et compléter la fonction Python ci-dessous nommée £ afin
qu’elle renvoie la valeur f(z) pour un réel z positif donné en argument 3.

1 |def £(x):
2 TREBREIL: oo mimnin. o w w0 i m aa w wa a  R

(b) Recopier et compléter le programme Python ci-dessous afin qu'il affiche
une valeur approchée de a par excés a 0,01 prés.

l|lx = 0.22

pf - T 1 T e e 3
3 x =x + 0.01
1|print (x)

(¢) Donner la valeur affichée par le programme ci-dessus.

3. En déduire une valeur approchée a 0,01 pres de la limite £ de la suite (u,,).

Exercice 5.4 # (Série harmonique). L'objectif de cet exercice est de montrer

que la série harmonique, c'est-i-dire la suite (h,) définie pour tout entier n > 1
n

par : h, = l?
k
k=1

1. On note f et g les fonctions définies pour tout = € [0; +oo[ par :

est divergente.

:I.'z
f(z)=In(l+z)—z et glz)=Iln(l+z)—z+ 5

On admet que xl:rllwf(m] = —00 et mlﬂlm glz) = +oc.

(a) Dresser le tableau des variations de f sur [0; 400/
(b) Dresser le tableau des variations de g sur [0; +o0/.
(c¢) Déduire les inégalités suivantes valables pour tout réel = > 0 :
W2
T- 5 <lh(l+z) <z

2. (a) Montrer que pour tout entier £ > 1, on a :
1 1
—— <In(k+1) —In(k) < —-.
a1 Sinke+1) —ln(k) <
(b) Montrer ensuite que pour tout entier n > 1, on a :

In(n) + % < hy, <lIn(n) + 1.

(¢) Déduire que la suite (h,) diverge vers +oc.

3. Montrer que la suite (hy) est équivalente a la suite (In(n)) en +oo, c’est-a-
dire que :
hy

e e

3. Le package numpy est importé au préalable avee I'instruction suivante : import numpy as
np



Chapitre 6

Fonctions trigonométriques

Dans tout ce chapitre, la plupart des propriétés sont proposées sans démons-
tration formelle et sont déduites uniquement par lecture graphique du cercle tri-
gonométrique.

6.1 Rappels

Soit = un réel de la droite numérique
et soit M son point image sur le cercle
trigonométrique dans un repére ortho-
normé (O; I, J). L'abscisse du point
M est appelé cosinus de x et se note
cos(x), 'ordonnée du point M est ap-
pelée sinus de x et se note sin(x).

Propriété 6.1. Pour tout réel z, on a :
1. =1 <cos(z) <1
2 —-1<sin(z) <1

3. cos(z)® +sin(z)? =1

On donne ci-dessous le tableau des valeurs remarquables du cosinus et du

sinus !.

1. Les wvaleurs remarquables du cosinus et du sinus doivent étre connues par coeur, ou du
moins doivent pouvoir étre retrouvées trés rapidement a 'aide du cercle trigonométrique.
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Angle z (rad) | 0 % % % % - %rr o
o) . % % % g |-1| @ | 1
sn(z) | 0] 3 % % 1|0 [-1]0

On rappelle les relations fondamentales ci-dessous.

Propriété 6.2. Pour tout réel x, on a :
1. sin(x + ) = —sin(x) 5. cos(z 4+ w) = — cos(z)
2. sin(w — z) = sin(z) 6. cos(m — x) = — cos(x)
3. sin (1: + g) = cos(x) 7. cos (m o %) = —sin(x)
4. sin (g - .7:) = cos(z) 8. cos (g - a’:) = sin(z)

6.2 Fonctions cosinus et sinus

6.2.1 Définitions

Définition 6.3. 1. La fonetion sinus est la fonetion qui associe a tout réel x,
le réel sin(zx).

2. La fonction cosinus est la fonetion qui associe a tout réel x, le réel cos(x).

Remarque. Nous verrons plus tard dans le cours les représentations graphiques des
fonctions cosinus et sinus dans un repére orthogonal du plan.

6.2.2 Continuité

Propriété 6.4. Continuité de cos et sin (admise)

Les fonetions cosinus et sinus sont continues sur R

Remargque. Par définition, il vient done que pour tout @ € R, lim cos(x) = cos(a)
E=+

et I1131l sin(x) = sin(a).

T . {:rr) T o1
T — sin( = -
Ezemple. On a : lim @sin(z) ) T 27 _ 2 = par produit,
z—+m/2 cos(x) + 2 CDS{E) +4 0+4 8

somme et quotient de limites.



6.2. Fonctions cosinus et sinus

6.2.3 Parité et périodicité

Propriéte 6.5. Parité de cos et sin

1. La fonction cosinus est paire sur
R, ¢’est-d-dire que pour tout réel
z, cos(—x) = cos(z).

2. La fonetion sinus est impaire sur
R, ¢’est-a-dire que pour tout réel
x, sin(—z) = —sin(x).

sin(—x)

Remargue. 1. La fonction cosinus (respectivement sinus) est paire (respective-
ment impaire) sur tout sous-intervalle de R centré en 0.
2. Dans un repere orthogonal, la courbe représentative de la fonction cosinus
(respectivement sinus) est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées (res-
pectivement par rapport a 'origine).

) ; sin(x)
Ezemple. Notons f la fonction = — Tt ena)
La fonction f est définie sur R car, pour tout réel z, 2 + cos(z) = 1.
Pour tout réel z, on a : f(—z) = L L) —f(z), done la

2+cos(—z)  2+cos(z)
fonetion f est impaire sur R.

Etant donné que les réels = et r + 27 ont le méme point image sur le cercle
trigonométrique, nous obtenons le résultat suivant.

Propriété 6.6. Périodicité de cos et sin
Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 27 (ou 2w -périodique),
c’est-a-dire :

Vz € R, cos(z + 27) = cos(z), sin(z + 2x) = sin(zx).

Remargue. 1. L'interprétation graphique de la 27-périodicité des fonctions co-
sinus et sinus dans un repére orthogonal est la suivante : la portion de leur
courbe représentative sur un intervalle quelconque d’amplitude 27 est dupli-
quée indéfiniment 4 gauche et a droite.

2. Soit k € Z. Les fonctions cosinus et sinus sont également 2ka-périodiques,
¢'est-d-dire pour tout x € R :

cos(x + 2kw) = cos(xz) et sin(z + 2kw) = sin(x).
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Remarque. Compte tenu de la parité et de la 2r-périodicité des fonetions cosinus et
sinus, il suffit de les étudier * sur l'intervalle [0; 7]. En effet, une fois I'étude réalisée
sur [0; 7], elle peut étre déduite sur [—7 ; 7] par symétrie (axiale ou centrale), puis
étendue sur R par translation de vecteur 2kwO[, ou k € Z.

Exemple. Reprenons la fonction f :x +— —M définie sur R.
2 + cos(x)
2 9 4
Pour tout réel z, on a : f(z+27) = ol e IR0 done la fonction

~ 2+4cos(z+27) 2+ cos(z)’
[ est 2m-périodique.
La fonction f étant impaire et 2w-périodique, il suffit de 'étudier sur I'intervalle
[0; =].

6.2.4 Signe

Propriété 6.7. Signe de cos et sin
1. Pour tout x € [U; g], on a : cos(x) = 0 et pour tout x € [?—; : 71'], on a:
cos(z) < 0.
2. Pour tout z € [0; 7|, on a : sin(z) > 0.
r n
2 2
)
= % sin{z) = 0
« v Al Vo
513 E
g 8
L] L+
M s
2 2
Remarque. 1. On déduit par symétrie le tableau de signe des fonctions cosinus
et sinus sur I'intervalle [—m ; 7).
x -7 —7/2 /2 m
cos(z) - 0 + 0 -
&I - 0 T
sin(x) 0 = 0 + 0]

2. L'étude portera sur le signe, les variations, la convexité...
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2. Plus généralement :
g : o : T T 5 .
— la fonetion cosinus est positive sur l'ensemble [_5; 5] + 27Z > et né-

gative sur I'ensemble [—:rr; ——g] U [—g s+ 2nd

— la fonction sinus est positive sur 'ensemble [0; 7] + 27 Z et négative sur
'ensemble [—; 0] + 27 Z

FEzemple. On reprend la fonction f de 'exemple précédent. Puisque pour tout
x € [0; w], 24 cos(x) > 0, le signe de f(z) est donné par le signe de sin(z). La
fonction f est donc strictement positive sur I'intervalle |0; «| et f(0) = f(x) = 0.

6.2.5 Résolution d’équations et d’inéquations

Propriété 6.8. Soit a un nombre réel. Pour tout réel x, on a :
1. cos(x) =cos(a) < JkeZ, z=a+2kroudk' e,z =—-a+2k'w
2. sin(z) =sin(a) < JkeZ,z=a+2%kroudt e,z =7 —a+2k'w

Ezxemple. 1. On résout I'équation cos(z) = 0 d’inconnue = € R.
Pour tout réel x, on a :
3)
2

= kel g== zkmuak*ez,h—gmyﬂ

cos(x) =0 <= cos(z) = cos

S

H0] 3

— ElkEZ,:r=-—2—+k?r.

L’ensemble S des solutions sur R est : S = {g +km|k e E}- Notons que

T w
I'ensemble S” des solutions sur l'intervalle [—m; 7] est : §" = {—5; 3/

2. On résout I'équation sin(x) = 0 d’inconnue = € R.
Pour tout réel =, on a :

sin(r) =0 <= sin(r) = sin(0)
= ke, z=2%kronudk e, z=n+2k'r
& Jkel, z=knr

L’ensemble S des solutions sur R est : S = {kr |k € Z}. Notons que l'en-
semble S’ des solutions sur 'intervalle [-7; 7] est : §' = {—7; 0; 7}.

3. L’ensemble noté [— E; E] +2aZ est 'ensemble des réels de la forme x4+ 2kr otz € [—g : g]

et k € £, On déduit de maniére analogue les autres ensembles introduits dans cette remarque.
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1
3. On résout 'éguation cos(x) = ~3 d’inconnmue x € R.

Pour tout réel x, on a :

=} = = 5)

= ﬂkEE,m=?§+2kwou3krEz,m=—?§£ + 2k'r.

L’ensemble S des solutions sur R est :

2 2

2= {‘?ﬂ + 2k g ok'x | (ks k') € 22} :

4, On résout I'équation sin (J" - g) = —1 d’inconnue z € R.
Pour tout réel z, on a :

sin ( - %) = —1 < sin (:c— %) = sin (—g)

— EI-‘EEET:E—EZ—%-FQ.’WT

Duﬁk'Ez,x—gzw+g+2k'w

— 3kEZ,r=—g-+2kﬂ

r:
ondk'eZ, xz= i:;: + 2k'rw.

L’ensemble S des solutions sur R est :

S~ {—g + ks %“ + k7| (k: k') € z““}.
Notons que I'ensemble S’ des solutions sur [—7; 7] est : §' = {—4% 4
Ezemple. 1. On résout I'inéquation cos(z) < % d’inconnue z € [ ; ).

Pour tout z € [—7; w],ona:

cos{:::}iié < T € [—ﬂ;—g]U[%;ﬂ].

L’ensemble S des solutions est : 5 = [—TF; —g] U [% ] Notons que sur
I'intervalle [0; n], I'ensemble S” des solutions est : S’ = 2 : 7| et sur l'in-

tervalle ['[l; g], I'ensemble " des solutions est : §" = [% : g]
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1

2. On résout I'inéquation sin(2z) < 3 d’inconnue x € [':]; g]

Sixe [ﬂ; vg-],alors:i‘s:e [0; «].

m
Ainsi, pour tout z € [D; 5] 5 ON &,

sin(2r) <

L'ensemble S des solutions est : S =

5x
[

o=

T 7w
[D, 1—2] U [E’ 5]‘ Notons que sur

I'intervalle [—g; g], I'ensemble S’ des solutions est : §' = [—g; %] U

57:'_77
12° 99"

Application 33. Résoudre dans 'intervalle I indiqué les équations et inéquations

suivantes.
1. sin (.I‘ = "3_’) =-1,1=[-m;

7.3 Ecos(x—g)—x/ﬂzﬂ,lel?

5

6.2.6 Limites

3. cos(3z) = —ﬁ I= _;"I- E]

2 1
4. cos(z)? = —;*} I=R

sin(x)

Propriéte 6.9. =1

1. lim
—0

2. lim M
x—+ T

=0

Démonstration.

1. Procédons en deux étapes.

— On montre que pour tout x € ]'E] y

m
Soit r € ]D; 3 [ On note M le point image
de x sur le cercle trigonométrique, H le

projeté orthogonal de M sur ['axe

cisses, (d) la droite d’équation = 1 et B o H I
le point d’intersection des droites (OM) et

(d).

sin(z)
cos(z)’

[, on a : sin(x) < x

b | =
1A

Y

des abs-

(d)
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On note & Iaire du triangle OI M, &% 'aire du secteur circulaire O M
et o3 'aire du triangle OIB.
On a alors 'encadrement : & < @6 < of;.

e OIXQMH .. %“2“,: §4et.ﬁfg _
OI xBI BI sin(x) a« _ Bl
— = o N e TR
2 g done 5= S5 55
Exprimons BI en fonction de z. Les droites (M H) et (BI) étant paral-
léles, on applique le théoréme de Thaleés au triangle OIM : % = %,
., cos(x) sin(x)  sin(x) :
soit 1 =-mBI® soit BI = ] car cos(z) > 0.
On obtient alors ) s = aiu) soit sin(z) <z < sinis)
2 ~ 2~ 2cos(zx)’ ) =7~ cos(x)’

m F é : :
— Comme x € ]D; 3 [, on a sin(zx) > 0, et puisque la fonction inverse est

strictement décroissante sur |0; +ocf, on a :

cos(z) _ 1 1 sin(x)

- L£=5 = soit : cos(z) < 1=
sin(z) — a ~ sin(z)’ (z) < & =
Par continuité de la fonction cosinus en 0, on a lilg._l_ cos(x) = cos(0) =
Tr—*
1, done en passant 4 la limite & droite quand = tend vers 0 et en vertu
i : . sin(zx
du théoréme des gendarmes, on obtient : lim () =1
r—0t T
) sin(z) , 3 , . sin(z
La fonction x — (z) étant paire sur R, on a également lim () —
=0 €T

1, d’on le résultat.

2. Pour tout réel x non nul tel que cos(z) # —1, on a :

cos(x) =1 _ (cos(x) — 1)(cos(x) + 1)
T x(cos(z) + 1)
cos(z)? — 1
z(cos(z) + 1)
. —sin(x)?
z(cos(x) + 1)
= _5111351:) x sin(x) x ﬁ.

sin(x)

D’aprés 1, on a ].i]‘.‘% = 1, et par continuité en 0 de la fonction sinus et
T
: -t . . 1 1 i
cosinus, on a :lrl—I+1l1] sin(z) = sin(0) = 0 et i‘% e Ry e R

4. L'aire d'un secteur de rayon r et d'angle au centre  mesuré en radians est donnée par
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6.3. Dérivation et variations

Par produit de limites, on obtient : lim i)~ =4
o0 xr
O
P . _ sin(0
Remargue. 1. On a montré que lim Sin) =1, soit : lim singe) —anil) ==k
z—=0 T x—0 x—10
Par conséquent, la fonction sinus est dérivable en 0 et sin’(0) = 1.
. s(x) — cos(0
2. On a montré aussi que lim eodig) 4 = 0, soit : lim coa(p) —ecoall) =0.
z— xr z—0 z—0
Par conséquent, la fonction cosinus est dérivable en 0 et cos’(0) = 0.
Remargue. Notons que lim oos) =+oco et lim cpa(r) = —
—04 €T x—+l- €T
PR
Ezemple. 1. On souhaite calculer lim sy ;
r—=0 T GUS(I)
On a Tim sin(z)? _ lim sin(x) sinl[..":).
=0 zcos(z) =20 cos(x)
) . sin(z) . sin(z) = . sin(z)?
Puisque lim =1et lim = 0, il vient : lim = 0 par
0 z—0 cos(z) z—0 T cos(x)
produit de limites.
3(2z) — 1
2. On souhaite caleuler lim M
x=+0 &
I R
) T =0 o
(z) — 1
Puisque lim 2z = 0 et lim % = (), il vient par composition de
x—+l =+l T
3(2z) — 1 3(2z) — 1
limites (voir exercice 2.3.) : lim )3 = (), done lim EE{—TI— =
0 T z—0 2x
s(2z) — 1
lim plEe)—1 = 0 par produit de limites.
x—0 r

6.3 Deérivation et variations

6.3.1 Dérivation

Propriété 6.10. Dérivabilité de cos et sin

1. La fonction sin est dérivable sur R et, pour tout r € R, on a :
sin’(z) = cos(z).

2. La fonction cos est dérivable sur R et, pour tout z € R, on a :

cos'(x) = —sin(x).
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Démonstration.

1. Soit @ un réel et soit h un réel non nul. On a® :

sin(a + h) — sin(a) _ sin(a) cos(h) + cos(a) sin(h) — sin(a)

h h
= sin[a]w & 7 cc)s(a}w.
h h
Dot I peoriclkts 6:9; o & Tim 2 =L _per 1 22 <y dene
h—0 .-'1“} ) =0 h in(h)
- —— " . COos| i) — . S
par produit de limites on a !]tl_t}I}] bln{ﬂ}——mﬂ‘—'— =0 et .*]:EE! cos(a) S

cos(a).
Finalement, par somme de limites on obtient :

it sin(a + h) — sin(a)

h—0 h = <ohlg;

La fonction sinus est done dérivable en a et sin’(a) = cos(a).

P . [T ; 5 ;
2. Pour tout réel z, on a cos(z) = sin (5 - ;::) = (sinou)(x) ot u est la fonction

™
T — — .

D'aprés la propriété 4.2, les fonctions sin et u étant dérivables sur R, la
fonction cos l'est également sur R, et pour tout réel z, on a :

cos'(z) = (sinowu)'(xr) = u'(x) x sin’(u(x))
= —1 x sin’ % —.1:) = —cos (g —:.-:)
= —sin(z).

sin(x)

Ezemple. Reprenons la fonetion f: @ — définie sur R.

2 + cos(x)
[ est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R et, pour tout
réel x, on a :

iy _ cos(x)(2 + cos(z)) — sin(zx)(—sin(z))
T @+ cos(a)?
_ 2 cos(z) + cos(z)? + sin(x)?
(2 + cos(x))?
_ 2cos(x) +1
"~ (2+ cos(x))?

5. On utilise dans cette démonstration la formule d’addition suivante, admise dans le cadre
de ce cours : pour tous réels x et y, sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(zx) sin(y). Cette égalité est
démontrée dans le cadre de 'enseignement de 'option mathématiques expertes.

car cos(z)? + sin(z)? = 1.




6.3. Dérivation et variations

La propriété suivante est une conséquence immédiate de la propriété 4.2,

Propriété 6.11. Dérivabilité de cosoun et sinou
Soil u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de R.

1. La fonction sinou est dérivable sur I et, pour tout x € I, on a :
(sinou)'(z) = u'(x) cos(u(x)).

2. La fonction cosou est dérivable sur I et, pour tout x € I, on a :

(cosou)'(x) = —u'(x) sin(u(x)).

2 #
Ezemple. Notons h la fonction z — 3 cos (25" + Fﬂ) définie sur R.

2
La fonction = — 222 + T*rr est dérivable sur R, done la fonction h est dérivable sur
5

R par composition et pour tout réel =, on a :

2 2
b (z) = 3 x (—4z) sin (2.1:2 + Eﬂ) = —12xsin (21-2 o g) )

6.3.2 Variations

Les variations des fonetions cosinus et sinus sur se déduisent immédiatement
du signe de leurs fonctions dérivées.

Propriété 6.12. Variations de cos et sin

1. La fonction cosinus est strictement décroissante sur Uintervalle [0; 7).

T
2. La fonction sinus est strictement croissante sur Uintervalle [D; 5] et

m
strictement décroissante sur Uintervalle [E - ‘JI‘] :

Remarque. On déduit par symétrie le tableau des variations des fonctions cosinus
et sinus sur l'intervalle [—7 ; 7).

T - —7/2 /2 s
sin’(z) - 0 + 0 -
0 1

NN

m
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T - 0 g
cos' () 0 -+ 0 - 0
1
cos / \
-1 =1

Les courbes représentatives des fonctions cosinus et sinus sur R dans un repere
orthogonal du plan sont les suivantes.

A

VAR

Ezemple. On reprend la fonetion f : x —

[MEE =
<
=
¥

sin(x) . DI
m dont la fonction dérivée f
2cos(z)+1

est & (Z—i-cm(:r]]g.

On souhaite étudier les variations de f sur I'intervalle [0; 7].
Pour tout = € [0; 7], puisque (2 + cos(x))?® > 0, le signe de f'(x) est du signe

uniquement de 2 cos(z) + 1.
On résout alors sur [0; @] l'inéquation 2cos(z) + 1 > 0 en s’aidant du cercle

trigonométrique.

Pour tout z € [0; 7], on a :

2cos(z)+1>0 < 2cos(z) > -1

<=>cos{:r]}—1 >
2 I
27
<> T E [U’T{

On dresse le tableau de signe de f’ sur [0; 7] et 'on déduit le tableau des variations
de f sur ce méme intervalle.



6.3. Dérivation et variations

x 0 o /3 T
f'(z) o 0 =
13@
f U / \ ﬂ

Application 34. On note f la fonction définie pour tout réel x par :
f(z) = e " sin(x).

1. Montrer que pour tout x € R, on a :

i) = V2% cos (;r + %) :

On pourra utiliser la formule (admise) d’addition suivante : pour tous réels
x et y, cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
2. Dresser le tablean des variations de f sur U'intervalle [0; 2x].

6.3.3 Convexité

La propriété ci-dessous se déduit immédiatement du signe de la dérivée seconde
des fonctions cosinus et sinus.

Propriété 6.13. Convexité de cos et sin

T T
1. La fonction cosinus est concave sur [{]; -2-] et convere sur [-2- : ?T].

2. La fonetion sinus est concave sur [0; 7).

Remargue. Le caractére concave de la fonction sinus sur 'intervalle [0; 7] permet
d’établir I'inégalité suivante valable pour tout réel = :

|sin(z)| < |z|.
Démontrons cette inégalité.

— La fonetion sinus étant concave sur l'intervalle [0; 7], sa courbe représenta-
tive se situe en-dessous de toutes ses tangentes sur [0; 7], done en particulier
en-dessous de sa tangente en 0 dont I'équation réduite est :

y = sin’(0)(x — 0) + sin(0) = cos(0)z = =.
Par conséquent, si z € [0; 7], on a : |sin(z)| = sin(z) < z = |z|.

— Siz € [-m; 0], alors —x € [0; 7], donc |sin(—z)| < | — z| = =z, c’est-a-dire
|sin(z)| < || car |sin(—z)| = | —sin(z)| = |sin(z)].

— Siz>mouzx < -—mona |sin(z)| €1 <7 < |=].

Finalement, 'inégalité est bien établie pour tout réel a.

n3
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6.4 Exercices

Exercice 6.1 (Sujet bac, Nouvelle-Calédonie, 2005). On note f la fonetion

w
définie pour tout x € |0; | par:

sin(x) 4

cos(z) cos(z)

f@)= % +2

1. Pour tout = € [U; % [, déterminer f'(x).

5 T
2. Etudier le signe de f' sur l'intervalle [[1; 3 [
7 2sin(z)—4

3. (a) Montrer que pour tout = € [U; 72_1'[ ona f(x)= 5 + @
cos(x

(b) Déduire lim f(x).
T—+ %

4. En déduire le tableau des variations de [ sur [l}; % [

Exercice 6.2. # (Fonction tangente). La partic A est indépendante des parties
B et C.

Partie A. Introduction

J

A r
On munit le plan d'un repére orthonormé
(O; I, J). Soit & un réel distinct de 7/2. On note
M le point image de x sur le cercle trigonomeé- x rad
trique de centre O, A la droite d’équation x = 1 (0] i IF;
et T' le point d’intersection des droites (OM) et
A A

sin(x)

Montrer que 'ordonnée du point T est égal, en fonction de x, a G
cos(x

Partie B. Etude sur I'intervalle [{J; g[

On appelle fonction tangente, notée tan, la fonction ci-dessous :

sin(x)

tan . x — .
cos(x)

1. Déterminer le domaine de définition Dy,, de la fonction tan.

14



6.4. Exercices

2. (a) Etudier la parité de la fonction tan sur Dy.y.
(b) Démontrer que la fonetion tan est m-périodique.
(¢) Expliquer pourquoi on peut restreindre le domaine d’étude de la fone-
tion tan a l'intervalle [D; 2 [

2
3. Déterminer la limite suivante : l{ilfflﬂ} tan(x). Que peut-on déduire graphi-
Tr—(m R
quement ?
m 1
4. (a) Pour tout x € [ﬁ: - [, montrer que : tan'(z) = ———.
(%) 2 ave : tan' (@) =

(b) Déduire les variations de la fonction tan sur [{]; = [, puis dresser son
™ ; il 2
373l
5. Dans un repére orthogonal du plan, on note ¢ la représentation graphique
de la fonetion tan et on note d la droite représentative de la tangente a ¢
au point d’abscisse 0.

tablean des variations sur l'intervalle | —

Etudier la position relative de % et d sur l'intervalle }—g ] g ;
| I
| AL
| 1
| 1
| |
| I
| 1
| 1
| T T
| 2 I
| |
| I
| I
| |

Partie C. Quelques propriétés

Dans toute cette partie, on pourra utiliser les formules (admises) d’addition sui-
vantes : pour tous réels r et y,

cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
1. Pour tous réels x et y de 'ensemble Dy,,, montrer I'équivalence ci-dessous :
tan(z) = tan(y) < z=y+kr(k e )

2. Démontrer 'égalité suivante valable pour tous les réels x et y pour lesquels
chaque terme est bien défini.

tan(z) + tan(y)
tan(z 4+ y) = 1 — tan(z) tan(y)
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Exercice 6.3 (Sujet bac, Métropole, 2016). Cet exercice fait appel a des ré-
sultats de Uexzercice 6.2.

Lors d'un match de rugby, un joueur doit transformer un essai qui a été marqué
an point E (voir figure ci-dessous) situé a extérieur du segment [AB]. La trans-
formation consiste a taper le ballon par un coup de pied depuis un point T' que le
joueur a le droit de choisir n’importe ou sur le segment [EM] perpendiculaire a la
droite (AB) sauf en F. La transformation est réussie si le ballon passe entre les
poteaux repérés par les points A et B sur la figure.

Terrain vu de dessus

b s
Fad
Ligne médiane
Limite du terrain

T
1

| s
r’w
=

S

o0 I —

Pour maximiser ses chances __('!._E_!_ql:_él!ﬁﬁitﬂ, le joueur tente de déterminer la position
du point T' qui rend 'angle AT'B le plus grand possible.

Le but de cet exercice est done de rechercher s'il existe une position du point T
sur le segment [EM]| pour laquelle 'angle ATB est maximum et, si c'est le cas, de
déterminer une valeur approchée de cet angle.

Dans toute la suite de cet exercice, on pose x = ET,  étant le réel qu'on cherche
a déterminer.

Les dimensions du terrain sont les suivantes : ‘E'__I_l_f{ =50m, FA=25met AB =5,6
1‘11._911 note « la mesure en radian de l’ang]igg" A, B la mesure en radian de 'angle
ETB et v la mesure en radian de 'angle AT B.

1. En utilisant les triangles rectangles ETA et ETB ainsi que les longueurs
fournies, exprimer tan(a) et tan(3) en fonetion de .

2. L'angle ATB admet une mesure ~ appartenant i 'intervalle ]{] : g [, résultat

admis ici, que 'on peut observer sur la figure.

5, 6
Montrer que tan(y) = 2 765"
5,6z
x2 + 765
(a) Démontrer que f admet un maximum sur ]0; 50].

3. On note f la fonction z — définie sur J0; 50].

(b) Montrer qu’il existe une unique valeur de z pour laquelle 'angle AT'B
est maximal et déterminer cette valeur de x au métre prés ainsi qu'une

mesure de 'angle ATB 4 0,01 radian pres.



Chapitre 7

Primitives et équations
différentielles

7.1 Equation différentielle du premier ordre

Deéfinition 7.1. 1. Une équation différentielle du premier ordre est une égua-
tion ou l'inconnue est une fonetion et faisant intervenir la dérivée de cette
fonction.

2. Résoudre une équation différentielle dans un intervalle I de R, ¢’est trouver
toutes les fonctions, définies et dérivables sur I, qui sont solutions de cette
équation.

Ezxemple. 1. L'équation (F;) : ¢'(z) = 2z est une équation différentielle du
premier ordre.
Résoudre I'équation différentielle (E)) dans R, c’est déterminer toutes les
fonctions f, dérivables sur R, telles que pour tout x € R, f'(z) = 2z.
La fonction f : x — 2 + 1 définie sur R est une solution de (E4). En effet,
f est dérivable sur R, et pour tout x € R, f'(z) = 2z.

2. L'équation (Es) : y'(t) = 3y(t) est une équation différentielle du premier
ordre.
La fonetion f : t —+ e définie sur R est une solution de (E3). En effet, f est
dérivable sur R et pour tout t € R, f'(t) = 3¢ = 3f(t).

Remargue. Dans une équation différentielle :
la variable est souvent notée = (ou t);
— la fonetion (c'est-i-dire I'inconnue) est souvent symbolisée par la seule lettre
.
Ainsi, I'équation différentielle (E;) peut s’écrire 3’ = 2z, et I'équation différentielle
(E5) peut s'écrire y' = 3y.

n
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7.2 Equation différentielle y' = f et primitives

7.2.1 Primitives d’une fonction continue sur un intervalle

Définition 7.2. Seit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Une fonetion
F définie sur I est dite une primitive de f sur I si F' est dérivable sur I et si pour

toutx € I, F'(z) = f(x).

Remargque. Autrement dit, une primitive de f sur I est une solution de I'équation
différentielle ¥’ = f.

2
7 T G e i
Exemple. La fonction F' : x — — définie sur R est une primitive de la fonction

[+ & — x définie sur R car F' est dérivable sur R et pour tout réel z : F'(z) =
2T

5 =x= J{z),

Ainsi, F est une solution sur R de I'équation différentielle ¢’ = .

Le théoréme fondamental ci-dessous est le théoreme d’existence des primitives
d'une fonetion continue.

Théoréeme 7.3. Toute fonction continue sur un intervalle I de R admet des
primitives sur Uintervalle I.

Démonstration. Ce théoréme sera démontré dans le chapitre suivant uniquement
dans le cas ol [ est positive et croissante i travers le théoréme fondamental de
I'analyse. Le cas général est admis.

O

Théoréme 7.4. Soient f une fonction continue sur un intervalle I de R et F
une primitive de f sur I. Alors les primitives de f sur I sont toutes les fonctions
de la forme :

z—= F(z)+C, ouCeR.

Démonstration. Soit G une fonction définie sur I. Il s’agit de montrer que G est
une primitive de f sur I si, et seulement il existe un réel C' tel que pour tout
zel, G(z)=F(z)+C.

=) Supposons que G est une primitive de f sur /. Alors G est dérivable sur [
et pour tout z € I, G'(z) = f(z).
Puisque F' est aussi une primitive de f sur I, alors pour tout x € I, F'(z) =
f(z), et done G'(z) = F'(z), soit encore (G — F)'(z) = 0.
La fonction (G — F')’ étant nulle sur U'intervalle I, la fonction G — F' est
constante sur I. Il existe done un réel C tel que pour tout x € I, (G—F)(x) =

C, c'est-i-dire G(z) — F(z) = C, soit G(z) = F(z)+ C.



7.2. Equation différentielle ' = fet primitives

<) Supposons qu'il existe un réel C' tel que pour tout z € I, G(x) = F(z) + C.
La fonction ¢ est dérivable sur I car F' est dérivable sur I, et pour tout
xz € R,on a G'(z) = F'(z) = f(z). Done G est une primitive de f sur
I'intervalle [.

O

Exemple. Notons f la fonction x — x définie sur R.

; T wo L
On a vu que la fonction F' : x — — est une primitive de f sur R.

2
2
€T 5
Les primitives de f sur R sont toutes les fonctions de la forme x — 5 + C, o
CeR

Remargque. 1. Une fonction continue sur l'intervalle I admet une infinité de
primitives sur 1.
2. Deux primitives d'une méme fonction différent d'une constante.

Propriété 7.5. Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, et soient
zo un réel de I et yo un réel quelconque. Il existe alors une unique primitive G
de [ sur I telle que G(xg) = yo.

Démonstration. La fonction f étant continue sur [, elle admet une primitive F' sur
I. Soit G une fonction définie sur [.
On raisonne par équivalences successives :

G primitive de f sur [ telle que G(zg) = yo
{HC eR Vzrel G(z)=F(z)+ C (théoréme 7.4)

G(xo) = yo

{ac eR Vzel, Ga)=F(z)+C
F(zo) +C =wo

{ac eR Vzel, Gz)=F(z)+C
C =yp — F(xp)

e Yz eI, G(x) = F(z) + yo — F(z0)

La fonction G : z — F(x) 4+ yo — F(xo) est I'unique primitive de f sur [ telle que

G(xo) = yo.
O

Remarque. 1. Autrement dit, I'équation différentielle (F) : ' = f admet une
unique solution G sur I telle que G(zg) = yo.
2. L'égalité G(xzg) = yo est parfois appelée condition initiale' de I’équation
différentielle (E).
1. Le vocabulaire « condition initiale » est tiré de la physique et de la biologie, en référence &

I'étude de quantités qui dépendent du temps (intensité électrique dans un eircuit, concentration
d'un composant dans une solution, taille d'une population etc.).

e
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Ezemple. On considére I'équation différentielle (E) : ¢’ = €>*. Soit F' une fonction

définie sur .

Chapitre 7. Primitives et équations différentielles

F solution sur R de (F) telle que F(0) = —1

.

T 4

\
i

«— Yz eR, F(a‘:}:%eh—%.

\

3C € R, Vr R, F(m):%ez’:+(§'

F(0) =1

1
5623{0 +C=-1

ICeR, VzeR, F(z) = %f:2*+(:'

1

CeR, VreR, F(z) == +C

3
G=_§

2

1 3 # -
Ainsi, la fonction F' : £+ —€?® — — est ['unique solution sur R de I'équation

telle que F'(0) = —1.

2 2

Application 35. Notons f la fonction x — 3z% — 22 définie sur R.

1. Vérifier que la fonction F : z — x* — 22 est une solution sur R de I’équation

différentielle (E) : ¢y’ = f.
2. Déterminer la primitive G de f telle que G(1) = 2.

7.2.2 Primitives des fonctions usuelles et opérations

Propriété 7.6. Primitives des fonctions usuelles

Fonetion f Une primitive F' Intervalle
z—k, keR z— kx R
sz n>1 T % R
Tz, n< -2 ;1:--}% ] —o0; 0] ou ]0; +oof
- x — In(x) 10; +o0]
T o T 2/ J0; +oof
T e” z " R
x —+ sin(xz) x — —cos(x) R
x +— cos(z) x + sin(x) R
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Démonstration. Chaque fonction F figurant dans la deuxiéme colonne du tableau
est dérivable sur U'intervalle correspondant, et sa dérivée est la fonction f.
O

Remarque. Le tableaun ci-dessus est en fait obtenn par lecture inverse du tableau
des dérivées usuelles vues en classe de premiere.

Ezemple. 1. Une primitive de la fonction f : z — z° sur R est la fonction

F:xz— % définie sur R.

1
2. Une primitive de la fonction g : x = — sur 10; +00[ est la fonetion G : x —
T
—-2+1
x

241

= —— définie sur |0; +o0l.
o

Propriété 7.7. Linéarité des primitives
Soient f et g deux fonetions définies sur une intervalle I de R. Soient F' une
primitive de f sur I et G une primitive de g sur I.

1. F+ G est une primitive de f + g sur I.
2. Pour tout k réel, EF est une primitive de kf sur I.

Démonstration. F est une primitive de f sur I, G est une primitive de g sur I.
Soit k& un réel. Alors F' et G sont dérivables sur [, et F' = f et G' = g.

1. La fonction F'+ G : ¢ — (F + G)(z) = F(x) + G(x) est dérivable sur I et
pour tout x € I, on a :

(F +G)(z) = F'(z) + G'(z) = f(z) + g(=) = (f + 9)(x).
F + G est donc bien une primitive de f + g sur [.

2. La fonction kF : z — (EF)(z) = kF(x) est dérivable sur I et pour tout
zel,ona:

(kF) (z) = kF'(x) = kf(z) = (kf)(2).

kF est done bien une primitive de kf sur I.

Ezemple. Notons f la fonetion définie pour tout réel x par :
f(z) =z + 3 + 4e®.

En utilisant la linéarité des primitives, une primitive F' de f sur R est la fonction
5

F définie pour tout réel x par : F(x) = mT + 3z + 4e*.
5
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7.2.3 Primitives et composition

Propriéeté 7.8. Primitives des fonctions composées usuelles
u est une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
Fonetion Une primitive Conditions sur u
w'u™ ‘;1—;; Sin< -2 u#0
Sin = 1, aucune
u'e" et Aucune
uf
= In(u) u>0
“::_a 2\/u w>0
u' sin(u) —cos(u) Aucune
u’ cos(u) sin(u) Aucune

Démonstration. Chaque fonction figurant dans la deuxiéme colonne du tableau est
dérivable sur I, et sa dérivée est la fonction figurant dans la premiére colonne.

O

Ezemple. 1. Notons f la fonction =+ 2z(x® + 1) définie sur R.
Soit x € R. Posons u(x) = 2% +1. Alors u/(x) = 2z, et ainsi f(x) = v/ (z)u(z).

u(z)® _ (2% +1)°

2 2
2. Notons g la fonction x — (22 — l}ef_”"“" définie sur R.

Soit # € R. Posons u(z) = 22 — x + 4. Alors v/(z) = 2z — 1, et ainsi

g(z) = o' (z)e™®),

Une primitive G de g sur R est donc G : z +— e¥*) = ¢

Une primitive F' de f sur R est done F' : x —

z?—x+4

2z oy
3. Notons h la fonction x — T définie sur R.

Soit « € R. Posons u(x) = 4+ x2. Notons que u(z) > 0. Alors u'(z) = 2z, et

@)
ainsi h(z) = T
Une primitive H de h sur R est donec H : v In(u(z)) = In(4 + 22).

3
23z + 1
Soit * € _é ; +00 [ Posons u(x) = 3z + 1. Alors u'(z) = 3, et ainsi

u'(x)
2v/u(x)

Une primitive K de k su_r]—% : +ool est done K : x> \/u[a;} =3z + 1.

1
4. Notons k la fonction x — définie sur ] -3 +o00 |:

k(x) =




7.2. Equation différentielle ' = fet primitives

Remarque. « Primitiver » une fonction f sur I signifie, par abus de langage,
déterminer une primitive de la fonction f sur J.

Application 36. Déterminer une primitive sur 'intervalle I de chacune des fone-
tions [ ci-dessous.

1. frx—2b+322+2—-4, I=R 4. [z z+1 I=]0; +oo]
3 6 2+ 2z’ ’
8 f:mHF_F’ I =]0; +oo] 5 f:xwsin(2z) —cos(z), I=R
:rd
o |
3. fizrraze®H T=R 6. Jrev gr—gmy 12 400l

Propriété 7.9. Primitive de v’ X (v’ o u)

I et J sont deux intervalles de R. Soit u une fonction définie et dérivable sur I
et a valeurs dans J, et soit v une fonction définie et dérivable sur J. Alors vou
est une primitive sur I de v’ x (v' o u).

Démonstration. D’apres la propriété 4.2, la fonction v o u est dérivable sur [ et on
a(vou) =u' x (v ou). D'ou le résultat.
O

Ezemple. On cherche une primitive de la fonction f définie pour tout réel = par :

flz) =

xr
@2 +1)2

f est une fonction continue sur R comme quotient de deux fonctions continues sur
R. Ainsi, la fonction f admet des primitives sur R,

: 1 1
Smta:eiR.Onaf[x}—§><2zx mq
En posant u(z) = 2%+ 1 et v(z) = —l, on a u'(z) =2z et v'(z) = l:z* et donc on
T x
obtient : ] 1 I
_ = _® T '
1@) = 59(@) X gy = 5w (@) (u(a).
Par conséquent, une primitive F' de f est la fonction définie pour tout réel z par :
F(z) = 50(u(e)) = ~5—5—
~ 2 2224 1)

Autrement dit, F' est une solution sur R de I'équation différentielle 3’ = f.
Notons que 'on peut retrouver |'expression de F en utilisant le fait que la fonction

f est aussi de la forme —u/u—2.

2

H A

Application 37, Résoudre 'équation différentielle (E) : ¢ = ———.
pp équatio b UL e
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Remarque. Il est toujours possible d’expliciter la dérivée d'une fonction dérivable.
Il n'en est pas de méme pour les primitives : la forme cxplig,itc d’une primitive
n'est pas toujours connue. Par exemple, la fonction x — ¢ ne possede pas de
primitive sous forme explicite.

7.3 Equation différentielle 4/ = ay+b et y = ay+ f

7.3.1 Résolution de I'équation différentielle y' = ay
Dans cette section, a est un réel non nul.

Définition 7.10. L’équation différentielle y' = ay, qui peut aussi s'écrire y' —
ay = 0, est appelée équation différentielle linéaire homogéne du premier orvdre d
coefficients constants.

Remarque. On dit aussi « sans second membre » au lien de « homogene ».

Propriété 7.11. Résolution de ¢y’ —ay =0
Les solutions sur R de Uéquation (E;) : y' — ay = 0 sont toutes les fonections de
la forme :

3 Ce®™, ouC eR.

Démonstration. Soit f une fonetion définie sur R. Il s’agit de montrer que f est
solution sur R de (E)) si, et seulement s'il existe un réel ' tel que pour tout réel
z; flz) = Ce®.
=) Supposons que f est solution sur R de 'équation différentielle (E}) : ' = ay.
Alors f est dérivable sur R, et pour tout € R, on a f'(z) = af(z), cest-a-
dire f'(z) — af(x) = 0.
Notons # la fonction définie pour tout réel x par :

(z) = e f(z).

La fonetion # est dérivable sur R comme produit de fonetions dérivables sur
R, et pour tout z € R, on a :

0'(x) = —ae~* f(2) + e~ f'(z) = e~ *(f'(2) — af (x))

=l‘!_ﬂ1}<ﬂ=ﬂ,

done la fonction @' est nulle sur R. Ainsi, la fonction # est constante sur R.
Il existe donc un réel C' tel que pour tout x € R, f(zx) = C, c'est-a-dire
e f(z) = C, soit f(z) = Ce** en divisant par e~%* > 0.

<=) Supposons qu'il existe un réel C' tel que pour tout réel z, f(z) = Ce™. Alors
f est dérivable sur R, et pour tout = € R, on a f'(z) = Cae®™ = af(zx).
Done f est solution sur R de I'équation différentielle (E,) : o' = ay.



7.3. Equation différentielle y' = ay + bety = ay + f

Remargue. Le réel a étant fixé, voici pour différentes valeurs de €', les courbes
représentatives des fonetions solutions de 1'équation différentielle (E)) : ¥' = ay,
appelées aussi courbes intégrales de (Fq).

Casa>0 Casa< 0

Par tout point du plan passe une, et une seule courbe intégrale de (E;). On dit
qu’elles réalisent un feuilletage du plan.

Ezxemple. Les solutions sur R de 'équation différentielles 3y’ = —5y sont toutes les
fonetions de la forme z — Ce™%%, oit C est un réel.

Application 38. (E) est I'équation différentielle 23" + 3y = 0.
1. Résoudre (E£) dans R.
2. Déterminer la solution f de (E) telle que f(4) = 1.
3. Donner une interprétation graphique du résultat.

7.3.2 Résolution de I'équation différentielle ' = ay + b

Dans cette section, a est un réel non nul et b est un réel.

Définition 7.12. L’équation différentielle v = ay + b, qui peut aussi s’écrire
y'—ay = b, est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre d coefficients
constants avec second membre.

Propriété 7.13. Résolution de ' —ay =b
Les solutions sur R de Uéquation (Es) : y' — ay = b sont toutes les fonctions de
la forme :

:a:n—:-C'e“’—E, ou C e R.
a

Démonstration. Soit f une fonetion définie sur R, Il s’agit de montrer que f est
solution sur R de (E3) si, et seulement s'il existe un réel C' tel que pour tout réel

z, f(x) = Ce** — E
a
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=) Supposons que f est solution sur R de I'équation différentielle (Es) : ¢ =
ay + b. Alors f est dérivable sur R, et pour tout x € R, on a :

f'(x) =af(x) +b (1)

Nous procédons dans la suite en trois étapes.

F '+ S
— Etape 1. On montre que la fonetion f, : % définie sur R est une

solution sur R de (E3) : ' = ay + b.
[, est dérivable sur R. De plus, pour tout z € R, f(z) =0, et afy(z) +

b=wux (—E)+b=—b+b=ﬂ, done pour tout x € R, on a :
a

fp(@) = afp(z) +b (2)
et ainsi f, est bien une solution sur R de (Ej).
— Etape 2. On montre que la fonction f— fp est solution sur R de I'équation

différentielle () : ' = ay.
Pour tout x € R, en effectuant la différence entre (1) et (2), on obtient :

f(z) = f(x) = a(f(z) = fp(2)), soit: (f = fp)'(z) = a(f — fp)().
La fonction f — f, est donc bien une solution sur R de (E;).

— Etape 3. D’aprés la propriété 7.11, il existe un réel C tel que pour tout
z €R, (f — fp)(z) = Ce™, soit f(z) — fp(x) = Ce® , soit encore :

f(z) = Ce™ + fp(z) = Ce™ — Eb.

<=) Supposons qu'il existe un réel C tel que pour tout réel x, f(x) = Ce™ — —.
@

Alors [ est dérivable sur R, et pour tout x € R, on a :
fl(x) =Cae™ =a (Ce""' - g) +b=af(z)+b.

Done f est solution sur R de 'équation différentielle (Es) : y' = ay + b.
O

Remarque. Les solutions de (F3) : ' = ay + b s'obtiennent en ajoutant aux

. b
solutions de (E)) : ¥’ = ay la solution particuliére constante x — —— de (Es).
a

Remarque. Les réels a et b étant fixés, voici pour différentes valeurs de C, les
courbes intégrales de (Es).
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Casa <0

Par tout point du plan passe une, et une seule courbe intégrale de (Fs).

Ezxemple. Les solutions sur R de I'équation différentielles ¢’ + v = 2 sont toutes les
fonctions de la forme x — Ce™® + 2, o C est un réel.

Application 39. (E) est 'équation différentielle v — 4y = —5.
1. Résoudre (E) dans R.
2. Déterminer la solution f de (F) telle que f(2) = 1/4.

3. Donner une interprétation graphique du résultat.

7.3.3 Résolution de I'équation différentielle v = ay + f

Dans cette section, a est un réel non nul et f est une fonction définie et continue
sur un intervalle de I de R.

Définition 7.14. L’équation différentielle y' = ay + f, qui peut aussi s'écrire
y' —ay = f, est (également) appelée équation différentielle linéaire du premier
ordre d coefficients constants avec second membre.

Propriété 7.15. Résolution de vy’ —ay = f
Soit ¢ une solution particulicre sur I de Uéquation (E3) : y' —ay = f. Alors les
solutions sur I de Uéquation (F3) sont toutes les fonetions de la forme :

x> Ce™ +p(x), ou C €R.

Démonstration. Soit g une fonction définie sur 1. Il s'agit de montrer que g est
solution sur [ de (E3) si, et seulement il existe un réel C' tel que pour tout x € I,
g(xz) = Ce®* + p(x).

=) Supposons que g est solution sur I de I'équation différentielle (E3) : y' =
ay + f. Alors g est dérivable sur I, et pour tout z € I, on a :

g'(z) = ag(z) + f(z) (1)
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Par ailleurs, puisque ¢ est solution de (E3), alors ¢ est dérivable sur I et,
pour tout € [, on a :

¢'(z) = ap(z) + f(x) (2)

En effectuant la différence entre (1) et (2), on obtient pour tout z € I :

g'(z) — ¢'(z) = alg(z) — ¢(z)), soit : (g9 — ¢)'(z) = alg — ¢)().
La fonction g — ¢ est done une solution sur I de I'équation différentielle

(E1) 1y = ay.
D’apres la propriété 7.11, il existe un réel C tel que pour tout z € I, (g —
@)(z) = Ce™™, soit g(x) — p(x) = Ce™™, soit encore :

g(x) = Ce™™ + ¢(x).

<) Supposons qu'il existe un réel C' tel que pour tout réel x, g(x) = Ce™ +@(x).
Alors g est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables sur I, et
pour tout = € [, on a :

¢'(z) — ag(z) = Cae®® + ¢'(z) — a(Ce® + p(x))

= ¢'(z) - ap(z)
= f(x) car p est solution sur I de (Ejy).

Done g est solution sur I de I'équation différentielle (F3) : v = ay + f.

O
Remarque. Les solutions de (E3) : ¥’ = ay + f s'obtiennent en ajoutant aux
solutions de (Ey) : ¥’ = ay une solution particuliére de (Ej3).
L 1 o P o * r 1 1
Exemple. On considere I'équation différentielle y' — 3¥ = 5%

La fonction ¢ : x +— —x — 2 définie sur R est une solution particuliére de (E£). En
effet, la fonction ¢ est dérivable sur R, et pour tout z € R, on a :

ey Loy o be o oy o lo . 1
¢ (x) Qcp(.r,]— 1 2( z—2)= 1+23:+1—2J:.

Par conséquent, les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme :

23 Ced® 4 o(z) =Cet* —2—2, ol C R

/2\ Attention !

Au moment de conclure la résolution d’une équation différentielle
(E), les rédactions maladroites suivantes sont a éviter :

— « les fonetions x — ... sont solutions de 'équation (E) » ;
— « toutes les fonctions = — ... sont solutions de I'équation (E) » ;
— «les fonctions x — ... sont toutes solutions de I'équation (E) ».

En effet, il est primordial de préciser que nous avons trouvé exacte-



7.4. Exercices

ment toutes les solutions cherchées! Une rédaction correcte est donc :
« Les solutions de I'équation (FE) sont toutes les fonctions = + ... » on
encore : «Les solutions de I'équation (E) sont exactement les fonctions
 + ... » ou plus simplement : «Les solutions de 'équation (E) sont les
fonctions = — ... ».

Application 40. Soit (E) 'équation différentielle 2y’ + 3y = 6x + 1.
1. Déterminer une fonction affine ¢ solution particuliere de (E').
2. Déduire toutes les solutions de (E) sur R.
3. Donner 'unique solution h de (E) tel que h(0) = 1.

7.4 Exercices

Exercice 7.1. Résoudre dans R 'équation différentielle ' 4+ y = (3 — 2z)e”.

Exercice 7.2, On considére 'équation différentielle suivante :
v =9 (E)

1. Montrer que la fonction constante égale & 0 est solution de (F).

2. Soit g une fonction définie et dérivable sur R telle que pour tout réel x,

g(z) # 0.
Montrer que g est solution sur R de (E) si, et seulement si, g est solution sur
R de I'équation différentielle :

yi’
y2

1.

3. Déduire les solutions ne s’annulant pas sur R de (E).

4. Déterminer la solution sur R de (E) qui vaut 1 en 0.

Exercice 7.3 (Sujet bac, La Réunion, 2004). On désigne par f une fonction
deux fois dérivable sur K.
On suppose que la fonetion f vérifie les propriétés suivantes :

(1) f est solution sur R de 'équation différentielle y"? — 3% = 1

(2) F(0) =1

1. (a) Démontrer que, pour tout nombre réel z, f'(x) # 0.
(b) Caleuler f(0).
2. Démontrer que la fonction f est solution sur R de I'équation différentielle
¥y =y
3. Pour tout réel z, on pose u(z) = f'(z) + f(z) et v(z) = f'(z) — f(z).
(a) Calculer u(0) et v(0).
(b) Démontrer que pour tout réel z, u'(z) = u(x) et v'(z) = —v(z).
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" R
(c) En déduire que la fonction f : x — € —€  définie sur R est I'unique

fonction satisfaisant aux propriétés (1) et (2).
La fonction f se nomme la fonction sinus-hyperbolique, notée sinh.

4. (a) Etudier les limites de la fonction sinh en +oo et en —oc.
(b) Dresser le tableau des variations de la fonction sinh sur R.

5. (a) Soit m un nombre réel. Démontrer que I'équation sinh(z) = m admet
une unique solution a sur R.

(b) Déterminer cette solution lorsque m = 3.

Exercice 7.4. Soit a un réel strictement positif. On considére I'équation différen-
tielle du second ordre suivante :

y" =a’y (E)

1. Montrer que les fonctions @ +— ™" et & — €™ sont solutions de (F) sur R.

On considére dans la suite une fonction f définie et deux fois dérivables sur R.

2. Montrer que la fonction f est solution de (E) sur R si, et seulement si, la
fonction g :  — f'(x) — af(x) est solution sur R de I'équation différentielle :

Yy +ay=0 (F)

3. Déduire que f est solution de (E) sur R si, et seulement s'il existe un réel C'
tel que pour tout réel z, f'(z) — af(x) = Ce™**.

4. On note h la fonction x — e % f(x).
Montrer que f est solution de (F') sur R si, et seulement s'il existe un réel C'
tel que pour tout réel x, h'(x) = Ce 2%,

[’_ﬂ

Déduire que f est solution de (E) sur R si, et seulement s’i] existe deux réels
a et b tels que pour tout réel z, f(z) = ae®® + be ™%,

Exercice 7.5 # (Modeéle de Verhulst?). Le modéle de Verhulst pour décrire
I'évolution d’une population (animale ou humaine) est le suivant. On appelle p(t)
la population au temps ¢ (I'unité de temps est I'année, I'unité de population le
millier d'individus). Pour des raisons de place disponible, de nourriture, ete. on
postule que cette population admet une valeur maximum m strictement positive
et que 'accroissement de la population pendant un petit intervalle de temps est
proportionnel a la fois i :

— l'intervalle de temps;
— la population p(t) (plus il ¥ a d’individus, plus il y a de naissances) ;

— 1’écart entre population théorique maximum et population actuelle m—p(t)
(quand on approche du maximum de la population, la nourriture disponible
devient rare et la mortalité angmente).

2. Pierre-Frangois Verhulst (1804-1849) est un mathématicien belge.
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Pour tout réel t > 0, on suppose que p(t) et m—p(t) sont des nombres réels (et pas
seulement des entiers) strictement positifs.
Selon ce modéle, la fonction £ — p(t) est solution sur [0; +oc| de I'équation diffé-
rentielle suivante :
y' = ay(m—y) (1)
oll a est une constante strictement positive.
1. Montrer que p est solution de (1) sur [0; 400 si, et seulement si, la fonction

g : t — — est solution sur [0; +oco[ d’une équation différentielle de la forme

p(t)
y =ay+p (2)

ol « et A sont deux réels que l'on précisera.

2. Résoudre 'équation différentielle (2) sur [0; +oo| et en déduire que les so-
lutions strictement positives de I'équation différentielle (1) sont toutes les
fonctions définies sur [0; +oc| de la forme :

m

tHW: Dﬁ)ﬁ.E [R:_

3. (a) Etudier les variations de p sur [0; +oc].

(b) Déterminer la limite de p quand ¢ tend vers I'infini.

4. Application. Dans un secteur observé d’'une région donnée, un prédateur
empéche la trop forte croissance d'une population de petits rongeurs en tuant
une certaine quantité de rongeurs.

On note u(t) le nombre des rongeurs vivants au temps ¢t (exprime en années)
dans cette région, et on admet que la fonction u, ainsi définie, satisfait aux

conditions : ® ( }2
2 w(t 1wl t _

u(0) =1

ot u' désigne la fonction dérivée de la fonction wu.
On suppose que, pour tout réel positif ¢, on a u(t) > 0.

(a) Déterminer l'expression algébrique de la fonction u.

(b) Au bout d'un grand nombre d’années, quelle sera la taille de la popu-
lation de rongeurs ?
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Intégration

8.1 Intégrale et aire

8.1.1 Définition

Dans le repere ci-contre, le carré grisé a
comme dimension 1 sur 1. Il s’agit du carré
« unité » qui a pour aire une unité d’aire.
On écrit 1 u.a.

L’aire du rectangle hachuré est égale a 8
fois I'aire du carré grisé. L'aire du rectangle
hachuré est done égale 4 8 u.a.

Lorsque les longueurs unitaires sont
connues, il est possible de convertir les
unités d’aire en unités de mesure (le cm?
par exemple).

Définition 8.1. Soient a et b deux réels tels
que a = b. Soient [ une fonction continue
et positive sur Uintervalle [a; b] et €; sa
courbe représentative. On appelle intégrale
de f sur [a; b, Uaire (exprimée en u.a.) de
la surface délimitée par €y, Uaze des abs-
cisses, et les droites d’équations x = a et
&=

Chapitre 8

~
4_._
3__
9 4
™
1 una.
I t >
0 1 3 4
A
Ir =i z:b
. .
2
Q Q b
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Définition 8.2. Soient a et b deux réels tels
que a < b. Soient f une fonetion continue
et négative sur Uintervalle [a; b] et € sa
courbe représentative. On appelle intégrale
de [ sur [a; b, Uopposé de Uaire (exprimée €
en u.a.) de la surface délimitée par €y, Uaze \/
des abscisses, et les droites d'égquations r = r=a x=b
aetx=>"

Y

Définition 8.3. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soient f une fonction
continue sur Uintervalle [a: b] et € sa courbe représentative. On appelle intégrale
de f sur [a; b], Uaire (exprimée en w.a.) de la surface délimitée par €y, Uaze des
abscisses, et les droites d’équations x = a et x = b comptée :

positivement lorsque €y est au-dessus de Uaze des abscisses ;

négativement lorsque €y est en-dessous de Uaxe des abscisses.

Ezemple. On consideére ci-contre 0
la courbe représentative %

* Frv s 1 T
d'une fonction [ définie et 2 @
continue sur R. R O i

Alors l'intégrale de f sur l'in-
tervalle [—3; 6] est donnée, en Dy
unités d’aire, par : Aire(%;) — =
Aire( %) + Aire(%s) — Aire(%y).

) )

ol

»

9
L J

Remarque. 1. L’intégrale d’une fonction continue positive est un réel positif.
2. L’intégrale d'une fonction continue négative est un réel négatif.

3. L’intégrale d'une fonction continue de signe quelconque est un nombre positif
(respectivement négatif) lorsque la somme des aires des domaines situés an-
dessus (respectivement en-dessous) de 'axe des abscisses est supérieure a la
somme des aires des domaines situés en-dessous (respectivement au-dessus)
de I'axe des abscisses.

8.1.2 Notation

b
L’intégrale de f sur U'intervalle [a; b] se note f f(z) dz et se lit : « 'intégrale
de ad bde f(z) dz». ’

Remargue. 1. Les réels a et b sont appelés les bornes de l'intégrale (ou les
bornes d’intégration de la fonction f).

2. La variable z est une variable dite muette car elle n'intervient pas dans le
résultat de 'intégrale. Ainsi, la variable & peut étre remplacée par toute
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autre lettre n'intervenant pas par ailleurs dans 'intégrale. Par conséquent,
nous pouvons tout-a-fait écrire :

Lbf(fldz=[:f(t}dt=f:f(u}du__

3. Le symbole dz indique que la variable d’intégration est x (nous verrons plus
tard ce que cela signifie).

Remargue. Au vu de la définition d'une intégrale, on conviendra aisément que,
pour tout reel a :

.L-ﬂf(:r:}d:z: =

Ezemple. Pour intégrer un peu la notion d’intégrale (sans jeu de mot aucun),

étudions un exemple. On note [ la fonction x — 5% + 3 définie sur R.
5

On souhaite déterminer l'intégrale f(z)dz, 'est-a-dire 'aire de la surface
=5

délimitée par la droite d’équation y = 5% + 3, 'axe des abscisses, et les droites
d’équations £ = —1 et ¥ = 5.

Pour ce faire, nous allons nous aider de la représentation graphique de f dans un
repere orthonorme :

Pour déterminer f ‘ f(x) dz, il suffit
|

alors de dénombrer le nombre de car-
; : 2 s
rés de dimension 1 sur 1 qui se situent

sous la droite d’équation y = 3T +3

sur 'intervalle [—1; 5].
On dénombre facilement 24 carrés de
dimension 1 sur 1, par conséquent :

ilf(m}dr=24u.a. o _1() 1 9 3 41 &

Application 41. On note f la fonetion dont
la représentation graphique est donnée dans
le repére orthogonal ci-contre.

|
2 I 0
Déterminer 'intégrale f f(x) dz. —4 ﬁ? | 2
-3

-2 4




136

Chapitre 8. Intégration

Application 42. On donne ci-
contre la représentation gra-
phique d’'une fonction g.

Donner une valeur approchée (a
une unité d’aire prés) de l'inté-

8
grale f g(t) dt a I'aide de I'aire
2

d’un t.rapéze, i { { 1 1 1 { { =

| L L L. L L L L L
0123456789

Le décompte des unités d’aire sous la courbe représentative d’une fonction
n'est pas forcément précis, et il suffirait que les bornes d'intégration de la fonction
soient trés espaceées pour que le calcul de I'intégrale devienne trés pénible, voire
impossible. Pour remédier a ce probleme, il nous faudrait trouver une méthode
exacte de caleul d'intégrales, sans passer par le dénombrement des unités d’aires
situées sous sa courbe représentative. C'est précisément le sujet de la suite de ce
chapitre.

8.2 Calcul d’intégrales

8.2.1 Théoreme fondamental de 'analyse

Théoreme 8.4. Théoreme fondamental de 'analyse
Soient a et b deux réels tels que a < b, el soit f une fonction continue sur
Uintervalle [a; b]. Alors la fonction F définie pour tout = € [a; b] par :

F(z) = f ft)dt

est dérivable sur [a; b] et pour tout réel x € [a; b], on a F'(z) = f(z).

Démonstration. On démontre ce théoréme uniquement dans le cas on [ est positive
et croissante sur U'intervalle [a; b]. Le cas général est admis.
Soit x € [a; b], et soit h un réel non nul tel que = + h € [a; b].

-~
o
H;

===

— 8Si h > 0, puisque f est croissante, alors
f(2) < f(z+h). P,
Par ailleurs, F(x + h) — F(x) exprime I
'aire sous la courbe représentative de ol e |
f sur lintervalle [z; z + h] (aire de la |/|

zone grisée).

o

R -
5
8
+ [
=

Y



8.2. Calcul d'intégrales

On peut donc encadrer cette aire par laire de deux rectangles de méme
largeur h et de hauteurs f(z) et f(z + h) :

hx f(z) < F(x+h) — F(z) < h x f(z + h),
¢’est-d-dire :

floy < ZEHMZFE o gy py (1)

— Si h < 0, on démontre de maniére analogue que :

F(z + h) - F(x)
== < f(a) 2)

flz+h) <

Or la fonction f est continue en x, done lemh flz+ h) = f(x), et donc d’apres le

théoréeme des gendarmes (voir le théoréme 2.15), en passant & la limite quand h
tend vers 0 dans les inégalités (1) et (2), on obtient :

im F(z+ h) — F(z)
h—0 h

= f(x).

Ainsi F est dérivable en z et F'(z) = f(x). Ceci étant vrai pour tout x € [a; b],
T
nous avons bien montré que la fonction F : x — f(t)dt est dérivable sur [a; b]

i
et F' = .
O
= A

Remargque. 1. La fonction F : x> f f(t) dt est une primitive de f sur [a; b].

a
Elle est méme 'unique primitive de f sur [a; b] telle que F(a) = 0. Autrement
dit, F' est 'unique solution sur [a; b] de I'équation différentielle y' = f telle
que F(a) = 0.

2. Ce théoréeme justifie donc bien 'existence de primitives d'une fonction conti-
nue f sur un intervalle (voir le théoréme 7.3).

8.2.2 Calcul d’intégrales

Dans cette section, on propose une méthode exacte de calcul d’intégrales.

Définition 8.5. Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et soient

a et b deux réels tels que a < b. On définit 'intégrale f flz)dx par Uégalité
b
a b
suivante :/ f(z)dz = —/ f(z)dzx.
b i
Exzemple. On a vu dans le dernier exemple de la section 8.1.2 que f flz)ds =24,
-1

-1
par conséquent : / f(z)dz = —24.
5
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Propriété 8.6. Calcul exacte d’une intégrale
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et soit F' une primitive
de [ sur I. Alors pour tous réels a et b de I, on a :

b
f f(z)dz = F(b) — F(a).

Démonstration. On procede dans cette démonstration par disjonction de cas.

— On suppose que a < b et on note H la fonction définie pour tout = € [a; b
par :

H(z) = £ " i) dt.

En vertu du théoréme fondamental de I'analyse, pour tout z € [a; b], on a
H'(z) = f(z) et H(a) =0.

Par ailleurs, F' est une primitive de f sur [a; b], done pour tout = € [a; b],
F'(z) = f(z), et ainsi F'(z) = H'(x). Par conséquent, il existe un réel
C tel que pour tout z € [a; b], F(z) = H(z) + C. En particulier, on a
F(a) = H(a) + C = C ear H(a) = 0. Ainsi, pour tout = € [a; b] on a
F(z) = H(z) + F(a), soit :

H(x) = f f(t)dt = F(z) — F(a).
En particulier, H(b) = F(b) — F(a). D’ou I'égalité souhaitée.
b a
On suppose que a > b. D’apres la définition 8.5 : / flz)dzr = - ] f(z)dzx.
a b

D’apreés le cas précédent : f flz)dx = F(a) — F(b), donec on obtient :
b

f fl@)dn = — fb " {(2)dz = —(F(a) - F()) = F(t) - F(a).

— Dans le cas ol @ = b, 1'égalité est évidente.
&
(]

Notation. Afin d’alléger les écritures, on notera souvent : F(b) — F(a) = [F {.T)]::
On a done :

b
[ 1@ = [F@); = F¢) - Fl@).

i
Remarque. On vérifie bien a I'aide de la propriété 8.6 que : f f(z)dz =0, car :
a

/ * (z)dz = Fla) — F(a) = 0.
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Ezemple. Calculons f (é_«:-{— 3) dz.
~1

1
La fonction f : & — —x + 3 est continue sur l'intervalle [—1; 5], elle admet done

2

des primitives sur [—1; 5].

Une primitive de la fonction f : x — %.‘I.' + 3 sur [—1; 5] est la fonction F : z —

T2

I +3$.

Nous avons alors :

]: f(z)dz = [F(m:']il B [§+3r]5

-1
=5—2+3><5_ ((_1]2 +3><{“1})

4 4
25 1 24

= +15—--+3="+4+15+3
ik g H3= +15+
=6+15+3=24.

Nous retrouvons bien le résultat obtenu par décompte des unités d’aires sous la

droite d’équation y = é.r + 3 sur l'intervalle [—1; 5] (voir I'exemple de la section
8.1.2).

Remarque. 1. «Intégrer» la fonction f sur un intervalle [a; b] veut dire, par

abus de langage, calculer I'intégrale de la fonction f sur Uintervalle [a; b].
b
2. Dans la notation | f(z)dz, le symbole dzx indique (du moins dans le cadre

i
de ce cours) que lors du calcul de 'intégrale, on primitive la fonction f par
rapport i la variable x et aucune autre variable intervenant par ailleurs dans
I'intégrale.

/2\ Attention !

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. Si f est la fonction

b
nulle sur [a; b], alors : f f(z)dx = 0. La réciproque est toutefois fausse!
a

b

Si f f(@z)dx = 0, cela n’implique pas forcément que pour tout
(i3

xz € [a; b], f(x) = 0. Par exemple, on a :

1 471 1 4
] [ (R S ) e S U
f—ia:dx_[ ]-1_ 4 4_1]'

3

mais la fonetion f : x +~ 2° n'est évidemment pas nulle sur l'intervalle

[=1; 1!
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Application 43. Calculer les intégrales proposées.

2 3
3
l.f[e — 2z —1)dz 3.[ R
_a V2r2 41
2

2.

1 $2+1 : 1 I2

8.3 Propriétés des intégrales

8.3.1 Relation de Chasles

Propriété 8.7. Relation de Chasles
Soit f une fonetion continue sur un intervalle I de R et soient a, b et ¢ trois

réels de I. Alors :
b c c
f f(z)d=z + / f(z)dz = f fz) dzx.
a b =

Démonstration. Soit F une primitive de f sur I. Alors :

b c [
f f(z) da+ f f(z)dz = F(b)— F(a)+F(c)—F(b) = F(c)— F(a) = f ) ds:

oS b a
O

Remarque. Lorsque f est positive sur [
et a < b < ¢, la relation de Chasles tra-
duit 'additivité des aires : 'aire de la
réunion de deux domaines adjacents (do-
maine prisé et domaine hachuré dans la
figure ci-contre) est la somme des aires de
chacun d’eux.

Dans le cadre des intégrales, la relation

Y

de Chasles est vraie quels que soient (o 4 b =
l'ordre des nombres a,b et ¢ et le signe
de f.

2
Exemple. Calculons f z* dz en utilisant la relation de Chasles :

2 0 2
f .1:3{1$=/ :.-:3{11:+f x dx
-2 =2 0
(5] 5,
4 -2 1 0
24

.|],4 B (_2)4
4 4 1
=—4+4+4

Dd
4



8.3. Propriétés des intégrales

] @ a
Remargue. D’aprés la relation de Chasles : f flz)d=+ f flz)dz = f f(z)dz
a b a
f b @
Or f flz)dz = 0, done f flz)dx +f f(z)dz = 0, et par conséquent, on
a a b

b i
retrouve bien la définition 8.5 : f flz)dz = — f flz)dz.
a b

8.3.2 Linéarité

Propriété 8.8. Linéarité de 'intégrale
Soient [ et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R, et soient a et

b deux réels de I.
b b
1. Pour tout réel k :f kf(z)dz = .’cf flz)dz.

. f(f(m)+g(mndz=fﬂm)dx+fg<m1dm

Démonstration. Notons F' et (¢ des primitives respectivement de f et g sur I. En
vertu de la propriété 7.7, pour tout réel k, kF est une primitive de kf, et F + G
est une primitive de f + g. Nous avons alors :

b b b
. f kf(x)dz = [kF(z)]” = kF(b)~kF(a) = k(F(b)— F(a)) = k ] (@) dz

f (f(z) + g(z))dz = [F(z) + f'(f)] = (F(b) + G(b)) — (F(a) + G(a)) =
b
F(b) — F(a) + G(b) — G(a) = f f(z)dz + f g(z)dz.

¢ g g .
Ezemple. Calculons / ([’.‘I - —) dz en utilisant les propriétés de linéarité :
1

X

/(ﬁ:‘.___ﬂ) dx:/ e dxr — d.-r:
1 T 1 1
=/ e”dm—ﬁ/ ~dx
1 &

= [¢"]} - 5[In(2)]
= e® — e' — 5(In(e) — In(1))
=€ —e—5ln(e)

=e*—e—5
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1
1
Application 44. On souhaite calculer I'intégrale I = f e dz.
'ﬂ -
1 &%
1. On pose J = f dz. Caleuler J.
0 er 1 1

2. Caleuler I + J.
3. Déduire [.

8.3.3 Positivité

Propriété 8.9. Positivité de l'intégrale
Soit [ une fonction continue sur un intervalle I de R, et soient a et b deux réels
de I tels que a < b.

by
1. Si, pour tout x € [a; b], f(x) =0, alors :/ flz)dz = 0.

b
2. Si, pour tout x € [a; b], f(x) <0, alors :/ f(z)dz <0.

Démonstration. f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [ de R, et a
et b sont deux réels de [ tels que a < b.

b
1. Si la fonction f est positive sur [a; b], 'intégrale f(z) dx exprime l'aire

a
sous la courbe représentative de f sur l'intervalle [a; b], done I'intégrale

b
f f(x) dz est un nombre positif.
L]

2. Sipour tout = € [a; b], f(z) <0, alors —f(z) > 0, et donc d’aprés l'item 1,
b
on a / —f(x)dz > 0.

b b
Mais comme par linéarite de l'intégrale, on a f —flz)dz = — f flz)dz,

b b
il vient que : —f f(z)dx = 0, soit : / flz)dz < 0.
a i

/2\ Attention !

@ b
1. L’hypothése a < b est indispensable car f flz)dzx=— f f(z)dzx.
b a

2
Lo 3 :
2. Les réciproques sont fausses. Par exemple, f ZdT = 3 > 0, mais la
1

fonetion z — = n'est pas positive sur l'intervalle [—1; 2].




8.3. Propriétés des intégrales

] —
Ezemple. On pose I = A #.;:—1 dz.
—4
Pour tout z € [0; 1], onaxz—4 <0et 2* +x+ 1 > 0, donc iy < 0.
X 2+z+1
x—4
Par positivité de I'intégrale, on conclut que / :— dzr <0, soit : I < 0.
Ji ¥*=+z+1

Application 45. Etudier le signe de chaque intégrale sans chercher a la calculer.
3 -2 -2
1. J=f tIn(t) dt 2. K=f dx
} s @

8.3.4 Passage a l'intégrale dans les inégalités

Propriéeté 8.10. Croissance de 'intégrale
Soient [ et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R, et soient a et
b deux réels de I tels que a < b. Si pour tout = € [a; b], f(x) = g(z), alors :

/ ' fa)da > / gy,

Démonstration. Si pour tout x € [a; b], f(x) = g(z), alors pour tout = € [a; b,
flz) = g(zx) = 0, donc en utilisant la positivité de I'intégrale, on obtient :

f (f(z) - g(z)) dz > 0.

b b b

Or f (f(z) — g(z))dx = f flz)dz — / g(z)dx par linéarité des intégrales
L b a b @ 5 3

(propriété 8.8), dnn-::.f f[:f:]dx-f g(z)dz > 0, S{Jit-f flz)dz 2/ g(x) dz.

[} a il i D

Remargue. On dit souvent que I'on intégre 'inégalité sur I'intervalle [a; b], ou que
I'on passe i I'intégrale sur 'intervalle [a; b] dans 'inégalité.

Exemple. Soit f une fonction définie et continue sur R telle que pour tout = € R,
f(z) < 3. En intégrant l'inégalité précédente sur [0; 2|, on obtient :

fuﬂ f(a)dz < /:3““'”* ol f: L

Application 46. Notons f la fonction définie pour tout t €]0; 400 par :

10 = o

tet”

n+1
On note (uy,) la suite définie pour tout entier n > 1 par u,, = f f(t)dt.
L
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1. Soit un entier n > 1. Montrer que pour tout réel ¢ € [n;n+ 1], ona:
f(n+1) < f(t) < f(n).

2. Déduire que pour tout entier n > 1, f(n+ 1) < u, < f(n).
3. La suite (u,) est-elle convergente ?

8.3.5 Inégalité de la moyenne

Définition 8.11. Seient a et b deux réels tels que a < b, et soit f une fonction
continue sur Uintervalle [a; b]. On appelle valeur moyenne de f sur[a; b] le nombre

; SO
reeip=mf f(z) dz.

Remarque. L'interprétation géométrique
de la valeur moyenne p d'une fonction y=p /
f positive sur [a; b] est que I'aire sous / S Y,
la courbe représentative de f (aire du
domaine grisé) est égale i l'aire sous la
droite d'équation y = p (aire du domaine
hachuré) sur [a; b].

Y

a 0 b

Ezxzemple. Notons f la fonction définie pour tout réel x par :
f(z) = 322 — 4z + 5.

La valeur moyenne p de f sur U'intervalle [0; 10] est :

1 10 5
H=—— 32° — 42 4 5)dx
= l—lﬂ[;zj — 22° + 5z ;u
:1—1n(103—2><102+5><1[i)
= — (1000 — 200 4 50
151000 ~ 200+ 50
= 85.

Finalement, la valeur moyenne de la fonction f sur [0; 10] est g = 85.

Propriété 8.12. Inégalité de la moyenne

Soient a et b deux réels tels que a < b, et soit f une fonction continue sur
Uintervalle [a; b]. Soient m et M deux réels tels que pour tout z € [a; b,
m < f(z) < M. Alors :

== o f Pk e A=)
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Démonstration. On sait que pour tout = € [a; b, on a m < f(x) < M. En passant
a I'intégrale sur I'intervalle [a: b] dans ces inégalités, on obtient :

fmdm{_:fﬁx)dmifmfdm, mia:m(b—a)::[f(m)dﬂ’fmb'“]'
O

Remargue. A partir de l'inégalité de la moyenne, puisque b — a > 0, on déduit
que :

b
mﬂ_‘:%f flz)dz < M, soit :m<pu< M.

8.3.6 Aire du domaine compris entre deux courbes

Propriéete 8.13. Soient a et b deux réels tels que a < b, et sotent [ et g
deux fonctions continues sur Uintervalle [a; bl. On note €} et €, leurs courbes
représentatives dans un repére du plan. On suppose que pour tout x € [a; b], on
a : g(xz) < f(x). Alors Uaire A du domaine compris entre €y et €, sur [a; b]
est donnée par :

b
- / (f(2) - 9(a)) dz .

A

Démonstration. On ne démontre que le cas ol f et g sont positives sur [a; b, le
cas genéral etant admis.

Pour tout x € [a; b],ona 0 < g(x) < f(z), done I'aire A du domaine compris entre
€5 et €, est donnée par la différence entre I'aire du domaine sous la courbe % et
celle du domaine sous la courbe €, soit en utilisant la linéarité de l'intégrale :

b b b
A=f f{m]dx-f g($}d$=f (f(x) — g(z)) der.

Application 47. Notons f et g les fonctions définies pour tout réel x par :

fl)=—2*+2 et g(z)=2°—2x—2.

145



146

Chapitre 8. Intégration

On donne ci-contre dans un repére ortho-
normeé les représentations graphiques % et
¢, des fonctions f et g.

Les courbes € et €, se coupent aux points

A(—-1; 1) et B(2; —2).

Calculer, en unités d’aires, 'aire A du do-
maine griseé.

8.4 Intégration par parties

Lorsque le caleul d’une intégrale n’est pas possible directement avec une primi-
tive connue, on peut utiliser la formule dite de 'intégration par parties ci-dessous.

Proprieté 8.14. Intégration par parties
Soient u et v deux fonetions dérivables sur un intervalle I telles que u' et o'
soient continues sur I. Soient a et b deux réels de I. Alors :

b b
f u(z)v'(z) dz = [u(:r)v{zﬂ:—f u'(z)v(z) dz

i

Démonstration. Les fonctions u et v sont dérivables sur I, done la fonetion produit
uv est dérivable sur [ et (uv)' = u'v + wv'.

Les fonctions u, u', v et v' étant continues sur I, les fonctions (uv)’, v'v, uv' le
sont également sur I. Ces fonctions admettent done des primitives sur [ et on a :

l(uv)f(m]d:r::ﬁ ((u'(z)v(z) + u(z)v'(x)) dz.

b b b
Par linéarité des intégrales : f {uv}'[m]:]x:f u'(x)v(x) d:.:+f u(z)v'(z) de.

La fonction uv est une primitive de la fonction (uv)’, done : f (uwv) (z)dz =
[u(r)tr(:r}]i.
b b b
On obtient done : [u(z)v(z)], = f u' (x)v(x) dz +f u(z)v'(x) dz, d'ont I'égalité
@ a

souhaitée.

€l

a

0
Ezemple. On souhaite calculer f ze® dx.

1
Pour tout réel x € [—1; 0], on pose u(z) = z et v(x) = e*. Les fonction u : &
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u(z) et v : x — v(z) sont dérivables sur [—1; 0] et pour tout z € [-1; 0], on a
v'(xz)=1et v'(z) =€*.

Par ailleurs, les fonctions u' : = — u'(z) et v' : £ — v'(z) sont continues sur
[—1; 0].

D’aprés la formule d’intégration par parties, on a :

0 0
/ ze* dx = [xf.ﬂ: —[ Tdr=e"! - [c:"c]ti1 =21 —1.
3 A5

Remarque. 1. La formule d’intégration par parties peut également s'écrire de
la maniere suivante :

b b
f v (z)v(z) dz = [1.-.(:::.']1.?[:::}]: —f u(z)v'(z) da.

2. 1l est trés important de choisir u et v de maniére pertinente, au risque de ne
pas pouvoir appliquer la formule d’intégration par parties. Le choix de u et v
doit étre guidé par le fait que certaines fonctions sont plus faciles a intégrer
que d’autres.

Application 48. En appliquant la formule d’intégration par parties, calculer les
intégrales suivantes :

€ 2
1. 1:] (22 — 1) In(z) dz ) ;zf 422 + 1)+ dg
1 1]

8.5 Exercices

Exercice 8.1 (Sujet bac, Pondychérie, 2008).
1. Notons f et H les fonctions définies pour tout = € [1; +oo[ par

T
er —1

f(z) = et H{x)= [ f(t)dt.
1
(a) Justifier que f et H sont bien définies sur [1; +ool.
(b) Quelle relation existe-t-il entre H et f?
(e¢) Notons ¢ la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du

plan.
Interpréter en termes d’aire le nombre H(3).
2. On se propose, dans cette question, de donner un encadrement de H(3).
T - i

= X z
et —1 l—e %

(a) Montrer que pour tout réel z > 0,

(b) En déduire I'égalité suivante :

3 1 1 3
f f(@)dz =3In (1 - (ﬁ) —In (1 - —) —f In(1 —e™)da.
1 j i 1
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(c¢) Montrer que si 1 < < 3, alors :

1 1
—Z)<mll-e2)< e ML
111(1 E)_111{1 € )_ln(l 63)

a
(d) En déduire un encadrement de f In(1— e *) dz puis de H(3).
1

Exercice 8.2 (Sujet bac, Asie, 2010).
Partie A

On note [ la fonction définie pour tout réel x > 0 par :

h3

1
er,
22

f@) =

On note % la courbe représentative de la fonetion f dans un repére orthonormal
du plan.

1. (a) Déterminer la limite de la fonction f en 0.
(b) Déterminer la limite de la fonetion f en +co.
¢) Quelles conséquences graphiques peut-on déduire de ces deux résultats ?

(
2. (a) Démontrer que pour tout réel x strictement positif, on a :
P b g )
o) iy i

(b) Déterminer le signe de f’ et en déduire le tableau des variations de f
sur 'intervalle |0 ; +ocf.

(¢) Démontrer que 'équation f(z) = 2 d’'inconnue € R} a une unique
solution notée a appartenant & 'intervalle ]0; 400 et donner la valeur
approchée de « arrondie au centiéme.

Partie B. Etude d’une suite d’intégrales

On note (1,,) la suite d’intégrales définie pour tout entier n > 2 par :

2
In=/ Le% dr.
p T
1. Calculer 5.

2. (a) Démontrer, a I'aide d'une intégration par parties, que pour tout entier

n=2:
Ve
2n—l

(b) Caleuler I5.
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3. (a) Etablir que pour tout nombre réel z appartenant i I'intervalle [1; 2] et
pour tout entier n > 2, on a :

e

Hi=

1
—e E:

0< ]
B i on

(b) En déduire un encadrement de I,, pour tout entier n > 2, puis étudier
la limite éventuelle de la suite ([).

Exercice 8.3 (Sujet bac, Métropole, 1995). L’objectif de cet exercice est
d’étudier la suite (uy,) définie pour tout entier naturel n par :

[

iy = ——dx.

0o V1i4+=x

1. Notons f la fonction définie pour tout = € [0; 1] par: f(z) = In(z+v1 + 22).
(a) Caleculer la dérivée f’ de f. En déduire uy.

(b) Caleculer u;.

2. (a) Prouver que la suite (u,,) est décroissante, puis déduire que la suite (u,,)
est convergente.

(b) Montrer que pour tout x € [0; 1], ona: 1 < 1+ 22 < /2.

(¢) En déduire que pour tout entier n > 1, on a :

1
S
GLIR - > hFl

(1)

Déterminer la limite de la suite (u,,).
1
3. Pour tout entier n = 3, on pose [, = / "2/ 1 + 22 dz.
0

(a) Vérifier que pour tout entier n > 3, on a : u, + up_o = I,.

(b) Montrer que pour tout entier n > 3, on a :
i, +(n— 1)y, o= V2.
(¢) En déduire que pour tout entier n > 3, on a :
(2n — Du, < V2 (2)

(d) A T'aide des inégalités (1) et (2), montrer que la suite (nw,) est conver-
gente et caleuler sa limite.

Exercice 8.4 # (Intégrales de Wallis). On note (W5,) la suite définie pour tout
entier naturel n par :

5
W"=f sin(t)" dt.
0
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1. (a) Pour tout entier naturel n, montrer que W,, > 0 et W, < W,,.
(b) La suite (W,,) est-elle convergente ?
9. Etablir I'égalité ci-dessous valable pour tout entier naturel n :

n+1
= W,,.
n42 n+2 n
T
3. Montrer que pour tout entier naturel n, on a : W, W, = —
2 5 I % : H’rnx+1
4. Etablir la limite suivante : lim =1,
n—r4oo n

by |

: i i 5 . m™ gk
Montrer que la suite (W,,) est équivalente a la suite ( 2—) , ¢'est-a-dire :
V 2n

W,
im —— =1.
=400 T
2n
Puisque ].IT vV T/(2n) 0 et que la suite (W,,) est équivalente i la
n=r+4+00
suite g;ﬂf {2?1 , un résultat dans le supérieur permettra de conclure que
lim
n—+too

Exercice 8.5 # (Méthode des rectangles). Soient a et b deux réels tels que
a < b et soit f une fonction continue sur l'intervalle [a; b].
Soit un entier n > 1.

b—a
— Pour tout k € {0, ..., n}, on pose : zr = a + k——. La suite (zr)o<r<n
n

—a

ainsi définie est appelée une subdivision de [a; b] de pas h =

— Les nombres S,(f) et S.(f) suivants se nomment sommes de Riemann'
associées a la subdivision (zx)o<r<n et 4 la fonction f :

Sa) =222 flan) 5SS

k=0 fe=0

L'aire du do-
maine grisé est

>
#

| I I I
I 1 | I | I s 1 I |
| | | | I | P 1 | A 5
épale 4 S .
W g ] = 0 & n(f)
1 | L 1 1 1 L 1 1 1 1 1 >
] 1] I 1] i L] L) ! T L)
a=X¥p¥1 Xz X3 XT4 T5 6 vas Tn-2 Tn-1lx, =b

1. Bernhard Riemann (1826-1866) est un mathématicien allemand, éléve de Carl Gauss. Il
a apporté d'inestimables contributions a la topologie, 'analyse et la géométrie différentielle. La
géométrie riemannienne a servi de cadre mathématique i la théorie de la relativité générale.
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A
1 |
A \ : | L’aire du do-
I : el maine grisé est
I | [ | | | I e | | . s o
eoale 4 5 g
I = & n(f)
| 1 | 1 1 | | 1 | 1 1 [
] ] i 1 Ll i L] I i L] o
a=ZFgT1 T2 Tz T4 T5 Tg — Tn—2 Tan—lx, =b

On souhaite établir dans cet exercice, uniquement dans le cas ol f est monotone
et positive sur [a; b], les égalités suivantes? :

b
Jim S,(f)= lim_S4(f) = f #(x)da.

Dans la suite, on suppose que la fonction f est croissante (le cas décroissant se
traite de maniére analogue).

1. Pour tout k € {0, ..., n} et pour tout x € [z ; Tr41], montrer que 'on a :
flzx) < f(z) < f(®r41)-
2. Déduire les inégalités suivantes :

n—1 Tk 1

<Y [ @ de< s

k=0 Tk

3. (a) Montrer que : S}(f) = Su(f) = *—2(f(5) ~ f(a).

(b) Déduire la limite de la suite (S, (f)) puis celle de la suite (S}, (f)).
4. Application. Calculer : lim : Zk” ,oupeN.
k=1

n——+oo pPtl
(a) Compléter la fonection Python rect (£, a, b, n) ci-dessous afin qu'elle
renvoie, pour une fonction f continue sur un intervalle [a ; b et un entier

ki |

b
n = 1 donnés, une approximation S,,(f) de l'intégrale [ = / flz)dax.

| |def rect(f, a, b, n):

2 h=(b-a) / n

3 s =0

4 X = a

5 for i in range(n):

f BV e e a0 R S R R e T e TR M R R R e
7 x=x +h

A ESBATI =i 5ieiti S oiiss e isianisiiahy SEesisien s

(b) Faire appel a la fonetion rect pour trouver une approximation de I'in-
1
tégrale f In(x + 1) dz.
0

2. Le cas général, admis dans ce livre, sera démontré dans le supérieur,
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Chapitre 9

Combinatoire
et dénombrement

9.1 Cardinal d’ensembles finis

9.1.1 Ensemble fini et cardinal
Définition 9.1. Seoit E un ensemble.

1. On dit que FE est un ensemble fini 5%l contient un nombre fini d’éléments.

2. Le nombre d’éléments de E est appelé le cardinal de l'ensemble E et il est
noté Card(E) ou |E|.

Ezemple. Soient o, 3, v et § quatre réels distinets et I'ensemble E = {a; §; v; 6}.

E est un ensemble fini & quatre éléments, donc : Card(E) = 4.

Remarque. 1. On a : Card(@) = 0.

2. Certains ensembles ne sont pas finis : les ensembles N, Z ou I'intervalle [0; 1]
ete.

9.1.2 Principe additif

On rappelle que deux ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = 0,
c’est-ii-dire s'ils n’ont aucun élément en commun.

Propriété 9.2. Principe additif
Soient A et B deux ensembles finis disjoints. Alors :

Card(A U B) = Card(A) + Card(B).

Démonstration. Si A = () ou B = (), I'égalité est vérifiée.

Posons A = {a1;...;a,} et B = {by;...;by}, ol n et p sont deux entiers
naturels non nuls et ol ay, ..., a,, by, ..., b, sont des réels tous distincts. Les
ensembles A et B ainsi définis sont disjoints.
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On a Card(A) = n (les réels ay, ..., a, sont distincts) et Card(B) = p (les réels
by, ..., b, sont distincts).
De plus Card(Au B) = Card({a;; ...;a,; b5 ...:b,}) =n+pecar A et B sont
disjoints, d'oni I'égalité souhaitée.

O

Ezxemple. Posons Ey = {1;3;5} et 2 ={2;4;6; 8}.

Les ensembles E; et Es sont disjoints car Ey N Es = .

On a Card(E;) = 3 et Card(FE5) = 4, done Card(E,) + Card(E5) = 7.

Par ailleurs, EyUE; = {1:;2:3;4;5; 6; 8}, done Card(E; U Ey) = 7, et ainsi on
retrouve bien 1'égalité : Card(E) U E;) = Card(E;) + Card(E5).

Remarque. 1. On peut généraliser le principe additif : soit un entier n > 2 et
soient n ensembles finis Ey, Ea, ..., F, deux i deux disjoints. Alors :

Card(F, U EsU---UE,) = Card(E)) + Card(F3) + - - - + Card(E),).
2. Lorsque les n ensembles sont de méme cardinal p, le principe additif devient :
Card(Fhy U EsU---U Ey,) =n x Card(E;) = np.

Dans ce cas particulier, le principe additif porte le nom de principe des
bergers. Le rapport avec les bergers? Un berger qui posséde n moutons
possede aussi 4n pattes de moutons!

Application 49. Dans une classe de terminale, les options latin et théitre sont
proposées. On sait que 16 éléeves pratiquent le latin, 14 le théatre, 5 pratiquent les
deux options et 8 n’en pratiquent aucune. On note :

— L l'ensemble des éléves pratiquant le latin ;
— T l'ensemble des éléves pratiquant le théitre ;

— 1 'ensemble de tous les éléves de cette classe.

1. Recopier et compléter le diagramme de Venn ci-dessous.

0

2. En utilisant le principe additif, caleuler Card(€2).
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9.1. Cardinal d'ensembles finis

9.1.3 Principe multiplicatif

Définition 9.3. Seit un entiern > 2 et soient n ensembles Ey, ..., E,, non vides.

1. Le produit cartésien des ensembles E,, ..., E, est l'ensemble, noté E, x
-« % E,, composé des éléments (ay; ...;a,) otay € Ey, ..., a, € E,.

2. Un élément (ay; ... ; a,) de Ey x --- x E,, est appelé un n-uplet.

Remarque. Soit £ un ensemble non vide.

1. Le produit cartésien E x E se note E*. Plus généralement, pour tout entier
n 2 2, le produit cartésien E' x E x --- x E se note E™.

4

n fois

2. Un élément de E™ s'appelle un n-uplet de E.

Remargue. 1. Un 2-uplet est appelé couple.
2. Un 3-uplet est appelé triplet.
3. Un 4-uplet est appelé quadruplet.

Ezemple. a et b sont deux réels distincts. On pose E = {a; b} et F = {1; 2; 3}.
L. Ona Ex F={(a;1); (a:2); (a; 3); (b; 1); (b; 2); (b 3)}.

On peut retrouver facilement les couples de 'ensemble E x F a l'aide de

I'arbre ci-dessous.

Onaaussi FxE={(1;a); (1;b);(2;a);(2;0);(3;a); (3; )}

(a; 1)
(a; 2)
(a; 3)
(b5 1)
(b; 2)
(b; 3)

[ i

i

b

I/

2. Ona E2=E x E = {(a; a); (a; b); (b; a); (b; b)}.

Ezemple. 1. (a; b;c;a;a;b;a;e;b; ¢) est un 10-uplet de 'ensemble £ =
{a;b; e} on a, b et ¢ sont trois réel distinets, c’est-d-dire un élément de
'ensemble E'0.

2. (1:2;2;:1)et(2;2;1; 1) sont deux 4-uplets (ou deux quadruplets) de I’en-
semble E = {1; 2}. Ce sont donc deux éléments de I'ensemble £,

Aﬁttention !

| Les éléments d’un n-uplet sont ordonnés! Par exemple, (1; 3; 2) et
(1; 2; 3) sont deux triplets différents.
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Propriété 9.4. Principe multiplicatif
Soient A et B deux ensembles finis non vides. Alors :

Card(A x B) = Card(A) x Card(B).

Démonstration. Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Supposons que
Card(A) = n et Card(B) = p.
Pour construire un couple de 'ensemble A x B, on dispose de n choix pour la
premiere composante, et pour chacun de ces choix, on dispose de p choix pour la
deuxitme composante, ce qui donne un total de n x p choix. L'ensemble A x B
contient done n x p couples, d’ou I'égalité souhaitée.

O

Remargque. On peut généraliser le principe multiplicatif : soit un entier n > 2 et
soient n ensembles finis Ey, Es, ..., E, non vides. Alors :

Card(E; x Eg X --- x E,) = Card(F,) x Card(Es) % --- x Card(E,,).

Exzemple. Un restaurant propose sur sa carte 3 entrées, 4 plats de résistance et 2
desserts.

On note F l'ensemble des entrées, P I'ensemble des plats et D 'ensemble des
desserts.

Le nombre de menus différents composés d'une entrée, d’'un plat et d'un dessert
est donné par Card(E x P x D).

On a Card(F) = 3, Card(P) = 4 et Card(D) = 2, done d’aprés le principe
multiplicatif,

Card(E x P x D) = Card(E) x Card(P) x Card(D) =3 x 4 x 2 = 24.

éAttention !

Le signe x dans Card(E x F) désigne le produit cartésien des ensembles
E et F (il se lit «croix »), tandis que le signe x dans Card(FE) x Card(F)

symbolise la multiplication entre deux nombres entiers (il se lit « fois ») !

La propriété ci-dessous est un cas particulier du principe multiplicatif (dans sa
version généralisée) dans le cas o Ky} = Ey = --- = E,,.

Propriété 9.5. Nombre de n-uplets de FE
Soient E un ensemble fini non vide et n un entier naturel non nul. Alors :

Card(E™) = Card(E)".

Autrement dit, le nombre de n-uplets de E est égal @ Card(E)".
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Ezemple. On lance trois dés cubiques 'un apres 'autre dont les faces sont nu-
meérotées de 1 a 6. On s'intéresse aux trois nombres apparaissant sur les faces
supérieures.

On pose E={1;2:3;4;5; 6} 'ensemble des issues possibles pour un dé.

Alors E? est 'ensemble des triplets possibles. On a par exemple (1; 6;4) € E®,
(6;1;4) € E3et (2;2;2) € E5.

Le cardinal de I'ensemble E? est donné par :

Card(E3) = Card(E)3 = 63 = 216.

FEzemple. On cherche le nombre de mots de trois lettres (ayant un sens ou non)

que l'on peut former avec les lettres A, E, I, O et U.

Cela revient & déterminer le nombre de 3-uplets de I'ensemble S = {A; E; I; O; U},
c’est-i-dire & déterminer le nombre d’éléments de I'ensemble S®.

Puisque Card(S8?) = Card(S)* = 5% = 125, on peut former 125 mots de trois

lettres avec les lettres A, E, I, O et U.

Ezemple. On dispose de trois tiroirs pour y ranger cing pulls différents. On cherche
le nombre de rangements possibles.

Posons T = {t;; ta; t3} I'ensemble des tiroirs. Un rangement est alors un 5-uplet
de I'ensemble 7. Par exemple, le 5-uplet (t;; t1; t2; t3; t3) de T signifie que les
deux premiers pulls sont rangés dans le tiroir t;, le troisiéme est rangé dans le tiroir
ts et les deux derniers sont rangés dans le tiroir t5. Le 5-uplet (¢;; t1;¢1; £1; t1)
de T signifie, quant a lui, que les cing pulls sont rangés dans le tiroir ¢,.

On dispose alors de Card(7”) = Card(T)® = 3° = 243 rangements possibles.

Exzemple. On cherche le nombre de mots de sept lettres contenant le mot « OUPS »
(par exemple « BOUPSAR » ou « QIOUPSI »).

Pour construire un mot quelconque de sept lettres contenant le sous-mot « OUPS »,
on peut :

— d’abord choisir la position du sous-mot « OUPS » (4 possibilités) ;

— puis choisir arbitrairement les autres lettres, ¢’est-a-dire choisir un 3-uplet
de 'alphabet (26® possibilités),
d’on un total de 4 x 26° = 70304 mots.

Remargue. Les n-uplets d'un ensemble E sont utilisés dans des situations ou les
répétitions sont permises et ou I'ordre & une importance. A ce titre, le
nombre de n-uplets de E peut étre vu comme étant le nombre de tirages avec
ordre et avec remise de k éléments dans un ensemble & n éléments.

Application 50.

1. On note C' l'ensemble ci-dessous :
{(652); (6;4);(5;2); (5;4); (105 2); (105 4); (35 2); (3; 9}

Eecrire C sous la forme d’un produit cartésien de deux ensembles.
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2. On pose E = {a}, F = {b; d} et G = {a; b; ¢}, o1 a, b, ¢ et d sont quatre
réels distinets.
Déterminer E x F', F?, E? et E x F x G.

Application 51. Un immeuble est protégé par un digicode. Ce code peut étre
composé de quatre, cing ou six chiffres allant de 0 4 9, puis d’une lettre sélectionnée
parmi les lettres 4 ou B. On note :

— Ay 'ensemble des mots de passes composés de 4 chiffres puis d’une lettre;

— Ajy l'ensemble des mots de passes composés de 5 chiffres puis d'une lettre ;

— Ag l'ensemble des mots de passes composés de 6 chiffres puis d'une lettre.

1. Expliciter les ensembles Ay, As et Ag a 'aide de produits cartésiens, puis
calculer leur cardinal.

2. Donner le nombre total de codes que 'on peut former avec ce systéme en
justifiant.

9.2 Arrangements et permutations

9.2.1 Factorielle d’un entier naturel

Définition 9.6. Soit n un entier naturel. On appelle factorielle de n Uentier
naturel, noté n!, égal a :

i 1 sin=>0
T 11x2x---xn sin>1"

Ezemple. 1. Onadl=1x2x3x4=24.

6! 123 xdx5%xbH =
2.0nnm— T o%3 =4 x5x6=120.

9.2.2 Arrangements d’un ensemble

Définition 9.7. Soit un entier n > 1. Soient E un ensemble a n éléments et k
un entier tel que 0 < k < n. Un k-arrangement de E (ou un arrangement de k
éléments de E) est un k-uplet d’éléments distincts de E.

Ezemple. Posons E = {a; b; ¢; d}, ol a, b, ¢ et d sont des réels distincts. Alors
(b;e;d), (b;d;e), (e;b;d) et (a; ¢; d) sont quatre 3-arrangements de E.

/2\ Attention !

Un k-arrangement est un k-uplet. La réciproque est fausse : un k-uplet
n'est pas forcément un k-arrangement ! Ainsi, (b; ¢; b) est un 3-uplet
de E = {a; b; ¢; d} mais ne forme pas un 3-arrangement de E car ses
éléments ne sont pas tous distincts.
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Propriété 9.8. Nombre de k-arrangements de E
Soit un entier n > 1. Soient E un ensemble d n éléments et k un entier tel que

0 < k < n. Le nombre de k-arrangements de E, noté A, est donné par :
ko 3’1!
An = (n—k)!

Démonstration. Afin de construire un k-uplet d’éléments distincts de E, il y a n
choix pour le premier élément, n — 1 choix pour le deuxiéme élément ete. et enfin
n — k + 1 choix pour le k-iéme élément.
Par conséquent, d’aprés le principe multiplicatif, le nombre de k-arrangements de
E est égal 4 :
nx[n—l]x---x(n—k+l]=n—!.
(r—k)!

O

Remarque. 1. Le nombre A% est utilisé dans les situations on les répétitions
ne sont pas permises et oil I'ordre A une importance. A ce titre, A%
peut étre vu comme étant le nombre de tirages avec ordre et sans remise de
k éléments dans un ensemble a4 n éléments.

2. On conviendra que si k > n, alors : A =0,

Ezemple. a, b, ¢ et d étant quatre réels distincts, le nombre de 3-arrangements de
E={a;b;c;d}estéml A4x3x2=24

Ezemple. On cherche le nombre de mots de trois lettres distinetes (ayant un sens
ou non) que l'on peut former avee les lettres S, O, P, H, I et E.
Cela revient & déterminer le nombre de 3-arrangements de 'ensemble :

S = {8:0: P: H: I EL.

On compte cent-vingts 3-arrangements de S car 6 x 5 x 4 = 120. Par conséquent,
on peut former 120 mots de trois lettres distinctes avee les lettres S, O, P, H, I et
E.

Application 52. Une compétition de jeux vidéos en ligne oppose six joueurs. A la
fin, un classement des trois meilleurs joueurs est établi et il n’y a pas d’ex aequo.
Combien y a t-il de podiums possibles ?

9.2.3 Permutations d’un ensemble
Définition 9.9. Soit un entier n > 1 et soilt un ensemble E d n éléments. Une

permutation de E est un n-arrangement de E.

Ezemple. Posons E = {a;b;c;d} on a, b, ¢ et d sont quatre réels distincts.
L’ensemble E comporte 4 éléments.



Chapitre 9. Combinatoire et dénombrement

-(a; b;e;d), (a;b;d; ¢) et (a; c; b; d) sont trois 4-arrangements de FE, ils
forment done trois permutations de E.

— (a; b; ¢) est un 3-arrangement de F, il ne forme donc pas une permutation

de F.

La propriété ci-dessous est un cas particulier de la propriété 0.8 avee k = n.

Propriété 9.10. Nombre de permutations de F
Soit un entier n = 1 et soit E un ensemble a n éléments. Alors le nombre de
permutations de E est égal a n!.

Démonstration. D’aprés la propriété 9.8, le nombre de permutations de E est donné

par :
n! !

O

Exemple. a, b et ¢ étant trois réels distinets, les permutations de E = {a; b; ¢}
sont (a; b;e), (a;e; b), (b;a;e), (b;e;a), (e;a;b) et (e; b; a). Elles sont au
nombre de 6 = 3.

Ezemple. On cherche le nombre de mots de six lettres distinctes (ayant un sens
ou non) que I'on peut former avec les lettres S, O, P, H, I et E. Autrement dit, on
cherche le nombre d’anagrammes ! que l'on peut former avec le mot « SOPHIE ».
Cela revient a déterminer le nombre de permutations de I'ensemble :

S={8:0; P H; I: B}

On peut alors former 6! = 720 mots de six lettres distinctes avec les lettres S, O,
P, H, I et E (6 choix pour la premiére lettre, 5 choix pour la deuxiéme lettre, 4
choix pour la troisieme lettre ... 1 choix pour la derniére lettre).

Ezemple. 1. On cherche le nombre de fagons d’asseoir n personnes sur un bane
rectiligne de n places.
On peut considérer que les personnes a asseoir sont numérotées de 1 a n.
Les asseoir sur un banc rectiligne de n places revient a se donner un n-
arrangement de £ = {1; ... ; n}, d’oli un total de n! configurations possibles.

2. On cherche le nombre de facons d’asseoir n personnes autour d’'une table
ronde de n places.
La différence entre une table ronde et un banc rectiligne, ¢'est qu'il n'y a
pas de premiere place dans une table ronde (en particulier, on ne change pas
la configuration des places assises si on demande a chaque personne de se
déplacer d'une place sur sa droite).
Pour asseoir n personnes autour d’une table ronde :

1. Une anagramme d’un mot est un nouveau mot obtenu en changeant de place les lettres du
premier mot. Par exemple, une anagramme de « gare » est « rage »,
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on peut commencer par asseoir arbitrairement la personne numérotée
n;

- lui placer des voisins de proche en proche par la droite en se donnant un
(n — 1)-arrangement de F = {1;...; n— 1}, d’oil un total de (n — 1)!
configurations possibles.

Application 53. Sur une étagére se trouvent 12 livres différents : 5 de mathéma-
tiques, 4 de physique-chimie et 3 de sciences économiques.

1. De combien de maniéres différentes peut-on ranger ces livres sur I'étagére 7

2. De combien de maniéres différentes peut-on ranger ces livres sur I'étagére en
ayant les livres de mathématiques cote a cote 7

9.3 Combinaisons d’un ensemble fini

9.3.1 Parties d’'un ensemble fini

Définition 9.11. Soit E' un ensemble. Une partie de E est un sous-ensemble de
E.

Ezemple. Si E = {1; 2; 3}, alors @, {2} et {1; 3} sont des parties de E.
Remarque. 1. L'’ensemble des parties de E est noté P(E). Par conséquent, P(FE)

est un ensemble d’ensembles.

9. E € P(E) et 0 € P(E).

Propriété 9.12. Nombre de parties de F
Soit un entier naturel n et soit £ un ensemble a n éléments. Alors le nombre
de parties de E est égal a 2™.

Démonstration. Si n = 0, alors E = () et P(E) = {0}, donc le nombre de parties
de E est bien égal 4 27 = 1.

Soit un entier n > 1. Considérons |'ensemble i n éléments E = {z; z9; ... ; z,}.
A chaque partie de E, on peut faire correspondre un unique n-uplet de 'ensemble
{0: 1} de la maniére suivante :

- 81 xp appartient a la partie, on affecte 1 en premiére position du n-uplet, 0
sinon ;

— si xo appartient a la partie, on affecte 1 en seconde position du n-uplet, 0
sinon ;

— sl x, appartient i la partie, on affecte 1 en n-iéme position du n-uplet, 0
sinomn.



162

Chapitre 9. Combinatoire et dénombrement

Inversement, i chaque n-uplet de 'ensemble {0; 1} correspond une unique partie
de F.
Par exemple, le n-uplet (0; 1;0; 1; 0; ... ; 0) correspond a la partie {zo; 24} et
le n-uplet (0; ... ; 0) correspond a .
Par conséquent, il y a autant de parties de E que de n-uplet de I'ensemble {0; 1}.
Mais d’aprés la propriété 9.5, on a Card({0; 1}") = Card({0; 1})"* = 2", d'oui le
résultat.

O

Remargque. Autrement dit, la propriété 9.12 stipule que pour E un ensemble fini,
on a l'égalité suivante :

Card(P(E)) = 20ard(E)

Ezemple. Posons ' = {1; 2; 3}. Alors I'ensemble P(E) des parties de F est donné
par :

P(E) = {0; {1}; {2}; {3}; {1; 2}; {1; 3}; {2; 3};:{1; 2; 3}].
On a bien Card(P(E)) = 8 = 23 = oCard(£)

9.3.2 Nombre de combinaisons

Définition 9.13. Seit un entier naturel n, soit £ un ensemble 4 n éléments et
soit k un entier tel que 0 < k < n. Une combinaison de k éléments de E est une
partie de k éléments de E.

Ezemple. Posons E = {a; b; ¢; d} ol a, b, ¢ et d sont quatre réels distincts. Alors
{a; ¢; d} est une combinaison de 3 éléments de | {a; ¢} est une combinaison de 2
éléments de E, {d} est une combinaison d'un élément de E et ) est la combinaison
de E n’ayant aucun élément.

/2\ Attention !

Il faut veiller & ne pas confondre une combinaison de k éléments de
E avec un k-uplet de E! Dans un k-uplet, l'ordre des éléments compte,
tandis que dans une combinaison de k éléments, 'ordre n’a pas d’importance.
Par exemple, si E = {1; 2; 3}, alors {1; 3} est une combinaison de deux
éléments de E et {1;3} = {3; 1}, tandis que (1; 3) est un 2-uplet de E,
mais (1; 3) # (3; 1).

Propriété 9.14. Nombre de combinaisons de k éléments de E
Soit un entier naturel n, soit E un ensemble d n éléments et soit k un entier

tel que 0 < k < n. Le nombre de combinaisons de k éléments de E, noté (E) )

est donné par :

(i Y n!
(k:) Ok (n—k)
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Démonstration. Considérons dans un premier temps le nombre de k-arrangements
!

n—k)

Mais puisque pour chaque combinaison de k élgmenti de E, le nombre de k-
arrangements que l'on peut construire est égal A k! d’aprés la propriété 9.10, il
y a k! fois plus de k-arrangements que de combinaisons de k éléments dans E. Par
conséquent, il suffit de diviser A* par k! pour obtenir le nombre de combinaisons
de k éléments de E. D’ou le résultat.

de E. D’apres la propriété 9.8, il en existe A =

O

Remarque. 1. Le nombre (E est utilisé dans les situations on les répétitions
ne sont pas permises et oll I'ordre n'a pas d’importance. A ce titre,
le nombre E peut étre vu comme étant le nombre de facons de tirer
simultanément k éléments dans un ensemble a n éléments.

2. Le nombre (2) est également appelé coefficient binomial (en référence
au chapitre 14) et se lit « k parmi n ».

. . T
3. On conviendra que si k > n, alors : (L) = 0.

Remarque. 1. (T) = n car il ¥y a n parties de F a un élément.
2 (2) = 1 car la seule partie de E i n éléments est £ lui-méme.

3. (H) = 1 car @ est la seule partie de E qui n’a pas d’élément.

Ezemple. Dans 'ensemble E = {1; 2; 3}, on compte 3 parties de 1 élément (les
parties {1}, {2} et {3}) et 3 parties de deux éléments (les parties {1; 2}, {1; 3}
et {2; 3}).

3!

. % 6 . A 3 6,
On a bien (1) “1G-1) ~ 2 =3 et (2) == 2—!(3_2]! =3 = 3.

33 331 o L
Ezemple. On a ( 5 ) = m = 237336, il v a donc 237336 manieéres de tirer

simultanément 5 éléments dans un ensemble de 33 éléments.

Ezemple. On cherche le nombre d’anagrammes du mot « ANANAS ». Pour ce faire,
voici deux maniéres de procéder.

— On numérote fictivement nos six lettres de 1 a4 6 (ce qui signifie que, pour le
moment, les six lettres sont distinctes). On peut alors former 6! anagrammes
a partir de ces lettres numérotées. Mais chaque anagramme a été comptée
autant de fois qu'il y a de facons d’y permuter les 3 lettres « A » et les deux
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6!
lettres « N », soit 3! x 2! fois, done le mot « ANANAS » compte — = 60

312!
anagrammes.

— Pour construire une anagramme de « ANANAS », on peut d’abord choisir la
position des « A » ((g) = 20 possibilités), puis celles des « N » ( (ﬁ ; 3) —
3=2
1
20 x 3 x 1 = 60 anagrammes possibles (on aurait bien siir pu choisir la
position des lettres dans un ordre différent).

possibilités) et celle du «S » [( ) = 1 possibilité), d’ott un total de

Application 54. Dans un jeu de 32 cartes, une « main » est composée de cing
cartes.

1. Combien y a-t-il de mains possibles ?
2. Combien de mains contiennent le valet de pique ?

3. Combien de mains ayant exactement quatre carreanx existe-t-il ?

9.3.3 Propriétés des coefficients binomiaux

Propriété 9.15. Symétrie
Soit un entier naturel n et soit k un entier tel que 0 < k < n. Alors :

()= (")

Démonstration. Soit un entier n > 1 et soit & un entier tel que 0 < k < n.
D’apres la propriété 9.14, on a :

(n - k) T (n- k}!{nﬂi (n—k)! ~ (n —R;QJ!M B (11) ‘
O

Remarque. Autrement dit, le nombre de parties de k éléments d'un ensemble a n
¢léments est égal au nombre de parties de n — k éléments de cet ensemble.

10 10 g ; :
Ezxemple. On a (? =g ) Cela signifie qu’il vy a autant de facons de tirer
simultanément 3 éléments dans un ensemble i 10 éléments que de tirer les 7 autres

cléments.

FExemple. Une araignée en A se déplace sur une toile quadrillée représentée ci-
dessous. Elle veut atteindre la fourmi en M et se déplace uniquement de gauche a
droite et de bas en haut. On souhaite dénombrer tous les chemins possibles.
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% -

— Pour aller de A & M, 'araignée doit effectuer 9 déplacements vers la droite
et 6 déplacements vers le haut, soit 15 déplacements en tout.

La donnée d'un chemin peut étre vue comme la donnée d'un mot de 15

lettres contenant neuf lettres « D » et six lettres « H», olt « D » signifie un

déplacement vers la droite et « H » un déplacement vers le haut.
Par exemple, le chemin représenté dans le dessin ci-dessus est la donnée du

mot « DDHDHDDDHHDHHDD ».

Pour construire un mot de 15 lettres contenant neuf lettres « D » et six lettres
« H », il suffit de choisir la position des six « H » car ensuite, il n'y a que des
« D » a placer. Or de combien de facons pouvons-nous placer nos 6 « H » sur

1!"
un mot vierge de 15 lettres? [l y en a ( f; ) = 5005, done il existe 5005 mots

possibles 2.
Finalement, I'araignée peut atteindre la fourmi en empruntant 5005 chemins
possibles.
"
Notons que par la propriété de symétrie, il v a également go = 5005

mots possibles. En effet, pour construire un mot de 15 lettres contenant neuf
lettres « D » et six lettres « H », on peut choisir de positionner d’abord les
neuf « D »,

Propriétée 9.16. Relation de Pascal
Seit un entier n = 1 ef soit k un entier tel que 1 < k < n. Alors :

(%)= (")

Démonstration. Soit un entier n > 1 et soit &k un entier tel que 1 < k < n.

— Méthode par le caleul. On a, en utilisant la propriété 9,14 :

n n N n! n!
(k) L (k - 1) “Hm—R)  k=Dm-k+1)

2. Une autre fagon de voir les choses est que 'on cherche le nombre d’anagrammes du mot
« DDHDHDDDHHDHHDID ». Pour les dénombrer, on pourra alors procéder de la méme maniére
gue pour le mot « ANANAS »,
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B nl(n—k+1) g nlk
T kln—k)ln—k+1)  (k—1)k(n—k+1)
_nln—k+1) nlk

Kl n—k+1) " kK(n—k+1)
nlin—k+1)+nlk
T Kn—k+1)!
nl(n —k+1+k)
Kl(n—k + 1)!
B (n+1)!
K ((n+1) - k)!

=(”;:1).

— Méthode par dénombrement. Notons E' 'ensemble ci-dessous de cardinal
n+1:

E=dly2: oamsnt 1)

1
Le nombre de parties de E i k éléments est bien siir (n::— )

Parmi les parties de E a k éléments, on peut distinguer celles qui contiennent
I'élément 1 de celles qui ne contiennent pas ’élément 1.

Compter le nombre de parties de E a k éléments contenant 1, ¢’est compter le
nombre de fagons de choisir k—1 éléments parmi les n éléments restant, c’est-
a-dire compter le nombre de parties 4 k—1 élémentsde E' = {2;: ... ;n;n+

n
1}, soit : 2
pooit: (")
Compter le nombre de parties de £ i k éléments ne contenant pas 1, ¢'est
compter le nombre de parties a k éléments de E’, soit : ( k)'
Dot 'égalité souhaitée.
O

Remarque. Le tableau ci-dessous, appelé le triangle de Pascal, permet de déter-
miner facilement les coefficients binomiaux.

k=0 |k=1|k=2|k=3|k=4| k=5 |k=6
n=10
n=1 1 1
n=32 1 2 1
n=23 1 3 3 1
n =4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 H 1
n==6 1 ] 15 20 15 6 1

On commence par remplir la premiére colonne et la diagonale par des 1. Le tableau
se remplit ensuite de proche en proche en utilisant la relation de Pascal.
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Par exemple, on peut lire dans le tableau (les cases grisées) que (g) = 10 et que

G):m

Propriété 9.17. Formule du capitaine
Soil un entier n = 1 et soil k un entier tel que 1 < k < n. Alors :

(-1

Démonstration. Soit un entier n > 1 et soit &k un entier tel que 1 < k < n.

— Meéthode par le caleul. On a, en utilisant la propriété 9.14 :

nfn-1 _n (n—1)!
E(k—l)‘k (k=D n—1—(k—1))!
_ n(n —1)!
" k(k— 1D)!(n— k)!

!

:Mm;m!
_ T
= \k

— Meéthode par dénombrement. On souhaite composer une équipe de k joueurs
dont un capitaine parmi un ensemble de n individus. On peut former cette
équipe de deux maniéres.

— On peut commencer par choisir les k joueurs de 'équipe ( : possi-
bilités), puis désigner le capitaine de I'équipe aprés coup parmi eux (k

possibilités), d’oli un total de k x équipes possibles.

n
k
— On peut procéder autrement et choisir d’abord le capitaine (n possibi-

lités), puis compléter I'équipe en choisissant les k — 1 autres membres

n-—1 e Wiy % o
((ﬁ.‘: - 1) possibilités), d’oit un total de n x (Ia _1

3% 12 i ny n—1
Dot 'égalité : k x (k) =% X (F.:—l)'

) équipes possibles.

Propriété 9.18. Pour tout entier natureln, on a :

M HE

k=0

167
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Démonstration. Soit n € N et soit E un ensemble & n éléments. Pour tout entier
k tel que 0 < k < n, on note A 'ensemble des parties de £ composées de k

éléments.
On a donc Card(Ag) = (:) d’apres la propriété 9.14.

Par ailleurs, les Ar sont deux-d-deux disjoints et AgU Ay U---U A, = P(E).
On a alors :

mn

> (‘E) = écmmk}

k=0
= Card(ApU---UA,) par le principe additif
= Card(P(E))
= 2" d’apreés la propriété 9.12.

Remarque. Cette formule est un cas particulier du binéme de Newton®

9.4 Exercices

Exercice 9.1. Le code d’entrée d’un immeuble tapé sur le clavier ci-dessous est
composé par une lettre suivie d'un nombre de quatre chiffres distinets ou non.

DG
@®e®
@©®©
®0E

Dénombrer tous les codes possibles.

Dénombrer les codes sans le chiffre 0.

Dénombrer les codes comportant an moins une fois le chiffre 0.

ol

Dénombrer les codes comportant des chiffres distinets.

Dénombrer les codes comportant au moins deux chiffres identiques.

o e

. Quel est le nombre de codes possibles si la lettre peut étre placée en premiere
ou seconde position 7

Exercice 9.2 (Type bac). Au Poker, une main est un ensemble de 5 cartes d'un
jeu de 52 cartes. Un jeu de 52 cartes est composé de :

3. La formule du bindme de Newton est vue dans le cadre de 'option mathématiques expertes.
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4 couleurs : Coeur, Carrean, Pique et Trefle.
— 13 valeurs : 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, Valet, Dame, Roi, As.
1. Dénombrer le nombre de mains possibles.

2. Dénombrer le nombre de Carrés (mains contenant 4 cartes de méme valeur
et une carte supplémentaire différente).

3. Dénombrer le nombre de Fulls (mains contenant 3 cartes de méme valeur et
2 autres cartes de méme valeur).

4. Dénombrer le nombre de Brelans (mains contenant exactement 3 cartes de
meéme valeur).

5. Dénombrer le nombre de Quintes flush (5 cartes consécutives de méme cou-
leur).

6. Dénombrer le nombre de Quintes (5 cartes de valeurs consécutives).

Exercice 9.3. Une grille de mots croisés est un tableau rectangulaire 4 n lignes et
p colonnes (et done constitué de n x p cases), ol n et p sont deux entiers supérieurs
a 2, parmi lesquelles un certain nombre k (inférieur ou égal 4 np) sont noircies (et
les autres blanches).

1. Combien y a-t-il de grilles différentes possibles ?
2. Combien de grilles ont les quatre coins noirs ?
Combien de grilles ont exactement deux coins noirs 7

e o

Combien de grilles ont au plus une case noire sur chaque ligne ?

On suppose pour cette question n = p = k. Combien y a-t-il alors de grilles
ayant exactement une case noire sur chaque ligne et sur chaque colonne ?
Caleuler le nombre de fagons de placer les neuf chiffres 1 sur une grille de
Sudoku vierge ?.

7. Comparer ce nombre avec le nombre de facons de répartir 9 chiffres 1 dans la
grille sans respecter les régles du Sudoku (donner la valeur numérique pour
chacun des deux).

ik |

=i

Exercice 9.4 # (Identité de Vandermonde?). Soient p, g et £ trois entiers
naturels quelconques tels que £ < p+ q. Une urne contient p + g boules : p rouges
et g blanches. On tire simultanément ¢ boules dans I'urne.

En raisonnant par disjonction de cas sur les fagons possibles de tirer les ¢ boules
de I'urne, établir I'identité de Vandermonde ci-dessous© :

TR ]

4. Le Sudoku est une grille 4 neuf lignes et neuf colonnes. 1l doit ¥ avoir un 1 sur chaque ligne
et sur chaque colonne. De plus, si on découpe la grille en neuf petites grilles de neuf cases en
regroupant lignes et colonnes trois par trois, il doit y aveir un 1 exactement dans chacune de ces
petites grilles.

5. Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) est un mathématicien, économiste, musi-
cien et chimiste frangais.

fi. Notons que dans la somme de 'identité de Vandermonde, on peut de maniére plus précise
faire varier 'indice de sommation k entre max(0; £ — g) et min(€; p) afin d'y retirer les termes
nuls (voir la correction de 'exercice).
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Exercice 9.5 # (Mot terne). On s’intéresse aux mots (concaténation de lettres)
qu'il est possible de former avec l'alphabet {a; b; ¢} et obéissant aux contraintes
suivantes :
— le mot est de longueur n (il contient n lettres), n étant un entier supérieur
ou égal i 1;
— il commence et finit par la lettre a;
— deux lettres adjacentes sont toujours différentes.

Un tel mot sera dit terne.
Pour tout entier n > 1, on désigne par ¢, le nombre de mots ternes de longueur n.

1. Déterminer tous les mots ternes pour n € {1;2; 3:4;5; 6}.

2. Montrer que pour tout entier n > 3, £, =t,_1 + 2t,_2.

3. A l'aide d’un raisonnement par récurrence double 7, démontrer que pour tout
entier n = 1, on a :

2
o= =9 _(—-1".

7. Le raisonnement par récurrence double consiste & montrer ici gque :
— P(1) et P(2) sont vraies (initialisation);
— ¥Yn=1, P(n)etP{n+1) = P(n+ 2) (hérédité).



Chapitre 10

Vecteurs, droites et plans
de l'espace

10.1 Vecteurs de ’espace

Dans toute cette section, on étend a I'espace la notion de vecteur vue en géo-
métrie plane dans les classes antérieures du lycée. En conséquence, les résultats
mathématiques de cette section ne sont pas démontrés.

10.1.1 Définitions et régles de calcul

On rappelle succinctement dans ce paragraphe quelques éléments relatifs aux
vecteurs.

Translation et vecteur

Définition 10.1. Soient A et B deux points distincts de Uespace.
1. A la translation qui transforme A en B, on associe un segment orienté [AB)

appelé vecteur. On le note AB. Le vecteur AB schématise le déplacement de
tout point de Uespace par cetle translation.

AR

2. % translation qui transforme A en B est aussi appelée translation de vecteur
A

3. G% dit que le point B est l'image du point A par la translation de vecteur
A
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Propriété 10.2. Caractérisation d’un vecteur

Soient A et B deur points distincts de l'espace. Le vecteur AB associé d la
translation qui transforme A en B est caractérisé par :

sa norme (la longueur AB);
— sa direction (inclinaison ou pente de la droite (AB));

son sens (de A vers B).

Remarque. 1. Le point A est 'origine du vecteur AB et le point B en est
I'extrémité.

_fi e

2. Le vecteur AA se nomme le vecteur nul et se note 0. Le vecteur A;i n'a
ni direction, ni sens mais une longueur égal 4 0. Le vecteur nul est tel que
son origine et son extrémité sont confondues.

2. La iiotime dit vectetr A8 ge note |L;ﬁ|| On a done HE” = AB.

Egalité de deux vecteurs

Définition 10.3. Deux vecteurs non nuls de Uespace sont égaux s'ils ont méme
norme, méme direction el méme sens.

Ezemple. ABCDEFGH est le cube représenté ci-dessous. I est le milieu du seg-
ment [AB] et J est le milieu du segment [CD)].

H G
—!I —+
s i : i
On a AD = IJ = FQ car ces trois vec- E | E
fad Ea = = - I
teurs ont méme sens, méme direction et méme I
norme. |
Il existe en réalité une infinité de vecteurs ; J C
égaux au vecteur Aig i_ 7
LT s i
- Fa
L
A I B

Remargque. On note parfois un vecteur par une seule lettre, avec une fleche au
dessus. On pourra done écrire dans 'exemple précédent i = FC. On a alors i =

A_[j = _J) = ﬁ, et on dit que les vecteurs E, ﬁ et FTG)’ sont des représentants

du vecteur .

Remarque. Pour tout point A de 'espace, on a m =0.
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Propriété 10.4. Propriété du parallélogramme (1)

Soient A, B, C et D quatre points de Uespace. On a AB = cD si, et seulement
st ABDC' est un parallélogramme.

B

Somme de vecteurs

Définition 10.5. Soient A et B deuz points de Uespace. L’opposé du vecteur E
est le vecteur, noté —E, tel que AD et —E soient de méme direction, de méme

norme, mais de sens contraire.
Remarque. 1. Par conséquent, on a ——Ag = E‘:i

2. L'opposé du vecteur nul 0 est lui-méme.

Définition 10.6. Soient i et U deur vecteurs de Uespace.

1. La somme des vecteurs i et v est le vecteur, noté u+v, associé a la translation
résultant de Uenchainement des translations de vecteur u et de veeteur v.

2. La différence des vecteurs i et U est le vecteur, noté i — v, définie par
i—v=1u+(—1).

Propriété 10.7. Relation de Chasles
Soient A, B et C trois points de U'espace. On a :

AB+BC = AC.
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Propriété 10.8. Propriété du parallélogramme (2)

Soient A, B, C et D quatre points de 'espace. On a ZB = ng + A_& si, el
seulement si, ABDC est un parallélogramme.

Remargque. En pratique, pour déterminer la somme de deux vecteurs i et ¢, on
utilise la relation de Chasles : on cherche systématiquement un représentant de ¥
dont l'origine est confondue avec I'extrémité de .

Propriété 10.9. Pour tous vecteurs i, v et w de U'espace, on a :
1. i+v=7+14.
2. i+0=0+d=1.
3 di—u=0.
4. @+ T+ W0 =8+(0+ %) = (i+7)+ .
Remarque. 1. La propriété 4 définie la somme de trois vecteurs : le vecteur

somme de trois vecteurs est obtenu soit en sommant d’abord les deux pre-
miers puis en sommant le vecteur obtenu avec le troisiéme, soit en sommant
les deux derniers puis en sommant le vecteur obtenu avec le premier.

2. La propriété 4 se généralise au cas de plusieurs vecteurs.

Ezemple. Soient A, B, C et D quatre points quelconques de 'espace.

1. AB+CA=CA+AE =CB

2. E+@—@+m={ﬁ—ﬁ)+@+ﬁ=ﬁ+@+ﬁ=
CD+ BC = BC +CD = BD

3. AB+DA+BD=(AB+BD)+DA=AD+DA=AA=0

Application 55. ABCDEFGH est le parallélépipéde rectangle représenté ci-
dessous. I et .J sont les centres respectifs des faces ADHE et BCGF.
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1. Déterminer dans la figure trois H G
représentants au vecteur FG. i 1 F
2. Quelle est 'image du point [ X ;:
par la translation de vecteur ‘.t\f: J
Fi B Ne
3. Compléter FC—BA=F... L
A B

Produit d'un vecteur par un réel

Définition 10.10. Soit i un vecteur non nul de Uespace et soit k un réel non nul.
Le vecteur ku est le vecteur qui a :

- la méme direction que le vecteur i ;

le méme sens que le vecteur @ si k > 0, le sens contraire du vecteur @ si

k<

kx|l@| sik>0

— pour norme |k| x |[d]], ¢’est-a-dire : ||kil| = {—k x ||E]] sik<O

—

Dans le cas ot k=0 ou i =0, on a ki = 0.

Propriété 10.11. Soient @ et ¥ deux vecteurs de l'espace et soient k et k' deus
réels. On a :

1. k(i + ©) = kii + kv
2. (k+ k)@ = ki + k'@
3. k(K@) = (kk')d

4. kii =0 équivaut a k=0 ou i = 0.

Ezemple. Dans cet exemple, A, B, C' et D sont quatre points de ’espace, i est un
vecteur de l'espace.

1. 3(AB + CD) = 3AB + 3CD

o g W
2 51;—511-—(5 E)u—ﬁu

g S_r AP (-2 Y]g=_1z
“2\"10"%) 7 |2 T e

4, Si 5E=ﬁ, alors AB = 0 et donc A = B.
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Application 56. ABCDS est une pyramide de

sommet S dont la base est le parallélogramme
ABCD de centre 1.

1. Exprimer le vecteur SB + SD en fonetion
du vecteur ST.

2. Montrer que g — aBA + ﬁ% + ’}'.ﬁ ol

a, [ et v sont trois reels.

10.1.2 Vecteurs colinéaires, parallélisme, alignement

Définition 10.12. Soient @ et v deux vecteurs de 'espace. On dit que les vecteurs
i et U sont colinéaires s'il existe un réel k tel que U = kv.

Remarque. Le vecteur nul est colinéaire & tous les vecteurs de 'espace.

La proprieté ci-dessous est une conséquence de la définition 10.12.

Propriété 10.13. Soient A, B, C et D quatre points distincts de U'espace. Les

droites (AB) et (C'D) sont paralléles si, el seulement si, les vecteurs AB et C
sont colinéaires.

Application 57. ABCDEFGH est le cube représenté ci-dessous. I est le centre
de la face BCGF, K est le milieu de [HG] et J le point tel que Bl %ﬂ

H K G
f
g/ \ /F
1. Exprimer chacun des vecteurs E et [/ en ) T ,"
fonction des vecteurs AB, AD et AE. Lf I
2. Déduire que les droites (AK) et ([.J) sont fj_,g__ AN
paralléles. Ao J
P /
T -
4 ¢ TF TR
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Propriété 10.14. Soient A, B et C trois points distincts de 'espace. Les points
A, B et C sont alignés si, et seulement si, les vecteurs ﬁ et E sont eolinéaires.

I
I
T
|
I
I
T e el

v Sy

Al

#~

W
\
£

Remargue. Dans la propriété ci-dessus, on peut aussi utiliser par exemple les vec-

teurs ;lﬁ et @

Remargue. En particulier, le point B est le milieu du segment [AC] si, et seulement

si :ﬁ= %E

Application 58. ABCDEFGH est un parallélépipede. I est le milien du segment
[EG], M est le point tel que ME +2MI =0.

1. (a) Justifier que 2m=ﬁ+m.

(b) Déduire que MB+ME+MG= P
0.

2. Démontrer que les points D, M et F
sont alignés.

10.2 Droites et plans de ’espace

10.2.1 Caractérisation vectorielle d’une droite

Définition 10.15. On appelle vecteur directeur d'une droite de U'espace D tout
vecteur non nul @ dont la direetion est celle de D. On dit aussi que la droite D est
dirigée par le veelteur directeur il.

Remarque. 1. Si A et B sont deux points distincts de la droite d, le vecteur
AB est un vecteur directeur de d. Plus généralement, tout représentant du
vecteur fﬁ est un vecteur directeur de d. Plus généralement encore, tout
vecteur colinéaire au vecteur ;ﬁi’ est un vecteur directeur de d.

2. Une droite admet done une infinité de vecteurs directeurs.
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2

Remargque. 1. Un point A et un vecteur 4 suf- A u
fisent a4 déterminer (ou caractériser) une
droite : ¢’est la droite D passant par le point
A et de vecteur directeur .

[

[

[
2. La droite passant par le point A et de vec- P e
teur directeur i peut se noter D(A, ). Fid

Propriété 10.16. Caractérisation vectorielle d’une droite
Soient A et B deux points distinets de l'espace. Un point M de Uespace appartient
a la droite (AB) si, et seulement s'il existe un réel k tel que AM = kEAB.

Démonstration. Soient A et B deux points distincts de I'espace. On raisonne par
équivalences successives.

M appartient a la droite (AB) <= A, M et B sont alignés
= AM et AB colinéaires (propriété 10.14)
<> il existe k € R tel que AM = kAD

O

Remarque. 1. Autrement dit, la droite (AB) est I'ensemble des points M de
I'espace tels que AM = kAB od k est un réel, c’est-d-dire tels que AM et
AB sont colinéaires.
2. Le segment [AB] est 'ensemble des points M de I'espace tels que AM = kAB
ou ke [0;1].

Ezemple. On considére un tétraedre ABCD. Notons E, F et G les points définis

il AB =348, P = 328 « E¢- 30D

A

F e

E
Alors: 30 = A2+ B0 = 370+ 30D = 20 + 0By - 3B

Puisque AC = kAD avec k = g, le point &G appartient a la droite (AD).
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La propriété qui suit se déduit de la propriété 10.16.

Propriéte 10.17. Soit D une droite de l'espace passant par un point A et de
vecteur directeur . Un point M appartient a la droite D si, et seulement si,

HJ et 4 sont colinéaires.

Application 59. Soient M, N et P trois points de 'espace non alignés. On note
I et J les points définis par m = %Mﬁ et NJ = 3MP — 2MN.

1. (a) Montrer que Pl — PM + %m
(b) Montrer que PJ = —2PM — MN.

2. Déduire que le point P appartient i la droite (I.J).

10.2.2 Caractérisation vectorielle d’un plan

Définition 10.18. Seient A, B et C trois points non alignés de Uespace.

1. Le plan (ABC) est l’ensemble des points M de Uespace tels que A =
mA_B) + ym, ou x et y sont deur réels.

2. On dit que les vecteurs AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan
(ABC), ou bien gque le plan (ABC) est dirigé par les vecteurs AB et AC.

Remarque. Pour montrer qu’un point M appartient au plan (ABC), il suffit de
montrer qu’il existe deux réels = et y tels que m =zAB + ym ;

Remargque. 1. Trois points non alignés suf-
fisent 4 déterminer un plan.

2. Un point A et deux vecteurs non coli-
néaires i et ¥ suffisent A déterminer un
plan : c'est le plan P passant par A et
de vecteurs directeurs i et 7.

Le plan P peut alors se noter
P(A; @, 7).

e
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Ezemple. On considére le tétraedre ABC'D ci-dessous.

A
- Le point A et les vecteurs E et ﬂf‘
définissent le plan (ABC).
Le point Mtexqucm=,ﬁ+%m 5 5

appartient au plan (ABC).

Application 60. On considére un tétracdre ABCD. Notons M le point de 'espace
tel que AM = —BM + 2MC.
Montrer que le point M appartient au plan (ABC).

10.2.3 Vecteurs coplanaires

Définition 10.19. Des points de l'espace sont dits coplanaires s'il existe un plan
qui contient ces points.

Remarque. Trois points de 'espace sont toujours coplanaires.

Définition 10.20. Seient O, A, B et C quatre points distincts de l'espace et
soient trois vecteurs i, v et w tels que i = OA, v = OB et w = OC. On dit que
les vecteurs i, U et w sont coplanaires si les points O, A, B et C sont coplanaires.

Remarque. 1. En conservant le sens de la définition précédente, il est clair que
deux vecteurs de I'espace sont toujours coplanaires. En effet, quels que soient
les points A, B et C de l'espace tels que @ = AB et v = AC, il existe au
moins un plan contenant les points A, B et €' puisque les points A, B et C'
sont nécessairement coplanaires.

2. Si deux vecteurs parmi les trois vecteurs i, ¥ et o sont colinéaires, alors ii,
¥ et W sont nécessairement coplanaires. En effet, supposons par exemple que
il et U sont colinéaires. Alors les points O, A et B sont alignés. Il existe done
au moins un plan qui contient la droite (OA) et le point C, c'est-a-dire les

points O, A, B et C.

H G
I
Exemple. ABCDEFGH est un cube. On B2 2 I3
note i, ¥ et i les vecteurs définis par @ = A : [
AH, 7=BC et © = AE. o 2 w
Les vecteurs i, ¥ et w sont coplanaires car les !f | C
points A, D, H et E sont coplanaires. / 7}_ i
(e 7 U
A B
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/2\ Attention !

Si deux vecteurs parmi trois vecteurs de 'espace i, ¢ et 1 sont colinéaires,
alors i, U et u sont coplanaires, mais la réciproque est fausse : si i, v et @
? 3 1

- - - -
sont coplanaires, cela n'implique pas forcement que deux vecteurs
parmi ces trois sont colinéaires! L'exemple précedent en témoigne.

/2\ Attention !

Si des points de 'espace A, B, C, D, FE et F sont coplanaires, alors les
vecteurs E, CD et EF sont coplanaires, mais la réciproque est fausse : si
les vecteurs :&.—ﬁ ) Cv_ﬁ et E-?‘ sont coplanaires, cela n’implique pas
forcément que les points A, B, C, D, E et F le sont! Ainsi, dans

I'exemple précédent, les vecteurs ﬁ . E et E& sont coplanaires, mais les
points E, H, A, D, B et C ne le sont pas.

Propriéte 10.21. Caractérisation de la coplanarité de trois vecteurs
Soient @, v et w0 trois vecteurs de U'espace tels que i et ¥ ne sont pas colinéaires.
Les vecteurs i, U et @ sont coplanaires si, et seulement si, il existe deuz réels
et y tels que w = xil + yv.

Démonstration. Soient A, B, C et D quatre points distincts. Notons i, ¢ et o les
vecteurs tels que @ = AB, v = AC, w = AD et tels que # et ¥ sont non colinéaires.
Puisque i@ = AB et 7 = AC sont non colinéaires, le triplet (A; AB . AC ) définit
un plan : le plan (ABC) (dirigé par les vecteurs .rﬁ et ﬁ) On obtient alors :

i, U et W coplanaires < A, B, C et D coplanaires
< D e (ABC)

= il existe (z; y) € R? tel que AD = zAB + yA_(,z
c'est-a-dire w = xu + yv.
O

Remarque. 1. La propriété est bien siir valable en supposant i et @ colinéaires.

2. Le vecteur nul est toujours coplanaires 4 deux autres vecteurs quelconques.

Ezemple. Dans la pyramide réguliére a4 base
carree ABCDS ci-contre, on a |'égalité sui-
vante : SO = %ﬁ + és—(t (voir 'application
56).

Les vecteurs E, ET/-PI. et 5'2' sont donc copla-
naires.

Notons que les vecteurs ﬁ, SA et SB ne
sont pas coplanaires.
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Application 61. On considére un parallélépipéde rectangle ABCDEFGH repré-
senté ci-contre. On note [ et J les milieux respectifs des cotés [BG] et [DB].

H G

E

Montrer que les vecteurs E} 4 J_Cs et ﬁ

I
I
L
] o
I
sont coplanaires. :

).,:___;z__-. =

A B

10.3 Positions relatives de droites et de plans

10.3.1 Position relative de deux droites

Définition 10.22. Soient O, A, B et C quatre points distincts de lespace. On
dit que les droites (OA) et (BC) sont coplanaires si les points O, A, B et C sont
coplanaires.

Propriété 10.23. (admise)
1. Deux droites de l'espace sont soit coplanaires soit non coplanaires.

2. Deux droites de l'espace sont coplanaires si, et seulement si, elles sont

sécantes ou paralléles.

Remargue. Deux droites de I'espace sont donc non coplanaires si, et seulement si
elles sont ni sécantes ni paralléles.

Remargque. ID’apreés la propriété 10.13, deux droites sont paralléles si, et seulement
si, leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.

Remargue. On schématise ci-dessous les positions relatives de deux droites D et
T’ contenues dans un plan P de I'espace.

— D et D' sont coplanaires.

Sécantes Strictement paralléles Confondues

=y

P
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Df
P
— D et D' sont non coplanaires (ni sé-
cantes ni paralleles). _|
D \
‘\
Ezemple. ABCDEFGH est un cube. H G
Les droites (AB) et (E'F) sont paral- ; ! -
. . 12 I F
léles (done coplanaires). T
— Les droites (F'F') et (FH) sont sécantes :
en E (donc coplanaires). )'_ 55
Les droites (E'F) et (CG) sont non co- "
planaires. -
A B
/2\ Attention !

Si deux droites de 'espace sont sécantes, alors elles ne sont pas paralléles.
La réciproque est toutefois fausse : si deux droites ne sont pas paral-
leles, elles ne sont pas forcément sécantes ! En effet, deux droites non
paralléles peuvent étre non coplanaires.

Application 62. On considére un cube ABCDEFGH . Les points I, J et L sont
les milieux respectifs des arétes [EH|, [FG] et [GC]. O et K sont deux points tels

que R)’ = %I_} et ﬁ = g.{ﬁ

H &
- I | J
Etudier les positions relatives des couples de | —5
droites suivantes. 5 I F 4L
|
1. (I0) et (DK). 3. (JL) et (BC). | e
2. (BJ) et (EF). s e AR
A B

10.3.2 Position relative d’une droite et d’un plan

Définition 10.24. On dit qu’une droite est paralléle a un plan si elle est paralléle
d une droite contenue dans ce plan.

Ezemple. ABCDS est une pyramide i base carrée. I et J sont les milieux respectifs
des segments [SA] et [SC].
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En appliquant le théoréeme des milieux dans
le triangle AC'S, il vient que la droite (1.J) est
paralléle a la droite (AC'). Puisque la droite
(AC) est contenue dans le plan (ABC), la
droite (I.J) est paralléle au plan (ABC).

Proprietée 10.25. Soient D une droite de vecteur directeur i et P un plan de
vecteurs directeurs U et . La droite D est paralléle au plan P si, et seulement
si i, U et W sont coplanaires, c¢’est-da-dire si, et seulement si i = v + yl ou x

et y sont deux réels.

Démonstration. Soit O un point du plan P. Notons A, B et C' trois points distincts

tels que i@ = EJ_fi, U =0B, & = OC et tels que O, B et C sont non alignés.

Avec ces notations, le plan P est le plan (OBC).

=) Supposons que D est paralléle a P. Alors la droite D est paralléle a une droite
D' de vecteur directeur ' contenue dans P. Les vecteurs o/, # et 1 sont done
coplanaires. 1l existe done deux réels z et y tels que : v/ = 20 + yi.
Or les vecteurs i et « sont colinéaires, done il existe un réel k tel que
i = k.
Il vient done : & = (kz)v + (ky)w, et ainsi les vecteurs u, ¢’ et o sont
coplanaires.

<) Supposons que les vecteurs i, ¥ et @ sont coplanaires. Alors les points O,
A, B et C sont coplanaires. En particulier, on a A € (OBC), donc la droite
(OQA) est contenue dans le plan (OBC). La droite D étant paralléle a la droite
(OQA), elle est done paralléle a une droite contenue dans le plan (OBC'). Done
D est parallele a P.

O

Ezemple. Le vecteur I.J est un vecteur directeur de la droite (I.J), les vecteurs

AB et AC dirigent le plan (ABC).
On montre alors que 7J = zAB + yﬁ avec r et y deux réels. On a :

[} =18+ 50 = La%+ 150 = 143+ 5¢) = 140 = 028 + 72,

Les vecteurs ﬁ . E et :Rk‘ sont coplanaires, done la droite (I.J) est paralléle an
plan (ABC).

Propriété 10.26. (admise) Une droite el un plan de Uespace sont soit sécants

en un point, soit paralléles.
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Remargue. On schématise ci-dessous les positions relatives d'une droite D et d'un
plan P de l'espace.

D et P sont paralléles.

Strictement paralléles oy il dige P
- ; D
P / / P Lz
D
— D sécante a P (l'intersection est un P
point). ‘1
\
N H £
Exemple. ABCDEFGH est un cube.
b
- La droite (AB) et le plan (DCG) sont pa- B | N F
ralléles. : e
— La droite (HC) est incluse dans le plan I "x\
(DCG). 2R BN L
— La droite (HC) est sécante au plan (ABC) Ve b
en le point C. ’
A B

Application 63. ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle. I, J et K sont
les milieux respectifs des arétes [AD], [BC]| et [FG].

Dans cet exercice, on souhaite démontrer de deux maniéres que la droite (AK) est
paralléle au plan (IJH).

H G

N
A AN K

I \\ F

[ b

I o

I ~

T ~ C

[//I_ ________ -

e -
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1. (a) Montrer que aK = IC.

(b) Exprimer AK en fonction des vecteurs I et ﬁ, puis conelure.
2. (a) Montrer que (AK) est paralléle a (1G).
(b) Montrer que le point G appartient au plan (/JH) puis conclure.

10.3.3 Position relative de deux plans

Définition 10.27. On dit que deux plans P et P’ sont paralléles s'il existe deux
droites sécantes incluses dans P qui soient paralléles a P'.

Exzemple. ABCDS est une pyramide & base carrée. I, J et K sont les milieux
respectifs des segments [SA], [SB] et [SC].

(IK) et (K.J) sont deux droites sécantes du plan
(IJK).

En appliguant le théoréme des milieux dans les
triangles ABS et BCS, il vient que (IK) est
paralléle a (AB) et (JK) est parallele & (BC).
D’apres la définition 10.24, (I K) est paralléle au
plan (ABC) et (JK) aussi.

Les plans (IJK) et (ABC') sont done paralleles.

La propriété suivante est une conséquence de la propriété 10.25 et de la défini-
tion 10.27.

Propriété 10.28. Deux plans P et P’ sont paralléles si, et seulement sl existe
deur vecteurs directeurs il et ¥ de P et deur vecteurs directeurs u' et v' de P’
tels que i, u', v' sont coplanaires et tels que v, ', v' sont coplanaires.

Ezemple. On reprend la pyramide ABCDS de 'exemple précédent.
Les vecteurs K et K.J sont des vecteurs directeurs du plan (/JK). De méme, les
veitenis. AR et BC sont des vectenrs directenrs du plan (ABC').

Par ailleurs, on a :

ﬁ=?+ﬁ= %_5}+%ﬁ= %{E+ﬁ)=%ﬁ= %_I§+U£@,

done les vecteurs I_j’{t 1 E et ﬁ sont coplanaires. De la méme maniére, on montre
que KJ =0AB + éﬁ, donc les vecteurs KJ i AB et BC sont coplanaires.
Par conséquent, les plans (IJK) et (ABC) sont paralléles.
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Le sens indirect de la propriété suivante est une conséquence immeédiate de la
propriété précédente, le sens direct étant admis.

Propriété 10.29. Deuz plans P et P’ sont paralléles si, et seulement s'il
existe deuzx vecteurs directeurs de P et deux vecteurs directeurs de P’ qui sont
colinéaires deur a deux.

Remargque. En particulier, deux plans déterminés par le méme couple de vecteurs
directeurs sont paralléles.

Ezxemple. On reprend 'exemple précédent. On a ﬁ{’ = %_B) et Iﬁ = %Rt, done

il existe deux vecteurs directeurs de (I K.J) et deux vecteurs directeurs de (ABC)
qui sont colinéaires deux a deux. Les plans (IK.J) et (ABC) sont donc paralléles.

Propriété 10.30. (admise) Deux plans de l'espace sont soit sécants selon une
droite, soit paralléles.

Remargue. On schématise ci-dessous les positions relatives de deux plans P et P’
de 'espace.

~ P et P’ sont paralléles.

Strictement paralléles Confondus

P=7

P
P et P’ sont séeants ('intersection
est une droite).
<
H G
Ezemple. ABCDEFGH est un cube. P :\‘:\\ I-'
— Les plans (ABC) et (EFG) sont stricte- : b N
ment paralléles. I "'\ '\\
— Les plans (BCG) et (BCH) sont sécants. J_ Lo b ¥ )G
Leur intersection est la droite (BC). 7 \
\
&
A B
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Théoréme 10.31. Théoréme du toit
Soient deux plans P et P’ sécants en une droite A. Soient D et D' deux droites
contenues respectivement dans P et P'. Si D et D' sont paralléles, alors A est

paralléle a D et T'.

Df

Démonstration. Soient les droites D et D' paralléles. Raisonnons par 'absurde et
supposons par exemple que la droite A n'est pas paralléle & D. Dans ce cas, A
n'est également pas paralléle 4 D'.

Soit ¥ un vecteur directeur de A et soit # un vecteur directeur de D et D'.

— Comme A n'est pas paralléle 4 D, alors @ et ¢ ne sont pas colinéaires. La
droite A étant contenue dans le plan P, i et ¢ sont deux vecteurs directeurs
non colinéaires de P.

— De la méme maniére, puisque A n'est pas parallele & D' et que la droite
A est contenue dans le plan P, @ et ¥ sont deux vecteurs directeurs non
colinéaires de P’.

11 vient done que les plans P et P’ sont paralléles. Cela est absurde puisque les
plans P et P’ sont supposées sécants en la droite A. Done la droite A est paralléle

i la droite D et D'.
O

Exemple. ABCD est une pyramide. F est un point appartenant au plan (ABC),
F et GG sont deux points appartenant respectivement aux segments [BD] et [C'D]
et tels que les droites (BC) et (FG) sont paralléles.

C

En vertu du théoréme de toit, I'inter-
section du plan (EFG) avee le plan
(ABC') est la droite (MN) passant

par le point E et paralléle aux droites
(BC) et (FG). il
| N

M



10.3. Positions relatives de droites et de plans

Propriété 10.32. Propriété d'incidence
Lorsque deux plans sont strictement paralléles, tout plan coupant l'un coupe
Uautre et les droites d'intersection sont paralléles.

x

o I
f A

I\
|

I}

23 I8
/I
I}

ri

Démonstration. Soit m un plan sécant 4 P distinct de P.

Alors 7 est également séeant 4 P’. En effet, par I'absurde, si 7 est paralléle 4 P’,

alors 7 est également parallele & P puisque P et P’ sont paralléles, ce qui est

absurde.

Notons A et A’ les droites d’intersection du plan 7 avee les plans respectivement P

et P'. Ces droites sont incluses dans 7 done elles sont soit paralléles, soit sécantes.

Si elles étaient sécantes, elles auraient un point d’intersection situé a la fois dans

le plan P et dans le plan P, ce qui est impossible. Donc A et A’ sont paralléles.
O

Ezemple. Soit ABCDEFGH un cube, soient J un point du segment [CG], K un
point du segment [AFE] et L un point du segment [DH].

La section du cube ABCDEFGH par le plan (F.JL) est donc le quadrilatére
FKLJ.

On souhaite montrer que FK LJ est un parallélogramme.

Les faces (BCGF) et (ADHFE) sont
paralléles. Le plan (FJL) les coupe
done suivant deux droites paralleles
(FJ) et (KL) d’aprés la propriété
d’incidence.

De méme, les faces (ABFFE) et
(DCGH) sont paralléles. Le plan
(FJL) les coupe done suivant deux
paralléles (FK) et (JL) d’apres la
propriété d’incidence.

Le quadrilatére FJLK ayant ses cb-
tés opposés paralléles est done un pa-
rallélogramme.
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Application 64. Soit ABCDS une pyramide réguliére de sommet S et de base
carrée de centre O,

1. Déterminer l'intersection des plans (SBO) et (SAC).
2. Déterminer l'intersection des plans (SAB) et (SDC).

10.4 Repérage dans ’espace

10.4.1 Base de 'espace
Définition 10.33. Un triplet de vecteurs non coplanaires (i, j, k) est appelé une

base de l'espace.

Remarque. Les vecteurs 1, j et k sont tous non nuls et sont non colinéaires deux a
deux.

Ezemple. On considére le cube ABCDEFGH représenté ci-contre. Posons i =
AB, 7= AC et & = AE

H G
I
Les vecteurs i, ¥ et @ ne sont pas coplanaires E I F
car les points A, B, C et E ne le sont pas (le A :
point C' n’appartient pas au plan (ABE)). I
Par conséquent, le triplet (i, ¥, w) est une ] ' C
base de I'espace. /)" R o
_,.-:___ -7 7
A i B

Propriété 10.34. Soit (7, j, k) une base de Uespace. Alors pour tout vecteur
il de l'espace, il existe un unigue triplet de réels (x; y; z) tel que :

i = xi + yj + zk.

Démonstration. On démontre l'existence du triplet, puis son unicité.

— Existence. Soient A, B, C, D et M des points de 'espace tels que i = :‘fé,
7=AC, F=AD et = AM.
Les vecteurs i = A_I} et j = E sont non colinéaires, sinon i, j et k seraient
coplanaires, ce qui est exclu. Par conséquent, le triplet (A; AB ., ﬁvC‘) définit
un plan : le plan (ABC) (dirigé par les vecteurs AB et ﬁ]
Considérons la droite paralléle a la droite (AD)) passant par le point M (cette
droite est dirigée par le vecteur k = ;ﬁ}. Cette droite est sécante au plan
ABC en un point H (si elle était paralléle, on aurait eu k, 7 et j coplanaires).
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Les vecteurs H ﬂfj et k sont colinéaires, donc H ﬂj — zk ol z est un réel.

Par ailleurs, le point H appartient au plan (ABC), done AH = zi + yv on
x et y sont deux réels.

Comme i = AM = AH +H ﬂ, on obtient finalement @ = zii + y + zk.

— Unicité. Supposons qu’il existe deux triplets de réels (z; y; 2) et (2'; y'; 27)
tels que :
GF=xzi+yj+2zk==i+yj+ k.

Alors (z — 2')i + (y — ¢')j + (2 — 2')k = 0. Supposons que I'une des trois
différences n’est pas nulle, par exemple = — 2’ # 0. On peut alors écrire aprés
division par z — 2’ :

-z ¥-y=

E: Ir'r:+ .r-:"'
&= Z & — Z

Il vient done que les vecteurs E, i et j sont coplanaires d’aprés la propriété
10.21, ce qui est absurde puisqu’ils sont supposés non coplanaires. Par consé-
quent, on a z — z' = 0, soit 2z = 2'. De maniére analogue, on montre que
z=2 ety=y.

On obtient finalement égalité (z; y; 2) = (2'; v ; 2'), d’ol1 'unicité.

O

Remarque. (x; y; z) sont les coordonnées de i dans la base {E‘, }, E] et on note
T

uly
z

Ezemple. On reprend le cube ABCDEFGH de I'exemple précédent. On souhaite
déterminer les coordonnées de AH dans la base (i, 7, w). On a :

AH =AC+CD+DH=AC+BA+ AL =0 -0+ P = -8+ T+ .

—1
Ainsi, dans la base (@, ¥, w), on a AH [ 1
1

éAttention !

L’ordre des vecteurs dans une base de l'espace est primordial!
Ainsi, dans 'exemple précédent les coordonnées de AH sont donnés par
-1 1
1 | dans la base (i, ¥, W), mais sont donnés par | —1 | dans la base
1 1

@, @, )!

(Ll
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Application 65. ABCDEFGH est le paral- i
lélépipede rectangle représenté ci-dessous. On & B
note I le milieu de [AB], O le centre de la face I Q

ADHE et J le point défini par = i—fﬁ
1. Justifier que (Jﬁ E, Jﬁ} est une : i

base de I'espace. @™ =000 1 Lammm—=d -

2. Déterminer les coordonnées des wvec- 4
teurs Of et B.J dans cette base.

10.4.2 Repeére de 'espace

Définition 10.35. 1. Un repére de Uespace est formé d’un point O et d'une
base (i, j, k). On note (O; i, j, k) un tel repére.

e

2. Le point O est appelé Uorigine du repére (O; 1, j, k).

La propriété suivante est une conséquence immeédiate de la propriété 10.34.

Propriété 10.36. Soit (O ; E", _:.-'", i) un repére de Uespace. Alors pour tout point
M de Uespace, il existe un unique triplet de réels (x; y; 2) tel que

(ﬁ =xi+ y}—i—zE.

Remarque. 1. (x; y; 2) sont les coordonnées de M dans le repére (O 7, j, k)
et on note M(z; y; 2).

2. x est 'abscisse de M, y est 'ordonnée de M et z est la cote de M.

Ezemple. On considére le cube ABCDEFGH représenté ci-dessous. On choisit le
repere (A; E, E, ;E‘}
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H a
—Ouuﬁ:xﬁ—i—ﬁ:ﬁﬂ-ﬁ? |
donc on a F(1;0; 1). E | P
i 4G = AB + BC + OG = A
% ﬁ-}-;ﬁ doncona G(1;1;1). :
— De la méme fagon, on a B(1;0;0), b__1__J¢
C(1;1;0), D(0;1;0), E(0;0;1) et
H(0;1;1). = -
A B

Application 66. ABCD est un tétraédre. Les points I, J et K sont les milieux
respectifs des arétes [AB], [AC] et [AD)]. Le point L est le milien du segment [JK].

A

> I}

&

1. Justifier que (A E, E, E} est un repere de 'espace.

2. Déterminer les coordonnées des points I, J, K et L dans ce repére.

10.4.3 Opérations sur les coordonnées

Toutes les opérations sur les coordonnées dans la géométrie plane s'étendent i
I'espace par 'adjonction d™une troisiéme coordonnée.

Dans toute cette section, 'espace est rapporté a un repere (O i, 7, E].

Propriété 10.37. Soient les points A(za;ya;za) et B(zp;yp;zp). Alors les
coordonnées du vecteur zﬁ sont :

g — A
E g —¥a
Zg — 2a

Démonstration. On a zﬁ ? —(ﬂ + (ﬁ
D’apreés la propriété 10.36, ona — —ZAi—yaj—2zak et (ﬁ = zpi+ypj+zak,
donec on obtient

AB = —0A+0B = (x5 — 2a)i + (s — ya)j + (28 — 2a)F.

D’oil le résultat en vertu de la propriété 10.34. O
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Ezemple. Soient A(1; —1; 2) et B(3; 1; —4).

3-—-1 2
Dua.alorsﬁ 1-(-1) ,soitﬁ 2
—4 -2 —6

Propriété 10.38. Soient les points A(xa; ya; za) et Blzg; ys: z). Alors
les coordonnées du miliew I du segment [AB] sont :

I Ta+ITp Yatys zatzp
2 + F Y o4 '

Démonstration. I est le milieu de [AB], done AL = %E, et done E—I—{T} = %_}ﬁ

.
Par conséquent, on a :

ﬂ:%ﬂ?’_ﬂ)’
=%ﬂﬂ3+5ﬁ)—ﬁ3
=%E+%@_E
=_%cﬂ’+%cTB’+ai
= ;0A+ ;0B

1 - = Z
D’apres la propriété 10.36 on a alors (Tf I,11+y,qj+z,4k) 5 —(zpit+ypi+zek),

c’est-a-dire :

l."_]'? 1’A+¢B*+HA;HBE+3A';'-ZHEI

Dot le résultat en vertu de la propriéeté 10.34.
O

Ezemple. Notons A et B les points de coordonnées respectivement (3; 4; —4) et
(—1;6;2).
Alors le milieu I du segment [AB] a pour coordonnées :

I 3+(—-1) 446 -—-4+2
& U2 9

) soit : I(1;5; —1).



10.4. Repérage dans l'espace

[

T

y' |, et soit X un réel.
I

Propriété 10.39. Soient les vecteurs i et U

R

z

r+z

1. Les coordonnées du vecteur @+ v sont (i + ) | y+ 3/
z+ 2z

Az
2. Les coordonnées du vecteur Aii sont (A#@) | Ay

Az

Démonstration. Par la propriété 10.34, on a @ = xi +yj + 2k et 7 = o'i +y'j + 2'k.

1. Tl vient donc que : i+ 7 = (z 4+ z')i + (y + ¥')j + (z + 2)k.
D’ou le résultat d’apres la proprieté 10.34.

2. Pour tout réel X : M = A(zi + yj + 2k) = (Ax)i + (M\y)] + (A2)E.
D’oi le résultat d’aprés la propriété 10.34.

O
2
Ezemple. Notons i et ¥ les vecteurs de coordonnées respectivement | —3 | et
-1
5
0
—D
Alors le vecteur @ = @ + 3¢ a pour coordonnées :
2 5 2 15 17
=31 +3 0 =1-3]|+ 0 = -3
-1 -5 -1 —15 —16
17
Finalement : o | —3
—-16
2 0
Ezemple. Py est un plan de vecteurs directeurs i | 1 | et 7| 2 |, Py est un plan
-1 1
-2 4
de vecteurs directeurs £ [ 5 | et @ | 0
4 -3
Notons alors que t = —ii + 37 et @ = 2i — ¥, donc les vecteurs £, @, ¥ sont

coplanaires ainsi que les vecteurs o, u, v. On déduit d’apres la propriété 10.28 que
les plans P; et Ps sont paralléles.

—

Application 67. Dans un repére (O; i, j, k), on donne les points E(—1; 3; 2),
F(2; —-1;3) et G(—1;0;1).
Déterminer les coordonnées du point M tels que ,ﬁf = .ETP)“ + 2?.
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10.5 Exercices

Exercice 10.1 (Sujet bac, Centres étrangers, 2012). ABCDFEFGH est le
cube représenté ci-dessous.

A B

On reproduira la figure et on la complétera au fur et 4 mesure de l'exercice.
On se place dans le repére (A; AB i Aﬁ ’ AE}.

Partie A

1. (a) Construire les points I, J et K définis par :
H=E+%E, ﬂ=§ﬁ+ﬂ_§ et E:gﬁ%—ﬁ

(b) Déterminer les coordonnées de chacun des points I, J et K.

(¢) Déterminer les coordonnées d'un vecteur directeur de chacune des droites
(1.J) et (IK).
2. L est un point de l'aréte [C'D]. Donc les coordonnées de L sont de la forme
(a; 1;0) ont a est un réel de I'intervalle [0 1].
Pour quelle valeur de a, le point L appartient-il au plan (IJK)?

Partie B

1 ; 1
Dans cette partie, on pose a = 1 et le point L a pour coordonnées (E 3 b D),

1. (a) Démontrer que le quadrilatére K .JL est un parallélogramme.
(b) Caleculer les coordonnées du centre de [K.JL.

(c) Quelle est la position relative des droites (I.J) et (KL)?
2. (a) Démontrer que les droites (I.J) et (BH) sont sécantes.

(

b) Le centre du cube appartient-il au plan (1JK)?
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3. (a) Déterminer un point M de la droite (HG) tel que les droites (M F) et
(/L) soient paralléles.

(b) Justifier que la droite (M F) est paralléle au plan (IJK).
Exercice 10.2 # (Barycentre de points pondérés).
Partie A. Définition

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, soient n points de 'espace A,, ..., A, et
Tt
soient n réels oy, ..., ay, tels que Zﬂ:k = 0.
k=1
1. Soit M un point quelconque de 'espace. Démontrer I'équivalence suivante :

Y aMA, =0 < AM= MLA—’,AH.,.Jr
- i

iy SFTRETEL
—————— A1 A,
ay+ -+ an

2. Déduire qu'il existe un unique point G de l'espace tel que :
"
“""""} —
E akGAk =0.
k=1
Un tel point &G s'appelle le barycentre des points pondérés (A ; a), ...,
(An; @) et on note G = bar({[Al 301y s kA On) F) -
Partie B. Deux points particuliers

1. Soient A et B deux points distinets de I'espace. Montrer ['éguivalence sui-
vante :

G milieu de [AB] <= Ya €R*, G =bar({(A; a),(B; a)}).

2. Soient A, B et C trois points de I'espace non alignés. Montrer 'équivalence
suivante :

AC = %E + %E < YaeR*, G=har({(4;a),(B;a),(C; a)}).

Le point (& est appelé centre de gravité du triangle ABC.
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Partie C. Propriétés

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, soient n points de 'espace Ay, ..., 4, et
L
soient n réels aq, ..., a, tels que z ay # 0.
k=1

1. Démontrer que (& est le barycentre des points pondérés (A ; ay), ..., (An; o),
si, et seulement si pour tout réel p # 0, GG est le barycentre des points pon-
dérés (A1 ; par), ..., (An; p).

2. Propriété de réduction. Démontrer que si G est le barycentre des points
pondérés (Ay; ay), ..., (A, a,), alors pour tout point M de l'espace, on
a:

i r_mm = i ke M—}Ai
k=1 k=1

3. Propriété d’associativité. Démontrer que si 7 est le barycentre des points

pondérés (A;; ay), ..., (An; @), et si K est le barycentre des points pon-
n—1

dérés (Ay; 1), ..., (Ap—1; Op—1) avec E ap # 0, alors G est le barycentre

k=1
n—1
des points pondérés (K; Za;,) et (An; an).
k=1

Partie D, Applications

1. Soient A et B deux points distincts du plan. Notons £ 'ensemble des points
M du plan tels que ||3MA — 2MB|| = AB.
(a) En posant G = bar({(A; 3),(B; —2)}) et en utilisant la propriété de
réduction, démontrer 1'équivalence suivante :

Me€f& — GM = AB.

(b) Déduire alors I'ensemble £.

2. Soit ABC un triangle. Notons G son centre de gravité et notons A’ le milieu

de [BC].

(a) En utilisant la propriété d’associativité, montrer que :

G = bar({(A3 1), (4'; 2)}).
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(b) En déduire que : G € (AA’).

(c) Montrer que les médianes du triangle ABC sont concourantes en G.

3. Soit ABCD un tétraédre. Posons G = bar({(A; 1), (B; 1), (C; 1),(D; 1)}).
Les points A, B’ C' et D' sont respectivement les centres de gravité des

triangles BCD, ACD, ABD et ABC.

A

C

Démontrer que les segments [AA’], [BB'], [CC’] et [DD'] sont concourants
en G,



Chapitre 1

Orthogonalité dans l'espace

11.1 Produit scalaire dans ’espace

Dans cette section, on étend aux vecteurs de 'espace la définition et les pro-
prietés du produit scalaire dans le plan vues en classe de premiere.

11.1.1 Extension du produit scalaire a I'espace

Puisque deux vecteurs de l'espace sont nécessairement coplanaires, il en résulte
que la définition du produit scalaire dans le plan vue en classe de premiére est
encore valable dans l'espace.

Deéfinition 11.1. Soient i et U deux vecteurs de lespace.

1. Siti et U sont non nuls, on appelle produit scalaire de i et ¥ le réel, noté i-v,
défini par i - v = ||| x ||7]| x eos(i, ¥), ot (&, T) correspond d la mesure
de U'angle géométrique associé a i et v.

2. Siii=0 oud =0, on définit le produit scalaire de i et ¥ par i -7 = 0.

Remarque. 1. Le produit scalaire @ - i, noté 2, est appelé le carré scalaire

de .
2. On a alors @2 = ||i]| x ||i]| x cos(0) = ||i]|?, et donc ||i]| = V2.
H G
I
E /| F
Exzemple. ABCDEFGH est un cube d’aréte / :
1 représenté ci-dessous. ," l
On souhaite calculer BC. A_h} ; )I_ C
I s
it
A B

20
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Ona:
BC.AH = BC - BG = ||BC|| x ||BG|| x cos(CBG)
2
=BCXBGKCDS(45¢)=1X\/§X§
2
=lx-=1
3
Remarque. Si i et ¥ sont colinéaires, alors : |i - ¥] = ||u]| x ||]|. En effet :
si i et ¥ sont colinéaires de méme sens, il vient que : @ - ¥ = ||dl| x ||7]| car
cos(i, 7) =1;
— si i et ¥ sont colinéaires de sens opposé, il vient que : -7 = —||d]| x ||7]|
car cos(i, 7) = —1.

11.1.2 Propriétés algébriques

Toutes les propriétés du produit scalaire dans le plan sont conservées dans
I'espace.

Propriete 11.2. Symeétrie et bilinearité
Soient 1, U et W trois vecteurs de Uespace, et soit k un réel. On a :

1. 8-v=7-4

2. i- (kv) = (ku) -
ST

Démonstration. Soient i, U et 1 trois vecteurs de |'espace, et k est un réel.

1. Puisque cos(i, ¥) = cos(v, i), il vient que :

—

i = ]  |[#]] x cos(i, &) = [[#]] x ||| x cos(¥, @) = 7~ .

-

2. Montrons que i - (k') = k(@ - ¢). On a :

- (kv) = ||al| x |[k5]| x cos(it, kv)
= |[a]l x [k| x [[3]] x cos(it, k?)
= [k| x ||l x [[7]] x cos(iz, k7).
On distingue alors les trois cas suivant.
— Si k > 0, alors |k| = k et cos(u, kv) = cos(il, ¥).
On a alors 4 - (kv)) = k x ||id]| x ||t]] x cos(ii, ¥) = k(i - ¥).

Si k < 0, alors |k| = —k et cos(i@, k¥) = cos(w + (&, ¥)) = — cos(@, 7).
On a alors @ - (k¥) = —k x ||i]| x ||7]| x (— cos(#@, ¥)) = k(i - 7).

— Sik=0,onai-(ki)=id-0=0etk(ii-7) =0, dou I'égalité.
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Dans tous les cas, nous avons montré que - (k¥) = k(i - 7).
On montre de maniére analogue que (ki) - ¥ = k(d - 7).

3. Cette démonstration fait 'objet de 'exercice 11.4.

Exemple. On reprend le cube ABCDEFGH d’aréte 1 de 'exemple précédent.

On vérifie ucﬁ-;ﬁ:;ﬁ-ﬁ.

Puisque BC = E, on obtient :

ﬁ-@:m-ﬁ:ﬂff’xriﬂxcm(m]

2 x 1 x cos(45%)

=J§x§=1=

done on obtient bien ﬁ . j = ﬁ . ﬁ = 1.

— On souhaite caleuler B_é ?
Ona B AE B (A% 1 ey =53 4H + 5O HC.
Or E:Eet 1— ? done on obtient :
mfﬁ E? ABXADXCDb[BAD}—]Xlxmﬁ(g{]o)=ﬂ

De plus, onavuquem-m=l, done finalement @-E=1+D=1.

Propriété 11.3. Identités remarquables
Soient i et v deux vecteurs de l'espace. On a :

1. |l + 32 = |@][2 + 2 - 5+ [|§]]2
2. ||@— a2 = |l@[? — 225 + |2
3. (@+79) - (i - 9) = ||a]f* - |71

Démonstration. i et ¢ sont deux vecteurs de 'espace.
1. En utilisant la propriété 11.2, on a :

||i@ + 9| = (@ + ©)% = (@ + 0) - (i + 7)
=d-(U4+0)+7-(G+70)=0-0+U-V+0-0u4+0-7
=@% 420 -7+ 2 = ||@]|® + 2@ - 7 + ||9]]?

2. En utilisant la propriété 11.2, on a :

i@ =9 = [ld + (-9)||* = (@ + (-9))*
= (@+ (7)) - (@ + (-9) =@ (@ + (=) + (=7) - (@ + (7))
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+(=0) (-7)

=% - 2@ T+ 72

7

-

U-d—U-U—V-u+7-

Il
=
o

|

(]

=l

]|

+
=i

ke

+U4-(-0)+7T-8+7-(—7)
R TR T T T O TR T T

=i?+0-7% = || - |9

Propriété 11.4. Formules de polarisation
Soient @ et v deux vecteurs de Uespace. On a :

(& + a1 — [1al|® - 191]°)

-
-U:

=

:

2, (@2 + (|81 — |15 — @11)

=)
=
Il
O e o B

(Il + 311 — |1a — 21[%)

£y
=l
Il

3.

Démonstration. Les trois formules de polarisation se déduisent immédiatement de
la propriété 11.3.
O

Remargque. En particulier, pour trois points quelconques A, B et C de l'espace, on
a d’apres l'item 2 :

AB-AC = 3 (AB? + AC* - BC?).

Ezemple. On reprend le cube ABCDEFGH d’aréte 1 de 'exemple précédent.
On souhaite calculer 1? s ..ﬁ a l'aide d’une formule de polarisation :

E-E:R-Iﬁ:%(ﬂcﬂ+36‘2—082)=%(12+(w/§]2—12)
=%{1+2-1}=1.

Application 68. On a représenté ci-contre
un tétracédre régulier ABC'D (chaque face est
un triangle équilatéral) d’aréte 6. I est .J sont
les milieux respectifs des arétes [BC) et [C'D].




11.2. Orthogonalité dans 'espace

Calculer E —E, E . E et E E
Calculer AT et AJ.

Caleculer ﬂ ﬂ en utilisant les égalités E +E = 2ﬂ et ﬁ +E = Qﬂ :

Exprimer ce produit scalaire en fonetion de cos(I A.J) et en déduire la mesure,

en degré, de angle IAJ.

g o8 B e

11.2 Orthogonalité dans ’espace

11.2.1 Orthogonalité de deux vecteurs

-

Définition 11.5. Deuz vecteurs de Uespace @ et U sont dits orthogonaux si w-v = 0.

Remargue. 1. Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur i de 'espace car
w-0=0-i=0.
2. Deux vecteurs i et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si @ = 0 ou@=0o0u
(i, ¥) = 90°.

Ezemple. On considere le cube ABCDEFGH d’aréte 1 représenté ci-dessous.

H G
— Les vecteurs ﬁ_ft et ﬁ sont ortho- I : P
gonauxcarﬂ+ﬁ§=BAxBCx '
cos(ABC) =1x 1 xcos(90°) =1 x 0 = ;
0.
D '
— De la méme maniére, les vecteurs E ,)‘ i i
et AD sont orthogonaux. Fd
A B

Montrons maintenant que les vecteurs ﬁ et .F? sont orthogonaux. On a :

BE.FC = (BA+AE).FC
—BA-FG+AE - FC
=_AE+EE c:arﬁ:@:ﬁ

=04+0=0,

donc les vecteurs BE et FG sont bien orthogonaux.

11.2.2 Orthogonalité de deux droites

Définition 11.6. Deux droites de Uespace sont dites orthogonales si leurs paral-
léles passant par un méme point quelconque sont perpendiculaires.
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Ezemple. ABCDEFGH est un cube. H G
— Les droites (CG) et (E'F') sont orthogo- . I
nales car la parallele (GH) a la droite E :
(EF) est perpendiculaire en G 4 la I
droite (CG). :

Les droites (C'D) et (CG) sont orthogo- g

nales car elles sont perpendiculaires en s

C,

/2\ Attention !

Deux droites perpendiculaires sont orthogonales mais deux droites
orthogonales ne sont pas forcément perpendiculaires ! Dans I'exemple
précédent, les droites (C'G) et (E'F') sont orthogonales mais elles ne sont pas
perpendiculaires puisqu’elles ne sont pas coplanaires.

Remarque. 1. Si deux droites de I'espace sont paralléles, alors toute droite or-
thogonale i I'une est orthogonale i 'autre.

2. Si deux droites de 'espace sont orthogonales, alors toute droite paralléle a
I'une est orthogonale i 'autre.

Propriété 11.7. Deux droites de l'espace D et D' de vecteurs directeurs i ef

u' sont orthogonales si, et seulement si i -u' = 0.

Démonstration. On raisonne par double implication.

=) Supposons que les droites D et D' sont orthogonales. Il existe done deux
droites d et d' respectivement paralléles & D et D' perpendiculaires en un
point A. i étant un vecteur directeur de d et u’ un vecteur directeur de d’,
on obtient :

@-u = ||| x ||o|| x cos(iE, u') = ||i|| x |[+]| x cos(90°) = 0.

<=) Supposons que i - u’ = 0. Les vecteurs i et u' étant non nuls, on a (i, ¥) =
90°. 11 existe dans ce cas deux droites d et d’ dirigées par les vecteurs ii et u'
perpendiculaires en un point A. Les droites D et D' sont alors respectivement
paralléles 4 d et d', elles sont done orthogonales par définition.

a

Exemple. On a montré dans 'exemple de la section 11.2.1 que ﬁ' . ﬁ = (), on
déduit done que les droites (BE) et (F'G) sont orthogonales.

Remarque. Deux droites de l'espace (AB) et (BC') sont perpendiculaires si, et
seulement si xﬁ : .ﬁ' = 0.
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Application 69. ABCDEFGH est un cube d’aréte un nombre réel a > 0.
1. Exprimer L_le s Bﬁ et ﬁ . B-_é en fonetion de a.

2. Utiliser ﬁ == ﬁ + D_(} + E'_f} pour calculer lﬁ . m

3. En déduire que les droites (DF') et (BG) sont orthogonales.

11.2.3 Orthogonalité d’un plan et d’une droite

Définition 11.8. Une droite est orthogonale a un plan si elle est orthogonale a
toutes les droites contenues dans ce plan.

Propriété 11.9. Soit une droite D de vecteur directeur 7i et soit un plan P de
vecteurs directeurs @ et . La droite D est orthogonale au plan P si, et seulement
sid-n=0etv-1n=0.

Démonstration. On raisonne par double implication.

=) Supposons que la droite D portée par le vecteur 7i est orthogonale au plan
‘P. Par deéfinition, D est orthogonale a toutes les droites contenues dans P.
En particulier, D est orthogonale a4 deux droites sécantes contenues dans P
portées par les vecteurs 4 et ¥. D’aprés la propriéte 11.7, il vient que -7 = 0
et v-7i=0.

<) Supposons que @-7i = 0 et ¥-7 = 0. Soit D’ une droite quelconque contenue
dans P de vecteur directeur . Ainsi, les vecteurs i, ¥ et o sont coplanaires.
D’aprés la propriété 10.21, il existe deux réels x et y tels que @ = i + yi.
On obtient alors :

—

A-w=1-(xid+yv) =z(i-d)+y(fd-v) =0.

Puisque les vecteurs 7 et @ sont orthogonaux, les droites D et D' sont or-
thogonales d’aprés la propriété 11.7.

On a done montré que la droite D est orthogonale & toute droite D' du plan
P. Par définition, D est orthogonale au plan P.

O

Remarque. Autrement dit, une droite est orthogonale & un plan si, et seulement
si, elle est orthogonale a deux droites sécantes queleonques incluses dans ce plan.

207



208

Chapitre 11. Orthogonalité dans l'espace

Ezemple. ABCDEFGH est un cube.

--—Onam LTfi—-De % \” ¢
D b'D]‘.It :

Comme les vecteurs D

des vecteurs directeurs du plan (CDH),
la droite (DA) est orthogonale au plan L
(CDH). » %
La droite (DA) est orthogonale au plan y e s \
(CDH), elle est done orthogonale a ;
toutes les droites du plan (CDH), en
particulier a la droite (HC). A B

Remarque. 1. Si deux plans sont paralléles, alors toute droite orthogonale a
I'un est orthogonale a I'autre.

2. Si deux plans sont orthogonaux 4 une méme droite, alors ils sont paralléles
entre eux.

Application 70. ABCD est un tétraédre tel que le triangle ABD est isocéle en
A et le triangle BCD est isocéle en C. I est le milieu du segment [BD).

A
1. Montrer que la droite (BD) est ortho-
gonale au plan (AIC). #
2. En déduire que les droites (BD) et B
(AC") sont orthogonales.
i
11.3 Vecteur normal a un plan
11.3.1 Définitions
Définition 11.10. On considére une droite Tﬁ' P

arthogonale a un plan P. Tout vecteur di-
recteur 1 de cette droite est appelé vecteur
normal au plan P.

Remarque. En conséquence, un vecteur n # 0 est normal & un plan P si, et
seulement si 7 est orthogonal & deux vecteurs directeurs @ et ¢ de ce plan, ¢’est-
d-dire:d-i=0et¥-=0.



11.3. Vecteur normal i un plan

Remargue. Un plan est entierement dé- i P
terminé par un point A et un vecteur 7 :

c'est le plan passant par A et de vecteur A

normal 7.

Remarque. 1. Tout vecteur non nul colinéaire a4 un vecteur normal a un plan

est aussi un vecteur normal i ce plan.

2. Si deux vecteurs sont normaux a un meéme plan, alors ils sont colinéaires
entre eux.

Propriété 11.11. Soient A un point de Uespace et i1 un vecteur non nul. Le plan
passant par A et de vecteur normal 7l est U'ensemble des points M de Uespace

tels que AM -7 = 0.

Démonstration 4. Notons P le plan passant par A et de vecteur normal 7 et notons

F l'ensemble des points M de 'espace tels que AM -7 =0.
Il s’agit alors de montrer que P = F. Pour ce faire, montrons P ¢ F puis F C P.

— Soit M un point appartenant & P. Alors la droite (d) passant par A et de
vecteur directeur 7 est orthogonale au plan P.

i)

Si M # A, la droite (AM) étant incluse dans le plan P, les droites (d) et

(AM) sont orthogonales, il vient done :

m-ﬁzﬂ, done : M € F.

SiM’=A,ona:m-ﬁ=ﬁ-ﬁ={],donc:flrfE.F-
On a done montré que P C F.

— Soit M un point de F. Notons M’ le projeté orthogonal de M sur le plan P
(voir définition 11.19). On a :

" ay =y
AM -i= (AM' + M'M)-7 = AM' -7i + M'M - .
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La droite (AM’) étant incluse dans le
plan P, onam-ﬁ={].

=
De plus, les vecteurs MM’ et 7 étant
colinéaires, il vient |M—*M’ ~fi] =
M'M x ||=]|.
Puisque M € F, alors A_L}} n =0,
done Wﬂ =0, done |M'M -ii] = 0,
soit M'M x ||7i]| = 0, done MM’ =0
puisque ||7i|| # 0, soit finalement M =
M’, done M € P.
On a donc montré que F ¢ P.

M
P
M’/

O

- |
Y—_:.-c

Remargque. Autrement dit, un point M appartient au plan passant par un point
A et de vecteur normal 7 si, et seulement si, AM -1 = 0.

Ezemple. Soient A et B deux points distinets de I'espace. Notons [ le milien du
segment [AB] et notons £ I'ensemble des points M de 'espace tels que M A = M B.
Remarquons que pour tout point M de 'espace, on a :

MA+MB=MI+TA+MI+IB=2MI car IA = —IB.

Raisonnons par équivalences successives :
Me€ < MA=MB
— |MA|I* = |MB|?
= ||MA| - | MBI =0
— (MA+MB).-(MA—-MB)=0 (propriété 11.3)
> (2M1)- (BM + MA) =0
— IM-AB=0

<= M appartient au plan passant par [

et de vecteur normal :ﬁ (propriété 11.11).

Par conséquent, 'ensemble £ est le plan passant par I et de vecteur normal AB.
Ce plan se nomme le plan médiateur du segment [AB].

A

I !

vl



11.3. Vecteur normal i un plan

vecteur normal 1y et Py un plan de vec- /
teur normal ny. Le plan Py est dit perpen- /
diculaire au plan Py si le vecteur ny est P, ;
orthogonal au vecteur 1.

Définition 11.12. Seient Py un plan de Tﬂ".

Exzemple. On considére le cube ABCDEFGH représenté ci-dessous.

H (&

1 I &
Le vecteur AB est normal au plan (EAD) et E : F
le vecteur AE est normal au plan (ABC). 1 [
Puisque E . E = (), on peut affirmer que :
les plans (FAD) et (ABC') sont perpendicu- ! j EEpREE c
laires. a

A g B

Application 71. ABCDFEFGH est un cube.
1. Montrer que le vecteur CC est normal an plan (FGH).
2. Montrer que le vecteur EJ-{\ est un vecteur normal au plan (EDC).

11.3.2 Propriétés

Propriété 11.13. Soient une droite D de vecteur directeur @ et un plan P
de vecteur normal ni. La droite D est paralléle au plan P si, et seulement si,
i-f=0.

Démonstration. On raisonne par double implication.
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=) Supposons que la droite D est paralléle au plan P. Soient ¢ et @ deux vecteurs

directeurs du plan P.

Alors les vecteurs i, ¥ et  sont coplanaires. Il existe done deux réels x et y
tels que @ = a¥ + yw. Par ailleurs, puisque le vecteur 7 est normal au plan
P.onat-1i=0etw-i=0.On obtient alors :

i = (a0 + yib) - i = (T - 7) + y(F - 7) = 0.

<) Supposons que -7 = 0. Soient ¢ et @ deux vecteurs directeurs de P et soient

A, B et C trois points non alignés tels que A € P, ¥ = :Tg et i = ;18
Notons A’ le point tel que E H .
Puisque : @-7 = 0, alors : AA’-7 = 0, donc A’ appartient au plan P d’apres
la propriété 11.11.
Par conséquent, les points A’, A, B et C sont coplanaires, done les vecteurs
i, U et w le sont aussi. Il vient done que la droite D est paralléle au plan P
d’apres la propriété 10.25.

O

Remargque. 1. En conséquence, la droite D est sécante avec le plan P si, et

seulement si i - 71 # 0.

2. La droite D est orthogonale au plan P si, et seulement si % et 7 sont coli-
néaires.

H G
Ezemple. Dans le cube ABCDEFGH ci- . 1 .
contre, le vecteur AFE est normal au plan 5 : -
(ABC') et le vecteur EF dirige la droite |
(EF). :
Puisque AB - EF =0, la droite (EF) est pa- |
ralléle au plan (ABC). /

A B

La propriété ci-dessous est assez intuitive.

Propriété 11.14. (admise) Soient Py un plan de vecteur normal 1y et Py un
plan de vecteur normal 1i3. Le plan Py est paralléle au plan Py si, et seulement
si, n; est colinéanire d ns.




11.4. Projections orthogonales dans |'espace

Remargue. En conséquence, les plans P et Ps sont sécants si, et seulement si, les
vecteurs 1 et 715 ne sont pas colinéaires.

11.4 Projections orthogonales dans 1’espace

/

2. Lorsque M € D, le projeté orthogonal de M sur D est le point M (les points
H et M sont confondus).

11.4.1 Projeté orthogonal d’un point sur une droite

H, intersection de D avec le plan passant

Deéfinition 11.15. Le projeté orthogonal
d’un point M sur une droite D est le point
par M et orthogonal a D.

Remarque. 1. Le plan passant par M et orthogonal a4 D est unique.

Fzemple. Dans le  parallélépipede 1 2
ABCDEFGH représenté ci-contre, le E ! F
projeté orthogonal du point E sur la |

droite (C'G) est le point G car le plan 'D C
(EFG) est orthogonal a la droite (CG) _,)_ “““““““““““ 5

et passe par le point E.

Propriété 11.16. Le projeté orthogonal d’un point M sur une droite D est le
point de D le plus proche de M.

Démonstration. Notons H le projeté orthogonal de M sur la droite D.

— Si M € D, alors MH = 0 et H est bien le point de D le plus proche de M.

Si M ¢ D, soit M’ un point quelconque D

de D distinet de H. P M’
Alors le triangle MM'H est rectangle

en H. Le plus grand coté d'un tri- M 7
angle rectangle étant 'hypoténuse, on .."
aMH < MM'. /
Cela signifie bien que H est le point de

D le plus proche de M.
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Définition 11.17. La distance d’un point M a une droite D est la longueur M H
ot H est le projeté orthogonal de M sur la droite D.

Ezemple. On reprend le parallélépipede ABCDEFGH de 'exemple précédent.
Le point G est le point de la droite (CG) le plus proche de E, et la distance du
point E a la droite (C'() est la longueur EG.

Application 72. ABCD est un tétraedre régulier d’aréte 1. I et J sont les milieux

respectifs de [AB] et [CD]. i

1. Démontrer que les droites (I.J) et (C'D) I
sont. orthogonales.

2. En déduire la distance du point I i la B D
droite (C'D).

C

Propriété 11.18. Soient A, B et C trois points de U'espace, soient i et v deux
vecteurs non nuls définis par i = E et = AC'. Notons H le projelé orthogonal
de C sur la droite (AB). Alors on a :

P AB x AH si H € [AB)
" | -AB x AH sinon

<~ I I
-
j

Démonstration. On suppose que H € [AB) (le cas H € (AB] se démontre de
maniére analogue).

Onau-v=||d]| x ||v]] x cos(ii, ¥) = AB x AC x cos(BAC).

Mais puisque le triangle AHC est rectangle en H, alors cos(BAC) = cos{ﬁfj] =
—, done on obtient :

AC

ﬁ'-ﬂ:ABxAGK%:ABXAH.



11.4. Projections orthogonales dans |'espace

H o

FExemple. Dans le cube ABCDEFGH ci- i : A

P * & Y= ! ! P
contre de coté un réel a > 0, J est le milien 7
(DH]. f
Alors AD-AJ = AD-AD car D est le projeté | &
orthogonal de J sur la droite (AD). ! }— —_———— =
Ainsi AD - AJ = AD? = ®. ,f,/

A B

11.4.2 Projeté orthogonal d’un point sur un plan

M

Définition 11.19. Le projeié orthogonal P
d'un point M sur un plan P est le point

H, intersection du plan P et de la droite H
passant par M et orthogonale a P.

Remarque. Lorsque M € P, le projeté orthogonal de M sur P est le point M (les
points M et H sont confondus).

H &
Ezemple. Dans le  parallélépipede B : p
ABCDEFGH représenté ci-contre, le .
projeté orthogonal du point E sur le :
plan (ABC') est le point A car la droite )_’El __________ _JC
(E'A) est orthogonale au plan (ABC). s
A B

Propriéte 11.20. Le projeté orthogonal d'un point M sur un plan P est le
point de P le plus proche de M.

Démonstration. Notons H le projeté orthogonal de M sur le plan P.
- 8i M € P, alors MH = 0 et H est bien le point de P le plus proche de M.

— Si M ¢ P, soit M’ un point quelconque
de P distinet de H.
Alors le triangle MM'H est rectangle
en H. Le plus grand c6té d’un tri-
angle rectangle étant I'hypoténuse, on
a MH < MM'.
Cela signifie bien que H est le point de
P le plus proche de M.
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Définition 11.21. La distance d’un point M a un plan P est la longueur M H
ou H est le projeté orthogonal de M sur le plan P.

Ezemple. On reprend le parallélépipede ABCDEFGH de 'exemple précédent.
Le point A est le point du plan (ABC) le plus proche de F, et la distance du point
E au plan (ABC) est la longueur EA.

A

Application 73. ABCH est une tétraédre
tel que ABC est un triangle équilatéral
d’aréte un réel a > 0 et les autres faces sont

des triangles rectangles en H.
C

B
1. Déterminer le produit scalaire fﬁ . ﬁ
2. Développer puis réduire le produit scalaire {Iﬂ + E] : (ﬁ + E)
3. Exprimer la distance du point A au plan (BHC) en fonction de a.

11.5 Base orthonormée et repére orthonormé

11.5.1 Deéfinitions

Deéfinition 11.22. 1. Une base de U'espace est dite orthonormée si ses vecteurs
sont deux a deur orthogonauz et tous de norme choisie pour unité.

2. O étant un point que!'cnnque de lespace, le repére (O i, j, k) est dit ortho-
normé si la base (i, j, k) est orthonormée.

Remarque. Autrement dit, une base de I'espace (i, j. k) est dite orthonormée si
i:j=0,1-k=0,j-k=0et |[i| = [|j]] = |[k]] = 1.

Exemple. On consideére le cube ABCDEFGH représenté ci-dessous.

H &
— Les re perc A; zﬁ E E} et foy : F
(B; BC . B B ) sont orthonor- \ :
mes. |
[mmpérc{ﬂ;rﬁ,m,zﬁ}n'cst D)I_______ '
pas orthonorme. ,
i
A = B



11.5. Base orthonormée et repére orthonormé

11.5.2 Propriétés

Propriété 11.23. Dans une base orthonormée de Uespace (i, j, k), soient les
')

z T
vecteurs i |y | etu' | y' |. Alors on a :
!
2 z

i-u =z’ +yy + 22,

Démonstration. Le triplet (i, j, k) étant une base de l'espace, on a d’aprés la
propriéeté 10.34 :

G=xi+yj+2k et w =a'i+yj+ k.
On obtient alors :
d@-u = (zi+yj+ 2k) - (2T + 9]+ k)
=222 +yy'i 2+ 22k + (2 +ya)i-j+ (22 +22')i - k
+ (2 +y2")j - k.
Mais puisque la base (i, j, k) est orthonormée, onai2 =j2=k2=1eti-j =0,

i-k=0,7 k=0, don I'égalité souhaitée.
O

i = x2+y%+22, done ||i@]| = VE2 = /22 + y2 + 22,

Remargue. 1. Onaii® = i
9. i et 1’ sont orthogonaux si, et seulement si zz’ + yy’ + 22’ = 0.

1 -2
Ezemple. 1. On considére @ |4 | et ' | 5 | dans une base orthonormée.
0 1
Alors -/ =1x(—2) +4x5+0x 1=18,
2
2. Notons P le plan passant par le point A(1; —1; 5) et qui admet @ | 1
-3

comme vecteur normal.

On cherche a déterminer si le point M(3; 0; 3) appartient a P. Il s’agit done

de vérifier si on a l'égalité AM -7i=0 (d’aprés la propriété 11.11).
2

OnaAM | 1 |,donc AM - =2x2+1x1+(=3) x(=2) =11 £0, et
-2

par conséquent, le point M n’appartient pas au plan P passant par le point

A et de vecteur normal 7.

3. Dans un repére orthonormé de 'espace, les plans P et P’ de vecteurs nor-

1 -2
maux respectifs 77 [ 1 | et n’ | 4 | sont perpendiculaires car :
1 -2

A-n=1x(-2)+1x44+1x(-2)=-2+4-2=0.
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1
La droite d de vecteur directeur @ | —2 | et le plan P sont paralléles car :
1

A-t=1x14+(-2)x1+1x1=1-24+1=0.

Propriété 11.24, Dans un repére orthonormé de 'espace (O ; ?, f, ), soient
les points A(xa:ya: za) et B(zg; yp; 25). Alors on a :

AB = \/(IB —24)° + (Ys —ya)* + (28 — 24)°.

T — T4
Démonstration. D’apreés la propriété 10.37, on a AD YB — YA
zZB — ZA

Done AB? = AB . AB = (g —x4)® + (yp — ya)® + (2B — 2a4)? d’aprés la
propriété 11.23. Mais AB? = ||.._fﬂﬁ|}2 = AB?, donc on obtient 'égalité souhaitée

car AB > 0.
a

Ezemple. Notons A et B les points de coordonnées respectivement (—1; 5; 3) et
(9; 5; —2) dans un repére orthonormé de I'espace.
La longueur AB est donnée par :

=

AB=1/(0-(-1))*+ (55" +(-2-3)> = Vi =5

Application 74. On considére le cube ABCDEFGH représenté ci-dessous et on
se place dans le repére orthonormé (A ; AB , AD |, AE).
Soit I(x; y; z) le projeté orthogonal du point G sur le plan (BDE).

1. Déterminer les coordonnées des wee-
teurs ﬁ, Eg, BI et GI.
2. Montrer que z =y = 2.

3. En sachant que (?} - ﬁ = (), montrer
que 3z —1=0.

4. Déduire que la distance du point G au
plan (BDFE) est égale a g«.fﬁ

11.6 Exercices

Exercice 11.1 (Sujet bac, Centres étrangers, 2022). L’espace est muni d'un
repere (O: 7, j, k) orthonormé.
On considére les points A(3; —2; 2), B(6; 1;5), C(6; —2; —1) et D(0; 4; —1).



11.6. Exercices

On rappelle dans cel exercice que le volume V d'un tétraédre est donné par la
formule suivante :

Vzéxﬂxh,

ot B est 'aire d’'une base du tétraédre et h est la hauteur du tétraédre s’appuyant
sur cette base.

1. Montrer que les points A, B et C définissent un plan.
2. (a) Montrer que le triangle ABC est rectangle.

(b) Montrer que la droite (AD) est orthogonale au plan (ABC).
3. (a) Calculer le volume du tétraédre ABCD.

(b) Expliquer pourquoi I'angle BDC a pour mesure g rad.

4. (a) Expliquer pourquoi l'aire A du triangle BDC est égale a :
1 o T
A=§XDE><DC><5111(Z).

Calculer cette aire.

(b) Déduire la distance du point A au plan (BDC).

Exercice 11.2 (Sujet bac, Polynésie, 2008). Sur la figure ci-dessous, on a

représenté le cube ABCDEFGH d’aréte 1.

E J H
| !
|
F ! !
; ; G
I /
I K+
| f
I /
‘4...._;.._- ___ P
// !
/
. /
B I C

On a placé les points [ et .J tels que Bl = g? et ES = %ﬁj et le milieu K de

[ZJ].
On note P le projeté orthogonal de & sur le plan (F1.J).

Partie A

1. (a) Démontrer que le triangle FI.J est isocéle en F.

(b) En déduire que les droites (FK) et (I.J) sont orthogonales.
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On admet dans la suite que les droites (GK) et (I.J) sont orthogonales.
2. Démontrer que la droite ([.J) est orthogonale au plan (FGK).
3. Démontrer que la droite (I.J) est orthogonale au plan (FGP).
4. (a) Montrer que les points F, G, K et P sont coplanaires.
(b) En déduire que les points F', P et K sont alignés.

Partie B

L'espace est rapporté au repére orthonormal (A; Jﬁ, E, 14_5}')
On note N le point d'intersection de la droite (GP) et du plan (ADB).

On note (x; y; 0) les coordonnées du point N, ol z et y sont deux réels.

1. Donner les coordonnées des points F, G, [ et J.
2. (a) Montrer que la droite (GN) est orthogonale aux droites (FI) et (F.J).

(b) Exprimer les produits scalaires GN - Fl et GN - FJ en fonction de z
et y.

(¢) Déterminer les coordonnées du point N.

3. Reproduire le cube ABCDEFGH et placer le point P.

Exercice 11.3 (Sujet bac, Métropole, 2018). Le but de cet exercice est d’exa-
miner, dans différents cas, si les hauteurs d'un tétraédre sont concourantes, c¢'est-
a-dire d’étudier 'existence d’'un point d'intersection de ses quatre hauteurs.

On rappelle que dans un tétraédre MNPQ, la hauteur issue de M est la droite
passant par M orthogonale au plan (N PQ).

Partie A. Etude de cas particuliers

On considére un cube ABCDEFGH.

H G

! 5

Lo

I

1

1

I

[

[

|
s

s

s

k
A B

On admet que les droites (AG), (BH), (CE) et (DF), appelées « grandes diago-

nales » du cube, sont concourantes.



11.6. Exercices

1. On considére le tétraedre ABCE.
(a) Préciser la hauteur issue de F et la hauteur issue de C dans ce tétraedre.
(b) Les quatre hauteurs du tétraédre ABCFE sont-elles concourantes ?

2. On se place dans le repére orthonormé (A; zﬁ A E, A_E,}‘) et on considére
le tétraedre ACHF.
(a) Caleuler les produits scalaires FD.AC et FD . AH.
(b) En déduire que (F'D) est la hauteur issue de F du tétraédre ACHF.

(¢) Par analogie avec le résultat précédent, préciser les hauteurs du tétra-
edre ACHF issues respectivement des sommets A, C' et H.
Les quatre hauteurs du tétraédre ACHF sont-elles concourantes 7

Dans la suite de cet exercice, un tétraédre dont les gquatre hauteurs sont concou-
rantes sera appelé un tétraédre orthocentrique.

Partie B. Une propriété des tétraedres orthocentriques

Dans cette partie, on considére un tétraédre MN PQ) dont les hauteurs issues des
sommets M et N sont sécantes en un point K. Les droites (MK) et (NK) sont
donc orthogonales aux plans (NPQ) et (M PQ) respectivement.

1. (a) Justifier que la droite (PQ) est orthogonale a la droite (M K).
On admet de méme que les droites (PQ) et (NK) sont orthogonales.

(b) Que peut-on déduire de la question précédente relativement 4 la droite
(PQ) et an plan (MNK)? Justifier la réponse.
2. Montrer que les arétes [MN] et [PQ] sont orthogonales.
Ainsi, on obtient la propriété suivante :
Si un tétraédre est orthocentrique, alors ses aréles opposées sont orthogonales

deuz 4 deux (on dit que deur aréles d’'un tétraédre sont « opposées» lors-
qu’elles n'ont pas de sommet commun).
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Partie C. Application
Dans un repére orthonormé, on considere les points :
R(-3:;5;2), S(1;4;-2), T(4; —1;5) et U(4;7; 3).
Le tétraedre RSTU est-il orthocentrique ? Justifier.

Exercice 11.4 (Démonstration). On souhaite démontrer dans cet exercice que
pour tous vecteurs i, U et i de 'espace, on a :

Cette propriété n’est pas une extension banale du plan 4 l'espace car les vecteurs
i, ¥ et % ne sont pas nécessairement coplanaires.

Soient A, B, C, D et E quatre points de |'es-
pace et soient i, U et @ trois vecteurs de ['es-
pace telsqueﬁ:ﬁ,ff: E,tﬁ:ﬁet
vT+w=A

On cherche done & démontrer 'égalité suivante :

AB . 7 = AB - AC+ AT 4D,

1. A l'aide d’une formule de polarisation, établir I'égalité suivante :
AB.AC+AB.AD = AB® + %(AC” + AD?) - %[BCZ + BD?).

2. On note I le milieu du segment [C'D]. En utilisant le théoréme de la médiane
dans les triangles ACD et BC'D, montrer que :

AB-AC + AB-AD = AB? + AI® - BI2.

3. Montrer que E - zﬁ = EE : B, puis conclure.

Exercice 11.5 # (Procédé de Gram '-Schmidt ?). Le procédé d’orthonormali-
sation de Gram-Schmidt est une méthode qui consiste a construire, a partir d'une
base quelconque de 'espace (i, ¥, @), une base orthonormé (i , vy , wy).

1. Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) est un mathématicien danois. Il regu la médaille d’or
de I'Académie des sciences danoise en 1884 pour un travail sur les nombres premiers.

2. Erhard Schmidt (1876-1950) est un mathématicien allemand, éléve de David Hilbert. Avec
ce dernier, il est considéré comme 1'un des fondateurs de 'analyse fonctionnelle abstraite moderne.
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Partie A. Une projection vectorielle

Soit i un vecteur non nul de l'espace. La fonction notée pz est la fonetion qui
associe a tout vecteur de 'espace ¢ 'unique vecteur pz(7) défini par :

iU

pa(?) = =5
|Ia]|?

Pour tout vecteur ¥, le vecteur pz(7) s’appelle la projection orthogonale de ¢
sur .

-

1. Dans une base orthonormé de l'espace (i, 7, k), on considére le vecteur
I
vy
Z

(a) Déterminer la projection orthogonale de ¢ sur i.
(b) Déterminer de méme p3(v) et pg(¥).
2. Montrer qu'une projection orthogonale est une application linéaire, c’est-i-
dire que pour tous vecteurs ¥ et o et pour tout réel ar, on a :

pa(V + ) = pa(?) + pa(@) et pz(av) = apa(v)
3. Pour tout vecteur de 'espace ¥, démontrer I'équivalence suivante :
pa(v) =¥ <= ¢ est colinéaire a .
4. Pour tout vecteur de 'espace ¥, démontrer I'équivalence suivante :
pal(v) = 0 <= # est orthogonal & @.

Partie B. Procédé de Gram-Schmidt

—

Soit (i, ¥, w) une base quelconque de 'espace.

1. On pose i} = ii. Quelle est la norme de w3} ?

1
|l|

2. Justifier que le vecteur v’ = & — py; (#) est non nul et orthogonal & .

v

1
3. On pose 1] = —
]|
(a) Quelle est la norme du vecteur v ?
(b) Vérifier que v est orthogonal i 3.

4. Justifier que le vecteur w' = @ — p, (W) — py; (@) est non nul et orthogonal
a ui et a vi.

5. Déduire un vecteur w) unitaire et orthogonal aux vecteurs uj et vy, puis
conclure.
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Chapitre 12

Représentations
paramétriques et équations
cartésiennes

12.1 Représentations paramétriques d’une droite

Notons D la droite passant par le point A(x4; ya; z4) et qui admet pour

a
vecteur directeur le vecteur @@ | b |. Soit M un point quelconque de coordonnées
i«

(z;y;2). On a alors :

MeD < jm et i colinéaires
< il existe k € R tel que m = ki

Mais puisque les coordonnées des vecteurs Ai‘r‘j et ki sont données respectivement

T —Ta ka
par AM y—1ya | et (ki) | kb |, il vient I'équivalence suivante :
z—2 ke

4'_!-'-'!1_
r=x4+ka
MeD < ilexiste k € R tel que { yy = y4 + kb

z2=2z24+ke

On déduit done la propriété ci-dessous.
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Propriété 12.1. La droite D passant par le point A(xa; ya; z24) et de vecteur
a

directeur i | b | est 'ensemble des points M dont les coordonnées vérifient le
¢

systéme d’équations (S) suivant d'inconnu le triplet (x;y; 2) € R* :

r=x4+ka
(S)Sy=ya+kb oukeR.
z =24 +ke

Définition 12.2. Le systéme (S) s'appelle une représentation paramétrique de la
droite D, le réel k étant le paramétre de cette représentation.

Remarque. 1. Dans le systéme (S), chaque valeur du paramétre k permet de
déterminer un point de la droite D. En particulier, pour £ = 0 on obtient les
coordonnées du point A.

2. Dans le systéme (5), les coefficients a, b et ¢ du paramétre k sont les coor-
données d'un vecteur directeur de la droite D.

3. La droite D admet une infinité de représentations paramétriques. En effet,
on peut choisir un point de D autre que A ou choisir un vecteur non nul
colinéaire & @ et autre que .

Ezemple. Notons D la droite passant par le point A(2; —3; 1) et de vecteur di-

3
recteur i | 4
2
z=2+3k
Une représentation paramétrique de Dest { y = -3 +4k keR.
z=1+4+2k

— Pour k = 1, on obtient £ = 5, y = 1 et z = 3, done le point B(5; 1; 3)
appartient a la droite D. Une autre représentation paramétrique de la droite

=5+ 3k
D est donc donnée par le systéme ¢ y =1+4k" k' eR.
z=3+2k
6
Le vecteur i | 8 | = 2ii est aussi un vecteur directeur de D, done une autre
4
x =2+ 6k"
représentation paramétrique de la droite D est { y = -3+ 8k" k" eR.
r=1+4k"



12.2. Equations cartésiennes d'un plan

On cherche a déterminer si le point C(—1; —7; 3) appartient a la droite D.
On a :

(1 =943¢
CeD «<— ilexistete Rtel que { —7 = -3+ 4t
3 =1+2
(3t = —3

< il existe t € R tel que { 4t = —4

k?t =13

[t=-1

— ilexistet e R tel que ¢ t = -1

[t = 1

La derniére proposition étant fausse, la premiére est également fausse par
équivalences. Donc le point C' n’appartient pas i la droite D.

Application 75. Notons A la droite de I'espace dont une représentation paramé-
trique est donnée par le systéme suivant :

=143t
z = 6t
1. Déterminer les coordonnées d’un point et d'un vecteur directeur de la droite
A.
1
2. La droite A est-elle paralléle a la droite D dirigée par le vecteur ¢ | =2 | ?
1

12.2 Equations cartésiennes d’un plan

Propriété 12.3. Soient a, b et ¢ trois réels non tous nuls et soit M un point
a

quelconque. Le point M appartient a un plan P de vecteur normal ii | b | si, et
¢

seulement s'il existe un réel d tel que les coordonnées de M vérifient U'équation
ci-dessous d’inconnu le triplet (z;y; z) € R :

ar +by+ecz+d=0 (E)

Démonstration. On raisonne par double implication.

=) Supposons que le point M de coordonnées (z; y; z) appartient au plan P
a

passant par le point A(x4; ya; 24) et de vecteur normal 7 | b
'
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Chapitre 12. Représentations paramétriques et équations cartésiennes

Alors AM -7 =0 d’apres la propriété 11.11.

£ — LA
Puisque A_fldt Y —ya |, il vient d’apres la proprieté 11.23 .
& — Z4

0=AM -i=alx —xa) + bly —ya) + c(z — za).

Par conséquent : ar+by+cz—(axa+bya+ezy) = 0, soit : ax+by+cz+d =0
en posant d = —(ax 4 + bya + cz4).

<=) Supposons qu'il existe un réel d tel que que les coordonnées (z: y; z) de M
vérifient I'égalité ax + by + ez +d = 0.
Les réels a, b et ¢ étant non tous nuls, supposons par exemple que a # 0.

d P 5 d
Alors:a (..":+—)+by+cz = (), soit : AM i = Oavecdi | b et.A(——; 0; 0),
a a
c
done M appartient au plan passant par le point A et de vecteur normal 7
d’apres la propriété 11.11.

O

Remarque. Autrement dit, a, b, ¢ étant trois réels non tous nuls, un plan P de
a

vecteur normal 71 | b | est 'ensemble des points M dont les coordonnées vérifient
¢

I'équation (E) axr +by+c2+d=0,oudeR.

Définition 12.4. L’équation (E) s’appelle une équation cartésienne du plan P.

Exemple. 1. Le plan P d’'équation cartésienne —3z + 2y — z + 5 = 0 admet

-3
it | 2 | pour vecteur normal.
-1
Le point A(0; 0; 5) appartient & P car =3 x0+4+2x0-5+5=0.
2
2. Notons P le plan passant par E(1; 4; —2) et de vecteur normal 7 | —3
-1

Alors une équation cartésienne de P est de la forme 2z — 3y — 2+ d =0, on
d est un réel.

Puisque le point E(1; 4; —2) appartient 4 P, alors 2x1-3x4—(—-2)+d = 0,
soit —8 +d = 0, soit d = 8.

Finalement, 2z — 3y — 2 + 8 = () est une équation cartésienne du plan P.
Le point B(1;1;7) appartient A Pcar2x1-3x1-7+8=0.

Remarque. 1. Un plan admet une infinité d’équations cartésiennes. En choisis-
sant un autre vecteur normal a ce plan, on obtient une nouvelle équation
cartésienne.
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12.2. Equations cartésiennes d'un plan

2. Un plan peut étre enticrement caractérisé par la donnée d’'une de ses équa-
tions cartésiennes.

0
Remargue. Le plan (O; i, j) passe par l'origine O(0;0;0) et admet £ | 0

1
pour vecteur normal.
Une équation cartésienne du plan (O ; i, j) est done de la forme 0z + Oy +
z+d=0,oudeR, soit z+d =0.
Mais puisque O(0; 0; 0) appartient au plan (O; i, j), alors 0 4+ d = 0, soit
d=0.

Finalement, une équation cartésienne du plan (O; i, j) est z = 0.

— De la méme facon, le plan (O; j, k) admet pour équation cartésienne z = 0
et le plan (O ; i, k) admet pour équation cartésienne y = (.

Application 76. ABCDEFGH est un cube d'aréte 1. On munit 'espace du
repere orthonormeé ([ ; DA : DC . W}

H G
1. Caleuler les produits scalaires ﬁ?‘ . Eﬁ B ] 1
et ﬁ - ﬁ :
2. (a) Déduire un vecteur normal au plan : f/’
(EBG). 4 .
D r C
(b) Déterminer une équation carté- Pl R i A
sienne de ce plan. P
A B

Application 77. Dans un repére orthonormé de I'espace, on considére les points
A(l; —2;4), B(—2; —6; 5) et C(—4; 0; —3).
1. Montrer que les points A, B et C' définissent un plan.
2. (a) Trouver un vecteur normal 7 au plan (ABC).
(b) Déduire une équation cartésienne du plan (ABC).
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12.3 Systéme d’équations linéaires

12.3.1 Déterminer l'intersection de deux droites

Ezemple. On se propose d’étudier la position relative des droites D et D' de re-
présentations paramétriques respectives :

r=5+1 z =17+ 2t'
(S){y=2+t teR et (8){y=—2-2¢ t'eR.
z=—2 z=—4 4+ f,"
1
— La droite D a pour vecteur directeur i@ [ 1 | et la droite D’ a pour vecteur
—2
— 2 ="
directeur u’ | =2 | . Les coordonnées des vecteurs @ et u' n’étant pas propor-
1

tionnelles, ces vecteurs ne sont pas colinéaires et donc les droites D et D' ne
sont pas paralléles,

Soit I un point quelconque de coordonnées (x; y; z).

IeDND < (x;y; z) vérifie les systémes (5) et (5)

r.'I.'=5+t
y=2+1
z=—2
= il existe (t; t') € R? tel que {
il existe (t; t') el que .
y=—-2-2¢
Lz=—4+t'

(5 4+t =17+2¢
& il existe (t; t') € R? tel que { 2+t =—2—2¢'

| —2t=—4+1
(t—2t' =12 (1)
— ilexiste (t;t') e R2 tel que { t +2' = —4  (2)
|—2t—t/ =—4 (8)

On résout ce dernier systéme d'inconnu (t; ') € R? par méthode de substi-
tution.

(1) t—2t'=12 < t=12+2¢

(2) t+2t' =-4 & 19400 4+ = —4 = 4t/ =—16 < ' = —4

W t=12+2 212 4+2x(~4) =4



12.3. Systéme d'équations linéaires

(3) —2x4—(—4) = —4, donc le couple de réels (4; —4) est bien solution
de I'éguation (3).

On obtient done I'équivalence suivante :

I appartient & D et D' <= il existe (t; t') € R? tel que {:,_ 1 i
Cette derniére proposition étant évidemment vraie, il vient que le point [
appartient aux droites D et D'. Les droites D et D’ n'étant pas paralléles,
on déduit qu’elles sont sécantes en [.

Pour obtenir les coordonnées (x; y; z) du point I, on remplace t par 4 dans
le systéme (S) (ou t’ par —4 dans le systéme (S’)). On obtient I(9; 6; —8).

Remarque. Dans I'exemple ci-dessus, il est possible (mais plus délicat) de raisonner
uniquement par équivalences de la maniére suivante :
D et D' sécantes en I <= (z; y; 2) est I'unique triplet vérifiant (S) et (S")
54+t=17+2t
= JN(t:t)eR® {2+t=—-2-21
—A=—-4+1¢

—

e JN(t;t) eR2, {t=‘i
P cif

Cette derniére proposition étant évidemment vraie, il vient que D et D' sont sé-
cantes en [.

Application 78. Dans un repére (O: i, j, k), on considére les points A(1; —1; 2)
et B(—1;3; 4), et on note A la droite de représentation paramétrique :
r=—t
(S)qy=5-2t teR.
z=0—1

Etudier la position relative des droites (AB) et A.

12.3.2 Déterminer I'intersection d’une droite et d’un plan

Exemple. On se propose d’étudier la position relative de la droite D et du plan P
dont une équation cartésienne et une représentation paramétrique sont respecti-
vement :

z=-—1+1
(S)Ly=2 teR et (BE)z+y+2z-—-1=0.
z=3—-21
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1
La droite D a pour vecteur directeur @ | 0 | et le plan P a pour vecteur
-2
1
normal i [1]. Onad-i=1x140%x14(=2)x1=-1+#0, doncla
1

droite D est sécante avec le plan P.

— Notons (z; y; z) les coordonnées du point d’intersection I de la droite D
avec le plan P. Alors (z; y; z) vérifie (S) et (E). 1l existe donc t € R tel que

r=-1+1t r=—1+1
. i.e. tel que : , i.e. tel
z2=3-2t 1 z2=3-2t '
r+y+z—1=0 —1+t+24+3-2t—1=0
&L=
y=2
ue :
i z==—3
f=3

Finalement D et P sont sécants en le point I(2; 2; —3).

Remargue. Dans l'exemple ci-dessus, il est possible (mais plus délicat) de raisonner
uniquement par équivalences de la maniére suivante :

D et Psécants en I <= (x; y; z) est 'unique triplet vérifiant (S) et (E)

z=-1+1
=9
< It eR, 4
z=3-2
T+ y+z—1=0
=
T =12
=2
<— JlteR,
=-3
=3
B=2
— (teR t=3)et qy=2
z=-=3
T=2
= qy=2
z=-—3



12.3. Systéme d'équations linéaires

Application 79. On munit 'espace d’un repére orthonormé. Etudier la position
relative du plan P d’équation cartésienne 5z +y — 2+ 3 = 0 et de la droite D dont
une représentation parameétrique est donnée par le systeme :

r=s
(S)sy=1—-6s selk
z=3—=5

12.3.3 Déterminer l'intersection de deux plans

Ezxemple. On se propose d’étudier la position relative des plans P et P’ d’équations
cartésiennes respectives ;

(E)z+y—2+2=0 et (E)3z+y+2z+4=0.

1: 3
ii| 1 | est un vecteur normal au plan P et n’ | 1| est un vecteur normal
-1 1

au plan P’. Les coordonnées des vecteurs 7i et n’ n'étant pas proportionnelles,
ces vecteurs ne sont pas colinéaires et donc les plans P et P’ sont sécants
selon une droite.

— Notons A la droite d’intersection des plans P et P, et soit I(z; y; z) un
point appartenant a4 A.

Ie A < (x;y; 2) vérifie (E) et (E')

z+y—2+2=0 (1)
Jz+y+2+44=0 (2)

On exprime deux variables (par exemple y et z) en fonction de la troisiéme
(c’est-a-dire &) par substitution.
1) z4+y—-242=0¢< y=—c+2—-2

@) 3o+y+2+4=0 &5 3z+(—z+2-2)+2+4=0 <> 20+22+2=0

= z4+z+1=0¢«= z=-x-1
Q) y¥ -2t (e—1)-9=—9z-3
On obtient done 'équivalence ci-dessous :

r=0+ 1z
TeA &= {y=-2r-3
r=—1x—1

On peut choisir la variable  comme parameétre en posant © = £. On obtient
alors une représentation paramétrique de la droite A :

=1
y==-2t—3 tek
z=—t-1
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Notons qu’en choisissant la variable y (ou la variable z) comme parameétre,
on obtient une autre représentation paramétrique de A.

Application 80. L'espace est muni d'un repére orthonormé. On note Py et Py
les plans dont une équation cartésienne est respectivement :

(Ey)z+y—32+3=0 et (Es)xz—2y+62=0.

1. Démontrer que P; et Py sont sécants selon une droite d de représentation

paramétrique :
Tr=—2
y=—-1+3t tek.
z=1

2. Démontrer que la droite d et le plan P d’équation 2x — y + 2z + 2 = 0 sont
sécants et déterminer les coordonnées de leur point d’intersection.

12.3.4 Déterminer le projeté orthogonal d’un point

Exzemple. Dans un repére orthonormé de 'espace, on considére les points A(1; 0; 2),
B(—1;2;1)et C(0;1; —2), et on souhaite déterminer les coordonnées du point
H, projeté orthogonale du point C' sur la droite (AB).

-2
— La droite (AB) passe par le point A(1; 0; 2), et le vecteur AB| 2 | estun
-1
vecteur directeur de la droite (AB), done une représentation paramétrigque
de (AB) est donnée par le systéme (S) ci-dessous :

r=1-—-2¢
(S} y=2¢ t € R.
2=2-—1

Le point H appartient a la droite (AB), done ses coordonnées vérifient le
systéeme (S). Autrement dit, il existe t € R tel que H(1 —2¢; 2¢; 2 — ).

1—-2t-0 1-2¢
On obtient alors : CH 2t—1 —CH|-1+2
92—t —(-2) 4t
— Mais puisque les vecteurs CH et AB sont orthogonaux, il vient que CH -
AB = 0. Par équivalences successives, on obtient :
1-2t —2
CH-AB=0 < [-1+2t|-| 2
4—¢ -1

= —201-2t)+2(-1+2t)—1(4—) =0
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= —24+4-2+4t—-4+t=0
<= 9 —-8=0

= =

9
Dans les coordonnées de H, on remplace ¢ par 8/9 et on obtient finalement :

T 16 10
H('ﬁ’?’?)‘

Application 81. Dans un repére orthonormé de l'espace, on considére le point
-2
B(2; 0; 7) et on note d la droite qui passe par le point A(1; 3; 0)etdont @ | 1
D

est un vectenr directeur.

1. Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par B et orthogonal
ad.
2. En déduire les coordonnées du point K, projeté orthogonal de B sur d.

Ezemple. Dans un repére orthonormeé de 'espace, on considére le plan P d’éguation
cartésienne (E) = — 2y + 32 — 17 = 0 et le point A(2; 5; —1), et on souhaite
déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point A sur le plan

P.

— On introduit la droite D passant par le point A et orthogonale au plan P.
1
Le vecteur 7i | —2 | étant un vecteur normal 4 P, il est aussi un vecteur
3
directeur de la droite D. Une représentation paramétrique de D est done
donnée par le systéme (5) ci-dessous :

=2+t
(S)sy=5-2¢ t € K.
z=—14+3t

Le projeté orthogonal H du point A sur le plan P est done le point d’in-
tersection de la droite D et du plan P. Ses coordonnées (x; y; z) vérifient
donc le systéme (S) et 'équation (F). Il existe donc un réel t tel que :

T=2+1 r=4
y=50b-—2t < 5 y=1
, e, tel s caleuls) -
A i.e. tel que (apres caleuls) o
z—2y+32—-17=0 =2

Les coordonnées du point H sont donc H(4; 1; 5).
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Application 82. On considére le plan P d’équation cartésienne dx+y+2—3 =0
et le point A(3; 2; 0).

L'objectif de cet exercice est de déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
K du point A sur le plan P.

1. Déterminer les coordonnées d’'un vecteur. directeur de la droite orthogonale
i P passant par A, notée A.

2. Déduire une représentation paramétrique de A.
3. Déterminer les coordonnées du point d’intersection entre A et P.

4. Déduire les coordonnées du point K.

12.4 Exercices

Exercice 12.1 (Sujet bac, Am. du Nord, 2019). On relie les centres de
chaque face d'un eube ABCDEFGH pour former un solide IJKLMN comme

sur la figure ci-dessous.

H G

A B

Plus précisément, les points [, J, K, L, M et N sont les centres respectifs des faces
carrées ABCD, BOCGF,CDHG, ADHE, ABFE et EFGH (donc les milieux des

diagonales de ces carrés).

1. Sans utiliser de repére (et done de coordonnées) dans le raisonnement mené,
justifier que les droites (IN) et (ML) sont orthogonales.

Dans la suite, on considére le repére orthonormeée (A . E . ﬁ . ﬁ) dans lequel,

1
par exemple, le point N a pour coordonnées (5 5 l)‘

2. (a) Donner les coordonnées des vecteurs NC et ML.
(b) En déduire que les droites (NC) et (ML) sont orthogonales.
(¢) Déduire des questions précédentes une équation cartésienne du plan

(NCI).
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3. (a) Montrer quune équation cartésienne du plan (NJM) est : z—y+2z = 1.
(b) La droite (DF) est-elle orthogonale au plan (NJM)? Justifier.

(¢) Montrer que l'intersection des plans (NJM) et (NCI) est une droite
dont on donnera un point et un vecteur directeur. Nommer la droite
ainsi obtenue en utilisant deux points de la figure.

Exercice 12.2 (Sujet bac, Centres étrangers, 2012). On considére un cube

ABCDEFGH d’aréte de longueur 1.
On se place dans le repére orthonormé (A; A_B) E; Jﬁ)

On considére les points [ (1; %;ﬂ), J (U; %; 1), K (g 0; 1) et L(a;1;0)
avec a un nombre réel appartenant a U'intervalle [0; 1].
E H
I
I
F | c
I
I
I
I
A I
& e R D
/f
B C
Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (I.J).

2. Démontrer que la droite (K L) a pour représentation paramétrique :

t.i' ¥ t
2 = 4=f
3. Démontrer que les droites (I.J) et (KL) sont sécantes si, et seulement si,
1
a=-.
4
Partie B
; 3 ; 1
Dans la suite de I'exercice, on pose a = 1

|
Le point L a done pour coordonnées (5 ) e CI).
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1. Démontrer que le quadrilatere T K.JL est un parallélogramme.

2. La figure ci-dessous fait apparaitre I'intersection du plan (IJK) avec les faces
du cube ABCDEFGH.
On note M le point d’intersection du plan (IJK) et de la droite (BF) et on
note N le point d’intersection du plan (IJK) et de la droite (DH).

2 7
K | \
F& * L3
] : G \
[ | N
i |
M :
|
o —— -
/ —
s .-"*"--F L
P T
B T C

Le but de cette question est de déterminer les coordonnées des points M et

N.
(a) Prouver que le vecteur 7i de coordonnées (8; 9; 5) est un vecteur normal
au plan (IJK).

(b) En déduire que le plan (IJK) a pour équation cartésienne 8z + 9y +
5z—11=0.

(¢) En déduire les coordonnées des points M et N.

Exercice 12.3 (Sujet bac, Métropole, 2023). Dans 'espace rapporté 4 un
repére orthonormé (O 7, j, k), on considére :
— le plan P; dont une équation cartésienne est 2r+y —2+2 =0;

— le plan P2 passant par le point B(1; 1; 2) et dont un vecteur normal est
1
s | —1
1

a) Donner les coordonnées d’un vecteur 77 normal au plan P;.

(b) Montrer que les plans P; et Ps sont perpendiculaires.
(a) Déterminer une équation cartésienne du plan Ps.

b) On note A la droite dont une représentation paramétrique est :

Montrer que la droite A est I'intersection des plans Py et Ps.
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On considére le point A(1; 1; 1) et on admet que le point A n’appartient ni a Py
ni a 'pz.
On note H le projeté orthogonal du point A sur la droite A.

3. On rappelle que, d’aprés la question 2.(b), la droite A est 'ensemble des
points de coordonnées (0; —2 + ¢; t), on t est un réel quelconque.
Dans la suite de cette question, on considére pour tout réel ¢ le point M, de
coordonnées (0; =2+ t; t).

(a) Montrer que, pour tout réel t, AM, = v 2% — 8t - IT.
(b) En déduire que AH = /3.

4. On note D; la droite orthogonale au plan P; passant par le point A et H,
le projeté orthogonal du point A sur le plan P;.

(a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite D;.

1 1 5
(b) En déduire que le point H; a pour coordonnées (_5 P 3 E)

5. Notons Hs le projeté orthogonal de A sur le plan Ps.
4 2 4
On admet que H; a pour coordonnées (5 55 §) et que H a pour coor-

données (0; 0; 2).
Montrer que AH| H Hs est un rectangle.

Exercice 12.4 (Distance d’un point 4 un plan). Dans l'espace muni d'un
repére orthonormé, on considére :

— un plan P d’équation cartésienne ax + by + ¢z +d = 0 ol a, b, ¢ et d sont
quatre réels tels que a, b et ¢ sont non tous nuls;

— un vecteur normal 7 & P;
— un point A(z4; ya: z4) n'appartenant pas au plan P;
— le projeté orthogonal H de A sur P.
Démontrer que la distance du point A au plan P, notée d(A,P), est donnée par :

laxa + bya + eza + d|

v’a-ﬁ + b2 + 2

d(A, P) =
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Chapitre 13

Sommes de variables
aléatoires

Dans tout ce chapitre, on considére une expérience aléatoire done I'univers des
possibles est noté £2. On supposera cet univers fini.

13.1 Rappels

13.1.1 Variable aléatoire et loi de probabilité

Deéfinition 13.1. Une variable aléatoire réelle X définie sur Uunivers () est une
fonction définie sur Q 4 valeurs dans R.

X: @ — R
w — X(w).

Exemple. Un jeu consiste a lancer un dé équilibré a quatre faces et a regarder le
numéro obtenu sur la face supérieure.
Michael, le responsable du jeu, fixe les régles suivantes :

— #i le nombre obtenu est 1, 3 ou 4, on perd 6 euros;
- si le nombre obtenu est 2, on gagne 12 euros.

On note X la variable aléatoire correspondant au gain (éventuellement négatif)
obtenu. En posant 2 = {1; 2; 3; 4}, X est alors une fonction définie pour tout

w € () par :
—6 i 1;:3;4
X@)= {70 Sweilididh
12 siw=2
La variable aléatoire X prend donc deux valeurs : —6 et 12. Autrement dit, pour

tout w € £, on a X(w) € {—6; 12}. Pour alléger les écritures, on peut écrire plus
simplement X € {—6; 12}.
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Définition 13.2. Soit un entier n > 1 et soit X une variable aléatoire définie
sur §) et d valeurs dans Uensemble X () = {a1; xo; ... ; ,}. Définir la loi de
probabilité de X sur ), c’est associer a chaque valeur z; (1 <i < n) prise par X
la probabilité de l'événement {X = x;} ', notée P({X = x:}) ou plus simplement
P(X = %i).

Remarque. On présente souvent la loi de probabilité de X sous la forme d’un
tableau comme présenté ci-dessous.

Iy I I —— In

PX=z)| p | p2 | --- | Pn

n
Les probabilités obtenues py, pa, ..., p, sont telles que Zp,_. =1,
k=1

Ezemple. On reprend le jeu de Michael et on détermine la loi de probabilité de X.
La loi de probabilité étant équirépartie sur €2, on a? :

HX=—m=Pun&4n=E§%ﬁ=§;
POX =12) = P{9) = m & }1

On peut résumer la loi de probabilité de X a 'aide du tableau ci-dessous.

a -6 | 12
P(X=z)| 3/4 | 1/4

13.1.2 Espérance et variance d’une variable aléatoire

Définition 13.3. Soit X une variable aléatoire réelle. Pour tout entier naturel n
non nul, notons X (1) = {x;; ... ; x,} Uensemble des valeurs prises par X.

1. L’espérance de X est le réel, noté E(X), donné par :
E(X) =) axP(X = ).
k=1

2. La variance de X est le réel positif, noté V(X), donné par :

V(X) =) (zx — E(X))*P(X = zz).
k=1
1. La notation {X = =z;} est un abus d’écriture car, formellement, I'événement {X = x;}
fait référence i Pévénement {w € 2| X{w) = x;}. Cette derniére écriture, réservée aux classes
supérieures, ne sera pas utilisée en classe de Terminale.
2. En écho i la note précédente, on devrait plutot éerire : P({w € 2| X(w) = 6}) au lieu de

P(X = 6).
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3. L'écart-type de X est le réel positif, noté o(X), donné par o(X) = /V(X).

Remarque. 1. E(X) peut s’interpréter comme la valeur moyenne des valeurs
prises par X lorsque I'expérience aléatoire est répétée un trés grand nombre
de fois *.

2. V(X) permet de caractériser la dispersion des valeurs de X par rapport au
nombre FE(X) : plus V(X) est grand, plus les valeurs de X sont dispersées
autour de F(X)?. La valeur d’une variance ne peut étre interprétée que par
comparaison a la valeur d'une autre variance.

Ezemple. On reprend le jen de Michael. L'ensemble des valeurs prises par X est
I'ensemble X (£2) = {—6; 12}.
— On calcule E(X) :

E(X)=—-6xP(X=-6)+12x P(X =12)=—-6x % + 12 x }1 =-1,5.
Sur un trés grand nombre de jeux, le « gain » moyen du joueur est de —1,5

euro,
On caleule V(X) :
V(X) = (-6 — E(X))*P(X = -6) + (12— E(X))*P(X =12)
= (—6+1,5)" x % +(12+1,5)% x %
= 60, 75.

Remarque. Si la variable aléatoire X est constante, ¢’est-i-dire s'il existe a € R tel
que pour tout w € (), X(w) = a, alors on a :

EX)=E(a)=a et V(X)=V(a)=0.

/2\ Attention !
La réciproque est vraie pour la variance : si V(X)) = 0, alors X est une
variable aléatoire constante, mais elle n’est pas vraie pour 'espérance : si
E(X) = 0, cela n'implique pas forcément que la variable aléatoire
X est constante!

Application 83. Un Rubik’s cube est constitué de 27 petits cubes sur lesquels
sont collées des étiquettes de couleur. On détache les petits cubes, indiscernables
au toucher, et on les place dans une urne. On en tire un au hasard.
Notons X la variable aléatoire qui donne le nombre de faces colorées sur le petit
cube tiré.

1. Déterminer la loi de probabilités de X.

2. Calculer E(X) et interpréter le résultat.

3. Calculer V(X).

3. Cette interprétation provient de la loi des grands nombres qui sera étudiée an chapitre 15.
4. Cette interprétation peut se déduire de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (théoréme 15.4)
qui sera étudiée au chapitre 15,
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13.1.3 Variable aléatoire a X + b

Définition 13.4. Soit X une variable aléatoire définie sur €.
1. Pour tout réel a, la variable aléatoire aX est la fonction définie pour tout
w € Q par (aX)(w) = aX(w).
2. Pour tout réel b, la variable aléatoire X + b est la fonetion définie pour tout

w € @ par (X + b)(w) = X(w) + b.

Remargque. Soit un entier n > 1. Si la variable aléatoire X prend pour valeurs les
réels xy, xa, ..., Ty, alors pour tous réels a et b, la variable aléatoire aX + b prend
pour valeurs les réels axy + b, azs + b, ..., az, +b.

Remarque. 1. Dans le cas ol @ = 0, la variable aléatoire aX + b est la variable
aléatoire toujours égale 4 b : pour tout w € €2, (aX +b)(w) = aX(w) +b=
0x X(w)+b=0b.

2. Dans le cas ou a = b = 0, la variable aléatoire a X + b est la variable aléatoire
toujours égale a 0 : pour tout w € (2, (aX +b)(w) =aX(w)+b=0x X(w)+
0=0.

Ezemple. Michael conserve les mémes régles de jeu mais décide de doubler chacun
des gains (remportés ou perdus).

La variable aléatoire T' correspondant au gain algébrique obtenu avee ces nouvelles
regles est done la variable aléatoire 2X. On notera T' = 2X.

En posant 2 = {1;2; 3; 4}, la variable aléatoire T est alors la fonction définie
pour tout w € £ par :

-12 siwe{l;3;4}

Le tableau ci-dessous donne la loi de probabilité de T, identique a celle de X.

t 12 | 24
PT=t)| 3/4 | 1/4

Proprieté 13.5. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur () et soient a
et b deux réels. On a :

1. E(aX +b)=aE(X)+0b
2. V(aX +b) = a*V(X)

Démonstration. Soit un entier n > 1 et soient a et b deux réel. On note &y, z9, ...,
Tn les valeurs prises par X. Alors la variable aléatoire aX + b prend les valeurs
ary1 +b,axs+ b, ..., azy + b.
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1. Si a =0, on a bien I'égalité souhaitée : F(b) =b=0x E(X) +b.
On suppose done a # 0. Par définition de 'espérance, on a :

E(aX +b) =Y (az; +b)P(aX + b= az; +b)

i=1

Pour tout i € {1; ... ; n}, les événements {aX + b = ax; + b} et {X = z;}
sont identiques, donc on obtient 'égalité : P(aX +b = azx; +b) = P(X = ;).
Par conséquent :

E(aX +b) = (az;: + b)P(X = ;)

=Yz, P(X =2;) + ) bP(X = z;)
i=l1 i=1

= aB(X) +b.

2. Si a =0, on a bien 'égalité souhaitée : V(b) = 0 = 0% x V(X).
On suppose donc a # 0. Par définition de la variance, on a :

V(aX +b) =Y (az; +b— E(aX +b))’P(aX + b= ax; + b).
i=1
Ona: E(aX +b) =aE(X)+bet, pour tout i € {1;...;n}, PlaX +b=
azi + b) = P(X = x;) (voir l'item 1), donc :
V(aX +b) =) (az; +b—aE(X) - b)’P(X = z;)
i=1
=Y a?(zi — E(X))*P(X =)
=1

= a2V (X)

Ezemple. On reprend le jeu de Michael.
On caleule E(T) :

E[T]'=—12><P[Xz——12}+24><P{X=24}=*12><%+24x % __3

Par conséquent, on a bien E(2X) = 2FE(X).
— On calcule V(T :
V(T) = (=12 - E(T))’P(X = -12) + (24 — E(T))*P(X = 24)
=(—12+3)% x g + (24 + 3)* x i
= 243.
Par conséquent, on a bien V(2X) = 22V (X) = 4V (X).
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13.2 Somme de variables aléatoires

13.2.1 Définition

Définition 13.6. Soient X et Y deuzr wvariables aléatoires définies sur ). La
variable aléatoire X +Y est la fonction définie pour tout w € € par (X +Y)(w) =
X(w)+Y(w).

Remarque. 1. Soient deux entiers n > 1 et p > 1. Si les variables aléatoire X

et Y prennent pour valeurs respectivement les réels xy, @9, ..., &, et yy1, o,

.+, Up, alors la variable aléatoire X + Y prend pour valeurs tous les réels
zi+yjavecl<i<netl<j<p.

2. On définit de méme la somme de plusieurs variables aléatoires.

3. On pourrait de méme définir la variable aléatoire X — Y.

Ezemple. Simon lance un jeton portant les numéros 0 et 1, puis lance un dé cubique
équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

Notons X la variable aléatoire donnant le numéro de la face extérieure du jeton et
Y la variable aléatoire donnant le numéro de la face extérieure du dé. Les valeurs
prises par X sont donc 0 et 1 et les valeurs prises par ¥ sont les entiers compris
entre 1 et 6.

La wvariable aléatoire # donnant la somme des deux numéros obtenus est alors
donnéepar: Z =X +7Y.

On représente la situation a 'aide d’un arbre.

Valeurs de
Jeton Dé  Issues X Y Z

O
hnu
b =

Il
e - R L R R B O L

..b.
—
oo
[ QN
e
et et i == S s S s S s N s B

+H+++F+FF A+

Cy T L B = Oy e
Il

Les valeurs prises par la variable aléatoire Z sont done les entiers compris entre 1
et 7.
En notant Q = {0; 1} et Q' = {1;2; 3; 4, 5; 6}, la variable aléatoire Z est la
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fonction définie pour tout w € € x ) par®

(1 siw=(0;1)

9 siwe {(0;2);(1;1)}

3 siwe {(0;3); |[1 2)}
Zw)=44 siwe{(0;4);(1;3)}.

5 siwe {(0;5);(1;4)}

6 siwe {(0;6);(1;5)}

|7 siw=(1;6)

La loi de probabilité étant équirépartie sur € x ', on a par exemple :

P(Z=2)=P{{(0: 9 2 D)) = grqarsy = 3 = 5

Pour caleuler P(Z = 2), on peut également utiliser 'égalité d’événements :
{Z=2)=({X =0}n{Y =2DU({X =1} n{Y =1}).

Les événements {X = 0} N{Y =2} et {X =1} N{Y = 1} étant incompatibles,
on obtient :

P(Z=2)=P{X=0}n{Y =2}) +P{X =1}n{Y =1}
P[X [}}Xp{x u}(Y—Q}'l‘P( =1}XP{x21}(Y=1)
1

» -

6

mln—ﬁt»:-ln—ﬁ
=N
bo | =

On obtient ainsi la loi de probabilité de Z dans le tableau ci-dessous.

2 1 (2 [3|a]s|6]| 7
P(Z=z) |1/12 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/12

Application 84. On dispose de deux sacs opaques. L'un contient trois papiers
portant les numéros 0, 2 et 4, 'autre contient 5 papiers : deux portant le numéro
1 et trois portant le numéro 3.

On tire un papier de chaque sac et on additionne les numéros obtenus. Les papiers
sont indiscernables au toucher.

On note Z la variable aléatoire donnant le résultat.

1. Définir deux variables aléatoire X et Y telles que Z =X +Y.
2. Déterminer la loi de probabilité de Z.

5. 1l est important de noter, par souci de cohérence avec la définition 13.6, que les variables
aléatoires X et ¥ sont également des fonctions définies sur le produit cartésien €2 x . Plus
précisément, X et Y sont définies pour tout (a; b) € @ x ' par X ((a; b)) =aet Y((n.; b)) =b.
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13.2.2 Espérance d’une somme de variables aléatoires

Propriéeté 13.7. Linéarité de 1'espérance
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur Q) et soit a un réel. Alors :

E(aX +Y) = aE(X) + E(Y).

Démonstration #. Soit un entier n > 1 et soit Q = {w; ;... ; wy}. Considérons X
et Y deux variables aléatoires définies sur (2.

Nous allons utiliser dans cette démonstration ’écriture de l'espérance de X ci-
dessous © :

=Y X(wr) P({wr}).
k=1

On a alors, pour tout réel a :

E(@X +Y) =) (aX +Y)(wi)P({wi})

Ma

k=1

=Y “((aX)(wr) + Y (i) P({wr})

k=1

= (aX (wx) + Y (wi)) P({wr})
k=

|

=" aX(wi)P({wi}) + > Y (wi) P({wi})

k=1

=
EX(ML]P({WL} +ZY (wi) P({wn})
aE(X) + E(Y).

Remarque. 1. Poura=1,ona E(X +Y)=E(X)+ E(Y).

2. Plus généralement, pour tout entier n > 1, si Xy, ..., X, sont n variables
aléatoires de € et aq, ..., a, sont n réels, alors :

E(ai X1+ +aXp) = E(X)) + -+ an E(X}).

Ezemple. On reprend 'expérience de Simon.
— On calcule E(X) :

fi. Dans cette démonstration, il est délieat d'utiliser la définition de 'espérance utilisant 'es-
pace d’arrivée X(£2) = {&1; ... ; xp} : B(X) = 3§, 2 P(X = z), car les variables aléatoires
X et Y ne prennent pas forcément des valeurs identiques. 1l est done plus commode d’utiliser une
autre écriture de P'espérance de X utilisant uniquement 'espace de départ 2 = {wy; ... ; wa}

de X.
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On calcule E(Y) :

G G
E(Y) ZJ.,P{Y L S =%xﬁ;?=%.

k=1 k=1

c-':ln—a
r:::ln—ﬁ

— On calcule E(Z) :
7
E(Z) = ZkP(Z =ikj

G
=1XPE =1+ _kP(EZ=K+TxPZ=T)
k=2

6
1 IZ 1

On retrouve bien : E(Z) = E(X)+ E(Y), c'est-d-dire : E(X+Y) = E(X)+ E(Y).

Application 85. On joue i un jeu se déroulant en deux étapes.

— Dans la phase 1, on lance un dé équilibré 4 six faces. Si le résultat obtenu
est 1 ou 6, on gagne 9 points. Sinon, on perd 6 points.

— Dans la phase 2, on lance une piéce équilibrée. Si on obtient face, on gagne

6 points. Sinon, on perd 2 points.

Notons X la variable aléatoire correspondant au nombre total de points obtenus.

1. Eecrire X comme somme de deux variables aléatoires X 1 et X7 a définir.
2. Déterminer la loi de probabilité de X; et Xo.
3. Déduire E(X).

13.2.3 Variables aléatoires indépendantes

Définition 13.8. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur )
et a valeurs respectivement dans les ensembles X (1) et Y (2). On dit que X et Y
sont indépendantes si, pour tout x € X () et pour tout y € Y (L), on a :

P{X =z}n{Y =y}) = P(X =2) x P(Y = y).

249



Chapitre 13. Sommes de variables aléatoires

Remarque. D’aprés la formule des probabilités conditionnelles, si P(X = z) # 0,
ona:

P({X =z} N {Y =y}) = P(X =) x Pix—a)(Y =y).
Par conséquent, les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement
si, pour tout x € X (1) tel que P(X = x) # 0, et pour tout y € Y(£2), on a :

Pix—a}(Y =y) = P(Y = y).

L’indépendance de X et Y indique donc que l'issue de la variable Y n’est pas
influencée par l'issue de la variable X.

Ezxemple. Reprenons 'expérience de Simon. Les variables aléatoire X et Y sont
logiquement indépendantes puisque les deux lancers (le lancer du jeton et le lancer
du dé) sont indépendants.

Par le calcul, on peut vérifier que pour tousz € {0; 1} ety € {1;2;3;4;5;6; 7},
on a bien I'égalité :

P{X =z}n{Y =y}) = P(X =2)P(Y =y).

Par exemple, on a d'une part : P({X =0} n{Y =3}) = P({(0; 3)}) = Tlé" et

d’autre part : P(X =0)P(Y =3) = % b :

P(X =0)P(Y = 3).

1
& =5, donc: P((X =0} n{Y =3} =

Remarque. Plus généralement, si n est un entier supérieur ou égal a 2 et Xy, ...,

X, sont n variables aléatoires 4 valeurs respectivement dans les ensembles E,
.., E,, on dira que les variables aléatoires Xy, ..., X,, sont indépendantes ou

mutuellement indépendantes lorsque pour tous =, € Ey, ..., z, € E,, :

P{Xi =z}n--N{Xp =2,}) = P(X1 = 21) x -+ x P(X,, = zp).

13.2.4 Variance d’une somme de variables aléatoires indé-
pendantes

Propriété 13.9. (admise) Soient X et Y deus variables aléatoires indépen-
dantes définies sur 2. Alors :

V(eX +Y) = a?V(X) + V(Y).

Remarque. 1. Poura=1,ona V(X +Y)=V(X)+ V().

2. Plus généralement, pour tout entier n > 1, si X1, Xo, ..., X, sont n variables
aléatoires indépendantes de () et ey, ..., v, sont n réels, alors :

V(e Xi+ - +anXpn) =2V (X)) + -+ 2V (X,).
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/2\ Attention !
En toute généralité, V(X +Y) # V(X) + V(Y ) ! On obtient 'égalité

uniquement dans le cas o1 X et Y sont indépendantes.

Exzemple. On reprend 'exemple de Simon.

On calcule V(X) :

1 | 1 9
V(X) =3 (k- E(X))?P(X = k) = EZ(‘““)
b 6-D)]

On calcule V(Y) :

6

6 2
V(Y) =Y (k- EY))?P(Y = k) = é 3 (;c _ 3)

k=1 k=1
= %{{1 -7/2°+2-7/2° + 3-7/2)" + (4-7/2)?
+(5-7/2%+(6-7/27%

é(%ga +9/441/4+1/449/4 4 25/4)
_L A e
6 4 12

— On caleule V(Z) :
7 7
=S (k—E@2)’P(Z=k) =) (k—4*P(Z=k)

k=1 k=1

G
=(1-42P(Z=1)+) (k—4)°P(Z=k)+(T—-4)’P(Z=7)

k=2
e 1
= 52 2 ot
Qx 63: (k—4) +!§‘x12

18§ 1 38
=10 ﬁ(4+1+ﬂ+1+4) TR

Les variables X et Y étant indépendantes, on retrouve bien I'égalité V(Z)
V(X)+ V(Y), cest-a-dire : V(X +Y) =V (X)+ V(Y).

Application 86. On reprend le jeu et la variable aléatoire X de I'application 85.
Calculer V(X).
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13.3 Variables aléatoires i.i.d.

Dans cette section, n est un entier naturel supérieur ou égal & 2 et Xy, ..., X,
sont n variables aléatoires définies sur () supposées mutuellement indépendantes
et suivant la méme loi. On dira dans ce cas que les variables aléatoires X, ...,
X, sont indépendantes et identiquement distribuées (en abrégé i.i.d.).

T

On pose S, = X1+---+X, = E X la variable aléatoire donnant la somme de

k=1
n

1 . L

E X = —5S, la variable aléatoire
n

k=1

donnant la moyenne de ces n variables aléatoires.

1

ces n variables aléatoires, et on pose M, = —
T

Propriété 13.10. 1. E(S,) = nE(X;)
2. V(Sn) = nV(X1)
3. 0(Sn) = Vio(Xy)

Démonstration.

1. Par linéarité de 'espérance, on a :

E(Sa) = E(X1+ -+ Xa) = E(X1) + -+ + E(Xa).

Mais puisque les variables aléatoires Xy, ..., X,, sont identiquement distri-
buées, elles ont la méme espérance, en particulier égale & E(X;). On obtient
done :

E(S.) = E(Xy) + -+ + E(X)) = nE(X)).
nE:iﬂ

2. Les variables aléatoires X, ..., X, étant indépendantes, d’apreés la propriété
13.9, on a :

V(Sn} = V(Xl +"'+xu:' = V(xl}"f"'"‘[" V(Xn]+

Mais puisque les variables aléatoires Xy, ..., X, sont identiquement distri-
buées, elles ont la méme variance, en particulier égale 4 V(X;). On obtient
done :

V(S,) = }"(Xl) +---+ V(X;l: nV(X,).

"y
n fois

3. Ona: a(Sn) = VV(Ba) = VaV(Xa) = v/ay/V(X1) = v/ao(X).
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Propriété 13.11. 1. E(M,) = E(X,)
2. V(My) = V(i)

L ok

3. o(M) = =

Démonstration.

1. On a BE(M,,) = E(ESW) = iE(Efn} d’aprés la propriété 13.5 (ou par
n n

linéarité de 'espérance).

Mais puisque FE(S,) = nE(X,) d’aprés la propriété 13.10, il vient que :

E(M,) = % x nE(X;) = E(Xy).

2.0naV(Mup)=V (%Sn) = %V{Sn] d’apres la propriété 13.5 (ou d’aprés

la propriété 13.9).
Mais puisque V (S, ) = nV(X,) d’aprés la propriété 13.10, il vient que :

1 1
V(M,) = — x nV(X;) = H‘i—"(.?’f,).

3. Ona: (M) = /V(M,) = .,fiv'{xl) — \E V) = %J(Xﬂ.

O

Ezemple. On lance cinqg fois de suite un dé équilibré a six faces dont les faces sont
numérotées de 1 4 6.

Pour tout k € {1;...;5}, on note X la variable aléatoire correspondant au
résultat du dé lors du k-ieme lancer. Les variables aléatoires X, ..., X5 sont i.i.d.
et la loi de probabilité de chacune d’entre elles est la suivante :

P 1| 2| 23]|a| 5| s
P(Xr=x) | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

On note S5 la variable aléatoire donnant la somme des résultats obtenus a l'issue
des cinq lancers, et on note Ms la variable aléatoire donnant la moyenne des
résultats obtenus i l'issue des cing lancers. On a done :

S5
>

(=]

S;=X1+Xo+Xg+Xy+X; et M;=

— Ona E(X;) = é(1+2+3+4+5+ﬁ)=3,
Par conséquent : E(S;) =5E(X,)=5x3,6=1T7,5.
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Sr
On a aussi : E(Ms) = E (?) . %B{Sf,) = 3,5 = E(X,).
Ainsi, en jetant un trés grand nombre de fois cing dés, et en caleulant a
chaque fois la moyenne des résultats, la valeur moyenne de ces moyennes,

donnée par E(M;), est égale & E(X;).

=
O V) = -é(u 3,524+ (2-3,52 4+ (6-3,5)2) = 51’-’.-;
=5
Par conséquent : V(S5) = 5V(X;) = %
Par propriété, on obtient : V(M;) = %V[X 1) = 1—?2
Application 87. On considére dix variables aléatoires X, ..., X0 définies sur

un méme univers {2. On suppose que ces variables aléatoires sont i.i.d.
On donne ci-dessous la loi de probabilité de X.

x -5 0 1 3
P(X;=2)| 0,4 |10,3]|0,2]0,1

10
On note S la variable aléatoire définie par S = Z X; et on note M la variable
i=]

1
aléatoire définie par M = ES.

1. Calculer E(S) et V(S).
2. Calculer E(M) et V(M).

3. Déduire une valeur approchée de a(M) & 10~* pres.

13.4 Exercices

Exercice 13.1 (Type bac). Soit un entier n > 1. On considére n urnes numé-
rotées de 1 a n. Pour tout entier i compris entre 1 et n, la i-itme urne contient 1
boule noire et i boules blanches. On tire au hasard une boule dans chaque urne.
Quel est en moyenne le nombre de boules noires tirées?

Exercice 13.2. Soit n un entier naturel non nul. On lance n fois une piece équi-
librée et on joue a un jeu. Pour tout k € {1; ... ; n}, si la piéce tombe sur pile au
k-ieme lancer, on gagne k euros, sinon on ne gagne rien.

Pour tout k € {1; ... ; n}, on note X la variable aléatoire correspondant au gain
obtenu lors du k-iéme tirage et on note Y la variable aléatoire donnant le total
des gains obtenus a l'issue du k-ieme lancer.

1. Dans cette question, k désigne un entier compris entre 1 et n.
(a) Déterminer la loi de probabilité de Xj.

(b) En déduire l'espérance de Xj.



13.4. Exercices

.2
(¢) Montrer que : V(X}.) = ;:1 5
2. (a) Pour tout k € {1;...; n}, exprimer Y; en fonction de Xj.
(b) Pour tout k € {1;...;n}, déterminer E(Y}%). Déterminer le nombre

théorique de lancers nécessaires afin que le gain moyen total dépasse
280 euros.

(e) Pour tout entier m > 1, montrer que :

i 22 _ m(m+1)(2m + 1)
= z :
k=1

(d) En déduire, pour tout k € {1; ... ; n}, V(Y%) en fonction de k.
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Chapitre 14

Lo1 binomaiale

14.1 Schéma de Bernoulli

14.1.1 Epreuve et loi de Bernoulli

Définition 14.1. Soit p € [0; 1]. Une épreuve de Bernoulli de paramétre p est
une expérience aléatoire n'admettant que deux issues : l'une appelée « succés» et
de probabilité p, Uautre appelée « échee » et de probabilité 1 — p.

Remarque. Une épreuve de Bernoulli de parameétre

p est une expérience aléatoire dont l'univers asso-

cié est I'ensemble 2 = {succes; échec} et telle que P succés
P({succés}) = p et P({échec}) =1—p.

L’événement {succés} est souvent noté S. On a done

P(S)=pet P(S)=1-p. 1—p échec
On peut représenter la situation par un arbre pondéré

a deux branches dont les noeuds sont les issues.

Ezemple. 1. Lancer une piéce de monnaie équilibrée est une épreuve de Ber-
noulli de paramétre 0,5 en considérant par exemple que le sncceés est 1'évé-
nement S : « Le e6té découvert est pile ».

2. Une urne contient dix boules indiscernables au toucher : 5 bleues, 2 jaunes
et 3 rouges. On tire une boule au hasard et on s’intéresse a sa couleur.
Cette expérience aléatoire comporte trois issues, mais 'on peut considérer
que le sucees est, par exemple, I'obtention d'une boule rouge, et 'échec 'ob-
tention d'une boule jaune ou bleue.

En notant S I'événement : « Tirer une boule rouge » et S 'événement : « Tirer
une boule jaune ou bleue », on obtient :

3 e 7
P(S) = T 0,3 et P(S)= T 0,7.
Cette expérience aléatoire est done une épreuve de Bernoulli de parameétre

p=1{3
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Définition 14.2. On considére une épreuve de Bernoulli de paramétre p € [0; 1]
et on note X la variable aléatoire valant 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec.
On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p, et on note X ~ B(p).

Remarque. Autrement dit, on a X ~ B(p) si X prend ses valeurs dans I’ensemble

{0;1}etsi P(X=1)=pet P(X=0)=1-—p.

Remargque. Formellement, si 'on considere une épreuve de Bernoulli de parameétre
p dont 'univers associé est ) = {succeés; échec}, une variable aléatoire X suit la
loi de Bernoulli de parametre p si X est définie pour tout w € 2 par :

1 siw =succes
X(w)= :
(@) {D si w = échec
Ezemple. 1. On reprend 'exemple de la piéce de monnaie. La variable aléatoire

X valant 1 si le ¢6té découvert de la piéce est pile et 0 sinon suit la loi de
Bernoulli de parameétre p = 0, 5.

2. On reprend 'exemple de I'urne. La variable aléatoire X qui prend la valeur
1 si la boule rouge est tirée et 0 sinon suit la loi de Bernoulli de parametre
p=0,3.

14.1.2 Espérance et variance d’une loi de Bernoulli

Propriété 14.3. Espérance et variance d'une loi de Bernoulli
Soit un réel p € [0; 1]. Notons X la variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli
de paramétre p. Alors :

1. E(X} =p.
2. V(X) = p(1—p).

Démonstration. Soit un réel p € [0; 1]. Puisque X ~ B(p), alors X prend ses
valeurs dans {0; 1} et P(X =1)=pet P(X =0)=1—-p.

1. Par deéfinition de l'espérance, on a :

EX)=0xP(X=0)+1xP(X=1)=P(X =1) =p.

2. Par définition de la variance, on a :

V(X)=P(X =0)(0— E(X))?+ P(X = 1)(1 — E(X))?
= (1-p)EX)®+p(1 - E(X))* = (1 - p)p* +p(1 —p)?
=(1-plplp+ (1 -p)]
=p(1-p).



14.1. Schéma de Bernoulli

Exzemple. On reprend 'exemple de I'urne dans lequel X suit la loi de Bernoulli de
parametre p = 0, 3.

On a alors E(X) = 0,3. Cela signifie que la valeur moyenne des valeurs prises
par X (en d’autres termes la proportion de boules rouges) est égale a 0,3 si 'on
procede a un tres grand nombre de tirages avec remise.

On a également V(X)=p(1-p)=0,3x0,7=0,21.

Application 88, On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes et on
appelle S 'événement : « Obtenir un Coeur ».

Notons X la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si I'événement S est réalisé et
la valeur 0 sinon.

1. Justifier que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p = 0, 25.

2. Calculer l'espérance et la variance de X.

14.1.3 Schéma de Bernoulli

Définition 14.4. Soient un entier n > 1 et un réel p € [0; 1]. Un schéma de
Bernoulli de paramétres n et p est la répétition de n épreuves de Bernoulli de
paramétre p identiques et indépendantes.

Remargue. L'univers associé a un schéma de Bernoulli de paramétres n et p est
le produit cartésien 2" (on {2 = {succes; échec}) de cardinal card(£2)" = 2". Une
issue est donc un n-uplet de et il en existe 2.

FEzemple. On reprend l'exemple de I'urne. On tire cette fois-ci trois boules de 'urne
au hasard avee remise.

Chaque tirage est une épreuve de Bernoulli de paramétre 0, 3.

Les trois tirages étant identiques et indépendants (tirages avec remise), on obtient
un schéma de Bernoulli de paramétres n =3 et p =0, 3.

On résume la situation avec 'arbre pondéré ci-dessous.

Tirage 1 Tirage 2 Tirage 3 Issues
9,2 ces (suceées 5 cis)
s5uUcces Suc 3, BUCCEeS | 5UC
0.3 succts T___
0.7 échec (sucees ; succeés; échec)
SUCCES 0 ’3
o8 ‘\\R ..-l-"" SUCCRS (suceés ; échec ; succés)
0,7  échec__
0.7  ¢chec (sucees ; échec; échec)
¥
0,3 ,, : : .
SUCCES (échec; succes; sucees)
0,3 succés
0,7 ’___..f-"'—‘ h-(]-';--b échec (échec; succes ; échec)
échee 0 '3
____’_____. SUCCES {échec ; échec ; succeés)
0.7 échee
---__--l

0.7 échec {échec; échec; échec)
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L'univers des possibles associé¢ a ce schéma de Bernoulli de parameétres 3 et 0,3
est le produit cartésien 3, de cardinal 2% = 8.

14.2 Loi binomiale

14.2.1 Deéfinition et propriété

Définition 14.5. Soient un entiern > 1 et un réelp € [0; 1]. Notons X la variable
aléatoire comptant le nombre de suceés oblenus lors d'un schéma de Bernoulli de
paramétres n et p. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p et on
note X ~ B(n; p).

Remargque. La variable aléatoire X suivant la loi binomiale de parameétres n et p
est définie sur le produit cartésien ", ol () = {succes ; échec}.

Ezemple. On reprend I'exemple précédent et on note Y la variable aléatoire don-
nant le nombre de boules rouges a l'issue des trois tirages, ¢'est-a-dire le nombre
de sucees.

Par exemple, on a : Y ((sucees ; sucees ; succes)) = 3 et Y ((échec; succes ; échec)) =
1.

Alors Y suit la loi binomiale de paramétres n =3 et p=0,3.

Notons que 'on a donc : ¥ € {0; 1; 2; 3}.

Propriété 14.6. Loi binomiale

Soit un entier n > 1 et soit un réel p € [0; 1]. Notons X la variable aléa-
toire suivant la loi binomiale de paramétres n et p. Alors pour tout entier
ke {010 n) one:

P =)= () -

Démonstration. Les n épreuves répétées sont identiques et indépendantes, done!
un chemin permettant d’obtenir k succés (et done aussi n — k échees) conduit 4
une issue dont la probabilité est donnée par p* x (1 — p)"~*,

Mais puisque le nombre de chemins menant a k succes est égal au nombre de

. 4 T % T g g . T &
parties a4 &k éléments d'un ensemble a n éléments, c'est-a-dire a ( k) d’apres la

T

propriété 9.14, il vient que P(X = k) = (L) p*(1 — p)™*.

a
Remargue. 1. On a en particulier : P(X =n) = (:) pl—p " =p".Illya

en effet un seul chemin menant i exactement n succeés et dont l'issue est de
probabilité p™.

1. On utilise ici le résultat (admis) stipulant que dans une succession de n épreuves indépen-
dantes, la probabilité d'une issue (x1; z2; ... ; s ) est égale & P({z1}) x P({ze}) % - x P({zn}).
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2. Onaaussi : P(X =0) = (g) pP’(1 =p)" % = (1-p)". Il y a en effet un

seul chemin menant & exactement n échecs et dont 'issue est de probabilité
(1=p)"

/2\ Attention !

En toute généralité, dans un schéma de Bernoulli de parameétres n
et p, la loi de probabilité sur le produit cartésien {succes; échec}™
n'est pas équirépartie ! En conséquence, la formule suivante est totale-
ment fausse :

T
nombre d'issues favorables a {X =k} (k)

nombre d’'issues total - 9m

P(X=Fk) =

a. Elle est équirépartie uniquement si p = 1 — p, c’est-i-dire p =0, 5.

Ezemple. On reprend 'exemple de I'urne. On souhaite caleuler la probabilité d’ob-
tenir deux boules rouges lors des trois tirages, soit la probabilité de I'événement
{Y = 2}. Par propriété, on a :

3

my=m=(2

)x[),.'}z x0,72=3x%x0,3x0,7=0,189,

On peut vérifier dans arbre pondéré ci-dessus qu'il y a = 3 chemins permet-

3
2
tant d’obtenir deux sueccés (chacun d’eux correspondant i une probabilité égale a
0,32 x (1 -0,3)).
On a également :

PY =3) = @) x0,3*x0,73=1x0,3"x1=0,027.

Application 89. On lance quatre fois de suite un dé équilibré 4 six faces numé-
rotées de 1 i 6.
On note X la variable aléatoire comptant le nombre de 6 obtenus.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera
les parameétres n et p.

2. Calculer P(X = 3). Interpréter ce résultat.
3. Caleuler P(X < 1). Interpréter ce résultat.

14.2.2 Représentation graphique d’une loi binomiale

La loi de probabilité de la variable aléatoire Y est donnée, aprés caleuls, dans
le tableau ci-dessous :
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P(Y=k)| 0,343 | 0,441 | 0,189 | 0,027

[
0.4
= .
=
On donne ci-contre le diagramme en I
bitons représentant graphiquement = 0.2
la distribution de la loi binomiale B
B(3;0,3).
0 ®
0 1 2 3

La représentation de la distribution correspondant i une loi binomiale dépend
du parametre p : plus p est proche de 0 et plus la probabilité d’obtenir un grand
nombre de succes sera faible, et plus p se rapproche de 1, plus la probabilité
d’obtenir un grand nombre de succés est élevée. Ci-dessous, on voit ce qu'il se
passe avec n. = 8 et différentes valeurs de p.

(8; 0,5) (8;0,1) (8 0,8)
0.3
® 0.4 0.3 .n
0.2
0.2 02 '
0.1 I I : . 0.1 ”‘ [
[]-T~ .'! 0 !'-'!01-1 ﬂ'l\.-T !
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

14.2.3 Espérance et variance d’une loi binomiale

Propriété 14.7. Caractérisation de la loi binomiale (admise)

Soient un entier n > 1 et un réel p € [0; 1]. Une variable aléatoire X suit
la loi binomiale de paramétres n et p si, et seulement si on peut écrire X =
X1+---+ A, ou Xy, ..., Xy sont n variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de

Bernoulli de paramétre p.

Remargue. Autrement dit, toute variable aléatoire est binomiale si, et seulement
si, elle peut s’écrire comme une somme de variables aléatoires de Bernoulli indé-
pendantes.

Ezemple. On reprend l'exemple de 'urne. On peut done éerire : Y =Y, + Yo+ Y5
ou Y7, Y5 et Y3 sont trois variables aléatoires i.i.d suivant une loi de Bernoulli de
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parametre ), 3.
Par exemple, on a les égalités d’événements ci-dessous :

{y=3i=th+h+h=3={h=1n{la=1}n{ls =1}

Par conséquent, les variables Y}, Y5 et Y3 étant (mutuellement) indépendantes, on
obtient :

P(Y =3)=P({Yi =1}n{¥a=1}n{¥; =1})
—P(Yi=1)xP(Ya=1)x P(Yz=1)
—0,3%0,3x0,3=0,027.

Propriété 14.8. Espérance et variance d’une loi binomiale
Soit un entier n > 1 et soit un réel p € [U; 1]. Notons X la variable aléatoire
sutvant la loi binomiale de paramétres n et p.

1. E(X)=mnp
2. V(X) = np(1 - p)

Démonstration. Puisque X ~ B(n; p), d’aprés la propriété 14.7 on peut écrire
X=X+4+---+ X, ou Xy, ..., X;, sont n variables aléatoires indépendantes
suivant une loi de Bernoulli de paramétre p.

1. Ona:
EX)=FE(X;+---+X,)
= E(X1) +---+ E(Xn) par linéarité de I'espérance
=p+---+p (propriété 14.3)
= np.
2. Les variables aléatoires X, ..., X,, étant indépendantes, on a :
VX)=V(Xi+---+ X})
=V(X))+---+V(X,) (propriété 13.9)
=p(l=p)+-+p(l—p) (propriété 14.3)
= np(l — p).
O
/2\ Attention !

Ces formules de I'espérance et la variance sont valables uniquement
pour une variable aléatoire qui suit une loi binomiale ! Avant de les
utiliser, il est donc impératif de vérifier que la variable aléatoire suit bien
une loi binomiale.
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Exemple. On reprend 'exemple de 'urne dans lequel la variable aléatoire Y comp-
tant le nombre de boules rouges i l'issue des trois tirages suit la loi binomiale de
parameétres n = 3 et p =0, 3.

On a alors E(Y) =3 x 0,3 = 0,9. Cela signifie que si I'on répéte un trés grand
nombre de fois cette expérience de trois tirages, on aura en moyenne 0,9 boule
rouge par lot de trois tirages.

On a également V(Y) =3 x 0,3 x (1-0,3) =0,63.

Application 90. On reprend la variable aléatoire X de application 2.

1. Calculer E(X) puis interpréter le résultat.
2. Calculer V(X).

14.3 Exercices

Exercice 14.1 (Sujet bac, Liban, 2019). Chaque semaine, un agriculteur pro-
pose en vente directe & chacun de ses clients un panier de produits frais qui contient
une seule bouteille de jus de fruits. Dans un esprit de développement durable, il
fait le choix de bouteilles en verre incassable et demande a ce que chaque semaine,
le client rapporte sa bouteille vide.

On suppose que le nombre de clients de I'agriculteur reste constant.

Une étude statistique réalisée donne les résultats suivants :

— A l'issue de la premiére semaine, la probabilité qu’un client rapporte la bou-
teille de son panier est 0,9;
si le client a rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la proba-
bilité qu’il raméne la bouteille du panier la semaine suivante est 0,95 ;

— si le client n’a pas rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la
probabilité qu’il rameéne la bouteille du panier la semaine suivante est 0, 2.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de 'agriculteur. Pour tout entier
naturel n non nul, on note R,, I'événement « Le client rapporte la bouteille de son
panier de la n-iéme semaine ».

1. (a) Modéliser la situation étudiée pour les deux premiéres semaines a l'aide
d'un arbre pondéré qui fera intervenir les événements Iy et Ry.

(b) Déterminer la probabilité que le client rapporte ses bouteilles des pa-
niers de la premieére et de la deuxiéme semaine.

(¢) Montrer que la probabilité que le client rapporte la bouteille du panier
de la deuxiéme semaine est égale a 0, 875.

(d) Sachant que le client a rapporté la bouteille de son panier de la deuxieme
semaine, quelle est la probabilité qu'il n’ait pas rapporté la bouteille de
son panier de la premiére semaine 7
On arrondira le résultat & 1072,

2. Pour tout entier naturel n non nul, on note r,, la probabilité que le client
rapporte la bouteille du panier de la n-iéme semaine.
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(a) Soit n un entier naturel non nul. Recopier et compléter 'arbre pondéré
ci-dessous (aucune justification n’est attendue).

Rﬂ+]

Ry
r-_q \\\-.

e Rﬂ+ 1

H'I'I--I'-]

R\M

Rt

3

(b) Justifier que pour tout entier naturel n non nul :
sl = 0,707, +0,2.

(¢) Démontrer que pour tout entier natureln > 1: 7, = 0, 1x0, 75" 140, 8.

(d) Caleuler la limite de la suite (r,,). Interpréter le résultat dans le contexte
de l'exercice.

Exercice 14.2 (Sujet bac, Asie, 2012). Soit k un entier naturel supérieur
ou égal & 2, Une urne contient k boules noires et 3 boules blanches. Ces k + 3
boules sont indiscernables au toucher. Une partie consiste a prélever au hasard
successivement et avec remise deux boules dans cette urne. On établit la régle de
jeu suivante :

— un joueur perd 9 euros si les deux boules tirées sont de couleur blanche ;
— un joueur perd 1 euro si les deux boules tirées sont de couleur noire;

— un joueur gagne 5 euros si les deux boules tirées sont de couleurs différentes ;
on dit dans ce cas la qu’il gagne la partie.

Partie A

Dans cette partie A, on pose k = 7. Ainsi 'urne contient 3 boules blanches et 7
boules noires indiscernables au toucher.

1. Un joueur joue une partie. On note p la probabilité que le joueur gagne
la partie, ¢’est-a -dire la probabilité qu’il ait tiré deux boules de couleurs
différentes.

Démontrer que p = 0, 42.

2. Soit un entier n > 2. Un joueur joue n parties identiques et indépendantes.
On note X la variable aléatoire qui comptabilise le nombre de parties gagnées
par le joueur, et p, la probabilité que le joueur gagne au moins une fois au
cours des n parties.

(a) Expliquer pourquoi la variable X suit une loi binomiale de parameétres
n et p.
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(b) Exprimer p, en fonction de n, puis calculer pjp en arrondissant au
millieme.

3. Aprés exécution, le programme Python ci-dessous affiche la valeur 9.

llm = 3

2|while (1 - 0.58#%%n < 0.99):
3 n=mn=+1

4|print (n)

(a) Interpréter cette valeur.

(b) Retrouver cette valeur par le caleul.

Partie B

Dans cette partie, le nombre k est un entier naturel supérieur ou égal i 2.
Un joueur joue une partie.
On note Y la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

6k
1. (a) Justifier I'égalité : P(Yy = 5) = Ttk
(b) Ecrire la loi de probabilité de la variable aléatoire Y;
2. On note E(Y}.) I'espérance mathématique de la variable aléatoire Y.
On dit que le jeu est favorable au joueur lorsque 'espérance E(Y}.) est stric-
tement positive.
Déterminer les valeurs de k pour lesquelles ce jeu est favorable au joueur.

Exercice 14.3 (Sujet 0 bac, 2021). Pour préparer 'examen du permis de
conduire, on distingue deux types de formation :

— la formation avec conduite accompagnée;

— la formation traditionnelle.

On considére un groupe de 300 personnes venant de réussir 'examen du permis
de conduire. Dans ee groupe :

—— 75 personnes ont suivi une formation avee conduite accompagnée ; parmi elles,
50 ont réussi 'examen a leur premiére présentation et les autres ont réussi a
leur deuxiéme présentation.

— 225 personnes se sont présentées a I'examen suite 4 une formation tradition-
nelle; parmi elles, 100 ont réussi 'examen a la premiére présentation, 75 a
la deuxiéme et 50 a la troisiéme présentation.

On interroge au hasard une personne du groupe considére.
On considere les évéenements suivants :

— A : «la personne a suivi une formation avec conduite accompagnée » ;

— Ry : «la personne a réussi 'examen a la premiére présentation » ;
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- Rs : « la personne a réussi 'examen a la deuxiéme présentation » ;

— Rj3 : «la personne a réussi 'examen a la troisiéme présentation ».

1. Modéliser la situation par un arbre pondéreé.

Dans les questions suivantes, les probabilités demandées seront données sous forme
d’une fraction irréductible.

2. (a) Calculer la probabilité que la personne interrogée ait suivi une for-
mation avec conduite accompagnée et réussi I'examen & sa deuxiéme
présentation.

(b) Montrer que la probabilité que la personne interrogée ait réussi 'examen

a sa deuxiéme présentation est égale a 3

(¢) La personne interrogée a réussi I'examen a sa deuxiéme présentation.
Quelle est la probabilité qu’elle ait suivi une formation avec conduite
accompagnée !

3. On note X la variable aléatoire qui, a toute personne choisie au hasard dans
le groupe, associe le nombre de fois on elle s'est présentée i I'examen jusqu’a
sa réussite.

Ainsi, I'événement {X = 1} correspond a I'événement R;.
(a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

(b) Calculer I'espérance de cette variable aléatoire. Interpréter cette valeur
dans le contexte de I'exercice.

4. On choisit, successivement et de fagon indépendante, n personnes parmi les
300 du groupe étudié, ot n est un entier naturel non nul. On assimile ce
choix & un tirage avec remise de n personnes parmi les 300 personnes du

groupe.

On admet que la probabilité de I'événement Rs est égale a %

(a) Dans le contexte de cette question, préciser un événement dont la pro-

= n
babilité est égale 4 1 — (6) :

(b) On considére la fonction Python seuil ci-dessous, ol p est un nombre
réel appartenant i I'intervalle |0; 1[.

| |def seuil(p):

2 n=1

3 while (1 - (5/6)**n <= p):
! n=mn+1

5 return n

Quelle est la valeur renvoyée par la commande seuil(0.9) ? Interpréter
cette valeur dans le contexte de 'exercice.
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Exercice 14.4 & (Loi géométrique). Soit un réel p €]0; 1[. On répeéte une
épreuve de Bernoulli de parameétre p de maniére identique et indépendante jus-
qu’a l'obtention du premier suceés.

Notons X la variable aléatoire comptant le nombre d'épreuves nécessaires afin
d’obtenir le premier succés. On dit que la variable aléatoire X suit la loi géomé-
trique de parameétre p, et on note : X ~ %(p).

1. Quelles sont les valeurs prises par X 7

2. (a) Pour tout entier k > 1, en considérant I'événement Sj, : « Un succés est
obtenu lors de la k-iéme épreuve », exprimer P(X = k) en fonetion de
p et k.

T
(b) Vérifier que : HTWZP(X =k)=1.
k=1
3. Etablir que X est une loi sans mémoire, c¢'est-a-dire qu’elle vérifie I'égalité
ci-dessous :

Y(k; €) € N**, Pixsap(X >k+8) =P(X > 0).

4. Application. On lance un dé continuellement jusqu'a 'obtention d’un 6.
Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de lancers nécessaires
avant 'obtention du premier 6.

(a) Quelle est la probabilité d’obtenir un premier 6 au troisiéme lancer ?
b) Quelle est la probabilité qu'il faille plus de 8 lancers pour obtenir un
( p q p p
67?
(¢) Si aucun 6 n'a été obtenu lors des 58 premiers lancers, quelle est la
probabilité qu’au moins deux autres lancers soient nécessaires?

Exercice 14.5 # (Loi hypergéométrique). On cherche dans cet exercice a
introduire une nouvelle loi discréte de probabilité, appelée loi hypergéométrique.

Partie A. Définition

Soient N, n et m trois entiers naturels tels que n < N et m < N.

Une urne contient N boules blanches et noires : m boules blanches, et N —m
boules noires. On tire simultanément n boules dans I'urne.

Notons X la variable aléatoire qui compte le nombre de boules blanches dans
I’échantillon de n boules.

On dit que la variable aléatoire X suit la loi hypergéométrique de paramétres N,
n et m, et on note : X ~ H(N; n; m).

1. (a) Montrer que I'ensemble E des valeurs possible de X est donné par? :
E = {max(0; n— (N —m)); ... ; min(m; n)}.

(b) A quelles conditions sur n a t-on E = {0; ... ;n}?

2. On vérifiera aisément par disjonction que I'on a toujours max(0; n—{N—m)) < min(m; n).
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Dénombrer les maniéres de tirer simultanément n boules dans 'urne.

3. Pour tout k € E, dénombrer les tirages simultanés de n boules contenant £

o

boules blanches.

. En déduire alors que pour tout k € E, on a :

(m) (N — m)
k n—k
P(X=k)= N :
n
A partir de cette égalité, retrouver I'identité de Vandermonde (voir I'exer-
cice 4.9).

Reprendre les questions précédentes dans le cas on les n boules sont tirées
I'une apres 'autre sans remise.

Plus généralement, lorsque dans une population de référence de taille N dont m
éléments possédent une certaine caractéristique, on tire aléatoirement n individus
(simultanément ou I'un aprés 'autre sans remise), on dira que la variable aléatoire
X comptant le nombre d’individus possédant la caractéristigue en question parmi
les n individus suit la loi hypergéométrique de parameétres N, n et m.

Partie B. Exemple

Un enfant joue avec 13 billes, 10 rouges et 3 vertes, qu’il met dans une boite. Il
choisit dans la boite trois billes au hasard, 'une aprés l'autre et sans remise, et il
regarde combien de billes rouges il a choisies.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de billes rouges choisies.

1.

B

(a) Représenter la situation du jeu déerit & I'aide d'un arbre pondéré.
(b) En déduire la loi de probabilité de X.

Vérifier les résultats obtenus 4 I'aide de la partie A.
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Lo1 des grands nombres

Dans ce chapitre, toutes les variables aléatoires sont définies sur un univers fini
Q). Par souci de simplification, on suppose également que leur espace d’arrivée est
un ensemble fini.

15.1 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
15.1.1 Inégalité de Markov

Définition 15.1. Une variable aléatoire réelle X est dite positive si elle est a
valeurs dans R .

Remarque. Autrement dit, une variable aléatoire X est positive si X(f2) € Ry,
c’est-a-dire : pour tout w € £}, X(w) = 0.

Théoréme 15.2. Inégalité de Markov
Soit X une variable aléatoire réelle positive. Pour tout réel a strictement positif,

P(X >a) < #

Démonstration. Soit X une variable aléatoire réelle positive. Pour tout entier na-
turel n non nul, notons X(2) = {z;; ... : x,} 'ensemble des valeurs prises par

Xx.
Par définition de l'espérance, on a : F(X) = Z:}:kP{X = x3).
k=1

Séparons cette somme en deux sommes en considérant les valeurs de X (2) supé-
rieures ou égales i a et celles strictement inférieures a a :

EX)= Y =PX=z)+ Y =P(X=uz)

1<k<n 1<k<n
o >a z<a

2n
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Pour tout k€ {1;...;n}, ona P(X = x;) = 0 (par définition d'une probabilité)
et x;. > 0 (par hypothese), done : Z . P(X =x;) > 0.
1<k<n
T
On en déduit :
EX)z ) skP(X=z)> Y aP(X=z)=a Y PX =)
1<k<n 1<k<n 1<k<n
Tpa T Za Tpa

Or.: Z P(X = z¢) = P(X = a), donc : E(X) = aP(X = a), d'ol I'inégalité

1<k<n
T =0

souhaitée.
O

Remarque. L'inégalité de Markov peut s'interpréter de la maniére suivante : la
probabilité que X prenne des valeurs plus grandes que a est d’autant plus petite
que a est grand !,

éAttention !

| Dans l'inégalité de Markov, 'hypothese selon laquelle la variable
aléatoire est positive est indispensable !

Exzemple. Une usine produit en moyenne 35 piéces par semaine. On note X la
variable aléatoire donnant le nombre de pi¢ces produites par semaine. La variable
aléatoire X est done positive.
D’apres l'inégalité de Markov, la probabilité que 'usine produise plus de 70 piéces
par semaine est inférieure a 0,5 :
E(X) 35
P(X >T0) < ——* = — =0,5.
(X 270) < 70 70 C
Toujours d’aprés 'inégalité de Markov, la probabilité que 'usine produise plus de
400 piéces par semaine est inférieure & 0, 0875.

Exemple. On lance une piéce de monnaie équilibrée 100 fois de suite.

Notons X la variable aléatoire comptant le nombre de piles obtenus a l'issue des
100 lancers. La variable aléatoire X suit alors une loi binomiale de parameétres
n = 100 et p = 0,5, d’espérance E(X) = 100 x 0,5 = 50.

En appliquant I'inégalité de Markov, nous obtenons par exemple :

E(X) _50 _2
™ 75 &
Cette majoration est assez « grossiére » car, a l'aide de la calculatrice, on sait que :
PX>75)=1-P(X<T)=0,3x1077,

1. L'inégalité de Markov peut également s'interpréter de la maniére suivante : plus I'espérance
de X est petite, moins il est probable que X prenne des grandes valeurs. 11 est facile d’appréhender
cette interprétation avec Marcel, un éléve de Terminale : plus la moyenne de mathématiques de
Marcel est faible, moins il est probable que Marcel ait obtenu des notes élevées,

P(X >75) <




15.1. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Cet exemple motive la remarque suivante.

Remargque. L'inégalité de Markov permet d’obtenir un majorant, mais il n’est pas
le plus petit possible. On peut méme affirmer que la majoration est assez grossiére
(la probabilité peut étre bien moins inférieure au majorant).

Application 91. Dans un immeuble, I’'ascenseur reste en moyenne deux minutes
au rez-de-chaussée avant d’étre sollicité a4 nouveau.

Majorer la probabilité que 'ascenseur reste au rez-de-chaussée plus de cing mi-
nutes.

15.1.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Lemme 15.3. Formule de Konig-Huyghens (admis)
Soit X une variable aléatoire réelle. On a :

V(X) = E(X?) — E(X)2.

Théoréme 15.4. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X une variable aléatoire réelle. Pour tout réel a strictement positif, on a :

V(X)

a? =’

P(|X - E(X)| 2a) <

Démonstration. Les événements {|X — E(X)| = a} et {|X — E(X)|*> > a?} sont
identiques puisque a > 0. Ainsi : P(|X — E(X)| = a) = P(|X — E(X)|? = a?).
D’aprés I'inégalité de Markov, on obtient :

E(X - EX)P)
5 ;

v

P(X - E(X)P 2 @) <

Puisque E(|X — E(X)|?) = E((X — E(X))?), nous obtenons I'inégalité souhaitée
d’apres la formule de Konig-Huyghens.
O

Hemarque. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev peut s’interpréter de la maniére
suivante : plus I'écart entre X et E(X) est grand, moins cet écart est probable?.

Ezemple. Lors de la ligue des champions de football, le nombre moyen de buts par
match est de 2,5 avee une variance de 1, 1.
Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de buts par match. On a alors

E(X)=25¢e V(X)=1,1.

On souhaite caleuler la probabilité que le match suivant ne se termine pas avec

2, Une autre interprétation de Uinégalité de Bienaymé-Tchebychev est possible : plus la va-
riance de X est petite, moins il est probable que 'écart entre X et F{X) soit grand.
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deux ou trois buts, c’est-a-dire i calculer la probabilité P({X < 1} U {X > 4}).
On a les égalités d’événements suivants :
(X <1}U{X>4)={X <2,5-1,5)U{X >2,5+1,5)
={X<EX)-1,5}U{X > E(X)+1,5}
= {|X - E(X)| = 1,5}.

Il vient alors : P({X <1} U {X = 4}) = P({|X — E(X)| = 1,5}).
En vertu de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on obtient :

1,1
1,52

P({|X - E(X)| =2 1,5}) < =0,49.

Ainsi, la probabilité que le match ne se termine pas par deux ou trois buts est
inférieure a 0, 49.

Ezemple. On reprend 'exemple dans lequel X suit la loi binomiale de parametres
n=100et p=0,5.
On a alors : V(X) =100 x 0,5 x 0,5 = 25.
En appliquant 'inégalité de Bienaymeé-Tchebychev, on obtient :
25 1
— K } | = { —_—

P(|X —50| = 25) < 552 = o5
Ona: {|X—-50] >25} = {X <50-25}U{X >50-25} = {X <25}U{X > 75},
donc : P(|X — 50| > 25) = P({X <25} U {X > 75)}).
Mais puisque les événements {X < 25} et {X > 75} sont incompatibles, on a :

1

P({X <25} U{X > 75}) = P(X <25)+ P(X 2 75) < 5.

Par conséquent : P(X > 75) < 513 -P(X<25) < 2—15

Nous remarquons que l'inégalité de Bienaymé-Tehebychev fournit une majoration
de la probabilité P(X > 75) plus précise que celle obtenue avec I'inépalité de
Markov. Cette majoration reste toutefois encore grossiére.

Remarque. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev peut étre également écrite de la
maniére suivante :

Vx)

a?

Vae R, P(X - E(X)| <a)>1-

Corollaire 15.5. Soit X une variable aléatoire réelle non constante d’écart-type
o. Pour tout réel a strictement positif, on a :

1
P(X - E(X)| 2 a0) < —.
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Démonstration. Puisque la variable aléatoire X n'est pas constante, ona V(X)) # 0,

et donc : o = /V(X) #£0.

D’aprés linégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a pour tout réel a > 0 :

PUX - E(X)|>an)< VX _ @ _ 1

~ alo? ale? a2’

Remargue. En particulier, pour a = 2, nous obtenons l'inégalité :

P(X - E(X)| > 20) <

o |

Cela signifie que la probabilité que les valeurs prises par X restent distantes de
E(X) de plus de 2¢ est inférieure i 0, 25.
Pour a = 4, nous obtenons l'inégalité :

P(X - E(X)| > 40) < % — 0,0625.

Cela signifie qu'obtenir un écart de X a FE(X) supérieur ou égal 4 4o est un
eévenement improbable.

Application 92. Une urne contient trois boules noires et sept boules blanches.
On tire des boules successivement et sans remise jusqu’a I'obtention de la premiére
boule blanche.

On note X la variable aléatoire donnant le rang d’apparition de la premiére boule
blanche.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Caleuler E(X) et V(X).

3. Minorer la probabilité de I'événement {|X — E(X)| < 1,625}.

4. (a) Calculer la probabilité de I'événement {|X — E(X)| < 1,625}.

(b) Comparer le résultat obtenu avec la minoration de la question 3.

15.2 Loi des grands nombres

Dans cette section, X est une variable aléatoire réelle d’espérance p et d’écart-
type o, n est un entier naturel supérieur ou égal 4 2, et X, ..., X,, sont n variables
aléatoires réelles i.i.d. de loi de probabilité celle de X. On dit que les variables X,

.., Xn constituent un échantillon de taille n de la variable aléatoire X.

X o X 1 n
1+t An — = ZX i la variable aléatoire moyenne de

k=1

On pose M, =

n

Iéchantillon X4, ..., X, de X.
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15.2.1 Inégalité de concentration

Théoréme 15.6. Inégalité de concentration
Pour tout réel a strictement positif, on a :

2

T
P(|Mp—p| 2 @) < —.

Démonstration. Soit un réel a > 0. D’aprés 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

ona:
V(M,)
a?

P(M, - 1] = a) <

1
Or V(M) = ;V(X ) d’apreés la propriété 13.11, donc on obtient bien I'inégalité
souhaitée :

V(X) _ o

P“Mﬂ- o P"‘| = &-) E". ?1&.2 ﬂﬂ.zl
O

Remarque. 1. Une interprétation de 'inégalité de concentration est la suivante :
plus I'écart entre M, et p est grand, moins cet écart est probable. A l'inverse,
plus les valeurs de M, sont « concentrées » autour de yu, plus c’est probable.

2. Notons également le réle du paramétre n dans la concentration des valeurs
de M,, autour de p : plus la taille n de I'échantillon est grande, plus il est
probable que les valeurs de M,, soient concentrées autour de p.

Remarque. L'inégalité de concentration peut étre également écrite de la maniere
suivante :
JE
L
HﬂER_F, P(llllffn—ﬁl {ﬂ) = 1—@

Ezemple. On effectue n lancers successifs (n > 2) supposés indépendants d'une
piece équilibrée.

On associe a chaque lancer i € {1; ... ; n} la variable aléatoire X; prenant comme
valeur 0 si on obtient face et 1 si on obtient pile. Les variables aléatoires X, ...,
X, sont i.i.d. de loi de Bernoulli de parameétre 0, 5.

On pose S, = X; + -+ + X,, la variable aléatoire donnant le nombre de piles
obtenus & 'issue des n lancers, et on pose M,, = lSn la variable aléatoire donnant

la proportion de piles obtenus a l'issue des n lancers.
Onapourtouti€ {1;...;n}, E(X;)=0,5et V(X;) =0,25.

— Pour n = 10000, I'inégalité de concentration donne :

0,25 B
0x0,012

—0,5/>0,01) < | 25.
P(IMy —0,5] > 0,01) < = 0,25

Ainsi, pour 10000 lancers, la probabilité que la proportion de piles obtenus

s'écarte de plus de 0,01 de - est inférieure a 1

2
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On dit que M,, est une estimation de la valeur de g = 0, 5 avec un précision
de 0,01 et un risque de 0, 25.

- On souhaite déterminer une taille minimale n d’échantillon afin que M,
estime pu = 0,5 avec une précision de 0,01 et un risque de 0, 1, ¢'est-a-dire
telle que :

P(|M, —0,5| >0,01) <0,1.

0,25 2500

L’inégalité de concentration donne : P(|M,,—0,5| = 0,01) <

0,012n n
500
Il s’agit done de résoudre dans IN* I'inéquation <0,1.
n
Pour tout n € N*, on a :
00 500
% <0,1 < 0,1n > 2500 < n> 2“"1 = 25000.

A partir de 25000 lancers, M,, estime g avec une précision de 0,01 et une
risque de 0, 1.

15.2.2 Loi faible des grands nombres

Théoréme 15.7. Loi faible des grands nombres
Pour tout réel a strictement positif, on a :

lim P(|M, —p|=a)=0.

n—++o00

Démonstration. Soit un réel a > 0. On sait que P(|M,, — p| = a) = 0, et d’aprés
2

- - - - L) J L4
I'inégalité de concentration, on a P(|M,, — p| = a) < —, donc on obtient :
na

2
a
0< P(|Mp —p| 2a) < —.
S P(|Mn—pl 2 a) < e
- F 1 . . . JE LI # 3 5 # 3
Puisque lim — =0, il vient lim — =0, d’on le résultat d’aprés le théoréme
n—+oco n n—+o0 T

des gendarmes.
O

Remargue. La loi faible des grands nombres signifie que la probabilité qu’il y ait un
écart, aussi petit soit-il, entre M;, et p, tend vers 0 quand la taille n de I'échantillon
tend vers l'infini .

Remargue. Dans le cas ot X suit une loi de Bernoulli de paramétre p € [0; 1], la
loi faible des grands nombres devient :

Ya > 0, 1it_}"1 P(|M,, —p| =2 a) =0.

3. En d’autres termes, la variable aléatoire My est une trés bonne estimation de 'espérance
it lorsque n est trés grand. Clest exactement l'interprétation de Pespérance que l'on propose
communément (voir définition 13.3).
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Autrement dit, en répétant un grand nombre n de fois 'expérience de Bernoulli
de maniére identique indépendante, la variable aléatoire M,,, appelée aussi dans
ce cas fréquence d’apparition du succes, est une tres bonne estimation de la
probabilité du succés p*.

Exemple. On reprend 'exemple précédent. La loi faible des grands nombres permet
d’écrire :
lim P(|M, —0,5 = 0,01) =0.

n—+o0

Ainsi, pour un trés grand nombre de lancers, la probabilité que la proportion de
piles obtenus s'écarte de plus de 0,01 de 0,5 est nulle.

Application 93. Une urne contient huit boules indiscernables au toucher : 4 sont
rouges, 3 sont vertes et une est bleue. On tire au hasard une boule de cette urne
et on note sa couleur. Si la boule tirée est bleue, on gagne 10 points, si elle est
verte, 2 points et on perd un point si la boule est rouge.

Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de points obtenus.

1. (a) Donner la loi de probabilité de X.
(b) Déterminer I'espérance et la variance de X.

2. On réalise n tirages avec remise, o n > 2. Pour tout i € {1;...; n}, on
note X; la variable aléatoire donnant le nombre de points au i-ieme tirage.
On note M,, la variable aléatoire donnant le nombre moyen de points obtenus
lors des n tirages.

(a) Démontrer I'inégalité suivante :

Bl 1 Bt i) 1~ 22
T

(b) Déduire que : 1il_'}1‘1 P(|M,, —1,5| < 0,1) = 1. Interpréter cette égalité.
b B ol o]
3. Déterminer un entier naturel k tel que :

P(|M; —1,5| <0,1) > 0,9.

15.3 Exercices

Exercice 15.1 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev améliorée). Soit X une
variable aléatoire d’espérance p € R et de d’écart-type o € Ry, et soit a un réel
strictement positif.
1. Pour tout réel A= 0,onpose Y =X —pu+ A,
(a) Etablir I'inégalité suivante :

P(X —p>a)<P(Y?>(a+))?).

4. Cette remarque définit la notion de probabilité d'un événement par 'approche
« fréquentiste » vue en classe de seconde : la fréquence d’apparition d’un événement se stabilise
autour de la probabilité théorique de cet événement lorsque 'expérience est répétée de maniére
identique et indépendante un grand nombre de fois.
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(b) Montrer que : E(Y?) =02 + A2,

(¢) Déduire I'inégalité ci-dessous valable pour tous les réels A > 0 :

a2 4+ 22

P{X—#Eﬂ}im

2. Notons ¢ la fonction définie pour tout réel x positif par :

(=) o2 + 22
z) = ——.
¥ (a+ x)?
(a) Etudier le sens de variation de la fonction ¢ sur [0; +o00|.
2
a
(b) Démontrer que ¢ admet un minimum sur [0; +oc[ atteint en —. Pré-
a
ciser sa valeur.
2
¢) Déduire que : P(X —p > a) < )
(© que: P(X —p20) € "
3. (a) Démontrer que :
PUX — | 2 ) < 22 (B.-T. améliorée)
- a) < — ~T. améliorée
A T
o? 202 B o2(0? + a?)

b) Démontrer que : — — = !

(b) T 2721~ 20+ a2

(¢) Expliquer, en argumentant, la raison pour laquelle I'inégalité de la ques-
tion 3.(a) est nommeée « inégalité de Bienaymé-Tchebychev améliorée ».

Exercice 15.2 (Paradoxe des anniversaires). Combien de personnes faut-il
réunir pour qu’au moins deux d’entre elles soient nées le méme jour 7 Intuitivement,
on pourrait penser qu’il en faut un trés grand nombre. Pourtant, il est possible de
montrer qu’il suffit d’en réunir 23 pour que la probabilité de cet évenement soit
d’environ 50%.

On se propose dans cet exercice de démontrer ce résultat.

Par souci de simplification, on suppose dans la suite qu'une année contient 365
jours et que la natalité de chaque jour de I'année est équiprobable.

1. On assimile un groupe quelconque de 23 personnes a un 23-uplets de 'en-
semble E = {1;...; 365}, les éléments de E étant les jours de 'année.

Caleuler Card(2) ot 2 est I'ensemble des 23-uplets de F.

2. On tire aléatoirement un groupe quelconque de 23 personnes et on considere
I'événement A suivant : « Deux personnes au moins sont nées le méme jour ».

(a) Expliciter I'événement A et montrer que :

A
36523

P(A) =

(b) Déduire P(A).
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3. Dans cette question, on souhaite vérifier expérimentalement le résultat pré-
cédent a I'aide d'un programme Python.
(a) Compléter la fonction Python meme_anniv(nb) qui vérifie si au moins

deux personnes d'un méme échantillon de taille nb ont le méme anni-
versaire.

i h!

import random

def meme_anniv(nb):
liste_anniv = []
for 1 in rengel..uiv.u)s

§ BRI B PRI v ims w0 e o e o
7 liste_anniv.append(anniv)

8| 4f len(aet(liste anniv)) == ... ..o esaeeesnsied
0 return False

10 else:

11 return True

(b) D'apres la loi faible des grands nombres, en sélectionnant un grand
nombre de fois un groupe quelconque de 23 personnes, la fréquence
d’apparition du succés (obtenir deux personnes au moins étant nées le
méme jour) est d’environ 0, 5.

Compléter la fonction Python main(nb_essai) qui renvoie la fréquence
d’apparition du succes lorsque l'expérience est répétée nb_essai fois.

def main(nb_essai):
nb_pers = 23
x =0
for i dm ramgel....ies4 3%
if meme_anniv(nb_pers):

I T

Erequence: = L. daanasesk o dideiesnek e i sanay
8| return frequence

b, F

4. En supposant que rejoigniez un groupe quelconque de 23 personnes, quelle
est la probabilité qu'an moins une autre personne de I'échantillon ait le méme
' . o B
jour de naissance que vous ?”

Exercice 15.3 # (Marche aléatoire). Une puce se déplace par sauts successifs
sur une droite graduée munie d’'un repere d’origine O. Au départ, la puce se trouve
A lorigine et elle se déplace de fagon aléatoire, soit d'un saut vers la droite (+1),
soit d’un saut vers la gauche (—1).

Pour tout entier n > 0, on note :

5. Nous avons vu qu’il suffit de réunir 23 personnes afin que la probabilité de I'événement A
soit dgale & 0, 5. Pourtant, il est nécessaire de réunir 253 personnes afin que la probabilité qu’an
moins une d’entre elles soit née le méme jour que vous est égale 4 0,5, Ce paradoxe apparent
porte le nom de « paradoxe des anniversaires ».
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- Y, le nombre de déplacements a droite de la puce aprés n déplacements ;

— Xn l'abscisse de la puce aprés n déplacements.

1. Pour tout entier n > 0, déterminer la loi de probabilité de Y,.

2. (a)
(b)

Pour tout entier n > 1, exprimer X, en fonction de Y.

Déduire que pour tout entier n > 0, on a :

E(X,) =0 et V(X,)=n.

3. Pour tout entier n = 0, déterminer la probabilité que la puce revienne en O
aprés n sauts.

4. Dans cette question, n est un entier naturel.

(a)

Compléter la fonction Python X(n) ci-dessous afin qu'elle simule la
variable aléatoire X,,, c’est-i-dire afin qu’elle renvoie 'abscisse de la
puce apreés n déplacements.

' )

import random

def X(n):
X &0
for i in range(n):

random.random ()

U

return X

e, A

Pour tout entier N > 2, on considére X::l”, . | ::;N} un échantillon de

(1) , .. ()
taille N de X,,, et on pose : My = == teo-t XAn :

Compléter la fonction moyenne(N, n) ci-dessous afin qu’elle simule la
variable aléatoire M.

def moyenne(N, n): I
som = 0
for i in range(N):

BOIE B im0 s T 58, T N o M 4
HOY-= ek ek ain diTe e T JEE e R Vs
return moy

L. P

Que peut-on prédire concernant 'appel moyenne (N, n) ?
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Application 1.

1. On note (uy,) la suite définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n :

Unt1 = /0, 5u2 + 8.

Pour tout n € N, notons P(n) la propriété : «0 < u, < up41 < 4».

— Initialisation. On a ug = 0 et u; = +/0, 5155 +8 = /8 = 2y/2, donc on
a bien : 0 < wg < uy < 4, et ainsi P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est
vraie, ¢’est-a-dire que 0 < v,y < upq0 < 4.
Ona:0 < uy < upy1 < 4 par hypotheése de récurrence, done : 0 <

u? < u?., < 16 car la fonction carré est croissante sur Ry, done :

0 < 0,5u% < 0,502, <8 donc:8<05u?+8<0,5u , +8 <16,

done ; V"E_S < /0,5u2 + 8 < 1,’0,5uﬁ+1 + 8 < /16 car la fonction racine

carrée est croissante sur [R,,., so0it : v@ < Upsl = Unso = 4, done :
0 < tny1 S tipgg < 4.
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : ¥Yn € N, (P(n) =
P(n + 1)), donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

2. Pour tout entier n > 1, notons P(n) la propriété : «n! > 271,
- Initialisation. On a 1! = 1 et 27! =29 = 1, donc P(1) est vraie.

P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que (n + 1)! = 27,
Ona:

- Hérédité. Soit un entier n > 1 tel que P(n) est vraie. Montrons que

m+1)!=nlx(n+1)
>2*"Y(n+1) par HR.

n+1

R

=on car—n;.IEL

= 2" %
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Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Conelusion. On a montré que P(1) est vraie et que : Vn € N*, (P(n) =
P(n + 1)), done P(n) est vraie pour tout entier naturel n non nul.

Application 2. On note (uy,) la suite définie pour tout n € N par : u,, = 3n + 6.

A—-6

Soit un réel A > 0. Pour tout ne N, ona:u, > A — HET‘

Ainsi, en posant ngp = | —— | + 1, on a bien, pour tout n > ng, un = A.

3

Par deéfinition, on a montré : lim wu, = +oco.

Application 3. On note (uy,) la suite définie pour tout n € N* par : v, =5+

n—+o00

2l

Soit un réel £ > 0. Pour tout n € N*, on a :

oy | et

1 1
jup — 5| <€ &= |—-|<e &= — <€ &= n>
T T

1
Ainsi, en posant ng = |ﬁJ + 1, on a bien, pour tout n > ny, |u, — 5| < €.

Par définition, on a montré : lim wu, = 5.

Application 4.

1.

=300 L=k 00 71 = = 02 T

Ona lim 2n = 4oco et lim l = 0, done lim (21’1 — 1) = 400 par

somme de limites.

: . 2 o 5
Ona lim 3nyn=+ccet lim —; =0, donc par somme de limites, on
n—+o0 n—+oo N2

obtient lim (Sn\/_— 5+ i?) = +400.
T

=400

2v/3

D'une part,ona lim =0,donc lim

(-2

) = 5 par somme

n—+teo n2y/n n—+oo n2y/n
et produit de limites.
D’autre part, ona lim (2 —e") = —o0.
n—4o0
: , ; 2v/3 i ;
Par conséquent, on obtient lim [5— = (2 — ™) = —oo par produit
n—4oo 7 \/ﬁ

de limites.

Ona lim (44 n)=+4ccet lim (—2 + l) = —2, donc par quotient de

a1 25 , 4+4+n . 44n
limites lim ———— = —o0, et donec lim | —— —¢e? | = —o0 par
n—400 1 n—++o0 1
-2+ — -2
Tt

somme de limites.
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Application 5.

1. Pour tout entier n > 1, on a :

3
~n* +5n+3=n° (-T+—-—2-+ )
7

n—soo 112 =400 13 =00

5 3 5 3
On a lim S lim — =0, done lim (—?+ = +—3) = —T par
n n

somme de limites.

Par ailleurs, on a lim n* = 400.
=+ 00
5

3
Par conséquent : 11111 w ( Td—— ) = —o0 par produit de limites.
n
Finalement : 11m (—T-n +5m+3)=
+oo

n—

2. Pour tout entiern > 1, on a :

1
2 [k % 1
5n2+n (‘”n) _a g
3 - T n 4
nd + 4n n3(1+i2) ) 142
1 n
1
1 4 5' + o
Ona lim (5+—)=5et lim (1+— )=1,done lim n =5
n—++00 n Nn—+00 7:2 n—+00 4
1+ n—z'
par quotient de limites. i
Par ailleurs, ona lim — = 0.
n—+oo 10
1
5 + -
Par conséquent : lim — x = 0 par produite de limites.
n=—r<4o0 T 4
s e
n
5n° +n

Finalement : lim 5
n—+oo 1 4 4dn

3. Pour tout entier n > 1, on a :

e (5 ) (60 ()

B 1 — . o+ = 2 1 =
Dnaﬂhglm (Tﬁ - 1) =—let nll}l_'l}mn = +00, done nlﬁ_lmﬂ (\/_?_1 - 1) =
—o0 par produit de limites.

Finalement : lim (nyn —n?) = —cc.
Ti—koo

4. Pour tout entier n > 1, on a :

_(V2n+1-v2u-1)(v2n+1+/2n-1)
N Von+1++v2n—1

vin+1l—v2n—1
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_ VImFL -1
 VZn+l+2n—1
M +1-(2n—1)

=\f2n+1+\f2n—1
2

=J2?1+1+\.{2ﬂ—1'

Ona lim v2n+1 = lim v2n—1 = 400" donc li]_ll_l (vV2n+1 +
Ti=r00

=400 =400 5
v2n — 1) = +oco par somme de limites, et done ulﬂﬂg R W g =

0 par quotient de limites.
Finalement : lim (v2n+1-+2n-1)=0.
n—t+4o0

5. Pour tout entiern > 1, on a :

] Tt

xfn.+1+\,fn+2= ¢ﬂ(1+%)+\/n(1+§)

T

- i 2
s O 3=
NG +n+\/ﬁ s

- n
1 2
14— 1+ —
\/ﬁ(,! +n+1/ +n)
= 1ﬁ 5 Cﬂr%:ﬁ.
\/1+—+\/1+—
n n
, . - 2,
D’une part, on a lim 1+—-—= lim 1+ — =17, done par somme de
n—+oo T n—++oo T
- i 1 2
limites, on a  lim 1+ —+4/1+—] =2
n——4oo T T

D’autre part, on a lim /n = +cc.
n—too

. . i n
Par conséquent, on obtient lim i

n—+4oo
it sy fie
T T

de limites, soit : lm e = 400
T Tnobeo Vb 14+ V42 '

= +00 par quotient

fi. Ces limites sont obtenues ici uniquement par intuition. Plus rigoureusement, on utilise la
propriété de composition de limites (voir exercice 2.3.).

7. Ces limites sont obtenues ici uniquement par intuition. Plus rigoureusement, on utilise
judicieusement le théoréme des gendarmes (voir application ¥ question 2 pour mener i bien un
tel raisonnement) ou on applique la propriété 3.7,
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6. Pour tout entier n > 1, on a :

oy [V (04 )] (VAP B 4 (n+ 1)
Va2 +2n—(n+1) = VnZ +2n+n+1
_ (VaZ¥om)’ - (n+1)?
VRl 2+n+l

_n?+2n—(n?+2n+1)

vt +2n+n+1

=1
ViZ+2n+n+1

D’une part, on a lim (n+ 1) = +oc.
n—-+oo

[Yautre part, on a 11}111 vn? + 2n = +00. En effet, pour tout entier n > 1,
T o

on a:
vVn?+2n = n2(1+2)=\/¥1}1+2=n1i’1+2,
H n n n

=1%et lim n = +oo, il vient par produit de
=400

Puisque : lim /14

=400

/ 2
limites : lim mnyf14 — = +o0.
n—r4o0 T

Done par somme de limites : lil_}’_l (V2 +2n+n+ 1) = +oo, et donc par
n—ro0
—1
uotient de limites : lim =0, soit : lim (vn?+2n -
a = =00 \,.i'nﬁ + I +n+1 n—}+l:x_1(
(n+1))=0.

b A )

Application 6. Pour tout entier naturel n, on a :

(“DPLT i (=15
= - (-1)"=n’-1.

Or: lim (n?—1)= 400, donc: lim (n? —(—1)") = 400 par comparaison.
n—+too n—3+oo

Application 7.

1. Pour tout entier naturel n, on a :

—1<(-1)"<1 = 1<2+(-1)" <3
1 20 o 8
n24+1~ n?+1 ~n?41

24 (-1)"
Sl —m—r. 1 :
n?+1" " n24+1 — +n2+1

carn®+1>0

— 14+

&, Voir note précédente.
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Pui i 1 I
misque m -—ww——7= 1111
4 n>+toco n2 +1 n—+oo N2 +1

a 1 . 3
i (14 ) = (1 ) =1

24+ (—-1)" o
n? +1 ki

2. Pour tout entier n > 1, puisque : —1 < cos(n) < 1 et —2 < 2sin(n) < 2,
&
=

=0, il vient par somme de limite :

[’aprés le théoréeme des gendarmes :  lim (1 +

Ti=p =3

3 : 2 si 3
alors —3 < cos(n) + 2sin(n) < 3 et done ——; o8(n) +2 sin(n) = =

n n n
Ona lim — = lim |—— | = 0, done d’aprés le théoréme des gen-

n—+oo n? n—t+o0 n?

;s ; cos(n) + 2sin(n
darmes, on obtient lim (n) 5 (n) —
n—+oo T

0.

Application 8. On note (uy) la suite définie pour tout entier naturel n par :

U, = 3n— vn2 +1.

1. Pour tout entier n > 1, on a :

n(B—-‘p'l—l—iE) =3ﬂ—nﬂl+i2=3n—v‘n2 1-|—i42
n n n
i |
= 3n — 4 fn? (1-+—;1-§) =3n—vn2+1=un.

2. (a) Soit n un entier naturel non nul.

On a 1—1—:‘?12 > 1, donc /1 + % > /1 car la fonetion racine carrée est
strictement croissante sur R, soit : /1 + % > 1.

De plus, puisque pour tout = €]1; +oo[, /z < =, il vient /1 + % <
1+ % puisque 1 —i—% =1,

Nous avons done montré la double inégalité ci-dessous :

1 1
VreN', 1<4/1+— <1+ .
n T
- 1 * 1 j - ra
(b) Ona lim (1+— ) =1, done lim 1+ — = 1 d’aprés le théo-
n—+oo n? n—+oo n?

réme des gendarmes.
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1
3. On a lim (3 — -1{1 + ——-2-) = 2 par produit et somme de limites, done
=00 i)
; / 1 . £
lim n (3 -1+ —5) = 400 par produit de limites.
=400 T

Finalement : lim wu, = +o.
n—k4o

Application 9. On note (u,) la suite définie par :

'u.n=2

1
VneN, unp =§un+2

Pour tout n € N, notons P(n) la propriété : «0 < u,, < 4».
— Initialisation. On a up =2 et 0 < 2 < 4, done P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n+ 1) est vraie,
c'est-a-dire que 0 < 4,1 < 4.

On a : 0 < u,, <4 par hypothése de récurrence, donc : 0 < éuﬂ < 2, done :
2= %un +2 <4, c'est-d-dire : 2 < up41 <4, et done ;: 0 < upyy < 4.
Ainsi, P(n + 1) est vraie.
— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : Yn € N, (P(n) =
P(n+ 1)), done P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
Application 10. Notons (u,) la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N :

Su, + 4
'I.E“_+_] = = +2
n

&
i LT
1. On note f la fonction z —

définie sur l'intervalle [0; +oo].

T
La fonetion f est dérivable sur [0; +oco en tant que quotient de fonctions
dérivables sur [0; +o0].

Pour tout z € [0; +oof, on a : f(z) = :gg avec :
u(z) = bz + 4; v(z) =2 +2;
uwi(z) ="5: vilE) =1,
done on obtient :
iy w(xh(r) —u(x)v'(x) S5(x+2)—(5z+4) 6
= v(x)? - (z+2)° CTY e

Par conséquent, la fonction f est strictement croissante sur U'intervalle [0; +ocf.
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2. (a) Pour tout n € N, notons P(n) la propriété : « 0 < u,, < Uy < 4.

Sug+4 9

— Initialisation. On a ug = 1 et 4y = = =
’ . tig + 2 3

= 3, done P(0)
est vraie.

Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n+ 1)
est vraie, c'est-a~dire que 0 < un41 < upyo < 4.

Ona:0 < uy € ttny1 < 4 par hypothese de récurrence, done :
f(0) < flun) € f(uns1) £ f(4) car la fonction f est strictement
croissante sur [0; +oof, soit : 2 < Unt1 < Uny2 < 3, done : 0 <
Uptl = Uppo S 4.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : ¥Yn € N, (P(n)
= P(n + 1)), donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

(b) En vertu de la question précédente, la suite (u,) est croissante et majo-
rée par 4, done elle est convergente d’apres le théoréme de convergence
monotone. Notons £ sa limite.

Puisque (u,) converge vers £, est minorée par 0 et est majorée par 4,
sa limite ¢ vérifie par propriété : 0 < £ < 4.

Application 11. Soit (u, ) une suite croissante qui converge vers un réel £.
Raisonnons par 'absurde et supposons que (1w, ) n'est pas majorée par £ : il existe
p € N tel que u,, > £. On peut donc écrire : u, = £+ ¢ ol £ est un réel strictement
positif.

La suite (u, ) est croissante, donc pour tout entier n > p, on a : u, = u,.

La suite (u,,) converge vers £, done il existe ng € N, tel que pour tout entier n = ng,
|u, — €] <e,s0it : E—e<uy <l+e=u,.

En posant N = max(p, np), il vient d'une part que pour tout entier n > N,
Uun = up et d’autre part que u, < up, ce qui est absurde!

Ainsi, (u,) est majorée par £.

On montre de méme que si une suite est décroissante et converge vers un réel £,
alors la suite est minorée par £.

Application 12.

1. La suite (u,) est géométrique de raison g = 0,5 et de premier terme uy = —2,
done pour tout entier naturel n, on a :

Uy = Up X q“ = -2 X{]75n.

Ona lim 0,5" =0car -1 < 0,5 <1, donec lim (-2 x 0,5") = 0 par

n—+oc n—++oo
produit de limites.

; " 1 : 1
2. On a lim 7 =Dcar—1=:zc:1,dc-nc lim 3 x 1 = 0 par

n—++o00 b o e

1 T
produit de limites, done lim (3 ® (E) + 6 ) = 6 par somme de limites.

TL==f=
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Application 13. Notons (S,,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

n k 2 n
1 1 1 1
Sﬂ.:kiﬂ(i) =1+§+(§) +“+(§) .

Pour tout entier naturel n, le nombre S;, est la somme des n + 1 premiers termes

- - * - - 1 - -
d’une suite géométrique de raison g = 3 et de premier terme 1, done on obtient :

a07)

i i _ " 1
On a: lim (—) = lim —x(—) = 0 car -1 < - < 1 et par pro-

1_qn+l 1_(

—_—
|
o

L1 G

n—+4oo n—4oo 2 2

: , L e -
duit de limites, donc : lim (1 — (-) = 1 par somme de limites, donc :

n—-+oo 2

n—+oo n—4oo

n+1
lim 2 (1 - (é) ) = 2 par produit de limites, soit : lim S, = 2.

Application 14. Voici le tableau des variations d'une fonction f.

z —00 -1 0 | 2 +00
+no 2 400 10
—00 —00 —00 4

¢ est la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
1. Le domaine de définition Dy de la fonction f est : Dy = R\{-1; 1}.

2. Les limites de f indiquées dans ce tableau sont :

lim f(z) = —o0; lim = f(z) = —o0; lim f(x) = +o0;
=) =00 z—({—1)+ a1t
1_}131:1}}_}'{33] = ~+00; lil:iz Iz} = —65; 1113_1 f(z) = 10.

3. On peut déduire que la courbe € admet pour asymptotes verticales les
droites d’équations z = —1 et £ = 1, et admet pour asymptote horizon-
tale en +oc la droite d’équation y = 10.

4. Voici une allure possible de la courbe % dans un repére orthogonal.

2
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Application 15.

1. Ona lim z'=+4ccet lim (—x) = 4o00,done lim (z'—z)= +co par

somme de limites.

2. D’une part, on a lim z? = +oc.
400

1 1
D’autre part, ona lim — =0, donc lim (— + 5) = § par somme
=400 /T r—+oo ﬁ
de limites. q
Par conséquent, on obtient : lim 22 (— +5) = +oo par produit de
r—400 ,,./3_:
limites.

3. D’une part, on a liIIll+ (z? + 3z) = 4.
r—p]t
1
D’autre part, on a lim (z — 1) = 0%, done lim —— = 400 par quotient
r—1t+ stz —1
de limites.

r—1

Par conséquent, on obtient lim (:1.'2 + 3z +
=1

) = +o00 par somime de

limites,

De maniére analogue, on démontre que : lim (.1'2 + 3z + 1) = —00.
T—1- T —

4. Ona lim (Vz—3)=v2—-3<0et lim (2z —4) = 0~, done par produit
32" z—32

z—3
de limites, on obtient : lim =
z2- 2x—4

+00.

Application 16.
1. Pour tout réel = # 0 et tel que —52% + 2 —2+#0,0na:

1 1
T
—3z—-1 _ I( :!:) _E e
_By? —B = 1 2°
ozt +x—2 1:9(—5+l—32) x e
T = r =
Ona lim — = lim — =0, donc par somme de limites, on obtient
EZ——o0 T T—r—o0 I

1 1 2
lim (-3 - —) = —3 et lim (-5+ - — —2) = —5, il vient done par
zr =

==
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1
=
3
quotient de limites lim fx? = —, et donc par produit de limites
T——00 = b
54— -
) r
G 3
-3z —1
lim —x—lmT:U,suit: lim #zﬂ
s - z——oc —Hx + 1 — 2
-5+=-=
& =z
2. Pour tout réel > 0, on a :
3
S 3
"?._3 & ( 3) l1—-—
I €T _:[,"EV(E)( I3
Lo VT figp s
VT VT
D’une part, on a lim z%y/x = +o00

3 1
D’autre part, on a lim (——) = lim —= = 0, done par somme de
T—rtoo

s . : 3 1 ,
limites, on obtient rkﬂ-]m (1 - F) =:f it ﬁ) = 1, et done par quotient
3
1-—
de limites lim ml =,
r—4o0 1_1_ A
NE
1 3
Finalement, on obtient ]iT %,/ x 313 = +00 par produit de limites,
E=F0O0
1+ VT:E
-
soit : lim T o0,
3. Ona:
, 4% — 4z + 1 3 (2z —1)2 . 2r—1
lim = lim = lim
z=(1/2) 2z —1)(z+3) ==(/2) 2z —-1)(z+3) =z-(1/2) z+3
2% l -1
= 2 =0
=— = 0.
-+ 3
D) +
4, Ona:
4 _ 925 49 - 3 2
lim 2 16 _ i (z%)* — 4 e (z* — 4)(z* +4)
=2+ r—2 z2+ -2 z—2+ x—2
-2 2)(z* +4
= gy EHETIE Y g enetan
r—2+ z—2 r—2+

=(2+2)(2*+4)=32.
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5. La fonction g : # — /& + 5 est dérivable en 0, donc :

T =0 z—0 ’ gm 2\;‘6

lim
=+l

Application 17. Pour tout réel > 0, on a 22 + 2 > 22, done 22 +2 > Vz2,
soit : V242 > .

Or: lim z=+o00,done lim Va2 + 2= 400 par le théoréme de comparaison.

T—++0o0 =400
Application 18. Pour tout réel z, on a :

—1<cos(z) €1 <= —2<2cos(z) <2
= —1<2cos(z)+1<3
1 i 2 cos(x) + 1

car > +1 > 0.

22417 2241 T 2241
Posgs B (o V= Bl o 0, oG @ik 1o vbchus
uisque lim = eel e Lm T = il vient d’aprés le théoréme des
gendarmes :
2 cos 1
T—3—00 ¢ +1
Application 19.
1. — Ona lim e*=0et lim (—z%+ 22+ 3) = —oo, done par somme de
T——0o0 T—F— 00
limites : lim (e* — 2 + 2z + 3) = —o0.
Tt =00

— Pour tout réel =, on a :

2
x T 3
em—$2+2$+3=ﬁr(1—g +2£—$+E—I)‘
. 8 T e ;
Ona lim —=0etona lim — = lim 2— = 0 par croissances
z—++oo €T z=rtoo £F z—+oo €%

; ; g2 3 :
comparées, donc lim (1—— + 2; + — ] = 1 par somme de li-

E—r4o0 et et

. . x? T 3 :
mites, et donc lim e”(1— — +2— + — ) = +oo par produit de
e

=400 E.‘Z ex
limites, soit : lim (e* — 22 42z + 3) = +o0.
T—+o0
I’...;ﬂ
2. Pour tout réel z, ona: z2e *+zx—-1= — &= 1.
e
32
Ona lim — = 0 par croissances comparées, et lim (z — 1) = +o0, done
z—+oo ¥ Tt 00

2
T
par somme de limites lim (— +x— 1) = +-00.

Fbofrry | EF
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3. D’une part : lim xe®™ = 0 par croissances comparées, et lim 2e*
r—+—00 E——00
done lim (ze® + 2¢* —5) = —5 par somme de limites.
E——0oD
D’autre part : lim €** = lim e®e® = 0 par produit de limites, done
I=—F—00 I=—F=—00
lim (e?** —3) = —3 par somme de limites.
IT=—00
re® 4+ 2e* =5 -5 5

Finalement, on obtient lim ———— = — = - par quotient de
: T——o0 e2r _3 —3 3 par q

limites.

4, Pour tout réel z, on a :

3
Eﬂz 1= ﬂ:_ 1 .T»S
e?® — g3e® €* . e
e+z 2 £y O T
e(1+ ) e
z T
Ona lim — = lim — = 0 par croissances comparées, donc par somme
r—++too T z—+oo T
o ; a : x ;
de limites lim (1—— | = lim (1 + —) = 1, done par quotient de
T—¥+o0 eT oo et
T T
ail, & : T 1 xr -
limites lim =1etdone lim e* x £~ = 400 par produit de
T—r+o0 13 e Tt oo 14—
x EI‘
e g : . e —gie®
limites, soit : lim — = 40.

zs—+o0 €T 43T

Application 20. On note f la fonetion définie pour tout réel = par :

(z +1)e* si <0
fizy=4%1 gi 2=0.
VZ(z+1)+1 si >0

On donne ci-contre la courbe représentative ¢y dans un repére du plan.

4 =43 =2 —IO

2 =1 B

1. Graphiquement, la fonetion f semble continue sur R car la courbe € est

« en un seul morceau » sur R,
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2. Dans cette question, on valide la conjecture faite a la question précédente.

(a) — La fonction x — (z + 1)e* est continue sur l'intervalle | — oo ; 0]
comme produit de fonctions continues sur | — oo ; 0. La fonetion f
est donc continue sur | — oo ; 0[.

— La fonction  — y/z(x+ 1) + 1 est continue sur I'intervalle |0; +o0|
comme produit et somme de fonetions continues sur |0; +oof. La
fonction f est done continue sur 0; +ool.

(b) Ona: lim f(z)= lim (z+1)e* = (0+1)e® = 1.
=0 x=0"
Onaaussi: lim f(x) = lim (Vz(z+1)+1)=v0(0+1)+1=1.
x—0F 0t

Done on obtient :

lim f(z)= lim f(z)= f(0), soit:lim f(z)= f(0).
z—0~ =0+ =)

La fonction f est donc continue en 0. La fonction f étant également

continue sur les intervalles | — oo ; 0] et [0 ; +o0f, elle est done continue

sur R.

Application 21.

1. On applique le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires a trois re-
prises.

Sur l'intervalle | — co; —1], la fonetion f est continue et strictement
croissante. De plus, on a lim f(z) = —co et f(—=1) = 3 > 0, done
E—F—00

la fonction f change de signe sur Uintervalle | — oo; —1]. D’apreés le
corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) =0
admet une unique solution «a €] — co; —1].

— Sur l'intervalle [—1; 1], la fonction f est continue et strictement dé-
croissante. De plus, on a f(—1) =3 > 0 et f(1) = —1 < 0, donc la
fonction f change de signe sur l'intervalle [—1; 1]. D'aprés le corollaire
du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet une
unique solution 5 € [—1; 1].

— Sur I'intervalle [1; +oc|, la fonetion f est continue et strictement crois-
sante. De plus, on a f(1) = =1 < 0 et lil_|1_1 f(z) = +4oc0, done la
E=p=00

fonction f change de signe sur intervalle [1; +o0[. D’apreés le corollaire
du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(z) = 0 admet une
unique solution v € [1; +o0[.

Finalement, 'équation f(x) = 0 admet exactement trois solutions a, [ et v
sur R.

2. On peut compléter le tableau des variations de f sur R avec les informations
précédentes.
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T —00 x -1 I} 1 ¥ +00
3 +o0

2 TR "

Pl N

—00 -1

On déduit alors le tableau de signe de la fonction f sur R.

x —00 o B i +00

flx) - 0 + & - 6 +

Par conséquent, pour tout z € R : f(z) >0 < =z €]a; B[U]y; +ool.

Application 22. On note (u,) la suite définie par :

110=I
Un, + 1

elin

VHEN. un+1=3—

; z+1 -~ s
1. La fonction f : z — 3— est dérivable sur R, comme somme et quotient

X
de fonctions dérivables sur R .

: u(zx)
= =3 - :
Pour tout réel z > 0, on a f(z) =3 ) avec
ulz) =z +1; v(z) = e®;
wtz)=1; v'(x) = €%,

donc on obtient :

W (@)o(a) — u(@)'(z) _ & = ez +1)

f@)=0-—""Gpr @)
et l)—et  xet et -
- ()2 (e
G

On a f'(0) = 0 et pour tout réel x > 0, f'(x) > 0, donc la fonction f est
strictement croissante sur R .

T 0 fa] +00

/ ot
/
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0+1
— Ona:f(0)=3———-=3-1=2.
€
: T 1
— Pourtout réelz >0, oma: f(z) =3 - — — —.
PI eT
1 .
Puisque lim — =0 et lim = & par croissances comparées, il

r—r+oo T x—p+too T
vient : liI_P f(z) = 3 par somme de limites.
E=T00

2. (a) Notons g la fonction = — f(z) — x définie et dérivable sur R
Pour tout re Ry, ona:

x—e*

Fa

1 o ol _i_ -
J@)=f(2)-1=2 -1="2

Pour tout x € Ry, € > 0 et x —e® < 0, done ¢'(z) < 0 et ainsi, la
fonetion g est strictement décroissante sur R, .

T 0 +00
2

g \

— On a: g(0) = f(0) -
— Ona:zﬁl_:l_nmg(;r] hm [f(:.t:}—a:} hm f(z)— Im z=-00

L e e 53
par somme de limltﬁh mr 11111 filz) = 3 d apreés la question 1 et
E—¢-100

— 00

lim z = +4o0.
T e 0

La fonction g est continue et strictement décroissante sur R,. De plus,
g(0)=2>0et HT g(x) = —o0, done la fonction g change de signe
T o

sur Ry. D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation g(x) = 0, ¢’est-i-dire I'équation f(x) = z, admet une unique
solution o dans R .

(b) A l’aide de la calculatrice, on trouve : 2, 76 < o < 2, 77T.

3. Soit z € [0; a, c'est-d-dire tel que 0 < x < a. Alors f(0) < f(z) < f(a) car
la fonction f est croissante sur R, soit : 2 < f(z) < a, soit : f(z) € [2; a.
Mais puisque [2; o] C [0; o], alors : f(z) € [0; a].

4. Montrons que pour tout entier naturel n, on a :
0<u, < Upyy S Q.

Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : «0 < u, < tps1 < @ ».

(i |
+ =3-2 1~

— Initialisation. Ona ug = 1, uy = f(up) = f
2,26, done P(0) est vraie.
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- Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, montrons que P(n + 1) est
vraie, c'est-a-dire 0 < u,47 < tpyo < .
Ona:0<u, <uyyy < a par hypothése de récurrence, done : f(0) <
fun) < f(unt1) < f(a) car la fonetion f est croissante sur Ry, soit :
2< Uunt1 Suptz S a,done: 0 < tnp1 < tnye < a.
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : ¥n € N, (P(n) =
P(n + 1)), done P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

5. Récapitulons les hypothéses nécessaires a 'application du théoréme du point
fixe.

— La fonction f est continue sur [0; a] car elle est dérivable sur cet inter-
valle (question 1).

— L’intervalle [0; o] est stable par la fonction f (question 3).
— La suite (u,,) est & valeurs dans l'intervalle [0; a] (question 4).

— La suite (u,,) est croissante et majorée par « (question 4), elle converge
donc vers un réel ¢ d’aprés le théoréme de convergence monotone. Par
ailleurs, puisque (u,,) est bornée par 0 et «, alors £ € [0; al.

Finalement, d’apres le théoréme du point fixe, ¢ est solution sur [0; af de
I'équation f(x) = =.
D’aprés la question 2.(a), on obtient £ = a.

Application 23. Notons f la fonetion & + e 1 définie sur R\ {1}.

Notons u la fonction x — définie sur R\ {1} et a valeurs dans R, et notons

T
z—1
v la fonction x — e* définie sur R.

Alors la fonction v o u est définie pour tout = € R\ {1} par :

I

(vou)(z) = v(u(z)) = ( ) = e5%1 = f(a).

r—1

Application 24. Notons f la fonction définie pour tout réel = par :

f(z) =zv222 + 1.

Pour tout réel =, on a : f(z) = z/u(z) ot u(z) = 2z* + 1 > 0.

La fonetion u est dérivable sur R, done la fonction = — /u(x) est dérivable sur
R par composition, et done la fonetion f est dérivable sur R comme produit de
fonctions dérivables sur R et, pour tout réel = :

! 4z2
NM)=1xvV2x24+1+zx x wiz) =\.-"2I2+1+—
f(=) 2/ u(zx) 2222 + 1

s PP s (Ve ¥1) + 222

V2rZ+1 V2zr2 +1

299



300

Correction des applications

_2;-:9+1+2-_1:2 3 472 +1

Ve +1l Vo241

Application 25. On a tracé ci-dessous la représentation graphique ¢” de la
dérivée seconde f” d'une fonction f définie sur [0; 400

L 6.1’]' r

 J

Dressons le tableau de signe de la fonction f” sur [0; +ocl.

T 0 2 +00

f(z) = =

On déduit du signe de f” sur [0; +o00[ que la fonction f est concave sur 'intervalle
[0; 2] et convexe sur l'intervalle [2; +o0].
Par conséquent, f est concave sur I'intervalle [1; 2]. Réponse 1

Application 26. Notons f la fonetion définie pour tout réel z par :
f(z) = bz?e”.

La courbe représentative € de f est proposée dans le repére orthogonal du plan
ci-dessous.

] ] |
I 1 ! 1 I 1 I

-8 =T =6 - -4 =3 =2

1. La fonection f semble :

— convexe sur les intervalles | — co; —3,5] et [-0,5; +oo[ car, sur ces
intervalles, la courbe % se situe au-dessus de toutes ses tangentes;
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— concave sur 'intervalle [—3,5; —0,5] car, sur cet intervalle, la courbe
¥ se situe en-dessous de toutes ses tangentes.
Il semblerait également que la courbe %" admette les deux points d’inflexion
suivants : A(—3,5; f(—3,5)) et B(—0,5; f(-0,5)).
2. — Ona lim z?
T——00
par produit de limites.
— O li 2=} W= d lim = duit
na lim z%= lim €= +oo, donc x_’+mf[:r} +00 par produi
de limites.

e® = () par croissances comparées, done z_l%lzlm f(z)=0

3. (a) La fonetion f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables
sur R.
Pour tout réel z, on a f(x) = u(x)v(x) avec :

u(z) = 5% ; v(z) =€*;
u'(z) = 10z; i) =,
donc on obtient :
f(x) = u'(z)v(z) + ul(z)v'(z) = 10ze® + 5z’e”
= (10z + 522)e® = 5z(2 + z)e".

(b) Pour tout réel x, on a e* > 0, donc le signe de f'(x) est le signe de

5z(2 + x).
On dresse le tableau de signe de f' sur R.
x —00 -2 0 +0co
S - 0 +
x4+ 2 = 9 +
=) + E.'! = 0 +

(¢) On déduit de la question précédente le tablean des variations de f sur

R.

T —00 -2 0 +co

20e—2 +00
f ﬂ / \ n /

F(—2) =5(-2)%e"? = 20e~*
f(0)=5x0%"=0
4. (a) La fonction f’ est dérivable sur R comme produit de fonetions dérivables
sur R.
Pour tout réel x, on a f'(z) = t(z)w(zx) avec :
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t(z) = 5% + 10z ; w(z) = e*;
t'(x) = 10z + 10; w'(z) = €%,

done on obtient :

f(x) = t'(z)w(z) + t(z)w'(z) = (10x + 10)e® + (522 + 10z)e®
= 5(2z + 2)e® + 5(z? + 2x)e® = 5(z? + 4z + 2)e”.

(b) Pour tout réel z, on a 5¢* > 0, donc le signe de f"(z) est le signe de
x? +4x + 2.
L’équation 2 + 4z + 2 = 0 d’inconnue = € R a pour diseriminant 8
strictement positif, done posséde deux solutions, i savoir —2 — /2 ~
-3,4 et =2+ /2 ~ —0,59.
On dresse le tableau de signe de f" sur R.

x —00 D —5f8 2.9 +00

f(x) + 0 = 0 : 5

(c) D'aprés la question précédente, on déduit que la fonction [ est convexe

sur les intervalles | — oco; —2 — V2] et [-2 + v/2; +00[, et concave sur
lintervalle [-2 — v2; =2 + /2.
Puisque (=2 —v/2) = f"(=2+ v/2) = 0 et que la fonction f” change
de signe en ces deux réels, il vient que les points de coordonnées (—2 —
V2; f(-2—v2)) et (—2+v2; f(—2++/2)) sont deux points d’inflexion
de la courbe ¢ (ils sont méme les seuls points d’inflexion de €).

Application 27,
1. (a) 3In(2)+In(5)—2In(3) = In(2%) +In(5) —In(3?) = In(8) +In(5) —In(9) =
In(8 x 5) — In(9) = In(40) — In(9) = In (%g)

(b) In(e?) — In (%) = 2In(e) — (In(2) — In(e)) = 2In(e) — In(2) + In(e) =

2 —In(2) + 1 =23—In(2)

2. (a) Pour tout réel =, on a :

(e + 1) =2 = e + 1) = In(e") = In (1

EI
= In(e~*(e® +1)) = In(e~%¢ + e~
=In(e™*** 4+ ¢~ %) = In(e® + e7%)
= In(1 + e™%).

(b) Pour tout réel x, on a :

n(z + v1+22) + ln(v1 + 22 — z)
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= In[(z + v/1+:.':2)[\/1+:r2—:r:)]

=ln(a:\f]+:r2—:r2+\j‘1 +:1:22—:1:v’1+3:9)

= In(—z% + 1 + z?)
=Tnfl) =0

donc : In(z + V1 + z?) = —In(V1 + 2% — z).

Application 28.
1. On résout 'équation In(1 4 3z) = In(x + 1) d’inconnue = € R.

Il est nécessaire que 1 +3x >0etz+1>0,ie. x> -1/3 et z > -1,
ie z>-1/3.
L’ensemble de définition de 'équation est donc E =] — 1/3; +ocl.

— Pour tout z € E, on a :

In(l14+3z)=n(z+1) < 14+3z=2+1 <= 2z=0
< z=0€E.

Finalement, 'ensemble & des solutions de I'équation est S = {0}.
2. On résout I'équation In(1 — z) = In(z — 2) d’inconnue z € R.
Il est nécessaireque 1 —x >0etxz—2 >0,ie.z < 1et z > 2, ce qui est
impossible.
L’ensemble S des solutions de I'équation est done S = ().
3. On résout 'inéquation In(6z — 1) > 2 d’inconnue = € R.
Il est nécessaire que 6z — 1 > 0, i.e. z > 1/6.
L’ensemble de définition de I'équation est donc E =|1/6; +occl.

— Pour tout x € E, on a :

In(6z — 1) > 2 < In(6z —1) > In(e?) = 6z —1> ¢?

2
e 1
= br>e’+1 <= > ; ;

2
_— . e +1
Finalement, 'ensemble § des solutions de 'inéquation est § = [T ; +00 [

(notons que § € E).

4. On résout l'inéquation ¢** + ¢* — 6 > 0 d’inconnue = € R.
Pour tout réel x, on a :

e+ —6>0 & ()2 4+e*-6>0
& X2+ X —6>0 en posant X = e”
<> X <-3 ou X >2 (apres calculs)
< e"<-3 oue*>2 car X =e¢€"
< " >2 care* >0
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< In(e”) > In(2)
=3 o> In(2).

Finalement, 'ensemble S des solutions de I'inéquation est § =] In(2) ; +o0|.
5. On résout 'inéquation (2 — z) In(z + 3) > 0 d’inconnue z € R.

— 1l est nécessaire que £ +3 > 0, i.e. z > —3.
L’ensemble de définition de I'équation est done E =|3; +o0|.

— Dressons le tableau de signe sur l'intervalle E de la fonction f : x —
(2 —z) In(z + 3) a partir des tableaux de signe des fonctions x +— 2 —x
et z — In(x + 3).

x -3 -2 2 +00
22—z + 0 =
In(z + 3) — 0 +
f(z) = 0 + 0 =

Notons que la deuxiéme ligne du tableau de signe est obtenue en résol-
vant I'inéquation In(z + 3) > 0 sur 'intervalle E. Pour tout =z € E :

n(z+3)20 < z4+321 & z>-2.

Ainsi, pour tout z € E,ona: (2—z)ln(z+3) >0 < z €] -2;2[.

Finalement, 'ensemble S des solutions de l'inéquation est & =] — 2; 2|.

Application 29,

1. On résout 'équation 6* = 2 d’inconnue x € E.
Pour tout réel x, on a :

6*=2 < In(6*)=In(2) = zln(6)=In(2) == z=—.

In(2)
In(6)

L’ensemble S des solutions de 'équation est § = {lhln% }

22+l — 9 d'inconnue = € R.

2. On résout 'équation e
Pour tout réel x, on a :

X2+l — 9 o oTH2EHL _9 o Gzl _ 9 ln[83r+l) = 1n{2)

= 3x+1=h?2) < z= tn_{?%—_l
L’ensemble & des solutions de I'équation est § = {% }
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Application 30.

1. On a lim In(z) = —oo, done lim In(z)? = +oo par produit de limites,
a0+ z=30+

done linl;JJr[]n(m)z — In(z)) = 400 par somme de limites.
T

2. Pour tout réel z > 0, on a In(z)? — In(z) = In(z)(In(z) — 1).
On azETm In(x) = +o0, donc xETm(ln(;:]—i] = +oo par somme de limites,
done “I_F In(z)(In(x) — 1) = +oo par produit de limites.
T+ 0o

Finalement : liT (In(z)? — In(z)) = +co.

3+In(z) 3

3. Pour tout réel = > 0, on a T + 1.
Ona lim In(z) = 0%, done lim = +0o par quotient de limites, done
=1t =1t ln(z}

lim - + 1 | = 400 par somme de limites.
In(x)

r—1t
Finalement : lim ﬂi} =
r—11 ln{s:}

4. Pour tout réel > 1, on a In(z)? — 2In(z) + 1 = In(x) (ln{m] =R hl:_»,;) )

Ona lim In(z) = +o0,done lim = 0 par quotient de limites, done
e

E—foo ln {:.l;}

r=r+o0 ]Il[m}

o TR - 1 B
de limites : :rh!l[loc In(z) (ln{:::) 2+ m) = +00.

1
lim (ln(:c) -2+ —) = +oo par somme de limites, done par produit

Finalement : ]J'T (In(z)* — 2In(z) + 1) = +oo.

Application 31.

1. Pour tout réel z > 0, on a 22 — 3z — In(z) = 2? (1 e 111(3:))

x 22
. In(z) : , ,
On a lim = 0 par croissances comparées et lim — = 0, done
rteo T2 r—+oo

3
lim (1 - — lﬂ[,:c }) = 1 par somme de limites. Puisque lim z? = +00,
=400 T Lt ===

r—++oo T z?
Finalement : lim (z® — 3z — In(z)) = +o0.

z—r4oo

il vient par produit de limites lim z? (1 — . ln[ﬂ:}) = +00.

In(z) In(z) T _ In(z) 9 1

- : — T
r+1 T r+1 T 1_:_;

2. Pour tout réel > 0, on a :

On a lim ) = 0 par croissances comparées et lim . 1 par
=400 T T=r4o0 1 + l
T
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o . In(z 1
somme et quotient de limites, done lim (z) %
r—¥+oo I

T = 0 par produit de
L

z
limites.

Ix
Finalement : lim (2) =0
z=—+oo T+ 1

Application 32. Notons f la fonction définie pour tout = € |[—1/2; +oc[ par :
f(z) = 2% — 5z + In(2z + 1).

On donne ci-dessous, dans un repére orthonormé, la courbe représentative € de
la fonetion f, ainsi que la tangente T i la courbe % au point d’abscisse 0.

A
+1

T

1. (a) On peut conjecturer que lim f(z)=—-occet lim f(z) = +o0.
_..;..;{_%}-1- =400
(b) Il apparait graphiquement que la fonction f est :
— croissante sur les intervalles | — 0,5; —0,3] et [2,3; +oo[;
— décroissante sur 'intervalle [0, 3; 2, 3].
(¢) La droite T passe par 'origine du repére et son coefficient directeur est

égal & —3, done son équation réduite est y = —3x.
2. Cette question vise 4 démontrer par le calcul les résultats précédents.
11
(a) Ona lim (z*-5z)=—.
z—(—3)+ 4
Deplus lim (2z+1)=0% et lim In(z) = —oo, done par com-
z—(—%)* z—0t
position de limites (voir exercice 2.3) : lim In(2z + 1) = —co.
2= )+
Finalement, par somme de limites : lim f(z) = —oc.
z—(—3)t

4 )
— Pour tout réel x 3& D, on a _-I_-'2 — By = :L.Q (1 e ]
T

Ona lim z?= +oc.
e o e ]
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5 5
De plus lim = = 0, done lim (1— —) = 1 par somme de

T—+too I T—too xr
limites. Par produit de limites, on obtient : HT (x? — 5x) = +o0.
—3+00

Enfin : lim (2r+1) = +oc et lim In(z) = +oo,done par com-
r—+oo z—+o0
position de limites (voir exercice 2.3.) : ].iEl In(2z + 1) = 4o0.
=400
Finalement, par somme de limites : lim f(z) = +o0.
T—r+o00
(b) La fonction u : x + 2z +1 est dérivable sur |[-1/2; +o0o[ a valeurs dans
% et la fonction In est dérivable sur RY , done la fonction = +— In(u(z))
est dérivable sur | — 1/2; +oo[ par composition.

Ainsi, la fonction f est dérivable sur | — 1/2; +oo[ par somme de fone-
tions dérivables sur | — 1/2; +oo[ et, pour tout # € |-1/2; +ool, on

obtient :
i
f’{m)=2$—5+1[(;] =27 -5+ 2:::2;1
 2r-5)(2r+1)+2 4a?+2r—-10c—-5+2
N 2z +1 B 2z + 1
B 47° — 8z -3
T 2041

(¢) Pour tout = € |—1/2; +oof, on a 2z + 1 > 0, donc le signe de f'(x) est
le signe de 422 — 8¢ — 3.
L’équation 42® — 8z — 3 = 0 d’inconnue z € R a pour discriminant 112
strictement positif, done admet deux solutions x, et x» données par :

2 — /7 2+ /7

5 ﬁﬂ,:g et 19 = )

~—2.3.

r =

On déduit le tableau de signe de f' sur |-1/2; +oo| ainsi que le tableau
des variations de f sur l'intervalle |-1/2; +ocl.

T —51, | Tg +00
f'(x) + 0 = 0 -+
f(x1) —&
—00 f(x2)

(d) L'équation réduite de la tangente i la courbe % au point d’abscisse 0,
¢’est-a~dire de la droite T', est donnée par :

y = f'(0)(z —0) + £(0).
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, 4x02-8x0-3 -3 .
O ). = ) _T_—S,etf(ﬂ}_ﬂ—5x0+
In(2 x 04 1) =In(1) =0, donc :

y==-3(z—-0)+0=-3a.

Application 33.

# ~ - & ﬂ -
1. On résout 'équation sin (x — §) = —1 d’inconnue z € [—; 7.

Pour tout réel z, on a :

sin (m - %) = —1 < sin (:r - %) = sin (—%)

= EI!:EI,:B—%=—%+2.’¢W

Duﬂk'EE,m—%=w+g+2ka

= Elkezz,z=~-g+2kfr

ondk'el, z= ller + 2k,

L’ensemble S des solutions de I'équation sur [—7 ; 7] est donc : S = {—% :

2. On résout 'équation 2cos (w - %) —+/3 = 0 d’'inconnue z € R.

Pour tout réel x, on a :

3

2cos(x—f)—ﬁ=ﬂ{=}cos($—z) £
b 5 2

T T

— Cﬂ&(i‘»—g)=m¢5(ﬁ)

— HIEEE,E—"E—:E-f-Ek?T

=
=

oudkeZ o—L=-T opn

5 6
— 3kEE,$=“—ﬂ+2kﬁ
30
ou Hk’EE,m=%+2k'ﬂ.

L’ensemble S des solutions de 'équation sur R est :

B 117 o P Y 9
S_{SD + 2km; gﬂ+2kw|(k,k)ez }

3. On résout l'inéquation cos(3x) > =% d’inconnue x € [_% : %]
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Size [—g; %], alors 3z € [—7; 7.

T W
Ainsi, pour tout = € [—§ ;g ona:

i 22,2

cos(3x) > -5 = 3z €

om 5w
— I cC 18° 18
? s 3 # . Eﬂ- 57T
L'ensemble S des solutions de I'inéquation est S = TR

1
4. On résout I'équation cos(z)? = 3 d’inconnue z € R.

Pour tout réel x, on a :

cos(z)® = % +— cos(z) = @ ou cos(z) = —\/g

< cos(r) = i ou cos(xr) =——

2

<= cos(x) = cos (E) ou cos(x) = cos (371)

i 3kez,a:=§+2kmu 3k’€2,m=-—?—;~+2k’ﬂ

[ ]

T ‘%I + 9k

oudk" el x= _%:_r + 2K

™ w
= EIkeE,:;:EJ]—LE.

L’ensemble S des solutions de 'équation sur
R est :

5={g+kg|ke z}.

Application 34. On note f la fonction définie pour tout réel = par :
f(z) = e T sin(x).

1. La fonction f est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables
sur R.
Pour tout réel z, on a f(z) = u(z)v(x) avec :
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u(z) =e%; v(z) = sin(z) ;

u(x) = —e™"; v'(x) = cos(x),

done on obtient :

f'(z) =o' (x)v(z) + u(z)v'(x) = —e " sin(z) + ¢~ * cos(z)

= e~ "(cos(x) — sin(x)).

Or, pour tout réel =, on a :

cos (.;r, - %) = cos(x) cos (g) — sin(z) sin (g)

V2

2 .
= Y2 cos(a) ~ L sin(a),

done : V2cos (:c + E) = cos(x) — sin(x).
Finalement, pour tout réel z : f'(x) = v/2¢~* cos (:.: + g)

. Pour tout « € [0; 27], on a v/2e~* > 0, donc le signe de f’(x) est le signe de

oS (I: = %)

— ’ w "
— On résout d’abord l'inéquation cos (:.': + E) > 0 d’inconnue = € R.

Pour tout réel z, on a d’aprés la remarque suivant la propriété 6.7 :

Fid
cm(:ﬂ+z)}01{=}x+ze] [+2kfr (ke Z)
— .r.E] 3; :[+2!m(k52}

T
— On déduit ensuite le signe de cos (:z: 3 E) sur 'intervalle [0; 27] & laide
du cercle trigonométrique.

Signe de cos (x + T) Signe de cos (x +
sur [—: 7] (positif en gma} sur [0; 27] (positif en gma}
J ]
w m
4 ~ 4

57
4

On dresse le tableau de signe de f' sur [0; 27] puis on déduit le tableau des
variations de f sur [0; 27].
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x 0 i & o
f(z) T R
f(%) - / 0
f
0 # /()

Application 35. Notons f la fonetion x ++ 32% — 2 définie sur R.

1. La fonction F : z ++ x% — 22 est dérivable sur R et, pour tout réel z, on
a: F'(z) = 322 — 2z = f(x), done F est une solution sur R de I’équation
différentielle (E) : y' = f.

On peut également affirmer que F' est une primitive de f sur R.
2. On raisonne par équivalences successives :
G primitive de f sur R telle que G(1) =2
{ace R VzeR G(x)=2%—22+C

G(1) =2

CeR VzeR Gx)=2*-22+C
13-124C =2

ICeR VzeR, G(z)=23-22+C
C=2

< VzeR,Gz)=2>-2"+2.

Ainsi, la fonction G : z > z*

G(1) = 2.

— 22 + 2 est I'unique primitive de f telle que

Application 36. Dans cet exercice, chaque fonction f est continue sur [, elle
admet done des primitives sur I. On note F une primitive de f sur [.
1. f:e—a2%4+3224+2—-4, I=R
La fonetion F' est définie pour tout réel z par :
7 3 2

1 . 1
F[ﬂ:}=%+3%+%—4m=?m7+:ﬂ3+§$2—4m.

3l
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3 (i
2$5 = F, I=]{|| +«"_'K}[

Pour tout z €]0; +oo[, on a : f(z) = gx'f’ — 6z,

b

frxe

La fonction F' est définie pour tout x €]0; +oc| par :

3. a1 = 3 2
F(z) == x —6 = — —.
E=gx g 0Z=gata
3. frxze !, I=R . :
Pour tout réel z, on a: f(z) = = x ore® 1 = Eu’(fﬂ)e“'{’:} ot u(z) = 2 + 1.

La fonetion F' est définie pour tout réel x par :

Pe) = Lo - Lo,
& frzis x+1 I =J0; +o0f
frzm ——, I =]0; 400
z?2 4+ 2z’ : g Bpmin :
Pour tout = €]0; +o0[, on a : f(z) = 5 X a::-:_i’m =% 1([;}) ou u(xr) =
2 42z > 0.

La fonction F est définie pour tout = €]0; +oc[ par :
F(z) = = In(u(z)) = %ln{..":2 + 2z).

f:x v+ sin(2x) —cos(z), =R

Pour tout réel z, on a : f(zx) =

en

x 2sin(2x) — cos(x) = %ﬂ’{ﬂf} sin(u(z)) —

b | =

cos(x) ou u(x) = 2.
La fonction F' est définie pour tout réel x par :

Fiz) = . cos(u(x)) — sin(x) = —% cos(2x) — sin(x).

2
& frgis T F=]ti i
. = 2{:1: = 2)3: =]y oo
Pour tout = €]2; +oof, on a : f(z) = —%{:r -2)8 = —%u’{x}u(m]_a ol
u(x) =x — 2.
La fonction F est définie pour tout x €]2; +oc| par :
1 w(x)? 1 1
F = e—— = = -
@) ==X = Tu@p ~ A@ 2P

Application 37. On cherche i résoudre dans R I'équation différentielle (E) : y' =
T

2/rE + 1
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La fonction f : & — —— t conti R tient de deux foneti

a fonetion f : £ = ———— est continue sur R comme quotient de deux fonetions
2vz? +1

continues sur R. Ainsi, la fonction f admet des primitives sur R.

&ita:ER.Onaf(m}z%X?xx

En posant u(x) = 22 + 1 et v(x) = /7, on a u'(x) = 2z et v'(x) = —=, et donc

on obtient :

flz) = %u"(:r) X %ﬁ(ﬁ = %u’[x}v'{u[r}}.

Par conséquent, une primitive F' de f sur R est la fonction définie pour tout réel

@ par :
Y = Sl = ) = %\/rz a5

A 2
Autrement dit, F' est une solution sur R de 'équation différentielle (£) : y' = f.
Par conséquent, les solutions de (E') sont toutes les fonetions de la forme :

z— F(z)+C, ouC eR.

Application 38. (F) est I'équation différentielle 2y’ + 3y = 0.
3
1. Ona:(F) = 2 +3y=0 = y’+§y=ﬁ-

o 5 3
Les solutions de (E) sur R sont toutes les fonctions de la forme z — Ce™ 37,
ouC eR.

2. On raisonne par équivalences successives :
f solution de (F) sur R telle que f(4) =1
{zrc eR,VzeR, f(z) =Ce 3=

f4)=1

ACeR Vz R, f(z) =Ce i*
CE_%XJ! =1

3C e R, Vz € R, f(z) = Ce =
C =eb

<> VzeR, f(z) = efe 37 = 12,

Ainsi, la fonction f : 2+ €537 est 'unique solution de (E) sur R telle que
Jd) =1,

3. Par le point de coordonnées (4; 1) ne passe qu'une seule courbe intégrale de
(E) : la courbe représentative de f.

Application 39. (F) est I'équation différentielle y’ — 4y = —5.

5
1. Les solutions de () sur R sont toutes les fonctions de la forme x — Ce®* + 1
ouC € R.

a3
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2. On raisonne par équivalences successives :
f solution de (E) sur R telle que f(2) =1/4
IC € R, Va € R, f(z) = Cet® + >

= 4
f(2)=1/4
IC € R, Va € R, f(z) = Cetr 4 2
— 51 4
4x2 S
Ce +4 1
[
ny acem,vmeaz,f(x)=ce4f+§
C:'-f:-s
—8 dx 5 4x—-8 D
< Yz eR, f(z)=—e"e +:1— e +E'

.
Ainsi, la fonction f: x — _34::—3_'_% est 'unique solution de (E) sur R telle
que f(2) = 1/4.

’ 1 _—
3. Par le point de coordonnées | 2; - | ne passe qu'une seule courbe intégrale

4
de (F) : la courbe représentative de f.

Application 40. Soit (E) I'équation différentielle 2y" + 3y = 6z + 1.

1. Considérons la fonction ¢ : x — ma + p olt m et p sont deux réels, définie et
dérivable sur R.

 est solution de (E) sur R <= Vz € R, 2¢'(z) + 3p(z) = 6z + 1
Vz € R, 2m + 3(mz +p) =6z + 1
VeeR,2m+3mz+3p=6z+1

Yz € R, (3m)z + (2m + 3p) =6z + 1

Im =6
2m+3p=1
— m=2
44+ 3p=1

{m=2
—
p=-1

Finalement, la fonction ¢ : z — 2z — 1 est une solution particuliére de (F')
sur R.

I 111

3 1
2.Ona: (E) < 2% +3y=6z+1 < y’+§y=3m+§.

Par conséquent, les solutions de (F) sur R sont toutes les fonctions de la
forme ; ’
c+Ce ¥ +p(z)=Ce 3 +2x -1, ouCeR.
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3. On raisonne par équivalences successives :

h solution de (E) sur R telle que A(0) =1

ICeR VzeR, h(z) =Ce 2 +22—1
h(u:] =I.

3CeR VreR, hiz) =Ce 3%+ 221
Ce3%042x0-1=1

ICeR Yz eR, hiz) =Ce~ 5% + 2z — 1
C=2

> Yz eR, hiz) =2 % + 2z —1.

Ainsi, la fonction h : =+ 2e~37 + 2z — 1 est I"unique solution de (E) sur R
telle que h(0) = 1.

Application 41. On note f la fonction dont la représentation graphique est don-
née dans le repere orthogonal ci-dessous.

257 ‘B
14 /g_go__ \2

2
Par lecture graphique, on a : ] flz)dz=-0,5+3—-1=1,5ua.
-3

Application 42. On donne ci-dessous la représentation graphique d'une fonction
g.

4000
3000
2000
1000

(@]

On peut approcher l'intégrale [ g(t) dt par I'aire du trapéze ABCD avec A(2; 0),
2
B(8: 0), C(8; 2600) et D(2; 4700).
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L'aire Ajpcep du trapéze ABCD est donnée par :

(AD + BC)AB _ 6(4700 + 2600)

- — 3 % 7300 = 21900.
9 9 :

Aapcp =
8
Finalement : [ g(t) dt = 21900 u.a.
2

Application 43.
L Dna:

2
[ﬂ(e*-zm-ndx:[em-xi’-m]§=e2-22-2-(e“-02-0)
—ef—4-2-1=€>-T.

2. Ona:

fﬂ = dm:[1n(a.-2+1}]f=1n(32+1)—1n{12+1}=1n(1u}—1n(2}

241
— 10 — [
= In ( 2) = In(5).
3. Ona:

3 3 «
3 3.
—— = = dx = 222+ 1
/;2 2z + 1 ! _o4 \12.1':!4- [ " N l

[ V2?2 + ] w..r‘2><3‘2 —g\ﬁﬂx(—2)2+1

9 3y19-9

4. On a :

ki = (g sia= ]
1 I 1 T 1

1
et +1

da.

1
Application 44. On souhaite calculer 'intégrale I = f
]

- /

In(e + 1) — In(2) = m(“’;l),

1. Ona:

- de = [In(e" + 1)], = In(e' +1) — In(e® + 1)

gl
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2. Ona:

1 1 1 e
I+J=‘[*dm—|—f dx
h e*=E1 g €&+1

1 x
1 .
" f ( . )d::: par linéarité de Pintégrale
0

e*+1 e*+1
fﬂ +1d$ fld:.c-[a: =1.
g e5+1
3-PuisqueHJ:1,alorsf=1—J=1-1n(E )=1n(c}-rn(”1)=
€ 2e
n(ggr) = (55

Application 45.
1. Pour tout t € [1/2;3/4], on a t > 0 et In(¢) < 0, done tin(t) < 0, done
o

[ " tIn(t) dt < 0 par positivité de V'intégrale, soit : J < 0.
)

=2

2. Pour tout = € [-3; =2], ona = < 0 et €2 > 0, donc < 0, done

r

-2 z-2
/ € _dz<0 par positivité de l'intégrale, soit : K < 0.
. I

Application 46. Notons f la fonction définie pour tout t €]0; +oo| par :

1

t) = —.

OE
T 1

On note (uy) la suite définie pour tout entier n = 1 par u, = / f(t)dt.

«f TL

1. La fonction f est dérivable sur |0; +oco[ comme quotient de deux fonctions
dérivables sur |0; +ool.

Pour tout ¢ €]0; +oc[, on a f(t) = %— avec :
v
wt) =1; v(t) = tet;
uw'(t) =0; v'(t) = let + tet = (1 + ),

done on obtient :

oy L0 v O _ 1+
FO=="r = wp

Pour tout réel ¢ > 0, on a f'(t) < 0, donc la fonction f est strictement
décroissante sur |0; +oof.

Soit un entier n > 1 et soit un réel £ tel que n < t < n + 1. Puisque la
fonction f est strictement décroissante sur |0; +oo[, alors :

fln+1) < f(t) < f(n) (1)

an
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2. Pour tout entier n > 1, en passant i l'intégrale sur [n; n + 1] dans les
inégalités (1) on obtient :

41 41 n+1

fn+1)dt < [ f(t)dt < f(n)dt

mn S S

n+1 n+1
mit:f(n+1)f ldtiunﬂf{n}[ 1dt

soit : f(n+ 1)[t]"" < un < f)[]""
soit : f(n+1)(n+1—n) <u, < f(n)(n+1-—mn)
soit : f(n+1) < u, < f(n).

3. On a montré i la question précédente que pour tout entier n > 1 :

1 1
e s G S
(n+ 1)ent+l — Un = en
: 1 1 ,
Puisque lim ———— = lim —— = 0, il vient d’aprés le théoréme

nateo (n+ 1)e™t!  nstoo ne®

des pendarmes : lim u, =0
ge n—4oo "

La suite (u,,) est donc convergente et sa limite est égale a 0.

Application 47. Notons f et g les fonctions définies pour tout réel o par :
flx)=—x2+2 et g(x) =2 -2z -2.

On donne ci-contre dans un repere orthonormé les représentations graphiques ¢
et €, des fonctions f et g.
Les courbes € et €, se coupent aux points A(—1; 1) et B(2; —2).

—_—

Il apparait graphiquement que pour tout = € [—~1; 2], f(z) = g(z). Par conséquent,
laire A, en unités d’aires, du domaine grisé est donnée par :

A= f{f Ndz = f —22% + 2z +4)dz
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2 3 2 2
= |-z’ +2? 44| =--x8+4+8—-|—-Zx(-1)+1-4
3 Il 3 3

16 2
= I 2§ 4=,
3" 3

Application 48.

1. Pour tout z € [1; €], on pose u(z) = In(z) et v(z) = 2% — =.
Les fonetion u : z v u(z) et v : x — v(z) sont dérivables sur [1; e] et pour

1
tout z € [1; €], on a u'(z) = — et v'(z) =2z — 1.

De plus, les fonctions u' : x — u/(z) et v’ :  — v'(x) sont continues sur
[1; €]
D’aprés la formule d’intégration par parties, on a :

jf{?:ﬂ —1)In(z)dz = -/:3 u(z)v' (z) dz
< ot - [ Vit

- [{rz — ) ln{:r)]‘: — j; i(mz —7)da
= [(.7:2 — ) ]11{:.':)]: — j;ﬂ(g; —1)dzx

2
=eﬂ—c—[£—:ﬂl
2 1

2
o e 1
= S I 5 |
=g € (2 e 2+)

e —1
5

2 2
2. Ona: [ d@e+ 1™ o= [ 402412 x @0+ e+
0 0

Pour tout z € [0; 2], on pose u(z) = 4(2x + 1)? et v(z) = e® +a-1,

Les fonction w : x + wu(z) et v : * — v(x) sont dérivables sur [0; 2] et
pour tout z € [0;2], on a v'(z) = 4 x2 x 2(2x + 1) = 16(2x + 1) et
v'(z) = (2 + 1)e +=-1,

De plus, les fonetions v’ : x +— u/(z) et v' : = — v'(x) sont continues sur
[0; 2].

D’aprés la formule d’intégration par parties, on a :

2 2
[ 42z + 1)3632"'”"'1 dr = f w(z)v'(z) dx
0 0

2
= [u(;r:}v[a"]]f) -fn u'(z)v(z) dx
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2
= [4(2z + 1)%e="*+=-1]2 — 16 [ﬂ 2z +1)e* +*-1dz

=100¢" — 4! — 16 [c’“j"'z_l]z

= 100e® — 4e71 — 16(® — 1)
= 84¢® + 12¢71,

Application 49. Dans une classe de terminale, les options latin et theatre sont
proposées. On sait que 16 éléves pratiquent le latin, 14 le théitre, 5 pratiquent les
deux options et 8 n'en pratiquent aucune. On note :

— L l'ensemble des éléves pratiquant le latin ;
— T l'ensemble des éléves pratiquant le théatre;

— 1 'ensemble de tous les éléves de cette classe.

1. Ci-dessous le diagramme de Venn schématisant la situation.

0

2. Les ensembles L\T, LNT, T\L et Q\(L UT) étant deux & deux disjoints,
on a d’aprés le principe additif :

Card() = Card[(L\T) U (LN T) U (T\L) U (\(LUT))]
= Card(L\T) + Card(L N T) + Card(T\L) + Card(Q\(L U T))
=114+5+9+8=33.

Application 50.

1. On note C l'ensemble ci-dessous :
C={(6;2);(6;4); (5;2); (5;4):(10; 2); (10; 4); (3; 2); (3; 4)}.

En posant A= {3;5;6;10} et B={2;4},ona:C=AxB.
2. On pose E = {a}, F = {b;d} et G = {a; b; ¢}, ol a, b, ¢ et d sont quatre
réels distinets. On a :
Ex F={(a; b); (a; d)}
F?=F x F={(b; b); (b; d); (d; b); (d; d)}
E?=E x E ={(a; a)}
ExExG={{a; b;a); (a;b;b); (a;b; ¢); (a;d;a); (a;d;b); (a;d;e)}
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Application 51. Un immeuble est protégé par un digicode. Ce code peut étre
composé de quatre, cing ou six chiffres allant de 0 4 9, puis d'une lettre sélectionnée
parmi les lettres A ou B. On note :
— Ay lensemble des mots de passes composés de 4 chiffres puis d'une lettre;
As l'ensemble des mots de passes composés de 5 chiffres puis d'une lettre;
— Ag 'ensemble des mots de passes composés de 6 chiffres puis d'une lettre.

1. Les ensembles A4, As et Ag sont donnés par :
— Ay ={0;...;9} x {A; B};
As={0;...;9)° x {A; B};
— Ag=1{0;...;9}¢ x {A; B},
En vertu du principe multiplicatif, on obtient : Card(A4) = 10% x 2 = 20000,
Card(As) = 10° x 2 = 200000 et Card(Ag) = 105 x 2 = 2000000.

2. Les ensembles Ay, A5 et Ag étant deux a deux disjoints, on a d’aprés le
principe additif :

Card(A4 U A5 U Ag) = Card(Ay4) + Card(A5) + Card(Ag)
= 20000 + 200000 + 2000000 = 2220000.

On dénombre done 2220000 codes possibles.

Application 52. Une compétition de jeux vidéos en ligne oppose six joueurs. A la
fin, un classement des trois meilleurs joueurs est établi et il n’y a pas d’ex aequo.
Afin de construire un podium dans lequel il n'y a pas d’ex aequo, il y a 6 choix
pour la premiére place, 5 choix pour la deuxiéme place et enfin 4 choix pour la
troisiéme place, il vy a done 6 x 5 x 4 = 120 podiums possibles d’aprés le principe
multiplicatif.

Autrement dit, le nombre de podiums possibles est donné par le nombre de 3-
arrangements de 'ensemble constitué des 6 joueurs, soit le nombre :

. 6 6!

Application 53. Sur une étagere se trouvent 12 livres différents : 5 de mathéma-
tiques, 4 de physique-chimie et 3 de sciences économiques.

1. Afin de ranger ces livres dans l'étagere, il ¥ a 12 choix pour la premiére
place, 11 choix pour la deuxiéme place ete. et enfin un unique choix pour la
derniere place, il ¥ a done 12 x 11 % 10 x --- x 1 = 479001600 rangements
possibles d’apres le principe multiplicatif.

Autrement dit, le nombre de facons de ranger ces livres sur l'étagére est
donné par le nombre de permutations de I'ensemble des 12 livres, c'est-a-
dire 12! = 479001600.

2. Afin de ranger les livres dans 'étagére en ayant les livres de mathématiques
cote a cote, on peut :

221
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— d’abord construire un « bloc » de maths (5! possibilités) ;

— puis ranger le bloc et les 7 livres restants (8! possibilités).
Il y a done 5! x 8! = 4838400 maniéres différentes de ranger les livres sur
'étagére en ayant les livres de mathématiques cote a cote.

Application 54. Dans un jeu de 32 cartes, une « main » est composée de cing
cartes.

32 32! : e
.Nlya (5) = 5i@2a—5) 201376 mains possibles.

. Pour construire une main contenant le valet de pique, on peut :

-

]

commencer par choisir le valet de pique (1 possibilité) ;

— puis choisir les 4 autres cartes parmi les 31 restantes ( (3;11) possibilités).

Il | 31y 31! T
y a done 1 x il = m = 8435 mains possibles.

3. Pour construire une main contenant exactement guatre carreaux, on peut :
20 8 o s
— commencer par choisir quatre carreaux (( A possibilités) ;
— puis choisir la derniére carte parmi les 24 restantes (24 possibilités).

Il y a done 24 x (8

4) = 1680 mains possibles.

Application 55. ABCDEFGH est le parallélépipede rectangle représenté ci-
dessous. I et .J sont les centres respectifs des faces ADHE et BOCGF.

1. Les vecteurs ﬁ, ﬁ et E

sont des représentants du vec- H G
teur F 25 B ;1 P
i
2. L'image du point [ par la trans- i)
|
lation de vecteur F.J est le _,1-! D d C
point D. J /j— ____________ L
f
3. O 41:F8—ﬁ=ﬁ+fl§= e

ED + DC = EC. A B

Application 56. ABCDS est une pyramide
de sommet S dont la base est le parallélo-
gramme ABCD de centre I.
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1. Ona:
SB+5D =51 +TB+5 + 1D =251+ B+ 1D
=2§}+£_}}+I_D}car I milien de [BD]
— 95T + DD = 25T + 0 = 251.
2. Ona:

gF= %_ﬁ i %.5'_1:5 d’aprés la question précédente
- _éﬂ+ é(ﬁ+ﬁ] - _%E+ %[EJP@}
=_%B +é(S_B)+R+ﬁ} = —%Eé— é}ﬁ+ %RH %Jﬂ
- ;BA+  BC-B3

H K G
| A
’
Application 57. ABCDEFGH est le cube re-  E : b F
présenté ci-dessous. I est le centre de la face .7
BCGF, K est le milieu de [HG] et J le point ;:x ')
wlquem:}lm. f’)—ll——jf— c
4
P /
T
A

L. —-ﬁ:ﬁﬁ+ﬁ+ﬁ:ﬁ+@+%ﬁ:ﬁﬁ+ﬁﬁ+%ﬁ
— ﬁ:ﬁ+ﬂ:é(ﬁ§+%£ﬂ= é(G_C)+C_B)}—iﬁ= %@+
1 1 1 1 1 1 1 1
§@—EE§=§E +§m—zﬁﬁ=—§ﬂ—_§—ﬁzﬁ—zxﬁ
2. D’aprés la question précédente, on remarque que IJ = —%R , done les

vecteurs 1J et AR sont colinéaires, done les droites (I.J) et (AK) sont pa-
ralléles.

Application 58. ABCDEFGH est un
parallélépipede. [ est le milieu du segment
[EG], M est le point tel que ﬁ-ﬁ- oOMI =
0.

323
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1. (o) Dnaﬁ+m=m+ﬁ+m+ﬁ=2m+m+_&.
Or TE = GI car I est le milieu du segment [EG], done ME + MG =
2E+Cﬁ+ﬁ=2m+cﬁ=2m+ﬁ=2m.‘ L \
(b) D’aprés I’énoncé, on a MB + 2MT = 0, done MB + ME + MG =0

d’aprés la question précédente.

2. Il s’agit de montrer que les vecteurs DF et Dﬂ sont colinéaires, ¢’est-a-dire
qu’il existe un réel k tel que DM = kDF.
Dans un premier temps, on a :

MB+ME + MG =0

s MD+DEB+MD+DE+MD+DG=0

& 3MD + DB+ DE + DG =0

& 3MD = -DB - DE - DG

& 3DM = DB + DE + DC.

Dans un deuxiéme temps, on a :
DB + DE + DG = DF + FB + DF + FE + DF + FG

=3ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ
= 3DF + FB + BA + AD
— 3DF + FD = 3DF — DF = 2DF.

I1 vient done que 3W = iﬁ , soit Im = ;7’

Finalement, les points D, M et F sont bien alignés.

Application 59. Soient M, N et P trois points de l'espace non alignés. On note
I et J les points définis par MI = %W et NJ = 3MP — 2MN.

1. (a) Una:ﬂ=m+m=m+%m‘

(b) Ona: PJ = PM + MN + NJ = PM + MN + 3MP — 2MN =
PM —3PM — MN = —2PM — MN.

2. D’aprés la question précédente, on obtient : PJj = —2Pi , done les vecteurs
PI et PJ sont colinéaires, done le point P appartient a la droite (I.J).

Application 60. On considére un tétracdre ABC' D. Notons M le point de 'espace
tel que ;ﬂ? = —W + 2?&8.

Montrer que le point M appartient au plan (ABC), ¢’est montrer qu’il existe deux
réels = et y tels que : A =$E—i—ym.

Ona:

AM = —BM + 2MC = —(BA + AM) + 2(MA + AC)
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— AB — AM —2AM +2AC = —3AM + AB + 24AC,

st AN+ 3AM = AB 4970 soit 4T = AB + 570, woit encore AM =
Ly PR
3 + EA i

H G
I
E I F //
Application 61. On considére un pa- ; /
rallélépipede rectangle ABCDEFGH re- I i
présenté ci-contre. On note [ et .J les mi- : / I
lieux respectifs des cotés [BG] et [DB. )‘D_ A |-
A e,
s <
& J g 2 0
A B

Montrer que les vecteurs E} . J_d et Iﬁ sont coplanaires, ¢'est montrer qu’il existe
deux réels x et y tels que : ﬁ = xE} + yﬁ.

Dna:ﬁ=ﬁ+§a=%—ﬁ+2_}:%ﬁ+2_}.

H &
I |
Application 62. On considére un cube I _(;)_ J
ABCDEFGH. Les points I, J et L sont g : ¥ L
les milieux respectifs des arétes [EH], [FG] I
et [GC]. O et K sont deux points tels que 7LD C
1 3 S e | e
m=§f_jﬂtm=§m+ !" K
i
A B

1. Dnaﬁ=gm=gﬁ=gx2m=2ﬁ,dmlclesvecteursﬂ_f(>etm

sont colinéaires et donc les droites (fO) et (DK) sont paralléles.

2. Les points B, J, E et F ne sont pas coplanaires (par exemple E n’appartient
pas au plan (BJF)), donc les droites (B.J) et (EF) ne sont pas coplanaires,
done les droites (B.J) et (F'F') ne sont ni sécantes ni paralléles.

3. Les points J, L, B et C sont coplanaires (ils appartiennent tous a une seule
face du cube), done les droites (J L) et (BC) sont coplanaires, elles sont done
paralléles ou sécantes. Il apparait clairement que les droites (JL) et (BC)
sont sécantes (si elles étaient paralléles, les points L et G seraient confondus,
ce qui n'est pas le cas).

Application 63. ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle. I, J et K sont
les milieux respectifs des arétes [AD)], [BC] et [FG].

Dans cet exercice, on souhaite démontrer de deux maniéres que la droite (AK) est
paralléle au plan (IJH).
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H s
N
E 1l \'\ K]
I': ‘\\ F
I ~
D N s
I
r,)_ ______ 2 o
~
J

A B
1. (a) Duaﬁ=ﬁ+m+ﬁ=ﬁ+m+ﬂ=m.
(b) Gnﬂ:ﬁ=?=m+ﬁ=_}}-}-ﬁ,dmm les vecteurs E, TH et

17 sont coplanaires. AR étant un vecteur directeur de la droite (AK),

et TJ et ﬁ{* étant deux vecteurs directeurs du plan (I.JH), il vient que
la droite (AK) est paralléle au plan (IJH).

2. (a) D’aprés la question 1.(a), les vecteurs AK et R}’ sont colinéaires, done
les droites (AK') et (IG) sont paralléles.

(b) D’apres la question 1.(b), on a G = m +I_.} , donc le point G appartient
au plan (I.JH), et done la droite (IG) est contenue dans le plan (I.JH).
Puisque les droites (AK) et (IG) sont paralléles, la droite (AK) est
paralléle au plan (I.JH) par définition.

Application 64. Soit ABCDS une pyramide réguliére de sommet S et de base
carrée de centre O,

1. D'une part, S appartient au plan (SBO) et S appartient an plan (SAC),
donc : S € (SBO)N (SAC).
D’autre part, O appartient au plan (SBO) et O appartient au segment [AC]
puisque O en est le milieu, done O appartient au plan (SAC). Il vient par
conséquent : O € (SBO) N (SAC).
Les plans (SBO) et (SAC) sont sécants, et l'intersection de ces deux plans
est une droite contenant les points S et O, done 'intersection recherchée est

la droite (SO).

2. La droite (AB) est incluse dans le plan (SAB) et la droite (DC) est incluse
dans le plan (SDC'). Puisque les droites (AB) et (DC') sont paralléles, I'in-
tersection des plans (SAB) et (SDC) est une droite paralléle aux droites
(AB) et (DC).

Par ailleurs, on a : S € (SAB)N(SDC'), done 'intersection des plans (SAB)
et (SDC) est la droite paralléle aux droites (AB) et (DC') passant par S.

E H
(2]
Application 65. ABCDEFGH est le paral- A ' D J
lélépipede rectangle représenté ci-dessous. On I
note I le milieu de [AB], O le centre de la face : , 2
I 4 :
ADHE et J le point défini par m = iffﬁ /)' """ =
’
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1. Les points A, B, D et E ne sont pas coplanaires (par exemple le point
E n’appartient pas au plan (ABD)), done les vecteurs Jﬁ, AD et AE ne
sont pas coplanaires, done le triplet (E : E ; E ) forme bien une base de
I'espace.

2. — Ecrivons le vecteur Of en fonction des vecteurs E, A_D) et E :

a=a+ﬂ=%m+%ﬁ=%(ﬁ+ﬂ}+%ﬁ
=é(ﬂ+ﬂ)+%ﬁ=%,ﬁnéﬁ5—%ﬁ.

Dans la base [Jﬁ} \ E . E], les coordonnées du vecteur (T} sont don-

1/2
nées par | —1/2 |.
-1/2

— Eerivons le vecteur ﬁ} en fonction des vecteurs E, E et ;ﬁ :
ﬁ:ﬁ+c@+tﬁ=@+ﬁ+%ﬁ:ﬁ+ﬁ— EE
= —§T§+E+E.

Dans la base {Jﬁ ’ E . :ﬁ'}, les coordonnées du vecteur EJ’ sont don-

-3/4
nées par 1 2
1

Application 66. ABCD est un tétraédre. Les points I, J et K sont les milieux
respectifs des arétes [AB], [AC] et [AD]. Le point L est le milieu du segment [JK].

K
I
D

C
1. Les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires (par exemple le point D
n'appartient pas au plan (ABC)), done les vecteurs ET AC et AD ne sont
pas coplanaires, donc le triplet {;l'g, AC : ;lﬁ) est une base de l'espace,
done (A; E > ﬁ, E} forme bien un repére de l'espace.

2. — Ona ﬂ s %E -2 %A_B) +GR+DE, done les coordonnées de I sont
(1/2;0;0).

B
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— On a ﬂ = é_ﬂh = [Lﬁ + %E + {]Jﬁ, done les coordonnées de .J
sont (0; 1/2; 0).

—_ OnaAR = %E — 0AB + 0AC + %E, done les coordonnées de K
sont (0; 0; 1/2).
— Ona:

A=Al + T = %E+%.ﬁ= é@+%(ﬁ+(ﬁ+ﬁ)
— 3AC+ 3 (54 + CA+ 4D - ;7D)
v, By By, gy By,
2 A 2 2 1
1 1 1 1
=4—?+1A =04 +1ﬁ+lﬁ,
done les coordonnées de L sont (0; 1/4; 1/4).
Application 67. Dans un repére (O; i, j, k), on donne les points E(—1; 3; 2),
F(2; -1;3) et G(—1;0; 1).
On cherche les coordonnées du point M tels que m = ﬁ + 2&5.

Notons (x; y; z) les coordonnées du point M.

On a m (fc;i_ﬂl)), soit E_M’ (;ié) 5 ﬁ ( —1(— 1}) soit ﬁ (—4)

g=3 g= 3—2 1
—1—{ 1) 0
,ﬁ ,snitﬁ -3 1.
1—2 —1
&+2xU
On obtient done {ﬁ+?ﬁ] —44+2 X ( , Soit ET}?'+2@} —1':]
1+2x( 1)
Par conséquent :
z+1=3 T =
EM=FF+2EG < {y—-3=—10 <+ {y=-T
z—=2=-1 =1

Finalement, les coordonnées du point M sont (2; —7; 1).

Application 68. On a représenté ci-contre
un tétraeédre régulier ABC D (chaque face est
un triangle équilatéral) d’aréte 6. I est .J sont
les milieux respectifs des arétes [BC| et [C'D].
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1. O AD - A0 = AB % AC % cos(BAC) =6 % 6 X cos(60°) =365 + = 18.
En procédant de fagon analogue, on trouve .ﬁ . E =18 et A—é - ;‘% = 18.

2. Le triangle ABC étant équilatéral, la médiane (AJ) issue du sommet A est
aussi la médiatrice du segment [BC], done le triangle ABI est rectangle en
I. D’aprés le théoreme de Pythagore, on obtient AB? = BI? + AI2, soit
AI? = AB? — BI? = 62 — 32 = 27, done Al = /27 puisque AI > 0.
En procédant de facon analogue, on trouve : AJ = /27.

3. Ona:

ﬂ-fTJ’z%[Ewt_c‘y%{Rﬁﬁ):ﬁ(ﬁhﬁ)-(ﬁquﬁ}
- Y AB.4¢ + 2B . AD + AC . AC+AC - AD)

2Af_.'2

N T |

(18 + 18 + 182 + 18) = 22, 5.

4. Ona AL AJ =225 __ donc Al x AJ xcos(TAT) = 22,5,
Al - AJ = AI x AJ x cos(TAJ)

25 25 25

TATx A AP T o1

de la caleulatrice, on trouve : 1AJ = 34°.

done cos(IAJ car Al = AJ = \/27. A Paide

Application 69. Pour une meilleure compréhension, il est conseillé de s’aider
d’une figure.
ABCDEFGH est un cube d’aréte un nombre réel a > 0.

1. — OnaDA.BG=CB.BG = (-BC)-BC = —BC.BG = —BC x BG x
V2

co&(aﬂg‘(?} = —a % av2 x cos(45°) = —a’v2 x — = —a®.

2

— OnaDH-BG =CG.BG = (-GC)- (-GB) = GC -GB = GC x
Gﬂxem{m)-——axa 2xcm{45°}=a2\/§x§=az.
2. Ona:

ﬁiﬁ:(m+m+ﬁﬁ]§5
- DA.-BG+DC-BCG + DH - BC

Dnavuqucm_-_i?_?:—azetﬁ-ﬁ:ag.Depllm:D_C')-E_G,:

E - ﬁ =0 car CGB = 90°, donc finalement : ﬁ . Jﬁ =0.

3. Puisque DF-BC = 0, on peunt affirmer que les droites (DF) et (BG) sont
orthogonales.
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Application 70. ABCD est un tétraédre tel

que le triangle ABD est isocéle en A et le

triangle BC D est isocéle en C. [ est le milieu B
du segment [BD].

C

1. Le triangle ABD est isocéle en A, done la médiane (A[l) issue du sommet A

est aussi la médiatrice du segment [BD]. De méme, (IC) est la médiatrice
du segment [BD).
Par conséquent, les droites (BD) et (IA) sont orthogonales, et les droites
(BD) et (IC) sont orthogonales, done (BD) est orthogonale i deux droites
sécantes incluses dans le plan (AIC'), done (BD) est orthogonale au plan
(AIC).

2. La droite (BD) est orthogonale an plan (AIC), donc (BD) est orthogonale
a toute droite contenue dans (AIC) par définition, en particulier a la droite
(AC).

Application 71. Pour une meilleure compréhension, il est conseillé de s'aider
d'une figure.
ABCDEFGH est un cube.

1. OnaCG-GF =0 (les droites (C'G) et (GF') sont orthogonales) et CG.CH =
0 (les droites (C'GG) et (GH) sont orthogonales), done CC est orthogonal
i deux vecteurs directeurs du plan (FGH), donc CC est normal au plan
(FGH).

9. Ona AH.DC = AH.AB =0 (les droites (AH) et (AB) sont orthogonales)
et AH - ﬁ = 0 (les droites (AH) et (DE) sont orthogonales), done ;ﬁ est

orthogonal A deux vecteurs directeurs du plan (E'DC'), done AH est normal
au plan (EDC).

A

Application 72. ABCD est un tétraédre ré-
gulier d'aréte 1. I et J sont les milieux res-

pectifs de [AB] et [CD].

1. Le triangle IC'D est isocéle en I, done la médiane (IJ) issue du sommet [
est aussi la médiatrice du segment [C'D)]. Ainsi, les droites (I.J) et (CD) sont
orthogonales.
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2. La distance du point I i la droite (CD) est I.J car J est le projeté orthogonal
de [ sur la droite (C'D).
En appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle I.JC : 1C? = 1% +
JC%, soit : IJ* = IC?* — JC-,
En appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle TAC : AC? =
IC? + T A2, soit : IC? = AC? — T A2,

1 1 1
Par conséquent IJ2 = JIC2 - JC?2 = AC? - JA2-JC?=1- 1=
done I.J = i car IJ > 0.
V2
A
Application 73. ABCH est une tétraedre
tel que ABC est un triangle équilatéral
d’aréte un réel a > 0 et les autres faces sont
des triangles rectangles en H.
C

g
1. Ot HE - HC = 0 car Jes droites (HB) et (HC) sont orthogonales.

9. Ona (HA+AB)- (HA+AC)=HA® + HA-AC+ AB-HA+ AB- AC

avec :
2
- E-E:Aﬂxmxmg(ﬁnﬂ:%
— AB-HA =AB-(-AH) = —AB - AH = —AB x AH x cos(BAH) =
—AB x AH x %g car le triangle BAH est rectangle en H, donc E :
HA = —AH?
— HA.AC = (-AH)- AC = —AH - AC = —AH x AC x cos(HAC) =
—AH x AC x %g— car le triangle C AH est rectangle en H, done HA.
AC = —AH?
2 2
Ainsi : (HA + AB)- (HA+AC) = HA? —HA? —_HA? + S =% -HA

3. On obtient des question 1 et 2 :

HE-HC =0
{(ﬁ+ﬁ)~{ﬁ+@]=ﬁ-fﬁ:f§-ffﬁ

a? a? a?
done o HA? = 0, soit HA? = 5 soit HA = 5 car HA > 0, soit
HA="% cara>o.

V2
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Application 74. On considére le cube
ABCDEFGH représenté ci-dessous et
on se place dans le repére orthonormé
(A; AB, AD, AE).

Soit I(x;y; 2) le projeté orthogonal du
point G sur le plan (BDE).

1. On a B(1;0;0), D(0;1;0), E(0;0;1) et G(1;1;1), donc on obtient

B—fs(zl)m(é),m(f;l) a(‘)
0 = z z—1

2. La droite (G1) est orthogonale au plan (EBD). En particulier, la droite (GT)
est orthogonale aux droites (BD) et (EB). On a alors :

Gi-BD=0 o [F1xE@E-D+1x @G- +0x(z-1)=0
GI-EB=0 15— 1) + 05 (y—1) =15 (2 — 1) =0

=gl =] = —-x+y=0
e
r—1—2+1=0 Tr—2=

{I=y
— — I=y=2z.
r=2=z

3. Ona:

GI-BI=0 < (-1P+yly—1)+2(2—-1) =0
= (—1)2+z(z—1)+ax(z—1)=0 carz=y =2
= (z—1)2+2z(x—1)=0
— (z—1)(z—1+ 2x)
< (r—1)(3z — 1) =0 (la question s’arréte ici)
= rx—1=0 on Jz—1=0

1
— =1 ou .-1.'=§.

Or z # 1 car si # = 1, les points I et G sont confondus, ce qui n'est pas le
cas puisque le point G n'appartient pas au plan (BDE), done finalement :

rﬁ-ﬁ:{] — :1::%.

4. La distance du point &G an plan (BDFE) est GI car I est le projeté orthogonal
de G sur le plan (BDE).
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. % : é), donc on obtient :

i3+ G-+ G- - () -

Application 75. Notons A la droite de I'espace dont une représentation parame-
trique est donnée par le systéme suivant :

Lol =

D’aprés la question précédente, on a [ (

r=1+3t
y=8-2t tekR.
z = 6t

1. En choisissant t = 0 dans la représentation paramétrique de la droite A, on
obtient un point appartenant i la droite A : le point A(1; 8; 0).

3
Le vecteur ©@ | —2 | est un vecteur directeur de la droite A.
G
1
2. La droite A n'est pas paralléle i la droite D dirigée par le vecteur & | —2
1

car les vecteurs i et de ¥ ne sont pas colinéaires (les coordonnées de i et de
¥ ne sont pas proportionnelles).

H G
I
E F
Application 76. ABCDEFGH est un cube J
| 4
d’aréte 1. On munit 'espace du repére ortho- T
normé (D ; m, ﬁ}, ﬁ) D)L 3 C
V4
7
-
A B

1. Ona B(1;1;0), D(0;0;0), E(1;0; 1), FF(1; 1; 1} et G(0; 1; 1).

1 = -1

Ainsifﬁ 1 ,E 1| et BE[ 0 , done on obtient : DF - EG =
1

0 1
1x(-1)+1x1+1x0=0et DF-BG=1x(-1)+1%0+1x1=0.

2. (a) D’aprés la question précédente, le vecteur DF est orthogonal a deux

vecteurs directeurs du plan (EBG) (les vecteurs EC et E‘:’], donc DF
est normal au plan (EBG).
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1

(b) Le vecteur b? 1| est normal au plan (EBG), done une équation
1
cartésienne de (EBG) est de la forme : x +y+ 24+ d =0, ou d est un

réel.

De plus, le point E(1; 0; 1) appartient au plan (EBG), done 1+ 0 +
1+ d=0, c'est-i-dire d = —2.

Finalement, une équation cartésienne de (EBG) est :

z+y+z—-2=0.

Application 77. Dans un repére orthonormé de 'espace, on considéere les points
A(1; -2; 4), B(—2; —6; 5) et C(—4; 0; —-3).

3 5
i, Onw: A | <4 k AC | 2
1 —7

Les coordonnées des vecteurs A et AC ne sont pas proportionnelles, done

les vecteurs AB et AC' ne sont pas colinéaires, done les points A, B et C ne
sont pas alignés. Les points A, B et C forment donc le plan (ABC).

a
2. (a) Soit un vecteur 77 | b | ou a, b et ¢ sont trois réels.
¢

71 la (ABC) <
f normal & (ABC) {ﬁ.,ﬁﬂ; {—5a+2b—?c:={}

c=3a+4b
—5a+2b—7(3a+4b) =0

o ¢ = 3a+4b - c=3a+4b
—26a — 26b =0 a+b=20

¢ =3a+4b {c:S{—b}+4b
—

=
a=—b a=—b
c=b
a=—b
En choisissant arbitrairement b = 1, on obtient a = -1, b=1ete=1,
—1
et donc#i | 1 | est un vecteur normal a (ABC).
1
-1
(b) Puisque 7i | 1 | est normal au plan (ABC'), une équation cartésienne
1

de (ABC) est de la forme : —z + y + 2 +d =0, ol d est un réel.
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De plus, le point A(1; —2; 4) appartient au plan (ABC), donc : —1 +
(=2)+4+d =0, cest-a-dire : d = —1.
Finalement, une équation cartésienne de (ABC) est :

—-z+y+z—1=0.

Application 78. Dans un repére (O: i, j, k), on considére les points A(1; —1: 2)
et B(—1;3; 4), et on note A la droite de représentation paramétrique :

r=—t
(S)qy=56-2t tekR.
z=5—1
-2
Le vecteur ;ﬁ 4 | est un vecteur directeur de la droite (AB) et le point
2

A(l; —1; 2) appartient a la droite (AB), donc une représentation paramétrique
de (AB) est :

z=1-2¢
(SYSy=-1+4t' t€R.
z2=242t
-1
— Le vecteur @ | =2 | est un vecteur directeur de la droite A.
-1

Les coordonnées des vecteurs AL et i ne sont pas proportionnelles, donc les
vecteurs AR et i ne sont pas colinéaires, done les droites (AB) et A ne sont
pas paralleles.

— Soit I un point quelconque de coordonnées (x; y; 2).

I€ AN(AB) < (z;y; z) vérifie les systémes (S) et (S')

4

x=—t
y=5-—2¢

&= il existe (t; t') € R? tel que { F=a=t ;
r=1-=2t
y=—1+4¢
k.¢.’=2+2iJI
(—t=1-21

= il existe (t;t') € R? tel que { 5 — 2t = —1 + 4t
5-t=2+2t'

(t=2'-1 (1)
<= ilexiste (t;t') € R? tel que 2t =6 — 4t' (2)
t=3-2¢ (3)
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On résout ce dernier systéme d’inconnu (; #') € R? par méthode de substi-

tution.
(2) 2%=6—4t' &4 202¢ —1) =6 — 4t = #' =1

G g B g i wiy
(3) 1=3-2x1, done le couple (1; 1) est bien solution de I'équation (3).

On obtient donc 'équivalence suivante :

i=1

I appartient & A et (AB) <= il existe (t; ') € R? tel que {t" 2§

Cette derniére proposition étant vraie, il vient que le point I appartient aux droites
A et (AB). Les droites A et (AB) n'étant pas paralléles, on déduit qu’elles sont
séeantes en [.

Pour obtenir les coordonnées (z; y; z) du point I, on remplace ¢ par 1 dans le
systeme (S) (ou ' par 1 dans le systéme (S’)). On obtient I(—1; 3; 4).

Application 79. On munit 'espace d'un repére orthonormé. On étudie la position
relative du plan P d’équation cartésienne (E) 5z +y — z+ 3 = 0 et de la droite D
dont une représentation paramétrique est donnée par le systéme :

r=s
(S)Jy=1—-6s seR.
z=3—38
5 1
— Le vecteur 7| 1 | est normal au plan P et le vecteur i | —6 | est un
-1 -1

vecteur directeur de la droite D.
Onaid-i=5x1+1x(—6)+(—1)x(—1) =0, donc le plan P est paralléle
a la droite D.

— Soit I un point quelconque de coordonnées (x; y; z).

IeDNP < (x;y; z) vérifie (S) et (EF)

(=35

y=1-—6s
< il existe s € R tel que { #

Z=3—2

9z +y—2+4+3=0

Ir:ﬂ=.‘_\'
o =1-—6s
<= il existe s € R tel que { 4 3
z = -8

55+ (1—65)—(3—35)+3=0
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=8
Y
<= il existe s € R tel que Y 2
z=3—3s
1=0

La derniére proposition étant fausse, la premiére I'est aussi, done il n’existe
pas de point appartenant & D et 4 P.

Finalement, la droite D est strictement paralléle au plan P.

Application 80. L'espace est muni d'un repére orthonormé. On note Py et Ps
les plans dont une équation cartésienne est respectivement :

(Bh)z+y—3243=0 et (Eg)z—2y+62=0.

1. Considérons la droite d de représentation paramétrique :

r=-2
(S)qy=-1+3t tekR.
z=1

— Montrons que la droite d est incluse dans les plans P; et Ps.
Soit un point I de coordonnées (x; y; z) appartenant & la droite d. Alors
il existe un réel t tel que les coordonnées de [ sont (—2; —143t; t). On
remarque alors que les coordonnées de [ vérifient les équations (E;) et
(E2) puisque : =2+ (—1+3t)—3t+3 =0et —2—2(—1+3t)+ 6t =0,
done [ appartient aux plans Py et Ps.
Finalement, nous avons montré que d C Py et d C Ps.

1 1
Le vecteur 177 | 1 | est normal au plan P, et le vecteur niy | —2 | est
-3 6
normal au plan Ps.
Puisque les coordonnées de nj et n5 ne sont pas proportionnelles, ces
vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les plans P et Py sont sécants
selon une unique droite : la droite d d’aprés le premier tiret.

Finalement, les plans P; et P2 sont sécants selon la droite d.

2. Notons P le plan d’équation cartésienne (E) 2z —y + 224+ 2=0.

2 0
— Le vecteur 72 | —1 | est normal au plan P et le vecteur i | 3 | est un
2 1

vecteur directeur de la droite d.
Onat-i=0x2+3x(-1)+1x2=—13%#0, donc la droite d est
séeante avec le plan P.

— Notons (x; y; z) les coordonnées du point d’intersection [ de la droite d
avec le plan P. Alors (z; y; 2) vérifie (S) et (F). Il existe donc t € R tel
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xr=—2 z=-2
y=-143t : y=-—1+3t
que : ,i.e. tel que:
g=1 gre={
2r—y+2:4+2=0 —4—(-14+3t)+2t+2=0
z=-2
= -4
i.e. tel que : 4
z=-1
t=-1

Finalement d et P sont sécants en le point [(—2; —4; —1).

Application 81. Dans un repere orthonormé de l'espace, on considere le point
-2
B(2; 0; 7) et on note d la droite qui passe par le point A(1; 3; 0)etdont @ | 1
5
est un vecteur directeur.
-2
1. La droite d est orthogonale au plan P, donc le vecteur 2 | 1 | est normal a
)
P, donc une équation cartésienne de P est de la forme : —2x+y+52+d = 0,
oudeR.
De plus, le point B(2; 0; 7) appartient au plan P, done (—2) x 24+ 0+ 5 x
7T+ d =0, c'est-i-dire d = —31.
Finalement, une équation cartésienne de P est :

27 4+y+52—31=0 (E)

2. On donne ci-dessous une représentation paramétrique de la droite d :

z=1-2¢
(S)sy=3+t¢ t € K.
z=>5i

Notons (x; y; z) les coordonnées du point K, projeté orthogonal de B sur
d. Le point K appartient i la droite d et au plan P, done (z; y; z) vérifie

r=1—32
=3+t
(S) et (E). Il existe done t € R tel que ¥ r: , i.e. tel
Z=4a
2z +y+52—31=0
z=1-2 r=1-—-2¢
que : i * , i.e. tel que : p * :
=5 z =51

—2(1—2t) +3+t+5(5t)—31=0 t=1
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z=-1
=4
i.e. tel que : 4
#=h
t=1

Finalement, les coordonnées du point K sont (—1; 4; 5).

Application 82. On considére le plan P d’équation cartésienne 4e+y+2—-3 =10
et le point A(3; 2; 0).

L'objectif de cet exercice est de déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
K du point A sur le plan P.

4
1. La droite A étant orthogonale 4 P, le vecteur 7 | 1 | est un vecteur directeur
1
de la droite A puisque 7i est normal & P.

2. D’apres la question 1 et sachant que A(3; 2; 0) appartient a la droite A, une
représentation paramétrique de A est :

c=3+4t
(S)sy=2+t t € R.
o=

3. Notons L le point d’intersection de A et P. Notons (z; y; z) les coordonnées
du point L, et (F) I'équation cartésienne de P donnée dans I’énoncé.
Le point L appartient a la droite A et au plan P, done (x; y; 2) vérifie (S)

z=3+4
y=2+t
et (F). Il existe donc t € R tel que ¥ f+ , i.e. tel que :
=
dx+y+2-3=0
(=344t x=3+4
— 941 y=2+t
i ,le tel que: §  _ 4 , i.e. tel que :
z = =
11
(4(3+4t)+2+t+£t-3=0 ;z_ﬁ
(£ =5/3
y=25/18
2 =—11/18
[t =—11/18

> ) - 5 25 i 1_
Finalement, les coordonnées du point L sont 3 3 T : —18 )

4. Le point L est le projeté orthogonal du point A sur le plan P, done d’aprés
5 25 1])

la question précédente : K (5 187 " 18
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Application 83. Un Rubik’s cube est constitué de 27 petits cubes sur lesquels
sont collées des étiquettes de couleur. On détache les petits cubes, indiscernables
au toucher, et on les place dans une urne. On en tire un au hasard.

Notons X la variable aléatoire qui donne le nombre de faces colorées sur le petit
cube tiré.

Dans la suite, {1 désigne 'ensemble des 27 cubes, c¢’est-a-dire 'univers associé a
I'expérience aléatoire décrite ci-dessus.

1. La variable aléatoire X prend ses valeurs dans 'ensemble {0; 1; 2; 3}.
Dans le Rubik’s cube, on dénombre 1 cube sans couleur, 6 cubes ayant 1 face
colorée, 12 cubes ayant 2 faces colorées et 8 cubes ayant 3 faces colorées.
La loi de probabilité étant équirépartie sur €2, on déduit la loi de probabilité
de X dans le tableau ci-dessous.

k 0 1 2 3
P(X =k) | 1/27 | 6/27 | 12727 | 8/27

2 6 12 8 54
2. E{X)=;}kP{X=k]=1x§?+2x 2—7+3>< 57 =57 =
Si I'on effectue un trés grand nombre de tirages avec remises d’un cube dans
I'urne, la valeur moyenne des nombres de faces colorées obtenues est égale a

2

2.

2 1 6 12

= o 2 DO L T Il B [ T B ol

3. V(xy_gl(k EX)*P(X = k) = (=2)% x 55 + (-1)* x 5= + 0% x 5= +
8 18 2
2 — I e T e
P =%=3

Application 84, On dispose de deux sacs opaques. L'un contient trois papiers
portant les numéros 0, 2 et 4, 'autre contient 5 papiers : deux portant le numéro
1 et trois portant le numéro 3.

On tire un papier de chaque sac et on additionne les numéros obtenus. Les papiers
sont indiscernables au toucher.

On note Z la variable aléatoire donnant le résultat.

1. Notons X la variable aléatoire donnant le numéro du papier du premier sac
et ¥ la variable aléatoire donnant le numéro du papier du deuxiéme sac. Les
valeurs prises par X sont donc 0, 2 et 4, et les valeurs prises par Y sont 1 et
3.

La variable aléatoire Z donnant la somme des deux numéros obtenus est
donc donnée par : Z=X +Y.

2. On représente la situation a 'aide d’un arbre pondéré.
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Valeurs de

Sac 1 Sac 2 Issues X Y VA
g_--'l @:1) 0431 =1
ﬂ..--""ﬁ
"-\.___Q
/ 5=~—~3 (0;3) 0+3=3
1
3
,_—-1 (2:1) 2+1=3
1____9g~—5
3 ""‘-\...._i
5~—~3 (2:3) 2+3=25

=

(4]

el @ EAy
—

3 (4;3) 4+3=7

Les valeurs prises par la variable aléatoire Z sont done 1, 3, 5 et 7.
En notant Q@ = {0; 2; 4} et ' = {1; 3}, la variable aléatoire Z est la
fonction définie pour tout w € 2 x ' par :

siw=(0;1)
siwe {(0;3);(2; 1)}
siwe {(2;3);(4; 1)}
siw=(4;3)

[

Z(w) =

=1 &

Notons que la loi de probabilité sur £ x 2’ n’est pas équirépartie.
Déterminons par exemple P(Z = 3). On a :

{Z=3}=({X=0}n{Y =3hu({X =2}n{Y =1}).

Les événements {X = 0} N{Y = 3} et {X = 2} N {Y = 1} étant incompa-
tibles, on obtient :

P(Z=3)=P{X=0}n{Y =3)+P{X =2}n{Y =1})
= P(X =0) x Pix—o)(Y =3) + P(X =2) x Pix—n(Y =1)
1 8.1 2 1

3 XET I
On calcule de méme les probabilités P(Z = 1), P(Z = 5) et P(Z = 7). On
obtient ainsi la loi de probabilité de Z dans le tableau ci-dessous.

z 1 3| 5| 7
PZ=z|2/15]|1/3|1/3|1/5
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Application 85?. On joue & un jeu se déroulant en deux étapes.

— Dans la phase 1, on lance un dé équilibré a six faces. Si le résultat obtenu
est 1 ou 6, on gagne 9 points. Sinon, on perd 6 points.

— Dans la phase 2, on lance une piéce équilibrée. Si on obtient face, on gagne
6 points. Sinon, on perd 2 points.

Notons X la variable aléatoire correspondant au nombre total de points obtenus.

1. Notons X; la variable aléatoire donnant le nombre algébrique de points i
I'issue de la phase 1 et X5 la variable aléatoire donnant le nombre algébrique
de points i l'issue de la phase 2. Les valeurs prises par X sont done 9 et
—6, et les valeurs prises par X, sont 6 et —2.

La variable aléatoire X donnant le nombre total de points obtenus est done
donnée par : X = X + Xo.

2. On donne ci-dessous la loi de probabilité de X; et Xs.

k 9 | -6 k 6 | —2
P(X;=k) | 2/6 | 4/6 PXo=k) | 1/2 | 1/2

3. Par linéarité de 'espérance, on a :
E(X) = E(X) + Xp) = E(X)) + E(X2)
odt E(Xy) = gx-§+(-ﬁ) . % = —1 et E(X) =Gx%+(—-2}
on obtient : E(X)=-14+2=1.

1

® 5= 2, done

Application 86. Les variables aléatoires X; et X, étant logiquement indépen-
dantes (l'issue de la phase 2 n'est pas influencée par l'issue de la phase 1), on
a:

V(X)=V(Xi +Xp) =V(X1)+V(Xy)
avee V(X;) = %(9—E(X;})2+%(—B—E(X1)}2 - éxlﬂ2+-§ X (=5)2 = l;—“ — 50
ot VE) = é(ﬁ — E(X2))? + é(—z — E(X3))? = % x 42 + % % (—4)2 = 16, done

on obtient : V(X)) = 50 + 16 = 66.

Application 87. On considére dix variables aléatoires X, ..., Xyo définies sur
un méme univers (). On suppose que ces variables aléatoires sont i.i.d.
On donne ci-dessous la loi de probabilité de X5.

T 5 | o | 2 3
P(X;=z)| 0,4 [0,3|0,2]0,1

9. Afin de simplifier la correction de cette application, on s’intéresse uniquement aux ensembles
des valeurs prises par X, Xz et X et on ignore leur domaine de définition (le produit cartésien
% 8 avec 2= {1;...; 6} et ' = {pile; face}). Pour une correction définissant proprement
Xy, Xz et X sur £ x £, on pourra se référer 4 la correction de Papplication 84.
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10
On note S la variable aléatoire définie par S = Z X; et on note M la variable
i=1
aléatoire définie par M = Ilfjs‘
Notons que :
— E(X7)=-5x0,44+0x0,341x0,24+3x0,1=-1,5
— V(X7) =0,4(-5—E(X7))2+0,3(0— E(X7))?+0,2(1 - E(X7))*+0,1(3—
E(X7))? =8, 85.

1. Par propriété : E(S) = 10E(X7) = —15 et V(S) = 10V (X7) = 88, 5.

2. Par propriété : E(M) = E(X7) = —-1,5et V(M) = %V(XTJ = 0, 885.

3. On déduit : o(M) = /V (M) = /0,885 =~ 0,9407.

Application 88, On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes et on
appelle S I'événement : « Obtenir un Coeur ».

Notons X la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si I'événement S est réalisé et
la valeur 0 sinon.

1. Tirer une carte dans un jeu de 32 cartes est une épreuve de Bernoulli de
parametre p = 0,25 en considérant que le sucees est 'obtention d'un Coeur.
La variable aléatoire X prend done la valeur 1 en cas de succes et la valeur
0 en cas d’échec dans I'éprenve de Bernoulli, done X suit la loi de Bernoulli
de parameétre p = 0, 25.

2. E(X)=p=0,25et V(X) =p(1 —p) = 0,25 x 0,75 = 0, 1875.

Application 89. On lance quatre fois de suite un dé équilibré i six faces numé-
rotées de 1 i 6.
On note X la variable aléatoire comptant le nombre de 6 obtenus.

1. Lancer un dé est une épreuve de Bernoulli de parameétre p = 1/6 en
considérant que le succes est I'obtention du 6.

— Lancer quatre fois de suite un dé constitue quatre répétitions identiques
et indépendantes de |'épreuve de Bernoulli de paramétre p = 1/6 précisé
ci-dessus, donc constitue un schéma de Bernoulli de parameétres n = 4
et p=1/6.

— La variable aléatoire X compte le nombre de 6 obtenus i l'issue des
quatre lancers, c'est-d-dire que X compte le nombre de succés dans le
schéma de Bernoulli de paramétres n = 4 et p = 1/6 précisé ci-dessus,

donc:X~B(4‘, é)

3 1 3
3 Cha F{X =3 = (g) (%) (l — {—;) = (j) (é) X % 2 0,015 (4 'aide

de la caleulatrice, arrondi & 1073 prés).
La probabilité d’obtenir a trois reprises le 6 a I'issu des quatre lancers est
d’environ 0, 015.
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3. Ona P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1) = 0,868 (a I'aide de la calculatrice,
arrondi & 1074 prés).
La probabilité d’obtenir au plus un 6 i I'issu des quatre lancers est d’environ
0, 868.

Application 90. On reprend la variable aléatoire X de 'application 2.

On rappelle que : X ~ B (4; %)

1 2
1. BE(X)=np=4x =5 ~ 0,67
Ce résultat signifie que si 'on répéte un trés grand nombre de fois 'expérience
des quatre lancers de dé, on obtiendra en moyenne 0, 67 fois la face 6 par lot
de quatre lancers.

1 1 ]

Application 91. Soit X la variable aléatoire donnant le temps d’attente (en
minutes entiéres) de I'ascenseur.
Cette variable aléatoire étant positive, on peut appliquer I'inégalité de Markov :
E(X 2
P(X25) <22 _

5 5

Application 92. Une urne contient trois boules noires et sept boules blanches.
On tire des boules successivement et sans remise jusqu’a 'obtention de la premiére
boule blanche.

On note X la variable aléatoire donnant le rang d’apparition de la premiére boule

blanche.

1. La variable aléatoire X prend ses valeurs dans 'ensemble {1; 2; 3; 4}.
Pour tout k € {1; 2; 3; 4}, notons :

— By, I'événement : « obtenir une boule blanche au k-iéme tirage » ;

N I'événement : « obtenir une boule noire au k-iéme tirage ».

1#”'31
10
<i I.--""'BE
11}"--.____N__...--'g B
1'--..____% H%#__--' 3
HN?"‘H-._; 1‘_____,34
EEN&:B
EN“
P(X =1) = P(B1) = —
NS
3 7 T
P(X =2)=P(NiNBy) =5 x5 =
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3 2 7 7
3 2 1 1
P(X-—-fi:l P(N;ﬂNQﬂNgnB;;} EX@-X%XI:TE—U-
7 7 111 .

V(X) = Z{k E(X))?P(X = k) = ?(1_H)E+l(g_}},)2+

L 1 oY T
120 g ) 10 g ) T 102
3. D’apreés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a :

V(X)
> 5.
1,6252 = 0,80

P(X - E(X)| <1,625) > 1 —

4. (a) Ona:

{|IX — E(X)| < 1,625} = {-1,625 < X — E(X) < 1,625}
={E(X)-1,625< X < 1,625+ E(X)}
={-0,25 < X < 3}
={1<X <3} car X {1;...;4}.

Ainsi: P(| X —E(X)| < 1,625)=P(1< X <2)=P(X=1)+P(X =
7 T
2 — + — == (,93.
=130
(b) La minoration obtenue a la question 3 n’est pas trés précise.
En régle générale, la majoration ou minoration fournie par l'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev est grossiére.

Application 93. Une urne contient huit boules indiscernables au toucher : 4 sont
rouges, 3 sont vertes et une est bleue. On tire au hasard une boule de cette urne
et on note sa couleur. Si la boule tirée est bleue, on gagne 10 points, si elle est
verte, 2 points et on perd un point si la boule est rouge.

Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de points obtenus.

1. (a) On donne la loi de probabilité de X dans le tableau ci-dessous.

z 10| 2 | -1
P(X=z)|1/8|3/8] 1/2

(b) .L:(Jf}=m><%+2><g+(—1)><1 1,5
V(X)=%{1ﬂ—1,5)2+ —(2-1,5)2 + %( 1-1,5)2=12,25
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2. On réalise n tirages avec remise, ot n > 2. Pour tout ¢ € {1;...; n}, on
note X; la variable aléatoire donnant le nombre de points au i-ieme tirage.
On note M,, la variable aléatoire donnant le nombre moyen de points obtenus
lors des n tirages.

(a) D’aprés I'inégalité de concentration, on a :

VX) _, 122

= 5 =1 — =
P(IMy ~1,5) < 0,1) > 1~ =550 =

(b) On dispose de la double inégalité suivante :

1225
1- == < P(Ma-15/ <0, <L

1225

Puisque lim (1 - = (), il vient d’aprés le théoréme des gen-
=400

darmes : lim P(|M, —1,5| <0,1)=1.
n_}+mf -’ # # *
Cette derniére égalité peut également s’écrire :

lim P(|JM,-1.5/>0,1)=0.

i P(M, ~1,5>0,1)
Cette égalité est la loi faible des grands nombres. Elle indique que la
probabilité que l'écart entre M,, et 1,5 soit supérieur a 0,1 est tres
proche de 0 dés lors que le nombre n de tirages (avec remise) est grand.

1225

n

> 0,9 d’'inconnue n € IN*.

3. Il s'agit de résoudre 'inéquation 1 —
Pour tout n € N*, on a :

1225 1225

1 — >0,0 & — <0,1 <= 0,1n > 1225 < n > 12250.
n

Ainsi, pour tout entier n > 12250, P(|M,, — 1,5/ < 0,1) > 0,9.
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Exercice 1.1. Un loueur de voitures dispose au 1°" mars 2022 d’un total de 10000
voitures pour I'Europe. Afin d’entretenir son parc, il décide de revendre, an 1°'
mars de chaque année, 25% de son parc automobile et d’acheter 3000 voitures
neuves. On modélise le nombre de voitures de 'agence a 'aide d'une suite (uy)
oil, pour tout entier naturel n, u,, est le nombre de voitures présentes dans le parc
automobile au 1°" mars de 'année 2022 + n.

On a done ug = 10000.

1. Pour tout entier naturel n, le nombre u,, 1 de voitures au 1°¥ mars de 'année
2022 + (n + 1) est obtenue en retirant 25% du nombre u,, de voitures au 1°
mars de 'année 2022 + n (c’est-i-dire en multipliant w,, par 0,75), puis en
ajoutant 3000 voitures, soit :

Uns1 = 0, T5u,, + 3000.
2. On note (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par :
Unp = Up — 1200[}.

(a) Il s’agit de montrer que, pour tout entier naturel n, v+ = 0, 75v,,.
Pour tout n € N, on a :
Upn41l = Uny1 — 12000
= 0, THuy + 3000 — 12000
= 0, T5u, — 9000
— 0, 75(vy, + 12000) — 9000 car u, = v, + 12000
=0, 7ov, + 0,75 x 12000 — 9000
= 0, 75w, + 9000 — 9000
= 0, 7T5vy,.
Par conséquent, la suite (v, ) est géométrique de raison ¢ = 0, 75. Son
premier terme est : vy = ug — 12000 = 10000 — 12000 = —2000.
(b) En vertu de la question précédente, on obtient pour tout n € N :

v, =y X ¢ = —2000 x 0, 75™.

Ona: lil_lt:l 0,75" = 0car —1 < 0,75 < 1, done par produit de limites :
=100
lim (—2000 x 0,75") =0, soit : lim w», =0.

n—+co n—+oo
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(c) Pour tout n € N, puisque u,, = 12000 + v, il vient d’aprés la question
précédente :

, = 12000 + v, = 12000 — 2000 x 0, 75",

(d) Puisque pour tout n € N, u, = 12000 + v, il vient par unicité de

la limite de (u,) : lim w, = lim (12000 + v,), soit : lim wu, =
n—4oo n—+oo n—+o00

12000 + lim v, par somme de limites, soit : lim wu, = 12000 car
T == 030 n=—F=00

lim v, =0 d’aprés la question 2.(b).
n—+oo

Dans le contexte de 'exercice, cela signifie qu’au bout d’un grand nombre
d’années, le parc automobile de ce loueur comptera 12000 voitures.
3. 1l s’agit de montrer que pour tout n € N, u, 1 — u, = 0.
Pour tout n € N, on a :

Upt1 — Up = 0, THu, + 3000 — u,
= 3000 — 0, 254y,
= 3000 — 0,25(12000 — 2000 x 0, 75™)
= 0,25 x 2000 x 0,75
=500 % 0,75" > 0.

Par conséquent, la suite (u,) est (strictement) croissante.

4. (a) Le programme ci-dessous affiche I'année & partir de laquelle le pare
automobile comptera au moins 11950 voitures.

-

U 10000
N =20
while U < 11950:
N=NH+1
U= 0.75=%U + 3000
|print (N)

T

A

(b) Le programme affiche 13, done le pare automobile comptera au moins
11950 voitures & partir du 1° mars de 2035.

Exercice 1.2. On note (u,) la suite définie par vy = 3, u; = 6 et, pour tout entier

naturel n :

5

Up42 = E'ﬂnq-l = Zun-

Le but de cet exercice est d’étudier la limite éventuelle de la suite (u,).

Partie A. Conjectures

1. La fonction Python ci-dessous nommée u prend en argument un entier na-
turel n et renvoie la valeur de u,,.
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lfﬁaf uln):

2 if n ==

3 return 3

i elif n ==

5 return 6

6 else:

7 a=3 #valeur de u_0
8 b =6 #valeur de u_1
9 for i in range(2, n+1):
10 u = (5/4)*b - (1/4)=*a #valeur de u_n
11 a=>

12 b =1

ij return (u)

2. On fait appel a la fonction u pour quelques valeurs de la variable n. On
présente les résultats dans le tableau ci-dessous, tronqués au milliéme.

n 4 5 6 e 21 22 23
Un | 6,984 | 6,996 | 6,999 | --- | 6,999 | 6,999 | 6,999

On peut conjecturer que : lim u, =7.
= 00

Partie B. Etude de la suite

On note (vy,) et (wy,) les suites définies pour tout entier naturel n par :

1
Uy = Uptl — -’-_lu" et w,=u,—7T.
1. (a) Pour tout n € N, on a :
1 5 1 1
Un4l = Ung2 — 4_u“+] = Zunﬂ = 4—Un = Z'Umrl
1

=Upn41 — E”H“ = Uy.

La suite (v,,) est done constante. Pour tout n € N, on a en particulier :

Uy = Vg = Ui — —*E—B—?l
n = Up = Uy — JUp = i =g
1 1 21
(b) Pour tout n € N, on a : ups1 = 7Un + Up = 1in + T
2. (a) Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « u, < tpy1 <

15 ».

— Initialisation. On a up = 3 et u; = 6, donc P(0) est vraie.
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Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, c'est-d-dire tel que
Up < Uns1 < 15. Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire :
Upt1 < Upys < 15,

. #» 1
Par hypothése de récurrence, on a : u,, < u,4q < 15, done : —u,, <

lu {E{lunc'lu +g~1~~=‘;~1~u ~I~E-=‘:E-1~g soit, :
4 n1 4-. +4r.‘r, 4 1 1 1 4 4:- "
Upt) < Upg2 <9 < 15,

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : ¥n € N, (P(n)
= P(n+ 1)), donec P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

(b) D’apres la question précédente, la suite (uy) est strictement croissante

(b)

et majorée par 15. En vertu du théoréme de convergence monotone, la
suite (u,) est convergente. On note £ sa limite.

Puisque (u,) est strictement croissante, on a pour tout n € N : u, >
ug = 3. Par conséquent, pour tout n € N, on obtient :

351.!“ {:un+} < ].5.

La suite (u,) est minorée par 3, majorée par 15 et converge vers £, done
par propriété, on peut affirmer : 3 < £ < 15.
Pour tout n € N, on a :

B il o T 7
Wn4+1 = Unp41 —4'“-11 4 ‘—411311 4

_1, n T_1, 7 71

=3\ I i TR T e

; 2 s ) 1
Par conséquent, la suite (w,) est géométrique de raison g = 1 et de
premier terme wg =ug —T7T=3— 7= —4,
En vertu de la question précédente, pour tout n € N, on a :

1 T
wnzwuanz—d(z) .

Par conséquent, pour tout n € I, on obtient :

Tx® 4 i 1 R sl
Uy = T+wy = 7T—4 (3) =T_F =T—4 ﬂ=T_4u—l = _(E) .

=400

n—1
Ona: lim (i) =0car —-1< i < 1, done par produit et somme

n—1
de limites : lim T— (1) =T.

n—+o0 4
Finalement, on obtient : lir_EI iy = 7. Ce résultat confirme la conjec-
T—1T00

ture émise dans la partie A.
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Exercice 1.3. Le but de cet exercice est d’étudier les suites de termes positifs dont
le premier terme est strictement supérieur a 1 et possédant la propriété suivante :
pour tout entier n > 1, la somme des n premiers termes consécutifs est égale au
produit des n premiers termes consécutifs.

On admet qu’une telle suite existe et on la note (un). Elle vérifie done trois pro-

priétés :

— g >1,

pour tout n = 0, u,, = 0,
— pourtout n > 1, wo+u1+ -+ tn_1 =Uo XUy X - X Un_]-
1. On choisit ug = 3.

3
Ona:wptuy=uwgxu < 3+u; =3u; < 2u; =3 < u|=§.
9 9
On a aussi : wg + uy + s = ug X Uy X Uy §+ug= %2 = Uy =z
2. Pour tout entier n > 1, on pose 8, = ug+uy+- -4ty = UpXUpX- - Xy_1.

On a en particulier : 57 = ug.

(a)

- Pour tout entier n > 1, on a :
Spg1 =Up+ U+t U + UL = Sy + Up.

— Pour tout entier n > 1, u,, = 0, donec : uy + - + 1,1 = 0, il vient
done : wg+uy + -+ + 1y = ug > 1, soit : 8, > 1.

(b) Soit un entier n > 1. On a montré I'égalité : s, 1 = s, + u,. On peut

également montrer que s, 1 = s, X u,. Par conséquent, on obtient :
8+ Uy = 8y X Up.
Il vient done :

Sp T Up =83 XUy = 9p Xlg — Uy = 8y
'¢=r" uﬂ(sﬂ_l)zgﬂ

— Up =

car 8, # 1.

Sn

On adéji:uyg=3 > 1.

i 8
Pour tout entier n > 1, on a : s, > s, — 1, donc : —— > 1 car

8, —1 >0, soit : u, > 1.

Finalement, pour tout entier naturel n, u, > 1.

Le programme Python eci-dessous affiche, pour une valeur entiére posi-
tive de n donnée, le terme uy,.

' ™)

n int (input ("Entrer une valeur entiére positive n

. II))

for in range(1l, n+1):
u=s5/(s-1)

=] s + 1

wm
|
n e e w

print (u)
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(b) Le tableau ci-dessous donne des valeurs arrondies an millieme de u,
pour différentes valeurs de 'entier n :

n ol 5 10 20 30 40
u, |3/[1,140] 1,079 | 1,043 | 1,030 | 1,023

On peut conjecturer que la suite (u,) converge vers 1.

4. (a) Pour tout entier naturel n, on a u, > 1, done pour tout entier n > 1 :

Sp = Up + u’] +"'+un-] > 1.
>1 >1 =1

(b) Pour tout entier n > 1, on a montré que s,, > n. Mais puisque lim n =
n—++o00
+00, il vient par comparaison : lim s, = +oo.
n—++o0
Pour tout entier n > 1, on a :

Uy =

Puisque : lim 2 = 0 par quotient de limites, alors lim (1 - i) =

n—++oo 8y n—too Sn

1 par produit et somme de limites, done lim = 1 par quotient

n—4+oo 1
oo
Sn
de limites, c’est-a-dire : lim wu, = 1.
n—+oo

Exercice 1.4. Deux suites (un) et (vn) sont dites adjacentes si (un) est croissante,

(vn) est décroissante et lim (vn — un) = 0.
n—+oo

Partie A. Premiers exemples

Dans chacun des eas ci-dessous, montrer que les suites (u,, ) et (v,) sont adjacentes.

P - 1 1 i Vi
1. ourtuutnEN,una.un—unzz—ﬂ+-g:Z2(§) .
Puisque lim (l i =0car -1 < : < 1,alors : lim (v, —u,) =0
n=t4oo |\ 2 2 ? n—+oo

par produit de limites.

— Pour tout n € N, on a :

IR DR ONC BIOR

donc la suite (u,) est croissante.
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2.

- Pour tout n € N, on a :

o (-0 - 0 () @)

done la suite (v, ) est décroissante.

Finalement les suites (uyn) et (vy) sont adjacentes.

1
— Pc-urtoutnEN*,nna:ﬂn—un=un+E_ﬂﬂ=

]|=

Ainsi : nlI}I-Pm(ﬂ“ —un) =0.
- Pour tout n € N*, on a :

n+1

1 =1 1
ﬂn+l_un=zk—g—zF=m > 0,

done la suite (uy,) est croissante.

— Pour tout n € N*, on a :

Un+1—1rn=ttn+1+n—_l|_-1-“(uu+%) =Rn+1—un+;—_}|_-i--$
4 1 1 n+nn+1)—(n+1)*
“BEIP ntl no n(n +1)?2
=n+n2+n—n2—2n—1=_ 1 26

n(n+1)2 nn+1)2 —

done la suite (v,) est décroissante.
Finalement les suites (un) et (v, ) sont adjacentes.

Partie B. Propriétés

Soient (uy) et (v,) deux suites adjacentes.

1.

On note (wy,) la suite définie pour tout n € N par : w, = v, — Uy.
(a) Pour tout entier naturel n, on a :

Wyt — Wn = Uppl — Unpl — (Un — Uy)

= Up4] — Un + Uy — Un4l

La suite (u,) est croissante, donc pour tout n € N : u, < 4y, soit :
Up — Uns1 = 0.

La suite (v,) est décroissante, done pour tout n € N : v, < vy, soit :
Uptl = Un 5 {]

Par conséquent, pour tout n € N, on obtient : w, 4, —w, <0 et la suite
(w,) est décroissante.

(b) La sunite (wy) est décroissante et converge vers () (car par hypothese :

nﬂg_mw iy = “H!‘.Il:l.m{ﬂn —1y) = 0), done d’apres application 11, la suite

(wy) est minorée par 0, ¢'est-d-dire : ¥n € N, w,, = 0.
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2. (a) Soit n un entier naturel. On a : w,, > 0, soit : v,, —u, = 0, soit encore :
Up = Up.
— La suite (u,) est croissante, donc : u, > uy. Or : v, > uy,, done :
Up = Q-
— La suite (vy,) est décroissante, done : v, < vg. Or : uy < vy, done :
Un < Vp-
(b) La suite (u,) est croissante et majorée par vy, elle converge done d’apres
le théoréme de convergence monotone.
La suite (v,) est décroissante et minorée par wup, elle converge done
d’apres le théoréme de convergence monotone.

3. On note £ la limite de (u,) et € la limite de (vy,).
D’une part,on a : lim w, = 0.

n—4oo
D’autre part,ona: lim (vp —up)= lim vy, — lim u,=£¢-#¢.
=400 T 30 Tl =00

Par unicité de la limite de (w,), on obtient : £ — ' = 0, soit : £ = {'.
Les suites (u,) et (v,) ont donc la méme limite £.

4. La suite (u,) est croissante et converge vers £, donc (u,) est majorée par £
d’aprés 'application 11 : pour tout m € N, on a u,, < £.
La suite (v, ) est décroissante et converge vers £, done (vy,) est minorée par
¢ d’aprés l'application 11 : pour tout n € N, on a € < v,.

Partie C. Application

Notons (un) et (vy) les suites définies par up = 2 et v9 = 10 et pour tout entier

naturel n :
2u, +v, Un + 3,
Unt+l = T et Un4l = T.

1. Notons (wy,) la suite définie pour tout entier naturel n par : w, = v, — un.
5
(a) Il s’agit de montrer que pour tout n € N, on a : wy4, = 75 Un-
Pour tout entier naturel n, on a :

Uy +3v,  2u, +v,

Un4l = Ungl — Ungl = 1 = 3
_ 3(un +3v,) — 4(2uy +vy) _ 3uy + vy, — Bu, — 4y,
B 12 - 12
b, — by, H ( ] 5

= = — (v, — Up) = —w,.
12 2 12"

P I : 5 :

Done la sunite (w,) est géométrique de raison g = D et de premier

terme wg=vg —up = 10— 2 = &,
(b) En vertu de la question précédente, pour tout entier naturel n, on a :

5 L
wn:wﬂxg":8(ﬁ) ;
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(¢) Ona: lim (%) ={lca,r—1<’.£<:’.1,douc: lim S(E) =0

=400 12 n—+oco 12
par produit de limites, soit : lim w, =0, soit : lim (v, —uy,)=0.
n—4oo n—+o0

2. Nous pouvons déji affirmer que pour tout entier naturel n, on a w, > 0
e n

puisque (~f—2) >0et 8> 0.

— Pour tout entier naturel n, on a :

2uy, + vy 2Ug + vy — 3y, vy — Uy Wy
Untl — Up = ——— — Uy = - ===

3 3 3 4

done la suite (uy,) est croissante.

— Pour tout entier naturel n, on a :

1::“ + S'Un ﬂﬂ + S'U“ . 41’“ ﬂ“ = 'Un _'wn
Un4+l —Up =—7FT—— —WUp = — — “-'-:'[h

4 4 3 4

done la suite (v,) est décroissante.

3. La suite (u,) est croissante, la suite (v,) est décroissante et lim w, =

n—+4ou
lil_:||_1 (vy, — uyn) = 0, done par définition, les suites (u,) et (v,) sont adja-
M= =00
centes.

Ainsi, les suites (u,) et (v,) sont convergentes et convergent vers la méme
limite ¢ (question 3 partie B).

4. On note (t,) la suite définie pour tout entier naturel n par :
ty, = 3y, + 4v,.
(a) Pour tout entier naturel n, on a :

2u, +v Uy, + 3v
tat1 = 3ups1 +4Unp =3><—23—1‘-+4x_“4_“.

= 2, + Uy +tn + 3, = 3u, +4v, = ¢,
done la suite (t,,) est constante. En particulier, pour tout n € N, on a :

£, =to = 3ug + 4vg = 3 x 244 x 10 = 6 + 40 = 46.

(b) Pour toutn € N,ona:t, = 3u, +4v,,donc: lim ft,= lim (3u,+
n—+oo n—+oo

4v,,) par unicité de la limite de (t,).
D’une part, on a: lim ¢, = 46 d’apres 4.(a).

n—4o00
: B L g N
D’autre part, on a : . HTN[EH“ +4dv,) = ﬂhlftl_lm Ju, + nlﬂlmdv" =
3 lim up,+4 lim v, =3+4=TL.
n—+4oo n—+oo
46
Par conséquent : 46 = T¢, soit : £ = =
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Exercice 2.1. On note f la fonction définie pour tout réel & par :

f@)=z+1+=.
€

On donne dans le repére orthonormé ci-dessous la courbe € représentative de la
fonction f ainsi que la tangente T" 4 la courbe ¢ au point A.

Partie A. Lecture graphique

Dans cette partie, on répondra aux questions uniquement par lecture graphigue.

1.

2.
3.

Par lecture graphique, on a : lim f(z) =+ocet: lim f(z)= —o0.
=400 T—+—00
Il semble que la courbe ¢ se situe en dessous la droite T sur R.

L’équation de la droite T est donnée par : y = ax + b, on a et b sont deux
réels.

Graphiquement, le coefficient directeur de la droite T est égal & 2, done
a = 2, et 'ordonnée i l'origine est égale & 1, done b= 1.

Finalement, I'équation de la droite T est : y = 22 + 1.

Partie B. Démonstration

Notons g la fonction définie pour tout z € R par : g(z) =1 — = + ¢*.
(a) — Ona lim (1—z)=+4occet lim e =0,donc lim g(z)=+oc0
T—r—00 T =00 T—p—00
par somme de limites.

2 T
Pour tout réel z, ona: g(z) =1—z+e* =¢€* (u_ S +1)_
g gt

. ; £ .
Ona lim — =0et lim — = 0 par croissances comparées,
r—+o0 €% =400 T

1 x
done par somme de limites, on obtient lim (— -—+ 1) =1
z—r+oo |\ ¥ eT
Puisque lim e* = +o0,il vient que lim g(zx) = 400 par produit
T—F+too oo

de limites.
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(b)

(c)

La fonction g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables
sur R et, pour tout réel z on a : ¢'(x) = —1 + €.
Déterminons le signe de la fonction ¢’ sur R. Pour tout réel z, on a :

)

F@) >0 = —14e>0 = e >1 < ">’ = z>0.

On dresse le tableau de signe de ¢' ainsi que le tablean des variations
de g sur R.

& —0x0 0 +o0

+co +00
g \ /
2

g0)=1-0+e"=1+1=2

D’apres le tableau des variations de g ci-dessus, le minimum de la fone-
tion g sur R est égal i 2, done pour tout réel z, on a g(z) > 2 > 0.
Ainsi, la fonetion g est strictement positive sur R.

i —00 +c0

g(x) 4

Pour tout réel z : f(z) =z + 1+ ze™".

Ona: lim (z+1)=—oc.
T—r—00
Par ailleurs : lim e % = +ooet lim z = —oo, done par produit de
L P00
limites : lim ze™* = —o0.
T—r—co
Par somme de limites, on obtient : lim f(z) = —oo.
L—F—00

Ona: lim (z+1) = +ooet: lim — =0 i ; 2

na: lim (z+ )=+o0e : Jim -~ = 0 par croissances comparées,
done par somme de limites, on obtient : lim f(z) = +cc.

T—+o0

3. La fonction f est dérivable sur E comme somme et quotient de fonctions
dérivables sur R.

Pour tout réel xz,on a f(z)=xz+ 1+ W) avec :
v(x)
u(z) =x; v(z) =e®;
u'lz) =1; v'(x) =%,

as7
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donc on obtient :

s u'(z)v(x) — u(z)'(xz) e* —ge* e*(1—x)
fllx)=1+ @) =1+ @E - 1+ ()2
=3 I—I:.," il gr+i—:c . q(j) —glz)es.
e € e

4. Pour tout réel =, on a g(r) > 0 d’aprés la question 1.(¢) et e™* > 0, done
f'(z) > 0. Par conséquent la fonction f est strictement croissante sur R.

& =00 o0
f'(z) +
+00
! /

5. (a) L'équation de la tangente i la courbe € an point d’abscisse 0 (c’est-a-
dire de la droite T') est donnée par y = f'(0)(x — 0) + f(0).

Or f'(0) = g(0)e™® = g(0) = 2 et f(0) =0+ 1+ % = 1, donc on
obtient :

y=f(0)(a—0)+ f(0) =2(x—0) +1=2z+1.

(b) Pour étudier la position relative de € et T sur R, on étudie le signe de
la fonction d définie pour tout réel x par :

d(z) = f(z) — 2z +1).
Pour tout réel =, on a :

2 x —ze®4+z x(l—€%)
d{.’t]=$+l+e—z—2$—1=-$+ﬁ—x= p = pe :

Pour tout réel @, on a : ¢* > 0, donc le signe de d(zx) est le signe de
z(1 — e%).
On déduit le tableau de signe de la fonction d sur R.

T —00 0 +00
x - 0 +
+ 0 —
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Ainsi, pour tout z € R, on a : d(z) <0, soit : f(z) — (2 + 1) < 0, soit
encore : f(z) <2x + 1.
Ainsi, la courbe représentative ¢ de f est en-dessous de la droite T sur

R.

Exercice 2.2.
Partie A

Notons f la fonction définie pour tout réel = par : f(z) = (z + 1)e”.

1. —Ona lim (z+1)=+occet lim e =+o0,done lim f(z)=+oco

T—r+oo T—+oo T—+oo
par produit de limites.
— Pour tout réel z, on a f(x) = ze® + €*.

On a lim ze® = 0 par croissances comparées et lim e = 0, donc
T= =00 T

par somme de limites lim f(r)=0.
TI——0Q

2. La fonction f est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables
sur R et, pour tout réel z on a :

fiz)=1xe"+(z+1)e* =e*(1+z+1)=€"(z+2).

3. Pour tout réel =, on a : e* > 0, done le signe de f'(z) est le signe de = + 2.
On dresse alors le tableau de signe de f’ et on déduit le tableau des variations

de f sur R.
T —00 -2 400
f'(a) - 0+
0 +0o0
/ \ el
—e2

f(=2) = (2+1)e 2 = -2

Partie B

Soit m un réel quelconque. On note g, la fonction définie pour tout reel = par :

gm(z) = +1—me™".

On note €, la courbe représentative de la fonction g,, dans un repére orthogonal
du plan.
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1. (a) Pour tout réel z, on a :

gn(z)=0 &= z4+1-—me " =0
e®(x+1—me ™) =0 care® #0

ze® + e —meTe F =0

ze*+e*—m=0

(x+1)e* =m

flz) =m.

(b) Le nombre de points d’intersection de €, avec I'axe des abscisses s’ob-
tient en résolvant I'équation gm(x) = 0 d’'inconnue = € R, c'est-a-dire
en résolvant I'équation f(z) = m d’inconnue z € R.
En s’aidant du tableau des variations de f ci-dessus, nous pouvons dis-
tinguer trois cas :

1311071

— sim €] — oo; —e?[, 'équation f(x) = m n’admet pas de solution
réelle, done la courbe %, ne coupe pas 'axe des abscisses ;

— sim € {—e 2} U[0; +o0, I'équation f(x) = m admet une unique
solution réelle, donc la courbe %, coupe 'axe des abscisses a une
seule reprise ;

— simeg|l—e"=; équation f(z) = m admet deux solutions réelles,

S 2. 0[, I'équat dmet d lut 11
done la courbe €, coupe 'axe des abscisses i deux reprises.
2. On a représenté ci-dessous les courbes €, €. et €_..

|
P S
=

— Pour tout réel z, on a : go(z) = z + 1, done go est une fonction affine;
sa courbe représentative €y est donc une droite.

— Puisque —e €] — 00; —e 72|, la courbe €. ne coupe pas I'axe des abs-
cisses d’apres la question 1.(b).

— Puisque e € [0; +o0[, la courbe €, coupe 'axe des abscisses une seule
fois d’apreés la question 1.(b).
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3. Pour tout réel =, on a :

€T

gm(z) >+l <= z+1-me " >z+1 & —-me >0

= me T<0 & m<0 care*>0

T

gm(z)=z+4+1 <= —-me " =0 < m=0 care * #0

Par conséquent :

— la courbe %, est strictement au-dessus de la droite D lorsque m < 0 et
strictement en-dessous de la droite D lorsque m > 0;

- la eourbe %3, est confondue avee la droite D lorsque m = (.

Exercice 2.3.

Partie A. Démonstration
1. Soit un réel | A > 0.
Puisque liﬁl:l v(x) = 400, alors il existe un réel B > 0, tel que pour = € J,
b o
si x > B, alors v(x) > A.
Puisque li]il u(z) = +o0, alc-rs| il existe B’ > 0 |, tel que | pour tout x € I'|,
L=b=00

siz > B', alors u(x) > B.
Mais comme u(z) € J pour tout z € I, , alors u(z) > B et done
v(u(z)) > Al

On a montré finalement que : lim wv(u(z)) = +o0.
T—k+40o0

2. Soit un réel ‘
Puisque . E]_Ji_lm v(zx) = ¢, alors il existe un réel B > 0, tel que pour x € .J, si
z > B, alors |v(z) — €| <e.
Puisque ;::E]fm u(z) = 400, alors| il existe B’ > 0|, tel que| pour tout = € I |,
six > B', alors u(z) > B.
Mais comme u(z) € J pour tout = € I, [si z > B'|, alors u(z) > B et donc
lo(u(z)) — €| < €|
On a montré finalement que : mHIlLU v(u(z)) = ¢.

3. Soit un réel [A > 0]
Puisque rETm v(x) = 400, alors il existe un réel B > 0, tel que pour = € .J,
si z > B, alors v(z) > A.
Puisque al:l—lf}.ﬂ(m) = 400, a.l{:-rsi il existe a > i]l‘ tel que | pour tout = € [ |, si
|z — a| < a, alors u(z) > B.
Mais comme u(x) € J pour tout « € I, [si |r —a| < |, alors u(zx) > B et
done | v(u(z)) > Al

On a montré finalement que : lim v(u(z)) = +oco.
r=ka

a6l
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Partie B. Exemples

1. On souhaite calculer : lim e* +22-1,

=400
Ona lim (22 +2r—1) = +ocet lim e® = +4oo, done par composition
r—++oo r—+oo
2
de limites : lim e* *2*~1 = 400.
T—400
1

2. On souhaite calculer : lim

z—+oo o/p2 — 2z + 1

Ona lim (22 —2r+1)=+occet lim 2 = 0, donc par composition de
T =400 T—+0o0 4T
1
limites : lim —————— =10

=400 /22 —2r + 1

3. On souhaite calculer : lim 2

2.
=1t $—1+

On a lim ( + 2) = +4ocet lim ,/r = 400, done par composition

o1+ \ T — 7400

de limites : lim 1{ 2 + 2 = +o0.
=1t r—1

Exercice 3.1.

Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire
Notons g la fonction définie pour tout = € [0; +oo[ par : g(x) = €* — ze” + 1.

1
1. Pour tout = € [0; +oc[, on a : g(x) = e* (1_$+E_z)_

D'une partona: lim (1—z)=—-coet lim — =0, done par somme de
T—+00 T—+oo eF
1
limites : lim (1 —r+ —) = —00.
=400 et
D’autre part,ona: lim e* = 400, done lim g(x) = —co par produit de
=40 e )

limites.

2. La fonction g est dérivable sur [0 ; +oc[ comme somme et produit de fonetions
dérivables sur [0; +ool.
Pour tout = € [0; +o0[, on a g(x) = €* — u(z)v(x) + 1 avec :

wiz) =2 v(z) = e*;
u(z)=1; v'(z) = e”,
donc on obtient :
g'(z) = ¥ — (u'(z)v(z) + u(z)v'(z)) + 0 = € — €* — 26 = —x€”.

Pour tout x €]0; +oof, €® > 0 et —z < 0, done ¢'(z) < 0. Par conséquent,
la fonction g est strictement décroissante sur I'intervalle [0; +oo].
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T 0 ¥ +00
g'(x) 0 =
2

g0)=e"-0xe’+1=1-04+1=2
g'(0)=—-0xe"=0
3. (a) La fonction g est continue et strictement décroissante sur l'intervalle
[0; +oc]. De plus, on a g(0) =2 > 0 et lim g(xr) = —oc, done g
=t O
change de signe sur I'intervalle [0; +o0.
D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation
g(z) = 0 admet une unique solution e sur [0; +oc| (voir le tableau des
variations de g ci-dessus).
(b) A laide de la caleulatrice, on trouve o a2 1, 27.
(c) Par définition de e, on a g(a) =0 et :

gla)=0 << " —ae”"+1=0 < e*(l-a})+1=0

-1 1
I'::"]_— =—I T — = .
= %(l—a) =k e e

4. D’aprés le tableau des variations de g sur [0; +o0c[, on obtient le tableau de
signe de la fonction g sur [0; 400 :

T 0 ¥ +00

g(x) + 0 -

Partie B. Etude des variations d’une fonction
4x
e +1
1. La fonction A est dérivable sur [0; +o00| comme quotient de fonctions déri-
vables sur [0; +oo] et, pour tout = € [0; +o0[ on a :

Notons A la fonetion définie pour tout = € [0; +o0 par : A(z) =

A(z) — 4(e* +1) —dxe®™ 4(e*+1—ze®)  4g(x)
(z) = (e=+1)2 (2 +1)2 = (ex+1)2

2. On a4 > 0 et pour tout & € [0; +ocf, on a (e* + 1)? > 0, done le signe de
A'(x) ne dépend que du signe de g(z).
On déduit done le tableau de signe de A’ ainsi que le tableau des variations
de A sur l'intervalle [0; +oo].
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& 0 e +0c0
Al(x) + 0 -
Alex)
A / \
0 0
4x0

Dnaﬂ(ﬂ}_ﬁ0+1_ﬂ. ) )
Pour tout = € [0; +ocof, on a : A(z) = SV,

1 et ]:

: 4 £ 4 ; .
Puisque lim — = 0 par croissance comparée et lim
z—+4oo g% =400 - 1

eF

par produit de limites : lim A(z) = 0.

=400

3. D'aprés le tableau des variations de la fonetion A, on peut affirmer que le

maximum de A sur [0; +oo[ est égal & A(a).
Il s’agit donc de montrer que A(a) = 4(ax — 1).

En sachant que e® = , O & ;
a-—1
dov 4o 4o dov oa—1
A(ﬂ'):ﬁﬂ+1= i +1=1-|—n«—1= = = 4ev x =
a—1 a—1 a—1
=4(a—1).

Partie C. Etude de la position d’un point sur une courbe

4
e +1
On note ¥ sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O i, j).

On note f la fonction définie pour tout € [0; +oo par : f(z) =

Pour tout réel = positif ou nul, on appelle M le point de € d’abscisse =, P le point

de coordonnées (z: 0) et @ le point de coordonnées (0; f(x)).
o désigne le réel obtenu dans la partie A.

= 4, il vient
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1. Soit € Ry. Notons Aoparg l'aire du rectangle OPM Q). On a alors :

1 4x
AOPMQ—OFXPM_:cxf{J:)_mxﬁr+1_€z+1 = A(z).

2. Le maximum de la fonction A sur [0; +o0o[ est atteint en a et vaut A(a) =
4(ex — 1), done l'aire du rectangle OPM@ est maximale lorsque z = o et
vaut 4(a — 1).

3. La fonction f est dérivable sur [0; +oco[ comme quotient de deux fonetions
dérivables sur [0; +o00o[ et, pour tout = € [0; +oc[ on a :

iy ReT +1)—d4e®  —de®
Fe="evr ~Eve

4. (a) Le coefficient directeur de la tangente & % au point d’abscisse « est
donné par :

i —4(4)
—4e a—1 1
flla) = = car e = ——
e™ + 1)2 = a—1
DT (4
_ =ty o 4 fe-1) —de-1)
= S R | a? a?
() @

(b) En sachant que a x f(a) = A(a) (question 1, partie C), il vient que le
coefficient directeur de la droite (PQ) est :

vo—yp _f(@)-0_flo) AP Al _-4a-1)

(4}

To —Tp 0— o —a —ey a? a?

Yo —Up
I —Tp
T et (PQ) étant égaux, les deux droites sont paralleles.

Par conséquent, = f'(«). Les coefficients directeurs des droites

Exercice 3.2.
Partie A. Etude d’une fonction

On donne ci-dessous la courbe € représentative de la fonction f définie pour tout
réel x par :

f@)=z- 3@+ De,

ainsi que la droite d d’équation y = x.

365
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La fonction f est dérivable sur R comme somme et produit de fonctions
dérivables sur R.
Pour tout réel z, on a : f(z) = z — u(z)v(z) avec

w(z) ==(x+1); v(z) =e™7;

o

u(z) = ~; t(z) =—e™%,

4 1
done on obtient :

f(x) =1— (v (z)v(z) + u(z)'(z)) =1 — v'(z)v(z) — ulz)v'(x)

e 1--:5 1--:5 2o ]‘—-9:.
=3 | 7° +Ze (:I‘-I—].)—I-I-EE (z+1-1)

=1+ Zn:e"”.

La fonction f' est dérivable sur R comme somme et produit de fonctions
dérivables sur K.
Pour tout réel =, on a : f'(z) =1+ t{z)w(z) avec

t(z) = -z; w(z) =e™%;

; w'(z) = —e™%,

donc on obtient :

(@) =t (2)w(z) + t(z)w'(z) = iﬁ_"' - i:ﬂﬁ_z = iﬁ_z[l —z).

1
Pour tout réel x, Ee_m > 0, donc le signe de f"(x) est le signe de 1 — .

On dresse alors le tableau de signe de f" sur R et on déduit le tableau
des variations de f’ sur R.
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T —00 € 1 +o0
f"(x) = 0 =
f1(1)
f /UH \
—00 1

— ana,_,l"*‘{l}—1+1:.<1:»<.*?'1—1+l

- 4 S de’
— On aaussi lim f'(z) =1. Eneffet lim ze ™™ = lim Z =0

T—++00 =400 =

par croissances comparées, donc li1_:||'1 f'(z) = 1 par produit et
===

somme de limites.
— On a enfin lim f'(z) = —oco. En effet lim ze™™
IT——00

T—— 00
produit de limites, done li]_:li_l f'(x) = —oco par produit et somme
T—r400

de limites.

= —00Q par

(¢) — La fonction f' est continue et strictement croissante sur 'intervalle
] —o0; 1]. De plus, on a lim f'(z) = —co et f'(1) > 0, done f’
T} —0od

change de signe sur U'intervalle | — oo ; 1].
D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équa-
tion f'(z) = 0 admet une unique solution & sur | — oco; 1] (voir le
tableau des variations de g ci-dessus).
Pour tout = € [1; +oc|, f'(z) > 1, done Péquation f'(z) = 0
n’admet pas de solution sur l'intervalle [1; +oo.
Finalement, I’équation f'(z) = 0 admet une unique solution a sur l'in-
tervalle | — oo ; 1].
On vérifie 4 la caleunlatrice que f'(—1,21) < 0 et f'(—1,20) > 0, ce qui
démontre que : —1,21 < a < —1,20.
2. (a) Du tablean des variations de f’ sur R (question 1.(b)), on déduit le
tableau de signe de f’ sur R, donc le tableau des variations de f sur R.

T —00 o +00

f'(z) = 0 +

+o0 +00

! i W o

f(a)




Correction des exercices

— Pour tout x € [R,c:-na:f(:t]zm—l(i+ 1).

4\er " =
; ; T : ; : 1
Puisque lim — = 0 par croissances comparées, lim — =0
r—+oo T r—+oo gT
et lim x = 400, il vient par produit et somme de limites que :
E—++00
mETm flz) = +oo0.
— Pour tout z € R, on a :
1 - 1 e — T 1 1
r)=x— -z —-e T =e¢ e ——x—-|.
f(x) 4 4 4 4
. ; 1 1 ; " :
Puisque lim |—-z— - ) =400, lim =ze® =0 par croissances
= =00 4 4 T——00
comparées et lim e™* = 400, il vient par somme et produit de
T——00

limites que : lim f(z) = +o0.
T =00

I

(b) Soit x un réel de I = [—1; 0], alors —1 < x <0, done f(—1) < f(z)
f(0) car la fonction f est croissante sur [a; o0, soit —1 < f(z) < —
done —1 < f(z) < 0, c'est-a-dire f(z) € [I.

| =

Partie B. Etude d’une suite

On note (uy,) la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, up1 = fluy,).

1. Plagons les premiers termes de la suite (u,) sur 'axe des abscisses a l'aide
de la courbe € et de la droite d’équation y = x.

A

Il semblerait done que la suite (u,,) est décroissante et qu’elle converge vers
—1:

2. (a) Pour tout n € N*, notons P(n) la propriété : « —1 < u, < 0».

1 1
— Initialisation. On a : vy = f(uy) = f(0) = % et —1 < 5= 0,

done P(1) est vraie.



Correcrion des exercices

Hérédité. Soit n € N* tel que P(n) est vraie, montrons que P(n+1)
est vrale.

Par hypothése de récurrence : —1 < u,, < 0, done f(—1) < f(u,) <
f(0) car f est strictement croissante sur [ ; +0o, soit —1 < wp41 <

=3 done —1 < wpyq < 0.
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(1) est vraie et que : ¥n € N*, (P(n)
= P(n+ 1)), done P(n) est vraie pour tout entier naturel n non
nul.

(b) Pour tout entier naturel n, on a :

1 1 e
Uppl — Up = Up — E(un + 1]‘(3_““ —Un = _'E{u‘ﬂ + 1)e ™.
Pour tout entier naturel n, ona e = > 0 et u,+1 > 0 puisque u, > —1
(question 2.(a) partie B), done : u,41 — u, < 0, done la suite (u,) est
strictement décroissante.

(¢) La suite (un) est décroissante (question précédente) et minorée par —1
uestion 2.(a) partie B), elle est done convergente d’apres le théoreme
q p ge p
de convergence monotone. Notons ¢ sa limite.
Récapitulons les hypothéses nécessaires i 'application du théoréme du
P yYp PP
point fixe.

— La fonetion f est continue sur [—1; 0] car elle est dérivable sur cet
intervalle (question 1.(a) partie A).

— L’intervalle [—1; 0] est stable par la fonction f (question 2.(b) par-
tie A).
La suite (u,) est & valeurs dans I'intervalle [—1; 0] (question 2.(a)
partie B).
La suite (u,) converge vers un réel £. Par ailleurs, puisque (u, ) est
bornée par —1 et 0, alors £ € [—1; 0].

Finalement, d’aprés le théoréme du point fixe, £ est solution sur [—1; 0]

de 'équation f(x) = =.

Pour tout réel =, on a :

fle) =& =% 1:—:}(3:%-1]&""”:;1:

1
= '—E[.‘E +1)e =0
= (z+1)e ™ =0
= 24+1=0 eare >0
= r=-—1.
Finalement : lim u, = —1.
n—++o00

369
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Exercice 3.3.
Partie A. Un résultat préliminaire

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonetion continue sur l'intervalle
[a; b] telle que f(a) x f(b) < 0.
On souhaite montrer dans cette partie qu'il existe alors a € [a; b] tel que f(a) = 0.

1. Si f(a) =0 (resp. f(b) = 0), alors & = a (resp. a = b) convient.

On suppose done dans la suite que f(a) x f(b) < 0, par exemple f(a) < 0 et
f(b) > 0 (le cas f(a) > 0 et f(b) < O se traite de la méme maniére).

On note (a,) et (b,) les suites définies par ap = a, by = b et pour tout entier
naturel n :

b
ay, si f a";“ >0
On41 = § b b
““;" si f “‘";“ <0
Han;—b“ Slf &n-il)-bn):jn
bn+1=<
bn o f “";“E’“)::U

2. Soit n un entier naturel.

Sif (‘—1%!}“-) =0, alors :

an""‘-’n_gan_an_bn ﬂn_bn
2 N 2 2 -

41 _bn-l-l =an —

Si f(aﬂ -2|- bﬂ) < 0, alors :

ﬂ-n"'bn i T iy ‘+'bn ‘_2bn = iy “"bn.
2 " 2 a

Finalement, pour tout entier naturel n, on a établi I'égalité suivante :

An41 — .I_,“_I_] =

an, —b
an+|_bn+|= ﬂ2 =

3. Notons (w,,) la suite définie pour tout n € N par : w,, = a,, — b,,.

. i S 1
(a) D’aprés la question précédente, on a pour tout n € N : w41 = 5Wn;

done la suite (w,) est géométrique de raison g = 1/2 et de premier
terme wy = ag — by = a — b.
Par conséquent, on a pour tout entier naturel n :

w, =wy X q" = (a—b) (é) = ag—nb‘
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a—>b

b) Onaa—b < Ocara < b, et pour tout n € N, 2" > 0, done
( o

c’'est-a-dire w, = a, — b, <0, d’ot1 : a, < by,.

<0<0,

4. Soit un n un entier naturel.
Variations de (ay,).

R Sif(@) Eﬂ‘ ﬂlﬂrﬁ' = ﬂ'ﬂ.+l —anza.“—a“:n:_;ﬂ.

b b b, —a., 3.(b)
_Sif(aﬂ—i_ n)iﬂ,alors:anﬂ—an:a“_l_ n—ﬂ..nz n iy 2 0

2 2 2

Finalement, la suite (a,) est croissante.
Variations de (by).

- Sif(a“;:b“) ED, a,lﬂrﬂ.:bn_i_lv—f}?l: ﬂn""brl

dia b 3_:;;)

_'bn. —

o Sif(ﬂn-gi-bn)c:ﬂ,al{)m:bn+1— w=b, —b, =0<0.

Finalement, la suite (b,,) est décroissante.

= - . o R
5 (a) Ona: lim (a,—0b,)= lim w,= Ilim
( ] n—r+m( o “} n—+oo - n—+oo 90

De plus, on a montré que la suite (a,,) est croissante et que la suite (b,)
est décroissante.

Par définition, les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes.

Par propriété, les suites (a,) et (b,) sont convergentes et convergent
vers la méme limite. Notons e cette limite.

(b) La suite (ay,) est croissante et la suite (b, ) est décroissante, done pour
tout n €N, ap >ap=aeth, <bp=0b.
Puisque pour tout n € N, an < by, il vient :

a<a,<b, <b, donc:a,¢€[a;beth,€ [a;b.

La suite (a,) est minorée par a, majorée par b et converge vers a, done
a < a < b par propriété (ce raisonnement est aussi valable pour (b,)).

(¢) La fonetion f est continue sur [a; b], la suite (a,) est & valeurs dans
[a; b] et converge vers « € [a; b], done d’aprés la propriété 3.7, on peut
affirmer :

nl—_ll-l-ll-lm f(aﬂ} = f (ﬂil"]':il'l”‘-“ aﬂ) ' s ﬂETw f[ﬂn_] = fl:&}-

On montre de maniére analogue que : RETW f(by) = f(a).
Finalement : nl];._l_ll:lm Tlag )= nll;l_}-lm Tibn) = fle).

6. Pour tout n € N, on montre que f(a,) <0.
Pour tout n € N, si f (ﬂ'n o
f(an).

Dans ce cas, la suite (f(a,)) est constante. En particulier, pour tout
ne N, ona f(a,) = f(ap) = f(a) <0, donc f(a,) <0.

) = 0, alors anq1 = an, done f(ans1) =

an



an2

T.
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a, + b,

— Pour tout n € N, si f < 0, alors apq1 = , done

flanp) =71 (#) <0, donc f(an41) < 0.

Mais puisque f(ag) < 0, il vient que pour tout n € N, f(a,) < 0.

a, + b,
2

Pour tout n € N, on montre de maniére analogue que f(b,) = 0.

La suite (f(a,)) est majorée par 0 et converge vers f(«), done f(a) < 0.
La suite (f(b,)) est minorée par 0 et converge vers f(a), donc f(a) = 0.
On déduit que f(a) = 0.

Nous avons bien montré l'existence d'un réel a € [a; b] tel que f(a) = 0.

Partie B. Le théoréme

Soient a et b deux réels tels que a < b, soit f une fonetion continue sur 'intervalle
[a; b] et soit un réel k compris entre f(a) et f(b).
On souhaite montrer dans cette partie qu'il existe alors a € [a; b] tel que f(a) = k.

1.

Si f(a) = k (resp. f(b) = k), alors a = a (resp. @ = b) convient.

On suppose done dans la suite que f(a) < k < f(b) (le cas f(b) < k < f(a) se
traite de la méme maniere).

2.

1.

™

Notons g la fonetion = — f(z) — k définie sur [a; b].
(a) La fonction g est continue sur [a; b] comme somme de fonctions conti-
nues sur [a; b].
(b) Ona g(a) x g(b) = (f(a)—k)(f(b)—k) avec f(a)—k < Oet f(b)—k > 0,
done g(a) x g(b) < 0.
(¢) La fonction g vérifie les hypothéses du résultat préliminaire démontré
a la partie A, donc il existe a € [a; b] tel que g(or) = 0, ¢’est-i-dire tel

que f(a) = k.

Partie C. Algorithme de dichotomie

La fonetion dichotomie(f, a, b, p) ci-dessous renvoie une approximation
de o a 107" pres, p étant un entier naturel non nul.

(des dichotomie(f, a, b, p):
while b - a > 10**(-p):
m= (a+b) /2
if f(m) ==
return m
elif f(a) * f(m) > 0:
a =nm
else:
b =m

return (a + b) / 2
\, J
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2. On fait appel i la fonction dichotomie pour déterminer une approximation
a 0,001 pres de la racine de la fonction f : x — "% + 2% — 4 sur [0; 2].

| |[import numpy as np #importation du package numpy
2|def £(x):

3| return np.exp(0.5%x) + x**2 - 4

{|dichotomie(f, 0, 2, 3)

L’appel dichotomie(f, 0, 2, 3) renvoie 1.40673828125

Exercice 4.1.
Partie A

On donne ci-dessous, dans le plan rapporté i un repére orthonormé, la courbe %’
représentant la fonction dérivée f’ d'une fonction f dérivable sur R.

W{ A
,:1 -+

1. — La fonction f' semble positive sur l'intervalle | — co; —1], done f est
croissante sur cet intervalle.

La fonction f' semble négative sur l'intervalle [—1; +oc[, done f est
décroissante sur cet intervalle.

2. — La fonction f" semble décroissante sur l'intervalle | — oo; 0], done f”
est négative sur cet intervalle et done f est concave sur | — oo 0].

La fonction f’ semble croissante sur l'intervalle [0; 400, done f” est
positive sur cet intervalle et donc f est convexe sur [0; +ool.

Partie B

On admet que la fonetion f mentionnée dans la partie 1 est définie pour tout réel
T par :
flz) = (z+2)e ™.

On note € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

an
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1. Ona lim (z+2)=-occet lim e * =+o00,donec lim f(z)= —oo par
T——oo T—— 00 T——oo
produit de limites.
2. (a) Pour tout réel z, on a :
_x+2 = 2

f(z) = (@ +2)e*

I —
= — 4+ — = — 4+ 2¢ )
e* e* e* e

L] x #
(b) D'une part, on a lim — = 0 par croissances comparées.

xz—too T
D’autre part,ona lim e * =0, done lim 2e * = 0 par produit de
T 00 T=p=00
limites.
Par conséquent : lim f(x) = 0 par somme de limites.
T—r+o00

(¢) Puisque lir_:x f(x) = 0, la droite d’équation y = 0 est une asymptote
o0
horizontale i la courbe ¥ en +oc.

3. (a) La fonction f est dérivable sur R comme produit de deux fonctions
dérivables sur R.
Pour tout x € R, on a f(z) = u(x)v(zx) avec :

u(z) =x+2; v(z) = e %;
wix)=1; v'(z) = —e™%,

donc on obtient :

f'(z) = ' (z)v(z) + u(z)'(z) =™ — (2 + 2)e™*
=e (l-(z+2)=e"(—xz—1).

(b) Pour tout réel x, on a e=* > 0, done le signe de f'(x) est le signe de
-z — 1.
On dresse alors le tableau de signe de f’ sur R et on déduit le tableau
des variations de f sur R.

€T —00 -2 e —1 +oo
7'(®) + 0 =
]
9=
I 0~
-
— 00 0

f(-1)=(-1+2)e D =e¢

(¢) Sur l'intervalle [—2; —1], la fonction f est continue et strictement crois-
sante. De plus, on a f(—2) = (—2+42)e "2 =0< 2et f(-1) =€ > 2,
done d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équa-
tion f(z) = 2 admet une unique solution o sur [-2; —1].

4. (a) La fonction f' est dérivable sur R comme produit de deux fonctions
dérivables sur R.

374
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Pour tout z € R, on a f(z) = t(z)w(z) avec :

tr)=—x—1; w(z) =€ F;

t'(z) = —1; w'(z) = —e~%,

done on obtient :
1"(@) = ¥ @)w() + ! (@) = —e~* — (o — 1)
=e *(-1—(—z—1)) =ze™ "

Pour tout réel z, on a e~ > 0, done le signe de f”(z) est le signe de z.
On déduit le tableau de signe de f” sur R.

T —00 0 +0o0

f"(x) = 0 +

— La fonction f" est négative sur l'intervalle | — oo; 0], done f est
concave sur cet intervalle.

— La fonction f” est positive sur U'intervalle [0; +oo|, donc f est
convexe sur cet intervalle.

(b) On a f"(0) = 0 et la fonction f” change de signe en 0, done le point
A(0; f(0)) est un point d’'inflexion de la courbe € (le point A est méme
I'unique point d’inflexion de €).

Exercice 4.2. On note f la fonction définie pour tout réel x par :

On désigne par ¢ sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.

Question préliminaire. Pour tout z € R, posons A(z) = ze® + 1.
La fonction A est dérivable sur R comme produit et somme de fonctions dérivables
sur R, et pour tout z € R :

Al(z) =1xe" +xe* =e*(z +1).

Pour tout réel x, €® > 0, donc le signe de A’'(x) est le signe de 1+ =.
On dresse le tableau de signe de A’ sur R et on déduit le tableau des variations de

A sur K.

x —00 =1 +00
A'(x) - 0 +
1 +00
A \ . /

ars
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— OnaA{—1}=—e_1+1=1—l.

e
— Ona lim ze® = 400, done lim A(x) = 400 par somme de limites.

£—r+too T—++00
— On a lim xze® = 0 par croissances comparées, donc lim A(x) = 1 par
bt Sl s & e =30

somme de limites.

D’apres le tableau des variations de A, il apparait que le minimum de A sur R est
A(—1) > 0, done pour tout z € R, A(z) > 0.

Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire
Notons g la fonetion définie pour tout réel par :

glz)=xz+2-¢€".

1. — Ona lim (z+2)=—-occet lim e*=0,donc lim g(z)= —oc par
T =00 E—p—00 T——00
somme de limites.
" T 2
— Pour tout réel z, g(z) =e€” (;; + i 1).
Ona Bin = =0 par croissances comparées et lim — = 0, done
z—rtoo ¥ r—++oo ¥
o ; x 2
par somme de limites : EETM (e_’*' + i 1 Jo=—1;
Par conséquent —lyf g(x) = —oo par produit de limites.
I oo

2. La fonetion g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur
R et, pour tout réel z, on a : ¢'(z) =1 — €”.
Pour tout réel x :

0

gx) >0 = 1—-e*>0 &= <1 &= g &= z<.

On déduit le tableau de signe de ¢’ sur R ainsi que le tableau des variations

de g sur E.
T —00 o 0 B +o0
g'(x) + 0 —
1
g n’fﬂ Rm“ﬂ
S ey
—00 —00

g(0)=0+2—-e"=2-1=1
3. (a) — Sur lintervalle | — co; 0], la fonction g est continue et strictement
croissante, De plus Em glz) = —oc et g(0) =1 > 0, done g
. ol = |
change de signe sur | — oo 0]. D’apreés le corollaire du théoréeme
des valeurs intermédiaires, I'équation g(z) = 0 admet une unique
solution a €] — 00 0].



Correcrion des exercices

Sur l'intervalle [0; +oo[, la fonction g est continue et strictement

décroissante. De plus g(0) = 1 > 0 et I.il_'{.l g(z) = —o0, done
=T 00

g change de signe sur [0; +oof. D’apres le corollaire du théoréme

des valeurs intermédiaires, 'équation g(x) = 0 admet une unique

solution 3 € [0; +o0l.

Finalement, 'équation g(z) = 0 admet exactement deux solutions réelles
a et .

(b) A T'aide de la caleulatrice, on trouve 1,14 < 3 < 1, 15.
4. A partir du tableau des variations de g sur R on déduit le signe de g sur R.

T —00 v B +00

glx) - 0 + 0 —

Partie B. Etude de la fonection f

— Ona lim (¢e—1)=-1.

T——o0
Deplus lim xe® = 0 par croissances comparées, done lim (ze®+
E—t—00 F=d =00
1) = 1 par somme de limites.
Ainsi lim f(z) = —1 par quotient de limites.
&= = 00

1 1
‘7‘1(1_5) b

=) 3
€T 1 : 1
e IT+§ I"'e_m

1 1
On a lim (1 - —) =1let lim (5-: + —I) = +o00, done par
=

Pour tout réel z, f(x)=

L= 030 et P33
quotient de limites : lim f(z) =0.
r—+oo

(b) Graphiquement, cela signifie que la droite d’équation y = —1 est asymp-

tote horizontale de ¢ en —o, et la droite d’équation y = 0 (c’est-id-dire
I'axe des abscisses du repere) est asymptote horizontale de € en +oc.

2. (a) La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables

sur R. @)
- uLr
Pour tout réel z, on a : f(x) = o) avec :
u(z) =e*—1; v(z) = xe® +1;
wig) =e"; v (z) = €€ + ze* = (z + 1)e7,

n
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donc on obtient :
' (z)v(zx) — u(z)v'(x) - e“(ze® + 1) — (e — 1)(z + 1)e*

!

T = o(z)? (ze® + 1)2
_ ¥zt l) = (ze* e =g —1)e*
N (ze®+1)2
ezl —t+z+l) e(z+2-—¢)
- (we* +1)2 T (zeT +1)2
__€"g(x)

(ze* +1)2

(b) Pour tout réel z, on a (ze® + 1)2 > 0 et €* > 0, done le signe de f'(x)
est le signe de g(z).
On dresse done le tableau de signe de f' sur R et on déduit le tableau
des variations de f sur R.

T —o0 o B +00
F() = B % 4 =
=l T(B)
fla 0
ef —1

3. (a) Ona f(B) = BF 1

Mais puisque : g(8) =0 <= B+2—eP =0 = ¢ =+ 2, alors :

PP Lt S 3 S 3 S
BB+2)+1 B+28+1 (B+1)2 B+1

1
2,15{,3+1 <

car la fonction inverse est strictement décroissante sur |0; +o0],

(b) Onal,14 < # < 1,15, donc 2,14 < 8+1 < 2,15, done
1

2.14
c’est-a-dire :

1 1
515 <fB) <5737

I I
Or m 2= ﬂ,4ﬁd et 2?14

d’amplitude 1073 est 0,465 < f(3) < 0,467.
4. L'équation réduite de la tangente T' a la courbe %€ au point d’abscisse 0 est :
y = f'(0)(z—0)+ f(0) soit:y= f(0)z+ f(0).
e"q(0) e -1

01‘f’(“)=m=§(m=lﬂ f(ﬂ]=m

tion réduite de T est y = x.

~ 0,467, donc un encadrement de f(5)

= 0, done 'équa-
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5. (a) Pour tout réel &, on a :

P =1 . =e”—1—1:(:re’+l)=e“—1—:n'zez—:n
we® o1 g ] ze® 41
_e*(l—mﬂ)—[l—kz)_ez(l—x}{l—l—m]—{l—l—m]
B ze® 41 N set 41
B (1+z)[e*(1—2) —1] . (1) (e® —pe® —1)
B ze*+ 1 B e + 1
=—{1_|_$}w($:l ou w(z) = e —xze® — 1.
2e® -+ 1

(b) La fonction w est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables
sur R, et pour tout réel x, on a :

w'(x) = e* — (z + 1)e* = —z€”.
Pour tout réel z, on a e* > 0, done le signe de w'(x) est le signe de —xz.

On dresse le tablean de signe de w' sur R et on déduit le tablean des
variations de w sur R.

i -0 0 +00

w'(x) + 0 =

. -1/0\_m

— Onaw(0)=e"-0xe’-1=0.

— On a lim w(x) = —1 par croissances comparées et somme de
T——00

limites.

1
— Pour tout réel z, w(zr)=¢e*|1—z— —)

E.Z
: 1 ;
Puisque lim (1 -z — —) = —ocet lim e® = +oo, alors par
=400 e¥ T 00
produit de limites : lim w(z) = —oo.

r—+oo

(e¢) Daprés la question précédente, le maximum de la fonction w sur R est
épal a 0, done pour tout réel z, w(z) < 0.

(d) Pour tout réel =, on a ze* + 1 > 0 (d’apreés la question préliminaire),
done le signe de f(z) — x est le signe de (1 + z)w(x).
On dresse done le tableau de signe de la fonction x + f(z) — z sur R.
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T —00 =1 0 +00
l1+z S 0 o
w(z) - 0 -
fl@)—a + 0 - 0 -

On déduit done que :

— la courbe ¥ est strictement au-dessus de la droite T sur 'intervalle
| =005 ~1];

— la eourbe € est strictement en-dessous de la droite T sur les inter-
valles ] — 1; 0] et O; +o0[;

— la courbe ¥ et la droite T' se croisent en les points A(—1; —1) et
B(0; 0).

6. On dresse le tableau de signe de f” sur R i I'aide du graphique.

x —00 —2.6 —0.4 2 +00

(=) - 0 + 0 - 0 +

On déduit done que la fonetion f est :
— convexe sur les intervalles [—-2,6; —0,4] et [2; +o0[;
— concave sur les intervalles | — co; —2, 6] et [—0,4; 2].

Exercice 4.3. Soit n un entier naturel. On note f,, la fonction définie pour tout
réel x par :

fn(x) +nx

On note %, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormé.

=1+e*

1. La fonetion f, est dérivable comme quotient et somme de fonctions dérivables
sur R et, pour tout réel x, on a :
0(14+¢e)—1xe€" e”

B ="rer Tt @rep

La fonetion f], est dérivable comme quotient et somme de fonctions dérivables
sur R.
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Pour tout réel z, on a f) (z) = % + n avec :
u(z) = —e*; v(z) = (1 +€%)?;
u'(z) = —e*; v'(x) = 2e*(1 + €%),

done on obtient :

u'(z)v(x) —u(z)'(z)  —e®(1+ e*)? + 2e%e*(1 + €)

falx) =

v(z)? B (1+e2)4
B+ e®)[—(1 + €*) + 2¢7] _er{l e ) e*—1)
- (1+e=) a (1+e=)
_ e*(e® — 1}‘
1+ e)3

2. Pour tout réel z, e® > 0 et (1+ ¢%)* > 0, donc le signe de f(x) est le signe
de ¢ — 1.
Pour tout réel z, on a :

0

e =120 &= ££>]1 = > = z>0.

On dresse alors le tableau de signe de f! sur R et 'on déduit le tableau des
variations de f} sur R.

x —00 0 +00
n (%) - 0 5
n n
;o \ /
n-}

— Ona lim ¢ =0et lim (1+¢e%)®> = 1 par composition de limite
T =00 T=r=—00
E:Z
(voir exercice 2.3.), done zﬁ@m Ew5E = 0 par quotient de limites,
done lim f!(x) =n par somme de limite.
L =00

— Pour tout réel z, on a :

’{mj—n—L_n_;_n_ =
n 1 + 2ex + 22 1+26x+621 I i+2+cz.
er eT

1
On a lim (— +2+e‘“) = +oo par somme de limites, done par
z—=+oo \ eT

quotient et somme de limites : lim f)(z) = n.
T—+oo

st
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Il apparait que le minimum de la fonction f] sur R est n — 1/4.
Sin > 1, alors n — 1/4 > 0, done pour tout réel x, f](z) > 0 et done la
fonction f, est strictement croissante sur R.

. En utilisant le tableau de signe de f}/ sur R (question précédente), I'unique

réel = tel que f)/(z) = 0 et tel que la fonction f) change de signe en x est
x = 0, donc le point A(0; f(0)) est I'unique point d’inflexion de la courbe
.

Exercice 4.4.

Partie A. Théoréme de Rolle

Soient a et b deux réels tels que a < b, soit f une fonction continue sur [a; b],
dérivable sur |a; b[ et telle que f(a) = f(b).
On souhaite démontrer dans cette partie qu'il existe ¢ €]a; b| tel que f'(¢) = 0.

1. Si f est constante sur [a ; b, alors pour tout ¢ € [a; b], f'(¢) = 0. Le théoréme

de Rolle est done établi.

. On suppose dans cette question que f n'est pas constante sur [a; b]. Il existe

done tg € [a; b] tel que f(to) # f(a), c'est-d-dire tel que f(to) > f(a) ou
f(to) < f(a).

On supposera dans la suite que f(fy) > f(a) (autre cas se traite de maniére
analogue).

(a) Puisque f est continue sur [a; b], le théoréme des bornes atteintes af-
firme que f admet un maximum sur [a; b| : il existe done ¢ € [a; b] tel
que pour tout z € [a; b], f(z) < f(e).

(b) En particulier, pour & = ty on obtient f(ty) < f(e¢). Mais puisque par
hypothése f(a) < f(tp), il vient que f(a) < f(e).
Puisque f(a) < f(e), alors a # ¢, et puisque f(a) = f(b), alors b # c.

Finalement : ¢ €]a; b[.

(¢) Nous avons montré qu'il existe ¢ €la; b tel que pour tout = €la; b,
flx) < fle) : f(e) est done un maximum local de f par définition.
En vertu de la condition nécessaire d’existence d'un extremum local
énoncé en début d’exercice, puisque f est dérivable sur Ja: b] et que
¢ €la; b, il vient que f'(¢) = 0.
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Application. La fonction g est continue sur [0; 1] comme somme de fonctions
continues sur [0; 1]. Puisque ¢(0) = 0 < 1 et g(1) = 3 = 1, alors d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a € [0; 1] tel que g(a) = 1.

La fonction g est continue sur [—1; al, dérivable sur | — 1; a[ comme somme de
fonctions dérivables sur | — 1; al, et g(—1) = g(a), done d’aprés le théoréme de
Rolle, il existe ¢ €] — 1; a[c]| — 1; 1] tel que g'(c) = 0.

Partie B. Théoreme des accroissements finis

Soient a et b deux réels tels que a < b, soit f une fonction continue sur [a; b] et
dérivable sur |a; b|.
On souhaite démontrer dans cette partie qu'il existe ¢ €|a; b| tel que :

Dans un repére orthogonal du plan,
le théoréme des aceroissements fi-
nis affirme qu’il existe au moins
une tangente i la courbe représen-
tative de f dans lintervalle ]a; b]
qui est paralléle 4 la droite (AB)

ou A(a; f(a)) et B(b; f(b)).

T
|
0 a c

b) — f(a
Pour ce faire, on note g la fonction = — f(z) — / ; K ](1 — a) définie sur
—a
[a; bl.
1. — La fonction g est continue sur [a; b] comme somme de fonctions conti-

nues sur [a; b].
— La fonction g est dérivable sur |a; b] comme somme de fonetions déri-
vables sur |a; b| et, pour tout x €la; b| :

J(@) = ) - L1

— g0 = f(@) - TO=T@ o) i)
o) = 1) - PO =IO ) - 1y - (1) - f(@) = f(@)

Par conséquent : g(a) = g(b).
2. D’apreés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a; b tel que ¢'(¢) = 0, ¢’est-i-dire :

Po- 101 o . pry= 101

Application. Soit f vérifiant les hypothéses, soit x € I\{a}. Supposons par
exemple que = < a.
La fonction f est continue sur [z; a| (par la premiére hypothese) et est dérivable
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sur |x ; a| (par la seconde hypothése). D’apres le théoréme des accroissements finis,
il existe ¢, €]x; a[ tel que :

f(z) — f(a)

= f'(¢ez) (1)

Comme lim ¢; = a par le théoréme des gendarmes et htn f'(z) = a (par la
r—ra—

troisitme hypothése), il vient llm fez) = £ par compomt.lc:-n de limites (voir

exercice 2.3).

fo-t@ _,

-
x) — fla
On montre de maniére strictement analogue que llm M

r—at r—a
Ainsi, puisque lim —————— f=) — fla)
= #: r—a
f'(a) = £ par définition.

On fait tendre z vers a dans (1), on obtient : lim

T=ra

=£,

= £, on a montré que f est bien dérivable en a et

Exercice 4.5.
Partie A. Deéfinition formelle

1. Soit I un intervalle de R, soit f une fonction définie sur I et soient x et y
deux réels de I.
(a) Posons S={aeR|3A€[0;1], a=(1- Az + Ay}
={(1-XNz+Ay|Ae0;1]}
Il s’agit de montrer que le segment d’extrémités x et y est égal a 'en-
semble S.
— Siz =y, alors [z; y] = {z} et S = {2}, done [z; y] = S.
— Supposons que z < y. Procédons par double inclusion.
— Montrons que § C [z; y]. Soit a € S. Alors il existe A € [0; 1]
tel que @ = (1 — A)x + Ay.
Puisque 0 < A < 1, alors 0 < A(y—x) < y—x car y—z > 0, done
z<z+ My—z) <y, cest-d-dire z < a < y, soit a € [z; y|.

a—z
- Montrons que [z; y] € S. Soit a € [z; y|. Posons A = ‘
y—a
a—zT
Puisquez <a<y,alors0<a—z<y—z,donc 0 < <1
y—x

car y —x > 0, c'est-a-dire 0 € A < 1.
De plus, on a :

[I—A):':-I-)\y:(1—a—$)m+a—xy=y_ﬂm+a_xy
Yy—x Yy— Yy—x Yy—
_(y-awt(a—z)y _(y—=z)a

y—=z y—=x

On a done montré que a € S.



Correcrion des exercices

Si y < x, on montre de méme que [y; =] = S.

On montre de maniére strictement analogue que le segment d’extrémités
f(x) et f(y) est I'ensemble des réels de la forme (1 — A) f(z) + Af(y),
ot A € [0; 1].

(b) Notons A et B les points de coordonnées respectivement (z; f(x)) et

(v fw)).

FT Y B

FA=Nz+2y) F---5
(1= X)f(z)+ Af(v) F--

f(z) ==

Y

= =

O T (1—=MNz+ My

Soit M un point de coordonnées (a; b). On a :

a est un réel du segment d’extrémités x et y

M € |AB
Clanl = {b est un réel du segment d’extrémités f(x) et f(y)

a=(l—A)z+ Ay

b=(1-XA)f(z) +Af(y)
Finalement, le segment [AB] est 'ensemble des points dont les coordon-
nées sont de la forme ((1-A)z+Ay; (1-A)f(z)+Af(y)) o A € [0; 1].

2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Notons % sa courbe
représentative dans un repére du plan. Par définition :

< I e [0; 1], { (question 1)

— f est convexe sur [ si € est en-dessous de toutes ses cordes sur [,
c'est-a-dire, d’aprés la question 1, si :

Ve,ye I, VA€ [0;1], f((1-Xz+Ay) <(1-A)f(z)+ A (¥);

— f est concave sur [ si € est au-dessus de toutes ses cordes sur [, c'est-
a-dire, d’apreés la question 1, si :

Vo,yel, YA€[0;1], f((1-Nz+Ay) = (1= A)f(z)+ Af(y)-

(a) Pour tous z, y € R et pour tout A € [0; 1], on a d’aprés l'inégalité
triangulaire :

|1 = Nz + My| < |(1=Na| + |My| = @ = N|z| + My,

done la fonetion x — |x| est convexe sur R par définition.
(b) Soient z, y €]0; +oc[ et A € [0; 1]. Par définition, il s’agit de montrer
que :

1 1-A A

A—Ne+lg- = 'y
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Ona:

1-A A 1
"2 Ty U-Netlp
(A =Ny[(1 =Nz + MAy] + Ae[(1 = Nz + My] — 2y
- zy[(1— Nz + Ay

(1 =N)2Azy + (1 = A)Ay? + (1 — M)Az? + Azy —zy

ryI(l - )\):r+)ty:|

a2+ X — 1]+ (1 - A +3)
N zy[(1 — Nz + Ay]
2= D)Azy + (1 — MA@ +3?)
=T - Ne+ ]

(1 = ) A(z? + y® — 2zy)

a:y[[l — )h)m+)'n-y]

(1 -z —y)?

T T

d’ou l'inégalité sounhaitée.

; ; 1
Nous avons montré que la fonction x — — est convexe sur |0; +ool.
€I

Partie B. Premiére caractérisation des fonctions
convexes dérivables

Soit f une fonection dérivable sur un intervalle I de R. Notons %’ sa courbe repré-
sentative dans un repére du plan.

Supposons que € est située au-dessus de toutes ses tangentes sur [, et montrons
que f est convexe sur [.

Soient x, y € I et A€ [0; 1]. Posonsa= (1 - A)z+ Ay e I.

La courbe % est située au-dessus de toutes ses tangentes, en particulier au dessus
de sa tangente en a, done pour tout t € I : f(t) = f'(a)(t — a) + f(a).

On obtient alors :

(1—=A)f(z) +Af(y)

> (1= A)[f'(a)(x — a) + f(a)] + A[f"(a)(y — a) + f(a)]

= (1=A)f'(a)(x —a) + (1 — A)f(a) + Af'(a)(y — a) + Af(a)
= f(@)[(1 =Nz —a) + My —a)] + fla)(1 = A+ A)

= f'(@)[(1 = Nz + Ay — a(l — A) — Aa] + f(a)

= f'la)[(1 = ANz + Ay —a] + f(a)

= f(a)

= f((1 - Nz + W)

Par définition, la fonction f est convexe sur I.
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Partie C. Inégalité de Jensen

1. Soit f une fonction convexe sur un intervalle I de R.
Pour tout entier n > 1, on note P(n) la propriété : « Pour tous =, ..., zn

€ let Ay .ooy An € [0;1] tels que Ay +---+ A = 1, f(ZAkrk) <
k=1

> Aef () ».
k=1

- Initialisation. Il est clair que P(1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N* tel que P(n) est vraie, c'est-a-dire tel que : pour
tous 1, ..., Tn € T et Ay, ..., Ay € [0; 1] tels que A\ +---+ A =1,

n T

f (Z Ak:rk) < Z!‘\kf(frk)- Montrons que P(n + 1) est vraie.
k=1 k=1

Soient x1, ..., Tnt1 € T et A1, ..., Any1 € [0; 1] tels que Ay +--- +

Ana1 = 1.

Si Ap1 = 0, l'inégalité est établie par I'hypothése de récurrence.

Supposons done que A, > 0.

A An+1
Posons A, = An + Ang1 €]0; 1] et zf, = fzn + —;:—,-;1:,1“ €l
n T
La fonetion f étant convexe sur I, on a par définition :

f(EL]=f(i—?$n+i;-:len+1) < Ff[xn}+_Af’_f(:rn+l) [])

De plus, en appliquant I'’hypothése de récurrence aux n réels x,, ...,
Tp_1, T, et aux n coefficients Ay, ..., An—1, A}, on obtient :

ri1
f (E )'lk-'l:k) =f(Mz1+o A1 Tp + A1)
k=1

H.R.

< Mf(@)+ o+ Ancaf(@na) + A, f(z7,)
< Y Apf(xzr) d’apres (1).

k=1

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(1) est vraie et que : Vn € N*, (P(n) =
P(n+ 1)), donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n non nul.

2. Application.
(a) Soient n € N* et ay, ..., a, €]0; 1] telsquea; +---+a, = 1.
On note f la fonction définie pour tout z €]0; 1] par :

f(z) = ($+E)2*m2+2+i
. o x2’

aay
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La fonetion f est deux fois dérivable sur |0; 1] et, pour tout = €]0; 1] :
Mz)=2+ % > 0, done f est convexe sur |0; 1].
D’aprés l'inégalité de Jensen appliquée aux réels ay, ..., an, et aux
coefficients Ay = --- = A, = — qui sont bien dans I'intervalle [0; 1] et
de somme 1 : "
(1 " ) <13 s

f " ; e & i=1 .

c’est-a~dire :

(1!

f ( 1) < i E fla;) car E a; = 1 par hypothése,
n

c’est-i-~dire :
c’est-a-dire :

Soient n € N*, a €]0; +oo[ et b € [0; +o0].
On note f la fonction définie pour tout @ € [0; +oc| par :

1
a+zx

flz) =

La fonction f est deux fois dérivable sur [0; +oc[ et, pour tout = €

2
[0; +o0] : f'(z) = PEE > 0, done f est convexe sur [0; +ocf.
D’aprés I'inégalité de Jensen appliquée aux réels (kb)o<i<n et aux co-
efficients \g =---= A, = = qui sont bien dans I'intervalle [0; 1] et
n

de somme 1 :

n

1 =S 1

k=0

f (
D’une part :

1 n
/()

’ n{n;— 1))

Il
—
P
.
—+ | =
i
[[1]:
o
\-._.--’
Il
I....‘
¥ e
3
+ | o
—
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' 1 1 =1
et d’autre part : ) ;f(kb] = é W

On conclut donc :

= 1 1
> (n+1) ;
kzzuﬂ'*'kb a+ b

2

Exercice 5.1. On note f la fonction définie pour tout réel x par :

f(z) =In(1+e7%).

On note € sa courbe représentative dans un repére orthonormeé du plan. La courbe
¢ est tracée ci-dessous.

1. (a)

(b)

-~
™
To =~

Ona lim (14+e*)=+ocet lim In(x)= +oo done par composition
s r—++oo

de limites (voir exercice 2.3.) : Em In(1+e~%) = +o0.
I =D

Ona lim (14+e*)=1et liinl In(x) = In(1) = 0 par continuité de la

T—+00
fonetion In en 1, done par composition de limites (voir exercice 2.3.) :

Iim . n{l +¢ =) =0,
r—3+400

La fonction u : x + 1+ e™* est dérivable sur R et 4 valeurs dans R},
et la fonetion In est dérivable sur RY, done la fonction f : x — In(u(x))
est dérivable sur R par composition de fonctions et, pour tout réel x,
on a:

_wim) =  —emxer =1
T u(z)  14+e?® (1+eT)xe® 1+e€F

f'(x)

Pour tout réel o, 1 + ¢* > 0, done f'(z) < 0 et donc la fonction [ est
strictement déecroissante sur R.
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] — 00 +0o0

f'(z) =

+00
f \

2. On note Tj la tangente i la courbe € en son point d’abscisse 0.
(a) L'équation réduite de la droite Tj est donnée par :

0

y = f'(0)(x —0) + £(0) = %.‘r +In(1+e%) =~z +In(2)

(b) La fonection f’ est dérivable sur R comme quotient de fonctions déri-
vables sur R et, pour tout réel z :

vy O(1+e2)—(—1)e*  e®
== = e >

Par conséquent, la fonction f est convexe sur R.

(¢) Puisque f est convexe sur R, la courbe % se situe au dessus de toutes
ses tangentes. En particulier, € se situe au dessus de T}, done pour tout

réel z, f(z) > -%z +In(2).

3. Pour tout nombre réel a différent de 0, on note M, et N, les points de la
courbe € d’abscisses respectives —a et a. On a done : M,(—a; f(—a)) et
Na(a; f(a)).

(a) Pour tout réel =, on a :

@) = f-a) = In(1+ )~ 1+ ) =l (15
= In (M

1+ eT

) =In(e~%) = —=z.

(b) La droite (M,N,) a pour coefficient directeur :
YN, —ym, _ fla)—f(-a) —a 1

TN, — TM, a— (—a) 2a 2

La droite Ty a pour coefficient directeur ——.

Les droites Ty et (MyN,) ont le méme coefficient directeur, done elles
sont paralléles.

Exercice 5.2. On note f la fonction définie pour tout = €] — 1; +oc| par :

Yol i lni 1++;] |

On note % la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du plan.
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Partie A

1. La fonction f est dérivable sur | — 1; 4+00[ comme somme et quotient de
fonctions dérivables sur | — 1; +oof.
u(x)

Pour tout z €] — 1; +o0], 0na:f{:ﬂ)=$—v—(;}- avec :
u(z) = In(z + 1) ; v(iz)=z+1;
! Az ]' 2
u'(x) = T+’ v(x) =1,

done on obtient :

X (z+1) —In(z+1)

fila)=1- w(@v(e) —u@)'() |zl

v(x)? (z+1)2
e l-In(z+1) (z+1)>—(1-In(z+1))
B (x+1)2 (x +1)2
2?2+ 2r+1—-1+In(z+1) 22 +2z+In(z+1)
N (xz+1)? - 2 +2x+1

2. Notons N la fonction définie pour tout x €] — 1; 4+oc| par :
N(z) = In(x + 1) + «* + 2z.

(a) — Ona lim (x+1)=+4occet lim In(x)= +o0, donc par compo-
r—+too =40
sition de limite (voir exercice 2.3.) : lim In(xr + 1) = +cc.
r—+too
De plus : lim (2? + 2z) = +00.
T—+00

Done par somme de limites : lim N(z) = +oo.
r—++too

~-Ona lim (z+1)=0%et lim In(z) = —oo, donc par compo-
z=+(=1)+ =0t
sition de limite (voir exercice 2.3.) : lim In(z+1) = —oc.
z—(—1)F

De plus : i 2 +2z) =—1.
e plus x—rEEni‘ﬁ(x +2zx)

Done par somme de limites :  lim N(z) = —oc.
z—(—1)+

(b) La fonction N est dérivable sur | — 1; +o0o[ comme somme de fonctions
dérivables et, pour tout x €] — 1; +oc[, on a :

2
N’($}=_1,+2$+2=1+{2$+2}[$+1] _ 142 +1)*

Pour tout z €] —1; +oof, z+1 > O et 1+2(xz+1)* > 0, done N'(z) > 0.
Par conséquent, la fonction N est strictement croissante sur | —1; +o0f.
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N'(z) +

—o0
1

(c) Ona N(0)=In(0+1)+02+2x 0=1In(1) = 0.
On déduit du tableau des variations de N le signe de N sur | —1; +o<|.

T -1 0 +o0

N(z) = 0 +

(d) Pour tout z €] — 1; +o0[, on a (z +1)% > 0, donc le signe de f'(z) est
du signe uniquement de In(z + 1) + 2% + 2z, c’est-a-dire de N(z).
On déduit done le tableau de signe de f' sur | —1: +o0o[ puis le tablean
des variations de f sur | —1; +ool.

T -1 0 +00
f(z) = 0 v
400 +00
f \ /
0

_In(1+0) _ In(1) _

= 0
140 1

— f(0)=0

= 0 par croissance

-Ona lim (z+1) = +oo et lim iz
=400 r—+co T

comparée, donc par composition de limites (voir exercice 2.3.) :

In(z + 1)
L I e |

lim f(x)=+oo.

=400

= 0, et done par produit et somme de limites :

In(x)
E i = + 1 —_—= -
On a: ) 1{121”’{(:6 +1)=0% et zi":lI]I+ . o0, done par com

In 1
position de limites :  lim —{IL]
(-1t T +1

et somme de limites :  lim  f(z) = +oc.
r—(—1)*

= —00, et donc par produit

3. On résout I'équation f(z) = = d’inconnue = €] —1; +ool.
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Pour tout z €] —1; +oo[,on a :

In(1 + x)
g e
In(1 +z) T.:]
14z
< In(l14+z)=0 car1+xz#0
<= In(1+z) = In(1)
—: 14+z=1
— =10

flz) =z &= z—

Par conséquent, le point d’intersection de la courbe € et la droite d’équation
y = x est le point O(0; 0).
Autrement dit, I'unique point fixe de la fonction f sur | — 1; +o0| est 0.

Partie B
1. Soitz € [0; 4]. Alors 0 < z < 4, done f(0) < f(z) < f(4) puisque la fonction
[ est croissante sur [0; 4], c’est-a-dire 0 < f(z) <4 — 1n£a}
5

In(5)
]
2. On note (uy,) la suite définie par wo = 4 et, pour tout n € N, un+1 = f(un).

Or 4 — < 4, done 0 € f(z) < 4, c’est-a-dire f(z) € [0; 4].

(a) Pour tout n € N, notons P(n) la propriété : «0 < wu,q < u, <4».
In(5
Initialisation. On a ug = 4, u; = f(ug) = f(4) = 4 — M < 4,
5

done P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n+ 1)
est vraie, ¢'est-a-dire que 0 < 4,40 < 4y < 4.
Par hypothése de récurrence, on a : 0 < 4,4 < u, < 4, done :
f(0) < funt1) < fun) < f(4) car la fonction f est croissante sur

In(5)

[0; +oof, donc : 0 € wpyo S Upyy <4— —— < 4.
5
On a donec montré que P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : Yn € N, (P(n)
= P(n + 1)), done P(n) est vraie pour tout entier naturel n

(b) D’apres la question précédente, la suite (u,,) est décroissante et minorée
par 0, donc d’apreés le théoréme de convergence monotone, la suite (u,)
est convergente. On désigne par £ sa limite.

(¢) Récapitulons les hypothéses nécessaires a 'application du théoréme du
point fixe.

— La fonction f est continue sur [0; 4] car elle est dérivable sur cet
intervalle (question A.1).
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L'intervalle [0; 4] est stable par la fonction f (question B.1).
— La suite (uy) est & valeurs dans l'intervalle [0; 4] (question B.2.(a)).
— La suite (u,) est convergente vers un réel £ (question B.2.(b)). Par
ailleurs, puisque (u,) est bornée par 0 et 4, alors £]0; 4].
Finalement, d’apres le théoréme du point fixe, £ est solution sur [0; 4]
de 'équation f(x) =
D’aprés la question A.3, on obtient £ = 0.

Exercice 5.3. On note f la fonction définie pour tout = € [0; +oc| par :

3rx+1
=1 :
fa@ =i (57)
On note % la courbe représentative de la fonetion f dans un repére orthogonal.
A “
I ] | I >
0 1 2 3 4 5
Partie A
1 1
R
Sx+1 ( & :.:) 3+

1. Pour tout réel x > 0, on a : =
r+1

1 :
Tz
1 1
Puisque lim — =0, il vient que lim —]=3et lim (1+—-)=
r—+too I T—+o0 T—*+oo T
e 3x+1

1 par somme de limites, donc lim

=400 T+ 1
De plus, on a hm 1n(’r} In(3) par continuité de la fonction In en 3, done

--]l*—*

= 3 par quotient de limites.

par compomtmn de limites (voir exercices 2.3.), on obtient : hI_II_I Jlz) =3
=400

xr + 1

2. (a) La fonction u : = — est dérivable sur [0; +oc[ comme quotient

T
de fonction dérivables sur [0; +o00] et, pour tout = € [0; +oc| on a :
3z +1) — (3 + 1) 2
ap’ — = y
wix) (z +1)2 (@ +1)2
De plus, pour tout = € [0; +oc[, on a u(z) > 0.

Done la fonetion f : x + In(u(zx)) est dérivable sur [0; +oc[ par com-
position et pour tout z € [0; +oo| :

2
o W@  (z+1)2 2 r+1 2
fla) = u(z) = 3z+1  (z+1)2 *+l (z+1)(3z+1)
z+1
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(b)

Pour tout & € [0; +oo[,onaz+1>0et 3z+1 > 0, donc (x+1)(3z+
1) > 0 et done f'(x) > 0.
Par conséquent, la fonction f est strictement croissante sur [0; +ool.

Partie B

Notons (u,) la suite définie par up = 3 et, pour tout entier naturel : u,, 1 = f(uy,).

R |
1. Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété « 3 < Un41 S Un *.

EEE gLk Supg + 1 10
Initialisation. On a ug = 3 et uy = f(ug) =1In ( U{:’-!- 3 ) =In (I) -

[
In (%) 2~ 0,92, done % < uy < up, et ainsi P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire tel

1 . -
que 3 < Upyq < ty. Montrons que P(n + 1) est vraie, c'est-d-dire que
5 s Up 42 < Up41-
§ 5 1 : 5
Par hypothése de récurrence, on a 5 < Upy1 < Uy. La fonetion f étant

strictement croissante sur [0; +oof, on a: f (%) < flunt1) < flun).
Puisque f(%) =In (%ﬁ——;l) =N (g) = 0,51 > %, il vient
finalement : 5 < f(tns1) < f(un), done P(n + 1) est vraie.

Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : VYn € N, (P(n) =
P(n+ 1)), donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

D’aprés la question précédente, la suite (u,,) est décroissante et minorée
par 1/2, done la suite (u,,) converge vers un réel £ d’aprés le théoréme
de convergence monotone.

Récapitulons les hypothéses nécessaires a 'application du théoreme du
point fixe.

— La fonction f est continue sur [1/2; +oc[ car elle est dérivable sur
cet intervalle (question A.2.(a)).

— Llintervalle [1/2; +o0] est stable par la fonction f.
En effet, si z est un réel tel que % < z, alors f (%) < f(z) car f

) <
f(z), done % < f(x) car % <In (g), soit f(z) € [1/2; +oo].

— La suite (uy,) est & valeurs dans l'intervalle [1/2; +o00[ (question
B.1).

Ll &

est croissante sur [0 ; +o00[ (question A.2.(b)), ¢’est-d-dire In (

395



Correction des exercices

La suite (u,) est convergente vers un réel £ (question B.2.(a)). Par
ailleurs, puisque (u,) est minorée par 1/2, alors £ € [1/2; +o0|.

Finalement, d’aprés le théoréme du point fixe, £ est solution de I'équa-
tion f(x) = @ sur lintervalle [1/2; +oof.

Partie C

L'objectif de cette partie est de déterminer une valeur approchée de £.
On introduit pour cela la fonction g définie pour tout x € [0; 400 par :

On donne

Tnp =

3

1. —

-2+ /7

g(z) = f(z) — 2.
ci-dessous le tableau des variations de la fonction g sur [0; 4+o00| ou

~ 0,215 et g(xo) =~ 0,088, en arrondissant & 103,

x 0 Iy (] +00

g(zo)

g / \\‘D\

0 —00

Sur I'intervalle [0; zg), la fonction g est strictement croissante. Puisque

g(0) = 0, il vient que I'unique solution sur [0; x¢] de I'équation g(z) =0

est (.

Sur l'intervalle [y ; +00[, la fonetion g est continue et strictement dé-

croissante. De plus, g(zo) > 0 et iﬂ‘ g(z) = —o0, done la fonction g
x o

change de signe sur l'intervalle [z ; +oc[. D’aprés le corollaire du théo-
reme des valeurs intermédiaires, I'équation g(z) = 0 admet une unique
solution « sur [z ; +oo[. Puisque xp > 0, a est bien strictement positif.

Finalement, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution o strictement

posit
2. (a)

ive.
La fonction Python ci-dessous nommée f renvoie la valeur f(z) pour
un réel x positif donné en argument.

1|def £(x):

2

(b)

return np.log((3 * x + 1) / (x + 1))

Le programme Python ci-dessous affiche une valeur approchée de o par
exces a 0,01 prés.

1lx = 0.22
?2|while f(x) - x > 0:

3

x=x + 0.01

4|print (x)
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(e¢) La valeur affichée par le programme ci-dessus est environ égale a 0, 53.
3. La limite £ vérifie I'égalité f(£) — £ = 0. Sa valeur approchée a 0,01 pres est
done égale a 0,53.

Exercice 5.4. L'objectif de cet exercice est de montrer que la série harmonique,

n
— : — y 1
c'est-a-dire la suite (h,) définie pour tout entier n > 1 par : h, = E 2 est
k=1

divergente.
1. On note f et g les fonctions définies pour tout x € [0; +oof par :
2
fl)=I(l+2z)—z et g(@)=In(l+z)—z+ %
On admet que IETW f(z) = —oco et zl{l_ll_’lmg(i‘] = +00.

(a) La fonction f est dérivable sur [0; +o00[ comme somme de fonctions
dérivables sur [0; +oo[ et, pour tout réel = positif :

1 1-(1+2z) T
) . = — —_—
f{x]_1+:r J 14z 1+z°

Pour tout = €]0; +oc[, on a f'(x) < 0, done la fonetion f est strictement
décroissante sur |0; +ool.

x ] “+o0
f'(z) 0 =
0

f(0)=In(14+0)—0=1In(1) =0
(b) La fonction g est dérivable sur [0; +o00[ comme somme de fonctions
dérivables sur [0; +o0] et, pour tout réel = positif :

= €I £ £ ;172
i 1 _1-(+z)+z(l+z) _

et ] s :
its "¢ 14z 1+

Pour tout = €]0; +oo[, ona g'(z) > 0, done la fonction g est strictement

croissante sur |0; +oo.

T 0 +0C
g'(x) 0 +
+0o0
g /
0

a7
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2

g[['.'):’tn(l-f—ﬂ)—[l'—lh% =In(1) =0

Le maximum de la fonction f sur [0; 400 est égal & 0, done pour tout

réelz > 0,ona: f(z) £0,s0it : In(l+z)—xz <0, soit : In(l+x) < .

Le minimum de la fonetion g sur [0; +o0c| est égal 4 0, done pour tout
2

réel x > 0, on a : g(z) > 0, soit:ln{l—i—a:)—:r—t—% > 0, soit :

2
In(1 + z) 2:1:—%.

On obtient finalement pour tout réel x > 0 :

2

z-7 <h(l+2)<e (1)

1
Soit un entier k > 1. En prenant x = T dans la double inégalité (1), on
obtient :

i-z—iﬂiln(l+1) -
1
k
1
k

_ k+1
i < (F) <3
1
2k2

m—

<In(k+1)—In(k) <

?“ll—'-

1 1 1 2k(k+1)—(k+1) -2 k-1 S
kEo2k2 k41 2k2(k+1) CO2k2(k4+1) T
d L e s e vk ennitte
OIC k + 1= k ELE, et il vient ensui que
1 1
— t P
P In(k + 1) — In(k) < T (2)

Soit un entier n > 2. En passant a la somme gquand k variede 1 an—1
dans (2), on obtient :

n—1 n—1 n—1

Z ln(ﬁ. +1 E 7

k=1

Exprimons chacun des trois termes en fonction de n.

n—1
; : | T T A ;
Dun<,purt,ul‘lﬂ,.zk+l_2+ +n_hn 1, et d’autre part
nl
1 1 1
ona: Ek 1+2+ -I-n_l--hn—;.
Dna{leplus
n—1
> (In(k +1) = In(k)) E]n{k+1]—2!n
k=1
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=In(2)+---+In(n) — (In(1) +--- + In(n — 1))
= In(n) — In(1) = In(n).

On obtient done :
hn—1<In(n) £ h, — 1—1 (3)

1

Dans (3), I'inégalité de droite implique : In(n) + — < h, et I'inégalité
n

de gauche implique : h,, < In(n) + 1, done finalement :

In(n) + l < h, <In(n) + 1.
n

On vérifie aisément que cette derniéere double inégalité reste valable
pour n = 1, done pour tout entier n > 1, on a :

In(n) + % < ha < In(n) +1 (4)

1
(¢) Pour tout entier n > 1, il vient de (4) que : h,, > In(n) + —.
n

: : 1 s :
Puisque nll}lllm (]n(n} + H) = +00, il vient que : nHTm hn = +oo par
théoréme de comparaison.
3. Soit un entier n > 2. Dans (4), on divise par In(n) > 0:
1 h 1
<—"- <14 —.
nin(n) = In(n) = In(n)

1+

Puisque : lim (1 + - ) = lim (1+ : ) = 1, il vient d’apres

n—r400 nln(n) n—r+o00 In(n)

le théoreme des gendarmes :  lim =1
n—+oo In(n)

Exercice 6.1. On note f la fonction définie pour tout x € [U; % [ par :

sin(z) 4
cos(x) cos(z)

fm) =g +2

- », = W - L
1. La fonetion f est dérivable sur |0; — | comme somme de fonetions dérivables

sur [U; g[et, pour tout r € [U; g[, on a :

cos(z) cos(x) — sin(z)(—sin(z))  Ocos(x) — 4(— sin(z))
cos(z)? cos(xz)?
cos(x)® +sin(z)®  4sin(z)
cos(x)? cos(z)?
~ 2—4sin(x)
~ cos(x)?

fllz)=2

=2

car cos(z)? + sin(z)? = 1.

399



Correction des exercices

2. Pour tout x € [D; g [, on a cos(z)? > 0, donc le signe de f'(x) est le signe
de 2 — 4 sin(z).
Pour tout x € [ﬂ; —-[:

L ]

2 — 4sin(z) > 0 < 4sin(z) <2 < sin[z}{—;— = T € [(]; -E[

On dresse le tableau de signe de f' sur [{}; g [

x 0 7 /6 /2

f'(z) * 0 -

sin(z) 4 7 2sin(z) — 4
cos(x) cos(x) 2 cos(z)

3. (a) Pour tout x € [D; —;E[:f[:r}=;+2

(b) Pour tout x € [D; g [, on a 0 < sin(z) < 1, done 0 < 2sin(z) < 2, done

2sin(z) — 4 i 2

—4 < 2sin(z) — 4 < -2, done car cos(z) > 0.

Puisque lim cos(z) = 0%, alors lim ——— = 400 par quotient
. z(3) @) z(3)" cos(x) 2
de limites, done lim (— < ) = —oo par produit de limites, et
z(3)" \ cos(z)
; 5 % ; " 2sin(x) — 4
done d’aprés le théoreme de comparaison: lim ————— = —o¢.
=(5)" cos(z)

7 2sin(x) —4)
4+ ——— | = —oco par

Finalement : lim f(z) = lim (—
(%) ) z—(3)" \2 cos(x)
somme de limites.

4. On dresse le tableau des variations complet de f sur [l}; g [

x 0 7 [6 /2
f'(z) + 0 =
(%)
f y / \
2 —_0
7 .sin(0) 4 7 1
O =5+t 2oa0) 3 T~ B

400
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Exercice 6.2.
Partie A. Introduction

On munit le plan d'un repére orthonormé (O I, J). Soit  un réel distinct de
m/2. On note M le point image de = sur le cercle trigonométrique de centre O, A
la droite d’équation z = 1 et T le point d’intersection des droites (OM) et A.

J
A MI
|
|
R
(9] Mff
A

Notons M’ le projet orthogonal de M sur la droite (OF). Les droites (M M') et
(T'I) étant paralleles, on obtient en vertu du théoréme de Thaleés :

Or1 T comees [ W L _ sin(x)
OM = MM soit : soit : T'1 =

cos(z) sin(z)’ cos(x)’

Par conséquent, les coordonnées du point 1" sont : (1 Sine) )

' cos(z)
|

On appelle fonction tangente, notée tan, la fonction ci-dessous :

Partie B. Etude sur I'intervalle {[];

|3

sin(x)

tan: ¢ — .
cos(z)

1. En notant D le domaine de définition de la fonction cos, il est clair que :

Dian = R\ Dope, 80it 1 Doy = R\ {g +kr|ke E}.

_ B sin(—x) - — sin(x) L
2. (a) Pour tout z € Dy, : tan(—z) = e e (o e (o tan(z).
La fonction tan est done impaire sur Dy,,,.
_ _ _sin(z +m)  —sin(z)
(b) Pour tout = € Dy,, : tan(z + ) = ) oD tan(z).

La fonetion tan est done m-périodique.
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(c¢) La fonction tan étant m-périodique, on peut restreindre I'étude 4 un

: - T

intervalle de longueur w, par exemple 'intervalle ]——§ by [
" ” . : - mT w

Mais puisque la fonction tan est impaire sur ]ua; 1k on peut par
g die ¥ % A5 g

symétrie limiter I'étude a l'intervalle [U'; 3 [

3.0na lim sin(z) =1et lim cos(z) = 0", done par quotient de
z—+(mw/2) x—+(m/2)
limites :  lim st = lim tfan(z)=+oo.
x—(n/2)- E{)ﬁ(ﬂt) =[x 2)"
La courbe représentative de la fonction tan dans un repére orthogonal du

- m

plan admet une asymptote verticale d’équation réduite x = 37
ia i m :

4. (a) La fonction tan est dérivable sur l'intervalle [U; — [ comme quotient de

oo w m
deux fonctions dérivables sur [D; 5 [ et, pour tout x € [U; - [ ona:

2
1 sin’(z) cos(z) — sin(z) cos’(z)  cos(z)? + sin(z)?
L cos(x)? - cos(z)?
= "msi—::]?' car cos(z)? +sin(z)? = 1.

T
(b) Pour tout = € [['-'; 3 [, puisque cos(z)? > 0, alors tan’(z) > 0.
. F . ™
La fonetion tan est done strictement croissante sur [D; 3 [

On déduit le tableau des variations de tan sur I'intervalle ] —g— x g [ 3

T —

0

+o0
ﬂ/ ‘

b=
L LEE]

/

— 00
il

5. La droite d représentative de la tangente & % au point d’abseisse 0 a pour
1 : sin(0)
T
cos(0)? cos(0)’

équation réduite : y = tan’(0)(x — 0) + tan(0), soit : y =

soit encore : y = x.

|
bal=
B3|
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Notons ¢ la fonetion x — tan(z) — = définie sur I'intervalle ]—% : 2 [
La fonetion ¢ est dérivable sur ]—g : 7| comme somme de deux fonctions
lérivables -ur] =2 ﬁ[ t, pour tout E] e ?r[ na:
dérivables s 51 3 | et pour tout 5ig[ona:
o (z) = _ & | = 1 — cos(x)? _ sin(x)? = tan(#)?
cos(x)? cos(x)? cos(z)? ‘
On a ¢'(0) = 0 et pour tout = € ]—g - g [\{ﬂ}, ¢'(x) > 0, donc la fonction

i i p ™ w
i est strictement croissante sur les intervalles ]_E ; D[ et |0; 5 [
x -3 0 3
¢'(z) .
|
+00
—00
| |
— (0) =tan(0) —0=10
— Ona lim (z) = lim (tan(z)—z) = +oco par somme de limites.
z—+(w 2}~ z—+(mw/2)"
— On a r—r{]fi'lrl;’?}* plz) = m_}{ll%w{tan{m} — x) = —o0 par somme de

limites.
Ainsi pour tout « € ]ﬂ - g [, on a ¢(x) > 0, soit tan(x) > z. Graphiquement,

cela signifie que la courbe ¢ est strictement au dessus de la droite d sur
K
intervalle ]D; 3 [

De méme, pour tout = € ]—E ; ﬂ[, on a w(x) < 0, soit tan(x) < z. Graphi-

quement, cela signifie que la courbe ¥ est strictement en-dessous de la droite
T

d sur l'intervalle ]—— =B

Enfin, la courbe ¥ et la droite d admettent un point d’intersection : I'origine
du repere.

Partie C. Quelques propriétés

1. Pour tous réels x et y de I'ensemble Dy.,, on a :

sin(x)  sin(y)
cos(z)  cos(y)

tan(r) = tan(y) <

< sin(z) cos(y) = cos(z) sin(y)
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<= sin(xz)cos(y) — cos(x) sin(y) = 0
= sin(z —y) =0 (deuxieme formule d’addition)
> dkeld,z—y=kn
< dked, r=y+ kn.
2. Pour tout réels x et y pour lesquels chacun des termes suivants est bien
défini, on a :

sin(z + y) _ sin(r) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos(z +y)  cos(zx) cos(y) — sin(z) sin(y)

sonliesels) (sin{z] . sin[y))

cos(x) * cos(y)

_ sin(x) y Sin(y})

cos(x)  cos(y)

tan(z + y) =

cos(e) cos(y) 1

_ tan(zx) + tan(y)
1 —tan(z) tan(y)

Exercice 6.3.
1. Par propriété, on a :

sinfa)  EA 25
%

_sin(B)  EB 30,6
cos(a) ET & thanlp) B

~ cos(B) ET 2

tan(a) =

2. L'angle ATB admet une mesure v appartenant a l'intervalle ]D : g [, résultat
admis ici, que I'on peut observer sur la figure.
On a ATB = ETB — ETA, soit v = f — a, done d’apreés les questions C.2
et B.2.(a) de I'exercice 1.6, on a :

tan(—a) + tan(f3)
1 — tan(—a) tan(S)

tan() = tan(8 — a) = tan((—a) + ) =

30,6 25 5,6
_ tan(B)—tan(a) =z = =z
1 + tan(a) tan(f3) 1+ 30,6 « 25 ik EEE}
&I €I I
.6
T 5,6 72 5, 6x
T Z2+76 z 224765 z2+765
22
; 0E ao
3. On note f la fonction z — 2+ 765 définie sur J0; 50].

(a) La fonction f est dérivable sur |0; 50] comme quotient de deux fonctions
dérivables sur |0; 50] et, pour tout x €|0; 50], on a :

5,6(x® 4 765) — 5,62 x 2r 5, 62° + 4284

Fi(@) = (2% + 765)2 T (@24 765)2
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Pour tout = €]0; 50, on a (22 + 765)% > 0, donc le signe de f’(z) est
le signe de —5, 622 + 4284,
Pour tout « €]0; 50], on a :

—5,62% +4284 =0 < 5,62 = 4284
s 4284
r=—=

= =765 carx >0

On dresse ensuite le tableau de signe de f’ sur |0; 50] et on déduit le
tableau des variations de f sur |0; 50].

& 0 V765 50

f'(z) + 0 =

‘/7_

65)
S~
I

I
¥ /

Il apparait donc que le maximum de la fonction f sur J0; 50] est atteint
en /765 et est égal a f(4/765) ~ 0, 101.

|
(b) L'angle AT'B est maximal si, et seulement si sa mesure v est maximale.

50)

Puisque v appartient i l'intervalle ]D; %[ et que la fonction tangente

est strictement croissante sur ]ﬂ; E[ (question B.4.(b) exercice 1.6), il

vient que v est maximal si, et seulement si tan(vy) est maximal.

5,6z

2 i)
=+ 760
est maximal, ¢’est-i-

Le réel x étant fixé dans l'intervalle |0; 50], puisque tan(vy) =

il vient que tan(vy) est maximal lorsque 5,62
que tan(-y al lorsque p g

dire lorsque = = /765 == 28 d’aprés la question précédente.
Une valeur approchée de 'angle maximal AT'B 4 0,01 radian pres est
alors 0, 1, soit environ 5, 78°.

Exercice 7.1. On souhaite résoudre dans R 'équation différentielle suivante :
y +y=(3-2r)e" (E)

— Considérons la fonction ¢ : # — (ax + b)e™ ol a et b sont deux réels, définie
et dérivable sur R.

@ est solution de (E) sur R
< Vz €R, ¢'(z) + p(z) = (3 — 2z)e”
< Vz € R, ae” + 2(az + b)e* = (3 — 2z)e”
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< Yz €R, (2az + a + 2b)e”™ = (3 — 2x)e”
< VzeR,2az+a+2b=3 -2z care® #0

2a = -2 a=-—1
— —
a+2b=3 -14+2b=3
i, &=
b=12
Finalement, la fonction ¢ :  + (—x + 2)e” est une solution particuliére de

(E) sur R.

Les solutions de (F) sur R sont donc toutes les fonections de la forme :

g Ce T+ p(z)=Ce* +(—z+2)e*, oulC eR.

Exercice 7.2. On considére 'équation différentielle suivante :
y =9 (E)

1. Considérons la fonction f :  + 0 définie sur R. Alors pour tout réel z, on a
f'(x) =0 et f(x)® = 0% =0, donc f'(z) = f(x)? et f est une solution sur R
de (£).

2. Soit g une fonction définie et dérivable sur R telle que pour tout réel x,

g(x) #0.

Raisonnons par équivalences successives.

g solution de (E) sur R «= Yz € R: ¢'(z) = g(x)?

> VzxelR: ;}((;):; =1car g(z)2 #0

'

+= ¢ solution de % =1sur R
y

r 1 !
3. Notons que : y—2 =1 = (—-—) = 1. On obtient alors :
Yy Yy

I !
g solution de ~y—2 =1sur R <= g solution de (-—;) =1 sur R

1
— dkeR,VzeR\{-k}, ———=z+k
\{-k} @)
1.

< FeR Vo eR\(-k}, ga) = ——=

=

Finalement, les solutions de (F) ne s’annulant pas sur R sont toutes les
définie sur R\{—k}, ou k € R.

fonctions de la forme = — —

T+ k
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4. Notons h la solution de (E) sur R telle que h(0) = 1.
Puisque h est solution sur R de (E), il existe un réel k tel que pour tout réel

&£ =k, hlx) = ik

Par ailleurs : h(0) =1 <= —% =1 < k=-1.

Par conséquent, la fonction h : z — — définie sur R\ {1} est I'unique

x—1
solution de (E) qui vaut 1 en 0.

Exercice 7.3. On désigne par f une fonction deux fois dérivable sur R.
On suppose que la fonetion f vérifie les propriétés suivantes :

(1) f est solution sur R de 'équation différentielle " — y* =1
(2) f(0)=1
1. (a) Par I'absurde, supposons qu'il existe un réel a tel que f'(a) = 0.
Puisque f satisfait a la condition (1), on a en particulier : f'(a)® —
f(a)? =1, done : f(a)? = —1, ce qui est absurde.
Par conséquent, pour tout réel x, f'(x) # 0.
(b) Puisque f satisfait & la condition (1), on a en particulier : f/(0)* —

f(0)2 =1.
Mais puisque f satisfait i la condition (2), on a : f'(0) = 1, done :
1 — f(0)? = 1, soit : f(0)* = 0, soit encore : f(0) = 0.

2. Soit un réel x. La fonction f satisfait a la condition (1), donc : f'(x)* —
f(x)? = 1, donc en dérivant les deux membres : 2f"(z) f/(x)—2f'(z) f(z) = 0,
soit :

2f'(@)(f"(z) — f(=)) = 0.
Mais puisque f’'(x) # 0 d’aprés 1.(a), on obtient : f’(x) — f(z) = 0, soit :
f"(x) = f(x), ce qui prouve que f est solution sur R de ’équation différen-
tielle :

v'=y (E)
3. Pour tout réel =, on pose u(x) = f'(z) + f(x) et v(z) = f'(x) — f(z).
(a) Puisque f'(0) =1 et f(0) =0, on obtient :
u(0) = £(0) + £(0) = £(0) = 1 et v(0) = £(0) — £(0) = £(0) = 1.

(b) La fonction u est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables
sur R et pour tout réel x, on a :

u'(z) = f'(z) + f(z) = f(z) + f'(z) car f est solution de (E)
= ti;{.'!.‘)

La fonction v est dérivable sur E comme somme de fonctions dérivables
sur R et pour tout réel =, on a :

v'(z) = f'(x) — f'(x) = f(x) — f(x) car [ est solution de (F)

= —v(a)
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(c¢) La fonction u est I'unique solution sur R de 'équation différentielle
y' —y = 0 avec la condition y(0) = 1, done pour tout réel = : u(z) = e*.
La fonction v est 'unique solution sur R de I'équation différentielle

y'+y = 0 avec la condition y(0) = 1, donc pour tout réel x : v(z) = e™*.

T

Par ailleurs, pour tout réel z, on a :

done par soustraction : 2f(x) = u(z)—v(z), soit : f(x) =

eI _ ﬁ-'_'ﬁ

2

{fum+ﬂm=uw1
fi(z) - fl@) =v(x)

u(z) — v(a) _

2

Nous avons montré jusqu’a présent que si f est une fonction deux fois
dérivable sur R et satisfaisant aux conditions (1) et (2), alors pour tout

T —e

2

réel z, f(z) = -

—

e —eg™"

Réciproquement, on vérifie aisément que la fonction f : & —

est deux fois dérivable sur R et satisfait aux conditions (1) et (2).

Finalement, la fonction f : =z —

e’ —e™" : . :
————— est bien 'unique fonction

deux fois dérivable sur R satisfaisant aux propriétés (1) et (2).

La fonetion f se nomme la fonetion sinus-hyperbolique et se note

sinh.

(a) Ona lim e =+4ocet lim e~

T—4o0

*=0,done lim sinh(z) = +oo par
e z—+oo

somme et quotient de limites.

Ona lm e =0et lim e

T=F—00

T = 400,donc lim sinh(z) = —co par
r—r—00 T——00

somme et quotient de limites.

(b) La fonetion sinh est dérivable sur R et pour tout réel z, on a :

. e*+e™ %
sinh’(z) = ———— > 0
2
donc la fonction sinh est strictement croissante sur R.
T —00 fal +co
f'(x) +
oo
sinh / 1 /
—00

(a) Soit m un nombre réel. La fonction sinh est continue et strictement

croissante sur R. De

plus, m € | lim sinh(x); HT sinh(z) [, done
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d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation
sinh(z) = m admet une unique solution « sur R.

(b) Pour tout réel z, on a :

sinh(z) = 2 E_Te_'zs
e —e T=6
e —e *T—6=0

(€¥)? —6e® —1=0 care® #0
X?2-6X—-1=0 en posant X = ¢”

(X -3)2%2-10=0

(X-3)2—v10 =0

(X —3—V10)(X —3+v10) =0
X-3-v10=0 ou X-3+v10=0
X=3++v10 ou X =3-+10

€ =3+v10 ou e =3—-V10 car X =¢°
e =3+ 10 care® >0

z = In(3 + V10)

0 A A A A A A

L’ensemble S des solutions de 'équation sinh(z) = 3 est S = {In(3 +

V10)}.

Exercice T.4. Soit a un réel strictement positif. On considére 'équation différen-
tielle du second ordre suivante :

y" = ay (£)

1. Les fonctions f; : x — ¢ % et f3 : £ — ** sont deux fois dérivables sur R
et pour tout réel z, on a :

file) = —ae™ et fi/(z) = (~a)(~a)e™ = a*e™** = a®fi(z);

fa(z) = ae™® et fi(z) = a x ae®® = a?e™® = o’ fo(x).
Les fonctions fi et fa sont done deux solutions particuliéres de (E) sur R.
On considére dans la suite une fonction f définie et deux fois dérivables sur R.

2.  — Supposons que f est solution de (E) sur R. La fonetion g :  — f'(x) —
af(x) est dérivable sur R comme somme de fonetions dérivables sur R
et pour tout réel z, on a :

g9'(z) + ag(z) = f"(z) — af'(@) + a(f'(z) — af(z))
= f"(z) — o®f(x)
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=a’f(z) — a®f(x) car f solution de (E)
= 0.

Ainsi, la fonetion g est solution sur R de ’équation différentielle :
Y +ay=0 (F)

— Supposons que g est solution sur R de (F). Alors pour tout réel x, on
a:g'(z)+ag(z) =0, soit : f'(z)—af'(z)+a(f'(z)—af(z)) =0, soit :
f"(x) — &®f(z) = 0, soit encore : f"(z) = a?f(x), donc f est solution
de (E) sur R.

Finalement, f est solution de (E) sur R si, et seulement si, g est solution de
(F') sur R.

3. On procede par équivalences successives :
[ solution de (E) sur R <= g solution de (F) sur R
< IC e R, VzeR, g(z) =Ce™**
< ICeR VzeR, f(z) — af(z) = Ce™*,

4. On note h la fonction x — e % f(x).
On raisonne par équivalences successives :

3C € R, Yz € R, k'(z) = Ce™ 22"
<= IC eR,Vz e R, —ae **f(z) +e T f'(z) = Ce22%
e JCeR VYV eR, e *(f(z) — af(z)) = Ce 2**
< ICeR VzeR, f'(z)—af(z)=Ce ™"
<= [ solution de () sur R (d’aprés la question 3)
5. — Supposons que f est solution de (E) sur R. D’aprés la question 4, il
existe un réel C' tel que pour tout réel x : h'(z) = Ce 27,

11 existe done un réel a tel que pour tout réel x : hz) = —2—3_2'“ +a,
o

&
soit : e~ f(z) = ——e 22T 4 g, soit encore : f(z) = ——e % + ae®*.
fl@) = —5-e % +a, f@) = —5e+

En posant b = =35 on obtient pour tout réel z : f(x) = be™** + ae™*.
a

— Supposons qu'il existe deux réels a et b tels que pour tout réel z, f(xr) =
ae™ + be™**, La fonction f est deux fois dérivables et pour tout réel
@, on a:

f'(z) = aae™® — abe ™ et f"(x) = a®ae™ + a’be ** = o f(x),

done la fonction f est solution de (E) sur R.
Finalement, f est solution de (&) sur R si, et seulement s'il existe deux réels
a et b tels que pour tout réel z, f(z) = ae™ + be ™",
En conclusion, les solutions de (F) sur R sont toutes les fonctions de la
forme :
zrrae™ +be™™, ohacRetbe R
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Exercice 7.5.

1. — Supposons que p est solution sur [0; +o0[ de I'équation différentielle

y = ay(m—y) (1)

La fonction g est dérivable sur [0; +o0o[ comme quotient de deux fone-
tions dérivables sur [0; +o0| et, pour tout réel t > 0, on a :

') = - 20
O= "y
ap(t)(m — p(t P
= - P }EJU]'E p(t) car p est solution de (1)
__a(m—p(t) _ —am+ap()
p(t) p(t)
= —am X 2 +a=—amg(t) +a
P .

=ag(t)+ 3 en posant @« = —am et f =a
Ainsi g est solution sur [0; +oco[ de I'équation différentielle
y = —amy+a (2)

— Supposons que g est solution sur [0; +oc| de I'équation différentielle
(2). La fonction g est done dérivable sur [0; +oc| et, pour tout réel
t>0,ona:

P'(t) = —¢'(t)p(t)*
= —(—amg(t) + a]p(t]2 car g est solution de (2)

= amg(t)p(t)* — ap(t)*

2
= amg(t) (ﬁ) —ap(t)? car g(t) > 0

1
=am X E — ap(t)?
= amp(t) — ap(t)*
= ap(t)(m — p(t)).

Ainsi p est solution sur [0; +oo[ de 'équation différentielle (1).
Finalement, p est solution de (1) sur [0 ; +oc] si, et seulement si, g est solution
de (2) sur [0; +ool.

2. On raisonne par équivalences successives :

p solution de (1) sur [0; +o0f
<= g solution de y' + amy = a sur [0; +o00|
a

— JC e Ry, Vie [U; +OOL g[t} = Ce—omt it
ame
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—ami
< AC e Ry, Vt € [0; +oo|, g(t) = %
& 3C € Ry, Vt € [0; +oof, p(t) = m
¢:azemﬂwemuﬂmmﬂ=xggﬁj(k=m@

Finalement, les solutions strictement positives de 'équation différentielle (1)
sont toutes les fonctions définies sur [0; +o0o[ de la forme :

i

t o ——
1 + }‘E—amt

on A € R}.

3. (a) D’apres la question précédente, on a pour tout réel ¢t = 0 :

m

j’)(f) = 1 +)||e-u.m!.‘
La fonction p est dérivable sur [0; +o00[ et pour tout réel t > 0, on a :

(14 Ae=®™) —m(—amAe *™)  am?le ™
(1+ Ae—amt)2 T (14 Aemomt)2”

7@t =2

Puisque pour tout réel ¢ > 0, p'(¢) > 0, il vient que la fonction p est
strictement croissante sur [0; +oo.

(b) On a : Llii“ et — () car —am < 0, done par produit, somme et
— o0

quotient de limites, on obtient : lim p(f) = m.
t—=+o0

4. Application.
(a) D’apres la question 2 (en prenant a = 1/12 et m = 3), la fonction u
définie sur [0; +oc| est de la forme :
3

it ——— o CeRy.
3Ce 1t +1 ¥

(b) On a : .'.]j-|n-1 u(t) = 3, done au bout d'un grand nombre d’années, le
—+oo

secteur étudié comptera trois rongeurs.

Exercice 8.1.

1. Notons f et H les fonctions définies pour tout o € [1; +o0| par :

f@p:E%T et H&}:ﬁ_ﬂﬂ&.

(a) Pour tout réel x > 1, on a ¢* > e par croissance de la fonction expo-
nentielle sur R. Or e > 1, done pour tout réel & > 1, e* > 1, ¢'est-a-dire
e* —1 > 0. La fonction f est done bien définie sur [1; +o0l.
La fonction f est continue sur [1: +oc[ comme quotient de deux fone-
tions continues sur [1; 4oc[, done la fonction H est bien définie sur
[1; +ocol.
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(b) D'apres le théoréme fondamental de I'analyse, puisque f est continue
sur [1; +ool, la fonction H est dérivable sur [1; +oc[ et pour tout = €
[1; +oof, H'(z) = f(2).

(¢) Notons € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du

plan.
3

Ona: H(3) = flx)dz. Pour tout réel x = 1, on a f(z) > 0, done
1
H(3) désigne l'aire, en unité d’aire, de la zone du plan délimitée par
I'axe des abscisses, la courbe € et les droites d’équationsz = let & = 3.
2. On se propose, dans cette question, de donner un encadrement de H(3).

T T X e ™ g

e’ —1 :e‘z(e’:—I]:xx 1—e=

(b) On calcule H(3) & I'aide d'une intégration par parties :

H(3]=flﬂf(x}dm=/:3xx ¢ i

l—e—%

(a) Pour tout réel z > 0 :

= [zIn(1 —c_z)]:: —ffl xIn(1—e*)dz

3
=3In(l—-e?) -In(1 -7 —f In(1 —e ") dx
1

(¢) Soit x un réel tel que 1 < = < 3. Alors -3 < —z < -1, done
e™® < e7* < e7! car la fonction exponentielle est croissante sur R,
donec —e ' € —e*< —e*doncl—e?'<l1—e*<1-—e? done
In(1—e"') <In(1 —e*) < In(1 — ¢7?) car la fonction In est croissante
sur |0; 400, soit :

1 1
—=)<{i-e2)< —
In (l c) <Iln(l—e*)<In (1 ﬁ3) (1)
(d) A partir des inégalités (1) et par croissance de 'intégrale on obtient :
3 1 3 3 1
/ln(l—-)dxﬂ/ln[l—e‘*)dxifln(!——s)dm
1 =z 1 1 -
1 3 a 1 3
soit 111(1——)[ ldmgf In(l-—e *)dz <Iln (1——3)[ 1d=z
€ 1 1 € 1
. 1 3 * - 1 3
soit : In I_E i< | In(l1—-e®)dz<In 1—;-5 [x]3
1
; 1 i i 1
soit:2ln(1-=)< | I(l-e*)dz<2ln({1-—=
€ i €
_ 1 8 & 1
soit : —21In 1——3 < - In(l—e*)dr<-2In|1--
L& 1 E

soit : wﬂln(lm%)-ln(l—l)E—fhl(l—e_z}d:c
e e 1

413
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—ln(i—l)ﬂ—iln(l—l)—ln(I—lj
e e e
soit : —2In l—i —In 1—1 +3Iln 1_l
el e &3
3 B 1 {
<—f| ml-eF)dz—-In{1-=)+3mn(1-=
1 € €
<o (1-2) (1D s (i- 1)
¢ € ¢
soit ;1 1—l —In 1—1 < H(3)
soit : In = =] =
com(i-4) -sm(i-1).
e €

Exercice 8.2.

Partie A

On note f la fonction définie pour tout réel z > 0 par :

fl@) = et

On note ¢ la courbe représentative de la fonetion f dans un repére orthonormal
du plan.

§

(a)

()

W |
D'une part, on a lim — = +o0.
z—0t T

. : . 1
D’autre part, on a lim — = 4ocet lim €* = +oo, done lim ex =
=0t I =400 =p(t

+00 par composition de limites (voir exercice 2.3).
Par produit de limites on obtient : lim} f(z) = +o0.
i

x—l
, 1
D'une part, ona lim — =0.
T—4+00 T
D’autre part, ona lim — = 0 et lim e” = €” = 1 par continuité de
=400 T z—3+0

la fonction exponentielle en 0, done ]it_!l_l e* = 1 par composition de
r—+0o0

limites (voir exercice 2.3).
Par produit de limites on obtient : lim f(z) =0.
oo
Graphigquement, on peut déduire que :
— la droite d’équation & = 0 (c'est-a-dire 'axe des ordonnées) est une
asymptote verticale 4 € ;

— la droite d’équation y = 0 (c’est-i-dire I'axe des abscisses) est une
asymptote horizontale & € en +oco.

(a) La fonction f est dérivable sur |0; +oo comme produit de deux fone-

tions dérivables sur |0; +ocl.



Correcrion des exercices

Pour tout réel x > 0, on a f(z) = u(z)v(x) avec :

1 [
&N v(z) = e=
ﬂ’(l] $21 ¥
2 i
u'(z) = — 5] v'(x) = — 2
done on obtient :
2 2 1 1
f(z) = v (z)v(z) + u(z)v'(z) = ST g X et
A | 1 1 1 2 1 1241
B S L ) B

1 3
=——e*(2c+1).
x46($+}

b) Pour tout réel z > 0, on a 2z+1 > 0, ex }Deti:n[},dﬂnc "(z) <0,
m‘l

done la fonction f est strictement décroissante sur |0; +ocf.

& 0 a~1,11 +o0
f'(@) =

J-00

Gia ™

¥ 2\

(e¢) La fonction f est continue sur l'intervalle |0 ; +oc] (car elle y est déri-

vable sur d’aprés la question 2.(a)) et est strictement décroissante sur

10; +o0[ (question 2.(b)). De plus lim f(z) = +oc et lim f(z) =
230+ 2—+00

0

0 < 2, done d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = 2 d’inconnue x € R} admet une unique solution a
sur |0; +o0l.

A l'aide de la calculatrice, on trouve o == 1, 11.

Partie B. Etude d’une suite d’intégrales

On note (I,,) la suite d’intégrales définie pour tout entier n > 2 par :

2
I =f Le':? da.
1 "
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2.

3.

Correction des exercices

(a) A l'aide d’une intégration par parties, on a pour tout entier n > 2 :

i ! !
In=/—><e?d.1r
Ll v

:E“
\-u..v..d" ﬂ(ﬂ:}
v'(x)

B p—n+tl 2 f? 1 3 g~ F
=TS ¢l 20 —a+l

1 1 2+ 1 /2 L 4.
= e ex 4Ar
1-n i), T=mnji g

Bl

Ml

1 Ve 1
- 1_n(ﬁ—£)+1_n*'n+'
1 £
m (QT‘/___I—'ﬁ'f“In-q-l)

Je

donc : (1 —n)l, = F — e+ Inyq, ¢'est-d-dire :

e
Iﬂ..i.] =€ - 2:’/_’_1 + [i -H}I“-

(b) D’aprés la question précédente :

13=e-ﬁ+(1—2}12=e-ﬁ'—fgée—ﬁ-(e-\/’e)

92-1
V2 V2

= B BT —

B 2 2

1

M| =
1A

1
(a) Soit un entier n > 2. Soit = un réel tel que 1 < x < 2, alors 2 <

Hi=
1A

par décroissance de la fonction inverse sur |0 ; 00|, done e? <e €

par croissance de la fonction exponentielle sur R, done 0 < ez < e, et

a 1 :
puisque — > 0, alors on obtient :

B [

i‘e- < i (1}

0<
B i an

(b) Par croissance de l'intégrale dans (1), on obtient pour tout entier n > 2 :

2 21§ 2 e
f l‘.]d:cif —e= &mi[ — dx
1 1 -.rﬂ. H _.L.n

2
1
snit-:[]*‘_f.fnicf —dz
1 ="

1 ]2

SOit:UELlEE[—n+1

1



Correcrion des exercices

£ 1
it : 0< I, <
s01 slh=g n[a:" }

2
= —1
1
e 1
n P_l)r

Puisque lim ¢ — lim = = 0, alors par somme et produit
n—+o0 1 — 1 n—+oa 9n—1

soit: 0€ I, < i

1
de limites : lim — — 1| =0, done d’apres le théoreme des
nsteo 1 —m \ 201

gendarmes : nETm I =1k

Exercice 8.3. L'objectif de cet exercice est d’étudier la suite (u,) définie pour
tout entier naturel n par :

1 e
Uy = —d=z.
= ./;. v1+ 22

1. Notons f la fonection définie pour tout x € [0; 1] par :

f(z) =In(z + V1 + 22).

(a) La fonction u :  — =+ v/1 + x? est dérivable sur [0; 1] comme somme
de fonctions dérivables sur [0; 1] et, pour tout z € [0; 1], on a :

2 —— T _:1:+w“1-t—:ni
2/1+z2 Vi+tzz  J1+22

De plus, pour tout = € [0; 1], on a u(z) > 0.
Done la fonetion f : z — In(u(x)) est dérivable sur [0; 1] par composi-
tion de fonctions et, pour tout = € [0; 1], on a :

:t:+w».;"1-+-:1:E
flz) = w(z)  Vi+a? 1 _
w(x) z+V1+22 V1422

-
Par conséquent, on a :

1 1 1 ) :
=In(l+ V14 12) —=In(0+ /1 +02) = In(1 + V/2).

u'(z) =1+

fl L dx /11x~72$ dx 1/1~72$ dx
iUy = B — — T = —
T e 0 2 V1422 2Jo V1422
1 1
=§[2\/1+x9];=§(2x@—2ﬁ}=\/§—1.

4an
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(a) Pour tout entier naturel n, on a :

()

1 Zntl T
Up ] — Uy = —d;l:—f ——dx
i o V1+z2 o V1+zx?
S 2 Yaza de 1 1
= o inéarité de 'intéerale
f (v’1+r2 v’1+m?) ( irake)

/ v’lT? “"“f J{IT_:;CI

Or, pour tout = € [0; 1] et pour tout n € N,onaz—1<0, z" >0

z"(xz—1) Len(z—1)
et\f1+:c§:»[},d0nc—£ﬂctdonc ————dz < 0 par
) v1+ 22 0o V1+z?
positivité de 'intégrale, soit : up41 — un < 0.
Ainsi, la suite (uy) est décroissante.
T
De plus, pour tout = € [0; 1] et pour tout n € N, on a : >0,

Vvi+zZ ~

done u,, > 0 par positivité de l'intégrale, done la suite (u,,) est minorée

par 0.
Finalement, la suite (i, ) est convergente d’aprés le théoréme de conver-
gence monotone.

Soit un réel x tel que 0 < = < 1. Alors 0 < x2 < 1 par croissance de la
fonetion carré sur Ry, done 1 < 1+ 2% < 2, done VI<V1+2Z2<4/2
par croissance de la fonction racine carrée sur R, soit :

1<V1+22 <2

Pour tout « € [0; 1] et pour tout n € N, on a :

1 1
1<V14+22<v2 & — < —— <1 par décroissance de
= = R e R
x+— 1/x sur RY
m'ﬂ- :B.H

—_ — L — < 2" carz" = 0.

V2 T Vi+2?

Par croissance de l'intégrale, on obtient pour tout n € N :
l .5 1 n 1
T -
f —d:r:i-’.f —.{lﬂi‘ﬁ_:fﬂ:nd:i:
V2 o Vi+a? 0

n+1 $ﬂ+1 I
<
f[-n—i—l] ﬁ‘“'[:-'1+1]{],

it : X < Uy < 1
e \/Q n+1_u"_ﬂ,+1 (1)
* * = & s . - i ] A - "
Puisque nhr-rl—lm —7 0, il vient : nlﬂlmu“ 0 d’aprés le théoréme

des gendarmes.
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1
3. Pour tout entier n > 3, on pose [,, = [ " 2y/1 4 z2dz.
JO

(a) Pour tout entier n > 3, on a :

n T Un—2
= ® / 1+ :1"2 [ v1+ x2
a2
f ( Ve ) dz (linéarité de I'intégrale)

\.f'r1+m2
f +.r“ 2 L 2(1+xz}dm
0 V14 x2

/ 1+-Tr2fi I-ﬂ.»

(b) Pour tout entier n > 3, on calcule I,, i 'aide d’une intégration par
parties :

1
i =f " 2/1 + 22de
0

nu 1i—1

={*~.,r‘]+::t:2 ] f = d:z:
v1+ a2
1 1 1
= Exﬂ_l—ﬂ_l-un:—n_l[\,/ﬁ—un).

Ainsi, pour tout entier n > 3, on a :

{ﬂ“l) n— \/é—un g {ﬂ'- 1}{1511‘1'“1-;-2}: ‘/E"'un
= NUn —tUn + (1= 1)ttp—2 = V’E — Uy
= nu, +(n—1u, o = V2.

(¢) Soit un entier n > 3. La suite (u,,) est décroissante, donc : u,, < u, o,

done: (n—1Du, <(n—Duy_o carn—1>0

done : nup — tn < NUp—2 — Up—2

done : nu,, + nu, — u, < N, +nit, 3 — t,_2

done : (2n — 1u, < nu, + (n— Duy, o

done : (2n — 1)u,, < V2 d’aprés 3.(b) (2)

(d) Soit un entier n > 3.
— D’apres 1{2}, on a (2n — Du, < V2, done 2m:.n1 < V2 4+ uyn. Or
< — @’ ¢ < - <
Uy — d’apres (1), done V2 +u, < ﬂ+n+1’ done 2nu, <

1 V2 1
—_— P el AL
\/i-i-n_'_l,doncnun_ 5 +2[n+1]

419
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(b)

Correction des exercices

1 i

— D’apreés (1), on a u, > , done nu, >

(n+1)v/2 (n+1)v/2
Done on obtient la double inégalité suivante :
7 \/‘:‘ 1
— o ng o T B
m+1)V2 = =2 T om+1)
1 V2 1 V2
Pui m —— =0,alors: & —t— | = —
T e omrd) T C pearee ( > " om+ 1)) 2
par somme de limites.
1

Par ailleurs ; done par somme

T+ 1)V2 V2 +v2 ﬁ+%§"’

et quotient de limites : lim T o ﬁ
n—too (4 1)v/2 V2 2

D’apreés le théoréme des gendarmes, on conelut : ]jlil Ny, =
Tl =30

V2

8.4. On note (W5) la suite définie pour tout entier naturel n par :

%
W, = / sin(t)" dt.
0

Pour tout t € [0; /2] et pour tout n € N, on a 0 < sin(t) < 1, done
0 < sin(t)"*! < sin(t)", done par croissance de I'intégrale

m o

T T
ug[ mmwﬂmgf sin(t)" dt, soit : 0 < Wy < W,
(1] 0

Montrons désormais que pour tout n € N, W, > 0. Par I'absurde,
supposons qu'il existe n € N tel que W,, = 0, c’est-a-dire tel que :

5
f sin(t)" dt = 0.
0

Puisque la fonction ¢ +— sin(¢)" est continue et positive sur [0; 7 /2], il
vient que pour tout t € [0; 7/2], sin(t)" = 0, ce qui est absurde.

Par conséquent, pour tout n € N, W,, > 0.

Nous avons montré dans la question précédente que la suite (W) est

décroissante et minorée par 0, elle est done convergente d’apres le théo-
réeme de convergence monotone.
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2. Soit n un entier naturel. Calculons W,, ;o a I'aide d’une intégration par par-
ties :
-E 1
Whio :f sin(t)™ ! sin(t) dt
(1]

= [— t) sin(t) “'H] (n + 1) cos(t) sin(t)" cos(t) dt
0,

w

= (n+1) / (n + 1) cos(t)? sin()" dt

=(n+1) ﬁflil — sin(t)?) sin(t)™ dt

=(n+1) (ﬁﬁ sin(t)™ dt — LE sin(t)" 2 dt)

= (rn+ 1)(W, — Wyia).
On obtient par conséquent W, ;0 + (n + 1)W,,0 = (n + 1)W,,, soit (n +

1
2)Wasa = (n+ )W, soit encore Wy = W,
3. Pour tout n € N, on a d’aprés la question précédente (n + 2)W, 0 = (n +

1)W,,, done

Pour tout n € N, en posant u, = (n + 1)W, Wy 41, il vient que u, = uny1,
done la suite (u,) est constante. Par conséquent, pour tout n € N, on a
U, = g, c'est-d-dire (n + 1) W, W,y = WyW, o1 :

3 z ’
Wa :[ﬂ 1dt = % et W) =[ﬂ sin(t) df = [_ ms(t)][’f =
T

2n+1)
4. Pour tout n € N, puisque la suite (W) est décroissante, on a Wy4a <

W, W,
Wi < Wy, done B8 g DL o e WG, 0 d’apres 1.(a), done :

done (n+ 1)W,Wyi1 = g, soit : WpoWey1 =

W, = W,
n+1 WR+]
< <1 d’apres 2.
n+2- W, ~ i
1 W, .
Or lim — 52 =1, donc lim — = 1 d’aprés le théoréme des gen-
n—+oo 1+ 2 n=++oo W,

darmes.

w m

5 Pourtoutn € N,ona W, W, = d’apres 3, donec W, =

2(n+1) 2(n+ )Wyt
T
car Wy41 > 0, done W2 = St Ewn+l donc :
Wf! W2 2 W, xﬁz n » Wﬂ.
2 m 2{” 4 I}W'n+1 m n+1 Wﬂ+l
n

421
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_ ' W, _ n 0 A
Puisque lim = = lim =1,il vient : lim —= =1

n=+o0 Wpy n—+oo 11+ 1 n—+oa '

2n

n—+oo

; W : ;
Par conséquent : lim J - = 1&111 —= par continuité de la fonction
n—r+oo

on 2n
racine carrée sur R, (propriété 3.7), soit : lim Eo=4/1=1.
=400 T
2n

Exercice B.5.
1. Soit k € {0, ..., n} et soit = un réel tel que zx < & < xp41. Puisque la
fonction f est croissante sur [a; b (et que zy € [a; b] et zx41 € [a; b]), on
obtient :

fl@r) < flz) < fxp).

2. Par croissance de l'intégrale, on obtient pour tout k € {0, ..., n}:

f flaw)d < f aytas [ 7 flanin)a

B Tk

soit: f() [ 1de < [ f@)da < fan) [ 140

Ll Ty T

soit : flzx)[e],," < f " @) de < o) 2]

[
Th41

soit 1 f(zk)(Tke1 — k) Ef f(z)de < f(zrs1) (TR — Ti)
Or, pour tout k € {0; ... ;n},ona:
b—a -a—kb‘_a _ b—a -

TL n T

Thy1 -.‘I-'k:ﬂa'i‘{k‘l‘].)

done on obtient la double inégalité suivante :

Ti41

hi(zx) < f f(e)dz < hfeass) (1)

Tk

En passant a la somme quand k varie de 0 & n — 1 dans (1), on obtient :

n-1 n—=1 agpi n—1
S hf@) <Y [ f@)de <3 i),
k=0 k=0" %k k=0

n—1 n—l1
Par définition : E.’tf(.rk) = Su(f) et th[u:k.,.l) = S, (f) et, d’aprés la
k=0

k=0

n—1 Th41 b
relation de Chasles : Z / flz)dx = f f(z)dz, il vient donc :
k=0 @

Tk

b
Sa(f) < f f(z)dz < SL(f) 2)
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3. (a) Ona:

n—1

So(f) — Sa(f) = th{mm}*—th{zk)

k=0

1 1
=h (E f(zr1) — Ef{r.t})
n n-—1
= h (Z fa) -3 ft:cu)

=h (i flzk) + f(zn) — flzo) — Zf(ﬂ:k})
h- {Iu - )
E:- a

(f(b) — f(a)) carz, =betzp=a
(). D (3) 1l vit 2 0 5/ f(z)dx — S, (f) < S(f) — Su(f), soit :

b —
ﬂgjﬁﬂﬂdm—&Uﬂ_bna ) — f(a)).

a(f(b} — f(a)) =0, il vient d’aprés le théoréme des

Puisque
=400

=40

gendarmes lim (f flz)dz — Sn(f}) =0, soit :

Wi, Sl f) = ﬂ?w@.

n—t4o0

On a de plus S}, (f) = Sa(f

3.(a), done par somme de ]:mltca

(f (b) — f(a)) d’aprés la question

b
Jim Sy(f)= lm_Sa(f) = f /() da.

4. Application. Soit p € N. Pour tout entier naturel » non nul, on a :

- S =S 1
) —g;(;) =Y (5 o+

k=0

n—1 P _ n—1 b P
ot Sp(f) = Z - (E) = e Z (D+ k[l—[}}) est la somme de Rie-

mn\n T n
k=0 k=0

mann associée a la subdivision (2 )o<r<, définie pour tout k € {0; ... ; n}

423
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k . . e . .
par x; = —, et a la fonction f : x v 2P définie, continue et croissante sur
n

Iintervalle [0; 1].
Par conséquent, il vient :

1 1
nﬁglmsn(fhﬁ f{x}dm=£ ¥ = L-,H

Finalement : lim

de limites.

zPtl l_ 1
u_p+1'

1

n—+oo P+l

" 1 1
;; o — nHT@o (S“{f} + E) = P_+_1 par somme

5. (a) La fonction Python rect(f, a, b, n) ci-dessous renvoie, pour une
fonction f continue sur un intervalle [a; b] et un entier n > 1 donnés,

b
une approximation Sy(f) de I'intégrale I = [ flzx) de.
i

-

def

=
o
H |
o=

rect(f, a, b, n):
=(b-a) /n
=0

in range(n):
g + hx £(x)
X ¥ h

b
]

B return s

L1

r

(b) On fait appel a la fonction rect pour trouver une approximation de

1
I'intégrale [ In(z + 1) d.
0

1|import numpy as np #importation du package numpy

2 |def

FE®) 2

3| return np.log(x + 1)
4|rect(f, 0, 1, 1000) #appel de la fonction rect

L'appel rect (f, 0, 1, 1000) renvoie : 0.3859477458629461

Exercice 9.1.

1. Un code est un élément de 'ensemble 'y suivant :

Ch ={A; B} % {0;...; 9}

D’apres le principe multiplicatif, on obtient :

Card(C}) = Card({A; B}) x Card({0; ... ; 9}*) = 2 x 10* = 20000.

On dénombre done 20000 codes.
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2.

ok |

Un code sans le chiffre 0 est un élément de 'ensemble Cy suivant :
Co={A; B} x{1:...; 9}
D’apreés le principe multiplicatif, on obtient :
Card(Cs) = Card({A ; B}) x Card({1; ... ; 9}") =2 x 9% = 13122,

On dénombre done 13122 codes ne comportant pas le chiffre 0.
Notons ('3 'ensemble des codes comportant au moins une fois le chiffre 0. 11
est alors clair que :

Card(Cs) = Card(Cy) — Card(Cs) = 20000 — 13122 = 6878,

On dénombre done 6878 codes comportant au moins une fois le chiffre 0.
Pour obtenir un code comportant des chiffres distinets, on peut :

— choisir une lettre parmi les deux lettres (2 possibilités) ;

— choisir un 4-arrangements de I'ensemble {0; ... ; 9} (A}, possibilités).
On dénombre done 2 x Af, = 10080 codes comportant des chiffres distincts.

Le nombre de codes comportant au moins deux chiffres identiques est le
nombre de codes possibles auquel on soustrait le nombre de codes comportant
uniquement des chiffres distinets.

[’apres les question 1 et 4, on dénombre done 20000 — 10080 = 9920 codes
comportant au moins deux chiffres identiques.

Un code dont la lettre peut étre placée en premiére ou seconde position est
un élément de 'ensemble Cy suivant :

gi={A: BYx|0; .. 9300, .5 9y x {A; By x {04...5 9F)
=CyU ({0;..:59) x {A; B} x {0; .- 5 9%).

D’apreés les principes additif et multiplicatif, on obtient :

Card(Cy)

= Card(C;) + Card ({0; ... ; 9} x {A; B} x {0; ... ; 9}%)

= Card(C}) + Card({0; ... ; 9}) x Card({A ; B}) x Card({0; ... ; 9}%)
= 20000 + 10 x 2 x 10*

= 40000,

On dénombre done 40000 codes dont la lettre peut étre placée en premiére
ou seconde position.

Exercice 9.2.

1.

Le nombre de mains possibles est le nombre de fagons de choisir 5 cartes
=
parmi les 52 cartes du jeu, il vy a done (ﬁf) = 2598960 mains possibles.
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Pour obtenir un Carré, on peut :
— choisir une valeur parmi les 13 valeurs (13 possibilités) ;
— choisir les quatre cartes de cette valeur parmi les 52 cartes (1 possibi-
lité) ;
— puis choisir une carte parmi les 48 restantes (48 possibilités).
On dénombre done 13 x 1 x 48 = 624 Carrés.

. Pour obtenir un Full, on peut :

— choisir une valeur parmi les 13 valeurs (13 possibilités) puis choisir 3
cartes parmi les 4 cartes de cette valeur [(g) possibilités) ;
choisir ensuite une valeur parmi les 12 valeurs restantes (12 possibilités)

puis choisir 2 cartes parmi les 4 cartes de cette valeur ( (;) possibilités).

On dénombre done 13 x (g) x 12 x (;) = 3744 Fulls.

On commence par dénombrer les mains contenant 3 cartes de méme valeur.
Pour obtenir une telle main, on peut :

— choisir une valeur parmi les 13 valeurs (13 possibilités) ;

— choisir 3 cartes parmi les 4 cartes de cette valeur {(;) possibilités) ;

— choisir ensuite 2 cartes parmi les 48 restantes {(428) possibilités).

On dénombre done 13 x (;) 5 (4; ) = H8656 mains contenant 3 cartes de

méme valeur.

Pour obtenir le nombre de Brelans, on doit soustraire au dernier nombre
le nombre de mains contenant 3 cartes de méme valeur et 2 autres cartes
de méme valeur, ¢’est-a-dire soustraire le nombre de Fulls. On obtient done
58656 — 3744 = 54912 Brelans.

Pour obtenir une Quinte flush, on peut :
— choisir la couleur (4 possibilités) ;
choisir un nombre parmi 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ou 10 (9 possibilités) ;
— choisir ensuite une main commengant par le nombre et la couleur pré-
cédemment choisies (1 possibilité).
On dénombre done 4 x 9 x 1 = 36 Quintes flush.
Pour obtenir une Quinte, on peut :
— choisir un nombre parmi 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ou 10 (9 possibilités) ;
— choisir une main commencant par le nombre précédemment choisie (47
possibilités).
On dénombre done 9 x 4° = 9216 Quintes.
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Exercice 9.3. Une grille de mots croisés est un tableau rectangulaire & n lignes et
p colonnes (et done constitué de n x p cases), oli n et p sont deux entiers supérieurs
a 2, parmi lesquelles un certain nombre k (inférieur ou égal a np) sont noircies (et
les autres blanches).

1.
2.

L

Il y a k cases & noircir parmi np cases, on dénombre done (np ) erilles.

k
Notons que dans le cas on les quatre coins sont noirs, on a forcément k = 4.
Une fois les quatre coins noircis, il reste k — 4 cases a4 noireir parmi np — 4
; np — 4 , i .
cases, on dénombre done ( kp_ 4 ) grilles dont les quatre coins sont noirs.
Pour obtenir une grille comportant exactement deux coins noirs, on peut :
5 : 2 : 4 i
— noireir deux coins parmi les quatre coins ( N possibilités) ;

noireir ensuite k — 2 cases parmi les np — 4 cases qui ne sont pas des

coins {(r;:p_—;) possibilités).

On dénombre done (;) X (f;cp __24) grilles comportant exactement deux

coins noirs.

Notons que dans le cas o chaque ligne contient an plus une ease noire, on a
foreément k < n.

Pour obtenir une grille comportant au plus une case noire sur chaque ligne,
on peut :

— choisir k lignes parmi les n lignes sur lesquelles on souhaite noireir une
n G srei s
seule case {( k) possibilités) ;

— choisir la case a noircir pour les & lignes sélectionnées (p choix pour
chaque ligne, donc p* possibilités au total).

On dénombre done [T x p* grilles comportant an plus une case noire sur
k
chaque ligne.

On dispose d'une grille de n lignes et n colonnes et on souhaite noireir sur
chaque ligne et sur chaque colonne une seule case.

Pour ce faire, il y a n choix pour la premiere ligne, n — 1 choix pour la
deuxiéme ligne (on ne peut pas noireir la case se situant en-dessous de la
premiére case noire car, dans ce cas, la colonne correspondante contient deux
cases noires), n — 2 choix pour la troisieme ligne ete. Arrivée a la derniére
ligne, il ¥ a un seul choix car il reste une seule colonne vierge.

Finalement, on dénombre n! grilles de taille n x n comportant exactement
une case noire sur chaque ligne et sur chaque colonne.

On dispose d'une grille de 9 lignes et 9 colonnes et on souhaite placer les
neuf chiffres 1 en respectant les regles du Sudoku.
Pour ce faire, on dispose de :

— 9 choix pour le 1 de la premiére ligne;
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6 choix pour le 1 de la deuxiéme ligne (les trois cases de la ligne figurant

dans le méme carré de taille 3 x 3 que le 1 précédent sont condamnées) ;
— 3 choix pour le 1 de la troisiéme ligne (six cases condamnées pour la

méme raison que précédemment) ;

6 choix pour le 1 de la quatriéme ligne (trois colonnes condamnées) ;

4 choix pour le 1 de la cinquiéme ligne (un carré de taille 3 x 3 et deux
colonnes condamnées) ;

— 2 choix pour le 1 de la sixiémes ligne (deux carrés de taille 3 x 3 et une
colonne condamnées) ;

—— 3 choix pour le 1 de la septiéme ligne (une colonne libre pour chaque
carré de taille 3 x 3);

— 2 et 1 choix pour le 1 des deux derniéres lignes.

On dénombre done 9 x 6 x 3 x 6 x4 x 2 x 3 x2x 1 = 46656 facons de placer
les neuf chiffres 1 sur une grille de Sudoku vierge.

81
7. On dénombre (g) = 260887834350 facons de placer neuf chiffres 1 dans
une grille vierge de taille 9 x 9, tandis que I'on dénombre seulement 46656
facons de placer les neuf chiffres 1 sur une grille de Sudoku vierge.

Exercice 9.4. Soient p, g et £ trois entiers naturels tels que £ < p+¢. On souhaite
établir I'identité de Vandermonde :

E,(i) (e2)= (2" (1

Déterminons au préalable les termes nuls dans la somme de l'identité de

Vandermonde afin de les y retirer 'V,
Pour tout k€ {0;...;f},ona:
p q E<p k<p

(k) (f—k)#ﬂ = {é’—kiq = {kaf-«:

k<p
kef0;..;e} | k<¢ k < min(£; p)
. Yy {k;_nmxm;f—q)

k=0

< max(0; £ —¢q) <k < min(¢; p).

Il est par ailleurs facile de vérifier que l'inégalité max(0; £ — g) < min(¢; p)
est toujours vérifiée.
Finalement, il s’agit d’établir I'égalité suivante :

P AIAAN )

k=|1|ax||:[}; £—q)

10. MNon nécessaire, cette étape fait toutefois écho i la note figurant en bas de page dans I'énoncé
de l'exercice. Pour une premiére lecture, elle peut étre allégrement ignorée par le lecteur.
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Revenons a lidentité (1) et introduisons le contexte suivant : une urne
contient p+ ¢ boules, p rouges et ¢ blanches. On tire simultanément £ boules
dans 'urne.

On

dénombre (7 :; q) facons de tirer simultanément ¢ boules dans 'urne.

Par ailleurs, tirer simultanément ¢ boules dans I'urne, ¢'est :

tirer 0 boule rouge ET ¢ boules blanches ((g) X (3) possibilités),

ou

— tirer 1 boule rouge ET £—1 boules blanches ((‘?1?) X ( 9 ) possibilités),

£-1
ou

— tirer 2 boule rouge ET £—2 boules blanches ((g) % ( E‘E 2) possibilités),

ou

ou

£ 0

— tirer £ boules rouges ET 0 boule blanche ((p) * (q) possibilités),

ce qui donne, d’aprés le principe additif, un total de tirages égal a :

B)* @)+ @)= (L) ++E~@) -3 @) (2):

On

k=0

£
obtient done I'égalité souhaitée, A savoir : Z (i) ( fE k) = (P —g q).
k=0

Exercice 9.5. On s’intéresse aux mots (concaténation de lettres) qu'il est possible
de former avec I'alphabet {a; b; ¢} et obéissant aux contraintes suivantes :

— le mot est de longueur n (il contient n lettres), n étant un entier supérieur
ou égal a 1;

— il commence et finit par la lettre a;

— deux lettres adjacentes sont toujours différentes.

Un tel mot sera dit terne.
Pour tout entier n > 1, on désigne par t,, le nombre de mots ternes de longueur n.

1. —

n=1: a

n=2: aucun mot terne

n=23: aba, aca
n=4: abeca, acbha
- n=>5: ababa, abaca, abcba, acaba, acaca, acbea

n==6: ababeca, abacba, abcaba, abecaca, abebea, acabea,
acacba, acbaba, acbaca, acbeba

Dn(}btiﬂﬂt:t[=1, f:2=ﬂ,f-3=2, t4=2,t5=ﬁﬂt tﬁ=iﬂ-
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2. Soit un entier n > 3. Parmi tous les mots ternes de taille n, on peut distinguer
deux catégories de mots :

— Catégorie 1. Les mots dont la lettre en position n — 2 est a.

— Catégorie 2. Les mots dont la lettre en position n— 2 n’est pas a (lettres
b ou ¢).

Pour construire un mot de la catégorie 1, on peut :
— construire un mot terne de taille n — 2 (t,,_» possibilités) ;
— placer un a en position n (1 possibilité) ;
— placer b ou ¢ en position n — 1 (2 possibilités).

D’ounl un total de 2t,,_» mots de catégorie 1.

Pour construire un mot de la catégorie 2, on peut :

— choisir n — 2 lettres dont la premiére est a, la derniére n’est pas a et
telles que deux lettres adjacentes ne sont pas identiques ;

— placer un a en position n;
placer la lettre qu'on est forcé de mettre a la place n — 1 (si la lettre
n—2 est b alors la lettre n — 1 est obligatoirement ¢ et vice-versa, done
1 possibilité).
On remarque alors que les deux premiéres étapes correspondent précisément
a une maniére de construire un mot terne de taille n — 1.
D’ont un total de t,,_; mots de catégorie 2.

Finalement, on dénombre t,,_; + 2t,,_s mots ternes de taille n.
Nous avons ainsi montré que pour tout entier n > 3 :

tn = tn—-1 + 2tn-3.

1

3. Pour tout entier n > 1, notons P(n) la propriété : « ¢, = EZH — E{-]]“ ».
ST 1 .4 2 . 2 2
— Initialisation. On a t; =1 et e 2! — (-1} = E 5= 1, done P(1)
est vraie. De plus, t2 =0 et é x 20 — 5[—1}“ — é é =0, done P(2)

est vraie.

Hérédité. Soit n € N* tel que P(n) et P(n 4+ 1) sont vraies. Montrons
que P(n + 2) est vraie.
Ona:

lnyo = tn+1 + gtﬂ
1 2
2n+1 (_1]n+1 +9 (62“ £E 5(—1:‘;”) par H.R.

6

In+1 1n+l_g_ n+1_E _1yn
= s 420 5(-1) 3 X 2=1)
1 2

=2 (=)™ +2(-1)")

2!"-‘.-1—‘2 3 (
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1 2
= g2 _ S (1)1 42
S22 — S (-1)(-1+2)
1 2
— _2:1-1-2 — Z(-1"
g 3(=1)
s lgnvfﬂ . g(_l}n-k'l car [_1)2 -
6 3 :

Ainsi, P(n + 2) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(1) et P(2) sont vraies et que :

Yn €

N*, (P(n) et P(n+ 1) = P(n + 2)), done P(n) est vraie pour tout

entier naturel n non nul.

Exercice 10.1. ABCDEFGH est le cube représenté ci-dessous.

H G

J

E -1

A B
On se place dans le repére (A; E, E : .ﬁ}

Partie A

1. (a) Voir dans la figure ci-dessus les points I, J et K définis par :

al =78+ 138, W =24B+ 4B « AR =3B+ 22

(b) Onaf(l;%;ﬂ) carﬂ=1xgﬁ+%xﬁ+ﬂxgﬁ.
On&J([};g;l) cmzﬁ:ﬂxm+§xm+1x;ﬁ.
Onaf((g;[};l) car?:%x:ﬁ+ﬂxm+lxgﬁ.

-1
() IJ (1 / 3) est un vecteur directeur de la droite (1.J) et T4 (
1

est un vecteur directeur de la droite (1K).

ml,f-fl)
-1/3
1
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2. L est un point de 'aréte [C'D]. Done les coordonnées de L sont de la forme
(a; 1;0) ol a est un réel de I'intervalle [0; 1].
On raisonne par équivalences successives.

Le(IJK) < 3z;y) € R, IT = 2IJ + yIR

a—1 1 ~1/4
= I(z;y) e RY (2{3) = (1;"3) +y (—1;’3)
0 1 1

( 1
i G
a =4
= J(x;y)eR2¢2_1 1
§3—3" 3
\[]::tr-l-y
( |
i
@ ¥ 414'
ﬁﬂ{x;y}elﬁz,<%=_ly_£y
3 3 3
==
a—l:%y
ﬁﬂ(m;y}ﬁﬁ2,42=_gy
3 3
\$=_y
¢ 3
.
n 4
{:}H{m;y}ERE,iy:ul
=1
¢ _1
=1
ﬁ}ﬂ(m;y}éﬂz,-ty:_l
lz=1
— a=1/4
Partie B

1 1
Dans cette partie, on pose a = g et le point L a pour coordonnées (i 2 B D).

1. (a) Pour montrer que le quadrilatére I K.J L est un parallélogramme, il suffit

de montrer que IL = K.J.
1/4-1 —3/4 0-3/4 —-3/4
Uuaﬁ(1-u3) =R(2/3)etfﬂ(2;3-[}) =Iﬁ(2}3),
0—0 0 1-1 0

done on a bien E = m ;
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(b) Les diagonales [I.J] et [KL] du parallélogramme IK.JL se coupent en
leur milien M, qui est le centre de ITKJL. Le point M a donc pour
coordonnées :

Tr+xTy Yyi+ys 2tz e .:!'.E.].'
ﬂf( fo wt a4 ) hmt.ﬂf(2,2,2)+

(e) D’apreés la question précédente, on peut affirmer que les droites (I.J) et
(K L) sont sécantes en M (elle sont done coplanaires).

-1 -1
2. (a) Les vecteurs 1J (1;‘3) et BH ( 1 | ne sont pas colinéaires car leurs
1 1
coordonnées ne sont pas proportionnelles, done les droites (I.J) et (BH)
ne sont pas paralléles.
De plus, les droites (I.J) et (BH) sont coplanaires puisque les points
I, J, B et H sont coplanaires (ces quatre points appartiennent au plan
(BCH)).
Les droites (IJ) et (BH) sont done coplanaires et non paralléles, elles
sont done sécantes.

(b) Toutes les diagonales du cube se coupent en un unique point, le centre
du cube. Notons O le centre du cube.
En particulier, O est le milien du segment [AG]. Les coordonnées de O
sont done données par :

3 L) R
D($A+IG;§F’A+FG;ZA+ZG') o O(E;E;E)'

2 2 2
-1/2 { )
Ona IO 1/6 |, donc 0= 53. Puisque 10 = §7+0ﬁ{’, le point
1/2

O appartient au plan (IJK).

3. (a) Soit M un point de la droite (HG). Alors les coordonnées de M sont
de la forme (b; 1; 1) on b est un réel.
Procédons par équivalences successives.

ol ~3/4
{Mﬁﬁﬂm¢iﬁﬁ(—1)mﬁ(mﬂ)WMMM

0 0
s JkeR, IL = kMF

_§=ku-m
~— Jk ek, 4 :

(g ==F

'-2:--(1-5)
— JkeR, ¢ 5

(=
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< JkeR,

<~ b=-1/8

Finalement, le point M(—1/8; 1; 1) est tel que les droites (MF') et
(I L) sont paralléles.

(b) Pour montrer que la droite (M F') est paralléle au plan (IJK), il suffit de

montrer qu'un vecteur directeur de la droite (M F') (le vecteur M F' par
exemple) est coplanaire avec deux vecteurs directeurs du plan (IJK)

(les vecteurs IL et H{l par exemple, le point I appartenant au plan
(IJK) d’aprés la question 2 partie A).

3 3
Puisque ﬁ — _EE I + ﬂm (question précédente), on peut

affirmer que les vecteurs ﬂ_f}% g ﬁ et fﬂ” sont coplanaires.
La droite (M F') est done bien paralléle au plan (1.JK).

Exercice 10.2.
Partie A. Définition

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, soient n points de 'espace Ay, ..., A, et
L

soient n réels aq, ..., a, tels que Z ay # 0.
k=1
1. Soit M un point quelconque de 'espace. On a :

ZakM'A:- =0
k=1

s

— ar(MA, + A1 Ag)

o
Il
—

e AL+ Z oy
k=1

S - T . e "
ak) MA, -E—an_ﬁhflk =0 car a;A14; =0

k=2

J
iNgk

ol
(

k

E EM:

!

ka) Ay ﬂ — zﬂii:AIAk
k=2

> > =
= (m +*--+Ct"}A]M={rgA]A2+ coo+ A1 An
4 — ¥ ——
PN 7 M. M, v SN S S 1
aj+ -+ an o+ + o

LN o
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2. Le point A; et le vecteur # étant donnés, il existe un unique point G tel
que A, G = i, done d’aprés 'équivalence de la question 1, il existe un unique
point (& tel que :

ZukGAi = 0.
k=1

Un tel point G s’appelle le barycentre des points pondérés (A ; ay), ...,
(A ; o) et on note G = bar({(A;; a1),...,(An; an)}).

Partie B. Deux points particuliers

1. Soient A et B deux points distincts de espace.

Ya € R*, G =bar({(A; a),(B; a)}) — VaeR", aGA -]'{rﬁ =0

= OA - ER =0

<= @ milieu de [AB]
2. Soient A, B et C trois points de 'espace non alignés.

Va € R*, G =bar({(4; a),(B; a),(C; a)})
— Ya e R*, a(ﬂ+a@+a(@=ﬁ
& GA+GB+GC=0
= (ﬁ+((ﬂ+ﬁ)+{a+ﬁ)=ﬁ

s 3GA+AB+AC=0

—

34C = AB + AC
— E:éﬂ?’+%fd

Le point GG est appelé centre de gravité du triangle ABC.

Partie C. Propriétés

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, soient n points de l'espace Ay, ..., A, et
T
solent n réels oy, ..., a, tels que Z o = 0.
k=1
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G = bar({(A1; &1),--.

1 [Aﬂ ; ﬂ'n}})

i

. + an
Hxg

Ay Ao +
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o+ tap =P T,

& Vper, ¥ 1100,GA, =0

k=1

= YpeR*, G=bar({(A;; pay),

2. Propriété de réduction. Supposons que G est le barycentre des points

pondérés (A;; ar), ...,

Pour tout point M de I'espace, on a :

Za;_‘G—}m = an(G—ﬂJ + MA;) =
k=1 k=1

(An; an). Alors : Z&km =0.

k=1

iﬂkm + iﬂkm’
k=1 k=1

done anMAk = — Zﬂ'kcm, s0it (z ﬂ'k) m = fokMAb
k=1 k=1 k=1 k=1

3. Propriété d’associativité. Supposons que & est le barycentre des points
n

pondérés (A;; ay), ...,

que K est le hﬂI‘}"CCIIt-I‘L du-a points pondérés (A, ; ay), ...,

n—1

avec Z ay # 0. Alors : Z ag B

Or :

1

I

5

Ay,

k=1

-

=1

O

e

(A, ; o). Alors : Z{!kGAk = (. Supposons aussi

k=1
':An-] B ﬂin-—l}

n n—1 . ,_ n—1

ZakGAL Z Ct‘kGA; + ﬂ:nGA,: — Z [‘t‘k{ﬁ + m) ot &ﬂm
k= k=1

(L

k=1

) GE + ZakKAk i O
k=1

(-'_Ki+ﬂﬂGAn carZa K_}=[_j
k=1

n—1
done (Z mﬁ) GK + ay, An 0, done G est le barycentre des points

pondérés (K, E“’*) et (A, ; an)
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Partie D. Applications

1. Soient A et B deux points distincts du plan. Notons £ I'ensemble des points
M du plan tels que [|3m - 2@” = AB.
(a) Posons G = bar({(A; 3), (B; —2)}) et soit M un point du plan.

Me€ « ||3MA—-2MB|| = AB
— ||(3 — 2}!‘._{6" = AB par propriété de réduction
— |IMCl|| = AB
s MG = AB.

(b) On déduit que I'ensemble £ est le cercle de centre G et de rayon AB.

2. Soit ABC un triangle. Notons G son centre de gravité et notons A’ le milieu
de [BC].

(a) D’apres la question B.1, puisque A’ est le milieu du segment [BC], alors
A" =bar({(B; 1),(C; 1}).
D’apres la question B.2, puisque G est le centre de gravité du triangle
ABC, alors G = bar({(4; 1),(B; 1),(C; 1)}).
D’apreés la propriété d’associativité, G est le barycentre des points pon-
dérés (A'; 1+ 1) et (A; 1), c'est-d-dire : G = bar({(A; 1), (4"; 2)}).
(b) Puisque G = bar({(A; 1),(A’; 2)}), alors AQ = %ﬂ d’apres la
—
question A.1, soit AC = -gflfl’? donc G appartient 4 la droite (AA").

(c) En notant B’ et €' les milieux respectifs des segments [AC] et [AB],
on peut montrer de maniére analogue que :

G =bar({(B; 1),(B'; 2)}) et G =bar({(C;1),(C";2)}),

—
donc BG = gﬁ et CC = gCCf’ , done G appartient aux droites
(BB') et (CC").
Finalement, le point G appartient aux trois médianes (AA’), (BB’') et
(CC') du triangle ABC, ce qui montre bien que les médianes du triangle
ABC sont concourantes en G.

3. Soit ABCD un tétraédre. Posons G = bar({(A; 1), (B; 1),(C; 1),(D; 1)}).
Les points A, B', C' et D' sont respectivement les centres de gravité des
triangles BCD, ACD, ABD et ABC.

437



Correction des exercices

B
(o
D’aprés la question B.2, on a A" = bar({(B; 1),(C; 1),(D; 1)}) puisque A’
est le centre de gravité du triangle BCD.

Puisque G = bar({(A; 1), (B; 1),(C; 1),(D: 1)}), alors par propriété d’as-

T
sociativité : G = bar({(A; 1),(A’; 3)}), done AC = T_?:—EAA’ d’apres la

33—
question A.l, soit AC = EAA' , done G € [AA'].
On peut montrer de maniére analogue que G € [BB'], G € [CC'| et G €
[DD].
Par conséquent, les segments [AA'], [BB'], [CC'] et [DD'] sont concourants
en G.

Exercice 11.1. L'espace est muni d’un repére (O; i, j, k) orthonormé.
On considére les points A(3; —2; 2), B(6; 1;5), C(6; —2; —1) et D(0; 4; —1).

1. Onaﬁ(g) etﬁ(g)
3 -3

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires, done les points A, B et C
ne sont pas alignés. Les points A, B et C définissent done un plan : le plan

(ABC).

2. (a) Ona AB-AC =3 x 34+3x0+4+3x (—3) =0, donc les droites (AB) et
(AC") sont perpendiculaires en A, done le triangle ABC' est rectangle
en A.

-3
(b) onaﬁ(ﬁ).

-3
AD-AB=-3x3+6x3+(~3)x3=0
AD-AC = -3x3+6x0+(-3)x(-3)=0
Par conséquent, le vecteur E est orthogonal a deux vecteurs directeurs
du plan (ABC'), done la droite (AD) est orthogonale au plan (ABC).
3. (a) En notant Vaigep le volume du tétraédre ABCD et Ay pe Paire du
triangle ABC, on a :

1 AB x AC
Vascp = 3 % Aape x AD, avec: Aapc = —%
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(b)

_ ABx AC x AD
= = .

Ona AB =32 +324+32 = /27, AC = /32 + 02+ (-3)2 = V18 et
AD = /(-3)% + 62 + (—3)2 = /b4, donc :

V2T x VIBx VB4 _ 3v3 x V18 x v3V18

Vagep =

5 (]
9x 18
=% =27
6 6
D’une part, on a E -3 et ﬁ? —6 |, done :
6 0
DB -DC =6 x 6+ (~3) x (—6) +6 x 0 = 54 (1)

D’autre part, on a E . E = DB x DC % cus[m] e DB =
VB +(-3)2+62 = VBl = 9 et DC = /62 + (-6)2 + 02 = 672,

done :

DB -DC =9 x 6v/2 x cos(BDC) (2)
De I'égalité entre (1) et (2), il vient : 9 x 6y/2 x cos{m] = b4, soit :
sz 54 1 V2
s(BDC) = =—=—.
cos( ) TN Y 5

Par conséquent : BDC = % rad.
Dans le triangle BDC| notons H le pied de la hauteur issue de B.

L’aire A du triangle BDC est alors égale 2

é:A=%xBH;<DG.
Le triangle BH D étant rectangle en H, il

vient que sin(m Y= %, soit,

BH = DBsin(BDH).
B

Puisque s::inl,"#B‘_[‘.‘JTHr )= sin[ﬁf}a], il vient d’aprés la question 3.(b) :
BH = DB siu{m) = DBsin G:) et done :

A:%xDBxDstinG).

Onobtim]t:.;fl:%)c!}xﬁv/ﬁx ¥=27.
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(b) Nous avons déja montré que Vapep = 27.

On a également : Vapep = 3 x A x h ou h est la distance du point A

. 1
au plan (BDC), soit d’aprés 4.(a) : Vapep = 3 % 27 x h = 9h.
On obtient done 9h = 27, soit : h = 3.

Exercice 11.2. Sur la figure ci-dessous, on a représenté le cube ABCDEFGH
d’aréte 1.

H

D

On a placé les points [ et J tels que BI = %? et BJ = gﬁ, et le milieu K de

[Z.J].
On note P le projeté orthogonal de G sur le plan (F1.J).

Partie A

1. (a) Il s’agit de montrer que F'.J? = FI>.
On applique le théoréeme de Pythagore au triangle F'EJ rectangle en

E:
2
FIP=FE*+EFP=1*+ (%) = %3.
On applique le théoréme de Pythagore au triangle BF'I rectangle en
V.

2 ,
FI* = BI? + BF? = (%) +12=§‘

Finalement : F.J? = FI? done F.J = FI, donc le triangle FIJ est
isocele en F.

(b) Le triangle FI.J étant isocele en F, la médiane (FK) issue de F' dans
le triangle FI.J est également la médiatrice du segment [I.J]. Ainsi les
droites (F'K) et (1.J) sont orthogonales.

On admet dans la suite que les droites (GK) et (I.J) sont orthogonales.
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2. Les droites (I.J) et (FK) sont orthogonales d’aprés la question 1.(b), et les
droites (1.J) et (GK) sont orthogonales d’apres 1'énoncé, donc la droite (I.J)
est orthogonale 4 deux droites sécantes incluses dans le plan (FGK), donc
la droite (1.J) est orthogonale au plan (FGK).

3. La droite (I.J) est orthogonale au plan (FGK) d’aprés la question 2, done
la droite (1.J) est orthogonale a la droite (F'G).
La droite (G P) est orthogonale au plan (F1.J) puisque P est le projeté or-
thogonal de & sur (FIJ), done la droite (GP) est orthogonale a la droite
(1.J).
Par conséquent, la droite (I.J) est orthogonale a deux droites sécantes in-

cluses dans le plan (FGP), done la droite (I.J) est orthogonale au plan
(FGP).
4. (a) Les plans (FGK) et (FGP) sont tous deux orthogonaux a la droite
(1.J), ils sont donc paralléles.
Mais puisque le point G (ou F) appartient a ces deux plans, ces derniers
sont confondus.
On déduit done que les points F, G, K et P sont coplanaires.

(b) Les points F, P et K appartiennent tous trois aux plans (FI.J) et
(FGP). Puisque les plans (FI.J) et (FG P) sont sécants selon une droite,
les points F', P et K appartiennent forcément a cette droite, ils sont
done alignés.

Partie B

L’espace est rapporté au repere orthonormal (A; E : E, E)

On note N le point d’intersection de la droite (GP) et du plan (ADB).
On note (z; y; 0) les coordonnées du point N, ol x et y sont deux réels.

1. F{l;ﬂ;1)75'{1;1;1},!(1;%;(]) etJ(U;%;l).

2. (a) La droite (G P) est orthogonale au plan (F'I.J). Or le point N appartient
a la droite (G P), donc les droites (GP) et (GN) sont confondues. Par
conséquent, la droite (GN) est orthogonale au plan (F'I.J).

On déduit que la droite (GN) est orthogonale aux droites (FI) et (F.J).

T —1 0 -1
(b) On a GN (y - 1) ; Fi (2;"3) et FJ (2}’3) , done :
0

—1 —1

ﬁ-ﬁ:ﬂ{;}:—l]ﬁ—%(g—l]-fl:%y_{_%

ainsi que :

2 2 1
m'ﬁ=—(-T-—ll+§(y—1}+'3=—:r+§y+§.
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(c¢) La droite (GN) étant orthogonale aux droites (FI) et (F.J), on a :
-

GN-Fi=0 a1 J3¥%3 =0 -
{mp—j:u = <=>{i

w256t g
=T - — =
373

2

3. Dans la figure donnée en début de correction, on trace les droites (GN) et
(F'GG) puis I'on déduit la position du point P.

Ainsi : N({l; —E; D).

Exercice 11.3.
Partie A. Etude de cas particuliers
On considére un cube ABCDEFGH.
H G

F

|

|

1

|

|

|

|
s

s

i

A B

On admet que les droites (AG), (BH), (CFE) et (DF), appelées « prandes diago-
nales * du cube, sont eoncourantes.
1. On considére le tétraedre ABCE.

(a) Puisque la droite (FA) est orthogonale au plan (ABC), la droite
(E'A) est la hauteur issue de E dans le tétraedre ABCE.

Puisque la droite (C'B) est orthogonale au plan (ABFE), la droite
(CB) est la hauteur issue de C' dans le tétraedre ABCE.

(b) Les hauteurs (EA) et (C'B) du tétraédre ABCFE ne sont pas coplanaires,
elles ne sont done pas sécantes. Par conséquent, les quatre hauteurs du
tétraédre ABCE ne sont pas concourantes.

2. On se place dans le repére orthonormeé (A : E ; E : E) et on considere
le tétraedre ACHF'.
(a) On a A(0; 0;0), C(1;1;0), D(0;1;0), F(1;0; 1) et H(0; 1;1).
Par conséquent, on obtient :

() =) ()
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(c)

1l vient done FD - AC = —1 x 1+1x1+4(-1) x0=0et FD . AH =
—1x0+1x14(-1)x1=0.

FD est un vecteur directeur de la droite (FD) et les vecteurs E et
FH sont deux vecteurs directeurs du plan (ACH).

Puisque ﬁ - jﬁ =0et ﬁ - .ﬁ = 0, il vient que la droite (F'D) est
orthogonale au plan (ACH).

Par conséquent, la droite (F.D) est bien la hauteur issue de F' dans le

tétraédre ACHF.
Par analogie avec le résultat précédent :
— la droite (AG) est la hauteur issue de A dans le tétraedre ACHF ;
— la droite (C'E) est la hauteur issue de C dans le tétraédre ACHF';
— la droite (H B) est la hauteur issue de H dans le tétraedre ACHF'.

Les quatre hauteurs du tétraedre ACHF correspondent aux grandes
diagonales du cube ABCDEFGH qui, selon I'énoncé, sont concou-
rantes.

Dans la suite de cet exercice, un tétraédre dont les quatre hauteurs sont concou-
rantes sera appelé un tétraédre orthocentrigue.

Partie B. Une propriété des tétraédres orthocentriques

Dans cette partie, on considére un tétraédre M N PQ) dont les hauteurs issues des
sommets M et N sont sécantes en un point K. Les droites (M K) et (NK) sont
done orthogonales aux plans (NPQ) et (M PQ) respectivement.

1. (a)

(b)

La droite (M K) est orthogonale au plan (NPQ). Par définition, elle
est orthogonale i toute droite contenue dans ce plan, en particulier i
la droite (PQ).

On admet de méme que les droites (PQ) et (NK) sont orthogonales.
La droite (PQ) est orthogonale aux droites (MK) et (NK) qui sont

deux droites sécantes contenues dans le plan (MNK), done la droite
(PQ) est orthogonale au plan (MNK).
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2. La droite (PQ) est orthogonale au plan (MNK). Par définition, elle est
orthogonale a toute droite contenue dans ce plan, en particulier a la droite
(MN).

Ainsi, on obtient la propriété suivante :
Si un tétraédre est orthocentrique, alors ses arétes opposées sont orthogonales
deur ¢ deux (on dit que deux arétes d'un tétraédre sont « opposées» lors-
qu’elles n'ont pas de sommet commun).

Partie C. Application
Dans un repére orthonormeé, on considére les points :

R(-3:;5;2), S(1;4;-2), T(4; —1;5) et U(4; 7; 3).

D’apres la propriété ci-dessus, s'il existe dans le tétraédre RSTU deux arétes
opposées non orthogonales, le tétraedre RSTU n'est pas orthocentrique.

Dans le tétraédre RSTU, les arétes [RT] et [SU] sont opposées.

7 3
Les coordonnées des vecteurs }TT et ﬁ sont ﬁ" —6 ] et .S'_U) <
3 5

Mais puisque RT-SU =7x 34+(—6)x3+3x5=18 £ 0, il vient que les droites
(RT') et (SU) ne sont pas orthogonales. Par conséquent, le tétraédre RSTU n’est
pas orthocentrique.

Exercice 11.4. On souhaite démontrer dans cet exercice que pour tous vecteurs
i, ¥ et w de 'espace, on a :

—

U-(V+w)=4-0v+1-w.

Soient A, B, C, D et E quatre points de 'espace et soient i, ¥ et w trois vecteurs
de]*espacetelsquef.i,'::{ﬁ,ﬁ:ﬂ ,Ww=ADet v+ w = AE.
On cherche done & démontrer I'égalité suivante :

AB. A = AB-AC+ AB- D,

1. D’aprés une formule de polarisation, on a :

B A0 = %(AB“ + AC? — BC?) et AB - AD = ~(AB® + AD? — BD?).

b |

On obtient done :

AB-AC + AB-AD

- %(ABﬂ + AC? - BC?) +
:
5

:
5
(AC? + AD?) — %(ECQ + BD?).

(AB? + AD? - BD?)

= AB? +

444



Correcrion des exercices

2. On note [ le milieu du segment [CD)].
En appliquant le théoréeme de la médiane au triangle ACD, on a :

AC? + AD? = 2AI% + %GD? (1)
En appliquant le théoréme de la médiane au triangle BC'D, on a :
BC? + BD? =2BI? + %G‘DZ (2)

On obtient alors de la question précédente et des égalités (1) et (2) :

AB.AC + AB.AD

gy * g Yogmo) 1 g, Lo
= AB* + 5 (QAI -+ QC'D ) 5 (QBI 4 QCD )
= AB? + AI® - BI?.

3. Le quadrilatéere ADEC étant un parallélogramme par construction, ses dia-
gonales [C'D] et [AE] se coupent en leur milieu. Or I est le milieu de [C'D],

done I est aussi le milieu de [AF], done E = 231
1l vient donc : AB - AE = A -{QE}} = Q(E . B]

Mais d’aprés une formule de polarisation : A_ﬁ . ﬂ = %(AB2 + AI’ — BI?),

done finalement :

AD.AE = AB? + AI® — B2 el 78 . AC + AB - AD.

Exercice 11.5.
Partie A. Une projection vectorielle

1. Dans une base orthonormé de lespace (i, j, k), on considére le vecteur
T
Tvly].
2
(a) On a : pg(?) =

(b) De méme, on obtient : p:(v) = yj et pg(v) = zk.
2. Pour tous vecteurs v et i de 'espace et pour tout réel a, on a :

r'ﬁ-,' I -

=1 = —t=
a2 1

L o u-(T+w), w-v+d-w, -7 u-wy
p"('l."“f'i-!f]: - U= — ﬂ.=( — 4+ — )-u
: ||f |2 ||| |2 iz
v, w-w o
= =l + ——s U = pg(v) + pa(W)
llal  [lalf?
ainsi que :
i-(av) , ali-v)._ v, -
palad) = ———"ti = ———"1 = a——1U = apz(7).
: |[]2 |l]|2 ||][? ’
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3. Soit ¥ un vecteur de espace.
i - ﬁ' " oo g
— Suppuwonb que pg(v¥) = v. Alors = 1, c’est-d-dire A = ¥ avec

[

B || q||2’ done ¥ est colinéaire a .

— Supposons que v est colinéaire & @. Alors il existe un réel A tel que
¥ = Ad.

=
=]

On obtient alors : pa(¥) = pa(Ai) Z Apa(i) =

g X =7,
|ﬂ||
On a montré 'équivalence suivante : pz(¥) =¥ <= ¥ est colinéaire a .
4, Soit ¥ un vecteur de 'espace. On a :
- -0, = Al U-U a0 -
palt) =0 < ||ﬁi|2u=D &= TGE == w-r=_0

Partie B. Procédé de Gram-Schmidt
Soit (i, ¢, w) une base quelconque de I'espace.

1. On pose ] = —ii.
1 |[a]|
1 1 7
On a [l || = || ~-a| = |T < | = L _ g,
|| ||
I = - - t""-i lﬂ' -t — = =
2. Considérons le vecteur v/ = 7 — p, (V) = 7 — &R =7 — (uy - U)uj.
i)
— Montrons que v 3= 0. Par l’absu_rde, supposons que v = 0.
Alors v = (uy - ¥ty = h['l _" i, done les vecteurs i et ¥ sont colinéaires,

done les vecteurs i, ¥ et @ sont coplanaires, ce qui est absurde puisque

(it , ¥, @) est une base. Done o' # 0.

— Montrons que les vecteurs v’ et 1} sont orthogonaux. On a :

o'y = (0 — (- D)uy) -y = - uy — ((Hl - U)uy)) -
=7y — (- 0) (g - ) =T -y — (i - 0) |||
o=l o wy —ty-v=10

I «
3. On pose v] = = v’
|[2*]]
: 1 17|
() Ona: |will = || == || = || x [IF]] = Haht =
[[v*]] [127]] |[]]

(b) Sachant que v" -4 =0, on a :

mz( ga).ﬁzég.ﬁ}z%xu:g
1"l 1ed] 1’1l

Les vecteurs v7 et 4y sont done orthogonaux.
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- - . . i L wWy-w o, vUj-wW
4, Considérons le vecteur w’' = W—py (W) —py; (W) = W— ——t) — ———=1] =
Pas () =P (0) = 0 [~ g™

@~ i Wi — (0 )i
— Montrons que w’ # 0. Par 'absurde, supposons que w’ = 0.
Alors @ = (4 - @)y + (vq - W)vy.
Par ailleurs, on a :

- 1 "' 1 — — 1 -ut ul -‘
U] = —==t! = —= (7 — (4} - 7)ti1) = —= -
[ T II
1 — —
1 \Jan®)" 1 I TP
= TR y - j T
|| [l I e el
B (TR T]
= ail + ¥ avec : [l
B=—
[l

Il vient par conséquent :

— — g Tr 'H_j_, g =i g
i = (ui - @)wy + (97 - W)y = fllfill i + (v - w)(ovti + BY)
Ly *HT" = 'y = — -y -
B ki s
uy - w
= ( “ﬂ.” + a(v - ﬁ;‘]) i+ (v - w)v
-F —
=o'l + B'7 avec : !|"|| +a(v1 )

B' = B(vi - o)
done les vecteurs i, ' et w sont coplanaires, ce qui est absurde puisque
(i, v, w) est une base. Done w' # 0.
— Montrons que les vecteurs w’ et j sont orthogonaux. On a :
w' -y = (W — (i - Wiy — (0] - W)oi) - uj
=@ - uy — ((wq - wW)uy) -y — ((v7 - @)o1) - 4
= - i — (i - @)@ || — (37 - ) (9 - vih)

=w-u) —uj-w car||uj]|=1et vi-u; =0
0

— Montrons que les vecteurs w et 7 sont orthogonaux. On a :
w’ - vy = (@0 — (uy - W)uy — (V] - @)v]) - U]
=w- 01 — ((u1 - W)ui) - 01 — ((¥1 - W)01) - vi

=@ -9 — (W - D) (4 - 97) — (97 - D)| |7 [?
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=w-v; —v)-W car ||[gi]|=1et uj-v3 =0

=(:

1 =1
Tl B
On peut montrer comme précédemment que :

5. On pose w; =

lwi]| =1 et -1y =y - 97 =0.

Finalement, les vecteurs uy, v] et w) sont unitaires et deux a deux orthogo-
naux, done la base (uy , v7, w)) est orthonormée.

Exercice 12.1. On relie les centres de chaque face d'un cube ABCDFEFGH pour
former un solide IJK LMN comme sur la figure ci-dessous.

H &

A B

Plus précisément, les points I, J, K, L, M et N sont les centres respectifs des faces
carrées ABCD, BCGF,CDHG, ADHE, ABFE et EFGH (donce les milieux des

diagonales de ces carrés).

1. Les points L et M sont les milieux respectifs des segments [AH| et [AF],
done d’aprés le théoréme des milieux dans le triangle AFH, la droite (LM)
est paralléle a la droite (FH).

De plus, la droite (BF) est orthogonale au plan (EFG), elle est done en
particulier orthogonale & la droite (FH).

On déduit que la droite (BF') est orthogonale a la droite (LM).

De plus, puisque le quadrilatéere BF NI est un rectangle, les droites (IN) et
(BF) sont paralléles.

Il vient done que la droite (IN) est orthogonale & la droite (ML),

Dans la suite, on considére le repére orthonormé (A : AJ—B) : Aﬁ - E) dans lequel,

1 1
par exemple, le point N a pour coordonnées (§ 2 2 : 1),
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2. (a)

(b)

1/2
OnaC(1;1;0), M (%;ﬂ; %) etL(U; %;é),d{mcﬁ(lﬂ) et

-1
~1/2
ML | 12 |.
0
G 1

1 1
OHRR-R—EX(—E)+§X§+[—1}xﬂ——z+£—l—ﬂ,dun{:

les droites (NC') et (ML) sont orthogonales.

Le vecteur ML, est orthogonal a deux vecteurs directeurs du plan (NCT)
(les vecteurs m et W), done ﬁ est normal au plan (NCT), donc

une équation cartésienne de (NCT) est de la forme : —ér + 3V +d =0,
oud e R.

1
Mais puisque le point N (5 : % . l) appartient au plan (NCT), alors :

£ 1.4 34 pog e
—5x§+§x§+d=[},cc1;t-&—dlrc.d—(].

Finalement, une équation cartésienne de (NCI) est :

2
—5T+5y=0 (E)

| S 1 3 1 1
UH&N(QE5,1),J(1,§?§){'¢M(§,ﬂ,§)q

On vérifie alors aisément que zy —yny+2y—1=0,z2;—y;+2;,—1=0
et Ty —ynr+2pm —1 = 0, done une équation cartésienne du plan (N.JM)
est :

r—y+z—-1=0 (E")
1
Le vecteur 7i | —1 | est normal a (NJM) d’aprés I'équation cartésienne
1
1
(E') et on a ﬁ -1]}.
1

Par conséquent, les vecteurs 7 et DF étant égaux (et done colinéaires),
on peut déduire que la droite (DF') est orthogonale au plan (NJM).

Le point N appartient aux plans (NJM) et (NCT), done 'intersection
de ces deux plans est une droite passant par N.
Cette droite est, par définition, orthogonale a toute droite orthogonale
aux plans (NJM) et (NCI).
a
En notant @ | b | un vecteur directeur de cette droite, il vient que w
¢
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est orthogonal aux vecteurs M 1 et DF. On a donc :

&ML =0 . [a-b=0 _ [a=b
& DF =0 a—b+c=0 c=0
En posant a = b = 1, on déduit que I'intersection des plans (NCT) et
1

(NJM) est la droite passant par N et de vecteur directeur @ | 1
0

1
Il s'agit de la droite (EG) car EC [ 1] et N € [EG).
0

Exercice 12.2. On considére un cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1.
On se place dans le repére orthonormé (A; E E; A_L)‘)

On considére les points [ (1; %;U), J ([}

2
=1

3
'3 ,K(:l,.ﬁ,l)ctl}(a,l,[)]

avec a un nombre réel appartenant a I'intervalle [0; 1].

B H

Partie A
—]

1. La droite (I.J) passe par le point [ (1; é - i]) et a IJ 1/3 | pour vec-

1

teur directeur, done une représentation paramétrique de cette droite est le
systéme (S) suivant :

1

1
S = =
(S) Sy =k

t

a—3/4

2. La droite (K L) passe par le point K (% 5 1) et a KL 1 pour

-1

vecteur directeur, done une représentation paramétrique de cette droite est
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le systeme (S”) suivant :

3 3
z = E+t(r—4—) ;

¢! t €R.

z = 1=¢

(5)

3. Soit M un point de coordonnées (x; y; z).

Les droites (I.J) et (K L) sont sécantes en M si, et seulement si (x; y; z) est
I'unique triplet vérifiant (S) et (S’), i.e. si, et seulement s'il existe un unique
i

r = 1-—1
_ 1.1,
$ =373
g =1
couple (t; ') € R? tel que : { 3 3% i.e. si, et seulement s'il
r = —-+4t|la-—=
4 4
= t
z 1-t
: 3 3
1-t ==-+¢[a-3)0
piRs (a 4) (1)
existe un unique couple (¢; t') € R? tel que : % 4 %t - (2)
t == (3)

On résout ce dernier systéme d’inconnue (t ; ') € R? par méthode de substi-
tution.

3) t=1—-¥ = t'=1—¢

I L: g 8y L Lo o 1
(2) §+§t_t — §+§t_1 fizht_ﬂ
@ t=1-t & v=1-1 = p=1
2 2
- 3\ @1l 3 1 3 _1
(1) 1 t——4+i‘.(a 4)3:&2_4+2(a 4)@11_4
Nous obtenons finalement :
bl
(IJ) et (KL) sécantes en M < 3I(t; t') € R?, o] 2
T4
<:ba—l
%
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Partie B

1
Dans la suite de 'exercice, on pose a = i

1
Le point L a done pour coordonnées (E =il D).

1. Le quadrilatére I K JL est un parallélogramme si, et seulement si 1K =T7.
3/4—1 ~1/4 0—1/4 ~1/4
OnalK (0 = 1/3) Ik (-1;3) et LJ (2,’3 = 1) =3 (—1/3)  d’on
1-0 1 1-0 1

le résultat.

2. La figure ci-dessous fait apparaitre I'intersection du plan (/.JK') avec les faces
du cube ABCDEFGH.
On note M le point d’intersection du plan (IJK) et de la droite (BF) et

par N le point d’intersection du plan (IJK) et de la droite (DH).
E J H

B I 5
Le but de cette question est de déterminer les coordonnées des points M et

N.

—ﬁ:Sx(—i)+Gx (—é)+5x1=n

Ainsi 7 g est orthogonal & deux vecteurs directeurs du plan (IJK),
5
il est I:Lt:-n-:t::b normal a ce plan.
(b) Le vecteur 7i g est normal au plan ([JK), donc une équation car-
tésienne de (1 J?K'] est de la forme : 82 + 9y + 52 +d =0, ou d est un
réel.

=1

S| =

Mais puisque [ (1; ;{]) € (IJK), alors : 8 x 1+9X%+5xﬂ+d= 0,

soit : d = —11.
Finalement, une équation cartésienne du plan (/JK) est :

82+ 9y +52z—11=0 (B)
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z=1

(¢) — Une représentation paramétrique de (BF)est: (S)¢y=0 teR.
z=1

Puisque M est le point d’intersection du plan (IJK) et de la

droite (BF'), ses coordonnées (x; y; z) vérifient (S) et (E), il existe

z=1
; y=0 ;
done un réel t tel que : i , i.e. tel que :
& =

8xr4+9Y+52—-11=0

=1 r=1
¥ , 1.e. tel que : y
2=t 2 =375
8x14+9x0+5t—-11=0 t=3/5
Les coordonnées de M sont (1; 0; g)
(3]
=0
— Une représentation paramétrique de (DH) est: (S'){y=1 t¢e
z=1
R

Puisque N est le point d'intersection du plan ({.JK) et de la droite
(DH), ses coordonnées (z;y; z) vérifient (S') et (E), il existe

=0
. y=1 .
done un réel ¢ tel que : : , i.e. tel que :
—
8z4+9%+52z—11=0
=0 z=10
y=1 : y=1
i.e. tel que :
z=t ’ H 2=2/8
Bx049%x145t-11=0 t =2/5
Les coordonnées de N sont (ﬂ; B g)
5

considére :
— le plan P; dont une équation cartésienne est 20 +y—2+2=0;

— le plan Py passant par le point B(1; 1; 2) et dont un vecteur normal est
1
1in | —1
1
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2
1. (a) Le vecteur niy | 1 | est normal au plan P; dont une équation carté-
-1
sienne est :
r+y—z+2=0 (Ev)

(b) Onamnj-np =2x1+4+1x(—=1)+(—1) x 1 =0, donc les vecteurs i} et
1y sont orthogonaux.
On en déduit que les plans Py et Py sont perpendiculaires.
1
2. (a) Le vecteur 112 | —1 | est normal au plan Pa, donc une équation carté-
1
sienne de Ps est de la forme : # —y+ 2z +d = 0, ol d est un réel.
Mais puisque B(1;1;2) € Po,alors: 1 —1+2+4+d =0, soit : d = —2.
Finalement, une équation cartésienne du plan Py est :

T—y+2—-2=0 (Es)

(b) On note A la droite dont une représentation paramétrique est :

xz =10
y = —241 teR.
2 =t

Montrons que A € Py et A € Ps.
Soit un point I appartenant i la droite A. Alors il existe un réel ¢ tel
que les coordonnées de I sont (0; —2 + £; 2 + t). On remarque alors
que les coordonnées de I vérifient les équations (E,) et (E3) puisque :
2x04+(—-2+t)—t+2=0et0—(—-2+1t)+t—2=0, donc le point [
appartient aux plans P; et Ps.
Nous avons done montré que la droite A est contenue dans les plans Py
et Ps.
Puisque les plans P et P; sont sécants d’aprés la question 1.(b), il vient
que l'intersection de ces deux plans est la droite A,
On considére le point A(1; 1; 1) et on admet que le point A n’appartient ni a P,
ni a Pa.
On note H le projeté orthogonal du point A sur la droite A.
3. On rappelle que, d’aprés la question 2.(b), la droite A est I'ensemble des
points de coordonnées (0; —2 + ¢ t), ol t est un réel quelconque.
Dans la suite de cette question, on considére pour tout réel t le point M; de
coordonnées (0; =2 +¢; t).

(a) Pour tout réel ¢, on a :
AM; =/ (0—-1)2+ (—2+t—1)2+(t—1)2
=1+ (t—-3)2+(t—1)2
= V142 —6t+9+12—-2t+1

= /2t — 8t + 11.
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(b) Le point H est le point appartenant a la droite A le plus proche du
point A, done le minimum sur R de la fonction t — AM,; est la lon-
gueur AH.

Notons f la fonction ¢ — AM? = 2{% — 8t + 11 définie sur R. g

Par propriété, le minimum de la fonction f est atteint pour t = — =

2x%x2
2 et est égal & f(2) =2x22 —8x2+11 =3.
Ainsi, le minimum la fonction ¢t — AM,; est atteint pour t = 2 et est
égal 3 AMy = AH = /3,
4. On note D; la droite orthogonale au plan P; passant par le point A et H
le projeté orthogonal du point A sur le plan P;y.

(a) La droite Dy est orthogonale au plan Py, done le vecteur 7, normal
au plan Py, est un vecteur directeur de la droite D;. De plus le point
A(l; 1; 1) appartient a la droite Dy, done une représentation paramé-
trique de la droite D, est :

x =1+2¢
(S1)3y =1+t tekR
z =1-1

(b) Puisque le projeté orthogonal H; de A sur P; est le point d’intersec-
tion de D, et P, ses coordonnées (x; y; z) vérifient (S;) et (£,). 1l

z=1+2t

z ; y=1+1t .

existe done un réel ¢ tel que : - , le. tel que :

z=1-
2r+y—z+2=0

z=1+2t z=-1/3

Y i , L.e. tel que : v=1

Z=1_t g:,’j‘f:]

21 +20)+ (1 +t)—-(1—-1) =0 t=-2/3

Le point H; a done pour coordonnées (—% : % ; g)
5. Notons Hj le projeté orthogonal de A sur le plan P
On admet que Hy a pour coordonnées (E = g 4) et que H a pour coor-
données (0; 0; 2).

-1/3 — 1\ —4/3
On a : m 1/3 -1 =E -2/3
5/3—1 ) 2/3
[0—4/3 -4/3
On a également : Hgﬁ 0-2/3) = Hgﬂ -2/3
\2 —4/3 2/3

ey
Puisque AH, = Hgﬁ, le quadrilatére AH; H Hy est un parallélogramme.
La droite (AH,) est orthogonale au plan P, elle est donc orthogonale a
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toutes les droites contenues dans ce plan. En particulier, puisque les points
H, et H appartiennent au plan Py, la droite (AH;) est perpendiculaire a la
droite (HH,).

Finalement, le quadrilatére AL H Hy est un parallélogramme contenant un
angle droit, il est done un rectangle.

Exercice 12.4. Soient (z; y; z) les coordonnées d'un point M appartenant au
plan P.
On a alors I'égalité ax + by + ¢z + d = 0, soit I'égalité :

d = —(azx + by + ¢2) (1)
Ona: m-ﬁ= (E+Hﬂfj) ‘ﬁ=zﬁ'ﬁ+HfV -7i. Puisque H et M sont deux
points du plan P et que 7 est un vecteur orthogonal A ce plan, on en déduit que

m-ﬁ':[]etdmlc:
AM .7=2AH:# 2)

Les vecteurs 7 et AH &tant colinéaires, on a : |E . ﬁ:l = AH x ||1i]-
Il vient donc d’aprés (2) : ‘IM’ -ﬁ‘ - ‘EI : ﬁ." — AH x |||, donc :

.

AH #0 (3)
|I721|
a T =Ty
Comme 7i est normal & P, ses coordonnées sont 7i | b |, et puisque AM y—ya |,
c Z—2A

on obtient :
m-ﬁ={m-mﬂ}xa+{y—yﬂ]x!1+{z—z,1.}xc:
=ar+be+ecx—axs —bya —e2a
=—d—azxy—byy —ezy d'apres (1)
= —(axs + byas + cza + d).

Il vient donc : ‘Aﬂ : ﬁ| = |aza + bya + cza + d).
On déduit d’aprés (3) 1'égalité souhaitée, a savoir :

laxa + bya + cza + d|

vaZ + b + 2

d(A,P) = AH =

Exercice 13.1. Soit un entier n > 1. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, on
note X; la variable aléatoire définie par :

x 1 =i la boule tirée dans la i-iéme urne est noire
i= Y " o .
0 si la boule tirée dans la i-iéme urne est blanche

Pour tout i € {1; ... :n}, la loi de probabilité de X; est donnée dans le tableau
ci-dessous :
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T 0 1
PXi=z)| & | &
i 1 1
t EX =[:' _— ]_ = y
S B =R e s S T

mn
En posant §,, = EX ; la variable aléatoire comptant le nombre de boules noires
i=1
obtenues a l'issue des n tirages, on a :

E(S,)=E (ZX;-) =) B(X)=)_ : ;.
=1 i=1 =1

En effectuant un grand nombre de n tirages, le nombre moyen de boules noires

n
1 I . 1 1 1
t.iréesestégal&z =_+._+L..+;;+______
i=1

1+4 2 3 n+1

Exercice 13.2. Soit n un entier naturel non nul. On lance n fois une piéce équi-
librée et on joue a un jeu. Pour tout k € {1; ... ; n}, si la piece tombe sur pile au
k-ieme lancer, on gagne k euros, sinon on ne gagne rien.
Pour tout k € {1; ... : n}, on note X}, la variable aléatoire correspondant au gain
obtenu lors du k-iéme tirage et on note Y, la variable aléatoire donnant le total
des gains obtenus a l'issue du k-iéme lancer.

1. Dans cette question, k désigne un entier compris entre 1 et n.

(a) La loi de probabilité de X est donnée dans le tableau ci-dessous :

z 0 k
P(X;ﬁ:;r) []1‘5 [}?5
(b) E(Xk) =0x0,5+k x 0,5 = g

_ k\? N B B K
({3] V(Xk}_[},a([}—-g—) +ﬂ,5(k—§) 3 —'B—*—- 1
2. (a) Pourtout ke {1;...;n},ona:¥Ye=X1+ -+ Xi.
(b) Pour tout k€ {1;...;n},ona:

E(Yy) = E(X) +---+ Xi) = E(Xp) +--- + E(Xi)

1 1 k(k+1)  k(k+1)
- e == e 5
L Festkl=ge=sg 1

On cherche & résoudre I'inéquation E(Y;,) > 280 d’inconnue n € IN*.
Pour tout n € N* on a :

n(n+1)

E(Y.) > 280 < > 280 < n(n+1) > 1120

— n®+n—1120 > 0.
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L'équation z? + z — 1120 = 0 d’inconnue = € R a pour discriminant
4481 strictement positif, done possede deux solutions x; et x4, a savoir

z = _1—_;&1 ~ 33,07 ot 2 = V2L 32 o7,
On obtient le tableau de signe sur R de la fonction z +— 2% + 2 — 1120 :
T —00 Iy L2 +00
2?42 1120 += @ = B &+

Ainsi pour tout n € N* : E(Y,) > 280 <= n > 33.
Il faut done au moins 33 lancers pour que le gain moyen dépasse 280
euros.

(c¢) Pour tout entier m > 1, notons P(m) la propriété :

. ikz _ m(m+1)(2m +1) X
k=1 ©
1(1+1)(2x1+1)
- =

1
— Initialisation. On a st =1'=1et 1,
k=1
done P(1) est vraie.

— Hérédité. Soit m € N* tel que P(m) est vraie. Montrons que P(m+

m+1
i % 1)(m + 2)(2m + 3)
1) est vraie, c'est-i-dire k2 = il ]
) ; 5
Ona:
m+1 m
Y BR=)kF+m+1)?
k=1 k=1
_ m(m + 1(};{2m +1) e i e B
_m(m+1)(2m + 1) + 6(m + 1)?
- 6
_ (m+1)[m(@2m+1) +6(m +1)]
B 6
(m 4+ 1)(2m2 + Tm + 6)
= z :

Or (m+2)(2m + 3) = 2m? + 3m + 4m + 6 = 2m? + Tm + 6, donc
P(m + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(1) est vraie et que : ¥n € N*, (P(n)
= P(n + 1)), done P(n) est vraie pour tout entier n > 1.

(d) Les variables X, Xs, ..., X, étant indépendantes (les résultats obtenus

lors des lancers précédents n'ont pas d’influence sur les lancers futurs),
onapourtout k€ {1;...;n}: V(¥u)=V(Xy)+ -+ V(Xi).
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2
Or, pour tout k € {1;...;n}, V(X) = %, done :

1* B 1., 2
V() =5 pesbmm= g4+ k)

2.(0) k(k +1)(2k + 1)
oL - :

Exercice 14.1. Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe i chacun
de ses clients un panier de produits frais qui contient une seule bouteille de jus
de fruits. Dans un esprit de développement durable, il fait le choix de bouteilles
en verre incassable et demande i ce que chaque semaine, le client rapporte sa
bouteille vide.

On suppose que le nombre de clients de agriculteur reste constant.

Une étude statistique réalisée donne les résultats suivants :

— A l'issue de la premiére semaine, la probabilité qu'un client rapporte la bou-
teille de son panier est 0,9;

si le client a rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la proba-
bilité qu’il rameéne la bouteille du panier la semaine suivante est 0,95 ;

— si le client n’a pas rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la
probabilité qu'il raméne la bouteille du panier la semaine suivante est 0, 2.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de I'agriculteur. Pour tout entier
naturel n non nul, on note R, 'événement « Le client rapporte la bouteille de son
panier de la n-iéme semaine ».

1. (a) Ci-dessous 'arbre modélisant la situation pour les deux premiéres se-

maines.
0,95
; Ry
B
0,9 e e
0,05 H2
0.2 p,
ﬂ,]. L ___,/’F. 2
Ry
0,8 B2

b) La probabilité que le client rapporte ses bouteilles des paniers de la
P q PP p
premiére et de la deuxiéme semaine est donnée par P(R; N Ry) :

P(R1nNRa) = P(R1) x Pr,(R2) =0,9 x 0,95 = 0, 855.

(¢) La probabilité que le client rapporte la bouteille du panier de la deuxiéme
semaine est donnée par P(Rj). D'apres la formule des probabilités to-
tales, on a :

P(Ry) = P(R, N Ry) + P(R N Ry)
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= P(Ry) x Pr,(Ra) + P(Ry) x Pg(Ry)
=0,855+0,1x0,2

= (0,855 + 0,02

= 0,875.

(d) 11 s’agit de calculer Pg,(R;). On a :

5~ P(RiNR;) 0,02

Pr,(Ry) = P(R) —USB?SHD,I}ES.

2. Pour tout entier naturel # non nul, on note r,, la probabilité que le client

rapporte la bouteille du panier de la n-iéme semaine.

(a) Soit n un entier naturel non nul. Ci-dessous 'arbre pondéré complété.

0,95 p
141

i

n

0,05 i
ﬂ’2 Rﬂ-i—]

l—f'n f
U,S Rﬂ-i—]

(b) Pour tout entier naturel n non nul, on a d’aprés la formule des proba-
bilités totales :

Tn1 = P(Ryy1)
= P(R, N Rpt1) + P(Ra N Rpy1)
= P(R,) x Pr,(Rny1) + P(Ry) x Pr—(Rn1)
=0,95r, +0,2(1 — r,)
=0,9r,+0,2-0,2r,
=0,75rn +0,2.

(¢) Pour tout entier naturel n non nul, notons P(n) la propriété : «r, =

0,1x0,75"1+0,8».
Initialisation. On a r; = P(R;) = 0,9 et 0,1 x 0,75 + 0,8 =
0,14+ 0,8=0,9, donc P(1) est vraie.

— Hérédité. Soit n un entier naturel non nul tel que P(n) est vraie,
¢'est-a-dire tel que r, = 0,1x0, 75" 140, 8. Montrons que P(n+1)
est vraie, c’est-a-dire que .47 = 0,1 x 0, 75" + 0, 8.
Ona:

Tn41 = 0,75r, +0,2
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=0,75(0,1 x 0,75" ! +0,8) + 0,2 par H.R.
=0,1x0,75" +0,6 + 0,2
=0,1x0,75" +0,8.

Finalement, P(n + 1) est vraie.

— Coneclusion. On a montré que P(1) est vraie et que : ¥Yn € N*, (P(n)
= P(n+ 1)), donec P(n) est vraie pour tout entier naturel n non

nul.
(d) On a Jim 0,75™ V' = 0 car -1 < 0,75 < 1, done par produit de
limites : nil}lllﬂﬁﬂ,l % 0,75""1 = 0, et donc par somme de limites :
nETm rn=08.

A trés long terme, la probabilité qu’un client rende la bouteille se sta-
bilise autour de 0, 8.

Exercice 14.2.
Partie A

Dans cette partie A, on pose k = 7. Ainsi 'urne contient 3 boules blanches et 7
boules noires indiscernables au toucher.

1. Un joueur joue une partie. On note p la probabilité que le joueur gagne
la partie, c'est-a-dire la probabilité qu’il ait tiré deux boules de couleurs
différentes.

Sachant que les tirages sont indépendants, on peut représenter la situation
par 'arbre de probabilités ci-dessous dans lequel :

— Nj est 'événement : « la premiére boule tirée est noire » ;
— N5 est 'événement : « la deuxiéme boule tirée est noire »;
- B, est I'événement : « la premiére boule tirée est blanche » ;

— B est I'événement : « la deuxiéme boule tirée est blanche ».

3 -t
— 10
]
— 3
?/ 1[}""-\-.._,3
— 2
< N
1
n\ _?r_____...-'Nﬂ
— 10
-..____hi
10 ~——1_
By
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Il s’agit de déterminer la probabilité de I'événement (N N Ba) U (By N Na).
Les événements Ny N By et By N Ny étant incompatibles, on obtient :

p = P((N1N By) U (B, N Nz)) = P(N; N By) + P(B; N Ny).

Mais puisque les événements Ny et B3 sont indépendants, ainsi que les évé-
nements By et N, alors : P(Ny N B3) = P(Ny) x P(B2) et P(B1 N N) =
P(Ny) x P(N3).
Par conséquent :

P((N1n Bz) U (B1 N Na)) = P(N1) x P(Bz) + P(B1) x P(Na)
T 3 3 T
101070 %10

o & 21

100 ¢ 100
42

— = —,42.
100 o

2. Soit un entier n > 2. Un joueur joue n parties identiques et indépendantes.
On note X la variable aléatoire qui comptabilise le nombre de parties gagnées
par le joueur, et p, la probabilité que le joueur gagne au moins une fois au
cours des n parties.

Notons que X € {0; ... ; n}.

(a) — .Jouer une partie est une épreuve de Bernoulli de parameétre p =
0,42 en considérant que le suceces est 'obtention de deux boules de
couleurs différentes.

— Jouer n parties identiques et indépendantes est done un schéma de
Bernoulli de paramétres n et p = 0,42.

— La variable aléatoire X compte le nombre de parties gagnées par le
joueur a l'issue des n parties, donc X compte le nombre de suceés
dans le schéma de Bernoulli de parameétres n et p = 0,42 décrit
ci-dessus.

Ainsi, X suit la loi binomiale de paramétres n et p = 0,42,

(b) Onapa,=P(X 21)=1- P(X =0) avec:
P(X =0)= (E) 0,42%°(1 — 0,42)*~° = (1 — 0,42)" = 0, 58",
donce : p, =1 —0,58™.

A Taide de la calculatrice, on trouve : pio = 0, 996.

3. Aprés exécution, le programme Python ci-dessous affiche la valeur 9.

ljn = 3

2|while (1 - 0.58#%%n < 0.99):
3 n=n+1

1|print (n)
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(a) Le joueur doit jouer au minimum 9 parties afin que la probabilité de
gagner au moins une fois soit supérieure i 99%.

(b) Il s’agit de résoudre I'inéquation p,, > 0,99 d’inconnue I'entier n > 3.
Pour tout entier n > 3, on a :

Pp >0,99 <= 1—0,58" > 0,99
0,58" < 1— 0,99
0,58™ < 0,01
In(0, 58™) < In(0,01)
nIn(0, 58) < In(0,01)
In(0,01)
" = In(0,58)
n=9

car In(0,58) < 0

A

Partie B

Dans cette partie, le nombre k est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Un joueur joue une partie.
On note Y la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

1. (a) On réalise un arbre de probabilités résumant la situation identique a
celui de la partie A.

No

\

k
— k43
Ny T

. %13

k+3 o NQ
+3
B i

k
K+

\
/o

L'événement {Yi = 5} est réalisé lorsque le joueur gagne la partie,
c¢'est-d-dire lorsque le joueur obtient deux boules de couleurs différentes,
done : {Yi =5} = (N; N By) U (B N Ny).

En utilisant les justifications de la question 1 de la partie A, on obtient :

P(Y;, =5) = P(N1) x P(By) + P(B;) x P(Na)

_ k8 3 K
T k+3 k+3 k+3 k+3
3k 3k Gk

SE+32 T 37 (43
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(b) La variable aléatoire Yy prend ses valeurs dans 'ensemble {—9; —1; 5}.

— On a : {Yr = =9} = By N B,. Les événements B et By étant
indépendants, on obtient :

P(Yx = —9) = P(B, N By) = P(B;) x P(Bs)
_ 3 3 9
T k+37 k+3 7 (k+3)%

— On a : {Yy = —1} = N, N Ns. Les événements N; et Ny étant
indépendants, on obtient :
P(Y; = —1) = P(Ny; N Ny) = P(N;) x P(Ns)
_k 5 ko k?
T k+3  k+3  (k+3)2

6k
(k+3)%

On résume donce la loi de probabilité de Y}, dans le tableau ci-dessous.

— On a déja montré que P(Y, =5) =

y 9 -1 5
= 9 5 Gk
PYe=v) | oz | o3 | o

2. On note E(Y}) 'espérance mathématique de la variable aléatoire Y.

On dit que le jeu est favorable au joueur lorsque 'espérance E(Y}.) est stric-
tement positive. On a :

E(Yi) = =9 x P(Yy = =9) + (1) x P(Yyx = —=1) + 5 x P(Y; = 5)

. L 30k
- (k+3)2 (k+3)?  (k+3)?
_ —k*+ 30k —81
T (k+3)?

—z2 + 30z — 81

Notons f la fonction x — définie sur I'intervalle [2; +o0].

(z +3)2
Pour tout = € [2; +oc|, on a (x + 3)% > 0, donc le signe de f(x) est le signe
de —z?% + 30z — 81.

L’équation —z* + 30z — 81 = 0 d’inconnue z € [2; +oo[ a pour discriminant
242 strictement positif, donc posséde deux solutions, a savoir 3 et 27.

On dresse alors le tablean de signe de la fonction f sur [2; +ool.

T 2 3 27 400
f(@) = ) e =
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Ainsi, pour tout z € 2; +oc[,ona: f(z) > 0 < =z €]3; 27|.
Par conséquent, pour tout entier k£ > 2, on a :

E(Yyx) >0 < ke {4;5;...;26}).

Le jeu est favorable au joueur si I'urne contient entre 4 et 26 boules noires.

Exercice 14.3.

1. On modélise la situation par 'arbre de probabilité ci-dessous.

50
75

A 25

75

. / \ ﬂ
300

<

% s
P
\Rﬂ
225\\
Ry

2. (a) La probabilité que la personne interrogée ait suivi une formation avec
conduite accompagnée et réussi 'examen i sa deuxiéme présentation
est :

75 25 25 1
P(AHR2}=P{A]XPA{R2)=§U—‘:] x%=ﬁ=ﬁ+

(b) La probabilité que la personne interrogée ait réussi I'examen a sa deuxiéme

présentation est donnée par P(R,).
D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(Ry) = P(AN Ry) + P(AN Ry)

= P(A) x P(Rz) + P(A) x Px(Ry)

25 n 125 2 75
© 300 300 T 125
25 o 75 100 1
© 300 300 300 3
(¢) La personne interrogée a réussi I'examen a sa deuxiéme présentation,
done la probabilité qu’elle ait suivi une formation avec conduite accom-
pagnée est donnée par Pr,(A) :
P(AnRy) 1/12 3 1

P="pmy ~ 13" 121
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3. On note X la variable aléatoire qui, & toute personne choisie an hasard dans
le groupe, associe le nombre de fois on elle s’est présentée i 'examen jusqu’a
sa reéussite.

Ainsi, I'événement {X = 1} correspond a I'événement R;.

(a) La variable aléatoire X prend ses valeurs dans I'ensemble {1; 2; 3}.

— On a, d’apres la formule des probabilités totales :

P(X =1)

P(Ry)
P(ANRy)+ P(AnRy)
P(A) x Pa(Ry) + P(A) x P3(Ry)
5 50 225 100
=300 % 75 300 X 335
50 100 150 1
ﬁ.

=300 " 300 300

— Ona P(X =2)=P(R;) = % d’aprés la question 2.(b).
— Enfin: P(X =3) = P(R3) =1—-P(Rz) - P(Ry) = 1—%—% = %
Done la loi de probabilité de la variable aléatoire X est :

T 1 2 3
PX=2)| 1/2 | 1/3 | 1/6

(b) L’espérance de cette variable aléatoire X est :

E(X)=1xP(X=1)+2x P(X =2) +3 x P(X =3)

1 1 1

=1x5+2x3+3x%
=

=§ﬁLW,

Cela signifie que le nombre de passages pour réussir 'examen est, en
moyenne, de 1, 67.

4. On choisit, successivement et de fagon indépendante, n personnes parmi les
300 du groupe étudié, ou n est un entier naturel non nul. On assimile ce
choix a4 un tirage avec remise de n personnes parmi les 300 personnes du
groupe.

- - * ~ 5 1
On admet que la probabilité de 'évenement Rs est egale a r
(a) Notons Y la variable aléatoire comptant le nombre de personnes ayant

A = e A 2
réussi l'examen du permis de conduire a la premiére ou deuxiéme ten-
tative parmi les n personnes choisies du groupe de 300 personnes.

Alors Y suit la binomiale de paramétres n et p = P(R3) = E
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La probabilité qu’exactement n personnes interrogés réussissent l'exa-
men 4 la premiere ou deuxiéme tentative est done :

=)0 (-3~ &)

Il vient done que I'événement contraire du précédent, c’est-a-dire 1'évé-
nement « au moins une personne n'a pas réussi 'examen a la premiére

. . i Sl X"
ou i la deuxiéme tentative », est de probabilité 1 — (a) .

(b) On considére la fonction Python seuil ci-dessous, on p est un nombre
réel appartenant a U'intervalle |0; 1[.

| |def seuil(p):

2 n =1

3 while (1 - (5/6)**n <= p):
4 n=mn+1

5 return n

L.

La commande seuil (0.9) renvoie le plus petit entier non nul n tel que

5 T
1-1[ - >0,9.
(8) >°

On résout done 'inéquation 1 — (

= ey

T
) > 0,9 d’inconnue n € N* :

5 n 5 n
1_(5) =>0,9 <= 0,1> (E)
5 T
= ln(D,l)}ln((E) )

-
< In(0,1) > nln (E)

In(0, 1)
In(5/6) <mn car In(5/6) <0
n(0.1) 156 donc1 d i1(0.9) ie la val
i ]_[[(5.,‘!{}) 3 one a comimandse seul i renvole enur

Cela signifie qu’il faut choisir 13 personnes au minimum sur les 300 afin
que la probabilité d’en avoir au moins une qui a réussi 'examen i sa
troisieme tentative soit supérieure a 0, 9.

Exercice 14.4. Soit un réel p €]0; 1[. On répéte une épreuve de Bernoulli de
parameétre p de maniére identique et indépendante jusqu’a 'obtention du premier
SUCCes,

Notons X la variable aléatoire comptant le nombre d’épreuves nécessaires afin
d’obtenir le premier succes. On dit que la variable aléatoire X suit la loi géomé-
trique de parametre p, et on note : X ~ @(p).
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1. La variable aléatoire X prend ses valeurs dans 'ensemble IN*.

2. (a) Soit un entier £ > 1. On considére 'événement S;. : « Un succes est
obtenu lors de la k-iéme éprenve ».
Alors : {X =k} =8NS N---NSx_1 N Sg.
Les événements S; (1 < i < k) étant (mutuellement) indépendants, on
obtient :

P(X =k)=P(S1NSaN...8_1NSk)
= P(51) x P(53) x -+ x P(Sk_1) x P(Sk)
={1-p)(1-p)...(1-p)p
k — 1 fois
=(1-p)*"p.

(b) Pour tout entier n > 1, on a :

Z“jP(X =k)=) (1-p)p=p) (1-pi*!
k=1

k=

,_.

=
Il

o

™

P ;
= m 2(1 - P}L

k=1
p I=il—9)*
= X (1—p) X —————
1—p (1-p) 1—(1-p)
=1-(1-p)".
Dl‘nﬂt_li_lm(l—p] =Dcar0<:l—pil,doncﬂHTm(l—{l—p] J=1

n—4oo

par produit et somme de limites, soit : lim Z Bix =k =1
k=1

3. Soit (k; £) e N*. Alors on a :
PUX >k+n{X >k}) PX>k+9

P{x;k}{x >k +£) =

P(X > k) T TP(X >k
k+E
1—N"P(X =)
L i—BEERY | E
T

ke
1-Y P(X =i)
i=1

I S ¢ 5
b~ (F (1 —ph]
e

_W=[1—p}f=1—{1—(1—1’)£]

d’apreés 2.(b)

£
=1-) P(X =i) d'aprés 2.(b)
i=1

=1-P(X <8 =PX>¥.
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4. Application. On lance un dé continuellement jusqu'a 'obtention d'un 6.
Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de lancers nécessaires
avant l'obtention du premier 6.

Alors : X ~ % (é)

(a) La probabilité d’obtenir un premier 6 au troisieme lancer est :

1IN 1 YV o1
(b) La probabilité qu'il faille plus de 8 lancers pour obtenir un 6 est :

P(X>8)=1-P(X<7)=1-Y P(X=k)
k=1

(- (-8)) - (-8)
~(3) =om

(c) Il s’agit de calculer Ppx~s581(X > 60).
Puisque X est une loi sans sans mémoire, on a :

=1-P(X<2)=1-(P(X=1)+ P(X =2))

1 5 1\ 2
=1—(E+Exﬁ)=— 0, 69.

Apres 58 lancers de dé sans succes, la probabilité que le 6 apparaisse
au moins au 61-ieme lancer est d’environ 0, 69.

Exercice 14.5. On cherche dans cet exercice i introduire une nouvelle loi diseréte
de probabilité, appelée loi hypergéométrique.

Partie A. Définition

Soient N, n et m trois entiers naturels tels que n < N et m < N.

Une urne contient N boules blanches et noires : m boules blanches, et N —m
boules noires. On tire simultanément n boules dans 'urne.

Notons X la variable aléatoire qui compte le nombre de boules blanches dans
I'échantillon de n boules.

On dit que la variable aléatoire X suit la loi hypergéométrique de parameétres N,
n et m, et on note : X ~ H(N ; n; m).
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(a) Intéressons-nous au nombre maximal M de boules blanches que
I'on peut obtenir.
Si le nombre de boules blanches m est inférieur au nombre de boules
tirées n, alors M = m.
Si le nombre de boules tirées n est inférieur au nombre de boules
blanches m, alors M = n.
Autrement dit : M = min(m; n).

— Intéressons-nous au nombre minimal M’ de boules blanches que
I'on peut obtenir.
Si le nombre de boules noires N — m est supérieur au nombre de
boules tirées n, alors M' = 0.
Si le nombre de boules tirées n est supérieur au nombre de boules
noires N —m, alors M' = n — (N — m).
Autrement dit : M’ = max(0; n — (N —m)).
Ainsi, le nombre possible de boules blanches que 'on peut obtenir i
l'issue du tirage des n boules est un entier compris entre M’ et M.
Il vient done que I'ensemble E est donné par :

E = {max(0; n— (N —m)); ... ; min(m; n)}.
(b) On a:

{max(ﬂ;n—(N—m}]=U . {n—[N—m}iU

n<m
n<N-m
—
n<im
Ainsi, on a F' = {0; ... ; n} dans le cas ol le nombre de boules tirées

est inférieur & la fois au nombre de boules blanches et au nombre de
boules noires présentes dans I'urne.

min(m; n) =n

N
2. On dénombre ( ) facons de tirer simultanément n boules dans I'urne.
n

3. Pour tout k € E, tirer simultanément n boules contenant k boules blanches,

¢’est tirer simultanément k boules blanches parmi les m boules blanches de

m 3 . i ; 3 g
I'urne (( k) possibilités) ET tirer simultanément n — k boules noires parmi

les N — m boules noires de I'urne {(N B ?) possibilités).
e

m N—-—m
On dénombre done, pour tout k € E, N i ) fagons de tirer
2 o
simultanément n boules contenant & boules blanches (d’aprés le principe
multiplicatif).

. Notons £} 'univers associé a 'expérience aléatoire consistant a tirer simul-

tanément n boules dans |"urne de N boules, et pour tout & € E, notons Ay
I'événement {X = k}.
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[ |

D’aprés la question 2, on a Card(Q2) = (N) et d’aprés la question 3, on a
n

pour tout k & E, Card(Ax) = @) x (I:: _ ?)_

La loi de probabilité sur ) étant équirépartie, on obtient pour tout k € E :

m\{N—-m
een- gy Wl

n

min{m ;n)
Puisque Z P(X =k) =1, il vient :

k=max(0;n—(N—-m))

min{m ;n)
m\ (N —m N
)3 (k) ( n—k ) = (n) (Id. Vandermonde)

k=max(0; n—(N-—-m))

Dans le cas ou les n boules sont tirées I'une apres I'autre sans remise, notons :
— X' la variable aléatoire qui compte le nombre de boules blanches dans
I'échantillon de n boules ;
— E' 'ensemble des valeurs possibles de X ;
— ) I'univers associé & 'expérience aléatoire ;
— Aj I'événement {X' = k} pour tout k € E'.
On a toujours E' = E, mais par contre Card(£2') = A}, et pour tout k € E',
Card(Af) = Ak, x A3, x (1 )-

Par conséquent, on obtient pour tout k € E' :
k n—Rk n
Card(4])  “m X AN-m > (L)

PX' = k)= card(nf} - A7, @)

Pour tout k € E, on peut vérifier aisément que P(X = k) = P(X' = k).
Par conséquent la variable X' suit également la loi hypergéométrique de
parametres N, n et m.

Ainsi, que les n boules soient tirées simultanément ou I'une apres I'autre sans
remise, la loi de probabilité de la variable aléatoire comptant le nombre de
boules blanches reste inchangée, et on peut toujours choisir la formule (1)
plutét que la (2).

Partie B. Exemple

Un enfant joue avec 13 billes, 10 rouges et 3 vertes, qu'il met dans une boite. Il
choisit dans la boite trois billes au hasard, I'une aprés I'autre et sans remise, et il
regarde combien de billes rouges il a choisies.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de billes rouges choisies.
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1. (a) Pour tout i€ {1;2; 3}, on note :

— R; I'événement : « Obtenir une bille rouge au i-ieme tirage » ;
V; 'événement : « Obtenir une bille verte au i-iéme tirage ».
On modélise la situation par I'arbre de probabilité ci-dessous.

B R'.'l
1

B
— e

e
~|/ \
/

1

b

Vs
Rl/
o

woles

/

4

10

Va
13

Rs

/\
Jes Sl

I\

Vs

Ry
s 9
i3

Ry— 1
\ et

Wi

I

—
1
2
11 =~

=

S a v
=

12-.\“ 10..---'R3

1i

Vo 1

ﬁ""‘--
Vs

/\

(b) La variable aléatoire X prend ses valeurs dans I'ensemble {0; ... ; 3}
On a par exemple :

P(X =

3 2 1 1

On a également :

P[X=1}=P(R[ﬂVzﬁI’&}-}-P{“{lﬂRgﬂVg}+P(Vlf‘|I@ﬂR3)
103 _2 3 10 2

— X —= X —|——:-<—>-<—+i><3:«:E
R B RIS IR e 1 L
_ 30

286"

e e i
De méme : P(X =2) = 386 et P(X =3)= 586"

2. Ona X ~H(13; 3; 10), donc pour tout k€ {0;...;3},ona:

P(X =k) = (f) (3 f ‘F‘) ;
()
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OO,

@

0,
( )130 QBE

On trouve de méme P(X =2) =

Par exemple : P(X =0) =

On a aussi :

120
286

286 -

Exercice 15.1. Soit X une variable aléatoire d’espérance p € R et de d’écart-type
o € R4, et soit a un réel strictement positif.

1. Pour tout réel A > 0, on pose Y = X — pu+ A,
(a) Soit A un réel positif. Ona X —u =Y — A, done :

P(X-p>a)=PY —A>a)=PY >a+)).

Puisque {Y > a+ A} ¢ {Y? > (a + A)?}, il vient par propriété!! :
P(Y > a+A) < P(Y? > (a+ A)?), donc on obtient :

P(X —p2a) < P(Y? > (a+))?) (1)

(b) Soit A un réel positif. D’aprés la formule de Konig-Huyghens, on a
V(Y) = E(Y?) - E(Y)?, soit :
EY)=VX)+EY)?=V(X —p+A)+EX —p+A)?
=V(X)+(E(X) —p+ 2> =0+ (p— p+N)?
=a2 4+ )\,

(¢) D’apres l'inégalité de Markov, on a pour tout réel A > 0 :

E(Y?)

P(Yﬂ } (ﬂ- + A)Q] =~ m‘

On obtient d’apreés (1) I'inégalité souhaitée valable pour tout réel A = 0:

a2 + \2

P{X_#Eﬂlﬂm

(2)

2. Notons ¢ la fonetion définie pour tout réel x positif par :

() o? + z?
T = ———F.
" (a + x)?

11. On rappelle une propriété fondamentale : si A et B sont deux événements quelconques tels

que A C B, alors P(A) < P(B).
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(a) La fonction ¢ est dérivable sur [0; +o0c[ comme quotient de deux fone-
tions dérivables sur [0; +oo| et, pour tout réel = positif on a :

_ 2x(a+x)? — (0% + 2%)2(a + 2)
(a+ x)1

_ 2a+2z)[x(a+2) - (0% +27)]
- (a+ x)*

_ 2(a+a)(az + 2® — 0? —2?)

B (a+ x)*

_2(a+ x)(ax — o?)

(a+ z)

Pour tout réel = positif, on a a+x > 0 car a > 0, donc le signe de ¢'(z)
est le signe de az — o2.
On dresse donc le tableau de signe de ¢’ sur [0; +o00o[ et on déduit le

tableau des variations de ¢ sur [0; +oo].

T 0 a?/a +00
' (z) = 0 +
o 1
at
2
P (%)
(0) = o? 40?2 . o?
P = (@a+0)2 a2
T
2 —
2
Pour tout réel z > 0, on a : ¢(x) = p> _{:2:;_'_ = o 22 %
—e— il
5 i g x @
. T c : a i o
Puisque m-lﬂlm = m_lllj_lm = xETm == 0, il vient par sommes et

produits de limites : lim ¢(z) = 1.
=400
(b) D’aprés la question précédente, le minimum de la fonction ¢ sur 'in-

o
tervalle [0; +oo[ est atteint en — et est égal 4 :
a

oy 2
- g
tp(ﬁ) d+(a) ot E a2 4ot

2 = 4 — .4 242 4
“ (a+g_2) a?+22+ 2 I
il i1

_o*a*+0?)  o?
T (a2 +02)?2 T a?+0?
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(b)

o2

a? +o?’
D’apres I'inégalité (2), on a pour tout réel A > 0: P(X —p > a) < (A),
2

2
Par conséquent, pour tout réel z = 0, @(x) = ¢ (g—) =
a

e o .
donc en particulier pour A = — on obtient :
a

a2
PE-nzas o

(3)
On a les égalités d’événements suivants ;

{IX—plza}={X-p=z2a}U{X —p<—a}
={X-p2alu{p-X >a}.

On obtient : P(|JX —pu| > a)=P(X —p > a)+ P(p— X = a) car les
événements {X — p > a} et {x — X > a} sont disjoints.
On peut, comme précédemment, établir I'inégalité suivante :

2
By —K Sen) £ e

o2 + a2

On déduit done de (3) et (4) I'inégalité souhaitée :

202
P(|X —p|l>a)< — B.-T. améliorée
(X-pl20)S s ( )
Ona:
a? 202 B o2(0? + a?) — 202a? o'+ o%a? — 20%a®
a2 o%2+a? a%(o? + a?)  a?(0?+a?)

ol — o?a? - o%(o? — a?)

T 202 +a2)  a’(o?+a?)

o2 a2

On pose dans la suited = — — ——.
D’apres I'inégalité de Bienaymeé-Tchebychev, on a :

0.2
P(X -l 2a) < % (B-T.)
2 2

20 i T T 2
R £ 5 I'inégalité de B.-T. amé-
liorée est meilleure que l'inégalité de B.-T. dans le sens on elle fournit

un majorant de P(|X — p| = a) plus petit que celui de son homologue.
202 o 3.
Or: —— <= < d>0 b=t 02-a’>0 < o0?>ad® =
o2+a2 "~ a? ) ) )
o > a, done l'inégalité de B.-T. améliorée est meilleure que I'inégalité
de B.-T. lorsque a < o.

Par conséquent, dans le cas ot
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Exercice 15.2.
1. Le nombre de 23-uplets de 'ensemble E = {1; ... ; 365} est égal a 36523,
En notant € I'ensemble des 23-uplets de E, on a : Card(Q2) = 3652,

2. On tire aléatoirement un groupe quelconque de 23 personnes et on considere
I'événement A suivant : « Deux personnes au moins sont nées le méme jour ».
(a) Notons que 'univers associé a 'expérience aléatoire consistant a tirer
aléatoirement 23 personnes est 'ensemble (2.
Par hypothese, la loi de probabilité sur £ est équirépartie.
L’événement A est : « Aucune personne n'est née le méme jour que les
autres » et Card(A) = 365 x 364 x -+ x (365 — 23 + 1), donc :

P(A) = Card(A) 365 x 364 x --- x (365 —23+1) A3,
~ Card(9)) 36523 36523

23
Ass
36523
3. (a) La fonction Python meme_anniv(nb) vérifie si au moins deux personnes

d’un méme échantillon de taille nb ont le méme anniversaire.

' "

import random

(b) Ainsi: P(4)=1—P(A)=1- ~ 0,507.

!|def meme_anniv(nb):

4| 1liste_anniv = []

5| for i in range(nb):

G anniv = random.randint (1, 361)

7 liste_anniv.append(anniv)

%] if len(set(liste_anniv)) == len(liste_anniv):
0 return False

10 else:

11 return True

L o

(b) La fonction Python main(nb_essai) ci-dessous renvoie la fréquence
d’apparition du succes lorsque 'expérience est répétée nb_essai fois.

def main(nb_essai):

nb_pers = 23

x =0

for i in range(nb_essai):

if meme_anniv(nb_pers):

fi x=x + 1
frequence = x / nb_essai
%#| return frequence

L8 P

GoE Wb e

4, La probabilité qu'une personne choisie au hasard ne soit pas née le méme
jour que vous est de 364/365, car il y a 364 autres jours qui ne correspondent
pas a votre jour de naissance, divisé par 365 jours au total.
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Par conséquent, la probabilité qu'aucune des 23 personnes du groupe n'ait
la méme date de naissance que vous est :

364 364 364 364\ 2
X m=—— X »er X =
365 365 365 \ 365
23¥uix

On déduit que la probabilité de I'événement « Au moins une personne a le

N . s L 5 T

meéme jour de naissance que vous » est égale a : 1 — T == 0,061.
5

Exercice 15.3. Une puce se déplace par sauts successifs sur une droite graduée
munie d’un repére d'origine O. Au départ, la puce se trouve a l'origine et elle se
déplace de fagon aléatoire, soit d'un saut vers la droite (+1), soit d'un saut vers
la gauche (—1).
Pour tout entier n > 0, on note :

— Y, le nombre de déplacements & droite de la puce aprés n déplacements ;

X, l'abscisse de la puce aprés n déplacements.
1. Soit » un entier naturel.

— Un déplacement de la puce est une épreuve de Bernoulli de parametre
p = 0,5 en considérant que le succes est I'obtention d’un déplacement
a droite.

— n déplacements de la puce réalisés de fagon identique et indépendante
est donc un schéma de Bernoulli de paramétres n et p =0, 5.

— La variable aléatoire Y,, compte le nombre de déplacements a droite a
l'issue des n déplacements de la puce, done X, compte le nombre de
sucees dans le schéma de Bernoulli de paramétres n et p = 0,5 déerit
ci-dessus.

Par conséquent, Y,, suit la loi binomiale de parameétres n et p =0,5.

2. (a) Pour tout entier n > 1, on a :

Xr: = E: - ('ﬂ- T Yﬂ)
— —_—
nombre de sauts i droite  pombre de sauts & gauche
=2Y,—n

(b) Pour tout n € N, on a E(Y,) = np = g et V(Y,) =np(l —p) = g?

done :

E(Xa)=E(2Yn—n)=2E(Ya)—-n=n—-n=0
V(Xa)=V(2Ys —n) =4V (Y) =n

3. Soit n un entier naturel. On a :

P(X, =0) = P(2Y, —n =0) = P(2Y, =n).
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Correction des exercices

Si n est impair, I'événement {2Y,, = n} est impossible, il vient donc :

‘ . . n : =
— Si n est pair, puisque ) est un entier naturel, il vient :

P(X, =0) = P(Yn = g) s (2) 0,5%0,5% = (’,j) 0,25%.
2 2

4. Dans cette question, n est un entier naturel.

(a) La fonction Python X(n) ci-dessous simule la variable aléatoire X,,.

-

1o L3 BD e

(b)

R T

import random

def X(n):
x =0
for i in range(n):
a = random.random()
if a < 0.5:
x=x + 1
else:
s g |
return x

",

Pour tout entier N > 2, on considére X 51”, S ,{IN} un échantillon de

X0 4 x

taille N de X,,, et on pose : My = .
La fonction moyenne (N, n) ci-dessous simule la variable aléatoire M y.

-

def moyenne(N, n):
som = 0
for i in range(N):
som = som + X(n)
moy = som / N

return moy

b

-

"

D’aprés la loi faible des grands nombres, la variable aléatoire My est
une tres bonne estimation de 'espérance E(X,) = 0 lorsque N est trés
grand, on s’attend done & ce que 'appel moyenne(N, n) se stabilise
autour de 0 & mesure que N est grand.



Annexe A.
Précis de rédaction

Bien rédiger en mathématique signifie deux choses :

- respecter scrupuleusement les conventions de notation utilisées de maniére
courante par la communauté mathématique ;

— présenter son raisonnement de maniére claire, ¢'est-i-dire en suivant un ordre
logique, en veillant a la rigueur, et si possible, en ajoutant une touche d’élé-
gance.

Notez que les régles de rédaction mathématique ne sont pas immuables : elles
peuvent différer selon les époques, les livres et les mathématiciens. Cependant,
les régles proposées dans ce chapitre sont largement utilisées et acceptées par les
mathématiciens contemporains. Ce sont d’ailleurs ces régles qui m’ont été naguére
enseignées a la faculté par mes illustres professeurs. A mon tour de vous les trans-
mettre le plus fidélement possible.

Notez encore que le ton adopté dans la suite de ce chapitre sera volontairement
impératif, parfois musclé, mais toujours teinté de bonne humeur.

[l est clair que votre copie du bac sortira nettement du lot si vous mettez en
pratique les régles de rédaction de ce chapitre.

Ce précis de rédaction doit étre lu tout au long de 'année et les
régles qui y sont dictées doivent étre appliquées religieusement !
Au bout d'un certain temps de pratique, ce manuel de rédaction
devra couler dans vos veines...

Dans la suite, les exemples de rédactions correctes sont marqués des symboles

OO et les exemples de rédaction incorrectes, trés souvent tirées des copies de
mes propres ¢léves, des symboles % %,
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Annexe A. Précis de rédacrion

A.1 Introduire tout ce dont on parle

Tout objet mathématique doit étre introduit.

A.1.1 Introduire une variable

* |5

On souhaite établir I'identité suivante : Yn € N*, — =

Jn

vn o y/n
xK o
%& Foun. tout n e N* -

%é) n i a—
Soik n e N*. On v \/_X\/,_

5l
s

v"xv"

;|§I:

La premiére rédaction est incorrecte car la variable n n’a pas été introduite.
Quelle rédaction privilégier entre la deuxiéme et la troisieme ? Les deux se valent,
mais la troisieme rédaction est plutot utilisée pour les démonstrations longues,
comprendre qui nécessitent d’étre écrites en plusieurs phrases. Pour mieux com-
prendre, étudions les rédactions ci-dessous.

.. 1 __Vn _ (2
x“@mwﬂEN ﬁ—m&ﬁxﬁ_{ﬁ} —

1 _ym
n,dcmc.ﬁ—?.

t. l
D Bon bouk ne N - ﬁx1
VA x va=(vn) =n, done :

touk n e N* -

| %

On, poun
= Y8

5y

®&' S)oi.tnEN*.ornﬂ.:-—%=-—~—-——,Oh.:ﬁxﬁ={\/ﬁ)2=

-
%1

1 _ym

L’expression « Pour tout... » est un acte de naissance pour la variable n. Sa
durée de vie est trés courte : a la fin de la phrase, cette derniére meurt. Par
conséquent, il est nécessaire de donner de nouveau naissance a la variable n par le
« Pour tout... » au début de chaque nouvelle phrase dans laquelle figure la variable
n. La premiére rédaction est done incorrecte car la variable n n’a pas été introduite
au début de la deuxiéme phrase.



A.l. Introduire tout ce dont on parle

La deuxiéme rédaction est correcte car elle corrige I'erreur de la précédente.
Dans la derniere rédaction, I'introduction de la variable n par 'expression « Soit... »
est aussi un acte de naissance pour n, mais cette fois-ci, sa durée de vie est longue :
la variable n survie aux multiples phrases de la démonstration qui suit, elle ne
meurt pas! Jusqu'a quand vit-elle 7 Jusqu’a la fin de la démonstration.

Etudions un autre exemple trés courant. On souhaite résoudre I'équation du
second degré 322 + 2z — 6 = 0 d’inconnue z € R.

xxOera,ﬁ=b2—4cw=22—4><3>c[—6}=?ﬁ>0,defnct‘éclum

mmmm&mmnéammmm:%:
—-b+vVA _ -2+79

2V _ 1=V, B
6 - 3 2= "o 6 -
—144/19
——

Cette rédaction est insipide! Qui sont les nombres A, a, b, ¢, 1 et 227 A quel
moment ont-ils été introduits ? Et si par malheur, dans un méme exercice, vous
devez résoudre trois équations du second degré, vous allez utiliser 4 nouveau ces
mémes lettres 7 Voici une rédaction rigoureuse.

S0 D aschitke rtisidng Vequation az®+ bz +c=0 d'imconnue
z€R od a=3, b=2 ekt c= —6. e discimimant A de cethe
équal:i.e'n.ehtMﬁ:ﬁ—dm:?ﬂ—éx:}x(—ﬁ]=76qmeat
néelles distimekes que lom motena z; ek s, demmées pan

_b-vA _-2-v _-1-v18 , _ -b+vA _
B B T3 77 2

T

2a 6
-2+v79 _ -1+19
6 - 3

Cette rédaction est certes rigoureuse, mais vous conviendrez qu’elle est longue
pour pas grand chose... Aprés tout, est-il vraiment nécessaire de s'encombrer de
toutes ces lettres ? Voiel done une rédaction rigoureuse et sans lourdeur :

éjé £éq1mhmu 322 + 22 — 6 = 0 dimconmue = € R ﬂ./[uw.nd.i,b-

dtimﬁmamk?ﬁ:wﬂ,d.mwcdteéclmbsmadmetdaumﬂuﬂmw
; . =1-419 , -1—-+/10
néelles, & samoin 7 ek z :
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Annexe A. Précis de rédacrion

En passant, je vous propose ci-dessous une liste de rédactions erronées que je
rencontre souvent dans des copies. Compte tenu de ce qui a été dit avant, je suis
conscient que ces rédactions sont probablement écrites par des éléves ayant de tres
bonnes intentions...

B R Toun touk neN, lo avite (un)
% %X Joun teut nelN, en a nEl_}_lmun:
% % Foun tout nsed =, ﬂ’éthm 2 4+32-2=0 ..

Ces rédactions sont infimes ear, pour une fois dans cette section, il ne faut
surtout pas introduire de variable !

A.1.2 Nommer un objet

Au cours d'une démonstration, il arrive qu'une certaine quantité longue ou
In(e?* +o?)+3
- ol
a?+e*+5
In(e?* + a®) + 3

- a?+e* +5
est plus commode de nommer cette quantité par une lettre, par exemple K.

compliquée 4 écrire revienne souvent, par exemple la quantité

o est un réel déja introduit. Au lieu de rééerire maintes fois, il

%& Orn./[wbe K:Iﬂ(62n+a2]+3.

a? +e*+5

&% OmmKﬂﬂnégﬁln[eh+ﬂ2]+3_

aZ+e*+5

Notons que dans la premiére rédaction, la nouvelle lettre K doit étre écrite a
In(e®** + a®) + 3
a?+e*+5

gauche du symbole d’égalité tandis que la quantité connue doit

étre écrite A sa droite.

/2\ Attention !
Dans les deux rédactions ci-dessus, on doit évidemment s’assurer que :
— la lettre K n’ait pas déja été utilisée dans le raisonnement ;

— la lettre a ait été introduite proprement au préalable.

&Attention !

On ne mélange pas les verbes « poser » et « noter » dans les deux
rédactions ci-dessus !

In(e** +a?) +3

%% On mote K = ——
a’+e*+5




A.2. Les mélanges douteux

In(e?* + a?) + 3
a?+e*+5

I “8&1{@&1’(@&@

In(e?* + a?) + 3

" o* - e*+h
placer une accolade sous cette derniére en écrivant « := K », sans oublier les deux
points avant le symbole d’égalité.

e In(e** +a?) +3
T alyea 45

e
=K

Pour donner le nom K 4 la quantité , il est aussi possible de

Egalement, les verbes « poser » et «noter » sont souvent utilisés dans les dé-
monstrations s'évertuant 4 montrer l'existence d'un objet vérifiant une certaine
propriété. On souhaite montrer, par exemple, l'existence d'un nombre décimal
dont l'inverse n’est pas un nombre décimal, autrement dit montrer la propriété

£ 1 r & - - rd -
suivante : Ja € D, ” ¢ D. On réfléchit deux secondes, puis on éerit :

%é{}mf&&eazlﬂmaae[ﬂ{uu%ma:%,mm
Mmen,helmebt,pubwn_ﬂmnﬂnedémmﬂ

3

A.2 Les mélanges douteux

On écrit tout en frangais ou tout en mathématique, mais pas les deux a la
fois.

A.2.1 Concernant les quantificateurs

Si I'on note (u,,) une suite de réels, I'énoncé La suite (u,) est majorée peut soit
s'écrire sous forme littéral, soit i I'aide des quantificateurs J et ¥ :

&% mezci,bteumnéeﬂMteﬂquounbwtemﬁenmhﬁmﬂn,un
mtmEEanaM.

&% IMeR, YVneN, u, <M

De méme, si 'on dispose d’une fonction f, 'énoncé La fonction f est affine sur
R peut s’éerire :
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Annexe A. Précis de rédacrion

Qémm&dﬂmréeﬂbadbteﬂquwmr@ﬂr,ﬂm}

%tégaﬂﬁ.a:c+b.

%% J(a,b) eR%, Yz R, f(z)=azx+b

&Att,ention !

Dans une phrase en frangais, on ne remplace pas 'expression «il
existe » par le symbole 3, ni I'expression « pour tout » par le sym-
bole V.

38mecribtewnnéeﬂMteﬂzlu£VnEN,u“mtanéniwn&M.
3*Elmnézﬁfkfteﬂque’v’nEN,uﬂmtimBé>w&M.

En revanche, les mélanges autorisés concernent les symboles €, =, <, >, <
et >. Il est done toléré d’écrire (et ¢’est heureux!) :

QémEMﬁfEmtﬁEquewtﬂutneN, iy < M.
LD d exiske (a,b) € R kel que poun tout z € R, f(z) = az +b.

A.2.2 Concernant I'implication et I’équivalence

Le mélange des genres concerne aussi les symboles d'implication = et d’équi-
valence <.

/2\ Attention !

Une bonne fois pour toutes : la fleche d’implication = ne signifie
pas «donc », « alors », «ainsi »... et la fleche d’équivalence <= ne
signifie pas «c’est-a-dire », «soit », «i.e. »...! Par conséquent, dans une
rédaction, on n’utilise jamais de fleches a la place de ces mots!

Pour éviter tout mésusage des symboles d’implication et d’équivalence, une
bonne pratique est :

- de NE JAMAIS utiliser le symbole = dans une rédaction ;

— d’utiliser le symbole <= uniquement dans la résolution d’équations/iné-
quations et lorsque I'on souhaite montrer une égalité d’ensembles.

On souhaite par exemple montrer que tout entier naturel divisible par 4 est
divisible par 2.



A.2. Les mélanges douteux

&%%nmmgwmqmnmtw&m
4.0‘33EywiﬂﬂxmtekENteﬂciuen=4k.On/rw¢ﬂ.um
é.r:mnen=2[2k},domcn=2k’mq\mnlk:’=2keﬂ\i.gam

wrméctuynt,nebtdhumipypzfimni.
“”%HMM?WWNMMW4

= il exciske ke N kel que n = k.
On peut awasi écnine n = 2(2k)

— n=2k’em1m{mmtk’=‘2k€[ld
- neﬁtdjfu«'.&llw.e;Imﬂ.

Pour résoudre par exemple 'équation z% + 2x — 8 = 0 d’inconnue = € R, on
utilisera le symbole d’équivalence comme suit :

%égmtwtnéeﬂm,ma:

*+2r—8=0 <= 2 +2+4-12=0
e (r+2)?2-12=0
= (z+2) =12
= z+2=—12 su z+2=v12
e z=-2-V12 ou z=-2+12

Lemsemble S des solubions esk 8 = {—2 - v12; -2+ V12}.

Si l'on vous demande maintenant d’établir la propriété suivante :

Vre[0;2], vd—z2€]0; 2] (A)

%%‘J%Ixmnéeﬂffﬂqmﬂimii.ﬂwmﬂimgi41mn
cn&mmdeﬂaﬂwuﬂwncmémﬂh,wﬂﬂ4—mzi4,
Ry, om a 0< V4 — 22 <2, cesk-a-dine VA—2Z€[0; 2.
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Annexe A. Précis de rédacrion

Ro<:<2
0<a?<4 can x+ x? cheisnsamle aun Ry
—4<—22<0

0<4-—-22<4
0<V4—22<2 coan z— /T creisaambe saun Ry

Je ne veux plus jamais voir la deuxiéme rédaction ci-dessus! A-t-on des équi-
valences 7 Peut-on ainsi la lire en partant du bas ou doit-on la lire uniquement en
partant du haut ? Cette rédaction (que vous affectionnez particulierement, soyons
honnétes) est i proscrire car elle ne fait pas apparaitre explicitement les rapports
logiques entre les propositions. Bref, elle est trop floue car elle laisse libre cours a
trop d’interprétations. Attention cependant, car si la rédaction qui suit fait bien
apparaitre des équivalences, elle en n'est pas moins fausse...

b & ¢ 0<z<?2
e 0<2?<4 con x> 22 choelasambe aun Ry
= —-4<-22<0
= 0<4-2?<4
= 0<vVi—22<2 can =+ T cnolarambe aun R,

En effet, pour tout réel z, si 0 < z? < 4, alors —2 < z < 2, done la premiére
équivalence est fausse! En terme ensembliste, montrer la propriété (A), e’est mon-
trer uniquement l'inclusion suivante :

[U;Q]C{IEEWS \/4—55952}

et non 'inclusion inverse car elle est fausse. Si 'on voulait absolument éecrire une
égalité d’ensembles, ce serait celle-ci (I'inclusion réciproque étant évidente) :

[[);2]:{:5&[[};2]]{)5 \/4—m2£2}+

Bref, vous avez compris que ['utilisation du symbole d’équivalence est souvent
délicate. Il me parait done trés utile de vous mettre explicitement en garde :

/2\ Attention !

Vous ne devez pas utiliser la fleche d’équivalence a tort et a tra-
vers! Avant de l'utiliser, assurez-vous systématiquement que les
sens direct et réciproque sont vérifiés. « Vigilance constante! » aurait
vociféré le brave Maugrey Fol Oeil.



A.3. Annoncer la couleur

A.3 Annoncer la couleur

Avant d’entamer un raisonnement ou une démonstration, on annonce la
maniéere dont on souhaite procéder.

Afin que votre démonstration soit accessible et lisible, il est important de
prendre par la main le lecteur afin de Ini éviter de devoir se casser la téte pour
interpréter vos intentions. Il est done essentiel que vous lui annonciez la couleur
avant d’entamer une démonstration. Pour ce faire, rien de tel que de jalonner votre
rédaction par des expressions telles que « Prouvons que... », « [l s’agit alors de mon-
trer que... », « A présent, démontrons que... », « Il nous reste a prouver que... », « ]l
suffit désormais de prouver que... » ete.

Ainsi, si 'on vous demande au sein d'un exercice de montrer qu'une certaine
suite (uy) est convergente, voici une maniére de rédiger qui va slirement satisfaire
le lecteur :

(tan]ebtmoéo'iéewn...,dmmmwlmdutpéy@mede

W@ﬂmm,&wmﬁwgﬁam
(un) esk cneissambe.
o“’)ﬁfnbwnbdo'ncquewt&utneﬂwl* Upt] — tp = 0.

Attention, n’en faites pas trop non plus car vous pouvez vite tomber dans
la lourdeur! Par exemple, si 'on vous demande de démontrer qu’une certaine
fonction f est croissante sur un intervalle I de R, vous serez tenté de commencer
votre rédaction par une phrase du type : « On détermine I'expression algébrique de
f’, puis l'on étudie son signe sur I, puis 'on déduit par propriété les variations de
f sur I ». Dieu que c’est long! Cette phrase n’apporte pas un éclairage particulier
au lecteur car :

— d’une part, la phrase évoque un résultat ultra-connu d’une classe antérieure ;
le mentionner n’est pas forcément utile ;

d’autre part, vos intentions sont totalement prévisibles ; vous ne risquez pas
de perdre votre lecteur en cours de route!

Cette phrase n’a donc finalement que trés peu d’intérét. Une telle phrase introduc-
trice devient utile si le raisonnement que vous souhaitez mener est un peu élaboré
(& vous de juger le caractére élaboré d'un raisonnement!) ou si elle sert a rappeler
un résultat important de 'année en cours.
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-

A.4 Citer une définition ou une propriété

Avant d’utiliser une définition ou une propriété pour justifier un résultat,
expliciter clairement toutes les hypothéses.

Cette année, vous allez régulierement appliquer le corollaire du théoreme des
valeurs intermédiaires. Ainsi, si I'on vous demande de montrer que 'équation
f(x) = 0 d'inconnue z € R admet une unique solution sur R, une bonne rédaction

est la suivante :

DD Lo fonchion / eat contimue sun R (can elle eat dénisalle sun
R d’aqves la question ...) ek eat abnickement croiasamte aun R
ia.pnébﬂaqubwn @epﬂua;[wwquaz_limmfr) -1<0
ek llm f(.'r —+m,ﬂagw@ynfnpxamgedemﬂmmmﬂ2,

&m&tzmwwwnéeﬂuteﬂwﬂﬂ:

La rédaction minimaliste suivante n'est pas satisfaisante car elle n’exhibe pas
explicitement chacune des hypothéses du corollaire.

<ollaine du tReoreme des valeurns imkervmediaines : il exiske

mumiquenézﬁatzﬂqu(a]:ﬂ_

A.5 Définir une fonction

Si 'on souhaite introduire proprement une fonction notée f qui, i tout réel

on peut écrire au choix :

x > —1, associe le réel .
v+1

O On note 1 ln fonction -~ defimie sun |1 +ocl.

%é%mfﬂagmcbm 1+m[: uf
vr+1



A 4. Citer une définition ou une propriété

OO On mote f la fonckion defimie poun koot néel = > —1 pan
1
f{r}=m~
SO Fosons f:]—1; 00— R, z+—>

1
a 1

/2\ Attention !

Les fleches —+ et — ne sont pas interchangeables a souhait ! La
fleche — est utilisée par exemple dans les limites ou pour relier 'ensemble
de départ d’une fonction a son ensemble d’arrivée (comme dans la deuxiéme
rédaction ci-dessus), tandis que la fleche d’association — est utilisée uni-
quement pour définir les fonctions.

xx&lﬂm&fﬂagGmMr—}ﬁ%dégmi&M]—l;+m[.

1
R Iim =0

z=+too 1+ 1

Les deux rédactions qui suivent, fréquentes dans les copies d’éléves, sont pro-
hibées : la premiére car la variable z n’a pas été introduite, la deuxiéme car f(z)
N'est PAS une FONCTION mais un NOMBRE réel (c’est I'image par f d'une variable
x qui n'a méme pas été introduite...) !

xxOnmtef[}u_Bomcho’ndéBmdem]—l;+m[1mnf(x}=
1
7T

1
b $ ¢ £n.gmxdiﬁ'n.f[m}: \/9:]—4—1 eak décneissambe sun ] —1; 4+o0f.

Finissons cette section par une rédaction qui, sans étre abominable, n’est pas
conseillée.

xR G fpagyncbofndéglmiewtﬁut:cel—l;+m[qm
1
flz) =

T+1

Vous ne voyez pas le probléme ? Le probléme c’est I'expression « Soit... » qui
n’est pas trés adaptée. lei, la fonction [ est totalement connue alors que 'expression
« Soit... » suppose l'introduction d'une variable quelconque. Il vaut done mieux ici
privilégier le verbe « noter ». Dans un tout autre registre, remplacez 'expression
« Soit... » par l'expression « Notons... » dans les rédactions maladroites suivantes :
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3*%1MA¢BMM&MMWM

(1; —=2) ek (3;5).
R R Gik X lo vanialle aléatoine comptamt le mombre de boules
rwuﬂebﬁ.E’mwdﬂblﬂtUm:aeb,

A.6 Deériver une fonction

Il est indispensable que vous sachiez rédiger proprement une dérivation de
fonction car, cette année, vous allez devoir dériver un sacré paquet de fonctions.
’ " T ip . -

Commengons par dériver la fonction f : x = — définie sur R. La premiére

rédaction est, j'en conviens, un peu lourde et peu élégante. Son seul mérite est
de vous éviter des erreurs de calculs. C’est cette premiére rédaction que 'on va
- 3 B4 * hd # A L - - e
privilégier (a contrecceur) cette année. La deuxieme rédaction est plus expéditive,
mais elle doit étre utilisée avec vigilance car une erreur de calcul est vite venue !

OO Ba fonction. £ eat denimable sun R comme quotient de deu
me,bymdémnmﬁ@mmﬂ%

Foun kout 2 € R, on a f(z) = u(z)v(x) avec :

u(z) == ; v(z) =€%;

u'(z)=1; v'(z) = €%,
dome om obbiemt :

w'(z)v(x) —u(z)v'(z) e*—xe® e*(1-—2x)

f'e) = - =

-U(m]z 62:1' EEI

DD Lo fonction £ eat dérinalle sun R comme quobient de deusc
Wmmma,mmmem:

xe*—xzxe® € (l—2x)

fa) =1 ~

3233' ,EZ:.'

/2\ Attention !

| Avant de dériver une fonction, on précise systématiquement la rai-
son pour laquelle la fonction est dérivable sur 'intervalle considéré,



A.6. Dériver une foncrio

et ce méme si la justification n’est pas explicitement demandée dans I'énoncé
de 'exercice!

Continuons cette section avec une rédaction dont vous allez devoir vous dé-
barrasser au plus vite et i tout jamais. En effet, cette rédaction suppose que la
& ’ & & & & -~
notation (f(x))" est licite, ce qui n’est bien siir pas le cas!

”“ﬁaﬂm@yﬂfmtd@umﬂﬂemﬁwmqudem
forctions déninallles sun R et, poun touk z € R :

; (z) xe*—xx(e®Y le*—ze® eF(1—2x)
f=z)= o2z =T o - a=

/2\ Attention !
La notation (f(z))" est totalement interdite ! On n’écrira done jamais
{x)’ = 1! On pourra éventuellement écrire i(:r:} =1

On peut également écrire (x — x)'(x) = 1, mais cette notation, compliquée
et peu lisible, est trés pen utilisée. Il est done préférable de noter d’abord f
la fonetion x — =, puis d’écrire classiquement f'(z) = 1.

Dans le méme esprit que 'exemple précédent, étudions la rédaction de certains
eleves voulant probablement gagner un peu de temps. Cette rédaction, de premier
abord similaire a celle proposée en début de section, est inacceptable car elle fait
la confusion entre deux objets mathématiques bien distinets : une FONCTION et
un NOMBRE.

xx£agwnctlwnfﬁbtdﬂwua@ﬁmﬂ?mmqmbﬂntdﬁdm
Hync,&wmdérdmﬁ@ebmﬁ.
@mtwtnéeﬂx,mxﬂ.f(x]=u{:c)xv{x) ansec :
’»!.'.'r=1; v =e%,
done on obbient

to—uwy e —ze® &*(l-—x)

' _ —
f (If} - v2 - e2r - e

Horreur! f'(x) est un NOMBRE (c’est I'image de x par la fonetion f') alors que

u'v — uv’ u'(z)v(x) — u(x)v'(x
————— est une FONCTION (c’est la fonction z (z)v( ][ }2( P iz)
v(z

3 ). done
v
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Annexe A. Précis de rédacrion

! '3
# -, # u ?J - uv - - -~
'égalité f'(z) = ——5— est formellement interdite! Il en est de méme pour les
v

égalités illicites u =z, u' =1, v = €® et v/ = €*.

Considérons enfin un exemple un peu délicat. On note f la fonction =
In(e™* + 1) définie sur R et on souhaite déterminer I'expression de sa dérivée.

ﬁymbmodé)muaﬂ@ebmﬂ?et,wtwtmeﬂ?:

' et
fo)==51
La premiére phrase, certes louable dans l'intention, est malheureuse car elle
dit explicitement que la fonction In est dérivable sur R, ce qui est évidemment
monstruenx ! Pour contourner ce probléme, on peut soit rester un peu plus vague
sur les intervalles en jeux (premiere rédaction ci-dessous), soit prendre son courage
a deux mains et préciser convenablement les intervalles de départ et d’arrivée
concernés (deuxiéme rédaction).

%%&Wﬂfeﬁd&mmﬂgemﬁwmm&,
Mntm.ttnéeﬂ;rmxa:

@)=
LY £ﬂ.|;mncb.o'nu:m-—>e_”+lebtdé!1WaﬁﬂemR&. valeuwns
dmxbﬂﬁctﬂaﬁmmmmtd&inmﬂrﬂemﬁ;,dmmﬂa

[;amhwnf:len{u{z}}eatd@maﬂﬁamemwpa&—
b’.me.t,pauntminéeﬂ:cma:

u'(z) —e®

u(z) e *4+1°

f'(z) =



Annexe B.
Questions exigibles
et lettres grecques

B.1 Liste des questions de cours exigibles

Conformément au bulletin officiel spécial n®8 du 25 juillet 2019, les résultats
(théorémes, propriétés, propositions, corollaires ...) ci-dessous sont exigibles en
tant que questions de cours aux examens et & 'éprenve du baccalauréat 2. On at-
tend de vous d’en connaitre I'énoncé précis (notamment hypothéses et conclusions)

ainsi que d’en connaitre leur démonstration

Lol

0N o

10.

11.

3

L’inégalité de Bernoulli (propriété 1.2).

Théoréme de comparaison (théoréme 1.13).

Toute suite croissante et non majorée tend vers +oo (propriété 1.16).
Limite de la suite (¢") (propriété 1.19).

Limite en +oco et en —oo de la fonction exponentielle (propriété 2.17).
Croissance comparée de = +— ™ et x — €* en +oo (propriété 2.18).

Si f" est positive, alors la fonction f est convexe (propriété 4.7).

Caleul de la fonction dérivée de la fonction logarithme népérien, la dérivabi-
lité étant admise (propriété 5.9).

Limite en 0 de @ + zIn(x) (propriété 5.13).

Deux primitives d'une méme fonetion continue sur un intervalle différent
d’une constante (théoréme 7.4, item 2).

Résolution de 1'équation différentielle 4’ = ay on a est un réel (propriété
7.11).

1. https://wuw.education.gouv.fxr/bo/19/Special8/MENE1921246A .htm

2. lls peuvent figurer sous la forme, par exemple, d'un exercice.

3. Notez que cette liste ne doit pas étre un prétexte pour ignorer les autres démonstrations
figurant dans ce cours. En toute généralité, il est de trés bonne discipline d’étudier toutes les
démonstrations d'un cours de mathématiques.
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12.

13.
14.

. Démonstration par le calcul et par une méthode de combinatoire de la rela-

16.

b
18.
19.

20.

Annexe B. Questions exigibles et lettres grecques

5

Pour une fonction positive croissante f sur [a; b], la fonction z — / f(t)dt
i
définie sur [a; b] est une primitive de f (théoréme 8.4).

b
Relation [ f(z)dz = F(b) — F(a) (propriété 8.6).

Formule d’intégration par partie (propriété 8.14).

tion de Pascal (propriété 9.16).

T

Démonstration de la relation z (::) = 2" (propriété 9.18).
k=0

Le projeté orthogonal d’un point M sur un plan P est le point de P le plus
proche de M (propriété 11.20).
Equation cartésienne du plan normal au vecteur 7 et passant par le point A
(propriété 12.3).
Expression de la probabilité de & succes dans le schéma de Bernoulli (pro-
priété 14.6).
Espérance et variance de la loi binomiale (propriété 14.8).



B.2. Table des lettres grecques

B.2 Table des lettres grecques

L’alphabet grec, utilisé réguliérement dans ce cours (et trés réguliérement dans
toute la suite de vos études scientifiques!), est rappelé ci-dessous.

Lettre Minuscule | Majuscule
alpha
beta

gamma
delta
epsilon

zeta

eta
theta
iota
kappa
lambda
mu

S|Z vy [em]|2 R

-

nu

xi

omicron
pi
rho

sigma

tan

upsilon

phi
khi (ou chi)
psi
omega

SIS R ST R TR = (R TS A g Rl Kol T RS T R TH VTS

o = e =S I T R T T T ) S i~ -
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PRECIS
DE MATHEMATIQUES

Cours rigoureux avec démonstrations et exercices corriges

g

Ce livre de mathématiques s'adresse a toute personne concernée par I'enseignement
de la spécialité mathématiques en Terminale. || est un gage de réussite 2
I'épreuve du baccalauréat et prépare sérieusement aux études supérieures a majeur
mathématiques.

Ce livre comprend un cours clair, construit et complet contenant :

des remarques visant a éclaircir, nuancer ou vulgariser les notions ;

de nombreux exemples illustrant les définitions et les propriétés pour une
assimilation plus aisée de la théorie ;

des rubriques de mise en garde afin d'éviter les erreurs classiques ;
des démonstrations détaillées pour une compréhension profonde du cours ;

une centaine d'applications de cours corrigées afin de mettre en pratique
les notions et acquérir des automatismes.

Il inclut aussi une large sélection d'exercices corrigés de difficultés variées dont :

une trentaine d'annales classiques et moins classiques pour s'entrainer sur
les différents types d'exercices susceptibles de tomber le jour J, mais aussi pour
ameéliorer sa capacité d'adaptation a la nouveauté ;

des exercices d'approfondissement exigeants visant a travailler le
raisonnement et la logique mathématique par la découverte de notions
incontournables du supérieur ;

des corrections claires et détaillées pour une compréhension aisée.

Il s'accompagne aussi d'une annexe des régles fondamentales de rédaction illustrées
par des exemples tirés de copies d'éléves : un indispensable pour proposer une copie
de bac irréprochable qui sortira du lot !
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