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Limites, continuité et

fonctions réciproques




La Continuité |

Définitions I
Soient f une fonction numérique définie sur un ouvert I 3 a.
@ On dit f est continue en a si lim f(x) = f(a).
Tr—a
(Ve > 0)(3a > 0)(Ve € Dy) : |z —a| < a = [f(z) — f(a)| < e

® On dit que f est continue a droite en a si lim+ f(x) = f(a).
Tr—ra

® On dit que f est continue a gauche en b si lirgl f(x) = f(b).
x—b—

f est continue en a < f est continue a droite et a gauche en a

® On dit que f est une fonction continue sur un intervalle ouvert I s’elle est continue
en tout point de I.

® On dit que f est continue sur un intervelle [a, b] s’elle est continue sur |a, b],
continue a droite en a et continue a gauche en b.

® Les fonctions polynomiales, les fonctions rationnelles, les fonctions : © — v/, T —>

sinx et © — cos x sont continues sur chaque intervalle de son domaine de définition.

Les opérations sur les fonctions continues I

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et A € R.

O les fonctions f + g, Af et fg sont continues sur I.

@ Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions — et = sont continues sur I.

g g
® Si f et g sont deux fonctions continues sur I et J respectivement avec f(I) C J,

alors g o f est continue sur I.
O soient I un intervalle ouvert, @ € I, f une fonction définie sur I avec lim f(x) =

r—ra

l € R et g est une fonction continue sur J avec f(I) C J alors lim(go f)(x) = g(1).
r—ra

O l'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

® l'image d’un segment par une fonction continue est un segment.



I f(I) si f est continue et str | f(I) si f est continue et str N\
a, b (), £(b)] [£(b), f(a)]
Ja, b | lim £ (), £(5) F(b), Tim, f ()]
a, b f(@), lim £ ()] | lim f(z), f(a)
Ja, b] | lim f(z), lim f(z)| | lim f(z), lim_£(z)]
@, o0 f(a), lim f()] | lim_f(x), (a)
la,+ool | ] lim f(2), lim f@@) | | lim_f(z), lim f(2)]
| — oo, b] | lim_f(z), () £(8), lim_f(x)|
|—oobl | ] lim f(z), lim f(@) | ] lim f(z), lim f()]
| — oo, +ool| | lim_f(z), lim_f(x)| ]wl_{gl f(z), lim_f(x)]

Théoréeme des valeurs intermédiaires I

Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que f(a)f(b) < 0. Alors :
L’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans ]a, b].

Si de plus f est strictement monotone, ’équation f(x) = 0 admet une unique solution
dans |a, b|.

La Dichotomie I

Le but de cette méthode est d’approcher la solution d’une équation de type f(x) = 0.
Si f est continue et strictement monotone sur [a, b] telle que f(a)f(b) < 0, alors
la €]a, b[/f(a) = 0. On a deux cas :

— sif (a_—|—b> f(b) < 0 alors o E} %b b[.

a-+b
2

Slf( +b> f(a) < 0 alors o 6] a,

On continue de cette maniere jusqu’a l’encadrement demandé de c.

La fonction réciproque I




soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et J = f(I)
La fonction qui lie chaque élement y de J avec I'unique élement x de I tel que f(x) = y
s’appelle la fonction réciproque de f notée f~1. On a donc :

_){f‘l(w)=y @{f(y)=w’
xedJ yel

Ve e€l:(flof)(x)=x,VeeJ: (fof)(z) ==z :
< f~1 est continue sur f(I)

— f et £! ont la méme monotonie.

La fonction racine n"™¢ I

Soit n € N*| la fonction & +— x™ est continue et strictement croissante sur [0, +oo].
Alors elle admet une fonction réciproque sera noté ¢/. On a :
— [0, 400 — [0, 4+o0]
x — VT
— (Vz,y €[0,+00]) : Jz=ysz=y"
— (Vz € [0,400]): (Vx)"=Var ==
%SirzBEQavecqu* et p € Z, on pose (Vx €]0, +00[) : " = vaP
— La foncgon x — x" est continue sur |0, +o0[, pour tout r € Q.
< pour tout 7,7’ € Q et pour tout x,y €]0,+o0[ on a :

r r r

T T | T

r+r’ __ v 7., - N r\T' T, =7, T __ r,.T

&r =TT ;\— —_r’w —(CB) a_r—w 9 1,,—5B ’ (CBy) =LY,
Yy Yy xr xr

Vo=V Y = ——
Vet v (V& + /) (Va? + /)

La fonction arctan I

T T
La fonction & +— tan(x) est continue et strictement croissante sur | — 2 E[ Alors elle

admet une fonction réciproque noté arctan.
< La fonction & +— arctan(x) est continue et strictement croissante sur R.

— (Vx € R) : tan(arctan(x)) = x; (Vx €] — %, g[) : arctan(tan(z)) =«

T
—, 5[) : arctan(x) = y <= = = tan(y)

2

) ™
— lim arctan(z) = —
r—+00 2

— (Vx € R); (Vy €] —

. w . arctan(x)
lim arctan(z) = —— lim —F =
T——00 2 x=—0 €T

1
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Exercice 1 :

__Na-2
:E-l-\/;—@

(‘v’x € [0; 4[ u]4; +oo[) g(x)

On consideére la fonction g définie par : (4) 1
Y =_
5

Montrer que la fonction g est continue en 4 et déduire qu’elle est continue sur [0;+oo[

Exercice 2 :

27° —z+a )
1 : s f@)y=—"—7— 1 a>1
On considere la fonction f définie par r—1
f(x)=2+ b\/; o<1

1) Déterminer D,

2) Déterminer a et b pour que f soit continue sur D,

Exercice 3 :

On consideére la fonction u définie par :(V:v € ]R*)

u(z)= J1+cos(z) -2

Montrer que la fonction v admet un prolongement par continuité en (0 et préciser ce prolongement.
Exercice 4 :

l—x/a;_"+\/5
r—1

On consideére la fonction f définie sur ]1;+oo[ par : f(z)=
1) Vérifier que f(z)= é—\/;

2) Montrer que Jlo 6]1;2[ ﬁz«/&

3) Montrer que o’ (a—2)=1-«a

Exercice 5 :

Soit u une fonction définie et continue sur [0;1]

1
1) On pose v(x) = m—x
a) Etudier la continuité de v sur [0;1]
b) Montrer que 1’équation v(z) =0 admet au moins une solution dans [0; 1]
2) En déduire qu’ Jc € ]0;1[ 1-c=cxu’(c)
Exercice 6 :
a et b deux nombres réels tels que :a <b

Soit f une fonction continue sur [a;b]

On considére la fonction g définie par : (Va: € ]a;b[) g(:ﬂ) = f(a:)—

1) Calculer [lim g(z) et lim g(:c)

z—a* b

1
2) En déduire que : (Ela € ]a;b[) f (a) = R (Utiliser le résultat de la question 1 de I’exercice 27)
a—a b-«a




Exercice 7 :
a et b deux nombres réels tels que :a <b

Soit f une fonction continue sur [a;b]

A FRRTTEE et z, sont des éléments de Pintervalle [a;0] (n est un entier naturel non nul)

Montrer que :(Elce[a;b]) f(c)=%(f(%)"‘f(%)"‘"""f(%))

1

Exercice 8 :

Ji+4la? 142
A

On considere la fonction f définie par f@)= 2z
f(0)=0

1) Vérifier que D, =[0;1]

2) Montrer que f est continue & droite en 0.

Exercice 9 :

On consideére la fonction f définie par : f(x) = E(:E)+($—E’(z))2

1) Montrer que la fonction f est continue sur tout intervalle de la forme [n;n+1[ ou n est un entier relatif.
2) Montrer que la fonction f est continue sur |—oo;+o0]

Exercice 10 :

On considére la fonction g définie par : g(z)=FE (ljsz’n(x) et g(0)=1
T

Montrer que la fonction g est continue en 0

Exercice 11 :

_ sin(x)

et la fonction 7 définie par : T—7
h(z)=—-1

On considére la fonction f définie par :

() = sin(m+Jcos(x)) h(x)
T

1) Montrer que / est continue en 7

2) Montrer que Vz e }—% , %[ 0} f(z)=-

”(1 _ :03(3:)) X h(m/cos(x) )

3) En déduire lz'ng f(z)

4) f admet-elle un prolongement par continuité en 0 ?

Exercice 12 :

Soit neN” \{1} . On consideére la fonction f définie par : f(z)=2"" —22" +1

. L. 2
1) Montrer que f est strictement décroissante sur {0;—”1}
n+

2) En déduire que f 2n <0 (on pourra remarquer que " s )
n+1 n+1

3) Montrer que H!ae[ Zn ;2} f(a)=0
n+1

1
4) Vérifier que o" =——
2-«a



Exercice 13 :

On consideére la fonction f définie par : f(z) = -z

1) Montrer que f est une bijection de [ = {éﬁoo{ vers un intervalle / que ’on déterminera.

2
2) Déterminer f'(z) pour tout z €./ (on pourra remarquer que t—Jt :(\/Z—éj —i )

Exercice 14 :

Soit n € N*. On considére la fonction f, définie par : f (z)= J1-4z

1) Déterminer D,

2) Montrer que f, est strictement décroissante sur [0;1]

3) Montrer que f, est une bijection de [0;1]vers un intervalle / que ’on déterminera -
g

4) Déterminer f '(z) pour tout zeJ

Exercice 15 :

On consideére la fonction f définie par : f(z)= x—3{‘/x_2 +33x

1) Déterminer D,

2) Résoudre dans R* I’équation f(z)==x

3) a) Montrer que [ est strictement croissante sur [0;+oo]
b) Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur un intervalle / que I’on déterminera.
c) Déterminer f'(z) pour tout ze.J

Exercice 16 :

X

NI

1) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur ]—oo;+00[

On considere la fonction f définie par : f (x) =

2) a) Montrer que [ est une bijection de ]—oo;+oo[ vers un intervalle J que ’on déterminera.

X

b) Montrer que : (VzeJ) ¢ '(z)= =
1-z

Exercice 17 :

1) Démontrer que :

1 1, =«
Arctan(=)+ Arctan(=) =—
a) Arc an(3) rc an(2) ,

b) Arctan(l) + Arctan(i) + Arct(m(l) "
2 5 8 4

c) (‘v’x € R) Arctan(z+1)— Arctan(z) = Arctan(ﬁ)

2) Montrer que pour tout zeR

! b) sin(Arctan(z)) = <

V1+2° , I+’

a) cos(Arctan(x)) =

Exercice 18 :

Montrer que VzeR Arctan(v1+z° —z) = % —éArctan(x) (Indication : poser = =tan()tel que a € }—g ; g{)



Exercice 19 :

1) Montrer que Va;beR" Arctan(a)— Arctan(b) = Arctan(la — bb)
+a

2) Calculer la limite : lim xx{A rctan(—) —Z}
r+1

T—>+0 4

3) a) Montrer que (Vx e |0; +oo[) Arctan(z) + Arctan(i) =% et (Va: € ]—oo;()[) Arctan(z) +Arctan(£) = —g
T T

‘y1, «
-]

Résoudre dans R les équations suivantes :

b) Calculer la limite : [im xx{Arcmn(x

IT—>+0

Exercice 20 :

Arctan(4z) =% . Arctan(z” — 1) = % i Arctan(z) + Arctan(3z) = —%

Exercice 21 :

1) a) Montrer que (Vz & 0;+%[) 0 <§—Arctan(i1) <z
T+

4
, , . T x z—1
b) Résoudre dans ]0;+o| I’équation —— Arctan(——) = Arctan( )
4 z+1 +1
2) Calculer Arctan(é) + Arctan(é)
3) Résoudre dans R les équations suivantes :
a) Arctan(z)+ Arctan(g x)= % s b) Arctan’(z) - %HArctan(g x) +§ =0

Exercice 22 :

Résoudre dans R les équations suivantes :

ot =7 ;2" =12 Yivz-Y1-z=1-2 ot —1+8z° —1=2

Yo7 —58z+6=0 o +¥rva=31 Jz 3—1+i‘/x3—1=12
Ya+17 +28/(1-2)* =¥1-2° Y34z +2%x =0 Vo 1437 —1=2(V2 +1)

Exercice 23 :

Calculer les limites suivantes :

lim Nz Xz lim z' + 3z +1-z' +2 lim z+31-1"

T—>+0 > —
T—>+0 T—=®

\/x+ -1 C Jz+3-322+6 lim No° + 2z +x+1
]‘*)() N ZTZE[‘ ] o
lim 32* + 3z +1 327 + 2 flra-1 lim‘”(\/“““l_\/““x_l)

L—>+0

Nz’ -1 HU J“1+x 1 i vzl +a® —a
lim _ lim~——;
N | lzmi( 1 _lj 0 \/.’E +b -b

31—.'173

r—>+0

i (a;0eR)

Exercice 24 :

Calculer les limites suivantes :

kﬁpﬁow x Arctan(z) lim {z (7: — 2Arctan(</:l:)) 2Arctan(———) -z
P—>+00 ,_—:[,‘
lim Na® +1 xArctan(ac)——a: | (1—1/cos(x))xArctan(x) fﬁ?
T+ im _
w0 zxsin”(x) lzm Arctan(\/x +32° :meR

10



Exercice 25 :

2
f(z) = Arctan(LH] ;o 220

f(0)=0

On consideére la fonction f définie sur R par

1) Etudier la continuité de f en 0
2) a) Etudier la parité de f

b) Etudier la monotonie de f sur R™ puis déduire sa monotonie sur R
3) Montrer que / admet une fonction réciproque f~' définie sur un intervalle / que ’on déterminera.
4) Déterminer f'(z) pour tout ze.J
5) En déduire une autre expression de f(z)

Exercice 26 :

Soit g un fonction définie et strictement croissante sur ]0;+oo[

On consideére la fonction 4 définie sur ]0;+oo[ par h(z) :@
T

On suppose que h est décroissante sur |0;+oo]

1) Soit a € ]0;+oo[ Montrer que Vz e ]0; +oo[\{a} M = l(g(x) —g(a)j_ 9()

T—a z\ z-a
2) a) Montrer que Vz e |0;+0o[\{a}  |9(z)—g(a)|< M|:L’—a|
a

b) En déduire que g est continue sur |0;+oo]

Exercice 27 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle ]a;b[ tels que lim f(z) =+ et lzrln flx)=—o0
1) a) Montrer que 3(a; )€ ]a;b[zl fl@)f(p)<0
b) En déduire que I’équation f(z) =0 admet au moins une solution dans ]a;b[

2) Soit ¢ une fonction continue sur [a;b]

Montrer que I’équation f(z)=g(z) admet au moins une solution dans ]a;b[

b—c c—a
3) Mont 3 bl / ,/—:Jb— - ,/—
) Montrer que ce]a [ — ( c)(c a)+ —

Exercice 28 :

Soit f une fonction continue et positif sur [0;+00[ tel que lim f(z)=1<1
Montrer que 3¢ e[0;+[/ f(c)=c

Exercice 29 :

Soit [ une fonction continue sur R tel que JaeR/ fof(a)=a
Montrer que dceR/ f(c)=c

Exercice 30 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle / tel que Vzel f(z)#0
Montrer que Vel f(z)>0 ou Vzel f(z)<0

Exercice 31 :

Soit f:[a;b] >[a;b] une fonction continue. Montrer que Ice R/ f(c)=c

11



Exercice 32 :

On consideére la fonction f définie par f(x)= Arctan(;_—xj
+x

1) Déterminer D,

2) Etudier la continuité de f sur D,

f(a:):—A7°ctcm(a:)+E ;x> —1
3) Montrer que j
f(:z:)=—Arctan(x)—?7[ ;o x<—1

Exercice 33 :

On consideére la fonction f définie sur R par f(x)= Arctan(a:+\/x2 +1)

1) Montrer que pour tout z€R : (x+\/x2+1)(x—\/x2+1)=1 et +vz’+1>0

2) Montrer que f est continue sur R

3) Calculer les limites lim f(z)et lim f(x)

4) a) Montrer que pour tout zeR : f(z)+ f(-x) =%

b) Montrer que pour tout zeR : f(z)— f(-z) = Arctan(z)

¢) En déduire que pour tout zeR : f(z)= % +éArctan(x)

5) Calculer Arctan(1+\/§) et Arctan(2—\/§)

4/\1—:52\—1
fz)="+———
T

On considere la fonction f définie par < f(z) = x(2:r+1)sz'n(6 ! 3) ; <0
T+

Exercice 34 :

20

1) Déterminer D,
2) Montrer que Vze|0;1] |f(z)|<z

3) Montrer que f est continue sur ]0;+00[ et déduire qu’elle est continue a droite en 0.
1
4) Montrer que f est continue en -3

Exercice 35 : Soit n;p e N*. Calculer les limites suivantes :

3[ 2 3 2
lim 4Arctan(2z—-1) -7 lim Arctan(\/m + T)_\/T tro lim 1 B 1 . Yo -z
el r—1 "0’ z " a0 2(1—4008(1’)) 3(1—\3/005(11)) . .
7% + sin(2z) — 2sin(z) . 1-cos(z)cos(2z)x...xcos(nz) lim 1-cos(x)cos’ (2x) x...x cos" (nx)

=+ Arctan(z’) — (Arctan(z) )3 " o0 7’ Y z’

d-1+ex¥1-exY1vex-ex.xW1rexS1-z .~ o Kp+¥le . Y-l
lim o lim \/E — \/; lim ————— 0 lim T
Z—>+00 T 2—>+00 T—>+00 T T—>+00 T

12
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1) Calculer les limites suivantes :

lim Jz - \/_ im 1-%z 1 . J _ lim‘«‘/;—\/x+3+1 I Jr+1-Yz+1

20" i/; x—)l 1 ,\/— x—)() m_l ’ 20" '\5/;_ (/; ’ z—1 x _1 ' T—+0 ,(\’/F ,\/F
Jr+1x4z . Arctan2x— Arctanz lim Arctan (152 - $)

Arctan (1 - ‘\’/33_2 )
lim :lim : clim

w—>+w<\/m) +3,$2+1} -0 T z-51 x—1 -1 x—1

T 7
Arctan| —— |-= _Z
1y . . e an(az+1j 4 . .. 2Arctanz-m . | retane 4
; lim lim ——— ; lim———=
T

’
T+ X T—>+0 €T

1 5 .
lim—Arctan(x“ +3:) © lim zArctan| —
z—0 €T T—>+00

2) Résoudre dans R les équations suivantes : i‘/; —3% +21\2/; =0 ; Rz-1= 9/5\/ r—1

3) a) Montrer que Arctan(é) +Arctan(§) :%
b) Résoudre dans R 1’équation Arctan(3z)+ Arctan(10z) =%
Exercice 2

On consideére la fonction f définie par f(z)= —xl
‘Z‘ p—

1) Montrer que I« e[ }/ fl)=«a

2) Soit g la restriction de [ sur /= ]1;+oo[
a) Montrer que g admet une fonction réciproque ¢’ définie sur un intervalle / que ’on
déterminera. Correction
b) Déterminer ¢ '(z) pour tout ze.J T
Exercice 3
On considere la fonction f définie par f(z)= \3/1—\/5 — Yz

1) Déterminer D,
2) Résoudre dans D, les équations suivantes : (E): f(@)=0 et (E): f(z)=R1- 2z

)
3) Montrer que (EIce]O 1[ J1- Je =4c+e
)

4) Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur un intervalle / que ’on déterminera.

_ 1
f 1(@‘2
5) Calculer la limite lim

@0 T
Exercice 4
1) Montrer que VieR" Arctan(t) <t
2) On considére la fonction f définie par f(z)=tan’ (x)—2\/§tan(x)
a) Montrer que la restriction ¢ de f sur [0; g] admet une fonction réciproque ¢~ définie sur un

intervalle J a déterminer.
b) Déterminer g '(z) pour tout ze.J




Exercice 5

1) On considére la fonction f définie par f(z) =2z’ —i—7
T

a) Vérifier que ’équation f(z) =0 admet une unique solution o dans 'intervalle ]1;2[

b) Calculer lim f(z) et lim f(z) puis déterminer le signe de f(z) sur ]0;+oo]
z—0" T—>+00
¢) Vérifier que a =/7a+1

2) Soit n e N". On considére la fonction g, définie par g (z)= zCos(k:a:)

k=1

a) Montrer que 3a, €[0;7] g¢,(e,)=0
b) Vérifier que g,,,(,)=cos((n+1a,) et g,(a,.,,)=—cos((n+1De,,,)

Exercice 6

1) On considére la fonction f définie sur 0;+oo[ par f(z)= Arctan(\/g X

a) Montrer que f admet un prolongement par continuité a droite en 0.
b) Déterminer ce prolongement.
2) Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle [a;b] tel que ¢g(a) <0
Montrer que 3o € |a;b] g(a) = Z_a
-a

Exercice 7

J3 3
"3

Partie 1 : On considére la fonction [ définie sur R\{—— —} par f(z)=

3

1) a) Etudié la continuité de f sur / =}__ N2

=3z

3% -1

3 3
b) Calculer les limites de f aux bornes de /
9 2
+1
c) Montrer que Vzel f'(z)=3 z >
3x” -1
2) a) Montrer que [ est une bijection de I vers un intervalle / a déterminer.

3 f—
b) Vérifier que Vel f(z)=tan(3Arctan(z)) (on pourra utiliser que tan(3a)= tan” (@) - tan(a)

3tan” () -1
c¢) Déterminer f~'(z) pour tout ze.J
Partie 2 :

1) On considére la fonction g définie par g(z) = Arctan(f(z))
a) Déterminer D

9

b) Montrer que ¢ est impaire.

1
c) ¢ admet-elle un prolongement par continuité en — ?

NE]
=46 s sl | L]
(53

1
h(x) = 3Arctan(x) ; x € [O’E

h(x) = m + 3Arctan(x) ; x € ]%, +oo[

2) On considére la fonction » définie par

Montrer que

)
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Les suites numériques l

La suite majorée, minorge et bornée I

O Une suite (Un)
@ Une suite (Un),,>p,
® Une suite (Uy,)

n>ng

n>ngo

|U,| < C. (ie. la suite est majorée et minorge a la fois)

“ Toute suite positive est minorge par O.

La monotonie d’une suite I
& (Vn>ng): Uy — U, >0
croissante <  (Vn>mng) : Uy — U, >0
<~ (\V”I’L Z ’n()) : Un_|_1 = Un S 0.
decroissante < (Vn > ng) : Uy — U, < 0.

o (U,) est croissante
@ (U,)
© (Un)
0 (Un)

® (Un)

n>ng

n>ne est strictement

n>no est decroissante

n>ne est strictement

n>ng

est constante < (Vn > ng) : Upy1 = U,

est majorée s’il existe un rgel M tel que (Vn > ng) : U,, < M
est minorée s’il existe un gel m tel que (Vn > ng) : U, > m.

est bornge s'il existe un reel positif C tel que (Vn > nyp) :

~ Toute suite nggative est majowe par 0.

~ Une suite croissante est minorée par son premier terme. (ie. (Vn > ng) : U, > U,,)

~ Une suite decroissante est majorée par son premier terme. (ie. (Vn > ng) : U, < U,,)

La suite arithmétique/géométrique I

une suite Arithmétique Géométrique
La définition (Vn > ny) Uy1=U,+r U,i1 = qU,
Terme ggngral (Vn > ny) U,=U,+ (n—p)r U, =Upq" P
la somme
— 1 1 — gn Pt
—dq

@ On dit qu'une suite (Uy,)

n>ng

Limite d’une suite I

n—-+oo

n—-+4oo

lim U,=14< (Ve >0)(IN >0)(VneN):n>N=|U, -1 <e

A On dit qu'une suite (V)

n>ng

est divergente s’elle n’est pas convergente.

n—-+oo

lim U, =400 (VA>0)(3IN>0)(VneN):n>N=U, > A

est convergente s’elle existe I € R tel que lim U,, =1
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® Toute suite croissante et majorée est convergente.

O Toute suite décroissante et minorée est convergente.

(5]

( (Vn > ng) : U, =1 <V,
lim V, =0

\ n—-+oo

[ (Vn > no): W, < U, <V,

- N

= (U,) est convergente et lim U, =1

nz2mno n——+o0

q .. X —> (Un),,>,. €st convergente et lim U, =1
lim V, = lim W, =1 =" n——+oo
\ n—>+oo n—-+4oo
((Vn>ng): W, <U, =—> lilil U, = +oo et (Un),>,, st divergente
< n—-+o0o =
lim W, = 400
\ n—+00
(Vn>mnp):U, >0 (Vn > ng) : U, <V,
, =1>0 ) ) , =1l
lim U, =1 Iim U, =1let lim V, =1
n—-+4o0o n—-+oo n—-+oo
O Soit a« € Q" et soit g € R, on a :
)
+oo sig>1
+oo sia>0 1 sig=1
lim n® = lim q" = [
n—-4o0o 0 si o < 0 n—-+4oo 0
E
lim U, =1
@ notoe = lir—? fU,) = fQ)
n——+0o0

\ fest continue enl

() f est continue surl
(¢2) Unt1 = f(Un)

O (i)Uy €1 > = la limite de (U,,) est une sol de f(x
(i) f(I) C T

\ (v) (U,) est convergente

/

Les suites adjacentes I

Deux suites (uy)y, et (vy)y sont dites adjacentes lorsque :

O (up)n est croissante. @ (vy,), est décroissante. O lim(v, — u,) = 0.

M Deux suites adjecentes sont convergentes et elles ont la méme limite.
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Dérivation et étqde de fonctions |

Définitions I

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I 3 a. On dit que :

x) — f(a
@ f est dérivable en a s'il existe un réel I t.q. lim f() = f(a) =1 (:= f'(a)).
T—a T —a
fx) = f(a)
O f est dérivable a droite de a s’il existe un réel I tel que lim =1
r—at Tr—a
(:= fa(a)).
. \ . . . f(x) = f(a)
® f est dérivable a gauche de a s’il existe un réel I tel que lim =1
rT—a— r — Qa

(:= f,(a)).
O f est dérivable sur I s’elle est dérivable en tout point de I.

© f est dérivable sur [a, b] s’elle est dérivable sur ]a, b[, dérivable a droite de a et

Interprétation géométrique I

@ Si f est dérivable en a alors (Cf) admet une tangente d’équation y = f'(a)(x —
a) + f(a) au point (a, f(a))

@ Si f est dérivable a droite au point a alors (Cy) admet une demi-tangente d’équation
{ y = fi(a)(= —a) + f(a)

T >a

dérivable a gauche de b.

au point (a, f(a))

® Si f est dérivable a gauche au point @ alors (Cy) admet une demi-tangente d’équation

y = fy(a)(z — a) + f(a)
r<a

au point (a, f(a))

. (=) — f(a) . U
O Si hmﬂE = oo alors (C) admet une demi-tangente verticale d’équation
r—a r—a
x = a.

i
lim f(— —r—00 hm = 400
r—a i — a z—a’ Tr—a
flx) = fla) lim £&) = 1@ _
l- n - - 1m = —00
IEEG — r—a’t r—a

@ Si f est dérivable au point a, la fonction g définie par g(x) = f'(a)(x — a) + f(a)

est une approximation affine de f au voisinage de a et on a :

xr~a— f(xr) ~g(xr)

18



Tableau des fonctions dérivées et ces opérations I

la fonction f la dérivée f’ intervvalle inclu dans
r+— k,kER x+— 0 R
x—x",n € N* x — nr" ! R
1 1
T — — T — —— R*
x inz
T — T Trr— —— 0, 400
1
x+— vVr,n € N\{1} |z — —— R*
n</x
x—x",reQ” x— rax’ ] 0,400
x — cos(x) x — — sin(x) R
x — sin(x) x +— cos(x) R
1 ™
x — tan(x) x +— 14 tan®(z) = ———— R\{——{—kﬂ'}
cos?(x) 2
1
x — arctan(x) T — R
14 2
la fonction f définie sur I la dérivée de f sur I Conditions
u+v ; uv v+ v uv 4 ud
u u'v — uv’
— _ v # Osurl
v v?
u”, n € N* nu'u”
1 u’
— —— u # Osurl
U, y?
ul
U — u > 0sur /
Vu 2y/u
u/
vVu,n € N —— u > Osur [
v (n 3/
u",r € Q"\{—1} ru’u” u > Osur/
x +— u(ax +b),a eRetbeR x — au'(ax + b) 10, 400
u/
arctan(u)
14 u?
sin(u) ; cos(u) u’ cos(u) ; —u'sin(u)
tan ) v 2T hk
an(u — u # — ™
cos?(u) 2
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La dérivée du composé'

Soient f et g deux fonctions dérivables sur I et J respectivement telles que f(I) C J,

alors f o g est dérivable et on a: (f o g)'(z) = f' (g(x)) .¢'(x) (Vx € I).
La dérivée de la réciproque

Soit f une fonction bijective et dérivable sur I et f/ ne s’annule pas sur f(I) = J alors

sa réciproque £t est dérivable sur J et on a: (Ve € J) : (f71) (z) =

Théoréme des Accroissement Finis.

Soient @ et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a, b]. On a :

(=)

(3c €la, b)) : f'(e) =

f est continue sur [a,b] TAF f(b) — f(a)
f est dérivable sur Ja,b] =— (b—a)

Inégalité des Accroissement Finis'

Soient @ et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a, b]. On a :

f est continue sur [a,b] IAF
f est dérivable sur Ja,b] — 0

B fi(x) S o

Théoreme de Rolle'

Soient @ et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a, b]. On a :

IO @)

- b—a

f est continue sur [a,b] Rolle
f est dérivable sur Ja,b] —- (3c €]a, b)) : f'(e) =0
f(a) = f(b)




Etude de fonctions

Branches infinies de (C;)

i S5 =

Jim f(z)= 400

lim f(z) = o0

Lav eourbe O adimet
une asymptobe horizentale
d'équation y = b an
voisinmge de toc

La courbe Oy sl imet
e sy rphobe verticale
d'dgquation » = a

flz) _

1112;@#‘* i

lim £F l
i1 —_— =10 i
:l:-tf'm T -y

La courbe Oy adimet
une branche parabolique de
direction 'soe des abecisses
an volsingge de $oc

La conrbe Oy alimet

une branche parabolique de
direction 'sce des ordonnées
mn volsingge de o

,_erjr}m (f (z) —ax)

.rlE;lm [fix) —ar) = 400 IEELNU(I] —ar] =k

La courbe ' admet

une asyiplobe obligue
d'Bquation = axr+ b an
voisinage de oo

La courbe Oy sedmet

une branche pacaboligque de
direction la droite d'équation
= ar an voisinage de +oo

(Cf) admet une asymptote oblique d’équation y =ax+0b au

voisinage de 00 si lim (f(7)—(az+b)) =0

Concavité de (C;)

La concavité de (C,) se déduit par I’étude

de signe de f"(z) :

(C;) est convexe sur I <>

Vzel) f"(x)=0

(C;) est concave sur I <

Vzel) f"()<0
Si f"(a)=0 et f" change de signe au
voisinage de o alors le point A(a; f(a))

est un point d’inflexion de (C;).

Positions relatives de (C;)et y=az+b

Les positions relatives de (C;) et la
droite (D): y = ax+bse déduit par

Pétude de signe de f(z)—(ax+0) :

e Si (Vzel) f(z)—(ax+b)>0 alors
(C;) est au-dessus de (D) sur /.

e Si (Vzel) f(z)—(ax+b) <0 alors
(C;) est au-dessous de (D) sur /.

e Si f(z)—(az+b)=0, alors (C,) et
(D) sont confondues aux points

d’abscisses = .

Construction de (Cf,,) :

(c f,,) sur J = f(I) est le symétrie de

(C;) sur I par rapport a la droite y ==

Eléments de symétrie de (C,)

Q(a;b) est un centre de symétrie de (C;) <> VzeD, : 2a—zeD, et f(2a—x)=2b— f()

z=a est un axe de symétrie de (C;) <>VreD, : 2a—zeD et [(2a—1)= f()

Méthode de construction de (C;) :

o Construire les asymptotes et les branches paraboliques ;

e Construire les tangentes et les demi-tangentes ;

e Construire les points remarquables de (Cf) s’ils existent : (Points d’inflexion, points d’intersection

avec les axes du repére, les extremums et le centre de symétrie)

e Construire (Cf) a partir du tableau de variations de f

N.B : N’oublier pas de respecter 1'unité de mesure du repére, les positions relatives, la concavité et

tenant compte le centre ou ’axe de symétrie (s’il existe).
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Prof : Aissa HIYAB Série 2

Lycée qualifiant : Almajd

Niveau : 2BSMF Dérivation, TAF, étude de fonctions et suites numériques Matiére : mathématique

1) Suites numériques

Exercice 01 :

Soit (u,)la suite numérique définie par u, =4 et pour tout neN: u _, =

32 252
1) Montrer que u, =— et u, =—
) e =y e
2) Montrer par récurrence que : (VneN) u, >2
—(u, —2)
3) a) Montrer que : (VneN) v —u, :(n—+5)
uTL

b) En déduire la monotonie de la suite (u,)

¢) En déduire que la suite (u,)est convergente.

4) Pour tout neN, on pose : v, = ! p
u f—

n

~u, -4

u +5

a) Calculer v, puis montrer que (v,) est une suite arithmétique de raison ;

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n

c) En déduire lim u,

_n(n+8)

d) Montrer que : v, +v, +......... +u, T

5) Soit (w,),_, une suite arithmétique. Montrer que (Vnel) w,,

Exercice 02 :

Soit (u,)la suite numérique définie par u, =5 et pour tout neN: u

37
T
2) Montrer par récurrence que : (VneN) u, >2
—2(u, + 1)(u, —2)
et 2u, +5

1) Montrer que u, =§ et u

3) a) Montrer que : (VneN) u

b) En déduire la monotonie de la suite (u,)

¢) En déduire que la suite (u,)est convergente.
u, —2
u, +1 .

4) Pour tout neN, on pose : v, =

n

:wn +wn+2
2
_Tu,+4
oy 45

. . T . 1
a) Calculer v, puis montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 3

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n

c) En déduire lim u,

n—>+00

1 1
d) Montrer que : v, +0, +........ +u, == 1-—

5) Soit (w,),., une suite géométrique. Montrer que (Vnel) w

2

n+1 an xw

n+2




Exercice 03 :

n

. . L . s s 4u, —
Soit (u,)la suite numérique définie par u, =4 et pour tout neN: v = U, =3 .

n+1

U

— Partie 1 :

1) Calculer u, et u,

2) Montrer par récurrence que : (VneN) u >3.

—(u, —1)(u, —3)

n

3) Montrer que : (VneN) wu ,  —u, =

4) Montrer que la suite (u,)est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

— Partie 2 :

n

1) Montrer que : (VneN) un+1—3£é(u -3) .

2) Montrer que : (VneN) u —3< (éj .

3) Déterminer lim u, .

— Partie 3 :
U —3

7l

On pose pour tout neN: v = R
u p—

n

1) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
2) Exprimer v, puis u, en fonction de n .

3) Retrouver la valeur de la limite de (u,).

— Partie 4 :
Soit f la fonction numérique définie sur [ = [3;+oo[par 2 f(z)= o3 .
1) Etudier les variations de la fonction fsur /.
2) Vérifier que (VneN) u, = f(u,).
3) Montrer par récurrence que : (VneN) u >3.
4) Vérifier que : f(I)c1 .
5) Retrouver la valeur de la limite de (u,).
— Partie 5 :

4r—3

Soit f la fonction numérique définie sur [ = [3;+oo[par 2 f(z)=

1) Montrer que I’équation f(z) =z admet une unique solution « dans / (sans résoudre I’équation)

2) Montrer que : (VneN) u el .

3) Montrer que (Vzel) |f'(z) Sé

4) En utilisant I.A.F déduire que : (Vn eN)

U, ,—a|<lu —a| .
n+1 _3 n

5) En déduire que (VneN)

u, —a| < (éj |u, — | puis retrouver la valeur de la limite de (u,).



Exercice 04 :

1

1++1+z

1) Montrer que I’équation f(z) =z admet une unique solution « dans {0;5}

Soit f la fonction numérique définie par f(z)=

2) Montrer que (Vx € [OéD |f(;1:)| gé

3) Soit (u,)la suite numérique définie par v, :é et pour tout neN: u _ =f(u,).

a) Montrer que : (VneN) |u,,, —0f Sé u, —a .
b) Calculer la limite n@ﬁo u,
Exercice 05 :
Soit f la fonction numérique définie sur [ = [\/5 ; +oo[ par : f(z)= é(g+x

Partie 1 :

1) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur
2) Montrer que : (Vzel) f(z)2 J3

3) Montrer que : (Vzel) f(z)<z

Partie 2 :

Soit (u,) la suite numérique définie par v, =4 et pour tout neN: u = f(u,).
1) Montrer que : (VneN) u > J3

2) Montrer que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

3) a) Montrer que : (VneN) u, —\/Esé(u" _\/5) _

b) En déduire que (VneN) u, —@S%(é@—\/g) .

c) Déterminer lim u,

n—+o0

Exercice 06 :

Soit f la fonction numérique définie sur 7 = {%Z} par f(x)= 1+£sz’n(lj
x

1) Montrer que f est continue sur
2) Montrer que f(I)c 1.
3) Calculer f'(z) pour tout z e/

4) Montrer que (Vzel) |f'(z)| Sg
5) Montrer que 1’équation f(z) =z admet une unique solution « dans /
6) Donner le tableau de variations de f sur ]

1 1
7) Soit (u,)la suite numérique définie par u, =1 et pour tout neN: v :1+Zsz'n (—J
u

n

a) Montrer que : (VneN) u, el



b) Montrer que : (VneN)

4
Uy, —a|§§ un—a| :

c) Montrer que la suite (u,)est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 07 :

:3+i.
U

n

Soit (u,) la suite numérique définie par u, =3 et pour tout neN:

1
1) Montrer que : (VneN) 3<u <4
2) On considére les suites (a,) et (b,) définies par a, =u,, et b =u, ., [ neN
Soit f la fonction numérique définie sur [3;4] par f(z)=3 +é

a) Déterminer fofet montrer que fof est croissante sur [3;4]

b) Vérifier que (vneN) a,, =/of(a,) et b, =fof(b,)

3) Montrer que la suite (a,) est croissante et que (b, )est décroissante.
4) a) Montrer que (VneN) 0<b  , —a,,, < %(bn -a,)

b) En déduire lim (b, —a,)

N—>+00

¢) En déduire que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes et déterminer leurs limites.

3+\/E

5) On pose S = p
a) @kelo:1) (vneN) v, — B <klu, - p]
b) En déduire que lim u, = lim b, = f8

Exercice 08 :

Soit a et b deux réels tel que 0 <a<b. On considére les suites (u,) et (v,) définies par :

U u, +v
_ nn _ o _n n _
u1L+1 - et u() =a 9 Upe1 = 2 et UO =0

u’ll, + ,UTI/

1) Montrer que (VneN) O<u, <v,
2) Montrer que la suite (u,) est croissante et que (v,) est décroissante.

3) En déduire que (u,) et (v,) sont convergentes.

1
£W|un—'u

b) En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

4) a) Montrer que (VneN)

un+1 - ,Un+1 n

5) a) Montrer que (VneN) u v, =ab

b) Déterminer lim u, et lim v,

n—>+00 n—>+0

Exercice 09 :

Soit a € ]0;1]. On considére les suites (a,) et (s,) définies par o, =(1-a)" et s,=> a, [ neN
k=0
1) Montrer que (o,) et (s,) sont convergentes et calculer leurs limites.

(94
_ n
n+l U’n + *
U,

n

2) Soit (u,) une suite numérique définie par v, >0 et pour tout neN:

a) Montrer que : (VneN) v, >0
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b) Montrer que la suite (u,) est strictement croissante.

1
c) Montrer que : (VneN) u, <u,+—
au,

d) En déduire que (u,) est convergente.

2) Dérivation et étude de fonctions

Exercice 10 :

On considére la fonction f définie sur [0;+o[ par: f(z)= x(\/; —2)2
1) Etudier la continuité de f sur [0;+00[
2) Etudier la dérivabilité de [ a droite en 0 puis interpréter le résultat graphiquement.
3) a) Montrer que (Vz € |0;+[) f'(z) = 2(\/5—1)(\/5—2)
b) Dresser le tableau de variations de f

c¢) Dresser le tableau de signe de f

d) Montrer que ’équation f(z)=1z—-2 admet une unique solution o dans Iintervalle ]1;4[
4) Soit ¢ la restriction de f sur l'intervalle [4;+00[

a) Montrer que ¢ admet une fonction réciproque ¢’ définie sur un intervalle J & déterminer.

b) Dresser le tableau de variations de ¢

c¢) Calculer ¢(16) et déduire (g_l )/ (64)
2
5) a) Montrer que (Vze J): g '(z)= (1+\/1+\/;)
b) Déterminer par deux méthodes ’expression de ( g )/ (z) pour tout z e J

6) Calculer lim f(z) et lzm f( ) puis interpréter le résultat obtenu graphiquement.

T—>+0

7) Etudier la concavité de (Cf) et montrer que (C;) admet un unique point d’inflexion / a déterminer.

8) Déterminer les points d’intersection de (C;) avec les axes du repére.
9) Tracer (C;) et la droite (A):y =2 dans le méme repére orthonormé (O;E; 3) on donne f(9)=9
10) Tracer (Cy,‘) dans le méme repeére précédent.

11) Résoudre graphiquement : f(z)=z ; f(z)<z et ¢ '(z)=4

Exercice 11 :

f(z)=1+32° - 227 ;
2 1

="xA —_— :

f(z) pn rctan(m) :

On consideére la fonction [ définie par

— Partie A :
1) Déterminer D, le domaine de définition de f.
2) Etudier la continuité de f en 0
3) Calculer les limites de f aux bornes de D, , puis étudier les branches infinies de (C,)
4) Etudier la dérivabilité de f a droite et a gauche en 2.
5) a) Calculer f'(z) pour tout e ]|—o;2[ et pour tout z € |2;+oof
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b) Dresser le tableau de variations de f
6) Tracer (C;) dans un repére orthonormé (O;g; 3) on donne f(0)=0,4
7) Soit ¢ la restriction de f sur ]-oo;2[
a) Montrer que ¢ est une bijection de ]—00;2[vers un intervalle / que ’on déterminera.

-1

b) Déterminer g~ et tracer sa courbe (Cq,,) dans le méme repére précedent.

— Partie B :
1) a) Montrer que (3k<]0;1[) 0<g'(z) <k pour tout ze[0;1]

b) En déduire la monotonie de la fonction / définie sur [0;1] par A(z) = g(z)—=
2) Montrer que (El!a S ]0;1[) g(a)=a
3) On considére la suite numérique (uv,) définie par u, :é et pour tout neN: v, =g(u,).

a) Montrer que (VneN) 0<u <1I.
b) Montrer que (VneN)

(T —a| < k|un —a| .

¢) En déduire que (u,) est convergente et que lim u, =«

n—>+0

Exercice 12 :

On consideére la fonction f définie par f(x)=2Arctan (f—\/;j et soit (C;) la courbe représentative de f
+x

dans un repeére orthonormé (O;E; 3) tel que H;H =2

1) a) Calculer lim f(z)

T—>+p

b) Montrer que lim [(z) =+ et interpréter le résultat graphiquement.
x

z—0"
2) Etudier les variations de f

3) Tracer la courbe (C,)
4) Soit ¢ la restriction de [ sur ’intervalle / :[1;+oo[

a) Montrer que ¢ est une bijection de / vers un intervalle / a déterminer.
b) Déterminer ¢ '(z) pour tout ze.J

5) Montrer que ’équation f(z)=1 admet une unique solution o dans l’intervalle [1;2]

6) On considére la suite numérique (u,) définie par u, =1 et pour tout neN: wu = f(u,).
a) Montrer que f(2) >§
b) Montrer que (VneN) 1<u <2,

c¢) Montrer que (VneN) |u

n+1

1
—a|s—|un—a| .
4

d) En déduire la limite de la suite (u,)

Exercice 13 :

f@)=2+2-+2"+22 ;
f(z) =Arctan(Nz+2) ;

On considére la fonction [ définie par {

— Partie A :
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1) Montrer que f est continue en —2
2) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en -2
fz) _

h 1 d . ’ . . .
b) Montrer que lim ——= = lim ——— et déduire que f n’est pas dérivable a droite en -2
>-2" v+ 2 0" tan (h)

3) Dresser le tableau de variations de f
4) a) Etudier les branches infinies de la courbe (C,)
b) Montrer que Vz e ]—oo;—2[ f(z)=(22+3) >0 et interpréter le résultat graphiquement.
c) Tracer la courbe (C,)
5) Soit ¢ la restriction de [ sur ’intervalle / =]—oo;—2[
a) Montrer que ¢ est une bijection de I vers un intervalle / a déterminer.
b) Calculer ¢ '(z) pour tout ze.J
— Partie B :
Soit 5 la restriction de f sur l’intervalle [—1;2] et (u,) la suite numérique définie par u, =1 et pour
= h(u,).
1) a) Montrer que VzeR" Arctan(z) <z
b) Montrer que (VneN) —-1<u <2.

tout neN: «

n+1

c) Montrer que (u,) est strictement croissante.

2) a) Montrer que I’équation % (z) =z admet une unique solution « dans ]—1;2[

b) Montrer que (Vze]-12[) h'(z) Sé

c) Montrer que (VneN)

u,—al .

< 1
un+1 _a| - Z

d) En déduire la limite de la suite (u,)

Exercice 14 :

On considére la fonction f définie sur R par f(z)=Arctan(z)+2x—1

1) Montrer que (VzeR) f'(z)>2

2) Montrer que f admet une fonction réciproque f' de R vers R

3) a) Montrer que (F'laeR) f(a)=«
b) Montrer que a € ]0;1[

4) Montrer que (Vz>a) f(z)>z et interpréter le résultat graphiquement.

5) Soit b e Jo;+o0f.

On considére la suite numérique (u,) définie par u, =b et pour tout neN: v _,=f"(u).
a) Montrer que (VneN) u, >«

b) Etudier la monotonie de la suite (u,) et déduire qu’elle est convergente.

c) Montrer que (VneN) u

n+1

asé(un—a) :

d) En déduire la limite de la suite (u,)

Exercice 15 :

Soit n e N*. On considére la fonction f, définie sur R* par f (z)=z+2" +...+2" —1
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1) Montrer que pour tout n e N" il existe un nombre réel unique ¢, de l’intervalle ]O;l]tel que f (a,)=0
2) Montrer que f,,(,)=(a,)"

3) En déduire la monotonie de la suite («,)

nx1

4) En déduire que (,),., est convergente.

n=1

5) On pose [ = lim a,, montrer que 0<I/<1 et déduire que lim (a,) =0

6) a) Montrer que f (r)=————— pour tout ze R"\{I} (Rappel 2" —1=(z—-1)(z" +2"" +....+1))

b) En déduire que (a,)" —2a, +1=0 et lzé

Exercice 16 :

Soit n €N tel que n>2. On considére la fonction f définie sur [0;+oo[ par f (z)=2z"-n(z-1)-2
1) Etudier la monotonie de f,

2) Montrer que I’équation f (7) =0 admet exactement deux solutions a, et b, dans [0;+x et que :
0<a,<1<b,

3) a) Etudier le signe de f,,,(z)— f,(z) sur [0;+o]

b) En déduire la monotonie des suites (a,),., et (b,)

n>2 n>2

4) Montrer que Vn > 2 _2 <a,—1< 1 En déduire lim a,
n n N—>+00

5) a) Montrer que (Vz>0) (Vn>2) (1+z) > Lng+ 0D 2

b) En déduire le signe de f, (1 +2)

c) Montrer que (b,),., est convergente et calculer lim b,

n—>+o0

Exercice 17 :

fa(x):a—l—\/‘?ag—lﬁ . zr<a

fa(x):2Arctan[$_aj © r>a

T+a

Soit @ € R” . On considére la fonction f définie par

1) Déterminer D, 1’ensemble de définition de f, puis calculer les limites de f, aux bornes de D,
2) Etudier la continuité de f, sur D,
3) Etudier la dérivabilité de f en a et interpréter le résultat graphiquement.
4) Etudier les variations de la fonction f,
5) Etudier les branches infinies de la courbe (C;) et déterminer ses points d’inflexion.
6) a) Montrer que f, est une bijection de R vers un intervalle J & déterminer.
b) Calculer f '(z) pour tout ze.J

c¢) Tracer les courbes (C)et (C f,,) dans le méme repére.

3) Théoréme de Rolle, T.A.F et I.A.F

Exercice 18 :

Soit f une fonction continue sur [O;I]et dérivable sur ]0;1[ tel que f(0)=0 et f(I)=1

Montrer que (Elc € ]0;1[)/ f'le)=2c
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Exercice 19 :

Soit [/ une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur ]0;1[ tel que f(0)=0 et f(I)=1

Montrer que (Ec € ]0;1[)/ 2cf'(c) =~Jc

Exercice 20 :

Soit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur |0;1] tel que f(0)=0 et (Vze]0;1[) f(z)#0

Montrer que (306]0;1[)/ 2f'()x f(I1-c)=3f'(1-c)x f(c)

Exercice 21 :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [
T, <T, <,
2f(zy) = f(z)+ f(z)

On considére la fonction ¢ définie sur / par : g(z) = f(z) - f(z,)

(z,,2,,2,) eI’ tel que {

1) Vérifier que g¢(z,)g(z,) <0
2) En déduire que (3z,€1)/  f(z,)=f(z,)
3) En déduire que (Elc € ])/ f'lc)=0

Exercice 22 :

|cos(:1:) - cos(y)| < |x - y|
En utilisant le théoréme des accroissements finies montrer que : (VzeR) <|sin(z)—sin(y)|<|z—y|

|A7"ctan($) - Arctan(y)| < |x - y|

Exercice 23 :

En utilisant le théoréme des accroissement finis montrer que :
1) (VweR*) sin(z) <z
2) (Va: € R+) Arctan(z) <z

3) (‘v’neN*) ;Si— L <ﬁ

2((n+1y n Jn+l

1) (vz e[0;1]) 1+§S\3/1+x s1+§

5) (V(x,y)e]O;lO[g) |zsin(z) —ysin(y)| < 11|z —y|
Exercice 24 :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur [—1;1] tel que f(I)=f(-1)=0

1) On considére la fonction g définie par : g(z) = f(z) + f(0)x (z* - 1)
Montrer que (H(a, b) € ]—1; 1[2) g'(a)=g'(b)=0
2) En déduire que I’équation f"(z)=2f(0) admet au moins une solution dans ]—1;1[

Exercice 25 :

f0)=7(0)=0

Soit f une fonction dérivable sur R™ tel que L
JaeR’ /| f(a)=0

1) Montrer que (Elb € ]0;(1[2) f'®=0
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g(a:)=M ;>0
x

9(0)=0

2) On considére la fonction g définie par :

a) Montrer que ¢ est dérivable sur R’

b) Montrer que g est continue a droite en 0.

c) En déduire (3ce]0;a])/  f(c)=cf(c)
Exercice 26 :

On consideére la fonction [ définie sur [0;+00[ par : f(t)= sz’n({’ﬁ) —it

1) Soit = E]OH'OO[a montrer que (Elcz € ]0;3;3[)/ Sin(;lig—x éCOS(E)_l

sin(x) —z
3

2) En déduire lim

0" T

Exercice 27 :

x— Arctan(z) < 7’
x 1+

1) Montrer que (Vx € ]0;+oo[) 0<

x — Arctan(z)
2

2) En déduire lim

0" T

Exercice 28 :

Montrer que : (Vm; ye }—% . %D |z —y| < |tan(z) - tan(y)| < 2|z —y|

Exercice 29 :

Soient z et y deux nombres réels tels que : —I<z<y

En utilisant le théoréme des accroissements finies montrer que : 1+z < wsin(z) —ysm(y)| <I+y
r=y
Exercice 30 :
1
Soit [/ une fonction définie par : f (x) = Arctan(x) - ————
Arctan(z)
1) Montrer que : (VzeR) f'(z)> ! 2
1+z
1 x)— 1
2) Soient z et y deux nombres réels tels que : 0 <z <y. Montrer que : 5 < f( f(y)| < 5
+9 T—1y ‘ 1+z

Exercice 31 :

Soit f une fonction dérivable sur R

Montrer que (V:v € Ri)(ﬂcz € Ri) fx)-f(-x)= x(f'(cz)—f'(—cl))
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Exercice 1

f() ==z +a? +1
f(x):ixArctan(—x+\/E) ;
V4

courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;g; 3) tel que ”;” =2

On considere la fonction f définie par et soit (C;) la

<0

— Partie A :
1) a) Etudier la continuité de [ en 0
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter le résultat graphiquement.

2) a) Calculer f'(z)pour tout z e [0;+oo[ et pour tout z e ]0;+oo[ puis montrer que VzeR" f'(z)<0

b) Dresser le tableau de variations de [ et calculer [lim f(z)et lim f(x)

&

Partie B : On considére la suite numérique (u,) définie par v, =1 et pour tout neN: u_ = f(u).

3) Tracer (C,)

4) Montrer que f(E;ch

1) Montrer que (‘v’xe[i;l ) |f'(z)|£§

Co_rrecﬁon
n [3 o 5 n—1 /3 "

3) Montrer que (u,) est convergente et calculer sa limite.

@) )
=tan| —
tan(z) 2

27L+1 +(_1)7”
3
a) Vérifier que a, =1 et pour tout neN: g =2""—q

T X an
2n+2

Exercice 2

2) Montrer que (Vn eN")

4) Montrer que (Vz e }0,%[) f(

5) Soit neN. On pose a, =

n+1

b) Montrer que (VneN) u, = tan(

Soit ne N tel que n > 3. On considére la fonction f, définie par f (z)=2"+1-nx
1) Montrer que 3a, €]0;1] f,(a,)=0
2) Vérifier que Vn>3 aq, ;té
3) a) Montrer que (Vn>3) f, (a,)=a)(a,~)-a,.
b) En déduire le signe de f,,, (o, )
c) Déterminer la monotonie de la suite (2,),.;

4) Déduire que la suite (¢,),., est convergente.

1 2 , . ,
5) Montrer que Vn>3 —<a,<— et déterminer lim «,
n n N—>+0

6) Montrer que lim na, =1




Exercice 3

1) Calculer u, et u,
2u

n

2) Montrer par récurrence que : (VneN) v,  =—"—
—1+4u,

<u <1

3) Montrer que : (Vn eN) é ;

2z

1
4) Soit f la fonction numérique définie sur | —;1| par f(z)=
2 —1+4x

4x
1+4x

5) On consideére les suites (a,) et (b,) définies par a, =u,, et b =u, ., [/ neN

a) Montrer par récurrence que la suite (a,) est croissante et que (b,)est décroissante.

1
et que fof est croissante sur {5;1}

Vérifier que (Vz e [é , 1}) fof (z) =

b) En déduire que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes et déterminer leurs limites.

6) On pose, pour tout neN: o =i_§
u

n

a) Montrer que (v,)est une suite géométrique et déterminer v, en fonction de n

b) Déterminer u, en fonction de n puis calculer lim u,

n—>+0

Exercice 4
Soit (u,) la suite numérique définie par u, =u, =1 et pour tout neN: v ,=u, +u,.
1) a) Montrer par récurrence double que : (VneN) u, >n

b) Montrer par récurrence que : (VneN) wuu ., +(—1)n+1 =(u,,,)

u u

o 7 . ’, . _ In—1 _ m
2) On considére les suites (¢,),., et (5,),., définies par o, = - et f = =
2n 2n+1

a) Montrer que : (VneN") B -a, = !

u2nu2n+1
b) En déduire que (VneN") 0<pg -«, <L et O<a,<p,
n

1

3) a) Montrer que : (VneN") «, , —a, =
u

U

2n "2n+2

b) Montrer que : (VneN") «, =ﬂi—1

n

¢) En déduire la monotonie des suites (¢,),., et (8,),.,
4) a) Montrer que les suites (,),., et (3,),., sont adjacentes.
b) Déterminer la limite des suites («,),., et (5,),.,

Exercice 5

1) Soit (S,),., la suite définie par S, =1 et pour tout ne N"\{1}: S

k=1

En utilisant le T.A.F montrer que (VneN") S 1 < 2.2 <S8, L puis calculer lim S,
3 3nn

n n—>+0

2) Soit (U,), une suite numérique et /€ R. Montrer que :

Les suites (U,,), et (U,,,,), sont convergentes et ils ont la méme limite | si et seulement si la suite

(U,), est convergente et [im U, =1

n—>+0
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Les fonctions Ln et Exp |

Le logarithme népérien I

® Le logarithme népérien est la primitive de la fonction @ — — sur U'intervalle |0, +o00]
T

et qui s’annule en 1. Noté par ” In”.

oD, =0, +o0],

e [n est une fonction dérivable sur J0, +oo [ etona: (Va €]0,+oo]) : In'(x) = —.
x

@ In est strictement croissante sur |0, +o0].

e [’équation In(x) = 1 admet une unique solution noté e telle que e = 2 S

.‘5;:1‘)*19;-“-:1
O
Propriétés I o
Pour tout @ et b de ]0, +oo[ et r de Q :
e In(ab) = In(a) + In(db) eln (%) = In(a) — In(b)

4

%f/‘
B

em (1) =—in(@ em(va)= (@)  en(a)=rw
e In(a) =1In(b) < a =0d. e a < b<= In(a) < In(b)

eln(z) =02xz=1 Ihn(z)<0&0<x<1l In(z)>0&x>1

Etude du fonction In I

In(1
e lim In(x) =400 e lim In(z) = —o0 e lim In(l + =) =1
r—+00 r—0t x—0 T
In(x
e lim n(x) =0 e lim 2" - In(x) = 0 (Vn € N¥)
r—+oo " z—0t

e Tubleau de variation du In et ca courbe :

T 0 + o0
1
— +
T
—+00
In(x) __—
_w ...........................................................

e Soit w une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle I. La fonction

u'(z)

€r —

(@) s’appelle La dérivée logarithmique de w sur I.
u(x
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e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I telle qu’elle ne s’annule jamais sur

I, alors la fonction f : « +— In(Ju(x)|) est dérivable sur I et sa dérivée est La dérivée

S \ , u'(x)
logarithmique de u. cad (Ve € I) : f'(x) = @)
u(x
e Soit u une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle I. Les fonctions

o (x)

primitives de la fonction @ +— sur I sont les fonctions & — In(|u(x)|) + C avec

C e R.

u(x

Logarithme a la base a I

eSoit a un réel strictement positif et différent de 1. Le logarithme a base a est la fonction
In(x)

In(a)
e Si a = 10 on note log;, = log et si a = e log, = In.

e log,(1) =0, log,(a) =1, log,(e) =
Soient x,y €]0, +-oo[, @ € RT\{1} :

1
o log,(zy) = log,() +log,(y); log, (;) = —log,(y)-

noté log, et définie sur |0, +oof par : log,(x) =

In(a)

o5y
- )
o o5, (2 ) = log.(2)  loga(v);  loga (&) = r1og, (@), (vr € O)
Pour tout @ € R} \{1}, la fonction log, est dérivable sur |0, +o0of et on a :

1
(Vo €]0, +o00]) : log! (z) =
x1n(a)
0 < 1 a > 1
log;, — log!, +
log, ~+00 S log, R +00
— D0 — 00
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L’exponentielle népérien I

e La réciproque de la fonction In s’appelle La fonction exponentielle népérienne notée
exp : R —]0, +o0l.

e Soient r € Qet a €]0,400 [,Ona: exp(r) =a < r =In(a) & In(e") =
In(a) < a = e". Donc exp(r) = €" pour tout r de Q. On prolonge cette expression a
R et on aura : (V& € R) : exp(x) = €”

e La fonction exp est continue et strictement croissante sur R.

ee'=¢; € =1; €°>0,(VreR).

Propriétés I
e (Vx €R):In(e®) =z (V& €]0,+00]): @ =g
T — —= l
. { =y {:v n(y)

z € R y €]0, +oo]
Soient ¢,y € Ret r € Q, on a :

e =e"Srx=y ">V x>y

] 4y —T 1 e’ r—y rT T\T
ec’ey =e"Y; e"=—; —=¢e""Y e =(e)
e’ ey
[ m [ m . ew - 1
e lim e = +o0; lim e =0; lim =
r—+00 Tr——00 x—0 T
Zr
lim — = 4o00; lim z"e® = 0;(Vn € N)
r—4o00 gph r—+400

e La fonction & +— e est dérivable sur R et ()’ = &%, (Vz € R).

u(z)

e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction & +— e est

dérivable sur I et on a : (e*) (x) = u'(z)e*®, (Va € I)

r . |—o0 +00 R T R e S

e’ +

0

+00

L’exponentielle a la base a I

e Soit @ un réel strictement positif et différent de 1 . L’exponentielle a base a est la

fonction exp, : € — €@ = g% et on a: (Vz € R) : exp,(z) = *(®) = o
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Soient z,y € Ret a € RI\{1}. On a:
1 a®
e a%a’=a""" a"=— — = a®¥ a" =W d=e"szrz=y
a® a
e La fonction = — a® est dérivable sur R et on a : (Vz € R) : (a®)’ = In(a)a®.
{am<ay(:>w>y ,0<a<1
°

a* <ad'"&sr<<y ,a>1

D=a=<1 a>1
4 —00 +00 T —00 +00
In(a)a” - In(a)a” +
+00 +00
a” i NN 0 a® 0 e
1
a= = a =
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Prof : Aissa HIYAB Série 3 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : 2BSMF Fonctions logarithmiques et exponentielles Matieére : mathématique
Exercice 1 : Calculer les limites suivantes :
3z _p¥ . . . "
lim & —1 lim e lim e* xin(1+e™) lim zx (e —¢")
-0 x2 - 0" T X szn(x) T—>+00 T—>400
1 -z 1 . . -2z ) 1 1
ﬁr&ﬁxe lim sin(x) x e* fﬁﬁo sin(z)xe' lim x° x (e* —e**!)
0" T—>+00
— 2 . S 1
lz'mi xIn (l_xj lim xe* —e** +1° lim Vo x -1 lim (1 - g;)E
20 1+z T—+0 el p—1 0"
lim N lim In(l+2x27) lim e lim 2In(1+ z) —In(1+ z%)
| T—>+00 2z T—>+00 Z—>to0
lim % lim (ln(x))z_l lim [z x (ln(x))4 lim a* —z" laeR’,
T—>+00 T z—>1* 0" ZT—>+00

Exercice 2 :

1) Résoudre dans R :

In(z” —2¢°) = 1+In(x) ; logx(x2—2)>4 ; log,(x+1)—log,;(2z+1)>0 ; z+In(e’ —1)—In(2) =0

30

<19 ; In(e” +e" =2)<0 ; e —4me" +2m+2=0 ImeR

(ln(|a:|))2 +

In(z) xIn(y) + 2 = In(z%)

2) Résoudre dans R’ le systéme : 72
In(—)=3
Y

Exercice 3 :
f(z)=2" (l—ln(x)) x>0
f,(@)=0

représentative dans un repére orthonormé (O;7; j) tel que H;H =4

Soit n e N". On considére la fonction f, définie par : {

— Partie A :

1) a) Montrer que f, est continue a droite en 0
b) Etudier la dérivabilité de f, a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.

2) Calculer lim f ()

3) a) Etudier le signe de [, (z)-f (2)
b) En déduire la position relative de (C,) et (C,,,)
4) Montrer que toutes les courbes passent par trois points & déterminer.
5) Etudier les variations de f, et dresser le tableau de variations.
6) Déterminer les tangentes & (C,) aux points d’abscisses 1 et ¢
7) Tracer dans le méme repére les courbes (C,), (C,)et (C,)

— Partie B :

1) Soit z, un nombre réel non nul tel que f,'(z,)=0. Montrer que z, €[I;¢[ et calculer lim z,

n—>+00

2) Montrer que o, €[z,;¢[ f,(a,)=1 (Rappel V>0 In(z)<z—1)

3) Montrer que f,, (,)>1 et déduire que la suite (2,) . est croissante. ; 4) Déterminer lim a,

.
neN n—>-+00
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Exercice 4 :

Soit n e N*. On considére la fonction f définie par : f (z) =ze¢" —nz et soit (C,) sa courbe représentative
dans un repere orthonormé (O;E; 3) tel que H;H =4
— Partie A :
Soit g, la fonction définie par g,(z)=(1+z)e’ —n
1) Dresser le tableau de variations de g, et calculer les limites de g, aux bornes de D,
2) a) Montrer que ’équation g, (z) =0admet une solution unique a, et que a, >0

b) Déterminer la valeur de a,

3) Montrer que a, = ln{ j et 0<a, <In(n)

I+a

n

4) a) Montrer que Vz >0 In(z)<z-1
b) Déterminer le signe de g, (ln(«/g))

c¢) En déduire que a, > éln(n) et déterminer lim a et lim In

n—>+w n—+w 1

— Partie B :

1) a) Dresser le tableau de variations de f, et calculer les limites de f, aux bornes de D,

2
b) Montrer que f, (a,)= e

I+a,

2) Montrer que (C,) admet une asymptote oblique (D,) et déterminer la position relative de (C,)avec (D,)
3) Déterminer la position relative de (C,)avec I’axe des abscisses en précisant les points d’intersection.

4) Déterminer la position relative de (C,) et (C,,,)

5) Montrer que 0,34<a, <0,69 et déduire un encadrement de f,(a,)

6) Tracer dans le méme repére les courbes (C,), (C,) et leurs tangentes en O.

Exercice 5 : Extrait du bac 1

n un entier naturel non nul.

—x

e

On considére la fonction f, définie par : f (z)=z+

Soit (C,) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O;E; 3)

1) Calculer lim f,(z) et lim f.(2)

2) a) Etudier la branche infinie de la courbe (C,)au voisinage de —oo

b) Montrer que la droite (D)d’équation y =2 est une asymptote oblique de (C, ) au voisinage de +oo et
déterminer la position relative de (C,) avec (D)
3) Etudier les variations de f, et dresser le tableau de variations.

4) Tracer la courbe (C,) (On donne f,(-1,5)=0 ; £,(-0,6)=0 ; In(3)~1,1
5) a) Montrer que si n>3 alors A In(n)
n
b) Montrer que si n>3 alors équation f,(z) =0 admet exactement deux solutions z, et y, tel que :

z, <—In(n) et —Egyn <0
n
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c) Calculer lim z, et lim y,
2)=—1-zln(z) ; x>0
6) Soit ¢ la fonction définie sur [0;+oo[ par {g (z) (z)

9(0)=~1
a) Montrer que g est continue a droite en 0
-1 1
b) Vérifier que pour tout n>3 : g(—j :M
x’!l, 'rn
c) En déduire lim In(n)
n—+o

n

Exercice 6 : Extrait du bac 2

In(x)
N

On consideére la fonction f définie sur ]O;+00[par : f(x)=- et soit (C) la courbe représentative de f

dans un repére orthonormé (O;i; §) tel que H;H =1cm
1) Calculer lim f(z), lim f(x) et interpréter les résultats obtenus.
0" T—>+0

2) Calculer f'(z)puis déduire les variations de f sur ]0;+00[
3) Pour tout neN", on considére la fonction g, définie sur |0;1[ par : g, (z) = f(z) 2"
a) Montrer que la fonction g, est strictement décroissante sur [0;1]

b) En déduire que pour tout n e N, il existe un nombre réel unique ¢, de 'intervalle ]0; 1[ tel que

fla,)=(a,)
¢) Montrer que pour tout neN" ona g, (o, ) <0

d) Montrer que la suite («, ) _, est strictement croissante et déduire qu’elle est convergente.

n

4) On pose [ = lim a,

a) Vérifier que O <o, <1<1
In(—l
b) Vérifier que (Vn € N*) h(e,) =n tel que h(z)= —1+M
2 In(z)
c) Montrer que /=1
d) Montrer que lim (a,) =0

n—>+o0

Exercice 7 : Extrait du bac 3

On considére la fonction f définie sur [0;+oo] par : f(z) = e
Soit (C) la courbe représentative de fdans le plan muni d’un repére orthonormé (0;; )

— Partie A :
1) Calculer la limite de [ en +oo

2) Etudier les variations de f sur Pintervalle [0;+00[puis dresser le tableau de variations.

3) Déterminer 1’équation de la demi-tangente a la courbe (C) a ’origine du repére puis construire (C) (On
prend H;H = H}H =2cm et on admet que le point d’abscisse \/g est un point d’inflexion de (C))

— Partie B :

Soit neN"\{1}. On considére la fonction f, définie par : f (z)= 4z



-

1) a) Montrer que Vz>1 ¢ <e

b) En déduire la limite de f, quand z tend vers +o
2) Etudier les variations de la fonction f, sur Pintervalle [0;+o[ puis donner son tableau de variations.
3) Montrer qu’il existe un nombre réel unique v, de I'intervalle ]O;I[tel que f (u)=1
4) a) Montrer que Vn>2 f  (u,)=u,

b) Montrer que la suite (un )n2 , est strictement croissante et déduire qu’elle est convergente.

4) On pose [ = lim u,

n—>+wo

a) Montrer que 0</<1

In(4) 1 In(4)

b) Montrer que Vn>2 - <In(u,)<—-
n

n n
¢) En déduire que [ =1
Exercice 8 :

— Partie A :
2
Soit f la fonction définie par : f(x) :1+x+%—el'
1) a) Etudier les variations de f' et déduire son signe.

b) Etudier les variations de f sur R

2) Montrer que Vz<0 I+z<e’
2
3) En déduire que Vz <0 1+x£e‘”£l+x+%

— Partie B :

et (V )M les suites définies par : U, = Ze”z et V. =U —-n

n n

Soit (U,)

nx1

1

1) a) Montrer que Vn>1 U, >ne "

b) En déduire que (U, ) _ est divergente.

4

n_ 1.2
2) En déduire de la partie A-3) que : Vn>1 n—n—HSUn Sn—n—ﬂ+izk
2n ’ 2n  249n

3) En déduire un encadrement de V,

n

4) Calculer la limite de la suite (V )M (On donne Zk2 = n(n+1)(@n+1) )
k=1

" )
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Exercice 1
1) Résoudre dans R :

In(x+3)+In(x—2) <In(6) ; ln(|:1:|) + 3 5 In(z+e)+In(zx—e) < 2+1n(3)

(| )

2) Calculer les limites :

L s
lim 2in(1+z)—In(1+2°) ; lim zin(l +i) Clim e lim n(z+27) : lim e — e lim M
T—>+0 T—>+0 T

T—>+00 T—>+0 2z T—>+00 T—>+00 e —zr

k=n k
3) Montrer que Vi>0 In(t)<t—1 et déduire lim z(ln(x)j lze ]1;+oo[

n—>+00 x

Exercice 2

In(e)
av

Soit 7 e N". On considére la fonction f, définie sur |0;+o[ par: f (z)=z-n-n et soit (C)) sa

courbe représentative dans un repere orthonormé (O;g; 3) tel que ”;” =2cm

Partie A :
1) Calculer f'(z)et montrer que le signe de f'(z) est le signe de g, (z)=2" —n+nln(z) sur ]0;+oo[

2) a) Etudier les variations de g, et calculer lim g, (z) et lim g, (z)
T—>+00 0"
b) Montrer que équation ¢, (z) =0 admet une solution unique «, sur I'intervalle |0;-+oo|
c) Déterminer le signe de g, (z) et les variations de f,
3) Calculer les limites de f, aux bornes de D,

4) Montrer que la droite (A,) d’équation y =2z —n est une asymptote oblique de (C,) et déterminer

Correctmn

la position relative de (C ) avec (A))

Partie B : On considére la fonction h définie sur ]0 +oo[ par h(z)=1+—= n(z)
x

1) a) Etudier les variations de i et calculer lzm h(z) et lim h(z)

T+ 20

b) En déduire que I’équation i(z) =0 admet une solution unique S tel que 1 <p<1
e

c) Montrer que VneN" [ (8)=p
d) En déduire la position relative de (C,) et (C,,,)

Exercice 3
— Partie A :
1) On consideére la fonction g définie sur ]1;+oo[ par g(z)=2z—(z—1)In(z-1)
a) Calculer fZ_T g(x)
b) Calculer ¢'(z) pour tout z e |1;+oo
c¢) Résoudre dans ]1;+00[ Iinéquation 1—I[n(z—1)>0
d) Etudier les variations de g sur ]1;+oo[
e) Montrer que ’équation ¢(z) = 0admet une solution unique o dans l’intervalle [e+1;63 +1]

f) Etudier le signe de g(z) sur les intervalles ]l;a[et ]a;—i—oo[




2 —
2) Soit ¢ la fonction définie sur ]1;+oo[ par ¢(z) Z—Zn(x 1)

a) Déterminer lim ¢(z) et montrer que lim ¢(z)=0
1" T—>+00

Co.rredion

b) Calculer ¢'(z) et montrer que le signe de ¢'(z) est le signe de g(z”) sur ]1;+00[
c) Montrer que ¢ est croissante sur }1;\/5 [ et décroissante sur }/; X +oo[

— Partie B :
In(e** —1)

x

1) Vérifier que Vz e ]0;+oo[ p(e") = f(z) tel que f(z)=

2) En déduire lim f(z), lim f(z), les variations de [ sur ]0;+00[et que f admet une valeur maximale
z—0" T—>+00

en ln(\/g)

3) Montrer que Vz e ]0;+0] f

Exercice 4
-1

Partie A : On considére la fonction f définie sur [0;+o[ par f@@)=(z+1)er
f(0)=0
1) a) Montrer que [ est continue a droite en 0.
b) Montrer que f est dérivable a droite en 0.
c) Calculer f'(z) et montrer que f est strictement croissante sur [0;+00[
d) Calculer zliqzw f(x)

2

t
—l+t——
2

2) On considére la fonction g définie sur [0;+[ par g(t)=e

a) Calculer ¢'(t) et g"(t) pour tout te[0;+o0
b) Déterminer le signe de ¢'(t) et ¢"(t) pour tout te[0;+oo[

2
c¢) En déduire que Vi e[0;+oo[ l—tﬁe_tél—t+%

3) a) Montrer que Vz € ]0;+o0[ —igf(x)_x32_12_2i
T T T

b) En déduire que (C,) admet une asymptote oblique (A) a déterminer son équation.

4) Tracer (C;) et (A)dans un repéere orthonormé (O;f; 3)

fn(x)=(x+%je_i ;>0
fu(2)=0

Partie B : Soit n € N". On considére la fonction f, définie sur [0;+00[ par

1) Montrer que f, est dérivable a droite en 0.

2) Etudier les variations de f, sur [0;+o[

3) a) Montrer que ’équation f (z)= L admet une solution unique ¢, dans ’intervalle ]0;+oo[
n

b) Montrer que Vz e]0;+0] f,,(2) L > f () 1
n+1 n

c¢) En déduire que la suite (an) est décroissante et montrer qu’elle est convergente.

n=1

d) Montrer que VneN”

e) Montrer que lim a, =0
Nn—>+0




4
Calcul intégral,
primitives et
équations

différentielles




Calcul Intégral |

Soient f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et F' sa primitive sur [a, b], on a :

Définition I

| f@1dz = [F@] = F@®) - Fa)

Propriétés I

Soient f et g deux fonctions continues sur I et a,bet c de I et k € R.

(1]

O Relation de Chasles :

b b b
® La linéarité de l'intégrale : * / (f +9)(x)dx = / f(x)dx + / g(x)dx

b
O Si f > 0 sur [a,b] alors : / f(x)dxe > 0

b b
®5Si0<g< fsura,b] alors : / g(x)dx < / f(x)dx
b
| f@ada

b
@m(b—a)< [ f(e)de < M(

Osia< bona:

1 b
O Il existe au moins ¢ € [a, b] tel que: f(c) = P / f (x)dx (la valeur moyenne).

*/ab f(x)der = — /ba f(x)dx et /aaf(w)dw = 0.

*/abf(a:)d:n:/:f(a:)da:—i—/cbf(az)daz

* /ab(k:f)(w)dw - k:/abf(a:)da;

< [(1s@ae

z€[a,b] z€[a,b]

b — a) avec m = min f(x) et M = max f(x)

O Calcul direct : se fait par trouver une primitive de f a intégrer sur I'intervalle I.

Techniques de calcul intégral I

@ Intégration par partie :

Soient f et g deux fonctions dérivables et leurs dérivées sont continues sur un intervalle

[a, b]. Alors on a :

| t@g@de = F@g@) - | f(@)g@)dz
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e e e 1
Ezemple :/ In(x)dx = / (z) In(xz)dx = [z ln(a:)]‘f—/ r—dr = e—(e—1) =1
T
(3 Change;nent de Variaﬁles : '

Soit g une fonction dérivable sur [a, b] telle que g’ une continue sur [a, b]. Soit f une

b g(b)
fonction continue sur g([a, b]). Alors : / f(g(x))g' (x)dx = f(t)dt
a g(a)
Ezxemple :
- V2 ¢ V2 42 V2
VE g / 2tdt:2/ dt:2/ 1— dt =
vi 241 1 241 1 t2+1

1 $—|—1

Sommes de Riemani

Soit f une fonction continue sur [a, b]. On pose pour tout n € N* :

b—a,”zlf( b;a) N b—azf<

1=0

—a
) alors les

suites (s,) et (Sy) convergent et admettent / f(x)dx comme limite commune.

Bremple : lim —— +..—— = | 1§f(0+i> /1 " it =n(2)
rempie . 1m .o = m — — | = D E— = 1
b n 0 1—|—t

n—+oon + 1 2n n—+oo n, 4
Calcul des aires et volumes'

@ Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et (Cy) et (Cy) leurs courbes. L’aire

comprise entre (Cy) (Cy) et les droites d’équations € = a et * = b est :

Alf,gca0) = ([ @) - (@)ldz ) w.a

Remarque 1 : Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O, ;, ;) L’unité de I'aire est

u-a = |[2f|||7]l
@ Soient un solide compris entre deux plans paralelles d’équations z = a et z = b.
On note par S(t) l'aire d’ensemble des points M (x, y, z) tels que z = t (la section du

solide par le plan d’équation z =t ). Si la fonction ¢ +— S(t) est continue sur 'intervalle
b

[a; b], alors le volume V du solide , en u.v. est donné par : V = / S(t)dt
= f une fonction continue et D le domaine limité par (Cy) , 'axe (O?I:) et les droites

d’équations * = a et * = b Alors le volume V du solide de révolution engendré par la

b
rotation de D autour de 'axe (Ox) est : V=mn (/ (f(t))zdt> u.v

Remarque 2 : L’espace est muni d’un repere orthogonal (O, i 7, E) L’unité de volume

est w.v = [|2]|||g]ll[%]]
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Les primitives |

Les primitives des fonctions usuelles I

La fonction f Les primitives de f Intervalle
x+— k,keER x+—> kxr+c,ceR R
wn—l—l
xr—x",n €N* T —> +ec,ceR R
I n
T = — r— ——+c,c€R R*
B 1 1
x— —,n € N*\{1} T — — . +c,ceR R*
:L'il n—1 x1
Tr— — x+— 2/r+c,ceR ] 0,400]
VT
CUr-l—l
x—x',reQ\{—1} x — +1—|—C,CER ] 0, +00]
r
x — cos(x) x — sin(xz) +c,c € R R
x — sin(x) x+— —cos(x) +c,c €R R
2 1 T
x+— 14+ tan“(r) = ——— |z — tan(x) + c,c € R R\ { — + k7
cos?(x) 2
1
T x — arctan(x c,c €R R
1+332 ( )+ 9
1
x — — z+— In(x) +c,c €R R**
x
xr— e’ — e 4+ c,c €R R
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Les primitives et les opérations I

La fonction f définie sur I Une primitives de f sur I | Conditions
u + v u 4+ v
u'v + uv’ uv
u'v — uv’
_ — v # Osurl
v? i~
ulun7 n € N* un—l—l
n+1
u’ 1
— —— u # Osurl
u? U
u/
— 2+/u u > 0sur [/
u’ “
n € N* nyvu u > Osur
(Yu)n=t” .
ur—+—1
uvu",r € Q*\{-1} u > Osur I
o
x+— u(ax +b),a e R*etbeR x — —u(ax + b) 10, +o0]
a
u/
arctan(u)
1+ u?
u’ sin(u) — cos(u)
u’ cos(u) sin(u)
u’ T
tan(u) u # 5 + km
In(Jul) w0
eu

49



| LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES |

Soient a € R* et b € R.

L’équation y' = ay + b I

L’équation différentielle

La solution générale / m

_,;.«J‘J Ay <

Yy = ay y(z) = ce"”;c €R /5/ '
! N W Sl ¢
Y (o) = Yo %fq ST
b S SN ya
y =ay+b y(x) =cea‘”——;c€Rw
a x|\
' = b b a(z—=x b
{y ay + y(w)z(yo—l——)e( )
Y (o) = Yo a Z

L’équation y” + ay’ + by = 0 I

L’équa. diff. et son equa. S; Les Solutions | Les solutions générale
i
cara. de I’équa. car. | de I’équa. diff.
Deux  solutions (@) Cie™® 4 C
T — e 1L e’l"zl‘
A > 0 |réelles différentes Y ! 2
telle que C1,Cy € R
r1 et ro
174 l4
Yy +ay + by = 0 et
) . N Une solution | y(x) (Cix + Cy)e™
son équation caractéristique | A = 0
0 réelle double r telle que C1,Cy € R
r“4+ar+b=0
Deux solu-
. y(x) = (Cicos(qz) +
tions complexes
A<O . C,sin(qx))e?” telle que
M = p+ 1q et
_ Cla C2 €ER
1
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Prof : Aissa HIYAB Série 4 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : 2BSMF Calcul intégral, primitives et équations différentielles Matiére : mathématique

Exercice 1 : Intégration par primitive

Calculer les intégrales suivantes :
2

1, 1 L T4 Lg_9 1

;[EZE dx ;[(3x2—x+4)dx '([W '{[fo-l _J; $JJJ .([(337—2)4(1
ix\/;dz j[iJrijdx j-x(x2+2)7dx ji\/x+3dx _2[ x+2 z° +4xdz IL?dx
1 1 z '\/E _2 -1 0 (2$ +5)
(-2 de [ollzeas o)) o [y [y, jlinG
o Nz’ +1 0 1+ sin(z) 1 T zln(z) T T

‘J: dz j‘-w/1+ln(x) .

g zln® () ‘ f T

¢! 1 S ?
vl e U (S Lo P

S \H'—"bw D C— i [N

L 1 ) ) nE 2 Lon 1 3 ) % ,
J.ez+1dx ;[(2 +3 )dx I \/T !elg‘“” dx _[( In(z)+— . de ;[t (z)dz
3

N

sin’ (z)dz

St—5

(tan3 (z)+ t(m(x)) dzx

0 0

itan(x)dx ]Ecos(2:1:)dx .Tsz’n(2x)dx ]{cosg (7)dx

D i | Ny

3
Exercice 2 : Intégration par parties

En utilisant une intégration par parties calculer les intégrales suivantes :

jxe”dx ]irvsin(x)dx jln(x)dx len(x)dx jxezdx jx x 3" dz
. Z ’0 : ; Z
jxcos(2x)dx :..1(:1:+1)ln($+2)d:z: :[(x+3)e_”dx .!.(2x+3)ln(x)dx '([ZL‘ 3—xdx !%x
I 2°In(z)dz - sin” (x) h ¢ 5 dz j T dx j:f@‘”d:t

/ '[cos (x)dx 0 (1+e“)' oNT+1 7

Exercice 3 : Intégration par changement de variable

En utilisant une intégration par changement de variable calculer les intégrales suivantes :

e 1 ~ - 2 da e
B ok (t=in@) | 1=y (=)
In(3) 631' _ 3621' + 261‘ . ~In(3) 1
= /[t = _ .
4, 1+e* dz (t ‘ ) [8 - ;[ mdx /(t=e )

‘[ «/1+ln(x = I, = J. \e' —1dz
j(1+x)\/— /(t:\/E) [mzln.(f) o " /(t:\/e_x)

ln(x) ) Jie 2
I, __[ /(tz\/;) o
l Iu:j—da: /(t: x—l)
2 $2 5 2.’1:+ 1,'—1
]‘5:.[ o I(t=2"+8)
z’ +8 ,[ o
0 [12:'[ 1+ sin(z)dx /(tZE_Zj
0



L T
1. = 1-27dx /(xzsin(t)) 56083(.’13) .
’ 5[1 I, :;[ sin () dx /(Zf = SZTL(:E))
114:j 2’ =122+ 36dx I(t=2—4) ;
! 3
1 .
5= L)ngj /(t = ln(aj)) 118 = J. Sln(2$) dz /(t = tan(:z:))
1 x+x(ln(x)) %
0 z
o ='|‘x4 Tt ' =1+a) I Zj.—dsms(x) z [(t=cos(x))
- " 14 cos® (x)

Exercice 4 : Linéarité — relation de Chasles-valeur moyen

1) a) Vérifier que —— = 1 — e e

(e*+1)? eX+1  (e*+1)?

e

b) Calculer I’intégrale : folﬁdx

c) Calculer l'intégrale : fol C eiil)z

sur intervalle [0; 1]

X
d) En déduire la valeur moyen £ de la fonction x — (e:i e

2
2) Calculer I|x—1| dx
0
L sin(x) cos(x)
3) On pose I'= fO cos(x)+sm(x) x et ] J-0 cos(x)+sin(x)
a) Calculer /+J et [—J
b) En déduire la valeur de [ et de J
J tJ3+ cos(t)dt

2x-1

4) Montrer que (VzeR) T +(2x—1)2

Exercice 5 : Intégral et ordre

1) a) Montrer que (‘v’x € {L%D 0<sin(z)<z

b) En déduire que 0 < IQ L(t)dt <= 5

2) a) Soit t>0 vérifier que L <1
1+t

b) En déduire que (Vz>0) In(l+z)<z
c) En déduire que (Vz>1) In(z)<z-1
d) En déduire que (Vz>0) z+1<e¢’

Exercice 6 : Calcul d’aires et volumes

f(x)=—2x-2 si z€ [—2;—1]
1) Soit f la fonction définie sur [—2;0]par : )
f(z) =(x+1) st xe]—l;O]
a) Montrer que f est continue sur [—2;0]
b) Calculer en ¢m’, I’aire de la partie du plan délimitée par (C;) et 'axe des abscisses et les droites
d’équations =0 et z=-2

2) On pose f(z)=1+1z" et g(z)=sin’(z)

Calculer en c¢m”, aire de la partie du plan délimitée par (C)), (C,) et les droites d’équations z =0 et r= z



3) On pose f(z)=¢™

a) Calculer, en ¢cm’ le volume du solide de révolution engendré par la rotation de (C;) autour de I'axe
des abscisses sur [0;1]

b) Calculer, en cm’ le volume du solide de révolution engendré par la rotation de (C;) autour de I'axe
des ordonnées sur [0;1]

Exercice 7 : Limite d’une suite convergente vers un intégral-Sommes de Riemann

Calculer [/im U, dans les cas suivants :

n—>+%0

n n—1 n n—1
! —nx#'U:nxL-U:i k

= y Z 2 2 ’ n 2 2 ! n Z T, .5
mn+k 1NN +kn o n +k mn +3k iz N4n® —k*

T L m( b))

nkl

n

Exercice 8 : Suite définie par un intégral

Considérons la suite (I") définie par /, dex et (VneN") I —Ix(ln(x))n dx

1 1

1) Calculer I, et I,
2) a) Montrer que (VneN) I >0
b) Montrer que (VneN) 21

n+1

+(n+DI, =¢

3) Montrer que (I n) est une suite décroissante puis déduire qu’elle est convergente.

o2 2
(&
<I <

4) a) Montrer que (VneN") )
n+J3 n+2

(utiliser 2) b))

b) Déduire la valeur de lim I, et lim nl,

n—>+0 n—>+00

Exercice 9 : Fonctions définies par un intégral : F(x) = f:f(t)dt et H(x) = fu(x)f(t)dt

ot
Partie 1 : Soit F' la fonction définie par F(z) = L %dt
1) Calculer F(2)
2) Montrer que F est continue sur ]0;+oo[
3) Montrer que F est dérivable sur |0;+[ et calculer sa dérivée.

4) Calculer F'(1), F'(2) et F'(3)

i

1+t

Partie 2 : Soit /[ la fonction définie par H(z)= L

1) Calculer H(1)

2) Montrer que H est continue sur [1;+oo[

3) Montrer que H est dérivable sur [I;+o[ et calculer sa dérivée.
4) Calculer H'(I) et H'(2)

5) Etudier les variations de H sur [1;+oo[

Partie 3 : Calculer les limites suivantes :

lzml ’ 12dt o lim 1 I5 1 dt ; lim J.Ix"ln(x+1)dx o lim " Zn(1+t)
=0t 90 1+¢ Hﬁfx_f T 1+sm(t) T—+0 90 _’0+.'17 1-x t
2
2
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Exercice 10 : Equations différentielles

Partie 1 :

1) Résoudre les équations différentielles suivantes : y"+4y—7=0 ; y'=-9y+2 ; 3y'+5y=38
2) Déterminer la solution f de I’équation y'—6y =3 tel que f ( j:

Partie 2 :
1) Résoudre les équations différentielles suivantes :

(B): y™+y'=2y=0; (E,): dy"—dy+y=0; (E): y"=-2y+3
2) Déterminer la solution y de (£,) tels que y(0)=1 et y'(0) =1
3) Soit (F) I’équation différentielle 4y"+5y'+y = 2e " (7z - 11)

a) Vérifier que la fonction u:z — 2z¢ " est une solution particuliere de (E)

b) Soit f une solution de (F¥). On pose f=g+u

Montrer que g est une solution équation différentielle (F): 4y"+5y'+y =0

c¢) Trouver toutes les solutions de (/') puis résoudre 1’équation (£)

Exercice 11 : Suite définie par un intégral

. * . . . ’ ' 1
Soitn € N', on considére 'intégrale U = | ——dz

x(l +(In(z))" )

1) Calculer U,

1 <1

2) a) Montrer que (V¢>0) 1—¢" < 1
+t"

b) En déduire que 1_L<U <1
n+1

c¢) En déduire lim U,

n—»+%

3) Montrer que U, I

1+t"

4) On considére la suite (V)

o 1+t"

1
a) En utilisant une intégration par parties montrer que V, =In(2) —Iln(1+t”)dt
0

1
b) Montrer que 0 < Iln(l+t"’)dt < % (Rappel (Vt>0) 0<in(1+t)<t )
, n—+

c¢) En déduire lim V,

n—>+00

d) Vérifier que (vneN") V, +nU, =n puis déduire que lim n(1-U,)=In(2)

n—>+00

Exercice 12 : Suite définie par un intégral

1
Soit 7€ N, on considére 'intégrale [ J-
0 cos(:z:)

COS(
COS(

ol
=

)
)

1) Soit g la fonction définie sur {0;%} par g(z)=In

NCERSH NN
RSN RS



1

cos(z)

a) Montrer que g est dérivable sur [0;%} et que ¢'(z) =

b) Calculer I,
2) Calculer I,

1

3) On pose K, = jde vérifier que (vn>2) I ,=1 - K

0 (cos(x) "
4) a) Vérifier que (Vn >2) (coséx))" = (cos(i))"_g x(tan(x))/

b) En déduire que (Vn>2) (n-1)I, =(n-2)I_, +(\/§)H

5) Calculer I,, I, et K,

Exercice 13 : Fonction définie par un intégral

In(z) ¢

1
On considére la fonction F définie sur}—;-i-oo{par F(z)= J
e

_dt
) (1+1)

1) a) Montrer que Vxe}l;l{ F(x)<z|1- !
e 1+In(x)
b) En déduire lim F(z)
1

T =
€

In(z) t
2) a) Montrer que (‘v’x € }l;+ooD F(x)= %—1+2 = dt
e (1+ln(x)) 0 (1+t)
b) En déduire que (Vz e[l;4+0|) F(z > R —
) ( [ [) () (1+ln(x))2

c) Déterminer lim F(z)

T—>+0

1
3) a) Calculer F'(z) pour tout = E}—H'OO[
e

1
b) Montrer que F est une bijection de :|—;+OO|:VGI‘S R
€

Exercice 14 : Fonction définie par un intégral

2

o3
On considére la fonction F définie sur R par p(z)= J' f(t)dt tel que f(t)= -
) 4t7 +1

1) a) Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'(z) pour tout z€R

b) Montrer que F est une fonction impaire.

2) On considére la fonction g définie sur R par ¢(z) = ln(2x+\/ 4z° +1)
a) Calculer g'(x) pour tout zeR

b) Calculer j). f(z)dz

3) En utilisant une intégration par parties calculer I dr (poser u=z+1)

N4zZ +8z+5

4) En utilisant une intégration par parties calculer Ig(x)dx

-1
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Exercice 15 : Fonction définie par un intégral

z+1 ¢t
On consideére la fonction g définie sur]0;+00[par g(x) =€ j %dt

x

1) a) Montrer que (Vxe]0;+oo[)

b) En déduire que g est strictement décroissante sur [0;+o]

2) a) Montrer que (Vz e |0;+00[) g(z) = j— et déduire lim ¢(z)
+x

0"

b) Montrer que (Vz e ]0;+[) :llg g(z) <=1 ot déduire lim g(z)
x+ T Tt

3) Montrer que g est dérivable sur ]0;+00[ et calculer ¢'(z) pour tout z e ]0;+oo[

Exercice 16 : Intégral des fonctions trigonométrique et décomposition en éléments simple

. z -t 2t 2t
Rappel : Sit = tan(E) alors cos(z) = e 3 sin(z) = - ;

el tcm(x)=1 2

En utilisant des intégrations par changement de variable calculer les intégrales suivantes :
dx /(t - tan(zjj I, = J' szn(a: g /(t _z _xj
cos(z) 2 \/cos(x) + \/sm(x) 2

-]

: sm(:U) _ z I = —txArctan(t) dt /[ = (zJ]
;[cos (a:) /(t—tanign / ;[ (1+t ) o 2
]sz.‘/4x)—4x+ /(t:2x—1) [s_IL(x)dx I (u=sin(z))
L=
b=

S

1—2sin(x)

2 + 1dt /(t = tan(x)) I, = r de /(t = tan[fn
1+ sin(z) 2

i

2tan(z) .
1+ sin” () v /(t—tan(a:)) I

; dj: /| t= tan(
sin”(z)

SN oy DN o

Exercice 17 :

2
1
Soit n € N”. On considere la fonction f, définie sur [0;+00[ par : f (z)= 2x—2+me S
n

courbe représentative dans un repere orthonormé (O;E; 5) tel que qu =2cm
. f,,( z)
1) a) Calculer lim f (z) et lim ~—=—=

T—>+00

b) Calculer lim (f, (z)—2z) et interpréter le résultat graphiquement

2) Montrer que toutes les courbes (C, ) passent par un point fixe 4 déterminer.
3) a) Calculer f/(z) pour tout = €[0;+| et dresser le tableau de variations de f, .
b) Montrer que ’équation f (z) =0 admet une solution unique «, dans [0;+OO[

c) Montrer que (‘v’n € N*) 0<a, <1

4) a) Montrer que (‘v’ne N*) f(a,,)>0

b) Montrer que la suite ((Zn )M est strictement croissante et déduire qu’elle est convergente.
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n—+m

a) Montrer que (‘u’n e N’] (1=e, )in(e; + D<A, £(1=e,)in(2) puis déduire lim A,
b) En utilisant une intégration par parties montrer que 4 =n(2)-2+ 2a_ {n{a" -1)+ 1]+ g— 2Aretan(e,)

¢) En déduire la valeur de lim n(a, —1)

G) a) Etudier la position relative de (C,) et la droite (A) d’équation y=2r
b) Tracer (C,) et la tangente (T) & (C,) au point B((:=2)

Exercice 18 : Extrait du bac 1 )
Soit F' une fonction définie sur R par F(z) = / et dt
0

1) Montrer que F est continue et strictement croissante sur R
2) a) Montrer que (Vx €]0;+00[):  F(z) >z  puis en déduire ]jril F(z)
I—T00

b) Montrer que F est impaire puis en déduire lim F(z)
T—+—00

c) Montrer que F est une bijection de R vers R

d) Montrer que la fonction réciproque G de la fonction F' est dérivable en 0 puis calculer

G'(0)
Exercice 19 : Extrait du bac 2 1
1 e —
On considére la fonction g définie sur [0; = oo[ par : g(x) = g K
9(0)=0
1) Montrer que g est continue sur [0; 400
2) Pour tout x € [0;+00[ on pose L(x) =/ g(t)dt
0
a) Montrer que L est continue sur [0; 00|
b) Calculer L(z) pour tout x > 0
¢) Calculer ]il}]l_'_ L(z) ; en déduire la valeur de L(0)
r—
1 p=n—1
3) pour tout entier naturel supérieur ou égale a 1 on pose : S, = — Z g (E)
n n

p=0
Montrer que la suite (Sp),~, est convergente puis calculer sa limite

Exercice 20 : Extrait du bac 3

Premiére partie : on considére la fonction f définie sur [0;+o0o[ par :

1
(Vz €]0, +o0) f(z)= (1 - %) e T et f(0)=0

—_ -

et (Cy) sa courbe dans un repére orthonormé (O;?, ) (On prend ||i]| = ||7]| = 2em)

1) a) Montrer que f est continue a droite en 0
b) Montrer que f est dérivable a droite on 0
c¢) Montrer que f est dérivable sur |0; +oo| ; puis calculer f'(z) pour tout x de l'intervalle
]0; 4-00]
2) a) Calculer Igrfx f(z) puis interpréter géométriquement ce résultat
b) dresser le tableau de variation de f
3) a) Montrer que la courbe (Cy) admet un point d’inflexion I que l’on déterminera

b) Tracer la courbe (Cy) . On prend :( f(1) ~0,7 et d¢ > ~0,2 )

1
Deuziéme partie : On considére la fonction F définie sur [0, +oo[ par : F(z) =/ f(t)dt
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1) Montrer que F est continue sur [0; +00]

2) a) En utilisant la méthode de lintégration par partie , montrer que :

1
i - - 19 _=
Vz €|0; 400 e tdt=e ' —ze T — le tdt
(Vz €] 0; +00]) t

1 .
b) Ca!culer/ (1 + %) e tdt; pour tout x €]0;+o0]

1
¢) Montrer que : ] f(z)dz =e™?
0
3) Calculer en (cm?) laire du domaine délimité par la courbe (Cy) et les droites d’équations
r=0,z=2ey=0
4) On considére la suite (uy), s, définie par :  u, = F(n) — F(n +2)

a) En utilisant le théoréme des accroissements finis , montrer que pour tout entier naturel
n , il existe un nombre réel v, dans Uintervalle Jn;n + 1] tel que :

1
1
un=2(1—l——)e Un
UTI
1 1
1\ -= 1\ ——
b) Montrer que (Vn € N¥) 2(1+—)8 n Sun§2(1—|— )e n+ 2

n

¢) En déduire lim wu,
n—+o00

Troisiéme partie

1) a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n , il existe un nombre réel unique an
1

strictement positif tel que : f(a,) = e n

b) Montrer que la suite (a,),~, est croissante

-1 1 -1
¢) Montrer que (Yn € N*) — +1In (1 - —) ===

n an
1
2) a) Montrer que (Vt € [0; +00[) l—tﬁl—Hél—t+t2

o T
b) Montrer que (Yz € [0; +00]) B <-—z+hn(l+z)< . B 2 1

3) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 4

3
a) Montrer que aq > 1 puis en déduire que a,, > 1; (On admet que ed >2)

2 2a?
< 20n <1; ( Vous pouvez utiliser les questions 1)c) et 2)b)
an n

de la troisiéme partie )

b) Montrer que : 1 —

c¢) Montrer que : \/g < a, (vous pouvez utiliser les questions 3)a) et 3)b)); puis en

déduire lim ay,
n——+oo

2
d) Déterminer : lim anpy/—
n—+oo T
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a) En utilisant une intégration par parties montrer que J = S p

b) En posant le changement de variable z = 0
cos

c¢) En déduire la valeur de J

A
2) Soit A€ ]0;1[, on pose I, ZJ.J 2 —dr
-z
0

4

2 1 1] 1 1
3 +
-z I+x 2

a) Vérifier que (VzeR\{-1;1 = +=
) ave { =4 ) 1 1+z 1-z

b) Calculer en fonction de A lintégral /, puis déduire lim I,
A1

2

c) Calculer en fonction de 4 intégral Il z > d
Sltw

A—0"

1
d) En utilisant une intégration par parties calculer J, = JxArctan( ljdx puis déduire lim J,
x

A

Exercice 2
1
In(z) 1

Soit [ la fonction définie sur ]1;+oo[ par : f(z)= I ;efgdt
1

1) Montrer que f est dérivable sur ]1;+OO[ et calculer f'(z) pour tout z e ]1;+oo[

2) Calculer f(e) et déduire le signe de f(z) sur ]1;+00[

3) a) Montrer que (Va: e]s; +oo[) f(z)= j

2l ( t) Corecﬁo
b) Montrer que (‘v’t € ]1,+oo[) In(t)<t—1

c) Soit z € ]1 e] montrer que f(zr) >Jﬂdt
d) Calculer lim f(z)
z—>1"
1 1

4) a) Vérifier que (Vt € [e;+oo[) m < =z
n

b) En déduire que f admet une limite finie | en 4+ et que 1 <I<0
e
5) a) Dresser le tableau de variations de f

b) Tracer (C,) dans un repére orthonormé (0;1;9)

Exercice 3
n n3 n k2
Calculer Iim Z— et lim

n—>+o0 £ (n2+k ) n—>+ook1n [n +l€3




Exercice 4

Soit n e N", on considére l'intégrale I = J.:(1+£) e dr
n

1) Calculer en fonction de ¢ les intégrales : I T dr et
0l+x
2

2) En déduire que (Vt>0) t—% <ln(1+t)<t

3) En déduire que (Vz [0;n]) e e < (1+£j e <e™
n

n

4) Montrer que [, <I1—¢"
5) a) Montrer que (V¢>0) e’ >1-t

—z? 2

b) En déduire que (Vz e [O;n]) et >e" —;—e‘x
n

6) En utilisant une intégration par parties calculer en fonction de n I'intégral J = J‘xze_ldx
0

1 1
7) En déduire que [, >1-—+¢™ (—+ gj puis calculer [im I
n n n—>+0
Exercice 5

1+ nin(zx)
$2

Soit neN"\{I}. On considére la fonction f, définie sur ]0;+oc| par: f (z)= et soit (C)) sa

courbe représentative dans un repére orthonormé (O;E; }) tel que ”Z” =5cm

n—2—2nin(z)
3

1) Montrer que (Vz e]0;+%) f/(z)=

2) Résoudre ’équation f'(z)=0 et déduire le signe de f'(z)

4) Dresser le tableau de variations de f, et calculer la valeur maximale de f, en fonction de n

)
)
3) Calculer llirﬁo f.(x) et li@ 1. (x)
)
)

5) Tracer (C,) et (C,) dans le méme repére (O;E; 3)

- o . . < cl
6) En utilisant une intégration par parties calculer I'intégral : [ = J. TL(;’IZ)
T

1

dz

7) Calculer laire de la partie du plan délimitée par (C,)), (C,.,) et les droites d’équations =1 et z=¢
8) On note A laire de la partie du plan délimitée par (C,) et ’axe des abscisses et les droites
d’équations =1 et rz=¢
a) Calculer A, et étudier la monotonie de la suite (4, )

n>2 Correction

b) Déterminer A, en fonction de n et déduire lim A,

n—>+0

9) Dans la suite on suppose que 1 >3

n-2 n-2
a) Vérifier que ¢?" >1 et j;LLe n j>1
n-2
b) Montrer que 1’équation f (z)=1 n’admet pas de solution dans }l;e 2n [

n—2
c) Montrer que I’équation f,(z) =1 admet une solution unique @, dans }e n ;+oo{

d) Calculer f, (\/E) et montrer que (Vne :|€2 ;+oo[) f, (n)>1

e) En déduire que (Vn=8) «a, > Jn et déterminer lim a,




Exercice 6

Soit F la fonction définie sur R* par :

3z _
1) a) En utilisant une intégration par parties montrer que (Vz >0) F(z)= ¢ 3
x

ot
b) Montrer que (Vz>0) ¢In 3 SJ.J € dt<e*in 3
2 2e ¢ 2

3z ¢

c) Calculer lim J.%dt et déduire que F est continue a droite en 0.
0"
2z
2) a) Vérifier que 2¢’° —3¢* +1= (e“ - 1)2 (26’” + 1)

3z ¢t

b) Montrer que (Vz>0)(3c, € [2x;3x] e —1 :ij' e t—ldt
CI z 2z

c) En déduire que lim F@)=FO) __1
0" T 2
1—e*
3) a) Montrer que (Vz>0) F(z)<

b) Calculer lim F(z) et lim ()

T>+0
4) Montrer que (Vz>0) 3¢’ -2’ <1

2z 3z
5) a) Montrer que F est dérivable sur |0;+[ et que (Vz>0) F'(z)= %
x
b) Dresser le tableau de variations de F
c) Tracer (C,) dans un repére orthonormé (0;7;7) tel que ”2” :”3” =2cm
Exercice 7

z

Soit I’équation différentielle (F): y'-y= 6—2 . On se propose de résoudre (£)sur ]0; +oo[
T

1) Résoudre I’équation différentielle (E,): y'-y=0

e
2) Montrer que f(x)=— est une solution de (£)
x
3) a) Montrer que (g— f)est solution de (£,) sur ]0;+00[si et seulement si ¢ est solution de (F)

b) Déduire les solutions de (F) sur ]0;+oo[

4) La vitesse d’accroissement des bactéries est proportionnelle au nombre des bactéries en présence.
On note N(t)le nombre de bactéries ( en million ) d’individu et N '(¢) la vitesse d’accroissement.
On suppose que N(t) vérifies (E) et on pose N(0)=N,

En combien de temps ( t en seconde ) le nombre de bactérie sera le double ?

Exercice &

1
Soit f:[0;1]—> R une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur ]U;I[telle que f(I)= I ft)dt
0

En utilisant le théoréme de la moyenne et le théoréme de Rolle, montrer :
Qu’il existe ce ]0;1[ tel que f'(c)=0
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Les Nombres complexes

Définitions et Notations'

L’ensemble des nombres complexes est : C = {z = a 4+ ib/(a; b) € R? et i* = —1}
Soit le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct (o, a), Eg)

Soit z = a + ib un nombre complexe avec(a; b) € R?

- La forme algébrique du nombre complexe z est : a + 2b.

- La partie réelle du nombre complexe z est : Re(z) = a.

- La partie imaginaire du nombre complexe z est : Im(z) = b.

- Le nombre complexe z est imaginaire pur si Re(z) = 0.

Re(z) =Re (2')
Im(z) =Im (2)

- Egalité de deux nombres complexes : z = 2’ &

- Le conjugué du nombre complexe z est : Z = a — b

- Le module du nombre complexe z est : |z| = VzZ = \/a? + b?

- L’image du nombre complexe z = a + b est le point M (a, b), noté M (z)

- L’affixe du point M (a, b) est le nombre complexe z); = a + b.
- L’affixe du vecteur (a, b) est le nombre complexe zz = a + ib.

- L’affixe du vecteur Ag est le nombre complexe Z3p = ZB — %A

—
- L’argument de z non nul est une mesure 8 de I'angle orienté (e_1>, OM ) noté argz.

Re(z) . Im(z)
sin @ =
2] =]

avec cos § =

- La forme trigonométrique du nombre complexe non nul z est :

z=r(cosO + isinf) = [r,0] avec r = |z| et argz = 0[27]

- La forme exponentielle du nombre complexe non nul z est : z = re’

avec r = |z| et argz = 0[27]
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Propriétés I

Conjugué M odule Argument
Opposé —z=-Z | — z|] = |z| arg(—z) = (& + arg z)[27]
Conjugué zZ=2z |1Z| = |2| arg(z) = — arg z[27]
Produit zxz! = zZxz' |2x2’| = |z|x|2!| |arg(z2’) = argz + arg 2’[2n]
Puissance zn = (Z2)" 12" = |z|" arg (z") = narg z[27|
1 1 1 1 1
Inverse — ) == —|=— arg | — | = — arg z[27]
z' z' z |z] z
, z z z |z| z ,
Quotient — | == — arg | — | = argz — arg z'[27]
z/ z/ z’! |2/| >
Somme |z+2z =z+2||z+ 2| < |z|+ |7 —
Forme trigonométrique Forme exponentielle
Conjugué [r,0] = [r, —0] re® = re="
Opposé —[r,0] = [r, 7 + 0] —re'? = re™
Produit [, 0)x[r, 0] = [rr';0 + 0] refxr’e’ = rr/el0+9)
Formule Moivre [r,0]" = [r"; n0O] (reie)n = r"etm9)
| | T 1,
Inverse = |—;—0 — = —e '
[r; 0] 7 | re®
r; 0 r re T o
Quotient 5] = [_; 6 — 9’] _ = —e!(0-9)
[,,,/; 01] r! r’etf r!
el + 6—10 619 _ 6—1,0
Formules d’Euler cos O = 5 et sinf@ = Y
i
Somme e 4 e = e’ (eia;b + e_’az) = 2 cos (a ; b) e’
. . -a a— -a— a — b a iy
Différence elt — it = ei*z (ez s —e ’2b> = 2sin ( ) el

z 4+ zZ = 2Re(2)
z —z = 2iIm(z)

2z = [Re(2)]? + [Im(2)]?
|z| =0 2=0

Vk € Z [r,0 + 2kw] = [r, 0]

zeERGS z==2
zeER&s argz=kn/k €’

z€iR& z=—2
™
inR@argzzE—l—kﬂ/kEZ
}JSSJ‘J‘—‘-:-‘J:«U{‘,_%- ‘
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Equation du deuxieme degré

L’équation le discriminant Ensemble de solution
—b—+VvVA —b+ VA
) A>0 )
ze€eC az°+bz+c=0 2a 2a
0 —b
(A:b—4ac) A=0 S =< —
2a
—b—itv—A —b+i1v—A
A<KO S = ;
2a 2a
LY _b C
Formules de viete 21+ 20 = —  Z1.20 = —
a a
Nombres complexes et géométrie'
Formule complexe nerpretation géometrique
|z — 24| la distance AB
|z — za| =7 (r > 0) M appartient au cercle de centre Aet de rayon r
|z — za| = |z — zB] M appartient a la médiatrice de [AB]
ZA+ z
zr=21"F cr, I milieu de[AB]
ZB — ZA
ZC — %A . . .
—— €R A, B et C trois points alignés
ZB — ZA
ZB — ZD ZA — Z
B b =4 ¢ eR A, B, C et D sont cocycliques
ZA — 2D ZB — ZC
—z
(Ag Aig) = arg ( A) [27] mesure de l'angle (Ag; Aig)
ZB — ZA
La Condition Nature du triangle ABC
ZC — *A ™ .
— = |r;Et— ABC est un triangle rectangle en A
ZB — ZA 2
ZC — ZA . . N
— = [1; 6] ABC est un triangle isocele en A
ZB — ZA
ZC — %A ™ . .
———— = |1;£—| | ABC est un triangle isocele et rectangle en A
ZB — ZA 2
ZCc — %A ™ . ;. ;
— = |1 £+— ABC est un triangle équilatéral
ZB — ZA 3
Transformations usuelles.
Y
"’”ch ‘9‘\ La Transformation Ecriture complexe
L) rl\a&ls‘aution de vecteur uw d’affixe zz 2=z 4+ 2z

%h&ﬂle de centre Q(w) et de rapport k| 2’ — w = k(z — w)
[Q%/on de centre Q(w) et d’angle 6 2 —w=e"Y%2—w)




Reconnaitre une translation, une homothétie ou une rotation a partir de

leurs expressions complexes

a=1 F est une translation de vecteur o (b)
* b
s aztb a € R* — {1} | F est une homothétiec H (Q(m), k= a>
C,beC la| =1eta # 1 F ebst une rotation
acCbe al=1eta
R <Q(—1 ), 0 = arg(a)[27‘r]>
—a
F = bR o H = H o R avec
la|=1letag¢R|E (Q(m),e = C”“g(a)[%]) et

H (Q(%),k — |a|>

A
)fjJ;ﬂ\J%%"‘:m
RaCineS n’éme d’un nombre com leX /\u
\_ép ;ﬁj y\.gp\'b'” L), %

Le nbr complx | Condition | La racine carré { ; / Sy \ ‘?\
a>0|+vaou—va ¢
a0 VA W Vv
a < 0|ivaou —iva \m&\ !“(}4'\:
z=a-+1b b>0 2
a=20
a,b € R b<oO
va?+b%2+a va?+b%2—a
b#0la#0| 4 w ~+ 4 signe (b) +
2 2
Exemple : Les racines carrées de Z = —3 + 412, on pose z = « + 2y on a donc
22 =x? —y? + 2ixy, |2?| =2 + v’ et |Z] = 5.
(
2% — y? = —3
0 22 =12z r=1 r=—1
donc 2° = Z & ) < X 20y =4 <= ou
=1zl |, y=2  |y=-2
|z +y“ =5
Enfin z=1+22et 2z =1 — 22 sont les deux racines carrés de Z = —3 + 42

- On appel racine n’iéme ou racine d’ordre n d’'un nombre complexe Z tout nombre

complexe z tele que 2" = Z (avec n € N).

0 2km
- Les racines n’iémes de Z = [r, 0] sont 2z = [/r,— + ——] (avec k € [0,n — 1])
n n

. N i—=n—1 12 6 4 2km
- La somme des racines n’iemes d’un nombre complexe est nulle 3:—¢ (") = 0.
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Prof : Aissa HIYAB Série 5 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : 2BSMF Les nombres complexes Matiére : mathématique

Exercice 1 : Conjugué, norme, argument, forme algébrique, triconométrique et exponentielle

1) Recopier et compléter le tableau suivant :

z z |Z | arg(z) | Forme trigonométrique | Forme exponentielle
1 3
 =—+—1
2 2
Z2,=—1-1
1+i3
2y = -
1414
z4 _ (1 T 7:)2()26
L
25 = (1 +1 ) e’

v

2'7
— 6
2g=—Te

2) a) Ecrire z, sous la forme algébrique.

b) En déduire la valeur de cos(l—nz) et de Sin(ln—z)

2430 2-3i s T T .
3) On pose z; = Y et zg = 32 Montrer que z; + Zg est un réel et que z; — Zg est un imaginaire pur.

Exercice 2 : Points alignés-affixe d’un vecteur

On considére les points A, B et C d’affixes respectifs a =—-3i ; b=1-17 ; c=2+1
Montrer que les points A, B et C sont alignés.

Exercice 3 : Distance entre deux points-mesure d’un angle orienté-orthogonalité de deux droites

On consideére les points A(2+37) ; B(—1) ; C(1+7%) et D(2+67). Montrer que (AB) L (CD)

Exercice 4 : Parallélisme de deux droites

On consideére les points A(1+4i) ; B(i) ; C(1+17) et D(—2-8i). Montrer que (AB)||(CD)

Exercice 5 : Parallélogramme-milieu d’un segment

On consideére les points A(1+2i) ; B(-1+57) ; C(2+1) et D(4—217)

1) Montrer que ABCD est un parallélogramme.
2) Déterminer I’affixe du point H le centre de ABCD
Exercice 6 : Carré-rectangle-losange

On considére les points A, B, C et D d’affixes respectifs a = \/§ ;b= 2+z\/§ ; c= 2—\/§+2z’ et d= (2—\/§)i

Montrer que le quadrilatere ABCD est un carré.

Exercice 7 : Triangles remarquables

On consideére les points A, B et C d’affixes respectifs a=9+7 ; b=9—17 ; c=11-1
Montrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en B.

Exercice 8 : Cocyclicité de quatre points

On considére les points : A<1+i\/§) ; B(—l—z\/g) ; C(2(—1+i\/§)) et D(—1+z\/§>

Montrer que les points A, B, C et D sont cocycliques.

Exercice 9 : Barycentre-Centre de gravité

On considére les points A, B et C d’affixes respectifs a =3+37 ; b=5-27 ; c=7+11i

Déterminer ’affixe du point G le centre de gravité du triangle ABC.
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Exercice 10 : Applications des formules d’Euler et de Moivre-Linéarisation

1) Linéariser cos’(z), sin’(z) et sin(2z)xcos’(5z)
2) A P’aide des formules d’Euler montrer que cos(a)x sin(b) = %[sm(a +b) —sin(a—b)]

3) a) En utilisant les formules d’Euler, montrer que :

e 4e? = 2608(9_9I Jei[gflj : el _ el = 2ixsin(9_ 4 je{g;‘g'j
2 2

o

o
b) En déduire la forme exponentielle des nombres suivants z,=¢ ° +e¢

T
iz
6

i~
—1_p3
et z,=1-¢

Exercice 11 : Applications de I’inégalité triangulaire

En utilisant ’inégalité triangulaire montrer que (V(a;b;c;d) e R4) \/((JL+c)2 +(b+d)2 <AJa? +0? ++c2 +d?

Exercice 12 : Translation

Soit A le point d’affixe a =3+57 et u le vecteur d’affixe d=4—2i

Soit - la translation de vecteur u
1) Donner I’écriture complexe de la translation .
2) Déterminer I'affixe du point B I'image de A par .

Exercice 13 : Homothétie

Soit i I’homothétie de centre Q(—2+7)et de rapport k= —é

Soit t- la translation de vecteur u

1) Donner ’écriture complexe de ’homothétie h

2) Déterminer ’affixe du point B I’image du point N (—2—22') par I’homothétie h

Exercice 14 : Rotation

On consideére les points A, B et C d’affixes respectifs a =4+4i ; b=3+5i ; c=3+4i
Soit M '(z") I'image du point A (z)par la rotation r de centre C' et d’angle % .

1) Montrer que z'=iz+7 +i
2) Vérifier que B est 'image de A par la rotation r.
3) En déduire la nature du triangle ABC'.

Exercice 15 : Les racines niémes d’un nombre complexe (z" = Z)

1) Déterminer les racines cubiques de I'unité.
2) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe 1—1
3) Déterminer les racines cinquiémes du nombre complexe 1+

4) Soit ne N’ \{1} . Déterminer les racines n" du nombre —I

Exercice 16 : Racines carrées d’un nombre complexe - Résolution des équations de 2iéme degré

1) Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

J3—i

7 9250 94400 ; 1+2iN2 s 1—iV2 ; 1—-4i3

2) Résoudre dans C les équations suivantes
(B):2°=2(2+9)2+6+8i=0 ; (BE,):(1+49)2" +(6+40)2+9+8i=0 ; (E,):(3+14)2" - (8+60)2+25+5i=0



3) Résoudre dans C les équations suivantes
(B):2 —(i-1)2"-i=0 ; (B,):% —225in(§jcos(gj+sin2(0) =0 ; (E,;):2" —2zcos(8)+1=0 10€]0;7]

4) Résoudre dans C I’équation (E.):z° - (5 —ix/3)2+6-3i/3 =0 sachant qu’elle admet une racine réelle.

Exercice 17 : Ensembles des points remarquables

Déterminer ’ensemble des points M (z) du plan complexe dans les cas suivants :
z—21 2—4+21 . . .
eR ; —— <R ; |z+2—7z|:|z—4+z| ;
z—3 2+ 31

iz iR ; _z'—l e1R
1+ iz

|z=3+2i|=5 ;

Exercice 18 : Détermination de la nature d’une transformation z’ =az+b (a;b € C/a # 0)

Soit F une transformation Du plan définie par son écriture complexe.

Pour chacun des cas suivants déterminer la nature et les éléments caractéristiques de F :
3 1 3
2'=z—1+2z ; z':§z+1—i ; z':(\/g—z')z+1+z\/§ ; z':£_5+§zjz—2z’ : z':(2+2\/§¢)z_7_2‘

Exercice 19 :

27

t A - 9
On considére le nombre complexe @ =¢ 7 . Onpose u=w+0’ +0' et v=0"+0" + @’

1) Montrer que u et v sont conjugués.

2) Montrer que Im(u) >0

)
3) Calculer u+v et uxv
4)

4) Déduire la valeur de cos (277[) +cos (477[} + 005(877[)

Exercice 20 : Extrait du bac 1

En déduire la valeur de v et v

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;a; g)
1) On considére dans ’ensemble C ’équation (E): 2 —diz—2+2i3=0
a) Vérifier que le nombre a =1+7(2 —\/5 ) est une solution de I’équation (E )

b) En déduire b la deuxiéme solution de I’équation (E )

2) a) Montrer que a’ = 4(2—\/5)675

b) Ecrire a sous forme trigonométrique.

T

i—
3) On considére les points A, B et C dont les affixes respectifs sont a, b et c=2i+2¢7

Soit (I') le cercle de diamétre [AB ] .

a) Déterminer w , ’affixe du point Q centre du cercle (I')

b) Montrer que les points O et C appartient au cercle (I')

C . ..
c) Montrer que le nombre complexe est imaginaire pur.

C —
Exercice 21 : Extrait du bac 2
1) On considére dans C PI’équation (E) 22— b+ Z\/§)Z+ 4+ 42\/? =0

2
a) Vérifier que a’ = (3 —i3 ) est le discriminant de I’équation (E )
b) Déterminer a et b les deux solutions de I’équation (E ) (sachant que b e R)

) Vérifier que b =(1-iv/3)a
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2) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0;5; g) .

Soit A le point d’affixe a et B le point d’affixe b
a) Déterminer b, , Paffixe du point B, image du point O par la rotation de centre A et d’angle g

b) Montrer que B est I'image de B, par 'homothétie de centre A et de rapport \/g

c) Vérifier que arg (ﬁ) = %[27‘[]

d) Soit C un point d’affixe c, appartenant au cercle circonscrit au triangle OAB et différent de O et de A

Déterminer un argument du nombre complexe

c—a
Exercice 22 : Extrait du bac 3
Partie 1 :

Soit m € C”. On considére dans ’ensemble C 1’équation d’inconnue 2 :
(E,): 2°+[(1—iym—4]z—im* —2(1—i)m+4=0
1) Vérifier que le nombre z, =—m+2 est une solution de ’équation (Em)
2) Soit 2, la deuxiéme solution de 1’équation (Em)

a) Vérifier que z,2, =1< im” +2(1—i)m-3=0

b) Déterminer les deux valeurs de m pour lesquelles on a 2,2, =1

Partie 2 : Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O;a; ej) , on considére application S qui
au point M , d’affixe z, fait correspondre le point V' d’affixe 2' tel que z2'—1=—(z—1) et la rotation R de centre

Q d’affixe 1+17 et d’angle %

Soit 2" P’affixe du point M "= R(M)

1) a) Montrer que ’application S est la symétrie centrale de centre le point d’affixe 1
b) Montrer que z"=iz+2

2) Soit A le point d’affixe 2. On suppose que le point M est distinct du point O origine du repére.

a) Calculer — 3 en déduire la nature du triangle AN 'M™
Z —
b) Déterminer ’ensemble des points M pour lesquels les points A, QQ, M' et M" sont cocycliques.

Exercice 23 : Extrait du bac 4

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0;67; g)
Partie 1 :

On considére dans C I’équation (E )Z iz +(2—1i)az—(1+7)a’ =0 ou a est un nombre réel complexe non nul.
1) Déterminer z, et z, les deux solutions de 1’équation (E )

2) a) Vérifier que 2,2, = a(i—1)

b) Montrer que z,2, est un nombre réel < arg(a) __3Z [27[]

Partie 2 : Soit ¢ un nombre réel non nul et 2 un nombre complexe non nul.

On considére les points A, B, C, D et M d’affixes respectifs 1, 1+7, ¢, ic et 2

1) a) Montrer que : A, D et M sont alignés < (ic+1)z+ (ic— 1); = 2ic (on pourra remarquer que C = E)
b) Montrer que (AD) L (OM) < (ic+1)z—(ic—1)z=0

2) Soit / P’affixe du point H, la projection orthogonale du point O sur (AD)

a) Montrer que h—(1+17) = : (h—c)
c
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b) En déduire que (CH) L (BH)
Exercice 24 : Extrait du bac 5

Soit m un nombre complexe non réel m e C\R

Partie 1 :

On considére dans C 1’équation d’inconnue 2 définie par (E )Z 22— (1+9)(1+m)z+2im=0
1) a) Montrer que le discriminant de ’équation (E ) est non nul.
b) Déterminer z, et z, les deux solutions de I’équation (E )

2) On suppose dans cette question que m =c” avec 0<@<rm

a) Déterminer le module et un argument de 2, +z,
b) Montrer que si z,xz, e R alors z, +z, =21
Partie 2 : Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O;g; g)

On considére les points suivants :

A le point d’affixe a =1+, B le point d’affixe b = (1 + z)m , Cle point d’affixe ¢ =1-1%, D P’image du point B par la

rotation de centre O et d’angle % et Q le milieu du segment [CD]

_(1-i)(-m)

1) a) Montrer que affixe du point Q est w p

b) Calculer b=
w

¢) En déduire que (0OQ) L (AB) et que AB=20Q
2) La droite (OQ) coupe la droite (AB) au point H d’affixe h

h— h
a) Montrer que ﬁ est un réel et que P est un imaginaire pur.
b) En déduire  en fonction de m
Exercice 25 : Extrait du bac 6

Soit o un nombre complexe non nul.

Partie 1 :

On considére dans I’ensemble C 1’équation d’inconnue 2 : (Ea)Z 2 —z’a\/gz—az =0
1) a) Vérifier que le discriminant de ’équation (Ea) est A=a’
b) Résoudre dans C 1’équation (Ea)
2) Sachant que o = |0£|e“1 (4 € R), mettre les deux racines de ’équation (Ea) sous la forme exponentielle.
Partie 2 : On suppose que le plan complexe est rapporté a4 un repére orthonormé direct (O;a; g)

On considére les points Q, M, et M, d’affixes respectifs @, z; = #a y Zy = _1;i\/§a et soit i la rotation de centre

0O et d’angle %

1) a) Montrer que R(Q) =M, et R(Ml) =M,
b) En déduire que les deux triangles OQM, et OM M, sont équilatéraux.
2) a) Vérifier que 2, —z, =«
b) Montrer que les droites (Q2M/, )et (OM,) sont orthogonales.
¢) En déduire que OQM M, est un losange.
e

3) Montrer que pour tout réel 0 , le nombre 7 ===

: - est un réel.
zZ,—a zl—|a|e
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Exercice 1

Soit m un nombre complexe différent de i et de —i
Partie 1 :
On considére dans C ’équation d’inconnue 2 ; (E): z° —(1+i)(1+m)z+(1+m”)i=0
1) a) Vérifier que le discriminant de ’équation (F) est A=(1-14)’(1-m)’

b) Résoudre dans C I’équation (E)
Partie 2 : On suppose que le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;ej;%)
Soit r la transformation qui au point A , d’affixe 2, fait correspondre le point }/' d’affixe 2' tel que
2'=1iz+2
1) Déterminer la nature de r et ses éléments caractéristiques.
2) On considére les points A et B d’affixes respectifs z, =m+i et z, =mi+1

Montrer que r(A4)=B
3) On suppose que |m|=1

a) Montrer que j—l eR

2

b) Vérifier que 2/ =m [(m —m)+ 22’}

¢) En déduire que arg(z,)= éarg(m)+ y [7]

3) Montrer que |z |+|z,|>2

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0;21';5)
m est un nombre complexe.
Partie 1 :
On considere dans C 1’équation d’inconnue 2 : (E) 22— (m +i(1- m))z + m(l - zm) =0
1) a) Vérifier que le discriminant de ’équation (F) est A= ((1+z’)m+z’)2

b) Résoudre dans C 1’équation (E)
2) On pose z,=m+i et z,=—mi

a) Déterminer Pensemble des points (m) tel que les points O, M, (zl)et M, (zz) sont alignés.

b) On pose m=¢" avec 0<O<rx ST

Ecrire 2, et z, sous la forme exponentielle.

Partie 2 :
25
On pose j=¢ *
1) Montrer que 1+j+j°=0

2) On considére P'application r qui au point M , d’affixe 2, fait correspondre le point V' d’affixe 2'

tel que z2'= €3 z—1 et Papplication h qui au point M , d’affixe 2, fait correspondre le point A"
d’affixe 2" tel que z"=2z—7




a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de r et de .
27

b) Montrer que si M'(z')est l'image de M (z) par T = hor alors z'-j= —2¢ 9 (2—7)
3) On considére les points Q(j) et A(j+1)

a) Déterminer les affixes des points B, C et D tel que B=T(A), C=T(B) et D=T(C)

b) Montrer que Q= bar{(B;4);(C’; —2);(D;1)}

Exercice 3

Soit 0 €[0; 7] Copreton
Partie 1 :
On considére dans C 1’équation d’inconnue 7 ; (E ): 2" —2e" 2+ 2isin(6)e” =0
1) a) Déterminer 2, et z, les solutions de I’équation (E ) tel que Re(z,)>0

b) Ecrire 2z, et z, sous forme trigonométrique.

2) Montrer que o

%2 tan[zj

3) Résoudre dans C 1’équation (

z—1 2 ; "

Partie 2 : On suppose que le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;a; g)

z+1j" 1443

Soit ¢ la transformation qui au point } , d’affixe 2, fait correspondre le point )/ 'd’affixe 2" tel que

1
2'=—zz+1

2
1) a) Déterminer 6 pour que g soit une homothétie.
b) Déterminer 6 pour que g soit une rotation.

On suppose dans la suite que 4 :%
2) Déterminer la nature de g et ses éléments caractéristiques.

3) On pose A, =0 et pour tout neN : A  =g(4)
a) Déterminer les affixes des points A4, A, et A,
b) Placer les A,, A, et A, dans le repére (O;&;E)
4) Soit Q le centre de g . On pose V, =QA
1
NE]

., est rectangle et isoceéle en A

n

Montrer que (V ) est une suite géométrique et que V = J2 x( j pour tout neN

5) Montrer que pour tout n€N le triangle QA A

n

6) Pour tout neN on pose L, =4 A +AA +...+AA

n n+l

Déterminer L, en fonction de n et calculer lim L,

n—>+0
Exercice 4

1) a) Déterminer de deux fagons différentes, les racines carrées du nombre complexe 1+

b) En déduire la valeur exacte de cos(%), sm(%) et tan(%)

2) Déterminer les racines d’ordre 6 de 'unité et les écrire sous forme trigonométrique puis résoudre

dans C I’équation (Z-F, Z_Zj =0
Z—1i z+i

! sin(nd)

2n—1

* n i o . k
3) Soit deRetneN \{1} . Résoudre 1’équation (1 + z) =¢’" et déduire que Hsm(0+—ﬂj =
n

k=0
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Arithmétique |

Divisibilité-Division Euclidien

Soient a,b,c € Z et n € N.

Définition : b divise a < b | a < a multiple de b < 3k € Z : a = kb.

ea|a eal|bs a"|b"”
al|b al|b
° :>|a|:|b| o :>a|C
b|a b|c
a|b alb ’ /
° =a|ab+ Bc (a,8 €7Z) ° = aa’' | bb
alc a | b
.. . a=bqg+r
D.Euclidienne :Soient a € Z et b € Z*. Alors 3!(q, r) € ZxN tels que
0 <r<|b

Congruence modulo nI

Soient a,b,c € Z et n € N.

@ a congrue b modulon & a=bn|n|(a—>b) < (IkE€Z):a—b=kn
<> a et b ont le méme reste de la division euclidienne sur n

0 la relation ”Congruence modulo” est dite relation d’équivalence :

(a) La réflexivité : a = a[n|,Va € Z.

(b) La symétrique : @ = b[n] = b = a[n],Va,b € Z.

(c) La transitivité : @ = b[n] et b = ¢[n] = a = ¢[n],Va,b,c € Z.

O{azb[n] @{a—l—czb—l—d[n]’ Gachc[n]@aEb[E] (d=crn).
c = d[n] ac = bd[n] d

O a = b[n| = a” = b’[n] n|a<s a=0[n] a = a + kn|n]
® L’ensemble Z/nZ : Z/nZ = {0,1,...,(n—1)} avec ¥ = {a € Z/a =
r[n]},Vr € [0,bn — 1] OnadoncZ=0U1U...U (n —1)

PGCD et PPCM I




PGCD

PPCM

® Le plus grand commun diviseur de a et

b est le plus grand diviseur commun stric-

® Le plus petit commun multiple de a et b

est le plus petit multiple commun stricte-

tement positif de a et b (a A b)

ment positif de a et b (a V b)

eaNnl=1 eaAa=|al eaVl=|a| eaVa=|al
eaANb=bAa eaAb=|a|A|b| eaVb=bVa eaVb=]|a|V|b|
eaN(bAhc)=(aNnb)Ac eaV (bVve)=(aVvbdb)Ve

e abAac=|a|(bAc) e abVac=|a|(bVc)

aNb/actanb/b
a/beta/c = a/bAc
a/b<= aANb=|a|

aANb=d= (Ja,06 € Z)d = aa + 3b

ea/aVbetb/aVvb
®a/cetb/c = aVb/c

ea/bs aVhb=|b

e (aVvb)(anb)=|ab] eaAb/aVDb

Algorithme d’Euclide : Sia =bg +r = a Ab = b A r ainsi a A b est le dernier

reste non nul dans les divisions euclidiennes successives.

les nombres premiers entre eux'

Définition On dit que a et b sont premiers entre eur sia A b = 1.
aANb =1 & (3(u,v) €Z*) : au + bv = 1.
Théoreme de Bezout a = ad
aAb=d<& Ia,B) €Z*:{ b= pd
aNG=1
Et ces conséquences aNc=1 e aAbe=1; anb=1< anb® =1
aNb=1
Théoreme de Gauss a | be =alec
aNb=1
. alc
Et ces conséquences ab = ac[n]
b|c = ab | c; = b = c[n]
aAn=1
aNb=1

(E):ax+by =c

e (E) admet des solutions <> a A b | c.

kb

= { (o~ np) e
- o a/\b,y0 aANb

avec (xg, Yo) est une solution particuliere.

* S
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Les nombres premiers'

Définition : ® p est un nombre premier < D, = {—1,1, —p, p}
e Le plus petit diviseur positif de a différent de 1 est un
nombre premier
e [’ensemble des nombres premiers P est infini.
Propriétés : @ a n'est pas premier = (Ip €EP), p | a et p* < a.

@ (Vp,q €P): (Ip| #lal & pAqg=1)

el eP
9{p =pla 9{p =pAa=1
p|a” pfa
ceP,kecZ
@{p ’ S pAk=1
1 < |k| < |pl
pelP
pelP
(6] =p|laoup|b Q] p|lab =p|b
p|ab

pfa

epP y
© g = Ji € [1L,n]; p|a;
p|aas...a,

Vi € Hlan]];pi cP

©(pecP = T € [1,n]; [p| = |pi
pP|Ppip2...Pn
Aore . eP
Théoreme de Fermat : { p L g 1[p] < p € P; a” = a|p]
aANp=1

Pour vérifier qu'un entier

a > 2 est premier ou non :

On détermine tous les nombres premiers p tels que p? < a
e Si I'un de ces nombres divise a alors a est non premier.

e Sinon, a est premier.

Systeme de numération'

une base d’un systeme de numération est le cardinal de I’ensemble des nombres utilisés

pour représenter les nombres entiers naturels. Exemples :

O La base du systeme de numération décimale est 10 et ’ensemble des nombres utilisés

est {0,1,2,...,9}




® La base du systeme de numération binaire est 2 et I’ensemble des nombres utilisés est
{0,1}.
= a,b"+a, 1™ +---+abtag =a,0,_1- aiag(b), avec 0 < a; < b—1

® Criteres de divisibilités :

. (
Six = ana, 1 aiag? alors :

x = 0[2] & ap = 0[2]

x = 0[3] <) a; =0[3]

x = 0[4] @za_l—ao = 0[4]

x = 0[5] < ag=0o0uay=25

x = 0[7] |apa,_1---a1 + 5.a9 = 0]7]
x = 0[9] &) a; =0[9]
r=0[11]| < zn:(—l)iai = 0[11]
r=0[25]| < r;o e {0,25,50,75}

La décomposition en facteurs premiers'

e Chaque nombre a € Z*\{—1, 1} s’écrit d'une facon unique de la forme a = €.p{*p5?. .. p;
telle que pq, P2y - - ., Pn sont des nombres premiers positives différents deux a deux et

a1, g, . . ., Oy, des nombres entiers naturels non nuls et € = £1. Cette écriture s’appelle

la Décomposition de a en facteurs premiers.

® Le nombre de diviseurs de aest x = (1 4+ 1) (1 + az) ... (1 + ay)

n n
e Soient a = eriai et b= erf", alors :
i=1 i=1

k k
aAb— Hp;nf(aiﬂi), aVvhb— Hp:up(ai,ﬁi).

=1 1=
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Prof : Aissa HIYAB Série 6 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : 2BSMF Arithmétique dans Z Matiére : mathématique

Exercice 1 :

n=13[19]
On considére le systeme (5): tel que neN

n= 6[12]
1) a) Montrer que 3(u;v)eZ’ 19u+12v=1
b) Vérifier que N =6x19u+13x12v est une solution de (S)
n=mn, [19]

2) a) Soit S I’ensemble de solution de systeme (S) et n, € S. Montrer que neS <:>{ [12]
n=mn,

n=mn,[19]

=n,|[12x19
nEn()[12]<:>n n()[ X ]

b) Montrer que {

3) a) Déterminer un couple (u;v) solution de ’équation 19u+12v=1 et calculer N

b) Déterminer S (On pourra utiliser la question 2) b))
1) Déterminer = et y tel que x?()‘m :yﬁs(f))
2) Soit ¢ un entier naturel premier. Déterminer dans le systéme de numérotation décimal les deux entiers
naturels qui s’écrivent dans le systéme de numérotation de base 5 sous la forme a010as)
3) Montrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoréme de Bezout.
Exercice 3 :
Soit p un entier premier tel que p>3. On pose 4, = {1;2;3;4....;;0—1} et a soit un élément de A

2

1) a) Vérifier que "~ est une solution de ’équation az = 1[ p] dans Z

b) Soit r le reste de la division euclidienne de o sur p
Montrer que r est la solution de I’équation az = 1[ p] dans A
2) Résoudre dans A,, les équations 2z=1[29] et 32=1[29]
3) a) Montrer que zy=0[p]< z=0[p]ou y=0[p]
b) Résoudre dans Z 1’équation 6z” —52+1=0[29]

Exercice 4 :

On considére la suite (u,),., définie par u, =2"+3" +6" -1
1) Montrer que pour tout neN", u  est un nombre pair.
2) Calculer u,, u,, u, , u;, et u,
3) Montrer que si n est pair alors u, = 0[4]
4) On pose F'={pelP/3neN" p divise u,}
Déterminer si les nombres 2, 3, 5 et 7 appartient a F
5) Soit peIP tel que p>3
a) Montrer que 6x2"7 =3[p] et 6x3"7 =2[p]
b) En déduire que 6xu,_, =0[p]

c) A-t-on peF ?
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Exercice 5 :

1) On considére dans Z° I’équation (F): 11z—9y=2
a) Montrer que I’équation (F) admet au moins une solution.
b) Résoudre dans Z’ I’équation (F)

c¢) En déduire que ’ensemble de solution du systéme {i i :;ﬁ]ﬂ

2) Soit N un entier naturel tel que N =102009y dans le systéme de numérotation décimal.

Déterminer tous les couples (x,y) de N’ tel que N = 0[99]

Exercice 6 :
1) On considére dans Z° 1’équation (E): 20b—9c =2
a) Montrer que si (bo,c{)) est une solution de (F)alors c, est un multiple de 2

b) Déterminer les valeurs possibles du nombre d = |by| A |c|
2) Résoudre dans Z’ ’équation (E)

3) Déterminer les couples (b,c)des solutions de (E) tel que bac=2

4) On pose P = cabe et P =bbaaw
Montrer que a+5 est un multiple de 4 et déduire les valeurs de a, b et c
5) Donner ’écriture de P dans le systéme de numérotation décimal.
Exercice 7 :
1) Soit (z,y)eZ’ tel que zAy=1. On pose z=z"+y’
2) Soit a € Z . Montrer que :
a) a est pair < a'=0[16] ; b) a est impair < a’=1[16]
3) En déduire que z=1[16] ou z=2[16]
3) Soit p un nombre premier divise z et p>2
a) Montrer que z A p=1
b) En déduire que 3keZ, kr=1[p]
¢) En déduire que 3geZ, ¢ +1=0[p]
Exercice 8 :
Soit a et bdes entiers naturels tel que a>b
1) Montrer que a’ —a=0[10]
2) Montrer que o’ —b” =0[10]= o’ —b* =0[20]
3) Déterminer a et b tel que o’ —b” =720
Exercice 9 :
Soit meN" et (a,b,c)eZ’ tel que ab=1[m]
1) Montrer que (Vx € Z) ax = c[m] © x = bc[m]
2) a) Vérifier que (1 — m)(1 + m) = 1[m?]
b) Résoudre I’équation x € Z, (m — 1)x = m + 1[m?]
c) En déduire les solutions dans Z’de ’équation (E ): (m-Dz+m’y=m+1

3) Soit keZ. Montrer que (km* — (2m+ D)A(k(1—-m)+2)=m+ 1) A(k+1)

4) On suppose que m+1 est un nombre premier. Déterminer les solutions (:E,y)de (E ) tel que zAy =1

est S={8+99a/aecl}
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FExercice 10 ;

1) Déterminer suivant les puissances n € [, le reste de la division euclidienne de 2" par 5.
2) Quel est le reste de la division euclidienne par 5 de 135778
3) Calculer le PGCD de 2*° +7 et 15.

4) Montrer que 13/3™° +5"%° —4,

5)Soient n,m,k e N \{l}. Montrer que : n= 0[m| <= b" El[b’" —1].
6) Soit me N. Montrerque: 5" = —1[13] <n 52[4].

7)Soit ne N. Montrer que: 13/5" +5" < 4/n-2.

Exercice 11 :

1) Soient a,b,q,1r e 7" . Montrer que : a=bg+r=>anb=bnr.
2) Soit neZ. Calculer (151° +8n+6) A (301" +21n+13).
3) Déterminer les valeurs de x € ZZ pour les quelles les entiers 9x+4 et 2x—1 soient premier

entre eux .

xnany=18
4) Résoudre d Sl té :
)Résoudre dans [N~ le systéme xvy =540

5)Résoudre dans [N° I'équation (xwv y) +11(xA y) =203,

Exercice 12 :

-y
Soient a,m,nelN avec @22 et n=m.On note par I le reste de la division euclidienne de n par m.

1) Montrer que : a” Ea"[am —1].

2) En déduire que : (ﬂ'ﬂ —l)h(ﬂm —1) - (ﬁ'm —l)h(ﬂ'r —1), puis que
(a_i'i' _l}ﬂ(”m _l):aﬂ.ﬂ.m _l

3)Soient p,q € N*. On pose flffp =2F —1. (Nombres de Mersenne)
a)Montrer que : MF *'{MM :

b) Montrer que : fl"fF premier = p premier . Le nombre M|, est-il premier ?

4) Montrer que si a" —1 est premier, alors @ =2 et n premier.

Fxercice 13 :

Soit p €[N un nombre premier .

1) Soit ke N avec 1<k < p. Montrer que : p/C}
2) Montrer que : Vaell ; (a+1)” Ea‘”+l[p].
3) En déduire : VaelN ; a” Ea[p].

4) Soit a €/, . Montrer que si p ne divise pas a alors a*? El[p] . (Petit théoréme de Fermat)

Exercice 14 :

1) Soit ne 7 \{=L1}. Montrerque : n° =n [3{]] :

2) En déduire que : ¥(a,b,c)eZ ; 30/a’ +b’ +¢’ < 30/a+b+c.
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Exercice 15 :

Soit p,q €N deux nombres premiers distincts.
1) @) Montrer que p** +¢*~ =1 pq].
b) En déduire que I'équation d’'inconnue (x,y) e 7" : (pg_l + qf"—l)x+ pqy = 1[pg] n’'a pas de

solutions dans #.7.

2) a)Soit a €% .0n suppose que p et g ne divisent pas a. Montrer que q® el

b) En déduire que 27%% _1 est divisible par 2" +7.

El[pq].

Exercice 16 :

Soient (n,m)eN"™. On pose N=?.‘H?(HTM —ngs]. Montrer que N est divisible par 1995.

Execrcice 17 :
1) Soient ne N et a € #.. Montrer que : a 51[2”]. a 51[5"] =a 51[10”].
2) Soit b=(9212)*. Montrer que pour tout ne N: b" El[lﬂ”] :

3)Pourtout nelN, on pose : b, =b" —1.

a)Montrer que pour tout neN: b, =(b, +1y —1.

b) En déduire que tout ne N: b, =b’ +5b; +10b; +10b; +5b,
4) a)Montrer que si 5™ divise b, alors 5™ divise b; .

b) Montrer que pourtout nelN: b = U[S’”l].

4) a)Montrer que : (9217) =1[625] et (9217)* =1[10000].
b) Résoudre dans N I'équation : x* =9219[10000].

Exercice 18
On considére dans 7° I'équation (E) : 36x—25y=5.
1) Montrer que si (x, y) est solution de I'équation (E) alors x est un multiple de 5.

2) Déterminer une solution particuliére de (E) puis résoudre (E).
3) Soit (x,y) une solution de I'équation (E).On pose d =x A y.
a) Déterminer les valeurs possibles pour d .

b) Déterminer les solutions (x,y) de (E) tel que xAy=1.

Fxercice 19 :

On considére dans [N I"équation (E) : x’(x+y) =1 (x—y)".

1) Soit (x, ) une solution de I'équation (E).Onpose d=xAy, x=ad et y=bd
a) Vérifier que: db’(a—b)’ =(a+b)a .

b) Déduire que : b=1.

¢)Montrer que: a #1 et a—1 divise a+1.

d)En déduire que: a =2 ou a =3.

2) Résoudre dans N |"équation (E).
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Exercice 1
1) a) Montrer que 6" =1[55]

qurecrion
=

b) Montrer que ’équation (E): 65z—40y =1 n’admet pas de solution dans Z°
2) On considére dans Z° 1’équation (E'): 17z—40y=1
a) Montrer que I’équation (F') admet au moins une solution.
b) Montrer que ’ensemble de solution de (E') est S = {(33+40k ; 14+17k‘)/k: € Z}
c¢) En déduire qu’il existe un unique entier naturel z, tel que z, <40 et 17z, = 1[40]
z' =y[41]

=y* =z[41
o= fa] z[41]

d) Soit z € N. Montrer que {

A—>A
3) On considére ’ensemble A = {n eN/n< 40} et 'application J tel que g(z)est le reste de
T

la division euclidienne de z'" sur 41
a) Montrer que (Vze A") " =1[41]
b) Montrer que ‘v’(x;y) ed’ g(@)=gly)=>z=y
¢) En déduire que g est une bijection.

Exercice 2
On consideére la suite (u,) définie par v, =1 et v, =10u, +21

1) Calculer u,, u, et u,
2) a) Montrer par récurrence que (VneN) 3u =10""-7
b) En déduire I’écriture de u, dans le systéme de numérotation décimal.
3) Montrer que u, est un nombre premier.
4) Montrer que pour tout n€N, wu n’est pas divisible ni par 2, ni par 3 et ni par 5.
5) a) Montrer que (VneN) 3u, =4—(-1)"[11]
b) En déduire que pour tout n€ N, u n’est pas divisible par 11
6) a) Montrer que 10° =1[17]
b) En déduire que pour tout kN, 17 divise

Exercice 3
1) Soit n un entier naturel tel que n > 1
a) Montrer que (VpeN) n*’ —1=0[n+1]

b) En déduire que (Vp € N) n2p+1+150[n+1]
2) On pose AzM(n)
Montrer que AEO[n+1]<:>(y+t—:z:—z:0 ou y+t—z—z=n+1 ou y+t—x—z:—(n+1))
3) Trouver y et z pour que 2yz5., soit divisible par 7

4) En utilisant le Théoréme de Fermat montrer que VneN, 10" +3=0[7]
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Structures
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Soit E un ensemble.

Loi de composition interne I

e On appelle Loi de composition interne toute application f de ExE dans E.
e f(x,y) s’appelle le composé de x et y noté par x Ty, x L youx*xy...etsi E est
muni d'une Loi de composition interne * on note (E, ).

e Les matrices carrées

a b

Mz(R):{\C d>§(aabacad)€R4}
(a b c

M3(R): d e f ;(a’bvcadaeafagahvi)ERg
\g h i

(@]

a b a b at+a b+0d
d i c d B c+c d+d

a b a b B aa’ + bc’ ab’ + bd’
c d c d ca' + dc’ cb + dd’

e Partie stable : Soit H une partie de E. H est une partie stable pour * si pour tous

et de méme pour M3(R).

retyde Hona:xzxy € H.

e Associativité : (xxy) *xz =x * (y * 2),Ve,y,z € E.

e Commutativité : x xy =y xx,V,y € E.

e [.’élément neutre : x xe =e*xx = x,Vxr € E.

e Le symétrique d’un élément : on suppose que * possede un élément neutre e
dans E. On dit que  de E a un symétrique dans (E, ) ssi il existe ' de E tel que
rxx' =x' xx =e.

e Un élt. simplifiable : on dit que a est régulier dans (E, *) ssi V(z,y) € E? :
{w*a:y*aéaz:y

a*w:a*yim:y.
e Un élt. absorbant : on dit que a est absorbant dans (E, ) ssiVx € E: xxa = e

et axx = e.
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Soient (E, *) et (F,T).

e Morphisme ou Homomorphisme : Toute application f : E — F' telle que :
f(z *y) = f(=)Tf(y) pour tout (z,y) de E?

< Si f est un morphisme alors f transmit les propriétés de * dans E a T dans f(FE).

< Si de plus f est surjectif alors f(E) = F. Donc f transmit les propriétés de * dans

E aT dans F'.

Soit G un ensemble non vide.
e Groupe : Soit (G, *). On dit que (G, *) est un groupe si :|
O La loi * est associative.

M La loi * admet un élément neutre dans G.

® Tout élément de G a un symétrique dans (G, *).
Si de plus * est commutative, on dit que (G, *) est un groupe commutatif (ou abélien).
e Sous Groupe : Soient (G, *) un groupe et H une partie non vide de G. On dit que
(H, *) est un sous-groupe de (G, *) si (H, *) est un groupe.

~

H+#AODet HCG
(H, *) est un sous-groupe de (G, *) <> < H est stable par *
H est stable par passage au symétrique

H+#AODet HCG
x*xy € HV(x,y) € H?
' € HNVx € H
H+#AODet HCG
xxy € HV(z,y) € H?

N 7

Ve

)
©®© o000 ©0 ©

0
—

e Morphismes de groupes :

Soient (G, *) et (K,T) deux groupes et f est un morphisme de (G, %) dans (K, T).
@ Si e est 1'élt neutre de (G, *) alors f(e) = € est I'élt neutre de (K, T).
O (f(G),T) est groupe.
® Si de plus (G, ) est un groupe abélien alors (f(G),T') est groupe abélien.
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Anneau

Soit A un ensemble non vide muni de deux LCI % et T'.
@ (A, x) est une groupe abélien.

® (A,*,T) est un anneau ssi ¢ @ T est associative dans A.

® T est distributive sur *
< Si de plus T possede un élément neutre alors (A, %, T') est dite Anneau Unitaire.

< Si de plus T est commutative alors (A, *,T') est un anneau commutative
e On dit que € A\ {04} est un diviseur de zéro dans 'anneau A si il existe y €
A\ {04} tel que: Ty =04 ou yTax = 04.

e Un anneau (A, *,T) n’admet aucun diviseur de zéro veut dire que :
(V(z,y) e? A): 2Ty=04 < =04 ouy = 04.

e On dit qu’un anneau (A, *, T") est integre s’il n’est pas réduit a zéro et n’admet aucun
diviseur de zéro.

® Si x est inversible dans (A, T'), alors  n’est pas un diviseur de zéro dans 'anneau
(A, *,T).

e On appelle corps tout anneau unitaire (K, *, T') non réduit a zéro tel que tout élément
autre que zéro est inversible pour la loi 7'

Un corps est dit commutatif si la deuxieme loi est commutative.

O (K, =*) est un groupe commutatif.
® (K,*,T) est un corps ssi § @ (K\ {Ox},T) est un groupe.

® La loi T est distributive par rapport a la loi *
e Si (K, *,T) est un corps alors :

< Tout élément de K\ {0k} est régulier pour T.

— (K, *,T) est un anneau integre.

< Pour tous (a,b) € K\{Ox}K,ona:aTx =b < x =adTb et xTa =
b x=0bTd.
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a4 ‘Loi de composition externe - Espace vectoriel. N

Soient K un corps et £ un ensemble.

Toute application de KxE dans E s’appelle une loi de composition externe (L.C.E) de K sur E.
Si A€ Ketx € FE, on note en général I'image de (A, x) par A -z ou Az.

Remarque

Dans de nombreux cas on prend K =R ou K = C.

Dans la suite on prend K = R.

Un espace vector ' ~“2l ( ou R-espace vectoriel ) e st un triplet (E,+,-) dans le quel E est un ensemble
non vide muni :

(1) d’une LCI notée "+', telle que (£, +) est groupe commutatif d’élément neutre Op.
(2) d’une L.C.E de R sur E appelé produit externe ou le produit par un scalaire notée "-"
propriétés suivantes : (V(\, p) € R?)(V(z,y) € E?)

(@) A +p)-z=X-x+p-x.

b) Ae(z+y)=X-z+ Xy

(c) (Ap)-z=X-(pu-x)

(d) 1-2=u.

Notation

et possedent les

Les éléments d'un espace vectoriel sont appelés des vecteurs. En absence d’informations sur la nature de
ces éléments, on les note par B ( 7, 7, ...). Avec cette notation la définition précédante devient :

Un espace vectoriel réel ( ou R-espace vectoriel ) e st un triplet (E,+,-) dans le quel E est un ensemble
non vide muni :

(1) d’une LCI notée "+", telle que (£, +) est groupe commutatif d’élément neutre @

non

(2) d’une L.C.E de R sur E appelé produit externe ou le produit par un scalaire notée
propriétés suivantes : (V(\, u) € R)(V(Z, ) € E?)

(&) A+p) - Z=\A-2 +p-7.

et possedent les

1) Tout vecteur de F est un élément régulier (simplifiable) dans (F,+).
2) Pour tout @ € E, oma:0-7 =0.
- =
3) Pour tout A€ R,ona:A- 0 = 0.
)

4) Pour tout (A, Z) € RxE, on a : ANT=0oA=0ou7?=0.
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(proposition )

Soit (E,+,-) un R-e.v. Alors :
(1) Pour tout (\, @) € RxE,ona: (=A)-Z =X-(=2)=—-(\-7).

(2) Pour tout (7, 7) € E?, équation @ + ¥ = U admet une unique solution qu’est
r=U+(-U)=7 1.

(3) Pour tout (A, p), (', ) € R*E?, on a

\_ A (T —F)=AT AT et C—p)-T=A7—pu-7.

a Sous-Fispace vectoriel.

Définition

Soit (E,+,) un R-e.v. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si :
(1) F#@et F CE.
) F est stable par 'addition.

(2
(3) F est stable par le produit externe.
(4) (F,+,-) un R-e.v.

Exemples

(1) { f et B sont des sous-espaces de E. { f } est appelé le sous-espace nul de F.
(2)Si W € E\{ 0} alors R% = {\- W /) € R} est un sous-espace vectoriel de E, appelé la droite

vectorielle dirigé par

Proposition

Soient (E,+,-) un R-e.v. et F' une partie de £. On a :

. F+#o
\ (F est un sous-espace vectoriel de E) < {(‘v’()\,,u) ER)V(T, T)EE?) : \-T+u-TEF J

a ‘Familles libres ou génératrices - Bases, )

Combinaisons linéaires.

Soient 77, 74, ..., Iy, n vecteurs d’un R-e.v. (E,+,-) avec n € N*.
on appelle combinaison linéaire des vecteurs 371), 37}2, - z (ou combinaison linéaire de la famille
(x_{, T3, ., x_>n) tout vecteur de la forme :

i=n
SN T =M T e F AT, avee Ay, A ER

Les réels \q, ..., \, sont appelés les coefficients de cette combinaison linéaire.

N J
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Gamilles libres - Familles liées. \

Soient 77, 74, ..., Ty, n vecteurs d’un R-e.v. (E,+,-) avec n € N*.
(1) On dit que la famille (77,73, ..., ;) est libre de E si pour tous (A, ..., \,) € R" on a :

Dans ce cas, on dit que les vecteurs a:_>1, 1_'5, o Z, sont linéairement indépendants.

(2) Toute famille, qui n’est pas libre, est dite une famille liée.

Autrement, il existe une combinaison linéaire de cette famille de coefficients non tous nuls qui vaut 0 .

Dans ce cas, on dit que les vecteurs e x_2>, ..., T, sont linéairement dépendants.

Proposition

Soit £ un R-e.v.
(1) La famille (7) est libre si et seulement si 7 # T.
(2) Les éléments d’une famille libre sont deux a deux ditincts.
(3) Toute sous famille d'une famille libre est libre.

(4
(

5

Toute famille contenant une sous famille liée est liée.

) Une famille est liée si et seulement si I'un de ces vecteurs s’écrit comme combinaison linéaire des autres
vecteurs.

Familles généreatrices.

Soient 77, 74, ..., T, n vecteurs d’un R-e.v. (E,+,-) avec n € N*.

(1) On dit que (') est engendré par la famille (Z7, Z3, ..., ;) s'il peut s’écrire comme combinaison linéaire
de cette famille.

(2) On dit que la famille (Z7, 3, ..., 7,) est génératrice si :
(VT € )3\, M) €ERY) = T =N\

Dans ca cas, on dit que cette famille engendre F.

Bases.

Soient 71,73, ..., ;. n vecteurs d'un R-e.v. (E, +,-) avec n € N*.
La famille (x_>1, 75, .., ac_g) est dite base de E s’elle est libre et génératrice. i.e

(VZ € EY3( A1, ... \) €RY) ?:ixi.fz.

Dans ce cas, on note cette famille 4 et on écrit # = (x_>1, x_%, ey x_>n)

A1, ...y A s’appellent les composantes (ou coordonnées) de 7 dans la base 2 et on note 7()\1, ey An) -

Remarque

Si un R-espace vectoriel admet une base # , alors cette base n’est pas unique (24 est aussi une base).

N /
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Soient R-e.v. (E,+,-) et # = (aﬁ),x—%, ,x_>n) avec n € N* une base de E.
(1) Si Z (A1, M)z €6 U (s ., fin) 2 €t o € R, alors

7+7()\1+M1,,>\n+un)g et a-?(a)\l,...,a)\n)@.

(2) Toutes les bases de E ont le méme cardinal qu’on appelle la dimension de F noté dimFE et on écrit
dimFE = n.

Soit R-e.v. (E,+,-) et Z une base de E.

(1) SidimE=2et B=(7,7):

Soit B = (U (a,b), U (d',1')5). Alors on a

/
A’ est une base de E < .4’ est génératrice de £ < % est libre de E < Z Z, # 0.
%
(2) SidimE=3ct B= (7,7, k):
Soit B = (U (a,b,¢)z, V(' ,) g, W (", V', ¢")z). Alors on a :
a a/ a//
A est une base de E < . %' est génératrice de £ < % est librede E < | b b b | #0.
c C/ c//

(Bropesition )

N J
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Prof : Aissa HIYAB Série 7 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : 2BSMF Structures algébriques | Matiére : mathématique

EXERCICE 1
-On muni I’ensemble | =[1;4oc[ delaL.C.I L définie par :

pourtoutaetbde I aib:(\/a+\/6—l)2

1- Montrer que _L est une loi de composition interne dans |
2- Montrer que la loi L est commutative et associative.

3- Montrer que (I,_L) admet un élément neutre que I’on déterminera.

4- Déterminer les éléments qui sont symétrisables dans (I, L)
EXERCICE 2
- On munit R de la loi de composition interne * définie par :

V(X,y)eRxR x*y=xy—2(x+y)+6

1-Montrer que la loi * est commutative et associative dans R

2- Montrer que la loi *admet dans IR un élément neutre € que I’on déterminera.

3- Déterminer les éléments de IR qui admettent un symétrique pour la loi *

4- Montrer que le sous-ensemble | =]2,+oo| est stable dans (IR, *)
5- On munit le sous-ensemble | de laloi T induite de la loi* .

Déterminer I’élément neutre dans (I,T) '
EXERCICE 3
- On munitR de la loi de composition interne A définie par : XAy =X+Yy —2

1- Montrer que la loi A est commutative, associative et admet un élément neutre que I’on déterminera.
2- Montrer que tout élément X de R admet un symétrique X' dans (R,A)que I’on déterminera.

3- Résoudre dansIR I’éguation : 2AX =1
EXERCICE 4
- On munit R de la loi de composition interne * définie par :

(V(xy)eR?)  xxy=x+y—e”+1

1-a) Montrer que la loi * est commutative dans R
b) Montrer que la loi * admet un élément neutre que I'on déterminera.

2- Sachant que I’équation : 34+ x —e** =0 admet dans R deux solutions distinctescv et (3 .

Montrer que la loi * n'est pas associative dans R




EXERCICE 5

- On munit I’ensemble R de la loi de composition interne * définie par :

(V(x,y)eRz) D X*Y=X+Y—3Xy

1) a-Vérifier que (v(x,y)eRz) ; (1-3x)(1-3y)=1-3(x*y)

1 .
b-Montrer que | R\ 5 ,* | est un groupe commutatif.

2) Montrer que I’application ¢ qui a tout nombre réel X associe le nombre réel  @(X) =1—3X estun

isomorphisme de (R \ {E},*j sur (R*,x)
3

EXERCICE 6

- Soit (./\/lz(R),X) I'ensemble des matrices carrees d'ordre 2 munit de la loi produit des matrices. Soit

Xy
F I’ensemble des matrices M(X,y) de M, (R) telles que : M(X,y) = 0 L ou (x,y)eR xR
X

1) a— Montrer que F est une partie stable de (MZ(R),X) :

b - Montrer que (F,x) est un groupe non commutatif.
2) Soit G I’ensemble des matrices M(X,0) de F oi x e R™ .
Montrer que G est un sous-groupe de (F,X) .

3) Soit E=R"xR .
On muni I’ensemble E de la loi de composition interne _L définie par :
V(x,y)eE ; V(ab)eE (x,y)i(a,b):(xa,xb+xj
a

- .0 (Fx) — (E1)
Et on considére I’application
PP M(x,y) =  o(M(x,y))=(xy)
a—Calculer (1,1)1(2,3)et(2,3)L(1,1).
b — Montrer que ¢ est un isomorphisme de (F,x) sur (E,_L)

¢ — En déduire la structure de (E, 1)
EXERCICE 7

- On munit I’ensemble | = ]0,+oo[ de la loi de composition interne * definie par :

(V(a, b) el x| ) axb= eln(a)-ln(b)
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1) Montrer que la loi *est commutative et associative dans | .

2) Montrer que la loi* admet un élément neutree que I’on déterminera.

3) a-Montrer que(l \ {1}, *) est un groupe commutatif.
(1\{1} désigne I’ensemble | privé de 1),

b-Montrer que]l, +oo[ est un sous-groupe de(l \ {1} : *) :
EXERCICE 8

1 0 O
On considére I’ensemble E=4M (x)=| x 1 0|/ xeR
x> 2x 1

1-a) Montrer que E est une partie stable de(M3 (]R),x)
b) Montrer que I’application ¢ quiatout nombre réel X associe la matrice M (X) est un isomorphisme
de(R,+) sur (E,x) .
c) En déduire que( E,x) est un groupe commutatif.

d) Pour X un réel, déterminer M _1(X) I’inverse de la matrice M (X) dans (E,x)
e) Résoudre dans I’ensemble E I"équation A°X =B ol A=M(2) et B=M(12) et A°=Ax.xA
%/_/

5 fois

2-Montrer que I’ensemble F = {M (In (X)) | xe Ri} est sous-groupe de ( E, x)
EXERCICE 9

- Pour tout X et y de I’intervalle | =10, on pose: x*y= Xy
o xy+(1-x)(1-y)

1-a)Montrer que * est une loi de composition interne dans |
b) Montrer que la loi * est commutative et associative.

¢) Montrer que (I,*) admet un élément neutre que I’on déterminera.

2- Montrer que (I,*) est un groupe commutatif.

3- On considére les deux ensembles H = {2” [ ne Z} et K= {1 12n [ ne Z}
+

a)Montrer que H est un sous-groupe de (R:,x)
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b) On considére I’application: ¢ - H — |
1
X——
1+ X
Montrer que ¢ est un homomorphisme de (H ,x) dans (1,%)

¢)En déduire que K est un sous-groupe de (1,%)
EXERCICE 10

Pour tout a et b de I'intervalle | = [1,+o0[ , onpose: ax*b= Jath? —a?—b?+2

1) Vérifier que V(X ) e R® ; Xy =X’ —y*+2=(X*-D(y* -1 +1
2) Montrer que * est une loi de composition interne dans |

3) On rappelle que (IR™,x) est un groupe commutatif et on considére I’application :

¢: R >
XA X+1
a - Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R™",x) vers (I ,*)

b - En déduire la structure de (I,*)

Cc - Montrer que I’ensemble I" = {\/1+ 2™ Ime Z} est un sous-groupe de (I ,*)
EXERCICE 11

- Soit (M, (R),x) I’ensemble des matrices carrées d’ordre 2.
. X 2(x-1) .
On considere I’ensemble E=<M(X) = 0 . I xeR
1) Montrer que E est une partie stable de (MZ(R),x)

¢o: R">E

2) On considére I’application
X M (X)

a— Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R",x) vers (E,x).
b — En déduire la structure de (E,x) .

2n 2n+1 _ 2
c- Montrer que I’ensemble H = {( 0 L j Ine Z} est un sous groupe de (E, %)
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EXERCICE 12 : Extrait du bac

On note par M, (R} I’ensemble des matrices carrées d’ordre deux.

1 0
On rappelle que (AIZ(R),+,><) est un anneau non commutatif unitaire d’unité 7 = [0 l]

E ]
et que (]R ,X) est un groupe commutatif.

On considere le sous-ensemble E de M, [:]R) défini par : E =

I «x "
/ x€R et yeR" .
0o v

1- a) Montrer que E est une partie stable de (M'z(]]%),x)

b) Montrer que la multiplication n’est pas commutative dans E

—x

|
_<

1
1 x

0 v

c) Veérifier que : (VXER](V}’ER*) ; [ X

0

‘«:Iv—-‘«:|

1
2- Montrer que (E,x] est un groupe non commutatif.

1 -1
3- On considére le sous-ensemble 7 de E définipar: F = {!&I(J;):[O : ] /IER*’
x

a) Montrer que 1’application ¢ définie par : ‘;’xER*} ; -p(x) =M (x) estun

homomorphisme de (]R*,x) vers (Ex) .

b) En déduire que (F X) est un groupe commutatif dont on précisera 1’élément neutre.

EXERCICE13 On rappelle que(Z, +, ><) est un anneau commutatif, unitaire et integre.

1- On munit Z de la loi de composition interne * définie par : (‘V’(X, y) € ZZ) ;o XkYy=X+Yy—-2
a) Montrer que la loi * est commutative et associative.

b) Montrer que (Z*) admet un élément neutre que I’on déterminera.

¢) En déduire que(Z, *) est un groupe commutatif.

2- On munit Z de la loi de composition interne T définie par :
(v(x, y)e Zz) ; XTy=Xy—2X—2y+6
et on considere I"application f deZ dans Z définie par: (VXeZ) ; f(X)=x+2
a) Montrer que I’application f est un isomorphisme de(Z,x) dans (Z,T)
b) Montrer que : (V(X, y,Z)e Z3) ; (x*y)Tz=(XTz)*(yTz)
3- En déduire de tout ce qui précéde que(Z,*,T) est un anneau commutatif et unitaire.

4-3) Montrer que : XTy =2 siestseulementsi (X=2ouy=2)
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b) En déduire que I’anneau (Z,*, T) est intégre.

c) (Z, *,T) est-il un corps ? (justifier votre réponse)

EXERCICE14 On rappelle que (M2 (R),+,x ) est un anneau unitaire dont I’élément unité est

10 a b
| = et soit V I’ensemble des matrices M, .\ = ou (a,b) e IR? .
0 1 (a.b) a

4b

1-a-Montrer que V est stable dans (M, (R) ,x )

b — Montrer que ( V,+,x ) est un anneau commutatif et unitaire.

S

b-Est-ce que I’anneau ( V,+,x ) est un corps ?

2-a- Calculer M( x M

a b
3-Soit X une matrice de V telle que : X:[4b aj avec (a,b)elR? .

a— Montrer que X? —2aX +(a® —4b?)I=0 ot O est la matrice nulle.

b — On suppose que 42 _4p2 » o - Montrer que X admet une matrice inverse qu’on déterminera.

EXERCICE15On rappelle que((C, +,><) est un corps commutatif et que (M 5 (R) : +,><)est un anneau

unitalre de zero - O O etd’unite | = O 1 .

a a-b

Pour tout aetb de R ,on pose : M (a,b)z( b
a+

]et on considere I’ensemble :

E={M(ab)/(ab)eR?|
1-Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M 2 (R),+)

11
2- Calculer J? = J x J sachant que J = [0 1] , puis en déduire que E n’est pas stable dans

(Mz(R)'X)

3-On définit sur M, (R ) la loi de composition interne  par :

1 -1
AxB=AxNxB avec N =
0 1

On considére I’application ¢ de C” vers M ’ (R) qui associe & chaque nombre complexe non nul a+ib
( a €t bétant deux nombres réels) la matrice M (a,b).
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a)Montrer que ¢ est un homomorphisme de ((C*,x) vers (M ) (R),*)

b) On pose : E” = E —{O} Montrer que : ¢(C")=E’
c)Montrer que (E*) est un groupe commutatif.

4-Montrer que : (V(A, B,C)e E3) A*(B+C)=A*B+ A*C

5-En déduire de ce qui précede que( E,-l—,*)est un corps commutatif.

10
EXERCICE16 On rappelle que (MZ(R),+,><) est un anneau unitaire dont I'unité est | :[0 1] et

que (IR, +)est un groupe commutatif.
1—x X

Pour tout nombre réel X, on pose M (X) = 2% 142
—2X X

] et on considére I'ensemble :

E= {M (X) [ xe ]R} et on munit E de la loi de composition interne T définie par:
(Y(xy)€R?) M(X)TM(y)=M (x+y+1)
1- Soit ¢ I'application de R dans E définie par: (VX€R) o(X)=M (x—1)
a)Montrer que @ est un homomorphisme de (R,Jr) Vers (E,T)
b) Montrer que (E,T) est un groupe commutatif.

2- a) Montrer que: (V(x,y)ERZ) M (X)xM (y)=M (x+y+xy)

b) En déduire que E est une partie stable de (M2 (R) ,><) et que la loi « x » est commutative dans E

c) Montrer que la loi « x » est distributive par rapport a la loi «T' » dans E.
d) Vérifier que: M (—1) est I'élément neutre dans (E,T) et que | est I’élément neutre dans(E,x) :

- —X
3- a) Vérifier que : (VX ER-— {—1}) M (X) X M [1+—X] =1

b) Montrer que (E,T,x) estun corps commutatif.

1 00

EXERCICE17 On rappelle que(Mg(R),+,x) est un anneau unitaire d’unité | ={0 1 0] etque
0 01

Xx+y 0 -2y

((C,+,><) est un corps commutatif . Pourtout(X, y) de R?on pose : M (X, y): 0 0 0 Jet

E:{M (%) ; (x,y)eRz}

1- Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M 3 (R),—i—)




2-Verifier que: (V(x y)€R?) (V(X,y’)€R?)
M (X, y)x M (X,y)=M (xx'— yy', xy’+ yx')
3-Onpose:E"=E — {M (0,0)} et on considere I’application ¢ C" — E qui au nombre complexe
Z= X1y associe lamatrice M (x, y)de E, avec (X, y) e R?
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de((C*,><> vers (E,x)
b) En déduire que(E*,X) est un groupe commutatif d’élément neutre M (1, 0) :
4- Montrer que(E, +,><) est un corps commutatif.
0 0O
5-Onpose: A=0 1 O
0 0O
a) Calculer AxM (X, y) pour M (x,y)€E

b) En déduire qu’aucun élément de E n’admet de symétrique dans (M 3 (R),x)

EXERCICE180n rappelle que(M2 (R) ,—|—,><) est un anneau unitaire non commutatif d’unité

et que ,X| est un groupe commutatif.
0 1 q group

_2y
Pour tout Xet Y réels, on pose : M (X,y): etsoit F = {I\/I (X,y)/ (x,y) S Rz}
X

1- Montrer que F est stable dans (M, (R x

2- On considére I’application ¢ de C dans F qui associe a tout nombre complexe X 41y (ou X et ysont
deux réels) la matrice M(X,y).

a) Montrer que  est un homomorphisme de((C* ,x) vers(F ,><)
b)Onpose: F" =F —{M (0,0)} . Montrer que go((C* ) =F

c) Montrer que (F* ,><> est un groupe commutatif.

3- Montrer que(F ,+,><) est un corps commultatif.
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EXERCICE: 19 Extrait du bac

On note M

3 (]R) I’ensemble des matrices d’ordre 3 a coefficients réels.

On rappelle que (Mg(R),Jr,-) est un espace vectoriel réel de dimension 9 et que (MB(R),+,X)

0 0O 1 00
est un anneau non commutatif unitaire de zéro O=|0 0 Ofetd’unité =0 1 O
0 0O 0 01

X -y -y
On considere le sous-ensemble : E={M(Xx,y,z)=|0 z 0|/ (x,y,z)eIR{3
y X—z X

Premiérepartie:

1- a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de (M3(R),+,-)

b) Déterminer une base de (E+,)

2- a) Vérifier que :

b) Montrer que (E,+,><) est un anneau commutatif

Deuxiéme partie:

On considére le sous-ensemble F de E des matrices de la forme M(x,y,0) ou (x,y)€ R’
1- Montrer que F est un sous-groupe du groupe (E+)
2- On note ¢ I’application de C* vers E définie par :
V(xy)ER® ;  @p(x+iy)=M(x,y,0)
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C* ,><) vers (E,x)
b) En déduire que (F*,x) est un groupe commutatif. (F* désigne F —{O} )
c) Montrer que (F 4 x) est un corps commutatif dont on précisera I’unité.

010
3-a) Vérifierque: (VM (x,y.0)eF) 0 0 0[xM(x,y,0)=0
0 0O

b) En déduire qu’aucun des éléments du sous-ensemble F n’admet un inverse pour la

multiplication dans M., (IR )

3!
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EXERCICE: 20 Extrait du bac

On rappelle que (C,+,x)est un corps commutatif et que (M ,(R) ,—|—,><) est un anneau

1 0
et d’unité la matrice | = 0

unitaire de zéro la matrice nulle O = [ 1

Soit * la loi de composition interne définie sur C par :
(V(xy)eR?) (V(ab)eR?) ; (x+yi)*(a+bi)=xa+(xb+a’y)
1-a) Montrer que la loi * est commutative sur C

b) Montrer que la loi * est associative sur C

c) Montrer que la loi x admet un elément neutre € que I’on déterminera.

d) Soit(x, y) e R" xR . Montrer que le nombre complexe x+yi admet le nombre

complexe

1 vy. - .
—— —=-i comme symetrique pour la loi *
X X

2-On consideére le sous-ensemble E de C définipar: E = {X—l— yilxeR, ; ye R}
a) Montrer que E est stable pour la loi * dans C
b) Montrer que ( E,*) est un groupe commutatif.
3-On considére le sous-ensemble G de E définipar: G={1+yi/yeR}

Montrer que G est un sous-groupe de(E, *)

y
X

X .
4-On considére I’ensemble F = «[M (X,y) = [0 I xeR, ; ye R}

a) Montrer que F est stable pour la loi x dans M,(R)

b) Soit® I’application de E vers F qui & tout nombre complexe X+ Yi de E fait

correspondre

XXy
la matrice M (X, y) = de F
( y) ( O ij

Montrer que  est un isomorphisme de ( E,*) vers (F,x)

c) En déduire que (F,x) est un groupe commutatif.
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EXERCICE : 21 Extrait du bac
On considere I’espace vectoriel de dimension 2 noté (V,,+,.).

1- 1- — 1=

Soit (T,T)unebasedeV2.Onpose:€l:§i+§j et e=—i—=]

Soit * la loi de composition interne définie sur V, par :

V(XY X,Y)ERY (X +y])#(XT+Y ]) =00+ W)+ + yx)]

1-a) Montrer que (El',g)est une base de V,

b)Veérifier que : a*éza ; 5*5:5 et a*gzg*aza

c) Montrer que : V( X, X",Y,Y)€R* (Xe+Ye )x(X'e+Y'e)=XX'e+YY'e,

2- a) Montrer gque la loi * est commutative.
b) Montrer que la loi * est associative.
c) Montrer que la loi * admet un élément neutre.
d) Montrer que (V,,+,*) est un anneau commutatif unitaire.

3- Soit GGV2 —{6}. Onnote: E. = {xa/ NS R}

a) Montrer que (E.,+) est un sous-groupe du groupe (V,,+)

b) Montrer que (E;,+,.)est un sous-espace vectoriel de I’espace (V,,+,.)

c) Montrer que : E. stablepour <> la famille (G*J,G)est liée

4- On suppose que : (3ueR*) © UxU=au
On considére I’application ¢ R'—E

X -

X — —Uu
o

a) Montrer que  est un isomorphisme de (R",x) vers (Ea'*)

b) En déduire que (Ea ,+,%) est un corps commutatif.

EXERCICE: 22 Extrait du bac

On rappelle que (C,+,><) est un corps commutatif et que (M2 (R),+,><)est un anneau

. ) . 0
unitaire, de zéro la matrice nulle O = [O

(M, (R),+,.) est un espace vectoriel réel.

Pour tout couple X, ERZ,OH ose M X, =
ple (x,y) p (%) v xi2y

et on considére I’ensemble  E={M (x,y)/(x y) € R*}

X —Zy]

1- Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M, (R),+)

10
et d’unité la matrice | :[O 1] et que
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2- a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel (M2 (R)Jr)

b) Onpose J =M (0,1). Montrer que (I,J) estune base de I’espace vectoriel réel

(E,+..)

3-a) Montrer que E est une partie stable de (M2 (R),x)
b) Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif.

4- Soit ¢ I’application de C” vers MZ(R) définie par :

X+Y 2yj

(V(xy)eR*~{(0,0)}) ; (P(X+iY)=M(X+y’_y):(_y X—y

a) Montrer que est un homomorphisme de (C”,x)vers (M, (R),x)
b) On pose E" = E—{O} . Montrer que : ¢(C")=E"

¢) En déduire que (E",x) est un groupe commutatif.

5- Montrer que (E,+,x) est un corps commutatif,

EXERCICE: 23 Extrait du bac
On rappelle que (M, (R),+,x)est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle

o) 00 t d’unité la matrice | Lo tque (M,(R),+,.) est

— et d’unité la matrice | = et que ,+,.] est un espace
0 0 o 1) &AM P

vectoriel réel de dimension 4.

Pour tout couple (X, y)€ R?, onpose M (x,y)= [Z)( ){] et on considére
I’ensemble E:{M (% y)/(x, y)ERZ}
1- Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M ) (R),+)
2- a) Montrer que E est un sous-espace de I’espace vectoriel (M ) (R)Jr)

b) Montrer que I’espace vectoriel réel (E, +, ) est de dimension 2
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3-a) Montrer que E est stable pour la loi "x
b) Montrer que (E,+,x) estun anneau commutatif .

4- On définit dans M, (R) la loi de composition interne T par : pour tout M (X, y) et
M (x,y’) de M, (R),

M (% y)TM (X, y)=M (X y)xM (X", y')— M (y,0)xM (y’,0)

Et soit I’ application de C” vers E qui a tout nombre complexe x4+ iy

(ou (X, y) € RZ) fait correspondre la matrice M (x, y) de E

a) Montrer que E est stable pour la loi "T"

b) Montrer que @ est un homomorphisme de (C*,x) vers (E,T)

c)Onpose: E =E—{O}.Montrer que (E*,T>est un groupe commutatif.
5- a) Montrer que la loi T est distributive par rapport a la loi « + » dans E

b) Montrer que (E,+,T) est un corps commutatif.

EXERCICE 24 Extrait du bac

0 00
On rappelle que (MS(R),+,><) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle O=|0 0 0
0 00
1 00
et d’unité la matrice | ={0 1 0| etque(C,+,x) estun corps commutatif.
0 01
10 0 a b -b
Onpose A=|1 1 0fetpourtout (ab)de R® ,M(ab)=0 0 0
111 b -a a

On considére I’ensemble E = {M (a,b)/(ab)e RZ}
1-Montrer que E est un sous-groupe du groupe (Ms(R),+)

2- On définit dans M, (R) la loi de composition interne T par :
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V(abcd)eR*  M(ab)TM(c,d)=M (ab)xAxM c,d)
Vérifier que E est stable dans (M, (R),T)
3- soit ¢ I’application de C' dans E qui a tout nombre complexe non nul a+ib
(ou (a,b)e R? ) fait correspondre la matrice M (a,b) de E
a) Vérifier que  est un homomorphisme de (C”,x) vers (E,T) et que ¢(C*)=FE’
ot E'=E\{M(0,0)}
b)En déduire que (E*,T)est un groupe commutatif dont on déterminera I’élément neutre J

4- a) Montrer que la loi de composition interne " T " est distributive par rapport a la loi de
composition interne " + "dans E

b) En déduire que (E,+,T) est un corps commutatif .

Exercice 25 Extrait du bac
On rappelle que (C,+,x) est un corps commutatif, que (MZ(R),+,-) est un espace

vectoriel réel et que (M, (R),+,x) est un anneau unitaire, non commutatif et non

integre.

10 0 -3 X -3y »
. = = = . R
Onpose : | [0 J , J (1 OJ et M(xy) [y . j pour tout (X, y)eRR* et

E={M(xy)/(xy)eR?}
1-Montrer que E est un sous espace vectoriel de (M, (R),+-) , de dimension 2
2-a) Montrer que E est stable dans (M, (R),x)
b) Montrer que (E,+x)est un anneau unitaire et commutatif.
3-Onpose E"=E\{M(0,0)} et on considére I’application ¢ de C" vers E~ définie

par :

v(xy)eR® (p(x+iy):M[x,%j

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de(C",x) sur (E",)

b) En déduire que (E*,x) est un groupe commutatif,

c) Montrer que : J* = @(31008\/§i) puis déterminer I’inverse d Ié:;l‘ii atrice Sl

J?9Y dans (E*,x)

4- Montrer que (E,+,x) est un corps commutatif.
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EXERCICEL: On rappelle que (M2 (R),+,e ) est un espace vectoriel réel.

Co_rrerﬁon
-

. ) : a b) | 2
Soit V I’ensemble des matrices M, :(4b aJ oi (a,b)e IR .

1- Montrer que V' est un sous-espace vectoriel de (M2 (R) + e ) :

10 01
2-Onpose: I = et J=
01 4 0

a) Montrer que (1, J) est une famille libre
b) Montrer que (1, J) est une famille génératrice de I’espace vectoriel (V,+,. )

c) En déduire la dimension de(V,+,. )

3 3
3- déterminer les composantes de M = [12 ?J dans la base (I ,J)

EXERCICEZ :On rappelle que(M2 (R) ,+,><) est un anneau unitaire non commutatif d’unite

10 «
| = 0 1] et que (Mz(R),—l—,.) est un espace vectoriel réel et que((C ,x) est un groupe commutatif.
X =2y
Pour tout Xet Y réels, on pose : M (X,y): y et soit F :{I\/I (X,y)/ (x,y)e RZ}
. — X
2

1- a)Montrer que F est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel réel (Mz (R) Tt ,.)
b) Donner une base de I’espace vectoriel ( F,+,.) puis préciser sa dimension
2- Montrer que F est stable dans (M, (R) x|

3- On considére I’application ¢ de C dans F qui associe a tout nombre complexe X 41y (ou X et ysont
deux réels) la matrice M(X,y).

a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de((C* ,><> vers(F ,><)
b) Onpose: F*=F —{M(0,0)} .Montrer que @(C)z F

c) Montrer que (F* ,x) est un groupe commutatif.

4- Montrer que(F ,+,><) est un corps commutatif.
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00O
EXERCICE3: -On rappelle que (M3 (R),+, X) est un anneau unitaire dont le zéroest O=| 0 0 0

000
100 0 32
et 'unitéest | =0 1 O etque (M(R),-h') est un espace vectoriel réel etonpose: A=|0 0 1
001 000

1-a)Vérifier que : A> = O et en déduire que A est un diviseur de zéro dans I’anneau (M3 (R) +, ><)
b)Vérifier que : (A2 —A+1 )(A+ | ) = | endéduire que la matrice A+ | admet un inverse

dans(l\/l3 (R) ,+, ><) que I’on déterminera.

2-Pour tout a et b de R on pose : M (a,b) =al +bA etI’on considére I’ensemble

Co_rrerﬁ on
-

E={M(ab)/(ab)eR?® }

EXERCICE 4: M, (R) est I’ensemble des matrices carrées d’ordre 2.
On rappelle que (M2 (R),+,o) est un espace vectoriel réel .

a+b -b

o idere I ble suivant F ={M(a,b) =
n considere I'ensemble suivan { (a,b) (5b a—3b

j/(a,b) eRZ} muni de l'addition

des matrices (+) ,de la multiplication d’une matrice par un réel () et de la multiplication des

matrices (x)
Onpose: I =M(L0) , J=M(0,1) et O =M(0,0)

1- a) Montrer que (F,+,+) est un espace vectoriel réel

2- Soit o un nombre complexe n'appartenant pas a R .

Montrer que la famille (1, o) est une base de I'espace vectoriel réel (C,+,e) .
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3- On considére l'application v de C vers F définiepar:  wy(z) = M(a,b) pour tout élément z de C tel
que: z = a + ab ou a et b sont des nombres reels .

a)Vérifier que : J* = —2(1+J) etque: y(a) =1
b- Déterminer les deux valeurs de o pour lesquelles I'application v est un isomorphisme de (C,x) sur
(F.x)

4-Onprend: a=-1+i . Ecrire dans la base (1,J) la matrice j2022.
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4 || Vocabulaire N

Une expérience aléatoire est une expérience ou on ne peut pas prévoir avec certitude ces résultats avant
de l'effectuer comme le lancer d’une piece de monnaie, le lancer d’un dé ... leurs résultats dépendent du
hasard.

Vocabulaires :
1. Chaque résultat d’une expérience aléatoire s’appelle une éventualité.
L’ensemble de toutes les éventualités s’appelle univers et souvant noté €.
Toute partie de €2 s’appelle un événement.
Les événements formés d’un seul élément sont appelés événements élémentaires.
Etant donné un univers 2, I’événement (2 est I’événement certain.

L’ensemble vide est I’événement impossible.

N O W

Etant donné un univers €2, soient A et B deux événements.
(a) L’événement formé des éventualités qui sont dans A et dans B est noté AN B.
(b) L’événement formé des éventualités qui sont dans A ou dans B est noté AU B.

(c) L’ensemble des éventualités qui ne sont pas dans A constitue un événement appelé événement

contraire de A, noté A.
\ (d) A et B sont incompatibles si et seulement si AN B = &. J

. Espaces probalisés finis N
Définiions

Soit © = {ay, as, ..., a,} un ensemble non vide et fini.

1. Si on associe & chaque élément a; de 2 un nombre p; € [0,1] pour tout i € {1,2,...,n} et tel que
Z p; = 1, alors on dit qu’on a définie une probabilité p sur 2.
i=1

2. On dit que la probabilité de 1'événement élémentaire {a;} est le nombre p; pour tout i € {1,2,...,n}
et on note p({a;}) = p; ou p(a;) = p;.

3. Le couple (€2, p) s’appelle un espace probabilisé fini.

Soient (€2, p) un espace probabilisé fini et A un événement.
La probabilité de A est la somme des probabilités des événements élémentaires contenus dans A notée

p(A).

Remarques :

1. Toute probabilité sur 2 est une application de @3(9) dans [0, 1].
2. p(@) =0cet p(Q) = 1.
Propriétés

Soient (€2, p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements.

L p(A) =1-p(A).
2. p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AN B).

\3. Si A et B sont incompatibles alors p(AU B) = p(A) + p(B).
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~

On dit qu’il y a équiprobabilité quand tous les événements élémentaires ont la méme probabilité.
Remarque

Dans les exercices, 1’équiprobabilité peut étre déclarée explicitement comme elle peut étre déduite des
conditions de I'expérience telles que : « dé équilibré ou parfait », « boule tirée de 'urne au hasard »,
« boules indiscernables »...

Soient (€2, p) un espace probabilisé fini ou il y a équiprobabilité et A un événement. Alors on :

~ card(A)  le nombre de cas favorables

(4) = card(2) ~ le nombre de cas possibles

|

Soient (€2, p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements tels que p(A) # 0.
p(AN B)

La probabilité de réalisation de B sachant que A est déja réalisé est : pa(B) = p(B|A) = )
p

(1) Soient (£2,p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements de probabilités non nulles. On a :

p(AN B) = p(A)pa(B) = p(B)ps(A),

c’est la formule des probabilités composées.

(2) Si€est laréunion de deux événements non nuls et non homogenes A; et Ay, alors pour tout événement
Bona:

p(B) = p(BNAy) +p(BNAy) = p(A1)pa, (B) + p(A2)pa,(B).

B — p(A)xp(B)

pa(B)
A Regles de construction :
p(A) B s — 1. La somme des probabilités des
N B p(A)xp(B) branches issues d’'un méme noeud est
1.
2. La probabilité de I’événement corres-
oD p(B) B — p(A)xp(B) pondant a un trajet est le produit des

probabilités des différentes branches
composant ce trajet.

N

B— p(A)xp(B)

/
3
Sl
|

111



(& Indépendance )
Définition

Soient A et B deux événements d’une méme expérience aléatoire.
On dit que A et B sont indépendants si : p(AN B) = p(A)xp'B).

Soient A et B deux événements d’une méme expérience aléatoire tels que p(A) # 0
A et B sont indépendants si et seulement si pa(B) = p(B).

Remarques

(1) Si A et B son. ...t événements tels que p(A) # 0 et p(B) # 0, alors :
pp(A) = p(B) & pa(B) = p(B).

(2) A et B sont indépendants veut dire que la réalisation de chacun d’eux n’est pas influencée par la

N /
4 /. Indépendance de dewx épreuves. )

Exemples

7

réalisation de 'autre.

Deux urnes u; et us contiennent des boules de certains couleurs.

(1) Si on tire une boule de chaque urne, alors cette expérience contient deux épreuves indépendants. Si
A = A; et Ay est un événement de cette éxpérience avec A; et A, sont deux événements des deux
épreuves relatives aux urnes respectivement, alors :

p(A) = p(A1)xp(As).

Par exemple si A =" obtenir une boule noir de u; et obtenir une boule jaune de uy
Alors A; =" obtenir une boule noir de u; "
et Ay =" obtenir une boule jaune de uy

L}

(2) On considere une expérience ou on tire une boule de 'urne u; une boule. Si le résultat est une boule
blanche, alors on tire deux boules de 'urne us et sinon on tire trois boules. Les deux épreuves dans
)
cette expérience sont dépendants.

Epreuves répétées :

On considere dans une expérience une épreuve ou on s’interesse seulement a la réalisation ou pas d’'un
événement A avec p = p(A).

On répéte cette épreuve indépendamment n fois dans les mémes conditions. Alors la probabilité que
I'événement A soit réalisé k fois exactement, avec k € {0;1;2;...;n} est :

\_ Cup (1 —p)" ™.
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Soit € 'univers d’une expérience aléatoire.
(1) Une application X : Q — R s’appelle une variable aléatoire .

(2) Si X(Q) = {x1;29;...;2,}, alors déterminer la la loi de probabilité de la variable aléatoire X veut
dire calculer, pour tout i € {1;2;...;n}, la probabilité de la réunion de tous les événements d’images
z; par X. Cette réunion sera notée (X = ;).
On résume cette loi dans la tableau :

Z; T1 | T2 e | Ty
p(X =) | p1 | p2| | Pn
(3) Siz <9 <...<uxy, alors :
0 , sla <y 5 \HD e

pX<a)={p+p+..+p ,siz<a<z,

E
&N
I{»

1 , sia>xy,

N
4 1| Espérence mathématique - variance - éeart type d'une variable aléatoire. N
Définitions

Soient {2 I'univers d’une expérience aléatoire et X une variable aléatoire définie sur (2.
On pose X (Q) = {x1;x9;...;2,} et p; = p(X = x;) pour tout ¢ € {1;2;...;n}.

(1) L’espérense mathématique de la variable aléatoire X est le nombre réel noté E(X) définie par :

E(X) = Z%’Pi = T1P1 + Topa + ... + TuPp.
i=1
(2) La variance de la variable aléatoire X est le nombre réel positif noté V' (X) définie par :

V(X) = ij(x — BE(X))?p; = (z1 — E(X))*p1 + (22 — E(X))*py + ... + (2, — E(X))?*pn.

(3) L’écart type de la variable aléatoire X est le nombre réel positif noté o(X) définie par :

On a V(X) = E(X?) — (B(X))? avec E(X?) = E_:azfpz = 23p1 + 23py + ... + 22D,
i=1

4 - Variables aléatoires - Loi de probabilité d'une variable aléatoire. )

113



a 1 Lalof binomiale. N

On considére une expérience aléatoire composée de n épreuves répétées et indépendantes deux a deux.
Soit A un événement de probabilté p de cette épreuve.

On appelle une variable aléatoire binomiale X de parametres p et n la variable aléatoire qu’est égale au
nombre de fois la réalisation de A.

Sous les mémes hypotheses de la définition, on a :

1) X(Q) ={0;1;2;...;n}.

2) Pour tout k € {0;1;...;n}, on a p(X = k) = C*p*(1 — p)" .
3) E(X) = np.

4) V(X) =np(1—p).

.

o~ o~ o~
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Prof: Aissa HIYAB Série 8

Lycée qualifiant : Almajd

Niveau : 2BSMF Probabilités Matiére : mathématique

Sauf mention contraire, on se place dans un espace probabilisé (2, P).

Généralités
Exercice 1 : 1. Soient A, B et C trois événements. Montrer que P(AU BUC) = P(A) + P(B) +
P(C)—P(ANB)-—P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC(C) en faisant un diagramme.
2. Conjecturer la formule de Poincaré donnant P(A; U---U A,) puis la prouver par récur-
rence.
Exercice 2 : . Soient A et B deux évenements.
1. Montrer rigoureusement que AN B = B — AN B en s’aidant d'un diagramme.

Exercice 3 :

Exercice 4 :

Exercice 5 :

Exercice 6 :

Exercice 7 :

2. Si A et B sont incompatibles, A et B le sont-ils également ?

2. Si A et B sont incompatibles, A et B le sont-ils également ?

1. « obtenir au moins une fois pile » ;

2. « obtenir pile a chaque fois » ;

. Soient A et B deux événements.

. On jette trois pieces. Déterminer I’évenement contraire de :

Si A et B sont indépendants, A et B le sont-ils également ?

Si A et B sont indépendants, A et B le sont-ils également ?

« obtenir exactement une fois pile ».

. Soient A et B deux évenements avec P(A) = 0,2, P(B) =0,5 et P(AU B) = 0,6.
. A et B sont-ils incompatibles ?
. Calculer P(A), P(B) et P(AN B).

Soient A et B deux évenements avec P(A) = 0,1, P(B) =0,6 et P(AU B) = 0,65.

1. Calculer P(AN B), Pg(A) et P4(B).

Les évenements A et B sont-ils indépendants ?

. Calculer la probabilité qu’au moins deux éleves aient le méme jour d’anniversaire dans

une classe de 30.

Exercice 8 :

Dans un atelier, deux machines produisent les mémes pieces, au nombre total de 1000.

La premiere en fournit les 4/5. De plus, 5% des pieces produites par la premiére machine sont

défectueuses et 4% pour la seconde.

1.
2.

Construire le tableau de Karnaugh des effectifs.

On tire une piece au hasard. Soient A=« la piece est produite par la premiere machine »,
B=« la piece est produite par la seconde » et C'=« la piece est défectueuse ». Calculer
P(A), P(B), P(C), P(ANC) et P(AUC).
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Conditionnement et indépendance

Exercice 9 : . On lance un dé. Calculer la probabilité que la face soit supérieure a 4 sachant qu’elle est
supérieure a 3.
Exercice 10 : . On tire une carte d'un jeu de 32.
1. Calculer la probabilité que ce soit un pique sachant que c’est un roi.
2. Calculer la probabilité que ce soit un roi sachant que c’est un pique.
3. Les évenements « tirer un roi » et « tirer un pique » sont-ils indépendants ?
Exercice 11 :. Le lycée général d’Ugine compte 410 éleéves dont 15% de filles. Seuls 30% des garcons et
40% des filles savent ou se trouve le mont Charvin. On interroge un éléve pris au hasard.
1. Calculer la probabilité que cet éleve soit une fille qui sait ou se trouve le mont Charvin.

2. Calculer la probabilité que cet éleve soit une fille qui ne sait pas ou se trouve le mont
Charvin.

que ce soit une fille.

Exercice 12 : . On lance une piece quatre fois de suite.
1. Calculer la probabilité d’obtenir pile quatre fois.
2. Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois pile.
3. Calculer la probabilité d’obtenir exactement une fois pile.
4

. Calculer la probabilité d’obtenir pile et face en alternance.

Exercice 13 : . Le chevalier de Méré posa la question suivante a Pascal : « Est-il pli
au moins une fois 6 quand on lance un dé quatre fois de suite, ou d’obtenir au moins un double
6 quand on lance deux dés vingt-quatre fois de suite » ?
Qu’en est-il 7 Pourquoi le chevalier n’arrivait-il pas a répondre par I’expérience a son probléeme ?

Exercice 14 : . Un dixiecme de la population francaise a été vacciné contre la grippe saisonniere. On
constate qu’il y a 25% de vaccinés parmi les malades. On sait aussi qu’il y a 8% de malades
parmi les vaccinés. Calculer la probabilité d’attraper la grippe pour un individu non vacciné.

Exercice 15 : . 1. Trois chasseurs tirent de facon indépendante sur trois canards. Ils sont stirs d’at-
teindre leur cible. Calculer les probabilités que les trois canards soient touchés puis qu'un
seul canard soit touché.

2. Dix canards, dont un nommé Mario, vaquent a leurs banales occupations de canards. Dix
chasseurs tirent, de facon indépendante, sur ce groupe de canards. Chacun d’eux est siir
d’atteindre sa cible. Calculer la probabilité que Mario soit touché.

Exercice 16 : - On dispose d'une urne contenant une boule rouge et deux boules bleues. On tire succes-
sivement et sans remise les trois boules.

1. Construire 'arbre de cette expérience.
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2.
3.

4.

Exercice 17 :

Soit X le rang de tirage de la boule rouge. Déterminer la loi de X.

Soit Y la couleur de la derniere boule tirée, en comptant 1 pour rouge et 2 pour bleue.
Déterminer la loi de Y.

Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?

. On jette simultanément trois dés.

La modélisation est plus aisée si on les suppose discernables.

Probabilités totales

Exercice 18 :. Compléter 'arbre :

. Modéliser I'expérience, i.e. donner €2 et P.
. Calculer la probabilité d’obtenir au moins un « 1 ».

1
2
3.
4
5

Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux faces portant le méme chiffre.

. Calculer la probabilité que la somme des trois faces soit paire.

. Les événements considérés aux deux questions précédentes sont-ils indépendants ?

P(ANC)=0,2

P(AND) = ...

P(BNC)=..

P(BND) = ...
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Exercice 20 : - On dispose de 1000 pieces de monnaie : 999 normales et 1 possédant 2 cOtés « pile ».
On tire au hasard une piece, et on la lance 10 fois de suite.

1. Calculer la probabilité d’obtenir 10 fois « pile ».
2. Sachant qu’on a obtenu 10 fois « pile », quelle est la probabilité qu’on ait tiré la fausse

piece ?

Exercice 21 :.- Un candidat doit répondre a une question pour laquelle on lui donne trois réponses
possibles dont une seule est bonne. Le candidat connait les trois quarts des réponses, mais peut
aussi répondre au hasard.

1. Quelle est la probabilité que le candidat connaisse la bonne réponse sachant qu’il a bien
répondu ?

2. Donner une relation entre les ratios de réponses connues du candidat et de bonnes ré-
ponses.

Exercice 22 :- On se donne un carré ABCD de centre O. Un ragondin, nommé Alfred, se déplace
aléatoirement d’un point a un autre du carré en suivant les segments formés par OABCD.
Alfred part du point A. Le point O est muni d’un klaxon qu’Alfred aime faire fonctionner.
On note p,, la probabilité qu’Alfred klaxonne pour la premiere fois au n-iéme déplacement.

1. Calculer p;.

2\" L 1
2. Justifier que p, = <§> X 3"

3. Soit K, I'évenement « Alfred klaxonne au moins une fois au bout de ses n premiers
déplacements ».

(a) On note S,, = p; + - -+ + pn. Montrer que P(K,) = S,,.
(b) Calculer S,,. Pouvait-on prévoir plus facilement ce résultat ?

(c) Calculer la limite de S, et interpréter le résultat.
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Extraits du bac

Exetrait du bac 1
Une urne contient n boules numérotées de 1 a n (ne N*,n > 3). On retire, sans remise, I’une

apres I’autre toutes les boules de cette urne. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1- Quelle est la probabilité pour que les boules 1, 2 et 3 sortent consécutivement et dans cet

! ordre ?

1 2- Calculer la probabilité que les boules 1, 2 et 3 sortent dans cet ordre (consécutivement ou
pas) ?

. 3- On considere la variable aléatoire X, égale au nombre de tirages nécessaire pour obtenir les

boules 1, 2 et 3. Déterminer la loi de probabilité de X .

Exetrait du bac 2

(le nombre de fois d’apparition de la face « pile » divisé par 10)

1 1-a) Déterminer les valeurs prise par X

b) Déterminer la probabilité de I’événement {X = ﬂ

2- Quelle est la probabilité que X soit strictement supérieur ou égale a %

Exetrait du bac 3

Un sac contient 2n boules ( n dans N*) , dont n sont blanches et n sont noires.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Un jeu consiste a tirer une boule du sac a noter sa couleur et a la remettre dans le sac,
puis a tirer du méme sac une nouvelle boule et a noter aussi sa couleur.

La régle du jeu indique que :
- Si les deux boules tirées sont blanches, on gagne 20 points .
- Si les deux boules tirées sont noires, on perd 20 points .
- Si les deux boules tirées sont de couleurs différentes, le gain est nul .
0.75 | 1- Calculer la probabilité de gagner 20 points, la probabilité de perdre 20 points et la
probabilité de réaliser un gain nul.
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0.5

0.5
0.25

0.5
0.5
0.5

0.5

2- On répete 5 fois le jeu précédent.

a) Calculer la probabilité de gagner 100 points.

b) Calculer la probabilité de gagner 40 points.
3- Au cours d’un seul jeu ,on considére la variable aléatoire X qui prend uniquement
les valeurs -20 si on perd , 0 si le gain est nul et +20 si on gagne.

a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X

b) Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X

Exetrait du bac 4

On a deux boites U etV .La boite U contient 4 boules rouges et 4 boules bleues.
La boite V contient deux boules rouges 4 boules bleues.

On considére I’épreuve suivante : On tire au hasard une boule de la boiteU :Si elle est rouge,
on la remet dans la boite V puis on tire au hasard une boule de la boiteV ;si elle est bleue on
la pose de coté puis on tire une boule de la boiteV .
Soient les événements suivants : RJ « La boule tirée de la boite U est rouge »

B, «Laboule tirée de la boite U est bleue »

R, «Laboule tirée de la boiteV est rouge »

B, «Llaboule tirée dela boiteV est bleue »

1- Calculer la probabilité de chacun des deux événements R, et B .

2- a)Calculer la probabilité de I'événement B, sachant que I'événement R, est réalisé.

b) Calculer la probabilité de I'événement B, sachant que I’événement B, est réaljsé——
) ES.«J")“:{):A.T

3- Montrer que la probabilité de I'événement Bv est: —

<

Yoy, |

4- En déduire la probabilité de I'événement R, '

05

0.5
05

0.5

0.5

Exetrait du bac 5

I-1- @ étant un entier, montrer que si aet 13sont premiers entre eux alors a® =1

2- On considére dansZ I'équation (E): x*** =2 [13]et soit X une solution de I'équation (E).
a) Montrer que X et 13 sont premiers entre eux.
b) Montrerque : X =7 [13]
3- Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation (E)est S={7 +13k /k € Z}

I1-Une urne contient 50 boules portant les numéros de 1 a 50(les boules sont indiscernables au
toucher)
1- On tire au hasard une boule de I’urne.

Quelle est la probabilité d’obtenir une boule portant un numéro qui est solution de I’équation (E) ?
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0.5 | 2- On tire au hasard une boule de I’urne, on note son numéro, puis on la remet dans I’urne. On
répete I’expérience précédente 3 fois .Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux fois une

boule portant un numéro qui est solution de I"équation (E) ?

Exetrait du bac 6

On considere trois urnes U, V et W.

L’urne W contient une boule noire et deux boules blanches et chacune des deux urnes U et V
contient deux boules blanches et deux boules noires.

On effectue I’expérience suivante : On tire une boule de I’'urne W. Si cette boule est blanche on la
met dans I’urne U puis on y tire deux boules, mais si elle est noire on la met dans I’urne V etony

tire deux boules.

0.25 | 1-Qu’elle est la probabilité pour que le tirage s’effectue de I’'urne U ?

0.75 | 2- Qu’elle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches a la fin de I’expérience?

3-Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque tirage le nombre de boules blanches obtenue a la
fin de I’expérience.

1 Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Exetrait du bac 7

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules noires indiscernables au toucher.

I- On tire au hasard successivement et avec remise quatre boules de I'urne . et on considere | a variable

aléatoire X égale au nombre de boules noires tirées.

1 1- Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
0.5 2- Calculer E(X) I’'espérance mathématique de la variable aléatoire X

II-On réalise I'expérience aléatoire suivante en trois étapes :

Etape 1 :On tire une boule de I'urne ,on marque sa couleur et on la remet dans 'urne.

Etape 2 :On ajoute dans I'urne 5 boules de méme couleur que la boule tirée al'étape 1

Etape 3 : On tire successivement et sans remise 3 boules de I'urne qui contient alors 12 boules apres I'étape 2

On considere les événements suivants :
N "la boule tirée a I'étape 1 est noire"
R "la boule tirée a I'étape 1 est rouge"

E "toutes les boules tirées a I'étape 3 sont noires "

0.5 1) Montrer que : p(E M N) = %
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0.5 2) caleuler  P(E)

0.5 3) Calculer la probabilité de 'événement Rsachant que E est realisé.

Exetrait du bac 8

Une urne contient 10 boules blanches et deux boules rouges.
On extrait les boules de I'urne 'une aprés I'autre et sans remise jusqu'a I'obtention pour la premiere fois

d’une boule blanche, puis on arréte I'expérience.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boule tirée .
0.25 | 1) a-Déterminer I’ensemble des valeurs prises par X

0.5 b-calculer la probabilité de I’événement[X = l]

05 c-Montrer que : p[X = 2] = %

0.5 | d-calculer la probabilité de I’événement[ X = 3]

0.5 | 2)a-Montrer que I’espérance mathématique de la variable aléatoire X est: E(X) ==

0.75 b-CaIcuIerE(Xz) .et en déduire la valeur de la variance V(X) de la variable aléatoire X .

Exetrait du bac 9
N est un entier naturel supérieur ou égal a 4.
On dispose de troisurnes U, , U, etU,

L’urne U, contient une boule rouge et(n —1) boules noires.
L’urne U, contient deux boules rouges et (n —2) boules noires.

L’urne U, contient trois boules rouges et (n —3) boules noires.
On considere I'épreuve aléatoire suivante : On choisit au hasard une urne parmi les trois, ensuite on tire

simultanément deux boules de I'urne qui a été choisit.
Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules rouges tirées.

0,25 | 1) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X

0,75
2) a- Montrer que la probabilité de I’événement (X = 2) estégalea —.
3n(n-1)
0.75 L o 4(3n-T7)
b- Montrer que la probabilité de I’événement (X =1) est égalea ———=
3n(n-1)
0,5 c- En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire X

0,75 | 3) Sachant qu’on a obtenu deux boules rouges, quelle est la probabilité que ces deux boules
proviennent de I’'urne U,.
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k-1
0,75 a-Montrer que la probabilité de I'événement[ X = 2k] est p,, = §(ij

k
0,75 b- Montrer que la probabilité de I'événement [X =2k +1]est P, = (ij

0.5pt
0.75pt

0.75pt

Exetrait du bac 10

Une boite contient quatre boules : une boule blanche et trois boules rouges
indiscernables au toucher.

On tire une boule de la boite, on note sa couleur puis on la remet dans la boite.

On effectue la méme épreuve plusieurs fois jusqu’a I'obtention pour la premiere
fois de deux boules successives de méme couleur puis on arréte I'expérience.

Soit X la variable aléatoire égale au rang du tirage ou |’ on arréte I'expérience.

1) Calculer la probabilité de chacun des deux événemen
[X=2] et [X=3]

2) Soit K un entier naturel non nul.

8

16

Exetrait du bac 11

Soit n un entier naturel impair tel que : N >3

On considére n boites numérotées de 1 a n . La boite n° k ((1 < k < n)) contient k boules blanches et n-k

boules noires.

On choisit au hasard une boite et on tire une boule de cette boite .

1- Calculer la probabilité d'obtenir une boule blanche.

2- Calculer la probabilité pour que le tirage soit fait dans une boite portant un numéro impair.

3- Calculer la probabilité d'obtenir une boule blanche sachant que la boite choisie porte un numéro
impair.
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Exercice 1

On considére deux urne U et V qui contient chacune des boules blanches et rouges indiscernables au
toucher.
On choisit au hasard et de maniére équiprobable une des deux urnes et on y tire une boule au hasard.
Soit les évenements :

A « P'urne U a été choisie »

B « 'urne V a été choisie »

R « obtenir une boule rouge »
1) On suppose dans cette question que 'urne U contient une boule rouge et 4 boules blanches ; et que
I'urne V contient 4 boules rouges et deux boules blanches.

a) déterminer les probabilités suivantes : P(A), P,(R) et P(ANR)
13
30
c) Sachant qu’on a obtenu une boule rouge, quelle est la probabilité qu’elle soit tiré de I'urne U ?

b) Montrer que P(R)=

2) Dans cette question, on suppose que 1'urne U contient 4 boules blanches et n boules rouges ; et
que 'urne V contient deux boules blanches et 5—n boules rouges (avec n € {0;1;2;3;4;5})

a) Exprimer P,(R) et P,(R) en fonction de n
2
b) Montrer que P(R) _ T dn gl
(4 + n) (7 - n)
¢) On sait que n prend six valeurs entiéres. Déterminer la distribution des cinq boules sur les urnes
U et V pour que P(R) soit maximale.

Exercice 2

Un sondage est effectué dans un conservatoire de musique.
60 % des éléves pratiquent un instrument a cordes (C). 45 % des éléves pratiquent un instrument a
vent (V)
10 % des éléves pratiquent un instrument a cordes et vent.
1) On choisit un éléve au hasard dans le conservatoire.

a) Quelle est la probabilité de ’événement « Cet éléve pratique au moins un des instruments
considérés »

b) Quelle est la probabilité de ’événement « Cet éléve pratique un et un seul des instruments
considérés »
2) On choisit au hasard un éléve pratiquant un instrument C. Quelle est la probabilité pour que cet
éleve pratique un instrument V ?
3) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On choisit au hasard n éléves. On suppose que le nombre
d’éleves du conservatoire est suffisamment grand pour que la probabilité de rencontrer un
instrumentiste du type donné soit constante au cours du sondage.

a) Quelle est la probabilité p, qu’au moins un des éléves choisis pratique un instrument C ?

b) Déterminer le plus petit entier n tel que p, > 0,999
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Exercice 3
Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rouges, 3 jaunes, et 2 vertes.
Dans les questions 1 et 2 on tire au hasard et simultanément 3 boules de cette urne. e
Les réponses seront données sous forme de fractions irréductibles.
1) Soit les événements suivants :
A « Les trois boules sont rouges. »
B « Les trois boules sont de la méme couleur. »

C « Les trois boules sont chacune d’une couleur différente. »
a) Calculer les probabilités P(A),P(B)et P(C).

b) On appelle X la variable aléatoire qui a4 chaque tirage associe le nombre de couleurs obtenues
Déterminer la loi de probabilité de X et calculer £ (X )

2) Dans cette question, on remplace les 5 boules rouges par n boules rouges ou 7 est un entier
supérieur ou égal a 2. L’urne contient donc n+5 boules, c’est-a-dire, n rouges, 3 jaunes et 2 vertes.
On tire au hasard et simultanément deux boules de cette urne.
Soit les événements suivants :

D « Tirer deux boules rouges. »

E « Tirer deux boules de la méme couleur. »

n ( n— 1)

(n +5 ) (n + 4)
b) Calculer la probabilité P(E) de 'événement E en fonction de n.

c¢) Pour quelles valeurs de n a-t-on P(E ) Zé ,

a) Montrer que la probabilité de ’événement D est P(D) =
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v' L’utilisation de la calculatrice n’est pas autorisée.

INSTRUCTION GENERALES

v' Le candidat peut traiter les exercices de ’épreuve suivant

I’ordre qui lui convient.

v' L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des

solutions est a éviter.

v' Ecrire lisiblement et vérifier que le sujet est complet : il
comporte 3 pages numérotées de 1 a 4, celle-ci est comprise.

v’ Assurez-vous que vous avez traité tous les exercices avant de

quitter la salle d’examen.

L’épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre

eux et répartie suivant les domaines comme suite :

COMPOSANTS DU SUJET

Exercice 1 Structures algébriques 3 points
Exercice 2 Nombres complexes 3.5 points
Exercice 3 Arithmétique 3.5 points
Exercice 4 Probleme d’analyse 10 points

v' In Désigne la fonction logarithme népérien

v' o Désigne le conjugué du nombre complexe «

Co_frerﬁon
.
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Page 2¢éme Baccalauréat

a 2 Sciences mathématiques : A et B

EXGI‘Cice ]_ . Correction

a b2
Pour tout (a;b) € Z®, on considére la matrice M, =
b\/g a
Soit E l'ensemble des matrices de M, (R) définie par : E = {M(a;b) la® —2b* = 1}
3 242
0.25pt (1) a) On pose A= . Vérifier que Ae £
22 3
0.5pt |2) a) Montrer que E est une partie stable par-rapport a la loi x et que x est commutatif dans F
1pt b) Montrer que tous les éléments de £ admet un inverse dans £ par-rapport a la loi x
0.5pt ¢) Montrer que (E;x) est un groupe commutatif.
0 1 0 n+l n
3) On pose A" = 0 1 et pour tout neN : A" =A"x A
On considere ’ensemble G = {A” Ine N}
0.25pt a) Vérifier que G F
0.5pt b) Soit H l'ensemble des symétries des matrices de G' par-rapport a la loi x dans E
, 3 22
Montrer que H = {B"’ Ine N} tel que B =
-2J2 3

Exercice 2 :

Soit m un nombre complexe différent de i et de —i

Partie 1 :

On considére dans C Péquation d’inconnue z ; (E): 2° —(1+49)(I+m)z+({I1+m*)i=0
0.25pt |1) a) Vérifier que le discriminant de I'équation (E) est A =(1-14)’(1—m)’
0.25pt b) Résoudre dans C I'équation (F)

Partie 2 : On suppose que le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;a;g)

Soit 7 la transformation qui au point M , d’affixe z, fait correspondre le point M"' d’affixe 2" tel

que z2'=1iz+2
0.5pt | 1) Déterminer la nature de r et ses éléments caractéristiques.
0.25pt | 2) On considere les points A et B d’affixes respectifs z, =m+i et z, =mi+1

Montrer que T(A) =B

3) On suppose que |m| =1

0.75pt a) Montrer que ZLeRr
Z?
0.25pt b) Vérifier que z; :m[(m—n_”a)+2z}
1 1

0.75pt ¢) En déduire que arg(zl)zgarg(m)%r%[ﬁ]
0.5pt |3) Montrer que |z,|+|z,|> 2
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Exercice 3 :

I) Soit z et y deux entiers tel que pged(x;y)=1. On pose z=z"+y°

1) Soit p un nombre premier divise z et supérieur strictement a 2.

0.5pt a) Montrer que p ne divise ni z ni y et déduire que pgcd(z;p) =1
0.25pt b) En déduire que 3k eZ, kr=1[p]
0.5pt ¢) En déduire que 3geZ, ¢°+1=0[p]
0.5pt 2) a) Soit aeZ
-Montrer que si a est pair alors a’ = 0[8]
-Montrer que si a est impair alors a* = 1[8]
0.25pt b) En déduire que z=1[8] ou z=2[8]
0.25pt |IT) 1) Montrer que pour tout z€Z ona: z°=z[2] et 2’ =z[3]
0.5pt 2) En déduire que pour tout z€Z ona: z’ =z[2] et 2" =z[3]
0.5pt 3) Montrer que pour tout ze€Z on a: z’ =z[5] et déduire que (VzeZ) z° =z[30]
0.25pt 4) En déduire que pour tout a,b,c€Z ona 30/a’ +b’+c’ < 30/a+b+c
Exercice 4 :
Premiére partie :
On consideére la fonction g définie sur [0;+00] par g(z) =2z —(1+2z)In(1+ 2z)
0.5pt  |1) Montrer que g est décroissante sur [0;+o0]
0.25pt |2) En déduire que Ve [0;+0] g(z)<0
Deuxieéme partie :
In(1+ 2x)
=" >0
On considere la fonction f définie sur [0;+oo[ par U ; v
f(0)=2
0.25pt | 1) a) Calculer lim f(z)
0.25pt b) Montrer que f est continue a droite en 0.
0.5pt ¢) Montrer que Vz e ]0;+oo[ f'(x) =2“ql et déduire les variations de f
2 (1+2z)
0.5pt |2) a) Montrer que Vue[0;+00] 1—2u< <1-2u+4u’
1+ 2u
3
0.25pt b) En déduire que Vz €[0;+00[ 2z—22" <In(1+2x) < 22— 227 +8%
-2
0.25pt ¢) Montrer que Vz e ]0;+oo[ -2< & < _2+8_x
x
0.25pt d) En déduire que f est dérivable a droite en 0.
05pt |3) Tracer (C;) la courbe de la fonction fdans un repere orthonormé (O;E; 3)
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Troisieme partie :

On consideére la fonction h définie sur [0;+00[ par h(z)=In(1+2z)
0.5pt | 1) a) Montrer que I'équation h(z) =2z admet deux solutions : 0 et f tel que 1<f<2
0.75pt b) En déduire le signe h(z)—z sur [0;+o0]
0.25pt ¢) Vérifier que si z€]0; 4] alors h(z) € 0; B[
0.5pt d) Montrer que Vz e[I;+0] h'(z) S%

2) Soit (u,) la suite numérique définie par u, =1 et pour tout neN: u_, =h(u,).
0.5pt a) Montrer que VneN u, e ]O;ﬂ[
0.5pt b) Montrer que (u,) est convergente.

1 2
0.5pt ¢) Montrer que VneN I h'(t)dt < E(ﬁ —u,)
' " Correction

0.5pt d) Montrer que VneN 0<f-u, < (g} (,B—l) puis déterminer lim u,

Quatriéeme partie :

On considere la fonction F' définie par F' (x):j f(t)dt
0.25pt | 1) Montrer que la fonction F est définie sur [0;+o0]
0.5pt  [2) a) Montrer que F est dérivable sur ]0;+oo]

I1+4zx)—in(1+2

0.5pt b) Montrer que Vz e ]();+oo[ F'(z) = In{1+4x) = In( 2) et déduire les variations de F
0.5pt  [3) a) Montrer que V€ ]0;+0] af(22) < F(x) < af (z)
0.25pt b) En déduire que F' est dérivable a droite en 0.
0.25pt ¢) Calculer lim F(z)
0.25pt | 3) Dresser le tableau de variations de F
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