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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 1−

La Continuité
2 BAC S.M

Définitions

Soient 𝑓 une fonction numérique définie sur un ouvert 𝐼 ∋ 𝑎.

Ê On dit 𝑓 est continue en 𝑎 si lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎).

(∀𝜀 > 0)(∃𝛼 > 0)(∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓) : |𝑥 − 𝑎| < 𝛼 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀

Ë On dit que 𝑓 est continue à droite en 𝑎 si lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎).

Ì On dit que 𝑓 est continue à gauche en 𝑏 si lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏).

𝑓 est continue en 𝑎 ⇔ 𝑓 est continue à droite et à gauche en 𝑎

Í On dit que 𝑓 est une fonction continue sur un intervalle ouvert 𝐼 s’elle est continue

en tout point de 𝐼.

Î On dit que 𝑓 est une fonction sur un intervelle [𝑎, 𝑏] s’elle est continue sur ]𝑎, 𝑏[,

continue à droite en 𝑎 et continue à gauche en 𝑏.

Ï Les fonctions polynomiales, les fonctions rationnelles, les fonctions : 𝑥 ↦→
√
𝑥, 𝑥 ↦→

sin𝑥 et 𝑥 ↦→ cos𝑥 sont continues sur leur domaine de définition.

Les opérations sur les fonctions continues

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur un intervalle 𝐼 et 𝜆 ∈ R.
Ê les fonctions 𝑓 + 𝑔, 𝜆𝑓 et 𝑓𝑔 sont continues sur 𝐼.

Ë Si de plus 𝑔 ne s’annule pas sur 𝐼, alors les fonctions
1

𝑔
et

𝑓

𝑔
sont continues sur 𝐼.

Ì Si 𝑓 et 𝑔 sont deux fonctions continues sur 𝐼 et 𝐽 respectivement avec 𝑓(𝐼) ⊂ 𝐽 ,

alors 𝑔 ∘ 𝑓 est continue sur 𝐼.

Í soient 𝐼 un intervalle ouvert, 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑓 une fonction définie sur 𝐼 avec lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) =

𝑙 ∈ R et 𝑔 est une fonction continue sur 𝐽 avec 𝑓(𝐼) ⊂ 𝐽 alors lim
𝑥→𝑎

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑙).

L’image d’un intervalle par une fonction continue

Ê l’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Ë l’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
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𝐼 𝑓(𝐼) si 𝑓 est continue et str ↗ 𝑓(𝐼) si 𝑓 est continue et str ↘
[𝑎, 𝑏] [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)] [𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎)]

]𝑎, 𝑏] ] lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥), 𝑓(𝑏)

]︂ [︂
𝑓(𝑏), lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥)[

[𝑎, 𝑏[

[︂
𝑓(𝑎), lim

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥)[ ] lim

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑎)

]︂
]𝑎, 𝑏[ ] lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥), lim

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥)[ ] lim

𝑥→𝑏−
𝑓(𝑥), lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥)[

[𝑎,+∞[

[︂
𝑓(𝑎), lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥)[ ] lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑎)

]︂
]𝑎,+∞[ ] lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥), lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥)[ ] lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥), lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥)[

] − ∞, 𝑏] ] lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), 𝑓(𝑏)

]︂ [︂
𝑓(𝑏), lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥)[

] − ∞, 𝑏[ ] lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥)[ ] lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)[

] − ∞,+∞[ ] lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)[ ] lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)[

Théorème des valeurs intermédiaires

Soit 𝑓 une fonction continue sur [𝑎, 𝑏] telle que 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0. Alors :

L’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet au moins une solution dans ]𝑎, 𝑏[.

Si de plus 𝑓 est strictement monotone, l’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet une unique solution

dans ]𝑎, 𝑏[.

La Dichotomie

Le but de cette méthode est d’approcher la solution d’une équation de type 𝑓(𝑥) = 0.

Si 𝑓 est continue et strictement monotone sur [𝑎, 𝑏] telle que 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0, alors

∃!𝛼 ∈]𝑎, 𝑏[/𝑓(𝛼) = 0. On a deux cas :

→˓ si 𝑓

(︂
𝑎 + 𝑏

2

)︂
𝑓(𝑏) < 0 alors 𝛼 ∈

]︂
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑏[.

→˓ si 𝑓

(︂
𝑎 + 𝑏

2

)︂
𝑓(𝑎) < 0 alors 𝛼 ∈

]︂
𝑎,

𝑎 + 𝑏

2
[

On continue de cette manière jusqu’à l’encadrement demandé de 𝛼.

La fonction réciproque
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soient 𝑓 une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 𝐼 et 𝐽 = 𝑓(𝐼)

La fonction qui lie chaque élèment 𝑦 de 𝐽 avec l’unique élèment 𝑥 de 𝐼 tel que 𝑓(𝑥) = 𝑦

s’appelle la fonction réciproque de 𝑓 notée 𝑓−1. On a donc :

→˓
{︃

𝑓−1(𝑥) = 𝑦

𝑥 ∈ 𝐽
⇔

{︃
𝑓(𝑦) = 𝑥

𝑦 ∈ 𝐼
,

→˓ ∀𝑥 ∈ 𝐼 :
(︀
𝑓−1 ∘ 𝑓

)︀
(𝑥) = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐽 :

(︀
𝑓 ∘ 𝑓−1

)︀
(𝑥) = 𝑥.

→˓ 𝑓−1 est continue sur 𝑓(𝐼)

→˓ 𝑓 et 𝑓−1 ont la même monotonie.

→˓
(︀
𝐶𝑓−1

)︀
et (𝐶𝑓) sont symétrique par rapport à 𝑦 = 𝑥 dans un repère orthonormé.

La fonction racine 𝑛𝑚𝑒

Soit 𝑛 ∈ N*, la fonction 𝑥 ↦→ 𝑥𝑛 est continue et strictement croissante sur [0,+∞[.

Alors elle admet une fonction réciproque sera noté 𝑛
√
. On a :

→˓ 𝑛
√

: [0,+∞[ → [0,+∞[

𝑥 ↦→ 𝑛
√
𝑥

→˓ (∀𝑥, 𝑦 ∈ [0,+∞[) : 𝑛
√
𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦𝑛

→˓ (∀𝑥 ∈ [0,+∞[) : ( 𝑛
√
𝑥)𝑛 =

𝑛
√
𝑥𝑛 = 𝑥

→˓ Si 𝑟 =
𝑝

𝑞
∈ Q avec 𝑞 ∈ N* et 𝑝 ∈ Z, on pose (∀𝑥 ∈]0,+∞[) : 𝑥𝑟 =

𝑞
√
𝑥𝑝

→˓ La fonction 𝑥 ↦→ 𝑥𝑟 est continue sur ]0,+∞[, pour tout 𝑟 ∈ Q.

→˓ pour tout 𝑟, 𝑟′ ∈ Q et pour tout 𝑥, 𝑦 ∈] 0,+∞[ on a :

𝑥𝑟+𝑟′ = 𝑥𝑟𝑥𝑟′;

(︂
𝑥

𝑦

)︂𝑟

=
𝑥𝑟

𝑦𝑟
;𝑥𝑟𝑟′ = (𝑥𝑟)𝑟

′
;
1

𝑥𝑟
= 𝑥−𝑟;

𝑥𝑟

𝑥𝑟′
= 𝑥𝑟−𝑟′; (𝑥𝑦)𝑟 = 𝑥𝑟𝑦𝑟,

3
√
𝑥 − 3

√
𝑦 =

𝑥 − 𝑦
3
√
𝑥2 + 3

√
𝑥𝑦 + 3

√︀
𝑦2

; 4
√
𝑥 − 4

√
𝑦 =

𝑥 − 𝑦

( 4
√
𝑥 + 4

√
𝑦)

(︁
4
√
𝑥2 + 4

√︀
𝑦2

)︁
La fonction arctan

La fonction 𝑥 ↦→ tan(𝑥) est continue et strictement croissante sur ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[. Alors elle

admet une fonction réciproque noté arctan.

→˓ La fonction 𝑥 ↦→ arctan(𝑥) est continue et strictement croissante sur R.
→˓ (∀𝑥 ∈ R) : tan(arctan(𝑥)) = 𝑥; (∀𝑥 ∈] −

𝜋

2
,
𝜋

2
[) : arctan(tan(𝑥)) = 𝑥

→˓ (∀𝑥 ∈ R); (∀𝑦 ∈] −
𝜋

2
,
𝜋

2
[) : arctan(𝑥) = 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 = tan(𝑦)

→˓ lim
𝑥→+∞

arctan(𝑥) =
𝜋

2
lim

𝑥→−∞
arctan(𝑥) = −

𝜋

2
lim
𝑥→0

arctan(𝑥)

𝑥
= 1
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1

√3
[

ℎ(𝑥) = 𝜋 + 3𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)  ;  𝑥 ∈ ]
1

√3
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2022-2023
Résumé − 2−

Les suites numériques 2 BAC S.M

La suite major�e, minor�e et born�e

Ê Une suite (Un)n≥n0
est major�e s’il existe un r�el M tel que (∀n ≥ n0) : Un ≤ M

Ë Une suite (Un)n≥n0
est minor�e s’il existe un r�el m tel que (∀n ≥ n0) : Un ≥ m.

Ì Une suite (Un)n≥n0
est born�e s’il existe un r�el positif C tel que (∀n ≥ n0) :

|Un| ≤ C. (ie. la suite est major�e et minor�e � la fois)
Ø Toute suite positive est minor�e par 0. Ø Toute suite n�gative est major�e par 0.

La monotonie d’une suite

Ê (Un)n≥n0
est croissante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 − Un ≥ 0

Ë (Un)n≥n0
est strictement croissante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 − Un > 0

Ì (Un)n≥n0
est d�croissante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 − Un ≤ 0.

Í (Un)n≥n0
est strictement d�croissante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 − Un < 0.

Î (Un)n≥n0
est constante ⇔ (∀n ≥ n0) : Un+1 = Un

Ø Une suite croissante est minor�e par son premier terme. (ie. (∀n ≥ n0) : Un ≥ Un0
)

Ø Une suite d�croissante est major�e par son premier terme. (ie. (∀n ≥ n0) : Un ≤ Un0
)

La suite arithm�tique/g�om�trique

une suite Arithm�tique G�om�trique
La d�finition (∀n ≥ n0) Un+1 = Un + r Un+1 = qUn

Terme g�n�ral (∀n ≥ n0) Un = Up + (n − p)r Un = Upq
n−p

la somme

Sn = Up + ..Un Sn =

(
n − p + 1

2

)
(Up + Un) Sn =

(
1 − qn−p+1

1 − q

)
Up

Limite d’une suite

Ê On dit qu’une suite (Un)n≥n0
est convergente s’elle existe l ∈ R tel que lim

n→+∞
Un = l

lim
n→+∞

Un = l ⇔ (∀ε > 0)(∃N > 0)(∀n ∈ N) : n ≥ N ⇒ |Un − l| < ε

Ë On dit qu’une suite (Vn)n≥n0
est divergente s’elle n’est pas convergente.

lim
n→+∞

Un = +∞ ⇔ (∀A > 0)(∃N > 0)(∀n ∈ N) : n ≥ N ⇒ Un > A
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Ì Toute suite croissante et major�e est convergente.
Í Toute suite d�croissante et minor�e est convergente.
Î (∀n ≥ n0) : |Un − l| ≤ Vn

lim
n→+∞

Vn = 0
=⇒ (Un)n≥n0

est convergente et lim
n→+∞

Un = l (∀n ≥ n0) : Wn ≤ Un ≤ Vn

lim
n→+∞

Vn = lim
n→+∞

Wn = l
=⇒ (Un)n≥n0

est convergente et lim
n→+∞

Un = l

 (∀n ≥ n0) : Wn ≤ Un =⇒ lim
n→+∞

Un = +∞ et (Un)n≥n0
est divergente

lim
n→+∞

Wn = +∞

 (∀n ⩾ n0) : Un > 0

lim
n→+∞

Un = l
⇒ l ⩾ 0

 (∀n ⩾ n0) : Un ⩽ Vn

lim
n→+∞

Un = l et lim
n→+∞

Vn = l′
⇒ l ⩽ l′

Ï Soit α ∈ Q∗ et soit q ∈ R, on a :

lim
n→+∞

nα =

+∞ si α > 0

0 si α < 0
lim

n→+∞
qn =



+∞ si q > 1

1 si q = 1

0 si − 1 < q < 1

∄ si q ≤ −1

Ð

 lim
n→+∞

Un = l

fest continue enl
⇒ lim

n→+∞
f(Un) = f(l)

Ñ



(i) f est continue surI
(ii) Un+1 := f(Un)

(iii)U0 ∈ I

(iv)f(I) ⊂ I

(v) (Un) est convergente


=⇒ la limite de (Un) est une sol de f(x) = x sur I

Les suites adjacentes

Deux suites (un)n et (vn)n sont dites adjacentes lorsque :
Ê (un)n est croissante. Ë (vn)n est d�croissante. Ì lim(vn − un) = 0.
Ø Deux suites adjecentes sont convergentes et elles ont la m�me limite.
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𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 3−

La Dérivation, Etude de fct 2 BAC S.M

Définitions

Soit 𝑓 une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert 𝐼 ∋ 𝑎. On dit que :

Ê 𝑓 est dérivable en 𝑎 s’il existe un réel 𝑙 t.q. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑙 (:= 𝑓 ′(𝑎)).

Ë 𝑓 est dérivable à droite de 𝑎 s’il existe un réel 𝑙 tel que lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑙

(:= 𝑓 ′
𝑑(𝑎)).

Ì 𝑓 est dérivable à gauche de 𝑎 s’il existe un réel 𝑙 tel que lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 𝑙

(:= 𝑓 ′
𝑔(𝑎)).

Í 𝑓 est dérivable sur 𝐼 s’elle est dérivable en tout point de 𝐼.

Î 𝑓 est dérivable sur [𝑎, 𝑏] s’elle est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[, dérivable à droite de 𝑎 et

dérivable à gauche de 𝑏.
Interprétation géométrique

Ê Si 𝑓 est dérivable en 𝑎 alors (𝐶𝑓) admet une tangente d’équation 𝑦 = 𝑓 ′(𝑎)(𝑥 −
𝑎) + 𝑓(𝑎) au point (𝑎, 𝑓(𝑎))

Ë Si 𝑓 est dérivable à droite au point 𝑎 alors (𝐶𝑓) admet une demi-tangente d’équation{︃
𝑦 = 𝑓 ′

𝑑(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)

𝑥 ≥ 𝑎
au point (𝑎, 𝑓(𝑎))

Ì Si 𝑓 est dérivable à gauche au point 𝑎 alors (𝐶𝑓) admet une demi-tangente d’équation{︃
𝑦 = 𝑓 ′

𝑔(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)

𝑥 ≤ 𝑎
au point (𝑎, 𝑓(𝑎))

Í Si lim
𝑥→𝑎±

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= ±∞ alors (𝐶𝑓) admet une demi-tangente verticale d’équation

𝑥 = 𝑎.

Î Si 𝑓 est dérivable au point 𝑎, la fonction 𝑔 définie par 𝑔(𝑥) = 𝑓 ′(𝑎)(𝑥− 𝑎) + 𝑓(𝑎)

est une approximation affine de 𝑓 au voisinage de 𝑎 et on a :

𝑥 ≃ 𝑎 =⇒ 𝑓(𝑥) ≃ 𝑔(𝑥)
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Tableau des fonctions dérivées et ces opérations

la fonction 𝑓 la dérivée 𝑓 ′ intervalle

𝑥 ↦→ 𝑘, 𝑘 ∈ R 𝑥 ↦→ 0 R

𝑥 ↦→ 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N* 𝑥 ↦→ 𝑛𝑥𝑛−1 R

𝑥 ↦→
1

𝑥
𝑥 ↦→ −

1

𝑥2
R*

𝑥 ↦→
√
𝑥 𝑥 ↦→

1

2
√
𝑥

] 0,+∞[

𝑥 ↦→ 𝑛
√
𝑥, 𝑛 ∈ N*∖{1} 𝑥 ↦→

1

𝑛 𝑛
√
𝑥
𝑛−1 R*

𝑥 ↦→ 𝑥𝑟, 𝑟 ∈ Q* 𝑥 ↦→ 𝑟𝑥𝑟−1 ] 0,+∞[

𝑥 ↦→ cos(𝑥) 𝑥 ↦→ − sin(𝑥) R

𝑥 ↦→ sin(𝑥) 𝑥 ↦→ cos(𝑥) R

𝑥 ↦→ tan(𝑥) 𝑥 ↦→ 1 + tan2(𝑥) =
1

cos2(𝑥)
R∖

{︂
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

}︂
𝑥 ↦→ arctan(𝑥) 𝑥 ↦→

1

1 + 𝑥2
R

la fonction 𝑓 définie sur 𝐼 la dérivée de 𝑓 sur 𝐼 Conditions

𝑢 + 𝑣 ; 𝑢𝑣 𝑢′ + 𝑣′ ; 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′

𝑢

𝑣

𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
𝑣 ̸= 0𝑠𝑢𝑟𝐼

𝑢𝑛, 𝑛 ∈ N* 𝑛𝑢′𝑢𝑛

1

𝑢
−

𝑢′

𝑢2
𝑢 ̸= 0𝑠𝑢𝑟𝐼

√
𝑢

𝑢′

2
√
𝑢

𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑛
√
𝑢, 𝑛 ∈ N* 𝑢′

(𝑛 𝑛
√
𝑢)𝑛−1

𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑢𝑟, 𝑟 ∈ Q*∖{−1} 𝑟𝑢′𝑢𝑟 𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑥 ↦→ 𝑢(𝑎𝑥 + 𝑏), 𝑎 ∈ R et 𝑏 ∈ R 𝑥 ↦→ 𝑎𝑢′(𝑎𝑥 + 𝑏) ]0,+∞[

arctan(𝑢)
𝑢′

1 + 𝑢2

sin(𝑢) ; cos(𝑢) 𝑢′ cos(𝑢) ; −𝑢′ sin(𝑢)

tan(𝑢)
𝑢′

cos2(𝑢)
𝑢 ̸=

𝜋

2
+ 𝑘𝜋
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La dérivée du composé

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions dérivables sur 𝐼 et 𝐽 respectivement telles que 𝑓(𝐼) ⊂ 𝐽 ,

alors 𝑓 ∘ 𝑔 est dérivable et on a : (𝑓 ∘ 𝑔)′(𝑥) = 𝑓 ′ (𝑔(𝑥)) .𝑔′(𝑥) (∀𝑥 ∈ 𝐼).
La dérivée de la réciproque

Soit 𝑓 une fonction bijective et dérivable sur 𝐼 et 𝑓 ′ ne s’annule pas sur 𝑓(𝐼) = 𝐽 alors

sa réciproque 𝑓−1 est dérivable sur 𝐽 et on a : (∀𝑥 ∈ 𝐽) :
(︀
𝑓−1

)︀′
(𝑥) =

1

𝑓 ′ (𝑓−1(𝑥))
Théorème des Accroissement Finis

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 une fonction définie sur [𝑎, 𝑏]. On a :

{︃
𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] TAF

𝑓 est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[ =⇒
(∃𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[) : 𝑓 ′(𝑐) =

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

(𝑏 − 𝑎)

Inégalité des Accroissement Finis

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 une fonction définie sur [𝑎, 𝑏]. On a :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] IAF

𝑓 est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[ =⇒
𝛽 ≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤ 𝛼

𝛽 ≤
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
≤ 𝛼

Théorème de Rolle

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 une fonction définie sur [𝑎, 𝑏]. On a :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] Rolle

𝑓 est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[ =⇒
𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)

(∃𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[) : 𝑓 ′(𝑐) = 0

Les branches infinies

La droite d’équation 𝑦 = 𝑎𝑥+𝑏 est une asymptote oblique à (𝐶𝑓) au voisinage de ±∞

⇐⇒ lim
𝑥→±∞

(𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥 + 𝑏)) = 0
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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 4−

Les fonctions Ln et Exp 2 BAC S.M

Le logarithme népérien

∙ Le logarithme népérien est la primitive de la fonction 𝑥 ↦→
1

𝑥
sur l’intervalle ]0,+∞[

et qui s’annule en 1. Noté par ” ln ”.

∙𝐷ln =]0,+∞[,

∙ 𝑙𝑛 est une fonction dérivable sur ]0,+∞ [ et on a : (∀𝑥 ∈]0,+∞[) : ln′(𝑥) =
1

𝑥
.

∙ ln est strictement croissante sur ]0,+∞[.

∙ L’équation ln(𝑥) = 1 admet une unique solution noté 𝑒 telle que 𝑒 = 2, 718 . . ..

Propriétés

Pour tout 𝑎 et 𝑏 de ]0,+∞[ et 𝑟 de Q :

∙ ln(𝑎𝑏) = ln(𝑎) + ln(𝑏) ∙ ln

(︂
𝑎

𝑏

)︂
= ln(𝑎) − ln(𝑏)

∙ ln

(︂
1

𝑎

)︂
= − ln(𝑎) ∙ ln(

√
𝑎) =

1

2
ln(𝑎) ∙ ln (𝑎𝑟) = 𝑟 ln(𝑎)

∙ ln(𝑎) = ln(𝑏) ⇔ 𝑎 = 𝑏. ∙ 𝑎 < 𝑏 ⇐⇒ ln(𝑎) < ln(𝑏)

∙ ln(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 1 ln(𝑥) < 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 1 ln(𝑥) > 0 ⇔ 𝑥 > 1

Etude du fonction ln

∙ lim
𝑥→+∞

ln(𝑥) = +∞ ∙ lim
𝑥→0+

ln(𝑥) = −∞ ∙ lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= 1

∙ lim
𝑥→+∞

ln(𝑥)

𝑥𝑛
= 0 ∙ lim

𝑥→0+
𝑥𝑛 · ln(𝑥) = 0 (∀𝑛 ∈ N*)

∙ Tableau de variation du ln et ça courbe :

𝑥

1

𝑥

ln(𝑥)

0 +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

∙ Soit 𝑢 une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle 𝐼. La fonction

𝑥 ↦→
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
s’appelle La dérivée logarithmique de 𝑢 sur 𝐼.
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∙ Si 𝑢 est une fonction dérivable sur un intervalle 𝐼 telle qu’elle ne s’annule jamais sur

𝐼, alors la fonction 𝑓 : 𝑥 ↦→ ln(|𝑢(𝑥)|) est dérivable sur 𝐼 et sa dérivée est La dérivée

logarithmique de 𝑢. càd ( ∀𝑥 ∈ 𝐼) : 𝑓 ′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
∙ Soit 𝑢 une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle 𝐼. Les fonctions

primitives de la fonction 𝑥 ↦→
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
sur 𝐼 sont les fonctions 𝑥 ↦→ ln(|𝑢(𝑥)|)+𝐶 avec

𝐶 ∈ R.

Logarithme à la base 𝑎

∙Soit 𝑎 un réel strictement positif et différent de 1. Le logarithme à base 𝑎 est la fonction

noté log𝑎 et définie sur ]0,+∞[ par : log𝑎(𝑥) =
ln(𝑥)

ln(𝑎)
.

∙ Si 𝑎 = 10 on note log10 = log et si 𝑎 = 𝑒 log𝑒 = ln.

∙ log𝑎(1) = 0 , log𝑎(𝑎) = 1, log𝑎(𝑒) =
1

ln(𝑎)
Soient 𝑥, 𝑦 ∈]0,+∞[, 𝑎 ∈ R*

+∖{1} :

∙ log𝑎(𝑥𝑦) = log𝑎(𝑥) + log𝑎(𝑦) ; log𝑎

(︂
1

𝑦

)︂
= − log𝑎(𝑦).

∙ log𝑎

(︂
𝑥

𝑦

)︂
= log𝑎(𝑥) − log𝑎(𝑦); log𝑎 (𝑥

𝑟) = 𝑟 log𝑎(𝑥), (∀𝑟 ∈ Q)

Pour tout 𝑎 ∈ R*
+∖{1}, la fonction log𝑎 est dérivable sur ]0,+∞[ et on a :

(∀𝑥 ∈]0,+∞[) : log′
𝑎(𝑥) =

1

𝑥 ln(𝑎)
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L’exponentielle népérien

∙ La réciproque de la fonction ln s’appelle La fonction exponentielle népérienne notée

exp : R →]0,+∞[.

∙ Soient 𝑟 ∈ Q et 𝑎 ∈]0,+∞ [, On a : exp(𝑟) = 𝑎 ⇔ 𝑟 = ln(𝑎) ⇔ ln (𝑒𝑟) =

ln(𝑎) ⇔ 𝑎 = 𝑒𝑟. Donc exp(𝑟) = 𝑒𝑟 pour tout 𝑟 de Q. On prolonge cette expression à

R et on aura : (∀𝑥 ∈ R) : exp(𝑥) = 𝑒𝑥

∙ La fonction exp est continue et strictement croissante sur R.
∙ 𝑒1 = 𝑒; 𝑒0 = 1; 𝑒𝑥 > 0, (∀𝑥 ∈ R).

Propriétés

∙ (∀𝑥 ∈ R) : ln (𝑒𝑥) = 𝑥 (∀𝑥 ∈]0,+∞[) : 𝑒ln(𝑥) = 𝑥

∙
{︃

𝑒𝑥 = 𝑦

𝑥 ∈ R
⇔

{︃
𝑥 = ln(𝑦)

𝑦 ∈]0,+∞[

Soient 𝑥, 𝑦 ∈ R et 𝑟 ∈ Q, on a :

∙ 𝑒𝑥 = 𝑒𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦 𝑒𝑥 > 𝑒𝑦 ⇔ 𝑥 > 𝑦

∙ 𝑒𝑥𝑒𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦; 𝑒−𝑥 =
1

𝑒𝑥
;

𝑒𝑥

𝑒𝑦
= 𝑒𝑥−𝑦; 𝑒𝑟𝑥 = (𝑒𝑥)𝑟

∙ lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞; lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0; lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= 1;

lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥𝑛
= +∞; lim

𝑥→+∞
𝑥𝑛𝑒𝑥 = 0; (∀𝑛 ∈ N)

∙ La fonction 𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 est dérivable sur R et (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥, (∀𝑥 ∈ R).
∙ Si 𝑢 est une fonction dérivable sur un intervalle 𝐼, alors la fonction 𝑥 ↦→ 𝑒𝑢(𝑥) est

dérivable sur 𝐼 et on a : (𝑒𝑢)′ (𝑥) = 𝑢′(𝑥)𝑒𝑢(𝑥), (∀𝑥 ∈ 𝐼)

L’exponentielle à la base 𝑎

∙ Soit 𝑎 un réel strictement positif et différent de 1 . L’exponentielle à base 𝑎 est la

fonction exp𝑎 : 𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 ln(𝑎) = 𝑎𝑥 et on a : (∀𝑥 ∈ R) : exp𝑎(𝑥) = 𝑒𝑥 ln(𝑎) = 𝑎𝑥
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Soient 𝑥, 𝑦 ∈ R et 𝑎 ∈ R*
+∖{1}. On a :

∙ 𝑎𝑥𝑎𝑦 = 𝑎𝑥+𝑦 𝑎−𝑥 =
1

𝑎𝑥

𝑎𝑥

𝑎𝑦
= 𝑎𝑥−𝑦 𝑎𝑥𝑦 = (𝑎𝑥)𝑦 𝑎𝑥 = 𝑒𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦

∙ La fonction 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥 est dérivable sur R et on a : (∀𝑥 ∈ R) : (𝑎𝑥)′ = ln(𝑎)𝑎𝑥.

∙
{︃

𝑎𝑥 < 𝑎𝑦 ⇔ 𝑥 > 𝑦 , 0 < 𝑎 < 1

𝑎𝑥 < 𝑎𝑦 ⇔ 𝑥 < 𝑦 , 𝑎 > 1
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  ; ( ) ( )= −

 ;

   ;

( )( ) =

 ( ) + 

( )



→+

=

  

( )   ( )  =
( )( )

( )
( )

−
= − +

=

( )
→+

=

 ;+ ( ) −=

( ) ( ; ; )

→ 

+

 ;+

( ) ( )

= = ( )

→ 

 \ ( ) −=
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   ( )+  =

( )


→+
=

 

( ) ( )
   ( )  −   −

=

→ 

( ) = + + −

'

     + 

     +   + +

→ 

( )


( )


−

=

= = −

   
−

  

( )


   
=

+ +
  −   − + 

( )


( )( )

=

+ +
=
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−
− +
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     ( )   −  
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        / ;  


=

=
→+

 
 + 

 

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( ; ; ) =

/ ( ) / ( ) ( ) ( )= − +  ;+
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→+

( )
+→

( ) =   ;+

( )

( ) = − ( )

( ) ( )

 ;+
( )

( ) = +

( )
→+

( )
+→

( ) =   

( )      =

( ) ( )+

→ 

 ;+ ( ) ( ) ( )= − − −

( )
+→

'( )  ; +

 ;+ ( )− − 

 ;+

( ) =  ; + + 

( )  ;  ; +  
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−
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=

'( ) '( ) ( )  ;+

 ;  
 
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 

→ 
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( )

( )
−

=

( )
+→

( )
→+

 ;+

( )

 ;    ( )



  + 

−
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−
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
 =

'( )  ;+

( )
→+

 ;+ ( ) −= − + −

'( ) "( )  ; +

'( ) "( )  ; +

 ;     −  + −   − +

 ;     ( )  + −  −  −

( ) ( )

( ) ( ) ( ; ; )

  ;+
( )     ;     

( )

−  
= +   

  
 =

 ;+

( ) =   ;+

 ;     ( ) ( )+  + −  −
+

( )


    
  = −


→+

=

 

44



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

45



2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 6−

Calcul Intégral 2 BAC S.M

Définition

Soient 𝑓 une fonction continue sur un intervalle [𝑎, 𝑏] et 𝐹 sa primitive sur [𝑎, 𝑏], on a :∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [𝐹 (𝑥)]𝑏𝑎 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎)

Propriétés

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur 𝐼 et 𝑎, 𝑏 et 𝑐 de 𝐼 et 𝑘 ∈ R.

Ê ⋆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
∫︁ 𝑎

𝑏

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 et

∫︁ 𝑎

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Ë Relation de Chasles : ⋆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑐

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑏

𝑐

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Ì La linéarité de l’intégrale : ⋆

∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥

⋆

∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Í Si 𝑓 ≥ 0 sur [𝑎, 𝑏] alors :

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 0

Î Si 0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑓 sur [𝑎, 𝑏] alors :

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Ï si 𝑎 ≤ 𝑏 on a :

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

Ð 𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) avec 𝑚 = min
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥) et 𝑀 = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥)

Ñ Il existe au moins 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que : 𝑓(𝑐) =
1

𝑏 − 𝑎

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (la valeur moyenne).

Techniques de calcul intégral

Ê Calcul direct : se fait par trouver une primitive de 𝑓 à intégrer sur l’intervalle 𝐼.

Ë Intégration par partie :

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions dérivables et leurs dérivées sont continues sur un intervalle

[𝑎, 𝑏]. Alors on a :

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑏𝑎 −
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
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Exemple :

∫︁ 𝑒

1

ln(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑒

1

(𝑥)′ ln(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑥 ln(𝑥)]𝑒1−
∫︁ 𝑒

1

𝑥
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑒−(𝑒−1) = 1

Ì Changement de variables :

Soit 𝑔 une fonction dérivable sur [𝑎, 𝑏] telle que 𝑔′ une continue sur [𝑎, 𝑏]. Soit 𝑓 une

fonction continue sur 𝑔([𝑎, 𝑏]). Alors :

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑔(𝑏)

𝑔(𝑎)

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

Exemple :∫︁ 2

1

√
𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥

𝑡=
√
𝑥

=

∫︁ √
2

√
1

𝑡

𝑡2 + 1
2𝑡𝑑𝑡 = 2

∫︁ √
2

1

𝑡2

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 = 2

∫︁ √
2

1

1−
1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 =

. . .
Sommes de Rieman

Soit 𝑓 une fonction continue sur [𝑎, 𝑏]. On pose pour tout 𝑛 ∈ N* :

𝑠𝑛 =
𝑏 − 𝑎

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓

(︂
𝑎 + 𝑖

𝑏 − 𝑎

𝑛

)︂
et 𝑆𝑛 =

𝑏 − 𝑎

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓

(︂
𝑎 + 𝑖

𝑏 − 𝑎

𝑛

)︂
alors les

suites (𝑠𝑛) et (𝑆𝑛) convergent et admettent

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 comme limite commune.

Exemple : lim
𝑛→+∞

1

𝑛 + 1
+ ..

1

2𝑛
= lim

𝑛→+∞

1

𝑛

𝑖=𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓

(︂
0 +

𝑖

𝑛

)︂
=

∫︁ 1

0

1

1 + 𝑡
𝑑𝑡 = ln(2)

Calcul des aires et volumes

Ê Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions continues sur [𝑎, 𝑏] et (𝐶𝑓) et (𝐶𝑔) leurs courbes. L’aire

comprise entre (𝐶𝑓) (𝐶𝑔) et les droites d’équations 𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏 est :

𝒜(𝑓, 𝑔, 𝑎, 𝑏) =

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
)︂
𝑢.𝑎

Remarque 1 : Le plan est rapporté à un repère orthogonal (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗⃗). L’unité de l’aire est

𝑢 · 𝑎 = ‖⃗𝑖‖‖⃗𝑗‖
Ë Soient un solide compris entre deux plans paralèlles d’équations 𝑧 = 𝑎 et 𝑧 = 𝑏.

On note par 𝑆(𝑡) l’aire d’ensemble des points 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) tels que 𝑧 = 𝑡 (la section du

solide par le plan d’équation 𝑧 = 𝑡 ). Si la fonction 𝑡 ↦→ 𝑆(𝑡) est continue sur l’intervalle

[𝑎; 𝑏], alors le volume V du solide , en u.v. est donné par : 𝑉 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑆(𝑡)𝑑𝑡

⇒ 𝑓 une fonction continue et 𝐷 le domaine limité par (𝐶𝑓) , l’axe (𝑂𝑥) et les droites

d’équations 𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏 Alors le volume V du solide de révolution engendré par la

rotation de 𝐷 autour de l’axe (𝑂𝑥) est : 𝑉 = 𝜋

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑓(𝑡))2𝑑𝑡

)︂
𝑢.𝑣

Remarque 2 : L’espace est muni d’un repère orthogonal (𝑂, 𝑖⃗, 𝑗⃗, 𝑘⃗) L’unité de volume

est 𝑢.𝑣 = ‖⃗𝑖‖‖⃗𝑗‖‖𝑘⃗‖
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𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 6′−

Les primitives
2 BAC S.M

Les primitives des fonctions usuelles

La fonction 𝑓 Les primitives de 𝑓 Intervalle

𝑥 ↦→ 𝑘, 𝑘 ∈ R 𝑥 ↦→ 𝑘𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→ 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N* 𝑥 ↦→
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→
1

𝑥2
𝑥 ↦→ −

1

𝑥
+ 𝑐, 𝑐 ∈ R R*

𝑥 ↦→
1

𝑥𝑛
, 𝑛 ∈ N*∖{1} 𝑥 ↦→ −

1

𝑛 − 1
·

1

𝑥𝑛−1
+ 𝑐, 𝑐 ∈ R R*

𝑥 ↦→
1

√
𝑥

𝑥 ↦→ 2
√
𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ R ] 0,+∞[

𝑥 ↦→ 𝑥𝑟, 𝑟 ∈ Q*∖{−1} 𝑥 ↦→
𝑥𝑟+1

𝑟 + 1
+ 𝑐, 𝑐 ∈ R ] 0,+∞[

𝑥 ↦→ cos(𝑥) 𝑥 ↦→ sin(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→ sin(𝑥) 𝑥 ↦→ − cos(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→ 1 + tan2(𝑥) =
1

cos2(𝑥)
𝑥 ↦→ tan(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R∖

{︂
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

}︂
𝑥 ↦→

1

1 + 𝑥2
𝑥 ↦→ arctan(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R

𝑥 ↦→
1

𝑥
𝑥 ↦→ ln(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ R R*+

𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 𝑥 ↦→ 𝑒𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ R R
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Les primitives et les opérations

La fonction 𝑓 définie sur 𝐼 Une primitives de 𝑓 sur 𝐼 Conditions

𝑢′ + 𝑣′ 𝑢 + 𝑣

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 𝑢𝑣

𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2

𝑢

𝑣
𝑣 ̸= 0𝑠𝑢𝑟𝐼

𝑢′𝑢𝑛, 𝑛 ∈ N* 1

𝑛 + 1
𝑢𝑛+1

𝑢′

𝑢2
−

1

𝑢
𝑢 ̸= 0𝑠𝑢𝑟𝐼

𝑢′
√
𝑢

2
√
𝑢 𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑢′

( 𝑛
√
𝑢)𝑛−1

, 𝑛 ∈ N* 𝑛 𝑛
√
𝑢 𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑢′𝑢𝑟, 𝑟 ∈ Q*∖{−1}
𝑢𝑟+1

𝑟 + 1
𝑢 > 0 sur 𝐼

𝑥 ↦→ 𝑢′(𝑎𝑥 + 𝑏), 𝑎 ∈ R* et 𝑏 ∈ R 𝑥 ↦→
1

𝑎
𝑢(𝑎𝑥 + 𝑏) ]0,+∞[

𝑢′

1 + 𝑢2
arctan(𝑢)

𝑢′ sin(𝑢) − cos(𝑢)

𝑢′ cos(𝑢) sin(𝑢)

𝑢′

cos2(𝑢)
tan(𝑢) 𝑢 ̸=

𝜋

2
+ 𝑘𝜋

𝑢′

𝑢
ln(|𝑢|) 𝑢 ̸= 0

𝑢′𝑒𝑢 𝑒𝑢
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𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 7−

Les équations différentielles
2 BAC S.M

L’équation 𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏

Soient 𝑎 ∈ R* et 𝑏 ∈ R.

L’équation différentielle La solution générale

𝑦′ = 𝑎𝑦 𝑦(𝑥) = 𝑐𝑒𝑎𝑥; 𝑐 ∈ R{︃
𝑦′ = 𝑎𝑦

𝑦 (𝑥0) = 𝑦0

𝑦(𝑥) = 𝑦0𝑒
𝑎(𝑥−𝑥0)

𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏 𝑦(𝑥) = 𝑐𝑒𝑎𝑥 −
𝑏

𝑎
; 𝑐 ∈ R{︃

𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏

𝑦 (𝑥0) = 𝑦0

𝑦(𝑥) =

(︂
𝑦0 +

𝑏

𝑎

)︂
𝑒𝑎(𝑥−𝑥0) −

𝑏

𝑎

L’équation 𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0

L’équa. diff. et son equa.

cara.
Si

Les Solutions

de l’équa. car.

Les solutions générale

de l’équa. diff.

Δ > 0

Deux solutions

réelles différentes

𝑟1 et 𝑟2

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑟2𝑥

telle que 𝐶1, 𝐶2 ∈ R

𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0 et

son équation caractéristique

𝑟2 + 𝑎𝑟 + 𝑏 = 0

Δ = 0
Une solution

réelle double 𝑟

𝑦(𝑥) = (𝐶1𝑥 + 𝐶2)𝑒
𝑟𝑥

telle que 𝐶1, 𝐶2 ∈ R

Δ < 0

Deux solu-

tions complexes

𝑟1 = 𝑝 + 𝑖𝑞 et

𝑟1

𝑦(𝑥) = (𝐶1 cos(𝑞𝑥) +

𝐶2 sin(𝑞𝑥))𝑒
𝑝𝑥 telle que

𝐶1, 𝐶2 ∈ R
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 𝑥 ↦
𝑥𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)2  ;

−

𝐼 = ∫
𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑐𝑜𝑠(𝑥)+𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝜋

4
0

𝑑𝑥 𝐽 = ∫
𝑐𝑜𝑠(𝑥)

𝑐𝑜𝑠(𝑥)+𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝜋

4
0

𝑑𝑥

+ −

( ) ( )   ( )
−

  +  + −

 

;   ( )
  

     
  

( )



  −

 
+

( )    ( )  + 

( )    ( )   −

( )      + 

 

 ;−
 

( )  

( )     ;

( )     ;

 = − −  − −


= +  −

 ;−

( )

= = −

( ) = + ( ) ( )=

( ),  ( ) =


=

−

= − ( )/ ( )=

= − + ( )/ = −

( )

( )

( )
=

+
 ( )/ ( )=

−

= + ( )/ = +

( )

( )





=  ( )/ ( )=

( )





=  ( )/ ( )=

( )

( )



=
+ ( )/ ( )=

52



 

( ) =

( )

 ;

( )

 ;

 

→+

    ;      ;       ;       ;     
− −

= = = = =

= = =  =  =
+ + ++ −

    

   ;      ;   


= = =

  
= =  = +  

+    
    

 

( ) =  ( )( )  ( )  = 

( )    

( )  ( )+  + + =

( )

( )     
+ +

→+ →+

  𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

𝒂
𝑯(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

𝒖(𝒙)

𝒂
 

( ) = 

( )

 ;+

 ;+

'( ),  '( ) '( )

( ) =
+

( )

 ;+

 ;+

'( ) '( )

 ;+

; 
( )

; ( ) ;
( )



 + − +→+ →

+

−→
→

+
+

+ +
−

   

53



 

"   ;  '   ;  '+ − = = − + + =

'− =
 

= 
 

( ) :  " '   ;  ( ) :  " '   ;  ( ) :  "+ − = − + = = − +

( ) ( ) = '( ) =

( ) ( )" ' −+ + = −

: −
( )

( ) = +

( ) :  " '+ + =

( ) ( )


( )( )( )

=
+



( )    −  
+

−  
+

→+

=
+

( )


 =
+

( ) ( )= − +

( ) + 
+ ( )  ( )   + 

→+

( )      + = ( ) ( )
→+

− =


( )( )



= 

;
 

 
 

( )

    
+    

    =
    −    
    

54



 

;
 

 
 

'( )
( )

=

( )

( )

( )

( )



=  ( )  −  = −

( ) ( )
( )

/
( )  ( )

( ) ( )
−

  = 

( ) ( ) ( )( )  
−

−  − = − +

,  

;
 

+ 
  ( )

( )

( ) =
+



;   ( )
( )

   
   −    +    

( )
+

 
→ 
 

( ) ( )

( )

;   ( )
( )

  
  + = − +  

  + + 


 ( )
( )

;   ( )
( )

  +  −
+

( )
→+

'( )  ;
 

 + 
 

;
 

+ 
 

( ) ( )=  ( ) =
+

'( ) 

( )( ) = + +

'( ) 

( )
−



− + +
 = +

( )
−


55



 

 ;+ ( )

+

−= 

 ( );   ( )  + =
+

 ;+

 ( );   ( )  + 
+

( )
+→

 ( );     ( )
− −

  +  
+

( )
→+

 ;+ '( )  ; +

( )= ( )
−

=
+

( ) =
+

( ) =
−

( )



=  /
  
=   

  

( )

( )



=  /
  
=   

  

= − + ( )/ = −



= + ( )( )/ =

( )

( )



=
+ ( )( )/ =

( )

( ) ( )



=
+

 /
 

= − 
 

( )

( )
=

+
 /

  
=   

  

( )

( )
−

=
− ( )/ ( )=

( )

( )



=
+ /

  
=   

  

( )





=  /
  
=   

  

  ;+
( )

( )
+

= − + ( )

( ; ; ) =

( )
→+

( )

→+

( )( )
→+

−

( )

/ ( )  ; +

( ) =   ;+

( )      

( )   ( )

+  

( )


56



Exercice 11 : Extrait du bac 1

Exercice 12 : Extrait du bac 2

Exercice 13 : Extrait du bac 3

1 cab ud tiartxE : 91 ecicrexEُ

2 cab ud tiartxE : 02 ecicrexEُ

3 cab ud tiartxE : 12 ecicrexEُ

Exercice 18 : Extrait du bac 1

Exercice 19 : Extrait du bac 2

Exercice 20 : Extrait du bac 3
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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 5−

Les Nombres compléxes 2 BAC S.M

Définitions et Notations

L’ensemble des nombres complexes est : C =
{︀
𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏/(𝑎; 𝑏) ∈ R2 et 𝑖2 = −1

}︀
Soit le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct

(︀
𝑜,−→𝑒1 ,−→𝑒2

)︀
Soit 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 un nombre complexe avec(𝑎; 𝑏) ∈ R2

- La forme algébrique du nombre complexe 𝑧 est : 𝑎 + 𝑖𝑏.

- La partie réelle du nombre complexe 𝑧 est : Re(𝑧) = 𝑎.

- La partie imaginaire du nombre complexe 𝑧 est : Im(𝑧) = 𝑏.

- Le nombre complexe 𝑧 est imaginaire pur si Re(𝑧) = 0.

- Égalité de deux nombres complexes : 𝑧 = 𝑧′ ⇔

⎧⎨⎩𝑅𝑒(𝑧) =𝑅𝑒 (𝑧′)

Im(𝑧) = Im (𝑧′)

- Le conjugué du nombre complexe 𝑧 est : 𝑧 = 𝑎 − 𝑖𝑏

- Le module du nombre complexe 𝑧 est : |𝑧| =
√
𝑧𝑧 =

√︀
𝑎2 + 𝑏2

- L’image du nombre complexe 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 est le point 𝑀(𝑎, 𝑏), noté 𝑀(𝑧)

- L’affixe du point 𝑀(𝑎, 𝑏) est le nombre complexe 𝑧𝑀 = 𝑎 + 𝑖𝑏.

- L’affixe du vecteur 𝑢⃗(𝑎, 𝑏) est le nombre complexe 𝑧𝑢⃗ = 𝑎 + 𝑖𝑏.

- L’affixe du vecteur
−→
𝐴𝐵 est le nombre complexe 𝑧−→

𝐴𝐵
= 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

- L’argument de 𝑧 non nul est une mesure 𝜃 de l’angle orienté
(︁−→𝑒1 ,−−→𝑂𝑀

)︁
noté 𝑎𝑟𝑔𝑧.

avec cos 𝜃 =
𝑅𝑒(𝑧)

|𝑧|
sin 𝜃 =

𝐼𝑚(𝑧)

|𝑧|
- La forme trigonométrique du nombre complexe non nul 𝑧 est :

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = [𝑟, 𝜃] avec 𝑟 = |𝑧| et arg 𝑧 ≡ 𝜃[2𝜋]

- La forme exponentielle du nombre complexe non nul 𝑧 est : 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

avec 𝑟 = |𝑧| et arg 𝑧 ≡ 𝜃[2𝜋]
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Propriétés

𝐶𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢𝑒 𝑀𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 𝐴𝑟𝑔𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡

𝑂𝑝𝑝𝑜𝑠𝑒 −𝑧 = −𝑧 | − 𝑧| = |𝑧| arg(−𝑧) ≡ (𝜋 + arg 𝑧)[2𝜋]

𝐶𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢𝑒 𝑧 = 𝑧 |𝑧| = |𝑧| arg(𝑧) ≡ − arg 𝑧[2𝜋]

𝑃𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑧+𝑧
′ = 𝑧+𝑧

′ |𝑧+𝑧
′| = |𝑧|+|𝑧′| arg (𝑧𝑧′) ≡ arg 𝑧 + arg 𝑧′[2𝜋]

𝑃𝑢𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑧𝑛 = (𝑧)𝑛 |𝑧𝑛| = |𝑧|𝑛 arg (𝑧𝑛) ≡ 𝑛 arg 𝑧[2𝜋]

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

(︂
1

𝑧′

)︂
=

1

𝑧′

⃒⃒⃒⃒
1

𝑧

⃒⃒⃒⃒
=

1

|𝑧|
arg

(︂
1

𝑧

)︂
≡ − arg 𝑧[2𝜋]

𝑄𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡

(︂
𝑧

𝑧′

)︂
=

𝑧

𝑧′

⃒⃒⃒⃒
𝑧

𝑧′

⃒⃒⃒⃒
=

|𝑧|
|𝑧′|

arg

(︂
𝑧

𝑧′

)︂
≡ arg 𝑧 − arg 𝑧′[2𝜋]

𝑆𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑧 + 𝑧′ = 𝑧 + 𝑧′ |𝑧 + 𝑧′| ≤ |𝑧| + |𝑧′| −

Forme trigonométrique Forme exponentielle

Conjugué [𝑟, 𝜃] = [𝑟,−𝜃] 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟𝑒−𝑖𝜃

Opposé −[𝑟, 𝜃] = [𝑟, 𝜋 + 𝜃] −𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟𝑒𝜋+𝑖𝜃

Produit [𝑟, 𝜃]+[𝑟
′, 𝜃′] = [𝑟𝑟′; 𝜃 + 𝜃′] 𝑟𝑒𝑖𝜃 +𝑟

′𝑒𝑖𝜃
′
= 𝑟𝑟′𝑒𝑖(𝜃+𝜃′)

Formule Moivre [𝑟, 𝜃]𝑛 = [𝑟𝑛;𝑛𝜃]
(︀
𝑟𝑒𝑖𝜃

)︀𝑛
= 𝑟𝑛𝑒𝑖(𝑛𝜃)

Inverse
1

[𝑟; 𝜃]
=

[︂
1

𝑟
;−𝜃

]︂
1

𝑟𝑒𝑖𝜃
=

1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃

Quotient
[𝑟; 𝜃]

[𝑟′; 𝜃′]
=

[︂
𝑟

𝑟′ ; 𝜃 − 𝜃′
]︂

𝑟𝑒𝑖𝜃

𝑟′𝑒𝑖𝜃′ =
𝑟

𝑟′𝑒
𝑖(𝜃−𝜃′)

Formules d’Euler cos 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
et sin 𝜃 =

𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖

Somme 𝑒𝑖𝑎 + 𝑒𝑖𝑏 = 𝑒𝑖
𝑎+𝑏
2

(︁
𝑒𝑖

𝑎−𝑏
2 + 𝑒−𝑖𝑎−𝑏

2

)︁
= 2 cos

(︂
𝑎 − 𝑏

2

)︂
𝑒𝑖

𝑎+𝑏
2

Différence 𝑒𝑖𝑎 − 𝑒𝑖𝑏 = 𝑒𝑖
𝑎+𝑏
2

(︁
𝑒𝑖

𝑎−𝑏
2 − 𝑒−𝑖𝑎−𝑏

2

)︁
= 2 sin

(︂
𝑎 − 𝑏

2

)︂
𝑒𝑖

𝑎+𝑏+𝜋
2

𝑧 + 𝑧 = 2Re(𝑧) 𝑧 ∈ R ⇔ 𝑧 = 𝑧

𝑧 − 𝑧 = 2𝑖 Im(𝑧) 𝑧 ∈ R ⇔ arg 𝑧 = 𝑘𝜋/𝑘 ∈ Z
𝑧𝑧 = [Re(𝑧)]2 + [Im(𝑧)]2 𝑧 ∈ 𝑖R ⇔ 𝑧 = −𝑧

|𝑧| = 0 ⇔ 𝑧 = 0 𝑧 ∈ 𝑖R ⇔ arg 𝑧 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋/𝑘 ∈ Z

∀𝑘 ∈ Z [𝑟, 𝜃 + 2𝑘𝜋] = [𝑟, 𝜃]
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Equation du deuxième degré

L’équation le discriminant Ensemble de solution

𝑧 ∈ C 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0
Δ > 0

{︃
−𝑏 −

√
Δ

2𝑎
;
−𝑏 +

√
Δ

2𝑎

}︃
(︀
Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐

)︀
Δ = 0 𝑆 =

{︂−𝑏

2𝑎

}︂
Δ < 0 𝑆 =

{︃
−𝑏 − 𝑖

√
−Δ

2𝑎
;
−𝑏 + 𝑖

√
−Δ

2𝑎

}︃
Formules de viète 𝑧1 + 𝑧2 =

−𝑏

𝑎
𝑧1.𝑧2 =

𝑐

𝑎

Nombres complexes et géométrie

Formule complexe Inérprétation géomètrique

|𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| la distance 𝐴𝐵

|𝑧 − 𝑧𝐴| = 𝑟 (𝑟 > 0) 𝑀 appartient au cercle de centre𝐴et de rayon 𝑟

|𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| 𝑀 appartient à la médiatrice de [𝐴𝐵]

𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
∈ R𝐴 𝐼 milieu 𝑑𝑒[𝐴𝐵]

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
∈ R 𝐴,𝐵 et 𝐶 trois points alignés

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷

𝑧𝐴 − 𝑧𝐷
.
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
∈ R 𝐴,𝐵,𝐶 et 𝐷 sont cocycliques

(
−→
𝐴𝐵;

−→
𝐴𝐶) ≡ arg

(︂
𝑧𝑐 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

)︂
[2𝜋] mesure de l’angle (

−→
𝐴𝐵;

−→
𝐴𝐶)

La Condition Nature du triangle ABC
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
=

[︂
𝑟;±

𝜋

2

]︂
ABC est un triangle rectangle en A

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
= [1; 𝜃] ABC est un triangle isocèle en A

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
=

[︂
1;±

𝜋

2

]︂
ABC est un triangle isocèle et rectangle en A

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
=

[︂
1;±

𝜋

3

]︂
ABC est un triangle équilatéral

Transformations usuelles

La Transformation Ecriture complexe

Translation de vecteur 𝑢⃗ d’affixe 𝑧𝑢⃗ 𝑧′ = 𝑧 + 𝑧𝑢⃗

Homothétie de centre Ω(𝑤) et de rapport 𝑘 𝑧′ − 𝑤 = 𝑘(𝑧 − 𝑤)

Rotation de centre Ω(𝑤) et d’angle 𝜃 𝑧′ − 𝑤 = 𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝑤)
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Reconnaitre une translation, une homothétie ou une rotation à partir de

leurs expressions complexes

𝑧 ↦→ 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑎 = 1 𝐹 est une translation de vecteur −→𝑢 (𝑏)

𝑎 ∈ R* − {1} 𝐹 est une homothétie 𝐻

(︂
Ω(

𝑏

1 − 𝑎
), 𝑘 = 𝑎

)︂
𝑎 ∈ C*, 𝑏 ∈ C |𝑎| = 1 et 𝑎 ̸= 1

𝐹 est une rotation :

𝑅

(︂
Ω(

𝑏

1 − 𝑎
), 𝜃 ≡ 𝑎𝑟𝑔(𝑎)[2𝜋]

)︂

|𝑎| = 1 et 𝑎 /∈ R

𝐹 = 𝑅 ∘ 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑅 avec

𝑅

(︂
Ω(

𝑏

1 − 𝑎
), 𝜃 ≡ 𝑎𝑟𝑔(𝑎)[2𝜋]

)︂
et

𝐻

(︂
Ω(

𝑏

1 − 𝑎
), 𝑘 = |𝑎|

)︂
Racines n’ème d’un nombre complexe

Le nbr complx Condition La racine carré

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏

𝑏 = 0
𝑎 > 0

√
𝑎 ou −

√
𝑎

𝑎 < 0 𝑖
√
𝑎 ou −𝑖

√
𝑎

𝑎 = 0
𝑏 > 0

√︂
𝑏

2
(1 + 𝑖) ou −

√︂
𝑏

2
(1 + 𝑖)

𝑎, 𝑏 ∈ R 𝑏 < 0

√︂
𝑏

2
(1 − 𝑖) ou −

√︂
𝑏

2
(1 − 𝑖)

𝑏 ̸= 0 𝑎 ̸= 0 ±

⎛⎝√︃√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎

2
+ 𝑖 signe (𝑏)

√︃√
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎

2

⎞⎠
Exemple : Les racines carrées de 𝑍 = −3 + 4𝑖, on pose 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 on a donc

𝑧2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦, |𝑧2| = 𝑥2 + 𝑦2 et |𝑍| = 5.

donc 𝑧2 = 𝑍 ⇔

⎧⎨⎩ 𝑧2 = 𝑍

|𝑧|2 = |𝑍|
⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥2 − 𝑦2 = −3

2𝑥𝑦 = 4

𝑥2 + 𝑦2 = 5

⇔

⎧⎨⎩𝑥 = 1

𝑦 = 2
ou

⎧⎨⎩𝑥 = −1

𝑦 = −2

En fin 𝑧 = 1 + 2𝑖 et 𝑧 = 1 − 2𝑖 sont les deux racines carrés de 𝑍 = −3 + 4𝑖

- On appel racine n’iéme ou racine d’ordre 𝑛 d’un nombre complexe 𝑍 tout nombre

complexe 𝑧 tele que 𝑧𝑛 = 𝑍 (avec 𝑛 ∈ N).

- Les racines n’iémes de 𝑍 = [𝑟, 𝜃] sont 𝑧𝑘 = [ 𝑛
√
𝑟,

𝜃

𝑛
+

2𝑘𝜋

𝑛
] (avec 𝑘 ∈ [|0, 𝑛 − 1|])

- La somme des racines n’ièmes d’un nombre complexe est nulle Σ𝑖=𝑛−1
𝑖=0 𝑒𝑖(

𝜃
𝑛
+2𝑘𝜋

𝑛 ) = 0.
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( )

= +

= − −

+
=

+

( )= +

( )


= +



= −

𝑐𝑜𝑠(
𝜋

12
) 𝑠𝑖𝑛(

𝜋

12
)

𝑧7 =
2+3𝑖

3+2𝑖
𝑧8 =

2−3𝑖

3−2𝑖
𝑧7 + 𝑧8 𝑧7 − 𝑧8

 

  ;    ;  = − = − = +

 

( )  ;  ( )  ;  ( )+ − + ( )+ ( ) ( )⊥

( )  ;  ( )  ;  ( )+ + ( )− − ( ) ( )

( )  ;  ( )  ;  ( )+ − + + ( )−

 ;   ;  = = + = − + ( )= −

  ;    ;  = + = − = −

( ) ( ) ( ) ;   ;  ( )+ − − − + ( )− +

  ;    ;  = + = − = +
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( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( ) ( ) ( ) = + − −

'

'
'

 

   
 +
  
 

 −
+ =  

 

'

'
'

 

   
 +
  
 

 −
− =   

 

 

= +


= −

( )( ); ; ;  ( ) ( )+ + +  + + +

= + = −

( ) − + = −

( )− −

  ;    ;  = + = + = +

'( ') ( )


' = + +

𝒛𝒏 = 𝒁

−

+

 \ −

  ;    ;    ;    ;    ;    ;  
+

− − + + − −
−

( ) : ( )   ;  ( ) : ( ) ( )   ;  ( ) : ( ) ( )− + + + = + + + + + = + − + + + =
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 ( ) : ( )   ;  ( ) : ( )   ;  ( ) : ( )    / ;
 

   
   

− − − = − + = − + =    
   

( ) : ( )− − + − =

( )

  ;    ;  
− − +

− + =  
− +

  ;    ;  
− −

+ − = − +  
+

𝒛′ = 𝒂𝒛 + 𝒃 𝒂; 𝒃 ∈ ℂ/𝒂 ≠ 𝟎

( ) ( )'   ;   '   ;   '   ;   '   ;   '
 

= − + = + − = − + + = − + − = + − −  
 



 =   = + +   = + +

( ) 

+ 

       
+ +     

     

( ; ; )

( ):  − − + =

( )= + − ( )  

( )

( )


= −

,  



= +

( )  

 ( )

( )

−

−

( ):  ( )− + + + =

( )= − ( )  

( ) 

( )= −
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( ; ; )

𝜋

2

𝑎𝑟𝑔 (
𝑏

𝑏−𝑎
) ≡

𝜋

6
[2𝜋]

−

 :

( )  :  ( ) ( )+ − − − − − + =

= − + ( )

( )

( )=  + − − =

=

( ; ; )

' ' ' ( )− = − −

 +


" " ( )=

" = +

"

'

−

−
' "

,  ,  ' "  

( ; ; )

( ):  i ( ) ( )+ − − + =

( )

( )= −

( )  


  −

,  ,  ,  +

( ) ( ) + + − = =

( ) ( ) ( ) ( )⊥  + − − =

( )

( ) ( )− + = −
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( ) ( )⊥

\

( ):  ( )( )− + + + =

( )

( )
=   

+

  + =

( ; ; )

= + ( )= + = −


  


( )( )− −

=

−

( ) ( ) ⊥ = 

( ) ( )

ℎ−𝑎

𝑏−𝑎

ℎ

𝑏−𝑎



( ):    − − =

( )  =

( )

 = ( )  ( )

( ; ; )

,   𝛼, 𝑧1 =
1+𝑖√3

2
𝛼 𝑧2 =

−1+𝑖√3

2
𝛼



( ) = ( ) =



− =

( ) ( )










 

−−
= 

− −
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−

( ):  ( )( ) ( )− + + + + =

( ) ( ) ( ) = − −

( )

( ; ; )

' '

' = +

= + = +

( ) =

=



( ) = − + 

( ) ( )  


 +

+ 

( ; ; )

( ) ( ) ( ):  ( )− + − + − =

( ) ( )( ) = + +

( )

= + = −

( ) ( ),  ( )
=   



=

+ + =

' '

'


= − "

" " = −  
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− = − −

( ) ( )+

( )= ( )= ( )=

 ( ; );( ; );( ; ) = −

 ; 

( ):  ( ) − + =

( )  ( ) 


= −

 
 
 

+ + 
= 

− 


( ; ; )

' '

' = +






 =

=  ( )+ =

,  

,  ( ; ; )

 = 

( )
 

=  
 




+ +

 .... += + + +

→+

+

,  
    
   
   

 
 
 

+ −   
− =   

− +   

   \ ( ) + = ( )


 
−

−
=

 
+ = 

 
  

73



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

74



2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 8−

Arithmétique 2 BAC S.M

Divisibilité-Division Euclidien

Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z et 𝑛 ∈ N.

Définition : 𝑏 divise 𝑎 ⇔ 𝑏 | 𝑎 ⇔ 𝑎 multiple de 𝑏 ⇔ ∃𝑘 ∈ Z : 𝑎 = 𝑘𝑏.

∙ 𝑎 | 𝑎 ∙ 𝑎 |𝑏 ⇔ 𝑎𝑛| 𝑏𝑛

∙
{︃

𝑎 | 𝑏
𝑏 | 𝑎

⇒ |𝑎| = |𝑏| ∙
{︃

𝑎 | 𝑏
𝑏 | 𝑐

⇒ 𝑎 | 𝑐

∙
{︃

𝑎 | 𝑏
𝑎 | 𝑐

⇒ 𝑎 | 𝛼𝑏 + 𝛽𝑐 (𝛼, 𝛽 ∈ Z) ∙
{︃

𝑎 | 𝑏
𝑎′ | 𝑏′

⇒ 𝑎𝑎′ | 𝑏𝑏′

D.Euclidienne :Soient 𝑎 ∈ Z et 𝑏 ∈ Z*. Alors ∃!(𝑞, 𝑟) ∈ Z+N tels que

{︃
𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟

0 ≤ 𝑟 < |𝑏|

Congruence modulo 𝑛

Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z et 𝑛 ∈ N.

Ê 𝑎 congrue 𝑏 modulo 𝑛 ⇔ 𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⇔ 𝑛 | (𝑎 − 𝑏) ⇔ (∃𝑘 ∈ Z) : 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑛

⇐⇒ 𝑎 et 𝑏 ont le même reste de la division euclidienne sur 𝑛

Ë la relation ”Congruence modulo” est dite relation d’équivalence :

(a) La réflexivité : 𝑎 ≡ 𝑎[𝑛], ∀𝑎 ∈ Z.

(b) La symétrique : 𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⇒ 𝑏 ≡ 𝑎[𝑛], ∀𝑎, 𝑏 ∈ Z.

(c) La transitivité : 𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] et 𝑏 ≡ 𝑐[𝑛] ⇒ 𝑎 ≡ 𝑐[𝑛], ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z.

Ì

{︃
𝑎 ≡ 𝑏[𝑛]

𝑐 ≡ 𝑑[𝑛]
⇔

{︃
𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑[𝑛]

𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑[𝑛]
, Í 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐[𝑛] ⇔ 𝑎 ≡ 𝑏

[︂
𝑛

𝑑

]︂
(𝑑 = 𝑐∧𝑛).

Í 𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⇒ 𝑎𝑝 ≡ 𝑏𝑝[𝑛] 𝑛 | 𝑎 ⇔ 𝑎 ≡ 0[𝑛] 𝑎 ≡ 𝑎 + 𝑘𝑛[𝑛]

Î L’ensemble Z/𝑛Z : Z/𝑛Z = {0, 1, . . . , (𝑛 − 1)} avec 𝑟 = {𝑎 ∈ Z/𝑎 ≡
𝑟[𝑛]}, ∀𝑟 ∈ [|0, 𝑛 − 1|] On a donc Z = 0 ∪ 1 ∪ . . . ∪ (𝑛 − 1)

PGCD et PPCM
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PGCD PPCM

∙ Le plus grand commun diviseur de 𝑎 et

𝑏 est le plus grand diviseur commun stric-

tement positif de 𝑎 et 𝑏 (𝑎 ∧ 𝑏)

∙ Le plus petit commun multiple de 𝑎 et 𝑏

est le plus petit multiple commun stricte-

ment positif de 𝑎 et 𝑏 (𝑎 ∨ 𝑏)

∙ 𝑎 ∧ 1 = 1 ∙ 𝑎 ∧ 𝑎 = |𝑎| ∙ 𝑎 ∨ 1 = |𝑎| ∙ 𝑎 ∨ 𝑎 = |𝑎|
∙ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎 ∙ 𝑎 ∧ 𝑏 = |𝑎| ∧ |𝑏| ∙ 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎 ∙ 𝑎 ∨ 𝑏 = |𝑎| ∨ |𝑏|
∙ 𝑎 ∧ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∧ 𝑐 ∙ 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐

∙ 𝑎𝑏 ∧ 𝑎𝑐 = |𝑎|(𝑏 ∧ 𝑐) ∙ 𝑎𝑏 ∨ 𝑎𝑐 = |𝑎|(𝑏 ∨ 𝑐)

∙ 𝑎 ∧ 𝑏/𝑎 et 𝑎 ∧ 𝑏/𝑏 ∙ 𝑎/𝑎 ∨ 𝑏 et 𝑏/𝑎 ∨ 𝑏

∙ 𝑎/𝑏 et 𝑎/𝑐 ⇒ 𝑎/𝑏 ∧ 𝑐 ∙ 𝑎/𝑐et𝑏/𝑐 ⇒ 𝑎 ∨ 𝑏/𝑐

∙ 𝑎/𝑏 ⇔ 𝑎 ∧ 𝑏 = |𝑎| ∙ 𝑎/𝑏 ⇔ 𝑎 ∨ 𝑏 = |𝑏|
∙ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑 ⇒ (∃𝛼, 𝛽 ∈ Z)𝑑 = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 ∙ (𝑎 ∨ 𝑏)(𝑎 ∧ 𝑏) = |𝑎𝑏| ∙ 𝑎 ∧ 𝑏/𝑎 ∨ 𝑏

∙ Algorithme d’Euclide : Si 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 ⇒ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑟 ainsi 𝑎 ∧ 𝑏 est le dernier

reste non nul dans les divisions euclidiennes successives.

les nombres premiers entre eux

Définition On dit que 𝑎 et 𝑏 sont premiers entre eux si 𝑎 ∧ 𝑏 = 1.

Théorème de Bezout

𝑎 ∧ 𝑏 = 1 ⇔
(︀
∃(𝑢, 𝑣) ∈ Z2

)︀
: 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1.

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑 ⇔ ∃(𝛼, 𝛽) ∈ Z2 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎 = 𝛼𝑑

𝑏 = 𝛽𝑑

𝛼 ∧ 𝛽 = 1

Et ces conséquences

{︃
𝑎 ∧ 𝑐 = 1

𝑎 ∧ 𝑏 = 1
⇔ 𝑎∧ 𝑏𝑐 = 1; 𝑎∧ 𝑏 = 1 ⇔ 𝑎∧ 𝑏𝑛 = 1

Théorème de Gauss

{︃
𝑎 | 𝑏𝑐
𝑎 ∧ 𝑏 = 1

⇒ 𝑎 | 𝑐.

Et ces conséquences

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎 | 𝑐
𝑏 | 𝑐
𝑎 ∧ 𝑏 = 1

⇒ 𝑎𝑏 | 𝑐 ;

{︃
𝑎𝑏 ≡ 𝑎𝑐[𝑛]

𝑎 ∧ 𝑛 = 1
⇒ 𝑏 ≡ 𝑐[𝑛]

(𝐸) : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 ∙ (𝐸) admet des solutions ⇔ 𝑎 ∧ 𝑏 | 𝑐.

∙ 𝑆(𝐸) =

{︂(︂
𝑥0 +

𝑘𝑏

𝑎 ∧ 𝑏
, 𝑦0 −

𝑘𝑎

𝑎 ∧ 𝑏

)︂
/𝑘 ∈ Z

}︂
avec (𝑥0, 𝑦0) est une solution particulière.
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Les nombres premiers

Définition : ∙ 𝑝 est un nombre premier ⇔ 𝐷𝑝 = {−1, 1,−𝑝, 𝑝}
∙ Le plus petit diviseur positif de 𝑎 différent de 1 est un

nombre premier

∙ L’ensemble des nombres premiers P est infini.

Propriétés : Ê 𝑎 n’est pas premier ⇒ (∃𝑝 ∈ P), 𝑝 | 𝑎 et 𝑝2 ≤ 𝑎.

Ë (∀𝑝, 𝑞 ∈ P) : (|𝑝| ̸= |𝑞| ⇔ 𝑝 ∧ 𝑞 = 1)

Ì

{︃
𝑝 ∈ P
𝑝 | 𝑎𝑛

⇒ 𝑝 | 𝑎 Í

{︃
𝑝 ∈ P
𝑝 ̸ | 𝑎

⇒ 𝑝 ∧ 𝑎 = 1

Î

{︃
𝑝 ∈ P, 𝑘 ∈ Z
1 ≤ |𝑘| < |𝑝|

⇒ 𝑝 ∧ 𝑘 = 1

Ï

{︃
𝑝 ∈ P
𝑝 | 𝑎𝑏

⇒ 𝑝 | 𝑎 ou 𝑝 | 𝑏 Ð

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝 ∈ P
𝑝 | 𝑎𝑏
𝑝 ̸ | 𝑎

⇒ 𝑝 | 𝑏

Ñ

{︃
𝑝 ∈ P

𝑝 | 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛

⇒ ∃𝑖 ∈ J1, 𝑛K; 𝑝 | 𝑎𝑖

Ò

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∀𝑖 ∈ J1, 𝑛K; 𝑝𝑖 ∈ P
𝑝 ∈ P
𝑝 | 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛

⇒ ∃𝑖 ∈ J1, 𝑛K; |𝑝| = |𝑝𝑖|

Théorème de Fermat :

{︃
𝑝 ∈ P
𝑎 ∧ 𝑝 = 1

⇒ 𝑎𝑛−1 ≡ 1[𝑝] ⇔ 𝑝 ∈ P; 𝑎𝑝 ≡ 𝑎[𝑝]

Pour vérifier qu’un entier

𝑎 > 2 est premier ou non :

On détermine tous les nombres premiers 𝑝 tels que 𝑝2 ≤ 𝑎

∙ Si l’un de ces nombres divise 𝑎 alors 𝑎 est non premier.

∙ Sinon, 𝑎 est premier.

Système de numération

une base d’un système de numération est le cardinal de l’ensemble des nombres utilisés

pour représenter les nombres entiers naturels. Exemples :

Ê La base du système de numération décimale est 10 et l’ensemble des nombres utilisés

est {0, 1, 2, . . . , 9}
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Ë La base du système de numération binaire est 2 et l’ensemble des nombres utilisés est

{0, 1}.

𝑥 = 𝑎𝑚𝑏𝑚+𝑎𝑚−1𝑏
𝑚−1+· · ·+𝑎1𝑏+𝑎0 = 𝑎𝑚𝑎𝑚−1 · · · 𝑎1𝑎0(𝑏), avec 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑏−1

Ì Critères de divisibilités :

Si 𝑥 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−1 · · · 𝑎1𝑎0
(10) alors :

𝑥 ≡ 0[2] ⇔ 𝑎0 ≡ 0[2]

𝑥 ≡ 0[3] ⇔
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖 ≡ 0[3]

𝑥 ≡ 0[4] ⇔ 𝑎1𝑎0 ≡ 0[4]

𝑥 ≡ 0[5] ⇔ 𝑎0 = 0 ou 𝑎0 = 5

𝑥 ≡ 0[7] 𝑎𝑛𝑎𝑛−1 · · · 𝑎1 + 5.𝑎0 ≡ 0[7]

𝑥 ≡ 0[9] ⇔
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖 ≡ 0[9]

𝑥 ≡ 0[11] ⇔
𝑛∑︁

𝑖=0

(−1)𝑖𝑎𝑖 ≡ 0[11]

𝑥 ≡ 0[25] ⇔ 𝑎1𝑎0 ∈ {0, 25, 50, 75}

La décomposition en facteurs premiers

∙ Chaque nombre 𝑎 ∈ Z*∖{−1, 1} s’écrit d’une façon unique de la forme 𝑎 = 𝜖.𝑝𝛼1

1 𝑝𝛼2

2 . . . 𝑝𝛼𝑛

𝑛

telle que 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 sont des nombres premiers positives différents deux à deux et

𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 des nombres entiers naturels non nuls et 𝜖 = ±1. Cette écriture s’appelle

la Décomposition de 𝑎 en facteurs premiers.

∙ Le nombre de diviseurs de a est 𝑥 = (1 + 𝛼1) (1 + 𝛼2) . . . (1 + 𝛼𝑛)

∙ Soient 𝑎 = 𝜀
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑝𝛼𝑖

𝑖 et 𝑏 = 𝜀
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑝𝛽𝑖

𝑖 , alors :

𝑎 ∧ 𝑏 =
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑝
inf(𝛼𝑖,𝛽𝑖)
𝑖 , 𝑎 ∨ 𝑏 =

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑝
sup(𝛼𝑖,𝛽𝑖)
𝑖 .
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ℤ

 

 
( ) :  

 






( );      + =

=  +  ( )

( ) 
 

 

 
  



 

 
 

 
  



( );  + =

( ) ( )=

( )  

  ; ; ; ....;= −

−  

−

 

   

       

 − + 

( )  = + + −



 

 

 / =    

 

 −   − 

 − 


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( ) :  − =

( )

( )

{
𝑥 ≡ −1[9]

𝑥 ≡ −3[11]
 / = + 

=

( ),  

( ) :  − =

( ), ( )  

𝑑 = |𝑏0| ∧ |𝑐0|

( )

( ), ( )   =

( )= ( )=

+ ,  

( ),   = = +



     

   



 =

 ,     

 ,     + 



 − 

   −   − 

− =

 ( ), ,   

(∀𝑥 ∈ ℤ)  𝑎𝑥 ≡ 𝑐[𝑚] ⇔ 𝑥 ≡ 𝑏𝑐[𝑚]

(1 − 𝑚)(1 + 𝑚) ≡ 1[𝑚2]

𝑥 ∈ ℤ,   (𝑚 − 1)𝑥 ≡ 𝑚 + 1[𝑚2]

( ) :  ( )− + = +

 (𝑘𝑚2 − (2𝑚 + 1)) ∧ (𝑘(1 − 𝑚) + 2) = (𝑚 + 1) ∧ (𝑘 + 1)

+ ( ), ( )  
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 

( ) :   − =

( ') :   − =

( ')

( ') ( )  ;  /= + + 

   


 

 
 

 
 



 /=  
:

     ( )

→
( )

 ( )    

( );    ( ) ( )  =  =

( ) = + = +

( )  += −

 



( )  ( )   − −



 


+



 ( )    −  +

 ( )  +  +  +

( )=  

  ( +  + − − = + − − = + ( ))+ − − = − +

( )

 ,    +  + 
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2022-2023
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑚𝑒 − 9−

Les Structures algébrique 2 BAC S.M

Soit 𝐸 un ensemble.

Loi de composition interne

∙ On appelle Loi de composition interne toute application 𝑓 de 𝐸+𝐸 dans 𝐸.

∙ 𝑓(𝑥, 𝑦) s’appelle le composé de 𝑥 et 𝑦 noté par 𝑥 T𝑦, 𝑥 ⊥ 𝑦 ou 𝑥 * 𝑦 . . . et si 𝐸 est

muni d’une Loi de composition interne * on note (𝐸, *).
∙ Les matrices carrées

M2(R) =

{︃(︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃
; (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ R4

}︃

M3(R) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎞⎟⎟⎠ ; (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖) ∈ R9

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. On admet que :

(︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃
+

(︃
𝑎′ 𝑏′

𝑐′ 𝑑′

)︃
=

(︃
𝑎 + 𝑎′ 𝑏 + 𝑏′

𝑐 + 𝑐′ 𝑑 + 𝑑′

)︃
(︃

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃(︃
𝑎′ 𝑏′

𝑐′ 𝑑′

)︃
=

(︃
𝑎𝑎′ + 𝑏𝑐′ 𝑎𝑏′ + 𝑏𝑑′

𝑐𝑎′ + 𝑑𝑐′ 𝑐𝑏′ + 𝑑𝑑′

)︃ et de même pour M3(R).

∙ Partie stable : Soit 𝐻 une partie de 𝐸. 𝐻 est une partie stable pour * si pour tous

𝑥 et 𝑦 de 𝐻 on a : 𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐻 .

∙ Associativité : (𝑥 * 𝑦) * 𝑧 = 𝑥 * (𝑦 * 𝑧), ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸.

∙ Commutativité : 𝑥 * 𝑦 = 𝑦 * 𝑥, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸.

∙ L’élément neutre : 𝑥 * 𝑒 = 𝑒 * 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐸.

∙ Le symétrique d’un élément : on suppose que * possède un élément neutre 𝑒

dans 𝐸. On dit que 𝑥 de 𝐸 a un symétrique dans (𝐸, *) ssi il existe 𝑥′ de 𝐸 tel que

𝑥 * 𝑥′ = 𝑥′ * 𝑥 = 𝑒.

∙ Un élt. simplifiable : on dit que 𝑎 est régulier dans (𝐸, *) ssi ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2 :{︃
𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑎 ⇒ 𝑥 = 𝑦

𝑎 * 𝑥 = 𝑎 * 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦
.

∙ Un élt. absorbant : on dit que 𝑎 est absorbant dans (𝐸, *) ssi ∀𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑥 * 𝑎 = 𝑒

et 𝑎 * 𝑥 = 𝑒.
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Soient (𝐸, *) et (𝐹, 𝑇 ).

∙ Morphisme ou Homomorphisme : Toute application 𝑓 : 𝐸 → 𝐹 telle que :

𝑓(𝑥 * 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑇𝑓(𝑦) pour tout (𝑥, 𝑦) de 𝐸2

→˓ Si 𝑓 est un morphisme alors 𝑓 transmit les propriétés de * dans 𝐸 à 𝑇 dans 𝑓(𝐸).

→˓ Si de plus 𝑓 est surjectif alors 𝑓(𝐸) = 𝐹 . Donc 𝑓 transmit les propriétés de * dans

𝐸 à 𝑇 dans 𝐹 .

Groupe

Soit 𝐺 un ensemble non vide.

∙ Groupe : Soit (𝐺, *). On dit que (𝐺, *) est un groupe si :

Ê La loi * est associative.

Ë La loi * admet un élément neutre dans 𝐺.

Ì Tout élément de 𝐺 a un symétrique dans (𝐺, *).
Si de plus * est commutative, on dit que (𝐺, *) est un groupe commutatif (ou abélien).

∙ Sous Groupe : Soient (𝐺, *) un groupe et 𝐻 une partie non vide de 𝐺. On dit que

(𝐻, *) est un sous-groupe de (𝐺, *) si (𝐻, *) est un groupe.

(𝐻, *) est un sous-groupe de (𝐺, *) ⇔

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ê 𝐻 ̸= ∅ et 𝐻 ⊂ 𝐺

Ë 𝐻 est stable par *
Ì 𝐻 est stable par passage au symétrique

⇔

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ê 𝐻 ̸= ∅ et 𝐻 ⊂ 𝐺

Ë 𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐻, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻2

Ì 𝑥′ ∈ 𝐻, ∀𝑥 ∈ 𝐻

⇔
{︃

Ê 𝐻 ̸= ∅ et 𝐻 ⊂ 𝐺

Ë 𝑥 * 𝑦′ ∈ 𝐻, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻2

∙ Morphismes de groupes :

Soient (𝐺, *) et (𝐾,𝑇 ) deux groupes et 𝑓 est un morphisme de (𝐺, *) dans (𝐾,𝑇 ).

Ê Si 𝑒 est l’élt neutre de (𝐺, *) alors 𝑓(𝑒) = 𝑒′ est l’élt neutre de (𝐾,𝑇 ).

Ë (𝑓(𝐺), 𝑇 ) est groupe.

Ì Si de plus (𝐺, *) est un groupe abélien alors (𝑓(𝐺), 𝑇 ) est groupe abélien.
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Anneau

Soit 𝐴 un ensemble non vide muni de deux LCI * et 𝑇 .

∙ (𝐴, *, 𝑇 ) est un anneau ssi

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ê (𝐴, *) est une groupe abélien.

Ë 𝑇 est associative dans 𝐴.

Ì 𝑇 est distributive sur *

.

→˓ Si de plus 𝑇 possède un élément neutre alors (𝐴, *, 𝑇 ) est dite Anneau Unitaire.

→˓ Si de plus 𝑇 est commutative alors (𝐴, *, 𝑇 ) est un anneau commutative

∙ On dit que 𝑥 ∈ 𝐴∖ {0𝐴} est un diviseur de zéro dans l’anneau 𝐴 si il existe 𝑦 ∈
𝐴∖ {0𝐴} tel que : 𝑥𝑇𝑦 = 0𝐴 ou 𝑦𝑇𝑥 = 0𝐴.

∙ Un anneau (𝐴, *, 𝑇 ) n’admet aucun diviseur de zéro veut dire que :

(︀
∀(𝑥, 𝑦) ∈2 𝐴

)︀
: 𝑥𝑇𝑦 = 0𝐴 ⇔ 𝑥 = 0𝐴 ou 𝑦 = 0𝐴.

∙ On dit qu’un anneau (𝐴, *, 𝑇 ) est intègre s’il n’est pas réduit à zéro et n’admet aucun

diviseur de zéro.

∙ Si 𝑥 est inversible dans (𝐴, 𝑇 ), alors 𝑥 n’est pas un diviseur de zéro dans l’anneau

(𝐴, *, 𝑇 ).

Corps

∙ On appelle corps tout anneau unitaire (𝐾, *, 𝑇 ) non réduit à zéro tel que tout élément

autre que zéro est inversible pour la loi 𝑇 .

Un corps est dit commutatif si la deuxième loi est commutative.

∙ (𝐾, *, 𝑇 ) est un corps ssi

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ê (𝐾, *) est un groupe commutatif.

Ë (𝐾∖ {0𝐾} , 𝑇 ) est un groupe.

Ì La loi 𝑇 est distributive par rapport à la loi *

.

∙ Si (𝐾, *, 𝑇 ) est un corps alors :

→˓ Tout élément de 𝐾∖ {0𝐾} est régulier pour 𝑇 .

→˓ (𝐾, *, 𝑇 ) est un anneau intègre.

→˓ Pour tous (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐾∖ {0𝐾}𝐾, on a : 𝑎𝑇𝑥 = 𝑏 ⇔ 𝑥 = 𝑎′𝑇𝑏 et 𝑥𝑇𝑎 =

𝑏 ⇔ 𝑥 = 𝑏𝑇𝑎′.
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1 Loi de composition externe - Espace vectoriel.
Définition 212 :
Soient K un corps et E un ensemble.
Toute application de K+E dans E s’appelle une loi de composition externe (L.C.E) de K sur E.
Si λ ∈ K et x ∈ E, on note en général l’image de (λ, x) par λ · x ou λx.
Remarque 213 :
Dans de nombreux cas on prend K = R ou K = C.
Dans la suite on prend K = R.

Définition 214 :
Un espace vectoriel réel ( ou R-espace vectoriel ) e st un triplet (E, +, ·) dans le quel E est un ensemble
non vide muni :
(1) d’une LCI notée "+", telle que (E, +) est groupe commutatif d’élément neutre 0E.
(2) d’une L.C.E de R sur E appelé produit externe ou le produit par un scalaire notée "·" et possèdent les

propriétés suivantes : (∀(λ, µ) ∈ R2)(∀(x, y) ∈ E2)
(a) (λ + µ) · x = λ · x + µ · x.
(b) λ · (x + y) = λ · x + λ · y.
(c) (λµ) · x = λ · (µ · x).
(d) 1 · x = x.

Notation 215 :
Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés des vecteurs. En absence d’informations sur la nature de
ces éléments, on les note par −→· ( −→x , −→a , ...). Avec cette notation la définition précédante devient :
Définition 216 :
Un espace vectoriel réel ( ou R-espace vectoriel ) e st un triplet (E, +, ·) dans le quel E est un ensemble
non vide muni :
(1) d’une LCI notée "+", telle que (E, +) est groupe commutatif d’élément neutre −→0E.
(2) d’une L.C.E de R sur E appelé produit externe ou le produit par un scalaire notée "·" et possèdent les

propriétés suivantes : (∀(λ, µ) ∈ R2)(∀(−→x , −→y ) ∈ E2)
(a) (λ + µ) · −→x = λ · −→x + µ · −→x .
(b) λ · (−→x + −→y ) = λ · −→x + λ · −→y .
(c) (λµ) · −→x = λ · (µ · −→x ).
(d) 1 · −→x = −→x .

Proposition 217 :
Soit (E, +, ·) un R-e.v. Alors :
(1) Tout vecteur de E est un élément régulier (simplifiable) dans (E, +).
(2) Pour tout −→x ∈ E, on a : 0 · −→x = −→0 .
(3) Pour tout λ ∈ R, on a : λ · −→0 = −→0 .
(4) Pour tout (λ, −→x ) ∈ R+E, on a : λ · −→x = −→0 ⇔ λ = 0 ou −→x = −→0 .
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Proposition 218 :
Soit (E, +, ·) un R-e.v. Alors :
(1) Pour tout (λ, −→x ) ∈ R+E, on a : (−λ) · −→x = λ · (−−→x ) = −(λ · −→x ).
(2) Pour tout (−→u , −→v ) ∈ E2, l’équation −→x + −→u = −→v admet une unique solution qu’est

x = −→v + (−−→u ) = −→v − −→u .

(3) Pour tout (λ, µ), (−→x , −→y ) ∈ R2 +E2, on a

λ · (−→x − −→y ) = λ · −→x − λ · −→y et (λ − µ) · −→x = λ · −→x − µ · −→x .

'

&

$

%

2 Sous-Espace vectoriel.
Définition 219 :
Soit (E, +, ·) un R-e.v. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si :
(1) F ̸= ∅ et F ⊂ E.
(2) F est stable par l’addition.
(3) F est stable par le produit externe.
(4) (F, +, ·) un R-e.v.
Exemples 220 :

(1) {−→0 } et E sont des sous-espaces de E. {−→0 } est appelé le sous-espace nul de E.
(2) Si −→u ∈ E \ {−→0 }, alors R−→u = {λ · −→u /λ ∈ R} est un sous-espace vectoriel de E, appelé la droite
vectorielle dirigé par −→u .
Proposition 221 :
Soient (E, +, ·) un R-e.v. et F une partie de E. On a :

(F est un sous-espace vectoriel de E) ⇔

F ̸= ∅
(∀(λ, µ) ∈ R2)(∀(−→x , −→y ) ∈ E2) : λ · −→x + µ · −→y ∈ F.

'

&

$
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3 Familles libres ou génératrices - Bases
Combinaisons linéaires.
Définition 222 :
Soient −→x1, −→x2, ..., −→xn n vecteurs d’un R-e.v. (E, +, ·) avec n ∈ N∗.
on appelle combinaison linéaire des vecteurs −→x1, −→x2, ..., −→xn (ou combinaison linéaire de la famille
(−→x1, −→x2, ..., −→xn) tout vecteur de la forme :

i=n∑
i=1

λi · −→xi = λ1 · −→x1 + ... + λn · −→xn avec λ1, ..., λn ∈ R.

Les réels λ1, ..., λn sont appelés les coefficients de cette combinaison linéaire.
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Familles libres - Familles liées.
Définition 223 :
Soient −→x1, −→x2, ..., −→xn n vecteurs d’un R-e.v. (E, +, ·) avec n ∈ N∗.
(1) On dit que la famille (−→x1, −→x2, ..., −→xn) est libre de E si pour tous (λ1, ..., λn) ∈ Rn on a :

n∑
i=1

λi · −→xi = −→0 ⇒ λ1 = ... = λn = 0.

Dans ce cas, on dit que les vecteurs −→x1, −→x2, ..., −→xn sont linéairement indépendants.
(2) Toute famille, qui n’est pas libre, est dite une famille liée.

Autrement, il existe une combinaison linéaire de cette famille de coefficients non tous nuls qui vaut −→0 .
Dans ce cas, on dit que les vecteurs −→x1, −→x2, ..., −→xn sont linéairement dépendants.

Proposition 224 :
Soit E un R-e.v.
(1) La famille (−→x ) est libre si et seulement si −→x ̸= −→0 .
(2) Les éléments d’une famille libre sont deux à deux ditincts.
(3) Toute sous famille d’une famille libre est libre.
(4) Toute famille contenant une sous famille liée est liée.
(5) Une famille est liée si et seulement si l’un de ces vecteurs s’écrit comme combinaison linéaire des autres

vecteurs.
Familles généreatrices.

Définition 225 :
Soient −→x1, −→x2, ..., −→xn n vecteurs d’un R-e.v. (E, +, ·) avec n ∈ N∗.
(1) On dit que (−→x ) est engendré par la famille (−→x1, −→x2, ..., −→xn) s’il peut s’écrire comme combinaison linéaire

de cette famille.
(2) On dit que la famille (−→x1, −→x2, ..., −→xn) est génératrice si :

(∀−→x ∈ E)(∃(λ1, ..., λn) ∈ Rn) : −→x =
n∑

i=1
λi · −→xi .

Dans ca cas, on dit que cette famille engendre E.
Bases.
Définition 226 :
Soient −→x1, −→x2, ..., −→xn n vecteurs d’un R-e.v. (E, +, ·) avec n ∈ N∗.
La famille (−→x1, −→x2, ..., −→xn) est dite base de E s’elle est libre et génératrice. i.e

(∀−→x ∈ E)(∃!(λ1, ..., λn) ∈ Rn) : −→x =
n∑

i=1
λi · −→xi .

Dans ce cas, on note cette famille B et on écrit B = (−→x1, −→x2, ..., −→xn).
λ1, ..., λn s’appellent les composantes (ou coordonnées) de −→x dans la base B et on note −→x (λ1, ..., λn)B.
Remarque 227 :
Si un R-espace vectoriel admet une base B , alors cette base n’est pas unique (2B est aussi une base).
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Proposition 228 :

Soient R-e.v. (E, +, ·) et B = (−→x1, −→x2, ..., −→xn) avec n ∈ N∗ une base de E.
(1) Si −→x (λ1, ..., λn)B et −→y (µ1, ..., µn)B et α ∈ R, alors

−→x + −→y (λ1 + µ1, ..., λn + µn)B et α · −→x (αλ1, ..., αλn)B.

(2) Toutes les bases de E ont le même cardinal qu’on appelle la dimension de E noté dimE et on écrit
dimE = n.

Proposition 229 :
Soit R-e.v. (E, +, ·) et B une base de E.

(1) Si dimE=2 et B = (−→i ,
−→
j ) :

Soit B′ = (−→u (a, b)B, −→v (a′, b′)B). Alors on a :

B′ est une base de E ⇔ .B′ est génératrice de E ⇔ B′ est libre de E ⇔
∣∣∣∣∣ a a′

b b′

∣∣∣∣∣ ̸= 0.

(2) Si dimE=3 et B = (−→i ,
−→
j ,

−→
k ) :

Soit B′ = (−→u (a, b, c)B, −→v (a′, b′, c′)B, −→w (a′′, b′′, c′′)B). Alors on a :

B′ est une base de E ⇔ .B′ est génératrice de E ⇔ B′ est libre de E ⇔

∣∣∣∣∣∣∣
a a′ a′′

b b′ b′′

c c′ c′′

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.
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EXERCICES :

1-On muni l’ensemble [1; [I   de la L.C.I  définie par :

pour tout a et b de I ; .

1- Montrer que est une loi de composition interne dans
2- Montrer que la loi est commutative et associative.

3- Montrer que ( , )I  admet un élément neutre que l’on déterminera.

4- Déterminer les éléments qui sont symétrisables dans ( , )I 

2- On munit de la loi de composition interne définie par :

1-Montrer que la loi est commutative et associative dans
2- Montrer que la loi admet dans un élément  neutre que l’on déterminera.
3- Déterminer les éléments de qui admettent un symétrique pour la loi
4- Montrer que le sous-ensemble est stable dans
5- On munit le sous-ensemble de la loi induite de la loi .
Déterminer l’élément neutre dans .

3- On munit de la loi de composition interne définie par :
1- Montrer que la loi est commutative, associative et admet un élément neutre que l’on déterminera.
2- Montrer  que tout  élément de admet un symétrique dans que l’on déterminera.

3- Résoudre dans l’équation :

4- On munit de la loi de composition interne définie par :

1-a) Montrer que la loi est commutative dans
b) Montrer que la loi admet un élément neutre que l'on déterminera.

2- Sachant que l’équation : admet dans deux solutions distinctes et .
Montrer que la loi n'est pas associative dans

 21a b a b   

I

 
   x, y x y xy 2 x y 6        

 
  e

 
 I 2,   ,

I T 
 I,T

  x y x y 2   


x  x '  ,
 2 x 1 

 

  2x,y  1xyx y x y e    

 


2x3 x e 0     
 
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EXERCICES :

1- On munit l’ensemble de la loi de composition interne définie  par :

1) a-Vérifier que :

b-Montrer que est un groupe commutatif.

2) Montrer que l’application qui à tout nombre réel associe le nombre réel est un

isomorphisme de sur

2- Soit l'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 munit de la loi produit des matrices. Soit

l’ensemble des matrices de telles que : où

1) a – Montrer que est une partie stable de .

b - Montrer que ( , )F  est un groupe non commutatif.

2) Soit l’ensemble des matrices de où .

Montrer que est un sous-groupe de ( , )F  .

3) Soit .

On muni l’ensemble de la loi de composition interne définie par :

Et on considère l’application

a – Calculer et .

b – Montrer que est un isomorphisme de ( , )F  sur ( , )E 
c – En déduire la structure de ( , )E 

3- On munit l’ensemble de la loi de composition interne définie par :

 

 2(x, y) ; x y x y 3xy     

       2x, y ; 1 3x 1 3y 1 3 x y      

1\ ,
3

       


 x (x) 1 3x  

1\ ,
3

       
  , 

 2( ),

F M(x, y) 2( )  1
x

x y
M(x,y)

0

 
 
  
 

   *x, y   

F  2( ), 

G M(x,0) F *x
G

*E   

E 

        yx, y E ; a,b E x, y a,b xa, xb
a

       
 


     x, y M(x, y) x, y
: (F, ) (E, )

M
  

 



   1,1 2,3    2,3 1,1


 0,I   

      ln ln, a ba b I I a b e     
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1) Montrer que la loi est  commutative et associative dans .

2) Montrer que la loi admet un élément neutre que l’on déterminera.

3) a-Montrer que est un groupe commutatif.

( désigne l’ensemble privé de 1).

b-Montrer que est un sous-groupe de .

4-

On considère l’ensemble

1-a) Montrer que est une partie stable de

b) Montrer que  l’application qui à tout  nombre réel associe la matrice est un isomorphisme

de sur .

c) En déduire que est un groupe commutatif.

d) Pour un réel, déterminer l’inverse de la matrice dans

e) Résoudre  dans l’ensemble l’équation où et et

2-Montrer que l’ensemble est sous-groupe de

5- Pour tout et de l’intervalle on pose :

1-a)Montrer que est une loi de composition interne dans

b) Montrer que la loi est commutative et associative.

c) Montrer que admet un élément neutre que l’on déterminera.

2- Montrer que est un groupe commutatif.

3- On considère les deux ensembles et

a)Montrer que est un sous-groupe de

 I

 

  \ 1 ,I 

 \ 1I I

 1,   \ 1 ,I 

 
2

1 0 0
1 0 /

2 1

E M x x x

x x

  
  
    
  

  



E   3 ,M 

 x  M x

 ,  ,E 

 ,E 

x  1M x  M x  ,E 

E 5A X B  2A M  12B M 5

5

..
fois

A A A  

   *ln /F M x x    ,E 

x y  0 1I ,
   1 1

xy
x y

xy x y
 

  

 I



 ,I 

 ,I 

 2nH / n  1
1 2n

K / n    


H  * , 

EXERCICE 8

EXERCICE 9

94



85

b) On considère l’application :

Montrer que est un homomorphisme  de dans

c)En déduire que est un sous-groupe de

6- Pour tout a et b de l’intervalle , on pose:

1) Vérifier que :
2) Montrer que est une loi de composition interne dans
3) On rappelle que est un groupe commutatif et on considère l’application :

a - Montrer que est un isomorphisme de vers
b - En déduire la structure de

c - Montrer que l’ensemble est un sous-groupe de

7- Soit l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2.

On considère l’ensemble

1) Montrer que est une partie stable de

2) On considère l’application

a – Montrer que est un isomorphisme de vers .
b – En déduire la structure de .

c- Montrer que  l’ensemble est un sous groupe de

1
1

: H I

x
x

 




  H ,  ,I 

K  ,I 

 1,I   2 2 2 2 2a b a b a b    
2 2 2 2 2 2 2( , ) ; 2 ( 1)( 1) 1x y x y x y x y        

 I

( , ) 
:

1

I

x x

  







 ( , )  ( , )I 
( , )I 

 1 2 /m m    ( , )I 

 2 ( ),M 

*2( 1)
( ) /

0 1
x x

E M x x
   
    

  


E  2 ( ),M 

:
( )

E

x M x

 


 ( , )  ( , )E 
( , )E 

12 2 2 /
0 1

n n

H n
      

   
 ( , )E 
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Remarque :

est un corps  ssi est un anneau unitaire dans lequel tout élément de ( distinct du

zéro) admet un symétrique dans

2- Propriétés : - Tout corps est un anneau unitaire et intègre, la réciproque est fausse.

- Dans un corps, tout élément de est régulier pour la loi

Démonstration :

EXERCICES

EXERCICE1 : On rappelle que est un anneau  commutatif, unitaire et intègre.

1- On munit de la loi de composition interne définie  par :

a) Montrer que la loi est commutative et associative.

b)  Montrer que admet un élément neutre que l’on déterminera.

c) En déduire que est un groupe commutatif.

2- On munit de la loi de composition interne définie  par :

et on considère l’application de dans définie par :

a) Montrer que l’application est un isomorphisme de dans

b) Montrer que :

3- En déduire de tout ce qui précède  que est un anneau commutatif  et unitaire.

4-a) Montrer que : si est seulement si  ( ou )

 E, ,T  E, ,T *E

 E,T

*E T

 , , 

    2, ; 2x y x y x y     



 ,

 ,

 

  2, ; 2 2 6x y x y xy x y      

f      ; 2x f x x   

f  ,  ,

        3, , ;x y z x y z x z y z       

 , , 

2x y  2x  2y 

12 : Extrait du bac
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b) En déduire que l’anneau est intègre.

c) est-il  un corps ? (justifier votre réponse)

EXERCICE2 : On rappelle que est un anneau unitaire dont l’élément unité est

et soit l’ensemble des matrices où .

1-a-Montrer que V est stable dans

b – Montrer que est un anneau commutatif et unitaire.

2-a- Calculer

b-Est-ce que l’anneau est un corps ?

3-Soit une matrice de telle que : .

a – Montrer que où est la matrice nulle.

b – On suppose que . Montrer que X admet une matrice inverse qu’on déterminera.

EXERCICE3 : On rappelle que est un corps commutatif et que est un anneau

unitaire de  zéro et d’unité .

Pour tout et de ,on pose : et on considère l’ensemble :

1-Montrer que est un sous-groupe du groupe

2- Calculer sachant que , puis en déduire que n’est pas stable dans

3-On définit sur la loi de composition interne par :

avec

On considère l’application de vers qui associe à chaque nombre complexe non nul

( étant deux nombres réels)  la matrice .

 , , 

 , , 

  2M , ,
1 0

I
0 1
 
  
 

V  a,b
a b

M
4b a
 
  
 

  2a,b IR

  2M ,

 V, , 

1 1 1 1, ,
2 4 2 4

M M   
   
   



 V, , 

X V 2a b
X avec (a,b) IR

4b a
 
  
 

2 2 2X 2aX (a 4b )I O    O

2 2a 4b 0 

 , ,    2 , ,M  

0 0
0 0

O
 
  
 

1 0
0 1

I
 
  
 

a b   ,
a a b

M a b
b a b

 
   

    2, / ,E M a b a b 

E   2 ,M 

2J J J 
1 1
0 1

J
     

E

  2 ,M 

 2M  

A B A N B   
1 1
0 1

N
 

  
 

 *  2M  a ib
a et b  ,M a b

14

15
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a)Montrer que est un homomorphisme de vers

b) On pose : .Montrer que :

c)Montrer que est un groupe commutatif.

4-Montrer que :

5-En déduire de ce qui précède que est un corps commutatif.

EXERCICE 4 : On rappelle que est un anneau unitaire dont l'unité est et

que est un groupe commutatif.

Pour tout nombre réel , on pose et on considère l'ensemble :

et on munit de la loi de composition interne définie par:

1- Soit l'application de dans définie par :

a)Montrer que est un homomorphisme de vers

b) Montrer que est un groupe commutatif.

2- a) Montrer que:

b) En déduire que est une partie stable de et que la loi « » est commutative dans

c) Montrer que la loi « » est distributive  par rapport à la loi « » dans .
d) Vérifier que: est l'élément neutre dans et que est l’élément neutre dans .

3- a) Vérifier que : .

b) Montrer que est un corps commutatif.

EXERCICE 5 : On rappelle que est un anneau unitaire d’unité et que

est un corps commutatif .   Pour tout de on pose : et

1- Montrer que est un sous-groupe du groupe

  *,   2 ,M 

 *E E O   * *E 

 ,E 

  3, ,A B C E  ( )A B C A B A C     

 , ,E  

  2 , , 
1 0
0 1

I
     

 ,

x  
1

2 1 2
x x

M x
x x

       

   E M x / x E 

  2x, y       1M x M y M x y   

  E  x     1x M x  
  ,  E,

 E,

  2x, y       M x M y M x y xy   

E   2 ,   E

  E

 1M   E, I  E,

    1
1

x
x M x M I

x

         


 E, ,

  3 , ,M 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

I

        

 , ,  ,x y 2  
0 2

, 0 0 0
0

x y y

M x y

y x y

           

    2, ; ,E M x y x y 

E   3 ,M 

16

17
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2-Vérifier que : :

3- On pose : et on considère l’application qui  au nombre complexe

associe  la matrice de , avec

a) Montrer que est un homomorphisme de vers

b) En déduire que est un groupe commutatif d’élément neutre .

4- Montrer que est un corps commutatif.

5- On pose :

a) Calculer pour

b) En déduire qu’aucun élément de n’admet  de symétrique dans

EXERCICE6 :On rappelle que est un anneau unitaire non commutatif d’unité

et que est un groupe commutatif.

Pour tout et réels, on pose : et soit

1- Montrer que est stable dans

2- On considère l’application de dans qui associe à tout nombre complexe (où et sont
deux réels) la matrice .

a) Montrer que est un homomorphisme de vers

b) On pose : . Montrer que

c) Montrer que est un groupe commutatif.

3- Montrer que est un corps commutatif.

  2,x y    2', 'x y 

     , ', ' ' ', ' 'M x y M x y M xx yy xy yx   

  * 0,0E E M  *: E 

z x iy   ,M x y E   2,x y 
  *,  ,E 

 *,E   1,0M

 , ,E 

0 0 0
0 1 0
0 0 0

A

        
 ,A M x y  ,M x y E

E   3 ,M 

  2 , , 

1 0
0 1

I
     

 *,

x y  
2

2

        

x y
M x,y y

x
    2 F M x,y / x,y

F   2  ,

 * F x iy x y
 M x, y

  * ,  F ,

  0 0*F F M ,   * *F

 *F ,

 F , ,

18
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EXERCICE2 : (4 points)

On note l’ensemble des matrices d’ordre 3 à coefficients réels.

On rappelle que est un espace vectoriel réel de dimension 9 et que

est  un anneau non commutatif  unitaire de zéro et d’unité

On considère le sous-ensemble :

0.5
Première partie :

1- a) Montrer que est un sous-espace vectoriel de

0.5 b) Déterminer une base de

0.25 2- a) Vérifier que :

0.5 b) Montrer que est un anneau commutatif

Deuxième partie :

On considère le sous-ensemble de des matrices de la forme où

0.5 1- Montrer que est un sous-groupe du groupe

2- On note l’application de vers définie par :

0.25 a) Montrer que est un homomorphisme de vers

0.5 b) En déduire que est un groupe commutatif.  ( désigne )

0.5 c) Montrer que est un corps commutatif dont on précisera l’unité.

0.25 3- a) Vérifier que :

0.25 b) En déduire qu’aucun des éléments du sous-ensemble n’admet un inverse pour la

multiplication dans

 Μ3 

  Μ3 , ,    Μ3 , ,

0 0 0
0 0 0
0 0 0

O

        

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I

        

30 0
x y y

E M( x,y,z ) z / ( x,y,z )

y x z x

                      



E   Μ3 , , 

 E, , 

   3 3x, y,z , x', y',z' ; M( x, y,z ) M( x', y',z') M( xx' yy',xy' yx',zz')        

 E, ,

F E 0M( x, y, )   2x, y 

F  E,

  E

2 0( x, y ) ; ( x iy ) M( x, y, )    

  ,   E,

 F ,  F  F O

 F , ,

  
0 1 0

0 0 0 0 0
0 0 0

M x, y, F ; M( x, y, ) O

          

F

 Μ3 

: 19 Extrait du bac
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EXERCICE1 : (3.5 points)

On rappelle que est un corps commutatif et que est un anneau

unitaire de zéro la matrice nulle et d’unité la matrice

Soit la loi de composition interne définie sur par :

0.25 1-a) Montrer que la loi est commutative sur

0.5 b) Montrer que la loi est associative sur

0.25 c) Montrer que la loi admet un élément neutre que l’on déterminera.

0.25 d) Soit . Montrer que le nombre complexe admet le nombre

complexe

comme symétrique pour la loi

0.25

2-On considère le sous-ensemble de défini par :

a) Montrer que est stable pour la loi dans

0.5 b) Montrer que est un groupe commutatif.

0.5 3-On considère le sous-ensemble de défini par :

Montrer que est un sous-groupe de

4-On considère l’ensemble

0.25 a) Montrer que est stable pour la loi dans

0.5 b) Soit l’application de vers qui à tout nombre complexe de fait

correspondre

la matrice de

Montrer que est un isomorphisme de vers

0.25 c) En déduire que est un groupe commutatif.

 , ,   2M , ,

0 0
0 0

O
     

1 0
0 1

I
     

 

           2 2 2 2x,y a,b ; x yi a bi xa x b a y i          

 

 

 e

  *,x y    x yi

4
1 y

i
x x
 

E   *E x yi / x ; y    

E  

 ,E 

G E  1G yi / y  

G  ,E 

 
0

*x y
F M x,y / x ; y

x 

              
 

F  2M ( )

 E F x yi E

 
2

2
2,

0
x y

M x y
x

 
  
 

F

  ,E   ,F 

 ,F 

: 20 Extrait du bac
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EXERCICE3 : (3.5 points)
On considère l’espace vectoriel de dimension 2 noté .

Soit une base de . On pose : et

Soit la loi de composition interne définie sur par :

1-a) Montrer que est une base de0.25

b)Vérifier que : ; et0.25

c) Montrer que :0.25
2- a) Montrer que la loi est commutative.0.25

b) Montrer que la loi est associative.0.25
c) Montrer que la loi admet un élément neutre.0.25
d) Montrer que est un anneau commutatif unitaire.0.25

3- Soit . On note :

a) Montrer que est un sous-groupe du groupe0.25

b) Montrer que est un sous-espace vectoriel de l’espace0.25

c) Montrer que :0.5

4- On suppose que :

On considère l’application

a) Montrer que est un isomorphisme de vers0.5

b) En déduire que est un corps commutatif.0.25

EXERCICE 1 :(3.5 points)
On rappelle que est un corps commutatif et que est un anneau

unitaire, de zéro la matrice nulle et d’unité la matrice et que

est un espace vectoriel réel.

Pour tout couple , on pose

et on considère l’ensemble

0.25 1- Montrer que est un sous-groupe du groupe

2(V , ,.)

( i, j )
 

2V 1
1 1
2 2

e i j 
  

2
1 1
2 2

e i j 
  

 2V

4( x, y,x', y') ( xi y j ) ( x' i y' j ) ( xx' yy')i ( xy' yx') j        
     



1 2( e ,e )
 

2V

1 1 1e e e 
  

2 2 2e e e 
  

1 2 2 1 0e e e e   
    

4
1 2 1 2 1 2( X ,X ',Y ,Y ') ( X e Y e ) ( X ' e Y ' e ) XX ' e YY ' e      
     






2(V , , ) 

 2 0u V 
 

 u
E u /   




u
( E , ) 2(V , )

u
( E , ,.) 2(V , ,.)

stablepour la famille est liée
u

E (u u ,u ) 
  

 * ; u u u  
  



 ( , ) 
u

( E , )

u
( E , , ) 

 , ,    2 , ,M 

0 0
0 0

O
     

1 0
0 1

I
     

  2 , ,.M 

  2,x y   
2

,
2

x y
M x y

y x y

      

    2, / ,E M x y x y 

E   2 ,M 

:
u

E

x
x u

 








: 21 Extrait du bac

: 22 Extrait du bacEXERCICE
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0.25 2- a) Montrer que est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel

0.5
b) On pose . Montrer que est une base de l’espace vectoriel réel

0.5 3-a) Montrer que est une partie stable de

0.5 b) Montrer que est un anneau commutatif.

4- Soit l’application de vers définie par :

0.5 a) Montrer que est un homomorphisme de vers

0.5 b) On pose . Montrer que :

0.25 c) En déduire que est un groupe commutatif.

0.25 5- Montrer que est un corps commutatif.

EXERCICE 1 : (3.5points)
On rappelle que est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle

et d’unité la matrice et que est un espace

vectoriel réel de dimension 4.

Pour tout couple , on pose et  on considère

l’ensemble

0.5 1- Montrer que est un sous-groupe du groupe

0.5 2- a) Montrer que est un sous-espace de l’espace vectoriel

0.25 b) Montrer que  l’espace vectoriel réel est de dimension 2

E   2 , ,.M 

 0,1J M  ,I J

 , ,.E 

E   2 ,M 

 , ,E 

 *  2M 

         2 2
, 0,0 ; ,

x y y
x y x iy M x y y

y x y


 
           



  *,   2 ,M 

 *E E O   * *E 

 *,E 

 , ,E 

  2 , ,M 

0 0
0 0

O
     

1 0
0 1

I
     

  2 , ,.M 

  2,x y   ,
0
x y

M x y
x

     

    2, / ,E M x y x y 

E   2 ,M 

E   2 , ,.M 

 , ,.E 

: 23 Extrait du bac
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0.25 3-a) Montrer que est stable pour la loi

0.5 b) Montrer que est un anneau commutatif  .

4- On définit dans la loi de composition interne par : pour tout et

de ,

Et  soit l’ application de vers qui à tout nombre complexe

(où )  fait correspondre la matrice de

0.25 a) Montrer que est stable pour la loi

0.25 b) Montrer que est un homomorphisme de vers

0.25 c) On pose : . Montrer que est un groupe commutatif.

0.5 5- a) Montrer que la loi est distributive par rapport à la loi « + » dans

0.25 b) Montrer que est un corps commutatif.

EXERCICE1 : (3,5 points)

On rappelle que est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle

et d’unité la matrice et que est un corps commutatif.

On pose et pour tout de ,

On considère l’ensemble

0.5 1-Montrer que est un sous-groupe du groupe

0.5 2- On définit dans la loi de composition interne par :

E " "

 , ,E 

 2M  T  ,M x y

 ', 'M x y  2M 

           , ', ' , ', ' ,0 ',0M x y TM x y M x y M x y M y M y   

 * E x iy

  2,x y   ,M x y E

E " "T

  *,  ,E T

 *E E O   *,E T

T E

 , ,E T

  3 , ,M 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

O

        

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I

        

 , ,

1 0 0
1 1 0
1 1 1

A

        

 ,a b 2  , 0 0 0
a b b

M a b

b a a

          

    2, / ,E M a b a b 

E   3 ,M 

 3M  

: 24 Extrait du bac
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Vérifier que est stable dans

3- soit l’application  de dans qui à tout nombre complexe non nul
(où ) fait correspondre la matrice de

0.75 a) Vérifier que est un homomorphisme de vers et que

où
0.75 b)En déduire que est un groupe commutatif dont on déterminera l’élément neutre

0.5 4- a) Montrer que la loi de composition interne " " est distributive par rapport à la loi de
composition interne " "dans

0.5 b) En déduire que est un corps commutatif .

Exercice 1 : (4.5 pts)

On rappelle que est un corps commutatif, que est un espace

vectoriel réel et que est un anneau unitaire, non commutatif et non
intègre.

On pose : , et pour tout et

0.75 1-Montrer que est un sous espace vectoriel de , de dimension 2
0.5 2-a) Montrer que est stable dans

0.75 b) Montrer que est un anneau unitaire et commutatif.

3- On pose et on considère l’application de vers définie
par :

0.75 a) Montrer que est un isomorphisme de sur
0.5 b) En déduire que est un groupe commutatif.

0.75 c) Montrer que : ,puis déterminer l’inverse de la matrice

dans

0.5 4- Montrer que est un corps commutatif.

  4, , ,a b c d         , , , ,M a b M c d M a b A M c d   

E   3 ,M 

  E a ib

  2,a b   ,M a b E

  ,   ,E    *E 

  * \ 0,0E E M

 *,E  J



 E

 , ,E  

 , ,    2 , ,M  

  2 , ,M  

1 0
0 1

I
 
  
 

0 3
1 0

J
 

  
 

 
3

,
x y

M x y
y x

 
  
 

  2,x y 

    2, / ,E M x y x y 

E   2 , ,M  

E   2 ,M 

 E, , 

  * \ 0,0E E M  * *E

  2,x y    ,
3
y

x iy M x     
 

  *,  *,E 

 *E ,

 2017 10083 3J i

2017J  *E ,

 E, , 

: 25 Extrait du bac
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EXERCICES :

EXERCICE1 : On rappelle que est un espace vectoriel réel.

Soit l’ensemble des matrices où .

1- Montrer que est un sous-espace vectoriel de .

2- On pose : et

a) Montrer que est une famille libre

b) Montrer que est une famille génératrice de l’espace vectoriel

c) En déduire la dimension de

3- déterminer les composantes de dans la base

EXERCICE2 :On rappelle que est un anneau unitaire non commutatif d’unité

et que est un espace vectoriel réel et que est un groupe commutatif.

Pour tout et réels, on pose : et soit

1- a)Montrer que est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel réel

b) Donner une base de l’espace vectoriel puis préciser sa dimension

2- Montrer que est stable dans

3- On considère l’application de dans qui associe à tout nombre complexe (où et sont
deux réels) la matrice .

a) Montrer que est un homomorphisme de vers

b) On pose : . Montrer que

c) Montrer que est un groupe commutatif.

4- Montrer que est un corps commutatif.

  2M , , 

V  a,b
a b

M
4b a
 
  
 

  2a,b IR

V   2M , , 

1 0
0 1

I
 
  
 

0 1
4 0

J
 
  
 

 ,I J

 ,I J  V, ,

 V, ,

3 3
12 3

M
 
  
 

 ,I J

  2 , , 

1 0
0 1

I
     

  2  , ,.  *,

x y  
2

2

        

x y
M x,y y

x
    2 F M x,y / x,y

F   2  , ,.

 F, ,.

F   2  ,

 * F x iy x y
 M x, y

  * ,  F ,

  0 0*F F M ,   * *F

 *F ,

 F , ,
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EXERCICE3 : -On rappelle que est un anneau unitaire dont le zéro est

et  l’unité est et que est un espace vectoriel réel  et on pose :

1-a)Vérifier que : et en déduire que est un diviseur de zéro dans l’anneau

b)Vérifier que : en déduire que la matrice admet un inverse

dans que l’on déterminera.

2-Pour tout et de on pose : et l’on considère l’ensemble

Montrer que est un espace vectoriel réel dont on  déterminera  une base et la dimension.

EXERCICE 4: est l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2.

On rappelle que est un espace vectoriel réel .

On considère l'ensemble suivant muni de  l'addition

des matrices ,de la multiplication d’une matrice par un réel et de la multiplication des

matrices

On pose : , et

1- a) Montrer que est un espace vectoriel réel

b- Montrer que (I,J) est une base de l’espace vectoriel et donner sa dimension .

2- Soit un nombre complexe n'appartenant pas à .

Montrer que la famille est une base de l'espace vectoriel réel .

  3 , , 
0 0 0

0 0 0

0 0 0

O

 
 
  
 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I 
 
 
  
 

  3 , , 
0 3 2
0 0 1
0 0 0

A
 
 
  
 

3A O A   3 , ,  

  2A A I A I I    A I

  3 , ,  

a b   ,M a b aI bA 

    2, / ,E M a b a b 

 , ,E  

( )

 ( ), ,  

2a b b
M(a,b) /(a,b)

5b a 3b
   
      



  ( )

 

I M(1,0) J M(0,1) O M(0,0)

 , , 

 , , 

 

(1, ) ( , , ) 
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3- On considère l'application de vers définie par : pour tout  élément z de tel
que : où a et b sont des nombres réels .

a)Vérifier que : et que :

b- Déterminer les deux valeurs de pour lesquelles l'application est un isomorphisme de sur

4- On prend : = -1+i .    Ecrire dans la base  (I,J) la matrice .

EXERCICES DE SYNTHESES

EXERCICE2 : (4 points)
On note par l’ensemble des matrices carrées d’ordre deux.

On rappelle que est  un anneau non commutatif unitaire d’unité

et que est un groupe commutatif.

On considère le sous-ensemble de défini par : .

0.5 1- a) Montrer que est une partie stable de
0.5 b) Montrer que la multiplication n’est pas commutative dans

0.5
c) Vérifier que :

1 2- Montrer que est un groupe non commutatif.

3- On considère le sous-ensemble de défini par :

0.5 a) Montrer que l’application définie par : est un

homomorphisme de vers .

1 b) En déduire que est un groupe commutatif  dont on précisera  l’élément neutre.

   (z) M(a, b)  
z a b  

2J 2(I J)   ( ) J  

  ( , )

 ,

 2022J

 2Μ 

  2Μ , ,
1 0
0 1

I
     

 * ,

E  2Μ 
1
0

x
E / x et y

y

              
 

E   2M ,

E

  
1 1

1 10 0

1 1 1 0
0 0 0 1

x x

y y

y y

x x
x y ;

y y


                                                            

 

 E,

F E  
1 1
0

x *F M x / x
x

              


  *x ;     x M x 

 * ,  E,

 F ,

5
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Les probabilités
'

&

$

%

1 Vocabulaire
Définition 164 :
Une expérience aléatoire est une expérience où on ne peut pas prévoir avec certitude ces résultats avant
de l’effectuer comme le lancer d’une pièce de monnaie, le lancer d’un dé ... leurs résultats dépendent du
hasard.
Vocabulaires :

1. Chaque résultat d’une expérience aléatoire s’appelle une éventualité.
2. L’ensemble de toutes les éventualités s’appelle univers et souvant noté Ω.
3. Toute partie de Ω s’appelle un événement.
4. Les événements formés d’un seul élément sont appelés événements élémentaires.
5. Etant donné un univers Ω, l’événement Ω est l’événement certain.
6. L’ensemble vide est l’événement impossible.
7. Etant donné un univers Ω, soient A et B deux événements.

(a) L’événement formé des éventualités qui sont dans A et dans B est noté A ∩ B.
(b) L’événement formé des éventualités qui sont dans A ou dans B est noté A ∪ B.
(c) L’ensemble des éventualités qui ne sont pas dans A constitue un événement appelé événement

contraire de A, noté A.
(d) A et B sont incompatibles si et seulement si A ∩ B = ∅.

'

&

$

%

2 Espaces probalisés finis
Définitions 165 :
Soit Ω = {a1, a2, ..., an} un ensemble non vide et fini.

1. Si on associe à chaque élément ai de Ω un nombre pi ∈ [0, 1] pour tout i ∈ {1, 2, ..., n} et tel que
i=n∑
i=1

pi = 1, alors on dit qu’on a définie une probabilité p sur Ω.

2. On dit que la probabilité de l’événement élémentaire {ai} est le nombre pi pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}
et on note p({ai}) = pi ou p(ai) = pi.

3. Le couple (Ω, p) s’appelle un espace probabilisé fini.
Définition 166 :
Soient (Ω, p) un espace probabilisé fini et A un événement.
La probabilité de A est la somme des probabilités des événements élémentaires contenus dans A notée
p(A).
Remarques :

1. Toute probabilité sur Ω est une application de P(Ω) dans [0, 1].
2. p(∅) = 0 et p(Ω) = 1.

Propriétés 167 :
Soient (Ω, p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements.

1. p(A) = 1 − p(A).
2. p(A ∪ B) = p(A) + p(B) − p(A ∩ B).
3. Si A et B sont incompatibles alors p(A ∪ B) = p(A) + p(B).

Wattsapp : 07 00 41 80 42 36

Résumé 9 : Probabilités

110



Pr. KARZA ZOUHAIR 2 BAC SM BIOF zhr.math@gmail.com

'

&
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1- Equiprobabilité
Définition 168 :
On dit qu’il y a équiprobabilité quand tous les événements élémentaires ont la même probabilité.
Remarque 169 :
Dans les exercices, l’équiprobabilité peut être déclarée explicitement comme elle peut être déduite des
conditions de l’expérience telles que : « dé équilibré ou parfait », « boule tirée de l’urne au hasard »,
« boules indiscernables »...
Proposition 170 :
Soient (Ω, p) un espace probabilisé fini où il y a équiprobabilité et A un événement. Alors on :

p(A) = card(A)
card(Ω) = le nombre de cas favorables

le nombre de cas possibles

2- Probabilité conditionnelle
Définition 171 :
Soient (Ω, p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements tels que p(A) ̸= 0.

La probabilité de réalisation de B sachant que A est déjà réalisé est : pA(B) = p(B|A) = p(A ∩ B)
p(A) .

Proposition 172 :

(1) Soient (Ω, p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements de probabilités non nulles. On a :

p(A ∩ B) = p(A)pA(B) = p(B)pB(A),

c’est la formule des probabilités composées.
(2) Si Ω est la réunion de deux événements non nuls et non homogènes A1 et A2, alors pour tout événement

B on a :
p(B) = p(B ∩ A1) + p(B ∩ A2) = p(A1)pA1(B) + p(A2)pA2(B).

Arbres pondérés

A

A

B

B

B

B

p(A)

p(A)

pA(B)

pA(B)

p
A

(B)

p
A

(B)

p(A) +p(B)

p(A) +p(B)

p(A) +p(B)

p(A) +p(B)

Règles de construction :
1. La somme des probabilités des

branches issues d’un même noeud est
1.

2. La probabilité de l’événement corres-
pondant à un trajet est le produit des
probabilités des différentes branches
composant ce trajet.
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3- Indépendance
Définition 173 :
Soient A et B deux événements d’une même expérience aléatoire.
On dit que A et B sont indépendants si : p(A ∩ B) = p(A) +p(B).
Proposition 174 :
Soient A et B deux événements d’une même expérience aléatoire tels que p(A) ̸= 0.
A et B sont indépendants si et seulement si pA(B) = p(B).
Remarques 175 :

(1) Si A et B sont deux événements tels que p(A) ̸= 0 et p(B) ̸= 0, alors :

pB(A) = p(B) ⇔ pA(B) = p(B).

(2) A et B sont indépendants veut dire que la réalisation de chacun d’eux n’est pas influencée par la
réalisation de l’autre.
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3 Indépendance de deux épreuves.
Exemples 176 :
Deux urnes u1 et u2 contiennent des boules de certains couleurs.
(1) Si on tire une boule de chaque urne, alors cette expérience contient deux épreuves indépendants. Si

A = A1 et A2 est un événement de cette éxpérience avec A1 et A2 sont deux événements des deux
épreuves relatives aux urnes respectivement, alors :

p(A) = p(A1) +p(A2).

Par exemple si A =" obtenir une boule noir de u1 et obtenir une boule jaune de u2 ".
Alors A1 =" obtenir une boule noir de u1 "
et A2 =" obtenir une boule jaune de u2 ".

(2) On considère une expérience où on tire une boule de l’urne u1 une boule. Si le résultat est une boule
blanche, alors on tire deux boules de l’urne u2 et sinon on tire trois boules. Les deux épreuves dans
cette expérience sont dépendants.

Epreuves répétées :
Proposition 177 :
On considère dans une expérience une épreuve où on s’interesse seulement à la réalisation ou pas d’un
événement A avec p = p(A).
On répéte cette épreuve indépendamment n fois dans les mêmes conditions. Alors la probabilité que
l’événement A soit réalisé k fois exactement, avec k ∈ {0; 1; 2; ...; n} est :

Ck
npk(1 − p)n−k.
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4 Variables aléatoires - Loi de probabilité d’une variable aléatoire.
Définitions 178 :
Soit Ω l’univers d’une expérience aléatoire.
(1) Une application X : Ω → R s’appelle une variable aléatoire .
(2) Si X(Ω) = {x1; x2; ...; xn}, alors déterminer la la loi de probabilité de la variable aléatoire X veut

dire calculer, pour tout i ∈ {1; 2; ...; n}, la probabilité de la réunion de tous les événements d’images
xi par X. Cette réunion sera notée (X = xi).
On résume cette loi dans la tableau :

xi x1 x2 ... xn

p(X = xi) p1 p2 ... pn

(3) Si x1 < x2 < ... < xn, alors :

p(X ⩽ α) =


0 , si α < x1

p1 + p2 + ... + pi , si xi ⩽ α < xi+1

1 , si α > xn

'
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5 Espérence mathématique - variance - écart type d’une variable aléatoire.
Définitions 179 :
Soient Ω l’univers d’une expérience aléatoire et X une variable aléatoire définie sur Ω.
On pose X(Ω) = {x1; x2; ...; xn} et pi = p(X = xi) pour tout i ∈ {1; 2; ...; n}.
(1) L’espérense mathématique de la variable aléatoire X est le nombre réel noté E(X) définie par :

E(X) =
i=n∑
i=1

xipi = x1p1 + x2p2 + ... + xnpn.

(2) La variance de la variable aléatoire X est le nombre réel positif noté V (X) définie par :

V (X) =
i=n∑
i=1

(xi − E(X))2pi = (x1 − E(X))2p1 + (x2 − E(X))2p2 + ... + (xn − E(X))2pn.

(3) L’écart type de la variable aléatoire X est le nombre réel positif noté σ(X) définie par :

σ(X) =
√

V (X).

Proposition 180 :

On a V (X) = E(X2) − (E(X))2 avec E(X2) =
i=n∑
i=1

x2
i pi = x2

1p1 + x2
2p2 + ... + x2

npn.
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6 La loi binomiale.
Définition 181 :
On considère une expérience aléatoire composée de n épreuves répétées et indépendantes deux à deux.
Soit A un événement de probabilté p de cette épreuve.
On appelle une variable aléatoire binomiale X de paramètres p et n la variable aléatoire qu’est égale au
nombre de fois la réalisation de A.
Proposition 182 :
Sous les mêmes hypothèses de la définition, on a :
(1) X(Ω) = {0; 1; 2; ...; n}.
(2) Pour tout k ∈ {0; 1; ...; n}, on a p(X = k) = Ck

npk(1 − p)n−k.
(3) E(X) = np.
(4) V (X) = np(1 − p).
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9.4 Exercices

Sauf mention contraire, on se place dans un espace probabilisé (Ω,P).

Généralités

9.1. 1. Soient A, B et C trois évènements. Montrer que P(A ∪ B ∪ C) = P(A) + P(B) +
P(C) − P(A ∩ B) − P(A ∩ C) − P(B ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C) en faisant un diagramme.

2. Conjecturer la formule de Poincaré donnant P(A1 ∪ · · · ∪ An) puis la prouver par récur-
rence.

9.2. Soient A et B deux évènements.

1. Montrer rigoureusement que A ∩B = B − A ∩B en s’aidant d’un diagramme.

2. Si A et B sont incompatibles, A et B le sont-ils également ?

3. Si A et B sont indépendants, A et B le sont-ils également ?

9.3. Soient A et B deux évènements.

1. Montrer rigoureusement que A ∩B = A ∪B en s’aidant d’un diagramme.

2. Si A et B sont incompatibles, A et B le sont-ils également ?

3. Si A et B sont indépendants, A et B le sont-ils également ?

9.4. On jette trois pièces. Déterminer l’évènement contraire de :

1. « obtenir au moins une fois pile » ;

2. « obtenir pile à chaque fois » ;

3. « obtenir exactement une fois pile ».

9.5. Soient A et B deux évènements avec P(A) = 0, 2, P(B) = 0, 5 et P(A ∪ B) = 0, 6.

1. A et B sont-ils incompatibles ?

2. Calculer P(A), P(B) et P(A ∩B).

9.6. Soient A et B deux évènements avec P(A) = 0, 1, P(B) = 0, 6 et P(A ∪ B) = 0, 65.

1. Calculer P(A ∩ B), PB(A) et PA(B).

2. Les évènements A et B sont-ils indépendants ?

9.7. Calculer la probabilité qu’au moins deux élèves aient le même jour d’anniversaire dans
une classe de 30.

9.8. Dans un atelier, deux machines produisent les mêmes pièces, au nombre total de 1000.
La première en fournit les 4/5. De plus, 5% des pièces produites par la première machine sont
défectueuses et 4% pour la seconde.

1. Construire le tableau de Karnaugh des effectifs.

2. On tire une pièce au hasard. Soient A=« la pièce est produite par la première machine »,
B=« la pièce est produite par la seconde » et C=« la pièce est défectueuse ». Calculer
P(A), P(B), P(C), P(A ∩ C) et P(A ∪ C).
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Exercice 3 :

Exercice 4 :

Exercice 5 :

Exercice 6 :

Exercice 7 :

Exercice 8 :
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Conditionnement et indépendance

9.9. On lance un dé. Calculer la probabilité que la face soit supérieure à 4 sachant qu’elle est
supérieure à 3.

9.10. On tire une carte d’un jeu de 32.

1. Calculer la probabilité que ce soit un pique sachant que c’est un roi.

2. Calculer la probabilité que ce soit un roi sachant que c’est un pique.

3. Les évènements « tirer un roi » et « tirer un pique » sont-ils indépendants ?

9.11. Le lycée général d’Ugine compte 410 élèves dont 15% de filles. Seuls 30% des garçons et
40% des filles savent où se trouve le mont Charvin. On interroge un élève pris au hasard.

1. Calculer la probabilité que cet élève soit une fille qui sait où se trouve le mont Charvin.

2. Calculer la probabilité que cet élève soit une fille qui ne sait pas où se trouve le mont
Charvin.

3. Sachant que l’élève interrogé sait où se trouve le mont Charvin, calculer la probabilité
que ce soit une fille.

9.12. On lance une pièce quatre fois de suite.

1. Calculer la probabilité d’obtenir pile quatre fois.

2. Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois pile.

3. Calculer la probabilité d’obtenir exactement une fois pile.

4. Calculer la probabilité d’obtenir pile et face en alternance.

9.13. Le chevalier de Méré posa la question suivante à Pascal : « Est-il plus probable d’obtenir
au moins une fois 6 quand on lance un dé quatre fois de suite, ou d’obtenir au moins un double
6 quand on lance deux dés vingt-quatre fois de suite » ?
Qu’en est-il ? Pourquoi le chevalier n’arrivait-il pas à répondre par l’expérience à son problème ?

9.14. Un dixième de la population française a été vacciné contre la grippe saisonnière. On
constate qu’il y a 25% de vaccinés parmi les malades. On sait aussi qu’il y a 8% de malades
parmi les vaccinés. Calculer la probabilité d’attraper la grippe pour un individu non vacciné.

9.15. 1. Trois chasseurs tirent de façon indépendante sur trois canards. Ils sont sûrs d’at-
teindre leur cible. Calculer les probabilités que les trois canards soient touchés puis qu’un
seul canard soit touché.

2. Dix canards, dont un nommé Mario, vaquent à leurs banales occupations de canards. Dix
chasseurs tirent, de façon indépendante, sur ce groupe de canards. Chacun d’eux est sûr
d’atteindre sa cible. Calculer la probabilité que Mario soit touché.

9.16. On dispose d’une urne contenant une boule rouge et deux boules bleues. On tire succes-
sivement et sans remise les trois boules.

1. Construire l’arbre de cette expérience.
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Exercice 10 :

Exercice 11 :

Exercice 12 :

Exercice 13 :

Exercice 14 :

Exercice 15 :

Exercice 16 :
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2. Soit X le rang de tirage de la boule rouge. Déterminer la loi de X.

3. Soit Y la couleur de la dernière boule tirée, en comptant 1 pour rouge et 2 pour bleue.
Déterminer la loi de Y .

4. Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?

9.17. On jette simultanément trois dés.
La modélisation est plus aisée si on les suppose discernables.

1. Modéliser l’expérience, i.e. donner Ω et P.

2. Calculer la probabilité d’obtenir au moins un « 1 ».

3. Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux faces portant le même chiffre.

4. Calculer la probabilité que la somme des trois faces soit paire.

5. Les évènements considérés aux deux questions précédentes sont-ils indépendants ?

Probabilités totales

9.18. Compléter l’arbre :

b

b

A
P(A) =

2

5

b P(A ∩ C) = 0, 3
PA(C) = ...

b P(A ∩D) = ...
PA(D) = ...

b

B
P(B) = ...

b P(B ∩ C) = ...
PB(C) = ...

b P(B ∩D) = 0, 5
PB(D) = ...

9.19. Compléter l’arbre :

b

b

A
P(A) =

1

5

b P(A ∩ C) = 0, 2
PA(C) = ...

b P(A ∩D) = ...
PA(D) = ...

b

B
P(B) = ...

b P(B ∩ C) = ...
PB(C) = 0, 2

b P(B ∩D) = ...
PB(D) = ...
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9.20. On dispose de 1000 pièces de monnaie : 999 normales et 1 possédant 2 côtés « pile ».
On tire au hasard une pièce, et on la lance 10 fois de suite.

1. Calculer la probabilité d’obtenir 10 fois « pile ».

2. Sachant qu’on a obtenu 10 fois « pile », quelle est la probabilité qu’on ait tiré la fausse
pièce ?

9.21. Un candidat doit répondre à une question pour laquelle on lui donne trois réponses
possibles dont une seule est bonne. Le candidat connaît les trois quarts des réponses, mais peut
aussi répondre au hasard.

1. Quelle est la probabilité que le candidat connaisse la bonne réponse sachant qu’il a bien
répondu ?

2. Donner une relation entre les ratios de réponses connues du candidat et de bonnes ré-
ponses.

9.22. On se donne un carré ABCD de centre O. Un ragondin, nommé Alfred, se déplace
aléatoirement d’un point à un autre du carré en suivant les segments formés par OABCD.
Alfred part du point A. Le point O est muni d’un klaxon qu’Alfred aime faire fonctionner.
On note pn la probabilité qu’Alfred klaxonne pour la première fois au n-ième déplacement.

1. Calculer p1.

2. Justifier que pn =
(2

3

)n−1

× 1
3

.

3. Soit Kn l’évènement « Alfred klaxonne au moins une fois au bout de ses n premiers
déplacements ».

(a) On note Sn = p1 + · · · + pn. Montrer que P(Kn) = Sn.

(b) Calculer Sn. Pouvait-on prévoir plus facilement ce résultat ?

(c) Calculer la limite de Sn et interpréter le résultat.
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EXERCICES de synthèses :

EXERCICE2 : (3 points)
Une urne contient n boules numérotées de 1 à n ( , 3n n  ). On retire, sans remise, l’une
après l’autre toutes les boules de cette urne. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

1- Quelle est la probabilité pour que les boules 1, 2 et 3 sortent consécutivement et dans cet
ordre ?1

2- Calculer la probabilité que les boules 1, 2 et 3 sortent dans cet ordre (consécutivement ou
pas) ?1

3- On considère la variable aléatoire nX égale au nombre de tirages nécessaire pour obtenir les

boules 1, 2 et 3. Déterminer la loi de probabilité de nX .
1

(3points):3EXERCICE

On lance 10 fois de suite une pièce de monnaie parfaitement équilibrée.

.»pile«d’apparition de la facela variable aléatoire égale à la fréquenceXOn désigne par

( le nombre de fois d’apparition de la face « pile » divisé par 10)

1 Xa) Déterminer les valeurs prise par-1

1 1
2

X
   

b) Déterminer la probabilité de l’événement

1 9
10

soit strictement supérieur ou égale àXQuelle est la probabilité que-2

Exercice 2 : (3 pts)
Un sac contient 2n boules ( n dans * ) , dont n sont blanches et n sont noires.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Un jeu consiste à tirer une boule du sac à noter sa couleur et à la remettre dans le sac,
puis à tirer du même sac une nouvelle boule et à  noter aussi sa couleur.

La règle du jeu indique que :
- Si les deux boules tirées sont blanches, on gagne 20 points .
- Si les deux boules tirées sont noires, on perd 20 points .
- Si les deux boules tirées sont de couleurs différentes, le gain est nul .

0.75 1- Calculer la probabilité de gagner 20 points , la probabilité de perdre 20 points et la
probabilité de réaliser un gain nul.

Exetrait du bac 1

Exetrait du bac 2

Exetrait du bac 3

Extraits du bac
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2- On répète 5 fois le jeu précédent.
0.5 a) Calculer la probabilité de gagner 100 points.
1 b) Calculer la probabilité de gagner 40 points.

3- Au cours d’un seul jeu ,on considère la variable aléatoire X qui prend uniquement
les valeurs -20 si on perd , 0 si le gain est nul  et +20 si on gagne.

0.5 a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
0.25 b) Calculer  l’espérance mathématique de la variable aléatoire X

EXERCICE 1 :(3pts)
On a deux boites U etV .La boite U contient 4 boules rouges et 4 boules bleues.

La boite V contient deux boules rouges 4 boules bleues.
On considère l’épreuve suivante : On tire au hasard une boule de la boiteU :Si elle est rouge,
on la remet dans la boite V puis on tire au hasard une boule de la boiteV ;si elle est bleue on
la pose de coté puis on tire une boule de la boiteV .
Soient les événements suivants : UR « La boule tirée de la boite U est rouge »

UB « La boule tirée de la boite U est bleue »

VR « La boule tirée de la boiteV est rouge »

VB « La boule tirée de la boiteV est bleue »

0.5 1- Calculer la probabilité de chacun des deux événements UR et UB .

0.5 2- a)Calculer la probabilité de l’événement VB sachant que l’événement UR est réalisé.

0.5 b) Calculer la probabilité de l’événement VB sachant que l’événement UB est réalisé.

1 3- Montrer que la probabilité de l’événement VB est :
13
21

0.5 4- En déduire la probabilité de l’événement VR .

EXERCICE2: (3 points)
0.5 I-1- a étant un entier, montrer que si a et 13 sont premiers entre eux alors  2016 1 13a 

2- On considère dans l'équation    2015E : x 2 13 et soit x une solution de l'équation  E .
0.5 a) Montrer que x et 13 sont premiers entre eux.
0.5 b) Montrer que :  x 7 13
0.5 3- Montrer que l'ensemble des solutions de l'équation  E est  S 7 13k / k  

II-Une urne contient 50 boules portant les numéros  de 1 à 50(les boules sont indiscernables au
toucher)

0.5 1- On tire au hasard une boule de l’urne.
Quelle est la probabilité d’obtenir une boule portant un numéro qui est solution de l’équation  E ?

Exetrait du bac 4

Exetrait du bac 5

120



121

0.5 2- On tire au hasard une boule de l’urne, on note son numéro, puis on la remet dans l’urne. On
répète l’expérience précédente 3 fois .Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux  fois une
boule portant un numéro qui est solution de l’équation  E ?

Exercice1 :(2pts)
On considère trois urnes U , V et W.
L’urne W contient  une boule noire et deux boules blanches et chacune des deux urnes U et V
contient deux boules blanches et deux boules noires.
On effectue l’expérience suivante : On tire une boule de l’urne W. Si cette boule est blanche on la
met dans l’urne U puis on y tire deux boules, mais si elle est noire on la met dans l’urne  V et on y
tire deux boules.

0.25 1-Qu’elle est la probabilité pour que le tirage s’effectue de l’urne U ?
0.75 2- Qu’elle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches à la fin de l’expérience?

3-Soit X la variable aléatoire qui associe à chaque tirage le nombre de boules blanches obtenue à la
fin de l’expérience.

1 Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Exercice2 :(3points)

Une urne contient  3 boules rouges et 4 boules  noires  indiscernables  au  toucher.

I- On tire au hasard successivement  et avec  remise quatre boules de l’urne . et on considère l a variable
aléatoire X égale au nombre de boules noires tirées.

1 1- Déterminer  la loi de probabilité de la variable aléatoire X

0.5 2- Calculer ( )E X l’espérance mathématique de la variable  aléatoire X

II-On réalise l’expérience aléatoire suivante en trois étapes :

Etape 1 :On tire une boule de l’urne ,on marque sa couleur et on la remet  dans l’urne.

Etape 2 :On ajoute  dans l’urne 5 boules  de même couleur que  la boule tirée  à l’étape 1

Etape 3 : On tire successivement et sans remise 3 boules de l’urne qui contient alors 12 boules après l’étape 2

On considère les évènements suivants :

N "la boule tirée à l’étape 1 est noire"

R "la boule tirée à l’étape 1 est rouge"

E "toutes  les boules tirées à l’étape  3 sont noires "

0.5 1) Montrer que :
12( )
55

p E N 

Exetrait du bac 6

Exetrait du bac 7
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0.5 2) Calculer ( )p E

0.5 3) Calculer  la probabilité de l’événement R sachant que E est realisé.

Exercice 3 :( 3 points)
Une urne  contient 10 boules blanches et deux boules rouges.

On extrait les  boules de l’urne l’une après l’autre et sans remise jusqu'à l’obtention pour la première fois
d’une boule blanche,  puis on arrête l’expérience.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boule  tirée .
0.25 1) a-Déterminer l’ensemble des valeurs prises par X
0.5 b-calculer la probabilité de l’événement X 1

0.5 c-Montrer que :   5p X 2
33

 

0.5 d-calculer la probabilité de l’événement X 3

0.5 2) a-Montrer que l’espérance mathématique de la variable aléatoire X est :   13E X
11


0.75 b-Calculer  2E X ,et en déduire la valeur de la variance  V X de la variable aléatoire X .

TROISIEME EXERCICE (3points)
n est un entier naturel supérieur ou égal à 4 .
On dispose de trois urnes 1U , 2U et 3U
L’urne 1U contient  une  boule  rouge et  n 1 boules  noires.

L’urne 2U contient deux boules rouges et  n 2 boules  noires.

L’urne 3U contient  trois boules rouges et  n 3 boules  noires.
On considère l’épreuve aléatoire suivante : On choisit  au hasard une urne parmi les trois, ensuite on tire
simultanément deux boules de l’urne qui a été choisit.

Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules rouges tirées.

0,25 1) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X
0,75

2) a- Montrer que la probabilité de l’événement  X 2 est égale à
 
8

3n n 1
.

0,75
b- Montrer que la probabilité de l’événement  X 1 est égale à

 
 

4 3n 7
3n n 1




0,5 c- En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire X .
0,75 3) Sachant qu’on a obtenu deux boules rouges, quelle est la probabilité que ces deux boules

proviennent de l’urne 3U .

Exetrait du bac 8
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TROISIEME EXERCICE :(2,5points)

Une boite contient quatre boules : une boule blanche et trois boules rouges
indiscernables au toucher.

On tire une boule de la boite, on note sa couleur puis on la remet dans la boite.

On effectue la même épreuve plusieurs fois jusqu’à l’obtention pour la première
fois de deux boules successives de même couleur puis on arrête l’expérience.

Soit X la variable aléatoire égale  au rang du tirage où l’ on arrête l’expérience.

1) Calculer la probabilité de chacun des deux événements  suivants :

 X 2 et  X 3

1

2) Soit k un entier naturel non nul.

a-Montrer que la probabilité de l’événement X 2k est
k 1

2k
5 3p
8 16


   
 

0,75

b- Montrer que la probabilité de l’événement  X 2k 1  est
k

2k 1
3p

16
   
 

0,75

Exercice 2 (2 points)

Soit n un entier naturel impair tel que : n 3

On considère n boites numérotées de 1 à n . La boite n° k ( (1 k n)  ) contient k boules blanches et n-k

boules noires.

On choisit au hasard une boite et on tire une boule de cette boite .

0.5pt 1- Calculer la probabilité d'obtenir une boule blanche.

0.75pt 2- Calculer la probabilité pour que le tirage soit fait dans une boite portant un numéro impair.

0.75pt 3- Calculer la probabilité d'obtenir une boule blanche sachant que la boite choisie porte un numéro
impair.

Exetrait du bac 10

Exetrait du bac 11
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