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PREFACE

Faire des maths en vacances 7 Pourquoi pas!

La collection Prépas Sciences a pour vocation 'accompagnement des étudiants de classes prépa-
ratoires scientifiques de la rentrée de premiére année jusqu’a l'intégration dans une école ou dans
une filiere universitaire qualifiante.

Le début d’année en prépa est un passage difficile, parfois décourageant, car le rythme d’acquisition
des connaissances y est rapide et 'abstraction est souvent un obstacle pour le néophyte. De plus,
soyons clair, la coupure estivale, bien que salutaire, engourdit trop l'esprit pour un redémarrage
rapide de 'activité scolaire. Par ailleurs, nombreux sont ceux qui se sont contentés en Terminale
d’assurer la réussite au bac sans approfondir les connaissances et les savoir faire.

Ceci explique que nos auteurs, tous enseignants dans ces classes, constatent chaque année les
difficultés des nouveaux bacheliers a suivre le rythme soutenu de ce cursus.

Ce premier ouvrage passerelle de la terminale S A la prépa scientifique, dévolu aux mathéma-
tiques a ¢été concu pour assurer en douceur un redémarrage et pour combler les lacunes.
L’auteur, Nicolas Nguyen, est enseignant en classes préparatoires scientifiques en premiere année.
Il a apporté dans la conception de ce livre, toute son expérience de professeur mais aussi d’auteur
puisqu'il a rédigé et coordonné divers ouvrages aux éditions Ellipses.

Faire des maths en vacances, pourquoi pas! En travaillant chaque jour un chapitre, lors de vos
trois dernieres semaines de congés estival, cet ouvrage vous ameénera en douceur vers la rentrée et
vous permettra d’aborder sereinement les premieres semaines de cours en prépa.

Bertrand Hauchecorne
Directeur de la collection Prépas Sciences
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AVANT-PROPOS

En route pour la Prépa!

En septembre, vous allez découvrir 'enseignement supérieur lors de votre rentrée en classe prépa-
ratoire aux grandes écoles. Au-deli de l'enthousiasme a 'aube de cette nouvelle étape de votre
formation, un soupcon d’'inquiétude bien légitime pourrait se faire jour.

Pas de panique! Maths de la terminale S & la prépa scientifique vous permettra d’aborder
la rentrée en toute sérénité!

Cet ouvrage n'est en aucun cas un début de cours de premiere année ; ce serait inutile, voire contre-
productif. Au contraire, i travers seize chapitres organisés en quatre themes, il reprend uniquement
le programme de mathématiques des classes de Premiére et Terminale S mais le revisite avec un
esprit différent, celui de 'enseignement supérieur, en sélectionnant toutes les parties utiles en prépa.

Les objectifs de cet ouvrage
Cette approche nouvelle vous permettra :

e de rafraichir vos souvenirs;

de combler d’éventuelles lacunes ;

d’avoir une vision synthétique et transversale des connaissances;

d’acquérir 'exigence de 'enseignement supérieur ;

d’étre tout de suite opérationnel en début de prépa.

Organisation des chapitres

Afin de donner la plus grande efficacité a vos révisions, vous retrouverez dans chaque chapitre :
¢ un résumé de cours clair et précis reprenant tous les théoremes essentiels ;
e des méthodes efficaces de résolution d’exercices ou de problemes;

¢ des exercices classiques avec indications de solution et corrections détaillées.

En complément, des notes culturelles dues a Bertrand Hauchecorne ou des anecdotes plus légeres
agrémentent les chapitres afin de rendre plus agréables encore vos séances de révisions!
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Méthode de travail conseillée

Le rythme suggéré consiste a consacrer un jour — deux maximum - par chapitre. Aprés avoir relu
attentivement, stylo en main, le résumé de cours, travaillez la partie méthodes en refaisant
les exemples qui l'illustrent. Finalement, vous pourrez plonger dans la recherche des exercices
classiques en vous aidant des indications fournies. Lorsque vous avez terminé un exercice, n’hésitez
pas A lire la correction proposée qui se veut aussi un modele de rédaction!

Ainsi, en trois semaines, ce livre vous permettra d’aborder les classes préparatoires scientifiques
avec des bases solides et dans les meilleures conditions, que vous entriez en MPSI, PCSI et PTSI
mais aussi en ECS 1, en BCPST ou en BL. Il pourra plus généralement servir 4 tous ceux qui
s'engagent dans une filiere du supérieur dans laquelle les mathématiques jouent un réle important.

Remerciements

Pour conclure, je tiens a remercier tres chaleureusement Bertrand Hauchecorne et Corinne Baud
pour leur confiance, Marianne et Paul pour leur patience envers moi!

Saint-Brieue, février 2015

Nicolas Nguven
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Chapitre

Nombres réels

Le mathématicien allemand Georg Cantor a montré
qu'on ne peut pas numéroter tous les nombres réels,
sans en oublier, et en ne donnant pas deux fois le
meme numeéro a deux différents. Ce qui parait plus
étonnant, c'est qu'on peut le faire avec I'ensemble
des fractions ; il suffit d'énumerer d'abord celles
dont la somme du numérateur et du dénominateur
vaut 2, puis 3 et ainsi de suite. On dit que Q est
dénombrable mais que R ne l'est pas.

Georg Cantor
1845-1918



L’objectif de ce chapitre est de faire le point sur les différents ensembles de nombres
rencontrés au cours de la scolarité et d’en connaitre les principales propriétés.

B les incontournables

s Connaitre les différents ensembles de nombres
m Effectuer des caleuls dans R :

» utiliser les regles de caleul

» connaitre les identités remarquables

» manipuler des valeurs absolues, des racines carrées

B et plus si affinités

OBJECTIFS

s Raisonner par équivalences
» pour obtenir des inégalités

» pour résoudre des équations et des inéquations

HE4 CHAPITRE 1



mm Réesumé de cours

M Les différents ensembles de nombres
M ensemble des entiers naturels

L'ensemble M = {0, 1,2,3 .4, ..., n, ...} est celui des nombres entiers naturels. On peut toujours
ajouter et multiplier des entiers naturels, mais la soustraction et la division ne sont pas toujours
possibles dans N.

7 ensemble des entiers relatifs

L'ensemble Z = {...,—4,-3,-2,—1, 0, 1, 2, 3, ...} est celui des nombres relatifs. Tout élément
de Z possede un opposé dans Z : la soustraction est toujours possible entre entiers relatifs, Par
contre, la division n’est pas toujours possible dans Z.

[} ensemble des nombres rationnels

L'ensemble @ = { 5: p € L,q € N*} est celui des rationnels. L’addition, la soustraction et la
multiplication sont toujours possibles entre rationnels. Tout élément non nul de (¥ possede un
inverse : la division par un rationnel non nul est toujours possible. Par contre, certains nombres
construits de facon naturelle ne sont pas rationnels.

Vocabulaire : les nombres réels qui ne sont pas rationnels sont dits trrationnels.

E ensemble des nombres réels

Les nombres rationnels ne sont pas suffisants pour représenter tous les nombres. Les constructions
de I'ensemble des nombres réels ne sont pas au programme, mais on peut trés bien se représenter
cet ensemble de nombres a 'aide de la droite praduée.

Soit D une droite munie d'un repére (O, 7). A tout réel x € B, on associe son image sur la droite,
le point M (x) d’abscisse x. On pourra retenir la chaine d’inclusions des ensembles de nombres :

McZcDcOQcRCcCC

[l ensemble des nombres décimaux

Les nombres réels peuvent tous étre représentés comme des nombres a virgule. En général, la suite
des décimales (les chiffres a droite de la virgule) est infinie. C'est le cas par exemple, pour 7 dont
on connait aujourd’hui les 10 000 milliards premieres décimales!

m = 3,141 592 653 589 793 ---

Pour un nombre rationnel,
- soit la suite des décimales est finie, comme 12, 623 16;
- soit cette suite est périodique, comme par exemple 1,385 385 ---.

L'ensemble D = {L; p € Z,n € N} est précisément I'ensemble des nombres réels qui ont une
partie décimale finie.
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B Opérations dans R

Somme et produit

Proposition 1.1.— Pour tous réels @,y et z, on a :
mr+y=y+zr L’addition est commutative.
m(z+y)+z=a+(y+2). L’addition est associative.
mzr+0=0+zx==2. 0 est élément neutre de 'addition.
mz+(—z)=(—2)+z=0. Tout réel x a un opposé noté —zx.

Proposition 1.2.— Pour tous réels x,y et z, on a :

BIXY=YXTI. La multiplication est commutative.
m(zxy)xz=xx(yx2). La multiplication est associative.
Bl =il = 1 est élément neutre de la multiplication.

melc A rxrt=nt s =1 Tout réel non nul x a un inverse, noté 2~ .

De plus, la multiplication est distributive par rapport a 'addition :

Proposition 1.3.— Pour tous réels x,y, 2, on a :
m(r4+y)xz=zxz2+yxz.

mrx(yt+z)=rxytzxz

Equations dans B

L’existence d'inverses pour les nombres réels non nuls est essentielle pour la manipulation d’équations :

Proposition 1.4.— Soit (x,y) € R? un couple de nombres réels, a € R* un réel non nul. Alors
BAXT=axXl — T=1.
mrxy=0 ¢ z=00uy=>0.

Vocabulaire : dans R, on dit que tout élément non nul a est simplifiable dans une équation.

Puissances entieres d'un nombre réel

Définition : Soit a € R* un réel et n € Z un entier relatif :
» sin=0, on pose a” = 1;
v oin>0a =T je=0x%a;
» sin<0,a" = (ljrz.)lnl. n fois

Remarque : Si a = 0, on convient que 0" = 1, les puissances d’exposant strictement positif sont
nulles, et les puissances d’exposants strictement négatif ne sont pas définies.

Vocabulaire : dans ['écriture a™, a s’appelle la base et n 'exposant.

HEO6 CHAPITRE 1



IPmpositinn 1.5.— Regles de calcul avec les puissances d'exposants entiers ® —, Soit a,. b € R*
des réels non nuls et n,m € Z des entiers relatifs :

ma’=1 ma” xb"=(axb"
ma® xa™ = an+m a™ _ . n

. sl

a —_ an—=m
m— =1 n {an}m — gnxm

ﬂ.r"

Identités remarquables

Proposition 1.6.— lIdentités remarquables ® —. Soit a,b des réels.
m (a+b)%=a®+2ab+ b m (a+b)*=a*+3a°b+3ab® +b*
m (a—0b)?=a®—2ab+ b m (a—b)*=0a®—-3a%+3ab® - b*
ma’?—b?=(a—0b)(a+b) m a® — b = (a—b)(a® +ab+b?)

M Relation d’ordre sur R
Propriétés fondamentales de la relation d'ordre

Comme N, Z et ), R est un ensemble ordonné par <. Rappelons les propriétés basiques de cette
relation d’ordre :

IPmpusitiun 1.7.— Propriétés de la relation d'ordre sur R —, Pour tous réels z,y, 2, on a :

mI<I. La relation "<" est réflexive.
m Si(z<pyety<z) alors z =1y. La relation " <" est antisymétrique.
mSi(z<yety<z)alors <z La relation "<” est transitive.
sr<youy<r. E est totalement ordonné.

Notation : la relation x < y signific (v < y et x # y). On note R Uensemble des nombres réels
positifs ou nul, et R** Uensemble des nombres réels strictement positifs.

Compatibilité des opérations et de la relation d'ordre

L’addition et la multiplication des réels sont compatibles avec la relation d’ordre au sens suivant :

Théoréme 1.8.— Soit x.y € R des réels. On suppose 'que = < y. Alors
mpourtout réel ze R, z+z<y+ 2,

m pour tout réel strictement positif z € R™, 2 x 2 <y x 2.

On en déduit que le passage aux inverses et la multiplication par un réel négatif sont aussi com-
patibles avec la relation d’ordre, mais attention au sens des inégalités!

1. cf. proposition 1.7,
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Corollaire 1.9.— Pour tous réels z.y,2 € R et u,v € R,
msi(0<z<yalors (O<y ‘<zl msi(z<yetz2<0)alors (xx2=>yx2)
. | <y s J0=xr<y
5 . F {: E - { F
m si { i alors (r+u<y+uv) m si { e alors (r x u <y xuv).

Valeur absaolue

Définition : Soit x € R, on appelle valeur absolue de x le réel positif défini par :

|z] = max{z, -z} = rsiz20
B s [

Interprétation : la valeur absolue de x est la distance entre le point d’abscisse x et l'origine de la
droite réelle.

Proposition 1.10.— Inégalités triangulaires —. Pour tous réels =, y, on a :

lz+yl <ol + |yl et |z—yl = [lx| - |yl

Racine carrée d'un réel positif

Théoréme-Définition 1.11.— Soit a un réel positif. Il existe un réel positif b € R, unique telj
que :
b = a. (1.1)

Cet élément b est noté Ja ou /a et est appelé la racine carrée de a.

Proposition 1.12.— Regles de calcul avec la racine carrée —. Soit &,y € R des réels.
m Si =z est de signe quelconque, alors vx? = |z|.
mSi s>0ety>0alorsz <y < /T < /7.
mSi z>0ety>0alors /o Xy=+T x4

m Si x>0ety>0alors F:ﬁ
y VY

Le saviez-vous?

Dans le langage courant incommensurable qualifie un objet si
grand qu’on ne peut le mesurer. Cest un faux sens. Chez les
Anciens, une grandeur était incommensurable si en reportant un
nombre n de fois ['unité de mesure, on ne pouvait atteindre exac-
tement un multiple p de cette grandeur. En termes actuels, la
mesure de cette grandeur ne peut s’écrire sous la forme de frac-
tion % . elle est done irrationnelle.
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mm Methodes

B Manipuler les expressions algébriques

Ce chapitre est I'occasion de revoir les techniques algébriques de base : factoriser, développer,
travailler avec des puissances, avec des fractions ou encore avec des racines carrées, par exemple
en multipliant et divisant par 'expression conjuguée, ete.

Factoriser, développer

Une expression algébrique se présente généralement sous la forme d'une somme ou d'un produit.
Il est souvent utile de passer de 'une a I'autre :
- transformer une somme en un produit, c’'est factoriser ;

& transformer un produit en une somme, c’est développer.

|:| Méthode 1.1.— Comment factoriser une somme
Pour factoriser une somme, on peut :

» utiliser la distributivité de la multiplication sur I'addition :

[1] on repére un "facteur” ¢, "commun” A tous les termes de la somme :
S=exar+exaz+---+cxay

puis on factorise par ¢ : S =e¢ x (a) +as + -+ ay);

» utiliser une identité remarquable, notamment a? — b* = (a — b)(a + b).

Remarque : pour développer une expression, on peut utiliser les mémes pistes : distributivité ou
identité remarquable. . . mais dans 'autre sens!

Exemple : factorisons la fonction polynomiale f(x) = 2* +a®+1. Ici, il n'y a pas de facteur commun
évident, nous allons utiliser des identités remarquables! Observons que f(z) = x* + 22% + 1 — 22,
A l'aide d’identités remarquables, il s’ensuit que :

flz) = @+22°+1)-2*=0*+1)-2*=(*-2+1)(2*+2+1)

Mise en ceuvre : exercice 1.1.

Manipuler les racines carrées

(J Méthode 1.2.— Comment simplifier une expression avec des racines carrées
Il n’existe pas de méthode directe pour calculer la racine carré d’un nombre positif, sauf
pour les dix premiers carrés parfaits! Pour simplifier une expression mettant en jeu une
ou plusieurs racines carrées, plusieurs pistes sont envisageables :

» On peut utiliser les régles de calcul avee les racines carrées afin de faire apparaitre
des carrés parfaits.

» On peut multiplier et diviser par 'expression conjuguée afin d’utiliser une identité
remarquable.

Mise en ceuvre : exercice 1.5.
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B Manipuler des inégalités : comparer, majorer, minorer, encadrer

‘D Méthode 1.3.— Comment étudier le signe d'une expression f(x)
Etudier le signe de f(x) revient & résoudre 'inéquation f(z) = 0. On pourra
» Utiliser un tableau de signe :

[1] Factoriser f(x) sous la forme f(z) = fi(x) x fao(z) x -+ x fp(x);
Etudier le signe de chaque facteur.

Conelure a |'aide d’un tableau de signe.

» Etudier les variations de f(x) et en déduire son signe,

(J Méthode 1.4.— Comment comparer deux nombres
Pour comparer deux nombres on utilise la compatibilité de 'ordre et des opérations.

» On peut étudier le signe de la différence.

» S'il s'agit de nombres positifs, on peut comparer leur quotient a 1.

» S'il s’agit de nombres positifs, on peut comparer leurs carrés.

d Méthode 1.5.— Comment encadrer un quotient
Pour encadrer un quotient f(x) = ”E;;. dont numeérateur et dénominateur sont stricte-
ment positifs :

On encadre N(z).

On encadre D(x) et on en déduit un encadrement de Tlr]

On multiplie terme A terme pour obtenir un encadrement de ,m'

Diz)"

(J Méthode 1.6.— Comment encadrer une somme
L
Pour majorer (respectivement minorer, encadrer) la somme %" x; :
T i 5 be=0) )
On considere k € {0,...,n}, on majore (resp. minore, encadre) ;.. Ainsi, pour tout
kel{o,..., n}, zr < Mj.

mn

T
Puis on ajoute terme A terme toutes ces majorations S . < 57 M.
k=0 k=0

L] 8 kefl,%..5, n},alors 1 < k < n.

Ti mn
En sommant terme i terme ces encadrements, il vient > 1 < 3" k

T i
< 5 nsoitn< Y k<ns
k=1 k=1 k=1 k=1
n "
Vous montrerez en CPGE que précisément 3 k = 23 est le milieu entre n et n”.

L';|
Mise en ceuvre : exercice 1.8.
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B Résoudre des équations, des inéquations

Résoudre une équation

La résolution des équations est essentielle en mathématiques. Aussi, nous retrouverons des tech-
niques de résolution dans de nombreux chapitres. Nous présentons ici les méthodes générales.
Une équation se présente généralement sous 'une des deux formes suivantes :

flz) =0 (1.2) g(z) = h(z) (1.3)

Résoudre dans I, I'équation (1.2) d'inconnue z, ¢’est déterminer I'ensemble S des valeurs de @ € 1,
pour lesquelles f(x) vaut 0.
Deux équations sont dites équivalentes si elles ont le meme ensemble de solutions.

(J Méthode 1.7.— Comment résoudre I'équation f(x) =10
Pour résoudre I'équation (1.2) dans [, la démarche générale consiste A :
[1] Déterminer le domaine de définition J C I de f.
Raisonner par équivalences successives, jusqu’a obtenir des équations résolues en x :

; flz)=0 fi(z) =0 folx) =0
{L_}]«::*»{J‘_EJ <:>{:1'EJ ‘A‘:}m:'{:rei
 — .'I.‘; Ol T = .]'-_g O =+« Ol T = ,J'.'”

i { g |

(d Méthode 1.8.— Comment obtenir une équation équivalente
On peut obtenir une équation équivalente a (1.2) ou (1.3) :

» cn effectuant des opérations algébriques sur les expression en jeu, par exemple
= en multipliant ou divisant par une quantité non nulle ;
= en factorisant 'expression de f(z) : si f(x) = fi(x) % fa(z) x - - - x fp(x), alors
(1.2) <= fi(z) =00U fo(x) =00U ... OU fp(z) =0
> en élevant au carré les deux membres de I'égalité (cf. remarque ci-dessous) ;
» en effectuant un changement d’inconnue, par exemple si f(x) = g(u(x)),

[1] On pose u = u(x). L'équation (1.2) se décompose en deux équations :

(12) {.fftulzﬂ

ulr) =u

On résout I'équation d’inconnue u, g(u) = 0.
Pour chacune des solutions ., on résout I'équation d’'inconnue z, u(z) = uy.
» cn utilisant des propriétés des fonctions en jeu, par exemple
= les formules du second degré pour les fonctions polynomiales de degré 2;

& les symétries des fonetions trigonométriques ;

- la bijectivité des fonctions logarithmes, exponentielles, etc.
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Exemple : résolvons dans B 'équation 2* — 522 + 4 = 0. Pour cela, nous allons effectuer le
changement d’inconnue u = x* afin de nous ramener 4 une équation du second degré.
2 .2

= S _ W= T
e e b A=l = {c13-5u+4=U g}{{'lf—l}{T“4}=U

="
{

w100 w=d i P =1 W agt=4 = =41 00U x=+2

Finalement, § = {-2,-1,1,2}.

Remarque : on est souvent amené a élever au carré les deux membres de I'équation (1.3), toutefois
on remarquera que f(z) = g(z) # (f(z))? = (g(x))?. Avant d’élever au carré il faudra noter le
signe (commun) des deux quantités!

(1 Méthode 1.9.— Comment résoudre une équation avec une racine carrée
Pour les équations mettant en jen une racine carrée :
On détermine le domaine de positivité de la quantité sous le radical.
On isole la racine carrée au premier membre de 1'égalité.
On note le signe positif du second membre.
[1] On égalise les carrés.

Exemple : résolvons I'éguation +/2x +5 = 2 + 1 dans B. On raisonne par équivalences :

91 +5 = (z +1)?

| A—
VIzFb—2-1=0 < {2"?”:;*"” = { 241>0
r4+5=0 2% +5>0
= 2" =4 = = = r=2
r>-1ETz> -2 e | =

Ainsi, S = {2}.

Mise en ceuvre : exercice 1.14.

Résoudre une inéquation

La résolution des inéquations suit la méme démarche générale que pour la résolution des équations :
on raisonne li encore par équivalences, mais il faut prendre garde au fait qu'une majoration peut
¢tre équivalente A une minoration!

(d Méthode 1.10.— Comment obtenir une inéquation équivalente
Soit a. b, ¥ des réels. On suppose que b < 0. Alors

mSib>0,alors <a &= bz < ba. mSib<0 alorsx <a < bz > ba.
1 1 .
I-T‘:ﬂ-d:-;}a- ml<r<a & 0<a? <a

Mise en ceuvre : exercice 1.15.
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mm Enonce des exercices

B Calculer avec des fractions

Exercice 1.1 : Sans caleulatrice, effectuer les caleuls suivants :

Toiie Ty Bas BN 3 2 5 1 2.
1.{?—§]x(11—§+5{?—§]), 2.2—(E+§}—(3—{5+E})—(z—(§+ij),

Exercice 1.2 : Sans calculatrice, effectuer les caleuls suivants :

1 5 25
gLlyB B g 2 W T
3 6 4 5 . 8. 2
1. T = Xz : 2. T° T
2+E_E E_l 3+E B2

W Développer, factoriser

Exercice 1.3 : Soit z,y, 2 des réels.

1. Développer (z + v+ 2)(zy + yz + 22), (r+y +2)% et (x +y + 2)°.
2. Démontrer que si x +y + 2 = 0, alors z° + y* + 2% = 3ayz.
Exercice 1.4 : Soit x,y, 2 des réels. Développer :

1. (z4y)* - (z —y)*; 3. (z+y) = (= +¢7);
2. (z4+y+2P2+( 2=y +y=2)2+(x=-2)2; b4 (z+y)?*+ (z-y)

B Calculer avec puissances et racines

Exercice 1.5 : Sans calculatrice, effectuer les caleuls suivants :

1. (V54 v3)*; 4. (V6 +2)(V3-v2);

2. (V2-1)%; 5. V5 +v3x V5 -3,

3. (VB — VI8)(V50 + V72 — v/32); 6. (3v2 +2V5)(3v2 - 2V5).

Exercice 1.6 : Simplifier les écritures suivantes :

| V3-V2 V3+V2. 3 Y125+ V45— V20

TVBHV2 VB2 ' V-1 ‘

2. 1/(1- V&) 4. (VB+1)2 - (V3+V2)2 + (V3+ 232

Exercice 1.7 : Eecrire sans dénominateur les nombres suivants :

= , SE N . e
345 V3+12° V5 — V3’ 2435

B Majorer, minorer, encadrer

Exercice 1.8 : Sachant que x €]3; 3[, encadrer les quantités suivantes f(z) = 22, g(z) =22 +2+3
et h(z) = —2° + 2 + 1.
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Exercice 1.9 : Sachant que 1,83 < a < 1,84 et 2,513 < b < 2,514, donner un encadrement de
a
a+b,a-b,axb, -.

]

Exercice 1.10 : Soit 2,y des réels tels que x + y = 1. Montrer que 2% + y* >

b | =

Exercice 1.11 : Soit z, ¥ des réels strictement positifs. Montrer que

1 1 T+ Yy 1 /1 1
1. < : e [Nk o S
2492 ~ 2y’ - 2492~ 2 (;r+y)
Exercice 1.12 : Soit @,y des réels strictement positifs. Montrer que

2

X

Ty T+
< Jry < ;
+y ¥= 2

Exercice 1.13 : Montrer que pour tout entier naturel non nul n € M*,

1 A | n+1
= E ’ < t :
o nt4+k n<

B Résoudre des équations, des inéquations

Exercice 1.14 : Résoudre dans R les équations suivantes :
1. |22 — 1| = |3z + 1];
2. Va2 +2x44=3x+2;
3z°—2z+1 22411z 45
3r—1 2¢-5

Exercice 1.15 : Résoudre dans R les inéquations suivantes :
l.z+3> V22 +4;

2. |22 —-3| <5;

3. 122 - 3| < |3z + 1]

Exercice 1.16 : Rdésoudre les systemes d’inéquations suivants :
1 Te+1=2xr+3 )
: Tr—=1=<—x4+2 *

r? < 4
2.4 3z45>2244 .
dr+1< 2z
m m Indications
—Ex. 1.3

1. Un conseil : organisez vos calculs et présentez vos résultats de facon elaire en regroupant les
termes analogues.

2. On utilisera les résultats de la premiére question pour chercher une factorisation de la différence
D=a%+y*+2%—3ayz ...
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Ex. 1.4
De remarquables calculs !
Ex. 1.5

Pour simplifier les caleuls avee des racines carrées, on utilisera les identités remarquables rap-
pelées dans la proposition 1.6.

Ex. 1.6

Pour simplifier des expressions avee des racines carrées, vous pourrez utiliser des identités remar-
quables, multiplier et diviser par Uexpression conjuguée.
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mm Corrigé des exercices

& Rassurcz-vous, en
prépa vous n'aurc: pas
souvent Uoccastion de
renconirer des
fractions aussi
tordues !

& Les éqalités
remarguables rappeldes
dans la proposition 1.6
doivent étre bien
connues ! Il ne suffit
pas de savoir les
retrouver !

Exercice 1.1

i T 1 139
1. (7 3) (11__+E{2 5))_?
3 2 5 1 2.7 1
2 2= = 8={T a2y = {3 Gy ) == A
(3+3) ( {3""4)) ( {3+4}) 12
Exercice 1.2
1.5 %5 2 1 1
L o"3%6" 3 375 _sor. , 275 T3 255
g2 I 8 E om0 T 1Y 3T ™
6 12 3 1

— Exercice 1.3
1. Ona (z+y+2)(zy+yz+z2z2) = 22y+ 22z + s+ 122+ 222 + 22y + 3ayz

(+y+22 =224+ + 22+ 20y + 222 + 22
(z+y+2)° =2 +9° +2° +32%y +32°2 4+ 39z + 3y%2 + 322z + 32%y +6zy2

2. Pour prouver que z* + y* + 2 = 3zy> lorsque = + y + z = 0, nous allons
étudier la différence D = 2% 4+ y* 4 2% — 3zy2. A I'aide de la premiere question,
on peut écrire
D = z+y+2)° - 32y — 3222 - 3yz — 3y®z — 32% — 3%y — 9zy2
= 24+y+2)°-3x+y+2)(zy+yz+ 23)
= (x4+y+2) [(z+y+2)?-3(xy+yz+ 23)]

Ainsi factorisée, il est immédiat de constater que lorsque r + y+ 2 = 0, la
différence z* + y* + 2° — 3xyz est nulle. A

— Exercice 1.4
A I'aide des identités remarquables, il vient :

1. (x +y)? —-{:1 —y)? —4:ry.

2. (x +y+ z)? +[z- Y2+ (y—2)% + (z — 2)° = 322 + 3y? + 322

3. (x+y) ( + 3*) = 3z%y + 3xy°.

4. (z+y)P+(z-y)P?=22"+2% A

Exercice 1.5
(V5 + V3)? = (vV5)® + 2v5V3 + (V3)? =5+ 3 + 2v5v/3 =8 4+ V15.
(V2-1)2=3 *N'
(v8
X

VB—V18)(VB0+ VT2 —v/32) = V2 x (VA—9) x V2(V25+v/36—/16) =
1) x 7= -=14.

\/._(5/622 V3-v2) = 18- 124 2/3-2y/2 =3y2-2/3+2y/3-2/2 =

2

5. V5 +vV3x V35— VB=1/(5+V3)(5 - V3) = \/5? - (V3)2 = V2.

6. (32 +2v5)(3v2 - 2v5) = (3v2)2 — (2v/5)2 = 18 — 20 = -2. ik

1.
> 2
3.
2
4

HE 16
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___ Exercice 1.6

V3 — \f V3+v2  (V3-v2)2+ (V3+2)?

VB2 BB (V3+v2)(V3-v2)
2. (1 -v5)2=|1-5=v6-1.
3 VI2Z5 4+ VA5 - v20  5vV5+3v5-2v5 _ 65 6V5(VB+1)
' V5-1 VA1 VB-1 (VB+1)(VE-1)
3{]+ﬁ\/5 15+.5f

4
4. (V6+1)>— f+wf2+ (V3+2v2)? = (T+2V6) — (5+2v6) + (11+4V6) =
13 + 4V6. A

P Exercn:e 1.T

= 10.

4 4(3 — V/5)
1.3+\£ 3,—_”"/—_3 V5.
1 i
S e L}ﬂf“/ o
2 2(v/5 +
S.ﬁ_‘/_ - V5 + V3,
. 22 _gp2+V3+VE _ 2+VE+VE _24+VE+VE

‘3435 (2+V32-5 (1443 -5 = 21/3+1
11(2+ﬁ+ V5)(2v3-1) _ (2+v3+5)(2v3-1) = 4+3/3—/5+2/10.

12 -1
A
Exercice 1.8
L’appartenance a l'intervalle |1; £[ se traduit par
1 3 2 [Yaprés la
- = méthode 1.4 deux
2 2 nombres positifs sont
rangés dans le méme
On utilise alors le corollaire 1.9 ou la méthode 1.4. Il vient ordre que leurs carrés.
o ()% <a® < (2)? soit
I ..
1 <7 1

e En ajoutant terme i terme les deux encadrements ci-dessus, on en déduit : & On peul toujours

" 15 . ajouter terme i terme
=<' +x< T, solt

I
4 15 - 97 deusr encadrements |
T <xr'4+rd+I< T

; 9 ;
e Commencons par obtenir un encadrement de —z2 : 3 <2t < —%, Ajou-

tons ensuite terme 4 terme cet encadrement de —z2 et un encadrement de
x4+ 1, il en résulte

3-:: 2+_+1{9
4 H i £Xr _1

Exercice 1.9
On utilise alors le corollaire 1.9. Il vient

e 4,343 <a+b<4,354;
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& Astuee de caleul

e —0,683<a—b< —0,672;
e 1598 <axhbh<4626;
.uﬁwiggmma A

— Exercice 1.10
Soit z, y des réels tels que z+y = 1. Pour vérifier que #* +y* > 3, raisonnons
par équivalences :

1=(x+y)°* a:":+'y£3_>§ = 2°4+%2>1 <= 2224+ 9% > (z+9)°
= 24+ >4+ uy+y’ = 2-2zy+9y2 =0
= (z-y)P*=0
Un nombre réel élevé au carré étant toujours positif, cette derniere inégalité
est toujours veérifice. Par équivalences, il en va de meme de la premiere. A
Exercice 1.11
Soit x, y des réels strictement positifs.
1. Raisonnons par équivalences
1 1 2 .9 ;
—_— x“ > 2%y & -2 i =0
i S By = +y° > 2y y+y =
= (z-y)*=0
Un carré de réel étant toujours positif, I'inégalité proposée est bien vraie.
1 (1 1 T+
2. Observonsque = | —4+—-) = i 8 D’aprés la premiere question, on sait
2 \z vy 2ry
déja que — < . En multipliant les deux membres par le nombre
1 e Ty = 27y P I
strictement positif x + y. il vient
ety oty _1 (1,1
a2 +y? T 2y 2 NE -y
A
_ Exercice 1.12
En comparant les carrés de ces nombres positifs (méthode 1.4), on montre
tout d’abord que 2,/7y < x 4 y. On en déduit alors
¢ en divisant les deux membres de cette inégalité par 2 que /Ty < %
G sy W 2z
e en multipliant les membres de cette inégalité par o que E i < J/TY.
T+y r+y
A
Exercice 1.13
Soit k€ {0,1,2,...,n}. De I'encadrement 0 < k < n, on tire
1 - 1 ” 1
n24+n " n24+k " n?
En sommant terme a terme ces n + 1 encadrements, il vient :
n ] T 1 T 1
D D ST IE
2 = P R 2
k=0 ne+n k=0 n® +k k=0 i
HE18 CHAPITRE 1



Comme 7y est indépendant de l'indice &k de sommation, il s’agit d'un
n®4+n '
facteur commun, ainsi :
i': R | Z': fon+l 1
2 = 2 = g T
& n“+n ne+n & n“+n n
Z": 1 . & Z“: e Bt
o i
k=o' T k=0 o
n
1 1 n+1
Finalement, nous avons obtenu — < <
' n=&n?+k n?

Exercice 1.14

On applique la méthode 1.7.
1. Raisonnons par équivalences
(1) <=
= x=-20Uzx=0

Ainsi § = {-2,0}.
2. On met en ceuvre la méthode 1.9,

Vet +2r+4=3x+2

2z —1]|=3z41] <= 22-1=3z+4+10U1-22=3z+1

2 Deur réels ont
méme valeur absolue
gi el seulement si ils
sont dgauz OU
opposés,

& Le discriminant du
trindme sous la meine

2) &= Vr24+2%44=3x4+2 < { 224204420 cot fudoterent
% 250 négatif, pour tout réel
3r+2 = x, 22 +2r4+4>0.

22 +2r+4=92>+12x + 4 8r2 410z =0
3r+2=20 3z+2>20

{ z(4x "f;'] =0
r = —3

1 2 . .
Comme —— < T 0 est 'unique solution de cette équation : § = {0}.
3. Nous allons mettre en ceuvre la méthode 1.7. On observe tout d’abord
que I'équation est bien définie uniquement pour = ¢ {3, 3}. Pour un tel réel,
nous obtenons une équation équivalente en multipliant les deux membres par
le nombre non nul (3x — 1) x (22 — 5). Il en résulte les équivalences suivantes :

3:1:2—2:1:+1_2:!:2+11:1:+5

3
(3) Jr-1 2r -5
— b6z’ —19224+12x—-5=62>+312°+4x -5
— 50z —-8x=0 < z(25z—-4)=0
Finalement, § = {0, - }. A

__ Exercice 1.15
1. On observe que les deux membres sont positifs. Par stricte croissance de €2 et on note ce
la fonction carrée sur R*, ils sont done rangés dans le méme ordre que leurs menseignement !
carrés :

.22 9
(1) <= x+3:_}vfm<z>{[1+3] >r? 4+ 4

r+3=0
2 +62+9> 2244 6x+5>0 5
— {3:+32ﬂ — 4350 '{=’}'.LE—E
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-

Finalement, 'ensemble solution est & = [—E_, +oo.

2. Par définition de la valeur absolue, on a :

(2) &= |2r-3|<H &= -5<2r-3<H = -2<2x<8
= —J<r<4d

Ainsi § =] - 1,4[.
3. En remarquant que comparer deux valeurs absolues revient & comaprer les
carrés, il vient :
(3) <= 2x-3<3z+1] <= (22-3)* < (3zx+1)?
= 4'-1220+9<92°+6x+1 <> 52°+18z-8>0

& pPour ceus qui Pour conclure, nous étudions le signe du trindme 522 4+ 182 —8 Le discriminant
auraient oublié est A = 18% — 4 x (—40) = 484 = 222, Par suite les deux racines réelles du
comment étudier le 2
signe d’un trinéme pas trinome sont —4 et —. En conclusion, § =] — oo, —4[U] =, +oc|. A
de panigue, ceei vous < 5
est rappelé flrfﬂ ___ Exercice 1.16
mthnde 35/ 1. Nous raisonnons par équivalences i I'aide de la méthode 1.10.
Te+1>z+3 6x > 2 z>1
- {Ta:—l{-—a:+2 {3:::«:3 r<?d
13
Ainsi, § = [, =|.
5 ] 13 ) 8[
2.
22 <4 -2<<? —2<3<?2
(2) = 3r+5=22r4+4 = r>-1 = x> -1
dr+1 <2z 26 +1<0 r < —3%
i 1
Finalement, & = [-1, _E[' A
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Chapitre

Trigonomeétrie

Le mot trigonometrie nous vient du grec et
signifie mesure des angles. On considere souvent le
mathématicien et astronome Hipparque de Nicée

qui vivait au deuxieme siécle avant notre ére,
comme le fondateur de la trigonométrie. Ptolémée
trois siecles plus tard, affine les connaissances en
ce domaine. Il faut ensuite attendre les débuts de la
Renaissance au XV* siecle pour voir de nouveaux
progres dans cette discipline.

Claude Ptolémée
li® siecle av. J-.C.



B les incontournables

s Connaitre
» le cercle trigonométrique
» la mesure des angles orientés en radians

m Utiliser les régles de caleul et les symétries des fonctions trigonométriques
» pour développer ou

» pour factoriser une expression trigonométrique.

B et plus si affinités

V)
—
-
O
L
=
an
O

m Linéariser une expression trigonométrique.
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mm Réesumé de cours

B Le cercle trigonométrique
Repérage d'un point sur le cercle trigonométrique

Le plan géométrique usuel 2 est rapporté a un repére orthonormé direct R(O,7, 7).

Définition : On appelle cercle trigonométrique le cercle C de centre O et de rayon unité, orienté
dans le sens direct, ¢’est-a-dire dans le sens contraire de celui des aiguilles d'une montre.
Considérons un point mobile M situé i U'instant initial en A(1,0) et qui
évolue sur le cercle trigonométrique C.

A tout nombre réel x € R, on associe le point M () du cercle unité de
la maniére suivante :

e si =2 0, le point mobile parcourt C dans le sens direct et s’arréte

apres avoir parcouru la longueur z; !

e si x < 0, le point mobile parcourt C dans le sens indirect et s’arréte
apres avoir parcouru la longueur |z|.

On note M(x) le point d’arrivée. On dit que M () est 'image du réel
x sur le cercle trigonométrique.

Remarque : la longueur du cercle unité est 27, En conséquence, M(27) = A. Plus généralement,
si M est I'image d'un réel =, c'est aussi I'image de x + 2km pour tout k € Z, puisque le mobile
s'arrete exactement i la meme position mais apres avoir effectué |k| tours supplémentaires, dans
le sens direct ou indirect suivant le signe de k.

Angle orienté de deux vecteurs non nuls

i |

Inversement, soit M un point du cercle trigonométrique. Le couple (A, M)
définit un are de cercle unité orienté d’origine A et d'extrémité M, noté AM.

Si x € R est un réel tel que M soit I'image de @ sur C, on dit que 2 est une
mesure de 'angle orienté ({’ﬁ?(}ﬂ ).

=

Remarque : l'angle orienté (m OM ) a plusieurs mesures réelles. Si & est une mesure de cet angle
orienté, alors pour tout k € Z, r 4+ 2km en est une autre. On dit que x est une mesure de I'angle
orienté ((ﬁ,{l’l-}} a un multiple entier de 27 pres. On note [m,ﬂﬂ-}} = x [2] cette relation.

T g — . £
Définition : Soit ii et ¥ des veeteurs non nuls. On appelle mesure en radians
de Uangle (i, T) la mesure de tout arc de cercle unité orienté allant de @ a U. 4
On note (i, 7) = x [2x). /[1;
Cosinus et sinus d'un réel r ¢ T4
o 3 # s = r a = |
Définition : Soit @ un réel et M son image sur le cercle trigonomdtrique. Le Vv
point M est déterminé par ses coordonnées dans le repére cartésien R. On note ¢
e cos(x) = OH son abscisse ; =
e sin(z) = OK son ordonnée. b ”T A
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B Reégles de calcul pour les fonctions cosinus et sinus

Tableau de valeurs

Quelques valeurs de cos et sin doivent étre connues. | = JJo] «/6 [ n/4 | =/3 [n/2]
Elles permettent d’en retrouver d’autres a l'aide des [ sin(z) [JO | 1/2 [ V2/2[V3/2] 1
regles de caleul rappelées ci-dessous. cos(z) || 1] v3/2|v2/2| 1/2 0

Comme M appartient au cercle trigonométrique, on a ||( }"."uj |I? = 1, soit

Théoreme 2.1.— Propriété fondamentale de trigonométrie —.

Pour tout = € R, cos®(z) + sin®(zx) = 1

Proposition 2.2.— Propriétés de symétries des fonctions sin et cos —.

m cos(2m + &) = cos(x) m cos(m + x) = — cos(x) m cos(m/2+x) = —sin(x)
m cos(—x) = cos(x) u co*-z{;r —r) = — cos(z) m cos(m/2 — x) = sin(x)
m sin(27 + ) = sin(x) s sin(7m + z) = —sin(z) m sin(7m/2 + x) = cos(x)
m sin(—x) = — sin(z) m sin(m — z) = sin(z) m sin(7/2 — ) = cos(x)

Remarque : en particulier, sin est 2m-périodique et impaire, cos est 2m-périodique et paire.

llustration : on peut visualiser ces symétries sur le cercle trigonométrique.

Proposition 2.3.— Formules d’'addition —.

sin(a) cos(b) + cos(a) sin(bh)

mcosia +b) = cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b) wmsin(a+ b)

mcos(a —b) = cos(a)cos(b) +sin(a)sin(b) msin(a —b) = sin(a)cos(b) — cos(a) sin(b)

Proposition 2.4.— Formules de duplication —.

m cos(2a) = cos®(a) —sin®(a) =1 — 2sin®(a) = 2cos*(a) — 1
m sin(2a) = 2sin(a)cos(a)
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mm Methodes

B Manipuler les expressions trigonométriques

Calculer le cosinus ou le sinus d'un angle donné

L.I Méthode 2.1.— Comment calculer un cosinus ou un sinus
» & l'aide des symétries :
[1] On connait le tableau des valeurs usuelles de cosinus et de sinus.

A l'aide des régles de calcul pour ces fonetions, on rameéene le caleul & celui d'une
valeur connue.

» 4 'aide des relations métriques dans un triangle.

s

12°

Exemple : calculons cos(x) et sin(x) pour x = %,

e Pour x = §, on observe que 2o = $. On peut alors utiliser les formules de linéarisation :

T =

i z i & * i V"Z § L3
. 1 4 cos(2x 1 4 5= 2 2 2 1 — cos(2x 1 - = 2—4/2
cos?(x) = — ?{ 2 g +4‘/_:ﬁiu'{.r] = Vet

Comme 0 < x < Z, il s'ensuit que cos(z) et sin(x) sont positifs. Par suite,

T V242 T g

f‘-”-“’-[E} = 5'1ulig]l = 5
e Pour v = [, on peut noter que x = % — §. Par les formules d’addition, il en résulte directement :
5 -
cos(f5) = cos(w/3)cos(m/4) + sin(m/3) sin(w/4) = \’C {i;_ v3)
2(v3-—-1
sin({5) = sin(w/3)cos(mw/4) — cos(w/3)sin(w/4) = —vﬁ [ }

4

Mise en ceuvre : exercice 2.1

Démontrer des formules de trigonométrie

(d Méthode 2.2.— Comment simplifier une expression trigonométrique
Les fonetions trigonométriques posseédent beaucoup de symétries. Grace a elles, il est
souvent possible de simplifier les expressions trigonométriques.

» On utilise les propriétés de périodicité, parité et autres symétries (proposition 2.2).

» Il est parfois nécessaire d’utiliser les regles de calcul et le tableau des valeurs usuelles
pour conclure. 1l s’agit alors de développer (méthode 2.3) puis réduire I'expression
considérée.
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Exemple : simplifions I'expression de A(x) = :::in{:‘,T"r — x) + cos(m + &) + cos(z + F) + sin(x — 3)
A(z) = sin(m+ g — x) + cos(m + x) + cos(x + g} + sin(x — 7—;}
= —cos(x) — cos(x) — sin(x) — cos(x) = —sin(x) — 3 cos(x)

d Méthode 2.3.— Comment développer une expression trigonométrique
Il s’agit d’exprimer cos(na + my) ou sin{nx + my) comme une expression polynomiale
en cos(x), cos(y), sin(x), sin(y).
A I'aide des formules d’addition (proposition 2.3), on commence par se ramener i des
expressions de la forme cos(nx), cos(my), sin(nx), sin(my).
Lorsque n,m < 2, on conclut a 'aide des formules de duplication (proposition 2.4) :

cos(2x) = 2cos”(z) — 1 = 1 — 2sin’(z); sin(2z) = 2 cos(x) sin(x).

Pourn > 3 oum = 3, on se ramene au cas précédent au moyen des formules d’addition
ou de duplication :

cos(dr) = cos(z + 2x) = cos(x) cos(2z) — sin(x) sin(2x) = - - -;
sin(3z) = sin(x + 2x) = sin(x) cos(2x) + cos(x) sin(2z) = - - -

Exemple : exprimons cos(3z) et sin(3z) comme des expressions polynomiales en cos(x), sin(z).

cos(3x) = cos(z + 2x) = cos(x) cos(2x) — sin(x) sin(2z) = (2cos®(x) — 1) cos(x) — 2sin’(x) cos(x)
= 2 cos®(x) — cos(z) — 2 cos(x)(1 — cos®(x)) = 4 cos*(x) — 3 cos(x)
sin(3z) = sin(z + 2x) = sin(z) cos(2x) + cos(x) sin(2z) = sin(x)(1 — 2sin®(z)) 4 2sin(zx) cos®(z)

= sin(z) — 2sin®(z) + 2sin(x)(1 — sin®(z)) = 3sin(x) — 4sin®(z)

d Méthode 2.4.— Comment linéariser une expression trigonométrique
Contrairement a I'objectif de la méthode précédente, il s’agit ici de transformer une
expression polynomiale en sin(x) et cos(xz) en une combinaison linéaire de sin(nz) et
cos(mx). Pour cela, on utilise les formules de linéarisation suivantes (déduites des for-
mules d’addition et de duplication) valides pour tous réels x et y :

os(2z el
[ ] (‘.l'}:-;z(_'r_‘:] = li;.ﬁt {fﬂH{.'I'.'] m“(y} aus ‘.U‘\{”{ -+ .U] :;‘-0‘3{1' y} .
m sin’(x) = FC:TH{E:} sin(x) sin(y) = cos(z — y) ; cos(z + '!f)‘
m cos(x)sin(z) = @ sin(z) cos(y) = sin(x + ¥) —;—sml{:x: - y}-

Remarque : pour établir ces formules de linéarisation, on pourra appliquer la méthode 2.2
< développer et réduire = !
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Exemple : linéarisons cos®(x). On a
3 o 1 1 1
cos”(z) = cos(x)cos®(z) = 3 cos()(1 + cos(2x)) = 5 cos(x) + 5 cos(2x) cos(x)

— %('[}H{.‘I‘.‘] = i(ms[:}:r] + cos(x)) = ic*usl{;r:} - i(rus{&r}

(d Méthode 2.5.— Comment factoriser une expression trigonomeétrique

» On peut transformer directement une somme de cosinus ou de sinus en produit a 'aide
des formules de factorisation :

m cos(x)+cos(y) = 2:01-.{””)(*05[5?-’}; w sin(z) + sin(y) = 2sin(2) cos( 2
m cos(z)—cos(y) = —2sin(=*= pasy I;"'): m sin(z) —sin(y) = Ecos[ui}-) sin( 552 ]

» Plus généralement, on peut factoriser une expression trigonométrique de la forme
acos(z) + bsin(x), avec (a,b) € R? tel que (a,b) # (0,0). Pour cela :

On factorise par r = va* + b* :

acos(x) + bsin(z) = r x {%]ma—;{r] + (;}sin(m)

>

Comme ($)° + I[%J"J = 1, on détermine a I'aide du tableau de valeurs usuelles ou du
cercle trigonométrique, un angle ¢ € R tel que cos(p) = 2 et sin(yp) = %, Par conséquent,

acos(xz) 4 bsin(x) = r cos(x — ).

Remarque : ces formules de factorisation se déduisent des formules d’addition en posant p = a+ b,

q = a— b de sorte que a = %.bz 5.

Exemple : factorisons les expressions f(x) = sin(x) + sin(2z) + sin(32) + sin(dx) et g(zx)
2sin(x) cos(x) + V3 cos(2z).

flz) = (sin(z) + sin(4x)) + (sin(2z) + sin(3z)) = 2 bll‘l{r—] cos( 32 )+ 2::-111(—) cm( }
2 e = T () cos e
= 2hIII[ 5 it-:h 2 — )+ tns{E}] = 4:-;"1{_—)(-.:};-,[,1_} _ {2)
g(x) = 2sin(z)cos(z) + V3 cos(2x) = sin(2z) + V3 cos(2x)
= 2x % sin(2x) 4+ \/Tﬁ cos{?x}} 2 x [005{2.1}0&5{ )+ 3111(21}3111{5}
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mm Enonce des exercices

B Calculer un cosinus, un sinus

Exercice 2.1 : Pour chaque valeur de @, exprimée en radians, calculer cos(z) et sin(z) :
5]

hr 27T T
l.z= — 3= — 5.':—
m m m
2. 1= — 4. r= — 6. 1r=—
=3 =18 Shess

Exercice 2.2 : Pour chaque valeur de e, exprimée en degrés, calculer cos(«) et sin(a) :

1. a =30 3.a=120" 5. a = —-145".
2. a =60". 4. o = 270" 6. o = 405"

Exercice 2.3 :
1. Déterminer cos(x) sachant que sin(x) = —3‘? et cos(x) < 0.
2. Déterminer sin(x) sachant que cos(z) = 3 et 7 < & < 3.

B Manipuler les expressions trigonométriques

Exercice 2.4 : Démontrer les égalités suivantes :
. sin(z) 4 2sin®(x) cos®(z) + cos’(z) = 1.

2 (cos(z) + sin(z))? = 1 + 2sin(x) cos(z).

3 sin®(z) + 3(sin® (x) cos®(z) + cos*(z) sin®(z)) + cos®(zx) = 1.
4. sin®(x) + 3sin®(z) cos?(z) + cos®(x) = 1.

Exercn:e 2.5 : Simplifier les expressions suivantes :

1. sin(177 — x) + sin(287 + x) + sin(147 — z) + sin(25m — x).

2. cos(x + 2m) + cos(x + 7) + cos(m — x) + cos(2m — x).

3. sin(x + m) + cos(F — ) + cos(F + x) + sin(7 — x).

4. sin(3E — x) + cos(w + x) + cos(Z + z) +sin(z — £).

Exercu:e 2.6 : Simplifier les expressions suivantes :
. sin®(z }+2m~.. (z) — 1.

2. sin’(x) — sin*(a }

3. (cos(x) + sin(a ] — (cos(x) — sin(x))?.

4. 2(sin®(z) + cos®(x)) — 3(sin® () + cos?(x)).

Exercice 2.7 : Démontrer les égalités suivantes :
1. cos(x) + sin(x) = \/Et;i"(-r + I).
2. cos(z) —sin(z) = ﬁ(bm{-}- — ).

Exercice 2.8 : Démontrer les égalités suivantes :
1. sin(z) + sin(2z) + sin(3x) + sin(4x) = 4 cos(3 ) cos(x )Hlll[ <.
2. cos(x) + cos(2x) + cos(3x) + cos(4x) = 4 cos(F) cos(x (—_,—

)-
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Exercice 2.9 :

1. Linéariser cos®(x) sin®(x).

2. Linéariser cos®(z) sin(z).

3. Exprimer cos(52) en fonction de cos(x).

Le saviez-vous?

Deux mille ans avant notre ere, les Babyloniens se sont intéressés
a la mesure des angles. C'est a4 eux que 'on doit le partage du
cercle en 360 degrés, idée reprise par le mathématicien gree Hip-
parque de Nicée. Les révolutionnaires ont bien tenté d’introduire
une nouvelle unité, le grade, qui divise le cercle en 400, mais elle
n’est plus utilisée.

mm Indications

Ex. 2.1
Comme indiqué a la méthode 2.1, on appliquera les régles de calcul, ainsi que les symétries des
fonetions sin ef cos afin de se ramener au tableau des valeurs connues de sin et cos.

Ex. 2.4
Ces formules ressemblent a la propriété fondamentale de trigonométrie (proposition 2.1) et aux
identités remarquables (proposition 1.6 ).

Ex. 2.5
On met en cuvre la méthode 2.2,

= Ex. 2.0
4. Vous pourrez exprimer sin®(z) + cos®(z) et sin’ (x) + cos(z) en fonction de Hil[z{;rJ cos?(x)
grace a l'exercice 2.5.

Ex. 2.8

Il s°agit de factoriser les sommes proposées. On pourra pour cela utiliser les Formules de factori-
sation (méthode 2.5).
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mm Corrigé des exercices

& Attention aux
signes dans la

proposition 2.3/

& Clest la proposition
2.1.

_ Exercice 2.1

L= "‘i—:‘ E— m — %. Par suite, cos(x) = —cos(m/6) = —-l:;‘i et sin(x) =
sin(7/6) = 5.
2.z = It = 2r — Z. D’oit I'on tire que cos(z) = cos(m/4) = V2 ot sin(z) =
—sin(w/4) = —lf_r,—ﬂ
3.2 =32% =145 — 5+ a l'aide des symétries des fonctions trigonométriques
il vient que cos(z) = D et sin(x) = —1.
brz=L=%-2 A I'aide des formules d’addition il vient

cos(r) = cos(m/3)cos(m/4)+ sin(w/3)sin(w/4) = 1:11:—51@

sin(zr) = sin(w/3)cos(w/4) — cos(n/3)sin(w/4) = -'"{A_‘&
5. 5= 51—’2' = T+ &. En procédant comme ci-dessus, il vient

cos(x) = cos(m/4)cos(m/6) — sin(w/4) sin(w/6) = L2

sin(z) = sin(m/4)cos(7/6) + cos(w/4)sin(7/6) = M
0 z= %—*—“’- = 6w — % En utilisant la périodicité et les parités des fonctions
sin et cos, on obtient (‘.[}H(:t:] = (‘_{\]5(1;";'3) = % ot Hin(;ﬂ} = —sin(w/3) = —:‘?q

A

Exercice 2.2

Il s’agit d’exprimer la mesure en radians des angles proposés, pour pouvoir
caleuler leurs cosinus et sinus.

1. @ = 30" = £ rad. On en déduit cos(a) = 3'? et sin(a) = %

2. a =60 = § rad. On en déduit cos(a) = % et 5iu{cr} == "’—;

3. a = 120" = 2 rad. On en déduit cos(a) = —3 et sin(a) =

4. a=270"= % rad. On en déduit cos(a) = 0 et sin(a) = —1.

5. a = —135" = — = rad. On en déduit cos(a) = sin(a) = ——"53.

6. a =405 = ¢ ad On en déduit cos(a) = sin(a) = % A

— Exercice 2.3

1. On sait que sin(z) = —"'Tr_‘ et que cos®(z) + sin®*(x) = 1. Par conséquent

3 1
cos2(z)=1- i Autrement dit, on a cos(x) = i,‘—z' Comme la question
‘ 1
précise en outre que cos(x) < 0, nous pouvons en déduire que cos(z) = -3
1 o . —

2. On sait que cos(x) = 5 De la propriété fondamentale de trigonométrie
1 3 3

on en tire d’abord que sin®(z) = 1—:1 = Ainsi, sin(z) = :!:i. Comme 7 <

3m
i 5 on sait en outre que sin(x) est strictement négatif. Par conséquent
3
sin(z) = —%. A
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Exercice 2.4 5
1. On remarque que sin” (x)+2 sin*(z) cos? (z)+cos? (z) = [(cos®(x)+sin®*(z)] .
Comme d’apres la relation fondamentale de trigonométrie,

cos®(z) + sin(z) = 1,
il s'ensuit que sin®(z) + 2sin®(x) cos?(z) + cost(z) =12 = 1.
2. Développons le carré a 'aide d'une identité remarquable : € On peut alors

; conclure d Uaide de la
(cos(x) + sm{:ﬁ)]z = sz{ z) + 2 cos(z) sin(x) + sin { r) =1+ 2sin(x) cos(T)  reiation fondamentale

T . de trigonomélrie.
3. On reconnait la encore une identité remarquable :

1* = [(cos®(x) + sinz‘{;nz}]3
= sin®**(z) + 3sin**?(z) cos?(z) + 3 cos?*%(z) sin*(z) + cos?3(x)
= sin®(x) + 3(sin?(x) cos®(z) + cos’ (z) sin’(x)) + cos®(z)

4. A Vaide de la question précédente et de la relation fondamentale de trigo-
nométrie, on peut écrire

1 = sin®(z) 4 3(sin* () cos®(x) + cos’ () sin*(z)) + cos®(x)
= sin®(x) + 3sin®(x) cos® {1}(:.1n (x) + cos (Jj} + cos®(x)

=
= sin®(x) + 3sin®(2) cos®(z) + cos®(x)

Exercice 2.5
Comme suggéré en indication, nous allons mettre en ceuvre la méthode 2.2 :
1. sin(177 — x) + sin(287 + ) + sin(147 — &) + sin(25m — z) = sin(T — ) +
sin(z) + sin(—z) + sin(7 — 2) = 2sin(x)

2. cos(x + 2m) + cos(x + 7) + cos(m — ) + cos(2m — x) = cos(x) — cos(x) —
cos(z) + cos(z) =0

3. sin(z + m) + cos(§ — ) + cos(§ + ) + sin(7m — x) = —sin(x) + sin(x) -
sin(x) + sin(xz) =0

4. b]]‘l.(— —x) +cos(m + x) + cos(§ + x) +sin(z — ) = —sin(§ — x) — cos(z) —
sin(x) — cos(x) = =3 cos(x) — sin(x) A

Exercice 2.6
1. sin’(x) + 2 cos? {T} - 1 =1+ cos?(z) — 1 = cos?(z).

2. sin’(z) — sin’ () = sin® (z)(1 - Hll]'EI:J, = sin®(x) cos?(x).

3. (cos(x) + sin(z )] {cm[ ') = sin(z))* = 4cu-,{ )sin(z) = 2sin(2z).

4. Pour simplifier 2(sin®(z) + cos®(x)) — 3(sin(x) 4 cos?(x)), remarquons que

sin*(x)4-cos’ (z) = 1-2sin*(x) cos®(z) et sin®(x)4cos®(x) = 1-3sin?(z) cos?(z)
Remplagons alors dans I'expression proposée, il s’ensuit que

2(sin®(x) + cos®(z)) — 3(sin”(z) + cos’(z))
=2 — 6sin*(z) cos®(z) — 3 + 6sin’(z) cos®(z) = —
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Exercice 2.7
On applique ici la méthode 2.3 :

: | -
& On développe ici @ 1. Comme cos(m/4) = sin(w/4) = —, il vient

aide de ln Formule \/E
:,-:fimo“ pourtes V@Sil‘l(.’ﬂ + %} = v@cus(w,@}sin{:c} + Ji_lsin(fr,":l) cos(x) = sin(x) + cos(x)

2. \/E{siu(% —x) = /2 sin(7/4) cos(x) — V2 cos(n/4) sin(z) = cos(z) — sin(x)

A

Exercice 2.8
£ méthode 2.5 1. Utilisons les Formules de factorisation :

sin(x) + sin(2x) + sin(3x) + sin(4x) = sin(x) + sin(3x) + sin(2x) + sin(4x)
= 2cos() sin(2x) + 2 cos(x) sin(3z) = 4 cos(x) [ sin(2x) + sin(3z)]
= 4 cos(z) cos(x/2) sin(5x/2)
2
cos(x) + cos(2z) + cos(3x) + cos(4x) = cos(x) + cos(3x) + cos(2x) + cos(dx)
= 2 cos(x) cos(2x) + 2 cos(x) cos(3x) = 4 cos(x) | cos(2x) + cos(3x)]
= 4 cos(z) cos(x/2) cos(bx/2)

A
Exercice 2.9
Mettons en ceuvre la méthode 2.4 :
£ On wtilise les 1. On commence par linéariser le produit cossin :
Formules de 5 , 4 1 = 1 )
linéarisation, dnoncdées cos*(x)sin“(x) = (cos(x)sin(z))” = (= sin(2z))” = —sin*(2z
piouisslot e ey () sin”(x) (cos(x) sin(z)) (2 (22)) 7 0" (22)
Pour conclure on 1in{'iarise le sin®, il vient cos®(x) sin(z) = 1{1 — cos(4x)).
2. cos’(z)sin(x) = 5 cos®(x) sin(2r) = i (1 + cos(2x)) sin(2z)
1 1 1 1
= —sin(2z) + - sin(2zx) cos(2z) = - sin(2z) + - sin(4zx)
4 4 4 b
3.
cos(5x) = cos(4x) cos(x) — sin(4dx) sin(z)
= [2cos?(2z) — 1] cos(x) — 2sin(2z) cos(2z) sin(z)
= [2[2;:052 1) — 1] cosz — 4 cosx cos(2x) sin®
= [8¢cos” x — Beos® & + cosx] — 4cosz(2cos’x —1)(1 — cos® )
— [Scmﬁn: —8cos’x + ms:r] - [ —8cos’ x4+ 12cos’ x — 4 ma-;.'r:]
= 16 cos® & — 20 cos® x + Hcosx
A
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Chapitre

Nombres complexes

Les équations du troisieme et quatrieme degré ont
eté resolues par des mathématiciens italiens au XVI®
siecle comme Tartaglia et Cardan. Cependant, dans
certains cas, la formule comportait une racine de -1
qui se simplifiait donnant un nombre réel.

Le mathématicien italien Rafaele Bombelli franchit
le pas et considére V-1 comme un nombre. Les
complexes étaient nés. Peu apres, René Descartes
appellera de tels nombres imaginaires.

JET"EIITIE Cﬂl‘“dﬂn
15011576



B les incontournables

s Connaitre les différentes représentations d’'un nombre complexe

» savoir reconnaitre un complexe présenté sous forme algébrique, trigo-
nométrique ou exponentielle ;

» savoir passer d’une représentation a I'autre.
s Effectuer des calculs en nombres complexes.
m Utiliser les nombres complexes

» pour établir une formule de trigonométrie ;

» pour résoudre un probleme géométrique.

7
—
l—
O
w
-
Q
®)

B et plus si affinités

m Savoir déterminer le lieu de points définis par leurs affixes.
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mm Réesumé de cours

B Définition des nombres complexes
Présentation algébrique

Définition : Notation algébrique d'un nombre complexe —. On appelle nombre complexe toute
quantité de la forme x + iy, oi (z,y) € R? et i est un nombre compleze tel que i® = —1.
o Le réel x est appelé la partie réelle de z et noté Re z.

e [Le réel y est appelé la partie imaginaire de z ef noté Jm z.

Théoreme 3.1.— Unicité de I'écriture en notation algébrique —. Pour tous complexes z, 2’ € C

; {‘Ji‘mz = Rez
r=2

Jmz = Jmz'

Définition : Opérations algébriques dans C —. Pour tous nombres complexes » = x + iy, 2" =
' + iy’ présentés en notation algébrique - i.e. les nombres x, 2’ y,y' sont réels - on définit :

mz4+2Z =(z+ig)+ (@' +i)=(x+2)+ily+y);
mzx2 =(z+iy) x (' +iy) = (zz' —wy') +i(zy +2'y).
Conjugué d'un nombre complexe

Définition : Le conjugué du complexe = = x + iy, présenté en notation algébrique est = = x—iy.

Proposition 3.2.— Propriétés du conjugué — . Soit 2, 2’ € C des nombres complexes. Alors :
m =T : lmt{z)z%[z-i-fj;

i
W R P m 23 =33"; m Jm(z) =2 (2-73).

]|
|
L

[

Corollaire 3.3.— Caractérisation des nombres réels, imaginaires purs —. Soit z € C un nombre
complexe. Alors :

mzestréel @ Im(2)=0&2=7;

m z est imaginaire pur & Re(2) =0& 2 = —Z.
|
Le plan complexe
Le plan P est muni d'un repére orthonormé direct R = (0, é,,é). A Tm (2Yeessseesnancey M(2)
tout nombre z € C, on associe le point M(2) du plan de coordonnées il
(9Re 2z, Im 2) dans le repére R, appelé I'image de z dans P. "ZT :
Réciproquement, a tout point M de coordonnées cartésiennes (x,y) € t i

2, on fait correspondre le complexe z = x + iy, appelé I'affixe de M.

Ce procédé établit une correspondance ” point par point” entre les nombres complexes dune part
et les points du plan d’autre part. Muni de cette correspondance, P est appelé le plan complexe.
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B Opérations algébriques dans C

Proposition 3.4.— Propriétés de I'addition —. L'addition des complexes prolonge I'addition des
réels dans le sens que pour tous réels x et 2, on a : (x +10) + (' +10) = (z + ') + 0.
De plus, pour tous nombres complexes z,2', 2" ,ona:

mz+z =242 L’addition est commutative.
m(z4+2)+2"=2+(2"+2"). L’addition est associative.
mz2+0=2z 0 est élément neutre pour 'addition.

Enfin, tout nombre complexe z possede un opposé, noté —z. Plus précisément

m si 2 = r + iy en notation algébrique, —2 = (—x) + i(—y).

Proposition 3.5.— Propriétés de la multiplication —. La multiplication des complexes prolonge
celle des réels dans le sens que pour tous réels x et ', on a : (x 4+10) x (2’ +i0) = (x x z') + 0.
De plus, pour tous nombres complexes z, 2, 2", on a :

mrxzi=2lx2 La multiplication est commutative.
m (zx2)x el =zx (2 x2") La multiplication est associative.
a (zxzl\+(zxd) =z2x(2/+2") La multiplication est distributive sur 4.
m2l=2 1 est élément neutre pour la multiplication.

: 1 = s
Enfin, tout nombre complexe non nul z possede un inverse, noté — ou 2z~ '. Plus précisément
-

: : . ; e 1 T — iy
m si z = x + iy est un nombre complexe non nul présenté sous forme algébrique,— = T
z 124y

Remarque : les propriétés de 'addition et la multiplication des complexes permettent de développer
le caleul d’un produit de la maniére suivante :

(z4iy) x (' +iy") = za'+izy' +iya"+()° yy
= zxz' —yy' +i (2 +2'y)

11 n’est donc pas nécessaire? de retenir la formule du produit de complexes en notation algébrique.

B Notation exponentielle des nombres complexes
Module d'un nombre complexe

Définition : Le module du nombre complexe » = x + iy, oi (x,y) € BR? est le réel positif ou nul

défini par |z| = V2Z = /a2 + y2.

Proposition 3.6.— Propriétés du module —. Pour tous z,2' € C

m |z.2'| = |2]|2] ; m |2/ = |2|/]2] ;
w2+ 2| < 2l + 12 m |z — 2| > []2] - |2]].

wl
-

2. Mais néanmoins utile.
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Exponentielle imaginaire pure

Définition : Soit @ € B, on appelle exponentielle imaginaire d’angle 0, et on note ¢¥ le
compleze '’ = cos(0) + isin(#).

Proposition 3.7.— Représentation des nombres complexes de module 1 —. Soit z € C un
nombre complexe de module égal & 1. Alors, il existe # € R, unique & 27-pres, tel que z = .

Théoreme 3.8.— Régles de calcul pour I'exponentielle imaginaire —. Soit £, 8" € B, alors :

me¥=1; me 0 =1/ =¢if ;
m i (0+0) — 50 o il . m cil0—0") — ﬁa.n;;ﬂw‘t

Théoreme 3.9.— Formules d'Euler et Moivre —. Soit § € B et n € Z,
1 i —1 iny T
5[ +e¥] ()

) = .
% [r.’""r - r""g] (cosf +isind)* =

rJﬂﬂ

Euler cos(f) = Moivre

sin(f) = cosnf + i sinnf

Formes trigonométrique et exponentielle

Proposition 3.10.— Soit 2 € C* un nombre complexe non nul. Il existe un couple de réels
(p,0) € R xR tel que 2 = pe'’ = p(cosf +isind).
Ces écritures sont appelées respectivement forme exponentielle et trigonométrique de z.

Définition : Si » € C* s'éerit = = pe'?, alors nécessairement p = |z|. On appelle un argument
de z, et on note arg (z) tout nombre réel tel que z = |z|ef M8 (2),

Interprétation : soit M I'image dans le plan complexe d’'un complexe non nul z = pe'®. Alors

p = |z| est la longueur du vecteur OM et 8 est une mesure modulo 27 de I'angle orienté (&, OM ).

Théoreme 3.11.— Il n'y a pas unicité de 'écriture exponentielle. Pour tous complexes non nuls

R
F= = {

|2
arg (2)

Ed
arg (') [2w]

Proposition 3.12.— Propriétes des arguments —.

Soit 2,2' € C* et n € Z. Alors

marg (2.2') = arg (2) + arg (2') [27] ;
warg (Z) = —arg(2) [271] ;

marg(2/2') = arg(z) —arg (2') [27] ;
marg (2") =narg(z) [27].
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mm Methodes

B Notations algébrique, trigonométrique et exponentielle

Quand utiliser une représentation plutét qu'une autre

Lorsque vous devez représenter un nombre complexe, pour effectuer un ealeul algébrique ou résoudre

un probléme, vous avez le choix entre trois types de représentation.

(d Méthode 3.1.— Comment choisir la bonne représentation

m La notation algébrique est la notation par défaut des nombres complexes. Elle est
particulierement utile

= pour calculer une somme ;

= pour simplifier une expression dans laquelle interviennent un complexe z et son
conjugue 7,

e représenter I'image de ce complexe a 'aide de ses coordonnées cartésiennes.

m La notation trigonométrique fait le lien entre nombres complexes et trigonométrie. Elle
est done principalement utile

e pour établir des formules de trigonométrie ;

= en géométrie pour exprimer distances et angles.
m La notation exponentielle est tres proche de la notation trigonométrique, mais elle est
plus concise

= pour calculer un produit, un quotient ;

& pour élever rapidement A une puissance a l'aide de la formule de Moivre.

Passer d'une représentation & une autre

Un nombre complexe peut étre présenté sous forme algébrique, trigonométrique ou exponentielle.

On passe sans probleme d’'une écriture a I'autre :

(1 Méthode 3.2.— Comment passer de notation algébrique a trigonométrique
Soit z = x + iy un nombre complexe non nul présenté en notation algébrique.

On détermine le module p = |2| = &2 4+ y2 de 2.

2| Le nombre complexe 2 = —— + est un nombre complexe de module 1. 11
I P o T m !
s'éerit done = = cos(#) + i sin(#).
7]
cos(fl) = 7—-—."." -
On détermine # en identifiant < il
hl[][lqj — m

HE38 CHAPITRE 3



Exemple : déterminons les représentations trigonométriques de z; = 14+ et 2, = V3 +i.

Onal|l+i|=vI2+12=V2, [\3+i|=4/(V3)2+12=i=2.
[2] On factorise 2; et z; par leurs modules : 1 4+i = /2 x {% + r-"%] V3+i=2x {J-? + E%J

Finalement, on trouve des arguments #, et #, de ces complexes par identification :

cost = l? T : ; costh =3, ¢ w .
. 75 done # 1 = — convient. D’autre part ) - < d’on s = — convient,
sinf = %2 4 sinfly = 5 6

Finalement, z; = v/2(cos(w/4) + isin(r/4)) = V2e'7 et 2o = 2(cos(7/6) + isin(7/6)) = 2e's .

(A Méthode 3.3.— Comment passer de notation trigonométrique a exponentielle
Soit z = p( cos(f) + isin(f)) un nombre complexe non nul présenté en notation trigo-
nométrique, i.e. p > 0 et # € R. On utilise simplement la formule cos(f) + isin(8) = %,
de sorte que

2 = p(cos(8) + isin(f)) = pe'’

d Méthode 3.4.— Comment passer de notation exponentielle a algébrique
Soit z = pe' un nombre complexe non nul présenté en notation exponentielle, i.e. p > 0
et # € . Par définition, €' = cos(#) + isin(f). En développant, on obtient directement

i

2z = pe'"’ = peos(8) + ipsin(0)

: : : 1+1)* —
Exemple : déterminons I'écriture algébrique de ﬁ Pour cela notons qu’il s’agit d'un quo-
34 i)=
tient de nombre complexes dont on connait des arguments. On passe donc d’abord en écriture
exponentielle!

= (1+0)° = (V2e'5) =2 V2 o (VE+i)=(208)2 =4
Ainsi, LD _ 2V V2 oysrogy | V2

B Calculs algébriques dans C

Identités remarquables

L’addition et la multiplication dans C suivent les memes regles que dans E. En particulier, nous

retrouvons les ldentités remarquables  —. Soit a, b des complexes.
s (a+b)?2=a®+2ab+ b m (a+ b =a®+3a%b+3ab® +b°
m (a—b)?=a®-2ab+H? m (a—-b)®=a*—-3a%b+3ab* - b
mal-b=(a-b)(a+b) m a’ — b = (a—b)(a®+ab+b?)
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Parties réelles, imaginaires

(d Méthode 3.5.— Comment déterminer la partie réelle d’'un nombre complexe
» On peut mettre z sous forme algébrique et identifier sa partie réelle.
s ; . Z+ 2
» On peut utiliser son conjugué : Rez = ——.

=

» Siz=2; +29,0naRez=NRez +NRe 2o,

» 51 z=Fkw, avec k € R, alors Rez = kNRew.

Remarques : e la partie réelle d'un produit n’est pas le produit des parties réelles en général!

e des propriétés analogues existent pour le ealeul de la partie imaginaire.

(d Méthode 3.6.— Comment savoir si un nombre est réel, imaginaire pur
Soit z € C un nombre complexe. En fonction du contexte, plusieurs caractérisations du
fait que z est réel (imaginaire pur) peuvent étre utilisées :

ez2eR <+ Jm(z)=0 ez2€iR < Re(z)=0
— =z — z=-—Z
& z=0ouarg(z)=0 [7] < z=0o0uarg(z)=7/2 [7]

Mise en ceuvre : exercice 3.8

Module, argument, inverse et conjugue

(d Méthode 3.7.— Comment déterminer module ou argument d'un complexe

» Lorsqu’on souhaite déterminer module et arguments, il s’agit de mettre z sous
forme trigonométrique ou exponentielle et d’identifier directement (méthode 3.2).

» Lorsqu’on souhaite seulement déterminer le module ou un argument de 2, on peut
utiliser les compatibilités avec le produit, le quotient et la puissance (proposition
3.6, proposition 3.12).

(d Méthode 3.8.— Comment déterminer le conjugué d'un nombre complexe
C'est généralement trés simple !
» Si 2z =& + iy en notation algébrique, alors, x + iy = = — iy.

» Si 2z = pe” en notation exponentielle, alors, T = pe .

» Si z est obtenu par opérations algébriques (somme, différence, produit, inverse ou
puissance) Z est obtenu par ces meémes opérations sur les conjugués d’apres la
proposition 3.2.
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(d Méthode 3.9.— Comment déterminer I'inverse d'un complexe non nul
Soit 2 € C* un nombre complexe non nul.

» 51 z = x 4 iy en notation algébrique, alors, en multipliant numérateur et
' : : : : T =1y T =1y
dénominateur par son conjugué, on obtient : — = - — =
, » 2 z c+iy (rz+iy)(z—iy) 2*+y?
» Comme zZ=|z|*,ona -= HEL
i e B3
» Si z = pe'? en notation exponentielle, alors, — = p~le— .

petl

Mise en ceuvre : exercice 3.1.

W Applications en géométrie

Utilisation des affixes en géométrie

(J Méthode 3.10.— Comment interpréter géométriquement les affixes
Soit A(a), B(b) et C(¢) trois points distincets du plan complexe d’affixes respectives a,b
et e, Alors

e Laffixe du vecteur AB est b — a.
e La norme de AB est |b — al.

Une mesure de I'angle orienté [Iﬁ, f} est (:’i_ﬁ ;TC—P’} = arg (ﬂ —~ ﬂ) [2].

b—a

Le produit sealaire de AB et AC est AB - AC = Re (b—a).(c—a).

(A Méthode 3.11.— Comment étudier la nature d’une configuration
Soit A(a), B(b) et C(e) trois points distinets du plan complexe. Alors

» A, B, C sont alignés si et seulement si Alﬁ et AC sont colinéaires. Ainsi,

A B, Calignés +— -—%¢
b—a
c—a
— arg (h—q) =0 [n]

» Le triangle (ABC) est rectangle en A si et seulement si les vecteurs AB et AC sont
orthogonaux. Ainsi,

e —a .
e il

(ABC) rectangle en A <<=

h—a

C— i T
e =y o (7}

Re(b—a).(c—a)=0

11
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Déterminer un ensemble de points

Si un nombre complexe peut étre représenté par son image dans le plan, 'ensemble des solutions
d'une équation d’inconnue z € C est aussi représenté par un ensemble de points du plan.

En raisonnant par équivalences comme pour la résolution de toute équation, on peut se ramener a
des ensembles remarquables.

[ Méthode 3.12.— Comment reconnaitre la nature d'un lieu de points
Soit A(a), B(b) et C(c) trois points distincts du plan complexe, R un réel positif et M le
point d’affixe z. Alors

m M appartient au cercle de centre C' derayon R += |2 —a|=R

m M appartient au cercle de diamétre [AB] privéide A et B < c iRk
z—a
m M appartient a la médiatrice de [AB] <= |z —a| = |2z -]
m M appartient  la droite (AB) privéede A &= —— cR
z—a

m M appartient a la demi-droite [AB) privée de B <= arg ( H) = 0 [2n]

b—a

Mise en ceuvre : exercice 3.9.

B Application a la trigonométrie
Retrouver les formules de trigonométrie

La représentation des nombres complexes sous forme trigonométrique permet de retrouver les
formules de trigonométrie.

(d Méthode 3.13.— Formules d’addition et de duplication
Soit a, b des réels,
On sait que eila+b) = gia x gib,
Traduisons cette identité sous forme trigonométrique :

cos(a+b)+isin(e+b) = (cosa+isina) x (cosb4isinbh)

= cosacosb—sinasinb+ i(sinacosb +sinbcosa)

Identifions parties réelles et imaginaires, il vient cos(a + b) = cosacosh — sinasinb,
sinfa + b) = sinacosb + sinbcosa.

Les autres formules s’obtiennent de la méme maniére a partir de ¢4~ = ¢ x =% ot
W r!l'fl .

(52"‘ i

= ¥

Mise en ceuvre : exercice 3.6.

Calcul de valeurs exactes de certains cosinus et sinus

La caleul en notation algébrique de certains nombres complexes permettent d’obtenir les valeurs
exactes de certains cosinus et sinus par identification des parties réelles et imaginaires.
Mise en ceuvre : exercice 3.2.
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mm Enonce des exercices

B Notations algébrique, trigonométrique, exponentielle

Exercice 3.1 : Mettre les nombres complexes sous la forme demandée,

=y i i i
1. Sous forme exponentielle z; = - -, o= (1 +?,) (1 "f}, , g = (vﬁ W@},(l L5 'I).
1—i 1—1 (1—12)2 1 —i

3 + 6i _(1+-§)'E 1-7i __ 245i 2-5i

2. Sous forme algéhrique 2z, = z - s 2= — + 22
LN 2-i) Ta+3’ T 1= T 141

Exercice 3.2 : Soit u = %{\/ﬁ — ?ﬁj v=1-—1.

1. Présenter u et v sous forme exponentielle.

2. En déduire une présentation exponentielle de w/v, puis les valeurs exactes de cos(w/12) et
sin(w/12).

W Calculs algébriques

Exercice 3.3 : Soit u = —3 —3i et v = /3 +1i.
1. Déterminer le module et un argument de u et v.
2. En déduire le module et un argument de uv et u/v.

a2

Exercice 3.4 : Démontrer que pour tous u et v dans C, |u+ v|? + |u — v|? =2 (|ul® + [v]?).

Exercice 3.5 : Soit n € N*. Simplifier

1.z = (IH'“/E)"; 2. 2= ((ﬁ_1]+1(1+ﬁ))" +((v3- 1)--.~:(1+ﬁ})".

1-14

B Applications a la trigonométrie

Exercice 3.6 : Soit x € R. Utiliser les formules de Moivre et d’Euler pour
1. Linéariser cos®(x) sin®(x)0.
2. Exprimer cos(3x) comme somme de puissances de cos(x).

Exercice 3.7 : Soit p, ¢ deux nombres réels.

< " 5 & Z: & . q
1. Factoriser la somme €' + ' et la différence e — ¥ par e' 2.
2. En déduire les formules de factorisation

m cos(p) + cos(q) = 2cos(EET) cos(P51) m sin(p) + sin(q) = 2sin(25) cos(25%)
m cos(p) — cos(g) = —2sin( 1) sin(E51); m sin(p) — sin(g) = 2 cos(EH1) sin(£52).

3. A l'aide de la premiere question déterminer la forme exponentielle des nombres complexes
2 = 1+ ﬂiﬂl.-','i_. Zg = ﬂ.liﬂ'ﬁi —

W Applications a la géométrie

Exercice 3.8 : Déterminer les entiers naturels n pour lesquels (v/6 + 2iv/2)" est réel.
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Exercice 3.9 : Déterminer et représenter les ensembles de points suivants :

1. E; est le lien des points M d’affixe z vériliant |z — 2i| = 2;
2. E; est le lien des points M d’aflixe z vérifiant |2 —i| = |2 — 1]
3. E; est le lien des points M d’aflixe 2 vérifiant arg (2 — 1) = 3 [7];

; : , e z—1 ;
4. E, cst le lieu des points M d’aflixe z verifiant oY est réel.
Z t

5. E5 est le lien des points M d’affixe 2 vérifiant 2 + % = |z|.

Le saviez-vous 7

Le mathématicien danois Carl Wessel propose le premier la
représentation géométrique des nombres complexes en les asso-
ciant & un plan. Cependant, son article se perd et n'est retrouve
que cent ans plus tard. C'est pourquoi on attribue souvent cette
idée a Jean-Robert Argand en 1806 qui publie un article non signé.
Son texte est retrouvé sept ans plus tard et publié avec la mention

<« auteur inconnu ». Argand se fait alors connaitre.

mm Indications

X 3.3

On appliquera ici la méthode 3.7,
= Ex. 35

WA
1—4

1. Choisissez la bonne représentation pour le nombre complexe

— 1
2. On pourra utiliser les formules de factorisation (méthode 2.5) : cos(w/6) + cos(27/3) =

2cos(5m/12) cos(w/4) et sin(w/6) + sin(27/3) = 2sin(b7/12) cos(m/4).

Ex. 3.6
2. On pourra noter que cos(3x) = Re (e¥').

Ex. 3.8
On pourra mettre ce complexe sous forme exponentielle.
w Ex. 3.9

On mettra en euvre la méthode 3.12.
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mm Corrigé des exercices

Exercice 3.1
1. La notation exponentielle est bien adaptée au calcul des produits et des
quotients (méthode 3.1). Par conséquent, nous allons d’abord représenter les
différents facteurs sous forme exponentielle.

e A l'aide de la méthode 3.2), on obtient aisément que 1 — i = /2~ /4, £° Faites un petit
A T'aide des régles de calcul avec I'exponentielle complexe, il s’ensuit que sehéma du cerele

- trigonomdéirique, pour
~1 o ? refrouver les angles &
e Comme 1+i=v/2e/1 et 1 —i=+2e"/* on peut écrire E“::;Tie leur cosinus
i . 2 4 : E
(1+i) (-9t _, (") —in/ay?
7z = - =2 —— +2 (e )
1 —id {1 — i) e—in/4 & On se rappelle que
diw f4 ) ) ) ) T _ ] o—iWf2 _ g
= 98 0e B o9 9o im/2 Z9(_1 —§) =23/, TR =

e—iT/4

e Déterminons d’abord I'éeriture trigonométrique de /6 — iv/2. On met en
ceuvre la méthode 3.2 :

Ona |VE—iva| = \/(VB)? + (V2 = VB =2V2.
On factorise v/6 — iv/2 par son module v6 — iv/2 = 2y/2 x {-""_;—" —i3).

[3] Finalement, on trouve un argument de 6 — iv/2 par identification : &€ Sur le cercle trigo,
on sail placer les

; o T points dont Punc des
Un argument 8 de v6 — iy/2 vérifie o es ) foaie
Vf:i c'i.:l:é ou d +1. Méme
cos(f) = £ si c’est trés peu dans
| 0 Uabsolu, en pratigue
i = fa suffit toujours !
sin(f) = —= &*
() 5 !
. [ .
L’angle # = ~% convient. =~

2 On utilise ici les
régles de calcul pour
les exponenticlles
V2e—in/4 imu;guircs, théoréme
2. Pour déterminer la notation algébrique d'un quotient complexe, nous mul- 3.8.

tiplions numérateur et dénominateur par son conjugué afin de faire apparaitre

au dénominateur, un nombre réel : le module au carré du dénominateur. Il

vient

24/2e~1/6 (/i — o
Fillali'lnf’]lt, z:; = "./_ ‘/_ — Zﬂf:ﬁ‘ - G b} — 2\@({13 ;

3460  (346i)(344i)  (9—24)+i(124+18)  —15+ 30i

4 =

3—4i = |3-—-4i2 9+ 16 T 25
3 6
— —g+sg
oom B b=l =3 +1—7-£=——]-—T;i=[—1~—73'}(4—3¢j
3-4i 443 3i+4 443 443 |4 + 3|2
_ 2525 .
25
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Pour z; on peut observer que les deux termes sont conjugués, ainsi

5 = 2+5.f+ 2+5.i — o0 2+53 . (Q+5f}{.l.+i}
1—i | R 1 11 — |2

29%¢ (“3;?‘) =8

A

— Exercice 3.2
1. Nous appliquons la méthode 3.2 pour présenter u et v en notation trigo-
nométrique, puis exponentielle. Il vient u = /2¢ /% et v = /2e~17/1,

2. D’aprés les regles de calcul pour les exponentielles imaginaires, nous avons

& On détermine les v’ﬁ —in /6
S u e

(‘ipiﬂs_ﬂt Lﬁfﬂ el e d'une part — = —————

algébrique de . T \.@E —im /4

BB+ - (VB +vE) + iV~ VD).

En identifiant parties réelle et imaginaire, il en résulte :

T VB+vV2 . ow V6 — 2
e e AR, S 85l — = —
12 1 kT 1

=e'(i7%) = e’z = cos(m/12) + isin(7/12) et

b=

: u
e d’autre part i

CcOs

A
— Exercice 3.3
1. Pour déterminer module et argument de u et v, nous allons en donner une
présentation trigonometrique. La méthode 3.2 s’applique :

________ 5 i - e T, | 5inw /4
A u_—3313\/_{—‘/_zv/_ 3v2e

1: 0 _
: v = \/ﬁ+t’=‘7(%§+i§]=2ﬁ”f“.
.y 2. En appliquant les regles de calcul pour les exponentielles imaginaires, il

vient :

uy = 3\/§cﬁi?r,.l"-l % Eciﬂj(i — Gﬁc—TiEIIE;

3v2 efin/d _ 3v2 13i7 /12
5 in/6 = v

ufv =

A

_ Exercice 3.4
Soit (u,v) € C2. Pour exprimer le module au carré de u + v et u — v, nous
& Par définition, exploitons directement la définition :

[2f=zxZ

utvf +u—vf = (u+v)wtv)+u—v)u—v)
= (u+v)(@+7)+(u—v)(E-7)
= U+ uU+ v+ V7 + Ul — uv — v + v
= |u|® + |v]*) + uT + Tv — uT — v
= 2(Juf? + o)

A
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Exercice 3.5
Suivant la méthode 3.1, pour simplifier 'expression de la puissance d'un
complexe, on va le représenter sous forme exponentielle. On pourra alors fa-
cilement caleuler sa puissance n'®™,

o ; 1
1. 1+4V/3 =273 1 —i=+2e /1 Don i hj_ = /2e77/12 D’apries €2 La formule de
I e Misi -, i = Moivre théoréme 3.9
a rormuie ae olvre, 11 5 ensult gue . esi trés naturelle :
5 = (ﬁ}u f’f'i"#'fllz {{;m}“ = ClTIﬂ

2. On remarque que (x/ﬁ - 1) +i(1+ v"i_l} et (',/E -1) —i(1+ \/E) sont
conjugués, Par les propriétés de la conjugaison (proposition 3.2}, il en résulte

que leurs puissances n'“™ sont elles aussi conjuguées. Ainsi, 2 Daprés la
n n méthode 3.5, on a
—_— ((Vﬁ —1)+i(l+ V/E)) +((B-1)-i(1+V3))
z4+2=2Nc(z)

— oM [((\/ﬁ— 1)+ (1 +s/§))"]

Exprimons (v3 — 1) + i(1 + v3) sous forme exponentielle. Pour ce faire,

I'indication fournie est précieuse! &2 |, ’exercice 3.7
; - _ - : A i /G 297 /3 donne une méthode
(V@ . 1} + 1(1 + \/-‘i} = V3+i-1+4iV3= Z{CWI + et } géndrale pour

factoriser le .
[Cﬂb( } + COos (—]] + 2i [:-m( } + sin {2:}] dq’z:c;ﬂ:}iihﬁlz?nmm

imaginaires.
deos(—) |cos|—) +isin|— =2\/§ el
4 12 12

D’apres les formules de Moivre, il s'ensuit que
nm

29 = 20e [{2\/2'}51 ﬁi!mﬁfl?] = 2(‘}/&) COs E

Exercice 3.6
Soit = € R.

1. A laide des Formules d'Euler (théoréme 3.9), on exprime d’abord cos(x)
et sin(x) en fonction de € et ¢=*

|:f_,i:1= G f_,—f:] 2 |:{qu N (:—i.-:r _ [{Eim 4 c—im}(ﬂim _ E_irﬂz
2 24 16

_ —_1 [ﬁi‘zr o nulzz]'d _ = [( 2f1~) _ 92T =2z | {ﬁ_zfr}:;]

1
- dixr —dir it i = g " .
== [c* +e 2] 3 [1 — cos(4z)]

cos?(x)sin®(z) =

[a—

2. On observe que cos(3z) = Re {63“"}. Or d’apres les identités remarquables

[proposition 1.6)
= [e*]* = [cos(x) + isin(z)]” (a+b)® = a®+3a2b4- -
= 1cos’(x) + 3i cos®(z) sin(z) — 3 cos(z) sin*(z) — i sin®(x)

= [cos®(z) — 3 cos(z) sin?(z)] + i [3 cos®(x) sin(z) — sin® ()] iéiililljl =R
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£ p ‘apris les
furmules d’ Euier
. f_' 3 g i
= 2cos (E59) et

{P=9 o=
sg T —¢

= 2i sin (557).

£2 Voir la méthode
3.5.

Par unicité de I'écriture en notation algébrique,

3 cos(z) sin®(x) = cos®(z) — 3 cos(x

) (1 = cos®(z))

cos(3z) = cos*(x) —
= 4 cos’(x) — 3cos(x).
A

— Exercice 3.7
1. A l'aide des regles de calcul pour les exponentielles imaginaires, il est aisé
de factoriser une somme ou une différence d’exponentielles par ¢' "2 11 suffit
de retrancher 22 aux arguments de chaque terme! Ainsi :

x [‘f[p_ ") -I—f‘i(q‘ﬂ:é:'q}] — it o [f_:"'"&"'i +f3it5£}
- 65 4 5] = 2c0s (B58) P

- c_i"'-".q] = 2isin (]%q}f‘ip;q

e’ 4 o' = ot

. : P cp—g
e'’? — 'l =p' 2 [e" 2

2. En identifiant parties réelles et imaginaires de la premiére factorisation
] — P9 : FEd 2
e'P+e' = 2cos (E54)e' 2", puis de la deuxiéme nous obtenons successivement

m cos(p) + cos(q) = Ecm(-"—;‘l)nm(-”—;f‘l),_
m sin(p) + sin(g) = QCOb{M]blH{E—E—q]j
m cos(p) — cos(g) = —2sin( 1) 5111{%'1} :
= sin(p) — sin(q) = 251n{!"—§-‘1]c05{=‘3§ﬂ)

3. Appliquons les formules de factorisation de sommes d’exponentielles obte-
nues a la question 1. 11 vient

rfiﬂ‘fﬁ(ﬂ_iﬂﬂi + ﬁf‘ﬂﬂi) g QC{]H(ﬁfﬁ]ﬂjﬂﬂi =
EZfﬁfﬂ[FZiﬂfS _

\/E;‘:iﬂfﬁ

e H7/3) = 2isin(2m/3)e¥ /3 = i/3e7/

1 + ﬁ!'p-fr:i =

2 = {,_-lm,.l’,i -, |-

2y =

22 n'est pas encore sous forme exponentielle & cause de la présence du facteur
i. Pour conclure, il faut 'intégrer a la partie exponentielle. Finalement, z, =
V3l 2p2i7/3 — | f3Tin /6 A
Exercice 3.8
Suivant 'indication fournie, présentons le nombre complexe a = V6 + 2i\/2
sous forme exponentielle. La méthode 3.2 (accompagnée d'un petit schéma
représentant le cercle trigonométrique!) permet d’obtenir v/642iv/2 = 24/2¢'%
Ainsi, pour tout entier n € N, on a

no_ {V.’E_i_ 2’5\/@)" = (Qﬁ)ﬂﬂinz

Pour savoir si a™ est réel, nous mettons en ceuvre la méthode 3.6.

a" €R & arg(a")=0[n] & n%sl‘l[n’] = %-—{J[l]

Ainsi, a™ est-il réel si et seulement si n est multiple de 6. A
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Exercice 3.9
On considére dans le plan complexe P les points A, B, C et D d’affixes
respectives 1,4, 2i et —2i. Etant donné un nombre complexe 2, on note M son
image dans le plan complexe P.

1. D’apres la méthode 3.12 M appartient & F; si et seulement si la distance
C'M est égale i 2. Par conséquent, F, est le cercle de centre C' et de rayon 2.
2. Pour tout 2 € C, observonsque z € B2 <= |2—i|=|Z-1| <= |2-i| =
|z—1]. Ainsi, c]’aprbb la méthode 3.12, F; est la médiatrice du segment [AB)].
3. Pour tout 2 € C, z € E4 si et seulement si arg(z—1) = % [x], ce qui
revient a dire -~ d’une part que M # A et d’autre part - que le vecteur AM
est vertical. Ainsi Es est la droite verticale issue de A, privée du point A.

4. D’apres la méthode 3.12 E; est la droite (AD) privée de D.

5. Soit z € C. On passe en notation algébrique z = x + iy.

z=zx+iy, (z,y) € R?

N z=x+1iy, (r,y) € R2
Z+z=|z|<=>{ DR e - 20
2 =/x*+y 422 = 22 4 o
z=x+1iy, (x,y) e R? z=z+iy, (z,y) € R?
—_— =10 — =0
2 e g2 y =3z ouy=—+3z

Ainsi, le lieu décrit par les points M(2) est la réunion des deux demi-droites
y =3z y=—V3z
z>20 '

x>0

E,

e
—
en <+
=Y

NOMBRES COMPLEXES
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Chapitre

Polynomes- Equations

Tout polynome non constant a coefficients complexes se
factorise en produit de monomes de degré 1, ou, ce qui
revient au meéme, admet au moins une racine. Ce résultat,
connu sous le nom de théoreme de D'Alembert-Gauss, est
un des atouts des nombres complexes puisqu'il permet
des démonstrations parfois plus simples. La preuve

de I'encyclopédiste Jean le Rond d’Alembert au XVIlle
siecle est incomplete. Le génial mathématicien allemand
Carl Friedrich Gauss en propose trois démonstrations
différentes entre 1799 (il n'a que 22 ans) et 1850.

Jean le Rond d'Alembert
17171783



B les incontournables

a Connaitre les trindmes du second degré
» Connaitre les trois formes d'un trindome : développée, canonique ou factorisée
» Déterminer les racines réelles ou complexes d’'un trinome du second degré
» trouver les racines du trinome,
» Connaitre ses tableaux de variation, de signes et représenter I'allure de son
graphe
m résoudre une équation polynomiale

» de degré 2 dans R ou C;

B et plus si affinités

OBJECTIFS

m Savoir factoriser un polyvnome ;
s Pouvoir résoudre
» une équation polynomiale de degré supérieur ou égal a 3 dans R ou C;

» une inéquation polynomiale dans R.
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mm Réesumé de cours

M Généralités sur les polyndmes
Fonctions polynomes

Définition : Soit ag,ay,..., an des réels. La fonction P : [ — R qui a tout réel x € I associe

P(x) = ag + a & + azx? + - - - + a,a™ est appelée une fonction polynomiale.

Vocabulaire : ay,a,,...,a, sont les coefficients de la fonction polynomiale P. Si de plus a,, # 0,
on dit que P est de degré n.

Remarque : les coefficients d’une fonction polynomiale sont uniques. Ainsi, deux fonctions poly-
nomiales sont égales si et seulement si elles ont les mémes coefficients. En particulier, on retiendra :

Proposition 4.1.— Une fonction polynome est nulle si et seulement si ses coefficients sont tous nuls

Racines et factorisation d'un polynéme
Définition : Soit P : R — B une fonction polynomiale a coefficients réels.

e On appelle racine de P — on dit aussi zéro de f - tout réel a € R tel que P(a) = 0.

e On dit que P est divisible par x — a s'il existe une fonction polynomiale () : R — R telle
que pour tout réel x € R, P(x) = (x —a) x Q(x).

Les identités remarquables 2® — a® = (z — a)(x +a), 2* — a® = (x — a)(2® + ax + a®) montrent que
les polynoémes Py(z) = 2° — a®, Py(z) = 2* — a® sont divisibles par x — a. Plus généralement

Théoreme 4.2.— Identité géométrique —. Soit n € M*, a € E. Alors

- - -
.'I.'"+] _arH-l - l:.L —{I} 5 (.‘I‘" -1-(1.1‘” 1 +u'21rn 24 ”_+an 1:r+a“]

Théoreme 4.3.— Soit P : R — R une fonction polynomiale, a € K.

a est racine de P si et seulement si P est divisible par = — a.

B Trinome du second degré (cadre réel)
Forme développée du trinome

Soit a € B*, b,c € . Dans cette partie, on considéere la fonction polynomiale de degré 2 P : x —
ax? + bx + ¢, présentée sous forme développée.
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Forme canonique du trinéme

Proposition 4.4.— Forme canonique —. Soit a € R*, b, ¢ € R. Pour tout réel x € R,

i b\%2 b —dac
O oy 4a?

on dit alors que P(x) est mis sous forme canonique.

Pz)=ar*+br+c=a

Vocabulaire :
Définition : Le réel A = b — dac est appelé le discriminant du polynéme P.

Forme factorisée du trindme

Théoreme 4.5.— Racines et factorisation —. Avec les notations précédentes.
: - ; i —bh—+vA —b A
» Si A > 0 Padeuxracinesréelles distinetes ry = T\/_, Py = %\/— et pourtoutz € R

P(z) se factorise sous la forme P(z) = a(x — @) x (x — x2).

: . 5 b :
» Si A =0 P aune racine réelle double zy = S et pour tout réel x € R

P(x) se factorise sous la forme P(x) = a(x — x0)*.

» Si A <0 P n’a pas de racine réelle et P n'est pas factorisable.

Allure du graphe et signe du trinéme

Cas A>0 Cas A=0 Cas A<0

|
]
|
|

Sia>0 o] 0 0 i
0

Sia<0

Proposition 4.6.— Signe du trinéme —. Soit x € . Alors
» P(z) est du signe de a si x est a I'extérieur de l'intervalle des racines.

» P(x) est du signe contraire de a si x est a 'intérieur de l'intervalle des racines.
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B Equations polynomiales

Dans cette partie, £ désigne R ou C.

Définition : Soit agy,a,,...,a, des nombres réels. On considére Uéquation polynomiale a coeffi-
cients réels
ag + a1 + a2x’ + -+ apz” =10 (4.1)

e Dans Uéquation (4.1), x s’appelle 'inconnue.
e Un élément x € K vérifiant (4.1) est appelé une solution de (4.1).

e Résoudre dans K U'équation (4.1), c’est déterminer Uensemble des solutions

S={.‘L‘EK|au+ﬁ1I+ﬂ21‘2+"-+ﬂ-n$" =0}

équatians degré inférieur ou égal a 1

|Prnpositinn 4.7.— Soit (a,b) € B? un couple de réels et considérons I’équation ax 4+ b = 0.
l
» Sia # 0, alors elle possede une unique solution réelle, zo = — il
a

» Sia=0alors

= 81 b= 0, tout élément de K est solution;

& si b # 0, I'équation ne possede aucune solution.

équatinns du second degré

Theoreme 4.8.— Formules du second degre  —. Soit a € R*, b, ¢ € [ et considérons I'équation
ar®* +br +e=0 (4.2)

On note A le discriminant du polynéme associé, ¢’est-a-dire le réel A = b* — dae.

b= B —b+ VA

» Si A >0, (4.2) a deux solutions réelles distinctes Ei= — il =
a
» 5i A =0, (4.2) a une racine réelle double Tp = — ;E.
= hraoge = ShE =
» Si A < 0, (4.2) n'a pas de solution réelle, mais = 2;&, 29 = %ﬂ
a a

elle a deux solutions complexes conjuguées

Equations polynomiales de degré supérieur ou égal a 3

A P'aide du théoréme 4.3 on peut montrer qu'un polynéome de degré n admet au plus n racines
complexes distinctes. En fait, il est établi qu'un polynome de degré n admet exactement n racines
complexes, distinctes ou confondues. Ainsi, une équation polynomiale de degré n admet toujours
des solutions dans C... mais il n’existe pas de formule générale permettant d’exprimer ces solutions
a l'aide des coefficients.
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mm Methodes

B Généralités sur les polynémes
Formes développée, canonique, factorisée

Un polynéme peut étre présenté sous forme développée, factorisée, oun encore sous forme eanonique
pour les trinomes du second degré.

(J Méthode 4.1.— Comment choisir la bonne représentation
s La forme développée P(x) = ag + ajx + asz® + -+ + a,x" est la notation par
défaut des polynomes. Elle est particulierement utile pour traduire l'égalité de
deux polynomes par identification des coefficients.
a La forme factorisée P(x) = an(x —x1) X - -- X (2 — 2, ) est utile pour déterminer les
racines du polynome P ou, ce qui revient au méme, résoudre 'équation P(x) = 0.

3
s La forme canonique d'un trinéme du second degré P(x) = a (.'r+ ,—t:,l) = ]

est tres pratique pour connaitre 'allure du graphe de P, étudier ses variations,
déterminer ses extremums (maximum ou minimum).

~ daZ®

(A Méthode 4.2.— Comment mettre le trindme az? + bx + ¢ sous forme canonique
Soit a € R*, b, c € R. Pour mettre P(z) = ax® 4+ bx + ¢ sous forme canonique

On factorise par a : b :
P(z)=a [:r?' + -z 4+ —]

i il

S g , @ ; ; .
On reconnait dans x°> + —z le début du développement du carré de (z + %) On
a -
b

3
retranche (,—a} pour compenser. On obtient la forme voulue :

2

b\° b —dae
4a?

Exemple : pour déterminer le minimum de P(zx) = 2% 4+ = + 1, éerivons d’abord le trindéme P(x)
sous forme canonique

P,.__.‘z 3 . 1 1= i 12 12 1= . 12
() =1 +_x.1x§+ = :¢+§ =13 +1= _1+§ 4

Sous cette forme, on visualise aisément ['allure de la parabole représentant le graphe de P. En
particulier, on en déduit que la fonction polynomiale P est décroissante entre —oo et —% puis

croissante entre —3 et +o00. Elle atteint son minimum en 2y = = et ce minimum vaut P(—1) = —;‘

=
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(A Méthode 4.3.— Comment factoriser le polynéme P
Soit P(x) = ag + a1z + azx® + -+ + ap2™ un polynéme de degré n > 2.

a Pour n = 2, on applique le théoreme 4.5 :

[1] On calcule le discriminant A de P.

Suivant le signe de A, le théoréme 4.5 donne directement la factorisation de P.
m Pour n > 3. il v a deux pistes pour factoriser P :

» soit on utilise une identité remarquable, comme A? — B? = (A — B)(A + B) ;

» soit on utilise une racine a de P :

[1] Si on n’en trouve pas d’évidente, I'énoncé fournit parfois une indication

[2] D’aprés le théoreme 4.3, il existe un polynome @, de degré n — 1, tel que

P(z) = (x — a) x Q(x). On exprime Q(x) a I'aide de coefficients inconnus,

Q(z)=by+ bz +--- 4+ bp—gx™ L.
[3] On détermine bg, by, ..., by—1 en identifiant les coefficients dans 1'égalité
P(z) = (z — a) x Q(x).

[4] On recommence le processus pour factoriser Q!

Exemple : factorisons le polynome P(x) = x* — 152 — 4 sachant qu’il posséde une racine entiére.
On vérifie que 4 est racine évidente de P.
D’aprés le théoreme 4.3, il existe Q(z) = ax? 4 bx + ¢ tel que P(2) = (z — 4)(ax? + bz + ¢).

Par identification des coefficients, il vient que a, b, ¢ sont solutions du systeme :

{1] = 2 dedh E; = 1 [4] Ainsi, Q(z) = 2% 4+ 4z + 1. Pour factoriser ce
- — - polynome de degré 2, on procede en deux étapes
—-15 = —4b+e e = e 3
i - io 0 = p @ utilisant le théoréme 4.5 :

Le diseriminant de ce polynome est A =12 > 0.
Q admet donc la factorisation Q(z) = (x — x;)(x — 32), avee 7 = =2 — /3, 20 = =2 4 /3.
Finalement, P{.‘J-‘) =gt 15 —4= (:1.' = 4](;;* B 3 & ‘./,_}}{; AR Vjﬁ]

Mise en ceuvre : exercice 4.4, exercice 4.5.

M Equations et inéquations polynomiales, cadre réel

Ce chapitre est 'occasion de revoir les méthodes générales de résolution d’équations déja énoncées
dans le chapitre Nombres réels (méthode 1.8). Pour résoudre une équation dans B, on procedera
par équivalences successives :

e en ajoutant ou retranchant la méme quantité aux deux membres de I'équation ;
e cn multipliant ou divisant les deux membres de I'équation par le méme nombre non nul ;

e cn notant le signe des deux membres de 'équation puis en élevant le tout au carré.
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Degré inférieur ou égal a 2

La résolution d’une équation du premier degré a une inconnue est immédiate, ¢’est la raison pour
laquelle, on essaiera de ramener toute équation a la résolution de telles équations.

() Méthode 4.4.— Comment résoudre une équation du second degré
Soit a € R*, b, e € K. Pour déterminer I'ensemble des solutions réelles de I'équation

az® +bx+c=0 (4.2)

on applique le théoreme 4.8 :
On calcule le discriminant associé, A = b? — dac.
On discute suivant son signe :
» SiA >0, (4.2) a deux solutions réelles distinetes : ) = M, Ta = —biva

» Si A =0, (4.2) a une racine réelle double : Ty = —5=.

» Si A <0, (4.2) n’a pas de solution réelle.

Mise en ceuvre : exercice 4.3.

(d Méthode 4.5.— Comment résoudre une inéquation du second degré
Soit a € R*, b, ¢ € R. Pour déterminer ’ensemble des solutions réelles de I'inéquation

ar’ +br+c>0ouaz’ +bx+e<0 (4.3)

On utilisera un tableau de signe du trindéme P(x) = ax? + bx + c.
On caleule le discriminant associé, A = b% — 4ac.
On discute suivant son signe :

= i Frid — Ty T +00 |
> 54 >0, P(x) signedea 0 signede —a 0 signedea |
1 s __* — 0 To 400 _
5t 4=, P(zx) signe dea 0 signe de a
- T — 00 +oo |
>S5t A<D, P(z) signe de a |

Remarque : les méthodes de résolution des (in-)équations du second degré s’appliquent aussi pour
résoudre des (in-)équations mettant en jeu des racines carrées.

Exemple : Résolvons dans R, I'inéquation 422 — 2o — 2 > 0. Le discriminant du trindéme P(x)
4 — 22 — 2 est A = 4432 = 36 > 0. Par conséquent, P a deux racines réelles distinctes x; = —
et @2 = 1. On en déduit le tablean de signe de P :

ral= ||

r | —0o0 -

: o0 |
P(x) -+

1
- 0 + ]

=l

Par suite, § =] — 00, —5]U]1, +00].
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Degré supérieur ou égal a 3

Dans le cas général d’'un entier n, n > 3 quelconque, il n’y a pas de formule permettant de ealculer
les solutions de (4.1).

d Méthode 4.6.— Comment résoudre une equation de degré supérieur a 3
Pour résoudre (4.1) avec n > 3, la méthode consiste i se ramener i la résolution de
plusieurs équations de degrés inférieurs. Pour cela, deux pistes sont envisageables.

» Factoriser le polynéme P(z) = ag + a,x + axx® + - -+ + a,a™. Pour ce faire, on
mettra en ceuvre la méthode 4.3 :
& en utilisant une racine particuliére ;
- a l'aide d'une identité remarquable.

» Effectuer un changement d’inconnue. Un cas particulier important est celui
des équations bicarrées, pour lesquelles le développement de P(x) ne contient que
des puissances paires. En ce cas,

[1] il existe un polynéme Q tel que P(z) = Q(a?);

Q(y) =0
=1

on pose y = x? et on résout le systéme {

Exemple : résolvons dans R I'équation de degré 4
4a — 212 +27=0 (4.4)

On observe que cette équation ne présente que des puissances paires de I'inconnue.
[2] On effectue le changement d’inconnue y = z2.

;
, y=a?
iy = { dy? — 21y +27=0

Le discriminant de Q(y) = 497 — 21y + 27 est A = 441 — 432 = 9 > 0. Q admet donc deux
racines réelles distinctes y, = '—: et i, = 3. Ainsi,

= .'.'2 U 3
(44) = 4 :, L o= rl="ouar’=3 = r=+—_ouzr= :I:\/.'i
y=3ouy=3 4 2

Finalement S = {—+/3, -2, 3 /3}.
[4] 2+ 3

B Equations polynomiales, cadre complexe

Nous reprenons l'équation polynomiale de degré n, mais cette fois d’inconnue z € C :
o
o+ 012+ a2" +---+apz" =0 (4.1)

Pour résoudre dans C une telle équation, on peut procéder par équivalences - comme dans R
en ajoutant un meme nombre aux deux membres de 1'égalité, en les multipliant par un meme
complexe non nul. Il pourra aussi étre utile de choisir une représentation adaptée pour I'inconnue
z, sous forme algébrique, trigonométrique ou exponentielle.
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Equation du premier degré

L’équation du premier degré d’inconnue 2 se traite exactement comme dans R, mais il arrive que
I'équation méle a la fois 2 et Z. On appliquera en ce cas la méthode suivante :

(A Méthode 4.7.— Comment résoudre une équation en : et =
Lorsque I'équation met en jeu a la fois z et Z, par exemple f(z,Z) = 0, on cherchera =z
sous forme algébrique.
On pose z = & + iy, avec x,y € R,
On traduit 'égquation initiale sous forme d’un systéme d’équations en identifiant les
parties réelles d’une part, les parties réelles d’autre part :

- 2=x+iy, z::r—i—?:-',{-_ 3
2, Z) =0 = (& + iy, — dy) =0 — Re f(z + iy, z —iy) =0
R, Jm f(x +iy,x—iy) =0

On se ramene ainsi & la résoudre un systeme de deux équations d’inconnues @,y € R.

Exemple : résolvons dans C I'équation 2iZ + 32 = 1 — i. On cherche z sous forme algébrique
z = x + iy, avec x et y réels. ;
+y Y reeis I r4+iy = z
2iz4+32=1-i { %z - f-:ﬁu+3{-r+n)—1 ; = { ety = 1
“hF—=H T = 2z 4+ 3y = -1
z=x iy
= r=1 Ainsi, 2 = 1 — i est la solution de I'équation proposdée.
y=-=1

Mise en ceuvre : exercice 4.7.

Degré supérieur ou égal a deux

Dans C, toute équation polynomiale admet des solutions. Plus précisément une équation de degré
n admet n solutions complexes, distinetes ou confondues.

(J Méthode 4.8.— Comment résoudre une équation du second degré
Soit a € R*, b, ¢ € R. Pour déterminer 'ensemble des solutions complexes de I'éguation
(4.2) ax? + bxr 4+ ¢ = 0, on applique le théoréme 4.8 :
On calcule le diseriminant associé, le nombre réel A = b* — 4aec.
On discute suivant le signe de A :

_-b—-VvA —b+ VA

s Bg = ——

» 5i A >0, (4.2) a deux solutions ay

9 9
réelles distinctes. h‘a e
» SiA =0, (4.2) aune racine réelle Tg = ~Bat
double. = .
: ; —b—iv=A b+ iv—-A
» Si A <0, (4.2) a deux solutions g = = = :

complexes conjuguées.

Mise en ceuvre : exercice 4.8.
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mm Enonceé des exercices

B Inéquations

Exercice 4.1 : Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1.8z +1>2x - 5; 3.(6-22)* > (2 -5)(z - 2);
2.24+1 < VT +2; 4,323 4+ 522 —Txr—-12>0.

Exercice 4.2 : Dcterminer les réels m pour que les inégalités suivantes soit veérilices pour tout .
1. (2m—=3)z° —2mz -1 <0;
2.2° - (3m+1)z+2m? - 3m+520.

Le saviez-vous?

Tout lyedéen connait la formule donnant les solutions d'une
équation de degré 2 en fonction de ses coellicients. Des
mathématiciens italiens au XVI® sicele ont établi une formule,
fort complexe, pour celles de degrés 3 et 4. Pour le degré 5, la re-
cherche échona systématiquement et pour cause : il n'y en a pas!
Ce fut démontré par Niels Abel et Evariste Galois au début du
XIX® siecle.

B Résolutions d’équations dans R

1 2 1
Exercice 4.3 : Reésoudre dans B 'équation — + = —,
r43 r4+4 x

Exercice 4.4 : Résoudre dans R 'équation 2° = 6z + 40.
Exercice 4.5 : Résoudre dans R I'équation 242” + 6222 — 972 + 30 = 0 sachant que % est racine.

Exercice 4.6 : Résoudre dans R I'équation 22! — 1322 4 21 = 0.

B Résolutions d’'équations dans C

Exercice 4.7 : Résoudre dans C les équations suivantes :
1. (1+3i)(iz—=1)=(3-20)(z+T7);
2. 22 422 4+ 6i\/2=0.

Exercice 4.8 : Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 22 — 62425 =0;
2.222-2243=0.

Exercice 4.9 : On considere 'éqguation
= (14202 +(1+20)2=2i=0 (4.5
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1. Montrer que (4.5) posséde une solution imaginaire pure 2y = ia que 'on déterminera.
2. Déterminer le polynome Q(z) de degré 2 tel que P(z) = (2 — ia)Q(z).
3. En déduire les solutions de I'équation (4.5).

Le saviez-vous ?

L’ensemble B des nombres réels contient @@, celui des nombres
rationnels. On trouve, compris entre les deux, 'ensemble A des
nombres algébriques; il correspond 4 tous les réels vérifiant
une équation polynomiale & coefficients entiers. Ainsi /2 est
algébrique puisqu’il vérifie 'équation 22 — 2 = 0 et pourtant, il
n'est pas rationnel puisqu'il ne s’éerit pas sous forme de fraction.
Montrer qu’un nombre n’est pas algébrique — on le qualifie alors
de transcendant— est difficile. Il a fallu attendre 1881 pour prouver
la transcendance du nombre 7.

mm Indications

. Ex. 4.1
2. Pour traiter cette inéquation, on se rameénera @ une inéquation du deuwiéme degré.
4. Vous chercherez une factorisation du polynéme P(x) = 3a* + 522 — 7o — 1.

Ex. 4.2

On utilisera ln méthode 4.5.

Ex. 4.3
On se raménera a la résolution d’une équation polynomiale de degré 2 afin d’appliquer la méthode
4.4,

Ex. 4.4
Humm! ¢’est ennuyeuzx l'énoncé ne fournit pas d’indication pour cet exercice !

Ex. 4.5
On swivra lo méthode 4.6.

Ex. 4.8
On met en euvre la méthode 4.8.
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mm Corrigé des exercices

Exercice 4.1
1. Il s’agit d'une inéquation de degré 1, on met en ceuvre la méthode 1.10
pour obtenir les équivalences suivantes : S+ 1> 2r -5 < 6 > -6 —
x = —1. Ainsi, § = [-1, 400].

2. Cette inéguation met en jeu une racine carrée. Il faut done d’abord s’assurer
du domaine de validité. Ensuite, nous éléverons — proprement — au carré pour
nous ramener a une inéguation du deuxiéme degré.

m L’équation est définie si x 4+ 2 est positif. Nous cherchons done les solutions
dans I = [-2, 400
m Soit x € I. Pour résoudre z + 1 < /z + 2 dans I, nous distinguons deux
cas :
» siz+1<0,alors a fortiori +1<x+2;
» six+ 1 = 0 (cest-a-dire x = —1), les deux nombres positifs  + 1 et
vr 4+ 2 sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés. Par conséquent

r+1<vVz+2 &= (2+1 <242 &= 22 +2-1<0

Pour étudier le signe du trinome P(x) = x* 4+ 2 — 1, on applique la
méthode 4.5 : le discriminant est A = 144 = 5. P a done deux racines

—~1-+/5 _ —14+/5

distinctes x; = = et o > . On en déduit le tableau de
signes suivant ;

r —00 T -1 9 +c0

xr+1 - - 0 4+ +

2 4zr-1 + B - 4 - 0 4

s En conclusion, z + 1 < vz +2 précisement si @ < —1 et si —1 < ¢ < 2.
Ainsi § = [—1, z,].
3. On a les équivalences suivantes :
(5—22)2> (22-5)(z—-2) = (-2 °+(5-22)(z-2)>0
= (5-2z) [(5-2x)+ (z —2)]
= (5-2z)3-2)>0

On peut alors appliquer la méthode 4.5. Les racines évidentes sont 2 et 3. Le
polynome (5 — 2x)(3 — x) sera strictement positif 4 I'extérieur de I'intervalle
[3,3]. Par conséquent, S =] — oo, 2[U]3, +o0].

4. Pour étudier le signe de P(x) = 30?4522 —7x—1, nous allons au préalable le
factoriser. Pour cela, on observe que 1 est racine évidente. D’apres le théoréme
4.3, on peut factoriser P(x) par (x — 1) : il existe des coefficients a, b, ¢ tels

o Yo e R, P(z) = (x— 1)(az® + bz +¢)

En redéveloppant le membre de droite, on obtient P(z) = az® + (b — a)z? +
(¢ — b)x — c. Par identification des coefficients, a, b, ¢ sont solution du systeme
d’équations linéaires :

& Méme si 5 — 2z est
non nul, on ne peul
pas simplifier
linéquation par 5 — 2x
SIS mnrmfﬂm S50M
signe !

2 On met en euvre
la méthode 4.3.
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& Le discriminant
A(m) est lui-méme un
polyndme du second
degré en m !

@m = 1 est racine
dvidente du
digeriminant.

a = 3

2 = 3
b—a = 5
=» { b = B8
e—b = =%
e = 1

Ainsi, pour tout € R, P(x) = (z — 1)(32° + 8z + 1) et I'équation proposée

s'ecrit ; P{TJ:] Eﬂ = {m—i)[31'2+8$+1]

Pour conclure, étudions le signe du trindme 32° 48z + 1. Son discriminant vaut

52 = 0, il admet done deux racines x; = _F’_‘l"'rw = _"_2"';1” et 1o = =4 5 -
Le tableau suivant résume cette étude de signe :
x| —x T Ta 1 +o0
r—1 - - - 0 +
3z° + 8z + 1 - — + +
P(x) - 0 4+ 0 - 0 +
Finalement, & = [z, 23] U [1, +0¢]. A

— Exercice 4.2
1. Soit m € R. D’aprés la méthode 4.5, pour que le trindme
Ppn(z) = (2m — 3)2* — 2mz — 1

soit toujours strictement négatif, il faut et il suffit que son discriminant et que
son coefficient dominant soient strictement négatifs. Or son diseriminant est
A(m) = 4m? 4+ 4(2m - 3) = 4(m® + 2m — 3) = 4(m — 1)(m — 3). Le tableau
ci-dessous résume les signes du discriminant et du coefficient dominant :

m —00 =3 1 g 400
2m -3 ey | e, [ =
A(m) + 0 - 0 4+ +

Finalement P, < 0 si et seulement si m €] — 3, 1[.

2. Ici, le coefficient dominant est strictement positif, par conséquent, le po-
lynome P (z) = 22 — (3m + 1)z + 2m? — 3m + 5 est positif si et seulement
si son discriminant est négatif. Or A(m) = (3m + 1)2 —4(2m? = 3m +5) =
m? 4+ 18m — 19 = (m — 1)(m + 19). Finalement, d’aprés la méthode 4.5, on
aA(m) <0 < m e [-19,1]. Ainsi, § = [-19,1]. A

Exercice 4.3
Soit x € R. On considéere

1 2 1
= — 4.6
;c+3+;1:+4 T (.5)

Cette équation est définie pour = ¢ {—4,—3,0}. Résolvons I'équation dans

I =R\ {-4,-3,0}. Soit = € I, on a les équivalences suivantes :

(r+4)+2x(x+3)  (xr+3)(x+4)
r(x+3)(z+4)  zz+3)(z+4)

= 32%4+10c=2%4+T7x+12

= 20243x-12=0

x est solution de (4.6) <
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Ainsi, (4.6) est équivalente i 'équation du second degré 222 + 32 — 12 = 0.
Le diseriminant de cette équation est A = 9 4 96 = 105 > 0. Elle admet
deux racines réelles distinctes x; = :-‘3;}{-'-{15’- Ty = :—Iiiﬂi'-ﬁ En conclusion
5= {E] ,E-'z}. A

Exercice 4.4
Soit P(z) = 2® — 62 — 40. On résout dans R I'équation cubique P(z) = 0
a l'aide de la méthode 4.6. En I'absence d'indication de I'énoncé pour cette
équation de degré 3, nous cherchons une solution particuliere...

4 est solution évidente! D’apros le théoreme 4.3 P(x) peut étre factorisé €0
]}511'17—4. 4:{-5)(4—402']
E_l Il existe donc des réels a, b, ¢ tels que
P(z) = (z — 4)(az® + bz + ) & méthode 4.3
Développons le produit & droite puis identifions les coefficients. Il en résulte
que a, b, ¢ sont solutions du systeme
& = 1
b—da = 0 W= 2
— b = i
c—4b = -6 c = 10
—de = =40 -
Ainsi P(z) = (z — 4)(2* + 4z + 10).
Il reste & résoudre 'équation de degré 2 2% + 42 + 10 = 0. On applique
alors la méthode de résolution pour les équations polynomiales de degré 2 :
Le discriminant de ce trinome est A = 16 — 40 = —24 < 0. Par conséquent, &€° méthode 4.4
le trindme est sans racine réelle.
En conclusion, P admet 4 pour unique racine réelle : § = {4}. A
Exercice 4.5
Notons, P(x) = 242* + 6222 — 97x + 30. Pour résoudre I'équation P(x) = 0,
on met en ceuvre la méthode 4.6.
Comme xp = % est racine de cette équation, le polynome P(x) peut étre
factorisé par (2z — 1). & P(z) est |
Par conséquent, il existe des coefficients a, b, ¢ tels que Joctortsanle pay &= %
Yz € R, P(x) = (22 — 1)(az® + bx + ¢)
On détermine les coefficients a, b, ¢ par identification. Ils sont solutions du
systeme Ba = 94 = .
oh—g = 62 5 = 37
%-b = -97 . B _30
- = 30 =
Ainsi, P(z) = (22 — 1)(122? + 37z — 30)
Appliquons la méthode 4.4 pour résoudre I'équation de degré 2 : 1227 +
37x — 30. Le discriminant vaut A = 2809 ;ﬁﬁf > 0. Par conséquent, le
trindme admet deux racines distinctes o) = =228 = 12 ot 2y = =2 =
2
:-;.
[1] Finalement, 'ensemble des racines de P est § = {—12;1 2} A
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2 Un nombre
complere est nul si et
seulement si ses
parties réelles et
imaginaires le sont.

& La seule solution
de 2 + 42 =0 est le
couple (0,0).

Exercice 4.6
Il s’agit d'une équation polynomiale de degré 4. On suit la méthode 4.6 :
[1] On observe que I'équation ne comporte que des puissances paires de I'in-
connue. Il s’agit d’une équation bicarrée.

On pose y = 2. 1l vient

y=a?

21 132 =
2z - 13z° 4+ 21 =0 < {gy2_13y+21=ﬂ

Le polynome Q(y) = 2y* — 13y + 21 admet pour discriminant A =1 > 0. Il
admet done deux racines réelles distinctes : y; = 1271 =3 et yp = 13 = 7.
Ainsi
. 4 9 a a3 7 Vﬁ?
20" — 1322 +21=0 = 2?=3oua’=; = s=£V3ouz =+
2 V2
En conséquence, I'ensemble des solutions de cette équation du quatrieéme
degré est S = {£V/3; £3T}. A

— Exercice 4.7
1. Raisonnons par équivalences :
(1+3i)(iz-1)=(3-2i)(Z+7) < (3i—-6)z2=22-114
_ 11 11
Z=— = I=——

3 3

Finalement, § = {—41}.
2. Pour résoudre cette équation mélant z et Z, nous cherchons z sous forme
algébrique : z = z + iy.
22 42746ivV2=0 < 227+ 2% + 2i(zy + 3v2) =0
202 +2y2 = 0
ry+3v2 = 0

Ce dernier systéme est incompatible, I'équation proposée n’a pas de solution.
S=0. A
Exercice 4.8
1. On met en ceuvre la méthode 4.8

[1] Le discriminant de 'équation z% — 62 4+ 25 =0 est A = —64 < 0.
L’équation possede deux racines complexes, conjuguées :

6 —i\64 6+ i1/64

2 2

7 = =3—4iet 2p= =3+ 4
Conclusion : § = {3 + 4i}.
2. La résolution de I'équation 22% — 22 4 3 = 0 suit les mémes lignes.
[1] Le discriminant vaut A =4 — 24 = —20 < 0.
L’équation possede done aussi deux racines complexes, conjuguées :
2-2iv5  1—iv5 24+2iv/5  1+4iv5
AT T Ty YRT T T

Conclusion : 8§ = {2z, 22}
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Exercice 4.9
1. Soitae R. On a

ia solution de (4.5) <= (ia)® — (1 + 2i)(ia)® + (1 + 2i)(ia) = 2i =0
= —da*+(1+2)a’+(i-2)a—-2i=0
~a*+2°+a-2 = 0
= { ¢ :-2 -2 = 0
- { s a= 0oua = 2
—a*+2%4+a-2 = 0
= a=2

Ainsi zp = 2i est une solution imaginaire pure de (4.5).
2. Cherchons Q(z) sous la forme Q(z2) = az® + bz + ¢ tel que
2142022 +(1+20)2-2 = (2—2i)(az®+bz+¢)
= az’+ (b— 2ia)z + (¢ — 2ib)z — 2ic

On détermine les nombres a, b et ¢ par identification. On en déduit comme
précédemment que a, b et ¢ sont solutions du systéme

a = 1 - |
b—2ia = —1-2i f; s
e—2b = 142 S

—%ic = —92i B =i B

Ainsi Q(z) =22 —z+1et P(z)=(2=2i)(22 =2 +1).

3. Résolvons finalement I'équation Q(z) = 0. Il s’agit d'une équation polyno-
miale de degré 2, & coefficients réels. On applique la méthode 4.8.

Le discriminant est A=1—-4= -3 <0,

Le trinome 22 — z 4+ 1 admet deux racines complexes conjuguées : 2, =

1—iv3 14+iv3
2

el 2o = 3 :

Conclusion : les racines complexes de I'équation (4.5) sont 2y = 2i, z; =

1-iV3 1+iv3
5 et 20 = 3 : A
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Chapitre

Fonction exponentielle

On pourrait donner a Euler le titre de pére de

la fonction exponentielle. En effet ce brillant
mathématicien y a consacre de nombreuses études.
Il choisit en 1728 l'initiale du mot exponentielle
pour désigner le nombre e ; en 1739 il I'exprime
comme une somme infinie de puissances de la
variable et il 'étend aux variables complexes. Sa
formule préférée était ¢~ + 1 =0 car elle réunit les
cinqg nombres fondamentaux des mathématiques.

Leonhard Euler
1707-1783



B les incontournables

a Maitriser les regles de caleul avee la fonetion exponentielle :
» pour calculer I'exponentielle d’une somme, d’une différence ;

» pour calculer un produit, un quotient, une puissance ou encore une racine
carrée d’exponentielles.

m Utiliser les propriétés de la fonetion exponentielle :
» pour comparer des exponentielles ;
» pour étudier des limites de fonctions :

» pour dériver une fonction composée avec exponentielle.

B et plus si affinités

2
—
=
O
L
==
Q
o

m Utiliser les propriétés de stricte croissance de la fonetion exponentielle et de sa
fonetion réciproque,

» pour résoudre des équations mettant en jeu des exponentielles ;

» pour résoudre des inéquations.
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mm Réesumé de cours

B Définition et regles de calcul

Définition

Théoréeme-Définition 5.1.— Il existe une unique fonction f : R — R dérivable sur R et qui vérifie

e Pourtout xR, f'(z)= f(x)
e f(0)=1

Cette fonction est la fonction exponentielle, on la note exp : B — R.

Notation : le nombre exp(1) est noté e. C'est le nombre de NEPER. Plus généralement, pour une
raison qui sera pleinement justifice en CPGE, on note souvent e* (lisez e puissance x) a la place
de exp(x).

Reégles de calcul avec la fonction exponentielle

Théoreme 5.2.— Relation fondamentale —.

Pour tout (z,y) € R®, exp(z + y) = exp(z) x exp(y)

Retenez que : l'exponentielle d'une somme est le produit des exponentielles.

A partir de cette relation fondamentale, les autres regles de caleul se déduisent aisément :

Théoreme 5.3.— Reégles de calcul pour la fonction exponentielle ® —,
m exp(0) =1etexp(l)=e
a Pour tout (z,y) € R?, exp(z + y) = exp(z) x exp(y)

Pour tout (z,y) € R?, exp(z — y) = exp(z)/ exp(y)

Pour tout x € R, exp(—z) = 1/ exp(x)
Pour tout x € R,n € Z, exp(nz) = (exp(x))"

M Variations et graphe

Sens de variation de la fonction exponentielle

Proposition 5.4.— La fonction exp est dérivable sur R et vérifie :
= Pour tout z € R, exp(z) > 0.
m Pour tout & € R, exp'(x) = exp(z).

Par conséquent, exp : R — BT* est une fonction strictement croissante :

s Pour tout (z,y) € R?, 2 <y < exp(z) < exp(y)
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Limites de la fonction exponentielle

Théoreme 5.5.— Soit a € E.

m lim ¢ =10 m lim ¢* = ¢ m lim e =4
T—— 00 T—3il T—+-00

Pour lever les formes indéterminées, nous disposons des limites de référence suivantes :

Théoréeme 5.6.— Soit n € M.

ph &% ==1
m lim z"e" =0 m lim —=0 w lim =1
= — 00 r—4oo T ¥, T
z—+0
Tableau de variations et graphe
| y = exp(z)
= exp(x
x — 00 0 +00 - )
exp’(x) + 1 +
+00 &
P 21
exp(x) 1
P 1
e La tangente en 0 a pour équation y = 1 + 2. —4 —2 0 1 2
e La tangente au point 1, a pour équation y = ex.

Le saviez-vous?

Dans un temps donné la quantité d'une substance radioactive di-
minue toujours du meme pourcentage. Sa décroissance est done
exponentielle. Le temps nécessaire a la faire diminuer de moitié
s’appelle la demi-vie radioactive.
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mm Methodes

B Calculer avec des exponentielles
Utiliser les régles de calcul

Les regles de caleul pour la fonction exp, s'expriment sous la forme exp(a) x exp(b) = exp(a + b),

mais en pratique, on remplacera toujours exp(a) et exp(b) par e® et €.

(J Méthode 5.1.— Comment calculer avec les exponentielles
D’aprés les régles de caleul avec la fonction exponentielle, pour tous réels a et b, pour
tout entier n € Z, on a
m le produit d’exponentielles est 'exponentielle de la somme e x eb = 272

L
= le quotient d'exponentielles est I'exponentielle de la différence — = e x g7 =gt
l"\

s - . . a pm—— @
m la racine carrée d'une exponentielle est I'exponentielle de la moitié v/e® = ez ;

itme

' : ; A T n
d’une exponentielle est I'exponentielle du n'*™* itéré (¢?) = ™.

m la puissance n

exp(3z — 1) x exp(2 — x)
exp(dx — 2) -

Exemple : utilisons ces régles pour simplifier 'expression f(z) =

o S R L D ) i
Sk — S - =i2e=1) __ .2
[l en en résulte que f(x) = (n-2)] = — = = g*,
e L €
Mise en ceuvre : exercice 5.1.
Factoriser, développer
(A Méthode 5.2.— Comment factoriser une somme, développer un produit

D’apres la relation fondamentale, la fonction exponentielle transforme les sommes en
produits. Ainsi

» le produit e® x e® se développe en e

» la somme e*t" 4 e*tF se factorise en e® x (eh + k).

Mise en ceuvre : exercice 5.2,

Obtenir des inégalités

J Méthode 5.3.— Comment comparer deux exponentielles
Pour comparer deux exponentielles, il suffit de comparer les exposants! En effet la fone-
tion exponentielle étant strictement croissante, on a :

T e o

m &< = gey s = & asy
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B Résoudre des équations ou des inéquations avec des exponentielles

(d Méthode 5.4.— Comment étudier le signe d'une expression
Pour ce faire, plusieurs méthodes sont envisageables :

» On peut factoriser l'expression et appliquer la regle des signes.

» On peut résoudre une inéquation en raisonnant par équivalences.

» On peut étudier ses variations.

xemple : étudions le signe de f(x) = ze™ e®.
E | tud 1 1 = e®

e On peut noter tout d’abord que f(z) = e®(ze®** 4+ 1). Comme e* > 0, il découle de la régle
des signes, que f(z) est du signe de g(z) = ze?* + 1.

e Etudions done les variations de g. Pour tout z € R, ¢'(z) = ¢** + 2z¢%* = (2z + 1)e**. Par
” 1
conséquent, g'(z) 20 <> (224 1)e* 20 < 224120 &< z > &
On en déduit le tableau suivant : -
&x —00 - +o0 Pour compléter ce tableau, on a utilisé
g'(x) = 0 + e lim ze** =0
1 +o0 z—-o00
1
1
9(x) N / o« g(-H=1-5>0
1 2
g(—3) >0 e lim ze ™ = +o0.
F— 400
f(:il:] + +

Mise en ceuvre : exercice 5.3.

(d Méthode 5.5.— Comment résoudre une équation avec des exponentielles

» On peut raisonner par équivalences & 'aide de la méthode 5.3.

» Si I'équation ou inéquation ne fait intervenir que des puissances de ¢, on peut
effectuer un changement d’inconnue : y = €*, y > 0 pour se ramener a une équation
ou inéquation polynomiale d’inconnue .

Exemples :

1. Résolvons I'inéquation ¢***! < — a I'aide de la méthode 5.3 :
e

sy | ; 1
et — = Pl e = WwHl<—2z = I+1<0 &= < -
P
Ainsi § =] — oo — 3.

2. Résolvons I'équation (E) e + €2 — 10e® + 8 = 0.

y=e" >0

, 25 22 S R = — : 2
(E) = (") + (") 10 4+ 8 =10 {y-f_;_y“—“]y—}—«?i:ﬂ

HE76 CHAPITRE 5



Notons P le polynome P(y) = y* + y* — 10y + 8. P est un polynéme de degré 3, on le factorise a
I'aide de la méthode 4.6. 1 étant racine évidente, P se factorise sous la forme :

Py)=@y- 1)y +2y—-8)=@y—1)y—2)(y+4)
Finalement,

(E}«:>{

y=e* >0

_ < e"=1loue*=2 < z=00uz=In(2)
y=louy=2ouy=-4

Ainsi § = {0,1n(2)}.

B Etudier des fonctions avec des exponentielles
Calculer des limites

Nous consacrons un chapitre entier i I'étude des limites. A ce stade, nous étudions quelques limites
simples mettant en jeu des exponentielles.

(d Méthode 5.6.— Comment étudier une limite
On connait parfaitement les limites de référence avee la fonction exponentielle (théoreme
5.5 et théoréme 5.6). Pour s’y ramener, on utilisera :

» les opérations algébriques sur les limites ;

» une transformation d’écriture (factorisation ou développement) ;

» un changement de variable.

{_,l‘l'l.l' ™ -H = l _— 0
Exemple : étudions la limite lim . Posons y = 1. On a T =0 0 5y
=30 H : . y(,._'! —3_ 0
Y=o
I!,,.ll,’lr
composition (changement de variable), il en résulte que 1113'1 —— (.
s =

Mise en ceuvre : exercice 5.7.

Calculer des dérivées

(Jd Méthode 5.7.— Comment calculer la dérivée de la fonction composée z: +— ¢"(*)
Si x ~ u(x) est une fonction dérivable dans un intervalle I alors x + ¢“*) est aussi
dérivable dans [ et

Pour tout x € I, (p“[ﬂ‘})’ = u'(x)e"®)

Notation : la notation (¢"*))" est abusive, il est plus correct d’écrire (e*)'(x).

Exemple : la fonction f : x — ¢ est dérivable sur R comme composée et pour tout = € R,
T e T s, L a2\ e e D — 2
@) =(e") =(—2*)e® =—2we".

Mise en ceuvre : exercice 5.8.
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mm Enonce des exercices

B Manipuler des exponentielles

Exercice 5.1 : Simplifier les expressions suivantes :

1. filg)=efxe e 4. fi(z) = €31 x ({,:1:4—2:}2
2. folz) = {‘3XIJ(2“7)}J 5. fs(z) = e x2e 5 xed-
exp(—2,6) eT+2

3. fa(z) = {7!:{[)(_11 ) 6. Jelz) = =

Exercice 5.2 : Soit x € B*.
1. Factoriser 1 + ¢* + e*F + &% 4 4%,
2. Développer (e* + e~ %)%,

Exercice 5.3 : Etudier, en fonction de x € R, le signe de f(z) = e —¢

B Résolution d'équations et d’inéquations

Exercice 5.4 : Résoudre dans R les équations suivantes

7. fr(@) = (e7)

t,,::H—-l

M8 fi() =

—2

% {,21-!—3

f,:fa' + RI

9. folg) =—3—

2* —3r—90

l.e2-3+4e 2= 3.2 — 36 —24 3 =0

2. ﬁ(’51+2 — Ty efxtd - [,llir+2 =10 4q. (,fl:l: . 41!"2

Exercice 5.5 : Résoudre dans IR les inéquations suivantes

T_77=0

l.ef4+e*2>2 3. 6% — 6e2* + 8¢ >0
2. ex < 2% 4. ¢*(e® — 1) > e**+!(e* - 1)
-4 - S O
a . . g e X e = €
Exercice 5.6 : Résoudre dans R? le systéme { I 5
e =
B Etudes de fonctions
Calculs de limites
Exercice 5.7 : Etudier les limites suivantes :
1. lim =%e® — g sin(z) _ . et +1
F—b—00 3. lim $ 1 5. lim 3
A T r=rt+o0 IV — I
2 1 r—+)
.l , et +2 ;
2 11;11 T 4, lim ———— 6. lim a:z(ei —-1)
x—+() z—+o0 Qré | Je—F =400

Calculs de dérivées

Exercice 5.8 : Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. fi(z) = ez, z € R* 3. fa(z) =222 g c R
2. fo(z) = (322 +2)e®*, xR & fulz) = fr‘ r € R*

5. fs(z) = Ve, z €R
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Exercice 5.9 : Soit f(z) = 2¢® — 22 — 2. Pour tout réel z, caleuler f'(x) et f”(x). En déduire que
f est strictement croissante sur R.

Etudes compléetes

Exercice 5.10 : Fonction tangente hyperbolique —.
Soit f(x) ===

et +e®
1. Vérifier que :fi_est définie et dérivable sur R et que pour tout réel z € R, -1 < f(z) < 1.
2. Calculer la dérivée de f et en déduire ses variations.
3. Etudier les limites de f en £o00 et compléter le tableau de variations.
4. Tracer la courbe de la fonction f.

Exercice 5.11 : Soit f: R™* — R la fonction définie par f(x) = ze:.

1. Pour tout = > 0, calculer f'(x) et étudier son signe.

2. Calculer les limites aux bornes de I'intervalle de définition.

3. Dresser le tableau de variations de f.

4. Démontrer que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote i la courbe représentative de f.
5. Tracer la courbe de f et son asymptote.

Exercice 5.12 : Avec une fonction auxiliaire — ;
& ] # ] f> —
Soit f: R** — R la fonction définie par f(z) = ——.
1. Soit g : R** — R la fonction définie par g(x) = xe* — e* + 1.
a. Etudier les variations de g.
b. En déduire le signe de g(x).
2. Etudier les variations de f.

mm Indications

Ex. 5.1
On appliquera ici les régles de calcul avec la fonction exponentielle {théoréme 5.3), comme
indiqué a la méthode 5.1.

Ex. 5.7
2. On pourra effectuer le changement de variable y(x) = sin(x).
6. On pourra effectuer le changement de variable y(x) = %
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mm Corrigé des exercices

&® On utilise
Uidentité géométrique
{méthode 12.7) : s¢
qg#1,

l+q+"'+l}"-l e
1—-q"
1—gq

& on appligue la
méthode 5.5.

Exercice 5.1

1. filz) =" xe P xe=e""3t = ¢5,
3 — :
2. fo(z) = (exp(2z))” = (€**)* = .
. -2.,6 —2 6 —1.B

3. fa(z) = E-:JF:-E—_—I—]% e
4. fi(x) = eSotl x ({,_.r+2)2 = p3x+1 y o2044 _ o5T15
5. fs(z) = e x 2074 x et = 9 + ¥ F HE 11 = 9p2r42
6. fo(z) = == = €2**2.
1. frlz) = (er}_z K AET TS g B = o8

A 44 i +4=5 __ S, |
8. fu(z) = ‘3—5?:— - " T ¥l
9. fo(x) = === =1+¢". A

— Exercice 5.2
1. D’apres les régles de caleul pour la fonetion exponentielle, il s’agit de la
somme de termes en progression géométrique. D'olt

1+ﬂ-.r +‘:2r+ ﬂ:” +041‘ =, (c:‘f)[} £ (ﬂ:‘t}l s {r,:‘i:}z s {l,_,i‘}:i + {ﬂ:r:'d
1_“-1'}5 - 1—e3®
- 1—e* —  1—¢%

2. On utilise I'identité remarquable (proposition 1.6) pour (a + b)%, il vient
{C: _+_E—:I!]3 - (C:I!):i +3{Ex}2{€—x\ll +3{eﬁ!}l(ﬂ—mj‘l s (e—:l,‘):i
=3 + 3% +3e T+
A

Exercice 5.3
Soit x € K. Etudier le signe de f(z) revient 4 comparer deux exponentielles.
Pour cela, on applique la méthode 5.3 :

£ b P i
[(£) 20 &= e*2¢e" 329 s 52 >2° -3z -9
= 22-8r-9<0

Finalement, I'étude du signe f(x) découle de celle du trinome. La méthode
4.5 s’applique. Le diseriminant A vaut 100. Le polynéme 22 — 8z — 9 admet

deux racines x; = —1 et &2 = 9. On en déduit le tableau de signe de f.
@ —00 -1 9 +00
r*—8xr—9 +F 0 = 0 +
(=) - 0 + 0 -

Exercice 5.4
1. Soit = € R, remarquons tout d’abord que e* =34+¢ ™ =1 < ** —3c*+
1 =e® &= 2* —4¢” +1 = 0. Cette derniére équation ne fait intervenir que
des puissance de e*. On effectue le changement d’inconnue y = ¢*. 1l vient

y=e"

T =2 _
e -3+ =1 = { oy i1=10
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On s’est ainsi ramené A la résolution de I'équation du deuxiéme degré y* —4y+
1 = 0. Pour cela, on utilise les formules du deuxiéme deeré . Le discriminant €2 Voir méthode 4.4.

4-2¢§=2_ﬁ

A vaut 12. L'équation a denx racines réelles distinetes y; =

et y2 = 2 + /3. Finalement 2
e g = & [es dcm- ru_cinc-s
—34e "= { E Souy=2+3 f’f;i“;?ﬁ:::ri ;Twcrsm
= \/Euur =2+ V3. SCUE DU DO 8

vérifier en ulilisant les
régles de caleul de la
Finalement, comme 2 — /3 > 0 et 2 + /3 > 0, 'équation proposée admet fonetion In.

deux racines : S = {In(2 — v/3),In(2 + v/3)}.
2. Pour résoudre I'équation 6e°*+? — Tv/e¥*+1 4 32 = (), on commence par

la simplifier 4 'aide des regles de caleul pour la fonction exponentielle : € Comme ¢**+2 est

. A 5 & Fopb? strictement positif, il
6772 _ Ty/eBetd 4 o372 — g = GePTHE _ 717t | T2 — est simpliable dans

ST +2 [ﬁeﬂ:r — 76 + i] =0 Pavant-dernidre
: dqualion.
= 6 —-Te"+1=0.
Pour résoudre cette derniére équation, on effectue alors le changement d’in-
connue y = e*.
’5!""‘2 ?., ,"E,H:r—{-l 4+ 42 =0 Y= EI
= 6y —Ty+1=0
= e’ T T 1 v
— 1 <= e"=1loue®== < z=00uzxz=In(1/6).
y=louy=g G

Finalement, & = {0, —In(6)}.
3. Pour résoudre 2¢2* —3e* —2+43¢~* = 0, on se raméne comme précédemment
a une équation polynomiale :

2% — 3" -2+ 377 =0 < " x (2" -3e"-2+3¢77) =0

T 22 . o, o y= e”
> 2 3e 2e +3_D"=>{2y“—3y2—2y+3=0
Comme 1 est racine évidente de cette équation du troisieme degré, nous pou- & On applique la
vons factoriser par y — 1. Par identification des coefficients, on détermine les méthode 4.6.
réels a, b et ¢ tels que 2y* — 3y* — 2y + 3 = (y — 1)(ay® + by + ¢). On trouve

29 - 3y* -2y +3=(y-1)(2y* -y -3

Ainsi, les solutions de 'équation polynomiale sont yy = L,y = 3, y3 = —1.
Réinjectons dans le systeme d’équations précédent pour obtenir :
? = 3
2% _3e" — 243 T=0 & "=1oue’ = 3 oue® =<1
La derniéere équation étant impossible, il reste finalement deux solutions :
S ={0,In(3) — In(2)}.
4. L’équation e?* — 4¢2* — 77 = 0 ne fait intervenir que des puissances paires

de ¢*, on effectue le changement d’inconnue y = ¢2*. On obtient I'équivalence
suivante :
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2] ‘dguation
e?* = L3 pladmet
pas de so%t.:ﬁon.

£ A moins que vous
n'ayez observé que 1
flait racine évidente !

£ méthode 4.5

y=02:.‘

Ax 2z -
(] 4e 77_u‘=}{y2—4y+77=ﬂ

Le diseriminant de I'équation est A = 324 = 182, Les formules du deuxiéme

degré donnent les deux solutions y; = 11 et y» = —% Ainsi
15
el —4e?® —T7=0 < e*®* =11o0ue** = g — ¥ =11
Finalement, § = {3 In(11)}. A

___ Exercice 5.5
1. Raisonnons par équivalences :

EE+e T2 = eeT4L1>2" < -2 +1>0

y=¢e" e, PE

y¥-2y+122 (y—-1)*=2
Cette derniére inégalité étant vérifiée pour tout réel y, il s'ensuit que § = R.
2. Cette inéquation est définie pour les réels & non nuls. Soit x € R*. On a :

er <e¥ ! = (z>0et222—2-120) OU (z<0et222—2—1<0)

Etudions le signe du trindme 222 — x — 1. Les formules du deuxiéme degré
montrent qu’il admet pour racines x, = —% et x5 = 1. Par conséquent, nous
obtenons le tableau de signe suivant :

1 +0o0
+ +

D 41 + 0 = == il gk

I -0 —3
aI — —

En conclusion, § = —%1 0[U[1, 4ool.

3. Soit x € R. Commencons par simplifier cette inéquation par le nombre

strictement positif e, puis effectuons le changement d’inconnue y = e*. Il

vient

TG 48>0 = -G 48>0 = { Y=
y'—6y+8>0

Etudions le signe du trinéme y% — 6y + 8. Avec un discriminant égal a 4, il

admet deux racines réelles distinctes y; = % =2etys = 6—;2 = 4. D’apres

la méthode 4.5, y°> — 6y +8 >0 <= y < 2 ou y > 4. Finalement

€3 —6e* +8 >0 & € <20ue” >4 & z < In(2) oux > In(4),

et par conséquent S =] — oo, In(2)[U] In(4), +00].
4. Soit = € R. Pour débuter, on peut simplifier cette inéquation ... non pas
par ¢* — 1 dont le signe est invertain, mais par le nombre strictement positif
e”. Ainsi
e“(e*=1)>e* (e =1) = (F=1)>a"t(e*-1)
= (ef-1)e*T1-1)<0

Le tablean suivant précise le signe de ce produit :
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& —00 -1 0 +00
B | = #
e’ —1 = - 0 +
(e —1)(e®t! —1) + 0 - 0 +
Finalement § =] — 1, 0[. A

Exercice 5.6
Nous allons appliquer la méthode 5.3 pour simplifier ce systéme

e*xe! = ¢° &ty = z+y = 5
et Y = g2 o = z—-y = 2
P o=
— _ &
y 2
Finalement, ce systéme admet pour unique solution le couple {%, i’] A

— Exercice 5.7
1. On applique la méthode 5.6 x°¢® — 0 par croissances comparées
T—F—0a

—a* — 4 +00. Par opérations algébriques sur les limites , il en résulte que &€° Voir méthode 9.1.
F—p— 0
lim %" — 2® = +oc.
T=F=00
; . eV — : e — 1
2. On sait que lim = 1. Posons y(z) = 2oz —— 0. Il vient lim ——— =
r Y r—0 > 21
y—0 =—0
O |
1 et done lim — =2.
# x
=
. eV -1 sin(x .. L
3. On sait que — 1 et que 1{ ) —3 1. Par opérations algébriques
u—+ T T—F

sur les limites, il en résulte que

esin(z) _ 1 esin(@) _ 1  sin(z) 1
= - X r L.
T sin(x) r =0

4. Dans cette fraction, numérateur et dénominateur tendent tous deux vers
+oc. Nous avons affaire 4 une forme indéterminée. Pour lever I'indétermination,

nous factorisons, numérateur et dénominateur par le terme prédominant : & Voir méthode 9.5.
e’ +2 e® 1+2e7
—_— e — W —
212 + 3e-T 232 3=
+ 14 35

o 1 . . = .
Or 12— — — = | et par croissances comparées , on a 22T — +00. £ méthode 5.6
14+3F 200 e

s o _ 5 e*+2
On en déduit alors par opérations algébriques lim ——— = +oc.
. i - z—+oo 22% 4 3e~%
5. Appliquons les mémes techniques que dans la question précédente : & En cas
d’indélermination,
eT+1 e 14e® Uezponentielle de x
= — ¥ 00 Vemporte sur la

3w gl el iy ;
T i T l1—=x r—4o0 puissance de r.
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&2 Lorsqu'on dérive

T
une fonction composée
de la forme
J(z) = e®*), on peut
toujours facloriser
f'(z) par
f(z) = eu).

2 pn fait [ est
indéfiniment
dérivable !

& Pour tous a et b,
la+ b < |a] + |B]

avee égalité si et
setdlement sia el b
sonl de méme signe.

6. On reconnait ici une forme indéterminée <0x oo=. Effectuons le changement
de variable y(x) = & —— 0%. On se raméne ainsi & étudier la limite en 0
R e - )

1
de g(y) = " x (e¥ — 1). Pour cela, notons que

() 1 e¥-1

] = — X —_— 0

i Yy y y—0+ ¥

Par composition, il en résulte que z%(ex — 1) = g(1/x) — k0, A
=00

_ Exercice 5.8
On met en ceuvre la méthode 5.7. 11 vient

1
P i/
L file)=——; e'/=.

2. fi(z) = (622 + 6z + 4) **
3. fi(z) = (4 — T) ¥ —Te+d
’ 1 3
4. fifz) = (2~ ) e
5. fifa) = 5 e
2 .
6. 11 )_—SI -2z 412 ‘):i:L i

2 4+ 8z + 16

Exercice 5.9
[ est dérivable deux fois sur R et pour tout = € R, nous avons :

JFlz)==2e* -z -2, f"[::r} =%¢" =2 f”{.’l:} =2 (e —1)

L’étude du signe de f”(z) est aisée, et nous permettra d’en déduire successi-
vement le signe de f'(x) et de f(x).

fi(@) 20 <= 220 x |—-o0 0 +c0
On en déduit que f’ admet comme va- () — i
leur minimale f(0) = 2 > 0. Par
conséquent () +00 N g +00

Ve eR, f'(z) >0 4
+o0

la fonction f est done strictement crois- f(z) 0 /
sante sur . e /

Finalement, nous obtenons que f(x) sera positif, si et seulement si, = l'est. A

_ Exercice 5.10

gt —g™® W
1.Soit z e R, e*+e* > 0, done f(z) = = est bien défini. De plus,
d’apres l'inégalité triangulaire,
EJJ e E—.z Ir,:l? o f,—ll' {Jl'!' + r_-r—I
|f{$)| e b = —;rl T -
et 4 e et 4+ ¢ et 4+

Autrement dit, pour tout réel z € R, —1 < f(z) < 1.
2. f est dérivable comme quotient de telles fonctions et pour tout = € R,
{e_:r @ f—:rli e (c:c 275y e—m)Z 4

I'@)= -

(C:I? e e—:{.‘]i i ((.‘"" i ﬂ—'.':)! > 0.
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La fonction f est donc strictement croissante sur R.

3. Etudions les limites aux bornes de 'intervalle de définition.

Au voisinage de 400, on factorise numérateur

et dénominateur par e”, il vient T |- 0 +00

A i Y e ~ f'(z) + 1 +
2 et +e* 14e 2% ztoc :

xr

En factorisant par e au voisinage de —oco, |f(x) -
on en obtient lim f(x) = —1. =1
T—F— 0D

4,
t Le graphe de f admet
y=f=) les droites d’équations
0
i i i i i i =41
-3 -2 -1 0 1 2 3 y

comme asymptotes ho-
rizontales. A

_

_ Exercice 5.11
1. f est dérivable sur B** comme produit et pour tout x > 0,

F@)= (1= 2)eV=.

Par conséquent f'(z) > 0 < x> 1.
2. Au voisinage de +o0, on a par opérations algébriques, f(x) T +00.
x o

Au voisinage de 0, effectuons le changement de variable y(x) = < — +o0.
© 230

Comme lim < = 400, il s'ensuit que f(x) — +00.
Y—=+oo =0t

3. Le tableau de variations résume ces propriétes.

Au voisinage de 0, la droite d'équation
x = 0 est asymptote verticale & la courbe
F{z) - 0 + représentatique de f. Au voisinage de 400,
il ¥ a aussi une branche infinie. Nous allons
f(x) o \‘ / T montrer que la droite d’équation y = z + 1 est
€ 3 3 .
asymptote a la courbe.

@ 0 1 400

el/* —1
4. Au voisinage de +o0, f(z)— (z+1) = 2(e!/* —1) -1 = —5— — 1. Effec-
) eV —1
tuons le changement de variable y(r) = + ——— 0%, Comme lim =

T—+o0 y—0+ i

1, il s'ensuit que lim f(x) — (x + 1) = 0. Par définition, c'est dire que la
T+ 400

Bl

droite d’équation y = 2 + 1 est asymptote i la courbe.
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Exercice 5.12
1. Soit g(x) = ze* — e 4+ 1.

a. g est dérivable sur R** et pour tout = > 0, ¢'(z) = xze® > 0. Par
conséquent, la fonction g est strictement croissante sur R+,

b. Comme de plus g(0) = 0, nous pouvons en conclure que pour tout
z >0, g(z) > 0.
2. Finalement, f est dérivable sur R** comme quotient de telles fonctions
dont le dénominateur ne s’annule pas et pour tout réel z > 0, on a :

f(x) 2re®* —e?* —1  g(2x)
Tl = =
2 72
D’aprés la question précédente, g est a valeurs strictement positives et par
conséquent f'(x) > 0. On en déduit que f est strictement croissante sur R**.
A
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Cha pitre

Fonction logarithme

C'est un Ecosmis, John Napier, souvent francisé en
Neper, qui inventa les logarithmes. Pour le faire, il
considera deux vehicules, I'un allant a une vitesse
uniforme et l'autre a une vitesse proportionnelle a
la distance restant a parcourir. Il considere que la
distance parcourue par le second est le logarithme
de celle restant a parcourir par le premier. John
Neper est aussi l'auteur d'écrits théologiques qui
eurent a son époque une grande diffusion.

John Napier
1550-1617



B les incontournables

m Maitriser les regles de ealeul avee la fonetion logarithme :

» pour caleuler le logarithme d’un produit, d'un quotient, d'une puissance ou
d’une racine carrée;

» pour calculer une somme, un différence de logarithmes.
m Utiliser les propriétés de la fonetion logarithme :

» pour comparer des expressions;

» pour étudier des limites de fonctions :

» pour dériver une fonction composée avec un logarithme.

B et plus si affinités

2
—
=
O
L
==
Q
o

m Utiliser les propriétés de stricte croissance de la fonetion logarithme et de sa fonetion
réciproque,

» pour résoudre des équations mettant en jeu des logarithmes;

» pour résoudre des inéquations.
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mm Réesumé de cours

B Définition et régles de calcul
Définition

A Taide du corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires pour les fonctions strictement
monotones, on démontre que :

Théoreme-Définition 6.1.— Pour tout réel & > 0, I'équation exp(t) = x, d’'inconnue t € R, admet
une solution réelle unique, appelée logarithme népérien de & et noté In(z). On note

In: R = R
z — In(z)

la fonction qui 4 tout réel strictement positif associe son logarithme népérien.

Attention ! le réel In(x) est défini seulement pour @ strictement positif mais il peut prendre toute
valeur réelle.

Proposition 6.2.— Ainsi, par définition

s Pour tout réel z > 0, "*) =2 m  Pour tout réel z € R, In(e”) = x.

Vocabulaire : les fonctions exp : R — R*™ et In : R™ — R sont dites réciprogques 'une de
Uautre.

Regles de calcul avec la fonction logarithme

Théoreme 6.3.— Relation fondamentale —.

Pour tout (z,y) € R™ x R™™, In(z x y) = In(z) + In(y)

Retenez que : le logarithme d'un produit de nombres strictement positifs est la somme de leurs
logarithmes.

A partir de cette relation fondamentale, les autres regles de caleul se déduisent aisément :

Théoreme 6.4.— Reégles de calcul pour les logarithmes ® —,

m In(1l) =0et In(e) = 1.

= Pour tout (z,y) € R™ x BT, In(z x y) = In(z) + In(y).
s Pour tout (z,y) € R™* x Rt* In(z/y) = In(x) — In(y).
a Pour tout x € R, In(1/2) = — In(z).

a Pour tout x € R**, n € Z, In(z") = nln(z).

FONCTION LOGARITHME gomnm




B Variations et graphe

Sens de variation de la fonction logarithme

Proposition 6.5.— La fonction In est dérivable (et done continue) sur R* et :
1
m Pour tout x € R**, In'(z) = o

Par conséquent, In : RT* — R est une fonction strictement croissante :

m Pour tout (z,y) e R** x R**, 2 <y < In(x) < In(y).

Limites de la fonction logarithme

Théoreme 6.6.— Limites de la fonction logarithme —.
m lim In(z) = - m lim In(z) = In(a) m lim In(z) =+o0o
x—+0+ T—+a T—++00

Pour lever les formes indéterminées, nous disposons des limites de référence suivantes :

Théoréme 6.7.— Soit n € M.

In(x In(1l +x
m lim n(z) =0 m lim zin(z)=10 m lim M =1
r—++o0 & =04 M x

Tableau de variations et graphe

€T 0 1 +0
In'(z) + 1 +

In(x) 1

s La tangente en 1 a pour équation y = — 1.

e La tangente au point e, a pour équation y = x/e.

Remarque : les fonctions exponentielle et logarithme étant réciproques I'une de 'autre, leurs
graphes sont symétriques par rappport a la premiere bissectrice.
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mm Methodes

B Calculer avec des logarithmes

Utiliser les régles de calcul

(A Méthode 6.1.— Comment calculer avec les logarithmes
D’aprés les regles de caleul avee la fonetion In, pour tous réels strictement positifs a et
b, pour tout entier n € Z, on a
s la somme de logarithmes est le logarithme du produit : In(a) + In(b) = In(a x b);
s la différence de logarithmes est le logarithme du quotient : In(a) — In(b) = In(a/b) ;
m la moitié du logarithme est le logarithme de la racine carrée : 1In(a) = In(\/a);

m le n'*™¢ jtéré du logarithme est le logarithme de la puissance n'*™¢: nln(a) = In(a").

Exemple : pour tout réel x, simplifions 'écriture de f(z) = In(vVa* +1 —x) + In(vVz® + 1 + x).
On peut noter que pour tout réel z, vz? 4+ 1 > Vil = |z|. Ainsi Va2 +1—2 > 0et V2 + 142> 0
et par consequent f(x) est bien défini pour tout réel x.

En outre, d’apres la méthode 6.1 cette somme de logarithmes peut encore s'écrire comme

f@)=Iln((Vz2+1-2)x(Vr2+1+4z)) =hh(2*+1)-2*)=(1)=0
La fonction f est la fonetion constante égale 4 0!

Mise en ceuvre : exercice 6.1.

Transformer une écriture

D’apres la relation fondamentale, on peut simplifier une somme de logarithme en le logarithme du
produit.

Exemple : simplifions la somme suivante

gl (5)) +In G) +1n G) povenin (%) - (

Mise en ceuvre : exercice 6.2,

\-'l'—'

3 9 1
S e s Pl X e Tnim
X 7% ¥ ”}) In (lﬂ) In(10)

Obtenir des inégalites

(d Méthode 6.2.— Comment comparer deux logarithmes
Les logarithmes de deux réels strictement postifs, sont rangés dans le méme ordre que
ces réels! En effet la fonction logarithme étant strictement croissante, on a :

s In(z) <ln(y) < z<y s In(z)=Inly) < z=y

En particulier In(z) >0 < 2z > 1.
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B Résoudre des équations ou des inéquations avec des logarithmes

(Jd Méthode 6.3.— Comment étudier le signe d'une expression
Pour ce faire, plusieurs méthodes sont envisageables :

» On peut factoriser I'expression et appliquer la régle des signes.

» On peut résoudre une inéquation en raisonnant par équivalences.

» On peut étudier ses variations.

Mise en ceuvre : exercice 6.9.

d Méthode 6.4.— Comment résoudre une (in-)équation avec des logarithmes
Avant tout, il faut bien préciser le domaine de définition de I'équation (méthode 1.7).
Ensuite,

» On peut raisonner par équivalences a I'aide de la méthode 6.2.

» Si I'équation ou inéquation ne fait intervenir que des puissances de In{x), on peut
effectuer un changement d’inconnue : y = In(x) pour se ramener & une équation ou
inéquation polynomiale d’inconnue y.

Exemples :

7 i ; dx + 2
1. Résolvons I'équation In ( 1 +l )= In(2?):

1 -

(1] L’équation est définie pour > 0 et 2% > 0, c’est-a-dire lorsque = € [—2,1] et = # 0. Par

T —
conséquent, I'équation est définie sur D =| — oo, —2[U]1, +00|.
Soit donc x € R. Raisonnons par équivalences, il vient :
4r + 2 ; z€D reD
In ( 1 ) = In(z?) = { dz4+2 5, .
- ;

=1 -z —4x-2=0
r—1

—1 est racine évidente de I'équation polynomiale z* — 2° — 42 — 2 = 0 qui se factorise sous la forme
(x +1)(x% — 22 — 2) = 0. D’aprés les formules pour les équations du second degré (méthode 4.8),
il vient

4+ 2 - 2 reD - I
l“(:r—]}_]nu } { s=—louz=1-+v3ouz=1++3 = r=1+V3

Finalement, § = {1 + /3}.
2. Résolvons I'inéquation In(z) — elIn(z) + In(1/x) > —e. Cette équation est définie pour o > 0.
De plus, pour tout = > 0, on a

In?(z) —eln(z) +In(1/z) > —e = In*(z)—(e+1)In(z)+e>0 <= { ,::j"E:—h{]r(';:E y+e>0
Le trinéme 32 — (e + 1)y + e est du signe positif 4 'intérieur de I'intervalle des racines, soit dans
]1,¢[ ici. Par suite In*(z) — eln(z) 4+ In(1/2) > —¢ <= 1ln(z) < e <= 0 <z < 1. Finalement,
15 :lﬂ. 1[
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B Etudier des fonctions avec des logarithmes
Calculer des limites

Nous consacrons un chapitre entier a I'étude des limites. A ce stade, nous étudions quelques limites
simples mettant en jeu des exponentielles.

(d Méthode 6.5.— Comment étudier une limite
On connait parfaitement les limites de référence avec la fonction logarithme (théoreme
6.6 et théoreme 6.7). Pour s’y ramener, on utilisera :

» les opérations algébriques sur les limites ;

» une transformation d’écriture ;

» un changement de variable.

Exemple : étudions la limite quand x tend vers +o0o de zIn(1 + 2). Lorsque x tend vers +oo,
In(1 + J—’) tend vers (), il v a donc une forme indéterminée. Effectuons le changement de variable
y=32 ona

o yz)=2—=0 5
E—+400 H
Par composition, il en résulte que —In{l1 4+ =) ——— 1
. In(1+y) 1 pos 1 3 ( J"-) R
uy y—0

Finalement, par opération algébrique, il en résulte que lim wxIn(1 + %} = 3.
=00 .
Mise en ceuvre : exercice 6.6.

Calculer des dérivées

(J Méthode 6.6.— Comment dériver la fonction composée r — ln (u-[;r})
Si x v+ u(x) est une fonction dérivable dans un intervalle I et a valeurs strictement
positives, alors z ++ In (u(x)) est aussi dérivable dans I et

Pour tout = € T, (111{11{:1.'})}! -

Notation : la notation (In{n{.rr}}}’ est abusive, il est plus correct d’éerire {ln(-uj]’[.r].
Exemple : la fonction f(x) = In(In(x)) est définie si x > 0 et In(x) > 0, c'est-a-dire si x > 1. De
plus, pour tout récel x > 1, on a 1

fig)= xIn(z)

Mise en ceuvre : exercice 6.7.
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mm Enonce des exercices

B Manipuler les logarithmes

Exercice 6.1 : Exprimer en fonction de In(2) les réels suivants :
1. In(8) 3. In(16¢) 5. In(64/e?)
2. In(3) 4. In(v/2) 6. In(v5—1) +In(v5+1)

Exercice 6.2 : Transformer sous la forme d’un seul logarithme les réels suivants :
1. In(2) — 3In(3) + In(8) 3. In(v24+ 1)+ In(v2-1) 5. In(3 + /5)% + In(3 — /5)?
2.51n(3) + 3 In(2) 4. 61n(v/2) — In(23/3) 6.Invv11—-3+InvVv11+3

Exercice 6.3 : Etablir les égalités suivantes :
1. Pour tout # > —1, In(z®> — 2 + 1) = In(2* + 1) — In(x + 1).
. r—3
2. Pour tout z > 3, In(z® —= 22— 3) - 2In(z+1)=In (r_)
r+1

B Résolution d’'équations et d’'inéquations

Exercice 6.4 : Résoudre dans R les équations suivantes :

1. In®*(z) — 3In(x) = 4 3. In(2z + 1) +In(2z — 1) = In(z + 2)
2. 2In(y/x) + In(1 — ) = 21n(z) 4. In*(z) + n*(z) — TIn*(z) — In(x) + 6 =0
Exercice 6.5 : Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1. In(z* =2 —2)>2In(3 — 1) 3. In(z) + In(z + 2) < In(2? — 2z + 2)
-8
2. In(1 + €*) + In(1 — €*) > % 4. In*(z) + In(x) — 10 < ()

Exercice 6.6 : Résoudre les systémes :

1 { 21n(z) + 51n(y) -1 243y = T In(2%y*)
" | 3In(z) - 7in(y) 13 | In(z)+2In(y) = In(2) | In(z®/y") = 11

I
|
e

B Etudes de fonctions
Calculs de dérivées

Exercice 6.7 : Pour chacune des fonetions suivantes, déterminer son ensemble de définition et de
dérivabilité et caleuler la dérivée,

1. fi(z) = In(In(z)) 3. fs(z) = In(Vx) 5. fs(z) = /2 - In(xz)
» 2 Py
2. fa(z) =In (jt ]i) 4. fy(z)=1In (?:; _:_51) 6. fo(z) = 1 _-llu(:c)

Calculs de limites

Exercice 6.8 : Etudier les limites suivantes :
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. T A |
1. lim In (:I +1) 3. lim ML+ 3 5. lim — + In(x)

r—+4o0 2 — z—0 In(1 + 2z) r—0+ 22
2. lim xln’(z) - 3n(x 4. lim In(e” +1) -2 6. Ly 10
» Jim wln (z) — 3In(x) - lim n(e® +1) -2z o Wy

Etudes complétes

Exercice 6.9 : Soit f la fonction définie sur [1, 400 par f(z) = . + In (L)
r+1 z+1

1. Vérifier que f est définie et dérivable sur [1, +o0c|.

2. Calculer la dérivée de f et en déduire ses variations.

3. Etudier la limite de f en 400 et compléter le tablean de variations.

4. En déduire le signe de f sur [1, +o00[.

Exercice 6.10 : Soit f la fonction définie sur R** par f(z) = 2* — (z + 1) In(z).

1. Vérifier que f est définie et dérivable deux fois sur R et pour tout x > 0, calculer f'(z) et
().

2. Calculer f'(1) et en déduire le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.

3. Dresser le tableau de variations de f.

4. Etudier les limites de f en 0 ¢t en +o0 pour compléter le tableau de variations de f.

Le saviez-vous?

Les logarithmes permettent de transformer une multiplication en
addition, Aussi ont-ils permis d’effectuer des caleuls beancoup plus
ardus et ont amené d’énormes progres scientifliques, en particulier
en astronomie, aux XVII® et XVIII® siecles.

mm Indications

Ex. 6.1
On met en cuvre la méthode 6.1.

Ex. 6.2
Pour transformer ces expressions, vous utiliserez les régles de calcul avee la fonction logarithme,
rappelées dans la proposition 6.4.

— Ex. 63

1. On pourra partir d'une factorisation de x* + 1.

FONCTION LOGARITHME 95 ENm



mm Corrigé des exercices

& Voir la proposition
6.4.

& On utilise la
proposition 1.6.

£ Voir la méthode
4.5.

Exercice 6.1
On met en ceuvre la méthode 6.1 pour simplifier ces expressions. Il vient :

. In(8) = 111(2' ) = 31In(2).

.In(%) = —In(22) = —2In(2).

: ]:1( Gr* =In(2* x ) =In(2*) + In(e) = 41In(2) + 1

In(v2) = 1 In(2).

In(64/¢ } = In(2%) — In(e?) = f:nln[ ) =2.
n(v5-1)+In(v5+1)=In((vV5-1)(v5+1)) =In(5-1) =2In(2). A

Exercice 6.2
Il s’agit 14 encore d’appliquer les régles de calcul avec la fontion logarithme.

1. In(2) — 3In(3) + In(8) = In(2 x 8/3%) = In(16/27).

2. 5In(3) + 3 In(2) = In(3° x V2) = In(243/2).

3.In(v2+1)+In(v2-1)=In ((VZ+1)(v2-1)) =In(1) =

4. 61In(+/2) — In(2%/3) = In(2% x 23 x 3) = In(24).

5. In(3 +v5)2 +In(3-v5)? = In((8+v5)? x(3-v5)?)
= In((9 - 5)*) = In(16).

6.

In(y/vV11-3)+In(y/V11+3) = ]11[\/(\/ﬁ—3}(m+3])
1

n(v11 - 9) = In(v2).

Exercice 6.3
1. Soit & > —1, on sait d’apres I'identité remarquable

P rl=(+1)(z*-2+1).
Or,pour z > —=l,onax’*+1> 0,241 > 0 et 2% =2+ 1 > 0, par conséquent
les regles de calcul pour la fonction logarithme s’appliquent et donnent :
In(z® + 1) = In(z + 1)((2® — 2 + 1) = In(z + 1) + In(z? — 2 + 1),
d’on l'on tire 'expression demandée.
2. Soit x > 3. Etudions tout d’abord le signe du trindme 22 — 22 — 3. La

méthode pour 1'étude du signe des trindmes montre que a° — 2r — 3 = (z +
1)(x —3) est strictement positif pour z > 3. Ainsi, pour & > 3, 2% - 22 -3 > 0,

4 T
de meéme

_3 >0et x+1 > 0. Ainsi,
In(z? =2z —-3)—2In(z+1) = In((z—-3)(xz+1)) —2In(z+1)
= In(z—-3)+In(z+1)—2In(x+1)

-3
= Infz—-3)-In{zr+1)=In (?)

A

HE 9%

CHAPITRE 6



Exercice 6.4
On met en ceuvre les différentes stratégies proposées dans la méthode 6.4.
1. Comme Péquation In*(z) — 3In(x) = 4 s’exprime uniquement avec des
puissances de In(z), nous allons effectuer le changement d'inconnue y = In(z).
Il vient :

Fpoy o x>0,y = In(x) z >0,y =In(x)
In*(z) —3ln(z) =4 < {y2—3y—4=0 = S PR

< In(z)=-1loulhniz)=4 &= =0

' ou z = ¢?
Finalement 8§ = {e™',e%}.
2. L'équation 2In(y/7) + In(1l — z) = 2In(z) est définiesi z > 0 et z < 1.
Soit & €]0, 1[. Utilisons les régles de calcul avec la fonction logarithme pour
simplifier cette équation. Il vient
. L x €0, 1]
2In(v/z) + In(1 — ) =2In(z) <= { In (z x (1 — 2)) = In(z?)

x €]0,1]
= { In{x —2?) = In(z?)

Finalement, la méthode 6.2 permet de se ramener 4 une équation polyno-
miale :
x €]0,1]

2In(v/z) +In(l —z) =2In(z) { 2(2z —1) =0

Comme 0 ¢]0, 1[, il en résulte finalement que S = {3}.
3. Cette équation est définiesi 2e+1 > 0et 22— 1 > 0 et z + 2 > 0, soit sur
I§+:)o[ En ce cas,

In(2z+1)+In(2z-1) = In(z+2) < In(dz’> —1) =In(z +2)
= 4z’—-z-3=0

Cette équation polynomiale de degré 2 admet pour racines 1 et —-: Comme £ On met en auvre
__: é]_;_ +3¢,[, il vient & = {1} ln méthode 4.4.

4. Comme cette équation s'exprime uniquement avee les puissances successives

de In(x), on effectue la changement d’inconnue y = In(z), pour = > 0. On se @ N'oubliez pas de

ramene ainsi a la résolution de I'équation poynomiale tenir compte du
domaine de définition

y‘l B y3 — Tyz i 6=20 de Udquation initiale !
Pour ce faire, on met en ceuvre la méthode 4.6. On observe successivement
que 1 et —1 sont des racines évidentes de cette équation qui se factorise done
sous la forme 2 .
Y-+ +y-6)=0

Finalement, les formules pour le deuxieme degré donnent deux nouvelles € Voir la méthode
racines 2 et —3. Finalement 44.

In*(z) + In*(z) — 7TIn®*(z) — In(z) + 6 =0 < In(z) € {1,-1,2,-3}.
Finalement, § = {e,e™!, e, e} A

— Exercice 6.5
1. Le trindme 2% — 2 — 2 admet deux racines —1 et 2. La méthode 4.5 permet
d’en déterminer le signe. Comme 3 — & > 0 seulement si & < 3, I'inéquation
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e Pour tout réel x,
onae®+1>0,

g Le discriminant de
22 —2r 42 est
strictement négatif. La
méthode 4.5 permet
d’en conclure que pour
tout réel =, on a

2 -2 4+2>0.

& On procéde par
identification des

proposée est définie pour x €] — oo, —1[U]2, 3[. Pour un tel réel z, appliquons

alors la méthode 6.2, il vient
In(z? —2-2)>2Im@B-2) <= z2*-z-2>(3-2)°

= 2?—r-2>1’-6x+9 = 5r>11

Finalement, § =]2, +00[N]2, 3[=] &, 3[.

2. L’inéquation est définie si 1 — ¢* > 0, ¢'est-a-dire si * < 0. En ce cas,
d’apres les régles de calcul pour la fonction In, I'inéquation est équivalente a
1 —e®* > /e, soit €** < 1 —/e. Comme 1 — /¢ est strictement négatif, cette
inéquation est impossible : & = {).

3. L’inéquation est définie si > 0 et 2 + 2 > 0, soit pour z > 0. Or pour
x>0 ona

In(z) +In(z+2) <In(zx? =22 +2) <= 22+2x<2?-2x+2

1
= dzr<2 & T{E

Ainsi, § =]0, 3.

4, Cette inéquation est définie pour z € R\ {1} =]0,1[U]1, +oc[. Pour
résoudre cette inéquation, nous effectuons le changement d’inconnue, y =
In(z). 1l vient

In(x)

In®(z) + In(z) — 10 < = yY+y-10< '-?8

8
— y2+y-10+5::n

¥ +y*— 10y +8
” <

— 0

Pour étudier le signe du polynéme P(y) = y* + y* — 10y + 8, nous allons le
factoriser i I'aide de la méthode 4.6. On observe que 1 est racine de P ce qui
permet d’obtenir une premiere factorisation :

P(y) = (y — 1)(y* + 2y — 8)

coefficients.
Puis a I'aide de la méthode 4.4, on obtient finalement :
Ply) =@y -1y —-2)(y+4)
Un tableau de signes permet alors de conclure :
Y - —1 0 1 2 400
=i = = - 0 + +
y? 42y —8 g B = 2 = B
¢ s
ﬂ + 0 - || + 0 - 0 +
Y
Finalement In*(z) + In(z) — 10 < ]_(8] < In(x) €] — 4,0[U]1,2[, d’oir
n(zx
S =le™, 1[U]e, €2]. A
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— Exercice 6.6
1. Ce premier systeme est défini pour z > 0 et y > 0. Pour le résoudre,
effectuons le changement d’inconnues X = In(z) et Y = In(y). Il vient

) s {2]11{.1-}4—5111[3;} = 1 @{EX—!-EY = -1

3In(z) - Tln(y) = 13 3X-7Y = 13
= X=2etY¥=-14%s="ety=¢""
Finalement S = {(¢?,e7")}.

2. Le systéme est aussi défini pour z > 0 et y > 0. Remarquons tout d’abord
que

2r4+3y = T 2e+3y = 7
(2) { In(z) +2In(y) = In(2) = { In(z x y*) = In(2)
2r+3y = 7 A +8y = 7
=y { Exid = 9 e.=>{y & =

I = 2/3[2
= {3y:‘-Ty2+4:0

Pour résoudre I'équation polynomiale 3y* — 7y® + 4 = 0 dans B**, nous
appliguons la méthode 4.6. En remarquant tout d’abord que 1 est racine
évidente, puis en factorisant ce polynome, nous obtenons finalement ses 3
racines réelles : 1, 2 et —2 < 0. Comme nous résolvons dans BR**, les couples
(x, y) solution de (2) sont S = {(2,1),(3,2)}.

3. Ce systéme est défini uniquement pour x > 0 et y > 0. Pour le résoudre,
nous effectuons le changement d’inconnues, X = In(z) et ¥ = In(y). Il vient

In(z?y*) = -4 2X+3Y = —4

Gy = {ln(:uﬂ;yd} = 11 3X —4Y = 11
X = 1 r = e
= Y = -3 Sy = 7

Finalement, ce systéme admet un unique couple solution S = {(e,e™%)}. A

_ Exercice 6.7
1. Pour que la fonction composée fi(x) soit défini et dérivable, il faut et il
suffit que x > 0 et que In(x) > 0, ce qui revient a dire que x > 1. f; est donc

définie et dérivable sur |1, +oc[ et pour tout = > 1, fi(z) = zn(z)

2. f5 est définie et dérivable sur | — oo, —1[U]1, +00[ et pour un tel réel z, on

2
3.,(';{'1.:': 1_1:2'

3. f3 est définie et dérivable sur R** et pour tout x > 0, on a fi(x) = 22"
T
4. fy est définie sur R et pour tout z, fy(x) = In(2z% + 1) — In(z? + 5). Par
dx 2z

suite, elle est déivable sur R et fi(z) = - — ;
; : 202 +1 2245
5. Pour que fs(x) soit défini et dérivable il faut et il suffit que 2 > 0 et que
In(z) < 2. Ainsi, elle est définie et dérivable sur ]0, ¢2[, et pour tout z €]0, 2],
1

2x+/2 — In(z)

on a fi(r) = —
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2 Voir la méthode
9.2.

2 Vous eonnaissez
les limnites wsuelles
pour la fonetion
fogarithme, théoréme
6.6 cf théoréme 6.7.

& Blies sont rappelées
dans le théoreme 6.7.

2 En cas
d'indétermination
entre une puissence de
T el une puissance de
In{zx), c'est la
puissance de x qui
Uemporie,

6. Finalement, f; est définie et dérivable sur |0, e[U]e, +0¢], et pour un tel réel

z, on a fi(z) = alieing) 2:1:111(.1{]_ A

(1 - In(z))?

_ Exercice 6.8

2?+1 _ 14272
+ w0 > 1. Comme lim In(y) = 0, il
-2 1—2:=2 zo4oo y—+1

1. Posons y(x) =

. : - _— 241
s’ensuit par composition des limites que lim In =10,
F—ro0 xrt —2

2. Il s’agit d'une forme indéterminée «oc — oc=. Pour la lever, nous mettons
en ceuvre la méthode 9.5. On a

zln®(z) — 3In(z) = zln®(z) [ 1 - 3 F +00
xln(z) | zo+oe ’

3. Il s’agit d’une forme indéterminée «3=. Pour la lever, remarquons que

In(1+2)  In(l+x) ” 2 g 1
In(1+2z) = In(1+42zx) 2
In(1 + u) In(1+2) 1

Comme :{E}: T = 1, il s’ensuit que 111 o+ 5 e

4, 1l s’agit encore d'une forme illdétcrmincn «00 — oo, Cette fois-ci, utilisons
les régles de calcul pour la fonetion logarithme. Ecrivons In(e® + 1) — 22 =

In(e* 4+1) —In(e**) = In (0 |

=ul In(e~* 4+ e 2%). On a par somme y(x) =
e 4 e 4 0% et In(y) ——— —oc¢. Par composition des limites, il
F=p 400 y—0+
en résulte que lim In(e® 4+ 1) — 22 = —occ.
I— 00

5. Utilisons la méthode 9.5. Factorisons par le terme prédominant, il vient

41

+In(z) = -_:—2 (14 2+ 2*In(z))

Par croissances comparées, on a x° In(x } —3- 0, par opérations algébriques

sur les limties, il e

(x) = +o0.
6. Il s’agit d'une forme indéterminée «===». Nous factorisons numérateur et
dénominateur par son terme prédominant, il vient

1 —In(x) ln( } —1+1/In(x)

14z ,/‘. 1+1/Vx

) , A 1- In( 4,
Par croissances comparées, nous en déduisons que  lim =0 4

T—4+00 ]_-I-"/_

_ Exercice 6.9 :
T

Soit f: [1, R définie ) = —— +1 i

oit f : [1,4occ[— R définie par f(x) i + n(r+1)

1. Comme pour r € [l,+ool,onaz+1# 0et 57 > 0. Ainsi la fraction
rationnelle z — 5

est bien définie, mais en outre, elle est A valeurs dans R™*,
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domaine de dérivabilité de la fonction In. Par composition, z + In 5™ 1)
@

est bien définie et dérivable. Finalement, f est bien définie et dérivable comme

somme de telles fonetions.

2. Soit @ € [1,+oc[, on a

fiz) = ﬁ + In(z) —In(z + 1)
i B 1 1 1 —r+ (22 + 22+ 1) — (22 + x)
Fe) = e R g x(z +1)?
1
BT i

Comme f’ est strictement positive, il s’ensuit que f est strictement croissante.
3. Etudions la limite de f en +o0c. Par opérations algébriques, on a directement

- 5 - P = —3 - I —
——— 0. De plus, y(x) m} 1. Comme itlzll In(y)

=
R S z+l 14z
0, il en résulte par composition, que l‘ll_'I_l f(z) = 0. Nous pouvons compléter
E—T 00

le tableau de variations de f :

& e ot f(1) = % — In(2).
g 4, Finalement, comme f est crois-
F(x) * sante et tend vers 0 en 400, nous
0 en déduisons que [ est strictement
a o
f(=) f(1) 2 négative sur [1, +o0]. A

Exercice 6.10
Soit f la fonction définie sur R** par f(x) = 2? — (z + 1) In(x).

1. D'apres les propriétés de la fonction In (proposition 6.5) f est définie et
dérivable deux fois sur R** et pour tout = > 0, on a

'+ 1 1

flz) = Qm—ln(m}—T: =2;n—1n{:1r)—1—;
1 1 232 —x 4+ 1

Iyt = %

f"(x)

2. On peut noter que le trindéme 22? — 2 4+ 1 n’a pas de racine réelle et reste

strictement positif sur R. Par conséquent, f” est strictement positive, ce qui & Avec les notations

entraine que f' est une fonction strictement croissante sur R, Or f'(1) =0,
par conséquent, f'(x) > 0 si et seulement si x > 1.
3. Le tableau suivant résume ces propriétés de f.

x 0 1 4o
F(z) + +

5

f'(z) o

de la méthode 4.5, on
aa>0et A <0

FONCTION LOGARITHME
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4. Pour compléter le tableau de variations de f, étudions ses limites aux bornes
de l'intervalle de définition.

e Au voisinage de 0, le théoreme 6.6 donne directement lilT{lJ f(z) = +o0.
Tr—¥

¢ Au voisinage de 400, nous sommes en présence d'une forme indéterminée
<00 — oo». Factorisons par le terme prédominant, il vient

flz) = 22 (1— i P ln(:l:))

I I

= ;1:2(1—(14—;]"}%@)

A Taide du théoréeme 6.6, nous pouvons affirmer que

Ini=)

— U par
=400 pd

croissances comparées et conclure ainsi que lim f(x) = 4o00. A
e O
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Chapitre

Fonctions puissances

Nicole Oresme est un théologien et
mathématicien francais du XIV® siécle. Ses
contemporains n‘attachaient que peu d'intéret
pour les sciences. Ceci explique que ses
découvertes soient passées inapergues. Deux
siecles avant Descartes et Galilée, il repére
des points par deux coordonnées et énonce la
loi du mouvement uniforme. Il introduit les
puissances avec des exposants fractionnaires
et énonce la regle (xp)q = xpq

MNicole Oresme
1325-1382



B les incontournables
a Maitriser parfaitement les régles de ealeul avee les puissances :
» pour calculer la puissance d'un produit, d'un quotient,
» pour calculer la puissance d'une puissance, d'une racine carrée ou d'une ex-
ponentielle,

» pour calculer le logarithme d’'une puissance.

B et plus si affinités

m Utiliser les propriétés des puissances

OBJECTIFS

» pour résoudre des équations mettant en jeu des puissances et des racines ;

» pour é¢tudier des limites de fonctions.

Le saviez-vous?

Elever un nombre i la puissance % est synonyme de prendre
sa racine carrée. L'utilisation du mot racine nous vient des
mathématiciens indiens du milien du premier millénaire. Pour enx,
de méme que la racine d’un arbre est cachée, celle d'un nombre
est a découvrir; on parle meme parfois d’extraire la racine d'un
nombre. Cette expression a été empruntée par les mathématiciens
arabes au IX® siecle qui nous l'ont 4 leur tour, transmise au Moyen-
Age.
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mm Réesumé de cours

M Définition et regles de calcul
Définition des puissances d'exposant un entier relatif et de la fonction racine carrée

Définition : Fonctions puissances d’exposant un entier relatif —. Soitx € R, ne Z

mn

» Sin €N, on définit la puissance n*™ de x par p,(z) = 2" = I I T=T K oewrres X .
'N_.,‘,_n"
k=1 n fois
. G ; b 1
» SinelZ, et x € B*, on définit la puissance n*™® de x par p,(x) = 2™ = —Tr
e

Remarque : en particulier pour tout z e R* et n > 0, 27" = —.
T

Théoreme-Définition 7.1.— La fonction racine carrée —. La fonction carrée py est strictement
croissante et continue de l'intervalle [0, +o0c[ & valeurs dans lui-méme. On appelle racine carrée
de z € [0, 400, et on note /, I'unique solution positive de I'équation (d’inconnue t) t* = x.

Remarque : en CPGE, la définition des fonctions puissances sera étendue aux exposants rationnels
puis aux exposants réels qll{*lt*ﬂllqum Dans ce cadre ];]]Il‘: général, la racine carrée de z, sera tout
simplement la puissance d’ E‘}\.{](l"y:t[“ cdex:/r=2x2

Regles de calcul

Théoréme 7.2.— Régles de calcul avec les puissances ® — ., Soit (n,m) € 72, (x.y) € R* xR*.
ol — " e AT
i m —=z"" e e e
il U:I'l Yy
Bt =g s " no_ (:.'l': . y)" . (_Tﬂ)"" — pnxm

Corollaire 7.3.— Puissances et exponentielle et logarithme —. Soit n € Z*.
a Pour tout réel z, exp(nz) = exp(z)".

m Pour tout réel strictement positif z, In (z") = n In(z).

Remarque : ti}llt-f“n ces l(‘{.‘,’lﬂb 8 .11)pllquont, aussi aux exposants fractionnaires. Ainsi, si x est positif,
ona (r *] =g! =2, 2% x £? = 23, ou encore In(,/T) = ! 5 In(x).

Proposition 7.4.— Parité des fonctions puissances —. Soit n € Z.
» Sin est pair, la fonction puissance d’exposant n est paire.

» S5in est impair, la fonction puissance d’exposant n est impaire.

Remarque : pour les étudier, on pourra restreindre le domaine® des fonctions p, a3 RY et compléter
par symétrie par rapport i I'axe (Oy) si n est pair, ou par rapport au centre O si n est impair.

3. R on R* suivant que n est positif ou négatif.
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B Variations et graphes

Dérivées et sens de variation

Proposition 7.5.— Dérivées des fonctions puissances —. Soit n € Z.

La fonction py, est dérivable sur son domaine de définition® et pour tout z, (z") = na"'.

Tl

Notation : bien qu'usuelle, la notation (x")" est abusive ! On lui préférera p (x)!

Corollaire 7.6.— Variations des puissances sur B+ —, Soit n € Z.
» Sin>0,p,: BT — R est strictement croissante.

» Sin<0,p,:RY = R est strictement décroissante.

Proposition 7.7.— Dérivée de la fonction racine carrée —.
La fonction /" : R" — R7 est dérivable sur R™* et pour tout z > 0, (ﬁ]; = —.

Corollaire 7.8.— En conséquence, /" : Rt — BT est strictement croissante :
Pour tout (z,y) e R* xRt, 2 <y <= VT < /Y

Limites

Proposition 7.9.— Limites des fonctions puissances —.

» Sin>0 alors lim z" =0" et lim 2™ = +oo0.

r—s(t T—+0o
» Sin<0 alors lim 2" =40 et lim 2" =0%.
=+ r—++oo

Pour lever les formes indéterminées, nous disposons des limites de référence snivantes :

Théoreme 7.10.— Croissances comparées —. Soit n > 0.

z" In(z
s lim 2" =0 m lim —=0 w lim e = 0 wlim zn(x)=0
b s ] r=r4o0 % r=4o0 I 3]+

Tableaux de variations et graphes sur B*

3+ f = x?
& 0 400 ==
+o0
n >0 | paz) 7 0.4
ﬂ+
— = Y=z
+00 +00 LT
n<0|puz) Ny o gl
0 1 | :
0 1 2 3
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mm Methodes

M Transformations d'écritures

Calculer avec les puissances

d Méthode 7.1.— Comment simplifier un produit ou un quotient de puissances
Soit a, b des réels non nuls, n et m des entiers relatifs. Alors

" ”H w0 ”H‘E a—a ”n-}-m ™ “J'! W IFJ” — {1‘1 W I‘J‘}”
1 a" @.n

m—=a" n —=(-)
a” fyr b
’H‘

- 1 e Ll - {ﬂ:r}rn — gnxm
a™

Mise en ceuvre : exercice 7.1.

(d Méthode 7.2.— Comment factoriser une somme de puissances successives
Lorsque ¢ # 1 et n > 1, on peut utiliser l'identité géométrique pour factoriser la somme
1—qg"

des n premiéres puissances successives de ¢ : 1+ g+ ¢+ 4+ q¢" ! =

l—q

Calculer avec des radicaux

d Méthode 7.3.— Comment simplifier un produit ou un quotient de racines
Soit a, b des réels strictement positifs. Alors

a Pour tout a > 0, {\/'E}z =a m Pour tout a,b > 0, avh = vab
\/_ il
s Pour tout a € B, Va2 = ] » Pour tout a = 0,b > 0, ﬁ b

J Méthode 7.4.— Comment simplifier une racine carrée
Soit a > 0. Par définition, v/a = x signifiec que 2 = a et 2 > 0. Ainsi, pour vérifier que
va = b, il suffit de

[1] Vérifier que b* = a.
Vérifier que b = 0.

Exemple : simplifions v/ 4 + 2v/3. On peut remarquer que 4 4 2v/3 = 1+2f+ \/r_ = (1++v3)2.
Commeb=14+v3>0.onab®=4+2V3eth > 0. Par conséquent, v 4 4 2 =14++/3.

Mise en ceuvre : exercice 7.2.
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J Méthode 7.5.— Comment transformer une somme ou une différence de racines
Soit A, B des quantités positives. On peut transformer la somme ou la différence de leurs
racines carrées en multipliant et divisant par 'expression conjuguée.

» Si A+ B alors VA+ VB = (VA+ VB)(VA - ‘/EJ = ] :
vVA-VB vVA-VB

(VA-VB(VA+VB) _A-B

» Si (A, B) # (0,0) alors VA — VB =

VA+ VB - VA+VB

MW Etudier des fonctions avec des racines carrées

(d Méthode 7.6.— Comment résoudre une équation irrationnelle
Pour résoudre un équation irrationnelle, c¢’est-i-dire mettant en jeu des racines carrées,
on se ramene a une équation polynomiale au moven du schéma suivant

o A= B*? équation résolvante
A=B <= Gk :
B=0 compatibilité des signes

Ainsi, pour résoudre une équation du type f(xz) = g(z) ot f et g sont des fonctions
irrationnelles,

Bien préciser le domaine de définition de ces fonetions.
Isoler autant que faire se peut les racines carrées.

Egaliser les carrés en prenant les précautions nécessaires quant aux signes.

Exemple : résolvons dans R 1'équation irrationnelle 3 + /22 4+ 7 =17 — x. Pour tout x € R
. - 2c4+720 2r+7>20,14—2 >0
3+vV224+T7=1T—2 <+ { - = { iz =

Var+T7=14—= 22 + 7= (14 — z)?
Icr<id I<x<14
g2 =¥ = 7 =+ =
L { ¢ —30x+189=10 = { r=%oug=21

Finalement, comme 21 ne vérifie pas la condition de compatibilité, § = {9}.

Mise en ceuvre : exercice 7.4.

Calculer des dérivées

( Méthode 7.7.— Comment dériver la fonction composée r 3 +/u(x)
Siu:l— R est dérivable, alors © — +/u(x) est aussi dérivable dans I et

Pour tout x € I, ( 'ul[.::}}" - - u’(.‘l{-‘}}
2/ ul(x

Mise en ceuvre : exercice 7.5.
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mm Enonce des exercices

B Transformations d’écriture
Calculer avec les puissances

Exercice 7.1 : Simplifier les expressions suivantes

27° x 25% x 6° (—=15)% x (—14)*
1. A= — : 3. = = = .
10% x 1252 x 302’ _?1; X TD*: )
40® x 302 x 15° (=5)" x(=3)°.
2 Bi= - ,x.d; 4. D= B3 Tdyg °
24 % 95 5 (15)3 % (%)

Calculer avec les racines carrees

Exercice 7.2 : Simplifier

1. A= V7 +4/3+ V7 -4/3; 3 0= Y2+VI5 Vid- VIO

O VRI=VI5 VA4 V10

2.B=“§+2m- A D= 3+v5 35

i S + ;
2v5+4+2 3—v56 3445

Exercice 7.3 :
1. Pour tout réel z, supérieur i 1, simplifier 'expression de fi(z) = vz + 2V — 1+Vr — 2Vx — L

2. Pour tout réel x, simplifier 'expression de fo(x) = V1+222 + 221 + 224+V1 + 222 — 22/1 + 22,

W Equations rationnelles et irrationnelles

Exercice 7.4 : Résoudre sur R les équations suivantes :

1. Ve +5=2249; 2.V +24V/2+17T=24 — .

B Etudes de fonctions
Calcul de dérivées

Exercice 7.5 : Déterminer les domaines de dérivabilité et caleuler les dérivées des fonctions sui-
vantes :

1. fi(z) =avaZ +1; 3. fa(z) =In(z + V1 +2?);
1+ N vE-=2
2. folz) = Vi-z' Aoy = 2 + sin(z)
. s 2.5 2 12 ——
Exercice 7.6 : Soit f(z) = (F::r2 —gh= T) V3 — x pour x < 3. Caleuler f'(z) et f"(x).
4] )

Calcul de limites

Exercice 7.7 : Etudier les limites suivantes :
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. Ve F3I-—v2r24ax+1 . V1i-z-1
1. lim 4 4. lim -
r—+1 =1 ' z=+() T
% Tk Va2 —z% — Va2 4+ 28 : 5. lim z4+v224+1;
=40 Tv'q" ' R =00
oot —1 . V223 + 202 + T + 1 — 222 + 22— 3
3. lim : 6. lim ;
z=1 T —1 F— 400 T2

Etudes com pletes

Exercice 7.8 : Avec une fonction auxiliaire —. g
1. Soit g : R — R la fonction définie par g(z) = —= +

) A N
a. Etudier les variations de g.
b. Dresser son tableau de variations.

2. Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = —Z—- +1+ é\};rz + 1.

a. Dresser le tableau de variations de f
b. Montrer que lim f(r)+zx—-1=0.
C if

— =00

c. Etudier la position de la courbe représentative de f par rapport a ses asymptotes.

Exercice 7.9 : Soit f: R* — R la fonction définie par f(z) = 1a* + 2/x.
1. Montrer que f est dérivable sur Rt* et calculer f'.

2. Etudier la limite lim
=0+ T

3. Dresser le tableau de variations de f.
4. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse 1.
5. Représenter la courbe de f.

. Interpréter graphiquement ce résultat.

mm Indications

Ex. 7.1

On pourra d’abord décomposer les nombres en produits de facteurs premiers.

Ex; 1.2
1. On pourra commencer par calculer (2 £ v/3)°.

2. On simplific d’abord B en factorisant le numérateur par 2v/2 et le dénominateur par 2.

3. On peut simplifier les numérateurs et dénominateurs du premier terme par /3 et du deuziéme

terme par V2.
Ex. 7.4
Toutes ces équations mettent en jew, puissances et racines de x, vous appliquerez la méthode 7.6.

_ _Ex. 1.5
Vous appliquerez la méthode 7.7.

Ex. 7.7
Vous mettrez en auvre la méthode 7.5.
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mm Corrigé des exercices

Exercice 7.1
Suivant l'indication fournie, nous décomposons chaque nombre en produit de
facteurs premiers. On applique alors les régles de caleul avec les puissances. £ proposition 1.5

o 2w 2Br*x6 @ @B x5 xEx3* 203 x5
7103 x 1252 x 302 T (2x 5)3 x (5%)2 x (2x 3 x 5)2 ~ 25 x 32 x 51!
3 19683
23 x 5% 1000

40% x 302 x 151 = . : ,

B = gdxggxaﬁ" =27 x 32 x 5 = 18 x 10°

c = (=15)* x (—14)1 29 x 3 x 54 x 7' 2
- 215 x 708 T 2B x PP x5 x T8 32 xTH
e ) i
- 3 aAxd 5

(%) x (%) !
A

— Exercice 7.2
1. On observe que (2 + v/3)2 = 7 + 4/3. Ainsi

A=\@+VER+\/e-VAr=2+V3+2-Vi=4.

2. Suivant l'indication, il vient

po VB+2VI0 _2V2+2VI0 _ V24VI0 _ 5
ToavE+2 VB +2 14+ T

3. On observe que les numérateurs et dénominateurs du premier terme se
simplifient par v/3 et ceux du deuxiéme terme par /2. Il s’ensuit que

V2I+ V15 VId-VI0 _VT+V5E VT-+5
V21— V15 VId+V/10 VT-v5 VT+45
(V7= V52— (VT+V5)? 435 _ .
(VT-VB)WVT+V5) 2 =i¥ia

C

4. Sous la racine carrée, commencons par réduire au méme dénominateur les
deux fractions, il vient :

\/3+ﬁ+3—ﬁ_ (34 v5)% + (3 — V5)?
3-v6 3+v6 | (3-V5)(3+VH)

_ ‘/{9+ﬁvﬁ+5)+[9—ﬁv@+5}=\/2§=ﬁ

9—-5

I =
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& On utilise ici la
propriété va? = |a|
{méthode 7.3).

Exercice 7.3
On met en cenvre la méthode 7.3.

1. On remarque que = + 2yx — 1 = (V& — 1 4+ 1)2. Par conséquent,

f1{a:}=\/\/r+1 +\/ Ve—1-12=|Vz-1+1|+|vz-1-1|

On peut noter que pour tout réel 2 > 1, ona |z — 1+ 1| = o — 1+ 1. Pour
pouvoir simplifier 'autre valeur absolue, nous allons distinguer deux cas :

» Sil <z <2 alorsx—1<1 et par conséquent x—1—-1 < 0, do
|V =1-1|=1-yz =T et donc fi(z) =

» Sixz > 2, alors @ — 1 > 1 et par conséquent r—1—1 > 0, dol
|\,r‘1 -1- 1| =T —1-1 et dans ce cas fi(z) =2yx -1

2. Ici, on observe que 1 + 222 £ 22v/1 + 22 = (V1422 £ 2)°. D'ol l'on
tire, comme précédemment que fo(x) = ‘v' 142+ T| + |v‘1 + 1% — ;1.'|, Pour
conclure, nous devons étudier le signe de /1 + % + @,

Nous savons que 142 > 22, Par croissance de la fonction racine carrée, nous
en déduisons que 1+ 22 = |z|. Ainsi, V1+ 22 £ 2 = 0 et nous pouvons
conclure que fa(x) = (V1+ 22 +x) + (V1 + 2% —2) =21 + 2°. A

Exercice 7.4
Nous mettons en ceuvre la méthode 7.6. La stratégie générale est d'élever
au carré les deux membres de I'équation afin de se ramener & une équation
polynomiale. Cependant, il faut étre rigoureux pour ne pas risquer de rajouter
ou d’oublier des solutions!

1. Cette équation est définie uniquement si x + 5 > 0. Dans ce cas, si = est
une solution, alors 2x + 9 est égal 4 une racine carrée. Il doit done étre positif.
Ainsi :

L 2452 0,204920

x> -5z> -3 1«2._%
I r4+5= 20492 T | 42®+352+76=0

Déterminons les racines de 'équation polynomiale 422 4-3524-76 = 0 4 I'aide de
la méthode 4.4. Son discriminant, A = 9 étant strictement positif, elle admet

deux racines réelles distinctes : ) = =322 = —'—IJ' et #y = =242 = 4. Seule
a9 vérifie la condition de compatibilité x5 > —3, c'est {lonr I"unique solution
de 'équation (1) : § = {—4}.

2. Pour cette équation irrationnelle, nous allons devoir élever deux fois au
carré! Suivant le meéme schéma que précédemment, il vient tout d’abord
(2) <= V+2+vVz+1T=V24-2
x4+2=20, x4+172024 -2 =0
VE+2+vVz+1T=v2U—-2x

- 22 <24
(z+2)+2vVz+2Ve + 1T+ (z+17T) =24 -2
- —2<z<24
Ve 4+2Ve4+17T=5-3z
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Pour nous ramener i une équation polynomiale, une deuxéme élévation au
carré est nécessaire. Il en résulte

—2<x <24, 3x <5
{2:| — [ 2
2x+2)(x+17) = (5 — 3x)

— —3S# =4
522 — 106z —11=0

L’équation du second degré 5z — 106z — 11 = 0 a un discriminant positif

(A= 1162], Elle admet done deux racines réelles distinctes ) = 08=116 — _

. . 10
ot wp = 108HUE — 22 Do ces deux solutions, seules ; = —1 satisfait les
conditions de compatibilités —2 < ) < %, par conséquent, c'est la seule
solution réelle de (2) : § = {—1}. A

Exercice 7.5
Dans cet exercice, on met en ceuvre la méthode 7.7. De maniére plus générale,
pour déterminer les domaines de dérivabilité d'une fonction composée, vous
utiliserez méthode 10.4.

1. La fonetion polynomiale  — 2 + 1 est dérivable sur R et & valeurs strie-
tement positives. La fonction composée 2 — /2% + 1 est done dérivable sur
E. Finalement, f, est dérivable sur B comme produit de telles fonctions. De

olus pour tout réel x € R, on a fi(z) =1va*+1+a e 241
: St : ' vz +1  VaZ41

s0it

i : : ; 1
2. Pour que f5 soit dérivable, il faut que la fraction rationnelle =
définie et & valeurs strictement positives. Le signe de la fraction rationnelle est

le méme que celui du poynéme (14 2)(1 —2) = 1 — 22, Ainsi, f» est dérivable
sur | — 1,1[, et pour tout x €] — 1,1[, on a

daye LI=% Lo A iy, 2 1
27 oV14+a " \1-2/) " 2V1+z " (1-2)2 VI-2%(1-2)

3. Pour tout réel x € R, on a V1422 > |z| > —z. Ainsi, x + v22 + 1 est
dérivable comme somme de telles fonctions et & valeurs strictement positives.
Par conséquent fy est dérivable sur R et pour tout réel x € R, on a
(:r+|.,1+.-r2}! _ : (1+ 2z )
x+ 1+ a2 x+ 1+ 22 2vze + 1
1 V42242 1

r+V1+22 VEE+1 V2R 41

fa(x) =

4. Le dénominateur est une fonction dérivable qui ne s’annule pas sur |2, +00],
puisque la fonetion sin prend ses valeurs entre —1 et 1. Finalement fi(x) =

Tr—2
; est bien dérivable sur |2, +00[ comme quotient et pour tout x > 2,
2 + sin(x)
on a
245l
£(z) = ;,,v———ﬂ;’ — cos(z)vx — 2 _ 2 + sin(x) 4 4 cos(x) — 2z cos(x)
! (2 + sin(x))? 2vx — 2 (2 + sin(z))?

& Avec les mémes
précautions gquant au
signe !

& On utilise la
méthode 6.6.
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Exercice 7.6

[ est deux fois dérivable dans | — oo, 3[ et
2
Hz) = E(ﬁ —x—6)3—x

F) = é—(?{?m—l}v‘ﬁ—a:—(mz—ﬂ:—ﬁ} : )

14x-2)3—-x)—(z®2=x—-6) 1-5z -
5 V3—zx B 3—z  J3-=z

5 - . 1 _2(3—z)—2x 3-=z
el = A= e e = - 85
= 3-=z

Exercice 7.7
Pour etudier ces limites, nous suivons la méthode 7.5.

1. Lorsque = tend vers 1, on a affaire ici & une forme indéterminée ca:%:aal
Pour la lever, nous allons multiplier et diviser par I'expression conjuguée du

numérateur. 1l vient :

N~ _ VTZ+3-v2aP+a+1 (z+3)— (222 +z+1)
=) = x—1 T @-D(Ver3+V22ta+1)
= —22?% +2) _ —2(x? - 1))
(- 1)(VT 3422tz +1) (z-1)(VeF3+V22Fx+1)
—2(x + 1)) -4

VI+t3+V2r2ra+1 =1 242

2. Avant tout, lorsque = tend vers 0 par valeurs strictement positives, nous
pouvons simplifier numérateur et dénominateur par r = vx2. ensuite, multi-
plions et divisons par I'expression conjuguée, il vient

Vaz—gt—vai+a2®  Jl-z-Vi+z (1-1)-(1+2)

fa(z) = PN - NE T VE(VTtz+V/I-2)
__2\/_«;.';
Vi4+z+ 1 —x z=0!

Il

+ 0

3. Pour simplifier I'expression de cette fraction, nous pouvons utiliser l'identité
£ Voir méthode 7.2. géométrique On a

|
-1 ; ’
: =+ +r+1

fs(z) =

T

Par opérations algébriques, il en résulte alors aisément que Iiml fa(z) =4.
=k

40[19,}'(:1"]—“’1_1-_1— l=-z)-1 -1 .

) ol A @ Tz(Vi-z+1) Vi—z+1 20 ¥
5. Lorsque z tend vers —oc, nous avons ici affaire 4 une forme indéterminée,
« — o0 + oo=, Pour la lever, multiplions et divisons encore une fois par 'ex-
pression conjuguée. Il vient
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a? —(z? +1) -1

2—vVeZ+l z-vV2Z+1

Comme le dénominateur tend vers —o¢, il n'y a plus de forme indéterminée

et 'on peut conclure lim x4+ Vx24+1=0%.
T——00

@)=+ vai+l=

6. Commencons par multiplier et diviser par 'expression conjuguée, nous
obtenons successivement
v2z3 4+ 202 4+ Te+ 1 — V252 4+ 22 -3
folz) = 2
T
(223 + 222 + Tz + 1) — (222 + 22 - 3)
:::2{\/2:.-:3 + 222 + Tz + 1+ V222 + 22 — 3)
2x* + 5z + 4
a2(v2as3 + 222+ To + 1+ v22% + 22 - 3)
24507 %+ 427"
VIz+ 24+ Te 1422 4+/2+ 221 322

Comme le numérateur tend vers 2 et que le dénominateur tend vers +o00, on

n dédui > i (x) = 0.
en déduit que zﬂ[j—}m folx) A
— Exercice 7.8
1. a. La fonction g est dérivable sur R et pour tout réel @ € R, on a & Pour alléger
Uéeriture, on ulilise
T 2z les exposants
HJ(E} _ 1 Qa2 +1 - 1 (;ri B 1) — a2 _ 1 _So. ﬁ?""ﬂ"—’””i““"ms
2 241 2 (22 4+1)vVz2+1 2[:}:24-1}'7.5 ﬂg=f{w i
=ala? =a/a.
b. On en déduit que g est strictement croissante sur R. De plus,
|T| 1 & On simplifie
o R+ £ i sy il r numéraleur cf
e Pour z <0, g(z) = —3 2/2Z + 1 2 9 /fT4z22 - E dénominateur par
V2 = |z|.
: 1
-I‘mlr:r}ﬂ,g(m}=——2‘.+L=—l+ s 0.

2/aZ + 1 Y e R —

Le tableau suivant résume 'étude de g.

T |—oo +o0
g'(x) +

Q{m] - / Y

2. Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = —é +1+ %v‘a‘z +1

a. On vérifie que f est dérivable sur R et que pour tout x € R, f'(z) =
g(x). En particulier, f est strictement décroissante. De plus,
e Pour z <0, f(z) =1+ 3(Va? +1-7) —— +o0.
1 1

: L B TRy o g O e >
e Pour z >0, f(z) =1+ 3(vVz? +1 J’J—1+2m+vf$z—_,_1ﬁ+m‘1
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& Voir question 5. de
{'exercice 7.7.

Le tableau suivant résume I'étude de f.

r |—o0 +00
J'(x) -
1| R N

1 z
b. Au voisinage de —oo, ona f(z)+z—1 = 5(*..:’:::-a + 1+4x) = ot.
T—r—0
c. Le graphe de f admet deux asymptoptes.
e Au voisinage de —og, la droite y = &+ 1 est asymptote et la courbe de f est
au-dessus puisque f(x) 4 x — 1 tend vers 0 par valeurs strictement positives,

e Au voisinage de +00, la droite y = 1 est asymptote et la courbe de f est
au-dessus d’aprés le tebleau de variations de f. A

— Exercice 7.9
1. f est dérivable sur R** comme somme de fonctions dérivables (proposition
7.5) et pour tout x > 0, f'(z) = § + k=

kR
2. f est continue en 0 et f(0) = 0. Etudions la limite des taux de variations
T i
de f en 0. Pour tout z > 0, (=) =2+ 2 5 4oo. Ainsi, f n'est pas
T VT 04

dérivable en 0, mais sa courbe représentative présente une tangente verticale
au point d’abscisse 0.

3. Comme [’ est strictement positive dans B¥*, et que les limites de f en 0
et en +0oc ne présentent pas de difficultés particuliéres, nous obtenons direc-
tement

x |0 +00
fl)| +
f@)|, T

H
4

L’équation de la tangente au point d’abseisse 1 est y = 2 4+ 2(x — 1) =
34 -

=34
4

4.
Y L.
5.

A
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Chapitre

Fonctions trigonométriques

Aryabhata vivait en Inde au début du Ve siecle
de notre ere. Pour satisfaire sa passion pour
I'astronomie, il s'intéresse a la trigonométrie. Il
est le premier mathématicien a avoir construit
une table donnant la valeur du sinus et du
cosinus d'un angle. Il donne aussi pour 7 la
valeur de 62832/20000 soit 3,1416.

Aryabhata
env. 476 - env. 550



B les incontournables
s Etudier les propriétés de symétrie d'une fonction
» étudier sa parité
» étudier sa périodicité
s Etudier une fonction COIMPOSee avec un cosinus ou un sinus
» savoir la dériver

» calculer ses limites

B et plus si affinités

m Utiliser congruences et cercle trigonométrique,

OBJECTIFS

» pour résoudre une équation trigonomeétrique

» ou pour résoudre une inéquation trigonométrique
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mm Réesumé de cours

B Définitions et regles de calcul

Les fonctions sinus et cosinus

Définition : Soif x un réel et M son image sur le cercle trigonométrique. Le
point M est déterminé par ses coordonnées dans le repére cartésien R. On note

e cos(x) = OH son abscisse;

e sin(x) = OK son ordonnée.

Proprietes de symeétries

Théoreme 8.1.— Propriétés des fonctions sinus, cosinus —.

m La fonction sin : R — R est impaire, périodique de période 27.

m La fonction cos : B — R est paire, périodique de période 27.

Regles de calcul pour les fonctions trigonométriques %

Elles ont été énoncées dans le Chapitre 2, ainsi que d’autres propriétés de symétrie (cf. p. 24).

B Variations et graphes

Continuité et dérivabilité

Theoreme 8.2.— Propriétés des fonctions sinus, cosinus —.

sin’(x) = cos(x)

cos'(x) = —sin(x).

m La fonction sin : R — R est dérivable (done continue) sur R et pour tout z € R,

m La fonction cos : B — R est dérivable (donc continue) sur R et pour tout z € R,

Tableau de variations de la fonction sinus

La fonetion sin est 2m-périodique et impaire.
On restreint I'étude a 'intervalle [0, 7]. On peut
ensuite compléter le graphe par symétrie de
centre () et translations.

Tableau de variations de la fonction cosinus

La fonction sin est 2m-périodique et paire. On
restreint I'étude a U'intervalle [0, 7).
On peut ensuite compléter le graphe par
symétrie d’axe (Oy) et translations.

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

T 0 > Y x 0 z T
sinf(z) [1 + 0 — -1 cos’(z) |0 — -1 —
1 1
sin(z) ' Ny cos(x) e
0 0 -1
119ENm



Graphes des fonctions sinus et cosinus

FE S

— f—— - Iy = coxlx
g_lJr 2

| équatinns trigonomeétriques

b | ==
=

Grace aux symétries de ces fonctions, les équations trigonométriques ont beaucoup de solutions.

Résolution de cos(x) = cos(a)

Soit a € R fixé. On s’intéresse a résoudre dans B I'équation cos(x) = cos(a).
Sur le graphe de la fonetion cos on observe que cette équation possede Ay’ deux infinités de
solutions. En effet, comme cos est 2r-périodique et paire, on a pour tout entier relatif k € Z

cos(a+42kw) = cos(a)
cos(—a + 2km) = cos(a)
Notation : congruences dans B —. Soit m,x,y des réels, on note y = x [m| et on lit « y est

congru ¢ x modulo m = lorsque x et y différent d’'un multiple entier de m, ainsi
y=x|m| < kel y—xz=kxm

Avec ces IlUt-E’l.{-iUIlS_. retenez que

i — 2 . S r= al2n]
Proposition 8.3.— Soit (a,x) € R®, alors cos(x) = cos(a) < { b
Résolution de sin(x) = sin(a)

- T — : sin(a + 2kn) = sin(a) e
Grace aux symétries de sin, pour tout k € Z, on a { sin(x —a+2kx) = sin(a) ° Ainsi
r= al2r)

=7 — al2n]

Proposition 8.4.— Soit (a,z) € R?, alors  sin(z) = sin(a) < {

cos(x) = cos(a)

Remarque : a I'aide des deux propositions, on obtient que : ;
q prop 1 sin(z) = sin(a)

= x =a [27).

Résolution de a cos(x) 4 bsin(x) = ¢
Plus généralement, la méthode 8.6 permet de résoudre toute équation trigonométrique de la forme

acos(r) + bsin(z) = ¢
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mm Methodes

B Etudier une fonction trigonométrique

Calculer des limites

Les fonctions sinus et cosinus sont continues et dérivables sur . En particulier, la limite en tout
point a € R est la valeur de la fonction en a.
Dans la pratique,

» les regles de caleul avee les fonctions trigonométriques;
» éventuellement un changement de variable ou des opérations algébriques sur les limites

permettent de se ramener a I'une des quatre limites de référence suivantes :

(d Méthode 8.1.— Limites des fonctions trigonomeétriques

sin(x cos(x) — 1
m limsin(r) =0 =m limcos(z)=1 mulim () =1 wmlim o =1}
=] 22— # X # £
30 r—+0

cos(x) — 1 LG = T
~ 1l s'agit d’une forme indéterminée. Pour la lever,

Exemple : étudions la limite lim -
# sin(x)
=0

nous pouvons multiplier et diviser par y/cos(x) + 1. Il vient
veos(z) — 1 1 cos(z) — 1 1 cos(x) — 1 T
f@) = =

b4

sin(x) N ,I(’(JH(.I'J_- +1 * sin(x) = W/ Cos l.,i_]. +1 & x sin(r)

Sous cette forme, 'indétermination est levée : le premier quotient a pour limite 3, le deuxiéme 0
et le troisieme 1. Par produit, il s’ensuit que lim f(z) = 0.
2

=+
Etudier la périodicité, la parité

Les symétries sont essentielles pour 'étude des fonctions : si elles ne résolvent pas les problemes
posés, elles permettent néanmoins de restreindre U'intervalle d’étude.

(d Méthode 8.2.— Comment montrer que [ est périodique
Si f est une fonction définie sur un domaine D, T' un réel strictement positif.

m Sipourtout s € D,z +T € Det f(x+T) = f(x), alors f est T-périodique.

Dans ce e¢as, on pourra restreindre I'étude de f a un intervalle de longueur T' et compléter
ensuite le graphe par translations successives.

_ sin(x)
24 cos(z)’

Exemple : considérons la fonction définie par f(x) Comme —1 < cos < 1, f est

définie sur B et de plus flz+2m) = 2:2:;‘:_;‘:2;} = z:l:’i:;} = f(x). Ceei étant vrai pour tout réel

x, on peut en conclure que f est 2r-périodique. Par conséquent, on pourrait restreindre 'étude de
cette fonction a tout intervalle de longueur 27, comme par exemple [—7, 7).

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES 121 mm



(d Méthode 8.3.— Comment montrer que f est paire, impaire
Si f est une fonction définie sur un domaine D symétrique par rapport a 0, on exprime
f(—zx) en fonction de f(x).

» Si pour tout x € D, f(—=z) = f(x), alors f est paire.
» Si pour tout x € D, f(—x) = —f(x), alors f est impaire.

Dans les deux cas, on pourra restreindre I'étude de f A DN R et compléter ensuite par
symétrie par rapport a 'axe (Oy), ou par rapport au centre O.

sin(—x) sin(x) "
2+ cos(—x)  2+4cos(z) —f(@)-
Ceci étant vrai pour tout réel x € [—7., 7], on peut en conclure que f est impaire. Par conséquent,
on pourra restreindre I'étude de f a [0, 7] puis compléter d’abord par symétrie par rapport a O et
ensuite par translations successives de vecteur 27é€; pour avoir 'allure du graphe.

Exemple : reprenons 'exemple précédent. On a f(—x) =

M Résoudre une équation trigonométrique

En utilisant le cercle trigonométrique et les congruences

Soit a € R. On cherche les réels x tels que
cos(x) = cos(a) (8.1)
sin(x) = sin(a) (8.2)

Graphiquement, les images M (x) des solutions de (8.1) (respectivement (8.2)) sont les points du
cercle unité d’abscisse ou d’ordonnée donnée. Pour chacune de ces équations, il existe done deux
points du cercle unité correspondant a deux "infinités” de solutions réelles.

(d Méthode 8.4.— Comment résoudre une équation trigonométrique
Soit a € E. Pour résoudre 'équation trigonométrique (8.1) ou (8.2) :
On représente les images de ces solutions sur le cercle trigonométrique.
On conclut & I'aide de congruences :

» cos(x) = cos(a) < z = a[27] ou x = —a[27];

» sin(z) =sin(a) < = =a[27] ou xz =7 — a[27].
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Exemple : résolvons dans R I'équation cos(2x + §) = —1.0na

o, Ty 1 = 2 20+ § = 7 [2n]
cos(2x + E] ==z cos(2z + 'J m“’{TJ T { ou2r+ L = -2 [27]
2r = £ [21] r = §n
3l i
= { ou2rx = —3F [27] { ouzr = -3 [7]

Mise en ceuvre : exercice 8.7.

(A Méthode 8.5.— Comment résoudre une inéquation trigonomeétrique
Soit a € . Pour résoudre I'équation trigonométrique cos(x) > cos(a) ou sin(x) > sin(a),
sur un intervalle donné I, on peut adapter la méthode précédente :
[1] Sur un petit schéma, on représente les images de ces solutions : il s'agit d’arcs du
cercle trigonométrigue.

Dans I'intervalle I' considéré, 'ensemble des solutions est une réunion d’intervalle.

Exemple : résolvons dans I = [0, 27] I'inéquation 2sin(z) — v/3 < 0.

2sin(z) — V3 < 0 < sin(z) < sin( })

Les images des solutions sur le cercle trigonométrique forment un are de cercle.
[2] Finalement, I'ensemble des solutions dans [ est § = [0, ] U [3F, 2a].

Mise en ceuvre : exercice 8.8.

En utilisant une factorisation

(d Méthode 8.6.— Comment résoudre I'équation a cos(x) + bsin(z) = ¢
Soit (a,b,c) € R tel que (a,b) # (0,0). Pour résoudre I'équation a cos(x) + bsin(x) = ¢

[1] On factorise par r = Va2 + b2 :
- L
acos(x) + bsin(r) = ¢ &= rx ii 'L’.I}ﬂ[;l'}—!-i-f sin(z)| =¢ (8.3)
[2] Comme (2)% + (%)% = 1, il existe ¢ € R tel que cos(p) = 2 et sin(p) % Par

conséquent, (8.3) a cos(x) + :':rh]Il[. )=¢ = reos(z —p) =¢ = cos(x —p) ==
On s’est ainsi ramené a une équation trigonomeétrique simple.

Exemple : résolvons dans R I'équation trigonométrique cos(z) + sin(z) = 1.
[1] Iei r = /2. On divise par v/2.
[2] On obtient
cos(x) +sin(z) =1 <+ 1‘;—2 cos(x) + %= "(— sin(x
<= cos(§)cos(z) + sin(%) sin

< cos(x—F)=cos(]) <= =3 [2r] ouz =0 [27]

Mise en ceuvre : exercice 8.9.
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mm Enonce des exercices

B Etude de fonctions trigonomeétriques
Etude des symétries

Exercice 8.1 : Etudier la parité des fonctions suivantes :

1. fi(z) = 3sin®(z) — 4cos®(z), (z € R); 3. fas(z) = zsin(x), (r € R);

1 14z I_J2:|: L [?—Z:r
2. falz) = 3 In ( - ) (z €] —1,1]); 4, fa(x) = g (z € R).
Exercice 8.2 : Etudier la périodicité des fonctions suivantes
1. fi(z) = cos(4x) + 2sin(2x + %], (reR): 3. falz) = zsin(zx), (r e R);
sin®(x)
2. fa(z) = cos(2x) — 2cos(x), (2 € R); % dale) = HTUH(T} o = B

Le saviez-vous?

La trigonométrie concerne les notions de sinus, de cosinus. On
peut les représenter sur un cercle de rayon 1. C'est pourquoi on
parle de trigonométrie circulaire. Il existe aussi la trigonométrie
hyperbolique qui se définit a4 I'aide de la fonction exponentielle.
Ainsi le cosinus hyperbolique de z est % et le sinus hyperbo-
lique vaut ‘2'-’_: . On peut les représenter sur une courbe appelée
hyperbole, ce qui explique leur nom.

Etude des variations

Exercice 8.3 : Pour chacune des fonetions suivantes, étudier le domaine de dérivabilité, expliciter
la fonction dérivée et étudier les variations :

1. fi(x) = y/cos(x), pour x € [-5, 5]: 3. fa(z) = m’;[:}) pour z €]0, 7[;
sin”(z
2. fa(z) =1 —cos(z), pour x € R; 4. fi(z) = V3eos(x) — sin(z), pour x € [0,27].

Exercice 8.4 : Encadrement de sinus et cosinus —.
1. Démontrer que pour tout réel positif 2 € R*, on a sin(z) < .
2. En déduire que pour tout réel positif x € R*, on a 1 — % < cos(x) < 1.

- - w * -
3. Prouver finalement que pour tout réel positif € R*, on a  — & < sin(z) < =

Etudes complétes

Exercice 8.5 : On considere la fonction définie sur R par f(z) = cos(2x) — 2 cos(z).
1. Expliquer pourquoi on peut restreindre I'étude de f a I'intervalle [0, 7].

2. Etudier les variations de f sur cet intervalle.

3. Dessiner 'allure de la courbe de f entre —27 et 27.
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Exercice 8.6 : Fonction tangente —.
sin(x)

On considére la fonction, notée tan, définie par tan(z) = @)
cos(x
1. Montrer que la fonction tangente est définie sur Dy,,, = {:r ER|z# T [7.-}}_
2. Vérifier que tan est impaire, périodique de période 7.
3. Démontrer que la fonction tangente est dérivable sur I'intervalle ouvert | — £, Z[ et que pour
P T W
tout x €] — 315 , : . 1
tan' (z) =1 4 tan®(x) = —5—
&) (@) cos®(x)

4. Etudier les variations de tan sur | — £, Z[.
5. Caleuler les limites aux hornes de cet intervalle et dresser le tablean de variations.

6. Représenter 'allure de la courbe.

B Résoudre une équation trigonométrique

Exercice 8.7 : Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € R :

1. cos(3z — w/4) = /2/2 3. cos(3z — w/4) = cos(x + 7/3)
2. sin(2x + w/4) = —/2/2 4. sin(x + 7/3) = sin(3z — 7/6)

Exercice 8.8 : Résoudre les équations suivantes d’inconnue x €] — 7,7 :

1. 2sin(z) cos(x) + v/3cos(2x) = 0 3.1+ ?ﬂﬁfﬂ'-’f’} + cos(4x) =0

2. 2cos?(x) + (V3 4+ 2) cos(z) + V3 =0 4. 4sin’(x) + 2(1 4 V3)sin(z) + V3 =0
Exercice 8.9 : Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue a € [0, 27 :

1. 2sin(z) +1<0 3. 2cos®*(x) —cos(z) =1 <0

2. 2cos(4x) — V3> 0 4. 4cos?(x) — 2(vV2 = 1) cos(z) — V2> 0

mm Indications

Ex. 8.1
Vous appliquerez la méthode 8.3.

Ex. 8.2
Pour déterminer la période d'une somme de deuz fonctions périodiques, on cherchera un multiple
commun aux deur périodes.

Ex. 8.4
Pour établir des inégalités entre fonctions, on peut étudier le signe de leur différence.

Ex. 8.7
Vous apliquerez la méthode 8.4.

Ex. 8.8
1. Vous appliquerez la méthode 8.6.
2. Vous pourrez effectuer un changement d’inconnue...

Ex. 8.9

Il s’agit de mettre en wuvre la méthode 8.5.
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mm Corrigé des exercices

&P Ces deur fonetions
sonl toules deur
w-périodiques, il en va
de méme pour leur
SOTIRIRE,

& La fonetion racine

carrée est conlinue sur
[0, 400 mais dérivable
seulement sur |0, +ool.

& on peul aussi
résoudre sur B
Uindquation
gin(x) > 0.

Exercice 8.1
On applique la méthode 8.3.
1. fi(—z) = 3sin*(—z) — 4cos®(—z) = fi(z). Ceci étant vrai pour tout réel
z, la fonction fi est paire.

142

2. fo(—x) = .lln (‘— ) —-] ( = ) = —fi{z). Ceci étant vrai

pour tout réel x €] — 1, 1, la fonction fy est impaire.

3. fa(—z) = (—=z)sin(—z) = rsin(x) = fa(x). Ceci étant vrai pour tout réel
x, la fonction fy est d-::-n{'. paire.

{,—25.' _ P:EI 22" . 0—29.'
4, z) = ',— = —' = — fy(x). Ceci étant vrai pour tout
Ja(—z) P T T = Ja(x) p
réel x, la fonetion f; est impaire. A

Exercice 8.2
On met en ceuvre la méthode 8.2.
1. fi est la somme de deux fonetions périodiques. x — cos(4x) est S-périodique
et x — sin(2x + §) est 7-périodique. En ce cas, f) est m-périodique. Vérifions
ceci ;

™
filz+7) = ms{4r+4ﬂ]+2sinl[.?:r—#—?#r-{-g) = cos(4x)+2sin(2z+ — ] fi(z).

2. f2 est la somme de x — cos(2x) qui est m-périodique et de x -—} —2cos(x)
qui est 2m-périodique. Montrons que fa est 2r-périodique :

falz + 27) = cos(2z + 4m) — 2cos(z + 2m) = cos(2x) — 2cos(z) = fa(x).

3. f3 est le produit de z + sin(z) qui est 2m-périodique et de ¥ — & qui n’est
pas périodique! En ce cas, f; (:L'} = xsin(x) n'est pas périodique.

4, fy est le quotient de z — sin®(x) qui est m-périodique par & — 3 + 2 cos(z)
qui est seulement 27-périodique. Ainsi, montrons que f; est 2m-périodique.

_ _ sin*(x+27)  sin’(z) .
Jee+an) = 3+2cos(zx +21) 3+ 2cos(z) fa(®) 4

Exercice 8.3
Pour I'étude de la dérivabilité de ces fonctions, on utilise le théoreme 8.2.
L’étude du signe de leur dérivée permet d'en déduire leurs variations, au
moyen du théoreme 10.4 et de son corollaire.

1. fi(z) = y/cos(x) est bien défini pour x € [-3F, §] car en ce cas, cos(z) = 0.
Pour que f; soit dérivable, il faut que cos(x) soit strictement positif. Ainsi,
f1 est dérivable sur | — 3, Z[ et pour un tel réel, on a

fi(w) = —22(2)

2.\ /cos(x)

On en déduit que fi(z) > 0 < -3 < x < 0. f; est donc strictement
croissante sur [—73, 0] et strictement décroissante sur [0, 5.

2. Comme la fonction cos est dérivable sur [, il en va de meéme de f> et pour
tout réel x € R, on a fi(x) = sin(x). Pour ce qui concerne ses variations,
on peut noter que fa est 2m-périodique. Or pour z € [0,27], fi(z) > 0 <
0 < x < 7. fy est done croissante sur [0, 7] puis décroissante sur [r, 27]. Par
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périodicité, il en résulte que fs est croissante sur tout intervalle de la forme

[2k, 2km+7] et décroissante sur tout intervalle de la forme [2kr+m, 2kn+27]. &€ Avee k € Z.
3. fy est dérivable sur l'intervalle |0, 7| comme quotient de fonctions dérivables

dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus pour tout réel « €]0,7[, on a & On simplific

. I a2y a0 ar laide de la formule de
file) = —sin”(x) — 2:;111(1](:0& (x) _ _sin (x) -4;2{:(15 (x) trdporiomdtie ;
; ZHH{T) sin”(z) cos? (z) + sin?(z) = 1
<+ cos=(x
_Ltewle)
sin”(x)

Comme sa dérivée est strictement négative, la fonction f; est strictement
décroissante sur |0, 7|

4. On peut noter que l'expression fy(x) = v/3 cos(x) —sin(z) peut se simplifier
a l'aide de la méthode 8.6. En effet, pour = € [0,27], on a

V3

Jalz) =2 x - cos(zx) — %sin{r) = 2cos(x + %]

Sous cette forme, on voit aisément que f; est dérivable et que fi(z) =
—2sin(z + ¢ ). Finalement
bmw 117

filz) >0 = 5in(1r+%}{[] = r+ﬁe[:r2-rﬁ =i KEE

Par conséquent f; est décroissante sur [0,5%], croissante sur [55, 115] puis

décroissante de nouveau sur [11Z, 27]. &

Exercice 8.4
Pour démontrer une inégalité entre fonctions, on peut penser a étudier la
fonction différence (méthode ?7). C'est ce que nous allons mettre en ceuvre
ici.

1. Pour démontrer que ¥z € RY, sin(z) < z, posons fi(z) = sin(z) — =.

» Siz > f,alorsonaxz > et 1 = sin(z). Comme 3 > 1, il en résulte
que x = sin(x).
» Sizel0, 3], ona fi(x) = cos(z) — 1 < 0. Ainsi f; est décroissante sur
[05]. Comme f,(0) = 0, il s’ensuit que f, est négative aussi sur [03].
» Conclusion : dans tous les eas, f, est négative, ce qui revient précisément
a dire que sin(x) < x.
2. D’apres les propriétés de la fonction cos, nous savons déja que Vo €
R*, cos(z) < 1. Pour ét .1|1111 la minoration, introduisons la fonction différence
fa(z) = cos(z) — 1+ &-. f> est dérivable et fi(z) = —sin(z) +z = —fi(z).
D’aprés la premiere question f5 > 0 et nous en déduisons que fg est crois-
sante. Comme fg{ﬂ} = 0, il en découle que fy(x) > 0 ce qui revient a dire
que cos(x) > 1 — 5. Finalement, en recollant les moreeaux, nous avons bien
établi 'encadrement, valide pour tout réel x positif,

Z?
1—? <cos{z) <1

3. La premiere question consiste précisément en ]a majoration. Montrons que
pour tout réel positif x, sin(z) est minoré par 1—— Pour ce faire, introduisons
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- E - - - 3 >,
encore une fois la fonction différence : f3(r) = sin(z) — x4+ 5. f3 est dérivable
2 .
sur BT et pour tout x € R*, on a fi(x) = cos(z) — 1+ & = fo(x). D’aprés la
question précédente, fi(x) = 0 et la fonction f3 est donc croissante. Comme
f3(0) = 0, il en résulte que fy est positive. Finalement, nous avons bien établi
I'encadrement souhaité. A

— Exercice 8.5
1. f est définie sur B. Comme x — cos(2x) est m-périodique et que x — cos(x)
est 2m-périodique, la fonction f est 2m-périodique. On pourra done restreindre
I'étude de f a tout intervalle de longueur 27 est compléter ensuite |'étude par
périodicité. D’autre part, on peut noter que la fonction f est paire.
Finalement,
[1] On peut restreindre I'étude a l'intervalle [0, 7] ;
Compléter le graphe & [, w] par symétrie par rapport 4 (Oy) (grice a la
parité de f);
Puis dupliquer ce graphe sur tout intervalle [2k7—, 2km+m par périodicité.
2. f est dérivable sur [0, 7] et pour tout x € [0, 7], nous avons

fl(x) = -2sin(2z)+ 2sin(x) = 2sin(z) — 2sin(z) cos(z)

= 2sin(z) (1 —2cos(z))

sin étant positif sur [0, 7], on a

fl() >0 < 1-—2cos(z) >0 <> cos(z) < % = > g
Le tableau suivant résume I'étude de f :
x |0 s g
f(z))0 —-— 0 + 0
-1 3
_f(i!?] \, _ 3
2
-
3T
2 o .
1t = f(x)
_lzﬂ\/’_'ﬁ"U\/'{r"z'n
~al

— Exercice 8.6
1. tan(x) est défini pourva que cos(z) soit différent de 0, ¢'est-a-dire pour
z# Z [n]. Ainsi Dygn = {z€R | £ Z [7]}.

2. Appliquons la méthode 8.3 et la méthode 8.2. On vérifie que si x € Dy,
alors —x € Dy, et & + 7 € Dyyy. En outre, pour tout x € Dy, on a :
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sin(—x)  sin(x)

samlp ), = cos(—zx) _l:.w::-r;(:r] =—tauig)
. _ osin(z4+7)  —sin(z)  sin(x)
banppeba); = cos(x +m) —cos(z) cos(z) saaka)

En conclusion, la fonetion tan est impaire, périodique de période 7.

3. Sur l'intervalle ouvert | — £, Z[ tan est dérivable en tant que quotient de

fonction dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, pour tout
T W

v €]-33l

v sin(@)\’ _ cos®(z) +sin’(z)  cos’(z) = sin’(x)
e = (ms{:r]) - cos?(x) "~ cos?(x) ' cos?(z)
- cos;(l‘] B

4. Les deux expressions de la dérivées que nous venons d'établir montrent

clairement que tan’ est strictement positive sur | — 3, [. Par conséquent, la

fonction tan est strictement eroissante sur cet intervalle.
5. Au voisinage de Z, lim cos(z) = 0% et lim sin(x) = 1. Par opérations
Pt o

7
243 23
algébriques, il en résulte que lim tan(z) = +o0.
e
Au voisinage de — 3, ]iiu cos(z) = 0% et liin sin(z) = —1. Par opérations
e3—3 -7
algébriques, il en résulte que lim tan(r) = —oc.
:r—}}— 3
6. T E :
T | y=tan(g)

4|
EORE -

Exercice 8.7
Pour résoudre ces quatre équations trigonométriques, nous suivons la méthode
8.4. Pour cela, on s’aide du tablean de valeurs usuelles pour les fonctions sinus
et cosinus, rappelé page 24.

(1) < cos(3z — 7/4) = V2/2 < cos(3z — w/4) = cos(m/4)

3z —w/4=n/4 [27] 3r =7/2 [2x]
= ou = ¢ o
3z —w/d= —w/4 [27] 3z =0 [27]
z=7/6 [3F]
= ou
z=0 (2]
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Finalement, I'ensemble recherché est S = {2 + 2% L e Z} U {2% ke Z}.
(2) <= sin(2z+7/4) = —/2/2 = sin(2z + 7/4) = sin(—7/4)

2r+w/4 = —w/4 [2n) xr=-—m/4 [x]
— ou — ou
2x + w/4 = 57 /4 [2n] z=7/2 [7]

3r—m/d=a+7/3 [27]
(3) <= cos(3x—7/d)=cos(z+7/3) = ou
Jx—m/d= —x—7/3 2]

2z = Tr /12 [2n] x = Tr/24 [n]
= ou < ¢ ou
4z = —7 /12 [27] x=—7w/47 (]

x+7/3=3x—7/6 [27]
(4) <= sin(z+7/3) =sin(3z — 7/6) = ou
x+w/3=Tn/6 - 3z [27]

2z = /2 [27] x=m/4n]
— on — oun
4z = 57 /6 [27] x = 5m/24 [v/2]

A

Exercice 8.8
1. Pour résoudre cette équation, nous allons d’abord simplifier 'expression au
moyen de la formule de duplication des sinus et de la méthode 8.6. 1l vient

(1) <= sin(2z) + V3cos(2z) =0 <= -\f?ﬁ cos(2zx) + %sin{?rj =0

2¢ — w/6 =7/2 27|
<= cos(2x — w/6) = cos(7/2) = ou
2z — /6 = —w/2 [27]

2x = 2m/3 [27] r=x/3 [n]
= ou = { ou
2r = —7/3 [27] = —7/6 [7]

2. Cette équation porte sur des puissances successives de cos(x), on effectue
le changement d’inconnue y = cos(x). Il vient

(2) <= 2cos’(z) + (V3 +2)cos(z) +V3=0
y = cos(r)
{2y2+[»/§+'zjy+~/§=ﬂ

Pour résoudre I'équation polynomiale, nous appliquons la méthode 4.4. Le
discriminant A = (V3 + 2)° — 83 = (V3 = 2)®> > 0. Par conséquent, le

trinome a deux racines réelles y; = —1 et y, = —a“?F“‘ Finalement
cos(z) = —1 = [27]
(2) &= ou — ol
cos(z) = _l;-"i x = +57/6 [27]
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3. Pour résoudre cette équation trigonométrique, nc:-ua allons utiliser d’abord s ,,
S : Daprés la formule
une formule de factorisation : 1 4 cos(4x) = 2 cos®(2x), il vient de duplication

{ proposition 2.4 ), on a

(3) <= 2cos*(22) +cos(2z) =0 < cos(2x)(1 + 2cos(2z)) =0 cos(2a) = 2cos?(d) ~1,

cos(2x) =0 2r=7/2 [n) d’ott Uon tire que
i i P itk 1+4-cos(2a) = 2cos>(a).
cos(2x) = —3 2r = £27/3 [27]
xr=m/4 (5]
— oun
x=+7/3 7]

4. Cette fois, 'équation ne porte que sur des puissances de sin(x), on effectue
le changement d'inconnue y = sin(x). Il vient :

(4) = 4sin’(z) +2(1 + V3)sin(z) + V3 =0

{ y = sin(x)
42 421+ V3)y+vV3=0

Le dseriminant du trinome est A = (2(v/3 — ]}]2. Les formules du deuxieme

degré donnent alors y; = —% et y» = —3. Finalement & méthode 4.4
sin(z) = sin(—m/3) r=—m/3[2n] ou x = 4xw /3 [2x]

(4) = ol = ol
sin(z) = sin(—7/6) x=—m/6[27] ou x = Tr/6 [27]

Finalement S = {—% +2km; k€ Z}U{F +2kr; ke Z}U{-F+2kr; ke
E}U{7“+2.’m;LEE} A

Exercice 8.9
Nous appliquons la méthode 8.5.
1. (1) < sin(z) < —3.

Pour résoudre (1) représentons sur le cercle trigo-
nométrique les points d’ordonnée inférieure & —4. Ils
forment un arc de cercle. Ce sont tout simplement les
images des solutions de cette inéquation sur le cercle
trigo. On en déduit que

llfr
S= S :
U]zm-;- 2T 4~ [
kel

2. Procédons de la méme maniére pour la denxieme inéquation.

(2) <= 2cos(4z)—V3>0

3
— ms{al:rr}:g—\-’%:
™
4 2kw — =, 2k - 1
o .LEU] ™o 2kT+

Al _ 4‘.|T m ’_'..‘1' ™
Ainsi, & = &!JLE e LE B [
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3. Pour cette inéquation, nous commencons par effectuer le changement d’in-
connue y = cos(x) afin de nous ramener a une inéquation polynomiale.

y = cos(x) y = cos(z)
\8) = {21;2—3;—1{0 ‘:{{y—I(?yHJ{U

y = cos(x 1

= Jl () = —— < cos(xr) <1
—pcg ] 2

Grace a la méthode 4.5, on s’est ainsi ramené a la résolution d’inéquations

classiques. Nous pouvons conclure en appliquant la méthode 8.5. Il vient

comme pour les deux premieres inéquations trigonometriques :

2m oL | 2W
s=J ]?k?r— E,?kw[u U}ka, 27 + [
kel kel

4. Cette inéquation ne porte que sur des puissances de cos(x), on effectue de
nouveau le changement d’inconnue y = cos(x).

y = cos(x)
(4) = { 42 —2(VZ-1)y—v2 >0
Pour étudier le signe du trindme, nous mettons en ceuvre la méthode 4.5. Le
discriminant du trindme vaut A = 4((v2 — 1)2 +4v2) = 4(v2+ 1)2 > 0. 1I
existe done deux racines réelles distinctes :
g _2(V2-1)-2(vV2+1) 1 2v2-1)+2(vV2+1) V2
1 = i

= == ot o =
3 g & ¥z 3 5

Finalement

V2

(4) = cos(x) < —% ou cos(x) > 7
On applique alors la méthode 8.5 pour conclure :
4

s=J 2kﬂ+2;,‘2kﬂ+ E[U U ]ka—
kel kef

w

42#:174—%[.
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Chapitre

Limites de fonctions

La définition de la dérivée se fait a l'aide de la limite
d'un quotient a priori indétermine. Lorsque cette notion
fut introduite a la fin du XVII® siécle, la notion de limite

n'existait pas. Leibniz et Euler considéraient l'existence
d'un état intermédiaire appelé infiniment petit située
entre le fait d'étre différent de 0 et celui d'étre nul. Ceci
explique que certains mathématiciens aient combattu
ces nouveaux outils malgre leur efficacité pour résoudre
de nombreux problemes jusque-la sans réponse.

Jean le Rond d’Alembert chercha fort maladroitement a
formuler une définition de la limite mais il faut attendre
le milieu du siecle suivant pour que ce concept soit
introduit de maniére rigoureuse par Augustin-Louis
Cauchy puis par Karl Weierstrass.

oy P

Augustin-Louis Cauchy
1789-1857




B les incontournables

m Calculer une limite
» par opérations algébriques
» en utilisant un changement de variable

m Reconnaitre une forme indéterminde. Savoir lever une forme indéterminée
» par opérations algébriques;

» i l'aide des croissances comparées des fonctions usuelles ;

B et plus si affinités

OBJECTIFS

m Utiliser la limite des taux de variations de fonctions usuelles pour déterminer une
limite.
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mm Réesumé de cours

B Notions de limites
Limites en oo

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |a, +o0[. On dit que

e f a pour limite { € R en +oo et on note llln f(x) =€ (ou f(x) ramey £) lorsque tout
intervalle ouvert contenant £ contient toutes les 'iJ'(H'F‘H?S df' f(z) pourvu que x soit assez grand.

e [ a pour limite +00 en 400 el on note :rlllrl-}-loc f(z) = 400 lorsque tout intervalle ouvert de la

forme | A, +oc| contient toutes les valeurs de f(x) pourvu que x soit assez grand.

Limites en un réel a

Définition : Soit f une fonction définie sur un domaine D et a € R, un élément ou une extrémite
réelle de D. On dit que

o [ a pour limite +oc en a cf on note ,!],],}1,1 flx) = 400 lorsque tout intervalle ouvert de la forme
| A, +00[ contient toutes les valeurs de f(x) pourvu que = soit assez proche de a dans D.

e [ a pour limite { en a et on note iEEla f(x) = € lorsque tout intervalle ouvert contenant €
contient toutes les valeurs de f(x) pourvu que x soit assez proche de a dans D.

e [ a une limite a droite en a lorsque f a une limite quand x tend vers a avee x > a. On note
cette limite lim f(x).

-
Tr=ra

Définition : Lorsque a est élément de D, on dit que [ est continue en a si li_l:l flz)= fla).
r il

B Théoremes d'existence de limites
Opérations sur les limites

Soit f, g deux fonctions définies sur un domaine D, a un élement ou une extrémité éventuellement
infinie de D, ¢, ' des nombres réels ou infinis et k& € R* un nombre réel. On suppose que lim f(z) = ¢
r—ra

et lim g(x) = £'. Pourvu que les opérations qui suivent aient un sens, on a :
T—ra

Théoreme 9.1.—
w lim kf(z) =k ¢ = Sif#0, lim {8 =F
-ii_lﬂlf{m}+g(n:]=f+l“ -Sif:ﬂ,lg*;i—wj=+m
. rlillx_hf[:::}xg(x]r-f'xf’ mSif=0 :.];-I.Eﬂx {,‘,}z—oo

Notation : lim f(x) = 0" signific f > 0 au voisinage de a dans D et lim f(x) = 0.
T=ha r—ta

Remarque : méme lorsqu’on connait les limites de f et de g, ce théoréeme ne permet pas toujours
de {'011clure Il y a des cas d’indétermination. Ce sont les quatre formes indéterminées oo — oo,
oo X 0, ct, =
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Existence de limite par comparaison, encadrement

Soit f, g, h trois fonetions définies sur un domaine D, a un élement ou une extrémité éventuellement
infinie de D.

Théoréeme 9.2.—

. e au voisinage de a, g(x) < f(x) < h(x)
Si ; - ¢ ) alors

. lim g(x) = £ et lim h(x) =¢£ ;Elﬂlf{‘ﬂ =t
"\T—?{ll {}{Tﬁﬂ]
i e au voisinage de a, glx) < flr )
Si = lim g(z) = +00 ) alors 11‘1_1}3] fl(z) = +o0.
I—+il
Remarque : on a un énoncé analogue lorsque f < g et lim g(x) = —oo0.
r—ra

Existence de limite par changement de variable

On étudie la limite d'une fonction composée x +— f(x) = g(h(x)). Ainsi h : I — J est une fonction
définie dans I a valeurs dans J, g : J — R est définie dans .J et f désigne la composée g o h.

Théoreme 9.3.— Soit a un élément ou une extrémité de I, b un élément ou une extrémité de J
et £ un nombre réel ou infini.

e limh(z)=0>b
Si T=*il

o limg(y)=1¢ alors JI.'IJHJ goh(z)=1¢

y—+b

B Limites des fonctions usuelles

Les fonctions usuelles (fonetions polynomiales, fractions rationnelles, sinus, cosinus, logarithme
népérien, exponentielle et puissances) sont continues sur leurs domaines de définition respectifs.

Limites des fonctions logarithme, exponentielle, puissances

Théoreme 9.4.— Soit n € M*

o lim In(z)=—-oc e lim exp(z)=0 e lim z" =0
T—+ T——00 r—+0+

e lim In(z) =400 e lim exp(z)=+400c e lim 2" =400
E—+00 T=+00 T =00

Croissances comparées des fonctions logarithme, exponentielle, puissances

Théoreme 9.5.—

In(x
¢ lim xln(z)=0 e lim (2) =10
0+ =400 T
exp(x
e lim zexp(z)=0 » li]iﬂ o) = 400
=00 e = 30 T
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mm Methodes

M Méthodes directes de calcul de limites

Soit a étudier la limite lim f(x). La fonection x +— f(x) peut étre une fonction usuelle, ou bien
=

construite & partir de fonctions usuelles au moyen d’opérations algébriques ou comme composée
de plusieurs fonctions usuelles. Suivant les cas, nous allons voir comment étudier cette limite.

Utiliser les opérations algébriques (OPA)

Lorsque f est construite a partir de fonctions usuelles par opérations algébriques (somme, différence,
produit ou quotient), le bon réflexe consiste a appliquer la méthode 9.1 : lorsqu’il n’y a pas
d’indétermination, la limite de f est obtenue par ces mémes opérations algébriques sur les limites,

(d Méthode 9.1.— Comment calculer une limite par opérations algébriques
Si f(z) = fi(2)+ f2(x) ou f(z) = fi(x)—fa(@), ou f(z) = fi(x) x fo(z), ou f(z) =
Etudiez les limites £; = lim fi(z) et £ = lim fa(x).

filz)
fa(x)

Lorsqu’il n'y a aucune indétermination, vous pouvez conclure que lim f(z) = £} + £5,
r=ra

ou lim f(x) =1, — £3, ou :ll_r}; flx) =€) x 5, 0n alr1_r}13] fz) = {—J

IT—¥il

1—3x
2 -1

Exemple : étudions la limite quand x tend vers 1 par valeurs inférieures de f(x) =
Iei f(x) est une expression rationnelle (quotient de deux fonctions polynomiales) :

Etudions la limite du numérateur : 1 — 3r ——— -2

z—1

Etudions la limite du dénominateur : 2% —1 —— 0~

r—rl
Par opérations algébriques, il s'ensuit que lim f(x) = +o0.

x—+1
Mise en ceuvre : exercice 9.1.

Remarque : il est fréquent qu'apparaisse lors du calcul une forme indéterminée, c’est-a-dire une
2 s - . g .
expression de la forme : +00 — 0o, —, =, 0 x co. En ce cas, la méthode précédente ne suffit pas

N " .Jxl -
pour conclure. On se reportera a la méthode méthode 9.5.

Utiliser un changement de variable

Comme c’est tres souvent le eas, la fonction f peut étre construite comme composée de plusieurs
fonctions usuelles. En ce cas, on peut étudier la limite lim f(x) 4 Paide du théoréme 9.3. Essen-
=il

tiellement, il s’agit de décomposer cette étude de limite en plusieurs étapes.
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(d Méthode 9.2.— Comment étudier une limite par changement de variable
On observe que f(x) peut s'écrire sous la forme f(x) = g(h(x)). On procede alors de la
fagon suivante :
e On pose y = h(x) et on étudie b = lim h(x)
=4
- On étudie £ = ]il]} gly).
b

On conclut 4 'aide du théoréme 9.3, que li_lfl f(xz)=¢.
Tr—Fa

1

- s i n 4
Exemple : étudions la limite lim (2— =)
z—+0 H
e On pose y(z) =2 - ;L, on a y(r) —— —o0 1
: i e Par composition, il vient lim(2 — —)* = 4cc.
L] on sait que " —— +0 ,);',, T
Y——0 ]

Mise en ceuvre : exercice 9.1.

Utiliser un encadrement ou une comparaison

Lorsque f(x) est construite par opérations algébriques & partir de fonctions qui n'admettent pas de
limite (ou dont on ne sait pas facilement calculer la limite) on peut avoir recours i un encadrement
de f(x) entre des fonctions dont on sait montrer qu’elles ont méme limite.

(1 Méthode 9.3.— Comment étudier une limite par encadrement
On montre qu’'au voisinage du point 2 on a g(z) < f(x) < h(z).
On montre que g et i possedent au point a la méme limite £ = lim g(x) = lim h(x).
r—a Tr—a

On conclut alors par encadrement que lim f(x) = £.
T—ril

Remarque : comme indiqué dans le résumé de cours, lorsque £ = £00 une comparaison suffit :
e Lorsqu’au voisinage du point a, f(z) = g(z) et lim g(x) = +o0 alors lim f(z) = +o0.
r—rit Tkl

e Lorsqu’au voisinage du point a, f(z) < h(z) et lim h(z) = —oc alors lim f(z) = —.
r—+a r—+a
LT g v . T+sin(z

Exemple : étudions la limite lim —{—}-

rtoo 2 — EU:-i{;i‘}
(1] Remarquons d’entrée de jen que les fonctions cos et sin ne possédant pas de limites en +o0c,
le théoréeme 9.1 ne s’applique pas ici. Par contre, des encadrements —1 < sin(z) < 1 et —1 <
cos(x) < 1, on tire :

O<r-1<z+sin(zr)<z+1 et 0<1<2—cos(r)<3
1 1

l<—-< — <1

37 2—cos(z) ~

_— y z—1 _zxz+sin(z r<+1
D’on découle finalement 'encadrement 0 < —— < - () <
3 2 — cos(z) 1

. -1 T : . x+sin(x)
Comme lim = +0¢, il s'ensuit par comparaison que lim ——— = +4o00.
s>t 3 2450 3 — cos(@)

Mise en ceuvre : exercice 9.1.
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M Etudier une limite en cas d'indétermination

Lorsque f est construite par opérations algébriques a partir de fonetions usuelles, le théoreme 9.1
ne permet pas de conclure en toutes circonstances puisque rappelons-le, les expressions : 400 —

oo 0 i i _
oo, —, 0’ 0 =% oo sont indétermindes.
");;.

Reconnaitre une croissance comparée usuelle

Lorsqu'on tombe sur une forme indéterminée, la seule connaissance des limites des fonctions
en jen ne suffit pas pour prédire le comportement de la somme, du produit, du quotient ou de
la différence. Pour lever cette indétermination, il faut aussi prendre en compte les vitesses de
convergence. Dans le cas des fonctions usuelles, vous connaissez parfaitement leurs croissances
comparées (théoreme 9.5).

J Méthode 9.4.— Comment reconnaitre le terme prédominant
En cas d'indétermination au voisinage de a, retenez que :

s la puissance de x l'emporte sur la puissance de In(x),

m la puissance de e* 'emporte sur la puissance de z.

Exemple : étudions lim __..lu“n{:r]
z—+oo  In(x)

qui ressemble & une croissance comparée usuelle. Pour nous y ramener, un changement de variable
s'impose :

. Nous sommes ici en présence d'une forme indéterminée —,
o0

e On pose y(x) = In(x), on a y(z) —— +00
r—+too

. . In(In(x))
- Par composition, lim ——=
In(y) ot I

=1~
r—+oc  In(x)

. On sait (CC) que

y u—too

Lever l'indétermination en factorisant par le terme prédominant

Plus généralement, comme les croissances comparées des fonctions usuelles se traduisent sous la
forme de limites de quotient, nous chercherons a factoriser les expressions indéterminées par leur
terme prédominant.

d Méthode 9.5.— Comment lever I'indétermination a I'aide d'une factorisation
Supposons que f(x) = fi(z) — fo(z), o lim fi(x) = lim fo(x) = +o¢ de sorte que la
T—ri Ir—ri
limite en a de f(x) est indéterminée (oo — o).
[1] A D'aide des croissances comparées, on repere le terme prédominant dans la somme.
fa(x)

Ce sera fi(x) pourvu que 75 2—4a =

On factorise par le terme prédominant pour lever I'indétermination :
" 7 ) = L Jz(x)
f(@) = fi(z) — fa(z) = fi(z) x (1 — F5)
[3] Dans cette expression, il n’y a plus d’indétermination en effet. On conclut par OPA
que

2 fe) = I (@)
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Remarques : cette méthode se généralise au cas d'une somme de plusieurs termes. Elle permet
de « remplacer = f(x) par son terme prédominant.

On peut aussi appliquer cette factorisation pour lever tout type d’indétermination : produit, quo-
tient, somme ou différence.

2x? — 2In(z) cos(x) + e~
(In(x))?

=

Exemple : étudions la limite en +oo de f(z) =

(1] Au voisinage de +oc, # — 2In(z)cos(x) et x — e % sont négligeables devant = — x* car
{’_T 2In(x) cos(x In(x
par OPA —— 0 et par encadrement 0 < [21n{z) cos(z)] <2 (z) 0.

e x? 2 rae

z2 2In(x)cos(z) e *
R Ty x {1 2 T 2 )

In*(x) x x*

Par croissances comparées des fonctions usuelles (la puissance de 2 'emporte sur la puissance
e

£
de In(x)), on peut conclure que llm f(z) = _&1_1; m = 400

On peut alors écrire f(z) =

El Méthode 9.6.— Comment étudier la limite en ¢ d'une fraction rationnelle
Soit f(x) = Pf!} ol p et g sont des fonctions polynomiales :
qlx) e P
p(z) = apz" +ap 1" 4. +ajx+ap, oiay #0
g(x) = bpa™ +by 12" 4+ bz + by, ol by, # 0
Alors

s lim r) = llm a ", lim gz lnn bmax™
I—!-;i:*x: ( } " ' —b:i:f:c_lq{ J — 403 .

i iz
s lim f(z)= lim —z™™.
i e e E—+Fo0 .’)m

Mise en ceuvre : exercice 9.2.

Utiliser |'expression conjuguée

La méthode 9.5 consiste 4 utiliser une opération algébrique pour lever la forme indéterminéde.
D’autres opérations que la factorisation par le terme prédominant peuvent s’avérer utiles. Par
exemple, pour une forme indéterminée mettant en jeu des racines carrées, on peut lever parfois
I'indétermination en multipliant et divisant par 'expression conjuguée.

Exemple : étudions la limite en +o0c de f(x) = a2 + 2z + 2 — z. Par composition, on voit que
Vi + 2x + 2 ——— +o0 de sorte que nous avons ici affaire 4 une forme indéterminée oo — .

=t 0
Pour lever cette indétermination, éerivons tout d'abord

f(2) (1.;’J:2+'?1+ —z)x (Va2 +2zx+ 2+ 1) 2r + 2
vt +2z 4+ 242 ~.£a:2+2:r+2+1-

Finalement, factorisons numérateur et dénominateur par leur terme prédominant, z, il vient

fa) = ——21+5) 2

2 2 T—rtoo P
1|,n’1+;+;:r+1

Mise en ceuvre : exercice 9.3.
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Utiliser les taux de variations

Soit f une fonction dérivable en a. Par définition du nombre dérivée, les taux de variations de f
en a tendent vers f'(a).

. f(@) - fla) _
lim ———— e (a)
r5a =
ey . . ’ . £T)— Jla p— sy
r il n’aura pas échappé au lecteur que I'expression —————— est une forme indéterminée du
Or il I happ¢ lect jue l'exy f{j‘“}t fi 1ét 1
r—a

type g 2u voisinage de a. Ainsi, les dérivées usuelles peuvent parfois étre utilisées pour lever des

0
indéterminations du type 5"

(J Méthode 9.7.— Comment utiliser les taux de variations
[DVautres limites de référence sont souvent obtenues comme limite des taux de variation
d’'une fonction usuelle.

sin(z) In(1 + ) et —1

=1 elim =:1

e lim =1 e lim

r—) T r—0 T r—4 T

PPY e h cos(x) —1
Exemple : étudions la limite en 0 de (_ i

s T c o B
: . 11 s’agit d'une forme indéterminée o Pour la
lever, on peut tenter d'utiliser le taux de variation de cos en 0.

cos(r) — 1

1
W —
T T

f(z) =

Malheureusement, on tombe sur une forme indéterminée 0 x oo ! Pour lever l'indétermination, nous
aurons recours a la trigonométrie. D’apres la formule de duplication

5 sin®(z 5
Fl)s= —2 sin®(x/2) _ 9 in“(x/2) =_2 ( in(: f?})

x? 4(x/2)2 x/2
Le changement de variable y(z) = 3, dans la limite de référence hn}] %’F} = 1 montre finalement
y—

cos(r) —1 1
que 11‘113}]1—_ =—§

Mise en eeuvre : exercice 9.3,

LIMITES DE FONCTIONS 143 ENm



mm Enonce des exercices

B Calculs de limites

Exercice 9.1 : Etudiez les limites suivantes -
. sin(x
1. lim (£)
r—+4oc In(x)
2. lim In(cos(x))
x—+l)
, cos(a
3. lim —(}
z—+400 T + 2sin(x)

Exercice 9.2 : Etudiez les limites suivantes :
212 + xcos(x) + 22 *

1. lim
E—+-+00 (z+ 1) In(x)
. Fm +{"‘2'T
2. lim ———
=400 22 4+ /T + 1
3r?—1
3. lim

z——00 232 —p =1

Exercice 9.3 : Etudiez les limites suivantes :

1. lim z++vVa2+ax42
E=p =00

In(1+x)

. lim

, 1
. lim 4/9+ =
=400 =T

lim i

' =5 .'1"2 — "-LI' — 0

P=Fr—=00

B (2° 4+ 1){-1+ %}

lim In(z +5)

" 2—+00 5 + In(x)

lim In{z)

" g0+ VT +x + a?

. lim lll(
L=t =0

sin(z) — cos(z)

== r—=

4 2 4

2. lim : — =
T30 I.].](]. +2:1'} . rﬂ[llmf ]]1{1 +-e }
.. eamiEy. g . Vat+1-1
3. lim . lim —
z—0 X x—+0 I
Le saviez-vous?
Une fonction positive de limite nulle n'est pas forcément
décroissante. Considérez par exemple la fonction [ définie pour
& > 0 par f(z) = 2L 7 et positive, majorée par 2 et tend
vers () lorsque x tend vers +oco. Pourtant elle n’est pas décroissante
puisque 0 = f(2krm) < f(2kn + 7/2) = 1/(2kn + 7 /2).
mm Indications
— EX. 9.1

On utilisera suwivant les cas la méthode 9.1, la méthode 9.2 ou la méthode 9.3.

Ex. 9.2

Vous utiliserez la méthode 9.5 d tour de bras!

Ex. 9.3

Vous utiliserez entre autre la méthode 9.7. ..
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mm Corrigé des exercices

Exercice 9.1

sin(x)

1. Posons fi(z) = . Au voisinage de +o0, on a & Comme sin w'a pas
In(z) de limite en 400, on
ne peul pas appliquer
0<|fi(z) < —_ le théoréme 0.1. On
ll](-'!-'} r—r+o0 mel en cuvre la

2 ! . méthode 9.3.
Par encadrement, il s’ensuit que lim f;(x) = 0.
=300
2. Pour étudier fy(x) = In(cos(x)) au voisinage de 1, un changement de va-
riable s'impose : & théortme 9.3

=il

e On pose y(x) = cos(x), ona y(xr) — 1
= lim fo(x) = 0.

. par continuité de In, In(y) —1:- 0 ey
i
0 i 5 2 cos(z)

3. Pour étudier la limite en +oc de f3(x) = —————, on met en ceuvre la
x4+ 2sin(x)

methode 9.3. Au voisinage de 400, on a : £ Comme sin > —1,

{ on en déduit que
0< Ifi(i?” _ |(‘ﬂb(1)| < s o T+ 2sin(z) > r— 2.

r+2sin(z) — r—2 -0
Par encadrement, il en résulte que lim fs(z) = 0.
00
4. Pour étudier fy(x) = /9 + - au voisinage de +oc, on effectue le change-
1

ment de variable y = —.
&

1 +
. On a y(z) = —s 0

L 22 z+o0 Par composition, lim fy(x) = 0.
e par continuité de /-, vVi—0 z—+0
y—+0

5. Onax—3 —= 2 et 2> —42 —5 —— 0. Par opa, il s’ensuit que € Le trinéme

3 T—+5 9 25 22 — 4z — 5 est négatif
liﬂ] ,__?:.___. = — = —0 entlre ses racines —1
r—5- X2 —4r -5 0~ ' el 5
: ; 3 ke | :
6. Clairement 2* + 1 —— —occ et —1 + — ——— —1. Par opa il s'ensuit
oI T T—+—00 & méthode 9.1
; 3
ue lim (x (=14 —-) = +40. A
que lim (z"+1)(-1+-)=+

_ Exercice 9.2

222 + z cos(z) + z2e 2
(z + 1) In(z)
appliquons la méthode 9.5 et factorisons numérateur et dénominateur par

leur terme dominant. Il vient :

1. Pour étudier la limite en +o0c de fi(z) =

. nous

:i‘fg 2+ coslx) + P . 2+ coslx) L g2
fl(;r} = o 13’ I = [ ] 1:1.‘ |
zn(z) + 2 n(z +1
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-
& En cas e Par croissances comparées des fonetions usuelles, lim = 400,
d'indétermination, la z-++oo In(x)
puissance de x cos(r
Uemporie sur In(x) e Par comparaison, lim &) =1
E— 00 T
¢ Par OPA, il en résulte finalement que lim fi(x) = +o0.
r—+oo
e* +e**
& On applique encore 2. Posons fo(x) = — 7= Au voisinage de +00, nous pouvons écrire
la méthode 9.5 2% + 2 +1
2 —_— - -
D On wilise les i L S i I Sl
Régles de calcul de T 2—m+;§ x 2+E+F

exp, théoréme 5.3,

. . A o i
Par croissances comparées des fonctions usuelles, Hlll = +oc .
L oo I

& En cas *

fﬁiﬁ’;’:ﬁ“j:; e Par OPA, il en résulte finalement que IETM fa(z) = +o0.

l'emporte sur la 1 y

Pkssanon ae i, 3. Au voisinage de —oc, écrivons =L. il - E
22—.']5—1 2———;{_? r——oc 2

€2 Pour lever 4. On utilise d’abord les régles de caleul avec la fonetion logarithme. I1 vient

S g ful) = @ +5) _ (e x (1+5/2)) _ In(x) +In(1 +5/)

prédominant comme
préconisd dans la
méthode 9.5,

54 In(x) 5+ In(z) - 5+ In(z)
La méthode 9.5, permet alors de conclure :

5 In{145/x)

In(z) +In(14+5/2) Ingx) _im_'i]_
fal@) = 5+ In(x) ~ In(z) T W e .

5. Le piege! Ici il n’y a pas de forme indéterminée! On peut conclure directe-

In(z
ment par OPA que lim —) = =00
z—0+ VT + x4 3

6. Observons tout d’abord que d’apres les régles de caleul de la fonetion In,
nous avons

1 s 4+r—1
Jole) = gt =iy )

2 4+z—1 1+———§

On pose alors y(x) = . On peut done conclure :

24r—1
C i = - 1
¢ Comus p\v) 2241 o0 Par composition, lim fs(z) = 0.
. et que In(y) —r e

_ Exercice 9.3
1. Au voisinage de —oo, remarquons que nous sommes en présence d’une
forme indéterminée « — 0o + co=. Pour la lever nous allons d’abord multiplier
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et diviser par I'expression conjuguée, puis appliquer la méthode 9.6. Il vient

N o1 arrmre | PO s e 2 ot DO

T 1+% 1

T ST 1L B G e @

- . . . 0
2. On a ici affaire 4 une forme indéterminée < —=. Pour la lever, nous allons

mettre en ceuvre la méthode 9.7. Pour & voisin de 0 (mais différent de 0), on
a:

In(l4+z)  In(l4z) . 2x @ 1
In(1 +2x) T In(1+2z) 2

1

Par la méthode 9.7, il en résulte alors aisément que fa(x) — 5

=¥
sin(x) sinfx) .3 .
3. On peut noter fy(z) = = 1 = Z - . Mn[a'}. La limite du

T sin(x) +

deuxieme facteur en 0, résulte directement de la méthode 9.7. Pour le premier
facteur, il va falloir composer :

. On a y(z) = sin(z) —— 0
z—40 o =
i A0 = ] Par composition, lim fs(z) = 1.
e Le taux de variation — 1 x—0
y o w0

s g% = g =z 0
4. On a encore ici affaire a une forme indéterminée «<— . Pour la lever, nous
allons mettre en ceuvre la méthode 9.7, mais avant cela, commengons par

sin(z — 7w /4
V2 i i 4 Finalement, & Voir la méthode

utiliser un peu de trigonométrie : fi(z) =
P g falz) T =

e Posonst(z)=2—-5 ——=0

e it A
= Par composition, lim fi(z) = V2.
: sin(t) Py
e On sait que F 1 e
r

5. 1l s’agit encore d'un calcul de limite par changement de variable :

. Posons y(x) = e* ===l
€ -0
In(1 Par composition, lim fs(z) = 1.
e On sait que nil +9) 8 2 I—r—;x,-f (<)

i y=0’

6. Multiplions et divisons par la quantité conjuguée du numerateur. Il vient

vaz4+1-1 T

= 2 0
T vai4 141 z=0
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Chapitre 1 0

Dérivation des fonctions

Le mathématicien frangais d'origine italienne
Joseph Lagrange a consacré de nombreux
travaux a l'étude de fonctions. C'est a lui que
l'on doit les termes de dérivée et de primitive.
Il considérait en effet que la premiere dérivait
de la seconde considérée elle-méme comme la
fonction premiere, donc la primitive.
Lagrange s'est penché sur presque tous

les domaines des mathématiques. Citons
seulement ses travaux en mécanique céleste et
ceux sur les équations différentielles.

Joseph-Louis Lagrange
1736-1813



B les incontournables

s Etudier la dérivabilité d’une fonction f

» en étudiant la limite des taux de variation

» en utilisant les opérations algébriques ou la composition
m Déterminer la fonction dérivée de f

» A l'aide des dériviées des fonctions usuelles

» au moyen des opérations algébriques et de la composition

B et plus si affinités

m Utiliser les taux de variation d’une fonction dérivable,

7y
—
=
O
L
-
o
@)

» pour étudier une limite indéterminée de la forme €3>
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mm Réesumé de cours

B Notions de dérivées

Nombre dérivé

Définition : Soit f : I — R une fonction définie sur I et a € I. On dit que f est dérivable au

point a lorsque les taux de variation de f au point a possédent une limite finie au point a.

En ce cas, f'(a) = lim f=) - f(a)
—a

r#a T
r—ra

s'appelle le nombre dérivé de f en a.

Interprétation graphique

f(z) — f(a)
T—a
d’extrémités A(a, f(a)) et X(z, f(z)). Le nombre dérivé

de f correspond done a la pente limite.

Le taux de variation est la pente de la corde

Définition : Si f : I — R est dérivable au point a, alors
la droite d’équation cartésienne réduite

y 54(a) + f'(a)(x —a)

y = f(a) + f'(a)(x — a)

X

” B

Interprétation : de toutes les droites affines du plan, la droite tangente en A(a, f(a) est celle qui
approche le mieux la courbe représentative de f.

est appelée la droite tangente a la courbe
représentative de f au point A(a, f(a)).

Fonction dérivée

Définition : [ est dite dérivable sur I, si elle est dérivable en tout point de I. La fonction qui a
tout x € I associe le nombre dérivé de [ en x est la fonetion dérivée de f. On la note f' : I — R.

B Calcul de dérivées

Opérations algébriques

Proposition 10.1.— Soit w,v : I — R, A € R. On suppose que u et v sont dérivables dans I. Alors

m A uest dérivable et pour tout z € I, (A u[:l:])’ = A-u'(z)
m u+ v est dérivable et pour tout € I, (u(z)+ 'v{:n}]f = u'(z) +v'(z)

m u x v est dérivable et pour tout x € I, (u(z) x v(z)) = u'(z) x v(z) + u(z) x v'(x)

ey A )
= —est dérivable et pour tout = € I, (u = ) =— () (si u est inversible)
u u(r _ u/(z)v(x) — u(z)v'(x)

= ; est dérivable et pour tout z € I, (——)'(z) = (si v est inversible).

v(z)

v3(z)

DERIVATION DES FONCTIONS 151 Em



Dérivée d'une fonction compaosée

Proposition 10.2.— Soit f : J — R et u: I — R, telles que pour tout x € I, u(x) € J. On note
foulacomposée fou:x+ f(u(x)). On suppose que f dérivable dans J et u dans I. Alors
= fou est dérivable et pour tout = € I, ( f(u(z))) (z) = f'(u(z)) x u'(z)

Remarque : seuls les cas ol f(z) = e®, f(z) =In(z), f(z) = 2", f(x) = /7 sont au programme.

B Propriétés des fonctions dérivables

Lien fondamental avec la continuité

Théoréme 10.3.— Soit [ : I — B une fonction définie sur I et a € I.

Si f est dérivable au point a, alors f est continue au point a.

Liens avec la monotonie

Théoréme 10.4.— Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle [.
m [ est croissante sur I si et seulement si ' = 0.
m [ est décroissante sur I si el seulement si f' < 0.

m [ est constante sur I si et seulement si ' = 0.

Corollaire 10.5.— Soit f : [ — R une fonction dérivable sur un intervalle [.
m Si f' > 0, alors f est strictement croissante sur I.
m Si f' <0, alors f est strictement décroissante sur 1.

Dérivées d'ordre supérieur

Soit f : I — R une fonction dérivable, sa dérivée est une fonction f' : I — R. Si f' est aussi
dérivable, on dit que f est deux fois dérivable sur I. On note alors f” : I — R la fonetion dérivée
de la dérivée de f ... Plus précisément,

Définition : Soit f : I — R. On convient que f est 0 fois dérivable et que f'°) = f. Sin € N*, on
dit que f est n fois dérivable dans I si

e f estn—1 fois dérivable dans [
fi=Y est dérivable dans 1.

En ce cas, on note f{") = (f{"—lj)’t
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mm Methodes

B Généralités

Etudier le domaine de dérivabilité d’une fonction : démarche générale

A Méthode 10.1.— Comment étudier la dérivabilité d'une fonction
Soit f: D — R une fonction définie sur un domaine D.

» Si f est un fonetion usuelle, la question ne se pose pas puisqu’on connait parfaite-
ment les dérivées des fonctions usuelles (cf. méthode 10.2)!

» Dans le cas général, pour étudier la dérivabilité de f et déterminer sa fonction
dérivée, deux étapes peuvent étre nécessaires :
[1] La fonction f est la plupart du temps définie & partir de fonctions usuelles, par
opérations algébriques ou par composition. La méthode 10.3 et la méthode 10.4
permettront de déterminer le domaine et I'expression de f’.

Certains points de D nécessitent parfois une étude particuliere. On suivra alors
la méthode 10.5.

Dérivabhilité des fonctions usuelles

(d Méthode 10.2.— Dérivées des fonctions usuelles
Les domaines de dérivabilité et 1'expression des dérivées des fonetions usuelles doivent
etre parfaitement connus :
Fonction Dérivée Domaine de dérivabilité | parametre
= C C'=0 zelR CelR
T - " (z™)' = na™! zeR n € N*
I. .!. [ n Mo & &
€I j"_“ I—") = —Ir."_'_! .I.ER T EN
e T (vz) = A xz € Rt
2/T
T et {t’r}! =e" zelR
i 1
x — In(|z|) (In(|z])) = = reR*
x  cos(x) | cos'(z) = —sin(z) zelR
T —+ sin(x) sin'(z) = cos(x) relk
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W Etude de la dérivabilité et calcul des dérivées

Dérivabilité globale

(' Méthode 10.3.— Comment dériver une fonction par opérations algébriques
Lorsque f est construite par opérations algébriques a partir de fonetions dérivables dans
1, w et v, on applique la proposition 10.1.

Fonction | Dérivée Domaine de dérivabilité
A (A- 'ﬂ.[;r.‘}]F = A-u'(x) pour tout x € [
u+v (u(zx) + ?.-‘(.‘:!.'}}’ = u'(x) + v'(z) pour tout x € [
u X1 (u(x)v(z)) = u'(x) v(z) + u(x)v'(z) | pour tout x € I
% (ﬁ)r =— ::;E}} pour tout x € I tel que u(z) # 0
:E (?E:;)r u’{m}”{”;)_-?;m‘;h Jv(z) pour tout x € [ tel que v(x) # 0

[ Méthode 10.4.— Comment dériver une fonction composée
Pour dériver une fonction composée, on utilise la proposition 10.2.
Si u est dérivable dans I et f dérivable dans J et vérifient que pour tout x € I, u(z) € J,
alors f o u est dérivable dans [ et

pour tout z € I, ( f(u(z))) = f'(u(z)) x u'(z).

Cette formule de dérivation est notamment utilisée dans les cas suivants (n € N*) :

Fonction | Dérivée Domaine de dérivabilité
u™ [u"(;r.))’ = nu'(z) u" () pour tout x € [
1_:; ('H"t 2 )’ = ;}::H:E:; pour tout x € I tel que u(z) # 0
Vi [\/u_ \/% pour tout x € [ tel que u(x) > 0
exp(u) | (e%®)" = u(z)em®) pour tout = € I
In(|ul) [lllﬂt.{{.i[‘}|}}Jr = % pour tout z € I tel que u(x) # 0
sin(u) | (sin(u(x)))’ = u'(x)cos (u(x)) pour tout = € I

cos(u) (m:s{u(r})}; = —u'(z)sin (u(z)) | pour tout z € I
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Exemple : étudions la dérivabilité de la fonction définie par f(z) = 1 + 22

On a f(z)= m avec u(x) = 1 4 2°,

Notons tout d’abord que f(z) est défini pour tout réel x car u(zx) Pest et u(z) =1+ 2% > 0.
De plus, u est dérivable dans R et la fonction |/ est dérivable sur R*. Comme pour tout z € R,
u(zx) > 0, on déduit du théoréme 10.2 que [ est dérivable sur R et que pour tout =z € I :

T roW(e) _(1+28) 2@ @
flz) = (\f’”(-’“]) = zm ToitaZ V1422 Vit a2

Mise en ceuvre : exercice 10.2, exercice 10.3.

Dérivabilité en un point

[ Méthode 10.5.— Comment étudier la dérivabilité d'une fonction en un point
Soit f : I — E une fonction, a € I. Pour savoir si f est dérivable en a et calculer le cas

échéant son nombre dérivée f'(a) :
A i x)— Jla : ; a+t)— fla
» On revient A la définition si lim M = { ou lim I )=\
T#a Tr—a t#0 t
F—ra = ]
alors f est dérivable en a et f'(a) = f.

=feR,

» On peut aussi étudier les dérivées 4 gauche et a droite au point a : lorsqu’elles

; g A i R, z o o= il
existent et sont finies, il s’agit des limites : fi(a) = lim % et fala) =
’ Tl G —
- x) — fla
im ) —F(0)
z—rat r—a

Remarque : en pratique, on utilise trés souvent le changement de variable x = a + ¢ car il permet
de se ramener a 'étude d'une limite au voisinage de 0.

Exemple : soit a > 0. Montrons que la fonction racine carrée f: R™ — R, 2 — /7, est dérivable

va+t—./a P
: :

en a > 0 et que f'(a) = Pour cela, on étudie les taux de variations our ce

1
2ya’

faire, on multiplie numérateur et dénominateur par 'expression conjuguée. Il vient :

f{n.+t}—f{a]|:w‘a+.—v*’&_ (a+t)—a 1
t

1
t T t(Vatt++a) Vatt+.a va 2Va

. . — . . fla+t)— f(a 1
Par continuité de la racine carrée en a, il s'ensuit que lim ( (@) =

L0 5 2,/}1‘

Mise en eeuvre : exercice 10.1.

Le saviez-vous ?

Leibniz s’est trompé! La célebre formule de Leibniz (uxv) = o' x
v+uxv’ n'a pas été de soi car Leibniz lui-méme a enseigné pendant
un temps que la dérivée d'un produit était égale au produit des
dérivées!
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Dérivées successives

d Méthode 10.6.— Comment déterminer la dérivée n®™ d'une fonction f
[1] On commence par calculer f', f”, éventuellement f(*).

On conjecture I'expression de f(™).
On démontre cette propriété par récurrence.

Exemple : comme quotient de fonctions dérivables une fraction rationnelle est indéfiniment dérivable
sur son domaine de définition. Déterminons, les dérivées successives de la fraction rationnelle

1
flz) = T Sur R\ {1}. Pour cela
(1] On peut calculer les premiéres dérivées de f. Soit z € R\ {1}
4 = 1 4 . = {1—:1‘]" . 1 .
B3] = = ! fllz) = (=P = =3
— 2 : —zy 9
fﬂ{._r] — _2(1 J} — 1 x2 f{,j}{ﬂ:} = B 2{1 :I') _ 1x2%3

1—27 (1-a)p -z (-2

2] A ce stade on peut conjecturer que pour tout € R\ {1} et tout entier n > 1,
()

_1x--.xn
T (=)t

(3] Montrons cette propriété par récurrence :

e Initialisation : lorsque n = 1 cette propriété a été montrée.

1 x---xn

o Hérédité : soit n > 1 tel que fU")(x) = m Alors

(1-z) _1x---xnx(n+1)
(1__.].>Jn+-2 = (1_mjwaz

_f“”’”(.’f?) = (ftnl'(ﬂ.))j — {:1 N w s n,} » {_-” = 1)

e Conclusion : la conjecture est démontrée par récurrence.

Mise en ceuvre : exercice 10.4.

B Applications de la dérivabilité
Application a I'étude des variations

Il s’agit bien entendu de la principale application de la notion de dérivée. Elle sera étudiée et
exploitée au Chapitre 11 consacré a I'étude des fonctions.

Application a I'étude des limites

D’apres le théoreme 10.3 une fonction f, dérivable en a est continue en a de sorte que dans

], 23 351 - v v Piata f{‘r) . f(ﬂ} AR -y 7 1 - 3
expression du taux de variation, ————=, numérateur et dénominateur tendent tous deux
T—0a

x
vers 0 quand = tend vers a. Il s'agit done d'une forme indéterminée, dont on connait la limite !
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Jd Méthode 10.7.— Comment utiliser les taux de variations pour étudier une limite

() ... . )
,ou lim N(z)=0,il v a
I — T—a
fort & parier qu’il s’agisse dun taux de variation d’une fonetion f. En ce cas,
|

N
Lorsqu’on étudie la limite en a d'un quotient de la forme

[1] S’assurer que f est dérivable en a et calculer f'(a).

Et de conclure : I"T;("r} = 1) — (a) » f'(a).

r—a T—a T—+a

Mise en ceuvre : exercice 10.5.

Application a I'étude des tangentes

[ Méthode 10.8.— Comment déterminer la droite tangente a une courbe
Soit f: D — R une fonction, a € I. On note C la courbe représentative de f.
» Si f est dérivable en a, alors la droite d’équation y = f(a) + f'(a)(x — a) est la
tangente a C au voisinage de a.

» Si f est dérivable a gauche en a, alors la droite d’équation y = f(a) + fy(a)(x —a)
est la demi-tangente & C an voisinage de a.

f(x) - f(a)

» Si f n'est pas dérivable en a mais que lim = +o00, alors C admet la

r#a r—a
T—a

droite d'équation ¥ = a pour tangente verticale en a.

Notation : si cette limite existe et est finie, fi(a) = lim

r—rit

est le nombre dérivé a

f(z) — f(a)
rT—a

gauche de f en a.

Mise en ceuvre : exercice 10.7.
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mm Enonce des exercices

B Dérivabilité
Dérivabilité en un point

Exercice 10.1 : Pour chaque fonction, déterminer si f est dérivable au point a considéré et calculer
f'(a) le cas échéant.
1. filz)=vz®+32—-10, 6 =2; 3. falzx) =z + m a=2:

2
2. Ja(w) = || + 4

co=0;

Fonctions dérivées

Exercice 10.2 : Dans chaque cas suivant, déterminer le domaine de définition de la fonetion, les
intervalles sur lesquels elle est dérivable et expliciter f'.

1. filz) =+/(1 +;1:)3F; 3. fa(z) = (1 — 2)/=;
2 )= (25 ) 4 i) = L2

4—-z r—2

Exercice 10.3 : Dans chaque cas suivant, déterminer le domaine de définition de la fonction, les
intervalles sur lesquels elle est dérivable et expliciter f'.

W fl(:r]zln(i;-'fi); 3. f3(z) = :J_ff
cos(x)
2. folx) = F};{;‘j : 4, fi(z) = In(va2 +1 - z).

Dérivées successives

Exercice 10.4 :

1. On considére la fonction f: xr —

T Montrer que f est indéfiniment dérivable dans R \ {1}
[ -
et déterminer les dérivées successives de f.

24z

r—1

2. Soit g la fonction g : x —

N - = J
a. Déterminer les réels a et b tels que pour tout x € R\ {1}, on ait g(z) = a + =

b. En déduire que g est indéfiniment dérivable dans R\ {1} et déterminer ses dérivées suc-
Cessives,

M Applications

Calcul de limites
r+3-2
z-=1 -
1. Etudier la limite de f;(x) en 1 en utilisant un nombre dérivée.
2. Retrouver ce résultat en utilisant I'expression conjuguée.

Exercice 10.5 : On considere la fonction f,(z) =
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Exercice 10.6 : Soit f: B — R une fonction dérivable en a € R,
xf(a) — af(x)

r—a

1. Etudier la limite éventuelle en a de

.],_.11 3

T x® — atx
2. En déduire lim :
T—+id Tr—1a
4 w
e . = — % cos(x)
3. En déduire lim &S

T3 r—=

=

Tangentes

/T

z+1

Exercice 10.7 : On note C la courbe représentative de la fonction f: x —
1. Déterminer I'ensemble de définition et de dérivabilité de f.

2. Calculer f'(0) et f'(1) et en déduire les équations cartésiennes des tangentes a C aux points
d’absecisses 0 et 1.

3 2
. . . . —x* — 32+ 1
Exercice 10.8 : On note C la courbe représentative de la fonction f: x — : .

1. Déterminer les points de C en lesquels la tangente est parallele a la droite d’équation y = —3z.
2. Donner les équations des tangentes en ces points.

Exercice 10.9 : Soit [ et g les fonctions définies par f(z) =1+ V2% -3z + 3 et g(z) = — 327 +
2r+ 3.

1. Justifier que f et g sont définies et dérivables sur R.

2. Montrer que les courbes représentatives de ces fonetions sont tangentes an point d’abscisse 1.

Le saviez-vous ?

On sait qu'une fonction dérivable est continue et que la réciproque
est fausse. Cependant, on a longtemps pensé que les points ol une
fonetion continue n'est pas dérivable étaient peu nombreux. En
réalité, il existe des fonetions qui sont continues mais dérivables
en aucun point! Le premier a4 construire une telle monstruosité
est le mathématicien allemand Karl Weierstrass en 1872.

mEm Indications

Ex. 10.1

Pour étudier la dérivabilité de ces fonctions, nous mettons en cuvre la méthode 10.5.

Ex. 10.2
Vous mettrez en ecuvre la méthode 10.1.

Ex. 10.3

Vous utiliserez ln méthode 10.4.

Ex. 10.4
Conformément i la méthode 10.6, on commencera par calculer les premiéres dérivées avant de
conjecturer Uexpression de la dérivée n'™™",
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mm Corrigé des exercices

I Pour Uétude du
signe d’un trindme, on
pourre appliquer la
méthode 4.5,

@.’i Paide d’une
identité remarquable.

2 O utilise ici la
méthode 10.3.

Exercice 10.1
Appliquons la méthode 10.5.
1. La fonction f; est définie et continue en tout point = tel que 2* + 3z — 10
est positif. L'étude du signe de ce trindme permet de conclure que Df, =
| = 00, =5] U [2. +00[. Pour étudier la dérivabilité de f; au point 2, on pose
=2+t avect—+0". Ona

LR+ - Q) VIGFT) _ ViFT

= = » 400
t t Vit =0t
On peut donc conclure que f; n’est pas dérivable en 2.
2. fo est définie et continue sur [R. Pour étudier sa dérivabilité en 0, étudions
la limite de ses taux de variations :

J2(z) = f2(0) 2

f— (Y
L

x—0 - |z| +4 20

1
2

3. fi(x) est défini lorsque = € [-2,2]. Pour étudier la dérivabilité de f; au
point 2, posons & = 2 4+ t, avec t — 0. Avec ce changement de variable, il
vient :
fa(2 4+ t) — f3(2) L5 v (44 1)(—t) - Va+t
t

t [t| t—=o0-

En conséquence, fi; n'est pas dérivable en 2.
4. Pour z € R, on peut éerire 2° —42* + 2 = r(da® — 4z + 1) = 2(2x - 1)~
Ainsi, f; est définie et continue sur B et pour tout réel positif =, on a
falz) = /x|2z — 1]. De plus, pour = # %._ on a :
1
x)— fals z |22 -1 2z —1
fa(x) f’i{z):\f—] : |=2\/Tl | xi\@

1L P =5
r—3 X @

r—:r{;}ir

baf=

Ainsi, f; est dérivable 4 gauche et i droite en a = ‘li mais ces dérivées ne
coincident pas. Finalement, fi n’est pas dérivable en 5. A

Exercice 10.2
Nous appliquons ici les techniques de la méthode 10.1.

1. fi(x) est défini si et seulement si (14x)* est positif, soit pour = € [-1, 4-00].
De plus, d’aprés la méthode 10.4, f, est dérivable sur | — 1, 400[ et pour
r>-=1,ona:

" B 1
fi(z) = Q—W

2. fa est définie et dérivable sur R \ {4} comme quotient de telles fonctions
dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour tout x € R\ {4}, il vient :

’ 224+ 1\" [2z+4+1Y\
faz) = 5(4—:1.') x(fl—:rr)

02
x (1+2)*) = g{]_% = g{l +a)V1+ .

o (2z41)* 24-2)+ @2z +1) _ . (20 +1)"
-0 (4%) 14— ) P Ta—os
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3. fa(x) = (1 — x)4/z. Comme produit de fonctions usuelles, on sait que fy
est définie sur RY et dérivable sur R*™*. De plus pour tout # > 0, on a :

1
f:?(l')=-v&+2—ﬁ x (1-z).

4. fy est définie sur [0, 2[U]2, +oc[ et dérivable sur |0, 2[U]2, +00[ comme quo-
tient de telles fonctions. De plus pour tout x €]0,2[U]2, +oc[, on a :

ﬁ—ﬁ r+1

WO =" ap = -or

— Exercice 10.3
1. fi est une fonction composée de la forme fi(x) = In (u(z)), nous appliquons

la méthode 10.4.
fi(x) est défini et dérivable si T+ e

est défini et & valeurs strictement

positives. Un tableau de signe permet de préciser ce domaine de définition et €° Le domaine de

de dérivabilité : définition el de
dérivabilité de In est
x |-o00 ~2 1 +00 R**.
x4 2 - 0 + 3 -+
1—x + 3 4 0 -
x4+ 2
- ] + “ ==
1—x

Ainsi, f, est définie et dérivable sur | — 2, 1| comme composée.
Pour un tel réel z, on a :

l,(x+2 . .-r+2)’_1—:.cx(1—.r)+(a:+2)
2 -z} 42 (1 —x)2

fi(@) L
&
(1-o)@+a)

2. fo est le quotient de deux fonctions composées de la forme ), Comme
sin et cos sont dérivables sur B, il en va de méme de 2 — ¢°95(%) ot 2 s S0(T),
Comme de plus cette derniere fonetion ne s’annule pas, f2 est dérivable sur R
comme quotient et pour tout x € R, on a :

(ﬂcus{m]}’ 5 ﬂ,sin{:r}l - eﬂo&il:z} % (EHiH[m})r
((_,sil:{r} ) 2

—Sil‘j[ﬂ‘f} ﬂcm{r} w ﬂ,sln(:rj _ Cm-il:ﬂ::l l._,cm-}{.r} 5w l?:dnlim}

eE:sint:l:}

filz) =

peos(x)

= —(cos(z) +sin(v)) —y

3. fsest une fonction composée de la forme fy(x) = /u(x), avec u(x) = H’—i
Nous appliquons la méthode 10.4.
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[1] f(x) est défini lorsque u(x) est défini et u(z:) = 0 pour pouvoir en prendre
la racine carrée. Ainsi, fs(x) est défini lorsque,xr # 1 et HT = 0, soit pour
x € [-1,1].

De plus, u est dérivable dans [—1, 1] et la fonction /o est dérivable sur B*,
Comme u est positive sur [—1, 1] et s’annule uniquement en —1, on en déduit
(théoreme 10.2) que f3 est dérivable sur | — 1, 1] et pour tout = €] — 1,1]

; - =\ ul(z) _(:ﬁ)’_{l—ﬁt}-i-[l-l-ﬂ?) 1
falz) = (V“{"'}) —Em—z g— (1-1)2 XQ‘/i“‘z

1 1
{l—:r)-..fl—a:fl-%a‘ (1—2)v1—22

4. f; est une fonction composée de la forme fy(x) = ln( }) avec u(x) =
VrZ+1-—x.

[1] Pour tout z € R, 22 4+ 1 > 0, donc  +— v/x? + 1 est définie et dérivable sur
R comme composée et pour tout = € E,

(m}.*: ('1.2_}_1)! _ 2z _ T

Wri+1 2va?+1 Va2 +1

En outre, par croissance stricte de la fonction racine carrée, va? + 1 > a? =
|z|. Par conséquent, pour tout réel x, va® 4+ 1 — 2 > 0 ce qui garantit que
x + In(vz? + 1 — x) est bien défini et dérivable sur R comme composée.
Pour tout réel 2, on obtient finalement

4 = n(y/ z2 - ’=;x a2 —:1:r
fi@) = (Va2 +1-2) = o x (Va2 +1-2)

_ 1 x( P 1)_ 1 . a2 + 1
V24 1l-—x 22 41 Vet +1—z v +1
-1
z2+1
A

— Exercice 10.4
1. f est une fraction rationnelle définie sur R\ {1}. Elle est done indéfiniment
dérivable sur R\ {1}. pour calculer ses dérivées successives, on met en ceuvre

la méthode 10.6.
[1] On caleule d’abord les premiéres dérivées. Soit z € R\ {1}
_ 1 B (z—-1) 1
I{I} = f_:;ls ( ) fl:l) = (_{-'i'-':}— 132 ; {Ji_l}}za
-1) X (=2 . -1) x (—-2) x (-3
" . (3)

A ce stade on peut conjecturer que pour tout x € R\ {1} et tout entier
n=>l1, f{")[t‘] i (—=1) x (=2) x --- x (—n) _ (-1)"

: (.’L‘ i ]_J_n-}-l (:IT i 1)n+l ¥
o1 on a note n! le nombre, appelé factorielle de n, égal au produit 1 x2x...xn.
Montrons cette propriété par récurrence :
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e Initialisation : lorsque n = 1 cette propriété a été montrée.

—_— __1 T !
o Hérédité : soit n > 1 tel que f™(z) = % Alors & On utilise ici, la
(z—1) méthode 10.2 pour
(n+1) - {;r_, = j_J" caleuler la dérivée de
¥ (z) = (-1)"1x2%x---%xnx(—n— l}m N
1
— n+1
= (-1) xn_xnx('ﬂ-+1]m

(=1)"*! (n+1)!
[.TT _ “n+2 2

e Conclusion : la conjecture est démontrée par récurrence.

2. Posons g(z) = i =4
=1 .r
a. Cherchons a et b tels que pour tout = € R\ {1} on ait g(x) = a+ : -
a’: —
Pour cela, on raisonne par équivalences :
2-’-Ji=r1-+- = r4+2=alr-1)+b &= z2+2=ar+b-a.
@ — r—

Par identification des coefficients, ceci entraine que a = 1 et b = 3. Ainsi,

3
b. Comme g est une combinaison linéaire de fonctions indéfiniment

dérivables, elle I'est aussi. Finalement, pour tout n € M* et pour tout x €
R\ {1},ona (=1)"n!

6™ (@) = 3™ () =3

Exercice 10.5
1. Posons f(x) = /o + 3. La fonction f est dérivable sur | — 3, +o0c[ et pour
tout z > —3,on a 1

Fs)= 2z +3
Par définition de la dérivabilité de f en 1, il vient :

fild) = flx) - f(1) | (1) = i_

-1 31

2. On peut aussi retrouver cette limite en multipliant et divisant par 'expres-
sion conjuguée.
vr+3-2 (r+3)—4 1 1

Mo = T Teonars+y)  Vaeser w4

Exercice 10.6
Soit f: R — R une fonction dérivable en a € R.
l. Soitze R\ {a}.Ona: & On ajoute et on

retranche x f(x) au

xzf(a) — af(x) _ .B{f{ﬂ:} = J”.L}) + (z — a) f(z) = f(z) -2 f(8) —F(2) numérateir,

I —a £ —a r—a
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& Si vous n'avez pas
observé que 1 élait
racine fvidente, vous
wutilisez la méthode
4.4.

zf(a) —af(z)

Finalement, par OPA, il en résulte que

T — 0 T—a
5 . ; : az® — a’x ;
2. Prenons f(x) = «”. Il en résulte directement que lim za = —2a°
r—a
T o
5 — 5 cos(x 1 T
3. Prenons f(z) = cos(z) et a = Z. Encecas, lim 2—2——— = —(1+—=).
f(z) = cos(z) eta =3 i 2250 = S0

A

Exercice 10.7
1. Comme quotient de telles fonctions ~dont le dénominateur ne s’annule
pas— [ est définie et continue sur R, Comme la fonction racine carrée, f est
dérivable sur Rt*. .

2. Soit £ > 0. On a f!(z) = % X ﬁ En particulier f'(0) = 0 et
Fii1) = % D’apres la méthode 10.8, on en déduit les équations cartésiennes
respectives de droites tangentes 4 C aux points d’abseisses 0 et 1. Elles sont
données par :

» (To) -y =0
» (Th):y=3+3(x—1). A

Exercice 10.8
1. La pente de la tangente & la courbe de f au point d’abscisse a est donnée par

f'{a). Pour que cette tangente soit paralléle & la droite d’équation y = —3u,
il faut et il suffit que la tangente admette aussi pour coefficient directeur —3.
Résolvons done I'équation f'(x) = —3. Il vient

1
fllz)=-3 <= g{—:};r:z—.’ixzn}:—:} = =g°~%r=—3
= 2°422-3=0 ¢ (z-1)(z+3)=0.

Ainsi, les seuls points pour lesquels la tangente a C est paralléle 4 la droite
d’équation y = —3x sont les points d’abscisses 1 et —3.
2. Pour finir, explicitons les équations cartésiennes de ces tangentes :

> (Tos) :y =4 —3(z+3);

» (1Y) :y=-1-3(x-1). A

Exercice 10.9
1. Le trindme 2% — 32 4+ 3 a pour discriminant A = —3 < 0. Par conséquent,
pour tout réel x, 22 — 3z + 3 est strictement positif. Par composition avec la
fonction u — 1+ /u, il en résulte que f est dérivable sur R et que f'(z) =
2z -3

2v2Z =3z +3 ‘
tout z € R, ¢'(x) = —2® + 3a.

2. Comme f(1)=g(1)=2et f'(1)=4'(1) = —%, les courbes représentatives
de f et g sont tangentes an point d’abscisse 1. L'équation de leur droite
tangente (commune) est

La fonction polynomiale g est aussi dérivable sur B et pour

-yzﬁ—é{:r—l).
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Etude d’une fonction

Le mathématicien allemand Karl Weierstrass

a consacré de nombreux travaux a I'étude des
fonctions. Il est connu pour son souci de rigueur
dans les démonstrations. Nous utilisons toujours
ses definitions pour I'étude de la limite ou de la
continuité d"une fonction. Il a peu écrit et c'est par
ses étudiants que I'on connait son ceuvre. Nombre
d'entre eux apporteront par la suite une contribution
importante aux mathematiques.

Aecer st :"/,4

Karl Weierstrass
1815-1897



B les incontournables

s Etudier les variations d'une fonction f
» au moyen de 'étude du signe de f’
» en dressant le tableau de variations de f
m Interpréter un tableau de variations
» pour déterminer les extremums dune fonetion
» pour établir une inégalité
s Etudier les solutions de I'équation f(x) =0
» en montrant Uexistence (et unicité) de solutions

» calculer le nombre de solutions

OBJECTIFS

B et plus si affinités

m Obtenir une valeur approchée de la solution de I'équation f(x) =0
» i l'aide d'une dichotomie

» au moyen d'un balayage
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mm Réesumé de cours

B Continuité et limites aux bornes
Continuité
Définition : Soit f: I =R, ae I.
o [ est dite continue en a lorsque ,l.iifla f(z) = f(a).

e [ est dite continue sur I lorsqu’elle l'est en tout point de I.

Théoreme 11.1.— Lien fondamental avec la dérivabilité —. Soit f : I — R une fonction définie
sur [ et a € [.

Si f est dérivable au point a, alors [ est continue au point a.

Remarque : la réciproque est fausse comme le montre 'exemple de la fonction valeur absolue qui
est continue sans pour autant étre dérivable en 0.

Limites aux bornes du domaine de définition, asymptotes

Définition : Soit f : I — R une fonction continue sur Uintervalle I de K. On note € la courbe
représentative de f et on s’intéresse auxr limites de [ aux extrémités (ouvertes) de Uintervalle I.

» Sia e R une extrémité ouverte réelle de 1.
m 51 11}_1}3} flz) =t € R, f est dite prolongeable par continuité au point d’abscisse a.
m Si lim f(z) = oo, on dit que la droite d’équation x = { est asymplote verticale en
7 -:1T %}"’; représentative de f.
» 5t oo est une extrémite ouverte de 1.
m Si Iﬂzilm f(xz) = £, on dit que la droite d'équation y = { est asymptote horizontale
en 00 a €.

B Variations
Fonction monotone

Définition : Une fonction f: I — R est dite

e croissante sur I lorsque pour tous x,x, € I, si vy < xy alors f(x,) < f(xs)

o décroissante sur I lorsque pour tous xy,x2 € I, si xy < x9 alors f(x,) = f(xa)

e strictement croissante sur I lorsque pour tous T,z € I, si ¢y < x5 alors f(x) < f(x2)

o strictement décroissante sur I lorsque pour tous xy,x2 € I, si @y < 22 alors f(xy) > f(x2).

Une fonction est dite monotone sur I si elle est croissante ou décroissante sur I, elle est dite
strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement déeroissante sur I.
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Lien avec la dérivée

Théoréeme 11.2,— Soit f : I — R une fonection dérivable sur un intervalle non trivial *1.

m [ est croissante sur [ si et seulement si f' > 0.

m [ est décroissante sur I si et seulement si f' < 0.

m [ est constante sur I si et seulement si f' = 0.

Corollaire 11.3.— 5oit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle non trivial I.

m Si f' > 0, alors f est strictement croissante sur .

m Si f' < 0, alors f est strictement décroissante sur [.

B Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme 11.4.— Soit a et b des réels tels que a < bet f : [a,b] — R une fonection continue sur
I'intervalle [a, b] de R. Alors f prend toute valeur intermédiaire entre f(a) et f(b). Plus précisément,

Pour tout réel k, compris entre f(a) et f(b), il existe (au moins)
un élément ¢ € [a, b] tel que f(e) = k.

Corollaire 11.5.— Soit a et b des réels tels que a < b et f : [a,b] — R une fonetion continue et
strictement monotone sur I'intervalle [a, b] de K. Alors

Pour tout réel &k, compris entre f(a) et f(b), il existe un élément
¢ € [a,b], unique, tel que f(c) = k.

B Extremums d’'une fonction

Définition : Soit f : [ — R une fonction. On dit que
m [ posséde un mazimum en a € I si pour tout x € I, f(x) < f(a).

m [ posséde un minimum en a € I si pour tout x € I, f(x) > f(a)

Proposition 11.6.— Soit f : I — R une fonction, a € I.

m Si f est croissante sur IN| — oo, a[ et décroissante sur INja. +o0of,
alors f a un maximum en a.

m Si f est décroissante sur IN| — oo, a[ et croissante sur INja, +oof,
alors f a un minimum en a.

4. i.e. contenant au moins deux points.
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mm Methodes

B Dresser le tableau de variations d'une fonction

Construire le tableau de variations

L’étude d’une fonction f: I — R consiste essentiellement & en dresser le tablean des variations.

(d Méthode 11.1.— Comment construire le tableau de variations de f
Pour dresser le tableau de variations de f :

[1] On vérifie la dérivabilité de f et on caleule I'expression de la dérivée f'(x), pour = € I.
. 2] On résout I'inéquation f'(x) > 0 pour trouver le signe de f' suivant les valeurs de .
[3] On compléte le tableau ci-dessous en respectant les consignes suivantes :

4 indique que sur I'intervalle considéré la fonction est strictement croissante et continue ;

~ indique que la fonction est strictement décroissante et continue sur cet intervalle.

-
f'(z)
f(x)

[1] Pour conclure, on peut déterminer les limites aux bornes du domaine de définition.

Exemple : étudions les variations de la fonction définie sur R par f(z) = 22 + 322 — 2.
f est dérivable comme polynome et pour tout x € B f'(x) = 62° + 6.

Soitz€R, fl(z) >0 = 6x(z+1)>0 &< z<—-louz>0.

3] Le tableau de variations résume ces informations :

2 |-o0 1 0 +o0 m Pour le calcul des limites, on applique la méthode 9.6
e lim f(z)= lim 22° = +4o0

au voisinage de +o00 :
FiE) + 0 - 0 +
1 —|~DL E—F4 o0 T—r o0
f(x) —x-/ \ _2/ . 11[11 f(z) =

Mise en ceuvre : exercice 11.1.

1|11 2% = —o0.

Utiliser le tableau de variations

Comme nous le verrons dans les prochains paragraphes, I'analyse du tableau de variations d'une
fonction permettra :

e de montrer I'existence d'une solution de I'équation f(z) =k
de compter les solutions de |'équation f(z) = k;

de déterminer le signe de f:

d’établir des inégalités;

de déterminer 'existence d’'un extremum de la fonetion f.
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W Equations f(z) = k

Existence d'une solution

(d Méthode 11.2.— Comment montrer I'existence d'une solution
Pour démontrer que I'équation f(x) = k admet au moins une solution dans l'intervalle
[a, b], il suffit d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires (théoreme 11.4).
On montre que k est compris entre f(a) et f(b) (au besoin on peut s’aider du tablean
de variations pour cela).
On vérifie que f est continue sur [a,b].
On peut conclure a 'aide du TVI a l'existence d’une solution de l'équation f(z) = k,
comprise entre a et b.

Remarque : lorsque k = 0, pour démontrer que 'équation f(x) = 0 admet au moins une solution,
il suffit de vérifier que f change de signe, i.e. f(a) x f(b) < 0.

Existence et unicité de la solution

(J Méthode 11.3.— Comment montrer existence et unicité d'une solution
Pour démontrer que I'équation f(x) = k admet une solution unique dans l'intervalle [a, b],
il suffit d’appliquer le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires (corollaire 11.5)
pour les fonetions strictement monotones.
On montre que k est compris entre f(a) et f(b);
On vérifie que f est continue et strictement monotone sur [a, b] ;
Grace au corollaire du TVI pour les fonctions strictement monotones, on conclut qu’il
existe une unique solution de I'équation f(x) = k, comprise entre a et b.
L’utilisation du tablean de variations facilite la mise en cenvre de ce raisonnement.

s 2 4 - !
Exemple : soit g : [0, 7] — R la fonction définie par g(a) = -2 — - cos(x). Montrons que I’équation
0 1)
g(x) = 0 admet une unique solution a dans [0, 7.
1] g(0) = -2 < 0et g(m) = 3—:‘3’—'- > 0. 0 est une valeur intermédiaire entre g(0) et g().

2
g est dérivable (done continue) sur [0, 7] et sa fonction dérivée o — —(14-2sin(x)) est strictement
)
positive. Par conséquent, g est strictement croissante. Le tableau de variations suivant résume ces
propriétés :

a |0 oY |

g'(x) + +

U / ]

g(=)| e

o

3] Grace au corollaire du TVI pour les fonctions strictement monotones, on peut conclure qu’il
existe une unique solution de I'équation g(z) = 0, comprise entre 0 et 7.
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Compter et localiser les solutions

(d Méthode 11.4.— Comment compter et localiser les solutions
On utilise le tableau de variations de f afin de se ramener a des intervalles sur lesquels
[ est strictement monotone.
[1] Pour chaque intervalle [a;, ;4] sur lequel f est continue et strictement monotone, on
détermine si k est une valeur intermédiaire f(a;) et f(aisyr).
» 5itel est le cas, I'équation f(x) = k admet exactement 1 solution dans cet intervalle.

» Si tel n'est pas le cas, f(z) = k admet exactement 0 solution dans cet intervalle.

En additionnant le nombre de solutions obtenues sur les différents intervalles, on
obtient le nombre total de solutions!

Exemple : soit [ :[-1,4] — B une fonction continue.
On suppose connu le tablean de variations de f.

Montrons que l'équation f(x) = 0 admet une unique f(x) =1 3
solution o dans [—1,4] et que « € [1,4]. = ~ \ -2 il

z |-1 0 1 1

e Sur l'intervalle [1,4] : 0 est une valeur intermédiaire entre f(—1) = —2 et f(4) = 3. De plus
f est strictement croissante et continue. Done, d’apres le corollaire du TVI pour les fonctions
strictement monotones, il existe a € [—1, 4], unique, tel que f(a) = 0.

e Sur l'intervalle [-1,0] : f est strictement croissante de —5 4 —1. Comme () n’est pas une
valeur intermédiaire entre —5 et —1, I'équation f(z) = 0 n’a pas de solution sur [—1,0].

o Sur lintervalle [0, 1], f est strictement décroissante —1 4 —2. 0 n’étant pas une valeur in-
termédiaire entre —1 et —2, I'équation f(x) = 0 n’a pas de solution sur [0, 1].

Finalement, on a bien établi que 'équation f(x) =0 | = |-1 0 1 e 1
admet une unique solution a dans [—1,4] et que cette 3
solution appartient i [1,4]. On peut compléter le ta- f(x) 0 >

-1
bleau de variations de f. = / \ -5 T

Mise en ceuvre : exercice 11.3.

Obtenir une valeur approchée de la solution Courbe y = %32 iz % sin(x) — é
Soit f : [a,b] — R une fonction continue et strictement
monotone sur [a, b]. On suppose que f(a) x f(b) < 0. On
s'intéresse a 1'équation 61
Flz)=10.
44
D’apres le corollaire 11.5, elle admet une unigue solu-
tion ¢ comprise entre a et b. Par conséquent m = “—:‘!'—E’ 5t
est une valeur approchée de ¢ i 252 prés,
Pour obtenir une approximation de ¢  la précision vou- 0 i | JI ,
lue, par exemple 0.01, deux méthodes numériques sont 0 2 1 6 8
classiques. -9
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s La méthode par balayage consiste i calculer d’autres valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b).
= La méthode par dichotomie consiste & diviser le segment initial [a, b] en deux (par le milieu m)
et de choisir lequel des deux sous-segments [a, m| ou [b, m] contient la solution e. Puis on répéte ce
procédé jusqu’a obtenir la précision voulue.

Mise en ceuvre : exercice 11.4. exercice 11.5.

Exemple : considérons la fonction f : R* — R définie par f(x) = 22— sin(x)— £ dont la courbe
est représentée page précédente. On peut vérifier que f est strictement croissante sur [2, +0c/.

s La méthode par balayage :

(1] On a tout d’abord f(2) = —1.927, f(3) = —0.313 et f(4) = 1.805. Par conséquent ¢ € [3,4].

(2] On subdivise le segment [3,4] en 10.

f(30) = -0313 On caleule les images successives de ces réels
f(3.1) = -0111 par f. Comme f change de signe entre 3.1 et
f32) = 0.094 3.2, on peut appliquer le corollaire 77 entre

: 3.1 et 3.2. Il s’ensuit que ¢ est nécessairement
f(4ﬂj ﬁ 1.805 ('.m!lpl‘is entre 3.1 et 3.2,

On subdivise le segment [3.1, 3.2] en 10.
f(3.10) = -=0.111
: Le changement de signe s'opére entre 3.15
et 3.16. 1l s'ensuit que ¢ est nécessairement
compris entre 3.15 et 3.16. On peut done en
conclure que 3.15 est une valeur approchée
(par défaut) de ¢ A 1077 pres.

f(3.15) ~ —0.009
f(3.16) ~ 0.011

f(3.20) =  0.094
m La méthode par dichotomie :
On sait que ¢ € [3, 4], par conséquent 3.5 est une valeur approchée de ¢ i 5 prés. Comme f(3.5) =
0.730, on a f(3) < 0 < f(3.5). On en déduit que ¢ € [3,3.5] de sorte que 3.25, milien du segment
[3,3.5] est une valeur approchée de ¢ a —'I pres. Ainsi de suite, on complete le tableau suivant :

a m = a+b b
2

Initialisation 3 3.5 4
précision 27! f(3) <0 f(3.5) >0 f4)>o0
Etape 1 3 3.25 3.5
précision 272 f(3) <0 f(325)>0 f(3.5) >0
Etape 2 3 3.125 3.25
précision 27 f(3) <0 f(3.125) < 00 f(3.25) >0
Etape 3 3.125 3.1875 3.5
précision 21 f(3.125) <0 f(3.1875) > 0 f(3.25) >0
Etape 4 3.125 3.15625 3.1875
précision 277 || f(3.125) <0 | f(3.15625) >0 | f(3.1875) >0
Etape 5 3.125 3.140625 3.15625
précision 27° f(3)<o0 f(3.140625) < 0 | f(3.15625) > 0
Etape 6 3.140625 3.1484375 3.15625
précision 27 || f(3.140625) < 0 f(3.15625) > 0

Finalement, 3.1484375 est une valeur approchée de ¢ 4 277 = 5 prés.
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B Etudier le signe d'une fonction, établir des inégalités

Obtenir des inégalités

(d Méthode 11.5.— Comment déterminer le signe d'une fonction
L'énoncé conduit parfois a4 étudier une fonction simplement dans le but d’établir son
signe. Le tableau des variations de f permet de conclure.

T la = e = 5| Ainsi, dans les trois si-

: T ' 7 tuations élémentaires ci-
(z — )|+ 0 —|| fl= +

f) 0 fz) 0 [(z) | contre, on peut conclure

I f(x) R fl@) | ~ Nl f@) A que f est négative sur l'in-

tervalle considéré,

Trois situations élémentaires analogues permeftent de conclure que la fonction f est
positive sur I'intervalle considéré.

La méthode précédente se généralise et permet d’établir des inégalités ou des encadrements entre
fonctions. En effet pour démontrer que pour tout x € I, f(x) < g(x), il suffira étudier le signe de
la différence h(x) = f(x) — g(x).

: ; 1.5
Exemple : montrons 'encadrement, valide pour tout x € R, o — 3% <In(l+z) <=z
2
Pour ce faire, posons h(z) =In(l+z) —z et g(x) =In(l+x) —x+ i Il s’agit d’établir que pour
tout x € RY, h(z) <0et g(x) = 0.

2 1 — 2o
e h est dérivable sur R™ et pour tout & > 0, on a A'(z) = i L= ST Ainsi b’ est
T T

négative et la fonction h est décroissante sur R, Par conséquent, la relation = > 0 entraine
h(z) < h(0). En clair, h est négative sur R,

s 52
- —Z z -
e g est dérivable sur R™ et pour tout z > 0, ¢'(z) = T =g i Comme g’ est positive,
T H
g est croissante sur R, Comme ¢(0) = 0, il s’ensuit que g est positive sur BT,

Les tableaux suivants résument 'étude des variations de g et J :

x |0 +00 x |0 +o0
h'(z)] - g'(z)| +

r@ P, _ | |e@], T

Mise en ceuvre : exercice 11.7, exercice 11.8.

Rechercher les extremums

Il s’agit simplement d’appliquer la proposition 11.6. La encore, 'utilisation du tableau de variations
de f facilite la lecture et I'analyse :
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(d Méthode 11.6.— Comment déterminer les valeurs extrémes de f
Il est aisé de conclure dans les trois situations élémentaires ci-dessous que f admet f(a)
comme valeur maximale.

i i3 [ €I il £ a
(=) - fflx) | + 0 - f(=) +
7@ 7@ (@)
f(x) N e | 2 N @ | 2

Trois situations élémentaires analogues permettent de conclure gue la fonction f admet
fla) comme valeur minimale.

Mise en ceuvre : exercice 11.6.

Le saviez-vous ?

Une fonection f continue sur un intervalle vérifie le théoréeme des
valeurs intermédiaires, c’est-a-dire que pour tous points a et b,
f prend toutes les valeurs situées entre f(a) et f(b). En fait, la
dérivée d'une fonction, méme si elle n’est pas continue, vérifie elle
aussi cette propriété, ¢’est le théoréeme de Darboux, du nom d’un
mathématicien francais qui a consacré de nombreux travaux aux
fonetions non continues.
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mm Enonce des exercices

B Etude d’une fonction

Exercice 11.1 : Fonction réciproque —.
On considére la fonction f définie sur R par f(x) =z + Va2 + 4.
1. Dresser le tableau de variations complet de la fonction f.
2. Soit y un réel strictement positif quelconque.
a. Montrer que 'équation f(x) = y admet une unique solution réelle que I'on notera g(y).
b. Déterminer I'expression de g(y) en fonction de y.
c. On appelle g : R** — R la fonction qui & tout réel strictement positif y associe g(y).
Caleuler pour tout réel x € R, go f(z) et pour tout y € R™*, f o g(y)).

Exercice 11.2 : Tracé d'une courbe —. 5

(2% + 3z — 10)*

On consideére la fonction f : x . On note Cy sa courbe représentative dans un

repere.

. Donner I'ensemble de définition de f.

Etudier les limites de [ aux bornes de son ensemble de définition.
En déduire les équations des asymptotes i la courbe Cy.

Etudier la position relative de C ; par rapport i ses asymptotes,
Dresser le tableau de variations de f.

Dans un méme repere tracer Cy et ses asymptotes.

il

B Résolution d’'une équation

Exercice 11.3 : A partir du tableau de variations —.
On consideére la fonction f dont le tableau de variations est donné par

£

f(z) N £ N v

1. Donner le nombre exact de solutions des équations suivantes :
a. f(x)=0 b. f(z)=1,1 c. f(x)=-0,5

2. Discuter, suivant les valeurs du parameétre k € R le nombre de solutions de 'équation f(z) = k.

Exercice 11.4 : Valeur approchée de la solution —.

Soit f: [-1,3] — R la fonction définie pour tout x € [—-1,3] par f(z) = 22* — 322 + 4.

1. Justifier que f est dérivable et étudier ses variations sur [—1, 3].

2. Prouver que I'équation f(r) = 0 admet une unique solution, a.

3. A l'aide de la méthode de balayage, déterminer une valeur approchée de o & 107% pres.

Exercice 11.5 : Valeur approchée de la solution —.
On considere la fonction f : [0,4] — R définie par f(z) = —2* + 422.

ETUDE D'UNE FONCTION 175EN



1. Etudier les variations de f.

2. Justifier que 'équation f(x) = 2 admet exactement deux solutions, que 'on nommera « et 3,
avec o < (3.

3. La fonction h est définie par h(z) = f(z) — 2. Que produit 'algorithme suivant 7

Donnees
a, b des réels
Debut
a<— 8/3, b<— 4
Tant que b—a >10%x(—6)
Faire
m = (a+b)/2
Si h(a) * him) > 0 Alors a <— m
Sinon b <— m
Fin Si
Fin Faire
Afficher a.,b

Comment s’appelle cette méthode?
4. Donner une valeur approchée de o & 1072 prés.

M Etablir des inégalités
Exercice 11.6 : Obtenir une inégalité —.
x24T

Soit f la fonction définie sur I =|3, 00| par f(z) = R

1. Dresser le tableau de variations de f sur [.
2. Quel est le minimum de f sur I 7 En quel point est-il atteint ?
3. En déduire que pour tout x > 3, f(z) > 14.

! 3
Exercice 11.7 : Soit g la fonction définie sur R par g(z) = % -z + i Dresser le tableau de

variations de g et démontrer que g(x) > 0 pour tout réel x.

Exercice 11.8 : Encadrements de la fonction sin —.
Soit f: [-5.35] = R la fonction définie par f(0) =1 et pour tout x # 0, f(z)
On note I = [0, 3], J =]0, Z[ et g, h respectivement les fonctions définies sur I par

_sin(x)

i3 T3 i
g(r) = sin(z) —x + % et h(x) =sin(x) —x+ % — 11;0

1. Calculer la dérivée troisieme de g et en déduire les variations puis le signe de g sur I.
2. Déduire de I'étude de h, le signe de hi(x), pour x € I.
3. Déduire des deux questions précédentes un encadrement de sin(x) par deux fonctions polynomes
pour tout réel x € 1.
4. Régularité de f
a. Montrer que f est dérivable en 0.
b. Vérifier que f est continue sur -3, Z].
c. Montrer qu'il suffit d’étudier f sur I.
5. Tableau de variations de f
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a. Montrer que pour tout réel x € J, f'(z) = b w(x), ou plz) = —

b. Etudier la fonetion ¢ sur I'intervalle [0, Z[.

c. Dresser le tableau de variations de f sur son ensemble de définition et construire la
représentation graphique de f.

6. Montrer que pour tout réel x € I, —a < sin(z) < a.

Cherchez I'erreur

La fonction f : x — 1 a sa dérivée strictement négative. Elle
devrait étre strictement décroissante. Ce n'est pas le cas puisque

f(=1) < f(1).

mm Indications

Ex. 11.1
1. On appliqgue la méthode 11.1.
2. a. On utilise la méthode 11.3.

Ex. 11.2

Il s’agit essentiellement de mettre en cuvre la méthode 11.1.

i Ex: 113
2. On appliquera la méthode 11.4.

_ Ex.11.4
2. On met en cuvre la méthode 11.3.

— Ex 11.6
Il s’agit de la méthode 11.6.

Ex. 11.8
On utilise la méthode 11.5.
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mm Corrigé des exercices

Exercice 11.1
1. On met en ceuvre la méthode 11.1.

[1] La fonction f est définie et dérivable sur R car pour tout réel z, on a
22 +4 > 0. Ainsi  ~ v22 + 4 est dérivable sur R comme composée. De plus,

pour z € R, ona
F=e o gy, B PR
' 2vx? +4 VzZ 44 VaZ +4

Par stricte croissance de la fonetion racine carrée, on a Va2 +4 > Va2 =
|z|. En conséquence, on a = + vz2 +4 > 0 et donc f'(z) > 0

On en déduit le tableau de variations de f :

Pour le calcul des limites aux bornes de

L |—0 0 20 l'intervalle, on a
f'(x) 2 5 e Par somme lim f(x) = +oc.
=400
/ +20| o Au voisinage de —oo, nous sommes
f(@) 2 ssence o indétermind
/ en présence d'une forme indéterminée
0 €00 — CO®,

& pour lever la
forme indéterminée,  En multipliant et divisant par la, quzmtltc gonptguw il vient :

on met en euvre la flz)=z+ 12+4_{T+ y ().

méthode 9.5. ViZ+td—a ViZ+d—g z3-00

2. Soit y > 0 fixé.
a. Comme y €]0, 400, le corollaire 11.5 montre qu'il existe un unique
& Dans la suite, on  élément, = € R tel que f(x) =y

notera gy) l'unique b. Pour déterminer 'expression de g(y), résolvons I'équation f(z) = y
antécédent de y par la dans B, 0[] a;

fonction f. 'J——f — 'J--?+""-12 —J—;r—'u,.-":rz—}—fl

J = y=2
y? 21y+;r-2=:rz+4 Y — 2oy =4
y .2_4
— I = Y
T = 2y
y -4

Ainsi, pour tout réel y > 0, on a g(y) = 3

c. La fonction g : Rt* — R ainsi définie, qui & tout réel strictement
positif y associe son unique antéeédent par la fonction [ est appelée la fonction
réciproque de f. On a pour tout = € R et tout y € RT*,

f@P -4 224+2VeTrd+ (22 +4) -4 202+ 222714
2f(z) 2(x + V2? + 4) T 2z + ViR +4)

2$(1 & \,/JT]

= e+ VT

gof(z) =
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2 4 2 2 4 2
—4 —8y2 + 16 il 8y + 16
.l 4 =8 yael Pk
4y? 2y 4y°

.’2_4+ y'Z_E_q 2_1’..'2_4_+_y‘2_|_4_23"2_1

B 2y T
. A
Exercice 11.2
1. f est un quotient : elle est définie si le numérateur est défini et si le
dénominateur est défini est non nul. Or, le trinéme x? + 32 — 10 admet

deux racines réelles distinctes —5 et 2. Par conséquent, f est définie sur
Dy =] — 00, —5[U] — 5,2[U]2, +00].

-2
(z+5)*x—2)
de f aux bornes de son domaine de définition se fera a 'aide de la méthode
9.1. En prenant garde que lim o+ 5 =0F et “I},}i (z—2)% = 0%, il vient

2. Pour x € Dy, on peut écrire f(z) =

5 L'étude des limites

e lim f(x)=0" e lim f(z)=-o00 e lim f(x)=—o0
T=r=—0Q r=—p~5+ b2t

e lim f(r)=+4x ¢ lim f(zr)=+ e lim f(z)=0"
T—+—5~ r—+2 r—+oo

3. Les droites verticales d’équations cartésiennes © = —5 et 2 = 2 sont asymp-

totes verticales a la courbe Cy, la doite d’équation y = 0 est asymptote hori-
zontale & C; au voisinage de $oc.

4. Au voisinage de 00, le trindme 2 4 32 — 10 est positif et par conséquent
f(z) est strictement négatif. Ainsi, le graphe de f est en-dessous de son asymp-
tote.

5. f est dérivable sur son domaine de définition car numérateur et dénominateur

le sont. De plus, pour tout x € Dy, ona :

(—2)(=3)(2z + 3)
(@2 + 3z — 10)7

fl(x) =

Par suite, f'(z) 2 0 <= 2x+3>20 = =z > —%. Le tableau suivant
résume les variations de f.

x -0 -5 -3 2 +60
x? 4+ 3z — 10 + 0 2 o 0 i
f'(@) - - 0+ +
o= +00 400 0~
f(x) gz \,-f(_—_ﬂ.:_f;,/ e

6. A 'aide du tableau de variations de f, nous pouvons tracer la courbe de f
et ses asymptotes.

2 On atilise la
méthode 4.4 pour
déterminer les racines
réelles d’un trindéme.

2 proposition 4.6
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22 corollaire 11.5

=
=
i o

A

— Exercice 11.3
1. On applique le corollaire du TVI pour les fonctions strictement monotones
sur chaque sous-intervalle de [-5,6] sur lequel la fonction f est continue et
strictement monotone.

a. Nombre de solutions de I'équation f(x) =0
e Sur l'intervalle [-5,—2], 0 nest pas une valeur intermédiaire entre v/2 =
f(=5) et 1 = f(=2).

e Sur [—2,0], 0 n'est pas une valeur intermédiaire entre 1 et 2.

e Sur [0,3], 0 est une valeur intermédiaire entre 2 et —4.
e Sur [3,6], 0 n’est pas une valeur intermédiaire entre —4 et —1.
Finalement, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans [-5, 6]. Elle
est comprise entre 0 et 3.

b. Nombre de solutions de I'équation f(z) = 1,1
e Sur [-5, 2|, 1,1 n’est pas une valeur intermédiaire entre Vv2et 1.
e Sur [—2,0], 1,1 est une valeur intermédiaire entre 1 et 2.
e Sur [0,3], 1,1 est une valeur intermédiaire entre 2 et —4.
e Sur [3,6], 1,1 n'est pas une valeur intermédiaire entre —4 et —1.
Le corollaire 11.5 permet done de conclure que I'équation f(x) = 1,1 admet
exactement deux solutions, la premiére est comprise (strictement) entre —2
et 0, la deuxiéme entre 0 et 3.

c. La méme méthode, montre que 'équation f(x) = —0,5 admet une
unique solution dans [—5, 6]. Elle est comprise (strictement) entre 0 et 3.
2. Soit k € R. Le tableau suivant indique le nombre de solutions dans [-5, 6]
de 'équation f(x) = k.

k SAPIE. DORSEL (RS [Ty [ pone,

Nombre de solutions|0 1 2 2 123 3 210

A
Exercice 11.4
1. f est dérivable sur [—1,3] comme polynome et pour tout réel x € [—1, 3],
on a : f'(x) = 62° — 6z = 6x(x — 1). Par conséquent

f2)20 &= z<-1ouz>1
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Le tableau suivant résume les variations de f.

xz |-1 e 0 1 3
@ + | +0 -0 +
4 31
f@) 0" Sa
_1/

2. D’apres le corollaire 11.5, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution
dans I'intervalle [—1,0] et ancune solution sur [0,1] et [1,3]. Ainsi, il existe
une unique solution « de I'équation f(x) = 0 dans I'intervalle [—1, 3]. De plus,
« est comprise entre —1 et 0,

3. On sait queq est comprise entre —1 et 0. Pour obtenir une valeur approchée
de a & 1079 prés, nous mettons en ceuvre la méthode par balayage.

On subdivise le segment [—1,0] en 10.

f(=1.0) = —1.000 On calcule les images successives
f(=0.9) = +0.112 de ces réels par f. Comme f
change de signe entre —1.0 et
—0.9, « est compris entre —1.0
f(=0.0) = +4.00 et —0.9.
On subdivise le segment [—1.0, —0.9] en 10,
f(-1.00) = -1.00 Le changement de signe s'opére
entre f(—0.92) et f(-0.91). «
f(=0.92) = —0.096 est done compris entre —0.92 et
f(—0.91) =~ 40.008 —0.91.
[3] On subdivise le segment [—0.92, —0.91] en 10.
f(-0.920) = -0.096 Le changement de signe s’opére
cette fois entre f(—0.911) et
f(=0.911) ~ —0.001 F(—0.910). Par conséquent, o est
F(=0.910) =~ +0.008 compris entre —0.911 et —0.910.

On peut done finalement conclure que e == —0.911 & 1072 pres.

Exercice 11.5
1. La fonction f est dérivable comme polynome et pour tout = € [0,4], f'(x) =
—32% 4+ 8¢ = x(3 — 8x). L’étude du signe de f’ est particuliérement simple.
Nous en déduisons le tablean de variations suivant :

A

x |0 « 2 J5; 4
fz) + + 0 - -
/47,4\
qn 2 42
F(x) U/ \{_]

2. Sur Vintervalle [0, 2] (resp. [5,4]) la fonction f est continue et stricte-
ment croissante (resp. strictement décroissante). Comme 2 est une valeur in-
termédiaire sur cet intervalle, il découle du corollaire du T'VI pour les fonctions

2 Comme indigqué
dans la méthode 11.3,
on peul placer dnas le
tableau de variations
la valeur o, solution
de Udquation f(x) =0.

=4 On met en euvie
la méthode 11.1.

2 Anticipant sur la
question suivante,
nous avons placeé dans
ce tableau les valeurs
o el 3, solutions de
Uéquation f(z) = 2.
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& méthode 11.1

2 On met en euvre
ln méthode 11.1.

& on peul awssi

strictement monotones (corollaire 11.5) que I'équation f(x) = 2 admet une
unique solution sur U'intervalle [0, £] (resp. [5,4]).

Finalement, I'équation f(xr) = 2 admet exactement deux solutions « et 3
appartenant respectivement a [0, 5] et [3,4].

3. On reconnait l'algorithme de dichotomie, qui permet de rechercher une
valeur approchée de 3 a4 107° pres.

4. Mettons en cenvre 'algorithme par dichotomie pour obtenir une valeur ap-
prochée de e & 1072 prés.

x 5 a4+ b
A chaque étape, on calcule h(m), a |m= b
. a+b —— 2
QL= Initialisation 0 1.3 2.66
e Si h(m) < 0, A la prochaine Etape 1 0 0.66 1.33
étape, on remplace a par m et | Etape 2 0.66 1.00 1.33
on conserve b; Etape 3 0.66 0.83 1.00
e Sinon, A la prochaine étape, on |_Etape 4 0.66 0.75 0.83
conserve a et on remplace b par | Etape 5 0.75 0.79 0.83
m. Etape 6 0.75 0.77 0.79
Etape 7 0.77 0.78 0.79
Finalement, une valeur approchée de e i 1072 prés est o == 0.78. A

_ Exercice 11.6

1. f est dérivable comme quotient de telles fonctions dont le dénominateur
ne s’annule pas et pour tout x > 3,

T 2r(x —3) — (22 +7) x |3 7
e (z—3)° Fle) - 0

2 =6z -7 (z4+1)(z-=T) :
= f(z) +O¢\‘14/+00

(x—3)2 (x = 3)?
Sous cette forme factorisée, I'étude du signe de [’ est aisée. On obtient le
tableau ci-dessus.

400

+

2. La méthode 11.6 permet alors de conclure que f admet un minimum sur
]3, 400, atteint en 2 = 7 et qui vaut f(7) = 14.

3. D’aprés la question précédente, 14 est le minimum de f, c’est-a-dire Vo €
13, +o0|, f(x) = 14. A

Exercice 11.7

[1] La fonction polynomiale g est dérivable sur R et pour tout réel = € R,
g2 =2 -1.

Pour I'étude du signe de la dérivée, on remarque que d’aprés lidentité
géométrique (proposition 1.6) ¢'(z) = 2 — 1 = (. = 1)(2* + 2+ 1). La

utiliser la méthode 4.3 proposition 4.6 montre que pour tout réel x, % +x+ 1 est strictement positif.

pour factoriser ¢ — 1.

Ainsi, ¢'(z) est du signe de x — 1.

Le tablean suivant résume les variations de g :
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Au voisinage de +oco, il ¥ a une forme

r |—oo 1 40| indéterminée. Pour la lever, on factorise par
, le terme prédominant (cf. méthode 9.5). On
g'(x) = ¥ & obtient :
+00 r +00 W, I ¢ 3 :
g(m) \’ 0 / g‘{.l'.'} =% {4 = 4= 43:2‘) m 430,

Finalement, g admet 0 comme minimum. Autrement dit, pour tout réel x,
glz) = 0. A

Exercice 11.8
1. La fonction g admet des dérivées de tous ordres comme somme de telles
fonctions et pour tout x € R, on a :

EJ(.‘L'} = (?(]h{ :I =] 4 %2

g'(z) = —sin(z)+2
g?(x) = 1-cos(z)

Comme pour tout x € [0, 5], cos(x) est compris entre 0 et 7. I en résulte
siccessivement :

e g% est positive sur I, done g” est croissante d’apres le théoreme 11.2.

e Comme g”(0) =0 et que g" est croissante, il s’ensuit que g" est positive et
par conséquent que g’ est done croissante.

e Ainsi g’ est croissante sur I et que ¢'(0) = 0, il en résulte que g’ est positive
et finalement que g est croissante sur [I.

e Finalement, comme g est croissante sur I et que g(0) = 0, on en déduit que
g est positive sur cet intervalle.

2. Etudions la fonction h : cette fonetion est deux fois dérivable sur I et pour €2 h est indéfiniment

tout z € f, ona: dérivable sur B comme
2 gl somme de telles
fl'-r{.’{-') = cos(r)—1+ E + E Sfonetions.
3
h'(z) = —sin(z)+z- %— = —g(x) <0

D’aprés la question précédente, nous savons que g est positive sur [. Par
conséquent, h" est négative sur I, ce qui entraine, d’apres le théoreme 11.2
que la fonction h' doit étre décroissante Comme h'(0) = 0, on en tire alors que £ Car la dérivée de
h' est négative sur [. A son tour, cette inégalité entraine que h est décroissante h' est négative.
sur I. Sachant que i(0) = 0, il en résulte que h est de signe négatif sur
I'intervalle I.
3. D’aprés les deux premiéres questions, nous avons pour tout @ € I, que
h(z) <0 < g(x). Autrement dit, nous avons établi I'encadrement :
ol 73

x x°
i “:‘1]11{$}{T——+

120°

4. a. Pour étudier la dérivahilité de f en 0, nous appliquons la méthode
10.5. Lorsque x > 0, on peut diviser les 3 membres de I'encadrement suivant
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2 théoréme 9.2

& Attention au sens
des inégalilés
lorsqu’on divise par un
réel x siriciement
niégatif !

par @ sans changer le sens des inégalités.

3 'i .*: 2 2 4

—— < sin(x —:c<——+— = e Py
6 () -6 120 6 — f(z) -6 120
T f (x) — 1_ 2 z*
g RN T
ﬁ L 6 + 120
On peut alors conclure & I'aide du théoréeme d’existence de limite par enca-
drement que
z)—1
lim -'ﬂ‘)— = (.
=3t x

. G ; : z)—1 -
En suivant la méme méthode, on montre que lim fl@) -1 = 0. Ainsi f ad-
z—=0"

o
met des dérivées i droite et & gauche en 0 qui coincident, f est done dérivable
en 0 de dérivée nulle.

b. D’aprés le théoreme 11.1, f est continue en 0. Sur [-3, 5]\ {0},

f(z) = sin(x)

dénominateur ne s’annule pas. Ainsi, f est bien continue en tout point de
380 . . .

c. Appliquons la methode 8.3 pour montrer que f est paire. Tout
d’abord, l'intervalle [—Z, Z] est bien symétrique par rappc:-rt a 0. De plus,

pour tout = € [-Z, 2]\ {0}, f(-=) = sin( :L) sin(z

vons conclure que f est paire. Par cunbequent on peut restreindre I'étude de
f a I et compléter ensuite par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.
5. a. Sur J, f est dérivable comme quotient de telles fonctions et pour tout
zeJJ,ona:

xcos(x) —sin(x)  cos(z) . (m B :-;in{af]) . cos(x) 5

f(z) = e T a2 cos(x) z¢

est continue comme quotient de fonetions continues dont le

= f(x). Nous pou-

p(x).

b. Sur J, la fonction ¢ est elle-meéme dérivable comme somme et pour

tout zr € J,on a:
@) =1~ cos’(z)+sin®*(x)  cos’(z)—cos’(z)—sin®*(x)  sin’(z)

cos?(x) - cos?(r) T cos?(x)

<0

On en déduit que ¢ est décroissante sur J. Comme (0) = 0, il s’ensuit que
@ est négative sur .J.

c. D’aprés la question 5.a, f’ est du signe contraire de ¢ sur 'intervalle .J,
soit négative. En complétant par parité, nous obtenons le tableau de variations
suivant :

& |-Z 0
ffle)) + 0 -

@, I

M=

— 2 : " -
6. En particulier, pour tout = € I, on a = < f(x) £ 1, ce qui revient a dire

2 2
que — < sin(zr) < z. A
I
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Au début du XIII® siécle le mathématicien italien Leonard
de Pisae connu sous le nom de Fibonacei, introduisit une
suite sous la forme amusante suivante : partant d'un couple
de lapins, combien en obtiendra-t-on aprés un nombre
donné de mois, sachant que chaque couple produit chaque
mois un nouveau couple, lequel ne devient productif
qu'apres deux mois. Si on note Frn le nombre de couples au
bout de n mois, on aboutit a la relation Fns2 = Fn-1 + Fnn.

Le rapport Fn+1/Fn tend vers le nombre d'or (1 + *c'IS)_a’Z.

Leonardo Fibonacci
env. 1180-1250



B les incontournables

m Savoir reconnaitre une suite classique
» suite arithmétique
» suite géométrique
a Etudier la monotonie d’une suite (u,) en s’adaptant au mode de construction
» comparer deux termes consécutifs
» étudier la fonction f si u, = f(n)
a Etudier la limite de la suite (tn)
» con utilisant opérations algébriques et croissances compardes
» i l'aide d'un théoreme d’existence par encadrement ou comparaison
» en appliquant le théoreme de la limite monotone

s Démontrer une propriété universelle des entiers naturels

2]
—
=
O
L
=
Q
o

» au moven d’une preuve par récurrence.

B et plus si affinités

m Etudier une suite définie par une relation de récurrence

s Reconnaitre et étudier une suite arithmético-géométrique
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mm Réesumé de cours

B Généralités

Modes de construction d'une suite

Définition : Une suite de réels u est une application de M vers R qui d tout entier n associe le
réel uy,, appelé terme de rang n de la suite. La suite u elle-méme est souvent notée (ty)nen.

Généralement, une suite est définie

» par 'expression de son terme général en fonction de n : u,, = f(n), ot f est une fonction
numeérigue ;

» par la donnée de son premier terme (ou de plusieurs) et d'une relation de récurrence. Le plus
souvent, on donne uy € R et la relation up4+y = f(un), ot f est une fonction numérique.

Suites réelles et ordre

Définition : Suites monotones —. 5o0it (iy, )uen une suite de réels.
e u est dite croissante lorsque pour tout entier n € M, u, < upy1.
o u est dite décrotssante lorsque pour tout entier n € M, u, = u,4 .

Définition : Suites majorées, minorées, bornées —. Soit (u,, ),en une suite de réels.
e u est majorée s'il existe un réel M € R tel que pour toutl entiern e N, u,, < M.
e u est minorée, s'il existe un réel m € R tel que pour tout entier n € M, u, = m.
e u est bornée s'il existe un réel M € R tel que pour tout entier n € N, |u,| < M.

Remarque : une suite (i, ),en est hornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

Limites de suites

Définition : Soit (up)nen une suite de nombres réels et £ € R. On dit que
e u converge vers [, et on note nll;l_'t_'lm up = £, si tout intervalle ouvert de la forme [{ — =, {+¢|
{avec £ > () contient toutes les valeurs u, a partir d’un certain rang.
e u diverge vers 400, et on note u]—ip[+“w iy, = 400 si tout intervalle ouvert de la forme | A, 00|
(avec A € R) contient toutes les valeurs u,, a partir d’un certain rang.
e u diverge vers —oo, et on note "lil_fl_lm Uy = —0o0 si tout intervalle ouvert de la forme ]| —o0, A|
(avec A € R) contient toutes les valeurs u,, a partir d’un certain rang.

Lorsqu’elle existe, la limite de la suite (uy) est unigue.

Proposition 12.1.— Limites et inégalités —. Soit (u, )nen, (v, )nen des suites admettant des
limites (dans R U {+o00}.

m Siu, < vy A partir d'un certain rang, alors lim wu, <
n—4oo

m Si

im wv,.
n—=34o00

lim wu, < lim wv,, alors u, < v, & partir d’un certain rang.
n— 00 N+ 00

Notation : si lim wu, =0 et u, > 0 d partir d'un certain rang, on note lim u, =07,
n—+4o0 n—4o0
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B Théoréemes d'existence de limite

Théoreme 12.2.— Opérations sur les limites —. Soit (uy, )nen, (Vn)nen des suites admettant des|
limites, A € R* un réel. On note li]il up = £ € RU {+o0} et liT vp =€ € RU {+o0}. Alors
o0 Fi—F 100

=¥
: - . =L r
.- lu}rlm lugn] = €| - nlﬂ]ao{u" X Un) =£Xx ¢
™ uﬂlilmm clUp) = A.E m si £ 0, alors n—ljlfm (un/vn) = £/€
m lim (un +v,) =041 msi £=0% alors lim (1/u,) =+00
n—+co n—++teoo

pourvu que les opérations ci-dessus soient bien définies dans R U {+o00}.

Remarque : les opérations oo — oo, 0 x 00,2 ,2, 1, % ne sont pas définies dans R U {+oc}. On
les appelle des formes indéterminées,
Théoréme 12.3.— Existence de limite par comparaison, encadrement —. Soit (un )nen, (Un )nen
des suites et [ € R.
. e u et w convergent vers { .
= Si g alors v est convergente et lim v, = [.
eVne M u, <v, <w, n—t+teo
. e lim u, =+ _ ]
= Si n—too alors v est divergente et lim v, = +4o0.
eVneN, v, = uy Bohoo

Corollaire 12.4.— Soit (un)nen, (Vn)nen des suites et £ € R.

. e lim u,=0 :
m Si n—++co alors v est convergente et lim v, = £.
eVneN, |vp — €] < uy n—r+00

Théoréme 12.5.— Théorame de la limite monotone —. Toute suite monotone admet une limite.

» Si (un)nen est croissante et majorée alors elle converge : lim w, = € R.
+

=¥+ 00

» Si (un)nen est croissante et non majorée, alors elle diverge vers 400 : li]_.‘:_l ty = +00.
n—4oo

» Si (Un)nen est décroissante et minorée alors elle converge : lii}_l up, = £ € R.
n—+o0
» Si (un)nen est décroissante et non minorée, alors elle diverge vers —oo : HI_’I_] Uy = —00.
T o
Théoréme 12.6.— Limites des suites de référence —.
s lim In(n) =+ m lim 1/In(n)=0"
n—4oo n—4+00
m lim vn=+4c0 m lim 1//n=0"
u—>+mv{_ + n—+o00 "’vf_
mSik>1, lim n*=4o00 mSik>1, lim 1/n*=0"
n—++o0 n—4oo
mSig>1, lim ¢"=+4oc mSid<g<l, lim ¢"=0"
=400 =400

Remarque : si g < —1, la suite (¢™) diverge et n'a pas de limite.
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mm Methodes

B Raisonnement par récurrence

La méthode de démonstration par récurrence s'utilise uniquement pour démontrer les propriétés
universelles des entiers naturels, ¢’est-a-dire des propriétés du type

Pour tout entier naturel n = ng, P(n) est vraie

ot P est une propriété que peuvent ou non vérifier les entiers naturels.

[ Méthode 12.1.— Comment faire une démonstration par récurrence
La rédaction d'une démonstration par récurrence s’articule en trois points :

e Initialisation : vous vérifiez simplement que P(ng) est vraie.

o Hérédité : il s’agit de montrer que P est héréditaire, ¢’est-a-dire que si un entier n >
ng possede la propriété P alors son successeur n+ 1 en hérite! Votre démonstration
débute par :

« Soit n > ngy tel que P(n) est vraie, montrons que P(n + 1) est vraie. » . ..

e Conclusion : il faut invoquer le principe de récurrence.

« Par récurrence, on a moniré que pour tout entier n > ng, P(n) est vraie. »

Vocabulaire : lors de la démonstration de Uhérédité, nous formulons Uhypothése que < P(n) est
vraie ». Cette hypothese est appelée Uhypothése de récurence.

Remarque : plus qu'une méthode de démonstration, la récurrence est en réalité un théoréme qui
sera établi (et généralisé) en CPGE.

Exemple : montrons que pour tout entier naturel n € N, 11! 4+ 10 x 4™ est divisible par 7.
Avant de débuter la récurrence proprement dite, identifions préeisément la propriété des entiers
naturels & prouver :
Notons, pour n = 0, P(n) la propriété T divise 11"*! + 10 x 4. Montrons par récurrence que
Ve M, P(n).

e Initialisation : 11! 4+ 10 x 4° = 21 est divible par 7 done P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € M tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n 4+ 1) est vraie :

l]rl-‘rﬂ +10 x 4?3-1"1 = [? +4] . 1lﬂ+l 410 X4"+|
= 7Tx 1™ 44 (11" 410 x 47).

Par hypothése de récurrence 11771 410x4" est divisible par 7. Il découle alors immédiatement
de I'égalité ci-dessus que 1172 4 10 x 47+! Pest aussi.

e Conclusion : Par récurrence sur n € N, nous avons prouvé que pour tout entier naturel
ne M, 11" + 10 x 4 est divisible par 7.

Mise en ceuvre : exercice 12.1.
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B Suites réelles et ordre

Suites majorées, minorées, bornées

(1 Méthode 12.2.— Comment montrer qu'une suite est majorée
Pour démontrer qu’une suite est majorée ;

» Si un majorant possible M est connu, vous verifiez que ¥Yn € N, u, < M. Comme il
s’agit d'une propriété universelle des entiers, on peut le prouver par récurrence.

» 5i le majorant M n’est pas connu a priori, vous devez le caleuler. Pour cela, on peut
procéder par étapes :

Soit n € M. On procede par majorations successives de u,, jusqu’a obtenir un majorant
M qui ne dépende pas de n.

Comme M est indépendant de n, il majore done tous les termes de la suite!

Remarque : on peut adapter cette méthode pour montrer qu’une suite est minorée ou bornde,

Exemple : On considére la suite (ug )nen- définie par Vn € N* u,, = Y — et — % Montrons
que la suite u est minorée.
m Soit n € N*. Comme on ne devine pas de milmr:mlt, on procede par minorations sueccessives :
up=n*-2n+e"—=2n*-m+1-=2n-12-=20-=2>-1
n T T T

Ainsi, pour tout entier naturel n > 1, on a montré que u, > —1. Par définition, la suite (uy)
st done minorde.

Suites monotones

(d Méthode 12.3.— Comment étudier la monotonie d’une suite
Etudier la monotonie d'une suite (u, ),en, ¢'est comparer deux termes conseécutifs de u.
Pour cela, on peut :
» détudier le signe de la différence u, 4y — u, : si pour tout entier n € N, w, | — u,
est positif (resp. négatif), la suite (u,,) est croissante (resp. décroissante) ;
. : . Un41 . : . e .
» étudier le quotient — lorsque la suite est & termes strictement positifs : si,
U
pour tout entier n ce quotient est supérieur (resp. inférieur) a 1, la suite (uy) est
croissante (resp. décroissante);

» c¢tudier f lorsque u est définie par u, = f(n), on f est une fonction numérique
définie sur R : si f est croissante (resp. décroissante) alors (uy,) 'est aussi.

In(x)

In(n

( ). pour n > 3. La fonction [ : z —
1—In(z)
o

Exemple : soit (i, )n>3 la suite définie par u, =
- €T
est dérivable sur R** et pour tout z > 0, f'(z) = . Par conséquent, f est décroissante sur

le, +00] et la suite (u,),>3 est aussi décroissante.

Mise en ceuvre : exercice 12.4.
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B Etude de la limite d’une suite

Soit (v, )nen. Pour établir I'existence et la valeur de la limite de (v,,),en, le travail attendu est
souvent d’utiliser le théoreme adéquat.

d Méthode 12.4.— Comment montrer qu'une suite admet une limite
Lorsque le candidat limite est connu, pour vérifier qu’il s’agit effectivement de la limite,
on utilise souvent une comparaison (théoreme 12.3 et corollaire 12.4).

» Pour prouver que lim v, = 400, on cherchera une minoration de la forme v, >
n—k4o0
Uy, OU Uy, est une suite de référence qui diverge vers +oc. On peut alors conclure
par comparaison que lim v, = +4oc.
n—¥4 00

» Pour prouver que lim v, = ¢ € R, on cherchera une majoration de la forme

n=+400
vy — €] < uy,, olt u, est une suite de référence qui tend vers 0. On peut alors
conclure par comparaison que lim v, = £.
k

=t +00

Lorsque le candidat limite n’est pas connu, on peut suivant les cas :

» encadrer (vy,) et utiliser le théoreme des gendarmes (théoreme 12.3):
» utiliser les théoremes d’opérations algébriques sur les limites (théoréme 12.2) ;

» appliquer le théoreme de la limite monotone (théoreme 12.5).

Lever une indétermination

Le théoreme 12.2 ne permet pas de conclure lorsqu’on tombe sur une forme indéterminée : la seule

connaissance des limites des suites en jeu ne suffit pas pour conclure. Il faut aussi tenir compte de
la vitesse de convergence.

(d Méthode 12.5.— Comment lever une indétermination
Soit k € N*, g > 1. Pour lever une indétermination, on peut utiliser une transformation
d’écriture en factorisant les termes d'une somme par le terme prépondérant afin de se
ramener i une croissance comparée usuelle :

s Suites divergeant vers +oc : In(n) << /n << n << n® << ¢".
= Suites convergeant vers 0: 1/¢" << 1/n* << 1/n<<1/\/n << 1/In(n).

Notation : ici, nous avons noté v, << un la relation « v, est infiniment plus petit que wy, = (ou
iy est prépondérant devant vy, ).

— _— . on? —Tnt: i
Exemple : étudions la limite de la suite v, = ‘i:‘_l—l‘]:;:f' Pour cela, observons tout d’abord que

{i.',,) est construite comme quutieul.. Numérateur et dénominateur etant tous deux indéterminés,
factorisons-les par leurs termes prédominants! Il vient

- 2 —-T+3  n? 2—ﬁ+ﬁ;_ 2-I4+3 ‘
Up = ————=—x —E L =pnx | » +00.
n—4ln(n) n 1_4$ 14800 noo

Par opération algébrique, il en résulte finalement que (v, ) diverge vers 4-oc.

Mise en ceuvre : exercice 12.6.
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B Suites classiques
Suites arithmétiques, géométriques
Soit (uy )Jnen une suite de nombres réels. Par définition

e u est dite arithmétique s’il existe r € R, appelée la raison, tel que ¥Yn € M,  wpq) = un +1.

e u est dite géométrique s'il existe g € R, appelée la raison, tel que ¥n € N, w4y = q.uy,.

(d Méthode 12.6.— Comment identifier une suite arithmétique, géométrique
Soit (ty, )nen une suite de nombres réels.

a Pour savoir si u est arithmétique il suffit de montrer que la différence entre deux
termes conséeutifs est constante égale a r. En ce cas, pour tout entier naturel n € I,
WUy = Up 4+ 10T

m Par définition, pour savoir si u est géométrique il suffit de montrer que le quotient
entre deux termes consécutifs est constant, égal A ¢. En ce cas, pour tout entier
naturel n € M, u, = ug - q".

Mise en ceuvre : exercice 12.7.

(d Méthode 12.7.— Comment calculer la somme des premiers termes

: 2 : s U + Unp
m 5i (U, )pen est une suite arithmétique, alors E up = (n+1) x T
k=0 T n _I_ |
- . I . L=
m S5i (up)nen est une suite géométrique de raison g # 1, alors E e = g X 1
—q

k=0

Suites arithmético-géométriques

Soit (iy )nen une suite de nombres réels. Par définition u est dite arithmético-géométrique s’il
existe (a,b) € R?, tel que Yn € N, upy1 = auy + b.

Les suites artithmétiques et géométriques sont done des cas particuliers de suites arithmético-
geometriques.

(1 Méthode 12.8.— Comment calculer I'expression du terme général
Soit (a,b) € R? tel que a # 1 et b # 0 et (uy,) une suite vérifiant la relation de récurrence
Wn € N, u,y, = au, + b. Pour déterminer I'expression de u,, en fonction de n :
Résoudre I'équation d’inconnue r, r = ar + b.
Vérifier que la suite (v, )nen = (Uy — T)pen €St une suite géométrique de raison a.
D’aprés la méthode 12.6, on en déduit que pour tout n € N, u, —r = a"(uo — r).
Finalement on peut conclure que pour tout n € M, u, = r + a"(uy — r).

Mise en ceuvre : exercice 12.8.
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B Suites récurrentes

Etant donné une fonction f : I — R, définie sur un intervalle I et a € I, on étudie la suite
(un) € RY, telle que

® ip=a
o meN, uyyy = fluy)

(12.1)

Le fait qu'une telle suite soit bien définie ne va pas de soi et I'étude de u débute souvent par une
récurrence visant a montrer que pour tout entier n € M, u,, est bien défini et appartient a /!

Construction graphique

On peut construire les termes de la suite définie par (12.1) a I'aide de courbe représentative de f
et de la premiere bissectrice :

W= x Placons uy = a sur I'axe des abscisses.
2 T [ ¥ Jaaa H
| y=+v2+x Laverticale issue de a coupe le graphe de f au point
- I de coordonnées (a, f(a)). La valeur de son ordonnée
! est done u,.
I 1

I I % ’ ® ) r -
_ 0 |s — A I'aide de la premiére bissectrice, on reporte la va-
-2 ug /|0 U2 leur de u; sur I'axe des abscisses et on repete alors

le procédé a partir de u,.

L’an prochain, vous découvrirez d’autres méthodes pour étudier la monotonie et la convergence des
suites récurrentes, faisant notamment le lien avec les propriétés de la fonction f, mais il demeurera
essentiel de savoir bien représenter graphiquement les premiers termes de cette suite !

Etude des variations

En général, pour étudier la monotonie d'une suite, vous pouvez déterminer le signe de uni1 — un

iy . :
avec 1 (lorsque la suite ne prend pas la valeur 0 et garde un signe

ou comparer le gquotient

T
constant). Ces méthodes mettant en jeu wnqy et un sont particulierement adaptées a I'étude des
suites récurrentes.

Etude de la limite

' Méthode 12.9.— Comment déterminer la limite d’une suite récurrente
Souvent, la suite récurrente (uy ),en définie la (12.1) est monotone.
Souvent, la suite récurrent en définie la (12.1) est monotor
[1] Pour prouver I'existence d’une limite, on met en ceuvre le théoréme 12.5. S'il s’agit
de prouver que (uy,).en €st majorée, on pourra s'aider de la représentation graphique
pour trouver un majorant M et démontrer par récurrence que ¥n € M, u, < M.
Pour déterminer finalement la valeur de la limite, on peut s’aider de la construction
graphique pour conjecturer la bonne valeur, puis démontrer la convergence en utilisant
une comparaison ou 'unicité de la limite.
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Exemple : étudions la suite (u,,) définie par la donnée de uy = —3 et la relation de récurrence
Un4+1 = 2 + Uy,

1] Construction graphique : sur la figure page 193, nous avons construit la graphe de la fonction
f i@ /2 + x, la premiére bissectrice et les premiers termes de la suite (u, ). Le graphique semble
indiquer que la suite u est croissante, majorée par 2 et convergente vers 2!! Nous allons prouver
ces résultats!

La suite est bien définie : montrons par récurrence que pour tout entier n € N*, u,, > 0.
¢ [nitialisation : u; = /1,25 = 1,118. donec u; > 0.

e Hérédité : soit n > 1 tel que u,, > 0. Alors u, ., = 2+ u, > V2 par croissante (stricte) de
la fonction racine carrée. Par conséquent w41 > 0.

¢ Conclusion : par récurrence, on a montré que pour tout n € MN*, u, est bien défini et
strictement positif.

0.

: X (24 u,) —u, 2
3] Monotonie : soit n € N, on a tty 4 —ty = 2+ Uy —t,, = — >
1 T+ 1 n L n m + “’n \m + 'H“
Ceci étant vrai pour tout entier, la suite (u,) est croissante.

Convergence : montrons que la suite u est majorée par 2 par récurrence.

¢ Initialisation : uy = —0. 75 donc ug < 2.
e Hérédité : soit n € N tel que u, < 2. Alors Uy = V2 + up < V2 + 2 = 2 par croissante de

la fonction racine carrée. Par conséquent wun4y < 2.

e Conclusion : par récurrence, on a montré que pour tout n € M, u,, < 2.
Ainsi, u est croissante et majorée, par 2. Elle est done convergente par théoréme 12.5.

Montrons que (u,) converge vers 2. Soit n € M, on a

4 — (2 +un) 2 —up
0<2—-u = 2—vV24up= =
= " et VeFu, 2+ 2+u,

1
< i !2 - u’nl
Ainsi, pour tout entier n € N, |un41 — 2| € %|un — 2|. Une récurrence permet alors d’en déduire
que

1
VneN, |u, —2| € —|up — 2| ——
an n—Foo

Finalement, le corollaire 12.4 permet d’en déduire que lim wu, = 2.
n—4oo
Mise en ceuvre : exercice 12.9.

Le saviez-vous?

Choisissons un entier naturel u, > 1 et construisons par récurrence
la suite (up) ainsi : si up, est pair, posons unyy = 5 et sinon
Upi1 = 3u, + 1. Le processus s’arréte lorsque u,, = 1. Quel que
soit le choix de wuyp, on constate que le processus s'arrete au bout
d’un certain temps. Cependant, personne jusqu’ici n’a réussi i le
démontrer. Ceci est connu sous le nom de conjecture de Syracuse.
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mm Enonce des exercices

B Démonstrations par récurrence

Exercice 12.1 : Soit a € RT. Démontrer les propriétés universelles suivantes :

1. Pour tout entier n > 0, (1 +a)" = 1 + na.

1 " 3n

n? " 2n+4+1

3. Pour tout entier n = 0, n(2n + 1)(Tn + 1) est multiple de 6.

1
2. Pour tout entier n > 2, 1 + 55 SR

Exercice 12.2 : Nombres factoriels —.
Soit n € M*. On définit la factorielle de n comme étant le produit de tous les entiers compris entre

1 et . On note n
nl=1x ---xn:]:[k_
k=1

On convient que la factorielle de 0 vaut 1 : 0! = 1.

1. Montrer que pour tout entier naturel n! > 2",

2. Montrer que pour tout entier naturel non nul 1! 4+ ..+ 4+ n! < (n+ 1)L
B Suites réelles et ordre

Exercice 12.3 : Etudier la monotonie des suites définies par :

5 (2n)!
1.Vne N, up =n—In(n“+1). 3. v¥vnel u, = —.
2np!
T
1
2.Vn21, upn=) —. 4. YVn> 1, up=In(l +e™").
n+k
k=1

. . . o M —n+1

Exercice 12.4 : Soit (uy) la suite définie par u, = o T

1. Montrer que (u,) est bornée.
2. Etudier la monotonie de (uy,).
3. En déduire que la suite est convergente et caleuler sa limite.

Exercice 12.5 : Soit (u,),>; la suite définie par u, = In(n” + 2) — 2In(n).
1. Montrer que (uy) est bornée.

2. Etudier la monotonie de (u,,).

3. En déduire que la suite est convergente et caleuler sa limite.

B Limites de suites
Exercice 12.6 : Etudier la convergence des suites définies par :

2n + In(n)

1.Yn>2 u, =nx (vVn+1-n). 3.V >2 U, = oo TN
3n—5n
n
1 v
2. %¥n E 1, o= ———— (1().'-1(37?2 e 1)
n E vni ik 4.%n=1, u, = —
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B Suites récurrentes

Exercice 12.7 : Soit u la suite définie par up = -2 et ¥n € N, up41 = 32_14.;_
1. Premiére méthode —. ’
a. Démontrer que u est majorée par 0.
b. Etudier la monotonie de w.
c. En déduire que u est convergente et déterminer sa limite.
2. Deuxieme méthode —. Considérons la suite auxiliaire v définie par Yn € M, v, = %
_ T

a. Démontrez que v est une suite géometrique.

b. En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

c. Montrez que u est convergente et précisez sa limite.
3. Troisieme méthode —.

a. Montrer que la suite u vérifie 'inégalité ¥n € N, |up41| < 3 |unl.

b. En déduire que u converge et déterminer sa limite.

c. Déterminer un rang ng a partir duquel tous les termes de la suite appartiennent i I'intervalle
ouvert | — 107%,1072[.

Exercice 12.8 : On considere la suite (u,) définie par uy = 61 et pour tout entier n € M, up4 =
0,6 x u, + 8.
1. Résoudre I'équation x = 0,6 x x + 8. Dans la suite, on notera r la solution de cette équation.
2. On considére la suite (v,) = (uy — 7).

a. Montrer que la suite v est géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.

b. Exprimer v, en fonction de n.

c. Déterminer la limite de la suite (v,,).
3. Exprimer uy, en fonction de v, et déterminer la limite de la suite (u,).

Exercice 12.9 : On considere la suite (un)nen définie par ug =1 et ¥Yn € N, un41 = un + —.
Uy

1. Construire graphiquement ug, uy, #2. u3. Conjecturer les variations de u et sa limite.
2. Montrer que (u,) est bien définie, a valeurs positives.
3. Montrer que (uy,) est croissante.
4, On suppose dans cette question que (ug)pen est majorée.
a. Montrer en ce cas que la suite (u,),en converge.

b. En déduire que la limite £ de la suite (un)nen doit étre solution de I'équation 2 = o + —.
=

5. Montrer que (u,,) diverge vers 4o00.

mm Indications

Ex. 12.3
On met en cuvre la methode 12.3.

— EX: 125
On pourra chercher une autre expression de u, pourn > 1.

Ex. 12.8
On suivra ln méthode 12.8.
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mm Corrigé des exercices

Exercice 12.1
Soit a € R*.

1. Notons pour n > 0, P(n) la propriété (1 + a)” = 1 + na. Montrons par
récurrence que pour tout entier n € M, P(n) est vraie.

e Initialisation : Lorsquen=0,ona (14+a)’=1et 14 0a=1.
o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie.. Montrons que 22(n + 1) est € L hypothése que

vraie aussi. On a ?Alﬂ? :;“\ "'"‘L"*? est
(1+a)"' = (14+a)x(1+a)" > (1+a)(l +na) vt
> 14+ (m+1a+na®>1+(n+1a.
P ; . . Z14+a>0
e Conclusion : Par récurrence, on a prouvé que pour tout entier n, (14a)" =
1 4 na.
2. La preuve sera par récurrence :
e Initialisation : Lorsque n =2, ona 1+ 5' :; Or :: >3 &= 25> 4.
Done la propriété est vérifiée pour n = 2.
1 1
o Hérédité : Soitn>2telquel+ =+ +— > . On a alors & On atilise ici
22 n 2n + 1 Phypothise de
1 1 1 3n 1 3n® +6n% 4+ 5n + 1 récurrence.,
14+ 5+ + =+ 5 > + = > -
2 n (n+1) 2n+1 (n+1) (2n+1)(n+1)

. P +6n?+5n+1_ In+3
On vérifie alors que — > . En effet,
(2n+1)(n+1)% 2n+3
3n°4+6n" +5n+1 3n+3  6n'+21n® +28n° 4+ 17Tn + 3

2n+DR+1)2  2n+3 (2n+1)(2n+3)(n+1)2

6n' + 210 + 27Tn* + 150+ 3 n(n+ 2)
(2n+1)(2n+3)(n+ 1)2 {23:. +1)(2n+3)(n+ 1) —
Par transitivité de la relation d’ordre, il s’ensuit que
A 1 4 1 i 1 } dn+3
22 n? " (n+1)2 " 2n+3
e Conclusion : Par récurrence, on a montré que pour tout entier n > 2,
1 1 In
14— = :
* 22 s nz 2n+1

3. Sans surprise... on va faire une récurrence!
e Initialisation : Lorsque n =1, ona 1 x 3 x 8 =4 x 6 est divisible par 6.
e Heérédité : Soit n > 0 tel que u, = n(2n + 1)(7n + 1) est divisible par 6.
Montrons que wy4 est divisible par 6 :
Uper = (4120 +3)(Tn+8) = [n+1][(2n + 1)+2][(Tn + 1)+7]
= n(2n+1)(Tn+ 1) + 42n* + 60n + 24

& On obtient |
= n(2n+1)(Tn+1) +6 x [Tn? + 10n + 4] Sotnilon erpradtin i

Nt dévelo t
Par hypotheése de récurrence, u, = n(2n+1)(7n+ 1) est divisible par 6. Ainsi, :_fc p:*o;:u R

Uy est aussi divisible par 6 comme somme de deux multiples de 6
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& Pour une synthése
des méthodes, voir la
méthode 12.3.

£ on dit qu'il y a
télescopage dans une
somme, lorsque les
termes se simplifient
(presque) tous dewr &
der !

e Conclusion : Par récurrence, on a montré que pour tout entier n € M*,
n(2n 4+ 1)(Tn + 1) est divisible par 6. A

Exercice 12.2
1. Notons pour n = 0, P(n) la propriété n! > 2"~1, Procédons par récurrence :
e Initialisation : Lorsque n = 0, 1 > §. Lorsque n = 1, ona 1 :! = 1 et
il s

e Hérédité : Soit n > 1 tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est
vraie. On a

m+l=nr+)xnl>m+1)x2" 1 >2x 2" =2",

Par transitivité, on a bien établi que (n+ 1)! = 2™, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : Par récurrence, on a montré que ¥n € N, n! > 21,
2. Notons pour n > 1, P(n) la propriété 1! +..-4+ n! < (n+ 1)!. Procédons
par récurrence :
e Initialisation : Lorsquen=1,11=1<2=(1+1).
e Hérédité : Soit n = tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est
vraie.
"+---+nl4+(n+1) (R+I)l4+n+1)<2x(n+1)!

<
< n+2)x(n+1) < (n+2)

e Conclusion : Par récurrence, on a montré que pour tout entier n > 1,
' +.-4n! <(n+1)l A

Exercice 12.3

Dans chaque eas, nous utilisons une méthode adaptée.

1. La suite est de la forme u, = f(n) o f: RY — R est définie par f(z) =

2 — In(2? + 1). L’étude de la monotonie de (uy) par celle de f. Or f est
D - 1—2r+4 22

241 1422

dérivable sur R* et pour tout = > 0, f'(z) = 1 -

(1- =)

1+ 22
R*. Par conséquent,

> 0. Par conséquent, d’apres le théoreme 11.2, f est croissante sur

YnelM, f(n)<f(n+1)

Ce qui revient précisément A dire que (u,,) est croissante.
2. Soit n € W*, par télescopage

n+l 1 n 1
VIR e = E;n+k+1_g;n+k

I

1 1 1 1 1
(n+2+n+3+”.+2?1—1+§;+2n+1+2ﬂ.+2)

1 1 1 1
- (n-+1 +n.+2 +ﬂ-+3+“.+21¢.—1+£)
1 i 1 B A B 1 50
2n4+1 242 n41 2041 2n42

Ainsi, pour tout entier n € M*, u, + 1 < wu,. La suite u est strictement
croissante.
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3. La suite (u,) est inversible (ses termes sont tous non nuls) et strictement
positive, on étudie plutot les quotients :
Soit n € N, alors

ny1 _ (2n42)! s 2"n!  (2n 4 2)(2n + 1)(2n!) ” n! " 2"
Uy 27 (n4 1)1 (2n) (2n)! (n+1)n! = 20+l
=(2n4+1) = 1.

Par conséquent, la suite (u,) est croissante.

4. La suite est de la forme u,, = f(n) out f: R* — R est définie par f(x) =
In(1 + ¢™*). Par composition, il est clair que cette fonction est strictement
décroissante sur R, il en va de méme de la suite (uy). A

_ Exercice 12.4
1. Soitne M. On a

lua| =

n*—n+1| |2 —n+1] - 2n®4+n+1
n? 41 ‘— n?+1 T ont41
< 3P+ +1=3
Ainsi, pour tout entier naturel n € M, |u,| < 3. La suite (uy) est bornée.
2. La suite est de la forme u, = f(n) ot f: RT — R est définie par f(z) =
252 —x 41
fonetion restreinte f| ; [1,+C>G[—> B est strictement croissante. Il en va de
meme de la suite (i, )p>. De plus comme uy = u; = 1, on peut conclure que
(un) est croissante.
3. Ainsi, la suite (uy, ) est croissante et majorée, on peut done conclure i l'aide
du théoréme de la limite monotone que la suite (i) est convergente. Reste € théoreme 12.5
a déterminer sa limite. Observons tout d’abord, que nous sommes en présence

. f est dérivable sur RT et f'(z) > 0 dés que = = 1. Ainsi, la

d’une forme indéterminée «—=. Pour la lever, nous factorisons numeérateur

00
et dénominateur par le terme prédominant. Il vient & On suit la
2 | 1 méthode 12.5,
n 2— <+ -3
Uy, = — X i » 2.
712 1 —+ T =00
Finalement, la suite (uy) est convergente de limite 2. &

Exercice 12.5

1. Soit n = 1. A l'aide des régles de ealeul pour la fonetion logarithme, on a

n? + 2
n?

ity = In(n® +2) — 2In(n) = In (

)=In(1+5).

En particulier, pour tout n > 1, u, < In(3).
2. Soit n = 1. On a n? < (n+1)2. D'ou l'on tire successivement 1 + % =
1+ sy f 77 puis par croissance de la fonction logarithme In (1 + ;25-} >In(1+

aryz)- Ceci étant vri pour tout entier n > 1, nous en déduisons que (un) est
décroisante.
3. La suite (uy) étant décroissante et minorée, le théoréeme de la limite mo-

notone permet d'en déduire qu'elle est convergente. De plus,
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& Pour lever la forme
inddéterminde, nous
maultiplions el divisons
par Pexpression
conjuguee !

22 théoréme 12.3

£ théoreme 12.5

& La limite d'une
suite convergenie de
réels strietement
négatifs est
néeessairement
positive .. .ou nulle !

e On pose x, —1+—-¢. onar, ——1

i+ 00
- lnn un = 0.
. par continuité de In, In(x) — 0 oo
T—¥F

_ Exercice 12.6

lLu,=nx(vVn+l-n)= \/_14_\/_ vn ¥ +00.
1+4/1+

2.Soitn > 1. Pour tout k € {1,...,n},ona

1 ” 1

< .
vri+n T P+ kT n?+1
En sommant terme i terme tous ces encadrements, il s’ensuit que

i Z 1 n
\Hni+n e \.f'ﬂ,*—!-.‘u vnZ 41

i1 1 i} 1
Or = » 1 et = + 1.

vnid+n 1] n=+oco ne 4+ 1 1 ni=#+00
14+ = 1+ 53
D’apres le théoreme d'existence de limite par encadrement | il s’ensuit

ue lim wu, =1.
{,I. n—34co =

hl{n]l
3. Pour tout n > 1, on a u, = ?ﬂ' b)) = 2k » 2
3n—56yn n 3_"??? n—4oc0 3
4. La suite cos(3n? + 1) n'admet pas de limite, mais elle est bornée par 1.
| cos(3n® + 1)| 1

Ainsi, |u,| = < — ———— (. Par comparaison (corollaire
n? n? n—too
12.4), il en résulte que (uy,) est elle aussi convergente de limite nulle. A

Exercice 12.7
1. Premiére méthode
a. Par récurrence, montrons que Yn € N, u, < 0.

e Initialisation : u, = —2 < 0.

e Hérédité : Soit n = 0 tel que u, < 0. Alors 3 —u, > 3 > 0. Par conséquent
Uy 41 est strictement négatif comme quotient d’un nombre strictement négatif
par un nombre strictement positif.

e Conclusion : Par récurrence, on a montré que ¥n € N, u,, < 0.
. Up41 2 2 S
b. Soitne M Ona =3 < 3 < 1. En multipliant les deux
Uy — Uy
membres de cette 1t19ga]1to par Uy < 0, il s'ensuit que Upyy > tUn. Ceeci étant
vrai pour tout entier n, la suite (u,) est strictement croissante.
c. Etant strictement croissante et majorée, la suite (un) est conver-
gente d’apres le théoréme de la limite monotone. Notons £ 2& R~ sa limite.
Ty
3 T un e

Déterminons £ a I'aide de la relation de récurrence u,., =

¢ On a d'une part, up4) — L.
n=+00

2up 2¢
e D’autre part, par opérations algébriques, =22 —ry_

2( i A
Par unicité de la limite, ceci entraine que { = 3_p e qui n'est possible que
si £ = 0. Ainsi, on a démontré que (u,,) est convergente de limite nulle.
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2. Deuxiéme méthode
a. Soitne M, ona
2u

i _ Un41l Bua _ 2uy, . 2 up _ QU
Il = = == = = = =Up-
T l—ung 1-2  3-3un 3 1-un 3

Par définition, cela signifie que la suite (v,,) est une suite géométrique de
raison 3. D’apres la méthode 12.6, il en résulte que pour tout entier naturel
W, e = w23 = =(2/3)1,

; . Uy G s
b. Soit n € N, partant de la relation v, = : "__, on tire aisément que
= Un
I Un (2 ,;3 ]n+ 1
u == _— -~
T 1+, 1 —(2/3)nt1

c. Comme (v,) = ( — (2/3)""') est une suite géométrique de raison
—2 de valeur absolue strictement inférieure 4 1, elle est convergente de limite
nulle. Par opérations algébriques (cf. théoréeme 12.2) il en résulte que (uy,)
est aussi convergente de limite nulle.
3. Troisieme méthode

a. Soit n € N, sachant que u, < 0, nous en déduisons que |u,4,| =

|32_'“‘;n i 3—Hun fun < §|1-'-u|-
b. Appliquons l'inégalité précédente avee n =0,1,2,... Il vient
unl < 2ol
lua| < §|Hl| < % X §|un| = (%}2 |uol
jus] < Shual < 3 x (3)° ol = (3)° Il

2.n 2\n
il (5 e (=
Par itération , il s’ensuit que Vn € N, |u,| < (3] X Jug| < 2 [3} e
lim un =0.
n— 400
c. Pour que |u,| soit inférieur & 1072, il suffit d’aprés 'inégalité ci-dessus

que 2 Zoym le soit. Or
3

Par comparaison (corollaire 12.4) il vient

23" <102 = () <5107 = nn(2/3) < InE) - 310
S % In(5) — 31n(10)
~ In(2) = In(3)
Finalement, on trouve i 'aide d’'une caleulatrice n > 14. o

Exercice 12.8

Dans ces grandes lignes, cet exercice suit la méthode 12.8.

lLe=3r+8 %;i: =8 <+ x = 20. L’'unique solution de I'équation

x=0,6xz+8estr=20.

&@m}: -2 __2

+& 3"

@ VDM pouver aussi

0. rédiger une

récurrence !

2 Altenlion au sens
des inégalilés
lorsqu’on divise par le
nombre strictement
négalif

In(2/3) = In(2) — In(3).
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@f est appelée la
fonetion itératrice de
la suile.

2 (Mest le théoréme
de la limite monotone
{théoreme 12.5 ).

& On applique ici la
méthode 12,9,

Unyr = 0,6 X un+8
= 0,6x7r+8
membre ces deux égalités, il vient v, = =1 = 0,6 % (uy,—71) = 0,6 xv,,.
Ceci étant vrai pour tout entier n, la suite (v, ) = (1, —r) est donc géométrique
de raison 0,6 et de premier terme 41.
b. On en déduit que pour tout n € N, v, = vy x (0,6)" = 41 x (0,6)".
c. Comme suite géométrique de raison strictement comprise entre —1 et
1, la suite (v,) est convergente de limite nulle.
3. Finalement, comme pour tout entier n, on a u,, = r+v, = 20441 x (0,6)",
la suite (u,) converge vers 20 par opérations algébriques. A

2. a. SoitneM.Ona . En retranchant membre 4

Exercice 12.9
On met en ceuvre les méthodes pour I'étude des suites récurrentes (cf. p 193).
1. On trace le graphe de la fonction f:x+— x4+ Il_ et la premiére bissectrice.

On place ug sur I'axe des abscisses.
Le point du graphe de f i la verticale
de uy, a pour ordonnée f(uy) = u,.
On reporte cette valeur sur 'axe des
ordonnées par l'intermédiaire de la
premiére bissectrice, ce qui permet de

21 situer uy. On réitere ensuite le procédé.
Graphiquement, on observe que la suite
0 } (4n) semble croissante et divergente

L
T
guo=1 9 1 vers +0o.

2. On montre par récurrence sur n que (i, ) est bien définie a valeurs positives.
e Initialisation : uy =1 >0,

e Hérédité : soit n € N tel que u, > 0. Alors up est inversible et uy4; =
Uy + UL" est bien défin et strictement positif comme somme de tels nombres.

e Conclusion : Par récurrence, on a montré que ¥n € M, u,, > 0.

3. Soit n € M. Alors w4y —u,, = i > (. Par conséquent, la suite (u,) est
strictement croissante.
4. On suppose dans cette question que (u,) est majorée.

a. (uy,) étant croissante et majorée, elle convergerait..

b. Notons nETm ity = £. Comme uy, est croissante on sait que £ > up = 1.

e On a d'une part, upy) — L.
: n—++oo

e D’autre part, par opérations algébriques, u, + ?Il,‘, e {+ 3.
n a0 :

Par unicité de la limite, ceci entraine que £ = ¢ + ":r Or 'équation z = x + —
T
n'a pas de solution dans R.

5. On a supposé que dans la question 4. que la suite est majorée et on aboutit
a une contradiction. Par I'absurde, on a donc démontré que la suuite (u;,)
n'est pas majorée. [Vapres le théoréme de la limite monotone, ceci entraine
que (uy) diverge vers +o0c. A
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Au XVI® siecle, deux problemes, apparemment différents,
requierent l'attention des mathématiciens. Les uns cherchent
une methode générale pour calculer l'aire située sous une
courbe ; c'est le cas de John Wallis. D'autres, comme Pierre
de Fermat, tentent de trouver un lien entre l'‘équation d'une
courbe et de sa tangente. Isaac Newton, dans les années 1660,
et Gottfried Leibniz, la décennie suivante, se rendent compte
que les deux problemes sont liés et établissent, semble-t-il
indépendamment 'un de 'autre, une méthode génerale. C'est
ce qu'on appelle le calcul différentiel et intégral.

Isaac Newton
16431727



B les incontournables

m Savoir calculer une primitive

» connaitre les primitives usuelles

» utiliser les formules de dérivation pour en déduire un calcul de primitive
m Calculer une intégrale

» au moyen du théoreme fondamental du calcul intégral

» pour déterminer une aire
m Savoir utiliser les propriétés de croissance et positivité de I'intégrale

» pour comparer deux intégrales

» pour majorer, encadrer une intégrale

B et plus si affinités

m Etudier une suite d’intégrales

OBJECTIFS

» savoir étudier sa monotonie
» savoir prouver sa convergence

s Etudier une fonction définie i aide d’une intégrale
» ¢tudier ses variations

» caleuler ses limites
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mm Réesumé de cours

M Intégrale d'une fonction continue sur un segment
Définition intuitive de l'intégrale
Définition : Soit (a,b) € R? tel que a < b et f : [a,b] = R une fonction continue sur le segment

by
[a. b]. On définit Uintégrale de a a b de f, et on note f f(t) dt le nombre réel égal a laire algébrique
de la région du plan délimitée par a

e le graphe de f,

o ['aze des abscisses, /\
o les droites d'équations x =a et x = b. o ' ;:
Il s’agit de Uaire algébrigue et non géomdiriqgue. Cela signifie {

que Uaire de la partie située au-dessus de Uaxe des abscisses est
comptée positivement, l'aire de la partie en dessous est comptée
négativement.

Remarque : dans cette définition, la continuité de f sur le segment [a, b] est essentielle.

Propriétés fondamentales de I'intégrale

Théoreme 13.1.— Soit f,g: I — R deux fonctions continues sur un intervalle I, (a,b) € I? des
réels tels que a < b. Alors

n Positivité de l'intégrale
b
Si f est positive sur I, alors f f(t)dt = 0.
a
m Croissance de l'intégrale

b b
Sif<g, aiﬂrsf f[t]dtﬂf g(t) dt.

m Linéarité de l'intégrale
b

b b
Si (a, B) € R?, alﬂr:-:f (- f+8-g)(t)dt = nf J(t) dt + ri'f g(t)dt

il

m Relation de Chasles

c b e
Si {a,b,c}Ef”,a]ors] f{tjdt=/ f{t}di‘-+£ f(t)dt.

Remarque : lorsque b < a, on convient que f:' f(t)ydt=— [, f(t)dt.

Théoreme 13.2.— Valeur moyenne d’une fonction continue —.Soit (a,b) € R? tel que a < b et
f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b]. Il existe ¢ € [a, b] tel que

1 ]
— f(t)dt = f(e)

[r
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B Lien fondamental entre intégrales et primitives
Primitives

Définition ; Soit f.F : I — R, deuz fonetions définies sur un intervalle I. On dit que F est une
primitive de [ sur I si F est dérivable sur I et si F' = f, i.e. pour tout x € I, F'(x) = f(x).

Proposition 13.3.— Soit f : I — R une fonction.
m Deux primitives de f sur I different d’une constante.

m Plus précisément, si [, est une primitive de f sur I, les primitives de f sur I sont toutes les
fonctions de la forme F = F + C, on C € R est une constante réelle.

Intégrale fonction de sa borne supérieure

Théoreme 13.4.— Intégrale fonction de sa borne supérieure —. Soit f : I — R une fonction
continue, a € I. On définit la fonetion F;, : I — R par

Fa(x) =f f(t)dt, pour z € I

Alors F, est dérivable dans I et F, = f c’est-a-dire que pour tout z € I, F,(z) = f(z).

Existence de primitives

Une conséquence fondamentale est 'existence de primitive pour une fonction continue sur 1.

Théoreme 13.5.— Existence de primitive —. Toute fonction continue f : I — R posséde des|
primitives sur I. Plus précisément,

Etant donmé a € [, f admet une unique primitive qui s’annule au point a, ¢'est la fonction
F, : I — R définie ci-dessus.

5
Notation : une primitive quelcongue de f est notée [ F(t)dt.
“ T
— o - dt
Exemple : sur R**, 'unique primitive qui s’annule en 1 de x = est v+ In(x) = f o
- 1

Calcul d’intégrales

Pour calculer la valeur d'une intégrale, on a tres rarement recours a la définition en terme d’aire.
On utilise plutot le

Théoreme 13.6.— Théoreme fondamental du calcul intégral —. Soit f : I — R une fonetion
continue sur un intervalle I et F' une primitive quelconque de f sur I, alors pour tout couple]
(a.b) € I*

b

b
ft)dt = [F{t}] = F(b) — F(a)

L i ]

Commentaires : ainsi, I'intégrale de a 4 b d’une fonction continue est la variation entre a et b
d'une de ses primitives.
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mm Methodes

M Calcul de primitives et d’intégrales

La primitivation étant 'opération inverse de la dérivation, pour obtenir les regles du ecalcul de
primitives, il suffit essentiellement de réinterpréter les régles de dérivation.
En effet si F' : I — R est une fonction dérivable et f : I — R une fonction continue,

F est une primitive de f si et seulement si f est la dérivée de F.

Jd Méthode 13.1.— Comment vérifier que F' est une primitive de f
Soit F, f : I — R deux fonctions définies sur un méme intervalle I de RB. Montrer que F
est une primitive de f sur I revient a :
[1] Vérifier que F est dérivable sur 1.
Vérifier que pour tout z € I, F'(z) = f(x).

Remarque : ainsi, vous pourrez toujours vérifier vos calculs de primitives!

Primitives usuelles

Ainsi, on détermine les primitives usuelles en relisant le tableau des dérivées des fonctions usuelles
(méthode 10.2) de la droite vers la ganche. On obtient :

(d Méthode 13.2.— Primitives des fonctions usuelles
Fonction Primitives Intervalle de validité parametre
z—=0 z C ICcR
1
T " T+ —ghtl . O IcR neM
41
1
B = z~ In(jz]) +C IcR*oulIcCcR™
1
T " g~ —zatl 4 O | TRt *oulCcR* |neZ n< -2
n41
1
T —— T T+ C ITCcR*
2\/x Ve
T et T ey e 40 ITcl
i+ cos(x) | s sin(z) +C ICR
x — sin(z) | @ = —cos(z)+C IcR
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Techniques usuelles de primitivation

D’aprés le théoreme primitives d'une fonction continue, une fonction continue sur un intervalle
y admet une infinité de primitives qui différent entre elles d’une constante réelle C'. Lorsque f est
une fonction usuelle, la méthode 13.2 permet d’obtenir directement ses primitives. Toutefois, en
régle générale, la fonction f est plutot construite a partir de ces fonetions usuelles par opérations

algébriques ou composition. De nouveau, réinterprétons les méthodes 10.3 et 10.4 pour obtenir
des régles de calcul de primitives.

(J Méthode 13.3.— Comment primitiver une fonction par opérations algébriques
On suppose que [ est une fonction continue sur [, construite par opérations algébriques
a partir de fonetions dérivables dans I, u et v et de leurs dérivées.

Fonction f Primitives F' de f Remarques

f=A-u+p-v F=MAu+p-v+C | linéaritée de la primitivation

f=v'xv4+uxv | F=uxv+C

Remarque : la deuxieme formule d’intégration sera énoncée dans le supérieur sous la forme :
- r T
[ u'(t) x v(t)dt = [-t:(l) X 13{.’}j| —f u(t) x v'(t)dt.

Elle est appelée la formule d'intégration par parties (cf. exercice 13.4).

d Méthode 13.4.— Comment obtenir des fonctions composées comime primitives
On suppose que f est une fonction continue sur [, construite par opérations algébriques
a partir d'une fonction u, dérivable dans [ et de sa dérivée.

Fonction f Primitives I’ de [ | Remarques
1
f=u xu® F=——u"tl4+C |sineN
n+1

f= % F =In(|u|) +C si w ne s’annule pas

£

u' 1 1 o .
J== F=— + C' | siu ne s'annule pas et n > 2

wn 1 —nun-!

’

f=::+ﬂ F=2/u+C siu >0 dans I

f=vuxexp(u) | F=e*+C

f=u"xcos(u) | F =sin(u)+C

=4 xsin(u) | F=—cos(u)+C

Mise en ceuvre : exercice 13.1.
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Calcul d'intégrales

Si la définition de 'intégrale d'une fonction continue s'interpréte en terme d’aire, dans la pratique,
I'utilisation du théoréme fondamental du calcul intégral (théoréme 13.6) est incontournable et
permet de mener tout caleul d’intégrale.

(J Méthode 13.5.— Comment calculer une intégrale
] ! ] - v ¢ Ji 5 P o
Soit. f : I — R une fonction continue, (a,b) € I°. Pour calculer [ f(t) dt
[1] On commence par déterminer une primitive F' : I — R de f sur 1.

On applique directement le théoreme 13.6 :
b b

f(t) dt = [F(f.}] = F(b) — F(a)

ia

Ainsi, tout calcul d’intégrale se rameéne & un calcul de primitive!

Remarque : parfois, il peut étre utile d’utiliser la relation de Chasles (théoreme 13.1) pour

seinder 'intervalle d’intégration en plusieurs dans le but de simplifier le calcul des primitives,
1

Exemple : calculons .J = f |z? — 22 — 3| dx.
.2

[1] Le trindme p(z) = 2° — 2z — 3 se factorise sous la forme p(z) = (z + 1)(x — 3). La méthode ?7?
nous permet d’affirmer que p(z) > 0 <= =z € [—1,3] et coincide sur cet intervalle avec sa valeur
absolue!

On scinde 'intégrale en 3 a l'aide de la relation de Chasles :

=y 3 4
o = [ |p{;rr)|d;-:+[ |p{ﬂ'}|d;1r+f Ip(zx)| dx
~2 -1 3

=1 3 4
[ (—2° + 2z + 3)dz + [ (22 — 2z — 3)dz + [ (—2? + 2z + 3)dz
—9 —1 3
—1 3 4 v
- ;;173 +x% + 3z + _l:vr:s — 2 —3r + | - -_1,1.'3 +2% + 32| = _E
3 La IS » 3 s 9

Mise en ceuvre : exercice 13.2.

Le saviez-vous ?

Dans le jargon des CPGE <« faire 3/2 » signifie intégrer I'Ecole Po-
lytechnique (I'X) entre la 1% et la 2°™¢ année. Comment appelle-
t-on un étudiant qui intégre en fin de 3°™° année ?

B Comparaison d'intégrales

Les comparaisons d’intégrales se comprennent aisément en interprétant l'intégrale comme valeur
moyenne (théoreme 13.2) : si f est inférieure 4 g sur [a, b], il est bien évident que la valeur moyenne
de f sera inférieure i celle de g!
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(d Méthode 13.6.— Comment comparer deux intégrales
Soit f,g : [a,b] — R deux fonctions continues sur le segment [a,b] (a < b). D’aprés les
propriétés de positivité et de croissance de l'intégrale :

£ - : A ; y ¥ : ;
m Pour étudier le signe de J'"jf{-"} dt, il suffit d’étudier le signe de f!

b b
m Plus généralement, pour comparer [ f(t)dt et [ g(t)dt, il suffit de comparer f et g.
a i

Remarque : on prendra garde au fait que dans cette méthode (et les suivantes) les bornes des

intégrales sont dans le bon sens (@ < b). Si tel n'était pas le cas, il conviendrait de les remettre
? TR b ., T

d’abord dans le bon sens en utilisant la relation [ f(¢)dt = [, [(— f(t)] dt.

(d Méthode 13.7.— Comment majorer une intégrale
Pour majorer 'intégrale le f(t)dt, avec a < b, on utilise la croissance de |'intégrale.
On majore f sur [a,b]. Ceci revient & déterminer g : [a, b] — R telle que
vt € [a,b], f(t) < g(t)

En intégrant terme @ terme cette inégalité (sans en changer le sens!) il vient :

b b
ff(?‘-}ﬂ'fii[ g(t)dt.

(d Méthode 13.8.— Comment encadrer une intégrale
En particulier, pour encadrer l'intégrale ]’:’ f(t)dt, aveca < b

On détermine deux constantes, m et M telles que ¥t € [a,b], m < f(t) < M.

]
En intégrant terme a terme ces inégalités, il vient m-(b—a) < ] f(t)dt < M.(b—a).
L

Remarque : si f est monotone, on prendra pour m et M les valeurs extremes de f : f(a) et f(b).
A .

Exemple : Soit A > 1, enecadrons J = f (1 +x)e® dx.
1

Pour tout z € [1, A, on a ze™ < (1+ :1*}|f=“'2 < 2pe™ .

5

A A
& &= # - T ‘2 L] ol
Par croissance de I'intégrale, il s’ensuit que f ze® dze < J<2 f re® dz.
1 1

2

A A A=
— . . . 2 2 A2 . e -8 L AR
(3] D'apres la méthode 13.4, / 2xe™ dx = [‘:r ] = eV — ¢. Finalement ——— < .J < et —e.
1 1

Mise en ceuvre : exercice 13.5.
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W Etudier une fonction ou une suite définie a I'aide d'intégrales
Etude d'une suite d'intégrales

On trouve fréquemment des exercices d'étude de suites définies par des intégrales, i.e.

b
YnelM, J, =f Jn(t)dt
a

out pour chaque entier n € N, fy, : [a.b] — R est une fonction continue. En ce cas,

J Méthode 13.9.— Comment étudier une suite d'intégrales
Pour étudier la suite (.J,), on utilise de préférence les propriétés liées a 'ordre.

a Etudier la monotonie de (.J,,) revient i établir une inégalité entre .J,, et J,, o . Pour
cela, d’apres la méthode 13.6, il suffit de comparer f, et f, ..

s Pour étudier I'existence de la limite lim J,, on utilise un théoreme de convergence

n—=4o

lié & l'ordre : théoreme de la limite monotone, ou comparaison, encadrement.

1 dx
Exemple : on définit pour n € N, l'intégrale I, = f "
) 0o l + .‘i’-’"
£ > 2 L ; 1 1 2
= Etudions la monotonie de (.J,). Soit n € M, = € [0,1], alors < . Par crois-
1 + o 1 + _.]._.u-i-l

sance de l'intégrale (les bornes sont dans le bon sens), il s’ensuit que (.J,,) est croissante.

1

s De plus, pour tout entier n et tout réel x € [0,1], on a 0 < Tao9 < 1. Par croissance
-

de Iintégrale, il s’ensuit que pour tout n € M, 0 < J,, < 1. Ainsi, (J,,) étant croissante et
majorée, elle est convergente d’apres le théoréeme de la limite monotone.

= Montrons que (J,,) converge vers 1. Soit n € M. Pour tout = € [0,1], on a

ATE
0<1 I S

— - l+i~l! 1+:I_.H: =

1
Par croissance de l'intégrale, il en résulte que 0 < 1 - J,, < /. " dx, soit ;
i}

1

0<1-Jp<—u ——
n+1 naeoo

Par encadrement, on en déduit que (1 — .J,,) converge vers 0, i.e. (J,) converge vers 1.

Mise en ceuvre : exercice 13.7.

Etude d'une fonction définie a I'aide d’une intégrale

Soit f: I — R une fonction continue sur un intervalle, a € I un point fixé dans [.
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Pour chaque valeur x € I fixée, f est continue sur Intégrale fonction de sa borne supérieure
le segment [a, x| U [z, a] et par conséquent l'intégrale
€

f(t)dt est bien définie. Notons

F(z) = f " f(t) e F(x) L"'__'"'“‘“m_

Ce procédé définit une nouvelle fonction F : I — R a
représentée par le schéma ci-contre.

La fonction F' ainsi construite est tres importante puisqu’il s’agit (d’apres le théoreme 13.5) de
I'unique primitive de f sur I qui s’annule au point a.

(] Méthode 13.10.— Comment étudier une intégrale fonction de sa borne sup

€T
Soit F' la fonction définie par F(xr) = [ f(t) di. Pour mener une étude compléete de F :
Ll

On commence par déterminer 'intervalle I tel que a € I et f: I — R est continue.
En ce cas, d’apres le théoreme 13.4, F' : I — R est I'unique primitive de f sur I qui

s'annule en a : Ve & I, P'(z) = f() et F(@) =0

L’étude des variations de la fonction F' revient a étudier le signe de la fonction f.

[1] Pour I'étude des limites aux bornes de 'intervalle de définitions, on utilise de préférence
un théoreme d'existence de limite lié & l'ordre : théoreme de la limite monotone, com-
paraison, ou encadrement.

Toodt
Exemple : Soit F définie par F(z) = ] —
° et =), ive

: ; 1 2 : :

(1] Soit f: R™ — R la fonction t — ——. f est eontinue comme quotient de telles fonctions
1+¢

dont le dénominateur ne s’annule pas.

D’apres le théoréme 13.4, F est I'unique primitive de f sur BT qui s’annule au point 0.

F est donc dérivable sur R*™* et Yz > 0, F'(z) = f(z) = =2 > 0. On en déduit aisément

V1 + 22

le tableau de variations de F':

x (0 +co
Fi(z)] +

Fla)lg~”

7

Finalement, étudions la limite en +00 de F. Pour cela, observons que pour tout ¢ > 0, on a

1 1
v14+12 <141, soit = . Par croissance de l'intégrale il en résulte que pour tout
5 Jite = 1+t € e

réel x >0, on a

»r

= dt -
)= —=>[ —= y| % -
F(x) ﬁ T _L | [lnl{l+t}|]ﬂ lnl{l—s—v,}—}x_m 400
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Par comparaison, il s’ensuit que lim F(x) = +o0. Nous pouvons compléter le tableau de varia-
400

tions de F'!

Mise en ceuvre : exercice 13.10.

W Calculer une aire géométrique

Calculer I'aire géométrique délimitée par une courbe

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le seg-
ment [a., b], avec a < b. On note & I'aire géométrique

de la région délimitée par le graphe de f, 'axe des I ‘\J i
abscisses et les droites d'équations r = aet x = b

hachurée dans la figure ci-contre.

» Si f est positive, alors par définition, & est précisément 'intégrale de a a b de f.

» Si f est négative sur I'intervalle [a,b] alors & est I'opposé de I'intégrale de a 4 b de f.

Dans le cas général, o f ne garde pas un signe
constant sur 'intervalle [a, b], alors & est l'intégrale
de la valeur absolue de f comme 'indique la figure N
A

ci-contre. Ainsi / i \

]
o = / |f(t)| dt u.a.

Calculer I'aire géométrique délimitée par deux courbes

Plus généralement, soit f, g : [a,b] — R deux fonc-
tions continues sur le segment [a,b], avec a < b.
On note & 'aire géométrique de la région délimitée
par le graphe de f, le graphe de g et les droites
d’équations x = a et x = b hachurée dans la figure
ci-contre.

(d Méthode 13.11.— Comment calculer I'aire délimitée par deux courbes
Soit Cy et C, les courbes représentatives de f et g dans un repére orthogonal (0,7, 7).
Soit & 'aire géométrique de la région délimitée par le graphe de f, le graphe de g et les
droites d’équations x = a et x = b. Alors

b
= f |f(t) — g(t)| dt u.a.

Mise en ceuvre : exercice 13.6.
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mm Enonce des exercices

B Calcul de primitives et d’intégrales

Exercice 13.1 : Calculer toutes les primitives des fonctions suivantes. On précisera les intervalles
de validité.

ook ., . o 2  sin(t)
1./ (5 — 2t +1)dt 4.f 3te! /2 dt ?-f cos(t) &
2 T
iy f 3t —2r+ldf 5 f l“m.ir 8. / _dt
tIn(t)
f p— 6. [ sin®(t) dt 9. / In(t) dt

Exercice 13.2 : Apres avoir vérifié que les intégrales suivantes ont un sens, calculez-les :

2 0 9 0 94 _1
1. t° — 3t + 2| dt 4./ t* — 5t + —) di ?.f ——dt
0 | | |1( IJ —1 [ =1)?
. t+1 1 2
2./ 2t —3)% + 4t +1dt 5. | ————di 8. [ tetdt
—1{ ) o ¥+2t+4 0 =
3 6. in(t) cos™(t) dt 9. [ - it
-/F. {In(0) j{; sin(t) cos”(f) ./1; o G
Exercice 13.3 : )
2 _; *
1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout t € R\ { by, —— o 1 =at + b+ T
i
2. Déterminer les primitives de g : t — 1"

- T cost(x)
3. En tl{.dlurc'/;; 1—2sin(@)

Exercice 13.4 : Intégration par parties —.
1. Soit u, v des fonctions dérivables (lalh un intervalle [ de dérivées continues. Montrer que pour

tout t € f u(t) x v'(t) = [u{f ) xv {a‘)] —u'(t) x v(t).
b

b b
2. En déduire que pour tout (a,b) € I2, f u(t) x v'(t) dt = [t.tl[t] 3 u{r.}] —/ u'(t) x v(t) dt
T i a a
3. Application : Calculer [ t* cos(t) dt.

0

Exercice 13.5 : 4

1. Montrer que pour tout réel positif t, ona 1 —t < TiT <1-t+t

2. Soit x un réel positif. En intégrant les indgalités précédentes sur un intervalle i préciser, en
K]

déduire que 2 2

.-::—% Eln(l+u:}51:—%+?,

3. En déduire un encadrement de In(1,001). Quelle est la valeur approchée par défaut & 10~ prés
de In(1,001). Que donne la calculatrice ?
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Exercice 13.6 : Le plan est rapporté i un repére orthonormé (0, 7, 7). Dans chaque cas, représenter
4 main levée la région du plan % décrite et calculer son aire &

1. # est délimitée par la courbe (C) d’équation cartésienne y = 7% — 4 et les droites (Ozx), (D) et
(D") d’équations cartésiennes respectives y =0, x = —1 et x = 0.

2. # est délimitée par les courbes (C) et (C') d’équations cartésiennes y = 22 et y = 2* d’une part
et les droites (D) et (T') d’équations cartésiennes z = 0 et & = 1 d’autre part.

B Etude de suites d'intégrales

1 it
; s G =2 t
Exercice 13.7 : On définit pour n € N* les intégrales J,, = f dt.

o t24e
1. Montrer que la suite (.J, )pen- est positive.
2. Etudier la monotonie de (J;,)nen- et en déduire que la suite (J, )nen- est convergente.

3. Etudier les extremums de la fonction g : £ +— sur [0, 1]. En déduire un encadrement de

tz

" - - {:r +
Jn puis sa limite.

Exercice 13.8 : On définit pour n € M* les intégrales :

1 1

1
I =/ " In(1+2%)dz et J, =f ;— dzx.
k& 0 ( ) & o 1+42°

1. Etudier la monotonie de (.J,,). En déduire qu'elle est convergente et préciser sa limite.
2. Démontrer que pour tout entier n € N* et tout réel = € [0,1], on a

:t‘"’+| . i 2Tn+2
xIn(1+2%) | =2"In(1 +2° |
(H-I-l { + ]) [ )‘f‘{ﬂ-}-l]“.{,mz)
In2 9
et en déduire que Yn e N*, [, = T
l i Y

3. Montrer que () est convergente et préciser sa limite.
4. Montrer finalement que lim nlfl, = In(2).
n—r4o0

B Etude de fonctions définies a I'aide d'une intégrale

Exercice 13.90 :

; ; " 1 i h c
1. a. Déterminer les réels a, b, e tels que pour tout t € B**, m = ?L - 153 + e
. ®
b. Soit = 1. Caleuler e
1 t(1+12)

2. a. Démontrer que la fonetion f: 1 In(t) x ﬁ est dérivable sur [1, +o00[ et calculer sa
dérivée,
- : o * In(t)
b. Soit ¢ la fonction définie sur [1, +oc[ par (x) = P dt.
| .

xr

Soit > 1. Caleuler de deux maniéres différentes I'intégrale f f'(t) dt déterminer I'expression de
1

@(x) en fonction de x.

1 1
f o ¥ 1 Pl = = 0 —_— =
c. Montrer que .-:,- HI-P e(z) 5 (In(2) 5 X
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it
Exercice 13.10 : Soit f: R*™* — R définie par Vo € R™, f(z) :f ET dt.

1. Montrer que f est dérivable sur B¥* et déterminez f’. Donner le Iiahlmu de variations de f et
son signe.

2. Soit g la fonction définie sur R** par g(z) = f(z) — In(x). Etudier les variations de g sur R**
en déduire son signe.

3. Etudier les limites ill‘{;l’ flz) et rﬂ!ym flz).

Le saviez-vous?

Toute fonction continue admet des primitives; cependant, rien
ne sert de s’angoisser si vous ne les trouvez pas : il peut ar-
river que celles-ci ne s'expriment pas a I'aide de fonctions déja
connues. C'était le cas de la fonetion = — 1/x, continue sur B**,
Considérant son importance on a donné un nom A I'une de ses pri-
mitives c’est la fonction logarithme népérien® ! 1l en est de méme
des primitives de la fonction x — exp{%:) tres utiles en statistique.

mm Indications

— Ex. 13.1
4. Montrez que fy(t) = 3tet’/2 est de la forme Mu'(t)e™ "), oi u est une fonction & déterminer.
9. Vous pourrez caleuler la dérivée de t — tln(t).

Ex. 13.2

7. On pourra déterminer les réels a et b tels que (ft__l ;2 = T j e + r E 1
Ex. 13.5

1. Ceci peut faire penser aux identités remarquables a®> —=b* = (a+b)x-.- eta®+b* = (a+b) x---
Ex, 13.T

Vous appliquerez la méthode 13.9, pour Uétude de la monotonie, de la convergence et le caleul de
la limite.

i B 13D
1. Pour déterminer les réels a,b,c, on pourra se ramener a une éqalité polynomiale et procéder
ensuite par identification des coefficients.

5. C'est I'unigue primitive de & j_ qui s'annule en 1
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mm Corrigé des exercices

Exercice 13.1

On utilise les techniques classiques de primitivation rappelées page 208.
1. La fonetion fi(t) = t* — 2t 4+ 1 est continue sur B, elle admet done des

primitives sur tout intervalle I € R. Par linéarité, & D'aprés le
B = 1.0 % théoreme 13.5, foute
[ =24+ dt=|-t'—t*+t| ==2'-2*+2+C. fonetion continue sur
4 4 un intervalle [ y
32 -2t +1 ay—2 : : admet des primitives.

2. La fonction fu(t) = 7 = 3t72 — 2t73 + t~* est continue sur

R*, elle admet donc des primitives sur tout intervalle I < R*. Par linéarité,
pi— i L 0% =3 4 1
3t P-4t Ndt= -3t '+t Pt =45 - +C.

[ ( L [ g 3 z '@ BT

3. La fonction f3(t) = est continue sur ]% +0c[, elle admet done des

2t—1
]}umltnm sur tout intervalle T C}z +oc[. D’apres la méthode 13.4, il vient & falt) est de la
= u'(t)
o [mt—] V=146 forme X /0

4. La fonction fy(t) = 3te* */2 est continue sur R, elle admet done des primi-
tives sur tout intervalle I C R. De plus, fy(f) est de la forme u'(t)e*") et la

méthode 13.4 donne f 3tet/? dt = |:3-:?"2"2] =324 C.

' In(t :
5. La fonction fs(t) = 5 ) est continue sur 0, +00|, elle admet done des
primitives sur tout intervalle [ Clﬂ +oc[. On peut noter quo fs(t) est de la

forme u(t)u'(t), par conséquent f h]“) it = {1 It 2(:}] = - I11 () +C. 22 Ici on prend
t 2 2 u(t) = In(t).

6. La fonction fg(t) = ﬁill"j[f-;] est continue sur R, elle admet done des primi-

tives sur tout intervalle I C R. Pour pouvoir les caleuler, nous allons d’abord

linéariser cette expression polynomiale en sin(t) a I'aide de la méthode 2.4 :

- T ; T m
/ sin(t) dt = f I_?ﬂ@ dt = [% - %sin(?t}] = —;— - isin{?:v} + C.

a fonction f-(t) = est continue sur D = {t £ i |5, elle
7.Laf f2(2) m,ﬁ R | tz12 1l

admet done des primitives sur tout intervalle I C D. De plus, f7(f) est de la

forme T-{(r,'}}' avec u(t) = cos(t). Ainsi
* sin(t) ' cos (r]
f cos(0) dt :/ wos(D) dt = [— In (| cos(t |]] —In (| cos(x)|) + C.
8. La fonction fg(t) = W est continue sur |0, 1[U]1, 4+0c], elle admet donc

des prmntwm sur tout intervalle I )0, 1[U]1, +oc|. De plus, fs(t) est de la
forme = —1-}—, avec u(f) = In(t). Ainsi

/ - E = |i|11{|1n(t]|}j| = In (| In(z)|) +C.

9. La fonction fy(t) = In(t) est continue sur |0, +oc[, elle admet donc des
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& Une primitive de

sur R™* et sur R**
est In(|t]). Noubliez
pas les valeurs
absolues, lorsque vous
n'étes pas siirs du
signe. . .

£ on TeATrgune que

Js(t) est de la forme
'(t)

l‘;m :

2 On TeMArgue que
SJs(t) est de la forme
Au’ (¢)eult),

1 3. La fonction f3(t) =

primitives sur tout intervalle I CJ]0, +oc[. On vérifie que tIn(t) a pour dérivée
1 + In(t). Par conséquent, fln{t} — t admet pour dérivée In(t). Autrement dit

fln dt = [In{} ] =zln(z) —x+C. A

Exercice 13.2
On mot en cenvre la méthode 13.5.

f [t* — 3t + 2| dt. L'intégrande n'est pas explicite 4 cause de la valeur

absolue. On étudie done le signe de t? — 3t + 2. Ce trindéme est négatif si et
seulement si 1 < ¢ < 2. Par conséquent, la relation de Chasles donne

2 1 2
f|t2-3t+2|dt = /(t2-3t+23dt-f(t2-3t+2)dt
0 0 1

Yoo B - "
= SR = | =P a3 =1.
[3 : HL [3: 2 +2r]l I
I 1 4. '8
2.[ [(2t—3)%+4t+1] dt:f (4% —8t+10) dt = [Et“’—4t2+lﬂt] ==
—1 -1 -1

1
Tt ) est continue sur |0, 1[U]1, +oco]. Comme [ =
[e, 3] €]0, 1[U]1, 4+o00[, Pintégrale est bien dvﬁnw ot

I 0 B 'ilnf{}
. tIn(t) _l ln(fj dt = []“ In(t ”] = In (In(3)).

4. La fonction f5(t) = t* — 5t + 7 est continue sur [1, 10] et par linéarité,

10 & 10
f {12—5t+g}dt=[-1-13—3t2+21n(t)] =-1—ﬂ-+21n(10}.
: 3 2 , 2
1 1
t+1 1 2t + 2 1
In [t +2t + 4 n(7/4).
L z2+2t+4 0 r3+2t+4 2[“' et lL /

6. fs(t) = sin(t) cos®(t) est de la forme Au'(t)u®(t). Nous allons appliquer la
méthode 13.4 :
w2 1

w2 % 1 wf2 . 1 -
] sin(t) cos” t dt = ——f 6eos'(t)cos’ tdt = —— [ms"{t}] = —.
0 6 Jo 6 0 6

t—1
T- ft) = ﬁ est continue sur [—1,0]. De plus pour tout t € [~1,0], on
peut écrire f7(t) = =R+ = 2 + : . Par linéarité, il vient :

E-1)2  t-1" (t-1)2
il == | L 1 1 1° 1
]_,(r.— ez “ =f_lr,—1+(z_ T R [Qlﬂ“"-“”}“t—_ﬂ_f 5 —2In(2).

1 2 1 } 2 1 a2 1
8. f te™t r!t:——f ~9tye~t dr.=__[_-—'f] — (1 —e~1),
0 2 V] ( ) 2 ] 2( J

9. Comme pour intégrer fr7, nous remarquons que fo(t) peut s'écrire comme

une combinaison linéaire de fractions rationnelles simples a intégrer.
2

2 2 2
2% + 1 %+2-1 1
T e R T IR Ly |
L R _L T Lz t+1 [2 ln{+)],, ()

A
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Exercice 13.3
1. Soit (a,b,c) € R*. Pour tout t € R\ {3}, on a les équivalences :

i5—1 I
- | T 2 —1=(at+b)(2t - .
— =at + +21‘-—l = 1= (at+b)(2t—-1)+c

&= #=1=2a4(20~a)t+(c—b).

Ceci étant vrai pour tout t € R\ {3}, on en déduit par identification des
coefficients que a, b et ¢ sont solutions du systeme

2a =1 ﬂ,:%

~b+e = -1 r.*——-ﬁ‘

Ainsi, pour tout t € R\ {1} E—i_;_i_L
P a 2Uo-1" 201 42-1) 5

2. Sur tout intervalle I € R\ {}}, la fonction continue g(t) =

2t —
des primitives. Ce sont toutes les fonctions de la forme :

“fe 1 3 2 2 3 i
G(z) = ] (§+E_M) -’f—[4+z—§1:1{|2t—1|)
1

1 3
S . A W A oo
=: +41 Sln{|2:1 1) +C

3. Pour calculer cette intégrale, nous mettons en ceuvre la méthode 13.5.

3
cos”(x)
Notons f(r) = ————
1 f(@) 1 — 2sin(x)
entre % et 1, la fonction f est continue sur le segment [5, 3].
En outre, pour tout x € [§, 7], nous pouvons éerire

, pour x € [§.3]. Comme sin(x) est compris

2 . 2
B cos“(z) ., sin 2(z) —1 oy BN (2) —1
fia) = eostz) 1 —2sin(z) cole) 2sin(z) — 1 sn () 2sin(z) =1
On reconnait ici la dérivée d'une fonetion composée : & (est la formule de
la dérivée d'une
f(x) = sin’(z) g(sin(z)) = sin'(x) G’ (sin(z)) = (G(sin(z) ) ;;n::t:':::; met;;;éc (ef.

méthode 10.4 ).
Finalement, une primitive de f sur |

-L!l\

. 5] est G(sin(x)) et par conséquent

5 3 z
[{_ % dr = E{sin z)? + i sinx) — g In(|2(sinz) — 1|) ]

.-v—-

u? u 3 : 3-v2 3
_{?4-3—5[11(211—1} I —glill{\@—l}-

A

Exercice 13.4
1. D’apres la formule de Leibniz pour la dérivée d'un produit :

[u(t) x v(t)] = u' x v+uxv’, soit u(t) x v'(t) = [u(t) x v(t)]" —u'(t) x v(t).

2. Autrement dit, u x v est une primitive de v’ x v + u x v'. A 'aide du
théoreme fondamental du calcul intégral. il s'ensuit que
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&2 [ci, la situation
serail meilleure sans
les t2 1 Cest la raison
pour laguelle nous
allons dériver la
fonction t v 2 et
intégrer la fonetion
{3 cos(t).

& Les identités
remarquables sont
rappelées dans le
théoréme 1.6.

2 Les bornes sont
dans le bon sens!

b

1
|i-u(f.]| * 't.-'{t}] — / (u'(t) x v(t) + u(t) x v'(¢)) di

’ b b
= f u'(t) x v(t) dt +[ u(t) x v'(t) dt,

d’ou l'on tire finalement la formule d'intégration par parties :

b b b
f u(t) x v'(t) dt = [u{t] X v{i‘.}] —[ w'(t) x v(t) dt.
3. Appliquons cette formule d’intégration pour caleuler [ % cos(t) dt. Posons
u(t) = t% '(t) = cos(t)
u'(t) = 2t; o(t) = sin(t)

Les fonctions u et v sont dérivables et leurs dérivées sont continues sur R,
nous pouvons intégrer par parties. Il vient

f:: t* cos(t) dt = [1‘.2 sin(!‘.)] ’ - /I 2tsin(t) dt = x” sin(x) — [ﬂ* 2t sin(t) dt

Posons w(t) = 2t V() = sin(t)

u(t) = 1; vit) = -—cos(t)

Les fonctions u et v ainsi définies dérivables et leurs dérivées sont continues
sur R et une autre intégration par parties donne :

fr t>cos(t)dt = z°sin(x)+ [21. cro:s{t}] J + /1‘ 2(— cos(t)) dt

= a?sin(zx) + 2z cos(z) — 2/ cos(t) dt
= x*sin(x) + 2z cos(z) — 2sin(x) + C.

A

Exercice 13.5
1.Soit t =0,ona1—1*<1<1+t% Or d’aprés les identités remarquables
1—t2=(1+t)(1 —t) et 14+¢* = (1+1)(1 —t+ ). Ainsi, en divisant les
trois membres de cet encadrement par le réel strictement positif 1 + ¢, nous
obtenons 'encadrement :

1
) G o (e, T )
14t

2. Soit & > 0. Intégrons terme a terme 'encadrement ci-dessus entre 0 et x.
Par croissance de 'intégrale, il vient

T z At T = 1 = xa .'ITH'
1-t)dt < < 1—t4£t°)dt, soit z—=2° < In(l42) < 52— —4—.
L{ }_Al_H_A( +],m11‘2:1_n{+.r]_:r 2+3
3. Appliquons le résultat précédent 4 x = 10~%, nous obtenons
0,0009995 < In(1,001) < 0,000 999 500 333 333.
La calculatrice donne In(0,001) = 0,000 999 500 333 081. A
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Exercice 13.6

On met en ceuvre la méthode 13.11.

1. D’apres la méthode 13.11, l'aire de la région du plan délimitée par (C),

(Oz), (D) et (D') est donnée par :

i . i) ) 1. 0 11
o =[ lur:‘E —4|dx = / (4-— Iz}dﬂ!.' = [4.1: - E:c‘!‘jl = e u.a.
-1 —1

2. L’aire de la région délimitée par (C), (C'), (D) et (D'} est donnée par :

%l A ‘a3 l 5 11 1
.{4’:\[. |z — |d;:.-=j. (z —;F]Efﬂ?:[ﬁ.’lr —11"] =75 wa

0

figure 1. figure 2.

057

0

Exercice 13.7

On met en ceuvre la méthode 13.9, pour 'étude de la monotonie, de la
convergence et le caleul de la limite.

T

1. Soit n € N*. Posons pour € [0,1], fu(t) = -. La fonction f, est

2 +e

continue et positive sur [0, 1]. Son intégrale .J,, est donc bien définie et positive

par positivité de l'intégrale.

2. Soit n € N* fixé. Pour tout t € [0, 1], on a t"*! < " d’olt 'on tire que
t-“+ 1 t)l

<
t24et ~ 2 4et

Par croissance de l'intégrale, il en résulte que J,+, < J,. Ceci étant vrai
pour tout entier n € M*, la suite (J,,) est décroissante. D’aprés le théoréme
de la limite monotone, la suite (.J,) étant déeroissante et minorée, elle est
convergente de limite £ > 0.

3. La fonction £ ++ ' +12 est strictement croissante et strictement positive sur
[0,1]. II en résulte que son inverse, la fonetion g est strictement décroissante

ER— 1 1

sur [0,1]. En particulier, ¥t € [0,1], T4 S el
les trois membres de cet encadrement par t", nous obtenons 'encadrement,
valide pour tout t € [0,1] :

< 1. En multipliant

r’ﬂ tu
E E ic_]'l.
14+e ™ et +¢2

1
Par croissance de I'intégrale, nous en déduisons 'encadrement de J,, suivant : € f t"dt =
0

£2 théoréme 13.1

£ théoreme 13.1

€° théoreme 12.5

1
n-+1
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- {1{1

n41)etl) = """ n4l

Finalement, comme les deux suites encadrantes sont convergentes de limite
nulle, il en résulte par encadrement que lim .J, = 0. A
=00

_ Exercice 13.8

1. Soit n € N fixé. Pour tout # € [0,1], on a 0 < = < —
1+ 22 1+ 22
&2 théoreme 13.1 croissance de |'intégrale (les bornes sont ds le bon sens) il s'ensuit que

0 5 'Innl-l E Ju

Ceci étant vrai pour tout n € N, nous pouvons conclure que la suite (.J,,) est
& théoreme 12.5 décroissante et positive. D'apres le théoreme de la limite monotone, elle est

donc convergente.

De plus, pour tout n € M, par croissance de l'intégrale

1
1
U""_:J""_:/.T-'"dﬂ:=—_l-ﬂ
o n+1 naec

Par encadrement, il en résulte que (J,,) est convergente de limite nulle.
2. Soit n € N* et z € [0, 1]. D’aprés la formule de Leibniz, on a :

.1’?"+1 I

g+l £
( xln{1+;r2}) =a2"In(1 + z%) +

- 7
n+1 (n+1) 1422
) ettt 1 ) ! 9pn+2
Soit 2" In(1+2°) = x In(1+2%) ) — ' —. Intégrons terme
{ ) 1 ( )) (n+1)(1+22) 8
& théoréme 13.6 a terme cette égalité. Dapres le théoreme fondamental du calcul intégral, il

en résulte
1 s+l 1 9 1 ni2
aa Ji 2y dy = ® .2 _ i -
I ‘L " In(l1 + x7) da [ﬂ_'_llu(l-l—:.- }]“ n+1j;' 1522 da
In(2) 2
n+l n<4+l

Jpsa.

3. Comme la suite (.J,,) est convergente de limite nulle, il découle de cette
derniere égalité que (I,,) est convergente de limite nulle par opérations algébriques

£ théoreme 12.2 sur des suites convergentes.
4. D’apres la question précédente, I'égalité suivante a lieu pour tout entier n
I q I  leg I
& in CPCE vous I In(2) n n J In(2) 1 2 7 In(2)
apprendrez que celle niyp =1n = n+2 = 1 R T“n+2 P ).
relation signific que In n+l n+l 1+5 1+4 i
se comporte lorsque n L . i . .
est trés grand, comme Ainsi, , on a bien établi que lim =nl, = In(2). A
In(2) sk
n __ Exercice 13.9

1. a. Soit a,b,c des réels. Pour tout t € R**, on a les équivalences suivantes :

b n f.]
1+t (141¢)2

1

t1+1)2 = l=a(l+1)°+bt(1+1)+ct

©

= 1=(a+bt*+(2a+b+c)t+a.
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Par identification des coefficients, on trouve que a, b, ¢ doivent étre solution
du systeme

a+b = 0 a = 1
2a+b+e = 0 = b = =1
a = 1 o= =1
1 1 1 1
Ainsi, pout tout réelt e RY, ——— — = — — =S =
I (14t t 14t (141)2
a
b. Soit x = 1 fixé. Calculons f L a 'aide de la décomposition
. tH1412)
ci-dessus. Par linéarité de 'intégrale, il vient :

_[* L2 Y=g - oti 49 4 -2 j
5 ONE 14t (1+82) ' 7T 14,

1
= In(z) — In(z + 1) + m +In(2) — =

dt

2
x
_h](:rr+ l} rren +In(2) - =
1
2. a. La fonction définie par f(t) = In(t) x TEWIE est dérivable sur [1, +o0|
comme produit de telles fonctions et la formule de Leibniz donne :
p 1 In(t)
t) = = r
AL t(l+¢)2 (1+¢)°

b. Soit x = 1 fixé.

D'une part, d’apres le théoreme fondamental du calcul intégral, on a :

T [ () 17°_ In(x)
J, rox [H”]]'[UHJJ NETE

D’autre part, il découle de la linéarité de I'intégrale que :

i 1 In(t) Toodt
t)dt = —_—dt -2 = f = — — 2¢(x).
R g R L e R
T
En égalisant ces deux expressions de f/(t)dt, on tire
oy = f* dt " inx)
AT g\, i+ T (T+a)y
o T 1 n(z) 1
g (m(m—l— ]] it (1+z)? 2y = 2) '
¢. Etudions la limite lorsque 2 tend vers +oc {]P @(z).
- e L =
e Lorsque x tend vers 400, on a In(;55) = In(1 - J_H —) — i
e Par opérations algébriques, on a —~ 1 —+} 0;
A= OO0
. ; In(x)
e DP’ar croissances comparees . ¥
(14 2)% z2—+o00
i . ] oy _ 1
Ainsi, Il&l_;l_lm plx) = 3(In(2) - 1). A

& On utilise la
conlinuild de la
Jonction In en 1.
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22 théoréme 13.5

_ Exercice 13.10

t
F € : A 3 E
1. L'intégrande t T est continue sur R**. D'apres le théoreme fondamen-

tal du calcul intégral, f est I'unique primitive de Pintégrande qui s’annule au
point 1. En particulier, f est dérivable sur R** et

T

Vo >0, fl(z)= "?

Ainsi f est croissante sur B4+, Comme de plus f(1) = 0, on en déduit que
Vr >0, f(z)>0 < x> 1. Le tableau suivant résume ces propriétés de

f.

z [0 1 400

fi(z)l + e +

g

f(x) i

2. La fonction g est dérivable sur R** comme somme de telles fonctions, de
plus,

IT_
Yz > 0, g’[xr}:E = 1.

Or, par croissance de la fonction exponentielle, nous avons pour tout xr > 0,
e* > 1. Par conséquent g’ est strictement positive sur R** et g est done
strictement croissante sur Bt*. Comme de plus, g s'annule au point 1, il
s’ensuit que

V>0, pglz)>0 & z2>1.

On en déduit le tableau de signes

@ 0 1 +oo
f(z) — In(x) - 0 +

En particulier,

e Au voisinage de 0%, on a f(z) < In(x) ——+ —00;
=}

e Au voisinage de 0%, on a f(x) > In(x) —— +4o00.
r—400

Par comparaison, il en résulte que lim f(z) = —oc et lim f(xr)=+oc. A
—+0 e e )
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Chapitre 14

Probabilités sur un univers fini

Jacques Bernoulli est le premier d'une famille de
mathématiciens suisses. Il aborde pratiquement
tous les sujets en mathématiques ; son apport

a ete fondamental dans le développement du
calcul différentiel et intégral mais on lui doit
aussi des travaux importants sur les courbes.

A la fin de sa vie, il s'intéresse aux calculs des
probabilités. Dans son ouvrage posthume Ars
conjectandi publié en 1713, il étudie la loi qui
porte son nom ainsi que la loi binomiale.

Jacques Bernoulli
1654-1705



B les incontournables

m » identifier et modéliser 'expérience aléatoire

» traduire ensemblistement I'énoncé

» utiliser les propriétés elassiques des probabilités
L 3

mettre en ceuvre les formules des probabilités totales, des probabilités com-
posées et de Bayes
B et plus si affinités

s utiliser la formule des probabilités totales pour obtenir une relation de récurrence
entre les termes d'une suite de probabilités.

OBJECTIFS
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mm Réesumé de cours

B Le langage des probabilités
Expériences et événements aléatoires

Définition : Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prédire avec certitude
le résultat. L 'étude d'une expérience aléatoire commence par la deseription des résultats possibles,
appelés éventualités. L'ensemble des résultats possibles est appelé univers des possibles. On le
note généralement €.

Définition : Un événement aléatoire est un événement qui peut se produire ou non, suivant le
résultat de lexpérience aléatoire. On le représente par U'ensemble des éventualités qui le réalisent.
Il s’agit done d'une partie de Q0. A la suite d’une expérience aléatoire, on dira que l'événement
A est réalisé si le résultat w de cette expérience est élément de A.

Vocabulaire : 1 est l'événement certain, O est U'événement impossible.

Liens avec les opérations ensemblistes

L'identification entre les événements aléatoires et les parties de 2 permet d’utiliser les opérations
élémentaires ensemblistes pour traduire certains événements, ainsi

e 'événement (A ou B), appelé disjonction de A et B, est modélisé par la réunion AU B;
e l'événement (A et B), appelé conjonction de A et B, est modélisé par I'intersection ANB;
o D'événement A, appelé contraire de A, est modélisé par le complémentaire de A CoA.

Evénements incompatibles, systeme complet d’'événements
Définition : Deuxr événements A et B sont dits incompatibles lorsqu’il est impossible qu’ils
sotent réalisés simultanément, ¢’est-da-dire si AN B = 0.
Définition : Une famille finic Ay, Ao,..., Ay d'événements forme une partition de @ ou un
systéme complet d’événements si :

e AjUAU---UA, =0

o Pour tout couple (i,7) € [L,n]?, A;NA; =0 sii#j.
Exemple : si A est un événement quelconque, (A, A) forme un systéme complet d’événements.

W Espace probabilisé fini
Loi de probabilité sur un ensemble fini

Définition : Soit (! = {wy,wa ..., wn} un ensemble fini.
m Définir une loi de probabilité sur ), ¢’est attribuer @ chague éventualité w;, un réel p; €

n
[0, 1] de telle sorte que z;u,- =p1+p2+---+pn=1.
i=l1
w Etant donné un événement A C €, on définit alors la probabilité de A, et on note P(A)
comme la somme des probabilités des événements élémentaires qui constituent A.

PA)= > p

ie[ln]|useA
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On dit alors que (2, P) est un espace probabilisé fini.

Remarque : on a alors P({w;}) = pi.

Probabilité uniforme sur un ensemble fini

Théoreme-Définition 14.1.— On considere une expérience aléatoire pour laquelle I'univers des
possibles {2 est un ensemble fini, non vide et A C 2 une partie de 2.

La probabilité uniforme pour que I'événement A soit réalisé a 'issue de 'expérience aléatoirg
est donnée par :

_ Card (A)  nombre de cas favorables

PlA) = =
(4) Card (£2) nombre de cas possibles

Le procédé qui a tout événement A de () associe sa probabilité P{A) définit une probabilité sur
appelée probabilité uniforme.

Notation : soit AC), on appelle cardinal de A, et on note Card(A), le nombre d’éléments de A.

Propriétés des probabilités finies

Théoréme 14.2.— Propriétés fondamentales des lois de probabilités —. Soit (€2, ) un espace
probabilisé fini. Soit A et B des événements. Alors

m P(})=1.
m Si A et B sont incompatibles, alors P(AU B) = P(A) + P(B).

Corollaire 14.3.— Avec les notations ci-dessus

s P(A) =1- P(A) s P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)
s P(A\ B) = P(A) - P(AnB) s AC B= P(4) < P(B)

Remarque : P(22) = 1 done P(0) = 0.
Vocabulaire : un événement B est dit négligeable pour la loi P si P(B) = 0.

Théoréme 14.4.— Formule d’additivité finie —. Soit ({2, P) un espace probabilisé fini et
(Ai)1<i<n une famille d'événements deux a4 deux incompatibles, alors

F(U-"-z') =ZP(-451
i=1 i=1
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mm Methodes

B Bien aborder un exercice de probabilité

Si I'objet de la théorie des probabilités est 'aléatoire, la résolution d’un exercice de probabilité ne
doit rien au hasard! Dans un probleme classique, 'énoncé fournit toutes les indications utiles a la
construction du modeéle, 4 condition de savoir le déerypter!

Modélisation d'une expérience aléatoire

Description des résultats possibles de I'expérience aléatoire (éventualités).

Lors de cette étape cruciale, il faut essayer autant que possible de simplifier cette description,
afin de se ramener 4 un modele connu.

On pose alors £} 'univers des possibles, ¢’est-a-dire de 'ensemble de toutes les éventualités.
Choix d’une loi de probabilité sur 2. En pratique, on n'a pas vraiment le choix!

» Il y a équiprobabilité des événements élémentaires : on définit sur {2 la probabilité
uniforme.

» Il 0’y a pas équiprobabilité des événements élémentaires : en ce cas, I'énoncé permet
de définir la loi de probabilité en précisant la probabilité de certains événements « impor-
tants ».

Identifiez ces événements en choisissant des notations adaptées.
Explicitez en francais ces événements.

Traduisez-les en termes de parties de (2.

Exemple : considérons l'expérience aléatoire suivante. On lance deux dés (honnétes!) discernables
(de couleurs différentes par exemple) et on note les numéros obtenus.

Dans ce cas, les résultats possibles sont les couples (1,1),(1,2),...,(6,5), (6,6). Ainsi, @ = [1, 6]
Comme les 36 issues possibles sont équiprobables (le dé n'est pas truqué!), €2 est muni de la loi de
probabilité uniforme.

Mise en ceuvre : exercice 14.5. exercice 14.6.

Décryptage du sujet

Une fois le modéle construit, vous devez traduire les données et les questions de I'énoncé en hy-
potheéses ensemblistes.

( Méthode 14.1.— Comment traduire ensemblistement les données de I'énoncé
Un événement peut étre traduit comme

» réunion d’événements lorsqu'il est déerit dans I'énoncé a I'aide des mots-clés < ou =,
« au moins =, « il existe » ;

» intersection lorsqu’il est décrit dans 'énoncé a 'aide des mots-clés « et =, « tout,
tous, toutes =, « chaque, chacun, chacune » ;

» complementaire lorsqu’il est plutot décrit dans 'énoncé de fagon négative, i.e.
comme le contraire d'un autre.
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Exemple : on tire au hasard une carte d'un jen de 32 cartes. On note €' I'événement < on a un
coeur =et D) I'événement < on a une dame =. L'événement = obtenir une dame ou un coeur = est
CuD={7Y 89 9% 109, V¥ DY, RY, AY, D& D¢ Dé}. L'événement « obtenir la dame de
ceeur » est CN D = {DV }.

Mise en ceuvre : exercice 14.1.

B Calcul des probabilités

(1 Méthode 14.2.— Comment calculer P(A) en cas d’équiprobabilité
Lorsqu’il y a équiprobabilité des événements élémentaires, {1 est muni de la probabilité

uniforme.

: - 1

On calcule n = Card (£2). Pour tout éventualité w € 2, on a P({w}) = —.
n

Calculer la probabilité d'un événement A C {2, revient a dénombrer A. On conclut

alors a l'aide de la formule classique

nombre de cas favorables  Card (A)

P(A) =

nombre de cas possibles — Card (£2)

Exemple : reprenons 'expérience aléatoire correspondant au lancer d'un couple de dés honnétes
et calculons les probabilités des événements suivants :

o A « la somme des nombres obtenus est supéricure ou égale a 10 .
o B « le produit des nombres obtenus est supérieur ou égal a 20 ».

Pour dresser la liste des couples (i, j) qui réalisent A, il suffit d’écrire la table de I'addition! Il vient
A= {(4,6);(5,5);(5,6);(6,4);(6,5); (6.6)}. De meme, en examinant la table de multiplication, on
obtient aisément B = {(4,5); (4,6); (5,4);(5,5);(5,6);(6,4); (6,5); (6,6)}.

Card (A) 6 1 3

Finalement, P(A) = Cord () =% =5 P(B) = 'SI[i = %

Mise en ceuvre : exercice 14.6.

d Méthode 14.3.— Comment calculer P(AU B)

» Si A et B sont incompatibles, alors P(AU B) = P(A) + P(B).
» Si A et B sont quelconques, alors P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B).

Exemple : on tire au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes. Comme défini plus haut C' désigne
I'événement « on obtient un cceur = et D I'événement < on obtient une dame =.
Ici les éventualités sont équiprobables, Q1 est done muni de la loi de probabilité uniforme. Ainsi,

+~ Cd(C) 8 1 4 1 > 1 e Card (CUD) 11
}.:—:—:—_.’J:—:—1]. = — 2 J:—:—
i Card (£2) 32 4'1 (D) 3z & FEns) 32 P Card (£2) 32

Vérifions ceci au moyven de la deuxieme formule :

P(CUD) = P(C) + P(D) - P(CND) = = +;;z_ - = %
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Mise en ceuvre : exercice 14.2, exercice 14.4.

Remarque : la premiere formule se généralise au cas d'une famille finie d’événements deux a deux
incompatibles (théoreme 14.4).

(d Méthode 14.4.— Comment calculer la probabilité de A
On peut appliquer le corollaire du théoreme 14.2 :

[1] On calcule P(A).
On conclut P(A) =1 — P(A).

Mise en ceuvre : exercice 14.4.

Remarque : le calcul de la probabilité de I'événement contraire peut s’avérer plus facile que le caleul
direct de P(A). C'est notamment le cas pour le caleul des probabilités des réunions quelconques
d'un nombre fini d'événements.

Le saviez-vous ?

Le mot « hasard » nous vient de 'arabe az zahr qui signifie la
fleur. En effet, dans certains jeux de dés, la face considérée comme
gagnante était décorée d'une fleur.
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mm Enonce des exercices

B Propriétés des probabilités

Exercice 14.1 : Soit A, B,C trois événements d'un méme espace probabilisé (€2, P). Exprimer
ensemblistement en fonection de A, B, C' les événements suivants :

1. A} = 'un an moins des trois événements se réalise » ;

2. A, < un et un seul des trois événements se réalise = ;

3. A; = deux au moins des trois événements se réalisent = ;

4. A; = deux exactement des trois événements se réalisent = ;

5. A; = aucun des trois ne se réalise = ;

6. Ag = deux au plus au plus se réalisent .

Exercice 14.2 : Soit A, B des événements d'un méme espace probabilisé (£, P).
1. Soit C I'événement « soit A, soit B se réalise =. Traduire ensemblistement .
2. Montrer que P(C) = P(A) + P(B) —2P(An B).

Exercice 14.3 : Soit A, B des événements d'un méme espace probabilisé (€2, P). On suppose que

¥

P(A) = P(B) = ; Déterminer un encadrement de P(AnN B) et P(AU B).

B Probabilités classiques

Exercice 14.4 : On choisit au hasard un nombre entier entre 1 et 100.
1. Soit A I'événement <« L'écriture décimale du nombre choisi contient au moins un chiffre 3 =.
a. Quels sont les événements élémentaires qui constituent A7
b. Déterminer P(A) et en déduire P(A).
2. Soit B l'événement « le nombre choisi est supérieur ou égal & 80 =.
a. Déterminer P(B), P(An B).
b. En déduire P(A U B).

Exercice 14.5 : Dans une urne se trouvent une boule blanche, deux boules rouges et denx boules
noires,
On tire une boule au hasard dans 'urne. On note sa couleur, on la remet dans I"urne et on en tire
une deuxiéme au hasard. On s’intéresse aux couleurs des boules sorties, dans ['ordre.
1. Modeélisation
a. Déterminer les différentes issues possibles. On note {2 'univers des possibles.
b. Déterminer la loi de probabilité sur £2.
2. Déterminer les probabilités des événements suivants :
a. D) « Obtenir deux fois la méme couleur =.
b. F < Obtenir au moins une houle noire. =
3. Décrire les événements D, E, DN E DU E et calculer leurs probabilités.

Exercice 14.6 : Avec deux dés —.
On jette deux dés i six faces, parfaitement équilibrés et discernables (de couleurs différentes). On
note alors la somme des deux numéros obtenus.
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1. Modélisation

a. Quel est 'ensemble & des issues possibles ? [T Z[E[Z][5]¢E]

b. Compléter le tableau a double entrée ci-contre en indi- 1
quant dans chaque case la somme des numéros de ligne et de
colonne.

c. Déterminer la loi de probabilité de &.
2. Déterminer les probabilités des événements suivants :

a. « Obtenir une somme inférieure ou égale a 10. »

b. <« Obtenir une somme strictement inférieure a 4. »

c. <« Obtenir une somme impaire. =

[ B]

[=20 W1} BEEN

Exercice 14.7 : Sauts de puce —.

Une puce partie du point A de coordonnées (0,0) a rejoint le point & B
B(4,2) en six sants. A chaque instant, elle a fait un saut d’une
unité vers la droite ou vers le haut. J I

Notation : le trajet haut-droite-droite-haut-droite-droite sera ?
représenté par le 6-uplet (7.7.7, 7.7, 7).
1. A l'aide d’un arbre, déterminer tous les trajets possibles. Combien y en a-t-il ?

2. On suppose que tous ces trajets sont équiprobables. Quelle est la probabilité que la puce soit
passée en C'7

Exercice 14.8 : Fiabilité d'un test médical —.
Lors d'une épidémie, on estime que 2% de la population est atteinte par un virus. On met en
place un test médical qui devrait étre positif si un individu est contaminé et négatif s'il est sain.
Cependant, on a observé les résultats suivants :

e Quand l'individu est malade, le test est positif dans 99, 6% des cas.

e Quand l'individu est sain, le test est négatif dans 97, 4% des cas.

1. On considére une population de 100000 personnes. Compléter le tableau ci-dessous :

Personnes malades | Personnes saines Total

Test positif

Test négatif

Total

2. Une personne est sélectionnée au hasard. On lui fait passer le test médical. On considére les
événements A « la personne est contaminée » et B « la personne a en un test postif =,

a. Calculer P(A), P(B).
b. Décrire les événements A, B, AnB, AnB, AnB et AUB, puis caleuler leurs probabilités.

c. Calculer la probabilité que le test donne un résultat faux.
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mm Indications

— Ex. 14.1
On mettra en euvre la méthode 14.1.

Ex. 14.4
Pur bien démarrer cet exercice, commencez par bien modéliser Uerpérience aléatoire. Ensuite vous
pourrez utiliser les méthode 14.2, méthode 14.4 ef la méthode 14.3

Ex. 14.6
1. Les différents événements élémentaires pour & ne sont pas équiprobables. Pour déterminer la
loi de probabilité de ®, on considérera le couple de numéros obtenus. Comme les dés ne sont pas
pipés, ces différents couples sont quant a eux équiprobables.On pourra donc appliquer la méthode

14.2.
s s T

1. Chaque point étape du parcours de la puce correspondra @ un sommet de cet arbre. Il pourra
directement étre représenté par ses coordonnées cartésiennes dans le plan.

— - W 5
1. Pour bien démarrer, calculez d’abord combien il y a de personnes contaminées et de personnes
saines dans cette population.
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mm Corrigé des exercices

Exercice 14.1
On met en ceuvre la méthode 14.1

1A = AUBUE, 22 Lovaque

2. Iei, Ay est une disjonction de trois cas : soit A se réalise et ni B, ni C' ne Uévénement est déerit

i x . - a . - . . « BT T ﬂ!'S aves
se réalisent, soit B seulement est réalisé, soit €' seulement est réalisé. Ainsi |, % o
, ! Uexpression < au

As = [A nEBnN (,) o) (A NnBnN (?J U (1""1 nBnN C}— moins =eela se traduit
3. Aj est déerit avec I'expression « au moins =, Il se traduit comme A; au ensemblistement par
moyen d'une réunion. Az = (AN B)U(ANC)U(BnNC). une réunion.

4. Ay=(AnBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).

5. As=AnBnC.

6. Il est plus facile de traduire I'événement contraire Ag est I'événement « les
trois événements A, B, C' se réalisent. ». Ainsi Ag = AN BNC. A

Exercice 14.2
1. L'événement « soit A, soit B » se traduit par (AN B)U (AN B) = (A
B)u(B\ A).

2. La réunion ci-dessus étant disjointe, I'additivité de P et le corollaire 14.3
donnent P(C) = P(A\B)+P(B\A) = P(A)—P(AnB)+P(B)—P(AnB) =
P(A)+ P(B) —2P(AnB). &

Exercice 14.3
Pour déterminer un encadrement de ces probabilités, on peut utiliser la pro-
priété de croissance de la probabilité P (théoreme 14.2).

e On adune part A C AU B C (). Par croissance de P, il s’ensuit que

ggf’(AUB] <1.

e D’autre part, d’aprés la formule de Poincaré (corollaire 14.3), on a P(AnN

B) = P(4) + P(B) - P(AUB) = 5 — P(AUB). Comme > < P(AUB) <1,
o 0y 3
il vient 5 < P(AnB) < 1 A

Exercice 14.4
Dans cette expérience aléatoire, une éventualité est un nombre entier compris
entre 1 et 100. L'univers des possibles est done Q@ = {1,2,...,99,100}. Comme
le nombre est choisi au hasard, {2 est muni de la probabilité uniforme.
1. Soit A l'événement « L'écriture décimale du nombre choisi contient aun
moins un chiffre 3 =.
a. Les éventualités qui constituent A sont de deux sortes : les nombres
qui ont « 3 » comme chiffre des unités et ceux qui ont « 3 » comme chiffre
des dizaines. & Le nombre
Ainsi A = {13,23,33,43,53,63,73,83,93,30, 31, 32, 34, 35, 35, 36,37,38,39}. < 33> fait partic des
b. 2 étant muni de la probabilité uniforme, la méthode 14.2 donne A

nombre de cas favorables  Card (A) 19
nombre de cas possibles — Card (©2) 100

P(A) =
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& La premidre letire
eorrespond d la
couleur de la premidre
boule, le seconde
correspond d celle de
la deuriéme,

& n gras, nous
avons fail appareitre
les quaire tirages de
boules qui réalisent
Udventualité (N, R).

& Par exemple, il y a
4 cas favorables pour
Uévénement (N, R),
sur les 25 possibles.

Done P(N, R) = 1—1,'

La méthode 14.4 permet alors de conclure que P(A) = 1 — P(A) = fulﬂ

2. Soit B I'événement « le nombre choisi est supérieur ou égal a 80 =».

. 2
a. A l'aide de la methode 14.2, on calcule P(B) = M = ;l et
Card (€2) 100
2

P(ANB) = P({83,93}) = .

b. Finalement, la formule de Poincaré, P(AU B) = P(A) + P(B) —

38
P(ANB) = —. A

— Exercice 14.5
1. a. Notons i = {By,N|,Ns. R, Rs} I'urne contenant les cing boules.
Dans l'expérience aléatoire décrite, une éventualité est la liste des couleurs
des deux boules prélevées. Convenons de noter B, N, R les trois couleurs
« blanche =, « noire », « rouge ». Nous pouvons alors modéliser une éventualité
comme un couple de couleurs. Les différentes issues possibles sont done

(B.B);(B,N):(B,R); (N, B);(N.N); (N, R):; (R, B); (R, N); (R, R).

Ces neuf couples constituent 'univers des possibles ).

b. Vu la composition de 'urne, ces différentes issues ne sont pas toutes
équiprobables. Le tableau suivant représente les 25 tirages possibles de deux
houles dans I'urne.

L I B [ M [ N | B | R |

By || (B1,B1) [ (B1,N) | (B1,N2) | (B, 1) | (B, Ra)
Ny [| (N, By) | (N1, Nh) | (N3, Ng) | (N1, By) | (N1, Ra)
N2 || (N2, By) | (N2, N1) | (N2, N3) | (N2, R1) | (N2, Ra)
Ry || (B, By) | (B, Ny) | (B, No) | (By, By) | (By, Ry)
Ry || (R2,B1) | (R2,Ny) | (B2, Na) | (H2, ) | (B2, Ra)

Comme les tirages se font an hasard, toutes ces réalisations sont équiprobables.
On en déduit h loi de probabilité de © en dénombrant les cas favorables :

e P(B,B)= 2—5, -P(h B)=%; cP(RB}=£?
e P(B,N)= %; o [ ,NJ_Q—'E; e P(R,N)= 2—%57
e P(B,R)= % e P(N,R) = 3t ; e P(R,.R)=4.

2. a. D={(B,B);(N,N);(R,R)}. La probahilité de D est par définition

la somme des probabilités des éventualités qui le constituent : P(D) = 2‘1}
b. E={(B,N);(N,B);(N,N);(R,N),(N,R)}. Par suite, P(F) = ?—

3. Explicitons ces événements et calculons leurs probabilités.

e D est I'événement « Obtenir deux boules de couleurs différentes =. Sa pro-

bhabilité est P(D)=1— P(D) = %

e E est I'événement « Ne pas obtenir de boules de couleur noire =. Sa pro-

babilité est P(E) =1 - P(E) = £

e D E est I'événement « Obtenir deux boules de couleur noire =. Sa pro-

babilité est P(DN E) = P(N,N) = 5

e DU FE est 'événement <« Obtenir deux boules de couleurs diffrentes ou au

moins une boule de couleur noire =. Sa probabilité est obtenue par la formule
de Poincaré : P(DUE)=P(D)+ P(E)— P(DnE)= % A
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— Exercice 14.6
1. a. Un résultat possible pour cette expérience aléatoire est un entier
compris entre 2 et 12, I'univers des possibles est done ¢ = {2,3,...,12}.

b. c. Nous allons munir ¢ d'une proba-
| + ]l 1 | 2 I 3 | 4 | 9 l 6 ‘ bilité¢ en procédant de la maniére sui-
I Tal3T4] 85 6 [ 7 vante. Notons 2 = {1,2,3,4,5,6}* =
21314 |8| 8| 7]8 {(dy,dg), 1 <dy <6, 1<dy <6} l'en-
3 N4l 16] 7 5 0 semble des résultats possibles aux deux
4 Is1el7l 8 9 | 10 lancers de dés.
5617|889 |10]| 11
6||7|8|9|10]11 |12

Comme les dés ne sont pas pipés, toutes les couples (d,, ds ) sont équiprobables.
On munit done €2 de la probabilité uniforme. La loi de probabilité de € s’ob-
tient en dénombrant les cas favorables :

o P(2)= 4 o P(6)==; e P(10) = % ;
o P(3)=2 e P(T)= o P(11)= £
o P(4)=&; e P(8)= 2 o P(12) = .
e P(5) = 3 o P(9)= 3

2. Par définition, la probabilité d'un événement est la somme des probabilités
des éventualités qui le constituent. Ainsi

a. Soit [S < 10] I'événement « la somme est inférieure ou égale a 10. »
Alors P[S < 10] = P{2,3,4,5,6,7,8,9,10} = 1 — P{11,12} = &2 = 3.

b. Soit [S < 4] 'événement « la somme est strictement inférieure 4 4. »
Alors P[S < 4] =P{2,3} =% =15

c. Notons [S € {3,5,7,9,11}] 'événement « la somme est impaire, =

Alors P[S € {3,5,7,9,11}] = P{3,5,7,9,11} = 2 = 1.

A

— Exercice 14.7
1. A chaque sommet, la puce peut rebondir dans deux directions au maxi-
mum : vers la droite ou vers le haut.

{_.I._n\ -f_,], ]\. [4,2}
G0 l,l 1! 1,2
/ R (4,2)

(2,0 - :
9, ni T (4,2)
1, (2,2) (3,2) (4,2)
e &3 (4,2)
oy (2, 2—— @ 2——1.2)
(0,0) (1,2) (2,2) (3.2) (4,2)
(3 ”___..-{4_.1) (4,2)
@ ) (4,2)
,_,..a“f”i (2, 2)——(3.2——(1.2)
(0,1) (1,2) (2,2) (3,2) (4,2)

“h—____‘-.

(0,2) (1,2) (2,2) (3.2) (4,2)

& Armons-nous de
patience pour réaliser
cet arbre !

22 Les sommets de cet
arbre correspondent
aur coordonndes
cartésiennes de la

pieee d chaque étape.

&2 Nous avons
indigué en gras les
passages de la puce en
O qui a pour
coordonndes (2, 2).

PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI

239Em



Ainsi, la puce a pu emprunter I'un des 15 trajets différents.

2. On suppose que tous ces trajets sont équiprobables. 6 trajets passent par
C'. Ainsi, la probabilité que la puce soi passée par C est de l_{:% = f A
— Exercice 14.8
1. On considére une population de 100000 personnes. A Daide des données
fournies par I'énoncé, on peut compléter le tableau de la maniere suivante.

Personnes malades | Personnes saines Total

Test positif 1992 2548 4 540
Test négatif 8 95452 95 460
Total 2000 95000 100 000

2. On considere les événements A « la personne est contaminée » et B « la per-
sonne a eu un test postif ». Comme la personne est <« tirée au hasard » ['uni-
vers des possibles (la population globale) est muni de la probabilité uniforme.
o 2000 4540
a. Ainsi P(A) = = 0,02, P(B) = = (0, 00454.

- ~ 100000 100 000 o
b. Explicitons ces événements et caleulons leurs probabilités.

e A est 'événement « La personne est saine ». Sa probabilité est P(A) =
1 - P(A) = 0,980.

e B est 'événement « Le test est négatif ». Sa probabilité est P(B) = 1 —
P(B) = 0,9546.

e AN B est I'événement « La personne est malade et son test est positif .
Sa probabilité est P(AN B) = = (0,01992.

100000
e ANB est 'événement « La personne est malade mais son test est négatif ».

Sa probabilité est P(AN B) = = 0, 00008.

100000
e AN DB est 'événement « La personne est saine et son test est négatif ». Sa
— 95452
robabilité est P(AN B) = = 0, 95452.

= ARE)= Toooe > Tow

o AU B est I'événement « La personn est malade ou son test est positif ».
Sa probabilité est obtenue par la formule de Poincaré : P(AU B) = P(A) +
P(B) — P(An B) = 0,04548.

c. Le test indique un résultat faux lorsque la personne est saine mais
son test est positif ou lorsque la personne est malade et que le test est négatif.
Ceci correspond donc a P'événement (AN B) U (AN B). D’aprés les questions
précédentes,

e P(AN B) = 0,00008;

— 2548
o P(ANB)= =0 = 0,02548.
Ces deux événements étant incompatibles, il en résulte par additivité que
P(An Bu)(AnB) = P(An B)+ P(An B) = 0,02556. A
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Conditionnement,
indépendance

Blaise Pascal et Pierre de Fermat ont échangé
quelques lettres considerees souvent comme le

début du calcul des probabilités. Lune d'elle pose

le probléme suivant : deux joueurs misent la méme
somme et joue en un certain nombre de partie. Le jeu
est soudainement interrompu alors que le premier
joueur est a deux parties gagnees de la victoire et

le second a trois. On se propose de répartir la mise
proportionnellement a leur chance de gagner.

Blaise Pascal
1623-1662



B les incontournables
m » traduire I'énoncé au moyen d'un arbre pondéré;
» utiliser les propriétés classiques des probabilités

» mettre en ceuvre les formules des probabilités totales, des probabilités eom-
posées et de Bayes.
B et plus si affinités

= utiliser la formule des probabhilités totales pour obtenir une relation de récurrence
entre les termes d’'une suite de probahilités.

OBJECTIFS
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mm Réesumé de cours

Dans tout le chapitre (€2, P) est un espace probabilisé.

H Conditionnement
Probabilité conditionnelle de A sachant B

Définition : Seit B un événement non négligeable (¢’est-a-dire tel que P(B) > 0). Pour tout
événement A C Q, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B par :

Pp(A) = %

Notation : On note aussi P(A | B) la probabilité conditionnelle de A sachant B.

Proposition 15.1.— Loi de probabilité conditionnelle —. Soit B un événement non négligeable.
L’application qui & tout événement A C {2 associe la probabilité conditionnelle de A sachant B,
est une loi de probabilité sur (2.

Remarque : en particulier, cette probabhilité conditionnelle Pg vérifie toutes les propriétés des
probabilités déja établies au chapitre précédent.

Corollaire 15.2.— Pour tous événements A et B tels que P(B) > 0,

P(An B) = P(B) x Pg(A)

Corollaire 15.3.— Inversion des conditionnements —. Pour tous événements A et B tels que
P(A), P(B) > 0,
P(A) x Pa(B)

P(B)

Pp(A) =

Formule des probabilités composées

Plus généralement pour calculer la probabilité de I'intersection d'une famille finie d’événements,
nous disposons de la :

Proposition 15.4.— Formule des probabilités composées —. Soit (A;) <ij<, une famille finie
d’événements tels que P(A, N---NA,_y) > 0. Alors

P(() Ai) = P(A) x P(A2|Ay) x -+ x P(Ap | Ay NN Ap_y)
i=1

Vocabulaire : ceite formule est parfois dénommée loi des chemins car elle s'interpréte sur un
arbre de probabilités en disant que la probabilité d'une issue est le produit des probabilités inscrites
le long de ce chemin.
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Formule des probabilités totales

Théoreme 15.5.— Formule des probabilités totales —. Soit (A;)j<i<n un systeme complet
d’événements. Pour tout événement B C €,

s P(B)=)_ P(BnA).

i=1
m P(B)= Z P(A;) x Py, (B), si de plus les A; sont non négligeables.

Corollaire 15.6.— Soit A, B des événements. On suppose que P(A) > 0 et P(A) > 0. Alors

P(B) = P(BN A) + P(BNA) = P(A) x P4(B) + P(A) x Px(B)

B Indépendance en probabilité
Indépendance de deux événements

Définition : Deuxr événements A et B sont indépendants pour la probabilité P lorsque

P(AnB) = P(A) x P(B)

Corollaire 15.7.— Soit A et B deux événements. On suppose que P(B) > 0. Alors

A et B sont indépendants si et seulement si Pp(A) = P(A).

Remarque : deux événements A et B incompatibles et non négligeables ne sont pas indépendants!

Proposition 15.8.— Soit A, B des événements indépendants pour P, alors
o les événements A et B sont indépendants;

e les événements A et B sont indépendants;

e les événements A et B sont indépendants.
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mm Methodes

W Construire et utiliser un arbre pondéré
On peut distinguer trois types d’exercice de probabilité.

» Les différents résultats de I'expérience aléatoire sont équiprobables. En ce cas, ['univers des
possibles est muni de la loi de probabilité uniforme comme on I'a vu au chapitre précédent.

» Les résultats de 'expérience aléatoire se répartissent en plusieurs cas A,, ..., A, qui s'excluent
les uns les autres. Il s’agit d'un systéme complet d'événements.

» L'expérience aléatoire consiste en une succession d'épreuves. A chaque étape, les différents
résultats possibles constituent aussi un systeme complet d’événements.

Construire un arbre pondéré

Dans les deux derniers types d’exercice, la réalisation d’un arbre est incontournable! Non seulement
ce schéma est utile pour bien comprendre I'expérience aléatoire mais il permet en outre de visualiser
les formules du cours pour le caleul des probabilités Probabilités totales, Probabilitées composées.

(d Méthode 15.1.— Comment construire un arbre pondéré

Considérons une expérience aléatoire consistant en 2
épreuves successives, Supposons que
e 3événements Ay, Az, A3 sont possibles a l'issue
de la premiere épreuve qui forment un SCE et
e 2 événements E et E sont possibles i I'issue de
la denxieme.

[1] On peut schématiser cette expérience an moyen de I'arbre ci-dessus.
On complete cette arbre en indiquant au-dessus des branches menant de £2 a A, Ao,
Ay les probabilités de ces 3 événements.

Puis en indiquant au-dessus de chaque branche A; — E la probabilité conditionnelle
P4, (E), et au-dessus de chaque branche A; — E la probabilité conditionnelle Py, (E).

Exemple : dans un atelier, 2% des pieces fabriquées sont
défectucuses. Lors d'un contréle, on choisit une piéce au hasard.

; R 0,02 _.D
On estime que / e — 7

e si la piece controlée est défectueuse, la probabilité qu’elle soit

refusée est de 0,99 ; \ i

e si la piece est correcte la probabilité qu'elle soit acceptée est de ""E-GE.____ T
=0

0, 96. |

Notons D et R les événements « la piece est défectueuse » et « la piece est rejetée ». Nous pouvons
représenter cette expérience aléatoire a deux étapes sous la forme d’un arbre pondéré.
Mise en ceuvre : exercice 15.4.
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(d Méthode 15.2.— Comment utiliser un arbre pondére
Supposons qu'une expérience aléatoire soit modélisée par 'arbre ci-contre. Trois regles
permettent d’extraire le maximum d’informations de cet arbre.

m Loi des noeuds la somme des probabilités issues
de n'importe quel nceud vaut 1.

m Loi des chemins la probabilité de lissue
représentée par un chemin est le produit des pro-
babilités inscrites le long de ce chemin.

m Loi des probabilités totales la probabilité d'un
événement E est la somme des probabilités de
toutes les issues qui meénent a la réalisation de F.

Exemple : reprenons 'exemple précédent. Déterminons la probabilité que la piece soit correcte et
rejetée (DM R) puis qu'elle soit rejetée ().

(1] On complete d’abord l'arbre & I'aide de la loi des nceuds.

0,99
D’aprés la loi des chemins 0.0 D &
1 ‘—--._____-__- e
P(Dn R) = P(D) x P5(R) = 0,0392, o _— o0 ~F
0,04 g
Finalement, d’aprés la loi des probabilites totales m N3] i
_ 0w FR

P(R) = P(D) x Pp(R) + P(D) x P5(R) = 0,059.

Mise en ceuvre : exercice 15.5, exercice 15.6.

B Indépendance

d Méthode 15.3.— Comment reconnaitre des événements independants

e On reconnait que A et B sont indépendants lorsque le fait de savoir que B est
réalisé ne présage en rien de la réalisation de A (et inversement).

e Plus généralement, des événements non négligeables sont mutuellement
indépendants lorsque tout événement de la famille est indifférent i la réalisation de
n'importe quels autres événements de la famille.

Exemple : une urne contient des boules noires et blanches en proportion donnée. On effectue N
tirages d'une boule, en notant sa couleur puis en la remettant dans I'urne apres chaque tirage. On
note pour n € [1, N]|, Bn I'événement <« une boule blanche est prélevée au n'*™ tirage ». Comme
les tirages s'effectuent avee remise, la famille d'événements (B,,) est mutuellement indépendante.
Plus généralement, les résultats obtenus lors d’épreuves indépendantes (lancers successifs a pile
ou face, tirages avec remise dans une urne de composition connue, ete.) forment une famille
d’événements mutuellement indépendants.

Mise en ceuvre : exercice 15.7.
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B Conditionnement

Les méthodes présentées dans cette partie doivent étre interprétées sur un arbre pondéré (voir la
méthode 15.1 et la méthode 15.2)!

Calculer une probabilité conditionnelle

Souvent, des probabilités conditionnelles sont directement fournies par I'énoncé. Lors de la construc-
tion d'un arbre pondéré (méthode 15.1), vous inscrivez Pp(A) au-dessus de la branche B — A.
Plus généralement, si A, B sont des événements tels que B est non négligeable, on a par définition
P(AnB)

En pratique, il n'est pas nécessaire de connaitre au préalable P(A N B) pour caleuler Pr(A) :

(d Méthode 15.4.— Comment calculer une probabilité conditionnelle
[1] On suppose que B est réalisé. En ce cas, 'univers des possibles est changé puisqu'il
se restreint & B! A ne sera done réalisé qu'au travers de AN B.
On calcule la probabilité de cet événement dans le nouveau modele.

Exemple : on tire une carte au hasard d'un jeu de 32 cartes. Considérons les événements A < la

carte est la dame de coeur » et B « la carte est de couleur rouge ». Caleulons Pg(A). On suppose

done que B est réalisé : désormais, I'univers des possibles est B. Comme le tirage se fait au hasard
nombre de cas favorables  Card (AN B) 1

Pp(4) = nombre de cas possibles ~ Card (B) T 16

Mise en ceuvre : exercice 15.1.

Calculer la probabilité d'une intersection

Pour le calcul de la probabilité dune intersection, le bon cas est celui d'une famille d’événements
indépendants. Dans le cas contraire, on a recours aux probabilités conditionnelles.

(J Méthode 15.5.— Comment calculer la probabilité d’une intersection

e Si A et B sont des événements indépendants, alors P(AN B) = P(A)P(B).
s S5i A et B sont des événements tels que P(B) = 0, alors P(An B) = P(B)Pp(A).

Mise en ceuvre : exercice 15.1.

Remarque : dans un arbre pondéré, la probabilité de l'intersection A N B est le produit des
probabilités inscrites le long du chemin de A vers B. C'est la loi des chemins (méthode 15.2).
Cette formule se généralise au cas de 'intersection d'une famille finie d’événements, ¢’est la formule
des probabilités composées (théoreme 15.4).

Calculer une probabilité a I'aide de la formule des probabilités totales

Soit Ay, ..., Ay, un systeme complet d’événements, 'univers des possibles se partage en plusieurs

cas Ay, Ag, ..., A, qui s’excluent les uns les autres! Pour mesurer la probabilité d'un événement
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B, on peut distinguer plusieurs cas deux a deux incompatibles : BnAdy, BnA,, ..., BN A,. La
probabilité de B est la somme des probabilités de ces différentes réalisations de B.

J Méthode 15.6.— Comment utiliser la formule des probabilitées totales
Pour caleuler la probabilité de B a 'aide de la formule des probabilités totales,
[1] Calculez les probabilités de ces événements P(Ay), . .., P(Ay) pour vérifier qu'il s’agit
d’événements non négligeables.

Concluez a 'aide du théoréeme 15.5 que P(B) = P(A,)Pa, (B)+---+ P(An)Pa, (B).

Remarque : dans un arbre pondéré, la probabilité de B est la somme des probabilités de toutes
les issues qui menent a sa réalisation.

Mise en ceuvre : exercice 15.5, exercice 15.6, exercice 15.8.

Calculer la probabilité des causes

Apres avoir utilisé la formule des probabilités totales, il est fréquent de s’intéresser a la probabilité
des causes. Il s’agit de mettre en ceuvre le corollaire 15.3.

J Méthode 15.7.— Comment utiliser la formule d’inversion des conditionnements
Soit A, B des événements non négligeables. Pour calculer la probabilité de A sachant B
connaissant la probabilité de B sachant A, on utilise la formule d’inversion des condi-
_ P(A)Pa(B)

P(B)

tionnements, corollaire 15.3 Pp(A) =

Exemple : reprenons l'exemple des pieces de 'atelier. Supposons que la picce controlée est rejetée.
Calculons la probabilité que cette picee soit pourtant correcte. Autrement dit, il s’agit de déterminer

Pr(D). La Formule d'inversion des conditionnements donne :
P(RnD) 0,0392
P(R) — 0,059

Pr(D) = =0, 664.

Mise en ceuvre : exercice 15.5. exercice 15.6.

Le saviez-vous ?

Thomas Bayes vivait au XVIII® siecle. C'était un prétre et un
théologien qui s’'intéressait aux mathématiques a ses moments
libres. Le principal écrit qu'on lui doit de son vivant est une
défense du caleul différentiel injustement attaqué par un éveque
d'origine irlandaise, George Berkeley. Clest un de ses amis qui
retrouve apres sa mort, survenue en 1763, quelques éerits en par-
ticulier, celui qui traite de la fameuse formule qui porte son nom.
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mm Enonce des exercices

B Probabilités conditionnelles

Exercice 15.1 : Soit A, B deux événements d'un espace probabilisé (€2, P).

1. On suppose que P(A)=0.2, P(B)=0.,4 et P(AN B) = 0,01. Calculer Pg(A) et Pa(B).

2. On suppose que P(A) = 0,2, Po(B) = 0,3 et Pp(A) = 0,1. Calculer P(A N B), P(B) et
P(Au B).

Exercice 15.2 : Les trois quarts de la population d'un pays sont vaccinés contre une maladie
contagieuse. On estime que sur 'ensemble de la population 10% des individus sont malades, et que
18% sont des individus non vaceinés et sains.

On choisit un individu au hasard dans cette population.

1. Traduire les informations dans un tablean a double entrée et le compléter.

2. Sachant que l'individu est vaceiné, quelle est la probabilité qu'il soit malade ?

Exercice 15.3 : On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. On considére les événements
suivants :

e C : « La carte tirée est un coeur »,

e T : « La carte tirée est un tréefle =.

e [ : « La carte tirée est de couleur rouge =.

e D : « La carte tirée est une dame =.

e I : « La carte tirée est une figure =.
1. Déterminer Po (D), Pr(C), P(FnT), P(DUC).

2. Quelle est la probabilité que la carte tirée soit une figure de couleur rouge 7
3. Sachant que la carte tirée est une dame, quelle est la probabilité que ce soit un trefle?

B Arbres de probabilités

Exercice 15.4 : Trois urnes contiennent des boules blanches et noires : U; contient 2 blanches et
3 noires, {42 contient 4 blanches et 2 noires, i3 contient 6 blanches et 1 noire. On effectue trois
tirages successifs selon le protocole suivant.

e On tire une boule de U;, on note sa couleur, on met cette boule dans 'urne .
e On tire une boule de U;, on note sa couleur, on remet cette houle dans 'urne Uy,
e On tire une boule de {5 et on note sa couleur.

. Sy, [ Y = -
1. Notons B; (resp. N;) I'événement « la i**™ houle tirée est blanche (resp. noire) =. Représenter
cette succession d’épreuves aléatoires sous forme d™un arbre pondéré.
2. Quelle est la probabilité pour que les trois boules tirées soient de la méme couleur 7

Exercice 15.5 : Une compagnie d’assurance automobile a classé ses assurés en trois classes d’ages :
moins de 25 ans, de 25 ans a 50 ans, plus de 50 ans. Le tableau ci-dessous fournit deux informations
la proportion d’assurés appartenant a chaque classe et la probabilité qu'un assuré, d'une classe
donnée déclare au moins un accident au cours de 'année.
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Classe Proportion | Probabilité
moins de 25 ans 0,25 0,12
de 25 a 50 ans 0.53 0,06
plus de 50 ans 0,22 0,09

1. Un assuré est tiré au hasard dans le fichier de la compagnie. Quelle est la probabilité qu’il ait
déclaré au moins un accident au cours de 'année ?

2. Quelle est la probabilité qu'un assuré ayant déclaré au moins un accident au cours de I'année
soit agé d’an plus 25 ans?

3. Quelle est la probabilité pour qu'un assuré agé de 25 ans ou plus ait au moins un accident au
cours de 'année?

4. Quelle est la probabilité qu'un assuré n’ayant déclaré aucun accident soit agé de 25 4 50 ans?

Exercice 15.6 : Dans une usine, on fabrique des composants électroniques sur trois machines. Les
machines My, M> et M3 produisent respectivement 50%, 30% et 20% des composants.
Le qualiticien de I'usine estime que

- 2% des composants fabriqués par la machine My sont défectuenx,
3% des composants fabriqués par la machine M, sont défectueux,
5% des composants fabriqués par la machine M; sont défectueux.

1. Quelle est la probabilité qu'un composant pris au hasard a la sortie de I'usine soit défectueux?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir une piece défectuense provenant de M, 7 Les événements « la
pitee est défectueuse = et « la piece provient de M, = sont-ils indépendants ?

3. Un composant est défectueux. Quelle est la probabilité pour qu’il provienne de M, 7

B Suites de probabilités

Exercice 15.7 : Soit n € M* un entier naturel non nul. On effectue n lancers indépendants d'une
piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir pile est p, avec p €]0.1[. On pose g =1 —p.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois pile ?

2. Quelle est la probabilité qu’au cours de ces n lancers face ne soit jamais suivi de pile.

Exercice 15.8 : On dispose de deux dés A et B. Le dé A a quatre faces rouges et deux faces
blanches. Le dé B a deux faces rouges et quatre faces blanches, On lance une piéce de monnaie
telle que la probabilité d’obtenir pile soit de 1/3.

Si on obtient pile on décide de jouer uniquement avee le dé A.

Si on obtient face on décide de jouer uniquement avec le dé B.

1. Calculer la probabilité d’obtenir rouge au premier coup.

2. On a obtenu rouge aux deux premiers coups. Caleuler la probabilité d’obtenir rouge au troisieme
coup.

3. On a obtenu rouge aux n premiers coups (n € N*), Calculer la probabilité p,, d’avoir utilisé le
dé A.
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mm Indications

Ex. 15.1
On utilise la définition de la probabilité conditionnelle Pp(A).

Ex. 15.3

Pour déterminer ces probabilités conditionnelles, vous mettrez en cuvre la méthode 15.4.

Ex. 15.4

Dans eet exercice, la composition des urnes au moment du tirage dépend des résultats précédents.
Les tirages successifs ne sont pas indépendants les uns des autres.

1. On met en euvre la méthode 15.1.

2. On utilisera la méthode 15.2.

— Ex. 15.7
1. A laide, des événements Py ( resp. Fy.) « on a obtenu pile (resp. face) au k *™¢ lancer » pour

k € [1,n], déerivez U'événement < au cours des n lancers, pile est apparu au moins une fois > ainsi
que son contraire |

2. Vous pourrez décrire l'événement < au cours des n lancers, face n'est jamais suivi de pile = en
discutant swivant le rang d’apparition du premier face a Uaide des Py et F,.
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mm Corrigé des exercices

& On compléte
chagque ligne ou
colonne du tableau en
utilisant {e total. Dés
que deuts pourcentages
de la ligne ou de la
f.'!}h]ﬂ.ﬂ[ﬂ soni COTRUS,
on peul ainst en
déduire le troisi¢me,

Exercice 15.1
1. Par définition de la probabilité conditionnelle, il vient directement :
P(AnB) 0,01 P(AnB) 0,01
Pg(A) = = = 0,025 et Py(B) = = —— =0.05.
2. De la définition de la probabilité conditionnelle, on tire P(AnN B) =
P(AnB 0,06
P(A)P4(B) =0,2 x 0,3 = 0,06, puis P(B) = ( ) =2 — =0,86. En-
Pgp(A) 0,1
fin, d’apres la méthode 14.3, il vient P(AUB) = P(A)+ P(B)—- P(AnNB) =
0,24+0,6-0,06=0,74. A

— Exercice 15.2
On note {2 la population de ce pays.

1. La population {2 se scinde entre individus sains et individus malades d'une
part, entre individus vaccinés ou non d’autre part. Les indications fournies
par I'énoncé (en gras dans le tableau) permettent de construire et compléter
le tableau a double entrée suivant :

Individus malades | Individus sains Total

Individus vaccinés 3% 2% 75%
Individus non vaccinés 7% 18% 25%
Total 10% 920 % 100%

2. Un individu w € £ est choisi au hasard dans la population. Convenons de
noter :

e M l'événement « L'individu est malade. =
e V I'événement = L'individu est vaceiné. =

On caleuler Py (M) a4 I'aide de la définition : Py (M) =

P(VnM) _ 003 _
THVy T 0T T 0, 04.
A

Exercice 15.3
Dans cet exercice, un éventualité est une des 32 cartes du paquet : € est
I'ensemble des 32 cartes.

1. Pour déterminer ces probabilités conditionnelles, on suit la méthode 15.4.

e On suppose que ' est realisé. En ce cas, |'univers des possibles est réduit
aux huit cartes de coeur. La probabilité que la carte tirée soit la dame est done
nombre de cas favorables 1

=-=10,125.

Jn,(_' D ==
(D) nombre de cas possibles 8

e On suppose que R est réalisé. En ce cas, I'univers des possibles est réduit
aux cartes de couleur rouge. La probabilité que la carte tirée soit un coeur est

PR(C) = nomhre de cas favorables = 8 0.5,

nombre de cas possibles 16
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o FNT est constitué des figures a trefle : F T = { Vb, Db, Réd, Adb},
Comme le tirage se fait au hasard parmi les 32 cartes de €2, on a :

P(FNT) = nombre de cas fmrur‘ahlﬂs = & 0.125.
nombre de cas possibles 32

e DUC est constitué des dames de pique, carreau, trefle et des huit cartes a
ceeur. Par conséquent Card (DU C) = 11 et sa probabilité vaut

P(DUC) = % — 0, 34375,

2. On demande de ecalculer la probabilité de F'n K. Comme précédemment,
ona: P(FNR)= 4 =0,125.

3. On suppose que la carte tirée est une dame. L'univers des possibles se
réduit donc a D = {Dé, Dé, D¥, D&}, Comme ces quatre éventualités sont

équiprobables, on a Pp(T) = + =0,25. A
— Exercice 15.4 5
3
1. On peut représenter les tirages successifs 5/7T_ By i-:
dans un arbre. 3/5 B 4
2. On cherche la probabilité de I'événement ' T e ool
N'z —_— N
3
E=(NinNanN3)U(BinBanBs). =
ff-_-,_; e 3
Dapres la formule des probabilités com- 2/5 Il
posées (proposition 15.4), il vient d'une Ni B
i . e D3
part : 3jT Na i
- o 5
P(NiN N2 N3) = P(Ni) x Pa,(N2) x Py, (Na) /%
3 3 2 9
= =N me—
5 7 8 140
et d’autre part :
P{Bi m BQI-IB;;} = P(.B1} » FH.(BE:I b4 F”Iny._,(B;;]
2 5 7 35

X = =—,
5 7 8 140
Nb : on vérifie a posteriori que les conditionnements sont bien définis, i.e.
P(BynB3) > 0et P(N; N N2) > 0. Finalement par additivité de la proba-
bilité, nous obtenons

9435 1
P{E} = p(ﬁr[ B h"zﬁhr:g] + P{Bl M Bzﬁ B:;:]' = %" = 3—; == 00,3142,

Exercice 15.5

On observe que dans cet énoncé, tout est conditionné par la classe d’ige de

I'assuré. Nous mettons a 'ceuvre la méthode 15.1. 0,12 _ 4
. . s

Notons '},C5, O3 les trois classes d’ages 0,25 P
rangées par ordre croissant, et A I'événement 0,06 _ 4

; e ; : RS o A

« "assuré déclare (au moins) un accident dans ¢ "——— &, -
I'année =. Un arbre pondéré permet de visua- & A
liser I'expérience aléatoire. 0,22 e A
l::; — E
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& on appligue ici la
méthode 15.6.

& Prise en compte
d'une information
supplémentaire : on
caleule une probabilite

conditionnelle

@(;2 et Cq sonl
incompatibles

& (My, M2, M) est
un systéme complel
d’dvenements (SCE).

£ méthode 14.1

1. On applique la formule des probabilités totales pour le SCE non négligeables
(Cy,Ca,Cy). 1l vient
P(A) = P(A|C))P(Cy) + P(A|C)P(Ca) + P(A|C3)P(Cs)
= 0,25x0,12+4 0,53 x 0,06 + 0,22 x 0,09 = 0,0816.

2. On sait que I'assuré a eu un accident au cours de 'année. On cherche la
probabilité qu’il soit agé d’au plus 25 ans. On caleule done P(C'|A), a laide
de la formule de Bayes :
P(A|Cy)P(Cy)
P(A|C)P(C1) + P(A|C2)P(C2) + P(A|C3)P(Cs)
= 0,3676.

P(Cy|A)

3. On calcule la probabilité pour qu'un assuré agé de 25 ans ou plus ait
au moins un accident au cours de 'année, soit P(A|Cs U C3). D'apres les
propriétés des probabilités :
P{A n {CQ UC:;;_)} o P{{A @] Cz] ) [.4 n CJ.J)
p{Cz L C;;j - P(Cz) + P(CJJ
P(C2)P(A|C3) 4+ P(C3) P(A|Cy)
P(C3) + P(C3)

PAICoUC) =

= 0, 688.

4. On cherche la probabilité pour qu'un assuré n’ayant déclaré aucun accident
soit agé de 25 4 50 ans, ¢'est-a-dire P(C2|A). On utilise la formule d'inversion
des conditionnements :

- P(Cy)P(A|C:

P(A)

=~ 0,5424.

A

— Exercice 15.6
Tout est conditionné par la machine qui produit le composant pris &‘héms"“'d-

D

» o M =

Notons M, (resp. Mz, M3) I'événement « le 0,50 FT——r
composant est produit par la machine M, 0,03 p

(resp. M3, My), et D I'événement « le compo- ===
e ; C = arhre 3 sible il
sant est défectueux ». Un arbre des possibles i

permet de visualiser 'expérience aléatoire. 0,20 05__ p

1. On applique la formule des probabilités totales pour le systéme complet
d’événements non négligeables (M, Ma, M3). Il vient
P(D) = P(D|M)P(M,)+ P(D|M3)P(M3) + P(D|Ms3)P(My)
= 0,5%0,02+0,3x0,034+0,2x0,05=0,029.

2. On préleve un composant au hasard. On détermine la probabilité pour
qu'il provienne de M, et qu'il soit défectueux. On calcule done P(M, N D).
P(M,n D) = P(M)P(D|M;) = 0,5 x 0,02 = 0,01. Comme P(M; N D) #
P(M,) x P(D), M, et D ne sont pas indépendants pour la probabilité P.
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3. On sait que le composant prélevé est defectueux. On calcule la probabilité

conditionnelle P(M,|D) & I'aide de la définition : & Prise en compte
P(M, 0D 0.01 d'une information
P(M,|D) = L ) b = (), 3448. supplémentaire

P(D) 0,029

Exercice 15.7
Il s’agit d’'une succession d'épreuves aléatoires. Les résultats de chaque épreuve
forment une SCE. On note Py (resp. Fj.) 'événement < on a obtenu pile (resp.
face) au k '*™¢ lancer » pour k € [1.n].
1. Soit E I'événement « au cours des n lancers, pile est apparu au moins une
fois»>.Ona E=PUPRU---UPy,et E=FinFn---NF,.
Comme les lancers sont mutuellement indépendants, on a P(E) = P(F}) x £ méthode 15.5
- X P(F,) = ¢" et par suite P(E) =1 - ¢".
2. Soit A I'événement « au cours des n lancers, face n'est jamais suivi de &€ probabilité de
pile =. Nous allons discuter suivant le rang d’apparition du premier face. Soit U'événement contraire
k € [1.n].
e Onnote Ay = PyN---NP_NE.N---NkE,, 'événement « face n'est jamais
suivi de pile et le premier face est apparu au k'™ lancer ».

e Onnote Apyy =PiNnFPon---N-.-N P, I'événement « on n’a obtenu que
des pile =.
Les événements A; sont deux a deux incompatibles et recouvrent A puisque
A= ,l Aj. Par additivité finie des probabilités, il vient

n+41

P(A) =) P(A)
k=1

Or, les événements Py, Ps, ..., P, étant mutuellement indépendants, on a € méthode 15.5
P(Ay) = P(P)---P(Pe-1) - P(Fp)--- P(Fp) = p*lgn k!
P(An,1) = P(P)---P(P,)=p"

D’otl, finalement, d’apres 'identité géomeétrique &0 [ Videntité
n+1 =~ phtl—gntd sip#q géemélrique exprime
_ =1 n=fepl _ k. n—k _ r—q : la somme des premiers
P(A] = ZPL q = ZP q = i1 T — l " termes d'une suite de
k=1 k=0 an PS4 9 réels en progression

géomdirique, of
méthode 12.7.

Exercice 15.8
Dans cette expérience aléatoire, tout est conditionné par le résultat du lancer
a pile ou face.

4

- I
On note A (resp. B) I'événement /‘_,_E-r‘-"" i
« la piece tombe sur pile A '
(resp. face) », Ry (resp. Byg)
I'événement « on obtient rouge

i e Q
(resp. blanc) au k ™™¢ lancer
de dé =. On peut représenter
I'expérience aléatoire sous la B
forme d’un arbre. \E\ B 5 R
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1. D’apres la formule des probabilités totales pour le SCE d’événements non
négligeables (A, B), il vient

|

P(Ry) = P(A) x P(R,|A) + P(B) x P(R,|B) = - - + ~ 0,4444.

¥

el b2
|
=1

(=N
== L]

2. On sait que ) N Ry est réalisé. On cherche P(R, N Ry N Ry | Ry N Ry).
D’aprés la formule des probabilités totales pour le SCE d’'événements non
négligeables (A, B), il vient
P(RynRy)= P(A) P(RynRy|A)+ P(B) P(R,nR,|B)
P(RinR2nRs)= P(A) P(RyNR2n Ry | A)+ P(B) P(R, N R21 Ry | B)

&2 méthode 15.4 Calculons les probabilités conditionnelles : on suppose tout d’abord que A est
réalisé. Dans ce cas, les événements R, >, !5 sont mutuellement indépendants

2
et de méme probabilité % Par conséquent P(R, N Ry | A) = (g) et P(R, N

3
2 ) : 2o s a
RanNR3|A) = (E) . De méme, en supposant cette fois que B est réalisé, on
3

obtient P(R, N R, |B) = (%)- et P(RyNR2NR4|B) = (%) - Réinjectons

ceci dans les FPT ci-dessus pour obtenir :

P(R|ﬂ.!i?2} —_

o
[ )
[
Sle
[
L=F ]

P{R], ﬁRan;;} s

al= L=

o _P(Rlﬁﬂgﬂp;;}_

Finalement P(R, | R R2) = PN, 9
3. Soit n € N*. On caleule P(A| Ry n---NRy) 4 'aide la Formule de Bayes.
Tout d’abord, d’apres la formule des probabilités totales pour le SCE non

&2 Sous la condition  négligeables (A, B), on a :
gque A ou B soit

éalisé, les événements P(Ry (... Ry) = P(A)P(RyN---NRy|4)+P(B)P(RiN---NRy|B)
1, 2,...,0n 80T

mutucllement O G 6 B - an 2 ol N2
indépendants E E +§ E = g+l o gn+l T getl

Finalement

P(Ryn---NR,|A)P(A)
P(A)P(RiNn---NBRn|A) + P(B)P(R N---N Ry | B)
2'!’1
m 42

P(A|RyN---NR,) =
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Chapitre 1 6

Variables aléatoires réelles

Pierre-Simon Laplace fut l'un des théoriciens du
déterminisme. Selon lui, « une intelligence qui, pour
un instant donné, connaitrait toutes les forces dont la
nature est animeée et la situation respective des étres
qui la composent, si dailleurs elle était assez vaste
pour soumettre ces données a I'analyse, embrasserait
dans la méme formule les mouvements des plus
grands corps de l'univers et ceux du plus léger atome :
rien ne serait incertain pour elle, et I'avenir, comme le
passe, serait présent a ses yeux. »

Il comprend cependant I'impossibilité de cette
connaissance et de cette analyse et il rédige un
ouvrage fondamental sur la théorie des probabilités.

Pierre-Simon Laplace
1748-1827



B les incontournables
m Lois de probabilité
» déterminer la loi d'une variable aléatoire réelle

» reconnaitre et utiliser une loi classique : loi uniforme, loi de Bernoulli, loi
binomiale

s Moments d'une variable aléatoire

» calculer et interpréter espérance et variance d'une variable aléatoire

B et plus si affinités

7))
—
=
O
Ll
-
o0
O

m ctudier une suite de variables aléatoires

Le saviez-vous?

La notion de variable aléatoire a été introduite parallelement par
deux mathématiciens en 1922, 'un Paul Lévy était Frangais et
I'autre, Alexandre Khintchine, était Russe.
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mm Résumeé de cours

B Variable aléatoire

Dans tout le chapitre, (€2, P) désigne un espace probabilisé fini.

Variable aléatoire réelle

Définition : On considére une expérience aléatoire pour laquelle l'ensemble des issues possibles est
2. A chaque événement élémentaire, w € £} on associc un nombre réel X(w) € R. Ce procéde
définit une application X : Q2 — R appelée variable aléatoire réelle (v.a.r.) sur (02, P).

Notation : l'ensemble des valeurs possibles pour X est fini et sera noté X(Q) = {z,,x2,...,2,}.

Définition : Soit x € R un réel. On définit U'événement = X prend la valeur x » et on note
(X ==z), Vévénement (X =2)={we 2 | X(w) = z}.

Loi de probabilité d'une variable aléatoire réelle finie

Définition : Soit X une v.a.r. sur (2, P). Déterminer la loi de probabilité de X ¢’est trouver
X(9Q) et déterminer, pour chaque valeur possible x € X (1) la probabilité de 'événement « X prend
la valeur = ».

Théoréme-Définition 16.1.— La loi de probabilité de X est la donnée d’un n-uplet de couples
(%4, Pi)icp.np tel que :

o X(Q)={x,20,...,2,}

e YVie[l,n], pi=P(X =)

Corollaire 16.2.— Systeme complet d’événements lié a X —.
n

forment un SCE. En particulier Vi € [1,n]. p; = 0, et Z pi = L

=1

Les événements (X = ;) ietn]

B Parameétres (ou moments) d’une variable aléatoire

Espérance d'une variable aléatoire réelle

Définition : Soit X une v.a.r. sur (2, P) de loi (x;, Pi)ie[1,n]- On appelle espérance mathématique
de X (ou encore moyenne de X ) et on note E(X) le nombre : y
E(X)=xpy +Zopa+ - +Xpypp = Z;t:,- Pi-
i=1

Remarque : l'espérance de X est la movenne des valeurs prises par X, pondérée par leurs proba-
bilités. Avec cette interprétation, on en déduit aisément les :

Théoréme 16.3.— Propriétés de I'espérance —. Soit X une v.a.r. définie sur €2, (a.b) € R2
mSiX>0(ie YweR, X(w)=0),alors E(X) > 0.
mSia< X<b(ieVwe a< X(w)<b),alorsa< E(X)<hb
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Variance, écart-type d'une variable aléatoire

Définition : Soit X une v.a.r. sur (2, P).
e La variance de X est le nombre positif V(X) = E((X — E(X }]2).
o L'écart-type de X est le nombre positif o(X) = /V(X).

Proposition 16.4.— Soit X une v.a.r. sur (£, P). La variance de X est aussi donnée par :
m V(X)=E(X?) - E(X)?

Proposition 16.5.— Soit X une v.a.r. sur ({2, P) et (a,b) € R* un couple de réels. Alors
m E(aX+b)=a-E(X)+0b
m V(aX +b) =a® V(X)

M Lois finies usuelles

Le schéma succés-échec

Ce modele classique s’applique a toute expérience aléatoire e qui ne connait que deux issues pos-
sibles : le succes ou I’échec!

e En une tentative
Si X est une v.a.r. qui prend la valeur 1 lorsque I'expérience e est un succes, et 0 en cas
d’échec, on dit que X suit la loi de Bernoulli.

e En n tentatives
On répete n fois l'expérience e de fagon indépendante les unes des autres. 5i X représente le
nombre de succés obtenus au cours de ces n tentatives, on dit que X suit une loi binomiale.

Lois de Bernoulli et loi binomiale

Définition : Soit X une v.a.r. sur (2, P), p€ [0,1] et n € N*. On dit que
n X suit la loi de Bernoulli de paramétre p € [0,1] et on note X ~ H(p), si
e X(02) ={0,1}
o PX=1)=p ¢ PX=0=g=1—-p
m X suit la loi binomiale de paramétres n € N* et p € [0, 1], et on note X ~ H#(n,p), si
e X(02) =[0,n]
evVke[o,n], P(X=k= (}:] pk[l —p)k = {I} p*g" ", ot on a noté g =1 — p.

Notation : les coefficients (}}) sont appelés les coefficients du binome.

Remarque : la loi de Bernoulli de paramétre p est la loi binomiale de parameétres n = 1 et p.

Proposition 16.6.— Si X suit la loi binomiale de parameétres n et p, alors

n E(X)=np s V(X)=np(l-p)=npq
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mm Methodes

B Loi de probabilité d’'une variable aléatoire

(J Méthode 16.1.— Comment déterminer la loi d’une variable aléatoire X
S%il s'agit d'un modele classique (méthode 16.4), on donne directement la loi de X.
Sinon, par définition, déterminer la loi de probabilité de X s’effectue en deux étapes :

[1] On détermine ensemble des valeurs possibles pour X. Comme (2 est fini, il en va de
méme de X(€2) :
(@) X)) ={x1,%2.--,Zn)

Pour toute valeur x; € X(f2), on calcule p; = P(X = ;).
Si n est raisonnablement petit, on présente la loi de X sous la forme d'un tableau.

£ I o | g | Iy LE 3L Ty

P X=x)|p|p|p3|pa Pn

On peut étre amené a utiliser les liens entre opérations logiques et ensemblistes pour
expliciter I'événement [X = z;] comme une réunion ou une intersection d’événements
(méthode 14.3, méthode 15.5) dont on connait les probabilités.

Exemple : on lance deux dés i six faces parfaitement équilibrés.

L'univers des possibles est 2 = [1,6]°. On s’intéresse a la
somme des deux dés. Ceci définit une variable aléatoire 1 2 13 |4+ |8 |6 |7
S: 2 - R . 23 [4 (5|6 [T |8

(i,7) = i4+j

[1] On peut visualiser les valeurs possibles pour S i I'aide d’un

tablean (ci-contre). L’ensemble des valeurs prises par S est 4 o |6 |7 |8 |9 |10
S(2) = [2.12]. 5 (6|7 (8 (9 |10f11

6 |7 (8 |9 |10]11]12

Les événements élémentaires étant équiprobables, (1 est muni de la probabilité uniforme. On en
déduit aisément la loi de S.

k 2|3|a|ls5|6|7|8]|9]10|11]12
— L 1 2 3 i | 5 15 O i 3 2 |
PE=k) | |n|®|ln x| %5 5% %5

Mise en ceuvre : exercice 16.2.
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B Espérance, variance et écart-type
Calculer les paramétres d'une v.a.r.

Soit X : 2 — R une variable aléatoire. A chaque événement élémentaire w € 1, correspond une
valeur X (w). Par définition, E(X) est la valeur moyenne de X en tenant compte de la distribution
des valeurs de X (chaque valeur x; étant pondérée par la probabilité p; d’étre réalisée).

n

=Y aip=Y X(w@P{w}).
i=1 well
Exemple : lorsqu'on lance deux dés a six faces (exemple préeédent), parfaitement équilibrés, la

somme des deux dés est une variable aléatoire d’espérance

s 1 2 3 1 5 6 5 4 3 2 1
ES)=) zipi=2 sa oo kBB EH S5+ ~E+9 g 10z +1l 12 =

i=1

(1 Méthode 16.2.— Comment calculer les parametres d'une v.a.r.
Soit X une v.a.r. de loi connue (x;, p;)1<i<n. S'il s'agit d'un modele classique (méthode
16.4), on donne directement les paramétres de X. Sinon, on les calcule au moyen des
formules suivantes :

m Espérance : E(X) =z p, +xaops + -+ Tppp = ZT, Pi

n i=1 n

m Variance: V(X) = Y (zi— E(X))*pi ou V(X) = E(X*)- E(X)? = Z.rr‘?p;— BLxy
. i=1 i=1

m Ecart-type : 0(X) = VV(x)

Mise en ceuvre : exercice 16.3.

Utiliser les parameétres d'une v.a.r.

Comme nous 'avons vu au paragraphe précédent, 'espérance mathématique d'une v.a.r. X s'in-
terpréte comme une valeur moyenne. La variance mesure quant i elle la dispersion des valeurs de
X autour de leur moyenne. Si X représente le gain d'un joueur i I'issue d’'une expérience aléatoire,

e E(X) > 0 signifie que le jeu est favorable au joueur,

e E(X) < 0 signifie que le jen est défavorable au joueur,

o E(X) = 0 signifie que le jeu est équitable.

(d Méthode 16.3.— Comment utiliser I'espérance pour établir une stratégie
Supposons qu'un joueur hésite entre deux stratégies possibles. Pour décider laquelle choi-
sir,

On note X, X3 les v.a.r. correspondant aux gains du joueur dans chaque stratégie.

On compare E(X;) et E(X2) :
» Si (E(X,) = E(X2) le joueur optera pour la premiere stratégie.

» Sinon le joueur optera pour la deuxieme.

Mise en ceuvre : exercice 16.6. exercice 16.7.
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B Lois finies usuelles

Comment reconnaitre le bon modele

A Méthode 16.4.— Comment reconnaitre le bon modgle
Pour savoir quelle loi de probabilité usuelle suit une variable aléatoire réelle, vous devez
connaitre un exemple typique de chaque modéle, comme ceux présentés ci-dessous :

e le schéma succis-échec : loi de Bernoulli

e le nombre de succés en n tentatives indépendantes : loi binomiale.

Reconnaitre une loi de Bernoulli

Modele : schéma succés-échec

On considere une expérience aléatoire e qui a deux issues : le succés S ou l'échee E. On suppose
que la probabilité que S se réalise est p. On associe a cette expérience la v.a.r. X définie par

1l siwe s
xw={§ Ho%s

Exemple : soit p € [0,1]. On effectue un lancer d’une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir
« Pile » est p, et la probabilité d’obtenir « Face » est ¢ =1 — p. On note X la variable aléatoire
réelle définie par X (Pile) =1 et X(Face)=0. Alors X ~ 3(p).

Reconnaitre une loi binomiale

Modele : nombre de succes en n tentatives

On considére une expérience aléatoire e qui a deux issues : le succés S ou U'échee E. On suppose
que la probabilité que S se réalise est p. On répéte n fois dans les mémes conditions et de facon
indépendante les unes des autres, Uexpérience e. On note X la v.a.r. égale au nombre de succés
obtenus en n tentatives.

Exemple : on effectue n lancers indépendants les uns des autres d'une piéce de monnaie pour
laquelle la probabilité d’obtenir « Pile = est p €0, 1. On note X le nombre de « Pile » obtenus.
Alors X suit la loi binomiale X ~~ (n, p).

Tableau récapitulatif des lois finies usuelles

Nom de la loi Parameétres |Loi de probabilité Espérance, variance
Loi de Bernoulli e X(Q2) ={0,1} -
pebn | SAPSOY |-
X ~ B(p) i=i=2 | o Pl il =4 A)=pq
Loi binomiale on e [N o X () = [0,n o B(X) = np
0.1 - I : n—k i% : ]
X ~s B(n,p) :gi[l '—]p o PX =k = &) pFq"F | e V(X) = npqg
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mm Enonce des exercices

B Lois de probabilité

Exercice 16.1 : Un dé cubique est truqué de sorte que la probabilité d’obtenir & € {1,2,3,4,5,6}
soit proportionnelle & k. On note X la variable aléatoire correspondant au numéro obtenu. Déterminer
la loi de X.

Exercice 16.2 : On lance simultanément deux dés a 6 faces. On appelle X la variable aléatoire
égale & la somme des numéros obtenus et ¥ la variable aléatoire égale au maximum des numéros
obtenus.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Déterminer la loi de probabilité de Y.

B Moments d'une variable aléatoire

Exercice 16.3 : On lance simultanément deux dés a 6 faces. On appelle Z la variable aléatoire
égale a la valeur absolue de la différence des numéros obtenus.

1. Déterminer la loi de probabilité de Z.

2. Calculer 'espérance et la variance de Z.

Exercice 16.4 : Une urne contient cing boules indiscernables au toucher : deux vertes et trois
rouges.

On extrait au hasard deux boules de I'urne sans remise. On note X la variable aléatoire égale au
nombre de boules vertes tirées.

1. Déterminer la loi de X.

2. Calculer 'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

3. Calculer la probabilité de 'événement A <« les deux boules prélevées sont de méme couleur =.

Exercice 16.5 : Une entreprise utilise des machines constituées de deux éléments a et b. La
défectuosité d'un seul des éléments met la machine hors service.
On note A I'événement < 'élément a est défectueux = et B I'événement « I'élément b est défectueux ».
On admet que les événements A et B sont indépendants et que P(A) = 0,008 et P(B) = 0,05.
1. a. Calculer la probabilité s pour que les deux éléments soient simultanément défectueux.

b. Calculer la probabilité que la machine soit hors-service.
2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre d'éléments défectueux.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer 'espérance de X.

Exercice 16.6 : On propose deux jeux différents :
e Au Jeu 1, on a 14% de chance de gagner 1500000 € et 85% de chance de ne rien gagner.
e Au Jeu 2, on a 8% de chance de gagner 2 500000 € et 92% de chance de ne rien gagner.

Quel est le meilleur choix ?

Exercice 16.7 : On s'intéresse aux différents cotits de 'électricité en fonction de son origine. On a
le tableau suivant
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Origine Production en TWh Coiit de production
(en €) du kWh

Nucléaire 420 0,03
Energie renouvelable 57 0,045
Thermique T4 0,05

1. Quel est le prix moyen du kWh?

2. Sachant que le kWh est revendu au prix moyen de 0,08 €, quel est le bénéfice moyen d'un kWh
pour EDF 7

3. EDF souhaite angmenter de 50% sa production d’énergie renouvelable sans changer son bénéfice.
Quel devra étre le prix moyen de revente 7

B Lois usuelles

Exercice 16.8 : A et B sont deux avions ayant respectivement 2 et 4 moteurs. Ces moteurs sont
indépendants les uns des autres et chacun a la probabilité p = 0,01 de tomber en panne.

Un avion arrive a destination si la moitié de ses moteurs —au moins- fonctionnent normalement.
Quel avion choisissez-vous 7

Exercice 16.9 : Une personne effectue une succession de 10 lancers indépendants avec une piece
parfaitement équilibrée. On note X le nombre de « Piles » obtenus.

1. Quelle est la loi de X 7 Quelle est son espérance? sa variance 7

2. Caleculer la probabilité pour qu'a 'issue de ces 10 lancers le nombre de « Piles » obtenus soit
strictement supérienr au nombre de face 7 Qu'en serait-il avec 11 lancers?

Exercice 16.10 : Marche aléatoire sur une droite —.

Soit p € [0,1]. Une puce se déplace aléatoirement sur une droite d’origine 0. A chaque instant,
elle fait un bond d’une unité vers la droite ou d’une unité vers la gauche avec les probabilités
respectives p et ¢ = 1 — p. A l'instant initial, la puce est a l'origine. Etant donné n € N*, on note
Xn I'abscisse de la puce a l'instant n.

Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

mm Indications

o Ex. 164
Commencez par bien modéliser Uexpérience aléatoire. On effectue deux tirages sans remise dans
l'urne!

1. Vous mettrez en wuvre la méthode 16.1.

Ex. 16.7
1. 1TWh=10"Wh
Ex. 16.8

Le nombre de panne de moteurs suit une loi usuelle.

Ex. 16.10
Pour k € [1,n], on pourra noter Sy la variable de Bernoulli qui prend la valeur 1 si le k™™ saut
a lieuw vers la droite.
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mm Corrigé des exercices

£ Avant tout, nous
eonstruisons le modéle

_ Exercice 16.1
Par hypothése, il existe un réel a € R tel que pour tout k € {1,2,3,4,5,6},
P(X = k) = ak. Reste a déterminer a. Pour cela on utilise que les événements
liés & X forment un systeme complet d’événements. En particulier,

1=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X =5 +P(X =6)
=a(l+24+344454+6)=2la.

On en déduit que a = 57 8 qui permet de déterminer entierement la loi de

X. A
__ Exercice 16.2

Une réalisation possible pour cette expérience aléatoire est un couple d’entiers
(,7), avee 1 <1, < 6.

Comme tous ces couples sont ” 1 | 213 | 4 I 5 | 6 |

équiprobables, 1 est équipé de la pro-

babilité uniforme. Card (2) = 6° = 36. L) | 58 | 1
2|13|4|5| 6| 7|8

1. Pour déterminer la loi de X, nous ap- all4lslal 18] 9

pliquons la méthode 16.1. Pour chaque allslel71 s 9110

valeur du couple (i, j), nous indiquons -

dans le tableau ci-contre la valeur cor- 5|[6{7]8]9 [10]11

respondante de X. 6(|7]|8|9]|10]|11 |12

Comme pour tout (i,j) € [1,6]%,P({(i,j)}) = 2. on en déduit facilement la
loi de X :

& 2|12 |4 |H16 |7 |8]|92|10]11]12
P(X==2) |5 |35 |3 |3|3%|3|3|3|3%|3%|m%
2. Déterminons la loi du maximum des deux dés.
1|2|3]|4|5]|6
Pour cela, nous indiquons dans le
tableau ci-contre la wvaleur maximale 1))1]/2]3]4[5]6
de i et j. 212|12|3|4]|5|6
31/3|13|3|4|5|6
E‘f:}g}]]lgn};e{lit[,.cal;;ne p?ur tout (i], ;;% € allalalalals |6
: i 1.3 = 35, On en deduit pr
facilement la loi de ¥ : 5[|5(5]/5]|5]5(6
6||6|6|6|6|6|6
Yy 1 | 2]13)|4)5]|6
PY=y) |3 |3 |3%|3%|m%|5=

A
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Exercice 16.3
Une réalisation possible pour cette expérience aléatoire est un couple d’entiers
("?J)? avec 1 < 51.? < 6.

Ainsi, @ = [1,6)%. Comme tous .
les couples sont équiprobables, ) est | ” 1)2 | 3 | 415 | 6 I
équipé de la probabilité uniforme. 1llol1l213l4ls5
Card (£2) = 62 = 36. =
2011 |0]|L|2|3 |4
1. Pour déterminer la loi de Z, nous
appliguons la méthode 16.1. a2yl L2l
4(3(2[(1]0]|1]2
Pour chaque wvaleur du couple (i, j), 5|l 4]3|2|1]|0]1
nous indiquons dans le tableau ci-contre ellslal3l2l1l0
la valeur correspondante de Z.
Comme pour tout (i,7) € [1,6]%,P({(i,7)}) = =, on en déduit facilement la
loi de Z :
z 0j1]|2]|3]4]65

2. On applique la méthode 16.2 :
EZ)=P(Z=1)+4+2P(Z=2)+3P(Z =3)+4P(Z =4)+5P(Z =5)

35

=22 1,044
18

E(Z2)=P(Z =1)+2*P(Z =2) + 3*P(Z = 3) + 42P(Z = 4) + 5*P(Z = 5)
35

-5 r
V(Z) = E(22) - E(Z)? = % ~ 9,052

Exercice 16.4
Comme toujours, commencons par modéliser cette expérience aléatoire. No-

tons % = {Vi. Vo, Ry, Ra, B3} 'urne. On préleve deux boules dans %, sans 22 On note Vy et Vo
remise. L'énoncé ne précise pas si les tirages ont lieu successivement ou simul- les deur boules vertes,
tanément ; nous supposerons que l'on tire les boules 'une aprés 'autre. f{:lifgf r;;:f;_ms ks
Dans ce cas, une réalisation possible est un couple de boules distinctes. Le

tirage ayant lien au hasard, tous les couples possibles sont équiprobables.
Mais combien en existe-t'il de distinets ?

2 [e cas ot les
tirages sont
e Pour la premiére boule, il y a 5 boules possibles. simultanés, conduirail

i el : aur mémes résultats.
e Pour la deuxitme en revanche, il n'y a plus que 4 boules possibles.

Finalement, il y a 20 tirages différents possibles suivant le protocole indiqué & p N il
par I’énoncé. remise !

1. L'ensemble des valeurs possibles pour X est X (Q2) = {0,1,2}. Pour tout

k € {0,1,2}, calculons P(X = k).

e L'événement li¢ & X, [X = 0] correspond & tous les couples formés de deux

boules rouges :

[X = U] = {[Rl-Rz);(Rz-. Ry): (Ry, Ra); (Rs, By ); (RZ:-RB};(R'_hRQ}}‘

Ainsi, P(X = 0) = nombre de cas favurf'thlus . 6 ‘
nombre de cas possibles 20
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e L'événement lié & X, [X = 1] correspond & tous les couples formés d'une
boule rouge et d’une boule verte. Il en existe 12 :

[X = 1] = {{RI,VI];{VhRI}:. {Rh VZ)?(VZ-,RI];- e (R'J,Wz}:. (sz?s)}

Ainﬁi._. p{x & 1} _ l.](.lnlhl‘(? de CAs favorahlﬂﬁ . 12

nombre de cas possibles 20

e L'événement lié & X, [X = 2| correspond & tous les couples formés des deux
boules vertes :
[X = 2] = {(V]'- VE); (I‘@* I"rlj}'

nombre de cas favorables 2

Finalement, P(X =2) =

nombre de cas possibles 20

Le tableau suivant résume la loi de X

z o1 ]2
PX=2)|%2|%
2. Par définition,
E(X):uxP(X:U}pr(xznnxp.;xzzjzl%zn:s.

3. L'événement A peut étre traduit a I'aide des événements liés & X, En effet
A =[X =0]U[X = 2]. Ces deux événements étant incompatibles, il découle
de I'additivité de la probabilité que P(A) = P(X =0)+ P(X =2)=0,4. A

__ Exercice 16.5
1. Notons A 'événement < 'élément a est défectueux = et B 'événement
« 'élément b est défectueux = et M 'événement = la machine est hors-service =.

a. Par définition s = P(ANB). Or les événements A et B sont indépendants,
&£ méthode 15.5 par conséquent P(AnN B) = P(A) x P(B) = 0,008 x 0,05 = 0,0004.
b. Par définition M = AU B, or d’aprés la formule de Poincaré, on a

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B) = 0,0576.

2. a. Appliquons la méthode 16.1.
e X(02)={0,1,2}.

e De plus, A et B étant indépendants, il en résulte que A ou Aet BouB le

£ (Vest la proposition sont également. On en déduit les probabilités suivantes :
15.8.

P(X =0) = P(AnB) = P(A) x P(B) = 0,9424

P(X =1)=P(AnB)U(AnB)) = P(AnB) + P(An B)
= P(A) x P(B) + P(A) x P(B) = 0,0572

P(X =2) = P(An B) = P(A) x P(B) = 0,0004.
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b. D’aprés la méthode 16.2, il sensuit que F(X) = 0 x P(X = 0) +
1xP(X=1)+2x P(X =2)=0,0732. A

Exercice 16.6
Pour décider d’une stratégie, comparons les espérances de gain dans chaque
cas.

e Selon le Jeu 1, espérance de gain est 21 10° euros.
e Selon le Jeu 2, I'espérance de gain est 20 10° euros.
On aura intéret a jouer au Jeu 1. A

Exercice 16.7
1. La production totale d’électricité cotite 18 865 000 € pour 551 000 000 kWh,
soit un cout moyen de 0,0342 € du kWh.

2. EDF revend le kWh au prix de 0, 08 €, dégageant ainsi un bénéfice moyen
0,0458 € du kWh.

3. En angmentant de 50%, sa production d’énergie renouvelable, le coiit moyen
du kWh passerait a 0,0347 €. Pour préserver son hénéfice de 0,0458 € du
kWh, EDF devrait revendre le kWh au prix moyen de 0, 0805 €. A

Exercice 16.8

Caleulons les probabilités d’arriver sans encombre avee les différents avions.
Observons que les moteurs tombant en panne indépendamment les uns des
autres, leur nombre est une variable aléatoire N suivant une loi binomiale de
parametres n et p, avec n = 2 ou n = 4 suivant I'avion.

e Pour l'avion A, N suit la loi #(2,p). L'événement « 'avion arrive sans
encombre » se traduit en ce cas par [N < 1] = [N = 0JU [N = 1]. En
conséquence

P(IN <1)= (3) xp°(1 =p)®> + (3) x p' (1= p)' = 0,9801 + 0, 0198 = 0,9999.

e Pour l'avion B, N suit la loi #4(4,p). L'événement « 'avion arrive sans
encombre > se traduit en ce cas par [N < 2] = [N =0JU[N =1JU[N = 2].
En conséquence

P(N<2] = (5) xp"1—=p)*+(]) xp"(1 —p)* + (3) x p*(1 — p)?
~  0.96059 + 0.03881 + 0.00058 ~ 0, 99998,

On préferera sans conteste prendre I'avion B. A

_ Exercice 16.9
1. On reconnait ici le modéle succes-échec. 10 tentatives indépendantes, le
nombre de =« Pile = obtenus suit une loi binomiale de parametres n = 10 et
p=3. Ainsi, E(X) =np=>5et V(X) =npg= 3.

2. L’événement <« le nombre de Piles obtenus est strictement supérieur au
nombre de face = se traduit par

X>6=[X=6]+[X=7+[X =8+ [X =9+ [X =10].

Par définition de la loi binomiale, il vient

P(X26] = (§)xzh+(7) x g+ () x g + () x g + (jo) x 3t

=~ (,3769.

& méthode 16.4
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Avec 11 lancers, on obtient nécessairement un nombre de < Pile = et de Face
différents. Comme la piece est parfaitement équilibrée, la probabilité d’obtenir
strictement plus de « Pile = que de « Face = et la probabilité d’obtenir plus
de « Face » que de « Pile » coincident et valent toutes deux 0,5! Iy

— Exercice 16.10
Comme la puce initialement située i l'origine bondit d'une unité a chaque
instant, sa position a 'instant n est égale a la différence de ses déplacements
vers la droite et de ses déplacements vers la gauche. Notons Sy la variable de
Bernoulli qui prend la valeur 1 si le K*™¢ saut a lien vers la droite. Le nombre
de déplacements vers la droite est done Dy, = E;‘f;" S} et par suite le nombre
de déplacements vers la gauche est done G, = n — D,,. On en déduit

Xu % Du = Gu - 2Dn =T

Comme les sauts sont indépendants les uns des autres, D, suit une loi bino-
miale de parametres (n, p). Ainsi,

e D,(D)={0,1,...,n}
e Vke {0,1,...,n}, P(D,=k) = [}:)p"’q“"‘
Or, pour tout k € {0,1,..., n}, on a 'équivalence D, = k si et seulement si

Xn =2k —n.0Onen déduit la loide X,, =20, —n :
e Xpu())={2k—n; 0<k<n}
e Yke {0,1,...,n}, P(X, =2k —n) = (E}pkq"'k
D’aprés les propriétés de U'espérance et de la variance (proposition 16.5) on
a:
E(Xn) = E(2Dn—n)=2E(Dp)—n=2np—n
V(Xn) = V(2Dn—n)=4V(Dy) = 4npq.
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aire géométrique d'une région plane, 213
arbre pondére, 245
arguments d'un nombre complexe, 37

balayage, 172

congruence, 120
conjugué d'un nombre complexe, 35

dérivabilité
en un point, 151
dérivée
d'ordre supérieur, 152
de fonction usuelle, 153
dichotomie, 172
droite
asymptote, 167
tangente, 151

écart-type
d'une v.a.r., 260
écriture
algebrique d'un nombre complexe, 35
exponentielle d'un nombre complexe, 37
équation, 11
flz) =k, 170
polynomiale, 55, 59
solution approchée par balayage, 172
solution approchée par dichotomie, 172
espérance
d'une v.a.r., 259
événement
aléatoire, 229
événements
incompatibles, 229
indépendants, 244
extremums
d'une fonction, 168

fonction
continue en un point, sur I, 167
dérivable en a, 151
dérivée, 151
monotone, 167
réciproque, 175
fonction
exponentielle, 73
logarithme népérien, 89
puissance, 7
puissance d'exposant un entier relatif, 105
racine carrée, 8, 105
sinus, cosinus, 119
valeur absolue, 8
forme
canonique d'un polynome, 56
forme indéterminée
de fonction, 141
de suite, 191
formule
de Moivre, 37
d’addition des fonctions trigo, 24
d'Euler, 37
d'inversion des conditionnements, 248
de duplication des fonctions trigo, 24
de factorisation des fonctions trigo, 27
de Huygens, 260
de linéarisation des fonctions trigo, 26
de Poincaré, 237
des probabilités composées, 243
des probabilités totales, 244
du second degré, 55

identité
géométrique, 53
remarquable, 7
inégalite
triangulaire, 8, 36
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inéquation, 12
intégrale, 205
fonction de sa borne supérieure, 206

limite
de fonction, 137
de suite, 187
limite de fonction
croissances comparées, 138
limites usuelles, 138
théoremes d'existence, 137
limite de suite
croissances comparées, 191
limites usuelles, 188
théorémes d'existence, 188
loi
binomiale, 260
de Bernoulli, 260
de probabilité d'une v.a.r. finie, 259
uniforme, 230

module d'un nombre complexe, 36

nombre dérivée, 151
nombre de succés en n tentatives, 263

primitive, 206

de fonction usuelle, 207
probabilité, 229

conditionnelle, 243
propriété

fondamentale de trigonométrie, 24

raisonnement par récurrence, 189
récurrence, 189
regle de calcul
pour les logarithmes, 89
pour les exponentielles, 73
pour les fonctions trigo, 24
pour les puissances, 105
relation
de Chasles, 205
de récurrence, 193

suite
arithmético-géométrique, 192
arithmétique, 192
géométrique, 192
récurrente, 193

symétries

des fonctions trigo, 24
systeme complet d'événements (SCE), 229
lies a X, 259

tableau de variations, 169
taux de variations, 151
des fonctions usuelles, 143
théoreme
de la limite monotone, 188
des valeurs intermédiaires, 168
existence de primitive, 206
fondamental du calcul intégral, 206
théoréme d'existence de limite de fonction
par changement de variable, 138
par comparaison, encadrement, 138
par OPA, 137
théoreme d'existence de limite de suite
limite monotone, 188
par comparaison, encadrement, 188
par OPA, 188

valeur moyenne d'une fonction, 205
variable aléatoire

finie, 259
variance

d'une v.a.r., 260
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