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Avant-propos

Votre ouvrage 100 % exos

® Conforme au nouveau programme de mathématiques de Tl des séries ES et
L entré en vigueur a la rentrée 2012, ce « 100 % exos » vous propose une
méthode de travail compléte et un entrainement intensif sur mesure tout
au long de l'année.

B Pour chaque théme du programme vous trouverez un cours structuré, les
savoir-faire qu'il faut maitriser, des exercices progressifs et leurs corrigés
détaillés.

B Assortis dindications de solution, de commentaires et de conseils des
auteurs, tous les exercices corrigés vous permettent :

- de comprendre les notions essentielles et de maitriser le cours ;

- de progresser et de vous entrainer a votre rythme ;

- de vous évaluer et de réussir vos controles ;

- de viser la mention et l'entrée en classe de prépa.

Sur le site www.annabac.com

B [‘achat de ce « 100 % exos » vous permet de bénéficier, pendant un an, d'un
ACCES GRATUIT a toutes les ressources d'annabac.com en mathématiques
Tle ES et L.

B Pour profiter de cette offre, rendez-vous sur www.annabac.com, dans la
rubrique « Vous avez acheté un ouvrage Hatier ? »*

Vous avez acheté
Q un ouvrage Hatier ?

* La saisie d’'un mot-clé du livre (lors de votre premiére visite) vous permettra de créer
un compte personnel et d'utiliser librement le site pendant un an.
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B¥ DEFINITION ET MODES DE GENERATION

B Une suite est une fonction numérique définie sur N (dans certains cas, a partir
d’un certain entier ny).

L’image d’un entier naturel n par une suite u est notée u, et la suite u est le plus
souvent notée (un).

Ainsi, on ne confondra pas la suite (un) et le nombre réel u,,, appelé aussi terme
de rang (ou d’indice) .

B ]l y a principalement deux moyens de caractériser une suite.

La relation de récurrence est une égalité liant plusieurs termes de la suite, le plus
souvent u,,_; est exprimé en fonction de u,,.

Le mode explicite permet d’exprimer le terme général de la suite u, en fonction
de n.

Eill SENS DE VARIATION D'UNE SUITE

M Une suite (1, ) est croissante signifie que pour tout 7 €N, on a u,,; = u,.

® Une suite (u, ) est décroissante signifie que pour tout n €N, ona u,,; <u,.
® Une suite (u, ) est constante signifie que pour tout neN,onau, , =u,.

B Une suite est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

IEE1 SUITES ARITHMETIQUES

1. Définition

Une suite (un) est arithmétique s’il existe un réel r, tel que, pour tout n € N :
u

el = U, T

Le réel r est la raison de la suite. Pour tout n e N, u, =u, +nr.
La différence de deux termes consécutifs est constante.

2. Sens de variation

Une suite arithmétique est décroissante si sa raison est négative, croissante si sa
raison est positive.

y On parle de croissance (ou décroissance) linéaire.
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3. Somme de termes consécutifs

® Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r. La somme S de n termes consécu-
tifs (premier terme u o dernier terme u q) d’une telle suite est :
U, +i,
S=n —
B Cas particulier
Avec une raison égale a 1, la somme des n premiers entiers naturels non nuls est :
_n(n+l)

142+ ...+n 3

SUITES GEOMETRIQUES

1. Définition

Une suite (un) est géométrique s’il existe un réel g, tel que, pour tout n € N :
Upi1 = qUy-

Le réel g est la raison de la suite. Pour tout n € N, u, = uyq".
Le quotient de deux termes consécutifs est constant.

2. Sens de variation

Une suite géométrique de premier terme positif est croissante si sa raison est
supérieure a 1, décroissante si sa raison est comprise entre 0 et 1.

‘ On parle de croissance (ou décroisssance) exponentielle.

3. Limite

Soit (u,,) une suite géométrique de raison positive g.

B Si 0 <g<1,lalimite de la suite est 0.

B Si g >1, deux cas se présentent :

= siuy >0, la limite est + oo :

= siup <0, la limite est — oo

B Si g =1, la suite étant constante, sa limite est égale au premier terme u,.

4. Somme de termes consécutifs

B Soit (un) une suite géométrique de raison ¢, différente de 1. La somme S de n
termes consécutifs (premier terme u p) d’une telle suite est :
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B En particulier, si le premier terme est 1, etsi g #1 :
1— qn+l

l+q+q*+...+q" = a

(1+q+q2+...+q”)=L.

Sio<g<l, —q

lim
n—>+oo
‘ Voir savoir-faire 6 pour le calcul de telles sommes.

SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES

B Les suites arithmético-géométriques sont définies par une relation de récur-
rence du type u,,, = au, + b, ot a est un réel différent de O et de 1, et b un réel
différent de 0.

y Malgré leur nom, en général, les suites arithmético-géométriques ne sont ni
arithmétiques ni géométriques. Il ne faut donc pas utiliser les formules spéci-
fiques a ces types de suites.

B Pour les autres valeurs de a ou de b, une suite arithmético-géométrique (u,, ) se
ramene 2 une suite arithmétique ou a une suite géométrique :
-sib=0, (un) est une suite géométrique de raison a ;

—sia=0, (u,) est une suite constante et si a =1, (u,,) est une suite arithmétique
de raison b.

‘ Voir le savoir-faire 7 pour 'étude d'une suite arithmético-géométrique.

Suites
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SAVOIR-FAIRE

1. Traiter les suites récurrentes avec une calculatrice

Casio Graph 35+
1. Choisir le menu « Recur ».
2. Saisir la formule de récurrence.
3. Choisir SET puis saisir la valeur Start (premiere valeur de n, souvent 0 ou
1) et le premier terme a,.
4. Choisir TABL pour faire apparaitre les valeurs.
TI 82 stats.fr
1. Choisir le mode Suites.
2. Dans f(x), saisir les parametres de la suite : la premiére valeur de n (sou-
vent 0 ou 1), puis la formule de récurrence, et la valeur initiale de la suite
(C’est ug ou uy).
3. Faire apparaitre les termes de la suite dans la table.
EXEMPLE : Faire apparaitre les termes de la suite (u,, ), définie par :
u,, =2u, -3 et uy=4.
Casio Graph 35+
1. Choisir le menu « Recur ».

2. Saisir la formule de récurrence a,,,; = 2a, —3.
3. Choisir SET, saisir Start =0 et a, = 4.
4. Les termes de la suite sont dans TABL.

TI 82 stats.fr

1. Presser la touche , choisir « Suit » (les autres choix sont Fct, Par, et

Pol).

2. Presser la touche . Saisir nMin = 0, la relation de récurrence :
u(n)=2u(n-1)-3

et le premier terme de la suite u(nMin) = 4.

‘ Pour écrire u(n—1) : le u s'obtient avec la combinaison de touches ,
le n est obtenu avec la touche des variables .

3. Les termes de la suite sont dans la table obtenue avec la combinaison

(GRam)
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2. Verifier si des nombres sont en progression
arithmétique ou géométrique

1. Calculer les différences de deux termes consécutifs.

2. Calculer les quotients de deux termes consécutifs.

3. Conclure selon les cas : des nombres sont en progression arithmétique

(resp. géométrique) lorsque la différence (resp. le quotient) de deux nombres

consécutifs est constante.

EXEMPLE : Les nombres 4,10 et 25 sont-ils en progression arithmétique ? en
progression géométrique ?

1.10-4=6et25-10=15.

200502205

3. Les nombres ne sont pas en progression arithmétique car la différence de
deux nombres consécutifs n’est pas constante. Mais ils sont en progression

géométrique car le quotient de deux nombres consécutifs est constant.

3. Montrer qu'une suite est géométrique

Z, . . z . u
1. Ecrire le quotient de deux termes consécutifs —ntl
u
n
2. Simplifier 'expression et montrer que ce quotient est constant. La

constante obtenue est la raison de la suite.
EXEMPLE : Soit (,, ) une suite arithmétique de raison 3 et u,, = 2% . Montrer

que (u,,) est une suite géométrique.

u 2an+1
1. Pour tout n e N, =L = =
u, 24,
2“n+1 a . i—a 3 . . . .
2. =2%+17% =727 =§, ce qui montre que (u ) est une suite géomé-
2% "

trique de raison 8.

4. Trouver une limite de suite géométrique

1. Préciser si la raison ¢ de la suite est comprise entre 0 et 1 ou si elle est
strictement supérieure a 1.

2.S510<g <1, lalimite de la suite est 0. Si ¢ > 1, la limite est infinie : si le
premier terme est positif, c’est + oo et s’il est négatif, c’est — co.

EXEMPLE 1 : Déterminer la limite de la suite de terme général u,, =7 x0,4".
1. La raison est g = 0,4.
2. Puisque 0 < g <1, la limite de la suite est 0.

Suites
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EXEMPLE 2 : Déterminer la limite de la suite de terme général u, = 4 X (%) .

1. La raison est g = %

2.0n a g > 1 et un premier terme positif, donc la limite de la suite est + oo.

5. Lorsque 0 < g <1, trouver un entier

a partir duquel g” <a,olia >0
Soit (un) une suite géométrique de raison ¢ telle que 0 < g <1, de premier
terme positif. Cette suite est décroissante et a pour limite 0. On peut se
demander a partir de quel rang 7 le terme u,, descend au-dessous d’un seuil
a>0.
Méthode algébrique (le chapitre sur le logarithme népérien a été étudié)
1. Résoudre I'inéquation en utilisant les propriétés de la fonction In.
2. Calculer une valeur approchée du nombre obtenu en fin de calcul, et
Iarrondir a I’entier supérieur pour conclure.
Méthode numérique (le logarithme népérien est inconnu)
1. A I’aide de la table d’une calculatrice, on repere les deux entiers consécu-
tifs p et p + 1 tels que u,>aetu,  <a.
2. L'entier cherché est le plus grand des deux.

EXEMPLE : On sait que (un) est une suite géométrique de raison g = 0,75 et

de premier terme u, =100.

Déterminer un entier n, a partir duquel u,, < 1073,
Méthode algébrique

1. Pour tout n e N, u, =100 x 0,75".

100x0,75" <1073 & 0,75" <107° & In(0,75)" <In(1075)
—5In10
<nln0,75<-5In10 < n > 075
—5In10
" In0,75
Le premier entier a partir duquel u,, < 1073 est donc 41.
Méthode numérique
1. A Iaide de la calculatrice, on effectue plusieurs essais. On obtient :
iy, =100x0,75%, donc u,, >0,001, et

u,;=100x0,75*, donc u,; <0,001.

=40,02.

2. Le premier entier  partir duquel u, <1073 est donc 41.



[ 8 M

\

6. Calculer la somme de termes consécutifs
d’une suite géométrique
1. Vérifier qu’il s’agit de termes consécutifs d’une suite géométrique.
2. Repérer les trois quantités nécessaires (le premier terme, la raison, le
nombre de termes) pour appliquer la formule de la somme.
3. Appliquer la formule et éventuellement simplifier.
1,1, 1 1

EXEMPLE : Calcul d =—+t—+—+.. . +t—

deulde 5=+ 16" 6 16 384
1. Les dénominateurs sont des puissances de 4 : 42 =16, 43 =64, ...,
47 =16 384. Ainsi, il s’agit de termes consécutifs d’une suite géométrique.

. 1 . 1
2. La raison est 1 le premier terme de cette somme est 1 et sept termes sont

écrits dans cette somme.

7
1—(1) [
3521 4 :l 47:l(l—i)
o4 1 4 3 30 47
4 4

7. Etudier une suite arithmético-géométrique

L’étude d’une suite arithmético-géométrique (un) s’effectue a I’aide d’une
suite auxiliaire (vn) dont on montre qu’elle est géométrique. Aucune
méthode n’est a connaitre pour trouver cette suite auxiliaire qui sera toujours
donnée dans 1’énoncé d’un exercice.

1. Montrer que la suite auxiliaire est géométrique : pour cela, exprimer v, |
en fonction de v,,.

2. Calculer vy, puis exprimer v, en fonction de n. Enfin, en se servant de la
relation entre u,, et v, , exprimer u, en fonction de n.

3. Eventuellement, préciser la limite de ().

EXEMPLE : Soit (u,,) une suite définie par u, =20 et, pour tout neN,
u,,; =0,8u, +2.0npose v, =u, —10.

1. On montre que (vn) est une suite géométrique en exprimant v, sous la
forme kv, :

Voo =, —10=0,8u, +2-10=0,8u, —8=0,8(u, —10)=0,8v,.
Ainsi, (vn) est une suite géométrique de raison 0,8.

2. Puisque v, =u,—10=20-10=10, alors, pour tout neN,
v, =10x0,8". ATaide de la relation v, =u, —10, on obtient u, en fonc-
tionde n: pour tout neN, u, =v, +10=10x0,8" +10.

3. (v, ) est une suite géométrique de raison strictement comprise entre 0 et 1,
donc sa limite est 0. Or, pour tout n €N, u, =v, +10. On en déduit que la
limite de (u,,) est 10.

Suites
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EXERCICES D’APPLICATION

SENS DE VARIATION D’UNE SUITE | * | 15 min | » P. 26 |
On considere la suite (un) définie pour tout n € N, par u, = 2n++21'
n

Montrer de deux facons différentes que la suite (un) est strictement croissante :

Cu
u. 2. avec le quotient L

1. avec la différence u,, | —u,

n

‘ Dans la question 2, vérifier d'abord que la suite est a termes strictement
positifs.

ﬂ SUITE ARITHMETIQUE | * | 15min | » P. 26 |

Soit (un) une suite arithmétique de raison — 3 et de premier terme u; = 2.
1. Calculer la somme des termes de cette suite S, = u; +u, +...+u, en fonc-
tion de n.

. . N .
2. Montrer que la suite (x, ), définie pour tout n € N*, par x, = —*, est une suite
n
arithmétique.

‘ Dans la question 1, écrire d'abord u,, en fonction de n, puis appliquer la formule
donnant la somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique.

B SUITE GEOMETRIQUE | * | 5min | » P. 27 |
n+2

Montrer que la suite de terme général u, = Y= est géométrique. Préciser sa

raison et son premier terme.

‘ Voir le savoir-faire 3.

PROGRESSIONS GEOMETRIQUES | * | 10 min | » P. 27 |

Les deux questions sont indépendantes.

1. Les nombres suivants sont-ils en progression géométrique : 0,4 ; 1 ;2,5;6,25?
2. Que vaut x pour que les nombres 25, x et 16 soient en progression géométrique
(avec une raison positive) ?

‘ Voir le savoir-faire 2.



[ [(BEEEE | A

B NATURE D’UNE SUITE | * | 5min | » P. 27 |

Les suites suivantes, dont on donne le terme général ou une relation de récur-
rence, sont-elles arithmétiques ? géométriques ? ni I’un ni I’autre ?

1
Lu,=3-02n. 2.u,= i on
3ou, =L 4w, =2,01x1,02".  5.u, =-0,002n2 +2n-0,05.
8n
ﬂ SUITE GEOMETRIQUE | X% | 5min | » P. 27 |

Soit (u, ) une suite géométrique de raison positive g.
On donne u; =500 et u 5 = 400. Calculer us,.

y "

Exprimer u—5 en fonction de g ; ensuite, calculer uz a partir de uys.
7

MATHS EN MUSIQUE | *% | 5min | » P. 27 |

Les notes de musique sont des sons qui possedent chacun une fréquence. Par
exemple, le la de référence, donné par le diapason, a une fréquence de 440 Hz
(hertz). La fréquence du la suivant est doublée et pour y parvenir, on passe par
douze notes qui constituent la gamme chromatique, dont les fréquences sont en
progression géométrique. Quelle est la raison de cette progression géométrique ?

‘ Expliquer pourquoi la raison g de cette progression géométrique est telle que
i
ha=—12.

E LIMITES DE SUITES GEOMETRIQUES | * | 5min | » P. 28 |
Dans chaque cas, préciser limu,, .
n—>-+oo
L =(L) 2, = "
O cu, =—2x(1,01)".
1 n
3.u, =1,0001". dou, =—2x(§) :

‘ Voir le savoir-faire 4.

~

Suites

17



18

B} somME bE TERMES coNsEcUTIFS | * | 10min | » P. 28 |

1. Calculer : S=0,9+0,92 +...+0,99.
2. Déterminer lim (0,9+0,92 +...+0,9”).

n—>+oo

‘ Voir le savoir-faire 6.

m IN VINO VERITAS | %% | 10 min | » P. 28 |

En 2010, la consommation annuelle mondiale de vin a été estimée a 236 milliards
de litres. On suppose que cette consommation diminue chaque année de 0,4 %.
En quelle année passera-t-elle en dessous de 220 milliards de litres ?

‘ Une diminution de 0,4 % correspond & une multiplication par 0,996. Ecrire une
inéquation traduisant le probleme.

SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE | %% | 15 min | » P. 29 |

On considére une suite (un), définie par u, =4 et pour tout n € N :
u,, =3u, —4.
1. Trouver le réel o pour lequel la suite (v,), définie pour tout neN par
v, =u, — 0., est une suite géométrique.
2. Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

‘ Voir le savoir-faire 7.

m ALGORITHME | %% | 15 min | » P. 29 |

Ecrire un algorithme qui calcule la somme des termes consécutifs d’une suite
géométrique, connaissant le premier terme, la raison et le nombre de termes de
cette somme.
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

ETUDE D’UNE SUITE ARITHMETICO-
GEOMETRIQUE | *% | 15 min | » P. 29 |

Soit (un) une suite définie par u, = 50 et, pour tout n €N, u, ., =1,1u, —4.On
pose v, =u, —40.

1. Montrer que (vn) est une suite géométrique. On précisera sa raison et son
premier terme.

2. Exprimer v, en fonction de n.

3. Exprimer u,, en fonction de n.

4. Déterminer la limite de (un)

‘ Voir le savoir-faire 7.

REMBOURSEMENT D’UN EMPRUNT [ **| 30 min | » P. 30 |

Un particulier s’adresse a une société de crédit et emprunte 100 000 €. Le taux
mensuel de ce crédit est 0,4 %. Il est prévu dans le contrat un remboursement
fixe, mensuel, égal a 1 200 €, correspondant a une partie du remboursement du
crédit et aux intéréts dus chaque mois.

On définit une suite (un) par ug =100 000 et, pour tout 7 € N : u,, est la somme
qu’il reste a rembourser a la fin du n-iéme mois apreés I’emprunt.

1. Calculer u; puis exprimer u,,,, en fonction de u,,.

2. On définit, pour tout n € N, la suite (vn) par v, =u, —300 000.

Montrer que (v, ) est une suite géométrique.

3. Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

4. Déterminer le temps qu’il faudra a cette personne pour rembourser totalement
son emprunt. Préciser la somme qu’il faudra verser lors du dernier rembourse-
ment.

‘ 2. Voir le savoir-faire 7.

CONSOMMATION ENERGETIQUE | %% | 20 min | » P. 30 |

On constate que la consommation d’énergie dans un pays était, par habitant, de
2,8 tep (tonnes équivalent pétrole) en 2006 et de 3,5 tep en 2011. On émet I’hypo-
these d’une croissance exponentielle, c’est-a-dire que la consommation d’énergie
par habitant est en progression géométrique. On note u,, cette consommation lors
de I’année 2006 + n.

Suites
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1. Expliquer pourquoi la raison ¢ de la suite géométrique est telle que ¢° = 1,25.
2. Calculer une valeur approchée de ¢ a 0,001 pres, a ’aide de la calculatrice.
3. Exprimer u, en fonction de n.

4. Estimer la consommation d’énergie par habitant en 2020, selon ce modele.

5. Calculer la quantité totale d’énergie consommée entre 2006 et 2020.

‘ 2. On pourra utiliser la calculatrice en saisissant la fonction x - x° et en utili-
sant son tableau de valeurs.
3. Il s’agit d'une suite géométrique.
5. C’est un calcul de somme qui est demandé. Voir le savoir-faire 6.

ALGORITHME | %% | 10 min | » P. 31 |

1. Que fait I’algorithme suivant ?

Variables
i,n,u:entiers
Initialisation
u prend la valeur 5
Traitement
Liren
Pouride1an
Début pour
u prend la valeur 2u - 4
Fin pour
Ecrire u

2. Si I'utilisateur entre la valeur 4 pour la valeur n, quelle valeur est donnée par
I’algorithme en sortie ?

MALTHUS | *% | 10 min | » P. 31 |

Au 1¢ janvier 2011, la population d’une ile déserte coupée du monde comptait
10 000 habitants. Cette population croit de 1 % chaque année. La production a
cette date permettait de nourrir 12 000 individus et s’accroit de telle sorte qu’elle
peut satisfaire chaque année 300 individus supplémentaires.

1. On désigne par a,, la population du pays au 1°f janvier de I’année (2011 + n)
et b, la population satisfaite par la production au 1°' janvier de I’année
(2011+n).

Préciser la nature des suites (an) et (bn). Exprimer a,, et b, en fonction de n.

2. Déterminer, a I’aide de la calculatrice, I’année a partir de laquelle la production
ne sera plus suffisante pour satisfaire la population.

‘ A l'aide de la calculatrice, on cherche le premier entier ntel que a, > b,.
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SUITE RECURRENTE DOUBLE [k *| 35 min | » P. 31 |

Soit (un) la suite définie par u, =1, u; =2, et pour tout n € N :
3

1
Upio = Eun+1 - Eun'
1. On pose, pour tout n €N, v, =u, | —u,.

Montrer que (vn) est une suite géométrique. Exprimer v, en fonction de 7.

2. Calculer vy + v +...+v,_,. En déduire la limite L de (u,,).

3. Déterminer I’entier p a partir duquel u, est a une distance de L inférieure a
1073.

‘ Pour cette derniére question, voir le savoir-faire 5.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

LE FLOCON DE VON KOCH Xk *| 60 min | » P. 32 |

Partant d’un triangle équilatéral dont chaque c6té a pour longueur 1, et d’aire a,
on construit sur chaque coté, vers I’extérieur, un nouveau triangle équilatéral, et
on itere le procédé. Lors d’une étape donnée, les nouveaux triangles équilatéraux
qui apparaissent sont appelés « bourgeons ».

Etape 0 Etape 1 Etape 2

1. a. Calculer la valeur exacte de a.

b. Compléter.

« A chaque étape, le nombre de cOtés est multiplié par : ...............

« A chaque étape, la longueur des cotés est divisée par : ..............

« A chaque étape, le nombre de bourgeons est égal au nombre de ..................... .

N

Suites
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c. Pour I’étape 7, on note ¢, le nombre de cotés, /, la longueur d’un coté, p, le
périmetre de la figure.
Exprimer c¢,, [, et p, en fonction de n.

2. a. On note aussi a,, Iaire de la figure. Montrer que pour tout n € N :

33 (4)"'

pr1 = T4~y
2743 4\"
b. On admet que : a, = q,, +T(l_(§) j

Déterminer les limites des suites (pn) et (an).

‘ 1. a. Utiliser le théoreme de Pythagore.
1. c. On remarquera que ce sont trois suites géométriques.
2. b. Voir le savoir-faire 4.

m PETITS CARRES XX x| 45 min | » P. 33 |

Un carré unité est divisé en neuf carrés égaux, le carré central est colorié
(étape 1). Les huit carrés restant sont a leur tour divisés et coloriés selon le méme
procédé (étape 2). L’ objectif du probleme est de déterminer la limite de 1aire du
domaine colorié si on continue ainsi indéfiniment.

Soit (un) la suite définie sur N* dont le terme général u,, désigne I’aire coloriée

aI’étape n. On a donc u; = é

Etape 1 Etape 2
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1. Que vaut u, ?
_8 1
w1 = gUn Ty
3. On pose v, = u, —1. Montrer que la suite (vn) est géométrique. En préciser la
raison et le premier terme.

4. Exprimer v, en fonction de n, puis u,, en fonction de n.

2. Montrer que pour tout 7 € N*, u

5. Quelle est la limite de (un) ?

‘ 2. L'aire coloriée a l'étape suivante est égale a l'aire déja coloriée ajoutée a un
neuvieme de ce qui reste. Traduire en une égalité reliant u,,, et u,, puis simplifier.
3. Le résultat de la question 2, montre qu’on a affaire a une suite arithmético-géo-
métrique. La question 3 effectue donc l'étude classique. Voir le savoir-faire 7.

CONJECTURE DE SYRACUSE Xk k| 45 min | » P. 34 |

On définit la suite récurrente suivante. Le premier terme u, est un entier positif

k, et pour tout n entier positif :

u,

e si u, est pair, alors u, | = 5 :

e si u, est impair, alors u,, =3u,+1.
La suite de nombres associée au premier terme k est aussi appelée le vol de k.

‘ Exemple : le vol de 7 est 7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1,
4,2,1,4,2,1, ...

1. Ecrire un algorithme qui demande une valeur de k puis qui affiche les valeurs
de la suite jusqu’a obtenir 1 pour la premiere fois.

2. Le temps de vol d’un entier k est le nombre de termes nécessaire pour obtenir
pour la premiere fois 1. Par exemple, le temps de vol de 7 est 17. Modifier I’algo-
rithme précédent pour qu’il affiche le temps de vol, ainsi que les termes de la suite
jusqu’au premier 1 obtenu.

3. Laltitude maximale du vol est le plus grand terme obtenu dans la suite. Par
exemple, I’altitude maximale du vol de 7 est 52. Ajouter a I’algorithme précédent
les instructions nécessaires pour afficher I’ altitude maximale du vol de k.

Suites
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CONTROLE

22 | %% | 15 min | » P. 35 |

Une seule réponse est exacte.
Soitg>0.Onnote S, =1+q+¢> +...+q".
1. Si g <1, alors lim S, estégalea:

n—>+teo
a—e b0 e  dte
l-¢
2.Sig>1,alors lim S, estégala:
n—>+oo
B b0 e dte
I-¢
3.8i lim §, =2, alors g est égal a :
n—>+oo
1 1 4
a. Z b. 5 C. § d.2
EX] Les Tours DE HANO | ** | 45 min | » P. 35 |

On dispose de trois piquets sur un socle et de n disques de tailles deux a deux
différentes, troués en leur centre.

Les n disques sont empilés sur le piquet A. Le but du jeu est de les faire passer
sur le piquet C en respectant les régles suivantes :

o on ne déplace qu'un disque a la fois ;

o un disque ne peut étre mis que sur I’un des trois piquets ;

o un disque ne peut jamais étre mis par-dessus un disque de taille plus petit.

EXEMPLE : Avec cinq disques

B C

On note u,, le nombre de déplacements pour réussir.
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y

Le mouvement d’un disque situé en haut de la pile A déplacé en haut de la
pile du piquet B sera not¢ A — B.

Partie A

1. Préciser les valeurs de u,, u,, u5, en détaillant les déplacements effectués.
2. Montrer que pour déplacer les n disques, il faut nécessairement que tous les
disques soient empilés sur le piquet B sauf le plus grand qu’on va pouvoir
passer du piquet A au piquet C.

3. En déduire que u,; =2u, +1.

4. En déduire u, puis us.

Partie B

1. Soit (vn) la suite définie pour tout n entier par v, =u,, +1.

Montrer que (vn) est une suite géométrique, en préciser la raison et le premier
terme.

2. a. Exprimer v, en fonction de n.

b. En déduire u, en fonction de n.

3. Combien de disques doivent étre utilisés pour que le nombre de déplace-
ments dépasse 1 milliard ?

‘ e Larelation de la question A. 3. montre que (u,) est une suite arithmético-
géométrique. La partie B fait étudier cette suite. Voir le savoir-faire 7 si néces-
saire.

e Dans la derniere question de la partie B, il s'agit de résoudre l'inéquation
u, >10°%.

Suites
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CORRIGES

SENS DE VARIATION D'UNE SUITE
_ 2+ D+1 2n+1_2n+3 2n+1
" (n+1)+2 n+2 n+3 n+2

1.PourtoutneN:u, —u

_(2n+3)(n+2)-2n+1)(n+3) 3
et W = (n+3)(n+2) T +3)n+2)
3 y s
Or,m>0,douun+l—un >0.

Par conséquent, (un) est une suite strictement croissante.

2n+1>

2. Pourtout neN, ===->0 (u,,) est une suite a termes strictement positifs.
n

2n+3
Uyt n+3 _ @2n+3)(n+2) 212 +7n+6

u, 2n+l (n+3)2n+1) 242 +7n+3
n+2

2 u
4746 g ¥en g
2n% +7n+3 u,

Par conséquent, (un) est une suite strictement croissante.

Or, 2n?2 +7Tn+6>2n%+7n+3,don

‘ En résumé, pour montrer qu'une suite est strictement croissante, soit on
prouve que u,,—u, >0, soit on vérifie que les termes sont positifs et on montre

u
que -1 >1.
Uﬂ

[ 2] suITE ARITHMETIQUE

1. La suite (u, ) étant arithmétique de raison —% et de premier terme #; =2, ona:

1 7T—n
D’oﬁ:Sn=nul+Tun=%(2+7;n)_n(112—n)
S, _13-n_13 1
2. x"_7_T_€__”'
1 8 Pt =0 =%—%(n+l)—(%—%n)=_%_ La différence de deux

termes consécutifs étant constante, cette suite est arithmétique, de raison —6.
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SUITE GEOMETRIQUE

3n+l+2
u ntl-1 3n+3  on-1 3 PR
ntl _ 2 = = =. Le rapport de deux termes consécutifs étant
u, 3n+2 on 3nt2 )
on-1
q Reeref ey D
constant, la suite (u,, ) est géométrique, de raison = .

2

‘ Une autre méthode consiste a écrire u,, sous la forme uy xg". On obtient :

_ 372 23
=2 = o 182

PROGRESSIONS GEOMETRIQUES
1 2,5 6,25
=== 2F
0,4 1 2,5
Le rapport de deux termes consécutifs est constant, donc les nombres sont en progres-
sion géométrique.

b % = % & x2 =400 < x =20. Les nombres 25, 20 et 16 sont en progression

géométrique, avec une raison égale a 0,8.

E] NATURE D’UNE SUITE
1. Suite arithmétique.

2. Ni I’un ni I’autre.

3. Suite géométrique.

4. Suite géométrique.

5. Ni I’un ni I’autre.

[ 6 ] suITE GEOMETRIQUE

g — s _ 400 _
Onag 4y 500 0,8.

3 =5 X q'6 = 400% 0,82 = 256.

MATHS EN MUSIQUE

D’un la au la suivant, la fréquence est doublée. En passant par les douze notes de la

gamme chromatique, la fréquence est multipliée a chaque fois par la raison ¢, soit
1

globalement par ¢'2. Ainsi : ¢'?> =2 < ¢g=212 =1,059.

Suites
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LIMITES DE SUITES GEOMETRIQUES
1.0.

2. —co.

3. +oo.

4.0.

[ 9 | SoMME DE TERME CONSECUTIFS
1. 11 s’agit d’une somme de 99 termes consécutifs d’une suite géométrique de raison
0,9 :

1-0,9100

2 99 — > —

0,9+0,9°+...+0,9” = 1-0.9 1

=10(1-0,9')-1=9-10x0,91%.

2. D'aprés le cours, fim (1+0,9+0,92+...+0,97) = —L— =10,
Ao 1-0,9

Donc : lim (0,9+O,92+...+O,9”)=10—1=9.

n—s+oo

‘ La somme ne commence pas par 1, contrairement a la formule du cours : c’est
pourquoi il faut enlever 1 en appliquant cette formule.

IN VINO VERITAS
Une diminution de 0,4 % se traduit par une multiplication par 0,996. Ainsi, chaque
année, la consommation est multipliée par 0,996. Si u, désigne la consommation

mondiale de vin lors de I"année (2010 + 1), on a : u,, =236 % 0,996".

Dlou: u, <220 & 236 %0,996" < 220 & 0,996" < %.
Par essais successifs a la calculatrice, on observe que :
55 55
17 > =22 18 < =22
0,996 59 et 0,996 59
C’est donc au cours de la dix-huitieme année, c’est-a-dire en 2028, que selon ce
modele, la consommation passera en dessous de 220 milliards de litres.
On peut aussi envisager une résolution algébrique de 1’inéquation, au moyen de la

fonction In :

55 55 55
n Pl n - —
0,996" < 55 & 1n(0,996 )<1n59 & nln0,996 <Iny
in 32
59
(:)n>1 0,996~17’5
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SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE
4+

1.PourtoutneN, v, :“n+1_a:3“n_4_a:3(“n_T)-

. T B . . 4+ .
Pour que (vn) soit une suite géométrique, il faut et il suffit que L o, ce qui

équivaut a o0 =2. :
2. La suite (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme
Vo =Ug—2=2.

Il vient v, =2 x 3", puis u, =2x3"+2=2(1+3").

ALGORITHME
Pour cet algorithme, on choisit les notations suivantes : premier terme : a ; raison : g ;
nombre de termes : n ; somme a calculer : s.

Variables

a, g,s:réels

n : entier
Traitement

Lirea

Lire g

Liren

1-qg"
s prend la valeur a 7

Ecrire s

ETUDE D’UNE SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE

1. Pour tout n e N :

Voo Uy —40=11u, —4-40=1,1u, —44 = 1,1(un —40) =11y,

Ainsi, (vn) est une suite géométrique de raison 1,1 et de premier terme :

vy =y —40=50-40=10.

2.v,=10x1,1".

3.ou, =v, +40=10x1,1" +40.

4. Puisque (vn) est une suite géométrique de raison strictement supérieure a 1, de
premier terme positif, sa limite est +oo. On en déduit que la limite de (x,,) est +oo.

Suites
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REMBOURSEMENT D’UNE EMPRUNT
1., =100 000 X 1,004 — 1 200 = 99 200.
Pour tout n e N, u, ; =1,004u, —1200.

2. Pour tout n e N :
Vi1 = Uy —300 000 = 1,004, —1200 —300 000 = 1,004x,, —301 200
= 1,004 (u,, —300 000) = 1,004v,.
Donc (vn) est une suite géométrique, de raison 1,004 et de premier terme :
Vo =—200 000.

3. v, =-=200 000 x 1,004".
s u, = v, +300 000 =-200 000 x1,004" + 300 000
=100 000(3 -2 x1,004").
4.1, <0100 000(3 -2 x1,0047) < 0 < 2 x1,004" =3 & 1,004" = 1,5.
Avec des essais 2 la calculatrice : 1,004101 < 1,5 et 1,004192 > 1,5. Donc le rem-

boursement sera complet a la fin du 102¢ mois.
Si le logarithme népérien a été étudié :

In(1,5)

n n _ 7

1,004" =1,5 & 1n(1,004 )2 In(1,5) © nIn(1,004) = In(1,5) & n= In(1,004)"

Puisque —ln 1.5) =~101,6, c’est a la fin du 102¢ mois que le remboursement sera
U9 T @ooa) T e a B

complet.

A la fin du 101¢ mois, la somme qu’ il reste a rembourser est, en euros :

11, =100 000(3 -2 x 1,004101) = 680,51.

En tenant compte des intéréts, le montant du dernier remboursement sera de :
680,511,004 = 683,23 .

CONSOMMATION ENERGETIQUE
1. La consommation d’énergie par habitant étant en progression géométrique, de
raison g, elle est multipliée par g chaque année. En cinq ans, elle est donc multipliée

par ¢°. Puisque % =1,25, on a bien g° =1,25.

2. On saisit la fonction x — x°. Dans le tableau de valeurs de cette fonction, on

trouve g = 1,046, valeur arrondie a 0,001 pres.

3. Cest une suite géométrique de raison 1,046 et de premier terme 2,8. Donc

u, =2,8x1,046".

4. En 2020, on prend n =14 : u;, =2,8x1,046!% = 5,3.

La consommation d’énergie par habitant en 2020 est estimée, selon ce modele, a

5,3 tep, environ.

1—1,046%
1-1,046

La quantité totale d’énergie par habitant entre 2006 et 2020 est estimée a 58,6 tep.

5.u0+u1+...+u14=2,8>< 258,6
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ALGORITHME

1. L’algorithme calcule le terme de rang n de la suite définie par u, =5 et par la
relation de récurrence u, | = 2u, —4.

En effet, il demande a I'utilisateur de saisir une valeur n, puis effectue n fois une
boucle dans laquelle un calcul supplémentaire est effectué. La suite a été initialisée
par uy =5, puis chaque boucle supplémentaire permet de calculer u;, u,, ..., ainsi
de suite jusqu’a u,,.

2. Si on choisit n = 4, I’algorithme va donner en sortie la valeur u,.

A partir de u, =5, on obtient a chaque passage dans la boucle les valeurs 6, 8, 12,
20. Par conséquent, u, = 20.

MALTHUS

1. (a,,) est une suite géométrique de raison 1,01 et (b, ) est une suite arithmétique de
raison 300. Pour tout n € N : @, =10 000 x 1,01" et b, =12 000 + 300

2. On cherche le premier entier a partir duquel a, > b,,.

Avec la calculatrice ou un tableur, on obtient : a;97 < bjg7 €t @;9g > b;gg. C’est donc
a partir de 2209 que la production ne suffira plus pour satisfaire la population.

SUITE RECURRENTE DOUBLE
1. Pour tout n e N :

1 1

Vel TUpyo —Upy = Eun+1 _Eun —u

T e Armeeey e .1 .
Donc (v, ) est une suite géométrique de raison —, et de premier terme :

2
Vo =uy —ug =1.
1 n
Ainsi, pour tout n €N, v, = (5) .
2. En utilisant la somme des termes d’une suite géométrique :
n
- %) 1
Vo ty+...t+tv, 4 =1X1—1 =2(1_2_n)
2
D’autre part :
VotV t+...tv, =(u1 —u0)+(u2 —u1)+...+(un _”n—l):”n —ug =u, — 1
On en déduit que u,, :1+2(1—L) = 3—L.
on 2n—1
Ona lim —— =0, donc L= lim u, =3.
n—>+eo2M11 n—too

n+l =E”n+l _Eun =§(”n+l _”n)=ivn'

Suites

31



32

1
3.Onaup—L:up—3:2p—_].

Done: , =3 <107 & =7 <107 <271 >10° & In(271) > In(10°), car

la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R**. On en déduit :

(p=1)In(2)>3n(10) = p>1+ 311:((;)) puisque In2 > 0.

31n(10)
In(2)

inférieure 2 107> est 11.

Or: 1+ =10,97. Donc I’entier p a partir duquel u, est a une distance de L

LE FLOCON DE VON KOCH
1. a. En partageant le triangle équilatéral avec une hauteur, on obtient deux triangles
rectangles identiques. On applique le théoréme de Pythagore dans I'un deux :

. . 3 . . .
x2 +0,52 =12, ce qui donne x% = %, soit x = g L aire du triangle équilatéral est

lxﬁ \/7
o2 N3
donc: a= R

b. A chaque étape, le nombre de cotés est multiplié par : 4.

A chaque étape, la longueur des cotés est divisée par : 3.

A chaque étape, le nombre de bourgeons est égal au nombre de cotés de I’étape
précédente.

¢. (c,,) est une suite géométrique de raison 4 et de premier terme ¢, = 3. Ainsi, pour

toutneN, ¢, =3x4",

(ln) est une suite géométrique de raison % et de premier terme /;, = 1.

n
Ainsi, pour tout n €N, [, = (%) .

n

4

3
2. a. Tout d’abord, on rappelle que I’aire d’un triangle équilatéral de coté x est :

n
Et:pn:cnln:3x4"><(%) =3x

V30
4
Pour déterminer I’aire a,, ;, on ajoute a I'aire a,, de I’étape n, Iaire de tous les nou-

veaux triangles. Or, le nombre de bourgeons est égal au nombre de cotés de 1’étape

NG

précédente. Bt puisque I'aire d’un triangle €quilatéral de coté [ est Tln2, on
obtient :

3 2n 3 3./3 /a\"
= e it L = vl L o, B2
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b. ( pn) est une suite géométrique de raison % et de premier terme positif 3.

D’ou lim p, =+os.

n—-+w
4 _(4)\
Comme —1<—<1,ona lim (=] =0.
9 n—>teo
9o 4\") _ . 2743 4\"\ 273
Dot nli‘?m(l‘(ﬁ) )‘“’t Jim =3=(1-(3) |-

_ 27,3
Enfin, n]if?m“" =ay+ 20

273
T

4>|%‘
£

3 .
Comme a, =——, onconclut: lim a, =
4 N—>too

base xhauteur
—
2. b. On remarque que le périmétre de la « figure limite » est infini mais son aire

1. a. L'aire d’un triangle s'obtient par :

est finie.

PETITS CARRES

1. Pour trouver I’aire du domaine colorié a la deuxieme étape, on ajoute :
—ce qui a été déja colorié a la premiere étape : % ;
, o o 1 . 1 1
—ce que I’on colorie a la deuxieme étape : 3 de ce qui reste, soit ) ll= 3/
. 1.1 1\ 17
Onobtient : uy, ==+ —(1—=|=—-.
n obtient : u, =3 9( 9) 31
2. On recommence le méme raisonnement.
" 1 u 1
Pour tout n € N*, u,,,| =u, +§(1—un)=un 59 gty
8 1 8 8 _8 8
3. Vsl = Uyt _1:§un +§_1:§un _§:§(un _1):

. PP .8 .
La suite (v,,) est donc géométrique, de raison > de premier terme :

1 8
v1=u1—1=§—1=—§.
8 871—1 8n 8n
4.Vn=—§><(§) =—(§) etun=vn+1=1—(§) o
8)* _17
Remarque : on peut vérifier que u, =1—(§) =3

5. La suite (vn) étant une suite géométrique de raison strictement comprise entre 0 et
1, sa limite est 0. La limite de (u,,) est donc 1.

Suites
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CONJECTURE DE SYRACUSE
1. Dans I’algorithme suivant, k est I’entier initial dont on cherche a écrire le vol.

Lire k
Afficher k
Tant que k> 1
Si k est pair
k prend la valeur k/2
Sinon
k prend la valeur 3k+1
Afficher k
Fin Tant que

2. 1 suffit d’ajouter un compteur dans I’instruction « Tant que » pour compter le
nombre de boucles effectuées. Dans 1’algorithme suivant, ¢ est le temps de vol. La
valeur initiale de ¢ est 1, pour inclure dans le décompte la valeur de k.

Les instructions ajoutées pour cette question sont en gras.

Lire k
Afficher k
t=1
Tant que k > 1
Si k est pair
k prend la valeur k/2
Sinon
k prend la valeur 3k +1
Afficher k
t prend la valeur t+1
Fin Tant que
Afficher t

3. On note m le maximum obtenu lors du vol de I’entier k. Au début, le maximum est
I’entier k. Les instructions ajoutées pour cette question sont en gras.

Lire k
Afficher k
t=1
m prend la valeur k
Tant que k > 1
Si k est pair
k prend la valeur k/2
Sinon
k prend la valeur 3k+1
Afficher k
t prend la valeur t+1
Si k > m, alors m prend la valeur k
Fin Tant que
Afficher t
Afficher m
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1. Réponse c.

. l_qn+1

Sig#1, S = .

igq onas$, —g

Si0<g<l,ona lim q"+1=0,d’0f1 lim SnzL.
n—>+oo n—>+oo l—q

2. Réponse d.

Sig>1,ona lim g"=+o,donc lim §, =+eco.
n—y+oo n—y+oo

3. Réponse b.

o (P U |
nl_l)rEan—Zﬁl_q—Zﬁl q—2<:q—2.
LES TOURS DE HANOi

Partie A

1. Avec un seul disque, il n’y a qu’un seul déplacement : u; =1.

Avec deux disques, on effectue les mouvements : A — B, A—> Cet B— C.

On adonc u, =3.

Avec trois disques, on effectue les mouvements : A - C, A —> B,C—> B, A > C,
B—->A,B—->CetA—C.Onadoncu;=7.

2. Le plus grand disque doit étre déplacé sur le piquet C alors que celui-ci est vide.
Avant cela, il faut qu’il soit seul sur le piquet A, les autres ayant été déplacés ailleurs.
Le seul piquet ou mettre ces autres disques est le piquet B.

3. Pour déplacer (n+ 1) disques, il faut d’abord déplacer n disques du piquet A au
piquet B : le nombre de mouvements pour effectuer cette opération est u,. Ensuite,
on déplace le grand disque du piquet A au piquet C, ce qui ajoute un mouvement
supplémentaire au décompte total. Enfin, on déplace les n disques du piquet B au
piquet C, ce qui ajoute encore u, déplacements.

Autotal,ona:u, ;=u, +1+u, =2u, +1.

4. A aide de cette relation de récurrence, on obtient : uy = 2u3 +1=15.

Puis : ug =2u, +1=31.

Partie B

Ly, =u, +1=2u, +1+1=2(un +1)=2vn.

(v, ) est une suite géométrique de raison 2, de premier terme v, =2.

2. a. Pour tout n entier positif non nul, v, =2".

b.u,=v, —1=2"—1.

3.u,>10° 2" -1>10° < 2" >10° +1.

A Daide de la calculatrice, on obtient : 230 > 102 + 1, mais 222 <102 +1.
Avec 30 disques, le nombre de déplacements dépasse un milliard.

Suites
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B Définition

Une fonction fest dite continue sur un intervalle [a ; b] si on peut tracer sa repré-
sentation graphique sur [a ; b] sans lever le crayon.

B Par convention, dans un tableau de variations, une fleche traduit la continuité
de la fonction sur I'intervalle correspondant.

B Les fonctions usuelles sont continues sur chacun des intervalles ou elles sont
définies.

Eil VALEURS INTERMEDIAIRES

B Théoréme

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a ; b].

Pour tout réel k compris entre f (a) et f (D), il existe au moins un réel ¢ dans
[a;b] tel que f(c)=k.

y
fib)
(@/
e e ‘
fla) T\/
(0] a c b x
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B Théoreme

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b].
Pour tout réel k compris entre f (a) et f (b), il existe un réel unique ¢ dans [a ; b]
tel que f(c) =k.

fla)

fib)

581 pERIVATION

1. Formulaire

u et v désignent deux fonctions dérivables, k une constante et z un entier.

k 0
X 1
% ;—21 x#0
XN nx-1 x#0sin<0
u+v u+v’
ku ku’
uv u'v+uv’
% u’vv—zuv’ V20
un nu’u™ uz0sin<0
lnx 1 x>0
X
el u’ed
v
\/U Zﬁ u>0
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2. Variations

Si f7(x)> 0 sur un intervalle I, f croit strictement sur 1.
Si f”(x) <O sur un intervalle I, f décroft strictement sur .

‘ Pour déterminer le signe de f’(x), il est souvent nécessaire de factoriser f’(x).

3. Tangentes

Si une fonction f est dérivable en une valeur a, alors la représentation graphique
% de f admet au point d’abscisse a une tangente :

o f’(a) est le coefficient directeur de cette tangente ;

o une équation de cette tangente est y = f’(a)(x —a) + f (a).

Remarque : Quand f’(a) =0, la tangente & € au point d’abscisse a est horizon-
tale et elle est souvent représentée sur le tracé de 6.

@
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SAVOIR-FAIRE

1. Déterminer la dérivée d’une fonction

1. Reconnaitre la formule de calcul correspondant au calcul demandé.

2. Identifier les composants de la formule dans le calcul demandé et éven-
tuellement déterminer u” et v’.

3. Donner I’expression de la dérivée.

EXEMPLE 1: Soit f la fonction définie pour tout réel x différent de 5 par :

2x+3
X)= .
| | | f)="—5
Déterminer sa fonction dérivée.

1. On utilise la formule (Z):M.
v vz
2.0na:u(x)=2x+3etv(x)=x-5.
Onadonc: u’(x)=2etv' (x)=1.
2(x=5)-(2 1 -
(x=5) (x2+3)>< soit £7(x) = 132'
(+-9) (+-9)

EXEMPLE 2 - Déterminer la dérivée de g : x > 15(3—7x)°.

3. On obtient f’(x)=

1. 0{1 utilise simultanément les formules (kv)' = kv’ avec k une constante et
(u") = m'unt,

2.0na:k=15u(x)=3-7xetn=>5.0Onadonc: u’(x)=-7.

3. On obtient g’ (x) = 15x 5% (=7)x (3 - 7x)*. Soit :

g (x)=-525(3—="7x)*.

2. Etablir le sens de variation d’une fonction

1. Déterminer I’expression de la dérivée f” sous une forme qui permet d’en
étudier le signe.

2. Etudier le signe de f”(x) selon les valeurs de x.

3. En déduire le sens de variation de la fonction selon les valeurs de x.

EXEMPLE 1 : Soit f'1a fonction définie pour réel x différent de 5 par :

=222,

Montrer que f est strictement décroissante sur chacun des intervalles ou elle
définie.

-13
(x5
2. Le numérateur est négatif et le dénominateur est toujours positif car c’est
un carré.

1. On montre que f’(x) =
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y

f”(x) est donc strictement négative pour tout réel x différent de 5, donc sur

]—o0; 5[ ainsi que sur |5; +oo].

3. fest donc strictement décroissante sur |—oo ; 5[ ainsi que sur |5 ; +oo].

EXEMPLE 2 : Soit & la fonction définie pour tout réel x par :
h(x)=—-x2+5x+3.

Etudier les variations de / selon les valeurs de x.

1. Pour tout réel x, on a h’(x) = —2x +5.

2.-2x+5>0 -2x>-5< x<2,5. h’(x) est strictement positive sur

]—e;2,5].

On en déduit que i’ (x) est strictement négative sur 2,5 ;+oo.

3. h est donc strictement croissante sur |—eo;2,5[ et h est strictement

décroissante sur |2,5; +oo|.

‘ h est définie en 2,5. On peut donc aussi écrire que h est strictement crois-
sante sur |—0;2,5] et strictement décroissante sur [2,5;+][.

3. Etablir une équation d’une tangente a une courbe

1. Rappeler la formule y = £ (a)(x —a)+ f (a).

2. Identifier a et calculer f’(a) et f ().

3. Conclure en donnant une équation de la tangente sous une forme simpli-
fiée.

EXEMPLE : Soit f la fonction définie sur |0 ; +oo[ par f(x) = %
Déterminer une équation de 7 la tangente a ‘6f au point d’abscisse 0,5.

1. On utilise la formule y = f’(a)(x —a) + f ().

2.Ici,ona:a=0,5.

Commeonaf(x)=§,0naaussi f’()c)=x—21 et f’(O,S):O’—512=—4.
1

0,5

3. On a comme équation de T: y =—4(x—0,5)+2, soit y=—4x+4.

Onaaussi: f(0,5)=—=2.

4. Justifier U'existence d'une solution unique
a une équation du type f(x)=k
sur un intervalle I=[a; b]

1. Justifier la continuité de f sur I et sa stricte monotonie.

2. Vérifier que k est compris entre f (a) et f (D).
3. Conclure a I’aide du théoréme des valeurs intermédiaires.

®
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EXEMPLE : Soit f une fonction définie sur [—3; 5 | dont le tableau de variations
est le suivant.

x -3 2 5
1 -3

oo \ _ /

Montrer que I’équation f (x) =0 admet une unique solution dans [-3;2].
1. D’apres le tableau de variations, f est continue sur [-3; 2 | et f est stricte-
ment décroissante sur [-3; 2].

2. De plus, on a f(—=3)=1 et f(2)=—6. Le nombre 0 est compris entre
f(=3)et f(2).

3.D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x)=0
admet une unique solution dans [-3; 2].

5. Justifier le nombre de solutions a une équation
du type f(x)=k sur un intervalle I =[a ; b]

1. Etudier les variations de fsur I'intervalle 1.

2. Identifier les intervalles sur lesquels f est strictement monotone.

3. Appliquer sur chacun de ces intervalles le théoréme des valeurs intermé-
diaires et justifier le nombre de solutions sur chacun des intervalles ou f est
strictement monotone.

4. En conclusion, donner le nombre de solutions de 1’équation sur I’inter-
valle I.

EXEMPLE : Soit f une fonction définie sur [-3; 5] dont le tableau de variations
est donné ci-dessus.

Déterminer le nombre de solutions de I’équation f (x) =—4 dans [-3;5].
1. La connaissance des variations de f est donnée ici par le tableau de varia-
tions.

2. Sur [-3; 2], f est continue et strictement décroissante. Sur [2; 5], f est
continue et strictement croissante.

3. Sur [—3 H 2], fest continue et strictement décroissante avec f(—3) =1 et
f(2)=-6.

Comme —4 est compris entre f (—3) et f(2), I'équation f(x)=—4 admet
une unique solution dans [-3; 2].

Sur [2;5], f est continue et strictement croissante avec f(2)=—6 et
f(5)=-3. Comme —4 est compris entre f(2) et f(5), I’équation
f (x)=—4 admet une unique solution dans [2; 5].

4. ’équation f (x)=—4 admet deux solutions dans [-3;5].
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EXERCICES D’APPLICATION

DERIVEES DE SOMMES | * | 10 min | » P. 56 |
Pour chaque fonction f, calculer f(x).

1. f(x)=2x+3. 2. f(x)=3x2

3. f(x)=x3-5x. 4. f(x)=6x2—2x+3.

‘ ® | a dérivée d'une somme est la somme des dérivées. Comme soustraire, c'est
ajouter l'opposé, la dérivée d'une différence est la différence des dérivées.

® Revoir les formules des dérivées des fonctions usuelles

n CALCULS DE FONCTIONS DERIVEES | * | 10 min | » P. 56 |
Pour chaque fonction f, calculer f(x).
1. f(x)=5x2-3x+2. 2. f(x)=502x+3)*.
2 +3 - x+3
fl)== 4. fl)=——.
x“=5

‘ Revoir les formules des dérivées des fonctions usuelles et le savoir-faire 1.

ETUDE DU SIGNE DE FONCTIONS DERIVEES | * | 20 min | » P. 57 |

Pour chaque fonction f, calculer f”(x), puis étudier le signe de f”(x) selon les
valeurs de x.

1. f(x)=5x2-3x+2. 2. f(x)=(2x+3)%
=2 4-f(x)=L_2f-

‘ 2. Utiliser la formule avec u”.

3. et 4. Il est plus simple d’étudier le signe de la dérivée en gardant le dénomina-
teur sous forme d'un carré : il suffit alors d’étudier le signe du numérateur.
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ETUDE DU SENS DE VARIATION DE FONCTIONS | * | 20 min | » P. 58 |

Pour chaque fonction f, calculer f” et donner ses variations sur I.
1. f(x)=x2-6x+3;1=R. 2. f(x)=x3+3x2-9x ; I=R.

3p0=53 =] 3l af=A R

‘ Le sens de variation d'une fonction s’obtient en étudiant le signe de la fonction
dérivée.
Revoir le savoir-faire 2.

B DETERMINER L’EQUATION D’'UNE TANGENTE | * | 10 min | » P. 59 |

Déterminer une équation de la tangente a la représentation graphique de f'au point
d’abscisse a.

1. f(x)=x2+5x+3eta=-3. 2. f(x)— peta= 0.

3. f(x)=x+4 eta=5.

‘ Revoir le savoir-faire 3.

ﬂ VALEURS INTERMEDIAIRES | % | 10 min | » p. 59 |

Dans les deux cas suivants :

a. calculer f(2) et f(-2);

b. justifier I’existence d’au moins une solution a I’équation f (x)=1 ;

c. déterminer a ’aide d’une calculatrice graphique le nombre de solutions de
f(x)=1dans[-2;2];

d. déterminer, par le calcul, ces solutions.

1. f(x)=5;_:_32. 2. f(x)=x3 —3x+1.

‘ b. Ne pas oublier de préciser la continuité des fonctions et utiliser le premier
théoréme des valeurs intermédiaires.
c. Les solutions de f(x) =1 sont les abscisses des points d'intersection de €, et de
la droite d’équation y =1.
d. Pour la seconde fonction, on pourra factoriser pour trouver la solution.
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EXISTENCE D’UNE SOLUTION UNIQUE
A UNE EQUATION | % | 10 min | » P. 60 |

On considere I’équation (E): x3 +2x2 +5x+1=0.

1. Soit fla fonction définie sur R par f(x)=x3 +2x? +5x+1.

a. Déterminer f”(x).

b. Montrer que pour tout x réel, on a f”(x) > 0.

c. Que peut-on en déduire pour les variations de la fonction f ?

2. Apres avoir calculé f(—1) et f(1), montrer que 1’équation (E) admet une
unique solution dans R.

‘ 1. b. f’(x) étant un trindme, déterminer son discriminant pour obtenir son
signe.

2. Utiliser le second théoréme des valeurs intermédiaires sur [-1; 1] et vérifier que

(E) n'admet pas de solution dans |—eo;—1] ainsi que dans [1;+o].

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

E LECTURE GRAPHIQUE ET SENS DE VARIATION | %% | 15 min | » P. 60 |

Les courbes ci-dessous sont les représentations graphiques respectives de deux
fonctions fet g définies sur R.

5 I 0 5 x

1. Résoudre graphiquement f (x) = g(x).
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2. Sachant que, pour tout réel x, on a f (x) = x3 —3x + 4 et g(x) = x + 4, retrou-
ver par calcul les solutions de f(x) = g(x).

3. a. Par lecture graphique, donner les variations de la fonction f.

b. Retrouver ces variations par le calcul.

‘ 1. Les solutions de f(x) = g(x) sont des valeurs de x, donc des abscisses.

n ETUDE DE FONCTION

ET PROBLEME ECONOMIQUE | %% | 40 min | » P. 61 |
Partie A
Soit f1a fonction définie sur [0 ; 3[ par :
3(3x-5)
f(x) - x—3 .

On désigne par € la représentation graphique de f dans un repere orthogonal
(unités graphiques : 2 cm en abscisses, 1 cm en ordonnées).
1. a. Calculer f’(x) pour tout x de [0;3].
b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
2. Faire une construction soignée de €.
3. Représenter graphiquement la parabole % d’équation y = x2, pour 0 < x < 3.
4. a. Par lecture graphique, dénombrer les solutions de I’équation :
(D fx)=x2
b. Indiquer une valeur approchée a 0,1 pres de la solution o de (1) comprise dans

[0;3].

Partie B
Une entreprise fabrique des chaises. Elle peut fabriquer jusqu’a 3 000 chaises par
mois.
Une étude de marché a montré que le bénéfice escompté pouvait étre modélisé
par la fonction 4 définie sur [0 ; 3] par :
h(x)=-x3+3x2+9x-5,

ol x est le nombre de chaises fabriquées en milliers et /(x) le bénéficie mensuel
en milliers d’euros.
1. Montrer que 1’équation (1) équivaut a :

) —x3+3x2+9x-15=0.
2. Déterminer, a I’aide de la partie A, la production a une centaine de chaises
pres qui permet a I’entreprise de réaliser un bénéfice mensuel de 10 000 euros.

‘ 2. et 3. Dresser un tableau de valeurs avant de réaliser une courbe.
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TANGENTE A UNE COURBE | %% | 20 min | » P. 63 |

La courbe € ci-dessous est la représentation graphique d’une fonction f définie
sur R.

€

-5

1. Résoudre graphiquement 1’équation f”(x)=0.

2. La tangente T a la courbe € au point A (4 ; 4) passe par B(2; —2).

a. Déterminer f”(4).

x4 —4x3 —8x? +48x
16

b. La fonction f est définie sur R par f(x)=

Retrouver par le calcul la valeur de f”(4).
3. Donner une équation de T.

‘ f’(a) est le coefficient directeur de la tangente a € au point d’abscisse a.

BENEFICE MAXIMAL | ** | 80 min | » P. 63 |

Partie A
Soit la fonction C définie sur [0 ; 300] par :

3
C(x)= ’3‘—0—15x2 +2500x.

1. a. Calculer C’(x), ou C” désigne la fonction dérivée de C.

@
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b. Etablir le tableau des variations de C” sur [0 ; 300] et en déduire son signe.
2. On rapporte le plan a un repere orthogonal (unités graphiques : 1 cm pour
20 unités sur I’axe des abscisses et 1 cm pour 30 000 unités sur I’axe des ordon-
nées).

On note € la courbe représentative de C.

On note A le point de € d’abscisse 150.

a. Déterminer une équation de T la tangente a € en A.

** % |, A I'aide des variations de C”, préciser la position de € par rapport & T.
3. Représenter graphiquement € et T.

Partie B
Pour une entreprise E dont la production peut varier de 0 a 300 unités, le colit
total de fabrication de x unités est donné par la fonction :

C(x)= %;& —15x2 +2 500x.

On appelle colit marginal la dépense occasionnée par la production d’un objet
supplémentaire ; on choisit comme modélisation de ce colit marginal
C,, (x)=C"(x).

On suppose que I’entreprise est en situation de monopole, ce qui a pour effet que
la demande est uniquement fonction du prix. La relation liant prix de vente uni-
taire p et demande x (en unités) est :

p(x)z_T45x+2750

(autrement dit, quand x objets sont vendus, chacun I’est au prix p(x)).

1. Calculer la recette totale R (x) pour la vente de x objets.

2. On appelle recette marginale I’augmentation de recette procurée par la vente
d’un objet supplémentaire ; on modélise cette recette marginale par 7, (x) = R’(x)
ou R’ est la fonction dérivée de R.

Pour quelle valeur de x la recette marginale est-elle égale au colit marginal ?

3. Montrer que le bénéfice pour la fabrication et la vente de x unités est donné
par :

= ;—0x3 + %sz +250x.

4. a. Calculer B’(x) ou B’ désigne la fonction dérivée de B.

* % |, En déduire que le bénéfice est maximal quand la recette marginale est

égale au colit marginal. Que vaut ce bénéfice maximal ?

B(x)

‘ Partie A 2. b. Pour étudier la position de T par rapport a €, on étudiera le signe
de h(x)=C(x)—(250x+112500).
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BENEFICE MAXIMAL | %% | 45 min | » P. 66 |

Une entreprise achéte une machine 30 000 €.
Elle peut la revendre au bout de ¢ années au prix de :
30

0=55i11

ou 7 est exprimé en années et v (¢) en milliers d’euros (en abrégé k€).

1. a. Quelle est sa valeur de revente au bout de 4 ans ?

b. Au bout de combien d’années la machine aura-t-elle perdu la moitié de sa

valeur a I’achat ?

c. La différence, exprimée en k€, entre le prix d’achat de la machine et son prix

de revente au bout de 7 années est : D (1) =30 —v(¢).

Montrer que D est une fonction croissante sur 'intervalle [0 ; 8].

2. On peut exprimer le cofit total d’entretien en k€, pour une durée de ¢ années

d’utilisation, par :

pour 0 <7 =<8,

E(t)=0,5¢.
Calculer E’(¢) et prouver que E est une fonction croissante sur [0 ; 8].
3. a. Justifier que le codt total d’usage (en k€) de cette machine est :
_ 30 2

fO)_3O_05t+1+05t'
b. Déduire des questions précédentes le sens de variation de fsur [0 ; 8].
c. Tracer la courbe représentative I" de f, dans un plan muni d’un repere rectan-
gulaire d’origine O avec pour unités : 2 cm pour une année sur I’axe des abscisses
et 1 cm pour 8 k€ sur I’axe des ordonnées.
On pourra utiliser les valeurs approchées suivantes :

1 2 3 4 5 6 7 8
105 | 17 | 225 | 28 | 339 | 405 | 478 | 56

4. Le colt moyen d’utilisation, en k€, au bout de ¢ années est égal a :
13
U(t)=@ avec | <t <8.

a. Soit M le point de T" d’abscisse 7.

Montrer que U (7) est le coefficient directeur de la droite (OM).

b. Déterminer graphiquement la valeur de ¢ pour laquelle U () est minimale.

c. L’entreprise décide de revendre la machine quand le coiit moyen d’utilisation
est minimal.

On admet que cela correspond a r =5,7.

Calculer alors le colit moyen pour I’entreprise ainsi que le coit total (en k€).

‘ 3. b. Si deux fonctions ont les mémes variations sur un intervalle |, alors leur
somme a aussi les mémes variations sur |.
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RENTABILITE D'UNE ENTREPRISE | %% | 40 min | » P. 67 |

Une entreprise fabrique et commercialise un produit liquide en situation de
monopole. Elle peut donc modéliser son coiit moyen de production ainsi que son
prix de vente, afin de déterminer son seuil de rentabilité.

1. Etude du coiit moyen

Une étude a permis de modéliser le colit moyen de production par :

- 8
f(x)=0,5x+ o

Le colit moyen f (x) est exprimé en milliers d’euros et la quantité produite x en

hectolitres. On appelle € la courbe représentative de la fonction f dans un repere

orthonormé du plan (unité graphique : 1 cm).

a. Etudier les variations de fsur I'intervalle |0 ; + oo|.

b. Etudier la position relative de € par rapport 2 la droite & d’équation y = 0,5x.

c. Construire €, ainsi que &, en donnant un tableau de valeurs pour f.

2. Seuils de rentabilité pour I’entreprise

L’entreprise ne peut étre bénéficiaire que si le prix de vente de I’hectolitre est

supérieur au cofit moyen de fabrication.

Le prix de vente de ’hectolitre p(x) est fonction de la quantité x vendue :
p(x)=-0,8x+13,

o p(x) est exprimé en milliers d’euros et x en hectolitres.

a. On note & la représentation graphique de la fonction p.

Tracer 2 dans le méme repere que €.

b. Déterminer graphiquement dans quel intervalle doit se situer la production x

pour que I’entreprise soit bénéficiaire.

c. Retrouver le résultat précédent par le calcul. (On pourra se ramener a une iné-

quation du second degré.)

‘ 1. b. Pour étudier la position de la courbe € par rapport a la droite & , il faut
étudier le signe de f(x)—0,5x.

PROBLEME D’OPTIMISATION kx| 30 min | » P. 69 |

Un fabricant de briques de jus de fruit décide de produire des emballages en
carton de forme parallélépipédique de contenance 1 L, soit 1 dm?. La base est un
rectangle de largeur [ = x (I'unité est le dm) et de profondeur L. La hauteur de la
brique est 4 et on souhaite avoir 2 =4x. On note A I’aire totale des six faces de
la brique.

1
1. a. Montrer que L = —.
d 4x2
b. Exprimer A en fonction de x.
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2. On considere la fonction f définie sur |0 ; + oo [ par :
5

f(x)=8x2+ B

a. Déterminer f”(x) et étudier son signe sur |0 ; + oo].

b. Dresser le tableau des variations de f.

c. Représenter f dans un repere orthogonal en prenant 10 cm pour une unité en

abscisses et 1 cm pour 2 unités en ordonnées.

3. Pour des raisons économiques, I’aire A doit étre minimale.

Quelles sont les dimensions des briques que le fabricant va produire ?

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

RENTABILITE D'UNE ENTREPRISE Xk *| 25 min | » P. 70 |
Partie A
On donne la fonction f définie sur [0 ; 1] par :
_ X
f)= x+1

1. Etudier le sens de variation de f. Dresser son tableau de variations.
2. Démontrer que : . .
i <x<-— 1 < <.
si 0<x o alors 0< f(x) 7

Partie B

On souhaite étudier les variations de volume d’essence que 1’on peut acheter avec
une somme fixe en fonction des variations du prix du carburant.

1. a. Le prix d’un litre d’essence est p (p est exprimé en euros).

Quel est le volume de carburant V; acheté pour 100 € ?

b. Le prix de I’essence a augmenté de 25 % par rapport a p. Quel est le volume
V, acheté pour 100 € ?

Vi . S
c. Calculer V—l et vérifier que le pourcentage de diminution de volume du carbu-
2

rant acheté est 20 %.
2. Plus généralement, démontrer qu’a dépense constante, si le prix augmente de
t % alors le volume baisse de n % avec :
100¢
n= .
100 +¢

®
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t _n
m et y= m .
Exprimer y en fonction de x.
4. A-t-on raison de dire « A dépense constante, pour une augmentation du prix de
I’essence inférieure a 10 %, la diminution du volume de carburant acheté en
résultant est inférieure a 10 % » ?

Justifier la réponse.

3. On pose x =

RESOLUTION D’'UN PROBLEME DE GEOMETRIE _[*%%| 30 min | » P. 71 |

Les deux extrémités A et B d’une barre de longueur 10 cm coulissent respective-
ment le long de deux axes [Ox) et [Oy) perpendiculaires.
On note x la longueur OA.

Y

B

Oj
A X

1. Dans quel intervalle x varie-t-il ?

2. a. Exprimer OB en fonction de x.

b. On note p le périmetre de OAB.

Exprimer p en fonction de x.

3. Soit f1a fonction définie sur [0; 10] par £ (x)=x +10++/100 — x2.
a. Calculer f/(x).

b. Etudier le signe de f”(x) selon les valeurs de x.

c. Dresser le tableau des variations de f.

d. Représenter graphiquement f dans un repere orthogonal avec comme unités
1 cm pour une unité en abscisses et 1 cm pour deux unités en ordonnées.
4. Que vaut au maximum le périmetre de OAB ?

Pour quelle valeur de x ce périmetre est-il maximal ?

Préciser alors la nature de OAB.
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ALGORITHMIQUE Pkx*| 30 min | » P. 73 |

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle 1.

Soit a et b deux réels de 1 avec a <b tels que f(a) et f(b) soient de signes
contraires.

Il existe un réel ¢ dans [a ; b] tel que f(c) =0.

On désire trouver un encadrement de ¢ dont I’amplitude est inférieure a une pré-

cision e. Pour cela, on applique 1’algorithme suivant :

(1) On calcule I’'image de a ; b par f.

a+b
2

a+b

, sinon on

(2) Si £ (a) et f(

A . a+b
sont de méme signe, on remplace a par

remplace b par
(3) Tant que la différence b — a est supérieure a e, on recommence a 1’étape (1).

Partie A

Soit f1a fonction définie sur R par f(x)= x> + 2x — 4. Elle est dérivable sur R.
1. a. Calculer £ (1) et f(2).

b. Que peut-on en conclure ?

2.0n pose a =1 et b=2. On cherche un encadrement d’amplitude inférieure a
0,01 de la solution & I’équation f (x)=0 sur [1;2].

a. e Calculer ¢ ; b, puis f(a ; b).

o fla)et f (a ; b) ont-ils le méme signe ?

+b

?

© Quel nombre @ ou b remplace-t-on par a

* Quel est le nouvel intervalle [a ; b] ? Quelle est son amplitude ?
b. Recommencer la question a jusqu’a avoir une amplitude inférieure a 0,01.

Partie B

1. a. En utilisant Y, pour stocker la fonction, €crire un programme sur calcula-
trice qui demande les valeurs a, b et 1a précision e et qui donne les valeurs finales
deaetb.

b. Retrouver le résultat de la partie A avec le programme.

2. Utiliser le programme pour trouver un encadrement d’amplitude 0,000 1 de la
solution de x2 —5—+/x = 0 dans I'intervalle [0 ; 10].

®
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CONTROLE

ETUDE D'UNE FONCTION | ** | 50 min | » P. 74 |

Soit f la fonction définie sur [0 ; 4] par :
1
f@)=5(x* —6x? +9x+3).

Soit € sa courbe représentative dans un repere orthonormé (unité graphique :
2 cm).

1. Calculer f”(x).

2. Etudier les variations de fsur [0 ; 4].

3. a. Préciser les ordonnées des points A, B, D, E et F de € d’abscisses res-
pectives 0, 1, 2, 3 et 4.

b. Montrer que les tangentes a € en B et en E sont horizontales.

c. Déterminer une équation de la tangente a € en D.

4. Dresser le tableau de variations de f.

5. Représenter f et ses tangentes en B, en D et en E.

6. Déterminer graphiquement le nombre de solutions a I’équation f(x)=3
dans I’intervalle [0 ; 4].

7. a. Tracer sur le repere précédent la droite A d’équation y = 0,5 (x + 3).

b. Résoudre graphiquement I’inéquation f (x) < 0,5(x + 3) dans [0; 4].

8. La fonction f est la dérivée d’une fonction g définie sur [0 ; 4].

Donner et justifier le sens de variation de g.

CALCUL DE DERIVEES | ** | 20 min | » P. 76 |

Déterminer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :
1. f(x)=—16x+5.

2. g(x)=—3x2+5x 2.

3. h(x):%x3—2x2—4x—1.
4. k(x)=-3x(-x+1).
5.0(x)=(x=3)(-2x+5).

6. m(x)=— 2)c(x3 —5x2).

‘ 4., 5. et 6. Développer avant de dériver.
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EX4] ETupE D'UNE FONCTION RATIONNELLE | ** | 25 min | » P. 76 |
Soit f1a fonction définie pour tout réel x différent de — 1 et de 2 par :
—3x+3
H)=————
f)=m—=
1. Montrer que pour tout x différent de — 1 et de 2, on a :
-1 2
F()= x—2 x+1

2. a. Calculer f”(x) pour tout x différent de — 1 et de 2.
b. Dresser le tableau des variations de f.

3. Soit € la courbe représentative de f. Calculer les coordonnées des points
d’intersection de € avec les deux axes, ainsi qu’avec la droite d’équation

y=1,2.

4. Reproduire et compléter le tableau de valeurs suivant en arrondissant si

nécessaire au dixieme.

X -5|-4|-3|-2([-15|-05| 0 1 15]125]| 3

f(x)

5. Dans un repére orthonormé, représenter €.

@
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CORRIGES

DERIVEES DE SOMMES

(x)=2x+3. f/(x)=2x1+0, soit f"(x)=2.

(x) =3x2. f7(x) =3 x2x, soit f'(x)=6x.

(x)=x3 =5x. f'(x)=3x2=5x1, soit f’'(x)=3x2-5.
(

f
- f
f
f(x)=6x2=2x+3. f/(x)=6x2x-2x1+0, soit f'(x)=12x—2.

1

2

3.

4

‘ Les constantes multiplicatives sont conservées en dérivant. Les constantes
additives donnent 0 en dérivant.

[ 2] cALCULS DE FONCTIONS DERIVEES
1. f(x)=5x>-3x+2.
f(x)=5%2x-3x1+0,soit f'(x)=10x—3.

2. f(x)=52x+3)*.
F(x)=5x4x2x(2x+3)°, soit f7(x)=40(2x +3)>.

" uv—w’
3. f( )_ (V) V2 .
Pour u(x)=2x+3, onau’(x)=2 etpour v(x)=x—1,onav’(x)=1.
L 2(x=D—(2x+3)x1 . . ., -5
Donc f’(x) = (x ()x—(l)xz ) . Soit f’(x) = G

’
(g) _uv—uw’
1% v2 '

Pour u(x)=—x+3,onau’(x)=—1etpour v(x)=x>-5,0nav’(x)=2x.

4.f(x)=;'2xj3

—1()c2 —5)—(—x+3)><2x

Donc f’(x) =
(x2-3)°
B —x24+5+2x%2 —6x
(2 ~5)"
. 2_6x+5
Soit f'(x)= XZ0XES
(x2-5)°

4

3. et 4. Identifier u(x) et v(x), puis calculer u’(x) et v’(x) avant de commencer les
calculs.

2. Ne pas oublier de facteurs dans (ku”)/ =knu'u"-",
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ETUDE DU SIGNE DE FONCTIONS DERIVEES

1.Pour f(x)=5x2-3x+2,0ona f'(x)=5x2x-3x1+0=10x - 3.
ff(x)=010x-3=0<10x =3 < x=0,3.

[’ (x) est positive sur [0,3 g +o<>[ et négative sur ]—oo g 0,3].

2. f(x)=(2x+3)*. On utilise (u"), =nu'u"! avec n=2, u(x)=2x+3 et
u' (x)=2.

F7(x)=2x2x(2x+3), soit £/(x)=8x+12.
ff(X)=08x+12=208x=-12< x=-1,5.

f’(x) est positive sur [— 1,5; +oo[ et négative sur ]—oo g —1,5].

3. f(x)= 2;_-'_ 13 n’existe pas pour x =1 (valeur qui annule le dénominateur).
=)= -5
Onaf'(x)=2(x 1) (2)c2+3)><1= -
(x=1) (x=1)

Le dénominateur étant un carré, il est positif. /7 (x) est donc du méme signe que le

numérateur. f”(x) est strictement négative sur ]— N 1[ et sur ] 1;+00 [ .

4. f(x)= _;2;_24’15 n’existe pas pour x = 2 et pour x = —2 (valeurs qui annulent le

4 ’ ’

. . e (u u'v—uv
dénominateur). On utilise (—) =——
v v

Pour u(x)=—x+2,5,0onau’(x)=—1etpour v(x)=x>—4,onav’ (x)=2x.

Ona:

Fx)=" 1(x2—4)—(-x+2,5)x2x  —x2+4+2x2—5x 2 _5x+4
(2 -y (@1 4P

Le dénominateur étant un carré, il est positif.

£’ (x) est donc du méme signe que le numérateur x2 — 5x + 4.

A=b2—dac=(-5) —4x1x4=9.

—b+\/X_5+3_4etx _—b—\/X_5_3_1
2a o2 7 2= 2a -2 T

Il'y a deux racines : x| =

x2 —5x + 4 est toujours positif sauf entre ses racines 1 et 3.

S’ (x) est strictement positive sur |—co 5 —2 [, sur |-2;1[ et sur |3 ;+o|.
S’ (x) est nulle en 1 et en 3.

S’ (x) est strictement négative sur |1;2[ et sur |2;3][.

‘ 1. et 2. On cherche quand la dérivée est positive et on déduit quand elle est
négative.
3. et 4. On commence par déterminer les valeurs interdites, celles qui annulent le
dénominateur.
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ETUDE DU SENS DE VARIATION DE FONCTIONS

1. Pour f(x)=x2-6x+3,0ona f’(x)=2x—6.
fX)=02x-6=02x=6< x =3.

[ est croissante sur [3; +o[ et f est décroissante sur |—oo ; 3].
2. Pour f(x)=x3+3x2-9x,0na f’(x)=3x2 +6x-09.

Pour 3x2 +6x—9,0na A =b% —4ac =6 —4x3x(-9)=144.

Ona A >0, donc 3x2 + 6x — 9 admet deux racines.

b+ A —6+12 —b—JA -6-12 ;
T T2 TG 2¢ 6 7

=1Ctx2=

3x% +6x — 9 est positif sauf entre les racines —3 et 1.
S est croissante sur |—oo ; —3] et sur [1; +oo|[ et f est décroissante sur [—3 ; 1].

3. Pour f(x) =2 ﬁ) _uwv-w’

+3 vl T 2

Pour u(x)=x—5,0onau’(x)=1etpour v(x)=x+3,onav’'(x)=1.
1x+3)-(x-5x1 8

S @3 (k43

Sur |—co; =3[, ona f’(x) >0 et f est strictement croissante sur |—co ; — 3.

, on utilise (

Ona: f/(x)

x+3 _uv—uw’

4. Pour f(x)= , on utilise (Z) =
f( ) x2+x+3 % 2

v
Pour u(x)=x+3,onau’(x)=1et pour v(x)=x2+x+3,0onav’ (x)=2x+1.
Ona:

1(x? +x+3)—(x+3) (2x +1) _x2+x+3-2x2—x—6x-3

f(x)=
(x2 +x-+—3)2 (x2 +x+3)2
—x2—6x
- (x2+x+3)2 .

Le dénominateur étant un carré, il est positif. f7(x) est donc du méme signe que le
numérateur — x> — 6.x, ¢’est-a-dire le méme signe que — x (x + 6).

x — oo -6 0 + o0
—x + v 0 _
xX+6 - (I) + +
) -0+ 0 -

f décroit sur |—co ; —6] et sur [0 ; +oo[. fcroit sur [-6;0].

‘ 4. On peut aussi utiliser la regle sur le signe d'un trindme comme a la ques-
tion 2.
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E] DETERMINER L’EQUATION D’'UNE TANGENTE

1. Pour f(x)=x2+5x+3,0ona f’(x)=2x+5.

Comme a=-3,0na:

f(=3)=2%x(-3)+5=—1 et f(-3)=(-3)*+5%x(-3)+3=-3.
On utilise comme équation de la tangente y = [ (a)(x — a) + f (a).
Ici,ona:y=—1(x—(=3))+(-3), soit y=—x—6.

1 -1
2.Pour f(x)=——,ona f’(x)= :
X+l (x+1)
Comme a=0,ona:
-1 1
f )= =-let f(0)=—-=1.
0+1)* 0+1

On utilise comme équation de la tangente y = [ (a)(x — a) + f (a).
Ici,on a:
y=—1(x—0)+1,soit y=—x+1.

1

3.Pour f(x)=+x+4,0na f'(x)=———.
Comme a=5,0na:

1 1

"(5)= =—ct f(5)=5+4=3.
On utilise comme équation de la tangente y = [ (a)(x — a) + f ().
Ici,ona:

x+13
6 -

y=%(x—5)+3, soit y =

‘ On détermine f'(x), f’(a) et f(a) avant d’écrire une équation de la tangente.

[ 6 ] VALEURS INTERMEDIAIRES

_S5x+2
1. a. Avec f (x)= ~+3ona
_5X2+2 12 _5x(-2)+2 -8
fO=735 =524 & fE)=—7 7 =7}

b. fest continue sur [—2 ; 2] comme fonction rationnelle avec f(—2) <1< f(2).
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f (x) =1 admet au moins
une solution dans [-2; 2].

c. Graphiquement, la représentation graphique de f ne coupe qu’une seule fois la
droite d’équation y=1. L’équation f(x)=1 admet une unique solution dans
[-252].

d.f(x)=1<:>5;:32 =1<:>5x+2=x+3<:>4x=1<:>x=%.

La solution de I’équation f (x)=1 est 0,25.
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2.a.Avec f(x)=x3-3x+1l,ona:

f(2)=23-3x2+1=3 et )‘(—2):(—2)3 -3x(=2)+1=-1.

b. fest continue sur [—2 ; 2] comme fonction polynéme avec f (-2) <1< f(2).
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f (x) =1 admet au moins
une solution dans [-2; 2].

c. Graphiquement, la représentation graphique de f coupe trois fois la droite d’équa-
tion y = 1. L’équation f (x) =1 admet trois solutions dans [-2; 2].
dfx)=lex®-3x+l=1lex’-3x=0x(x2-3)=0

= x(x—\/g)(x+\/§)= 0.

Les solutions de ’équation f (x)=1 sont 0, \/3 et —/3.

‘ Le premier théoréme des valeurs intermédiaires qui n'utilise que la continuité
permet de prouver l'existence d’au moins une solution, mais il ne permet pas de
connaitre le nombre de solutions.

EXISTENCE D’UNE SOLUTION UNIQUE A UNE EQUATION

1. a. Pour tout réel x, on a f’(x) = 3x2 +4x +5.

b.Pour 3x2 +4x+5,ona A=b2—4dac=42 —4x3x5=—44.

Comme A <0, 3x2+4x+5 est toujours strictement positif, ¢’est-a-dire que pour
tout x réel, ona f’(x)> 0.

c. La fonction f est strictement croissante sur R.

2.0na f(-1)=(=1)’ +2x(-1)> +5x (1) +1=-3

et f()=1 +2x12+5x1+1=9.

On a f continue et strictement croissante sur [—1; 1] avec f(—1) <0 < f(1).
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f (x) =0, c’est-a-dire
1’équation (E), admet une unique solution dans [ 1; 1].

De plus, comme f croit sur R avec f(—1)=-3,si x <—1, alors f (x) < f(-1), soit
flx)<-3.

L’équation f (x) =0 n’admet pas de solution dans |—oco; —1].

De plus, comme f croit sur R avec f(1)=9, si x>1, alors f(x)> f(1), soit
fx)>09.

L’équation f (x) = 0 n’admet pas de solution dans [1; +oo[.
L’équation (E) admet donc une unique solution dans R.

LECTURE GRAPHIQUE ET SENS DE VARIATION
1. Graphiquement les solutions de f (x) = g (x) sont les abscisses des points d’inter-
section de <€f et de Cég. On adonc S = {—2;0 2 2}.

2.f(x)=gx)ox?-3x+d=x+4o P -dx=0x(x2-4)=0
S x(x-2)(x+2)=0.
Onabien: S ={-2;0;2}.
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3. a. Par lecture graphique, la fonction f croit sur ]— oo} —1], décroit sur [—1 2 1]
et croit sur [1 H +oo[.

b. Pour tout réel x, on a f”(x)=3x2 =3 =3(x—1)(x +1).

S (x) possede deux racines 1 et —1. Donc f’(x) est positive sauf entre ses deux
racines.

S croit sur |—oo ; —1], décroit sur [-1; 1] et croit sur [1;+oo].

‘ 3. b. Un trinéme ax? +bx+c est du signe de a sauf entre ses racines si elles
existent.

[ 9 ] ETUDE D'UNE FONCTION ET PROBLEME ECONOMIQUE
Partie A

3(3x—5 ! v —uy’
1. a. Pour f (x)=L, on utilise (Z) SR AL
x=3 v 2

v
Pour u(x) =9x—15,ona u’(x)=9 et pour v(x)=x—3,0nav’(x)=1.

_9(x=3)-(Ox-15x1 _9x-27-9x+15

Ona: f/(x) ,
(x=3)? (x=3)?
()= —

soit f’(x) = .

(x-3)°
b. Pour tout réel de [0; 3[, ona f’(x) <0 donc f décroit strictement sur [0 ; 3[.

x 0 3
5
Sfx)

2. Voir la figure page suivante.

X 0 0,5 1 1,5 2 2,5
f(x) 5 4,2 g 1 -3 [ =15

3. Voir la figure page suivante.

X 0 0,5 1 1,5 2 2,5
x2 0 0,25 1 2,25 4 6,25

4. a. Par lecture graphique, la courbe € et la parabole % ont un seul point en
commun. Donc 1’équation f (x) = x> admet une unique solution.
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b. Par lecture graphique, la solution o est comprise entre 1 et 1,5.

X 1 11 1,2 1,3 1,4 1,5

fx)-x2 | 2 | 147 | 089 | 025 |-046|-1,25

On a donc 1,3 comme valeur approchée de o a 0,1 pres.

yll

A4

‘ 4. b. Ne sachant pas résoudre ['équation f(x)= x2, on procéde en cherchant la
valeur qui annule f(x)— x2 par essais avec des valeurs comprises entre 1 et 1,5.

Partie B
1. Pour x dans [0 ; 3[, on a x —3 non nul et :
(1)@%”2 ©9x—15=x2 (x—3) & 9x—15=x3 —3x2

& -x3+3x2+9x-15=0.
2. On veut un bénéfice de 10 milliers d’euros, soit /(x) =10 avec x dans [0 ; 3[.
Or,ona:
h(x)=10 -3 +3x2+9x-5=10 —x3 +3x2 + 9x - 15=0 & (1).
D’apres la partie A, la solution est .
11 faut fabriquer 1 300 chaises par mois, a une centaine pres, pour réaliser un bénéfice
mensuel de 10 000 euros.
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TANGENTE A UNE COURBE

1. Résoudre graphiquement I’équation f”(x)= 0, c’est déterminer les abscisses des
points en lesquels le coefficient directeur de la tangente est nul, c’est-a-dire en les-
quels la tangente est parallele a ’axe des abscisses. S = {— 2;2; 3}.

2. a. f”(4) est le coefficient directeur de T la tangente & 6 au point A d’abscisse 4.
T passe par A (4 ; 4) et par B(2; —2). Son coefficient directeur est :

On a donc f”(4) = 3.
x* —4x3 —8x% +48x

4x3 —12x2 —16x + 48

b.Ona f(x)= 16 BRI o
3 _ 2 _
o)< x4 12><41té 16 x 4 + 48 ;‘g On a bien f’(4)=3.

3. On utilise comme équation de la tangente y = f’(a)(x —a) + f(a) avec a =4,
f/(4)=3et f(4) =4, ordonnée du point A.
Ici,ona: y=3(x—4)+4,soit y=3x —8 comme équation de 7.

‘ 1. f’(a)=0 : la tangente au point d'abscisse a est donc parallele a 'axe des
abscisses.
2. a. Le coefficient directeur d’une droite (AB) est ZB— ZA
Xg —Xa

b. Il serait maladroit de considérer f(x) comme le quotient de deux fonctions.

IL faut considérer f(x) comme le produit de x* —4x3 —8x2 + 48x par iy

16°

BENEFICE MAXIMAL
Partie A
1. a. Pour tout x de [0 ; 300], on a C (x) = %x 1542 +2 500x.
Donc : C’(x) = % x3x2 —15%2x +2 500, soit C’(x) = 0,1x2 — 30x + 2 500.
b. C” est dérivable sur [0 ; 300] avec C” (x) = 0,2x — 30.
C”(1)>060,2x-30>0 & 0, 2x>30<:>x>%<:>x>150
C’ est donc croissante sur [150 ; 300] et décroissante sur [0 ; 150].

x 0 150 300

2 500 2 500
') \ /
250

C’ admet en 150 un minimum positif, donc C’(x) est positive sur [0 3 300].

®
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2. a. Une équation de T la tangente a 6 en A d’abscisse 150 est :
y=C’(150) (x = 150)+ C (150), soit y =250 (x — 150) + 150 000,

ou encore y = 250x + 112 500.

b. Soit A la fonction définie sur [0 ; 300] par : A (x) = C (x)— (250x + 112 500).
Sur [0;300], ona: A’ (x)=C’(x)-250.

Or, d’apres les variations de C’, on a C’(x)=250 sur [0 ; 300],

donc h’(x) = 0 sur [0 ; 300].

h’” ne s’annule que si C’(x) =250, donc si x =150.

h est strictement croissante sur [0 ; 300] avec A (150) = 0.

Si x appartient 2 [0; 150, on a /2 (x) < 0.

Si x appartient 2 [ 150 ; 300], on a A (x) > 0.

De plus, on a :

€ au-dessus de T < C(x) > y & C(x) >250x +112 500 < h(x) > 0.

On en conclut que si x > 150, € est au-dessus de 7 et que si x < 150, 6 est au-
dessous de 7.
3.

A

Y
24x10°

2,1x10°
1,8x 103
1,5x10°
1,2x10°
9% 10*
6x10*

3x10*

| | . 150 | | | >
0 40 80 120 160 200 240 280 x

Partie B
1. La recette totale R (x) est le produit du nombre d’objets vendus par le prix unitaire.

—45
R(x)=xp(x), soit R(x) = sz +2750x.
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2. Pour tout x de [0;300], ona r,, (x)=R’(x)= -t 2 750.

45
Ona:r,(x)=C,, (x)= Tx+2 750 =0,1x% —=30x +2 500

& 0,1x2 -18,75x-250=0.

A=b2—4dac =(~18,75)> =4 x 0,1 x (~250) = 451,5625.
11y a deux solutions :
b+ JA 18,75+.,[451,5625
e 0.2 =200
-b—JA 18,75-,[451,5625
2a 0,2
Seule x; appartient a [0 ; 300].
Pour x = 200, la recette marginale est égale au coiit marginal.
3. Pour x objets fabriqués et vendus, le bénéfice est la différence entre la recette et le
cofit.

et x2 = =_12,5.

Ona:
-45 , 1 4 5
B(x)=R(x)—C(x)=—8 x2 +2750x — T —15x2 +2500x].
: -1 75
- 3 19 2
801tB(x)—30x g X +250x.

4. a. Pour tout x de [0; 300], on a B’(x) = —0,1x2 +18,75x + 250.

b.Le signe de —0, 1x2 +18,75x + 250 qui admet deux racines x; =200 et
X, =—12,5 est donné par le tableau :

x — o ~12,5 200 o0
[
—0,1x2 + 18,75x + 250 - 0 + 0 -

On adonc B’(x) >0 sur [0;200] et B”(x) <0 sur |200 ; 300].
B atteint son maximum pour x =200, c’est-a-dire quand la recette marginale est
égale au colit marginal.

_ 3 2
B(200) = 23%0 o IO 8200 +250%200,

soit B(200) = 158 333,33 2 0,01 pres.
Le bénéfice maximal vaut 158 333 euros a un euro pres.

‘ Partie B 4. b. Un trindme ax2 +bx +c est du signe de a sauf entre ses racines
si elles existent.
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BENEFICE MAXIMAL

. __ 30 _
l.a.Ona.v(4)—0’5X4+1—10
La valeur de revente au bout de 4 ans est 10 k€, soit 10 000 €.
b.Ona:

_ 30 _
v(t)—15<:>0’5t+1—15

< 30=15(0,5¢+1)

<30=7,5t+15

< 15=17,5¢

15 _ _

@ﬁ—t@Z—t.

Au bout de 2 ans, la machine aura perdu la moitié de sa valeur a I’achat.
c. Pour tout 7 de [0 ; 8], on a:

—30-_30
b0)=30-5517
_30(0,5¢+1)—30
a 0,5t+1 ‘
. 15t
Soit D (r) = 05T
On a donc D' (1) = 15(0,5t+1)—152t><0,5
(0,5¢+1)
__ 15
(0,5¢+1)*

Sur [0; 8], on a donc D’(£) > 0. D est une fonction croissante sur I’intervalle
[0;8].
2.Sur [0;8],0ona E’(f)=0,5% 2¢. Donc E’(x) = 0.
E est une fonction croissante sur [0 3 8].
3. a. Le cott total d’usage de cette machine est le prix d’achat augmenté du cofit
d’entretien et diminué de la valeur de la revente.
. 30

On a bien : f(f) =30 - +0,5t2.

na bien : £ ) 0,50 +1
b.Onaaussi f(t)=D(r)+ E(t).
fest la somme de deux fonctions croissantes sur [0 ; 8], donc f est croissante sur
[0;8].
c. La figure (page suivante) n’est pas en vraie grandeur.
4. a. M le point de T d’abscisse ¢ a pour ordonnée f (7).

: . - t
Le coefficient directeur de (OM) est IM~Yo _ f—()
xM - xO t

U () est le coefficient directeur de la droite (OM).
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b. Graphiquement U (¢) est minimale pour ¢ = 5,7 2 0,1 pres.

y
50

40 M
30
20

10

o 1 2 3 4 5 6 7 t

5,7 . .
c. Avec t = 5,7, le colit moyen est U (5,7) = %, soit environ 6,746.
Le coit moyen est alors 6,746 K€, soit 6 746 €.

Et le cofit total est f(5,7), soit 38,453 k€ ou 38 453 €.

‘ 4.b. U(t) est minimal quand le coefficient directeur de (OM) est minimal, c’est-
a-dire quand la droite (OM) est le moins « incliné » possible.

RENTABILITE D’'UNE ENTREPRISE

p 8
1.a.Sur ]0;+e[,ona f (x)=0,5—x—2.

f’(x)=0<:>0,5—)%=0<:>0,5=x%
=0,5x2=8<x2=16
& x =4 (car x >0).
f’(x)>0<:>0,5—x%>0<:>0,5>x%
©0,5x2>8=x2>16
< x >4 (car x >0).
feroit sur [4;+co[ et fdécroit sur |0;4].
b. Pour tout x de |0 ; +e[,0ona:

)= =G =) S
X X

Comme ona x>0,ona f(x)—y>0
% est toujours au-dessus de la droite 9.

®
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f(x) |1625| 85 5 4,17 4 4,1 4,64 | 58

y
At
107
5..
I
¢ 5 10 15 20 x

2. a. La fonction p étant affine, sa représentation graphique % est une droite.
b. Graphiquement I’entreprise est bénéficiaire quand la droite % est au-dessus de la
courbe €.

c.Ona:

p(x)= f(x) ©-0,8x+13= 0,5x+%

< —0,8x2+13x=0,5x2 +8 (car x >0)
= —1,3x2+13x-8=0.
On étudie le signe de —1,3x2 +13x—8 :

A=b%—4ac=13% —4x(-1,3)x(-8)=127,4.
Il'y a deux racines :

b+ A -13+[1274

X a = 2><(—1,3) ,soit x; =0,7 a 0,1 pres
-b-JA -13-1274 . .
et x, = = , soit x, =9,3 20,1 pres.
2a 2x(-1,3)

—1,3x% +13x — 8 est positif ou nul sur [x; ; x, ].
On en déduit que I’entreprise est bénéficiaire pour une production comprise dans
[0,759,3].
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PROBLEME D’OPTIMISATION

1..0naV =IXLxh,soit1=xXLx4x.Onabien L= 7.
x
b. Les faces opposées sont deux a deux de méme dimension.

OnaA=IxXLx2+Ixhx2+Lxhx2=s+8:2 +2.
On adonc A = 8x2 + >,
2x
2.a. Pourtoutxde]O;+oo[,onaf’(x)=8><2x+§><_—21.
x
32x3-5
O ‘(x)="—"-—.
na f’(x) 222
F()>0032:3-5>0 3 >

32
1

Sy > (1)3 (car la fonction x > x3 est strictement croissante sur R)

32
< x>0,5386.
Onaaussi f/(x) <0< x<0,5386.
b.
X 0 0,5386 + oo
1) - 0 +

f&) \ /
(0,5386)

Ona: f(0,538 6)=6,962.
c. La figure n’est pas en vraie grandeur.

y

10

6,962

(6] 0,2 0,4 0,5386 0,6 0,8 1 X

®
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3. La fonction f correspond a I’aire du carton nécessaire pour réaliser une brique.
Cette aire est donc minimale quand f est minimale, ¢’est-a-dire pour x = 0,539.
La largeur de la brique est donc x, soit environ 0,539 dm.

La hauteur de la brique est donc 4x, soit environ 2,156 dm.

La profondeur de la brique est — s g 50 soit environ 0,861 dm.

RENTABILITE D’'UNE ENTREPRISE

Partie A
1. Sur [0; 1], onaf(x)—m
1 1)- 1
Donc f”(x)= (+1) ;X S 7
(x+1) (x+1)

Pour tout x de [0; 1], on a f”(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur [0 8 1].

X 0 1

0,5
fo) /
0

2. f étant strictement croissante sur [0 ; 1] :

si0<x<%,alorsonaf(0)<f(x)<f(%)

1
1 10 _10_1_10_
avecf(lo) _ﬂ_ X—==

. 1 1
Onabwn,sn0<x<ﬁ,alorsonaﬂ<f(x)<ﬁ.

Partie B
1.2.0na V;p=100, donc V; = 120

b. Augmenter le prix de 25 % revient a le multiplier par (1 + @) soit par 1,25.

Le prix de I’essence est donc 1,25p.
OnaV, x1,25p =100.

Donc V, = 100, ou encore V, = 80

1,25p
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80
Va_op _80 r Vs
C. 7 _m = 100 , donc —= 2 =0,8.
p

On a donc V, =0,8V; =(1—2—10)V1.

Le volume du carburant acheté a bien diminué de 20 %.
2. Soit p le prix au litre et V le volume acheté.
Soit p” le prix apres une hausse de r % et V'’ le volume correspondant.

On veut : pV = p’V’ avec p’ = (1+L)

100
_100+¢.,, . ., 100
OnadoncV = 100 V,s01tV—100+t
C 100 . .. 100 .t . 100t
Avee: 00+~ L1 100+7 = T T00+¢ ' T 1000100+ 0"
. _100¢
Le volume baisse den%avecn—100+ 7
100t
_.n _100+¢_ 100 1 _ 100 ¢ _ 1 _t
S Y=100" 100 " 100+7 100 10047 100 r 100
1+m

Onadonc:yzﬁ.

4. Une hausse du prix de I’essence inférieure a 10 % correspond a 0 <7 <10,
cest-a-direa 0 < x < — O ,doncaO0<y < — d’apres A2.

1 100
1 < 2 <n<=—2=.
On a alors 0 100 =11’ soit 0 <n 1

Comme % est plus petit que 10, on a raison de dire :

« A dépense constante, pour une augmentation du prix de ’essence inférieure a
10 %, la diminution du volume de carburant acheté en résultant est inférieure a
10 %. »

RESOLUTION D’UN PROBLEME DE GEOMETRIE

1. x représente la longueur OA, donc x = 0.

On a toujours OA < AB, donc x < 10. x varie dans [0 g 10].

2. a. OAB est rectangle en O, donc d’apres le théoreme de Pythagore, on a :
ABZ = 0A? + OB? <102 = x2 + OB2 < 100 — x2 = OB2.

Comme OB est une longueur, on a OB = /100 — x2.

b. Le périmetre de OAB est p = OA + OB, soit p=x +10+ /100 — x2 .
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3. a. Pour tout x de [0;10], ona f’(x)=1+

fr=1-—=—.
/100 — x2
b f/(x)=0 1=—2 & /100-x2 = x = 100—x2 = x2
/100 — x2
&100=2x2 & x =[50 (carx = 0)

<:>x=5\/5.
f)>0e1>——X
{100 —x?
& 100> 2x? & x <,[50 (carx = 0)
(:)x<5\/§.
Sur]Sﬁ;lO}, ona f’(x) <0 etsur [0;5ﬁ[,0naf’(x)>0.
c

—2x
2100 -x2

S J100-x2 > x & 100—x2 > x2

5 \J’E

0 10
10 +10V2
f(x) / \
20 20

avec f(0)=0+10++100—02 =20, f(10)=10+10++100—10% =20 et

£(542) =52 +10+4/100— /50" =10+10y/2.

d. La figure n’est pas en vraie grandeur.

y

1

10
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4. Le périmetre p, qui correspond a la fonction f, atteint son maximum pour
x= 5\/5 o

Ce maximum de f (x) vaut 10 + 10\/5 .

On a alors OB = /100 — /50~ = 5/2 = OA.

Le périmetre de OAB est maximal lorsque OAB est isocele et rectangle en O.

Remarque : Quand AOB est isocele et rectangle en O, Iaire de AOB est aussi maxi-
male.

Les résultats précédents demeurent vrais quand on choisit une autre longueur
constante pour [AB]. De tous les triangles rectangles ayant la méme hypoténuse,
celui qui est isocele a le plus grand périmetre et la plus grande aire.

ALGORITHMIQUE

Partie A

La f()=13+2x1-4=—1et f(2)=23+2x2-4=8.

b. £ (1) et £(2) sont de signes contraires, donc, dans I’intervalle [1 ; 2], il existe une

solution a I’équation f (x) = 0.

a+b
2

e f(1) et f£(1,5) sont de signes contraires.

© On remplace donc b par 1,5.

e La solution est donc dans [1 ; 1,5], d’amplitude 0,5.

b. En arrondissant a 0,001 pres, on a :

2.a.0 =1,5¢t f(1,5)=1,5>+2x1,5-4 =2,375.

Etape a b %b f(%b)
(1) 1 2 1,5 2,375
(2) 1 1,5 1,25 0,453
(3) 1 1,25 1,125 -0,326
(4) 1,125 1,25 1,188 0,050
(5) 1,125 1,188 1,156 -0,142
(6) 1,156 1,188 1,172 —0,047
(7) 1,172 1,188 1,180 0,001

La solution est comprise dans [1,17 ; 1,18].

®

Géneéralités sur les fonctions

73



74

Partie B

1. a. Programme pour Texas
:Input "A=?",A

tA—>X

Y, > Y

:Input "B=?""E

:Input "E=?"\E

:Lbl 1

:(A+B)/2>X

dJFYY, >0
:Then
X—>A
:Else
X—>B

:End
dfFB-A>E

:Then

:Goto 1

:End

:Disp "A=",A
:Disp "B="",B

Commentaires

Demande la valeur de A

Affecte la valeur de A dans X

Calcule I'image de A par f'et I’affecte dans Y
Demande la valeur de B

Demande la valeur de I’amplitude E

Calcule A+B et I’affecte dans X

A+B
2

Teste si f(A) et f ( ) ont le méme signe

A+B

Si oui, on remplace A par 2

A+B

Sinon, on remplace B par 7

Teste si ’amplitude de I’encadrement est
supérieure a la précision souhaitée

Si oui, on recommence a 1’étiquette 1.

Affiche la borne inférieure de 1’encadrement
Affiche la borne supérieure de 1’encadrement

b. On retrouve que la solution est comprise dans [1, 1751, 18].

2. A I’aide du programme, on trouve que la solution de x2 — 5 — \/7 = ( dans 'inter-
valle [0 ; 10] est comprise dans [2,569 58;2,569 66], intervalle d’amplitude infé-
rieure a 0,000 1.

ETUDE D'UNE FONCTION
L f(x) = 3(3x2 =6 X 20 +9) =1,5x2 ~ 6x +4,5.

2. Pour 1,5x2 —6x+4,5, 0na A = b2 —4ac =(-6)" —4x1,5x4,5=9.
Comme A >0, il y a deux racines :

_—b+\/Z_6+3_3 . _—b—\/X_6_3_1
- 2a 3 27 2¢ T~ 3 T

Le trindme 1,5x2 — 6x + 4,5 est positif sauf entre ses racines 1 et 3.
Sur [0;1], ona f’(x)= 0, donc f est croissante sur [0 g l].

Sur [1;3], 0na f’(x) <0 et fest décroissante sur [1; 3].
Sur [3;4],0ona f’(x) = 0 et f est croissante sur [3 g 4].

X1
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3.a. f(0)=%(03 ~6x02+9x0+3)=3,5, donc on a A(03 1,5).

f(l):%(ﬁ —6x12+9x1+3)=3,5, donc ona B(1;3,5).

f(2)=%(23 —6x22+9x2+3)=2,5,donc onaD(2;2,5).
F()=5(3°~6x3? +9x3+3) =15, donc on a E(351,5).

f(4)=5 (4 ~6x42 +9x4+3)=3,5, donc on a F(433,5).

b. Comme on a f”(1)=0 et f”(3)=0, les tangentes & 6 en B d’abscisse 1 eten E
d’abscisse 3 sont paralleles a I’axe des abscisses. Elles sont donc horizontales.
c. D a pour abscisse 2, donc une équation de la tangente 2 6 en D est :

y=f(x)(x=2)+ f(2), soit y= %S(x— 2)+2,5 ouencore y=-1,5x+35,5.
Cette tangente passe par D et par G(0; 5,5).

4.
x 0 1 3 4
3,5 3,5
15 1,5
5h
y
5

®
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6. Graphiquement, la courbe ‘6 coupe la droite d’équation y = 3 en trois points. Donc
I’équation f (x)=3 a trois solutions dans Pintervalle [0 ; 4].

7. a.Pour y=0,5(x+3),si x=4 alors y=3,5 etsi x=0 alors y=1,5.

La droite A passe par F(4;3,5) et par A(0; 3)

b. Graphiquement les solutions de I’inéquation f (x) < 0,5 (x + 3) sont les abscisses
des points de € situés au-dessous de la droite A. S = ]2 54 [

8. La fonction £, dérivée de g, étant positive sur [0 ; 4], la fonction g est croissante

sur [0 2 4].

CALCUL DE DERIVEES
1. f(x)=—16x+35, donc f’(x)=-16.
2. g(x)=-3x2+5x—2, donc g’(x)=—6x+5.

3. h(x):%x3 —2x? —4x—1,donc b’ (x)=x2 —4x—4.

4. k(x)=—-3x(-x+1)=3x% —3x, donc k’(x) = 6x - 3.
5.0(x)=(x=3)(-=2x+5)=—2x2 +5x +6x —15=—2x2 + 11x - 15,
donc I’ (x)=—4x +11.

6. m(x)=—2x(x? - 5x2) = —2x* +10x3, donc m’(x) = —8x3 + 30x2.

ETUDE D’'UNE FONCTION RATIONNELLE

1. Pour tout x différent de —1 et de 2, on a :

-1 2 —(x+1)-2(x-2) -x-1-2x+4 —3x+3
x—=2 x+1  (x-2)(x+1)  x2+x-2x-2 x2-x-2
-1 2

x-2 x+1°

2. a. Pour tout x différent de —1 et de 2, on a :

f'(x)=( = ]—( 2 )I=—1>< LI Sl N
x=2) \x+l (x=2)%  (x+1)?
1 + 2 )
(x-2)* (x+1)°
b. f/(x) étant la somme de deux expressions positives, f*(x) est positive sur chacun

des intervalles ou elle est définie. f est croissante sur chacun des intervalles ou elle est
définie.

Onabien: f(x)=

Soit: f'(x)=

X |—o0 -1 2 +o00

) / / /
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3. » € coupe I’axe des ordonnées en un point d’abscisse 0. Son ordonnée est :

~3%0+3 : ) .
f(0)= eI . =—1,5. € coupe I’axe des ordonnées en A(0 s—1, 5).

e f(x)=0=-3x+3=0=x=1.
% coupe I’axe des ordonnées en B(1; 0).

—3x+3
x2—x-—
& -3x+3=1,2x2-1,2x-2,4
©0=1,2x+1,8x-5,4.
Pour 1,2x2+1,8x—5,4,0n A=1,82 -4 x 1,2 x(-5,4) = 29,16.

cf=12s =12 -3x+3=12(x2-x-2)

—1,8++/29,16 —-1,8—4/29,16
Onaxl =W=1,5 etx2 =T=—3.

6 coupe la droite d’équation y =1,2 en D(—3;1,2) eten E(1,5;1,2).
4.

X -5 | -4 |-3|-2|-15(-05| 0 1 15 | 25 3 4

f(x) 0608|1223 |43 |-36/-15 0 | 1,2 |-26-15-09

®
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¥ FONCTIONS EXPONENTIELLES DE BASE a
1. Définition
Soit a un réel strictement positif.

On appelle fonction exponentielle de base a, la fonction définie pour tout réel x
par: x = a*.

2. Sens de variation et représentation graphique

Soit x > a* une fonction exponentielle de base a.
¢ Si 0 < a <1, la fonction est strictement décroissante sur [R.

y

1

\\

e Si a =1, la fonction est constante. La représentation graphique est une droite
parallele a I’axe des abscisses.

X

X
e Si a > 1, la fonction est strictement croissante sur [R.
y
_/ 1
X
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3. Régles de calcul

Soit a et b deux réels strictement positifs.
Soit x et y deux réels.

_ 1
0 aql = eal=aqa oaxz—x
X
ea* xa)=a*ty o &= gy ° (a’“)y =a"
a’Y
Xy px x a* _(a\" Ja = a0
L) Xb =(ab) .b_x=z [ ] a=a”’”

EI8 FONCTION EXPONENTIELLE x > e
1. Définition
Parmi toutes les fonctions exponentielles x > a*, on appelle exponentielle de

base e celle dont la dérivée en O vaut 1. On la note x — e*.
Une valeur approchée de e est : 2,718 281 828 4....

2. Etude de la fonction x > e* et représentation graphique
e Pour tout x réel, ona: e* >0.
e Pour tout réel x, on a : (e*) =e*. La dérivée étant un nombre strictement

positif, la fonction x > e* croit strictement sur R.
e Sa représentation graphique est :

y
4
2
-4 -2 (0] 2 4 x

3. Equations et inéquations
Soit a, b deux réels.

e? =eb équivaut 2 a = b.

e? <eb équivaut 2 a <b.



[ cours | M

4. Dérivation

Soit 1 une fonction dérivable.
’
Ona:(e*) =u'e".

‘ Comme e est toujours positif, le signe de u’e? est celui de u”.

5. Régles de calcul

Soit a et b deux réels.

o ot X b = gath ,e—b:Lb 0 & ab
(&

® (ea)b —eab 005 = \/g

Onaaussiel=Tetel=e.

@
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SAVOIR-FAIRE

1. Simplifier U'écriture d'un nombre avec exposants réels

1. Reconnaitre la regle de calcul correspondant au calcul demandé.
2. Appliquer la regle.

3. Ecrire le résultat sous une forme simplifiée.

EXEMPLES :

o Simplifier 1’écriture de 2,734 x 2,772,
1. On utilise la regle a* x a¥ = a**7.

2.0na: 2,734 x2,7725 =2,734+(-29),
3. On obtient 2,799,

o Bcrire 473 x 1,573 sous la forme a*.

1. On utilise la reégle a* x b* = (ab)*.
2.0na:473x1,573 =(4x1,5)"3,

3. On obtient 673

2. Résoudre une équation du type a* = a® aveca >0
eta#1

Pour a >0 et a #1, la fonction x — a* étant strictement décroissante ou
strictement croissante sur R, I’équation a* = a® est équivalente & x = b.
EXEMPLE : L’équation 2* =16 équivaut 2 2% =24, soit aussi 2 x=4. La
solution est 4.

3. Résoudre une inéquation du type a* > a®
(ou a* < ab) aveca>0

1. Etudier la position de la base a par rapport au nombre 1.

2.0 Si 0<a<, alors la fonction x — a* est décroissante et elle inverse
I’ordre. a* > a? équivaut & x <b.

e Si 1< a, alors la fonction x — a* est croissante et elle conserve 1’ordre.
a* > al équivaut & x > b.

3. Conclure en donnant I’ensemble des solutions sous forme d’un intervalle.
EXEMPLES :

e Résoudre dans R I’inéquation 0,7* > 0,723,

1. La base a vaut ici 0,7, nombre compris entre 0 et 1.

2. On inverse 1’ordre, donc : 0,7 > 0,723 < x < -2,3.

3. L’ensemble des solutions est |—eo; —2,3].

e Résoudre dans R I’inéquation 1, 2x-1 =123,

1. La base a vaut ici 1,2, nombre supérieur a 1.

2. On conserve ’ordre, donc : 1,2*t1 = 1,23 o x+1=3 < x=2.

3. L’ensemble des solutions est [2 ; +oo].
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4. Etudier les variations d’une fonction exponentielle

1. Déterminer ’expression de f”(x).

2. Etudier le signe de f”(x) selon les valeurs de x en utilisant le fait qu'une
exponentielle est toujours positive.

3. En déduire le sens de variation de f selon les valeurs de x.

EXEMPLE : Soit f la fonction définie sur R par f(x)=e™*".

Etudier les variations de f selon les valeurs de x.

1. On utilise (e*) = u’e" avec u(x)=— x2 et u’(x)=—2x.

Pour tout réel x, ona : f'(x)= —2xe~ ¥,

2. Pour tout réel x, ona:e=*" > 0. f’(x) est donc du méme signe que —2.x.
Si x<0,o0na—-2x>0 etdonc f’(x)>0.

Si x>0,0na—-2x<0 etdonc f’(x)<0.

3. On en déduit que f est croissante sur]—co; 0] et que f est décroissante
sur [0; +oo].

5. Résoudre une équation e* =a

1. Si a <0, I’équation e* = a n’a pas de solution dans R.

Sia> 0, ’équation e* = a est équivalente a x = In(a).

2. Dans le cas ou on a a >0, une calculatrice permet d’avoir une valeur
approchée de la solution In(a).

‘ La fonction Ln est étudiée dans le chapitre 4 : ici, on n'utilisera que la touche
In de la calculatrice pour obtenir des valeurs approchées.

EXEMPLES :

e Résoudre dans R I’équation e* =—5.

On a -5 < 0. Donc I’équation e* = —5 n’a pas de solution dans R.

e Résoudre dans R I’équation e® =3 et donner une valeur de la solution
arrondie & 1073 pres.

1. On a 3> 0, donc I’équation e* =3 équivaut 2 x = In(3).

2. La calculatrice donne In(3)=1,0986...

La solution de I’équation est 1,099 2 103 pres.

©
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EXERCICES D'APPLICATION

n SIMPLIFICATION D’ECRITURE | * | 10 min | » P. 99 |
Simplifier les écritures suivantes :
1273 x 2745 , 2.3,829 x3,87157 ; 3.(7)
7 -2
A3 5. 347 6.6,2773 x6,2.
4,33 3,46

‘ Revoir les regles de calcul sur les exponentielles et le savoir-faire 1.
6. Ecrire 6,2 sous la forme 6,21,

ﬂ SOUS LA FORME a* | * | 10 min | » P. 99 |
Ecrire les nombres suivants sous la forme a* avec x # 1.
1. 524 x 224 . 2.3229 x0,125%29 ; 3.8x73;
7 -2 2
442 52177 L
67 9-2 25

‘ Pour simplifier U'écriture d'un nombre avec des exposants réels, on utilise les
mémes regles qu'avec des exposants entiers.
3. Ecrire 8 sous forme d’une puissance d’exposant 3.

n
6. Faire apparaitre la forme Z—n en transformant le dénominateur.

SOUS LA FORME e~ | * | 10min | » P.99 |
Ecrire chaque nombre sous la forme e*.
4
a=(e?)"; b=e3xe 2; c=ebd +e4d;
3x+2
— 6 . — X 2x . _c
d=+/e®; f=efxe*; g—62x+1.

‘ Revoir les regles de calcul sur les exponentielles et le savoir-faire 1.
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EQUATIONS DU TYPE a* = a¥ | * | 8min | » P. 99 |
Résoudre les équations suivantes :

1.3,7% =3,74; 2.0,5*1=0,53; 3.5=52;

4.0,17 = 0,125 ; 5.7,23%=7,25, 6.2%+2 =32,

‘ Revoir le savoir-faire 2.
4. Attention au nombre de solutions.
6. Ecrire 32 sous la forme d’une puissance de 2 pour retrouver le modéle a* = a”.

B EQUATIONS DU TYPE e* = e/ | ** | 12 min |» P. 100|
Résoudre les équations suivantes :

1. e2x =e4 - 9. e2x+l —ox . 3. ex(x=1) =1 -

4.e¥ =Je ; 5.e¥-1=¢3; 6. el +eX =1+e.

‘ Revoir le savoir-faire 2.
3. Ecrire 1 sous la forme d’une puissance de e.
6. Commencer par factoriser e**! +eX par eX.

I3 inEquaTions | *% | 15 min |» P. 100|
Résoudre les inéquations suivantes :

1.2,7>2,73; 2.0,8% >0,843; 3.7 <773

4.0,5% >0,5%; 58,57 =8,5%; 6.5% <125.

‘ Revoir le savoir-faire 3.
3. Utiliser la parabole représentative de la fonction carré.
6. Reconnaitre dans 125 une puissance de 5.

INEQUATIONS DE BASE e | % | 10 min |» p. 101]

Résoudre les inéquations suivantes :
l.e¥>e3; 2.e¥ <=2 ;
Je¥=e ¥, 4. e 4 <e*,

‘ Revoir le savoir-faire 3.
2. Utiliser le signe d'une exponentielle pour conclure.

N
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Y sionE pune FoncTion | * | 15 min |» P. 101]

Dans chaque cas, discuter le signe de f (x) suivant les valeurs de x :
1. f(x)=e*-¢; 2. f(x)=x(e*-1);

3. f(x)=(e*—e?)(e* —¢); 4. f(x)=1-¢".

‘ Revoir le savoir-faire 3.

1. et 4. Résoudre f(x) >0, puis conclure.
2. et 3. Utiliser un tableau de signes.

ﬂ DERIVEE D'UNE FONCTION EXPONENTIELLE | % | 5 min |» P, 101|
Déterminer les dérivées des fonctions f sur R.

1. f(x)=e3r; 2. f(x)=(x+1e*;

3. f(x)=4e>; 4. f(x)=x2+4+e ",

4 Revoir le cours sur la dérivée de eV,
2. Rappel : (uv) =u'v+uv’.

ET4] VARIATIONS D'UNE FONCTION EXPONENTIELLE | * | 20 min |» P. 102|

Déterminer les dérivées des fonctions f et étudier leurs variations sur R :
1. f(x)=e"; 2. f(x)=(x+2)e* ;

3. f(x)=(2x2 +3x)e* ; 4. f(x)=—2x+e2,

‘ Revoir le savoir-faire 4.
2. et 3. Rappel : (uv)" =u’v+uv’ et écrire /(x) sous une forme factorisée.

EQUATIONS DE LA FORME e* = a | % | 15 min |» P. 103]

1. Résoudre dans R les équations suivantes. Pour chacune des équations, on
donnera la valeur exacte de la solution et la valeur arrondie a 0,01 pres si elle
n’est pas enticre.

a.e*=3; b.e*-5=2.

2. a. Résoudre dans R 1’équation x2 + x—6=0.

b. En déduire les solutions de e2* +e* —6=0.

‘ Revoir le savoir-faire 5.
2. a. Utiliser le discriminant A pour trouver les deux solutions.
b. Ecrire e comme le carré de e et utiliser les résultats de la question 2. a.
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

FONCTION EXPONENTIELLE
ET APPLICATION ECONOMIQUE | *% | 40 min |» P. 103 |

Partie A — Etude d’une fonction
On considere les fonctions f, g et i définies et dérivables pour tout nombre réel x
de 'intervalle [4 ; 6] par :

f(x)=100(ex—45), g(x)=10%""* et h(x)=g(x)— f(x).

On note i’ la fonction dérivée de la fonction & sur I'intervalle [4 ; 6].
Résolution de I’équation i (x) =0

1. a. Démontrer que la fonction / est strictement décroissante sur I’intervalle
[4;6].

b. Dresser le tableau de variation de la fonction A.

c. Justifier que I’équation 4 (x) = 0 admet une solution unique o. sur I'intervalle
[4;6]

2. a. Compléter le tableau de valeurs ci-dessous (les résultats seront arrondis a la
centaine la plus proche).

4 42 bk Lo 4,8 5

17 400 ~3600
5,2 5,4 5.6 5,8 6

-8100 —25500 | —33400

b. Tracer la courbe représentative 6, de la fonction & dans le plan muni d’un
repere orthogonal (unités : 1 cm pour 0,2 unité en abscisses et 1 cm pour
8 000 unités en ordonnées).

c. Placer o, sur ce graphique et en donner un encadrement d’amplitude 1071,

Partie B — Application économique

Dans la suite de I’exercice, on admet que la valeur exacte du nombre réel o est
égale a 3In(5) ou In désigne la fonction logarithme népérien.

Les fonctions f et g définies dans la partie A modélisent respectivement 1’ offre et
la demande d’un produit de prix unitaire x, compris entre 4 et 6 euros :

e f(x) est la quantité, exprimée en kilogrammes, que les producteurs sont préts
a vendre au prix unitaire x ;

e g(x) la quantité, exprimée en kilogrammes, que les consommateurs sont préts
a acheter au prix unitaire x.

On appelle prix unitaire d’équilibre du marché la valeur de x pour laquelle I’ offre
est égale a la demande.

©
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1. Quel est, exprimé au centime d’euro pres, le prix unitaire d’équilibre du mar-
ché ? Justifier.

2. Quelle quantité de produit, exprimée en kilogrammes, correspond a ce prix
unitaire d’équilibre ?

‘ A 1. Calculer h’(x), puis étudier son signe. Une exponentielle est toujours
positive.

CONJECTURE ET VALIDATION | %% | 40 min |» P. 104

On considere la fonction numérique f définie et dérivable sur [—10; 10] telle que,
pour tout réel x de [-10;10], on ait :

2
flx)= % —x2exl,

On note f” sa fonction dérivée sur [-10;10].

Le graphique ci-contre est la courbe représentative de cette y
fonction f telle que ’affiche une calculatrice dans un repere
orthogonal.

1. Quelle conjecture pourrait-on faire concernant le sens de O X
variation de f sur lintervalle [-3;2] en observant cette
courbe ?

Dans la suite du probleme, on va s’intéresser a la validité de cette conjecture.

2. Calculer f”(x) et vérifier que f”(x)= xg(x) ot g(x)=1—(x+2)e*! pour
tout x de [-10;10].

Pour la suite, on admet que g est dérivable sur [-10 ; 10] et on note g’ sa fonction
dérivée.

3. Etude du signe de g (xx) suivant les valeurs de x

a. Calculer g’(x) et étudier son signe suivant les valeurs du nombre réel x.

b. En déduire le sens de variation de la fonction g puis dresser son tableau de
variation sur [—10;10].

c. Montrer que I’équation g (x) = 0 posséde une unique solution dans [-10 ; 10].
On note o cette solution. Justifier que 0,20 < o < 0,21.

d. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

4. Sens de variation de la fonction f

a. Etudier le signe de f ’(x) suivant les valeurs de x.

b. En déduire le sens de variation de la fonction f.

c. Que penser de la conjecture de la question 1 ?

—_
p—

‘ 2. et 3. a. Revoir la formule donnant la dérivée d'un produit.
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RECHERCHE D’UNE FONCTION | %% | 40 min |» p. 105]

La courbe € y tracée ci-dessous est la représentation graphique d’une fonction f
définie et dérivable sur R.

On note f” la fonction dérivée de f.

La tangente I a la courbe € rau point A (0; 3) passe par le point B(1; 5).

1. En utilisant les données et le graphique, préciser la valeur de f(0) et la valeur
de f7(0).

2. Déterminer une équation de la tangente J a la courbe € # au point A,

3. Préciser un encadrement par deux entiers consécutifs de 1’aire, en unités d’aire,
de la partie du plan située entre la courbe ¢ £ I’axe des abscisses, I’axe des

ordonnées et la droite d’équation x = 1.
4. On admet que la fonction fest définie, pour tout nombre réel x, par une expres-
sion de la forme :

ax+b

fx)=1+ 7

ex

ou a et b sont des nombres réels.
a. Déterminer I’expression de f’(x) en fonction de a, de b et de x.

dx+2

ex

b. Démontrer que I’on a pour tout réel x : f(x)=1+

‘ 1. f7(0) est le coefficient directeur de la tangente a € au point d'abscisse 0.

~
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REVENTE DES MACHINES [k *| 40 min |» P. 106

Au 1¢ janvier 2012, une entreprise s’est équipée d’un certain nombre de
machines-outils identiques, coltant chacune a 1’achat 400 000 €.

Au bout de ¢ années, chacune se revend en ayant perdu chaque année 26 % de sa
valeur de I’année précédente ; on désigne par R(r) cette valeur de revente en
milliers d’euros. On estime que I’entretien d’une machine cofite forfaitairement
20 000 €, pour I'utilisation jusqu’a sa revente.

1. Exprimer R(¢) en fonction de ¢.

2. On modélise R(z) par la fonction suivante, définie sur [0 ; 50] par :

R(t)=400e~03,

On désigne par C(7) le coit total d’utilisation d’une machine au bout de 7 années.
C(t) est donné par :

C(t) = 420 — 400e =03,
a. Calculer la dérivée de C (¢) et étudier son signe.
Etudier les variations de la fonction C pour ¢ appartenant 2 [0;50].
b. Vérifier qu’au bout de 15 ans, le colit total est pratiquement égal au prix
d’achat augmenté du cofit d’entretien, a 5 000 € pres.
3. L’entreprise décide de revendre les machines dés que le coft total d’utilisation
d’une machine dépasse 330 000 €.
a. Résoudre I'inéquation C(#)>330. Donner la réponse en nombre entier
d’années.
b. Pour des raisons comptables, I’entreprise revend ses machines au mois de
janvier.
En quelle année doit-elle le faire ?
Quel sera le prix de revente d’une machine a cette date ?
(On donnera la meilleure approximation de ce prix en nombre entier de milliers
d’euros.)

4

3. a. On utilisera l'équivalence suivante : pour b>0, b >e? < In(b) > a.

1. Diminuer une valeur de a % revient a multiplier cette valeur par 1— %.



[ I exercices | A

ETUDE D’'UNE FONCTION [x**| 60 min |» p. 107

Partie A

1. Soit a et b deux nombres réels.

On définit une fonction g sur R par :
g(x)=(ax+b)e * +2.

On note g’ la fonction dérivée de g.

a. Calculer g’ (x).

b. Le tableau des variations de g est le suivant :

X |- 0 1 2 + oo
g'x) + + + 0 -
e?+2

g(x)
1/

En utilisant les données numériques de ce tableau, établir que a =1 et que
b=-1.
Ainsi pour la suite du probléme, on a :

g(x)=(x-De > +2.
2. a. Justifier que, dans Iintervalle [—1;0], I’équation g(x)=0 possede au
moins une solution. On admet que cette solution est unique et on la note o.
b. Déterminer a 1’aide de la calculatrice la valeur décimale approchée au cen-
tieme de o.
3. A I'aide du tableau de variation, étudier le signe de g (x) pour x réel.

Partie B
Soit f1a fonction définie sur [-10;10] par :

fx)=2x+1-xe™*.
1. a. Soit f” la fonction dérivée de f. Montrer que f”(x) = g(x).
b. Dresser, en le justifiant, le tableau de variation de f sur R.
2. Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on appelle ‘€ la représentation
graphique de fet 9 la droite d’équation y =2x+1.
a. Etudier la position de 6 par rapport & 9.
b. Tracer ¢ et %. On prendra pour unité graphique 2 cm.

‘ 2. a. Pour étudier la position de € par rapport a &, étudier le signe de
f(x)—(2x+1).

©
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ETUDE D'UNE FONCTION EXPONENTIELLE | ** | 50 min |» p. 108

On considere la fonction f définie sur [-20 ; 20] par :

X
f(x)=e3 +ax+b,
ou a et b sont deux réels.
On note 6 sa représentation graphique dans un repere orthonormé (unité gra-
phique : 0,5 cm), donnée ci-dessous.

Y
5 @

B

On sait que la courbe 6 satisfait aux conditions (a) et (b) suivantes :

(a) elle rencontre ’axe (Oy) au point A(0;—2) ;

(b) elle admet au point B d’abscisse 3 In(6) une tangente parallele a I’axe des
abscisses.

1. Traduire les conditions (a) et (b) par des équations et démontrer que a = —2
etb=-3.

Dans toute la suite du probleme, on a donc :

X

f(x)=e3 —2x-3.
2. Calculer f(x) et dresser le tableau de variation de f sur [-20; 20].
3. Etudier la position de € par rapport 2 la droite A d’équation y = —2x — 3.
4. Démontrer que 1’équation f(x)=2 posseéde au moins une solution dans
[9;10].
On admet que cette solution est unique et on la note o.
Déterminer la valeur décimale de o0 a 10~! pres par défaut.
5. a. Résoudre graphiquement 1’équation f (x) =2 (on donnera un encadrement
par deux entiers consécutifs de la solution autre que o).
b. Résoudre graphiquement 1’inéquation f'(x) = 2.

4 1. eln@ =5,

3. Pour étudier la position de ¢ par rapport a A, étudier le signe de f(x) — (=2x = 3).
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PRIX D’EQUILIBRE D'UN PRODUIT [k **| 50 min |» P. 109 |

On considere un produit dont le prix unitaire est x (en milliers d’euros). D apres
une étude de marché, I'offre f(x) et la demande g (x) (en milliers d’objets de ce
produit) sont définies, pour tout x de I'intervalle [0 ; 10], par les formules :
8

f(x) =e05% 1 et g (X) = m
Partie A
1. a. Déterminer f(0) et f(10).
b. Etudier les variations de fsur [0 ; 10].
2. a. Déterminer g(0) et g(10).
b. Etudier les variations de g sur [0;10].
3. Le plan est rapporté a un repere orthonomal (on prendra comme unité gra-
phique 1 cm).
Tracer les courbes représentatives des fonctions f et g apres avoir déterminé et
tracé les tangentes respectives a ces deux courbes aux points d’abscisse 0.

Partie B

L’équation f(x)= g(x) admet une solution unique p dans I'intervalle [0 ; 10].
1. Par lecture graphique, donner une approximation a 0,1 pres de p et du nombre
n= f(p) (on fera apparaitre les tracés permettant cette lecture).

2. a. Calculer p et n.

b. Le nombre p est appelé « prix d’équilibre » du produit. Donner le prix d’équi-
libre, exprimé en euros, arrondi a I’euro pres, ainsi que le nombre correspondant
d’objets proposés sur le marché.

‘ B 2. a. Utiliser un produit en croix pour obtenir une équation du type eX =a et

revoir le savoir-faire 5. Pour avoir la valeur exacte de n, utiliser la formule
eln@ = g,

LE PETROLE DE DEMAIN | *% | 30 min |» p. 110

Certains scientifiques estiment que les futures découvertes de pétrole dans le
monde peuvent étre modélisées, a partir de I’année 2011, grace a la fonction f
définie sur I’intervalle [11; 200] par :

£ (x) =17 280e~0:024x
de sorte que f (x) représente, en billions de barils (millions de millions de barils),
I’estimation de la quantité de pétrole qui sera découverte au cours de I’année
2000 + x.
On admet que la fonction f est continue et dérivable sur I’intervalle [11;200] et
on note f’ sa fonction dérivée sur cet intervalle.
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1. Calculer I’estimation du nombre de barils de pétrole a découvrir en 2011
d’apres ce modele (on arrondira le résultat au billion pres).

2. Etudier les variations de la fonction f sur I'intervalle [11;200], puis dresser
son tableau de variation.

3. Selon ce modele, peut-on envisager qu’au cours d’une méme année,
10 000 billions de barils de pétrole soient découverts ?

Si oui, déterminer, en justifiant, cette (ces) année(s). Sinon, justifier la réponse.
4. Selon ce modele, peut-on envisager qu’au cours de chaque année a partir de
2011, au moins 6 000 billions de barils de pétrole soient découverts ?

Si oui, justifier la réponse.

Sinon, déterminer, en justifiant, I’année pour laquelle les découvertes de pétrole
deviendront strictement inférieures a 6 000 billions de barils.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

m DEUX CALCULS AVEC BEAUCOUP DE e [***| 15 min |» P. 111

1. Ecrire avec une seule fois la lettre e I’expression A suivante :

A=exed xed xed’ xe3' xed xe¥.
2. Ecrire avec une seule fois la lettre e et en fonction de n 1’expression B sui-
vante :

B=exe3xed xe¥ x...xe¥" xe¥".

UNE EQUATION Pxk*| 10 min |» P, 111]

Soit a et b deux réels donnés.
Résoudre I’équation e2¥ —ed+¥ —egb+x eat+b =,

E¥] FAcTORIELLES ET NOMBRE e Pkk*| 20 min |» P, 112]

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

On appelle factorielle n le nombre noté n! et défini par :
n!=1x2x3x4x...x(n=1)xn.

a. Calculer a la main 1!, 2!, 3! et 4!.

b. Comment peut-on obtenir 5! a partir de 4! en faisant une seule opération ?

c. Exprimer (n +1)! en fonction de n!.

2. Par convention, on pose 0! =1.

Vérifier que I’on a la relation 1!'=0!x 1.



[ I exercices | A

3. Soit 7 un entier naturel. On nomme S, la somme définie par :
S :l+l+i+l+...+i‘
mooro1r 2 3! n!
Calculer S, S, S,, S5 et S, (arrondir a 0,001 pres si cela est nécessaire).
4. On souhaite calculer la somme S, pour n entier compris entre 0 et 20.
Pour cela, on utilise un tableur.

a. Préparer une feuille de calcul comme celle ci-dessous.

A B © E
n n! 1/n! Sn
0 ] 7] 7

b. Compléter la feuille de la maniere suivante :

e dans la cellule A3, mettre la formule = A2 +1 et la recopier dans les cellules
AdaA22;

e dans la cellule B3, mettre la formule = B2 * A3 et la recopier dans les cellules
B4 2aB22;

e dans la cellule C3, mettre la formule =1/ B3 et la recopier dans les cellules
C4aC22;

o dans la cellule D3, mettre la formule = D2 + C3 et la recopier dans les cellules
D4 a D22.

c. De quel nombre la somme S, semble-t-elle se rapprocher quand n prend des
valeurs de plus en plus grandes ?

METHODE D’EULER POUR APPROCHER
LA FONCTION x > e* | k%% % | 60 min |» p. 113

Soit f la fonction définie sur R telle que f(0)=1 et f’(x)=f(x) pour tout
réel x.

Soit 6 sa courbe représentative dans un repere orthonormé (2 cm pour 1 unité).
On souhaite approcher € sur [-2 ; 2] en tragant des courbes 6, représentatives
de fonctions continues g, affines par morceaux, k appartenant a 10;1].

Pour chacune de ces fonctions g;, ona g (0)=1.

On rappelle qu'une fonction est affine si son expression algébrique est de la
forme ax +b.

Partie A

Dans cette partie, on prend k =1.

1. Sur I'intervalle [0 ; 1], le coefficient a vaut g, (0).

a. Déterminer I’expression algébrique de g, (x) sur [0 1].

b. En déduire la valeur de g, (1).
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c. Représenter g, sur [0; 1] par un segment [AB].

2. Sur U'intervalle [1; 2], le coefficient a vaut g, (1).

a. Déterminer I’expression algébrique de g, (x) sur [1; 2].

b. En déduire la valeur de g, (2).

c. Représenter g, sur [1; 2] par un segment [BD].

3. Plus généralement, sur I’intervalle [n ; n + 1] avec n entier compris entre —2 et
1, le coefficient a vaut g, (n).

a. Montrer que 'ona : g, (x) =g, (n)(x —n+1).

b. En déduire une relation entre g, (n+ 1) et g, (n), puis les valeurs de g, (—1) et

8 (=2).
c. Terminer 6, la représentation graphique de g,.

Partie B

Dans cette partie, on prend k£ =0, 5.

Lintervalle [-2 ; 2] est découpé en huit intervalles de méme amplitude 0,5 de la
forme [0,5n ;0,5 (n +1)] avec n entier compris entre —4 et 3.

Pour n entier compris entre —4 et 3, sur U'intervalle [0,57 ;0,5 (n +1)], le coef-
ficient a vaut g, 5 (0,5n).

1. Montrer que 'on a : g 5 (x) = g 5 (0,51)(x = 0,51 +1).

2. Montrer que g 5 (0,5(n+1))=1,5g, 5 (0,5n).

3. Vérifier que g, 5(0,5)=1,5 et que g, 5(~0,5)=1,5"".

4. Remplir le tableau suivant a I’aide de puissances de 1,5 dans la deuxieme ligne
et de valeurs arrondies a 0,01 pres dans la troisieme ligne.

-2 | =15] -1 | =05 0 0.5 1 1,5 2
1,5-1 ] 1,50 | 1,5

0,67 1 1,5

5. Tracer 6, 5 la représentation graphique de g, 5 dans le méme repere que 6.
Partie C

Soit p un entier supérieur ou égal a 1. On prend k = % On divise I'intervalle

[-2 ;2] en 4p intervalles de la forme [% s !

}avecnentieret—2ps n<2p.

Pour n entier avec —2p <n <2p, en prenant pour le coefficient a la valeur

8k (%) sur chacun des intervalles [ﬁ ; n+l
P

sl )=l g

}, on montre que :




[ I exercices | A

1. a. Quelle est la nature de la suite de terme g, (%) O0=n<2p?

b. En déduire I’expression de g, (%) en fonction de n et de p.

c. Exprimer g, (1) en fonction de p.

2. a. Quand k prend des valeurs de plus en plus proches de 0, la courbe ¢, tend
vers une position limite qui est la courbe € représentative de la fonction
fix—et.

De quelle valeur le nombre g, (1) se rapproche-t-il quand p prend des valeurs de
plus en plus grandes, c’est-a-dire quand k prend des valeurs de plus en plus
proches de 0 ?

b. Vérifier la conjecture émise a la question précédente en remplissant le tableau
suivant.

1 2 5 10 100 5000 | 100000

CONTROLE

RECHERCHE DU BENEFICE | %% | 75 min |» P. 114/

Partie A - Etude d’une fonction
On considere la fonction numérique f définie sur I'intervalle I = [0 ; 12] par :
f(x)=0,4x +e04x+1,

On désigne par € sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere
orthonormé avec 2 cm comme unité graphique.
1. Etudier la position de la courbe € par rapport a la droite & d’équation
y=0,4x.
2. a. Résoudre sur I'intervalle I I'inéquation suivante :

1—e 04x+l = .
b. A I'aide de la question précédente, étudier les variations de la fonction f
sur [.
c. Dresser le tableau de variation de f. En déduire le signe de fsur [0 ;12].
3. a. Montrer que la tangente 7 a 6 au point d’abscisse 0 passe par le point
B(2,5;1).
b. Construire 6, & et I .
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Partie B — Application économique

x étant le nombre d’objets, exprimé en centaines, fabriqués par une usine,

f (x) est leur cofit total exprimé en milliers d’euros. On suppose que x appar-

tient & I’intervalle J = [2,5;10].

Chaque objet est vendu 5 piece.

On suppose que la fabrication est vendue dans sa totalité.

1. a. Exprimer la recette R(x), en milliers d’euros, en fonction du nombre x

de centaines d’objets fabriqués.

b. Construire, sur le graphique précédent, la courbe représentative A de la

fonction R traduisant cette recette.

c. Vérifier graphiquement que A et € se coupent en un seul point. On désigne

par a 1’abscisse de ce point ; en donner une valeur approchée a 107"

2. a. Montrer que le bénéfice, noté B(x), s’exprime en milliers d’euros par :
B(x)=0,1x —e04x+1,

b. Quel est, en euros, le bénéfice obtenu en fabriquant 1 000 objets ? On don-

nera une valeur arrondie a 1’euro.

c. Calculer B’ (x) et étudier le sens de variation de B sur [2,5 ;10].

d. Démontrer que I’équation B(x) =0 admet une solution unique sur J.

Montrer que cette solution est le nombre a défini dans la question 1. c.

Donner un encadrement de a d’amplitude 10~2.

e. En déduire le nombre entier minimal d’objets a produire pour réaliser un

bénéfice.

POSITION RELATIVE DE 6,
ET DE L’'UNE DE SES TANGENTES | X% | 25 min |» P. 116

On considere les fonctions f, g et i définies sur R par :
fx)=e ™, gx)=—-x+1 et h(x)=f(x)-gkx).
On note 6 y la courbe représentative de la fonction f et A la droite représen-
tant la fonction g dans un repére orthonormé du plan.
1. Vérifier, par le calcul, que la tangente a <€f au point d’abscisse 0 est la
droite A.
2. a. Montrer que pour tout x réel, A’ (x) =1—e~~.
b. Etudier le signe de A’ (x) suivant les valeurs de x.
c. En déduire le sens de variation de la fonction 4 sur R.
3. En utilisant les questions 1. et 2., étudier la position relative de la courbe 6 f
et de sa tangente au point d’abscisse 0.




[ 1

CORRIGES

SIMPLIFICATION D'ECRITURE
1. 273,1 ><274’5 — 273,1+4,5 — 277,6 .
2. 3,82’9 X3, 8157 — 3,82’9+(_1’57) — 3’ 81,33 :

4 4,37 _

3.(P) =74 =712 4355 =435 =432

3,472 “26 8. =k 1 —73+1 ~6,3
5.37=3,4 =3,47°; 6.6,277° x 6,2 =6,27 />t = 6,279,

On utilise les regles :

Y| .

a¥xal=aty i:aX‘Y; (a¥) = a¥.

aY

[2] SIMPLIFICATION DECRITURE SOUS LA FORME 2~
1. 524 x 224 = (5x 2)>* =102%4 ;

2.3229 % 0,12529 =(32x0,125)%° =429 ;

7 7
3.8xT3=23x73=(2x73 =143 ; 4.£=(£) =77,

67 6
S (LN 5
92 \9 “\3) - 257 52 T \5) T 7%
y On utilise les regles :
a% xb* =(aby ; L= (E)X
C =)
3 2
5. On peut aussi obtenir (7) .
SIMPLIFICATION D’ECRITURE SOUS LA FORME e~
a:(ez)4 —e2x4 —¢8 . b=edxe2=e32 el
c=e65 2 et5 = 6545 — g2 . d=+[eb = (66)0’5 = e6x05 — ¢3 .
— oX x @2X = o¥+2x — @3x . _ 2 3r2-(ul) _ grtl
= xe* =e =e* g—62x+l—e =e¥tl,

EQUATIONS DU TYPE a* = a¥

1.3,7* =3,74 < x = 4. La solution est 4.

2.0,5t1 = 0,53 & x+1=3 < x =2. La solution est 2.
3.5% =52 & x =—2. La solution est —2.

4.0,1° = 0,125 & x2 =25 x =5 ou x = —5. Les solutions sont 5 et —5.
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5.7,237% =7,25 & 3—x =5 < 3—5=x. La solution est —2.
6. 212 =32 & 2¥+2 =25 & x4+ 2 =5 < x = 3. La solution est 3.

‘ 4. Les équations avec des carrés ont en général deux solutions.
6.0na:21=2,22=4,23=8,24=16,25=32,20=64, ...

EQUATIONS DU TYPE eX = e/

1.e2* =e* & 2x =4 < x =2. La solution est 2.

2.2l —eX & 2x+1=x < x=—1. La solution est —1.

3. e D=1 et D=0 & x(x—1)=0=x=0 ou x—1=0. Les solu-
tions sont 0 et 1.

4. e¥ = \/g oerf =e05 o x=0,5. La solution est 0,5.

5. 1=e3 e x2-1=3<x2 =4 x=2 ou x =—2. Les solutions sont 2 et
-2.
6.et te¥=l+eerxel +tef=l+ecer(e+l)=1+e

oe'=1oer =e? o x=0. La solution est 0.

‘ 3. Ne pas développer, car on obtient une équation produit.
5. Les équations avec des carrés ont en général deux solutions.

[ 6 ] INEQuATIONS

1. La base 2.7 est supérieure a 1, donc 2,7 >2,73 < x>3. 8§ =]3;+oo].
2. La base 0,8 est comprise entre 0 et 1, donc 0,8% > 0,8%% & x<4,5.
S=]-=:4,5][.

3. La base 7 est supérieure a 1, donc 7Tl <73 s x—1<-3x<-2.
S=]-;-2][.

4. La base 0,5 est comprise entre 0 et 1, donc

0,5 >0,5% < x2 <4.

On utilise la représentation graphique de la fonction
carré.

<4 -2<x<2.8=]-2;2[.

5. La base 8,5 est supérieure a 1, donc :

854 =85 o4-rx=54-5=2x—-1=1x.
S =]-;-1].

6. La base 5 est supérieure a 1, donc 5* <125 & 5% < 533 o x<3.
S=]-;3].

‘ 4. Pour résoudre une inéquation avec un carré, utiliser une représentation
graphique, un tableau de signes (aprés avoir factorisé) ou le signe d'un trindme.
5. Ici, l'inégalité est large, donc le sens du crochet est modifié dans S.

6. A retenir : 53 =125.



[ 1

INEQUATIONS DE BASE e

lLe*>e3 =@ x>3.85=]3;+0c][.

2. Une exponentielle est toujours strictement positive. Il est donc impossible d’avoir
e*<-2.8=0.

Jetzefor=—x2x=0x=0.S=[0;+~][.

et <er o 2x-4<xox<4.S=]-;4].

‘ 3. L'ensemble des solutions peut aussi étre noté R*.

SIGNE D'UNE FONCTION
Lfx)>0=e*-e>0=e>el ox>1.

Sur |1;+co[,ona f(x)>0; f(1)=0 ;sur |—;1[,ona f(x)<O0.
2.e*—1>0s e >loer>el o x>0.

x — oo 0 + o
e -1 - Q +
% - 0 n
f@) - 0 +
f (x) est toujours positif et f(x) est nul pour la valeur 0.
Jet—-e2>0ocef>el ox>2.
ef-e>0ef>el o x>1.
X |—oo 1 2 + oo
e —e? - - 0 +
e —e = 0 1 +
f&x) + 0o - 0 4+

Sur |- ;1[U]2;+c[,ona f(x)>0; fA)=0et £(2)=0 ;sur [1;2[,on
af(x)<0.

41-e*<0esl<e* =oel<er ©0<u.

Sur |—;0[,ona f(x)>0; f(0)=0 ;sur |0;+[,ona f(x)<O0.

IZ] DERIVEE D’UNE FONCTION EXPONENTIELLE

1 f(x)=e3; f/(x)=—-3e3x,

2. f(x)=(x+1)e*. On utilise (uv) = u’v+uv’ avec :
u(x)=x+1,u" (x)=1, v(x)=e et v'(x)=e*.

frx)=1xe* +(x+1)xe* =(1+x+1e*. f'(x)=(x+2)e*.
3. f(x) =465 ; f/(x) = 4% 557 ; f'(x) = 20e5%.

4. f(x)=x2+4+e™*; f/(x)=2x—e*.

‘ 4. La dérivée de e?™ est u’(x)eU™® : ne pas oublier le u’(x).
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VARIATIONS D’UNE FONCTION EXPONENTIELLE

1. f(x)=e™*; f'(x)=—e"*. f’(x) est toujours strictement négatif : f décroit
sur R.

2. f(x) = (x+2)e*. On utilise (uv) = u'v+uv’ avec :
u(x)=x+2,u’(x)=1, v(x)=e* et v'(x)=e*.
f(x)=1xe*+(x+2)xe* =(1+x+2)e. f/(x)=(x+3)e*.

£ (x) est du signe de x + 3 car " est toujours positif.

Sur |—eo;—3[,ona x+3<0,donc f’(x)<0 :fdécroit sur |- ;—3].
Sur |-3;+e[,onax+3>0,donc f’(x)>0 :fcroit sur [-3;+oo[.
3. f(x)=(2x2 +3x)e*. On utilise wv) =u'v+uv’ avec:
u(x)=2x2+3x,u’(x)=4x+3, v(x)=e et v'(x) =e*.
f/(x)=(4x+3)xe* +(2x2 +3x) xe*. f(x)=(2x2 +Tx +3)e".
f7(x) est du signe de 2x2 + 7x + 3 car e* est toujours positif.

Pour 2x2 +7x+3,A=b% —4dac=7% —4x2x3=25.

Il y a deux racines :

_—b+JA _-T7+5 _—b-JA -7-5_
.xl - 2a - 4 —_0,5 et x2 - 2a - 4 —_3.
x oo -3 -0,5 + oo
22+ 7x +3 + 0 - 0 +
(o “r I
fx) + 0 = 0 +

Sur |—o0;=3[U]-0,5;+[, ona f’(x)>0.f croit sur |- ;—3] ainsi que
sur [-0,5; +<o].

Sur |-3;-0,5[,ona f’(x)<0.fdécroit sur |-3;-0,5[.

4. f(x)=—-2x+e*.0na f'(x)=—2+2e*.
f(0)>0-2+2e*>02e">2e  >loe > o x>0.

Sur J0;+oo[,0ona f'(x)>0.f croit sur |0 ;+co].

Sur |—e0;0[,0ona f’(x)<0.f décroit sur |—c; 0.

‘ Une exponentielle est toujours positive.
3. Un trindme ax? +bx+c est du signe de a sauf entre ses racines si elles existent.



[ 1

EQUATIONS DE LA FORME e* = a
1.a. e* =3 < x = In(3). La solution est In(3), soit 1,10 4 0,01 pres.
b.e*-5=2e*=2+5e*=7T<x=In(7).
La solution est In(7), soit 1,95 4 0,01 pres.
2.a.Pour x2+x-6=0,0na: A=b%—4ac=12 -4 x1x(-6)=25.
11y a deux solutions :
. _—b+JA _ -1+5 —b—JZ_—l—s__3
1= 2 = 2 2¢ 2 7
b e2 +e* —6=0 (e*) +e* —6=0.

D’apres la question précédente, on a e* =2 ou e* =—3.
On a donc x = 1In(2) car e* = —3 est impossible.
La solution est In (2), soit 0,69 a 0,01 pres.

4

positif, il y a deux solutions : x; =

2. a. Pour une équation ax?+bx+c=0, si le discriminant A est strictement

—b++/A —b—A
2a a

et x, = >

b. Retenir que e2 est le carré de e* : e2¥ =(eX)’.
Une exponentielle est toujours positive.

FONCTION EXPONENTIELLE ET APPLICATION ECONOMIQUE
Partie A

l.a.Ona: h(x)=g(x)— f(x)=10%* —100(e* — 45).

Pour tout réel x de [4;6], ona: h’(x)=—10%¢* —100e*.

Une exponentielle étant toujours positive, on a #”(x) < 0 sur [4 ; 6].
La fonction & est strictement décroissante sur intervalle [4 ; 6].

b. X 4 6

)
) \
h(6)

avec h(4) =17 400 et h(6) = —33 400.

c. h est continue et strictement décroissante sur [4 ; 6] avec h(4) > 0 > h(6).
L’équation % (x) = 0 admet une solution unique o sur intervalle [4 ; 6].
2. a.

X A 42 bk 46 48 5
h(x) 17400 | 12800 | 8600 | 4600 600 | —3600
X 5,2 5,4 5,6 5,8 6
h(x) ~8100 | —13100 | —18900 | —25500 | —33400
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b. c. Graphiquement, on a 4,8 < @ < 4,9.
y

16 000

12 0001

8 000

4000

-4 0001

-8 0001
—12 000+
—16 000
—20 000
—24 000
—28 0001

—32 000

Partie B

1. Le prix unitaire d’équilibre du marché est la solution de f(x)= g(x) ce qui est
équivalent 2 1 (x) =0 : c’est donc o, qui vaut 31n(5) d’apres 1’énoncé, soit environ
4,83.

Le prix unitaire d’équilibre du marché est 4,83 € au centime d’euro prés.
2.0na: f(o)=100(e3"® —45) = 8 000.

8 000 kg de produit correspond a ce prix unitaire d’équilibre.

‘ B 2. On peut aussi calculer g(a).

CONJECTURE ET VALIDATION

1. En observant la courbe, on conjecture que f est décroissante sur I’intervalle
[-3:2].

2. On utilise (uv) =u’v+uy’ avec u(x)=—-x2, u'(x)=—-2x, v(x)=e ! et
v (x)=e*l

Pour tout x de [-10;10], on a:

) =x+(=2x)e* " +(-x?)er T =x - (2x + x2)e* L.

En factorisant par x, on a aussi f”(x)=x—x(2+x)e* ! = x(1-(2+x)e*1).

On a bien f’(x) = xg(x).



[ M

3. a. On utilise (uv) = u’v +uv’ avec u(x)=—(x+2), u’(x)=—1, v(x) = e et
v (x)=e*l.

g x)=—-1le* 1 +[-(x+2)]e* L =(—x—3)e*L.

g’ (x) est du méme signe que —x — 3 car une exponentielle est toujours positive.
Sur [-10;-3],ona —x—3=0, donc g’(x) = 0 sur [-10; -3].
Sur[-3;10],ona—x—3 =<0, donc g’(x) < 0 sur [-3;10].

b. g est croissante sur [—10 ; —3] et g est décroissante sur [—3;10].

x -10 -3 10

5,6
oy o001 = \

c. o Sur [-10; —3], g est strictement croissante avec g(—10) > 0, donc g(x)> 0.
L’équation g(x) =0 n’admet pas de solution dans [-10; —3].

o Sur [-3;10], g est continue et strictement décroissante avec g(—3) > 0> g(10).
L’équation g (x) =0 posséde une unique solution dans [—3;10].

L’équation g (x) =0 posséde donc une unique solution dans [-10 ; 10].

Ona g(0,20)= 0,011 et g(0,21) = —0,003, donc 0,20 < ac < 0,21.

d. Du tableau de variation, on déduit que g(x) est positif sur [-10 ; o] et g(x) est
négatif sur [o;10].

4. a. On utilise f(x) = xg(x).

-97236

x |-10 0 o 10
x = 0 + +

g§x) + + 0 -

f@) - 0+ 0 -

b. f est donc décroissante sur [—10 ; 0], croissante sur [0 ; o] et décroissante sur
[o;10].

c. f n’est pas décroissante sur [-3;2]. La conjecture de la question 1 est donc
fausse.

‘ Les lectures graphiques peuvent conduire a des conclusions fausses. Un calcul
est plus rigoureux.

RECHERCHE D’UNE FONCTION
L. £(0) est 'ordonnée du point A de 6 , dabscisse 0, donc f(0) =3.

17(0) est le coefficient directeur de (AB), la tangente T en A a 6 ;. Ona f’(0) =2.
2. Une équation de T est y = f7(0)(x — 0)+ £(0), soit y=2x+3.
3. La partie du plan située entre la courbe 6 » I'axe des abscisses, I'axe des ordon-

nées et la droite d’équation x =1 est comprise entre 3 carreaux et 4 carreaux.
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u'v—uy’

> avec u(x)=ax+b, u'(x)=a, v(x)=e* et

4. a.On utilise (%) =

v (x)=e*.

f,(x): ax

v

e’ —(ax+b)e*
()’
b-{f(0)=3 @{1+b=3@{b=3—1@{b

(—ax+a- b)ex
e2x

,donc f’(x)=

2
1

0=2"\a-b=2"\a=2+b

On obtient : f(x)=1+ %.

1. Le coefficient directeur d'une droite (AB) est yB yA
X —
B “A
2. Une équation d’une tangente au point d’abscisse a est y =f"(a)(x —a) +f(a).
4. b. Pour déterminer deux nombres, on peut résoudre un systeme.

REVENTE DES MACHINES
26

1.0na R(0)=400et R(z+1)= (1 - m) R(t) car chaque année la valeur diminue

de 26 %. On a donc R (¢) = 400 x 0,74".
2. a. C (1) = 420 — 400e~ %3, donc C’(f) =—400x (- 0,3)e™ 3" =120e 3.

Une exponentielle étant toujours positive, on a C’(#) positif sur [0 ; 50].

La fonction C est croissante sur [0 ; 50].

b. C(15) = 420 — 400e~93%15 = 415,55 2102 pres.

Au bout de 15 ans, le cotit total est de 415,55 milliers d’euros, soit le prix d’achat
(400 milliers d’euros) augmenté du cofit d’entretien (20 milliers d’euros), a 5 milliers
d’euros pres.

3.a. C(f) > 300 < 420 - 400e %3 > 330

& 420-330 > 400e 03

90 0.3t ( 90 )
=L > > >—
@400 e S n 200 0,3t

9
In (40
-0,3
C(t) > 300 équivaut, avec ¢ entier,a = 5.
b. Les machines sont revendues au bout de 5 ans, soit en 2017.
R(5)=400e~%3 =89,3 20,1 pres.
En 2017, le prix de vente est de 89 milliers d’euros a 1 millier pres.

(=4 )<l‘.

‘ 1. On assimile R(t) a une suite géométrique et on utilise la formule qui donne
'expression d'une suite géométrique en fonction du terme initial méme si t peut
prendre des valeurs qui ne sont pas entiéres.
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ETUDE D’'UNE FONCTION

Partie A

l.a.Ona g(x)=(ax+b)e ™ +2.

On utilise (wv) =u'v+uy’ avec u(x)=ax+b, u'(x)=a, v(x)=e™* et
Vi(x)=—e"".

g ()=ae " +(ax+b)(—e ¥)=(-ax+a—b)e *.
b.Onag0)=1=bxe’+2=1b+2=1<b=-1.
Onag’Q=0<(-2a+a+l)e?=0=-a+1=0=1=a.

2.2.0na g(—1)=-3,437.

gestcontinue et strictement croissante sur I'intervalle [-1; 0] avec g (—1) < 0 < g(0).
L’équation g(x) = 0 admet au moins une solution sur I’intervalle [-1; 0].

b. En faisant des essais a 1’aide de la calculatrice, on trouve que la valeur décimale
approchée au centieme de o est —0,38.

3. D’apres le tableau de variation, on a g(x) <0 sur |—co; o[, g(a)=0 et
g(x)>0sur|a;+oo].

Partie B

1.a.On utilise (w) =uv+w’ avec u(x)=—x, u'(x)=—1, v(x)=e % et
Vv (x)=—e*.

Pour tout réel de [-10;10], on a:

() =2+ xe ™ +(-x)x(~e™") =2+ (- 1+x)e™".

On a bien f’(x) = g(x).

b. Comme on a f’(x)= g(x), f’(x) est du méme signe que g (x).

Sur [-10; 0], ona g(x) < 0, donc f’(x) <0 et fest décroissante sur [-10 ; at].
Sur [0 ;10], on a g(x) = 0, donc f/(x)= 0 et fest croissante sur [o ; 10].

x -10 o 10

f(=10) f(10)
f@) \ /
Slo)

£(10) =220 246, f(r) = 0,796 et £(10) = 21.

2.a.Pour tout xde [-10;10],ona: f(x)—y=2x+1—xe > —(2x+1)=—xe~.
Comme une exponentielle est toujours positive, f (x)— y est du signe contraire de x.
Sur [-10;0[, £ (x)— y est positif et ‘€ est au-dessus de % .

En 0, f(x)—y est nul et 6 rencontre % .

Sur ]0;10], f(x)— y est négatif et ‘€ est au-dessous de &.

b. Voir la figure page suivante.
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ETUDE D’UNE FONCTION EXPONENTIELLE

1. Condition (a) € rencontre I’axe (Oy) au point A (0 ; —2) donne f(0)=—2, soit
1+b=-2.

On obtient b = —3.

Condition (b) € admet au point B d’abscisse 31n(6) une tangente parallele a 1’axe
X

des abscisses donne f’(3In(6))=0. Or, on a f'(x)= %eg +a et

f/GIn(6) = 1ehO +a.

On adonc 2+ a =0. On obtient a = — 2.

X
2.0na f'(x)= %eg —2. On sait que f"(31n(6)) =0 et que la fonction exponen-

tielle est croissante. Donc, si x >31n(6), f’(x)>0 et f croit ; si x <3In(6),
£/ (x) <0 et fdécroit.

X =20 3In(6) 20
37 742,8

Jx) \ /
—7,75

X X
3.0na f(x)—y=e3 —2x—3—(-2x—-3)=e3.
Une exponentielle étant toujours positive, on a toujours f(x)—y > 0.
% est toujours au-dessus de A.
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4. Sur I'intervalle [9 ; 10], f est continue et strictement croissante avec f(9) = —0,91
et £(10) = 5,03, donc f(9) <2< f(10).

L’équation f (x) = 2 admet au moins une solution dans [9 ;10].

Ona:

X 9 9.5 9,6 9,7 10
f(x) 503 | 1,73 | 2,33 | 2,96 | 5,03

La valeur décimale de o 3 10~! prés par défaut est 9,5.

5. a. Graphiquement les solutions de 1’équation f(x)=2 sont les abscisses des
points de € situés sur la droite d’équation y =2. Il y a deux solutions o et B avec
-3<B<-2.

b. Graphiquement les solutions de I'inéquation f(x)=2 sont les abscisses des

points de 6 situés au-dessus la droite d’équation y =2 ou sur cette droite.
S=[-20;a]u[B;20]

‘ 1. (e”)’ =u'el.

2.Sif(x)—y >0 alors f(x)>y, donc € est au-dessus de A.

PRIX D’EQUILIBRE D’UN PRODUIT

Partie A

La f(0)=e%>0 _1=0et f(10)=e0>10 —1=¢5 -1,

b. Pour f(x)=¢e%* —1,ona f’(x)=0,5e%5*.

Une exponentielle étant strictement positive, on a f” (x)> 0 sur [0 10].
[ est strictement croissante sur [0 ; 10].

8 8

2.a.g(0)= O i St

=4detg(10)=

I
00.5x0 1 |

’ ’
—u
= —-avec u(x) = e 41 etu’(x)=0,5e05*,
u

o (l
u

1 —0,5e0:5x
Pour g(x)=8><0’T1 —_——
et + (e05% +1)

Une exponentielle étant strictement positive ainsi que le carré, on a g’(x) <0 sur
[0;10].

g est strictement décroissante sur [0 ;10].

3. Pour 6 £ le coefficient directeur de la tangente est f(0), soit 0,5.

Pour € e le coefficient directeur de la tangente est g’ (0), soit —1.

,ona g’(x)=8x

Voir la figure page suivante.

Fonctions exponentielles

109



110

Partie B
1. Par lecture graphique, une approximation a 0,1 pres de p est 2,2 et celle du nombre
n est 2.

8
2. a. f(x) = g(x) seldsr 1= m = (CO’Sx - 1)(60’5x aF 1) =8

Se'—1=8se*=9< x=1In(9).

Ona p=In(9). n=f(p)=e05O _1=(eh®)™ _1=905 | p=2,

b. On a p=1In(9)=2,197 a 0,001 pres. Or p est en milliers d’euros. Le « prix
d’équilibre » du produit est de 2 197 € a I’euro prés. On a n = 2 en milliers.

Le nombre correspondant d’objets proposés sur le marché est 2 000.

‘ A 3. Le coefficient directeur d'une tangente au point d'abscisse a est le nombre
dérivé en a.

LE PETROLE DE DEMAIN

1. £(11) =17 280e~0:024x11 soit £(11) =13 270,6.

On estime a 13 271 billions, le nombre de barils de pétrole a découvrir en 2011
d’apres ce modele (au billion pres).

2. Sur I'intervalle [11;200], on a :

F/(x)=17 280 x (—0,024) e~ %024x = —414,72¢=0-024x

Une exponentielle étant strictement positive, on a f’(x) < 0. Donc la fonction f
décroit strictement sur intervalle [11 ; 200].

x 11 200

13271
e \

142
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3. Selon ce modele, au cours d’'une méme année, on envisage de découvrir entre
13 271 et 142 billions de barils de pétrole. On peut donc envisager en découvrir
10 000 billions une année. Pour cela, on résout I’équation f (x) =10 000.

10 000
— —-0,024x _ -0,024x _
f(x)=10 000 < 17 280e 10000 e 177380
10 000 10 000

Ona: x=23.

En 2023, on envisage de découvrir environ 10 000 billions de barils de pétrole.
4. Selon ce modele, au cours d’'une méme année, on envisage de découvrir entre
13 271 et 142 billions de barils de pétrole. On ne peut donc pas envisager décou-
vrir au moins 6 000 billions de barils de pétrole chaque année.

‘ 3. En résolvant l'inéquation f(x) < 6 000, on trouve qu’a partir de 2045, on envi-
sage de découvrir moins de 6 000 billions de barils de pétrole par an.

DEUX CALCULS AVEC BEAUCOUP DE e
1. A=exe3dxed? xe3® xe3* xe3’ xe3t = l+3+32+3%+34435436
Or,1+3+32 +33 +3% +35 + 3% est la somme des sept premiers termes d’une suite
géométrique de raison 3 et de terme initial 1.
_137
14343243434 439436 =122 _1.003.
On obtient : A = e! %3,
2.De méme, on a :
B=exe3xed? xe3® x...xed" ! xe3" = ol+3+32433+. 43171430
avec 1+3+32+33 +...+3""1 + 3" qui est la somme des (n + 1) premiers termes
d’une suite géométrique de raison 3 et de terme initial 1.

_3n+l +1 _
143432433 4, 4301430 212370 37 =1
1-3 2
3l

Onobtient: B=e¢ 2

UNE EQUATION
e2x _eatx _obtx L oath — () (ex)2 —edeX —ebex L eath —
2
& (e*) (e +eb)er +eat? =0.

En posant X =e*,ona X2 —(e? +e?)X +e*? = 0.
Pour cette équation du second degré, on a :

A=(e+ eb)2 —4eath
(e“)2 +2edth 4 (eb)2 —4eatd

(e“)2 —Qeatb +(eb)2 =(e? —eb)z.

Fonctions exponentielles
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Il y a deux solutions :
(e? +eb)+(e? —e?)

X, =

=e‘etX, =

(e? +eb)—(e? —eb)

b

2

On adonc e* =e% oue® =e?, soit x =a ou x = b.
Les solutions sont a et b.

FACTORIELLES ET NOMBRE e
Lall=1.21=1x2=2.31=1x2x3=6. 4!=1x2x3x4 = 24.
b.OnaS!=(1x2x3x4)x5=4Ix5.

On peut obtenir 5! en multipliant 4! par 5.

c.De méme,ona: (n+1)!=n!x(n+1).
2.0nall=letO!xl=1x1=1.
On a bien la relation 1! = 0! x 1.
3.On trouve S =1, 5, =2, 5, =2,5,5;=2,66 et S, = 2,70.
4. a. b. On obtient :

S

ST 3 G . o
1 n! 1/n! Sn

2 0 1 1 1
3 1 1 1 2
4 2 2 0,5 2,5
5 3 6 0,16666667 2,66666667
b 4 24 0,04166667 2,70833333
7 5 120 0,00833333 2,71666667
8 6 720 0,00138889 2,71805556
9 7 5040 0,00019841 2,71825397
10 8 40320 2,4802E-05 2,71827877
11 9 362880 2,7557E-06 2,71828153
12 10 3628800 2,7557E-07 2,7182818
13 11 39916800 2,5052E-08 2,71828183
14 12 479001600 2,0877E-09 2,71828183
15 13 6227020800 1,6059E-10 2,71828183
16 14 8,7178E+10 1,1471E-11 2,71828183
17 15 1,3077E+12 7,6472E-13 2,71828183
18 16 2,0923E+13 4,7795E-14 2,71828183
19 17 3,5569E+14 2,8115E-15 2,71828183
20 18 6,4024E+15 1,5619E-16 2,71828183
21 19 1,2165E+17 8,2206E-18 2,71828183
22 20 2,4329E+18 4,1103E-19 2,71828183

c. La somme S, semble se rapprocher du nombre e quand n prend des valeurs de
plus en plus grandes.
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METHODE D’EULER POUR APPROCHER LA FONCTION x i eX

Partie A

1. a.On veut g (x)=ax+b avec a= g, (0)=1. On a aussi g; (0) =1x 0+ b, soit
1=0b.

Sur[0;1],0ona g (x)=x+1.

b. On adonc: g, (1) =1+1, soit g; (1) = 2.

c. On trace le segment [AB] avec A(0;1) et B(1;1).

2.2.0nveut g, (x)=ax+b aveca=g; (1)=2.On a aussi g, (1) =2 x 1+ b, soit
2=2+b.

On obtient 5= 0. Sur [1; 2], on a g; (x) = 2x.

b. On a donc : g;(2) =2x2, soit g; (2)=4.

c. On trace le segment [BD] avec D(2 ; 4).

3.a.On veut g, (x) = ax+ b avec a = g, (n).

Onaaussi g, (n)=axn+b,soit g (n)=g, (n)xn+b.

On obtient g (n)(1—n)="b.

Sur[n;n+1],onag (x)=g (mx+g m)(1—n),soit g; (x)=g; (M) (x —n+1).
b.Onadonc g (n+1)=g, (n)(n+1-n+1), soit g; (n+1)=2g; (n).

On a donc g; (0) =2g, (—1), soit 1 =2g, (—1). On obtient g, (-1)=0,5.

On adonc g (—1) =2g, (=2), soit 0,5 =2g, (-2). On obtient g; (-2) = 0,25.

c. On trace les segments [FE] et [EA] avec F(—2;0,25) et E(—1; 0,5).

Partie B
1. Sur I’intervalle [0,57 ; 0,5(n + 1)], on veut 805 (x)=ax+b aveca = 805 (0,5n).

On a aussi g 5(0,5n)=ax0,5n+b. D’ou :
b= 805 0,57)—ax0,5n=(1-0,5n) 805 (0,5n).

©
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On adonc: gy 5(x) =g 5(0,57)x + go 5(0,51)(1-0,5n).

Soit : g¢ 5 (x) = gg,5(0,5n)(x — 0,51 +1).

2. En remplagant x par 0,5(n + 1), on obtient g¢ 5 (0,5 (n+1))=1,5g¢ 5 (0,5n).
3. En prenant n = 0 dans la formule précédente, on a 805 0,5 =15 805 0),
soit 805 (0,5 =1,5.

En prenant n=~1, ona g, 5 (0)=1,5¢( 5 (= 0,5), soit 1=1,5g( s (=0,5).
Onadonc 1+1,5= g, 5(-0,5), soit gy 5 (-0,5)=1,5"".

4.

X =2 =15 = -0,5 0 0,5 1 1,5 2

9o5(x) |15%4 153|152 15" | 15 | 15" | 1,52 | 1,58 | 1,54

90500 | 0,20 | 0,30 | 0,44 | 067 | 1 15 | 2,25 | 3,38 | 5,06

5. On place les neuf points correspondant au tableau précédent et les huit segments
(voir figure page précédente).

Partie C

+1 1 n . n
1. a. Comme on a (n—)=(1+—) (—),la suite de terme (—),OsnsZ s
8k ) » 8k ) 8k ) p

est une suite géométrique de raison (1 + %) et de terme initial g, (0)=1.
b. On utilise la formule u, = u, X g".

1\ . n 1\" :
Ona (ﬁ): 0)x 1+—) , Soit (—)=(1+—) en fonction de n et de p.
8k ) 8k » 8k ) p p

p
c. En prenant n = p,ona g, (1):(1+%) .

2. a. Quand p prend des valeurs de plus en plus grandes, c’est-a-dire quand & prend
des valeurs de plus en plus proches de 0, le nombre g, (1) se rapproche de f (1),
c’est-a-dire de e.

b. p 1 2 3 10 100 5000 | 100000

9, (M 2 2,25 2,4883 | 2,5937 | 2,7048 | 2,7180 | 2,718 3

Quand p prend des valeurs de plus en plus grandes, g, (1) prend bien des valeurs de
plus en plus proches de e qui vaut 2,718 281 82...

RECHERCHE DU BENEFICE

Partie A

1. Pour tout x de [0;12], on a f(x)— y = 0,4x + e~ 04+ — 0, 4x = = 0-4x+1,
Une exponentielle étant toujours strictement positive, on a f(x)—y > 0.

La courbe € est toujours au-dessus de la droite 9.
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2.a.l-e 0l =0 el =e 0 & 0=-04x+10,4x=1

S x=1+0,4.
L’ensemble des solutions est [2,5 ; +oo|.
b. Pour tout x de [0;12], on a f”(x) = 0,4 — 0,4e 045+ = 0,4 (1 - e04x+1),
£’ (x) est du méme signe que 1—e~0-4x+1,
Sur [2,5;12], on a donc f’(x) = 0. f est croissante sur [2,5 ;12].
Sur [0;2,5], on adonc f’(x) < 0. f est décroissante sur [0 ; 2,5].
¢ x |0 2,5 12

e 4,8 +¢38
f@) \ /
2

£(0)=0,4x0+e 040+ — ¢

£(2,5)=0,4%2,5+e"04x25+1 =140 =2,

f12)=0,4x12+e 04X1241 =48 4 =38,

fadmet en 2,5 un minimum qui vaut 2. On a donc f (x) > 0 sur [0 ;12].

3. a. Une équation de I est: y = f"(0)(x —0)+ f(0), soit y =0,4(1—e)x +e.

Pour x=2,5,0ona y=0,4(1—-¢)x2,5+e=1-e+e=1.
J passe par B(2,5;1).

b. Pour 9, si x =5, alors y=0,4x5=2.

Pour construire 6, on dresse un tableau de valeurs.

X 0 1 2 8 4 6 8 10 12
f(x) 2,72 | 2,22 | 2,02 | 202 | 215 | 2,65 | 331 | 4,05 | 4,82

Partie B
1. a. x centaines d’objets rapportent 500x euros, soit 0,5x milliers d’euros.
On a donc : R(x)=10,5x

©
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b. Voir le graphique page précédente.

c. Graphiquement, A et € se coupent en un seul point d’abscisse a qui vaut 4,5 a
10! pres.

2. a. Le bénéfice est la différence entre la recette et le cofit total.
B(x)=R(x)—C(x)=0,5x— (O,4x + 6‘0’4”1).

On abien : B(x)=0,1x — e~ 0:4x+1,

b. 1 000 objets sont 10 centaines d’objets.
B(10)=0,1x10—e~%#10t1 = 0 950. Pour 1 000 objets fabriqués, le bénéfice est
de 950 € a 1 € pres (0,950 milliers).

c.Sur[2,5;10],ona B’ (x) = 0,1 — (—0,4)e~%4**L s0it B’ (x) = 0,1+ 0,4e~0-4x+1
On a donc B’(x) > 0 et B est strictement croissante sur [2,5 ; 10].

d. De plus, B(2,5) = —0,75 et B(10) = 0,95.

L’équation B(x)=0 admet une solution unique sur J et qui appartient a
[2,5;10].

Bx)=0& R(x)-f(x)=0< R(x)= f(x).

L'unique solution de B(x) =0 est a défini dans la question 1. ¢. comme 1’abscisse
du point commun a A et a 6.

X b 4,45 4,48 4,49 45
B(x) | -0,03 —0,01 | —5x10-3 | —2x10-3 | 6,7x 104

On adonc 4,49 < a <4,50.

e. Pour x > a, on a B(x) > 0 car B est strictement croissante et que B(a)=0.
Pour x > 4,49, le bénéfice est positif.

x exprime le nombre d’objets en centaines : il faut produire au minimum 450 objets
pour réaliser un bénéfice.

POSITION RELATIVE DE 6, ET DE L'UNE DE SES TANGENTES

1.Pour f(x)=e~*,ona f/(x)=—e*.0Ona f(0)=e® =1let f/(0)=—c" =—1.
Une équation de la tangente € fau point d’abscisse 0 est y = f(0)(x — 0)+ £ (0),

soit y=—x + 1. La tangente a € £ au point d’abscisse 0 est la droite A

2. a. Pour tout x réel, ' (x) = f’(x)— g’ (x), soit A’ (x) =1—e™*.
b.W(x)>0=l-e*>0=e>e " 0>-x0<x.

Sur [0;+c[,onah’'(x)>0 etsur |- ;0[,onah’(x)<0.

c. h croit strictement sur [0 ; +oo[ et & décroit strictement sur |—co ; 0].

3. Comme A est la tangente & 6 , au point d’abscisse 0, on a f(0) = g(0), soit
h(0)=0.

h étant croissante strictement sur [0 ; +o[, on a h(x) >0 sur |0;+oo[ et 6 ; est
au-dessus de A.

h étant décroissante strictement sur ]—oo ; 0], onah(x)>0sur|—c;0[ et st
au-dessus de A.

© £ rencontre sa tangente A au point d’abscisse 0 et ¢ rest toujours au-dessus

de sa tangente.



" cours 1 A

Q Logarithme népérien

B8 pEFINITION

1. Logarithme népérien d'un réel strictement positif x

Soit x un réel strictement positif.
L’équation e¥ = x d’inconnue y admet une unique solution notée In x.
In x est le logarithme népérien du réel x.

2. Fonction In

On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui, a tout réel x strictement
positif, fait correspondre le réel In x. Cette fonction se note In.

3. Valeurs remarquables
elnl=0 elne=1

Il FoNCTION tn
1. Dérivée
La fonction x > In x est définie et dérivable sur ]0;+oo [ avec (Inx) = %

2. Sens de variation et représentation graphique

e La fonction x > In x est strictement croissante sur ]0;+oo].
o La représentation graphique de la fonction x — Inx est :

y

2

3. Résultat complémentaire
Soit a et b deux réels, a #0.
La dérivée de la fonction x > In (ax + b) est

a
+b’

N
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il EQUATIONS ET INEQUATIONS

Soit a et b deux réels strictement positifs et ¢ un réel.

1. Equations

elna=Inb&sa=>b; elna=c< a=e‘.

2. Inéquation

La fonction In étant strictement croissante, elle conserve 1’ordre.
elna<Inbsa<b elna>Inbsa>b;
elna<cesa<e, elna>ce a>ef.

‘ Ne pas oublier que a est un réel strictement positif.

REGLES DE CALCUL

Soit a et b deux réels strictement positifs et x un réel.

eIn(ab)=Ina+Inb OIn(ax)=xlna ;
° ln(%)z—lnb; ﬂn(%)zlna—lnb ;
o ln(ex)zx ; eelna =g
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SAVOIR-FAIRE

1. Déterminer un ensemble de définition

1. Le contenu de chaque fonction logarithme devant étre strictement positif,
on écrit des inéquations exprimant chacune de ces conditions.

2. On résout chacune des inéquations.

3. L’ensemble de définition est I'intersection des ensembles de solutions des
inéquations.

EXEMPLE 1 : Déterminer I’ensemble de définition de In (2x + 3).

1. In(2x + 3) existe si et seulement si 2x + 3> 0.

2.2x+3>0<:>2x>—3<:>x>—%.

3. L’ensemble de définition est | —1,5;+co].

EXEMPLE 2 : Déterminer I’ensemble de définition de :
F(x)=In(x+3)+In(x—4).

1. f (x) existe si et seulement si x+3 >0 et x —4 > 0.

2.x+3>0& x>-3:5=]|-3;+c].

x—4>0x>4:8,=]4;+00].

3. L'ensemble de définition de fest §; NS, =[4;+eo].

2. Résoudre une équation avec un logarithme népérien

1. Ramener I’équation soit au modele « Ina=Inb » soit au modele
«Ina=>b».

2. Pour le modele « Ina =1nb », on transforme en a = b.

Pour le modele « Ina = b », on transforme en a = e?.

3. On termine la résolution et on conclut en vérifiant que les solutions pro-
posées appartiennent a I’ensemble de définition.

EXEMPLE 1 : Résoudre I’équation In(2x+3)=In10—In2.
1. In2x+3)=1n10—1n2 & In(2x+3) = 1n(§) o 1n(2x+3)=1In5.

2.0naaussi: In(2x+3)=In5<2x+3=52x=2cx=1

3. Lensemble de définition étant |—1,5;+co[, la solution de I’équation
est 1.

EXEMPLE 2 : Résoudre I’équation In (x + 3)+ In(x — 4) = In8.

1. Pour les valeurs pour lesquelles I’expression In (x + 3) + In (x — 4) existe,
ona:ln(x+3)+In(x—4)=1In8 & In((x +3)(x—4))=In8.
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2.0n a aussi :
In((x+3)(x—4)=In8 = x?2 —4x+3x-12=8 = x> —x-20=0.

A=b%—4ac=1+80=281.11y a deux solutions :
—-b+,A -b— A
= — N -4,
2a 2a

3. L’ensemble de définition étant |4 ; +oo[, la solution de I’équation est 5.

3. Résoudre une inéquation avec un logarithme népérien

1. Ramener I’équation soit au modele « Ina>Inb » soit au modele
«Ilna>b ».

2. Pour le modele « Ina > Inb », on transforme en a > b.

Pour le modele « Ina > b », on transforme en a > e®.

3. On termine la résolution et on conclut en vérifiant que les solutions pro-
posées appartiennent a I’ensemble de définition.

‘ Remarque : Le méme principe vaut pour des inégalités écrites avec les sym-
boles <, = ou <.

EXEMPLE : Résoudre I’inéquation Inx+2 < 5.
1.Ona:Inx+2<5hxs5-2< hx<3.

2.0naaussi: x <e’.

3. Lensemble de définition étant |0 ; +oo[, ’ensemble des solutions est

]0;e3:|.
4. Résoudre une inéquation ot l'inconnue
est un exposant

1. Ecrire I’inéquation sous la forme a* < b ou a* > b avec a et b stricte-
ment positifs.
2. Appliquer la fonction In aux deux membres de I’inégalité et transformer le
membre de gauche a I’aide de la relation In (a") =xlna.
3. Terminer la résolution en faisant attention au signe de Ina.
EXEMPLE : Déterminer la plus petite valeur de I’entier naturel n tel que :
15000 x 0,95" <12 000.

12 000

15000
2.0naaussi: 0,95" <0,8 1n(0,95") <1n0,8 < nln0,95<1n0,8.
3.0na0<0,95<1 donc:

1.15000 % 0,95" <12 000 < 0,95" < < 0,95" <0,8.

In0,8

In0,95°

On veut donc n > 4,35. Comme 7 est entier, la plus petite valeur de 1’entier
naturel n répondant a la question est 5.

In0,95<0 et nln0,95<In0,8 <= n>
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EXERCICES D’APPLICATION

DOMAINE DE DEFINITION | * | 8min |» P. 131]
Dans chaque cas, déterminer les valeurs de x pour lesquelles f est définie.

L f(x)=In(x+1); 2. f(x)=In(2x+3);

3. f(x)=In(4-x); 4. f(x)=1In(x> - 5x+6).

‘ Revoir le savoir-faire 1.

I3 :ouations | % | 12 min |» p. 131]
Apres avoir déterminé les valeurs permises, résoudre les équations.
1.In(x+1)=1n5; 2.lnx=3;

3.In2x+1)=In(B-x); 4.In(2x+5)=0;
5.In(x=6)=In(2-x); 6. In(x2 —x—1)=0.

‘ Revoir les savoir-faire 1 et 2.

EQUATIONS DU SECOND DEGRE | % | 10 min |» P. 132]

1. Résoudre I’équation x2 —3x—4=0.
2. En déduire les solutions de (In )c)2 -3Inx-4=0.

3. Apres avoir déterminé les valeurs permises, résoudre 1’équation :
In(x—3)+Inx=1n4.

‘ Revoir les savoir-faire 1 et 2.

3. Utiliser une regle de calcul dans le membre de gauche pour retrouver le modele
«lna=1Inb ».

INEQUATIONS | % | 10 min |» p. 132|
Apres avoir déterminé les valeurs permises, résoudre les inéquations suivantes.
I.Inx>3; 2.Inx<-2;

3.In(x+3)=In(2x-2) ; 4. In(1-x)<0.

‘ Revoir les savoir-faire 1 et 3.
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IE3 EouaTioNs AVEC L'INCONNUE EN EXPOSANT | * | 10 min |» P. 133]

Résoudre les équations suivantes.
Donner la valeur exacte de la solution, puis la valeur approchée 2 10~2 pres.
1.3*=20; 2.0,2*=0,01; 3.1,001* =0,3 ; 4. 0,8 =0,25.

‘ Appliquer la fonction n a chaque membre, puis transformer le membre de
gauche sous la forme xlna.

ﬂ INEQUATIONS AVEC L'INCONNUE EN EXPOSANT | * | 10 min |» p. 133]

Résoudre les inéquations suivantes.
Donner I’ensemble des solutions avec des valeurs exactes.
1.3 >40; 2.0,2¥ >0,05 ; 3.2,3* <15 ; 4. 0,4* <0,003.

‘ Revoir le savoir-faire 4.

PLUS PETITE VALEUR D’UN ENTIER n | * | 12 min |» P. 134/

Pour chaque cas, trouver le plus petit entier naturel n qui vérifie I'inégalité.
1.1,9" >1000 ; 2.0,2"<0,001; 3.1,02">3; 4.0,3"<0,0001.

‘ Revoir le savoir-faire 4.

UTILISER LES REGLES DE CALCUL
SUR LES LOGARITHMES | * | 8min |» P. 134/

Ecrire plus simplement chacune des expressions.
1.Ine+Ine? -1-(lne)2 ; 2.In(4e)—In(2e)—In2; 3.1n24-3In2.

‘ Revoir les regles de calcul au paragraphe IV du cours.

ﬂ DERIVEES | * | 10 min |» P. 134

Déterminer les dérivées des fonctions f.

L f(x)=In(3x+1) surlz}%l;+oo[;
2. f(x)=In(=x)sur [=]—o0;0][ ;

3. f(x)=xInx sur I=]0;+co[ ;

4. f(x)=(x+2)In(1—x) sur |—oo; 1].

4

3. et 4. Utiliser (uv) =u'v+uv’.
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

EQUATIONS | % | 12 min |» p. 135]

Résoudre dans I’intervalle I donné chacune des équations suivantes :
l.Inx=In2 avec I=]0;+o[; 2. Inx=In5avec1=]0;+oo[;
3.In(x—=2)=1Ind avec [=]2;+oo[ ;

4.1In(x+2)=1In4 avec [=]-2;+0oo[ ;

5.In2x=0 avec I=]0;+eo]; 6. In(3x—1)=1In2x avecl=}%;+oo[.

‘ Revoir le savoir-faire 2.

INEQUATIONS | % | 12 min |» P. 135]
Résoudre dans I’intervalle I donné chacune des inéquations suivantes :
1.In3x<0avec I=]0;+oo[ ; 2.Ind4x<0avec[=]0;+0oo[;
3.In2x>3 avec [=]0;+oo|; 4.1n3x>2 avec [=]0;+o];

‘ Revoir le savoir-faire 3.

DERIVEE D’'UNE FONCTION | *% | 10 min |» P. 135|

Pour chacune des fonctions f suivantes, déterminer la fonction dérivée f’ sur
Iintervalle [=]0;+oo] :
1. f(x)=3Inx; 2. f(x)=x+2Inx; 3. f(x)=x-3Inx;

4. f(x)=x>-2Inx; 5. f(x)=xInx—x; 6,f(x)=1+m7x‘

‘ Revoir les formules de dérivation d'un produit et d'un quotient au chapitre 2.

SIGNE D’UNE FONCTION | %% | 10 min |» P. 136

Dans chaque cas, aprés avoir déterminé les valeurs permises, discuter le signe de
£ (x) suivant les valeurs de x.

1L f(x)=In(x-3); 2. f(x)=xInx ;

3. f(x)=(x=5)Inx; 4. f(x)=1-Inx.

‘ 1. et 4. Résoudre f(x) =0, puis f(x)>0.
2. et 3. Utiliser un tableau de signes.
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VARIATIONS D’'UNE FONCTION | ** | 10 min |» P. 136

Déterminer les dérivées des fonctions f et étudier leurs variations sur I.
1L f(x)=In(-2x+3) sur [=]—o0;1,5[;
2. f(x)=(x=2)In(x=2) sur [=]2;+oo.

‘ Les variations d’'une fonction sont données par le signe de sa fonction dérivée.

ETUDE D’UNE FONCTION LOGARITHME | ** | 15 min |» P. 137|

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0,5; 5] par f(x)=x—1-3Inx.

Soit 6 sa courbe représentative dans un repére orthogonal (unité graphique :
2 cm).

1. a. Déterminer la fonction dérivée f’ de f et vérifier, que pour tout réel x de
[0,5;5],ona: f'(x)= x;3.

b. Etudier le signe de f” (x) et dresser le tableau de variations de f.

2. a. Donner une valeur approchée a 10~2 pres de £(0,5); £(1); f(3); f(4)
et £(5).

b. Construire la courbe 6.

‘ Les variations d’'une fonction sont données par le signe de sa fonction dérivée.

UTILISER LES REGLES DE CALCUL
SUR LES LOGARITHMES | %% | 12 min |» p. 138]

1. Compléter en écrivant chacun des nombres suivants sous la forme In a.

a.2=1In... b.3=1In... c.-1=In... dt=m..

2
2. Ecrire le plus simplement possible les expressions suivantes.

e A=-Ine+2Ine? +1ne3 ; B=51ne—31né ; C=%lne—51ne2 —ln%.
3. Calculer en fonction de In 2 :

o A=In(2e)+5In2+1n4 ; B=In2+In(4e)—In(16e?).
4. Calculer en fonction de In3 les expressions suivantes.

1 (9
cA=In(3)+InJ3-In81;  B= 1n§_1n(e_2)_

‘ Revoir les regles de calcul au paragraphe IV du cours.
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ETUDE D’'UNE FONCTION LOGARITHME | %% | 30 min |» p. 138]

On considere la fonction numérique g définie sur 'intervalle [0,1; 6] par :
g(x)=x+2-2Inx.

On désigne par 6 sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O R })

Unité graphique : 1 cm.

1. a. Déterminer la fonction dérivée g’ de g.

b. Etudier le signe de g’ sur [0,1; 6] et établir le tableau de variations de g.

2. Déterminer le coefficient directeur de la tangente 7 a la courbe ¢ au point

d’abscisse 1.

3. Compléter le tableau de valeurs suivant dans lequel on fera figurer des valeurs

décimales arrondies 2 10~ 2 pres.

0,1 05 1 2 4 6

3,89 4,41

4. Tracer T et 6.

5. a. Démontrer que I’équation g (x)=3 a une seule solution o dans [3; 4].
b. Placer sur la figure le point d’abscisse o.

c. Donner un encadrement de o d’amplitude égale a 0,5.

‘ 2. Le coefficient directeur d’'une tangente en un point d'abscisse a est f(a).

SUITE GEOMETRIQUE | %% | 10 min |» P. 139

Soit (tn) la suite géométrique de raison g = 1,01 et de terme initial 7, =1000.
1. Exprimer ¢, en fonction de n.
2. Déterminer le premier terme de la suite qui est strictement supérieur a 1 400.

‘ 1. Pour une suite géométrique de raison g, on a t, =ty xq".

SUITE GEOMETRIQUE | *¥* | 8min |» P. 140|

Soit (v,,) la suite géométrique de raison ¢ = 0,9 et de terme initial v, =8.
1. Exprimer v,, en fonction de n.
2. Déterminer le premier terme de la suite qui est strictement inférieur a 0,01.

4 1. Attention le terme initial est v;.
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m EVOLUTION D'UNE POPULATION | %% | 15 min |» P. 140|

La population d’une ville s’accroit de 3 % chaque année. Elle était de
25 000 habitants en 2010.

On pose p, =25 000 et on note p, la population en (2010 + n).

1. a. Calculer p, et p, ; on arrondira a Iunité.

b. Montrer que la suite (pn) est une suite géométrique ; déterminer sa raison.

c. Exprimer p,, en fonction de n.

2. Déterminer en quelle année, la population de cette ville dépassera pour la
premiere fois les 50 000 habitants.

‘ 2. On pourra résoudre p, >50000.

DATATION AU CARBONE 14 | %% | 40 min |» P. 140|

Partie A
On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0,2 ; 1] par :
f(x)=-8130Inx.
1. a. Calculer la dérivée f”.
b. Montrer que pour tout réel x de I'intervalle [0,2 ;1] , f”(x) est négatif.
2. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
3. On donne le tableau suivant :
0,2 03 0,4 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1
13 100 7 400 2900

Compléter le tableau ci-dessus en arrondissant les résultats a la centaine la plus
proche.

4. Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal tel
que : 10 cm représentent une unité sur I’axe des abscisses et 1 em représente
1 000 unités sur I’axe des ordonnées.

Partie B

On admet que tant qu’un organisme est vivant, la quantité de carbone 14 qu’il
contient est constante. Apres sa mort, cette quantité diminue. On appelle x la
fraction de carbone 14 restant dans 1’organisme.

On admet que I'expression f(x)=—8130Inx donne I'Age f(x), en années,
d’un fossile en fonction de x.
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1. a. Calculer I’age d’un fossile qui contient encore 35 % de son carbone 14,
c’est-a-dire x =0,35. Le résultat sera donné arrondi a la centaine d’années la
plus proche.

b. Tracer, sur la courbe de la partie A, les constructions utiles permettant de
retrouver ce résultat.

2. Faire sur la courbe les tracés permettant de lire la valeur de x pour un fossile
de 3 500 ans. Donner le résultat de la lecture arrondi au centieme le plus proche.

¥ £Tupe D'UNE siTUATION EcONOMIQUE | %% | 50 min |» P. 141]

Une entreprise fabrique un produit, en quantité x , exprimée en milliers de tonnes.
Le coit total de fabrication est donné par :
2
Cr(x)= XT + %ln (x+1) pour x appartenant a [0 ; 5].
Les cofits sont exprimés en milliers d’euros.
Partie A — Fonction auxiliaire
On considere la fonction f définie sur [0 ; 5] par :

_x? . 9x
flx)= 7t a1 9In(x+1).

x(x=2)(x+4)
(x+1)°

2. Etablir le tableau des variations de f sur [0 ; 5].

3. En déduire que f s’annule sur |0 ; 5] pour une valeur unique a.

1. Calculer f”(x) et vérifier que f”(x)=

4. Donner un encadrement de a d’amplitude 1073,
5. Déduire des résultats précédents le signe de fsur [0; 5].

Partie B — Coiit moyen C, |
La fonction colt moyen est définie sur |0 ; 5] par :

Cp()= L) -, O InCx )]

1. Calculer Cy, (x) et vérifier que C;, (x) = %
X
2. Etudier le sens de variation de C_ sur |0 5].
3. Pour quelle production I’entreprise a-t-elle un colit moyen minimal, exprimé

en euros par tonne ? Quel est ce colit ?

~
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EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

m LE LOGARITHME DECIMAL XX x| 20 min | » P. 143

La fonction logarithme, notée log, est définie sur |0 ; + o[ par :

_ ()
log (%)= {0y

1. a. Calculer log (1), log(10), log(100), log (0,1) et log(10~3).

b. Quel résultat peut-on conjecturer sur la valeur de log (10”) pour n entier natu-
rel ? Le démontrer.

2. Soit a et b deux réels strictement positifs. Démontrer les deux propriétés sui-
vantes :

a. log(ab) =log(a)+log(b) ; b. log(%) =log(a)—log(b).

3. Prouver que la fonction log est strictement croissante sur |0 ; + oo|.

QUI EST LE PLUS GRAND ? Pkk*| 10 min |» P. 143

Comparer les nombres 2 0122013 et 2 0132012,

m LOGARITHME OU NON XX x| 15 min | » P. 143

On appelle fonction logarithme toute fonction définie sur ]0;+ eo[ qui trans-
forme un produit en somme comme la fonction logarithme népérien.

1. Soit f la fonction définie sur |0 ; + o[ par f (x) =In(x)x In(10).

fest-elle une fonction logarithme ?

2. Soit g la fonction définie sur |0 ; + oo par g(x)=In(x)—In(10).

g est-elle une fonction logarithme ?
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CONTROLE

I3 tauarions ET INEQuATIONS | %% | 15 min | » P. 144

1. Résoudre les équations suivantes.

a In2x=1; b.In3x=1n9; c. In(2x—3)=In(5x-6).

2. Résoudre dans I'intervalle I donné chacune des inéquations suivantes.
a.In(Bx)<lavecI=]0;+0co[; h.In(4x)=0avec [=]0;+oo].

ETUDE D’UNE FONCTION | %% | 35 min | » P. 144

Le plan est rapporté a un repére orthogonal.

La courbe 6 est la représentation graphique d’une fonction f définie sur
10;10] par f(x)=x?(a+blnx), ol a et b sont deux constantes et In la
fonction logarithme népérien.

y

1. Calculer f”(x) ol f’ désigne la fonction dérivée de f.
2. La courbe représentative passe par le point A(1;3). Elle admet en A une

tangente & de coefficient directeur 4. Montrer que f (x)=x2(3—2Inx).

3. Déterminer une équation de la droite &.

4. Déterminer la valeur exacte de I’abscisse 3 du point B de la courbe ot la
tangente a ‘€ est parallele & 1’axe des abscisses.

5. a. Etudier les variations de f sur I'intervalle [4 ; 10].

b. Montrer que I’équation f (x) =3 admet une solution sur I'intervalle [4 ; 5]
et donner une valeur approchée a 0,01 pres de cette solution.

N
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EX ProBLEME EcoNomiauE | %% | 45 min |» P. 145|

Pour un promoteur immobilier, le colit de production, en millions d’euros,

pour n maisons construites, 0 < n < 30, est donné par :
C(n)=0,2n+0,8—-0,61n(n+1).

Chaque maison est vendue 160 000 euros.

Partie A — Etude de fonction
Soit f1a fonction définie sur [0 ; 30] par :
f(x)=0,2x+0,8-0,61In(x +1).
On appelle € la courbe représentative de fet & la droite d’équation y = 0,16.x
dans un repere orthogonal (unités graphique : 0,5 cm en abscisses et 2,5 cm
en ordonnées).
1. Etudier le sens de variation de fet dresser son tableau de variations.
2. Montrer qu’il existe un point A de € ou la tangente A est parallele a 9.

Donner les coordonnées de A.
3. Tracer &, A et 6.

Partie B — Utilisation du graphique

(Les réponses seront justifiées.)

1. Quel nombre de maisons faut-il construire pour que le cofit de production
soit minimal ?

2. Combien le promoteur doit-il construire de maisons pour réaliser du béné-
fice ?

3. Comment peut-on utiliser le graphique pour déterminer le nombre de mai-
sons a construire pour obtenir le bénéfice maximal ?

Partie C — Etude du bénéfice

1. Montrer que le bénéfice réalisé pour la fabrication de n maisons est, en

millions d’euros : B(n)=-0,04n—0,8+0,6In(n+1).

2. a. Etudier le sens de variation de la fonction g définie sur [0 ;30] par :
g(x)=0,16x— f(x).

b. Déterminer la valeur de x pour laquelle g (x) est maximal.

3. En déduire le nombre de maisons a construire pour que le bénéfice soit

maximal.




[ 1

CORRIGES

DOMAINE DE DEFINITION
L f(x)=In(x+1);ona:x+1>0 x>-1.

Df :]—1;+oo[.
2.f(x)=ln(2x+3);0na2x+3>0<:>2x>—3<:>x>—%.
D, =]-1,5;+c].

3. f(x)=In(4—x);onad4—x>0< 4> x.

D, :]—oo;4[.

4. f(x)zln(x2 —5x+6). 11 faut avoir x2 —5x+6 > 0.

Pour x2 —5x+6,0na A=(-5)" —4x1x6=1.

Le trindbme admet deux racines : x; = % =3 et x,= % =2.
x2 — 5x + 6 est du signe de a donc positif sauf entre les racines 2 et 3.

D, =]-c0;2[U]3;+0[.

‘ Une expression avec un logarithme existe si et seulement si le contenu du
logarithme est strictement positif.

4. Un trindme ax2 +bx +c est du signe de a sauf entre les racines si elles existent.

[ 2] EauaTioNs
1. In(x +1)=In5. 1 faut avoirx + 1 > 0, soit x > — 1.
In(x+1)=InSex+1=5x=5-1.
S ={4}.
2. Inx = 3.1l faut avoir x >0.On a x = 3.
S={e3}.
3. In(2x+1)=1n(3 — x). Il faut avoir 2x+1>0 et 3— x>0, soit x> —0,5 et
3> x ouencore —0,5 < x <3.
InRx+1)=InB-x)<2x+1=3-x<3x=2.

2
s-{2}.
4. In(2x +5) = 0. Il faut avoir 2x + 5 > 0, soit x > —2,5.
In2x+5)=0m2x+5)=hnle2x+5=12x=-4x=-2.
s={-2.
5.1n(x—6)=1In(2—x). Il faut avoir x—6>0 et 2—x >0, soit x > 6 et x <2 :
ce qui est impossible. Il n’y a pas de solution. S = <.
6.ln(x2—x—l)=0.IlfautaV0irx2—x—1>0.
In(x2-x-1)=0eh(x*-x-1)=hlex>-x-1=lex>-x-2=0.
A=b2—dac=12-4x1x(-2)=9.
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1+3
2
2 et — 1 vérifient la condition x> —x—1>0: S={-1;2}.

Il'y a deux racines : x; = =26tx2=%=—1.

‘ 4. et 6. 0On remplace 0 par In1 pour avoir le modele « lna=[nb ».
5. C'est l'étude des conditions d’existence qui permet de répondre.

6. On peut ne pas déterminer entierement 'ensemble de définition, mais il faut
vérifier que les solutions potentielles vérifient les conditions d'existence.

EQUATIONS DU SECOND DEGRE

1. Pour x2 —3x—4=0,0na A= b2 —4ac=(-3)" —4x1x(-4)=25.
3+TS=4etx2 =3;25=—1 :S={-1;4}.

2. Pour (lnx)2 —3Inx—4 =0, il faut avoir x > 0.

Onpose X =Inx etona X2 —3X —4=0. D’apreés la question 1, on a X =4 ou
X=—-1soitlnx=4oulnx=—1: Sz{e4 ;e‘l}.

3. Pour In(x — 3)+ Inx = In4, il faut avoir x —3 >0 et x > 0, soit x > 3.
In(x-3)+Inx=ln4 < In(x(x-3)=lnd o x> -3x=4 x> -3x-4=0.
D’apres la question 1, ona x =4 ou x =—1.

Mais la condition d’existence x >3 donne S = {4}.

II'y a deux solutions : x; =

‘ 2. Un changement d'inconnue permet de se ramener a l'équation du second
degré résolue a la question précédente.
3. On applique la formule lna+lnb =In(ab) au membre de gauche pour retrouver
le modéle « lna=1Lnb ».
La condition d’existence (x >3] conduit a écarter de l'ensemble des solutions la
valeur —1.

INEQUATIONS
1.1nx>3:ilfautavoirx>0.lnx>3<:>x>e3:S=]e3;+oo[.
2.1nx$—2:ilfautavoirx>0.1nx<—2<:>x$e‘2:S=:|();e‘2:|.

3. In(x+3)=1In(2x—2) : il faut avoir x+3>0 et 2x—2 >0, soit x>—3 et
x>1.

Il faut donc avoir x>1. In(x+3)=In(2x—-2) & x+3=2x-25=x
S=1]1;5].

4.In(1-x) <0 : il faut avoir 1 — x > 0, soit > x.
ln(l—x)SO<:>ln(1—x)<ln1<:>1—x<1<:>0Sx:S=[0;1[.

‘ Ne pas oublier, pour écrire l'ensemble des solutions, qu'un logarithme n’existe
que pour des valeurs strictement positives.



[ 1

E] EQUATIONS AVEC L'INCONNUE EN EXPOSANT

1.3% =20 & In(3) = 1n20 & xIn3=1n20 & x = 220,
La solution est In 20 ,s0it2,7321072 pres.
In3
In0,01
2.0,2* =0,01 < 1n(0,2%) =1n0,01 < x1n0,2 =1n0,01 < x = :
In0,2
. In0,01 . N N
La solution est o2 0.2° soit 2,86 a 107 pres.
In0,3
X — X)) — — — k)
3.1,001* = 0,3 < In(1,001 )—1n0,3<:>x1n1,001—h10,3<:>x—1n1’001.
. In0,3 B 5 A=) oot
La solution est 1001 1, 001,501t 1204,57 a 10~ = pres.
_ _ _ _In0,25
4.0,8* —0,25<:>1n(0,8x)—]110,25<:>x1n0,8—1n0,254:>x— mos "
n0,25 ’

La solution est — soit 6,21 2 102 pres.

no,

‘ La formule « ln(ax): xlna » permet de transformer une équation ol l'incon-
nue est en exposant en équation linéaire.

[ 6 ] INEQUATIONS AVEC L'INCONNUE EN EXPOSANT
1.3 > 40 & In(3%) > In40 & xIn3> In40 < x > 11‘;‘30

_ |40,
S_}_ln3 s+ [

car In3>0.

In 0,05
In0,2

2.0,2% > 0,05 In(0,2*) > 1n0,05 & x1n0,2>1n0,05 & x <

_oo_lno,os[
"mo,2 |’

car In0,2 < 0. Sz}

In15
In2,3

3.2,3* <15 (2,3*)<Inl5 e xn23<hl5 & x <

_ . In15
carIn2,3> 0. S_]_w’—]n2,3|:'
40,4 <0,003 & In(0,4*) <1n0,003 & xIn0,4 < 1n0,003 & x> 1 I

car In0,4 <O0. S=:|

‘ La formule « ln(ax) = xlna » permet de transformer une inéquation ou l'incon-
nue est en exposant en inéquation linéaire.
Ina est positif si a est supérieur a 1 et négatif si a est compris entre 0 et 1. Le signe
de [na est important au moment de la division par lna.

0,003 w[
no,4 "7
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PLUS PETITE VALEUR D’UN ENTIER n

In1000
In1,9

car In1,9 > 0. On veut donc n > 10,76 et n le plus petit possible : n =11.

In 0,001
In0,2

1.1,9" >1000 & In(1,9")>1n1000 < nln1,9 > In1000 & n >

2. 0,2" <0,001 1n(0,2”) <In0,001 & nn0,2<In0,001 < n >

car In0,2 < 0. On veut donc n > 4,29 et n le plus petit possible : n = 5.
In3

In1,02

car In1,02 > 0. On veut donc n > 55,48 et n le plus petit possible : n = 56.

4.0,3" <0,000 1 < In(0,3") <1n0,000 1 < nln0,3 <1n0,000 1

In0,0001
In0,3
car In0,3 < 0. On veut donc n > 7,65 et n le plus petit possible : n = 8.

3.1,02" >3 & In(1,02")>In3 & nlnl,02> In3 & n>

—n

‘ La formule « ln(ax): xlna » permet de transformer une inéquation ot l'incon-
nue est en exposant en inéquation linéaire.
In a est positif si a est supérieur a 1 et négatif si a est compris entre 0 et 1. Le signe
de Ln a est important au moment de la division par lna.

UTILISER LES REGLES DE CALCUL SUR LES LOGARITHMES
I.Ine+Ine? +(Ine)> =1+2+12=4.
2.1n(4e)—1In(2e)—In2=1In4+1Ine—(In2+Ine)—1n2
= ln(22)+lne—ln2—lne—ln2
=2In2-2In2=0.
3.1n24-3In2=In(3x8)-3mn2=1In3+In(23)-In(23)=In3.

4 Retenir que In(e”)=n ; In(ab)=lna+Inb ; In(a")=nlna.

[ 9] perivEES

1. Pour f(x)=In(3x+1),ona f’(x)=%.
2. Pour f(x)=1In(- x), onaf’(x)=:—}lc, soit f’(x):%.

3. Pour f(x)=xInx, on utilise (uv) =u'v+uv’ avec u(x)=x, u’(x)=1,

v(x)=Inx et v’(x)z%. Onaf’(x)zlxlnx+x><%,soitf’(x):lnx+1.

4. Pourf (x)=(x+2)In(1-x), on utilise (uv) =u'v+uv’ avec u(x)=x+2,

w'(x)=1,v(x)=In(1-x) et v'(x)z%.



[ Y

x+2

Ona f'(x)=1xIn(1-x)+(x+2)x i smtf(x) In(1- )—

Ona (In(ax+b)) =

ax+b

10| EquATIONS

l.LInx=In2 & x=2:S={2}.

2.Inx=In5& x=5:S={5}.
3n(x-2)=ln4ox—2=4x=4+2:5={6}.
4. In(x+2)=lnd o x+2=4x=4-2:S={2}.

5.1n2x=0<:>1n2x=1n1<:>2x=1<:>x=%:S={0,5}.

6. InB3x—1)=In2x<3x-1=2x=3x-2x=1x=1:S={1}.

‘ 5. Penser que 0 peut étre remplacé par In 1.

INEQUATIONS
1.In3x<0=3x<e’ (:»x<% c Sz}O'l}.

2.hdxr<0sdx<elox<

:S=]0,5€3 5+ o].

‘ 1. et 2. Faire attention a U'ensemble de définition pour déterminer 'ensemble

des solutions.

DERIVEE D’'UNE FONCTION
1. Pour f(x)=3Inx,ona f’(x)= %

2.Pour f(x)=x+2Ilnx,ona f’'(x)= 1+%.

3. Pour f(x)=x-3Inx, onaf’(x)zl—%.

4. Pour f(x)=x%2—2Inx,ona f’(x)= 2x—%.

5. Pour f(x)=xInx—x, on utilise (uv) =u’v+uv’ avec u(x)=x, u’(x)=1,

v(x)=Inx et v’(x)=%. Onaf’(x)=1><lnx+x><%—1,soitf’(x)=lnx
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6. Pour f(x)=1+ IHTX, on utilise (%) = % avec u(x)=Inx, u’(x)= i,

1%

l><x—1nx

v(x)=xetv'(x)=1.0na f’(x):0+x—2, soit f”(x)=
x

1-Inx
x2

‘ Pour les formules de dérivation d'un produit et d'un quotient, il faut prendre le
temps de réécrire la formule et de calculer u’(x) et v/(x) avant de commencer le
calcul de f/(x).

SIGNE D’UNE FONCTION

L. f(x)=0=h(x-3)=0=x-3=e'ox=1+3=x=4.

De méme,ona f(x) >0 In(x-3)>0=x-3>e @ x>1+3 o x> 4.
S est nulle pour x = 4, strictement positive sur |4 ; + o[ et strictement négative
sur |— oo ; 4],

2. Pour f(x)=xInx,ona:

x |0 1 +oo
x |0 + +

Inx - 0

S &) - (:) +

3. Pour f(x)=(x—5)Inx,ona:

x |0 1 5 +o0
x-5[0 - - 0 +
Inx - Q + +
f@l] + 0 - 0 +

4. f(x)=0e1l-lnx=01l=Ihxse=x.

De méme,ona f(x)>0=1-lhx>0<1>hxse>x.

f est nulle pour x = e, strictement positive sur |— « ; e[ et strictement négative
sur |e;+oo|.

‘ 2. et 3. L'expression ln x est nulle en 1, strictement positive sur ]1;+<>o[ et
strictement négative sur ]0;1[.

VARIATIONS D'UNE FONCTION

1. Pour f(x)=In(-2x+3), on a f’(x)= Sur [=]—o0;1,5[, on a

—2x+3°
—2x+3>0. f’(x) est donc strictement négatif et f est strictement décroissante
sur [=]—o31,5].



[ 1

2. Pour f(x)=(x—2)In(x—2),0ona:
1

X —

f(x)=1x1n(x—2)+(x—2)x

3 =In(x—2)+1.

ff@)>0eh(x-2)+1>0n(x-2)>-1lex-2>e ! ox>e !l +2.

[ est strictement croissante sur [e‘l +25+00 [

[ est strictement décroissante sur ]2 ;e 14 2].

‘ Une fonction comportant une expression en ln existe si et seulement si le
contenu du ln est strictement positif. Pour 'étude du signe de la dérivée, le déno-
minateur est alors positif.

ETUDE D'UNE FONCTION LOGARITHME
1. a. Pour f(x)=x—1-3Inx, pour tout réel x de [0,5; 5], ona:

f’(x)=1—3><%, soit f(x)= x—3.

x
b. Comme x appartient a [0,5 ; 5], x est strictement positif et f”(x) est du signe de
x=3.

Sur [3;5],0onax—3=0,donc f'(x)= 0 etfcroissante.

Sur [0,5;3],ona x—3<0,donc f’(x) =<0 etfdécroissante.

x |05 3 5

1,6
fx) \

2. a. X 0,5 1 3 4 5
f(x) 1,58 0 -130 | -1,16 | - 0,83

b. La figure n’est pas en vraie grandeur.

Y
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UTILISER LES REGLES DE CALCUL SUR LES LOGARITHMES
l.a.2=Ine%.  bh.3=hed. c.-1=Inel d.%:ln\/;.
2.6 A=—Ine+2Ine?+Ine3=-1+2x2+3=6.

oB=51ne—31nl=5><1—3><(—1)=8.
€

e C=2lne-5Ine?~In=0,5x1-5x2-(-1)=-8,5.
3.A=In(2e)+5In2+In4=In2+Ine+5mn2+In(22)=6In2+1+2In2
=8In2+1.
B=In2+In(4e)—In(16e?)=In2+In4+Ine—In16—In(e?)
=In2+In(22)+1-In(24)-2=In2+2In2-4In2-1=-In2-1
4. A=In(3?)+In,/3-1n81=2In3+0,513-4In3=~1,5In3.

-B=1n1—1n( 2 )=1n1—1n3—(1n9—1ne2)=—1n3—21n3+2=—31n3+2.

3 \e2
4 :
In(e")=n; ln(g):—1
1
1.d. Je=e2.
1
4. \[3=32.

ETUDE D’'UNE FONCTION LOGARITHME
1.a.Pour g(x)=x+2—2Inx,ona g’(x)= 1—%.
b. g’(x)20<:>1—%>0<:>1>%<:>x>2.

g’ (x) est donc positif sur [2 ; 6] et négatif sur [0,1; 2].

x 0,1 2 6

6,7 4.4
g(x) \ /

2. Le coefficient directeur de la tangente 7" a la courbe € au point d’abscisse 1 est
g’(1), soit — 1.

2,61

b X 0,1 05 1 2 4 6
g(x) 6,71 3,89 3 2,61 3,23 4,41




3
2..
T
1..
0 1 2 3 oo &5 6 x

5. a. Sur I'intervalle [3; 4], g est continue et strictement croissante avec g(3) = 2,8
et g(4)=3,2.0n adonc g(3) <3< g(4). L’équation g(x)=3 admet une seule
solution o dans [3 3 4].

b. Voir la figure ci-dessus.

c.Ona g(3,5)=2,99.

Donc 3,5 < <4.

‘ 4. Le coefficient directeur de la tangente T au point d’abscisse 1 étant —1, on
peut construire T en utilisant le point de coordonnées (1;3) sur % et un autre point
obtenu a partir de ce point en avancant horizontalement d'une unité vers la droite,
puis en descendant d’'une unité vers le bas.

[18] suITE GEOMETRIQUE
1. (,,) est une suite géométrique : 7, =1, X q", ¢, =1 000 x 1,01".
2. 1" >1400 < 1000 x 1,01" >1400 < 1,01" > 1,4 & In(1,01") > In1,4
In1,4
> > —— >
& nlnl,01>1n1,4 & n > e (car Ind, 01 > 0)
&n>338.

Le premier terme de la suite qui est strictement supérieur a 1 400 est 7.

‘ 2. La fonction In permet de transformer une inéquation avec l'inconnue en
exposant en une inéquation linéaire.
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SUITE GEOMETRIQUE
1. (v,) est une suite géométrique : v, = v, X g"~1, v, =8x 0,971,
0,01

2.7 <0,01 & 8x0,9"1 < 0,01 0,9"" <=¢

& 1n(0,9"1) <1n0,00125 & (n—1)In0,9 < In0,001 25
on—1 >—ln0,001 25 (car In0,9 < 0)

n0,9 ’
& n>42,6.

Le premier terme de la suite qui est strictement inférieur a 0,01 est v ;.

‘ 2. Attention au signe de [n 0,9 au moment de la division.

EVOLUTION D’'UNE POPULATION

1. a. Chaque année la population augmente de 3 %.

Py = P x1,03=25000x1,03 = 25 750.

Py =Py X1,03=25750x1,03 = 26 523.

b. Chaque année la population augmente de 3 %, donc elle est multipliée par 1,03.
Onadonc p, ;= p, X1,03.

La suite (p,,) est une suite géométrique de raison 1,03.

c. On utilise p, = py X ¢". On adonc : p, =25000 x1,03".

2. p, >50 000 < 25000x1,03" > 50 000 < 1,03" > 2(:)1n(1,03") >1n2
In2

> >
< nlnl,03>1In2 S n InL.03

(car In1,03 > 0)

< n>23,4.
On prend donc n=24.
En 2034, la population de cette ville dépassera pour la premiere fois les 50 000 habi-
tants.

1. Augmenter une valeur de a % revient a multiplier cette valeur par (1+ﬁ).

DATATION AU CARBONE 14
Partie A

- 8130
1.a. Pour f(x)=-—8130Inx,o0na f’(x)= P

b. Pour tout réel x de I'intervalle [0,2 ; 1], x est positif et f”(x) est négatif.
2.

X 0,2 1
1,6

f@ \
0




[ 1

3. X 0,2 03 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
f(x) |13100| 9800 | 7400 | 5600 | 4200 | 2900 | 1800 | 900 0

4. La figure n’est pas en vraie grandeur.

A

y

1,2x10*

1x10*

8000

6000

3500

2000

0 0,2 0,35 0,6 0,8 1x

Partie B

1.a.On a f(0,35) =8 535. Un fossile qui contient encore 35 % de son carbone 14
est agé d’environ 8 500 ans.

b. Voir la figure.

2. Voir la figure.

Un fossile agé de 3 500 ans contient encore 65 % de son carbone 14.

[22] ETupE D'UNE SITUATION ECONOMIQUE

Partie A
l.Pour%,onutilise (%) =%avec u(x)=9x,u’(x)=9,v(x)=x+1et
v
v (x)=1.
Onaf’(x):x+9(x+l)_9x><1—9>< 1 :x(x+l)2+ 9  9(x+1)
(x+1)? x+1 0 x+1)?  (x+1)? (x+1)?
:x3+2x2—8x
(x+1)2
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On a aussi x (x—2) (x+4) = x (x> +2x —8) = x? + 2x% - 8x.
On a bien :

£(x)= x(x— 2)(x2+ 4)
(x+1)

2. Sur ]0; 5], on a x strictement positif, x + 4 strictement positif et (x +1)* stricte-
ment positif, donc £ (x) est du méme signe que x — 2.

Sur [0;2[, on a x—2 strictement négatif, donc f”(x) strictement négatif et f est
strictement décroissante sur [0 ; 2].

Sur ]2;5], on a x—2 strictement positif, donc f”’(x) strictement positif et f est
strictement croissante.

.

x 0 2 30
20-9 In6

0
e \ /
8-91n3

3. Sur [0 ; 2], fest strictement décroissante avec f (0) =0, donc f(x) < 0 si x appar-

tient 2 ]0; 2]. f ne s’annule pas sur |0 ; 2].
Sur [2 ; 5], f est continue et strictement croissante avec f(2) <0 < f(5).
L’équation f (x) =0 admet une unique solution a sur [0 ; 5].

En conclusion, f s’annule sur ]0 2 5] pour une valeur unique a.
4. En utilisant la calculatrice, on procéde par essais.

On en déduit que 3,699 < a < 3,700.

5. Des variations de f, on déduit que :

f(x)=0 pour x=0 et pour x=a ;

f(x)>0sur]a;5];

f(x)<O0sur]0;al.

Partie B )

x- 9 X 9
@ _l 2 mxx—ln(x+1)><l_T+§xm—§]n(x+l)
° m(x)_4+2x x2 - _x2 °

N i .3
On a bien C;, (x) = 252"
2. C;, (x) est du méme signe que f (x).
Sur ]0 : a[, ona C;, (x) <0 et C,, décroit strictement sur ]0 g a].
Sur ]a 0 5], onaC; (x)>0 et C, croit strictement sur [a g 5].
3. C,, est minimal pour x = a.
Le cofit moyen est minimal pour une production de 3,699 milliers de tonnes.
Le cofit moyen minimal est C,, (3,699), soit 2,81 milliers d’euros par tonne a
10 euros pres.
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LE LOGARITHME DECIMAL

1. a. log(1) = 0, log(10) = 1, log(100) = 2, log(0,1) = — 1 et log(10~3) = - 3.
b. On peut conjecturer que log (10") = n pour n entier naturel.

In(10")  nx1n(10)
In(10) ~  1In(10)
2. Soit a et b deux réels strictement positifs.

In(ab) 1In(a)+In(b) In(a) N In ()
In (10) In (10) In(10)  In(10)
o (%) In(e)-ln®) In( n()

b log(Z) “T(0) - (0] In(l0) Ino) 2@ -loz®)

On a log(IO”) = . On a bien log(lO") =n.

a. log(ab) = =log(a)+log(b).

3. Pour tout x de ]0;+ o[, ona log(x)zmln(x).

Pour tout x de [0+ o[, on a [log(x)] % Comme In(10) et x sont

1
=——=X
In(10)
strictement positifs, la dérivée de la fonction log est strictement positive sur

] 0;+ [ La fonction log est strictement croissante sur ]0 HE ) [

QUI EST LE PLUS GRAND ?
On ne peut pas, a la calculatrice, comparer 2 0122913 et 2 0132 912 car leurs valeurs
dépassent la capacité d’une calculatrice.

Onaln(20122013)=20131n2 012 = 15 312.
Onaln(20132012)=2012In2 013 = 15 306.
On constate que In (2 0122913) > In (2 0132012).
On a donc : 2 0122913 > 2 0132012,

‘ Deux nombres strictement positifs sont rangés dans le méme ordre que leur
logarithme népérien.

LOGARITHME OU NON

1. Soit a et b deux réels strictement positifs.

Ona:

f(ab)=1n(ab) xIn(10) = (Ina + Inb) X In(10) = Ina X In(10) + In & x In (10)
= f(a)+f(®).

ftransforme un produit en somme, comme la fonction logarithme népérien.

[ est une fonction logarithme.

2.0na: g(ab)=In(ab)—In(10)=1na+1Inb—1n(10).

g(a)+ g(b)=Ina—1In(10)+Inb —In(10).

On a g(ab)# g(a)+ g(b).

g ne transforme pas un produit en somme, comme la fonction logarithme népérien.

g n’est pas une fonction logarithme.
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EQUATIONS ET INEQUATIONS
l.a.In2x =1 2x=e¢! : S=10,5¢}.
b.In3x=m9<3x=9 : S={3}.
c.In2x-3)=In(5x-6) & 2x—-3=5x—-6et2x—3>0et 5x—6>0
S3=3xetx>15etx>12
& 1=xet x>1,2 : ce qui est impossible.
S=0a.
2.2.ln(Bx)s1e0<3x<el 4:)0<x<%.S=:|0;§[.
b. In(4x)= 0 & 4x = 0 @x?%.s=[0,25;+w[.

ETUDE D’UNE FONCTION

1. Pour f(x)=x2(a+bInx),ona f'(x)=2x(a+bInx)+ x2 xbx l, soit

f'(x)=x(2a+b+2bIlnx). *

2. La courbe représentative passe par le point A (1 ; 3). On a donc f (1) =3.

Or,onaaussi : f(1)=1%(a+bInl)= a. On en déduit que a = 3.

La courbe représentative admet en A une tangente &' de coefficient directeur 4. On a

donc f/(1)=4.0r,onaaussi: f/(1)=1(2x3+b+2bInl)=6+b.

Onadonc 6+b=4soit b=—-2.

On abien f(x)=x2(3-2Inx).

3. Une équation de la droite & est y = f”(1)(x —1) + f (1), soit y =4 (x—1)+ 3.

On a donc comme équation de &, y =4x —1.

4. La tangente a € est parallele a I’axe des abscisses si et seulement si son coefficient

directeur (le nombre dérivé en B) est nul.

ffx)=0x(@-4Inx)=0= x=00u4—-4Inx=0=x=00ul=Inx.
& x=0oux=e.

Comme 1’abscisse de B est non nulle, on a f = e.

5.a.0na f’(x)=4x(1-1Inx). Sur I'intervalle [4 ; 10], on a 4x strictement positif,

donc f’(x) est du méme signe que I-Inx. I-lnx =0 1=hx S e =>x.

Sur [e : 10], ona f’(x) =<0 etf décroit. Donc, sur [4 g 10], f décroit.

Sur [1;e],ona f’(x) =0 et fcroit.

b. f est une fonction continue strictement décroissante sur [4 ; 5] avec f(4) = 3,6 et

f(5)=—=5,4.0n adonc f(4)>3> f(5). D’apres le théoréme des valeurs inter-

médiaires, 1’équation f(x) =3 admet une solution o sur I'intervalle [4 ; 5].

On procede par essais.

X 4 4,05 | 4,08 | 409 | .. | 41 4,2 4,5 3
f(x) 3,6.. [332...312..305...| ... |299..]229...| =0,16... | —5,4...

On a donc 4,20 < o < 4,50 et o0 = 4,50 a 0,01 pres par exces.
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PROBLEME ECONOMIQUE

Partie A
1.Sur[0;30],0na:

0,2(x+1)—0,6 —
F()=0,2— 0,6 _0.2(x+1) _02x-04

x+1 x+1 x+1

Sur [0;30], x +1 est strictement positif, donc f”(x) est du signe de 0,2x — 0,4.

0,2x—0,4>0c>0,2x>0,4<:>x>%C>x>2.

Sur [2;30],0na f’(x)= 0 et f croissante.
Sur [0 : 2], ona f’(x) <0 etf décroissante.

x 0 2 30
0,8 6,8 - 0,6 In31

Ve \ /
1,2-0,6In3

2. Le coefficient directeur d’une tangente & 6 au point d’abscisse a est [’ (a).
On veut A parallele 2 & de coefficient directeur 0,16, d’ot f”(a)=0,16.

(@)=016 & 2202 20,16 0,20 -0,4 = 0,163 +0,16
<:>0,04x=0,56<:>x=%@x=14.

Il existe un point A d’abscisse 14 de % ot la tangente A est parallele & 9.
OnaA(14;3,6-0,6In15).
3k

%’ Prix

Nombre de maisons

0 4 8 12 16 20 24 28 x

Logarithme népérien
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Partie B

1. Graphiquement, le minimum de € est obtenu pour x = 2. Il faut construire 2 mai-
sons pour que le colit de production soit minimal.

2. Le promoteur a un bénéfice si le prix de vente 0,16x est supérieur au coiit f (x),
donc si & est au-dessus de 6.

Pour x appartenant a [4 3 30], le promoteur réalise un bénéfice.

3. Le bénéfice est la distance entre un point de 6 et le point de & de méme abscisse.
Sur le graphique, cette distance est la plus grande pour x = 14.
Le bénéfice est maximal pour 14 maisons.

Partie C
1. Le bénéfice est le prix de vente, 0,16n, diminué des coits, C (n) :
B(n)=0,16n-0,2n-0,8+0,6In(n+1)

= —0,04n—0,8+0,6In(n+1).

2.4.g(x)=—0,04x—0,8+0,6In (x+1).

0,6 _—0,04x+0,56

’ - _ 4
g'(x) 0,0 +x+l x+1

g’ (x) est du signe de — 0,04 x + 0,56 qui s’annule pour x = 8’—32, soit pour x = 14.

Sur [0;14], g’(x) = 0 et g croit.
Sur [14 3 30], g’ (x) <0 et g décroit.

b. g(x) est maximal pour x = 14.
3. Comme B(x) = g(x), il faut construire 14 maisons pour que le bénéfice soit maxi-

mal.
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B¥ FONCTIONS CONVEXES ET CONCAVES

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
On dit que f est convexe sur I lorsque sa courbe est entierement située au-dessus
de chacune de ses tangentes.

Fonction convexe

On dit que fest concave sur I lorsque sa courbe est entierement située au-dessous
de chacune de ses tangentes.

Fonction concave

Une fonction f est concave sur un intervalle I lorsque — f est convexe sur .
147
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EXEMPLES

e La fonction x —> x2 est convexe sur R.

o La fonction x — x3 est concave sur |— oo ; 0] et convexe sur [0 ; + oo].

e Les seules fonctions qui sont a la fois convexes et concaves sur R sont les
fonctions affines.

Ei¥ CARACTERISATION DE LA CONVEXITE

B Théoreme 1

fest convexe sur un intervalle I, si et seulement si f” est croissante sur I.

B Théoreme 2

Si fest deux fois dérivable sur un intervalle I, alors f est convexe sur I si, et seu-
lement si pour tout x € I, f”(x)=0.

‘ On dit d’'une fonction f qu’elle est deux fois dérivable sur un intervalle lorsque
sa fonction dérivée f” est elle-méme dérivable sur cet intervalle. Lorsque f est
deux fois dérivable sur un intervalle I, on note f” la dérivée seconde de f.

581 POINT D'INFLEXION

B On dit que f admet un point d’inflexion en a si f change de concavité en a,
c’est-a-dire si f” change de sens de variation en a.
B En un point d’inflexion, la courbe traverse sa tangente.

‘ Dire que f’ change de sens de variation revient a dire que f” change de signe.
Ainsi, en un point d'inflexion, f” s’annule en changeant de signe.

EXEMPLE : Comme on I’a vu plus haut, la fonction x > x3 est concave sur
]—0; 0] et convexe sur [0; + oo [. fadmet donc un point d’inflexion en 0.
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SAVOIR-FAIRE

1. Reconnaitre graphiquement une fonction convexe
ou une fonction concave

1. Tracer ou imaginer quelques tangentes a la courbe.
2. Si la courbe est toujours au-dessus de ses tangentes, la fonction est convexe.
Si la courbe est toujours au-dessous de ses tangentes, la fonction est concave.

‘ On peut aussi, de facon imagée, imaginer la situation suivante. La courbe est
une route que l'on parcourt a vélo (dans le sens des abscisses croissantes). Si
le guidon est tourné vers la gauche, la fonction est convexe. Si le guidon est
tourné vers la droite, la fonction est concave. En imaginant la courbe ci-dessous
parcourue de l'abscisse 0 vers l'abscisse 1, on imagine que le guidon serait
toujours tourné vers la gauche, ce qui indique que la fonction est convexe.

EXEMPLE : Une fonction f est représentée sur [0 ; 1] par sa courbe ci-dessous.
Est-elle convexe ?

A

y

1. On trace quelques tangentes (ou on les imagine si ce n’est pas possible) :

A

/

\
\
\

€
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2. On constate que la courbe est au-dessus de ces trois tangentes et on ima-
gine facilement qu’il en est de méme pour d’autres tangentes. On peut donc
répondre que la fonction est convexe.

‘ Ce qui précede n'est qu'une conjecture obtenue par une lecture graphique.
Une preuve sera donnée par un calcul algébrique comme Uexplique le savoir-
faire 2.

2. Montrer qu’une fonction est convexe sur un intervalle I

1. Calculer f”(x).

2. Calculer f”(x) (f” est la fonction dérivée de f”).

3. Prouver que f”(x)=0 sur L

4. En déduire que f” est croissante sur I, ce qui assure que f est convexe sur I.
Pour montrer qu’une fonction est concave, on procede de la méme facon en
adaptant les points 3 et 4 :

3. Prouver que f”(x) <0 sur L

4. En déduire que f” est décroissante sur I, ce qui assure que f est concave
sur I.

EXEMPLE : Soit f la fonction définie sur |1;+ oo [ par f(x)= 2)?__15.
, 2x-1D)—-1(2x-5 3
Lfry=2emml@ey 3
(x=1) (x=1)
2. On utilise la formule : (%) =—%, avec u(x)=(x—1)*. Puisque
u

2(x—1
u’(x)=2(x—1), on obtient : f”(x)=3x|— (x 4) -6 >
(c-0*) (-1
3. (x=1) >0 sur ]1;+oo[, doncona f”(x)<0.
4. f’ est donc strictement décroissante sur ]1;+ oo[, et f est concave sur
J1;+eo].

3. Caractériser graphiquement un point d'inflexion

1. Procéder comme dans le savoir-faire 1 pour repérer les intervalles sur
lesquels la fonction est convexe et ceux sur lesquels elle est concave.

2. §’il y a un changement de concavité (la fonction est convexe puis concave
ou concave puis convexe), alors la fonction admet un point d’inflexion.



EXEMPLE :

N

™~

yll
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/

0
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>

X

[

AN

1. On remarque que la fonction est concave sur [0; 2], puis convexe sur

[2:5].

2. La fonction f admet donc un point d’inflexion en 2.

‘ On remarque qu'au point A, la courbe traverse sa tangente.

€

Convexité
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EXERCICES D’APPLICATION

CONCAVE OU CONVEXE ? | * | 2min |» P. 159

On a représenté ci-dessous quatre fonctions dans un méme repere.
Préciser lesquelles sont convexes.

A

N W R W=

Ju—

‘ Revoir la définition et le savoir-faire 1.

EAVEC DES TABLEAUX | * | 5min |» P. 159

1. Un tableau de variation d’une fonction f permet-il de savoir si f admet un point
d’inflexion ?

Si oui, pourquoi ?

Si non, quel tableau faudrait-il dresser pour le savoir ?

2. Voici le tableau de variation d’une fonction 4 définie sur [0 ; 6].

x |0 2 6
h'(x) - +

En supposant que la fonction g est dérivable sur [0; 6] et qu’elle est telle que
g’ = h, montrer que 2 est un point d’inflexion de g.

‘ Bien relire les définitions et les théorémes du cours.
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IE} convexe Puis concave | % | 10 min |» P. 159

Montrer que la fonction f: x > 1—3x— x> est convexe sur |- o ; 0], concave
sur [0; 4 oo].
La fonction f admet-elle un point d’inflexion en 0 ?

‘ Revoir le savoir-faire 2.

CONCAVE PUIS CONVEXE | *% | 15 min |» P. 159

Montrer que la fonction f : x — xe™2* est concave sur |— o ; 1], convexe sur
[15+e].
La fonction f admet-elle un point d’inflexion en 1 ?

‘ C'est le méme exercice que le précédent, mais avec des calculs plus difficiles.

RECONNAISSANCE GRAPHIQUE
DE POINT D’INFLEXION | * | 5min |» P. 159

Une seule réponse est exacte. Une fonction f est représentée ci-dessous.

A

y

=y

1. f admet-elle un point d’inflexion ?

a.Oui, c’est A.  b.Oui, c’est B. ¢. Oui, c’est C. d. Non.
2. La fonction fest :

a. concave sur [2; 6] b. concave sur [0 ; 6]

c. convexe sur [0 ; 2] d. convexe sur [2; 6]

‘ Revoir le savoir-faire 3.

N

€
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B LECTURE GRAPHIQUE DE POINT D'INFLEXION | * | 5min |» P.160|

Une fonction f est représentée sur [0 ; 14] par sa courbe ci-dessous.
Trouver les deux points d’inflexion.
Donner des valeurs approchées a 0,1 pres.

yll

4
3
2

o 1 2 3 4 5 6 7.8 0 10 11 12 13 14 x

‘ Revoir le savoir-faire 3.

AVEC UNE CALCULATRICE | * | 5min |» P. 160|

Tracer la courbe représentative de la fonction f définie, sur I’écran de la calcula-
trice, par :
2
x==3x+1
f)="—=F—"—
x=+x-1
Estimer la valeur de x pour laquelle f admet un point d’inflexion.

‘ La courbe apparait en trois « morceaux ». Repérer que le point d'inflexion
appartient au deuxieme intervalle. Ensuite ajuster les parametres de la fenétre
d'affichage pour obtenir une lecture de ce point d'inflexion.

Y unE INEGALITE cLASSIQUE | * | 15 min |» P. 160|

1. Montrer que la fonction exponentielle est convexe sur R.

2. Ecrire une équation de la tangente 2 la courbe représentative de la fonction
exponentielle au point d’abscisse 0.

3. En déduire que pour tout x réel, e*=1+ x.

‘ Utiliser le savoir-faire 2 pour la question 1. Il suffit d'appliquer une définition du
cours pour faire la question 3.
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E} vrai ou Faux 2 | %% | 15 min |» P. 161]

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

Pour toutes les questions, qui sont indépendantes, f est une fonction définie et
dérivable sur I=[0;10].

1. Si f admet un point d’inflexion en 2, alors f” est croissante sur [2; 10]

2. Si f” est croissante sur I, alors f est convexe sur I.

3. Si fest concave sur [0 ; 3], puis convexe sur [3 ; 10], alors f admet un maximum
en 3.

4. Si f admet un minimum en 4, alors f n’est pas convexe sur I.

5.Si f’ change de signe sur I, alors f admet un point d’inflexion sur I.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

exp ET ln [xxk| 45 min |» P. 161]

On considere la fonction f définie sur |0 ; + o[ par f(x)=e* Inx.
1. a. Calculer f”(x).
b. Calculer f” (x).

2.a.0On pose g(x)= lnx—i—%—%. Calculer g’ (x).
x

b. Etudier le signe de g’ (x).

¢. Montrer que g s’annule une seule fois sur |0 ;+ oo [. On note o cette racine.
Préciser une valeur approchée au centieme pres de o.

3. a. Déduire de la deuxiéme question le signe de f”(x).

b. La fonction f admet-elle un point d’inflexion ?

Dans la question 2b, on pourra factoriser g’(x) par ig et ainsi se ramener a
['étude d’un trinome du second degreé. “

CONVEXITE ET COUT MARGINAL | %% | 30 min |» P. 162

Une entreprise estime que le cot total de la fabrication de x tonnes d’un produit
est, en milliers d’euros, C (x) = x3 —12x2 + 60x + 50.

1. Etudier les variations de C sur [0 ; + oo .

2.a.On note C,, (x) = C’(x) le cofit marginal de fabrication d’une tonne supplé-
mentaire quand on en a déja fabriqué x. Etudier les variations de C, sur[0;+cof.
b. En déduire que la fonction cot total admet un point d’inflexion. Préciser
I'intervalle sur lequel cette fonction est convexe.

~

©
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C S
3.0nnote Cy; (x) = )(Cx) le cotit moyen de fabrication d’une tonne quand on en

a produit x (x # 0). Tracer la courbe de la fonction C sur la calculatrice et estimer
pour quelle production le colit moyen est minimal.

POINT D’'INFLEXION [***| 60 min |» P. 162

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considere la fonction f définie sur [0 ; + oo [ par f(x) = x"e~*.

1. a. Montrer que f’(x)=x""1(n—x)e™*.

b. Montrer que f” (x) = x"2 (x2 = 2nx + n(n—1))e™*.

2.Casn=2

a. Ecrire £ (x).

b. Etudier le signe de f”(x) et en déduire que f admet deux points d’inflexion
sur [0; + .

3. Cas général

Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 2, f admet deux points d’in-
flexion (donner des valeurs exactes).

‘ La courbe représentée dans l'exercice 6 correspond a n=4. On pourra véri-
fier si les lectures graphiques correspondent aux calculs effectués dans ce
probleme.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

INEGALITE DE BERNOULLI [x**| 20 min |» P. 163

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere la fonction f définie
sur [-1;+ o[ par f(x)=(1+x)".

1. Un logiciel de calcul formel a permis d’obtenir f’(x)=n(1+x)"" et
() =nn-1)1+x)""2

Montrer que la fonction f est convexe sur [—1;+ oo].

2. Ecrire une équation de la tangente 2 la courbe représentative de la fonction fau
point d’abscisse 0.

3. En déduire que pour tout x € [—1;+ o[, (1+x)" =1+ nx.
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CONVEXITE ET CORDES Xk *| 30 min |» P. 164

On admet qu’une fonction fest convexe sur un intervalle I lorsque, pour tous réels

xetydel, f(x;y)g f(x);'f(}’)‘

1. Donner une interprétation graphique de cette inégalité.
2. Montrer que la fonction x — x2 est convexe sur R.

. 1
3. Montrer que la fonction x > < est convexe sur |0 ; + oo|.

4. La fonction x > /x est-elle convexe sur [0; + oo ?

CONTROLE

LECTURE GRAPHIQUE | ** | 10 min | » P. 165

Soit fune fonction définie sur R, représentée ci-dessous.

A

y

~
)
w
~
W
=)}
~
=y

7 6 -5 4 3 2 10

Par lecture graphique, préciser les points d’inflexion éventuels, et les inter-
valles sur lesquels la fonction f est convexe.

CONCAVITE DE LA FONCTION Ln | %% | 30 min | » P. 166

1. Montrer que la fonction logarithme népérien est concave sur |0 ; + oo|.

2. Ecrire une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction
logarithme népérien au point d’abscisse 1.

3. a. En déduire que, pour tout x € |0;+ o[, Inx < x—1.

b. Montrer que, pour tout 7 € ]— 1;+ oo[, In(l+1)<t.

N

€
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TROISIEME DEGRE | *% | 10 min | » P. 166 |

Montrer qu’une fonction polyndme du troisieme degré admet toujours un
unique point d’inflexion sur R.

co0Ts | *% | 10 min | » P. 166 |

On note C la fonction cofit total pour une production d’une quantité x (x est
positif). On admet que la fonction donnant le colit marginal est C’, dérivée de
la fonction donnant le cofit total.

Les deux questions sont indépendantes.

1. a. Sachant que la fonction C est convexe, que peut-on dire du colit
marginal ?

b.On donne le coit marginal C,, (x)=x2+x+4. Vérifier que C est
convexe.

2. a. Sachant que la fonction C admet un point d’inflexion, que peut-on dire
du colit marginal ?

b. On donne le colt marginal C,, (x) = x> —8x +20. Vérifier que C admet

un point d’inflexion.
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CORRIGES

CONCAVE OU CONVEXE ?

f| est convexe.

f5 est concave.

/5 est a la fois convexe et concave comme toute fonction affine.
f4 est convexe.

AVEC DES TABLEAUX

1. Un tableau de variation d’une fonction f ne permet pas de savoir si fadmet un point
d’inflexion. C’est le tableau de variation de la fonction dérivée f’ qui permet de
reconnaitre un point d’inflexion.

2. D’apres le tableau de variation de la fonction 7, la fonction g est décroissante sur
[0; 2] et croissante sur [2 ; 6]. Puisque g’ change de sens de variation en 2, g admet
un point d’inflexion en 2.

CONVEXE PUIS CONCAVE

En tant que fonction polyndme, f est deux fois dérivable.

Ona f’(x)=-3-3x2 et f”(x)=—6x.

S est positive sur |— oo ; 0] et négative sur [0 ;+oo[, donc f” est croissante sur
]— o< ; 0] et décroissante sur [0 ; + oo].

On en déduit que f est convexe sur |— oo ; 0] et concave sur [0 ; + oo|.

De plus, puisque f” change de sens de variation en 0, on peut dire que f admet un
point d’inflexion en 0.

CONCAVE PUIS CONVEXE

En tant que produit d’une fonction affine et d’une fonction de la forme e, ou u est
dérivable (elle est affine), f est deux fois dérivable. On a :

f/(x)=e"2" + x(-2e72%) = (1-2x)e~2*

et f7(x)=—2e"2% +(1-2x)(- 2e72%) = (- 4 + 4x)e™ 2.

e™2* >0, donc le signe de f” est celui de — 4+ 4x. f” est négative sur |— oo ; 1]
et positive sur [1;+ o[, donc f” est décroissante sur |— oo ;1] et croissante sur
[1;+eo].

On en déduit que f est concave sur |—oo; 1] et convexe sur [1;+ oo [. De plus,
puisque f” change de sens de variation en 1, on peut dire que f admet un point
d’inflexion en 1.

E] RECONNAISSANCE GRAPHIQUE DE POINT D’INFLEXION
1. Réponse b.

La fonction est concave avant B, convexe apres B.

2. Réponse d.

©
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E] LECTURE GRAPHIQUE DE POINT D’'INFLEXION

Sur I’intervalle [0 ; 4], la fonction f semble convexe puis concave, le changement de
concavité semble se faire en 2.

Sur I'intervalle [4 ; 14], 1a fonction f semble concave puis convexe, le changement de
concavité semble se faire en 6.

Ainsi, f admet deux points d’inflexion en 2 et en 6 (environ).

AVEC UNE CALCULATRICE
La valeur de x pour laquelle f admet un point d’inflexion semble étre 0.

yl\

3

Y

‘ Sur la deuxieme branche de cette courbe, la courbe est concave avant 0,
convexe aprés 0. Les coordonnées du point d'inflexion sont (0; — 1), mais on dit que
fadmet un point d'inflexion en 0.

UNE INEGALITE CLASSIQUE

1. On pose f (x)=e”*.

Puisque f/(x)=e* et f”(x)=e*, ona f”(x)>0 sur R. Ainsi, f” est croissante
sur R, donc la fonction exponentielle est convexe sur R.

2. Une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction exponentielle
au point d’abscisse 0 est : y = f’(0)(x —0)+ £ (0). Comme f(0)=1et f'(0)=1,
cette équation s’écrit y = x + 1.

3. D’apres la définition du cours, la courbe de la fonction exponentielle est au-dessus
de toutes ses tangentes, en particulier de celle dont on vient d’obtenir une équation.
Ainsi, pour tout x réel, e* =1+ x.
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[ 9 ] vraiou FauX 2

1. Faux. Si f admet un point d’inflexion en 2, alors il y a un changement du sens de
variation de f”.

2. Vrai. C’est un théoreme du cours.

3. Faux. Si fest concave sur [0 ; 3], puis convexe sur [3; 10}, alors f” change de sens
de variation en 3, ce qui ne correspond pas a la présence d’un maximum.

4. Faux. La présence d’'un minimum en 4 n’interdit pas la convexité sur I’intervalle
L. Par exemple, si f est définie par f(x)=(x— 4)2, il y a un minimum en 4 et f est
convexe (sur R, donc sur I).

5. Faux. Par exemple, si fest définie par f(x)= x> —10x,ona f’(x)=2x—-10 et
S change de signe en 5. Mais f” (x) =2 montre que f est convexe sur [ et qu’il n’y
a pas de point d’inflexion sur I.

‘ 2. Ily a méme équivalence : si f est convexe sur |, alors f” est croissante sur .

3. Un maximum est obtenu lorsque f” change de signe (positif puis négatif).

exp ET ln

1. a. Pour tout x € |0 ; + oo :
f(x)=e*lnx+e* xl=ex(lnx+l).

x x
b. Pour tout x € |0 ; + oo :

f”(x):ex(lnx+%)+e"(1—%):e’f(lnx+g—%).

X x X x
2. a.Pour tout x € |0 ;+ oo :
p 1 2 2
=——-=+ =
§M)=1"3+5

b. g’ (x)= %(xz —2x+2).Sur]0;+ o[, x3 >0, donc le signe de g’ (x) est celui
X

de x2 —2x+2. Le discriminant de ce trindbme du second degré est négatif, donc

x2 —2x+2 est positif sur ]0;+co[. On en déduit que g’(x) est positif sur

]0;+ oo].

c. D’apres ce qui précede, g est croissante sur |0 ; + oo .

Puisque g(0,5)=1n(0,5)<<0 et g(1)=1>0, g admet une unique racine 0, sur

]0;+oo[. A I’aide d’une calculatrice, on trouve g(0,591)<0 et g(0,592)> 0.

Donc une valeur approchée au centieme pres de o est 0,59.

3. a. Puisque e* > 0, le signe de f”(x) est celui de g(x). D’apres la question pré-

cédente, g est négatif sur ]0;0(] et positif sur [oc;+ oo[. Ainsi, f”(x)<0 sur

]O;OL] et f”(x)=0 sur [oc;+oo[.

b. Comme [’ est décroissante sur ]0 ; oc] et croissante sur [oc T+ oo[, on en déduit
que f admet un point d’inflexion en 0.
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CONVEXITE ET COUT MARGINAL
1. Pour tout x € [0 + oo [, C” (x) = 3x% — 24x + 60 = 3(x2 — 8x + 20).
Le discriminant de ce trindme du second degré est négatif, donc C” (x) est positif sur
[0+ oo [. On conclut que C est croissante sur [0 ; + oo.
2.2.0na C, (x)=3(x2 —8x+20), d’ol, pour tout x € [0; + oo :

C! (x)=3(2x-3).
Si x€[0;4], alors C/, (x) <0, etsi x€[4;+ e[, alors C/, (x)=0.
Par conséquent, C, est décroissante sur [0 ; 4] et croissante sur [4 ; + oo
b. La fonction dérivée de la fonction colit total change de sens de variation en 4, donc
cette fonction cofit total admet un point d’inflexion en 4. Elle est convexe sur I’inter-
valle [4; + oo |.
x3—12x% +60x+50 _

3.Cy (%)= B

x2 —12x+60+%, avec x € |05+ oo |.
VA
120
100
80
60
40
20

01234567891011121314;

La fonction C,; semble minimale pour x=6,5 environ. Une production de
6,5 tonnes correspond donc a un coiit moyen minimal.

POINT D’INFLEXION
1. a. Pour tout x € [0 ; + oo :

f/(x)=nx"e=% + x" (—e™*) = (mx"! = x")e~* =x"! (n—x)e*.
b. Pour tout x € [0; + oo :
(@) =(nm-1)x"2 —nx"")e* + (nx"! — x")(— =)
=(n(n—1)x""2 — px" — px~! 4+ x)e=*
=x"2(x2 = 2nx +n(n—1))e*
2.a.8in=2,alors f”(x)=(x? —4x+2)e™*.

b. Comme e~ > 0, le signe de f”(x) est celui de x> —4x +2.
Le discriminant de ce trinome du second degré est 8, ses deux racines sont

#:2—\5 et #:mﬁ.
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On peut maintenant dresser le tableau de variation de f” :

x 0 =2 242 + o0
f&) + - +

N

Un changement de sens de variation pour la fonction f” s’observe deux fois : il y a
donc deux points d’inflexion pour la fonction f, en 2 — \/E eten 2+ \/5 .

3. Dans le cas général, comme e™* > 0 et x"~2 = 0, le signe de f” (x) est celui de
x2 =2nx+n(n-1).

Le discriminant de ce trindme du second degré est :

A=(-2n)" —4x1xn(n—1)=4n? —4n® +4n=4n.

Ses deux racines sont

2n—J4n 2n+ an _
== n—n et n+n.

A I’aide d’un tableau de variation de f’, similaire 2 celul de la question précédente,
on conclut que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, f admet deux points
d’inflexion, en n — \/n et en n + \/— .

4 1.b. Il est préférable d'utiliser f(x) = (nx""! —x)e~* pour dériver une seconde
fois. En effet, f’(x) est ici sous forme d’'un produit et il est donc aisé d’employer la
formule (uv) =u’v+uv’.
3.Si n=4, les abscisses des deux points d'inflexion sont 4—/4 =2 et 4+.[4 =6,
ce qui est bien le résultat trouvé par les lectures graphiques de l'exercice 6.

INEGALITE DE BERNOULLI

1.Si x e [—1 ) [, 14+ x =0 et pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
(1+x)"2=0. De plus, n(n—1)=0. On a donc f”(x)= 0. Ainsi, f” est crois-
sante sur [—1; + oo [, ce qui signifie que fest convexe sur [—1;+ oo.

2. Une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction exponentielle
au point d’abscisse 0 est : y = f7(0)(x — 0)+ f(0). Comme f(0)=1et f'(0)=
cette équation s’écrit y = nx + 1.

3. D’apres la définition du cours, la courbe de la fonction f'est au-dessus de toutes ses
tangentes, en particulier de celle dont on vient d’obtenir une équation. Ainsi, pour
tout x e [—1;+ o[, (1+x)" =1+ nx.

‘ 1. Le calcul de dérivée a été donné par un logiciel de calcul formel. Pour retrou-
ver ce résultat, on utilise la formule (hors programme) (u”)/ =nu’u lorsque u
est une fonction dérivable
Si u(x)="1+x, on obtient f'(x)=n(1+x)"", puis £ (x)=n(n—"1)(1+x)"2.

©
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CONVEXITE ET CORDES
1. Si A et B sont deux points de la courbe, d’abscisses respectives x et y, alors le

X+
nombre Y

est la moyenne de x et y. C’est I’abscisse du point C sur le schéma.

2
+
Ainsi, f (x ; V ) est I’ordonnée du point C. Le nombre M est la moyenne

de f(x) et f(y), c’est donc I’ordonnée du point D, milieu de la corde [AB].
L’inégalité se traduit par le fait que C est toujours au-dessous de D.

Cette inégalité étant vraie pour tous les réels de I’intervalle I, on peut donc dire que
sa courbe est au-dessous de ses cordes.

A

Y

2.Si f(x)= x2, on a pour tous réels x et y :

AEE) 2Ty o4ty fWHS0) AP +y?
2 ) L2 - 4 2 2
On calcule la différence :
x2+y? xK24+y24+2xy  2x242y? X242 +42xy  x2+y?-2xy _ (x—y 2
2 4 ; 4 4 a 4 L2 )
iy SOHG)
2 2 ’

Puisque cette différence est positive, on en déduit que f
donc que fest convexe sur [R.

3.Si f(x)= %, on a pour tous réels strictement positifs x et y :
1 1

(52)-2 fR+10) X"y _xty

2 ) x+y 2 2 2y
x+y 2 _(x+y)2—4xy_x2+y2+2xy—4xy
xy  x+y  2xy(x+y)  2xy(x+y)
_ 224y -2y (x-y)°
T 200ty 2w(xty)

[£52) < L0250

On calcule la différence :

Puisque cette différence est positive, on en déduit que f
donc que f est convexe sur ]0 5+ oo [
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4.Si f(x)=+/[x, on a pour tous réels positifs x et y :

PEASANRELS A F+FO) _Jx+y
2 2 2 2
11 revient au méme de comparer ces deux quantités positives et leurs carrés. On cal-

cule donc la différence des carrés :

e R e
:—x—y:?J;J§=_(J;;J§T

k;yk,ﬂw+f@)

Puisque cette différence n’est pas positive, on en déduit que f > b
et donc que f n’est pas convexe sur [0 3+ o0 [

‘ 1. La courbe d’une fonction convexe est au-dessus de ses tangentes, on vient
de voir qu’elle est aussi au-dessous de ses cordes.

4. Cette fonction est concave sur [0;+co].

LECTURE GRAPHIQUE

La fonction f semble admettre trois points d’inflexion : en — 1, en 0,25 et en 4 (envi-
ron). En notant a, b et ¢ ces trois nombres pris dans I’ordre croissant, on peut aussi
dire que la fonction est convexe sur [a ; b] et sur [c ; + oo .

~

‘ Sur le schéma, les tangentes en A, B et C ont été tracées en gris. On constate
qu’en ces points, la courbe traverse les tangentes, comme ce doit étre le cas pour
des points d'inflexion.

©
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CONCAVITE DE LA FONCTION ln
1. On pose f(x)=Inx.

Puisque f’(x)z% et f”(x)z—x%,onaf”(x)<0 sur ]O; 4 oo[. Ainsi, f” est

décroissante sur |0 ; + oo [, donc la fonction In est concave sur |0 ; + oo .

2. Une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction In au point
d’abscisse 1est: y=f"(1)(x—1)+ f(1). Comme f(1)=0 et f'(1)=1, cette équa-
tion s’écrit y = x — 1.

3. a. D’apres la définition du cours, la courbe de la fonction In est au-dessous de
toutes ses tangentes, en particulier de celle dont on vient d’obtenir une équation.
Ainsi, pour tout x € |0 ; + oo, Inx < x—1.
h.Onposet=x—1.Sixe]0;+oo[,alorst € ]—1;+co[.Deplus, Inx=In(r+1).
L’inégalité obtenue a la question précédente s’écrit :

pourtoutz € |—1;+ o[, In(1+¢)<t.

TROISIEME DEGRE

On pose f(x)=ax® + bx? + cx +d, ou a, b, c et d sont quatre réels quelconques, a
étant non nul (sinon, ce n’est plus une fonction polynome du troisieme degré).

Ona f’(x)=3ax? +2bx+c et f”(x)=6ax + 2b.

f”(x) s’annule une seule fois en x = — 3£ et change de signe en cette valeur. Ainsi,
a

S’ change de sens de variation et ce nombre est I’unique point d’inflexion de f'sur R.

co0Ts

1. a. C étant une fonction convexe, sa dérivée C”, qui est aussi la fonction donnant le
colit marginal, est croissante.

b. C;, (x) = 2x + 1 est positif lorsque x est positif. Ainsi, C, est une fonction crois-
sante sur [O ) [, ce qui revient a dire que C est convexe, comme on I’a vu dans la
question précédente.

2. a. C étant une fonction qui admet un point d’inflexion, sa dérivée C’, qui est aussi
la fonction donnant le colt marginal, change de sens de variation : elle est croissante
puis décroissante ou alors décroissante puis croissante.

b. C; (x)=2x—8 est négatif sur [0; 4] et positif sur [4 ; + oo [. Ainsi, C,, est une
fonction décroissante sur [0 ; 4] et croissante sur [4 ; + oo [. Puisque C” change de
sens de variation, C admet un point d’inflexion en 4.

A 1. a. Conformément au théoréme donné dans le rappel de cours (II. 1.), la réci-
proque est vraie : lorsque le colt marginal est une fonction croissante, la
fonction C est convexe.

2. a. La encore, la réciproque est vraie : lorsque le colt marginal change de sens
de variation, la fonction C admet un point d’inflexion.
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B INTEGRALE D'UNE FONCTION POSITIVE ET AIRE

1. Aire sous la courbe

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].
L’aire & du domaine compris entre 1’axe des abscisses, la courbe € 7 représen-

tative de fet les droites d’équations x = a et x = b est I'intégrale de fentre a et
b et on note :

b
o = ja £(x) dx.
EXEMPLE : Sur [— 2 ; 1], fest positive.

A

Y

¢

lu.a.

=Vv

2 0 2\

L’aire du domaine hachuré est .«f = ﬁ 5 f(x)dx.

Attention : ce résultat est en unités d’aire (u.a.).

Une unité d’aire correspond a I’aire d’un rectangle de longueur 1 et de hauteur 1.
2. Propriété

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

La fonction définie pour tout réel x de [a ; b] par F (x) = _[; f (¢) dr est dérivable
sur[a;b]etona F'=f.
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Bill pRIMITIVES

1. Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

On appelle primitive de f'sur I, une fonction F dérivable sur I telle que : F' = f.
Remarques

e Si F est une primitive d’une fonction f sur un intervalle I, alors I’ensemble des

primitives de f sur I est I’ensemble des fonctions F + k avec k une constante.
e Si f'est une fonction dérivable, alors une primitive de f” est f.

2. Formulaire

u et v désignent deux fonctions dérivables, k une constante et n un entier.

k kx
X X2
2
Xn+1
XN _— n#-1
n+1
1
— In x x>0
X
u+v’ u+v
ku’ ku
n+1
u'un U_ n#-1
n+1
ul
— Inu u>0
u
u’ -1
- —_— u#0
u u
u’e! ev
ul
\/U 2u u>0

Efl PRIMITIVES

1. Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b].

Soit F une primitive de f sur [a ; b].

On appelle intégrale de f entre a et b le nombre noté Jj S (x) dx et tel que :

[VF(x) dx=F ()~ F(a).
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2. Propriétés

Soit f et g deux fonctions continues sur [ ; b], k une constante et ¢ un élément de

[a;D].
H Relation de Chasles :

[rede+ [ F()de= [ f(x)dr.
H Linéarité :
[ rg @ de= [ 7 () der [ g () ax
[k de=k[] f ().
H Positivité : si fest positive sur I'intervalle [a ; b] , alors J: f(x)dx=0.
Remarque

On en déduit que si f < g sur [a; b] alors : jabf(x) dx < .[:g(x) dx.

3. Valeur moyenne

o La valeur moyenne m d’une fonction f continue sur un intervalle [a ; b] est :

m= biaj.jf(x)dx.
¢ Si F est un primitive de f, alors la valeur moyenne de fsur [a ; b] est :
F(b)-F(a)
~ b-a

~

Intégration

169




170

SAVOIR-FAIRE

1. Déterminer une primitive d'une fonction

1. Reconnaitre la formule de calcul correspondant au calcul demandé.

2. Identifier les composants de la formule dans le calcul demandé et éven-
tuellement déterminer u”. Si nécessaire ajouter une constante multiplicative.
3. Donner I’expression d’une primitive.

EXEMPLE 1 : Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x? —5x + 3.
Déterminer une primitive de f'sur R.
1. On a la somme de trois termes. On cherche donc une primitive de chacun
des termes.

3

3

2

2. Pour x~, une primitive est

x2

Pour x, une primitive est 3

et on conserve devant la constante multiplica-

tive — 5.
Pour 3, une primitive est 3x.

2
3. Une primitive est F avec F(x) = % - 5% +3x.

EXEMPLE 2: Soit f (x)=5e%* sur R. Déterminer une primitive de f sur R.

1. On veut utiliser la forme u’e* qui a pour primitive e*.
2.0n a u(x) = 2x. L'idéal serait d’avoir u’ (x) = 2. Comme on a 5, on écrit :

f(x)=2,5%2e2* ol 2,5 est une constante multiplicative & conserver.

3. Une primitive est F avec F (x)=2,5¢2*.

2. Montrer qu’une fonction F est une primitive de f

1. Calculer F”.

2.Si F’ = f alors F est une primitive de f.

EXEMPLE : Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par :

f(x)=In(x).

Soit F la fonction définie pour tout réel x strictement positif par :
f(x)=xIn(x)—x.

Montrer que F est une primitive de f.

1. Pour tout x strictement positif, on a :

F’(x)z1><1n(x)+x><%—l=1n(x).

2. Pour tout x strictement positif, on a F’(x) = f (x), donc F est une primi-
tive de f.
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3. Calculer une aire

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. Pour calculer
I’aire &f comprise entre € s » I'axe des abscisses et les droites d’équations
x=aetx=b:

1. déterminer F une primitive de f';

2. calculer of = ij(x) dx=F(b)-F(a).

EXEMPLE : Soit f la fonction définie A

sur R par f(x)=—x%+4x-3. !
Calculer I’aire comprise entre € Ix

I’axe des abscisses et les droites 0 5 4
d’équations x =1 et x = 3. / j\({é

1. On a, comme primitive de f, F | -1 '
avec :

— 3
F()C)=T+2x2 —-3x.
2. Soit .o 1’aire recherchée. On a :

=[] f@dv=F@E)-F()

_33 _13 4
3 +2x3-3%3 ( 3 +2x1 3><1] 3

4. Calculer la valeur moyenne d’une fonction sur [a ; b]
1. Déterminer F une primitive de f.
F(b) - F(a)
b-—a
EXEMPLE : Soit f1a fonction définie sur R par f(x)= x2.
Calculer la valeur moyenne de f sur I'intervalle [0 ; 6].

2. Calculer la valeur moyenne m avec m =

3
1. Une primitive de fest F'(x) = %
2. La valeur moyenne sur I’intervalle [0 ; 6] est :
216,
_FO-F0)_ 3

6-0 3 =12.

~
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EXERCICES D’APPLICATION

n CALCULS DE PRIMITIVES | * | 12 min |» p. 181|
Pour chaque fonction f, déterminer une primitive sur I’intervalle I.

_ .3 1 C3x2+2x
Lf(x)=x+x+5;1=R. 2.f(x)—T,I—[R.

-4 1_10. 17 1_10-
3 f ()= 11=]0:+eo]. 4 f@)=5y i 1=105+ .

+1
5.f(x)=m;l=[@. 6.f(x)=e5";I=[R.

‘ Revoir les formules sur les primitives et le savoir-faire 1.

ﬂ RECHERCHE DE PRIMITIVES PARTICULIERES | * | 15 min |» p. 181|

Pour chaque fonction f, déterminer 1’ensemble de ses primitives sur I’intervalle I
et préciser la primitive F qui vérifie la condition donnée.
1. f(x )=4x+5 ;I=Ret F(0)=5.

2 f(x)=—;T=]—ee; O[etF (-1)=3.
fx)=xe* ;I=Ret F(1)=
4 f(@W)=5 s T=]-w33[ et F(0)=0.

‘ Déterminer U'ensemble des primitives avec une constante, puis déterminer la
valeur de cette constante en résolvant une équation.

[} TROUVER UNE PRIMITIVE EN DERIVANT | * | 8min |» p.182]

Soit f1a fonction définie sur |— 2 ; + oo[ par f(x)=1n(x+2).
1. Soit g définie sur |— 2 ;+ oo [ par g(x)=(x+2)In(x + 2). Déterminer g’ (x)
sur | —2;+oof.

2. En déduire la primitive F de f sur |— 2 ; + o[ qui s’annule pour x =—1.

‘ 1. Revoir le savoir-faire 2.

2. Ecrire l'ensemble des primitives F de f 3 'aide de g puis résoudre f(-1)=0.
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PRIMITIVE D’UNE PRIMITIVE | %% | 10 min |» P. 182|

Soit f la fonction définie sur R par f (x)=(x—3)e*.

1. Vérifier que g définie sur R par g(x)=(x—4)e* est une primitive de f sur R.
2. En déduire une primitive de g sur R.

4 2. Examiner comment on passe simplement de f(x) a g(x), conjecturer une
primitive h de g et vérifier le résultat en calculant h’".

I} caicuis pinTEGRALES | % | 18 min |» p. 183

Calculer les intégrales suivantes.
3
L] (r+3)dx.

e-1 2
2. _[1 m dx.

N

5 (x_2)2

4. [Tet dr.

5. [6(x-3) dx.

6. 2,2

— dx.
X245 )

‘ Pour chaque fonction, déterminer une primitive F, puis calculer F(b)—F(a).

ﬂ CALCULS D’INTEGRALES | * | 15 min |» P. 183|
Calculer les intégrales suivantes.
2x2 4+2x+1 2 1
1.j1x—4dx. 2. [, (x+;)dx.
2 ) In4 eX
3. [ (x+2)(x? +4)dx. 4. lnzmdx.

‘ 1. Ecrire la fraction comme somme de trois fractions simplifiées.

®@
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CALCULS D’INTEGRALES ENCHAINES | * | 10 min |» P. 184

Soit 1 et J les intégrales suivantes :

n2 e* n2 1
I = ' = —_—
0 e¥+1 JO e¥ +1
1. Calculer 1.
2. Sans chercher J, calculer I + J.

3. En déduire J.

‘ 2. Utiliser une propriété de linéarité pour transformer /+J en une seule inté-
grale.

E CALCULS DE VALEURS MOYENNES | % | 10 min |» p. 185|

Pour chaque fonction, calculer sa valeur moyenne sur I’intervalle 1.

1. f(x)=x%;1=[0;1].
<x>=§ ~[1:4]
Cf(x)=e2 s 1=[-2;2].
f)=02x+3)*;1=[0;0,5).

‘ Revoir le savoir-faire 4.

IE) caLcuL o'une ARE | %% | 10 min |» P. 186

Soit f1a fonction définie sur R par :

_ 2x
f(-x)_x2+4'

1. Justifier que f est positive sur [0 ; 1].

2. Déterminer une primitive de f sur R.

3. € est la représentation graphique de f dans un repere orthonormé d’unité gra-
phique 2 cm. Déterminer, en cm?, 1’aire du domaine compris entre €, 1’axe des
abscisses et les droites d’équations x =0 et x =1.

‘ 3. Le calcul théorique donne l'aire en unités d'aire. Ici, une unité d'aire est un
carré de 2 cm de coté.
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

COMPARAISON D’AIRES | %% | 35 min |» P. 186

Le plan est rapporté a un repere orthonormé d’unité 1 cm. On considere la para-
bole P d’équatiBn y = x? et la droite A d’équation y = 3.
1. Représenter et A, quand x appartient a I'intervalle [— 2 ; 2].

2. Calculer I'intégrale [ = J‘_‘/\gﬁxz dx.

3. a. La droite A coupe % en deux points A, d’abscisse positive, et B, d’abscisse
négative. Déterminer les abscisses de A et de B

b. On note C et D les points de ’axe des abscisses tels que ABCD soit un rec-
tangle.

Dessiner ce rectangle et calculer son aire, en cm?.

¢. On note 9 la partie du plan comprise entre le segment [AB] et la parabole .
Calculer, en cm?, aire de 9.

d. Vérifier que I'aire de % est égale aux deux tiers de 1’aire de ABCD.

‘ 3. c. L'aire de 9 est la différence entre deux aires.

CALCUL D'UNE AIRE | %% | 50 min |» P. 187

Le plan % est muni d’un repére orthonormal (O ; I';J) d’unité graphique 1 cm.
On rappelle que In désigne la fonction logarithme népérien et e le nombre réel tel
que Ine=1.

On considere la fonction numérique f, définie sur I'intervalle |0 ; €] par :

fr)=x-——=

1. Déterminer la fonction dérivée f” de la
fonction f sur I'intervalle |0 ; e] et étudier son
signe selon les valeurs de x.

2. La courbe 6 ci-contre représente dans le
plan & la fonction f.

On appelle A la droite d’équation y = x.

a. Etudier selon les valeurs du réel x, le signe
de x — f(x) sur I'intervalle ]0; e].

b. En déduire la position relative de la courbe
% et de la droite A.

©
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3. Déterminer la fonction dérivée g’ de la fonction numérique g définie sur
Pintervalle 0 ; e] par g (x)=(Inx)>.
En déduire, sur cet intervalle, une primitive de la fonction qui a x associe lnTx

4. Calculer, en cm?, I’aire de la partie du plan % limitée par la courbe 6, la droite
A et les droites d’équation x =1 et x =e.

4

2.b.On a: Aau-dessous de € & x <f(x) = x—f(x)<0.

1. Etudier le signe de f'(x) sur ]0;1[ en 1 et sur ]1;e].

MODELISATION D’UNE VENTE | ** | 35 min |» P. 188

Une société d’achat en ligne veut analyser le déroulement d’une vente promo-
tionnelle « flash » qu’elle a organisée sur Internet. Cette vente, d’une durée de
trois minutes, a provoqué sur son site un flux financier que 1’on suppose continu
et dont la vitesse instantanée a été variable en fonction du temps. On a pu modé-
liser cette vitesse pendant les trois minutes de I’ouverture du site par la fonction
f définie sur [0 ; 3] par :
2

f(t)=20te 2 ol t est le temps en minutes et f(f) est exprimée en milliers
d’euros a la minute.

1. Justifier que f est positive sur [0; 3].
— t2

2. Vérifier que la fonction F définie sur [0;3] par F(f)=—20te 2 est une
primitive de f.

3. En déduire I’aire du domaine limité par I’axe des abscisses, la courbe repré-
sentative de f et les droites d’équations ¢ = 0 et r = 3, exprimée en unités d’aire.
4. Quelle est la valeur moyenne de fsur [0; 3] ?

5. Quelle a été la somme totale transférée a la fin des trois minutes (a un euro
pres) ?

‘ 2. Il suffit de dériver F.

5. Utiliser le temps de la vente et la valeur moyenne de f.

PRIMITIVE PAR DERIVATION ET EQUATIONS | %% | 20 min |» . 188|

On considere les fonctions polyndmes fet g de la variable réelle x définies par :
F=0+x" et g(x)=4+12x+12x2 +4x3.

1. Calculer f”(x), pour tout x réel, sous forme factorisée.

2. Montrer que f est une primitive de g sur R.
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3. Résoudre dans R les équations suivantes :
a. f(x)=g(x):
b. In[f (x)] = In[g (x)].

‘ 2. Pour développer (1+ x)°, commencer par développer (1+x)?, puis multiplier
le résultat par (1+ x).

ENCADREMENT D’UNE INTEGRALE | %% | 25 min |» P. 189

On considere les fonctions numériques de la variable réelle x définies par :
2
—-Xx

f(x)=#, g(x)=_7x+l et h(x)=T+1_

1. Etablir que pour tout réel x appartenant 2 I'intervalle [0; 1] :
g(x) = f(x)=<h(x).
2. En déduire un encadrement de 1’intégrale :

I= J.;f(x) dx.

‘ 2. On peut intégrer les différents membres d'un encadrement sur le méme
intervalle pour obtenir un nouvel encadrement.

AIRE D'UN DEMI-DISQUE | ** | 25 min |» P. 190|

1. Calculer I’aire d’un disque de rayon %

2. On considere la fonction f définie pour tout x de [0 ; 1] par : f(x) =/ x(1—x).
Exprimer f’(x) pour tout x de |0 1[.

En déduire les variations de fsur [0;1].

3. Soit € la courbe représentative de f dans un repere orthonormé, d’unité le
centimetre.

a. Soit M un point de % d’abscisse x avec x qui appartient 2 [0 ; 1] et I le point de

coordonnées (% ; O). Calculer IM2.

b. Prouver que € est un demi-cercle dont on précisera le centre et le rayon.

4. a. Donner une interprétation graphique de I'intégrale : J = J.; f(x)dx.

b. Justifier que J = %
Cette égalité est due a Wallis, mathématicien anglais (1616-1703).

‘ 4. a. Utiliser le résultat de la question 1.
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PROBLEME ECONOMIQUE | ** | 25 min |» P. 191]

Une société est spécialisée dans 1’exploitation de gravieres.

Sa production journaliere de gravier extrait (en milliers de tonnes) a été modéli-

sée par la fonction f définie sur [0 ; + oo [ avec f (1) = (2t2 + 3t)e‘t , Oll £ repré-

sente la durée d’exploitation en années a compter du 1° janvier 2011.

1. Montrer que la fonction F définie sur [0 ; + oo [ par F (1) = (= 21> =71 =7)e™"

est une primitive de f'sur [0 ; + oo|.

2. Sachant que la graviere sera exploitée 200 jours par an, on admet que la pro-

duction totale prévue pendant la durée ¢ est donnée par la formule :
P(1)=200x [, f(x)dx.

a. Transformer I’écriture de P (¢) en utilisant le résultat de la question 1.

b. Etudier les variations de la fonction P sur [0 ; + oo .

c. Calculer a 1 000 tonnes pres la quantité de gravier qui aura été extraite entre le

1€ janvier 2011 et le 1°" janvier 2016, ainsi que la production annuelle moyenne

sur cette période.

VALEURS MOYENNES ET PRODUIT | ** | 25 min |» P. 191]

On rappelle que la valeur moyenne M d’une fonction f sur un intervalle [a ; b] est
définie par :

biaj-abf(x)dx.

1. Calculer sur I'intervalle I =[In2 ; In3] la valeur moyenne M, de la fonction A
définie par : x > x.

2. Calculer sur I la valeur moyenne M, de la fonction j définie par : x > e~ .
3. Soit la fonction g: x > xe™*.

Soit la fonction f: x> (— x—1)e™~.

a. Montrer que f est une primitive de g sur R.

b. En déduire la valeur moyenne M, de g sur L.

4. Juger, en justifiant, I’affirmation suivante : « Sur un intervalle, la valeur
moyenne du produit de deux fonctions est égale au produit des valeurs moyennes
de ces fonctions. »

M=

‘ 1. et 2. Commencer par chercher une primitive avant de calculer la valeur
moyenne.

3. a. Il suffit de dériver f.
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EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

INTEGRATION PAR PARTIES [ x| 25 min |» P. 192

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b].

1. a. Prouver que, sur [a ; b], u’v = (wv) —uv".
b. En déduire que :

I:u’(x) v(x)dx =u(b)v(b)—u(a)v(a)— J:u(x)v'(x)dx.
2. a. En utilisant u (x) = % et v(x)=Inx sur[l;e], calculer _[f xInx dx.

b. Calculer, de méme, _[é xe” dx.

. ) 2
c. En écrivant In x comme un produit, calculer _[1 In x dx.

INTEGRATION
i8] ET FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES [k *| 20 min |» P. 193]
T ¥
. . = dx - dx
On considere les intégrales : [ = | 4 et J=|4 .
& IO cos? x JO cos? x

1. Calculer la dérivée de la fonction x > tan x et en déduire la valeur exacte de 1.

2. Soit f1a fonction définie sur D = [0 ; E} par f(x)= %
4 cos? x
3 2

Montrer que pour tout x de D,ona: f”(x)= 1 >
cos*x cos*x

3. Déduire des calculs précédents la valeur exacte de J.

_ sinx o N NV
On rappellequetanx—cosx (cosx) =—sinx et (sinx) =cosx.
; T\ _ w2 c(m) 2
On a aussi tan(z)—‘l, cos(z)—7 et 5|n(4)——2 .
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CONTROLE

Y] caLcuL pe PriMITIVES | %% | 15 min |» p. 193]
1. Déterminer une primitive de la fonction f définie par :

a f(x)=—x+5; b. f(x)=3x%+2x+8;
c.f(x)=ix3—3x2; d. £(f)=— 50 +312 +8.

2. Pour chacune des fonctions f suivantes, définies sur R, déterminer la primi-
tive F vérifiant la condition donnée :
a. f(x)=5x+3et F(0)=2; b. f(x)=5x2-2x+6et F(-1)=3.

AIRE ENTRE DEUX COURBES | *% | 25 min | » P. 194

Les fonctions f et g définies sur R par :

1
x)=x%+
f&) x2+4

sont représentées ci-dessous par € ; et € ,.

1
x2+4

et gx)=—x2+2+

yl\
(gf
Ceg
2/ o 2 X

1. Déterminer les abscisses des points d’intersection de € petde € o

2. Justifier que f(x) < g(x) sur [-1;1].

3. Exprimer, en fonction de f, 1’aire comprise entre € - I"axe des abscisses et
les droites d’équations x = —1 et x = 1. (On ne cherchera pas a calculer cette
aire.)

4. Exprimer, en fonction de g, Iaire comprise entre € @ I’axe des abscisses et
les droites d’équations x =—1let x =1.

5. En déduire une expression de I’ aire du domaine bleu compris entre les deux
courbes et calculer sa valeur.
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CORRIGES
CALCULS DE PRIMITIVES
x*  x?
1.P0urf(x)=x3+x+5,onaF(x)=T+T+5x.
2 3 2
2. Pour f@):@:%ﬂ +04x, on a F(x)=0,6%+0,4%, soi
F(x)=0,2x3+0,2x2.
3.P0urf(x)=i=—4><_—1 onaF(x)=—4><l soit F(x)=—.
2 B x’ x
_17_17 1 _17
4.Pourf(x)—2x— 3 xx,onaF(x)— 3 Inx.
5. Pour f (x)= —**1 4 souhaite utiliser ¥ g primitive In ().
x2+2x+3 u
Avec u(x)=x%+2x+3,onau’(x)=2x+2.
1 2x+2 1
Onadonc f(x)==x—=—"—"—cet F(x)=>In(x2 +2x+3).
f)=3x 5= = et Fx)=In( )

6. Pour f(x)=e>*, on souhaite utiliser #’e* de primitive e*. Avec u(x)=5x, on a
u’(x)=35.

On a donc f(x) =%><Se5x et F(x)= %esx.

XnH

1. Une primitive de x" est
n+1

2. 3. 4. On commence par transformer pour retrouver des modéles du cours.

5. 6. Aprés avoir reconnu la forme a employer, il faut identifier u(x), calculer u’(x)
et la constante multiplicative.

|Z] RECHERCHE DE PRIMITIVES PARTICULIERES
On note F une primitive de f et k constante.
1. Pour f(x)=4x+5,0na F(x)=2x>+5x+k.

F(0)=5©2x02+5x0+k=5<k=5.
La solution est : F(x)=2x2 +5x +5.

2-Pouff(x)=_—22,onaF(x)=2+k_
X X

F(—l):3@%+k:3@k:3+2@k:5.

La solution est : F(x) = % +5.
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3. Pour f(x)=xe* , on utilise u’e” de primitive e". Avec u(x)=x

u’ (x)=2x.
On a f(x)=0,5><2)cex2 et F(x)zO,Se)‘2 +k.
F()=e=0,5¢” +k=e < 0,5¢+k=e < k=0,5¢.

La solution est : F (x)=0,5e** +0, 5e.
-1
3—x’

4.Pourf(x)=3_x,ona3—x>0sur]—oo;3[etf(x)=—1><
Onadonc F(x)=—In(3—x)+k.
F(0)=0&In(3-0)+k=0 k=1In3.

La solution est : F (x)=—In(3—x)+In3.

2

)

on a

‘ 3. Commencer par faire apparaitre la constante multiplicative aprés avoir iden-

tifié u(x) et calculer u’(x).

4. On utilise % de primitive In(u) en commencant par identifier u(x) et en faisant

apparaitre u’(x).

TROUVER UNE PRIMITIVE EN DERIVANT

1. Pour g(x)=(x+2)In(x+2),0na g’(x) =1xIn(x+2)+ (x+2)x .

Onadonc: g’(x)=In(x+2)+1.

2.8ur |-2;+oo[,ona f(x)=1In(x+2),soit f(x)=g"(x)—1.

On a donc F (x) = g(x)— x + k, avec k constante.
F(-)=0&g(-)-(-D)+k=01xIn(l)+1+k=0k=—1.
La solution est : F(x)=(x+2)In(x+2)—x—1.

‘ 2. Une primitive de g’ est g.

PRIMITIVE D’'UNE PRIMITIVE

1. Pour g (x) = (x —4)e*, on calcule g’ (x) en utilisant (uv)” = u’v +uv’.
Ici,ona:u(x)=x—4,u’(x)=1,v(x)=e* et v'(x) =e*.
Onag'(x)=1le* +(x—4)e* =(x—3)e* = f(x).

g est une primitive de f sur R.

2.SurR,onag(x)=(x—4)e* =(x—3)e* —e* = f(x)—e*.

On adonc G(x)=F(x)—e* = g(x)—e*.

Soit: G(x)=(x—5)e*.

‘ 1.Si g’ =f alors g est une primitive de f.

2. On peut montrer qu’'une primitive de (ax + b)e* est (ax +b—a)eX.

+2°
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[ 5 ] cALCULS D'INTEGRALES
1. Sur [0 ; 3], une primitive de x > x + 3 est F : x = 0,5x2 + 3x.

3
JO(x+3)dx:F(3)—F(O):0,5><32+3><3—(0,5><02+3><0):13,5.
2. Sur [1; e — 1], une primitive dex|—>2xﬁ est F:x2In(x+1).

[ 2 qv=F(e-1)-F(l)=2Ine—2In2=2-21n 2.

Lox+1
3. Sur [-5; —3], une primitive de x > —4 X -1 S estF X —dx—_
(x-2) -2
-3 4 -4 -4 4 4 8
— :F— —F— :———:———:—.
J—S(x_z)zdx C)-F)=535"53"57 773

4. Sur [0; 2], une primitive de x —> e** est F: x > %64)‘.

2 Axq. _ 1o 1 axwo_135 1
foe dx=F(2) F(O)—4e 1= 4

5. Sur [2; 3], une primitive de x > 6 X 1 (x — 3)2 est

F:x|—>6><%(x—3)3 —2(x—-3).
[J6(x-3dx=F(@)-F()=2(3-3) -22-3] =2.
. 2x
6. Sur [-2; 2], une primitive de x > 3 X —==— est F : x > 33/ x2 +5.
2Nx2+5

5,2 - dr=F(2)- F(-2)=3v22+5 -3y(-2)* +5=0.
VXx“ +

‘ Pour calculer une intégrale, on recherche d'abord une primitive de la fonction
a intégrer.
2.lne=1.

5. Une primitive de u’u” est 1_1u””

[ 6 ] cALCULS D'INTEGRALES

242x+1 1 1 -1
LSurl:2],ona X t=Xtl_ 1 oy 1~
[1:2] 5t x2 x3 x4
Une primitive est F : xl—)—l—L—L
P x  x2 3x3.
2x°+2x+1 1 1 1_37
PR o P - )= -4 - (1-1-3)- 2.
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2. Sur [1; 2], une primitive de x +% est F: x> 0,5x% +Inx.

2 1
[ (x+;)dx=F(2)—F(1)=2+1n2—(0,5+1n1)=1,5+]n 2.

3. On utilise u’u" de primitive - _1'_ 1 u"™! avec u(x) = x% +4x

etu’(x)=2x+4=2(x+2).

Sur [0; 2], une primitive de x > 0,5X% 2 (x +2) (x2 + 4x) est :
: L2 2

Fix0,5x(x? +4x)"

[2r+2)(x2 +4x)dv = F(2) - F(0)=0,5x £ x 122 —0,5><%><02 - 36.

2
. e* -1
4. Sur [In2; In4], une primitive de x > ————est F: x> .
(ex +1) e’ +1
4" gv=F(In4)- F(lnz)__l___l_ 2
1n2(ex+1)2 441 2+1 15

1

1. Une primitive de ;—: est m

3. Une primitive de u’u” est unt,

1
(n+1)

4, eln@) = g

CALCULS D'INTEGRALES ENCHATNI'ES

1. Sur [0 ; In2], une primitive de x —>

estF:xl—)ln(ex +1).
e” +1

I= j“‘z et Cdr=F(In)=F(0)=l@+)-In(2)=In15.

2. Par 11near1te ona:
In2 e* In2
I+J= dx
'[ *+1 '[ " +1

Une primitive de x> 1 est G XX,
I+J=G(In2)-G(0)=In(2)-0=1In 2.

_Jln2( e ) _J‘an

ex+1 e’ +1

3.Onadonc J=(I+J)—I=1n2-Inl,5= h‘(15) ln(g).

1.elM@ =3 ; el =1et In(a)-ln(b) = ln(%).

184



[ 1

CALCULS DE VALEURS MOYENNES
3
1. Sur I=[0; 1], une primitive de f (x) = x2 est F (x) = x?

La valeur moyenne de f'sur [=[0; 1] est
_FO-F(0)
"ETo0
3 03
_3 3 _1

1 3

2. Sur [ =[1; 4], une primitive de f (x) = % est F(x)=5Inx.

La valeur moyenne de f'sur I=[1; 4] est:

_F@-F@
mETUCT

_5In(4)-5In(l) _5In4

- 3 T3

3.Surl= [— 28 2],onaf(x) = 0,5 x 2e2* ; une primitive est donc F (x) = 0,5e2*.

La valeur moyenne de fsur [ = [— 2; 2] est:
_F(9)-F(-2)
- 2-(-?
_0,5e* - 0,5¢
S
4.Sur I = [0 ; 0,5], ona f(x)=0,5x2x(2x+3)".
Une primitive de f'est donc :
(2x +3)*
> 4
_(2x+3)*
==
La valeur moyenne de fsur [ = [O ; 0,5] est :

L _F(0.5-F ()

F(x)=0,

0,5-0

(1+3)* 34
_ ] _?=44_34
0,5 4

‘ Pour déterminer une valeur moyenne, on commence par déterminer une pri-
mitive de la fonction.

2.ln1=0.

4. Commencer par faire apparaitre la forme u’u” de primitive ﬁu””.
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[ 9] cALcuL D'UNE AIRE
1. Sur [O : 1], on a le numérateur 2x positif et le dénominateur x2 + 4 strictement
positif. Donc, en faisant le quotient, f est positive sur [0 3 1] 5

2.0na f (x)delaforme L; ((;)) avecu(x) > 0. Uneprimitiveest: F (x) = In(x? +4).
, . . 1

3. L aire recherchée est : f of (1) dx=F(1)-F(0)=In(5)—1In(4)=1In(1,25).

Ici, une unité d’aire est I’aire d’un carré de c6té 2 cm, soit une aire de 4 cm?.

L’aire du domaine compris entre 4, I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=0et x =1 vaut 4In(1,25)cm?.

‘ 3. Pour une fonction positive sur un intervalle [a;b], l"aire comprise entre €;,
l'axe des abscisses et les droites d'équations x = a et x = b est donnée, en unités

d’aire, par f:f(x) dx.

COMPARAISON D’AIRES

1. Voir ci-contre (la figure n’est pas en
vraie grandeur). P
2. Une primitive de x> x2 est

<
1l
S}

F:xi—)%x?

1= [ ¥ e ()P ()
~ -3 =25

3. a. Les abcisses des point d’intersec- >
. . -2C -1 0 -1 D2 X
tion de la droite A et de la parabole %
sont solutions de I’équation x2 =3 : ce

sont Set—\/g.OnaxA=\/§eth=—\/§.
b. L’aire de ABCD est ABX AD =2,/3 cm X3 cm, soit 6+/3 cm?2.

c. Laire de 9 est la différence entre ’aire du rectangle ABCD et celle du domaine
compris entre 2, 1’axe des abscisses et les droites d’équation x = —\/g et x = \/E .

. 3 .
Or cette derniére aire est _[_\/\;3 x2dx, soit 2\/3 .
Ona:airede@=6\/§—2\/§=4 3 en cm?.

d. On a 6,/3 x % = 4\/3 , donc ’aire de & est égale aux deux tiers de I’aire de
ABCD.

‘ Remarque : si on remplace y =3 par y =k avec k strictement positif, l'aire de
9 reste égale aux deux tiers de l'aire de ABCD.
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CALCUL D’'UNE AIRE
1.Sur ]0;e],ona f(x)= = x—x
X

BYZW avec u(x)=1Inx, M'(x)zl» v(x)=x ety (x)=1.

’
On utilise : (Z) =
v P2 X

l><x—1nx><1 x2—-1+Inx
Onadonc f'(x)=1-=% E = i
X x
Le dénominateur étant strictement positif, £*(x) est du méme signe que x2 — 1+ In x.
Sur J0;1[,ona x2 —1<0 etlnx <0, donc f’(x)<0.
Onal?-1=0etlnl=0,donc f'(1)=
Sur ]1;e[,ona x? —1>0 et Inx >0, donc £’ (x)>0.

2.a.Pour tout xde |0;e[,ona x— f(x)=x— x+h;)C me

Comme x >0, x — f(x) a le méme signe que In x.

Si x appartient2 |0; 1[,onalnx<Oet x— f(x)<0
Pour x=1,0onalnl=0etx— f(x)=0.

Si x appartient 2 |1;¢€],onaInx>0et x — f(x) > 0.

b. Sur ]0; 1[, ona x < f(x), donc A est au-dessous de 6.
Pour x =1, on a x = f(x) et A rencontre €.

Sur |1;e],ona x> f(x), donc A est au-dessus de €.

3. On utilise (u")/ =nu'u"™" avec n =2, u(x)=Inx etu’(x)= %

Sur]O;e],onag’(x)zlexln _21n_x

On a donc : —g "(x)= Inx

Sur ]0; e], une primitive de x > thx est x = h(x)= %ln2 x
4. Comme sur ]1 ; e], on a A au-dessus de 6, I’aire recherchée s’écrit :
Inx
Jf = F ) de= _[lerx=h(e)—h( )= (lne) (lnl) =0,5 (en u.a).

Orlne=1etInl=0 et 'unité d’aire vaut 1 cm2.
L’aire de la partie du plan & limitée par la courbe €, la droite A et les droites d’équa-
tions x =1 et x = e vaut 0,5 cm?.

‘ 1. Ne sachant pas résoudre les inéquations x2—1+lnx par les méthodes
usuelles, on étudie le signe de f’(x) en appliquant la regle suivante : « la somme
de deux nombres de méme signe a le méme signe que ces deux nombres ».

4. Pour calculer l'aire comprise entre deux courbes €, et €, avec €, au-dessus

de € f etentre les droites d'équations x =a et x=b(a <b), on calcule J.:f(x)dx.
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MODELISATION D'UNE VENTE

1. Sur [0; 3], ona = 0 et une exponentielle est toujours positive ; produit de deux

fonctions positives, f est positive sur [0 3 3].
-2 , —2

2.Sur [0;3], ona: F(t)=—20e 2 . On utilise (e*) =u’e" avec u(t)= — et

42 42
u'(t)= _TZt =—t.0Ona: F’(f)=-20 x(—t)eTt = 20te7t = 1 (1)
F est bien une primitive de f sur [0 3 3].
3. fétant positive sur [0 ; 3], I"aire du domaine limité par I’axe des abscisses, la courbe
représentative de f et les droites d’équations ¢ = 0 et = 3 est donnée par :
I= Jgf(t) dt =F(3)— F(0)=-20e*5 — (=20 ¢°), soit I =20(1—e~*5).
4. La valeur moyenne de f sur [O ; 3] est :

__1 g Ll coitm=29(1_e45
m—3_0f0f(t)dt—31,501tm— 3(1 e )

5. La somme totale transférée a la fin des trois minutes est la valeur moyenne m
multipliée par le temps total, soit 3 m ou encore /.

La somme totale transférée est 20(1 — e‘4’5) milliers d’euros, soit 19 778 euros a
un euro pres.

‘ 2. Pour montrer qu’une fonction F est une primitive d'une fonction f, il suffit de
vérifier que F’=f.

PRIMITIVE PAR DERIVATION ET EQUATIONS
1. On utilise (u”), =mu'u"avecn=4,u(x)=1+xetu’(x)=1.
Pour tout x réel, on a :
f(x)=4x1x(1+x)°* =4(1+x)*.
2. Pour tout x réel , on a :
F/(x)=4(1+x)(1+x)*
=(4x+4)(1+2x+x2)
=4+8x+4x2 +4x+8x2 +4x3
=4+12x +12x% + 4x3
=g(x).
[ est bien une primitive de g sur R.
3oa. f()=gl) @ 1+x)* =41+x)° o (1+x)* —4(1+x)° =0
S 1+x)°(1+x-4)=0c1+x=00ux—3=0
Les solutions de f (x) = g(x) sont —1 et 3.
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b. In[f (x)] =In[g(x)] & f (x)=g(x) avec f(x)>0et g(x)>0.
De la question 3a, on déduit que les solutions potentielles sont —1 et 3.

Or,ona f (— 1) = g(— 1) = 0 donc —1 n’est pas solution.
En revanche, on a f (3) = g(3) = 256. La seule solution est 3.

‘ 2. xx x2 = x3. Pour montrer qu’une fonction f est une primitive d’'une fonction
g, il suffit de vérifier que f'=g.

3.a.ln(a)=In(b) & a=Db avec a et b strictement positifs.

ENCADREMENT D’UNE INTEGRALE
1. Pour tout réel x, on a :

_ 1 X o 24x+x3-2-2x2  x+x3-2x°

FO = eW =t 15 ) T 20+
_x(x2—2x+1)
2(1+x2)

2
On a donc f(x)—g(x)z%.

Pour tout x appartenant a intervalle [0 ; 1], ona f (x) — g (x) = 0, soit g (x) < f(x).

Pour tout réel x, on a :

_ 1 X2 2442 -2-2x2  x*-x2
fO=-h@=1Ta 7 1= 2(1+x ) 2(1+12)

_xz(xz—l)

S 2(1+2)

Pour tout x appartenant a intervalle [0 ; 1], on a f (x) — h(x) < 0, soit f (x) < h(x).

Pour tout x de [0 ; 1], on a bien : g(x) < f(x) < h(x) (1).
2. D’apres la propriété de positivité des intégrales et la relation (1), on a :
1 1 1
Joe@ de= [ f(x)dx <[ h(x)dx ).
2

Sur [0; 1], une primitive de g est G : x > % + x.

| w

Onadoncj x)dx=G(1)-G(0)= —+1 0=

_ .3
Sur [0 ; 1], une primitive de h est H : x > Tx + x.

Onadoncjh(x)dx H(l)- H(O)— 1-0=

N

6

De la relation (2), on déduit que : 1 <sJ<

‘ 1. Pour comparer deux expressions, il est souvent pratique d'étudier le signe
de leur différence.

©
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AIRE D’'UN DEMI-DISQUE

ST 1 1V . w
1. L’aire d’un disque de rayon — est T X[~ | , soit —.

2 2 4
2. On utilise (/u) = -
2Ju

Pour tout xde |0 ;1[,ona:

, 1-2x
S N
£’ (x) est du méme signe que 1—2x.
1-2x>01>2x<0,5> x.
Sur ]0;0,5[, ona f’(x) > 0 et f est strictement croissante sur [0 ; 0,5].

avec u(x)=x(1-x)=x—x%etu’(x)=1-2x.

Sur ]0,5;1[, ona f”(x) <0 et f est strictement décroissante sur [0,5 ; 1].
3. a. M un point de € d’abscisse x a pour ordonnée f (x)=./x(1—x).
2
Ona: IM2 =(xp —xp)+ O — 1)
2

=(x—0,5%+(\x(1-x))

=x2—x+0,25+x(1-x)

=x2—x+0,25+x—x2.
On a donc : IM2 =0, 25.
b. Si M appartient a €, alors on a M2 = 0,25, soit IM =0,5. M appartient alors au
cercle de centre I et de rayon 0,5. 6 est une partie de ce cercle.
L’ordonnée de M étant f (x), qui est positif, M est au-dessus de 1’axe des abscisses
ou sur cet axe.

€ est donc le demi-cercle de centre I et de rayon 0,5, situé au-dessus de I’axe des
abscisses.

4. a. Comme f est positive sur [0;1], J = f; f(x) dx représente I’aire du domaine

compris entre 4, I’axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = 1.
b. J est donc I’aire du demi-disque de bord €, c’est-a-dire I’aire d’un demi-disque de
rayon 0,5.

OnaJ=0,5x0,25m, soit J = &

5
4

3.b. Un cercle de centre | et de rayon rest 'ensemble des points M tels que IM=r.

1. L'aire d’un disque de rayon r est mr2,
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PROBLEME ECONOMIQUE
1. On calcule la dérivée de F sur [0 ; +oo].

On utilise (uv)” = u'v +uv” avec u(t)=-212 =Tt —7,u’(t)=—4t =7, v(t) ="
etv’(r)=—e"".
Pourt=0,0na:
F/(t)=(—4t=T)e " +(-22 =Tt =T)x(~e7")
=e (-4t =T+22+71+7)
=e ' (202 +31) = f (1).
F est bien une primitive de f sur [0 5400 [

2.a. P(t) =200 x _[éf(x) dx =200 % (F(t)— F(0)) = 200 F (¢) + 1 400.
b. Sur [0;+e[,ona:

P’(1)=200 F’(t)=200f (r)=200 e’ (2[2 +31).
Orpourt=0,onae "’ >0et2t2+3¢t=0.Doncona P’ (t)=0.

P est donc croissante sur [0 3 +oo [
c. Le 1¢ janvier 2016 correspond a £ = 5.
P(5)=200(-2x5%—=7x5-7)e™> +1400, donc P(5)=1276 a1 pres.
Entre le 1¢' janvier 2011 et le 1°* janvier 2016, la production totale de gravier est de
1 276 milliers de tonnes a 1 millier de tonnes pres.
P(5)

La production annuelle moyenne sur cette période est 5 soit 255 milliers de

tonnes a 1 millier pres.

‘ 1. Pour montrer qu’une fonction F est une primitive d'une fonction f, il suffit de
vérifier que F'=f.

VALEURS MOYENNES ET PRODUIT
2
1. Sur I'intervalle I =[In2; In 3], une primitive de h est H : x > x?

La valeur moyenne de 4 sur I est :
H(n3)-H(n2) 1 _ (In3)*-(In2)* 1
M, = ==X =—(In3+1n2). =0,5In6.
=" hm3-m2 2% W3-z 23+l M, =0,5I6
2. Sur I'intervalle I =[In2 ; In 3], une primitive de j est J : x > —e~*.
La valeur moyenne de j sur [ est :

11
M _J(In3)—J(In2) e M3 _e 02 375 " 1
277 Wm3-m2  IW3-l2 L5 2 6Inl,5"

3.a.Pour f:x>(—x—1)e %, ona:

f(x)=—1xe* +(—x—1)><(—e‘x)=xe"C = g(x).
f est une primitive de g sur R.

Intégration
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b. La valeur moyenne M, de g sur I est :
—-In(3)-1 -In(2)-1
f(n3)—f(n2) 3 - 2 ~1-2In(3)+3In(2)
In3-In2 Inl,5 a 6In1,5 '

4. Comme MM, =0,368 a 1073 pres et que M5 =0,363 a 1073 pres, on a

MM, # M avec cependant g = hj.
L’affirmation : « Sur un intervalle, la valeur moyenne du produit de deux fonctions
est égale au produit des valeurs moyennes de ces fonctions » est donc fausse.

M3:

‘ 1. n(a)+In(b)=n(ab).

1l _in(b)=1n(2
e e et In(a) [n(b)fln(b).

INTEGRATION PAR PARTIES
1. a. Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b].

On sait que («v)” = u’v +uv’. On a donc bien : u’v = (uv) —uv’ (1).
b. En intégrant entre a et b les deux membres de la relation (1), on a :

[Pw@v(da=| ”[(u @) =) v'(x)] dx

—f x)v(x)) dx— f u(x)v’(x)dx
Or une primitive de (uv) est uv etj (x)v(x)) dx = u(b)v( )—u(a)v(a).
On a bien : _[a Yv(x)dx =u(b)v(b )—u(a)v(a)—_[au(x)v (x)dx (1).

2
2. a. On utilise u(x) = %, donc u’(x) =x et v(x) =In (x) Donc v/ (x) = i

2
(1) donne : Jxlnxdx——ln(e)— ln(l) L :%_ le%xdx
2 (1, 1 1)
2 272 272
2
On obtient : Jlexlnx dx=E +1.

b. On utilise u(x) = e* donc u’(x)=e* et v(x) = x donc v’ (x)=1.
(1) donne : J(l)xex dx =1le! —0e% — J;ex dx=e— (e1 - eo) =el,

On obtient : J;xex dx=1.
c.Onalnx=1xInx.

On utilise u(x)=x donc u’(x)=1 et v(x)=Inx donc v’(x)=%. (1) donne :
[P (x)dx= 21n(2)—11n(1)—J.lzxx%dx=2ln(2)—flzldx=21n(2)—(2—1).

On obtient : Jln )dx=2In(2)-1.
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INTEGRATION ET FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

COS X X COS X —sin x X (—sin x)

cos? x

1.Ona: (tanx) = ((S:g;);) =

_cos?x+sin?x 1
cos? x cos? x

La fonction x - tan x est donc une primitive de x > ——.
cos* x

dx
cos? x

I= jo4 [tanx]g (4)—tan(0). I=1.

2. Pour f(x)= %, ona:
cos” x

€os x X cos? x —sinx X (~3sinxcos? x) _ ¢os4 x+3sin2 x cos? x

4
x =
() cos® x cos® x
cos2x+3(1—coszx) —2cos? x+3

cos* x cos* x

On a bien : f"(x)= 34 - 22
cos

X CoSs“x

3
30nadoncj f/(x)dx= 04cos4x_cos

- V2
T 2
(=)

or, ona[f(x)](:=f(z)—f(0)= —0=2etl=1.

Ona2=3J—2doncJ=§.

CALCUL DE PRIMITIVES
2

—x
1.a.Pourf(x)=—x+5,onaF(x)=T+5x.

3 2
b. Pour f(x)=3x2+2x+8,0ona F(x)=32+22 1+ 8x=x3+x2 +8x.

3 2
3

I S _Lxt g X1 s
c.Pourf(x)—4x 3x ,onaF(x)—4>< 7~ 3%3 —16x x
d. Pour f(t)=-53+3t>+8,ona:

4 3
F(t)=—5x%+3><%+8t=—1,25t4+t3+8t.

dx, soit [f(x)]o =3J-2I.

©
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2. Soit k un nombre constant.
2
a. Pour f(x)=5x+3,0na F(x)=%+3x+k.

FO)=2©0+k=2ck=2.

2
La primitive F recherchée est définie par F (x) = X2 L 312,

2
— 542 _53 5
b. Pour f(x)=5x —2x+6,0naF(x)—T—x +6x+k.
5% (-1)° _
F(—l):3@%—(—1)2+6x(—1)+k:3@%+k:3®k:33—5.
9. 90 £ P 5x3 2 35
La primitive F recherchée est définie par F (x)=T—x +6x+?.

AIRE ENTRE DEUX COURBES
1. Les abscisses des points d’intersection de € ¢ et de %, sont solutions de

8
f(x)=g(x).
1

1
x)=g(x)ox?+ =—x2+2+
f)=g(x) x2+4 x2+4

owl=2oxl=lx=loux=—1.

Les abscisses des points d’intersection de € s etde € gsont—Tetl.

2. Pour tout xde [-1; 1], ona:
2

1
x)—g(x)=x2 + —(—x2+2+
F@-g=e 4 -
Comme x appartient 2 [-1;1], ona x?> <1 donc x> —1<0 et f(x)—g(x)<O0.
On abien f(x) < g(x) sur [—1 2 1].

3. f étant positive sur [—1; 1], I'aire comprise entre € > I'axe des abscisses et les

)=2x2—2=2(x2—1).

. L. 1

droites d’équations x =—1 et x =1 est f_ S (x)dx.

4. f étant positive sur [—1 ; 1], ’aire comprise entre € e I’axe des abscisses et les
. L. 1

droites d’équations x =—1 et x =1 est f_ .8 (x)dx.

5.Comme ona f(x) < g(x) sur[—1;1], 'aire & du domaine bleu compris entre les
deux courbes est :

1 1 1 1
&ﬁzj_lg(x)dx—'[_lf(x)dx=J._l(g(x)—f(x))dx=J_1(2—x2)dx.
Une primitive de x > 2—x2 est H : x > 2x —%x3.

—HM - H(= =2+ _[Coi g2
A=H()-H(-1)=2 2 (2+3)_4 &
On obtient 4 = %
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¥ PROBABILITES CONDITIONNELLES

Soit A et B deux événements d’un méme univers tel que p(A) # 0.

La probabilité que I’événement B se réalise sachant que I’événement A est réalisé
se note p, (B).

Ona:

pa®) =LA iy, (@)% p(8)=p(A B),

‘ L'ordre des événements dans une intersection n'a pas dimportance :
p(AnB)=p([BNA).Deméme, dansune réuniond’événements: p(AUB)=p((BUA).

Ei% PROBABILITES TOTALES

1. Partition

Des parties A}, A,, ..., A, non vides forment une partition d’un univers Q si, et
seulement si, toute éventualité de € appartient a I'une de ces parties et a une
seule.

En particulier, un événement A de Q (A non vide et différent de Q) et son
contraire forment une partition de €2.

2. Formule des probabilités totales

Soit A, A,, ..., A, une partition d’un univers Q et B un événément de €.
Onap(B)=p(BNA))+p(BNA,)++p(BnA),).

‘_ Un cas particulier souvent utilisé est celui d’'un événement A et de son contraire
A.PuisqueAet A forment une partition de l'univers,ona p(B)=p(BNA)+p(BNA).

195
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II81 Lo1 NUMERIQUE

1. Définition

Une loi numérique est une expérience aléatoire ot les résultats sont des nombres
X, Xy, ..., X, de probabilités respectives p|, p,, ..., p,.

2. Espérance mathématique £

n
E=xp+ X0+ +X,0, = X, X;;.
i=1

LOI BINOMIALE

‘ La loi binomiale et les coefficients binomiaux sont au programme de Premiére.
Leur importance dans les sujets de bac justifie leur présence dans ces rappels de
cours.

1. Schéma de Bernoulli

e Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire comportant deux issues :
le succes (de probabilité p), et I'échec (de probabilité 1— p).

e Un schéma de Bernoulli est la répétition d’épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes les unes des autres.

EXEMPLE : Le lancer d’une pieéce de monnaie est une épreuve de Bernoulli. Les
deux issues sont « pile » (probabilité 0,5) et « face » (probabilité 0,5). Lancer une
piece de monnaie dix fois de suite constitue un schéma de Bernoulli.

2. Loi binomiale

B Si X est la variable aléatoire qui compte le nombre de succes dans un schéma
de Bernoulli constitué de n épreuves, on dit que X suit une loi binomiale de para-
metres n et p, parfois notée %(n ; p).

B Lorsque X suit une loi binomiale %(n ; p), la probabilité que X soit égal a k
(réalisation de k succes parmi n épreuves) est égale a :

pc=0=( ;o0 pr

n . . R PN
ou (k) désigne le nombre de fagcons d’obtenir k succes parmi n répétitions.
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EXEMPLE : Si X est une variable aléatoire qui compte le nombre de fois ot la piece
est tombée sur « pile » lors de dix lancers d’un piece de monnaie, X suit une loi
binomiale de paramétres 10 et 0,5, notée %3(10; 0,5). La probabilité d’obtenir
exactement | fois « pile » est égale a :

10
( X ]0,51(1—0,5)9.

10
( | ] est le nombre de facons d’obtenir 1 succes parmi 10 répétitions : c’est

donc 10.
B [’espérance de la loi binomiale %‘(n ; p) est np.

‘ Voir le savoir-faire 2 pour rédiger correctement U'utilisation de cette loi de pro-
babilité.

3. Coefficients binomiaux

Soit n un entier strictement positif, et k un entier tel que 0 < k < n.

Les nombres (]J sont appelés coefficients binomiaux.

‘ Voir le savoir-faire 3 pour obtenir ces nombres avec une calculatrice ou avec un
tableur.

Quelques cas simples :

T

@

Probabilités conditionnelles - Loi binomiale
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4 . .
EXEMPLE : (2) est le nombre de fagons d’obtenir deux succes parmi quatre répé-

titions.
On détermine ce nombre a 1’aide d’un arbre : S désigne le succes, E 1’échec.

Parmi les 16 chemins possibles, 6 permettent d’obtenir deux succes exactement.

4
On a donc (2) =6.

4,
(kj est aussi le nombre de facons de choisir k objets parmi n. Par exemple,

49)
[5 | est le nombre total de tirages possibles au loto, jeu dans lequel on tire au
)

hasard 5 boules parmi 49.

198
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SAVOIR-FAIRE

1. Utiliser un arbre avec des probabilités conditionnelles
On peut porter des probabilités conditionnelles sur les branches d’un arbre
de la maniere suivante :

Po(B) B —> AnB

o~}
!
>
D)
o]

px(B) B-—> AnB
e La somme des probabilités des branches issues d’un nceud doit étre égale a 1.
e La probabilité¢ d’un résultat a I’extremité d’une branche est égale au produit

des probabilités marquées entre le départ et le résultat.

2. Utiliser la loi binomiale

1. Justifier la présence d’un schéma de Bernoulli en mettant en évidence
I'expérience avec ses deux issues (le succes et I'échec), la répétition
d’épreuves identiques et indépendantes les unes des autres.

2. Présenter la variable aléatoire qui compte le nombre de succes et dire
quelle loi binomiale elle suit.

3. Appliquer la formule.

EXEMPLE : On lance un dé classique dix fois de suite. Calculer la probabilité
d’obtenir au moins une fois le 6 en dix lancers.
1. A chaque lancer, il n’y a que deux issues : 1’apparition du 6 (le succes, de

probabilité %) ou sa non-apparition (1’échec, de probabilité g). Les lancers

successifs sont identiques, et indépendants les uns des autres.
2. Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de 6 obtenus lors des dix

lancers du dé. X suit une loi binomiale de parametres 10 et %

3. On considere 1’événement contraire qui consiste a ne jamais obtenir le 6
en dix lancers, c’est-a-dire d’obtenir 0 succes en dix répétitions :

10110 /5\10 10
( 0 j(g) (6) = (6) . Ainsi, la probabilité d’obtenir au moins une fois le

10
6 en dix lancers est 1 — (6) .

Probabilités conditionnelles - Loi binomiale
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3. Utiliser la calculatrice ou un tableur
® Calculer un coefficient binomial

8
Par exemple, calcul de (3)

Ti82 stats.fr

Entre 8 et 3, presser la touche puis PRB COMBINAISON, ce qui
affiche § COMBINAISON 3.

CASIO Graph 35

Entre 8 et 3, presser la touche puis PRB nCr, ce qui affiche
8 nCr 3.

Tableur

Saigsir la formule =COMBIN(S;3).

‘ Vérifier que toutes ces manipulations donnent bien 56.

H Calculer une probabilité p (X = k) avec la loi binomiale

Dans le cas ou X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale
%(200,8), calcul de la probabilité p (X =5).

Ti82 stats.fr

distrib (touches (2) et (var)), puis binomFdp. Saisir binomFdp(20,0.8,5).
CASIO Graph 35

Dans le menu STAT, presser les touches (DIST), (BINM),
(Bpd).

Ligne Data : sélectionner Var (Variable).

Ligne x : saisir 5

Ligne Numtrial : saisir 20

Ligne p : saisir 0.8

Puis Exécuter.

Tableur

Saisir la formule =LOL.BINOMIALE(5;20,0.8;0).

y

Vérifier que ces manipulations donnent bien P(X =5)=1,66x10"7,
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y

Calculer une probabilité p (X < k) avec la loi binomiale
Exemple avec la probabilité p(X =<35), ol X est une variable aléatoire qui

suit une loi binomiale %’(20 : 0,8).

TI82 stats.fr

distrib (touches (2%) et (var)) puis binomFRép. Saisir binomFRép(20,0.8).
L’affichage montre dans les accolades la liste de toutes les probabilités
p(X < k), pour toutes les valeurs de k comprises entre 0 et 20. Ainsi,
p(X =<5) est la sixieme valeur de cette liste qui commence par p (X < 0).
CASIO Graph 35

Dans le menu STAT, presser les touches (DIST), (BINM),
(Bed).

Ligne Data : sélectionner Var (Variable).

Ligne x : saisir 5

Ligne Numtrial : saisir 20

Ligne p : saisir 0.8

Puis Exécuter.

Tableur

Saisir la formule =LOI.BINOMIALE(5;20;0.8;1).

‘ Vérifier que ces manipulations donnent bien p(X <5)=180x10-7.

~

Probabilités conditionnelles - Loi binomiale
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EXERCICES D’APPLICATION

TRADUCTION | * | 5min |» p. 213]

On interroge un éleve au hasard dans un lycée.

En utilisant les notations F : « I’éleéve est fumeur » et G : « I’éleve est un gargon »,
écrire les probabilités des événements suivants :

. « L’éleve est une fille. »

. « L’éleve est un gargon et il est fumeur. »

. « Sachant que I’éleve est une fille, I’éleve est fumeur. »

. « L’éleve est fumeur mais n’est pas un gargon. »

. « Léleve n’est pas fumeur. C’est une fille. »

N AW N =

a

Noter G U'événement : « 'éléve est une fille ».

IF3 pEMARRAGE EN DOUCEUR | * | 5min |» P, 213]

A et B sont deux événements d’un univers muni d’une probabilité p, tels que :
p(A)=0,4; pB)=03 et p(AUB)=0,6.

1. Calculer p(A N B).

2. Calculer p, (B).

‘ Dapres une formule du cours de Seconde :
p(ANB)=p(A)+p[B)-p(AUB).

[E} on compLIQUE UN PEU | %% | 10 min |» P, 213
A et B sont deux événements d’un univers muni d’une probabilité p, tels que
_1 _3 _2

1. Calculer p, (B) et pg(A).
2. Calculer p(A N B), en déduire p (B).

‘ Pour le premier calcul de la question 2, on pourra utiliser :
p(ANB)=p(AUB)=1-p(AUB).
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[ 4 PR | % | 10 min |» P. 214

A et B sont deux événements d’un univers avec p(A NB)=0,18. On donne
I’arbre suivant :

A

>

>

1. Calculer pg (A).
2. Compléter les probabilités des branches de I’arbre donné.
3. a. Calculer p(ANB).

b. En déduire p(A).

B EPIDEMIE | *% | 10 min |» p. 214]

Au cours d’une épidémie, on vaccine le quart d’une population. Parmi les per-
sonnes malades, une sur huit est vaccinée. La probabilité qu’une personne choisie
au hasard dans la population soit malade est de 0,2. Calculer la probabilité pour
un individu vacciné de cette population de tomber malade.

‘ Traduire les données de L'énoncé avec des probabilités d'événements. Se
demander aussi comment écrire la probabilité demandée.

ﬂ PROBABILITES TOTALES | % | 10 min |» P. 214]

On considere une population composée de 46 % d’hommes et de 54 % de
femmes. La probabilité¢ qu’un homme soit daltonien est de 0,02 et qu’une femme
soit daltonienne de 0,002. Calculer la proportion de daltoniens dans cette popu-
lation.

PROBABILITES CONDITIONNELLES | % | 10 min |» p. 215|

Lors d’une enquéte réalisée par I’infirmiere d’un lycée aupres d’éleves de termi-
nale, on apprend que 60 % des éleves sont des filles. De plus, 40 % des filles et
30 % des gargons fument.

On choisit un éléve au hasard. On note A 1’événement « 1’éleve choisi fume », F
I’événement « 1’éleéve choisi est une fille » et G I’événement « 1’éléve choisi est
un garcon ».

~
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1. Déduire de I’énoncép (F), pg (A) et pg (A).
2. Quelle est 1a probabilité que :

a. I’éleve choisi soit un garcon ?

b. I’éleve choisi soit une fille qui fume ?

c. I’éleve choisi soit un gargon qui fume ?

3. Déduire des questions précédentes p(A).

EVRAI OU FAUX ? | % | 15 min |» P. 215]

En France, lors d’une année donnée, on a compté 16 nouveaux cas de grippe pour
10 000 habitants. En cas de grippe, la probabilité de faire une infection bacté-
rienne est de 1,2 %.

1. La probabilité d’attraper la grippe est de 0,16 %.

2. La probabilité d’attraper la grippe et une infection bactérienne est égale a
0,0016x0,988.

3. La probabilité de faire une infection bactérienne est de 1,2 %.

ﬂ LOI NUMERIQUE ET ESPERANCE | * | 5min |» P 215]

On donne le tableau des probabilités d’une loi numérique :

-3 -1 0 4

0,1 03 0,2

1. Donner p(4).
2. Calculer I’espérance mathématique E de cette loi.

COEFFICIENTS BINOMIAUX | * | 10 min |» p. 215|

6 25 80
1. Donner les valeurs de : ; ; .
0 25 1

2. Déterminer, en expliquant le raisonnement, les valeurs de 6 et

5
10
3. Avec la calculatrice, donner : .

4

13
4. Avec un tableur, donner : [ 5 )

7 7
2. Pour le premier calcul, se demander quel est le lien entre (6) et (1 ) Pour

le second, dénombrer tous les cas possibles de choisir deux objets parmi cing.
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LOI BINOMIALE | % | 10 min |» P. 216

On dispose d’un jeu de 32 cartes et on tire une carte au hasard.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir un roi ?

2. On répete 5 fois I'expérience précédente en remettant a chaque fois la carte
tirée dans le jeu. Les tirages sont indépendants les uns des autres.

Quelles sont les probabilités des événements suivants ?

a. Ne pas obtenir de roi.

b. Obtenir exactement une fois un roi

c. Obtenir au moins un roi.

d. Obtenir au plus un roi.

Les résultats de ces quatre questions seront arrondis au millieme le plus proche.

PILE OU FACE ? | % | 10 min |» p. 216

On lance une piece de monnaie bien équilibrée 16 fois de suite. Quelle est la
probabilité d’obtenir exactement 8 fois « pile » ?

‘ Dans cet exercice et le suivant, rédiger completement en suivant le modéle
donné dans le savoir-faire 2.

TEST DE QUALITE | % | 10 min |» p. 217|

Dans une fabrication en série, 2 % des pieces sont a mettre au rebut. On prend au
hasard 100 pieces. On considere que le tirage de toutes les pieces obéit a un
schéma de Bernoulli.

1. a. Quelle est la probabilité pour que cet échantillon contienne exactement une
piece défectueuse ?

b. Quelle formule doit-on saisir dans un tableur pour effectuer le calcul précé-
dent ?

2. Calculer I’espérance de la variable aléatoire égale au nombre de pieces défec-
tueuses tirées.

~
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

A s« | *% | 45 min |» p. 217

Un grand club de ski francais propose a la vente :

—des licences ;

— des cartes neige a prix normal ;

— des cartes neige a prix réduit pour les habitants de la commune.

Pour chacun de ce titres vendus, il faut distinguer deux catégories : la catégorie
jeune et la catégorie adulte.

Le nombre de titres vendus pour la saison 2012 se répartit de la maniere suivante :
— 8.5 % de licences ;

— 77,5 % de cartes neige a prix réduit ;

— 1,5 % de licences catégorie jeune ;

—2,5 % de cartes neige a prix normal catégorie jeune.

De plus, parmi les personnes ayant acheté une carte neige a prix réduit, 86,5 %
sont des adultes.

On note :

— L, I’événement : « la personne a acheté une licence » ;

— CN, I’événement : « la personne a acheté une carte neige a prix normal » ;

— CR, I’événement : « la personne a acheté une carte neige a prix réduit » ;

—J, ’événement : « la personne est dans la catégorie jeune » ;

— A, I’événement : « la personne est dans la catégorie adulte ».

On choisit au hasard une personne de la saison 2012.

1. Déterminer la probabilité que :

a. cette personne ait acheté une carte neige a prix normal.

b. cette personne ait acheté une carte neige a prix réduit catégorie adulte.

2. Montrer que la probabilité que cette personne ait acheté une carte neige a prix
réduit catégorie jeune est égale a 0,105.

3. Sachant que cette personne a acheté une licence, quelle est la probabilité
qu’elle appartienne a la catégorie adulte ?

4. Quelle est la probabilité que cette personne appartienne a la catégorie jeune ?
5. Sachant que cette personne est jeune, quelle est la probabilité qu’elle ait acheté
une licence ?

Tous les résultats sont donnés avec un arrondi a 0,001 pres.
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ESOPE RESTE ICI ET SE REPOSE (kX *| 45 min |» p. 218

Dans un pays francophone, 5 % de la population est étrangere et le reste constitue
la population autochtone.

Parmi les étrangers, 10 % connaissent le sens du mot « palindrome ».

10 % des autochtones ignorent le sens de palindrome.

On appelle E I’événement « étre étranger » et C I’événement « connaitre le sens
de palindrome ».

1. Quelles sont les probabilités p(E), p (C) et pg (C) ?

2. a. Déterminer la probabilité d’étre étranger et de connaitre le sens de palin-
drome.

b. Déterminer la probabilité d’étre autochtone et de connaitre le sens de palin-
drome.

c. On interroge une personne choisie au hasard.

Quelle est la probabilité qu’elle connaisse le sens de palindrome ?

3. On interroge une personne dans la rue et elle ne connait pas le sens de palin-
drome. Quelle est la probabilité¢ qu’elle soit étrangere ? (On arrondira le résultat
a 0,001 pres.)

GROUPES SANGUINS | *% | 20 min |» p. 218|

Le sang d’un étre humain appartient a I'un des quatre groupes sanguins : A, B,
AB, et O. De plus, il possede ou non I’antigene Rhésus : ainsi, le sang d’une
personne de groupe sanguin A, possédant 1’antigéne Rhésus, sera noté A*. On
suppose que la répartition des groupes sanguins dans une population est approxi-
mativement :

4% | 8% | 3% | 45%

Pour chaque groupe, on connait aussi la proportion d’individus possédant 1’ anti-
geéne Rhésus :

A B AB 0
86% | 81% | 87% | 84%

Les personnes dont le sang est O~ sont des donneurs universels.

1. Quelle est la probabilité qu’une personne prise au hasard soit un donneur uni-
versel ?

2. Quelle est la probabilité qu’une personne prise au hasard ne possede pas
I’antigene Rhésus ?

3. Quelle est la probabilité¢ qu'une personne prise au hasard parmi celles ne pos-
sédant pas I’antigene Rhésus soit du groupe O ?

~
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TOMBOLA | *% | 45 min |» P. 219

A la kermesse de I’école, une tombola est organisée : 250 billets, numérotés de
1 a 250, sont vendus 2 € chacun a 250 personnes différentes.

Apres le tirage, on apprend que tous les billets dont le numéro finit par 3 rap-
portent 10 €, et que ceux dont les numéros finissent par 20 ou 65 rapportent 30 €.
(Dans chacun des calculs demandés, donner les valeurs exactes et cela sous forme
décimale si c’est possible.)

1. On interroge au hasard une personne ayant acheté un billet.

Quelle est la probabilité des événements A, B et C suivants ?

A : «interroger une personne ayant un billet gagnant 30 € » .

B : « interroger une personne ayant un billet gagnant ».

C : « interroger une personne ayant recu 30 € sachant que cette personne avait un
billet gagnant ».

2. A chaque personne ayant acheté un billet, on associe son gain X, la différence
entre ce qu’elle recoit et les 2 € versés pour avoir un billet (le gain peut étre néga-
tif).

a. Donner les différentes valeurs possibles de X et établir la loi de probabilité du
gain X.

b. Calculer I’espérance mathématique de cette loi. Si I’on avait pu connaitre a
I’avance la répartition et le montant des gains, I’achat d’un billet aurait-il été
conseillé ?

ALCOOTESTS | ** | 30 min |» P. 220

La gendarmerie nationale essaie un nouvel alcootest. Ses caractéristiques sont les
suivantes :

© 92 % des individus ivres sont déclarés positifs par ce test ;

© 99,5 % des individus sobres sont déclarés négatifs par ce test ;

e parmi les personnes controlées, il y a environ 2,5 % de personnes ivres.

On note T I’événement : « le test de la personne contrdlée est positif ».

On note I I’événement : « la personne testée est ivre ».

1. En utilisant les événements T et I, écrire en langage de probabilités les pour-
centages ci-dessus.

2. Un gendarme controle un automobiliste au hasard. Calculer la probabilité pour
que cet automobiliste soit :

a. controlé positif ;

b. controlé négatif ;

c. sobre et controlé positif ;

d. ivre et contrdlé négatif ;
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3. Calculer la probabilité que cette personne soit sobre alors qu’elle est controlée
positif, puis la probabilité que cette personne soit ivre alors qu’elle est controlée
négatif.

4. Le coit d’un controle est de 6 €. Si le test est positif, cela donne lieu a un
proces-verbal, puis au paiement d’une amende moyenne de 150 €. Calculer
I’espérance de gain par controle pour la gendarmerie, dans les conditions de ce
test.

CASINO | %% | 20 min |» p. 220|

La boule est un jeu de casino. C’est une roulette a 9 numéros (de 1 a 9) qui pro-
pose trois possibilités de paris.

e Le numéro plein : on parie sur un numéro ; la mise est multipliée par 8 en cas
de gain.

e Le cheval : on parie simultanément sur deux numéros ; la mise est multipliée
par 4 en cas de gain.

e Les chances simples, ol le numéro 5 est toujours perdant : on parie sur « pair
(2-4-6-8) ou impair (1-3-7-9) », « passe (1-2-3-4) ou manque (6-7-8-9) », ou
« rouge (2-4-7-9) ou noir (1-3-6-8) » ; la mise est multipliée par 2 en cas de gain.
1. Calculer la probabilité de gagner une partie pour chacun des trois paris décrits
ci-dessus, puis calculer I’espérance de gain correspondante pour une mise de 1 €.
2. a. On joue n parties consécutives, a chaque fois avec la méme mise et avec le
méme pari. Expliquer pourquoi on est en présence d’un schéma de Bernoulli.

b. On suppose maintenant qu’on joue dix parties en pariant sur un numéro plein.
Quelle est la probabilité de gagner au moins deux fois ?

2033 X x| 30 min |» P. 221]

Un tournoi d’échecs oppose deux champions A et B, qui jouent trois parties suc-
cessives. Chaque partie est respectivement notée A, B ou N suivant que le joueur
A gagne, le joueur B gagne, ou la partie est nulle. Des statistiques basées sur
toutes leurs précédentes rencontres précisent qu’a chaque partie, le joueur A a une
probabilité de gagner égale a (0,5, et une probabilité de perdre égale a 0,4.

1. a. Combien compte-t-on de tournois sans vainqueur ?

b. Montrer que la probabilité pour que le tournoi soit sans vainqueur est de 0,121.
2. a. Calculer la probabilité pour que le joueur A gagne exactement une partie et
remporte le tournoi.

b. Montrer que la probabilité pour que le joueur A soit vainqueur du tournoi est
de 0,515.

3. Sachant que le joueur B est vainqueur du tournoi, calculer la probabilité¢ pour
que ce joueur ait gagné exactement deux parties.

N

©
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EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

m BOULES X x| 30 min | » P. 222

1. Dans une urne se trouvent sept boules marquées du n° 1, cinq boules marquées
du n° 2, trois boules marquées du n° 3. On tire simultanément trois boules de
cette urne. Les tirages sont supposés équiprobables.

Déterminer les probabilités des événements suivants :

A : « On tire au moins une boule n° 2. »

B : « On tire trois boules portant trois numéros différents. »

C : « On tire trois boules portant le méme numéro. »

D : « Parmi les trois boules tirées, deux exactement portent le méme numéro. »
2. 1 faut payer 5 € pour faire un tirage de trois boules. Un tirage est gagnant si
les trois boules sont identiques. Le gain est alors, en dizaines d’euros, égal a la
somme des points marqués.

a. Déterminer la probabilité de chaque tirage gagnant.

b. Calculer I’espérance de gain. Le jeu est-il avantageux pour le joueur ou pour
I’organisateur ?

m LOI DE POISSON Xk *| 20 min |» p. 223]

Une maladie génétique rare G touche une naissance sur 1 000 000 en France. On
considere qu’il y a 800 000 naissances par an en France. On note X la variable
aléatoire égale au nombre d’enfants atteints de G par an.
1. Quelle est la loi de X ?
2. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A, notée
_x AR
k!

Lorsque la probabilité p est faible et que le nombre d’épreuves n est important,
on peut approcher (c’est-a-dire que les résultats sont quasiment identiques, I’er-
reur commise étant tres faible) une loi binomiale %(n ; p) par une loi de Poisson
P (np). Plus précisément, on fera cette approximation dés lors que :

n=30 n=50
{np <5 {p <0,1
par une loi de Poisson ?
3. Quelle est la probabilité d’observer la naissance de moins de trois enfants
atteints de G par an ?

P (), lorsque pour tout entier positif k, p(X =k)=¢

Les conditions sont-elles remplies pour approcher cette loi

‘ Si k=1, le nombre k!, appelé « factorielle de k », est égal au produit des entiers
de 1 a k. Ainsi, 6!=1x2x3x4x5x6=720. Par convention, 0!=1.
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CONTROLE

FX] ELEcTIONS MUNICIPALES | *% | 30 min | » P. 223

Lors du deuxieme tour des élections municipales, les habitants d’une grande
ville ont été amenés a choisir entre la liste conduite par madame A (liste A) et
celle conduite par monsieur B (liste B). 42 % des électeurs ont voté pour la
liste A, 30 % pour la liste B, 3 % ont voté « nul » et 25 % se sont abstenus
d’aller voter.

1. a. Montrer que la probabilité qu’un votant ait choisi la liste A est égale a
0,56 et que la probabilité qu’il ait choisi la liste B est égale a 0,4.

b. En déduire la probabilité qu’un votant ait voté « nul ».

2. Le jour des élections, cing journalistes se sont rendus sur le terrain, en vue
d’un reportage.

Chacun d’eux a interrogé une personne qui venait de participer au vote.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

E, : « Aucun des cinqg journalistes n’a interrogé quelqu’un ayant voté pour la
liste A. »

E, : « Exactement deux des cinq journalistes ont interrogé quelqu’un ayant
voté pour la liste A. »

E; : « Au moins quatre des cinq journalistes ont interrogé quelqu’un ayant
voté pour la liste A. »

Donner les valeurs exactes, puis les valeurs décimales approchées a
10~4 pres.

STANDARD TELEPHONIQUE | %% | 45 min | » P. 224

Le nombre d’appels té€léphoniques recus en 5 min par un employé du standard
d’une compagnie aérienne est une variable aléatoire X dont on donne la loi de
probabilité. En notant p; = p(X =i) la probabilité de recevoir i appels en
Smin,ona: p,=0,1;p, =0,5; p, =0,4.

1. Calculer E (X), I’espérance mathématique de X.

2. L’objet de I'appel peut étre une demande de renseignements (avec une
probabilité de 0,6) ou un achat avec réservation d’un billet (avec une probabi-
lité de 0,4). On admet que les appels sont indépendants les uns des autres. On
considere les événements suivants :

A, : «En 5 min, il n’y a qu’un seul appel. »

A, : «En 5 min, il y a deux appels. »

R : « En 5 min, un seul appel a pour objet une demande de renseignements. »

~
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a. Calculer p(A; NR).
b. Montrer que p,, (R)=0,48.

c. Calculer p(A, NR).

d. En déduire la probabilité qu’en 5 min, un seul appel ait pour objet une
demande de renseignements.

3. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre d’appels, en 5 min, ayant pour
objet une demande de renseignements. Déterminer la loi de probabilité de Y,
puis calculer E(Y).




_ M I corrices 1§

CORRIGES

TRADUCTION

1. p(a)

2. p(GNF).

3. PG (F).

4. p (G N F)

L’éleve est fumeur et c’est une fille.

Sachant que I’éleve n’est pas fumeur, c’est une fille.

[ 2 ] DEMARRAGE EN DOUCEUR

1. p(ANB)= p(A)+ p(B)- p(AUB)=0,4+0,3-0,6=0,1.

_P(ANB)_0,1
2 pA(B)——p(A) =5.7=025
ON COMPLIQUE UN PEU
P(ANB) _4
1. B)="———+=—.
(AnB) ;
p(AnB _5_&
PB (A)_ p(B) _2_15'
4
2.p(KmE)=p(AuB)
=1-p(AUB)

=1-(p(A)+p(B)-p(AnB))

—1-(Ly3_2\_3
-1 (2+4 5) .
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ARBRE

p(ANB 0,18
1. pB(A)=ﬁ=—3=0,6.

2. 0,6 oA

>

0,2

3.a. p(ANB) = ps (A)x p(B)=0.8x0,7=0,56.
b. D’apres la formule des probabilités totales, on a :
p(A)=p(AnB)+p(AnB)=0,18+0,56=0,74.

‘ Pour chaque nceud, la somme des probabilités des deux branches doit faire 1.

EPIDEMIE

On considere les événements :
V : « LUindividu est vacciné. »
M : « L’individu est malade. »
Les données se traduisent par :
1 1
p(V)= 7 Py (V)= A et p(M)=0,2.
La probabilité demandée est py, (M).

P(MAV) _ py (V) p(M)

M) =
v M=% (V)
1
7% 1,
1 10
4

[ 6 ] PROBABILITES TOTALES

On considere les événements :

D : « La personne est daltonienne. »

H : « La personne est un homme. »

F : « La personne est une femme. »

Les données se traduisent par :

p(H)=0,46, p(F)=0,54, py (D) =0,02 et pg (D) =0,002.

La probabilité demandée est p (D).

p(D)=p(DF)+p(DAH) = pg (D) p(F)+ pyy (D) p(H)
=0,002x0,54+0,02x0,46=0,010 28.

La proportion de daltoniens est environ 1% dans cette population.
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PROBABILITES CONDITIONNELLES

1. D’apres 1’énoncé, on a :

p(F)=0,6, pr (A)=0,4 et p5 (A)=0,3.

2. a. G est I’événement contraire de F donc p(G)=1-p(F)=1-0,6=0,4.
La probabilité qu’un éleve soit un garcon est 0,4.

b. p(FNA)=pr (A)xp(F)=0,4x0,6=0,24.

La probabilité que ce soit une fille qui fume est 0,24.
c. p(GNA)=ps(A)xp(G)=0,3%x0,4=0,12.
La probabilité que ce soit un garcon qui fume 0,12.

3. F et G forment une partition de 1’univers.

D’apres la formule des probabilités totales, on a :
p(A)=p(FNA)+p(GNnA)=0,24+0,12=0, 36.

VRAI OU FAUX ?

1. Vrai. La probabilité d’attraper la grippe est 16 sur 10 000, soit 0,16 %.

2. Faux. On note les événements :

G : « la personne attrape la grippe »

I: «la personne fait une infection bactérienne ».

Ona p(GNI)=p(G)x pg(I)=0,0016x0,012.

3. Faux. Il est possible de contracter une infection bactérienne sans avoir la grippe.

E] LOI NUMERIQUE ET ESPERANCE
1. La somme des p; étant égale a 1,ona:

p@)=1-p(-3)-p(-1)-p(0)=1-0,1-0,3-0,2=0,4.

2. E=Xx\py +Xopy +X3P3+X4Py
=-3%0,1+(=1)x0,3+0x0,2+4x0,4=1.
L’espérance mathématique est 1.

COEFFICIENTS BINOMIAUX
6 25 80
1. =1 ¢ =1 g = 80.
0 25 1
7 o : :
2y (6) est le nombre de fagons de choisir six objets parmi sept. C’est aussi le nombre
de facons de choisir un objet parmi sept (celui qui n’est pas choisi quand on en prend
7 7
six). Ainsi, = j =7,
6 1
5 - : .
5 est le nombre de facons de choisir deux objets parmi cing.

En notant les cinq objets par un numéro de 1 a 5, les différentes manieres de choisir
deux objets parmi cinq sont :1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 2-3, 2-4, 2-5, 3-4, 3-5,4-5. Il y en a

5
dix, donc ( ) =10.
2
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3. Avec la calculatrice (voir le savoir-faire 3), on trouve :

10 210
4 |=210.

4. Avec la formule = COMBIN (13;5), on trouve :

1 1287
5= .

LOI BINOMIALE
1. La carte étant tirée au hasard, il y a équiprobabilité des résultats. Il y a 4 rois parmi
les 32 cartes.

e . 4 .1
La probabilité d’avoir un roi est 3 soit 3
2. On a une répétition de 5 épreuves indépendantes avec, a chaque fois, une probabi-
lité de succes (avoir un roi) de é : ¢’est un schéma de Bernoulli qui suit la loi bino-

miale.

P x(1=4) ~ 0,513
o =| o ¥(g) X[1-g) =053
La probabilité de ne pas avoir de roi est 0,513 a 0,001 pres.
1 4

b. py = (ij (1) x(l —1) ~ 0,366.
1) \8 8
La prababilité d’avoir exactement une fois un roi est 0,366 a 0,001 pres.
c. Obtenir au moins un roi est I’événement contraire de ne pas avoir de roi. La pro-
babilité¢ d’avoir au moins un roi est donc :
1-0,513, soit 0,487 a 0,001 pres.
d. Obtenir au plus un roi, c’est obtenir 0 ou 1 roi, cas incompatibles entre eux. La

probabilité d’avoir au plus un roi est donc :
0,513+0,366, soit 0,879.

PILE OU FACE ?

Un lancer de piece est une épreuve de Bernoulli : le succes est I’obtention d’un
« pile », de probabilité 0,5, 1’échec est I’obtention d’un « face », de probabilité 0,5.
Les lancers consécutifs constituent un schéma de Bernoulli, puisque les différents
lancers sont identiques et indépendants.

La variable aléatoire qui compte le nombre de « pile » obtenu en 16 lancers suit une
loi binomiale de parametres 16 et 0,5.

Donc la probabilité d’obtenir exactement 8 fois pile est :

16
(8 j><0,58 x 0,58 = 0,196.
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TEST DE QUALITE

1. a. L’examen d’une piece est une épreuve de Bernoulli : le succes est obtenu lorsque
la piece est défectueuse (probabilité 0,02), 1’échec lorsqu’elle ne 1’est pas (probabi-
1ité 0,98). Les examens des différentes pieces étant identiques et indépendants les uns
des autres, le tirage des 100 pieces constitue un schéma de Bernoulli.

La variable aléatoire qui compte le nombre de pieces défectueuses suit une loi bino-
miale de parametres 100 et 0,02. Donc la probabilité pour que cet échantillon
contienne exactement une piece défectueuse est égale a :

100 | %
L ]x(0.02) x(0.98) = 0,271.

b. La formule a saisir sur un tableur est = LOL.BINOMIALE (1;100; 0.02; 0)
2. L’espérance de cette variable aléatoire est 100 x 0,02 = 2.

SKI

1. a. Les événements L, CN et CR forment une partition de 1’univers donc :
p(L)+p(CN)+p(CR)=1.
Ona p(CN)=1-p(L)- p(CR)
=1-0,085-0,775=0,14.
La probabilité que cette personne ait acheté une carte neige a prix normal est donc
0,140.
b. D’apres I’énoncé, on a p(CR)=0,775 et pcg (A)=0,865 donc :
P(CRNA)=p(CR)X pcg (A)
=0,775%0,865 = 0,670 a 0,001 pres.
La probabilité que cette personne ait acheté une carte neige a prix réduit catégorie
adulte est 0,670.
2. Les événements A et J formant une partition de 1’univers, on a :
p(CR)=p(CRNA)+ p(CRN]J) soit
p(CRNIJ)=p(CR)-p(CRNA)
=0,775-0,670=0,105.

La probabilité que la personne ait acheté une carte neige a prix réduit catégorie jeune
est bien égale a 0,105.
3. D’apres la formule des probabilités totales, on a :
p(LNA)=p(L)-p(LNJ)=0,085-0,015=0,070.

P(AnL) 0,070
pL ()= (p(L) - 0,085
Sachant qu’elle a acheté une licence, la probabilité qu'une personne appartienne a la
catégorie adulte est 0,824.

= (0,084 a 0,001 pres.
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4.L, CN et CR forment une partition de I’'univers. D’apres la formule des probabilités
totales, on a :
pN)=pLnN)+p(CNNI)+p(CRNIJ)
=0,015+0,025+0,105=0,145.
La probabilité que cette personne appartienne a la catégorie jeune est 0,145.
p(JnL)_0,015

5. Ly=—"—-—+=2—=

pO)== 0 =014

jeune, la probabilité qu’elle ait acheté une licence est 0,103.

= 0,103 2 0,001 pres. Sachant que la personne est

ESOPE RESTE ICI ET SE REPOSE

1. D’apres 1’énoncé, on a directement p(E)=5%=0,05, p (C)=10%=0,1 et
Pg (E):lo %=0,1.

2. a. On cherche p(ENC) = pg (C)x p(E)=0,1x0,05=0,005.

La probabilité d’étre étranger et de connaitre le sens de palindrome est 0,005.
b.Ona p(E)=1-p(E)=1-0,05=0,95

et p; (C)=1-pg (C)=1-0,1=0,9.
On a donc p(CNE) = pg (C)x p(E)=0,9x0,95=0,855.

La probabilité d’étre autochtone et de connaitre le sens de palindrome est 0,855.
c. D’apres la formule des probabilités totales :
p(C)=p(CNE)+p(CNE)=0,855+0,005 = 0,860.

La probabilité de connaitre le sens de palindrome est 0,860.

3. On veut :

B p(EﬁE) _ PE (E)Xp(E)
PeB) == & T 1= p(©)

_ (1-0,1)x0,05

0.140 =0,3214...

La probabilité qu’une personne interrogée au hasard et ignorant le sens de palindrome
soit étrangere est 0,321 a 0,001 pres.

GROUPES SANGUINS

1. On note p(O) la probabilité qu’une personne soit du groupe O, et p(Rh*) la
probabilité qu’une personne ne possede pas 1’antigene Rhésus.

Comme 45 % des personnes sont du groupe O, on a p(0) = 0,45.

Comme 84 % des personnes du groupe O possedent I’antigene Rhésus, 16 % ne le
possedent pas. En d’autres termes, p, (Rh‘) =0,16.

La probabilité qu’une personne soit un donneur universel est p(O N Rh‘). On a,
d’apres la formule des probabilités conditionnelles :
p(O N Rh‘) =Po (Rh‘) xp(0)=0,16x0,45=0,072.
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2. Les événements A, B, AB et O forment bien une partition de Iunivers £ cariln’y
a pas d’autre groupe sanguin et le sang d’un individu ne peut appartenir a deux
groupes sanguins différents.
D’apres la formule des probabilités totales :
p(Rh~)=p(ANRh™)+ p(BARh™)+ p(ABNRh~)+ p(ONRh")

= pa (Rh™)x p(A)+ py (Rh™) x p(B) + pp (Rh)

x p(AB) + po (Rh™)x p(O)
=0,44%0,14+0,08 0,19+ 0,03%x 0,13+ 0,45 0,16
=0,1527.

3. On note pg;,- (O) la probabilité qu’une personne prise au hasard parmi ceux ne
possédant pas I’antigéne Rhésus soit du groupe O.

p(ONRh") 072

Comme p(Rh™)#0, pg, (0)= p(Rh-) S 0,1527

=0,47.

TOMBOLA
1. Il y a équiprobabilité entre les 250 personnes ayant acheté un billet. Seules les

5 personnes ayant les numéros 20, 65, 120, 165 et 220 gagnent 30 €.

5

11y a en plus 25 personnes qui ont un billet finissant par le chiffre 3.
I1'y a donc en tout 5+ 25 billets gagnants. p(B)= % =0,12.

C’est I’événement « A sachant B réalisé ». On a aussi ANB=A.

2. a. Avec un billet rapportant 30 €, ona X =30-2=28 ;

donc p (X =28)=0,02.

Avec un billet rapportant 10 €, ona X =10—2 =8 etil y a 25 billets rapportant 10 € ;
)

donc p(X =28)= 750

Comme il y a 30 billets gagnants, il y a 220 billets perdants pour lesquels

— — = —— = @ =
X=0-2=-2etp(X=-2) 350 0,88.
b. E=-2x%0,88+8x0,10+28x0,02

E=-04.

=0,10.

X, | -2 | s 28

p(X;) | 088 | 0,10 | 0,02

L’espérance mathématique de cette loi est —0,4 . En moyenne, les personnes perdent
40 centimes d’euro par billet.
Mathématiquement, ’achat d’un billet doit étre déconseillé.
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ALCOOTESTS

1. 92 % des personnes ivres sont déclarées positives par ce test : p; (T)=0,92.
99,5 % des personnes sobres sont déclarées négatives par ce test : p; (T) =0,995.
2,5 % des personnes contrdlées sont ivres : p (I) = 0,025.
2.a. p(T)= p(TﬁI)+p(TﬁT) =p (T)x p(D+ p; (T)Xp(i)
=0,92x0,025+0,005%0,975=0,027 875.
b. p(T)=1-p(T)=1-0,027875=0,972125.
c. p(INT) = p; (T)x p(I) = (1-0,995)x (1-0,025) = 0,004 875.
d. p(INT)= p;(T)x p(1) = (1-0,92)x 0,025 = 0,002.
- p(InT) 0,004875
3. pr (I) = =
p(T) 0,027 875

La probabilité de trouver une personne sobre parmi celles qui ont été controlées posi-
tif est donc environ de 0,175.

_P(I0T) _ 0,002
rr ()= p(T) 0.972125

=0,175.

=0,002.

La probabilité de trouver une personne ivre parmi celles qui ont été controlées néga-
tif est donc environ de 0,002.

4. On utilise la loi numérique qui donne le gain pour la gendarmerie. Sans tenir
compte du colit d’un contrdle :

p(T)=0,027 875, avec un gain de 150 . p(f‘) =0,972 125, avec un gain de 0 €.

L’espérance de gain est £ =150x 0,027 875+0x 0,972 125 =4,18125

Comme le cotit d’un contrdle est de 6 , 1’espérance de gain pour la gendarmerie est
environ égale a —1,8 .

CASINO

1. Tous les tirages de numéros sont équiprobables. Pour le numéro plein, un numéro
est gagnant parmi neuf : la probabilité de gagner est % Pour le cheval, deux numéros

sont gagnants parmi neuf : la probabilité de gagner est % Pour les chances simples,

quatre numéros sont gagnants (le 5 ne gagne jamais) parmi neuf : la probabilité de
gagner est g Pour une mise de 1 , on peut gagner 8§ avec le numéro plein, 4 avec

le cheval, et 2 avec les chances simples.

L’ espérance de gain est donc respectivement pour les trois jeux (en euros) :

1_8 4,2_8 4_8
8><§_9,4><9_9 et2><9—9.

Pour les trois jeux, I’espérance de gain est donc % . Comme elle est inférieure a la

mise du joueur, le jeu est avantageux pour le casino.
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2. a. Les résultats de plusieurs parties consécutives sont indépendants les uns des
autres. Il n’y a que deux issues possibles : gain ou perte. Donc on a bien un schéma
de Bernoulli.

b. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de parties gagnées sur dix jouées.

X suit une loi binomiale de parametres 7 et % Ainsi, la probabilité de gagner k parties

X =1 =] [k n—k
surnest: p(X =k)= i P (I-p) .

La probabilité de gagner au moins 2 fois est p(X =2)=1-p(X =0)-p(X =1).

= (o0 o

¢. Pour obtenir ce résultat avec un tableur, il suffit de saisir la formule :
=1-LOLBINOMIALE (1;10;1/9;1).

ECHECS

1. a. Le déroulement d’un tournoi peut se noter a I’aide d’un triplet composé des
lettres A, B ou N, selon le résultat de chaque partie. Dans un tournoi sans vainqueur,
il y a une ou trois parties nulles. S’il y a trois parties nulles, le tournoi est noté
(N,N,N). S’il n’y a qu’une partie nulle, il y a six possibilités : (N,A,B), (N,B,A),
(AN,B), (B,N,A), (A,B,N), (B,A,N), soit sept tournois possibles sans vainqueur.

b. La probabilité qu’un tournoi se finisse par trois parties nulles (N,N,N) est de 0,13.
La probabilité d’avoir une partie gagnée par A, une partie gagnée par B, et une nulle,
est 0,5%x0,4x0,1.

Comme il y a six possibilités d’obtenir ces résultats, la probabilité pour que le tournoi
soit sans vainqueur est égale a 0,13 +6x%x0,5%x0,4%x0,1=0,121.

2. a. Il y a trois possibilités pour que le joueur A gagne exactement une partie et
remporte le tournoi : (A,N,N), (N,A,N), et (N,N,A). La probabilité¢ d’obtenir un tel
résultat est donc 3x0,5%x0,1x0,1=0,015.

b. Le joueur A peut gagner le tournoi avec une partie gagnée (probabilité 0,015, cal-
culée ci-dessus), avec deux parties gagnées, ou avec trois parties gagnées.

La probabilité qu’il gagne deux fois est égale a :

3 X 0,57 X 0,5 =0,375.
[ —— —_—— (S ——
facons de gagner robabilité probabilité
deux fois en 3 parties obtenir AA  d’obtenir N ou B

La probabilité qu’il gagne trois fois est égale 4 : 0,53 = 0,125.

Finalement, la probabilité¢ que le joueur A gagne le tournoi est égale a :
0,015+0,375+0,125=0,515.

3. La probabilité que B gagne le tournoi est égale a: 1 —0,515— 0,121 = 0,364.
La probabilité que B gagne exactement deux parties est égale a :
3x0,42x0,6=0,288.

D’apres la formule des probabilités conditionnelles, la probabilité pour que le joueur
B ait gagné exactement deux parties, sachant que ce joueur est vainqueur du tournoi,

0,288
0368 = 7L

est égale a
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BOULES

Les tirages sont supposés équiprobables.
1. Le nombre total de boules est 15. Donc le nombre de tirages possibles de 3 boules

15
parmi 15, sans remise et simultanément, est ( 3 ) = 455. ’événement contraire de

A est A : « On ne tire aucune boule n° 2. »

10 —
Ilya ( 3 ] tirages qui réalisent A (tirage de 3 boules parmi les 10 qui ne sont pas

10

marquées avec le n° 2), donc p (K) = 135 = % = %
3

On en déduit que p(A)=1- p(A) =1- % gz

Pour obtenir 3 boules de numéros différents, il faut 1 boule n°1 parmi 7, 1 boule n°2

m_IOS_ 3

parmi 5 et 1 boule n°3 parmi 3. On obtient p(B) = 155 15513

7 5
Réalisation de I’événement C : il y a [3] facons de tirer 3 boules n° 1, (3] facons de

3
tirer 3 boules n° 2, et (3) facons de tirer 3 boules n° 3. Ces événements étant deux a

deux incompatibles, le nombre total de tirages réalisant I’événement C est

TV+[2]+[2]=35+10+1= 6. Par conséquent, p(C)=-38
2 e = 46. Par conséquent, p ( )_ﬁ'

Tous les tirages sont représentés par les événements B, C ou D. IIs sont incompatibles

_,_105 46 _ 304
deux a deux, doncona: p(D)=1- p(B)— p(C)=1- 155 455 = 455°

2. a. Les tirages gagnants sont : 3 boules n° 1, 3 boules n° 2, ou 3 boules n° 3.
Le tableau suivant regroupe les probabilités et les gains (en euros) associés a ces
tirages gagnants.

Tirage 3 boules n° 1 3 boules n° 2 3 boules n°3
g y y
3) 35 _1 3)_10 _2 3) 1
Probabilite | - 75y =755 =13 15Y - 455~ 91 15) ~ 455
3 3 3
Gain 30 60 90
b. Sans tenir compte de la mise de 5 €, I” espérance de gain est :
2 348
—><30+—><60+—><90—— soit environ 3,82 €). Cette espérance est
13 91 455 op (Soit envi ) .

inférieure a la mise, le jeu est donc avantageux pour I’organisateur.
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[22] Lol DE PoISSON

1. Lors d’une naissance, 1’enfant est atteint de G (avec une probabilité¢ 1/1 000 000)
ou ne I’est pas. Les naissances étant indépendantes les unes des autres, X suit une loi
binomiale de parametres 800 000 et 1/1 000 000.

2.0nan=30etnp=0,8, donc np<35. Les conditions sont donc remplies et on
peut approcher cette loi binomiale par une loi de Poisson de parametre 0,8.

3. La probabilité d’observer la naissance de moins de trois enfants atteints de G par
an est égale a :

P(X=0)+p(X=1)+p(X=2)=e 03 06—8!0+e—0’8 0’1—?1+e_0’8 % ~0,953.

ELECTIONS MUNICIPALES

1. a. On désigne par A, B, N, V respectivement les événements suivants :
—a voté pour A ;

—a voté pour B ;

—avoté «nul » ;

—a voté.

D’apres I’énoncé, on a p(A)=0,42, p(B)=0,30 et p(N)=0,03.

A, B et N forment une partition de V donc :
p(V)=p(A)+pB)+p(N)=0,42+0,30+0,03=0,75.

_p(AnV)_p(A)_0,42
py(A)= = =57c
p(V)  p(V) 075
La probabilité qu'un votant ait voté A est 0,56.
)= pBNV)_ p(B) _0.30
p(V)  p(V) 075
La probabilité qu’un votant ait voté B est 0,4.
b. On a py (A)+ py (B)+ py (N)=1car A, B et N forment une partition de V.
On adonc py (N)=1-py (A)—py (B)=1-0,56-0,40=0,04.
La probabilité qu’un votant ait voté « nul » est 0,04.
2. On a une répétition de cing épreuves indépendantes avec, a chaque fois, une pro-
babilité de succes (interroger une personne ayant voté pour la liste A) de 0,56. Il s’agit
donc d’un schéma de Bernoulli. La probabilité qu’exactement k journalistes parmi les
cinq aient interrogé une personne ayant voté pour la liste A est :

5
Py = (kj 0,56% (1-0,56)>"*.

P(E))=py=1x1x0,44° = 0,016 5 2 10~* pres.

p(E,)=p, =10x0,56% x 0,443 = 0,267 1 2 10~* pres.

« Au moins quatre journalistes parmi les cinqg » signifie exactement quatre ou exac-
tement cing, les deux cas étant incompatibles.

P(E3)=py+ ps =5%0,56% x 0,44! +1x 0,56 = 0,2714 210~ * pres.

Pv (B
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STANDARD TELEPHONIQUE

1. I espérance de X est : E(X)=0x0,1+1x0,5+2x0,4 =1,3.

2. a.D’apres les données, ona: p(A;)=0,5 et p(A,)=0,4.

La formule des probabilités conditionnelles permet d’écrire :

p(A;NR)= Pa, (R)x p(A;)=0,6x0,5=0,3.

b. Puisqu’un seul appel est une demande de renseignements, 1’autre est un achat de
billet.

La probabilité que le premier appel soit une demande de renseignements est :
0,6%x0,4=0,24.

La probabilité que le deuxieme appel soit une demande de renseignements est :
0,4x0,6=0,24.

Par conséquent, p A, (R)=0,24+0,24=0,48.

c. Toujours avec la formule des probabilités conditionnelles :

p(A,NR)= Pa, (R)xp(A,)=0,48%0,4=0,192.

d. En utilisant maintenant la formule des probabilités totales :
p(R)=p(A;NR)+p(A, "R)=0,3+0,192=0,492.

3. On vient de voir que p(Y =1)=0,492.

p (Y =2) se calcule en considérant le seul cas ou il y a deux appels en 5 min dont
I’objet est une demande de renseignements : p(¥ =2)=0,4x0,6x0,6=0,144.
Et comme p(Y =0)+p (Y =1)+ p(¥Y =2) =1, on déduit :

p¥ =0)=1-0,144-0,492=0,364.

L’espérance de Yest: E(Y)=0x0,364+1x0,492+2x0,144=0,78.
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Lois a densite
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B¥ Lo1is A DENSITE

1. Densité de probabilité
On appelle densité de probabilité sur un intervalle [a ; b] toute fonction f définie,

continue, positive sur [a ; b], et telle que _[: f(x)dx=1.

EXEMPLE : La fonction f: x> Lz est une densité de probabilité sur [0,5; 1]
X

puisqu’elle est définie, continue et positive sur cet intervalle et que :

N N R b 1)_ _
Jo,sx_zdx‘[_x]w‘_1_(_0,5)‘_”2‘1'

2. Loi a densité

Soit fune densité de probabilité sur [a ; b]. On définit une loi de probabilité P de
densité f'sur [a ; b] en associant a tout intervalle [o ; B] inclus dans [a ; b] le réel

P(lo:B) = [ £ (x) d.

‘ Ainsi, une probabilité se calcule a l'aide d'une aire : l'aire du domaine délimité
par la représentation graphique de f, l'axe des abscisses, et les droites d'équations
x=o et x=P.

EXEMPLE : On suppose qu’une variable aléatoire X suit une loi de probabilité de

densité f: x> 1 sur [0,5;1].
X

2
yll
4
3
2
1
0 05 006 0.8 1 X
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Alors la probabilité que X prenne des valeurs comprises entre 0,6 et 0,8 est égale
0.8 e < T

b P([0,6 ; 0,8]) = -[0 . f(x)dx. Cette probabilité est donc égale a I'aire du

domaine en bleu sur la figure de la page précédente.

‘ Lorsqu’une loi de probabilité est définie par une densité, on dit que c’est une loi

a densité ou encore que c’est une loi continue. Les paragraphes Il et Ill étudient
deux lois continues.

3. Espérance

L’espérance d’une variable aléatoire qui suit une loi de probabilité de densité f sur
b

[a; D] est le réel Ja xf (x) dx.

‘ Cette définition est a rapprocher de l'espérance d’'une variable aléatoire qui suit
une loi de probabilité discréte (comme la loi binomiale, vue en premiére).

Ei¥ Lo1 UNIFORME

La loi uniforme sur [ ; b] a pour densité la fonction constante sur [a ; b] :
1
b-a
La probabilité d’un intervalle [0t ; B] inclus dans [a; b] est le quotient de la lon-

X

gueur de I'intervalle [o; B] par celle de 'intervalle [a ; b] :

Pop)= [ rax=" -1 ar=B=2
a+b

L’espérance d’une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a ; b] est >

‘ L'exercice 2 propose de démontrer ce résultat.

EXEMPLE : Si X est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [2; 8], la
probabilité que X prenne des valeurs entre 3 et 5 est P ([3;5]) = g%; = % (c’est

le rapport des longueurs des intervalles [3; 5] et [2; 8]).

‘ Le choix d'un réel au hasard dans un intervalle I, comme le font les touches
« Random » des calculatrices ou la fonction = ALEA( ) dans un tableur, se modé-
lise par la loi uniforme sur I.



[ 8 A A

51 LoI NORMALE

1. Loi de Laplace-Gauss

On appelle loi normale de moyenne (on dit aussi espérance) L et d’écart-type
la loi de probabilité sur R définie par la densité :

fix e_%(%) .

oV2n

‘ Cette expression n'est pas a connaitre par coeur.

On la note N (].L ; (52), et on 'appelle loi de Laplace-Gauss ou loi de Gauss.

y

deuxieme nombre est la variance. Pour les calculs, on a besoin de ['écart-type qui

Ne pas confondre écart-type et variance : dans la notation N(u;cz), le

est la racine carrée de la variance.
Par exemple, si X est une variable aléatoire qui suit une loi normale N(Z;O,él;),

alors 'écart-type est égal a /0,64 =0,8.

La représentation graphique de f est en forme de cloche, on I’appelle parfois
gaussienne (ici, loi normale de moyenne 2 et d’écart-type 0,75).

yl\

0,4

0,2

=v

-1 0 1 2 3 4 5

Si X est une variable aléatoire qui suit une loi normale N (u ; 62), alors :
e environ 68,3 % des valeurs sont 2 moins d’une fois 1’écart-type de la moyenne :
PlL-0<X<u+0)=0,683;

e environ 95,4 % des valeurs sont a moins de deux fois I’écart-type de la
moyenne :

Pu-20<X<u+20)=0,954 ;
e environ 99,7 % des valeurs sont a moins de trois fois I’écart-type de la
moyenne :

PU-30<X=<u+30)=0,997.

‘ Ces trois valeurs sont importantes et sont a connaitre.
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2. Loi normale centrée réduite

Si X est une variable aléatoire qui suit une loi N (1 ; 62), alors U = X; H estune

variable aléatoire qui suit une loi N (0 ; 1), appelée loi normale centrée réduite
(également appelée loi normale standard). Sa moyenne est 0, son écart-type est 1.

y A
04

Y

X
L .7
271
Si U suit la loi normale centrée réduite N (0 ; 1), alors P(—1,96 <U <1,96) = 0,95
(aire du domaine en bleu ci-dessus égale a 0,95).

La densité de cette loi est la fonction x —~

‘ Ce dernier résultat est essentiel, l'association de cette valeur 1,96 avec une
probabilité de 0,95 étant tres fréquemment utilisée dans les exercices.
Les trois valeurs remarquables évoquées plus haut se retrouvent ainsi : si U suit
la loi normale centrée réduite, alors P(-1<=U =<1)=0,683 ;
P(2=sU<2)=095; P(-3<U<3)=0997.
La loi normale étant une loi continue, les probabilités sont égales a des aires qui
se calculent avec une intégrale. Le calcul direct de l'intégrale étant impossible
(il n'est pas possible de calculer une primitive de la fonction densité), les calculs
de probabilités se font a l'aide de ces trois valeurs remarquables, ou bien avec une
calculatrice, ou encore avec un tableur.
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SAVOIR-FAIRE

1. Vérifier qu’une fonction est une densité de probabilité

1. Vérifier que la fonction est définie et continue sur I’intervalle considéré.
2. Vérifier que la fonction est positive (au sens large, il n’est pas nécessaire
qu’elle soit strictement positive) sur I’intervalle considéré.

3. Calculer I'intégrale de la fonction sur I'intervalle : si celle-ci vaut 1, alors
la fonction est bien une densité de probabilité sur Iintervalle étudié.
EXEMPLE : Vérifier que la fonction définie sur [0;In2] par f(x)=e™" est
une densité de probabilité.

1. La fonction fest définie et continue sur [0 ; In2].

2. La fonction f est positive sur [0 ; In2].

In2
3. Jénz 2e™"dx =[_ 2e_x]0 =—2¢" 242 =1, Donc la fonction définie

sur [0; In2] par f(x)=e™" est une densité de probabilité.

‘ L'intervalle peut étre ouvert, cela ne remet rien en cause. Il peut parfois étre
avec une ou deux bornes infinies : dans ce cas, aucune question sur le calcul de
lintégrale ne sera posée.

2. Se ramener a la loi normale centrée réduite

1. Lorsque les parametres de la loi normale | et G sont connus, écrire le
changement de variable U = %.

2. Calculer les valeurs de la variable U qui correspondent aux valeurs prises
par X.

3. Ecrire la probabilité demandée avec cette variable U.

EXEMPLE : On suppose que dans une population donnée, le poids moyen d’un
bébé né a terme suit une loi normale de moyenne 3,02 kg et d’écart-type
0,5 kg. Quelle est la probabilité qu’un bébé né a terme dans cette population
ait un poids supérieur a 4 kg ?
1.u=3,02kg et 6 =0,5kg.

On écrit le changement de variable U = XB—%()Z
2.8i X =4 ke, alors U = % =1,96 (U est sans unité).

3. La probabilité cherchée est donc P (X =4)=P (U = 1,96).

‘ Le calcul de cette probabilité donne 0,025, en utilisant le résultat du cours qui
précise que P(—1,96<U <1,96)=0,95.
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3. Utiliser une calculatrice

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N (u ; 62).

e Pour calculer la probabilité P (a < X < b)

TI 82 stats.fr : Menu distrib (touches et (var)) puis normalFRép
(a,b,u,0) ou normalFRép(a, b) si la loi est centrée réduite.

Casio Graph35 : Menu STAT, puis DIST , NORM et Ncd ; saisir a,b,0, L.

o Pour calculer la valeur x telle que P(X <x)=a

TI 82 stats.fr : Menu distrib (touches et (var)) puis FracNormale(o,, 11, G)
ou FracNormale(ct) si la loi est centrée réduite.

Casio Graph35 : Menu STAT, puis DIST, NORM et InvN ; saisir o,L,G.

EXEMPLES : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N'(120; 100).

e Pour calculer la probabilité P (110 < X < 125)

TI 82 stats.fr : Menu distrib (touches et (var)) puis normalFRép
(110,125,120,10).

Casio Graph35 : Menu STAT, puis DIST, NORM et Ncd; saisir
110,125,120,10.

e Pour calculer la valeur x telle que P (X < x)=0,69

TI 82 stats.fr : Menu distrib (touches et (var)) puis FracNormale
(0,69,120,10).

Casio Graph35 : Menu STAT, puis DIST, NORM et InvN ; saisir 0,69,120,10.

‘ Remarque valable pour les deux marques de calculatrice.
Si on souhaite calculer une probabilité du type P(X<b), on peut utiliser

a=-10%?, ou toute autre valeur suffisamment éloignée de la moyenne u
(Uerreur devient infime dés lors que cette valeur est inférieure a u—5c).
Dans l'exemple ci-dessus, pour le calcul de P(X <125), on peut choisir a=0.

4. Utiliser un tableur

Deux possibilités sont offertes, selon que la loi normale est quelconque ou
centrée réduite.

1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne [ et
d’écart-type G .

La formule = LOLNORMALE (x;u;0;1) donne la probabilité o telle que
P(X<=x)=o.

Inversement, la formule = LOLNORMALE.INVERSE (o;t;6) donne la
valeur x telle que P (X < x)=o.
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2. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

La formule = LOLNORMALE.STANDARD (1) donne la probabilité¢ o
telle que P (U < u)=o.

Inversement, la formule = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE ()
donne la valeur u telle que P(U < u)=o..

EXEMPLE 1: Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N' (120 ; 100).

La probabilité que X soit inférieure a 125 est donnée par la formule :
=LOLNORMALE (125;120;10;1), soit 0,69 environ. Inversement, la for-
mule = LOLNORMALE.INVERSE (0;69;120;10) donne environ 125.

EXEMPLE 2 : Soit U une variable aléatoire qui suit la loi N'(0; 1).

La probabilité que U soit inférieure a 1,08 est donnée par la formule :
=LOLNORMALE.STANDARD(1,08), soit 0,86 environ. Inversement, la
formule = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (0,86) donne envi-
ron 1,08.

‘ Selon les situations, on adapte les formules.
Dans le cas de l'exemple 1, la probabilité que X soit comprise entre 110 et 125
est donnée par la formule :
=L Ol.NORMALE (125;120;10;7)—LOI.NORMALE (110;120;1G;1).
Dans le cas de U'exemple 2, la probabilité que U soit supérieure a 1,4 est donnée
par la formule :
=1-LOI.NORMALE.STANDARD (1,4).

5. Connaitre et utiliser les valeurs remarquables 0,683 ;
0,954 et 0,997

1. Repérer si la probabilité demandée correspond a des valeurs situées a plus
ou moins une, deux ou trois fois 1’écart-type de la moyenne, et identifier la
valeur remarquable correspondante.

2. Utiliser les propriétés de symétrie de la loi normale pour conclure, si
nécessaire a ’aide d’un schéma.

EXEMPLE : On suppose que la taille d’un bébé né a terme suit une loi normale
de moyenne 50 cm et d’écart-type 2 cm. Calculer la probabilité que la taille
d’un bébé né a terme soit inférieure a 48 cm.

1.48=50-2.

Cela revient a dire que 48 est située a une fois 1’écart-type sous la moyenne :
la valeur remarquable 0,683 est donc utilisable.

2. On sait que la probabilité que la taille soit située a moins d’un écart-type
de la moyenne, c’est-a-dire entre 48 cm et 52 cm, est environ égale a 0,683.

~
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La probabilité que la taille soit inférieure 2 48 cm et la probabilité qu’elle soit
supérieure a 52 cm sont égales, par symétrie de la loi normale par rapport a
sa moyenne. Ces probabilités valent donc toutes deux :

120:083 _,150.

‘ Le résultat ci-dessus peut aussi étre trouvé a l'aide d'un schéma.
La probabilité cherchée correspond a l'aire du domaine gris. L'aire du domaine
bleu est égale a 0,683. L'aire du domaine situé sous la courbe mais non colorié
en bleu est donc 1-0,683. Par symétrie des deux parties de ce domaine, on en
déduit que L'aire du domaine gris est la moitié de cette valeur.

a

44 46 48 50 52 54 56 x 44 46 48 50 52 54 56 x
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EXERCICES D’APPLICATION

BN oensine | % | 5min |» P.241]

Vérifier que la fonction f définie par f (x)= % est une densité sur [% ; 2}
x

ESPERANCE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE
SUIVANT UNE LOI UNIFORME | *% | 15 min |» P. 241]

1. Quelle est la densité de la loi uniforme sur I'intervalle [a ; b] ?

2. Calculer I’espérance d’une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur
[a:b].

3. Que vaut cette espérance si I'intervalle est [2; 8] ?

TEMPS D’ATTENTE | %% | 15 min | » P. 241

On suppose qu’a un arrét donné, un bus passe toutes les 10 min. En arrivant a cet
arrét, on suppose que le temps d’attente en minutes est une variable aléatoire qui
suit une loi uniforme sur [0 ;10].

1. Quelle est la fonction densité de cette loi ?

2. Calculer la probabilité qu’une personne qui arrive a cet arrét de bus ait un
temps d’attente compris entre 1 et 4 min ?

3. Une autre personne attend depuis 5 min déja. Quelle est la probabilité qu’elle
attende moins d’une minute supplémentaire ?

‘ 3. On utilise les probabilités conditionnelles.

LOI NORMALE : CALCULS
AVEC LES VALEURS REMARQUABLES | * | 10 min |» P. 241|

Une variable aléatoire U suit la loi normale centrée réduite.
Déterminer la probabilité que U soit :

1. supérieure 2 0.

2. supérieure a 2.

3. inférieure a — 1.

4. comprise entre — 2 et 1.

‘ Cet exercice doit se faire uniquement avec les trois valeurs remarquables
(savoir-faire 5), sans calculatrice ou tableur.
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LOI NORMALE : CALCULS
AVEC UNE CALCULATRICE OU UN TABLEUR | % [ 20 min |» P. 242|

Dans une entreprise, une machine fabrique des giteaux destinés a étre empilés
dans des paquets. Chaque giteau a une épaisseur qui suit une loi normale de
moyenne 1 cm et d’écart-type 0,04 cm.

1. Calculer avec une calculatrice :

a. la probabilité qu’un gateau pris au hasard dans la chaine de production ait une
épaisseur inférieure 2 0,9 cm ;

b. la probabilité qu’un gateau pris au hasard dans la chaine de production ait une
épaisseur comprise entre 0,99 cm et 1,02 cm ;

c. Iépaisseur d’un gateau tel que les trois-quarts de la production sont des
gateaux moins épais.

2. Quelles sont les formules que 1’on saisirait dans un tableur pour répondre a ces
trois questions ?

‘ Il est utile de bien connaitre sa calculatrice, revoir le savoir-faire 3. Mais la
connaissance des formules d’'un tableur n’est pas a négliger, car de telles ques-
tions sont envisageables au bac : revoir le savoir-faire 4.

6 I | * | 5min |» P, 242]

Soit U une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite. Déterminer les
nombres x;, x, et x5 tels que P(U < x;) = P(x; SU < x,)=P(U = x3)=0,25.
Comment appelle-t-on chacun de ces trois nombres ?

CONCOURS | %% | 10 min |» P. 242|

On suppose que les notes a 1’épreuve d’un concours suivent une loi normale de
moyenne 11. On sait que le neuvieme décile est 17. Quel est I’écart-type ?

4 Le neuviéme décile dy est la valeur telle que P(X <dy)=0,9.

E FINANCES | %% | 10 min | » P. 242|

On suppose que la performance annuelle d’un fonds de placement suit une loi
normale de moyenne L = 8 % (rendement annuel moyen) et d’écart-type 6 =6 %
(volatilité¢ annuelle moyenne). Dans quel intervalle peut-on dire que la perfor-
mance du fonds va évoluer pendant un an, avec une probabilité de 0,95 ?

‘ Voir le paragraphe I11.2 du cours pour le lien entre une probabilité de 0,95 et le
nombre 1,96. Arrondir 1,96 a 2.
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K} Accioents | %% | 30 min |» P. 243

Une compagnie d’assurances estime que pour un conducteur automobile, le
nombre de kilometres avant le premier accident suit une loi normale de moyenne
30 000 km et d’écart-type 10 000 km.

A P’aide d’un changement de variable permettant de se ramener 2 la loi normale
centrée réduite, puis en utilisant les valeurs remarquables du cours, calculer :
1.le pourcentage de personnes ayant eu leur premier accident avant les
20 000 km ;

2.le pourcentage de personnes ayant eu leur premier accident entre les
20 000 km et les 50 000 km ;

3. le pourcentage de personnes n’ayant pas eu d’accident avant les 60 000 km ;
4. le nombre de kilometres tel que 97,5 % des conducteurs ont eu leur premier
accident.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

ECART-TYPE INCONNU | %% | 10 min |» P. 243

La durée de vie d’un certain type d’ampoules électriques suit une loi normale de
moyenne égale a 4 000 h. Le cahier des charges préconise que 80 % au moins de
la production tombent entre 3 000 et 4 000 h.

Quel est le plus grand écart-type acceptable arrondi a I’entier pres ?

‘ Faire le changement de variable pour se ramener a la loi normale centrée
réduite.

LOI NORMALE ET PHARMACOLOGIE | *% | 15 min | » P. 244

Soit X la variable aléatoire qui a tout flacon de médicaments, associe le poids de
son contenu en pénicilline, exprimé en mg. On suppose que X suit une loi nor-
male N'(126; 4).

1. P (X <125) est-il inférieur ou supérieur 2 0,5 ?

2. Calculer P(118 <X <134).

3. Calculer P (X >129,2).

4. Expliquer sans calcul de probabilité pourquoi P (X <102) = 0.
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QUOTIENT INTELLECTUEL | %% | 30 min | » P. 244

Le Q.I. (quotient intellectuel) est un indicateur utilisé par les psychologues qui
suit une loi normale de moyenne 100 et de variance 225.

1. Calculer I’écart-type de cette loi.

2. Quelle est la proportion de personnes surdouées (Q.L > 130) dans la popula-
tion ?

3. Calculer la probabilité qu'une personne prise au hasard dans la population ait
un Q.I. compris entre 80 et 120.

4. Déterminer la valeur (arrondie a 'unité pres) du Q.1 telle que 90 % des per-
sonnes ont un Q.I. supérieur.

5. Dans quel intervalle centré sur la moyenne trouve-t-on le Q.1. de 1a moitié des
personnes ?

QUI A BU BOIRA | %% | 15 min | » P. 244

Une coopérative vinicole embouteille du vin dans des bouteilles en verre dont la
contenance maximale (remplie au ras du bouchon) est de 81 cL. On suppose que
la quantit¢ X de vin versée dans une bouteille (en cL) est une variable aléa-
toire qui suit une loi normale de moyenne p et d’écart-type 1.

1. La législation impose qu’il y ait moins de 0,1 % de bouteilles contenant moins
de 75 cL.

Quelle condition trouve-t-on sur la moyenne L pour que la législation soit res-
pectée ?

2. Le responsable de la coopérative souhaite qu’il y ait moins de 1 % de bouteilles
qui débordent.

Quelle condition trouve-t-on sur la moyenne [L (sans tenir compte de la question
précédente et de la législation) ?

3. Peut-on satisfaire aux deux conditions ?

‘ La condition de la question 1 est P(X <75)=<0,001, celle de la question 2 est
P(X=81)=0,01.
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DUREE DE VIE [k k| 15 min |» P. 245]

On suppose que la durée de vie d’un appareil électroménager est une variable
aléatoire qui suit une loi normale de moyenne W et d’écart-type G . Le cahier des
charges spécifie que 80 % de la production des appareils ont une durée de vie
comprise entre 4 et 8 ans, et que 5 % de la production ont une durée de vie infé-
rieure a 4 ans.

1. Quelles sont les valeurs de la moyenne et de 1’écart-type ?

2. Calculer la probabilité d’avoir un appareil dont la durée de vie est supérieure
a 10 ans.

‘ Ecrire les deux conditions et se ramener a la loi normale centrée réduite avec
un changement de variable.

APPROXIMATION D’'UNE LOI BINOMIALE
LE] PAR UNE LOI NORMALE | *% | 15 min | » P. 245|

Une population ciblée en Inde est étudiée. On admet que dans cette population,
il y a autant d’hommes que de femmes. On tire au hasard 200 personnes dans la
population.

1. Quelle est la loi de probabilité suivie par le nombre d’hommes dans cet échan-
tillon de 200 personnes ?

2. On admet qu’une loi binomiale de parametres n et p peut étre approchée
(c’est-a-dire qu’elle donne sensiblement les mémes résultats, I’erreur commise
étant négligeable) par la loi normale de moyenne np et de variance np (1— p)
lorsque 7 est assez petit et p ni trop petit ni trop grand. En pratique, ces conditions
peuvent étre résumées par : n=30,np=5etn(1-p)=5.

a. Vérifier que les conditions sont réalisées.

b. Quelle est alors la loi normale que I’on peut utiliser ? Préciser sa moyenne et
son écart-type.

3. Calculer la probabilité que le nombre d’hommes soit compris entre 90 et 110.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

LOI EXPONENTIELLE X x| 45 min |» P. 246

Soit A un réel strictement positif. On admet que la fonction f définie par
f(x)= Ae™™ est une densité de probabilité sur [0;+oco[. La loi de probabilité
de densité f est appelée loi exponentielle de parametre A.
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On suppose que la durée de vie D, exprimée en années, d’un appareil électromé-
nager avant sa premicre panne est une variable aléatoire qui suit une loi exponen-
tielle de parametre A. On note P (D < t) la probabilité que 1’appareil ménager
tombe en panne avant ’instant .

1. Trouver le parametre de cette loi sachant que P (D <1)=0,06. Arrondir au
millieme pres.

2. En déduire P (D =5). Donner une valeur approchée a 0,01 pres.

3. Déterminer le réel ¢ (appelé demi-vie de la loi exponentielle) pour lequel
P(Dst)=P(D=1).

4. Dix appareils neufs de ce type ont été mis en service en méme temps. On
désigne par X la variable aléatoire égale au nombre d’appareils qui n’ont pas eu
de panne au cours des cinq premieres années. Calculer la probabilité que X soit
supérieure ou égale a 8. Préciser la formule que 1’on saisirait dans un tableur pour
répondre a cette question.

VARIANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE
L SuIVANT UNE LOI UNIFORME x| 30 min | » P. 246

On admet que la variance d’une variable aléatoire X qui suit une loi de densité f
sur [a; b] est donnée par I:xzf (x)dx—(E (X))2 , ol E(X) désigne 1’espé-
rance de X.

1. Calculer la variance de X dans le cas ou X suit une loi uniforme sur I’intervalle

[a;b].

2. Appliquer le résultat de la question précédente a I'intervalle [0 ; 1].

4

1. On pourra utiliser l'égalité : b3 —ad =(b-a) (b2 +ab+a?).

UN AUTRE EXEMPLE DE LOI A DENSITE XX x| 30 min | » P. 247 |

On définit la fonction f sur [0;100] par f(x)= kx> (100—)c)2 ou k est une
constante strictement positive.

1. Déterminer la valeur de k pour que f soit une densité de probabilité sur [0 ; 100].
2. On admet que la durée de vie (en années) d’un individu dans une population est
une variable aléatoire X qui suit une loi de probabilité¢ de densité f sur [0 ; 100].
Calculer la probabilité qu’un individu meure entre 60 et 70 ans.

3. Quelle est I’espérance de vie d’un individu dans cette population ?
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CONTROLE

TABLEUR ET CALCULATRICE | % | 5min |» P. 247|

1. La formule : = LOLNORMALE (31;30;3;1) a été saisie dans un tableur.
Que calcule cette formule ?

2. Avec une calculatrice, indiquer la valeur obtenue, arrondie au centieme
pres.

201N | k% | 20 min | » P. 247

Les questions sont indépendantes. A chaque fois, une seule réponse est exacte.
Justifier.

1. La densité d’une loi de probabilité continue est :

a. un nombre compris entre 0 et 1, car ¢’est une probabilité.

b. une fonction.

c. une intégrale.

2. La densité de la loi uniforme sur [0 ;1] est la fonction :

a.x—0,5 b. x—1 C.XHx

3. X est une variable aléatoire qui suit une loi normale N (1,8 ; 0,01). Alors
I’écart-type de X est :

a. 0,000 1 b. 0,01 c. 0,1

4. Si X est une variable aléatoire, exprimée en metres, qui suit une loi normale,
alors I’écart-type de X :

a. s’exprime en m. b. s’exprime en m2. c. est sans unité.

5. X suit une loi normale centrée réduite. Sans aucun calcul, la valeur la plus
proche de P(-5=<X <35)est:

a.0 b. 0,5 c. 1

6. X suit une loi normale centrée réduite. Sans aucun calcul, la valeur de « telle
que POsX<a)=0,475 est:

a. 1 b. 1,96 c.?2

7. Dans une population P, le taux d’une hormone H dans le sang suit une loi
normale de moyenne 130 ug - L~! et d’écart-type 16 pg - L~!. La probabilité

d’avoir moins de 90 ug - L~ ! dans le sang est de :

a.moins de 3 % ; b. entre 3 % et 10 % ; c. plus de 10 %.

8. On a observé sur des entreprises saines le ratio chiffres d’affaires/dettes
totales. II suit une loi normale d’espérance 0,7 et d’écart-type 0,18. Un inter-
valle centré en 0,7 contenant 95 % des valeurs est :

a.[0,247;1,150 3] b. [0,347 21,052 8] c. [0,52;0,88]

~
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9. X et Y suivent des lois normales de méme moyenne et d’écarts-type respec-
tifs 1 et 2.

Alors, pour tous réels o et 3 :

aPosX<spPs=Plo=sY=<B

b.Pla<Y<B)<sPlos<X=<f)

c. Cela dépend des valeurs de o et 3.

10. Dans une ville, des données climatiques indiquent qu’en moyenne, 17 des
31 jours du mois d’octobre sont pluvieux. On considere que les épisodes de
pluie journaliers sont indépendants les uns des autres et on note N le nombre
de jours pluvieux au cours du mois d’octobre. La loi de N est :

a. binomiale de parametres 31 et % ;

b. normale de moyenne 31 et d’écart-type 17 ;

c. uniforme sur [1; 31] de densité la fonction constante x > %

TAUX DE CHOLESTEROL | %% | 30 min | » P. 248 |

On considere que le taux de cholestérol T (exprimé en mg - dL™!) suit une loi
normale de moyenne [ et d’écart-type G .

54 % des individus ont un taux inférieur 2 165 mg - L'

36 % des individus ont un taux compris entre 165 mg - dL ! et 180 mg - dL .
10 % des individus ont un taux supérieur 4 180 mg - dL.™".

1. Déterminer L et G .

2. On admet que p=163,7mg-dL"! et 6 =12,7 mg-dL~".

a. Quel est le taux de cholestérol médian ?

b. Quel est le 9¢ décile ?

c. Quel est le 1° décile ?

d. On considére qu’un taux de 194 mg - dL~! nécessite un traitement. Quelle
est la proportion de personnes qui doivent étre soignées ?

e. Quel est le 3¢ quartile ?
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CORRIGES

DENSITE

La fonction est définie, continue et positive sur D’intervalle. De plus,
2

fz —-dx = [ ] 5= % + % = 1, ce qui montre que f est une densité de probabi-

llte sur cet intervalle.

ESPERANCE D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE SUIVANT UNE LOI UNIFORME
1. C’est la fonction constante f définie par : f (x) =

b—a
e e B L
“lap—a b—al 2], b-al2 2) b-a 2 2

La valeur trouvée est le centre de I'intervalle.
3. L’espérance d’une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [2 ; 8] est 5.

TEMPS D'ATTENTE

1. La densité est la fonction constante f définie par f (x)= l

10
2.PlsX<=4)= =0,3.
3. C’est une question utlhsant les probabilités conditionnelles :
6-5
P(X=5NP(5<X<6) POE=X<06) 0 _1
== == =] = = === .
Pras G=X<6) P(X =5) P5<X<10) 10-5 5 0.2
10

LOI NORMALE : CALCULS AVEC LES VALEURS REMARQUABLES

1. Par symétrie par rapport a 0 de la loi normale centrée réduite, P (X = 0)=0,5.
2. On connait la valeur remarquable : P (-2 < U < 2) = 0,954.

Donc P(U<-2ouU =2)~=1-0,954 = 0,046

0,046
2

et par symétrie, P (U = 2) = =0,023.

3. On connait la valeur remarquable P (— I1sU= 1) =~ (,683.
Donc P(U<-1ouU =1)=1-0,683 = 0,317.

0,317
2

Et par symétrie : P(U <—1) = =0,159.

4. On connait les valeurs remarquables :
P(-1sU<1)=0,683 et P(-2<U=<2)=0,954.
D’ou I’on déduit :

P(—2sU<O)z%

0477 o PO<U<)=2%8

=0,342.

Ce qui mene finalement a :
P2<sUs1)=P(-2sU<0)+P(0=U=<1)=0,477+0,342 = 0,819.
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LOI NORMALE : CALCULS AVEC UNE CALCULATRICE OU UN TABLEUR
1. Calculatrice T7 82 stats.fr

Menu distrib (touches et ) :

a. normalFRép(0,0.9,1,0.04)

b. normalFRép(0.99,1.02,1,0.04)

c. FracNormale(0.75,1,0.04)

Calculatrice Casio graph35

Dans le menu STAT, DIST puis NORM :

a. Ncd puis saisir les bornes 0 et 0,9, puis 1’écart-type 0,04 et la moyenne 1.
b. Ncd puis saisir les bornes 0,99 et 1,02, puis I’écart-type 0,04 et la moyenne 1.
c. InvN puis saisir 0,75, 1 et 0,04.

2. 2. = LOLNORMALE (0,9;1;0,04;1)

b. = LOLNORMALE (1,02;1;0,04;1) - LOLNORMALE (0,99; 1; 0, 04; 1)
c. = LOLNORMALE.INVERSE (0, 75;1; 0,04)

[6]..1LEs

x, est le premier quartile.

Dans un tableur, la formule = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (0, 25)
permet d’obtenir x; =—0,67.

X, est la médiane, donc c’est 0.

x5 est le troisieme quartile. Par symétrie avec la premier quartile, x3 =0,67.

CONCOURS

On effectue le changement de variable permettant d’utiliser la loi normale centrée
réduite : U = ﬂ

)
La valeur de u telle que P (U < u)=0,9 est 1,28.

17-11 6

o 1,28
L’écart-type de la loi normale qui régit la distribution de notes a ce concours est
environ 4,69.

FINANCES

Avec une probabilité de 0,95, 1a variable centrée réduite est dans [— 1,96 ; 1,96], donc
la performance du fonds est dans [u — 1,966 ; u+1,966].

En arrondissant 1,96 & 2, on obtient [ —2x 6 ; 8+ 2 6]. Finalement, il y a 95 % de
chances de trouver la performance du fonds dans [— 4% ;20 %].

=1,28=06 = = 4,69.
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[ 9 ] accipents

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de kilometres lors du premier accident.
X —30 000

En effectuant le changement de variable U = ~10000 U suit une loi normale

centrée réduite.
1. P(X<20000)=P(U <-1).
Or, on connait la valeur remarquable :

P(-1<U<1)=0,683, don PU=<-1)=1=0:68_

2
Le pourcentage de personnes ayant eu leur premier accident avant les 20 000 km est
environ 15,9 %.

2.P(20000=<X <50000)=P(-1<U<=2).

Or, on connait les valeurs remarquables :

P(-1<SU<1)=0,683 et P(-2<U<2)=0,954.

D’ou I’on déduit :

P(-1SU<0)=

= (,159.

0,954

00342 o PO<U=2)=22-0477.

Ce qui mene finalement a :
P(-1sU<2)=P(-1<U<0)+P(0<U=<2)=0,342+0,477 = 0,819.
Le pourcentage de personnes ayant eu leur premier accident entre les 20 000 km et
les 50 000 km est environ 81,9 %.

3. P(X=60000)=P (U =3).

Or, on connait la valeur remarquable :

P(-3<U<3)=0997, don PU=3)=1=997

2
Le pourcentage de personnes n’ayant pas eu d’accident avant les 60 000 km est envi-
ron 0,1 %.

4.Oncherchelavaleurdeutelleque P (U < u) = 0,975.0Onadonc P (U = u) = 0,025
et aussi P(— usU< u) =0,95. C’est encore une valeur remarquable du cours.
Cette probabilité de 0,95 correspond a la valeur u = 1,96 = 2. Le nombre de kilo-
metres tel que 97,5 % des conducteurs ont eu leur premier accident est donc
égal a la moyenne de la loi a laquelle on ajoute deux fois I’écart-type :

30 000+20 000 =50 000 km.

=0,001.

ECART-TYPE INCONNU
On veut P(3 500=sX<4 500) =0,8. En se ramenant a une variable U centrée

L X-4000 .. . N
réduite avec U = — ou G est I’écart-type cherché, cela revient a :

P( 520 U< 500) 0,8, ouencore (U < @) 0.9.

Dans un tableur, la formule = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (0,9)

renvoie 1,28 qui est la valeur de Scﬂ. On obtient donc ¢ = 390, arrondi a I’entier le

plus proche.
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LOI NORMALE ET PHARMACOLOGIE

1.Lamoyenneest 126, donc P (X <125) < P(X <126).Comme P (X <126)=0,5,

on en déduit que P (X <125) est inférieur a 0,5.

X-126
4

2. En effectuant le changement de variable U = , U suit une loi normale
centrée réduite.

P(118<X <134)=P(-2<U =< 2) = 0,954 (valeur remarquable du cours).
3.P(X=129,2)=P(U =0,8)=0,21.

4. On appelle que P (u—30 < X < u+30)=0,997, ce qui donne :

P(X <u-30)=0,001.

Ainsi, la probabilité que I’on s’écarte en dessous de la moyenne de trois fois I’ écart-
type est proche de 0,001. Or, 102 est égal a la moyenne moins six fois 1’écart-type.

On peut donc en déduire que P (X <102) = 0.

QUOTIENT INTELLECTUEL

1. L’écart-type est égal a la racine carrée de la variance, soit 15.

2. 130 est égal a la moyenne plus deux fois 1’écart-type. Or, on sait que :
P(100-30 <X <100+30) = 0,954.

1-0,954
2

On en déduit que P (X =130) = = 0,023.

Il y a donc environ 2,3 % de personnes ayant un Q.I. supérieur a 130 dans la popu-
lation.

3. Avec la calculatrice, P (80 < X <120) = 0,82.

82 % des personnes ont un Q.I. compris entre 80 et 120.

Avec un tableur :

= LOLNORMALE (120;100;15;1) - LOLNORMALE (80;100;15;1).

4. Avec la calculatrice, on cherche la valeur de a telle que P (X <a)= 0,1 (a est
aussi la valeur du Q.I. telle que 10 % des gens ont un Q.I. inférieur). On obtient 80,77.
En arrondissant, 90 % des personnes ont un Q.I. supérieur a 81.

Avec un tableur : = LOLNORMALE.INVERSE (0,1;100; 15)

5. On cherche une valeur b >0 telle que P(100—b <X <100+5)=0,5. Par
symétrie, cela revient a P (X <100-5)=0,25.

Avec la calculatrice, on trouve 100 —b = 89,9.

On en déduit que 100+ b = 110,1 et I'intervalle centré sur la moyenne 100 tel que
I’on y trouve le Q.I. de 50 % des personnes est [90 3 110] (en arrondissant a I’unité

pres).

QUI A BU BOIRA

1. La condition est P (X =< 75) < 0,001.

On se ramene a la loi normale centrée réduite par le changement de variable
U=X-u(c=1.

La condition s’écrit alors : P (U < 75—p) < 0,001.

A T’aide de la calculatrice, ou d’un tableur, on obtient : 75— p=<-3,09, de sorte que
p = 178,09, condition pour que la législation soit respectée.
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2. La condition est P (X =81) < 0,01.
On se ramene a la loi normale centrée réduite par le changement de variable
U=X-p(c=1). La condition s’écrit alors : P(U =81-u)=<0,01 ou encore

P(U<81-u)=0,99. A I'aide de la calculatrice, ou d’un tableur, on obtient :
81— = 2,33, de sorte que p < 78,67, condition pour qu’il y ait moins de 1 % de
bouteilles qui débordent.

3. Oui, les deux conditions peuvent étre satisfaites avec une moyenne [L comprise
entre 78,09 et 78,67. La coopérative devra régler sa machine sur une moyenne de
78,09 cL.

DUREE DE VIE

1. Les conditions données dans I’énoncé se traduisent par P (4 < X <8) = 0,8 et
P (X <4)=0,05. On se ramene a la loi normale centrée réduite par le changement

X-u

de variable U = = Les conditions s’écrivent alors :

P(ﬂ<Us8;) ~08 e P(U <%) ~0,05.
Avec la deuxieéme condition, on obtient : 462 = —1,65 (par exemple, avec la for-

mule du tableur : = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (0, 05)).

Puisque P(Usg_—”)zP(Us 4_”)+P(4_LL <U< 8‘“):0,85,
(o} (0 (o) o

on obtient : S?TH = 1,04 (par exemple, avec la formule du tableur :
= LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (0,85)).
Onadoncu=4+1,650 etp=8-1,04c.

On en déduit : 441,656 =8—-1,040 6 =1,49.

Puis u=4+1,65%1,49 =6,46.
10-6,46
1,49
Ce dernier résultat est donné par la formule du tableur :

=1-LOLNORMALE.STANDARD (2,38).

2.P(X>10)=P(U> = P(U =2,38) = 0,009.

APPROXIMATION D’UNE LOI BINOMIALE PAR UNE LOI NORMALE
1. Le nombre d’hommes H suit une loi binomiale de parametres n =200 et p=0,5.
2. a.0n abien : n =200, donc n =30 ; np=200x0,5=100, donc np =5

etn(l—p)=200x(1-0,5)=100, donc n(l1— p) = 5. Les conditions sont réalisées.

b. w=np =100 et de variance 62 = np (1- p) =50.

La loi normale que I’on peut utiliser pour approcher cette loi binomiale est la loi
normale N (100 ; 50), de moyenne 100 et d’écart-type ¢ = \/% = 5\/5 .

3. A Paide d’un tableur, la formule :

=LOLNORMALE (110;100; RACINE (50); 1)

—LOL.NORMALE (90;100; RACINE (50); 1) donne P (90 < H < 110) = 0,84.
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LOI EXPONENTIELLE
1.P(Ds1)= J;?»e_b‘dx = [—e‘“]é =1-eM

1-e™*=0,06 e =0,94 & A=-1n(0,94) = 0,062.
Le parametre de la loi exponentielle est environ 0,062.

_ _ 5o v, S —5A
2.P(D=5)=1-P(D<5)=1-[Ae™Mdx=1-[-e™] =1-(1-e")
=,
Avec la valeur de ) trouvée dans la question précédente, P (D =5)=~e "3 = 0,73.
C’est la probabilité que I’appareil n’ait pas de panne au cours des cinq premieres

années.

3. Leréeltesttelque:P(DBt):P(D$t)<:>P(D$t):%.

Or, P(D<1)= [(he v =[-eH ] =1-eM.

Doil—e ™™ =%<:)e_7" =%(:)—7»t=1n§<:>t=T.

Avec A = 0,062, on obtient ¢ =~ 11,18 années .

4. Le nombre d’appareils qui n’ont pas eu de panne au cours des cinq premieres
années suit une loi binomiale de parametres 10 et 0,73.

P(X=8)=P(X=8+P(X=9)+P(X=10)

(180)><0,738 x 0,272 +(190)><0,739 x0,27! +G8)x 0,7310 % 0,270 ~ 0,47.
Avec un tableur, on utilise la formule : =1—-LOLBINOMIALE (7;10;0,73;1).
‘ Le chiffre 1 situé a la fin de la formule signifie que les probabilités sont cumu-

lées : LOL.BINOMIALE(7;10;0,73;1) calcule P(0=< X =7). La formule compléete
s'explique par le fait que P(X =8)=1-P(X <7).

VARIANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE SUIVANT UNE LOI UNIFORME
a+b
2

I lxzdx_(a+b)2_ 1 ﬁb_(a+b)2_ 1 (B & _(a+b)2
ab—a 2] b-al 3], "2 ) " b-al3 3 2

1 (b—a)(b2 +ab+a2) _(a+b)2

1. On rappelle que E (X) =

et f(x)= ﬁ. La variance de X est égale a :

“b-a 3 2
_ b2 +ab+a? _a2+b2+2ab

B 3 4
_(b-a)’

12

2. Sur [0; 1], ’espérance est %, la variance est %
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UN AUTRE EXEMPLE DE LOI A DENSITE
1. La fonction f étant une fonction polynome, elle est définie et continue sur [0 ; 100].

Puisque f (x) est le produit d’une constante positive par deux carrés, f est positive sur
[0 100].

[ ke? (100~ x)* dx = k [, * %2 (10 000 - 200x + x2) dx
k], (x4 = 20023 +10 000x2) dx

k["s 2005 10000)‘3}100
B v 3

_10°
=—2=*k.
3
Pour que f soit une densité de probabilité, cette intégrale doit étre égale a 1 :
10°

Tk—l@k 3-107°.

2. La probabilité qu’un individu meure entre 60 et 70 ans est égale a :
370
POEO<X=<70)=), f(x)dx 3-107 [ 2002 +10 OOOX—} = 0,15.
5 4 3 ko
3. D’apres le cours, I’espérance de X est donnée par le calcul de I'intégrale :

373 () de =310 [ % (x% = 200x* +10 0003) dx

100
=3-10" [F—ZOO?+IOOOO 4}0 =50.

L'espérance de vie d’un individu dans cette population est donc de 50 ans.

TABLEUR ET CALCULATRICE

1.La formule : = LOLNORMALE (31;30;3;1) calcule la probabilit¢ qu’une
variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne 30 et d’écart-type 3 soit infé-
rieure a 31.

2. Avec la calculatrice, on obtient environ 0,63 (valeur arrondie au centieéme pres).

acM

1. Réponse b. Voir cours L.1.
2. Réponse b. Voir cours II.
3. Réponse c. Dans la notation N (1,8 ; 0,0l), le deuxieéme nombre est la variance.

L écart-type est la racine carrée de la variance : {/0,01 =0, 1.

4. Réponse a. L’ écart-type et la moyenne ont la méme unité que la variable.

5. Réponse c. En effet, P(—5< X <5)> P(-3 =< X < 3)=0,997 (valeur remar-
quable du cours).

6. Réponse b. Si P (0 <X <a)=0,475, alors P(—a $Xsa):2><0,475=0,95.
D’apres le cours, a =1,96.

7. Réponse a. En notant U une variable qui suit la loi normale centrée réduite, on a :

P(Hs90):P( 9016130) P(U<-2,5<P(U<-196)=0,025.
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8. Réponse b. D’apres le cours, cet intervalle centré sur la moyenne L est
[L—1,960 ; u+1,960], ce qui donne :

[0,7-1,96x0,18;0,7+1,96x0,18] =[0,347 2;1,052 8].

9. Réponse c.

Parexemple, P(0<X <2)>P0<Y <2)maisP(ISX<2)<P(IsY=<2).

10. Réponse a. Chaque jour, il pleut avec une probabilité p = ;—71, ou il ne pleut pas,

avec une probabilité 1 — p. L'indépendance des résultats observés chaque jour fait que
le nombre de jours pluvieux au cours du mois d’octobre suit une loi binomiale de

R 17
let—.
parametres 31 et 30

‘ 4. La variance s'exprime dans cette unité au carré. Ici, la variance s'exprime
en m2,

TAUX DE CHOLESTEROL

1. Les trois pourcentages donnés dans 1’énoncé se traduisent par :

P(T <165)=0,54, P(165=<T <180)=0,36, et P(T =180) =0, 1. Deux suffi-
ront pour trouver les deux inconnues. On considere la premiere et la troisieme,
réécrite ainsi : P (T <180)=0,9.

X - . s
En posant U =T“, de telle sorte que U est une variable centrée réduite, on

obtient :
165—u
s —0l  fi=165-0,1c  [165-0,16=180-1,28c
= =
180 _ | 5o  =180-1,280  (u=165-0,Ic
0 b

{c =12,7
= .

n=163,7

2. a. Avec une loi normale, la médiane et la moyenne (ou 1’espérance) sont égales :
le taux de cholestérol médian est 163,7 mg - dL™1.

b. Le 9¢ décile est le taux de cholestérol tel que 90 % des individus ont un taux de
cholestérol inférieur. La réponse est dans 1’énoncé, c’est 180 mg - dr L.

c. Par symétrie de la loi normale, le 1¢t décile et le 9¢ décile sont symétriques par
rapport a la moyenne. Le 1°r décile est donc 147,4 mg - dL™1.

d. D’apres la calculatrice, P (T =194) = 0,009. Environ 0,9 % des personnes
doivent étre soignées.

e. Le 3¢ quartile est le taux de cholestérol ¢ tel que P (T < t)=0,75.

D’aprés la calculatrice, on trouve ¢ =172,3 mg - dL™1.
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Fluctuation
d’echantillonnage
et estimation
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B® FLUCTUATION D’ECHANTILLONNAGE

1. Rappel

L’intervalle de fluctuation de niveau 95 % de la fréquence, dans un échantillon de
taille n, du succes d’une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de para-

metres n et p est I'intervalle [% ; %} ol a est le plus petit entier a tel que
P (X <a)> 0,025 et b le plus petit entier tel que P (X < b)=0,975.

2. Intervalle de fluctuation

On étudie une variable qualitative dans une population, de fréquence théorique p
connue, a ’aide d’un échantillon de taille N, représentatif de la population. Si
N=30,si Np=5 etsi N(1-p)=5, alors on peut parier que la fréquence
observée dans I’échantillon f sera dans I’intervalle de fluctuation (on dit aussi
intervalle de pari) de niveau 95 % :

[,;—1,96,/—1’(1]\7 ») ;p+1,96,/—”(1]; p)}.

‘ On dit aussi : intervalle de fluctuation au risque de 5 %.

EXEMPLE : On lance un dé a six faces 400 fois. Le 6 a été obtenu 96 fois. Que
peut-on penser de ce dé ?

La fréquence théorique d’apparition du « 6 » est % soit environ 0,167. Les condi-

tions de validité étant respectées (voir savoir-faire 1), 'intervalle de fluctuation
de niveau 95 % est :

{0,167—1,96\/%;0,167+1,96\/M}

400
~[0,130;0,204].
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96
400
de fluctuation de niveau 95 %, donc on rejette I’hypothese selon laquelle les faces

ont la méme probabilité d’apparition. On peut conclure, au risque de 5 % , que le
dé est truqué.

La fréquence expérimentale est —— =0, 24. Elle n’appartient pas a 'intervalle

3. Version simplifiée
En majorant 1,96,/ p(1— p) par 1 ('exercice 17 propose de justifier cette majo-

ration), on peut remplacer cet intervalle par un autre, moins précis mais plus
simple :

EXEMPLE : Avec les données de I’exemple précédent, on obtient :

[0,167 ;0,167 + } [0,117;0,217].Laconclusion est la méme.

T 1T o

‘ Les conditions d’utilisation de ces intervalles sont impérativement a vérifier.
Voir le savoir-faire 1.

Ei¥ ESTIMATION

1. Intervalle de confiance

On étudie une variable qualitative dans une population, de fréquence théorique p
inconnue. Soit fla fréquence observée dans un échantillon de taille N représenta-
tif de la population. Si N =30, et si a posteriori on vérifie que Np=35 et
N (1— p) =5 pour toutes les valeurs p de I'intervalle, alors on estime que, dans
la population, la fréquence théorique p est dans l'intervalle de confiance de
niveau 95 % :

1 1
L NN |
EXEMPLE : On réalise un sondage dans un échantillon de 625 personnes, représen-
tatif d’une population donnée, afin de connaitre I’opinion des gens sur la promul-
gation d’une nouvelle loi. 60 % des personnes se prononcent contre.
Sous réserve de vérifier les conditions (voir le savoir-faire 2), on estime que
I'intervalle de confiance de niveau 95 % de la proportion de personnes contre

cette loi dans la population est : { 0,6+ } [0,56:0,64].

G iR =

Ainsi, il y a une probabilité de 0,95 que le taux réel de personnes opposées a cette
nouvelle loi dans la population se trouve dans cet intervalle.
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2. Version complexe

Sous les mémes conditions de validité, un intervalle de confiance de niveau 95 %,
plus précis, mais moins simple a utiliser est :

fa-1). [f=1)
[f—1,96 4196 T}

y Cet intervalle n'est a utiliser que sur demande claire de l'énoncé.

EXEMPLE : Avec les données de 1’exemple précédent, on obtient :
_ 0,6x0,4 0,6x0,4 | _ .
[0,6 1’96’,—625 ’0’6+1’96”—625 } [0,561;0,639].

‘ Les conditions d'utilisation de ces intervalles sont impérativement a vérifier,
mais elles se vérifient apres 'écriture de Uintervalle. Voir le savoir-faire 2 pour
plus de détails.

SAVOIR-FAIRE

1. Vérifier a priori les conditions d’un intervalle
de fluctuation

Contrairement a I’intervalle de confiance (voir le savoir-faire 2), cette vérifi-
cation se fait des le début, avant tout autre calcul.

1. S’assurer que I’on est présence d’un probléme d’intervalle de fluctuation :
on connait la proportion théorique p dans la population et on ne connait pas
la fréquence observée f dans 1’échantillon.

2. Dans tous les cas, on vérifie que N = 30. L'une des deux autres conditions
peut étre évitée car elle est automatiquement vérifiée. Si p < 0,5, alors seule
la condition Np =5 doit étre vérifiée. Si p = 0,5, alors seule la condition
N (1-p) =5 doit étre vérifiée.

3. Ecrire I'intervalle.

‘ Parfois, s'il manque la donnée de N, cette vérification a priori n’est pas réali-
sable. Dans ce cas, on effectue la vérification aprés les calculs.

N
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EXEMPLE : L’INSEE indiquait en 2006 que 25 % de la population francaise
était composée de jeunes de moins de 25 ans. On constitue un échantillon
représentatif de 300 Francais. Dans quel intervalle trouve-t-on la fréquence
des jeunes de moins de 25 ans dans cet échantillon ?

1. On connait la proportion théorique p =0,25 dans la population et on ne
connait pas la fréquence observée f dans 1’échantillon. C’est bien un inter-
valle de fluctuation qui est demandé.

2.0na N =30. Puisque p < 0,5, seule la condition Np =5 doit étre véri-
fiée : Np=300x0,25=75=5. Les conditions sont respectées, on peut
écrire un intervalle de fluctuation.

3. La fréquence du nombre de jeunes de moins de 25 ans dans cet échantillon
se trouve dans 'intervalle de fluctuation de niveau 95 % :

_ 10,25%0,75 . [0,25%0,75 - .
[0,25 1,96 300 ;0,25+1,96 300 :| [0,20;0,30].

Ainsi, on peut s’attendre a avoir dans cet échantillon entre 60 (20 % de 300)
et 90 (30 % de 300) personnes de moins de 25 ans.

‘ Parfois, on peut remplacer 1,96 par 2 : c’est pratique pour les applications
numeériques, et U'erreur commise est tres faible.

2. Verifier a posteriori les conditions
d’un intervalle de confiance

Les conditions de validité portent sur p qui est inconnu au début du calcul.
C’est donc apres avoir obtenu I'intervalle qu’on vérifie si 1’estimation est
valide.

1. S’assurer que l'on est en présence d’un probleme d’intervalle de
confiance : on ne connait pas la proportion théorique p dans la population et
on connait la fréquence observée f dans 1’échantillon.

2. Ecrire I'intervalle (le plus simple des deux, le plus compliqué s utilise
rarement, et ce sera clairement spécifié dans les exercices).

3. Dans tous les cas, on vérifie que N = 30. Comme pour I’intervalle de
fluctuation (savoir-faire 1) : si p < 0,5, alors seule la condition Np =5 doit
étre vérifiée. Si p=0,5, alors seule la condition N (1—p)=5 doit étre
vérifiée.

EXEMPLE : Un échantillon de N =400 personnes est extrait au hasard d’une
population. On compte 40 personnes diabétiques. Déterminer un intervalle
de niveau 95 % du taux de personnes diabétiques dans la population.
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1. On ne connait pas la proportion théorique p dans la population et on
40
400
un intervalle de confiance qui est demandé.

2. L’intervalle de confiance de niveau 95 % du taux de personnes diabétiques
dans la population est :

1 1
{0,1 \/m ;0,14 \/m
3.0na N =30. Puisque p <0,5, seule la condition Np =5 doit étre véri-
fiée.
Les conditions doivent étre vérifiées pour toutes les valeurs p de I'intervalle.
La plus petite valeur de p est 0,05 : Np=400x0,05= 5, I’estimation est
donc valide.

connait la fréquence observée f = =0,1 dans I’échantillon : c’est bien

=[0,05:0,15].

3. Lien entre la taille de l'échantillon
et la précision de l'intervalle

11 s’agit de déterminer la taille N de 1’échantillon alors que I’intervalle est
connu.

1. Calculer le centre de I'intervalle : dans le cas d’un intervalle de fluctuation,
ce centre est la proportion théorique p dans la population ; dans le cas d’un
intervalle de confiance, ce centre est la fréquence observée f dans 1’échan-
tillon.

2. En déduire le rayon de 'intervalle.

3. Calculer le rayon de I'intervalle.

4. Résoudre 1’équation, d’inconnue N, avec les données de I’énoncé.

EXEMPLE : L’intervalle de confiance de niveau 95 % du taux de personnes qui
fréquentent régulierement une bibliotheque dans une population donnée est
[0,150,25]. Quelle taille d’échantillon a permis d’obtenir ce résultat ?

1. La fréquence observée est le centre de I'intervalle : f =0,20.

2. Le rayon de I'intervalle est 0,25—-0,20=0,05.

3. C’est un intervalle de confiance : le rayon est L

4. On résout I’équation, d’inconnue N : VN

L _0,05 /N =20 N =400

NG

‘ e En utilisant la version plus compliquée de lintervalle de confiance, on
trouve 256 qui est un résultat nettement différent. La formule simple, bien que
plus souvent employée, est parfois trés imprécise.
® Dans les formules des intervalles de fluctuation ou de confiance, le rayon est

inversement proportionnel a la racine carrée de N : si la précision est divisée par
2, alors N est multiplié par 4.
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EXERCICES D’APPLICATION

GAUCHERS | % | 15 min |» P. 263

On considere qu’en France, il y a 12 % de gauchers. En utilisant un intervalle de
fluctuation de niveau 95 %, a combien de gauchers peut-on s’attendre :

1. dans un lycée de 1 200 éleves ?

2. dans le groupe des éleves de terminale, composé de 300 éleves ?

3. dans une classe de 32 éleves ?

ﬂ VERRES ABIMES | * | 10 min |» P. 263|

Une usine fabriquant des verres constate que la chaine de production et d’embal-
lage est responsable de 2 % d’anomalies. 800 verres sont livrés dans un magasin.
Au risque de 5 %, a combien de verres abimés peut-on s’attendre dans ce maga-
sin ?

B CHANGEMENT DE PRECISION | * | 5min |» P. 263

Avec un échantillon de 900 personnes, on a obtenu un intervalle de fluctuation de
niveau 95% : [0,08; 0,12].
Quelle taille d’échantillon faut-il pour obtenir [0,095 ; 0,105] ?

‘ La fréquence théorique p est le centre de lintervalle de fluctuation.

TAILLE DE L’ECHANTILLON | %% | 15 min | » P. 264

On suppose que, dans la population des jeunes adultes, 20 % des individus ont de
I’acné. Combien de sujets doit-on choisir au hasard dans cette population pour
avoir 95 % de chances qu’il y ait entre 10 % et 30 % de personnes atteintes d’acné
dans I’échantillon ainsi constitué ?

‘ On cherche la valeur de N, connaissant lintervalle de fluctuation de niveau
95 %. La vérification des conditions de validité se fera donc apres le calcul.
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B} oissite | % | 15 min |» P. 264

1. Un échantillon de 500 personnes est extrait au hasard d’une population donnée.
On observe sur I’échantillon 50 personnes diabétiques. Déterminer un intervalle
de confiance du taux de prévalence (c’est-a-dire la fréquence de la maladie) du
diabete dans la population, au risque de 5 %.

2. Dans un autre échantillon, de taille 100, on observe la méme fréquence de
personnes diabétiques.

Les conditions sont-elles vérifiées, pour un risque de 5 % ?

3. On suppose que les conditions sont respectées. Que peut-on dire de la précision
de I'intervalle de confiance lorsque la taille de I’échantillon est multipliée par 4 ?

[ 6 Y | %% | 15 min |» P. 265|

A chaque question, une seule réponse est exacte.

1. Dans une population, on compte 28 cas d’'une maladie M dans un échantillon
de 400 personnes. L'intervalle de confiance de niveau 95 % de la proportion
d’individus atteints de la maladie dans la population est :

a. aucune estimation n’est possible. b. [0,05;0,09] ¢. [0,02;0,12]
2. Quelle taille d’échantillon permettrait d’obtenir I’intervalle [0,06 ; 0,08] avec
la méme fréquence observée ?

a. 80 b. 2 000 c¢. 10 000

3. Les autorités sanitaires de cette population ont émis 1’hypothese que le taux de
personnes atteintes de cette maladie dans la population est de 2,5 %. Que peut-on
conclure des observations dans 1’échantillon de la question 1 ?

a. Cette hypothese n’est pas rejetée.

b. Cette hypothese est rejetée avec un risque d’erreur de 5 %.

c. La taille de I’échantillon est trop faible pour conclure.

ELECTIONS PRESIDENTIELLES | ** | 10 min |» P. 265|

Avant le deuxiéme tour des élections présidentielles, on souhaite effectuer un
sondage pour connaitre les chances des deux candidats. La proportion de votants
pour chaque candidat est supposée proche de 50 % et toutes les personnes inter-
rogées sont supposées répondre en faveur de I’un ou I’autre des candidats. On
veut atteindre une précision de plus ou moins 0,02 dans un intervalle de confiance
de niveau 95 %.

Quel nombre de personnes interrogées permet d’atteindre cet objectif ?

On effectuera les calculs avec les deux intervalles de confiance donnés dans le
cours.

©
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ﬂ REGLE DE DECISION | %% | 10 min |» P. 265|

Un journaliste affirme que, dans la population des lycéens, 80 % des éleves décla-
rent envoyer au moins un texto par jour pendant les heures de cours. Un profes-
seur qui n’en croit pas ses yeux décide de tester cette affirmation. Pour cela, il
constitue un échantillon de taille 100 représentatif de cette population. Il compte
exactement 58 éleves qui font cette déclaration. C’est déja beaucoup trop, mais
peut-il mettre en doute I’affirmation du journaliste ?

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

ﬂ FUMER TUE (kx| 45 min |» P. 266 |

Dans une population, on considere que la proportion de non-fumeurs est
p=0,7.

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de non-fumeurs dans un échan-
tillon de » =100 personnes.

1. Quelle est la loi de X ?

2. A1’aide d’un tableur, déterminer le plus petit entier a tel que P (X=<a)>0,025
et le plus petit entier b tel que P (X < b) =0,975.

3. En déduire un intervalle de fluctuation de niveau 95 % de la fréquence obser-
vée dans I’échantillon.

4. Comparer avec les intervalles (p=0,7)

[p—%;p+%} et {p 196,/1’( ), +196,11"(1 p)}

5. Dans ce groupe de 100 personnes, on trouve une fréquence f =0,65. Que
peut-on dire de I’hypothese initiale affirmant que p=0,7 ?

6. On admet que si n =30, np =5 et n(1—p) =15, alors on peut approcher la
loi binomiale %(n ; p) par la loi normale N (np ;np(l— p)) (cela signifie que
I’on peut remplacer une loi par une autre, les erreurs de calcul commises étant
faibles ou négligeables).

Quelle est la loi normale que I’on peut utiliser ?

7. En utilisant cette loi normale, déterminer les valeurs x; et x, telles que
P(x; < X < x,)=0,95. Conclure.
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4 2. Utiliser la formule =LOIBINOMIALE(...;100;0,7;7) avec les valeurs de 0 a
100 a la place des pointillés.

3. Voir le résultat rappelé dans le cours.
4. Vérifier aussi les conditions d'utilisation de ces intervalles.

7. Voir chapitre précédent sur la loi normale si besoin. La conclusion attendue est
une comparaison du résultat obtenu avec les intervalles trouvés dans les ques-
tions précédentes.

PRISE DE DECISION | %% | 30 min |» P. 266

On considere que dans la population d’une grande ville donnée, 15 % des enfants
entrant a I’école élémentaire ont des difficultés scolaires. Un directeur d’école est
surpris par le nombre important d’enfants en difficulté dans son établissement,
puisqu’il en a compté 25 sur un total de 120 éleves.

1. a. Déterminer I'intervalle de fluctuation de niveau 95 % de la proportion
d’enfants en difficulté scolaire dans un échantillon de taille 120.

b. Quelle est la fréquence d’enfants en difficulté observée par le directeur dans
son école ?

c. Que peut-on en déduire ?

2. Quelle taille d’échantillon faut-il choisir pour que la fréquence observée dans
la question 1b soit en dehors de I’intervalle de fluctuation ?

3. Représenter graphiquement le taille de I’échantillon en fonction de la borne
supérieure de I'intervalle de fluctuation de niveau 95 %.

‘ 3. Exprimer n en fonction de s, borne supérieure de Uintervalle. Représenter la
fonction obtenue sur ]0,15;0,30]. L'axe des ordonnées sera gradué de 0 a 1 500
environ.

SURBOOKING [X**| 45 min |» P. 267

Un vol Paris-New York est assuré par un Airbus A380 d’une capacité de
538 places. La probabilité qu’une personne confirme sa réservation et retire son
billet est notée p. On suppose que les comportements des voyageurs sont indé-
pendants les uns des autres. On note X, la variable al€atoire désignant le nombre
de personnes se présentant a I’embarquement. La compagnie fait du surbooking
(elle vend plus de billets qu’il n’y a de places, espérant ainsi remplir son appareil,
et comptant sur le fait que des voyageurs ne se présentent pas) et vend n billets.
Toutefois, si une personne se présente a I’embarquement et ne peut monter a bord
car toutes les places sont prises, celle-ci sera dédommagée.

~
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1. Déterminer la loi de X, .
2. On suppose que 0,5< p<0,95. Ecrire I'intervalle de fluctuation L, de

niveau 95 %, de %

3. Montrer que si I, est inclus dans [O : %} alors la probabilité¢ que le nombre

de personnes dépasse 538 est inférieure ou égale a 0,05.
4. Dans cette question, on suppose que p=0,9.
On souhaite maintenant déterminer la valeur maximale de n permettant que I

soit inclus dans [ ,%:l
a. Montrer que 0,97+0,6,/n =538 <0 (arrondir 1,96 2 2).
b. Résoudre cette inéquation en posant x = \/; , pour les valeurs de n supérieures

ou égales a 538.
c. Conclure.

2. Il s’agit seulement de citer Uintervalle donné dans le cours. T” représente

la proportion de gens ayant acheté un billet qui se présentent a l'embarquement.

4. a. Ecrire que la borne supérieure de lintervalle de la question 2 doit étre infé-
rieure ou égale a %

4. b. On obtient une inéquation du second degré, a résoudre pour n=538.

TAUX DE PREVALENCE D'UNE MALADIE | %% | 20 min |» P. 268

On veut connaitre la prévalence d’une maladie chronique M dans une population
donnée.

On extrait au hasard de cette population un échantillon d’effectif 64 et on observe
que 16 personnes ont la maladie M.

1. Déterminer un intervalle de confiance de la prévalence de M dans la popula-
tion, au risque de 5 %.

2. Méme question avec un échantillon de taille 400 et toujours avec la méme
fréquence observée.

3. Quelle doit étre la taille minimale de 1’échantillon si 1’on souhaite une étendue
de I'intervalle de confiance inférieure ou égale a 0,04, toujours au risque de 5 % ?
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MANGER DES POMMES | %% | 20 min |» P. 269

Un agriculteur propriétaire d’un tres grand verger vend ses pommes a une entre-
prise agro-alimentaire. Celle-ci lui impose que le diametre de ses pommes soit
compris entre 66 et 74 mm, mais admet qu’une petite partie des pommes aient un
diametre en dehors de cet intervalle. En reconduisant le contrat I’année suivante,
Ientreprise a spécifié que le taux de pommes ayant un diametre en dehors de
I'intervalle [66 mm ; 74 mm)] devait étre le méme que 1’année précédente.
L’agriculteur se souvient que I’année précédente, dans un échantillon de
400 pommes tirées au hasard de sa production, il avait compté 32 pommes ayant
un diametre non conforme.

Cette année, dans un échantillon de 250 pommes, il en compte 40.

1. Ecrire un intervalle de confiance de niveau 95 % du taux de pommes ayant un
diametre non conforme dans la production de 1’année précédente.

2. Ecrire un intervalle de confiance de niveau 95 % du taux de pommes ayant un
diametre non conforme dans la production de cette année.

3. Conclure.

‘ 3. La conclusion devra porter sur lintersection des deux intervalles de confiance.

LE 21 AVRIL 2002 | *% | 20 min |» P. 269

Quelques jours avant le premier tour de 1’élection présidentielle de 2002, un
sondage effectué sur un échantillon de taille 1 000 représentatif de la population
donne les résultats suivants :

e 135 ont déclaré leur intention de voter pour Jean-Marie Le Pen ;

© 170 ont déclaré leur intention de voter pour Lionel Jospin ;

195 ont déclaré leur intention de voter pour Jacques Chirac.

1. Ecrire les intervalles de confiance de niveau 95 % pour les pourcentages de
personnes ayant I’intention de voter pour ces candidats dans la population.

2. A combien de points peut-on estimer 1’erreur commise dans un tel sondage ?
3. Le résultat de ces trois candidats a été respectivement : 16,9 %, 16,2 % et
19,9 %. Commenter.
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EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

CALCUL DU RISQUE [x**| 15 min |» P. 270|

On utilise une version plus fine et plus générale de I’intervalle de confiance : avec
les conditions usuelles de validité, on dit que :

NN =

est I'intervalle de confiance de niveau 1— o de la proportion théorique p, ol u,,
désigne le nombre tel que P (—u, <U <u,)=1-0, lorsque U est une variable
aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.

Par exemple, avec o0 = 0,05, I'intervalle de confiance de niveau 95 % de p est :

196 [T0D 06 TN ar prss <y <1.99-095

Avec une fréquence observée f =0,25, on souhaite utiliser un échantillon de
900 personnes, et obtenir une étendue de I'intervalle de confiance égale a 0,04.
Quel est le risque consenti d’erreur (arrondi a 1 % pres) ?

‘ Le risque consenti de 'erreur est o.. Tout d’abord, appliquer la formule donnée
ci-dessus et trouver la valeur de u,,. Ensuite, a l'aide du tableur ou d'une calcula-
trice, déterminer o..

THYROIDE ANORMALE k| 20 min | » P. 270

1. On considere que 20 % des personnes dans une population donnée ont une
thyroide anormale. On étudie la présence d’une thyroide anormale dans un
échantillon représentatif de taille N.

Dans cette question, N =100. Quelle fréquence de thyroide anormale peut-on
approximativement attendre dans cet échantillon, au risque 5 % ?

2. Quelle est la plus proche valeur de la taille minimale N nécessaire pour obtenir
une amplitude de 'intervalle inférieure a 4 %, au risque 1 % ?

‘ Au risque 1 % signifie que 'on utilise, a la place de 1,96, la valeur x telle que
P(=x=U=x)=0,99, ou U est une variable aléatoire suivant une loi normale
centrée réduite. On utilisera un tableur ou une calculatrice.
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VERSION SIMPLIFIEE kx| 20 min | » P. 271]

Cet exercice propose de justifier la majoration permettant d’utiliser une version
simplifiée de I'intervalle de fluctuation.
1. Etudier la fonction f définie par f (x)=x (1—x) sur [0; 1].

2. Montrer que sur [0;1], \/x(1-x) <0,5.

3. En déduire que 1, 96,/ P (1 P ) 0 98 et conclure.
CONTROLE

FE] acm | k% | 20 min | » P. 271

Les questions sont indépendantes. A chaque question, une seule réponse est
exacte.

1. Un intervalle de confiance est d’autant plus étendu que :

a. le risque est grand.

b. la taille de I’échantillon est petite.

c. la fréquence observée est grande.

2. Si la taille de I’échantillon est multipliée par 4, alors I’étendue de I’inter-
valle de confiance est :

a. doublée. b. divisée par 2. c. divisée par 16.
3. Si le risque est doublé, alors 1’étendue de I'intervalle de confiance est :
a. doublée. b. divisée par 2. c. autre réponse.

4. Si les conditions pour écrire un intervalle de confiance sont réunies, alors
elles le seront toujours lorsque :

a. le risque augmente.

b. la taille de I’échantillon augmente.

c. la fréquence augmente.

ENQUETE | %% | 15 min |» P. 272|

Dans une population donnée, la proportion de familles qui possedent deux
voitures au moins est 0,7. Afin de réaliser une enquéte, on souhaite extraire un
échantillon de cette population. Quelle est la taille nécessaire de 1’échantillon
pour qu’il comporte entre 60 % et 80 % de familles possédant au moins deux
voitures, au risque 5 % ?

~
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Une enquéte est réalisée sur un échantillon de N arbustes plantés afin de déter-
miner la proportion d’arbustes qui survivent au premier hiver passé en terre.
La conclusion est : « I'intervalle de confiance de la fréquence d’arbustes qui
survivent a leur premier hiver est égal a [0,78 ; 0,94], au risque de 5 % ».

1. Quelle proportion d’arbustes ayant survécu a leur premier hiver a-t-on
observée dans I’échantillon ?

2. Quelle est la taille de 1’échantillon considéré ?

3. Si I’échantillon avait présenté la méme fréquence observée f en ayant un
effectif quatre fois plus grand, comment ’intervalle de confiance serait-il
modifié ?
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CORRIGES

GAUCHERS

1. La proportion théorique dans la population est connue : p=0,12. On a
N =1200, donc N >30, et Np=1200x0,12=144, donc Np>5 (p<0,5,
donc I’autre condition est automatiquement vérifiée), ce qui rend légitime I’ utilisation
d’un intervalle de fluctuation pour la fréquence f dans cet échantillon :

[0,12x0,88 . f0,12><0,88
[0,12—1,96 W,O,12+1,96 1200 }

En multipliant par 1 200, on peut donc s’attendre, avec un risque d’erreur de 5 %, a
un nombre de gauchers compris entre 122 et 166.

2. Si N=300, donc N >30, les conditions sont toujours remplies car
Np=300x0,12=36, donc Np>5. L'intervalle devient :

_ ’0,12><0,88 . [0,12x0,88
[0,12 1,96 300 ;0,12+1,96 ~ 300 }

En multipliant par 300, on peut donc s’attendre, avec un risque d’erreur de 5 %, a un
nombre de gauchers compris entre 25 et 47.

3.Si N=32,0na Np=3,84, donc Np <5 : cette condition de validité¢ n’étant pas
remplie, il n’est pas possible d’écrire un intervalle de fluctuation.

‘ 1. Les valeurs approchées au dixieme pres étant 121,9 et 166,1, la réponse est
donnée avec les nombres entiers compris dans cet intervalle.

[ 2 ] vERRES ABIMES

La proportion théorique dans la population est connue : p=0,02. On a N =800,
donc N > 30, et Np =800 0,02 =16,donc Np>5 (p <0,5, donc I’autre condi-
tion est automatiquement vérifiée), ce qui rend 1égitime 1’utilisation d’un intervalle
de fluctuation pour la fréquence f dans cet échantillon :

[0,02><0,98 . [0,02)<0,98
[0,02 1,96 W’O’02+1’96 800 }

En multipliant par 800, on peut donc s’attendre, avec un risque d’erreur de 5 %, a un
nombre de verres abimés compris entre 9 et 23.

‘ Les valeurs approchées au dixieme pres étant 8,2 et 23,8, la réponse est don-
née avec les nombres entiers compris dans cet intervalle.

CHANGEMENT DE PRECISION

Le centre de I'intervalle [0,08 ; 0,12] est 0,10 et son rayon est 0,02.

Lintervalle souhaité est [0,095; 0,105], toujours centré en 0,10 mais de rayon
0,005. Pour diviser le rayon par 4, on doit multiplier la taille de I’échantillon par 16.
Ainsi, la taille nécessaire de 1’échantillon est 14 400.

©
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TAILLE DE L’ECHANTILLON

11 s’agit d’écrire un intervalle de fluctuation puisque I’on connait la proportion théo-
rique dans la population (p = 0,2) et que I’on cherche la proportion observée dans
I’échantillon.

La taille de 1’échantillon est inconnue, donc on vérifie les conditions de validité apres
le calcul.

La fréquence f dans 1’échantillon est, au risque 5 %, dans I’intervalle :

[O 2x0,8 [0 2x0,8
,2—1, 22200 (0,241, ;}
|:O 96 N 0,2+1,96 N

On souhaite que cet intervalle soit [0,1; 0,3], intervalle de rayon 0,1.

2
i 1,964/% ~0.1 @N=0,2x0,8x(1(’)i16) ~61,5.

On prendra donc N =62.

On vérifie avec cette valeur de N les conditions de validité : on a N =30 et
Np=62x%x0,2=12,4,donc Np > 5.

L’autre condition est automatiquement vérifiée.

Ainsi, c’est bien avec N =62 que 1’on obtient I'intervalle de pari [0,1; 0,3].

DIABETE
50

1. Le taux de prévalence du diabete dans 1’échantillon est f =300 0,1. Si les

conditions sont vérifiées, on peut estimer p, fréquence de cette maladie dans la popu-
lation. Au risque de 5 %, p se situe dans I’intervalle de confiance de niveau 95 % :

1 1

0,1 \/ﬁ 30,1+ \/ﬁ
En prenant la borne inférieure de I’intervalle, on vérifie les conditions :
Np =500x0,055>5.
(p <0,5, donc I’autre condition est automatiquement vérifiée.)
L’estimation réalisée est valide, on peut dire que le taux de prévalence du diabete dans
la population est compris entre 5,5 % et 14,5 %.
2. Avec N =100, la borne inférieure de I’intervalle de confiance de niveau 95 % est
égale a 0. Les conditions ne sont pas vérifiées : I’estimation est impossible a réaliser
avec cette taille d’échantillon.

~[0,0550,145].

3. La précision de I'intervalle est aussi son rayon. Ce rayon est égal a L Si N est
multiplié par 4, la précision est divisée par 2. VN

‘ 1. On effectue la vérification avec la borne inférieure de lintervalle car c’est
avec cette valeur que le produit Np est le plus petit.
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28

1. Réponse c¢. La fréquence observée dans la population est f = 100 0,07.

Lintervalle de confiance est [0,07—0,05; 0,07+0,05] =[0,02; 0,12].
Vérification : Np = 400x 0,02 =8 > 5. L’estimation est valide.
2. Réponse c. Le rayon de I’intervalle de confiance est 0,01, d’ou :

L _0,01N=10000.

N

Inutile d’effectuer une vérification : I’estimation étant valide avec N =400 (ques-
tion 1), elle I’est aussi avec une plus grande valeur comme 10 000.

3. Réponse a.

Puisque 2,5 % appartiennent a I’intervalle de confiance [0,02 ; 0,12] trouvé dans la
question 1, cette hypothese ne peut étre rejetée.

ELECTIONS PRESIDENTIELLES
La fréquence observée est f =0,5. Le rayon de I'intervalle est 0,02.

Avec la formule simple, le rayon est L.

N

. 1 1
On résout I’équation : — =0,02 & N = =2500.
. JIN 0,022
1- .
Avec la formule complete, le rayon est 1,96 f( N /) . On résout I’équation :

0,5(1-0,5) _(1,96\? _
1,96,/T—0,02@N—(m) %0,25=2401.

On vérifie les conditions de validité avec la plus faible valeur trouvée (car si I’estima-
tion est valide avec cette valeur, elle le sera aussi pour une valeur plus grande).

La borne inférieure de I’intervalle est 0,48 : 2 401x 0,48 > 5.

Les deux résultats sont valides : on trouve qu’il faut interroger 2 500 personnes pour
atteindre cet objectif avec la premiere formule, 2 401 avec la seconde.

REGLE DE DECISION

Les conditions étant vérifiées (on a bien N =30, Np =5 et N (1— p) =5), on écrit
un intervalle de fluctuation de niveau 95 % :

1 1
[0,8 \/ﬁ ;0,8 + \/m
Puisque 58 % est en dehors de cet intervalle, on rejette I’hypothese d’une proportion
de 80 % des lycéens qui envoient des textos pendant les heures de cours.
Ainsi, on peut mettre en doute I’affirmation du journaliste, au risque 5 % de se
tromper.

=[60 % ; 80 %].
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[ 9] FumeR TUE

1. Une personne de cet échantillon étant un fumeur ou pas, et le cas d’une personne
n’ayant aucune influence sur les autres, le nombre de personnes non-fumeurs suit une
loi binomiale de parametres 100 et 0,7.

2.On trouve a =61 et b=179.

3. Lintervalle de fluctuation de niveau 95 % de la fréquence observée dans I’échan-

tillon est [ﬂ ; 2}, s0it [0,61;0,79].
n n

4. {P—ﬁ;lﬂ‘ﬁ}:[OJ—\/fm; \/W} [0,6; 0,8] est un intervalle

légerement moins précis.

{p—l,%,/@;p+1,96,/@}[0,6102;0,789 8] est trés proche,

on peut le considérer comme identique a I’intervalle trouvé a la question 3. On peut
utiliser ces deux intervalles car n=100, donc n>30 et n(l-p)=30, donc

n(l—p)>5.

5. Puisque 0,65 est dans I'intervalle de fluctuation de niveau 95 %, on ne rejette pas
I’hypothese.

6. Les conditions ont déja été vérifiées, donc on peut utiliser la loi normale de
moyenne 70 et d’écart-type \/ﬁ .

7. D’apres le cours, x, est €gal a la moyenne a laquelle on dte 1,96 fois I’écart-type
et x, est €gal a la moyenne a laquelle on ajoute 1,96 fois I’écart-type.

Ainsi, x; =70-1 96><\/7 = 61,02 et x, =70+1,96% /21 = 78,98. En divisant
par 100, on retrouve bien les mémes fréquences que dans les questions précédentes.
L’approximation de la loi binomiale par la loi normale est donc tres bonne.

PRISE DE DECISION

1. a. La taille de I’échantillon dépasse 30 et 120x0,15=5 : les conditions sont
vérifiées, on peut écrire I'intervalle de fluctuation de niveau 95 % pour la fréquence
observée dans un échantillon de taille 120.

_ 10,15%0,85 . [0,15%0,85 - .
[0,15 1,96 10 ;0,15+1,96 0 } [0,086;0,214].

b. La fréquence observée est égale a i 250 =0,208.

c. On constate que cette fréquence observée est dans 1’intervalle déterminé plus haut.
Ainsi, selon les regles de décision usuelles, on conclut qu’il n’y a pas lieu de rejeter
I’hypothese d’une proportion de 15 % d’enfants en difficulté scolaire dans cette ville,
ni de considérer que cette école n’est pas représentative de la population de cette ville.
2. La proportion de 20,8 % observée est en dehors de Iintervalle si, et seulement si :

0,15+1,96 213%0.85 g 505 oy [©:15X085 0,058
n n 1,96

& fn>J0.15%0.85 OIT9568(:)n>1456

La taille de I’échantillon doit donc étre supérieure ou égale a 146.
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3. En notant s la borne supérieure de I'intervalle, on a : 0,15+1,96, | % =6

1,96 )2 0,489 804
s=0,15)  (5-0,15
La représentation graphique de la fonction sur I'intervalle ] 0,15 ; 0,30] est :

Dol n=0,15><0,85(

M“

0,15 0,2 0,25

En pointillés, on retrouve les valeurs calculées dans les questions précédentes : a une
borne supérieure égale a 0,208, il correspond une taille d’échantillon de 146.

SURBOOKING

1. X,, suit une loi binomiale de parametres 7 et p.
2.Comme n =30, np =5 et n(1— p) =5, on peut écrire I'intervalle de fluctuation
de niveau 95 % :

1= p196 20 0601

3. Si I, est inclus dans [O ; %}, alors la probabilit¢ que X, dépasse 538 est infé-

rieure ou égale a la probabilité que —* n’appartienne pas a I, . Cette probabilité étant
n

proche de 0,05, on peut dire que la probabilité que X, dépasse 538 est inférieure ou
égale a 0,05.

4.a.Si I estinclus dans [O ; %}, alors la borne supérieure de I, est inférieure ou
égale a ﬁ
n

On obtient : p+1,96 @ = % Avec p=0,9 et en remplacant 1,96 par 2,

cela donne :
+0,9%0,1
0,942 2X0L 538 9,1 0,6/m—538=<0.

o

©

y 7

Fluctuation d’échantillonnage et estimation

267



268

b. L’inéquation a résoudre est 0, 9x2+0,6x—538=<0, en posant x = \/; .

Le discriminant du trinéme du second degré est A= 0,62 —4x0,9%(-538)=1937,16,
et les deux racines sont approximativement : —24,8 et 24,1. On en déduit le signe du
trindbme :

X —24,8 24,1

0,9x%2+0,6x—538 v - +

Puisque 24,12 = 580,8, on en déduit le signe de 0,9n+0,6\/;—538, pour
n=538.

n 538 580,8

0,9n+0,64/n —538 = +

Les solutions de I’'inéquation 0,91+ 0, 6\/; —538 =< 0 sont les entiers compris entre
538 et 580.

c¢. La compagnie pourra donc vendre 580 billets pour son avion de 538 places. Dans
ce cas, la probabilité que le nombre de passagers se présentant a I’embarquement
dépasse la capacité de I’avion est inférieure a 5 %.

TAUX DE PREVALENCE D’'UNE MALADIE

1. On connait la fréquence dans 1’échantillon, f = 0,25, et on cherche a estimer la
proportion théorique dans la population. La premiere condition est vérifiée : la taille
de I’échantillon est supérieure a 30. Si les autres conditions sont vérifiées, I’intervalle
de confiance de niveau 95 % du taux de prévalence de M dans la population est :

| 1 |_
{f—ﬁ,f—kﬁ}—{o,% \/7 025+\/7} [0,125;0,375].

Maintenant, on vérifie les deux autres conditions : avec la borne inférieure de 1’inter-
valle, on obtient 64 x0,125=5.

L’autre condition est automatiquement vérifiée car ces fréquences sont inférieures a
0,5.

2. Seul N =400 est a modifier :

{f_L; f+¢H }

JN TN J_ J_
Les vérifications sont inutiles : 1’estimation étant valide pour N = 64, elle I’est aussi
pour un échantillon plus grand.

[0,2:0,3].

3. Le rayon de I'intervalle de confiance est L, et son étendue est L
N JN
2 _ 2
£ < 4 =_"_oSN=2 .
~ 0,04 = 0’04@ 500

NG

La encore, inutile de vérifier les conditions de validité.
C’est avec un échantillon de taille 2 500 au moins que 1’on obtiendra une étendue
inférieure ou égale a 0,04.
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MANGER DES POMMES

32
400 =0,08.
La taille de 1’échantillon dépasse 30. Si, a posteriori, les conditions sont vérifiées,
I’intervalle est :

;0,08 +

{0,08 N0l 00
Avec la bome 1nfeneure de I'intervalle, on vérifie les conditions : Np =400x0,03=5.
Ainsi, ’estimation est valide : le taux de pommes en dehors des normes spécifiées
dans toute sa production de 1’année précédente était compris entre 3 % et 13 %, au
risque de 5 % de se tromper.

1. La fréquence observée I’année précédente est f; =

} [0,03:0,13].

40
250
La taille de 1’échantillon dépasse 30. Si, a posteriori, les conditions sont vérifiées,

I’intervalle est :

e
Avec la borne inférieure de I'intervalle, on vérifie les conditions : Np =250x0,10=5.
Ainsi, ’estimation est valide : le taux de pommes en dehors des normes spécifiées
dans toute la production de cette année est compris entre 10 % et 22 %, au risque de
5 % de se tromper.

3. Les deux intervalles ne sont pas disjoints (leur intersection est [10 % ; 13 %]), on
ne peut donc pas conclure a une différence significative, au risque de 5 %, entre les
taux de pommes en dehors de I'intervalle spécifié dans les productions de 1’année
précédente et de cette année.

2. La fréquence observée cette année est f, = =0,16.

=[0,10;0,22].

‘ Cette méthode permet de comparer deux fréquences théoriques dans une ou
plusieurs populations, sans connaitre leurs valeurs. Il suffit juste d'utiliser deux
échantillons représentatifs.

LE 21 AVRIL 2002
1. La taille de I’échantillon est 1 000, elle est supérieure ou égale a 30.

Les trois intervalles de confiance de niveau 95 %, sous réserves de vérifications,
sont :

1 I
0.135— 0,135+ |=[10,3%:16,7 %].
J1000 Vo] =L ]
! L |=13.8%:20,2%].
0= o0 ° 1000
0.195-—L 10,195+ L |=[16,3%:22.7 %].
J1000 1000
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Pour les vérifications, on prend la borne inférieure la plus petite : 1 000 0,103 = 5.
Les trois estimations sont donc valides.

2. Lerreur commise est la méme dans les trois intervalles. Puisque =~ (0,032,

1

/1000
soit environ 3,2 %, la valeur en pourcentage est assortie d’une erreur de trois points.
Cela revient a dire qu’il y a une probabilité de 0,95 que les valeurs réelles des inten-
tions de vote dans la population soient a moins de trois points des valeurs observées
par le sondage.
3. Le résultat est cohérent avec les intervalles de confiance pour deux candidats
(L. Jospin et J. Chirac), mais pas pour le troisieme (J.-M. Le Pen). Le résultat de ce
dernier est légerement au-dessus de la borne supérieure de I’intervalle de confiance
lui correspondant. Un intervalle de confiance et sa marge d’erreur de trois points dans
ce type de sondages sont écrits avec un niveau de confiance, c’est-a-dire avec un
risque d’erreur.

CALCUL DU RISQUE

L’étendue de I'intervalle est 2u,, f (1]\; 1)) .
En utilisant les données, on résout I’équation :

0,25(1-0,25)
o 900
Cette valeur correspond a un risque consenti d’erreur o tel que :
P(-1,386 <U <1,386)=1-a.

Dans un tableur, la formule = LOLNORMALE.STANDARD (1,386) donne la
probabilité¢ P (U < 1,386). On obtient donc o = 0,166 avec la formule :
=2%(1-LOLNORMALE.STANDARD (1,386)). Ainsi, le risque consenti
d’erreur pour obtenir cet intervalle de confiance est environ 16,6 %.

2u =0,04 < uy =1,386.

THYROIDE ANORMALE

1. La proportion théorique dans la population est connue : on a p=0,20. Avec un
échantillon de taille N =100 > 30,ona Np=100%x0,20=20=5 (p <0,5, donc
I’autre condition est automatiquement vérifiée), ce qui rend légitime 1"utilisation d’un
intervalle de fluctuation pour la fréquence f dans cet échantillon :

[0,2x0.8 . [0,2x0,8]_ _
[0,2—1,96 =005 0:2+1.96\ =50 }—[0,1216,0,2784].

On peut donc s’attendre, avec un risque d’erreur de 5 %, a une fréquence de thyroide
anormale comprise entre 12 % et 28 %.

2. Au risque 1 % signifie que I’on n’utilise plus 1,96 dans la formule de I'intervalle
de fluctuation. On cherche alors la valeur de x telle que P (—x < U < x)=0,99, ou
U est une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. Un tableur ou une
calculatrice donne x = 2,58 environ. L’amplitude (c’est-a-dire deux fois le rayon) de

I’intervalle de fluctuation est donnée par la quantité 2 x 2,58, [ %
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On souhaite que cette amplitude soit inférieure ou égale a 0,04, d’ou I’inéquation :

0,2x0,8 _ 0,16 _ 0,04 0,16<(0,04)2
2><2,581/—N <00Me [ BP S T esP < (o

5,16\
= == |
SN 0,16(0,04)
A I’aide de la calculatrice, on conclut que la taille de 1’échantillon doit étre supérieure

a2 663 pour que I’amplitude de I'intervalle soit inférieure a 4 %, au risque de 1 %.

VERSION SIMPLIFIEE

1. Pour tout x dans [0; 1], f(x)=x—x2, donc f’(x)=1—2x.Ona f’(x) positif
sur [0 0,5] et négatif sur [0,5; 1]. Par conséquent, f est croissante sur [0 ; 0,5] et
décroissante sur [0,5; 1].

2. fadmet un maximum en 0,5 et f (0,5) =0, 25. Donc, en accord avec les variations
trouvées dans la question 1, lorsque x est dans [0 ; 1], ona f(0,5) < 0,25.

Dot /x(1-x) <0,5.

/ — (1=
3. On remarque tout d’abord que 1,96 M =1l 96M.
N \/ﬁ

, ce qui donne la majoration

Onadoncl,96mg1’961,96x0,5

N JN
1,96ms0’98<L.
W W

C’est pourquoi on peut simplifier ces écritures avec —, ce qui donne un intervalle
N

plus large que les valeurs se trouvant dans 1’encadrement précédent, et donc moins
précis. Le mérite de cette approximation est de disposer d’une expression beaucoup
plus simple & manipuler et a retenir.

acM

1. Réponse b. La réponse a est fausse : un intervalle de confiance est d’autant plus
étendu que le risque est petit (en raisonnant avec du bon sens et sans formules mathé-
matiques, on diminue le risque pris au détriment d’une bonne précision sur I’inter-
valle).

La réponse b est exacte : N est au dénominateur dans la formule, donc s’il diminue,
I’étendue de I'intervalle augmente.

La réponse c est fausse : les variations de 1’étendue selon les valeurs de f ne sont pas
faciles a prévoir.

2. Réponse a. Si N est multiplié par 4, alors sa racine carrée est multipliée par 2.
Comme cette racine carrée est au dénominateur, 1’étendue de I’intervalle de confiance
est multipliée par 2.

3. Réponse c. Le lien entre le risque et 1’étendue est complexe, il se comprend en
étudiant la loi normale (voir chapitre précédent).
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4. Réponse b. La réponse a est fausse : si le risque augmente, I’échantillon se réduit.
Les conditions pourraient ne plus étre vérifiées lorsque la fréquence observée f est
supérieure a 0,5, c’est-a-dire quand on effectue la vérification avec la borne supé-
rieure de I’intervalle.

La réponse b est exacte : la vérification se fait avec le calcul de Np ou N (1—p) ; si
les conditions sont vérifiées et si N augmente, elles seront toujours vérifiées.

La réponse c est fausse : si p augmente, 1 — p diminue. Ainsi, la valeur de Np aug-
mente mais celle de N (1 p) diminue et pourrait devenir inférieure a 5.

ENQUETE

11 s’agit d’écrire un intervalle de fluctuation puisque I’on connait la proportion théo-
rique dans la population (p =0,7) et que I'on cherche la fréquence observée dans
I’échantillon.

Dans cet exercice, la taille de I’échantillon est inconnue, donc on ne vérifie les condi-
tions de validité qu’apres le calcul. La fréquence f dans I’échantillon est, au risque
5 % de se tromper, dans I’intervalle :

0,7x0.3 0.7x0.3
71,96,/ 27203 ¢ 7.1 96,/ % 7¥0. }
[0 96\ = 1 0.7 +1,96,/ =

On souhaite que cet intervalle soit [0,6; 0,8], intervalle de rayon 0,1.

2
i - 1,964/% =O,1(:)N=O,7><0,3x(%) ~80.7.

On prendra donc N =81.

On vérifie avec cette valeur de NV les conditions de validité : on a bien N supérieur a
30et N(1-p)=81x0,3>5.

L’autre condition est automatiquement vérifiée.

Ainsi, c’est bien avec N =81 que I’on obtient Iintervalle de pari [0,6; 0,8].

ARBUSTES PLANTES
1. L’intervalle est centré sur la fréquence observée : f =0,86.
2. Le rayon de I'intervalle est 0,94 — 0,86 =0,08.

Dans la formule de I'intervalle de confiance de niveau 95 %, ce rayon est L On
e ¢ N
résout 1’équation :

L _0.08eN=—1_=156,5.

JN 0,082

Vérification des conditions de validité du résultat : on a bien N supérieur a 30 et
156x(1-0,94)=5.

La taille de I’échantillon considéré pour conclure a cet intervalle de confiance est
donc 156.

3. Avec un effectif quatre fois plus grand, le rayon de I'intervalle est divisé par 2. Il
était de 0,08, il devient donc 0,04. Ainsi, l'intervalle de confiance devient
[0,82;0,90].
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B® DEFINITIONS

1. Notion de matrice

Un tableau rectangulaire de nombres s’appelle une matrice.

EXEMPLE : M=| > _
02,5 4

Elle comporte deux lignes et trois colonnes.

Sa dimension est 2 X 3.

Une matrice comportant autant de lignes que de colonnes est dite carrée.

] est une matrice.

EXEMPLE : La matrice (_31 8) de dimension 2 X 2 est une matrice carrée.

2. Vecteur

e Une matrice comportant une seule ligne s’appelle un vecteur ligne.

EXEMPLE: A =(2 3 5) est un vecteur ligne.
e Une matrice comportant une seule colonne s’appelle un vecteur colonne.

EXEMPLE : B= (5

2) est un vecteur colonne.

Ei¥ REGLES DE CALCUL

1. Somme de deux matrices

On peut additionner deux matrices de méme dimension.
On ajoute les nombres qui ont la méme position.

(5 43 (1 3 6
EXEMPLE : Avec A_[O 25 4JetB—[2 0.75 _4J,

napo[3t] —4+3 346 | _(6 -19
ona 1042254075 4+(=4)| |2 3250/
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2. Produit d'un réel par une matrice

On peut multiplier un réel par une matrice en multipliant chaque nombre de la
matrice par ce réel.

Avec A = 5 -43
EXEMPLE : Avec A =| 2.5 4

2X5 2x(—4) 2><3j_(10 -8 6)

L0 5 8

OnazA:(zxo 2%2.5 2x4

3. Produit de deux matrices

On peut effectuer le produit d’une matrice A par une matrice B si le nombre de

colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.
) ffectuer le produitde A=| - ° |parB=[> - & 3
EXEMPLE : On peut effectuer le produit de A=), , | par B= 0 2.5 4 car

A possede deux colonnes et B deux lignes.
On utilise la disposition pratique suivante :

5[-4]3
(B) 0254
(A) (AB), soit J
1 3V~—>m ...
24\ o
aveem = 1xX(—4)+3x25=—-4+75=35.
5 3,5 15]

On obtient AB = {10 > 1

‘ En général, AxB#BxA. Sur l'exemple précédent, on peut calculer AxB,
mais B x A n’existe méme pas car B possede trois colonnes et A seulement deux
lignes.

i} RESOLUTION DE SYSTEMES

1. Matrice identité

100

Les matrices carrées ( 0 lj et|0 1 0] s’appellent des matrices identités.
001

Une matrice identité se note 1.

Si A et I sont deux matrices carrées de méme dimension, alors Al = IA = A.
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2. Inverse d'une matrice

Soit A une matrice carrée.

S’il existe une matrice carrée B telle que AB=BA =1, alors la matrice A est
dite inversible et B est la matrice inverse de A.

Cette matrice inverse de A se note A~

avee a| 24 aor (03 =04 _
EXEMPLE : Avec =213 ,ona = 0,1 0’2 ,carona:

2 4103 -04 0,3 -0,4) 2 4 10
(—1 3)(0,1 0,2 ]=(0,1 0,2 )(—1 3){0 1)'
3. Résolution d'un systéme
Soit A une matrice carrée inversible, X et B deux vecteurs colonnes tels que
AX =B.
On a alors X = A~'B.
Cela permet de résoudre des systemes d’équations.
2x+4y=2
-x+3y=—-11

2 4 X 2
avec A_[—l 3J,X—(y), B—(_llj.

La solution est X = A~!B, soit X =(_52

EXEMPLE : Le systéme { correspond a AX =B

), c’est-a-dire x =5et y=—2.
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SAVOIR-FAIRE

1. Calculer le produit d'une matrice
par un vecteur colonne

1. Pour chaque ligne de la matrice, on calcule la somme des produits des
termes de la ligne pris de la gauche vers la droite par les termes respectifs du
vecteur colonne pris du haut vers le bas.
2. Le résultat est un vecteur colonne.
2 3
EXEMPLE : Soit la matrice A =[5 —4 | et le vecteur colonne X = (_41).
7 2

Calculer AX.

1. Pour la premiere ligne, on a: 2x4 +3x(—1)=5.
Pour la deuxieme ligne, on a : 5xX 4+ (- 4)x (—1)=24.
Pour la troisieme ligne, ona: 7x4 +2 X (—1)=26.

5
2. Le résultat est le vecteur colonne | 24 |.
26

2. Déterminer linverse d'une matrice carrée
a l'aide d'une calculatrice

1. Utiliser le menu matrice de la calculatrice pour :

— sélectionner le mode édition ;

— définir les dimensions n X n de la matrice ;

— introduire les termes de la matrice.

2. Utiliser le menu de la calculatrice pour faire afficher I’expression [nom],
puis la touche x~1, et valider pour obtenir I’inverse de la matrice.

124
EXEMPLE : Enmettant| 1 3 9 |dans la matrice A d’une calculatrice, en effec-
222
-3 1 1,5
tuant le calcul A-1, on obtient| 4 —1,5 —1,25 | comme matrice inverse.
-1 5 0,25
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3. Résoudre un systéme d'équation a l'aide de matrice

Pour résoudre un systeme linéaire de n équations a n inconnues :

1. on écrit une matrice carrée A de dimension n X n qui contient les coeffi-
cients des n inconnues dans les n équations ;

2. on écrit un vecteur colonne B de dimension n X1 avec les valeurs
constantes des membres de droite ;

3. on calcule le vecteur colonne A~!. A=1B représente la solution du systeme.

4x+7y=13

EXEMPLE : Résoudre le systeme , d’inconnues x et y.
3x+5y=-8

l.et2.0 A—47 tB= 13
-et2.0npose A=| 5 jetB=| ]

N -5 7 _
3. A I’aide d’une calculatrice, ona A~! = et ATIB= 121 )
3 -4 71
La solution (x ; y) est (— 121 ; 71).

4. Déterminer une fonction polynome

a l'aide d’un systéme
Pour déterminer les n coefficients d’un fonction polyndme en connaissant n
conditions :
1. on écrit chacune des n conditions sous forme d’une équation et on forme
un systeme avec ces n équations ;
2. on résout ce systeme (voir le savoir-faire 3) ;
3. on conclut.
EXEMPLE : Déterminer I’expression algébrique de la fonction trindme
fixr>ax?+bx+c vérifiant les conditions suivantes : f(1)=3,
f@)=1det f(-1)= —-17.
1. La condition f(1) =3 s’écrit :
ax124+bx1l4+c=3, soita+b+c=3.
fQ)=14 donne 4a+2b+c=14 et f(—-1)=—T7T donne a—b+c=-17.

a+ b+c=3
On a donc a résoudre le systeme \4a+2b+c=14 .
a— b+c=-7

1
2.0npose A=|4
1 -7

1 3

1, X=|14 .Parcalcul,onaA‘le{ ]
-1 1 -4
Soita=2,b=5¢etc=-4.
3. L'expression algébrique de fest f(x)=2x2+5x—4.
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EXERCICES D’APPLICATION

nVOCABULAIRE | * | 5min |» p. 288|
25

Soit la matrice A=| -1 7 |.
11 8

1. Quel est le nombre de la troisieme ligne et de la premiere colonne ?
2. Ou se situe le nombre 5 ?
3. Quelle est la dimension de cette matrice ?

‘ Dans la dimension d'une matrice, on commence par le nombre de lignes.

ﬂ ECRITURE D’'UNE MATRICE | * | 5min |» p. 288

Ecrire la matrice B de dimension 3x3 dont la premiere ligne comporte les
nombres 1, 2 et 3 dans cet ordre. Chaque nombre des deux autres lignes est égal
au carré du nombre situé au-dessus de lui.

ﬂ CALCULS SUR DES MATRICES | % | 12 min |» . 288|
Soit les d ces A=| L 2 ]etB=|® ]

oit les deux matrices = 57 et B= 4 7 |

1. Calculer A + B.

2. a. Calculer 3A et — 2B.
b. En déduire 3A — 2B.

‘ 1. Pour additionner deux matrices, on additionne les nombres qui ont la méme
position.

2. b. Utiliser les résultats de la question précédente.

PRODUIT D'UNE MATRICE
PAR UN VECTEUR COLONNE | * | 10 min |» P. 289

2 -4
Soit la matrice A = ( s 9 ] et le vecteur colonne B = (_23)

1. Calculer manuellement AB.
2. Peut-on calculer BA ?

‘ 1. Revoir le savoir-faire 1.
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IE} ProDUIT DE DEUX MATRICES | % | 10 min |» p. 289
Soit les d N el e
o1t les deux matrices = 57 et B= 4 7 |

1. Calculer manuellement AB.
2. A-t-on BA = AB ? Justifier la réponse en utilisant la calculatrice.

‘ 1. Revoir la disposition pratique dans le cours.

ﬂ MATRICES TELLES QUE BA = AB | % | 15 min |» p. 289

Soit les d tri wsa=|2 e[ 3
o1t IeS deux maltrices carrees = 5 7 et = 5 _2 .

1. a. Calculer AB. Comment nomme-t-on le produit ?
b. Vérifier que BA est égal a AB.
2. Comment sont les matrices A et B ?

‘ 1. a. Une matrice identité comporte une diagonale de 1 et des 0 ailleurs.

MATRICES INVERSES | % | 10 min |» P. 290|

A Taide d’une calculatrice, déterminer les matrices inverses des matrices sui-
vantes :

231

7
l.Az(5 2], 2.B=[56 2|
742

‘ Revoir le savoir-faire 2.

E RESOLUTION D’UN SYSTEME | % | 10 min |» P. 290|

. i 3x+7y=2
On a le systéme suivant : .
x+3y=4
1. Exprimer la matrice carrée A et le vecteur colonne B qui correspondent au
systeme.
2. a. Comment obtient-on la solution du systeme ?
b. A I’aide d’une calculatrice, donner la solution du systéme.

‘ Revoir le savoir-faire 3.

N
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ﬂ RECHERCHE D’'UNE FONCTION AFFINE | % | 10 min |» p. 290|

Soit f1a fonction affine x > ax + b telle que f(1) =43 et f(35)=—25.
1. Traduire les deux conditions par un systeme.

2. a. Résoudre ce systeme avec la méthode des matrices.

b. En déduire I’expression algébrique de f.

‘ Revoir le savoir-faire 4.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

RESOLUTION D’UN SYSTEME | %% | 10 min |» P. 291|

N -2 3
1. A I’aide d’une calculatrice, déterminer 1’inverse de la matrice A = ( g _ 2).

2. En déduire la solution du systeme : { 2x+3y= 10.
8x—2y=3
‘ 1. Revoir le savoir-faire 2.
2. Revoir le savoir-faire 3.
OCCUPATION DE LA PLAGE | %% | 15 min |» P. 291

Une ile possede trois plages A, B et C.

Le premier jour, il y a 500 vacanciers sur la plage A, 300 sur la plage B et 200
sur la plage C. Cela est codé par la vecteur ligne A = (500 300 200).

Une étude faite les années précédentes montre que la population sur les plages
évolue toujours de la méme maniere. En multipliant la matrice d’occupation d’un

0,6 0,3 0,1

jour par la matrice M =| 0,3 0,1 0,6 |, on obtient I’occupation du lendemain.
0,5 0,3 0,2

Ainsi la matrice B, égale a AM, représente I’occupation des plages le deuxieme

jour.

De méme C, égale a BM, donne 1’occupation des plages le troisieme jour.
1. a. Calculer B.

b. Interpréter B.

2. a. Calculer C.

b. Interpréter C.

3. Prévoir ’occupation des plages le cinquieme jour.
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‘ 1. Le produit du vecteur ligne A par la matrice M donne un vecteur ligne dont
chaque valeur est la somme des produits des nombres du vecteur A par les
nombres respectifs d'une colonne de la matrice M.

3. Commencer par calculer l'occupation le quatrieme jour.

LE COUT DU PARFUM | %% | 20 min |» P. 292|

Un parfumeur utilise des essences de rose et de lavande pour fabriquer trois par-
26 50 60
74 50 40

un parfum les pourcentages de composition selon les essences. Ainsi le premier
parfum comporte 26 % d’essence de rose et 74 % d’essence de lavande.

1. Donner la composition des deuxieme et troisieme parfums.

2. 1% d’essence de rose cotite 5 € et 1 % d’essence de lavande cofite 3 €.

Le parfumeur code cela a ’aide de la matrice P = (5 3).

a. Calculer B=PA.

b. Que représente B ?

3. En raison d’un été caniculaire, le prix de 1 % d’essence de rose augmente de
1 € et celui de 1 % d’essence de lavande diminue de 1 €.

a. Donner la nouvelle valeur de P.

b. Calculer la nouvelle valeur de B.

c. Quelle est I'influence de cette canicule sur les cofits des différents parfums ?

fums différents. Chaque colonne de la matrice A =( J indique pour

‘ 2. a. Le produit du vecteur ligne P par la matrice A donne un vecteur ligne dont
chaque valeur est la somme des produits des nombres du vecteur P par les
nombres respectifs d'une colonne de la matrice A.

b. La matrice B comporte trois nombres, un par parfum.

RECHERCHE DE NOMBRES INCONNUS | %% | 10 min |» P. 292|
. 21 5
On donne les matrices A = 31 ,B= - etC=3 —-1).

1. Calculer AB et CA.

2. Déterminer deux entiers tels que le double du premier augmenté du second
donne 17 tandis que le triple du premier diminué du second donne 8.

3. Déterminer deux entiers tels que le double du premier augmenté du triple du
second donne 3 et que la différence entre les deux nombres soit 4.

‘ 2. et 3. IL n'est pas nécessaire de poser un systeme : il suffit d'utiliser la ques-
tion 1.
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UN SIGNE MOINS QUI CHANGE TOUT | %% | 20 min |» P. 293

1. Déterminer les coefficients a, b et ¢ d’une fonction f: x = ax? + x +c telle
que :
f(=D=3; f1)=0 et f3)=3.
2. Reprendre la question 1 avec f(—1)=3; f(I)=0et f(3)=-3.
3. Les représentations graphiques des deux fonctions sont-elles de méme nature ?

‘ 1. et 2. Revoir le savoir-faire 4.

3. Examiner le degré de chacune des fonctions et en déduire pour chacune le type
de leur représentation graphique.

m UN PROBLEME DE PRODUCTION | %% | 25 min |» P. 294
o Ao 65 (-4 5
. On pose A = 54 et =15 _¢]

a. Calculer AB.

b. Que peut-on dire des deux matrices ?

2. Un artisan fabrique deux modeles de jouets en peluche. Pour fabriquer six
jouets du premier modele et cinq du second modele, il lui faut 4 h de travail. Pour
fabriquer cing jouets du premier modele et quatre jouets du second modele, il lui
suffit de 3,3 h de travail.

On appelle x le temps de fabrication d’un jouet du premier modele et y le temps
de fabrication d’un jouet du second modele.

Traduire 1’énoncé a I’aide d’un systeéme.

3. a. Déterminer le temps de fabrication en minutes de chaque modele de jouet.
b. Quel est le temps de la production globale de 100 jouets du premier modele et
de 90 jouets du second modele ?

‘ 1. b. Utiliser le résultat particulier obtenu a la question précédente.

3. a. Résoudre le systeme de la question 2.

UN JOUR D’EXAMEN | % | 10 min | » P. 294

Dans un examen comportant trois épreuves, le coefficient des mathématiques est
4, celui de I’anglais est 2 et celui d’'une matiere technique est 8. Les notes de trois
candidats Alain, Lise et Marie sont reportées dans le tableau ci-dessous :

Mathématiques 17 5 10
Anglais 17 7 8
Technique 2 14 "
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1. Exprimer les coefficients a I’aide d’un vecteur ligne C.

2. Exprimer les notes d’Alain, de Lise et de Marie par des vecteurs colonnes A,
LetM.

3. a. En utilisant ces matrices C, A, L et M, déterminer la somme des points de
chacun des trois candidats.

b. Alain a les deux meilleures notes. Est-il le meilleur des candidats ?

c. Pour &tre regu, il faut un minimum de 140 points. Qui est recu a I’examen ?

A LA BOULANGERIE | ** | 15 min |» P. 295]

Soit A 1 ice[ 23
oit A la matrice | 5 5 |.

5
1. Déterminer le nombre 7 tel que B = (Z ;j soit I'inverse de A.

2. Dans une boulangerie, Pierre achete deux croissants et trois pains au chocolat
pour un total de 4,60 €. Dans la méme boulangerie, Marie achete trois croissants
et cinq pains au chocolat pour un total de 7,40 €.

a. Traduire ce probleme par un systeéme de deux équations.

b. En utilisant les matrices A et B, déterminer le prix d’un croissant et celui d’un
pain au chocolat.

DU CALCUL SANS CALCULATRICE | *% | 25 min |» P, 295]
3
On considére les matrces M=| 0~ etni=| g
n considere 1€S matrices = 1 0 € = _\/—3 .
—— -0,5

> )
1. a. Calculer M2, puis M*,

b. Que peut-on en déduire pour M3 ?

2. a. Calculer N2 avec les valeurs exactes.

b. Montrer que I'inverse de N est N2.

c. Calculer N+ N2 + N3,

3. Vérifier que MN = NM.
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EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

FORFAIT TELEPHONIQUE [ **| 30 min |» P. 296 |

Julie possede depuis plusieurs mois un téléphone mobile pour lequel elle a sous-
crit un forfait mensuel de deux heures. Soucieuse de bien gérer ses dépenses, elle
étudie 1’évolution de ses consommations.

Elle a constaté que :

— si, pendant le mois noté n, elle a dépassé son forfait, la probabilité qu’elle le
dépasse le mois suivant, noté (n+1), est 0,2 ;

— si, pendant le mois noté n, elle n’a pas dépassé son forfait, la probabilité qu’elle
le dépasse le mois suivant, noté (n+1), est 0,4.

De plus, la probabilité que Julie dépasse son forfait le premier mois est %

1.Onnote E, (p, ; g,) I'état probabiliste du n-ieme mois avec p, la probabilit€ que
Julie dépasse son forfait le n-itme mois et g, la probabilit¢ de I’événement
contraire.

a. Donner py, q,.

b. En déduire E,.

2. Soit M 1 tri 0.2 0.8
- Soit M la matrice | o'y ' |

M s’appelle matrice de transition de I’état E, a I'état E, . Ona E, ; =E M,
pour tout entier naturel .

a. Calculer E, et E;.

b. Quelle est la probabilité que Julie dépasse son forfait le deuxieme mois ? Et le
troisieme mois ?

3. On rappelle que, pour n entier (n=2), M" =M XMX...Xx M avec n fac-
teurs M.

On admet que, pour tout entier naturel n» non nul, on a :

1.2 (=1 2 2 (-1}

wio|3 3U5) 373705
Lo (=Y 21 (1)
3 3 5 3°3 5

a. En déduire I'expression de E, | en fonction de n pour n = 1.

n
b. Quand n tend vers + oo, (?) tend vers 0.

Vers quel état tend E, quand n tend vers + oo ?
c. Interpréter ce résultat.
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CONTROLE

EX3] PropuIT DE MATRICES | %% | 15 min | » P. 297 |

. . 23 8 -3 7
SonlesmatncesA—(5 8}’B_(—5 ) ]etC—(_J.

1. a. Calculer AB.

b. Que peut-on en déduire ?

2. Calculer AC et BC.

3. Peut-on calculer CA ? Justifier.

PROBLEME ECONOMIQUE | %% | 25 min |» P. 298|
568 -3 18 -28

Soit les matrices carrées A=[4 1 6 |etB=| 0 1 =2
203 2 —12 19

1. a. Calculer a la main le produit AB et vérifier le résultat a I’aide d’une
calculatrice.

b. Que peut-on en déduire pour la matrice B par rapport a la matrice A ?

2. Un marchand d’électroménager vend des aspirateurs, des réfrigérateurs et
des téléviseurs.

Le tableau ci-dessous indique ses ventes pendant trois semaines et son béné-
fice en euros.

Nombre Nombre Nombre Lo
. e S Beéneéfice
d’aspirateurs | de réfrigérateurs | de téléviseurs
Semaine 1 5 6 8 1850
Semaine 2 4 1 6 1050
Semaine 3 2 0 3 475

On désigne par x, y et z les bénéfices respectifs résultant de la vente d’un
aspirateur, d’un réfrigérateur et d’un téléviseur.

a. Ecrire un systéme d’équations correspondant a ce tableau.

b. Exprimer a I’aide de B la solution du probleme et donner les bénéfices
rapportés par la vente de chaque type de matériel.

N
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CORRIGES

VOCABULAIRE

25
1. Dans la matrice A=| —1 7 |, le nombre de la troisieme ligne et de la premiere
11 8

colonne est 11.
2. Le nombre 5 se situe sur la premiere ligne et dans la seconde colonne.
3. Cette matrice a trois lignes et deux colonnes : sa dimension est 3 x 2.

[ 2 ] ECRITURE D'UNE MATRICE

12 3
OnaB=(14 9
116 81

CALCULS SUR DES MATRICES

L A+B = 1+2 3+(=3)) (3 0

ATE=s514 747 )T o 14)
3x1 3x3 39

2'a°3A=(3><5 3><7]=(15 21J

et—2B=(_2X2 —2><(—3)]:[—4 6 J

-2x4 =2x7 -8 -14

3+(-4) 946 -115
b'3A_2B=(15+(—8) 21+(—14)j=(7 7)'

‘ 2. a Pour multiplier un réel par une matrice, on multiplie chaque nombre de la
matrice par ce réel.

2. b. Pour soustraire deux matrices de méme dimension, on soustrait les nombres
qui ont la méme position.
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PRODUIT D’UNE MATRICE PAR UN VECTEUR COLONNE
2X2+(=4x(=3)) (16
5x242x(=3) ) | 4 )
2. On ne peut pas calculer BA car le nombre de colonnes de B (ici 1) n’est pas égal
au nombre de lignes de A (ici 2).

1.0na AB=(

‘ 2.0n ne peut calculer le produit de deux matrices que si le nombre de colonnes
de la premiére matrice est égal au nombre de lignes de la seconde matrice.

[ 5 ] PRODUIT DE DEUX MATRICES
1. On utilise la disposition : B
A AB.

. 2 -3
Soit : (4 7]
1 3)(1x2+3x4 Ix(=3)+3x7) (14 18
ST 5%x2+7%x4 5x(=3)+7x7) |38 34

N —-13 -15
2. A T’aide d’une calculatrice, on trouve BA = ( 39 61 j

On a donc BA # AB.

‘ 1. Utiliser la calculatrice pour vérifier.

2. Se souvenir qu’en général, on a BA # AB, donc il faut faire attention a l'ordre des
matrices en posant une multiplication a la main ou avec une calculatrice.

[ 6 | MATRICES TELLES QUE BA = AB

1.a.0Ona:
-7 3
5 =2

2 3\ 2X(=7)+3%x5 2%x3+3%x(-2) _ 10
STNSX(=T)+7%x5 5x3+7%x(=2)) (01
Le produit est la matrice identité.

b. On a aussi :
23
57

-7 3 —7%x2+3%x5 —7%x3+3x7 a 10
5 —2/5%x2+(=2)x5 5%x3+(=2)x7) (01

BA est égal a AB.
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2. Les matrices A et B sont inverses I’'une de I’autre.

‘ Deux matrices A et B telles que AB soit la matrice identité sont inverses l'une
de l'autre. Dans ce cas, on a toujours AB=BA.

MATRICES INVERSES

A P’aide d’une calculatrice, on obtient :

-2 1 0
-2 3

1.A‘1=(25_35J; 2.Bl=|-2 1,5 -0,5]|.
T 11 -6,5 1,5

RESOLUTION D'UN SYSTEME

an(? JJame ).

2. a. On obtient la solution du systeme en calculant A~'B.

b. A I'aide d’une calculatrice, on obtient A~'B = (_511).

La solution (x ; y) du systeme est (— 11 ; 5).

4

On note parfois le systeme AX =B avec X:(;j ol x et y sont les inconnues.

On a alors X=A-1B comme solution du systéme.

E] RECHERCHE D'UNE FONCTION AFFINE
L f()=43 o a+b=43 et f(35)=—25 < 35a+b=—25.

a+b=43
35a+b=-25"

220 A 11 B 43
-a.0npose A=| .o jet B=| |

A la calculatrice, on obtient A~!B = (;52)

La solution (a ; b) du systeme est (— 2 ; 45).
b. On a donc f(x)=—2x+45.

On a donc : {

£(35)- (1)

2. a. Le coefficient a de la fonction affine peut s’obtenir en calculant 3571



[ 1

RESOLUTION D’UN SYSTEME

1. A I'aide d’une calculatrice, on obtient :
0,1 0,15
-1 _ ) )
BT S (0,4 0,1 J

2.OnposeB=(13?) etona:

A-1B = 0,1 0,15)( 10 [ 1,45
10,4 0,1 3 )7 43)
La solution (x ; y) est (1,45 ; 4,3).

‘ 2. Si la matrice A contient les coefficients des inconnues et B les termes
constants, la solution du systéme est donnée par A-'B.

OCCUPATION DE LA PLAGE
l.a.B= AM
=(500x 0,6+ 300 x 0,3+200x 0,5 500 x 0,3+ 300 x 0,1+200 % 0,3

500 x 0,1+ 300 x 0,6 + 200 x 0,2)
= (490 240 270).
b. Le deuxieme jour, il aura 490 vacanciers sur la plage A, 240 sur la plage B et 270
sur la plage C.
2.a.C=BM
=(490x0,6+240%x0,3+270%x0,5 490x0,3+240x0,1+270%0,3

490 % 0,1+240x 0,6+ 270x0,2)
=(501 252 247).
b. Le troisieme jour, il aura 501 vacanciers sur la plage A, 252 sur la plage B et 247
sur la plage C.
3. Pour le quatrieme jour, I’occupation des plages est donnée par :
D=CM = (500 250 250).
L ‘occupation des plages le cinquieme jour est donnée par :
E =DM = (500 250 250).
Le cinquieme jour, il aura S00 vacanciers sur la plage A, 250 sur la plage B et 250
sur la plage C.

‘ 1. Le nombre total de vacanciers étant 1 000, on vérifie que la somme des
nombres de B ou de C vaut bien 1 000.
3. Un nombre de vacanciers est toujours entier. On a le méme taux d’occupation
le quatrieme jour et le cinquieme, donc les effectifs ne vont plus évolués ensuite.
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LE CO0T DU PARFUM
1. Le deuxieme parfum comporte 50 % d’essence de rose et S0 % d’essence de
lavande.
Le troisieme parfum comporte 60 % d’essence de rose et 40 % d’essence de
lavande.

) 26 50 60
2.a.B=PA=(5 3)[74 - 40]

=(5%x26+3x74 5x50+3x50 5x60+3x40)

B =(352 400 420).
b. B représente les cofits des trois parfums, 352 € pour le premier parfum, 400 € pour
le deuxieme et 420 € pour le troisieme.

3.a.0na:P=(5+1 3-1)=(6 4).
26 50 60
74 50 40

c. Le premier parfum contenant peu d’essence de rose a vu son colit diminuer. Le
deuxieme parfum équilibré en parfums a un cofit inchangé. Le troisieme parfum riche
en essence de rose a vu son colit augmenter.

b.Ona:B=PA=(6 4)( j=(304 400 420).

RECHERCHE DE NOMBRES INCONNUS
_[2 15 _ 2><5+1><7)_(17)
I‘AB_[3 —1](7)_(3><5—1x7 “\8)
2 1
CA=(3 —1)(3 _1j=(3><2—1><3 3x1-1x(-1))=(3 4).

2. Dans le calcul de AB, on a calculé, d’une part, le double du premier nombre de B
augmenté du second et on a obtenu 17 et, d’autre part, le triple du premier de B dimi-
nué du second et on a obtenu 8. Les deux entiers cherchés sont 5 et 7.

3. Dans le calcul de CA, on a calculé, d’une part, le double du premier nombre de C
augmenté du triple du second et on a obtenu 3 et, d’autre part, la différence entre les
deux nombres de C et on a obtenu 4. Les deux entiers cherchés sont 3 et — 1.

‘ 2. et 3. Multiplier une matrice carrée par un vecteur colonne et multiplier un
vecteur ligne par la méme matrice carrée revient a effectuer des calculs avec les
nombres du vecteur colonne différents des calculs effectués avec les nombres de
la matrice ligne.
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UN SIGNE MOINS QUI CHANGE TOUT
1.On veut f(—1)=3,soita—b+c=3.
On veut f(1)=0,soita +b +c =0.
On veut f(3)=3,s0it9a +3b + ¢ =3.

a-b+c=3
11 faut donc résoudre le systeme : a+b+c=0
9a+3b+c=-3
-1 3
Onpose A=|{111| etB=|0].
931 3

0,125 — 0,25 0,125
A l'aide d’un calculatrice, on trouve que A-l=| = 0,5 0,5 0
0,375 0,75 -0,125

0,75
On a alors A—1B = —1,5|.Onadonca=0,75,b=—15¢etc =0,75.
0,75

On obtient : f (x)=0,75x2 — 1,5x +0,75.
2.0nveut f(—1)=3,s0ita—b+c=3.

On veut f(1)=0,soita +b +c =0.

On veut f(3)=—23, soit 9a +3b +c = — 3.

a-b+c=3
11 faut donc résoudre le systtme : 4 a+b+c=0
9a+3b+c=-3
1 -11 3
Onpose A={1 1 1jetB=| 0 |
9 31 =3
0
Onaalors A'B=| —1,5|.Onadonca=0,b=-1,5¢etc =1,5.
1,5

On obtient : f(x)= — 1,5x + 1,5.

3. Dans la question 1, on a une fonction trindme donc sa représentation graphique est
une parabole. Dans la question 2, on n’a pas une fonction trindme car le coefficient
de x2 est nul, mais une fonction affine : sa représentation graphique est une droite.
Les deux représentations graphiques ne sont pas de la méme nature.

‘ 3. La représentation graphique d'une fonction du second degré est une para-
bole, alors que la représentation graphique d’'une fonction affine est une droite.
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UN PROBLEME DE PRODUCTION
l.a.Ona:

6 5)(—-4 5
AB:(S 4}( 5 —6)
_[6X(=4)+5X5 6X5+5%(=6)) (10
TIS5x(—4)+4x5 5x5+4x(—6)) |01
b. Les deux matrices sont inverses 1’'une de 1’ autre.
6x+5y=4
S5x+4y=3,3
3. a. La matrice A représente les coefficients des inconnues dans le systeme et si on

2. On veut donc avoir : {

pose C= (343), la solution du systeme est donnée par A~!C, soit BC.

-4 54 —-4x4+5x%x3,3 0,5
Orona: BC:[ 5 —6)(3,3):[ 5x4-6x3,3 j:(o,z)'
Ona x=0,5¢et y=0,2.
Or,0,5h=0,5 x 60min=30min et 0,2h=0,2 x 60 min = 12 min.
Le temps de fabrication du premier modele de jouet est 30 min et celui du second
modele est 12 min.
b.Onal100 x 0,5+ 90 x 0,2 =68. 1l faut 68 h pour produire 100 jouets du pre-
mier modele et de 90 jouets du second modele.

‘ 1.b. Deux matrices sont inverses l'une de l'autre si leur produit est la matrice
identité.
3.a. Pour convertir un temps exprimé en heures décimales en minutes, on multi-
plie par 60.
b. ILest plus simple de repartir des expressions en heures décimales, pour obtenir
le temps de production recherché.

UN JOUR D’EXAMEN
1. Les coefficients donnent le vecteur ligne C=(4 2 8).

17 5 10"
2.0naA=(17 |L=|7 |et M=| 8 .
2 14 11,

3.a.CA=4 x 17+2 x 17+ 8 x 2=118 : Alain a 118 points.

CL=4 x5+2 x 7+8 X 14 = 146 : Lise a 146 points.

CM=4 x 10+2 x 8+8 X 11 = 144 : Marie a 144 points.

b. Alain a les deux meilleures notes, mais c’est lui qui a le plus petit total. Donc il
n’est pas le meilleur a I’examen.

c. Lise et Marie sont recues a I’examen.
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A LA BOULANGERIE
1. On veut que la matrice B soit I'inverse de A, c’est-a-dire que AB soit la matrice
identité.

Ona AB = 2Xx5+3Xz 2Xxz+3%x2) (3z+102 z+6

NaAB= 32 54+5xz 3xz+5%2) | 52+153 z+10)
3z+10=1

Pour avoir la matrice identité, il faut avoir : Zeo=0 .
5z+15=0
3z+10=1

Chacune des quatre équations a pour solution — 3, donc z = — 3.

2. a. Soit x le prix d’un croissant et soit y le prix d’un pain au chocolat.
2x+3y=4,60

3x+5y=7,40

b.. La matrice A représente les coefficients des inconnues dans le systéme. Si on pose

L’énoncé se traduit par : {

= (4’6), la solution du systéme est donnée par A~!C, soit BC.

7,4
5x4,6+(-3)x7,4) (0,8
(—3)><4,6+2><7,4j_( 1 )

Un croissant cofite 0,80 € et un pain au chocolat cofte 1 €.

OnaBC=(

DU CALCUL SANS CALCULATRICE
0 -1)(0 -1
2
=)
_[(0x0+(=Dx1 Ox(=D+(=1x0
T Ix0+0x1 IX(=D+0x0

(-1 0
0 -1
M2 est donc I’opposé de la matrice identité I. On en déduit que M# est la matrice

identité.
b. On a, soit M* =1, soit M x M3 =1. M3 est P'inverse de la matrice M.

-0,5 E -0,5 E

2. a. N2= 2 2
R ERP BN
T -0,5 T -0,5
0,25-0,75 @x(—O,S)xz -0,5 #
_\/_3><(—0,5)><2 -0,75+0,25 E ~0,5

2 2

e
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2 — 0 @ _0’5#
b.Ona N XxN- =
£—0,5 E -0,5

2 2

(0,2540,75 0 ) (10
0o 075+025)7 (01

N2 est donc I’inverse de N.

10
¢. D’apres la question précédente, on a N3 = ( 0 1). D’ou:

3 =43
) ; -0,5-0,5+1 Q+T\/7+O
N+N-+N-°=

2
3.0na:

0><(—0,5)—1><_\2/73 Ox@—lx(—O,S) @ 0,5
MN = _
1><(—0,5)+0><_‘2/73 1><@+0x(—0,5) —0,5@
. (—0,5)x0+@x1 (—0,5)><(—1)+§><0 @ 0,5
et MN = — I
#xo—o,sm _\2/73><(—1)—0,5><0 —0,5@

Donc on a bien MN = NM..

FORFAIT TELEPHONIQUE
1 1 1
l.a.plzi etql:l_pl:l_izi .

b.OnaE,(p, g),soit E; (% %)

2.0, E,=EM=(1 1)[%2 98
PR ) 0.4 0.6

=(0,5>< 0,2+0,5%0,4 0,5x0,8+0,5x% 0,6)

:(0,3 0,7).

0,4 0,6
=(0,3><0,2+0,7><0,4 0,3><0,8+0,7><0,6)
=(0,34 0,66).

E; =E,M=(0,3 0,7)(0’2 O’Sj

-3 3 =(
+g+0 -0,5-0,5+1

00
00)
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b.OnaE, =(0,3 0,7), donc p, = 0,3. La probabilité que Julie dépasse son forfait
le deuxieme mois est 0,3.

OnaE; =(0,34 0,66), donc p; = 0,34. La probabilité que Julie dépasse son for-
fait le troisieme mois est 0,34.

3.a.E, ,, =E; xM"

11—\ 2 1/-1\"
376\35) 3765 ) [
1 2 .
tend vers (3 3) et En aussi.

c. Au fur et & mesure que le temps passe, la probabilité que Julie dépasse son forfait

b. Quand 7 tend vers + o, E,

au cours d’un mois est de plus en plus proche de 1

3

y 1.a. Si deux événements sont contraires, alors la probabilité de l'un vaut 1
diminué de la probabilité de l'autre.

3.b. Pour tout réel a compris entre — 1 et 1, la limite quand n tend vers + « de a"
est 0.

PRODUIT DE MATRICE
L a AB = 23) 8 =3) (2Xx8+3x(=5) 2x(=3)+3x2) (10
(EABTlsg)l-s 2 )7 5%X8+8x(—=5) 5x(-=3)+8x2) |0 1)
b. On en déduit que les matrices A et B sont inverses I’'une de I’autre.

(23 7)) _(2x743%x(=D) (11
Z'AC_(S 8)(—1)_(5x7+8x(—1)J_(27)
BC= 8 =3\ 7)) [ 8xT7=3x(=1 ) (59

=5 2 \-1) T =5xT7+2x (=1 \-37)

3. On ne peut pas calculer CA, car le nombre de colonnes de C (ici 1) est différent
du nombre de lignes de A (ici 2).

©
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PROBLEME ECONOMIQUE
568)-3 18 —28

l.a.OnaAB=|4 16| 0 1 -2
203l 2 —-12 19

S5X(=3)+6x0+8%x2 5x18+6%x1+8x%x(—12)
AB=|4X(-3)+1x0+6%x2 4x18+1x1+6x(—12)
2X(=3)+0x0+3%x2 2x18+0Xx1+3x%x(—12)

SX(=28)+6x(-2)+8x19 100
4x(=28)+1x(=2)+6x19|={01 0|
2% (=28)+0x(—2)+3x19 001
b. Le produit AB étant la matrice identité, la matrice B est I’inverse de la matrice A.
S5x+6y+8z=1850
2.a.0nadonc:<{4x+1y+6z=1050.
2x+0y+3z=475

b. La solution du probleme est donnée par :

1850) (-3x1850+18x1050 — 28x475) ( 50
B=|1050 |=| 0x1850+1x1050 —2x475 =(100J.
475 2x1850—12x1050+19 x 475 125

Un aspirateur donne un bénéfice de 50 €, un réfrigérateur de 100 € et un téléviseur de
125 €.
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B SOMMETS ET ARETES

e Un graphe est un ensemble de points appelés sommets reliés par des segments
appelés arétes. Chaque aréte relie deux sommets qui sont ses extrémités. Ces
extrémités peuvent étre distinctes ou confondues. Si elles sont confondues, I’aréte
est une boucle.

e Si deux sommets sont reliés par au moins une aréte, on dit qu’ils sont adjacents.
o Un graphe est simple si deux sommets sont joints par au plus une aréte et s’il
est sans boucle.

e Un graphe simple est dit complet si tous ses sommets sont adjacents.

e Un graphe orienté est un graphe dont les arétes sont orientées. Chaque aréte
possede alors une origine et une extrémité. Une boucle est une aréte orientée dont
I’origine et I’extrémité sont confondues.

Ei% ORDRES ET DEGRES

e L’ordre d’un graphe est le nombre de ses sommets.

o Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes dont ce sommet est une extrémité
(les boucles sont comptées deux fois).

o Propriété : La somme des degrés de tous les sommets d’un graphe non orienté
est égale a deux fois le nombre d’arétes du graphe.

e On dit qu'un sommet est pair si son degré est un nombre pair, il est dit impair
si son degré est un nombre impair.

‘ Une conséquence de la propriété ci-dessus est que le nombre de sommets
impairs est toujours pair.

B0 cHAINES

e Dans un graphe simple, une chaine est une liste ordonnée de sommets dans
laquelle deux sommets consécutifs sont adjacents.

e La longueur d’une chaine est le nombre d’arétes qui la composent.

e La distance entre deux sommets est la plus petite longueur des chaines les
reliant.

e Le diametre d’un graphe est la plus grande distance entre deux sommets.
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e Une chaine est dite fermée si le premier et le dernier sommet de la chaine sont
les mémes.

e Un cycle est une chaine fermée composée d’arétes toutes distinctes.

e Un graphe connexe est un graphe dans lequel il existe une chaine entre deux
sommets quelconques de ce graphe.

e Une chaine eulérienne est une chaine qui contient une fois et une seule chaque
aréte du graphe. Si cette chaine est un cycle, c’est un cycle eulérien.

o Théoréme d’Euler : Un graphe non orienté et connexe admet une chaine eulé-
rienne si, et seulement si le nombre de sommets impairs est 0 ou 2. Dans le cas
ou il est égal a 0, c’est méme un cycle eulérien.

‘ Voir le savoir-faire 1 pour bien appliquer le théoreme d'Euler.

MATRICES - NOMBRE DE CHAINES

e Les sommets étant numérotés de 1 a n, on appelle matrice d’adjacence d’un
graphe G d’ordre n, ou matrice associée au graphe G, la matrice carrée a n lignes
et n colonnes dans laquelle le terme situé a I’intersection de la ligne i et de la
colonne j est égal au nombre d’arétes reliant les sommets i et j.

* Si le graphe est orienté, a;; est le nombre d’arétes d’origine le sommet / et
d’extrémité le sommet j.

o Propriété : Si A est la matrice associée a un graphe, le terme situé a 1’intersec-
tion de la ligne i et de la colonne j de la matrice A™ est égal au nombre de chaines
de longueur m reliant i a j.

‘ Voir le savoir-faire 2 pour les calculs de nombre de chaines.

COLORATION D'UN GRAPHE

e Colorer un graphe consiste a affecter une couleur a chaque sommet, de telle
facon que deux sommets adjacents ne portent pas la méme couleur.

e Le nombre chromatique d’un graphe est le plus petit nombre de couleurs per-
mettant de colorer le graphe. On le note souvent y(G).

e Un sous-graphe G” d’un graphe G est un graphe composé de certains sommets
de G et de toutes les arétes correspondantes. Le nombre chromatique de G est
minoré par le nombre de sommets du plus grand sous-graphe complet contenu
dans G.

e Propriété : Le nombre chromatique d’un graphe est majoré par d + 1, d étant
le plus grand degré des sommets : Y(G)<d + 1.

e Les deux résultats précédents donnent un encadrement du nombre chro-
matique. On note o I’ordre du plus grand sous-graphe complet de G. Alors :
a<y(G)<d+1.
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‘ Voir le savoir-faire 3 pour appliquer un algorithme permettant d'obtenir une
coloration et le savoir-faire 4 pour déterminer le nombre chromatique.

GRAPHES ETIQUETES

e Un graphe étiqueté est un graphe orienté dont les arétes sont affectées d’éti-
quettes indiquant certaines informations. Le graphe peut avoir un sommet
« début » et un ou plusieurs sommets « fin ».

e Un mot est reconnu par le graphe s’il est composé des étiquettes d’une chaine
orientée d’extrémité initiale « début » et d’extrémité finale « fin ».

GRAPHES PONDERES

e Un graphe pondéré est un graphe étiqueté avec des nombres positifs, appelés
poids des arétes. Le poids d’une chaine est la somme des poids des arétes qui la
composent.

e Une plus courte chaine entre deux sommets est une chaine de poids minimum
parmi toutes les chalnes qui relient ces deux sommets. On parle alors de meilleur
chemin.

e La recherche d’un meilleur chemin s’effectue avec 1’algorithme de Dijkstra.

‘ Voir le savoir-faire 5 pour utiliser l'algorithme de Dijkstra.

\/1%] GRAPHES PROBABILISTES

o Un graphe probabiliste est un graphe orienté, pondéré, tel que la somme des
poids des arétes sortant de chaque sommet vaut 1.

e La matrice de transition d’un graphe probabiliste d’ordre n est de dimension
nxn. Le terme situé a I'intersection de la ligne i et de la colonne j est égal au
poids de I’aréte orientée allant de 7 vers j si cette aréte existe, O sinon. La somme
des éléments d’une ligne est égale a 1.

o Propriété : Soit M la matrice de transition d’un graphe probabiliste & n som-
mets, P, la matrice ligne décrivant I’état initial et P, la matrice ligne décrivant
I’état probabiliste a 1’étape n.

Alors pour toutn: P, ., =P M et P, = P,M".

o Propriété : Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2, dont la matrice de transition
M ne comporte pas de 0, I’état probabiliste P, a I’étape n converge vers un état
limite P, appelé aussi état stable, indépendant de I'état initial P, et tel que
P=PM.

‘ L'équation matricielle P = PM ne se résout pas avec les regles classiques de
l'algebre. Voir le savoir-faire 6 pour déterminer l'état stable.

~
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SAVOIR-FAIRE

1. Utiliser le théoréme d’Euler

1. Vérifier que le graphe est non orienté et connexe.

2. Déterminer le degré de chaque sommet.

3. Compter le nombre de sommets pour lesquels ce degré est un nombre
impair.

4. Donner une conclusion selon le nombre de sommets impairs.

S’il y en a 0, le graphe possede un cycle eulérien.

S’il y en a 2, le graphe possede une chaine eulérienne mais pas de cycle
eulérien.

S’ily en 4, 6, 8, ... ou tout autre nombre pair, le graphe ne possede pas de
chaine eulérienne.

‘ ® | e nombre de sommets impairs est toujours un nombre pair.

® Dans le cas ou le nombre de sommets impairs est 2, ces deux sommets
impairs sont les extrémités de la chaine eulérienne.

EXEMPLE :

1. Le graphe ci-dessus est non orienté et connexe.
2. Pour déterminer le degré d’un sommet, on compte les arétes dont le som-
met est une extrémité.

1 2 3 4 5 6
2 2 3 4 3 2

3. Le graphe possede deux sommets impairs, les sommets 3 et 5.
4. D’apres le théoréme d’Euler, il existe une chaine eulérienne d’extrémités
les sommets 3 et 5.

4

Un exemple de chaine eulérienne est {3, 1, 2, 4, 6, 5, 4, 3, 5}.
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y

2. Calculer le nombre de chaines de longueur n
entre deux sommets donnés

1. Ecrire si nécessaire la matrice d’adjacence M du graphe.

2. Calculer la matrice M" (avec la calculatrice).

3. Lire le terme de cette matrice a I'intersection de la ligne et de la colonne
correspondant aux deux sommets. Si le graphe est orienté, on utilisera la
ligne correspondant au sommet initial et la colonne correspondant au som-
met final.

‘ ® Les boucles sont comptabilisées par les termes de la diagonale de la
matrice M.
® | a somme des termes d'une ligne donnée est la somme des chaines issues du
sommet correspondant. La somme des termes d'une colonne donnée est la
somme des chaines parvenant au sommet correspondant.

EXEMPLE 1 : Calculer le nombre de chaines de longueur 8 entre les sommets 2
et 4.

01100
1 0010
I.M=|1 0011
01101
00110

‘ Le graphe n’est pas orienté, cela donne une matrice symétrique.
. 208 ..
. 208 ..
3. A Iintersection de la ligne 2 et de la colonne 4 (ou de la ligne 4 et de la

colonne 2, puisque la matrice est symétrique), on lit 208. C’est le nombre de
chatnes cherché.

Graphes
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EXEMPLE 2 : Calculer le nombre de chaines de longueur 9 entre les sommets 3
et 4.

00

‘ Le graphe est orienté, cela donne une matrice non symétrique.

2.M° = 36 ..

.23 .

.3

3. A I’intersection de la ligne 3 et de la colonne 4, on lit 6 (en gras), c’est le
nombre de chaines de longueur 9 qui partent du sommet 3 et qui arrivent au
sommet 4. Le terme symétrique dans la matrice est égal a 2 (en bleu), c’est
le nombre de chaines de longueur 9 qui partent du sommet 4 et qui arrivent
au sommet 3.

La somme des termes de la diagonale est 12 : il s’agit du nombre de chaines
de longueur 9 qui partent d’'un sommet et y reviennent.

3. Utiliser l'algorithme de coloration

1. Classer les sommets dans I’ordre décroissant de leurs degrés.

En cas d’égalité, choisir un ordre (par exemple, I’ordre alphabétique, mais
rien n’est obligatoire).

2. Attribuer une couleur au premier sommet de la liste.

3. Attribuer cette méme couleur a tous les autres sommets non adjacents de
la liste parcourue dans 1’ordre.

4. Recommencer a I’étape 2 en attribuant une nouvelle couleur au premier
sommet de la liste non encore coloré, s’il en reste.
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EXEMPLE 1 :

1. Classement des sommets dans I’ordre décroissant de leurs degrés :

B(6), J(©6), A4, C@), E@), F4), H4), D@2, I1Q2).
2. 3. 4. On applique une premiére couleur au sommet B, puis aux sommets
D et I qui ne lui sont pas adjacents, et qui ne sont pas adjacents entre eux.
On applique une deuxieme couleur au sommet J seul (les sommets restants
lui sont adjacents).
On applique une troisiéme couleur au sommet A, puis aux sommets E et F
qui ne lui sont pas adjacents, et qui ne sont pas adjacents entre eux.
On applique une quatriéme couleur au sommet C, puis au sommet H qui ne
lui est pas adjacent.

EXEMPLE 2 :

G H

1. Classement des sommets dans 1’ordre décroissant de leurs degrés :

A@), B#4), G#), H®@, D@3), E@3), C@2), FQ).
2. 3. 4. On applique une premiere couleur au sommet A, puis au sommet H.
On applique une deuxieme couleur au sommet B, puis au sommet G.
On applique une troisieme couleur au sommet D, puis aux sommets C et F.
On applique enfin une quatriéme couleur au sommet E.

Graphes
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‘ L'algorithme de coloration n’est pas toujours optimal, dans le sens ou il ne
fournit pas toujours le nombre chromatique. Ici, l'algorithme aboutit a une colo-
ration avec quatre couleurs, mais le nombre chromatique est 3, comme le
montre la coloration ci-dessous.

4. Déterminer le nombre chromatique d'un graphe

On note 7y le nombre chromatique d’un graphe G, o I’ordre du plus grand
sous-graphe de G qui soit un graphe complet, et 3 le plus grand des degrés
des sommets de G.

1. Obtenir un majorant de v :

e soit en utilisant I’algorithme de coloration (voir le savoir-faire 3) ;

e soit en appliquant la propriété : y <P +1.

2. Obtenir un minorant de y en repérant un sous-graphe complet d’ordre
maximal dans le graphe : o0 <.

3. Conclure : dans le meilleur des cas, le minorant et le majorant sont égaux
et donnent la valeur du nombre chromatique. Sinon, on se contente d’un
encadrement.

‘ Lors de l'étape 1, la majoration Y < +1est en général trop large et apporte
rarement une information utilisable. L'algorithme de coloration fournit une bien
meilleure majoration.

EXEMPLE : on reprend le graphe de I’exemple 1 du savoir-faire 3.

1. En utilisant I’algorithme de coloration, on a obtenu quatre couleurs. On a
donc y <4.

Avec I’autre majoration, on aurait obtenu une moins bonne majoration :
puisque le plus grand des degrés est 6, on obtient Y < 7.

2. Le sous-graphe formé des sommets {A, B, C, F} est un sous-graphe de G
complet, il est d’ordre 4, donc 4 <.

3. Puisque 4 < 7y et y < 4, on peut conclure que le nombre chromatique du
graphe est 4.
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5. Utiliser l'algorithme de Dijkstra

On suppose que 1’on applique 1’algorithme a la recherche du plus court che-
min entre E et S.

1. On écrit les sommets en téte de colonnes. Une derniere colonne est prévue
pour le sommet sélectionné.

Sur la premiere ligne, on indique le coefficient 0 pour E et + e pour les
autres.

2. Lorsqu’une ligne est remplie, on sélectionne le sommet de plus petit coef-
ficient. En cas d’égalité, on en choisit un. On indique le coefficient corres-
pondant et on raye le bas de la colonne de ce sommet sélectionné, afin de ne
pas réutiliser la colonne.

Pour tous les sommets adjacents au sommet sélectionné, on calcule un nou-
veau coefficient sur la ligne suivante : coefficient du sommet sélectionné +
poids de I'aréte entre le sommet sélectionné et le sommet étudié. Si cette
somme est inférieure au coefficient déja attribué au sommet étudié (au-
dessus dans la colonne), on la garde et on indique le sommet sélectionné.
Sinon, on la rejette et on conserve le nombre au-dessus. Pour les autres som-
mets, on recopie le coefficient déja attribué.

On continue a remplir ainsi les lignes tant que le sommet S n’est pas sélec-
tionné.

3. Une fois le sommet S sélectionné, on lit le résultat. Le poids du meilleur
chemin est indiqué entre parentheses a coté du sommet S. Le meilleur che-
min s’obtient en partant de S. Dans la colonne S, on lit en bas le sommet qui
sera avant S. On se reporte dans la colonne correspondant a ce sommet, et
ainsi de suite jusqu’au sommet de départ E.

‘ ® Dans une méme colonne, les nombres sont en ordre décroissant. C'est une
vérification a faire afin d'éviter une erreur ou bien d’en retrouver une.

o A l'étape 1, U'ordre des sommets n'a pas d’'importance. Sur la premiére ligne,
le sommet sélectionné est toujours le sommet d’entrée, accompagné du coeffi-
cient 0.
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EXEMPLE 1 :

1. On écrit les sommets en téte de colonnes : E, A, B, C, D, et S. On remplit
la premiére ligne.

2. Premiére ligne : On sélectionne E et son coefficient 0, sa colonne est
rayée.

Deuxiéme ligne : Pour les sommets A et B, adjacents a E, on calcule un
coefficient.

Pour A : coefficient de E + poids de I’aréte E—A =043 =3. Ce nombre est
inférieur a + o, on le garde et on indique E.

Pour B : coefficient de E + poids de I’aréte E-B=0+1=1. Ce nombre est
inférieur a + oo, on le garde et on indique E.

Pour les autres sommets, on recopie + oo.

On sélectionne B, sommet de plus petit coefficient sur la ligne, sa colonne
est rayée.

Troisieme ligne : Pour les sommets A, C et D, adjacents a B, on calcule un
coefficient.

Pour A : coefficient de B + poids de I’aréte B—A =1+1=2. Ce nombre est
inférieur a 3, on le garde et on indique B.

Pour C : coefficient de B + poids de I’aréte B—C =1+4 =5. Ce nombre est
inférieur a + oo, on le garde et on indique B.

Pour D : coefficient de B + poids de I’aréte B—D =145 =6. Ce nombre est
inférieur a + o, on le garde et on indique B.

Pour S, on recopie + .

On sélectionne A, sa colonne est rayée.

Quatrieme ligne : Pour le sommet C, adjacent & A, on calcule un coefficient.
Coefficient de A + poids de I’aréte A—C =242 =4. Ce nombre est inférieur
a 5, on le garde et on indique A.

Pour D et S, on recopie leurs coefficients.

On sélectionne C, sa colonne est rayée.
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Cinquiéme ligne : Pour les sommets D et S, adjacents a C, on calcule un
coefficient.

Pour D : coefficient de C + poids de I’aréte C—D =4+1=5. Ce nombre est
inférieur a 6, on le garde et on indique C.

Pour S : coefficient de C + poids de I'aréte C—S =4 +3 =7. Ce nombre est
inférieur a + o, on le garde et on indique C.

On sélectionne D, sa colonne est rayée.

Derniere ligne : Pour le sommet S, adjacent a D, on calcule un coefficient.
Coefficient de D+ poids de I'aréte D—S=5+1=6. Ce nombre est infé-
rieur a 7, on le garde et on indique D.

On sélectionne S, 1’algorithme est terminé.

Sommet
sélectionné

3. Le poids du meilleur chemin est 6. Le meilleur chemin s’obtient en partant
de S. Dans la colonne S, en bas, on lit le sommet D qui sera avant S. Dans la
colonne D, on lit en bas C. Dans la colonne C, on lit en bas A. Dans la
colonne A, on lit en bas B. Dans la colonne B, on lit en bas E.

Le chemin optimal est donc EBACDS.
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6. Déterminer l'état limite d’un graphe probabiliste

1. Préparer les notations : écrire 1’état limite P = (x y) =(x 1-x), puisque
x+y=1

2. Calculer le produit PM en simplifiant les deux expressions de la matrice
ligne obtenue.

3. Ecrire 1’égalité P =PM en identifiant les coefficients, sous forme d’un
systeme. Puisque les deux équations du systeme sont équivalentes, on n’en
utilise qu’une seule. Trouver x et conclure.

EXEMPLE : Trouver I’état probabiliste stable si la matrice de transition du
0,7 0,3
0.4 0,6 ]

1. Soit P = (x y) I’état probabiliste stable. Puisque x + y =1, on peut noter
P= (x 1- x).

graphe est : M = (

2. PM:(x 1—x)(0’7 0’3J

0,4 0,6
=(0,7x+0,4(l—x) O,3x+0,6(1—x))
=(0,3x+0,4 —0,3x+0,6)
3. Onadonch(x l—x) etPM=(0,3x+0,4 —0,3x+0,6). Dot :

P—PM x=0,3x+0,4 0.75 = 0.4 4
T T ok = 0304067 T TRTTAET
L’état probabiliste stable est donc : P = (% %)
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EXERCICES D’APPLICATION

VOCABULAIRE | * | 5min |» p.325]

Pour le graphe ci-contre, donner : B
—T’ordre.

— le nombre de sommets impairs.

— la distance entre les sommets F et D.
— le diametre.

A

E

EGRAPHECOMPLET | % | 5min |» p.325]

Représenter K, graphe complet a six sommets.

GRAPHE ORIENTE | %% | 10 min |» P. 325]

Construire un graphe orienté dont les sommets sont les entiers de 2 a 8, et dont
les arétes représentent la relation « est un diviseur strict de ».

‘ Par exemple, 3 est diviseur de 6 : une aréte relie le sommet 3 au sommet 6. Le
mot « strict » signifie que l'on ne prend pas en compte le fait qu'un nombre est un
diviseur de lui-méme : on ne dessinera pas de boucle sur ce graphe.

SOMMEDEDEGRES | * | 5min |» p.325]

Existe-t-il un graphe d’ordre 9 tel que chaque sommet soit de degré 5 ?

‘ Calculer la somme des degrés d'une tel graphe. Est-ce possible ?

ﬂ RELATION SUR LES DEGRES | * | 5min |» P. 325]

Un graphe (sans boucle) a 15 arétes, trois sommets de degré 4 et tous les autres
de degré 3. Combien le graphe a-t-il de sommets ?

‘ Ecrire sous forme d'une équation ol l'inconnue est le nombre de sommets, que
la somme des degrés est égale a deux fois le nombre d'arétes.
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I3 cvcLE EULERIEN, THEOREME D'EULER | * | 5min |» P.326]

Expliquer pourquoi on ne peut pas trou- Q
ver de cycle eulérien sur ce graphe, mais

y trouver une chaine eulérienne. Donner

une telle chaine eulérienne.

R T

‘ Appliquer le théoreme d’Euler, aprés avoir revu le savoir-faire 1.

GRAPHES COMPLETS ET THEOREME D’EULER | * | 5 min |» P. 326

Quels sont les graphes complets d’ordre n qui admettent un cycle eulérien ?

E MATRICE ET GRAPHE | % | 10 min |» p. 326
01111
10110
Soit M lamatrice: M=1 1 0 1 1
1 1100
1 0100
1. Construire un graphe associé a M (utiliser les sommets A, B, C, D et E dans

cet ordre).
2. Donner, a I’aide de la calculatrice, la matrice M?.
3. Combien y a-t-il de chaines de longueur 5 entre B et D ?

‘ Pour la question 3, revoir le savoir-faire 2.

IE) NoMBRE DE CHAINES | %% | 15 min |» P. 326

On considere le graphe ci-contre. 1 3 5
1. Déterminer le nombre de chaines
orientées de longueur 5 du sommet 1 au
sommet 5.

2. Le graphe contient-il des chaines de
longueur 6 avec un sommet de départ et
un sommet d’arrivée confondus ?
Combien ?
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‘ Pour la question 1, revoir le savoir-faire 2. Pour la question 2, on cherche des
chaines qui partent d’'un sommet et y reviennent. A quels termes de la matrice
faut-il s’intéresser ?

NOMBRE CHROMATIQUE | % | 15 min |» p. 327

Soit G le graphe suivant :

1. Sans effectuer de coloration du graphe, dans quel encadrement peut-on trouver
le nombre chromatique ?

2. Colorer le graphe en utilisant 1’algorithme de coloration.

3. Déterminer le nombre chromatique de ce graphe.

‘ Voir les savoir-faire 3 et 4.

ALGORITHME DE COLORATION | * | 10 min |» p. 327|

Utiliser I’algorithme de coloration sur ce graphe. Quel est le nombre chroma-
tique ?

‘ Soigner la conclusion, revoir si besoin le savoir-faire 4.
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GRAPHE ETIQUETE | * | 10 min |» P. 328|

L’acces a une piece est régi par un code a c
déterminé par le graphe étiqueté ci- c

p grap q = =
contre.

. . a

1. Les codes suivants sont-ils recon- b
nus ?
abc ; acc ; aca ; aac ; abce ; cbe ; ccac.
2. Donner tous les codes de quatre lettres reconnus.
ALGORITHME DE DIJKSTRA | %% | 20 min |» p. 328|

Une société fait appel a des services de transport pour effectuer ses livraisons
d’une ville A a une ville H. Les liaisons possibles de ville a ville et les cofits sont
traduits dans le tableau suivant :

1515 |15
20
12 8
25|20 28
12
10
25 | 17

1. Dessiner le graphe orienté correspondant.

Par exemple, on orientera I’aréte A-B de A vers B, pondérée par 15.

2. Déterminer le colit minimal d’une livraison de A vers H a I’aide de I’algo-
rithme de Dijkstra.

‘ Revoir le savoir-faire 5.

GRAPHES PROBABILISTES | *% | 20 min |» P. 329

Au beau milieu de 1’océan Pacifique, on trouve deux iles voisines et isolées de
tout, sur lesquelles on compte au total 10 000 habitants. Sur I'ile Kecébo, la vie
est belle, les paysages enchanteurs, mais il y a peu de travail et celui-ci est mal
rémunéré. Sur I'1le de Hicihonbos, la vie n’est pas agréable, mais le travail est
bien rémunéré. Aussi, chaque année, 20 % des habitants de Hicihonbos partent
pour Kecébo, et 5 % des habitants de Kecébo choisissent de s’installer sur
Hicihonbos.

1. Dessiner le graphe probabiliste décrivant cette situation.



. [(BEEEE | A

2. Ecrire la matrice de transition M de ce graphe.

3. Au début de I’étude, 75 % des habitants habitent & Hicihonbos. Comment sera
répartie la population dans dix ans ?

4. Comment sera répartie la population dans un tres grand nombre d’années ?

‘ 3. L'information est traduite par un état probabiliste initial de matrice ligne :
(0,25 0,75). Commencer par calculer P,, U'état probabiliste dans 10 ans.
4. Cela revient a déterminer l'état stable. Voir le savoir-faire 6.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

LECTURE DANS UNE MATRICE | *% | 15 min |» P. 330
0111

o dore | ice M - 0010

n considere la matrice lo1o01l
1001

1. Est-ce un graphe orienté ?

2.Y a-t-il des boucles sur ce graphe ?

3. Interpréter la somme des termes de chaque ligne de la matrice M ; puis la
somme des termes de chaque colonne.

4. Calculer le carré de la matrice M. Interpréter le terme situé a I’intersection de
la troisieme ligne et de la quatrieme colonne de cette matrice.

‘ Dans un premier temps, chercher les réponses sans dessiner le graphe. En cas
de difficultés, le graphe dessiné devrait permettre de répondre aux questions.

GRAPHE ORIENTE ET NOMBRE DE CHEMINS | %% | 15 min |» P. 330|

Un parcours de santé est aménagé pour les g
sportifs dans le parc de la ville.

11 est composé de chemins en sens unique, et
de quatre points de repere tous distants de
500 m, comme indiqué sur la figure ci-contre.
Tout trajet commence en S; (entrée) et se ter-
mine en S, (sortie).

Combien y a-t-il de trajets différents de S
1,5km?2km?2,5km? }

‘ Commencer par écrire la matrice d'adjacence de ce graphe. Un trajet de 1,5 km
sera interprété comme une chaine de longueur 3.

N
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COLORATION D’UN GRAPHE | %% | 20 min |» P. 331]

Dans la famille Chipy, on compte six filles : Astrid, Bérangere, Charlotte,
Daphné, Eva et Flavie. Elles se chamaillent tres souvent, ¢’est notamment le cas
d’Astrid et Flavie, de Bérangere et Daphné, d’Eva et Astrid, de Daphné et Astrid
et de Flavie et Daphné, que les parents ne peuvent pas laisser dans la méme
chambre.

1. Dessiner un graphe dans lequel les sommets représentent les enfants et les
arétes les incompatibilités d’humeur entre ces enfants.

2. Pour les vacances, les parents ont réservé un appartement avec trois chambres
pour les enfants. En utilisant I’algorithme de coloration, montrer qu’il est possible
de répartir les enfants dans ces chambres en évitant les conflits.

3. Est-il possible de faire mieux, c’est-a-dire de réserver un appartement avec
seulement deux chambres pour les enfants ? Pourquoi ?

‘ Pour la question 3, cela revient a montrer que le nombre chromatique du
graphe est 3. Voir si nécessaire le savoir-faire 4.

GRAPHIX | %% | 20 min |» P. 331]

Les membres du conseil d’un irréductible village gaulois participent chacun a au
moins une réunion dans la liste suivante :

— attaque des camps romains (A)

— fétes et banquets (F)

— préparation de la potion magique (P)

— ravitaillement en sangliers et poissons (R)

— surveillance du camp (S).

Le tableau ci-apres donne la composition de chacune de ces commissions pour
les 20 conseillers, numérotés de 1 a 20.

Chaque commission se réunit une journée la premiere semaine de chaque mois,
et chacun doit participer aux réunions de chacune des commissions auxquelles il
est inscrit.

Quel est, dans ces conditions, le nombre minimal de journées nécessaire a la
tenue de I’ensemble des commissions ?



—
L/

1 X X

2 X X

3 X X

4 X | X

5 X | X

6 X X

7 X | X

8 X | X

9 X | X

10 X

1 X

12 X

13 X

14 X

15 X

16 X

17 X X

18 X X

19 X X

20 X X
GRAPHE ETIQUETE | *% | 20 min |» p. 332|

Le graphe étiqueté ci-dessous permet de reconnaitre des mots (suite finie de
lettres n’ayant pas toujours un sens) :

1. Vrai ou faux ?

Le graphe reconnait :

a. le mot « baccalaureat ».
b. le mot « bleuet ».
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¢. le mot « baaaalt ».

d. tous les mots commengant par « bac ».

2. Combien de mots de cinq lettres reconnait-il ? Les écrire tous.

3. Comment, avec une seule modification (changement d’une étiquette ou chan-
gement du sens de parcours d’une aréte), peut-on faire reconnaitre le mot « bala-
calurt » ?

m ALGORITHME DE DIJKSTRA | %% | 20 min |» P. 332

Dans le graphe ci-contre, les sommets
représentent des villes et les arétes des
routes. Sur les arétes est indiqué le
nombre de kilometres entre les villes.
1. Est-il possible de visiter toutes les
villes a partir de la ville A, en passant
une et une seule fois par toutes les
routes ?

2. Méme question si, en plus, on doit
revenir au point de départ ?

3. Quel est le plus court chemin entre la ville A et la ville E ?

GRAPHES PROBABILISTES | *% | 15 min |» P. 333

Chaque matin, sur sa planete, I’allumeur de réverbere du Petit Prince change
I’état d’un réverbere (éteint ou allumé) avec une probabilité de 0,75.

1. a. Décrire cette situation par un graphe probabiliste G.

b. Ecrire la matrice de transition M associée a ce graphe.

2. Au jour 0, le réverbere est éteint, on représente donc 1’état initial avec la
matrice-ligne (1 0).

a. Calculer la probabilité que le réverbere soit éteint le deuxieme jour. Donner
une valeur exacte.

b. Calculer la probabilité que le réverbere soit éteint le septieme jour. Donner une
valeur approchée a 0,001 pres.

‘ Les questions 2.a. et 2.b. ne se traitent pas de la méme facon. La question 2.a.
nécessite un calcul matriciel avec des valeurs exactes, alors que la question 2.b.
requiert l'utilisation de la calculatrice avec des valeurs approchées.
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F¥] cRAPHES PROBABILISTES ET REMUNERATIONS | ** | 20 min |» P. 334

Une grande entreprise propose a ses employés deux types de rémunération : fixe
ou variable selon les résultats de 1’entreprise. Les employés peuvent changer de
type de rémunération tous les six mois. Au début, 70 % des employés optent pour
une rémunération fixe, ce qui se traduit par un état probabiliste initial de matrice :
Py =(0,7 0,3). On suppose que 60 % des employés ayant choisi la rémunéra-
tion fixe changeront d’avis six mois plus tard et que 80 % des employés ayant
choisi la rémunération variable resteront sur leur position six mois plus tard.

1. Traduire la situation par un graphe probabiliste.

2. Donner I’état probabiliste deux ans apres le début de 1’expérience. Interpréter
le résultat obtenu.

3. Déterminer 1’état probabiliste stable. Interpréter le résultat obtenu.

‘ Pour la question 3, revoir si nécessaire le savoir-faire 6.

m GRAPHES PROBABILISTES ET METEO [***| 60 min | » P. 334/

Les deux parties du probleme sont indépendantes.

Partie A

Dans une région, on considere trois types de temps : beau, variable, pluvieux.
S’il fait beau un jour donné, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est
% et la probabilité qu’il pleuve est é
Si le temps est variable, la probabilité qu’il soit variable le lendemain est

% et la probabilité qu’il pleuve est %

S’il pleut, la probabilité qu’il pleuve le lendemain est i et la probabilité qu’il

fasse beau est %

On note B : « le temps est beau », V : « le temps est variable », et P : « le temps
est pluvieux ».

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste.

2. Ecrire la matrice de transition M de ce graphe (ranger les sommets B, V et P
dans cet ordre).

3. Pour tout entier naturel n, ’état probabiliste dans n jours est défini par la
matrice ligne P, = (bn v, pn), ou b, désigne la probabilit¢ qu’il fasse beau
dans n jours, v, la probabilité que le temps soit variable dans n jours, et p, la
probabilité qu’il pleuve dans n jours.

Aujourd’hui, il fait beau, I’état probabiliste initial est donc Py =(1 0 0).
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a. Quelle est la probabilité qu’il fasse beau dans deux jours ?
b. Déterminer la probabilité de chaque type de temps dans sept jours.

Partie B B
Dans une autre région, on note B : « il fait beau » et B : « il ne fait pas beau ».
Les variations du temps sont données par le graphe suivant :

s

1 4

3 4
2
3

1. Ecrire la matrice de transition T de ce graphe.

2. Comme dans la partie A, on note b, la probabilit€ qu’il fasse beau dans n jours
(pour tout entier naturel n). L’état probabiliste dans n jours se note alors
P, = (bn 1- bn). Aujourd’hui, il fait beau, I’état probabiliste initial est donc

P, =(1 0).

5b+3

a. Montrer que pour tout =0, b, | =— ot

b. On pose, pour tout n=0, z, = b, — % Montrer que (z,,) est une suite géo-
fo . 5

mérique de raison — -

c. En déduire I’expression de b, en fonction de n.

d. Déterminer la limite de la suite (b,,).

3.0nnote S= (x y), ou x et y sont deux réels tels que x+ y=1.

a. Déterminer x et y de telle facon que S =ST.

b. Commenter les résultats obtenus aux questions 2.d. et 3.a. Comment appelle-
t-on S ? Dépend-il de I'état initial P, ?

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

GRAPHE COMPLET | ** | 5min |» P. 336/

(n—Dn
BT

Montrer que le nombre d’arétes du graphe complet K, est €gal a
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FE] conseiL MunicipaL | %% | 10 min |» P. 336

Le conseil municipal d’une ville comprend sept commissions, qui obéissent aux
regles suivantes :

—regle 1 : tout conseiller municipal fait partie de deux commissions distinctes et
de deux seulement ;

— regle 2 : deux commissions quelconques ont exactement un conseiller en
commun.

Combien y a-t-il de membres dans le conseil municipal ?

‘ Laregle 1indique qu'il n'y a pas de boucle. La regle 2 indique que le graphe est
simple et que deux sommets quelconques sont adjacents.

H cuse | ** | 10 min |» p. 337

En considérant les sommets d’un cube comme les sommets d’un graphe, déter-
miner le nombre chromatique de ce cube.

NOMBRE DE CHAINES [***| 15 min | » P. 337|

1. Que peut-on dire d’un graphe dont la matrice associée M est telle que M2 ne
contienne aucun 0 ?

2. Que peut-on dire d’un graphe dont la matrice associée M est telle que
M + M? + M3 + M# ne contienne aucun 0 ?

3. Que peut-on dire de la somme S des coefficients de la diagonale de la matrice
M2 lorsque M est un graphe orienté sans boucle ?

m GRAPHES ETIQUETES [***| 30 min | » P. 338

Un nombre est déterminé par le graphe étiqueté suivant :

1a9

129 0

1. Les nombres 1 020 ; 51 002 ; 20 100 sont-ils reconnus ?

2. Caractériser les nombres reconnus par ce graphe.

3. Construire un graphe étiqueté reconnaissant les nombres divisibles par 100.
4. Soit deux étiquettes a et b. Construire un graphe étiqueté reconnaissant les
mots ayant un nombre pair de a (aa ; ababaa ; bbb sont acceptés mais abb ; aaa ;
bbabb ne le sont pas).
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m GRAPHE PROBABILISTE A DEUX SOMMETS | %% %| 60 min |» P. 338

On considere un graphe probabiliste a deux sommets, de matrice de transition

b1-b

note P =(x 1—x) 'état stable.
1. a. Exprimer x en fonction de a et de b.
b. A quelle condition sur a et b obtient-on un état stable représenté par la matrice
(l l) ?

2 2
¢. Peut-on avoir un état stable de matrice (0 1) ou (1 0) ?
2.a. Onnote P, =(x, 1-x,) I'état probabiliste a I'étape n.

al—a ) .
M =( ), ou a et b sont deux réels strictement compris entre O et 1. On

En écrivant P, ; = P,M, montrer que pour tout n € N, x,,; =(a—b)x, +b.

b

b. Montrer que la suite (,) définie par u, = x, — T—w@=-h

est une suite géo-

métrique dont on précisera la raison.

c. En déduire les expressions de u, et de x, en fonction de n.

d. Préciser la limite de (u,) et en déduire celle de (x,). Commenter le résultat
obtenu.

3. On cherche maintenant a étudier a quelle vitesse 1’état probabiliste a 1’étape n
converge vers 1’état stable.

L’étude générale étant un peu délicate, on se contente d’un exemple. On prend
désormais a = 0,6 et b=0,3.

On suppose aussi que 1’état probabiliste initial est représenté par la matrice (1 0).
A partir de quelle étape la différence entre x, et sa limite est-elle inférieure a
0,017

‘ On rappelle que dans une matrice de transition d'un graphe probabiliste, la
somme des termes d'une ligne est égale a 1. Il en est de méme des matrices-ligne
représentant les états probabilistes.
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Pour chaque question, une seule réponse est exacte.
La matrice M d’un graphe non orienté G, de sommets A, B, C, D et E est la
suivante :

Graphes

0 0101
0 0111
M=|1 1010

01100
1 1T000O

1. Le nombre d’arétes de ce graphe est :

a.6 b. 12 c.24

2. Le diametre de ce graphe est :

a.2 b. 3 c. 4

3. Le graphe G :

a. ne possede pas de chaine eulérienne ;

b. possede une chaine eulérienne, mais pas un cycle eulérien ;
c. possede un cycle eulérien.

4. On donne ci-dessous M*.

9 11 3 6 1
11157 8 3
M*=|3 715 8 11
6 8 8 8 6
1 3116 9
Le nombre de chaines de longueur 4 partant de A sans se terminer en A est :
a. 21 b. 30 c.42

‘ On peut répondre a toutes les questions sans dessiner le graphe, simple-
ment avec les coefficients de la matrice. Si cela semble trop difficile, alors
seulement s’aider du dessin du graphe.
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EXAMEN DE RATTRAPAGE | %% | 20 min | » P. 340

Dix étudiants d’une licence, que 1’on désigne par une lettre de A a J, ont a
passer des épreuves de rattrapage dans les matieres suivantes : anglais, écono-
mie, mathématiques, histoire, gestion, sociologie et droit.

Plus précisément, voici la liste des matieres a passer pour chaque étudiant :

: anglais, économie, sociologie

: maths

. droit, histoire

: anglais, économie, maths

: économie, histoire, maths

: droit, maths

: anglais, gestion, maths

: gestion, sociologie

I : économie, histoire

J : anglais, histoire, gestion

Chaque épreuve dure une demi-journée. Le secrétariat de I’université souhaite
organiser les épreuves sur la période la plus courte possible.

1. Dessiner un graphe qui traduit la situation en expliquant en quoi un colo-
riage de ce graphe permet de résoudre le probleme.

2. Utiliser I’algorithme de coloration.

3. Déterminer le nombre chromatique de ce graphe.

4. Donner une conclusion.

T QT mOQw >

‘ 1. Attention a bien réfléchir au graphe : que choisir pour les sommets ? les
étudiants ? les matieres ?

E OU EST LE FROMAGE ? | %% | 20 min | » P. 342

Un psychologue fait les hypotheses suivantes sur le comportement de souris
soumises a un régime alimentaire particulier. Lors d’une expérience, 80 % des
souris qui allaient vers la droite a ’expérience précédente, vont également
vers la droite, et 60 % des souris qui allaient vers la gauche a 1’expérience
précédente vont vers la droite cette fois-ci. A la premiére expérience, 50 %
des souris vont vers la droite.

1. Dessiner le graphe probabiliste traduisant cette situation.

2. Ecrire la matrice de transition de ce graphe.

3. Que peut-on prédire pour la quatrieme expérience ?

4. Déterminer 1’état stable.
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CORRIGES

VOCABULAIRE

L’ordre de ce graphe est 7, il y a quatre sommets impairs (les sommets A, B, C et F),
la distance entre F et D est 2 et le diametre de ce graphe est 3.

[ 2 ] GRAPHE COMPLET

GRAPHE ORIENTE

2 est un diviseur strict de 4, 6 et 8. a e @
3 est un diviseur strict de 6 ; 4 est un @

diviseur strict de 8.

‘ 5 et 7 sont des sommets isolés.
Les sommets qui n'ont aucune aréte

entrante (2 ; 3 ;5 ; 7) correspondent e

aux nombres premiers.

SOMME DE DEGRES

Non, car 9 x5 = 45: la somme des degrés serait un nombre impair, ce qui contredit
la propriété du cours.

‘ On utilise ici la propriété : « la somme des degrés est le double du nombre
d’'arétes ».

E] RELATION SUR LES DEGRES

Soit n le nombre de sommets.

Trois sommets sont de degré 4 et n — 3 sont de degré 3. Donc la somme des degrés
est:3x4+3(n—3)=3n+3.

D’apres la propriété du cours, ce nombre est égal au double du nombre d’arétes, soit
30. Ainsi : 3n+3=30.D’oun=9.

Ce graphe a donc neuf sommets.

Graphes
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[ 6 ] cYCLE EULERIEN, THEOREME D'EULER

Le graphe est non orienté et connexe.

1l possede deux sommets impairs, les sommets P et R. D’apres le théoreme d’Euler,
il existe une chaine eulérienne d’extrémités les sommets P et R (par exemple, la
chaine {P, S, T, R, S, Q, P, R}).

I n’existe pas de cycle eulérien.

GRAPHES COMPLETS ET THEOREME D’EULER
Les graphes complets sont non orientés et connexes. D’apres le théoreme d’Euler, les
graphes admettent un cycle eulérien si, et seulement si le nombre de sommets impairs
est 0, c’est-a-dire s’ils sont tous pairs. Cela revient a dire que 1’ordre du graphe
complet est un nombre impair supérieur ou égal a 3.

‘ Dans un graphe complet d’ordre n, le degré de chaque sommet est n—1. Si les
degrés sont pairs, U'ordre du graphe est impair.

MATRICE ET GRAPHE

1. Voir le graphe ci-contre.

2. 102 93 103 93 67
93 76 93 77 52
M5 =103 93 102 93 67
93 77 93 76 52
67 52 67 52 34

3. Le nombre de chaines de longueur 5
entre B et D est égal au coefficient de la
matrice M? situé 2 I'intersection de la
deuxieme ligne (B) et de la quatrieme
colonne (D). On lit 77.

‘ 1. Pour étre sir de ne pas oublier d'arétes, on peut compter le nombre de « 1 »
de la matrice. Ici, ily en a 16, ce qui veut dire que 'on doit dessiner huit arétes.

[ 9 | NOMBRE DE CHAINES
1. Soit M la matrice associée au graphe.

01000
00100
00101
00011
01000
00010

S O O O~ O



[ M

On calcule M5 :
001202
02132
00143
02031
01202
002010

Il n’y a pas de chaine orientée de longueur 5 du sommet 1 au sommet 5 car le coef-
ficient de la matrice M> a Dintersection de la premicre ligne et de la cinquiéme
colonne est 0.

2. Les termes de la diagonale de la matrice M° ne sont pas tous nuls, donc il existe
de telles chaines. Les termes de cette diagonale sont 0;0;4 ;2 ;4 ;2.

Donc il y a en tout 12 chaines de longueur 6 partant d’un sommet et arrivant a ce
méme sommet.

M5 =

S © o O

‘ 2. Les chaines qui partent d'un sommet et y reviennent (on parle de chaines
fermées) sont comptées par les termes de la diagonale.

NOMBRE CHROMATIQUE

1. On note y le nombre chromatique du graphe.

Le sous-graphe {A; E; F; D} est complet et d’ordre 4, donc Y = 4.

Le plus grand degré des sommets de ce graphe est 5, donc Y < 6.

On a donc ’encadrement : 4 <y <6.

2. On classe les sommets dans 1’ordre décroissant de leurs degrés : ADEFBCI.

On attribue une couleur a A. On attribue la méme couleur a C qui est le seul a ne pas
étre adjacent a A.

On attribue une deuxieme couleur a D, sommet suivant dans la liste.

On attribue la méme couleur a B, puis a J.

On attribue une troisieme couleur a E, puis une quatrieme a F.

L’algorithme a donné une coloration avec quatre couleurs.

3. D’apres la coloration effectuée, Y < 4. Et puisque Y = 4, on peut conclure que
Y=4.

ALGORITHME DE COLORATION

On note y le nombre chromatique du graphe.

On classe les sommets dans I’ordre décroissant de leurs degrés : 25347816.
On attribue une couleur au sommet 2.

On attribue la méme couleur au sommet 5.

On attribue une deuxieme couleur au sommet 3, sommet suivant dans la liste.
On attribue la méme couleur aux sommets 7, 1 et 6.

On attribue une troisieme couleur aux sommets 4 et 8.

Graphes
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L algorithme a donné une coloration avec trois couleurs. On a donc y < 3.

Il n’y a pas de sous-graphe complet d’ordre 3, donc il est impossible de conclure
immédiatement. On sait donc que 2 <y < 3.

En cherchant un peu plus, on trouve une coloration avec deux couleurs, comme le
montre le schéma ci-dessous. Ainsi, le nombre chromatique est égal a 2.

GRAPHE ETIQUETE

1. Les codes reconnus sont : acc, abcc et ccac.

Les codes non reconnus sont : abc, aca, aac et cbc.

2. Les codes de quatre lettres reconnus sont : aacc, bbcc, abee, bacc et ccac.

ALGORITHME DE DIJKSTRA
1.

15

8

15 12
78 25
25
) - ®)
20
17
10

328



[ M

2.
Sommets
A B C D E F G H o i
sélectionnés
0 + o0 + oo + o0 + oo + o + oo + oo AIO]
0+15=15 | 0+5=5 | 0+15=15 te e e e cis)
15(A) 5(A) 15(A)
5+12=17 5+8=13
15(A) 15(A) + o0 + o0 1310) +oo G(13)
13+25=38| 13+17=30
15(A) 15(A) 38(G) 30(6) + o0 B(15)
15(A) 38(6) 30(G) + o0 D(15)
15+25=40| 15+20=35 15+28=43 F(30)
38(6) 30(G) 43(D)
30+10=40
38(G) 40(F) E(38)
38+12=50
40(F) HI40)

Le coflit minimal d’une livraison de A a H est 40 ; le trajet suivi est ACGFH.

GRAPHES PROBABILISTES

1.
0,05
K H
0,95 0,80
0,20
2. La matrice de transition du graphe est M = (%,925 0(;,085)

3. Soit P, la matrice ligne décrivant I’état initial. Puisque 75 % sont sur Hicihonbos,
25 % sont sur Kecébo et P, = (0, 25 0,75).

Soit P, I’état probabiliste dans dix ans. Py, = POMIO, donc Py, = (0,769 0,23 1).
4. Soit P=(x y)=(x 1—x) I’état probabiliste stable.

0,95 0,05
PM = (x 1—x)(0’2 0.8 ]=(0,95x+0,2(1—x) 0,05x +0,8(1 - x))

=(0,75x+0,2 —0,75x+0,8).

L’égalit¢ P=PM est équivalente a x=0,75x+ 0,2, soit 0,25x=0,2. D’ou
x=0,8.

Par conséquent, 1’état probabiliste stable est (0,8 0,2).

On peut donc supposer qu’au bout d’un grand nombre d’années, la répartition de la
population ne changera plus et s’établira a 80 % de la population pour I’ile de
Kecébo, et 20 % pour Hicihonbos.

Graphes
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LECTURE DANS UNE MATRICE

Soit le graphe G, de sommets {A,B,C,D} dont M est la matrice d’adjacence.

1. La matrice M n’est pas symétrique, donc le graphe G est orienté.

2. 1l'y a une boucle, sur le sommet D.

3. La somme des termes d’une ligne de M est égale a la somme des arétes issues du
sommet correspondant.

La somme des termes d’une colonne de M est égale a la somme des arétes parvenant
au sommet correspondant.

4. M2 =

—_— = O =
—_— O = =
—_— = O =
N = =N

Le terme situé a I'intersection de la troisieme ligne et de la quatrieme colonne est 1,
il est égal au nombre de chaines issues du sommet C et arrivant au sommet D, de
longueur 2.

‘ 2. Lorsqu’il n'y a pas de boucles, la diagonale ne contient que des zéros.

GRAPHE ORIENTE ET NOMBRE DE CHEMINS
La matrice d’adjacence de ce graphe est, en prenant les sommets S, S,, S5 et S, dans
cet ordre :

S O O O
=
- o O O

O = = =

On prend comme unité la distance de 500 m entre deux sommets.

Le nombre de trajets différents de 1,5 km est égal au terme de la matrice M3 situé a
I’intersection de la ligne 1 et de la colonne 4.

Le nombre de trajets différents de 2 km est égal au terme de la matrice M# situé a
I’intersection de la ligne 1 et de la colonne 4.

Le nombre de trajets différents de 2,5 km est égal au terme de la matrice MO situé a
I’intersection de la ligne 1 et de la colonne 4.

A Paide d’une calculatrice, on trouve :

0212 0323 0535
0102]., pa|0221) s |0314
M=o o Moz MTlosas)
0221 0314 0544

Ainsi, en comptant les trajets différents entre S, et S,, on en trouve deux d’une lon-
gueur de 1,5 km, trois d’une longueur de 2 km, et cinq d’une longueur de
2,5 km.
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COLORATION D’UN GRAPHE

1. Chaque sommet représente 1'une des
filles (on utilise I’initiale du prénom) et
chaque aréte représente une incompati-
bilité entre deux filles.

2. On utilise maintenant 1’algorithme de
coloration.

Classement des sommets dans 1’ordre
décroissant de leurs degrés :
A(3);D(3); F(2) ; B(1) ; E(1) ; C(0).
On donne une couleur au sommet A. On peut donner la méme couleur aux sommets
BetC.

On donne une deuxieme couleur au sommet D, puis la méme couleur au sommet E.
11 reste le sommet F a qui 1’on donne une troisieme et derniére couleur.

Ainsi, il est possible de répartir les enfants dans trois chambres en respectant les
contraintes imposées par les parents.

Chambre 1 : Astrid, Bérangere, Charlotte.

Chambre 2 : Daphné et Eva.

Chambre 3 : Flavie.

3. Il n’est pas possible de faire mieux : le graphe contient un sous-graphe complet
d’ordre 3, formé par les sommets {A, D, F}. Le nombre chromatique est donc égal a
3, ce qui revient a conclure que trois chambres au minimum sont nécessaires.

Graphes

‘ 2. La coloration fournie par l'algorithme n’est pas optimale pour le bon sens.
En profitant du fait que le sommet C est isolé, les parents préféreront sirement
une solution plus équilibrée :

Chambre 1 : Astrid et Bérangére.
Chambre 2 : Daphné et Eva.
Chambre 3 : Charlotte et Flavie.

GRAPHIX

On dessine un graphe dans lequel les
sommets sont les commissions et les
arétes les incompatibilités entre ces
commissions. A chaque fois qu’un
membre doit assister a plusieurs
commissions, celles-ci ne peuvent étre
organisées en méme temps, elles sont
donc incompatibles et on trace une aréte

entre elles.
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En effectuant une coloration de ce graphe, on obtient une organisation possible des
commissions : chaque couleur correspond a une journée et tous les sommets coloriés
avec cette couleur correspondent a des commissions qui peuvent étre planifiées lors
d’une méme journée.
Le classement des sommets par ordre décroissant de leurs degrés donne :

P4), A3), F(3), R(3), S(3).
L’algorithme de coloration donne le
graphe ci-contre.
L’algorithme a fourni une coloration
avec trois couleurs, donc le nombre
chromatique est inférieur ou égal a 3.
Puisque le graphe admet un sous-
graphe complet d’ordre 3 (celui formé
des sommets FPR par exemple), le
nombre chromatique est supérieur ou
égal a 3.
Des deux informations, on déduit que le
nombre chromatique est 3.
Ainsi, les réunions pourront étre orga-
nisées sur trois journées.
Par exemple, la journée 1 sera réservée a la commission sur les fétes et banquet et a
la surveillance du camp, la deuxieme journée aux commissions sur 1’attaque de
camps romains et le ravitaillement, et la troisieme a la commission sur la potion
magique.

‘ Utiliser un graphe oU les sommets sont les personnes ne mene a rien.

GRAPHE ETIQUETE

1. a. Faux. b. Faux. c¢. Vrai. d. Faux.

2. Le graphe reconnait 12 mots de cinq lettres : bleat, blurt, baeat, baurt, baalt, beclt,
baclt, bcalt, baaat, bccat, bacat, bcaat.

3. 11 suffit de changer le sens de parcours de 1’aréte centrale d’étiquette « a ».

ALGORITHME DE DIJKSTRA

1. La question se traduit par la recherche d’une chaine eulérienne. Puisque le graphe
est connexe, on peut appliquer le théoreme d’Euler. Les sommets A et D sont impairs,
les autres sommets sont pairs. Puisqu’il y a deux sommets impairs, il y a bien une
chaine eulérienne sur ce graphe, d’extrémités ces deux sommets impairs. On peut
donc visiter toutes les villes a partir de la ville A, en passant une et une seule fois par
toutes les routes, et en arrivant a D. On effectue le trajet : ABGCFGEFDCAD.

2. 11 est impossible de faire une telle visite en revenant au point de départ. Le théo-
reme d’Euler a permis de conclure a I’existence d’une chaine eulérienne, mais pas
d’un cycle eulérien.
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3. Pour déterminer le plus court chemin entre la ville A et la ville E. On utilise I’algo-
rithme de Dijsktra.

A B c D F G E 'Som-mets'
sélectionnés
0 + o +o0 + o + o0 + o0 + o A(0)
12(A) 20(A) 9(A) + oo + o0 + o0 D(9)
12(A) 17(D) 30(D) + o0 + o0 B(12)
17(D) 30(D) 25(B) + o0 C(17)
28(C) 24(C) + o0 G(24)
28(C) 33(6) F(28)
31(F) E(31)

Le plus court chemin entre la ville A et la ville E est 31; le trajet suivi est ADCFE.

GRAPHES PROBABILISTES
1. a.

0,75
0,25 éteint ) Callumé 0,25
0,75

b. En choisissant 1’ordre des sommets éteint-allumé, la matrice de transition est :
M= 0,25 0,75
~10,75 0,25/
2. Soit P, I'état probabiliste au deuxiéme jour. On a P, = PyM?.

a.Dou: P, = (% %) Ainsi, la probabilité qu’il soit éteint le deuxieme jour est %
b. De méme, on a P, = P0M7. A Paide de la calculatrice, on obtient M7 puis P,. En
arrondissant les valeurs a 0,001 pres : P, = (0,496 0,504).

Ainsi, la probabilité qu’il soit éteint le septieme jour est environ 0,496.

‘ 1. b. Le choix de cet ordre est renforcé par la question suivante qui définit l'état
probabiliste avec cet ordre-la.

2. Remplacer 0,25 par% et 0,75 par% pour des calculs plus pratiques.

Dans l'état probabiliste, le premier nombre est la probabilité que le réverbere soit
éteint, le second est la probabilité qu’il soit allumé. Dans tous les exercices, bien
vérifier que la somme des deux nombres est toujours égale a 1.

Graphes
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[22] GRAPHES PROBABILISTES ET REMUNERATIONS
1.

0,6
0,4 fixe ) (variable 0,8
0,2

2. En choisissant I’ordre des sommets fixe-variable (choix imposé par la matrice Py),
0,4 0,6

0,2 0,8 )

L ¢état probabiliste deux ans plus tard est donné par P,. Ona P, = P,M*.

Do : P, =(0,2507 0,7493)

Ainsi, deux ans apres le début de 1’expérience, 25,07 % des employés ont choisi la

rémunération fixe et 74,93 % la rémunération variable.
3. Soit P =(x y) I’état stable. Puisque x + y =1, on I’écrit (x 1—x).

la matrice de transition est : M = (

On sait que cet état stable vérifie P = (x y). On calcule PM.

0,4 0,6
0,2 0,8

=(0,2x+0,2 -0,2x+0,8)
D’ou x=0,2x+ 0,2  0,8x=0,2 & x=0,25.
L’état stable est donc P =(0,25 0,75), ce qui signifie qu’au bout d’un certain
temps la répartition des employés selon leur mode de rémunération ne variera plus et
s’établira a : un quart des employés pour la rémunération fixe, trois quarts pour la
rémunération variable.

PM = (x l—x)( J=(O,4x+0,2(1—x) 0,6x +0,8(1 - x))

‘ 2. Deux ans plus tard, c’est quatre périodes de six mois plus tard.
3. Le calcul de P, montre que cet état stable est approché trés rapidement.

GRAPHES PROBABILISTES ET METEO

Partie A
1.

IS




-

~

2. En respectant I’ordre des sommets B, V,

 on obtient la matrice de transition :

3. a. La probabilité qu’il fasse beau dans deux jours est obtenue a 1’aide de I’état
probabiliste P,. On a P, = P, X M2, avec :

23

MZ=|—2>

oo|w;|mw|>—.

24

25

72

7

13

48

,dou Py, =(1 0 0)%

23

72

19

Ty

17

48

oo|u’5{|mw|»—

25
72
T |3 L2
24 (72 3 72)'
13
48

Ainsi, la probabilité qu’il fasse beau dans deux jours est égale a % =~(0,319.
b. Avec cet €tat probabiliste P, il suffit de calculer la premicre ligne de la matrice
P, x M”. On écrit ici des valeurs approchées a 0,001 pres :

0,356 0,339 0,305
Py xM7 =

Ainsi, la probabilité qu’il fasse beau dans sept jours est environ 0,356, la probabilité
qu’il fasse un temps variable est environ 0,339, la probabilité qu’il pleuve dans sept
jours est environ 0,305.

Partie B

Bl—= W[

2. a. Pour passer d’un état probabiliste au suivant, on utilise la relation de récurrence
P,,=PT.Or pourtoutn=0,P, ;= (bn+] = an)

n

1 2
- 3 3|_(1, .3 2, 1
PnT_(bn l_bn)x 31 (3bn+ (l—bn) gbn-l-z(l—bn))
4 4
En identifiant les premiers termes de chaque matrice-ligne, on obtient :
3 1 3 3 5 3
bn+1 3bn+4( bn)®bn+1:§bn+z_zbn@bn+ = 12b” 4
9 5 3 9_ 5 93, 15
b. Pour tout n = 0, Zn+1—b+1_ﬁ— 12bn+ 7= ( +17)+6
__ 5, _15.15__ 5
2768768 12°m
On en déduit que (z ( ) est une suite géométrique de raison — %

Graphes
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9 9 _8

—_— 5 " — 9
c. Pour tout n=0, Zn_ZOX(_E) , avec Zo—bo_ﬁ l_ﬁ 17 d’ou
- ( 5)n On a alors b, = > i><( i)n+2
ST 12 Tt T
. 5\ 8( 5\ _ _9
d. Onanlgfrlm(—ﬁ) =0, donc nlgilmﬁ( E) =0 etnlgilmb =17
12
— S _ 33
3.a.8=STe(x 1-x)=(x 1-x)x 3
4 4
“(lei3a-x 2
—(3x+4(1 X) 35t 7 (1 x))
En identifiant les premiers termes de chaque matrice-ligne, on obtient :
x—lx+§(1—x)<:>2x—§—§x<:>£x—§<:>x—2'
"3 374 4 127 4 17
9 8
On en déduit alors y=1—-x=1— 17=17

b. La limite de la suite (b,,) trouvée a la question 2.d. est le nombre x de I’état limite
S. Cet état limite ne dépend pas de I’état initial P,. Cela signifie que la probabilité

qu’il fasse beau dans un grand nombre de jours est proche de > = quel que soit le

temps de la journée initiale.

GRAPHE COMPLET

Comme les n sommets sont adjacents a chacun des autres sommets, le degré de
chaque sommet est 7 — 1. La somme des degrés est n(n — 1). Cette somme est égale
(n—1)n

a deux fois le nombre d’arétes du graphe (propri€té du cours), donc K a 3

arétes.

CONSEIL MUNICIPAL

On utilise un graphe dans lequel un sommet représente une commission. Une aréte
joignant deux sommets représente un conseiller qui assiste aux deux commissions
correspondantes.

La regle 1 indique qu’il n’y a pas de boucles.

La regle 2 indique qu’il n’y a pas d’arétes multiples et que deux sommets quel-
conques sont adjacents.

Le graphe est complet d’ordre 7 : il y a 7 X g = 21 arétes dans ce graphe.

1y a donc 21 conseillers dans le conseil municipal.
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CUBE m

Le nombre chromatique est 2, comme le montre la coloration suivante :

Graphes

,,‘
.

,

.

NOMBRE DE CHAINES

1. Entre deux sommets donnés, il existe au moins un chemin de longueur 2, donc le
diametre du graphe est inférieur ou égal a 2.

2. Entre deux sommets donnés, il existe au moins un chemin de longueur au plus 4,
donc le diametre du graphe est inférieur ou égal a 4.

3. Les termes de la diagonale de M? sont égaux au nombre de chaines de longueur 2
qui partent d’'un sommet et y reviennent. Puisqu’il n’y a pas de boucles, une telle
chaine est formée de deux arétes orientées qui font un « aller et retour » a partir d’un
sommet. La somme S est donc égale au double du nombre de ces allers et retours.

Dans l'exemple suivant, un aller B

etretour est possible entre CetD.La A ./
somme S est égale a 2, les chaines
/.D

possibles étant CDC et DCD.
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GRAPHE ETIQUETE

1. Le nombre 51 002 n’est pas reconnu, mais les nombres 1 020 et 20 100 le sont.
2. Les nombres reconnus sont tous les nombres qui se terminent au moins par un zéro.
Ce sont donc les multiples de 10.

3. Voici un graphe qui reconnait les multiples de 100 :

4. Le graphe suivant reconnait les mots ayant un nombre pair de a :
b b
a
—
ﬂ a

GRAPHE PROBABILISTE A DEUX SOMMETS

a l-a
1.a. PM=(x 1—x)(b l_bjz(ax+b(l—x) )
Le second terme de la matrice-ligne du produit n’est pas nécessaire. En effet, comme
il est dit dans le savoir-faire 6, les deux équations obtenues sont équivalentes. Ainsi,
I’égalité P = PM mene a la seule équation :

—_ _ _ — — b 5
x=ax+b(l—x) e x(1 a+b)—b<:>x——l_(a_b)

1-(a-b)

b 1-a
(1—(a—b) 1—(a—b))'

b. La matrice de I’état stable est (% %) si, et seulement si :

Et puisque 1 — x = , I’état stable est représenté par la matrice :

b 1-a
1—(a—b) 1-(a—b)
c. L’état stable ne peut pas étre une matrice (0 1) ou (1 0) car a et b sont supposés
non nuls.

Sb=l-asa+b=1.
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2. a. En développant le produit P, M, on obtient :

(s 1_x,,)[z 1:2):(axn+b(l—xn) )

En écrivant P"*! =P, M , on a la relation de récurrence : x,,,, = ax, +b(1-x,,)

ou encore X, =(a—b)x, +b.
b. Pour tout n € N :

b b
Upil = Xyl —m:("—b)xrﬁb—m
=(a-b)x, —%z(a—b)(xn —ﬁjz(a—b)un.

Ce qui montre que (un) est une suite géométrique de raison a — b.

o . n n b
c. Ainsi, u, =uy(a—b)" et x, = uy(a—Db) +m.
d. (u,) est une suite géométrique de raison a — b. Puisque 0 <a<1 et0<b<1,
la raison @ — b est strictement comprise entre — 1 et 1. La limite de la suite (u,) est

donc 0.

De la relation x, =u, +ﬁ, on déduit que la limite de la suite (x,,) est
_b
1-(a—b)’

Le résultat de la question 1.a. est donc confirmé par cette autre méthode : la limite
obtenue est le premier terme de la matrice de 1’état stable.

3. Puisque u, = x, — : la différence entre la suite (x,,) et sa limite est

_b
l—(a—0b)
égale a u, =uy(a—>b)".
0,3

Onau0=l——1_(0’6_0’3)

13-4 Sony = _pr=4 n

=1l 7—7,d0uun—u0(a b) —7><0,3-
4 In(0,0175)

u, Vv, = ) = U, 5 =Y, n=

n<001c>7><03”<001c>03"<00175(:) = In(0,3)

In(0,017 5)
" Tn(0,3)
I’état probabiliste s’approcheront a moins d’un centieme de celles de I’état stable.

= 3,3, donc c’est a partir de I’étape r =4 que les probabilités de

Graphes
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acM

1. Réponse a. Deux coefficients « 1 » symétriques par rapport a la diagonale de la

matrice correspondent tous deux a la méme aréte. On compte douze fois un coeffi-

cient 1, donc il y a six sommets.

2. Réponse a. La distance maximale entre deux sommets est 2, donc le diametre du

graphe est 2.

3. Réponse b. Le graphe est connexe, donc on peut appliquer le théoreme d’Euler.

Pour trouver le degré d’un sommet, on calcule la somme des coefficients de la ligne

correspondant a ce sommet.

Les sommets B et C sont impairs, les autres sont pairs. On en déduit que la graphe

possede une chaine eulérienne, mais pas de cycle eulérien.

4. Réponse a. Le nombre de chaines de longueur 4 partant de A sans se terminer en

A est égal a la somme des coefficients de la matrice M# situés sur la premigre ligne

sans compter le premier (puisque la chaine ne doit pas se terminer en A) :
11+3+6+1=21.

EXAMEN DE RATTRAPAGE

1. On dessine un graphe dans lequel les sommets sont les matieres et les arétes les
incompatibilités entre ces matiéres. A chaque fois qu’un étudiant a plusieurs matidres
a repasser, celles-ci ne peuvent étre organisées en méme temps, elles sont donc
incompatibles et on trace une aréte entre elles.

En effectuant une coloration de ce graphe, on obtient une organisation possible des
épreuves : chaque couleur correspond a une demi-journée et tous les sommets colo-
riés avec cette couleur correspondent a des matieres qui peuvent étre placées lors
d’une méme demi-journée. Si le nombre chromatique est trouvé, on aura alors trouvé
une organisation optimale.
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2. Le classement des sommets par ordre décroissant de leurs degrés donne :

anglais (5), maths (5), histoire (5), gestion (4), économie (4), sociologie (3), droit (2).
On attribue une couleur 1 a ’anglais, puis au droit.

On attribue une couleur 2 aux maths, puis a la sociologie.

On attribue une couleur 3 a I’histoire.

On attribue une couleur 4 a la gestion, puis a I’économie.

3. Le graphe admet un sous-graphe complet d’ordre 4 (celui formé des sommets
anglais, histoire, maths, gestion), donc le nombre chromatique est supérieur ou égal
ad.

L’algorithme a fourni une coloration avec quatre couleurs, donc le nombre chroma-
tique est inférieur ou égal a 4. Des deux informations, on déduit que le nombre chro-
matique est 4.

4. L'université pourra organiser ses épreuves sur quatre demi-journées. Voici un
exemple :

— demi-journée 1 : anglais et droit,

— demi-journée 2 : maths et sociologie,

— demi-journée 3 : gestion et économie,

— demi-journée 4 : histoire.

‘ 1. Une erreur a éviter est de commencer un graphe ou les sommets sont les
étudiants. Cela ne mene a rien car les incompatibilités ne correspondraient pas
aux arétes.

4. Avec la coloration trouvée, la seule liberté que l'on a est d’intervertir deux demi-
journées. Il existe cependant d’'autres colorations possibles. Par exemple, il suffit
de mettre le sommet « droit » en blanc pour en obtenir une autre.

Graphes
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2 OU EST LE FROMAGE ?

0,6
gaucheb ( droite 0,8
0,2

2. En utilisant I’ordre des sommets droite-gauche, la matrice de transition est :
Mo 0,8 0,2
10,6 0,4)
3. A la premiere expérience, 50 % des souris vont vers la droite. Cela se traduit par
un état probabiliste de matrice (0,5 0,5).

0,6 0,4

A T’aide de la calculatrice, on obtient : Py = (0,748 0,252). Ainsi, on peut prédire
que 74,8 % de souris iront vers la droite, les autres vers la gauche.

4. Soit P =(x y) I’état stable. Puisque x + y =1, on I’écrit (x 1— x).

On sait que cet état stable vérifie P = PM. On calcule PM.

PM = (x l—x)(g’i 8’3]=(0,8x+0,6(l—x) 0,2x +0,4(1 - x))

3
N 0,8 0,2
A la quatrieme étape, 1état probabiliste P; est donné par : (0,5 0,5)[ )

—(0.2x+0,6 —0,2x+0,4).
D'oi x=0,2x+0,6<:>0,8x=0,6<:>x=%.

L’état stable est donc P = 1) ce qui signifie qu’au bout d’un certain temps (tres

3
(4 4)
rapide, comme on le constate avec le calcul de P5), a chaque expérience, 75 % des
souris iront vers la droite et 25 % des souris iront vers la gauche.
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1. Suites arithmétiques
Premier terme u, raison a : u, , | =u, +a;u, = u,+ na.

. n+1)(uy+u
e Somme des n premiers termes : uy +u; +...+u, = w.

e Cas particulier : 1+2+...+n=@.
2. Suites géométriques

. . . _ o i
Premier terme w, raison b : u, | = bu, ; u, = uy X b".

Somme des n premiers termes :

) 1= pntl
Sib#1,alors ug +u; +...+u, = Uy _p
Sib=1,alors ug +u; +...+u, =(n+1)u,.
3. Limite d'une suite géométrique

La limite d’une suite géométrique de raison ¢ > 0 est :
0 0si0<g<1;
o + oo o —oo 81 g > 1, selon que le premier terme de la suite est positif ou négatif.

e Lorsque 0 < ¢ < 1, la limite de la somme 1+ ¢+ ¢+ ... +q"estﬁ.

4. Suites arithmético-géométriques

Les suites arithmético-géométriques sont définies par une relation du type :
u,,,=au,+b,oiaec R-{0;1}etbe R-{0}.

Ei¥ SECOND DEGRE

Soit a, b, ¢ des nombres réels, a # 0 et A = b2 — 4ac.

1. Solutions de l'équation ax?2 + bx + c=0

L’équation ax? + bx + ¢ = 0 admet :
—b+A o —b-~A
2a ebxz— 2a

e si A =0, une solution réelle double x, = x, = — >
a

e si A > 0, deux solutions réelles x; =

e si A < 0, aucune solution réelle.
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2.CasouA=0
ax? + bx + ¢ = a(x — x)(x — x,)

. b
* Somme des racines : x| +x, = — o

. . c
e Produit des racines : x;x, = —.
a

3. Fonctions du second degré
Définies sur R par f(x) = ax? + bx + c. Elles sont représentées par des paraboles.

Le sommet de la parabole a pour abscisse — 2%1.

4, Signe du trinéme ax? + bx + ¢

* Si A <0, ax? + bx + ¢ ne s’annule jamais sur R, il est du signe de a.
* Si A=0, ax? + bx + ¢ garde toujours le méme signe : il est du signe de a, sauf

b .,
en x, = 5, ou il s’annule.
a

® Si A> 0, ax? + bx + ¢ est du signe de a a I’extérieur des racines, et du signe
opposé entre les racines.

Eif} DERIVEES ET PRIMITIVES DES FONCTIONS USUELLES

1. Equation d’une tangente

® Si fest dérivable en a, une équation de la tangente a la courbe représentative de
fau point d’abscisse a est :
4
y=f(a)(x—-a)+ f(a).

¢ Sif”(a)=0, la tangente est parallele a I’axe des abscisses.

k 0 ]—<><>;+°<>[
X 1 ]—oo‘+oo[
X", ne N* an_’I ]—oo;-}—oo[
% —% J]—c;0[oul0;+e]
1
ln x % 10: 400
ex eX ]—oo;-}—oo[

2. Opérations sur les dérivées

oc(u+v) =u"+v

{4
u u2

o (ku) = ku’

’
_uv—w’

1%

o (W) =u'v+uw’

° (e”)' =e'u’



CALCUL INTEGRAL

1. Formule fondamentale

Si F est une primitive de £, alors Jf f()dt =F(b)-F(a).

2. Formule de Chasles

. jacf(t)dtz _[:f(t) dt+jbcf(t) dt e j:f(t) dt:—j:f(t) dr
3. Linéarite

Pour tous réels oL et P : fj (ocf(t) + Bg(t)) dr= oc_[abf(t) dr+ Bjjg(t) dr
4. Positivité

eSia<betf=0,alors f:f(t)dtBO.

5. Intégration d’'une inégalité

eSia<betf<g, alors J.:f(t)dtSJ‘:g(t)dt .

oSia<betm<f<M,alors m(b—a)sj:f(t)dst(b—a).

6. Valeur moyenne de f sur [a ; b]

ﬁj:f(t)dt.

FONCTIONS

1. Propriétés algébriques

Soit a > 0. Pour tous réels x et y :

Ca*tyY=a"a. x> 0.
X
eaqa "t = L oaqry =% o (a¥)) =av.
a* a’

Cas particulier : la fonction exp, de base e (e = 2,718), notée x > e*, est la
seule fonction exponentielle dont le nombre dérivé en 0 est 1.

e Pour tout réel x > 0 et pour toutréel y: e =x < y=Inx.
°Inl=0etlne=1.

Pour tous réels strictement positifs x et y :

eln(xy)=Inx+1Iny. dn%z—lnx. dn%zlnx—lny.

e Pour tout entier n : In (@) =nInx .
® Pour tout x réel : @¥ = e¥Ina,
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2. Convexité et concavité

On dit que f est convexe (resp. concave) lorsque sa courbe est
entierement située au-dessus (resp. au-dessous) de chacune de
ses tangentes.

3. Représentations graphiques

B Fonctions In et exp

Y -1
y Ry
WZe
-
-
2 o
-
1.
7z
y=e* L

T 1o T >

_2 L 2 x

/’,
Y y =Inx
SEGR,
-
-
e
-
-
L.

La fonction x > e* est convexe et la fonction x — Inx est concave.
B Fonctions exponentielles

y =la*
0<a<l1

A

K8 PROBABILITES ET STATISTIQUES

1. Statistique descriptive

Une série statistique quantitative est décrite par un parametre de tendance cen-
trale et un parametre de position : moyenne et écart-type ou médiane et écart
interquartiles.

B Moyenne et écart-type

Pour une série d’effectif n, formée des valeurs x, x,, ..., x,
X Xyt x,

e Moyenne : m =
n



(x, —m)2+(x2—m)2+...+(xm—m)2

n

e Variance : V =

2

2 2 2
X{+x5+...+x
1 2 n )

n

o Bcart-type : 5 = \/V .

Médiane et écart interquartiles

® Médiane : nombre qui partage une série ordonnée en deux groupes de méme
effectif.

¢ Premier quartile Q, : plus petite valeur de la série telle qu’au moins 25 % des
valeurs lui sont inférieures ou égales.

¢ Troisieme quartile Q; : plus petite valeur de la série telle qu’au moins 75 % des

ouV=

valeurs lui sont inférieures ou égales.
¢ L’écart interquartile est la différence Q; — Q.
® Diagramme en boite :

minimum Q, M Q, maximum
L’écart interquartile est la largeur du rectangle.

2. Probabilites

B Généralités

® Dans le cas général, p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B).

p(A)=1-p(A), p@Q)=1,p@)=0

e Si A et B sont incompatibles, p(A U B) = p(A) + p(B).

¢ Dire que A, A,, ..., A, forment un partition de A signifie que leur réunion est

égale a A et que leur intersection deux a deux est vide.
nombre d’éléments de A

e Dans le cas équiprobable, p(A) = ombre déléments de O

B Probabilité conditionnelle de A sachant que B est réalisé
_pr(ANnB)
° Py (A) = 7 (B)
o p(A N B) = py(A) p(B).
® Cas ol A et B sont indépendants : p(A N B) = p(A) p(B).
B Formule des probabilités totales
Si les événements B, B,, ..., B, forment une partition de €2, alors :
pA)=p(ANB)+p(ANB,) +...+p(ANB,).
B Espérance d’une variable aléatoire
Si une variable aléatoire X prend les valeurs x|, x,, ..., x, avec des probabilités
P> Dy +--» P,» alors Iespérance de X est le réel :
EX)=px; +pyy + ... +p,x,.

,sip(B) #0.
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3. Loi binomiale

* Epreuve de Bernoulli : expérience aléatoire avec deux issues, soit la réussite, de
probabilité p, soit I’échec, de probabilité 1 — p.

¢ Schéma de Bernoulli : répétition d’épreuves de Bernoulli identiques et indépen-
dantes les unes des autres.

e Loi binomiale %(n ; p) : la probabilité d’avoir k réussites parmi n épreuves est
(Z)p" (1-p)*

* Coefficient binomial (’IZ
tions.

e Espérance d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n et

) : nombre de facons d’obtenir k succes parmi n répéti-

p:E=np.

4. Lois continues

e Une densité de probabilité sur [a ; b] est une fonction f définie, continue, posi-
tive sur [a ; b], et telle que J: f(x)dx=1.

e Si P est une loi de probabilité de densité f'sur [a ; b], alors pour tout intervalle

[o; B] inclus dans [a ; b] : P([oc ; [3]) = '[3 f(x)dx.

5. Loi uniforme

e La densité de la loi uniforme sur [a ; b] est la fonction constante x > ﬁ.
Pour tout intervalle [o ; B] inclus dans [a ; b] :
o) B=o
P(lo:B]) = B
e L’espérance d’une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a ; b] est
a+b
2

6. Loi normale

® Densité de la loi normale N'(u ; 62) de moyenne L et d’écart-type G :

Y
0,6

0,4

0,2

-3 -2-10 1 2 3 4 5%
Loi de moyenne 2, d’écart-type 0,75

La courbe est symétrique par rapport a un axe d’équation x = [L.



® Si X suit une loi normale N (U ; 62) :
Plu-o<X<u+0)=0,683
Pu-20 <X <u+20)=0954
P(L—-30 <X <u+30)=0,997.

X-X

e Si X suit une loi N(U ; 6), alors U = suit la loi normale centrée réduite

N ; 1).

e Densité delaloi N(0;1): x>

162.
N

3210 1 2 3 4 5 6 7 *
Loi normale centrée réduite

®SiXsuitlaloi N(O;1): P(-1,96 <X =< 1,96) =095 ;
P-1=sU=s=1)=0683;P-2=<U=<2)=095,
P3<U<3)=0997.

7. Intervalle de fluctuation

o L'intervalle de fluctuation de niveau 95 % de la fréquence, dans un échantillon
de taille n, du succes d’une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de para-

metres n et p est 'intervalle [%%} ol a est le plus petit entier tel que

P(X < a) > 0,025 et b le plus petit entier tel que P(X < b) = 0,975.

o Si p est la fréquence théorique d’une variable qualitative dans une population,
et si Np = Set N(1 — p) =5, un intervalle de fluctuation de niveau 95 % de la
fréquence observée dans un échantillon de taille N est :

[p_l,% /p(ljgp) 1,96 /p(lj\:p)}

e Si, de plus, N =25 et si 0,2 < p < 0,8, un intervalle moins précis mais plus
simple est :

o]
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8. Intervalle de confiance

® Si fest la fréquence observée d’une variable qualitative dans un échantillon de
taille N représentatif de la population, et si Np = 5 et N(1 — p) = 5, un intervalle
de confiance de niveau 95 % de la fréquence théorique p dans la population est :

fa-7). [f0-f)
[f—l,% 196 T}

e Si, de plus, N = 30, un intervalle moins précis mais plus simple est :
1 1

-— f+—=]

- ]

(I8 CALCULATRICES ET TABLEUR

1. Calcul de probabilités avec une calculatrice

Coefficient PRB Dans le menu RUN, | = COMBIN(n;k)
binomial (Z) COMBINAISON presser la touche

puis choisir

PROB. Entre n et k,

choisir nCr
Calcul de Menu distrib [ et | Menu STAT, choisir | =LOI.BINOMIALE
PX=k)si X ]' puis binomFdp DIST puis BINM, (k;n;p;0)
suit la loi et saisir n, p, k. Bpd et Var : saisir k, |=LOI.BINOMIALE
Bln; p) binomFrép donne N, p- (k;n;p:1) donne

PIX < k) PX < k)

Calcul de Menu distrib [ et | Menu STAT, choisir | =LOL.NORMALE
Pa<X<blsi |Ga) puis DIST puis NORM et | (b;u;0;1)-
X suit la loi normalFRépla,b,u,0). Ncd : saisir a, b, LOI.LNORMALE
Nlp; o2 o, L. (a;p;0;1)




2. Programmation des algorithmes sur une calculatrice

Saisir n Input n ou Prompt n ?7—>n
n prend la valeur 1 1 > n (touche (1o =) T—-n
Afficher n Disp n na
Si ... alors ... sinon If ... If ...
Then ... Then ...
Else ... Else ...
End IfEnd
Pourlde 1a10.. For(1,1,10) ... For1—=nTo10..
(par défaut le pasest 1] | End Next
Pour I de 1a 10 par pas For(1,1,10,3) For 1 — nTo 10 Step
de3 3
Tant que n <10 ... While n <10 ... While n <10 ...
End WhileEnd

MATRICES

1. Regles de calcul

B Somme de deux matrices

On peut additionner deux matrices de méme dimension, en ajoutant les nombres

ayant la méme position.

B Multiplication par un réel

On peut multiplier une matrice par un réel en multipliant chaque nombre de la

matrice par ce réel.

B Produit de deux matrices

On peut multiplier deux matrices des lors que le nombre de colonnes de la pre-
miere est égal au nombre de lignes de la deuxieme.

2. Matrices inversibles

Une matrice carrée A est dite inversible s’il existe une matrice B telle que
AB = BA =1 (I matrice identité). Dans ce cas, B est I'inverse de A et on note
B=A"L

3. Résolution de systémes linéaires

Si I"écriture matricielle d’un systeme est AX = B (A matrice carrée d’ordre n, B
matrice colonne a n lignes) et si A est inversible, alors le systéme a une unique
solution donnée par X = A~ IB.
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EZ3 GRAPHES

1. Degrés, arétes et chaines

La somme des degrés de tous les sommets d’un graphe non orienté est égale a
deux fois le nombre d’arétes du graphe.

Théoreme d’Euler : Un graphe non orienté et connexe admet une chaine eulé-
rienne si, et seulement si le nombre de sommets impairs est 0 ou 2. Dans le cas
ou il est égal a 0, c’est méme un cycle eulérien.

2. Matrices et graphes

Si A est la matrice associée a un graphe, le terme situé a I’intersection de la ligne i
et de la colonne j de la matrice A™ est égal au nombre de chaines de longueur m
reliant 7 a j.

3. Coloration et nombre chromatique

En notant d le plus grand degré des sommets et o. I'ordre du plus grand
sous-graphe complet de G, le nombre chromatique y(G) d’un graphe G est tel
queoa<7y(G)<d+1.

4. Graphes probabilistes

¢ Soit M la matrice de transition d’un graphe probabiliste a n sommets, P, la
matrice ligne décrivant I’état initial et P, la matrice ligne décrivant I’état proba-
biliste a I’étape n.
Alors pour toutn : P, =P Met P, =P,M".,

® Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2, dont la matrice de transition M ne
comporte pas de 0, I'état probabiliste P, a I’étape n, converge vers un €tat limite

P, appel€ aussi €tat stable, indépendant de I’état initial Py, et tel que P = PM.
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