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EXTRAITS DES PROGRAMMES DU 8 JUIN 1966 
(B. O. n° 26 du 30-6-66.) 

CLASSE TERMINALE D 

GÉOMÉTRIE ET GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

I. - Compléments de géométrie dans l'espace. 

1 o En repère cartésien affine : représentation paramétrique de la droite définie 
par un point et un vecteur parallèle. 

En repère cartésien orthonormé : expression analytique du produit scalaire de deux 
vecteurs donnés par leurs coordonnées, condition d'orthogonalité de deux vecteurs. 

2° Barycentre d'un système de n points affectés de coefficients dont la somme n'est 
pas nulle, définition, propriétés. Coordonnées du barycentre. Centre de gravité d'un 
triangle, d'un tétraèdre. 

Transformation des sommes : 
-~ -~ -~ 

a:: MA + [3MB + y MC en géométrie affine, 
a:: MA2 + [3 MB 2 + y MC 2 en géométrie métrique, 

a::, [3, y étant des réels quelconques non nuls, dans les deux cas 

a:: + [3 + y # 0 et a:: + [3 + y = O. 

Il. - Transformations ponctuelles du plan. 

1° Translation; rotation autour d'un point; homothétie de centre donné; similitude 
directe de centre donné. - Définitions ; représentations de ces transformations dans le 
plan complexe par des transformations du type z' = az + b ; produit de telles trans­
formations. 

2° Symétrie par rapport à une droite. - Produit de deux symétries. Éléments de 
symétrie de figures géométriques simples. 

3° Affinité. - Définition. Produit de deux affinités ayant même axe et même direc­
tion. Transformée d'une droite; transformée de la tangente en un point d'une courbe. 

Affinité orthogonale. Transformée d'un cercle. 

III. - Coniques. 

Étude de la courbe représentée en axes rectangulaires par l'équation : 

• u 2 = ax 2 + bx + c. 

Différentes formes de courbes. Discussion de l'existence d'un centre de symétrie, 
de l'existence d'asymptotes ; équations réduites et, dans le cas où la courbe admet des 
asymptotes, équation de la courbe rapportée à ses asymptotes. 
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IV. Cinématique. 

1 o Mouvement d'un point; sa relativité; trajectoire. 
Modes de défînition d'un mouvement : 

- par les coordonnées du mobile par rapport à un repère cartésien fixe ; 
- par la donnée d'un support géométrique de la trajectoire et par une loi horaire. 
2o Vecteur-vitesse d'un point. 
Vecteur-vitesse à un instant donné. Coordonnées du vecteur-vitesse, lorsque le mou­

vement est défini par rapport à un repère cartésien donné. Vecteur-vitesse de la pro­
jection du mobile sur un plan ou sur une droite fixe. Détermination du vecteur-vitesse 
lorsqu'on connaît le support géométrique de la trajectoire et la loi horaire. 

Mouvement circulaire : vecteur-vitesse, vitesse angulaire. 

3° Vecteur-accélération d'un point. 
Définition du vecteur-accélération à un instant donné. Coordonnées du vecteur-accé­

lération lorsque le mouvement est défini par rapport à un repère cartésien donné. 
Vecteur-accélération de la projection du mobile sur un plan ou sur une droite fixe. 

Application à l'étude du mouvement circulaire et du mouvement hélicoïdal uniforme. 

4o Mouvement d'un point dont le vecteur-accélération reste équipollent à un vecteur 
fixe (liaison avec le mouvement d'un point pesant dans le vide) : trajectoire, mouve­
ments projetés sur un axe parallèle et sur un plan perpendiculaire au vecteur-accé­
lération. 

5o 1\llouvement de translation d'un corps solide par rapport à un repère donné. Trajec­
toires, vecteurs-vitesse, vecteurs-accélération des divers points invariablement liés 
au corps. 

STATISTIQUE ET PROBABILITÉS 

1° Préliminaires d'analyse combinatoire. - Permutations, arrangements, combi­
naisons sans répétition. Formule du binôme. 

Problèmes de dénombrement et applications simples. 

2° Principe du calcul des probabilités. - Variable aléatoire. Notion de loi de proba­
bilité : loi binômiale, loi de Gauss ou normale, loi des grands nombres, loi de Poisson. 

3° Statistique appliquée. - Estimation d'une moyenne (dans le seul cas où la loi de 
distribution est normale). Valeur significative d'une moyenne, intervalle de confiance. 





GÉOMÉTRIE 
ET GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

1re Leçon 

,. 
COORDONNEES D'UN VECTEUR DANS L'ESPACE 

1. Décomposition d'un vecteur lié. 
-;llo-

Soit dans l'espace, un vecteur OM et trois directions non coplanaires Ox, Oy et Oz 
(fig. 1). En menant par M les plans parallèles aux trois plans yOz, zOx et xOy, on forme 
un parallélépipède d'arêtes OA, OB et OC 
et de diagonale : 

-- -;llo- -------- --~ OM = OA AD+ DM 
-- -- -;llo- ---Soit: OM = OA +OB+ OC. --On dit que le vecteur OM est décomposé 

suivant les trois directions Ox, Oy et Oz. 
La décomposition ainsi obtenue est unique: 

-;..--;llo- --
Les trois vecteurs OA, OB et OC sont 

les composantes vectorielles du vecteur --OM suivant les trois directions Ox, Oy 
et Oz. 

y 

D 

Fig. 1 

-~ .. 
On peut remarquer que la composante OA par exemple n'est autre que la proJection --du vecteur OM sur Ox, effectuée parallèlement au plan yOz. 

-- -- -i>-Réciproquement, à trois composantes vectorielles données OA, OB et OC correspond --un vecteur lié OM et un seul. 

2. Composantes scalaires d'un vecteur libre de l'espace. 
---il'---

On appelle base dans l'espace l'ensemble ordonné de trois vecteurs I, J, K 
non nuls et non parallèles à un même plan. 

--;..- -- - -:>-En menant par un point 0 de l'espace trois vecteurs i, j, k d'origine 0, respectivement 
-il'- -- __,_ équipollents aux vecteurs I, J, K, on obtient trois axes x'x, y'y, z'z de vecteurs unitaires -- -:.- _,..... respectifs i, j, k et non coplanaires (fig. 2). --1° Les projections d'un vecteur libre V sur les supports de chaque vecteur de base 

-'Jo- -- _,.._ 
I, J, K, parallèlement au plan parallèle aux deux autres, sont égales aux projections 

-'Jo-

de V sur chaque axe x'x, y'y, z'z, parallèlement au plan des deux autres. Elles sont aussi 
-'Jo- • -r 

égales aux projections sur ces axes du vecteur lié OM équipollent au vecteur V. Ces 



8 GÉOMÉTRIE ET ÉLÉMENTS DE PROBABILITÉS 
_,..... 

projections sont les composantes vectorielles du vecteur V dans la base considérée et 
~ 

A tout vecteur V correspondent des composantes vectorielles bien déterminées. 

_,..... --20 Si V1 et V 2 ont mêmes compo-
santes vectorielles dans une base don­
née, ils sont équipollents au même --vecteur lié OM, donc égaux entre eux. 

Les résultats ainsi obtenus permettent 
d'étendre à l'espace les propriétés des 
vecteurs du plan (Géométrie tre D; 

o~~~lllo---~-+---------:y~ 2e leçon): 

3° On appelle composantes sca­
laires (ou coordonnées) du vecteur 

-- -)>-- -- --Fig. 2 libre V dans la base (I, J, K) les 
mesures algébriques des compo­

santes vectorielles de ce vecteur sur trois axes · de vecteurs unitaires res-
~ ~ _,..... 

pecti(s I, J et K. 

Si 
-- -- _,..... _,..... OA = X i ; OB = Y j et 

_,..... -~ 

oc = z k (fig. 2) : 

_,..... _,..... _,..... -- _,..... -- _.,_. ->- _,..... -- --v = OM = OA + OB + OC = X i + Y j + Z k = X I + Y J + Z K. 

-- -~ -- ->-Tout vecteur V a trois composantes scalaires X, Y, Z dans une base donnée (i, j, k) 
et s'exprime, d'une seule façon, sous forme de combinaison linéaire des vecteurs de base: 

-- -)>-- --i +y J + z k. --On note : V (X, Y, Z). 

Ces composantes scalaires sont invariantes lorsqu'on remplace chaque vecteur de la 
base par un vecteur équipollent. 

3. Vecteurs égaux.- Pour que deux vecteurs libres soient égaux, il faut 
et il suffit que leurs composantes scalaires de même nom soient égales : 

_,_ _,_ 
Pour que V et V' soient égaux, il faut et il suffit qu'ils soient équipollents au même _,_ . 

vecteur lié OM, donc dans l'espace : 

-- ~ V= V' ~ X= X'; Y= Y'; Z = Z' 

-- --En particulier : V = 0 ~ X = Y = Z = 0 

Toute égalité vectorielle dans l'espace équivaut à trois égalités numériques: 

-- _,_ _,_ -il>- -;o- -? 

Xi + Y j + Z k = X' i + Y' J + Z' k ~ X=X'; Y=Y'; Z = Z' 

_,_ _,_ 
4. Somme de vecteurs. - Soit V (X, Y, Z) la somme des vecteurs V1 (XH Yu Zt) 
-i»-

et V 2 (X2, Y 2' Z2). On obtient : 
_,_ -- _,_ --v 1 = xl i + Y1 J + zl k 
-? -- -- _,_ 
v2 = Xz i + Y2J + Z2 k 

Soit 
_,.._ _,.__ -- _,_ 
V = (Xl + X2) i + (Yl + Y2) j + (Z1 + Z 2) k. 
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Donc: 

1 V=~ +V: ~ X = X1 __ +_X_2_; __ Y __ Y_1_+_Y_2_; __ z __ z_l_+_Z_2_./ 

-- --Plus généralement, si V (X, Y, Z) est la somme de n vecteurs Vi (Xi, Yi, Zi) : 

-- --v= :EVi ~ X= :EXi; Y= :EYi, Z = :EZi. 

Ces conditions· se réduisent aux deux premières dans le cas du plan. 

5. Combinaison linéaire de vecteurs. - Il résulte des paragraphes précédents -- -- --que toute combinaison linéaire v (X, Y, Z) des vecteurs vl (Xu YH Zl) et v2 (X2, Y2, Z2) 
est telle que : -- -- _,..... V= cx.1 V1 + cx. 2 V 2 ~ X= cx.1 X 1 + cx. 2 X 2 ; Y= cx.1Y1 + cx 2 Y 2 ; Z = cx.1 Z1 + oc 2 Z 2• --Plus généralement si on combine n vecteurs Vi : 

X~ :Ea, x,; Y~ :Ea; Y,; Z 4 
-:.-

6. Vecteurs de même direction. - Pour que les vecteurs non nuls V (X, Y, Z) 
-'J-

et V' (X', Y', Z') aient leurs supports parallèles ou confondus, il faut et il suffit qu'il 
-:.- ·-o-

existe un nombre réel À tel que V' À V : 
-'Jo- -'Jo- -'Jo- -'Jo- -'Jo- -'Jo- -'Jo- -'Jo-

V' = À V ~ X' i + Y' j + Z' k = À (Xi + Y j + Z k) 
-·Jo- -Jo- -Jo- -'Jo- -'Jo- -'Jo-

ou : X' i + Y' j + Z' k = (À X) i + (À Y) j + (À Z) k. 

Donc (no 4) : -- -Jo-V' Il V ~ X'= ÀX; Y'= À Y; Z' I.Z. 

Pour que deux vecteurs non nuls aient même direction il faut et il suffit que 
leurs composantes scalaires de même nom soient proportionnelles. 

On peut écrire : -'Jo- -- X' Y' Z' 
V' Il V ~ -- = - = -x y z 

en convenant que si l'un des dénominateurs est nul, il en est de même du numérateur 
correspondant. 

7. Repérage d'un point de l'espace. Soit A un point fixe de l'espace. A tout 
-'Jo-

vecteur lié AM il correspond un point M de l'espace et un seul. Réciproquement, à --tout point M de l'espace correspond un vecteur lié AM et un seul (fig. 3) : 

Il existe une correspondance bijective entre un point M de l'espace et le 
-'Jo-

vecteur lié AM. 

En prenant le point A comme origine, on peut ainsi repérer tout point M de l'espace. 

8. Changement d'origine. - Prenons le point 0 comme nouvelle origine (fig. 3). 
-Jo-

Tout point M de l'espace est repéré par le vecteur OM: 
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9. Représentation paramétrique vectorielle d'une droite. - Considérons, dans 
~ 

l'espace, la droite D passant par le point donné A et parallèle au vecteur donné non nul _,_ 
v (fig. 4). --Le vecteur V est un vecteur directeur de la droite D. 

Soit 0 un point flxe de l'espace (ou du plan) choisi comme origine. Pour que le point 
variable M appartienne à la droite D, il faut et il suffit qu'il existe un nombre réel À 

->- _,_ 
tel que : AM = À V ce qui entraîne: 

oM:=oA+AM ~ joM:=oA+ Àv.j 
M 

0 
0~ 

Fig. 3 Fig. 4 

_,_ _,_ --
L'équation : OlVI = OA + À V est la représentation paramétrique vecto-

-:.-
rielle de la droite D passant par A et parallèle au vecteur V. 

_,_ ->-
Soit i un vecteur unitaire de même direction que le vecteur V. On obtient : 

->- -- ->- ~ AM = À vi, où v est la mesure algébrique de V sur l'axe de vecteur unitaire i. 
Lorsque le paramètre À varie de - w à + w, le point M décrit la droite D dans le 

_,_ _,_ - :>-

sens du vecteur V ou dans le sens opposé selon que les vecteurs V et i sont de même sens 
ou non. Notons que : 

Un vecteur directeur d'une droite n'est défini qu'à un facteur numérique près: 

_,_ -:>- _,_ 1 -- -:>- _,_ À ->-
w = m V ~ V = - vV >- OM = OA + - W m m 

soit 
-- _,_ -:>-
OM = OA + kW où k varie de - w à + w. 

REPÈRE CARTÉSIEN DANS L'ESPACE 

10. Définitions. - Considérons trois axes Ox, Oy, Oz non coplanaires, de même 
-->-- -- _,_ origine 0, dont les vecteurs unitaires respectifs sontlesvecteurs liés i, j, k d'origineO 

- :>- --- _,_ 
(flg. 5). L'ensemble ordonné i, j, k est une base de l'espace et définit le repère cartésien 
Oxyz. 

_,_ ->- ->-
Un repère cartésien dans l'espace est déterminé par une base i, j, k, 

constituée de trois vecteurs liés de même origine 0. 

Le point 0 est l'origine du repère; les axes Ox, Oy, Oz sont les axes de coordonnées 
du repère et se nomment respectivement axe des abscisses, des ordonnées et des cotes. 
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Sauf indication contraire le trièdre Oxyz est de sens direct, c'est-à-â.ire qu'un obser­
vateur placé sur Oz voit Ox à sa droite et Oy à sa gauche. 

Le repère cartésien Oxyz est dit: 

1 o Rectangulaire ou orthogonal lorsque le trièdre 
Oxyz est trirectangle. 

_,_ _,...._ _,...._ 
2° Normé lorsque les trois vecteurs de base i, j, k ont 

un même module égal à l'unité de longueur. Dans un tel --repère, tout vecteur unitaire u de l'espace aura le même -- --- _,...._ module que les vecteurs de base i, j, k. 

3o Orthonormé lorsqu'il est à la fois rectangulaire 
et normé. Les trois vecteurs de base ont alors le même 
module et sont deux à deux orthogonaux. 

y 

x 

Fig. 5 

11. Coordonnées cartésiennes dans l'espace.- Les coordonnées cartésiennes d'un 

------ -- -- --point l\1 sont les composantes scalaires du vecteur Ol\1 dans la base (i, j, k). 

Ces coordonnées x, y, z sont respectivement l'abscisse, l'ordonnée et la cote du point 
M (x, y, z). Ainsi (fig. 6) : 

1 x 
M (x, y, z) ou M 

1 ; 

(1) 

Si R désigne l'ensemble des nombres réels, on établit ainsi une correspondance 
bijective entre l'ensemble des points l\1 de l'espace et l'ensemble des éléments (x, y, z) 
de R 3 • 

y 0 

Fig. 6 Fig. 7 --12. Composantes du vecteur AB. - Soient A (xH YH z1) et B (x2, y 2, z2) deux points --donnés et X, Y, Z, les composantes du vecteur AB (fig. 7) : 

1 AB = OB - OA 1 ~ 1 X = x 2 - X1; Y = Y2 - Y1; Z = Z 2 - Z1 / (2) 
__,_. 

Toute composante scalaire du vecteur AB est égale à la différence des coordonnées de 
même nom de son extrémité el de son origine. 

Considérons les points A (xH YH Z1); B (x2, y2, z2) ; C (x3, y3, Z3) et D (x4, y4, Z4) : 

-- -- ~ x, - xl = x4 - Xa 
AB= CD ~ Y2- Y1 = Y4 - Ya (n° 4) 

z2 - zl = z4 - Za -- _,_ x2- Xt Y2- Y1 z2- zl et AB Il CD ~ - - . (n° 5) 
x4 X a Y4- Ya z4- Za 
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13. Changement de coordonnées par translation du repère.- Faisons subir (fig. 8) 
-~ 

au repère cartésien Oxyz une translation de vecteur 0 w. Soient x 0 , y0, z0 les coor-
données de la nouvelle origine w et soient w X, w Y et w Z les nouveaux axes de vecteurs 

-~ ---il- _,_ -- --
unitaires I = i, J = j et K = k. Désignons par x, y, z les coordonnées du point quel-
conque M dans l'ancien repère Oxyz et par X, Y, Z, ses coordonnées dans le nouveau -- _,..... --repère. La relation : OM = 0 w + w M s'écrit : 

-~ _,_ -~ -~ -- -- -~ -~ --
x i + y j + z k = (x0 i + y 0 j + z0k) + (XI + Y J + ZK). -- -- -- -~ -~ --Soit : x i + y j + z k = (x0 + X) i + (y0 + Y) j + (z0 + Z) k. 

Donc (n° 4) 

l OM = 0~ + -;;;-.M 1 -4--=?- 1 x = Xo + x, y = Yo + Y, z = Zo + z.j 
L'ancienne abscisse est égale à l'abscisse de la nouvelle origine augmentée de la nouvelle 

abscisse. 

On peut formuler des règles analogues pour la nouvelle ordonnée et la nouvelle cote. 

En faisant z = z0 = Z = 0, on retrouve les règles connues pour le changement de 
coordonnées dans le plan. 

z z 

-
y K 

-J y 

y y 

Fig. 8 Fig. 9 

14. Changement de vecteurs unitaires. - Dans le repère cartésien Oxyz, rem-
-~ -- -- -- -- --plaçons (fig. 9) les vecteurs unitaires de base i, j, k, par les vecteurs I, J et K tels que : 

-- -- -- --I = IX i, J = ~j, -- -~ K = yk. 
_,_ -~ -~ -~ 

Dans le nouveau repère OXYZ, on obtient : OM =XI+ YJ + ZK. -- -- _,_ -- -~ _,_ 
Soit : x i + y j + z k = IX X i + ~ Y j + y z k. 

Donc : x =IX X, y= ~Y, z = y Z ~ X = ::, Y= Il., 
IX ~ 

z z = -· 
y 

15. Symétries. - 1° Dans tout repère cartésien Oxyz (fig. 10), les points M (x, y, z) 
et M'(- x,- y,- z) sont symétriques par rapport à l'origine 0, car : --- -~ _,_ _,_ 
OM=xi+yj+zk et 

-- -~ _,_ _,_ 
OM' =-xi- yj- z k 

_,_ ---
OM' =-OM. 

2° Dans tout repère rectangulaire (fig. 11), les points M (x, y, z) et M' (x, y,- z) 
sont symétriques par rapport au plan xOy. En effet le milieu du segment MM' est le --- -~ point I (x, y, 0). Il est donc situé dans le plan xOy et le vecteur M'M = 2 z k est per-
pendiculaire à ce plan. 
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,De même les points M" (-x, y, z) et M 111 (x,- y, z) sont les symétriques du point 
M (x, y, z) par rapport aux plans yOz et zOx. 

m' Q' r-;..::..-_-------
1 ',, - ..... -- ...... 

' 
y y 

Fig. 10 Fig. 11 

3° Dans tout repère rectangulaire, les points M (x, y, z) et M1 (-x,- y, z) sont symé­
triques par rapport à l'axe Oz, car le milieu du segment MM1 est le point J (0, 0, z). -- ~ ~ Il appartient à l'axe Oz, et le vecteur M1M = 2 (x i y j) est perpendiculaire à Oz. 

De même les points M2 (x,- y,- z) et M3 (-x, y,- z) sont les symétriques du point 
M (x, y, z) par rapport à l'axe Ox et l'axe Oy. 

EXERCICES 

-- ----- -Jo-- Décomposer dans l'espace un vecteur donné OM en trois vecteurs non coplanaires OA, OB et OC, 
de modules respectifs a, b, c, portés par les axes Ox, Oy et Oz quand on donne : 

-Jo- --
1. OC, Ox et xOy= "· 

a 
2. Ox, Oy, b et c. 

---3. OC, Ox et b. 4. Ox, Oy, a + b et c. 
~ ---li'-

5. On dit que trois vecteurs V1, V21 V3 de l'espace constituent une famille libre lorsque l'égalité: 
-li'- -- -Jo- -;t-

œVl + !?. V2 +y V3 = u entraîne : a= (?. =y= O. -- -- --1° Montrer qu'aucun des vecteurs VH V2 , V 3 ne peut être nul. 
2° Montrer que deux de ces vecteurs ne peuvent avoir même direction. 

-- -Jo- --30 Montrer que (Vb V2 , V3) est une base de l'espace. 

6. On dit que les vecteurs V';, V'; et V'; de l'espace constituent une famille liée s'il existe des réels 
~ -Jo- ~ --

œ, (?., y non tous nuls, tels que : œ V1 + ~ V2 + y V3 = O. 
~ -- -'>- --1 o Montrer que V1 = 0, V2 et V 3 quelconques constituent une famille liée. 

2° Montrer que l'un des vecteurs est une combinaison linéaire des deux autres. 
~ ----30 Montrer que Vu V2, V 3 sont parallèles à un même plan ou à une même droite. 

-- -Jo- -li'-40 Que peut-on dire des projections de Vb V2 et V 3 sur un même plan, ou sur un même axe? 
-- -li'-- Déterminer les paramètres J.. et v., pour que les vecteurs suivants V 1 et V 2 soient, si possible, paral-

lèles à une même droite : -- -- -Jo- -li'-

7. VI(4; 6;-2) et V2 (2; 3; À). a. vl (O ; 2; 3) et v2 (1- À; 4; 6). 
-'l'- -- -- --9. vl (3; 4; 1) et v2 (2; À; v.). 10. vl (- 1 ; o; 4) et V2 (À; !J.; 5). -- -- -- ~ 

11. V1(À;v.; 1) et Vz (v.; À; -1). 12. Vd2; 3; t.-2) et V2 (1; v.; À- 1). 
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' _._-..._._ 

On choisit dans l'espace une origine 0 et une base (i, j, k) constituée de trois vecteurs donnés 
_._ 

d'origine O. Soit A un point fixe et V un vecteur donné. Étudier la droite lieu du point M tel que - _._ --OM = OA + À V, dans les cas suivants 
__... _._ -t- -... _._ 

13. OA = i + J et v =k. - _,.... _._ __.,.. --14:. OA = 3k et v=- i + 3 j. - __.,.. __.,.. -t- -'!- _._ 
15. OA = 0 et v= [ + 1 +k. _,.... _._ -- ....;.- __.,.. _._ 
16. OA = 0 et v = - 2 i + j - 3 k. _._ _._ 
17. On donne dans l'espace une origine 0, deux points fixes A et B et deux vecteurs V et V'. 

Montrer que la relation BA = - À V+ f.L V' est en général impossible et en déduire que les droites 

___ ._ -------
D et D' définies par OM = OA + f.. V et OM = OB + f.L V' n'ont pas en général de point commun. ____ ._ --

18. 1° On considère dans le repère cartésien Oxyz, les vecteurs OM, OM', OM" et on suppose 
-- -·l>-que OM' et OMo ne sont pas colinéaires. Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour 

que ces trois vecteurs appartiennent à un même plan, est qu'il existe deux nombres réels f.. et v., - -- _._ tels que : OM = À OM' + 11. OM". 
2° En déduire que, pour que trois vecteurs -.y (X, Y, Z); -y; (X', Y', Z') et y;; (X", yu, Z") soient 

parallèles à un même plan, il faut et il suffit que : V= i. 'F + f.L Vu. 
3° Montrer que cette condition équivaut à : 

X (Y'Z"- Y"Z') + Y (Z'X"- Z"X') + Z (X'Y"- X"Y') = O. 
~ ....;.- -... 

- Vérifier que les vecteurs v 1, V 2 et V 3 de 1 'espace sont parallèles à une même direction de plan, 
dans les cas suivants : --19. vl (2 ; - 1 ; 3); --v2 (1 ; 1 ; 4) 

---20. vl (3 ; - 5 ; 7) ; 
_._ 
v, (4; 1;- 3) 

--21. V1 (1 ; - 1; 2); --v2 (2; 1; 4) --22. vl (1; 1; 1) 
__.,.. 
V2 (- 2; 1; 5) 

--23. vl (a; a - 1 ; a + 2); --v'l. (1; 1; 3- a) 

et 

et 

et 

et 

et 

--Va (3; 0; 7). --Va (-1, - 6; 10). 
__.,.. 
V3 (4; - 1; 8). 
-;.-

v:> (7 ; 1 ; -:- 7). --v 3 (3 a - 4 ; 3 a - 7 ; 7 a - 6). 

24:. On considère le système de trois équations à trois inconnues x, y, z : 

f 
ax + by + cz = d 
a'x + b'y + c'z = d' 
a"x. + b"y + c"z = d 11 

_._ __.,.. --
et on considère les vecteurs A (a, a', a"); B (b, b', b"); C (c, c', c"). Interpréter et étudier le système 
donné dans les cas suivants : 

-... ----1 o (A, B, C) est une base de l'espace; ---- ~-20 les vecteurs A, B et C sont parallèles à une même direction de plan; 
_._ -- --30 les vecteurs A, B et C sont parallèles à une même direction de droite; ---- --40 les vecteurs A, B et C sont nuls. 



REPRÉSENTATION PARAMÉTRIQUE 
D'UNE DROITE 

le Leçon 

16. Droite définie par un point et un vecteur directeur. - Considérons (fig. 12) 
dans le repère cartésien Oxyz, la droite D passant par le point M0 (x0 , y0, z0) et parallèle 

-:.- -- -au vecteur OS = U (a, b, c). Le vecteur OS est un 
vecteur directeur de la droite D (n° 9) et ses compo- Z 
santes (a, b, c) constituent un système de paramètres 
directeurs de la droite D. 

L'équation paramétrique vectorielle de la droite 
D est (no 9) : 

-~ -~ -~ 

OM = OM0 +À U {1) 

- --où À est le rapport de M0M et U. 
L'équation vectorielle (1) équivaut à l'ensemble 

de trois relations algébriques : Fig. 12 

1 x= X 0 +À a; y = Yo + À b; z = Z0 + À c. 1 

y 

(2) 

Le système formé par ces trois 
de la droite D. 

relations constitue une représentation paramétrique 

Lorsque le paramètre À varie de - oo à + oo, le point M (x, y, z) ou M (À) parcourt _,.... ~ 

la droite D en entier dans le sens du vecteur U. Notons que M0M = 1 Àll U 1. Si le vec-_,_ --
teur U est pris pour vecteur unitaire de l'axe!::. de support D, on a: M0M = À. 

-'loo-

EXEMPLE.- La droite passant par le point M0 (2, - 3, 5) et parallèle au vecteur OS 
de composantes 1, 2 et - 3 a pour représentation paramétrique : 

x = 2 + À ; y = -- 3 + 2 À ; z = 5 - 3 À. 

17. Remarques. - 1° Le système (2) permet d'écrire: 

1 x : x, = y -; y, = z -; z, 1 (3) 

en convenant que si l'un des dénominateurs est nul il en est de même du numérateur 
correspondant. Pour qu'un point M (x, y, z) appartienne à la droite D, il faut et il 
suffit que ses coordonnées vérifient le système d'équations (3), car en désignant par À 

la valeur commune des trois rapports on retrouve les relations (2). 
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2° Si la droite D est parallèle au plan xOy, il en est de même du vecteur U (a, b~ 0). 
Le système (2) se réduit alors à : 

x = x0 + pa; Yo = Yo + Pb; Z = Z0 , 

3° Si la droite D est parallèle à l'axe Oz, on obtient : x = x0 , y = y 0, z = (-t. 

18. Droite définie par deux points. - Considérons dans le repère cartésien Oxyz 

la droite D définie par les points A (x1, y1, Z1) et B (x2, y2 , z2) (fig. 13). 
-')>-- -')-

On se ramène au cas précédent (n° 16) en prenant U (a, b, c) = AB, c'est-à-dire 
en posant a = x2 - X1; b = Y2- Y1; c = Z2 - Z1• 

On peut alors choisir pour point M 0 , l'un des points A ou B, ou le milieu I de AB 
1 1· 1 

de coordonnées : 2 (xl + x2); 2 (Yt + Y2); 2 (zl + Z2). 

ExEMPLE. - La droite D qul joint les points 
A (0, 2, 3) et B (2, 4, - 6) passe par le point 

I ( 1, 3, - ~) milieu de AB et a pour vecteur 
-')-

directeur le vecteur AB (2, 2, - 9). Sa représen-
tation paramétrique est donc : 

3 
z =-2-9 À. 

Fig. 13 
Ce qui entraîne : 

3 
x-1 -3 z+2 

2 =y 2 = -9 =À. 

19. Remarque. - L'ensemble des équations : x= az + p, y= bz + q, 
représente une droite de l'espace non parallèle au plan xOy. 

Le système : x = az + p; y = bz + q, équivaut au suivant : 

x = a À + p ; y = b /.. + q ; z = À. 

L'ensemble des points M (x, y, z) dont les coordonnées vérifient le système proposé 
est l'ensemble des points de la droite D passant par le point M0 (p, q, 0) et de vecteur --directeur U (a, b, 1). 

Si a = 0 ; b :f. 0, la droite D appartient à un plan parallèle au plan yOz. 

Si a f::. 0; b = 0, elle appartient à un plan parallèle au plan xOz. 

Si a = b = 0, la droite D est parallèle à l'axe Oz. 
On démontrerait de même que le système : y = ax + p; z = bx + q représente 

une droite non parallèle au plan yOz et que le système : x = ay + p ; z = by + q 

représente une droite non parallèle au plan xOz. 

PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE 
(repère orthonormé) 

20. Rappel. - 1° Rappelons qu'un repère cartésien Oxyz est orthonormé (fig. 14) 
-')--')>--")>-

lorsque les vecteurs de base i, j, k ont même module et sont deux à deux orthogonaux. 
--:>- -- -')-

Ils forment un trièdre trirectangle 0 (i, j, k) de sens direct. 
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Comme dans tout repère rectangulaire, les composantes vectorielles d'un vecteur 
-l- _,.... 

V = OM sont les projections orthogonales de ce vecteur sur les axes Ox, Oy et Oz. 
_,_ _,_ 

2o Le produit scalaire de deux vecteurs U et V est égal au produit de leurs modules 
par le cosinus de leur angle géométrique (fig. 15) : -- -- _,_ _,_ u . v = 1 u Il v 1 cos o = uv cos 0. 

z 

~B 
A X 

MY z 

//y 
0~ - x 
u 

y 

x 
Fig. 14 Fig. 15 

-- _,_ ->- ->-
Le produit scalaire est commutatif U . V = V . U. 
Le produit scalaire de deux vecteurs est invariant lorsqu'on remplace l'un d'eux 

par sa projection orthogonale sur le support de l'autre. 
Ainsi (fig. 16) : 

~~ -- ~ _,.._. 
OA . OB = OA . OB cos 0 = OA . OB'= OA . OB'. 

Le produit scalaire est distributif par rapport à l'addition des vecteurs : 
_,.._. _,_ _,.... -;.- -- _,_ ~- -- ~ _,_ 
u . (Vl + v2 + V3) = u . V1 + u . v2 + u . v3. 

Le carré scalaire d'un vecteur est égal au carré de son module : -- _,_ -"'"· --(U)2 = U . U = 1 U 12 = u2• 

Dans tout repère orthonormé ainsi que dans tout repère normé, on adopte pour 
unité de longueur le module des vecteurs de base. Il en résulte que,: 

et 

B 

x' 0 

Fig. 16 

1

-- -'lo- -- -- -- -- . i . j = j . k = k . i = o. 

x 
Fig. 17 

x 
MY z 

(1) 

y 

· 21. Expression analytique d'un produit' scalaire. Le produit scalaire des vec--- _,._ teurs V (X, Y, Z) et V' (X', Y', Z') s'écrit (fig. 17) : -- __ ,_ _,_ _,..... -- _,._ -- _,._ 
V . V; = (X i + Y j + Z k) . (X' i + Y' j + Z' k). 
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Compte tenu des propriétés du produit scalaire (n° 20) et des formules précédentes 
on obtient : 

1 v . V' = XX' + y y 1 + zz '. 1 
(2) 

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal à la somme des produits des 
composantes scalaires de même nom de ces deux vecteurs. 

-~ 

En particulier le carré scalaire du vecteur V de module v s'écrit : 

l Vll = vz = xz + yz + zz. 1 (3) 

-~ 

Cette formule permet de calculer le module v du vecteur V : 
-~ 

1 V 1 = V = VX2 + Y2 + Z2
• (4) 

Le module d'un vecteur est la racine carrée de la somme des carrés de ses composantes 
scalaires. 

-~ 

Pour qu'un vecteur u (a, b, c) soit unitaire il faut et il suffit que : 

(5) 

22. Distance de deux points. - Considérons les points A (xH Yu z1) et B (x2, y2, z2) 
-·:o-

(fig. 14). Les composantes scalaires du vecteur AB sont (no 12) : 

-~ 

La distance AB = d est le module du vecteur AB. Donc : 

1 d2 = (x2- X1)2 + (Yz - Yt)2 + (Z 2 - Zt)2• (6) 

En particulier la distance p de l'origine 0 au point M (x, y, z) est telle que : 

p2 = OW ~ j p2 = x2 + yz + z2. l (7) 

23. Cosinus de l'angle de deux vecteurs. - Désignons (fig. 17) par v et v' les 
-~ ~ " 

modules des vecteurs V (X, Y, Z) et V' (X', Y', Z'). Soit d'autre part, 6 l'angle dans 
l'espace de ces deux vecteurs, d'où en radians : e E [0, rt]. On sait que (n° 20) : 

-~ -~ 

-~ -~ v . v 1 = v . v' . cos e ~ V. V' 
cos e = . · vv' 

Donc (n° 21) : 
XX'+ YY' + ZZ' 

cos 0 = ---;=============== 
V(X2 + yz + Z2) (X'2 + Y'2 + Z'2) 

(8) 

-~ -~ 

Il en résulte immédiatement que l'angle e des vecteurs V et V' est aigu, droit ou 
obtus suivant que l'expression XX' + YY' + ZZ' est positive, nulle ou négative. 

_,_ 

La condition d'orthogonalité des vecteurs V (X, Y, Z) et V' (X', Y', Z') est 
donc: 

--v .l V' ~ v. :y, = 0 ~ 1 XX' + YY' + ZZ' = o. 1 (9) 
-~ _,_ 

Pour deux vecteurs V et V' du plan xOy, cette condition se réduit à : 

XX'+ YY' =O. 
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L'angle aigu <p de deux droites D et D' de paramètres directeurs respectifs (a, b, c) 
et (a', b', c') vérifie donc la relation : 

aa' + bb' + cc' 
cos <p = -,.==================~====~ + bz + cz) (a'& + b'2 + c'2) 

et la condition d'orthogonalité de ces deux droites s'écrit : 

D .l D' ++ j aa' + bb' + cc' = O. (10) 
_,..._ _,..._ _,..._ -~ 

ExEMPLE. - Soit à déterminer l'angle des bissectrices de (Ox, Oy) et (Ox, Oz). 
Ces deux bissectrices ont pour paramètres directeurs : (1, 1, 0) et (1, 0, 1). 

1 1 ~ 
cos <p = = - ~ <p = -· 

v2 x 2 2 3 
Donc: 

24. Projection orthogonale d'un vecteur sur un axe. - On sait que la mesure 
algébrique de la projection d'un vecteur sur un axe est le produit scalaire de ce vecteur 
et du vecteur unitaire de l'axe. 

Ainsi (fig. 18) la mesure algébrique A ,.B' de la pro-
-~ -~ -~ 

jection A'B' du vecteur V = AB (X, Y, Z) sur un 
->-

axe ~ de vecteur unitaire u (a, b, c) s'écrit : 
-~ -~ 

A'B' = u . V 

soit : A'B' = aX + bY + cz.j 
Ceci montre que : 

-~ -- -~ -~ 

A'B' = A'B' u = (aX + bY + cZ)u. 

z 

Fig. 18 

On vérifie que dans un repère orthonormé les composantes scalaires d'un vecteur 
->-v (X, Y, Z) ne sont autres que les mesures algébriques de ses projections orthogonales 
sur les axes Ox, Oy et Oz, car 

-~ -t- -~ -~ --~ -~ -~ -~ -~ ~ 

V = X z + Y j + Z k ~ V . i = X, V . j = Y et V . k = Z. 

25. Cosinus directeurs d'un axe ou d'une droite. - Considérons (fig. 19) un 
-~ 

axe ~ de vecteur unitaire u (a, b, c) et désignons par IX, ~' y les angles de â avec les 
axes de coordonnées, c'est-à-dire les angles (;, -l), (;, }) et (lt k). D'après le para· 
graphe précédent : 

-=-- -~ 

a = u . i = cos IX, -- --b = u . j =cos~ et -- -~ c = u • k = cos y. 

C'est pourquoi, dans un repère orthonormé : 

On appelle cosinus directeurs d'un axe les composantes scalaires du vecteur unitaire 
de cet axe. 

Si l'axe ~ a pour vecteur directeur -..y (p, q, r) de module p = v p2 + q2 + rz, on 
-~ 

obtient son vecteur unitaire ù (a, b, c) et par suite ses cosinus directeurs, en prenant : 
-~ 1--u = -V soit: 

p 

a- p . - v pz + qz + rz ' 
r 

C= • 
vpz + qz + rz 

On appelle de même cosinus directeurs d'une droite D les composantes de tout vecteur --unitaire parallèle à cette droite. -Si u (a, b, c) est un tel vecteur, on peut prendre comme 
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cosinus directeurs de cette droite le système (a, b, c) ou le système (- a, - b, - c). 
En géométrie plane les cosinus directeurs de l'axe L\. sont les composantes scalaires 

z 

y 
x 

Fig. 19 

' ' 1 
1 
1 
1 

1 
1 
\ 
\ 

/ 

\ 

y 

B 
,r --- --

,' , 

0 x 

Fig. 20 

-:>- _,_ 

(a, b) du vecteur unitaire u de cet axe. En désignant par 0 l'angle (Ox, L\.) on obtient : 
a = cos 0 et b = sin 0 (fig. 20) et : 

-,..... -:>- _,..... __ ,_ -- _,_ 

u = a i + b j ~ u = i cos e + j sin e. 
Dans le plan, les cosinus directeurs d'un axe L\. d'angle polaire 0 = (Ox, L\.) sont cos 6 

et sin e. _,..... 
Si V (p, q) est un vecteur directeur de l'axe L\., on obtient comme ci-dessus 

-)>-- 1 _,_ 
U=-V 

p 
a =cos e p . 

= ypz + qz' 
b =sine- q • v pz+ qz 

EXERCICES 

25. On donne. les points A (3; 5; - 4) et B (1; 3; - 2). _,..... 
1° Calculer les composantes scalaires du vecteur AB. 
2° Déterminer le point M de la droite AB d'abscisse 5. 

3° Coordonnées du point M' de la droite AB tel que AM . BM' + AM' . BM = 0 ? 

26. On donne les points A (1 ; - 2; 4), B {- 3 ; 5; - 6) ; C (5 ; - 1; 7) et D (0; 3 ; 4). 
1 o Calculer les coordonnées des sommets du parallélépipède construit sur AB, AC et AD 

comme arêtes. 
2° Calculer les coordonnées du milieu de chaque diagonale de ce parallélépipède ; en déduire 

que ces diagonales sont concourantes. 
_,_ _,_ _,_ 

27. On donne les vecteurs AB (2; - 3; 1), AC (3; 1; - 8) et AM(- 5; - 9; 26.) 
-)>-- _,_ _,_ 

1° Montrer qu'il existe deux réels et et (1 tels que : AM = c.:AB + [3AC. Que peut-on dire des 
quatre points A, B, C, M ? - _,_ 

2° Dans le repère plan où les vecteurs unitaires des axes sont AB et AC, quelles sont les coordon-
nées du point M ? 

28. Dans le repère Oxyz on donne les points A (a, 0, 0,); B (0, b, 0) et C {0, 0, c). 

1 ° Calculer les coordonnées des milieux des arêtes du tétraèdre OABC. 
2° Montrer que les segments qui joignent les milieux de deux arêtes opposées ont même milieu I 

et calculer les coordonnées du point I. 
3° Calculer les coordonnées du centre de gravité de chaque face. Vérifier que les droites qui joignent 

un sommet au centre de gravité de la face opposée passent par I. 
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Former les équations paramétriques d'une droite D passant par le point A et parallèle au vec-_,.._ 
teur V, puis trouver les coordonnées des points d'intersection de cette droite avec les plans de coor­
données dans les cas suivants : 

_,.._ 
29. A (2, - 4, 1); v (1, 1, 1). 

_,_ 
31. A (2, - 1, 0) ; v (1, 3, 1). 

30. A(-~; 4; - 2); 

32. A (0, 0, 1), 

_,.._ 
v (3, - 1, 2) 

_,.._ 
v (2, -3, 5). 

- Former les équations paramétriques d'une droite D passant par les points donnés A et B; 
puis trouver les coordonnées des points d'intersection de cette droite avec les plans de coordonnées 
dans les cas suivants : 

33. A (0, 2, 4) et B (2, - 3, 1). 34. A G, 1, - 1) et B (- ~, 2 ; 5). 

35. A (3, - 1, 0) et B (5; + 4; 0). 36. A (0, 0, 5) et B (0, 0, 2). 

37. On donne les points A (3 ; - 5 ; 0), B (0 ; 0; 4) et C (1 ; 1 ; 1). _,.._ 
1 o Former les équations paramétriques de la droite D passant par C et parallèle au vecteur AB. 

2° Soit Mun point variable de la droite D; trouver les équations paramétriques du lieu du centre _,.._ _,.._ 
de gravité G du triangle MAB, en posant CM = ÀAR 

38. Dans le repère orthonormé Oxyz, on donne les points 'A (1, 0, 0); B (0, 1, 0) et C (0, 0, 1). _,.._ _,.._ - _,.._ 
1 o Calculer les coordonnées du point D tel que OD = OA + OB + OC puis les coordonnées 

du centre de gravité G du triangle ABC. 
_,.._ 1-i>-

20 Montrer que OG = 3 OD. En déduire une propriété des diagonales du cube. 

39. 1 o Écrire en fonction du paramètre À, les équations de la droite D passant par le point A 
(0, 0, 5) et de paramètres directeurs 1, 1 et 0 puis, en fonction du paramètre v., les équations de 
la droite D' passant par le point A' (0; 0, - 5) et de paramètres directeurs 1 ; - 1 et O. 

2° Soit Ile milieu du segment qui joint le point M (),) de D au point M' (tJ.) de D'. Trouver le lieu 
du point I dans les cas suivants : 

a) À et tJ. sont indépendants ; 
b) À = tJ.; 

c) À + tJ. = k, constante donnée. 

40. On donne la droite D définie par les équations : x = 2 z - 3; y = 3 z- 1, et le point A 
(1, 1, 1). Soit le point M de coordonnées 0, 0 et h. 

1 o Déterminer h pour que la droite MA coupe la droite D en B et calculer les coordonnées du 
point B. 

2o En déduire qu'il existe en général une droite et une seule passant par un point donné A (x0, y0, z0) 

et coupant les droites données : 

D jx=az+p 
I t y = bz + q !

x=O 
D2 0 Y= 

41. 1 o On donne les droites D1 et D2 définies respectivement par les systèmes : 

D 1 x=3z-2 D 1 x=2z+5 
1 (y=z+1 2 {y=4z-7 

Trouver un point A de D1 et un point B de D2 de telle sorte que le vecteur AB soit parallèle à 
l'axe z'z. 

2° Montrer qu'il existe en général une droite À parallèle à l'axe z'z et coupant les droites données: 

D ~ x = az + p i x = a'z + p' 
1 ! y = bz + q D 2 ! y = b'z + q' 

42. On donne les points A (a, b, c); D (a', b', c') et C (a", b", c"). 

1° Trouver les coordonnées du milieu I de AB. -- _,.._ _,.._ 
2° Trouver les coordonnées du point G tel que : GA + 2 G I = O. 

3° En déduire les coordonnées du centre de gravité d'un triangle. 

43. On donne quatre points A (xo, Yo, zo); B (xi> Y1, Z1); C (x2 , Y2 , Z2 ) et D (x3, y 3 , Z3). 

1° Trouver les coordonnées des milieux des arêtes et des centres de gravité de chaque face du 
tétraèdre ABCD. 

2° Montrer que les droites qui joignent les milieux de deux arêtes opposées et celles qui joignent 
chaque sommet au centre de gravité de la face opposée sont concourantes en un point G dont on 
calculera les coordonnées. 
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-~ -~ 

44. Dans le repère orthonormé Oxyz on donne les vecteurs OA (a, b, c) ct OB (a', b', c'), non coli-
néaires. 

1 o Montrer que les composantes scalaires x, y, z d'un vecteur OlVI perpendiculaire au plan OAB 
vérifient le système : ax + by + cz = 0; a'x + b'y + c'z = O. 

2° Montrer que x, y, z sont proportionnels à be'- b'c; ca'- c'a; ab'- a' b. 

45. Dans le repère orthonormé Oxyz on donne le point A (2; - 3 ; 5) et les droites D1 et D2 défi­
nies par les systèmes : 

D 1 : x= y = z; 
y-- 2 z- 3 

D 2 : x- 1 = -- = --. 
2 3 

1 o Déterminer un système de paramètres directeurs de la droite A passant par le point A et ortho­
gonale aux droites D1 et D2 • 

2° Écrire les équations de la droite A et trouver ses intersections avec les plans de coordonnées. 
-~ -~ 

46. Dans le repère orthonormé Oxyz on construit les vecteurs unitaires OI (a, b, c); OJ (a', b', c') _,_ 
et OK (a", b", c") tels que le trièdre 0 IJK soit trirectangle. 

1 o Écrire six relations indépendantes liant les composantes de ces vecteurs. 
·-'J>- -· ~ - )>-

20 Déterminer les composantes scalaires des vecteurs unitaires i, j, k des axes Ox, Oy, Oz dans le 
---- -- -~ repère orthonormé OIJK. En déduire six nouvelles relations liant les composantes de OI, OJ, OK. 

- Déterminer les paramètres directeurs, puis les cosinus directeurs des droites A qui, dans un 
repère orthonormé O;ryz, vérifient les conditions suivantes : 

47. A est parallèle au plan xOy et perpendiculaire à la droite D de paramètres directeurs (2, -1, 0). 

48. A fait un angle de 60° avec Oz et est perpendiculaire à la droite D de paramètres directeurs 
(0, 1, - 1). 

49. A fait un angle de 45° avec l'axe Oz et est perpendiculaire à la droite D d'équations x = y = z. 
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26. Existence et définition. - Considérons un ensemble de n points de l'espace 
A11 A2, .... An (pas nécessairement tous distincts) affectés respectivement des coefficients 
réels ocH oc 2, • • .. an : 

système A1 ( oc1), A 2 ( oc 2), .... An ( ocn). 
Proposons-nous de déterminer s'il existe un point 

G vérifiant la relation : 

1 -- -- -- --1 1 oc1 GA1 + oc 2 GA2 + .... + IXn GAn = 0 
1 

(1) 

n _,..... --
soit en abrégé : ~ ~Xi GAi = O. 

1 

Prenons une origine O. La relation (1) équivaut à: -- -- -- _,..... --C(l (OA1 - OG) + .... + o:n (OAn- OG) = 0 

donc à : 

1° Si o:1 + oc2 + ... + an -:f:. 0, on obtient : 

z 

0 

_,..... -- --OG = IX1 OA1 + oc2 OA2 + . . . + an OAn 
C(l + C(2 + . . . + IXn --

y 

x 
Fig. 21 

(2) 

(3) 

Cette relation vectorielle détermine le vecteur OG et par suite le point G d'une 
façon unique (fig. 21) : 

Si la somme ~1 + ~2 + ... + ~n n'est pas nulle, il existe un point unique G, 
appelé barycentre du système A1 (e<1), A2 (e<2), ••• An(rxn) et défini par la relation : 

(1) 

La relation (2) étant valable pour tout point 0, on peut écrire pour tout point M 
de l'espace : 

~-oc-l_M_A_1_+_oc_2 -M-A-
2 

+--. -.. -.-+_oc_n_M ___ A_n_=_(_oc
1

_+_oc_
2

_+_·_· -.. -+-oc_n_)_M_G_. l ( 4) 

-- -- -loo- --On peut d'ailleurs vérifier que : ~ai MAi = ~lXi (MG + GAi) = (I:CXi) MG car -- _,_ 
~oci GAi =O. 



24 GÉOMÉTRIE ET ÉLÉMENTS DE PROBABILITÉS 

-~ -~ 

2° Si a 1 + a2 + ... + an = 0, la relation (2) s'écrit : U = 0, en posant 

(5) 
-~ 

Si ce vecteur U est nul, la relation (1) est vérifiée pour tout point G de l'espace. 
Sinon, la relation (1) est impossible et il n'y a pas de barycentre. 

Pour tout point M de l'espace, on obtient lorsque I:ai = 0 : 
_,_ _,_ _,_ _,_ _,_ _,_ _,_ 

I:ai MAi = I:ai (MO + OAi) = I:ai OAi = U car (I:oci) MO = O. 

soit : (6) 

Si la somme <X1 + a 2 + ... + <Xn est nulle, le système n'admet pas de bary-
~ -~ _,_ 

centre déterminé, mais la somme <X1MA1 + <X,zMA2 + .... + <XnMAn est égale 
-~ 

à un vecteur U indépendant du point M. 

En prenant le point M en A1 et en désignant par B1 le barycentre du système A2 (a 2), 

A3 ( a3), •••• An (an), on obtient : 

1 -~ --1 
soit puisque a2 + a3 • • • + an = - a1 : U = a1 B1A:.: 1 (7) 

27. Propriétés du barycentre. - 1° Commutativité : En effet, la relation (1) ou 
(3) est indépendante de l'ordre des points du système. 

2° Multipl~,cation par un réel. - La relation (1) peut s'écrire 'V k ':/; 0 : 

-- ~· -- -?-kat GA1 + ka2 GA 2 • • • • + kan GAn = O. 

1.e point G est donc le barycentre du système : A1 (ka1), A2 (k('J. 2), ••• An (krt.n). 
-?-

Par contre si I:ai = 0 le vecteur U correspondant est multiplié par k. 

3° Associativité. - Le barycentre G d'un système ne change pas si on 
remplace deux ou plusieurs points par leur barycentre affecté de la somme 
de leurs coefficients. 

Soit par exemple a1 + a 2 + a3 = ~ ':/; 0 et Ble barycentre du système A1 (a1), A2 (('/. 2), 

A3 (a3). D'après la formule (4) (n° 10) on obtient : -- -- _,_ -- _,_ 
('1.1 GA1 + a 2 GA2 + cx3 GA3 = (('1.1 + ('1. 2 + cx3) GB = ~ GB. 

et la relation (1) est alors équivalente à : 
_,_ -~ ~ --

~· GB + ('1.4 GA4 + . . . + cxn GAn = O. 

· Le point G est le barycentre du système B (~), A4 ( ('1.4) ••• An (an). 

4° Projection du barycentre. - Soient A~, A~, ... A~ et G' les projections (sur 
un plan ou une droite) des points Au A 2 ••• An et de leur barycentre G. La relation (1) : -- -- -- --1:: ai GAi = 0 donne en projection I: CXi G'A'; = O. 

Le point G' projection de G, est donc le barycentre du système formé par les projections 
A~ (a1), A~ (('/. 2), ••• A;. (o:n). -- ~ Lorsque I: at = 0, on voit de même que U = I: ('J.i MAi a pour projection 

_,_ --
U' = 1:: ('/.i M'Ai. 
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28. Coordonnées du barycentre. 
Soient Xi, Yi, Zi les coordonnées de Ai dans le repère cartésien Oxyz et x, y, z les 

coordonnées du point G barycentre de l'ensemble des Ai (ai). 
La relation (3) entraîne : 

L O:.i Xi 

' :E O:.i 

:E CXi Yi 
' ::E 0:.1 

L O:.i Zi 

::E O:.i 

Si les points Ai appartiennent à un plan P, en prenant les axes Ox et Oy dans P, 
on obtient z = 0, donc G appartient au plan P. 

Si les points Aï appartiennent à une droite D, en prenant D pour axe Oz, on obtient 
x = y = 0, donc G appartient à la droite D. 

29. Droite définie par deux points. - Soit à déterminer paramétriquement (fig. 13) 
la droite D définie par les points A (xu Yu Z1) et B (x 2 , y2, Z2). 

Il est souvent avantageux de considérer tout point M (x, y, z) de la droite AB comme 
le barycentre du système A (1), B (À). On obtient (n° 28) : 

-~ -;o.-

MA + À MB = -o- OM = OA + À OB. 
~ +"A 

Soit: (4) 

Ce système constitue une représentation paramétrique de la droite AB car à toute 
valeur de À correspond un point M de AB et réciproquement tout point M de la droite 

-~ 
-~ -;>- MA 

AB correspond à À défini par : MA + À MB = 0 ~ À = - ::=:);::' 

MB 
Aux valeurs négativès de À correspondent les points M extérieurs au segment AB 

et si À tend vers - 1, on obtient le point à l'infini de D. 
Aux valeurs positives de À correspondent les points du segment AB. Le point A cor-

respond à À = 0, le point B à À infini (i = 0) et le milieu I de AB à À = 1. 

Deux points M et M' correspondants à deux valeurs opposées À et "A' du paramètre sont 
conjugués harmoniques par rapport à A et B : 

-~ -~ 

MA+ M'A= O 
-~ -~ 

MB M'B 
À+ À

1 = 0 (ABMM') = ·- 1. 

REMARQUE. - En géométrie plane la représentation paramétrique ci-dessus de la 
droite définie par A (x1 , y1) et B (x2, y2) se réduit à : 

-;>- ->-
MA+ ÀMB = 0 

30. Construction d'un barycentre. 
1° Barycentre du système A (ex), B (~). - Le barycentre G de ce système est 

-~ 
-;o.- -~ -~ 

défini par : ex GA + ~ GB = 0 ~ GA=-~· _,...._ 
GB IX A (3) G B (2) 

C'est donc le point de la droite AB qui divise AB dans Fig. 22 
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le rapport - ~ (fig. 22). Ainsi le barycentre du système A (1), B (1) est le milieu I de 
ct 

AB, le barycentre du système A (<X'), A (ct") est le point A lui-même. 

2° Cas général. - En remplaçant deux points du système donné par leur bary­
centre affecté de la somme de leurs coefficients, on obtient un système avec un point de 
moins. En répétant cette opération on finit par se ramener au cas de deux points. 

Remarquons qu'il est parfois avantageux d'effectuer l'opération inverse en rem­
plaçant le point A (ct' + ct") par exemple par le système A (<X'), A (<X") ou par un système 
A' (ct'), A"(<X") admettant A pour barycentre. 

31. Barycentre du système A (<X), B ([3), C (y). - Désignons par D ([3 + y) le bary­
centre du système B ([3), C (y). On obtient (fig. 23) : 

-- -- -- -')>- -- ->-
(X GA + [3 GB + y GC = <X GA + ([3 + y) GD = O. 

Le point G est le barycentre du système A (<X), D ([3 + y). Il appartient donc à la 

droite AD et divise AD dans le rapport - [3 + Y· En construisant de même E (y + <X), 
(X 

barycentre de C (y) et A (<X), puis F (<X + [3) barycentre de A (<X) et B ([3), on voit quP­
G appartient aux trois droites AD, BE et CF, nécessairement concourantes. 

REMARQUE. -Réciproquement tout point M du plan du triangle ABC peut être considéré comme 
le barycentre d'un système A (e<), B (~), C (y). Si D désigne l'intersection des droites AM et BC, il 
suflit pour cela que e<, ~. y vérifient les relations : 

(3 Os +y Dc = -o- et cc MA + ((3 +y) rvd5 = 0 c'est-à-dire : 

f3 = _Y_ = f3 +Y et cc = - (f3 + y) ~ a (3 Y 

DC BD BC ::VID MA MD . BC MA . CD MA . DB 

Les trois nombres cc, (3, y, définis ù un facteur près, sont appelés coordonnées barycentriques du 
point M (e<, (3, y) par rapport au triangle ABC. 

Ces 3 nombres ox, (3, y caractérisent le point M et détermi.nent sa position dans le plan du triangle 
ABC (Cf. exercices nos 54. 55 et 56). 

D (~+1) c en Bm c(1) 

Fig. 23 Fig. 24 Fig. 25 

32. Centre de gravité d'un triangle ABC. - Soit à déterminer le barycentre G 
du système A (1), B (1), C (1). En désignant par D, E, F les milieux respectifs de BC, 
CA et AB (fig. 24), G est le barycentre du système A (1), D (2). Le point G appartient 
à la médiane AD et par analogie aux médianes BE et CF. C'est le point de concours 

-~ -- -- -~ -~ des médianes du triangle ABC. La relation GA + 2 GD = 0 ou DA = 3 DG montre 
que G est situé au tiers de DA à partir de D; donc (n° 26) : 

Le centre de gravité du triangle ABC est défini par la relation vectorielle : 
-- -- ->- -·>-GA+ GB + GC = 0 -- -- -- --et pour tout point M de l'espace : MA + MB + MC = 3 MG. 
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Dans le plan rapporté au triangle ABC le point G est le point de coordonnées bary­
centriques (1, 1, 1). 

Si G' désigne le centre de gravité d'un triangle A'B 'C' du plan ABC ou de l'espace 
-:.-- -)o- -:.-- -)o- -)o- -)o- -)o- -)o-

les relations : 3 OG = OA OB OC et 3 OG' OA' + OB' + OC' entraînent 
-)o- -- ~- --par différence : 3 GG' = AA' + BB' +CC'. 

Pour que deux triangles ABC et A'B'C' du plan ou de l'espace aient même centre de -- -:.-- -:.-- --gravité il faut et il suffit que: AA' + BB' + CC' = O. 
Relation qui s'écrit aussi : 

-- -- -)o- -- -- ~- -- --.AB' + BC' + CA' = 0 ou AA' + BC' + CB' = O. 

33. Centre de gravité du tétraèdre ABCD.- C'est le barycentre G du système 
A (1), B (1), C (1), D (1). Désignons par I et J les milieux de AB et CD et par A' le 
centre de gravité du triangle BCD (fig. 25). Le point G est le barycentre du système 
I (2), J (2) ainsi que celui du système A (1), A' (3). Donc : -- -- -- -- -- --2 G I + 2 GJ = 0 et GA + 3 GA' = O. 

Le point G est donc le milieu de chacun des trois segments tels que IJ joignant les 
milieux de deux arêtes opposées telles que AB et CD. Il est d'autre part situé sur chacun 
des segments tels que AA' joignant un sommet A au centre de gravité de la face opposée 
BCD, au quart à partir de cette face. -- -- -- -- --V M de l'espace : MA + MB + MC + MD = 4 MG. 

Remarquons que le point G existe même si les 4 points ABCD sont situés dans un 
même plan ou sur une même droite. 

Si G' est le centre de gravité du tétraèdre A'B 'C'D ', on voit, comme pour le triangle -- -- -- -- --que : 4 GG' = AA' + BB' + CC' + DD'. Pour que G et G' soient confondus il faut -- -:.-- -:.-- -- --et il suffit que : AA' + BB' + CC' DD' = O. 

-- -:.-- --34. Transformation de la somme : a MA + ~ MB y MC. 

1° Si a + ~ + y :f= 0, désignons par G le barycentre de l'ensemble A(a), B (~)et C(y). 
La relation ( 4) du n° 26 donne : -- -- -- --a MA + ~ MB + y MC = (!X + ~ + y) MG. 

Elle permet de remplacer par un seul vecteur une somme de trois vecteurs. -- -- -- --20 Si C( + ~ + y = 0, le vecteur V = a MA + ~ MB + y MC est indépendant du 
-- -)o- --point M (n° 26). En particulier : V = ~AB y AC. 

35. Transformation de la. somme : a MA2 + ~ MB2 + y MC2
• 

1° Supposons d'abord a + ~ + y =;t.: 0 et soit G le barycentre (n° 27) du système : 
A (a), B (~), C (y). On peut écrire : --------- ---- ----aMA2 + ~ MB2 + yMC2 = a(MG + GA)2 + ~(MG + GB)2 + y (MG + GC)2• 

~ ------Compte tenu de la relation : a GA + ~ GB + y GC = 0, qui entraîne : 

-- -)o- -- -- -- -- --2 t:t. MG . GA + 2 ~MG . GB + 2 y MG . GC = 0, on obtient la relation de Leibniz : 

-x MA2 + ~ ÏVIB2 + y MC2 = (a + ~ + y) MG2 + a GA2 + ~ GB2 y GC2
• (1) 

Il suffit de retenir que : 

(2) 



28 GÉOMÉTRIE ET ÉLÉMENTS DE PROBABILITÉS 

La constante h est indépendante deMet, en plaçant M en G, on retrouve sa valeur : 

(3) 

On obtient la valeur de h en fonction des données en plaçant M successivement en 
A, B et C et en combinant linéairement les relations obtenues : 

a 0 + ~ AB2 + y AC2 = (a + ~ + y) GA2 + h 
~ a BA2 + 0 + y BC2 = (a + ~ + y) GB2 + h (4) 

y a CA2 + ~ CB2 -+ o = (a + ~ + y) oo + h 

2 (a~ AB2 + ~y 00 + ya CA2
) = (a + ~ + y) h + h (a+~ +y) 

soit : 
i 1 - - -
1 h = (a~AB2 + ~yBC2 + yaCA2) 

J a+~+Y _ 
(5) 

Cette valeur permet alors de calculer GA2 , GB2, GC2 par les formules (4). On obtient 
finalement la formule générale (valable quel que soit le nombre de points) : 

2: a MN~ = (2: a) MG2 + l:l a 2: a~ AB2 • (6) 

_,..... _,..... _,..... _,..... 
2o Si a + ~ + y = 0, la somme a MA + ~ MB + y MC est un vecteur U, indé­

pendant du point M (n° 26). Avec une origine donnée 0 on peut écrire : 

- .. - - -- -- -- -li- _,..... --
a MA2 + ~ MB2 + y MC2 = a (MO + OA)2 + ~ (MO + OB)2 + y (MO + OC)2• --Compte tenu des relations : (a + ~ + y) M0 2 = 0 et 

-- -- -- -- -- -- -- -- -- -·li- -- --2 a MO. OA + 2 ~MO. OB + 2 y MO. OC = 2 MO. (a OA + ~OB + y OC) = 2 MO. U. 

On obtient la relation : 

- - - ----a MA2 + ~ MB2 + y MC2 = - 2 U . OM + h (7) 

avec (8) 

La constante h est indépendante du point M, mais dépend de l'origine O. En prenant 
cette origine en A, on obtient : 

-- -':lo- --u =~AB+ y AC et (9) 

36. Lieux géométriques : a MA2 + ~ MB2 + y MO = k. 

1° Pour a + ~ + y # 0, cette relation équivaut (formule 2) à : 

(a + ~ y) MG2 + h = k ++ GM2 = k - h . 
a+~+Y 

Donc si k - h et a + ~ + y sont de même signe : 

Pour oc + ~ + y =/; 0, le lieu géométrique des points M tels que : 
- -- --

oc MA2 + ~ MB2 +y MC2 = k est un cercle dans le plan (une sphère dans 
l'espace) dont le centre est le barycentre du système A (oc), B (~), C (y). 

J k-h 
Lorsque ce lieu existe, son rayon est p = a + ~ + y' 

2° Pour a-+ ~ y = 0, la relation donnée équivaut (formule 7) à : -- -- -- --- 2 U . OM -+ h = k ~ 2 U . OM = h - k. 

-':lo- --La projection H du point M sur le support de OP = 2 U est un point fixe: 
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Pour a + ~ + y = 0, le lieu géométrique des points M tels que : 
a MA2 + ~ MB2 + y MC2 = k est une droite dans le plan (un plan dans l'espace) 

-!>-

perpendiculaire au vecteur U attaché au système A (a), B (~), C (y). 

EXERCICES 

- Déterminer les coordonnées 
suivants : 

du barycentre G des points A (a); B (f3) et C (y) dans les cas 

50. A (2; 3; - 1); a = 2 

51. A (0 ; 1 ; - 1); a = 1 

52. A (2 ; 0 ; 0) ; a= 1 

B (- 3; 1; 4); 

B (2; 0; 3); 

B (0; 3; 0); 

(3 = -1 

(3 = 2 

(3 = 1 

c (4. 5. - 9). 
' ' ' 

c (2; 1. 0). 
' ' 

c (0; 0; 4); 

53. On donne trois points A (x 0 ; Yo; z0), B (x1 ; Y1; zl), C (x2; Yz; Z2) non alignés. 

y= 3. 

y=1. 

y=L 

1 o Déterminer les coordonnées du barycentre des points A (1); B (À) et C (t.t) où l'on suppose 
1 + À+ tJ. =/: o. 

2o En déduire que le système d'équations : 

Xo + À X1 + f.L X2 • Yo + À Y1 + f.L Y2 • 
X= 1+À+t.t ' Y= 1+À+t.t ' 

z z0 + À z1 + f.LZ2 

1+À+t.t ' 

où À et t.t sont deux paramètres réels, constitue une représentation paramétrique du plan ABC. 

54.· Dans le plan du triangle ABC de côtés a, b, c et de périmètre 2 p, on désigne par M (a, (3, y), 
le barycentre du système A (a), I3 (f3), C (y). 

1 o Démontrer que le centre du cercle inscrit est le point I (a, b, c) et que les centres des cercles 
exinscrits sont respectivement J (- a, b, c), K (a, - b, c) et L (a, b, - c). 

-- -il- -il- -il- -il- _,_ 

2o Établir que : ~ = AJ = IJ et KA = AL = KL. 
p-a p a p-c p-b a 

go Démontrer, pour tout point 0 de l'espace, la relation : 
-il- -il- -!>-- -i>- -il-

(p-a) OJ + (p- b) OK + (p-c) OL- p 01 = 0, 

et que dans le système I (- p), J (p-a), K (p- b), L (p-c) chaque point est le barycentre 
du système formé par les trois autres. 

55. On considère un triangle ABC, dans lequel on désigne par D, E, F les milieux des côtés BC, 
CA et AB, par A, B, C les angles du triangle et on pose : tg A + tg B + tg C = :E. 

1° Montrer que le barycentre du système A (tg A), B (tg B), C (tg C) est le point H (tg A, tg B, 
tg C), orthocentre du triangle ABC. · 

2° Établir que le barycentre des points A (tg B + tg C), B (tg C + tg A), C (tg A + tg B) est 
l'orthocentre du triangle DEF et par suite le centre du cercle ABC, puis que le point (!}barycentre 
de A (:E +tg A), B (:E + tg B), C {:E +tg C) est le centre du cercle d'Euler DEF du triangle ABC. 

3° Montrer que (!} est le barycentre du système 0 (2 :E), H (2 :E) et que le centre de gravité G du 
triangle ABC est le barycentre du système 0 (2 :E), H (:E). En déduire la position relative des quatre 
points H, G, 0, (!}, 

56. 1° Démontrer que, lorsque le point M est le barycentre du système A (a), B (13), C (y), les aires 
algébriques des triangles MBC, MCA, MAB sont proportionnelles à a, (3, y. (L'aire MBC sera affectée 
du signe + ou du signe- suivant que A et M sont ou non du même côté de BC.) 

2° En déduire qu'à tout point M du plan ABC on peut affecter trois nombres (a, (3, y) définis à 
un facteur près, tel que le point M (a, f', y) soit le barycentre du système A (a), B ((3), C (yJ. Les nombres 
ct, (3, y sont dits coordonnées barycentriques du point M par rapport au triangle ABC. 

go Vérifier ainsi les résultats obtenus aux exercices précédents pour les centres des cercles inscrit 
ou exinscrits, le centre de gravité, l'orthocentre et le centre du cercle ABC. On commencera par 
montrer que ce dernier est le point 0 (sin 2 A, sin 2 B, sin 2 C). 

57. On construit le point 1 barycentre de A (o:1), B (f31) et C (y1), le point J barycentre de A (a2), 

B (132) et C (y2) et enfin M barycentre de A (o:l + ka2), B ((31 + k(32) et C (y1 + ky2). 

- ).- -il- ~).-

10 Démontrer que (al+ f31 + y1) MI+ k (a2 + r32 + y 2) MJ =O. 

2° Lieu du point M lorsque k varie, les autres coefficients restant fixes? 
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58. Dans le plan du triangle ABC, on désigne par M (x, y, z) le barycentre du système A (x), 
B (y), C (z) et on considère les points A' (0, !), - y), B' (- a, 0, y) et C' (a, - ~. 0). 

Établir, pour tout point M, la relation : -- -- -- --(~-y) MA' + (y- 1X) MB' + (a- ~) MC'= O. (1) 

En prenant M en A', en déduire que les points A', B', C' sont alignés sur une droite A (IX, (3, y). 
En considérant tout point M (x, y z) de A comme le barycentre de B' p. (y- 1X)] et de C' [11- (IX- 13] 

démontrer que : _:: + ~ + !:. = O. (2) 
IX t" "( 

59. Étant donné un triangle ABC de côtés a, b, con désigne par M (a, 13, y) le barycentre du sys­
tème A (o:), B (13), C (y) et parR et r les rayons du cercle circonscrit et du cercle inscrit à ABC. 

1 o Démontrer que les ·points I (a, b, c), J (- a, b, c), K (a, - b, c) et L (a, b, - c) sont respec­
tivement les centres des cercles inscrit et exinscrits au triangle ABC. Établir les relations telles que : 

a IA 11 + b IB2 + c IC2 = a JA 2 - b JB2 - c JC 2 = abc 
et calculer AP, AJ2, AK2 et AL2• 

2o Trouver les lieux des points M tels que : 

bMB 2 + cMCi'- aMA 2 =abc, 

c MC 2 + a MA2 -. b MB2 =abc, 

aMA 2 + bMB 2 - cMC 2 =abc. 

3o Ces lieux sont trois cercles de rayons Pa, Pt11 Po· Établir la relation : 
1 .1 1 1 
p~ + pg + p~ = 4 Rr · 

60. On donne les points A, B, C non alignés et M est un point quelconque de l'espace. On consi--- -- -- -- -- -- -- --dère les vecteurs : V1 =MA+ MB +MC; V2 =MA+ MB- MC. -- --10 LieU du point M lorsque 1 V1 [ = [ V2 [. -- ---20 Lieù du point M lorsque V 1 et V2 sont perpendiculaires. -- --30 Lieu du point M lorsque V1 • V2 = k, constante donnée. 

61. On donne les points A, B, C non alignés et M est un point quelconque de l'espace. On consi-
-- -- -- -- -- -- -- -'11-dère les vecteurs : ~~ = MA + 2 MB + 3 MC; V2 = MA + MB - 2 MC. 

1 o Montrer que le vecteur V2 est un vecteur constant. -- --20 Trouver le lieu du point M lorsque V1 • V 2 = k, constante donnée. 

-On donne un triangle ABC et une constante k 2
• Trouver le lieu du point M dans les cas suivants: 

62. MA 2 + MB 2 + MC:1 = k 2 • 

64. a MA 2 + b MB 2 - c MC2 = k 2
• 

63. a MA 2 + b MB2 + c lVICa = k 2• 

65. aMA 2 - bMB 2 -MO = k 2• 

66. MA2 sin 2 A+ MBz sin 2 B + MC 2 sin 2 C = k2 • 

67. MA 9 tgA + MB 2 tgB + MC 2 tgC = k 2• 



4• Leçon 

1 TRANSFORMATIONS PONCTUELLES DU PLAN 1 

37. Définition. - Étant donnés deux ensembles de points A et B, on appelle 
transformation ponctuelle de l'ensemble A dans l'ensemble B, toute corres­
pondance T qui, d tout point M de A, associe un point unique M' de B. 

La transformation ponctuelle T n'est autre qu'une application de l'ensemble ponctuel 
A dans l'ensemble ponctuel B. L'image M'de M est appelée le transformé ou l'homologue 
de M. On écrit : 

T 
M ---o,--~ M' ou M'= T(M). 

Lorsque les ensembles A et B sont identiques, on dit que T est une transformation 
ponctuelle dans A (ou de A sur lui-même). On peut ainsi définir une transformation 
dans le plan. 

L'ensemble des transformés par T des différents points M d'une figure F est une 
figure F' appelée transformée ou homologue de la figure F dans la transformation ponc­
tuelle T (fig. 26). 

<~, ..... -- .... _ ... _ ,, ... ,.---- ......... , 

' ...... ,. \ 

A'
/ ''\, 1 \ / , B 

,~ \ T , '\., 
..,.," \ , ' ... 'lk 

~.,. ... -'*""' -~. -----\J----T;'~,..-· ............ , 
1 • 1 \ 

# , ' t 
f 1 ' 1 
l 1 1 1 . 
' '-, 

', 
-~-

... ___ _ 

, 1 1 

,. , (F') -' ,,' \"' ,," 
_ ... ,.'" ................... _____ ... _ ....... ---"""""' 

Fig. 26 

Deux transformations ponctuelles T et T' sont équivalentes si tout point M a même 
transformé dans T et T' : 

V ME A : M' = T (M) =T' (M). On écrit: T =T'. 

38. Éléments invariants.- 1° Tout point M qui coïncide avec son homologue M' 
dans une transformation ponctuelle T est un point double de T ou un point invariant 
par T. 

On appelle transformation identique la transformation ponctuelle 1 dans 
laquelle tout point M du plan est invariant. 

V M E (P) : M = 1 (M). 
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2o Toute figure F qui coïncide avec sa transformée F' dans T est dite invariante 
dans T. La figure F est invariante point par point lorsque chacun de ses points est inva­
riant. Elle est globalement invariante ou invariante dans son ensemble lorsque ses diffé­
rents points s'échangent entre eux. 

39. Transformations réciproques. - Une transformation ponctuelle T de A dans B 
est dite bijective si tout point M' de B est le transformé d'un point unique M de A. 

Une telle transformation est donc à la fois injective et surjective : 
M1 :;6 M2 ===9- Mf = T (Ml) ::P M~ = T (M2) (injection) 

(surjection) V M' EB, 3 M EA tel que M' = T (M)! 

,,-----------------------------------~ 
/ M T M' ·: 
: 8< 0 ,... : 
1 1 
1 1 
' 1 '-....... .... .. --""'" 

~~- ~~~ 

·~-------------------·'' 

Fig.· 27 Fig. 28 

Toute transformation bijective T de A dans B définit une transformation 
bijective de B dans A appelée transformation réciproque de Tet notée T-1 • 

En effet à tout point M'de B correspond un point unique M de A tel que M' = T (M) 
et réciproquement (fig. 27) : 

M' = T (M) ~ M = T-1 (M'). 

Les deux bijections T et T-1 sont dites réciproques l'une de l'autre. 

Une transformation T d'un ensemble ponctuel A en lui-même est dite 
involutive lorsque tout point M est le transformé de son homologue M". 

V M E A ; M' = T (M) ===9- M = T (M'). 

Une telle transformation T est donc bijective et coïncide avec sa transformation 
réciproque (fig. 28) : T- 1 = T. 

c 
,.. ..... -.~-- ........ 

/ \ /' M\ 
( Me--·1!-------<0>----.;...( .....,...,..,.... 2 ; 

' : T T T. '- ,/ .. ..._ ... ~ ........ ~ == 2 0 1 ...... _____ ... .-

•, 

Fig. 29 Fig. 30 

40. Produit de transformations ponctuelles.-- Soient T1 une transformation de 
A dans B et T 2 une transformation de B dans C (tlg. 29). 

V ME A, 3 M1 E B et M2 E C tels que M1 = T1 (M) et M2 = T 2 (M1). 

On fait ainsi correspondre à tout point M de A un point unique M2 de C. On définit 
donc (n° 37) une transformation T de A dans C, appelée produit des transformations 
T1 et T 2• On écrit : 

M2 = T (M) = T 2 [T1 (M)] ~ M2 = T 2 o T1 (M) et T = T 2 o T1. 
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Le produit T = T 2 o T1 des transformations ponctuelles T1 et T 2, effectuées dans 
cet ordre, est donc une loi de composition interne dans l'ensemble des transformations 
ponctuelles. . 

De même le produit Tao T 2 o T 1 = Tao (T 2 o T1) est le produit des transformations 
T 2 o T1 et Ta; lé produit T 4 oTa o T 2 o 1\ est le produit des trànsformations Tao T 2 o 1\ 
et T 4, etc . . . 

41. Propriétés. 1° Un produit de transformations est toujozzrs associatif car il en 
est ainsi d'un produit d'applications. Donc (fig. 30) : 

Tao (T2 o T1) =(Tao T 2) o T1• 

Il est toujours possible de remplacer deux ou plusieurs transformations consécutives 
par leur produit ou inversement de remplacer une transformation par un produit équi­
valent. 

2° Le produit des transformations T1 et T 2 est commutatif si: T 2 o T1 = T 1 o T 2• 

3o Dans l'ensemble des transformations ponctuelles du plan la transformation iden­
tique I est l'élément neutre dans l'opération produit: 

'V T : I o T = T o I = T. 

4o Le produit de deux transformations réciproques T et T- 1 est la transformation iden­
tique: 

M' = T (M) et M = T- 1 (M') ~ T- 1 o T (M) M et T o T- 1 (M') = M'. 

Donc: T- 1 o T = T o T- 1 = I. 

Il en résulte que si T est une transformation involutive : 

'V M : T o T (M) = M ·=+ T o T = T 2 = I. 

Si T1 et T 2 sont deux transformations bijectives il en est de même de T = T 2 o TH 

car : (T2 o T1) o (T1- 1 o T 2- 1) = T2 o I o T 2- 1 = I. 

La transformation réciproque de T 2 o T1 est donc T 1- 1 o T 2- 1• 

42. Groupe de transformations. - Pour qu'un ensemble G de transformations 
ponctuelles du plan ait une structure de groupe pour le produit des transformations, 
il faut et il suffit, puisque l'associativité est toujours réalisée, que : 

1° 'VT1 EG, 'VT2 EG: T 2 oT1 EG. 

2° La transformation identique I appartienne à G : 1 E G. 

3° 'V T E G, 3 T- 1 E G telle que T o T- 1 = T- 1 o T = I. 

On voit ainsi que seules des transformations bijectives peuvent former un groupe. 

TRANSLATION PLANE 

43. Définition. -. La translation plane est une transformation ponctuelle 
dans laquelle le vecteur joignant un point M à son transformé M' est égal --à un vecteur donné T du plan. --Soit T le vecteur fixe non nul du plan (fig. 31). Le point M' transformé du point M -- -- --dans la translation de vecteur T est défini par : MM' = T. 
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Lorsque M décrit une figure F, le point M'décrit la figure F' transformée de F dans -- --la translation T. Ce vecteur T qui définit la translation est appelé vecteur-translation. 
_,... Remarquons que : 
T 

B 

Fig. 31 

-)o-

1° Il n'existe pas de point double 
__ ,_ -)o-

(lans la translation de vecteur T =1- O. 

(F} 2° Toute droite du plan parallèle au --vecteur T est globalement invariante 
-)o.-

dans la translation T. 

3° Si M' est le transformé de lVI dans --la translation T, le point M est le trans-
formé de M' dans la translation de 

--)o.-

vecteur- T. La translation plane n'est 
pas une transformation involutive car 
T- 1 =f. T (n° 39). 

40 La translation de vecteur 0 est la transformation identique I. 

44. Théorème. - La translation plane transforme une figure F en une figure 
F1 directement égale à la figure F. 

1° Soient A et B deux points fixes, Mun point quelconque du plan, A', B' et M'leurs 
-)>-

homologues respectifs dans la translation T (fig. 31). Par définition : 

--- -il>- -:>- --AA' = BB' =MM'= T. 

-)o- -- -- --Ce qui entraîne : AB = A'B' et AM = A'M'. -- -- -- --Les angles (AB, AM) et (A'B', A'M') ont leurs côtés parallèles et de même sens, 

-- -- -)o- -)o-on a donc: (AB, AM) = (A'B', A'M'). 

On peut donc faire glisser le triangle ABM dans son plan pour le superposer au triangle 
A'B'M'; tout point M de la figure F coïncide avec son homologue M' lorsqu'on amène -- --AB sur A'B'. Les figures F et F' sont dites directement égales. D'autre part l'égalité -- --AM = A'M' montre que tout vecteur est transformé en un vecteur égal. 

45. Réciproque. - Toute transformation ponctuelle plane dans laquelle 
le vecteur qui joint deux points quelconques est égal au vecteur qui joint leurs 
transformés est une translation. 

Soit A un point fixe, M un point variable, A' et M' leurs homologues dans la trans­
formation considérée : 

-- -- -- -)o-A'M' = AM ~ MM' = AA'. 
_,..._ 

Le point M' est donc le transformé de M dans la translation AA'. 

46. Transformées des figures élémentaires. - 1 o Il résulte du no 44 que la trans-
_,_,_ _,_,_ -o-

lation. T transforme un vecteur AM en un vecteur égal A'M', une demi-droite Ax en 
une demi-droite parallèle et de même sens A'x', une droite D en une droite D' de même 
direction, un angle orienté en un angle orienté égal, un cercle en un cercle égal. 
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2o Inversement toute droite D' parallèle à la droite D se déduit de cette dernière 
-?-

dans la translation de vecteur AA' joignant un point quelconque A de D à un point 
quelconque A' de D' (fig. 32). 

Fig. 33 

3o Tout cercle de centre <iJ' égal à un cercle de centre <iJ se déduit de ce 
--·>-

dernier dans la translation de vecteur <iJw'. 

En effet deux rayons parallèles et de même sens Ül M et w 'M' sont tels que 
-~ ->- -~ _,_ 
<.ù'M' = ÜIM donc MM' = ww' (fig. 33). 

1 ROTATION PLANE 1 

47. Définition. - Soit un point fixe 0 du plan et un angle orienté 6 défini à 2 krr: près. 
A tout point M du plan (fig. 34) faisons correspondre le point M' défini par les égalités : 

-'>- ->-
(OM, OM') = 6 et OM' = OM. 

Le point M' est le transformé du point M dans la rotation plane de centre 
0 et d'angle 6. En abrégé : Rotation (0, 8). 

0 

Fig. 34 Fig. 35 

Lorsque le point M décrit une figure F, son homologue M' décrit la figure F' trans­
formée de F dans cette rotation. 

1° Si 0 est nul (à 2 kit près) la rotation se réduit à la transformation identique. Lorsque 
8 est différent de 2 kit le centre de rotation 0 est le seul point double de la transformation 
et tout cercle de centre 0 est globalement invariant dans la transformation. 

2° Si 0 = ± it le centre de rotation 0 est le milieu de MM' (fig. 35). Les points M 
et M' sont symétriques par rapport O. Nous dirons dans ce cas que la rotation est la 
symétrie-point de centre O. 

3° Le point M est le transformé de M' dans la rotation (0, - 0). La rotation n'est 
pas une transformation involutive sauf si El = ± 1t, c'est-à-dire si la rotation est une 
symétrie-point. 
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48. Théorème. - La rotation plane transforme une figure F en une figure F' 
directement égale à la figure F. 

Soient 0 et A deux points fixes, M un point quelconque du plan (fig. 34). Leurs 
homologues respectifs dans la rotation (0, El) sont 0, A' et M'. Donc : -- -- -:.- -:.-OA = OA'; OM = OM'; (OA, OA') = (OM, OM') = El + 2 krt. 

-:.- _,...... -- -- _,_ _,...... -- ->-On en déduit : (OA, OA') + (OA', OM) = (OA', OM) (OM, OM'). 

Soit : -- -- -->- --(OA, OM) = (OA', OM'). 

Les triangles OAM et OA'M' sont directement égaux. En faisant glisser la figure F -- -- . sur son plan, de façon que OA vienne sur OA ', tout point M de la figure F coïncide avec 
son homologue M' de la figure F'. Les figures F et F' sont directement égales. 

49. Remarque. - L'angle de deux vecteurs homologues est égal d l'angle 
de rotation. 

-- ->-Il résulte de ce qui précède que l'homologue du vecteur AM est le vecteur A 'M' et : 
-- -- _,...... -·>- -·>- -:.- -- _,...... . --- _,...... -- -(OA', A'M') = (OA, AM) => (AM, OA') + (OA', A'M') = (OA, AM) +(AM, OA'). 

Fig. 36 

_,.._ _,...... -- --Soit : (AM, A'M') = (OA, OA') = 6 (mod. 2 rt). 

50. Transformées des figures élémentaires.- La rota--- -- -- --tion transforme un axe D en un axe D'tel que (D, D') = El. 
, Inversement, deux droites D et D' d'un même plan se cor­

x respondent dans toute rotation ayant pour centre un point 
-:.- --équidistant de D et de D'et pour angle (OH, OH') où H 

et H' désignent les projections orthogonales de 0 sur les 
droites D et D' (fig. 36). La rotation transforme tout cercle 
en un cercle égal. Réciproquement, deux cercles égaux se 
correspondent dans toute rotation qui fait correspondre 
leurs centres. 

[.HOMOTHÉTIE 

51. Définition. Soient un point fixe 0 et un nombre réel non nul k : 

L'homothétie de centre 0 et de rapport k est la transformation ponctuelle _,...... _,...... 
qui, d tout point M, fait correspondre le point M'tel que OM' = k OM. 

En abrégé : Homothétie (0, k) ou H (0, k). 
Lorsque le point M décrit une figure F, le point M' décrit une figure F' homothétique 

de la figure F dans le rapport k. 
L'homothétie est positive (ou directe) pour k > 0 (fig. 37), négative (ou inverse) 

pour k. < 0 (fig. 38). Elle se réduit à la transformation identique pour k = 1 et à la 
symétrie-point de centre 0 pour k = - 1. 

Pour k :f:; -· 1 la transformation n'est pas involutive car M est l'homologue de M' 

dans l'homothétie ( 0, 1) · Dans toute homothétie, le centre 0 est le seul point invariant. 
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Les points 0, M, M' étant alignés, toute droite issue de 0 est invariante dans une 
homothétie de centre O. 

0 

Fig. 37 Fig. 38 

-~ 

52. Théorème.- Dans toute homothétie (0, k), l'homologue d'un vecteur AB 
-~ --est un vecteur A'B' = k AB. 

Soit M'le transformé dans l'homothétie (0, k), d'un point variable M du segment AB 
(fig. 39 et 40). On obtient : 

~~-- ~ -~ ~-;.-
A'M' = OM'- OA' = k OM- k OA = k (OM- OA). 

-~ --Donc: A'M' = k AM. --Lorsque M décrit le vecteur AB, le point M'décrit, sur la parallèle à AB issue de A', 
-~ ~ 

un vecteur A'B' = k AB. 

Fig. 39 Fig. 40 

53. Réciproque. - Toute transformation dans laquelle le vecteur qui joint 
deux points quelconques A et M et celui qui joint leurs transformés A' et 

--)>-- -~ 

M', vérifient la relation A'M' = k AM est une homothétie pour k # 1 , une 
translation pour k = 1. 

1° Si k =1- 1, l'homothétie (0, k) qui transforme A en A', transforme M en M1 tel _,... -~ -~ 

que: A'M1 = k AM = A'M'. Les points M' et M1 sont confondus. 
-~ -~ 

2° Si k = 1, A'M' = AM. La transformation est donc (no 45) la translation de vec---teur AA' qui apparaît ainsi comme un cas limite de l'homothétie (0, k) qui transforme A 
en A' lorsque k tend vers 1. 

54. Transformées des figures élémentaires. - Il résulte du n° 52 que le trans­
formé d'un axe est un axe parallèle au premier, de même sens si k > 0, de sens 
contraire, si k < O. 

La transformée d'une droite est une droite de même direction ; le transformé 
_,... -- -- --d'un angle orienté (Ax, Ay) est un angle (A'x', A'y') dont les côtés sont parallèles à 

ceux du premier, de même sens si k > 0, de sens contraire si k < O. L'homothétique 
d'un angle orienté est donc un angle égal. Il en résulte que l'homothétique d'un triangle 
ABC est un triangle A 'B 'C' dont les angles sont respectivement égaux à ceux du triangle 
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ABC et de même sens. Ces deux triangles sont dits directement semblables. Leurs côtés 
sont parallèles et le rapport de similitude est 1 k 1. 

L'homothétique du cercle ( (t), R) est le cercle ( (t) ', R ') dont le centre (t)' est l'homologue 
du point (t) et dont le rayon est R' = 1 k ! R. 

SIMILITUDE DIRECTE DE CENTRE DONNÉ 

55. Définition. - Soit un point fixe 0, un réel positif k et un angle 0 compris entre 
0 et 2 n radians : 

On appelle similitude plane directe de centre 0 le produit commutatif de 
l'homothétie H (0, k) par la rotation (0, El). 

Cette similitude est notée S (0, k, 0) et (fig. 41) : 

S (0, k, 6) = R (0, 0) o H (0, k) = H (0, k) o R (0, 6). 

Le réel k et l'angle 6 sont respectivement le rapport et l'angle de la similitude S. 

La transformation réciproque de la similitudeS (0, k, 8) est la similitude: S-1 (0, Î; 0). 

La similitude directe de centre 0 n'est involutive que si k = 1 et 0 = 0 ou 0 = n, 
c'est-à-dire que si S coJ:ncide avec la transformation identique ou avec la symétrie­
point de centre O. La similitude S se réduit à une rotation si k = 1, à une homothétie 
si e = 0 ou e = 71:. 

M' M' 
1 ' 

1 
1 ' 1 
1 ' 1 

1 \ \ 
\ \ 

Mt 
1 \ \ 1 \ 1 1 \ 1 1 \ 1 

1 \ \ 
1 \ 1 
1 1 \ 

l \ 

--- _h \ 

M2 
\ --- \ 

1 
1 
1 

0 A M 
Fig. 41 Fig 42 

56. Remarques.- 1° Si M'est l'homologue de lVI dans la similitudeS (0, k, 8) 
le triangle OMM' est directement semblable à un triangle fixe. 

Soient A un point fixe et M un point variable de la figure F (fig. 42). Leurs homo­
logues A' et M' sont tels que : 

-c)- -c)- _,_ __ ,..._ 

(OA, OA') = (OM, OM') = 8 et 
OM' OA' 
OM = OA =If· 

Le triangle OMM' est directement semblable au triangle fixe OAA'. La similitude S 
est donc définie par son centre 0, un point A et son homologue A'. -- __ ,_ 

2° L'homologue d'un vecteur AM est un vecteur A'M' tel que : -- --(AM, A'M') = 6 et A'M' = k AM. 
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_,_ _,_ 

En effet, l'homothétie H (0, k) transforme AM en un vecteur A1M1 tel que 
-~~ ,..._. -;>-- -'>-

Al Ml = k AM (n° 52) et la rotation R (0, 0) transforme A1M1 en un vecteur de même 
--'>- _,_ --~ 

module A'M' tel que: (A1Mv A'lVI') = 0 (n° 49). 
--).-- -)»-- -- --On en déduit : (AM, A'M') (A1MH A'J.Vi') = 0 et A'M' = A1M1 = k AM. 

3o L'hornologue d'un triangle ABC est un triangle A'B'C' directement 
semblable au triangle ABC. 

En effet: 
->- -)»-- -;.-- -)>- _,..... --)»-- --'>- -'>- --'>- -'>- -'>- _,_ 

(AB, A'B') =AC, A'C' 0 ==?- (AB, A'B') + (A'B', AC) = (A'B', AC) +(AC, A'C') 
-· -:>- --- _,... ~ (AB, AC) (A'B', A'C') (mod. 2 re). 

C t , l't, 1 . . . t 1 t' A 'B, A 'C, 
et e ega 1 e angu a1re JOlll e aux re a wns AB = AC k montre que les triangles 

ABC et A'B'C' sont directement semblables. 
Si A et B sont fixes et siM décrit une figure F, l'homologue M'de M décrit une figure 

F' dite directement semblable à la figure F. Il en résulte que l'homologue d'une droite 
est une droite, l'homologue d'un angle orienté est un angle orienté égal, l'homologue 
d'un cercle (w, R) est un cercle (w', R') tel que w' soit l'homologue de w et que R' =kR. 

EXERCICES 

68. Dans un parallélogramme ABCD les sommets A et B sont fixes. On construit le triangle 
équilatéral de sens direct CDM. Trouver les lieux géométriques des points D et M lorsque le point C 
décrit une droite ou un cercle donné. 

69. Un cercle (ù de rayon R donné passe par un point fixe A. Un diamètre MN de ce cercle conserve 
une direction fixe. Déterminer les lieux géométriques des points M et N ainsi que l'enveloppe du 
cercle w. 

70. Deux cercles 0 et 0' se coupent en A et B. Soient Cet D les points diamétralement opposés à A 
dans ces deux cercles. Une sécante variable issue de A coupe en P le cercle 0 et en Q le cercle 0'. 
La droite CP coupe en M la parallèle à CD menée par Q et la droite DQ coupe en N la parallèle à CD 
menée par P. Trouver les lieux géométriques des points M et N. 

71. On donne un triangle fixe ABC et on construit le parallélogramme BCDE. Les perpendiculaires 
menées de D à AB et de E à AC se coupent en M. Trouver le lieu du point M lorsque D décrit une 
droite ou un cercle donné. 

72. Construire un quadrilatère convexe ABCD connaissant 
1 o Les longueurs AB et CD et les quatre angles. 

2° Les longueurs AB, BC et CD et les angles A et D. 
-?- -~ _,... 

73. On donne un quadrilatère convexe ABCD et on construit les vecteurs DE = BF = CA. 
Montrer que l'on retrouve dans la figure ABDEF toutes les longueurs et tous les angles formés 

par le quadrilatère ct ses diagonales. 

74. Construire un trapèze .ABCD de bases AB et CD connaissant : 

1° L'angle A, les longueurs AD et BC, l'une des longueurs AB ou AC. 

2° Les longueurs AC, BD et l'angle (AC, BD) des diagonaJes et en outre une base, un côté ou un 
des angles du trapèze. 

75. Dans un trapèze isocèle de bases AB et CD, la diagonale AC est bissectrice de l'angle A. 

1° On donne AB = l, CD = l'. Construire le trapèze. Discuter. 

2° On donne AB + CD = l et la longueur l' des diagonales. Construire le trapèze. Discuter. 

76. On considère un cercle fixe C, de centre 0, de rayon Ret un point fixe A extérieur au cercle 
tel que OA = d. Soit MM' un diamètre variable du cercle C. La droite MA recoupe le cercle en Q 
et coupe en P la parallèle à OA issue de M'. La droite M'A recoupe le cercle en Q' et coupe en P' 
la parallèle à OA issue de lVI. 
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tu Montrer que la droite PP' passe par un point fixe. 
2~> Trouver le lieu géométrique des points P et P'. 

77. Étant donné un triangle AMN, on construit les transformés B etC de A et N dans la rotation 
(M, oc) où oc désigne un angle donné, puis le transformé D de N dans la rotation (A, oc). Comparer les 

-;»- -'Jo-

vecteurs BC et AD et en déduire la nature du quadrilatère ABCD. 

78. 1 o Quel est le lieu géométrique des centres des rotations qui, dans un plan, P transforment 
une droite donnée D en une droite donnée D'? 

2° Construire les centres w et w' des rotations qui transforment D en D' en faisant correspondre 
un point donné A de D à un point donné A' de D'. 

79. 1° Quel est le lieu géométrique des centres des rotations qui, dans un plan P, transforment 
un cercle (0, R) en un cercle égal (0', R)? . 

2~> Construire le centre w de la rotation qui en outre transforme un point donné A du premier 
cercle en un point donné A' du second. 

80. Deux cercles égaux de centres respectifs 0 et 0' se coupent en A et B. 
1 o Montrer que le cercle 0' est l'homologue du cercle 0 dans une rotation de centre A. 
2° Montrer que la droite que joint un point M du cercle 0 à son homologue M', dans la rotation 

définie ci-dessus, passe par le point B. 

81. On donne un cercle fixe de centre 0 et un point fixe w. On construit un triangle équilatéral 
ABC de centre w dont le sommet A décrit le cercle O. Trouver les lieux géométriques des sommets 
B et C. Reprendre le même problème avec un carré ABCD ou un hexagone régulier de centre w. 

82. Construire un segment AB connaissant son milieu 0 sachant que le point A appartient à un 
cercle (ou une droite) donné r et que Je point B appartient à un cercle (ou une droite) donné r'. 

83. Construire un triangle équilatéral ABC de sens direct connaissant le sommet A et sachant 
que B et C appartiennent respectivement à deux cercles (ou droites) donnés. 

84. Inscrire un carré MNPQ dans un parallélogramme donné ABCD en plaçant un sommet sur 
chacun des côtés de ce parallélogramme. (On commencera par montrer que le centre du carré coïncide 
avec celui du parallélogramme.) 

· 85. On construit extérieurement à l'angle BAC du triangle ABC les segments AM, CN et BP 
respectivement perpendiculaires et égaux à BC, CA et AB. 

-;»- -;»- -'Jo- ---
1 o Comparer les vecteurs MB et PC, puis MC et NB en module et en direction et montrer que 

les droites MA, NB et PC sont concourantes. 
2° Soient 0, I, J, K les milieux des segments BC, PN, NA et AP. Trouver la nature des triangles 

JMB et KMC. 
3° On achève le parallélogramme BACD. Nature des triangles DNP, OJK et IBC? 

86. Les sommets B et C du triangle ABC sont fixes. Trouver les lieux géométriques des milieux 
des côtés AB et AC et du centre de gravité lorsque le sommet A décrit une droite À ou un cercle (r) 
donné. 

87. Dans un quadrilatère ABCD les sommets A, B et C sont fixes et on connait la longueur AD. 
Trouver : 

1° Les lieux des milieux de DA, DB et DC. 
2~> Le lieu du milieu du segment RS qui joint les milieux de AC et BD. 

88. On donne deux droites fixes D et D'se coupant en 0; on projette un point variable Men A 
sur D et en B sur D'. Trouver le lieu géométrique du point M lorsque la droite AB a une direction 
donnée. 

89. Soit un angle aigu xOy. Un point variable M de Oy se projette en A sur Ox et on mène par M 
un segment MP parallèle à Ox et de même sens tel que MP = k MA où k est un nombre positif donné. 
Trouver le lieu géométrique du point P. 

90. Un cercle variable est tangent à une droite fixe D en un point fixe A. Trouver les lieux géo­
métriques des points de contact avec le cercle des tangentes parallèles à une direction donnée À. 

91. Un cercle variable est tangent à deux droites sécantes données Ox et Oy. Trouver les lieux 
géométriques des points de contact avec le cercle des tangentes parallèles à une direction donnée À. 

92. On donne un angle xOy et un point variable M intérieur à cet angle. Les parallèles menées 
par M à Ox et Oy coupent Oy en B et Ox en A de façon que MA = k MB où k est un nombre donné. 

Trouver le lieu géométrique du point M. 
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93. Deux cercles inégaux 0 et 0' sont tangents en A. On mène dans le premier une corde variable 
AB et dans l'autre la corde AC perpendiculaire à AB. 

1 o Montrer que la droite BC passe par un point fixe. 
'2° Trouver les lieux géométriques de la projection P de A sur la droite BC et du milieu M de BC. 

94. Dans un triangle ABC les sommets B et C sont fixes et les médianes issues de B et C sont 
perpendiculaires. 

to Lieu géométrique de A. Démontrer que AB2 + AC 2 = 5 BC2. 
2o Construire le triangle ABC connsisssnt l'angle BAC. 

95. Construire un triangle ABC connaissant le sommet A, le centre de gravité G et sachant que 
les sommets B et C appartiennent à deux droites (ou cercles) donnés. . 

96. Étant donné un demi-cercle de diamètre AB, inscrire dans ce demi-cercle un carré MNPQ 
de façon que Met N soient sur AB, Pet Q sur l'arc du demi-cercle. 

97. On donne un cercle C et une droite D. Construire un cercle dont le centre ro soit sur la droite D, 
passant par un point donné A de cette droite et tangent au cercle C. 

98. On considère dans le plan une droite L\, un point fixe A non situé sur L\ et un triangle rec-
tangle isocèle variable ABC ayant le sommet de l'angle droit B sur L\, 

1 o Lieu du sommet C lorsque B décrit L\, 

2o Lieu des milieux des côtés et du centre de gravité du triangle ABC. 

99. Soit un triangle AOB rectangle en O. Un point variable M décrit la perpendiculaire en A à 
la droite AB. La perpendiculaire en 0 à OM coupe AB en M'. 

1 o Montrer que le triangle MOM' reste semblable à un triangle fixe. 
2o Lieu du milieu de MM' et du sommet P du rectangle MAM'P. 

100. On donne un éercle fixe de diamètre AB, un point M variable sur ce cercle et on construit 
le carré de sens direct AMNP. Trouver les lieux des points N et P. 

101. Soit un parallélogramme ABCD de centre 0 : 
1 o Montrer que tout parallélogramme inscrit MNPQ a même centre O. 
2° Construire un losange d'angles donnés inscrit dans ce parallélogramme. 

102. 1° Montrer que toute similitude plane directe est définie par la donnée de deux vecteurs 
-?1'- -~ 

homologues AB et A'B'. 
2o Construire l'homologue M' du point M. 

103. 1 o Démontrer que si les triangles OAA' et OBB' sont directement semblables il en est de 
même des triangles OAB et OA'B'. 

-?1'- -~ 
2° En déduire que le centre de la similitude qui transforme AB en A'B' est aussi celui d'une simi-

-'ll>- -~ 

litude qui transforme AA' en BB'. 



Se leçon 

1 TRANSFOR_!"'ATION : z' = az + b] 

57. Détermination analytique d'une transformation ponctuelle du plan. 

Rapportons le plan au repère cartésien xOy. Les relations : 
x' = f (x, y) et y' = g (x, y) 

où f (x, y) et g (x, y) sont des fonctions données des variables indépendantes x et y 
définissent une transformation ponctuelle T qui au point M (x, y) fait correspondre 
le point M' (x', y'). 

EXEMPLE. -Dans le repère orthonormé xOy on considère la transformation T définie 

par les relations: x'=- x; y'=- Y (xi 1). 
x-

1° Quels sont les points M (x, y) qui n'ont pas de transformé M' (x', y') ? 

2° Quels sont les points invariants dans la transformation ? _,_ -~:.--

30 Soit A le point d'abscisse 1 sur Ox. Comparer les vecteurs AM et AM' el en déduire 
une définition géométrique de la transformation T. 

1° Les points de la droite ô d'équation x = 1 n'ont pas de transformé (fig. 43). 
2° Les points M invariants sont tels que x' = x, y' = y. Pour qu'il en soit ainsi, il 

faut et il suffit que x = O. Les seuls points invariants sont ceux de l'axe y'y. 

D' y 'Il D y 
1 

H' 

Fig. 43 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

H x 

0 

,. 

Fig. 44 

l 
1 

; 

1 
1 

3° Des relations données, on déduit : , y' 
1 

- Y ; les vecteurs AM et AW 
x- x-1 

sont donc colinéaires et les points A, M et M' sont alignés. Soit D la parallèle à l'axe 
y'y issue de M (avec x ':/:- 1). Le point M' est l'intersection de la droite AM avec la 
droite D' symétrique de la droite D par rapport à l'axe y'y. 

Il en résulte que la transformation T est involutive. 
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58. Transformation définie par z' = f (z) dans le plan complexe. 
-'>'-- -'>'-

Rapportons le plan au repère orthonormé xOy (fîg. 44) où u et v sont les vecteurs 
unitaires respectifs des axes Ox et Oy. Soit M (x, y) l'image du nombre complexe 
z = x iy et supposons que la fonction z' f (z) soit définie pour tout complexe z. 
Au point M (x, y) correspondra un point M' (x', y'), image du complexe z' = x' + iy'. 
On définit ainsi une transformation ponctuelle T dans le plan complexe : 

T 
lVI (x, y) --,o------ M' (x', y'). 

La relation z' = f (z) se nomme opérateur de la transformation ponctuelle T. 
Rappelons les propriétés géométriques associées aux opérations dans le corps des 

complexes : 

59. Addition de complexes .. -L'addition de deux nombres complexes équi­
vaut à l'addition de leurs vecteurs-images. 

Si Z1 = Œ1 + ib1 et Z2 = a2 + ib 2 (fig. 45) : 

Z1 z2 = (a1 + Œ2) + i (b1 + b2). 

-è>- -è>- _,_. 

Le vecteur OM = OM1 + OM2 a pour composantes (a1 + a 2) et (b1 + b2). Donc 
M est l'image de z = Z1 + Z 2 et 

_,_ --~ -è>-

z = z1 + z2 ~ OM = OM1 + OM 2• 

y 

.'1 

B( i) 
M2~Z2)----- ----

-v x 

0 u u A( 1) 

Fig. 45 Fig. 46 

60. Multiplication de deux complexes. L'image M du produit z = z1z2 est 
le transformé de M:P image de z2 , dans la similitude S (0, p1, 61) où p1 et 61 

sont respectivement le module et l'argument de .z1• 

Soit zl = Pt (cos el + i sin el), que nous notons zl (PH el) ; puis z2 ( P2' 62) 
et z = Z1 z 2 = (p, e). On sait que : p = Pt p2 et 6 = e1 + e2 (mod. 2 n'). 

--è>- -è>- -- -è>- -~ --

On en déduit (fig. 46) : (OM2, OM) = (Ox, OM) - (Ox, OM2) = El1 + 62 - 62 = 61 

OM Pt P2 -··---- p OM2- P2 - t· 
et 

Le point M est donc le transformé de M2 dans la similitude s (0, PH el) qui trans­
forme le point A [1, 0] en M1• 
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On démontrerait de même que M est le transformé du point M 1 dans la simili­
tude S' (0, p2, 62) qui transforme A [1, 0] en M2• 

!1 61. Mesure complexe d'un vecteur.- Par 
définition, dans le plan complexe, la mesure 

-'!>-B 
!la complexe [AB] du vecteur AB est l'affixe Z du 

-'!>- -'!>-

point M tel que (fig. 47) : OM = AB. Or l'éga-

y ---- M 

x 

-'1>- -'!>- -'!>- -'!>-

lité OM = AB = Xu + Yv montre que : 

[AB] = Z =X+ iY = (Xn -XA) + i (YB -yA) 
= (XB + iyB) - (XA + ÏYA) = ZB- ZA• 

D'autre part, le module p de [ABJ est égal 
à OM = AB et l'argument 0 de [AB] est l'angle 

-'!>- -'!>- -'!>- -'!>-

polaire (Ox, OM) = (Ox, AB) = 6Â;-. 

Fig. 47 La _!!.l,!sure complexe [AB] d'un vec-
teur AB du plan complexe est égale à 

l'affixe de son extrémité, diminué de l'affixe de son origine. Elle a pour 
-'~>- _,...... 

module p =AB et pour argument 6 = (Ox, AB)= 6A:;-· 

J [AB] = zB- zA =(AB, 6:tn")·l 
-'!>- -'!>- -'It-

On dit que p = AB et 6-'~>- = (Ox, AB) sont le module et l'argument du vecteur AB. 
A.B 

62. Opérateur d'une translation. - Considérons dans le plan complexe la trans-
-'~>-

lation T définie par le vecteur OB (fig. 48) où B est l'image du nombre complexe b. 
Soient z l'affixe de M et z' l'affixe de son transformé M' : 

_,_ -'~>- -'!>- -'~>- -'!t-

OM' = OM + MM' = OM + OB ++ z' = z + b (n ° 59). 
- '!>-

Pour que M' soit le transformé de M dans la translation de vecteur OB, il faut et il 

suffit que 1 z' = z + b.1 (1) 

La relation (1) est l'opérateur d'une translation dans le plan complexe. 

y 

0 

Fig. 48 

1 
1 

1 
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1 
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1 
1 
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BCb) 

y 
M'(z') 

0 

Fig. 49 

œ 

63. Opérateur d'une rotation. - Considérons dans le plan complexe la rotation 
R ( w, ex) et soit z0 l'affixe du centre w (fig. 49). Le point M' (z') est l'homologue du 

-- -'~>-point M dans cette rotation. Les mesures complexes des vecteurs w M et w Mt sont : 

[w M'] = z'- Z0 = (w M', 6;-;r;) 

et [ w M ] = z - Zo = ( w M, 6~~). 
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Les relations w M' = w M et 0-Jo- = {)_,.._ 
Cù M' w :M: 

a montrent que [ w M'] est le produit 

de [ w M] par le nombre complexe de module 1 et d'argument a : 

z~- Z0 = (z -- z0) (cos a + i sin a) 

Soit : z' = (cos a + i sin a) z + z0 (1 - cos a - i sin a). 

Posons : cos a + i sin a = a et z0 (1 -cos a- i sin a) = b. 

L'opérateur de la rotation R ( w, a) est alors : 

az+b; la!=1. 

En particulier, la rotation R (0, ex) a pour opérateur : 

1 z' = az; 1 a 1 = 1. j 

Car: Z0 = 0 =9- b = O. 

(2) 

(3) 

re 
ExEMPLE. - La rotation de centre w image de z0 = 1 + i et d'angle a = 3 a pour 

opérateur z'- (1 + i) = (cos i + i sin i) (z- 1 - i) 

Soit , 1 + i v3 + <1 + .> (1 . vs) z = 2 z l 2-12 

ou , _ 1 + i v3 + 1 + vs + . (1 - v3). 
:Z- 2 z 2 l 2 

64. Opérateur d'une homothétie. - Considérons dans le plan complexe l'homo­
thétie H (w, k). Soit z0 l'affixe du centre w et M' (z') l'homologue de M,(z) (fig. 50). 

---;)<- --;)<-

Les mesures complexes des vecteurs w M et w M' sont : -[wM'] = z'- z0 = (wM'; 6-:>-) 
wM' 

[ w M ] = z - z0 = ( w M ; 6-:>-), 
wM 

Si k est positif, on a: w M' = k. w M et 6-Jo-- = 6-Jo-- ; ce qui entraîne : 
wM' w 11r 

z'- z0 = k (z- z0). 

Si k est négatif, on a : w M' = -k. w M et 6-Jo-- = e-- + rr:, donc : 
w M' w lll 

z'- Z0 = - k (cos re + i sin re) (z- z0) = k (z- z0). 

Quel que soit k, l'opérateur de l'homothétie ( w, k) est : 
z' - z0 = k (z - z0 ) 

Soit : z' = kz + Z 0 (1 - k). 

En posant k = a E R et b = z0 (1 - k), on obtient 

1 z' = az + b ; a E R. 1 

En particulier, l'homothétie H (0, k) a pour opérateur: 

Car 

1 z' = az ; a E R. 1 

Z0 = 0 =9- b = O. 

(4) 

(5) 



46 GÉOMÉTRIE ET ÉLÉMENTS DE PROBABILITÉS 

1 
ExEMPLE. - L'homothétie, de centre w image de z0 = 2 i, et de rapport k = = 2 

a pour opérateur : 

z/ - 2 i = - ! (z - 2 i) 
2 

1 1 3 . z =- 2 z + l. 

y 
(C') 

0 œ 0 
Fig. 50 Fig. 51 

65. Opérateur d'une similitude. - Considérons dans le plan complexe la similitude 
S (w, k, ex). Soit z0 l'affixe du centre w et M' (z') l'homologue de M (z) (fig. 51). 

Les relations w M' = k. w Met 0-:~-- = 0-....- + ex montrent que : 
. "' 11!' (J) !tl 

z' - Z0 = (z - z0) k (cos ex + i sin ex) 

Soit: z' = k (cos ex + i sin ex) z + z0 [1 - k (cos ex + i sin ex)}. 

Posons : k (cos ex + i sin ex) = a et z0 [1 - k (cos ex + i sin ex)] = b. 

L'opérateur de la similitude S est : 

j z' = az + b j (6) où a et b E C. 

En particulier si 0 est le centre de la similitude : 
z0 = 0 =:::9- b = 0 et l'opérateur de la similitude S (0, k, ex) est : 

j z' = az (7) a E C. 

ExEMPLE. - La similitude S (2- i, v2, ,i) a pour opérateur 

Soit : 

z'- (2 - i) = v2 (~os i + i sin ~) [z- (2 - i)]. 

z' = (1 +, i) z- (1 + 2 i). 

66. Réciproques. - Toute relation de la forme z' = az + b définit dans le 
plan complexe une similitude qui peut éventuellement se réduire d une 
rotation, d une homothétie ou d une translation. 

On suppose les complexes a et b donnés avec a =f. O. 
Cherchons les points w (z0) invariants dans la transformation T : 

z0 = az0 + b ~ Z0 (1 - a) = b. (8) 

1° Cas particulier : a = 1. - Pour b = 0, la relation z' = az + b devient z' = z. 
On obtient la transformation identique. 

Pour b =f. 0, la relation (8) est impossible. L'opérateur de T devient : 

z' = z + b ,...._,..._ ,...._,..._ --
~ OM' = OM + OB ~ 

-:1- -:~-

MM' = OB (fig. 48). 
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_,..... 

La transformation T est la translation de vecteur OB. 
b 

2o Cas général: a -:f: 1. - Il existe un point invariant unique w d'affixe z0 = -:--· 
1-a 

Compte tenu de z0 = az0 + b, la relation z' = az + b équivaut à : 

z' Z0 =a (z- z0) ~ [wM'] =a [w M]. 

Désignons par k et ('/., le module et l'argument du complexe a; nous obtenons : 

wM' =k. wM et 8-,..... = 8-:.- + ('/.,, 
wM' wu 

Le point M' est l'homologue de M dans la similitude S ( w, k, œ). 
Cette similitude est une rotation si k = 1, une homothétie si œ = 0 ou ('/., = 1t. 

ExEMPLE. - Pour z' = (1 + i v3) z + V3 (1 + i), on obtient : 

Z0 = - 1 + i ; k = 2 ; 
1t' 

(X.=-· 
3 

La transformation T est la similitude de centre w (- 1, 1), d'angle§ et de rapport 2. 

Nous donnerons le nom de similitude directe à toute transformation T définie par 
l'opérateur z' = az + b (a -:f: 0). Si E désigne l'ensemble de ces transformations, 
l'ensemble des translations planes, l'ensemble des rotations planes, l'ensemble des 
homothéties planes sont des sous-ensembles de E. 

67. Produit de similitudes directes. - Désignons par 1\ et T 2 les similitudes 
d'opérateurs respectifs : z' = a1z + b1 et z' = a2z + b2• Soit M1 (z1) le transformé de 
M (z) par T 1 et M 2 (z2) le transformé de M 1 (z1) par T 2 : 

Z2 = a 2Z1 + b2 = a 2 (a1Z + b1) + b2 = a1a2z + a 2b1 + b2• 

Donc T = T 2 o T1 appartient à l'ensemble E et a pour opérateur : 

z' = az + b avec a = a1a 2 et b = a2b1 + b2• 

1° a1 = a 2 = 1 ~ a1a2 = 1 : le produit de deux translations est une translation -- -- --définie par le vecteur OB = OB1 + OB 2 où B1 et B 2 sont les images de b1 el b2• 

2° a1 et a2 ER ~ a1a 2 E R : le produit de deux homothéties est une homothétie 
dont le rapport est égal au produit des rapports des homothéties données. 

Cette homothétie-produit dégénère en translation si a1a2 = 1. 

3° 1 al 1 = 1 az 1 = 1 ~ 1 a1a2 1 = 1; l'argument de a1a2 est ('/., = œ1 + œ2 
ou œ1 et œ2 sont les arguments respectifs de a1 et a2• Donc : 

Le produit de deux rotations est en général une rotation qui se réduit à une translation 
si œ = 0 (mod. 2 1t) ou à une symétrie-point si ('/., = 1t (mod. 2 TC). 

68. Groupe des similitudes directes dans le plan. - Désignons toujours par E 
l'ensemble des similitudes directes dans le plan : 

1° T1 E E et T 2 E E ~ T 2 o T1 E E (n° 67). 

2° La transformation identique I d'opérateur z' = z appartient à E. 

3° Toute transformation T admet une transformation réciproque T-1 qui appartient 
à l'ensemble E. 

Si z' = az + b est l'opérateur de T, celui de T-1 est z' = a'z + b' avec (no 67): 

1 1 - b 
aa' = 1 et a'b + b' = 0 soit a = - et b' = --· 

a a 
Il en résulte que (n° 42) : 

L'ensemble E des similitudes directes du plan a une structure de groupe 
pour l'opération produit. 
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On vérifie aisément qu'il en est de même pour l'ensemble E 1 des translations planes, 
pour l'ensemble E 2 des homothéties-translations du plan, pour rensemble E 3 des rota­
tions et translations du plan. 

EXERCICES 

- Dans le repère orthonormé xOy, interpréter géométriquement les transformations T définies 
par les systèmes suivants : 

104. 

107. 

) x:=- x 
1 y =-y. 

l x:= y 
( y =x. 

105. 

108. 

~x'= x 
1 y'=<- y. 

~x:=- y 
! y =-x. 

106. 

109. 

f x:=- x 
~y =y. 

1 x'= x 
! y' = 2 y. 

- Étudier dans le plan de la variable complexe z les transformations T définies par les relations 
suivantes : 

110. z' = z + 1 + i. 111. z' = z + 1- i. 112. z' = z- 3. 

113. z' = z + 3. 114 .. z' = z + 3 i. 115. z' = z- 3 i. 

116. 1 1 + iy3 
z = 2 z. 117. z' = ~"2 (1 + i) z. 118. z' = iz. 

119. z' = iz + 1- i. 120. z' = - iz + 3 - i. 121. z' = ~ z + 2 (1 - i). z . 

122. z' = 3 z. 123. z' =- 3 z. 124. 1 1 
z = 2 z. 

125. z' = 2 z + 4 - 3 i. 126. z' = - z + 2 (1 - i). 127. 1 1 + 2 . z = 2 z - z. 

128. z' = (1 + i y3) z + 3 + i vi 129. z' =- 2 zi + 5. 

130. z' = (3 + 4 i) z - 4 - 8 i. 131. z' = (1 + i tg <X) z + tg <X. 

132. Étudier le produit T 3 o Ta o T 1 sachant que les opérateurs respectifs des transformations 
T1; T 2 et T 3 sont 

z' = z + 1; z' = z 
21t' .. 21t' 

cos 3 + z sm 3; 1 + 21t' .. 21t' z = z cos 3 - l sm s· 
133. 1 o Former les opérateurs respectifs des rotations Tu de centre A (1; 0), d'angle <X, et Ta• 

de centre B (- 1 ; 0), d'angle (3. 

2° Former l'opérateur de la transformation T 8 o T1 • Étudier sa nature. Le produit T2 o T1 est-il 
commutatif? 

3° Dans le cas où T 2 o T1 est une rotation, déterminer l'affixe z0 de son centre (1) et évaluer les angles 
~ -;,.... 

polaires des vecteurs A (1) et B (1) par rapport à l'axe x'x. 
134. ) 0 Pour que le triangle ABC soit équilatéral de sens direct, il faut et il suffit que les affixes 

a, b, c de ses sommets vérifient l'une ou l'autre des relations suivantes : 
a + bj + cp = 0; ' b + cj + aj 2 = 0; c + aj + bj2 = 0 

où j et j 2 sont les racines cubiques complexes de l'unité autres que 1. 
2° Le triangle ABC étant équilatéral de sens direct et M désignant un point quelconque du plan, 

on construit le point A' homologue de A dans la rotation ( M;- i) et le point B' homologue de B 

dans la rotation ( M; + ~)· Déterminer les affixes des points A', B'1 en fonction des affixes a, b et 
z de A 1 B et M. 

-;,.... -~ -;,.... 
3° Démontrer que MC = MA'+ MB'. Conséquences? 

135. Dans le plan complexe on considère les points A (a); B (b); C (c) et D (d). 
1 o Pour que ABCD soit un parallélogramme1 il faut et il suffit que : 

a+ c = b + d. 
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2° Établir des conditions nécessaires et suffisantes pour que ABCD soit un rectangle de sens 
direct, un losange de sens direct, un carré de sens direct. 

136. On considère les homothéties H 1 et H 2 d'opérateurs respectifs 
z' = a1z et z' = a2 z + b où a1 et a2 ER. 

1° Former l'opérateur de la transformation H 2 o H 1 et déterminer, s'il existe, le centre Cîl1 de 
l'homothétie H 2 o H 1• Que constate-t-on? 

2° Opérer de même pour le produit H 1 o H 2 • Le produit de deux homothéties est-il commutatif? 

137. Dans Je plan complexe, on donne les points A (z1); B (z2); ,\' (z~) et B' (z2). 

-')>-- --1 o Déterminer l'opérateur de la similitude directe que transforme AB en A'B'. En déduire le 
centre, le rapport et l'angle de cette similitude. 

-:.- -:o-
20 Déterminer l'opérateur de la similitude directe qui transforme AA' en BB'. Comparer le centre 

de cette similitude à celui de la première. 

138. On désigne par a, b, c les affixes des points A, B, Cet par a, (3, y les affixes des points M, N, P. 

1 o Montrer que la similitude directe des triangles ABC et MNP équivaut à 

a ((3- y) + b (y- a) + c (a- (3) = O. 

2° En déduire les relations entre mesures complexes de vecteurs : 

((3- y) [OAJ + (y- C() [OB] + (a- fl) [OC] = 0 et o: [BC] + (3 [CA] + y [AB] = O. 

3° A quelle condition A, B, C sont-ils alignés ? 

139. Démontrer que le produit des similitudes ( 0 1 ; tg o:; i) et ( 0 2 ; cotg o:; i) est une symétrie 

point dont le centre I est celui de la rotation d'angle 2 o: qui transforme 0 2 en 0 1• 

140. 1 o Montrer que la similitude qui transforme A en B et Ben A est la symétrie point de centre J 
milieu de AB. 

-~ -~ -~ -~ 
2° La similitude SA transforme AB1 en AB, la similitude SB transforme BA en BA1 et la simi-

-~ -~ 

litude Sc de centre C transforme A1B en AB1• Quel est le produit de ces trois similitudes? 

141. Dans le repère orthonormé xOy on considère la transformation T qui au point M (x; y) fait 
correspondre le point M' (x'; y') par les relations suivantes : 

x' = a x - (3 y; y' = (3 x + o: y (1) (oc et (3 constantes réelles données). 

1 o Exprimer z' = x' + iy' en fonction de z = x + iy. 

2° En déduire que T est une similitude directe de centre O. 

3° Montrer que, réciproquement, toute similitude directe de centre 0 peut être définie par des 
relations de la forme (1). 

142. Soient z = x + iy et Z = X + iY deux nombres complexes liés par la relation : 

Z = az + b (1) 
cz + d 

où a, b, c et d sont des nombres réels tels que : ad - be #= O. 

La relation (1) définit une transformation ponctuelle du plan orthonormé Oxy, faisant correspondre 
au point m d'affixe z (c'est-à-dire dont les coordonnées cartésiennes dans le plan Oxy sont les nombres 
réels x et y) le point M d'affixe Z. 

1 o Cette transformation conserve 1 'axe x' x (c'est-à-dire transforme tout point de x'x en un point 
de x'x). Dire pourquoi. 

On considère, sur l'axe y'y, un point quelconque m d'affixe z = iy; calculer l'affixe Z = X + iY 
du point M correspondant ; comment faut-il choisir les nombres réels a, b, c et d pour que (1) conserve 
non seulement l'axe x'x mais aussi l'axe y'y? On trouvera qu'il existe deux transformations répondant 

à la question ( Z = kz et Z = ~' k réel)· 

2° On considère celle, (T), des deux transformations précédentes (autre que l'identité) admettant 
le point A ( + 1, 0) pour point double. Montrer qu'elle est involutive et qu'elle admet le deuxième 
point double B (- 1, 0). Montrer que deux points correspondants m et M sont tels que l'axe x'x 

-~ ~ 

soit bissectrice de l'angle (Om, OM), puis que les points m, M, A et B appartiennent à un même cercle. 

3° Dans la transformation T, quel est l'homologue d'une droite issue de 0, d'un cerr.le passant 
par A et B 'l 
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1 SYMÉTRIE AXIALE DANS LE PLAN 1 

69. Figures inversement égales dans le plan. - Deux figures superposables F 
et F' d'un plan P sont dites inversement égales si, pour amener la figure F sur la figure 
F', il faut d'abord retourner le plan P sur lui-même. Dans deux figures inversement 
égales F et F', deux segments homologues sont égaux tandis que deux angles orientés 
homologues sont opposés. 

(F) (F? 

A B 
Fig. 52 

Deux triangles MAB et MA'B' sont inversement égaux si (fig. 52) : 
_,.._ -)>-- -~:>-- -)-

AB= A'B'; AB= A'M'; (AB, AM) =- (A'B', A'M'). 

Si deux figures F 1 et F 2 sont inversement égales à la même figure F, elles sont direc­
tement égales, car deux segments homologues sont égaux et deux angles orientés homo­
logues sont égaux. 

70. Symétrie axiale dans le plan. - Rappelons que deux points M et M' sont 
symétriques par rapport à une droite ~' lorsque cette droite est médiatrice du segment 
MM'. 

Considérons dans le plan P une droite fixe ~ appelée axe de symétrie (fig. 53). A tout 
point M du plan correspond un point M'symétrique de M par rapport à ~. On l'obtient 

-'>- _,.._ 

en projetant M en H sur ~ et en construisant HM' = MH. 

La transformation ponctuelle ainsi définie est la symétrie axiale d'axe ~. 

En abrégé: Symétrie axiale ~ ou S (~). 

Si M décrit une figure F, M' décrit une figure F' symétrique de F par rapport à ~. 
Notons que cette transformation est involutive. Elle possède une infinité de points 
doubles, car tout point de l'axe ~ est invariant. Tout cercle centré sur~ est globalement 
invariant ainsi que toute droite perpendiculaire à ~. 
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71. Théorème. - Deux figures d'un même plan symétriques par rapport 
à une droite de ce plan sont inversement égales. 

Soient A et B deux points de l'axe de symétrie D.., Mun point quelconque et M' son 
symétrique par rapport à Il (fig. 53). La droite Il, médiatrice de MM', est bissectrice 
de l'angle au sommet du triangle isocèle AMM': 

~ _,_ -- --(AB, AM') = - (AB, AM) 
(F) 

et AM= AM'. 

Les triangles MAB et M'AB sont inversement A Â 

égaux. ----~·~--~--~~~------~ \ : 
Donc (n° 69), lorsque M décrit une figure F du \ : 

' )' plan, le point M' décrit une figure F' inversement ' ' 
égale à F. 

72. Conséquences.- Dans toute symétrie axiale 
du plan, deux segments homologues sont égaux et 
deux angles orientés homologues sont opposés. 

Deux droites homologues se coupent sur l'axe de 
symétrie (fig. 54) ou lui sont parallèles. Cet axe de 

(F') 

Fig. 53 

symétrie est la bissectrice intérieure de deux axes concourants homologues. Inversement 
deux droites données sont symétriques par rapport à l'une ou l'autre de leurs bissec­
trices. 

Le symétrique d'un cercle 0 par rapport à une droite D.. est un cercle égal 0' confondu 
avec le premier si tl passe par O. Réciproquement : 

Fig. 54 Fig. 55 

Deux cercles égaux 0 et 0' (fig. 55) se correspondent dans la symétrie par rapport à 
la médiatrice de 00' et tout cercle se conserve dans la symétrie par rapport à l'un quel­
conque de ses diamètres. 

Il en résulte que l'axe de symétrie de deux cercles égaux sécants en AB est la corde 
commune AB et que les points d'intersection A et B de deux cercles quelconques 
sont symétriques par rapport à la droite des centres. 

73. Condition analytique. - Dans le repère orthonormé xOy (fig. 56), cherchons une 
condition nécessaire et suffisante pour que les points A (x0, y0) et B (xH y1) soient symé­
triques par rapport à la droite D d'équation a x+ by + c = 0. Pour qu'il en soit ainsi, il --faut et il suffit que AB soit perpendiculaire à D et que le milieu I de AB appar-
tienne à D : 

X1 - Xo .:.._ Y1 - Yo = À 
a b 

(1) 

a (Xo ~ X1) + b (Yo ~ Y1) + c = 0. (2) 
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Les relations (1) donnent : X1 = x 0 + À a; y1 = y0 + À b. En portant ces valeurs 
dans l'équation (2) on obtient : 

0 
Fig. 56 

Soit: À = _ 2 (ax0 + by0 + c). 
a2 + bz 

On en déduit les coordonnées du point B 
symétrique de A par rapport à la Droite D : 

2 a (ax 0 + by0 + c) 
xl = Xo - az + b2 

2 b (ax0 + by0 + c) 
Y1 = Yo- az + b2 • 

74. Produit de deux symétries-droites dans le plan. - La symétrie-droite Â 1 

transforme toute figure F en F1 et la symétrie-droite Â 2 transforme F1 en F 2• Les figures 
F et F 2, inversement égales à F1, sont directement égales. Le produit des deux symétries 
S (L1 2) o S (L11) transforme F en une figure directement égale F 2• 

75. ter cas. - Les deux axes Â 1 et Â 2 sont parallèles. - La symétrie Â 1 trans­
forme le point M en M1 et la symétrie Â 2 transforme M1 en M2• On a (fig. 57) : 

-'JO-

Le vecteur H1H 2 perpendiculaire à Â1 et Â 2 est indépendant du point M. Donc : 

Le produit de deux symétries d'axes parallèles est la translation perpen­
diculaire aux deux axes double de celle qui transforme le premier axe en 
le second. 

Le produit n'est pas commutatif car le produit S (L11) o S (À 2) est équivalent à la 
. _,_ 

translation de vecteur 2 H 2H._. Réciproquement; 
-'JO-

Toute translation de vecteur T est équivalente au produit de deux symétries d'axes per-
-')oo-

pendiculaires au vecteur T, le second se déduisant du premier dans la translation ~· 

Â1 

Fig. 57 

--T 
2 

M 

Fig. 58 

_,_ 

Construisons un vecteur H 1fi'; = ~ puis les droites Â 1 et Â 2, respectivement per­

pendiculaires en H1 et H 2 à la droite H1H 2• Le produit des symétries d'axes Â 1 et L1 2 
-'JO-

est la translation T. 
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76. 2e cas. - Les deux axes ~1 et ~2 sont concourants. - Soit 0 leur point 
commun (fig. 58) et a. l'angle (~!) ~ 2). La symétrie ~1 transforme OM en OM1 et la 
symétrie Ll 2 transforme OM1 en OM2• 

On a donc OM = OM1 = OM 2 soit OM = OM 2• D'autre part Ll1 et 8 2 sont les bissee-
-'»- -'»- -'»- _,_ 

triees intérieures des angles (OM, OM1) et (OMH OM2). On obtient : 

-- -- -- -'loo- -- -- -?>- --OM, OM2 = 2 (~H OMl) + 2 (OMH ~2) = 2 (8H 82) = 2 a.. 

Le point M2 se déduit donc de M dans la rotation (0, 2 a.) : 

Le produit des symétries par rapport à deux droites concourantes en 0 
est la rotation de centre 0 dont l'angle est le double de l'angle orienté de ces 
deux droites. 

Ce produit S (~2) o S (81) n'est pas, en général, commutatif car S (81) o S (82) équi­
vaut à la rotation (0, - 2 a.). Réciproquement : 

Toute rotation plane (0, El) est équivalente au produit des symétries par rapport à deux 

droites issues de 0 et faisant l'angle ~. 
2 

Construisons une droite quelconque ~1 issue de 0, puis la droite ~ 2 issue de 0 telle 

que (811 8 2) = ~· Le produit S (82) o S (81) est la rotation (0, El). 

77. Cas où les deux axes ~1 et 8 2 sont rectangulaires.- En particulier (fig. 59) 

si a. . ~' la rotation (0, 2 a.) est la symétrie-point de centre O. 

Le produit des symétries par rapport à deux droites rectangulaires est la 
symétrie-point dont le centre est le point commun à ces deux droites. 

C'est le seul cas où le produit S (82) o S (81) est Il. 
2 

commutatif. Réciproquement : 

Toute symétrie par rapport à un point est équivalente 
au produit des symétries par rapport à deux droites 
perpendiculaires issues de ce point. 

On a donc : 

s (~2) 0 s (~1) = s (~1) 0 s (~2) = s (0) 

et de même: 
s (~2) = s (0) 0 s (~1) = s (~1) 0 s (0) 

s (~1) = s (0) 0 s (~2) = s (~2) 0 s (0). Fig. 59 

M 

78. Éléments de symétrie d'une figure plane. - On dit qu'une figure F admet 
un centre de symétrie 0, ou un axe de symétrie ~,lorsqu'elle est globalement 
invariante dans la symétrie de centre 0 ou dans la symétrie d'axe ~. 

ExEMPLES. - 1° Une droite D admet un point quelconque de cette droite comme 
centre de symétrie, la droite D et toute perpendiculaire à D comme axes de symétrie. 

2° Un cercle de centre 0 admet 0 comme centre de symétrie et tout diamètre comme 
axe de symétrie. 

3° La figure formée par deux parallèles D1 et D 2 admet comme centre de symétrie 
tout point équidistant de ces deux droites et comme axes de symétrie les perpendi­
culaires communes à ces droites et la droite D3 lieu des points équidistants de D1 et D 2• 
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4o La figure formée par deux droites concourantes en 0 admet ce point 0 comme 
centre de symétrie et les bissectrices des angles formés par ces deux droites comme axes 
de symétrie. 

19. Théorèmes. - 1° Toute figure plane qui admet deux axes de symétrie 
perpendiculaires admet leur intersection comme centre de symétrie. 

20 Toute figure plane qui admet un centre 0 de symétrie et un axe de symé­
trie passant par çe centre 0 ad'f'l'!-et un second axe de symétrie passant par 0 
et perpendiculaire au premier. " 

et 

Cela résulte du n° 77 : S (~ 2) o S (ô.1) = S(O) 

s (0) 0 s (b.l) = s (~2)· 

AFFINITÉ DANS LE PLAN 1 

80. Définition. Considérons, dans' le plan, une droite Ll. et une direction a non 
parallèle à ô. (fig. 60) et soit d'autre part un nombre réel non nul k. Tout point M du 
plan se projette, parallèlement à a, en v- sur ô. 

L'affinité d'axe ti, de direction ~ et de rapport k est la transformation 
ponctuelle qui, à tout point M du plan fait correspondre le point M' tel que : 

->- --v-M' =k. v-M. 

Cette affinité tt (ô., 3, k) est positive pour k > 0, négative pour k < O. Elle est dite 
orthogonale si 3 est perpendiculaire à ~. 

Pour k =f:. 1, les seuls points invariants sont ceux de 
l'axe ~ et toute droite parallèle à 3 est invariante. 

Le point M est l'homologue de M' dans l'affinité 

réciproque tl. (li, a, i)· L'affinité ne peut être involu-

1 
tive que pour k = k. -<===>- k2 = 1 ou k = ± 1. 

Pour k = 1, tout point M est confondu avec son 
:x. \-1 6. homologue M' et l'affinité est la transformation iden-

tique. 
Fig. 60 Pour k = - 1, le point !-'-est le milieu du segment 

MM'. L'affinité est dans ce cas la symétrie oblique 
d'axe ti et de direction ô. Si cette affinité est orthogonale, on retrouve la symétrie axiale 
d'axe ô.. 

81. Étude analytique. - Prenons pour repère cartésien xOy, l'axe Ox suivant Ll. 
et l'axe Oy parallèle à la direction ô (fig. 61). Les coordonnées des points homologues 
M (x, y) et M' (X, Y) sont liées par les relations : 

X= x; Y= ky. (1) 
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Lorsque le point M décrit dans le plan la courbe (C) d'équation F (x, y) = 0, le point 

M' décrit la courbe (C') d'équation F (X, ~) =O. La courbe (C') est la transformée 

de (C) dans l'affinité considérée. En particulier, la transformée de la courbe y = f(x) 
est la courbe Y kf(X). 

x 

Fig. 61 

1 
1 
1 

82 

,B 
1 
1 

82. Affinités de même axe et de même direction. - Considérons les affinités 
t't (il, a, k1) et t't (il, a, k 2). La première transforme M en M 1 (fig. 62) et la seconde 
transforme M 1 en M 2 : 

et 

Donc 
Le produit de deux affinités d'axe il, de direction a et de rapports respectifs k 1 et k 2 est 

une affinité de même axe et de même direction de rapport k 1k 2 : 

t't (il, a, k 2) o t't (il, a, k1) = ct (il, a, k 1k 2). 

Ce produit est commutatif. Il se réduit à la transformation identique pour k1k 2 = 1. 

83. Groupe des affinités d'axe et de direction donnés. Désignons par G 
l'ensemble des affinités d'axe il et de direction a. On voit que : 

1° tt1 E G et t't 2 E G ~ tl 2 o tt 1 E G. 
2o ct 2 o tt1 = tl1 o tt. 2• 

3° I = tt (il, a, 1) est un élément de G. 

4° V tt = t't (il, a, k) E G, 3 tl-1 = tl (il, 3, ~) E G. 

L'ensemble des affinités d'axe donné il et de direction donnée a a une structure de groupe 
abélien pour l'opération-produit. 

A' M' D' 

D 

Fig. 63 Fig. 64 

84. Transformée d'une droite. - Opérons dans le repère xOy où Ox est l'a~e il de 
l'affinité et où Oy est parallèle à la direction a de l'affinité (fig. 63). 
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La droite D a pour équation y = m (x- a) et coupe tl en I (a, 0). Sa transformée 
D'a pour équation: y =km (x- IX) (n° 81). C'est une droite D'qui coupe ô. en I. 

Dans toute affinité l'homologue d'une droite D est une droite D' qui coupe 
l'axe 11. de l'affinité au même point que D. 

CAs PARTICULIERS.- 1° La droite D d'équation y = ~'parallèle à ô., a pour trans­
formée la droite D' d'équation : y = k ~' parallèle à D (fig. 64). 

2° La droite D d'équation x = a, parallèle à la direction de l'affinité a pour trans­
formée la droite D' d'équation X = a, confondue avec D. 

85. Corollaires. - 1° L'affinité t:L (ô., 8, k) transforme deux droites concourantes 
en A, en deux droites concourantes en A' homologue de A, un segment AB en un seg­
ment A'B', un triangle ABC en un triangle A'B'C'. 

2° Deux droites parallèles ont pour transformées deux droites parallèles. 
En effet si deux droites D et D1 ont même coefficient directeur m, leurs transformées 

D' et D{ ont même coefficient directeur km. Elles sont donc parallèles (fig. 65). 
En particulier : 

Tout parallélogramme a pour transformé un parallélogramme. 

Fig. 65 Fig. 66 

3° Dans toute affinité le rapport de deux vecteurs parallèles est égal au 
rapport de leurs transformés. 

_,.... -~ 

En effet (fig. 66) : AB Il CE 
-'loo- ~ -:P.. 

AB (.). A'B' A'W Il C'W et ~ = ~ = ~· 
CE yE C'E' 

Donc 

86. Remarque. -L'affinité ne conserve pas, en général, le rapport de deux segments 
non parallèles et par suite elle ne conserve pas les angles. Sinon elle transformerait 
tout triangle en un triangle semblable, ce qui est impossible, car une similitude plane 
ne peut avoir une droite de points doubles (le cas de la transformation identique et de la 
symétrie axiale mis à part). 

87. Transformée d'une courbe. - Si une courbe (C) admet au point A, une 
tangente AT, la transformée par affinité (C'), admet au point A' homologue 
de A une tangente A'T', homologue de AT. 

Soit y = f (x) l'équation de la courbe C dans le repère xOy adopté au no 81 (fig. 67). 
L'équation de la courbe C' transformée de la courbe C est : y = kf(x) (n° 81). Si 
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f(x) est dérivable au point d'abscisse x, il en est de même de kf(x). La courbe C admet 
une tangente en A de coefficient directeur f'(x) et la courbe C' admet en A' homologue 
de A, une tangente de coefficient directeur kf' (x). Cette tangente A'T' est donc l'homo­
logue de la tangente AT dans l'affinité envisagée. Les tangentes AT et A 'T' coupent 
l'axe de l'affinité au même point I. 

0 
Fig. 67 Fig. 68 

88. Corollaire. - Lorsque deux courbes (C) et (C1) sont tangentes en A, leurs 
transformées (C') et (C~) sont tangentes en A' homologue de A. 

Si les courbes (C) et (C1) admettent en A la même tangente AT, leurs transformées 
(C') et (C~) admettent en A', homologue de A, la même tangente A'T', transformée 
de AT. Les courbes (C') et (C;) sont tangentes en A'. On traduit ceci en disant que 
l'affinité conserve les contacts. 

89. Affinité orthogonale. - Une affinité tt (.!l, a, k) est orthogonale lorsque la direc­
tion a de cette affinité est perpendiculaire à son axe .!l. Une telle affinité est notée 
tt (.!l, k). Désignons par 0 et El' les angles (.!l, D) et (6., D') formé avec .!l par deux droites 
homologues D et D' (fig. 68) : 

aA' = k et.A -l>- -l>-

et.A' = k aA tg e' = k tg e. 
I a I a 

Dans toute affinité orthogonale, le rapport des pentes de deux droites homologues, 
par rapport à l'axe de l'affinité, est égal au rapport de l'affinité. 

90. Transformée d'un cercle par affinité orthogonale. 

Bornons-nous au cas où l'axe de l'affinité est un 
. diamètre du cercle donné (0, R). Dans le repère 
orthonormé xOy où Ox est l'axe .!l de l'affinité et 
Oy la direction de l'affinité, le cercle donné C a pour 
équation : x 2 + y2 = R 2 (fig. 69). 

Son transformé C' a pour équation : 

C'est l'équation d'une courbe appelée ellipse, dont 
les axes Ox et Oy sont les axes de symétrie, dont 0 
est le centre de symétrie. Elle coupe l'axe x'x aux 

A' 

y 

points A (R, 0) et A'(- R, 0) et l'axe y'y aux points Fig. 69 
B (0, kR) et B' (0,- kR). 

Les longueurs a = R et b = 1 k IR se nomment demi-axes de l'ellipse et : 

1 k 1 < 1 ~ b < a ; 1 k 1 > 1 ~ b > a. 
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La transformée d'un cercle dans une affinité orthogonale dont l'axe est 
un des diamètres de ce cercle est une ellipse. 

Si R est le rayon du cercle et k le rapport de l'affinité, les demi-axes respectifs de 
l'ellipse portés par Ox et Oy sont R et 1 k 1 R. 

EXERCICES 

143. On donne un triangle isocèle ABC de base BC. Une droite variable il passe par le sommet A. 
On construit le symétrique D du point C par rapport à il. La droite BD coupe 6. en lVI. Trouver les 
lieux géométriques des points D et M. 

144. Soient deux droites D1 ct D 2 issues de 0 et un point fixe P. Une droite variable n issue de P 
coupe l2J. en A ct D 2 en B. Les symétriques de la droite 6. par rapport aux droites D1 et D 2 se coupent 
en :M. Trouver le lieu géométrique du point M. 

145. 1° Démontrer que le symétrique de l'orthocentre H d'un triangle ABC par rapport à un 
côté de ce triangle appartient au cercle circonscrit à ce triangle. 

2° Dans un triangle ABC les sommets B et C appartiennent à une droite fixe, 1 'orthocentre H est 
fixe ainsi qu'un point P du cercle ABC. 

Trouver le lieu géométrique du centre 0 du cercle ABC. 

3o Construire le triangle ABC connaissant le milieu N du côté AB. 

146. Construire un carré ABCD sachant que A et C appartiennent à une même droite donnée D1 
et que les sommets B et D appartiennent respectivement à deux autres droites données D2 et D 3 • 

147. Construire un triangle ABC connaissant le centre I d'un cercle inscrit ou exinscrit, les supports 
Ix, Iy et Iz des droites AI, BI et CI et un point P de la droite BC. 

148. Étant donnés deux points A et B et une droite D, construire un point M de la droite D de 
telle sorte que cette droite soit bissectrice de l'angle (.:\1A, MB). Que peul-on dire de la somme 
MA + MB lorsque A et B sont d'un même côté de D et de la difiérence MA - MB lorsque A et B 
sont de part et d'autre de D? 

149. Montrer que le produit des symétries par rapport à trois droites L'lv il2 , 6.3 issues d'un point 
0 est la symétrie par rapport à la droite A 4 issue de 0 et telle que les couples de droites A 1 ; A 3 et 
6.2, 6. 4 aient mêmes bissectrices. 

150. Démontrer que le produit des deux rotations ( 01> ~) et ( 0 2 , + ~) est la symétrie par 

rapport au point 0, centre de la rotation d'angle + ~ qui transforme 0 2 en 0 1 . 

151. Toute rotation (0, IX) est décomposable en un produit de deux rotalions de centres B et C 
_,..._. _,..._. IX 

donnés pourvu que (OB, OC) = 2. Déterminer les angles [3 et y de ces deux rotations. 

152. Dans un triangle ABC dont les angles sont aigus on prend les points D, E, F respectivement 
sur les segments BC, CA et AB. 

1° Montrer que, pour un point D donné, le périmètre du triangle DEF est minimum lorsque 
la droite EF passe par les symétriques M et N de D par rapport à AB et à AC. 

2° Étudier la correspondance entre lVI et K lorsque D décrit le segment BC et montrer que le 
périmètre DEF est minimum lorsque D, E ct F sont les pieds des hauteurs du triangle ABC. 

153. On considère un rectangle ABCD et un point variable :.\1. Les symétries d'axes AB, BC et 
CD transforment respectivement M en M1, M1 en M2 et M2 en M3 • 

1° Étudier la correspondance entre M et M3 ? 
2° Lieu du milieu de :MM3 et mesure de la projection de MM3 sur la droite AD. 

154. Sur les côtés Ox et Oy de 1 'angle xOy on considère les points variables B et C tels que 
OB + OC = 2 a où a est une longueur donnée. On construit le symétrique C' de C par rapport à la 
bissectrice de l'angle xOy. 

1 o Montrer que le milieu I de BC' est un point fixe. 

2° Montrer que le centre du cercle circonscrit au triangle BCC' est fixe. 
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3° Montrer que le cercle circonscrit au triangle OBC passe par un deuxième point fixe et trouver 
Je lieu de son centre. 

-!>- -!>- -!>- -!>- -;.- -0>-
155. On considère les rotations [A, 2 (AC, AB)], [B, 2 (BA, BC)J et tC, 2 (CB, CA)] qui trans-

forment respectivement M en M1, M1 en M2 et M2 en M3• 

Montrer que leur produit est la transformation identique et que M, M1 et M2 sont les symétriques 
d'un point P par rapport aux côtés du triangle ABC. 

156. Soient Ox et Oy deux droites perpendiculaires et À une droite fixe qui les rencontre. 

1 o I étant un point fixe de À, construire la droite D passant par I, coupant Ox en lVI ct Oy en N 
de façon que I soit le milieu de MN. 

2° Lorsque I décrit la droite À, montrer que le cercle OMN passe par un second point fixe F autre 
que O. 

157. Un billard rectangulaire a pour dimensions AB = DG = a ; AD = BC = b > a. Une 
bille part de A et frappe successivement Jes bandes BC, CD ct DA en des points M, N, P. Elle s'2rrête 
après avoir bouclé un quadrilatère MNPQ (Q sur AM). L'angle de réflexion est égal, chaque fois, 
à l'angle d'incidence. 

1 o Entre quelles limites doit être compris BM = x pour que les bandes soient frappées dans l'ordre 
donné'? Quelle est alors la forme du quadrilatère MNPQ? 

2° Prouver que les droites supporlant les côtés ou la diagonale MP du quadrilatère MNPQ passent 
chacune par un point flxe. 

3° Calculer en fonction de x l'aire du quadrilatère MNPQ. Deux des circonsbmces suivantes 
peuvent-elles se produire simultanément : MNPQ rectangle, :MNPQ losange, MNPQ d'aire maxima. 

158. Démontrer que l'on peut en général déterminer une affinité orthogonale d'axe donné À 
transformant deux droites données D1 et D 2 en deux droites D'1 et D'2 rectangulaires ou en deux 
droites faisant un angle donné (D1, D~) = 0 + krc. 

159. Trouver une affinité d'axe donné À transformant les droites D1 ct D 2 en deux droites de 
directions données. 

160. Montrer qu'il existe en général une affinité d'axe BC transformant un triangle ADC en un 
triangle A'BC directement semblable à un triangle donné a;f3y. 

-0>-
161. 1 o Démontrer que le produit de l'affinité tt (D., 8, k) et d'une translation de vecteur T 

parallèle à D. est commutatif. 

2° Uliliser cette propriété pour montrer que l'aflinité tl transforme deux droites parallèles en deux 
droites parallèles. 

·162. On considère les deux affinités ct (À 1, 8, k) et ct (.6. 2 , 8, k) d'axes parallèles, de même direction 
et de même rapport. La première transforme M en M1 et la seconde M en M2• Démontrer que le vec-

teur JVJ1l\{ est constant. En déduire que le produit ct (À 2, o, k) ott ( .6.1, 8, ~) est une translation. 

163. Affinité généralisée. -- Soit ct l'affinité d'axe D. définie par le point A et son transformé A'. 
On désigne par a la projection orthogonale de A sur À. 

1° Montrer que l'homologue M'de tout point M du plan se projetant orthogonalement en m sur À 
· est défini par la condition : le triangle ml\!IM' est directement semblable au triangle aAA'. 

2° Étudier le cas où l'angle aAA' est droit. La transformation r:; ainsi définie possède les mêmes 
propriétés que l'affinité et transforme une droite en une droite, avec conservation des rapports. 

, 3° Démontrer que le produit de deux symétries obliques de même axe À est une transformation t:>. 
Etablir la réciproque. 

164. Démontrer que Je produit des affinités de 1rtême axe et (.6., &1, k1) et tt (À, &v k2 ) est une 
affinité ct (.6., 8, k1 k2 ) pour k1k2 =f:: + 1, une affinité généralisée pour k1k 2 = 1 (cf. ex. n° 163). 

165. On considère deux affinités d'axes À 1 et À 2 concourants en 0, de même direction 8 et de 
rapports respectifs 1<:1 et k2 • On suppose k1k 2 # 1. 

l 0 Démontrer que sur toute parallèle à a coupant .6.1 et .6.2 en w1 et w2 , le produit T des deux affinités 
se réduit au produit des homothéties H ( v)2 , k2) o H ( w1, k1), donc à une homothétie H ( w, k1k 2). 

2° Démontrer que le lieu du centre w est une droite .6., issue de 0 et que le produit T des deux 
affinités est l'affinité tt (À, a, k1k2). 

166. Reprendre l'étude précédente : 
1° pour L11 et À 2 concourants ct k 1k 2 = l. Le produit T est une affinité généralisée (ex. n ° 163). 
2° pour D.1 et .6. 2 . parallèles et k 1k 2 # 1, puis pour k1k 2 = 1 (cf. ex. no 162). 



60 GÉOMETRIE ET ÉLÉMENTS DE PROBABILITÉS 

167. 1 o Démontrer qu'une affinité est déterminée quand on se donne deux couples de points 
-Jo- -Jo-

homologues (A, A') et (B, B') tels que AA' soit parallèle à BB' et en outre soit le rapport de l'affinité, 
-Jo- --soit pour AA' =f. BB' la direction de l'axe .1.. Étudier le cas où l'affinité est orthogonale. 

2o Démontrer qu'une affinité est en général déterminée par la donnée de trois couples de points 
-- -Jo- --homologues (A, A'), (B, B') et (C, C') tels que les vecteurs AA', BB' et CC' soient parallèles. 

168. Soit le transformation T qui, dans un repère orthonormé, au point M (x, y) fait correspondre 
le point M' (x', y') de façon que : x' = x cos 6- y sin e; y' =-x sin 6- y cos s où e est un 
angle donné. 

1 o Montrer que T- 1 = T. 
2o Soit z = x + 'iy l'affixe de M, -z = x- iy celui de son conjugué et z' = x' + iy' l'affixe de M'. 

Calculer z' en fonction de z. En déduire que T est le produit de deux transformations classiques. 

-Jo- --
169. Le plan est rapporté au système d'axes orthonormé x'Ox, y'Oy, de vecteurs unitaires i et j. 

1 o Soit (A) l'affinité qui a pour axe la droite d'équation y = -x, pour direction y'Oy, pour rap­
port 2. Montrer qu'elle transforme le point M (x, y) en le point M' (x', y') tel que : 

{ 
x' = x, 
y'= x+ 2 y. 

2° Soit (T) la transformation ponctuelle qui à M (x, y) fait correspondre M1 (xl> y1) tel que 

i x1 =x+ 2 y, 
l Y1 =x. 

Montrer que (T) est le produit ordonné de (A) par une deuxième transformation, (S), que l'on 
définira. Soit (T) = (S)o (A). 

3° Définir la transformation (T- 1) réciproque de (T). Calculer x1 + y1 et x1 - 2 y1 . 

4° Montrer que les directions définies par y = - x et y = ~ sont invariantes dans (T). 

170. Dans un repère orthonormé xOy on considère la transformation T qui, au point M (x, y) 
fait correspondre le point M' (x', y') à l'aide des relations : 

x' = - ~ x ~ y; y' = ~x + ~5 y. 

1 o Montrer queT admet une droite de points doubles .1. que l'on déterminera. --20 Montrer que le vecteur MM' est perpendiculaire à .1.. 

3° Trouver le lieu du milieu I de MM'. 

4° En déduire la nature de la transformation T. 

171. Soit, dans le plan, un repère orthonormé Oxy. On considère la transformation ponctuelle (S) 
qui, à tout point M de coordonnées (x, y), fait correspondre le point M' de coordonnées (x' = kx; 
y' = - ky), k étant un nombre positif donné différent de 1. 

1 o a) Utiliser l'équation générale d'un cercle rapporté au repère précédent pour montrer, par le 
calcul, que la figure transformée par (S) d'un cercle est un cercle. 

b) Montrer que la transformation (S) est le produit d'une homothétie (H) de centre 0 et de la 
symétrie d'axe x'x. 

2° Soit N le transformé du point M dans l'homothétie (H). On désigne par Ile milieu du segment 
MN et par l'le milieu du segment MM'. Calculer les ordonnées des points I et l'en fonction de l'ordon­
née y du point M et démontrer que le point l' est le transformé du point I dans une affinité ortho­
gonale, dont on précisera l'axe et le rapport. 

En déduire que la médiatrice (D) du segment MM' est la transformée de la médiatrice (d) du seg­
ment MN dans cette affinité. 

3° La droite (d) étant toujours la médiatrice du segment MN, soit P le symétrique du point 0 par 
-Jo- -

rapport à la droite (d). Démontrer que : OP = (1 + k) OM. 

En déduire que, lorsque le point M décrit un cercle (C) ne passant pas par l'origine, 0, le point P 
décrit un cercle, dont on précisera le centre, F. 



7e Leçon 

COURBES D'ÉQUATION : y2 = ax2 + bx + c 

91. Remarque.- Soit (C) la courbe qui, dans le repère rectangulaire xOy, de vecteurs -- -- :...,..... .....)-

unitaires I et J a pour équation Y2 = AX2 + BX + C. Soient i et j les vecteurs uni-
taires du repère orthonormé d'axes Ox et Oy. Les formules du changement d'axes sont: 

-- -- -- -li-x = oc X et y = ~ Y avec : I = oc i et J = ~ j (n° 14). L'équation de la courbe (C) dans 

le repère orthonormé xOy est donc: y2 = A~: x2 + B ~
2 

x+ C ~z. 
Cl.. oc 

Bz ~2 
En posant : a = A 2 ; b = B - et c = C ~2, on obtient : 

oc oc 

y2 = ax2 + bx + c (1); a, b, c ER. 

Pour étudier la forme de la courbe (C), nous supposerons donc le repère xOy ortho­
normé. 

92. Axe de symétrie. - Si le point M (x, y) appartient à C, il en est de même du 
point M' (x, - y). L'axe x'x est un axe de symétrie pour la courbe C qui est la réunion 
des courbes cl et c2 d'équations respectives 

y = V ax2 + bx + c et y = - v' ax2 + bx + c. 

93. Centre de symétrie.- Soit le point w (x0, y 0). Effectuons la translation d'axes --définie par le vecteur 0 w. Dans le nouveau repère orthonormé X w Y, l'équation 
y2 = ax2 + bx + c de la courbe C devient (n° 13) : 

(y0 + Y)2 = a (x0 + X)2 + b (x0 + X) + c, 

soit : F (X, Y) - aX2 - Y2 + (2 ax0 + b) X - 2 Yo Y + ax0
2 + bx0 + c- Yo = O. 

Pour que w soit centre de symétrie de la courbe C, il faut et il suffit que F (X, Y) = 0 
entraîne F (- X, Y) = 0, donc que pour tout point M (X, Y) de C : 

(2 ax0 + b) X- 2 Yo Y = O. 

L'existence du centre de symétrie w équivaut à la résolution du système : 

2 ax0 + b = 0; Yo = O. 
b 

1 o Si a -=f: 0, le point w est unique et a pour coordonnées : x 0 = -
2 

a; Yo = O. 

L'équation de la courbe C dans le repère X w Y s'écrit alors : 

2 ( + b )
2 

· 
4 ac - b

2 
-<==+ ya = aX 2 - ~ 1 avec A = b2 - 4 ac. 

Y =a x 2a + a 4a 
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2o Si a = 0, b -:f:. 0, ia courbe C n'a pas de centre de symétrie. 

3o Si a = 0, b = 0, tout point de l'axe x'x est un centre de symétrie pour la courbe C. 

94. Exemple I. - Étude de la courbe d'équation : y2 = 4. 

y 2 = 4 ~ y = ± 2. La courbe C est l'ensemble des droites D1 et D 2, parallèles 
à l'axe x'x et d'équations respectives y = 2 et y = - 2 (fig. 70). 

Jj !J 

2 

A J -i x 
0 œ -1\ 0 1 2 

1 ',,_ 
-1 ...... 

-2 

l~ ...... ...... ...... ....... .......... 
Fig. 70 flg. 7I 

95. Exemple II. - Étude de la courbe d'équation : y2 = x + 1 (repère orthonormé). 
La courbe C n'a pas de centre et coupe l'axe x'x au point A(- 1, 0). _,_ 
Effectuons la translation de vecteur OA. Dans le nouveau repère XA Y, l'équation 

de la courbe C devient : Y2 = X (fig. 71). 
On sait que C est la parabole de sommet A, d'axe AX, de tangente au sommet A Y 

(Géométrie, tre D, 10e leçon). 

Le foyer F a pour coordonnées x = - ~ ; y = O. La directrice a pour équation 

5 
x =-;;r 

96. Exemple III. - Étude de la courbe d'équation : Y2 = 

L'équation de C s'écrit (no 93) : y2 = - ~ (x- 2)2 + 4. 

Soit w le point de coordonnées x0 = 2; Yo = O. Dans le repère Xw Y, déduit de _,_ 
x.Oy par la translation de vecteur 0 w, l'équation de C devient : 

xz. Y2- 1 

-g+-:r-1.1 

2 En résolvant par rapport à Y on obtient : Y = ± 3 yg- x2. 

Construisons la courbe cl d'équation: y = f (X) = ~ V9- X2. 

La fonction f (X) est une fonction paire définie sur le segment [- 3, + 3]. Sa dérivée 
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Y' = - 3~ V X · est du signe contraire de X et devient infinie lorsque X tend 
9- X 2 

vers ± 3. On obtient le tableau de variation suivant : 

x -3 0 +3 
Y' + w + 0 -Cl) 

y 0 2 0 
1 

La courbe C s'obtient en adjoignant -:- 1 

à C1 sa symétrique C2 par rapport à x'x A J f :(J.) 8 
(fig. 72). ·-:~---::--t-........ ·:----:-~--------=~~ 

Puisque le repère X w Y est ortho- -1 0 1 2a X 
normé, la courbe C est l'homologue \ / 
dans l'affinité orthogonale d'axe X'X, \. -1 ,; 

de rapport ~ du cercle d'équation ''1._._, : <P ~.,' 
.......... 1 .... --X2 + Y 2 = 9 (n° 90). Elle est aussi -2 ----- ..... i, ....... 

l'homologue dans l'affinité orthogonale 
3 

d'axe Y'Y, de rapport 2 du cercle Fig. 72 

d'équation : X 2 + Y2 = 4. 
La courbe C se nomme ellipse ; ses axes de symétrie sont w X et w Y ; ses demi-axes 

ont nour longueurs respectives 3 sur X'X et 2 sur Y'Y. 

97. Exemple IV. Étude de la courbe C d'équation : y2 = 1~ (x2 - 2 x- 3). 

L'équation de la courbe C s'écrit (n° 93) : y2 = 1~ [(x- 1)2 - 4]. 

Soit w le point de coordonnées x0 = 1 ; Yo = O. Dans le repère X w Y, déduit du 
. -?-

premier xOy par la translation de vecteur 0 w, l'équation de C devient : 

9 9 X 2 Y2 1 1 X 2 4 Y2 

yz = 16 xz- 4 +~ 16 - 9 = 4 ~> J4- -9- = t. 

3 
Cette équation, résolue par rapport à Y donne : Y "= ± 4 V xz - 4. 

3 
Construisons la courbe C1 d'équation : Y = f (X) = 4: vxz- 4. 

La fonction f (X) 

Y / 3 x t = 4- A 1 es 
vX2 -4 

est une fonction paire définie pour 1 X 1 > 2. Sa dérivée 

du signe de X. La courbe C1 admet l'axe w Y pour axe de 

symétrie. Si X tend vers w, il en est de même de Y et : 

y ~ v~4 = ~ J1 _ .i. ->- ~. 
X 4 4 X 2 4 

y - 3 X = ~ [v/Xz - 4 - X] = -
3 -~ 0 (avec le signe-). 

4 4 x+ VX2 - 4 

La courbe C1 admet comme asymptote la droite d'équation : Y = 3 
4
x. 

3X Par symétrie d'axe w Y, elle admet aussi l'asymptote d'équation : Y = - 4 . 
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On obtient le tableau de variation suivant : 
x -00 -2 +2 +oo 

Y' -00 +oo + 
y + 00 0 0 +w 

La courbe C1 est la courbe en trait plein de la figure 73. 
La courbe C s'obtient en adjoignant à C1 sa symétrique C2 par rapport à l'axe x'x. 
La courbe C se nomme hyperbole; les axes de symétrie sont w X et w Y, le point w 

est le centre de symétrie, les droites d'équations Y = ± 3 ; sont les asymptotes de 

cette hyperbole. L'axe w X est l'axe transverse de l'hyperbole C. 

Fig. 73 

98. Exemple V. - Étude de la courbe 

d'équation : y2 = 1~ (x2 - 2 x + 5). 

L'équation de cette courbe C' s'écrit 

9 
yz = 16 [(x- 1)2 + 4}. 

En effectuant le même changement de 
repère qu'au paragraphe précédent, on 
obtient comme équation de C' : 

9 ~ ~ 1 
y 2 

= 16 (X2 + 4) ~ 16 - 9 = - 4 

Soit: 
4 yz X2 
-9--4 = 1. 

La courbe C~ a pour équation: Y = Î VX2 + 4; elle admet l'axe w Y comme axe 

de symétrie. La fonction Y est définie pour tout X; sa dérivée : 

Y' = ~4 .. 1 X a le signe de X. Si X -~ + w 
·v X 2 + 4 

3 3 A/ 3 
Y - 4 X = 4 (v X2 + 4 - X) = x + -v=x=z +=4 ~ o avec le signe +. 

La courbe C~ admet mêmes asymptotes que la courbe C1 (n° 97). 
On obtient le tableau de variation suivant et le graphe en trait fin de la figure 73, 

complété par la symétrie d'axe x'x. 
X -ro 0 +oo 

Y' 0 

y +oo 

+ 
/' 

/ +w 

La courbe C' est une hyperbole admettant mêmes éléments de symétrie, mêmes 
asymptotes que l'hyperbole C du no 97, mais qui n'est pas située dans les mêmes angles 
définis par ces asymptotes. L'axe transverse de l'hyperbole C' est l'axe w Y. 

99. Remarque.- Dans les exemples IV et V, adoptons un nouveau repère X 1 w Y1 
--~ -~ 

où les vecteurs unitaires I et J des axes w X 1 et w Y1 soient, en fonction des vecteurs 
-~ -·)>-

unitaires i et j du repère orthonormé XOY définis par : 
-~ -~ -~ -~ --'!- -r 
I = 4 i - 3 j et J = 4 z + 3 J. 
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Les nouveaux axes w X 1 et w Y1 sont les asymptotes des courbes C et C'. Pour tout 
point M de coordonnées (X, Y) dans le repère initial et (XH Y1) dans le nouveau repère: 

-~ -- -~ -- -~ -- --- -)>- ->-
OM =Xi+ Y j = X1 I + Y1 J = X1 (4 i- 3j) Y1 (4 i + 3j). 

On en déduit: X = 4 (X1 + Y1) et Y = 3 (X1 - Y1). 

Dans le nouveau repère X 1 w Yh les équations des courbes C et C' : sont 

soit : 

Ce qui justifie le nom d'hyperboles donné aux courbes C et C'. 

1 éTUDE DU CAS GéNéRAL 1 

100. ter cas : a = O. - L'équation de la courbe C s'écrit : y2 = bx + c (2) 

1° Si b = 0, elle se réduit à y 2 = c. Elle représente (fig. 74) deux droites distinctes 
parallèles à l'axe x'x si c > 0; deux droites confondues avec l'axe x'x si c = 0; elle 
est impossible si c < O. 

y 

Vc 

x x 
0 x x A' 

Fig. 74 Fig. 75 Fig. 76 

2° Si b i= 0, la courbe C n'a pas de centre (n° 93). L'équation (2) s'écrit : 

Soit S le point de coordonnées x0 = - ~ ; y0 = O. L'équation de la courbe C, dans --le repère XSY déduit du repère xOy par la translation OS, est : 

(3) 

C'est l'équation d'une parabole (fig. 75), de sommet S dont les axes SX et SY sont 
respectivement l'axe de symétrie et la tangente au sommet. 

Le !Jaramètre algébrique de cette parabole est p = ~ · Le foyer F a pour coordon-

b b 
nées X = 4 ; Y = O. La directrice ~ de cette parabole a pour équation X = -- :r 
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101. 2e cas : a< O. - La courbe C a un centre unique ro (-
2

ba ; 0 )· Dans le 
--~ 

repère X roY déduit du premier xOy par la translation de vecteur 0 ro, l'équation de la 
courbe C s'écrit, (n° 93), en posant À. = b2 - 4 ac : 

yz = aX2 - ~ (4) 
4a 

1 o Si A < 0, le second membre de l'équation (4) est négatif. Cette équation est 
impossible dans R. Si A = 0 elle est vérifiée par le seul point ro (X = 0 ; Y = 0). 

2o Si A > 0 posons~ = ex2 et ~ =- ~z (cx > 0; ~ > 0). 
' 4 a2 4 a 

L'équation de la courbe C s'écrit alors : 

(5) 

En résolvant par rapport à Y, on obtient la double équation : Y = ± .@ V exz- X 2 • 
ex 

On construit la courbe C1 d'équation : Y = ~ V~2 - X 2 où Y est une fonction paire 
ex 

de X. 

La fonction Y de X est définie pour 1 X 1 < cx; sa dérivée Y' = -~V X --- est 
ex cx2-X2 

du signe contraire de X. On obtient le tableau suivant : 

X -ex 0 + cx 
------------~--------------

Y' + oo + 0 -rf) 

y 0 7f ~ 0 

On construit la courbe Cu puis sa symétrique C2 par rapport à l'axe x'x, comme à 
l'exemple du n° 96 (fig. 76). 

La courbe C est une ellipse transformée du cercle (P) d'équation X 2 + Y2 = cx2 dans 

l'affinité orthogonale d'axe X 'X, et de rapport .ê. Elle est aussi la transformée du cercle 
ex 

(S) d'équation X 2 + Y2 = ~2 dans l'affinité orthogonale d'axe Y'Y et de rapport ~· 

Les cercles (P) et (S) se nomment respectivement (si cx > ~) cercle principal et cercle 
secondaire de l'ellipse. 

A 
Notons que si a = - 1, la courbe C d'équation : X 2 + Y2 = 

4 
est un cercle de 

centre ro. 

102. 3e cas : a > 0. - La courbe C a un centre unique ro (-
2
b a ; 0) · Dans le 

-~ 

repère X roY, déduit de xOy par la translation de vecteur 0 ro, l'équation de la 
courbe C est (n° 93) : 

A 
Y 2 = aX2 - --· 

4a 
(4) 

1° Si A = 0, l'équation (4) s'écrit : Y2 = aX2 ~ Y = ± X V~. Elle représente 
deux droites issues de (t) et symétriques par rapport à l'axe x'x (fig. 77). 

2° Si A > 0, posons 4~2 = cx2
; 4Aa = ~2 (cx > 0 et ~ > 0). 
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On obtient: 

On construit la 

1 

x2 y2 1 ~ · a? - -w = 1. -<;---+ y = ± ~ yX2 - rx2. 

courbe cl d'équation : y = ê VX2 - rx2, où 
rx 

(6) 

Y est une fonction 

paire de X, définie pour 1 X 1 > rx. Sa dérivée Y' = ê ----r=X==-==- est du signe de X. 
rx - rx2 

Fig. 77 Fig. 79 

Lorsque X tend vers + oo : 

~ ~ ' ;---- - (X~ Y--- X = - [v X2 - rx2 - X] = · ~ 0 (avec le signe -). 
. rx rx X + vxz - rx2 

La courbe Cu symétrique par rapport à w Y, admet donc les asymptotes d'équa­

tions : Y = ± .Ë X. On obtient le tableau de variation suivant : 
(X 

X -co (X + (X +oo 

Y' -----~-cc0_··~,.·_+0_oo ___ + __ 
Y+oo ~ ~ ;r +co 

En construisant CH puis sa symétrique C2 par rapport à X 'X, on obtient l'hyper­
bole (H) d'axe transverse X'X, d'axe non transverse Y'Y (fig. 78). 

3° Si ô. < 0, on pose : ~2 = - a2 et 
4
Âa = - ~2 • L'équation (4) devient 

1 

yz X2 1 ~ W - ~ = 1. ~ Y = ± ~ VX2 + rx2
• (7) 

On construit la courbe C1 d'équation : Y = ê VX2 + rx2 (a > 0; ~ > 0) où Y est 
rx 

une fonction paire de X, définie pour tout X. Sa dérivée Y' = .Ë V X est du signe 
a X2 + rx2 

de X. L'axe w Y est un axe de symétrie de la courbe C1 • Si X-l>- + co : 

Y- .Ë X = .Ë [VX2 + a2 - X] = œ~ -cl>- 0 (avec le signe + ). 
~ a X + VX2 + œ2 

La courbe C1 admet pour asymptotes les droites d'équations Y = ± ~X. 

On obtient le tableau de variation suivant : 

X -co 0 +co 
Y' -------.,---+----

y +oo ~ ?' +co 
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En construisant C1 , puis sa symétrique C2 par rapport à X 'X on obtient l'hyperbole 
(H}, d'axe transverse Y'Y, d'axe non transverse X'X (fig. 79). 

Nous justifierons le nom d'hyperbole donné à la courbe C lorsque a est positif en 
cherchant l'équation de C dans un repère dont les axes sont les asymptotes de C (voir 
no 109). 

En particulier si rx = ~' les asymptotes sont les bissectrices des axes w X et w Y 
et sont donc perpendiculaires. L'hyperbole est dite équilatère. 

103. Conclusion. - Les différentes formes de courbes C définies par l'équation 
y2 = ax2 + bx + c dans un repère rectangulaire sont rassemblées dans le tableau 
suivant : 

COURBE : y2 = ax2 + bx + c b. = b2 - 4 ac. 

l 
c > 0 Deux droites parallèles à Ox. 

a= 0 b = 0 c = 0 Une droite double Ox. 
c < 0 Équation impossible. 

b =f. 0 Parabole d'axe Ox. 

Ll>O Ellipse d'axe Ox. 
a< 0 Ll=O Point isolé de Ox. 

Ll<O Équation impossible. 

b.>O Hyperbole d'axe transverse Ox. 
a > 0 Ll<O Hyperbole d'axe non transverse Ox. 

Ll=O Deux droites concourantes. 

PROPRIÉTÉS DE L'ELLIPSE 

104. Construction. - Soit l'ellipse qui dans le repère orthonormé xOy (fig. 80) a 

pour équation : :: + ~: = 1. Traçons les cercles de centre 0, de diamètres AA' = 2 a 

et BB' = 2 b. 
Par le centre 0, menons une demi-droite coupant le premier cercle en M1, le second 

-- --
HM OM b 

en M2• Les parallèles M1H à BB' et M2K à AA' se coupent en M et : ==== = 2 = -· 
HM1 OM1 a 

Le lieu du point M est l'ellipse d'axes AA' et BB '. Soit T le point où la tangente en M1 

au cercle (AA') coupe Ox. · 
Le cercle (AA ') admettant une tangente en Mh l'ellipse admet une tangente en M 

(n° 87) et cette tangente est la droite MT. 

-llo- -lo-

lOS. Représentation paramétrique de l'ellipse. - Soit cp = (Ox, OM1). Les coor-
- b--

données de M1 sont x1 = a cos cp; y1 = a sin <p et : HM = - HM1 entraîne que les 
a 

coordonnées x et y de·· M sont : 

l x = a cos cp y = b sin cp. 1 
----------------------~ 
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Ces deux relations, appelées équations paramétriques de l'ellipse, sont nécessaires et 
suffisantes pour que le point M (x, y) appartienne à l'ellipse d'axes AA' et BB' car: 

x2 y2 + - = cos2 m + sin2 m = 1. a2 b2 T T 

x 
- A' 

B' 

Fig. 80 Fig. 81 

106. Foyers de l'ellipse. - On appelle foyers de l'ellipse les points F (c, 0) et 
F' (- c, 0) où c2 = a2 - b2, a désignant le demi-grand axe et b le demi-petit axe de 
l'ellipse. 

Pour tout point M (x, y) de l'ellipse (fig. 81) : 
MF2 = (a cos cp- c)2 + b2 sin2 cp = (a cos cp c)2 + (a2 -c2) sin2 cp= (a-c cos cp)2 

MF'2 = (a cos cp + c)2 + b2 sin2 cp = (a cos cp c)2 + (a2 - c2) sin2 cp = (a + c cos cp)2. 
Or : 1 c 1 < a ~ 1 c cos cp 1 < a et MF = a c cos cp; MF' = a + c cos cp. 
Donc : MF MF' = 2 a. 
Les segments MF et MF' se nomment rayons vecteurs du point M et : 
Dans toute ellipse la somme des rayons vecteurs est constante et égale au grand axe 

de l'ellipse. 

La longueur c se nomme demi-distance focale de l'ellipse. 

1 PROPRIÉTÉS DE L'HYPERBOLE 1 

107. Représentation paramétrique. - Considérons l'hyperbole qui dans le repère 
x2 y2 a2 a2y2 

orthonormé xOy (fig. 82) a pour équation : a2 - b2 = 1 ~ x2 + bzx2 = 1. 
A tout point M (x, y) de l'hyperbole on 

peut associer un angle e E [0, 2 re] tel que: 

cos e = ~ et sin e = ay ~ tg e = Jl. 
- x bx b 
On obtient : 

F a . 
cos 6' 

Ces équations constituent une représen­
tation paramétrique de l'hyperbole qui est 
décrite en entier lorsque 6 varie dans un 
intervalle de 2 re rd. En particulier la branche Fig. 82 

x 
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de l'hyperbole située dans les quadrants 1 et IV est décrite lorsque 6 varie de 
1t' ' 7l: --a+-· 2 2 

108. Foyers de l'hyperbole. - Posons c2 = a2 + b2• Les foyers de l'hyperbole sont 
les points F (c, 0) et F' (- c, 0). Pour tout point M de l'hyperbole : 

MF2 = (-a-_ c) 2 + b2 t 2 0 = (a-c cos 8)
2 + (c2 _ a2) sin2 

(:) = (c-a cos 6)2. 
cos 0 g cos2 6 cos2 6 cos2 0 

MF'2 = (-a- + c)
2 + b2 t 2 6 = (a + c cos 8)

2 + (c2 _ a2 ) sin
2 

(:) = (c +a cos 6)2. 
cos 0 g cos2 0 cos2 8 cos2 e 

Si M appartient aux quadrants I et IV, on en déduit : 

MF= co~ 0 - a et·· MF,. · co~ 6 +a ~ MF'- MF= 2 a. 

Par symétrie autour de y'y, siM appartient aux quadrants II et III: MF- MF' = 2 a. 
Les segments MF et MF' sont les rayons vecteurs du point M et : 
Dans toute hyperbole, la différence des rayons vecteurs est constante et égale au demi­

axe focal de l'hyperbole. 
La longueur c se nomme demi-distance focale de l'hyperbole. 

109. Équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. - Dans le plan du 
···~ -·>-

repère orthonormé xOy, de vecteurs unitaires i et j (fig. 83), considérons l'hyperbole ; 
xz y2 
a

2
- b2 = 1, de foyers F (c, 0) et F' (- c, 0). Les asymptotes font avec l'axe focal Ox 

l'angle aigu oc tel que (no 102) : 

et 

b 
tg oc=- ~ 

a 

Fig. 83 

1 a a 
cos oc = - =-; V 1 + tg2 oc v a 2 + b2 c 

. 
2 

2 ab 
Sln oc = --• c2 

x 

/ 

f 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
\ 
\ 

\ 

' 

y 

---~ 
/ ,. 

/ 

---!"' 
J 

' ' .... .... / --- ---

. b sin oc = -
c 

-ex 1 
1 

1 

/~ cos 0(, 
/ -sin OG 

/ 
~ 

Fig. 84 

y 

x 

x 

Adoptons pour nouveau repère, le repère normé XOY formé par les asymptotes 
->- -- . et de vecteurs unitaires I et J d'angles polaires - oc et oc, donc tels que (fig. 84) : 

_,_ ->- _,_ 
1 = i cos oc - j sin oc ; 

-l>- ->- -l>-

J = i cos oc + j sin oc. 

Pour tout point M (x, y) du plan : 
_,_ -·>- _,_ -~ _,_ _,_ .. ,_ 
OM = x i + y j = XI + Y J = (X + Y) i cos oc + (Y- X) j sin oc. 

Donc : x = (X + Y) cos oc = ~ (X + Y) ; y = (Y - X) sin oc = 1}_ (Y -- X). 
c c 
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et 
(X + Y)2 

_ (Y - xy~ = 1 cz c2 
~~~ =-~~~ 
~ 

71 

Rapportée au repère normé constitué par ses asymptotes orientées symé­
triquement par rapport à l'axe focal, toute hyperbole de distance focale 2 c, 

, • c2 
a pour equatzon : XY• = 

4 
• 

Les parallèles aux asymptotes menées par M coupent OX en R et OYen S (fig. 83). 

On obtient : OR = Xtt-r et OS = Y:r.1 ==+- ~-- czl 
OR. OS= "4'1 

110. Corollaire. - Le produit des distances d'un point M de l'hyperbole à 
a2b2 

ses asymptotes est constant et égal à -cz· 
Soient MH et MK les distances du point M à OX et OY (fig. 83) : 

MH = RM sin 2 IX et MK = SM sin 2 IX, d'où : 

c2 (2 ab) 2 a2b2 

MH.MK = RM.SM sin2 21X =OR. OS sin2 2 1X = "4 & = &' 

111. Remarques. - 1° En .conservant OX et OY pour axes, mais en prenant pour 
-')>- -:_.-

vecteurs de base mi et nJ, l'équation de l'hyperbole s'écrit (n° 14) : 

cz 
xy = -- ==9- xy k. 4 mn 

Dans tout repère xOy la courbe xy = k est une hyperbole d'asymptotes 
Ox et Oy. 

2o L'hyperbole est équilatère si l'angle XOY est égal à~' donc si IX = ~· 

Dans ce cas : c2 = a2 + b2 = 2 a2 et dans le repère orthonormé XOY l'équation 
a2 

de cette hyperbole s'écrit : X Y = 2 . 

EXERCICES 

- Construire, dans un repère orthonormé xOy les courbes d'équations suivantes : 

172. ') 
oJ, 173. y 2 = 3 X - 5. 

x 
174. y 2 = "2- 4. 

175. y2 =-x+ 4. 176. y 2 = 3 (-x+ 1). 
1 

177. y 2 = - 3 ;T: + 5. 

178. 179. y2 = (1 + x) (1 - x). 180. y 2 = (1 x) (3 - x). 

181. y 2 =-(x 1) (3 x-- 4). 182. yz =oo - 3 (x 1) (x - 2). 

183. y 2 =- 2 x 2 - 3 x+ 5. 

185. u2 = 2 (x 1) (x- 2). 

184. y 2 = - 3 x2 + 4 x+ 7. 

186. y 2 = 3 (x + 4) (x- 9). 
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:1.87. 

:1.89. 
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y2 = 4 x2 + x - 5. 

y 2 = 2 X 2 + x + 1. 

:1.88. 

190. 

x a 
y 2 = 2 + 3 x- 8. 

yz = 3 x2- 5 x+ 4. 

191. On se propose d'étudier, suivant les valeurs du paramètre m;:? 0, la forme des courbes (C) 
représentant les équations (1) : y = y m 2x 2 - 2 x + 1. · 

1 o Que peut-on dire de ces courbes par rapport aux courbes (C1) représentant les équations (2) : 
yz = m 2x2- 2 x + 1? En déduire l'étude des courbes (C) suivant les valeurs de m. 

a) On envisagera, en premier lieu, le cas m = O. 
b) Si m > 0, montrer que (2) peut s'écrire sous la forme (3) : y2 = m 2(x- a) 2 + h, où a et h sont 

des quantités dépendant du paramètre m. Que représente l'équation (3), suivant le signe de h? 
Cas particulier où /z = O. Préciser à quelles valeurs de m (m > 0) correspondent ces résultats. 

192. 1° Étudier les variations de la fonction : y = y2 x (4 x). 
Tracer la courbe représentative dans un repère orthonormé. Préciser la nature de cette courbe. 

2° On considère la droite : mx - y 5 m + 2 y2 = O. 
Démontrer qu'elle passe par un point fixe quand on fait varier m. Utiliser la courbe obtenue au 

1 o pour discuter l'équation : 

y2 x (4- x) = mx- 5 m + 2 y2. 

3° Montrer que la réunion de la courbe du 1° et de sa symétrique par rapport à l'axe Ox 
est l'ensemble des points vérifiant la relation : 2 x 2 + y 2 - 8 x = O. 

On considère l'équation du 2e degré : 
(x - 4) t2 - 2 yt - 2 x = 0, 

où t est l'inconnue et (x, y) les coordonnées d'un point M du plan. Quel est l'ensemble des points M 
du plan pour lesquelles l'équation admet : a) Deux racines réelles distinctes? b) Une racine double? 
c) Deux racines complexes conjuguées ? 

193. Dans le repère orthonormé xOy, on donne les points A (a, 0) et A'(- a, 0). Le point M (x, y) 
se projette orthogon~lement en H sur l'axe x'x et k est une constante réelle donnée : 

1 o Trouver l'équation du lieu de M sachant que HlVP = Je HA . HA'. Discuter la nature de ce 
lieu. 

2° Pour quelle valeur de k ce lieu est-il un cercle? Pour quelle valeur de k est-il une hyperbole 
équilatère ? 

- Discuter suivant les valeurs de m la nature des courbes d'équations suivantes : 

194. 

196. 

y2 = mx2 + 2 (1 - m) x + rn - 1. 

y 2 = (m- 1) x 2 - (m- 3) x- (m + 3). 

195. 

197. 

yz = - mx2 - 3 mx 1-2m. 

yz = (m + 1) x 2 - 4 x- 2 (2 m + 1). 

198. y 2 = (m -- 3) x 2 + (m + 3) x- m- 1. 199. y 2 = mx2 - 2 (m + 1) x+ 3 m + 2. 

200. y 2 = (m- 2) x2 + 2 (m- 4) x + (m- 4) (m + 2). 

201. y 2 = (2 m- 1) xz- 2 (m + 4) x+ 5 m 2. 

202. Démontrer que toute affinité orthogonale par rapport à la tangente au sommet d'une para­
bole r transforme la parabole r en une parabole r' de même axe. Déterminer la relation entre les 
paramètres p et p' de ret de r' et le rapport k de l'affinité. 

203. Un point variable M d'une parabole de foyer F se projette en H sur la tangente au sommet. 
Les perpendiculaires menées du sommet A et du point H à la droite AM coupent respectivement 

-~ -~ -~ 

MH en K et AF en P. Démontrer que AP = KH = 4 AF. En déduire l'enveloppe de HP et le lieu 
du point K. 

204. On donne un point fixe A et une droite A. La perpendiculaire à A en un point vari9ble K 
coupe en M la perpendiculaire menée par A à AK. Trouver le lieu du milieu I de MK et celui du 
point M. 

205. Un point P se projette en A sur une droite A. La perpendiculaire à A en un point vari8ble H 
et la perpendiculaire menée de A à PH se coupent en M. Déterminer le lieu du milieu I de HM. 

206. On donne une droite fixe A, un point fixe F situé à la distance d de A et une longueur a. 
Un point M du plan se projette en H sur A. Déterminer dans chacune des hypothèses a < d, a = d 
et a > d le lieu du point M lorsque : 

1 o :\IF + MH = a. 2o MF - MH = a. 3° MH - MF = a. 

207. 1 ° Le lieu des points dont la différence des carrés des distances à un point fixe w et à une 
droite fixe A est une constante k, est une parabole r. 
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2° Le lieu des points M dont la distance MH à une droite fixe À est égale à la longueur de la tan­
gente MT à un cercle fixe w (P) est une parabole r. 

208. Préciser les éléments des paraboles lieux des centres des cercles tangents à un cercle F (R) 
et à une droite donnée À située à la distance d de P suivant que l'on a : d > R, d = R, d < R ou 
d =o. 

209. Dans le repère orthonormé xOy, on considère la droite variable (D) d'équation : 
m 2y + 2 mx 2 = 0 où m est un paramètre. 

1 o Discuter le nombre des droites (D) passant par un point A (x0 Yo) du plan. Construire le lieu C 
des points A où passent deux droites confondues. 

2° Trouver le lieu des points A où passent deux droites D perpendiculaires. 

210. Dans un repère orthonormé xOy, on donne la droite D d'équation x = a. 
1 o Écrire l'équation d'un cercle r centré en w (rx, ~), tangent à la droite D et coupant l'axe y'y 

en deux points M' ct M" tels que OM' = 2 OM". 

2° Trouver le lieu du centre de cc cercle. 
3° Montrer que le cercle variable r reste tangent à un cercle fixe C. 

211. 1° Discuter le nombre des points communs à l'ellipse E d'équation; ~: + ~:- 1 = 0 et à 

la droite D d'équation : y = mx + p. 
2° On suppose m donné et p variable. Trouver le lieu du milieu I de M'M" si lVI' et M" sont les 

intersections de l'ellipse E et de la droite D. 

212. Soit M et M' les extrémités de deux demi-diamètres rectangulaires d'une ellipse d'axe focal 

Ox tel que (Ox, OM) = 0 et (Ox, OW) = ( 0 + ~)· 
1° Exprimer les coordonnées de M et M' en fonction de o, p = OM et p' = OM' et démontrer 

. 1 1 1 1 
la relatiOn :-===-- - = 2 bz' 

0::\-1.2 OM'2 a 
2° Soit H la projection du centre 0 sur MM'. Calculer OH2 et trouver !:enveloppe des côtés des 

losanges inscrits dans l'ellipse. 

213. On considère sur l'ellipse d'équations paramétriques : x = a cos e, y = b sin e, les points 
TC: 

M et M' correspondant aux valeurs e ct 6' = e + 2. 
1 o Que peut-on dire des rayons OM1 et OM{ correspondants du cercle principal? 
2° Démontrer la relation : Ol.VP + OM' 2 = a 2 b2• 

3° Démontrer que l'aire du parallélogramme MOM'P est constante et égale à ab. 

214. Dans le repère orthonormé xOy, les extrémités A et B du segment AB décrivent respecti­
vement l'axe Ox et l'axe Oy. Le segment AB a pour longueur a + b. Soit :M le point de ce segment 
tel que B::\-1 = a. 

->- ->-
1 o On construit le point P tel que OP = BM. Lieu de P? 

2 · ~ HM 0 La droite MP coupe l'axe x'x en H. Evaluer le rapport -=-· En déduire le lieu de M. 
HP 

215. Dans le repère orthonormé xOy, on considère les points variables. 

1 1 x = (a + b) cos rp J j x = (a b) cos rp 
1 y = (a + b) sin rp ( y = (b-a) sin <p. 

Montrer que le lieu du milieu M du segment IJ est une ellipse (E) de foyers F(c, 0) et F' (- c, 0) 
avec c2 = a 2 - b2

• Les lieux de I et J sont deux cercles appelés cercles de Chasles de l'ellipse (E). 

216. 1 o Soit M1 et ::\-12 les points du cercle principal et du eerc1e secondaire homologues d'un 
point donné M d'une ellipse. Démontrer que, si M1 et M2 sont alignés avec le centre 0 de l'ellipse, 
le cercle Ml\'111\12 est tangent au cercle principal et a,u cercle secondaire. 

2° Construire une ellipse connaissant son centre, les longueurs 2 a et 2 b de ses axes et un point 
donné M. 

217. Dans un repère orthonormé xOy on considère l'ellipse (E) d'équation~:+~: = 1 dont le 

grand axe a pour sommets A (-a, 0) et B (a, 0). Une parallèle à Oy d'équation x = a cos 6 coupe 
(E) en M et M'. 

1 o Déterminer les coordonnées de M et M'. Établir les équations des droites AM et BM' et trouver 
les coordonnées de leur point commun P. 

2° Quel est le lieu (H) du point P? Montrer que c'est aussi le lieu du point P' intersection de Al\I' 
et BM ct que les courbes (E) ct (H) sont réciproques. 
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218. Soit l'ellipse E qui, dans le repère orthonormé xOy a pour équation : :: + Ï~- 1 = 0 et 

pour foyers les points F (c, 0) et F' (- c, 0). On désigne par D et D' les droites d'équations rcs-
az az 

pectives x=- et x=--· 
c c 

1° Un point l\1 (x, y) de l'ellipse se projette en H sur D et en H' sur D'. Évaluer MH ct l\iH' en 
fonction de x. 

2 lVI l 1\I d ' 't l' ll' L~ 1 t MF t MF' t ' ' ' 
0 ontrer que orsque ' ecn e 1pse Jj' es rappor s MH e ~'IH' son egaux a une meme 

constante. 

219. Dans le repère orthonormé xOy, on considère l'hyperbole (H) et la droite (D) d'équations 
xz y2 

respectives : az- ba = 1 et y = mx + p. 

1° Discuter la réalité des points d'intersection M' et M" de (H) et de (D). 

2° On suppose rn constant ct p variable. Trouver le lieu du milieu I de M'M", lorsque M' et M" 
existent. 

3° La droite D coupe les asymptotes de l'hyperbole en P' ct P". Montrer que M'M" et P'P" ont 
même milieu. Quelle propriété en déduit-on lorsque M' et M" sont confondus? 

220. Dans le repère orthonormé xOy on donne les droites D et D' d'équations respectives y = !!. x 
a 

et y = - !!. x. Soit :M (x, y) un point quelconque du plan. La parallèle à l'axe y'y issue de l\I coupe 
a 

l'axe x'x en H et les droites D et D' en P et P'. La parallèle à x'x issue de M coupe l'axe y'y en K 
et les droites D et D' en Q et Q'. 

1° Trouver le lieu de M lorsque -}\{IP . MP' = - b2• 

2o Trouver le lieu de M lorsque MQ . :VIQ' = a 2
• 

221. Soit l'hyperbole (H) qui dans le repère orthonormé x()y a pour équation : ::- ~:- 1 = 0 

et pour foyers les points F (c, 0) et F' (- c, 0). On désigne par D et D' les droites d'équations res-
. a2 az 

Pecbves : x=- et x=--· 
c c 

1 o Un point }1 (x, y) de l'hyperbole se projette en K sur D et en K' sur D'. Évaluer MK et MK' 
en fonction de x. 

2° Montrer que lorsque M décrit l'hyperbole (H) les rapports ~i~ et ~~',sont égaux à une même 

constante. 

222. Soient deux axes de coordonnées rectangulaires Ox et Oy, une droite fixe .6., d'équation 

x = d et sur Ox le point fixe (J) tel que 0 (J) = kd. Un point M du plan se projette en H sur .6. et on 
désigne par li une constante donnée. 

1° Montrer que le lieu des points lVI tels que M (1)
2 - k MIP = li est une conique r de centre 0 

dont on établira l'équation. Discuter sa nature. 

2° On suppose que h = p2
• :Montrer que r est le lieu des points dont la puissance pï:~r rapport au 

cercle (J) (p) est égale à k MI-P ct que r passe par les points A et B communs à .6. et au cercle (J) lors­
qu'ils existent. 

223. A tout point rn du plan complexe, d'affixe z =? 0, on associe le point M d'affixe Z = ~ ( z + ~) · 
1° Déterminer les coordonnées X, Y, de M en fonction de celles, x, y, de m. 

2° Montrer que, lorsque rn décrit un cercle de centre 0 et de rayon r, le point M décrit une ellipse 
(E), dont on déterminera les axes et les foyers. Inversement, on se donne une ellipse (E) de la famille 
trouvée; de quel cercle est-elle la transformée? 

3° Montrer que, lorsque rn décrit une droite issue de 0, le point M décrit une hyperbole (H), dont 
on déterminera les axes, les foyers et les asymptotes. Inversement, on se donne une hyperbole (H) 
de la famille trouvée. De quelle droite est-elle la transformée? 

4° En combien de points se coupent une ellipse (E) et une hyperbole (H) quelconques? Montrer 
qu'en chacun de leurs points communs elles se coupent orthogonalement. 

224. Dans un repère orthonormé xOy une conique E a pour équation 

12 x 2 + 16 y 2 + 12 ax- 9 a 2 = 0, 

où a désigne la mesure d'une longueur donnée (a > 0). 
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1 o Calculer les coordonnées de son centre, de ses foyers, de ses sommets. 
Soit M un point quelconque de E. Calculer en fonction de a et de l'abscisse x de M l'expression _,.._ _,.._ 

rationnelle de la longueur OM. On pose : OM = pet (Ox, OM) = e. Calculer pen fonction de a et de o. 
2° A,chaque point M de E, de coordonnées x, y, on associe le nombre complexez = x + iy, affixe 

de ::vr. Ecrire l'expression trigonométrique de z (on désignera par e son argument et l'on exprimera 
le module de z en fonction de a et de 0). Soit z' et z" les affixes des deux points M' et M" de E, d'ar­
guments respectifs IX et IX + Tt'. 

a) Écrire sous forme trigonométrique le nombre complexe z' - z" et en déduire la longueur du 
segment ::VI '::vi". 

b) On considère, dans le plan, le point P dont l'affixe Z est définie par la relation:~ = ~ + z1,. 
Écrire l'expression trigonométrique de Z. En déduire le lieu géométrique de P quand a varie. Que 
peut-on dire de la figure formée par les points 0, P, M', M"? 



Se leçon 

1 FONCTIONS VECTORIELLES 

_,_ 
112. Définition. - On dit qu'un vecteur V est fonction d'un paramètre 

variable t lorsque ses composantes scalaires dans un repère donné sont des 
fonctions de la variable t. 

_,..._ -- ->-
Si i, j, k sont les vecteurs de base du repère Oxyz et si X, Y, Z, sont des fonctions --x (t), Y (t), Z (t) définies sur le segment [a, b], le vecteur V (X, Y, Z) est une fonction 

vectorielle de t sur [a, b ]. On écrit : 

-- __,..._ -- -- _,_ v = v ( i) = x ( l) i + y ( t) j + z ( l) k. 

-- --Si dans le repère Oxyz (fig. 85) on construit OM = V (t), le point M décrit lorsque t _,_ 
varie sur [a, b] une courbe (C) appelée indicatrice de la fonction vectorielle V (t). 

113. Limites vectorielles. - 1° Dire que V (t) _,..._ Olorsque t _,_ t0 signifie que le 
module 1 V (t) 1 _,..._ 0 lorsque t _,_ l0 • -

Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que les composantes X (t), Y (t) et Z (t) 
tendent vers 0 lorsque t tend vers l 0 • En effet dans un repère Oxyz orthonormé : 

J-V 1 = VX2 Y2 + Z2 =+ l X 1 < ! V 1 ; 1 Y 1 < 1 VJ ; 1 Z 1 < 1 V!. 
-- --Donc : 1 V 1 _,_ 0 ,~ X _,..._ 0; Y_,_ 0; Z _,_ O. 

Réciproquement si X,, Y, Z tendent simultanément vers 0, il en est de même de 

VX2 + Y2 + Z2 = 1 VJ, donc V-:,.- o:-
Nous admettrons qu'il en est de même dans un repère quelconque. 

_,,..._ --
20 Dire que V (i) -- U (a, ~' y) lorsque t _,_ i 0 signifie que la différence -- -- --v (l) - U (a, ~' y) _,_ O. 
Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que les différences X (t) tr., Y (t) - ~ et 

Z (t)- y tendent simultanément vers 0, lorsque t _,_ t0 • Donc : -- _,_ 
V (t) _,_ U (a, ~' y) X (t) _,_ a, Y (i) _,,_ ~' Z (t) _,_ y. 

3° Si lorsque t _,_ l0 , le vecteur V (t) tend vers V (t0), on dit que la fonction vecto­
rielle V (t) est continue pour t = t0• On dit qu'elle est continue sur le segment [a, b] si : 

_,_ -'>-· 

V i 0 E [a, b] : t-,..._ to ~ V (t) _,_ V (i0). 
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Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que X (t), Y (t), Z (t) soient des fonctions 
continues de t sur [a, b]. 

-ll>-

114. Dérivée vectorielle. - On appelle dérivée de la fonction vectorielle V (t), 
pour la valeur t0 du paramètre, la limite, lorsqu'elle existe, du vecteur 
-JO- -JO- __ ,_ 

6. v v (t) - v (t ) - = 0 lorsque t tend vers t 
6. t t- t

0 
o• 

_,..._ 

Cette limite est désignée par V' {t0) ou par ( ~';) 
0 

et on écrit indifféremment : 
_,_ _.,_ 

lim _D._V _ lim V (l0 + h)- V (t0). (i) 
D. t _,_ 0 6. t h -JO- 0 h 

-01>- -- __ ,_ _,_ 

Or les relations : V (t) = X (t) i + Y (t) j + Z (t) k 
-->- ... ,_ -·- -JO-

et v (to) = x (to) i + y (to) j + z (io) k donnent 

-- -- -JO- -- -->- _,_ 6. V = V (t)- V (t0) = [X (t)- X {t0)] i + [Y (t)- Y {t0)] j + [Z (t)- Z {t0)] k. 
_,_ 

->- -->- ·->- __ ,.... Â V 6. X -~ Â Y -r Â Z _,..._ 
Soit : Â V = Â X . i + Il. Y . j + Il. Z . k ~ Â t = Il. t · z + Â t J + Â t k. 

Pour que le vecteur ~ ~ admette une limite, lorsque t _,_ t0 , il faut et il suffit qu'il 

't d A d /). x /). y 6. z ' t à d' I f t' x (t) y (t) z (t) en SOI e meme e D. t , Il. t , Il. t, c es - - 1re que es one wns , , 

soient dérivables pour t = l0• Dans ce cas V' {t0) existe et on obtient : 
- i>o- -'»- -'»- _,..._ 

V' (t0) = X' (t0) i + Y' (t0)j + Z' (t0) k. (2) 
-->- --Si cette dérivée V' (t0) existe pour toute valeur i 0 du segment [a, b] on dit que V (t) _,..._ 

est dérivable sur [a, bJ et admet V' (t) pour dérivée : 

115. Théorème. - Si les composantes scalaires d'une fonction vectorielle 
-JO- -)>-v (t) sont dérivables sur [a, b J, il en est de même de V (t) et les composantes 

-il- _,..._ 

de sa dérivée V' (t) sont les dérivées des composantes de V (t). 

En remplaçant l 0 par t dans la relation (2) ci-dessus, on obtient : 

-·!0-

-V' (t) = :~ = X' (tff + Y' (t)J + Z' (t) k. (3) 

-il- -'»- -- -il-
Donc : V (t) = V (X, Y, Z) =+ V' (t) = V' (X', Y', Z'). (4) 

1° Si les fonctions X (t), Y (t), Z (t) sont dérivables sur [a, b], ces fonctions sont --continues sur [a, b] et il en est de même de la fonction V (t) car : 'tf t0 E [a, b] : 

>- --t -->- l0 ~ X (t) _,_ X {t0), Y (t) _,_ Y (t0), Z (t) -il- Z (t0) ~ V (t) --->- V (t0). 

-i>--

20 Si X' (t), Y' (t), Z' (t) sont elles-mêmes dérivables sur [a, bJ, le vecteur V' (t) est 
_,.... -il-

dérivable sur [a, b) et sa dérivée V" (t) est la dérivée seconde de V (t) : 
_,..._ -il- __ ,.... -;o.-

v Il (t) = x Il i + y Il j + z Il k. (5) 

-;....- -il>-

-~ d (dV) Ce vecteur V"(t) =dt dt 
d2V 

se note : dt2 • 
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Lorsque X (t), Y (l), Z (t) sont dérivables jusqu'à l'ordre n, on peut ainsi définir les 
-7--

dérivées successives de V (t) jusqu'à l'ordre n : 

j Vcn> (t) = X{n) -r + Y<n>J + Z<n> k. j (6) 

116. Interprétation géométrique. -Les composantes X', Y' Z' du vecteur 
~ 

V' (t) sont les paramètres directeurs de la tangente à la courbe (C), lieu du 

-V(to) 

x 
Fig. 85 

_,_ -7--

point 1VI tel que OM = V (t). 

En effet (fig. 85) : 

-7-- -- -- -- --v (t) - V (t0) = OM - OM0 = M0M. 

-)- -- --
Le vecteur M

0 
U = V (t) - V (to) = ~MoM admet pour 

t-t0 l-(0 

support la droite M0M. 

Lorsque t-- l 0 , le point M tend vers M0 et le vecteur 
-7-- --MoU tend vers V' {t0). 

~ 

Le support M0T du vecteur V' (t0) est donc la limite 
de la sécante M0M, lorsque M vient en M 0 , c'est-à-dire, 
par définition, la tangente en M0 à la courbe (C), lieu 
de M: · -- --Si le vecteur OM = V (t) est dérivable sur [a, bJ, la courbe (C) admet en chacun de ses 

-7--

poinis M (t) une tangente de vecteur directeur V' (t). 
-- -7--D'autre part le vecteur V' (t), que l'on note aussi M' (l), ainsi obtenu a une signifi" 

cation géométrique qui ne dépend ni de l'origine 0, ni de la direction des axes : 

La dérivation vectorielle est une opération indépendante du repère Oxyz. - --->- d _,.... dM ....,~ d (dM) 
C'est pourquoi V' (t) = dt (OM) s'écrit plus simplement dt, tandis que V" (t) = dt dt 

_,..... 
', ·t d " d2M s ecn e meme : dt2 • 

117. Projection de la dérivée d'un vecteur. -Si V(X, Y, Z) admet pour dérivée 
_,..... -- --V' (X', Y', Z') les vecteurs U (X, Y, 0) et W (0, 0, Z) admettent respectivement pour 

-l>- _,..... -- --
dérivées U' (X', Y', 0) et W' (0, 0, Z'). Or les vecteurs V et V' se projettent respec-

_,_ -- -- ---tivement suivant U et U' sur le plan xOy, suivant W et \V' sur Oz. En choisissant 
convenablement le repère Oxyz : 

La dérivée de la projection d'un vecteur, sur un plan ou sur une droite, 
est la projection de la dérivée de ce vecteur. 

On peut donc permuter projection et dérivation d'un vecteur. 

118. Dérivée d'un vecteur constant. - Si le vecteur V(t) est constant sur [a, b] 
il en est de même de ses composantes X, Y, Z, ce qui implique : 

X' = Y' = Z' = 0 ~ -- --V' (t) = O. --La dérivée d'un vecteur constant est le vecteur nul O. -- _,_ Réciproquement V' (t) = 0 ~ X' = Y' = Z' = 0 ce qui montre que X, Y, Z -- -~ sont des nombres constants a, ~' y et que V (t) est un vecteur constant U (a, ~' y). 
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119. Dérivée d,une somme vectorielle.- Si les deux vecteurs Y;_ (Xu YH Z1) =Y;_ (t) -- --et V2 (X2 , Y2 , Z2) = V2 (t) sont dérivables sur [a, b], il en est de même des composantes 
- é'l>- _,.,._ -~)o.-

x= X 1 + X 2, Y= Y1 + Y 2, Z = Z1 + Z 2 du vecteur U(t) = V1 (i) + V 2 (t). Ce 
-é'l>- --

vecteur U (t) admet donc sur [a, b] une dérivée U' (t) (n° 115) et : 
-;o- -é'l>- -é'I>-

X' = Xi + X~, Y' = Y~ + Y;, Z' = Z~ + Z~ ~ U' (t) = V~ (t) +V~ (t). 

La dérivée d'une somme de vecteurs est égale à la somme des dérivées de chacun de ces 
vecteurs. 

Plus généralement : 

lif_=_v ___ 1_+_v_2_+_ .. -.-+_v_:____,\ ~ 1 V'= V1 + ~ + ... + ~·1 

120. Dérivée du produit d'un vecteur par un scalaire.- Si le vecteur V( X, Y, Z) 
ou V (t) et le scalaire À = À (t) sont des fonctions de t dérivables sur [a, b], il en est 

-é'l>- --

de même des composantes À X, À Y, À Z du vecteur U (t) = À (i) V (t). 
-- -;o-Ce vecteur U (t) admet donc sur [a, b] une dérivée U' (t) telle que : -- -- -- --U' (t) = (À' X + À X') i + (À' Y + À Y') j + (À' Z À Z') k. 

-- -?>- -;>- -- -;>- -- --Soit U'(i)=À'(Xi + Yj + Zk) + À(X'i + Y'j + Z'k). 

Ju<o=À(t)V(t)l ~ [ûï=À'V+ÀV'.j 

Cette formule est analogue à la formule de la dérivée d'un produit de fonctions 
scalaires. Plus généralement, d'après le n° 118 : 

-- --Cette formule se réduit à : U' = ~ Ài Vi lorsque les Ài sont constants et à : 
-.Jo- -é'l>- -;o-

u' = ~ Ài Vi lorsque les vecteurs Vt sont constants. 
-;o.- -;o.- -'lo-

On retrouve ainsi la règle de dérivation du no 115, puisque i, j, k sont fixes : -- -- _.,_ 
-;o.- -- -- --v (t) = x i + y j + z k ==>-

v 1 
( t) = x 1 i + y 1 j + z 1 k --V(n) (l) -- -- _,_ X(n) i + Y(n) j + Z(n) k. 

121. Dérivée d'un produit scalaire. - Soit y = U(t). V(t) le produit scalaire 
-'Jo- -;o.- _,_ --

de deux vecteurs U (Xu Y11 Z1 ) = U (t) et V {X2, Y 2, Z2) = V (t) dérivables sur [a, b]. 
La relation y = X 1X 2 + Y1Y 2 + Z1Z2 entraîne : 

y' = (x; x2 + xl x;)+ (Y~ Y2 + Y1 v:)+ (Z~ Z2 + zl zn. z 

Soit : 

y' = (X~ X2 + Y; Y2 + z~ Z2) + (Xl x; + Y1 Y; + zl ZD. 

CAS PARTICULIER. - Désignons par r (t) le JllOdule du 
_,_ -- - ;o.-

vecteur U (X, Y, Z) = U (t) et par z = U 2 = r2 son carré 
scalaire : 

-- -- -~>- -- -- -- -- ->-Z=U.U ~ z'=U'.U+U.U 1 ~ Z1 =2U.U 1
• Fig. 86 
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-'>- _,._ _,_ 

z = r 2 = U2 = X2 + Y2 + Z2 ~ z' = 2 rr' = 2 U. U' = 2 (XX'+ YY' + ZZ'). 

Si k désigne une constante réelle quelconque, on voit que : 

rr' = 0 
_,._ -~ 

~ U.U'=O. 
-)>-

Pour qu'un vecteur variable U (l) ait un module constant il faut et il suffit 
_,_ 

qu'il soit orthogonal à sa dérivée U' (t). 
__,_ -;.-

Il en résulte que le point M, tel que OM = U (t) décrit (fig. 86) une courbe tracée _,_ 
sur la sphère de centre 0 et de rayon r = 1 U 1. 

1 HIÉLICE CIRCULAIRE 1 

122. Définition de l'hélice circulaire. - Considérons un cylindre de révolution (C) 
. -;.-

d'axe D. et dont la section droite par un plan Pest un cercle r de centre 0 et de rayon a 
(fig. 87). Soit M un point quelconque de ce cylindre se projetant orthogonalement 
en un point m de r sur le plan P. Désignons par A l'origine des arcs sur le cercle r 

-:.-- .....--:~. 

orienté dans le sens direct autour de l'axe D. et par s = Am l'abscisse curviligne du 
point m sur r. 

/::\1 

(l') 
~-- .. ~- ~ .. -.-· 

-rn 

p Fig. 87 

Le point M du cylindre (C) décrit une hélice circulaire (H) lorsque la mesure 
-:.-- -;.-

algébrique sur D. du vecteur mM est proportionnelle à l'abscisse curviligne 
.....--:~. 

s =Am du point m sur r. 

ME (H) kER*. 

Si on développe le cylindre (C) sur un plan, l'hélice (H) donne par suite une droite 

faisant avec AA' développement de r un angle IX tel que tg IX = ~~ = k. 
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123. Représentation paramétrique de l'hélice. - Soit Oxyz un repère orthonormé _,...... _,...... 
dont l'axe Oz coïncide avec il et dont l'axe Ox admet OA pour vecteur directeur (fig. 88). 

Désignons par e la mesure en radians de l'angle polaire 
-P. _,...... ~ 

(Ox, Om) du point m. On en déduit : s = Am a e. 
L'abscisse et l'ordonnée du point M (x, y, z) sont celles 

de m soit : x = a cos 0 et y = a sin O. La cote z de M 
est z = mM = ks = ka e. En posant ka = h E R * on 
obtient la représentation paramétrique de l'hélice circu­
laire (H) 

1· x = a cos 0 1 y = a sin 0 1 z = ~ (1) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

z 

H 
Dl ____ ........_ 

~~--...,..-
1 

1 

1 

1 •• •• 
1 •• •• 
1/ 

... 
A 

X. 

Lorsque 0 varie de - oo à + oo, le point M décrit l'hélice 
circulaire (H) dans le sens des z croissants ou décroissants 
suivant que h est positif ou négatif. L'hélice est dite à 
droite (ou dextrorsum) pour h > 0, à gmwhe (ou sinistror­
sum) pour h < O. (Les filets de vis, l'arête d'un tire­
bouchons sont généralement des hélices à droite.) Fig. 8b 

124. Pas de l'hélice. - Les points M et M' correspondant aux valeurs e et 0 + 2 1t" 

du paramètre appartiennent à une même génératrice mM du cylindre (C) et 

MM' = mM'- mM = h (6 + 2 Tt") - h 6 = 2 1t" h. 

La constante p = 2 1t" h est le pas de l'hélice circulaire H. 
L'ensemble des points de l'hélice compris entre les deux points M et M' constitue 

une spire de l'hélice. On peut obtenir l'hélice H en faisant subir à une spire donnée 

x 

Fig. 89 

donc avec Oz un angle 

y 

_,...... 
les translations parallèles à Oz de vecteur k MM'. 

Notons que la constante a des formules (1) est le rayon 

de l'hélice et la constante h est le pas réduit : /Tt"· 

125. Tangente à l'hélice circulaire. 
-P. ->-

Le vecteur OM = V (e) a pour composantes (n° 123) : 

x = a cos e ; y = a sin a ; z = h a. --Le vecteur dérivé .M' (e) a donc pour composantes 

x' = ·-- a sin a, y' = a cos e, z' = h. 

Ces composantes x', y', z' sont les paramètres directeurs de la 
tangente à l'hélice au point lVI (e). Or le vecteur M' (e) a un module 
constant Va2 +hz et une projection constante h sur Oz. Il fait 

h _,...... _,...... a 
constant cp tel que : cos cp = V . ~ tg cp = tg (Oz, V') = -h· 

az _L hz 

L'hélice circulaire coupe donc sous l'angle constant cp les génératrices du cylindre de révolution sur 
lequel elle est tracée. 
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1 TANGENTE ET NORMALE AUX CONIQUES 

126. Tangente et normale à la parabole ; y2 = 2 px. 

Si on pose y = t, on obtient pour tout point M (x, y) de la parabole y2 = 2 px : 
f2 

x = 2 p; y = t. (1) 

->-

On sait (n° 116) que le vecteur dd7 de composantes ~~ = ~ et ~~ = 1 est dirigé sui-

vant la tangente en M à la parabole. Cette tangente a donc pour paramètres directeurs 

(~' 1) ou (t, p) et son équation s'écrit : 

(2 

x- -2-p y t t2 

t - -p ~ t y= p (x + 2 p)· (2) 

(3) Soit d'après (1) : y Y= p (X+ x). 

De même l'équation de la normale s'écrit : 

.(x-~)t+p(Y-i)=O ~ Y-t=-~(x-~)· (4) 

Et d'après (1) : Y - y = - !! (X- x). (5) 
p 

Désignons (fig. 90) par Pla projection orthogonale du point M sur l'axe de la parabole,. 
T et N les intersections respectives de la tangente et de la normale en M avec cet axe. 

Les segments PT et PN, projections sur l'axe de la parabole de la tangente 
MT et de la normale MN, sont appelés respectivement sous-tangente et sous­

x 

Fig. 90 

normale relatives au point M. 

Les abscisses des points T et N s'obtiennent 
en faisant Y = 0 dans les équations (3) et 
(5). On obtient : 

OT = XT = - x. Or 0 P = x, 

donc OT + OP = O. 

ON= XN =x+ p. 

Donc ON = OP + p et PN = p. 

Le point 0 est le milieu du segment PT 
et PN a une mesure constante égale à p. De 
plus: OT +ON = p = 2 OF, ce qui montre 
que F est le milieu du segment TN. Ainsi : 

1° Le milieu de la sous-tangente coïncide avec le sommet de la parabole. 

2° La sous-normale a une mesure constante égale au paramètre de la 
parabole. 

3° Le foyer est le milieu du segment découpé sur l'axe par la tangente 
et la normale en un point de la parabole. 
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On construira la tangente en Men joignant ce point au symétrique T de P par rapport 
à O. On construira la normale en portant sur l'axe de la parabole PN = p et en joignant 
MN. 

127. Théorème. - La tangente et la normale en M sont respectivement 
la bissectrice intérieure et la bissectrice extérieure de l'angle FMH. 

Le segment MF est la médiane relative à l'hypoténuse du triangle rectangle TÎ\1N 
(fig. 90). Donc MF = FN = FT et le cercle F (FM) coupe Ox en T et N. _,_ _,_ 

Or par définition : MF = MH :>- MF = MH = FN = TF et HM = TF. 

Le quadrilatère HMFT est un losange dont la diagonale MT est bissectrice intérieure 
de l'angle FMH. Par suite, la normale MN en est la bissectrice extérieure. 

128. Tangente et normale à l'ellipse : x = a cos <p; y = b sin <f>· 

En tout point M (<p), la tangente MT a pour paramètres directeurs (n° 116) : 

x' = - a sin <p ; 

La tangente MT a donc pour équation : 

X a cos <p 

-a sin <p 
-

Y-b sin cp 
b cos cp 

L'équation de la normale MN s'écrit : 

y' = b cos cp. 

x y . 1 a cos cp + b sm cp = . 

(X- a cos cp)(- a sin cp) + (Y- b sin cp} (b cos cp) = 0 

soit compte tenu de a2 - b2 = c2 : / aX sin cp - b Y cos <p = c2 sin <p cos cp.j 

La tangente et la normale coupent respectivement l'axe Ox en Tet N tels que (fig. 81): 

- a - c2 

OT = --- · ON ==-cos <p. ~ OT. ON= c2 = OF2 = OF'2 • cos <p' a 

On en déduit : TF = c cos - a TF/ = - c cos + a 
cos cp cos <p 

Soit : TF = a - c cos cp = MF (no 106). 
TF' a + c cos cp MF' 

La tangente MT est bissectrice extérieure de l'angle FMF'; il en résulte que la 
normale MN est bissectrice intérieure du même angle. 

129. Tangente et normale à l'hyperbole: a 
X=--· 

cos 0' 
y= b tg o. 

En tout point M (6), la tangente MT a pour paramètres directeurs (n° 116) : 

, a sin 0 t , b 't . a t b L t t MT d ffi . . t x = cos2 0 e Y - cos2 0 so1 a sm v e . a angen e a one pour coe c1en 

directeur ~ 
0 

et son équation s'écrit : 
a sm 

Y-bt 0= X---b ( a ) 
g a sin 0 cos 0 

X Y · tl a a - b sm v = cos v. 

La normale MN a pour équation : (X-~) a sin e + (Y- b tg 0) b = 0 soit 

puisque : a2 + b2 = c2 : jax sin ecos e + bY cos o = c2 sin e:I 
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La tangente et la normale coupent respectivement l'axe Ox en T et N (fig. 82) tels 

que : OT = a cos 6; ON = c
2 

=>- OT . ON = c2 = OF2 = ôF'2• 
a cos 6 

Si le point M (x, y) de l'hyperbole est situé dans les quadrants 1 et IV (n° 108) : 

TF = c - a cos 6 ; TF' = - c- a cos 6 ~ TF c- a cos 6 - MF 
=-- TF' = - ê + a cos 6 - - MF' 

La tangente MT est bissectrice intérieure de l'angle MFM'; la normale MN est donc 
bissectrice extérieure du même angle. Dans la symétrie d'axe y'y, ces propriétés se 
conservent pour tout point de l'hyperbole situé dans les quadrants II et III. 

En définitive : 

Dans toute conique à centre la tangente el la normale en un point M sont les bissectrices 
de l'angle des rayons vecteurs MF et MF'. 

EXERCICES 

-'!>- -'!>- --

225. 1° Le vecteur V est fonction du paramètre t. Montrer que si V' (t) est nulle, le vecteur V 
reste équipollent à un vecteur fixe. 

2° Soit 0 un point fixe. Si :t (OYI) est nul, le point M est fixe. 

->- -- -- -- --226. 1 o Si la dérivée du vecteur V (t) par rapport à test un vecteur constant A, on a : V = tA B --OÙ B est un vecteur constant. 

2° En déduire que, 0 étant un point fixe, si ~ (OM) =A, le point M appartient à une droite 

fixe dont on donnera la représentation paramétrique connaissant les composantes des vecteurs -- --A et B. 

-'!>- -- d --227. Dans le repère Oxyz, le vecteur O:VI est fonction de t et le vecteur MV = dt (OM) est coli-
->­

né aire avec le vecteur 0 lVI. 

1° Si x, y, z sont les coordonnées de M, montrer que les dérivées ~ (~) et ~ (~) sont nulles. 

2° En déduire que M appartient à une droite fixe issue de O. 

-- -'1>-228. 1° Dans le repère Oxyz, le vecteur V (t) est tel que V' (t) est parallèle au plan xOy. Montrer -- --qu'il en est de même du vecteur V (t) -V (l0). --20 Si d~I est parallèle au plan xOy, montrer que le point M appartient à un plan fixe. --~ -- ~ 1 229. Dans le repère Oxyz, le vecteur OM est fonction de t et le vecteur MV =dt est te que 

son support rencontre l'axe Oz. 

1 o Montrer que la projection m de M sur le plan xOy, parallèlement à l'axe Oz, appartient à une 
droite fixe issue de O. 

2° Montrer que le point M appartient à un plan fixe. 
-'!>-

-- d2l\l[ 
230. ~!.ns le repère Oxyz, le vecteur OM est fonction de t et sa dérivée seconde d;z est un vecteur 

constant A. 
-'!>- _,..._ l2 -':>- -- --

1° Montrer que le vecteur OM peut s'écrire 0.:\1 = 2 A + tB C 

-- -':1-où B et C sont deux vecteurs constants. ----- -·-20 En prenant de nouveaux axes de vecteurs unitaires A, I3 et C, étudier le lieu de M lorsque t 
varie de - w à + w. 
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_,_ _,.._ dM 
231. 1 a Le vecteur OM est fonction de t et on pose OM = r. Soit MV = ([[ 

_,.._ _,.._ dr 
Montrer que la projection de MV sur l'axe OM a pour mesure algébrique dt' 

2° Si lVI décrit l'ellipse de foyers F et F' telle que MF + MF' = 2 a, trouver la relation qui le -- -- --les projections du vecteur MV sur les axes FM ct F'M. En déduire une propriété de la tangente à 
1• ellipse. 

3o Même question lorsque M décrit l'hyperbole de foyers F et F', telle que 1 MF- MF' 1 = 2 a. _,.._ 
232. Le vecteur AB est fonction de t, mais son module est constant. L'origine du repère est le point .. ,.._ _,_ 

fixe O. Démontrer que les projections des vecteurs ~~ et dd~ sur la droite AB sont des vecteurs égaux. 

233. On donne l'hélice circulaire définie dans un repère orthonormé par 
x = a cos e; y = a sin e; z = h 6. 

Étudier les projections de l'hélice. sur les plans xOy, yOz et zOx. 

234. Soit dans un repère orthonormé, l'hélice H définie par x = a cos 6 ; y = a sin e; z = h 6. 
Soit A1 l'intersection de l'hélice par le plan de cote z1 = h 01 qui coupe l'axe Oz en w. Désignons -- _,....... par w X YZ le nouveau repère orthonormé dont les axes w X et w Z sont dirigés suivant w A1 et w z. 

fa Montrer que dans ce nouveau repère les coordonnées d'un point M de l'hélice sont: 
X = a cos cp ; Y = a sin cp ; Z = h cp 

avec cp = e - 61• 

2° En déduire qu'une hélice peut glisser sur elle-même. 

235. On considère l'hélice circulaire, lieu du point M (x, y, z) dans le repère orthonormé Oxyz, 
telle que : x = a cos 0 ; y = a sin 0 ; z = lz o. _,....... _,_ 

1 o Soit K le projection orthogonale de M sur l'axe Oz et on construit le point P tel KP À KM 
où À est un nombre réel donné. Calculer les coordonnées du point P. 

2° Quel est le lieu· du point P? 

236. 1 o Construire les normales à une parabole issues d'un point de son axe. 
2° Construire les points M d'une parabole tels que la normale MN limitée à son point d'inter­

section N avec l'axe ait une longueur donnée. 

237. 1 o Construire les points communs et la tangente commune à deux paraboles r et r' de même 
foyer F et de directrices respectives D et D'. 

2° Évaluer l'angle sous lequel se coupent r et r' en fonction de l'angle œ de leurs axes orientés. 
Dans quel cas r et r' sont-elles orthogonales? 

238. Dans le repère orthonormé xOy, on donne la parabole (P) d'équation x 2 = 2 py. Soient 
M et M" les points de (P) d'abscisses x' et x". 

1° Former l'équation de la droite M'M". Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour 
que M'M" passe par le foyer F de la parabole est : x'x" = - p2 , 

2° Dans ces conditions montrer que les tangentes en M' et M" à la parabole sont perpendiculaires. 
3° Dans les mêmes conditions montrer que l'intersection N des normales en M' et M" à la para­

bole est telle que la droite joignant N au milieu de M'M" est parallèle à l'axe Oy. 

239. Dans un repère orthonormé xOy, on considère l'ellipse (E) de foyers F (c, 0) et F' (- c, 0) 
décrite par le point M (x = a cos cp; y = b sin cp). 

1° Établir, en fonction de r.p, les équations de la tangente et de la normale en M à (E). Ces deux 
droites coupent l'axe Ox en T et N, l'axe Oy en T' et N'. 

2° Calculer les produits OT . ON et OT' . ON'. Montrer que le cercle de diamètre T'N' passe 
par F et F'. 

240. La tangente au point M (cp) de l'ellipse: x = a cos cp; y = b sin If/, coupe Ox enS, les tangentes 
aux sommets du grand axe AA' en T et T'. 

1° Déterminer les coordonnées des points S, T et T'. Démontrer les relations : 

et TM . T'S + T'M . TS = O. 
2° Équation du cercle de diamètre TT'? Démontrer que ce cercle passe par les foyers F et F' de 

i'ellipse. 

3° Les droites FT' et F'T se coupent en I, les droites FT et F'T' se coupent en J. Démontrer 
que la droite IJ est la normale en M à l'ellipse. Que représentent les points I, J, Tet T'pour le triangle 
MFF' 'l Conséquences angulaires. 
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241. La normale en un point variable M (x = a cos ~. y = b sin ~) d'une el1ipse de foyers F et 
F', coupe l'axe focal Ox en N, l'axe non focal Oy en P. 

1° Calculer les coordonnées de N et P, puis démontrer les relations : 

a 
PM=- PF; 

a 
2° Démontrer que le cercle de centre P passant par les foyers F et F' coupe la droite MP aux 

centres I et J des cercles inscrit et exinscrit dans l'angle M du triangle MFF'. Soient K, D et E les 
projections orthogonales des points N, I et J sur MF. Calculer MD et ME en fonction des côtés du 
triangle MFF' puis en fonction de a et c. 

3° Évaluer MI et MJ enfonction de MN, a etc. En déduire que la longueur de la projection MK de 

MN sur MF est constante et égale à b
2 

(paramètre de l'ellipse). 
a 

242. Dans un repère orthonormé xOy, on considère l'hyperbole (H) de foyers F (c, 0) et F' (- c, 0) 

décrite par le point M (x = _a_, y = b tg 6). 
cos 6 

1 o Établir, en fonction de e, les équations de la tangente et de la normale en M à (H). Ces deux 
droites coupent l'axe Ox en T et N, l'axe Oy en T' et N'. 

2° Calculer les produits OT . ON et OT' . ON'. Montrer que le cercle de diamètre T'N' passe 
par F et F'. 

243. La tangente au point M (e) de l'hyperbole x = _a_, y = b tg 6 coupe l'axe Ox en S et 
· cos e 

les tangentes aux sommets de l'axe focal AA' en T et T'. 
1° Déterminer les coordonnées des points S, T, T', et démontrer que : 

AT. AT'=- b2 et 
2° Équation du cercle de diamètre TT'. Démontrer que ce cercle passe par les foyers F et F' de 

l'hyperbole. 
3° Les droites FT et F'T' se coupent en K, les droites FT' et F'T se coupent en L. Démontrer 

que la droite KL est la normale en M à l'hyperbole. Que représentent les points K, L, T, T'pour le 
triangle MFF'? Conséquences angulaires. 

244. La normale en un point variable M (x = _a_, y = b tg 6) d'une hyperbole de foyers F 
cos e 

et F' coupe l'axe focal Ox en N, l'axe non focal Oy en P. 
1° Écrire l'équation de cette normale et déterminer les coordonnées de N et P. Démontrer que : 

MP = NM = NP · PM = ~ PF ,· MN2 = bz NF NF' a2 b2 cz ' a I c2 • r • 

2° Démontrer que le cercle de centre P passant par les foyers F et F' coupe la droite MP aux 
centres K et L des cercles exinscrits dans les angles F et F' au triangle MFF'. Soient H, D et E 
les projections orthogonales des points N, K ct L sur MF. Calculer :MD et ME en fonction des 
côtés du triangle MFF' puis en fonction de a et c. 

3o Évaluer MK et ML en fonction de MN, a et c. En déduire que la longueur MH de la projec­

tion de MN sur le rayon vecteur MF est constante et égale à ba (paramètre de l'hyperbole). 
a 



CINÉMATIQUE 

1 MOUVEMENT D'UN POINT 

130. Notion de mouvement. - Considérons, dans l'espace rapporté à un repère 
cartésien Oxyz, un point quelconque M(x, y, z). 

1° Si les coordonnées x, y, z du point M sont invariables, on dit que le point M est 
fixe dans le repère Oxyz (fig. 91). 

Tout ensemble de points fixes dans un repère donné constitue une figure géométrique 
invariable ou solide S auquel est attaché le repère envisagé. 

2° Si les coordonnées du point M dépendent de l'instant où on les considère, on dit 
que le point M est mobile (ou en mouvement) dans le repère Oxyz (fig. 92). 

On appelle trajectoire d'un point mobile M le lieu géométrique de ses 
positions successives. 

R ;--------- --- -r-~, 

0 

', r ', Y ",, r' ', 1 X 

~--------~---- ~ 
1 

1 
: z 

1 1 
1 1 

1 
1 

Q ', 1 
' r 

' 1 
', 1 

p ------------- -~ 

Fig. 91 

y 0 y 

Fig. 92 

En d'autres termes la trajectoire est la ligne décrite par le point M. Le mouvement 
du point M est dit curviligne lorsque sa trajectoire est une courbe C (fig. 92), rectiligne 
lorsque sa trajectoire est une droite D. 

131. Relativité du mouvement. - Le mouvement d'un point M est ainsi défini 
par rapport à un repère déterminé Oxyz ou solide de référence. Par rapport à un autre 
repère 0 1x1y1z11 le mouvement du point M peut être complètement différent. 

Ainsi un objet P, placé sur la banquette d'une voiture (ou d'un wagon) en marche, 
est fixe par rapport à tout repère attaché à cette voiture. Par contre cet objet P est 
mobile par rapport à tout repère attaché au sol. 
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Toute notion de mouvement est relative à un repère ou solide de référence 
préalablement choisi. 

Pour les mouvements usuels de faible amplitude, on se contente d'un repère attaché 
au sol. Mais pour étudier le mouvement d'un satellite artificiel ou d'une fusée inter­
planétaire, il faut se rapporter à un repère dont les axes ont des directions déterminées 
par rapport aux étoiles et dont l'origine est soit le centre de la terre, soit celui du soleil, 

132. Notion de temps. - Nous considérons comme intuitive la notion de temps 
qui, dans la pratique, se mesure à l'aide des horloges, montres, chronomètres, etc. 

L'unité principale de temps est la seconde (s). 

La seconde vaut 
86 

~OO du jour solaire moyen tel qu'il est calculé et diffusé par le 

Bureau International de l'Heure. 

On utilise aussi les sous-multiples décimaux de la seconde et ses multiples : la minute 
(1 mn = 60 s), l'heure (1 h = 60 mn = 3 600 s) et le jour (1 j = 24 h). 

L'unité de temps étant choisie, il faut définir une origine des temps, permettant de 
mesurer le temps t écoulé entre l'instant origine (t = 0) et l'instant à repérer. On compte 
positivement les temps postérieurs à l'instant origine, négativement les temps anté­
rieurs. Le nombre relatif t ainsi défini et qui correspond à un instant donné est aussi 
appelé sa date. 

ExEMPLE. - Si une horloge marque 8 h 23 mn 30 s à l'instant origine (t = 0) elle marquera 
8 h 23 mn 45 s au temps (ou à la date) t = + 15 s. Elle marquait 8 h 23 mn 10 s au temps 
i =- 20 s. 

133. Équations d'un mouvement. - 1 o Le mouvement d'un point M(x, y, z) par 
rapport au repère Oxyz est déterminé lorsque l'on connaît ses coordonnées en fonction 
du temps t: 

1 x = f( t) 1 y = g( t) 1 z = h(t)l (1) 

Ces relations constituent les équations cartésiennes du mouvement. Elles permettent 
de construire la trajectoire du point M. 

-~ 

Le vecteur OM est le vecteur-espace du point M : 
-~ ---?-- -·>- _,_ --?- -~ _,_ -~ 

OM = x i + y j + z k ~ OM = f(l)i + g(t)j + h(t)k. (2) 

2° La position du point M sur sa trajectoire (C) orientée est déterminée par son 
,........,.. 

abscisse curviligne s = AM en fonction du temps t (fig. 92). 

La relation s = F(t) est l'équation horaire du point M sur sa trajectoire. 
C'est cette relation que l'on se donne lorsqu'on veut définir le mouvement d'un 

point mobile sur une courbe donnée (C). Le graphe de la fonction s = F(t) constitue 
le diagramme du mouvement. 

3° Plus généralement, considérons une courbe donnée (C) sur laquelle les coordon­
nées d'un point mobile M sont connues en fonction d'un paramètre e. Les coordonnées 
du point Men fonction du temps t sont déterminées par une relation 0 = q;(t), loi horaire 
du mouvement. 

ExEMPLE. - Considérons l'hélice circulaire (H) définie dans un repère orthonormé par : 
x = a cos e ; y = a sin e ; z = he. 

La relation e = (i)t + a définit sur cette hélice le mouvement du point M de coordonnées : 
x = a cos ( (J)t + a) ; y = a sin ( (J)t + a) ; z = h ( (J)t + a). 
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134. Remarques.- 1° Les équations (1) du paragraphe précèdent se réduisent 
à deux : x = f(t), y = g(t) lorsque le mouvement s'effectue dans le plan xOy. 

2o Elles se réduisent à x = f(i) dans le cas d'un mouvement rectiligne s'effectuant 
sur Ox. Dans ce cas x = ((t) est l'équation horaire du point M sur sa trajectoire. 

1 VECTEUR-VITESSE D'UN POINT 1 

135. Vecteur-vitesse moyenne. - Considérons (fig. 93) un point M, se déplaçant 
sur sa trajectoire (C). Entre les instants t et t1, ce mobile passe de la position initiale M _,_ 
à la position finale M1• L'accroissement du vecteur-espace OM pendant cet intervalle 
de durée l1 - t s'écrit : 

-~ -~ -~ ->-
~M = OM1 - OM = MM1• z 

-~ ->-
-- ~M MM1 L'accroissement moyen Vm = !1t - t

1
-t 

constitue le vecteur-vitesse moyenne durant l'intervalle 
-~ 

[t1 - t]. Ce vecteur Vm n'est autre que le vecteur-
vitesse d'un mobile fictif P, animé d'un mouvement 
uniforme sur la droite MM1, qui passerait en M au 
temps t, en M1 au temps l1• 

136. Vecteur-vitesse instantanée. - Lorsque t1 -->- _,..._ 
11M MM1 tend vers t, on sait que le rapport !1t = 

11 
_ t 

->-

0 y 

Fig. 93 

admet pour limite la dérivée d; du vecteur OM par rapport au temps t. Donc la 
~ 

-- . . ->- dM vitesse moyenne V m admet pour hmlte V = dt : 

->-
_,..._ dlVI 

Le vecteur lié d'origine M, équipollent à V = dt, est le vecteur-vitesse 

du mobile M au temps t. --Ce vecteur V est donc (n° 116) porté par la tangente en M à la trajectoire (C) et 
son sens est celui du déplacement de M sur la courbe (sens t croissant). 

_,_ 
Le vecteur-vitesse V serait le vecteur décrit par le point M pendant l'unité de temps 

si, à partir de l'instant t, il poursuivait son mouvement suivant un mouvement recti­
, ligne uniforme. 

137. Composantes cartésiennes du vecteur-vitesse. - D'après le no 115 : 
_,...__ 

Les composantes du vecteur-vitesse V sont les dérivées x', y', z' par rap-
->-

port au temps, des composantes x, y, z du vecteur espace OM. 

-- -'>'-- __ ,.._ _,_ 

OM = x i + y j + z k >-
-~ 

_,..._ dl\II -- _,...__ _,..._ 
V = - = x'i + y'j + z'k. 

dt 
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-- 1 dx • 1 dy , dz 
Les composantes de V sont donc : x = dt , Y = dt ; z = d( --Dans le cas où OM est défini par : x = {(t), y = g(t), z = h(t), on obtient 

_,.._ -->- -- - >-v = f'(l) i + g 1(t) j + h'(t) k. 

138. Vitesse algébrique sur la trajectoire. - Supposons connue la trajectoire 
(C) du point M et la loi horaire s = F(t) définissant l'abscisse curviligne M en fonction 

Fig. 94 

,..--.;. 

de t. Posons MM1 = s1 - s. 
Lorsque t1 tend vers t, s1 tend vers s et le vecteur 

-- -->- --MM MM dM _,_ 
_ __!:_t = ,....-,. 1 tend vers la dérivée -d = T du 
st- s MMl s -·- --vecteur OM par rapport à s. Ce vecteur T est donc 
un vecteur porté par la tangente en M à (C) et 
orienté (fig. 94) dans le sens positif sur la trajectoire 
(sens s croissant). 

D'autre part nous admettons que sur tout arc de 
courbe mesurable, le rapport entre la longueur de la 

,......,.. 
corde MM1 et la longueur de l'arc MM1 tend vers lt -- --

lorsque M 1 tend vers M. Par suite le module du vecteur MM1 = J.\!~1 tend vers 1, 
st-s MMt --module de T, lorsque M1 tend vers M. 

--->- dl\ti 
Le vecteur T = ds est un vecteur unitaire tangent en M à la trajectoire 

et orienté dans le sens positif sur cette trajectoire. 

Ceci posé le vecteur-vitesse moyenne s'écrit : 

- ->-
->- dM s - s 

vers T = -- et 1 tend vers la dérivée 
ds t1 - t 

MM Lorsque t1 tend vers t, 1 tend s1 -s 

v = ~: de s par rapport à t. Donc 
_,_ _,_ 
dM dM ds 
dt = ds ·dt 

-- __ ,_ 1 -- -- -1 ou V = T . v ==>- J V = v T. 

La dérivée v = ~~ est la vitesse algébrique du point M sur sa trajectoire 

orientée. 

La relation ~~ = v montre que le mobile M se déplace sur la trajectoire dans le 

sens positif ou le sens négatif suivant que v est positif ou négatif. D'autre part : 
_,.._ -- -:>- --v = v T >- 1 V 1 = 1 v 1 et V 2 = v2

• --Donc V a pour module 1 v 1. 

139. Remarque. - Si le repère Oxyz est orthonormé, le vecteur-vitesse --y de com­
posantes x', y', z' a pour module J v j = v x'2 + y 12 + Z 12

• Connaissant le sens du 
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déplacement de M sur sa trajectoire, on peut alors en déduire:~~ = ± v x'2 + y'2 + z'2 

puis, déterminer l'équation horaire s --:- F(t) = J: vdt = J: V x'2 + y'2 + z'Z dt et 

la· longueur s2 - s1 = Jtz vdt de l'arc décrit pendant l'intervalle [t1 , t2]. . ~ 

140. Exemple. - Déterminer le vecteur­
vitesse, la vitesse algébrique et l'équation horaire 
du mouvement défini dans le repère orthonormé 
Oxyz par: 

x = 2 t; 
1 

z = 3 t3 (fig. 95). 
_,..... 

Le vecteur-vitesse V a pour composantes: x' = 2~ 

y' = 2 t, z' = t2
• 

En orientant la trajectoire (C) dans le sens t 
croissant, on obtient : 

v = ds = Vx'2 + y'2 + z'2 
dl 

= v 4 + 4 [2 + f4 = [2 + 2 

(C) 

Q 

y 

Fig. 95 

et ~~ = t2 + 2 ~ s = ~ + 2 t + C. En prenant 0 pour origine des arcs sur (C) on obtient 

s = 0 pour t = 0, d'où C = 0 et s = ~ + 2 t. 

1 VECTEUR-ACCÉLÉRATION D'UN POINT 1 

141. Hodographe d'un mouvement. - Considérons le mouvement du point M -- -- -- --tel que : OM = f (t) i + g (t) j + h (t) k. 
-)o.-

Pour chaque valeur de t, construisons (fig. 96) le vecteur Om égal au vecteur-vitesse du ---)- -)o.- dM _,..... _,..... -)-
point M : Om = V = di = f'(t) i + g'(t) j + h'(t) k. 

Lorsque t varie le point m décrit une courbe (H) appelée hodographe du mouvement. 

Fig. 96 Fig. 97 

142. Vecteur-accélération du point M. -Le point m se déplace, en fonction de t, 
sur l'hodographe et admet pour vecteur-vitesse : 

-- _,..... -)o.- _,_ r _ dm _ dV = d (dM) = d2M 
- dt - dt dt dt dt2 
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__ ,_. 

_,..._ d2M 
Le vecteur lié d'origine M, équipollent à r = di

2 
vecteur-vitesse du 

point m, est appelé vecteur-accélération du point M. --Les composantes du vecteur-accélération r du point M(x, y, z) sont donc 

d2y 
Y/1--. 

- dt2 ' 

-J>- -- -- --OM = x i + y j + z k ~ ----- d2M _,_. _,_ _,..._ 
r = dt2 · = x"i + y"j + z"k 

-- -- -- --Dans le cas où OM = f(l) i + g(t) j + h(t) k, on obtient : 
-·>- -'>- -- ->-r = f"(t) i + g"(t) j + h"(t) k. 

-- --143. Accélération tangentielle et accélération normale. - La relation V = v T 
··->- --

entraîne : 
-- dV dv _,_ dT 
r = d{ = dt T + v di' 

_,..._ 
-'~~- -- _,_. dT 

Or T est un vecteur unitaire et la relation T2 = 1 donne par dérivation : 2 T . -df = O. -- --Le vecteur ~i est donc perpendiculaire à T et par suite normal à la tangente en M 

à la trajectoire (fig. 97). 

-- _,..._ dv->-
Le vecteur-accélération r se décompose en un vecteur rT - dt T porté 

__,.,..... 

par la tangente en M et un vecteur r: = v ~ normal en M à la trajectoire. 

--La mesure algébrique YT de la composante tangentielle rT sur la tangente MÀ orientée 

par -f est donc la dérivée ~~ = ~;~ de l'abscisse curviligne de M. Elle constitue 

l'accélération tangentielle (ou accélération numérique) du point M sur sa trajectoire : 

YT -- ~;!· 1 

l 

_,_ 
Par suite YT est donc la mesure algébrique de la projection de r sur la tangente 

-'Jo-

orientée par T. On obtient : _,.... 
-- -- _,_ v 1 -- --YT=r.T=r.-=-V.r ~ v v 

----v. r =v. Y·r. 

--Cette relation découle, par dérivation, de la relation : V 11 = v2 car cette dernière 
-:.-

A -- dV dv -- _,_. 
entrame 2 v . dt = 2 v . (ft ou 2 v . r = 2 v . YT• -- _.,.... __ ,.... 

La composante normale rN = r- r.r est située dans le plan p défini par le point 
_.,.... --

M(x, y, z) et les vecteurs directeurs V(x', y', z') et r(x", y", z") et aussi dans le plan Q --normal en M(x, y, z) au vecteur V(x', y', z'). 
Son module YN est l'accélération normale du point M. Lorsqu'on cannait le module -- --de r et celui de )'T, on peut calculer YN par la formule Y·i + YN2 = r 2 . 
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144. Mouvement uniforme. Mouvement varié. - Le mouvement d'un point M 

sur sa trajectoire est dit uniforme lorsque sa vitesse algébrique ~: est une constante v 

ce qui entraîne : s = s0 + vi. Le diagramme du mouvement dans un repère t 0 s 
est une droite de coefficient directeur v (fig. 98). 

Dans le cas contraire le mouvement est dit varié. Un tel mouvement est dit accéléré 
ou retardé suivant que la valeur absolue de sa vitesse est une fonction croissante ou 

-;.-

décroissante de t. Or 1 v 1 varie comme le carré scalaire V2 = v2 dont la demi-dérivée est : 
-'il>- -'il>- dv 
V. r = v. dt = v. YT· D'où en supposant v 0 : 

-'il>- --1° V. r = v. 'YT > O. La vitesse v et l'accélération tangentielle YT sont de même 
signe : le mouvement est accéléré. 

--- ---20 V . r = v . 'YT < O. Cette fois v ct 'YT sont de signes contraires. Le mouvement 
est retardé. 

-:>- -~')P-

30 V . r = v . 'YT = 0 ===?- 'Y·.r = 0 et v = ete. On a affaire à un mouvement 
->-

uniforme où l'accélération r est, à chaque instant, normale à la trajectoire. 

Fig. 98 Fig. 99 

Un mouvement est dit uniformément varze lorsque son accélération tangentielle 
dzs t t t . t , 'YT = dt2 es une cons an e y, ce qm en rame : 

ds 
v = dt = Vo + yt et t 1 f2 s = So + Vo + 2 'Y • 

où v0 et s0 désignent les valeurs de v et s au temps t = O. 

Le diagramme des espaces (fig. 99) est une parabole admettant pour sommet le point 

Vo v5 C 2 (t Vo) t = - y' s - s0 -
2 1

. omme v. 'YT = y + y , on voit que le mouvement est 

t d ' i Vo '1, ' t Vo re ar e pour < - -, acce cre pour > - -· 
'Y y 

145. Exemple. Reprenons le mouvement du no 140 défini par: 
-?- 1 
0 M : x = 2 t ; y = t2 ; z = :3 t3• --On obtient v : x' = 2 ; y' = 2 t; z' = i 2

• 
-)o-

r : x" = 0 ; y" = 2 ; z" 2 t. 
ts ds 

D'autre part s = 3 + 2 l, v = dt = l 2 + 2 ==9-
d2s 

YT = dt2 = 2 t. ----On vérifie que : V . r = x'x" + y'y" + z'z" 4 t 2 ta = (t2 2) . 2 i = v . 'YT· 

Le mouvement est retardé pour t < 0, accéléré pour t >o. --Enfin : y2
N = r 2

- y2
T = (4 + 4 i2)- 4 l2 = 4 ~ YN = 2. 

L'accélération normale YN est constante et égale à 2. 
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146. Mouvement plan. - Dans un plan rapporté au repère xOy, le mouvement 
œun point mobile M(x, y) est défini par les relations : 

-'J-

OM : x = f(i); y = g(t). (1) 
dx dy 

L'étude du signe des composantes x' = dt et y' = dl du vecteur-vitesse permet 

/ , 

, 
/ 

/ 

/ , 

d'obtenir les variations de x et y, puis de construire la 
trajectoire (C) du point M. Notons que l'élimination 

_,... de t entre les relations (1) donne l'équation F(x, y) = 0 
V d'une courbe, à laquelle appartient la trajectoire (C), 

maiS'' que le mobile M peut décrire seulement en 
partie (exemple : droite support d'un mouvement 
rectiligne vibratoire). 

-'!-- - '!--

-'!-- dM V 
Outre le vecteur unitaire T (IX, ~) = -d = - tan-

s v 
gent en M à (C) (fig. 100), on peut définir le vecteur 

--'!- --1>-- - -1>-- 1t 
unitaire normal N (- ~' IX) tel que (T, N) = + :r 

Fig. 100 

Le produit scalaire -r- . -N donne alors l'accélération --normale yN, mesurée algébriquement sur la normale en M orientée par N. 

147. Exemple. - Étudier, dans le plan du repère orthonormé xOy le mouvement du 
point M défini pour 0 < t < n par: 

x = a (1 + cos t) cos t ; y = a (1 + cos t) sin t. 
On obtient par dérivation : 

V= dM -'i-l x' 
a (sin t + sin 2 t) = - 2 a sin 3

2
t cos ~ 

dt y' - a (cos t + cos 2 t) = ---r- = d2M ) x" = - a (cos l + 2 cos 2 t) 
dt2 { y" = - a (sin i 2 sin 2 t). 

D'où le tableau de variation : 

t 0 
Tt 

3 
X' 0 - -a y3 

2a \{ 
3a 
4 x 

0 ,?f 
3 a y'3 

4 
y 

y' 2a + 0 

La trajectoire est la courbe (C) de la figure 101. 
Le coefficient directeur de la tangente en M : 

~: =- cotg 
3
2
t, tend vers 0 lorsque t tend 

vers rc. Notons que !!. = tg t et que : 
x ---6 = (Ox, OM) = t >- OM = a (1 + cos e). 

Désignons par B le point (x a, y = 0). Le point P, 
d'angle polaire e, sur le cercle de diamètre OB 
est tel que OP = a cos e et la droite OP coupe la 

trajectoire (C) en M tel que Pl\IÎ = a, ce qui 
permet une construction simple de (C). Orientons 
cette trajectoire dans le sens t croissant et 
désignons par A le point (x = 2 a. y = 0). On 
obtient: 

-
\{ 

~ 

-

3 t t 
2 a cos 2 cos 2 

2rc 
3 

0 + 
a 
4 ,?f 

a v3 \{ -4-

-a -

p 
.... ······················ .... 

··· ... \\ 

/B 

p~·· .......................... ············/ 
Fig. 101 

Tt 

0 

0 

0 

0 
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l 
v = 2 a cos -• 

2 

95 

Le mouvement est retardé de A vers 0 . En prenant le point A pour origine des arcs, il vient : 

j 't J't 2 t . t s = 0 vdt = 0 a cos 2 dt = 4 a sm :r 
La relation s = 4 a sin ~ est l'équation horaire du mouvement. La longueur totale L de la tra-

jectoire est : L f~ vdl [ 'J'ô': 4 a sin 2 0 
= 4 a. 

-~ 

-~ v -~ 
Les vecteurs unitaires tangent T = - et normal N s'écrivent 

v 

•77 ( . 3 t 3 t) I - sm 2 , cos 2 et -~ ( 3 t 3 t) 
N - cos "2' - sin 2 · 

_,_ -~ 
L'accélération tangentielle YT = ~Ï = - a sin ~ est bien égale au produit scalaire r. T tandis 

-~ -- t que l'accélération normale est YN = r. N 3 a cos 2. 

EXERCICES 

- Étudier les mouvements suivants où a et b représentent des longueurs données et où t représente 
le temps. On déterminera la trajectoire dans un repère orthonormé, les composantes elu vecteur­
vitesse et du vecteur-accélération et s'il y a lieu l'hodographe et les variations de v2• 

245, ~ X = a C?S t 246. j: a 
=--

1 x 
a et 

cos t 247. y y = b sm t 
= b tg t = b e-·t 

=at 

249. 1 : 
1-[2 (2 + 1 j x =a 1 + ta 250.1 x 

a ;rr-
248. y b 

=- 2 bt (2- 1 
t - 1 + i 2 y b 

a (1 + sin 2 t) 1 x ~ i ( '' + e-•) 
2 a et 

x cos 2 t-- lx - ezt + 1 251. 2 a sint 252. 253. b (e 21 -l) y = cos 2 t 
y = - (et - e-t) y= 2 ez t+ 1 

254. 1 x= a cos 2 l 255. 
1 

x= a sin 2 t 256. x = a sin 2 t 
y= a cos t y= b sin t y = a sin 3 t 

257. Les coordonnées d'un mobile l\1 par rapport à un repère orthonormé xOy sont définies en 

fonction de t > 0 par : x = } ; y = l 2 • 

1 o Former 1 'équation de sa trajectoire. Construire cette courbe et indiquer le sens elu déplacement 
du point M. 

2° Calculer les composantes du vecteur-vitesse et du vecteur-accélération du mobile M à un 
instant quelconque de son mouvement. Déterminer l'hodographe de ce mouvement construit à 
partir de l'origine 0 des coordonnées. 

3° Construire la position du mobile M à l'instant t = 1 ainsi que son vecteur-vitesse et son vecteur­
accélération à cet instant. 

258. Dans un plan rapporté au repère orthonormé xOy, les coordonnées d'un point M sont données 
en fonction de l'instant t par: x = et; y = e-t où t prend toute valeur. 

1° Construire la trajectoire (C) du point M. Donner les composantes du vecteur-vitesse et du 
wcteur accélération à l'instant t. 
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-'P-

20 On mène le vecteur Om équipollent au vecteur-vitesse de i\i à l'instant t. Construire la courbe 
(H) décrite par m. Comparer (H) et (C). 

-'P- -'P-
30 Construire le vecteur-vitesse MM' et le vecteur-accélération M.M". Montrer que M' décrit Ox. 

Quelle est la courbe décrite par 1\'I"? 

259. Dans un plan rapporté au repère orthonormé xOy, on considère le point mobile M dont les 
coordonnées en fonction du temps t sont données par : 

x = cos t; y == sin t - cos t. 
1° Étudier les variations de x et y en fonction de t. Construire la trajectoire et trouver son équauon 

cartésienne. 

2° Après 9Voir mis r 2 sous la forme a + b cos (2 t + a), étudier les variations de la longueur 
OM = r. Quelle relation y a-t-il entre les valeurs de t pour lesquelles r a une valeur donnée? 

3° Déterminer le vecteur-vitesse et son module v. Montrer que l'hodographe relatif à 0 est la 
trajectoire elle-même. Quelle relation y a-t-il entre r et v? 

-'P-
40 Déterminer le vecteur-accélération. Relation avec OM. 

260. On considère dans le plan rapporté au repère orthonormé xOy un point mobile lVI de coor­
données : x = e1 ; y = Log t où t est positif. 

1 o Déterminer l'équation cartésienne de la trajectoire ( r) du mobile M et celle de l'hodographe 
(H) de son mouvement. Construire ces deux courbes. 

2° Calculer, en fonction de t, les composantes du vecteur-accélération de M. 

261. 1° On considère la fonction : y = ~; + V1 + x. Étudier ses variations. Tracer 
le graphe (points et tangentes remarquaples). En déduire la résolution et la discussion graphiques 
de l'équation en x: Vl- x + V1 +x = a où a est un nombre donné. 

2° On pose x = cos t en supposant 0 < t < rr. Exprimer y en fonction de t; rendre logarith­
mique l'expression obtenue. En passant par l'intermédiaire de la variable t, étudier les variations 
de y en fonction de x et résoudre l'équation du paragraphe 1°. 

3° En suppo_§ant que t représente le temps, les expressions de x et y définissent le mouvement 
d'un mobile. Etudier cc mouvement dans l'intervalle (0, rr) : trajectoire, déplacement du mobile 
sur la trajectoire, vecteur-vitesse, vecteur-accélération, hodographe par rapport à l'origine des 
coordonnées (nature et tracé de l'hodographe). 

262. Le temps étant désigné part, on étudie à partir de l'instant t = 0, le mouvement du point M 
de coordonnées : 

1 
x=t+2; y = l2 + 4 t + 3' 

1 
1° Montrer que la trajectoire de l\'1 appartient à la courbe y = 

2 1
• Dans quel sens est-

x-
eUe parcourue ? 

2° Calculer les composantes du vecteur-vitesse. En déduire la courbe à laquelle appartient l'hodo­
graphe et la particularité du vecteur-accélération. 

263. Dans un plan rapporté au repère orthonormé xOy on considère un point mobile M de coor-
1 

données x = 2 Log t et y = l + "-• 
t 

1° Déterminer t en fonction de x, puis y en fonction de x. Construire la trajectoire du mobile M 
et préciser comment se déplace M lorsque l varie de 0 à + oo. 

-~ -·>-
20 Déterminer les composantes du vecteur-vitesse V ct du vecteur-accélération r. Montrer que 

l'hodographe est une demi-parabole de foyer 0 et de directrice y = 2. 

3° La trajectoire étant orientée dans le sens t croissant, on prend pour origine des arcs le point A 
(t = 1). Calculer la vitesse algébrique v et la longueur de l'arc AM décrit entre les instants 1 et t. 

-'P---
264. On_ considère dans le repère orthonormé xOy de base (i, j) le point M de coordonnées 

x = 2 a V2 cos t, y = a sint cos t dont la trajectoire (C) est orientée dans le sens t croissant avec 
pour origine des arcs s le point A (t = 0). 

1° Construire la trajectoire (C) et donner son équation sous la forme y 2 = f(x 2). 
-'P- -'P-

20 Calculer les composantes du vecteur-vitesse V, du vecteur-accélération r, la vitesse algébrique 
v et établir l'équation horaire s = (() (i) donnant l'abscisse curviligne du point M sur (C). Construire 
l'hodographe ct étudier la nature du mouvement. 
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--30 Déterminer les composantes du vecteur unitaire T tangent en M à (C) et du vecteur unitaire 
-)>- -- -- 7t normal N tel que (T, N) = + 2 · Déterminer l'accélération tangentielle YT et l'accélération nor-

-- -!0- -- -)>- -- -)>-male YN· Montrer que le vecteur r fait des angles opposés avec T et J opposé à j ou avec N et 1 

opposé à -r En posant tg ~ = v2 sin t, déterminer en fonction de t.p les angles polaires de-T, N 
-)>-

et du support de r. 

265. Dans le plan rapporté au repère orthonormé xOy, on considère le point mobile M de coor­
données x = a cos '-P + c; y = b sin '-P où les constantes positives a, b, c sont liées par la relation ----a2 = b2 + c2 • On pose OM = p et on désigne par e l'angle polaire (Ox, OM). 

1° Montrer que le lieu du point M est une ellipse (E) de_ foyer O. Calculer, en fonction de '-P, la 
valeur de p, de cos e, de sin e et établir la double relation : p = a + c cos '-P = b

2 

• 
a-c cos e 

2° L'angle '-P variant en fonction du temps t suivant la loi horaire : a '-P + c sin '-P = bt, calculer 

en fonction de '-P, les dérivées t.p' = ~t;' e' = ~~ et la valeur des produits p t.p' et p 2 !:l'. Montrer 
que 6' conserve un signe constant et calculer la période T du mouvement : durée d'une révolution 
sur (E). 

-)>- -)oo-

30 Trouver en fonction de '-P les composantes du vecteur-vitesse V et du vecteur-accébration r 
-- ab

2 
--du point M. Vérifier que r = - --

3 
OM et montrer que l'hodographe est un cercle égal au cercle 

p 
principal de l'elUpse (E). 



1 Oe Leçon 

PROJECTION D'UN MOUVEMENT 

148. Mouvement projeté sur un plan. - Étant donné un point M, en mouvement 
sur sa trajectoire (C), considérons un plan fixe Pet une droite il qui coupe le plan Pen O. 

Au point mobile M associons sa projection MH effectuée parallèlement à il, sur le 
plan P (fig. 102). Il est clair que la trajectoire (C1) du point M1 est la projection sur le 
plan P de la trajectoire (C) du point mobile M. D'autre part, comme la dérivée de la pro­
jection d'un vecteur est la projection de la dérivée de ce vecteur(n° 117), onen déduit que: 

-~ -~ 

Le vecteur ... vitesse V1 et le vecteur-accélération I'1 du point M1 sont res-
-~ 

pectivement . les projections sur le plan P, du vecteur~ vitesse V et du 
' _,_ 

vecteur-accélération r du point M. 
M1 projection de M implique : 

-]>- -]>-

->- dMl . t' d _V,_ dM 
) V1 = dl prOJeC IOn e = dt 

) _,_ d2M . . -- d 2M 
( I\ !:::...;: dfJ.l proJeCtiOn de r dt2 

En prenant les axes Ox et Oy dans le plan P, --Oz suivant il, on vérifie que: OM (x, y, z), -- _,_ V (x', y', z') et r (x", y", z") ont respective-
ment pour projections sur le plan P : 
-- -- ->-OMl (x, y, 0), V1 (x', y', 0) ct I'1 (x 1

', y", 0) - -~ --
p et par suite que vl et rl, projections de v et -- --

Fig. 102 
-r-- t b' l d, .· , dMl t d2Ml , son 1en es envees dT e {itz' 

149. Mouvement projeté sur un axe. -Au point M mobile su:r (C) associons cette 
fois sa projection M2 sur il effectuée parallèlement au plan P; On voit de même que: 

->- -- --Le vecteur-vitesse V2 et le vecteur-accélération r2 du point M2 sont res-
-~ 

pectivement les projections sur 1:::.., du vecteur-vitesse V et du vecteur-accé-
lération r du point M. 

\ -- ---)>.- dM -- dM . v2 = dt 
2 projection de v = dt 

-=+ 1 -- -~ -->- d2M -->- d2M 
r 2 = di2 2 projection de r = -df2 . 

M2 projection de M 
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Avec le même repère que ci-dessus on vérifie que : 
_,..... _,,..... ->-
OM2 (0, 0, z); v 2 (0, 0, z') et I'2 (0, 0, z") 

_,..... -1>- --
sont les projections sur Oz de OM, V et r. 

150. Exemple. - Reprenons le mouvement (n° 140) 
~l>-

OM: x = 2 t; y = f2; 

défini par: 
1 z = - i 3• 
3 

99 

En projection sur le plan xOy, on obtient le mouvement du point M1 (x = 2 t, y = t2, z = 0). 
La trajectoire est la parabole x 2 = 4 y, z = 0 décrite dans le sens x croissant. On vérifie que le 

->- -JI-
vecteur-vitesse V 1 (2, 2 t, 0) et le vecteur-accélération r 1 (0, 2, 0) sont bien les projections sur le 

->- ->-
plan xOy de V (2, 2 t, l 2) et r (0, 2, 2 t). 

En projection sur Oz, on obtient le mouvement du point M2 (x = y = 0, z = ~ t3) dont le vec-
->- ->-

teur-vitesse V2 (0, 0, t2) ct le vecteur-accélération r 2 (0, 0, 2 l) sont respectivement les projections 
->- ->-

sur Oz de V (2, 2 l, l 2
) et de r (0, 2, 2 t). 

151. Mouvements composés. - Si on connaît les mouvements des points M1 et 
M2, on peut en déduire (fig. 103) le mouvement du point M défini par: 

(1) 

Le mouvement du point M est dit résulter de la composition à partir de 0 
des mouvements de M1 et M2• 

Or la relation (1) donne par dérivation : 
->- ->- ->-
dM= dM1 + dMz 
dt dt dt 

et 

Le vecteur-vitesse et le vecteur-accélération du point M sont respective-
ment la somme des vecteurs-vitesse et des , , 

,/ ' vecteurs .. accélération de M1 et de M2 (fig. 103). ____ //' _ '~, 

Ceci se généralise pour plusieurs ·points MH M2... ---------.ç V,_;;; 
-~ ---~ ' ,/" 1 

M~:: en posant : OM = 2:; OMc.:, on obtient: ----------~' _,./ / 
-- -?-

-li- dM dMo: ->-
V = ([[ = 2:; "{;[t = 2:; V(/. 

et 

Pour étudier le mouvement d'un point M dans 
l'espace, on pourra donc commencer par étudier le 
mouvement de sa projection M1 sur le plan xOy et 

Fig. 

1 
1 

1 

1 

1 
1 

1 
,_ 

,' v1 
1 

( 

1 
1 

1 
1 

1 

celui de sa projection M2 sur Oz. Ou bien encore commencer par étudier le mouvement 
de ses projections sur les trois axes de coordonnées. 

Ainsi dans le mouvement du point M du no 140 sa projection P (x = 2 t) sur Ox est animée d'un 
mouvement uniforme, sa projection Q (y = t2 ) sur Oy est animée d'un mouvement uniformément 

accéléré tandis que sa projection l\12 sur Oz a pour cote z = ~ t3 • La projection M1 (x = 2 t, y = t~) 
_,_ 

du point M sur le plan xOy décrit la parabole x 2 = 4 y. Le vecteur M1l\1 ayant pour mesure 

M1M = zlr = ~ on peut ainsi se rendre compte comment est décrite la trajectoire (C) tracée sur le 

cylindre x2 - 4 y 0 (fig. 95). 
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1 MOUVEMENT A ACCéLÉRATION CONSTANTE 

152. Problème. ~ Nous nous proposons d'étudier le mouvement d'un point M --dont le vecteur-accélération reste équipollent à un vecteur fixe r, connaissant en outre --la position initiale M0 et la vitesse initiale V0 au temps t = O. C'est le cas du mouvement 
d'un point matériel dans le vide sous l'effet de la pesanteur, d'une particule électrique 
dans un champ électrique uniforme, etc. Nous supposerons le mouvement rapporté 
à un repère Oxyz. Rappelons que : -- --1° Si un vecteur U a une dérivée nulle quel que soit t, le vecteur U est un vecteur constant 

_,_ _,_ 
U = A (vecteur constant). 

--En effet si les dérivées des composantes X, Y, Z de U sont nulles, ces composantes 
sont des constantes X = tt., Y = ~' Z = y indépendantes de t. -- --20 Si deux vecteurs U et U1 ont même dérivée pour toute valeur de t, leur différence est 
un vecteur constant. -- _,_ dU_ dU1 

([[=di --=+ u -·)>- --ul = c (vecteur constant) 

et par suite : 

153. Cas d'un vecteur-accélération nul. - Supposons d'abord que le vecteur­
accélération du point M soit constamment nul. La relation : 

_,_ --entraîne v = A (vecteur constant). 

--Le vecteur-vitesse V du point M, garde la 
-)>- --valeur V0 A qu'il avait au temps t = O. 

v --_,_ -- dM ->-
La relation V = V 0 ou dt = V0 montre que 

0 -)>- --les vecteurs OM et t V0 ont même dérivée, 
Fig. 1 U! ce qui donne : 

_,_ _,.... _,_ --
OM = t V 0 + C (C vecteur constant). 

-:>- -:.-

Pour t - 0, on obtient : OM 0 = C, d'où finalement 

-- -- --OM = OM0 + t V 0 • (1) 

On voit immédiatement que la trajectoire du point M est la droite 6. issue de :Mo et 
->-

de vecteur directeur V0 (fig. 104). En prenant cette droite pour axe Ox et en posant 
-- ··- ->- --OM = x i, V0 = v i, on obtient l'équation horaire : 

1 x = X 0 + vt. 1 

Tout point mobile dont le vecteur-accélération est constamment nul est 
animé d'un mouvement rectiligne uniforme. -- --Cependant si V0 = 0, la vitesse initiale étant nulle, la vitesse du point M reste nulle -- --et la relation (1) donne OM = OM0 • Le point M est fixe dans le repère Oxyz. 
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--·)>-

154. Cas d'un vecteur-accélération constant-f =1= ·o. - La relation ~~ - -r 
_ .. ,_ -?>-

quel que soit t, montre que les deux vecteurs V et t r ont même dérivée. Donc : 
-?>- -7>- -7>- - ,_ 

V = t r + A (A vecteur constant). 

Pour t = 0, on obtient : -.yo = A >- 1 v = Vo + rf. 1 

_,_ 
(2) 

dM d ( -7>- 1 -?>-) __ ,_ 
La relation dt = dt i V 0 + 2 t

2 r montre que le vecteur OM et le vecteur 

-- 1 -7>- -- ->- _,.,.... 
t V 0 + 2 i

2 r ont une différence constante C. Pour t = 0, on ob tient C = 01\10 : 

(3) 

-- --1 o V 0 est nul ou parallèle à r. - On peut 

--- --poser v 0 = À r et on obtient : 

oti = üMo + ("At + ~ t2fr 'ct -v 

_,_ -->-

D'où : MoM Il r. 
Le point M se déplace donc sur la droite 

0 
Fig. 105 --b. issue de M0 et de vecteur directeur r 

_,_ -->- ->-
(fig. 105). En prenant cette droite pour axe Ox et en posant OM = xi, V 0 -_,_ _,_ 
et r = y i, la relation (3) s'écrit : 

~------------------, 

= x 0 + v0l + ~ yl2. 

Le mouvement du point M est un mouvement rectiligne uniformément varié dont la 
-->-

trajectoire est parallèle à r. 
-·>- --2 ° V0 et r ont des directions distinctes. -- La relation (3) ci-dessus qui s'écrit 

y 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ', 
' 
p x 

-- -- 1 -7>-MoM = t V 0 + 2 t
2 r montre que le vecteur 

-- -7>-MoM est une combinaison linéaire de V 0 
-?>-

et de r. Le point M se déplace donc dans 
le plan R lssu de M0 et de vecteurs direc-_.,_ _,_ 
teurs V 0 et r. Prenons dans ce plan le repère 
XM0 Y, d'origine M0 et de vecteurs de base: 
-?>- --r sur M0X et V 0 sur Mo Y (fig. 106). La 
relation (3) s'écrit : 

M 0M = (V0 + ~ t2-f = X -:r + Y Va 
Fig. lût) So1't .· X t

2 
Y t -2' = . 

La trajectoire (C) est donc, dans le plan R, la parabole Y2 = 2 X. 
--)>- -- . 

Lorsque V 0 et r ont des directions distinctes, la trajectoire du point M est ~me parabole 
-- -·>-tangente en M0 à V0 et dont l'axe est parallèle à r. 

155. Étude du mouvement parabolique. Désignons par MJ> et M0Q les --composantes du vecteur M0M suivant les directions M 0X et M0 Y : 

-- 1 -- -- --- 1 -7>- _,_ _ .. ,.,.... 
M 0M = 2 t

2 r + l V 0 ==+ M 0P = 2 f~ r et M 0Q = t V0 • 
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Le mouvement de M résulte de la compCJsition à partir de M0 , du mouvement rectiligne 
uniformément varié de P sur M 0X et du mouvement rectiligne uniforme de Q sur M 0 Y. 

Le point Q se déplaçant toujours dans le même sens sur M0 Y, le point M décrit la 
-;loo-

parabole dans le sens correspondant à celui de V 0 (sens t croissant). 
-;loo- -;loo- -;loo- -;.-

L'hodographe (H) du mouvement (fig. 107), défini par Om = V = V0 + t r est 
-;loo-

donc une droite parallèle à r. Le produit scalaire 
mo m1 m ->- -~ -~ -~ -;loo-

~ 
(H) v. régal à V0 • r + t r 2 s'annule pour la valeur 

-~ -~ 

de t égale à t1 = - Vo ;_ r · Cet instant t1 qui 
r2 

-~ -;.-0 correspond 
celui où le 
parabole. 

à v perpendiculaire à r, est donc 
Fig. 107 point M passe au sommet S de la 

--~ -- --La relation V. r = (t- t1) r 2 montre que : 

Le point M est animé d'un mouvement retardé avant son passage au sommet S de la 
parabole, d'un mouvement accéléré après son passage à ce sommet. 

-~ 

On vérifie sur l'hodographe que Om = 1 V 1 est décroissant pour t < i11 croissant 
pour t > i1. 

156. Mouvement d'un point pesant dans le vide. - Précisons les résultats ci­
dessus, dans le cas du mouvement dans le vide, d'un point pesant M rapporté à un ------repère orthonormé Oxyz de base (i, j, k). 

z Nous supposons que l'axe Oz est vertical 
ascendant et qu'au temps t = 0, le point M --est en 0, avec un vecteur-vitesse V 0 situé ~H K 6 

2g~~----~r-------------~ 
dans le plan vertical xOz. Nous désignons 

-)-

par v0 le module de V 0 et par ex: l'angle aigu 
-~ --(Ox, V 0) compté positivement dans le sens 
-~ -'>-

de (Ox, Oz). On obtient : -- -- --Vo = V0 (i cos ex: + k sin ex:). 

Le point M est uniquement soumis à la 
pesanteur qui lui communique une accélé­
ration verticale descendante constante égale 
à g (g = 9,81 mjs 2 environ). D'où : 

-·>- -~ 

r =- g k. 

La relation (3) du no 154 qui s'écrit, 
puisque M 0 est en 0 : 

/ 
;"' 

/ 
1 

uz! 
___E_ 'sin 2 a 
2g: 

1 
f 

1 
1 

1 
1 

/ 

Fig. 108 

oM = tYo + ~ t2-f ~ -'>- ->- -- 1 ->--
OM = v0t (i cos ex: + k sin ex:)- 2 gt2 k. 

D'où les équations du mouvement : 

--OM: 1 X = V0i cos ex: 1 y = 0 
1 

z = - 2 gl2 + v0t sin ex:. (4) 

Le mouvement du point pesant M résulte de la composition d'un mou­
vement uniforme suivant l'horizontale Ox et d'un mouvement uniformément 
varié, d'accélération descendante, suivant la verticale Oz. 
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_,.... _,.... 

Notons les composantes de V et r : 
-~ _,.... dM 

V = dt : x' = V0 cos rx; y' - 0; z' = - gt + v0 sin rx (5) 

-~ 
-·>- d2M 
r = df2 : x" = 0 y" = 0; z" = - g. (6) 

157. Équation de la trajectoire. - Opérons dans le plan xOz et éliminons t 
entre les relations ( 4) : 

x t =--­
Vo cos rx 

gx2 
=-----::-"------;;-- + x tg (J,, 

2 v~ cos2 rx 
(7) 

-~ 

La trajectoire du point M est donc une parabole d'axe vertical, tangente en 0 à V 0 

et dont la concavité est dirigée du côté des z négatifs (fig. 108). 

Cette parabole recoupe Ox pour z = 0, c'est-à-dire pour f -= 2 
TJn c;;in rx et au 

g 

· A v~ · 2 0 pomt : x = - sm rx ; z = . 
g 

' ' t Vo • Le sommet S de la trajectoire correspond à z' = 0, c'est-a-dire a = - sm rx. On 

en déduit les coordonnées de S : 
2 Do • 2 Xs = 2 sm ~X; 
g 

L'équation de la parole s'écrit : 

v2 
Zs = _o s 2 <'(. 

2g 

(x- v~ sin 2 1X)
2 

= - 2 v5 cos2 rx (z- vg sin2 rx) 
2g g 2g 

g 

donc sous la forme : (x - x51)
2 = 2 p (z -· z8). Le paramètre algébrique de cette para­

v2 
bole est : p = - ....2 cos2 rx. 

g 
On en déduit que la directrice Il. a pour équation : 

2 v 2 v2 P Vo • 2 o 2 't o 
Z = Zs - 2 = 2 g sm IX + 2 g COS IX SOI : Z = 2 g 

et que le foyer F (x = x8, z = zs + ~) a pour coordonnées : 

v2 v2 
XF = 2 ~ sin 2 IX ; Zp = - 2 ~ COS 2 rx. 

v2 
Soit H le point où la directrice Il. coupe Oz. On vérifie que OF = OH = 2 ~ 

donc que 0 est équidistant de F et de Il.. 
Notons que 0 appartient à la branche ascendante de la trajectoire si IX est positif 

à la branche descendante si IX est négatif. 

158. Étude de la vitesse. - Le vecteur -y-, de module 1 v 1 a pour composantes : 

x' = v0 cos rx et z' = - gt + v0 sin IX. 

D'où v2 = x'2 + z'2 = v5 - 2 v0 gt sin IX + g2t 2• 

Soit V2 
- v5 = - 2 g ( v0t sin rx - ~ gl2

) = - 2 gz 

J v2 = v~ - 2 gz. \ 

Pour v0 donné on voit que la vitesse 1 v 1 du point M ne dépend que de sa cote z 
c'est-à-dire de sa hauteur au-dessus du sol. On vérifie que le mouvement est retardé 
lorsque z croît (car v2 est décroissant), accéléré lorsque z décroît. La vitesse est mini­
mum lorsque M est en S sommet de la trajectoire. 
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EXERCICES 

266. Démontrer que si, dans le mouvement d'un point M, l'hodographe relatif à l'origine 0 est 
-'>"-- _,__ _,__ _,__ -·>-

une droite issue de 0, on a OM = A(t) I + K où I et K désignent des vecteurs constants et A(t) 
une fonction de t. En déduire que le mouvement du point lVI est un mouvement rectiligne. 

267. Si l'hodographe relatif au point 0 est une droite ne passant pas par 0, démontrer les rela­
_,__ --:.- ---->-

tions (où I, J, K sont des vecteurs constants) : 
--:.- _,__ _,__ _,__ 
Om = V = a(t) I + J et 

- ;>- _,..... _,__ ---->-
OM = A(t) I + t J + K. 

En déduire que le mouvement du point M résulte de la composition de deux mouvements recti­
lignes, l'un d'eux étant uniforme, et que la trajectoire est plane. 

268. Démontrer que si l'hodographe relatif à 0 est situé dans un plan P passant par 0 et de 
-·>- _,__ 

vecteurs de base I et J, on a les relations : 
_,..... _,__ _,__ _,..... _,..... _,__ _,__ 
V = a(l) I + b(t) J et OM = A(l) I + B(l) J + K. 

En déduire que la trajectoire du point M est située dans un plan parallèle à P. 

269. Lorsque l'hodographe relatif à 0 est dans un plan P ne passant par 0, on peut écrire, en 
-~-~-'J---~ _,..... 

désignant par I, J, K, L des vecteurs constants tels que K soit perpendiculaire au plan P conte~ 
-·>- -~ 

nant I et J : 
-']>- -']>- -~ -~ 

-- -;>- -·>- -~ --V = a(t) I + b(l) J + K et OM = A(l) I + B(t) J + t K + L. 

En déduire que le mouvement de lVI résulte de la composition d'un mouvement curviligne dans 
le plan P et d'un mouvement rectiligne uniforme, suivant une droite !:.. perpendiculaire au plan P. 

270. 1 o Dans tout mouvement uniforme, l'hodographe relatif au point 0 est une courbe tracée 
sur une sphère de centre 0 et le plan normal en tout point m de l'hodographe passe par O. 

2° Démontrer que l'une des deux propriétés précédentes entraîne l'autre et que dans ce cas on a 
affaire à un mouvement uniforme. 

271. Un point M mobile dans l'espace rapporté au repère Oxyz est soumis a une accélération 
-:.-d2M _,_ 

définie par df?. = - wa OIVI. 

l o Démontrer que les coordonnées x, y, z de M vérifient la même équation différentielle 
x" + w2 x = 0 dont la solution s'écrit x = a cos w t + b sin w t. 

-- -li- -- -~ --En déduire que OM = I cos w i + J sin w t où I et J sont deux vecteurs arbitraires constants. -- --20 Soient M0 et V0 la position ct la vitesse initiales du point M au temps t = O. Exprimer 1 
---.;,..- -i>- _,_ -i>-

J et OIVI en fonction de OIVI 0 et V0 • Que peut-on en conclure pour la trajectoire de lVI? 
-~ _,_ -:.-

30 En posant w t = rp - a, écrire OM sous la forme OA cos cp + OB sin rp et déterminer oc pour 
-'1>-- -·>-

que l'on ait OA . OB = O. En déduire que la trajectoire est une ellipse de centre O. 

272. Dans un repère orthonormé xOy le mouvement du point M (x, y) est défini en fonction du 
temps par : 

X=2l-1; y = 2 t2 - 2 t + 1. 

1 o Déterminer et construire la trajectoire du point M. 

2° Calculer les composantes du vecteur-vitesse ct construire cc vecteur-vitesse à l'instant t = 1. 
Calculer les composantes du vecteur-accélération et montrer que ce vecteur reste équipollent à un 
vecteur fixe. Construire le vecteur accélération à l'instant t = 1. 

3° Construire l 'hodographe du mouvement relatif au point O. Calculer la valeur absolue de 1a 
vitesse et indiquer quand t varie de 0 à + ro la nature du mouvement (accéléré ou retardé). 

273. On considère, dans un repère orthonormé xOy, la parabole (P) d'équation y 2 = 2 px (p > 0). 
Un point M, mobile sur cette parabole, est tel que sa projection K sur Oy est animée d'un mouvement --uniforme de vitesse positive a et passe en 0 à la date t = O. On désigne par MR le vecteur-vitesse 

-~ 

du point M et par MS son vecteur-accélération. 
1 o Calculer en fonction du temps t les coordonnées x et y de M et les composantes des vecteurs 

-;.- --~ 

MH et MS. 
2° Trouver l'hodographe du mouvement, puis l'ensemble des points S. 
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3o Calculer les coordonnées du point H.. Par quelle transformation ponctuelle passe-t-on de la 
parabole (P) à la courbe décrite par R ? 

4° Soient 0 le sommet et F le foyer de la parabole (P). Soient Met M'deux points de P, K et K' 
leurs projections orthogonales sur Oyet soit Q l'intersection de la droite 1\i'K' ct de la tangente en lVI à (P). 

Démontrer la relation 4 Ql\1'. OF = KK' 2• 

En déduire l'ensemble des points Q lorsque, M décrivant la parabole P, la distance KK' reste 
égale à une longueur constante a. 

274. 1 o Calculer cos 3 t en fonction de cos t. 
2° Un point M, mobile sur la courbe d'équation y = 4 x3

- 3 x, a pour abscisse x = cos t à 
l'instant t. Construire dans un repère orthonormé xOy la trajectoire de M. Montrer que le mouvement 
projeté de lVI sur Oy est un mouvement sinusoïdal dont on précisera le centre, l'amplitude, la période. 

3o Calculer les abscisses du mobile à ses passages aux points de sa trajectoire d'ordonnée - V
2
. 

275. Dans le plan du repère orthonormé xOy, un point mobile P décrit Ox d'un mouvement 
uniforme de vitesse a > 0 et a pour abscisse Xo au temps t = O. Un deuxième point mobile Q décrit 
Oy d'un mouvement uniformément varié. Au temps t = 0, il a pour ordonnée Yo et une vitesse 
Vo > 0 et au temps t = 1, sa vitesse est égale à Vo - g (g constante positive donnée). 

1 o Donner les coordonnées à l'instant t des mobiles P et Q. Construire la trajectoire (C) du point M _,_ _,....._ _,...._ 
tel que OM = OP + OQ. Équation de cette trajectoire (C) et coordonnées x1 , y1 de· son sommet. 

2° Former la relation indépendante de t à laquelle doivent satisfaire les données pour que les 
mobiles P et Q se rencontrent en 0 et indiquer la date de cette rencontre. 

3o a) On se donne Xo et yo, montrer qu'il existe une valeur et une seule de Vo pour laquelle il y a 
une rencontre de P et Q. 

b) On se donne Vo et yo. Montrer que, sous certaine condition, il y a deux valeurs de Xo pour les­
quelles il y a rencontre. Calculer les valeurs de la vitesse v du mobile Q au moment de ces rencontres 
et montrer qu'elles sont de signes différents. 

276. 1° Un projectile est lancé verticalement vers le haut à partir du point 0 avec une vitesse Vo 

qui lui permet d'atteindre une hauteur de 25 m. Calculer Vo
2 

où g = 9,81 mfs 2 désigne l'accé­
g 

lération due à la pesanteur. Dans la suite du problème, Vo désigne la valeur ainsi déflnie. 

2° On lance le projectile à partir de 0, avec la vitesse Vo suivant une direction Ou faisant avec 

l'horizontale Ox un angle de tir (Ox, Ou) = a tel que tg a = ~· Déterminer le point P où le projec-

tile atteint le plan horizontal H de cote 6,25 m, au-dessous du point O. 

3° Trouver un deuxième angle de tir~ permettant d'atteindre le même point P. Calculer le rapport 
des durées des trajets de ces deux mouvements. Sous quel angle y faut-il tirer, avec la même vitesse 
initiale Vo pour atteindre un point aussi éloigné que possible sur le plan H (on pourra calculer cos 2 y). 

277. Dans le plan du repère orthonormé xOz où Oz est vertical ascendant, on considère le mou-

vement d'un projectile pesant lVI déflni par : x = Vot cos rx.; z = - ~ gt 2 +Vot sin a. 

dans lequel le module Do de Vo est donné, mais où on fait varier l'angle de tir rx. de - ~ à ~· 

1° Étudier le cas où o: = + i· Calculer l'altitude maximum z atteinte par lVI. Exprimer à tout 

instant le carré de la vitesse V 2 du point J\:I uniquement en fonction de g et de lz = z1 - z. 

2° Déterminer l'ensemble des positions du projectile lVI à un instant donné t lorsque ex varie de 

- ~ à ;. Écrire l'équation de la trajectoire Co: correspondant à une valeur donnée de ex. Montrer 

que la directrice de Ca est une droite fixe .6. de cote z = z1 • Lieux du foyer F et du sommet S de Ca. 
Exprimer v2 en fonction de g et h = z1 - z. 

3° Déterminer a, par sa tangente, pour que la trajectoire Ccx passe par un point donné A (xo, Yo). 
Établir l'existence d'une parabole (r) dite de sûreté, limitant l'ensemble des points A pouvant être 
atteints par le projectile M. :.\1ontrer qu'en tout point de ( r) la trajectoire unique Co: qui y passe est 
tangente en ce point à (r). Quelle relation y a-t-il entre les deux valeurs de a permettant d'atteindre 
un point B (x = a, y = 0) de Ox ? 
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1 MOUVEMENT CIRCULAIRE 1 

159. Mouvement circulaire. -

y 
B 

A' 

B' 

Fig. 109 

_,..... _,.... -;l>-

OM = Ri cos 0 + R j sin 0 

Considérons, dans un plan rapporté au repère 
orthonormé xOy, le cercle (C) de centre 0 et de 
rayon R (fig. 109). Ce cercle coupe Ox en A 
(R, 0), Oy en B (0, R). La position d'un point 
M sur le cercle est déterminée par son angle 

-·:»- --polaire : 0 = (Ox, OM) mesuré en radians à 2 krr: 
près ou par son abscisse curviligne 

s = AM =+ 1 s = R6 1 (1) 

Les coordonnées de M sont alors : 

1 x = R cos El / y = R sin o.j (2) -- _,.... _,..... _.,..... 
Comme OA = R i et OB = R j le vecteur 
~ -- --OM = x i + y j s'écrit : 

~ 1 oM: = oA. cos e + oi3 sin e. 1 (3) 

Lorsque le point M est mobile sur le cercle, le mouvement est déterminé par la rela­
tion e = {(t). On obtient l'équation horaire : 

s = R 6 >- s = R f( t). ( 4) 

160. Vitesse angulaire. - En posant~~ = f'(l) = 0', la vitesse algébrique du 

point M s'écrit : 
ds de 

v = dt = R dt v = R 6'. (5) 

Cette vitesse est donc le produit de R par 6' : 

La dérivée 6' = ~~ de l'angle polaire 0 du point M est appelée vitesse 

angulaire du point M sur le cercle. 
L'unité de vitesse angulaire est le radian par seconde (1 rd/s). C'est la vitesse angu­

laire d'un mobile parcourant un arc de 1 radian par seconde. 
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" d2 0 -- f"(t) De meme en posant dt2 - 0" (accélération angulaire) on voit que I'accé-

lération tangentielle s'écrit 

(6) 

Lorsque 0" est nul quel que soit t, la vitesse angulaire 0' est une constante w et la 
vitesse algébrique v = Rw est constante. Le mouvement circulaire est uniforme. 

et 

161. Composantes cartésiennes 

o = f(t), O' = ~~ = f'(t) 

OM) x = R c?s e 
1 y= R sm 0 

-·)>- --

de V et r. - Compte tenu des relations 
d2 0 

et 0" = - -- = f"(t) nous obtenons 
dl2 

' 
-·)>-

==}> V dM ~ x' = - R 0' sin 0 
dt ( y' = R 0' cos O. 

~~ _ d2M ) x" = - R 0" sin 0- R 0'2 cos 0 1 - dt2 ( Y 11
- H 0'1 cos 0- H 0'2 sin El. 

_,_ --Pour interpréter ces formules, il faut chercher les projections de V et r sur le rayon 
OM et ]a tangente M/.. au cercle. Il est plus facile d'opérer comme suit. 

_,_ -- -;>-- -Jo-

162. Composantes tangentielles et normales de V et r. -Désignons par I et J 
les vecteurs unitaires d'angles polaires 8 et 

1T: o + 2 (fig. 110). 

-- ~ cos 0 On obtient : l . e sm 

-sin 8 

cos El. 

-- .. Le vecteur l n'est autre que le vecteur umta1re 
-- -- -->- 1T: de l'axe OM. La relation (1, J) = + 2 montre 

~ --que J est égal au vecteur unitaire T tangent 
en M à la trajectoire et orienté dans le sens 
direct (0 croissant). Par dérivation, on obtient: 

->-

y y -v 

A' 

Fig. 110 

_,_ ----dl~- sin 0 et dJ )- cos e 
dOl- sin 0 

dl -­
==}> dB= J dJ --et dO =- 1. do ( cos e -- --Comme OM = R l, on obtient en dérivant par rapport à t : -- --v_ dM = H dl . d~ 

- dt dO dt 
_,_ ->-
v= R 0' J 

et 
-- ----r = dd2tM2 = R El"-J + R 0' dJ . dO =?-

de dt 

_,..... --

x 

(7) 

(8) 

La relation V = R 6' J montre que le vecteur-vitesse, d'origine M, est porté par la 
~ 

tangente et a, sur cette tangente orientée par J, pour mesure algébrique : R 6', c'est-

à-dire v = ~~ (n° 138). 
_,_ -- -- _,_ La relation r = R 0" J- R 0'2 l montre que le vecteur-accélération r admet pour 

-:>- -- -- --composantes rT = R 6" J sur la tangente et rN = - R 0'2 l sur la normale OM. 
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--La mesure algébrique de la composante r . .r sur la tangente est l'accélération tangen-
d~ -tielle 'YT = R 0" = dt 2 (n° 143). La composante rN portée par MO et dirigée vers le 

centre du cercle (C) est donc située dans la concavité de la trajectoire. Son module 
YN = R 6'2 est l'accélération normale. Compte tenu de la relation v = R 0' on obtient : 

v2 
YN = R 8'2 = R' 

163. Mouvement circulaire uniforme. - Un mouvement circulaire est uniforme 
lorsque sa vitesse angulaire 61 est une constante w, cc qui implique 6" = 0 et 0 = wt + a. 

Le point M décrit le cercle (C) d'une façon uniforme dans le sens direct pour w > 0 

Fig. 111 

(fig. 111 ), dans le sens rétrograde pour w < O. 
En supposant w positif on voit que la période 
T du mouvement vérifie : 

2rt 
T =-· 

(Ù 

C'est la durée d'une révolution du point M 
sur le cercle. 

x La fréquence du mouvement est le nombre 
de tours (ou cycles) par seconde : 

1 (Ù 

n =- ~ n = -· T 2rc 
-·)D- -- _,..... -)D-

En posant OM = R I = R i cos 0 + R j sin o. 
on obtient : 
x = R cos ( wi + oc); -- --Le vecteur-vitesse V = R w J a un module constant 1 v 1 

y = R sin (wt + oc). 

= R w et l'hodographe 
est un cercle de rayon R w décrit d'un mouvement uniforme. 

_,..... -JI-

Le vecteur-accélération se réduit à r = - R w2 I. L'accélération tangentielle est 

nulle et l'accélération normale est~~ = R w2, c'est-à-dire YN = ~· D'autre part puisque -- _,..... -- --OM IIC RI, on obtient : r = - w2 OM. 

164. Mouvement rectiligne vibratoire simple. -Rappelons que lorsqu'un point 
M décrit le cercle (C) de centre 0 et de rayon R 
d'un mouvement uniforme tel que 0 = wt + oc, sa Y 
projection orthogonale P sur Ox est animée (fig. 112) 
d'un mouvement vibratoire simple (ou sinusoïdal) : 

x = R cos ( wt + oc) ->- --
~ OP = OA cos (wt +oc). 

Le point P . décrit, alternativement dans chaque 

sens, le segment AA'. La période T = 
2 

rr et la 
(Ù 

phase wt + oc du mouvement sont celles du mouvement 
circulaire du point M. Notons que le vecteur-vitesse 
et le vecteur-accélération de P : __ ,_ 

dP _,..... 
dl=- wOAsin(wt +oc) 

et 

A' 
0 

B' 
Fig. 112 -- _,.. dM d2M 

sont respectivement les projections orthogonales sur Ox des vecteurs df et dt
2 

• 

De même la projection orthogonale Q du point M sur Oy est définie par : 

y = R sin (wt + oc) ~ OQ = OB sin (wl + oc) = OB cos ( wt + a-~)· 
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Le point Q est donc animé d'un mouvement sinusoïdal de même centre 0, de même 

période T et de ~:me a~plitud;_ R que celui du point P, mais déphasé de ~· 
La relation OM = OP + OQ montre que : 

Tout mouvement circulaire uniforme résulte de la composition de deux mouvements 

sinusofdaux de même centre, de même amplitude et de même période, mais déphasés de + ~ 
et s'effectuant dans deux directions rectangulaires. 

_,...... _,...... --
Lorsque OM = OA cos (wt + ~) + OB sin (wt + ~) le mouvement de M est un -- _,...... 

mouvement circulaire uniforme si OA = OB et OA J. OB. 
----- -·)>-

Comme à tout vecteur OA on peut associer un vecteur OB de même module que -- _,..... 
OA et perpendiculaire à OA, on voit réciproquement, que tout mouvement sinusoïdal - --OP = OA cos ( wt + ~) peut être considéré comme la projection orthogonale d'un 
mouvement circulaire uniforme. 

MOUVEMENT H~LICOÏDAL UNIFORME 

165. Hélice circulaire. - Dans le repère orthonormé Oxyz, considérons l'hélice 
circulaire (H) définie (fig. 113) en fonction du paramètre 0 par: 

->-
OM : x = a cos 8; y = a sin El; z = h 6. (1) 

La longueur a est le rayon du cylindre de révolution (S) d'axe Oz et d'équation 
x2 + y2 = a2 sur lequel est tracé l'hélice (H). La 
constante h est le pas réduit de cette hélice. Soit 

,.......,. 
A (a, 0, 0) le point origine des arcs s =AM sur cette 
hélice orientée dans le sens El croissant. 

Désignons par P la projection orthogonale du 
point M sur le plan xOy et par Q sa projection sur -- -- _,..... 
Oz, ce qui entraîne : OM = OP + OQ. 

Le point P décrit le cercle (C), cercle de base du -- --cylindre (S) et 0 est l'angle polaire (Ox, OP) du point 
,...... 

P dans le plan xOy. L'arc cr = AP du cercle (C) est 
égal à a 0 et la cote z = PM du point M est égale 
à hO. 

En désignant comme au no 160 par: 

-Ï 1 c?s 6 et -y j - sin ° les vecteurs unitaires 
sm 6 cos 0 

d'angles polaires El et 8 + ; du plan xOy on obtient : 
_,...... -- -)>- -·>- -J>-

OM = OP + OQ = aI + h Ok. 

y 

Fig. 113 

_,...... _,...... .;_,...... --
OP = aI et OQ = h 8 k : 

(2) 

166. Mouvement hélicoïdal. - La position du point M (0) mobile sur l'hélice (H) 
est définie en fonction du temps t par la loi horaire El = f(t). 

En posant 0' = ~~ = f'(t), on obtient les composantes du vecteur-vitesse --y du 

point M en dérivant les relations (1) : ---- dM V = dt : x'= -a 0' sine; y' = a 11' cos 0; z' = h 0', (3) 
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Donc, d'après ces relations, ou en dérivant la relation (2) : 
->- ->- _,_ 
V = a 6' J + h 6' k. 

_,...... 
Ce qui donne : V2 = v2 = a2 0'2 + h2 6'2 = (a2 h2) 6'2, 

L'hélice étant orientée dans le sens 6 croissant, v = ~~et 6' = ~~ sont de même 

signe, soit 

v = v' a2 + h2 6' ou ds = ~ 1 2 + f2 de. 
dl v a z dt 

Cette relation entraîne, puisque s et 6 sont nuls en A : 

ds = v' a2 + h2 d 0 ===>- l s = e v' a2 + h2
• (4) 

~ ,.......,. 
La longueur de l'arc s = AM de l'hélice est proportionnelle à 0, donc à cr = AP. 

167. Mouvement hélicoïdal uniforme. - Le mouvement du point M sur l'hélice 

(H) est uniforme si la vitesse algébrique v = ~~ = ~+ h2 0' est constante. Pour 

qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que 0' soit une constante w et 

8' = ~~ = w ===>- 1 0 = wt + o: (5) 

d'où les équations cartésiennes du mouvement _,_ 
OM: x= a cos (wt + o:); y= a sin (wi + o:); z = h (wl + o:). 

Le point P décrit le cercle (C) d'un mouvement circulaire uniforme à la vitesse angu­
laire w et le point Q décrit Oz d'un mouvement rectiligne uniforme de vitesse hw. 

_,_ -- __ ,...... 
Et puisque : OM = OP + OQ : 
Un mouvement hélicofdal.uniforme résulte de la composition d'un mouvement circulaire 

uniforme sur un cercle (C) et d'un mouvement rectiligne uniforme suivant l'axe du cercle (C). 

168. Vecteur-vitesse. - En dérivant la relation : OM = ai+ h 6 k 
et compte tenu des relations (n° 162) : -- -- -- --

0
/ _ dO _ di dl de -

3
- t dJ dJ d6 -~1 · 

- dt - (J) ; ; dt = dEl x dt - (J) e dt = da • dt = - (J) --~ dM -- --on obtient : V = dt = w a J + h w k. (7) 
-il-

Le vecteur-vitesse V lié au point M (fig. 114) se projette donc sur le plan xOy suivant 

y 

Fig. 11-! 

--le vecteur w a J, vecteur-vitesse du point P, de 
module w a. Il se projette sur Oz suivant le vecteur --constant h w k de module wh. 

-;>-

Le vecteur V a donc un module constant 

1 v 1 = w v' a2 + h2 et fait avec Oz un angle cons-
w a a _,_ 

tant cp tel : tg cp = wh = h.' Ce vecteur V étant 

tangent en M à l'hélice (H) est évidemment situé 
dans le plan tangent au cylindre (S) suivant la 
génératrice PM. -- --Le point m tel que Om - V, a pour coor-
données (3) : 
x' = - a (J) sin a; y' = a (J) sin e ; z' = h w. 

L'hodographe, lieu du point m est donc, dans le 
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plan z = h w, un cercle (C') d'axe Oz, de rayon a w, décrit d'un mouvement uniforme. 
Le lieu du segment Om est un cône de révolution d'axe Oz et de demi-angle au 
sommet égal à q;. 

169. Vecteur ... accélération.- En dérivant la relation (7), on obtient 

-- -- -- --- -- --Or OP = QM - a I. Donc r = - w2 OP = w2 MQ. 

---Le vecteur accélération r, lié au point M, est donc un vecteur de module constant 
w2 a, équipollent au vecteur-accélération du point P. Il est porté par la droite MQ et 
dirigé vers l'intérieur du cylindre (S). Il est donc normal en M à ce cylindre et par -- --suite à l'hélice (H). Le vecteur-accélération r se réduit donc à sa composante rN' 
ce qui résulte du fait que le mouvement est uniforme (n° 143). 

170. Exemples de mouvements hélicoïdaux.- Lorsqu'une hélice circulaire glisse 
sur elle-même, tout point M lié à cette hélice est animé d'un mouvement hélicoïdal 
(mouvement d'un tire-bouchon, d'une vis, d'un foret hélicoïdal, d'un écrou ou d'un 
boulon). 

Le mouvement hélicoïdal est uniforme lorsque la vitesse angulaire autour de l'axe 
de l'hélice est constante. Tout point de l'hélice d'un bateau (ou d'un avion) qui se 
déplace en ligne droite, à vitesse constante, est animé d'un mouvement hélicoïdal uni­
forme. Il en est de même du mouvement d'un point du vilebrequin ou du volant 
d'embrayage d'une voiture automobile (à moteur longitudinal) lorsque cette dernière 
roule en ligne droite à vitesse constante. 

EXERCICES 

278. Un point M est mobile dans le plan du repère orthonormé xOy et ses coordonnées en fonction 
du temps t sont : 

x = 2 cos t - sin t ; y = 2 sin t + cos t. 
1 o Montrer que le point ::\1 est animé d'un mouvement circulaire uniforme. Construire sa tra­

jectoire et déterminer son rayon R. --20 Calculer les composantes du vecteur-vitesse V, son module v et construire l'hodographe du 
mouvement relatif à O. -- -- --30 Déterminer le vecteur-accélération r et démontrer que r = - OM. 

279. Dans un plan rapporté au repère orthonormé xOy, on considère les deux cercles de centre 0 
et de rayons respectifs a et 3 a, coupant la demi-droite Ox en A et B. Un premier mobile P parti 
de B au temps l = 0 décrit le grand cercle avec une vitesse angulaire constante de 1 radian par 
seconde. Un second mobile Q parti de A à l'instant t = 0 décrit le petit cercle avec une vitesse angu­
laire constante de 3 radians par seconde. 

1 o Quelles sont à l'instant t, évalué en secondes, les coordonnées du point P, du point Q, du milieu 
M de PQ et du milieu N de MQ? -- --20 Déterminer les composantes du vecteur-vitesse V du point M ainsi que celles du vecteur ON. 
Comparer les directions et les modules de ces deux vecteurs. 

280. On considère le point mobile M dont les coordonnées, en fonction du temps t, dans le repère 
orthonormé xOy sont : x~r = R cos w t; Y:.r = R sin w l. 
On désigne par P la projection orthogonale de M sur Ox et on construit le point N tel que 

->- -ON = OM sin w t. 
1 o Étudier les mouvements des points M, P et N. Construire les trajectoires des points M et N, 

puis comparer les modules de leurs vecteurs-vitesse et de leurs vecteurs-accélération. 
2° Calculer la longueur du segment NP à l'instant t. A quels moments cette longueur est-elle 

maximum ou minimum? Quelle est alors l'ordonnée de N? Démontrer qu'à ces instants les projec­
tions des vecteurs-vitesse de N et de P sur la droite NP sont des vecteurs équipollents. 
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281. Le plan étant rapporté au repère orthonormé xOy, on considère les cereles égaux (C) et (C ') 
de centres respectifs C (a, 0) et C' (-a, 0) tangents en 0 à Oy et de diamètres OA et OA'. Un angle 

de droites constant (OU, OV) = 3 
4

TC tourne autour de son sommet avec une vitesse angulaire 

constante w. 

1 o Montrer que les points d'intersection M et M' de OU avec (C) et de OV avec (C') ont une 
-')>- -')>-

vitesse constante et que l'angle (CM, C'M') garde une valeur constante. 
2° On suppose qu'au temps t = 0 le point M est en A. Écrire les coordonnées de M, de M' et du 

milieu 1 du segment MM'. Montrer que la trajectoire de 1 est un cercle de centre O. Calculer le rayon 
de ce cercle. 

-'l>- -'l>-

3o Trouver les coordonnées du centre 0 de la rotation qui transforme CM en C'M'. Former l'équa-
tion de la droite MM'. Déterminer l'ensemble des points du plan par où passe au moins une droite 
MM' et l'équation de la courbe (H) limitant cet ensemble. Préciser les éléments de (H). 

282. 1° On désigne par t un paramètre réel tel que 0 < t < 2 TC et par u le nombre complexe 

~ (cotg ~ + i )· Calculer le nombre complexe z = u 2 sous la forme x + i y. Déterminer son 

module p et son argument o. Établir la relation : p = x + ~· 
2° Le paramètre t représente le temps et on considère le mobile m d'affixe z = x + iy dans le 

repère orthonormé xOy. Déterminer la trajectoire (C) du mouvement et former son équation carté-

sienne. Indiquer les dates de passa~e du point m aux points de (C) qui ont pour abscisse ~· 
3° On associe les positions m et m1 rel:üives aux instants t et t1 = t + TC, Soient M et M1 leurs 

homologues dans l'inversion de pôle 0 ct de puissance 1. Évaluer les mesures algébriques : OM sur 
l'axe d'angle polaire t, OM1 sur l'axe d'anf:$le polaire t + TC et calculer la distance MMt. Trouver 
lorsque t varie la trajectoire du milieu I de MM1 et la nature de son mouvement. 

283. On considère le mouvement vibratoire elliptique d'un point M défini dans un repère ortho-
normé par : x = a cos w l ; y = b sin w l. 

1 o Construire l'ellipse (E) trajectoire du point M. Déterminer la période T du mouvement. Compa-
-'Jio- -~:>-

rer le vecteur-vitesse V du point M au vecteur OMu le point M1 étant la position de M au temps 
T -')>- --+ 4 . Démontrer la relation r = - w2 OM. 

2° On construit les points : I 1 x = (a + b) cos w t ct J l x = (a- b) cos w l 
( y = (a + b) sin w t 1 y = (b-a) sin w t. 

Nature des mouvements de I et J? Montrer que M est le milieu de IJ. Comparer en grandeur et 
direction les vecteurs MI et OM1 • Que représente IJ pour l'ellipse (E)? 

3° Soient P et Q les projections de I sur Ox et Oy. Montrer que PQ passe par le milieu R de OI 
et par le point M, que RP = RQ = RO = RI, 1que MP = b ct MQ = a. Connaissant les points 
0, M et Ml> en déduire une construction géométrique de I, R, P, Q ct des sommets de l'ellipse (E). 

284. Le plan est rapporté au repère orthonormé xOy. Sur le cercle (C) de centre 0 et de rayon R 
on considère les deux points M1 et M2 d'angles polaires : 

-- -')>- -'l>- -'l>-
(Ox, OM1) = 01 et (Ox, OM2) = 02 • 

-- -')>-Soient T1 et T2 les vecteurs unitaires tangents au cercle en M1 et M2 respectivement, définis 
-')>---')>- -'l>--'l>- 1'C 

par (OM11 T1) = (01Vl2, T2) = + 2' 
-')>- -'l>-

1° Écrire les coordonnées de M1 et M2, les composantes des vecteurs T1 et T 2, l'équation de la 
-'l>- -- -')>-droite M1M2 ct les composantes des vecteurs M1M2 et T 1 + T2 • Montrer que ces deux derniers sont 

parallèles. 
2° On suppose que M1 et M2 sont variables sur le cercle (C) de telle sorte que : 

el = wl t + 'P1; 02 = w2 t + cp2 (où wu w2 , 'P1, cp2 sont des constantes et t le temps). 
-- -')>-Exprimer les vecteurs-vitesse de M1 et M2 en fonction de R, w1, w2, T1 et T2. Soit G le barycentre _,.,.... 

de M1 affecté du coefficient w2 ct de M2 affecté du coefficient w1 • Déterminer les composantes de OG 
-~:>- -'l>-

c.ùu w2, T1 + T 2 et déter-et du vecteur-vitesse du point G. Exprimer ee dernier en fonction de R, 
miner son support. 

3° On suppose que w1 = w, w2 = - 3 w, cp1 = 0, cp2 = TC et R = ~· Exprimer cos 3 t et sin3 l 

en fonction de sin l, cos t, sin 3 t et cos 3 t. Écrire pour ces valeurs particulières les coordonnées 
de G sous forme de puissances de cos w t et sin w t. Que représente la droite M1:\12 pour le lieu de G? 

285. Dans un repère orthonormé xOy on considère sur l'axe Ox, les points fixes A, B, C, d'abscisses 
respectives a, - a et 2 a (a > 0). 
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1 o Un point mobile P se déplace sur un cercle de centre A et de rayon a, avec une vitesse angu­
laire positive constante w. Au temps t = 0, il se trouve en C. Un point mobile Q se déplace sur un 
cercle de centre B et de rayon a avec la vitesse angulaire négative constante - w. A la date t = 0, 

l'angle (BO, BQ) a pour valeur + i· Calculer à l'instant t, les coordonnées des mobiles P et Q, 

puis celles du milieu M de PQ. Montrer que M est animé d'un mouvement rectiligne vibratoire 
simple. Préciser sa période et son amplitude. 

2o Un mobile S se déplace sur le cercle de centre C et de rayon 2 a avec une vitesse angulaire cons­
tante - w. Au temps t = 0, il se trouve en O. Calculer les coordonnées du point N barycentre des 
points Q (2) et S (1). Démontrer que N est animé d'un mouvement circulaire uniforme. 

-cl>- -cl>-

286. On considère le repère cartésien orthonormé xOy de vecteurs de base i et j et les trois points 
mobiles P, P' et M tels que : 

-cl>- -cl>- -cl>- _,..... -cl>- -cl>- _,..... -cl>- --

OP = (1 +cos t) i + sint.j; OP' =:- 1 +sint) i + cost. j et OM =OP+ OP'. 

1 o Démontrer que les mouvements de P et P' sont circulaires uniformes. Déterminer leurs vitesses 
angulaires. Construire au même instant t le vecteur-vitesse et le vecteur-accélération de chacun 
de ces points. 

2o Démontrer que le mouvement de M est un mouvement rectiligne vibratoire simple. Préciser 
le support de la trajectoire, l'amplitude et la période de ce mouvement. 

287. Dans l'espace rapporté au repère orthonormé Oxyz, on considère le point mobile M dont 
les coordonnées (x, y, z) sont définies en fonction de t par les formules : 

x = 3 cos 2 t; y = 3 sin 2 t; z = 8 t. 
-cl>-

1 o Déterminer les composantes du vecteur-vitesse V, la vitesse algébrique v sur la trajectoire ,.......,.. 
orientée dans le sens t croissant et la longueur s de l'arc AM décrit par le point M entre les instants 
0 et t. 

2o Nature de l'hodographe relatif à 0 du mouvement. Déterminer les composantes du vecteur~ 
-cl>-

accélération r et le module de ce vecteur. Exprimer le module en fonction de v et du rayon r de 
l 'hodographe. 

3o Nature de la trajectoire du point M? Construire sa projection sur le plan xOz. 

288. On donne un repère orthonormé Oxyz et dans le plan xOz, l'axe variable OX d'angle polaire 
-- -cl>-(Ox, OX) = 6. 

1 o Connaissant les coordonnées (X, z) d'un point M du plan Xüz par rapport au repère X Oz, 
calculer ses coordonnées (x, y, z) dans le repère Oxyz. 

2o On désigne par a une constante positive et on suppose X = a, z = a6. Calculer les coordon­
nées x, y, z de M. Identifier le lieu de Met construire ses projections sur les trois plans de coordonnées. 

3o On suppose que 6 = t, où t désigne le temps. Étudier l'hodographe, relatif à 0, du mouve­
ment du point M. 

--:-
On mène par le point M la droite parallèle au vecteur V (0, 1, - 1). Déterminer les coordonnées 

du point M' où cette droite coupe le plan xOy. Étudier le mouvement du point M'. Construire sa 
trajectoire ct l'hodographe de ce mouvement. 



12e leçon 

MOUVEMENT DE TRANSLATION D'UN SOLIDE 

171. Translation dans l'espace.- La translation est une transformation dans 
laquelle le vecteur joignant un point à son transformé est égal à un vect~ur 

-~ 

donné T appelé vecteur-translation. -- __ ,._ --
Soit T un vecteur fixe et non nul. Construisons le point M'tel que MM' = T (fig. 117). 

Fig. 115 

M' est le transformé de M par la --translation T et si M décrit une 
figure F, le point M'décrit une figure 
F' transformée de la figure F dans 

-·>-
la translation T. 

1 o Il n'existe pas de point double 
dans une translation. 

2° Toute droite et tout plan parai-_,._ 
Ièles au vecteur-translation T sont 
globalement invariants dans la trans­
lation. Pour toute figure F située 
dans un plan P parallèle au support --de T la transformation se réduit à 
une translation plane (n° 44). 

3° La translation dans l'espace transforme toute figure F en une figure 
égale F'. 

Soient A, B, C trois points fixes non alignés tels que AB soit parallèle au support --du vecteur Tet M un point quelconque de l'espace (fig. 115). Désignons par A', B', C' --et M' leurs homologues respectifs dans la translation T. La droite AB, les demi-plans --ACB et MAB d'arête AB sont parallèles au vecteur T, donc globalement invariants 
-~ 

dans la translation T (n° 44). 
->- _,_ -- -- ---Les égalités AA' = MM' T entraînent AM = A'M' et, dans le demi-plan MAB, les -- -- -----anglesorientés(AB, AM) et (A'B', A'M') sont égaux. Si l'on fait glisser sur lui-même le 

dièdre (C, AB, M) de façon à amener le triangle ABC sur le triangle directement égal 
A'B'C', le segment AM vient en coïncidence avec le segment A'M'. Tout point M de --·-la figure F coïncide avec son homologue dans la figure F' et tout vecteur AM de la 

--·>-
figure Fest égal à son homologue A'M' de la figure F'. 
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172. Réciproque.- Toute transformation ponctuelle dans laquelle le vecteur 
qui joint deux points est égal au vecteur qui joint leurs transformés est une 
translation. 

Soient deux points l'un fixe A, l'autre variable M de l'espace. Leurs transformés A' 
--'>-- ->- -'>-- _,.... 

et M' sont, par hypothèse, tels que A'M' = AM. Par conséquent : MM' = AA'. Le 
-'>-

point M' est l'homologue de M dans la translation de vecteur AA'. 

173. Définition. - Rappelons qu'on 
appelle système invariable ou corps solide 
tout ensemble S de points dont les coor­
données par rapport à un repère donné 
w XYZ sont constantes. 

Si le repère w XYZ, lié au solide S est 
mobile par rapport à un repère Oxyz sup · 
posé fixe, le solideS estlui-même en mouve­
ment par rapport au repèreOxyz(fig. 116). 
Il est clair que la position S du solide au 
temps t et sa position S0 au temps i 0 sont 
deux figures géométriques directement 
égales qui se correspondent par déplace­
ment. 

.... 
~~~)--~--------~~ 

0 œ 

Fig. 116 

174. Mouvement de translation. - Un solide est animé d'un mouvement 
de translation si à tout instant l sa position S se déduit par translation de 

sa position S0 au temps t0 • 

Soit Oxyz le repère supposé fixe. Désignons 
(fig. 117) par A et M deux points quelconques de S, 
par A0 et M0 les positions de ees points au temps {0 • _,.,.._ 
D'après la définition il existe un vecteur T tel que : -- _,.,.._ -- _,.,.._ --MoM = A 0A = T =?- AM = A 0M 0 • (1) --Tout vecteur AM de S reste équipollent au _,.,.._ 

Fig. 117 vecteur A0l\10 de S0• - Autrement dit tout vecteur 
du solide S reste équipollent à lui-même. Réci­

proqu"ement, supposons que le système S vérifie pour toute valeur de t cette condition, 
on obtient en supposant A donné et M quelconque : -- -- --- --AM = A0M0 ==> M0M = A0A. (2) 

Le système S, à chaque instant t, se déduit de S0 par la translation de vecteur 
_,.,.._ --T = A0A. Le système S, égal à S0 , est donc un solide animé d'un mouvement de 
translation. 

175. Trajectoires.- Dans tout mouvement de translation d'un solide les 
trajectoires de tous les points sont égales et se déduisent de l'une quelconque 
d'entre elles par translation. 

Désignons par CA la trajectoire du point donné A et par C:.r la trajectoire du point -- --quelconque M du solide S. La relation AM = A0M0 montre que CM est l'homologue 
-~ 

de CA dans la translation de vecteur A0M0-. 

On donne le nom de la trajectoire au mouvement de translation. On obtient ainsi 
un mouvement de translation rectiligne si la trajectoire de tout point est une droite, 
curviligne si cette trajectoire est une courbe. 
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176. Vecteur ... vitesse et vecteur ... accélération. - Dans tout mouvement de 
translation les différents points d'un solide ont à chaque instant m~me vec­
teur-vitesse et m~me vecteur-accélération. 

_,_ _,...... _,...... -- -->- _,....._ 
La relation AM = A0M0 s'écrit OM = OA + A 0M0 • Le vecteur A0Mo étant constant, 

Fig. 118 

ont même vecteur-vitesse, 
translation. En effet, quels 

~- _,...... 

on obtient en dérivant par rapport à t : 
_,_ --dM dA _,_ 
- = -- + 0 dt dt 

-- --Les vecteurs V et r respectivement équipollents au 
-~ ._ ...... 

vecteur-vitesse v~r et au vecteur-accélération r:rrr de tout 
point M du solide S sont appelés vecteur-vitesse et 
vecteur-accélération du solide S dans le mouvement de 
translation. 

177. Remarque. - Notons que réciproquement tout 
système S dont, à chaque instant t, tous les points 

ne peut être qu'un solide animé d'un mouvement de 
que soient A et M : 

dM dA _,_ _,.,._ --
di =-dt ==5> OM = OA + C -- --AM - C (vecteur constant). 

-- -->- ->- -- _,..... --Pour i = i0 , on obtient A 0M0 = C J> AM A0 M0 ~ M0M = A0A. --Le système S se déduit de S0 par la translation de vecteur A0 A (n° 174). 

178. Exemples. - La cabine d'un téléphérique est animée d'un mouvement de translation 
dont la trajectoire est peu différente du câble porteur (fig. 118). Certaines planchettes de dessina­
teur sont équipées d'une équerre mobile pouvant effectuer tout mouvement de translation à l'exclu­
sion de tout autre. 

0 

Fig. 119 Fig. 120 

Lorsqu'un solide S est animé d'un mouvement de translation rectiligne, la trajectoire de tout point 
est une droite de direction définie ~. Il en est ainsi du mouvement d'un tiroir, d'un ascenseur ou 
d'une équerre le long d'une règle plate (fig. 119). Toute droite a du solide S parallèle à ~ glisse sur 
elle-même (glissières du mouvement) et il en est de même de tout cylindre deS dont les génératrices 
sont parallèles à À (rainures d'un tiroir, patins et guides de l'ascenseur, arêtes de l'équerre et de la 
règle, etc.). 

La bielle d'accouplement de deux roues ou poulies à axes fixes est animée d'un mouvement de 
translation circulaire (fig. 120). Par contre la bielle d'accouplement des roues motrices d'une loco­
motive à vapeur est animée d'un mouvement de translation cycloïdal résultant d'une translation 
circulaire et d'une translation rectiligne. 

CHANGEMENT DE REPÈRE 

179. Problème du changement de repère. - Supposons connu, en fonction du 
temps t, le mouvement d'un point M par rapport à un repère w X YZ de vecteurs de _,.._-li---
base I, J, K (fig. 121). 
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Lorsque le repère w XYZ est lui-même animé d'un mouvement connu, par rapport 
à un second repère Oxyz de vecteurs de base _,..... _,..... _,..... 
i, j, k, le point M est en général mobile par 
rapport au repère Oxyz supposé fixe. On appelle : 

Mouvement absolu MjOxyz, le mouvement du 
point M par rapport au repère fixe Oxyz. 

Mouvement d'entraînement w XYZjOxyz, le 

z 

mouvement du repère mobile w XYZ par _ 
rapport au repère fixe Oxyz. k 

Mouvement relatif Mjw XYZ, le mouvement 
du point M par rapport au repère mobile 
w XYZ. 

On dit encore que le mouvement absolu 
MjOxyz résulte de la composition du mou­
vement d'entraînement w XYZjOxyz et du 
mouvement relatif Mjw XYZ. 

0 

z 
y 

x 

Fig. 121 

180. Équations cartésiennes. - Le mouvement relatif du point M est déterminé 
par ses coordonnées X, Y, Z dans le repère w X YZ telles que : 

_,..... _,..... -- _,_ 
OM = X I + Y J + Z K avec X = f(t), Y = g(t), Z = h(t). 

Ces relations définissent le lieu du point M dans le repère w XYZ, c'est-à-dire la 
trajectoire relative du point M. 

Le mouvement d'entraînement du repère w XYZ est déterminé lorsqu'on connaît, 
en fonction du temps t, dans le repère fixe Oxyz, les coordonnées x 0, y0 , z0 , du point w -- _,_ _,..... 
et les composantes des vecteurs I (p, q, r), J (p', q', r') et K (p\ q", r"). 

Les coordonnées x, y, z du point M dans le repère Oxyz sont données par les formules 
de changement de repère qui s'obtiennent à partir de la relation : 

-- -- _,_ __ ,_ -01-

0M = Ow +XI+ Y J + Z K 

par projection surles axes Ox, Oy, Oz : 

X = Xo + pX + p'Y + p"Z 

y = Yo + qX + q'Y + q"Z 

z = Zo + rX r'Y + r"Z. 

(1) 

(2) 

Les coordonnées x(t), y(t), z(t) ainsi obtenues, déterminent dans le repère Oxyz la 
trajectoire absolue du point M. 

181. Composition des vitesses. - Le vecteur-vitesse du point M dans le repère fixe 
--)>-

-- dM Oxyz est son vecteur-vitesse absolue Va = -([[· -- -- _,_ -- _,...._ Or la relation : 

entraine : 

OM = Ow + XI + Y J + Z K 

et 

-- --)>- _,_ - ')>-

_,..... d w di dJ dK dX -)oo- dY _,_ dZ -:e-
Va = dt + X dt + y dt + Z -di + di I + dl J + di K 

En posant : 
_,..... _ d_X _,_1 + dY _,..... dZ _,..... 
Vr - dt dt J + dt K 

_,_ _,_ -- -----Ve dw + X dl + y dJ + z dK. 
- dt dt dt dt 

(3) 
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On obtient : (4) 
~ _,.,..... -)>- __ .,._ 

Si on suppose le repère w X YZ fixe, les vecteurs 0 w, I, J, K, sont alors constants 
-->- _,.,..... 

et Va se réduit à vr. --Le vecteur Vr est le vecteur-vitesse relative du point 
M par rapport au repère mobile w X YZ. 

Si on suppose le point M fixe dans le repère w X YZ, 
-->-

les composantes X, Y, Z de w M sont constantes et 
-- -->-Va se réduit à Ve. 

-->-
Le vecteur Ve est le vecteur-vitesse d' entrainemenl 

du point M. Ce n'est autre que la vitesse du point 
Fig. 122 m, lié au repère w X YZ, et avec lequel le point M 

coïncide à l'instant t (point coïncidant). 
-->-

A tout instant le vecteur-vitesse absolue Va d'un point M est la somme de 
-- -'>-

son vecteur-vitesse d'entraînement Ve et de son vecteur-vitesse relative Vr. 

Si on désigne par Ca la trajectoire absolue de M, par Ce la trajectoire d'entraînement, 
c'est-à-dire la trajectoire du point m du repère w X YZ qui coïncide avec M à l'instant t, 

-->- -;,.... 

et par ,Cr la position à l'instant t de sa trajectoire relative, les trois vecteurs Va, Ve --et Vr sont respectivement tangents en M à ces trois trajectoires (fig. 122). 

182. Remarque. - En dérivant la relation (3) du paragraphe précédent, on définit 
_;,.... 

-')-- d2M . -'>-

l'accélération absolue ra = dtz du pomt M. On pourra vérifier que ra est la somme 

de trois vecteurs : 
-->- -->- -- _.,._ 

-->- d2w d2 I d2J d2K 
re = df2 + x df2 + y df2 + z df2 (accélération d'enlrainement). 

(accélération relative). 

(
accélération complémentaire) 

ou de Coriolis 

Les accélérations ne se composent pas, en général, aussi simplement que les vitesses. 

183. Mouvement d'entraînement de translation. - Le mouvement d'entraîne-
-- -->- --

ment w XYZjOxyz est un mouvement de translation lorsque les vecteurs I, J, K sont 
équipollents à des vecteurs fixes du repère 
Oxyz. On peut choisir : Z Z 

-->- -- -- -->- -- -->-
I = i, J = j et K = k. 

Le mouvement relatif Mjw XYZ est alors 
défini par : -- -- --- --(ùM =Xi+ Y j + Z k 

avec X, Y, Z fonctions de t. 

Le mouvement d'entraînement w XYZjOxyz 0 
est défini par : 

-- -->- -- --0 w = X 0 i + y 0 j + Z 0 k 

avec X 0 , y0 , Z0 fonctions de t. 
Fig. 123 

->- -- --Le mouvement absolu MjOxyz est tel que OM = 0 w + w M, soit : -- -- -- --OM = (x0 X) i + (y 0 + Y) j + (z0 + Z) k. 

y 

y 
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_,..... 

La vitesse relative Vr, vitesse de M dans son mouvement par rapport au repère 
_,._ 

d ( w M) -?- -- --

XYZ, est égale à -dt = X' i + Y' j + Z' k. 

-?-

La vitesse d'entraînement Ve, vitesse du point M supposé fixe dans le repère w XYZ, 
_,__ 

d 
, 

1 
, d w , -r , --"":"- , -k-

est one ega e a : dt = X 0 z + Yo J + Z 0 • 

_,._ 

0 , ·fi 1 ·t b 1 -v- dM n ven 1e que a VI esse a so ue : a = dt 

somme de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative de M. 

Dans ce cas particulier où le mouvement d'entraînement est une translation, on voit 
__,._. 

_,..._ d2M 
de même que l'accélération absolue ra = -dl2 

est la somme de l'accélération 
·-?-

_,._ d2 w --- _ _,_ _,_ 
d'entraînement : re = dt2 - x~ i + y~ j + z~ k et de l'accélération relative __ ,..._ 

J; = d
2 

~~2M) - X"-l + Y"-J + Z"7(, ce qui n'a pas lieu en général (n° 182). 

-- _,._ -- --- _,_ 184. Remarque. - Si on pose 0 w1 w M X i + Y j + Z k, on obtient 
_,..... _,._ _,..._ -

OM =-= 0 w + 0 w1 et le mouvement de M résulte de la composition à partir de 0, 
des mouvements de w et w1, tel que cela a été défini au n° 151. _,._ __ ,..._ --

Par suite, si on considère le repère mobile ù)1 X1 Y1Z1 de vecteurs de base i, j, k, le 
mouvement de M résulte également du mouvement d'entraînement de translation 

--;..- -- --- --U)l X 1 Y 1Zrf0xyz défini par 0 w1 = X i Y j + Z k et du mouvement relatif -- -;..... -;..... __ ,_ 
M/wl xl ylzl défini par U)l M = Xo i + Yo j + Zo k. 

_,._ -- --185. Exemple. - Considérons (fig. 124) dans un repère fixe Oxyz orthonormé de base (i, j, k) le -- --point mobile Q sur Oz tel que OQ = lwtk. Dans le repère 
QXYZ qui se déduit du repère fixe Oxyz par la --translation de vecteur OQ, considérons le point mobile _,._ 
M, défini par les composantes de QM : 

X = a cos wt, Y = a sin wl, Z = O. (1) 

Le mouvement relatif du point :;vr est un mouvement 
circulaire uniforme sur le cercle (C) de centre Q ct 
de rayon a du plan XQY. Le mouvement d'entraîne­
ment du repère wXYZ est un mouvement de translation 

_,_ --rectiligne uniforme défini par OQ = hwl k, soit par 

Xq, = 0 ; YQ. 0; ZQ = hwt. (2) 

Le mouvement absolu du point lVI est donc défini --- _,..... _,..... 
par OJVI = OQ QM : 

x = Xq, + X = a cos wt ; y = yQ + Y = a sin cüt ; 

z = Zo. Z = hwi. (3) 

La trajectoire relative du point M est le cercle (C) 

y 

y 

Fig. 124 

lié au repère QXYZ. La trajectoire d'entraînement est la droite P1vl parallèle à Oz. En posant : -- -0 = (Ox, OP) = wt, on voit que la trajectoire absolue est l'hélice (H) 

Comme 0' =de 
dl 

uniforme (no 167). 

x = a cos e ; y = a sin o ; z = ho. (4) 

w est constant, le mouvement du point M est un mouvement hélicoïdal 
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-~ 

On vérifie que la vitesse absolue Va tangente en lVI à (H) : 
-~ 
'1 • 
'a • x' = - acù sin wl; y' = a w cos wt ; z' = hw 

-~ 

est la somme de la vitesse relative V, tangente en M à (C) : 
>-

Vr : X' = -- aw sin wt; Y' = aw cos wl; --
et de la vitesse d'entraînement V:= dd9 portée par PM : --\ T ' e • x~ = 0; yQ_ = 0; z~ = llw. 

EXERCICES 

Z' 0 

289. Deux points mobiles P cl M décrivent respectivement d'un mouvement ùniforme de vitesse 
angulaire w, un cercle fixe de centre 0, de rayon égal à 0 ct un cercle (mobile) de centre P, de 

->­
rayon égal à 1. Ces deux cercles sont dans un même plan. A l'origine des temps les vecteurs OP et 
_,_ n n 
PM font avec l'axe Ox des angles respectivement égaux à + 3 et - 6. 

-- ->- - -~ ->- -1° Calculer à une date t quelconque les angles (Ox, OP), (Ox, PM) et (OP, PM). 
2° Montrer que M est animé d'un mouvement circulaire uniforme. 

290. 1° Tracer les courbes représentatives des deux fonctions x et y de la variable 
x = sin t + cos 2 t et y = cos t + sin 2 t. 

2° Dans un repère orthonormé, on considère le point M dont les coordonnées x = OH 
et y = OK sont données en fonction du temps t par les relations précédentes. Calculer les vecteurs­
vitesse et accélération du point M. Calculer à l'instant t la distance OM. Déterminer les positions de 
M les plus éloignées de O. Quelles sont les valeurs de t pour lesquelles le mobile M passe par O. 

3° Montrer que le mouvement de M résulte de la composition des mouvements de P (x = cos 2 t; 
y = sin 2 t) et de Q (x = sint; y = cos t). Nature de ces deux mouvements. Retrouver ainsi les 
valeurs de t pour lesquelles 01\1 est maximum ou nul. 

291. On considère par rapport à un repère orthonormé Oxyz, un point mobile M dont les coor­
données en fonction du temps t sont : 

x = 3 (l + cos 2 t); y = 3 (t + sin 2 t) ; z = 6 t. 
1 o Déterminer les composantes scalaires du vecteur-vitesse. En déduire que l'hodographe relatif 

à l'origine 0 est un cercle. 
2° Déterminer les composantes du vecteur accélération et la longueur de ce vecteur. 
3° Montrer que le mouvement du point M résulte de la composition d'un mouvement circulaire 

uniforme et d'un mouvement rectiligne uniforme. 

292. Un plan mobile P rapporté au repère orthonormé Xw Y glisse sur le plan fixe du repère -- -~ orthonormé xOy. Le point w et les vecteurs de base I et J du repère Xw Y sont définis en fonction 
du temps t par : 

O >- J Xo = a C5>S t -r ~ C?S i -J l sin t 
w ~ Yo = a sm t l - sm t ! cos t. 

1° Déterminer les coordonnées x et y du point M défini dans le plan P par ses coordonnées X et Y, --En déduire les composantes du vecteur-vitesse V du point M. 
2° Montrer qu'il existe à chaque instant t un point R du plan P dont la vitesse est nulle. Comparer 

-~ -~ 

les vecteurs V et RM en grandeur et en direction. 
3° En désignant par a un angle donné, trouver la trajectoire ct la nature du mouvement des 

points du plan P : 
A (X = a cos 2a, Y = a sin 2a) et B (X = -a cos 2a, Y = -a sin 2a). 

En déduire la trajectoire et le mouvement du point M de la droite AB défini par X = b cos 2a, 

Y = b sin 2a. Si P et Q désignent les positions de M aux temps t = a et t = a + ~' établir que : -- -~ -~ OM = OP cos (t - a) + OQ sin (t - a). 
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293. On considère, dans le plan du repère orthonormé xOy, un axe mobile OX, d'angle polaire 
-?- -e = (Ox, OX) = w t (test le temps et west constant). Cet axe coupe en lVI le cercle fixe (C) d'équation; 

xz + y 2 - 2 Rx = O. 
1 o Étudier le mouvement du point lVI sur le cercle (C), puis sur l'axe mobile OX. Construire géomé­

triquement à l'aide de la composition des .vitesses, la vitesse relative de lVI sur l'axe OX. 
-'JP-

2o On porte sur OX, à partir de NI dans le sens OX un segment MP de longueur constante a. 
Construire le vecteur-vitesse du point P dans le plan xOy. 

3o Soit I le point diamétralement opposé au point M sur le cercle (C). Montrer que le vecteur-
-?- TC _,_ 

vitesse PP' du point P fait un angle de + 2 avec le vecteur IP et que l'on a : PP' = (ù IP. 

294. Dans le plan du repère orthonormé xOy une plaque P glisse d'un mouvement de translation 
circulaire de telle sorte que le point S décrive le cercle de centre 0 et de rayon R suivant la loi ; 

x = R cos w t; y = R sin w t. 
_,,...... 

On rapporte la plaque P au repère XSY se déduisant de xOy dans la translation OS. 

1° Écrire dans le plan xOy, l'équation de la trajectoire du point M (X, Y) supposé fixe dans le 
plan P. Nature de cette trajectoire. 

2° On considère dans le plan P les deux cercles de centres respectifs I (X = R cos a, Y = 0) 
et J (X = - R cos a, Y = 0) et de rayon R et qui se coupent en A et B. Montrer que ces deux 
cercles passent respectivement chacun par un point fixe C ou D. 

3° Établir que le quadrangle ABCD est orthocenlrique, que les angles (AC, AD) et (BC, BD) 
sont constants et donner leurs valeurs en fonction de a. 

295. On considère un repère orthonormé fixe Oxyz et un repère mobile OXYZ. L'axe OZ est 
-;o.- _,...... -;o.- _,...... 

confondu avec Oz et dans le plan xOy on a : (Ox, OX) = (Oy, OY) = O. On désigne part le temps 
et par R, cv, <X des constantes positives données. 

1 o Un point M, mobile dans le plan XOZ a pour coordonnées : 

X = R (1 + cos a cos (ù t), Y = 0, Z = R cos o: sin UJ1 . 

Montrer que la trajectoire relative (y) du point M est un cercle décrit d'un mouvement uniforme. 
-:.- -- -?- -'Jo-

Calculer le vecteur-vitesse relative Vr de .M en fonction des vecteurs de base I, J, K du repère 
mobile. 

2° L'angle e varie avec le temps suivant la loi : tg ~ = tg ~ tg ; t • Calculer en fonction de a. et 
-:;- - ,_._ --'.1- ~ 

de w t les valeurs de cos 6, sin e et les composantes de I, J, K dans le repère fixe. Etablir que M a 
pour coordonnées absolues : 

x = R (cos a cos (ù t); y = R sin o: sin w t; z = R cos a. sin (ù t. 

Montrer que la trajectoire absolue de M. est un cen·Je (C) décrit d'un· mouvement uniforme et 
dont on demande le plan, le centre et ie ravon. --30 Calculer les composantes de la vitesse absolue Va du point lVI dans le repère Oxyz, puis dans 

-:o-
le repère OXYZ. Montrer que la vitesse d'entraînement Ve a un module constant, que la vitesse 

_,_,_ _,_,_ -- _,...... 
relative Vr est la projection orthogonale de Va sur le plan XOZ et que l'angle (Va, Vr) est constant 
et égal à <X. 

296. Sur un axe OX situé dans le plan du repère orthonormé xOy se déplace un point mobile M 
dont l'abscisse sur OX est r = 2 a cos (ù t (t est le temps, a et w sont des constantes données). 

1 o On suppose OX fixe. Décrire le mouvement du point M (vitesse, accélération, allure du mou­
vement). 

2° On suppose maintenant que l'axe OX tourne autour de 0 dans le plan xOy suivant la loi : 
--'.1- -

(Ox, OX) = (ù t. Le mouvement décrit dans le 1 o devient alors un mouvement relatif. Construire 
le vecteur-vitesse du point lVI et montrer que son support forme avec OX et Oy un triangle isocèle 
de sommet O. 

3o Calculer les coordonnées de M en fonction de t. En déduire le mouvement absolu de M et sa 
trajectoire absolue. De quelle façon cette trajectoire est-elle décrite par M'? 

4° Que peut-on dire du mouvement absolu de M si la loi du mouvement de OX est remplacée par 
-:.- _,_,_ 

(Ox, OX) = w t + a (a. constante donnée)? 

297. On donne un repère orthonormé fixe xOy et un segment AB de longueur constante 2 a de 
milieu (ù, L'extrémité A décrit Ox, l'extrémité B décrit Oy. On considère le repère orthonormé 

-'.1- -- --mobile Xcv Y, l'axe w X admettant comme vecteur directeur UJA et où l'angle (Ox, OUJ) = t désigne 
le temps. 
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1° Un point lVI étant donné par ses coordonnées relatives X, Y dans le repère w XY, calculer 
ses coordonnées absolues x et y dans le repère xOy. (On commencera par exprimer les vecteurs de -')- --')- -')- ->-
base I et J du repère mobile en fonction des vecteurs de base i et j du repère fixe). Réciproquement 
trouver X et Y en fonction de x et y. 

2° Le point lVI étant mobile dans le repère w X Y, déterminer les composantes de sa vitesse absolue 
dans le repère w XY. 

3° Montrer qu'il existe à chaque instant un point I lié au repère w XY et un seul dont la vitesse 
absolue est nulle. Déterminer ses coordonnées X, Y et x, y. Caractériser l'ensemble (C) des positions 
de I dans le repère x XY, puis l'ensemble (C1) des positions de I dans le repère fixe Oxy. Soient A ,........,. .---,. 
et A1 les positions de I au temps t = O. Comparer les arcs AI et A1 I sur (C) et (C1) et en déduire 
que la courbe (C) roule sans glisser sur (C1). 

298. On considère un repère orthonormé fixe Oxy et le repère mobile w X Y qui s'en déduit par 
-')-

la translation de vecteur 0 w de composantes : 

x0 a cos i; Yo = a sin t (t varie de 0 à 2 n). 

Un point variable lVI a pour coordonnées dans le repère mobile ; 

X = al sint; Y = -al cos t. 

1 o Quelle est la trajectoire (y) du point w? Soit A la position de w au temps l = O. Comparer 
,...--.;;;. 

l'arc A w décrit par w au temps t à la longueur ()):VI. Que représente la droite w M pour la courbe (y)? 
2° Calculer les coordonnées du point :VI dans le repère Oxy et les composantes de son vecteur 

-')- -- --vitesse absolue MR. Comparer en grandeur et direction les vecteurs w ï\'I ct lVIH.. Que représente 
w l\1 pour la trajectoire absolue (C) du point lVI? --30 Calculer les composantes du vecteur accélération MJ du point M, les coordonnées de Jet enfin 
le lieu du point J lorsque t varie de 0 à 2 n. 



STATISTIQUE ET PROBABILITÉS 

13e Leçon 

1 ANALYSE COMBINATOIRE 1 

186. Arrangement. - Étant donné un ensemble E contenant m éléments 
distincts, on appelle arrangement p à p de ces m éléments tout sous-ensemble 
rangé de E formé de p éléments distincts. 

Deux arrangements donnés diffèrent soit par ce qu'ils ne contiennent pas les mêmes 
éléments, soit parce que les éléments qu'ils contiennent ne sont pas rangés dans le 
même ordre. 

Ainsi avec 5 lettres A, B, C, D, E on peut former les arrangements 3 à 3 distincts : 

(ABC), (BAC), (CBA), (ABD), (ACE), (DEA), etc. 

On désigne par A;:,. le nombre des arrangements p à p de m éléments. 

187. Calcul de AJ;,.. - Remarquons d'abord que A!~ = m car chaque élément 
constitue un arrangement 1 à 1 et un seul. 

Ainsi les arrangements une à une <les 5 lettres A, B, C, D, E sont (A), (B), (C), (D), (E). 

Supposons établi le tableau T~~-l des A;,,- 1 arrangements p- 1 à p- 1 des m élé­
ments. A la droite de chacun d'eux plaçons successivement chacun des (m p + 1) 
éléments qu'il ne contient pas. Nous formons ainsi un nouveau tableau T' contenant 
A~; 1 x (m- p + 1) arrangements p à p des m éléments donnés. 

1 o Tout arrangement p à p est ainsi obtenu. Ainsi l'arrangement (BCED) des 5 lettres 
A, B, C, D, E, 4 à 4 s'obtient en plaçant à la droite de (BCE) la lettre DL qui n'y figure pas. 

2° Tous les arrangements ainsi obtenus sont distincts car ils diffèrent soit par l'arran-
gement de leurs (p 1) premiers éléments, soit par leur dernier élément, s'ils pro-
viennent d'un même arrangement du tableau T~,- 1 • 

Le tableau T' est donc le tableau T~ des A~, arrangements p à p des m éléments, 
ce qui entraîne A~, = A~n- 1 (m- p + 1). 

Écrivons : 

puis pour p = 2 

pour p = 3 

A!,= m 

A 2 Al m = m (m- 1) 

A~n = A~, (m- 2) 
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En multipliant membre à membre et en supprimant 1es facteurs communs aux deux 
membres on obtient : 

A~~ = m (m- 1) (m- 2) ... (m- p + 1). 

Donc : A!, m, A;~ = m (m- 1), A! = m (m- 1) (m - 2). 

Ainsi : A~ = 4 x 3 = 12 ; A~ = 5 x 4 x 3 = 60 ; Ari 9 x 8 x 7 x 6 = 3 024. 

188. Permutation. - On appelle permutation de m éléments distincts 
tout arrangement m à m de ces m éléments. 

Les permutations des 3 lettres A, B, C sont : 

(ABC), (ACB), (BAC), (BCA), (CAB) et (CBA). 

On désigne par Pm le nombre des permutations de m éléments distincts. 
On a donc : Pm = A;~ soit en faisant p = m dans l'expression de A~: 

Pm= m (m- 1) (m- 2) ... 3.2.1. 

Pm est donc le produit des m premiers entiers naturels non nuls que l'on désigne 
par mt (lire (( factorielle m ))), Donc : 

P, = 1.2.3 ... (m- 1) m. soit j Pm = m! 1 

Ainsi : P 6 = 6! = 1.2.3.4.5.6 = 720; P 10 = 101 = 1.2.3 ..... 9.10 = 3 628 800. 

189. Combinaison. - Étant donné un ensemble E de m éléments distincts 
on appelle combinaison p à p de ces m éléments tout sous-ensemble de E 
formé de p éléments distincts (non rangés). 

Ici on ne fait plus intervenir l'ordre des éléments. Ainsi avec les 5 lettres A, B, C, E D, 
on forme les combinaisons 3 à 3 distinctes : ABC, ABD, ACD, BCD, etc. On désigne par 
c;,~ le nombre des combinaisons p à p de m éléments. 

Calcul de C~,. - Soit T le tableau des C~, combinaisons p à p de m éléments. 
Sur les p éléments de chacune de ces combinaisons effectuons les pl permutations 

possibles. Nous obtenons ainsi un tableau T' contenant c;~. p 1 arrangements p à p de ces 
m éléments. Tout arrangement p à p est ainsi obtenu et un arrangement donné ne peut 
être obtenu qu'une fois. Le tableau T' est donc le tableau T~, des A~~ arrangements 
p à p, ce qui entraîne : 

--- ---------

2) ... (m- p + 1)·1 
... p 

(1) A;,, = C!:. p 1 soit CP = m (rn - 1) (m 
m 1 2 3 

En multipliant les deux termes du rapport par (m- p)! = 1.2 ... (m- p), on 
obtient la formule condensée : 

Ainsi C2 
5 

S.4 = 10; 
1.2 

--------------
CP =- ml --· 

"' pl (m- p)! 
'--------------' 

c3 = 7.6.5 = 35 . 
_.1

7 1.2.3 ' c~ 8.7.6 = 56. 
1.2.3 

(2) 

190. Applications. - 1° [~;,, ~ c:;:-p j. Cette formule se démontre en remplaçant 

p par m- p dans la formule (2) de c;n et s'écrit aussi bien ~p = c~_:p• -1 
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On vérifie d'ailleurs que toute combinaison p à p admet une combinaison complé­
mentaire m - p à m - p et réciproquement. Le nombre des premières est donc égal 
à celui des secondes. 

Ainsi : c~ = c~ = 3 ; c~ = c~ 
5

.4 = 10 · C3 C7 120 1.2 ' 10 = lO = • 

2° ~n C~~ ::::-c: 1 1 car l'une correspond au sous-ensemble vide 0, l'autre à 

l'ensemble E lui-même. Or la formule (2) donne : 

Co en• mt 1 . d . \ 
m. = m = m 1 0 l = ' cc qm con mt a poser 

3° \.c~. = c;n-1 + c;n-=.\. _1 En effet : 

Cp + cp-l = (m- 1)1 + 
!lt-1 m-1 pl (m- p- 1)1 (p 1)1 (m-p)! 

(m- 1)1 
- pl (m- p)l [(m- p) + P 1 

(m- 1)! 

ml -cv 
- pl (m- p)l - ln' 

On vérifie que, si A désigne l'un des éléments de E, il y a C~.- 1 combinaisons p à p 

qui ne contiennent pas A etc;;.-=.\ où A est associé à une combinaison p- 1 à p- 1 des 

(m- 1) éléments autres que A. D'où la formule proposée. 

Ainsi : C~ = C~ + C~. On vérifie que : 

7.6.5 6.5.4 
1.2.3 = 1.2.3 

6.5 
1.2 

191. Remarque. - On peut écrire : 

ou 35 = 20 + 15. 

CP = (m- p + 1) (m- p + 2) ... (m - 1) . m 
m 1 . 2 · (p - 1) • P 

c;n est donc le quotient du produit des p nombres entiers consécutifs terminant à rn 

par le produit de p premiers nombres entiers. Comme C~. est obligatoirement un nombre 
entier, il en résulte que : 

Le produit de p nombres entiers consécutifs est toujours divisible par pl produit des p 
premiers entiers. 

192. Formule du binôme.- Il s'agit d'établir que pour tout entier m ER+ ; 

1 (a + b)m = C~ am+ C!, am-l b C~~ am- 2 b2 + ... + c;~- 1 abm-1 + c: bm., (1) 

Cette formule se vérifie pour les premières valeurs de l'entier m : 

(a + b)1 = a + b = c~ a + c~ b 

(a + b)2 = a2 + 2 ab + b2 = C~ a2 + C~ ab + C~ b2 

(a + b )3 = a3 + 3 a2 b + 3 a b2 + b3 = C ~ a3 + C ~ a2 b + C ~ a b2 + C ~ b3
• 

Supposons que la formule soit vérifiée pour m = n, donc que : 

(a + b)n = c~ Q''t + C! an-l b + ... + c~ an-p bP + ... + c~ bn 

et calculons : (a + b)"+ 1 = a (a + b)" + b (a + b)". Nous obtenons : 

(a b )n + l - n- n .. • n .. • 1o 

1 

Co an+l + C1 a" b + + CP an-p+l bP + en abn 

+ - ' + c~ a" b + ... + c~-l an-p-H bP ... + c~-l ab" + C,.+i bn·l-1, ' 
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Compte tenu de la formule C~ c~-l = C~+l (nO 190, 3°) On VOit que: 

(a + b)n+l = co an+l +cl an b + + CP an-p+l bP + n+l n+l ••• n+l ••• en abn + cn+l bn+l 
7<1·1 n+l • 

Ce qui est bien la formule (1) pour m = n + 1. 

La formule étant vraie pour m = 1, m = 2, m = 3, c'est donc pour m = 3 + 1 = 4 
puis pour m = 4 + 1 = 5 et de proche en proche pour toute valeur entière de m. Ainsi : 

(a + b)1 ~a + b Coefficients 1 1 
(a + b )2 = a2 + 2 ab + b2 1 2 1 
(a + b)3 = a3 + 3 a2b + 3 ab2 + b3 1 3 3 1 

(a + b)4 = a4 + 4 a3b + 6 a2 b2 + 4 ab3 + b4 1 4 1 6 4 1 

t 
(a + b) 5 = a5 + 5 a4b + 10 a3b2 + 10 a2b3 + 5 ab4 + b5 1 5 [!!] 10 5 1 

(a + b) 6 = a6 + 6 a5b + 15 a4b2 + 20 a3 b3 + 15 a2b4 + 6 ab 5 + b6 1 6 15 20 15 6 1 . . . ... . . . . . . . . . . . . 

Le tableau triangulaire des coefficients (triangle de Pascal) s'obtient aisément, car 
tout élément c~. est la somme de l'élément c~.-1 placé au-dessus de lui et de l'élément 
c~;:.\ qui précède ce dernier. 

193. Démonstration par récurrence. - Le procédé utilisé ci-dessus est appelé 
démonstration par récurrence. Il permet de vérifier un grand nombre de propriétés 
faisant intervenir un entier naturel m. On peut l'énoncer : 

Pour qu'une propriété P( m) soit vraie pour tout entier naturel m > (/.. il 
faut et il suffit : 

1° Qu'elle soit vraie pour m = (1... 

2o Qu'étant vraie pour m = n, elle le soit aussi pour m = n + 1. 

En général IX est l'un des nombres 0, 1, 2 ou 3. 

ExEMPLEs: 1° Vérifier que: S,t = 1 ~ 2 + 2 ~ 3 +··· 
1 n 

~--,..,.-_ 

n (n + 1) n + 
1 1 n 

La formule est vérifiée pour n = 1 car S1 = ~ = 1 + 
1

• Admettons Sn 

(1) 

Sn+l =Sn+ (n 
1 n 1 n 2 + 2 n + l n + 1 (n + 1) 

2) = n + 1 + (n + 1) (n + 2)- (n + 1) (n 2) = n + 2 = (n + 1) + 1' 

La formule (1) vraie pour n = 1 l'est donc pour tout entier n > 1. 

2° 2: (p, n) = c~ + c;+l + c;+2 + ... + c~+n = c;+nt-1• 
La formule est vraie pour n = 0 car :E (p, 0) = c; = l = C~+ 1• 

Admettons, pour n- 1, que l'on ait : :E (p, n -- 1) = c;+ ;;, on obtient 

:E (p, n) = :E (p, n -1) + c;+n = c;+ ,; + c;+,, = c;+n+ 1 

d'après la formule (n° 190, 3°): C;'n-:Î+C~~- 1 =C!,. 

(2) 

La formule (2) vraie pour n = 0, l'est donc pour tout entier n. Elle peut d'ailleurs s'écrire puisque 
(n° 190, 1 °) : c~+lc = c~+k: 

2: (p, n) = c~ + c~+l + c~+2 + ... c~+n = c~t;+l· (3) 

Dans le triangle de Pascal (n° 192) tout élément est la somme des éléments placés 
au-dessus de son voisin de gauche. 
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1 PROBLÈMES DE DéNOMBREMENT 1 

194. Exemples.- 1° De combien de façons peut-on disposer 12 convives autour d'une 
table ? 

Chacune des dispositions constitue une permutation de l'ensemble des 12 convives. 
Il y a donc P 12 = 121 = 479 001 600 dispositions possibles. 

Quand il s'agit d'un repas où un ménage reçoit des amis, la place du maitre et celle 
de la maîtresse de maison sont en général déterminées à l'avance. Il ne reste alors que 
10! dispositions possibles pour les dix invités. Lorsqu'il y a parmi ceux-ci autant 
d'hommes que de femmes que l'on désire faire alterner, il y a seulement 51 dispositions 
pour les messieurs, autant pour les dames, ce qui donne : (51)2 = 14 400 répartitions 
possibles. 

2° Une course hippique comprend au départ 20 chevaux. Quel est le nombre de tiercés 
possibles dans l'ordre ou sans ordre ? 

Le tiercé est la liste des chevaux classés aux 3 premières places. Un tiercé dans l'ordre 
est un arrangement des 20 chevaux 3 à 3. Il y en a donc A~0 = 20.19.18 =6 840différents. 

Un tiercé sans ordre est une combinaison des 20 chevaux 3 à 3. Il y en a donc : 

C~0 = 
6 !40 

= 1 140 différents. 

195. Anagrammes. - Il s'agit de trouver le nombre de mots distincts qu'il est 
possible de former avec un ensemble donné de n lettres mobiles, ces mots ayant un 
sens ou non. 

Ainsi avec les 8 lettres distinctes du mot TOURAINE, on peut former AUTORINE, 
RATOUNIE, TAUNOIRE, etc. Chacun de ces mots réalise une permutation des 
huit lettres qu'il contient. Leur nombre est donc P 8 = 81 

Le problème se complique lorsque certaines lettres sont répétées. Ainsi le mot 
A V ANTAGE contient 8 lettres dont 3 fois A. Affectons à chacune des lettres A l'indice 
1, 2 ou 3 de façon à les considérer comme lettres distinctes. A chaque anagramme tel 
que TAVAGANE nous pouvons associer 3! mots tels que TA 2VA3GA1NE correspondant 
chacun à une permutation des indices 1, 2, 3. Le nombre total de ces mots à indices 

étant 8!, le nombre d'anagrammes du mot AVANTAGE est donc ~: · 
On verrait de même que SAVANNAH qui compte 8 lettres dont 3 fois A et 2 fois N 

81 
admet 

31 21 
anagrammes. 

Un mot de n lettres qui contient des lettres multiples en nombres res­

pectifs (f., ~. y, admet (f.! ;~yi anagrammes distincts. 

Cette règle s'étend d'elle-même aux nombres distincts qu'il est possible de former 
avec un ensemble de n chiffres, contenant des chiffres multiples en nombre IX, ~' y 
(anagrammes d'un nombre). 

Ainsi avec les 10 chiffres de 2 718 281 828 qui contient 4 chiffres huit, 3 chiffres deux, 

2 chiffres un et le seul chiffre sept, on peut former 41
1~! 

21 
nombres distincts. 

196. Jeux de pile ou face. - Lorsqu'on lance une pièce de monnaie elle retombe 
sur le sol en laissant apparaître son côté pile Pou son côté face F. Donc deux cas possibles. 

Si on répète cette opération n fois (ou si on lance simultanément n pièces), on obtient 
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2 x 2 ... x 2 = 2n éventualités possibles. Pour chacune les piles et les faces se succèdent 
dans un ordre symbolisé par exemple par P1 F 2 F 3 P 4 F5 P 6 P 7 ... F n-2 Fn-1 Pn. 

Toute éventualité comportant un nombre donné k de piles et par suite de (n - k) 
faces correspond à une combinaison telle que (1, 4, 6, 7 ... n) des n opérations 
(ou des n pièces) k à k. Leur nombre est donc C~. 

Ainsi dans une partie à 10 pièces (ou dans n parties consécutives à une seule pièce) 
il y a Cf0 manières de réaliser 4 piles et 6 faces. 

197. Jeux de dés. - On utilise des dés cubiques dont les faces sont numérotées 
par des points de 1 à 6 (fig. 125). 

1° Dans une partie à 3 dés, on peut envisager le nombre formé par les 3 chiffres 
classés dans un ordre décroissant : 

• 
Fig. 125 

653, 421, 544, 443, 222. 

Comme il y a 6 possibilités pour chacun des dés A, B, C, 
il y a pour l'ensemble des trois dés : 

6 x 6 x 6 = 63 = 216 cas possibles. 

Un seul cas correspond à un nombre donné tel que 
222 à trois chiffres identiques. II y en a 3 pour un 
nombre donné tel que 544 ou 443 où deux chiffres sont 
égaux car le chiffre simple peut être obtenu par l'un 
ou l'autre des 3 dés. Enfin il y a 31 = 6 cas pour un 
nombre donné tel que 653, à 3 chiffres différents, car 
chacun de ces cas correspond à une permutation de 
A, B, C. 

Comme il y a 6 nombres possibles tels que 222, A~ = 6.5 = 30 nombres possibles 
à deux chiffres égaux et c: 20 nombres à trois chiffres différents. On retrouve le 
nombre total des cas possibles. 

(1 x 6) + (3 x 30) + (6 x 20) = 6 + 90 + 120 = 216. 

2° Dans une partie de dés, on peut aussi envisager la somme des chiffres obtenus. 
Ainsi avec 3 dés on peut obtenir un total de 12 points en réalisant comme ci-dessus 
les nombres : 

651' 642, 633, 552, 543 ou 444. 

Ce qui se produit dans : 6 + 6 3 + 3 + 6 + 1 = 25 cas différents. 
Le total minimum 3 ne peut être réalisé que dans le cas de 111 et le total maximum 

18 que dans le cas de 666. 

198. Jeux de cartes. - Un jeu de bridge de 52 cartes comporte 4 couleurs: Trèfle 
Carreau, Cœur, Pique et dans chacune de ces couleurs, 13 cartes qui se nomment dans 
l'ordre décroissant : As, Roi, Dame, Valet, Dix, Neuf, Huit, Sept, Six, Cinq, Quatre, 
Trois, Deux. Les cinq premières de l'As au Dix sont les Honneurs et les huit dernières 
sont les basses cartes. Il y a au total 20 honneurs et 32 basses cartes. 

Le bridge se joue à 4 joueurs : Sud, Ouest, Nord et Est, chacun d'eux reçoit à la dis­
tribution un jeu (ou main) de 13 cartes. 

1° Chacun de ces jeux particuliers constitue une combinaison de 13 cartes prises 
parmi les 52 cartes du total. Le nombre des jeux différents que peut recevoir un joueur 
de bridge est donc : 

C~3 = ~2.51 ... 41.40 "' 6 35 1011 
" 2 13.12 ... 2 ' 1 "' ' . . 

Le jeu de Sud par exemple, étant fixé, le jeu d'Ouest est une combinaison de 13 des 
39 cartes qui restent. Pour tout jeu de Sud il y a C~~ jeux possibles pour Ouest, puis 
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ensuite C~~ jeux possibles pour Nord, ce qui détermine le jeu d'Est. Le nombre des 
répartitions distinctes possibles à une table de bridge est donc : 

Cl3 cls cl3 52! 5 36 1028 
52 • 39 • 26 = (13!)4 ~ ' . . 

2° Tout jeu de 13 cartes contenant par exemple les 4 as provient de l'adjonction 
à ces 4 as d'une combinaison de 9 des 48 autres cartes. Il y a donc c:8 jeux distincts 
contenant les 4 as. 

Tout jeu contenant 7 honneurs provient de la réunion d'une combinaison de 7 hon­
neurs sur 20 et d'une combinaison de 6 basses cartes sur 32. Il y a donc C~0 • C~2 jeux 
de 13 cartes contenant 7 honneurs. 

De même le nombre des jeux de 13 cartes contenant ~ as, ~ rois, y dames, o valets 
et (1. autres cartes sur les 36 qui restent est égal à c~ c~ cr c~ c~6· 

3° Le nombre des jeux de 13 cartes contenant 5 piques, 4 cœurs, 3 carreaux et 1 trèfle 
est C~3 Ci3 C~ 3 C~3 • En permutant les couleurs ce nombre est multiplié par 41 Le 
nombre des jeux distribués (5, 4, 3, 1) est donc 24 C~3 Cf3 Ci3 C~3 • 

Par contre le nombre des distributions (5, 4, 2,2) est seulement 12 C~3 Cî3 C~3 Ci3 

car 5 422 n'admet que~: anagrammes (n° 195). Le nombre des distributions (4, 3, 3, 3) 

41 
est de même 4 Cia . C~3 Ci3 C~3 car 4 333 admet 3ï = 4 anagrammes. 

199. Remarque.- Dans un jeu de 32 cartes (poker, belote, manille) les 20 plus basses 
cartes du bridge sont supprimées. Chaque couleur : Trèfle, Carreau, Cœur, Pique ne 
comporte que 8 cartes : As, Roi, Dame, Valet, Dix, Neuf, Huit et Sept. 

II y a C~2 jeux de 8 cartes possibles, soit (~~~4 répartitions possibles. Parmi ces 

jeux, il y a Ci8 jeux contenant le carré d'as, C~0 Ci2 jeux contenant 5 honneurs et 3 basses 
cartes, 6 c: c~ c~ c~ jeux distribués (3, 3, 1, 1), etc. 

EXERCICES 

299. Démontrer les formules suivantes : 

1o Cp=!!: cp-1 =rn (rn -1) cp-2 
m p m-l p (p _ 1) m-2• 

2° C!'n = C!:,_ 2 + 2 c,;;:~ + c,;;:~. (Procéder par raisonnement en distinguant deux éléments A 
et B des rn- 2 autres). 

3° cP -cp 3 c p-l 3 c p- 2 cv-a 
m - m-3 + m-3 + m-3 + m- 3• 

300. Soit h un entier inférieur à l'entier p. On suppose que, parmi les rn éléments d'un ensemble, 
il y en a h distincts des rn- h autres. 

1 o Montrer que toute combinaison p à p des rn éléments de l'ensemble est la réunion d'une combi­
naison x à x des h premiers éléments et d'une combinaison p-x à p-x des m- h derniers : 

h 

2° En déduire que : C~ = I: C~ C~::~. 
X=O 

301. 1° Démontrer que le nombre Sm des sous-ensembles (y compris 0 et Em) d'un ensemble Em 
formé de rn éléments est le double du nombre Sm-1 des sous-ensembles de Em- 1 composé de (m -1) 
éléments. 

2° En déduire que : Sm = C~ + c;n + C~ + . . . + c:;: = 2m. 
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, . '0 2 4 n 1 3 1i 3° Demontrer que Sm == Cm + Cm + Cm + ... et Sm = Cm + Cm + Cm + . . . sont égaux pour 
m impair et aussi pour m pair. Établir que S~ = s: = 2m- 1• 

302. 1 o Calculer (1 + 1)m et (1 - l)m en fonction des valeurs Sm1 S~ et s: de l'exercice précédent. 

2° En déduire ainsi les valeurs de Sm, S~ et s:. 
303. 1° Démontrer par récurrence que : 2.6.10 ..... (4 n- 2) = (n + 1) (n + 2) ... (2 n). 
2o Vérifier directement en montrant que la relation précédente peut s'écrire : 

(2 n)l 2n.1.3.5 ... (2 n- 1, = --• 
ni 

a b c d (a + b + c + d) l 
304. Démontrer que Ca. Carb. Ca+O+c • Ca+b+c+à = al bi cl dl ' 

305. 1 o Soient des entiers a, b, p tels que a > p et b > p. Démontrer la formule : 
p 

Cp ~ ex cv-x a+ b = 4; a b • 
x ... () 

2o On suppose a = b = p = n. Déduire de la formule précédente que : 

(c~) 2 + ( c~) 2 + ( c;) 2 + ... + ( c~)2 = c;tl. 
- Démontrer par récurrence les formules suivantes : 

306. sl (n) = 1 + 2 + :} + ..... + n = ~ n (n + 1). 

1 
307, S2 (n) = 12 + 22 32 + ..... + 11 2 = 6 J1 (11 + 1) (2 11 + 1). 

308. s~ (n) = 13 + 23 + 33 + ..... +na 
1 

= 4 nz (n + 1)2, 

309. s~ (n) = 1 +3 +5 + ..... + (2 n - 1) = n 2
• 

S' (n) = p + 32 + 52 1 
310. 2 + ..... + (2 n -1)2 = 3 n (2 n - 1) (2 n + 1). 

311. S~ (n) = 13 + 33 + 53 + ,.,,, + (2 fi- 1)3 = ll 2 (2 11 2 - 1), 

312~ !:2 (n) = 1.2 + 2.3 + 3.4 ... L ..... + n (n + 1) = ~ n (n + 1) (n 2). 

313. !:3 (n) = 1.2.3 + 2.3.4 
1 + ... + n (n + 1) (n ~ 2) == 4 n (n + 1) (n + 2) (n + 3). 

314. On appelle cc mot » toute permutation de lettres données ; par exemple avec a, i, m et r, 
les mots rima, mari, mria, ... , airm ... 

Avec les lettres du mot cc François n, combien peut-on former de mots 
a) commençant et finissant par une voyelle ; 
b) commençant par une voyelle et finissant par une consonne? 

315. Une classe comporte 45 élèves, dont 15 filles (toutes externes) et 20 internes. On se propose 
de former un bureau constitué : 

- d'un président nécessairement interne; 
- d'une secrétaire (une fille), 
- de trois autres membres, quelconques. 
Quel est le nombre de bureaux possibles ? 

316. De combien de manières peut-on former un comité de 3 femmes et de 4 hommes dans une 
société de 8 femmes et de 7 hommes ? 

De combien de manières peut-on former un comité où figureraient simultanément Monsieur X et 
Monsieur Y? 

317. On dispose de 9 jetons numérotés de 1 à 9. 
1° Combien, avec 3 d'entre eux, peut-on former de nombres de 3 chiffres distincts ? 
2° Combien peut-on former de nombres de 3 chiffres distincts en prenant 3 jetons de toutes les 

façons possibles ? 
3° Parmi ces derniers nombres, combien y en a-t-il qui sont divisibles par 5 ? 

318. Déterminer le nombre des anagrammes de chacun des mots suivants : DAUPHINÉ, LAN­
GUEDOC, CONSTANTINOPLE, ABRACADABRANT. 
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319. Trouver le nombre de mots distincts formés avec 6 lettres du mot AVANTAGEUX suivant 
que l'on a utilisé 0, 1, 2 ou 3 fois la lettre A. 

320. Combien de nombres distincts a f3 y peut-on dorrner avec trois chiffres : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9 : 

1 o En supposant les 3 chiffres r.x, f3 et y distincts ? 

2° En supposant que- chaque chiffre peut être répété 2 fois ou 3 fois? 

3° Reprendre ces deux problèmes sachant que l'on utilise seulement les chiffres impairs 1, 3, 
5, 7, 9. 

321. Démontrer la formule G (r.x, 13, y, 1, ... 1) = al~: y! où n = r.x + ~ + y + 1 ... + 1 des 

anagrammes d'un mot de n lettres comportant des lettres multiples en nombre ~X, 13, y, en plaçant 

d'abord les r.x lettres (c~ possibilités) puis les 13 lettres (c~-(,( possibilités), etc. puis chacune des 
p = n -(~X + 13 + y) lettres simples (Pp possibilités). 

322. Montrer que la formule· des anagrammes G (oc, 13, y, 1, ... 1) = ocl ~~y!' où n désigne 

IX + 13 y + 1 • .. + 1 permet de retrouver les 3 formules fondamentales des permutations 
Pn, des arrangements A~ et des combinaisons c~. suivant que : 

10 IX = f3 = y = 1. 2° (,( = ll- p, l3 = y = 1, 3o ct = ll- p, (3 =p. 

323. On désigne par Yn (x) le nombre des façons dont il est possible d'obtenir un nombre de x points 
avec n dés. Ce nombre Yn (x) étant nul pour x < n et pour x > 6 n. 

1 o Démontrer les relations : 
6 

Yn+l (x)= ~ Yn (x- k) et Yn+l (x+ 1) = Yn+l (x)+ Yn (x)-. Yn (x- 6). 
k=l 

2° En supposant que les faces opposées de chaque dé soient numérotées 1 et 6, 2 et 5, 3 et 4, 
établir que Yn (x) = Yn (7 n - x). 

3° Utiliser les résultats ci-dessus pour établir un tableau donnant Yn (x) en fonction de x limité 
à x e [0,20] et n = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

324. Soit y (x) le nombre des manières d'obtenir x points avec 3 dés : 

1 o Vérifier (cf. exercice précédent) le tableau : 
1 2 3 4 5 6 7 8 

20 19 18 17 16 15 14 ~3 x 

y 0 0 1 3 6 10 15 21 
1 

2° Établir les relations : 1 .;;; x < 8 ~ y = 2 (x - 1) (x - 2), 

9 
12 
25 

10 
11 
27 

1 
7 < x < 14 ~ y = 15 -(x- 7) (x- 14); 13 < x < 20 =-+- y = 2 (x - 19) (x - 20). 

3° Construire le diagramme en bâtons de la relation y (x) en utilisant les courbes (en pointillé) 
des relations ci-dessus. 

325. Pour évaluer, en vue des enchères, une main de 13 cartes au bridge, on compte les points 
d'honneur : 4 pour un As, 3 pour un Roi, 2 pour une Dame et 1 pour un Valet. 

1 o Déterminer les ensembles tels que (1 As, 2 Rois, 1 Darne, 1 Valet) réalisant le total de 13 points, 
minimum recommandé pour ouvrir les enchères. 

2° Évaluer le nombre de cas où on obtient chacune des dispositions précédentes et en déduire 
le nombre total des jeux distincts comportant 13 points d'honneur. 



14e Leçon 

NOTION DE PROBABILITÉ 

200. Définition. - Un événement est dit aléatoire lorsque sa réalisation 
est soumise au hasard. 

Amener face en lançant une pièce de monnaie, obtenir le chiffre 5 en faisant rouler 
un dé, sortir le roi de cœur en tirant au hasard une carte d'un jeu de 52 cartes sont 
des événements aléatoires. 

Un tel événement est possible dès la première épreuve et on finit toujours par le 
réaliser en répétant autant de fois qu'il le faut cette épreuve. Il est relativement facile 
d'amener face avec une pièce de monnaie, car il n'y a que deux éventualités possibles, 
pile ou face, pour cette pièce. Il est déjà moins facile d'obtenir le 5 avec un dé, car on 
peut, à chaque épreuve, amener l'un ou l'autre des cinq autres chiffres. Quant à sortir 
le roi de cœur d'un jeu de 52 cartes, on risque de répéter l'épreuve assez longtemps 
avant de la réussir. 

C'est pourquoi on dit, dans le langage courant, que le premier événement aléatoire 
(1 chance sur 2 d'obtenir face) est plus probable que le second (1 chance sur 6 d'obtenir · 
le 5), lui-même plus probable que le troisième (1 chance sur 52 de sortir le roi de cœur). 

201. Événements également probables.- Nous admettrons que deux ou plusieurs 
événements aléatoires, qui s'excluent mutuellement, sont également probables si aucune 
raison matérielle ne vient favoriser la réalisation de l'un de ces événements au détri­
ment des autres. Ainsi peuvent être considérés comme également probables les évé­
nements tels que : 

1° Réaliser pile ou face en lançant une pièce de monnaie. 
2° Obtenir l'un ou l'autre des chiffres 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 avec un dé. 
3° Sortir un trèfle, un carreau, un cœur ou un pique d'un jeu de 52 cartes compor­

tant 13 cartes de chaque couleur. 
4° Tirer au sort l'un quelconque des numéros (ou des noms, des boules, etc.) mélangés 

à cet effet dans une urne. 

Il n'en est plus de même si une des faces du dé a été lestée (dé pipé), car cela favorise 
l'obtention du chiffre de la face opposée ou si on utilise un jeu de cartes comportant 
par exemple 10 trèfles, 12 carreaux, 6 cœurs et 8 piques. 

202. Probabilité d'un événement. - Considérons une épreuve comportant un 
nombre fini N de cas possibles, tous ~gaiement probables. Supposons que n d'entre 
eux entraînent la réalisation d'un événement A tandis que les N - n autres entraînent 
la non-réalisation de A ou événement contraire A. Par définition : 
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La probabilité de l'événement A est le rapport du nombre n des cas favo­
rables à cet événement et du nombre N des cas possibles, tous ces cas étant 
également probables. 

Soit : 

Probabilité de A _ nombre de cas favorables (n). 
- nombre de cas possibles (N) 

n 
Pr (A)= N' 

La probabilité d'amener face en lançant une pi~ce de monnaie est~' car il n'y a que 

deux éventualités, pile ou face, également probables. La probabilité d'obtenir avec 

un dé un chiffre supérieur à 4 est ~ = ~' car il y a deux cas favorables (5 et 6) sur les 

6 cas également probables. La probabilité de sortir un << honneur )> en tirant au hasard 

une carte d'un jeu de 52 cartes est de ~~ = 
1
5
3

, car il y a 20 cas favorables sur les 52 cas 

également possibles (n ° 198). 

203. Propriétés. - 1 o Le nombre Pr (A) = ~ est un nombre compris entre 0 et 1 

car : 

O<n<N 
n 

O<N<1. 

Un événement dont la probabilité est 1 est un événement certain, tandis 
qu'un événement dont la probabilité est 0 est impossible. 

Tirons une carte d'un paquet de 13 cartes à cœur. La probabilité de sortir un cœur 

est Î~ = 1 (événement certain) tandis que la probabilité de sortir un trèfle est nulle : 2
3 

(événement impossible). 

2° Le nombre de cas favorables à la réalisation de A, événement contraire de A, 
est N- n, donc : 

- N--n n 
Pr (A) = N = 1 - N = 1 - Pr (A). 

Soit : 1 Pr (A) + Pr (A) = 1. ! 
Les deux probabilités Pr (A) et Pr (A) sont dites complémentaires. 

Ainsi la probabilité d'amener 5 ou 6 avec un dé et la probabilité de ne pas amener 

l'un de ces chiffres sont respectivement ~ et i dont la somme est 1. 

3o Le calcul direct d'une probabilité se ramène au dénombrement de l'ensemble 
de tous les cas possibles également probables et à la détermination du nombre des cas 
favorables à l'événement envisagé. 

204. Exemple. - Une urne contient a boules blanches et b boules rouges. On extrait 
au hasard 2 boules. Trouver les probabilités pour que ce soit 2 boules blanches, 2 boules 
rouges, 1 boule blanche et 1 boule rouge. 

On extrait une combinaison de 2 boules prises parmi les a + b boules de l'urne. Il 

y a donc C~+b = ~(a + b) (a + b - 1) cas possibles. Parmi ceux-ci il y en a c; qui 

correspondent à 2 boules blanches, c; qui correspondent à 2 boules rouges et enfin 
C! C~ = ab où 1 boule blanche est associée à 1 boule rouge. On vérifie que : 
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1 1 1 c; + C~ + C! C~ = 2 a (a- 1) + "2 b (b- 1) + ab = 2" (a + b) (a + b- 1) = C~H· 

c~ a (a- 1) 
Les probabilités demandées sont donc : Pr (BB) = C!H = (a + b) (a + b _ l) 

c~ b (b- 1) 
Pr (RR) = C!H = (a + b) (a + b- 1) 

ab 2 ab 
et Pr (BR) = C!+b = (a + b) (a + b -1). 

205. Jeux de pile ou face. -Déterminer la probabilité d'amener pile k fois et face 
(n - k) fois au cours de n parties successives à pile ou face. 

Rappelons (n° 196) qu'il y a 2n éventualités possibles lorsqu'on lance n fois de suite 
une pièce de monnaie. Ces éventualités sont toutes également probables et chacune 
d'elles est associée à un symbole tel que : 

P1 F2 Fs F4 F5 P6 P7 ... Fn-2 Fn-l Pn. 

Chacun des cas comprenant k piles correspond à une combinaison k à k des n premiers 
entiers. Leur nombre est donc C!. La probabilité d'amener k fois pile et n - k fois 
face est donc : 

p ( k piles ) - _!_ ck 
r n parties - 211 n• 

Ainsi la probabilité d'amener 4 piles et 6 faces en 10 parties est : 

( 
4 :Piles ) Cio 1 10.9.8. 7 105 

Pr 10 parties = 210 = 210 • 1.2.3.4 = 512 ~ 0'205· 

206. Jeux de dés. - 1° Trouver la probabilité de réaliser l'un des nombres 222, 
544 ou 653 à l'aide de 3 dés. 

Avec 3 dés, il y a 63 = 216 éventualités possibles (n° 197) toutes également probables. 

1 o Le nombre 222 ne correspond qu'à l'une de ces éventualités. On a donc : 

1 
Pr (222) = 

216
. 

2° Le nombre 544 se réalise de 3 manières suivant que le 5 est amené par le dé A, 
3 1 

Bou C. Donc : Pr (544) = 
216 

= 
72

. 

3° Le nombre 653 s'obtient de 6 façons correspondant aux 6 permutations : 653, 
635, 563, 536, 365 et 356, soit : 

6 1 
Pr (653) = 216 = 36. 

2° Quelle est la probabilité de réaliser une somme de 12 points avec 3 dés? 

Le total de 12 points peut s'obtenir en réalisant (n° 197) : 

651, . 642, 633, 552, 543 et 444. 

Ce qui correspond à 6 + 6 + 3 + 3 + 6 + 1 = 25 cas différents. Donc 

Pr (12 points) = ; 1
5
6 
~ 0,116. 

207. Jeux de cartes. - Trouver la probabilité d'avoir au bridge les 4 as dans un 
jeu de 13 cartes. 
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Il y a C~~ jeux possibles de 13 cartes (no 198) tous également probables. Dans un 
jeu qui contient les 4 as, ces derniers sont associés à une combinaison de 9 cartes prises 
parmi les 52- 4 = 48 autres cartes. D'où c:s cas favorables et : 

. J:.iC~s _ 48J_. 13! 391 _ 10.11.12.13 _ _J!_ ""' _ 3 
Pr (4 as au bridge) - c~~ - 9! 391 521 - 49.50.51.52 - 4 165 "-' 2'6 · 10 · 

Soit environ une chance sur 400. On verrait de même qu'à la belote la probabilité d'un 
carré de valets (ou d'une autre carte) est : 

p (carré de valets) _ Gis~:.:_ 5.6.7.8 __ 7_ ,.., __!__, 
r à la belote - C8 - 29.30.31.32 - 3 596 "" 500 

32 

2° Calculer la probabilité d'obtenir au bridge un jeu de 13 cartes contenant 7 cartes 
de la même couleur. 

Dans le jeu de 13 cartes, il faut par exemple 7 trèfles sur les 13 trèfles possibles et 
6 autres cartes sur les 39 autres. Soit Ci3 • C~9 jeux possibles avec 7 trèfles. Il y en a 
un même nombre avec 7 carreaux, 7 cœurs ou 7 piques et ces jeux sont tous distincts. 
Le nombre des cas favorables est donc 4 Ci3 • C~9 sur les c~; cas possibles également 
probables. Donc : 

4 . Gis C~9 1 
Pr (longueur de 7 cartes) = C

52 
~ 3,53.10-2 ou 28

· 

3° Déterminer les probabilités d'avoir au bridge un jeu de 13 cartes distribué 
(5, 4, 3, 1), (5, 4, 2, 2) ou ( 4, 3, 3, 3). 

On sait (n° 198, 3°) que les nombres des jeux ainsi distribués sont respectivement : 
24 Gia Gia Gia Gia, 12 Cfa Cia Cia Ci3 et 4 Ci3 Gia G~a Gis· 

D'où les probabilités, puisqu'il y a cg jeux possibles : 

Pr (5, 4, 3, 1) 24 C5 C4 ca Cl = la 13 13 13 13 
ci)2 

~ 0,168 

Pr (5, 4, 2, 2) = 1 ~'5 C~3 Gi3 Gia Gia ~ 0,137 
G52 

Pr (4, 3, 3, 3) = C;3 Cfa Gia Gia Gfs ~ 0,137. 
52 

208. Probabilités complémentaires. - Pour déterminer la probabilité Pr (A), il 
est parfois plus facile de déterminer la probabilité Pr (A) = 1 - Pr (A) de l'événement 
contraire A. 

Ainsi pour trouver la probabilité d'avoir au moins 1 as dans un jeu de 13 cartes au 
bridge, recherchons la probabilité d'un jeu sans as. Sur les G~; jeux possibles il y en a 
C~~ composés de 13 des 48 cartes autres que les 4 as. Donc : 

P ( . ) cr3 crs 36.37.38.39 6 327 
r Jeu sans as = 48: 52 = 49.50.51.52 = 20 825. 

. 6 327 14 498 
Pr (un as au mo ms) = 1 -

20 825 
= 

20 825 
~ 0, 70. 

209. Probabilités totales.- Si un événement aléatoire E résulte de la réali­
sation de l'un ou l'autre des événements A, B, C s'excluant mutuellement, 
la probabilité de E est la somme des probabilités partielles de A, de B et de C. 
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1 Pr (E) = Pr (A) + Pr (B) + Pr (C). 1 (1) 

Supposons que parmi les N cas élémentaires, tous également probables, il y en ait n 1 

qui réalisent A, n 2 qui réalisent B et n 3 qui réalisent C. Les événements A, B, C étant 
mutuellement incompatibles, nous obtenons n1 + n 2 + na cas distincts favorables à 
fa- réalisation de E. D'où la formule annoncée : 

Pr (E) - n1 + n 2 + na = n 1 + n 2 + na = Pr (A) + Pr (B) + Pr (C) - N N N N ' 

On dit qu'un événement E qui résulte de la réalisation de l'un ou l'autre des événements 
A, B, C est la somme de ces événements: E = A + B + C. 

Dans le cas où les événements A, B, C sont mutuellement incompatibles, on obtient 

Pr (A + B + C) = Pr (A) + Pr (B) + Pr (C). (2) 

Lorsque les événements, mutuellement incompatibles A, B, C, comprennent la 
totalité des cas possibles d'une épreuve, on dit qu'ils forment un système de constituants 
de cette épreuve et on obtient alors : 

Pr (A + B + C) = 1 Pr (A) + Pr (B) + Pr (C) = 1 (3) 

propriété qui généralise celle des probabilités complémentaires (n° 208). 

210. Exemples. - 1° La probabilité de réaliser 12 points avec 3 dés est la somme 
des probabilités de réaliser 651, 642, 633, 552, 543 ou 444 (n° 206, 1 °) : 

1 1 1 1 1 1 25 
Pr (12 points) = 36 + 36 72 + 72 + 36 + 216 = 216 ~ 0'116· 

On retrouve le résultat du n° 206, 2°. 

2° Les probabilités d'avoir 0, 1, 2, 3 ou 4 as au bridge sont respectivement: 

Co Cl3 
p - ~-'-48 

0 - ela ' 
Cl c12 

4 • 48 

pl = ela ' 
52 

C2 cu 
4 • 48 

Pz = cl3 ' 
52 

Ca c1o 
p - 4 • 48 

a - ela ' 
p = C!. C~s. 

4 c1a 
52 52 52 

En effet un jeu de 13 cartes qui contient 2 as par exemple résulte d'une combinaison 
de 2 as sur 4 et d'une combinaison de 11 cartes sur les 48 autres cartes. Il y a ainsi 
c; . C~~ cas favorables sur les C~~ cas possibles. On obtient : 

6 327 
Po = 20 825' 

9 139 
pl = 20 825' 

4 446 
p 2 = 20 825' 

858 
Pa = 20 825' 

. 14 498 
Soit (cf. no 208) : Pr (1 as au moms) = P1 + P2 + P3 + P4 = 

20 825
· 

De même : Pr (3 as au moins) = P 3 + P 4; Pr (1 ou 3 as) = P1 + P 3, etc. 

3° Un joueur de bridge Sud possède entre son jeu et celui du mort Nord 9 cartes à 
la couleur d'atout. Déterminer les probabilités qu'il a de trouver les 4 atouts adverses par­
tagés 4 - 0, 3 - 1 ou 2 - 2. 

Le partage 3 - 1 signifie 3 atouts chez Ouest et 1 chez Est ou vice versa. Il y a C~~ 
jeux possibles pour Ouest qui possède 13 des 26 cartes que ne voit pas Sud. Parmi 
ces jeux il y ac~~ qui ne possèdent pas d'atout, c~ cg en possèdent un, c~ c~~ en possèdent 
deux, C! c~g en possèdent trois etC! C~2 en possèdent quatre. Les probabilités de trouver 
0, 1, 2, 3, 4 atouts en Ouest sont donc : 

ela 
22 • 

Po = C13 , 
9.f\ 

c2 c11 
4 22 • 

P2 =-en··' 
26 

cs clo 
Pa 

- 4 22 • 

- c1a ' 
26 
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S 't 11 
01 : Po = P4 = 230 ; 

143 
P1 = Ps = 575 et 

Partage ( 4 - 0) 
11 

Pr (4 - 0) = Po + P4 = 115 ;::::.: 9,6 %· 

Partage (3 - 1) Pr (3- 1) = P1 +Pa = ~~~ ~ 49,7 %. 

Partage (2 - 2) Pr (2 - 2) = P2 = ~~: ~ 40,7 %. 

137 

D'où 

On pourra vérifier ainsi les autres résultats du tableau suivant donnant les proba­
bilités des différents partages des cartes adverses dans une couleur donnée. 

6 cartes 5 cartes 4 cartes 3 cartes · 2 cartes 

6- 0 1,5% 5-0 3,9% 4-0 9,6% 3-0 22 % 2-0 48 % 
5- 1 14,5% 4- 1 28,3% 3- 1 49,7% 
4-2 48,5% 2- 1 78 % 1 - 1 52 % 
3- 3 35,5% 3- 2 67,8% 2- 2 40,7% 

211. Probabilités composées. -Si un événement aléatoire E exige la réa­
lisation des deux événements A et B, sa probabilité est le produit de la pro­
babilité de A par la probabilité pour que B se réalise après A. 

Cette probabilité de voir B se réaliser lorsque A est déjà réalisé se désigne par Pr (B/A) 
(lire « probabilité de B après A ))), On obtient : 

1 Pr (E) = Pr (A) . Pr (B/A).] 

Considérons l'épreuve susceptible d'amener la réalisation de A ou de A et celle de 
B ou de B. Il peut se produire 4 éventualités : 

A et B dans n1 cas, A et B dans n 2 cas, A et B dans n 3 cas et A et B dans n 4 cas. 
Ces éventualités s'excluant mutuellement le nombre total des cas supposés également 

probables, est donc : N = n1 + n 2 + n3 + n 4• 

Seule la première éventualité réalise A et B et par suite E, ce qui donne: Pr (E) = ~· 

L'événement A se réalise dans n1 + n 2 cas ~ Pr (A) = n1 t nz. 

Si A s'est réalisé nous avons affaire seulement aux n1 + n 2 cas favorables à A et 

parmi ceux-ci, n1 réalisent B ~ Pr (B/A) = ~ · 
nl nz 

On vérifie que : 

Pr (E) = n1 = n1 + nz · n1 = Pr (A) . Pr (B/A). 
N N n1 + n 2 

On dit qu'un événement E qui exige la réalisation de plusieurs autres A, B, C est le 
produit ABC de ces événements. On voit ainsi par symétrie que l'on peut écrire : 

Pr (AB) = Pr (A) . Pr (B/A) = Pr (B) . Pr (A/B) 

et plus généralement : 

Pr (ABC) = Pr (A) . Pr (B/A) . Pr (C/AB). 
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212. Exemples. - 1 o Une urne contient 20 boules blanches et 10 boules rouges. On 
extrait 2 boules. Quelle est la probabilité pour que ces 2 boules soient 2 boules blanches ? 

Extrayons les deux boules successivement. La probabilité de sortir une première 

boule blanche est évidemment ~~ · Cet événement s'étant réalisé, il reste dans l'urne 

29 boules dont 19 boules blanches. La probabilité de sortir une seconde boule blanche 

est donc 
19 

· 29 

p (BB) = 20 . 19 = 20. 19 C~o 
r 30 29 30.29 = c2 

30 

résultat en accord avec le calcul direct (n° 204). 

2° On tire au hasard 3 cartes d'un jeu de 52 cartes. Quelle est la probabilité d'obtenir 
3 honneurs à trèfle ? 

Il y a 5 honneurs à trèfle sur les 52 cartes. Les probabilités de tirer (sans remise) 

successivement 3 honneurs à trèfle sont : :
2

, puis 5~ et 
5
3
2

, ce qui donne : 

résultat que donne le calcul direct. 

On peut également dire que la probabilité de sortir 3 trèfles est C!a et ceci s'étant 
C52 

réalisé, la probabilité pour que ces 3 trèfles soient 3 honneurs est : c: · 
cl3 

D'où: 
cs c~ c~ 

Pr (3 H à trèfle) = Pr (3 trèfles) x Pr (3 H/3 trèfles) = ~! x -" - -· 
c5z Ci3 - c~2 

213. Événements indépendants.- Deux ou plusieurs événements A, B, C sont 
indépendants si la réalisation de l'un n'influe pas sur la réalisation de chacun des autres, 
ce qui entraîne : 

Pr (B/A) = Pr (B); Pr (C/AB) = Pr (C). 

Le théorème des probabilités composées s'écrit alors simplement : 

Pr (ABC) = Pr (A) . Pr (B) . Pr (C). 

ExEMPLE. - On forme 3 paquets de cartes contenant respectivement 12 cartes dont 
3 trèfles, 15 cartes dont 4 .. trèfles et 25 cartes dont 6 trèfles. On tire au hasard une carte de 
chaque paquet. Quelle probabilité a-t-on d'obtenir 3 trèfles? 

Les probabilités d'obtenir séparément 1 trèfle en tirant une carte de chaque paquet 

sont indépendantes et égales à 
1
3
2

, 
1
4
5 

et 
2
6
5 

• 

D'où: 

Pr (3 trèfles) = 1
3
2 x 1

4
5 x ; 5 = 1 ~5 = 0,016. 
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EXERCICES 

326. On jette trois dés cubiques identiques. Les faces de chacun de ces dés sont numérotées de 
1 à 6. Calculer la probabilité pour que la somme des points obtenus soit égale à 6. 

327. D'un jeu de 32 cartes on tire, au hasard, 8 cartes. Quelle est la probabilité pour que, parmi 
ces 8 cartes : 

1 o figure l'as de cœur; 
2o ne figure aucun as; 
3o figure au moins un as? 

328. Une urne renferme 32 boules parmi lesquelles 4 sont blanches, les autres noires. On extrait 
successivement 3 boules de l'urne. Quelle est la probabilité : 

1 o pour qu'elles soient blanches toutes les trois ? 
2° pour qu'il y en ait une blanche et 2 noires ? 

329. Un sac contient trois boules rouges, quatre boules bleues et cinq boules jaunes, indiscer-
nables au toucher. On extrait, au hasard, trois boules du sac. Quelle est la probabilité : 

a) que ces trois boules soient jaunes ; 
b) de n'avoir aucune boule rouge ; 
c) d'avoir au moins une boule rouge; 
d) que ces trois boules soient de couleurs différentes ? 

N. B. - On donnera, pour chacune de ces probabilités, une valeur approchée à 1 ~3 près. 

330. Trois dés cubiques ont leurs faces respectives numérotées de 1 à 6. On lance ces trois dés. 
Quelle est la probabilité : 

a) d'amener trois 6; 
b) d'amener trois numéros égaux; 
c) d'amener trois numéros consécutifs ; 
d) d'amener trois numéros dont la somme est inférieure à 6? 

331. Une première urne contient 3 boules bleues, 3 blanches et 3 rouges; on en extrait au hasard 
3 boules à la fois et on les introduit dans une seconde urne, qui contient déjà 6 boules blanches ; 
de la seconde urne on extrait ensuite au hasard 3 boules à la fois ; quelle probabilité a-t-on d'obtenir 
ainsi un tirage tricolore ? 

332. Une loterie comporte 100 billets, parmi lesquels : 1 billet gagne un lot de 1 000 F; 5 billets 
gagnent chacun un lot de 300 F; 10 billets gagnent chacun un lot de 100 F. 

1 o Quelle est la probabilité pour qu'un acheteur de 3 billets gagne exactement 300 F? 
2° Quelle est la probabilité pour qu'un acheteur de 3 billets gagne au moins 300 F? 

333. On met dans une urne les lettres mobiles susceptibles de former le mot ÉCONOMIE et l'on 
tire successivement cinq lettres au hasard. Quelle est la probabilité pour que, dans l'ordre d'obten­
tion, ces lettres forment le mot MOINE : 

a) si l'on remet la lettre après chaque tirage; 
b) si on laisse la lettre hors de l'urne après chaque tirage? 

334. 1 o Combien existe-t-il de combinaisons de 5 éléments pris dans un ensemble de 11 éléments ? 
2° Une urne contient 5 boules noires et 6 boules blanches. On tire 5 boules au hasard. Calculer la 

probabilité : 
p1 pour qu'on ait les 5 boules noires ; 
p 2 pour qu'on ait 5 boules blanches ; 
p 3 pour qu'on ait au moins 3 boules noires? 

335. Dans une classe de 30 élèves, il y a 12 filles et 18 garçons. On organise un voyage pour 4 élèves 
tirés au sort. Donner la probabilité de chaque composition possible du groupe désigné (4 filles, 3 filles 
et 1 garçon, ... ), soit P1, p2 , Pa• p", Ps· 

On en donnera les valeurs approchées avec quatre chiffres décimaux en utilisant la table de loga­
rithmes. 

336. 1° Un club de football, A, possède 18 joueurs. Combien d'équipes différentes peut-il former, 
si l'on ne tient pas compte de la place des joueurs? 

2° Un second club, B, possède 20 joueurs. Quelle est la probabilité pour que Monsieur X, du 
club A, fasse partie de 1 'équipe qui jouera contre l'équipe où se trouve Monsieur Y, du club B? 

N. B. -Une équipe de football comporte 11 joueurs. 
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337. Dans une urne contenant 240 boules numérotées de 1 à 240, on tire une boule au hasard 
et on lit son numéro. 

1 o Quelle est la probabilité d'obtenir un numéro divisible respectivement par 5, par 6, par 30 .? 

2o Quelle est la probabilité d'obtenir un numéro divisible à la fois par 3, 5 et 6 ? 

338. D'un jeu de 52 cartes on extrait 5 cartes au hasard. 
1 o Quelle est la possibilité de tirer un carré d'as, c'est-à-dire une combinaison comportant les 

4 as? 
2° Quelle est, de même, la probabilité de tirer une combinaison comportant 3 as et 3 seulement 'l 

3° Quelle est enfin la probabilité de tirer une combinaison comprenant 3 as et deux autres cartes 
semblables? Par exemple 3 as et 2 rois, ou 2 dames, ou ... , etc. 

339. Dans une tombola, on distribue 50 enveloppes, dont 10 seulement renferment chacune un 
bon pour un lot. On achète 3 enveloppes. 

1 o Quelle est la probabilité d'obtenir ainsi 3 de ces bons? 
2o Quelle est la probabilité de n'avoir aucun lot'? 

3° Quelles sont les probabilités d'obtenir, soit deux lots, soit un seul lot? Vérification. 

340. On dispose de 4 urnes, désignées par les lettres A, B, Cet D. La première, A, contient 30 boules 
blanches; la deuxième, B, contient 40 boules noires; le troisième, C, contient 10 boules blanches 
et 25 boules rouges; la quatrième, D, contient 5 boules blanches, 3 boules bleues et 2 boules rouges. 

On choisit l'une des quatre urnes, au hasard, et de cette urne on prélève une boule, au hasard. 
Quelle est la probabilité pour que la boule tirée soit blanche ? 

341. Une urne contient 2 boules blanches, 1 boule noire, 7 boules rouges. On extrait successive ... 
ment 2 boules de l'urne. Quelle est la probabilité d'extraire une !boule noire et une boule blanche 
quel que soit l'ordre d'extraction des boules, la première boule tirée n'étant pas remise dans l'urne 
avant le deuxième tirage ? 

342. On prend 3 nombres au hasard parmi les 50 premiers nombres 1, 2, 3, ... , 49, 50. 

1 o Calculer la probabilité P 1 pour que, parmi ces 3 nombres, figurent deux multiples de 5 et deux 
seulement. 

2° Calculer la probabilité P 2 pour que, parmi ces trois nombres, figure au moins un carré parfait 
(cette question est indépendante de la précédente). 

N.B. -On exprimera P 1 et P 2 à 10-a près. 

343. Un sac contient 7 boules blanches, 5 rouges, 3 bleues. Quelle est la probabilité, dans 
l'épreuve qui consiste à tirer 3 boules simultanément : 

a) de tirer 3 boules de couleurs différentes ; 
b) de tirer 3 boules dont 2 au moins soient rouges ; 
c) de tirer au moins 1 blanche sur les 3 ? 

344. Dans une course il y a 10 concurrents : A, B, C, D, E, F, G, H, 1, J. 
1° On tire au sort, successivement, 3 noms parmi ces 10 concurrents. 
Quelle est la probabilité pour que ces 3 noms soient, dans l'ordre du tirage, les mêmes que ceux; 

des 3 premiers de la course dans l'ordre d'arrivée? 
2° Quelle est la probabilité pour que les 3 noms tirés au sort soient ceux des trois premiers de 

la course, sans tenir compte de l'ordre d'arrivée'? 
3° Cette fois, on tire au sort 4 noms. Quelle est la probabilité pour que, parmi ces quatre noms, 

figurent ceux des trois premiers de la course? 

345. 1° Déterminer la probabilité de réaliser un total de 15 points à l'aide de 3 dés cubiques 
dont les faces portent respectivement 1, 2, 3, 4, 5, 6 points. 

2° Quelle est la probabilité de réaliser avec ces 3 dés une séquence, c'est-à-dire l'un ou l'autre 
des nombres 123, 234, 345, ou 456 ? 

3° Trouver de même la probabilité de réaliser une séquence avec 4 ou 5 dés analogues et la pro-
babilité de réaliser la séquence 123456 avec 6 dés. 

346. On lance 6 boules numérotées de 1 à 6 dans 6 cases numérotées de 1 à 6. 
1 o Quelle est la probabilité que la boule 3 entre dans la case 3 ? 

2° QuelJe est la probabilité que les boules 3 et 4 entrent respectivement dans les cases 3 et 4? 

3° Quelle est la probabilité que chacune des 6 boules soit dans le case de même numéro '? 

347. Les 90 billets d'une loterie sont désignés par les nombres entiers de deux chiffres ; les billets 
gagnants sont ceux terminés par 0 ou 5. Possédant 4 billets, quelle est la probabilité : 

a) de gagner un lot et un seul; b) de gagner au moins un lot? 
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348. Dans la suite des nombres 1, 2, 3, ... , 9, 10 on prend au hasard 6 nombres distincts. Quelle 
est la probabilité pour qu'il y ait, parmi eux : 

a) trois nombres pairs et 3 seulement; 
b) au moins 1 nombre impair; 
c) un seul nombre impair; 
d) au moins 2 nombres impairs ? 

349. On rappelle qu'un jeu de 32 cartes comprend 4 couleurs, notées respectivement pique, cœur, 
carreau et trèfle. Chaque couleur est composée de 8 cartes, appelées respectivement : as, roi, dame, 
valet, dix, neuf, huit et sept. On prend 5 cartes dans un jeu de 32 cartes. 

1° Quelle probabilité y a-t-il pour que, parmi les 5 cartes, il y ait 3 cartes de pique et 3 seulement? 
2° Quelle probabilité y a-t-il pour que, parmi les 5 cartes, il y en ait 3 de la même couleur? 

3o Quelle probabilité y a-t-il pour que, parmi 5 cartes, il y ait 1 seul roi? 

350. Un jeu de 32 cartes contient 8 piques, 8 trèfles, 8 cœurs et 8 carreaux. On tire 2 cartes au 
hasard. 

Trouver la probabilité : 
1 o pour que les 2 cartes tirées soient 2 piques ; 
2° pour que les 2 cartes tirées soient 1 trèfle et 1 cœur. 

351. Une fabrication automatique de pièces embouties donne un pourcentage de rebuts s'élevant 
à 5 %· On considère un échantillon de 10 pièces issues de cette fabrication. 

Calculer au millième près la probabilité de trouver dans cet échantillon deux rebuts au plus (c'est­
à-dire, 0, 1 ou 2 rebuts). 

352. Les 6 faces d'un dé cubique portent respectivement les lettres a, a, a, b, b, c. 
1 o On jette ce dé 3 fois de suite. Quelle est la probabilité pour qu'apparaissent, dans l'ordre, les 

lettres a, b, c ? 
2o On jette le dé 5 fois de suite. Quelle est la probabilité pour que la lettre b apparaisse 2 fois 

ou 3 fois? 

353. Une loterie comporte 50 billets ~t 10 lots; un joueur achète 2 billets. 
1 o Combien y a-t-il de couples possibles de billets pour ce joueur? 
2o Combien y a-t-il de cas possibles dans lesquels ce joueur sera perdant? 
3° Quelle est la probabilité qu'a ce joueur de gagner au moins un lot? 

354. On dispose de 26 jetons identiques. Sur chacun d'eux on inscrit une des 26lettres de Falpha­
, bet (2 jetons ne portent pas la même lettre). On les met dans un sac et on en tire trois successivement~ 
sans remise. 

Quelle est la probabilité de tirer : 
1 o trois consonnes ; 
2o trois voyelles ; 
3° les lettres B, A, C : 
a) dans cet ordre ; 
b) sans tenir compte de l'ordre? 
(L'alphabet se compose de 20 consonnes et de 6 voyelles.) 

355. 1 o Une épreuve conduit aux 4 éventualités mutuel1ement incompatibles AB, AB, AB 
et A B. Établir les formules : 

Pr (A) = Pr (AB) Pr (A B) ; 
Pr (B) = Pr (AB) + Pr (A B) ; 
Pr (A B) = Pr (AB) Pr (A B) + Pr (A B). 

En déduire que : 1 Pr (A + B) = Pr (A) + Pr (B) - Pr (AB). 1 

2o Généraliser pour 3 événements A, B, C ou plus. Que devient le résultat lorsque les événements 
sont incompatibles 3 à 3 ou 2 à 2 ? 

356. Quelle est la probabilité de sortir au hasard d'un jeu de 52 cartes une carte qui soit un hon­
neur ou un cœur ? 

357. Une urne contient des jetons numérotés de 1 à 210. On tire au hasard un de ces jetons. 
Quelle est la probabilité d'obtenir un numéro : 

1 o qui soit multiple de 3 ou de 7; 
2° qui soit multiple de 2, de 3 ou de 5? 
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358. Trouver la probabilité d'avoir dans une main de 13 cartes au bridge. : 
1 o une longueur de 6 trèfles ; 
2° une longueur de 6 trèfles et une longueur de 6 carreaux ; 
3° une longueur de 6 cartes dans une quelconque des 4 couleurs? 

359. La roue d'une loterie comporte 24 numéros et un seul gagnant. Indépendamment l'un de 
l'autre 3 joueurs misent, l'un A sur 3 numéros, le second, B, sur 4 numéros et le troisième, C, sur 
6 numéros. Trouver : 

1° la probabilité de gain de chaque joueur; 
2° la probabilité pour que l'un des joueurs A et Bau moins soit gagnant, Jlun des joueurs A et è ou 

l'un des joueurs B et C ; 
3° la probabilité pour qu'il y ait au moins un gagnant parmi les 3 joueurs A, B et C? 

360. Déterminer la probabilité d'avoir 13 points d'honneur dans une main de 13 cartes au bridge. 
On compte (cf. ex no 325) 4 points pour un as~ 3 pour un roi, 2 pour une dame et 1 pour un valet. 



15" leçon 

LOIS DE PROBABILITé 1 

214. Variable aléatoire discrète. -On appelle variable aléatoire tout nombre 
réel X dont la valeur est déterminée par le hasard, c'est-à-dire par le résultat 
d'une épreuve ou d'un groupe d'épreuves déterminé. 

Le nombre des faces obtenu en lançant 10 pièces de monnaie, le nombre des trèfles 
dans une main de 13 cartes au bridge, le nombre total des points obtenus à l'aide de 
3 dés, le rang de la première épreuve réalisant un événement aléatoire donné sont 
des variables aléatoires. 

Un variable aléatoire X est dite discontinue (ou discrète) d'ordre fini lorsqu'elle ne peut 
prendre que des valeurs isolées en nombre fini : x1, x 2 , x3 ••• Xn. 

La réalisation de X = x. a est un événement aléatoire EC( dont la probabilité Pa se note: 

~ Pr (X = xC() = P(j.· j 

Les événements E(j. sont mutuellement incompatibles et la réalisation de l'un d'eux 
est un événement certain. Donc (no 209) : 

[Pt+ P2 + ... + Pn = 1 ] ou 

Lorsque le nombre n des valeurs isolées XXl devient infiniment grand, on dit que la 
variable aléatoire discrète X est d'ordre infini. 

n 

Dans ce cas le nombre Pn = ~ p(j, est un nombre positif inférieur à 1, qui tend vers 1 
o:=l 

lorsque n tend vers l'infini. On écrit : 
00 

Pt + P2 + · .. + Pn + . . . = 1 ou 2; PC( = 1. 
C(=l 

215. Loi de probabilité. - La correspondance entre chacune des valeurs Xoe de 
la variable X et sa probabilité Pr (X = xC() = p(j, constitue la loi de probabilité de la 
variable discrète X. · 

Cette loi peut être définie par la donnée de pC( = f (xiX) ou q> (IX). De toute façon la 
loi de probabilité est déterminée si on sait calculer Xoc et sa probabilité Pa pour toute 
valeur de IX. On pourra établir un tableau de correspondance entre xiX et Pa et construire 
le diagramme en bâtons de cette correspondance. 
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216. Exemples. - 1 o La probabilité d'avoir un nombre k d'as dans une main de 
13 cartes au bridge est donnée par la formule : 

x 

ck cl3-k 
Pr (X = k) = 

4 

1:
8 

• On obtient (n° 210) le tableau : 
c52 

0 1 2 3 4 

Pr (X) 0,304 0,439 0,213 0,041 0,003 

Ce qui se traduit graphiquement par le diagramme (fig. 126). 
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2° La probabilité d'amener k piles en lançant 8 pièces de monnaie (ou dans 8 lancers 

d'une seule pièce) est (n° 205) : pk = is C~, soit : 

x 

Pl, 

0 

1 
256 

1 2 

28 
256 

3 

56 
256 

4 

70 
256 

5 

56 
256 

6 

28 
256 

7 

8 
256 

8. 

Le diagramme de la figure 127 est symétrique par rapport à la droite x = 4. 

3° Considérons une partie de pile ou face à l'aide d'une pièce de monnaie qu'on lance 
autant de fois qu'ille faut pour obtenir une première fois pile. La probabilité d'obtenir 

(k- 1) fois face, puis pile au kieme lancer est Pr (X = k) = 
2
L

1 X ~ = ;,/ 
IJ n'est pas exclu de voir la variable X prendre des valeurs très grandes. On obtient : 

0,5 

0,25 

0 

1 1 1 1 
Pr (X < n) = 2 + 22 + ... + 2n = 1 - 2n' 

--- __ y4 
_ _ _ _ _ _ _ __ Va 

2 3 4 s 6 7 k 
Fig. 128 

F(x) 

en ~000 
1 

0 

4 35 

12 34 56 7 8 

Fig. 129 

1000 

La probabilité de voir X prendre une valeur supérieure à un nombre entier n est 

donc in· Elle tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. On obtient le diagramme de la 

figure 128. 
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217. Fonction de répartition.- On appelle fonction de répartition de la variable 
aléatoire X la probabilité F (x) de voir X prendre une valeur inférieure à x. 

F (x) = Pr (X < x). 

Dans le 2e exemple du numéro précédent la fonction de répartition est définie par : 

x x <O 0 <x<1 1 <x<2 2 <x< 3 6 <x< 7'7 <x <8 x > 8 

F (x) 0 
1 9 37 247 255 

1 
256 256 256 256 256 

Cette fonction F (x) est représentée par une courbe en escalier (fig. 129), confondue 
avec y = 0 pour x < 0, avec ~'y = 1 pour x > 8. Notons que dans cet exemple 
p~c = Pr (X = .k) = F (k + 1)- F (k). Plus généralement si les valeurs Xc.: sont classées 
dans l'ordre croissant : 

Pr (X = X:x) = F (xo:+Ù 

218. Valeurs typiques. - 1° On appelle valeur moyenne, ou espérance mathématique 
de la variable aléatoire X le nombre: 

m ou E (x) = ~ P:x x:x. (1) 
tX 

Ce qui compte tenu de ~ Prx = 1, n'est autre que la moyenne arithmétique pondérée 
0: 

des valeurs Xo: affectées chacune du coefficient Pa· 

On appelle moment d'ordre 2 de la variable X, l'espérance mathématique m 2 de son 
cané X 2• 

m 2 = E (x2) = :E p(/.. x~. (2) 
0: 

2° La différence Z = X- m est l'écart entre la variable X et sa valeur moyenne m. 
Le moment d'ordre 2 de l'écart X - m est appelé la variance de X et on la désigne 
par cr2 : 

cr2 = E [(X- m)2 ] = ~Po: (xa- m)2 • (3) 
0: 

La valeur cr, appelée écart moyen quadratique ou écart type, est un indice de dispersion 
de X de part et d'autre de m .. On démontre que la probabilité d'un écart absolu 1 X- m 1 

2 

supérieur à une valeur donnée À est inférieure à ~2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebytchef): 

a~ Pr ( 1 X - m J > À) < ):.2. (4) 

Notons que cr2 = ~ pa x~ - 2 m :E po: X a + m 2 ~ pa = m 2 - 2 m . m + m 2 

d'où : ou cr2 (x) = E (x2) - [E (x) )2 (5) 

formule qui facilite souvent le calcul de cr. 

219. Loi binomiale de probabilité.- Considérons le jeu de pile ou face généralisé 
où les deux éventualités contraires que nous désignerons encore par P et F ont pour 
probabilités respectives p et q = 1 - p. 

Si par exemple p = 0,36 et q = 0,64, on pourra placer dans une urne 36 boules P 
et 64 boules F. Un tirage consiste à extraire au hasard une boule P ou F que l'on repla­
cera dans l'urne avant le tirage suivant (tirages avec remise). 

Nous désignerons par X le nombre aléatoire de boules P extraites au cours d'une 
épreuve comportant n tirages successifs. En affectant à chaque lettre P ou F extraite 
un indice égal à son rang de tirage, toute épreuve de n tirages est caractérisée par un 
symbole tel que : P 1 F 2 F 3 P 4 ... Fn-1 Pn. 
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D'après le principe des probabilités composées (n° 213) la probabilité d'un tel symbole 
est égale à : pqqp ... qp = pk qn-k, Tout symbole comportant de même k fois la lettre P 
correspond à une combinaison de k entiers pris dans les n premiers entiers. Le nombre 
de ces symboles étant C~, on obtient : 

Pk = Pr (X = k) = C~ pk qn-k 

Les différentes valeurs de Pk ne sont autres que les termes du développement du 
binôme de Newton : (p + q)n. En effet : 

n n 
(p + q)n = :E Cn pk qn-k =9- 1 = :E Pk. 

k=O k=O 

D'où le nom de loi binomiale et la vérification de la relation :2: Pk = 1. 
Pour n = 10 et p = 0,4, on obtient (diagramme fig. 130) : 

Hl'~ P• 1 6°o 14~3 l1 !o912 ~5ol2 !osl2 ~o711 ~151 4~5 11~6 11
9
6 1 ~

0 

La valeur k pour laquelle Pk est maximum vérifie : 

Pk 
1 

Pk+ 1 (n-k+ 1) p (n- k) p 
P~.;_1 > > J5k =9- kq > 1 > (k + 1) q =9- k < (n + 1) p < k + 1. 

pk 
en 1/looo 

40 
6 T 

251 

215 201 

121 112 

43 

T 11 2 01 ..... __ , 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Fig. 130 

pk Il' 26 

en V10o 
20 21 

13 

8 7 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X:::.k 

Fig. 131 

Cette valeur k est la partie entière de (n + 1) p, c'est-à-dire l'unique entier compris 
entre np - q et np + p. Toutefois si ces deux valeurs sont entières elles correspondent 
à une même valeur maximum. 

Le calcul donne pour valeur moyenne m = E (x) =np, pour moment d'ordre deux: 
m 2 = E (x2

) = n 2p 2 + npq ce qui implique pour variance cr2 = npq, et pour écart type 
(j = vnpq. 

Notons que la fréquence Z = X de l'événement de probabilité pa pour valeur moyenne 
n 

E (~) = ~ = p et pour écart type a(;) = J~q· 

220. Loi de Poisson. - Soit m une constante positive donnée et k E N un entier 
naturel. La variable aléatoire X satisfait à la loi de Poisson si : 

Pk = Pr (X = k) = e-m o/N ·1 

On obtient 
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On admettra que la somme entre crochets est une fonction y (m) vérifiant y (0) = 1 
dy dy 

et dm = y ou -y = dm; ce qui implique Log y = m et y = em. 

Donc : :L: Pk = e-m . em = 1. On a bien affaire à une loi de probabilité. 

Pour m = 2,5, on obtient Pk = e-2•5 (2k~)k d'où le tableau : 

et le diagramme de la figure 131. Noter que la valeur de Pk tend rapidement vers 0 
lorsque k augmente. 

La valeur k qui correspond au maximum de Pk vérifie : 

~ > 1 > Pk+1 ~ m -1 < k <m. 
Pk-1 Pk 

Cette valeur k est donc la partie entière de m. Toutefois si m est entier les deux 
. mm 

valeurs Pm- 1 et Pm sont égales au maximum e-m 
m 

Le calcul donne pour valeur moyenne E (X) = m, pour moment d'ordre deux : 
E (X2) = m2 + m ce qui implique pour variance cr2 = m et pour écart type cr = V m. 

221. Relation avec la loi binomiale.- Considérons une loi binomiale dans laquelle 

la probabilité p :est très faible (de l'ordre de 1~0 e par exemple) et le nombre n suffi­

samment grand de façon que le produit np = m soit un nombre fini (de l'ordre de 1 

à 20 par exemple). En tenant compte de p = m on obtient : 
n 

Pk = Ck k (1 _ )n-k = n (n - 1) ... (n- k + 1) mk ( 1 _ m)n· 
nP P kl (1 - p)k nk n 

Soit : Pk = mk (1 - !_) (1 - 3) ... (1 - k 1) (1 _ m)n· 
ki (1 - p)k n n n n 

Tous les facteurs entre parenthèses sont très voisins de 1 sauf le dernier ( 1-~r ~ e-m 

Ce qui montre que Pk ~ ;!k e-m (loi de Poisson avec m = np). 

Ainsi pour n = 250, p = 0,01 le calcul direct de Pk = C~ p~ (1 - p)n-k donne 

10 

2 

11 

0 

(2 5)k 
Les valeurs de Pk vérifient à 1/1 oooe près celles de Pk = e-2•5 -tr- du numéro 

précédent. 
Pour les petites probabilités, notamment en physique corpusculaire, la loi de Poisson 

permet de disposer d'une formule approchée Pk ~ e-np (np)k plus maniable que la 
ki 

formule binomiale Pk = C~ pk (1 - p)k. 

222. Variable aléatoire continue. - Une variable aléatoire est continue 
lorsqu'elle peut prendre toute valeur réelle d'un intervalle [a, b]. 
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Une loi de probabilité de la variable continue X est définie par une fonction de 
répartition F (x) telle que : 

Pr (X < x) = F (x). (1) 

La fonction de répartition F (x) définie sur (- co, + co) est nulle pour x <a, 
croissante pour x E [a, b ], égale à + 1 pour x > b (fig. 132). 

D'après le théorème des probabilités totales on obtient : 

1 Pr (x1 < X < x 2) = F (x2) - F (x1) = [F (x) g;. j (2) 

y 

B 
1 ----------------- -p--- -·...;,---------

F (X) ----- - -- ----
I . 

A 

0 q s x 

Fig. 1:::1~ Fig. 133 

Si la fonction F (x) est dérivable sur [a, b] et admet pour dérivée f (x), on obtient : 

Pr (xl <X < X 2) = Jx2

{ (x) dx. 
x, 

(3) 

La fonction f (x) est appelée densité de probabilité et le produit f (x) dx est 
la probabilité élémentaire. 

Cette probabilité élémentaire n'est autre que la probabilité de voir X prendre une 
valeur de l'intervalle [x, x + dx ]. Cette probabilité tend vers 0 en même temps que dx. 
Par suite la probabilité de voir X prendre une valeur isolée x est nulle. 

Notons que l'on peut toujours supposer f (x) défini sur (- co, + co) en posant 
f (x) = 0 pour x < a et pour x > b. 

223. Théorème. - Pour qu'une fonction f (x) définisse une densité de pro-
babilité, il faut et il suffit que : 

1 o f (x) soit définie, positive ou nulle, sur ] - ro, + ro [. 

2o J+Z(x) dx = 1. 

En effet la fonction continue F (x) = J_~ (x) dx est croissante de 0 à 1 lorsque x 

varie de - ro à + ro. Ces propriétés impliquent que f (x) tend vers 0 lorsque x tend 
vers + ro ou - ro. D'où l'allure de courbe en cloche de la courbe y = f (x) lorsque 
f (x) n'admet qu'un maximum (fig. 133). 

On définit comme au n° 218 les valeurs typiques relatives à la variable aléatoire 
continue X. Les principales sont l'espérance mathématique ou valeur moyenne 

m = E (X) = J+: f (x) dx 

le moment d'ordre deux: 

la variance : 

cr2 = E [(X- m)2
] = J ~~- m)2 f(x) dx = m 2 - m2 

ce qui donne l'écart type (j. 
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224. Loi de Laplace-Gauss ou loi normale.- C'est une loi dans laquelle la pro­
babilité élémentaire est définie par : 

(x--m) 2 

f( )d 1 -2G2d x x = ~ 1 e x. 
cry2rc 

(1) 

On démontre que J:J (x) dx = 1. Les deux paramètres m et cr sont précisément 

la valeur moyenne et l'écart type de c~tte loi désignée en abrégé par loi normaleN (m; cr). 

~Ym 
5 

(x-m)2 

1 Ix~ -2G2 Pr (x1 < x < x 2 ) = V e dx. 
cr 2 11: x1 

s 

1 

1 

------------- ---------~---------
1 
1 

0 m-26 m-6 m mto 

Fig. 134 

(2) 

m+36' 

La courbe y = f (x) est la courbe en cloche de Gauss (fig. 134). Elle a Ox pour asymp­
tote, la droite x = m pour axe de symétrie et sur cet axe le sommet d'ordonnée maxi-

1 04 ' 
mum ~ ~ -'-· La courbe est d'autant plus aplatie que cr est grand, mais l'aire 

cr 2rc cr 
de la portion de plan comprise entre la courbe et t'axe Ox reste égale à 1. 

225. Équation réduite. - Prenons pour nouvelle variable, l'écart réduit : t = x - m · 
0' 

On obtient en remplaçant x par m + cri dans la formule (2) : 

1 ft2 -~ 
Pr (x1 < x < x2) = Pr (t1 < t < i 2) = ~ 1- e 2 dt. 

·v 2 re t1 
(3) 

L'écart réduit l vérifie donc une loi normale N (0; 1) de valeur moyenne 0 et d'écart 
type 1 (fig. 135). 

Fig. 135 Fig. 136 

Les calculs sont facilités par les tables (page 171) donnant les valeurs de l'intégrale : 

. 1 rt -~ 
'P' (t) = --== e 2 dx v2 re • o 

(4) 
1 

avec 'F (- t) =- 'P' (t) et 'P' ( oo) = ~r 
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On obtient : 

Pr (x1 < x < X2) = Pr (t1 < t < t2) = 'Y (i2) - 'P' (t1) 

Pr Cl x- m j > À cr) = Pr (/ t 1 > À) = 1 - 2 'Y (À). 

Ainsi : Pr Cl x m 1 > 4 cr) Pr Cl t 1 > 4) 1 - 2 'Y ( 4) < 10-4 • 

(5) 

(6) 

Un écart absolu supérieur à 4 écarts types a donc une probabilité si faible qu'un tel écart 
doit €ire considéré comme pratiquement impossible. 

x-m 
Inversement (fig. 136) la valeur t = telle que 1 - 2 'Y (l) = P est la valeur 

cr 
de t ayant la probabilité P d'être dépassée en valeur absolue. La table page 172 donne t 
connaissant P. Ainsi 

a) P = 0,5 ~ t = 0,6745 ~ ~· L'écart absolu J x- m J a donc une chance 

sur deux de ne pas dépasser ~ cr (écart médian (.l ou écart probable des artilleurs}. 

b) P = 0,01 >- t = 2,5758 légèrement inférieur à ~· Un écart absolu supérieur 

à 4 écarts médians a moins d'une chance sur 100 de se produire. 

c) P = 0,05 ==>- t = 1,96 ~ 2. Un écart absolu J x- m 1 supeneur à deux 
écarts types a moins de 5 chances sur 100 de se produire. Par suite : 

1 Pr (m- 2 cr < x < m + 2 cr) > 0,951 

formule qu'on utilise le plus souvent. 

226. Remarque.- La loi normale ou de Laplace-Gauss est d'une importance capi­
tale en Probabilités. On démontre, et on constate expérimentalement en Statistique, 
que la plupart des lois de probabilité finissent par s'identifier à une telle loi lorsque 
le nombre des épreuves devient très grand. Il en est en particulier ainsi lorsque la 
variable est la somme ou la moyenne arithmétique de variables aléatoires en nombre n 
suffisamment grand. 

227. Application aux fréquences binomiales.- Dans la loi binomiale (n° 219): 

P1c = Pr (x = k) = C~ pk qn k. (1) 

Lorsque n est suffisamment grand le calcul de Pk devient pénible. Mais on peut alors 

remplacer, d'une façon approchée, nl par (~f V2 11; n (formule de Stirling). On obtient, 

si p et q ne sont pas trop faibles : 
(k-np) 2 

Pk= Pr (x= k) ~ ~ 
1 

1 -e --2 -np-q 
v 2 'IT n pq 

ce qui entraîne très approximativement : 
(x- np) 2 

1 Jx2 - 2 npq Pr (x1 < x < x 2) = V e dx. 
2 'IT n pq x 1 

(2) 

Pour n assez grand, on peut donc remplacer la loi binomiale discontinue par une 
loi de Laplace-Gauss continue de même valeur moyenne m = np et de même écart 
type cr = vnpq. 

Considérons la fréquence z = ~ de l'événement de probabilité p, c'est-à-dire le 
n 
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quotient du nombre x des cas favorables par le nombre n des épreuves. On obtient 
en remplaçant x par nz dans la formule (2) la loi des fréquences binomiales : 

1t (z- p)a 

Pr (z
1 

< z < z
2

) = J_!!_- Jz2 

e - - 2 
P-fJ- dz. 

2 IT pq _z1 

(3) 

La fréquence z de l'événement de probabilité p obéit à une loi de Gauss 

de valeur moyenne p et d'écart type a= J~q· 

Dans les applications pratiques où n est assez grand (n > 50) les formules (2) et (3) 
remplacent avantageusement la formule (1 ). 

228. Loi des grands nombres. - La fréquence z = 1!._ d'un événement de proba-
n 

bilité p = 1 -- q est donc assimilable à une variable aléatoire normale (laplacienne ou 

gaussienne) de valeur moyenne p et d'écart type cr = JPj- lorsque le nombre des 

épreuves n est assez grand. 
Soit ~;; un nombre réel positif arbitrairement petit. La probabilité d'avoir un écart 

absolu J z- p 1 supérieur à e donc à (~)cr est (no 225) : 

Pr Cl z- p 1 > e) = 1 - 2 'F ( ~) = 1 - 2 'F (t) avec t = ~ = ~;; J; q' 

Lorsque n augmente indéfiniment, il en est de même de tet 1- 2 'F (t) tend vers O. 
On obtient le théorème de Bernoulli ou loi des grands nombres : 

La probabilité pour que l'écart absolu 1 z- p 1 entre la fréquence observée 

z et la probabilité p d'un événement aléatoire, soit supérieur à un nombre 

donné E, tend vers zéro lorsque le nombre n des épreuves augmente indé­
finiment. 

Notons que ceci résulte également de l'inégalité de Bienaymé-Tchébicheff qui permet 
d'ailleurs d'étendre le théorème à d'autres lois de probabilité normales ou non. 

Ainsi d'après la formule 4 (n° 218) et en utilisant seulement les résultats de la loi 
binomiale (n° 219) on voit que : 

cr2 pq 1 
Pr (j z- p 1 > e) < 2 = - 2 tend vers 0 avec -· 

~;; n ~;; n 

229. Commentaires. - En abrégé on peut dire que : 

La fréquence observée z = fn d'un événement aléatoire tend vers sa pro­
babilité p lorsque le nombre n des épreuves devient suffisamment grand. 

Cette loi du hasard se vérifie expérimentalement. Su.,. 2000 parties de pile ou face 

on a pu compter 1 016 piles et 984 faces. Donc f.~ ooo = 0,508 ~ ~ · 
Il ne faut cependant pas croire que le nombre x = n fn des cas favorables tend vers 

np. Au contraire, la relation cr (x) = n cr (z) v' npq montrent que les écarts absolus 

J x- np J augmentent proportionnellement à v'n. Ainsi on a autant de chances d'avoir 
un nombre de piles compris entre 980 et 1 020 sur 2 000 parties, qu'entre 99 800 et 

100 200 sur 200 000 parties. 
Inversement la fréquence fn d'un événement aléatoire donne une valeur approchée 

de sa probabilité p, d'autant plus précise que le nombre n des épreuves est grand. 
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Ceci permet une détermination expérimentale ou statistique de la probabilité p d'un 
événement aléatoire. 

ExEMPLE. - Une urne contient 10 boules qui ne diffèrent que par la couleur, rouge 
pour les unes, blanche pour les autres. On a fait 1 000 tirages avec remise et obtenu 420 fois 
une boule rouge et 580 fois une boule blanche. Trouver le nombre de boules de chaque 
couleur. 

La fréquence d'une boule rouge est f = 0,42 et la probabilité p de tirer une boule ne peut être 
k 

qu'un des nombres 
10 

: 0,1 ; 0,2 ; ... 0,8 ; 0,9. . 

A 0 4 b . é Jpq- )0,4 x 0,6 y240 0 015 
vec p = ' ' on 0 twnt pour cart type a = n = 1 000 = 1 000 ~ ' . 

Un écart absolu observé z = 1 f - p 1 = 0,42 - 0,40 = 0,020 ~ : cr est très possible. Par contre 

avec p = 0,3 ou 0,5 et à plus forte raison avec les autres valeurs possibles de p, on obtient 
1 f- p 1 > 0,080 > 5 cr, ce qui est un écart pratiquement impossible (n° 225). Donc p = 0, 4, ce qui 
montre qu'il y a : 0,4 x 10 = 4 boules rouges et 6 boules blanches dans l'urne. 

EXERCICES 

361. Une loi de probabilité discrète est définie pour toute valeur entière de X comprise entre 
0 et 10 par Pk = Pr (X = k) = ak (10 - k). 

10 

1 o Déterminer la valeur de a pour que la relation ~ Pk = 1 soit vérifiée. Établir le tableau des 
0 

valeurs de Pk et le diagramme correspondant. 
10 

2° Vérifier que la valeur moyenne ~ kpk est égale à 5 et calculer l'écart type a tel que 
0 

10 

cr 2 = ::E (k - 5) 2 Pk· 
0 

362. Reprendre le problème précédent pour Pk = ak 2 (8 - k) 2 (valeur moyenne 4). 

363. Soit X le nombre de points obtenus avec 2 dés numérotés de 1 à 6. 
1 o Déterminer Pk = Pr (X = k) pour toutes les valeurs possibles de k et construire le diagramme 

en bâtons correspondant. 

2° Vérifier que :l: Pk = 1 et ::E p~ck = 7. Calculer la variance a2 = I: Pk (k- 7) 2 et déterminer a. 

364. Les probabilités Pr (X = k) = Pk d'obtenir un nombre k de points à l'aide de 3 dés sont 
données par le tableau : · 

k 
1 2 3 4 5 6 7 9 9 10 

20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 

216 Pk 0 0 1 3 6 10 15 21 25 27 

1° Vérifier le tableau pour k = 4, 7 et 10 et construire le diagramme. 

2° Vérifier la relation I: p,., = 1 et calculer I: kp~c. 

365. Reprendre le même problème pour 4 dés et le tableau 

k 
1 2 3 4 5 6 7 18 9 10 11 

27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 

1 296 Pk 0 0 0 1 4 10 20 35 56 80 104 

que l'on vérifiera pour k = 9 et k = 14. 

12 13 
16 15 

125 140 

14 

146 

366. On désigne par Pn (x) la probabilité d'obtenir un nombre de x points à l'aide de n dés. 

1° Démontrer (cf. exercice 323) les relations : 
1 6 1 

Pn+1 (x) = -6 I: Pn (x- k); Pn+1 (x + 1) = Pn+t (x) + 
6
- [Ptt (X)- Pn (x- 6)] 

k-1 

Pn (x) = Pn (7 n - x) et Pn (x) = 0 pour x < n et x > 6 n. 
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2o Vérifier les valeurs des tableaux des exercices précédents et établir le tableau pour n = 5 
et le diagramme correspondant. 

367. 1 o Établir que la probabilité d'avoir un nombre de trèfles X= k dans une main de 13 cartes 
1 k 13-k 

au bridge est donnée par Pk =- C13 C39 • 

Cl3 
52 

Pt.: 
2o Démontrer que -p 

k-1 

(13- k + l)Z 
= k (26 + k) • 

3o Calculer P 0 puis, par logarithmes, P 11 P 2, ... Pk ... à 1/100 près et construire le diagramme 
correspondant. 

368. Reprendre le problème précédent pour une main de 8 cartes dans un jeu de 32 cartes : 

P 1 k s-t.: Pt.: (8- k + 1)2 

k = - C8 C24 et -- = · 
c~2 Pk-t k (16 + k) 

369. 1 o Montrer que la probabilité d'avoir X = k honneurs dans un jeu de 13 cartes au bridge 
1 k 13-k 

est : Pt.: = 1a C2o Caz • 
Cs2 

' pk (21-k) (14-k) . ' . 
2° Demontrer que Pk-l = k (19 + k) • Calculer P 0, Pu P2, ••• Pk··· à 0,01 pres et construire 

]e diagramme de ces valeurs. 

370. Une urne contient 20 boules rouges et 30 boules blanches. On tire simultanément (ou suc· 
cessivement sans remise) 10 boules. Soit X le nombre de boules rouges sorties. 

. ck c1o-k 
·. 20 • 30 

1 o Montrer que Pk = Pr (X = k) = C
10 

• 

50 

2° Calculer les valeurs de Pk et construire le diagramme de ces valeurs. 
10 

3o Vérifier la relation : :E Pk = 1. 
k=O 

371. Un sac contient 40 boules blanches et 60 boules noires. On fait un nombre n de tirages suc­
cessifs avec remise et on désigne par X le nombre de boules blanches sorties : 

k 4k . 6n-k 
to Montrer que Pk = Pr (X = k) = Cn lOn • 

2o On fait n = 8. Calculer à 1/1 000 près les valeurs de Pk. Vérifier la relation r: Pk = 1 et 
construire le diagramme de ces valeurs. 

372. D'un sac où se trouvent 12 jetons blancs et 8 jetons noirs, on sort succèssivement les jetons 
(tirages sans remise). Soit X le rang de sortie du premier jeton blanc. 

12 c~- 1 c~;:k 9 

1° Démontrer que Pk = Pr (X = k) = 20 ck- 1 = -C8 et vérifier que :E Pk = 1. 
. 19 20 k = 1 

2° Calculer à 10-4. près les valeurs des Pk et construire le diagramme de ces valeurs. 

373. On fait tourner la roue d'une loterie donnant au hasard un numéro de 1 à 100. Soit X le 
rang de l'épreuve où, pour la première fois on obtient un multiple de 5 : 

1° Établir que Pk = Pr (X = k) = 
4:~

1 

et Pr (X< n) = 1-(:r· En déduire la limite de 

n 
:E .JJt.: lorsque n tend vers l'infini. 

k=l 

2° Calculer à 1/1 000 près les 20 premières valeurs de Pk et construire le diagramme. 

374. Un sac contient 100 jetons numérotés de 1 à 100. 

1 o Quelle est la probabilité p de sortir le jeton numéroté 100 en un tirage. 

2° On fait n = 400 tirages (avec remise) et on admet que la probabilité de sortir X fois le nombre 
100 est donnée par la formule de Poisson : 

(np)k 
Pk = Pr (X = k) = e-np --· • 

. kl 

Calculer les valeurs de Pk supérieures à 1/2 000, leur somme et construire le diagramme de ces 
valeurs. 
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e-mmk 
375. 1 o Calculer les probabilités définies par une loi de Poisson : P~c = k 

1 
de paramètre 

m = 3 à 1/1 000 près. 
2o Calculer la somme des valeurs obtenues et construire le diagramme. 

376. 1 o Déterminer le coefficient numérique A pour que y = f (x) = A sin x définisse sur [0, 11:] 
une densité de probabilité (avec y = 0 pour x > " ou pour x < 0). 

2o Déterminer la fonction de répartition Y = F (x) et vérifier que F (0) = 0 ct F (11:) = 1. 

3o Construire les courbes y = f (x) et Y = F (x). 

-- Reprendre le problème précédent pour les fonctions y = f (x) : 

377. y = A x (10- x) sur [0,10]. 378. y = A x 2 (8- x) 2 sur [0,8]. 

379. y = A (1 - cos x) sur [0,2 11:]. 380. y = A sin 2 x sur [0, 11:]. 

381. y = A x (x - 9) 2 sur fO, 9] 
.x; 

y = A (x 2 + 12) 2 sur lü, ooJ. 

1 
382. 1° Construire la courbe de Gauss : y = e 

aV2 1t 

2oz pour diverses valeurs de o 

tZ 
1 1 --

(0,5, 1, 2, 4). Poser x = cr l, y = - f (i) et utiliser la table (page 171) donnant f (t) = -= e 2 • 
cr V2,. 

2° Déterminer les coordonnées du point d'inflexion I d'abscisse positive et le lieu de ce point 
lorsque cr varie. 

3° Par quelle transformation géométrique passe-t-on de la courbe y1 à la courbe y a? 

383. On considère une loi binominale de probabilité avec p = ~ et n = 100 où 

É 
pk-'-1 

1 o tablir que -· pk 
pour k e [10, 30]. 

k (~)k (~) 100-k. pk C100 5 • 5 

100- k . = 
4 

(k + 
1
)· En partant de P 20 = 0,0993 calculer les diverses valeurs de Pk 

2o On assimile la loi à une loi normale telle que : 

1 - (k-
2

0)2 1 ( 1 _:.=) k- 20 
p - e 3:t = - -- e 2 en posant t = · 
k-4V2,. 4 y21r 

En utilisant les tables (page 171), établir une liste des valeurs de Pk que l'on comparera aux pré­
cédentes. 

384. La moyenne des capacités respiratoires X d'un échantillon de 400 personnes du sexe mas­
culin est de 3,7 1, avec un écart type de 0,7 l. 

Sachant que les capacités respiratoires X sont distribuées suivant une loi normale, trouver le 
nombre de personnes ayant une capacité respiratoire comprise entre 3 1 et 4,4 l. 

On rappelle que, dans une distribution normale, la probabilité d'avoir un écart réduit égal à un 
écart type est voisine de 0,68. 

385. On lance n = 10 000 fois une pièce de monnaie. Le nombre des sorties de pile est désigné 
par X et on assimile la loi de probabilité de X à une loi normale de valeur moyenne np = 5 000 
et d'écart type V npq = 50. 

1° Calculer la densité de probabilité Pr (:.r = 5 000) et trouver la probabilité Pr (),1 < x < À2) 

à l'aide de la fonction 'l" (t). 

2° En déduire la probabilité de voir sortir pile entre 4 940 et 5 060 fois, plus de 5 100 fois, moins 
de 4 850 fois. 

3° Est-il vraisemblable de voir sortir pile plus de 5 200 fois ou moins de 4 800 fois ? 



16e Leçon 

STATISTIQUE APPLIQUÉE 

ÉTUDE DES ÉCHANTILLONS 

230. Généralités.- Dans le cours de Première, nous avons vu que la statistique 
a pour objet l'étude des caractères bien déterminés de populations à effectifs généra­
lement nombreux. Ce caractère a pu être schématisé par un histogramme qui est une 
représentation de la loi de densité dans la population. Le statisticien se propose de rem­
placer cet histogramme par une courbe théorique représentant une loi de probabilité 
dont il faut définir le type. La figure no 137 représente l'histogramme donnant la répar­
tition de 1320 adultes d'après leur taille et la courbe continue s'ajustant au mieux à cet 
histogramme. Cette courbe présente une allure « normale >> au sens de la << distribu­
tion normale >> définie dans la précédente 
leçon. Effectifs 

Dans cette leçon, on supposera que la 400 
loi de probabilité est une loi normale dite 
de Laplace-Gauss. Nous savons (n° 224) 

300 
que cette loi est la loi d'une variable 
aléatoire continue définie dans l'intervalle 
]- ex>, + ex> [ avec une densité de proba- 200 
bilité : 

100 

156 158 166 174 182 190 en cm 

Fig. 137 

Elle dépend de deux paramètres : la 
moyenne m et l'écart type cr. La distribu­
tion de la population est donc entièrement 
définie si ces deux paramètres sont 
déterminés à partir de renseignements ou 
population. 

de mesures faites sur les éléments de la 

231. Procédé de l'échantillonnage.- Généralement le statisticien n'étudie pas 
le caractère de la population sur tous les effectifs qu'elle comprend pour les raisons 
suivantes : 

- La taille N de la population étant élevée, le coût de l'opération correspondant 
à l'étude du caractère (enquête, dépouillement ... ) serait trop important. 

- Ou bien l'étude du caractère détruirait les éléments de la population : on conçoit 
clairement qu'on ne peut étudier <<la durée moyenne de vie >> des lampes provenant 
d'une certaine fabrication en opérant sur toutes les lampes. On détruirait ainsi l'ensemble 
de la population. 
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On comprend donc la nécessité de prélever une fraction de la population. Ce sous­
ensemble constitue un échantillon dont les éléments seront soumis à l'observation 
du statisticien. L'opération ainsi limitée est qualifiée de sondage. 

A partir d'un échantillon E de n éléments prélevés au hasard sur la population 
dont la distribution de la variable aléatoire est normale, on détermine la moyenne m 
et la variance cr2 (carré de l'écart type) de cette variable. Il est bien évident que les 
valeurs de ces deux paramètres (moyenne, variance) calculées à partir de l'échantillon 
expérimental diffèrent des vraies valeurs correspondant à la population entière. Il 
s'agit de savoir entre quelles limites se trouvent la moyenne et la variance du caractère 
de la population totale, c'est-à-dire avec quelle sécurité (ou quel risque d'erreur) un 
échantillon nous renseigne sur l'ensemble de la population. 

Le procédé de l'échantillonnage permet de fournir une estimation du 
caractère à étudier d'une population à partir des observations d'un échan­
tillon expérimental et de déterminer la précision de ces estimations. 

232. Choix de l'échantillon.- Au cours d'un sondage, le prélèvement des unités 
doit être fait au hasard afin d'assurer l'application des lois du calcul des probabilités. 
Remarquons qu'il n'est pas toujours facile d'exécuter un choix au hasard. Par exemple, 
pour interroger la population d'une grande ville, on évitera de le faire systématique­
ment dans la rue de huit heures à midi, car on éliminera la plupart des travailleurs et 
des enfants en âge scolaire. 

Un bon échantillon doit constituer une image réduite de l'ensemble de la 
population dont on veut étudier un caractère bien défini. 

233. Distribution de la moyenne d'échantillon.- Considérons une variable aléa­
toire X de moyenne arithmétique m et d'écart type cr. On extrait au hasard un échan­
tillon E 1 den unités et on détermine pour cet échantillon la moyenne x1• Si xr> x 2 , x 3 , ... , 

Xn sont les valeurs des éléments de cet échantillon : 

En répétant l'opération un très grand nombre de fois, on définit pour des échantillons 
de même dimension une série des moyennes: des échantillons Xv x2 , ... , Xn, ... qui repré-
sente les valeurs d'une nouvelle variable aléatoire X. 

On démontre le résultat suivant : 

La distribution des moyennes des échantillons d'effectif n est une distri ... 
bution normale, de valeur moyenne m, moyenne de la population, et de 

cr2 
variance -, quelle que soit la distribution de la variable aléatoire X dans 

n 
la population, pourvu que n soit assez grand. 

La taille d'un échantillon est considérée grande si n est au moins égal à 30. 

REMARQUE. - On démontre que si le caractère X est distribué normalement dans 
la population, la distribution des moyennes des échantillons d'effectif n est normale 

quelle que soit la dimension de l'échantillon, avec Jn. pour écart type, pourvu que le 

prélèvement des éléments ·n'entraîne pas de modification dans la structure de la popu­
lation. Pour cela les tirages doivent être opérés avec remises (tirages non exhaustifs). 

234. Intervalle de confiance.- Étant donné une population q, on peut estimer un 
paramètre de cette population : par exemple, la moyenne m d'une variable aléatoire 
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représentant un caractère quantitatif. A partir d'un échantillon prélevé dans 9;, on 
veut déterminer deux nombres réels a et b tels que : 

Pr (a < m < b) > a. 

Le nombre o:: est appelé coefficient de confiance ou seuil de confiance. Si a = 0,95, on 
cherche un intervalle (a, b) tel qu'on puisse affirmer avec moins de 5 chances sur 100 
de se tromper (ou plus de 95 chances sur 100 de ne pas se tromper) que le paramètre m 
appartienne à l'intervalle (a, b) appelé intervalle de confiance. Le nombre 1 - a est 
aussi appelé coefficient de risque. 

ESTIMATION D'UNE MOYENNE 

235. Estimation de la moyenne d'une loi normale.- A partir des observations 
recueillies sur un échantillon on cherche à induire des renseignements sur la population, 
en consentant à l'avance un coefficient de confiance. Sur un échantillon de dimension n, 
si xu x 2, ... , Xn représentent les valeurs de la variable aléatoire X pour chaque élément 
de l'échantillon, on définit la moyenne de l'échantillon 

X= + X 2 + ... + Xn. 

n 

On veut savoir dans quel intervalle on peut définir la moyenne inconnue m de X 
en imposant le seuil de confiance o::. 

On envisage deux cas, suivant que l'écart type de l'aléa X est connu ou inconnu. 

236. L'écart type cr de la variable X est connu.- On sait que la loi de x, moyenne 
(j 

d'échantillon est normale et admet pour paramètres met vïï (n° 233). Utilisons la variable 

x-m 
réduite t = · Elle suit donc une loi normale N (0,1) de moyenne 0 et d'écart cr 

vïï 
type 1 (n° 225). 

Donc: 

Or 
x-m 

-t < < t cr 
(j (J 

-vïït <x- m < vïït. 
vïï 

Donc: 1 X - t ::};; < m d + t ::};;·! 
Avec la probabilité a = 0,95, la table de 

la loi normale fournit t = 1,96 ~ 2. Donc 
l'intervalle de confiance à 95 % est défini par 

(x _1~~ a, x + 1~6n cr) (fig. 138). 

x 
! 6 1,96 v'n 

Fig. 138 

(1) 

p)):/77:7: 

L'observation d'une moyenne x sur un échantillon de dimension n permet 
d'assigner à la moyenne inconnue mun intervalle de confiance à 95 % d'extré-

mités x ± 1,96 J-;;_· 
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La formule (1) montre que l'intervalle de confiance ayant pour amplitude 2 t Jn.. 
est d'autant plus petit pour t fixé, donc pour ex donné, que n est plus grand. Quand 
le nombre d'individus de l'échantillon est multiplié par 4, l'intervalle de confiance 
est réduit de moitié. 

ExEMPLE. - On veut estimer la moyenne m d'une variable aléatoire X à l'aide 
d'un échantillon de 100 tirages indépendants. Sachant que la variance a 2 = 9 dans 
la population et que la moyenne d'échantillon observée est 8, estimer la moyenne m 
de X dans la population, au moyen d'un intervalle de confiance à 95 %. 

La moyenne et l'écart type de la loi normale suivie par x sont respectivement 

m = 8 et A 

1
3 = 0,3 (n° 233). Avec la probabilité 0,95, l'intervalle de confiance admet 

·y 100 
pour extrémités : 8 ± (2 x 0,3) = 8 ± 0,6 soit 7,4 et 8,6. L'intervalle de confiance 
est donc (7,4; 8,6), autrement dit : 

Pr (7,4 < m < 8,6) = 0,95. 

237. L'écart type de la variable X est inconnu.- C'est le cas le plus fréquent. 

Sur un échantillon de n sujets, on peut calculer l'expression .! :Ê (Xi - x)2, dans 
n -t= 1 

laquelle Xi est la valeur prise par un élément de l'échantillon et x la moyenne de 
l'échantillon. 

La valeur !_ :Ê (X·i- x)2 n'est pas une estimation tout à fait satisfaisante de la 
· n i= 1 

variance a 2 du caractère de la population. En effet, on a calculé les écarts (Xi- x)2 

par rapport à la moyenne observée x au lieu de la moyenne théorique m et on a cer­
tainement : 

n n 
~ (xi - x)2 < ~ (xi - m)2 

i=l t=l 

car la somme des carrés des écarts d'une série par rapport à leur moyenne x est toujours 
plus petite que par rapport à n'importe quel nombre (Première, n° 47). Donc 

!. :Ë (Xi - x)2 est une estimation trop faible de a 2• On démontre que la meilleure esti­
ni=l 

mation de la variance a2 s'obtient par la formule : 
1 1t 

s2 = ~ (Xi - x)2• 
n-1i=l 

On diminue le dénominateur de une unité pour compenser le numérateur trop petit. 
Remarquons que si cr' est l'écart type de l'échantillon, 

On remplace dans l'évaluation de l'intervalle de confiance a par s qui représente 
une estimation acceptable dans le cas d'un échantillon suffisamment grand (n > 30). 

ExEMPLE. - On veut estimer la moyenne m d'une variable aléatoire normale X à 
l'aide d'un échantillon de 100 tirages indépendants. Sachant que la variance de l'échan­
tillon tiré est a'2 = 9,12 et que la moyenne x d'échantillon observée est 8, estimer 
la moyenne m de l'aléa X au moyen d'un intervalle de confiance à 0,95. 

Puisque l'échantillon est grand (n > 30), l'estimation de la variance est : 

s = ~ a' = J1
9°9° . 3,02 = 3,035. 

Avec la probabilité 0,95 l'intervalle de confiance a pour extrémités : 

8 ± 2 x 0,3035 = 8 ± 0,607 soit 7,39 et 8,61. 
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L'intervalle de confiance cherché est (7,39; 8,61) et l'on est assuré que : 

Pr (7,39 < m < 8,61) = 0,95. 

REMARQUE. - Si l'échantillon est de petite taille, on peut estimer par s la variance 
x-m' 

du caractère de la population, mais dans ce cas, la variable réduite i --- ou 
s 

vïï 
s = J n ~ 1 cr' ne suit pas la loi de Laplace-Gauss mais une loi dite de Student. C'est 

pour cela que l'on supposera dans la suite des échantillons à effectifs nombreux. 

238. Dimension minimale de l'échantillon pour une précision donnée.- On veut 
déterminer la taille minimale d'un échantillon extrait d'une population dont on veut 
estimer la moyenne m d'un caractère distribué de façon normale. Désignons par x la 
moyenne d'échantillon, cr l'écart type du caractère de la population, k l~ précision 
relative désirée. Si a représente le coefficient de confiance, l'intervalle de confiance 
de la moyenne inconnue m est : 

(x - t ;n, x + t Jn) (n ° 236) 

où t est fournie par la table de Gauss (t 1,96 ~ 2 si a = 0,95). 

On veut réaliser : 
tcr vn <km 

tz cr2 
n >k--zz· m 

La taille minimale de l'échantillon sera donc : 
tz crZ 

n = ---· k2 m2 

Pour cela, un sondage préalable permettra de déterminer grossièrement m et cr. 

ExEMPLE. - Pour estimer, à 10 % près, la moyenne du caractère d'une population, 

d'écart type cr, de moyenne m telle que~ = 3, avec un seuil de confiance de 95 %, 
m 

la taille minimale de l'échantillon nécessaire est : 

n = 9 x (o~1r = 3 600. 

APPLICATIONS 

239. Comparaison des moyennes dtéchantillons. - On dispose de deux échan­
tillons provenant de deux populations différentes et dont les caractéristiques sont les 
suivantes : 

Échantillon E 1 : dimension n1 , moyenne x1 ; il provient d'une population dont la 
variance du caractère est cri. 

Échantillon E 2 : dimension n 2, moyenne x2 ; il provient d'une population dont la 
variance du caractère est cr~. 

On veut savoir s'il existe une différence sensible entre les moyennes inconnues m1 

et m2 des deux populations. On fait pour cela l'hypothèse que les deux échantillons 
appartiennent à des populations de même moyenne et on cherche si cette hypothèse 
conduit à des conséquences vraisemblables ou non. 

Pourvu que les échantillons soient suffisamment grands, leurs moyennes x1 et x2 

fluctuent suivant une loi normale (n° 233), d'écart type A ;

1 pour le premier, A ~2 

·v n1 'V nz 
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pour le second. On démontre que la différence de deux variables aléatoires normales 
indépendantes z = x1 - x2 suit une loi normale de moyenne 0, d'écart type 

J 2 2 "' = (Jl + (J2 vZ - -• 
. nl n2 

La variable réduite t = J z satisfait à la loi de Gauss N (0,1). 
2 2 

(Jl + (J2 

nl n2 
Si J t 1 < 1,96, on en conclut que cette variable est intérieure à l'intervalle de confiance 

de coefficient 0,95 et que l'hypothèse m1 = m 2 est acceptable. On dit que la différence 
des moyennes n'est pas significative. Il n'y a pas, avec un risque d'erreur de 0,05, 
de différence sensible entre les deux populations. 

Si J t J > 1,96 la différence des moyennes est dite significative et on rejette l'hypo­
thèse m1 = mz. 

ExEMPLE. - On a effectué un sondage le 1er jan vier en 40 points de vente pris au 
hasard à Paris, et on a noté le prix de détail d'un produit bien spécifié ; on a trouvé : 
moyenne x1 = 25 F, écart type 2 F. Un deuxième sondage effectué six mois plus tard 
dans les mêmes conditions dans 30 points de vente a permis de trouver pour le même 
produit : moyenne x2 = 27 F, écart type 2,10 F. 

Peut-on conclure que la moyenne générale des prix du produit considéré a varié 
durant ces deux périodes ? 

Si la moyenne générale m est inchangée, x1 et x2 sont deux estimations de m. Or 

- Jcrr + (J~ - J_! + 4,41 - o 49 F crz - n
1 

n
2 

- 40 30 - ' · 

Dans ces conditions la variable aléatoire « différence des moyennes >> doit se trouver 
pour un coefficient de confiance à 0,95, dans l'intervalle d'extrémités : 

± 2 x 0,49 = ± 0,98 F soit (- 0,98; 0,98). 

Comme la différence x2 - x1 = 2 F, on ne peut donc pas considérer que la moyenne 
m du prix de détail n'a pas varié entre les deux sondages. On peut affirmer avec moins 
de 5 chances sur 100 de se tromper que la moyenne générale a augmenté. Remar­
quons que l'augmentation de m se trouve avec un seuil de confiance égal à 0,95 dans 
l'intervalle d'extrémités : 

2 ± 2 x 0,98 soit 0,04 F et 3,96 F. 

240. Problème de contrôle statistique. - Afin de surveiller le bon fonctionnement 
d'une machine à fabriquer des pièces en série, un contrôle statistique s'impose. 

Une dimension de référence mesurée sur un très grand nombre de pièces donne 
une distribution normale de moyenne m = 10 cm, d'écart type 0,4 cm. On veut contrôler 
en cours de fabrication la dimension de référence des pièces. On prélève au hasard 
un échantillon de 100 pièces; soit x la moyenne observée. 

(J 

Il y a une probabilité 0,95 que x se trouve dans l'intervalle d'extrémités m ± 1,96 vii. 

Pr (m -1,96 Jn <x< m + 1,96 Jn) = 0,95. 

L'intervalle ( m- 1,96 }n_' m + 1,96 Jn) est appelé intervalle de surveillance. 

Si x s'approche des limites de surveillance, on effectue un nouveau contrôle qui 
montrera· si le résultat précédent était ou non exceptionnel. 

Il y a une probabilité 0,998 que x appartienne à l'intervalle : 

( m- 3,09 :J-n' m + 3,09 J-n) 
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appelé intervalle de contrôle. Si x est à l'extérieur de cet intervalle la machine est certai­
nement déréglée. On stoppe la fabrication pour vérifier le fonctionnement de la machine. 

Ce dernier cas se produit si la moyenne d'échantillon observée est x = 10,2 cm. 
En effet les extrémités de l'intervalle de contrôle sont : 

10 ± 3,09 x i·~ = 10 ± 0,1236 cm. 

La moyenne d'échantillon est bien à l'extérieur de l'intervalle de contrôle 

(9,87 em; 10,13 cm). 

EXERCICES 

386. On tire un échantillon de dimension 36 dans une loi normale de variance 144, de moyenne 
inconnue m. La moyenne d'échantillon obtenue est 30,2. Quel est l'intervalle dr confiance de m 
à 95 %, à 99 %-

387. Pour déterminer la moyenne m d'une variable aléatoire normale X, on utilise un échantillon 
de dimension 100. La moyenne d'échantillon observée est 5,1. 

1° Sachant que la variance de la population, est 8,41, estimer la moyenne mau moyen d'un inter­
valle de confiance à 95 %, à 99 %. 

2° On ignore la variance de la population mais on connaît la variance de l'éehantillon cr'2 = 8,41. 
Estimer la moyenne m au moyen d'un intervalle de confiance à 95 %, à 99 %. 

388. Un éehantillon de 900 membres a fourni une moyenne de 3,4. Peut-il être raisonnablement 
regardé comme tiré d'une population dont la moyenne est 3,5 et l'écart-type 2,61 ; les divers nombres 
expriment des centimètres. 

389. Estimation de la moyenne vraie à l'aide d'un échantillon. Dans une usine employant 
20 000 ouvriers, on a fait un sondage portant sur 900 ouvriers ; on a trouvé comme moyenne des 
salaires journaliers 40 F, avec un écart type de 15 F. On demande d'estimer avec une probabilité 
de 95 % l'intervalle dans lequel se trouve la moyenne vr8ie. On rappelle qu'une probabilité de 
95 % correspond dans une distribution gaussienne à un écart réduit d'environ 2 écarts types. 

390. Une machine fabrique des pièces en série; une observation portant sur un très grand nombre 
de pièces conduit à évaluer la moyenne de leur poids à 12 g et leur écart type à 0,4 g. La distribu­
tion des poids est sensiblement normale. 

1 o On prélève au hasard des échantillons de 64 pièces. Entre quelles valeurs sont comprises 95 % 
ou 50 % des moyennes de ces échantillons. 

2o Quelle est la taille d'un échantillon pour être sûr avec moins de 5 chances d'erreur sur 100 
que la moyenne trouvée ne s'écarte pas de 12 g de plus de 0,3 g. 

391. On veut contrôler la fabrication des pièces faites par une machine. La répartition est nor­
male et l'on trouve comme moyenne du diamètre m = 3,5 cm avec un écart type a = 0,8 cm. On 
prélève au hasard des échantillons de 100 pièc.es. 

1 o Déterminer la variance des moyennes d'échantillons de dimension 100. 

2o Entre quelles limites seront comprises les moyennes des diamètres de 95 % et de 50 % des 
échantillons. 

392. Des mesures de densité faites au 
1 
~OO près ont donné pour 10 échantillons d'un minerai 

d = 3,289; 3,278; 3,283; 3,282; 3,280; 3,285; 3,279; 3,281; 3,284; 3,277. 

1 o Déterminer la moyenne, la variance, l'écart type de cette distribution. 

2o En supposant que la distribution des densités d'échantillon de ce minerai soit normale, la 
moyenne et l'écart type ayant les valeurs trouvées à partir des 10 échantillons, quel est l'intervallt> 
dans lequel la densité d'un échantillon a la probabilité 0,95 de se trouver. 

394. Une cantine sert un très grand nombre de repas comportant une ration de viande. On sup­
pose que les poids des rations de viande se répartissent suivant une loi_de Laplace-Gauss. On prélève 
un échantillon de 122 rations de viande : la moyenne de leur poids x est 120 g et l'éc:::Jrt type des 
poids clans l'échantillon prélevé est 8 g. Donner une estimation de la moyenne des poids de l'ensemble 
des rations de vi8nde avec un seuil de confiance à 0,95, à 0,99. 
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395. Un fabricant de piles électriques annonce que la durée de vie moyenne du matériel qu'il 
produit est égale à 170 (cent soixante-dix) heures. Un bureau de vérification des annonces publi­
citaires prélève au hasard un'échantillon de 100 (cent) piles et en étudie la durée de vie. Les résultats 
sont les suivants :durée de vie moyenne pour J'échantillon observé : 159 heures ; écart type : 30 heures. 

En estimant l'écart type de la population totale par la valeur trouvée pour l'échantillon considéré, 
quel est l'intervalle de confiance à 99 % pour la durée de vie moyenne observée sur un échantillon 
de 100 piles prélevées au hasard, si l'on admet que la durée de vie moyenne pour la population totale 
est celle annoncée par le fabricant ? On rappelle : 

1 o que la taille de l'échantillon est suffisante pour que les durées de vie moyenne observées suivent 
une loi normale ; 

2° que, pour une variable normale centrée réduite, U, on a : 
Prob (- 2,57 < U < + 2,57) = 0,99. 

Au niveau de confiance de 99 % doit-on refuser la valeur annoncée par le constructeur, compte 
tenu de l'échantillon observé? 

396. Qu'entend-on par la comparaison des échantillons nombreux de deux populations? 
Application : dans une grande ville, une enquête portant sur un groupe de 600 hommes a révélé 

que 400 étaient des fumeurs; dans une autre ville, sur 900 hommes, on a trouvé que 450 étaient 
des fumeurs. Est-ce que les données indiquent une différence significative entre les deux villes en 
ce qui concerne les fumeurs ? 

397. Au cours d'essais de vitesse sur un circuit, une voiture A fait 40 tours en un temps moyen 
de 196,24 secondes par tour avec un écart type de 2,47 secondes. Une voiture B fait 65 tours à la 
moyenne de 195,58 secondes avec un écart type de 2,36 secondes. Peut-on dire, au seuil de signi­
fication 0,95, que la voiture B est plus rapide que la voiture A? 

On rappelle qu'au seuil 0,95 correspond un écart réduit de 1,96. 
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398. On donne sur un axe Ox les points A, I3, C d'abscisses respectives a, b, c. 

1 o Montrer qu'il existe sur l'axe un point unique I tel que IA3 + IB3 + IC3 = 3 lA . IB . IC. 
Déterminer son abscisse x. 

2° Démontrer que pour tout point 0 de l'axe, on a les relations : 

a) OA3 + OB3 + OC3
- 3 OA . OB . oc = ~ OI (AB 2 + BC 2 + CA 2

). 

b) OA3 BC + OB3 CA + OC3 AB + 3 01 . AB . BC . CA = O. 

399. On considère un rectangle ABCD. 
1° Quel est l'ensemble des points lVI du plan du rectangle tels que 

1 l\'lA + 3 MB 1 = 1 Mc + 3 MD 1 ? 

2° Quel est l'ensemble des points M du plan du rectangle tels que 
->-- ->-- ->-- ->-

(MA + 3 MB) . (MC + 3 MD) = k, 
k étant un nombre relatif donné ? 

400. ABC étant un triangle équilatéral, trouver l'ensemble des points M du plan tels que : 

2 MA 2 + MB 2 + MC 2 = k 2
, 

k étant un réel donné. 
Discuter en fonction de k et du côté a du triangle. 

401. Sur un axe Ox on prend les points A ( + 1), B (- 2), C ( + VZ) affectés des masses respec­
tives 2 v2, v3, 3 vs. 

Déterminer l'abscisse du barycentre, G, de ces trois points, à 1 ~0 près. 

402. On donne un cercle r, de centre 0 et de rayon R, ainsi qu'un point fixe, G, tel que : 
1 

OG = kR, k donné, 0 < k < 3' 

1 o On appelle T tout triangle ABC inscrit dans r et ayant G pour centre de gravité. 

a) Construire le triangle T lorsqu'on en donne un sommet A. 
b) Préciser, lorsque A décrit r, le lieu y du milieu A' de BC et sa position par rapport à r. 
c) Montrer que tous les triangles T ont le même orthocentre H et qu'ils ont leurs angles tous aigus. 

2° On appelle t tout triangle ABC inscrit dans r; son centre de gravité, g, peut varier alors avec 
et n'est plus, d'ordinaire, G. 

Établir les relations : 3 Og2 + gA 2 + gB 2 + gC 2 = 3 Ra, 
BC 2 + CA2 + AB 2 = 9 (R2

- Og2
). 

403. On considère un triangle ABC et ses médianes, AM, BN et CP. Démontrer que : 
-->-- -30- -- ->-
AM + BN + CP = O. 



164 GÉOMÉTRIE' ET ÉLÉMENTS DE PROBABILITÉS 
_,_ _,_ _,_ __,_ 

I étant un point donné, on construit les points Jet K définis par IJ = CP et IK = - BN. Démon-
_,_ 3 _,_ 

trer (IE étant la médiane issue de I du triangle IJK) que IE = - 4 BC. 

404. a) Démontrer que, dans un repère constitué par un trièdre orthonormé direct Oxyz, les 
équations x - 2 = y + 1 = z - 3 sont celles d'une droite (D). 

b) Démontrer que, dans le même repère, les équations : 

4t 1-31 2t+4 
x = t + 1, y = + et z = t + 1 (t ~- 1) 

donnent les coordonnées d'un point se déplaçant sur une droite (A). 

c) Montrer que les droites (D) et (A) ont un point commun. _,_ 
d) Déterminer les composantes scalaires d'un vecteur V orthogonal au plan formé par (D) et (A). 

405. Un plan est rapporté à un repère orthonormé Ox, Oy. (p, q) étant un couple de nombres 
réels, à chaque point C (p, q) du plan on fait correspondre le barycentre, G, du système des trois 
points A (q, 0), B (0, p), C (p, q) affectés de coefficients égaux à 1. 

1° Calculer les coordonnées de G en fonction de pet q. Quel est l'ensemble (D) des points G lorsque 
le couple (p, q) varie? Soit G0 un point de (D) d'abscisse À. Trouver l'ensemble (A) des points C qui 
ont pour correspondant le point G0 ? 

En déduire que l'application qui transforme C en G est la composée (ou produit) de deux trans­
formations simples. 

2° Étant donné un couple (p, q) fixe, montrer que l'ensemble des points M du plan tels que : 
MA2 + MB 2 + MC 2 = 2 (p 2 + q2) est un cercle (r) passant par O. 

406. On construit, dans le plan orienté, de part et d'autre d'un segment AB, deux triangles : 
->- _,_ 

un triangle équilatéral AMB, dans lequel (MA, MB) = + 60°, un triangle isocèle ANB, possédant 
un angle de 30° et tel que NA = NB. On envisagera deux cas de figure, suivant que 1 'angle de 30° 
est à la base ou au sommet du triangle ANB. 

On effectue dans l'ordre indiqué les symétries par rapport aux quatres droites MA, MB, NB et NA. 
Quel est le produit de ces quatre symétries ? Dans chaque cas de figure les candidats préciseront les 
éléments permettant de définir la transformation produit. 

407. Étant donné, dans le plan, un point 0 et une droite (D) passant par 0, on considère la trans· 
formation ponctuelle T qui, à chaque point M du plan, associe le point M' = T (M) tel que : _,_ __,_ 
OM' = 2 OM, (OM, OM') a pour bissectrice (D). 
Peut-on considérer cette transformation T comme la composée de deux transformations simples ? 
Exprimer quatre décompositions possibles. 

408. Une transformation ponctuelle T est définie par : lx'= 4 y+ 3 
! y'= 9 x+ 8. 

1 o Trouver le point (!.ou ble de T et effectuer une translation des axes de coordonnées en prenant 
cc point comme n0uvelle origine. Peut-on décomposer T en un produit de transformations ponctuelles 
connues ? Un tel produit est-il commutatif? 

2° Montrer qu'il existe deux droites issues de la nouvelle origine qui sont globalement invariantes 
dans T. Montrer que, pour Jes points de l'une (ou l'autre) de ces deux droites, la transformation T 
est équivalente à une homothétie, dont, pour chacune des deux droites, on précisera le rapport. 

M étant un point quelconque du plan, donner une construction géométrique de son transformé M' 
en utilisant ce qui précèdE'. 

409. On considère la transformation ponctuelle qui, dans un repère cartésien orthonormé, fait 
correspondre à tout point M (x, y) le point M' (x', y') déterminé par les relations 

x' = 2 x + y - 1 ct y' = - x + 2 y + 1. 

1 o Quelle est la transformation inverse ? Y a-t-il un point double ? 

2° Montrer que la transformée de la droite (D) d'équation y = ax + b est une droite (D'}, dont 
on donnera l'équation. 

3° Posant (D, D') = <il + krc, montrer que <il est constant, à krt près, quand a varie. 

4o On suppose que b = 1. Comment varient (D) et (D') quand a varie? Trouver le lieu de leur 
point de rencontre P. (Une solution géométrique est préférable.) 

5° cv étant le point double de la transformation, comparer cvM et cvM', puis calculer l'angle _,_ -;..-

( cù:\1, wM'). Quelle est la transformation étudiée? Donner une construction simple du transformé 
M' d'un point M donné, en s'inspirant des résultats du 4°. 
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410. Le repère de référence Ox, Oy sera, dans tout le problème, orthonormé. On considère la 
transformation ponetuelle (S) qui, au point M de coordonnées (x, y), fait correspondre le point M 
de coordonnées (x', y') telles que : 

x' = 2 cos o: - x cos 2 o: - y sin 2 o:, 
y' = 2 sin o: - x sin 2 o: + y cos 2 o:, 

oc étant un angle donné tel que - 1t < o: < 1t. 

1 o Déterminer par son équation l'ensemble (D) des points doubles de (S). 
2o Quelle est la transformation réciproque de (S)? (S) est-elle involutive? Montrer que (S) définit 

une bijection du plan sur lui-même. 
3° Montrer que (S) est une isométrie, c'est-à-dire qu'elle conserve les distances. Quelle est la figure 

transformée d'un cercle du plan ? Que peut-on dire d'un cercle centré sur (D) ? 
4° Quelle est la figure (t.') transformée d'une droite (t.)? Montrer que (Â) et (Â') se coupent sur 

(D) ou sont parallèles à (D). 
5° Montrer que MM' est perpendiculaire à (D). Identifier alors la transformation (S). 

-iP- --411. Un plan est rapporté à un système d'axes orthonormé direct x'Ox, y'Oy. Au point M de ce 
plan qui a pour coordonnées x et y, on associe le point M' de coordonnées x' et y' définies par les 
relations : ~ y' (x- a) = Y (x'- a), (1) où a désigne une constante positive donnée. 

l x+ x'= 0, 

1 o Montrer que les relations (1) associent à tout point M du plan un point M' unique, sauf si l'on 
prend M sur une droite, dont on déterminera l'équation. Dans toute la suite du problème on suppose 
que M n'appartient pas à cette droite. On désigne par T la transformation qui au point M fait cor­
respondre le point M'. 

Déterminer l'ensemble des points doubles de la transformation T. Montrer que T est involutive. 
Prouver que la droite MM' passe par le point fixe A (a, 0). En déduire une construction géométrique 
simple du point M' lorsque le point M est donné. 

2° Trouver l'équation de la transformée (Â'), par la transformation T, de la droite (Â) qui a pour 
équation y = mx + p, où m et p désignent deux constantes réelles données. 

Construire (Â') en supposant que m = p = 1 et que a = 4. 

3° Étudier les variations et tracer le graphe de la fonction : y = (a - x) Ja x. 
a+x 

En déduire le tracé de la courbe (r), transformée par T du cercle (C) dont le centre est 0 et dont 
le rayon est a. 

412. Dans un plan, on considère la similitude S, de centre I, d'a,ngle IX, de rapport k (k est un 
réel positif et différent de 1) et la rotation R, de centre J (J différent de I) d'angle (3. 

1 o Quelle est la transformation R o S? Le symbole o indique le produit de deux transformations, 
le premier facteur étant S. Pour la construction du point invariant, on étudiera seulement les deux 
cas suivants : 

a) IJ = 3 unités, 
1 1t 1t 

k = 2' <X = 6' (3 = 3 ; 

b1 IJ = 3 unités, 
1 1t' 1t 

k = 2' IX = 6' 13 = - 6' 
2° On suppose que M, point quelconque, se transforme en M1 par S et que M1 se transforme en 

M2 parR. 
Quel est l'ensemble des points M tels que M1M2 = 2 a (a longueur donnée)? On suppose ici que 

13 est compris entre 0 et 1t (intervalle ouvert). 
-;.-. 

413. Soit un axe x'x, un point 0 de cet axe, un vecteur V parallèle à x'x et de mesure algébrique 
-;.-. 

u :f= O. On considère la translation (T) définie par V et l'homothétie (H) de centre 0 et de rapport k 
réel (k :f= 0 et k :f= 1). 

Quelle est la nature de la transformation (T) o (H) o (T)? Préciser les éléments servant à la définir. 

414. Relativement à un repère orthonormé xOy, on considère les points fixes F, de coordonnées 
x = d, y = 0 (d > 0), et I, milieu de OF. 

1° Soit (1\) la transformation ponctuelle M -8-+ lVI' = '1\ (M), qui fait correspondre au point 
M du plan le point M' intersection des droites MF et I ct>, q> étant la projection de M sur Oy, lorsque 
ces droites sont définies et sécantes. 

Quel est l'ensemble, E, des points du plan pour lesquels la transformation n'est pas définie? Quel 
est le transformé d'un point quelconque de la droite Oy autre que 0? Montrer géométriquement 
que la transformation (T1) est involutive. 

2° Quelle est la disposition des points M, M' et F lorsque MM' est parallèle à Oy? Lorsque MM' 
n'est pas parallèle à Oy, soit L le point d'intersection de la droite Oy et de la droite MM'~ préciser 
la disposition des quatre points M, lW, F et L. Exprimer les coordonnées (x', y') de M' en fonction 
des coordonnées (x, y) de M. 
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3° On considère maintenant la transformation (T) qui au point M (x, y) fait correspondre le point 

M' (x', y') tel que x' = 
2

xd.::_ d' y' = - 2xd!_ d' En quels points du plan cette transformation 

n'est-elle pas définie? Vérifier analytiquement qu'elle est involutive. 
Comparer T et T1• 

4° On considère les courbes : 
(r1), d'équation y 2 - 2 d x + d 2 = 0, 

(r2), d'équation ~
2 + yz - 2 d x + d 2 = 0, 

(r3), d'équation y 2 - x 2 - 2 d x + d 2 = O. 
a) Trouver analytiquement le.urs transformées respectives par (T). 
b) Construire rapidement ces courbes. Montrer qu'elles ont une définition géométrique commune. 

4-15. On donne un repère orthonormé xOy; l'unité de longueur est 2 cm. 
1° Reconnaître· géométriquement et construire la courbe d'équation y = V x . x- 1 , où 

1 x- 1 1 représente la valeur absolue du nombre x- 1. 
2° Soit mun nombre positif donné; discuter, suivant les valeurs de m, le nombre des racines réelles 

de l'équation V x . 1 x - 1 1 - m = O. 

Résoudre cette équation pour m = ~ • 

416. Soit deux axes orthonormés x'Ox, y'Oy, a et b deux longueurs données, a > b, (E) l'ensemble 
des points M définis en fonction du paramètre t par: x = a cos t, y = b sint. _,._ 

1 o Calculer les composantes du vecteur dérivé de la fonction vectorielle OM de la variable t. 
Former l'équation de la tangente à (E) en M. 

2° Déterminer les valeurs de t correspondant aux points de contact des tangentes à (E) passant 
par le point A donné, de coordonnées x = a V2, y = b V 2. 

_,._ _,._ 
417. Dans le plan (II) rapporté à un repère orthonormé (Ox, Oy) on considère la courbe re pré" 

sentée par l'équation: y 2 = 2 px + qx2• (1) 
A tout couple de nombres réels (p, q) correspond une courbe, notée r {p, q), d'équation (1). Pour 

quelles valeurs de q les courbes r (p, q) sont-elles : 
1° des paraboles ; 
2° des hyperboles ; 
3° des ellipses d'axe focal Ox; 
4° des ellipses d'axe focal par9llèle à Oy? 

418. A) Dans un repère orthonormé x'Ox, y'Oy on considère la courbe (C) définie par 
(x~ 2)2 yz 

4 --s=l. 
Montrer qu'il s'agit d'une hyperbole, dont on déterminera le centre, les sommets, les foyers et 

les asymptotes. 

B) Dans le même repère, on se donne la transformation ponctuelle f qui, au point M (x, y), fait 
correspondre le point M' (x', y') à l'aide des relations : 

1

, v5 2 
x =-3x,~3y, 

, 2 +vs 
Y =sx TY· 

1 o Montrer que f admet une droite de points doubles (il), que l'on déterminera. 
-:J-

20 Montrer que MM' reste perpendiculaire à (il). Quel est l'ensemble des milieux de MM'? En 
déduire la nature de la transformation f? 

C) Dans la transformation f la courbe (C) a pour transformée une courbe (C'). 
1° Établir l'équation de (C'); on trouvera une équation de la forme y = g (x). 

2° Étudier les variations de g (x) et tracer (C'); mettre en évidence l'existence d'une asymptote 
oblique par rapport aux axes. Montrer que la connaissance de (C) et de la transformation f per" 
mettait la prévision du résultat obtenu ici. 

419. Les coordonnées x et y d'un mobile M sont données en fonction du temps par 

x = sin t et y = sin 3 t 

(repère orthonormé, module des vecteurs unitaires : 3 cm). 
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1 o Déterminer la position du mobile pour t = 0, , t = ~; t = i· 
Calculer les composantes scalaires des vecteurs vitesse et accélération pour ces mêmes valeurs de t. 

Construire les vecteurs vitesse pour ces valeurs de t. Construire le vecteur accélération pour i = ~· 

2° Trouver l'équation cartésienne de la trajectoire çiu mobile M; construire cette trajectoire en 
utilisant le repère déjà employé dans la question 1°. Etudier le déplacement du mobile sur sa tra­
jectoire lorsque t croît de 0 à 2 it'. 

420. Un mouvement rectiligne a pour équation horaire x = l3 - 5 t + 1 (l'unité de longueur 
est le centimètre, l'unité de durée est la seconde). 

1° Quelle est l'abscisse du mobile à l'instant de date 2 ? Quelle est sa vitesse moyenne entre les 
instants de dates 2 et 5 ? 

2° Quelle est sa vitesse à l'instant de date 2? A quel autre instant le mobile a-t-illa même vitesse? 

421. 1° Calculer cos 3 l en fonction de cos t. 
2° Un point M, mobile sur la courbe d'équation y = 4 x3 - 3 x, a pour abscisse x = cos t à l'ins­

tant t. Construire, dans un repère orthonormé Ox, Oy, la trajectoire de M. Montrer que le mouve­
ment projeté de M sur Oy est un mouvement sinusoïdal, dont on précisera le centre, l'amplitude, 
la période. 

3° Calculer les abscisses du mobile à ses passages aux points de sa trajectoire d'ordonnée - J{ 
422. 1 o Calculer une primitive F (t) de la fonction f (l) = - 6 l 2 - 5. 
2° Un point mobile est animé d'un mouvement rectiligne. La mesure algébrique, v, du vecteur 

vitesse en fonction du temps est donnée par la relation v = - 6 t'J. - 5. 
Donner, en fonction de t, l'expression de l'abscisse x du mobile, sachant que x = 0 à la date t = 1. 

423. Un point M est animé d'un mouvement vibratoire simple sur un axe x'Ox. Le centre de ce 

mouvement est l'origine. La période du mouvement est 1~ seconde et, à l'instant initial, le mobile 

est à 5 cm du centre et a une vitesse de 6 cm/s. Écrire l'équation du mouvement de ce mobile. 

424. Montrer, par une méthode algébrique ou graphique, que le mouvement rectiligne d'équation 

horaire x = - 3 sin (
2 
5

it' t ~) 4 sin 
2
5 

it' t + 2 est un mouvement sinusoïdal simple. Préciser 

le centre de la vibration, l'amplitude, la période. Les unités sont le centimètre et la seconde. 

·425. Un mobile M est animé d'un mouvement rectiligne. La trajectoire étant orientée, on sait 
qu'à l'instant t = 2, M est au point d'abscisse x = - 5. De plus, la vitesse de M, à l'instant t, a 
pour valeur algébrique v = 1 - 3 t2• 

1 o Quelle est, à l'instant t, l'abscisse x du mobile M? 
2° Étudier et représenter par rapport à un même système d'axes orthogonaux les deux fonctions 

x (t) et v (t) de la variable t, entre les valeurs t = - 1 et t = 2. (Le segment unité, sur chacun 
des axes, a pour longueur 1,5 cm.) 

3° Le graphe (C1) de la fonction x (t) et le graphe (C2 ) de la fonction v (t), dans les limites indiquées, 
se .coupent en deux points. Calculer les coordonnées de ces deux points : on en donnera les valeurs 

exactes, puis des valeurs approchées par défaut à Ï~ près. 

426. Dans un plan rapporté à un repère orthonormé (x'Ox, y'Oy), on considère le mobile M dont 

les coordonnées sont définies, en fonction du temps t, pour t > \ par x = 2 l_,og t, y = - t2• 
e 

1° Déterminer l'équation de la trajectoire du mobile M. Construire cette trajectoire. 

2° Déterminer les vecteurs vitesse et accélération en fonction du temps. 

427. Le plan est rapporté à un repère orthonormé xOy. Une droite A mobile dans le plan rencontre 
- t 

Ox en M, Oy en N, de façon que : OM = 2 a cos t, ON = 2 a cos 2 

2 (a longueur donnée, t 

est le temps). A l'instant zéro, M est en A su.r Ox, N est en B sur Oy. 

1 o Calculer les coordonnées du point C milieu de MN et en déduire l'étude de son mouvement : 
trajectoire, vitesse, accélération, nature du mouvement; dessiner àvec soin le vecteur accélération 
à 1 'instant t. 

2° Comparer les valeurs de AM et BN et en déduire que M et N se correspondent dans une simi­
litude, c'est-à-dire dans une rotation suivie d'une homothétie de même centre : déterminer le rapport 
d'homothétie, l'angle de rotation et le centre commun I. 
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428. On tire au hasard 5 cartes d'un jeu de 32 cartes. Trouver les probabilités d'avoir dans ces 
5 cartes : 

1 o Le << carré '' d'as, c'est-à-dire les 4 as et une autre carte. 
2° Un « brelan ))' soit 3 cartes de même hauteur et deux autres cartes de hauteurs différentes. 

3° Un << full JJ, c'est-à-dire l'association d'un brelan et d'une << paire '' de deux autres cartes de 
:nême hauteur. 

429. Un questionnaire comporte 10 questions où l'on ne peut répondre que par ((vrai »ou <<faux ». 
)n décide de répondre << au hasard ''· Quelle probabilité a-t-on d'avoir au moins huit réponses 
~xactes? 

430. Une urne contient 3 boules blanches et 7 boules noires. On tire une boule et on ne la remet 
pas dans l'urne. On effectue un second tirage. Calculer la probabilité pour que l'on obtienne après 
ces deux tirages : 

a) deux boules noires ; b) au moins une boule noire. 

431. Un sac contient 8 boules blanches et 7 boules noires. On en extrait simultanément 2 boules. 
a) Quelle est la probabilité pour que ces 2 boules soient de couleurs différentes ? 
b) Quelle est la probabilité pour qu'elles soient toutes les deux blanches? 

432. Dans un récipient se trouvent n objets blancs (n > 10) et 10 objets noirs. On tire au hasard, 
et simultanément, 10 objets du récipient; on admet que tous les tirages sont également probables. 
Évaluer la probabilité Pn pour qu'on ait tiré 5 noirs. 

On veut savoir si Pn croît ou décroît quand n croît : on formera le rapport p~: 1,on le simplifiera 

et l'on conclura. 
433. On considère une urne contenant 20 plaquettes numérotées de 1 à 20. On effectue un tirage 

au hasard de l'une de ces plaquettes ; on note le numéro correspondant, puis on replace la plaquette 
tirée dans l'urne. On considère comme événement favorable la sortie d'un numéro multiple de 5. 
Établir le tableau donnant la loi de la variable aléatoire x représentant le nombre d'événements 
favorables obtenu au cours de 3 tirages successifs. Calculer l'espérance mathématique et la variance 
de x. 

434. 1 o Dans un récipient se trouvent 10 objets blancs et 10 objets noirs. De nombien de façons 
peut-on en extraire des groupes de 10 objets formés de 5 objets blancs et de 5 objets noirs? 

On tire, au hasard, et simultanément, 10 objets du récipient; on admet que tous les tirages sont 
également probables. Quelle est la probabilité P pour qu'on ait tiré 5 noirs? On donnera une valeur 

approchée de P à 1 ~0 près. 

2° On désigne par Kp le nombre de façons dont on peut extraire du récipient des groupes de 
10 objets contenant p objets noirs (0 < p < 10); évaluer Kp, puis évaluer, de façon simple, la somme 

Ko + K1 + . . . + Ko + K1o· 
435. On place dans une urne 6 boules blanches ct 4 boules noires. 
1° On tire 3 boules au hasard. Quelle est la probabilité pour que les 3 boules soient blanches ; 

pour qu'elles soient noires ? 

2° On tire 4 boules au hasard. Quelle est la probabilité pour en avoir 3 blanches et 1 noire ; 1 blanche 
et 3 noires? 

3° On tire 3 boules au hasard. Quelle est la probabilité pour avoir au moins une boule blanche? 

4° On tire d'abord 3 boules, que l'on ne remet pas dans l'urne, puis on tire à nouveau 4 boules. 
Quelle est la probabilité pour que les 3 premières soient blanches et que, dans les 4 suivantes, il y 
ait 1 blanche et 3 noires ? 

436. 1° Un joueur, Jean, joue successivement n coups de <<pile ou face >l avec une pièce symé~ 
trique. Quelle est la probabilité que pile sorte exactement p fois durant ces n coups ? 

2o Jean joue maintenant 2 n coups. Quelle est la probabilité que pile sorte autant de fois que face 
durant ces 2 n coups ? 

3° Un second joueur, Pierre, joue en même temps que Jean avec une autre pièce symétrique; 
on appelle << coup »le lancer, par chacun des joueurs, de sa pièce. Quelle est la probabilité que Jean 
et Pierre obtiennent le même résultat en un coup ? Quelle est la probabilité que Jean et 
Pierre obtiennent le même résultat à chaque coup d'une série de n coups? 

4° Quelle est la probabilité qu'au bout de n coups Pierre ait sorti pile autant de fois que Jean? 
Montrer que cette probabilité est égale à celle trouvée au 2°, 

5o Quelle est la probabilité qu'au bout de n coups Pierre ait sorti pile un nombre de fois plus 
grand que Jean? 

437. Dans une course de relais, chaque équipe se compose de 4 coureurs. 
Uassodation sportive d'un lycée compte 10 coureurs et leur entraîneur doit former une équipe 
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de relais qui disputera le championnat, en précisant l'ordre dans iequel les 4 élèves sélectionnés 
prendront leur départ. 

1 o Entre combien d'équipes possibles l'entraîneur devra-t-il choisir si les 10 coureurs sont de 
valeur égale ? Deux équipes ayant les mêmes coureurs, mais dans des ordres différents, sont consi­
dérées comme distinctes. 

2° Quelle est, dans ces conditions, la probabilité pour que l'un quelconque des 10 élèves soit 
sélectionné ? 

3° La sélection étant faite, 3 des 10 élèves tombent malades. Quelle est la probabilité pour que 
l'entraîneur soit amené à modifier la composition de l'équipe? 

438. Dans une ville, il existe deux lycées, l'un de garçons, l'autre de filles; chaque lycée a une 
classe de Mathématiques élémentaires, une de Sciences expérimentales et une de Philosophie. 

Une bourse de voyage est offerte par la ville à six élèves pris parmi les élèves des six classes 
terminales. 

Pour cela, on choisit les six meilleurs élèves de chaque classe, soit, en tout, 36 élèves, et les noms 
des six boursiers sont alors déterminés par tirage au sort parmi ces 36 élèves. On demande de cal­
culer les probabilités suivantes : 

1 o pour que les 6 boursiers soient les 6 élèves de la classe de Sciences expérimentales garçons; 

2° pour que les 6 boursiers soient des élèves de Sciences expérimentales; 

3° pour que les 6 boursiers soient 6 filles ; 

4° pour que les 6 boursiers soient 3 garçons et 3 filles ; 

5° pour que, dans les 6 boursiers, il y ait moins de 3 garçons. 

439. On dispose de 8 jetons, qu'on peut imaginer sous la forme de petits disques numérotés de 
1 à 8 sur une seule face de façon que rien ne les différencie quand ils sont placés sur une table en 
présentant à l'œil leur face non numérotée. Les jetons sont mêlés avant chaque expérience : on pro­
cède alors à l'expérience, les faces numérotées des jetons n'étant pas visibles, puis on constate le 
résultat en retournant chaque jeton. 

1° On dispose les jetons en ligne droite. Quelle est la probabilité pour que les numéros soient placés 
dans l'ordre 1 2 3 4 5 6 7 8, qu'on lise de droite à gauche, ou de gauche à droite, indifféremment? 

2° On dispose les jetons en cercle. Quelle est la probabilité pour que les numéros soient placés 
dans le même ordre que dans la question 1°, qu'on les lise indifféremment en tournant dans un sens 
ou dans l'autre le long du cercle? 

3° On sépare les 8 jetons en 4 groupes de 2 jetons. Quelle est la probabilité pour que la somme 
des nombres portés par les 2 jetons de chaque groupe soit la même, c'est-à-dire 9? 

4° On retire 4 jetons sur les 8. Quelle est la probabilité pour que les 4 jetons retirés portent tous 
des numéros pairs? 

5° On retire 6 jetons sur les 8; la somme des nombres portés par les 6 jetons tirés est un nombre Z. 
Montrer que Z est un nombre entier de l'intervalle (21, 33). 

440. 1 o Un sac, A, contient n jetons numérotés de 1 à n (n < 9); on retire, l'un après l'autre, 
2 jetons du sac. Exprimer en fonction de n la probabilité p1 que les chiffres portés par ces 2 jetons 
forment, dans l'ordre de leur tirage, un nombre fixé à l'avance et composé de 2 chiffres distincts 
pris parmi les chiffres de 1 à n. 

2° Un autre sac, B, contient 2 m jetons numérotés de 1 à 2 m; on extrait 2 jetons du sac. Exprimer 
en fonction de m la probabilité p 2 que la somme des points portés par ces 2 jetons soit égale à 2 m + 1. 

3° On considère le jeu suivant : un joueur tire 2 jetons du sac A ; si les jetons tirés satisfont à la 
condition prévue au 1 o, le joueur doit remettre son gain en cause, à pile ou face. 

a) S'il sort face, il est définitivement gagnant. Exprimer en fonction de n la probabilité p} que 
la partie se termine ainsi. 

b) S'il sort pile, il doit extraire 2 jetons du sac B et il gagne alors la partie si les jetons tirés rem­
plissent la condition prévue au 2°. Exprimer, en fonction de n ct de m, la probabilité p~ que le joueur 
gagne la partie à l'issue de ce dernier tirage. 

c) Sachant que le jeu cesse quel que soit le résultat de ce dernier tirage, exprimer, en fonction 
de n et de m, la probabilité, P, pour le joueur, de gagner la partie, d'une manière ou d'une autre. 

4° Le jeu a été prévu pour que P = 
5
1
8

• En déduire l'expression de m en fonction de n. 

5° Sachant que m et n remplissent les conditions suivantes : m > 2, n > 2, établir à l'aide 
de l'expression obtenue au 4° la double inégalité 29 < n (n- 1) < 39. En déduire la seule valeur 
possible (entière) de n, puis celle de m (entière également). 

441. Les grenouilles hébergent divers parasites, en particulier des vers Trématodes. On étudie 
l'abondance de ces Trématodes parasites dans une population de grenouilles habitant un étang. 
On prélève donc, au hasard, dans cet étang, 100 grenouilles et on compte les Trématodes que cha­
cune d'elles héberge. Les 100 résultats sont groupés dans la distribution de fréquences suivante : 

x (nombre de Trématodes par grenouille). . . . . 0 1 2 3 4 5 
Fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 33 30 25 8 0 
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On demande: 
1 o la moyenne arithmétique de cette distribution ; 
2° sa variance et son écart type; 
3° une estimation de l'écart type de la population; 
4° une estimation de la moyenne en définissant l'intervalle de confiance à 95 %· 

4:4:2. Le charbon d'une mine, qui contient une certaine quantité de cendre, est expédié à l'industrie 
consommatrice par wagons. On admet que la distribution des teneurs en cendres de ces wagons obéit 
à une loi de Laplace-Gauss. 

On se propose d'estimer les paramètres caractéristiques de cette distribution à l'aide d'un échan-
tillon de 20 wagons pris au hasard, dont le tableau ci-dessous donne les teneurs en cendres x %. 

16,4 17,8 21,7 14,6 16,9 
12,8 18,4 23,1 12,2 15,1 
14,4 17,6 14,7 18,1 21,4 
17,7 18,5 15,5 18,1 19,6 

1° Écrire à priori la loi de distribution (densité de probabilité d'une valeur x de la teneur en 
cendres pour cent) en notant m la moyenne et a l'écart-type. 

2° Calculer numériquement, à l'aide du tableau, la moyenne x, la variance v et l'écart type de 
l'échantillon. 

3° Estimer la moyenne m de la population totale au moyen d'un intervalle de confiance à 95 %, 
puis à 99 %. 

4:4:3. Les statistiques de la maternité d'un hôpital parisien indiquent des poids de nouveau-nés : 
41 garçons : poids moyen 3,450 kg; écart type 0,380 kg; 
65 filles : poids moyen 3,370 kg; écart type 0,370 kg. 
Peut-on déduire de ces indications une différence suivant le sexe des poids des nouveaux-nés 'l 



t 

0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 

0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 

1,1 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 

1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 

2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 

2,6 
2,7 
2,8 
2,9 
3,0 

3,5 
4,0 
4,5 
5 

TABLES NUMÉRIQUES 

FONCTIONS DE LAPLACE-GAUSS 

1 -:.: 
f ( t) = A 1- e 2 

; 
·v 2rc 

f (t) 

0,398 94 
0,396 95 
0,391 04 
0,381 39 
0,368 27 
0,352 07 

0,333 22 
0,312 25 
0,289 69 
0,266 09 
0,241 97 

0,217 85 
0,194 19 
0,171 37 
0,149 73 
0,129 52 

0,110 92 
0,094 05 
0,078 95 
0,065 62 
0,053 99 

0,043 98 
0,035 47 
0,028 33 
0,022 39 
0,017 53 

0,013 58 
0,010 42 
0,007 92 
0,005 95 
0,004 43 

0,000 87 
0,000 13 
0,000 02 
0,000 00 

1 t -=-= 'Y (t) = A 1- J e 2 dx et P = 1- 2 o/ (t). 
·v 21t' 0 

'Y (t) p = 1-2 o/ (t) 

0,000 0 1 
0,039 8 0,920 4 
0,079 3 0,841 4 
0,117 9 0,764 2 
0,155 5 0,689 0 
0,191 5 0,617 0 

0,225 8 0,548 4 
0,258 0 0,484 0 
0,288 1 0,423 8 
0,315 9 0,368 2 
0,341 3 0,317 4 

0,364 3 0,271 4 
0,384 9 0,230 2 
0,403 2 0,193 6 
0,419 2 0,161 6 
0,433 2 0,133 6 

0,445 2 0,109 6 
0,455 4 0,089 2 
0,464 1 0,071 8 
0,471 3 0,057 4 
0,477 3 0,045 4 

0,482 1 0,035 8 
0,486 1 0,027 8 
0,489 3 0,021 4 
0,491 8 0,016 4 
0,493 8 0,012 4 

0,495 3 0,009 4 
0,496 5 0,007 0 
0,497 4 0,005 2 
0,498 1 0,003 8 
0,498 7 0,002 6 

0,499 767 4 0,000 465 2 
0,499 968 3 0,000 063 4 
0,499 996 6 0,000 006 8 
0,499 999 713 0,000 000 574 

171 
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TABLE DE DISTRIBUTION DE t 

Loi de Laplace-Gauss : 1 - 2 'Y (t) = P. 

Valeur de t ayant la probabilité P d'être dépassée en module. 

p 0,00 0.,01 0,02 0,03 
1 

0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

-
0,0 C() 2,5758 2,3263 2,1701 2,0537 1,9600 1,8808 1,8119 1,7507 1,6954 
0,1 1,6449 1,5982 1,5548 1,5141 1,4 758 1,4395 1,4051 1,3722 1,3408 1,3106 
0,2 1,2816 1,2536 1,2265 1,2004 1,1750 1,1503 1,1264 1,1031 1,0803 1,0581 
0,3 1,0364 1,0152 0,9945 0,9741 0,9542 0,9346 0,9154 0,8965 0,8779 0,8596 
0,4 0,8416 0,8239 0,8064 0,7892 0,7722 0, 7554 0,7388 0,7225 0,7063 0,6903 
0,5 0,6745 0,6588 0,6433 0,6280 0,6128 0,5978 0,5828 0,5681 0,5534 0,5388 
0,6 0,5244 0,5101 0,4959 0,4817 0,4677 0,4538 0,4399 0,4261 0,4125 0,3989 
0,7 0,3853 0,3719 0,3585 0,3451 0,3319 0,3186 0,3055 0,2924 0,2793 0,2663 
0,8 0,2533 0,2404 0,2275 0,2147 0,2019 0,1891 0,1764 0,1637 0,1510 0,1383 
0,9 0,1257 0,1130 0,1004 0,0878 0,0753 0,0627 0,0502 0,0376 0,0251 0,0125 

Table pour les petites valeurs de P. 

p 10-a 10-4 1o-s 10- 6 10- 7 1o-s 10- 9 

. 
t 3,2905 3,8906 4,4172 4,8916 5,3267 5,7307 6,1094 

LOGARITHMES DE n ET n! 

Calcul de C! et C~ pk (1- p)n-k 

n log n log (n!) n log n log (ni) 

5 0,698 970 0 2,079 181 2 55 1,740 362 7 73,103 680 7 
10 1,000 000 0 6,559 763 0 60 1, 778 151 3 81,920 174 8 
15 1,176 091 3 12,116 499 6 65 1,812 913 4 90,916 330 3 
20 1,301 030 0 18,386 124 6 70 1,845 098 0 100,078 405 7 
25 1,397 940 0 25,190 645 7 75 1,875 061 3 109,394 611 2 
30 1,477 121 3 32,423 660 1 80 1,903 090 0 118,854 727 7 
35 1,544 068 0 40,014 232 6 85 1,929 418 9 128,449 802 9 
40 1,602 060 0 47,911 645 1 90 1,954 242 5 138,171 935 8 
45 1,653 212 5 56,077 811 8 95 1,977 723 6 148,014 091 1 
50 1,698 970 0 64,483 073 6 100 2,000 000 0 157,970 003 7 
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Rapports trigonométriques naturels de DEGRÉ en DEGRÉ 

Deg. Radians Sin 
1 Tang. Cotg 1 

Cos 
Si1~ 

-
Cos 

- -
0 0,0000 0,0000 infini 0,000 infini 1,000 1,0000 1,5708* 90 
1 0,017'.)* 0,017[)* 57,30* 0,0175* 57,29* 1,000 0,9998 1,5533 89 
2 0,0349 0,0349* 28,65 0,0349 28,64* 1,001 * 0,9994* 1 ,5359* 88 
3 0,0524* 0,0523 19,11 * 0,0524 19,08 1,001 * 0,9986 1,5184 87 

4 0,0698 0',0698* 14,34* 0,0699 14,30 1 002 0,9976* 1 ,SOl 0* 86 
5 0,0873* 0,0872* 11,47 0,0875* 11,43 1 ,004* 0,9962* 1,483!"> 85 
6 0,1047 0,1045 9,567* 0,1051 9,514 1 ,006* 0,9945 1,4661 * 84 

7 0, 1222* 0,1219* 8,205* 0, 1228* 8,144 1,008* 0,9925 1,4486 83 
8 0,1396 0, 1392* 7,18;) 0, 140.1) 7,115 1,010 0,9903* 1,4312* 82 
9 0,1571* 0,1564 6,392 0,1584* 6,314* 1 012 0,9877* 1,4137 81 

10 0,1745 0,1736 5,7G9* 0,1763 5,671 1,015 0,9848 1,3963* 80 
11 0, 1920* 0,1908 5,241* 0,1944* 5,145* 1,019* 0 9816 1,3788 79 
12 0,2094 0,2079 4,810* 0,2126* 4,705* 1,022 0,9781 1,3614* 78 

13 0,2269* 0,2250* 4,445 0,2309* 4,331 1,026 0,9744* 1,3439 77 
14 0,2443 0 2419 4,1 34* 0,2493 4,011 * 1,031 * 0,9703* 1,3265* 76 
15 0,2618* 0,2588 3,864* 0,2679 3,732 1,035 0,9659 1 ,3090* 75 

16 0,2793* 0,2756 3,628* 0,2867 3,487 1,040 0,9613* 1,2915 74 
17 0,2967 0,2924* 3,420 0,3057 3,271 * 1 ,046* 0,9563 1,2741* 73 
18 0,3142* 0,3090 3,236 0,3249* 3,078* 1,051 0,9511* 1,2566 72 

19 0,3316 0,32f>6* 3,072* 0,3443 2.904 1 058* 0,9455 1,2395* 71 
20 0,3491 * 0,3420 2,924* 0,3640* 2,747 1 ,064 0,9397* 1,2217 70 
21 0,3665 0,3384* 2,790 0,3839* 2,605 1,071 0,9336* 1,2043* 69 

22 0,3840* 0,3746 2,669 0,4040 2,475 1 ,079* 0,9272* 1 '1868 68 
23 0,4014 0,3907 2,559 0,424!)* 2,356* 1,086 O,!t205 1,1694* 67 
24 0,4189* 0,4067 2,459* 0,4452 2,246 l ,095* 0,9135 1,1519 66 

25 0,4363 0,4226 2,366 0,4663 2,14fi* 1,103 0,9063 1,1345* 65 
26 0,4538* 0,4384* 2,281 0,4877 2,050 1 '1 13* 0,8988* 1 'l t 70 64 
27 0,4 712 0,4540* 2,203* 0,509:) 1 ,963* 1 '122 0,8910 1 ,0096* 63 

28 0,4887* 0,469f>* 2,130 0 5317 1,881* 1' 133* 0,8929 1,0821 62 
29 0,5061 0,4848 2,063* 0,5543 1,804 1,143 0,8746 l ,0647* 61 
30 0,5236* 0,5000 2,000 O,fi774* 1, 732 1' 155* 0,8660 1 ,0472* 60 

31 0,5411 * 0,5150 1,942* 0,6009* 1,664 1 '167* 0,8572* 1,0297 59 
32 0,5585 0,5299 1,887 0,6249* 1,600 1, t 79 0,8480 1,0123* 58 
33 0,5760* 0,5446 1,836 0,6494 1 ,540* 1,192 0,8387* 0,9948 57 

34 0,5934 0,5592* 1,788 0,6745 1 ,483* 1,206 0,8290 0,9774* 56 
35 0,61 09* 0,5736* 1,743 0,7002 1,428 1,221 * 0,8192* 0,9599 55 
36 0,6283 0,58?8* 1,701 0, 726:) 1,376 1,236 0,8090 0,9425* 54 

37 0,6458* 0,6018 1 ,662* 0, 7536* 1,327 1 ,2;)2 0,7986 0,92f>O 53 
38 0,6632 0,6157* 1 ,()24 0,7813* 1 ,280* 1,269 0,7880 0,9076* 52 
39 0,6807* 0,6293 1,589 0,8098* 1 ,235* 1 ,287* 0,7771 0,8901 51 

40 0,6981 0,6428* 1 ,556* 0,8391 * 1 '192* 1,305 0,7660 0,8727* 50 
41 0, 7156* 0,6561 * 1,524 0,8693* 1,150 1,325 0,7547 0,8552 49 
42 0,7330 0,6691 1,494 0,9004 1,111* l ,346* 0,7431 0,8378* 48 

43 0,7505* 0,6820* 1,466 0,9325 1 072 1,367 0,7314 0,8203 47 
44 0,7679 0,6947* l ,440* 0,9657* 1 ,036* 1,390 0, 7193 0,8029* 46 
45 0, 7854* 0,7071 1,414 1,0000 1,000 1,414 0,7071 0,7854* 45 

--
1 

Tang. 
1 

Radians Deg. Cos - Cotg Sin Sin 
Cos 

L'astérisque indique que le dernier chiffre est pris par excès. 
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Rapports trigonométriques naturels de GRADE en GRADE 

1 1 ! 

Grad. Radians Sin 
Sin 

Tang. Cotg. 
Cos 

Cos 

--
0 0,000 0,0000 infini 0,0000 infini 1.000 1,000 1,571* 100 
1 0,016* 0,0157 63,66 0,0157 63,66* 1,000 0,9999* 1,555 99 
2 0,031 0,0314 31,84* 0,0314 31,82 1,000 0,9995 1,539 98 
3 0,047 0,0471 21,23* 0,0472* 21,20 1,001 0,9989* 1,524* 97 
4 0,063* 0.0628* 15,93* 0,0629 15,89 1,002* 0,9980 1,508* 96 
5 0,079* o;o785* 12,75* 0,0787 12,71 * 1,003 0,9969* 1,492 95 
6 0,094 0,0941 10,63* 0,0945 10,58* 1,004 0,9956* 1,477* 94 
7 0,110* 0,1097 9,113* 0,1104 9,058* 1,006 0,9940* 1 ,461 * 93 
8 0,126* 0,1253 7,979* 0.1263 7,916* 1,008* 0,9921 1,445 92 
9 0.141 0,1409 7,097 0,1423 7,026 1,010 0,9900 1,429 91 

10 0,157 0,1564 6,392 0,1584* 6,314* 1,012 0,9877* 1,414* 90 
11 0,173* 0,1719 5,816 0,1745 5,730* 1,015 0,9851 1,398 89 
12 0,188 0,1874* 5,337* 0,1908* 5,242 1,018 0,9823* 1,382 88 
13 0,204 0,2028* 4,931 0,2071 * 4,829* 1,021 0,9792 1,367* 87 
14 0,220* 0,2181 4,584 0,2235 4,474* 1,025* 0,9759 1,351 * 86 
15 0,236* 0,2334 4,284* 0,2401 * 4,165 1,028 0,9724* 1,335 85 
16 0,251 0,2487* 4,201 0,2568* 3,895* 1,032 0,9686* 1,319 84 
17 0,267 0,2639 3,790* 0,2736* 3,655 1,037* 0,9646* 1,304* 83 
18 0,283* 0,2790* :~,584 0,2905 3,442 1,041 0,9603* 1,288 82 
19 0,298 0,2940 3,401 * 0,3076 3,251 * 1,046 0,9558* 1,272 81 
20 0,314 0,3090 3,236 0,3249 3,078* 1,051 0,9511 * 1,257* 80 
21 0,330* 0,3239 3.087 0,3424* 2,921 * 1,057* 0,9461 * 1,241 * 79 
22 0,346* 0,3387 2,952 0,3600 2.778* 1,063* 0,9409* 1,225 78 
23 0,361 0,3535* 2,829 0,3779* 2,646 1,069 0,9354 1,210* 77 
24 0,377* 0,3681 2,716 0,3959 2,526* 1,076* 0,9298* 1,194* 76 
25 0,393* 0,3827* 2,613 0,4142 2,414 1,082 0,9239* 1.178 75 
26 0,408 0,39'1 2,518* 0,4327 2,311 * 1,090* 0,9178* 1,162 74 
27 0,424 0,4115 2,430 0,4515 2,215* 1,097 0,9114 1,147* 73 
28 0,440* 0,4258* 2,349* 0,4706* 2,125 1,105 0,9048 1,131 * 72 
29 0,456* 0,4399 2,273 0,4899* 2,041 1,114* 0,8~80 1,115 71 
30 0,471 0,4540* 2,203* 0,5095 1,963* 1,122 0,8910 1,100* 70 
31 0,487* 0,4679 2,137 0,5295* 1,889* 1,132* 0,8838* 1,084* 69 
32 0,503* 0,4818* 2,076* 0,5498* 1,819* 1,141 0,8763 1,068 68 
33 0,518 0,4955* 2,018 0,5704* 1,753 1,151 0,8686 1,052 67 
34 0,534 0,5090 1,964 0,5914* 1,691 * 1,162* 0,8607 1,037* 66 
35 0,550* 0,5225* 1,914* 0,6128 1,632* 1,173* 0,8526 1,021 65 
36 0,565 0,535& 1,866 0,6346 1,576* 1,184 0,8443 1,005 64 
37 0,581 0,5490 1,821 0,6569* 1,522 1,196 0.8358 0,990* 63 
38 0,597* 0,5621 * 1,779 0,6796* 1,471 1,209 0,8271* 0,974* 62 
39 0,613* 0,5750 1,739 0,7028 1,423* 1,222 0,8181 0,958 61 
40 0,628 0.5878* 1,701 0,7265 1,376 1,236 0,8090 0,942 60 
41 0 644 0,6004 1,666* 0,7508 1,332* 1,250 0,7997* 0,927* 59 
42 0,660* 0,6129 1,632* 0,7757* 1,289 1,266* 0,7902* 0,911 58 
43 0,675 0,6252 1,599 0,8012* 1,248 1,281 0,7804 0,895 57 
44 0,691 0,6374 1,569* 0,8273* 1,209* 1,298* 0,7705 0,880* 56 
45 0, 707* 0,6494 1,540* 0,8541 * 1,171* 1,315 0,7604 0,864* 55 
46 0,723* 0,6613 1,512 0,8816 1,134 1,333 0,7501 0,848 54 
47 0,738 0,6730 1,486* 0,9099 1,099* 1,352 0, 7396 0,833* 53 
48 0,754* 0,6845 1,461 * 0,9391 * 1,065* 1,372* 0,7290* 0,817* 52 
49 0,770* 0,6959 1,437* 0,9691 * 1,032* 1,393* 0,7181 0,801 51 
50 0,785 0,7071 1,414 1,0000 1,000 1,414 0,7071 0,785 50 

--
Cos. 1 Cotg Tang 1 

Sin Radians Grad. 
Cos Sin 

L'astérisque indique que le dernier chitlre est pris par excès. 
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