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Notions de logique




1) Proposition — Fonction propositionnelle — Quantificateurs

A retenir 1 :

1/0n appelle proposition (ou assertion) tout énoncé mathématique ayant un sens et qui pouvant étre soit vrai
soit faur (il ne peut étre a la fois vrai et faux).

2/0mn appelle fonction propositionnelle tout énoncé mathématique qui contient une variable (ou plus)
appartenant & un ensemble donné, et qui devient une proposition chaque fois qu’on remplace cette variable par
un élément de cet ensemble.

Remarques 1 :

1/*/ Si une proposition est vraie, alors on dit que sa valeur de vérité est vraie et on la mote par : V ou 1
*/ Si une proposition est fausse, alors on dit que sa valeur de vérité est fausse et on la note par :
F ou 0.

*Le tableau suivant est appelé le tableau de vérité de la proposition P :

P
2/ Une proposition est souvent notée par les lettres : P, @Q, R... v
3/ Selon le nombre des variables, les fonctions proportionnelles sont notées : -

P(z), Q(z1y), R(z;y;2)...

Exemple 1 :
Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :

j‘,i:l‘J A g,

P, 7 1 est un entier relatif

0 J9+16 =9 +16 ©

P

2 ,
P, : est un mombre décimale*

P, 7 2 est le seul nombre pair et premier ¢’

P, > Un carrée est un parallélogramme *’

Exemple 2 :
Déterminer la nature des énoncés mathématiques suivants :
P"z=314"
Q" (W3+7) eN"
Alz) ¥ rzeR, 2°>07
B(z) ' zeR, 2°>2"
R © 2 est un mombre Tationnel
C(n) © neN", n”+n+1 est un nombre premier ”’
D(n;m) © (mym)eN?, n+m=10 7’
Activité 1 :
1) Résoudre dans R Linéquation suivante : z°—z—-6<0
2) En déduire la valeur de vérité des propositions sutvantes :

P ¢ Quel que soit z appartient & ]—2;3[ ' —x—-6<0 ¢

P, © Il existe au moins un nombre zappartient & R tel que z° —2-6<0 *’
P, © Quel que soit T appartient & R : z°—z-6<0 ©
P, ¢ 1 existe au moins un nombre z appartient a ]—2;3[ tel que #° —2-6<0

P, © 1l existe un unique nombre réel = tel que z°—z—-6=0

A retenir 2 :

(%4

1/ L’expression ”’ quel que soi s’appelle le quantificateur universel et se note V

b

()

2/ L’expression ’’ il existe au moins ¢ s’appelle quantificateur eristentiel et se note 3

© s’appelle quantificateur existentiel de 'umicité et se note 3!

3/ L’expression ’’ il existe un unique
4/ Si on lie la variable d’une fonction propositionnelle par un ou plusieurs quantificateurs on obtient une

proposition.



Exemple 3 :
Lire et déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :
P: (zeR)z’=25
Q: (VzeR) 2024<z<2026
R: (JzeR) 2°+z+1=0
Exemple } :
Ecrire les propositions suivantes avec des quantificateurs et des connecteurs logiques puis déterminer leurs
vérités :
P : L’équation z°+2z+1=0 admet au moins une solution réelle.
: Tous les nombres naturels sont positifs.
: Certains mombres réels ne sont pas rationnels.
: L’équation 2z+1=0admet une unique solution dans R

: Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel m on a : m=2n

a8 O

: Pour tout nombre réel z, il existe un réel ytel que y>=z
V o 1l existe un réel y tel que pour tout nombre réel z : y>ux

Remarques 2 :

1/ On peut permuter des quantificateurs de méme nature.
2/ On mne peut pas permuter des quantificateurs de natures différentes.
3/ */ Quand on écrit (EIer)(Vy eF) P(z;y) Vélément z est fourni une bonne fois pour toutes avant les y est
donc constant quand yvarie.

*/ Quand on écrit (VyeF)(Eler) P(x;y)Vélément x est fourni aprés chaque y il dépend de y et peut
donc varier quand y varie.

Exemple : Voici une phrase vraie « Pour toute personne, il existe un numéro de téléphomne », bien sir le
numéro dépend de la personne. Par contre cette phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour
toutes les personnes ». Ce serait le méme numéro pour tout le monde !

/N22Q.
5/2eQ e [(A(a;h) e ZxN): x=% et anb=1].

Exemple 5 :

Etudier la valeur de vérité des propositions suivantes :

P (AzeR) 2°=4 P,: (IneN)(ImeN) n-m=12
P: (VzeR) 2’ +z+1>0 B: (VneN)(YmeN) n-m=12
P;: (3zeN) 3z-1=0 P.: (VneN)(3meN) n-m=12
P,: (VzeR) |7=2 P;: (3neN)(VmeN) n-m=12

Application 1 :

Exercice 1 de la série 1.

2) Négation d’une proposition
A retenir 3 :

1/ La mégation d’une proposition P est la proposition qui est vraie si P est fausse ; et qui est fausse si P est

vrate on la mote : P

2/ Le tableau suivant est appelé le tableau de vérité de la mégation : P P
Vv F
F \Y
3/ La mégation des symboles usuels :
Symbole A 3 = € < > <
Négation 3 A Z 3 > < 2 <

4/ Négation d’une proposition quantifiée :

Soit P(z)une fonction propositionnelle d’une variable z d’un ensemble non vide FE



*/ La mégation de la proposition (VzeE) P(z) est la proposition (IzeE) P(z)

*/ La négation de la proposition (Elx eE) P(x) est la proposition (V:r:e E) P(x)

Exemple 6 :
Déterminer la négation et la valeur de vérité des propositions suivantes :
P 1+J4=3 P:r>314 ; R}:\/ﬁe[s’;zl] ; P:(3zeR)2’=36 ; P:(VzeR)z’ >z

Exemple 7 : Déterminer la valeur de vérité et la négation des propositions suivantes :
P (EIa:eN) 2’ =36
P,: (VzeR)z’ 2z 2
P (VzeN)(3yeN) y=2z Lx (VmeN)(EIyeN)y:x/_
P, : (EILL‘EN)(VyEN)QZ\/E

x

P, (VzeN)(ElyeN)y——

8

Application 2 :

Exercices 2 et 3 de la série 1
3) Opérations sur deur propositions
A retenir 4 :

1/ La conjonclion de deux propositions P et @ est la proposition qui est vraie uniquement si les deux
propositions P et @ sont vraies en méme temps on lo note (P et Q) ou PAQ

2/ La disjonction de deux propositions P et @ est la proposition qui est vraie si au moins V'une des deux
propositions est vraie on la note (P o Q) ou PvQ

Soient P et @ deux propositions :

3/ La proposition (f’ ou Q) qui est fausse seulement si P est vraie et @ est fausse s’appelle Vimplication de
deur propositions P et @ (dans cet ordre) se note P = ()

4/ L’équivalence de deux propositions P et @, est la proposition qu’on note P < () et elle est vraie seulement

st Pet @ ontlo méme valeur de vérité.

P Q PAQ PvaQ P | P < Q

\Y \Y \Y \Y V V

\Y F F \Y F F

F \Y F V V F

F F F F Vv \Y%
Exemple 8 :

Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :

Proposition Valeur de vérité

P, 2<7 et 10=5

P, 2<7 ou 10=5
7eN=>1#2
1=2=3=4

5 est un mombre impair = (Vm € ]R) 7° >0

P:|-4=4<3<12

Q: 146 =7 = 12=2"x 3

Remarques 3 :

1/L’implication : P=Q se lit :
*/ P implique Q.
*/ Siona P alors Q.
2/Les propositions P =@ et @ =P n'ont pas la méme table de vérité, alors l'implication logique nest pas

commutative.

3/ L’implication Q@ = P s’appelle Vimplication réciproque de Vimplication P = Q



Remarques 4 :

1/L’équivalence : P < Q se lit :
*/ P est équivalente o Q.
*/ P siet seulement si Q.
*/P=>Q et Q=P
2/ P& Q et Q< Pontla méme table de vérité, alors I’équivalence logique est commutative.

Exemple 9 :
Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :

1) (zeR) z+1=0cet (JzeR) 2-2=0
2) (JzeR)z+1=0etz-2=0

8) (VzeR)z<0ou (VzeR)z>0
4) (VzeR)z<0ou 20

Remarques 5 :

1/ On dit que deur propositions sont équivalentes si elles ont la méme paleuryde véTi;té.
. . . - g
2/ Soient P et @ deux propositions : ; gy Jb:c

Les propositions :

*/ (P/\Q)/\R et P/\(Q/\R) sont équivalentes, on dit que la conjonction logique est associative
*/ (PVQ)VR et PV(QVR) sont équivalentes, on dit que la disjonction logique est associative.
3/ Soit P(:U) et Q(x) deux fonctions propositionnelles d’une variable z d’un ensemble non vide E .
*/ Les propositions suivantes sont équivalentes :

[(Vm eE) P(z) et Q(x)} et [(Vm €FE) P(z) et (VzeE) Q(z)]

[(Elq: eE) P(z) ou Q(z)] et [(Elx €eE) P(z) ou (3zek) Q(m)]

*/ Les propositions suivantes ne sont pas équivalentes :

[(Vxe E)P(z) ou Q(x)] et [(Vz‘ eE) P(z) ou (VzeE) Q(x)]

[(Elx eE) P(z) et Q(z)] et [(Elx eE) P(z) et (3zekE) Q(m)]

}) Lois logiques

Activité 2 :

Dresser le tableau de vérité de la proposition : P = (Q = P)

A retenir 5 :

Une loi logique est une proposition formée de plusieurs propositions P, Q,..... liée entre elles par des

connecteurs logiques et qui est toujours vraie quelle que soit la valeur de vérité de chacune des propositions

Remarque 6 :

Pour montrer qu’une proposition est une loi logique il suffit de dresser sa table de vérité.
Exzemple 10 :

P, Q) et R sont des propositions. Montrer que les propositions suivantes sont des lois logiques :
1) P=(P=0Q)

2) [Pou(QetR)]@[(PouQ)et(PouR)]

Solution :

1) (Voir le cahier)
2) On a :



P Q R QetR Pou@ PouR Pou(QetR) (PouQ)et(PouR)
A\ A% A\ A\ A\ A\ A\ A\
A\ A% F F A\ A\ A\ A\
\Y% F \% F A% A% A% \%
A\ F F F A\ Vv Vv A%
F A\ A\ A\ A\ Vv Vv A%
F A\ F F Vv F F F
F F A\ F F Vv F F
F F F F F F F F

Donc Véquivalence [Pou(QetR)]c:{(Pou Q)et(PouR):l est vraie dans tous les cas, d’ou la proposition
[Pou(QetR)]@[(PouQ)et(PouR)] est une loi logique.

A retenir 6 : La mnégation de la conjonction, disjonction, implication et V’équivalence :

Quelles que soit les propositions P et @, les propositions suivantes sont des lois logiques

Lois de Morgan :

(PetQ)@(]_Doué) (On dit que la négation de (PetQ) est (]_DOUC_Q))

(Pou@)@(]_?et@) (Om dit que la négation de (Pou@)est (ﬁeté))
Négation de V'implication :
(P:>Q)<:>(Pet Z)) (On dit que la négation de (P:>Q) est (Pet Z)))

Négation de 1’’équivalence :

(P = Q) <:>(1_3<:>Q) (On dit que la négation de (P = Q) est(]_3<:>Q))

(P<:>Q)<:>(P<:>Z)) (On dit que la négation de (P < Q) est (P@é))

(P = Q)<:>[(P:> Q) et (Q= P)] (On dit que la négation de (P o Q) est[(P=0Q) et (Q=

Exzemple 11 :
Soit a,b,c e R, déterminer la négation des propositions suivantes :
P:z>2=z<5 Q:a=boub=c R:xeR*@ﬁeR S:a<b et b<c

Remarque 7 : lo mégation de 3!

Soit P(z)une fonction propositionnelle d’une variable x d’un ensemble non vide E

La proposition Q: (3lzeE) P(z) signifie que [((EI:reE) P(x)) et ((Vx;yeE) (P(z) et P(y)):xzy)]
Donc la négation de la proposition @ est Z): |:((V$EE) %) o, ((Elzzt;yeE) P(x) et P(y) et :c;ty)]

Remarque 8 :

Quelles que soient les propositions P, @) et R, les propositions suivantes sont des lois logiques :

1/ Lois logiques usuelles :

]:3<:>P ; (Pou]_D) ; (P:Q)@(ﬁou@)

(P Q)e [(P=Q) et (Q= P)] : (P=Q)=(P=0)

2/ La commutativité :

(PetQ)@(QetP)

(Pou@Q)<=(QouP)

(PeQ)e(QeP)

3/ L’associativité : 4/ Lo distributivité :
[(P et Q) et R}@[P et (Q et R)} [Pet(QouR)]@[(PetQ)ou(PetR)]
[(P ou Q) ou R]@[P ou (Q ou R)] [Pou(QetR)]c:{(PouQ)et(PouR):l

Application 3 : Exercices 4-5-6 de la série 1.




5) Raisonnements mathématiques

5-1 Raisonnement par contre-exemple
A retenir 7 :

Pour montrer qu’une proposition de type (VmeE) P(z) est fausse, il suffit de trouver xe F tel que P(z)soit

fausse.

Ce type de démonstration est appelé raisonnement par contre-exemple.

Exemple 12 :

Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :

4dxy

1) (VzeR) : 2 +2-2=0 ; 2) (V(:v;y)eﬂ%?): 3x+5y=38 ; 3) (Va:eR)(EIyeR): T
Y

>1

2

Application 4 :

Exercice 7 de la série 1.
5-2 Raisonnement direct (déductif)
A retenir 8 :

Pour démontrer qu’une implication P = () est vraie, on wutilise 'une des méthodes suivantes :

1/ On montre que =>..... a Vaide des opérations et des propriétés mathématiques.

[(P=R) et (R=Q)]=[P=0Q]

2/ On suppose P est vraie et on montre que @Q est vraie.

Ce type de démonstration est appelé raisonnement direct ou raisonnement déductif ou raisonnement par des
implications successives.

Exemples 13 :

1) Montrer que :(VzeR): |z]<2=|3z+1/<7

2) Montrer que : (VzeR): a:>0:>:v+122
7

Application 5 :

Exercice 8 de la série 1.

5-3 Raisonnement par contraposée

A retemir 9 :

Pour montrer que P = @ des fois on montre que 6_231_3 :'_|

Ce type de démonstration est appelé raisonnement par contraposée.

Exemples 1/ :

1) Soit ne N, montrer que : n’ est pair =>n est pair
a—b
a+b

2) Soit a et b deux mnombres réels tel que a#—b. Montrer que : a;t—éb: # -3

3) Soit = et y deux mombres réels. Montrer que : (x;ty et x+y¢—1):>:v2+x¢y2+y

Remarques 9 :

1/ Tl faut bien distinguer entre la négation, la contraposé et la réciproque.
*/ la négation de P =@ est (P et Q)
*/ la, réciproque de P=(Q est Q=P
*/ lo contraposé de P=(Q est Q=P

2/ Soit neN, on a : n’ est pair =n est pair

Application 6 :

Exercice 9 de la série 1.



5-4 Raisonmnement par équivalence
A retenir 10 :

1/ Pour démontrer qu’une équivalence P <> (@ est vraie, on utilise 'un des méthodes suivantes :

Ps ...
S anooe
*/ On montre que a Vaide des opérations et des propriétés mathématiques.
=0 4 [(PeR) et (ReQ)]=[Peq]

> Ce type de démonstration est appelé raisonnement par des équivalences successives.

*/ On montre que les deux implications P =@ et Q= P sont vraies.

2/ Pour démontrer qu'une proposition P est vraie il suffit de trouver une proposition @ vraie tel que :

Ps ...
S
<0Q
Exemples 15 :
1) Montrer que (VzeR) |x—1|<ic>g< 1 .2
2 5 z+1 3

2) Montrer que (Vze[-2;2]) V4-2’ <z+22

Remarque 10 : Raisonnement par double implication

Pour prouver une équivalence de type P < @, des fois il suffit de prouver |

/r}mﬁle

P=0Q et Q=P ’D@)CE(RL#‘:&N :>P)]

Ce type de démonstration est appelé raisonnement par double implication.
Exemples 16 :
1) Montrer que (Vz;yeR) z°+y’ =0 (z=0 et y=0)

2) Montrer que (Vxe[1;+oo[)(Vye[4;+oo[) %wlex—1+2 y—4d<<rx=2 et y=8

Application 7 : Exercice 10 de la série 1.

5-5 Raisonnement par disjonction des cas

A retenir 11 :

Pour montrer qu’une proposition de type (V:I: eE) P(z) est vraie, il suffit de montrer que P(z) est vraie dans

tous les cas de la variable z dans E . [(R: P)et (Q= P)]:[(R ou Q)= P}

Ce type de démomstration est appelé raisonnement par disjonction des cas.
Exemples 17 :
1) Montrer que (VzeR) 2°—z+1>|z—1

2) Montrer que (VneN) n(n+1) est pair.

Application 8 :

Exercice 11 de la série 1.

5-6 Raisonnement par ’absurde
A retenir 12 :

Pour montrer qu’une proposition est vraie par le raisonnement par l’absurde on suppose que P est vraie

(C’est-a-dire que P est fausse) et on cherche 4 trouver une contradiction.
Exemples 18 : [(P = Q) et (P = Q)} =P

1) Montrer que J2¢Q
. \ n+3
2) Soit neN, on pose : A=—5, montrer que A#1
n-+

3) Soit ABC un triangle et a>0tel que BC =3a, CA=2a et AB=4a. Montrer que ABC m’est pas Tectangle.

10



Solution :

1) On suppose que J2eQ, done \/_zg avec a€Z, beN'et anb=1 (d’apres la remarque 2)

aZ
Donc 2 =37

Donc o’ est pair. On déduit que a est pair (d’apres la remarque 9)

Donc(EIkeN) a=2k, on remplace dans (/) on obtient b” =2k” donc b est pair.

Par suite b est pair (d’apreés la remarque 10), or a est pair, alors aAb#1, contr

2) et 3) (Voir le cahier)

c’est-a-dire o’ =2b° ()

Application 9 : Exercice 12 de la série 1.

5-7T Raisonnement par récurrence

A retenir 13 : Principe de récurrence

Soit P(n) une fonction propositionnelle sur N et n,eN. On a :

P(n,)
(‘v’n > nO) P(n)=P(n+1) -

Pour montrer que la proposition (Vnz no) P(n) est vraie, on suit les étapes suivantes :

o Initialisation : On vérifie que P(n,) est vraie.

o ITérédité

Exemples 19 :

1) Montrer que la proposition :

2) Soit aeR", montrer que :

Solution :

1) Montrons par récurrence que (VneN") 1+2+3+...+n=

On a dans cette question P(n):

Vérifions que P(I) est vraie. C’est-a-dire vérifions que 1=

1(1+1) _ 2
)

On a

(VneN") 1+2+3+...4n=

(VneN") (1+a)' 21+na

n(n+1)

_n(n+1)
1+2+3+...+n=@ "et n,=
1(1+1)
2

=1 donc P(I) est vraie

(Yn=n,) P(n)

est vrate.

3) Montrer que :

Soit neN", supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+ 1) est vraie.

C’est-a-dire supposons que I1+2+3+...+n=

On a:

14243+ 4n+1= 1+2+3+...+n+(n+1)=(1+2+3+...+n)+(n+1)=

n(n+1)

Donc d’apres le principe de récurrence on a C.Q.F.D.

2) et 3) (Voir le cahier)

Remarque 11 :

Les symboles sigma « Z

n(n+1)

T
a+a,+a;+...+a, =y q
=1

n
QX Ay X0y X...X 0, =| |ak
k=1

1+2+3+...+n=2k
k=1

1x2><3x...xn=Hk
k=1

1 1 1 &1
—x—x...x—:l |—
2 3 n )

i=1 ©

k=0

k=0

Application 10 : Exercice 13 de la

série 1.

et montrons que I1+2+4+3+...+n+l=

: Sottn=n,, on suppose que P(n) est vraie et on montre que P(n+1I)est vraie.

(VneN)

7 divise 2°"7 —4

(n + 1)((71, + 1) +1)

2

+(n+1)=(n+1)(g+1]=

(n+ 1)(n+2)

» et Pi « H » permet de simplifier ’écriture d’une somme et d’une produit respectivement.

4

k=0

k=0 k=0

e Si a me dépend pas de k

T T
« 2u=0,+20
k=1

J—i_ an+1

n n
alors Zaak = aZak

k=0

k=0

11



Résumé 1 : Notions de logique

Proposition-fonction propositionnelle
1/ Une proposition (ou assertion) est tout énoncé

mathématique ayant un sens et qui pouvant étre soit
vrai soit fauz (il ne peut étre & la fois vrai et faux).

2/ On appelle fonction propositionnelle tout énoncé
mathématique qui contient une variable (ou plus)
appartenant a un ensemble donné, et qui devient une
proposition chaque fois qu’on remplace cette variable
par un élément de cet ensemble.

3/ Si on lie la variable d’une fonction propositionnelle
par un ou plusieurs quantificateurs on obtient une
proposition.

Opérations sur les propositions

Astuces pour utiliser les raisonnements mathématiques

Méthode d’utilisation
Voir & retenir 10
Voir a retenir 8
Voir a retenir 9
Voir & retenir 11
Voir & retenir 12
Voir & retenir 10
Voir & retenir 13
Voir a retenir 7

conjonction|disjonction|implication|équivalence
PlQ| PAQ Pv@ P=qQ P&sQ
VIV \Y% \Y \Y \Y%
VI|F F \Y F F
F |V F \Y \Y F
FIF F F \% \%
Négation
1/ Tableau de vérité de la mégation :
P | P
\% F
F V
2/ Lo négation des symboles usuels :
Symbole \4 E =|le || 2>2]|< >
Négation 3 V |z &> < | >2] <

3/ Négation d’une proposition quantifiée :
A/ La négation de la proposition (Vx € E) P(x)
est la proposition (Elac € E) P(m)
B/ La mégation de la proposition (Eix € E) P(:U)

est la proposition (V:U € E) P(:r)

4 /Négation de la conjonction, disjonction,
wmplication et équivalence :

A/ La négation de (PetQ)est (PouQ)
B/ La négation de (PouQ)est (J_Deté)
C/ La négation de (P = Q) est(Pet Q))
D/ La négation de (P < Q) est (]_3<:>Q)
(ou bien (P<=Q) oubien [(P=Q) et (Q= P)])

Loi logique
1/ Une loi logique est une proposition formée de
plusieurs propositions P, Q,.....liée entre elles par
des connecteurs logiques et qui est toujours vraie
quelle que soit la valeur de vérité de chacune des
propositions P, Q,......

2/ Pour montrer qu’une proposition est une loi
logique il suffit de dresser sa table de vérité

H, on utilise souvent le rais. direct.
: vappartient pas, nadmet pas, n'est pas..., on utilise

Raisonnement convenable
contiennent le symbole M. on wutilise souvent le rais. par
: Si P contient la valeur absolue, on utilise souvent le rais. par disjonction des

: Si P et Q me contiennent pas le symbole
Type 2 : Si P est une proposition ni de type 1 ni de type 2, on utilise souvent le rais.

cas. On utilise aussi ce type de raisonnement dans les équations et inéquations.

Raisonnement par équivalence (ou par double implication)
On utilise souvent le Tais. par récurrence
On utilise le Tais. par contre-exemple

Type 2 : Si P et Q
contraposée
par équivalence

Type 1
Type 1

Type 2 : Si P contient un des mots

souvent le rais. par Vabsurde.

P

Question
Momntrer que P © Q
Momntrer que P = Q
Montrer que
Montrer que (Vn € N) P(n)
Montrer que (Vn € N) P(n)
Montrer que (Vx € E) P(x) est
fausse

Il existe d’autres raisonnements mathématiques (de base) comme le
calcul de la différence de deux expressions (Comparaison) ou la
simplification d’une expression pour obtient une autre (Egalité de deux

eTpressions).
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Prof : Aissa HIYAB Série 1 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : 1IBSMF Notions de logique Matiere : Mathématique

Exercice 1

Ecrire en utilisant les quantificateurs les propositions
suivantes :

P : Pour tout entier naturel n il existe un entier
naturel m tel que n+m =10

@ : 1l existe un réel M tel que pour toute z de R on
a:x<M

R : 1l existe un nombre rationnel ztel que :2° =2

S : Il n’existe aucun nombre rationnel solution de
I'équation :z” =2

T : Entre deux réels il existe toujours un rationnel.
Exercice 2

Déterminer la négation et la valeur de vérité des
propositions suivantes :

(‘v’:ceR) \/m—zzx

—r—-2>0

(JyeR)(VzeR) y=sin(z)
Exercice 3

Donner la négation de chacune des phrases suivantes :
P :Toutes les boules contenues dans I'urne sont rouges.

@ : Certains nombres entiers sont pairs.
R :Tout entier naturel divisible par 3 est divisible par 9
Exercice 4

Déterminer la négation des propositions suivantes :
P (‘v’zeR)(x:O ou x<50)

Q: (EImeR)(x2<54 eter)

R:(VyeR)(3zeR) z<y-1& (x+y)2 >z’ +y°
S: a>b=a<c

Exercice 5 : Loi logique

Montrer que les propositions suivantes sont des lois
logiques :

1) (PetQ) (ﬁou@)

Exercice 6
a,b,c € R, déterminer la négation des propositions suivantes :
a>b=a<c

a=b=c

asbsc

0“$W)6Rﬂ —1<z+y<2=|z+y|<2
(VeeR)(VyeR) s-y=1ez>1

(VzeR) 20 ou x<0

b

\Ja? +b*

(‘v’a; beR" )(Ei:r eR) cos(z) = et sin(z) =

a
\a® +b
Exercice 7 : Rais. par contre-exemple
Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :

1
2

Tous les nombres premiers est impair.
Tous les nombres impairs est premier.
VneN) n’+n+lest premier.

V(zy)eR’) 3z+5y=38

5)
6

V(z;y) e R?) cos(z+y) = cos(z) + cos(y)

(
( )
(V(z:p) € R?) fol+ ]yl =]z +]
( )
7

V(x;y) e Rz) sin(z +vy) = sin(x) + sin(y)

)
)
)
)
)
)
)
)

8) (VzeR)(IyeR) *—ay+y’ =0

Exercice 8 : Rais. direct
Montrer que :
1) (VzeR) |zg<2=|3z+1<7

2) (VzeR) x>0:>:1;+122
T

(
3) (VzeR) z>1=a"+2-2>0
4) (V(zp)eR?) I+ay=z+y=(z=1 ou y=1)
5) (aeQet beQ)=(a+b)eQ
6)( *)(Vb;ceR) ac<0=(IzeR) az’ +br+c=0

Exercice 9 : Rais. par contraposée
1) (Vm;yeR) :r;ty:>(:c+1)(y—1)¢(J;—l)(y+1)

Y
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Exercice 10 : Rais. par équivalence
1) Montrer que (VzeR,) ~2z+2 —l+Jr =1

2) Montrer que (Vxe[1;+oo[) vl Sé
T
3) Montrer que : (Vz;y€R)

|x|+|y|=|x+y|©3:y20

4) Montrer que (Ve [—2;2]) Vd-2° <z+22

Exercice 11 : Rais. par disjonction des cas

1) Résoudre dans R 1’équation :
—a® +|z—4|+2=0

2) Montrer que (VzeR) vz’ +1+2>0
3) Montrer que (VneN) n(n+1) est pair.

4) Résoudre dans R I'inéquation

N©* =55+6>1+4

5) Soit m e R", résoudre dans R Iéquation
suivante :maz’ —(m+1)z+m—1=0

6) Soitn e N, montrer que n(n+1)(n+2) est
divisible par 3.

Exercice 12: Rais. par absurde
1) Soit ABC un triangle et a > 0tel que

BC=3a, CA=2a et AB=4a.

Montrer que ABC n’est pas rectangle.

2) Soit a;b e R’ tel que ab=1, montrer que :
(a<1 ou b<1)

3) Soit a;beQ tel que a—b\2 =0, montrer que :
(a=0 et b=0)

1) Montrer que (Vn € N*) / ¢ Q (on admet
n+1

que si anb=1 alors a’ Ab° =1 et quenA(n+1)=1

Exercice 13 : Rais. par récurrence

n(n+1)(2n+1)

(‘v’neN ) Zk2 -

n+1
2) (VneN) Z3’~'=3 —
k=0 2

3) (VneN’) Zk"—( "”)j

) (VneN) Z(2k+1)

nJrl)2

5) (vneN) 2">n
6) (VneN") : 3">2n+1

n

(par deux méthodes)

7) (VneN") Z

7k x (k+1) n+1

. n ln 3 (_1)n+1
8) (VneN —=| ==-
) ey (-2 =200

9) (VneN") Ix2+2x3+ n(n+1)(n+2)

+n(n+1)=

10) (VneN) :(ﬁj >[4+
2 2

11) 9 divise 10" —1 pour tout neN

Exercice 14

1) Montrer que 0 n’est pas une racine du polynéme

P(m)=x4+5x7+5x2—81‘—1

2
2) Montrer que (v:peR*):\/Hx? ¢1+%

3) z, y et z des nombres réels tel que : z+y+2>1.
Montrer que x>i ou y>l ou z>l

3 3 3
4) z et y deux nombres réels positifs non nuls.

-l oo

) Sachant que \/_ 6 ¢ Q, montrer que (\/_ \/5)95@.

Montrer que :

Exercice 15

1) Montrer que I'assertion (Va: € R*) T+ 1 > 2 est fausse.
X

2) Soit a et b deux réels positifs

a b
<
Na?+1 b +1

aNa? +1=bb? +1<a=b

a) Montrer que : Sa<b

b) Montrer que :
3) Montrer que
V(x;y)eR2 :|2:1:2 +5:vy+3y2|£3:>|x+y|£\/§ ou |2a:+3y|£\/§
4) a) Montrer que tout entier naturel impair n s’écrit
sous la forme n=4k+1 ou n=4k+3avec keN.

b) En déduire que si 'entier n’ —1 n’est pas divisible
par 8, alors 'entier n est pair.

5) Montrer que (VneN) vn’+4n+2¢N.
Exercice 16
1) Montrer que : (VneN) : « 17 divise 2" +3"" »
2) a) Montrer que (VneN): 3/n*=3/n
b) Montrer que J3¢0Q
3) Soita, beR tel que a®+b*=1.
Montrer que :|a+b| <2
4) Soient a, b et ¢ des réels.
a) Montrer que :a” +b* + ¢’ 2 ab+bc+ac
b) Montrer que : (a3 +a=b’ +b)<:>a=b
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Exercice 17
Sans utiliser le tableau de vérité montrer que la

proposition [P = (Q ol R)] = [(P et C_Q) = R} est

une loi logique.
Exercice 18
Montrer que : (Vn € N*)

1) « 372+ 2" est divisible par 25 »
2) « 574 2" 4 2" est divisible par 23 »
3)  « 1ldivise3™ +2°"7 »

4 (1+%J[1+%J(Z+Fj
1
n?

k2 B n(n+1)

) LG @] 2(2er )

7) Zn:k(SkH) =n(n+1)°

(-1)' (2n+1)-1
4
9) k:l(kJrl)kg _ n(n+1)(n1;2)(3n+1)

Exercice 19

1) Montrer par récurrence :
(‘v’neN*)(El(an;bn)eNz): (1+\/§)n —a, +b,\2
2) Déterminer a,, et b

3) Calculer (1 + \/5)

en fonction de a et b, .

n+1

5

Exercice 20 : Inégalité d’olympiade

1) a,beR,M.q : (VneN*) a"=b" =(a—b)><zn:a"_kbk’l
h=1

2)z,yeR,, M.q: (Vne N) "y > 2"y + oy”
Exercice 21
Soit z,ye R’ .

1) Montrer que (VneN)

2) Supposons que z+y =1

1
a) Montrer que xysz et (VneN)

b) En déduire que (VneN) (1+inj[1+in >

z Y

Exercice 22

1) Montrer que :(VneN*) n2 zQ
\'n+

2) Déduire que si a, beN tels que a>b>0,

2 2
a” +b
alors : 5 hgeEN.
n°- —

Exercice 23

1) Montrer que :(VneN); n+l ¢N

n+2
2) Soient a et b deux nombres de Q tels que a#b

a+b\/§EQ
J2+1
3) Montrer que :(VneN);vn’ +5n+8¢N

4) Soit ae N . Montrer que :

\/(12 +\/4a2 ++16a° +8a+3 ¢N

Montrer que :

Exercice 24
Soient a ,b etc des réels.
a+b| |a—b
1) Montrer que : p A p <c:(|b|<c et |a|<c)

2) Montrer que :,(|b|<c et |a|<c):> a8 + a-b <c
2 2

Exercice 25
Soit a,b,c € Rtel que (Vx e[-1; 1]) |aac2 +bz+ c| <1I.
1) Montrer que |¢|<1, |a+b+c[<1 et Ja—b+c|<1.
2) En déduire que |a+c|<1 et |a]<2.
3) a) Montrer que
20a° +b* +c*)<(a+b+c)’ +(a—b+c)’ +4|ca|
b) En déduire que a’ +b” +¢* <5.
Exercice 26
Soit a, b et c des entiers relatifs distincts de 1.

{a +b<ab
Montrer que =c+a<ca.

b+c<bc

Exercice 27
Soit a,b,c e N" tel que ab<c. Montrer que a+b<c
Exercice 28
Soit a, b et cdes mesures des c6tés d'un triangle tel que

a+b+c=1. Montrer que §£a2+b2+c2<é.

Exercice 29
Soit ABC un triangle isocele de sommet B .
I et J deux points appartenant respectivement aux

segments [AB]et [AC]tels que : (17)//(BC)

Soit K un point du segment [BC]

Montrer que (JK)//(AB) < Al =BK

Exercice 30 : Inégalité d’olympiade

SoitneN" et z,, ,,.....,z, € R on admet l'inégalité

suivante : (‘v’ne N*) (izlJ >n" xﬁzi
k=1 k=1
1) En déduire que (Vm,y,z € R*) (z+y+ z)3 > 27 yz
2) En déduire que (VneN*) (nT-i-l] Zﬁk
k=1
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1) Extension - Compréhension
A retenir 1
Un ensemble F est une collection d’objets satisfaisants un certain mombre de propriétés et chacun de ces
objets est appelé élément de cet ensemble. Si z est un élément de lensemble F . On dit que x appartient & E
et on note ze€ .
St z mappartient pas & E, on note z¢ F
Il existe deux méthodes fondamentales pour définir ou écrire un ensemble :
Ecriture en extension : Ecriture donne la liste de tous les éléments de l’ensemble.
Ecriture en compréhension : Ecriture donne une propriété qui caractérise les éléments de l’ensemble.
Un diagramme de Venn est une courbe fermée qui entoure les éléments d’un ensemble.
Exemple 1
1) Ecrire en extension les ensembles suivants : 2) Ecrire en compréhension les ensembles suivants :
A:{er/ —ngsi} {0;2;4;6;8,10;....}
2 2 {1,3;5;,7,9,11;...}
{

0;1;4;9;16;25;....}

E
F
G

Bz{a:eR/ x2+:1:+1=0}

C={zeZl 2" +(x+1)’ +(’-2)’ =0}

2) Inclusion et égalité
A retenir 2
Soient A et B deux parties d’un ensemble F .

e On dit que A est inclue dans B si chaque élément de A est un élément de B . On écrit Ac B
AcB @[(VmeE);xeA:xeB] F\)b“)'w'i-'
Ag B <:>[(EIer);xeA et :L"&‘B] j '
. A=Bc>[(Ver);xeA©xeB}

e A=B& (Ac B et BcA)
e St AcBet BcCalors AcC

Exemple 2
On considere les ensembles sutvants :

A={-3-10;:3) ; B=leezi 1 cnl : c={2k+1/ken} ; D:{—_lk'
|| +1 3

Montrer que AcB ; CcD ; DgC
Exemple 3

On considere les ensembles suivants : Az{xeR/ ‘l—g <1} et B=]0;4[. Montrer que A=B

3) Ensemble des parties
A retenir 3

¢ On appelle ensemble des parties de E , et on mote P(E ), ’ensemble des sous-ensembles de F .
*« AeP(E)<= AcE

*Ona E€P(E) et TeP(E)

caeE<s{a}cP(E)

e Si E est un ensemble fini de n éléments, alors P(E) contient 2" éléments.

Exemple J

Omn pose Ez{a;b} ; Fz{a;b;c}. Déterminer en extension P(E) et P(F)
4) Le complémentaire

A retenir j

Soit A une partie d’un ensemble £ .
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e L’ensemble des éléments de E qui m’appartient pas & l’ensemble A est appelé le complémentaire de A dans
E. On le note C2 ou A
. C;’:{er/meA}

= |

c zecAdorgA
« E=@ ; O=E ; A=A A \E
s AcB< BcA

* St Az{x‘eE/p(x)} alors ng{er/]T:v)}

Exemple 5
On considere 'ensemble A= {a: eN/ z° -4z > 0} . Déterminer en extension Cj

5) Intersection

A retenir 5

Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E .

* L’intersection des ensembles A et B, notée ANDB est ensemble des éléments de E qui sont dans A et
dans B.

c reAnBe (€A et zeB)

. AmBz{er/xeA et xeB}

« AnNB=BnA ; AnA=A; AnA=Q
s AnE=A ; AN =9

e AnBcA AnBcB

e AcBs AnB=A

* An(BNC)=(ANnB)NC (Associativité)

ANB

Exemple 6
Soit Az{xeRl |x—1|<3} et Bz{meZ/ $£2}. Déterminer en extension ANDB

6) Réunion

A retenir 6

Soient A, B et C trois parties d’un ensemble FE .
* La réunion des ensembles A et B, notée AU Best ’ensemble des éléments de E qui sont dans A ou dans B
s ze AUB<(z€d ou z€B)
-AuBz{a:eE/meA ou xeB}
«AUB=BUA ;: AUA=A ; AUA=E

c AVE=FE ; AuQ=A

e AcAUB BcAuB

*c AcBs AuB=B

« AU(BUC)=(AUB)UC (Associativité)

Exemyple 7 LR 22 5y
Soit Az{xeN/ x2<19} et Bz{er/ |a:+3|£5}. Déterminer en extfngion, m':ge:n compréhiensid

T) Regles de calcul Sy
Activité

A, B et C des parties d’un ensemble E . Montrer que :
) ANB=AUB

AUB=ANB

2
3) An(BuC)=(AnB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUuB)n(AUC)

)
)
4)
5) (AcB et AcC)e=Ac(BNC)
)

6 (A cB ou Ac C) = Ac (BUC) puis donner un exemple des ensembles 4, Bet C dont la réciproque est fausse.
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A retenir 7

Soit A, B et C trois parties d’un ensemble F . On a :
« AnNB=AUB

« AUB=ANB

« An(BUC)=(AnB)U(ANC) (Distributivité)

« AU(BNC)=(AuB)n(AuC) (Distributivité)

8) Différence de deux ensembles
A retenir 8
Soit A et B deux parties d’un ensemble F .

* Lo différence des ensembles A et B dans cet ordre, notée A\B est l’ensemble des éléments de A qui me sont

pas dans B .
* z€A\B < (zeA et z¢B)

« A\B={zeElzeA et z¢B}
« Ona A\B=ANCE et E\A=Ci=A

Exemple 8
A, B et C des parties d’un ensemble E . Montrer que :
1) A\B=ANB ; 2) A=(A\B)U(ANB)

3) Ac B A\B=g (Utiliser les raisonnements par double implication et par V'absurde)

9) Différence symétrique de deux ensembles

A retenir 9
Soit A et B deux parties d’un ensemble E.On pose AAB=(A\B)U(B\A)

L’ensemble AAB est appelé lo différence symétrique des ensembles A et B

E

T AAB |
Exemple 9
A, B et C des parties d’un ensemble E . Montrer que :
1) AAB=AAB ; 2) AAB=(AUB)\(ANB)

Remarque : Soit 4, B et C des parties d’un ensemble E. On o AAB=(AUB)\(ANB)

10) Produit cartésien
A retenir 10
Soit £ et F deux emsembles.
e Le produit cartésien des ensembles Fet F, noté ExF est l’ensemble des couples (:L‘;y) tels que zeE et yeF
. (a:;y)eExF@(er et yeF)
. ExF={(m;y)/er‘ et yeF}

Exemple 10
Omn considére les ensembles suivants : Ez{a;b;c} et F={1;2}

1) Déterminer ExF et F? ; 2) Construire le diagramme cartésienfde EkF

Exercice de Tévision

On considere les ensembles sutvants :
12
n+2

A:{neN/ n2—8n+1230} X Bz{neN/ EN} ; Cz{ze]R/ |x—4|£2}

1)

2) Déterminer en extension AUB et ANDB

3) Montrer que AcC
)

4

Déterminer en extension A et B

Construire dans un repere orthonormé le diagramme cartésien de BxC 19



Résumé 2 : Les ensembles

Ecriture en extension/en compréhension

e Ecriture en extension : Ecriture donne la liste de
tous les éléments de ’ensemble.
* Ecriture en compréhension : Ecriture donne une

propriété qui caractérise les éléments de l’ensemble.

Inclusion et éqalité

Soient A et B deux parties d’un ensemble F .

* On dit que A est inclue dans B si chaque élément
de A est un élément de B. On écrit Ac B

e AcB @[(VmeE);xeA:xeB:l

e Ag¢ B @[(erE);xeA et xeB]

. A=B©[(V$€E);xeA<:>xeB]

*A=B< (AcB et BcA)

e St AcBet BcCalors AcC

Ensemble des parties

* On appelle ensemble des parties de E, et on mote
P(E), Vensemble des sous-ensembles de F .

. AeP(E)@ACE

* Ona EEP(E) et @eP(E)

. aeE@{a}cP(E)

* Si E est un ensemble fini de n éléments, alors

P(E ) contient 2" éléments.

Le complémentaire

Soit A une partie d’un ensemble E .

* L’ensemble des éléments de E qui n’appartient pas
a Vensemble A est appelé le complémentaire de A
dans E. On le note C2 ou A
. Ch ={er/x€:‘A}
s redoreA
°E=@;_®=_E;A=A Z//'
e AcB< BcA

E—Y

« Si A={zeE/p(z)} alors Cg:{er/Tz)}

Intersection
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble FE .

* L’intersection des ensembles A et B, notée ANB
est ensemble des éléments de E qui sont dans A et
dans B.

E—

s zeAnB< (zed et zeB)
. AmBz{er/xeA et xeB}

« ANB=BnA ; AnA=A ; AnA=0Q
c AnE=A ; AN =0

e AnNBcA AnBcB

e AcBoAnB=A

*« AN(BNC)=(ANB)NC (Associativité)

Réunion
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E .

* La réunion des ensembles A et B, notée AU Best

I’ensemble des éléments de E qui sont dans A ou
dans B

B

AUB

s re AUB<(red ou z€B)
. AuBz{er/xeA ou :UGB}

« AUB=BUA ; AUA=A ; AUA=E
cAUE=FE ; A=A

s AcAuB BcAUB

* AcBsAuB=B

« AU(BuC)=(AuB)uC (Associativité)

Différence de deuxr ensembles

Soient A et B deux parties d’un ensemble E .
* Lo différence des ensembles A et B dans cet ordre,
notée A\ B est ’ensemble des éléments de A qui me sont

pas dans B .

B

c 1€ A\B < (z€A et 2¢B)
« A\B={zeFElzeA et z¢B}
«Ona A\B=ANC? et E\A=Cj=A

Différence symétrigue de deuxr ensembles

Soient A et B deux parties d’un ensemble FE .
Omn pose AABz(A\B)u(B\A)
L’ensemble AAB est appelé la différence symétrique

des ensembles A et B

E—

Reégles de calcul

- AnB=AUB AAB ]
« AUB=ANB

« An(BuUC)=(AnB)U(AnC) (Distributivité)

« AU(BNC)=(AuB)n(AuC) (Distributivité)

« A\B=AnB + AAB=(AUB)\(ANB)

Produit cartésien

Soient E et F deux ensembles.

* Le produit cartésien des ensembles E et F, noté
ExF est ’ensemble des couples (z;y) tels que € F et
yeF

* (y)e ExF<(zekE et yeF)

. Esz{(x;y)/meE et yeF}
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Exercice 1
1) Ecrire en extension les ensembles suivants :
A={er/|2a;—1|S3}

={xe@/(m2 —2)(|$|—6)=0}
= {(m;y) eN?/2° -4y’ = 12}
={(:r;y) eZ?19<a” +y° 316}
2) Ecrire en compréhension les ensembles suivants :

E={1,2,4;8,16;32;....}

G ={ Les entiers relatifs qui sont multiples de 5}

Exercice 2

A, B et C des parties d'un ensemble F , tels que :
E ={1;2;3,4;5,6,7;8,9;10;11;12}
A={1;3;4;7,8;9;10}

B={2,3;5,6;7,9;10;11;12} et C'={2;3;9;11}

Déterminer les ensembles :

ANB; AnC; AuB; AuC ; AnNBNC;
A\B; B\A; C\A; Ci; C2; ChuCy ;
CiPsconet o ot POo)

Exercice 3

On considére ’ensemble E = { 13,
A={er/(EIkeE):m=2k}
B={er/(EIkeE):z=3k}

1) Ecrire en comprehension 1’ensemble E et écrire en
extension les ensembles A et B .

2) Déterminer en extension ;1, AU—B, AUBet ANB
3) Déterminer P(ANB)

Exercice 4

Soit F = {:U;y;z} , déterminer les propositions vraies
parmi les propositions suivantes :

zeFE zckE; {x}eE : {m}cE X {x}CP(E)
{m}eP(E) Delb , OcE; GeP(E); D P(FE)
EeE; EcE; {nylcE; zzek; (r;2)cE
Exercice 5

On pose A={5n+2/neZ} et B={5n'—3/n'eZ}
Montrer que A=B

Exercice 6

A et B deux parties d'un ensemble E | tels que :
AnB={a;b} ; AUB={a;b;c;d;e} ; A\B={c}
Déterminer A ; B; B\A; AAB ; AAB

;18} et les parties :

Exercice 7 /Classique
A, B, C et D des parties d'un ensemble F . Montrer que :
1) AcBoBcA
2) AUB=ANB< A=B
3)AuB=0 < A= et B=O
4)AuB=AnC& BcAcC
5)A\B=A< B\A=B
6)a) AUB=E< AcB
b) ANB=@ < AcB
AuB=AuC
7){

< B=C
ANB=AnNC

8)a) ANB=ANC< ANB=ANC

b) AUB=AUC < ANB=ANC
9) An(AAB)=A\B et AAB =AAB
10) AAB=AAC < B=C (utiliser des questions précédentes)
11)AAB=ANnB< A=0 et B=Q
12)AAB=Z < A=B

Bc A
13)

C=A\B

(B\C)c 4
14)

(C\D)c A
15)AxBc AxC=BcC
16)AxB=J <= A=D ou B=J

Exercice 8 /Classique

=A=BuC

= (B\D)c 4

A, B et C des parties d'un ensemble E . Montrer que :
1) A=(A\B)U(ANB)

2) AAB=(AUB)\(ANB)
3)(A\C)N(B\C)=(AnB)\C
4) (A\C)u(B\C)=(AuUB)\C
5)(A\B)n(A\C)=A\(BULC)
6) (A\B)U(A\C)=A\(BNC)

7) (AnB)\C=An(B\C)

8) (A\C)\(B\C)=A\(BuC)=(A\B)\C
9) AUB=(AAB)A(ANB)

Cn(AAB)=(CnA)A(CNB)
Cu(

AAB)c(CUA)A(CUB)
AAB)AC = AA(BAC)
uB)xC=(AxC)U(B><C)
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Exercice 9
On considere les ensembles suivants :

P ELLyP A G S LNy P
12 3 4 6
1) Vérifier que — e B
T

2) Est-ce-que ZeA ?

3) Montrer que Ac B et Bz A
Exercice 10

On pose A={xeN/3x+2eZ}

x p—

B={zeN/5x+7 GN}

z—1
1) Ecrire en extension A et B .
2) Déterminer AAB
3) On considére Pensemble C'={3;6;9;12}
Vérifier que C U(AAB) c (C ), A)A(C U B)
Exercice 11
Soit @ e R’ , on pose :

E=[-2;2]; F={(x;y)eR2/x2+y2 S4}
G={a:e]R/|x+l|<a} : H={xe]R/|:1:—l|<§}
2

1) a) Montrer que F#J et G#J
b) Montrer que F c E*

2) Déterminer s’il existe des valeurs de o tel que :
a) G=H
b) GNH =Y

Exercice 12

1) Déterminer l'ensemble
[-37;27] [—f e Z}
2 4
2) On considere les ensembles A = [(2k +Drlke Z] et
B={—%+2k?”/keZ}, montrer que Ac B

3) On consideére les ensembles : C'= {—% + %T” lke Z}

et D={—%+k§/keZ} Montrer que C D =&
Exercice 13
Déterminer les ensembles :

2_
T 4x+10647

Az[zeNlél
ENi|, ANnB,AuB, A\B.

l‘_
r+10

€T —

Bz[xeN/

Exercice 14

On considere 'ensembles :
F={(:c;y)eR2/:c2 <y et y’ Sx}

1) Montrer que F #

2) Montrer que Fc[O;l]x[O;l]
Exercice 15/Classique

E et F deux ensembles, montrer que :
1) PEYNPF)=PENF)

2) P(E)YUP(F)cP(EUF)

Exercice 16

Soit Ez{(x;y) eR’ [ 2° +zy—2y° =5}

1) Vérifier que :

V(zy) e R*: 27 +2y—2y° = (z —y)(z + 2y)
2) Déterminer en extension l'ensemble F=EnZ’

2 42
3) Montrer que : E= 2t 5; L0/ ewr
3t 3t

Exercice 17

Soit F un ensemble non vide et A,X,Y e P(F) tel que
XNA=Y UA, montrer que : YcAc X
Exercice 18

Soit £ un ensemble non vide et A, B € P(F)
Résoudre dans P(F) les équations :

1) XUA=B

2) XnA=B

Exercice 19

Soit F un ensemble non vide,

A,BeP(FE) tel que Bc A, montrer que :

1) (VXeP(E)):AnX=BsBcXcAUB
2) (VXeP(E)): AAX=BsAnBcXcB
Exercice 20

Soit. £ un ensemble non vide et A, B,C' € P(FE)
1) Montrer que :

a) (VXeP(B): X =(Xud)n(XuA)
b) (VX eP(E)):X=(XnA)u(XnA)
2) Résoudre dans P(E) 'équation X\ A=A\ X

3) Supposons que Bc A et AnC=C

A\X =B

X\A=C

4) Sachant que Ac B, résoudre dans P(E) I"équation

XNB=XUA
5) Supposons que Bc AcC

Résoudre dans P(F) le systeme {

ANnX=B
X\A=C
A\X =B
X\A=C

a) Résoudre dans P(E) le systeme {

b) Résoudre dans P(FE) le systeme {
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Exercice 1 (Notions de logique)

1) a) Ecrire en wutilisant les quantificateurs les
propositions :

P, : Le produit de deuxr nombres entiers naturels
consécutifs est pair.

P, : Entre deux réels il existe toujours un rationnel.
P, : Il n’existe aucun nombre rationnel solution de
I’équation : z° =2

b) Déterminer la valeur de vérité et la négation des
propositions P, et P,

2) Soit a;b;ceR,

Jat+2vb 2
Varsb = s

a’ +b?
2

a) Montrer que :

b) Montrer que : GTH)S

c¢) En déduire que

2 2
(Va;b;ceR+)a+b+cS\/a ;b +\/

’+a’
2

b2 +c?
2

3

3) a) Montrer que : (VneN*) Zka _( n"'l)j

b) Montrer que : (VneN) 6 divise n® —n

) Soit z;yeQ tel que z’y+ay’ =8, montrer que z#y

5)

a) Montrer que :
(VzeR) Va* +1>|z| (rappel (VzeR) |x|2 =127)
b) Montrer par disjonction des cas que :

(V:):eR) Nl +1>—z

6) Soit a;b;z;y € R", montrer que :
ar+by=1= 2<a2+1)2
ZI) +y
) Soit z;y € R, montrer que :
+y
I+xy

(Jo <1 et y<1)= <1

8) Soient P et @ deux propositions.

Montrer que la proposition :
[(P = Q) et (./T-’ = Q)} = ) est une loi logique.

9) Soient a, b et c des réels.
a) Montrer que :
a+b

2

b) Montrer que :

a—b

<c:(|b|<c et |a|<c)

a-b
<c

(|b|<c et |a|<c):> a+h

10) Résoudre dans R :
z+1

2

Exercice 2 (Les ensembles)

A={1,4;16;64...}, B={1;3;9;27..} et Cz{—l

2) Ecrire en extension les ensembles suivants :

1) Ecrire en compréhension les ensembles suivants :
2 —
Az{zeN/ 5x+7eN}, Bz{xeN/ ﬂGZ}
1 z—1

C= {(:z:;y) e?’ /(x+y)(x+2y) = 1}
3) Soit A, B et C des parties d'un ensemble £ . Montrer que

a) A\(BUC)=(A\B)n(A\C) Py

b) A\(BAC)=(A\B)U(A\C)

{AmBzAmC
c)

xT—

< B=C
B\A=C\A
%) On considere les ensembles :

Az]—oo;—l[ et B:{xeR/ Lo

}. Montrer que : A=B
r+1

5) On considere les ensembles :
A:{(x;\/anl)/ ze[—1;+oo[} et B ={(z2 —1;:1:)/ ace]R*}

Montrer que A=D8

n k—”/k 7/

Nt —z+2>32-4 E(
6) On pose :
n krx

A= ezl o]

et C={—%+k7r/ keZ}

a) Montrer que A=B

b) A-t-on B=C ¢

T) On considére les deux ensembles A et B tel que
A= {f Ly kez} et B:{f + 2 e Z}

4 5 2 5

Montrer que ANB=J
8) On considere les ensembles A et B tels que :
ANB={2;3;4} ,AUB={1;2,3,4;5} ,1¢ B\ A et
5¢A\B

a) Montrer que :

{I}cA\B ; A\Bc {1} et B\A={5}

b) Ecrire en extension les ensembles A et B
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Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.
Exercice 1 (10pts)

1) Déterminer la valeur de vérité et la négation de la proposition P: 10=8=3+4=7 ...
2) Montrer que : (Vaj;yeR) |x|+|y|=|x+y|<:>xy20 .

3) a) En utilisant le raisonnement par double implication montrer que :

(Vo €R) 27457 =0 (820 € =0 ittt
b) Montrer que (Vace[3;+00[)(Vye[—l;+OO[) “yT%=\/x—3+5 y+lsr=4 et y=24...........

4) Montrer que (‘v’n € N*) VT 410 @ IN oo e e et et ottt et et

n+1 (2n+1)
b) Montrer que (Vn EN) 17 divise 3x57"" + 27" (Indication : remarquer que 5° =2"+17)....1.
6) Soit neN, Montrer que n(n+I1)(n+2) est divisible PaT S .ot e

Exercice 2 (4pts)

— 2
Omn considere les ensembles A= {(x;y) eN?/ —4+== E} et B= {$ eZl alc+ € Z}
Ty -z

5) a) Montrer que(VneN*) Zkz

....0.5pt

I-z
b) En déduire Vécriture de B en extension..

2) a) Vérifier que (:L’ y)eA@((zz y)eN et (a: 2)(y 2) 4) ..0.5pt

b) En déduire V'écriture de A en extension (remarquer que (:E,y) eA:>(x—22—1 et y—2 2—1) ) e
3) Montrer que B=(B\A)U(ANDB) et AAB=(AUB)\(ANDB) oottt

1) a) Vérifier que z€ B < (:1: el et —1 +i € Zj

. 1pt

1pt
. 1pt

Exercice 3 (6pts)

1) On comsidere les ensembles E={% i—k/ keZ} et F'= {1+21—k/ k'eZ

a) Montrer que (1;—1) € EXF ..ottt oottt

b) Montrer que B =F il AP N -

c) Montrer que (‘v’(a:;y)eE2) TH2YEE oo o B e T N 1)
) Déterminer en extension Eﬁ]O;l[ SSUUNPHUPHPHUPHUPHU IR NPRUREREINS X

2) On pose G:{a+b\/§/ (a;0) €Z2}
a) Vérifier que G #J ...

b) Montrer que (V:UER) xeG:>x EG e . N\

3) Soit A, B et C des parties de E . Montrer que AUB AUC@




t2XEAEL | HCYOZE

$alells@+ | SORCE olaCH - - =l 30y 1BSMF_B
A SDEHCA LHLLOE A 1212 55 'A_nk!.._)%,_}_'l_,di psbazily

Tl g Agond 55513 Zy2l) Dypend) La o SY) 2 heures
Jske ol L) e BY) Dypaiad

2daly) Ul 256 A’I:SSG HIYAB

Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.
Exercice 1 (10pts)
1) Déterminer la valeur de vérité et la mégation de la proposition P: 10=8<<3+4#7 ....ccee.. 1.
2) Montrer que : (Vaj;yeR) |x|+|y|=|x+y|<:>xy20 TP USPPRE: B

3) a) En utilisant le raisonnement par double implication montrer que :

(Vo €R) 27457 =0 (820 € =0 ottt
b) Montrer que (‘v’a:e[—l;+oo[)(‘v’ye[3;+00[) eryTJr%=5\/gr;+1+1/y—3 Sr=24 et y=4...........

4) Montrer que (‘v’n € N) NI F 4042 @ IN oo e e ettt et e
n+1)(2n+1)
b) Montrer que (Vn EN) 11 divise 37" +2°" (Indication : remarquer que 2°=3" +5x11).......1.

5) a) Montrer que(VneN*) Zkz

6) Soit neN, Montrer que n(n+I1)(n+2) est divisible PaT B .o it e e
Exercice 2 (4pts)

On considere les ensembles AZ{(x;y)eN*2/ £+l=é} et B={er/ fieZ}
Ty -z

2
1) ) Vérifier que re B (zeZ et —1 +1— € ZJ et s e s s e s s e e e e s e+ s 2o s s e+ e n e ens 0. DPE
-z

b) En déduire Vécriture de B en extension........ TPV UOUVPEIPPPON K ¢17

2) a) Vérifier que (3: y)eA@((z y)eN*2 et (1: 3)(y 3) 9) OO PO PNPPPRN 0 Iy o1
b) En déduire V'écriture de A en extension (remarquer que (x;y) eA:>(x—3 >-2 et y—32 —2) )...1pt
3) Montrer que A=(ANB)U(A\B) et AAB=(AUB)\(ANB) oottt

Exercice 3 (6pts)

1) On considere les ensembles E={l+i—]1€/ kGZ} et F'= {11

a) Montrer que (1;—1) E EXE e e e e e

)

b) Montrer que £ =F ..o e e ffos P s

c) Montrer que (‘v’(az;y)eE2) TAH2YEE ool P (“
)

Déterminer en extension Eﬁ]O;l[ eet ver vee ee vae et eveenn en sen sne sne e ove s evn sen son son woflore e cve ol et et e e e
2) On pose G:{a+b\/§/ (a;0) EZZ}

a) Vérifier que G#J ..
b) Montrer que (‘v’xeR) xeG:>:c GG.
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Introduction :

Soit E et F' deur ensembles non vides.

e On appelle application de E vers F toute relation f qui, G tout élément = de E associe un unique élément y
de F. On écrit y= f(x)

o f application de E vers F@(VmeE)(H!yeF) vy =f(x)

e Soit ze F, Vunique éléments ye F tel que y= f(z) est appelé ’image de = par Vapplication f

o Soit yeF, les éléments ze€ E tel que y=f(z) (s’ils existent) sont appelés les antécédents de y par
Vapplication f

e Toute fonction numérique est une application de son ensemble de définition E=D, vers F=R

1) Image directe d’une partie

A retenir 1

Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F'.
A et B deux parties de E.

o [.’image directe de A par f, notée f(A) est définie par : f(A) ={f(a:)/ a:eA}
° yef(A)@[(ElxeA); yzf(x)]

° f(A)ZC@[(VIEE)Z xeA@f(x)eC]
o 1A= f(x)e f(A)

Exemple 1
. - [TR>R
Omn considere |’application , - Montrer que f({—2;0;1;2})={0; 1;4}
T T

Propriétés 1

e A=< f(A)=9

e Ac B= f(A)c f(B)

* f(AUB)=f(A) v f(B)
o f(AnB)c f(A) N f(B)

Démonstration :

Voir Vexercice 10 de la série 3.

Exzemple 2
. . [RToR , :
Omn considere |’application . Déterminer f ([0;4])
2> Wz -2)7-3
Exzemple 3
T B fTR->R , .
On consideére V'application . Déterminer f([—l;O]u[1;2])
T 3-2x

2) Image réciproque d’une partie

A retenir 2

Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F.
C et D deux parties de F.

e L’image réciproque de C par f, notée f'(C) est définie par :

fC)={zeEl f(z)eC) o f(C)cE
e zef(C)e f(x)eC e [(F)cE
° f’l(C)zAQ[(Ver): a?ef’l(C)@xeA]
Exemple J
. . fIR—>R . _
On considere application , - Déterminer f 1({1;4;25;3;—2})
T T
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Propriétés 2

o« f(F)=E

° C=®:>f_1(C)=®

e CcD= f'(C)c f (D)

o [ (CUD)=f (YU (D)
o [(CnD)=f(C)Nf (D)

Démonstration : Voir Uexercice 10 de la série 3.

Exemple 5
. " fIROR
On considere application
T2 + 22

1) Déterminer f ([—1;0]) et f’l([3;+oo[)
2) Déterminer [~ ([—1;0]m[3;+oo[)

3) Egalité de deux applications
A retenir 3

Soit f une application d'un ensemble E wvers un ensemble F, et g une application d'un ensemble E' vers un
ensemble F''. On dit que les applications f et g sont égales, et on écrit f=g si elles ont le méme ensemble de

départ (E=E"), le méme ensemble d'arrivée (F=F"), et si (VzekE) f(z)=g(z)

EF=F
Ainsi, f=g< < F=F"'
(VacE) f(x)=g()

Exemple 6
Montrer que les applications suivantes sont égales :
T

Tz == 2R
f:}——;—[—)& g } 2 2{

2 2 et

‘ 5 2tan(z)
z 1—(003(3:) - sm(x)) m

%) Restriction et prolongement
A retenir }

Soit f:E— F une application et A une partie de E

A F
On appelle restriction de f & (ouw sur) la partie A, Vapplication g définie par g
z - f(2)
. giASF . . AcE
Ainsi : est la restriction de f sur A <
z - g(z) (Vz’ = A) g(z) = f(z)
Exemple 7

f:R—>R

Omn considere Vapplication
T 21— |1:| +3

. Déterminer Vapplication ¢ la restriction de f sur ]—oo;O]

A retenir 5

Soit f:E — F une application et G un ensemble tel que Fc G

h:G—>F
On appelle prolongement de f & (ou sur) la partie G, toute application h définie par 2
- f(x
pr h:G—F . ! vy . Ecd
insi : est un prolongemen sur G <
x> h(x) P J (Vx € E) h(z) = f(x)
Exemple 8
h:R" >R
Omn considere Vapplication 72 . Déterminer un prolongement de h & la partie R
T —+5
X
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5) Application injective
A retenir 6
Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F.

e On dit que f est injective si tout élément de F a au plus un antécédent dans E par f .
o f estinjective @[(V(I;y) eE2) f@=fy) == :y]

o f m’est pas injective @[(El(x;y)eEg); f(@)=f(y) et :E;ty]

Exemple 9
N oo fiLAeo[ >R e
Omn considere ’application . Montrer que f est injective.
r 1’ -2+ 3
Exemple 10
1) On considere Vapplication f:R™ >R
T 1+ ig
T

a) Déterminer f"l({Q})

b) En déduire que f m’est pas injective.
2) Soit ¢ la restriction de f sur ]—00;0[. Montrer que g est injective.
6) Application surjective
A retenir 7
Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F.
e On dit que f est surjective si tout élément de F a4 auw moins un antécédent dans E par f .
o f est surjective @[(VyeF)(H:z;eE) y:f(:z:)]
o f est surjective <:>f(E)=F
e f m’est pas surjective <1l existe ye F qui n’admet aucun antécédent

o f m’est pas surjective @f(E);tF

Exemple 11
f: ]—00;4[ - ]—oo;l[
Montrer que [’ application r+1  est surjective.
r—4
Exzemple 12

1) On considere Vapplication g de lexemple 10.
a) Résoudre dans ]—oo;O[L’équation g(z)=0
b) En déduire que g m'est pas surjective.
h i J=o0; 0] = |1;400]

2) On considere Vapplication

:L‘+—>1+i2
x

Montrer que h est surjective.

T) Application bijective

A retenir 8

Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F.

e On dit que f est bijective si tout élément de F admet exactement un antécédent dans E par f .

e f est bijective @[(VyeF)(Ei!:zteE) y:f(x)]

o f est bijective < f est injective et surjective

o f m’est pas bijective < f n’est pas injective ou n’est pas surjective
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Exemple 13
On considere Vapplication f:R*™ — [—é;l[

=1

Tr— >
r+3

1
Montrer que f est bijective de R™ sur [—5;1[

8) Application réciproque d’une bijection
A retenir 9 :
e Soit f est une application bijective d'un ensemble E wvers un ensemble F. En associant & tout élément y

de F son unique antécédent par f, on définit une application de F' dans E. Cette application est appelée la

bijection réciproque de l'application f, ou simplement la réciproque de f, et moté f'.

Si f:E—F est une application bijective, alors la bijection réciproque f' : F — E est caractérisée par
= I — -1
I’équivalence : y=/ )© v=/"0)
zekl yeF

Remarque 1 :

Soit f: E—F une application bijective.

e Pour déterminer expression de Vapplication réciproque f : F—>E de f on résout I’équation f(z)=y
d’inconnue ze k.

Exemple 1}

Déterminer la bijection réciproque f' de Vapplication f de Uexemple 13.

9) Composition des applications

A retenir 10

Soit f une application de E dans F, et g une application de F dans G. L'application h définie de E dans G,
par h(z)= g( f(x))est appelé composée des applications f et g dans cet ordre. Elle est moté gof . On a alors :
gof 1 E—G et (VzeE) gof(z)=g(f(x))

Exemple 15
Omn considere les applications :

fIR>RY ot g:R" >R
T’ +2 z 3+z
Déterminer les applications : gof, fog et fof

Remarque 2 :

o La composition des applications n'est pas une opération commutative. { (90 f)oh: N ( foh) J

o La composition des applications est une opération associative.

e On mote V'application identité d’un ensemble E par Id,: C’est-a-dire :

Propriétés 3
e La composée de deur applications injectives est injective.
e La composée de deur applications surjectives est surjective.
e La composée de deur applications bijectives est bijective.
o Soitf: E>F
Si f est bijective alors (VzeF) fof '(z)=z et (VzeE) fof(x)=x

Démonstration : Dans la classe.

Remarque 3 :
e Si f: E—F est bijective alors fof '=1d, et flof=1d,
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Prof : Aissa HIYAB Série 3 Lycée qualifiant : Almajd

Niveau : 1IBSMF Les applications Matiere : Mathématique

Exercice 1 b) f est-elle surjective 7

On considere application f définie de ]1;+oo[ vers 3) Soit ¢ la restriction de f a ]0;+oo[, montrer que ¢

]2;+00[par f(z) = 2 est bijective de ]0;+oo[ sur ]0;1[ puis définir ¢
z—1

1) Montrer que f est injective.

Exercice 5

On pose I =R’ et soit f l'application définie de Ix[

2) Montrer que f est surjective.
x

3) En déduire que [ est bijective puis donner sa vers I x[ par:f ((:c,y)) = [:cy;—].
(Y

bijection réciproque .
) proque f 1) Montrer que f est injective.
Exercice 2 2) Mont £ est bijecti is définir [~
ontrer que f est bijective puis définir .
On considére I'application f définie de R™ vers R par q ) 4
Jr—3 Exercice 6

z J—

f(x)= On considere I'application f définie de R* vers R par
2z +2

/ . | ] fz)=~Nz’+z-2
1) a) Déterminer f ({l,g}j 1) a) Montrer que (Vx ER) 0 < f(x) S%

b) L’application f est-elle surjective ? Justifier. b) L'application [ est-elle surjective ?
. 31 2) Montrer que f est injective.
2) Montrer que f(R )={——;—{ .
22 3) Montrer que f est bijective de R" sur [0;5[ puis
définir f'.
par : g(z)= f(z). Exercice 7
Soit f une application définie de R vers R par :

N 3.1
3) Soit g l'application définie de R™ vers [—5,5[

a) Montrer que g est injective.
b) En déduire que ¢ est bijective puis définir g f(@)=vr’ +1-1.
Exercice 3 1) Montrer que (VzeR) «z'+1>z

On considere application f définie de [1;+oo[ vers 2) Montrer que :

1
[2;+o0[ par f(a:)::c+; (Vz eR) f(x)—f(y)(x_y)[\/ : T4y : _1]
1) a) Montrer que (Vz eR) ze[1;+0| < f(z) e[2;+00] z°+1 +\/y +1

b) En déduire que f est surjective. 3) En déduire que f est injective.

¢) Montrer que f est injective.

)
4) f est-elle surjective de R sur R 7 Justifier.
)

d) En déduit@Bue | est Mijective pUiglicinic /- 5) Montrer que f est bijective de R sur R” puis définir
-1

2) Soit g l'application définie de [—2;+oo[ vers f

22 4+62+10 Exercice 8

[2;+00[ par : ¢(z)= : o(1- )’

T+3 On pose f(z)=—-5
a) Montrer que (Vz>-2) g(z)= foh(z) ou h est (1+z7)

. 1
définie de [—2;+w[vers [1;+oo[ par h(z)=z2+3 1) Montrer que (Vx € R") f(;) = f(x)

b) En déduire que ¢ est bijective puis définir g’ 2) L'application [ est-elle injective ?

Exercice 4 Exercice 9

Soit f l'application définie de R vers R par : Soit f Dapplication définie de R* xR" vers RxR"
7 par : f((z9))=(2" -y 2y).
f(z) = ( ) ( )

==
T +rtl . 1) a) Soit (a;0) e RxR’ | montrer que I’équation
1) a) Résoudre dans R I'équation f(z) =3 7° —az—b” =0 admet deux solutions a et £ de signes

b) f est-elle injective ? opposés. (Sans les déterminées).

3 2) L’application f est-elle injective ?

4 b) En déduire que f est surjective.
2) a) Montrer que f(R)c [0;—}
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Exercice 10/Classique

Soit f une application de E vers F'.

A et B deux parties de E, C et D deux parties de F
Montrer que :

A=0 < f(A) =
2 ACB:f(A)Cf(B)
fAuB)=f(A)v f(B)
f(AnB) < f(A)n f(B)

1)
)
3)
)
) f(F)=E
)
)
) f
)

4

6) C'= @:f’1(0)2®
7) CcD= f'(O)c f(D)
(CuD)= )V (D)

9) f(CND)=f(C)n (D)
10) Ac f7(f(4))

1) f(f(0)<C

12) f(A)\f(B) < f(A\B)

13) fHO)\f(D)=f(C\D)

Exercice 11/Classique

Soit f une application de £ vers F'. Montrer que :

) f est injective < (VA,BeP(E)) f(AnB)=f(A)n f(B)
2) fest injective < (VAeP(E)) A=f"(f(4))
3) fest surjective < (VCeP(F)) f(f(C))=
4) f est injective < (VA,BeP(E)) f(A\B)=f(A)\f(B)

) [ est bijective < (VAeP(E)) f(E\A)=F\f(A)
Exercice 12/Classique

Soit £ un ensemble non vide et A une partie de E .
On considere 'application f, définie de E vers R par

1si xeA

fA(x):{O st re A

1) Montrer que (VA,BeP(E)) A=B<f,=f,
2) Montrer que f, =1~ f,
3) Montrer que (VA, B e P(E)) :
a)  finp =L %[5
b) fap=Li—fix/
o) fup=hitl—1fixl
d) fup=hi+l—20x/
4) En déduire que VA, B,C e P(E) :
a) AAB=AAB
b) AAB=AAC < B=C
¢) (AAB)AC = AA(BAC)
d) Cn(AAB)=(CnA)A(CNB)

Exercice 13/Classique
On considere deux applications :
fi E—>F et g: F— G, montrer que :

1) gof est injective = f est injective

{go f est injective

= gest injective
f est surjective

3) gof est surjective = g est surjective
4 {gof eft jsurj"ective = f est surjective

g est injective
Exercice 14
1) Soit E un ensemble non vide. Montrer que
Papplication f une définie de P(E) vers P(E) par
f(A) = A est injective, surjective et bijective.
2) Soit u et v deux vecteurs du plan.
On considere les translations - et -

Déterminer taot{,

Exercice 15

Montrer que si f est une fonction numérique
strictement monotone, alors f est injective.

Exercice 16
Soit f une application définie de I = R\{O; 1} vers

R tel que(Vzel) f(:r)+f(z—_1j=x+1.
T

On pose g(z)= v
T

1) Vérifier que (Vzel) g(x)el
2) Calculer gog(z)et gogog(x) pour tout zel

4) Calculer f(g(x))+ f(gog(x))en fonction de z

5) En déduire I'expression de f en fonction de z

)
)
3) Montrer que :(Vzel) f(x)+f(gog(x))=—ﬁ+1
)
)

Exercice 17
Soit f:lz]R\{O;l

(Vael) f(:c)+f[$_l)=i—x+1.

T A

}—) R tel que

On pose g(m)z vt

1) Vérifier que (Vzel) g(z)el
2) Calculer gog(z)et gogog(z) pour tout z el
3) Montrer que :

(Vzel) f(g;)+f(gog(l‘)): ogl(z)

4) En déduire (Vzel) f(z)=1-=
Exercice 18
fiN? >N tel que f((n;m))=n+(n+m)(n+m+I)

—gog(z)+1

Montrer que [ est injective.
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Introduction

Une fonction f est une relation qui, & chaque nombre réel x d’un ensemble D, associe au plus, un nombre réel

y noté f(z) .

e Une fonction f se note également par f: z+ f(x)

o Le nombre f(x) est appelé VVimage de © par la fonction f.

e Le nombre x, s’il existe tel que f(z)=y, s’appelle antécédent de y par la fonction f.

e Pour déterminer les antécédents x d’un nombre b par la fonction f, on résout 'équation f(z)=b>b d’inconnue x.

1) Ensemble de définition d’une fonction numérique

Définition 1 :

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle .

L’ensemble de définition de la fonction f, noté D ou D, est ’ensemble des nombres réels x pour lesquels

Vimage f(z) est calculable dans R .

Remarques 1 :

o Pour déterminer l'ensemble de définition d'une fonction numérique, il faut se limiter aux nombres réels

dont le dénominateur est différent de zéro et ce qui est a l'intérieur de la racine est positif...

e On dit qu'une fonction numeérique f est définie sur I si I est une partie de D, .

e L'ensemble de définition d'une fonction numérique f est appelé aussi le domaine de définition de f.

Propriété 1 :

Soit P(z) et Q(z) deux polynémes ;

La fonction fD Ensemble de définitiond
f =Polyndémel D, =R
f(@) =28 D, ={zeR/Q(z) = 0}
Q(z)
f(x):\/% D, ={zeR/P(z) =0}
f(x):\/];((%ﬂ D, ={zeR/Q(z) >0}
Exemple 1 :

Déterminer D, Vensemble de définition de la fonction f dans les cas suivants :

f@)=NT-1  fa)=—

xr—

f@=2L f@=NTmz )=
+3 z—1

X

2r+3

f($)=ﬁ f(x):a:2—x—2

Remarque 2 : Eqalité de deux fonctions

@) =T —1-2  f@)=Y""1 )= +1

r—3

Soient f et g deux fonctions. D, et D sont leurs ensembles de définition respectifs.

Omn dit que f et g sont égales, et on écrit f=g, siles deux conditions sutvantes sont vérifiées :

° Df = D!I

o f(z)=g(z) pour tout x de D,

Remarques 3 :

e Dans un plan muni d’un repere (O;f; 3) la courbe représentative d’une fonction f, notée souvent (C;) , est

UVensemble des points M(z; f(z)) du plan ol = parcourt D,

o Autrement dit : M(z,y)e(C,) <= zeD, et y=f(z)

Intersection avec les axes du repere :

e Les points M(z;0) tel que = est une solution de l’équation f(z)=0 sont les points d’intersection de (C)

avec l'axe des abscisses.

e Le point B(0;f(0)) est le point d’intersection de (C;) avec l’aze des ordonnées.
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2) Fonction paire - Fonction impaire
Définition 2 :
Soit D une partie de R .

Omn dit que D est symétrique par rapport & zéro si pour tout zeD on a —z€D.
Exemple 2 :

Déterminer les parties symétriques par rapport & zéro parmi les parties suivantes :
[-2:2] 5 [-21] 5 [-3-2]v[24] ;|29 s R ; {-2,5:7;2,-7;-5:0} ; R\ {2}

R\{-2;2} ; R" ; [-3-2]u[2:3] ; J-L1[ ; [0;+e0] ; {~2,5:7;2,—7;0}

Définition 3 :

Soit f une fonction numérique et D, son domaine de définition.
1) On dit que f est une fonction paire si :
o D, est symétrique par rapport G zéro ;
e Pour tout zeD, : f(-z)=f(z)
2) On dit que f est une fonction impaire si :
e D, est symétrique par rapport G zéro ;
e Pour tout zeD, : f(-z)=-f(z)
Exemple 3 :

Etudié la parité de la fonction f dans les cas suivants :

f@)=2"+1 f(x)=x+4i f@)=|a|+5 f@)=s*+32+1 f(x)=o-3
T

Remarques 4 :

o x> sin(z) et x> tan(z) sont des fonctions impaires et x> cos(z) est une fonction paire.

e La courbe d’une fonction paire dans un repere orthogonal est symétrique par rapport a Vaxe des
ordonnées.

e La courbe d’une fonction itmpaire dans un repere orthogonal est symétrique par rapport a Vorigine du repeére.
3) Variations d’une fonction numérique
Définition 4 :

Soit f ume fonction et I un intervalle inclus dans son ensemble de définition. On dit que :

e f est croissante sur I si pour tous mombres x et y de I: si z<y, alors f(z)<f(y)

e f est strictement croissante sur I si pour tous nombres © ety de I: si z<y, alors f(z)<f(y)

e f est décroissante sur I si pour tous mombres x ety de I: si z<y, alors f(z)> f(y)

e f est strictement décroissante sur I si pour tous nombres « et y de I: si z<y, alors f(z)> f(y)
e f est constante sur [ si pour tous mombres = ety de I on a f(z)=f(y)

Remarques 5 :

o Une fonction est dite monotone sur un intervalle I, si elle est croissante ou décroissante sur I.

o Une fonction est dite strictement monotone sur un intervalle I, si elle est strictement croissante ou
strictement décroissante sur I.

e En général on résume les wvariations d’une fonction dans un tableau appelé tableau de voriations ou on
indique par une fleche « vers le haut » que la fonction est croissante et par une fleche « vers lebas » que la
fonction est décroissante.

Interprétations géométriques :

((.ff)i

- I

1]

S ET ERDRN S JR P——

f est croissante sur [a;0] f est décroissante sur [a;b] f est constante sur [a;b]




Définition 5 : Touxr de variation

Soient f une fonction numérique, D, son ensemble de définition, © et y deur nombres distincts de D, .

f(x) = f(v)
r=y

Le nombre T = est appelé taux de variation de f entre & et y.

Propriété 2 :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I . x ety sont deux éléments distincts de I.
T est le taux de variation de f entre x et y.

e Si T>0 pour tous x ety de I, alors f est croissante sur I.

e Si T>0 pour tous © ety de I, alors f est strictement croissante sur I.

e Si T<0 pour tous « ety de I, alors f est décroissante sur L.

e Si T'<0 pour tous « ety de I, alors f est strictement décroissante sur I.

e Si T'=0 pour tous = ety de I, alors f est constante sur I.

Propriété 3 : Variations et parité

Soit f ume fonction numérique telle que son domaine de définition D, est symétrique par rapportad O .

Soient I un intervalle de R™ inclus dans D, et J le symétrique de I par rapport a 0 (J={—z/ zel}).
—  Dans le cas ol f est paire, on a :

e Si f est croissante sur I, alors f est décroissante sur J .

e Si f est décroissante sur I, alors f est croissante sur J.
—  Dans le cas oU f est impaire, on a :

e f ale méme sens de variations sur I et J.

Exemple J :

On considere la fonction f définie par : f(gv)zac+4i
X

1) Déterminer D, l'ensemble de définition de la fonction f.

2) Vérifier que f est impaire.

f@-fw) _,_ 1

3) Montrer que pour tout z et y distincts de D, ona:
T—y 4dzy

4) Etudier les variations de f sur :{éﬁoo[ et }Oé}

5) En déduire les variations de f sur :}—oo;—é} et[——;O{.

6) Dresser le tableau de variations de f .

Remarques 6 :

e Il suffit d’étudier les variations des fonctions paires et des fonctions impaires sur Dy, =D, "R"

e L'ensemble D, =D, NR" est appelé l'ensemble d'étude (des fonctions paires et des fonctions impaires)
4) Fonction majorée-minorée-bornée / Extremums d’une fonction
Activité 1 :
Omn considere les fonctions f et ¢g définies par : f(x) =z+é et g(x)=12"+62+5.
1) a) Montrer que (Vxe]—oo;O[) flz)<-2
On dit que f est majorée par —2 sur ]—00;0[.
b) En déduire que f est majorée par —3 sur ]—00;0[.
2) a) Montrer que (VzeR) g(z)>—4 et déduire que (VzeR) g(z)>-7
b) Résoudre dans R les équations g(z)=-4 et g(z)=-7

c) En déduire que —4 est la valeur minimale de g sur R.
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Définition 6 :

Soit f une fonction définie sur un intervalle [ . On dit que :

o [ est majorée sur I s’il existe un réel M tel que (Vazel): f(z)< M.
e [ est minorée sur I s’il ewiste un réel m tel que (Vzel): f(z)=m.

o f est bornée sur I si elle est a la fois majorée et minorée sur [

Exemple 5 :

Omn considere f et g les fonctions définies respectivement par f(:c)zé’—@ et g(x)zx/m.
1) Déterminer D, et D, .

2) Montrer que f est majorée par 3 sur D,.

3) Montrer que g est minorée par 2 sur D,

Remarques 7T :

Soit [ une fonction définie sur un intervalle [ de R et (Cf) sa, courbe.

f est bornée sur I s’il existe des réels M et m tels que (Vme[): me(:z:)SM .

f est bornée sur [ < (3AM eR") (Vael) |f(z)|<M

Si f est majorée par un réel M sur I, alors (Cf) est au-dessous de la droite d’équation y=M sur I.

St f est minorée par un réel m sur I, alors (Cf) est au-dessus de la droite d’équation y=m sur I.

N Aoyl o
Blauat™

Y/

Définition 7 :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et a un réel de I.

e On dit que f(a) est la valeur minimale (ou le minimum) de f sur [ si pour tout © de I on a : f(z)2 f(a)

ffa)

e On dit que f(a) est la valeur maximale (ou le maximum) de f sur I si pour tout © de I on a : f(z) < f(a)

f(a)

e On dit que f(a)est un extrémum de f sur I si f(a)est la valeur maximale ou la valeur minimale de f sur I
Propriété 4 :
f(z) <M pour tout xel

e M wvaleur mazimale de f sur I <<~ ) ) '
I'équation f(z)=M admet au moins une solution dans I

. f(x)=m pour tout zel
o m wvaleur minimale de f sur [ <

I'équation f(x) =m admet au moins une solution dans I
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Remarques 8 :

e Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle et ¢ un élément de [

—Si le tableau de variations de f sur [ s’écrit : — S le tableau de variations de f sur [ s’écrit :

fle)
) flx)
(e)

Alors f(c) est la valeur minimale de f sur [ Alors f(c) est la valeur mazximale de f sur [

e Les extremums de f sur [ =D, sont appelés valeur mazimale globale (ou absolue) et valeur minimale

globale (ou absolue).
e Les extremums de f sur [#D, sont appelés valeur mazimale locale et valeur minimale locale.

e On dit que [ est positive sur [ et on écrit f>0 si (Vxe]): f(x)ZO.
e On dit que [ est mégative sur [ et on écrit f<0 si (Vxe[): f(x)SO.
5) Etude de lo fonction z+ az’ +bz+c tel que a#0
Activité 2 :

Omn consideére la fonction f définie par : f(z)=—-2"+22+3

Déterminer D, ensemble de définition de la fonction f.

2
3
4

5) Tracer (C;) dans un repére orthonormé.

Montrer que f est mi paire, ni impaire.

Dresser le tableau de variations de f et déduire qu’elle admet un extremily

)
)
)
) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (C;) .

Propriété 5 :
Soit a, b, ceR et a#0

La courbe de la fonction f:z+>az” +br+c dans un repére du plan est une parabole de sommet

Q b o f b et d’axe de symétrie la droite :L'=—!—)
2a 2a 2a

a>0 a<0

La courbe — =
(Cf) \ b - =
x| E
& _x
Fl— 5} Gp

x —+oo — — —oo @x + oo - — oo

Tableau de

variations de f o) \ / - F(— —)
@ Ff(x
f(— %) / \

f (—21) est la valeur minimale de f sur

Extremums f (—i) est la valeur mazimale de f sur RO
a

RO
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Remarque 9 :

(C,) est symétrique par rapport & la droite (A): z =—2i
a

Donc il suffit de tracer (C;) sur [—21;%0[ et déduire (C;) sur :l—w;—g} en utilisant la symétrie axiale d’axe (A)
a a

6) Etude(kahmfoncﬁon,xk»aw+b

tel que a;b;c;deR, c#0 et ad—bc#0
cr+d

Activité 3 :
r+7
r+1

On considere la fonction g définie par : g(z)=

1) Déterminer D, V'ensemble de définition de la fonction g.

)
2) Dresser le tableau de variations de g.
)

3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (C,) .

4) Tracer (C,) dans un repére orthonormé.

Propriété 6 :

&

e La fonction f:zxr> 6z +b tel que a;b;c;deR, ¢c#0 et ad—bc#0 est appelée fond 'Mmogruphig%g\b
cr+d : ¥
o La courbe de la fonction fizr ax+2 tel que a;bic;deR, c#0 et ad—bc#0 dans un repere du plan est
cr+
d a , . d a
une hyperbole de cemtre Q| ——;— | et d’asymptotes les droites z=—— et y=—
c c G c
A>0 A<0
La courbe a =

@) - L . W i

—d
Tableaw de S o +oo *

variations de
f Fix) Flx)

Remarque 10 :

T) Résolution graphique et algébrique des équations et inéquations
Activité 4 :

Soient f et g deux fonctions définies sur R par ses courbes ci-contre :

2

(C;) est symétrique par rapport au point Q(—

o |

ol

4
1
.
3| (Ca)
A
‘\
’
2 ) &
* "
\‘ ',
1 A K
(©s N g
j “'n _"
10 1 2 4 5
2
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1) Résoudre graphiquement les équations suivantes : f(:c)=2 ; f(x)=0 ; f($)=g(33) .
2) Résoudre graphiquement les inéquations suivantes : f(x)<2 ; g(:r)ZO ; f(:z:)>g(x)

Propriétés T :

Soient f et g deux fonctions numériques, (C;) et (C,) leurs courbes respectives dans un repere et m un

nombre réel.

e Les solutions de l’équation f(z)=m sont les abscisses des points d’intersection de (C;) et la droite y=m
e Les solutions de Vinéquation f(z)=m (resp.f(z)<m ) sont les lintervalles dont (C;) est située au-dessus
(resp. au-dessous) de la droite d’équation y=m
e Les solutions de l’équation f(z)=g(z) sont les abscisses des points d’intersection des courbes (C;) et (C,).
e Les solutions de Vinéquation f(z)>g(z) (resp.f(z)<g(z)) sont les Vintervalles dont (C;) est située au-dessus
(resp. au-dessous) de (C,).
Exemple 6 :
1) En utilisant la courbe (C;) de la fonction fde Vactivité 2 : f(z) =—z’+22+3 :
a) Résoudre graphiquement puis algébriquement les équations : f(z)=3 et f(z)=0
b) Résoudre graphiquement puis algébriquement les inéquations : f(z)<3 et f(z)>0

2) a) Représenter (C;) et (C,) dans le méme repere, ol g est la fonction de Vactivité 3 : g(x)z LT

c+1
b) Résoudre graphiquement : f(z)=g(z)et f(z)=g(x)

3) Montrer que (VzeR\{—l})f(z)_g(x):_(I_l)(;;f)($+2)

4) Résoudre algébriquement : f(z)=g(z)et f(z)2g(z) (On pourra remarquer que f(z)=g(z) < f(z)—g(z)=0).
8) Etude des fonctions : z>vz+a ; z>ar’ 5 2 f(z)+c ; 2 cx f(z)

Activité 5 :

Soient [ et ¢ les fonctions définies par : f(x)zx/m et g(z)=-22"

1) Déterminer D, et D,

2) a) Montrer que le tauz de variations de f entre deux rméels x et y distincts de D, est T} =

1
\/$+2+,/y+2

b) En déduire que f est strictement croissamte sur D, .

3) a) Montrer que le taux de variations de g entre deur réels = et y distincts de D

1Y 3
T,==2||z+=y| +=¢°
1 l:( 2?/] 4?/:|

b) En déduire que f est strictement décroissante sur D, .

3) Soient h et k les fonctions définies par : h(z)=f(z)+5 et k(x):—ég(z)

¢) En déduire les variations des fonctions h et k

Propriétés 8 :

1) Représentation graphique de lo fonction z+>+z+a :
Soient a un nombre Téel non nul et fix>Nzta .
e On a D, =[-a;+o].

e [ est strictement croissante sur [—a;+oo[.
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Tableau de variations

Représentation graphique

3
- —a 400
Z
(Cy)
il
f(x) I [ B B
—a
-
2) Représentation graphique de la fonction z > az’ :
Soient @ un mombre réel non nul et fiz>ar’ .
e Ona D, =R et f est une fonction impaire
a>0 a<0
T | —00 0 400 r |— 0 +o00
f(x) f(=)
" =
a<Q
Ja>0
2 (Cy) :
1
: (Cr)

Exemple 7 :
O

%) Etudier les variations de f et g.

2) Construire (Cf) et (C ) dans un repere (O;f;j).
c

9

(5)3) Résoudre graphiguement linéquation vz+3+12° <0 sur [—2;+oo[ .

Remarque 11 :

Soit f une fonction numérique
Etude de la fonction h:z— f(z)+c
@ D =D,

% La fonction h o les mémes variations que f

Etude de lo Jonction kx> ex f(x)

e D =D,

LO

Si ¢>0 alors la fonction k£ o les mémes variations que f

L4 Si c<0 alors k et f sont de variations opposées.




Exemple 8 :
T+7

r+1

En utilisant les tableaur des variations des fonctions f et g définies par f(z)=-12"+21+3 et g(m)z (les

fonctions des activités 2 et 3), donner les tableaur des variations des fonctions h et k définies par :

h(z)=f(z) -3 et k(z) =%

9) Image d’un intervalle par une fonction numérique

Définition 8 et propriétés 9 :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I .

e [’ensemble des valeurs de f(z) tels que zel est appelé image de lVintervalle I par la fonction f et on le
note par f(7).

Autrement dit : f(])z{f(a:) Iz e I} :

o Si m et M sont respectif la valeur minimale et la valeur mazximale de f sur I, alors f(I)=[m;M]

Exemple 9 :

La figure ci-contre représente la courbe représentative d’une fonction f définie sur [—2;4].

Déterminer : f([53]) ; f([L4]) 5 f([-2:2]) 5 f(J-51])

Remarque 12 :

e On peut déterminer f(I) & partir de la courbe (C;) ou & partir du tableau de variations de f ou par une
méthode algébrique.

o [(VzeR): zels f(x)el]le f()=J
Exemple 10 :

1) On comsidere la courbe (C;) de la fonction f de Vactivité 2.

Déterminer par deux méthodes 1’image de Lintervalle I par la fonction f dans chacun des cas suivants :
I1=[52] ; I=[-24] ; I=[2+o] ; I=R.

2) Déterminer par deur méthodes l'image de V'intervalle I=[2;+00[ par la fonction ¢ de Vactivité 3.

Exemple 11 :

On considere la fonction f définie par son tableau de variations sur [—1;4] :

I 1

0 3 |
5 L
flz) / \ /
2 3

1) Déterminer les extrémums de f sur [—1;4]
2) Comparer f(I) et f(2)

3) Déterminer f([—l;O]) ;f([—1;3]) : f([0;4])
)

4) Sachant que [ est paire dresser sa table de variations sm‘[—4;4]
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10) Composé de deux fonctions

Activité 6 :

On considere deux fonctions f et g définies par f(z)=—$+5 et g(x):ﬁ.

1) a) Calculer f(1) puis g(f(l)).
b) Calculer f(—4) puis g(f(—4)).
c¢) Calculer f(8) . Peut-on calculer g(f(S)) ?

2) a) Déterminer Vintervalle I tel que g(f(:z:)) est calculable pour tout = de I.
b) Déterminer Vexpression de g(f(a:)) pour tout de I.

Définition 9 :

g est une fonction définie sur un intervalle J et f est une fonction définie sur un intervalle [ telle que :
pour tout z€l, on a f(:r)eJ.

La fonction composée de f et ¢ dans cet ordre, mnoté gof, est la fonction définie pour tout zel par :
(90f)(#)=9(f(z))-

Remarques 13 :

e D —{meR/xeDf et f(:v)eDg} ; e D _{.%ER/:CED‘(I et g(:c)eDf} ;o Em général on a : gof # fog .

gof — fog —

Exzemple 12 :

On pose : f(z)=2"+x; g(x)=22—-1; Mz)=22-1)"+1; k(z)=sin(2z+ 1)
1) Déterminer gofet fog puis conclure.

2) Ecrire la fonction h sous forme de composé de deux fonctions.

3) Ecrire la fonction k sous forme de composé de deux fonctions.

Exzemple 13 :

Soient f et g deux fonctions numériques définies par f (x)zi et g(z)=
T

1) Déterminer D,, D, et D, .
2) Domnner Vexpression de la fonction gof .

Propriétés 10 : Variations de composé de deuxr fonctions

Soient f et g deux fonctions numériques définies respectivement sur les intervalles [ et J tel que f (I )CJ .

e Si f et g ont méme sens de variations, respectivement sur I et J, alors la fonction composée gof est
croissante sur [ .

e Si f et g ont des sens de variations contraires, respectivement sur [ et J, alors la fonction composée
gof est décroissante sur [ .

Exemple 14 :

T+7

Omn pose : f(z)=—2"+22+3 et g(z)=
z+1

1) Déterminer gof(z) pour tout zeD,

2) En utilisant les tableaux des variations de f et g déduire les variations de la fonction gof sur [ :[1;2]

Exzemple 15 :

r—2
T+2

Omn considere les fonctions f et ¢ définies par f(x)=x2 —2x—1 et g(m)z

1
2

Donner D,, D, et D

) ot -
) Déterminer gof (z) pour tout reD,, .
3) Dresser les tableaux de variations de f et.g
4) Déterminer f(]—oo;l]) et f([1;+oo[).

)
5) Etudier les variations de la fonction gof sur ]—oo;l] et sur [1;+oo[.
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10) Fonction périodique
Activité 7 :

La figure ci-contre représente la courbe représentative d’une fonction définie sur R .
1) Vérifier que f(-2)=/(2),
£(0)=1(4) et F(1)=£(5). /\ A\ /\
2) Soit ze R, déterminer la relation o = 2 N =2 /A Oj = 5 i 5
entre f(z+4) et f(z). / \/ . \/ \
Définition 10 : -2

Soit f une fonction définie sur D et T un mombre réel strictement positif.

On dit que f est périodique (ou T -périodique) sur D si :
e z+TeD pour tout z de D ;e f(z+T)=f(z) pour tout = de D.

Exemples classiques :

o Cosinus et sinus sont des fonctions périodiques de période : T =27 car :
(z+27)eR {(x+27z)eR

Pour tout zeR on a :
cos(x+2m) = cos(x)

sin(z + 27) = sin(z)

e La fonction tangente est périodique de période : T'=7x car :

($+7Z')€R\{%+kﬂ'}

Pour tout ze R\{£+Im} on a :
2
tan(z + ) = tan(x)

Exemple 16 :
On consideére les fonctions f et g définies respectivement sur R par f(z)=cos’(z) et g(z)=sin(2nz).
Montrer que les fonctions f et ¢ sont périodiques de périodes respectives m et 1

Remarques 1} :

Soit f wune fonction périodique de période T et (C;) sa courbe représentative dans un repere (O;E; 5)

e Pour tout keZ", le nombre kT est aussi une période de la fonction f .

e La courbe (C;) est invariante par toute translation de vecteur kTi avec keZ.

o Ainsi pour étudier une fonction périodique de période T, il suffit de l’étudier sur un intervalle de longueur T
(Tres souvent, on choisit un des deus intervalles [O;T] ou{—%;g} ).

11) Fonction partie entieére

Définition 11 :

e Soit zeR la partie entiere de z est le plus grand entier relatif inférieur ou égal 6 z. Om le note par E(z)

ou [z]

o (VzeR) E(@)<z<E(z)+1

Exemple 17 : Calculer E(7), E(\/E) E(12,9), E(-12,9) et E(6)

Exemple 18

1) Montrer que (VzeR) z—-I<E(z)<z

2) Montrer que (VzeR)(VneZ) E(z+n)=E(x)+n

3) Montrer que (Va:eR)(Elre[O;l[) r=FE(z)+r

}) Tracer la courbe de la fonction z > E(z) sur Uintervalle [-2;5]

Propriétés 11 :

o (VzeZ) E(x)==zx ;e (VzeR) z-1<E(z)<z ; o (VzeR) E(@)=me(m<z<m+1 et meZ)
o VzeR)VneZ) E(z+n)=E(x)+n ; o (VxeR)(VkeZ) xe[k;k+1[<:>E(x)=k

e La fonction z> E(z) est constante sur tout intervalle de type [k;k+1[ tel que keZ
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Résumé J : Fonctions numériques

Soit f une fonction numérique, D/ son ensemble de définition, (C/-) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;E; 5)

Soit T et y deux éléments distincts de D[7 on pose T'(z;y) =M (Le taux de variation de fentre 2 et y ).

I un intervalle de D, .

Ensemble de définition d’une fonction
o D, ={les réels T pour lesquels on peut calculer f(x)}

o Si f estun polyndme alors Df =R
P(z)
Q(z)
o Si f(z)=+/P(z) alors D, ={zeR/ P(z)20}

Parité d’une fonction

e Si f(2)= alors D, = {reR/ Qz) =0}

Définition :
D, est symétrique par rapport d 0

® [ est paire < {(Vz eD)) f(e) = (@)

D, est symétrique par rapport a 0

® [ est impaire &
(Ve eD,) f(-z)=—f(z)
Propriété :
] (C,) est symétrique par rapport
o [ est paire <
a l'aze des ordonnés

‘ ) ) {(Cf) est symétrique par rapport
o | est impaire &
a l'origine du repére

Variations d’une fonction

Définition :

o [ est croissante sur I < [(Vzyel): ©>y= f(z) = f(y)]
o [ est décroissante sur I < [(Vzyel): z>y=> f(z) < f(y)]
e [ est constante sur I < [(Vz;y el): z>y= f(x)= f(y)]
Propriété :

o [ est croissante sur [ < (Vx,yel): T(z;y) =0

o [ est décroissante sur [ < (Vx,yel): T(z;y)<0)

o [ est constante sur I < ((Vz,yel): T(x;y)=0
Variations et parité :
Soit I et J deux intervalles symétriques par rapport & 0 de Df
® Si [ est paire, alors :

f est croissante sur I < f est décroissante sur J

f est décroissante sur I < f est croissante sur J

® Si f estimpaire, alors :

f est croissante sur I < [ est croissante sur J

f est décroissante sur I < f est décroissante sur J
Fonction majorée, minorée, bornée et extremums
Définition : Soit M,meR

e [ est majorée par M sur [ < (Vzel) f(z)<M

e f est minorée par msur I & (Vzel) f(z)zm

® f estbornée sur I < f est majorée et minorée sur [
Propriété :

o f estbornée sur I < @Am,MeR) (WVzel) m< f(x) <M
o [ estbornée sur I < (AM eR") (Vzel) |f(27)| <M
Définition :

o f(a) valeur maximale de [ sur I < (Vzel) f(z)< f(a)
e f(a) valeur minimale de [ sur [ < (Vzel) f(z)= f(a)

f(a) valeur minimale

f(a) waleur mazimale

f(a) valeur mazimale de f
o f(a) est un extremum de [ < ou
f(a) valeur minimale de f
Propriété :
o M waleur maximale de f sur [
f est majorée par M sur I
{l'équatz’on f(x) =M admet au moins une solution dans I
e m wvaleur minimale de f sur [
f est minorée par m sur I
{l'équation f(x)=m admet au moins une solution dans I
Etude de la fonction f tel que f(z)=az’ +bz+c
o f est appelé :
° D/. =R

fonction polynomiale de deuxieme degré.

b ., 1
® (C,) est une parabole de sommet O, (—;,f (- ;)j et d’aze
a a

b

de symétrie la droite ©=—

2a
Tableaun, de variations de La courbe (C;)
f (Parabole)
x - _% L B
) o
-0 -
¢ 2a oo
a>0 —
f2) ( b) / x_, /
d 2a
[
2 |00 b £
% -|-t>0 /,(\
a<0 b e
- @
=)
fla)
. ar+b
Etude de la fonction g tel que g(z)=
cr+d
® g est appelé : fonction homographique
—d
e D = R\{(}
' c
—d _a
° (Cq) est une hyperbole de centre Q, (;—) et d’asymptotes
‘ c c
. —d a
les droites z=— et y=—
c c
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Tableau de variations de La courbe (C,)
9 (Hyperbole)
¥ | =x i . o0 |
b £ | o |x
a : | —
> 0 | .
c d =] /a
afx) : tl =
-l \\
T = = =0 ‘\\\
a b I - M“——..,_F“_H
A ‘ . T |
C f
ofs !
I e
Résolution graphique des équations et inéquations
L’équation f(x)=m f(x)=g()
Les abscisses des points (Cf) avec lo droite (C/) avec (C,,)
d’intersection de y=m ’
L’inéquation f(x)>m f(z) > g(z)
(C,) est au-dessus (C)) est au-
Sont les intervalles
d de la droite dessus de
ont
y=m )

Etude de fonctions f(z) =z +a , g(x) =az’ ,h(z) = f(z)+c et
k(z) =cx f(z)

Etude de la fonction f(z)=+z+a

® D, =[-a;+o]

® [ est strictement croissante sur D,

® La courbe (C)

2

) 1 2 3 . s 0 7
—a

Etude de la fonction ¢(r)=az’
hd D./l = R

® ¢ est une fonction impaire

Les vartations de ¢ La courbe (Cg)

g est strictement

croissante sur R
a>0 o

g est strictement

décroissante sur R

a<0

Etude de la fonction h(z) = f(z)+c

e D, =D,

e Lo fonction ha les mémes variotions que f

Etude de la fonction k(z) =cx f(x)

e D =D,

e Si ¢>0 alors la fonction k a les mémes variations que f
e Sic<O0 alors k et [ sont de variations opposées.

Image d’un intervalle par une fonction

Soit I un intervalle

o f)={f(x) | zel}

e Si m et M sont respectif la valeur minimale et la, valeur maximale
de f sur I, alors f(I)=[m;M]

e On peut déterminer f(I) o partir de (C;) ou & partir du
tableau de variations de f ou par une méthode algébrigue.

. [(VxelR): xe[@f(x)e.]]@ ftnH=J

Composé de deux fonctions

o (VzeD,) gof(z)=g(f(z))

e D —{meR/xeD_, et f(x)eD_V}

gof —
e D, = {w eR/zeD, et g(x)e Df}
Variations de gof
Soit f et g deux fonctions monotones sur I et f(I) (resp.)
e Si fet g sont de méme variations sur I et f([)
respectivement alors gof est croissante sur I, sinon gof est
décroissante sur I
Fonction périodique
Définition :
Soit T € ]0;+o0]
(z+T)eD,

est périodique de période T < (Vre D
festp q P ( ,){f(“T):f(x)
Exemples classiques :

o Cosinus et sinus sont des fonctions périodiques de période :
T=2rx

e Lo fonction tangente est périodique de période : T =77
Fonction partie entiere

e Soit z€R. la partie entiere de z est le plus grand entier

relatif inférieur ou égal & = . On le note par F(z) ou [l‘]

e (VzeR) E(@)<z<E(x)+1

o (VzeR) z-I1<E(x)<z

o (VzxeZ) E(@) ==z

e (VzeR) E(@)=m<(m<z<m+1 et mel)

o (VxeR)(VneZ) E(z+n)=E(x)+n

o VzeR)VkeZ) =xze [k;k+1[ < E(r)=k

e La fonction x> E(x) est constante sur tout intervalle de
type [k;k +1[ tel que keZ

Remarques :
Df = Dg

’ fzg‘i’{(\meD,) @ =9
o M@y e(C) e, e f(2)=y

Intersection avec les axes du repére :

Bgalité de deux Jonctions)

® Les points M(x;0) tel que T est une solution de 1’équation
f(z) =0 sont les points d’intersection de (Cf) avec l'axe des

abscisses.
® Le point B(0; f(0)) est le point d’intersection de (C;) avec

Vaxe des ordonnées.
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Exercice 1 :
Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction f

1 1

=Jr—-5 - - - -
fl@)=va=5  f() R by e
2 1 — 1
f(@)=~z _1+ﬁ f(x)_—l—E(x)

1

f(x)zx——E(z)
Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur [—3;4] par sa courbe :

a

1) Donner la valeur maximale et la valeur minimale de f .

)
2) En déduire que (V:U € [—3;4]) —1< f(z) <4
)

3) Déterminer graphiquement f([—3;1]) ;f([—3;2]);
f([2:4]) 7 ([3:4])
4) Dresser le tableau de variations de f .

Exercice 3 :
On considere la fonction f définie par son tableau de

variations sur [—1;4] :

a0

i 0 _ 3 1
5 L
) / \ /
S k5

1) Déterminer les extrémums de f sur [—1;4]

2) Comparer f(I) et f(2)

3) Déterminer f([—l;()]) ;f([—1;3]) : f([0;4])

4) Sachant que [ est paire dresser sa table de variations
sur [—4;4]

Exercice 4 :

On considere la fonction numérique f définie par

-3
f(x)_m: +1

1) Déterminer D, puis étudier la parité de f

: Lo 1 1
2) Montrer que f est majorée par E sur Df. Est-que 5
est un maximum de f sur D, ?
3) Montrer que f est minorée par =3 sur D, . Est-que

—3 est un minimum de f sur D, 7

4) Montrer que pour tous réels distinct = et y de D; on

L T@-f) Tty
L z—y (22° +1)(2y° + 1)

5) Etudier les variations de f sur [OH-OO[ puis déduire les

variations de f sur ]—OO;O]

Exercice 5 :

On considere les fonctions numériques f et ¢ définies par
f(z) =Jz+2 et g(z)=2"-22-3

1) Déterminer D, D puis dresser les tableaux de variations
de f et g

2) En déduire un extremum global de ¢

3) Déterminer les points d’intersection de (C;) et (C,) avec les

axes du repere.
4) Tracer la courbe (C,) de la fonction ¢ définie par

o(z)=12" — 2|$| —3 (remarquer que ¢ est paire et que

(‘v’x € [0;+oo[) o(z)=g(x) )

5) Résoudre graphiquement I'inéquation g(z) >0

6) Déterminer graphiquement le nombre de solution de
léquation g(z) =m avec meR

7) On considére la fonction numérique h définie par
h(z) = gof (x)

a) Déterminer D,

b) Montrer que (V:E eD,) Mz)=z—-1- 2r+2

c) Etudier les variations de h sur [—2;—1]et [—1;+oo[ puis
dresser le tableau de variation de h
Exercice 6 :
A) On considére la fonction f définie par f(z)=2"+21-3
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction
2) Déterminer les points d’intersection de (Cf) avec les axes du
repere.
3) Montrer que pour tous réels = et y distincts de D,
ona: T=x+y+2
4) Etudier les variations de f sur [—1;+OO[ et ]—OO;—l]
5) Dresser le tableau de variations de f et déduire les
extrémums de f

6) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
courbe (C;) puis le construire.

4z

B) On considere la fonction ¢ définie par : g(z) =
|z| +1
1) Déterminer D_(/ I’ensemble de définition de la fonction g

2) Montrer que ¢ est impaire.
4x .
3) Montrer que g(x‘) = o pour tout zeR
T+

4) En déduire les variations de g sur R”

5) Dresser le tableau de variations de g sur D,

6) Tracer (C,) dans le méme repere (O;g; 3) )

7) Déterminer graphiquement le nombre de solutions de
Péquation (z° + 2z —3)(|z|+1) =4z

Exercice 7 :

On considere la fonction f définie par : f(x) =cos(3z+5)

Montrer que f est périodique de période : T = 2?
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Exercice 8 :

Soit f et g les fonctions définies par :

9z —10
f(z)= 573

Déterminer la nature de (C}) et ses éléments

et g(x)=2"

caractéristiques.

Dresser les tableaux de variations de f et ¢

Vérifier que les courbes (C))et (C,) sont concourantes
aux points A(L;1) et B(2;8)

Tracer (C;)et (C,) dans un repere orthonormé
(X))

92-10
2z-3

a) Résoudre graphiquement I'inéquation : f(z)>8

Résoudre graphiquement 1'inéquation : x>

b) Résoudre algébriquement I'inéquation : f(z)>8

Déterminer graphiquement I'image des intervalles
3 3 . .
—00;5 et §;+oo par la fonction f

On considére la fonction h définie par
9z-10Y

W) =| = ]
2z -3

a) Déterminer D, I'ensemble de définition de h

b) Vérifier que (VzeD,) h(z)=gof(z)
. . 3 3
¢) FEtudier les variations de h sur —00;5 et 5;+oo

Exercice 9 :

1

On considére les fonctions f et ¢ définie par f ($) = ;
az Ar

et g(x)zm

1) Tracer les courbes (C;) et (C,) dans le méme repére.

4) Résoudre graphiquement I'inéquation (:c +2 )\/x—k_2 <1
5) On pose h = fog

a) Déterminer D, DIensemble de définition de h

b) En utilisant les variations de f et g déduire les

variations de h
1
¢) Montrer que h est minorée par 0 sur D, et que — est

sa valeur minimale sur D, .

Exercice 10 :

Soit f la fonction définie par f(z)=z+2- 2z +1
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de f

2) Etudier les variations de f sur [—I;O]et [0;+00[

3) En déduire que f admet un extremum en 0

Exercice 11 :
Partie 1 :

' —z+1
Soit f la fonction définie sur R par f(z)=—F——
z4+z+1

2
1 3
1) Vérifier que (Vze R) 7’ +w+1=(z+§j +Z et déduire

que (VzeR) 2’ +z+1>0
2) Montrer que f est majorée par 3 sur D,.

Est-que 3 est un maximum de f sur D, ?

. 1
3) Montrer que f est minorée par 5 sur Df.

1 ,
Est-que 3 est un minimum de f sur D, 7

4) a) Vérifier que (VzeR) f(z)=1 —#
T +a+1
b) Soit (:cy) eR’ tel que T#7.
f@) -7 _ (zy—2)
-y (@ +z+ D)y +y+1)
c¢) Montrer que f est décroissante sur [—1;1] et croissante sur
[1;+oo[
d) Déduire le tableau de variations de f sur [—1;+00[
Partie 2 :
Soit ¢ la fonction définie par g(z) =Jz+1 et (D) la droite

Montrer que

d’équation y—ix+—
- 272

1) Déterminer Dg puis dresser le tableau de variation de ¢

2) Calculer ¢g(—1), g(3) puis construire dans le méme repére

(C,) et la droite (D)

3) Déterminer graphiquement g([—l;O])et g([0;+oo[)
1 1

4) Résoudre graphiquement 1’équation Nz + 1= Em + 5

1 1
5) Résoudre graphiquement l'inéquation vz +12> 5 T+ 5

Partie 3 : Soit h la fonction définie sur [—1;+OO[ par

T+ 2—z+1
T+ 2+ +1

1) Vérifier que (‘v’x € [—1;+oo[) fog(x) = h(x)

h(z) =

2) Déterminer les variations de h sur [—1;0] et [0;+oo[

Exercice 12 :

2N -1
Jz+2

1) Montrer que f est majorée par 2 et minorée par -3

Soit f la fonction définie sur R™ par f (z)

2)  On pose u(x) = \/E déterminer la fonction v tel que
f=vou

1 . . .
En déduire les variations de f sur R
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Exercice 13 :

On consideére la fonction numérique f définie par

f@)=No+7 -z +3

1) Déterminer D,

2) a) Montrer que f est minorée par 0 sur D, .
b) Est-que 0 est un minimum de f sur D, ?

2) a) Montrer que f est majorée par 2 sur D, .
b) Est-que 2 est un maximum de f sur D, 7

Exercice 14 :

2z

Soit f la fonction définie sur R par f(z)=—;
7 +1

1) a) Montrer que f est impaire.

b) M.q. (VzeR) f(z)<1 et (‘v’weR*) f(i)zf(w)

2) f est-elle surjective ? est-elle injective ? Justifier
3) a) Soit (z,y)e (R+ )2 tel que T#y .
F@)-fG)_ 21-m)

-y (z° +)(y" +1)

b) Montrer que f est strictement décroissante sur [1;+oo[

Montrer que

et qu’elle est strictement croissante sur [0; 1]

4) a) Dresser le tableau de variations de f sur R
b) Montrer que :
2
a+b) +1_ 43
(V(ab)eR) a+b2\/§:>( J +1 43
a+b 3
5) Soit ¢ la restriction de f a l'intervalle [ =[1;+oo[.

On pose J = ]0;1]

Montrer que ¢ est une bijection de I sur J et donner sa

bijection réciproque ¢’
Exercice 15 :
Soit f et g les fonctions définies par :
J?SZH(ZE)
g(z) =
‘41
1) Montrer que f est bornée par -2 et 5 sur R".
z
2) a) Montrer que (Vz € R) b <1
z°+1
b) En déduire que ¢ est bornée sur R .

Exercice 16 :

‘1 . NP z+1

On considere la fonction f définie par f (x) =
z°+T+9

1) Déterminer D I’ensemble de définition de f

2) Montrer que f admet une valeur minimale en —4

3) a) Montrer que (VxeD ) f(:v)| <1

b) Que peut-on conclure pour la fonction f 7

¢) Que peut-on conclure pour la courbe de la fonction f 7

Exercice 17 :
1) Soitz € R . Montrer que :
E(x)=m<0<z—-m<1et meZ

r+1

-1
2) Résoudre dans R 1’équation E [ p j

Exercice 18 :

1) On considere la fonction f définie par f(z) =1z — E(z)
Montrer que f est bornée sur R

z—F ( x)

NG

2) On considere la fonction ¢ définie par g(z) =
a) Déterminer D, I'ensemble de définition de g
b) Montrer que g est bornée sur D,

3) Soit neN" déterminer E'[ n ) et E(TH—IJ
n+1 n

Exercice 19 :

, -FE
Soit f la fonction définie par f(x) Zx—(z‘)
z+1-FE(z)
1) Montrer que D, =R

2) Montrer que la fonction f est périodique de période 1.
3) a) Montrer que (Vme[O;l[) flx)= a:
rz+1

b) Tracer la courbe (C;) sur lintervalle [—1;3[

Exercice 20 :
On considére la fonction numérique f définie par

f(@) =2 - E(z)
1) Montrer que la fonction f est périodique de période 1.
2) Donner l'expression de f sur [0;1]
3) Tracer la courbe (C;) sur l'intervalle [0;1]
Exercice 21 :
Soit f la fonction définie par
E(x 1 1
f@)=(-1)" )(x—E(:c) —§j+5
1) Montrer que la fonction f est périodique de période 2.
2) Donner l'expression de f(z) pour tout z € [0;1[ puis pour
tout T € ]1;2[
Exercice 22 :
3) Tracer la courbe (C;) sur I'intervalle [—4;6]
1) Soit f une fonction définie sur un intervalle I .
Montrer que f est bornée sur I si et seulement si :
(AMeR) (Vzel) |f(z)<M
2) Montrer que la fonction g définie par g(z) =1z° + 22+ 3

n’est pas bornée sur R
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Exercice 1 (Les applications)
Soit f une application définie de R\{—l} vers R par :

f(z)=

2+ 2z

P+ 22+1
1) a) Montrer que (VSIIER\{—I}) f(x)<1

b) En déduire que f n’est pas surjective.
2) a) Montrer que (Vz e R\{—l}) f(=x=2)=f(x)
b) En déduire que f m’est pas injective.
3) Soit ¢ la restriction de f sur ]—1;+oo[
a) Montrer que ¢ est bijective de ]—1;+oo[ sur ]—oo;l[
b) Déterminer ¢ '(0) (remarquer que f(0)=0 et
f(=2)=0)
¢) Déterminer ¢~ (z) pour tout xe]—oo;l[
Exercice 2 (Les applications)
On considere les applications :
1
f'[_l’O]_{O'ﬂ o g:[-150]—>[0;1]
R z’ : z> 1z’
I+x
1) Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection

réciproque.

2) Montrer que ¢ est bijective et déterminer sa
bijection réciproque.
3) Déterminer une application h tel que f=hog
4) En déduire que h est bijective et déterminer sa
bijection réciproque.

Exercice 3 (Les applications)
Aet B deur parties d’un ensemble non vide E .

f:P(E)—> P(A)xP(B)
X >(XnA,XNnB)

1) Déterminer f(JD), f(AUB) et f(E)
E=AUB= f est injective

On considere ’application

2) Montrer que :
3) M.q: (F=AuBetAnB=J)= f est surjective
%) Donner une condition suffisante pour que f soit
bijective puis déterminer [
Exercice 4 (Les applications)
fiZx[0;] >R
Omn considere Vapplication
(mz)>n+z

1) Montrer que f est bijective. (rappel :
VyeR)3meZ) n=E(y))

2) Déterminer la bijection réciproque f' de f

Exercice 5 (Fonctions numériques)

Soient f et g les fonctions définies par :
1) Montrer que f est mi paire mi impaire.

2) Dresser les tableaur de variations de f et de g¢.

3) Montrer que pour tous réels = et y distincts de D,, on a :

f(@)=—2"+22+1 et g(z)=r—1

T=—2—-y+2

4) En déduire par une autre méthode les variations de f sur [1;+oo[ et ]—oo;l]

5) Déterminer les points d’intersection de (C;) avec les axes du repere et montrer que A(2;1) e (C,)N(C,)

6) Tracer (C;) et (C,) dans le méme repeére orthonormé (0:7:7)

7) o) Résoudre graphiquement ’équation : f(z)=-2

b) Résoudre algébriquementl’équation : f(z)=-2
8) Résoudre graphiquement 1’équation :
f(z)>-2

9) Résoudre graphiquement l'inéquation :

Résoudre graphiquement l’inéquation :

Correction

2’ —2r—1+Jz—-1=0
22 =20 —1+Jz—-1<0

Déterminer par deuxr méthodes l’image de chacun des intervalles [0;1] et [1;2] par la fonction f

On considére la fonction b définie par h(z)=/z(2-x)

a) Déterminer D, ’ensemble de définition de h
b) Vérifier que (VzeD,) h(z)=gof(z)
¢) Etudier les variations de hsur [0;1] et[1;2]
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Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.

» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.

> Rappel :
Soit a et b deux réels strictement positifs :

Si —a<z<b alors 0<2” <maz(a’;b*)

Exercice 1 (10pts)

['R>R
v (r+3)° —1
1) a) Résoudre dans R les équations f(z)=0 et f(z)=-

Omn considere VVapplication

b) f est-elle injective ? est-elle surjective 2 JUSTFIET ..o oot s e et e e e e

2) Soit ¢ la restriction de f a [—3;+oo[. Montrer que ¢ est injective. ...

)
3) Montrer que f_l([—1;3])=[—5;—1] i D R W .. ..........]1l.
)
)

4) Montrer que f(]—5;5[) C [—1;63[ et f([—3;+oo[) = [—1;+oo[ et et een e et s eee oot sen een e s ve vt aen e eveere sen e sensen e e L

Soit h Vapplication définie de [—3'+oo[ vers [—1'+00[ par h(z) = f(z)

Montrer que h est bijective et déterminer sa bijection TEciproqUe A . oo
6) Soit A et B deux parties de R. Montrer que [ '(AUB)=f" (A)Uf (B)

Exercice 2 (10pts)

—4
Soient [ et ¢ les fonctions définies par : f(z) = v P et g(z)=2"-22-2
—z+

—_

Vérifier que D, = R\{2} WONURURONORE. S OO UV AU UPTY | X

\S)

Montrer que ¢ est minorée par —3 sur Rt et e

(96)

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C;) et de (C)) oo,

Dresser les tableaur de variations de [ et de § oo,

SRS

Tracer (C;) et (C,) dans le méme repere orthonormé (01777) oo g D200 A

=]

Résoudre graphiquement Vinéquation : g(2) =1 .ol 0

Résoudre graphiquement Uéquation : f(2) = g(2) oo o DM 2 7000

=2
~— N~ ' ' N~ N Y

oo

z—4
Résoudre graphiquement l’inéquation : P —2(x—=2)+220 o fosd fl
-+

Déterminer f(]2;3]) et f([0,2[)

Ne)
~—

10) On considere la fonction b définie par h(z) = gof(x)

Déterminer D, puis étudier les variations de h sur ]2;3] et [0;2[
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Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.

» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.

> Rappel :
Soit a et b deux réels strictement positifs :

Si —a<z<b alors 0<2” <maz(a’;b*)

Exercice 1 (10pts)

['R>R
v (z+4)° —4
1) a) Résoudre dans R les équations f(z)=0 et f(z)=-

Omn considere VVapplication

b) f est-elle injective ? est-elle surjective 2 JUSTFIET ..o oot s e et e e e e

2) Soit ¢ la restriction de f a [—4;+oo[. Montrer que ¢ est iNJective. ...t

Montrer que f_l([—4;0])=[—6;—2] i R B .. . ... .........1.

Montrer que f(]—5;4[)c[—4;60[ et f([—4;+oo[):[—4;+oo[ et et een e e e oot eee een e s e vt aee een e seneen v e een e e e L
Soit h Vapplication définie de [—4'+oo[ vers [—4'+oo[ par h(z)= f(x)

3
4

)
)
)
)

Montrer que h est bijective et déterminer sa bijection TEciproqUe A . oo
6) Soit A et B deux parties de R. Montrer que [ '(AnB)=f" (A)mf (B)

Exercice 2 (10pts)

—r+4
Soient [ et ¢ les fonctions définies par : f(z) = v p et g(z) =—2" +22+2
—z+

—_

Vérifier que D, = R\{2} WONURURONORE. S OO UV AU UPTY | X

\S)

Montrer que ¢ est majorée par 3 sur R s e

(96)

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C;) et de (C)) vy

Dresser les tableaur de variations de [ et de § oo

SRS

Tracer (C;) et (C,) dans le méme repere orthonormé (0:7:7) oo flo

=]

Résoudre graphiquement Vinéquation : g(x) <=1 .o f 30 L3200 T0T8G

=2
~— N~ ' ' N~ N Y

Résoudre graphiquement Véquation : f(2) = g(2) i G 00!

—r+4
Résoudre graphiquement l’inéquation : P +2(2—2)=2<0 o Jodt
-+

Déterminer f(]2,+oo[) et f(]—oo,2[) B Wihrrrerutorire SO~ -

oo

Ne)
~—

10) On considere la fonction b définie par h(z) = gof(x)
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Introduction

Soit A un point du plan et a un nombre réel.
— Le couple (A;a) est appelé point pondéré ou point massif. Le réel a est appelé le poids ou la masse de A.
On dit aussi que le point A est affecté du coefficient a ou de la masse algébrique a.

— Un systeme pondéré est une collection de points pondérés.
1) Barycentre de deux points pondérés

Activité 1 :

On considere un levier porte deux masses m, et m,

Principe du levier d'Archimede : vrag
| (s

« Dans le cas d’équilibre on a m,xGA=m,;xGB »

1) Montrer que dans le cas d’équilibre on a mACT4+mBGfB:(3 I_l

2) Le point G défini par la relation vectorielle mA@erBCTB =0 s’appelle le barycentre des points pondérés
(ou massifs) (4;m,), (B;m;) et on le note G =Bar{(A;m,);(B;m;)}

_"Ms 4B

my +my

Montrer que : mACTA+mBG—B=(—) S AG=

3) En déduire la position du point G tel que G=Ba7’{(A;mA);(B;mB)} dans chacun des cas suj

a) my=my=1 ; b) m,=3et m,=5
4) Déterminer m, sachant que m, =2 et Ezgﬁ
Activité 2 :
a et b deux réels.
Soit A et B deux points distinct du plan et G un point tel que aGA+bGB =0
1) Montrer que (a+b)TG=bﬁ
2) En déduire que si a+b=0 alors le point G nexiste pas.
[

3) On suppose que a+b#0 et soit G' un point du plan tel que erz—bAB
a+

a) Montrer que G'=G
b) En déduire que le point G vérifiant la relation vectorielle aGA+bGB =0 est unique et que G e (AB)

— Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (4;a) et (B;b) on mote G’:bar{(A;a);(B;b)}

4) Montrer que : szar{(A;l);(B;l)} < G le milieu du segment [AB]

5) Montrer que : G =bar{(4;1);(B;0)} < G=A4 et G=bar{(4;0);(B;1)} < G=B

Définition

Soit (A;a) et (B;b) deux points pondérés du plan tel que : a+b#0

Il existe un unique point G vérifiant la relation vectorielle aGA+bGB =0

Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (A;a) et (B;b)

On dit aussi que G est le barycentre du systéme {(A;a);(B;b)}7 on écrit szar{(A;a);(B;b)}

[1]G =bar{(A;a);(B;b)} = aGA+bGB =0
Exemple 1
Déterminer deux réels a et b tel que G =bar{(A;a);(B;b)} dans les cas suivants :
\) 2GA+3BA=0 ; 2) GA+GB=3AB : 3) Ezgﬁ
Solution

1) 2@+3ﬂz5@2@+3(@+@)=5
< 2GA+3BG+3GA=0
< 5GA-3GB =0
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<:>G=bar{(A;5);(B;—3)} donc a=5 et b=-3
2) G7+G73=3TB©GT4+@=3(E+CTB)

(5+(=3)=0)

< GA+GB=-3GA+3GB
< 4GA-2GB=0
<:>G=bar{(A;4);(B;—2)} donc a=4 et b=-2 (4+(-2)#0)

3) AG:g—B@AGi(Ew—B)
3 3

S AG-2AG-2GB=0
3 3

o-Llai-2GB-0
3 3

2

@szar{(A;—é);(B;—é)} donc az—é et b=—§ (_§+(—§)¢0)

Application 1

Déterminer deux réels a et b tel que G =bar{(A;a);(B;b)} dans les cas suwivants :

1) 2AG-3GB=0 ; 2) 2GA+3BA=0 ; 38) GA+GB=3AB

Remarque 1
o Le point le plus proche du barycentre G est celui dont le coefficient a la plus grande valeur absolue.

e Le barycentre G :bar{(A;a);(B;b)} est sur le segment [AB] st les poids sont de méme signe.
e Le point szar{(A;l);(B;l)} est appelé isobarycentre des points A et B c’est le milieu de [AB].
e Six ety deus réels tel que z+y=0 alors le systéme {(A;x);(B;y)} nadmet pas de barycentre.

Construction du barycentre de deux points pondérés

Soit (4;a) et (B;b) deux points pondérés du plan tel que : a+b#0

G = bar{(4;a);(B;b)} @/Tazib/ﬁ
a+

Cette relation permet de construire le point G.

Exemple 2
Soit A et B deux point du plan, construire le point G dans chacun des cas sutvants :

1) G=bar{(4;-5);(B;=1)} et AB=6 : 2) G=bar{(4;-1);(B;6)} et AB=5
3) G=bar{(4;5);(B;-1)} et AB=4 o L) G=bar{(4;-8);(B;5)} et AB=3

Solution
1) Ona , 1 3) On a G=bar{(A;5);(B;—1)}Qﬁz%ﬁz_é@
—— = 1= a+
G=b A;-5)(B;—1 AG=——AB=-AB
ar{(4;-5);(B;-1)} & — p A .
A B L4 @ Y
@ @ ) G
¢ TS e T
4) On a G=bar{(A,—8),(B,5)}@AGszABz—EAB
2) On q G:bar{(A;—z);(B;@}@Eeiﬁa:g@ .
a+b 5 I B
| L 0 )
] E: G
@ o @
G

Application 2

Soit A et B deux points du plan, construire le point G dans chacun des cas suivants :
2) G=bar{(A;-1);(B;6)} et AB=5
4) G=bar{(A;-8);(B;5)} et AB=3
6) G=bar{(A;6);(B;—5)} et AB=1

1) G=bar{(4;-5);(B;-1)} et AB=6
3) G=bar{(4;5);(B;-1)} et AB=4
5) G:bar{(A;—Q);(B;S’)} et AB=2

’

Y
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Remarque 2

A a

o |G=bar{(4a)(BD)} & BG=—"

BA

e Soit A et B deux points distincts du plan, on a :
— G est le milieuw du segment [AB] @G:bar{(A;l);(B;l)}
- (Ela;b € ]R) G= bar{(A;a);(B;b)} o Ge (AB)
Activité 3 :
Soit a et b deux réels mon nuls tel que a+b#0 on pose szar{(A;a);(B;b)}

1) Soit keR™ vérifier que : %CTA+%CTB=5

2) En déduire que pour tout keR" on a szar{(A;%);(B;%)}

3

4
5

Soit M un point du plan (P) montrer que : aM—Aerm—(aan)M—G:a
En déduire que si G:bar{(A;a);(B;b)} alors pour tout ME(P) on a am+bM—B=(a+b)M—G
Montrer que si pour tout M e(P)on a am+bm=(a+b)m alors szar{(A;a);(B;b)}

)
)
)
6) Soit (O;E;})mm repere du plan, on pose A(z,;y,) et B(z;;y;)
a) En déduire que @ZM
a+b
b) Déterminer les coordonnées des vecteurs aOA et bOB en fonction de a,b,z,,y,,7, et y,
aOA+bOB

c) En déduire les coordonnées de vecteur — en fonction de a,b,z,,y,,7, et y,
a+

d) En déduire que G(GLEA +b.fCB ;ayA +byBJ
a+b a+b

Homogénéilé
Soit (A;a) et (B;b) deux points pondérés du plan tel que : a+b#0

On o G= bar{(A;a); (B;b)} G = bar{(A;kx a);(B;k x b)} et G= bar{(A;a); (B; b)} =G = bar{(A;%);(B;%)} pour tout

keR".
En d’autres termes : le barycentre de deux points pondérés me change pas si on multiplie ou on divise ses

coefficients par un méme nombre réel non nul. Cette propriété s’appelle homogénéité du barycentre.

Exemple 3
Soit A et B deux points distinct du plan et G un point tel que G :bar{(A;QOO);(B;SOO)}

Montrer que G =ba7“{(A;2);(B;3)}

Solution

On a G =bar{(4;200);(B;300)} donc d’apres la propriété de Uhomogénéité G:bar{(A;%);(B;% }

C’est-a-dire G = bar{(A;Q); (B;3)}
La propriété caractéristique du barycentre de deux points pondérés

On a szar{(A;a);(B;b)} @am+bm:(a+b)m pour tout point M du plan (P)

Cette propriété s’appelle la propriété caractéristique du barycentre.

Exemple
Soit ABC wum triongle, on pose G=bar{(A;2);(B;3)} et G'=bar{(A;—2);(C;7)}

1) En appliquons la propriété caractéristique du barycentre sur G et G'
Montrer que : (VMG (P)) 3MB+7MC =5MG +5MG"
2) Soit I un point du plan tel que I:bar{(B;3);(C; 7)}
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a) Simplifier par deux méthodes le vecteur 3IB+7IC
b) En déduire que I est le milieu du segment [GG']

Solution

1) On o G=bar{(4;2);(B;3)} et G'=bar{(4;-2);(C;7)}
Donc (VMe(P)) 2MA+3MB=5MG et (VMe(P)) —2MA+7MC =5MG’
Done (VM e(P)) (M+3W)+(M+7ATC):5VG+5FG'
Cest-a-dire (VM e(P)) 3MB+7MC =5MG+5MG"

2) a) On a I=bar{(B;3);(C;7)} donc par définition 3IB+7IC =0

D’autre part on a (VMG (P)) 3MB+7MC =5MG+5MG" en particulier 3IB+7IC=5IG+51

b) D’apres la question précédente en déduit que 51G +51G" =0
Donc IG+1G"'=0
C’est-a-dire I:bar{(G; D; (G 1)}
Ainsi I est le milieu du segment [GG']

Remarque 3 : Les ensembles des points usuels du plan :

Soit A et B deux points distinct du plan et R un réel strictement positif

L’ensemble des points M du plan tel que Nature \ P \ "‘—."L':h - 5'“".‘:9/
MA=R Le cercle du centre A et de rayon R.\ g’m \ /
MA=0 Le singleton {A} \\7* h\/ﬂ

MA=-R L’ensemble vide. \%‘” “t L
MA=MB La médiatrice de segment [AB] \‘—“_'(74

Exemple 3
Soit A et B deux points distinct du plan et G un point tel que G=bar{(A;2);(B;3)}

Déterminer VVensemble des points M duw plan dans chacun des cas suivants :
1) |end+smB|=0 2) |2MA+3MB|=20  3) |2MA+3MB|=|3MA+2MB]|
Solution
1) Ona G =ba7"{(A;2);(B;3)} done d’apres la propriété caractéristique :
Pour tout M e (P) 2MA+3MB = 2+ 3)W1v =5MG
Donc H2W+ 3%“ =0 “5%” =0 MG =0, donc cet ensemble est le singleton {G}

2) On a “2M71+3WH=20@H5J\TG“=20@MG:4, done cet ensemble est le cercle de centre G et de rayon 4
3) Soit G'=bar{(4;3);(B;2)} donc d’apreés la propriété caractéristique :

Pour tout M e(P) 3MA+2MB=(3+2)MG'=5MG"
Done [2MA+3MB|=|3MA+2MB| < [sMG|=[5MGY| < MG = MG", donc cet ensemble est la médiatrice de [GG']

Coordonnées du barycentre de deux points pondérés

Soit A(z;y,)et B(zy;y,) deur points d’un repere.

On a G :bar{(AvaX(B,b)} @G(G‘I’A +b$B ;(lll/A +by[5’j
a+b a+b

Application 3
Dans un repeére (O;E;E) du plan, on considere les points A(2;0) ; B(5,6) ; C(-4,2) ; D(-15)
Omn pose G =bar{(4;1);(B;2)} et G'=bar{(C;1);(D;2)}

1) Déterminer les coordonnées de G et de G’
2) Soient I, J et K les milieux des segments [AC],[BD] et [GG'] respectivement.
a) Déterminer les coordonnées des points I, J et K

b) Montrer par deur méthodes que les points I, J et K sont alignés.
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2) Barycentre de trois points pondérés

Activité J :

a,b et c trois réels.

Soit A et B deux points distinct du plan et G umn point tel que aGA+bGB +c¢GC =0
1) Montrer que (a+b+c)ﬁ=b@+cfl—0

2) En déduire que si a+b+c=0 alors le point G n’existe pas.

3) On suppose que a+b+c#0 et soit G' un point du plan tel que AG'= b AB+—S AC
a+b+c a+b+c

a) Montrer que G'=G
b) En déduire que le point G vérifiant la relation vectorielle aGA+bGB+cGC =0 est unique.
— G est appelé le barycentre du systeme pondérés {(A;a);(B;b);(C; c)} on note G =bar{(A;a);(B;b);(C; c)}

b iB+
at+tb+c a+b+c

¢) En déduire que AG = ¢ _AC

4) Montrer que (VkeR*) G=bar{(A;%);(B;%);;(C;%)}

5) Montrer que (VME(P)) am+bm+cFC=(a+b+c)m

6) Soit (023) un repere du plan, on pose A(z,;y,) et B(zyiy,)

Montrer que G(MA +brg +crg ay, +byp + cycj

a+b+c ' a+b+c

Barycentre de trois points pondérés

Soit (A;a), (B;b) et (C;c)trois points pondérés du plan tel que : a+b+c#0
1) Il existe un unique point G vérifiant la relation vectorielle aGA+bGB +cGC =0
Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (4;a), (B;b) et (C;c)
On dit ausst que G est le barycentre du systeme {(A;a);(B;b);(C; c)} on note szar{(A;a);(B;b);(C;c)}

G =bar{(4;a);(B;b);(C;c)} = aGA+bGB+cGC =0

b — c
a+b+c a+b+c

2) St szar{(A;a);(B;b);(C;c)} alors AG = AC

216 = bar {(Aa):(Bib) (Ci)} & AG=—" AB+ S 4C
a+b+c a+b+c

Cette derniere relation permet de construire le point G.

3) szar{(A;a);(B;b);(C;c)}<:>szar{(A;%J;(B;%j;(C;%j} pour tout keR". En d’autres termes : le

barycentre de trois points pondérés ne change pas si on multiplie ou on divise ses coefficients par un méme

nombre réel mon nul. Cette propriété s’appelle homogénéité du barycentre.

4) On a G:bar{(A;a);(B;b);(C;c)} @am+bm+cm=(a+b+c)m pour tout Me(P) .Cette propriété

s’appelle la propriété caractéristique du barycentre.

5) Soit A(z,;y,),B(z,:y,)et C(z,;y,)trois points d’un repere.

On a [5G =bar{(4a);(Bib);(Cic)} = G(% + by ¥t Y, + by + Cyfj

a+b+c ’ a+b+c

Remarque 4

e Si z,y et z trois réels tel que z+y+2=0, alors le systeme {(A; J:);(B;y);(C;z)} n’admet pas de barycentre.
e Le point szar{(A; D;(B; D; (¢ 1)} est appelé isobarycentre des points A, B et C c’est le centre de gravité du
triangle ABC' .

Exemple 5
1) Déterminer les réels a,bet ctel que G =bar{(4;a);(B;b);(C;c)} sachant que GA+GB-3GC=3AB-AC
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2) Placer les points A(0;3), B(1;0) et C(-2;1) dans un repere puis placer les points H et D sachant que :
H =bar {(4;6);(B;=3);(C;=6)} et D=bar{(4;1);(B;-1);(C;-1)}
3) Montrer que H =bar{(4;2);(B;-1);(C;-2)}

%) Montrer vectoriellement que le quadrilatéere ADHC est un parallélogramme.

6
) Déterminer l’ensemble des points M du plan tel que “3%—2@—2%“ :“2W—FB—2W“

)
)
5) Déterminer les coordonnées de H et D
) Montrer en utilisant les coordonnées que le quadrilatére ADHC est un parallélogramme.
)

Solution
1) On o GA+GB-2GC=3AB-AC & GA+GB-3GC =3(AG+GB)-(AG+GC)

< GA+GB-3GC =-3GA+3GB+GA-GC

< 3GA-2GB-2GC =0

On pose a=3; b=-2 et c=-2 puisque a+b+c#0 alors G:bar{(A;B);(B;—2);(C;—2)}

2) On a H =bar{(4;6);(B;-3);(C;-6)}
AB+—S AC=— "9 AR+ —
a+b+c a+b+c 6+ (—3)+ (-6) 6+ (—3)+ (-6)
On a D= Bar{(4;1);(B;-1);(C;-1)}

Donc AH = AC=AB+2AC

1 R

C=AB+AC

AB+—S ac=— "L u4p, 14
a+b+c a+b+c I+(-D+ (-1 1+(-D+ (=1

8) On o H =bar{(4;6);(B;-3);(C;—6)}

Donc AD =

6 -3 -6
Donc szar{(A,g),(B,?),(C’,?)}
Cest-a-dire H =bar{(4;2);(B;-1);(C;-2)}
4) T suffit de momtrer que AD=CH vectoriellement. s
On o AD=AB+AC
Donc il suffit montrer que CH=AB+AC
On o AH=AB+2AC < AC+CH=AB+2AC

o CH=AB+AC C.Q.F.D.

5) On a H=bar{(4;2);(B;-1);(C;-2)} donc H(MA +bap +cxp 0y, +byp +Cycj

a+b+c ’ a+b+c
2x 0+ (=) x 1+ (=2)x (=2) 2x3+(-1)x 0+ (-2)x 1
2+ (=0 +(-2) T2+ (-D+(-2)

ar, +bx, +cx, ay, +by, +cyCJ

C’est-a-dire H( j d’on H(—3;—4)

On a D=bar{(A;l);(B;—l);(C;—l)} donc D( :
a+b+c a+b+c

Ix0+(Dx1+(-D)x(-2) I1x3+(-D)x0+(-1)x1
1+ (=D + (-1 14+ (=D+(-D

C’est-a-dire D( ] d’od D(-1;-2)

6) Il suffit de montrer que AD=CH par des coordonnées.
On a AD(z,-zy,—y,)=AD(-1-0;,-2-3)=AD(-1-5)
Et CH(z, 2.y, —Yo)=CH(=3+2—-4-1)=CH(-1-5)
Ainsi les vecteurs AD et CH ont de mémes coordonnées done AD =CH C.Q.F.D.
1) On a G =bar{(4;3);(B;-2);(C;-2)} done (VM e(P)) 3MA-2MB-2MC =(3+(-2)+(-2)) MG =-MG
Et H =Bar{(4;2);(B;-1);(C;-2)} donc (VM e(P)) 2MA-MB-2MC =(2+(-1)+(-2))MH =—MH
On o done [$1FA ~ 2115 - 23C] = |23 - 3B - 21C)| e | -316] = |-
& MG=MH

Ainsi cet ensemble est la médiatrice du segment [GH ]
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Activité 5 :
a,bet c trois réels tels que a+b+c#0 et a+b=0
Soit ABC un triangle, G et H les points du plan tels que
G= bar{(A; a);(B;b);(C;c)} et H= bar{(A;a);(B;b)}
1) a) Vérifier que aGA+bGB=-cGC
b) En utilisant la propriété caractéristique du barycentre sur H montrer que aGA+bGB =(a+b)GTII
c) En déduire que G =bar{(H;a+0b);(C;c)} et que Ge(CH)
Application :
2) On suppose que a=b=c=1
a) En déduire que G e(CH)
b) Que présent le point H pour le segment [AB] ?
c) Soit I le miliew du segment [BC] montrer que G e (Al)
d) En déduire que G est le centre de la gravité du triangle ABC

3) Supposons que b+c#0et a+c#0
Omn pose szar{(A;a);(B;b)} ;biar{(B;b);(C;c)} et Lzbar{(A;a);(C;c)}
Montrer que les droites (CH) ; (AK) et (BL) sont concourantes en G.
L’associativité du barycentre.
St G =bar{(4;a);(B;b);(C;c)} et H=bar{(A;a);(B;b)} alors G =bar{(H;a+Db);(C;c)} .En d’autres termes : le
barycentre de trois points pondérés ne change pas si on remplace deux d’entre eux par leur barycentre partiel
(s’il existe) affecté de la somme des deux poids.

[6]G =bar {(4;0);(B;b):(Ci0)} et H =bar{(4a);(B;b)} = G =bar{(H;a+b);(Csc)}]

Cette propriété s’appelle Vassociativité du barycentre.

Exemple 6
ABC un triangle.

1) Placer les points D et G tel que Dzbar{(A;Q);(B;—S)} et G:bar{(A;2);(B;—3);(C;—1)}
2) En utilisant Vassociativité du barycentre vérifier que G est le milieu du segment [CD]
3) On pose H=bar{(A;—4);(B;1)} ;E=bar{(B;1);(C;5)} et F=bar{(A;—4);(C;5)}

Montrer que les droites (CH), (AE) et (BF) sont concourantes en un point & préciser.
Solution

1) Ona D=bar{(4:2);(Bi-3)} > AD=—"_AB=—"2 _AB=3AB

a+b 2+(-3)

Et G =bar{(4;2);(B;-3);(C;-1)}

Donc :AG=—" AB+— S Ac=— 3 gL 4¢
a+b+c a+b+c 2+(=3)+ (-1 2+(=3)+(-D
_3AB+1ac
2 2
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2) Ona G :bar{(A;Q);(B;—B);(C;—l)} et D =bar{(A;2);(B;—3)} donc par Vassociativité du barycentre on obtient
G =bar{(D;2+(-3));((C;=1)} par suite G =bar{(D;-1);((C;-1)} donc G est le miliew du segment [CD]
3) On a les points H, E et F sont des barycentres partiels du barycentre G':bar{(A;—él);(B; 1);(0;5)}

(Le points G’ existe est unique car —4+1+5%0)

-En appliquons Vassociativité du barycentre sur G' et H, on obtient G'=ba7’{(H;—3);(C’;5)} done G'e(HC)

- En appliquons Vassociativité du barycentre sur G' et E, on obtient G'=bar{(4;-4);(E;6)} donc G'e (AE)

- En appliquons associativité du barycentre sur G' et F, on obtient G'zbar{(F;l);(B;l)} donc G'e(FB)

Ainsi les droites (CH), (AE) et (BF) sont concourantes en G'.

3) Barycentre de quatre points pondérés

e De la méme maniere, on étend & quatre points les définitions et les propriétés vues pour le barycentre de

trois points.

e L’associativité du barycentre : Le barycentre de quatre points pondérés me change pas si on remplace deux

ou trois d’entre eux par leur barycentre partiel (s’il existe) affecté de la somme de leurs poids.

Résumé 5 : Barycentre

Barycentre de deux points Barycentre de trois points
(4;a) et (B;b) deux points pondérés du (4;a) ,(B;b) et (C;c) trots points pondérés du plan
plan tel que : a+b#0 tel que : a+b+c#0
Définition G =bar{(4;a);(B;b)} < aGA+bGB =0 G =bar {(4;a);(B;b);(C;c)} < aGA+bGB+cGC =0
- b - -— b — ¢ ==
Comnstruction AG= AB AG= AB+ AC
a+b a+b+c atb+c
RO a, , b, c
Homogénéité G =bar (A’E)’ (B’E) G =bar (A'E)’ (B; E)’ (@ E)
Propriété am+bm=(a+b)J\TG am+bm+cm=(a+b+0)]\TG
caractéristiq
ue
ar, +br, ay,+0b ax, +bxr, +cr, ay, +by,+c
Coordonnées G| #a B Yy T0Yp G| #a B c. Ya T OYp +CYo
a+b a+b a+b+c a+b+c
o @ Le barycentre de trois points pondérés ne change pas si on remplace deux d’entre eux par
Associativité
leur barycentre affecté de la somme des deux poids.

Remarques :

Soit A, B et C trois points distincts du plan
1) G est le milieu du segment [AB] < G =bar{(4;1);(B;1)}

2) G est le centre de gravité du triangle ABC < G =bar{(4;1);(B;1);(C;1)}
3) Pour montrer que G e (4B) il suffit de :

Trouwver a;beR tel que G =bar{(4;a);(B;b)} (ou montrer que les points A, B et G sont alignés).
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Exercice 1
On considére un triangle ABC et les points G, K et I
tels que : G=bar{(A;—l);(B;—él);(C;S’)}
K =bar{(4-1;(Bi—4)} ; I=bar{(B;—4);(C;3)}
1) Construire les points G, K et I
2) En utilisant U'associativité du barycentre montrer
que G est le milieu de [AI].
3) a) En appliquons la propriété caractéristique du
barycentre montrer que :
CG=1Ci+20B o oK =Lci+2cp
2 5 5

b) En déduire que les points C, K et G sont
alignés.
4) On considére le point F=ba7"{(A;—1);(C;3)}
montrer que G € (BF)
5) En déduire que les droites (AI), (CK) et (BF)

sont concourantes en un point a déterminer.
6) Déterminer U'ensemble des points M du plan tels

que : “_m —4MB+ 3%” — 32

Exercice 2

On considére un triangle ABC' et les points G, H et D
tels que : szar{(A;l);(B;Q);(C; 1)} ;

H =bar{(A;5);(B;2);(C;—3)} ;D est le milieu de [AC]

1) a) Montrer que Ezéﬁ+§ﬁ

b) Construire les points H et D
2) a) Exprimer D sous forme du barycentre de deux
points.
b) En appliquons la propriété de l'associativité du
barycentre déduire que G est le miliew de [DB]
¢) Placer le point G dans la figure.
3) a) En appliquons la propriété caractéristique du

barycentre sur G montrer que CG =§@ +éC—B

b) En déduire que @zéﬁ—%ﬁ

¢) En déduire que le quadrilatére CGHA est un
parallélogramme.
4) Soit E le milieu de [AB] ,montrer que les points

H, FE et G sont alignés.
5) Déterminer l’ensemble des points M du plan tels
que : “5% +2MB - 31\%‘” = Hm +2MB + WH

Exercice 3
On consideére un triangle ABC et les points G, I et K tels
que G=bar{(A;3);(B;2);(C’;—1)} o I est le milieu de [AC]

et AK=2AB
5
1) Montrer que Ezé
2) En déduire que (BI)||(AG)
3) a) Montrer que K=bar{(A;3);(B;2)}
b) Montrer que les points C, K et G sont alignés.

@_éfo ot E:—E%TO

4) Déterminer l'ensemble des points M du plan tel que :
|3324+ 2MB| = 10

Exercice 4
On considére un triangle ABC et l'on désigne par G le
barycentre de (A;1), (B;4) et (C;-3).
1) Construire le barycentre I de (B;4) et (C;-3).
2) Montrer que G =bar{(A;1);(I;1)}
3) En déduire la position de G sur (AI).
Exercice 5
1) Placer dans un repére les points :
A(L2), B(3;4)et C(2;5).
2) Soit G le barycentre des points pondérés :
(4;3), (B;2) et (C34).
a) Quelles sont les coordonnées de G ¢ Placer G.
b) La droite (BG) passe-t-elle par lorigine du repére ¢
Exercice 6
Soit ABC un triangle.
1) a) Construire le point I tel que BI =3BC

b) Montrer que I =Bar{(B;-2);(C;3)}

¢) Montrer que Al =—2AB+3AC
2) Soit G =bar{(4;-3);(B;-2);(C;3)} .

Montrer que AG= AT?—%E

3) a) En déduire que les points A, I et G sont alignés.
b) Construire le point G.

4) Déterminer l'ensemble des points M du plan dans

chacun des cas suivants :

o) [-3MA-2MB + 3MC|=|-24B+3AC)
b) “-2@ + 3J\TCH =3
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Exercice 7

ABCD un quadrilatére dans le plan, on considere
les points H, I et J tels que :
CH=2AC+2BC+AD

I =bar{(4;3);(C;-5)}

J =bar{(D;-1);(B;2)}

1) Montrer que H =bar{(4;3);(B;2);(C;-5);(D;-1)}
2) En appliquons la propriété de l’associativité du
barycentre montrer que H =bar{(I;-2);(J;1)}

2) En déduire que I est le milieu de [JH|
Exercice 8

Dans le plan muni d’un repére (0;i;7), on
considére les points A(1;2), B(-3;2) et C(2;4)

1) Déterminer les coordonnées du point G
barycentre du systéeme pondéré {(A;4);(B;—3);(C;3)}
2) Soit meR | on considére le point G, barycentre
du systéme pondéré
{(4;3m+1);(B;—2m — 3);(C;3—m)}

a) Etablir lexistence du point G,

b) Trouver les coordonnées de G,

¢) Quel est 'ensemble des points G, lorsque m varie
sur R ¢

Exercice 9

Soit ABC un triangle. Y est le milieu de [BC].

1) Placer, en justifiant, le barycentre U de (A;4) et
(C; 1) puis placer le barycentre FE de (A;4) et (B;1)
2) Soit G =bar{(A;4);(B;1);(C;1)} . Montrer que G
est aussi barycentre de (E;5) et (C;1).

3) Démontrer que les droites (EC), (AY) et (BU)
sont concourantes.

Exercice 10

Soit ae R\{0;1} et ABCD un trapéze tel que :
AB=aCD

1) Déterminer les réels b et ¢ pour que le point D
soit le barycentre du systéme pondéré
{(41;(B;0);(Cs )}

2) On suppose dans cette équation que a=—1

Soit E et F les milieuz respectifs de [AC]et [BE]

Déterminer le nombre x pour que F soit le
barycentre du systéme {(4;1);(B;—1);(C;1);(E;x)}

Exercice 11

Etant donné un triangle ABC et k un réel non nul
donné, on définit les points D et E par les relations :
AD=FkAB et CE=FkCA

1) Faire une figure illustrant ces données lorsque

k= é , puis lorsque k=-1.

2) Montrer que D =bar{(A;1-k);(B;k)}

3) Montrer que E =bar{(C;1-k);(4;k)}

4) En déduire que pour tout point M du plan, on a :
W+W=m+m+k@=2(m+kﬁ) ot B’

et C7 sont les milieux respectifs de [AC] et [AB].

5) Soit I le milieu de [DE]. Déduire de la question

précédente que I, B'et C" sont alignés.

Exercice 12

ABC est un triangle de centre de gravité G. On
note I, J, M, N, R et S les points définis par

Ai=14B : Aj=2AB
3 3

. AM =L1ac
3
AN=24C ; BE=<BC ; BS=2BC
3 3 3

Démontrer que les droites :

(IS), (MR) et (NJ) sont concourantes en G.
Exercice 13

Soit ABCD un parallélogramme,
points M, N, R et S par :

M =bar{(4;3);(D;2)} ;

on définit les

N =bar{(4;3);(C;3);(D;2)} ; R=3B—C ;

BS =2 BN

5
1) Montrer que S =bar{(4;3);(B;12);(C;2)}
2) Montrer que M, S et R sont alignés.

3) Soit T et U les points tel que ﬁ:éC’—D et
AU=kAB ou ke[0;1]

Déterminer k tel que les points S, T, et U sont
alignés.

Exercice 14

Soit ABCD un parallélogramme et a € ]0;+o0]

On considére les points K et L définis par
D—Kz(a+2)ZTB et CL=aBC

Soit M le point d’intersection de (CK) et (DL)

a+?2
a’+2a+2

Montrer que DM =




06
Analytique du produit

scalaire dans le plan

65



Rappel

1- Repére dans le plan :

1) Tous trois points O, I et Jdistincts non alignés déterminent un repére du plan notée (O;1;J)ou
(0;0I;0J)
2) Si on pose i=0I et 325], alors ce repeére se note égaLement(O;g;E).

Le couple (;, 5) est appelé une base du plan

Si ZJ.; on dit que (;, 3) est une base orthogonale et que (O;g; 3) est un repeére orthogonal.
St H%” :HEH on dit que (Z, 3) est une base mormée et que (O;_Z:; 3) est un repere mormé.
Si ;J_E et H;H =H3H on dit que (;, 3) est une base orthonormée et que (O;%; 3) est un repeére orthomormé.

2- Coordonnées du milieuw - coordonnées d’un vecteur

Soit (O;_z:; 3) un repere du plan.

1) Pour tout point A du plan, il existe un unique couple (z,,y,)de nombres réels tel que .OA = x, ._Z:+yA 3
(z,,y,)est appelé couple de coordonnées de A dans le repére (O;_z:; }) et on écrit A(z,,v,)

On a donc : A(z,,y,)€ (0;5;3) o 0A= xA.E+ yA.}'

2) Pour tout vecteur u du plan, il existe un unique couple (z;y) de mnombres réels tel que : u=xi+ y}

On a donc : Zt(x;y) € (;, 3) Su=zityj

P 5
3) Si A(z,,y,) et B(z,,y,) deux points distincts du plan alors les coordonnées ilt e milieuw ‘d{n seq

[AB] est I(xA + Ty ,yA +f‘/B)
2 2

3-Formule trigonométrique du produit scalaire :

e  Quel que soit les vecteurs uet v du plan on a :
— — — — —»A—>
U :HUHXHUHXCOS(a) ou a est une mesure de l’angle (u;v)

Autrement dit quel que soit les points A, B et C du plan on a ABAC =ABxACxcos(BAC)

Cette formule est appelée la formule trigonométrique du produit scalaire.

- - - -2 -2
e Le produit scalaire w.u est appelé le carré scalaire de u on le note v donc u =wuu

—2 -2 - == ——2 ,
e u = Hu” ; Hu” = u.u ; AB =AB’
Produit scalaire et orthogonalité :

; ABCD=0< (AB) L(CD)

A- Déterminant de deuxr vecteurs :

uwv=0<=u_lwv

Sotent &(a;b) et E(a';b') deux vecteurs du plan rapporté & un repere (O;E; 3) .

Le nombre ab'—a'best appelé déterminant des vecteurs u et v dans cet ordre, on le

a

a a'
=ab'-a'b
b b'

note par det(u;v) ou et on écrit : det(&ﬁ) =

66



Déterminant et colinéarité :

det(a;;) =0< u et v sont colinéaires

5- Vecteur directeur - équation cartésienne d’une droite

e Soit (D)une droite du plan. Tout vecteur non nul v et de méme direction de (D) est appelé vecteur
directeur de la droite (D).

o Toute droite (D) du plan est un ensemble des points M (z;y) vérifient I’équation azx+by+c=0tel que
a, b, ceR et(a,b)=(0,0).
L’équation (D): ax+by+c=0 est appelé une équation cartésienne de la droite (D).
Le vecteur &(—b;a) est un vecteur directeur de la droite d’équation cartésienne (D): ax+by+c=0

6- Représentation paramétrique d’une droite

Soit B(zy,y,)un point du plan et &(a';b') un vecteur non nul du plan rapporté a un repere (O;E; 3) .

e La droite (D)passant par le point B(z,,y,) et de vecteur directeur 1;(«/';/) ) est Vensemble des points
T=1Tp +a'xt
M (z;y) du plan vérifient le systéme ‘ IteR
y=yp+ixt
R T=1p+axt . , . o
e Le systeme (D): . /teR est appelé une représentation paramétri
Y=y, +b'xt

e La droite (D) partage le plan en deur demi-plans (D7) et (D7) tel que :
(D7) est ’ensemble des points M(z;y) du plan tel que az+by+c >0
(D7) est Vensemble des points M (z;y) du plan tel que ax+by+c <0
e Pour déterminer (D7) ou (D) graphiguement, on procéde de lo facon suivante :
On trace la droite (D) ;
On choisit un point du plan en dehors de la droite (D) et on teste s’il appartient au demi-plan cherché ou
pas. Le plus souvent, quand la droite ne passe pas par VVorigine, on choisit O(0,0) qui fournit le résultat

facilement, mais si la droite passe par Vorigine du repere on choisit un autre point.

8- Mesures principal usuelles :

Soit @€ ]—7[}72’] lo. mesure principale d’un angle orienté (u;v)

cos(0) = i cos(0) = i cos(@) = —i cos(0) = —i
2 S 0=— 2 @0——£ : 2<:>9—7z—— 2 SO=r+—
sin(0) = > sin(0) = 5 sin(@) = 3 sin(6) = Y
cos(8) = ﬁ cos(0) = ﬁ cos(0) = ——3 cos(0) = —ﬁ
2 T 2 2 2
sin(0) = 3 sin(0) = -3 sin(6) = 3 sin(0) = 3
cos(@) = Q cos(0) = Q cos(0) = —Q cos(0) = —Q
2 S0=— 2 SO0=—— ? SO0=r-—; 2 e0=1+Z
. 2 2 J2 , NG 4
sin(@) = T3 sin(@) = - sin(0) = - sin(6@) = 5
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Dans tous les paragraphes de ce chapitre on considere le plan rapporté au repere orthonormé (0;;; 3)
1) La formule analytique du produit scalaire-norme d’un vecteur-formule de
cos(u;v)- distance entre deux points-formule de sin(u;v)

Activité 1 :

Soient ’ZL(x;y) et a(x';y') deux vecteurs mon nuls du plan.

1) Développer et simplifier le produit scalaire suivant (fory}).(x';Jr y'})
2) En déduire que wo =1zt yy' puis montrer que “ﬂ” =\z" +y° uwy) Su=rity]
; [i] =
'+ yy'

AR e

L) On considere les points A(z,;y,)et B(z,;y;,)

a) Déterminer les coordonnées du vecteur AB o
‘ , AB? = HAB”
b) En déduire que AB =\/(xB —2,) + W, —y,)

3) Vérifier que cos(u;v) =

5) Soit w un vecteur du plan tel que (u w) ——[27[] et H&H:”@H (Voir la figure ci-contre)
a) Montrer que (v; w)———(ﬁ;a)[2ﬂ] et w(-y;z) - N \
(v;u) = —(u;v)[27]
Y — - — = — — — | — —
- — = . (v w) (v u) + (u; w)[27r]
Hl— — — = = = 1

cos(% —xz) =sin(x)

E
S

b) Calculer cos({); E) par deux méthodes et en déduire que szn(ﬁ,a) = det(wv) _ Yz

e N

A retenir 1 :

Soient Zt(x;y) et E(x,y) deux vecteurs du plan, on a :

° u.v=m'+yy'
« Bl

L AB:\/(J;B _37,4)2 + (Y _yA)2

o Siu#0 et v#£0 alors cos(ﬁ;a)z e et

o uv=0<ulv
Exemple 1
On considere les vecteurs suivants ZL(5; -1), v=2i- 3} et w= (5m+ 2)2—} (meR)

1) Caleuler wv, “;1” et ng

3

4
5) On considere les points A(L;4) et B(=5;1), calculer la distance AB .

Solution

1) On a w(5;-1) et v(2,-3)

Donc : uv=axz'+yxy'=5x2+(-)x(-3)=13 H{L“=\/52+(—1 =42 ; HEH=«122+(—3 2 =13

)
2) Calculer cos(u;v) , sin(u;v) et déduire (175).
) Calculer ww en fonction de m .

)

En déduire la valeur de m pour que u et w soient orthogonauz.
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5 2
wv 13 13 2 det(&;&)_‘—l -3‘ 13 A2

u.v
i 2

2) cos(u;v) = , sin(u;v) =

Et par conséquent (ﬁ) = —%[27[]

3) On a u(5;—1)et w(dm+2;—1), done ww=>5x(5m+2)+(~1)x(~1) = 25m+ 11

) On a uwlweuw=0 done &J_g)<:>25m+11=0, d’ o ﬁLE@mz—%
5) AB=\/(=5-1)" +(1-4)° =35
Remarque 1
. A*Bh(:cB—xA,yB—yA) ; OE.Tszﬁxxm+yﬁxyTC ; e AB= (xﬁ)2+(y@)2
Tap Yap
= - T BAA - T
o det(ABAC)=| T “T| . o cos(AB;AC)=2AC . o sin(aB;40) - 2UABAQ)
Y5 Yae ABxAC ABxAC

e L’aire d’un triangle ABC est : @S:é‘det(A—B;R)‘

- S:é\det(%;m)\ : OSzé‘det(FA;FB)‘

Exzemple 2
Calculer Vaire du triangle ABC soachant que A(2;-4), B(1;3) et C(=2;7)

Solution

-4

— - -1
On a AB(-1,7) et AC(-4;11) donc det(AB;AC’)z‘ - 1

‘:17.

Par suite Vaire du triangle ABC est : S=é‘det(TB;R’)‘=%=4.5
Apoplication 1
On considere les points : A(5;7), B(2;3) et C(9;4)
1) Calculer AB.AC et det(AB;AC)

2) En déduire la noture du triangle ABC
3) Calculer les distances AB, BC et CA
4) ) Caleuler cos(BA; BC) et sin(BA; BC)

A

b) En déduire la mesure principale de ’angle orienté (ﬂ,ﬁ’)
5) Calculer Vaire du triangle ABC
2) Vecteur normal & une droite — équation cartésienne d’une droite
Activité 2 :
Soit (A) la droite d’équation cartésienne ax+by+c=0 tels que a;b;ce R et (a;b) % (0;0)
1) Déterminer les coordonnées d’un vecteur directeur u de (A)
2) Montrer que le vecteur ;z(a;b) et u sonmt orthogonau.
Omn dit que n(a;b) est un vecteur normal & la droite (A)
3) Soit (D) la droite passant par A(z,;y,) et de vecteur normal n(a;b)
a) Montrer que pour tout point M(z;y) du plan, on a : M(z;y) e (D) < nAM =0
b) En déduire que M(z;y)e (D)<= a(z—z,)+bly—y,)=0

Pl B B
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A retenir 2 :

Soit (D) une droite du plan.

e Tout vecteur non nul et orthogonal & un vecteur directeur de la droite (D) est appelé vecteur normal & la
droite (D)

e Si une équation cartésienne de (D)est ax+by+c=0 alors : le vecteur ;L(a;b) est normal a la droite (D)
et ﬁ(—b;a) est un vecteur directeur de la droite (D)

o [’équation cartésienne de (D) la droite passant par A(z,;y,) et de vecteur normal ;L(a;b) s’obtient par
I’équivalence M(z;y) e (D) < nAM =0

Exemple 3

1) Déterminer un vecteur normal & la droite (D) dans les cas suivants :

@) (D)iz—dy+1=0 ; b) (D):§x+3=0 . o) (D)iy=2

2) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par le point A et de vecteur mnormal n dans
les cas sutvants :

a) A(4;-1)et n(L;-3)

b) ANZ,—V2) et n(242;342)
3) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par A(4;2) et de vecteur directeur 1;(—1;3)

Solution

1) a) On a Véquation cartésienne de (D) s’écrit : 1z +(—4)y+1=0donc le vecteur ;z(l;—4) est un vecteur

normal & la droite (D)
- 2
b) On a Véquation cartésienne de (D) s’écrit : §x+0y+3=0 done le vecteur n(E;O) est un vecteur mormal

a la droite (D)
c) On a Véquation cartésienne de (D) s’écrit : Oz +1y—2=0donc le vecteur ;L(O;l) est un vecteur normal
a la drotte (D)
2) a)
Méthode 1
On o M(z;y)e (D)< nAM =0 or n(l;-3) et AM(z—4y+1)
Alors M(z;y)e(D) = I(z—49)+(-3)(y+1)=0
Sr—-3y—-7=0. Ainsi (D):z—3y—7=0
Méthode 2
L’équation cartésienne de (D) s’écrit : (D):ax+by+c=0
C’est-a-dire : (D):lz—3y+c=0
Puisque Ae(D) alors Iz, -3y, +c=0
C’est-a-dire : Ix4-3x(=1)+c=0, douw c=7
Ainsi (D):x-3y-7=0.
b) On o M(z;y)e (D)= nAM =0 or n(2v2;32) et AM(z—2;y+~/2)
Alors M(z;y) e (D) < 242z —2) + 342y +/2) =0
o 2J20-4+3V2y+6=0. Ainsi (D):2422+32y+2=0

3) Rappel : si u est un vecteur directeur de lo droite (D) passant par A, alors :
Me(D)<= u et AM sont colinéaires.
< det(AM;u) =0
x—4 -1
y—2 3

z—z, —1

Y=Y, 3

On a : M(zjy) e (D) < det(AM;u) =0 < SRS

‘=0<:>3(:1:—4)+(y—2)=0

S 3r+y—14=0. Ainsi Iéquation cartésienne de (D) est (D):3z+y—14=0
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Application 2

Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) dans les cas suivants :
- 1
1) (D) passe par le point A(I;2) et de vecteur mormal n(2;§)

2) (D) passe par le point A(2;3) et paralléle & la droite (A):z+2y—3=0
3) (D) passe par le point A(5;-2) et de vecteur directeur u(1;2)

r=4+2t

I(teR
y=—1+3t (tek)

4) (D) passe par le point A(-2;1) et orthogonal & la droite (A):{

5) (D) passe par les points A(L;—1) et B(I;3)
N , r=1+t
6) (D) a une représentation paramétrique s’écrit : (D):{ oy lteR
Yy=<-

T) (D) & une équation réduite s’écrit : (D):y= §$+é

Remarque 2 : Condition de perpendicularité de deux droites

Si les droites (D) et (D') sont définies respectivement par les équations cartésiennes az+by+c=0 et
a'cr+b'y+c'=0 alors |2||(D) 1D aa'+bb'=0|
Exzemple J

1) (A):z—6y+2=0 et (A):6z+y+1=0
2) (A):2z—y+3=0 et (A):z+y+2=0
=1+2t
3) (A):iz—y+4=0 et (A'):{x /(teR)
y=—1+3t

Solution
1) Puisque Ix6+(—6)x1=0 alors :(A) L(A")

Or det(nu) =

3 ‘:3+2 =5#0 alors (A)et (A) ne sont pas perpendiculaires.

3) Distance d’un point & une droite
Activité 3 :
Soit (D) la droite du plan d’équation ax+by+c=0 et de vecteur normal ;z(a;b)

On consideére le point H le projeté orthogonal de A(z,;y,)sur lo droite (D)
1) Vérifier que az, +by, =—c et ‘cos(ﬁ;;z)‘:l

2) En déduire que AHn= —(az, +by, +c)et ‘Eﬁ‘ = AHxHﬁH

Lo distance AH est appelé la distance du point A d la droite (D) et on la note d(A;(D))

|a:v/1 +by, + c|

Ja? +b?

3) En déduire que d(A;(D)):AHz

A retenir 3 :

Soit (D) la droite du plan d’équation ax+by+c=0 et A(z,;y,) un point du plan.

|a:c‘,l Rl c|

La distance du point A & lo droite (D) est d(4;(D)) =

Exemple 5
Calculer lo distance du point A(5;-3) & la droite (D) d’équation 3z+2y+4=0
Solution

|32+ 2y, +4] _[3x5+2x(=3)+4 _ 13 _J3

Ja? b NEET N T -

Lo distance du point A & la droite (D) est : d(4;(D)) =




Apoplication 3

Calculer lo distance du point A & la droite (D) dans les cas suivants :

r=1+21
1) A(2;-3)et (D):z—y+3=0 ; 2) A(L-1)et (D):2z—4y+3=0 ; 3) A(5;—4)et (D):{ o3 /(teR)
Yy=<-

4) Equation cartésienne d’un cercle

Activité j :

A-Soit (C) le cercle de centre Q(I;1) et de rayon 2

1) a) Calculer les distances QA ,QB et QC tels que A(3;1), B(2;2)et C(3+12)

b) En déduire les points appartenant & (C) parmi les points A, B et C
2) Soit M(z;y) un point du plan.

a) Calculer la distance QM en fonction de x et y

b) En déduire que M(z;9)e(C) < (z—1)° +(y—-1)°=2°
L équation (z—1)° +(y—1)° =2° est appelé Iéquation cartésienne de cercle (C)
B- Soit (C) le cercle de centre Q(a;b) et de rayon R (avec a;b;ReR et R>0)
1) Montrer que V'équation (z—a)’+(y—b)° =R’ est ’équation cartésienne de cercle (C)
2) Montrer que ’équation précédente peut s’écrire sous la forme z° +y” —2az—2by+c=0 ou c=a’ +b° - R’
C- Soit A(3;1) et B(2;2) deux points distincts dans le plan et (C) le cercle de diametre [AB]
1) Vérifier que M(z;y)e(C) < AM L BM
2) En déduire que M(z;y)e(C) < 2° +y° —5z-3y+8=0
A retenir j :

1) e Soit Q un point du plan et R un réel strictement positif.

Le cercle (C) de centre Q et de rayon R est ensemble des points M du plan tel que : QM =R

On le note C(Q;R).

e L’ensemble des points du plan M(fv;y) tel que (r—a)’ +(y—b)" =R’ est un cercle de centre Q(a;b) et de
rayon R .

e L’équation (z—a)’+(y—>b)° =R’ est appelée l’équation cartésienne du cercle (C) de centre Q(a;b) et de
rayon R .

e On peut écrire équation cartésienne du cercle (C) de centre Q(a;b) et de rayon R. sous la forme :

2) Soit A(z,;y,) et B(zy;y,) deun points distincts du plan :

x2+y2—2a:1:—2by+c=0| ow c=a’+b°-R’

o Le cercle de diameétre [AB] est ’ensemble des points M du plan tel que AMBM =0

o [’équation cartésienne du cercle de diametre [AB] est @" -z )r—2,)+W-y,)Y—yp) = 0|

Exemple 6
Déterminer I’équation cartésienne du cercle (C) dans chacun des cas suivants :

1) (C) est de centre Q(2;-1) et de rayon R=22.
2) (C) est de centre Q(1;3) et passant par A(-1;2) .
3) (C) est de diametre [AB]teLs que A(-4;3) et B(2;-1).
4) (C) est de centre Q(2;-1) et la droite (A) d’équation (A):z—3y+5=0 tangente o (C).
Solution
1) Ona:a=2 , b=—1 et R=22
Méthode 1
L’équation cartésienne du cercle (O) est : (z-2)° +(y—(-1)° =(2\/§)2

C’est-a-dire 2° —4zx+4+y° +2y+1=8 ce qui donne : z° +y° —42+2y—-3=0
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Méthode 2

L’équation cartésienne du cercle (C) est z° +y”° —2x22-2x(=1)y+c=0 ol c=a’ +b* - R’

On a :c=2°+(-1)7 —(24J2)’ = -3, d’ot 'équation cartésienne du cercle (C) est z° +y° —4z—2y—3=0
2) Ona:a=1, b=3 etle rayon de (C) est RzAQz\/(l—(—l))2 +(3-2)° =5

Donc Véquation cartésienne du cercle (C) est z° +y° —2xIz—2x3y+c=0 oW c=a’ +b° — R’
Ona:c=I"+3 - (\/3)2 =5, d’ou Véquation cartésienne du cercle (C)est z°+y° —22—6y+5=0
3) Méthode 1

L’équation cartésienne du cercle (C)est : (z—z)(z—2,)+(y—y,)(y—y,;)=0

C’est-a-dire (r—(-))(z-2)+({y-3)(y—(-1))=0 ce qui donne : z°+y° +22x—-2y—11=0

Méthode 2

Le centre du cercle (C) est le milieuw Q de [AB]

On sait que : a:g:Q:xAerB T2 e bzyQ:yAerB =3+(—1)=1
2 2 2 2
2+4)° +((-1-3)°
Le rayon du cercle (C)est R:A7B:\/( 4 ;(( 3) =13

Donc Véquation cartésienne du cercle (C)est 2° +y° —2x(~)z—2xIy+c=0 ou c=a’ +b° —R*
Ona:c=(-1)"+r —(\/E)2 =-11, d’ou Véquation cartésienne du cercle (C)est z°+y° +22—2y—11=0
4) Ona:a=2, b=-1 et puisque (A) est tangente a (C) alors le rayon de (C)est :

=3y, +5| |2-3x(-1)+5] |10
R e

Ja? + v JE+(=3)7 V10

Donc Véquation cartésienne du cercle (C)est z° +y” —2x22-2x(=1)y+c=0 ol c=a’ +b* - R’

R=d(€(A)) =

On a :c=2"+(-1)° - (10)* ==5, d’ou V’équation cartésienne du cercle (C)est 2° +y° —4o+2y—5=0
Application A

Déterminer I’équation cartésienne du cercle (C) dans les cas suivants :

1) (C) est de centre Q(-1;2) et de rayon R=3

2) (C) est de centre Q(—4;3) et passant par A(-1;0)

3) (C) est de diametre [AB]tels que : A(=L3)et B(0;3)

4) (C) est de centre Q(-1;1) et la droite (A) d’équation (A):4z—5y+3=0tangente & (C)

5) (C) est le cercle circonscrit au triangle ABC'tels que A(1;2), B(7;4) et C(-1,0)

6) (C) passe par les points A(4;,—3), B(0;5) et de centre Q appartient & la droite (D) d’équation z+y—1=0

3) A(5;—4) et (D):{“;?f /(teR)

5) Ensembles des points M(z;y) du plan tel que z°+y’ +az+by+c=0

Activité 5 :

Soient (a;b;c)e R’ et () Vensemble des points M (z;y) du plan vérifiant équation z° +y° +ar+by+c=0
ij a4 —de

2
1) Montrer que M(z;y)e(l“)@(xjtgj +(y+5 y

2
2) On pose Q(—%;—%j, en déduire que M(z;y)e(T) < QM =

3) En déduire la nature de () dans chacun des cas suivants a’ +b” —4c>0, a* +b° —4c=0 et a® +b° —4c<0

A retenir 5 :
Soit () Vensemble des points M (z;y) du plan vérifiant : 2° +y° +az+by+c=0 ol (a;b;c) e R’

NJa? +b* —4e

Si a” +b° —4c>0 alors (I') est le cercle de centre Q(—%;—g) et de rayon R= 5
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2

Si a” +b° —4c<0 alors (I) est ’ensemble vide.

Si a® +b° —4c=0 alors (I) est Q(—%;—éj

Exemple 7

Déterminer la nature de Vensemble (I') des points M(z;y) du plan dans chacun des cas suivants :

1) (D):2’ +y° +42—6y+9=0 ; 2)(T): 2" +y’ +62—-4y+16=0 ;0 8) (D): 2’ +y° +42+10y+29=0
Solution

1) Méthode 1
Ona:a=4 ,b=—6 et c=9 donc o’ +b° —4c=4"+(-6)" —4x9=16>0 par conséquent (I') est le cercle de

/ 2 2
centre Q(—%;—g) et de rayon Rz# c’est-a-dire Q(-2;3) et de rayon R=2
Méthode 2

M(a:;y)e(l“)@:f+y2+4a:—6y+9=0
<:>(x2+4:v)+(y2—6y)+9=0
e (2" +2x20+2%)—4+(y’ - 2x3y+3")-9+9=0
c>(:r:+2)2+(y—3)2:4:22
Donc (d’apres la regle 11) @ (') est le cercle de centre Q(-2;3) et de rayon R=2
2) Méthode 1
Ona:a=6 , b=—4 et c=16 donc a’ +b° —4c=6" +(—4)" —4x16=—-12<0 par conséquent (I') est ’ensemble
vide.
Méthode 2
M(z;y)e(l“)<:>ﬁ+y2+6$—4y+16=0
& (2" +62)+(y* —4y)+16=0
S (z+3) -9+(y—2) —4+16=0
o (2+3) +(y-2) =-3<0
Donc : (I') est l’ensemble vide.

3) Méthode 1
Ona:a=4,b=10 et c=29 donc a’ +b° —4dc=4"+10"-4x29=0, d’ot (') est le singleton Q(-2;-5)
Méthode 2 . 3;;_3\3 A.i),w{}
M(x;y)e(F)@x2+y2+4x+10y+29=0 j '
& (2" +4z)+(y* +10y)+29=0

o (2+2) —4+(y+5) -25+29=0
<:>(x+2)2+(y+5)2=0
c>(a:+2=0 et y+5=0)
<:>(:U=—2 et y=—5)

Donc (I') est le singleton Q(-2;-5)

Application 5

Déterminer la nature de 'ensemble (T') des points M (x;y) du plan dans chacun des™ee
1) 2 +y’ +o—4dy+5=0 ; 2) 2°+y° —2z+4y—-4=0 ; 3) (z-1*+@w+2)°=0 ; }) 2°+y’=
6) Intérieur et extérieure d’un cercle

A retenir 6 :

Soit (C) le cercle de centre Q et de rayon R, M est un point du plan :

— M est sur le cercle (C) < QM =R

— M est a Vintérieur du cercle (C) < QM <R
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— M est a Vextérieur du cercle (C) < QM >R

Si (C):2° +y° +az+by+c=0 est une équation cartésienne du cercle (C) alors :
— M(z,;y,) est sur le cercle (C) < z,° +y,,° +az,, +by, +c=0

— M(zy;y,) est & Vintérieur du cercle (C) < z,° +vy,,° +az,, +by, +c<0

— M(z,;y,) est & Vextérieur du cercle (C) < z,,° +y,,° +az,, +by, +c>0

Exemple 8
1) Déterminer la position du point M par rapport au cercle (C) dans chacun des cas suivants :
a) C(Q(2;3);1) et M(-12) ; b) (C):2® +y° =2z +4y=0 et M(0;0)

2) a) Déterminer ’ensemble des points M(z;y) du plan tel que : z°+y° —2z+2y—7=0

b) Résoudre graphiquement Vinéquation : 2° +y° —2x+2y—-7<0

)
c) Résoudre graphiquement l'inéquation : z—y>0

d) Résoudre graphiquement le systéme suivant : {IZ ty - 204 2y=7<0
z—y>0
Solution
1) a) On a : le rayon de (C) est R=1 et )
QM =\[(-1-2)* +(2-3)* =[10> 1

Donc M est & Vextérieur du cercle (C) .

b) On sait que : (C)est de centre Q(—%;—g) et de EEREENEEY- (D

Va© +b” —4e <

rayon R=

Y P )
Or a=-2,b=4 et c=0 alors Q(;;-2) et R=5 d) Les solutions graphiques du systeéme :

=J(0-=1)? 2= J5= Ty’ —22+2y-7<0
Ona QM \/(0 7 +(0+2) J5=F {x Y A sont les couples (z;y) de
Done M est sur le cercle (C). r—y>0
2)a)Ona:a=-2 ;b=2 et c=-7 . coordonnées des points situés & lintersection de
Done a’ +b” —4e=(-2)" +2° —4x(-7)=36>0. Vintérieur du cercle (C)avec (DY)
Par conséquent (C)est le cercle de centre C’est-a-dire les couples (z;y) des points appartenant
[2 12 a la partie colorée de la figure ci-dessous :

Q(—%;—g) =Q(1;—-1) et de rayon R:# =3 s

b) Les solutions graphiques de l'inéquation
2’ +y° =22+ 2y—7<0 sont les couples (z;y) de

coordonnées des points situés a lVintérieur du cercle

(C) précédente.

c) Les solutions graphiques de l’inéquation
x—y>0 sont les couples (z;y) de coordonnées des

points situés dans le demi-plan (D7) tel que (D) est la

droite d’équation :z—y=0 :

Application 6

1) Déterminer la position du point A par rapport au cercle (C) dans les cas suivants :
a) C(Q(-12);410) et A(2;1)
b) (O):a® +y* +2z—4y—4=0et A(-10)
2) a) Déterminer la nature de 1’ensemble () des points M(z;y) du plan tel que z° +y° +62—2y+6=0
b) Résoudre graphiquement Vinéquation :2° +y° + 6z —2y+6 <0
3) a) Résoudre graphiquement l'inéquation : z+2y—1<0
P +y’ +62—-2y+6<0

b) En déduire les solutions graphiques du systéme :
z+2y—1<0



T) Représentation paramétrique d’un cercle
Activité 6 :

Soit (C) un cercle de centre Q(a;b) et de rayon R

Partie 1 : M un point de (C) tel que (E;T—M)Eé’[%r] (eR)
1) Montrer que .QM = Rcos()

2) Vérifier que (j;QM) E%—H[27r] et en déduire que j.QM = Rsin(6)

3) Soit (z;y) le couple des coordonnées du point M

a) Déterminer les coordonnes du vecteur QM et en déduire que :
QM = (z—a)i+(y—"b)j

b) En déduire que iQM=z-a et jJQM=2-b

r=a+ Rcos(ﬁ)

y=b+ Rsin(@)

=y
ﬂ-_ll

¢) En déduire que M(z;y)e(C’):{ 10eR

Partie 2 : Soit M(z;y) int du plan. Mont M(zy)e(C) < (30 R)/ v =ac+feos(6)
aTte 200V ,Y) un povn U PLaT. ontrer que x,y)e < y:b+Rszn(9)

. r=a+ Rcos(6) i 3 . Lo
Le systéme ] [0 eR est appelé une représentation paramétrique du cercle (C)
y=b+ Rsin(6)
A retenir 7 :

Le cercle (C)de centre Q(a;b) et de rayon R est l’ensemble des points M(z;y) du plan qui vérifient le systeme

z=a+ Rcos(0
(S):{l a+ Rcos( )/HER

y =b+ Rsin(0)

Le systéeme (S) est appelé une représentation paramétrigue du cercle (C)
Exzemple 9
1) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (C) dans chacun des cas suivants :

a) (C)est de centre Q(2;3)et de rayon R=5 ; b) (O):a’ +y* —22+6y—6=0

=1++/2cos(6
2) Déterminer l’ensemble (C) des points M(z;y) du plan tel que : v =1+/2c05(6) (P eR)
y=—-3+ \/Esz'n(é’)

, ) . ) N , : Lo z =1+ 3cos(t)

3) Déterminer V’équation cartésienne du cercle (C)de représentation paramétrique : 14 3sin(t) (teR)
y=—1+3sin

Solution

=2+5cos(0
1) a) une représentation paramétrique du cercle (C)est donnée par ! oc.m( ) (BeR)
y =3+ 5sin(6)

b) Déterminons le centre et le rayon de (C)
M) e(C) o2’ +y° —224+6y—6=0=12"-22+y° +6y—6=0< (2° =20+ 1) -1+ (y° +6y+9)—9-6=0
S@E-1)°+@wW+3)=16=4". D’ou (C)est de centre Q(I;,-3) et de rayon R=4
z=1+4cos(0)

Donc une représentation paramétrique du cercle (C)est le systeme : ) (BeR)
y=—3+4sin(0)

R)

2) On o M(zy) e (C) = {T = 1+/2cos(6) (OcR) = {lﬁ_ 1=2cos(6) e

y=-3+ \/Esz'n(é’) y+3= \/Esin(e)
Done M(z;y) € (C) = (z—1)" + (y+3)° = 2cos” (8) + 2sin” (8) = 2(cos” (0) + sin’ (0)) = 2 = \/52
C’est-a-dire que (C)est le cercle de centre Q(I;-3) et de rayon R=A2

x=1+3cos(t) (teR) {x —1=3cos(t)
y=—1+3sin(t) y+ 1= 3sin(t)
Donc (z—1)° +(y +1)° =9cos” (t) + 9sin” (t) = 9(cos” () + sin”(t)) = 9

3) On a M(x;y)e(C)@{ (teR)

C’est-a-dire (z° -2z+1)+ (" +2y+1)=9 d’ou finalement 2° +y° —22+2y—7=0 6



Application 7
1) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (C) dans les cas suivants :

a) (C)est de centre Q(I;—4) et de rayon R=+/3

b) (O):(z-3)° +(y+5)" =9

c) (C):z’ +y’ +6x-8y+23=0
2) Déterminer l’équation cartésienne du cercle (C)dans les cas suivants :
z=1+5cos(0)
y=-2+5sin(0)

a) (C’):{ eR)

x =cos(t)

b) (C):{ (teR)

y=-3+sin(t)
8) Positions relatives d’une droite et d’un cercle

A retenir 8 :
Soit (C)le cercle de centre Q et de rayon Ret (D) une droite dans le plan et soit d =d(Q;(D))la distance du

point Q a la droite (D)

Si d(€;(D)) >R alors Si d(€2;(D)) =R alors intersection Si d(;(D)) <R alors 'intersection
Vintersection de (D) et (C)est de (D) et (O)est le singleton {H} ou | de (D) et (C)est un bipoint {A;B} :
vide : (D)N(C)=C H est le point de contact de (D) et | (D) (C)={4;B}

du cercle (C) : (D) (C)={H}

d(2;(D))=0H

Solution

Ja© +b7 —4e
2

1) On sait que (C) est de centre Q(—%;—g) et de rayon R=

Or a=-1; b=—6 et c=0 alors (C) est de centre Q(é;é’) et de rayon Rz%
(I 7
N e I
=2 = y donc d(Q;(D))<R

On a d(©;(D))

R R N
Par conséquent, la droite (D) coupe le cercle (C) en deux points A et B

Déterminons le couple des coordonnées de A et de B

M(a:;y)e(D)ﬁ(C)@{M(x;y)e(D)o{x_y_IZO Q{”f:?/“ { -

M(z;y) € (C) 4y’ —x—6y=0 (y+1)° +y° —(y+1)—6y=0 2y =5y=0
5 7
r=y+1 r=y+l r=0+1=1 r=oH=3
=3 = 5 < ou
y(2y-5)=0 y=0 ou y=— y=0 5
2 Z/=§

Ainsi les points d’intersection de (D) et (C) sont : A(L;0) et B(g;g)

2) On a (C) est de centre Q(I;—1)et de rayon R=+5

|22, +yo +4] |2x1-1+4] 5]
On a d(&; (D))= = =-—
27 4 1P 5 V5

=5 done d(Q;(D)))=R par conséquent, la droite (D) coupe le cercle

(C)en un point H . ((D) est tangente au cercle (C))



Déterminons le couple des coordonnées du point H :
M(z;y) € (D) 2x+y+4=0 y=—2x—4 y=—-2r—4
M(z;y) € (D)N(C) < _ ) 5 ) B < ) 0 ons
M (z;y) € (C) (z-I)" +@w+D)" =5 (z=1)"+(-2z-4+1)" =5 (z-D)"+(-22-3)" =5
y=—2z-4 y=-21—4 y=—-2z—-4
=17, , =2 e
t’ =20+ 1+42° +12z+9="5 527 +10x+5=0 ’+2:+1=0
=-2r—4 1=0 =—1
! ‘z = o =" , ainsi le point d’intersection de (D) et (C) est H(-1-2).
(z+1)°=0 y=-2z-4 y=-2
3) On a (C)est de centre Q(0;0) et de rayon R=3 et (D):0x+1y-4=0
|0z, +yo —4] _|0x0+0-4|

NO 4+ 1P 1

On a d((D))= =4, doncd(€2;(D)) > R, par conséquent (D) (C)=Q

Application 8

Etudier Uintersection de la droite (D) et du cercle (C)dans les cas suivants :

1) (D):3x+4y—-3=0 ; (C):x° +y° —z—-Ty=0

2) (D):—4x+3y—20=0;(C):z° +y’ =4z —2y—20=0

3) (D):y=2-6; (C):2° +y° =16

9) Equation cartésienne de la tangente en un point d’un cercle

Activité 7 :

Soit (C) le cercle de centre Q(a;b) et de rayon R, A(z,;y,)un point du cercle (C) et (T') la tangente au cercle
(@) en A

1) Déterminer un vecteur normal & la droite (7°)

2) En déduire que M(z;y)e(T) < AQAM =0

3) En déduire que M(z;y)e(T) <= (a—z,)(z—z,)+0-y)y-y,)=0

A retenir 8 :

Soit (C) un cercle de centre Q et A un point de (C)

La tangente (T) au cercle (C) au point A est ’ensemble des points M du plan tel que AQAM =0
M(zy) e (T) < AQ.AM =0

Exemple 11

Vérifier que le point A appartient au cercle (C) puis déterminer une équation cartésienne de la tangente (7))

au cercle (C) au point A dans les cas suivants :

1.3

@) :x*+y’ +x=2y=0 et A0;0) ; 2) (C):(@=2)+(@y-4)"=4 et A(2;2) ; 3) (C):z’+y’ =1et A(—5,7)

Solution
1)Ona: z’+y’+z,-2y,=0+0=0, donc Ae(C)

Ona (O):2° +y* +2x—-2y=0, donc (C) est de centre Q(—%;—g):Q(—é;—_—;):Q(—é;l)
Donc : M(x;y)e(T)@E.WzO
(20 -2, )(2-2,)+ (v —4,)(y—1,) =0 <:>(—é—())(:z:—())+(1—0)(y—0):0, ainsi (T):éx—yzO
2) Ona: (z,-2)  +(y,-4)°=(2-2)+(2-4)°=4, donc Ae(C)
Ona (O):(z-2)+(@y—-4)°"=4, donc (C) est de centre Q(2;4)
Donc : M(m;y)e(T)@E.szc(%—:E{A)(a:—xA)nL(yQ—yA)(y—yA)=0<:> C-2)(z-2)+(4-2)(y—-2)=0

& 2y—4=0, d’ou finalement (T):y—2=0

2 2 I, N3y, 13
3) Ona: z°+y,” =( 2) +( 2) 4+4 donc Ae(C)

On a (C):2° +y° =1, donc (C) est de centre Q(0;0)
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V3. 3

M(zy)e(T) = AQAM =0 < (15—, )(z-2,)+(yo — ) (y-1,) =0 (0+é)(x+é)+(0——)(y——)=0

2 2
1 1 3 3 1 43
S—t+———y+—-=0—z——y+1=0, ainsi (T):z—-+3y+2=0
PEAET Al 25 Y ) (T):z -3y

Application 9

Vérifier que le point A appartient au cercle (C)puis déterminer 1’équation cartésienne de la tangente au cercle
(C) au, point A dans chacun des cas suivants :
1) (C):2” +y’ —22+6y—19=0 et A(-1,2) ; 2) (C):(z+2)° +({y—3)" =25 et A(=5;7); 3) (O):2°+y° =5 et A(-1;2)

Exercice de synthése 1

Trouver les tangentes au cercle (C)d’équation (z—3)” +(y—1)° =9 qui sont paralléles a (D):3x—4y=0

Exercice de synthése 2

Vérifier que le point A(4;-2) est & Vextérieur du cercle (C)d’équation : (z—3)° +(y—1)° =5 puis trouver les
équations cartésiennes des tangentes au cercle (C)issues de A

Exercice de synthése 3

Soit (C,) Vensemble des points M (z;y) du plan vérifiant z° +y° —2mz +(m+2)y—3m—-4=0 tel que m est un

parametre réel.

1) Montrer que (C) est un cercle et préciser son centre Q et son rayon R

m

2) Déterminer (D) Vensemble des centres Q de (C)) st ont varié m dans R
3) Montrer que tous les cercles (C) passent par deux points fixés A et B

4) Montrer que (D)L (AB)

m

10) Inégalité de Cauchy-Schwarz / Inégalité triangulaire
Activité 8 :

Soit u et v deux vecteurs du plan.

1) Montrer que H&Hx”&”g‘&i‘ et que H&Hx”&”:\ﬁ%\@(ﬁ et v sont colinéaires )
2) En déduire que V(z;z%y;y)eR’ : (mZ +y2)($'2+y'2)2(l‘$'+yy')2

3) Montrer que “&“+“5“2“&+5” et que “&“4_“5“:“&—’_5“ <:>(1; et v sont colinéaires )
4) En déduire que “&—EHZH‘Q“—HBM

5) Soit u, ,u, ....et u_ des vecteurs du plan (neN"). Montrer par Técurrence que (VneN*) ZHIZ““Z
k=1

A retenir 9 :

Soit u et v deuxs vecteurs du plan.

1) « Ona : H&“XH’;HZ‘&;‘ (cette inégalité est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz)

. “u”xuv“=‘uv‘<:>(u et v sont colinéaires )

2) « Ona : Hﬁ“+”5”2”ﬁ+5” (cette inégalité est appelée inégalité triangulaire)

° Hu”+“v”=”u+v“ <:>(u et v sont colinéaires )

Apoplication 10

1) Soit (7;y;2;t) e R .En utilisant V'inégalité de Cauchy-Schwarz. Montrer que :

a) (1+z2)(lerZ)Z(ery)2 ; b) (a:z+y2)((a:—z)2+(y—t)2)2(a:t—yz)2

2) En utilisant Vinégalité triangulaire montrer que : (V(z;y) e R?) 1/(:5—1)2 +(y—1)2 1”242

Remarque 8 : Généralisation de ’inégalité triongqulaire

Soit neN". Pour tous vecteurs uT ,ut ) 4 17” du plan on a : (VneN*) i”@”z
k=1

n.o__
Z U,
k=1
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Résumé 6 : Analytique du produit scalaire dans le plan

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O;f; 3)

Soient ﬁ(x;y) et {/(x';y') deux vecteurs du plan, alors :

[Lwv = a2+ yy'
H==r

AB :\/('TB _$44)2 +(p _yA)Q

(o]

[co]

cos(t;0) = ==
||’11,|| X ||U||

-~ det(uiv
sin(u;v) = det(u;v)

o <[]

e L’aire du triangle ABC est : S=é|det(ABh;AC;)|

[l ]2 e o]

o L’inégalité de Cauchy-Schwarz : ||ZL||X||;||Z|{L;|

e [inégalité triangulaire

N
e det(AB;AC)=| " ¢
Yap Yac
e cos(AB;AC) = ABAC
ABxAC
osin(A—B;A—C)z%ijéj)
X

S = é\det(ﬁ*;ﬂ)\
S = é‘det(m;@)‘

. (Vn € N*) i”i” >
k=1

° E(171? —T,Yp —Y4)

TiB Yap

° M./TC=:L“AB-X$A(; T Y45 > Yac

* AB :\[(xAB')Z +(ym)2

T
Z Uy
k=1

. le vecteur ;L(a;b) est normal & (D):ax+by+c=0
e [’équation cartésienne de (D) la droite passant par
A(z;y,) et de vecteur normal n(a;b) s obtient par
I’équivalence M(z;y) e (D) < nAM =0

o Si (D)iax+by+c=0 et (D):a'z+b'y+c'=0 alors
9](D) L (DY) < aa'+bb'=0)|

e Soit (D) la droite du plan d’équation ar+by+c=0 et

x, +by +C|
0] a( A;( D))= 2% Pva+

A(z;y,)un point du plan :

o Soit R un réel strictement positif.
L’ensemble des points du plan M(z;y) tel que

(r—a)’ +(y—b)" =R est un cercle de centre Q(a;b)
et de rayon R.

e Omn peut écrire |’équation cartésienne du cercle de
centre Q(a;b) et de rayon R. sous la forme :

|T) +y° —2am—26y+c=0|
o L’équation cartésienne du cercle de diametre [AB]
est[13](z—z,)@—2,) + (y—v.)y—y,) =0

Soit (I') Vensemble des points M(z;y) du plan

vérifiant : 27 +y° +ax+by+c=0 ol (a;b;c) e R’

ol c=a’+b°—R’

Si a® +b” —4c>0 alors (') est le cercle de centre

Na® + b —4e

a b
Q(——;——) et de rayon R=
( p 2) Y p

2

Si a” +b° —4c<0 alors (') est I’ensemble vide.

Si a® +b” —4c=0 alors (') est Q[—%;—éj

Soit (C) le cercle de centre Q et de rayon R et
M un point du plan :
— M est sur le cercle (C) < QM =R
— M est a Vintérieur du cercle (C) < QM <R
— M est a Vextérieur du cercle (C) < QM >R
Si (C):2” +y° +ar+by+c=0 est une équation
cartésienne du cercle (C) alors :
— M(z,;y,) est sur le cercle (C)
<, +y,’ +az, +by, +c=0
- M(z,;y,,) est & Vintérieur du cercle (C)
<, +y,” +az, +by, +c<0
- M(z,;y,) est & Vextérieur du cercle (C)
<, +y,’ +az, +by, +c>0
o Le cercle (C) de centre Q(a;b) et de rayon Rest
Vensemble des points M (z;y) du plan qui vérifient

r=a+ Rcos(O
le systeme {T o (OS()

y=b+ Rsin,(é?)

/0eR

Soit (C) le cercle de centre Q et de rayon Ret
(D) une droite dans le plan et soit d =d(Q;(D)) la
distance du point Q & la droite (D)

— Si d>Ralors (D)N(C)=C

— Si d=Ralors (D)N(C)={H}

— Si d<Ralors (D)N(C)= {A;B}

o [’équation cartésienne de lo tangente (T) au
cercle (C) au point Ae(C) s’obtient par
1’équivalence M(zy)e(T) < AQAM =0
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Le plan est rapporté au repére orthonormé (O;E;})
Exercice 1

On pose - A(L;-1), B(-1,1) , C(\N3;/3) et D(1;0)
1) Calculer AB ;AC ; ACAB

2) Calculer cos(AC;AB) et sin(AC;AB)

3) Déterminer la nature du triangle ABC

4) Montrer que 'équation z+y=0 est une équalion

cartésienne du droite (AB)
5) Calculer d(C;(AB)) la distance du point C d (AB)

6) En déduire l'aire du triangle ABC par deux
méthodes.

7) Soit (C) le cercle passant par C et de centre A
a) Vérifier que z° +y° —21+2y—6=0 est une
équation cartésienne de (C)

b) Montrer que B € (C) puis déterminer l’équation

cartésienne de la tangente au cercle (C) au point B
c¢) Soit (A) la droite passant par D et paralléle ¢ (AB)

Montrer que z+y—1=0 est une équation de (A)
d) Etudier lintersection de (A) et du cercle (C)
Exercice 2

On considere les points :

A(2;-1), B(-4;-3), C(3;1) et D(1;-3)

1) Calculer AB ;AC ; AC.AB

2) Calculer cos(AC;AB) et sin(AC;AB)

3) En déduire la mesure principale de (TC,EJ

4) Déterminer une équation cartésienne de la droite
(D) passant par B est perpendiculaire a (AD)

5) Montrer que 2[5 est la distance du point A (D)
6) Montrer que l’équation cartésienne du cercle (C)
de centre A et la droite (D) tangente a (C) s’écrit :
7’ +y’ —4da+2y—15=0

7) Déterminer une représentation paramétrique de
(@)

8) Déterminer (') l'ensemble des points M(z;y) du
plan tel que ° +y° +22+4y—5=0

9) Etudier lintersection de la droite (A) d’équation :
y=z—3avec ()

10) Résoudre graphiquement :

y>r—3
2 +y’ +2r+4y—-5<0

Exercice 3

On considére les points : A(-1;-1), B(7;3) et C(-2;6)
1) Déterminer les cordonnées de I, J, K les milieux des
segments [AB] ,[BC’] et [C’A] respectivement

2) Déterminer les cordonnées des vecteurs AB, BC et
CA
3) Soit (D,) la médiatrice du segment [AB]
a) Donner un point de (D,) et un vecteur normal ¢ (D,)
b) En déduire que les équations cartésiennes des

médiatrices (D,) ,(D,) et (D,) des segments [AB] ,[BC]
et [C’A] respectivement s’écrit sous la forme :
D):22+y-7=0; (D,):32—y—-3=0 ; (D,):2-7y+19=0

¢) Montrer que (D)) ,(D,) et (D,) sont sécants en un
point Q a préciser

d) On suppose que Q(2;3)
Montrer que QA=QB=QC=5 puis expliquer ce
résultat.
Exercice 4
On consideére les points : A(—1;-1), B(7;3) et C(-2;6)
1) Déterminer les coordonnées des vecteurs AB ,BC et
CA
2) Soit (D,) la hauteur du triangle ABC issue de A
a) Donner un point de (D,) et un vecteur normal a (D,)
b) En déduire que les équations cartésiennes des

hauteurs (D,) ,(Dy) et (D,) du triangle ABC issue de
A, B et C respectivement s’écrit sous la forme :
D):3z—y+2=0; (Dy):ix—7Ty+14=0; (D,): 2z+y—-2=0
¢) Montrer que (D,) ,(Dy) et (D,) sont sécants en un
point H d préciser.
d) Que représente le point H pour le triangle ABC ?
3) a) Montrer que l’équation cartésienne de (AB) peut
s’éerire sous la forme (AB):x—2y—1=0

b) Déterminer les coordonnées du point F
Uintersection des droites (D,) et (AB)

¢) On suppose que H(0;2) et E(1;0) calculer laire du
triangle ABC par deux méthodes.
Exercice 5
Résoudre graphiquement les systémes suivants :

4y’ +62-2y+6<0
1) Sz+2y—1<0

Srx+2y+11>0

2 2
o +y +6r—2y+6<0
2) { Y Y

oy’ + 20 —4y—4<0
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Exercice 6

Soit le cercle : (C): #° +y° —4a+2y—4=0

1) Déterminer le centre Q et le rayon R de (C)

2) Déterminer A et B les points d’intersection de (C)
et l'aze des abscisses.

3) Déterminer l’équation cartésienne de la tangente au
cercle (C) en A et en B

4) Ecrire les équations cartésiennes des droites

tangentes au cercle (C) dirigés par le vecteuru(2;1)

puis déterminer leurs points de contact avec le cercle

(C)
5) Ecrire les équations cartésiennes des tangentes au
cercle (C) passants par C(6;1)

Exercice 7

On consideére les points A(4;—1), B(L;—-1) et C(-2;2)
1) Construire les points A, B, C et la bissectrice de
langle (AIA?C)

2) Déterminer une équation cartésienne de la
bissectrice de l'angle (AEC’)

Exercice 8
1) Trouver les tangentes au cercle (I') d’équation
(0): (z+1)° +y° =4 qui sont paralléles
a (D): 3z+4y—-2=0
2) Trouver les tangentes au cercle (C') d’équation
(C): 2" +y* +102—-2y+6=0 qui sont paralléles
a (DY): 2z+y-7=0
3) Trouver les tangentes au cercle (E) d’équation
(B): 2° +y* =22 +4y=0 qui sont perpendiculaire
a (A): x—2y—345=0
Exercice 9
Soit A et B deux points tel que AB=4
Soit H un point de [AB] tel que ABAH =1
Déterminer dans chacun des cas suivants, [’ensemble
(') des points M du plan tel que :
1) ABAM =1 2) ABAM =-2
3) MA*-MB’ =3 4) MA’ —MB’ =-2
5) MA® + MB® =4 6) MA=9MB
7) MAMB=0 8) MAMB=-3
Exercice 10
Vérifier que le point A(4;-2) est a lextérieur du
cercle :(C):(z—3)" +(y—1)°> =5 puis trouver les
équations cartésiennes des tangentes au cercle (C)

issues de A.

Exercice 11

1) Déterminer ’équation cartésienne d’un cercle tangent
a (Om) et passant par A(-2;1) et B(5;8)

2) Déterminer les équations cartésiennes des cercles
tangents 4 x+y—10=0 et passant par A(7;1) et B(-5;5)
3) Déterminer les équations cartésiennes des cercles
passant par l'origine et qui sont tangents aux droites
z+2y—9=0et 22-y+2=0

4) Déterminer les équations cartésiennes des cercles
passant par A(=1;5) et qui sont tangents aux droites
3x+4y—35=0 et 4o -3y+14=0

Exercice 12 : Droite d’Euler

On considére les points A(=3;1), B(1;5) et C(3;-3)

1) Déterminer les cordonnées de A’, B” et C” les milieux
des segments [BC] ,[CA] et [AB] respectivement.

2) Déterminer une équation cartésienne de chacune des
médiatrices des seqgments [AB], [AC] et [BC]

3) Montrer que ces médialrices sont concourantes en un
unique point €

4) Déterminer une équation cartésienne de chacune des
hauteurs du triangle ABC

5) Montrer que ces hauteurs sont concourantes en un
unique point H

6) Déterminer les coordonnées du point G le centre de
gravité du triangle ABC (on pourra utiliser les
coordonnées du barycentre)

7) Montrer que QH =3QG

8) Déterminer les coordonnées des points H,,H, et H,
les symétries du point H par rapport d les milieux des
segments [AB], [AC] et [BC] respectivement

9) Déterminer l'équation cartésienne de (C) le cercle
circonscrit au triangle A'B'C"

10) Vérifier que les points H, ,H, et H, appartient au
cercle (C) et que le centre de (C) est le milieu de [QH].

Exercice 13

Pour meR on considére la droite D, d’équation
cartésienne : (1—m?)z+2my—4m—-2=0

Montrer qu’il existe un point M, équidistant de
toutes les droites D,

Exercice 14

Déterminer I’équation du diametre du cercle :
2°+1y° +4x—6y—17 =0 qui est perpendiculaire a la
droite : 5x + 2y—13=0
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Exercice 1 (Barycentre)

ABC un triangle et K le point du plan tel que
3KA=AC-4AB
1) Montrer que szar{(C’;l);(K;S)}
2) On pose J=bar{(A;2);(C;1);(K;3)}
a) Montrer que J=bar{(A;2);(B;4)}
b) En déduire que J=bar{(A;1);(B;2)} @
3) On pose I=bar{(A;2);(C;1)}
. 2 - Correction
a) Montrer que C’I=§C’A
b) Montrer que J est le milieu de [K] ]
%) On pose szar{(C’;l);(K;l)}
a) Vérifier que 3NC +3NK =0
b) En appliquons la propriété caractérisvyue wu
barycentre sur B montrer que 3NK =4NB-NC
c) En déduire que N =bar{(C;1);(B;2)} et
2NB=CN
5) On pose L =ba7‘{(C;1);(I;1)}

]
a) Vérifier que IL =§IC'
o = _15=
b) En déduire que I =§AC
6) a) En appliquons la propriété caractéristique
du barycentre sur @ montrer que

2NB=3NJ-NA
b) En déduire de et que ﬁ=éﬁ

¢) En déduire que le quadrilatere ILNJ est un
parallélogramme.
T) Soit O le centre du parallélogramme ILNJ
a) Vérifier que OI+0L+0J+ON =0
b) En appliquons la propriété caractéristique du
barycentre sur I, L, N et J montrer que
40A+20C =601 : 30C +30I=60L
20C +40B = 60N 20A+40B =60J
¢) En déduire que O est le centre de gravité de
ABC

Exercice 2 (Analytique du produit scalaire)

Omn considere les points :
A1), BEE DY ooy p(i-3)

1) Montrer que :

AC=A2 ; AB=+2: det(AC;AB)=-3 ; ACAB=1

2) Calculer COS(TC;TB) et Sin(m; TB)

A
3) En déduire la mesure principale de 'angle orienté (E, E)

4) Déterminer la nature du triangle ABC
5) Calculer Vaire du triangle ABC

6) Déterminer une équation cartésienne de la droite (A) passant
par C est perpendiculaire a (DA)

T) Montrer que la droite (D) 1y =—4x+11est perpendiculaire a
la droite (A)

8) Montrer que \/ﬁ est la distance du point E(22;1) a (A)

9) Déterminer Véquation cartésienne du cercle (C,) de

3 . Lo (x =3+ cos()
représentation paramétrigue (Cy): {y = 2+ sin(0) /6 ER

10) Déterminer par deur méthodes l’équation cartésienne du,
cercle (C,) du diametre [AC]

11) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (G_,)
12) Déterminer (C;) ’ensemble des points ]\/[(l’;y) du plan tel

que 77 +y° —4r-12=0

—x+4y+1>0
x2+y?—4x—-12<0
14) Déterminer par deux méthodes I’équation cartésienne de

18)Résoudre graphiquement le systéme {

(C,) le cercle circonscrit au triangle ACD

Exercice 3 (Analytique du produit scalaire)
1) BEtudier Vintersection de la droite (A):z—2y+1=0et
du cercle (€):x?2+y%2—-2=0
2) Soit (C) Vensemble des points M(x;y) du plan
vérifiont x2 + y? — 2mx + 4my —2m — 2 = 0 tel que m est

un parametre réel.

Montrer que (Cp) est un cercle et préciser son centre 0,
et son rayon R,

3) Déterminer (D) Vensemble des centres (2, de (Cp) si
ont varié m dans R

4) Montrer que tous les cercles (Cp,) passent par deux
points fizés [ et J

5) Montrer que (D) L (1J)

6) Soit A(xg;¥) un point du plan, déterminer la position
de A(xy; yo) pour laguelle il appartient au moins & un
cercle (Cp).

T) Vérifier que le point B(6;2) est a Vextérieur du cercle
(C,) puis trouver les équations cartésiennes des tangentes
au cercle (C,) issues de B.

8) Soit ne N". En utilisant Vinégalité de Cauchy-Schwarz
et Vinégalité triangulaire montrer que pour tout réel

al,a2,...an,bl,bg,...bnon Q

>4




t2XEAEL | HCYOZE

+alolle@4 | 8ARLCE olaCRO 3 : - 1 BSMF-A

A aEOHCA CEULOE A 121214

Tl g Agond 55513 Zy2l) Dypend) La o SY) 2 heures

sk ol LS5 LalBY) Dy yn0ed) .
4 ” Aissa HIYAB

Salyl Uomadl L9l

Note :
> Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.
Exercice 1 (8pts)
On consideére un triangle ABC et les points I, G et K tels que :

[=bar {(41);(C;D)}, G=bar{(4;3);(B;2);(C;-1)} et E:?TB

1) Montrer que K:bar{(A;3);(B;2)} 1pt

— ] ] —
2) a) En appliquons la propriété caractéristique du barycentre sur [ montrer que BI=§BA+§BC’ 1pt

b) En déduire que E:—/@+éfé 0.5pt

3) Montrer que G € (KC) 1pt

N T .
4) Montrer que AG:EAB+?AO puis construire les points G, I et K.

—_— B Y — Y
5) Déterminer l'ensemble des points M du plan tel que :(3MA+2MB—MC’) =400
6) Soit H le point tel que ﬁ:_éﬁf, Montrer que G=ba7’{(A;1);(H;1);(B;—1)}

Exercice 2 (12pts)
Omn considere les points suivants : A(=4;-3), B(2;-1), C(3;1) et D(1;-3)
1) Montrer que %.ﬂ:—IO; BA=210 ;BC=\/3 : det(@;ﬂ)zlﬂ 2pt

2) Calculer COS(B_C.; Eﬁl) et sin(B_C;;m), puis déduire la mesure principale de V'angle (B—C,Ei) 1.5pt
3) Calculer Vaire du triangle ABC 0.25pt
4) Montrer que ’équation cartésienne de la droite (D) passant par A est perpendiculaire o (BD) est :
(D):x+2y+10=0 1pt
5) Montrer que 25 est la distance du point B 4 la droite (D) 1pt
6) a) Montrer que 7 +y’ =4z +2y—15 =0 est Véquation cartésienne du cercle (C)) de centre B est
tangente & la droite (D) 1pt
b) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (C)) 0.75pt
1) Déterminer (C,)Vensemble des points M (z;y) du plan tel que z° +y° +2z+4y—5=0 1pt
x+2y+10<0
8) Résoudre graphiquement le systéme :{ PR 1pt
x4y +2x+4y—-5<0
9) a) Montrer que (C))et (C,) sont concourantes aux points F(0;-5) et G(-2;1) 0.5pt
b) Montrer que le quadrilatére BGAF est un rectangle. 1pt
10) Déterminer les coordonnées du point H le projeté orthogonal du point E(—1;—-2) sur (D) 1pt
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Note :

> Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.

Exercice 1 (8pts)
On consideére un triangle ABC et les points I, G et K tels que :

I=bar {(A1;(B;1)}, G =bar{(4;3);(B;~1);(C;2)} et A—Kzgﬁ

1) Montrer que K =bar{(4;3);(C;2)} 1pt

2) a) En appliquons la propriété caractéristique du barycentre sur I montrer que Cl =éCT4+%CT3 1pt

b) En déduire que (ﬁ:%ﬁ;—@ 0.5pt

3) Montrer que G € (KB) 1pt

}4) Montrer que Ez—éA_méR puis construire les points G, I et K. 1.5pt
5) Déterminer Uensemble des points M du plan tel que :(3MA~MB+2MC) =144
6) Soit H le point tel que 07{:—%&. Montrer que G = bar {(4;1); (H;1);(C;~1)}

Exercice 2 (12pts)
On considére les points suivants : A(—4;,-2), B(3;2), C(2;0) et D(1;-2)

1) Montrer que CBCA=-10; CA=2J10 ;CB=A5 ; det(@;@):IO.

2) Calculer COS(CTB;C_'A) et Sin(C—B;a), puis déduire la mesure principale de Vangle (CB;CA)  1.5pt
3) Calculer Vaire du triangle ABC 0.25pt
4) Montrer que ’équation cartésienne de la droite (D) passant par A est perpendiculaire o (CD) est :
(D):z+2y+8=0 1pt
5) Montrer que 245 est la distance du point C 4 la droite (D) 1pt
6) a) Montrer que 7 +y° —42—-16 =0 est équation cartésienne du cercle (C)) de centre C est tangente
o la droite (D) 1pt
b) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (C)) 0.75pt
7) Déterminer (C,)Vensemble des points M (z;y) du plan tel que 2’ +y’ +22+2y—8=0 1pt

r+2y+8<0
1pt

8) Résoudre graphiquement le systéme :{

' +y’ +2r+2y—8<0
9) a) Montrer que (C)) et (C,) sont concourantes aux points F'(0;—4) et G(-2;2)
b) Montrer que le quadrilatére CGAF' est un rectangle.

10) Déterminer les coordonnées du point H le projeté orthogonal du point E(1;—2) sur (D)
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1) Définition d’une suite numérique - suite majorée - minorée - bornée

Activité
Soit f une fonction numérique définie sur un ensemble [ par f(z) :8x+é

Omn suppose que I =N

Calculer si possible f(0), f(2), f(é), f(=3) et f(n) (avec neN)
Définition 1

e Omn appelle suite numérique u toute fonction définie sur N ou une partie de N .
e L’image d’un entier naturel npar la suitte numérique u est notée u, .
e La notation u, se lit * u indice n*

e Le nombre u, s’appelle le terme général de la suite numérique u.

Remarque 1
Soit I une partie de N et u une suite numérique définie sur [

e La suite u est parfois notée (u,)

nel

e Le nombre u, s’appelle aussi le terme du rang n

e Il ne faut pas confondre entre v ,, et u, +1 car :

n+
u,,, estle terme du rang n+1
u, +1 est la somme du terme du rang n avec 1.

e Si I=N la suite u est parfois notée (un )nEN ou, (un)nZU ou tout simplement (u,)

e Si I=N’lo suite u est parfois notée (u, )”EN* ou (u, )M

Exemple 1
Soit (un)lu suite définie par u, = Zn+3
- on+1

1) Caleuler u,, u,, u,et u,
2) Déterminer u,,, en fonction de n

3) Montrer que (VneN) u <3

Exemple 2
Soit (u,)la suite définie par u, =3 et u,,, =3—4i
U

n

1) En remarquant que u, =u,, et u, =u,,, calculer u et u,
2) Calculer u, et u,

3) Montrer par récurrence que (Vn € N) u, > %

Remarque 2
Une suite (u, )ne] peut étre définie :

e Formule explicite : A partir d’une fonction f de la variable n: u = f (n)

e Formule récurrente : A partir d’une relation de récurrence : (un )ne[ est alors définie par son premier terme et

une relation permettant de calculer un terme a partir d’un ou plusieurs termes précédents.
Définition 2

e On dit que la suite (un )ns] est majorée s’il existe un réel Mtel que (Vnel) uw, <M
e On dit que la suite (un )ne[ est minorée s’il existe un réel mtel que (Vnel) u,2m

e On dit que la suite (u" )ne[ est bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.

Exemple 3
1) Lo suite de VVexemple 1 est majorée par 3 car on a montré que (VneN) wu <3

3

3
2) La suite de exemple 2 est minorée par 5 car on a montré que (Vvn€N) u, > >
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2) Monotonie d’une suite numérique

Définition 3
Soit (u,) une suite numérique :
nel

L4 U

n

est croissante si Voymel n>m=u, 2u,

nel

(2

(u.)
e (u, )nd est décroissante si Vnymel n>m=u, <u,
()

e (u,) estconstante si Vnymel n>m=u, =u
nel n m
Remarque 3
e Si (u,) estune suite croissante alors Vn>p u, >u, (C-0-d est (u,) minorée par son premier terme)
nxp n b nJnzp

e Si (u,) estune suite décroissante alors Vn>p u, <u (C-d-d est (u,) majorée par son premier terme)
) D n P

nz nz

Propriété 1
o (un )"EI est une suite croissante < (Vnel) u,,2u,

o (un )ne[ est une suite décroissante < (Vnel) u,, <u,
. (un )ne[ est une suite constante < (Vnel) u, 6 =u, .
Remarque 4 Exemple }
Pour étudier la monotonie d’une suite (u, )nd, on utilise 'une des 1) Etudier la monotonie de la
méthodes suivantes : suite (u,) définie par u, =3n+2
Méthode 1 : On détermine le signe de u, ,, —u, pour tout nel 2) Etudier la monotonie de la
Méthode 2 : Si (u,) , est strictement positif (c-a-d (Ynel) u, >0) on, suite (v,) _, définie por v, = 2n—-3
n
compare Ynes avec 1 pour tout nel
un
Exemple 5

1
Soit (v,)la suite définie par v, =3 et pour tout neN : v =v;
1) Calculer v, et v,

2) Montrer par récurrence que (VR €N) 0< v, < %

1
3) VéT'LﬁeT que (vn € N) Un+1 - U’n = Un (/Un N Z]

4) En déduire la monotonie de la suite (v, )
3) Suite arithmétique
Définition 4

Soit (u, )ne[ une suite numérique définie sur I (I < N)

Omn dit que la suite (un )nd est arithmétique s’il existe un mombre réel rtel que (Vnel) u

U =T

n+1 n

Le mombre 7 est appelé raison de la suite (un )ne].

Ezemple 6 : On considere la suite (u,) définie par u, =—5n+4. Montrer que (u,)est une suite arithmétique.
Le terme géméral d’une suite arithmétique

Propriété 2

St (un )ne[ est une suite arithmétique de Taison r alors pour tout n,pelon a u, =u, +(n—p)r

Cas particulier

e Si (u,)est une suite arithmétique de raison r alors pour tout neN on a u, =u, +nr
e Si (u")m est une suite arithmétique de raison r alors pour tout neN" on a u, =u, +(n—1)r

Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique

Propriété 3

W, A=,
D

n

St (un )ne] est une suite arithmétique et p el alors pour tout n>p on a : Z% =

x(n—p+1
k=p 2 ( )
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Exemple 7

8
Soit (u,) lo suite définie par u, =-5n+4 (lo suite numérique de Vexemple 6). Calculer la somme Zuk
k=0

Exemple 8
_2u,—1

n+l

Soit (un) la suite définie par u, =5 et pour tout neN : u

n

1) Calculer u, et u,

2) On pose v, =
u, —1

a) Montrer que (v,)est une suite arithmétique et déterminer sa raison.
b) Déterminer v, en fonction de n
)

c) Déterminer u, en fonction de v, puis déduire u, en fonction de n

d) Calculer en fonction de n la somme : S, =Zv,\,
k=0

La propriété caractéristique d’une suite artthmétique

Propriété j

+u,,.
(u,),o; est une suite arithmétique < (Vnel) u,,, =%
Démonstration : Dans la classe
Exemple 9
Soit (u,) une suite arithmétique.
1) Vérifier que u, +u, =2u, ; 2) On suppose que u, +u, +u, =15 calculer wu,

}) Suite géométrique
Définition 5
Soit (un )ne[ une suite numérique définie sur I (I < N)

On dit que la suite (u, )nd est géométrique s’il existe un nombre réel ¢ tel que (Vnel) wu ., =qu,.

Le mombre ¢ est appelé raison de la suite (un )nd.

Exemple 10
On considere la suite (u,) définie par u, =2". Montrer que (u,)est une suite géométrique.
Le terme général d’une suite géométrique

Propriété 5

St (un )"d est une suite géomeétrique de raison ¢ alors pour tout n,pelon a u, =u,xq

n—p

Cas particulier

e Si (un)est une suite géométrique de raison ¢ alors pour tout neNon a v, =u,xq"
e Si (u ) est une suite géométrique de raison ¢ alors pour tout neN"on a u, =u,xq""
n/nx1 n 1

Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique

Propriété 6

) ) , , . . n 1_ n—p+1
St (un )ne] est une suite géométrique de raison g#1 et pelalors pour tout n>p on a : Zuk =u, X lq
k=p —q
Exemple 11
u, =1
Soit (u,)et (v,)les suites définies par 4 et v, =u +5
[ n+1 = un -

1) Caleuler u,, u,, v, et v,
4 4
2) Montrer que (VneN) v, :E(U" +5) puis déduire que(v,)est une suite géométrique de raison =

3) Déterminer v, en fonction de n 89



4) En déduire u, en fonction de n

12 13
5) Montrer que » u, =30{1—(§j ]

k=0

5 13
6) Montrer que 122% =—5{7+6(£j }
k=0 5
La propriété caractéristique d’une suite géométrigque
Propriété 1

(u,),., est une suite géométrique < (Vnel) v’ =u xu _, .

Démonstration : Dans la classe

Exemple 12

Soient a, b et ¢ dans cet ordre trois termes consécutifs d’une suite géométrique tels que a+b+c=7 et abc=38

Déterminer a, b et ¢

Résumé T : Suites numériques

e Une suite numérique est une fonction définie sur N ouw une partie de N,

e  Une suite numérique (u“)”d peut étre définie :
e Formule explicite : A partir d’une fonction f de la variable n: u = f (n)
e Formule récurrente : A partir d’une relation de récurrence : (un )ne] est alors définie par son premier

terme et une relation permettant de calculer un terme a partir d’un ou plusieurs termes précédents.

e La suite (u”)”d est majorée par M < (Vnel) u, <M
e Lo suite (u,)  est minorée parm < (Vnel) u,>m

e La suite (u, )”E[ est bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.

. (un)“d est une suite croissante < (Vnel) wu,, —u, 20.

* (u, )ne] est une suite décroissante < (Vnel) wu,,—u,<0.

n '

. (un )nd est une suite constante < (Vnel) wu,, =u

Arithmétique Géométrique
Comment montrer qu’une suite
zo . /U// +1 _/U/z =r /Z'/Hl = qu'u
numerique (Un )ne] est une suite :
Comment déterminer v, en fonction v, =V, + (n—p)r v, =0, X q’
de n si (v,) _ est une suite : (p=0 ou p=1ou.....) (p=0 ou p=1ou.....)
Comment calculer la somme des ) N 7 [ g
3 . . u, +u ) ! —q"
termes consécutifs de la suite u, =~ 5 “x(n—p+1) Zu,y =u, Xli
. . . k=p k=p —q
(v“)”d st (v“)”d est une suite :
Si a, b et ¢ dans cet ordre sont des a+c N
o , ) alors b= alors b” =axc
termes consécutifs d’une suite

5) Exercices de synthese

Exercice de syntheése 1

N . , P 2u, +2
Omn considere la suite numérique (u,) définie par u, =4 et pour tout neN: ¢ === .
u +3

n

1) Montrer que : (VneN) u, >1
(1=, (u, +2)

2) a) Montrer que : (VneN) u
u, +3

n+1 n

b) En déduire la monotonie de la suite (u,) .
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u, —1
u, +2

3) Pour tout neN, on pose : v =

n

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
n—1
¢) Soit neN", Calculer en fonction de n la somme S, zzvk
k=0

. . -1 3
d) En déduire en fonction de n la somme T, = X123
n Ug+2

Exercice de synthése 2

2
3—uy,

3
On considere la suite numérique (u,) définie par uy = 3 et pour tout neN: U, =
1) Montrer que : (VneN) I<u, <2

2) Etudier la monotonie de la suite (u,) .

-1
3) Pour tout neN, on pose : v = o] 5
u, —

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

10

¢) Calculer la somme T, = Z

k= luk
Exercice de synthése 3
0 idere 1 it i (a)et (b) défini Z et b f“(_l)k
n considere les suites numériques (a, ) e éfinies par : =y
d ) & P - 2k+1 P ETey

1) Montrer que la suite (a,)est croissante.
2) Montrer que la suite (b,)est décroissante.
3) Montrer que (VneN) a <b, .

4) En déduire que (a,)est majorée et que (b,) est minorée.

Exercice de syntheése 4

n

n

On considere les suites numériques (u,),., et (v,),., définies par : u, = Ea? et v, =—"
h=1 n- + n
2
1) Vérifier que Vk € [L;n] n’+1<n’+k<n’+n et déduire que (VneN") —lé .S .
n-+
- 1 1 (s . Lo
2) Vérifier que Vk € [1;n] ——————<0 et déduire que la suite (v,),,; est décroissante.
(n+1)"+k n +k -
Exercice de synthése 5
On considere la suite numérique (u,),., définie par u, = =3 el pour tout neN": w ,=6u, —8u,
Pour tout neN" on pose v, = uZH
n
1) Caleculer u,, u, et v,
- - 8
2) Vérifier que : (VneN") v, =6——

n

3) Montrer par récurrence que (VneN") 2<uv <4

J) Montrer que la suite (v,),., est croissante.
v, —4

n

5) Soit (,),.;la suite numérique définie par : (VneN") ¢ =

n=1

a) Montrer que (f,),,, est une suite géométrique de raison %
2(1+2")

1+ 2"
6) Montrer par récurrence que (VneN") u, =2"" (1+2”’1)

b) Montrer que (VneN") v, =
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Exercice 1
Soit (u,) la suite numérique définie par u, =2 et pour
ou, —1

tout neN: o = .
u, +3

n+1

1) Calculer u, et u, .
2) Montrer par récurrence que : (VneN) u, >1
_—(w, =1y’

3) a) Montrer que : (VneN) wu,,, —u
u, +3

n

b) En déduire la monotonie de la suite (u,) .
c¢) En déduire que (u,) est majorée par 2.
1

4) Pour tout ne N, on pose : v, = 7
u, —

n

a) Calculer v, et v, .
b) Montrer que (v,) est une suite arithmétique
dont on précisera la raison et le premier terme.
¢) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
n+8)(n+1
d) Montrer que : v, +v, + w
Exercice 2
Soit (u,) la suite numérique définie par u, =2 et pour
ou, —3

tout neN: .
u, +1

n+1

1) Calculer u, et u, .
2) Montrer par récurrence que : (VneN) I<u <3.

3) a) Montrer que :
_ =(u, = D)(u, =3)

(VneN) u
u, +1

n+l ~ n

b) En déduire la monotonie de la suite (u,) .

-3
4) Pour tout ne N, on pose : v, = Uy

n

u, —1 .
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique
dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
¢) Montrer que :ivk =—i[1— 31j
h=2 2 2
Exercice 3
Soit (u,) la suite numérique définie par u, =0 et pour
u, —1

tout neN: wu )
u, +3

n+1

1
et Uy 2—5 .
2) Montrer par récurrence que : (VneN) u >-1.
_—(u, +1)?

u, +3

1) Montrer que u, =——

3) a) Montrer que : (VneN) wu

n+l — n

b) En déduire la monotonie de la suite (u,) .

1

4) Pour tout ne N, on pose : v, = .
u, +1

a) Calculer v, puis montrer que (v,) est une suite
. " . 1
arithmétique de raison 3

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n
n + —

c) Montrer que : Y v, =W.
k=4

Exercice 4

Soit (u,) la suite tel que : u, = —éet U, =
1) Montrer que : (VneN) Cu <0

n

2) Etudier la monotonie de la suite (u,)
u
3) On pose pour tout neN : ¢y =—=
u, —1
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite
géométrique. Préciser la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n .
n
c¢) Calculer en fonction de n la somme : S, = ka
k=0
Exercice 5
Soit (u,) une suite arithmétique de raison 7.

1) Supposons que u, =—6et =4
Calculer u; et u,,
2) Supposons que u, =5 et u,; =7 Calculer 7

3) Supposons que u,, =11 et r=06
Calculer u, puis exprimer u, en fonction de 7.

Exercice 6
Soit (v,) une suite géométrique de raison ¢ .

1) Supposons que v, =32 et ¢ =é Calculer v, et

2) Supposons que v, =% et v, =3 Calculer ¢

3) Supposons que v, = —é et ¢q=3

Calculer v, puis exprimer v, en fonction de n .

Exercice 7
a, b et ¢ dans cet ordre sont trois termes consécutifs

d’une suite géométrique telle que a+b+c=7 et abc=38

Déterminer a, b et ¢
Exercice 8
a, b et ¢ dans cet ordre sont trois termes consécutifs

d’une suite arithmétique de raison r telle que :
a+b+c=21 et 2a+b—c=29

Déterminer a, b, ¢ et r
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Exercice 9
Soit (u,),., une suite arithmétique de raison r=-2 tel
que u, =2 et u, =-18

1) Déterminer U'entier p

2) Calculer en fonction de n la somme Zuk
k=2

Exercice 10

. PSR . 1
Soit (u,) une suite géométrique de raison 3 tels que

u,=23et u, =5
20

Déterminer I'entier p puis calculer la somme Z u,
;=10

Exercice 11
Montrer sans utiliser la récurrence que
n+1
-1
(VneN) 1+5+5° + _2 y
Exercice 12

Calculer les sommes suivantes :
S, =15+21+27 +....+ 603
S, =l+1+5+ 7+ +£+7
3 3 3 3
Exercice 13
Soit (u,) la suite numérique définie par u, =0 et pour
2u, +1

tout neN: )
u, +2

un+1 =

1) Montrer par récurrence que : (VrneN) 0<u, <1

2) Etudier la monotonie de la suite (u,) .
3) Pour tout neN, on pose : v, = u, —1 .

u, +1
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique.
Préciser la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n
4) Trouver un entier N tel que pour tout n>N :
u, > 0,99

Exercice 14

Soit (w, ) _,la suite numérique définie par :

_n 1

" k=1 n-+ k
1) Calculer u, et u,

2) Montrer que la suite (u,) _ est majorée par 1.

, 1
3) Montrer que la suite (u,) _ est minorée par 2

Exercice 15 : Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci noté (F),),., débute de la maniere

nx1
suivante :

1; 1, 2; 3; 5, 8; 13; 21; 34, 55; 89, 144, 233; 377; 610.....
" On place dans un enclos un couple (méle et femelle) de
lapereaux. Chaque couple 4gé de deux mois donne
naissance chaque mois a un nouveau couple (male et
femelle). Si aucun lapin ne meurt.

La suite de Fibonacci donne le nombre F de lapins
vivant au bout de n mois.
Elle vérifie la relation F, , +F =F ,

1) Calculer F; .
2) Montrer que I’équation : z° —z —1= 0 posséde une
unique solution positive que nous noterons ¢ . Le nombre
@ est appelé le nombre d'or.
3) Montrer les égalités :p+1=¢° , @= 1+é ,

11 1
I-==— o 2 _-—
o ¢ 1+¢9° 5

4) Soient a et f deux réels. On pose pour toutn e N*
V.=axe"+px|—| .
4

a) Vérifier que la suite (V),., satisfait a la relation :
VatV, =V

n+l n+2

pour tout neN".
b) Déterminer aet B de sorte que v, =v, =1.
Ainsi, pour tout neN"| V =F désigne le nombre de

lapins au bout de m mois.

5

1 1
¢) Vérifier que > T, et en déduire que :
®

[1+\/5]”_[1—\/5]"
(VneN*) F = 2 2
J5

d) A T'aide d'une calculatrice retrouver F .

5) On considere la suite (W,),,,définie par : W, =%

n
]27”—1

pour tout neN".

/’____‘\
‘S\H

a) Vérifier que :(VneN") W =

(=1)"x

/ﬁ\
S [~
.

D'p+

(1) +(

7\

S~ |8 I~

\_/;/

b) En déduire : (VneN") W =
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1) Rappel

/ e Lignes trigonométriques \

usuelles :

Soit a e O;E;Z;Z;Z
6 4 3 2

\/Nombre de doigts au dessus de &
cos(a) = 5

. \/Nombre de doigts en dessous de o
sin(a) = p

o Parité des fonctions x> cos(z), x> sin(z)et z tan(z) :

Relati
Fonction | Ensemble de définition | Parité e/u %OTL
mathématique
x> cos(x) D, =R Paire cos(—z) = cos(z)
x> sin(x) D, =R Impaire | sin(-z) =—sin(z)
v tan(z) | D, =R\ {% +krlke Z} Impaire | tan(—z) =—tan(z)

o Tableau de signe de cos(z), sin(z)et tan(z) sur [—7[;7[] :

B \/Nombre de doigts en dessous de a

tan(a) =
K \/Nombre de doigts au dessus de a

Els T
a —ar -3 o o T
gEre{ ) - @ —'— @
cos{ X)) e » — > —
ferre{ X} Lan] . 4r]

NG

o Les relations entre les lignes trigonométriques :

x+2kx —x T—z T+ g—:c 2
sin sin(x) —sin(x) sin(zx) —sin(x) cos(z) cos(z)
cos cos(z) cos(z) —cos(z) —cos(z) sin(z) —sin(z)
tan tan(x) —tan(z) —tan(z) tan(x) taﬁl B - ta’f;,l B

Exercice de Tévision 1

1) Calculer : cos(%), sin(%), cos(%), sin(%), tan(%), cos(%), sin(%), tan(%)

2r 4 2r 4 7 7
2) Calculer : cos(—), sin(—), cos(———), sin(——), tan(—), tan(——
) ( 3 ), sin( 3 ), cos( 3 ), sin( E ), tan( 5 ), tan( 5 )

Exercice de Tévision 2

1) Déterminer l’abscisse curviligne principale des points suivants : A(

2) Placer les points A et B dans le méme cercle trigonométrique.

3) Déterminer la mesure principale des angles (f)_I),O—A)) et (O—A),?)_B))

Exercice de révision 3

1) Caleculer cos(z) sachant que sin(x):_é et $e|:_%;0|:

2) Calculer tan(y) sachant que cos(y):—jg et ye[—ﬁ;—g[

3) Soit @ un réel tel que a e}O;%l: et tan(a) =/2 . Calculer cos(a) et sin(a)

Exercice de révision 4

Ecrire, en fonction de cos(z) et sin(z), les expressions suivantes :

A= 4sin(x + 77r) —2sin(137r - LL‘) + 005(5?” - xj

N

e Propriétés \

trigonométriques

cos” (z) + sin’ () =1

_ sin(x)
tan(x) = —cos(x)
1+tan’ (z) =

1
cos’ (z) /




B= sm[g — xjcos(b’lﬂ — :1:) + cos(% — xjsz’n(29ﬂ' — x)

C =cos’ (x+1117r)+sin2 (97r—x)+cos2 (x—ggj

Exercice de révision 5

On pose : A=cos’ Z +cos’ 4—” +cos’ 6—” +cos® 9—7[ ;
10 10 10 10
B =sin’ £j+sm2 3—ﬂj+sin2(5—”]+cosg(7—” +cos’ 9—”)+0052(11—”
12 12 12 12 12 12

1) Montrer que A =2 (on pourra remarquer que 6—7[:%—4—7[ ) g—ﬂzﬂ—i et 4—”=£—£)
10 10 10 10 100 2 10

2) Montrer que B=3
2) Transformation de cos(a—b) et ses résultats
Activité 1
1) Montrer que les propositions suivantes sont fausses :
(P) (VzyeR) cos(z+y)=cos(z)+cos(y)
() (VzyeR) sin(z+y) =sin(x)+ sin(y) J
2) On consideére un repére orthonormé directe (O;f; }) et (U) le cercle
trigonométrique du centre O. Soient a et b deux nombres réels.

On considére les points A et B tels que : (i:0A)=a[27x] et (i:0B)=b[27] \°

a) Montrer que (O—B,O—A) = a—b[27z] et en déduire que : OB.OA = cos(a—b)

b) Vérifier que OA =cos(a)i+sin(a)j , OB =cos(b)i+ sin(b)j

¢) En déduire que cos(a—b)=cosacosb+ sinasinb
d) En déduire que cos(a + b) =cosacosb—sinasinb (en pourra remarquer que a+b=a—(-b))

e) En déduire que cos(2a) =cos’a—sin’a=2cos’a—1=1-2sin’a (en pourra remarquer que 2a=a+a )

f) Sachant que (Vz e R) sm(m) 5 cos(% - z) et (VzxeR) sm(g — z) = cos(a:)

o N

Vérifier que sin(a - b) = cos(( - aj + bj et déduire que sin(a - b) =sina cosb — cosa sinb

g) En déduire que sin(a+b)=sinacosb+ cosasinb

h) En déduire que sin(2a)=2cosasina

A retenir 1

Soient a et bdeux nombres réels. On a les formules suivantes :

cos (a - b) =co0sacosb + sina sinb

cos(a + b) =cosacosb — sinasinb

= o] =

sin(a— b) =sinacosb — cosasinb

(
in(a + b) =sinacosb + cosa sinb

o] [&]
V)

[5] cos(2a)=cos’a—sin’a=2cos’a—1=1-2sin’a g [6] sin(2a)=2cosasina

Exemple 1
1) a) Vérifier que 5—7[:£+£ et L2 %
12 6 4 12 3 4

b) Calculer cos(%) ; sin(%) ; cos(%) ; sin(%)

2) a) En remarquant que %: 2x% , montrer que cos(%) =2cos” (g) -1
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2+\/§

b) En déduire que cos(%)= 2

2-42

c) Montrer par deur méthodes que sin(g)z p

d) Vérifier par deur méthodes que sin(%)=2cos(%)sin(%)

3) Transformation de tan(a—b) et ses résultats — transformation de cos’(a) et sin’(a)

Activité 2

Soient a et bdeux nombres réels.

1+ cos(2a) 1-cos(2a)
2

et sin’(a) = p

1) Montrer que : cos”(a)=

2) On suppose que a¢%+l~m ; b¢g+lm ;a+b¢%+k7z ;a—bi%+k7z pour tout keZ

cos(a) cos(b)
sin(a)  sin(b)
_cos(a) N cos(b)

tan(a) + tan(b)
1—tan(a)tan(b

a) Simplifier Vexpression suivant : et déduire que tan(a+b)=

sin(a)  sin(b)
P . V4 2tan(a)
b) En déduire que si 2a# —+kx alors : tan(2a) = ———
2 1—tan” (a)
¢) Montrer que tan(a—b)=M
1+ tan(a)tan(b)
A retenir 2 :
Soient a et bdeux nombres réels. On a les formules suivantes :

cos’(a) = HL;(M : )= 1- 0028(2a)

Si e X 4kr ; b2 Z vk ;a+b¢%+kﬂ ;a—b¢g+k7r pour tous keZ, alors :

9] tan(a—b) = Leta)=tan(®) ; an(a ) = Len(@) + tan(0)
1+ tan(a)tan(b) 1—tan(a)tan(b)
Si a#Z+kr et 20# 2 +kn pour tous keZ, alors tan(2a) = —2tcm(2a)
2 2 1-tan”(a)
Ezemple 2
1) Sachant que or LT et B on” caleuler tan(5—”) et tan(z)
12 6 4 4 8 12 S

2) a) Soit z un mombre réel, montrer que : COS?(g)=—1+C;S(x) et Sin2(g)=1_628($)

b) Soit z un mombre réel, montrer par deux méthodes que : 1+ cos(z)+ 2sin’ (g) =2

%) Transformation des produits en sommes et inversement
Activité 3

Sotent a et bdeuxr nombres réels.

1) Vérifier que : é[cos(a +b)+ cos(a— b)] = cos(a)cos(b)
2) Montrer que sin(a)sin(b) = —é[cos(a +b)—cos(a— b)]
3) Montrer que sin(a)cos(b) = é[sin(a +b) + sin(a— b)]

4) Montrer que cos(a)sin(b) = é[sm(a +b) —sin(a— b)]
5) On pose p=a+b et g=a—b
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ptq

a) Vérifier que a= et b=%

p+ q)co (P q)

b) En déduire que : cos(p)+ cos(q) = 2cos( ; cos(p)—cos(q)z—?sin(p—w)sin(u) ;

pq)

sin(p) + sin(q) = 2sm( )cos( p i sin(p) —sin(q) = 2608(p q)sm(p q)

A retenir 3

Soient a et bdeux nombres réels. On a les formules suivantes :

cos(a)cos(b) = é[cos(a +0) + cos(a — b)] cos(p) +cos(q) = 2cos(p7+q)cos(%)
sin(a)sin(b) = 1 [cos(a +b)—cos(a— b)] cos(p) —cos(q) = —2sin(p—+q)sin(u)
= 2 2
sin(a)cos(b) = [sm(a +0) + sin(a— b)] sin(p) + sin(q) = 2sin(p7+q)cos(?)
cos(a)sin(b) = é[sz’n(a +b) — sin(a — b)] sin(p) —sin(q) = 2cos(p7+q)sin(%)
Exemple 3

1) Ecrire sous forme de somme les produits suivants :
A(z) =cos(x)cos(5zx) , B(x)=cos(3x)sin(4z), C(z)=sin(z— %)sm(Zx + %) , D(z) =sin(z + %)cos(m - %)
2) Transformer en produits les expressions suivantes :

A(z) =cos(z) —cos(3z) , B(x) =sin(z) + sin(2x) + sin(3z) , C(z) = 1+ cos(x) + cos(2z) + cos(3x)

2

T 7
3) Montrer que : sin(—)—sin(—)=———
) q (12) (12)

5) Transformation de Vexpression axcos(z)+bxsin(z)

Activité
Soient a et b deux réels tels que : (a;b) = (0;0)

Pour tout réel = on pose : A(x) =acos(x) + bsin(x)

1) Vérifier que a’ +b2(

xcos(z)+

= A(x)

__C 4 L X sin(z)j
Na® +b? \a® +b?

N . 2 b 2

2) Vérifier que [W} +[mj =1

3) En déduire qu’il existe un nombre «tel que chos(a) et Lzsin(a)
a’ +b° a’ +b’

4) En déduire que : acos(z)+bsin(z) =a® +b cos(:z:—a)

A retenir j

Soient a et bdeux réels tels que : (a;b) = (0;0) . Alors il existe un Téel atel que :

acos(z)+ bsin(x) = cos (3: — a)

avec  rT=Aa’ +b*>, cos(a)= 9 et sin(a) = b
T

r

Exemple
1) Ecrire sous la forme rcos(z—a) les expressions suivantes : A(z) = cos(z) + sin(z) ; B(x) = \/gcos(x) —sin(z)

2) Montrer que :

a) cos(z)— \/gsin(a:) =1 cos(xz+ %) = cos(%) i b) cos(2z— %) —sin(2x — %) =—1<cos(2x— %) = cos(%)

Remarque
acos(x)+ bsin(x) zrsin(:v + ,6’)

avec r=+a’ +b’, cos(ﬂ)zé et sm(,B)z2
r r



6) Equations et inéquations trigonométriques

A retenir 5
x=a+2kn /[kEZ
cos(x) = cos(a) © Iou
x=—a+2kn /keEZ
) x=a+2kn /kEZ
sin(x) = sin(a) © {ou
x=m—a+2knr [kEZL

"

(Les équations de base) :

\tan(x) = tan(a) ® x =a+krn [kEZ

Pour résoudre ume inéquation de base dans un intervalle donné on place premierement sur le cercle
trigonométrique Lintervalle et les points domt les abscisses curvilignes sont les solutions de 1’équation de base
qui lui associé.

Exemple 5

1) Résoudre dans R les équations suivantes : (E;):cos(x) =% ;0 (Ep):sin(x) =% ; (E3):tan(x) =1

2) Résoudre dans R les équations suivantes : (E4):cos(x) = —% ;o (Es):sin(x) = —% ;o (Eg):tan(x) = —1
Exemple 6

Résoudre dans R puis dans Uintervalle ]—7[;7[] I’équation suivante : (E7):sin(3m)=sin(x+£)

Exemple 7
Résoudre dans I =]—7r;7r] les inéquations suivantes :

NG 3

(E,): cos(z) > -5 (E,): sin(z) < -5 (E,,): tan(z) >—/3

(£,)):(2sin(x) + \/5)(2cos(z) +1)<0 ; (E,): —1<tan(z) <1
Exemple 8

1) Résoudre dans R puis dans [0;27[]L’équation suivante : cos(x)—\/gsin(x)zl
2) Résoudre dans [0;2ﬂ]L’inéqu(Ltion suivante : cos(m)—\/gsin(x) <1

Résumé 8 : Trigonométrie

cos(a b) cosacosb + sina sinb cos(p)+cos(q):2cos(p;q)co

o)

os(a + b) =cosacosb — sinasinb
. ptq, . D—(q
a— b) sinacosb —cosa sinb cos(p) —cos(q) = —2sm(—)sm(—

a+b)=sinacosb + cosasinb

(] [&] [&] [eo] o] =]
2,
S

sin sin(p) + sin(q) = 23m(p q)co (p q)

cos(2a) cos’a—sin’a=2cos’a—1=1~-2sin’a

sm(2a) =2cosasina sin(p) — sin(q) = 2cos(p q)sm(p q)
cos%a)z% y sing(a)zl_Lgs(Za) x:a+2k7r lkeZ

cos(x) =cos(a) < < ou

tan(a) —tan(b)
tan(a—b) = ~2M@) ~tanb).
o] tanta-t)= 1 ) v=—a+2kr ke
tan(a) +tan(b) ] 2tan(a) r=a+2kr kel
tan(a+b) = —————>—  ; tan(2a) = —————
[0 1—tan(a)tan(b) 1—tan’(a) sin(z) = sin(a) < 4 ou
acos(x)+bsin(x) =rcos(z—a) r=m—-a+2kr kel

—
s

P b
avec r=+da’+b”, cos(a)= - sin(a) =—
r r

tan(z) =tan(e) @ z=a+kzx lkeZ

1
cos(a)cos(b) :E[cos(a+b)+cas(a—b)] Pour résoudre une inéquation de base dans un

) ) 1 intervalle donné on place premierement sur le cercle
sin(a)sin(b) = ——[cos(a +b) —cos(a—D)]

trigonométriqgue lintervalle et les points dont les

sin(a)cos(b) = [sm(a+b)+sm(a b)] abscisses curvilignes sont les solutions de 1’équation

de base qui lui associé.

cos(a)sin(b) = — [sm(a+b) sin(a— b)]
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Exercice 1

z z
a) cos(z) =cos(z+ 5) +cos(z — 5)

b) sin(z) = sin(z + %) + sin(z — %)
2) Soient @ et b deux nombres réels tel que
0<a<£ ) 0<b<Z et sina:cosb:é

a) Calculer cosa et sinb
b) Calculer sin(a+b) et en déduire la valeur de a+0b
Exercice 2

1) Soit x un nombre réel tels que :

V4 V4 V4
rT#E—+knr ,x#x—+kr et x2——+krx
2 4 4

Montrer que : tan(% —T)X tan(% +x)=1

2) Soit £ un nombre réel tels que : x # kx

1—cos(x) _

T
Montrer que : tan(E)

sin(x)
Exercice 3

1) Ecrire sous forme de somme les produits suivants :
A(z) = cos(3x)sin(x) , B(x)=sin(2z)sin(z),

C(x)=sin(z— %)005(233) ,

= cos(z+Z)cos(z -2
D(z) = (+3) ( 3)

2) Transformer en produits les expressions suivantes :
A(x) = cos(7z) —cos(3z)

B(z) = cos(z) + cos(3x) + cos(5x) + cos(7 x)

3) Montrer que :

LT . 10 \/g Y 7 e/ 1
) +sin(==)=—;  sin(-—)xsin(—) ==
sin( ) +sinCR) = (sm(5) =7

Exercice 4
1) Résoudre dans R puis dans I les équations
suivantes :

(E,) 2sin(2x+%)=\/§ . I1=[0;27]

(E,) cos(3z)+sin(3x)=—-1 ; I=[-mx]
(E,) cos(x)+cos(2z) +cos(3z) +cos(4z) =0 ; [ =R

2) Résoudre dans [ les inéquations suivantes :
(B, 23in(2x+%) >3 I=[0;27]
(E,) cos(3z)+sin(3z)<-1 ; I= [—72'; 72'[

(E;) cos(z)+cos(2z)+cos(3z) +cos(4x) >0 ; I=R
(B,) tan®(z)—~2tan(z) +~/2 ~1<0 ; =[-5m;-37]

1)Soit = un nombre réel, montrer par deux méthodes :

(E)) tang(x)—ﬁtan(x)+\/§—1=0 1 :[—57r;—37z[

Exercice 5
On considere 'expression

A(z) = sin” (£ +12)+cos’ (z —x)—1
8 8
1) Caleuler A(%)et A(D)
8 4
2) Montrer que 2sin’ (g +z)=1- g(cos(Zx) — sz'n(23:))
Et 2cos’ (% +x)=1+ g(cos(%:) + sin(2x))
3) Déduire que A(z) = gsin@z)

4) Résoudre dans R 1'équation A(zx) :é

Exercice 6

Soit z;y € R montrer que :

1) cos(3z) =4cos’ (z) — 3cos(x) et
sin(3z) = —4sin’ (z) + 3sin(z)
sin(z+y) _ tan(z)+tan(y)

2) sin(z—y) tan(z)—tan(y)

3) tan(z) —tan(y) = Zsin(z ~y)

cos(z+y)+cos(z—y)

cos(z+y)cos(z—y)  tan’z—tan’y

cos” (z)cos” (y) B tan(z + y)tan(z —y)

Exercice 7

Soit o € }0;%[ . On considere la figure suivante :

1) Montrer que tan(a) ¢ {0;1;\/§}
1 N 1 _ AB
tan(2a) tan(a) h
tan(x)
3—tan’ ()

2) Montrer que

3) En déduire que : h=2ABx

Exercice 8

Soient A, B et C'les mesures des angles d'un triangle ABC
(A+B+C=r)

Montrer que :

1) sin(A)+sin(B) +sin(C) = 4cos(§)cos(§)cos(g)

2) t(m(g)tan(g) + tan(?)tan(%) + tan(g)tan(g) =1
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Exercice 9
1) Soit z un nombre réel, on pose
A(z) = 2sin(2x) + 2sin(z) — \/§(2cos(x) + 1)
2) Montrer que :
A(z) = (2sin(x) - \/g)(2cos(x) +1)
3) Résoudre dans ]—ﬁ;ﬂ[ et représenter les

solutions sur le cercle trigonométrique 1’équation
A(z)=0

4) Etudier le signe de A(z) sur Uintervalle :
|zt

Exercice 10

1) Soit z un nombre réel, on pose

A(x) = 2cos’ (z) — cos(x) + 2sin(x) — 2sin’ (x)

2) Montrer que :

sin(x) —sin’ (z) = ész’n(?:c)cos(x)
et 2cos’ (z) — cos(x) = cos(2x)cos(z)
3) En déduire que A(z) =2cos(z) cos(2x—%)
4) Résoudre dans R D'équation A(z) =0
5) Résoudre dans [0;7] I'inéquation A(z) =0

Exercice 11
1) Montrer que :

(VzeR) cos(2z) =2cos(x+ %)sin(x b Z)

2) En déduire dans R les solutions de 'équation
/s p/a
decos(z+—)sin(z+—) =1
@+ Dsin(e+7)
3) Soit z un nombre réel, on pose
A(z) = 4cos’ (z) +8cos” (v) — 3cos(z) —6

a) Montrer que :
(VzeR) A(z)=(2+ cos(a:))(%!cos2 (z)— 3)

b) Montrer que (VzeR)
¢) Résoudre dans R 1'équation A(z) =0

Exercice 12
1) a) Vérifier que 8—4\/52(\/5—\/5)2
b) Résoudre dans R 1’équation :
2x° +(x/g—\/§)x+\/§=0
2) Soit  un nombre réel, on pose

A(z) = 2sin(2z) — (\/g + \/5)(008(32) —sin(z))— (2 + \/5)

a) Simplifier 'expression (cos(x) —sin(x) )2 et

2+cos(zx)>0

déduire sin(2z) en fonction de cos(z)—sin(x)

b) Résoudre dans R D'équation A(z) =0

3) a) Montrer que :

A(x)-—lb’cos(———)c 3(5 Z)c 5(5 Z)C s(g 72—:)

b) Etudier le signe de A(z) sur l'intervalle [0;;—2[

Exercice 13
Soit £ un nombre réel
1) Calculer cos(3z) en fonction de cos(z)
2) Résoudre dans R I’équation :
(E): 4(005(:1:))3 ~ 2(cos(x))2 —3cos(z)+1=0
3) En déduire les solutions de 1'équation (E) dans
I'intervalle [0;27:]
4) On considere I'équation (F): 4X° -2X°-3X+1=0
a) Vérifier que 1 est une solution de (F) puis

déterminer les autres solutions.

b) Montrer que 003(2?”) est une solution de (F)

V5-1

En déd
c¢) En déduire que 003(5] 1

Exercice 14
1) Résoudre dans R D'équation cos(4zx) = sin(3x)
2) Montrer que

sin(3x) = —4sin’ (x) + 3sin(z)
{003(433) =8sin’ (x) —8sin” (z) + 1
3) En déduire que les solutions de I’équation
St'+4t° =8t =3t +1=0 est :

3 T o
S =< —1;—sin(—); sin(—); sin(—
{tmsin(ysin yisin )
4) Factoriser le polynéme P(t) =8t* +4t° —8t* - 3t + 1

T 37 /4 1
5) En déduire que sin(—) —sin(—) +sin(—) == et
) que sin(5)=sin( ) +sin(5) =

(VxeR

1
sin x stn(—) xsin(—) =—

( ) (4) (14) S
Exerc1ce15

Soit  un nombre réel tel que = # 2kx pour tout ke R

Montrer que :

(n+1)x

)

sm(—)cos(

1) (VneN ) h=qcos(kx) =

sm(z)

_ in(2)
2) (vneN): Mo cos (35) = vy

n-1 sin(2"x
3) (VneN) Hcos(2‘ ) #(22)
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Exercice 1 (Suites numériques)

On consideére la suite numérique (u,) définie par u, =1 et pour tout neN:

1) Montrer que : (VneN) 0<u, <6.
2) Etudier la monotonie de la suite (u,).
u, —6
3) Soit (v,)la suite numérique définie par : (VneN) v, =— .
u, +
o) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

b) Déterminer v, puis u, en fonction de n.

1
4) o) Montrer que (VneN) |u,_, —6|£§ u, — 6|

1 n
b) En déduire que (VneN) |un—6|S5[§j

n T 7
5) On pose S, :ka et T :Z . Déterminer S, et T en fonction de

=0 o W, + 1

Exercice 2 (Suites numériques)

Exercice de syntheése 5 page 90
Exercice 3 (Trigonométrie)

1) a) En remarquant que z:2><£, calculer sin’ (1) puis déduire la valeur de sm(i)
6 12 12 12
b) Calculer par deux méthodes cos(%)

¢) Calculer par deur méthodes tcm(%) puis calculer par deur méthodes t(m(%+z)

2) Soit ze R, en remarquant que 3z =22+, montrer que :

cos(3z) = 4cos” (x) — 3cos(x) ; sin(3x) = —4sin® (z) + 3sin(x) ; tan(3z) = Stan(z) ~ tan’ (z)

1-3tan’ (z)
8) Soit zeR tel que z# (2k+1)7 pour tout k€Z, on pose t:ta’n(g) :

—t , 2t 2t 1—cos(z)
> 5 StT)= —~ ;  tan(x) = S St A
+1? (z) 1+t (@) 1-t?

%) Soient z, y et z trois réels tel que T+y+2z=m. Montrer que : Correction

t

’

1
Montrer que cos(x)= ‘
1 sin(z)

a) sin(z)+sin(y) +sin(z) = 4003(%)003(%)003(%)

b) cos(z)+cos(y) +cos(z) = 4sin(g)sz'n(%)sm(§) +1

¢) cos®(z)+cos’(y) +cos®(2) = 1—2cos(z)cos(y)cos(z)
5) a) Résoudre dans R puis dans ]—7[27{] les équations suivantes :
2sin(z)—1=0 ; 2cos(x)+1=0 ; cos(z)+~/3sin(z) =2
b) Placer les solutions des équations précédentes sur le cercle trigonométrique.

c) Résoudre dans |-7:7] les inéquations suivantes 2sin(r)—1>0 et \/§cos(x)+1 <0
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Exercice 1 (6pts)

Soit (u,)la suite numérique définie par v, =5 et pour tout neN:

1) Calculer 4, €t Uy .o

2) Montrer par récurrence que : (VR eEIN) 1, > 2 . i et et e e
_ —2(u, +1)(u, —2)

b) En déduire lo monotonie de 1o SUTLE (1) oo o o o oot oottt ettt s s s s e e

3) a) Montrer que : (VneN) wu

u —2
4) Pour tout neN | on pose : v =-L

n

u, +1 '
a) Caleuler v, puis montrer que (v,) est une suite géométrique de raison E

b) Exprimer v, puis w, emn FONCEION A& 10 . i i i i it it et et it et e et et e+ e e e

< 1 1
¢) Montrer que : ka =Z(l—§)

k=1
Exercice 2 (5pts)

Soient a et b deux réels tels que 0 <a<b. On considere les suites (u,) et (v,) définies par :

un Un

u, +v,

u,=a; v,=b et (VneN): u, = et v, =

Un +Un
1) Montrer que (V7 € IN) 1 0 KU, KU, .+ oottt s et sttt e e e s e e e e et et et e et

2) Montrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,)est décroissante. ... ...

1
3) a) Montrer que (VneN): v, —u, < E(vn —un) et et e e ees e s o2 e et s et s e sas 10 2an aeesin 2es e mnn e snn aeesnn e+ eee s 1D

b) En déduire que (VneN): O<v, —u, < (éj (b—a) et e een e e e 20 sen e e e e £2n 20 s s e e 20 wnn e ene o+ enn s eee s eee e LPD

4) Montrer que (VN €N)t 1 U, = @D oottt et ettt e e et e« e 0. DD
Exercice 3 (9pts)

1 1
1) Sachant que tan(z) :Eet tan(y) =3 calculer tan(z+y), tan(z—1y) et tan(2x) . .ooiivv oo 1591

G2

2) Caleuler cos(2a) sachant que cos(a) =

3) Ecrire sous forme de somme le produit suivant : A(z) = cos(52)cos(z) . fosiDo ..o,

5) Ecrire sous la forme rcos(z—a) Vexpression : \/§cos(x)+sin(x)

)

4) Transformer en produits Vexpression suivante : B(x) = cos(z) —cos(5x)f ... p e fflo o)
)
)

6) Soit T un mombre réel tel que T #kx pour tout ke R
sin(8z)

2 4 :
b) Calculer cos(%)cos(%)cos(%) (sans utiliser Lo caleulatrice) ...\t o N e vt

a) Montrer que : cos(z)cos(2z)cos(4x) =

) Soient A, B et C les mesures des angles d'un triangle ABC N
Montrer que sin(2A4)+ sin(2B)+ sin(2C) = 4sin(A)sin(B)Sin(C) ..o ¥
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Exercice 1 (6pts)

Soit (u,)la suite numérique définie par u, =2 et pour tout neN:

1) CaleulerT U, € Uy .o et
2) Montrer par récurrence que : (VR EN) 1, > 1 . i it e e ettt e e e e e e
_ =2(u, — 1)

i —
n+ n 2“,"/ +3

b) En déduire 1o monotonie de 1o SUTLE (1) - o o oo oo oo oot ettt ettt ettt et e s

3) a) Montrer que : (VneN) u

u, —1
4) Pour tout neN | on pose : v =L

n

u, +1
a) Caleuler v, puis montrer que (v,) est une suite géométrique de raison E

b) Exprimer v, puis %, €n FOTCEION Q€ M0 it ottt et st et et et s e e ot et e e s e e s e

- 5 1
c) Montrer que : ) U =—[1— — j
AZ; S A

Exercice 2 (5pts)

Soient a et b deux réels tels que 0 <a<b. On considere les suites (u,) et (v,) définies par :

u, +v 2u.v
u,=b; vy=a et (VneN): uy =—"—" et v, ,=—"—
2 u, +v,

1) Montrer que (V7 €IN) 1 0 KU, S UL+ oottt et s s sttt e e et s s e e e et e et s e«

2) Montrer que la suite (u,) est décroissante et que la suite (v,)est croissante. ... ...

1
3) a) Montrer que (VneN): v, —v < E(un Uy ) e e e

b) En déduire que (VneN): O<u, —v, < (éj (b—a)

4) Montrer que (VN €N)t 1 U, = @D oot e et ettt e e e O

Exercice 3 (9pts)

1) Sachant que tan(x)zéet tcm(y):é caleuler tan(z—y), tan(z+y) et tan(2x) i 1

-1
2) Calculer cos(2a) sachant que sin(a):dT

3) Ecrire sous forme de somme le produit suivant : A(z) = cos(5z)sin(z) .. L. 277

5) Ecrire sous la forme rcos(zx—a) Vexpression : cos(x)+\/§sz’n(x)

)

4) Transformer en produits Vexpression suivante : B(x) = cos(z) +cos(5z) f... j.....
)
)

6) Soit T un mombre réel tel que T #kx pour tout ke R

a) Montrer que : cos(z)cos(2x)cos(4x) :M

2 4
b) Calculer cos(g)cos(—ﬂ)cos(g) (sans utiliser la calculatrice) ... N5, !

7) Soient A, B et C les mesures des angles d'un triangle ABC
Montrer que sin(2A4)+sin(2B) + sin(2C) = 4sin(A)Sin(B)SIn(C) ..ot cee e N

Ssz‘n(x) “5a s5a sne sne sne sne sns ssa soa ssa sss sns sofleone sne sns ok sos ses ses sas 2as see see ses ses sss s s sas ses ses e [
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